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Notations

corps des nombres réels

corps des nombres complexes

ensemble des entiers naturels

ensemble des entiers relatifs

nombres complexes & partie réelle positive ou nulle
nombres réels positifs ou nuls

partie réelle d'un nombre complexe

partie imaginaire d’'un nombre complexe

nombre complexe imaginaire pur (j2 = —1)

conjugué de z

variable de Laplace

transformée de Laplace de =

dérivée temporelle de =

exponentielle

égal par définition

degré en x

signe de x

transposée de la matrice A

matrice adjointe de A

déterminant de la matrice carrée A

rang de la matrice A

trace de la matrice carrée A

matrice identité (n X n)

x divise %

anneau des polynomes en s a coefficients dans R

corps des fractions rationnelles en s a coefficients dans R
anneau des polynomes en s et z et a coefficients dans R
corps des fractions rationnelles de deux éléments de R|[s, z]
anneau des polynomes en z a coefficients dans R(s)
corps des fractions rationnelles propres en s a coefficients dans R
anneau des matrices a coefficients dans R

anneau des matrices (n x m) a coefficients dans R

* est équivalent a x

* implique %

fin d’une démonstration

fin d’'une remarque

fin d'un exemple

vil






X

Introduction

‘étude des systémes a retards a été 'objet de nombreux travaux en Automatique

durant ces derniéres décennies. Ces systémes sont présents dans des domaines aussi
variés que la physique, la biologie ou I’économie, et la compréhension des processus qui
régissent leur dynamique est un point fondamental de recherche pour leur commande.
D’un point de vue plus pragmatique, comme toute vitesse est finie, tous les processus
physiques comportent des retards. Cependant, dans certains cas, les temps de propaga-
tion mis en cause se révélent trés largement inférieurs aux constantes de temps du systéme.
Les retards peuvent alors étre négligés. En revanche, s’ils sont du méme ordre de grandeur
que les constantes de temps du systéme, les retards ne peuvent plus étre négligés, et la
description dynamique du systéme conduit & un modéle & retards.

Les systémes a retards appartiennent a la classe plus générale des systémes de dimen-
sion infinie (Delfour & Karrakchou, 1987), qui englobe entre autre les systémes régis par
des équations aux dérivées partielles (Mounier, 1994), ceux régis par des équations dif-
férentielles fonctionnelles (Hale, 1977), mais aussi les systémes a coefficients sur anneau
(Rouchaleau, 1972), (Sontag, 1976). Les outils mathématiques dédiés a I’étude des sys-
témes a retards proviennent autant de l'analyse fonctionnelle (Kolmanovskii & Nosov,
1986), (Hale & Verduyn Lunel, 1993), de l'algébre linéaire sur anneau (Kamen, 1978a),
(Conte & Perdon, 2000), que de concepts de nature algébrique (Kamen et al., 1986),
(Brethé & Loiseau, 1997), (Gliising-Liierfen, 1997).

Cette thése s’inscrit dans la continuité de la recherche effectuée a F'TRCCyN sur les sys-
témes linéaires a retards, avec notamment 'approche géométrique avec les travaux de
(Sename, 1994), (Picard, 1996) et (Assan, 1999), 'approche algébrique et celle numérique
(Ruysschaert, 1994), (Brethé, 1997), (Van Assche, 2002). Elle s’est déroulée en trois
phases.

Dans une premiére phase, je me suis intéressé aux techniques de calcul par intervalles
pour résoudre numériquement des problémes de commande, tels que la stabilité, la stabil-
isation, ou la vérification d'un gabarit de performances. Ces techniques s’inscrivent dans
la volonté de développer une boite a outils dédiée aux systémes a retards, et de palier
aux inconvénients des outils classiques de simulation scientifique, dont certaines problé-
matiques ont été soulevées dans (Van Assche et al., 1999), lors de I'implémentation ou de
la discrétisation de lois de commande distribuées. La contribution de cette partie consiste
a avoir appliqué ces techniques par intervalles aux systémes a retards, et de résoudre des
problémes numériques difficiles (Dao et al., 2004), (Di Loreto et al., 2004a).

A la suite de cette premiére phase, je me suis intéressé a l'approche géométrique, en
approfondissant les travaux de (Assan, 1999). J’ai étudié les relations logiques entre dif-
férentes notions d’invariance, en mettant en évidence des différences structurelles entre
I'invariance liée & la commandabilité, et celle liée & I'observabilité. Ces relations permet-
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tent de déterminer les propriétés d’'une solution aux problémes de commande, comme le
rejet de perturbation, ou la synthése d’observateurs robustes vis a vis d’entrées exogenes,
et sont une base pour le développement de nouvelles stratégies de commande. Les ré-
sultats de cette partie ont fait I'objet d’une publication (Di Loreto et al., 2006a). Dans
cette publication, les structures des familles de modules invariants ont été caractérisées,
en utilisant des arguments de dualité sur anneau.

En paralléle, la troisiéme phase de ma these a été orientée vers 'utilisation d’outils al-
gébriques. Dans un premier temps, mon attention s’est portée sur la stabilité et la stabil-
isation des systémes a retards. Plus particuliérement, j’ai étudié la stabilité des systémes
régis par des équations aux différences, en insistant sur un aspect singulier qui apparait
lorsque les retards sont rationnellement indépendants entre eux (Di Loreto et al., 2004b).
Ce résultat est un complément a ceux décrits dans (Hale & Verduyn Lunel, 2001) et
(Hale & Verduyn Lunel, 2003). Pour la stabilisation, en m’inspirant de (Vidyasagar,
1985), et sur la base des résultats de (Brethé, 1997), (Brethé & Loiseau, 1998), une
paramétrisation des compensateurs stabilisants est proposée sur ’anneau des fractions
propres et stables des pseudo-polyndémes, qui sont des opérateurs qui utilisent un nombre
fini de dérivateurs, de retards ponctuels, et de retards distribués. Un complément sur le
probléme de stabilisation robuste pour des systémes incertains est également proposé.
Dans un deuxiéme temps, je me suis interrogé sur le conservatisme de problémes exacts
classiques de commande. A partir de la constatation que le temps de réaction de certains
systémes a retards est incompressible quelque soit le bouclage dynamique appliqué, j’ai
approfondi, sur un probléme de rejet de perturbation, le cas des systémes avec un retard
sur I’entrée de commande. La perturbation ne pouvant étre rejetée de maniére exacte,
il faut poser le probléme de rejet comme un probléme d’atténuation. Plus précisement,
celui-ci consiste a atténuer une entrée exogéne de maniére optimale au sens d’'une norme
a préciser. Ce probléme a été résolu, et des conditions géométriques ont été établies pour
garantir 'optimalité de l'atténuation (Di Loreto et al., 2005b), (Di Loreto et al., 2005a).
La solution optimale se révéle étre un transfert a réponse impulsionnelle finie. Des résul-
tats récents sur ce sujet sont également dias a (Zhong, 2003a) et (Mirkin & Zhong, 2003).
Nos contributions se situent essentiellement dans le fait d’avoir montré que le probléme
d’atténuation optimale se raméne & un systéme linéaire sans retard, et dans le développe-
ment de conditions géométriques constructives pour la synthése d’une solution optimale.
Sur la base de cette analyse, une extension a été proposée au cas plus général des systémes
a retards quelconques, pour la résolution d'un probléme de poursuite de modéle. Dans
cette extension, 'erreur de poursuite est & réponse impulsionnelle finie (Di Loreto, 2006).
Enfin, ce travail a été poursuivi avec la commande optimale au sens [; pour les systémes
a temps discret, ou £; pour les systémes a temps continu. En effet, pour les systémes
carrés de rang plein, la solution optimale au sens [; ou £; est a réponse impulsionnelle
finie. Une approche polynomiale a été proposée dans le cadre de 'optimisation [y, con-
duisant & une procédure algorithmique pour le calcul de 'optimum. Ces résultats sont
complémentaires de ceux établis par (Dahleh & Pearson, 1987a), dans le sens ou ils pro-
posent une méthodologie différente de calcul d’une solution. Notre synthése permet en
outre de déterminer la solution optimale dans certains cas particuliers, que I’on retrouve
dans d’autres problémes d’optimisation. L’interprétation qui en résulte semble ouvrir
de nouvelles perspectives sur cette thématique. Les résultats obtenus ont fait 'objet de
deux publications (Di Loreto et al., 2006b), (Di Loreto et al., 2006¢). Dans le cadre de
I'optimisation £, quelques cas particuliers sont étudiés. Les résultats obtenus complétent
ceux décrits par (Dym et al., 1995) et (Bonnet & Partington, 1999).
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Ce mémoire est divisé en trois parties. La premiére partie (Chapitres 1, 2 et 3), intitulée
"Modélisation et concepts de base", est consacrée a des rappels. Dans le Chapitre 1,
on introduit les modéles linéaires a retards étudiés dans cette thése. Dans le deuxiéme
chapitre, on définit quelques concepts de base de ’approche algébrique qui seront utilisés
tout au long de ce mémoire. On insiste plus particuliérement sur les quasi-polynomes et
les pseudo-polynomes, qui jouent un role fondamental pour 1’étude des systémes a retards.
Dans le troisiéme chapitre, on effectue quelques rappels sur les normes des signaux et des
systémes, afin d’avoir a disposition des critéres mesurables de comparaison entre différents
systémes. Puis, on détaillera quelques notions d’optimisation, notamment la définition,
a partir d’arguments de dualité, des problémes primal et dual d’une fonctionnelle & min-
imiser.

La deuxiéme partie (Chapitres 4, 5, et 6) est intitulée "Outils méthodologiques". Dans le
Chapitre 4, on s’intéresse a ’approche géométrique. Les concepts d’invariances controlée
et conditionnelle y sont analysés. Le Chapitre 5 est consacré a la stabilité et a la stabilisa-
tion des systémes a retards, problémes qui peuvent étre considérés comme fondamentaux
car ils interviennent dans tout probléme de commande. Enfin, le Chapitre 6 contient
quelques aspects numériques, avec le calcul par intervalles. Cette technique numérique
permet de résoudre divers problémes difficiles de commande.

La troisitme partie (Chapitres 7 et 8), intitulée "Commande et optimisation 1-£;",
contient quelques développements pour la résolution de problémes de commande. Le
Chapitre 7 est dédié au rejet et a l'atténuation de perturbation, et & la poursuite de
modeéle. Les techniques utilisées sont a la fois géométriques et algébriques, en utilisant
I’anneau des fractions propres et stables des pseudo-polynomes. Enfin, le Chapitre 8 est
consacré au probléme de commande optimale au sens [; ou £;. Pour le cas discret, une
synthése basée sur des outils polynomiaux est proposée pour le calcul d’une solution op-
timale. Quant au cas continu, quelques cas particuliers de systémes a retard sur I'entrée
sont étudiés, et quelques réflexions sont faites pour le cas de systémes a retards plus
généraux.






Partie 1

Modélisation et concepts de base

Cette premiére partie est consacrée a l'introduction des modeéles linéaires & retards,
ainsi qu’a quelques concepts algébriques pour leur analyse.

Dans le Chapitre 1, on décrit les modéles des systémes linéaires a retards étudiés dans cette
these. Ces systémes sont régis par des équations différentielles de type retardé ou neutre,
des équations aux dérivées partielles, ou encore par des équations intégro-différentielles.
Les notions de condition initiale, de solution unique, et de transfert y sont définies. Il est
également expliqué comment un systéme a retards peut étre modélisé par un systéme a
coefficients sur un anneau d’opérateur.

Dans le Chapitre 2, on introduit les outils algébriques pour I'analyse et I’étude des sys-
téemes & retards. On définit les notions de quasi-polyndémes et de pseudo-polyndmes.
Les propriétés de I'anneau des pseudo-polynomes sont résumées. On rappelle, a titre
d’illustration, le probléme de réalisation d'un systéme a retards.

Enfin, le Chapitre 3 expose quelques notions de métrique des systémes et d’optimisation.
Ce chapitre commence par un rappel sur les normes des signaux et des systémes. Puis,
pour la partie sur I’optimisation, en utilisant la dualité, on introduit les notions de prob-
léme primal et de probléme dual, et on rappelle le lien entre ces deux problémes.






Chapitre 1

Modéles Iinéaires a retards

n systéme a retards est un systéme dynamique dont I’'évolution dépend non seulement

de son état présent, mais aussi de son état passé. Ils sont donc présents naturelle-
ment dans de nombreux domaines des Sciences de I'Ingénieur. Les retards présents dans
ces systémes peuvent étre ponctuels ou distribués (Hale, 1977), (Kolmanovskii & Nosov,
1986).

1.1 Systémes a retards ponctuels et distribués

Soit le systéme différentiel linéaire et stationnaire a retards commensurables, décrit par
la représentation d’état

y(t) = i Cix(t —i0) + i Diu(t —i0). (1.1.2)

Le vecteur de dimension n a composantes réelles x(t) € R" est appelé vecteur d’état
instantané (Kolmanovskii & Nosov, 1986). Le vecteur u(t) € R™ est I'entrée du systéme,
et y(t) € R? est la sortie ou la mesure du systéme. Les matrices A;, B;, C;, et D;, pour
1 = 0 a k, sont des matrices réelles de dimensions adéquates, # > 0 est un retard réel
strictement positif, appelé parfois retard unitaire, et x € IN est un nombre naturel entier.
Tous les retards présents dans (1.1.1) et (1.1.2) sont ponctuels, et multiples du retard
unitaire 0. Afin de résoudre (1.1.1) pour tout instant ¢ > 0, il est nécessaire de connaitre
la condition initiale de x(¢) sur l'intervalle [—x#, 0], soit pour t € [—k6,0[, x(t) = ¢(t), et
x(0) = o, mais également I’entrée du systéme wu, pour ¢ > 0. Le calcul de I’état instantané
x(t), t > 0, nécessite la connaissance d’une infinité de points. Il s’agit d’un systéme de
dimension infinie (Delfour & Karrakchou, 1987).

Si la fonction ¢(t) est supposée continue, dérivable presque partout, et si I’entrée u est
nulle pour ¢t < 0 et localement intégrable pour ¢ > 0, alors le systéme (1.1.1) admet une
unique solution z, qui coincide avec ¢ sur [—x6,0[, x(0) en 0, et qui satisfait (1.1.1) pour
tout t > 0. Cette solution est continue et dérivable partout, sauf éventuellement aux
instants multiples de 6.

En utilisant les propriétés de la transformée de Laplace monolatére pour la dérivation et
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le retard, on a

~

i(s) = s2(s) —xg, Tp(s) =e %% / P(r)eTH0)s (1.1.3)

ou zy(t) = x(t — ). On peut associer au systéme (1.1.1) et (1.1.2) une représentation

sous forme d’une fraction rationnelle réelle en s et e,

§(s) = [C(s] — A)"'B+ D] a(s) + C(sI — A)~'®(s) + U(s), (1.1.4)

avec

A = i Aie_ws, B = i Bie_wsa
i=0 i=0

C = i Cie™ D= i D;e™ .
i=0 i=0

Les vecteurs ®(s) et WU(s) sont les transformées de Laplace des conditions initiales du
systéme, soit

K 0
s) :x0+ZAi/A6¢(T)e(T“9)S dr, Zc/ o(r)e TS dr (1.1.5)
i=0 -t

La matrice

T(s,e %) =C(sI — A)"'B+D (1.1.6)

est appelée matrice de transfert du systéme. On parle alors de systéme a retards com-
mensurables de type retardé.

La classe des systémes de type retardé peut étre étendue en introduisant des retards
distribués. Autrement dit, on considére un systéme de la forme

K K0
r(t) = Z A;jx(t —10) + /0 Ay(m)x(t —7)dr (1.1.7)
1:05 y
+ Z Biu(t —i0) + / By(T)u(t — 7)dr,
“ZZO K0
y(t) = Z Cix(t —i0) + / Ca(T)x(t —7)dr (1.1.8)

—I—ZDut—ze / Dy(T)u(t — 7)dr,

ot Ag(1), Ba(T), Cy(7), et Dy(7) sont des matrices définies par des fonctions continues
par morceaux sur des intervalles du type |(i — 1)6,i0], i € {1,...,k}. L’unicité d'une
solution z(t), t > 0, est obtenue sous les mémes conditions que pour (1.1.1). La matrice
de transfert de ce systéme est T'(s,e™%) = C(s[ — A)"'B + D, ou

K K0
A= Z A 4 / Agy(m)e ™ dr, (1.1.9)
i=0 0
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et B, C et D se définissent de maniére similaire.

Pour certains systémes, les retards ponctuels présents dans la dynamique du systéme
peuvent ne pas étre multiples d’'un retard unitaire . Ces retards 6;, © = 0,..., &, sont
alors rationnellement indépendants. On dit qu’ils sont non commensurables entre eux.
Par exemple, les retards 6, = 1 et #; = /2 sont non commensurables. Pour ces systémes,
la représentation d’état (1.1.1) s’écrit

x(t) = i Aix(t —0;) + i Biu(t — 0,), (1.1.10)

et les conditions d’existence et d’unicité d’une solution a cette équation restent identiques
a celles décrites précédemment.

Une autre classe importante de systéemes a retards est celle des systémes de type neu-
tre. Ces systémes font intervenir des retards non seulement sur 1’état du systéme, mais
également sur la dérivée de ’état. Ils sont de la forme

i(t) = i Ax(t — i) + EH: Biu(t — i6) + i Eyi(t — if), (1.1.11)

y(t) = i Cix(t —10) + i Dyu(t —i6) + i Fy(t —i0), (1.1.12)

ou les matrices F; et Fj sont réelles, pour 7 = 1 4 k. Ce systéme admet une unique solution
sous les mémes conditions que (1.1.1). On associe a ce systéme la matrice de transfert

T(s,e®)=(I—F)""[C(s(I - E)— A)~'B+ D], (1.1.13)

ou A, B, C et D ont été définies par (1.1.4), et

E = iEieiGS’ F = iﬂews.
i=1 =1

On peut évidemment enrichir (1.1.11) et (1.1.12) en ajoutant des retards distribués.

Enfin, une autre classe de systémes a retards qui sera étudiée dans cette thése est celle
des systémes régis par des équations aux différences, dont une représentation d’état est

x(t) = i Ax(t —i0) + i Biu(t —i0). (1.1.14)

Les conditions d’existence et d’unicité d’une solution a (1.1.14) sont identiques a celles
de (1.1.1).

Les différents systémes décrits précédemment sont présents dans de nombreux et var-
iés domaines d’application. On peut citer les modéles d’évolution d’une population,
d’expansion économique, ou épidémiologiques (Cooke & Yorke, 1972), (Banks, 1975),
(Gopalsamy, 1992), (Rasmussen et al., 2003), ou les modeéles de réseaux (Bélair et al.,
1996), (Wang & Paganini, 2002), (Kim & Shroff, 2005). On retrouve ces systémes dans
la propagation des ondes ou de matiére (Ikeda, 1979), (Lantz & Salset, 1980), (Manitius,
1984), (Anderson & Spong, 1989), (Bressloff & Coombes, 1998), (Bressloff & Coombes,
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1999), (Wirkus & Rand, 2002), ou (Feng & Chicone, 2003), en mécanique des milieux
continus (Mounier et al., 1997), en thermoélasticité (Dafermos, 1968), (Ansary, 1973), ou
encore dans le traitement d’images (Roesser, 1975).

Pour une synthése de ces différents domaines d’application, on pourra se référer entre
autres a (Kolmanovskii & Nosov, 1986), (Kolmanovskii & Myshkis, 1992), et (Niculescu,
2001).

1.2 Modéle sur un anneau d’opérateur

Les propriétés de certaines classes de systémes a retards peuvent aussi étre déduites de
celles des systémes a coefficients sur un anneau d’opérateur (Rouchaleau, 1972), (Morse,
1976a). Pour justifier cette affirmation, on introduit 'opérateur retard o, tel que

(0 f)(t) = f(t — ), VteR. (1.2.1)

En remplacant de maniére formelle cet opérateur dans les équations (1.1.1) et (1.1.2), et
en notant que (o' f)(t) = f(t — i), pour i € N, on a

t = A(o)r+ B(o)u

y = C(o)x+ D(o)u (1.2.2)

ou

ZAU B(o ZBO’ Clo an D(o iD (1.2.3)

On obtient ainsi un systéme a coefficients sur 'anneau d’opérateur retard R[o]. Le sys-
téme (1.2.2) posséde le méme comportement entrée-sortie que (1.1.1) et (1.1.2), bien que
ces deux systémes soient de nature algébrique différente. Si désormais les retards sont
non commensurables entre eux, c’est a dire si la dynamique du systéme se représente sous

la forme . .
=0 =0

avec 0 = 0y < 0, < ... < 0, non commensurables entre eux, le systéme peut aussi étre
modélisé sur 'anneau d’opérateur Rloy, ..., 0., ol
(o:f)(t)=f(t—06,),i=0,...,K. (1.2.5)

La méme modélisation s’applique au cas des retards distribués, vus comme des opérateurs
intégro-différentiels.

Pour les systémes de type neutre, en utilisant I'opérateur retard o décrit par (1.2.1), le
systéeme (1.1.11)-(1.1.12) s’écrit

& = A(o)r+ B(o)u+ E(o)x

y = C(o)x+ D(o)u+ F(o)y’ (1.2.6)

ou A(o), B(o), C(o) et D(o) sont définies par (1.2.3), et

= i Eio', F(o)= i Fio'. (1.2.7)
=1 =1
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Il est possible de simplifier cette expression afin d’écrire (1.2.6) sous la forme standard

i =
y:

(0)x + B(o)u

(0)r + D(o)u’ (128)

A
C

avec

A(o) = (I - E(0))""A(0), B(o) = (I — E(o))"'B(o), (1.2.9)

et de maniére similaire C'(0) = (I—F(0))"*C(0), D(¢) = (I-F(c))"*D(0). On remarque
que le déterminant de la matrice (I — E(0)), noté

det(l — E(o)) =eg+e10+ ... +e,0",

avec e¢; € R, pour ¢ = 0 & pu, est a partie constante non nulle, eg # 0. Cette remarque
s’applique également au déterminant de la matrice (I — F'(0)). Par conséquent, le quadru-
plet de matrices (A(c), B(o),C(c), D(c)) est défini sur 'anneau des fractions rationnelles
en 'opérateur o dont le dénominateur est a partie constante non nulle. Cet anneau est
appelé 'anneau des fractions réalisables en o: Une telle fraction est réalisable par un
systéme a retards régi par une équation aux différences, sans anticipation, et qui utilise
un nombre fini d’opérateurs retards (Picard, 1996).

Les réalisations (1.2.2) et (1.2.8) se généralisent au cas ou le quadruplet (A, B, C, D) est

défini sur un anneau commutatif quelconque, et on parle alors de systéme abstrait.

Définition 1.2.1 (Kamen, 1978a) Soit R un anneau commutatif avec identité. Un sys-

téme abstrait sur R, linéaire et stationnaire, ayant pour entrée u et pour sortie y, est un
quadruplet de matrices (A, B,C, D), ot A € R™", B € R C € RP*", D € RP*™, tel
que

&z = Axr+ Bu
. 1.2.1
y = Cx+ Du ( 0)

Le vecteur x est appelé vecteur d’état abstrait, ou plus succinctement vecteur d’état.
Une définition similaire existe pour les systémes a temps discret.
Exemple 1.2.2 Soit

B(t) = —a(t) +20(t — 1) +ut) + it — 1)
y(t) = ()

Le systéme abstrait associé a (1.2.11) est le quadruplet (A, B, C, D) défini sur ’anneau
des fractions réalisables par

. (1.2.11)

A:20—1 1

,C=1,D=0. (1.2.12)
<&

La notion de systéme abstrait se révele particuliérement intéressante pour 1’étude des
systémes a retards. Non seulement elle généralise la notion de représentation d’état d’un
systéme avec un quadruplet (A, B,C, D) a coefficients sur un corps, mais elle permet
aussi d’utiliser les résultats connus pour ceux-ci, car un anneau commutatif avec identité
peut toujours étre plongé dans un corps, le corps des fractions. On détaillera ces notions
dans le Chapitre 4, qui porte sur 'approche géométrique pour I'analyse des systémes a
retards. Pour approfondir les notions de systéme abstrait, on pourra se référer aux travaux
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précurseurs de (Rouchaleau, 1972), (Sontag, 1976), (Morse, 1976a), et (Kamen, 1978a),
mais aussi & ceux plus récents de (Picard, 1996), (Picard et al., 1997) et (Assan, 1999).
Les anneaux auxquels on s’intéresse et sur lesquels sont définis les systéme abstraits étudiés
dans cette thése sont commutatifs. Une attention particuliére est portée sur les anneaux
principaux et Noethériens. C’est en effet sur ces anneaux que se rapporte la plupart des
applications des systémes a retards, dont principalement les cas des retards ponctuels
commensurables et non commensurables entre eux.

[’utilisation d’un systéme abstrait n’est cependant pas toujours judicieuse. En présence
de retards distribués, elle peut amener une complexification dans I'analyse et la synthése
d’une loi de commande. Dans ce cas, il s’avére souvent plus judicieux d’utiliser une
approche de type algébrique, pour laquelle on considére un systéme d’un point de vue
transfert. Cette approche fait appel & des procédures constructives pour la synthése de
lois de commande, comme dans les problémes de placement de poles ou de réalisation.
Elle est donc un outil bien adapté pour ’analyse des systémes a retards, et est 'objet du
prochain chapitre, dont les notions seront utilisées tout au long de ce mémoire.



Chapitre 2

Introduction a 'approche algébrique

2.1 Généralités

L’approche algébrique s’appuie sur l'utilisation de la transformée de Laplace pour
étudier les propriétés d’un systéme donné. Les problémes de commande tels que la
stabilisation, l'estimation, la poursuite exacte de modéle, ou le découplage, se traduisent
alors par la résolution d’équations de Bézout ou d’équations de poursuite. Cette approche
s’applique aussi bien dans un contexte espace d’état que dans un contexte transfert.
Pour la stabilité ou la stabilisation d’un systéme a retards, ’étude revient a I'analyse des
racines de I’équation caractéristique associée. Par exemple, pour les systémes linéaires,
on considére un transfert #(s) qui est une fraction rationnelle réelle de la forme t(s) =
n(s)/d(s), o n(s) = ng+ ...+ n,s", et d(s) = do + ... + dgs?, avec n;,d; € R, pour
respectivement ¢ = 0 a n, et j = 0 a d. La stabilité asymptotique de t(s) est équivalente
a ce que toute racine de d(s) soit a partie réelle strictement négative. L’étude de la sta-
bilité revient donc a I’étude des racines de ’équation caractéristique d(s) = 0. Pour les
systémes a retards, il ne s’agit plus de résoudre une équation polynomiale en la variable s,
mais de résoudre une équation polynomiale en les variables s et e=%. Dans cette finalité,
la notion de quasi-polynéome a été introduite (Pontryagin, 1955). Un quasi-polynome est
une fonction analytique polynomiale en s et e=%%, qui se révéle étre un cas particulier d’un
polynome 2-D en les variables s et z (Van der Waerden, 1930).

Un quasi-polynome fait appel & un nombre fini de dérivateurs et de retards ponctuels. Leur
étude permet d’analyser les propriétés des systémes a retards (Hale & Verduyn Lunel,
1993), (Kharitonov & Zhabko, 1994). Dans le but de résoudre certains problémes de
commande, tel que la stabilisation ou le placement de poles, et afin d’obtenir des procé-
dures constructives, on introduira la notion de pseudo-polynéme (Kamen et al., 1985),
(Brethé, 1997), qui généralise celle de quasi-polynome, car elle fait appel non seulement a
un nombre fini de dérivateurs et de retards ponctuels, mais aussi a des retards distribués.
Les propriétés de I’anneau des pseudo-polyndémes sont alors analysées, en insistant partic-
uliérement sur le fait qu’il s’agit d’un anneau de Bézout. Les notions de primarité de deux
pseudo-polynomes, de plus grand diviseur commun, ou de division sont bien définies, et
des procédures constructives existent pour la synthése de lois de commande, notamment
pour la résolution d’équations de Bézout.



10 Introduction a I’approche algébrique

2.2 Quasi-polynémes et polynémes 2-D

Pour ’étude des systémes a retards, ’analyse des polyndmes en les variables s et =%,
appelés quasi-polynomes, se révéle fondamentale. De maniére plus générale, de nombreux
travaux ont été développés pour 1’étude des polynomes en les variables s et z, appelés
polyndmes 2-D. La fonction exponentielle étant transcendante, les variables s et e =% sont
algébriquement indépendantes. Ainsi, les résultats algébriques sur les polynémes 2-D
s’appliquent aux quasi-polyndmes.

Définition 2.2.1 (Van der Waerden, 1930) Un polynome 2-D Q(s, z) € R]s, z], est un
polynome & deux indéterminées s et z, et a coefficients réels, qui se décompose de maniére
unique

Qs,2) =Y Y Qus'2, (2.2.1)

=0 k=0

avec Q;r € R, pouri=0aqg, et k=0ar, g, reN.

Un tel polynome 2-D est dit & terme principal si @, # 0. L’anneau R[s, z] est un
domaine factoriel (Van der Waerden, 1930), c’est a dire que tout polynéme 2-D non nul,
Q) € RJs,z], se décompose en un produit fini de facteurs irréductibles, Q@ = Q1 ---Q,,
ou, pour 7 = 1 a p, Q; = AB implique que, soit A soit B est un polynéme constant non
nul. On vérifie alors facilement que le terme principal d’'un produit de polyndémes 2-D
correspond au produit des termes principaux de leurs facteurs. Ainsi, Q(s, z) € R[s, z] a
un terme principal si et seulement si tous ses facteurs irréductibles ont un terme principal.
Une conséquence est que tout polynome 2-D Q(s, z) € RJs, z] se décompose de maniére
unique, a une multiplication par une constante prés, sous la forme

Q(s,2) = Q(s,2)Qu(s, 2), (2.2.2)

ol @y(s,z) € R[s, 2] est & terme principal, alors qu’aucun facteur non trivial de @(3, z) €
R[s, z] n’est a terme principal. On note respectivement (), et @, la partie principale de
@ et la partie non principale de Q).

En remplacant algébriquement la variable z par e~
polyndme.

s on définit la notion de quasi-

Définition 2.2.2 (Pontryagin, 1955) Un quasi-polynome Q(s,e~%) € R[s,e %] est un
polynéme a coefficients réels en les variables s et e=%, c’est a dire

Q(s,e7 %) = i i Qirs'e 0, (2.2.3)

i=0 k=0
ou Qi € R,pouri=0aq, et k=0ar,q, reN.

On dit que Q(s,e %) est unitaire en s, si son coefficient de plus haut degré en s,
> o Qqre %%, est égal A 1.

Le coefficient (), est appelé terme principal de Q(s,e™"), et on dit que Q(s,e est a
terme principal si Qg # 0. Cette définition est en accord avec celle introduite pour un
polynome 2-D dans la Définition 2.2.1. On pose ¢ = deg, Q(s,e™%), r = deg,-e. Q(s,e7%).
On notera en particulier quun quasi-polynome unitaire est a terme principal, car ;0 = 1.
Les décompositions décrites précédemment pour les polynomes 2-D s’appliquent aux

—05) —05)
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quasi-polynomes, car R[s, 2] et R[s,e™%] sont isomorphes. En outre, avec la notion de
quasi-polynéme unitaire, tout quasi-polynome non nul Q(s,e~%) se décompose sous la

forme unique, & une multiplication par une constante prés,

Q(s,e7%) = @(3, e %)Q,(s,e7%), (2.2.4)

oil tous les facteurs de Q,(s,e™%) € R[s,e %] sont unitaires, alors qu’aucun facteur de
Q(s,e7%) € R[s, %] nest unitaire.

Passons maintenant a la notion de primarité qui joue un role primordial dans I’analyse
de la stabilité et de la stabilisation des systémes. Pour les polyndémes 2-D, cette notion

est liée a celle de facteur commun, et non plus a celle de zéro commun comme c’est le cas

sur R[s].

Définition 2.2.3 (Morf et al., 1977) Deux polynomes 2-D Q(s, z), P(s, z) € R][s, z] sont
dits 2-D premiers entre eux s’ils n’ont pas de facteur commun, c’est a dire s’il n’existe

pas de facteur 2-D R(s,z) € R[s,z] non trivial, tel que Q(s,z) = R(s,2)Q(s,2), et
P(s,z) = R(s,z)P(s, 2).

Une paire de nombres complexes (sg,29) est appelée un zéro de P(s,z) € RJs,z] si
P(s0,20) = 0. On constate que la primarité de deux polyndémes 2-D n’est pas équiva-
lente a 'absence de zéros communs. Par exemple, les polynomes 2-D P(s,z) = sz, et
Q(s,z) = s+ z, qui admettent le zéro commun (0,0), sont 2-D premiers entre eux, car
ils n’ont aucun facteur commun non trivial. Cependant, la caractérisation suivante de la
2-D primarité permet d’aboutir a une procédure constructive pour sa vérification.

Théoréme 2.2.4 (Morf et al., 1977) Deux polynomes 2-D, Q(s, z) et P(s,z) € R]s, z],
sont, 2-D premiers entre eux, si et seulement s’ils sont 1-D premiers entre eux par rapport
a R(s)[z] et par rapport a R(z)[s], c’est a dire s’il existe X (s, z), Y(s,2) € R(s)[z] tels
que PX 4+ QY =1, et §'il existe Z(s, z), W (s, z) € R(z)[s] tels que PZ + QW = 1.

En décomposant sous forme d’une fraction les solutions aux équations de Bézout (X,Y)
et (Z,W), il existe Ry(s) € Rls|, Xi(s,2) € R[s, z], Yi(s,2) € R]s, 2] tels que

P(s,2)Xi(x, z) + Q(s, 2)Yi(s, z) = Ri(s), (2.2.5)
et il existe Ry(z) € Rz], Z1(s,2) € Rs, 2], Wi(s, z) € R]s, 2] tels que
P(s,2)Z1(x, 2) + Q(s, 2)Wi(s, z) = Ra(2). (2.2.6)

En particulier, si les polynomes 2-D P(s,z) et (s, z) sont premiers entre eux, alors
Q(s,e7%) et P(s,e %) ont un nombre fini de zéros communs, oil un zéro de Q(s,e %) est
un nombre complexe sg tel que Q(sg, e %%0) = 0.

De maniére générale, un quasi-polynéme a une infinité de zéros. On montre qu’un quasi-
polynome Q(s,e %) € R[s,e %] a un nombre fini de zéros si et seulement s'il s’écrit
sous la forme Q(s,e™%) = e Q(s), avec n € N, et Q(s) € R[s|] (Brethé, 1997),
(Gliising-Liierfen, 1997).

[’analyse de la stabilité ou de la stabilisation des systémes a retards induit la définition
suivante de stabilité d’un quasi-polynome.

Définition 2.2.5 (Pontryagin, 1955) Un quasi-polynome Q(s,e %) € R[s,e™%] est sta-
ble, s'il existe § < 0, tel que Q(sg, e~ %) # 0, pour tout sy € C, Re(sg) > 4.



12 Introduction a I’approche algébrique

Un zéro so d’un quasi-polynome Q(s,e%) est dit instable si Re(sg) > 0, et stable dans le
cas contraire. Les premiers résultats sur la stabilité des quasi-polynomes ont été obtenus
par (Pontryagin, 1955), et ont été ultérieurement développés dans de nombreux travaux,
dont on peut citer par exemple (Cooke, 1962), (Bellman & Cooke, 1963), (Corduneanu,
1968), (Levin, 1972), (Moreno, 1973), (Henry, 1974), (Hale, 1977), (Avellar & Hale, 1980),
(Kharitonov & Zhabko, 1994) ou plus récemment (Gu et al., 2003).

L’un des résultats fondamentaux sur la stabilité des quasi-polyndmes est le suivant.

Théoréme 2.2.6 (Pontryagin, 1955) Soit Q(s,e~%) € R[s, e~%] un quasi-polynéme non
nul.

(i) Si le quasi-polynome Q(s,e™%¢) n’a pas de terme principal, alors il a un nombre
infini de zéros instables, avec des parties réelles arbitrairement grandes.

(77) Si le coefficient du terme de plus haut degré en s posséde un zéro instable avec
Re(s) > 0, alors Q(s,e~%) posséde un nombre infini de zéros instables.

(7i1) Si le coefficient du terme de plus haut degré en s n’a pas de zéro instable, alors le
quasi-polynome Q(s,e~%) n’a qu’un nombre fini de zéros instables.

En outre, ’ensemble des quasi-polynomes stables est fermé pour la loi multiplicative
usuelle, donc un quasi-polynome est stable si et seulement si tous ses facteurs irréductibles
sont stables. Tout quasi-polynome Q(s,e%) € R[s, e %] se décompose par

Q(Sveies) - Qg(saeies)Qb(S’eies)’ (2'2'7)

ol Q,(s,e7%) € R[s, e %] est stable, et Qy(s,e7%) € R[s, e~%] ne posséde que des facteurs
instables.

2.3 Pseudo-polyndémes

Dans la littérature sur les systémes a retards, 'emploi de retards distribués dans la syn-
these de lois de commande a été proposé par plusieurs auteurs. On peut citer par exem-
ple (Manitius & Triggiani, 1978), (Olbrot, 1978), (Manitius & Olbrot, 1979), (Watanabe,
1986), (Watanabe et al., 1984), (Kamen et al., 1986). L’utilisation de tels retards dis-
tribués permet de prendre en compte toutes les lois réalisables, quelque soit I’anneau sur
lequel est modélisé le systéme, ce qui de fait simplifie la méthodologie de stabilisation.
Pour ceci, il est commode de se placer dans un formalisme algébrique tel qu’il a été
introduit dans (Kamen et al., 1986), ou les auteurs considérent l'anneau des transfor-
mées de Laplace de retards distribués qui appartiennent a R(s)[e7%]. Ce formalisme
a été ultérieurement étendu dans (Brethé & Loiseau, 1996), ou une caractérisation de
'ensemble G des transformées de Laplace de retards distribués appartenant a R(s, e~ %)
est faite. Ainsi, les transformées de Laplace de retards ponctuels et distribués appartien-
nent & l'anneau Rle=%] NG, et il devient naturel de considérer 'anneau € des polynomes
en s a coefficients sur Rle=%] N G afin d’étudier les systémes a retards. Les éléments de
I’anneau & sont appelés pseudo-polynomes.

On rappelle dans ce qui suit les propriétés algébriques essentielles de 'anneau £. Les
notions de diviseur et de primarité peuvent étre définies de maniére classique, et I’anneau
des pseudo-polynomes est un domaine de Bézout. Une conséquence est alors que ’anneau
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£ est un anneau de factorisation élémentaire, c’est a dire que les formes de Hermite
et de Smith existent, et celles-ci permettent de concevoir de maniére constructive une
méthodologie de décomposition en facteurs premiers et de synthése de lois de commande
stabilisantes. Ces résultats sont issus de (Kamen et al., 1986), (Brethé & Loiseau, 1996),
(Brethé, 1997), (Loiseau, 2000), et (Loiseau, 2001), mais également de (Gliising-Liierfen,
1997), o des résultats similaires sont établis par une approche de type comportementale.
Un retard distribué est une relation entrée-sortie définie par une convolution de la forme
ho
y(t) = f(t —71)u(r)dr, (2.3.1)

h1

ou 0 < hy < hy, u est 'entrée, y la sortie, et f, appelée noyau de convolution, est une
fonction intégrable définie sur 'intervalle [hq, ho] et nulle ailleurs. Par convolution, la
transformée de Laplace de ce retard distribué est la transformée de Laplace du noyau,

~

§(s) = f(s)a(s), et elle est appelée transformée de Laplace finie, car

fo= | " H(r)e dr. (2.3.2)

Exemple 2.3.1 Soient A € R™", et 'opérateur retard distribué décrit par

h
y(t) = / e Tu(r)dr,
0
ou h > 0. La transformée de Laplace de ce retard distribué est
f(s) = (I — e C197) (s — A) ",

qui est une matrice de transfert entiére, c¢’est a dire que ses composantes sont, des fonctions
holomorphes sur tout le plan complexe. De plus, on vérifie que f(s) est propre en la
variable de Laplace s. o

De maniére plus générale, on peut caractériser, a travers le résultat suivant, I’ensemble
des transformées de Laplace de retards distribués qui appartiennent au corps R(s,e%).

Proposition 2.3.2 (Brethé, 1997) L’ensemble des transformées de Laplace de retards
distribués, qui appartiennent a R(s, e~%), est 'ensemble G, défini par

sy _ Ns,e7") o5y s iy
g= {g(s,e 5) = a6 : g(s,e7") entiere, deg,n(s,e ") < deg, d(s)}, (2.3.3)

ot n(s,e”%) € R[s,e %], d(s) € R[s].

Pour les systémes a retards qui contiennent des retards ponctuels et distribués, on con-
sidére 'anneau des polynomes en s et a coefficients sur R[e~%] U G.

Définition 2.3.3 L’ensemble £ est
E = (Rle~%] + G)l[s]. (2.3.4)

Cet ensemble est un anneau, et tout élément de £ est appelé pseudo-polynome.
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En notant H I'ensemble des fonctions entiéres sur C, tout pseudo-polynome peut s’écrire
sous différentes formes, a travers les caractérisations suivantes

& = (Rle™]+g)[s],
= R[s,e™®] +G,
= R(s)[e ] NH.

Ainsi, tout pseudo-polynome p(s,e %) € £ s’écrit sous la forme

oy ) Slnle ) (235)

d(s) Zfzo d;s’

oil n(s,e7%) € R[s,e %], d(s) € R[s], ni(e7?) € R[e %] pour i = 0 & m, et o tout
zéro de d(s), compté avec sa multiplicité, est aussi un zéro de n(s,e™%). Afin de garantir
I'unicité de cette écriture, on supposera que d; = 1, n,,(e™%) # 0, n(s, 2) et d(s) sont 2-D
premiers entre eux.

Le degré du pseudo-polynome p(s,e=%), noté deg(p(s,e=%)), est défini par

p(s,e

deg(p(s,e7%)) = deg, n(s,e %) — deg, d(s) = m — t, (2.3.6)
et peut étre aussi bien positif que négatif. Le pseudo-polynome p(s,e %) est dit unitaire
en s si le coefficient de son terme de plus haut degré, n,,(e™%), est égal a 1.

A partir des différentes caractérisations de I'anneau &, le pseudo-polynome p(s, e~%) peut
également s’écrire comme une série formelle,

m—t
p(s,e7%) = Z pr(e70%)s", (2.3.7)
k=—o0
avec p(e7%) € R[e~%], ou encore
p(s,e7%) = g(s,e7 %) + Zpi(e_as)si, (2.3.8)
i=0

avec p;(e7%) € Rle %] pour i = 0 a m, et g(s,e %) € G.

Les notions de diviseur et de multiple sont définies de maniére naturelle. Soient p; et po
deux pseudo-polynéomes. On dit que p; divise py, ou que py est un multiple de p;, s’il
existe m € & tel que po = mp;. On note pi|ps. On dit que d € £ est un plus grand
diviseur commun de p; et po, si d est un diviseur de p; et po, et si d est un multiple de
tous les diviseurs communs de p; et ps.

De méme, m € &£ est un plus petit commun multiple de p; et po, si m est un multiple de
p1 et po, et si m divise tous les multiples communs de p; et p. Un plus grand diviseur
commun ou un plus petit multiple commun sont uniques a la multiplication prés par un
élément inversible sur £.

Ces notions étant bien définies, on peut introduire la notion de primarité, a savoir que
deux pseudo-polynémes sont dits premiers entre eux si leur plus grand diviseur commun
est inversible sur £. La primarité de deux pseudo-polynomes est alors caractérisée par le
résultat qui suit.
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Proposition 2.3.4 (Brethé, 1997) Les affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) Les pseudo-polynomes p; et py sont premiers entre eux.

(ii) Les pseudo-polynémes n’ont ni zéro commun, ni facteur commun de la forme e="%%,

pour n € N, n > 1.

Ce résultat sur la primarité de deux pseudo-polynomes permet de retrouver la notion
classique de primarité au sens des zéros communs (modulo un facteur multiplicatif) qui
est satisfaite sur R[s]; Si deux polynomes sur R[s] sont premiers entre eux, ils n’ont aucun
zéro commun. Cette propriété n’est pas vérifiée sur R]s, z].

L’anneau £ est un domaine intégre, mais n’est ni un anneau factoriel, car un pseudo-
polynome posséde en général une infinité de zéros, ni un domaine Euclidien, car le degré
d’un pseudo-polynéome peut étre négatif. On peut en outre montrer que Rle™%] N G est
un anneau Noethérien, mais cette propriété n’est pas conservée sur £.

Cependant, sur I’anneau des pseudo-polynomes, on a le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.3.5 (Brethé & Loiseau, 1996) Soient p; et ps deux pseudo-polynomes pre-
miers entre eux sur £. Il existe x; et x5 sur & tels que

P11 —f-pgl‘g =1. (239)

Corollaire 2.3.6 I’anneau £ est un domaine de Bézout. Tout idéal de £ finiment généré
est principal, c’est a dire généré par un seul élément.

La démonstration du Théoréme 2.3.5 est constructive, et permet de faire la synthése d’un
compensateur stabilisant (Brethé & Loiseau, 1997), (Loiseau, 2000). Cette propriété est
trés forte car elle est a la base de la stabilisation des systémes a retards.

Sous I’hypothése que le diviseur est unitaire en s, la division de deux pseudo-polyndémes
est bien définie. Autrement dit, étant donnés deux pseudo-polynomes p; et ps, avec pp
unitaire, il existe g et r sur &, avec deg(r) < deg(p:), tels que py = gp; + r. On appelle
q le quotient, et r le reste de cette division, qui ne sont pas uniques. En effet, pour tout
a(s,e%) € £ tel que deg(a) < 0, on obtient py = ¢'p; +1', avec ¢/ = q—a, v’ = r+apy, et
deg(r’) < deg(p1). On constate donc que le quotient et le reste ne sont pas uniques, et de
plus, que le reste peut étre de degré arbitraire par le choix du pseudo-polynome a(s,e%).
La division de deux pseudo-polynémes peut étre mal définie sur £ si le diviseur n’est pas
unitaire.

Intéressons nous maintenant aux matrices définies sur £ et aux formes matricielles, en
particulier les formes de Hermite et de Smith.

Classiquement, une matrice carrée définie sur £ est dite unimodulaire si elle est inversible,
et son inverse est dans £. Ainsi, une matrice U € EP*P est unimodulaire si et seulement
si det(U) € R — {0}. Pour simplifier les notations, et s’il n'y a pas d’ambiguité sur
les dimensions, ’ensemble des matrices définies sur £ est noté M(E). Puisque & est
un domaine de Bézout, toute matrice pseudo-polynomiale peut étre transformée a 1’aide
d’opérations élémentaires sur les lignes, en une matrice triangulaire.

Lemme 2.3.7 (Brethé, 1997) Soit A € M(E). 1l existe une matrice unimodulaire U €

M(E) telle que
UA— (g) , (2.3.10)

ol H est une matrice carrée triangulaire supérieure, appelée forme de Hermite de A.
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Pour le calcul de la forme de Hermite d'une matrice dans £, on peut généraliser la procé-
dure constructive décrite dans (Van der Waerden, 1930), (Rosenbrock, 1970), ou (Kailath,
1980), qui est présentée pour des matrices sur R][s].

Soient A et B deux matrices sur £. S'il existe une matrice R € M(E) telle que A = BR,
on dit que B est un diviseur a gauche de A, et s’il existe une matrice P € M (E) telle que
A = PB, alors B est un diviseur a droite de A.

Si A= RA; et B = RBj pour des matrices Ay, By et R définies sur M (&), alors la matrice
R est appelée un diviseur commun a gauche de A et de B. Si A = AsR et B = By R pour
des matrices Ay, By et R définies sur M (&), la matrice R est appelée un diviseur commun
a droite de A et de B.

Définition 2.3.8 Deux matrices A et B sur M (€) sont dites premiéres a gauche si tous
leurs diviseurs communs a gauche sont unimodulaires, et premiéres a droite si tous leurs
diviseurs communs & droite sont unimodulaires.

Ainsi, R € M(E) est un plus grand diviseur commun a droite de A et de B s'il existe A;
et By sur M (&) telles que A = AjR et B = B1R, et si R; est un diviseur a droite de A et
de B, alors il existe W € M () telle que R = W R;.

Un plus grand diviseur commun & droite R € M(E) de A et de B se calcule aisément

par des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice (AT BT)T, c’est a dire qu’il
existe une matrice U € M (€) unimodulaire telle que

. (g) - (gi gli) (g) = (ff) - (2.3.11)

Si A et B sont premiéres a droite sur £, leur plus grand diviseur commun & droite est
unimodulaire. Or d’aprés (2.3.11), il l'est si et seulement si il existe des matrices X et
Y € M(E) telles que I'équation de Bézout

XA+YB=1 (2.3.12)

soit satisfaite.

La transposition au cas des matrices premieres a gauche est immédiate. Deux matrices
sur &, A et B, sont premiéres a gauche si et seulement si il existe X et Y sur € telles que
AX + BY =1.

Soient A et B des matrices_premiéres a droite sur &, A et B des matrices premiéres
a gauche sur &, telles que BA = AB. L’ensemble des solutions de (2.3.12) peut étre
paramétré. En effet, a partir d’une solution particuliére (X', Y") de (2.3.12), toute solution
s’écrit,

X = X' +QB

p 2.3.1
Y - vy 04 (2.3.13)

pour une matrice arbitraire Q € M(E).
[’équation de Bézout (2.3.12) se généralise & une équation matricielle unimodulaire. Etant
données A et B premieres a droite sur £, avec B non singuliére, il existe X, Y, X*, V™,

A et B sur &, telles que
-X Y\ /[-A X* I 0
(E ;1) (B Y*) _ (0 I), (2.3.14)
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ou les trois matrices de cette équation sont unimodulaires. En effet, par primarité,

XA+YB=1I AX+BY =1,

OG-0

avec () = YY — X X. Par inversion du membre de droite, on aboutit a

(7 G E)-09)

ol X*=AQ+ X, et Y*=—BQ+Y.

et BA = AB. On obtient

Outre la forme de Hermite d’une matrice A € M(E), obtenue par des opérations élé-
mentaires sur les lignes de A, on peut obtenir la forme de Smith de A, en effectuant des
opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de A.

Théoréme 2.3.9 (Gliising-Liierfen, 1997), (Loiseau, 2001) L’anneau £ est un anneau de
factorisation élémentaire. Toute matrice A € M (&) se factorise sous la forme

A O
A=U (0 o) v, (2.3.15)

ou U et V sont unimodulaires, r = rang(A), A = diag(ay, ..., ), oo pour i =1 a
r — 1. Les pseudo-polynémes «;, pour i = 1 & r sont définis de maniére unique, et sont
appelés les facteurs invariants de A.

La démonstration de ce résultat s’appuie sur un résultat de (Kaplansky, 1949).

La notion de factorisation premiére d’'une matrice de transfert est un outil de base pour
la description et I'analyse des systémes. L B B
Soit P € R(s,e %)P*™. On peut factoriser P sous la forme P = D7'N, avec N et D
définies sur M (), appelée factorisation a gauche de P, ou sous la forme P = ND~!, pour
N, D € M(E), appelée factorisation a droite de P. Par la forme de Hermite de la matrice
(N D), si R est un facteur commun a gauche de N et D, on a

(¥ B)=r (X, b,).

ou Np et Ep sont des matrices premiéres a gauche, et telles que P = Eljlﬁp. On dit alors

que (Ep, N,) est une factorisation premiére a gauche de P. On peut de méme déterminer
une factorisation premiére a droite (N,, D,) de P, ou N, et D, sont premiéres a droite.
Ces factorisations sont définies de maniére unique a une unimodulaire prés.

Toute matrice rationnelle P € R (s, e~ )P*™ admet des factorisations premiéres a droite et
a gauche, notées respectivement (N, D) et (D, N), et donc telles que P = ND~! = D~!N.
En s’inspirant par exemple de (Vidyasagar, 1985), on montre que det(D) = det(ﬁ), et
que D et D ont les mémes facteurs invariants. On peut par ailleurs étendre la notion de
forme de Smith pour toute matrice rationnelle, a travers la forme de Smith-McMillan.
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Propriété 2.3.10 Soit P € R(s,e %)™ avec r = rang(P). Il existe des matrices
unimodulaires U; et U, sur £ telles que P = U; MU,, ou

M= (diag{%} O) , (2.3.16)

0 0

les pseudo-polynomes (e;, ;) sont premiers entre eux, pour i = 1 a r, ;1| 1y, et ;| €i41,
pour ¢ = 1 a r — 1. La matrice M est unique, et est appelée la forme de Smith-McMillan

de P. Les zéros de g, sont appelés les zéros de P, et les zéros de 1); sont appelés les poles
de P.

Une factorisation premiére a droite de P est déduite directement de la forme de Smith-
McMillan de P. En effet, d’aprés (2.3.16), on écrit M(s) = Z(s)¥1(s), ou

(s) = (diag{ei} 0)’ B(s) = (diag{@/)i} 0)’ (2.3.17)

(1]

0 0 0 l

et une factorisation premiére a droite de P, (N, D), est alors décrite par N = U=, et
D = U, 'W. Un résultat similaire permet de construire une factorisation premiére a gauche
de P.

Dans les problémes de réalisation des systémes (Kailath, 1980), ou de placement de poles
(Kucera, 1991), la notion de réduction par les colonnes se révéle importante.

Définition 2.3.11 Soit D € £ une matrice carrée telle que det(D) soit unitaire en s. On
note deg, (D) le plus grand degré des éléments de la j¢me colonne de D, et Dy, € Rle™%]
sa matrice des coefficients de plus haut degré par les colonnes. L’élément Dy, de cette
matrice est donc égal & zéro si deg(Dy;) < deg,, (D), ou égal au coefficient du terme de
plus haut degré de D;; sinon. La matrice D est dite réduite par les colonnes si Dy, est
unimodulaire sur R[e~%].

Toute matrice carrée D peut étre réduite par les colonnes par des opérations élémentaires
sur les colonnes. Autrement dit, il existe U € M(E) unimodulaire, telle que DU soit
réduite par les colonnes (Brethé, 1997). Il est important de noter que, dans le cadre de
I’anneau &, les degrés par les colonnes c¢; de la matrice D peuvent étre positifs ou négatifs,
et ne sont pas définis de fagon unique. Un résultat similaire est obtenu pour la réduction
par les lignes, et on note deg, (D) le degré de la i€ ligne de D, c’est & dire

deg, (D) = max deg(Dy;).
J

Enfin, rappelons la notion de propreté d’'une fraction de deux matrices pseudo-polynomiales
proposée dans (Brethé, 1997).

Définition 2.3.12 Soient n et d € £. La fraction p = n/d est propre si d est unitaire
en s, et deg(n) < deg(d), et strictement propre si cette inégalité est stricte. Elle est dite
bipropre si elle est propre et d’inverse propre.

De méme, une matrice P est propre si toutes ses composantes sont propres. Une matrice
carrée est bipropre si elle est propre et d’inverse propre.

Réduire par les colonnes une matrice D € M (E) revient a effectuer des opérations élé-
mentaires sur les colonnes de D (Brethé, 1997), soit

DU = Bdiag{s“}, (2.3.18)
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ou U est unimodulaire, B est bipropre, et DU est réduite par les colonnes, de degrés par
les colonnes c;.

En utilisant ces propriétés, on généralise la division de deux pseudo-polyndémes au cas
matriciel (Brethé, 1997).

Proposition 2.3.13 Soient N et D des matrices définies sur £, avec D carrée et det(D)
unitaire en s. Alors, il existe des matrices Q et R € M(E) telles que N = QD + R, ou
RD™! est strictement propre.

Preuve. Il suffit de décomposer la matrice ND~! en une partie strictement propre S et
une partie polynomiale () comme dans (2.3.8),

ND'=Q+ P (2.3.19)

Ainsi, N = QD + R, ou la matrice R = PD est polynomiale, car elle est égale & N — QD
qui est polynomiale, et P = RD~! est strictement propre. "

Notons que si D est réduite par les colonnes de degrés c;, alors la matrice R est strictement
propre si et seulement si degcj(R) < ¢j.

2.4 Reéalisation des systémes a retards

Le probléme de réalisation consiste & déterminer un quadruplet de matrices (A, B, C, D),
qui réalise une matrice de transfert donnée T'(s,e™%), c’est a dire tel que

T(s,e7%) = C(sI — A)"'B+ D. (2.4.1)

Pour les systéemes a retards, ce quadruplet de matrices doit étre choisi sur un anneau,
comme par exemple 'anneau des polynomes en e =% 4 coefficients réels R[e %], ou 'anneau
Noethérien, R[e~?] adjoint de ’anneau des transformées de Laplace de retard distribués,
c’est a dire Rle %] + G.

Pour la réalisabilité d’un transfert donné, on analyse trois classes d’anneaux, qui corre-
spondent respectivement a la réalisabilité d’'un systéme de type retardé ou a retards lo-
calisés, a retards localisés et distribués, et d’un systéme a retards de type neutre (Eising,
1978), (Loiseau, 2000).

Un transfert étant une fraction rationnelle en s et e 7%, sa réalisabilité est directement liée
au fait que cette fraction est propre dans un sens a spécifier. Il s’agit ainsi d’une extension
naturelle de la réalisabilité d’une fraction rationnelle T'(s) sur R(s) par un quadruplet de
matrices constantes (A, B, C, D), qui est possible si et seulement si T'(s) est une fraction
propre en s (Rosenbrock, 1970), (Kailath, 1980).

La réalisation d’un transfert par un systémes a retards de type retardé est la plus simple
a étudier, et consiste en une simple extension du cas des systémes sur R(s). On définit la
notion de propreté sur R[e~%] comme suit.

Définition 2.4.1 Une fraction rationnelle T = ND~! dans R(s,e™%), ou N(s,e7%) et
D(s,e7%) € Rls, e~ %], est propre sur R[e~%*], si son dénominateur D(s,e %) est unitaire,
et

deg,(N) < deg (D). (2.4.2)
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On considére le systéeme a retards

M) = 3 At —i0) + 3 Bult — if)

=0 50 : (2.4.3)
y(t) = ;}C’ix(t—i@)—k;}Diu(t—i@)

ou z(t) € R" est le vecteur instantané d’état, u € R™ I'entrée du systéme, y € R” la sortie
du systéme, et les matrices A;, B;, C;, et D; sont réelles et de dimensions appropriées,
pour i = 0 & p. On définit le quadruplet de matrices (A, B, C, D) a coefficients sur R[e=%],

A= Zp: Ae ™ B = Zp: Bie . C = Zp: Cie 5 D = Zp: D;e . (2.4.4)
=0 =0 =0 =0

Définition 2.4.2 Une fraction rationnelle T = ND~! dans R(s,e™%), out N(s,e7%) et
D(s,e7%) € Rls,e™%], est dite réalisable sur R[e~%] s’il existe un quadruplet de matrices
(A, B,C, D) définies sur R[e~%] par (2.4.4), tel que

T(s,e7%) = C(sI — A)"'B+ D. (2.4.5)

On dit aussi que le systéme (2.4.3) a retards localisés réalise le transfert T'(s,e~%). Pour
cette notion de réalisabilité, on obtient la condition nécessaire et suffisante suivante.

Théoréme 2.4.3 (Loiseau, 2000) Une fraction rationnelle T'(s,e™%) € R(s,e™%) est
réalisable sur R[e~%] si et seulement si T'(s,e~%) est une fraction rationnelle propre sur
R[e~?%].

Preuve. Si T(s,e %) est réalisable sur R[e~%], il existe un quadruplet de matrices
(A, B,C, D) a coefficients sur R[e~%], tel que

T(s,e7%) = C(sI — A)"'B+ D,

qui est propre au sens de la Définition 2.4.1. Réciproquement, soit 7' = N D! une fraction
rationnelle propre, avec d = deg,(D(s,e~%)),

D(s, e %) = s+ dzl D;s', N(s,e™%) = Z N;s',
i=0 i=0
ott N;, D; € Rle™%], pour i = 0 & d. En prenant par exemple
0 1 0 0
A . B= : ’

0 0 1 0
—Dy -+ —Dg o —Dg 1

C = (No—DgNg -+ Ng1—Dq1Ng), D= Ny,

on vérifie que ce quadruplet de matrices définies sur Rle™%] réalise T'(s, e~%). n

Ce théoréme sur la réalisation sur R[e™%] est un cas particulier des résultats de (Eising,
1978), établis dans le cadre des systémes 2-D, c’est a dire des fractions rationnelles de
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polynomes 2-D.
Ce premier résultat peut étre généralisé a la réalisation d’un transfert par un systéme a
retards de type neutre. En effet, considérons le systéme a retard de type neutre

Bt) = 3 At —i6) + > Bult — i) + 3" B (t — i6)
Z'=p0 i;O i;l , (246)
> Cix(t — i) + Z Diu(t —1i0) + Z Fyy(t —i0)

i=0 1=0

ou toutes les matrices sont réelles et de dimensions appropriées. On définit le quadruplet
(A, B,C, D) comme dans (2.4.4), et

E = Zp: Ee ™ F = Zp: Fie . (2.4.7)
=1 =1

La transfert du systéme (2.4.6) d’entrée u et de sortie y est
T(s,e™®)=(I—-F)"'[C(s(I-FE)—A)"'B+D]. (2.4.8)

Ce transfert est une fraction d’éléments de R, (e”*)[s], Panneau des polynomes en s et a
coefficients sur 'anneau des fractions propres réelles en e’*. Inversement, une fraction
est dite réalisable sur ]Rp(ees), ’anneau des fractions propres réelles en %, s’il existe des
matrices A, B, C, D, E et F définies sur R[e™%], telles que (2.4.8) soit satisfaite, c’est a
dire si elle est réalisable par un systéme a retard de type neutre. La notion de propreté
d’une telle fraction est alors définie de la maniére suivante.

Définition 2.4.4 (Loiseau, 2000) Une fraction rationnelle T = ND~! de R(s,e%), o
N(s,e %), D(s,e7%) € R][s,e?], est propre sur R,(e’) si son dénominateur D(s,e %)
est a terme principal,

deg,(N) < deg,(D),

et
degGQS (N) S degGQS (D) .

En utilisant une démonstration en tout point similaire a celle du Théoréme 2.4.3, on
montre le résultat suivant.

Théoréme 2.4.5 (Loiseau, 2000) Une fraction rationnelle T'(s,e %) de R(s,e %) est
réalisable sur R, (e?*) si et seulement si c’est une fraction rationnelle propre sur R, (e%).

La derniére notion de réalisabilité abordée dans ce paragraphe est celle sur Rle~%] + G,
qui fait appel & un systéme dynamique possédant des retards localisés et distribués. On
considére le systéme

D po ~

(t) = Z (A;x(t —10) + Bu(t —i0)) + /0 (A(T)l’(t —7)+ B(m)u(t — T)) dr,
Z;O y ) )

y(t) = Z (Ciz(t —1i0) + Dyu(t —i0)) + /0 <C’(7’)x(t —7)+ D(1)u(t — 7')) dr,

1=0
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ou les matrices A;, B;, C; et D; sont réelles, pour ¢ = 0 a p, et les matrices Z(T), E(T),
C(7), et D(7) sont des fonctions continues par morceaux sur des intervalles de la forme
Inf, (n+ 1)0], pour 6 € {0,...,p— 1}. En définissant

P . po
A= Z Ajemi0s 4 / A(r)e ™ dr, (2.4.9)
i=0 0

et de maniére similaire les matrices B, C, D, qui sont des éléments de Rle™%] + G, le
transfert de ce systéme est

T(s,e7%) = C(sI — A)"'B+ D, (2.4.10)

et on dit que le quadruplet de matrices (A, B, C, D) réalise T'(s, e %) sur R[e™%] +G. En
rappelant qu’une fraction de pseudo-polynomes T'= ND~!, ott N(s,e7%), D(s,e7%) € &,
est dite propre sur £ si son dénominateur D est unitaire, et deg(/N) < deg(D), on obtient
la condition nécessaire et suffisante de réalisabilité sur Re~%] + G.

Théoréme 2.4.6 (Brethé, 1997) Une fraction rationnelle T'(s,e~%) dans R(s,e %) est
réalisable sur Rle=%] + G si et seulement si ¢’est une fraction rationnelle propre sur &.

Parmi les réalisations d’un systéme sur un des anneaux décrits ci-dessus, certaines pos-
sedent des propriétés importantes pour I’étude de la stabilisation, du placement de poles
ou de coefficients, ou encore de I'observabilité. On définit pour cette raison les notions de
réalisations spectralement commandable et spectralement observable (Olbrot, 1978).

Définition 2.4.7 Une réalisation est dite spectralement commandable si

rang (sI —A B) =n, VseC. (2.4.11)
Une réalisation est dite spectralement observable si
rang (815 A) =n, VseC. (2.4.12)

Dans (Manitius & Olbrot, 1979), (Kamen et al., 1986), (Watanabe, 1986), il est montré
que pour un systéme spectralement commandable, il existe une loi de commande per-
mettant de placer de maniére arbitraire le spectre du systéme bouclé. Cette propriété
est fondamentale, car elle permet d’'une part de stabiliser un systéme, et d’autre part
d’obtenir une assignation finie des poles du systéme bouclé. Il est donc intéressant de
décrire briévement cette méthode d’assignation de spectre.

Si (2.4.11) est satisfaite, il existe X, Y € M(E) telles que

(s —A)X + BY = 1. (2.4.13)

On note (N, D) une factorisation premiére a droite sur £ de (sI — A)~'B, avec D réduite
par les colonnes. Il existe donc Z, T' € M () telles que

(sI — A)N — BD =0 (2.4.14)

et ZN +TD = I. En multipliant a gauche cette équation par une matrice arbitraire ¥,
de mémes degrés par les colonnes que D, on a WZN + VT D = U, et en divisant W2 par
(sI — A), dont le déterminant est unitaire, on obtient

UZ =Q(s] — A)+ R, (2.4.15)
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avec ), R € M(E), et R de degrés par les colonnes négatifs ou nuls. En utilisant (2.4.14)
et (2.4.15), on a

RN + (QB+VT)D = V. (2.4.16)
Comme D est réduite par les colonnes et que les degrés par les colonnes de R sont négatifs
ou nuls, la matrice S = QB + VT est unimodulaire sur £. Ainsi, en notant I’ = —S™! R,

les polyndomes invariants de ¥ sont ceux de RN + SD, ou encore de D — FN. Or,
avec (2.4.14),
(s —A—BF)N —B(D—-FN)=0. (2.4.17)

Par conséquent, les polynomes invariants de W sont ceux de (A + BF'). On place alors
arbitrairement le spectre du systéme bouclé par le choix de ¥, a travers un retour d’état
décrit par la matrice F', comme sur la Figure 2.1.

Cette loi de commande fait usage de retards distribués, c’est a dire qu’il s’agit d’un
compensateur réalisable sur Rle™%] + G.

Ye

C, e i T B,
A

Figure 2.1: Schéma fonctionnel du retour d’état dans le probléme d’assignation du spectre du
systéme bouclé. Avec les notations de (2.4.14), on a F' = C.(sI — A.) "' B..

De méme, pour la propriété d’observabilité, si le systéme est spectralement observable,
il existe une injection de sortie permettant de placer arbitrairement le spectre du sys-
téme, afin de réaliser un estimateur de I’état (Lee & Olbrot, 1982), (Emre & Khargonekar,
1982). Sous la Condition (2.4.11), on peut placer les poles du systéme en boucle fermée
de maniére arbitraire, et en particulier d’'imposer un nombre fini de poéles, a travers le
choix de la matrice W. Il s’agit du probléme de n-assignation (Manitius & Olbrot, 1979),
(Watanabe, 1986).

Une notion moins contraignante que celle de réalisation spectralement commandable, est
celle de réalisation stabilisable, pour laquelle

rang (s —A B) =n, Vse C,. (2.4.18)
De méme, on dit qu’une réalisation est détectable si
rang (Sja A) =n, Vse€C,. (2.4.19)

Sous ces conditions, et pour les systémes a retards ponctuels, les poles non spectralement
commandables ou non spectralement observables sont stables (Emre & Knowles, 1984),
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(Kamen et al., 1985), (Habets, 1994). Plus généralement, sous les conditions (2.4.18)
et (2.4.19), le systéme pourra étre stabilisé par retour d’état, et un reconstructeur asymp-
totique de I’état existe (Olbrot, 1978), (Kamen et al., 1984).

En adaptant les résultats de (Rosenbrock, 1970) et (Kailath, 1980) sur les réalisations
spectralement commandables et observables, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.8 (Brethé, 1997) Toute matrice de transfert propre sur R(s, e %) admet
une réalisation sur R[e~%]+G, qui est spectralement commandable et détectable, et admet
une réalisation stabilisable et spectralement observable.

Notons enfin que les notions de commandabilité spectrale et d’observabilité spectrale sont
équivalentes respectivement a la forte commandabilité et a la forte observabilité, qui ont
été introduites par divers auteurs (Rouchaleau, 1972), (Sontag, 1976), (Kamen, 1978a).
Cependant, les notions de stabilisation et détectabilité ne sont pas équivalentes a celles
de faible commandabilité et de faible observabilité (Picard, 1996), (Picard et al., 1997).
Ainsi, un transfert propre peut ne pas admettre de réalisation qui soit spectralement com-
mandable et spectralement observable. Cependant, en notant (N, D) une factorisation
premiére a droite sur £ de ce transfert, avec D réduite par les colonnes, alors une con-
dition suffisante pour qu’une réalisation spectralement commandable et observable de ce
transfert existe, est que les degrés des colonnes de D soient positifs (Brethé, 1997).

Pour conclure, on a introduit dans ce chapitre quelques notions de base sur les quasi-
polynomes et les pseudo-polynomes. Celles sur les quasi-polynémes seront utilisées dans
les Chapitres 5 et 6 pour la stabilité des systémes a retards. Celles sur les pseudo-
polynomes seront quant a elles utilisées dans le Chapitre 5 pour le probléme de la stabil-
isation, et dans le Chapitre 7 pour la poursuite de modéle. L’utilisation de ’anneau &
pour la résolution de ces problémes est intéressante de deux points de vue. Le premier
est, avec le Théoréme 2.3.9, qu’il s’agit d’'un anneau de factorisation élémentaire. Il est
possible de résoudre des équations de Bézout, et par conséquent d’établir des procédures
algorithmiques et constructives pour la résolution d’un grand nombre de problémes de
commande. Le deuxiéme point de vue est celui du type de loi de commande que 1’on
détermine en travaillant sur £, qui peut inclure des retards ponctuels et distribués, et qui
par conséquent est trés générale.

Avec I'appui de ces notions algébriques sur les systémes a retards, il nous faut désormais
introduire des notions de métrique sur les systémes dynamiques, afin d’en déterminer les
performances et obtenir des mesures de comparaison par rapport, par exemple, a des
critéres & minimiser, comme en commande optimale. C’est ’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 3

Normes et notions d’optimisation

Ce chapitre est consacré a quelques rappels sur les normes des signaux et des systémes,
ainsi qu’a quelques notions de base sur 'optimisation, qui font appel au concept de
dualité. Les définitions et propriétés introduites dans ce chapitre seront utilisées dans le
Paragraphe 7.3 pour l'atténuation optimale de perturbation, et dans le Chapitre 8 pour
la commande optimale au sens [; ou L.

3.1 Meétrique des systémes

3.1.1 Normes d’un signal

Un espace vectoriel linéaire normé est un espace vectoriel E sur lequel est définie une
fonction a valeurs réelles, qui associe a tout élément = € E un nombre réel ||z| g, appelé
norme de z. La norme vérifie les axiomes suivants

(i) Ve € E, ||z||g > 0.
(17) Yz € E, ||z||g = 0 si et seulement si z = 0.
(@it) Yo,y € B, |z +ylle < [lzle + lylle-

)

(iv) Vo € B, a € C, ||laz|p = |all|lz| e

Cet espace vectoriel linéaire normé est noté (E, || - ||g). Par exemple, sur C", ou =z =
(a:l e xn), x; € C, on utilise fréquemment les normes
n n 1/p
Izl =Y lzl, el = (Z |~’Uz\p> s [l = max |, (3.1.1)
i=1 i=1

avec 1 < p < oo.

Une suite {z, } dans un espace normé (F, ||-|| g) est une suite de Cauchy si ||z, — 2, ||g — 0
lorsque n, m — oo. Une suite {x,,} converge vers x € F, en notant x,, — z, si ||z, —z||p —
0 lorsque n — oo. Un espace normé (E, || - [|g) est dit complet si toute suite de Cauchy
dans E converge dans E. Un espace normé complet est appelé un espace de Banach.

Dans cette thése, deux principales classes d’espaces de Banach sont considérées, les espaces
de Lesbegue [, ou £, (Luenberger, 1969), (Duren, 1970), (Rudin, 1970), et l'algébre de
convolution A4 (Hille & Phillips, 1957), (Desoer & Vidyasagar, 1975), (Callier & Desoer,
1978), (Curtain & Zwart, 1995).
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Définition 3.1.1 Soit p € R, tel que 1 < p < oco. L’espace [, est I'ensemble des suites
scalaires {x;} pour lesquelles

D Jal < oo (3.1.2)
=0

La norme d’un élément = = {z;} dans [, est définie par

s 1/p
Iz, = (Z Ixi\p> : (3.1.3)
=0

L’espace [, est 'ensemble des suites scalaires qui sont bornées. La norme d’un élément
x = {x;} dans [, est définie par

2|1 = sup |z (3.1.4)
i€IN

Pour tout nombre réel p, 1 < p < oo, I'espace normé (I, ||-||;,) est un espace de Banach. De
plus, on a les inclusions strictes suivantes, [; C [, C I, pour tout p tel que 1 < p < 0o. Ces
définitions s’étendent sans difficulté a [}, I'espace des suites vectorielles {z;} de dimension
n, telles que > 7% |z;[? < oo, ou | - | désigne I'une des normes introduites dans (3.1.1).
Deux nombres positifs p et ¢ qui vérifient 1 <p < oo, 1 <g<oo,et 1/p+1/q=1, sont
dits conjugués. Parmi les propriétés des espaces [,, les inégalités de Holder et de Minkowski
se révelent importantes dans I’étude des systémes dynamiques a temps discret.

Propriété 3.1.2 (Luenberger, 1969) Soient p et ¢ deux nombres conjugués, x = {x;} € [,
et y ={y;} €, Alors

> Lzl < llzlly, Iyl (3.1.5)
=0

et il y a égalité si et seulement si

1\P 1\ ¢
( zi ) :( i ) , VieN. (3.1.6)
]|, 1yl

L’inégalité (3.1.5) est connue sous le nom d’inégalité de Holder. De méme, I'inégalité de
Minkowski est décrite, pour z,y € [,, 1 < p < oo, par

1z +ylls, < Nzl + llyll,- (3.1.7)
En outre, pour 1 < p < o0, il y a égalité si et seulement si kyx = koy, pour ki, ko, deux
nombres réels positifs.

Les espaces L, pour 1 < p < oo, sont définis comme suit.

Définition 3.1.3 (Luenberger, 1969) L’espace L,[a,b], 1 < p < oo, est 'ensemble des
fonctions mesurables a valeurs réelles z(¢) sur U'intervalle [a, b] pour lesquelles |z(t)|P est
intégrable au sens de Lebesgue. La norme sur cet espace est

b 1/p
||as||£p[a,b1=( / |a:<t>|pdt> | (3.1.8)

L’espace L]a,b] est 'ensemble des fonctions a valeurs réelles et mesurables au sens de
Lebesgue sur [a, b] qui sont bornées. La norme sur L..[a,b] est

A
2| £ocfap) = esssup |z(t)] = inf  sup |y(t)]. (3.1.9)

a<t<b Y= p-P- tcR
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Remarquons que sur ces espaces, ||z||z,,5 = 0 n'implique pas nécessairement 2 = 0, car
la fonction z(f) peut étre non nulle sur un ensemble de mesure nulle. Cependant, si I’on
ne distingue pas les fonctions qui sont égales presque partout (p.p.) sur [a, ], c’est a dire
si deux fonctions différent sur un ensemble de mesure nulle au sens de Lebesgue, alors
Lyla,b] est un espace linéaire normé. On peut montrer que (Lpyla,b], || - ||z, [p) €st un
espace de Banach.

Ces définitions et propriétés s’étendent au cas vectoriel, ou I'on note L7 [a, b], 'ensemble
des fonctions mesurables a valeurs dans R", telles que |z(¢)[P est intégrable au sens de
Lebesgue, ou | - | désigne I'une des normes introduites dans (3.1.1).

De méme, pour deux nombres conjugués p et ¢, 1 < p < o0, 1< g < o0,z € L[a,b], et
y € Ly]a,b], on a I'inégalité de Holder

b
[ 11 < el (3.1.10)

ou il y a égalité si et seulement si
(M)p = (M)q, p.p. sur [a, b]. (3.1.11)
]| 2, a 19|t

L’inégalité (3.1.7) s’applique & = et y € L,[a,b]. On a

1z + yllzpan < N2llepfan + 19l2pa-
Pour 1 < p < o0, on note £, 'espace £,[0, oo.

Dans (Hille & Phillips, 1957), est considérée une classe de distributions trés générale,
'algebre de convolution A(co). Tout élément de cette algeébre est une somme d’une fonction
dans £, et d’'une distribution. Cette algébre permet par exemple de décrire la réponse
impulsionnelle d’un transfert bipropre.

Définition 3.1.4 Soit 0 € R. L’ensemble A(c) est 'ensemble des fonctions généralisées
f a valeurs réelles, qui s’écrivent sous la forme

fa(t)+§)fi5(t—ti) L t>0
=0
0 , t<0

ft) = : (3.1.12)

ou e 7 f,(t) € Ly, fi, t; € Rpouri € N, 0 =1ty <t; < ... 0(t) est la distribution de
Dirac de poids unitaire, et Y 7 | f;le™7" < oo.

L’ensemble A(o) est fermé pour I’addition, la multiplication, et la convolution définie par
t [eS)
(f = h)(t) :/ falt = $)ha(s)ds + > fiha(t — t;)+
0 i=0

Zhifa(t—Ti)+ZZfihk5(t—ti—Tk)a (3.1.13)
i=0 i=0 k=0

avec [ décrite précédemment, et h(t) = ho(t) + > 5 g hid(t — 7%), pour t > 0. Clest

une algébre de Banach, commutative pour la convolution, qui admet 6(¢) comme élément

unité, pour la norme

£l = e fal®)ley + L fie™™

s (3.1.14)
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c’est & dire .
1fllae) = /O | falt) dE+ Y [ file™ " (3.1.15)
=0

La démonstration de ce résultat s’appuie sur le fait que £y et [; sont deux espaces de
Banach, pour respectivement les normes || - ||z, et || - ||;;- De méme, on note A"(o)
ensemble des vecteurs f = (fi ... f,), tels que f; € A(o), pour i =1 a n.

Un élément f € A(o) posséde une transformée de Laplace f(s), définie pour tout s €
C, ={s€C: Re(s) >0}, par

f(s) = / e fu(t)dt + ) fre " (3.1.16)
0 i=0
La transformée de Laplace f (s) est bornée sur C,, avec
sup 1) < 11 f 1l 4 (3.1.17)
seCs

et satisfait la propriété usuelle d’une transformée de convolution f/*\h = ﬁz, pour tout
f, h € A(o). L’ensemble A(o) des transformées de Laplace d’éléments de A(c) est une
algébre commutative de Banach, avec identité, pour la norme

14wy = 1 la)s ¥f € Alo). (3.1.18)

Une propriété fondamentale pour ’étude des systémes dynamiques est la caractérisation
de linversibilité d’une fonction f € A(o).

Proposition 3.1.5 (Hille & Phillips, 1957) Un élément f € A(o) est inversible sur A(o),
ou de maniére équivalente f € A(o) est inversible sur A (o), si et seulement si

slertlng |f(s)] > 0. (3.1.19)

Cette propriété est importante, car elle caractérise 'inversibilité d'un élément f € /l(a),
et donc également Pinversibilité de f € A(o). Si f est inversible, alors f(s) = 0 implique
Re(s) < o, et si f(s;) est une suite de Cauchy avec Re(sy) > o et |sy] — oo, alors la
limite de cette suite est non nulle.

Le cas particulier o ¢ = 0 jouera un role important dans 1’étude de la stabilité des

systémes a retards. On notera afin de simplifier la lecture, A et /l, pour respectivement

A(0) et A(0).

La derniére classe de fonctions utilisées dans cette thése est Ho(C,), qui est définie de
la maniére suivante. On dit que f (s) est bornée dans le demi-plan droit fermé complexe
C,y,si

sup | f(s)] < oo. (3.1.20)

Re(s)>0

Ainsi, Ho(C,), ou plus simplement H., est ’ensemble des fonctions en s qui sont ana-
lytiques et bornées dans C .
On remarquera, par le biais de (3.1.17), que tout élément f € A est a fortiori dans Ha..
En munissant H., de la norme

£l = sup [£(s)], Vf € HoolC4), (3.1.21)
Re(s)>0
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il est possible de caractériser 'inversibilité d’un élément f € H.. En effet, un élément
f € Hoo(Cy) est inversible si et seulement si f(s) n’a pas de zéro dans C, c’est & dire

inf |f(s)| > 0. (3.1.22)

seCy

En outre, si f est inversible sur H,,, d’inverse f~—!, alors

sup 17749 = (g 17691 - (31.23)

seCy

Lélément 1+ f est inversible dés lors que || f||lx. < 1, car

seCq

inf [1+ f(s)| >1— sup 17(8) =1 —=||fl > 0. (3.1.24)
seC4

Par conséquent, en utilisant (3.1.23) et (3.1.24), on obtient

1
1= [ fll#ee

Cette inégalité permet de donner une borne supérieure de la norme H,, pour un élément
inversible sur H,,(C,). Cette propriété est utilisée dans les problémes de stabilisation, et
notamment de stabilisation robuste, comme on le verra dans le Chapitre 5. Notons qu’une
généralisation de cette propriété au cas vectoriel s’écrit de maniére naturelle en utilisant
une norme vectorielle définie dans (3.1.1) (Hoffman, 1962), (Duren, 1970), (Koosis, 1980),
(Vidyasagar, 1985).

11+ )l < (3.1.25)

3.1.2 Normes d’un systéme

Les normes des signaux ont été introduites dans le paragraphe précédent. Il s’agit désor-
mais de définir quelques normes pour les systémes linéaires a retards. Il s’agit de normes
induites d'un opérateur linéaire. Ces concepts proviennent de (Rudin, 1970), (Duren,
1970), et (Desoer & Vidyasagar, 1975).

Soit (E, ||-||g) un espace vectoriel normé. Une application ® de E vers E est dite linéaire,
siVe,y € E, et o, f € R, ®(ax + By) = a®(z) + fP(y). On note L(F, E), 'ensemble
des applications linéaires de E vers E. L’ensemble L(F, E) est un espace linéaire. Pour
toute application linéaire ¥, & € L(FE, E), on peut définir 'addition

(V4 @)z = Vo + Dz, VoeE, (3.1.26)
le produit par un scalaire
(a®)r = a(Pzx), Ya € R, Vo € E, (3.1.27)
et le produit Y& comme la composition de ¥ et P,
(V®)x = U(Px), Vo€ E. (3.1.28)

L’espace linéaire L(F, E) muni de ces trois lois est une algebre non commutative avec
unité. De maniére plus générale, on travaille sur L(E, F'), ou (F,| - |#) est un espace
linéaire normé. Muni des trois lois précédentes, et sous ’hypothése que celles-ci soient
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bien définies, L(F, F’) est une algébre avec unité.
Pour ® € L(E, F'), on définit la fonction, notée ||®| gr, d'un sous-ensemble de L(E, F')
vers R, par

P
”(I)”EF: sup H xHF
ren—{o} |lzllE

(3.1.29)

On appelle | ®|| g la norme induite de 'application linéaire ®. Sil’on considére désormais
I’ensemble des applications linéaires continues de F vers F', alors la norme induite de
tout élément de cet ensemble est finie (Rudin, 1970). Une application linéaire continue
¢ € L(E,F) est donc telle que ||®||pr < co. Autrement dit, il existe une constante M
telle que ||®x||r < M||z| g, pour tout € E. L’infimum de toutes ces constantes coincide
précisement avec la norme induite de ®, soit

|1®||gr = inf{M : ||Px||r < M||z||g, Yz € E}. (3.1.30)
Cette définition de norme induite est équivalente a

|P||gr = sup ||Px|lp = sup [Px|p. (3.1.31)

llzl| <1 [|lz[| p=1

Il est immédiat de constater que cette fonction vérifie les axiomes d’'une norme. Dans le
cas d’une application linéaire & € L(FE, F), la norme induite de ¢ est multiplicative, c’est
a dire, pour tout ¥ € L(E, E), || PV gr < ||P|eel| Y| £e-

Pour une matrice A € CP*™, on vérifie que les normes 1 et oco-induites de (3.1.1) sont
respectivement

p m
4l = max gl |Alle = max > Jagl. (3.1.32)
= T =

Les systemes a retards qui sont considérés dans cette thése sont linéaires, et décrits par
une convolution. Un tel systéme est donc un opérateur linéaire H, d’un espace linéaire
d’entrées U4 C E, vers un espace linéaire de sorties ) C F, qui a toute entrée u € U,
associe une sortie y € Y, telle que

H:un—>y:Huéh*u, Yuel, (3.1.33)

y(t) = (Hu)(t) = /0 h(t — TYu(r) dr. (3.1.34)

La fonction h est appelée réponse impulsionnelle ou noyau de convolution de 'opérateur
linéaire H.

Les espaces des entrées et sorties utilisés dans la littérature sont principalement ceux
introduits dans le Paragraphe 3.1.1, a savoir les espaces de Lebesgue £, ou [, 1 < p < oo,
et I'algébre de convolution A.

Pour un opérateur linéaire d'un espace d’entrée £,, 1 < g < oo, vers un espace de sortie
L, 1 <p < oo, onnote | - [|z,z, la norme induite de cet opérateur. En utilisant les
différentes définitions de norme induite, décrites par (3.1.29), (3.1.30), et (3.1.31), il est
possible de caractériser celle-ci dans un certain nombre de cas particuliers.

Pour un opérateur linéaire H, de L, vers L., de réponse impulsionnelle h, que 1’on
suppose définie sur £, la norme L -induite de H est

[Hl zoroo = sup  [[Hullz,, = [|P]lz,, (3.1.35)

llull £oo =1
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c’est a dire que pour tout u € Lo, ||hxu|z, < |2z |||z, et que la quantité ||hxul|z,
peut étre égale a ||h|z,||u||z.,, en prenant une entrée u* € L, égale a la fonction signe de
la réponse impulsionnelle. Dans le cas matriciel, on montre de méme, pour H : L7 — L
de réponse impulsionnelle A, que 1'on suppose dans £/*™ que

1Ml = max > llhillc. (3.1.36)

j=1

Autrement dit, la norme £2X™-induite de H est égale a la norme £*™ de h. Dans le
cas de la norme L;-induite, on obtient dans le cas scalaire la méme caractérisation que
la norme L -induite. Cependant, dans le cas multivariable, sous la méme hypothése, on
obtient une sommation par rapport aux colonnes,

p
|Hlleie, = max 2 sy (3.1.37)

Pour la norme Ls-induite, en utilisant le théoréme de Parseval, on montre que dans le cas
scalaire, si h € L4,

1Hllcoe, = sup |h(s)] = sup [h(jw)| = || ... (3.1.38)
Re(s)>0 weR

Dans le cas multivariable et sous la méme hypothése, on montre que

[H2oc, = Sup o (h(s)) = sup 5 (h(jw)) = [|H|l... (3.1.39)

ou d(H(s)) est la plus grande valeur singuliére de H(s), qui n’est autre que la racine
carrée de la plus grande valeur propre de la matrice Hermitienne H(5)” H(s). La fonction
a(H(s)) est une norme, appelée norme spectrale de H(s), notée

o(H(s)) = [[H(s)llvs: (3.1.40)

Enfin, la norme Hy d’un opérateur H, ou H(s) est supposé étre analytique dans le demi-
plan droit ouvert complexe, est définie par
1 o
|H|3, = — trace( H” (—jw)H (jw)) dw. (3.1.41)
> 2 )
On vérifie que ||H|j3, = ||h|/z,, et que dans le cas des systémes a une seule sortie et
éventuellement plusieurs entrées, cette norme correspond a la norme £; — L5 induite, ou
par dualité, a la norme Lo — L, induite, c’est a dire (Megretski, 2004)
o ulle, 17 ul| £,

|H||3¢, = sup sup

- (3.1.42)
weco—{0}y  ullee  weci—qoy  llulles

Une synthése de ces propriétés est reportée, pour le cas scalaire, dans le Tableau 3.1. En
complément & ces propriétés, pour toute entrée v € L£,, 1 <p < oo, et h € L4, on a

Hh*uHﬁp < ”h”£1HuHﬁp7 (3143)

avec égalité pour p = 1 ou p = oo, et éventuellement pour certaines entrées dans le cas
1<p<oo.
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| lulley lulle, Jlulles
[Ylley | [1P]la -
Ylles | 1H o N Hpw -
[Ylleo | Mlle 1H [l (Al

Tableau 3.1: Normes induites pour des opérateurs linéaires de convolution, dans le cas scalaire.

En effet, si les cas p = 1 et p = oo sont triviaux, pour 1 < p < 00, avec p et ¢ deux
nombres conjugués, on a

(e (@) < [ 0=l = 7)1

Les deux premiers termes dans l'intégrale sont dans £, et le troisiéme terme dans L,.
Donc, en utilisant I'inégalité de Holder et en prenant la norme £, des deux membres de
I'inégalité, on obtient

1 1
s ulle, < |RIZRIZ ulle, = 18] lulle, -

De maniére plus générale (Desoer & Vidyasagar, 1975), pour u € L,, 1 < p < oo, et
h e A, alors hxu € L,, et
[hxullz, < [[hllallulle,, (3.1.44)

ou 'égalité est obtenue sous les mémes conditions que (3.1.43). En notant A™*™ I’ensemble
des matrices nxn F' = (f;;), pouri,j = 1l an, ot f;; € A, un opérateur linéaire H € A™*"
peut étre vu comme un opérateur de £ vers lui-méme. Ainsi, en prenant la norme oo
sur R", a savoir ||u(t)||s = max. |u;(t)|, la norme L.-induite s’écrit sous la forme

n

[l = max 3 sl (314
j=1

ce qui généralise I'expression (3.1.36), en autorisant la présence de distributions dans le

noyau de convolution.

3.2 Concepts mathématiques pour 'optimisation

Sur la base de ces notions de métrique pour les systémes dynamiques, introduisons
quelques concepts fondamentaux pour I'optimisation et la commande optimale. Ces con-
cepts ne sont certes pas exhaustifs sur le sujet, mais seront utilisés dans le Chapitre 8 pour
I'optimisation [;-L£1. Les références bibliographiques de ce paragraphe sont (Nirenberg,
1961), (Luenberger, 1969) et (Rudin, 1970).

Soit (E,|| - ||g) un espace vectoriel normé. L’espace de toutes les formes linéaires ¢ €
L(E,C) telles que

A
1Pl =

sup |®(z)| < oo, (3.2.1)

[zl 2 <1

E*

est appelé I'espace dual normé de E, ou plus simplement 1’espace dual de E. Il est noté
E*. La norme d’un élément ® € E* est définie par (3.2.1). La valeur d’une forme linéaire
z* € E* au point x € E, est notée par z*(x), ou sous la forme symétrique (x,z*). Soit
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(e1,...,€,) une base de E. Pour tout z € F, il existe z; € C, pour i = 1 a n, tels que
x =Y z;e;. On définit les formes linéaires e} de E vers C, pour i = 1 a n, telles que
pour tout j € {1,...,n},

1 ,sii=j
* N S )
e;(e;) = 0; { 0 _ simon (3.2.2)
qui peuvent étre considérées comme des projections sur les différentes composantes de
la base choisie. La famille (e}, ..., e}) est une base de E*. Autrement dit, toute forme
linéaire z* € E* s’écrit

= Zx*(ei)ef, (3.2.3)
i=1

et tout élément z € E se décompose sous la forme z = > " | ef(z)e;. Une propriété

analytique importante de E*, est qu’il s’agit d’un espace de Banach (Luenberger, 1969),
(Rudin, 1970).

Exemple 3.2.1 Soient p et ¢ deux nombres conjugués, avec 1 < p < oo. Le dual de [,
est [, (Luenberger, 1969). Ainsi, d’aprés (3.2.3), toute forme linéaire f sur ,, 1 < p < oo,
se décompose de maniére unique,

flz) = iyl-:ci, Vo ={xz;} €, (3.2.4)
i=0

ou y = {y;} €l,. En effet, posons e; € [,,, i € N, la suite identiquement nulle sauf pour
sa i™° composante égale a 1, et y; = f(e;). Par linéarité, on a f(z) = > 2, yix;. Soit

N € IN. On définit la suite on = {¢;},

f lwilPsgn(y) i< N
Yi=10 ,i>N.

Alors, [[on|li, = (Zz‘]\io lys| )P, et fpn) = Zﬁ\;o ly;|9. En utilisant les deux précédentes
égalités, et le fait que [ f(¢on)| < [[fllizllen]li,, on obtient I'inégalité

i

N 1/q
(Z |yz'|q> <
i=0

qui est vérifice pour tout N € N, donc y = {y;} € [,. De cette maniére, tout élément de
[, définit un élément de /7, et on a

1 < 00, (3.2.5)

(oo 1/q

Z|yi|q) sil <p<oo,

1f 1l = Nlylle, = § \i=0 ' (3.2.6)
sup |y;| sip=1.
i€lN

En effet, il suffit d’utiliser I'inégalité d’Hélder pour établir que

I/

et en utilisant (3.2.5), on obtient le résultat désiré.
Notons que le dual de [, n’est pas [;. Cependant, on montre que le dual du sous-ensemble

i <yl
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co de [, des suites bornées qui tendent vers zéro a 'infini, est précisement [;.

De maniére similaire, pour 1 < p < oo, le dual de L,[a,b] est L,[a,b], oi p et ¢ sont
conjugués. Il existe donc une bijection entre une forme linéaire f € L;[a, b] et les éléments
y € Lg]a,b], telle que pour tout = € L,]a, b,

b
f(x):/ x(t)y(t) de, (3.2.7)

et de norme || f| Lilab] = HZJHEq[a,bl' ¢

Avant d’introduire le principal résultat de ce paragraphe sur une formulation primal-dual
d’un probléme d’optimisation, on énonce le théoréme de Hahn-Banach, qui nécessite au
préalable la définition d’extension d’une forme linéaire.

Notons qu'’il existe dans la littérature de nombreuses versions algébriques ou géométriques
de ce théoréme, qui sont plus générales que celle présentée ici. Cependant, cette derniére
nous suffit pour I'utilisation que nous en ferons en optimisation, notamment en optimisa-
tion [1-L;.

Définition 3.2.2 Soit f une forme linéaire définie sur un sous-espace M d'un espace
vectoriel F. Une forme linéaire F' est une extension de f, si I’ est définie sur un sous-

espace N contenant M, et si I’ est égale & f sur M. On dit alors que F' est une extension
de f,de M a N.

Théoréme 3.2.3 (Hahn-Banach) Soient (£, | - ||g) un vectoriel normé, et f une forme
linéaire définie sur un sous-espace M de E. Il existe alors une forme linéaire F' sur E qui
est une extension de f, et qui a une norme égale a celle de f, c’est a dire

i

B = || fllar=- (3.2.8)

Etant donnés x € E et z* € E*, I'équation f(x*) = (x,2*) définit une forme linéaire sur
E*. De plus, |f(z*)] = [(x,2*)| < ||z||gl|z*|| s+, et par conséquent la norme de la forme
linéaire f est bien définie, et telle que

A |/ (z")]
[fllg= = sup —— < ||z 5. (3.2.9)
z*eE*—{0} Hl“ |E
Donc, il existe 2* € E* — {0} telle que (x, 2*) = ||z||g||z*| g+, et par conséquent || f|| g =

||z|| . L’espace de toutes les formes linéaires sur E*, noté E**, est appelé le bidual de E.
L’application N : E +— E** définie par 2™ = N(x), ou (z*, 2**) = (x,z*), est linéaire,
conserve la norme, et est injective.

Cependant, il existe en général des éléments dans E** qui ne peuvent pas étre représentés
par des éléments dans E. On dit que E est réflexif si I'application N est bijective, auquel
cas on identifie, par abus de notation, les espaces E et E**.

Par exemple, les espaces [, ou Lp[a,b], 1 < p < 0o, sont des espaces réflexifs.

De maniére générale, pour tout x € E et * € E*, l'inégalité (x,z*) < ||z| g|/z*|
satisfaite.

Dans les problémes d’optimisation, il est particuliérement important de s’intéresser au cas
ol cette inégalité est atteinte pour certains x et z*, d’ou la définition suivante.

E+ est
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Définition 3.2.4

E*-

(7) Un vecteur = € E est aligné avec un vecteur z* € E* si (x,z*) = ||z| g||z*|
(77) Les vecteurs z € E et x* € E* sont orthogonaux si (x,z*) = 0.

Soit M un sous-ensemble d’un espace linéaire normé E. Le complément orthogonal, ou
I'annulateur de M, noté M+, est I'ensemble des éléments x* € E* qui sont orthogonaux
a tous les vecteurs de M, c’est a dire

M*={2*c E*: (x,2") =0, Vo € M}. (3.2.10)

Les propriétés d’alignement et d’orthogonalité sont des relations entre deux éléments
appartenant a des espaces distincts, a savoir un espace vectoriel normé (E, || - ||g) et son
espace dual (E*, || - |

B)-

Pour E = L,]a,b], 1 < p < oo, et E* = L,[a,b], oit p et ¢ sont conjugués, deux fonctions
x € Lya,b] et y € L,[a, b] sont alignées si et seulement si I'inégalité de Holder est atteinte,
c’est a dire si et seulement si

z(t) = Ksgn(y(t)|y(t)|¥?, K €R. (3.2.11)

Exemple 3.2.5 Soit © € E = Cla, b], 'espace des fonctions continues sur [a, b], et notons
7 1’ensemble des points 7 € [a, b] pour lesquels |z(7)| = ||z]|z... Cet ensemble peut étre
fini ou infini, mais il est toujours non vide.

Supposons que I’ensemble 7 est une union de points isolés. Alors, une forme linéaire
¥ (x) = f;x(t) du(t) est alignée avec x si et seulement si v change de valeur uniquement
sur 7, ot v est non décroissante a 'instant ¢ si z(t) > 0, et non croissante si z(t) < 0.
Autrement dit, si 7 est un ensemble de points isolés 7;, il y a alignement si et seulement
sido(t) = > ,vi0(t —7;), pour v; € R, et 7, € T, avec v; > 0 si z(r;) > 0, et v; < 0 si
z(7;) < 0. En effet, 'alignement de x* et = est, par définition, équivalent a

[ a o = [falle. v

/ [z(t)sgn(dv(t)) — z(7)sgn(x(7))] |dv(t)| = 0. (3.2.12)

Pour 7 € 7, on a

La fonction ¢(t) = z(t)sgn(dv(t)) — z(7)sgn(xz(7)) est définie non positive. Pour tout
instant ¢ ¢ 7, p(t) < 0. Pour t € T, p(t) = 0 si et seulement si dv(¢) > 0 pour x(t) > 0,
et du(t) < 0 pour z(t) < 0. Par conséquent, l'identité (3.2.12) est équivalente a ce que
dv(t) soit nulle en dehors de 7, et soit, sur ’ensemble 7, de signe comme spécifié ci-
dessus. Ainsi, dv(t) est une somme de Diracs aux instants 7 € 7, c’est a dire que v(t) est
constante presque partout sur I'intervalle [a, b], sauf sur 7.

Si désormais ’ensemble 7 est constitué d’une union de points isolés 7’ et d’une union
d’intervalles 7”, comme décrit sur la Figure 3.1, la condition d’alignement différe par
rapport a la précédente. Dans ce cas, il y a alignement si et seulement si dv(t) =
Yo Vid(t —7) + dé(t), ot v; > 0 si z(r) > 0, v; < 0siz(rn) <0, et do(t) est a
support sur 7", et est positive si z(t) > 0, ou négative sinon, pour tout t € 7. o
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Figure 3.1: Alignement d’une forme linéaire et d'une fonction x € Cla, b], avec 7 = U?Zl 7.

On peut désormais introduire le principal résultat de ce paragraphe, dont la preuve est
détaillée car elle décrit le lien avec la condition d’alignement et la structure de la solution
a un probléme d’optimisation.

Théoréme 3.2.6 (Luenberger, 1969) Soient (E, || -| ) un espace vectoriel normé, z € E,
et d la distance de = au sous-espace M de E. Alors,

d= inf ||z —m|g= max (z,2"), (3.2.13)
meM r*eM-+

™|l g+ <1

E*:l.

otl le maximum du membre de droite est atteint pour x; € M+, avec ||z}
Si I'infimum du membre de gauche est atteint pour my € M, alors zj est aligné avec
T — my.

Preuve. Pour tout £ > 0, soit m. € M, tel que ||z — m.||p < d + €. Alors, pour tout
v € M4, ||z*]|g- <1, on a

(x, 2"y = (& —me, ") < ||z g||x — me||p < d+e.

Le paramétre ¢ étant arbitraire, on conclut que (z,2*) < d. Montrons désormais qu’il
existe zj; € M+, tel que (x,z}) = d.

On considére le sous-espace N engendré par x et M. Les éléments de N s’écrivent sous
la forme n = ax + m, m € M, a € R. On définit la forme linéaire sur N par f(n) = ad.

Ainsi,
e = sop LU gy,
wR Tl ~ ek o+ mlly ~ Tl o+ m/als

Ex =

En réalisant I'extension de Hahn-Banach de f sur FE, on obtient zf, qui vérifie | x|
I fllx =1, et 2y = f sur N. Par construction, zj, € M+, et (z,z}) = d.

Supposons désormais qu’il existe mg € M tel que ||x — mg||p = d, et prenons x; € M+,
|lz§lle- = 1, et tel que (x,zf) = d. D’aprés les commentaires précédents, un tel élément
existe. Alors, sous les hypothéses spécifiées ci-dessus,

E*,

(= mo, 25) = (x,20) = d = [l — mol| |5

donc zj et  — my sont alignés. "

Ce théoréme établit ’équivalence entre deux problémes d’optimisation, I'un sur F, appelé
probléme primal, et le deuxiéme sur E*, appelé probléme dual. Les deux problémes sont
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liés par le biais de la valeur optimale de la fonction cotlit & maximiser ou minimiser.

Dans de nombreux cas, la propriété d’alignement peut étre caractérisée, donc la solution
a 'un de ces deux problémes permet un calcul effectif de la solution & ’autre probléme.
Enfin, ce théoréme permet de reformuler dans ’espace dual un probléme d’optimisation.
Ce dernier peut s’avérer plus simple & résoudre.

Corollaire 3.2.7 Soient (E, || - ||g) un espace vectoriel normé, x € E, et M un sous-
espace de E. Un vecteur mg € M vérifie ||x — my||g < ||x — m||g pour tout m € M, si et
seulement s’il existe un vecteur non nul z* € M~ aligné avec x — my.

Preuve. La nécessité vient du Théoréme 3.2.6. Pour la suffisance, on suppose que
x — myg est aligné avec z* € ML, Sans perte de généralité, on prend ||z*||z- = 1. Pour
tout m € M, on a

<l’,:L‘*> = <"L‘ -m, $*> < ||"L‘ - mHE’

alors que
(x,2") = (x — mg, z*) = ||z — mg||&-

Ainsi, || — mol|g < ||z — m]|g, pour tout m € M. .

Le Théoréme 3.2.6 admet une version duale, permettant d’établir un lien entre un prob-
léme de minimisation dans I'espace dual et le calcul d’une borne supérieure dans I'espace
vectoriel normé F.

Théoréme 3.2.8 (Luenberger, 1969) Soient (F, || - ||g) un espace vectoriel normé, z* €
E*, M un sous-espace de E, et d la distance de 2* & M*. Alors

d= min |z —=m"||g-= sup (z,z"), (3.2.14)
m*eM-+ xeM

[zl <1

ot le minimum du membre de gauche est atteint pour mj € M*.

Si le supremum du membre de droite est atteint pour zy € M, alors xy est aligné avec

x* —mg.

Preuve. Le membre de droite coincide avec ||z*|| 5+, car il s’agit de la norme d’une forme
linéaire x* restreinte sur le sous-espace M. Pour tout z* € M+, on a

* * * * * *

|l* — m*||g« = sup (z,2") — (x,m*) > sup (x,x") = ||z"||as+-
| p<1 ze

=l <1

Ainsi, ||z* — m*||g« > ||x*||as+, et la premiére partie de la démonstration est terminée si

nous exhibons mj € M= tel qu’il y ait égalité. Pour cela, soit z* restreinte au sous-espace

M, de norme ||z*||ps+. Soit y* 'extension de Hahn-Banach sur I'espace E de z*, telle que

ly*le= = ||lz*||ar+, et x* —y* = 0 sur M. Prenons mj = x* — y*. Alors m} € M*, et

|z* — m§ll g« = ||2*||ar+, d’out égaliteé.

Si le supremum du membre de droite est atteint pour xy € M, alors ||zo||z = 1, et puisque

my € M*, ||[z* — mf|lg- = (xo,2*) = (xo, 2" —mg). Ainsi, le vecteur x* — mj est aligné

avec . .

Ces résulats sur les problémes primal et dual en optimisation se révélent fondamentaux

dans de nombreux problémes en Automatique, notamment en commande optimale, comme
on le verra dans le Chapitre 8, ol ces concepts de base sont utilisés pour "'optimisation
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Li-L4.

Ainsi se termine la premiére partie de ce rapport, ot ont été présentés les outils et notions
nécessaires aux développements a venir dans les deux autres parties.

La premiére utilise ces notions pour le développement de méthodologies d’analyse, qu’elles
soient géométriques, algébriques, ou numériques. La seconde partie est une application
de ces concepts et de ces méthodologies pour la synthése de lois de commande, sous
forme de précompensation ou de compensation. On résout divers problémes de rejet de
perturbation, de poursuite de modéle, et de commande optimale au sens /3 ou L;.









Partie 2

Outils méthodologiques

Cette partie est consacrée aux outils méthodologiques dédiés a 1’analyse des systémes
a retards.

Dans le Chapitre 4, on s’intéresse a ’approche géométrique pour les systémes a coeffi-
cients sur anneau, qui peuvent étre des modéles de systémes a retards, comme on l’a vu
dans le Paragraphe 1.2. On insiste plus particuliérement sur les propriétés d’invariance,
qui permettent une analyse élégante pour la résolution de probléemes de commande.

Le Chapitre 4 s’intéresse a la stabilité et a la stabilisation des systémes a retards. Cette
analyse est fondamentale, car elle intervient dans tout probléme de commande. Le prob-
léme de stabilisation est analysée par une approche transfert, en utilisant les propriétés
de ’anneau des pseudo-polynomes et des fractions propres et stables de pseudo-polynémes.

Enfin, le Chapitre 6 concerne ’apport du calcul par intervalles pour la résolution numérique
d’un grand nombre de problémes.
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Chapitre 4

Approche géométrique

4.1 Généralités

L’approche géométrique a été développée initialement par (Basile & Marro, 1969),
(Basile & Marro, 1992), et (Wonham, 1985). Cette approche est un outil efficace
d’analyse et de résolution des problématiques de commande, telles que le rejet de pertur-
bation ou la poursuite de modéle (Wonham, 1973), (Wonham & Pearson, 1974), (Morse,
1973), (Hautus, 1980), (Willems & Commault, 1981), (Malabre & Kucera, 1984), le dé-
couplage (Morse & Wonham, 1971), la détection de fautes et la résiduation (Massoumnia,
1986), (Massoumnia et al., 1989), (Basile & Marro, 1982), (Wonham, 1970), ou encore
(Bhattacharya, 1978), (Patton et al., 2000), le probléme de stabilisation (Wonham, 1972),
(Basile et al., 1987), (MacFarlane & Karcanias, 1976), (Schumacher, 1982), ou encore
I'inversion de systémes (Sain & Massey, 1969), (Silverman, 1969). Les solutions sont
simples et élégantes, et peuvent apporter un autre point de vue que par une approche
d’état ou algébrique, pour une meilleure compréhension des concepts clés. Les solutions
proposées a ces différents problémes sont constructives et effectivement calculables, par
le biais d’algorithmes itératifs qui convergent en un nombre fini d’étapes.

Des extensions de cette approche ont été faites pour des systémes a coefficients sur un
anneau (Rouchaleau, 1972), (Sontag, 1976), (Kamen, 1978b), (Morse, 1976a), (Hautus,
1982), (Wyman, 1978), (Hautus & Sontag, 1980), (Conte & Perdon, 1982), ou plus récem-
ment (Assan, 1999). Parmi ces systémes, on peut citer ceux a coefficients dans ’anneau
N ou Z, utilisés dans la théorie du codage, les systémes polynomiaux, ou les systémes a
coefficients sur un anneau d’opérateur, dont une classe importante est celle des systémes
a retards (Kamen, 1978a), (Conte & Perdon, 2000), comme cela a été décrit dans le Para-
graphe 1.2.

On s’intéresse dans la suite a des systémes définis sur un domaine intégre R, c’est a dire
un anneau commutatif intégre. Tout domaine intégre R peut étre plongé dans un corps
Q(R), appelé corps quotient ou corps des fractions. On comprend donc qu’un tel systéme
posséde des propriétés similaires a celles d’un systéme défini sur un corps et que, par
conséquent, les outils mathématiques dédiés a I’étude de ces derniers peuvent se particu-
lariser au cas des systémes définis sur un domaine intégre. Cependant, malgré le fait que
de nombreuses notions se généralisent sur un domaine intégre, certaines propriétés fonda-
mentales sont perdues, comme par exemple le principe de dualité, ou ’équivalence entre
certaines propriétés d’espaces vectoriels. Cela se comprend aisément car tout ce qui est
lié & Pexistence d’une inverse, s’il existe toujours sur Q(R), n’est pas pour autant défini
sur K. De nouvelles notions liées a la commandabilité et a 1’observabilité des systémes
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sur anneau doivent alors étre adaptées, comme par exemple les notions de faible et forte
commandabilités (Kamen, 1978a), celles de faible et forte observabilités (Lee & Olbrot,
1982), ou d’état reconstructible (Picard, 1996).

Dans ce contexte, ce paragraphe introduit quelques notions de base sur les anneaux et les
formes linéaires, afin de se consacrer dans un deuxiéme temps aux notions d’invariance
sur anneau. Pour une application de ces notions a des problémes de commande, on se
reportera a (Sename, 1994), (Conte & Perdon, 1995), (Inaba & Wang, 1996), (Picard,
1996), (Assan, 1999), (Rabah & Malabre, 1999), ou (Conte & Perdon, 2000).

Soit R un anneau commutatif avec identité 1, et R un R-module. Un idéal de R est un
sous-ensemble non vide Z de R qui est fermé pour ’addition, et tel que pour tout a € 7

et b € R, ab est aussi dans Z. Etant donnés ay,...,a, dans R, on peut générer un idéal 7
de R en prenant {bja; + ...+ bpa, : by,...,b, € R}. On dit que cet idéal est généré par
ai, ..., 0an, €t est noté <ai,...,a, >. Un anneau commutatif R est un domaine intégre

s'il n’a pas de diviseurs de zéro. Il est appelé domaine intégre principal (PID) si c’est
un domaine intégre, et tout idéal Z dans R est de la forme < a >, pour a € R. Un
anneau Ncethérien R est un anneau tel que tout module de R est finiment généré, ou de
maniére équivalente, tel que tout ensemble non vide de modules de R posséde un plus
grand élément, au sens de l'inclusion.

Exemple 4.1.1 Tout domaine intégre principal est un anneau Neethérien. R[xq, ..., 2]
est 'anneau commutatif des polynémes en les indéterminées x4, ..., x, a coefficients dans
R. Si R est un domaine intégre, alors R[xy, ..., z,] est aussi un domaine intégre (Brown,
1993). De maniére plus générale, R[xy,...,z,]| est un anneau Ncethérien (Lang, 1984),
mais ce n’est pas un PID pour n > 2, alors que R[x] est un PID. o

Rappelons qu'un anneau R est un domaine de Bézout si c¢’est un domaine intégral, et si
tout idéal finiment généré est principal (Bhattacharya et al., 1994). Sur un tel anneau,
I'identité de Bézout est bien définie, et est liée a la notion d’idéaux premiers entre eux
(Kaplansky, 1949), (Hartley & Hawkes, 1970), (Cohn, 1985). Une propriété fondamentale
d’un anneau en vue d’applications constructives pour la résolution de problémes de com-
mande est celle de factorisation élémentaire. Un anneau R est un anneau de factorisation
élémentaire si toute matrice A € R™*P est semblable a une matrice diagonale, appelée
forme de Smith de A. Un anneau principal est un anneau de factorisation élémentaire
(Kaplansky, 1949), (Brown, 1993).

Un sous-module P C R est dit en somme directe sur R s’il existe un sous-module Q@ C R
tel que R =P+ Q et PN Q = {0}. On écrit alors R = P & Q. Soit R un R-module.
R est dit libre §'il existe une famille finie {eq,...,e,} d’éléments de R qui génére R
et telle que pour tout {ay,...,a,} € R vérifiant > " | a;e; = 0, implique a; = 0, pour
i=1,...,n. La famille {ey, ..., e,} est appelée une base de R. En outre, R est un mod-
ule projectif s’il existe un R-module P tel que R & P est libre. En utilisant le théoréme
de Quillen-Suslin, tout sous-module projectif sur R[xy,...,z,] est un sous-module libre
(Brown, 1993), (Maclane, 1963).

[’ensemble des formes linéaires de R vers R est noté par L(R,R). Pour toute forme
linéaire f, Ker(f) et Im(f) désignent respectivement le noyau et I'image de f. Pour
toutes formes linéaires f et g, 'opérateur de composition (s'il est bien défini) de f par g
est noté fog.

Le concept de dualité, développé initialement pour des sous-espaces d’un espace vecto-
riel sur un corps, s’étend sans difficulté au cas des sous-modules sur anneau. Ainsi, on
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appelle dual de R I’ensemble des formes linéaires sur R, et on le note R*. On a donc
R* = L(R, R). 1l est clair que R* est un R-module. On note (x,p) = p(z), pour tout
r € R, p € R*. Le concept de sous-espace orthogonal sur un corps se généralise aux
sous-modules sur anneau. On introduit pour cela la notion de sous-module orthogonal
respectivement dans R et dans son dual R*.

Définition 4.1.2 (Maclane, 1963) Soient R un anneau commutatif, et R un R-module.

i) Pour tout sous-module A de R, le sous-module orthogonal A+ de A dans R* est
g

At ={peR": Yae A, ¢(a)=0}. (4.1.1)

(77) Pour tout sous-module £ de R*, le sous-module orthogonal °L de £ dans R est

L={xeR:VpeLl, p)=0} (4.1.2)

Sur la base de cette définition, plusieurs remarques peuvent étre faites. Pour tout sous-
module A de R, A est un sous-module de R*, puisque ’élément neutre sur R* pour la
loi interne (+), noté O, est dans AL. Pour tout A € R, p,1 € At donnés, on a Va € A,
(Mg + ) (a) = Mp(a) +1(a) = 0, c’est a dire Ap + 10 € AL, De plus, pour tout ¢ € R*,

p e At = ACKer(p). (4.1.3)

De méme, pour tout sous-module £ de R*, °L est un sous-module de R, et on a

L= () Ker(yp). (4.1.4)

pel

La deuxiéme notion fondamentale pour I’étude de l'invariance de sous-modules sous
I’action d’applications linéaires est celle de transposition.

Définition 4.1.3 Soient R et S deux R-modules, et f € L(R,S). La transposée de
f, notée f', est une application linéaire de S* vers R* définie pour tout ¢ € S* par

f{ (W) = o f, cest a dire
Vo€ R, V€S, (f(x),0) = (z, f1(1)). (4.1.5)
En utilisant la Définition 4.1.2, on obtient les relations d’inclusion suivantes.

Lemme 4.1.4 Soient R un anneau commutatif, et R un R-module. Pour tout sous-
module A, B de R, et L, M de R*, les affirmations suivantes sont vérifiées.

1. {0p}t =R" 1. {0z} =R

2. R+ = {0~} 2. °(R*) D {0}

3. ACB= Bt c At . LC M= McCL
4. (A+B)t=AtnBt 4.°(L+M)="°LNM
5. A+ Bt c (AnB)* 5.L+°McC °(LNAM)
6. A C°(AY) 6. LC(L)*
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Preuve. On ne montre que les affirmations de 1. a 6.; Les affirmations 1’. & 6'. se dé-
montrent de maniére similaire.

L {0r} ={p € R": ¢(0r) =0} =R".

2. RE={peR: Vx e R, p(z) =0} = {0g:}.

3. On suppose A C B. Soit ¢ € B, cest a dire Vb € B, ¢(b) = 0. Ainsi, Va € A,
¢(a) =0, soit p € AL

4. Ona A C A+Bet BC A+B. A partirde 3., A+ D (A+B)* et BL O (A+B)*, ce qui
implique & son tour A* N B+ O (A+B)*+. Réciproquement, soit p € A*NBH € A+ B.
Il existe a € A, b € B tels que x = a + b, et par conséquent p(x) = p(a) + p(b) = 0, c’est
a dire p € (A + B)*.

5. Ona ANB C Aet ANB C B. A partir de 3., A+ C (AN B)* et B+ C (AN B)*~.
Ainsi A + Bt c (AN B)*.

6. Soit a € A. Puisque Vo € AL, o(a) = 0, on a par définition a € °(A1). .
Sous I'hypothése que tout sous-module est en somme directe sur R, et donc en partic-
ulier pour les espaces vectoriels, toutes les affirmations du Lemme 4.1.4 sont des égalités
(Maclane, 1963), (Monier, 1998). Si cette hypothése n’est pas vérifiée, ce qui est le cas en
général sur un anneau, on a seulement les inclusions décrites ci-dessus.

Soit R un anneau commutatif, et X', ) deux R-modules.

Lemme 4.1.5 Soit R C X, § C )Y des sous-modules respectivement de X et ), et
A€ L(X,)). Supposons que AR C S. Alors

AlSt C R (4.1.6)
Preuve On suppose AR C S. Soit p € St. On a par définition Vo € S, ¢(z) = 0, c’est
a dire Vr € R, pAr = 0 = Alpr. Ainsi, Alp € R*. .

Sur un corps, l'inclusion inverse du Lemme 4.1.5 est valide. Cette inclusion est utilisée
dans (Basile & Marro, 1992) et (Wonham, 1985), notamment pour I'utilisation du principe
de dualité des systémes dynamiques linéaires (Basile & Marro, 1969), (Basile & Marro,
1986). Sur un anneau, seule l'inclusion (4.1.6) est vérifiée, comme le montre ’exemple
suivant.

Exemple 4.1.6 Soient 'application linéaire A et le sous-module V décrits par

010 o 0
A=100 ]|, v=Im| 0 1
000 0 0

On vérifie facilement que A* V* C V*, mais

AV =1Im Z V.

o Q9 O
o O =

De maniére plus générale, on a le résultat suivant.

Lemme 4.1.7 Soient R C X, § C Y des sous-modules respectivement de X et ), et
Ae L(X,)). Alors
(AR): = (A 'RH, (4.1.7)
et
AlSt c (AT1S)E (4.1.8)



4.1 Généralités 47

Preuve. Soit ¢ € (AR):: Vr € R, pAr = 0, ou de maniére équivalente, ¥Vr € R,
Alpr = 0. Cette propriété est équivalente, par définition, & Alp € R+, soit ¢ € (AY) IR,
et (4.1.7) s’en déduit.

Soit p € A!St: T € St tel que p = Al = pA. Puisque, Vo € A7LS, o(z) = Az =
Y Ax = 0, on obtient ¢ € (A71S)*, c’est a dire A'ST C (A71S)*, d'out (4.1.8). .

La réciproque de l'inclusion (4.1.8) n’est pas vérifiée en général. En effet, sur R[o| avec
R un domaine intégre, en prenant A = o et le sous-module & = 0, on constate que les
sous-modules A'St = oR, et (A71S)* = R différent.

Les Lemmes (4.1.6) et (4.1.7) permettent de caractériser un sous-module dual en termes
de I'image et du noyau d’une application linéaire.

Lemme 4.1.8 Soient R C X, S C Y des sous-modules respectivement de X et ). Pour
tout f € L(R,S), les inclusions suivantes sont vérifiées.

Ker(f') = (Im(f))* (4.1.9)
Im(f") c (Ker(f))*, (4.1.10)
Im(f) C °(Ker(f")), (4.1.11)

)

)
Ker(f) = °(Im(f")). (4.1.12

Preuve. Soit ¢ € §*. Alors, ¢ € Ker(f*) est équivalent a f*(¢)) =0, ou o f = 0. Cette
derniére équation est équivalente a Im(f) C Ker(¢), et par définition, ¢ € (Im(f))*,
d’ou (4.1.9).

Soit ¢ € Im(f*). Il existe 1 € S8* tel que p = f'(¢)) =1 o f. On obtient, Vx € Ker(f),

p(r) = (o f)(z) =¢(f(x)) =¥(0) =0,

c’est a dire p € (Ker(f))+, d’'on (4.1.10).
L’inclusion (4.1.11) s’obtient directement & partir de (4.1.9) et du Lemme 4.1.4 (Affirma-
tion 6.), tandis que (4.1.12) se déduit de (4.1.10) et du Lemme 4.1.4. .

Sur un anneau, les inclusions inverses de (4.1.10) et (4.1.11) ne sont pas satisfaites en
général.

Dans la littérature sur les systémes a retards, (Conte & Perdon, 1982) ont introduit la
notion de fermeture d’un sous-module, qui se définit comme suit. Les propriétés fonda-
mentales de la fermeture d’un sous-module sont rappelées dans (Conte & Perdon, 1982)
et (Ito et al., 2000). Soit R un domaine intégre. On considére un R-module X, et R C S
deux sous-modules de X. La fermeture de R dans S, notée clg(R), est définie comme le
sous-module

cs(R)={x€S: Ja € R, a#0, avec ax € R}. (4.1.13)

Le sous-module R est dit fermé dans S si cls(R) = R. Si S = R, on note la fermeture
de R dans R par cl(R).

Ce concept est trés utile pour I’étude des systémes sur anneau. Pour la fermeture, les
différentes inclusions inverses des Lemmes 4.1.4, 4.1.5, 4.1.7 et 4.1.8 sont vérifiées. Cepen-
dant, en travaillant sur la fermeture, on perd la spécificité de 'anneau, ce qui rend cette
notion purement mathématique. On retrouve alors des propriétés semblables a celles que
'on a sur un corps (Conte & Perdon, 1982), (Assan et al., 1999b).

La fermeture d’un sous-module est liée a la notion d’orthogonalité, car elle correspond a
la notion de bi-orthogonalité. Autrement dit on travaille sur une forme linéaire définie
sur R*, c’est a dire sur le module que 1’on appelle bidual.
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Lemme 4.1.9 (Di Loreto et al., 2006a) Soit R un domaine intégre. On considére un
R-module X, et R un sous-module de X'. Alors,

cl(R) = °(R*). (4.1.14)
Preuve. Soit z € cl(R): Ja € R, a # 0, tel que ax € R. Ainsi, Vyp € R+,

plaz) = 0 = ap().

Puisque a # 0 et R est intégre, ¢(z) = 0, c’est a dire z € °(R1). Réciproquement, soit
x € °(R4). En utilisant le Lemme 4.1.4, puisque R C °(R1), il existe a # 0, a € R, et
¥ € R, tels que 2’ = ax, soit x € cl(R). .

La notion de fermeture d’un sous-module peut étre étendue au cas des applications
linéaires f € L(R,S), ou R et S sont des sous-modules respectivement des R-modules X
et ). Par exemple, il suffit d’utiliser le Lemme 4.1.8, pour montrer que

°(Ker(f")) = cl(Im(f)). (4.1.15)

Sur un domaine de factorisation élémentaire, il est immédiat de vérifier qu'un module est
fermé si et seulement si ses facteurs invariants sont inversibles sur 'anneau. Par exemple,
sur anneau R[o|, un module est fermé si et seulement si sa forme de Smith est de la

forme
I 0
0 0)°

Les facteurs invariants du module sont alors des éléments unités. Ils sont inversibles sur
I'anneau, et on retrouve alors les propriétés classiques que 'on a sur un corps (Sontag,
1980), (Bhaskara Rao, 2002).

4.2 L’invariance controlée et ’'invariance conditionnelle

Soit R un domaine intégre. En accord avec (1.2.10), on considére le systéme linéaire
abstrait (X)
z = Ax+ Bu
y = Cx+ Du’

oux € X =R' ye)Y=RP et u el = R™ sont respectivement 1’état, la sortie et
Ientrée de (X). Les matrices A € R™", B € R™™, C € RP*", et D € RP*™. On note
x(t, ro,u) état a 'instant ¢ de (4.2.1) pour la condition initiale zq et l'entrée w.
Plusieurs sous-modules invariants sont introduits dans la littérature, comme par ex-
emple les sous-modules invariants controlés ou conditionnels, les sous-modules de com-
mandabilité et d’observabilité, ou plus récemment le sous-module de pré-commandabilité
(Conte & Perdon, 1995), (Assan, 1999).

Considérons le cas de I'invariance controlée, plus couramment appelée (A, B)-invariance.
Soit un retour d’état de la forme u = Fz, avec F' € R™*". Le systéme en boucle fermée
(Xe) s’écrit

(4.2.1)

t = (A+BF)x

y = Cx+ Du (4.2.2)

Ainsi, si V est un R™-module, invariant sous I'action de (A+ BF'), I'état x(t) restera dans
V sous la condition que x(0) soit dans V. Cette propriété est décrite par la définition
suivante.
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Définition 4.2.1 Considérons le systéme (X) décrit par (4.2.1).

(7) Un sous-module V C R™ est un sous-module invariant controlé ou (A, B)-invariant
si

AV CV +ImB. (4.2.3)

(77) Un sous-module V C R™ est un sous-module invariant controlé par feedback ou
(A + BF)-invariant s’il existe une matrice F' € R™" telle que

(A+ BF)Y CV. (4.2.4)

Une interprétation de ces deux notions d’invariance en termes de condition intiale du
systéme a retard (X) est la suivante.

Proposition 4.2.2 (Hautus, 1982) Soit le systéme (X) décrit par (4.2.1), et V un sous-
module de X'. Alors

(1) V est (A, B)-invariant si et seulement si pour tout xo € V), il existe une entrée
u(t) € U telle que x(t, xg,u) soit dans V, pour tout ¢ > 0.

(17) V est (A + BF)-invariant si et seulement s’il existe une matrice F' € R™*" telle
que pour tout xyg € V, l'entrée u(t) € U définie par u(t) = Fx(t, xo,u) implique que
x(t, xo,u) € V, pour tout t > 0.

L’invariance controlée est utilisée par exemple pour le rejet de perturbation, la pour-
suite de modeéle, ou le découplage (Hautus, 1984), (Inaba & Wang, 1996), (Emre, 1983),
(Conte & Perdon, 1995). Pour les systémes définis sur un corps, I'(A4, B)-invariance et
I'(A + BF)-invariance sont équivalentes (Basile & Marro, 1992), mais sur un anneau,
seule I'(A + BF)-invariance implique I'invariance controlée.

Exemple 4.2.3 Soit (X) le systéme abstrait décrit par le quadruplet (A, B, C, D) défini
sur R[o]

0010 1 0
0010 o 0
A= 0110 . B= JA ,C=(0 0 o 0), D=0.
1 0 00 0 o2
Le sous-module

1 0 0
0 o O
VY =Im 00 0
0 0 1

est (A, B)-invariant, mais ce dernier n’est pas invariant par retour d’état, car il n’existe
pas de matrice F' € R[o]*** telle que (A + BF)V C V. o

Afin d’obtenir une équivalence, on peut palier cette difficulté en introduisant la notion
d’invariance par retour dynamique d’état.
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Définition 4.2.4 Un sous-module V de R" est invariant par retour dynamique d’état,
ou dynamiquement (A + BF)-invariant, s'il existe ¢ € IN, et un sous-module V, de R""9,
tel qu’il soit en somme directe, et tel qu’il existe une matrice F, € R"T0*(+0) yérifiant

(Ae + B F)Ve C Ve, (4.2.5)

A0 B 0
=(00) =0 n)

Cette notion est une généralisation de l'invariance par retour d’état, car elle élargit la
classe des retours d’état pour lesquels le systéme bouclé est invariant. Elle est équivalente
a 'invariance controlée.

avec

Proposition 4.2.5 (Brewer & Klinger, 1988), (Ito & Inaba, 1997) Soit R un anneau
commutatif. Un sous-module finiment généré V de R"™ est dynamiquement (A + BF)-
invariant si et seulement si V est (A, B)-invariant.

Preuve. Si V est (A, B)-invariant, prenons g comme étant le nombre fini de générateurs
de V, et V une base de V. On note 0, la ¢ x ¢ matrice nulle, et I, la ¢ X ¢ matrice identité.
On consideére alors I'extension d’ordre ¢ de R, telle que pour le sous-module V de R, on
associe le sous-module étendu
v
V., =1Im ( I, ) )

Le systéme étendu (X.), associé a (X)), est décrit par le quadruplet (A., Be, Ce, D),

Ae:<648q),Be:(£3?q>,Ce:(C 0),De=(D 0). (4.2.6)

Il est clair que V, est en somme directe sur R""%. Par hypothése, il existe des matrices
L e R et M € R telles que AV =V L+ BM. Ainsi

AV M
avi= (3 ) =veen (1)),

Par calcul direct, on constate que le retour d’état

b (G —M-GV
“\a L-GVv )

pour Gy € R™*", Gy € RT7*", vérifie (Ae + B F.)Ve C Ve.

Réciproquement, si V est dynamiquement (A + BF')-invariant, il existe un sous-module
étendu V, de R""Y, et un retour d’état étendu F, de la forme

Fl 2 >
F. = ( e e
e F63 Fél )
ol F! € Rm*n F2 ¢ Rmxa_ F3 € RI*" et F* € R, tel que (A, + B.F,)V. C V.. Ceci

implique
A+ BF, BF Im 4 C Im v
F3 F! 1 I )’
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de maniére a garantir ’existence de matrices X et Y sur R qui vérifient le systéme
d’équations
AV + B(F}'V 4+ F)=VX
{ F3V +F=Y

La premiére équation implique que V est (A, B)-invariant. .

L’invariance par retour dynamique se révéle donc intéressante pour la résolution de prob-
lémes de commande. On peut en outre vérifier que l'invariance par retour dynamique
correspond a l'introduction d’'un précompensateur dynamique dans la boucle de rétroac-
tion, résultat connu pour les systémes sur un corps.

La famille des sous-modules (A, B)-invariants contenus dans un R"-module K est notée
par V. La famille des sous-modules (A + BF)-invariants contenus dans K est notée par
X’,[C. Les familles des sous-modules dynamiquement (A, B)-invariants et dynamiquement
(A + BF)-invariants contenus dans un R""%-module K, sont notées respectivement par
Xe,lCe et XJ;/Ce'

En utilisant la Proposition 4.2.5, V € ZJ;,Ce si et seulement si V € V. En outre, sur un
anneau finiment généré, V- a une structure d’un sup demi-treillis complet (Assan et al.,
1999a). Le plus grand sous-module (A, B)-invariant contenu dans K existe, et est noté
Vi.. Le calcul de ce sous-module dans le cas ou I'anneau n’est pas un PID est encore
aujourd’hui une question ouverte. Sur un PID, on peut se reporter a (Assan et al., 1999a)
ou (Schmale, 2001) pour une procédure algorithmique du calcul de V§. Formellement, on

a
Vi= > V. (4.2.7)
VGE;C

La famille 2’,2 quant & elle, n’est pas fermée pour I'addition, et par conséquent le plus
grand sous-module (A + BF)-invariant contenu dans K peut ne pas exister.

Intéressons-nous désormais au cas de I'invariance conditionnelle (Hautus & Sontag, 1980),
(Emre & Khargonekar, 1982), (Ito et al., 2000). Soit (3) un systéme abstrait, et consid-
érons un reconstructeur dynamique de I’état, de la forme

2=Az+Bu— K(y—Cxz), (4.2.8)

ot K € R™P et z(t) est une estimée de z(t).

L’erreur d’estimation e = (x — z) vérifie é = (A + KC)e. Si S est un sous-module
de R", invariant sous l'action de (A + KC), l'erreur d’estimation e(t) restera dans S
sous I'hypothése que e(0) € S. Cette remarque nous conduit a introduire les définitions
suivantes.

Définition 4.2.6 Soit (X) un systéme abstrait décrit par (4.2.1).

(7) Un sous-module & C R" est conditionnellement invariant ou (C, A)-invariant si

ASNKerC) CS. (4.2.9)

(77) Un sous-module S C R™ est invariant par injection de sortie ou (A+ K C)-invariant,
s’il existe une matrice K € R™*P, telle que

(A+ KC)S CS. (4.2.10)
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Comme dans le cas de 'invariance controlée, malgré le fait que 'invariance par injection
de sortie implique I'invariance conditionnelle, la réciproque est fausse.

Exemple 4.2.7 Considérons le systéme (X) décrit dans I’Exemple 4.2.3, et le sous-
module

o O O

S=1Im

2

S 9 9 =
Q

On vérifie que le sous-module S est (C, A)-invariant, mais qu’il n’est pas (A + KC)-
invariant. o

Ces deux notions n’étant pas équivalentes sur un anneau, on introduit, comme dans le
cadre de I'invariance controlée, la notion d’invariance par injection dynamique de sortie.
On considére le systéme étendu (3.) de (X) décrit par le quadruplet (A, B, Ce, D,), ol
A, est donnée par (4.2.6), et

0;(%2),362(5),@:(107). (4.2.11)

Définition 4.2.8 Un sous-module S de R est dit dynamiquement (A + KC)-invariant
ou invariant par injection dynamique de sortie d’ordre ¢ > 0, s’il existe une matrice
K, € Rt9x(+a) ot un sous-module étendu S, € R™9 tels que

(A + K.C.)S. C S.. (4.2.12)

Une relation logique entre la (C, A)-invariance et l'invariance par injection dynamique
de sortie est connue sur un PID, mais celle-ci s’étend au cas plus général d’'un anneau
commutatif.

Proposition 4.2.9 (Ito et al., 2000) Soit R un anneau commutatif, et R un R-module.
Si un sous-module S de R est dynamiquement (A 4+ KC)-invariant, alors S est (C, A)-
invariant.

Exemple 4.2.10 On considére la paire (C, A) définie sur R[o], et le sous-module S

A:G 8),0:(0 0),5:1m(é).

Puisque SNKer C' = 0, le sous-module S est (C, A)-invariant, mais il n’est pas dynamique-
ment (A + KC)-invariant, c’est a dire qu’il n’existe pas d’injection dynamique de sortie
K. définie sur R[o] telle que (A, + K.C.)S. C S.. La réciproque de la Proposition 4.2.9
n’est donc pas vérifiée. o

Afin d’établir une réciproque de la Proposition 4.2.9, faisons quelques commentaires sur
I'invariance conditionnelle. Si le sous-module & sur R est fermé, et a une base que 'on
note S, d’apres (4.1.4) et (4.1.14), il existe une application N telle que S = Ker N. Ainsi,
le sous-module fermé S est (C, A)-invariant si et seulement si

Ker (g) C Ker(NA). (4.2.13)
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Cette inclusion est équivalente a I’existence de X et Y sur R tels que

NA=XN+YC, (4.2.14)

i . (N i .
si et seulement si ( est en somme directe sur R. Sur un anneau, il se peut que (4.2.14)

C
ne soit pas satisfaite, alors que (4.2.13) le soit. L’Exemple 4.2.10 en est une illustration.
Sous cette hypothése, en définissant 'application linéaire étendue

N, = (N 1 ) ,
telle que S, = Ker N, soit la base du sous-module étendu S, de S, on obtient

NA. = (NA 0)=(XN+YC 0)

_ K K, cC 0
_‘XW>D_MZD(JM@4/X—N&>Q)J
- XeNe - NeKeCea
ou K et K5 sont deux matrices arbitraires a coefficients sur R. Ainsi,
Ne(A. + K.C.) = XN, (4.2.15)

c’est a dire que S, est un sous-module dynamiquement (A+K C')-invariant. Une réciproque
est donc établie pour des sous-modules fermés, qui vérifient la propriété de somme directe
afin que (4.2.14) admette une solution sur I'anneau.

La famille des sous-modules (C, A)-invariants contenant un R"-module donné D est notée
Sp. La famille des sous-modules (A + KC)-invariants contenant D est notée Sh. Les
familles des sous-modules dynamiquement (C, A)-invariants et dynamiquement (A+KC')-
invariants contenant un R"*%-module D, sont notées respectivement par Qeype et ﬁi’pe.
La famille S5, posséde une structure d’inf demi-treillis complet, car la propriété de (C, A)
invariance est fermée pour 'intersection. Le plus petit sous-module (C, A)-invariant con-
tenant D existe, et est noté S5. Formellement, on a

S =S (4.2.16)

86§D

Pour le calcul de S} sur un anneau Ncethérien ou un PID, des algorithmes existent
(Basile & Marro, 1992), (Assan et al., 1999a), (Assan, 1999). Notons que les familles S,
et §2De ne sont pas fermées en général pour I'intersection.

Désormais, nous sommes en mesure de décrire les relations logiques entre les différentes
notions d’invariance introduites précédemment. Quelques relations ont déja été mises en
évidence dans les Propositions 4.2.5 et 4.2.9. L’objectif est désormais de décrire toutes
les relations entre les différentes invariances et leurs notions duales, comme cela a été fait
pour les systémes sur un corps (Malabre, 1982).

Sur un corps, le principe de dualité permet, dans la résolution de problémes de commande,
de ne considérer que des sous-espaces invariants controlés, ou invariants conditionnels. En
effet, "orthogonal d’un sous-espace V qui est (A, B)-invariant, est (B+, A')-invariant, c’est
a dire A'(V*+ N Ker(Im BY)) C V*. Réciproquement, Porthogonal d’un sous-espace S qui
est (O, A)-invariant, est (A!, C*)-invariant, soit A'S+ C S* + Im B+. Sur un anneau,
comme nous l'avons vu, cette propriété de dualité n’est pas satisfaite.

On considére le systéme abstrait (X) = (A, B, C, D), et son systéme abstrait dual (¥*) =
(AL, C*, B', D"). On note K = Ker C, D =Im (", £ =Im B, £ = Ker B, et analysons les
différentes notions d’invariance a travers les affirmations suivantes.
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1. VeVe(X) 5. S € S:(%)
2.V e V(D) 6. S € SL(¥)
3. Ve §p(¥¥) 7.8t eV, ()
4. Ve 8h(%Y) 8. St e VL(z¥)

Proposition 4.2.11 (Di Loreto et al., 2006a) Les relations logiques entre les Affirma-
tions 1 a 8 sont synthétisées par le diagramme suivant.

VeVe(E) <= VeVi(®) SeS(X) <= SeS:%)
J J J
Vi e S, (B) <= Ve Sh(EY) St eV, () < Stevh(z)

Preuve. 2. = 1. Si V € V4 (%), il existe une application F telle que (A + BF)V C V.
Ainsi, AV = (A+ BF — BFYY CV — BFV =V + Im B.
1. = 3. Supposons V € Vi (X), c’est a dire AV C V + Im B. A partir des Lemmes 4.1.5
et 4.1.7, on obtient V* N (Im B)* C (AV)* = (A")"'V*. Puisque (Im B)* = Ker B
(Lemme 4.1.8), alors A'(V* N Ker BY) C V*.
2. = 4. Soit V € VL(X). Tl existe F telle que (A+ BF)V C V. Le Lemme 4.1.7 implique
que

Vi c (AHY'WEn(F'BY) vt

Or, V* C (AH) "Wt et YV C (F'BY)~1V* sont équivalents a AV C V4 et FIB'YVE C V4,
donc
(A" + KBYV*+ c v+,

avec K = F*.

4. = 3. trivial.

6. = 8. On suppose S € S%(X). 1l existe une application K telle que (A + KC)S C S.
Ainsi SE C (AS+KCS)E = (AS)-N(KCS)* = (AN 1SEN(CHK)1SL, soit ALSE C St
et C'K'S+ C 8*, ce qui implique (A! + C'K*)S+ c S*.

6. = 5. Supposons S € SL(X). Il existe K telle que (A + KC)S C S. On obtient
ASNKerC) C AS C (A+ KC)S C 8.

8. = 7. On suppose S+ € V.. (X*). 1l existe une application F' telle que (A* + C*F)St
S+t. On obtient A'S*+ C S+, soit A'S+ C St +Im C". .

A partir de la Proposition 4.2.11, il est clair que les sous-modules invariants conditionnels
et controlés sont structurellement différents, les deux schémas n’étant pas symétriques.

Remarque 4.2.12 Dans la Proposition 4.2.11, toutes les implications mentionnées ne
sont pas des équivalences, en général. Sans autre hypothése sur le systéme, et en omettant
le cas de l'invariance dynamique, toutes les relations entre les sous-modules invariants
controlés et conditionnels, et leurs orthogonaux respectifs sont établies. Par exemple, il
est montré que S € S¢(X) n’implique pas St € V (%), et réciproquement, ST € V. (X*)
n’implique pas S € Sg(X). O

Les exemples suivants sont des contre-exemples pour les implications inverses de la Propo-
sition 4.2.11.
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Exemple 4.2.13 On considére le systéme abstrait (A, -, C,-) défini sur R[o], et le sous-
module §

010
A=1000|,C=(10 0),
1 01
o 0
S=Im| 0 1
0 0

Il est clair que St est (A?, C%)-invariant, c’est & dire S* € V (¥*). Cependant,
ASNKerC) =Im (

soit S n’est pas un sous-module (C, A)-invariant. o

Exemple 4.2.14 On considére le systéme abstrait (A, -, C,-) défini sur R[o], et le sous-

module S
11 1
A:(O(]),C’:(a O),S:Im(o).

Le sous-module S est (C, A)-invariant, puisque A(S N Ker C') = 0. Cependant,

s om(1)o (1 5) oot

c’est & dire St n’est pas (A!, C!)-invariant. o

Exemple 4.2.15 Soit le systéme abstrait (A, B, -, -) défini sur R[o], et le sous-module V

(3 o= (5) ()

On vérifie que V1 est (B+, A')-invariant, car A'(V+ N Ker BY) = 0. En outre,

1 0 o
AVzIm(l)(Z Im(1 O)ZV-I—ImB,

soit V n’est pas (A, B)-invariant. o

Pour le cas des sous-modules dynamiquement invariants, on note le systéme étendu
(2e) = (A, Be,Ce, D,.), et son dual (X)) = (AL, C!, B! Dt) On définit £, = Ker C,,
D, =1ImC!, & =Im B, et L. = Ker B'.

D’aprés les Propositions 4.2.5, 4.2.9, et 4.2.11, un sous-module invariant par retour dy-
namique d’état possede un sous-module orthogonal qui est invariant par injection dy-
namique de sortie pour le systéme dual (Xf). De la méme maniére, un sous-module
invariant par injection dynamique de sortie posséde un sous-module orthogonal qui est
invariant par retour dynamique de I'état pour (X.). Il est donc immédiat de généraliser
les diagrammes de la Proposition 4.2.11 afin de prendre en compte les notions d’invariance
dynamique.
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Proposition 4.2.16 (Di Loreto et al., 2006a) Les relations logiques entre les différentes
notions d’invariance sont les suivantes.

VeV (8)& VeV(D)< Ve V(D)

4 4 4

V€S 5, (50) = V€ Sp(U) <= Ve Sp(X)

SES . (S)=> SES(Y) <= Sesi(y)

4 4

SteV!, (S Stey (3= 8t e Vi (xY)

Enfin, remarquons que la Proposition 4.2.16 peut étre complétée en notant que

Ve Sh(X) = Ve S p (5),
SeSLT) =SS (%)

Pour conclure, les propriétés d’invariances d’un systéme abstrait sur anneau ont été
étudiées. Ce travail est en partie une synthése des différents outils qui ont été développés
pendant ces vingts derniéres années. Les relations logiques entre les différentes invariances
ont permis de mettre en évidence la structure propre de chaque famille d’invariants, et de
développer les notions de base sur I'invariance conditionnelle, fondamentale pour I'analyse
de I'observation et de ’estimation.

Le probléme de la stabilité ou stabilisation des systémes a retards peut étre résolu par
l'approche géométrique (Assan, 1999), par analyse du spectre qui se trouve dans un do-
maine de Hurwitz. Cependant, pour cette étude, on privilégiera I’approche algébrique.
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Chapitre 5

Stabilité et stabilisation

Ce chapitre est consacré a 1’analyse de la stabilité et de la stabilisation des systémes a
retards. Dans le Paragraphe 5.1, un rappel sur les différentes notions de stabilité est
effectué. Quelques propriétés fondamentales sont rappelées pour les systémes a retards
de type retardé et de type neutre, et une propriété est établie pour les systémes régis
par des équations aux différences. Dans le Paragraphe 5.2, le probléme de stabilisation
de systémes a retards de type retardé est résolu en utilisant les propriétés de 1’anneau
des fractions propres et stables de pseudo-polynémes, outil efficace qui nous permet de
généraliser ’approche par factorisation pour les systémes linéaires sans retard décrite dans
(Vidyasagar, 1985). Ce travail est la suite logique de (Brethé & Loiseau, 1998).

5.1 Stabilité des systémes a retards

Plusieurs approches sont utilisées pour étudier les systémes a retards, soit comme des sys-
témes sur anneau, soit comme des systémes de dimension infinie, soit encore comme des
systémes régis par des équations différentielles fonctionnelles. Selon I’approche choisie, les
outils mathématiques utilisés sont différents, comme on peut le constater pour I'analyse
de la stabilité ou de la stabilisation, méme si les résultats et principes obtenus sont simi-
laires d’'une approche a une autre.

Une méthode simple pour I’étude de la stabilité des systémes a retards est la méthodolo-
gie de Lyapunov-Krasovskii (Krasovskii, 1963), qui fait appel a une fonctionnelle as-
sociée a I’équation différentielle fonctionnelle régissant le systéme. Cette méthodologie
permet d’établir des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité asymptotique
ou exponentielle, en prenant ou non en compte la taille du retard, qui est alors con-
sidéré comme un paramétre (Halanay, 1966), (Lakshmikantam & Leela, 1969), (Hale,
1977), (Kolmanovskii & Nosov, 1986), (Kolmanovskii & Myshkis, 1992), (Bliman, 2002),
ou (Hale & Verduyn Lunel, 1993). De maniére plus générale, la stabilité des systémes a
retards est intrinséquement liée & la stabilité des quasi-polyndomes, a travers la définition
de I'équation caractéristique du systéme (Bellman & Cooke, 1963), (Stépan, 1989). Les
premiers résultats sur leur étude (Pontryagin, 1955), (Cooke, 1962), (Bellman & Cooke,
1963), (Melvin, 1974), sont a la base de nombreux développements techniques. Parmi ces
développements, citons les critéres fréquentiels de Pontryagin, Chebotarev, ou de Tzyp-
kin (Tzypkin, 1946), (Kamen, 1980), ou plus récemment (Datko, 1985), (Mori, 1985),
(Fu et al., 1989), (Mori & Kokame, 1989), (Stépan, 1989), (Schoen & Geering, 1993),
(Tzypkin & Fu, 1993), (Verriest et al., 1993), (Chen & Latchman, 1995), (Santos et al.,
2003). Dans ces développements s’inscrivent également les méthodes des lieux des racines,
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comme par exemple la méthode de D-subdivision, qui permet de construire les do-
maines de stabilité dans I'espace des paramétres de 1’équation différentielle fonctionnelle
(Silkowski, 1976), (Kolmanovskii & Nosov, 1986), (Schoen & Geering, 1993), (Niculescu,
2001), (Gu et al., 2003), (Hohenbichler & Ackermann, 2003), (Vyhlidal & Zitek, 2003).
Dans ces différentes classes de critéres, le retard est le plus souvent considéré comme
un parameétre, ce qui permet de caractériser la stabilité d’un systéme en fonction de la
valeur du retard. D’autres conditions, plus conservatives que les précédentes, concernent
la stabilité indépendante du retard. Celles-ci s’avérent utiles dans le cas ou le retard est
incertain, et sont parfois plus simples & mettre en ceuvre que les précédentes. Les premiers
résultats sur la stabilité indépendante du retard sont dis & (Tzypkin, 1946), ot il est no-
tamment montré que le quasi-polynome p(s) +q(s)e %, avec p, ¢ € R][s], deg(q) < deg(p),
n’a pas de zéro dans le demi-plan droit fermé complexe pour tout 6 > 0 si et seulement
si p(s) est un polynome stable, et |p(jw)| > |¢(jw)|, pour tout w > 0. Cette condition a
été généralisée au cas d’'un quasi-polynome quelconque dans (Lewis & Anderson, 1980).
Dans (Kamen, 1982), (Kamen, 1983), d’autres conditions de stabilité sont décrites, et
font appel a des critéres fréquentiels. A partir de ces conditions, de nombreux auteurs
se sont intéressés a la stabilité robuste des systémes a retards, la robustesse étant vis a
vis d’incertitudes paramétriques sur les coefficients du systéme et sur les retards. Parmi
ces travaux, on peut citer (Fu et al., 1989), (Kim & Bose, 1990), (Kharitonov & Zhabko,
1994), (Kharitonov, 1999), (Chiasson & Abdallah, 2001), (Chen & Niculescu, 2004), ou le
quasi-polyndme caractéristique du systéme est a coefficients dans des intervalles réels, qui
représentent les incertitudes sur le systéme, mais également (Niculescu, 2001), (Niculescu,
1996) (Dambrine, 1994), (Huang & Zhou, 2000), (Gu et al., 2003), (Richard, 2003), ou
la stabilité robuste du systéme est caractérisée a travers des fonctionelles de Lyapunov-
Krasovskii et des inégalités linéaires matricielles. L’analyse de la stabilité en présence
d’incertitudes sur le retard est également & l'origine de nombreuses contributions. Selon
la valeur du retard, le systéme peut étre stable ou instable, et en particulier, la présence
d’un retard dans une boucle d’asservissement peut rendre le systéme instable. A ce su-
jet, voir (Barman et al., 1973), (Olbrot, 1984), (Chiasson, 1988), (Tzypkin & Fu, 1993),
(Park, 1999), et (Kharitonov & Niculescu, 2003).

Pour les systémes a retards de type retardé, ’analyse de la stabilité est le plus souvent for-
mulée en termes de stabilité asymptotique ou de stabilité exponentielle, qui peuvent étre
considérées comme des notions de stabilité interne au systéme. Il peut étre intéressant
de considérer des notions de stabilité entrée-sortie d’un systéme, a travers principale-
ment la Lo-stabilité ou la BIBO stabilité (Desoer & Vidyasagar, 1975), (Curtain, 1988)
(Yamamoto, 1991), (Curtain & Zwart, 1995), et d’étendre 'étude de ces stabilités aux sys-
témes soumis a des incertitudes paramétriques (Chen & Desoer, 1982), (Dahleh & Ohta,
1988). Pour les systémes a retards de type retardé, cette distinction n’est pas néces-
saire, car on retrouve le méme cadre d’étude que pour les systémes linéaires en di-
mension finie. Cependant, pour les systémes a retards de type neutre, ces différentes
notions de stabilité ne sont pas équivalentes. Dans le cadre des systémes de type neu-
tre, Panalyse des stabilités asymptotique et exponentielle est initiée par (Cooke, 1962),
(Bellman & Cooke, 1963), (Henry, 1974), (Hale, 1977). Pour une synthése sur cette
analyse, voir (Hale & Verduyn Lunel, 1993), (Kolmanovskii & Nosov, 1986), et pour cer-
taines classes de systémes de type neutre, voir (Bainov & Stanova, 1995), (Arino & Nosov,
1998), (Agarwal & Grace, 2000), (Wang et al., 2002). Pour les notions de BIBO stabil-
ité ou Ly-stabilité des systémes de type neutre, on peut citer par exemple les travaux
de (Bonnet & Partington, 2002), (Loiseau et al., 2002), (Partington & Bonnet, 2004), et
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pour la stabilité formelle, ceux de (O’Connor & Tarn, 1983), et (Byrnes et al., 1984).
Une question soulevée par (Bellman & Cooke, 1963) est la sensibilité de la stabilité des
systémes de type neutre vis a vis d’incertitudes paramétriques, notamment sur les retards.
La stabilité formelle joue un role fondamental dans ’analyse de cette robustesse. Or, la
stabilité formelle d’un systéme de type neutre conduit & ’analyse de la stabilité d’une
équation aux différences. Pour cette classe d’équations, (Henry, 1974), (Moreno, 1973),
et (Avellar & Hale, 1980) ont montré la sensibilité de la stabilité exponentielle vis a vis
de faibles perturbations sur les retards. Ces résultats ont été ensuite appliqués au cas des
systémes a retards de type neutre (Hale & Verduyn Lunel, 2002), dans une problématique
de stabilisation (Hale & Verduyn Lunel, 2001), (Michiels et al., 2002), mais également en
termes de Lo-stabilité pour les systémes aux différences (Di Loreto et al., 2004b).

On considére le systéeme linéaire a retards décrit par une convolution

y(t) = /0 h(t — T)u(r)dr, (5.1.1)

ol le noyau h et ’entrée u sont supposés admettre une transformée de Laplace, au sens
des distributions (Schwartz, 1966). On note H 'opérateur associé, soit y = Hu.

Le systéme (5.1.1) est dit exponentiellement stable s'il existe des constantes positives f,
a et ty, telles que, pour toute condition initiale continue ¢ sur [—v, 0], la sortie y(t) du
systéme satisfasse

ly(t)] < pllglle™ "), vt > 1, (5.1.2)

on [ fll = jmax [F(O)]

Le systéme (5.1.1) est dit asymptotiquement stable si, quelque soit la condition initiale
du systéme, la sortie du systéme y(t) tend asymptotiquement vers zéro. En considérant
désormais un comportement entrée-sortie du systéme (5.1.1), on introduit la définition
suivante.

Définition 5.1.1 On dit que le systéme (5.1.1) est BIBO-stable si toute entrée bornée,
lu(t)| < a, 0 <t, a € R, produit une sortie bornée |y(t)| < 3,0 <t, f € R.

La BIBO-stabilité est une notion de stabilité entrée-sortie, qui est équivalente a la stabilité
d’un systéme, en ’analysant comme un opérateur de L., vers L., c’est a dire que la
BIBO-stabilité est équivalente a

|H| ooz = sup vlle. _ o, (5.1.3)
weLoo—{0} 1]l

On parle pour cette raison de BIBO-stabilité ou de L. .-stabilité. Une condition néces-
saire et suffisante afin que le systéme (5.1.1) soit BIBO-stable est évidente: En utilisant
I'égalité (3.1.45) et la formulation (5.1.3), il est clair que la L -stabilité est équivalente a

1h]] 7 < oo, (5.1.4)
c’est a dire h € A. Cette condition a été établie par (Desoer & Vidyasagar, 1975).

Théoréme 5.1.2 Le systéme (5.1.1) est BIBO-stable si et seulement si h € A.
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Pour généraliser la Définition 5.1.1, on dit que le systéeme est L,-stable, pour p ﬁXé,
1 < p < oo, si pour toute entrée u € L,, la sortie du systéme y est elle aussi dans L£,,.

est alors clair que la BIBO-stabilité est en général plus contralgnante que la £, stablhte
1 < p < 0o. Une condition suffisante pour la £,-stabilité, est que he A ou de maniére
équivalente h € A, du fait de I'inégalité

1B+ ulle, < [Ih]lallulle, (5.1.5)

Dans le cas des systemes a retards de type retardé, la £,-stabilité est équivalente a la
BIBO-stabilité, et en considérant le systéme (5.1.1) comme une fraction de deux éléments
qui peuvent étre des quasi-polyndomes, des pseudo-polynomes, ou des éléments de ﬁ, cette
stabilité se caractérise par le résultat qui suit.

Théoréme 5.1.3 (Desoer & Vidyasagar, 1975) Soit h(s) = N(s)D1(s), ot N(s), D(s) €
A sont premiers entre eux. Alors, le systéme de transfert iz( ) est L-stable si et seulement
si

inf |D(s)| > 0.

Re(s)>0

De fagon imagée, on peut dire que cette condition est équivalente au fait que D(s) n’a
pas de zéro dans la partie droite fermée du plan complexe, méme a l’'infini.

Dans le cas des systéemes a retards de type neutre, ces deux notions ne sont plus équiv-
alentes. Un systéme BIBO-stable est cependant toujours L,-stable. Un cas particulier
de L,-stabilité est obtenu pour p = 2. On parle alors de systéeme stable au sens H,,, ou
Lo-stable, si
[H |7, = sup Ille, 00, (5.1.6)
ueLo—{0} ||u||£2

ce qui est équivalent a dire que he Hoo(Cy). La Lo-stabilité est une notion de stabilité
énergétique: Pour toute entrée d’énergie finie, la sortie y(t) du systéme (5.1.1) est a énergie
finie.

Exemple 5.1.4 (Partington & Bonnet, 2004) Soit le systéme a retard de type neutre

- 1

h(s) = A 11 (5.1.7)

Les poles de ce systéme tendent asymptotiquement vers ’axe imaginaire en (2k + 1)jm,
k € Z. Sur laxe imaginaire et au voisinage de chacun de ces poles asymptotiques, le
gain de h(s) est approximativement 2(2k + 1), k € Z, et par conséquent h(s) n’est pas
Lo-stable. Cependant, si I’on considére

h(s) = — :
YT s(I—es)4+1

(5.1.8)

on montre que ||Allx. = 2, c’est a dire h € Hoo(C4). o

Une derniére notion de stabilité abordée dans la littérature des systémes de type neutre
est la stabilité formelle. On considére le systéme a retards de type neutre

_ Ep: Bt — k) + Ep: Ayt — k) + Ep: Buu(t — ko), (5.1.9)
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ou z(t) € R" est I'état instantané et u(t) € R™ 'entrée de commande. Le systéme (5.1.8)
est dit formellement stable (Byrnes et al., 1984), si

rang(l — E(e™%)) =n, Vs e Cy, (5.1.10)
avec
P
E(efl%) _ Z Eke—kﬁs.
k=1

La partie principale du polynome caractéristique det(s(/ — E) — A), qui est un quasi-
polynome & terme principal, est stable. L’équation caractéristique du systéme n’a donc
qu'un nombre fini de zéros instables. Cette définition est en accord avec le point (i7)
du Théoréeme 2.2.6. Si le systéme n’est pas formellement stable, un compensateur sta-
bilisant le systéme doit inclure des actions dérivées, dont en particulier des dérivées de
I'état retardé (Byrnes et al., 1984), (O’Connor & Tarn, 1983), (Pandolfi, 1976). En effet,
la partie principale du systéme bouclé est le produit des parties principales du systéme
et de la loi de commande. Ainsi, le systéme bouclé est nécessairement non formellement
stable, et donc instable, si le systéme en boucle ouverte est lui-méme non formellement
stable. En outre, (Loiseau et al., 2002) ont montré qu’un systéme a retard de type neutre
non formellement stable ne peut étre stabilisé exponentiellement, c¢’est a dire que le sys-
téme bouclé ne peut pas étre exponentiellement stable, les poles du systéme bouclé étant
instables ou arbitrairement proches de ’axe imaginaire.

A partir de ces considérations, la stabilité des systémes a retards de type neutre, formelle
ou au sens L,, 1 < p < oo, est directement liée a la stabilité d’une équation linéaire
scalaire aux différences, de la forme

fs) =12 aie™™, (5.1.11)

oua; €ER,pouri=1ar, et d>0.

De maniére plus générale, on peut s’intéresser a la stabilité de I’équation aux différences

flo) =1=) awe™®, (5.1.12)
=1

ou0 < 6 <...<80,,sont des retards possiblement non commensurables entre eux, dans le
sens o il n’existe pas d’entiers m; € Z, tous non identiquement nuls, tels que >, m;0; =
0. Cette équation correspond au polyndome caractéristique du systéme d’équations aux
différences

x(t) = i a;x(t —6;), (5.1.13)

avec v € R", a; e Ret 6; € R,, pour ¢ =1 ar. On peut supposer #; < ... <¥6,.

Dés les années 70, divers auteurs ont mis en évidence le probléme de sensibilité de la stabil-
ité de ces équations vis a vis de perturbations sur les retards (Barman et al., 1973), (Henry,
1974), (Melvin, 1974), (Avellar & Hale, 1980), en introduisant le concept d’indépendance
rationnelle des retards (Dieudonné, 1978). De faibles perturbations sur des retards com-
mensurables entre eux peut d’une part les rendre rationnellement indépendants, et d’autre
part déstabiliser le systéme. Cependant, si les retards 6; sont rationellement indépendants
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et si le systéme aux différences est stable, alors il est stable pour toute valeur des retards
0;.

On note 6 = (01...6,), Z(f) I'ensemble des parties réelles des racines complexes de la
fonction f(s), Z(#) son adhérence dans R, et v = max;(6;). Le lemme suivant caractérise
atr

I’ensemble Z(0) a travers la construction d’un intervalle fermé le contenant.

Lemme 5.1.5 (Henry, 1974), (Avellar & Hale, 1980) Soit le systéme (5.1.13). Alors,

Z(9) < [pr, pol, (5.1.14)

avec les réels pr = pr(0), pour k = 0 a r, définis de maniére unique, s’ils existent, par la
relation
Jagle % =3 |agle, (5.1.15)
ik
ou 'on a posé ag =1 et 6y = 0.

Si les composantes du retard 6;, pour ¢ = 1 a r, sont rationnellement indépendantes
entre elles, le Lemme 5.1.5 permet de montrer que Z(6) est une union d’un nombre fini
d’intervalles fermés, que [p,, po] est le plus petit intervalle fermé de R contenant Z(6), et
que Z(0) forme un sous-ensemble dense de cette union finie d’intervalles. Cette remarque
s’applique bien évidemment au cas des retards commensurables entre eux. En effet, dans
ce cas, 0; = i, pour i = 1 & r, et par conséquent, f(s) est un polynome en e~% de degré
p, qui se factorise sous la forme

p
f(s)=a, [](e7% = on). (5.1.16)
k=1
ol wr € R, pour k =1 a p. Ainsi,
— 1
Z(0) = Z(0) = {—glnlsok\, kzl,...,p}, (5.1.17)

est une union finie d’intervalles réduits a des points.
Pour I’étude de la stabilité du systéme (5.1.13), dont 1’équation caractéristique associée
est (5.1.12), on analyse la fonction, pour z € R,

r)=1-Ylale”"". (5.1.18)
=1

Cette fonction est strictement croissante, et par conséquent I’équation g(x) = 0 admet
une unique solution, qui coincide avec py défini par (5.1.15). Ainsi, on a I’équivalence
fondamentale suivante, & savoir, py < 0 si et seulement si »;_, |a;| < 1. En utilisant
le Lemme 5.1.5, on constate que cette condition est suffisante pour garantir la stabilité
du systéme. (Hale & Verduyn Lunel, 2001) et (Hale & Verduyn Lunel, 2002) ont montré
I’équivalence entre cette condition et la stabilité exponentielle indépendante de la taille
des retards. De plus, pour I'étude de la stabilité formelle des systémes de type neutre, on
peut analyser la Lo-stabilité de (5.1.13), qui se résume par le résultat qui suit.

Théoréme 5.1.6 (Di Loreto et al., 2004b) On considére le systéme (5.1.13). Les affir-
mations suivantes sont équivalentes.
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(i) Le systéme est exponentiellement stable pour tout retard 6.

(71) 11 existe € > 0 tel que le systéme perturbé

r

x(t) = Z a;x(t — B — &;)

i=1

reste exponentiellement stable, pour tout ¢; tel que |g;| <e,i=1ar.

(i) o, o] < 1.
Si de plus les retards sont rationnellement indépendants, ces affirmations sont équivalentes
a la Lo-stabilité du systéme.

Ainsi, pour le systéme (5.1.13), si la condition (4i7) du Théoréme 5.1.6 n’est pas satisfaite,
alors on peut toujours déstabiliser le systéme par des perturbations arbitrairement petites
sur les retards. De plus, si les retards sont rationnellement indépendants entre eux, la
stabilité exponentielle et celle au sens H., sont équivalentes.

Exemple 5.1.7 On considére le systéme

1 1
2(t) = Ha(t = 1) + Sa(t - V2). (5.1.19)
La fonction caractéristique du systéme (5.1.19) est
. 1 1
fls) =1— e~ ie_sﬂ =0. (5.1.20)

On vérifie que pg = 0. Sur 'axe imaginaire, une solution a 1’équation caractéristique est

définie par
A 1 1

fUa) =1- Qequ - aequﬁ =0,
c’est a dire
q = 27T]€1 5 ]i]l e
V2 =2rky , k€7’

systéme qui n’admet aucune solution par suite de lirrationnalité de /2. L’équation
caractéristique n’a donc aucune racine sur I’axe imaginaire sauf ’origine, mais ces racines
en sont trés proches, car pour tout ¢ > 0, il existe ¢ € R tel que |f(po + jq)| < €. Le

systéme (5.1.19) est donc instable, aussi bien au sens exponentiel qu’au sens H.. o
Exemple 5.1.8 Soit

3 3

x(t) = Zx(t —1)+ Zx(t —2). (5.1.21)
La fonction caractéristique du systéme (5.1.21) est
P 3 3

=1—-e*—-e*=0. 5.1.22

fls) =1 e = e (51.22)

En posant A = e, on vérifie que les racines de (5.1.22) sont telles que |A\| < 1, autrement
dit le systéme est exponentiellement stable et Ls-stable. Cependant, la condition du
Théoréme 5.1.6 n’est pas satisfaite, et donc en perturbant légérement les retards, le sys-
téme peut étre déstabilisé. Par exemple, le systéme

2(t) = %x(t — 1)+ zx(t - %) (5.1.23)

est, instable. o
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Les notions précédentes s’étendent au cas multivariable (Hale & Verduyn Lunel, 2001),
(Michiels et al., 2002). En outre, cette sensibilité reste problématique pour la stabilisa-
tion. En effet, si I'on considére le systéme

x(t) = i a;x(t — 0;) + byu(t — 6;), (5.1.24)

avec » ., |a;] > 1, et le bouclage statique u(t) = fz(t), f € R, on obtient le systéme

bouclé
,

w(t) =3 (ai+bif)a(t — 6;), (5.1.25)
i=1
qui est stable si et seulement si > ., |a; + b;f| < 1. Cependant, si la commande u(t)
ne peut étre appliquée de maniére instantanée, mais qu’elle présente un retard, méme
arbitrairement petit, € > 0, alors le systéme bouclé s’écrit

r

2(t) =Y @t — 0;) + bifu(t — e — 0;). (5.1.26)

i=1

Par hypothese, 1+ Y"1 |b:f| < Y01, |ai|l + |b;if]. Le systéme bouclé ne peut donc pas
étre stabilisé par une telle loi de commande (Hale & Verduyn Lunel, 2003).

Pour aborder de maniére plus générale le probléme de stabilisation des systémes a re-
tards, il nous faut pouvoir paramétrer les compensateurs stabilisants, qui soient réalis-
ables au sens d’une des définitions du Paragraphe 2.4. Nous allons, pour ceci, travailler sur
I’anneau des fractions propres et stables des pseudo-polynémes, qui est un sous-ensemble
de I'algeébre de convolution A.

5.2 Stabilisation par bouclage

5.2.1 Factorisations propres et stables

Commencons par quelques résultats sur les fractions propres et stables de £. Soit M le
sous-ensemble de £ des pseudo-polynémes non nuls. Cet ensemble est sous-multiplicatif.
Pour tout p, ¢ € M, alors pg € M. On considére 'ensemble £ x M, et on définit la
relation binaire ~ sur £ x M, par

p,q) ~ (r,s) <= ps=qr (5.2.1)

La relation binaire ~ ainsi définie est une relation d’équivalence. Clairement, cette relation
est réflexive et symétrique. Pour montrer qu’elle est transitive, on suppose (p,q) ~ (r,s)
et (r,s) ~ (t,v), c’est a dire ps = qr et rv = st. En multipliant la premiére équation
par v et la deuxiéme par ¢, on obtient psv = qrv = gst, soit s(pv — qt) = 0. Or s € M,
et par conséquent pv = gt, d’ou (p,q) ~ (t,v). Ainsi, 'ensemble £ x M peut étre
partitionné en classes d’équivalence. L’ensemble des classes d’équivalence, noté £/~ est
donc un ensemble d’éléments de la forme (p, ¢), ou plus familiérement p/q, que 'on appelle
fractions. L’addition et la multiplication de fractions sur £/~ sont définies respectivement
par

P r_pstar pr_nrm (5.2.2)
q s gs
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L’anneau £ étant un domaine intégre, I’ensemble £ /~ muni de ces deux opérations internes
est un corps, appelé corps des fractions ou corps quotient de £. On le note M~*E. Tout
pseudo-polynome p € & est en effet identifié a la fraction p/1, et tout élément de ¢ € M
est une unité, d’'inverse 1/q.

Cependant, le corps des fractions de &£, tout comme le corps des fractions de R[s], englobe
des éléments qui ne sont ni stables ni réalisables. On introduit alors la notion de fraction
propre et stable. Sur R[s], une fraction p/q est propre et stable si respectivement, deg(p) <
deg(q), et g est un polynome de Hurwitz. L’ensemble des fractions propres et stables
de R[s] est un domaine Euclidien (Morse, 1976b), (Hung & Anderson, 1979). Pour les
fractions propres et stables de £, on a la définition suivante (Brethé, 1997).

Définition 5.2.1 L’ensemble des fractions propres et stables de &, noté P, est

P=A{p/q : peé&, qelU, deg(p) <deg(q)}, (5.2.3)

ou U est I’ensemble des pseudo-polyndmes qui sont unitaires en la variable s, et dont tout
zéro est a partie réelle négative.

[’ensemble P est un anneau commutatif avec identité, et le corps des fractions associé
est R(s,e™%). Deux fractions propres et stables sont premiéres entre elles si elles n’ont
pas de facteurs communs non triviaux, c’est a dire si elles n’ont pas de zéro commun dans
C,.

On notera que cette définition exclut de maniére explicite les systémes a retards de type
neutre, car le pseudo-polynoéme ¢ est imposé étre unitaire.

Soit t(s,e7%) € R(s,e%). On appelle factorisation propre et stable (sur &) de t(s,e~%),
toute paire (n,d) d’éléments de P, telle que ¢t = nd~!. On parle de factorisation premiére
propre et stable de t, si n et d sont de plus premiéres entre elles, c’est a dire si n et d
satisfont une identité de Bézout. On vérifie alors que tout transfert ¢(s,e~%) admet une
factorisation premiére propre et stable sur £.

Ces concepts s’étendent de maniére naturelle au cas des systémes multivariables. Tout
transfert T'(s,e™%) € R(s,e™%)P*™ se factorise sous la forme T'= ND~! ou N € PP*™
et D € P™*™ est non singuliére et telle que det(D) est unitaire en la variable s.

Tout transfert T'(s,e %) admet une factorisation premiére propre et stable sur £, comme
le décrit le résultat qui suit.

Proposition 5.2.2 (Brethé & Loiseau, 1998) Toute matrice de transfert T'(s,e%) sur
R(s,e~%)P*™ dont le dénominateur est unitaire, admet une factorisation premiére propre

et stable & droite sur 'anneau des pseudo-polynomes. Ainsi, toute matrice T(s,e~%) se
décompose sous la forme T'= ND~!, ou N € PP*™ D € P"™*™ et

XN+YD=1, (5.2.4)
ou X et Y sont deux matrices propres et stables sur £.
Une factorisation premiére propre et stable a gauche de T'(s, e=%) se construit de la méme
maniére. La notion de factorisation premiére propre et stable permet de développer des

outils puissants pour 'analyse de la stabilisation des systémes a retards, dont le prochain
paragraphe développe les concepts fondamentaux.
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5.2.2 Paramétrisation des compensateurs stabilisants

On considére le systéme bouclé de la Figure 5.1, ou P représente un systéme donné,
et C' un compensateur. Cette boucle admet comme entrées externes u; et us, e; et
es sont les entrées respectivement du compensateur et du systéme, et y;, yo sont les
sorties respectivement du compensateur et du systéme. On suppose P € RP*™(s,e7%) et

(51 €1 Y1

O C

+

2 €2 + U2
Y p O

Figure 5.1: Systéme bouclé.
C € R™?(s,e7%). Sous forme matricielle, le systéme bouclé est décrit par
€1\ (W 0 —-P €1 y1y\ c 0 €1
()= ) )= 8) () e
Ces équations se réécrivent sous la forme

(5.2.6)

o €1 . U1 . Y1 . 0 I o cC 0
= (0)u= ()= (1) r= (5 0) o= (5 ) 62
On vérifie que det(I + F'G) = det(I + PC) = det(I + CP).

Définition 5.2.1 Le systéme (5.2.5) est bien défini si det(I 4+ F'(s)G(s)) n’est pas iden-
tiquement nul pour tout s € C.

ou

Cette condition est nécessaire et suffisante pour assurer que le systéme (5.2.5) admette
une unique solution ey, ey sur R(s, e_‘gs) pour tout uy, us.
Ainsi, si le systéme (5.2.5) est bien défini,

e=(I+FG) w2 HP O, (5.2.8)
(I+PC)"  —(I+PC)'P
H(P.C) = (C(I L PO T—C(I+ PC)—lp) (5:2.9)
[—P(I+CP)"'C —P(I+CP)™
= ( (Jicp)—l)c (1(+ CP)—)l ) (5.2.10)

Définition 5.2.2 Le systéme (5.2.5) est stable de maniére interne s'il est bien défini et
si H(P,C') € M(P), c’est a dire si le systéme bouclé est bien défini et si tout élément de
H(P,C) est une fraction propre et stable. On dit alors que la paire (P, C') est stable de
maniére interne, et que le compensateur C' stabilise P.
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Cette définition de la stabilité interne est équivalente a celle ot 'on considére la ma-
trice de transfert entre u et y comme étant une matrice de fractions propres et stables
(Vidyasagar, 1985). Notons également que si C' est un compensateur propre et stable,
le systéme (5.2.5) est stable de maniére interne si et seulement si P(I + C'P)~! est une
matrice propre et stable.

La stabilité interne d'un systéme bouclé étant définie, on s’intéresse désormais a sa car-
actérisation en utilisant des factorisations premiéres propres et stables du systéme et du
compensateur.

Théoréme 5.2.3 Soient P,C € M(R(s,e™%)), (N, D,), (D,, N,) des factorisations pre-
miéres propres et stables respectivement a droite et a gauche de P, (N,, D.), (D., N.) des
factorisations premiéres propres et stables respectivement a droite et a gauche de C. Les

propositions suivantes sont équivalentes.

(1) La paire (P, C) est stable de maniére interne.
(74) La matrice A(P,C) = ]VCNP + l~)ch est unimodulaire sur P.
(iii) La matrice A(P,C) = N,N, + D,D, est unimodulaire sur P.

Preuve. Notons que _
A(P,C) = D.(I +CP)D,, (5.2.11)

et par conséquent, la matrice H(P,C') définie dans (5.2.10), s’écrit sous la forme

(5.2.12)

. RN -1
H(P,C)= (I NolA™ New =N, DC).

D,A'N,  D,A'D,

Si A(P,C) est unimodulaire, comme par définition det(D,) # 0 et det(D,) # 0, on
en déduit det(I + C'P) # 0, et donc la paire (P,C') est bien définie. De plus, comme
A=t e M(P), (5.2.12) montre que H(P,C) € M(P), et donc que la paire (P, C) est stable
de maniére interne.

Réciproquement, supposons que la paire (P, (') soit stable de maniére interne, c’est a dire
H(P,C) € M(P) et (P,C) est bien définie. Ainsi, A~! existe, et par définition A € M(P).
De plus, (N,, D,) et (l~)c, Nc) étant des factorisations premiéres propres et stables, il existe
des matrices de fractions propres et stables X,,, Y}, )?C et 37@, telles que X, N, +Y,D, =1
et ]ch)?c + 136)76 = J. En multipliant successivement la premiére équation a droite par A~*
puis par la deuxiéme équation, on aboutit a

At = X,N,A"'N.X, + X,N,A"'D,Y. + Y,D,A"'N.X, + Y,D,A"'D,Y..

Puisque H(P,C) € M(P), le membre de droite est une matrice propre et stable (tous
les termes de ce second membre sont des éléments de H(P, ('), soit A~! € M(P). La
matrice A(P,C') est donc bipropre et bistable, ¢’est a dire unimodulaire sur I’anneau des
fractions propres et stables.

Une démonstration similaire permet de montrer le Point (i77). ]

Une application directe du Théoréme 5.2.3 permet d’établir le résultat suivant.

Corollaire 5.2.4 Soient P € M(R(s,e %)), et (N,, D,), (D,, N,) des factorisations pre-
miéres propres et stables respectivement a droite et & gauche de P. Les propositions
suivantes sont équivalentes.
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(7) C stabilise P.

(17) C' admet une factorisation premiére propre et stable a gauche (EC,N) telle que
D.D,+ N.N, = I.

(17i) C admet une factorisation premiére propre et stable a droite (N, D.) telle que
D,D,+ N,N, = 1.

Preuve. (ii) = (i) Puisque I est unimodulaire, et par application du Théoréme 5.2.3,

on en déduit que la paire (P,C) est stable de maniére interne, c’est a dire C' stabilise P.

(i) = (ii) Supposons que C stabilise P, et notons (D, N) une factorisation premiére propre

et stable & gauche de C'. Grace au point (zz) du Théoréme 5.2.3, on en déduit que A =

NN, + DD, est unimodulaire. En prenant N, = A"'N et D, = A~'D, (D NC) est une

factorisation premiére propre et stable de C, et vérifie I'identité désirée N N, —|—D D, =1.
Une démonstration similaire permet d’établir I’équivalence avec le point (m). "

Sur la base de ces résultats préliminaires, on peut désormais paramétrer ’ensemble des
compensateurs stabilisants. Dans cette optique, on considére un systéme P & coefficients
sur R(s,e™%), et on définit S(P) comme étant 'ensemble des compensateurs C' définis
sur R(s,e™%) qui stabilisent le systéme.

Théoréme 5.2.5 Soient P € M(R(s,e~%)), et (N,, D,), (5 N, ) des factorisations pre-
miéeres propres et stables respectivement a droite et a gauche de P. Il existe alors des
matrices propres et stables X, Y, X, et Y telles que XN, +Y D, = I et N X +D Y =1.
L’ensemble des compensateurs stab1l1sants est décrit par

S(P) = (Y—REyKX+R@LReMﬂmdaW—Rﬁg#@

~ ~ ~ (5.2.13)
= {4 D)V = N,9) 1, S € M(P), det(Y = N,,8) #0}

Preuve. Seule la premiére paramétrisation est démontrée. La démonstration de la deux-
ieéme s’effectue de maniére identique.

Supposons qu'un compensateur s’écrive sous la forme donnée dans (5.2.13). Puisque
XN, +YD,=1et D,N,— N,D, =0, on a

(Y = RN,)D, + (X + RD,)N, = I.

Grace au point (i7) du Corollaire 5.2.4, on conclut qu'un tel compensateur stabilise le
systéeme P. Réciproquement, soit C' un compensateur stabilisant P, qui, avec le Corol-
laire 5.2.4, posséde une factorisation premiére propre et stable & gauche (Y, X)), qui satis-
fait I'identité de Bézout XN, +Y D, = I. Toutes les solutions de cette équation, notées
(D., N.), peuvent étre paramétrées, pour toute matrice R propre et stable, sous la forme
D, = Y —RN
- £ (5.2.14)
N. = X+ RD,
car ﬁpr — ]vap = 0. Ainsi, tout compensateur stabilisant admet une factorisation
premiére propre et stable & gauche de la forme souhaitée. "

Le Théoréme 5.2.5 permet de générer, par le biais d’une paramétrisation simple ne dépen-
dant que d’un paramétre libre, tous les compensateurs qui stabilisent le systéme P, et
correspondent au schéma de commande de la Figure 5.1. Cette paramétrisation permet
en outre de reformuler toutes les matrices de transfert stables en boucle fermée de maniére
affine par rapport aux paramétres libres R ou S, comme le décrit le corollaire suivant.
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Corollaire 5.2.6 Soient les notations du Théoréme 5.2.5, et C' € S(P). Alors, la matrice
de transfert H (P, C) s’écrit sous la forme

_ (Y =N, 89D, —(Y = N,S)N,
HP.C) = ((X+D S)D [ — (X +D,S)N ) (5.2.15)

(5.2.16)

_ (I—=N,(X+RD,) —N,(Y —RN,)
- D,(X +RD,)  D,(Y — RN,)

ot R € M(P) est I'unique élément tel que C' = (Y — RN,)"Y(X + RD,), et S € M(P)
est 'unique élément tel que C' = (X + D,S)(Y — N,S)~*

Preuve. Il suffit de remplacer I'expression de C' € S(P) décrite par (5.2.13) dans respec-
tivement (5.2.9) et (5.2.10). ]

Remarque 5.2.7 Dans un but applicatif et & ’aide de la Figure 5.1, on peut préférer
une formulation en fonction du transfert entre u et y, noté W (P, C'). A l'aide de (5.2.7),
on en déduit W(P,C) = G(I + FG)™!, et par le biais du Théoréme 5.2.5,

Wp.C) — Dy(X + RD,) D,(Y — RN,) — I (5.2.17)
7 \NJ(X+RD,) N,(Y—-RN,) |’ o

(X +D,S)D, (X +D,S)N,
(5” —~N,S)D, =1 (Y — NpS)Np> ’ (5.2.18)

ou R et S sont définis dans (5.2.13). O

Exemple 5.2.8 Soit le systéme de transfert

1 2
coshs 14e2’

P(s) =

dont les poles sont s;, = j(2k+1) , pour k € Z. On définit N,(s) =2e™%, D,(s) =1+e%%,
une factorisation premiére propre et stable de P(s), car

—e *Ny(s) +2D,(s) = 2.
Ainsi, d’aprés (5.2.13), un compensateur stabilisant est (avec R = 1)

2—e %42 °
2(1 —2e9) ’

C(s) =
dont I'équation dynamique est, en accord avec les notations de la Figure 5.1,

yi1(t) =2y1(t — 1) + eq(t) — %el(t — 1)+ e (t —2).
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Exemple 5.2.9 On considére le systéme

Une factorisation premiére propre et stable (INV,, D,) est

e ® s—1
N() = =7 Dyls) =27,

satisfaisant I’équation XN, +Y D, =1, avec

s+1—2ele™®
2(s—1)

X(s)=e', Y(s)=

Notons que Y'(s) est stable, car cette fraction est analytique dans le plan complexe. Un
compensateur stabilisant est alors

2el(s—1)

Cls) =Y ()X (5) = 50—

dont la réalisation sous forme d’une intégrale de Volterra est

1
yi(t) = 2/ ey (t —7)dr + 2e161(t).
0

5.2.3 Compensateurs & 2 DDL

La paramétrisation d'un compensateur stabilisant proposée dans le paragraphe précédent
ne dépend que d’un paramétre libre, qui vérifie la condition énoncée par (5.2.13). On peut
généraliser le systéme bouclé décrit par la Figure 5.1, en utilisant un compensateur a deux
degrés de liberté, appelé également compensateur a deux paramétres. Ce compensateur
se révéle étre la compensation la plus générale que 1’on puisse réaliser pour la stabilisation
ou la commande des systémes. Le schéma de bouclage présenté dans le Paragraphe 5.2.2
en est alors un cas particulier.

Soit P un systéme donné, que l'on cherche & stabiliser par compensation. En notant
respectivement e et y ’entrée et la sortie de ce systéme, et u I’entrée externe de commande,
le schéma plus général de compensation linéaire et dynamique s’écrit sous la forme

e = Ciu — Cyy, (5.2.19)

oit C; et Cy sont des matrices a coefficients sur R(s,e %) de dimensions adaptées. Si
C, = Cy = C, on retrouve le schéma de rétroaction de la Figure 5.1. Le compensa-
teur (5.2.19) est appelé compensateur a deux paramétres ou a deux degrés de liberteé.
C’est la compensation linéaire plus générale, car ’entrée u et la sortie y peuvent inclure
respectivement tous les signaux d’entrées externes et de mesures du schéma en boucle
fermée. L

On définit C' = (C; C,), et on note (D, (N., N.,)) une factorisation premiére propre
et stable & gauche de C, de maniére a pouvoir écrire C; = Eglﬁcl et Cy = 551N62. Le
schéma de bouclage avec un tel compensateur est décrit par la Figure 5.2.
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Uz
U | ~ n 21|~ Y1 .
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Us <2
c A
Ne, T N

Figure 5.2: Systéme bouclé par un compensateur & deux parameétres.

Définition 5.2.10 Le systéme bouclé de la Figure 5.2 est stable si la matrice de transfert
W(P,C) entre les entrées (u,us, uz) et les sorties (yi,y2) est propre et stable, ou de
maniére équivalente, si la matrice de transfert Z(P,C') entre (uy,us, ug) et (21, 22, Y1, Yo)
est propre et stable. On dit alors que la paire (P, C') est stable de maniére interne.

Notons que cette définition est une généralisation naturelle de celle introduite dans le
Paragraphe 5.2.2. Le lemme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante sur
le compensateur C' afin que la propriété de stabilité interne soit satisfaite.

Lemme 5.2.11 Soient (N, D,) une factorisation premiére a droite de P, (D,, (N,, N.,))
une factorisation premiére a gauche de C' = (01 CQ). Le systéme bouclé de la Figure 5.2
est stable si et seulement si

A(P,C) = D.D, + N_,N, (5.2.20)

est une matrice unimodulaire sur ’anneau des fractions propres et stables des pseudo-
polynomes.

Preuve. Soit A = ECDP + NCQNP. D’apreés la Figure 5.2, la matrice de transfert W (P, C')
entre (uq, ug, uz) et (yi,ys) s’écrit sous la forme

(5.2.21)

i —1 A7 i -17 —1 A7
W(P.C) = < DN, —(I+D,A"'D,) D,A'A, )

N,A"IN,, N,A'D, —~N, AN,

Si A est unimodulaire, d’aprés (5.2.21), W(P, C) est propre et stable, c’est a dire la paire
(P, C) est stable de maniére interne.

Réciproquement, supposons que W(P (') soit propre et stable. Il existe des matrices
propres et stables X, Y, Xl, X2, et Y telles que X N,4+-Y D, = I et NCIXl—i—NCQXQ—i—D Y =
I. En multipliant la premiére équation a droite, successivement par A~! puis par la
deuxiéme équation, on obtient

A = (XNA' + YDA (N, Xy + Ny Xy + D,Y).

Tous les termes du membre de droite sont propres et stables, car éléments de la matrice
W (P, C) qui est par hypothése propre et stable. Ainsi A~! est propre et stable, et puisque
A Test aussi, cette matrice est unimodulaire. "

De méme que dans le Corollaire 5.2.4, on montre que la Condition (5.2.20) est équivalente
a

D.D,+ N,,N, = 1. (5.2.22)
A partir de ce résultat, il devient possible de paramétrer tous les compensateurs a deux
degrés de liberté stabilisant le systéme P.
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Théoréme 5.2.12 Soient P € M(R(s,e %)), et (N,,D,), (D,, N,) des factorisations
premiéres propres et stables respectivement a droite et a gauche de P. Il existe donc des
matrices propres et stables X et Y telles que XN, +Y D, = 1.

[’ensemble des compensateurs a deux parameétres qui stabilisent P est

So(P) = {(Y — RN,)"N(Q X +RD,), Qe S,ReS, det(Y — RN,) # o} . (5.2.23)

Preuve.~ D’aprés le Ihéoréme 5.2.5, A est unimodulaire~si et seulement si 5;1N62 =
(Y — RN,) %X + RD,), pour R € M(P) et det(Y — RN,) # 0. La matrice A étant
indépendante de N, on aboutit a la factorisation souhaitée. "

Cette paramétrisation permet de caractériser tous les transferts stables du systéme bouclé
de maniére affine en fonction des paramétres Q € M(P) et R € M(P). Par exemple,
pour le transfert W (P, C'), on obtient

(5.2.24)

W(E,C) = <DpQ D,(Y = RN,) =T —D,(X + Rf)p)> |

N,Q N,(Y—RN,  —N,(X+ RD,)

ou @ et R sont des matrices propres et stables arbitraires, sous la seule contrainte det(Y —
RN,) # 0.

Exemple 5.2.13 Soit un compensateur a configuration de type observateur-controleur,
dont le but est de stabiliser un systéme P par reconstruction de 1’état partiel z, comme
indiqué sur la Figure 5.3. Soient (NN, D,) une factorisation premiére propre et stable de
P, et les matrices propres et stables X et Y telles que XN, +Y D, = I. Ona Xy+Ye = z,
et par conséquent la rétroaction se fait a partir de la reconstruction de I'état partiel z. Il

£ D-1 Z N Y

) P P

Figure 5.3: Configuration d’un observateur-controleur.

est immeédiat de vérifier qu’une telle configuration de rétroaction est un cas particulier du
compensateur a deux paramétres décrit dans la Figure 5.2, avec

N, =1, N,=KX, D,=1+KY. (5.2.25)
D’aprés le Lemme 5.2.11, le systéme en boucle fermée est stable si et seulement la matrice
A=K+ D, (5.2.26)

est bipropre et bistable. o
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Figure 5.4: Commande par modéle interne.

Exemple 5.2.14 On considére un probléme de commande de systéme en utilisant le
principe du modéle interne, comme décrit dans la Figure 5.4 (Francis & Wonham, 1975),
(Morari & Zafiriou, 1989), (Wonham, 1985), (Zhou & Ren, 2001). On suppose que le
systéme est monovariable, et que P, P,, et K sont des fractions propres et stables. Une
factorisation premiere de P est alors N, = P et D, = I. Le schéma de la Figure 5.4 peut
se mettre sous la forme d’un compensateur a deux degrés de liberté, avec

N, =N, =K, D.=1- P,K.
Alinsi, le systéme en boucle fermée est stable si et seulement si
A=I1+(P-P,)K

est une fraction bipropre et bistable. Si P = P,,, le systéme bouclé est toujours stable.
Si désormais P = P,, + AP, ou AP € M(P) représente un terme d’incertitude, alors le
systéme bouclé est stable si et seulement si

A=T+ KAP

est bipropre et bistable. o

5.2.4 Analyse de la robustesse

Une description compléte et une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisation
d’un systéme nominal ont été données dans les Paragraphes 5.2.2 et 5.2.3. En prenant en
compte une incertitude portant sur le systéme, il est possible d’effectuer la synthése d’un
compensateur stabilisant ’ensemble d’une classe de systémes incertains.

Dans la littérature, trois principales classes d’incertitudes sont étudiées (Boyd & Barratt,
1991), (McFarlane & Glover, 1990), (Vidyasagar, 1985). Il s’agit d’incertitudes additives,
multiplicatives, ou additives sur les facteurs premiers d’un systéme.

On considére un systéme nominal donné Py, et u une fraction propre et stable de pseu-
dopolynomes. Le systéme P, représente par exemple un modéle du systéme physique réel,
que ’on connait a priori de maniére exacte.

Une incertitude additive sur Py n’est définie que pour des systémes n’ayant aucun pole
sur I’axe imaginaire. Notons que 'absence de poles imaginaires est a comprendre dans
un sens étendu, a savoir aucun pole imaginaire fini et aucune chaine infinie de poles
tendant asymptotiquement vers l’axe imaginaire, comme peuvent le présenter certains
systémes a retards de type neutre (Pontryagin, 1955), (Partington & Bonnet, 2004). On
note A(Py,u) 'ensemble des systémes P(s) € RP*™(s,e~%) qui vérifient

P =P+ AP, [[AP(jw)]vs < |u(jw)|, Yw € R. (5.2.27)
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Dans ce cas, on parle d’incertitude absolue, car I’erreur portant sur le systéme est indépen-
dante du systéme nominal Fy. En outre, |u(jw)| fournit une borne supérieure du gain de
I'incertitude pour la pulsation w. Sous les mémes hypothéses, la classe de systémes a in-
certitude multiplicative, notée M (P, u), est 'ensemble des systémes P(s) € RP*™ (s, e~%)

tels que
P=(I+AP)Py, ||AP(jw)|s < |u(jw)], Vw € R. (5.2.28)

Pour cette classe de systémes, on parle d’incertitude relative, car cette derniére dépend du
modéle nominal Fy. Cependant, les hypothéses portant sur ces deux classes d’incertitudes
sont relativement contraignantes. On préférera donc la notion d’incertitude additive sur
les facteurs premiers d’un systéme, qui ne fait aucune hypothése particuliére sur le systéme
nominal Py et le systéme perturbé P (Doyle et al., 1990), (McFarlane & Glover, 1990),
(Vidyasagar & Kimura, 1986).

Soit (N, Dy) une factorisation premiére propre et stable du systéme nominal P,. La
classe F'(Ny, Dy, u) des systémes a incertitude additive sur les facteurs premiers est définie
comme l'ensemble des systémes P € R”*™(s,e7%) tels que P = ND~!, ot N = Ny + AN
et D = Do+ AD sont deux matrices propres et stables, telles que

G2

Uz
U1 Nm + 5_1 W L—(D0+AD)1

AN

< |u(s)|, Vs € C,. (5.2.29)

Ne, + No

%

Figure 5.5: Systéme a incertitude additive sur les facteurs premiers, bouclé par un compensateur
a deux parameétres.

Avec les notations introduites dans (5.2.29) et d’aprés la Figure 5.5, on obtient le principal
résultat de ce paragraphe.

Théoréme 5.2.15 Soient Py un systéme nominal donné, (Ny, D) une factorisation pre-
miere propre et stable, et u une fraction propre et stable. Soit un compensateur C' €
So(Fy), avec (D, (N, N.,)) une factorisation premiére propre et stable & gauche de

C, telle que ECDO + NCQNO = I. Alors, le compensateur C' stabilise tout systéme
P € F(Ny, Do, u) si et seulement si

, Yw€eR. (5.2.30)

|(¥atie) D) |, =

Preuve. Soit P € F(Ny, Dy, u), dont une factorisation propre et stable est notée (N, D).
On définit les matrices

By = (gg) D= (g) - <NCQ ch). (5.2.31)



5.2 Stabilisation par bouclage 75

Supposons que (5.2.30) soit vérifiée. D’apreés les notations du Lemme 5.2.13, on a
A(P,C) = N,N + D.D = &.®.
Or N = Ny + AN, D = Dy + AD et .8, = I, donc

AP.C)=1+8@~2) =1+ (N, D.) (ig) |

L’Hypothése (5.2.30) permet d’écrire, puisque NCQ, D., et u sont propres et stables,

|(Neuls) Dels))

Par le biais de la Définition (5.2.29), de I'inégalité précédente, et du fait que la norme
|| - ||vs est sous-multiplicative, on obtient

~ ~ AN

(%) D) (3500)
En utilisant (3.1.24), on en déduit que A(P, C') = ®.® est une matrice unimodulaire, ¢’est
a dire bipropre et bistable. Le Lemme 5.2.13 permet de conclure sur la stabilité interne
de la paire (P, C).
Réciproquement, supposons que C' € Sy(Fp), c’est a dire &)cq)o = I, et que C stabilise
tout systéme P € F'(Ny, Dy, u). D’aprés le Lemme 5.2.13, cette propriété est équivalente
au fait que

lu(s)| <1, VseC,.

Vs

<1, \V/SGC+.

Vs

A=1+ (D — D)

est unimodulaire. Ainsi, A™! est bien définie et telle que 0 < [|[A7!(s)||vs, pour tout
s € Cy4. En utilisant (3.1.25), on a

< = ! .
vs I HCDC(@ - QO)HVS

0< A7l = |[(Z + Bof@ — @)

D’aprés la Définition de F'(Ny, Dy, u), on obtient
[e(5)(P(s) = Po(s))llvs < [1Pe(5)[|vs|D(5) = Pols)llvs < [ Pels)llvsluls)], Vs € Cx,
et en combinant ces deux inégalités,
[Pe(s)]lvslu(s)] <1, Vs € Cy,

inégalité qui est vérifiée en particulier a la frontiére, c’est & dire pour s = jw, d’ou
I’inégalité souhaitée. "
Ce résultat permet de vérifier la stabilisation robuste d’un systéme P € F(Ny, Dy, u).
D’un point de vue applicatif, on peut cependant préférer, pour sa simplicité, la condition
qui suit, seulement suffisante pour la stabilisation robuste d’un systéme P € F'(Ny, Dy, u).

Corollaire 5.2.16 Soient P, un systéme nominal donné, (Ny, Dy) une factorisation pre-
miere propre et stable, et u une fraction propre et stable. Soit un compensateur C' €
So(Fy), avec (D, (N., N.,)) une factorisation premiére propre et stable a gauche de

C, telle que ECDO + NNy = I. Alors, le compensateur C' stabilise tout systéme
P c F(No, Do,U) si

H(Kf EC) )H < (5.2.32)

ol
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Preuve. Si (5.2.32) est vérifiée, alors

H(N”(jw) Dc(ﬂ")) , YweR,

< —
v |u(jw)
et en appliquant le Théoréme 5.2.15, on obtient le résultat. "

Cette condition suffisante est plus simple a vérifier, et permet d’effectuer la synthése d’un
compensateur, qui stabilise de maniére robuste tout systéme de la classe F'(Ny, Dy, u), en
utilisant la paramétrisation (5.2.23).

Remarque 5.2.17 Si P € F(Ny, Dy, u) est tel que AD = 0, alors une condition suffisante
de stabilisation robuste de P est

INe, [Ireec [l 0 <1

En particulier, si Py est propre et stable, alors P € F(Ny, Dy, u) peut s’écrire sous la forme
(et réciproquement) d’un systéme a incertitude additive P = Py+AP, avec AP = ANDO’1
propre et stable. Pour une généralisation de cette remarque, voir (Vidyasagar & Kimura,
1986). O

Exemple 5.2.18 Soit le systéme nominal de I’Exemple 5.2.9,

dont une factorisation premiére propre et stable est Ny(s) = £
compensateur stabilisant est C(s) =Y ~!(s)X(s), avec

s+1—2ele®
X(s)=e', Y(s) = 205=1)
On considére la classe des systémes P(s) = %, aveca<a=0201=7<p<1.

Cette classe de systémes permet de prendre en compte les incertitudes sur le retard et sur
le comportement dans le domaine des hautes fréquences. On a P = (Ny + AN)D,*, ot

N e=$ e s .
s+1\sfg+1

est propre et stable, et telle que, pour tout w € R, |[AN(jw)| < |u(jw)|, avec

s(1+ @)
(s+1)(sp+1)°

u(s) =

On vérifie que ||u||y,, = 0.706, et par conséquent, d’aprés le Théoréme 5.2.17, il n’y a
pas stabilité robuste de la classe de systémes considérée, pour le choix du compensateur
C = Y 'X. En effet, sur ce cas particulier, les Conditions (5.2.30) et (5.2.32) sont
équivalentes. o

Pour conclure, la partie sur la stabilité est une synthése des différentes notions de stabil-
ité introduites pour les systémes a retards. Quelques compléments ont été apportés aux
résultats sur la stabilité des équations aux différences (Hale & Verduyn Lunel, 2003).

La partie sur la stabilisation est un complément aux résultats de (Brethé & Loiseau, 1998),
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et s’appuie sur 'approche par factorisation décrite pour les fractions rationnelles sur R(s)
dans (Vidyasagar et al., 1982), (Callier & Desoer, 1982), ou (Vidyasagar, 1985). De par
la définition de fraction propre et stable de pseudo-polynomes, on s’est limité dans cette
partie a la stabilisation des systémes a retards de type retardé. La paramétrisation des
compensateurs stabilisants permet d’écrire les transferts du systéme bouclé sous forme
affine en fonction de paramétres propres et stables arbitraires. Cette formulation sera
utilisée dans les Chapitres 7 et 8.

Cette méthodologie conduit au développement d’algorithmes constructifs pour la syn-
thése d’une loi de commande stabilisante. On peut aussi analyser le probléme de stabil-
ité ou stabilisation d’'un point de vue purement numérique. L’outil retenu est le calcul
par intervalles, pour les résultats garantis qu’il fournit, sa simplicité, ainsi que sa multi-
disciplinarité. Ces critéres font que le calcul par intervalles est un outil numérique bien
adapté pour 'analyse des systémes a retards. L’objectif du prochain chapitre est donc
d’introduire les techniques par intervalles et de les appliquer a I’étude de la stabilité, de
la stabilité robuste, ou des performances des systémes a retards.
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Chapitre 6

Calcul numérique

Dans ce chapitre, on aborde le volet numérique de I’analyse des systémes a retards, et
plus particuliérement les techniques de calcul par intervalles. Aprés une bréve intro-
duction sur la littérature et le calcul par intervalles, on s’intéresse a quelques problémes
classiques, tels que la caractérisation de la stabilité ou de la stabilité robuste, a travers
une méthodologie de D-décomposition, le respect d'un gabarit de performances a travers
I’analyse de la fonction de sensibilité, ou encore I'atténuation de perturbation. Le cal-
cul par intervalles permet de résoudre numériquement ces problématiques d’une maniére
efficace, avec des solutions garanties.

6.1 Introduction

[’analyse des systémes a retards a conduit a de nombreux développements, aussi bien
théoriques que numériques. En utilisant différentes approches, telles que des tests fréquen-
tiels, 'analyse de pseudo-spectres ou la résolution d’inégalités linéaires matricielles, les
méthodes dédiées a I'analyse des systémes a retards sont en général semi-analytiques, avec
parfois des difficultés effectives d'implémentation. Des boites a outils dédiées aux systémes
a retards ont été développées, parmi lesquelles on peut citer (Engelborghs & Roose, 2002),
(Michiels et al., 2006), ou (Chyzak et al., 2005), (Chyzak et al., 2006), cette derniére per-
mettant de caractériser des propriétés structurelles d’'un systéme, comme la command-
abilité, la m-liberté (Mounier, 1994), ou la platitude. D’un point de vue numérique, les
logiciels scientifiques ont 'inconvénient de ne pas disposer systématiquement d’une es-
timation d’erreur sur les grandeurs analysées. Ceci peut devenir critique pour certains
systémes a retards. Pour palier cet inconvénient, les techniques de calcul par intervalles
possédent I'avantage de fournir des solutions garanties & un probléme donné. Autrement
dit, ces solutions sont connues sans erreur.

Le calcul par intervalles est un domaine trés actif depuis les travaux précurseurs de (Moore,
1966). On peut par exemple citer (Hansen, 1968), (Davis, 1987), (Moore & Ratschek,
1988), (Neumaier, 1990), (Hansen, 1992), ou plus récemment (Jaulin et al., 2001). Le
calcul par intervalles concerne de nombreux domaines, comme les mathématiques ap-
pliquées (Moore, 1979), (Kolev et al., 1988), (Hansen, 1992), la commande robuste pour
des systémes incertains & paramétres dans des intervalles connus (Jaulin & Burger, 1999),
(Adrot, 2000), (Jaulin et al., 2001), la robotique (Didrit et al., 1998), (Jaulin et al., 2000),
(Kieffer et al., 2000), ou la théorie de I’estimation (Moore, 1992), (Walter & Jaulin, 1994),
(Jaulin & Walter, 1993b), (Jaulin & Walter, 1993a), (Jaulin, 1994), (Jaulin et al., 2001).
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6.2 Calcul par intervalles

Un faible nombre de concepts clés sont a la base du développement de ces techniques ainsi
que de leurs applications. Pour cela, on considére un intervalle [x] de R, une fonction
f de R vers R, et un sous-ensemble $ de R défini par un ensemble de contraintes. Le
premier concept est celui de fonction d’inclusion, c¢’est & dire le calcul d’un intervalle qui
contient I'image de [x| par f. Le deuxiéme est le test d’inclusion, qui consiste a vérifier
si [x] est inclu dans $, ou plus précisement a vérifier si [x] C $ ou [x] NS = (). Enfin,
le troisiéme est la contraction, qui consiste & substituer 'intervalle [x] par un plus petit
intervalle [z] C [x] tel que [z] NS = [x] N'S. Si § définit un ensemble de solutions & un
probléme donné, et si [z] NS est un ensemble vide, alors I'intervalle [z] peut étre éliminé
de la liste des intervalles qui contient I’ensemble des solutions.

Ces concepts permettent de résoudre des problémes complexes, en apportant des solutions
garanties et globales. Ces différents concepts ont été implémentés dans le solveur Proj2D!,
qui permet de résoudre un grand nombre de problémes numériques par les techniques de
calcul par intervalles.

6.2.1 Concepts et définitions

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques définitions et concepts de base du calcul par
intervalles.

Définition 6.2.1 Un intervalle réel [X,] est un sous-ensemble connexe, fermé et borné de
R. La borne inférieure (supérieure) de [Xq] est notée x, (Xp). La longueur d’un intervalle
non vide [xg] est w([Xo]) = Xo — X,-

Les opérations ensemblistes (union, intersection, produit cartésien, ...) se généralisent
sans difficulté aux intervalles (Moore, 1966). De méme, les opérations d’arithmétique
réelle, a savoir I'addition (+), la soustraction (—), la multiplication (%), et la division (=)
se généralisent au calcul par intervalles (Hansen, 1968), (Cleary, 1987), (Neumaier, 1990).
Pour de tels opérateurs, notés par (¢), le calcul de 'opération ¢ sur les intervalles [xo] et
[yo] consiste a déterminer I'intervalle

[Xo] ¢ [yo] = [{roy € R|z € [x0], y € [yol}], (6.2.1)

ou [A] est le plus petit intervalle contenant ’ensemble A. Par exemple,

[xo] + [yo] = [Xo+ ¥, %o+ ¥
o] = [yo] = [Xo—¥0.%X0 — Y,
Les fonctions élémentaires telles que exp, log, tan, sin, cos, ..., peuvent étre définies en

termes d’intervalles. Si fy est une fonction de R vers R, son image par intervalle [fy] est
définie par
= |

[fo]([xo]) = [{fo(x) [ 2 € [xo]}]. (6.2.2)

Ces notions de base s’étendent au cas multivariable (Moore, 1966), (Jaulin et al., 2001).

solveur développé par M. Dao, disponible & http://www.istia.univ-angers.fr/~dao/
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Définition 6.2.2 Un vecteur d’intervalles réels ou pavé [x] est un sous-ensemble de R"
qui est défini comme le produit cartésien de n intervalles. Un pavé s’écrit sous la forme

[x] = [x1] X ... X [x,], (6.2.3)
avec [x;] = [x,,X;], pour i = 1 & n. La i®™® composante [x;] est la projection de [x] sur
le i®m¢ axe. La borne inférieure x du pavé [x] est un vecteur dont les composantes sont
les bornes inférieures réelles des intervalles du pavé, x = (x; ... x,)7. De méme, la
borne supérieure X du pavé [x] est le vecteur X = (X; ... X,)7. La longueur du pavé
X = (] - [xa])” est w((x]) = max w([xi]).

[’ensemble des pavés de dimension n est noté IR". On appelle pavé enveloppe [A] d’un
ensemble borné A de R" le plus petit pavé au sens de 'inclusion de IR™ qui contient A.
Le concept de fonction d’inclusion est & la base du calcul arithmétique par intervalles.

Définition 6.2.3 (Moore & Ratschek, 1988) Soit f une fonction de R" vers R™. La
fonction intervalle [f] de IR" vers IR™ est une fonction d’inclusion pour f si

Vi e R", f([x]) € [F1(1x])- (6.2.4)

L’un des objectifs du calcul par intervalles est de déterminer, pour une grande classe de
fonctions f, des fonctions d’inclusion qui peuvent étre calculées rapidement, et telles que
[f]([x]) ne soit pas trop grand. Pour une méme fonction, il existe une infinité de fonctions
d’inclusion. Parmi toutes les fonctions d’inclusion de f, il en existe une qui est minimale,
au sens de l'inclusion.

Propriété 6.2.4 (Moore & Ratschek, 1988) Une fonction d’inclusion [f] est minimale si
pour tout pavé [x], [f]([x]) est le plus petit pavé contenant f([x]).

Les situations ou la fonction d’inclusion minimale peut étre calculée sont rares. Cepen-
dant, on sait la calculer pour les fonctions élémentaires. Pour construire de maniére
générale une fonction d’inclusion d’une fonction f de R" vers R™, on utilise la fonction
d’extension naturelle qui consiste a substituer I’expression formelle de f en remplacant son
vecteur d’arguments x par le pavé [x], et en utilisant les fonctions d’inclusion minimales
des fonctions élémentaires.

Théoréme 6.2.5 (Moore & Ratschek, 1988) On considére la fonction

fo { R = R™ (6.2.5)

(1, xn) — fx, ... 1)

Une fonction d’inclusion [f] de TR"™ vers IR™ pour f est obtenue en remplagant chaque
variable réelle x; par une variable intervalle [x;] et chaque fonction élémentaire par la
fonction d’inclusion minimale associée. Cette fonction d’inclusion est appelée fonction
d’extension naturelle de f.

En général, une fonction d’extension naturelle n’est pas minimale. Elle peut cependant
étre sensiblement améliorée en remaniant 1’expression formelle de f (Moore & Ratschek,
1988), (Jaulin, 1994), (Benhamou & Granvilliers, 1997).
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Exemple 6.2.6 Soit f la fonction définie par

X2

f(xla *172) =

i 6.2.6
S sin(aeos(a). (6.2.6)

avec z1 € [—1,2] et xo € [3,5]. La fonction d’extension naturelle [f]; de f s’écrit sous la
forme

[f]1([x1], [%2]) = % + sin([x1])cos([x1]). (6.2.7)
On obtient [f];([—1,2],[3,5]) = % + sin([—1, 2])cos([—1,2]) = [-0.42,3.5]. Une

autre extension naturelle [f]; de f s’obtient en modifiant son expression formelle, par
réduction du nombre de redondances des variables x; et x5, pour obtenir

1 sin(2 [Xl]).

(£ (Berl, Beal) = 1= M/l T 2

(6.2.8)

On obtient [fl>([—1,2],3,5]) = mrbms + 2ot

[f]o C [f];. On peut montrer sur cet exemple que [f] est minimale. o

= [0.1,2]. On constate donc que

Les intervalles et les pavés constituent un outil intéressant en vue d’applications en Au-
tomatique, car ils fournissent des solutions garanties et permettent de prendre en compte
de maniére implicite d’éventuelles incertitudes sur le systéme étudié. Cependant, ces no-
tions ne sont pas suffisamment générales pour décrire un ensemble quelconque, qui peut
inclure des unions de sous-ensembles disjoints. On définit alors le concept de sous-pavage,
qui n’est rien d’autre qu’une union de pavés.

Un sous-pavage de R" est une union de pavés disjoints de longeur non nulle [x] de TR",
ce qui signifie que leur intersection deux a deux est vide, sauf éventuellement sur leurs
frontiéres. Un sous-pavage est utilisé pour approcher des ensembles compacts de maniére
garantie. Pour tout ensemble compact X de R", il est possible de trouver deux sous-
pavages X et X, tels que X ¢ X C X. La quantité AX = X — X est un sous-pavage,
appelé sous-pavage indéterminé, car AX forme un ensemble de vecteurs dont on ne sait
pas s’ils sont & l'intérieur ou a l'extérieur de X. Ce sous-pavage est représenté sur la
Figure 6.1. Le sous-pavage acceptable correspond & X, et celui inacceptable a X.

X2

[ ] sous-pavage inacceptable

sous-pavage indéterminé
I sous-pavage acceptable

N

|

Figure 6.1: Encadrement d’un ensemble compact solution par deux sous-pavages.

Pour la génération d’un sous-pavage, on utilise I’'opération de bissection.
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Définition 6.2.7 (Jaulin et al., 2001) Soient [x] = [x1] X ... X [x,] un pavé, et j tel que
Jj=min{i : w(x;]) = w([x])}. (6.2.9)
La bissection du pavé [x]| est I'opération qui génére deux pavés L[x] et R[x], définis par

{L[X] = [x] »m([x;]
Rix] = [x] ([x

. X
. X

-—|

X . X; )] XX X
* oo [m([xi]), K] X .. X [%n] (6.2.10)

—

X; +x

ou m([x;]) = =57 est le milieu de [x;].

Les éléments L et R dans (6.2.10) sont des opérateurs de IR" vers IR", et les deux pavés
L[x] et R[x] sont disjoints.
6.2.2 Propagation de contraintes

On s’intéresse désormais aux concepts de base de la propagation de contraintes et des
contracteurs (Davis, 1987), (Benhamou et al., 1999), (Jaulin et al., 2001).
On considére n; relations ou contraintes avec n, inconnues x; € R, i = 1 a n,, de la forme

filer, .. 2y ) =0, j=1,...,ns. (6.2.11)

Chaque variable z; appartient a un intervalle ou & une union d’intervalles [x;]. On définit
le vecteur z = (x1,...,2,,)7, et le domaine d’appartenance a priori [x] de x, [x] =
[x1] X ... X [Xp,]. Soit f la fonction dont les coordonnées sont les f;, pour j =1 a ns. Les
équations (6.2.11) s’écrivent f(z) = 0. Cette équation est un probléme de vérification de
contraintes (CSP), noté P, que 1'on formule sous la forme

P: (f(z)=0, z € [x]). (6.2.12)
L’ensemble solution de P est
S={zelx]: f(z)=0}. (6.2.13)

Un tel probléme de vérification de contraintes inclut des contraintes d’égalité ou d’inégalité.
Contracter P signifie remplacer [x]| par un plus petit pavé [x'] tel que I'ensemble solution
S reste inchangé, c’est a dire $ C [x'] C [x] (Figure 6.2).

Figure 6.2: Contraction du pavé [x].
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Il existe une unique contraction optimale de P, qui substitue a [x] le plus petit pavé con-
tenant $. Un contracteur de P est un opérateur qui effectue une opération de contraction
de P.

De nombreux contracteurs ont été proposés dans la littérature. Certains sont des adap-
tations, en termes d’intervalles, d’algorithmes tels que les méthodes de Gauss, de Gauss-
Seidel, ou de Newton (Davis, 1987), (Lhomme, 1993), (Jaulin et al., 2001). On se limite
ici aux contracteurs basés sur la méthode de propagation des contraintes, qui a été im-
plémentée dans le solveur Proj2D.

Ces contracteurs permettent de contracter le probléme de vérification de contraintes P en
ne prenant en compte qu'une seule contrainte parmi les n¢ qui constituent P, par exemple
filxr, ... x,,) = 0.

Si la fonction f; peut se décomposer en une suite d’opérations arithmétiques sur des fonc-
tions élémentaires, ce qui est le cas dans de nombreuses applications, on décompose cette
contrainte en une suite de contraintes primitives, oli une contrainte primitive ne fait appel
qu’a un seul opérateur ou a une seule fonction élémentaire. La méthode qui consiste a
contracter P en contractant chaque contrainte primitive jusqu’a ce que le contracteur soit
inefficace, est appelée principe de propagation des contraintes (Davis, 1987), (Jaulin et al.,
2001).

Définition 6.2.1 (Davis, 1987) Soit $ un sous-ensemble de R". L’opérateur Cs de IR"
vers IIR" est un contracteur pour $ s’il vérifie

Vix] € IR", Cs([x]) C [x], [x]NS C Cs([x]). (6.2.14)
Un contracteur est minimal si [x] NS = Cs([x]).

Le contracteur développé dans la méthode de propagation des contraintes fait appel a une
fonction d’inclusion. On utilisera en particulier I’extension naturelle.

Théoréme 6.2.2 (Davis, 1987) Soit f une contrainte de R™ vers R™. On considére
I’ensemble solution $, décrit par (6.2.13), des vecteurs = qui satisfont f(z) = 0. On
suppose qu’il existe des fonctions g;, pour ¢ = 1 a ny, telles que

f(x) =0« 2; = g;('z), Vi€ {1,...,n.}, (6.2.15)
ou ‘x = (ZL‘l, vy L1, L1y - - - ,l’nx)T.
En notant [g;] une fonction d’inclusion de g;, un contracteur pour I'ensemble $ est
Cs(fx) = ] N gl (), Vi € {1, n}. (6.2.16)
avec [x] = ([xi1], ..., [xi-1], [xit1], - - - [Xn])T- En outre, si la fonction g; est continue et

si [g;] est minimal, alors le contracteur (6.2.16) est minimal.
Exemple 6.2.3 Soient ’ensemble $
5= {(l’l,IL‘Q,ZL‘g) € ]R3|l'3 :{E1+l'2}, (6217)

et le pavé [x] = [x1] X [xa] X [x3], avec [x;1] = [—1,2], [x2] = [0, 3] et [x3] = [4,8]. Pour
(x1, 29, x3) € [x], par application du Théoréme 6.2.2,

r1 € [xi]N([xs] — [x2]) = [1,2]
Ty € [xo] N([x3] — [x1]) = [2,3] . (6.2.18)

x3 € [x3]N([xi] + [x2]) = [4, 5]

Le pavé obtenu aprés contraction de [x]| par rapport a $ est
Cs([x]) = [1,2] x [2,3] x [4,5]. (6.2.19)
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6.2.3 Inversion ensembliste

L’opération d’inversion ensembliste consiste a calculer I'image réciproque d’un pavé par
une fonction continue. Une approximation est réalisée par un sous-pavage, dont la taille
des pavés est majorée pour assurer une précision souhaitée. L’inversion ensembliste est
réalisée a travers l'algorithme SIVIA (Set Inverter Via Interval Analysis) (Jaulin, 1994),
(Jaulin et al., 2001), (Walter & Jaulin, 1994).

Soient f une fonction continue de R™ vers R™, [y] un pavé de R™, et [x] un pavé de R".
L’algorithme d’inversion ensembliste SIVIA approche par un sous-pavage 1’ensemble S

Sx ={z € [x][ f(2) € y]} = I n f([yD- (6.2.20)

Cette approximation est réalisée par deux sous-pavages S and S, tels que § C $, C
S (Figure 6.1). On donne dans le Tableau 6.1 une version récursive de 1’algorithme
d’inversion ensembliste. On suppose avoir un contracteur Cg, pour l’ensemble S, décrit
par (6.2.13). Dans le solveur Proj2D, le contracteur utilisé dans SIVIA est basé sur la
propagation de contraintes. L est une liste de pavés, initialisée comme une liste vide, et
€ est un paramétre arbiraire de précision.

SIVIA (entrée: [x], Cs,, €; entrée-sortie:L)
] = s, (X))
si ([x] = 0) alors fin ;
3 | si (w([x]) < e) alors
L= LU{[x]}; fin;
bissection de [x]| en L([x]) et R([x]);
5 | SviA(L([x]),Cs,, e, L£); SIVIA(R([x]),Cs,, &, L).

N =

N

Tableau 6.1: Algorithme SIVIA pour résoudre un probléme d’inversion ensembliste.

L’union de tous les pavés de la liste £ qui est rendue par SIVIA contient ’ensemble S,.
Le sous-pavage AS des pavés de § qui ne sont pas dans $ est indéterminé, et ses pavés
sont de longueur inférieure & €. Un pavé [x] est acceptable si [x] C Sy, inacceptable si
[x] NS, = 0, sinon il est indéterminé.

6.3 Applications

Les résultats présentés dans ce paragraphe ont été obtenus avec le solveur Proj2D. Ce
solveur permet de tracer I’ensemble solution sous une forme graphique, avec des sous-
pavages colorés pour la distinction de leurs différentes propriétés. Pour résoudre un prob-
leme de la forme (6.2.13), avec f(x) € [y], pour = € [x], trois classes de pavés sont
analysées. La premiére est celle d'un pavé solution ou acceptable, c’est a dire

Xe={rel: flz) ey} (6.3.1)

La deuxiéme classe est celle des pavés inacceptables ot il n’y a aucune solution,

Xp={rel: f(z) ¢y} (6.3.2)
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et la derniére est celle des pavés indéterminés, qui ont pour longueur maximale un
paramétre arbitraire de précision € > 0. Cette caractérisation est suffisante pour résoudre
un grand nombre de problémes de commande, comme on le décrit dans les paragraphes
suivants.

6.3.1 Caractérisation de la stabilité robuste

La caractérisation de la stabilité des systémes a retards est un probléme fréquemment
abordé. Dans la littérature, on distingue deux classes de critéres de stabilité, selon qu’ils
prennent en comptent ou pas la taille du retard. Le calcul par intervalles permet no-
tamment de caractériser la stabilité, qu’elle soit dépendante ou indépendante du retard
(Di Loreto et al., 2004a).

Pour cela, on considére le quasi-polynome
F(s) = ao(s) + Y ar(s)e ™, (6.3.3)

outg=0<m <...<Tp,etag(s), pour k=0 a m, sont des polynémes réels

n—1 )
ap(s) = s"+ Y ap;s",
L, =0 (6.3.4)
ap(s) = Y ars', k=1,...,m.
i=0

On rappelle que le quasi-polynéme (6.3.3) est dit stable si f(s) # 0, Vs € C,. Il est dit
stable de maniére indépendante du retard si cette condition est vérifiée indépendamment
des retards 7, pour k =1 a m.
Pour élargir ’étude de la stabilité aux quasi-polyndémes qui ne sont pas unitaires, on
considére également 1’équation

m n—1 m
f(s)=s" (1 + Z akme_”’@) + Z agpis’ + Z ag(s)e ™, (6.3.5)
k=1 i=0 k=1

qui peut étre I’équation caractéristique d’un systéme a retards de type neutre. Ce quasi-
polynome est stable s’il existe v > 0 tel que f(s) # 0 pour tout s € C avec Re(s) > —a.
Un grand nombre de résultats a été développé pour I’étude de la stabilité des quasi-
polynomes, et plus généralement pour leur stabilité robuste, lorsque par exemple les co-
efficients sont constants, incertains, et supposés étre dans des intervalles fermés dont les
bornes sont connues. Le calcul par intervalles apporte ici des solutions originales. En effet,
I’analyse du lieu des racines d’'un quasi-polyndme se raméne a un probléme d’inversion
ensembliste, qui est résolu avec ’algorithme STVIA.

Notre attention est focalisée sur la stabilité robuste ainsi que sur la commande robuste
pour des systémes incertains décrits par des modéles paramétriques, dont les parameétres
sont supposés étre dans des intervalles fermés avec des bornes connues. Considérons dans
un premier temps le lieu des racines d’un quasi-polynéme (Di Loreto et al., 2004a).

Probléme 6.3.1 Soient f(s) un polynome caractéristique de la forme (6.3.3) ou (6.3.5),
et un pavé X de C. On cherche a résoudre f(s) =0, pour s € X.
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En écrivant s = x + jy, pour z,y € R, I'’ensemble X se décompose comme un produit

cartésien de pavés réels X = [x] X [y], ou 2 € [x] et y € [y]. Le probléme 6.3.1 est
équivalent au probléme d’inversion ensembliste
S—{(w.y) e} x [yl : fla+jy) =0} = (] x )N F0),  (6:36)

probléme qui est résolu avec ’algorithme S1VIA décrit dans le Paragraphe 6.2.3. Les ré-
sultats obtenus sont garantis, c’est a dire que 1’on peut assurer la présence ou I’absence
de racines du quasi-polynome dans le pavé [x] x [y].

En pratique, le pavé X est inclus dans le demi-plan droit complexe, et ses dimensions
sont suffisamment grandes. Pour les systémes a retard de type retardé, une borne pos-
itive R < oo peut étre calculée de maniére & ce que toute racine instable de 1’équation
caractéristique soit de module inférieur a R, c’est a dire dans le pavé [0, R] X [—-R, R]
(Santos et al., 2003). Il est donc possible pour ces systémes de caractériser la stabilité.
Pour les systémes a retards de type neutre, il est moins évident de conclure, par suite de
la présence de directions asymptotiques de zéros, qui nécessitent des pavés de recherche
non bornés. Cependant, les informations fournies par ’algorithme SIVIA se révélent dans
de nombreux cas suffisantes.

Un raisonnement similaire existe pour l'analyse de la stabilité robuste. A partir de
I'équation caractéristique (6.3.3) ou (6.3.5), on considére le quasi-polynéme dont la forme
générale est

9(s,0,7) =Y > qus'e ™, (6.3.7)

i=0 k=0
ou q = (qix) € ROHDX(mHD) - — (70, ;) et o =0< ... < 7.

Les coefficients ¢;, et les retards 75 sont constants mais incertains, et sont supposés étre
dans des intervalles fermés dont les bornes sont connues, ¢;, € [gik, ;1) = [qx), pouri =0

anetk=0am, €[d,,d;] = [dg], pour k=0 & m, ou [dy] C IR, pour k =0 a m.
On note respectivement,

[a] = ([ax]), [d] = ([di]), (6.3.8)

la matrice des incertitudes paramétriques, pour © = 0 a n et k = 0 a m, et le vecteur
d’incertitudes sur les retards, pour £ = 0 a m.
La famille des quasi-polynomes

G={9(s,q,7) : g€ ld], T€[d]}, s€C, (6.3.9)
est dite stable de maniére robuste si pour tout ¢ € [q] et 7 € [d],
g(s,q,7) #0, Vs € C,.. (6.3.10)

Elle est stable de maniére robuste, indépendamment du retard si cette condition est véri-
fiee quelque soit 7 € ]Ri“.

Pour résoudre le probléme de stabilité robuste, on utilise I’algorithme d’inversion ensem-
bliste pour I’ensemble

$={(s,q,7) € [s] x [a] x [d] : g(s,q.7) =0} = ([s] x [a] x [d]) Ng~"(0), (6.3.11)

ou [s] est le pavé de recherche pour s € C. En pratique, on a [s] = [x] x [y], ou [x] et
[y] sont des pavés réels, et on peut ainsi tester 1’absence ou la présence de racines dans
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des régions compactes du plan complexe, en particulier du demi-plan droit complexe.
Pour les systémes a retards de type retardé, on a ainsi une caractérisation de la stabilité
robuste. L’ensemble solution du probléme de stabilité robuste peut étre projeté dans
le plan paramétrique, ou, par exemple, seules les valeurs des coefficients ¢ € [q] et des
retards 7 € [d] sont reportées. On peut alors analyser les régions paramétriques pour
lesquelles la stabilité robuste est guarantie, et celles pour lesquelles il n’y a pas stabilité
robuste.

Ces méthodes nous permettent d’aborder de facon analogue le probléme de stabilisation
ou de stabilisation robuste (Di Loreto et al., 2004a).

Deux limites du calcul par intervalles apparaissent dans cette problématique. La premiére
est que le compensateur stabilisant doit avoir une structure prédéfinie, ce qui nécessite
a priori une bonne connaissance du systéme. La deuxiéme est le nombre de paramétres
incertains, dont font partie ceux du compensateur, qui est limité par un compromis entre
la précision désirée et le temps de calcul.

Soit k(s) le transfert d’un compensateur a déterminer. Ce transfert s'écrit sous forme
d’une fraction de deux quasi-polynomes, dont les coefficients sont notés k;;, pour : =0 a
hetl=0ar. L’équation caractéristique en boucle fermée g(s,q, 7, k) =0, est

g(quaTa k) = ZZQil(k)Sie_sna (6312)
i l

ot q et d sont définis ci-dessus, et [k| est la matrice des paramétres du compensateur,
telle que k € [k] caractérise la faisabilité du compensateur. Le probléme de stabilisation
robuste est alors équivalent au probléme d’inversion ensembliste par rapport a l’ensemble

S ={(s,q,7,k) €[s] x[q] x[d] x[K] : g(s,q,7,k)=0, Re(s) <0}, (6.3.13)

ou les solutions permettent de garantir la stabilisation robuste du systéme incertain.
On notera que cette méthodologie permet de prendre en compte les incertitudes sur le
compensateur.

Exemple 6.3.2 Soit le systéeme (Mori & Kokame, 1989), (Niculescu, 2001),
&(t) = —ax(t) — bx(t — 1) (6.3.14)

ou a, b, et 7, 7 > 0, sont des coefficients réels constants mais incertains, qui sont re-
spectivement dans [—1,1] x [2,3] x [0,0.5]. L’équation caractéristique du systéme est
s+ a+ be™®™ = 0. On vérifie pour ces données numériques, si le systéme est stable de
maniére robuste ou pas. Les solutions sont reportées dans le plan (a, b) sur la Figure 6.3.
La zone blanche garantit la stabilité robuste pour tout retard 7 € [0,0.5]. La zone grise
ne permet pas de garantir la stabilité robuste, c’est a dire que dans chaque pavé gris, il
existe au moins une valeur du triplet (a, b, 7) telle que (6.3.14) est instable. o
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a

-1 0 1

Figure 6.3: Régions de stabilité robuste dans le plan (a,b) de (6.3.14).

Im(s)

\10

2

—— Re(s)

—0.46 =70.25

Figure 6.4: Lieu des racines de I'équation caractéristique associée au systéme (6.3.15), pour
T € [2,3].

Exemple 6.3.3 On considére le systéme

3 3
x(t) = -zt —1)— -z(t — 1), (6.3.15)

4 4
dont I’équation caractéristique associée est f(s) = 1 — %e*s — %e*” = 0. Si l'on prend
T = 2, le systéme (6.3.15) est stable. Si le retard 7 est incertain et prend une valeur dans
I'intervalle [d] = [2, 3], le systéme (6.3.15) devient instable, comme le montre la Figure 6.4.

Supposons désormais que 1’on cherche a stabiliser (6.3.15),
3 3

z(t) + u(t) = Zzp(t —1)— Zx(t —7), (6.3.16)

par le biais d’'une entrée de commande u, avec 7 € [2,3]. Pour cela, on choisit une loi de

commande de la forme
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ou les paramétres (ki, ky) € [—5,5] x [—3, 3] sont & déterminer. Dans le plan paramétrique
(k1, ko), on obtient la Figure 6.5, qui permet d’analyser la zone de stabilisation robuste, a
travers le choix des deux parameétres ki et ky. La zone blanche est une zone de stabilité,
pour tout retard 7 € [2, 3], alors que la zone grise ne 'est pas, c’est a dire qu’il existe au
moins une valeur du triplet (kq, ko, 7) telle que le systéme (6.3.16) et (6.3.17) n’est pas
stable. o

k1

Figure 6.5: Régions paramétriques en (kq,kz), avec stabilité (zone blanche), et sans stabilité (zone
grise), pour 7 € [2,3], avec A = (—1.75,0.75) and B = (—0.25,0.75).

6.3.2 Application a la commande des systémes

Considérons maintenant I'application du calcul par intervalles pour la résolution d’autres
problématiques de commande, comme par exemple le respect d’'un gabarit de perfor-
mances fréquentielles, ou 'atténuation de perturbation.

Notons que les techniques de calcul par intervalles permettent de tracer de maniére exacte,
avec quantification de I’erreur, les tracés fréquentiels d'un transfert donné (Di Loreto et al.,
2004a), (Dao et al., 2004). Ainsi, sur la base de cette analyse fréquentielle, on peut
développer I’étude des performances et de la robustesse d’un systéme vis a vis d’entrées
externes. On note S(s, k) la sensibilité d’une fonction de transfert, ou k est un vecteur
de parameétres, qui inclue les paramétres incertains du systéme et ceux du compensateur
a déterminer.

Une spécification de performances s’exprime sous la forme [|S(s, k)Wyi(s)|lxn,. < 1, o
Wi(s) est une matrice poids Ly-stable connue. Cette inégalité est un probléme de satis-
faction de contraintes, que 'on résout avec ’algorithme d’inversion ensembliste, sous la
forme

Yw e Q, |S(jw, k)W (jw)| < 1, (6.3.18)

ot 2 C R est un intervalle fréquentiel. Cette problématique se généralise a ’analyse
de la robustesse par I’étude de la sensibilité complémentaire, comme par exemple pour
I'étude de latténuation de perturbation. Soit 7'(s, k) un transfert en boucle fermée entre
une perturbation et une sortie a controler. On cherche un ensemble de paramétres [k] du
compensateur l%(s) tel que le systéme bouclé soit stable, et

1
K. 7o) < (6.3.19)
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ou  C R est un intervalle fréquentiel, et W (s) une fonction poids. Pour résoudre ce
probléme, on prend k£ dans un pavé de valeurs admissibles connues [k|, et on résout le
probléme d’inversion ensembliste

S={kelkl: VweQ, |T(jwk)W(w) <1}. (6.3.20)

On choisit de cette maniére les coefficients £ du compensateur l%(s) qui permettent de
satisfaire les deux objectifs fixés. De méme, on peut résoudre le probléme d’atténuation
optimale de perturbation, qui consiste a déterminer k, € [k] tel que

sup |T'(jw, ko)| = minsup |T'(jw, k). (6.3.21)
weQ kelk] wen

Exemple 6.3.4 Soit le transfert

a(s) 1

H = =
(5) w(s) s+aeT+Db’

(6.3.22)

ot 7 =1, a =b =1 Ce transfert est stable. On choisit un compensateur k(s) de
type proportionnel, u(s) = kz(s), ou k € R est a déterminer, de maniére a ce qu'il y ait
stabilité, et

Vw € Q, |T(jw, k)| < e, (6.3.23)
ou 2 = [—1000,1000], € = 0.2, et T'(s, k) est
1
T(s k)= . 6.3.24
(s, %) s+ae 5T +b—k ( )
Pour k € [k|] = [-7,9], par inversion ensembliste, la région blanche de la Figure 6.6 est

une zone pour laquelle il n’y a pas de solution au probléme posé, c’est a dire, étant donné
k€ [—4.5,7], Vw € [-4.1,4.1], |T(jw, k)| > e.

Dans la zone grise, 'inégalité |T'(jw, k)| < e est vérifiée. Les solutions k € [k] sont donc
inclues dans [-7, —4.5]U[7,9]. L’analyse de la stabilité implique £ < —2, donc I’ensemble
solution avec stabilité est [—7, —4.5]. Pour déterminer k, € [k] tel que

sup |T'(jw, k,)| = minsup |T(jw, k)|, (6.3.25)
weN kelk] wen
on résout le probléme
S={(k,y) k] xT: VweQ, |[T(jw, k)| <~} (6.3.26)

La solution est reportée sur la Figure 6.7, dans le plan (y,k), on v € T = [0,0.5] et
k € [-7,7]. La zone blanche (v, k) est une zone ou il n’y pas de solution, c’est a dire qu’il
existe w € Q tel que |T'(jw, k)| > . La zone noire est solution, c’est a dire que Yw € (2,
|T'(jw, k)| < ~. En outre, sur la Figure (6.7), on détermine k, dans (6.3.25). En effet,

ko = rm%l{k: D Yw e Q, |T(jw, k)| <~} (6.3.27)
vE
qui est dans notre cas k, = —7, et
sup |7 (jw, ko)| = 0.134. (6.3.28)
we

o
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Figure 6.6: Ensemble solution k € [k] de 'Exemple 6.3.4, dans le plan (w, k). La région blanche
est environ de dimensions [—4.1,4.1] x [—4.5,7].

-7

Figure 6.7: Ensemble solution de (6.3.26), dans le plan (v, k).

Pour conclure, dans ce chapitre, on s’est intéressé aux techniques du calcul par intervalles
pour I'étude des systémes a retards, a travers des problémes de stabilité, stabilisation,
et de commande plus généralement. Les avantages de ces méthodes sont mis en avant,
dont notamment l'obtention de solutions garanties. L’inconvénient majeur du calcul par
intervalles réside dans la limite du nombre de paramétres variables qui évoluent dans des
intervalles, par suite de la complexité exponentielle de 'algorithme de génération d’un
sous-pavage. Pour les exemples de ce chapitre, les temps de calcul (CPU) vont de 2
secondes a 31 secondes sur Pentium 3.2 Ghz. Mais les temps de calcul deviennent trop
longs deés lors que 1’on dépasse dix variables.









Partie 3

Commande et optimisation [{—L;

ette derniére partie est consacrée a la résolution de probléemes de commande et a
I’optimisation [1-L, pour les systémes a retards.

Le Chapitre 7 traite des problémes de rejet ou d’atténuation de perturbation, et de pour-
suite de modéle. En utilisant les résultats du Chapitre 5, le probléme de rejet exact ou
asymptotique de perturbation est formulé et résolu. Puis, un probléme d’atténuation de
perturbation est résolu pour les systémes a retard sur ’entrée de commande, en utilisant
des conditions géométriques constructives. Le probléme de rejet de perturbation est en-
suite généralisé au probléme de poursuite de modéle. Des conditions structurelles sont
décrites pour la poursuite exacte de modéle. On s’intéresse alors & un probléme de pour-
suite de modéle ou 'erreur est a réponse impulsionnelle finie.

Dans le Chapitre 8, on s’intéresse a la commande optimale au sens [; et £; dans le cas des
systémes carrés de rang plein. Pour l'optimisation /y, les résultats de (Dahleh & Pearson,
1987a) sont reportés, et une nouvelle approche pour la résolution de ce probléme est pro-
posée. Cette approche est basée sur des outils polynomiaux. Enfin, pour 'optimisation
L1, a partir de la synthése d’une solution optimale développée par (Dahleh & Pearson,
1987b), on s’intéresse a son extension pour les systémes a retards, et son lien avec le
probléme de poursuite de modéle résolu dans le Paragraphe 7.5.2.
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Chapitre 7

Problémes de commande

7.1 Objectifs et applications

De nombreux problémes de commande peuvent se formuler sous la forme d’un rejet de per-
turbation qui consiste a annuler, de maniére exacte ou asymptotique, I'influence d’entrées
externes non désirées sur le systéme, par I'action d’un compensateur. Ce probléme se
révéle aussi étre un cas particulier du probléme de poursuite de modéle, c’est a dire la
détermination d’'un compensateur, afin que le systéme bouclé se comporte comme un
modéle, dont on souhaite s’approprier les bonnes propriétés.

Pour la résolution de ces problémes, nous avons besoin des résultats techniques que ré-
sument les trois lemmes suivants. Pour ceux-ci, placons nous sur I’anneau des fractions
propres et stables des pseudo-polynémes. Cet anneau est inclus dans l'algébre de convo-
lution A, et nous avons vu, dans le Chapitre 5, qu’il est bien adapté pour I’étude de la
stabilisation des systémes a retards.

Lemme 7.1.1 Soient A, B, et C' € M(P) des matrices propres et stables sur &, telles
que det(B) # 0, det(B) soit unitaire en s, B et C' soient premiéres a gauche entre elles.
Alors AB~'C € M(P) si et seulement si AB~! € M(P).

Preuve. Si AB~!' € M(P), alors pour toute matrice C € M(P), AB~'C € M(P).
Réciproquement, supposons AB~'C' € M(P), et (B,C) premiéres a gauche. Il existe
X,Y € M(P) telles que

X+ B lcy =B,

soit, en multipliant cette équation & gauche par A, on a AX + AB7'CY = AB™!. Par
hypothése, le membre de gauche est propre et stable, donc AB~! € M(P). "

Lemme 7.1.2 Soient A, B € M(P) possédant le méme nombre de lignes. On note r le
rang de A, «; ses facteurs invariants, pour ¢ = 1 a r, et S sa forme de Smith. Il existe
donc U et V unimodulaires sur M (P), telles que

B _ (diag(aq,..., o) 0
S-UAV-( 0 0).

Alors, il existe W € M(P) telle que AW = B si et seulement si

(i) Pour i =1 a r, a; divise la i®" ligne de UB.
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(77) Les autres lignes (si elles existent) de UB sont nulles.

Preuve. Avec les notations introduites, on a A = U~'SV L. Ainsi, il existe W € M(P)
telle que AW = B si et seulement si il existe W’ € M(P) telle que SW’' = UB, d’ou les
conditions () et (i7). ]

Le troisiéme lemme est vérifié sur tout anneau commutatif (Gustafson, 1979).

Lemme 7.1.3 Soient A, B € M(P) possédant le méme nombre de lignes. Il existe
W € M(P) telle que AW = B, si et seulement si il existe une matrice unimodulaire
U € M(P) telle que

(A B)=(4 0)U. (7.1.1)

Preuve. S'il existe W € M(P) telle que AW = B, alors

(A By=A(I W)=(A 0) (é Ig/) : (7.1.2)

qui est de la forme souhaitée.
Réciproquement, s’il existe une matrice unimodulaire U telle que (A B) = (A O) U,
alors, en décomposant U par blocs, on obtient

(A B)=(4 0)U= (4 0) (g; g;z) (7.1.3)

ce qui implique en particulier B = AUys,. "

Avec ces résultats techniques, on est en mesure désormais de résoudre les problémes de
rejet de perturbation et de poursuite de modéle.

7.2 Asservissement et régulation

Un probléme d’asservissement peut se formuler de la fagon suivante. Etant donné un signal
de référence quelconque, on cherche & déterminer un compensateur tel que le systéme
bouclé soit stable de maniére interne, et tel que la sortie du systéme bouclé converge
asymptotiquement vers cette référence.

Dans cette optique, on introduit les notations suivantes. Soient P € R(s,e™%)P*™ un
systeme donné, (N,, D,) et (ﬁp,]vp) des factorisations premiéres propres et stables sur
&, respectivement a droite et a gauche de P, R € R(s, e %)P*? un modéle d’un signal de

référence noté r, et (D,, N,) une factorisation premiére propre et stable a gauche sur £
de R.

On définit le probléme d’asservissement comme suit.

Probléme 7.2.1 Soient P € R(s,e %)™ R € R(s,e%)P*%. Le probléme de poursuite
d’un signal de référence r, comme décrit sur la Figure 7.1, consiste a déterminer un
compensateur C' € R(s,e %)™*P  tel que le systéme bouclé soit stable, et tel que la
matrice de transfert entre v et e = r — y, soit propre et stable sur £. On note e I'erreur
de poursuite de référence.
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r

—— DN, +T C P

Figure 7.1: Poursuite d’un signal de référence pour un systéme bouclé.

Ce probléme est équivalent a déterminer un compensateur C' € S(P), tel que le transfert
entre v et e soit propre et stable. En d’autres termes, d’aprés (5.2.9), le Probléme 7.2.1
est équivalent a déterminer C' € S(P), tel que

(I+ PC)'D;'N, € M(P). (7.2.1)

Une condition nécessaire et suffisante pour que le Probléme 7.2.1 ait une solution est
obtenue en utilisant les résultats du Paragraphe 5.2.2.

Théoréme 7.2.2 Le probléme de poursuite d’un signal de référence admet une solution
si et seulement si, en notant (D,, N.) une factorisation premiére propre et stable a gauche
sur £ de C vérifiant N.N, + D.D, = I, il existe W € M(P) telle que

N,N.+ WD, =1, (7.2.2)

autrement dit, si et seulement si (Kfc, Er) sont des matrices propres et stables, premiéres
entre elles a droite.

Preuve. D’apres le Corollaire 5.2.4, tout compensateur C' stabilisant de maniére interne
P admet une factorisation premiére propre et stable a gauche (D,, N.), telle que N.N, +

ECDP = J. En utilisant (5.2.12), la matrice de transfert entre r et e = r — y s’écrit sous

la forme [ — Np]vc. La matrice de transfert entre v et e est donc (I — ij\?c)f);lﬁr.
D’aprés (7.2.1), cette matrice est propre et stable si et seulement si

(I — N,N,)D:'N, € M(P),
ce qui est équivalent, en utilisant le Lemme 7.1.1, &
(I — N,N,)D;* € M(P).
Or, cette condition est équivalente a 'existence d’une matrice W € M(P) telle que
I —N,N,=WD;",

d’ou le résultat. n

Le probléeme de poursuite d’un signal de référence admet une solution si et seulement si
les matrices N, et D, sont premiéres a droite entre elles. Cette condition est, en d’autres
termes, une équation linéaire d’inconnue W, qui peut étre vérifiée avec les Lemmes 7.1.2
et 7.1.3. Par exemple, le probléme de poursuite d’un signal de référence a une solution si
et seulement si il existe une matrice unimodulaire U € M(P) telle que

<I fm) -0(7):
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En utilisant la paramétrisation de tous les compensateurs stabilisants (5.2.13), il est possi-
ble de paramétrer tout compensateur solution du Probléme 7.2.1, car la Condition (7.2.2)
est équivalente & lexistence de W € M(P), telle que

N,X + WD, + N,RD, = I,

pour X et Y solutions de XN, +Y D, = I, et pour tout R € M(P) tel que det(Y — R]\~fp)
ne soit pas identiquement nul.

Si pour la résolution du Probléme 7.2.1, un compensateur a deux paramétres est utilisé, on
obtient le schéma de la Figure 7.2, avec les notations introduites dans le Paragraphe 5.2.3.

L DN N ‘b Y

r

1 c

Figure 7.2: Poursuite de référence pour un systéme bouclé par un compensateur a deux
parametres.

En utilisant le Lemme 5.2.11 et (5.2.21), on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 7.2.3 Le probléme de poursuite d’un signal de référence admet une solution
sous forme d’un compensateur & deux paramétres, si et seulement si, N.,N, + D.D, = I,
et il existe W € M(P) telle que

N,N,, + WD, =1, (7.2.3)

autrement dit, si et seulement si (Ncl, l~)r) sont des matrices propres et stables, premiéres
entre elles a droite.

L’intérét d’utiliser un compensateur & deux parameétres apparait alors clairement, car la
synthése des blocs N, et (D., N,,) est indépendante. Le premier bloc N., permet, sous
I'hypothése que (7.2.3) soit satisfaite, de résoudre le probléme de poursuite d’un signal
de référence, alors que le deuxiéme bloc (ﬁc, NCQ) permet la stabilisation du systéme en
boucle fermée.

Dans la suite de ce paragraphe, on va généraliser les résultats obtenus sur la poursuite
d’un signal de référence, en prenant en compte des incertitudes paramétriques sur le
systéme P(s,e %). Ces résultats ont d’abord été énoncés dans le cadre des systémes
linéaires, en utilisant des factorisations sur ’anneau des fractions propres et stables de
R[s] (Morse, 1976b), (Desoer et al., 1980), (Sugie & Yoshikawa, 1986), et la topologie des
graphes (Vidyasagar, 1984). Leur extension a ’anneau P des fractions propres et stables
de &£ est rendu possible par le fait que £ est un anneau de Bézout, et que la forme de
Smith d’une matrice pseudo-polynomiale existe, et est unique.

En reprenant les notations du Paragraphe 5.2.4 et le schéma de la Figure 7.1, on cherche
a déterminer un compensateur C' € S(P), tel que le probléme de poursuite d’un signal
de référence admette une solution, et tel qu'une solution existe & ce probléme pour tout
systéme suffisamment proche de P, au sens de la norme H,,. Ce probléme se formalise
de la maniére suivante.
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Probléme 7.2.4 Soient P € R(s,e %)P*™ R € R(s,e %P> (N,, D,) et (D,, N,) des
factorisations premiéres propres et stables & droite et a gauche, respectivement de P et
R. Le probléme de poursuite robuste d’un signal de référence r, comme décrit sur la
Figure 7.1, consiste & déterminer un compensateur C' € R(s, e %)™*? qui vérifie les trois
propriétés suivantes:

(1) Le systéme bouclé est stable.
17) La matrice de transfert entre v et e = r — y est propre et stable sur £.
Y

(¢7i) Les conditions (7) et (i) restent satisfaites pour tout systéme Py = (N,+AN)(D,+
AD)™!, tel qu’il existe § > 0, et

G5,

La solution du probléme de poursuite robuste d’un signal de référence est donnée par le
résultat suivant.

<. (7.2.4)

oo

Théoréme 7.2.5 Soient C' € S(P), (N,, D,) une factorisation premiére propre et stable
a droite de P, (ET,NT) une factorisation premiére propre et stable a gauche de R, et
0, le plus grand facteur invariant de D,. Alors, le compensateur C' est une solution du
Probleme 7.2.4, si et seulement si les matrices N, et 3./ sont premiéres a gauche entre
elles, c’est a dire, si et seulement si il existe X,Y € M(P) telles que

N,X +BY = 1. (7.2.5)

Une démonstration de ce théoréme est proposée pour les fractions propres et stables de
R[s] dans (Sugie & Vidyasagar, 1989) ou (Vidyasagar, 1985). Celle-ci s’étend au cas des
fractions propres et stables de £. Elle se base sur le fait qu’un compensateur C, dont
(N., D.) est une factorisation premiére, est solution du Probléme 7.2.4 si et seulement si
3, divise toutes les composantes de D,, c’est a dire 3. 'D, € M(P). Tout compensateur
C, solution de ce probléme, s’écrit sous la forme

C =p3-'C, pour C e S(P/B,), (7.2.6)

et est représenté schématiquement sur la Figure 7.3.

r T + C E P .

Figure 7.3: Compensateur solution du probléme de poursuite robuste d’un signal de référence.

Pour tout compensateur C stabilisant B71P, le compensateur C' = 6{15 est solution du
Probléme 7.2.4. On retrouve, en présence d’incertitudes paramétriques sur le systéme P,
le principe du modéle interne, afin d’assurer une régulation asymptotique de I'erreur de
suivi de poursuite e (Francis & Wonham, 1975), (Wonham, 1985), (Francis & Vidyasagar,
1983). Ce principe stipule en effet la nécessité d’introduire une copie du modeéle du signal
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r dans le transfert de boucle, afin de garantir une bonne robustesse de I'asservissement,
ce qui est réalisé dans notre cas par l'introduction du terme 3, dans la synthése du
compensateur.

Notons enfin que la Condition (7.2.5) est suffisante pour garantir I’existence d’une solution
aux Théorémes 7.2.2 ou 7.2.3. En effet, si (7.2.5) est satisfaite pour X,Y € M(P), alors

N,N,+ WD, =1,

avec NC =X,et W = Yﬁrﬁr_l, qui est une matrice propre et stable, car par construction
B,Dt e M(P).

7.3 Rejet asymptotique de perturbation

Le rejet de perturbation consiste & annuler, de maniére asymptotique, 'influence d’entrées
externes non désirées, sur la sortie d’un systéme. Ces perturbations peuvent modéliser
les défauts technologiques d’actionneurs ou capteurs, ou des entrées externes non désirées
ou non maitrisées sur le systéme.

Globalement, toute perturbation, notée d, peut se modéliser comme un signal additif sur
I’entrée ou sur la sortie d’un systéme.

Dans ce cadre, on considére un systéme P € R(s,e™%)P*™ dont une factorisation pre-
miére propre et stable a droite est notée (N,, D,), et un modéle de perturbation 7' €
M (R(s,e~?)), dont une factorisation premiére propre et stable & gauche est notée (ﬁt, Nt)
Notons bien que T'(s,e~%) peut étre stable ou instable.

On définit le probléme de rejet de perturbation comme suit.

Probléme 7.3.1

(1) Le probléme de rejet de perturbation additive en sortie, comme décrit sur la Fig-
ure 7.4, consiste a déterminer un compensateur C' € R(s, e=%)™*?_ tel que le systéme
bouclé soit stable, et tel que la matrice de transfert entre d et y, soit un élément de
M(P).

(77) Le probléme de rejet de perturbation additive en entrée, comme décrit sur la Fig-
ure 7.5, consiste a déterminer un compensateur C' € R(s, e=%)™*?_ tel que le systéme
bouclé soit stable, et tel que la matrice de transfert entre d et y, soit un élément de
M(P).

Figure 7.4: Rejet de perturbation additive en sortie, pour un systéme bouclé.



7.3 Rejet asymptotique de perturbation 103

Figure 7.5: Rejet de perturbation additive en entrée, pour un systéme bouclé.

D’un point de vue mathématique, pour un compensateur a un parametre, le probléme
du rejet de perturbation additive en sortie est équivalent au probléme de poursuite d’un
signal de référence résolu dans le Paragraphe 7.2, car la matrice de transfert entre d et y
sur la Figure 7.4 est égale a la matrice de transfert entre r et e sur la Figure 7.1.

La résolution du probléme de rejet de perturbation additive en entrée est immédiate.

Théoréme 7.3.2 Soient C' € S(P), (130, Nc) une factorisation premiére propre et stable
a gauche de C telle que NCNP + ECDP = 1.
Le probléme de rejet de perturbation en entrée admet une solution si et seulement si il
existe V € M(P) telle que

N,D, = VD,. (7.3.1)

Preuve. La stabilité interne du systéme bouclé est vérifiée par le fait que C' € S(P).

Le transfert entre d et y s’écrit sous la forme Npﬁc, c’est a dire que le transfert en boucle
fermée entre w et y est Npﬁcﬁt_ lﬁt. Par définition, le rejet de perturbation additive en
entrée a une solution, si et seulement si Npﬁcﬁflﬁt € M(P). En utilisant le Lemme 7.1.1,
cette condition est équivalente a N,D,D;* € M(P). Autrement dit, il existe W € M(P),
telle que Npﬁc = Wﬁt, d’otu le résultat. "

Remarque 7.3.3 Sur certains systémes, on préfére définir le rejet de perturbation addi-
tive en sortie par le fait que la matrice de transfert entre w et ys, sur la Figure 7.4, est un
¢lément de M (P). Dans ce cas, ce rejet est soluble si et seulement s’il existe W € M(P)

telle que Npﬁc = Wﬁt.

Si on utilise un compensateur a deux paramétres pour stabiliser le systéme P et pour
rejeter une perturbation additive en sortie, on a le schéma de commande de la Figure 7.6.
Dans le cas d’une perturbation en entrée, on obtient la Condition (7.3.1), ¢’est & dire que
seul le dénominateur du compensateur permet de rejeter une perturbation en entrée.
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1 Cc

Figure 7.6: Rejet de perturbation additive en sortie d'un systéme bouclé par un compensateur
a deux parameétres.

Théoréme 7.3.4 Soient C' € Sy(P), (D., (N,, N,,) une factorisation premiére propre
et stable & gauche de C, telle que NCQNP + ECD}, =1

(i) Le probléme de rejet de perturbation en sortie admet une solution si et seulement
si il existe W € M(P) telle que

N,N., + WD, =1. (7.3.2)

(i) Le probléme de rejet de perturbation en entrée admet une solution si et seulement
si il existe V' € M(P) telle que

N,D, = VD,. (7.3.3)

Preuve. La stabilité interne du systéme bouclé est vérifice par le fait que C' € Sy(P).
Pour une perturbation additive en entrée du systeme P, le transfert entre w et y est
N,D.D;'N;, d’ou (7.3.4).

Pour une perturbation additive en sortie du systeme P, la matrice de transfert entre w
et y est (I — N,N,,)D;'N;. D’aprés le Lemme 7.1.1, le rejet est soluble si et seulement
si (I — N,N,,)D;' € M(P), c’est & dire, si et seulement si il existe W € M(P), telle que
N,N,, + WD, =1I. .

On remarquera les roles symétriques des blocs Ncl et NCQ dans les problémes de poursuite
de référence et de rejet de perturbation en sortie, a travers respectivement les Condi-
tions (7.2.3) et (7.3.2).

Un cas particulier du Probléme 7.3.1 est celui du rejet exact de perturbation. Dans ce
cas, le transfert du systéme bouclé entre d et y est identiquement nul. Cependant, si
le systéme présente un retard pur en boucle ouverte sur I'entrée de commande, le rejet
exacte de perturbation. On se propose dans le prochain paragraphe d’étudier ce cas par-
ticulier des systémes a entrée présentant un retard pur. On définit alors, non pas un rejet
exact, mais un probléme d’atténuation optimale au sens de la norme L.-induite, qui sera
approfondi ultérieurement, dans le Chapitre 8.
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7.4 Atténuation optimale de perturbation: Un cas par-
ticulier

On résout ici le probléme d’atténuation de perturbation pour les systémes linéaires, mul-
tivariables, a retard sur I’entrée. Ce probléme a été abordé dans de nombreux travaux,
dont on peut citer par exemple (Zhong, 2003a), (Zhong, 2003b), (Mirkin & Zhong, 2003).
(Mirkin & Raskin, 2003) ont montré que tout compensateur stabilisant un tel systéme
posséde une structure du type observateur, prédicteur, et retour d’état.

En outre, cette structure de commande permet de poser le probléme initial de commande
en termes d’un systéme sans retard (Manitius & Olbrot, 1979), (Artstein, 1982), (Zhong,
2003b), pour lequel une solution peut étre facilement explicitée (Di Loreto et al., 2005b),
(Di Loreto et al., 2005a).

On considére le systéme a retard (),

(7.4.1)

oil z(t) € R™ est I'état instantané, u(t) € R™ est I'entrée de commande, w(t) € R? est une
perturbation inconnue, h € R est le retard connu, y(t) € R” est la mesure, z(t) € R est
la sortie & controler, et les matrices A, B, E, C' et GG sont a coefficients réels. On suppose
que la perturbation w n’est pas mesurée, qu’elle est bornée, w € L, et que les paires
(A, B) et (C, A) sont respectivement stabilisable et détectable.

Le probléme consiste a faire la synthése d’une loi de commande dynamique qui garantisse
une atténuation optimale de 'effet de la perturbation w sur la sortie z, dans le sens de la
norme L-induite.

Le compensateur utilisé est décomposé en deux parties. La premiére est une partie
d’observation-prédiction. A partir de la mesure de la sortie y(t), I’état & l'instant ¢ est
estimé, et une prédiction a U'instant (¢ + h) est faite sur la base de cette estimation.
La deuxiéme partie est un retour statique de 1’état prédit. Pour la partie observation-
prédiction, P'estimée x,(t) de 'état x(t) de (7.4.1) a l'instant ¢ > 0 est décrite par

Fo(t) = Axo(t) + Bu(t — h) — L(y(t) — Cao(t)), (7.4.2)

ou L € R™? est tel que (A + LC') soit stable.
A partir de 'estimée z,(t), et sans prendre en compte I'influence de la perturbation qui
est inconnue, la prédiction z,(t) de x(t 4+ h) s’écrit

t
2, (t) = ey (1) —i—/ A=) Bu(r) dr. (7.4.3)
t—h

La loi de commande par retour d’état est construite a partir de cette prédiction x,(t),
u(t) = Fay(t) + v(t), (7.4.4)

avec ' € R™" tel que (A + BF) soit stable, et v une entrée externe du systéme.
L’observateur-prédicteur (3.), décrit par (7.4.2) et (7.4.3), et le retour statique décrit
par (7.4.4) conduisent & la construction du compensateur de la Figure 7.7. Cette struc-
ture inclut une loi de commande distribuée.
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Figure 7.7: Systéme bouclé.

Pour le systéme (7.4.1) bouclé par le compensateur (7.4.2), (7.4.3) et (7.4.4), on note
T (s) lamatrice de transfert en boucle fermée entre la perturbation et la sortie a controler.
On cherche a déterminer des matrices F' et L qui minimisent la norme L -induite de
Tw.(s). Autrement dit, il s’agit de déterminer F' and L telles que la norme

A 2|l zo
ITollee, 2 sup  Plex (7.45)

weLoo—{0} | W]l 2o

soit minimale. On donne dans un premier temps une borne inférieure de ||Ty.| c.c..-
Puis, des conditions géométriques sont établies pour caractériser si cette borne optimale
est atteinte ou pas, par le choix des matrices F' et L. Si une telle solution n’existe pas,
d’autres conditions géométriques sont données pour décrire si cette borne inférieure peut
étre approchée avec une précision arbitraire. Sans perte de généralité, on peut prendre
v =0 dans (7.4.4). Le lemme suivant est une décomposition particuliére de T,,.(s), et est
a la base du raisonnement qui suit. Pour cela, on note Up(s) = (sI — P)~! pour toute
matrice carrée P € M(R).

Lemme 7.4.1 Soient le systéme (7.4.1), et le compensateur (7.4.2), (7.4.3) et (7.4.4). La
matrice de transfert en boucle fermée entre w et z s’écrit

T-(5) = Ti(s) + e " Ty(s), (7.4.6)

ou

Ti(s) = G(sI — A~ —e*teh)E,

Ty(s) = G(sI —A—BF)™[I—BFU, ;:(s)] e*E,
L=c, C=Ce A et VU ia(s)= (s —A— LC)™L
Preuve. On note

o(t) = /t th A= Euy(6) do, (7.4.7)

et on pose
eol(t) = x(t) — x,(1),
ep(t) = x(t) —xp(t — ),

qui sont respectivement les vecteurs d’erreurs d’estimation et de prédiction. On obtient

éolt) = (A+ LO)eo(t) + Buw(t),
eplt) = eMe,(t —h)+ o).

En boucle fermée, la prédiction z,(t) est régie par une équation différentielle ordinaire

iy(t) = (A + BF)z,(t) — e LCe,(t).
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Puisque x(t) = e,(t) + z,(t — h), ’état z(t) a l'instant ¢ s’écrit
z(t) = eMey(t — h) + p(t) + x,(t — h).

Par transformée de Laplace, Z(s) = ¢(s) + e *"(e?é,(s) + 2,(s)). Avec ¢(s) = (sI —
A)~YI — ee ") E1(s), on obtient directement,

Ti(s)w(s) = Gp(s).

De plus,
To(s) = Gethe,(s)+ Giy(s)
== GeAh\I/A+Lc(S)E — G\I/A+BF(S)6AhLC\I/A+Lc(S)E
= GVu,pr(s) [[ — BF\IIAJrzé(s)} eAE.
oit L=eML et C = Ce A, .

Remarque 7.4.2 Dans la décomposition (7.4.6), la matrice Ti(s) est indépendante de
toute action de commande, que ce soit le retour de prédiction F' ou l'injection de sortie
L. O

Dans cette méme décomposition, la matrice de transfert T5(s) est celle d’un systéme sans
retard. En effet, il suffit de considérer le systéme (3,)

£(t) = AE(t) + Bu(t) + e Buw(t)
Yo (t) = Ce=AhE(t) , (7.4.8)
2(t) = G&(t)

et le compensateur dynamique (3 )

C(t) = AC(E) + Bu(t) + L(OC(t) — yal))
{ alt) = FC(1) ’ (7:4.9)

o L = e, C = Ce " et ( est une estimée de &. 11 est immeédiat de vérifier que la
matrice de transfert entre w et 2, est précisement T5(s).

Lemme 7.4.3 La matrice de transfert T5(s) dans (7.4.6) est la matrice de transfert du
systéme sans retard (33) dans (7.4.8), bouclé par le compensateur (3.5) dans (7.4.9).

Le probléme d’atténuation de perturbation par retour de sortie peut désormais étre étudié
a partir du systéme linéaire sans retard (7.4.8) bouclé par (7.4.9). On est ramené a un
probléme classique d’atténuation de perturbation pour des systémes sans retard.
Décrivons maintenant de maniére plus précise la relation entre les propriétés du systéme
() dans (7.4.1) et de (33). Pour cela, on note 7(t) la réponse impulsionnelle de T,.(s),
c’est a dire T,.(s) = 4(s), 71(t) et Ya(t) celles respectivement de Ti(s) et e *"Th(s). La
décomposition de la matrice de transfert entrée-sortie T,.(s), établie dans le Lemme 7.4.1,
s'interpréte dans le domaine temporel comme suit.

Lemme 7.4.4 Soit T,,.(s) = 7(s) la matrice de transfert en boucle fermée entre w et z.
Alors,

V() = () + (), (7.4.10)
ol 71 et vo sont des fonctions généralisées a supports disjoints, respectivement [0, h] et
[h, 00[. Sous I’hypothése que (A + BF) et (A + LC) sont stables, alors ||y]|4 < oo, et

Il = I lla + allac (7.4.11)
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Preuve Dans (7.4.6), la matrice de transfert T3 (s) = G 4(s)(I — e *"e")E admet une
réponse impulsionnelle finie v, (¢) telle que

y(t) = { GeME L€ [0,A (7.4.12)

10 ,t>h ’

qui appartient a E;Xd, pour tout p, 1 < p < oo. En particulier, v; € A. La réponse
impulsionnelle v, (¢) de e ~*"T5(s) est & support dans [k, co[. Sous 'hypothése que les paires
(A, B) et (C,A) sont respectivement stabilisable et détectable, les matrices (A + BF)
et (A4 LC) sont stables, et v2 € A. Puisque 7, et v, sont a supports disjoints, la
décomposition de la norme (7.4.11) suit. ]

Remarque 7.4.5 La partie incompressible de leffet de la perturbation, ~;(¢) ou de
maniére équivalente 7' (s), ne peut pas étre modifiée en prenant un compensateur dy-
namique plus général que (7.4.2), (7.4.3), et (7.4.4). En effet, notons

(2) _ (G11(8> G12(S>) (’UA})

Q Ggl(S) G22(S> U

la matrice de transfert en boucle ouverte de (X). Les matrices Gia(s) et Gaa(s) s'écrivent
sous la forme G1a(s) = e *"G15(s) et Goa(s) = e "Gay(s), ot G11, Ga1, Gia et Goy sont

des matrices rationnelles propres en s. Pour toute compensation dynamique de matrice
de transfert F'(s), on obtient le transfert bouclé entre w et z

Tw-(8) = G11(8) + e *"G12(5) X (5)Gay(s), (7.4.13)

ot X(s) = [I — F(s)Gaa(s)] ' F(s). Ainsi, en décomposant de maniére unique le transfert
en boucle ouverte entre w to z, Gy1(s) = 511(8) +e "Gy (s), out G, est la transformée de
Laplace d'une réponse impulsionnelle finie & support dans [0, ], et G1;(s) est une matrice
de fractions propres en s. Il s’ensuit que

Tow-(5) = G11(s) + e (G11(s) + Gra(s) X (5)Gai (s)). (7.4.14)

Ainsi, T, (s) se décompose comme dans (7.4.6), et la norme de Gy est égale a celle de

7(t), car )
Gii(s) = G(sI — A)7HI — e =M,

O

On peut calculer ||y1||4 & partir de la connaissance de A, E, et G, par intégration
de (7.4.12). Cette norme donne une borne inférieure pour le transfert en boucle fermée
entre la perturbation w et la sortie z,

1 Twzll coozoe > lIm1lla- (7.4.15)

D’aprés le Lemme 7.4.4, le terme ||v1||4 étant incompressible, le probléme d’atténuation
optimale sur (7.4.1) est équivalent & minimiser le second terme ||7yz|| 4.
Dans la suite de ce paragraphe, on s’intéresse au cas ol cette borne inférieure est optimale,
c’est a dire

f ([ Tuelleooco = Imlla- (7.4.16)



7.4 Atténuation optimale de perturbation: Un cas particulier 109

Deux cas sont analysés. Le premier, lorsque cette borne optimale est atteinte, et le
deuxiéme, lorsque l'atténuation de perturbation est arbitrairement proche de la borne
optimale (7.4.15).

En utilisant le Lemme 7.4.4 et (7.4.11), le probléme d’atténuation optimale de perturba-
tion est équivalent a déterminer F' et L tels que la matrice de transfert entre w et z,, pour
le systéme (X,), soit nulle.

Pour ceci, on utilise les outils de I'approche géométrique, qui permettent de résoudre ce
probléme de maniére synthétique et élégante. En outre, le systéme étant sans retard, on
retrouve les propriétés géométriques que 1’on perd si on analyse le systéme initial comme
un systéme abstrait.

On rappelle que V} g(Ker G) est le plus grand sous-espace (A, B)-invariant contenu dans
Ker G, et 8¢, 4(Im B) est le plus petit sous-espace (C, A)-invariant contenant Im B. A tout
application linéaire restreinte & un sous-espace, on associe un spectre; Ce sous-espace est
dit stabilisant si le spectre associé est stable. On note V; 4 p(Ker G) et S 4 p(Ker G), pour
respectivement le plus grand sous-espace stabilisant (A, B)-invariant contenu dans Ker G,
et le plus petit sous-espace stabilisant (C, A)-invariant contenant Im B. Ces sous-espaces
se calculent par le biais d’algorithmes itératifs qui convergent en un nombre fini d’étapes.
Voir par exemple (Basile & Marro, 1992), ou (Camart, 2000) pour une implémentation
numérique de ces algorithmes.

Afin de résoudre le probléme d’atténuation optimale de perturbation, on applique les ré-
sultats classiques de I'approche géométrique pour les systémes sur un corps. On obtient
le résultat qui suit.

Théoréme 7.4.6 (Di Loreto et al., 2005a)

(i) Il existe F' et L tels que Ty(s) = 0 dans (7.4.6) si et seulement si

S ,(Im(e™ E)) €V} p(Ker G). (7.4.17)
(17) Il existe F et L tels que le systéme bouclé soit stable de maniére interne et Th(s) = 0
si et seulement si

S*

g757A(Im(eAhE)) CV, 4 p(KerG). (7.4.18)

Preuve. Ce théoréme est une conséquence directe des Lemmes 7.4.1 et 7.4.4. Le probléme
d’atténuation optimale de perturbation a une solution exacte, dans le sens ou la borne
minimale est atteinte, ||T.. [ 4 = ||T1] 4, si et seulement si T5(s) = 0. Cela vient de la
décomposition (7.4.11).

Le probléme est donc équivalent a un probléme de rejet de perturbation par retour de
sortie sur (X3). Les conditions (i) et (i) sont une conséquence directe des résultats de
(Schumacher, 1980) et (Willems & Commault, 1981). .

Le Théoréme 7.4.6 donne une condition nécessaire et suffisante pour un rejet exact d’une
perturbation sur (¥;) par retour de sortie, et éventuellement avec stabilité interne. Sous
cette condition, on obtient pour le systéme (7.4.1),

min (| Tyl 2 = [Tl coze = [Inlla- (7.4.19)

)

En général, seule I'inégalité

i0f | Toullenc. 2 ITile.c.
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est garantie.
On peut obtenir I’égalité ci-dessus en utilisant le concept de presque invariance et des
sous-espaces associés (Willems, 1980), (Willems, 1982), (Trentelman, 1985), qui généralise
I’analyse précédente. On considére alors le probléme de presque rejet par retour de sortie
sur (X5), c’est a dire que ’on désire obtenir une réponse impulsionnelle v (¢) du transfert
entre w et zy tel que

Ve > 0,3F ¢ |ralla<e.

soit Ve > 0, ||22]|z.. < €]|w]|z... En appliquant les résultats de (Weiland & Willems, 1989)
et (Willems, 1982) sur le systéme (X,), on a la condition nécessaire et suffisante qui suit,
pour laquelle [|T1]| 4 est la borne optimale du probléeme d’atténuation de perturbation.

Théoréme 7.4.7 (Di Loreto et al., 2005a)

(¢) Tl existe F' et L tels que
iFan 1 Tzwll 4 = T2 4

si et seulement si

Im(e"E) C Vi g(Ker G) + Sg 4 (Im B)
: (7.4.20)
Vi ang(Ker(Cem M) NSy, 4 (Im(e?E)) C Ker(G)

Dans ce cas, pour tout ¢ > 0, il existe F' et L tels que |75 4 < €.

(17) 1l existe F' et L tels que le systéme en boucle fermée soit stable de maniére interne,
et

%}E HTsz/\ - HTlH/\ )

si et seulement si
Im(e'E) C Vi,

* * ) 7.4.21
re C Vi, NKer(G) ( )

ol

Vig = Vo ap(KerG) +8; ,(Im B),

g

S;,g - Z,e*AhE(Ker(Ce_Ah)) N S;yce—AhA(Im(eAhE)) .
Dans ce cas, pour tout € > 0, il existe F" et L tels que ||75|| 4 < €, avec T5(s) stable.

Preuve. Ce résultat est obtenu a partir de (7.4.11) et (Willems, 1982) pour (i), et a
partir de (Weiland & Willems, 1989) pour (iz). n

Toutes les conditions décrites dans les Théorémes 7.4.6 et 7.4.7 peuvent étre vérifiées
numériquement par le calcul des sous-espaces invariants a travers leurs respectifs algo-
rithmes.

Cette problématique a mis en évidence que pour une classe élémentaire de systémes a re-
tards, le rejet exact de perturbation n’admet pas de solution. Pour généraliser ce propos,
on s’intéresse au probléme de poursuite de modéle, qui généralise le précédent. Des con-
ditions algébriques sont décrites afin de savoir si une poursuite exacte de modéle admet
une solution, ou admet une solution approximative au sens de la réponse impulsionnelle
finie. Ces propos sont détaillés dans le prochain paragraphe.
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7.5 Poursuite de modéle

7.5.1 Poursuite exacte de modéle

Afin de généraliser le probléme de rejet de perturbation, on s’intéresse au probléme de
poursuite exacte de modéle, qui est un probléme idéalisé. Il consiste & faire suivre a un
systéme, un modéle dont on souhaite s’approprier les bonnes propriétés, a travers ’action
d’une précompensation. La formulation du probléme de poursuite est faite en termes de
commande en boucle ouverte.

Pour les systémes linéaires qui se représentent sous la forme de fractions rationnelles sur
R(s), ce probléme a été résolu dés les années 70. On peut citer par exemple (Morse,
1973) pour une approche par représentation d’état, (Ozguler & Eldem, 1985) par une ap-
proche algébrique, qui passe par la résolution d’une équation matricielle sur un anneau,
ou (Malabre & Kucera, 1984) par une approche géométrique, en s’appuyant sur les pro-
priétés de structure a l'infini. Pour les systémes a retards et les systémes 2-D, qui sont
des fractions de polynomes 2-D, on peut citer (gebek, 1988), (Malabre & Rabah, 1993),
(Loiseau & Brethé, 1997), (Picard et al., 1998), ou (Rabah & Malabre, 1999). Pour les
systémes définis sur R(s), une précompensation, qui est propre par rapport a s, est équiv-
alente a ’action d’un compensateur en boucle fermée, par retour d’état. Pour les sys-
témes a retards, cette conclusion est moins évidente. (Picard et al., 1997) ont répondu
a cette question en utilisant des retours, statique ou dynamique, d’état ou de sortie, qui
généralisent les résultats de (Hautus & Heymann, 1978). On se limite dans ce paragraphe
a étudier les conditions d’existence d'une solution propre et stable, sans aborder la ques-
tion de sa réalisation par bouclage.

Soient T'(s,e %) et T,,(s,e%) deux matrices de transfert propres et stables sur £. On
cherche & déterminer un précompensateur R(s,e~%), propre et stable sur £, tel que

Trn(s,e7%) = T(s,e ) R(s,e%). (7.5.1)
La solution est une conséquence directe du Lemme 7.1.3.

Théoréme 7.5.1 Le probléme de poursuite exacte de modéle a une solution si et seule-
ment si il existe U € M(P) telle que

(T T.)=(T 0)U. (7.5.2)

Si T(s,e™%) € M(P) est injectif, la solution, si elle existe, est unique. Si T(s,e %) est
surjectif, cette solution n’est plus unique. En effet, dans ce cas, ’ensemble

K(T) ={K(s,e %) € M(P): T(s,e”?)K(s,e7%) =0} (7.5.3)
est non vide. Par conséquent, si R(s,e~%) est une solution, le précompensateur

R'(s,e7%) = R(s,e7%) + K(s,e7%), VK(s,e7%) € K(T), (7.5.4)
est aussi solution au probléme de poursuite exacte de modéle. Pour le cas plus général
d’un systéme ni injectif, ni surjectif, supposons que T(s, e~%) soit de rang r et, sans perte

de généralité, que la matrice T} (s, e~%) constituée des r premiéres lignes de T'(s, e~%*) soit
surjective. On note T, (s, e~%) la matrice constituée des r premiéres lignes de T, (s, e~%).
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En décomposant par blocs un précompensateur R(s, e~ %) solution du probléme de pour-
suite exacte de modele, on a

()-GO -() s

Ainsi, le probléme de poursuite exacte de modeéle est soluble si et seulement si T},, =
et le probléme de poursuite exacte de modéle entre T},; et T} admet une solution. On est
alors ramené au cas précédent, avec une matrice surjective.

Une généralisation de (7.5.1) consiste a résoudre sur I'anneau des fractions propres et
stables de &, ’équation

Trn(s,e7%) = Ti(s,e %) R(s, e )Ty (s, e7%), (7.5.6)

ou T, Ty et Ty € M(P).

Cependant, (7.5.6) revient a résoudre une équation de la forme (7.5.1). En effet, pour des
matrices quelconques A = (a;;), i =1,...,m, j =1,...,n, et B définies sur un anneau
commutatif, le produit de Kronecker ® de A par B est défini par,

anB tee alnB

A® B = : : , (7.5.7)
a1 B -+ amnB

et on introduit le vecteur de A comme la concaténation de ses colonnes,
T
VeC(A) = (041 R 4 oo R ¢ 2 P amn) . (758)

En remarquant que vec(A+ B) = vec(A)+vec(B), et vec(AX B) = (BT @ A)vec(X), toute
équation de la forme AXB 4+ CY D = E, ou ces matrices sont de dimensions adéquates,
X et Y étant les inconnues, s’écrit de maniére équivalente sous la forme Fx = y, ol

F=B"®A D"®C), z= (‘;ee(éi);))) , y=vec(E). (7.5.9)

Ainsi, en adaptant cette remarque, (7.5.6) s’écrit sous la forme Tvm = fﬁ, avec

Ty = vee(Ty), R=vec(R), T =TS @ T, (7.5.10)

qui est de la forme (7.5.1). On ne fera donc pas de considération supplémentaire sur
la résolution de cette classe de problémes. Pour de plus amples détails, on pourra par
exemple se reporter a (Ozguler & Eldem, 1985) pour le cas des fractions sur R(s).

Exemple 7.5.2 Le probléme de rejet exact de perturbation du Paragraphe 7.2 est un
cas particulier d’'un probléme de poursuite de modéle. En effet, soit G = (gn gu)
21 G
d .
le transfert entre (u) et (;), ol d est une perturbation, u ’entrée de commande, y la

mesure, et z la sortie & controler.
On note un compensateur F(s,e %) = F + M(sl — K)"'L.
En boucle fermée, & = F(Ga1d + Ga21), de maniére a obtenir le transfert entre d et z

G+ G — FG22)71FG21-
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Or, sur le schéma de poursuite de modéle de la Figure 7.8, le transfert entre d et ¢ = 2’ — 2
s’écrit

E - G11 + G12XG21.
Le probléme est donc le méme, car X = (I — FGy) 'F est équivalent & F = X (I +
GQQX)_l . o

Gor — X — G = )—

Gll

Figure 7.8: Probléme de poursuite exacte de modele, équivalent au probléme de rejet exact de
perturbation.

La Condition (7.5.2) n’est pas explicite. Il s’agit de vérifier une équation matricielle
linéaire. Pour obtenir des conditions plus explicites, il suffit d’analyser le transfert
T(s,e%) comme une fraction de quasi-polynomes. On factorise les transferts, T = ND™!,
et T,, = N,,D;', ot N, D, N,, et D,, sont dans R[s,e~%]. Les paires (N, D) et (N, D)
sont supposées, sans perte de généralité, 2-D premiéres entre elles.

On utilise alors la décomposition (2.2.4), afin d’écrire N(s,e™%) = N(s,e )N, (s,e™%),
et Ny, (s,e7%) = Nm(s,e_as)Nmu(s,e_es), ou N, et N,,, sont des quasi-polynéomes uni-
taires, et N et ]\~fm n’ont aucun facteur non trivial unitaire.

Afin d’obtenir une solution & (7.5.1) qui soit réalisable sur R[e~%] et stable, on a la

condition structurelle qui suit.

Théoréme 7.5.3 (Loiseau & Brethé, 1997) Il existe une solution réalisable sur R[e=%] au
probléme de poursuite exacte de modéle (7.5.1) si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites.

(7’> degs(D) - degs(N) < degs(Dm> - degs(Nm)7
(i1) N(s,e™%) divise sans reste Ny, (s,e %),

(iii) La partie instable de N(s,e™%) divise sans reste la partie instable de N,,(s,e™%).

Si l'on utilise désormais la factorisation (2.2.2), on a N(s,e %) = N(s,e %)N,(s,e7%) et
Nyu(s,67%) = Npu(s, €70 N (s, €795, ot Ny(s,e7%%) et Npyp(s, e7%) sont & terme princi-
pal, alors qu’aucun facteur non trivial de ]\7(3, e %) et Nm(s, e%) n’est & terme principal.
On obtient la condition structurelle suivante, pour un précompensateur réalisable par un

systéme a retards de type neutre.

Théoréme 7.5.4 (Loiseau & Brethé, 1997) Il existe une solution réalisable sur R,,(e’*) au
probléme de poursuite exacte de modéle (7.5.1) si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites.

(i) degy(D) — deg (N) < deg,(D,,) — deg,(Npm),
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(ZZ) degegs (D) — degegs(N) S degegs(Dm) — degegs (Nm);
(iii) N(s,e %) divise sans reste N,,(s,e %),
(iv) La partie instable de N(s,e %) divise sans reste la partie instable de N,,(s,e™%).

Ce résultat s’étend de maniére naturelle & la réalisation sur G + R[e™%]. La condition
(77i) du Théoréme 7.5.4 revient a déterminer un polynéome 2-D Y (s, z) € RJs, 2] tel que

N(s,2)Y(s,2) = Np(s, 2). (7.5.11)

Pour résoudre cette équation, on peut utiliser I’algorithme décrit dans (Van der Waerden,
1930). Pour cela, on écrit

k
N(s, z) = Z N;s', Np(s,z) = Z Npis', (7.5.12)
‘ i=0

ou N;, Ny, € R[z], pour respectivement i =0 a [, et ¢ = 0 a k. Nécessairement, k > [, et
on écrit donc Y'(s, z) sous la forme

Y(s,2) =) Yis" (7.5.13)

ou les coefficients Y; € R[z] sont obtenus en identifiant termes & termes les puissances
successives de s des deux membres de I'égalité. On résout donc I’équation matricielle

Y(2)N(z) = Nu(2), (7.5.14)
avec R
Y)=[Yo Y1 - Y],
Ny N, 0
]/\}(Z) - )
0 Ny N,
et

Exemple 7.5.5 Soient

(1+e®)(s—1)
s+ 2

(1—e2)(s—3) .
s+1

I(s) = » T(s) =

(7.5.15)
Pour ce systéme, la poursuite exacte de modéle n’a pas de solution, car la condition (i)
du Théoréme 7.5.3 n’est pas satisfaite.

De méme, pour
se ®+4+1 e’
T(s) = 22, Toul(s) = —,
(5) = 2 Tls) =
le probléme de poursuite exacte de modeéle n’a pas de solution, car la condition (ii) des

Théorémes 7.5.3 et 7.5.4 n’est pas vérifiée. o

(7.5.16)
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Les systémes pour lesquels les conditions d’existence d’une solution au probléme de pour-
suite exacte de modéle ne sont pas satisfaites, apparaissent naturellement pour les sys-
témes a retards. Les conditions de réalisation induisent alors a définir un nouveau prob-
léeme de poursuite de modéle. L’erreur de poursuite est ici non nulle. Pour les systémes
linéaires, des poursuites approximatives de modéle ont été proposées. On peut par exem-
ple citer (Emre & Silverman, 1980), (Martinez Garcia et al., 1995), (Kucera et al., 1997)
pour les systémes a temps discret, ou ’erreur de poursuite de modéle est nulle sur un hori-
zon temporel fini, ou (Kudera, 1991), (Kudera & Sebek, 1984), (Zhao & Kimura, 1986),
(Leden, 1976) pour la commande en temps fini, ou I'erreur de poursuite s’annule en un
temps fini. Pour les systémes a retards, on doit prendre en compte les conditions de
réalisation. Cela nous a conduit a définir le probléme de poursuite de modéle a réponse
impulsionnelle finie. L’erreur de poursuite de modéle est dans ce cas a réponse impulsion-
nelle finie. Ainsi, pour tout entrée bornée, la sortie reste bornée. En général, elle ne tend
pas asymptotiquement vers zéro, mais on peut controler son amplitude afin de satisfaire
des contraintes technologiques. Ce choix a été motivé par I'optimisation [1-L1, que I'on
abordera dans le Chapitre 8.

7.5.2 Poursuite de modéle a réponse impulsionnelle finie

Le probléme de poursuite exacte de modéle est un probléme idéalisé, et par conséquent
difficile & satisfaire. Dans le cadre des systémes a temps discret, des extensions de cette
problématique ont été proposées a partir de la commande a temps fini (Kucera, 1991),
ou pour des systémes a réponse impulsionnelle finie (Kucera & Kraus, 1995). L’erreur de
poursuite de modeéle est a réponse impulsionnelle finie, et on appelle celui-ci probléme de
poursuite de modéle a réponse impulsionnelle finie. L’intérét d’obtenir une telle erreur de
poursuite vient d’une part de 'optimisation £; (Dahleh & Pearson, 1987b), ou la solution
optimale est & réponse impulsionnelle finie. D’autre part, la commande des systémes a
retard sur l’entrée conduit a cette classe d’erreur de poursuite (Di Loreto et al., 2005a),
(Di Loreto et al., 2005b), comme cela a été montré dans le Paragraphe 7.4. Enfin, il s’agit
de poser un probléme approximatif, pour lequel une erreur non asymptotiquement nulle
est tolérée.
On va résoudre le probléme de poursuite de modéle a réponse impulsionnelle finie pour
les systémes linéaires a retards, dans le cas monovariable. Une paramétrisation des pré-
compensateurs qui résolvent le probléme est décrite, et une procédure constructive pour
leur calcul est donnée.
Soient un transfert modéle T, (s, e~%) propre et stable sur &£, et T'(s,e%) une fraction
rationnelle propre et stable sur £. On a

T(s,e7%) = N(s,e7%)D " (s,e7%), T, (s,e7%) = N,,,(s,e7%)D (s,e7%), (7.5.17)
ou N,N,,,D,D,, € £, et D, D,, sont unitaires. On suppose sans perte de généralité que
les paires (N, D) et (Np,, D,;,) sont premiéres entre elles sur &.
Le probléme de poursuite a réponse impulsionnelle finie consiste a déterminer un précom-
pensateur R(s,e %), réalisable sur Re=%], tel que 'erreur de poursuite

E(s,e7%) =T, (s,e7%) — T(s,e %) R(s,e7%) (7.5.18)

soit la transformée de Laplace d’une distribution a support finie, faisant appel & un nombre
fini de dérivateurs, et de retards ponctuels et distribués.
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A partir de (2.3.8), tout pseudo-polynome P(s,e~%) est la transformée de Laplace d'une
distribution de la forme

+ZZ% (t — jO), ¥t > 0, (7.5.19)

=0 75=0

ot a;; € R,pouri=0aketj=0ar, et dV(t) est lai®° dérivée d'un Dirac.

On peut donc reformuler le probléme de poursuite de modéle a réponse impulsionnelle
finie comme suit. Il s’agit de déterminer un précompensateur R(s,e %) réalisable sur
R[e~%], tel que

E(s,e7%) =T, (s,e7%) —T(s,e %)R(s,e7%) € . (7.5.20)
Pour résoudre ce probléme, on introduit ’ensemble
R={ReRy(s,e”): E=T,-TRe&}, (7.5.21)

ot R,(s,e7%) est Panneau des fractions rationnelles propres sur R[e=%¢], en accord avec
la Définition 2.4.1.

Afin de caractériser I’ensemble R par une paramétrisation, une procédure constructive
pour le calcul d’'un élément R(s,e %) € R est proposée. Puis, a partir de ce calcul, tous
les précompensateurs qui appartiennent a R seront paramétrés.

On suppose dans la suite que N(s,e~%) # 0 presque partout. Avec (2.2.4), on décompose
le numérateur N(s,e %) = N(s,e )N, (s,e7), ot N, est unitaire, alors qu’aucun fac-
teur non trivial de N n’est unitaire. Si N et D,, ne sont pas premiers entre eux, il existe
un pseudo-polynéme unitaire V (s,e=%) € £ tel que N = NV, ott D,, et N sont premiers.
On voit qu’il existe X, Y € &, satisfaisant I'identité de Bézout

X(s,e7)N(s,e7%) + Y(s,e %) Dy, (s,070%) = I. (7.5.22)

Puisque D,,(s,e™%) est unitaire, la division de X (s,e™%)N,,(s,e™%) par D,,(s,e™%) est
bien définie. Il existe Q(s,e™%), P(s,e™%) € &, avec deg(P) < deg(D,,), tels que

X (s,e7%)N,,(s,e7%) = Q(s,e7%) D, (s,67%) + P(s,e7%). (7.5.23)

Remarque 7.5.1 Comme cela a déja été remarqué a la suite du Corollaire 2.3.6, le
reste P(s,e %) € £ de la division (7.5.23) n’est pas unique. Par exemple, pour tout
Z(s,e7%) € &, avec deg(Z) < 0, on a
=Q-2)Dy,+P+7ZD,,=QD,, + P, (7.5.24)
ou Q) =Q —Z et PP= P+ ZD,, sont des pseudo-polynomes, tels que
deg(P") < max{deg(P),deg(Z) + deg(D,,)} < deg(D,,). (7.5.25)

Ainsi, le degré du reste P(s,e™%) est arbitraire, c’est & dire que pour tout k € 7, il existe
Q, P € & tels que deg(P) < ket XN,,, =QD,, + P. O
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En multipliant (7.5.22) par N,,(s,e™%), et en utilisant (7.5.23), on obtient une décompo-
sition du transfert modéle T}, (s,e%) sous la forme

T, = YN, + NQ+ NPD;". (7.5.26)
Considérons alors le précompensateur

R(s,e7%) = D(s,e7%)N, (5,6 %)V "1 (s,e7%)P(s,e7%)D, ! (s,e7%). (7.5.27)

u m

Son dénominateur est unitaire, car N,, V et D,, sont unitaires. Avec la liberté sur le
degré de P(s,e™%) qui a été décrite dans la Remarque 7.5.1, on peut prendre

deg(P) < deg(D,,) + deg(N,) + deg(V) — deg(D), (7.5.28)

de maniére a ce que R(s,e™%) soit propre sur R[e~%].

En utilisant (7.5.26), I’équation de poursuite £ = T,, — TR, avec R décrit par (7.5.27),
s’écrit

E=T,—TR = YN,+NQ+NPD,' - TR
= YN,, + NQ.

Ainsi, 'erreur de poursuite de modéle E(s,e™%) est un élément de £. Le précompen-
sateur (7.5.27) est donc un élément de I'ensemble R, défini par (7.5.21). A partir de la
construction de cet élément, on peut paramétrer tous les éléments de R. De méme, toutes
les erreurs de poursuite pseuso-polynomiales s’en déduisent.

Théoréme 7.5.2 (Di Loreto, 2006) L’ensemble R est paramétré par
R={R=DN_,'V'PD '+ DN 'V'W, W e &}, (7.5.29)
ou P est décrit par (7.5.23). L’ensemble 7 des erreurs de poursuite E € & est
T — {E:YNm+N(Q—W), W es}, (7.5.30)

ou Y et @ sont décrits respectivement par (7.5.22) et (7.5.23).
Illustrons ce résulat sur deux exemples.
Exemple 7.5.3 Soient

s e’ s 1
T(s,e ) = P Ton(s,e™®) = ol (7.5.31)

On factorise T(s,e™%) = N(s,e*)D"!(s,e*), ot N =NN,, N,D € &, et

N(s,e”®)=e"° Ny(s,e ) =1, D(s,e*) =5+ 1. (7.5.32)

De méme, T, (s,e7*) = N,,(s,e %) D (s,e7%), avec N,,(s,e7*) =1 et D,,(s,e7%) = s+2.

Les pseudo-polynomes N(s,e ) et D,,(s,e”®) sont premiers entre eux, de maniére a ce
qu’ils vérifient XN +Y D,, =1, ou

1— e—(s+2)

X(s,e®)=¢e? Y(s,e %) = 5
s

(7.5.33)
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La division (7.5.23) de X N,, par D,, donne XN,, = QD,, + P, avec par exemple Q) = 0
et P =e 2. Un tel reste satisfait la condition de degré (7.5.28).
Le précompensateur (7.5.27), qui est solution, s’écrit

s+1
R(s,e”®) =e?—— . 7.5.34
[’erreur de poursuite de modéle correspondante, £ =T}, — T'R, est
1 — e (+2)
E(s,e?)= ——— 7.5.35
(s07) = (7.5.35)

et est par conséquent un élément de G. La transformée de Laplace inverse de E(s,e™*)
est la réponse impulsionnelle finie e=?* pour ¢ € [0, 2], et nulle ailleurs. o

Exemple 7.5.4 Soient

se % +1 e ?
— T ) = . 0.
T m(s,e7%) (7.5.36)

T(s,e” %) =

On a N(s,e™®) = se® + 1, Ny(s,e™) = 1, D(s,e™®) = s+ 2, Np(s,c™%) = e*, et
D,,(s,e ®) = s+ 1. Les pseudo-polynoémes N et D,, sont premiers entre eux, et X N +
YD, =1, avec

e ! 1 1+4+se D

X(s,07%) = ———, Y(s,67%) = . 5.
(s.07) = Yo ) = 5 (7.5.37)

1

La division (7.5.23), XN,, = QD,, + P, induit Q) = 0 et P = —3*— e~*. Un précompen-
sateur, solution au probléme, est décrit par (7.5.27), soit

., ef(erl) s+ 2
R(s,e™®) = T 1551 (7.5.38)

L’erreur de poursuite de modéle est égale a

e~® 1 —e (D)
E -5\ —(s+1) -~ 5.
(5,67) = 77— (e 1) (7.5.39)

et qui appartient a £. Il s’agit d’une transformée de Laplace d'une fonction généralisée a
support dans l'intervalle [1,2]. o

Dans ce qui précéde, le probléme de poursuite de modéle a réponse impulsionnelle finie a
été résolu sans prendre en compte la stabilité de la précompensation. Cette condition est
cependant fondamentale pour une implémentation d’un tel schéma de commande. Pour
la synthése d’une précompensation stable R(s,e™%) qui résout le probléme de poursuite
a réponse impulsionnelle finie, I’analyse se porte sur les zéros instables du numérateur

N(s,e7%). Plus précisement, on décompose le pseudo-polynéme N (s,e~%) sous la forme
N(s,e7%) = N(s,e )N, (s, %), (7.5.40)
oit Nys(s,e7%) n’a que des facteurs unitaires et stables, alors que N(s,e’es) n’a que des

facteurs qui sont non unitaires ou instables.
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A partir de cette factorisation, la procédure décrite précédemment s’applique étape par
étape, afin d’obtenir un précompensateur de la forme

R(s,e7%) = D(s,e7%)N, (s, %) P(s,e7%) D, (s,e7%), (7.5.41)
qui résout le probléme de poursuite a réponse impulsionnelle finie avec stabilité, car
Nys(s,e7%) est stable. L’ensemble R est alors paramétré comme dans le Théoréme 7.5.2.
Pour tout systéme monovariable, non identiquement nul, on a montré que le probléme de
poursuite de modéle & réponse impulsionnelle finie admet toujours une solution réalisable
et stable. Dans le cas multivariable des systémes carrés et de rang plein, la méthodologie
décrite dans ce paragraphe se généralise sans difficulté.
Pour les systémes plus généraux de rang r quelconque, on peut supposer sans perte de
généralité que la matrice 77 des r premiéres lignes de 7' est de rang plein. En décom-
posant (7.5.18) sous forme de blocs avec des notations évidentes, on a

(g) N (E;Z;) - (% 8) (%) = (TmlfszlRl) - (7.5.42)

On se raméne alors a 1’étude de la poursuite de modéle Ey = T,,1 — T1 Ry, c’est a dire a
celle du cas monovariable décrite précedemment. On a donc le résultat qui suit.

Théoréme 7.5.5 Le probléme de poursuite de modéle & réponse impulsionnelle finie a
une solution si et seulement si

(i) Trna(s,e7%) est & réponse impulsionnelle finie,

(i) Ti(s,e7%) # 0, presque partout, pour s € C.

Dans ce chapitre, on s’est intéressé & des problémes classiques de commande, comme le
rejet de perturbation ou la poursuite de modéle. Il est montré que l'anneau des frac-
tions propres et stables des pseudo-polynomes est un outil bien adapté. Un probléme
d’atténuation optimale de perturbation est résolue pour les systémes linéaires a retard
sur ’entrée. La solution optimale est a réponse impulsionnelle finie. Cette structure
particuliére d’une solution a ensuite été généralisée au probléme de poursuite de modéle,
pour des systémes a retards quelconques.

Le probléme de poursuite de modéle a réponse impulsionnelle finie présente un intérét en
commande optimale au sens L, qui est I'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 8
Optimisation [{-£q

On aborde dans ce dernier chapitre de cette thése la commande optimale au sens .-
induit ou [; pour les systémes a temps discret, et au sens L.-induit ou £; pour les
systémes a temps continu.

On s’intéresse dans un premier temps aux systémes a temps discret, avec application
aux systémes régis par des équations aux différences. La principale contribution de cette
partie est de proposer une méthodologie duale de celle décrite dans (Dahleh & Pearson,
1987a) pour les systémes carrés et de rang plein, en s’appuyant sur les outils polynomi-
aux (Di Loreto et al., 2006b), (Di Loreto et al., 2006¢). Elle conduit & un probléme de
programmation linéaire, comme cela a été décrit par (Dahleh & Pearson, 1987a), mais
elle permet de calculer la solution optimale dans un certain nombre de cas sans avoir a
le résoudre. En outre, elle établit un lien avec d’autres problémes de commande, comme
I’optimisation H,, ou la commande en temps fini.

Dans un deuxiéme temps, on abordera le cas des systéemes a retards a temps continu, en
commencant par le cas particulier des systémes avec un retard sur I'entrée. Notre contri-
bution a été de caractériser la structure de la solution optimale en utilisant les résultats
de (Dahleh & Pearson, 1987b), et de faire le lien avec le probléme de poursuite de modéle
a réponse impulsionnelle finie.

Dans la suite de ce chapitre, on ne considére que des systémes multivariables carrés et
de rang plein qui n’ont aucun zéro, sur le cercle unité pour le temps discret, ou sur I'axe
imaginaire pour le temps continu.

La commande optimale consiste a déterminer une solution & un probléme qui minimise ou
maximise un critére, temporel ou fréquentiel. Elle se révéle fondamentale pour améliorer
les performances et la robustesse des lois de commande, notamment & travers ’analyse de
la sensibilité et de la sensibilité complémentaire (Zames, 1981), (Zames & Francis, 1983),
(Francis & Zames, 1984), (Staffans, 1993).

Plusieurs classes sont distinguées selon la nature du critére & minimiser. Les deux princi-
pales classes sont celles de I'optimisation Hs et de 'optimisation H.,. Pour la premiére, il
s’agit de minimiser la norme Hs d’un transfert, ou en utilisant (3.1.42), la norme L5L -
induite d’un transfert. On peut se référer a (Doyle et al., 1989b), (Anderson & Moore,
1989), (Kucera, 1991), (Kucera, 1996), (Zhou et al., 1996), (Saberi et al., 1996), pour
une résolution de ce probléme dans le cas des systémes linéaires stationnaires, et a
(Hunt et al., 1994), (Kufera, 1999) pour un approfondissement, sur les méthodes poly-
nomiales appliquées a 'optimisation H,, ainsi que leurs liens avec les méthodes de place-
ment de poles. Quant a Poptimisation H,, il s’agit de minimiser la norme Lo-induite
d’un transfert. Cette classe de problémes posséde une interprétation graphique en terme
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de distance dans le domaine fréquentiel. On peut citer, pour une introduction sur
ce sujet, (Francis et al., 1984), (Francis, 1987), (Doyle et al., 1990), (Iglesias & Glover,
1991), (Kwakernaak, 1996), ou plus récemment (Scherer, 1990). Pour les systémes a re-
tards, la littérature est tout aussi abondante, avec comme applications les problémes
de stabilisation (Niculescu, 1998), de synthése d’observateurs (Choi & Chung, 1997),
(Fattouh et al., 1999), (Fattouh, 2000), ou de commande des systémes a entrées ou sor-
ties retardées (Nagpal & Ravi, 1997), (Meinsma & Zwart, 2000), (Kojima & Ishijima,
2001), (Mirkin & Tadmor, 2002), (Zhong, 2003b), ou (Moelja & Meinsma, 2005) pour
I'optimisation Hy dédiée a ces systémes.

Une troisiéme classe importante en commande optimale est ’optimisation [; ou L1, selon
que 'on travaille respectivement en temps discret ou en temps continu. Elle consiste a
minimiser la norme [, ou L -induite d'un transfert, ce qui revient & minimiser, pour
une entrée d’amplitude bornée, 'amplitude maximale de la sortie d’'un systéme. Parmi
les travaux sur ce sujet, on peut citer (Vidyasagar, 1986), (Dahleh & Pearson, 1987a),
(Dahleh & Pearson, 1987b), avec comme application, par exemple, I’atténuation optimale
d’une entrée non désirée sur une sortie (Dahleh & Pearson, 1988a), (Dahleh & Pearson,
1988h).

Avec ces méthodologies, ou des méthodologies mixtes (Doyle et al., 1989a), (Bu & Sznaier,
2000), (Salapaka & Dahleh, 2000), on résout des problémes d’optimisation convexe, de
dimension infinie ou finie, pour lesquels il existe des techniques numériques puissantes.
On pourra se référer a (Dantzig, 1963), (Bellman & Kalaba, 1965), (Rockafellar, 1970),
(Stoer & Witzgall, 1970), (Luenberger, 1984), (Boyd & Vandenberghe, 2004), pour I'opti-
misation convexe et la résolution de problémes linéaires ou non linéaires, et a (Boyd et al.,
1994), (Young & Dahleh, 1997), (Ukovich & Blanchini, 1993), (Dahleh & Diaz-Bobillo,
1995), en vue d’applications.

8.1 Systémes a temps discret: Le cas des systémes aux
différences

Le probléme d’optimisation /; est formulé de la maniére suivante.
Etant données deux fractions rationnelles stables T;, et T" € [y, peut on déterminer un
précompensateur qui minimise le critére

inf | T, — TR|i1.? (8.1.1)
Rely

On parle d’optimisation [; car ce probléme est équivalent & minimiser la norme [; de la
réponse impulsionnelle du transfert 7, — TR, comme cela est décrit par (3.1.35).
D’un point de vue physique, ce probléme consiste donc & minimiser, pour une entrée bornée
dans [, 'amplitude maximale de la sortie. Autrement dit, pour u € I, y = (T,, — T R)1,
on minimise
inf sup [|ylli.. (8.1.2)
Rely ful;,, <1
Ce probléme a été formulé par (Vidyasagar, 1986), et résolu dans (Dahleh & Pearson,
1987a), (Diaz-Bobillo & Dahleh, 1993) pour les systémes linéaires, stationnaires et a
temps discret. Il a ensuite été analysé dans le cadre d’atténuation optimale de per-
turbation (Dahleh & Pearson, 1988b), (Vidyasagar, 1991), ou dans la commande sous
contrainte (Mcdonald & Pearson, 1991). Des études ont également porté sur l'unicité
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de la solution optimale (Meyer, 1988), sur la définition de problémes sous-optimaux
(Casavola & Famularo, 2003), (Casavola, 1996), ou sur son implémentation a travers des
techniques numériques (Hurdk & Bottcher, 2004), (Hurdk et al., 2006). Enfin, la théorie
de T'optimisation [; a également été appliquée dans la théorie du signal, comme par
exemple par (Voulgaris, 1995) et (Nagpal et al., 1996) pour le filtrage optimal, ou par
(Peng & Chen, 1997) pour la déconvolution de signaux déterministes.

8.1.1 Synthése pour les systémes & temps discret

La synthése d’une solution optimale pour (8.1.1) nécessite une analyse dans ’espace dual
de Iy, l». Pour simplifier le contenu de ce paragraphe, seul le cas monovariable sera
détaillé, mais ces résultats s’étendent sans probléme au cas des systémes multivariables
carrés et de rang plein.

Considérons deux cas particuliers, que l'on rencontre également en optimisation H,
(Doyle et al., 1990), pour lesquels le transfert 7'(\) posséde un seul zéro instable non
nul, et éventuellement plusieurs zéros a l’origine.

Lemme 8.1.1 (Vidyasagar, 1986) Soient T,,,T € [, et supposons que T(A\) n’a qu'un
seul zéro simple instable A\ = o. Alors

min |7, — T'R||1c1., = min || T, — TR|3., = [Tm(0)], (8.1.3)
51

Rely Re

et la borne minimale est atteinte pour R(\) € Iy,

Tn(A) = Tn(0)
\) = : 1.4
R(X) 0 (8.1.4)
Preuve. D’aprés (3.1.36), (3.1.38), et (3.1.43), pour tout R € [y,

Ainsi,

inf ||T,, — TR||n., < inf |1, — TR,

Rely Rely
Or, (8.1.4) permet d’atteindre la borne inférieure du membre de gauche (Doyle et al.,
1990), (Francis & Zames, 1984), borne qui est égale a |T,,,(c)|. Ainsi, avec ce choix pour
R()), les deux normes coincident, et correspondent a leur borne inférieure. "

Ce résultat peut étre étendu au cas des systémes possédant plusieurs zéros a 1’origine et
un seul zéro dans le disque unité de module non nul. C’est le deuxiéme cas particulier,
qui est résolu par le lemme qui suit.

Lemme 8.1.2 (Vidyasagar, 1986) Soit 7,,, € Zl, et on suppose que 1" € [, s’écrit sous la
forme

A—o
(A)
avec o] < 1, et d(X\) € R[A] stable. Soit T,,(A) = >"2 T/ A", et on pose

T(\) = A" (8.1.6)

U

HA) =X (Tm()\) - mi: Tm/\> : (8.1.7)
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qui est un élément de . Alors,
m—1
i [T = TRl = 3T+ |H (o)) (8.1.8)
ch i=0

et le compensateur R(\) € I, permettant d’atteindre cette borne inférieure est
R(\) = ————=d(\). (8.1.9)

Preuve. On a

Ta) = TOORO) = SOTIN =\ ot RO
=0
m—1 )\—O'
= TN+ N [ H\) — A
DR ( 5 d(A)R())
=0
Ainsi,

m—1 )\—O'

inf ||, — TR, = M|+ inf |H — 8.1.10

inf | it Z| +inf |- | (8.1.10)

En utilisant le Lemme 8.1.1 pour le membre de droite, on obtient le résultat énoncé. =

Pour les systémes monovariables possédant plusieurs zéros différents de 1'origine dans
le disque unité, aucune expression analytique du minimum de norme n’est établie dans
la littérature. Cependant, une méthode constructive pour la synthése d’une solution
optimale a été établie par (Dahleh & Pearson, 1987a). Elle conduit a la résolution d’un
probléme de programmation linéaire en dimension finie. Dans la suite de ce paragraphe,
on se propose de décrire cette méthodologie.

Le probléme d’optimisation /; se formule de la maniére suivante. Etant données deux
fractions rationnelles stables et causales T'(\) et T, (\), ou A est 'opérateur retard discret,
on cherche un précompensateur R(\) stable et causal qui minimise

inf || T (\) — TR

A (8.1.11)
R(/\)Gh

On suppose que le transfert 7'(\) posséde des zéros instables simples et distincts deux a
deux oy, |o;| < 1, pour i = 1 an. Cette condition sera commentée dans la Remarque 8.1.6,
mais elle n’entraine pas de perte de généralité. On note (NN, D) une factorisation polyno-
miale premiére de T'(\). Le fait que T'(\) soit stable et causal est équivalent & ce que D
soit un polynome de Hurwitz. En effet, s’il est stable, ses zéros sont de module strictement
supérieur a 1, c’est a dire que T'(\) est causal. La solution de (8.1.11) passe par le lemme
suivant.

Lemme 8.1.3 On note Q(A) = T(A\)R()). Alors, R € [; si et seulement si Q € 9, ol

O={Qe€l: Qo;,)=0,i=1,...,n} (8.1.12)
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Preuve. Si R € Zl, alors @) € l}, et pour tout zéro instable o; de T', pour =1 a n, on a
Q(o;) =0, donc Q € Q.
Réciproquement, si () € Q, alors ) € [, et il existe () € [; tel que

ﬁ —0;)-Q(\). (8.1.13)

Ainsi, R(\) = D(]%)(%(’\) €ly, o N(\) = N(\) [T, (A —oy) et N est stable. ]

On remarque que () € Q est équivalent & Q € [y, Q(o;) =0, pouri=1an.
Or, Q(\) = > 2, @A, ot ¢ = {¢;} est la réponse impulsionnelle de @, qui est une suite

réelle dans /1. En introduisant la forme linéaire o, = (1 o; o7 ...), on peut écrire

7

Q(oi) = (¢, 0;) = 0. (8.1.14)

Cette équation est équivalente a (g,Re(o;)) = 0 et (q,Im(g;)) = 0. L’ensemble des
éléments ¢ € Q, dont les transformées en A sont dans Q s’écrit

Q={qel;: {(q,0;)=0,i=1,...,n}. (8.1.15)
Le probléme d’optimisation (8.1.11) se reformule sous la forme

inf ||, — TR11.. = inf [T — Qllieiee = inf ||t — qlfs, - (8.1.16)
Rely QeQ qeQ

En utilisant (3.2.10) et (8.1.15), Pespace orthogonal Q+ de Q est

QJ_ = {()0 € loo = ZO&ZRQ<QZ) + Zﬁzlm(gz)a Qay, ﬁz € Ra L= 17 s 777’} (8117)
i=1 i=1

On est désormais en mesure de résoudre le Probléme (8.1.16).

Théoréme 8.1.4 (Dahleh & Pearson, 1987a) Le probléme d’optimisation l; est tel que
inf ||t,, — ¢q||;;, = ma a;Re(T), + B;Im i 8.1.18
il = a1 = s 3 aRe(Tn(09) + lin(To (1), (8.1.18)
avec v = (... ap),B= (4 ... Ba), et

(o;) + Z Bilm(g;)

Preuve. D’aprés le Théoréme 3.2.6,

<1. (8.1.19)

loo

inf ||, — qlly, = tm, ©). 8.1.20
Inf lltm = glly = max (tn, o) (8.1.20)

®
llellio <1

Or, pour p € Q*,

{tm, ©) Zoz Re(T,,(0;)) +Zﬁzlm ), (8.1.21)
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et la condition ||pl|,. <1 est équivalente a (8.1.19), d’ou le résultat. ]

Le probléme initial (8.1.11) est donc équivalent & un probléme de programmation linéaire
semi-infinie, car la contrainte (8.1.19) fait intervenir a priori un nombre infini de points.
Cependant, les termes de cette contrainte tendent asymptotiquement vers zéro. Par con-
séquent, elle n’est active que sur ses premiers termes. Autrement dit, la contrainte (8.1.19)
est équivalente & une contrainte finie, avec un nombre fini de points.

En effet, montrons qu'il existe v € IN tel que ||¢l|,, < 1 est équivalent a ||¢, ;. < 1, ou
@, est la troncature de ¢ a ses v premiers termes.

L’élément » € QF, noté sous la forme ¢(k), k € N, tend vers zéro lorsque k — oo, car il
est combinaison linéaire finie de fonctions décroissantes. On note w = max; |o;|, et pour
N >n —1, on pose

Re(o?) Im(cy) ... Re(c?) Im(cY)
F = : : : : (8.1.22)
Re(a) Im(c]) ... Re(d)) Im(cl)

qui est vu comme un opérateur de [y vers [,.
Si la racine o;, pour i € {1,...,n}, est réelle ou imaginaire, la colonne de F' correspondant
respectivement & Im(o;) ou Re(o;) n’apparait pas. Tout élément ¢ € Qt s’écrit sous la

forme

p(k) = Fy(k), (8.1.23)

avec y € ;.
La matrice F' admet une inverse a gauche, soit y(k) = F~'Fy(k), et en utilisant (8.1.17),

(k)] < w*llylly < W[ F M | Fylli., Yk € NN. (8.1.24)

En prenant v € N tel que
W |F e < 1, (8.1.25)

on a |p(k)| < |1Fylli. = ll¢llie, Yk > v, de maniére a obtenir

[€lliee = llewllice (8.1.26)

ol ¢, est la troncature de ¢ a ses v premiers termes, ¢, = {p(k)}, & < v. On peut
donc tronquer tout élément de QF & ses v premiers termes pour résoudre (8.1.19), ot v
vérifie (8.1.25), et on résout alors un probléme de programmation linéaire en dimension
finie.

Théoréme 8.1.5 (Dahleh & Pearson, 1987a) Le probléme d’optimisation l; est tel que

;25 ltm — qlli, = H;%X; a;Re(T,,(0;)) + BiIm(T,.(03)), (8.1.27)

avec

<1, (8.1.28)

> aiRe(a!) + Y Bilm(a})
=1 =1

loo

N 42 v C 14
ougi—(l oi O; ... ai),pour'L—lan.
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La Condition (8.1.25) portant sur v peut étre inexploitable si 'on ne sait pas calculer
la norme [i/,-induite d’'une matrice. Cependant cette norme est majorée par la norme
de la somme des valeurs absolues, ||F[[swa = >, ;[£F3;]. On utilise donc la condition plus
gl

conservative w”||F~!|sva < 1 pour déterminer v € IN tel que [|¢|i.. = l|¢v]|i. -

Remarque 8.1.6 Si le zéro o; est de multiplicité m; € IN, m; > 0, on doit ajouter a
I'équation (8.1.14), les m; équations

QW) = i (i—k+1)gol * =0, k=1,... m.
i=k

Ce systéeme d’équations linéaires s’écrit sous la forme (g, g,) = 0. La synthése effectuée
précédemment se généralise, car le nombre de formes linéaires reste fini. O

En outre, il existe toujours ¢, € Q qui minimise le critére (8.1.27). En effet, O+ est un
sous-ensemble de ¢y décrit dans ’'Exemple 3.2.1. Par conséquent, °(Q1) est le sous-espace
de l; qui annule tout élément de QF, espace qui coincide avec Q, soit

min ||t,, — 8.1.29
min, [t =l (8.1.20)

admet toujours une solution. A partir de cette remarque, on peut utiliser le Théoréme 3.2.6
et la propriété d’alignement pour résoudre le probléme d’optimisation [;. En effet, si

0o € 11 et @, € I sont les solutions optimales de (8.1.27), alors les éléments ¢, — g, et ¢,
sont alignés, c’est a dire

(tm — Qo» P0) = Htm — Gollt, | ®ollies = Htm — Qollt; - (8-1-30)

En notant e = ¢, — q,, il y a égalité dans (8.1.30) si et seulement si e(k) = 0 si |p, (k)| <
1olline, €(k)po(k) >0, et >0 le(k)| = |tm — @olli,- De plus, t,, —e € Q, donc (¢, —
e,0;) =0, pour i = 1 a n, soit

> elk)of = To(ow), (8.1.31)

pour it =1 an.

On résout alors ce systéme d’équations linéaires qui sont en nombre fini pour déterminer
la solution optimale ¢,.

On notera en particulier que e(k) = t,,(k) — ¢o(k) est nul pour tout k& > v. L’erreur
optimale E,(\) = T,,(A) — @Q(\) est donc polynomiale en A. Cette constatation nous
permet, de maniére indirecte, de résoudre le probléme d’optimisation [; sur l’espace [,
et non pas sur [, en utilisant une approche polynomiale. Cette méthodologie originale
est ’objet du prochain paragraphe, avec application aux systémes régis par des équations
aux différences.

8.1.2 Synthése par une approche polynomiale

On considére les systémes régis par des équations aux différences, dont les retards sont
commensurables. Ces systémes peuvent étre considérés d’un point de vue entrée-sortie,
par un changement d’opérateur, comme des systémes a temps discret en I’opérateur retard
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discret A. La solution optimale au sens [; est alors polynomiale en \.
Soit le systéme

x(t) = i A;x(t —i6) + i Biu(t —i6), (8.1.32)

dont le transfert est

i(s) = T(e %)a(s) = <1 - Z Aiews> (Z Bie“’s> a(s). (8.1.33)

En notant A = e %, le transfert (8.1.33) se comporte d’un point de vue entrée-sortie
comme le systéme discret en A\ de transfert

T(\) = (I — Ep: AZN) i (i BN) : (8.1.34)

Dans une problématique d’optimisation [y, les résultats du paragraphe 8.1.1 s’appliquent.
On peut résoudre le probléme de programmation linéaire sur /., ou utiliser une approche
polynomiale afin de raisonner sur /;. Pour cela, on sait que la solution optimale

Eo(N) = Tn(N) — T\ R,(N) (8.1.35)

est polynomiale en \.

Cette problématique correspond alors & un probléme de poursuite de modéle & réponse
impulsionnelle finie en A. Dans un premier temps, on décrit une paramétrisation des
précompensateurs R(\) pour lesquels I'erreur de poursuite est polynomiale. Puis, dans
un deuxiéme temps, cette formulation permet de résoudre le probléme d’optimisation [y
(Di Loreto et al., 2006¢).

Soient T'(A\) € WP*™ et T,,(\) € WP*9 ou W est 'ensemble des fractions stables et
causales en A. On note respectivement (N, D) et (D, N) des factorisations polynomiales
premiéres & droite et a gauche de T(\), et (N, D) et (Dy, Niy) celles de T, (N).

Dans la résolution du probléme d’optimisation [y, les zéros instables du transfert 7'(\)
jouant un role prédominant, les lemmes suivants sont trés utiles.

Lemme 8.1.1 Soit N € R™"[)] de rang plein. On peut toujours factoriser N sous la
forme

N = N°N9, (8.1.36)

ot N°, N9 € R™*"[)\], les polynomes invariants de N ont tous leurs zéros instables, et les
polynomes invariants de N9 n’ont aucun zéro instable. Cette décomposition est unique,
a la multiplication prés par une matrice unimodulaire.

Lemme 8.1.2 Soient N € RP*P[\] et D € RP*P[A]. Si det(V) et det(D) sont deux
polynomes premiers entre eux, les matrices NV et D sont diagonalement premiéres entre
elles, c’est a dire qu’il existe X et Y € R[A]P*P, telles que

NO)X\) +Y(ND) = 1. (8.1.37)
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Preuve. Ce résultat est établi dans (Wolowich, 1978), Corollaire 2, p. 883. n
Le probléme de poursuite de modéle a réponse impulsionnelle finie consiste & déterminer
une précompensation R € WP telle que

E=T,—TR (8.1.38)

soit une (p X ¢) matrice polynomiale. La matrice F est appelée erreur de poursuite.
Ce probléeme est équivalent a déterminer R € P, avec

P={ReW™: E=T, —TRecR™|\}. (8.1.39)

Dans un premier temps, en utilisant le Lemme 8.1.2, on montre que N° et Em sont,
diagonalement premiéres entre elles. Il existe alors X € RP*P[\] et Y € RP*P[)] telles que
N'X +YD,, =I.

En multipliant cette équation a droite par /N,,, on a

N’XN,, +Y Dy,N,, = N,,. (8.1.40)
Divisons X N, par D,,; Il existe @ € RP*I[)\], P € RP*Y[\], uniques, avec
deg, (P) <deg, (D), j=1,....q,

telles que
XN,,=QD,, + P. (8.1.41)

En substituant (8.1.41) dans (8.1.40), et comme D,,N,, = N,,D,, on obtient
NP + (N*Q + Y N,,)D,, = N,,.. (8.1.42)
Avec cette construction, on a calculé un précompensateur R € P.

Théoréme 8.1.3 (Di Loreto et al., 2006c) Soit P € RP*P[\] donné par (8.1.41). Alors,
la précompensation
R=D(N%'PD,} (8.1.43)

est dans P, c’est a dire que E =T, — TR € RP*[A].

Preuve. Avec (8.1.43), il est clair que R € WP*4. De plus,

E=T,—-TR = (N,,— N'N'D'RD,,)D,}
= (N, — N°P)D_!,

et en utilisant (8.1.42), I’erreur de poursuite
E=N'Q+YN,,

est polynomiale. "

A partir de cette réalisation particuliére d’un élément R € P, il est possible de paramétrer
tous les précompensateurs.
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Corollaire 8.1.4 (Di Loreto et al., 2006c) L’ensemble des précompensateurs stables et
causaux R € WP tels que 'erreur de poursuite £ = T,, — TR soit polynomiale, est
paramétré par

P ={R=D(NY)"'PD,' + D(N)"'W, W € R\ }, (8.1.44)

ou P est décrit précédemment.
L’ensemble 7 des erreurs de poursuite polynomiales est décrit par

T = {E:YNm+Nb(Q—W), W e Rpxqm}, (8.1.45)

ou Y, () et P ont été calculés respectivement dans (8.1.40) et (8.1.41).

De maniére plus générale, toute erreur de poursuite stable et causale peut se décomposer
sous une forme similaire a (8.1.45).

Théoréme 8.1.5 (Di Loreto et al., 2006¢c) Toute erreur de poursuite £ € WP*9 se dé-
compose de maniére unique
E =V 4+ N°®, (8.1.46)

o U e RP¥I[)|, ® € WP*4, et deg, (V) < deg, (N?), pouri=14anp.

Preuve. D’aprés le Lemme 8.1.2, N? et Em sont diagonalement premiéres entre elles. Il
existe X € RP*P[\], Y € RP*P[)] telles que

N'XD;'+Y =D (8.1.47)
Divisons Y]Yfm par N°.

Il existe @ € RP*[\], U € RP*[\] uniques, avec deg, (V) < deg, (N°),i=1,...,p, qui
vérifient YN, = N°Q + 0. B N

En multipliant (8.1.47) a droite par NV,,, et en remplagant I’expression de Y N,,,, on obtient

NY(XD;'N,, + Q)+ VU = D'N,, = T (8.1.48)

En remplacant cette décomposition de 7T,, dans I'expression de I’erreur de poursuite, on
aboutit & £ = ¥ + N°®, ol

®=XD.'N,,+Q—N'D'R (8.1.49)

est défini sur WP, U € RP*I[)], et deg, (V) < deg, (N°), pour i =1 a p. .

La décomposition (8.1.46) de I'équation de poursuite de modéle présente deux intéréts.
Le premier permet de donner une condition nécessaire et suffisante pour que ’erreur de
poursuite soit polynomiale. En effet, puisque ® est stable et causal, I’erreur est polyno-
miale si et seulement si @ est polynomiale. Le deuxiéme intérét est de mettre en évidence
le polynéme ¥, qui correspond a la solution optimale dans deux cas particuliers, que ’on
décrit ci-dessous dans le cas monovariable par simplicité d’écriture.
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Lemme 8.1.6 Soit £ = ¥ + N°® une équation de poursuite de modéle, avec N°()\) =
)\qﬁb()\), geN,g>1, Nb(O) # 0, et r = deg(¥).

(1) Sig>r,
min || ¥ + N°®| i, = |||, (8.1.50)
dely
(ii) Siq<r,
dely oely

ot UA) = Wy + ...+ Uy M et W(A) =T, + ...+ U\,
Preuve. Soit N?(\) = MN"()\), avec ¢ € N. Si ¢ > 7,

E(\) = T(\) + NN (\)D(N),

et |Ellii. = 1Yo, + ||Nb<I>||looloo. La valeur minimale de ||E||;;.. est atteinte pour
o+ =0,
min || Bl = 19|
dely
Sig<r,
E\) =T(\) + X(T(N) + N (D). (8.1.52)
Avec (8.1.52), on obtient
= ~ b
IE|l, = 19l + [V + N @, (8.1.53)
Alinsi,
min | Bl = W]l +min [ & + N, (8.1.54)
d’otu le résultat. n

Un autre cas particulier ou le polyndme W se révéle important, survient lorsque le systéme
a un seul zéro simple dans le disque unité fermé, hors origine.

Lemme 8.1.7 Soit N’(\) = M (a) + 1), avec |a| > 1. La solution optimale minimisant
la norme [ -induite de E = ¥ + N°®, avec deg(¥) < deg(N?), est ®* = 0.

Preuve. Puisque deg(V) < deg(N®) = ¢+ 1, on peut supposer que W = Wy +...+ ¥\
Avec le Lemme 8.1.6, F = ¥ + )\q(\Tl + Wbcb), ot N = a\ + 1, et la norme minimale est
atteinte pour

min [0+ N, = min [ ¥, + (A + D).

La condition sur le degré de la solution optimale conduit & v = 0, car F' = 1.
La norme /; minimale est donc atteinte pour ® = &; € R. On a

P(Po) = [[Wy + (@A + 1)®oll, = [Uy + Po| + |aPol.

Cette fonction est continue, et définie sur quatre polytopes qui couvrent le plan des
réels. Sur chaque polytope, ¢(Pg) est linéaire et sa dérivée est constante. Cette fonction
atteint donc son extremum sur la frontiére de chacun de ces polytopes, ot au moins
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un des modules s’annule. Les extrema de cette fonction sont donc ¢(—V,) = |a¥,| et
©(0) = |¥,|. Puisque |a] > 1, le minimum global est atteint pour ®* = 0, et l'erreur
optimale est £* = . "

A partir de (8.1.49), le précompensateur optimal R* est, pour ®* = 0,
R* = D(NY)"YXT,, + Q). (8.1.55)

On obtient alors une autre interprétation du résultat énoncé par (Vidyasagar, 1986). Dans
la décomposition (8.1.46), 'erreur E est polynomiale si et seulement si ¢ est polynomial.
De plus, la matrice polynomiale ®*, telle que E* = ¥ + N*®* soit de norme /; minimale,
est de degré inférieur & v. On note

NP = N{+...+ NN
U = Uot...+ T\
E = Ey+...+E,\
P = Do+ ...+ D)\,

ot 7 < 5, 0 = max{v — 5,5 — v}, et ®;, E;, N} et ¥; sont des matrices réelles.
L’équation (8.1.46) s’écrit sous la forme matricielle réelle

E =+ N'O, (8.1.56)
ol
Nb
O S
. Nb |, N?
E, Dy 3 e
- . = . T O AT b b
E=| | o= |, U=y [ otV = NP ... Nt O
E d, S’ Ng N

Cette nouvelle formulation est plus intéressante, car la norme [; de E est égale a la norme
1-induite de la matrice réelle E, définie par

|Elly = max - |Eyl.

En effet,

p p
[ENit = m?XZ 1 Eijlle, = m?XZ ([Eoij| + -+ [Ebijl)
i=1 i=1
p ~ o~
= max Y2 |Eyl = |

i=1

On a donc

min || B[, = min [|E];.
dely PRI+
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A partir de cette constatation, le probléme de poursuite de modéle optimal au sens [; se
résout par le biais d’'un programme linéaire. En effet,

min ||E|l; = min
PeRIF

min max |12,

17=1,...,q
ol Ej est la jom° colonne de E. Avec les résultats de (Boyd & Vandenberghe, 2004), ce

probléme est équivalent a
minimiser ¢,

sous la contrainte ||Ej||1 <t j=1,...,q
Le programme linéaire permettant de résoudre le probléme d’optimisation /; est donc

minimiser ¢,

sous la contrainte ry + ... + rppy1) < ¢, =1 < By < ry, pour i = 1,...,p(v + 1)
et j = 1,...,¢q. On peut également se reporter aux travaux de (de Chela, 1987) ou
(Bhaskara Rao & Diintsch, 1990) sur le calcul d’une inverse généralisée au sens de la
norme l-induite d’une matrice réelle.

Exemple 8.1.8 On considére

. 1-0.9922) B AA—0.8)(A—0.7)
Tn(X) =05 T = (1—0.8\)(1 —0.6))(1 —0.5))

T 1-0.223)
et on cherche a minimiser ||E|,_;.. = || T — TR||i.1., pour R € W. On a N, = 0.5(1 —
0.9922)\), D,y = 1 — 0.223\, N* = A\(A — 0.8)(A — 0.7), N9 = 1, et D = (1 — 0.8)\)(1 —
0.60)(1 — 0.5)).
Les polynomes N°(\) et D,,()\) sont premiers, et il existe X,Y € R[A] tels que N°X +
YD,, =1, avec

(8.1.57)

X =0.0159, Y = 0.0717A* + 0.2141\ + 1. (8.1.58)

Avec (8.1.46), pour tout R € W, l'erreur de poursuite £ = T,, — T'R est écrite sous la
forme E =V + N°® ou ® = XT,,+ Q — D'R,

U = —0.1237A> = 0.3691\ + 0.5, Q = —0.0356. (8.1.59)

Avec le Lemme 8.1.6, le probléme de minimisation devient

min | 4+ N*®|,_. = [T + min [T+ N, (8.1.60)
dely dely
ol - _ .,
U =05, ¥=-0.3691 —0.1237)\, et N = \? — 1.5\ + 0.56. (8.1.61)

La borne 6 sur le degré de ®*, décrite par (33), est égale & 16. Par résolution du programme
linéaire associé, on obtient ®* = 0. L’erreur de poursuite optimale au sens [; est donc

E*(\) = ¥()\) = —0.1237A% — 0.3691\ + 0.5, (8.1.62)

et le précompensateur optimal R*(\) tel que E* = T,, — TR* est obtenu par R* =
D(XT,, + @), soit

(1—0.8)\)(1—0.6\)(1 — 0.5))

*(A) = —0.02
R 0.0276 1 —0.223\

(8.1.63)

o
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8.2 Systémes a temps continu

Pour les systémes continus, la synthése d’une solution optimale au sens de la norme £ .-
induite reste semblable & celle effectuée pour les systémes a temps discret. Etant donnés
Trn(s,e7%) et T(s,e %) deux éléements de A, I'algébre de convolution introduite dans le
Chapitre 3, on cherche & déterminer un précompensateur réalisable, qui minimise le critére

inf |15, — TR 4 (8.2.1)
ReA

Ce probléme est équivalent, au vue de (3.1.18) et (3.1.45), & minimiser, par le choix
de R € A, la norme L., de la sortie y(t), avec §(s) = E(s,e %)i(s), et E(s,e %) =
Trn(s,e7%) — T(s,e %) R(s,e ).

Pour les systémes linéaires, ce probléme a été résolu par (Dahleh & Pearson, 1987b).
Pour ces systémes, malgré le fait que T et T, soient des fractions rationnelles pro-
pres et stables en la variable s, le précompensateur optimal n’est pas, quant a lui,
une fraction rationnelle en la variable s, mais posséde une structure de fraction ra-
tionnelle de quasi-polynomes. Pour palier cet inconvénient, des études ont été faites
sur la réalisation et 1’approximation rationnelle d’'une solution optimale, comme par
exemple (Ohta et al., 1992), (Blanchini & Sznaier, 1994), (Blanchini & Sznaier, 1995),
(Wang et al., 1995), (Stoorvogel, 1995), pour I'analyse de la structure de la solution opti-
male et de son approximation, et (Staffans, 1991), (Shamma, 1996), (Yu & Sideris, 1999),
pour la réalisation par retour d’état du précompensateur optimal. Afin d’éviter cet incon-
vénient, d’autres auteurs se sont intéressés a des problémes d’optimisation mixte, de type
Ho — L1 ou Hoo — L4 (Sznaier & Bu, 1998), (Salapaka & Dahleh, 2000), (Bu & Sznaier,
2000).

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au probléme d’optimisation £; pour les systémes a
retards. Dans un premier temps, le cas particulier de systémes a retard sur I’entrée est
considéré. Puis, en s’appuyant sur la méthodologie développée dans le cadre discret, on
résout le cas général, en donnant une structure générale d’une solution optimale.

8.2.1 Analyse d’un cas particulier: Les systémes & retard sur
I’entrée

Comme pour les systémes a temps discret, on commence cette analyse en considérant
trois cas particuliers de systémes a retard dans une problématique d’optimisation £;. Les
Lemmes 8.2.1 et 8.2.2 sont les pendants des Lemmes 8.1.1 et 8.1.2 pour les systémes a
temps continu.

Lemme 8.2.1 Soient T},(s,e%), T(s,e~%) € A, et supposons que T(s,e~%) n’a qu'un
seul zéro simple dans le demi-plan droit complexe s = o. Alors

inf ||T,, — TR|| 4 = inf || T}, — TRl = |Tin(o,e7%)], (8.2.2)
ReA ReA

et cette borne minimale est atteinte pour

Trn(s,e7%) — T, (0,e7%)

Rs, ™) = T(s,¢ %)

(8.2.3)
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La démonstration de ce résultat est identique a celle du Lemme 8.1.1, et s’appuie sur
I'inégalité entre les normes H,, et A.

On note (A, B,C, D) une réalisation de T),(s,e %), et on pose 1 (s,e %) = Ce? (sl —
A)7IB et ¢(s,e7%) = C(s] — A)71(I — e %)B + D. On notera que ¢(s,e%) est a
réponse impulsionnelle finie.

Lemme 8.2.2 Soient 7}, € .»Zl, et T € .»Zl,

T(s,e %) = e 05— _ 8.2.4
(st —e s (824
oit d(s,e7%) € R[s,e %] est stable. Alors
inf |70 — TRI 4 = Il + (o, ). (8.2.5)
ReA
Le compensateur R(s,e™%) permettant d’atteindre cette borne inférieure est
R(s,e7%) = ¥ls) = ¥lo) d(s,e™%). (8.2.6)

s—o
Preuve. Le critére & minimiser s’écrit sous la forme

E(s,e7%) = T,(s,e7%) = T(s,e %)R(s,e”%)

= (Tm(S,e_65> _ e_esw(s,e_gs)) 4+ e 0s (w(s,e_gs) _ ﬁR(s,e_es)) .

On constate que (s, e %) = T,,(s,e %) — e %¢(s,e7%). Les deux réponses impulsion-
nelles du membre de droite sont a supports disjoints, et

S—0

—0s
d(s, e*eS)R(S’ <)

I — TR 4 = llLi+ ' Pls,o ) (8.2.7)

A
Puisque ¢ est indépendant de R(s,e %), en appliquant le Lemme 8.2.1, on obtient le
résultat souhaité. "

De maniére plus générale, on s’intéresse au cas des systémes de la forme
T(s,e7%) = e T (s), (8.2.8)

ott T(s) est une fraction rationnelle propre et stable en la variable s.
Pour un modéle T}, (s, e%) propre et stable, on cherche & minimiser

inf ||, — e TR| 4. (8.2.9)
ReA

On notera qu’il n’y a pas de perte de généralité a considérer (8.2.8) plutdt qu'un systéme
de la forme T(s,e™%) = e % N(s)D 1(s,e %), ot N € R[s], et D € R[s,e"%]. En effet,
la borne inférieure est la méme, et est atteinte pour le méme précompensateur, a une
opération bicausale et bipropre pres.

Théoréme 8.2.3 Le Critére (8.2.9) est équivalent a

inf || T, — e TR|| 4 = | Tl 4 + inf | T — TR| 4, (8.2.10)
ReA ReA

oit T,,(s,e7%) € A est a support fini et disjoint de celui de Tm(s,e’es) e A. Ces deux
éléments sont uniques.
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Preuve. On décompose, de maniére unique, le transfert T}, (s, e~%)

To(s,670) =T (s, 07%) 4+ 70T, (s, ), (8.2.11)
ol T(s,e7) € G UR[e %] est a support dans [0, 6], et T,,,(s,e~%) € R(s, e ). Alors,
E=T,—-TR=T, +e %, —TR), (8.2.12)

pour tout R(s,e %) € A. Tl est clair que
Bl s = Tl + 1T = TR (5.2.13)

Comme T, (s, e7%) est indépendant de R(s,e%), on obtient le résultat par minimisation
des deux membres de cette égalité. "

La décomposition (8.2.11) s’effectue comme dans le Lemme 8.2.2, en introduisant les ma-
trices (s, e %) et ¥(s, e définies & partir d’une réalisation (A, B, C, D) de T,,(s, e %).
On notera que (8.2.9) se raméne a un probléme d’optimisation £;, avec un transfert 7'(s)
qui est une fraction rationnelle en la variable s.

8.2.2 Cas général: Synthése d’une solution optimale

On a vu le role déterminant des zéros instables du transfert T'(s,e~%). Afin de simplifier
I’exposé, on analyse dans un premier temps le cas ot le systéme n’a qu'un nombre fini de
zéros instables. Puis, cette étude sera étendue au cas ou il admet une infinité de zéros
dans le demi-plan droit complexe ouvert.

Soient T'(s,e™%), T,,(s,e7%) € A. On cherche & minimiser (8.2.1), en supposant que
T(s,e~%) a un nombre fini de zéros instables simples, que I'on note o; = a;+7b;, a;, b; € R,
1=1,...,n

Pour reformuler ce probléme, le lemme suivant, qui est le pendant du Lemme 8.1.3, est
fondamental.

Lemme 8.2.4 Soit Q(s,e %) = T(s,e %)R(s,e7%). Alors R € A si et seulement si
Qe Q, on

O={QecA: Q(o;)=0,i=1,...,n} (8.2.14)
Preuve. Si R € A, alors Q € A. De plus, comme R(0;) = 0, on en déduit Q(o;) = 0,
pour i =1 an, soitQGQ
Rec1pr0quement siQ e Q,alors Q € A, et Q(o;) = 0, pour i = 1 a n. Il existe donc
Qe A Q(o;) £ 0, pour i = 1 an, tel que

e ) =T (s —0:)- Qs.e7®). (8.2.15)
=1

De méme, T'(s,e™%) =[], (s — 0:) - Tv(s,e_‘gs), onT €A T e A et T(ai, e %9i) £ 0,
pour i = 1 a n. Ainsi, Q(s,e %) = T(s,e %)R(s,e™%), et par conséquent R € A. .

On peut remarquer que () € Q, si et seulement si

> ge i+ / Ga(t)e o dt = 0, (8.2.16)
i=0 0
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pour k=1an, Q=g et qt)=>0q0(t—1t:;)+ qu(t), {¢:} €1, qa € L1.

On note Gun(t) = > i0g @d(t —t;), de maniére & avoir ¢(t) = gam(t) + qo(t). Ainsi, tout
élément ¢ € A peut étre considéré comme une paire d’élements (¢um, ¢.). On introduit
les fonctions

or(t) = e *'cos(byt), Ui (t) = e “*'sin(byt), (8.2.17)

pour k =1 a n, ainsi que la forme linéaire

D(q) = ((Gam, @m), (P1, P2)) = Z%Qﬁ(ti) + /0°° qa(t)P2(t) dt, (8.2.18)

pour ¢ € L, et ¢ une fonction bornée, telle que sup,,|¢1(f)] < oco. On notera
que, avec B I'ensemble des fonctions bornées sur Ry, B ® L est 'ensemble dual de A
(Dahleh & Pearson, 1987b). Avec ces notations, il est immédiat que @ € Q si et seulement
si

<(Q(zm7 Qa)a ((pk‘a @k)) =0, <(Qama Q(z)v (%, @Z)k)) =0, (8'2'19)
pour k=1 an.

Sur cette constatation, on définit I’ensemble

T = {(] €A: <(Qama Q(z)v ((pka (pk» =0, <(Q(zm7 Qa)a (¢k7wk)> =0, k=1,... ’n}' (8'2'20)

L’ensemble orthogonal de T est, par le biais de (8.2.19),

T+ = {U ceA*: v= ZO[Z((,DZ,(,DZ) + Zﬁl(wl,@bz), o, R, =1, .. .,TL} . (8221)
i=1

i=1

L’ensemble T permet de redéfinir le probléme initial (8.2.1), car en utilisant le Lemme 8.2.4,
on a
inf ||T,, — TR|| ; = inf ||T,, — Q|| ; = inf ||t,, — ¢|| 4. 8.2.22
inf [T = TRIL = inf 170 = QlLi = if [t~ gl (8:222)

Avec I’expression de T+, on est désormais en mesure de résoudre le probléme d’optimisation
L.

Théoréme 8.2.5 (Dahleh & Pearson, 1987b) Le critére & minimiser est tel que

inf [t — qlla = max ; aRe(Tn(0y)) + ; BiIm(T,,(07)), (8.2.23)
avec o = (a1 an), 0= (ﬁl ﬁn) deux vecteurs de réels, et la contrainte
D aipit) + > Ba(t)| < 1, VE>0. (8.2.24)
i=1 i=1

Preuve. Tout élément de v € T+ s’écrit sous la forme v = (¢, ¢), avec

Ct) = Z (1) + Z Bibi(t). (8.2.25)
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En utilisant le Théoréme 3.2.6, on a

inf ||t — qlla = . 2.
Inf f[tm —glla = max {tn,v) (8.2.26)
llvflax <1
Cependant,
(tm,v) = > aiRe(Tou(0)) + > BIm(T(07)), (8.2.27)
=1 =1

d’ou (8.2.23). La contrainte issue de la norme duale, c’est a dire ||v|| 4+ < 1, est équivalente
A l|C]en < 1, d'ont (8.2.24). .

Remarque 8.2.6 La contrainte décrite par (8.2.24) n’est active que pour t < t.x, avec
tax < OQ.

En effet, afin de simplifier I’écriture, on suppose que les zéros instables de T', o, = a;,
pour ¢ = 1 & n, sont réels.

Soit v(a,t) = > i, ae ! o € R". La contrainte (8.2.24) devant étre vérifiée pour tout
t > 0, elle I'est a fortiori pour tout ¢ € [0,¢], 0 < tq, soit |v(a,t)| < 1, ¥Vt < ¢;. Montrons
alors qu'il existe tpa < 00 tel que |v(a,t)] < 1, VE > tpax-

Soit t; > 0, et |v(a,t)] <1, ¥Vt < t;. On définit la matrice F

1 — e—(aita;)ta

F— (e—> Cij=1...n.
a; + Cl,j

Cette matrice est de rang plein, et est telle que (e=%! v(a,t)) = Fya, ou Fj est la i®™°

ligne de F'. Par I'inégalité de Holder, |Fyar| < [|le™ %", 0,0)]|V] 2ocfo,]s € donc

1Fall oo < max le™ | 2, 0,110l £oc 0,801

Or, a = F~'Fa, soit

_ 1 — e @t
lafls < IFlsva max ——— (8.2.28)

7

Ainsi, V> tyax,

< flaflyw™,

n
Z ae %t
i=1
1—e

3 - t -1 —aiT :
oft w = max; e~ “. En prenant fm.. tel que w'||F~!|, max; =——%—— < 1, on garantit
que |v(a,t)| < 1 pour tout t > typax. O

ajg

Le probléme dual 8.2.5 admet toujours une solution, et la fonctionnelle solution v* =
(¢*,¢*), vérifie ||v*|
Or, (* est une combinaison linéaire de fonctions linéairement indépendantes et qui décrois-
sent a 'infini, ¢y et 1, pour £ = 1 a n. Ainsi, (* atteint son maximum en un nombre
fini de points.

Si la solution optimale ¢, € Q du probléme primal existe, c’est a dire

inf (|t — qlla = ltm — golla, 8.2.29
;QQH qlla=| oll 4 ( )
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alors, d’apres le Théoréme 3.2.6, e = t,,, — q, est aligné avec v*, soit

(tm = o, V) = |[tm — ol allv™]| 4= = [[tm — Qo] a- (8.2.30)

En reprenant (8.2.18), et en utilisant ’'Exemple 3.2.5, on conclut que la solution optimale
€o = tm — o, est telle que

€o =Y €b(t =), (8.2.31)
=0

ou 7; > 0 sont les instants pour lesquels (* est maximale, e; € R, pour e =0 a r.
Par conséquent, le probléme primal se reformule sous la forme

m
nTle e (8.2.32)
i=0
olle = (eo e er), T = (7’0 e Tr), et avec la contrainte Y ;_, e;e” 7" = T,,(0y,), pour

k=1an.

Ce probléme admet toujours une solution, et par conséquent, il existe une solution au
probléme primal. La difficulté majeure dans cette résolution est que les retards 7;, pour
t = 0 a r, peuvent étre rationnellement indépendants entre eux, ce qui conduit & un
précompensateur a retards incommensurables. Pour palier cet inconvénient, on réalise
une approximation de (8.2.23) et (8.2.24), a travers une discrétisation temporelle de la
contrainte. Pour ceci, on définit ’ensemble

I:{tkl tk+1:tk+T, to=0,T >0, k‘:O,,m} (8233)

On remplace le probléme initial (8.2.23) et (8.2.24), par

max > aRe(Ty(03) + > Blm(T(03)), (8.2.34)
R i=1
sous la contrainte

i=1 i=1

Il existe au moins une solution de la forme

e(t) =) eid(t —ti), (8.2.36)

t, €L

telle que Y " e;e 7% = T, (o), car t; = ¢T, et la matrice I de coefficients e*%i7 est

de rang plein par les lignes, donc inversible a gauche. On retrouve donc un probléme
similaire a (8.2.32), a savoir
m
min g les],
e
i=0

sous la contrainte Y " ee %% = T, (0y), pour k = 1 a n, et t; € Z. On peut ainsi
donner, comme pour le cas des systémes a temps discret, des conditions d’optimalité
d’une solution, en décrivant la condition d’alignement de 'optimum.

La discrétisation de la contrainte n’est pas préjudiciable vis a vis de I’'optimum. Notons
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S, la valeur optimale de (8.2.23) et (8.2.24), et < celle de (8.2.34) et (8.2.35). Il existe un
pas de discrétisation 7' > 0 dans (8.2.33) tel que, quelque soit £ > 0,

<
<o<-e 8.2.37
T4e 0=° (8.2.37)

En effet, soit |v(ty)| = | Y i, cue %" | < 1, pour ¢, € Z. Pour tout instant ¢ entre ¢ et
ty +7T,0n a

n n
Z e it — Z ;e %" | < ey max (1 — e"”T).
3
i=1

i=1
Avec le choix de T > 0, le membre de droite de cette inégalité peut étre rendu arbitraire-
ment petit, et on obtient ainsi, pour tout ¢t > 0,

()] =1 e <1+e.
i=1

En outre, comme (t,,,v) =Y. a;T,,(0;) = ¢, on obtient

<tm7 U) <tm7 U> S
S = Mmax ——— = Imax > ,
v£0 ||| v|<i+e 14 ¢ 1+¢

qui est 'inégalité souhaitée, I’autre étant évidente.

Lorsque le systéme de transfert T(s,e %) a une infinité de zéros instables, c’est a dire
par exemple lorsque le numérateur de ce transfert est un quasi-polynéome n’ayant pas de
terme principal ou ayant une partie principale instable, la méthodologie précédente n’est
plus applicable. En reprenant I’Exemple 3.2.5, si désormais la fonctionnelle z(¢) atteint
son maximum en un nombre infini de points, alors la condition d’alignement conduit a

m

du(t) = dg(t) + Y vid(t — 7),

=0

ou les 7; sont les instants (points isolés) pour lesquels z est maximale, g € G, et v; € R. 11
est donc clair que v € £. Si la solution optimale ¢, € Q du probléme primal existe, alors
I’erreur optimale e, = t,, — ¢, est un pseudo-polyndéme, dont le degré est inférieur ou égal
a zéro. On retrouve le probléme de poursuite de modéle a réponse impulsionnelle finie.









Conclusion et perspectives

Dans ce travail de thése, on s’est intéressé a certaines méthodes pour l'analyse et la
commande des systémes a retards. La premiére, I’approche géométrique, a été 'objet
d’une étude approfondie sur les liens logiques entre les différentes notions d’invariance.
La conclusion est que, sur un domaine intégre, I'invariance controlée et 'invariance con-
ditionnelle différent par leurs structures. Les développements de base pour ’analyse de
I'invariance conditionnelle ont été décrits. Dans la deuxiéme méthodologie, ’approche
algébrique, on a poursuivi les travaux de (Brethé, 1997) sur la stabilisation par approche
transfert, et sur la résolution de problémes de commande. Ces outils ont été appliqués dans
le cadre de la commande optimale au sens [1-Lq, et ont permis le développement d’une
méthodologie duale de celle présentée dans (Dahleh & Pearson, 1987a), pour un cas parti-
culier de systémes multivariables carrés et de rang plein. Enfin, la troisieme méthodologie
consiste dans le calcul par intervalles. Il représente un outil efficace d’étude, et permet
un réel progreés pour ’analyse numérique des systéemes a retards.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses et variées. On peut les regrouper en quatre
familles relatives a I'approche géométrique, a ’approche algébrique, au calcul par inter-
valles, et a la commande optimale.

En ce qui concerne I'approche géométrique, un sujet s’inscrivant dans la suite logique du
Chapitre 4 est I'analyse de 'invariance conditionelle. Plusieurs pistes semblent promet-
teuses.

En vue d’effectuer la synthése d’observateurs ou d’estimateurs robustes vis a vis de
signaux exogénes (Basile & Marro, 1992), il est intéressant de caractériser l'existence
d’observateurs dits exacts (Fuhrmann & Helmke, 2001), (Trumpf, 2002). Plus précisé-
ment, on considére un systéme abstrait (A, B,C, D) sur un domaine intégre R, dont
I’état est z, la mesure y, et une sortie a reconstruire est z = Kz, K € M(R). On dit que
le systéme abstrait (F,[G H],J,0) sur R,

§ = FE+Gy+ Hu

n o= J¢ ’
est un observateur asymptotique pour z, si e(t) = z(t) — n(t) tend asymptotiquement
vers zéro pour toute condition initiale de x et de n. On dit qu’il s’agit d’un observateur
exact pour z si pour tout ¢ > 0, e(t) = 0. Une condition nécessaire et suffisante pour
que (8.2.38) soit un observateur exact est qu'il existe une transformation 7" € M(R), telle
que

(8.2.38)

TA—FT = GC
H = TB. (8.2.39)
K = JT

Sous cette condition, la dynamique de d = & — T'x est décrite par

d(t) = Fd(t), (8.2.40)
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et e(t) = Jd(t), pour tout ¢ > 0. Cependant, une analyse plus approfondie se révéle
nécessaire pour étendre ces résultats a des observateurs plus généraux, en travaillant sur
I’anneau des fractions réalisables en 'opérateur retard.

Une deuxiéme piste consiste a établir les liens précis entre I'invariance conditionnelle sur
un domaine intégre R et celle sur le corps des fractions associé. En effet, un sous-module
fermé S, dont une base est S = Ker NV, est (C, A)-invariant si et seulement si

Ker (g) C Ker (NA). (8.2.41)

Cette inclusion est équivalente a I'existence de X' et Y’ sur le corps des fractions telles
que NA = X'N+Y’'C. Avec la notion de plus petit multiple commun et des factorisations
sur R, (8.2.41) est équivalente a Pexistence de X, Y et Z sur R telles que

ZNA=XN+YC. (8.2.42)

Il serait alors intéressant de relier cette condition a la synthése d’observateurs, en prenant
en compte la notion d’état reconstructible (Picard, 1996).
Cette question nous conduit aussi a s’intéresser aux systémes implicites sur anneau, dont
la forme générale est

Ei = Az 4 Bu, (8.2.43)

ou E € M(R) est une matrice singuliére. L’analyse de l'existence d’une solution, du
calcul des sous-modules invariants, ainsi que de la commande de ces systémes sont des
perspectives de recherche, qui pourraient généraliser les résultats géométriques pour les
systémes implicites sur un corps (Lewis & Ozcaldiran, 1989), (Lewis, 1991).

Un autre point intéressant a approfondir est la notion de robustesse dans ’approche
géométrique. On considére le systéme abstrait

(t) = A(p)z(t) + B(p)u(t), (8.2.44)

ol p est un vecteur de paramétres qui appartient & un ensemble P C RP, soumis a des
variations temporelles. Pour cette classe de systémes (Basile & Marro, 1987), on dit qu’un
sous-module V est invariant controlé de maniére robuste par rapport a P si

A(p)V C V+1Im B(p), Vp € P. (8.2.45)

[’ensemble P peut étre fini ou infini. Selon les propriétés de cet ensemble, le calcul du
plus grand sous-module (A, B)-invariant robuste par rapport a P peut étre réalisé par un
algorithme itératif qui converge en un nombre fini d’étapes. Par exemple (Basile & Marro,
1987), pour un ensemble fini P = {py,...,p,}, I'algorithme du calcul du plus grand sous-
module (A, B)-invariant robuste par rapport a P contenu dans le sous-module /C est, pour
1 € NN,

Vip = K
Vivio = Vi
Vii = Va)se)Vij-1), pourj=1,....q,
O Vi, ) (py) (Vii—1) est le plus grand sous-module (A(p;), B(p;))-invariant contenu dans

V;.j—1. Cet algorithme converge dés lors qu'il existe deux indices ¢ et j tels que V; ; = V;_1 5,
et fait appel au calcul plus classique du plus grand sous-module invariant controlé contenu
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dans un sous-module (Assan et al., 1999b). Il serait en outre intéressant de décrire la
famille des sous-modules qui sont des invariants controlés robustes par rapport a P, et
d’étendre ces algorithmes au cas ot P est un ensemble convexe ou compact, qui puisse
décrire une plus grande classe d’incertitudes.

Une autre direction de recherche est celle du placement de coefficients et du placement
de poles pour les systémes sur anneau, qui ne sont pas équivalentes. Outre la notion de
paire cyclique permettant de résoudre ce probléme dans certains cas particuliers (Schmale,
1988), (Schmale, 1995), (Assan, 1999), il serait intéressant d’étendre le concept de pole fixe
aux systémes sur anneau. Un pdle fixe d’un probléme est un pole présent dans le spectre
d’un systéme bouclé quelque soit le compensateur solution du probléme (Malabre et al.,
1997), (Camart, 2000), (Camart et al., 2001). Cette notion permet de déterminer si un
probléme de placement de coefficients a une solution ou non, une certaine marge de
stabilité en considérant la distance de ces poles par rapport a ’axe imaginaire, et d’utiliser
au mieux les degrés de liberté sur les poles libres. La notion de sous-module auto-borné
(Basile & Marro, 1982) a sans doute un role primordial pour la résolution de ce probléme.
La difficulté réside dans le fait qu'un systéme peut avoir un nombre infini de poles fixes.
Il s’agit alors de déterminer des directions ou régions fixes.

Un autre point important est ’aspect algorithmique du calcul des sous-modules invariants.
Les algorithmes itératifs développés a ce jour ne convergent en un nombre fini d’étapes
que sur certains anneaux particuliers (Assan et al., 1999a). Plus généralement, sur un
domaine intégre, ces algorithmes peuvent ne pas converger. Les concepts de rationnalité
introduits dans (Gaubert & Katz, 2002) sont & la base des questions algorithmiques sous-
jacentes.

La derniére piste de recherche dans cette thématique est celle portant sur 'interprétation
des sous-modules invariants en termes de condition initiale, par le biais d’une description
fréquentielle. Pour les systémes linéaires, un sous-espace )V est un sous-espace invariant
controlé si et seulement si pour tout x € V, il existe des fractions rationnelles strictement
propres £(s) et w(s) sur R(s) telles que £(s) € V (pour tout s) et

x = (s —A)(s) — Bw(s). (8.2.46)

Ainsi, le plus grand sous-espace invariant controlé contenu dans un sous-espace K coin-
cide avec I’ensemble des conditions initiales x € K telles que (8.2.46) soit satisfaite. Pour
les systémes a retards, cette interprétation du plus grand sous-module invariant controlé
est moins évidente. L’anneau auquel appartiennent les fractions rationnelles & (s, e™%) et
w(s,e%) reste a définir. Mais cette question pourrait apporter quelques pistes de réflexion
sur l'invariance controlée par une méthode de type algébrique (Ozguler & Eldem, 1985),
(Weiland & Willems, 1989), et sur l’extension de la presque invariance aux systémes sur
anneau (Willems, 1982), (Trentelman, 1985).

Pour les perspectives liées au calcul par intervalles, il s’agit principalement de développer
des outils qui visent & diminuer la complexité des algorithmes et & améliorer les opérations
de contraction. Pour les systémes avec un grand nombre de paramétres (supérieur a 10),
on cherche en effet a optimiser 'efficacité des contracteurs numériques et & minimiser les
opérations de bissection.

De nombreux contracteurs ont été développés, et il n’existe pas de contracteur qui puisse
étre jugé meilleur que les autres de maniére universelle (Jaulin et al., 2001). Pour opti-
miser la contraction, on utilise alors une combinaison des différents contracteurs. Il s’agit
des techniques de Waltz de la propagation d’intervalles de contraintes (Waltz, 1975),
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(Davis, 1987). On contracte les domaines des variables d’un probléme sous contraintes en
utilisant divers contracteurs disponibles successivement. Cette méthodologie pourrait étre
implémentée dans un solveur, afin d’en mesurer son efficacité par rapport a la technique
d’extension naturelle de fonction utilisée dans le solveur Proj2D.

Une deuxiéme perspective consiste a minimiser les opérations de bissection lors de la
génération d’un sous-pavage. Elle consiste & déterminer une stratégie différente et adap-
tative de génération d’un sous-pavage ou de direction des bissections.

Enfin, afin d’enrichir les contracteurs basés sur la méthode de propagation des contraintes,
on pourra également, d’un point de vue applicatif, ajouter des fonctions élémentaires qui
interviennent dans les contraintes primitives, avec notamment la définition de fonctions
entiéres sur C. Ces fonctions primitives permettront alors d’inclure explicitement dans
I’analyse par intervalles certains retards distribués.

Pour I'approche algébrique, les pistes de recherche sont la aussi nombreuses, et sont aussi
bien de nature numérique que théorique.
D’un point de vue numérique, la premiére piste & explorer est celle de la résolution
d’équations matricielles de Bézout sur £, en généralisant les techniques polynomiales util-
isées sur R[s| (Kraffer & Zagalak, 2001), (Kraffer & Zagalak, 2002). Pour les systémes
linéaires sur R(s), et étant données trois matrices polynomiales N(s), D(s), et ®(s), la ré-
solution d’une équation de Bézout sur R][s| consiste & calculer deux matrices polynomiales
X(s) et Y(s) telles que

X(s)N(s) +Y(s)D(s) = P(s). (8.2.47)
On réécrit cette équation polynomiale en une équation matricielle a coefficients réels

(Wang & Davison, 1973), a savoir, on décompose les polynomes réels sous la forme W (s) =
Wo + ...+ Wy,s", pour obtenir

Dy -+ --- Dy §
D D
[Xo X, Y Y, N N: Ll =[® -+ 4. (8.2.48)
i Ny .-+ N, |

La résolution de cette équation devient alors un simple probléme d’inversion de matrice
a coefficients réels en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes. Pour résoudre
numeériquement une équation de la forme (8.2.47) définie sur £, une difficulté apparait.
Elle se trouve dans la définition de I’équation équivalente de la forme (8.2.48), qui est
mieux adaptée pour une résolution numérique.

Une autre problématique de nature numérique est 'implémentation et "approximation
de lois de commande distribuées. Il s’agit d’une part d’analyser ’échantillonnage d’'une
telle loi de commande en vue de son implémentation sur calculateur (Van Assche, 2002),
et d’autre part d’analyser 'approximation mathématique que 1’on peut réaliser sur un
tel systeme de convolution. La solution actuellement retenue propose une approximation
dans le domaine fréquentiel (Zhong, 2003c), (Mirkin, 2004), (Mondié & Michiels, 2003).

D’un point de vue théorique, les perspectives dans les développements algébriques font
partie des thématiques abordées dans cette thése.

Une premiére piste est liée a I'analyse de la robustesse dans le probléeme de poursuite de
modeéle a réponse impulsionnelle finie. Dans cette problématique, le systéme de matrice de
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transfert 7'(s, e=%%) est soumis a des incertitudes. Quelles conditions doivent étre imposées
au précompensateur afin que ’erreur de poursuite reste a réponse impulsionnelle finie pour
tout systéeme décrit par cette incertitude, ou le cas échéant, comment garantir la stabilité
asymptotique de 'erreur de poursuite.

Une autre perspective est celle de ’atténuation optimale de perturbation pour un systéme
a plusieurs retards sur ’entrée. On s’intéresse alors a un systéeme de la forme

K
i(t) = Az(t) + Y _ Bu(t — if)) + Ew(t). (8.2.49)

i=0
En utilisant la relation intégro-différentielle décrite dans (Artstein, 1982), I’étude de
I’atténuation de la perturbation w se raméne a I’étude d’un systéme linéaire. Cependant,
le lien entre ce systéme linéaire et le probléme d’atténuation optimale reste a éclaircir.
Une autre piste de recherche consiste a analyser les relations qui existent entre les dif-
férentes notions de stabilité introduites pour I'étude des systémes a retards, notamment
pour ceux de type neutre. Plusieurs travaux ont initié cette étude. Par exemple, dans
(Loiseau et al., 2002), il est montré qu’un systéme de type neutre qui n’est pas formelle-
ment stable ne peut pas étre stabilisé de maniére exponentielle. Ce résultat a ensuite été
généralisé au cas de la stabilité au sens H,, dans (Partington & Bonnet, 2004). Une étude
des relations entre stabilité exponentielle et BIBO stabilité a été effectuée dans (Curtain,
1988).
Enfin, I’analyse de la stabilité robuste mérite également quelques réflexions, notamment a
la lumiére du cas des systémes régis par des équations aux différences. Le cas de la BIBO
stabilité robuste semble ici particuliérement intéressant, ou par exemple, le principe du
petit gain se généralise (Dahleh, 1992).

La quatriéme et derniére catégorie des perspectives de ce travail est liée & la commande
optimale au sens [; ou L.

La premiére perspective réside dans le développement d’un algorithme pour la synthése
d’une solution optimale dans le cas des systémes a retards a temps continu carrés et de
rang plein. A partir du probléme de poursuite & réponse impulsionnelle finie, on doit
résoudre un probléme d’équations linéaires en nombre infini.

[’approximation de la solution optimale est elle aussi a développer. Cette perspective
s'insére aussi bien comme ’approximation d’'une solution optimale calculée, que comme
un probléme de sous-optimisation, principalement lorsque le systéme est multivariable et
de rang quelconque, ou posséde des zéros sur ’axe imaginaire. Une technique a utiliser
serait alors celle proposée dans (Diaz-Bobillo & Dahleh, 1993), par ajout de dynamique
supplémentaire dans le précompensateur. Plus précisément, on considére le probléme de
poursuite de la forme

Ein Ep Tl T}
= — T2 T2 2.
(20 22)=(7h ) - () mize 1), (82.5)
ou T et T? sont carrés et de rang plein, et ou toutes les matrices sont propres et sta-
bles, la solution optimale au probléme d’optimisation /; n’est pas en général a réponse
impulsionnelle finie. On réalise alors une approximation en définissant un probléme de
sous-optimisation. Afin de réaliser cette sous-optimisation, on peut utiliser la technique

proposée dans (Diaz-Bobillo & Dahleh, 1993). Elle consiste a augmenter la dimension du
précompensateur, afin d’obtenir une équation de poursuite de la forme

By B\ _ (T7 T3\ Ty 0\ (Ru R\ (T¢ T3 (8.2.51)
Eor Ep Iy Ty Ty Un) \Rau Rxn)\0 U,)’ o
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ou U, est a réponse impulsionnelle finie, carrée et de rang plein. Cette technique permet
d’approcher la solution optimale de (8.2.50).

Enfin, la derniére perspective est celle liée & 'optimisation [1-£; pour les systémes incer-
tains & retards. Par exemple, étant donné un systéme de transfert T'(s,e~% p), ou p est
un vecteur de parameétres incertains dans un ensemble P C RR", on cherche & déterminer
un précompensateur R(s, e’es) € A tel que

inf sup ||T,,(s,e%) — T(s,e~%, p)R(s, e*‘gs)HA. (8.2.52)
ReA peP

Cette problématique a été abordée dans (Khammash & Pearson, 1991), (Khammash et al.,
2001) pour les systémes linéaires & temps discret. Il serait intéressant d’analyser dans
quelle mesure cette étude peut se généraliser au cas des systémes a retards.
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Méthodologie pour ’analyse et la commande des systémes a retards

Résumé. Cette thése traite de méthodologie pour 'analyse et la commande de systémes
linéaires & retards. On s’intéresse plus particuliérement & trois techniques complémentaires. La
premiére est 'approche géométrique. Les systémes linéaires & retards peuvent se modéliser par
un quadruplet de matrices & coefficients sur un anneau. L’approche géométrique consiste alors
a étudier un systéme avec les propriétés des modules de cet anneau. Dans cette partie, on
développe une analyse exhaustive des notions d’invariance de modules, en vue d’applications en
commande. Des relations logiques entre différentes formes d’invariance controlée et d’invariance
conditionnelle sont établies. La deuxiéme approche étudiée dans cette thése est algébrique. Pour
celle-ci, 'utilisation de pseudo-polynomes, qui sont des opérateurs faisant appel & un nombre fini
de dérivateurs, de retards ponctuels et distribués, se révele fondamentale. On utilise plus précisé-
ment 'anneau des fractions propres et stables de pseudo-polynémes pour résoudre le probléme
de stabilisation d’un systéme. Ce probléme débouche sur une paramétrisation des compensateurs
stabilisants et des matrices de transfert en boucle fermée. On étudie alors divers problémes de
commande, comme le rejet de perturbation, I’atténuation de perturbation, la poursuite de mod-
éle exacte ou approchée, ou la commande optimale au sens £1. Enfin, la troisiéme et derniére
approche est le calcul numérique. Dans cette partie, on utilise le calcul par intervalles pour ré-
soudre des problémes numériques difficiles, comme la stabilité robuste, la stabilisation, ou encore
le respect d’un gabarit de performances et de robustesse.

Mots-clés. systémes a retards, approche géométrique, systéme sur anneau, invariance con-
trolée, invariance conditionnelle, pseudo-polyndéme, stabilité, stabilisation, rejet de perturbation,
poursuite de modeéle, optimisation £1, calcul par intervalles.

Abstract. This thesis deals with methodologies for the analysis and the control of linear
time-delay systems. The first is the geometric approach. The linear time-delay systems can be
modelled by a quadruple of matrices with entries over a ring. Then the geometric approach
makes it possible to analyze a system with the properties of the modules over a ring. In this
part, we develop a well argued analysis of invariance concepts for application in system control.
Some logical relationships among various classes of controlled and conditioned invariant modules
are established. The second approach is based on algebraic concepts. In this approach, the
use of pseudo-polynomials, which are operators with a finite number of derivatives, pointwise
and distributed delays, is fundamental. More precisely, the ring of proper and stable fractions
of pseudo-polynomials is used in the stabilization problem. The solution gives us a parame-
terization of all stabilizing controllers and closed-loop transfer matrices. Then, various control
problems are addressed, like the disturbance rejection, the disturbance attenuation, the exact or
approximated model matching, or the £ optimal control. Finally, the last approach is about
numerical calculus. In this part, the interval analysis is used to solve hard numerical problems,
like the robust stability, the stabilization, or the verification of a gauge for performances and
robustness.

Key-words: time-delay systems, geometric approach, abstract system over a ring, controlled
invariance, conditioned invariance, pseudo-polynomial, stability, stabilization, disturbance rejec-
tion, model matching, £, optimization, interval analysis.
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