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Introduction

Le besoin de programmes certifiés

Aujourd’hui, c’est une banalité de dire que les logiciels occupent dans nos sociétés mo-
dernes une place prépondérante, y compris dans des roles critiques. La liste de ces missions
de confiance désormais remplies par des programmes s’allonge sans cesse. Il peut s’agir bien
str du controle d’équipements a risques comme des avions ou des centrales nucléaires, mais
aussi d’opérations plus prosaiques comme la gestion de paiements électroniques. En tout
cas, qu’il s’agisse de vies humaines ou d’argent, les enjeux sont énormes.

Malheureusement, c’est également une banalité que de constater la perfectibilité de ces
programmes qui nous entourent. Sans pour autant céder au catastrophisme, force est de
constater que des défaillances de logiciels font régulierement les gros titres. L’exemple le
plus fréquemment mentionné reste I'explosion de la fusée Ariane 5 en 1996. Plus pres de
nous, on peut citer la mise en évidence par S. Humpich de la vulnérabilité du systeme des
cartes bancaires. Tout aussi alarmant, I’éditeur dominant actuellement le marché grand-
public propose des logiciels qui sont affectés par des failles de sécurité a répétition, ce qui
ouvre la porte a toutes sortes de virus, vers ou trojans. Voici enfin un témoignage lu dans
un forum de discussion, répondant a une intervention opposant la faible qualité des logiciels
pour PC a la grande fiabilité de ceux destinés a l'aéronautique :

J apporterai toutefois une petite nuance quant a ton paralléle avec les avions
de ligne. Leur systeme informatique n’est pas aussi solide que tu le dis, 7’en
sais quelque chose, je suis pilote sur A320! En fait on a régulierement un ou
plusieurs calculateurs qui plantent. C’est méme normal, le soft est régqulicrement
modifié pour répondre aux nouvelles exigences réglementaires ou opérationnelles,
de méme que le hardware, sans compter que le tout doit subir l'assaut de dizaines
de transferts €électriques par jour! Heureusement, tous les systémes sont doublés
voire triplés et méme quintuplés dans certains cas ce qui fait que pendant que
l'un redémarre tranquillement et effectue ses autotests, l'autre prend le relais, et
la sécurité n’est jamais mise en jeu ...

La non plus, la situation n’est donc pas parfaite!, la solution empirique de la redondance
n’étant pas a toute épreuve.

Cette situation pratique insatisfaisante contraste de facon saisissante avec le point de vue
des scientifiques. « L’informatique est une science exacte», écrivait en 1969 C. A. R. Hoare

méme si, en pratique, la trés grande majorité des accidents d’avion sont dus & des erreurs humaines...
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[45]. Ce dernier et d’autres comme R. W. Floyd ou E. W. Dijkstra ont ainsi donné un cadre
mathématique a la programmation, précisant dans les années 1970 une notion de preuve
de programme, aussi rigoureuse qu'une preuve de théoreme. Hélas, trop souvent encore
la programmation est abordée comme une méthode expérimentale : répétitions d’essais,
de tests, d’erreurs et de corrections. Il est vrai qu’établir formellement la correction d’un
programme demande actuellement des efforts tres importants, alors qu’il est souvent tres
facile d’effectuer des tests. Mais ces tests peuvent s’avérer cotiteux au final, et il est également
bien rare qu’ils puissent étre exhaustifs...

De toute fagon, que l'on veuille certifier un programme ou simplement le tester, la pre-
miere étape est d’élaborer une spécification, décrivant le comportement attendu de ce pro-
gramme. Le résultat mathématique a prouver dans le cas d'une certification est alors que
le programme satisfait bien sa spécification. Evidemment cette étape de spécification est un
moment clé : si la spécification est incomplete ou incorrecte, rien n’empéchera un programme
certifié correct vis-a-vis de cette spécification de mal se comporter lors de son exécution.

Les travaux de C. A. R. Hoare, R. W. Floyd et E. W. Dijkstra que nous venons d’évoquer
sont originellement destinés a des programmes impératifs. Ainsi la logique de Hoare est-elle
composée d’assertions portant sur les valeurs des variables du programme. Et la spécifica-
tion d’'une portion de code C est de la forme {P}C{Q} : si la pré-condition P est valide avant
I’exécution du code C, alors la post-condition Q sera valide apres ’action de C sur le contenu
des variables. De méme les outils de certification formelle les plus répandus dans 'industrie,
comme la méthode B [1], sont axés sur les preuves de programmes impératifs. Ceci s’explique
sans doute simplement par 'omniprésence du paradigme impératif dans I'industrie, au dé-
triment des langages fonctionnels. La principale exception a ce jour est la création et 1'usage
d’Erlang chez Ericsson. Néanmoins, nous allons maintenant voir que les langages fonctionnels
sont particulierement adaptés a la création de programmes certifiés.

L’isomorphisme de Curry-Howard

Tous les langages fonctionnels possedent comme noyau théorique commun le A-calcul,
que ce soit Lisp, Scheme, les membres de la famille ML comme Ocaml, ou encore Haskell. Or
dans [26], H. Curry remarque dés 1958 que dans le A-calcul simplement typé, tout terme bien
typé a pour type une tautologie en logique propositionnelle intuitionniste?, si I'on assimile
type fonctionnel A—B et implication A=-B.

Outre cet isomorphisme entre types et propositions, H. Curry établit également la cor-
respondance entre termes et démonstrations. En particulier, la preuve constructive d'une
implication A=B est une méthode qui permet de transformer toute démonstration a de la
propriété A en une preuve b de la propriété B. Via I'isomorphisme, cette preuve de A=-B peut
donc étre vue comme une fonction qui a tout objet a de type A associe un objet b de type B.

En 1969, W. A. Howard propose un A-calcul avec types dépendants étendant 1'isomor-
phisme a la logique intuitionniste du premier ordre [46]. Ainsi par exemple, une preuve
constructive dx,P(x) stipulant 'existence d’'un objet vérifiant la propriété P, va donner via
cet isomorphisme un programme fonctionnel construisant effectivement cet objet. Plus pré-

ZPour plus de détails sur les logiques intuitionnistes et constructives, on pourra consulter [10] et [80].



Introduction 3

cisément, ce programme va retourner un couple (x,p) dans lequel x est 'objet recherché,
et p un certificat démontrant que l'on a bien P(x).

Par la suite, cet isomorphisme a été étendu a toutes sortes de systemes logiques intui-
tionnistes a I'expressivité croissante, comme par exemple la théorie des types de Martin-Lof
[58] ou encore le Calcul des Constructions Inductives (CcI) qui est & la base de l'assistant
de preuve Coq [78]. Et Iextraction, c’est-a-dire cette possibilité de dériver un programme
a partir d’une preuve, a été mis en pratique dans de nombreux systemes, comme PX [44],
Nuprl [50], Coq, Minlog [30] ou encore plus récemment Isabelle [13, 14].

On peut ici faire une comparaison avec la méthode de Hoare. Si I’on souhaite construire
un programme certifié prenant en entrée un objet x vérifiant une certaine pré-condition P (x)
et retournant alors en sortie un autre objet y vérifiant une post-condition Q(x,y), il nous suf-
fit alors de prouver dans un formalisme intuitionniste la proposition Vx,P(x) —dy,Q(x,y).
L’isomorphisme de Curry-Howard nous permet alors de dériver automatiquement de notre
preuve un programme fonctionnel correct par construction.

En fait, le programme ainsi obtenu par un usage direct de cet isomorphisme n’est pas
tout a fait celui espéré. Au lieu d’un programme prenant un x et retournant un y, on obtient
plutot un programme a deux arguments x et p et a deux résultats y et q. Et p et q sont
alors deux certificats correspondants respectivement a des preuves de P(x) et Q(x,y). Le
role de I'extraction est alors de générer le programme naturel, i.e. sans certificats logiques,
et de justifier cette suppression des certificats. Nous allons tout d’abord voir comment cela
est fait en Coq, puis nous évoquerons ensuite le cas des autres assistants de preuve.

L’extraction en Coq

Cette these a donc été consacrée a I'étude de I'extraction en Coq. En fait, elle aurait pu
s'intituler « Quinze ans d’extraction en Coq», puisqu’elle intervient quinze ans apres une
premiére these sur ce méme sujet par C. Paulin [66, 67, 69]. Nous allons donc commencer
par rappeler ce qui avait été fait a ’époque et préciser ensuite en quoi cela laissait la place
a de nouveaux travaux dans ce domaine.

Il faut tout d’abord signaler que Coq est bati directement sur I'isomorphisme de Curry-
Howard : en particulier les preuves sont représentées en interne directement par des A-termes.
On est alors tenté de dire qu'une preuve Coq est précisément un programme fonctionnel, et
que l'extraction n’a qu'une recopie a faire. Mais cette approche, bien que correcte, est trop
naive. En effet, si I’on reprend ’exemple d’une proposition existentielle 9x,P(x), une preuve
intuitionniste de cette proposition contient bien la méthode de construction du témoin x,
mais également des justifications logiques assurant que x convient bien, c’est-a-dire vérifie
P(x). Du point de vue programmation, le squelette constructif va nous donner le programme
voulu, alors que les justifications logiques sont en regle générale non désirables dans le
programme. Le role de I'extraction est alors de dériver a partir d’'un terme t de type T
un programme p ne renfermant plus que le contenu calculatoire de t. Et usuellement, la
correction de ce programme p est garantie par une relation de réalisabilité r reliant p et le
type T d’origine. Cette notion de réalisabilité a été introduite initialement par S. C. Kleene
en 1945 dans [49]. La fonction d’extraction, que nous noterons &, sera alors correcte si I'on
peut établir qu'une relation de typage t:T implique la relation de réalisabilité £(t) r T
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apres extraction.

Dans sa these, C. Paulin définit une notion de réalisabilité adaptée au Calcul des Cons-
tructions®, et une extraction associée. Une premiere version de cette réalisabilité est basée sur
un critere sémantique de « formules pré-réalisées ». Puis dans un deuxieme temps, C. Paulin
propose de remplacer ce critere sémantique par un critere syntaxique, a savoir I’annotation
par 'utilisateur du caractere calculatoire ou au contraire logique des objets manipulés. Pour
cela, au lieu d’utiliser un seul type Prop de toutes les propositions, on double ce type d’un
type Set des propositions informatives?®, les propositions restant dans Prop étant considérées
purement logiques.

Cette extraction théorique proposée et prouvée correcte par C. Paulin produit des pro-
grammes appartenant a une restriction du Calcul des Constructions, a savoir F,,. Ces tra-
vaux ont été implantés dans D'assistant Coq par la suite, d’abord par C. Paulin pour la
partie extraction vers F,,, puis par B. Werner pour la partie allant de F,, & ML® (voir [69]).
Ultérieurement J.-C. Filliatre a maintenu et amélioré cette implantation.

Les apports de la présente these

Ces travaux initiaux sur 'extraction Coq souffrent d’un certain nombre de limitations,
certaines présentes des la création, d’autres apparues au cours des évolutions du systeme Coq.
Notre travail a essentiellement consisté a résoudre ces limitations, ce qui a conduit comme
nous allons le voir a une refonte quasiment complete de ce mécanisme d’extraction. En
méme temps, nous nous sommes efforcés de maintenir le plus possible une compatibilité avec
I’extraction précédente. Et cette nouvelle implantation de I'extraction a été progressivement
intégrée dans les versions 7.0 et suivantes de Coq.

Prise en compte des univers

Une premiere limitation concerne les questions d’univers ou sortes. Nous avons déja
évoqué la division de Prop, l'univers des propositions, en deux univers, I'un Set pour les
propositions calculatoires, 'autre, Prop, pour les propositions logiques. Mais ces deux univers
Prop et Set font partie eux-mémes d’un univers de niveau supérieur, Type. Or Coq traite ces
univers comme tout terme du systeme. On peut ainsi former une quantification universelle
sur Type, qui portera en particulier sur Set et Prop. L’extraction de C. Paulin n’était pas
en mesure de travailler avec de tels termes incluant des raisonnements sur les univers. Tout
terme faisant intervenir I'univers supérieur Type était tout simplement considéré comme non-
extractible. Et il ne s’agissait pas la d’une restriction artificielle, mais bien d’une limitation
intrinseque de cette méthode d’extraction. Une étude aussi bien théorique que pratique de
I’extraction au niveau Type restait donc a faire, ce qui s’est révélé étre non-trivial. Cette
limitation devenait d’autant plus génante que 1'usage de I'univers Type tend a se répandre
dans les développements Coq. Par exemple, cet univers permet d’écrire des types de données

3Des Constructions pas encore Inductives & ce moment-1a...

4Dans la these de C. Paulin, Set était nommée Spec

®Les différents langages « parlés» par l'extraction ont été Caml (Lourd puis Light), LazyML et maintenant
Ocaml, Haskell et Scheme.
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compatibles a la fois avec Set et avec Prop. D’autre part, Type est aussi fréquemment utilisé
en association avec I’élimination forte dans des développements basés sur la réflexion (ou
approche a deux niveaux, voir par exemple [16]). Ces développements étaient donc a I'origine
hors du champ d’application de I'extraction Coq.

Résolution des problemes de typage

Un second probleme apparait dans l'étape de traduction de F, vers un des langages
fonctionnels concrets a la ML. Cette étape, présente dans I'implantation, n’est pas abordée
par la these de C. Paulin. Or le systeme de types de F, est beaucoup plus riche que celui de
ML. L’extraction peut tout a fait produire un terme extrait non typable en ML. En pratique,
un tel conflit de typage se produit rarement, mais arrive tout de méme. Et 1'utilisation de
plus en plus fréquente de la sorte Type tend a multiplier ces situations. De plus, cette faible
fréquence des conflits de typage peut également s’expliquer par une forme d’auto-censure
de la part des utilisateurs, peu enclins a utiliser Type s’ils savent a ’avance que cela rendra
leur développement non-extractible. Nous avons mis au point une méthode consistant a
identifier les emplacements de ces conflits de typage, puis a les résoudre en utilisant des
fonctions bas-niveau influencant le typage. De la sorte, le code extrait est toujours utilisable
avec le compilateur standard du langage cible. Pour l'instant cette méthode n’a été implantée
que pour le langage Ocaml.

Correction de I’évaluation stricte

Le principal probleme de I'ancienne extraction est sont manque de sécurité concernant
I'exécution de termes extraits en suivant une stratégie stricte, comme en Ocaml. En fait,
I’exécution de certains termes extraits en Coq version 5.x et 6.x peut terminer anormalement
sur plusieurs erreurs fatales, ou bien au contraire boucler sans jamais terminer. Pour bien
comprendre le probleme, revenons tout d’abord a l’extraction d’origine vers F,. Dans sa
these, C. Paulin a établi que son extraction produit des termes bien-typés dans F,. Ce
systeme étant fortement normalisant, la réduction de ces termes extraits est donc assurée
de se dérouler correctement, quelle que soit la stratégie employée, stricte ou paresseuse.

Mais ajoutons maintenant un axiome A dans Coq. Lorsqu’on extrait une preuve utilisant
cet axiome, si 'on ne veut pas obtenir un programme extrait incomplet, il faut fournir ma-
nuellement un programme p correspondant a cet axiome A, c’est-a-dire le réalisant : p r A.
Lorsque ce programme p est typable dans F,, le résultat précédent de correction tient encore,
et toute réduction se déroulera sans probleme. Malheureusement, trois axiomes particuliere-
ment naturels et importants pour I'expressivité du systeme n’ont pas de réalisations typables
dans F,,. Tout programme extrait utilisant les réalisations de ces axiomes peut alors théori-
quement voir son exécution échouer, et cela se produit effectivement dans certains cas, au
moins lorsque la stratégie d’évaluation est stricte. Voici ces trois axiomes :

1 r=y P(x) WF(R) Yz, (Vy, R(y,z) — P(y)) — P(y)
A P(y) Va, P(x)




6 Programmation fonctionnelle certifiée

e Le premier axiome est I’élimination de ’absurde, qui permet de traiter les cas absurdes
des preuves et programmes. Cet axiome correspond naturellement a une fonction levant
une exception. Mais une telle réalisation conduit parfois a des évaluations terminant
anormalement sur une exception non rattrapée.

e Le deuxieme axiome est 1’élimination de I’égalité. Avec la version la plus générale de
cet axiome, une égalité entre types permet de modifier le typage apparent d’un terme.
Cela ne pose pas de problemes en Coq, par contre apres extraction on peut avoir toutes
sortes d’échecs d’exécution liés a des erreurs de typage, par exemple (0 0).

e Le troisieme axiome permet de prouver une propriété P par récurrence sur un prédicat
R bien fondé. Cet axiome se réalise aisément par un opérateur de point-fixe a la Y.
Mais en utilisant cette réalisation, I’ancienne extraction peut alors générer des termes
dont I’évaluation stricte va boucler.

En fait, trouver des réalisations typables dans F,, pour ces trois axiomes aurait conduit
a considérer comme calculatoires ’absurde, 1’égalité, et la bonne-fondation, soit a terme
presque toutes les parties logiques. A défaut de cela, ces trois catégories de problemes, dont
deux sont déja évoquées dans [69] ont été ignorées ou minimisées de fagon empirique®. Apres
tout, si I'on souhaitait garantir la correction des termes extraits vers Ocaml, on pouvait
toujours travailler dans une version bridée du systeme, sans ces trois axiomes, qui faisaient
pourtant partie de la bibliotheque chargée initialement par le systeme.

Pour résoudre ces problemes d’exécution, nous avons donc di remanier la fonction £
d’extraction en profondeur, et en particulier I’élimination des A-abstractions logiques, afin
de garantir une évaluation correcte quelle que soit la stratégie employée.

Support des évolutions du systeme

Depuis les premiers travaux sur ’extraction, I’évolution de Coq a accentué les limitations
de cette ancienne extraction. Nous avons déja mentionné par exemple le recours de plus en
plus fréquent a la sorte Type. D’autre part, les trois axiomes qui mettent en péril la correction
de I'exécution des termes extraits sont néanmoins essentiels pour 'expressivité du systeme.
En particulier, lorsqu’il a été possible de modifier le systeme logique sous-jacent a Coq afin
de le renforcer et de pouvoir prouver ces axiomes, cela a été fait. Et I'extraction s’est alors
retrouvée confrontée aux situations incorrectes méme sans le moindre ajout d’axiomes. Il
devenait donc crucial de corriger ces problemes, ce qui a été fait.

Parmi les autres évolutions de Coq ayant un impact sur 'extraction, on peut citer bien
str le passage du Calcul des Constructions au Calcul des Constructions Inductives, c’est-a-
dire I’ajout de types inductifs primitifs, ou encore beaucoup plus récemment I’adoption d’un
systeme de modules et foncteurs. Parmi ces évolutions, certaines sont bénignes pour 1'ex-
traction. Par exemple, I'ajout de types enregistrements n’a fondamentalement rien changé,
puisqu’ils ne sont visibles que par l'utilisateur et sont traduits en interne vers des types
inductifs. De méme, extraire des types co-inductifs ne demande aucun travail particulier
si le langage cible est paresseux comme Haskell, et I’ancienne extraction gérait déja ce cas.

6La fonction False_rec, levant ’exception associé a ’élimination de ’absurde, était ainsi toujours dépliée
pour éviter la levée d’une exception des sa définition.
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Certains enrichissements nécessitent par contre des modifications plus substantielles de I'im-
plantation, mais sans remise en cause de la théorie de I'extraction. C’est le cas par exemple
de la gestion par B. Werner de l'extraction des types inductifs ou bien encore de notre
adaptation de I'extraction au nouveau systeme de modules.

Modules et interfaces

Arrétons-nous un instant sur cette extension aux nouveaux modules Coq de I'extraction
vers Ocaml, et sur la génération d’'une interface pour tout code extrait vers ce langage. Ces
deux points peuvent sembler mineurs au regard des correctifs précédents de failles mettant
en jeu l'exécution du code extrait. Mais il est essentiel a nos yeux que du code extrait
puisse s’intégrer aisément dans un développement plus large. La génération des interfaces
n’est en fait qu'une retombée positive de la correction des problemes de typages évoqués
précédemment, mais elle permet de prédire le type d’une fonction extraite uniquement a
partir du type Coq de 'objet initial.

Bilan

Au final, notre nouvelle extraction se distingue donc par les trois points suivants :
1. Elle s’efforce de gérer n’importe quel terme Coq.

2. Elle assure que l'exécution des termes extraits va étre correcte, aussi bien avec une
stratégie paresseuse que stricte.

3. Elle garantit le bon typage du code extrait et fournit une interface a ce code (en Ocaml
seulement pour I'instant).

On est donc passé en quinze ans d’une extraction encore expérimentale a un outil mature
de développement de code certifié. En particulier cet outil est maintenant capable de traiter
des exemples significatifs et réalistes, comme par exemple la bibliotheque d’ensembles finis
utilisée en pratique par les développeurs Ocaml, basée sur des modules et des foncteurs (voir
chapitre 7).

Comparaison avec d’autres systemes d’extraction

Nous allons maintenant comparer 'extraction Coq avec les outils similaires présents
dans d’autres systemes. Cette comparaison va étre centrée sur les deux points essentiels
de lextraction Coq, a savoir la suppression des parties logiques dans les preuves, puis la
traduction vers un véritable langage de programmation fonctionnelle. Pour plus de détails,
nous renvoyons au chapitre 6 de [66], qui reste largement d’actualité.

Suppression des parties logiques dans les preuves

Revenons tout d’abord sur la distinction entre partie logique et partie calculatoire d’un
terme Coq. Dans le cas de I'exemple typique d'un terme de type Vx,P(x) —dy,Q(x,y), nous
avons vu que l'isomorphisme de Curry-Howard nous donne une fonction a deux arguments x
et p et a deux résultats y et q. Si l'on veut obtenir au final une fonction produisant y a partir
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de x seulement, il convient de s’assurer que les certificats logiques p et q n’interviennent pas
dans cette construction de y. Si c’est bien le cas, p et q sont alors de simples décorations
ou code mort du point de vue du calcul de y. Et normalement, la suppression de ce code
mort amene des gains tres importants concernant la taille du programme final et sa vitesse
d’exécution.

Beaucoup de travail a été accompli dans le domaine de la détection automatique de code
mort. A I'origine, S. Berardi a étudié cette élimination du code mort dans le contexte du
A-calcul simplement typé [12], avant que L. Boerio n’étende ces techniques au second ordre
[15]. Puis F. Prost a généralisé ces travaux aux Pure Type Systems [72].

Nous avons cependant choisi de rester compatible avec I'ancienne extraction de Coq, en
reposant toujours sur l’annotation des parties logiques par I'utilisateur. En pratique ceci n’est
pas si contraignant, étant donné qu’il suffit d’annoter seulement chaque définition d’objet.
Il faut donc simplement déterminer a l'avance, et une fois pour toute, le role de chaque
objet. Au passage, ces annotations par les univers Prop, Set ou Type remplissent également
un autre role que d’aider I'extraction (voir la question de I'imprédicativité dans le chapitre
suivant).

Rappelons que Prop est essentiellement une copie de Set, mais avec une signification
logique, alors que tout objet placé dans les univers Set et Type sera réputé informatif.
Nous verrons par la suite que le systeme de type de Coq assure que les calculs sur des objets
informatifs ne dépendent pas des résultats de calculs dans des parties logiques. Ceci empéche
d’utiliser par mégarde une construction logique auxiliaire a un emplacement calculatoire, et
justifie donc la suppression lors de I'extraction des objets ayant Prop comme univers.

En fait, cette méthode et I'analyse automatique de code mort sont relativement ortho-
gonales : bien que 'extraction ne sache pas éliminer du code mort placé dans un univers
informatif, elle peut a l'inverse simplifier des sous-termes qui ne satisfont pas les criteres
de code mort (voir en particulier ’élimination des inductifs singletons logiques en partie
2.3.2). 1l ne serait d’ailleurs pas absurde de combiner les deux techniques, en soumettant
par exemple le code extrait a une analyse de code mort. L’extraction, procédé syntaxique,
permettrait alors de supprimer a peu de frais de larges pans logiques tout en laissant une
analyse de code mort plus complexe et cotteuse travailler sur les termes ainsi dégrossis.

Si l'on étudie maintenant le systéme PX [44], on constate que I’élimination des parties
logiques repose dans ce systeme sur un concept syntaxique de formules sans contenu calcula-
toire (dites de rang 0). On retrouve en particulier parmi ces formules a éliminer les formules
de Harrop’, mais également des annotations manuelles ©A, qui sont les formules A dont on a
caché le contenu calculatoire.

En Nuprl [50], on trouve tout d’abord un certain nombre de formules prédéfinies comme
étant de contenu nul. Il s’agit de 1'égalité et de 'inégalité, ’absurde et la relation a€A qui
exprime que a est une preuve de A. A coté de cela, dans un type sous-ensemble {x:A|B(x) 7},
le role de B est assez similaire a celui d'un objet Coq dans Prop : on ne peut s’en servir
que pour établir une formule de contenu nul ou bien une autre propriété a droite d’un type
sous-ensemble.

"1l s’agit d’une classe bien connue de formules sans contenu calculatoire, regroupant les formules sans
disjonction ou quantification existentielle en position positive.
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Du c6té de Minlog, on retrouve dans [30] la distinction entre formules de Harrop et
autres formules réputées informatives. En outre, H. Schwichtenberg nous a confié lors d'une
communication privée son intérét pour l'utilisation de deux sortes de quantificateurs V et
Ve, le second portant sur une variable sans contenu calculatoire. Signalons également au
passage les nombreux travaux autour de Minlog dans le but d’extraire des programmes y
compris a partir de preuves classiques.

Enfin, en Isabelle, S. Berghofer effectue également une analyse automatique de contenu
calculatoire des termes a extraire, qui revient a éliminer les formules de Harrop. Par contre
le statut des variables de prédicats n’est pas décidé tant que ces variables ne sont pas
instanciées. Pour un théoreme d’origine a n variables de prédicats, il peut étre nécessaire
de générer au pire 2" variantes extraites pour gérer toutes les situations lors de 1'utilisation
ultérieure de ce théoreme (voir p.64 de [14]). D'un autre coté, dans le cas de Isabelle/HOL,
I’extraction repose sur une annotation manuelle pour ce qui est du contenu calculatoire ou
non des prédicats inductifs (voir p.84 de [14]). Il faut noter qu’lsabelle est basée sur une
logique classique. En fait, a la différence de Minlog, I'extraction se contente d’identifier les
parties constructives des termes, sans chercher a travailler sur les parties classiques.

Traduction vers un vrai langage fonctionnel

Depuis le début, les versions successives de I'extraction en Coq ont toutes eu pour objectif
de produire du code source pour des langages fonctionnels répandus, et non juste des A-
termes bruts. Actuellement, notre implantation accepte trois langages cibles : Ocaml [53],
Haskell [31] et Scheme [48]. Parmi ces trois langages, l'extraction vers Ocaml est la plus
complete et mature, alors qu’a I'inverse celle vers Scheme est encore expérimentale. Il y a
trois raisons principales pour I'utilisation de tels langages cibles externes :

e Tout d’abord, le code certifié produit ainsi peut plus facilement s’intégrer dans des
développements plus larges. Ceci est rendu possible par la production d’interfaces
lisibles®. Ainsi, on peut par exemple obtenir un programme autonome en ajoutant
a du code extrait une partie de gestion des entrées-sorties écrite a la main (voir les
exemples du chapitre 5). De méme, il est possible de développer une bibliotheque
certifiée extraite, qui peut par la suite étre réutilisée dans de multiples projets. Par
exemple, le chapitre 7 présente la formalisation d'une bibliotheque d’ensembles finis.
De la sorte, une large communauté de programmeurs peut bénéficier de I'extraction,
y compris les non-utilisateurs de Coq.

e Ensuite, I'utilisation de tels langages externes permet des gains de vitesse substantiels.
Comme il a été dit précédemment, une preuve Coq peut étre vue directement comme un
programme. Et son exécution directement dans Coq est possible via la Gd.(-réduction
(cf. par exemple la commande Eval Compute). Mais lors de cette exécution, Coq se
comporte essentiellement comme un interpréteur. Et il est bien connu que ceci est bien
moins efficace que 1'utilisation d’'un compilateur. Une idée naturelle est alors d’utiliser
des compilateurs déja existants et reconnus, comme ceux pour Ocaml ou Haskell. 11
est a noter cependant que la réduction interne dans Coq est en voie d’amélioration :

8En pratique, nous essayons méme de produire du code source aussi lisible que possible.
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B. Grégoire a travaillé a la réalisation d’un compilateur pour les termes Coq [39, 40].
Mais ce compilateur ne peut pas ignorer autant de parties logiques que 'extraction,
car il doit étre en mesure de travailler avec des termes non-clos et de réduire sous les
lambdas. Et ceci, mélé a I’élimination de certaines parties logiques, peut mener a la
non-terminaison (voir partie 2.3.2).

e Enfin, une raison pragmatique de ce choix en faveur de langages cibles externes est
I'impossibilité d’écrire dans Coq certains termes extraits. On a vu qu’a l'origine, les
travaux de C. Paulin sur l'extraction en Coq passaient par une étape intermédiaire
d’extraction interne. On trouve également cette idée d’extraction interne chez P. Se-
veri & N. Szasz [76]. Mais le systeme théorique actuellement utilisé par Coq differe
sensiblement de ceux utilisés dans ces études. Et les mémes enrichissements que nous
avons vus remettre en cause la correction de 'ancienne extraction, empéchent éga-
lement de réaliser dorénavant une extraction interne complete. En particulier, Coq
accepte maintenant la définition d’un point-fixe informatif basé sur une mesure de
décroissance logique. C’est le cas par exemple de la relation d’accessibilité Acc et de
ses points-fixes associés Acc_rec et Acc_iter que nous étudierons par la suite. Une
extraction interne de ces termes conduirait alors a un point-fixe sans mesure de dé-
croissance, et donc potentiellement a des termes non-fortement normalisants (voir un
exemple dans la partie 2.3.2). Or de tels objets a réduction infinie sont proscrits en
Cogq.

A contrario, il est évident que l'utilisation d’'un langage cible interne rend beaucoup
plus simple la justification de la correction de I'extraction. En effet, a partir d'une preuve
(pas forcément formelle) de correction par réalisabilité d’'une extraction interne, on peut
assez facilement implanter une procédure qui construit explicitement, en plus d’un terme
extrait, la preuve que ce terme extrait particulier réalise bien sa spécification. De tels outils
de génération automatique de preuves particulieres de correction ont ainsi été implantés
en Minlog et Isabelle. Le cas d’une extraction externe n’exclut évidemment pas d’obtenir
une preuve formelle de correction. Mais il faut alors ajouter une étape supplémentaire au
processus, a savoir une formalisation de la sémantique de notre langage cible, afin de pouvoir
exprimer l'adéquation entre le terme extrait, cette sémantique et la spécification initiale.
Faute de temps, cette preuve de correction n’a été faite au cours de nos travaux que sur le
papier, et fait 'objet du chapitre 2.

Il faut noter que ces deux systemes ne sont pas confrontés aux problemes venant de la
richesse de la logique de Coq. En particulier, les fonctions extraites en Minlog sont typables
dans le systeme T de Godel, et on ne peut obtenir par extraction les récurrences non structu-
relles (mais bien-fondées) qui rendent impossible, entre autres raisons, une extraction interne
en Coq. A chacun de faire la part des avantages et inconvénients entre d'un c6té une logique
riche et une extraction complexe mais expressive, et de I’autre une logique plus minimale et
une extraction simple.

En outre, S. Berghofer mentionne également dans [14] la possibilité de générer du vé-
ritable code ML a partir de ses termes extraits internes. Cette étape, méme si elle semble
triviale compte tenu de la proximité entre ses termes internes et la syntaxe ML, doit néan-
moins étre faite avec la plus grande prudence. On peut en effet faire un parallele avec la
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génération de termes internes F, dans l'ancienne extraction Coq, et leur traduction ulté-
rieure vers ML en une étape informelle. Or nous venons de voir que cela pouvait aboutir
a des termes extraits dont ’évaluation stricte échoue, malgré un résultat de correction au
niveau F,,.

Quant a Nuprl, 'extraction y produit également un A-terme interne, que 'on peut réduire
en utilisant une machine a réduction interne a Nuprl. Mais il ne semble pas actuellement que
la preuve de correction d'un A-terme extrait puisse étre obtenue automatiquement.

Plan

Ce travail débute par une introduction progressive a ’assistant de preuve Coq. La pre-
miere partie du chapitre 1 présente via des exemples les principales caractéristiques de ce
systeme, et en particulier celles qui vont avoir une influence sur I'extraction. La deuxieme
partie de ce chapitre expose plus formellement CcI, le systeme théorique sous-jacent.

Apres ce bref tour d’horizon de Coq et du CcI, nous abordons une premiere moitié
du manuscrit dédiée a la présentation de notre nouvelle extraction. Le chapitre 2 présente
tout d’abord notre refonte de la fonction d’extraction £ sur les termes, ainsi que deux
preuves complémentaires de correction. La premiere preuve est une preuve syntaxique de bon
déroulement de la réduction d'un terme extrait, la seconde preuve est une preuve sémantique
de correction des termes extraits vis-a-vis de leurs spécifications.

Le chapitre 3 est ensuite dédié au typage des termes extraits. Nous commencons par
identifier les problemes liés au (non-)typage des termes extraits dans un systeme de type a
la ML, puis nous proposons une solution de contournement de ces difficultés.

Enfin, le chapitre 4 complete la description de notre nouvelle extraction en présentant les
derniers aspects de notre travail : extraction des modules, des types co-inductifs, des types
enregistrements, et enfin optimisation du code extrait. Enfin nous présentons succinctement
I'implantation réalisée, du point de vue développeur puis utilisateur.

Le chapitre 5 entame la seconde moitié du manuscrit, consacrée a des études de cas.
Dans ce chapitre, nous commencons par un tour d’horizon des contributions utilisateurs du
point de vue de l'extraction, ces contributions utilisateurs formant une bibliotheque déja
conséquente d’exemples de développements Coq. Puis nous détaillons le cas de deux de ces
contributions, qui mettent en défaut ’ancienne extraction : la premiere sur les exceptions
par continuations, due a J.-F. Monin, et la seconde sur le lemme de Higman, par H. Herbelin.

Le chapitre 6 fait le point sur un projet ambitieux consistant a développer une bi-
bliotheque d’arithmétique réelle exacte par extraction d'un développement d’analyse réelle
constructive. Le développement en question est le projet C-CoRN de 'université de Nimegue.
Nous verrons que l'on est encore loin du but, mais qu’en méme temps d’énormes progres
ont déja été accomplis. D’autre part, nous présentons une petite expérimentation alternative
autour des réels constructifs faite en collaboration avec H. Schwichtenberg.

Enfin, le chapitre 7 présente la certification de la bibliotheque Ocaml d’ensembles finis
que nous avons effectuée en collaboration avec J.-C. Filliatre. Ce développement est I'un des
premiers a combiner modules, foncteurs et extraction.
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Conventions syntaxiques

Tout au long de ce document, les fragments de code source donnés en exemple seront
mis en évidence ainsi :

Definition zero := 0.

Le contenu de ces fragments pourra étre en Coq, Ocaml ou Haskell selon le cas. Les exemples
courts seront mentionnés avec seulement un changement de police, comme par exemple
(plus 0 0).

On rencontrera également quelques exemples d’interactions de 1'utilisateur avec Coq :

Coq < Eval compute in 1+1.
=2
: nat

Nous reprenons ici les usages de 'ancienne interface texte coqtop : les lignes précédées
de l'invite «Coq <» correspondent aux saisies de l'utilisateur, les autres lignes étant la
réponse de Coq. De méme, les exemples d’utilisation de la boucle interactive de Ocaml
seront présentés comme suit, avec le caractere «#» comme invite :

# 1+1;;
- wnt = 2

Les exemples Coq sont destinés a étre utilisés avec Coq version 8.0 ou ultérieure [78]. Il
est a noter que cette version inaugure une nouvelle syntaxe, beaucoup plus agréable. Au dela
de I'usage de cette nouvelle syntaxe, nous avons également amélioré la lisibilité des exemples
en tirant parti de certaines fonctionnalités récentes du systeme :

e Certains mots-clés ASCII d’origine ont été remplacés par leurs équivalents Unicode? :

forall |exists |-> | <> |<>| " | /\|\/ | <=
\ = — | = |[F || AN |V

e Nous avons utilisé la syntaxe la plus lisible pour les expressions arithmétiques, par
exemple 0+1 au lieu de (plus 0 (S 0)), comme le permet le mécanisme de Scope.

e Quand le type d’une quantification peut étre déduit du contexte, Coq autorise main-
tenant son omission. Nous utilisons parfois cette possibilité.

9Ceci peut réellement se faire en Coq, via la commande Notation et I'utilisation d’une interface compa-
tible avec 1'Unicode, comme par exemple CoqIDE [78].
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Chapitre 1

Une présentation de Coq

Ce chapitre a un double objectif :

e Tout d’abord le lecteur découvrant ’assistant de preuve Coq trouvera ici une descrip-
tion rapide de ce systeme, et plus particulierement du systeme logique sous-jacent,
a savoir le Calcul des Constructions Inductives (CcI en abrégé). Idéalement, il n’est
besoin ici que de connaissances de base en théorie des types et en A-calcul. Bien str,
ce chapitre n’a pas pour vocation de remplacer la documentation accompagnant le
systeme. Le lecteur pourra donc consulter en complément :

— le Tutoriel [47] pour une introduction plus graduelle,

— le Manuel de Référence [78], et en particulier son chapitre 4 sur le CcI, pour une
description formelle exhaustive de Coq.

e En méme temps, cette présentation de Coq est bien str axée sur 'extraction. Méme
si cette extraction ne sera abordée qu’au chapitre suivant, nous allons détailler ici
toutes les caractéristiques et particularités du systeme logique CCI qui vont avoir des
répercussions au niveau de 'extraction.

1.1 Une introduction par I’exemple

1.1.1 Coq comme systeme logique

L’objectif premier de Coq est d’étre un assistant de preuve, et donc de permettre de
formaliser le raisonnement mathématique. Prenons un énoncé trivialement vrai : A — A, ou
A est une proposition quelconque. En voici une preuve en déduction naturelle (cf. [71]) :

— 1 (A7)
AFA
Ao a D

Cette preuve peut étre directement transcrite dans le systeme Coq. On se donne tout
d’abord une variable propositionnelle.

Parameter A : Prop.
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Nous reviendrons plus tard sur ce Prop, mais ici on peut le voir simplement comme I’ensemble
des propositions logiques.

Lemma easy : A — A.
Proof.

intro.

assumption.

Qed.

Cette portion de script Coq commence par le nom et ’énoncé de notre lemme. Puis entre
les mots-clés Proof et Qed se trouve la preuve de cet énoncé, constituée de directives ou
tactiques. Ces tactiques refletent ici la structure de la preuve en déduction naturelle. La
tactique intro correspond a l'utilisation de la régle d’introduction de la fleche (—I). Quant
a la tactique assumption, elle correspond a la régle axiome (Ax).

Le script présenté ici est complet, mais le systeme Coq, par sa nature interactive, permet
de batir cette preuve par étapes. Ainsi, si 'on s’arréte apres la commande intro, le systeme
affiche ’état courant du ou des buts a prouver :

1 subgoal
H: A
A

I1 s’agit alors de trouver une preuve de A sous I'hypothese A (cette hypothese étant nommée
H). De nombreuses interfaces existent pour faciliter cette interaction avec le systeme Coq,
comme par exemple Proof-General [4], Pcoq [3], ou plus récemment CoqlDE [78]. L’extraction
travaillant sur des preuves terminées, nous ne développerons pas cette notion d’interaction.

I1 faut également noter que Coq met a la disposition de I'utilisateur une grande variété de
tactiques. Ici par exemple, pour un énoncé aussi simple, la tactique de recherche automatique
auto aurait suffit a batir directement la preuve. La encore, nous ne détaillerons pas ces
tactiques. En effet, 'extraction ne se préoccupe pas du cheminement suivi pour obtenir la
preuve, mais de la forme finale de la preuve. En I'occurrence, auto batit ici la méme preuve
en interne que intro suivi de assumption.

Des preuves sous forme de \-termes

Quelle est donc cette représentation interne des preuves ? Il s’agit de A-termes, en appli-
cation de lisomorphisme de Curry-Howard. Le systeme logique sous-jacent a Coq, le Cc1
est en effet un A-calcul avec un systeme de types puissant. Et toujours en application de
I'isomorphisme de Curry-Howard [46, 7, 38|, les énoncés exprimables en Coq sont des types
du Ccr. Enfin, vérifier si t est bien une preuve valide de ’énoncé T consiste a vérifier que le
type T est bien un type légal du A-terme t.

Demandons a Coq quelle est la représentation interne du lemme easy :

Coq < Print easy.

)
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]

easy = fun H : A = H
A — A

La syntaxe fun x:X = t est la notation Coq pour la A-abstraction typée Ax:X.t. Cette
abstraction est ici l'effet de la tactique intro. Quant a assumption, son effet est I'utilisation
d’une variable du contexte, ici H. De fagon plus générale, toute tactique contribue a construire
petit a petit le A-terme de la preuve. Et au final, il est clair que fun H:A = H est bien de
type A—A.

Ces preuves sous forme de A-termes sont habituellement maniées uniquement par le
systeme. Mais rien n’empeéche 1'utilisateur de fournir tout ou partie de sa preuve sous cette
forme, par exemple via la tactique exact.

Lemma easy : A — A.
Proof.

exact (fun a = a).
Qed.

On remarquera ici que Coq est en mesure d’inférer le type de a, qui est nécessairement
A. Tl est alors facultatif d’écrire ce type. Nous utiliserons fréquemment cette possibilité par
la suite.

Enfin si le A-terme complet est connu a ’avance, on peut le donner directement sous
forme d’une Definition, ce qui donne ici :

Definition easy : A — A := fun a = a.

Alternativement, on peut également utiliser un style de définition ou les arguments sont
nommés des la déclaration du type, rendant inutile I’écriture des A-abstractions de téte :

Definition easy (a:A) : A := a.

Ce style est certes plus concis, mais pas forcément plus lisible. Nous ’éviterons donc, sauf
dans le cas des fonctions récursives ot il est indispensable (cf. plus bas).

L’ordre supérieur

Jusqu’ici, le seul type de base A rencontré avait été fixé comme parametre, et ’énoncé du
lemme easy portait sur ce A particulier. Mais on peut également considérer en Coq des énon-
cés (c’est-a-dire des types) portant sur des ensembles de types. Par exemple VA:Prop, A—A
est un énoncé (i.e. un type Coq) qui se lit : « pour toute proposition A (c’est-a-dire objet A
appartenant au type Prop), A implique A». Une telle quantification universelle typée Vx:X, T
est également nommée produit en Coq. Cette quantification n’étant pas restreinte, le CcI
est donc une logique d’ordre supérieur. On parle également de types dépendants, puisque le
plus souvent le corps T du produit dépend de la variable x de la téete du produit.

Quelle va étre la preuve de 1'énoncé VA:Prop, A—A? L’introduction du «pour tout»
consiste a se donner un objet quelconque dans le domaine, puis a mener le reste de la preuve
avec cet objet. Au niveau du A-calcul, ceci se traduit par une A-abstraction : en réponse a
un énoncé VA:Prop, ..., la preuve va donc débuter par fun A:Prop =-.... La suite de la
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preuve est alors la méme que celle de notre lemme easy, ce qui donne finalement le A-terme
complet fun A:Prop = fun a:A = a, ou plus simplement fun (A:Prop)(a:4) = a.

Il est a remarquer que les A\-abstractions servent a la fois a batir les preuves de produits
et de types fleches. Ceci n’est pas un hasard, on peut en effet voir un type fleche A—B comme
un produit non-dépendant Vx:A, B pour lequel x n’apparait pas dans B. En fait, en Coq, la
syntaxe A—B est directement du sucre syntaxique pour V_:A, B.

1.1.2 Coq comme langage de programmation

On peut également aborder Coq depuis l'autre versant de l’isomorphisme de Curry-
Howard, et regarder le CCI non pas comme un systeme logique, mais plus comme un A-calcul,
c’est-a-dire un langage de programmation. Par exemple avec cette vision, notre lemme easy
est la fonction identité sur le type A.

Des types de données inductifs

Pour que cette vision de Coq comme langage de programmation soit fructueuse, il nous
faut pouvoir définir les types de données que 1'on rencontre habituellement dans les autres
langages de programmation. La définition de ces types de données peut se faire en Coq de
fagon aisée via l'usage des types inductifs. Tous les types inductifs que nous allons présenter
dans ce chapitre font partie de la bibliotheque standard de Coq.

Le type des booléens s’obtient par la déclaration :

Inductive bool : Set := true : bool | false : bool.

Cette déclaration crée un nouveau type, nommeé bool, ainsi que deux constructeurs true et
false de type bool. L’annotation Set permet de désigner quel va étre le type du type bool.
Nous reviendrons par la suite sur ce point ; en attendant Set peut étre vu comme l’ensemble
des types de données. De méme, on définit ainsi les entiers de Peano :

Inductive nat : Set := 0 : nat | S : nat — nat.

Le constructeur 0 code le zéro, et S code la fonction successeur. Un dernier exemple usuel
est celui des listes paramétriques :

Inductive list (A:Set) : Set :=
| nil : list A
| cons : A — list A — list A.

Ici, la syntaxe (A:Set) exprime le fait que list dépend d'un parametre A. Et lors de
I'utilisation de cette structure de données, le parametre sera fourni en argument, une liste
d’entiers étant par exemple 1list nat.

Il faut noter que le systeme refuse certains inductifs dont la définition est pourtant
syntaxiquement valide. Ces restrictions, qui ont pour but d’assurer la cohérence du systeme
du point de vue logique, sont constituées essentiellement d’une condition de positivité. Le
lecteur intéressé par plus de détails pourra consulter le chapitre 4 de [78] ou bien encore [68].
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Le filtrage sur les termes inductifs

Pour tirer partie au mieux de ces types inductifs, le CcCI est équipé d'un opérateur primitif
permettant le filtrage, dont la syntaxe est match ... with ... . Ceci permet par exemple
de définir le prédécesseur d’un entier.

Definition pred : nat — nat :=
fun n =
match n with
| 0 =0
| Sm = m
end.

Le filtrage primitif de Coq est un filtrage simple, de premier niveau :
o A chaque branche correspond un constructeur et un seul.

e Dans la branche correspondant au constructeur C, le motif reconnu est forcément
I’application de C a des variables.

Outre ce filtrage primitif, on a désormais en Coq la possibilité de définir des filtrages plus
complexes, comme dans ce double prédécesseur :

Definition predpred : nat — nat :=
fun n =
match n with
| S (S m) = m
| _ =0

end.

Nous ne détaillerons pas ces filtrages complexes, qui sont en fait traduits au niveau in-
terne de Coq vers une succession de filtrages primitifs. Notre double prédécesseur est ainsi
I'imbrication de deux prédécesseurs simples.

Enfin, signalons pour étre complet que la syntaxe match ... with accepte des anno-
tations supplémentaires via les mot-clés as, in et return. Ces annotations sont presque
toujours facultatives. Mais dans certaines situations Coq ne sait pas inférer de lui-méme un
type de sortie de filtrage, ou bien le fait mal. Ces annotations additionnelles permettent
alors de fournir explicitement ce type de sortie. Nous rencontrerons ce cas ultérieurement,
par exemple dans le terme Acc_inv (voir section 1.1.4).

La récursion structurelle

La derniere construction primitive du CcI est la possibilité de définir un terme par
récurrence structurelle sur un objet inductif. Dans sa version la plus simple, cette récursion
structurelle correspond a la syntaxe Fixpoint. Définissons par exemple I'addition de deux
entiers unaires :

Fixpoint plus (n m:nat) {struct n} : nat :=
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]

match n with

| 0 = m

| Sn’” = S (plus n’ m)
end.

Le type complet nat—nat—nat de plus est ici scindé entre deux arguments nommés n et
m d'un coté du « :» et un résultat nat de l'autre. Ceci permet de préciser via le struct
sur quel argument inductif va porter la récursion. On parle alors d’argument inductif «de
garde » ou « de décroissance ». Un autre choix possible de présentation aurait été de n’écarter
que le premier argument, qui est alors implicitement ’argument « de garde», et de laisser
comme type du résultat nat—nat :

Fixpoint plus (n:nat) : nat — nat := fun m =
match n with

| 0 = m

| Sn’ = S (plus n’ m)
end.

Une définition récursive n’est acceptée que si tout appel récursif interne se fait sur un
argument récursif qui est structurellement plus petit que 'argument récursif initial. Ici par
exemple n’ est bien un sous-terme de n. On trouvera une définition plus précise de ce
«structurellement plus petit » dans [78]. La préoccupation est, la encore, celle de la cohérence
logique. Sans ces conditions sur les appels récursifs, il serait en effet aisé de batir des termes
de n’importe quel type A :

Fixpoint loop (n:nat) : A := loop n.

Definition impossible : A := loop O.

Le systeme logique serait alors incohérent.

En fait, la syntaxe Fixpoint n’est pas la plus générale, car il s’agit d'une déclaration
nommant immédiatement une fonction, et non un terme anonyme. En particulier on ne peut
pas imbriquer un Fixpoint dans un autre. Un tel point-fixe anonyme peut se définir en Coq
par la syntaxe fix. Voici une définition alternative de plus a l'aide de cette syntaxe :

Definition plus :=
fix plusrec (n m:nat) {struct n} : nat :=
match n with
| 0 = m
| Sn’ = S (plusrec n’ m)
end.

Au niveau interne de Coq, ces deux définitions de plus sont identiques. En fait, Fixpoint
n’est que du sucre syntaxique pour une Definition suivi d'un fix, comme peut le montrer
un Print plus. Un exemple typique d’usage d'un fix anonyme est la fusion de deux listes
triées, qu’on trouvera par exemple p.195 dans une des implantations d’ensembles finis.
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La réduction sur les termes

Le principal intérét d’un langage de programmation est de pouvoir exécuter les pro-
grammes. Ceci est possible avec Coq. En effet le systeme logique CCI est équipé de regles
de réductions :

(beta) Ccr étant a la base un A-calcul, on retrouve évidemment la (-réduction

(delta) Comme ce systeme autorise I’ajout de nouvelles constantes (via Definition, Lemma,
etc), une regle de réduction nommée § permet de remplacer un nom de constante par
le corps de la constante.

(zeta) Coq comporte maintenant des «let in» primitifs, c’est-a-dire des abréviations locales
let x:=t in u. Une regle du systeme nommée ¢ permet de déplier ces abréviations,
en remplacant x par t partout dans u.

(tota) Le systéme comporte également deux regles dédiées aux inductifs, toutes les deux
nommeées ¢. La premiere regle permet de réduire un filtrage, si le terme filtré commence
par un constructeur. Par exemple, match S n with 0 = 0 | S m = m end peut
se réduire en n. L’autre regle liée aux inductifs est celle qui permet de réduire une
fonction récursive, des que son argument récursif est présent et qu’il commence par un
constructeur.

Ces réductions peuvent étre utilisées a tout moment en Coq, par exemple via la commande
Eval compute' :

Coq < Eval compute in pred (plus 2 2).
=3
: nat

Ces calculs en Coq possedent des propriétés tres fortes par rapport a des exécutions dans
des langages de programmation plus usuels :

(i) Tout d’abord, la réduction Coq est une réduction forte, c’est-a-dire possible a tout
endroit, méme sous un lambda ou dans le corps d’une fonction récursive. Par exemple :

Coq < Eval compute in fun n = plus 1 n.
= funn : nat => Sn
: nat—nat

Par comparaison, la plupart des langages usuels gelent le corps des fonctions, pour ne
les réduire que lorsque tous les arguments attendus sont présents.

(ii) Ensuite, toute réduction Coq est finie. Cette propriété est nommée normalisation forte.
Pour un terme de départ donné, toute suite de réductions aboutit donc en un nombre
fini d’étapes a une forme normale, c¢’est-a-dire un terme non réductible. Ceci résulte
des multiples contraintes exigées avant qu’'un terme soit accepté comme valide dans le
Cci, ainsi que des contraintes sur les (-réductions. A I'opposé, dans I'immense majorité
des langages, il est tres simple d’écrire un programme ne terminant pas.

La syntaxe 2 est par défaut traduite en S (S 0), et ainsi de suite pour les autres nombres. Le nouveau
mécanisme de Scope [78] permet de changer cette traduction selon les besoins (Z, R, ...).
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(iii) D’autre part Coq vérifie également la propriété de confluence : si 'on considere deux
réduits d'un méme terme, il existe deux dérivations de ces deux termes vers un réduit
commun. Ceci, associé avec (ii), permet de montrer que pour chaque terme initial il
existe en fait une et une seule forme normale. On est donc str d’y aboutir en temps
fini, peu importe l'ordre dans lequel on mene les calculs. Cette propriété n’est par
exemple pas vérifiée par les langages ayant des effets de bord, pour lesquels 'ordre
d’évaluation peut influer sur le résultat.

La contrepartie de ces propriétés méta-théoriques fortes est un certain manque d’expressi-
vité de CcI vu comme langage de programmation. Impossible en effet d’y parler directement
de fonctions partielles, c¢’est-a-dire non définies partout. Impossible également de définir di-
rectement une fonction récursive quelconque, non structurelle. En fait nous allons voir plus
tard comment contourner ces deux limitations, via l'utilisation de pré-conditions pour le
premier point et d’opérateurs de récursion bien-fondée dans le deuxieme.

1.1.3 Les sortes de Cci

Nous allons maintenant aborder les arcanes de Coq au coeur du mécanisme d’extraction,
a savoir les univers ou sortes de Coq. Il faut savoir qu’il n’y a pas en Coq de distinction
syntaxique entre les termes de base (comme 0) et les types (comme nat). Dans les deux cas,
il s’agit de termes du CcI. Or tout terme du CcCI possede un type, qui est de nouveau un
terme du Ccr. On peut donc se demander quel est le type du type, ou encore le type du
type du type. Demandons au systeme :

Coq < Check O.
0
: nat

Coq < Check nat.
nat
: Set

Coq < Check Set.
Set

: Type
Coq < Check Type.
Type

: Type

On voit apparaitre Set et Type, qui avec Prop sont les trois objets spéciaux de Coq nommés
sortes. Et ces sortes vont avoir un lien étroit avec les types de types du systeme :

e Tout d’abord, il est clair que Set et Type sont des types de types (de O et nat respec-
tivement). Quant a Prop, il suffit de définir un inductif dans Prop, ce qui se fait d'une
fagon similaire a la définition (déja vue) d’inductifs dans Set :
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Inductive True : Prop := I : True.

On obtient alors que Prop est le type du type du constructeur I.

e D’autre part, une propriété du systeme CcI affirme que tout type de type peut se
réduire vers Set, Prop ou Type.

Enfin, pour étre complet, notons que le type de Prop est Type.

La sorte Type

Examinons tout d’abord la sorte Type. Il s’agit d'un objet étrange qui semble étre son
propre type. Si 'on prend une vision ensembliste des types, cela correspond a un ensemble
d’ensembles se contenant lui-méme, ce qui mene au paradoxe de Russel. Méme si cette
vision ensembliste est imparfaite, il est néanmoins vrai que Type:Type permet de prouver
I'incohérence du systeme [20]. Un remede est alors de prendre une hiérarchie infinie de sortes.
En Coq, les sortes Type sont implicitement indicées par un entier, et pour tout indice ¢ on a :
Type; : Type; ;. Du point de vue I'extraction, nous n’aurons pas besoin de distinguer parmi
cette infinité de sortes, et nous resterons donc au niveau de 'approximation Type: Type.

La classification des sortes

On peut alors se demander la raison de la présence de trois sortes quand une seule,
Type, aurait pu suffire. Deux criteres indépendants permettent en fait de distinguer ces trois
sortes :

e le caractere prédicatif ou bien imprédicatif
e le caractere logique ou bien calculatoire (nous dirons également informatif).

Nous allons maintenant détailler ces deux criteres successivement. Mais avant cela, voici
comment se placent les sortes de Coq vis-a-vis de ces deux criteres. Jusqu’a la version 7.4
de Coq, la situation pouvait se résumer par le schéma suivant :

H imprédicatif \ prédicatif ‘

calculatoire Set Type
logique Prop

A compter de la version 8.0, la sorte Set est maintenant par défaut prédicative, ce qui nous
donne le nouveau schéma suivant :

| imprédicatif | prédicatif |

calculatoire Set,Type
logique Prop

L’imprédicativité

Méme si le caractere (im)prédicatif n’influe par sur 'extraction, nous allons quand méme
tenter d’illustrer cette notion. Pour une sorte imprédicative comme Prop, on autorise la
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création d'un élément de Prop via une quantification universelle sur tous les éléments de
Prop (et donc en particulier sur ce nouvel élément en instance de création). Par exemple,
on a déja rencontré le type de l'identité sur Prop :

Definition typeld : Prop := VA:Prop,A — A.

Par contre, il n’est pas possible de définir le méme terme avec la sorte prédicative Type a
la place de Prop. Cela marche apparemment, mais il s’agit d’'une apparence seulement, car
que les indices implicites des deux occurrences de Type seront en fait différentes :

Definition typeld’ : Type;4; := VA:Type;, A — A.

Le probleme est encore plus flagrant avec Set et Coq 8.0. La définition suivante :

Definition typeId’’ : Set := VA:Set,A — A.

engendre une erreur expliquant que typeId’’ est de type Type et non Set.

Comme mentionné précédemment, la version 8.0 de Coq a vu la sorte Set devenir prédi-
cative par défaut. En fait, une option de la ligne de commande de Coq 8.0 permet de revenir
a la situation précédente. Dans tout ce qui va suivre, nous allons nous placer dans la situa-
tion par défaut de Coq 8.0, a savoir avec Set prédicatif, sauf mention explicite du contraire
(voir par exemple 'étude du lemme de Higman en section 5.4). De toute fagon, 1’étude théo-
rique de 'extraction qui va suivre est indépendante de cette question d’imprédicativité. Nous
continuerons donc par abus de parler de CcI pour I'un ou 'autre systeme logique obtenu
avec ou sans 'imprédicativité de Set, méme si le nom officiel du systeme sans imprédicativité
est désormais PCIC (pour «Predicative Calculus of Inductive Constructions» ).

Sortes logiques et sortes calculatoires

Maintenant 'autre distinction entre les sortes concerne leur caractere logique ou bien
calculatoire. Il s’agit au départ d’une simple convention d’usage entre Prop et Set :

e Set est destiné a contenir tous les objets ayant un contenu calculatoire, en particulier
les exemples vu précédemment de types de données usuels pour le programmeur.

e Prop, a l'inverse, a pour role de contenir tout ce qui a trait a la logique pure, comme
par exemple les justifications diverses, pré- et post-conditions, autrement dit tout ce
qui peut étre ignoré pendant des calculs.

L’utilisateur choisit donc lors de la définition d’un objet de le placer dans Prop ou dans une
autre sorte. Et ce choix va étre repris par 'extraction, qui va ignorer les parties logiques
placées dans Prop.

Au niveau de la dualité logique/calculatoire, Type joue un role ambigu. En effet, Ccri
contient un principe de cumulativité, qui permet d’affirmer en particulier que si t:Set, alors
on a également t:Type, et de méme si t:Prop, alors on a également t:Type. Considérons
I'identité sur Type :

Definition id : VX:Type,X — X := fun (X:Type) (x:X) = x.
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La cumulativité fait que les termes suivants sont bien typées : (id Set nat) ou (id nat 0)
ou encore (id Prop True) ou enfin (id True I). Par la cumulativité, certains termes de
sorte Type sont donc en fait logiques car a l'origine dans Prop, et d’autres sont calculatoires.
Dans l'incertitude, on doit alors considérer que les objets dans Type peuvent avoir un contenu
calculatoire. Ceci fait qu’au niveau de l'extraction, Set et Type ne vont pas étre distingués.

Les inductifs logiques

Concernant les opérations logiques, nous n’avons présenté jusqu’a maintenant que 'im-
plication et la quantification universelle. Voyons maintenant comment définir les autres opé-
rateurs logiques usuels via des inductifs dans Prop. On a déja rencontré True, avec son
constructeur unique I. Au niveau logique 1’énoncé True admet donc une preuve immédiate,
qui est simplement I. A I'opposé, False est un type inductif sans constructeur, et n’est donc
pas prouvable dans un contexte vide (le contraire aurait pour conséquence 'incohérence du
systéme).

Inductive False : Prop := .

La négation —A est alors définie comme A—False.
Les connecteurs logiques or et and sont définis comme suit :

Inductive or (A B:Prop) : Prop :=
| or_introl : A — or A B
| or_intror : B — or A B.

Inductive and (A B:Prop) : Prop := conj : A — B — and A B.

On rencontrera ces deux inductifs avec les syntaxes Coq A et V.
Voici maintenant la quantification existentielle :

Inductive ex (A:Type) (P:A—Prop) : Prop :=
ex_intro : Vx:A,P x — ex A P.

La syntaxe Coq pour cette existentielle est Ix:A, P (ou bien Jx, P si A est inférable).
Enfin I’égalité correspond a un inductif ayant un seul constructeur mimant la réflexivité :

Inductive eq (A:Type) (x:A) : A — Prop := refl_equal : eq A x x.

L’égalité sera notée =, et la différence (c’est-a-dire la négation de ’égalité) sera noté # .
Grace au filtrage sur ces inductifs, on peut prouver les propriétés usuelles (intuitionnistes)
de tous ces opérateurs logiques. Voici un exemple :

Definition projl : VA B:Prop, AAB — A :=
fun (A B:Prop)(ab:AAB) = match ab with (conj a b) = a end.
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Les regles d’élimination des inductifs

En fait, la dichotomie entre Prop utilisé comme sorte logique et Set utilisé comme sorte
calculatoire est plus qu’une affaire de convention d’utilisation. En effet les regles autorisant
ou non I"élimination d’un terme inductif (c’est-a-dire un filtrage sur ce terme) different selon
la sorte de ce terme inductif. S’il s’agit de Prop, alors cette élimination ne peut servir qu’a
construire un terme dans Prop. Par contre, on autorise les éliminations d’inductifs sur Set
et Type a batir des termes de toutes les sortes®. L’idée est qu'un inductif logique, donc sans
contenu calculatoire, ne doit pas influencer un calcul dans Set ou Type. Et le systeme de
type du CcrI garantit cette propriété. Examinons I’exemple suivant :

Definition or_carac : VA B:Prop, AVB — nat :=
fun A B ab =
match ab with
| or_introl _ = 0
| or_intror _ = 1
end.

Si cet exemple était légal, pour savoir si une application de or_carac se réduit en 0 ou 1, il
faudrait calculer le contenu de la preuve logique de AVB, ce qu’on veut précisément éviter.
La réponse du systeme a cette tentative de définition est :

Error: Incorrect elimination of ab in the inductive type or.
The elimination predicate fun _:AVB = mnat has type AVB — Set.
It should be one of : Prop.

Elimination of an inductive object of sort : Prop
15 not allowed on a predicate in sort : Set
because non-informative objects may mot construct informative ones.

Il existe néanmoins deux exceptions permettant I’élimination d’un inductif sur Prop afin
de fabriquer un terme informatif. Dans ces deux cas, la forme de l'inductif fait que son
filtrage n’apporte aucune information calculatoire.

e Le premier cas est celui d'un inductif logique vide, c’est-a-dire sans constructeur,
comme False. Cette élimination de False va correspondre au principe de «ex-falso
quodlibet» : si 'on a un terme de type False, c’est que 'on est sous un contexte
contradictoire, et on autorise alors la construction d’un terme de n’importe quel type.

Definition False_rect: VA:Type, False — A :=
fun (A:Type) (f:False) = match f with end.

e La seconde exception concerne les inductifs singletons logiques. Ce sont les inductifs
logiques a un constructeur, et dont le constructeur n’a pas d’arguments informatifs. On
peut donner comme exemple and, et surtout eq. Disposer d'un terme dans un tel type

2Lorsque Set est imprédicatif, il existe cependant une restriction sur I’élimination de certains inductifs
dans Set : ils doivent étre petits pour étre autorisés a batir un terme de sorte Type (cf. section 4.7 de [78])
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inductif n’apporte aucun contenu calculatoire, étant donné que I'on sait forcément
quel est le constructeur de ce terme, et que les arguments de ce constructeur sont
de nouveau sans contenu calculatoire. Voici par exemple le principe de récurrence
informatif associé a eq, qui en fait décrit comment passer de (P y) a (P x) sil’on sait
que x=y :

Definition eq_rect: VA:Type, Vx:A, VP:A—Type,P x — Vy:A,x=y — P y
:= fun (A:Type) (x:A) (P:A—Type) (f:P x) (y:A) (e:x=y) =
match e with refl_equal = f end.

Ce principe et son pendant logique eq_ind sont a la base de la tactique rewrite de
remplacement de termes par des termes égaux. Il est a noter que ces principes de
récurrence . .._rect et ..._ind sont engendrés automatiquement par Coq lors de la
définition de I'inductif correspondant.

1.1.4 Des termes mixtes Prop/Set

Jusqu’a maintenant, nous avons vu comment utiliser le CCI comme langage de program-
mation, et comment calculer avec des termes écrits avec ce CcCI. Quel besoin y a-t-il alors
d’un mécanisme d’extraction automatique de programmes a partir de termes du CciI, sa-
chant qu’un terme est déja un programme ? Il est en effet vrai que l'extraction de termes
purement calculatoires est uniquement un probleéme de traduction® d'un langage d’origine
(Ccr) vers des langages cibles (Ocaml ou Haskell). Les choses se corsent quand on consi-
dere des termes mixtes, avec des parties logiques et calculatoires entrelacées. L'usage de ce
style de termes, autorisé par le Ccl, se fait sentir dans de nombreuses situations. On peut
ainsi enrichir un terme calculatoire avec des pré- et post-conditions, ou encore utiliser une
récursion bien fondée en justifiant la décroissance d’une mesure a chaque appel récursif.

Les pré-conditions

Outre le besoin naturel d’exprimer une spécification de fonctions sous la forme pré- et
post-conditions, les pré-conditions logiques vont également apporter une solution au pro-
bleme de la définition de fonctions partielles. Considérons, par exemple, une fonction de
division entiere div:nat—mnat—nat, qui n’est pas définie quand son deuxieme argument
vaut zéro. Il y a alors (au moins) trois fagons de procéder :

(i) On peut définir (div n 0) malgré tout, a l'aide d’une valeur arbitraire, par exemple
0. Le probleme est alors qu’'une division entiere peut retourner 0 soit comme résultat
légitime, soit comme marque d’une situation anormale. On ne peut donc plus prouver
un lemme du genre :

Lemma div_gives_zero : Vn m:nat, (div n m)=0 — n<m.

3Nous verrons en fait que cette traduction n’est pas si simple que cela, étant donné que le systeme de
types du CclI est beaucoup plus puissant que celui des langages fonctionnels cibles.
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(ii) La deuxieme solution est de simuler un mécanisme d’exceptions. Cela peut se faire en
étendant le domaine d’arrivée nat en un nat |, comme en théorie des domaines. Plutot
que de modifier ainsi tous les types utilisés, il existe une méthode générique, a savoir
I'utilisation d'un inductif option :

Inductive option (A:Set) : Set :=
| Some : A — option A
| None : option A.

Ainsi, div va retourner None si son deuxieme argument est 0, et (Some r) sinon, r
étant alors le vrai résultat du calcul. L'inconvénient de cette méthode est la lourdeur
de cet encodage : a chaque utilisation d'une division, il faudra effectuer un filtrage
pour soit accéder au véritable résultat, soit de nouveau retourner None.

(iii) La derniere possibilité est d’exprimer le fait que le deuxieme argument doit étre non nul
par une pré-condition logique. Le type de div devient alors nat—Vn:nat,n#0—nat.
On notera que le type du deuxieme argument n’est plus donné via un type fleche,
c’est-a-dire un produit anonyme, mais par un produit nommé (par n), afin de pouvoir
y référer dans I'assertion logique. C’est la méthode qui se rapproche le plus de la notion
de définition partielle. En effet la fonction div n’est pas définie en dehors du domaine
de validité de 'assertion logique. La contrepartie est que 1'on doit maintenant fournir
une preuve logique de non-nullité comme troisieme argument a chaque appel a div.

Coq < Lemma two_non_zero : 2#0. auto. Qed.
two_non_zero ts defined

Coq < Eval Compute in (div 3 2 two_non_zero).
=1
: nat

Les post-conditions

Outre les pré-conditions, il est également possible d’exprimer des post-conditions lo-
giques, ce qui en combinant les deux permet de donner la spécification d’une fonction dans
un style a la Hoare [45]. Ainsi une fonction de type A — B, de pré-condition P et de
post-condition () correspond a une preuve constructive de la formule :

Vx:A, (P x) — Jy:B, (Q x y)

Nous n’allons pas transcrire cette formule en Coq en utilisant le quantificateur existentiel
ex sur Prop déja rencontré. En effet, cela reviendrait a considérer le résultat de la fonction
comme étant non-calculatoire. Nous allons plutot utiliser une quantification existentielle
calculatoire, nommée sig.

Inductive sig (A:Set) (P:A—Prop) : S/et =
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)
exist : Vx:A,P x — sig A P.

A noter que sig A (fun x = P x), qui exprime donc 'existence d'un objet calculatoire x
vérifiant la propriété logique (P x), s’écrit également { x:A | (P x) }. Ceci nous donne
donc la forme générale suivante pour une fonction avec pré- et post-conditions :

Vx:A, Px) - {y:B|l Qxy}

Par exemple une version avec post-condition de notre fonction de division entiere peut
se spécifier ainsi :

Definition div : Va b:nat,b#0 — { g:nat | gxb < a A a < (S @) *b }.

On peut alors retrouver le résultat calculatoire de div via un filtrage? :

Coq < Eval compute in let (q,_) := div 3 2 two_non_zero in q.
=1
: nat

Cet inductif sig peut également servir a résoudre le probleme des fonctions partielles
d’une quatrieme facon, via une restriction du domaine de départ. On peut ainsi exprimer le
type des entiers non-nuls par { n:nat | n#0 }. Cette approche est équivalente a celle par
pré-conditions, et comme elle est légerement moins naturelle en Coq, nous ne l'utiliserons
pas.

La disjonction calculatoire

A coté de sig, un autre type fréquemment utilisé combine parties informatives et parties
logiques. Il s’agit de sumbool, qui est une réplique de la disjonction logique or, sauf qu’elle
est placé dans 'univers Set :

Inductive sumbool (A B: Prop) : Set :=
| left : A — sumbool A B
| right : B — sumbool A B.

Le type (sumbool A B) est également noté {A}+{B}. La conséquence de I'usage de Set dans
la définition de sumbool est que I'on peut tester si un objet de type sumbool commence par
left ou right, y compris lorsque I'on est dans une partie informative. En comparaison, cela
serait illégal avec un objet de type or. Par contre 'argument de left et de right reste lui
logique, ce qui empéche de 'analyser a des fins constructives. Du point de vue calculatoire,
sumbool est donc un type tres similaire a bool, contenant simplement des annotations
logiques en plus. Ce type sert donc essentiellement a exprimer des résultats de décidabilité,
et peut se lire «il existe un algorithme pour déterminer si A ou bien B». Par exemple :

4La syntaxe let ...:=... in ... de cet exemple est un raccourci pour un filtrage sur un inductif & un
seul constructeur. De méme une syntaxe if ... then ... else ... existe comme raccourci a tout filtrage
sur un inductif & deux constructeurs.
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Theorem eq_nat_dec : Vn m, {n = m} + {n # m}.

Ou encore :

Lemma le_lt_dec : Vnm, {n < m} + {m < n}.

La récursion bien-fondée

Les définitions par récursion bien-fondée constituent un dernier exemple d’utilisation de
parties logiques dans une fonction calculatoire. Il faut tout d’abord formaliser le fait pour
une relation d’étre bien-fondée.

Section Well_Founded.
Variable A : Set.
Variable R : A—A—Prop.
Inductive Acc : A—Prop :=
Acc_intro : Vx:A, (Vy:A,R y x — Acc y) — Acc x.

Definition Well_founded := Va:A, Acc a.

L’usage d’une Section et de Variable permet de factoriser les dépendances communes,
ici par rapport a un type A et a une relation logique R sur ce type. Un élément est dit
accessible (Acc x) par rapport a A et R ssi tous les antécédents de x par R sont eux-mémes
accessibles. Cette définition inductive peut sembler étrange, car sans cas de base. En fait, la
quantification universelle fait qu'un élément initial (sans antécédent par R) est directement
accessible. La finitude des objets inductifs fait qu’on peut interpréter Acc ainsi : on a (Acc
x) si toutes les suites d’antécédents successifs par R partant de x sont finies. Enfin la relation
R est dite bien-fondée si tous les points de A sont accessibles par R.

Nous allons avoir besoin d’une inversion de I'inductif Acc : si un point x est accessible,
alors tous ses antécédents sont accessibles. Ceci s’obtient par filtrage sur (Acc x) :

Definition Acc_inv : Vx:A,Acc x — Vy:A,Ry x — Acc y :=
fun x a =
match a in Acc x return Vy,R y x — Acc y with
| Acc_intro x’ f = f end.

Les deux annotations « in Acc x» et «return Vy,R y x — Acc y» peuvent étre ignorées
en premiere lecture. Elles permettent de préciser quel doit étre le type du sous-terme match

. with .... Ces annotations sont facultatives dans les nombreuses situations simples ou
le systeme peut inférer un type convenable. C’est ainsi le cas des filtrages rencontrés jusqu’a
maintenant, qui produisent des objets de types évident comme nat. Mais ici, le type du
second argument f de Acc_intro dépend du premier argument x’, qui n’est pas visible
de l'extérieur du terme. Il se trouve en fait que x’ vaut forcément x, mais le systeme ne
sait actuellement pas le découvrir seul, d’ot le besoin d'une annotation manuelle. Pour une
discussion plus générale sur le besoin d’annotations, voir page 84 de [68].
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On va maintenant montrer que si un prédicat calculatoire P se propage par R, alors P est
valide en tout point accessible.

Section Acc_iter.
Variable P : A—Type.
Variable F : Vx, (Vy, Ry x — P y) — P x.
Fixpoint Acc_iter (x:A)(a:Acc x) {struct a} : P x :=
F x (fun y h = Acc_iter y (Acc_inv x a y h)).
End Acc_iter.
End Well_founded.

Il y a deux choses étonnantes dans cette définition Acc_iter :

e Tout d’abord on construit un terme informatif (car de sorte Type) par récurrence sur
a, qui est un objet inductif logique. Ceci est 1égal en Coq, mais peut sembler étre
une violation du principe sous-jacent a la dualité Prop/Set, selon lequel une partie
logique ne doit pas influencer un calcul informatif. En fait cette influence se limite a
juste fournir I’assurance que cette récursion va terminer. Le calcul véritable est en fait
effectué dans la fonctionnelle F, qui ne peut pas utiliser le contenu de a a cause des
restrictions sur les sortes des filtrages.

e Le deuxieme point choquant est que 'appel récursif dans (Acc_iter x a) se fait
sur 'argument récursif (Acc_inv x a y h), qui ne semble pas structurellement plus
petit que 'argument récursif initial a. Mais si a est de la forme (Acc_intro _ f),
alors (Acc_inv x a y h) se réduit en (f y h). Comme f est la fonction contenue
dans a, cette définition vérifie donc en fait le critere de décroissance structurelle de
Coq.

Mentionnons une derniere fonction liée a la bonne fondation :

Coq < Check well_founded_induction.
well_founded_induction
: V(A:Set) (R:A—A—Prop),
well_founded R —
VP:A—Set,
~Vz:4, Vy:A,R y z — Py) — P z) —
Va:4, P a

Il s’agit d’une variante de Acc_iter, pour laquelle la relation R est supposée bien-fondée, et
qui permet donc d’obtenir (P x) pour tout x sans restriction.

Comme application, cette récursion bien-fondée va permettre de définir des fonctions.
Considérons par exemple A = nat et R = 1t, c¢’est-a-dire 'ordre strict sur nat. La biblio-
theque standard de Coq contient une preuve nommée 1t_wf du fait que cet ordre est bien-
fondé. On peut alors définir notre division entiere div par soustractions successives plutot
que par récurrence structurelle :

Definition div : Va b:nat,b#0 — { g:nat | g*b < a A a < (S @)*b }.
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]

Proof.
intro a; pattern a; apply (well_founded_induction 1lt_wf); clear a.
intros a Hrec b Hb.
elim (le_lt_dec b a); intros Hab.

assert (H : a-b < a). omega.
elim (Hrec (a-b) H b Hb); simpl; intros q (Hq,Hq’).
exists (S q); simpl; omega.

exists 0; omega.
Qed.

1.1.5 Extensions de Coq

Un certain nombre d’extensions de Coq n’ont volontairement pas été présentées ici. Elle
feront 'objet d’une étude spécifique dans le chapitre 4. Il s’agit en particulier :

e Du nouveau systeme de modules de Coq (section 4.1)

e Des types co-inductifs (section 4.2)

1.2 Une présentation formelle du Cci

Nous allons maintenant donner une présentation plus formelle du Cci. Ce formalisme
sera utilisé dans le chapitre théorique qui va suivre. Les notations utilisées ici correspondent
autant que possible & celles du chapitre 4 du Manuel de Référence [78]. La principale ex-
ception concerne les environnements et les contextes. Pour des raisons de simplicité, nous
allons fusionner ces deux notions. Précisons tout d’abord la syntaxe des termes du CcI.

1.2.1 Syntaxe

Définition 1 (termes) Les termes du CCI sont donnés par la grammaire suivante :

t s
x| c| C| I

Ve:t,t | Me:t,t | letx :=tint | (t1)
case(t, t,t ... t)

fix x; {zfky:t:=t ... xfkyt:=t}

Avec :
— 5 désigne une sorte, parmi Set, Prop ou Type,;. Nous omettrons l'indice de Type, tant
qu il n’intervient pas explicitement.
—x,c,C, I sont des identificateurs, qui réféerent chacun a des variables, des constantes,
des constructeurs inductifs et des types inductifs.

— pour le point-fize, les k; désignent des entiers, qui vont correspondre au nombre d’ar-
guments attendus par les composantes x;.
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Pour alléger les syntaxes, nous utiliserons parfois des notations vectorielles :
o (fZ)pour (fay ... x,)
-
e Vx: X, T pour Vo, : Xy, ... Vo, : X,, T
_
e \x: X, tpour A\xy: X, ... \x,, : X, t

Et nous utiliserons la notation | 7’| pour préciser la taille du vecteur 7', lorsque cette taille
sera importante et non évidente.
On remarquera que la syntaxe choisie ici differe quelque peu de la syntaxe concrete Coq :

e Le )\ est plus concis que le mot-clé fun.

e La syntaxe match ... with, méme si elle est un progres au niveau du confort d’uti-
lisation, n’est guere adaptée a un raisonnement théorique, surtout en présence des
annotations supplémentaires as, in et return. Nous utiliserons a la place une syntaxe
case(P, e, 7)) dans laquelle e est l'objet filtré, P est le prédicat d’élimination et les
fonctions 7 correspondent aux branches mises sous forme fonctionnelle® : I’équation
(C z y 2z) = t donne la fonction Az, Ay, Az, t. Signalons au passage qu'un filtrage
peut parfaitement n’avoir aucune branche, ce que nous noterons case(e, P, &). Quant
au prédicat P, si e est un objet inductif de type (I ¢ ), alors les regles de typage
qui vont suivre imposent a P d’étre de la forme A, v : (I ¢ ), Py. L’équivalent
en syntaxe concrete Coq est alors :

match e as x in (I _ W) return P, with ... end
e La syntaxe concrete Coq permet de définir un bloc de fonctions récursives mutuelles
anonymes via :
fix f1:T;:=t; with ... with f,:7,,:=t, in f;
Nous utiliserons ici la syntaxe abrégée suivante :
fix fi {fifk1:Thv:=t1 ... fofkn:Th:=t,}

avec pour chaque composante f;, 'entier k; indiquant le rang de I'argument inductif
sur lequel s’effectue la récursion. Cet entier correspond a l'annotation struct de la
syntaxe concrete Coq. Nous allons nommer cet argument inductif la « garde», car il
va étre utilisé pour controler la réduction du point-fixe (voir les réductions plus bas).
On parle alors de récursion gardée.

Définition 2 (contextes) Un contexte I' est une liste pouvant contenir comme éléments :
— des hypothéses (x : t)
— des définitions (c:=1t: 1)

— des déclarations d’inductifs Ind,(I'; := [¢), avec n étant le nombre de parametres, et
les contextes I'; et I'c contenant respectivement les types inductifs et leurs construc-
teurs.

SPour la petite histoire, cette syntaxe est analogue & celle en vigueur dans les versions 5.x. Elle était
encore utilisable dans les versions 7.x via le mot-clé Case ... of.
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Par rapport aux notations du Manuel de Référence, on a choisi de ne pas détacher les
parametres dans un contexte a part, mais de les laisser apparaitre a la fois dans I'; et I'c.
L’annotation n permet de signaler que les n premiers produits dans tous les éléments de I';
et I'c correspondent a des parametres. C’est d’ailleurs ce qui est fait dans I'implantation.
Par exemple, écrivons les déclarations des entiers unaires et des listes polymorphes dans
cette syntaxe :

Indg(nat : Set := 0 :nat; S:nat — nat)
Ind;(list:Set—Set :=
nil : VA:Set, list A; cons:VA:Set, A — list A — 1list A)

1.2.2 Reéductions

Définition 3 (réductions) Les réductions du CCI sont les suivantes :
(beta) ((Ax: X, t) u) —5 t{r—u}
(delta) ¢ —st sile contexte courant I' contient (¢ :=t:T).
(zeta) let x := t in u —¢ u{z <t}
) case(C; P U, P, fi ... fo) = i W
lorsque C; est le i-éme constructeur d’un type inductif ayant | p’| parameétres.
(tota) Soit F' le bloc récursif fi/ki:Ar:=t1 ... fo/kn:Ay:=t,. Alors :

st uy,, l'argument «de garde », commence par un constructeur.

(iota

Ces réductions sont fortes : elles sont autorisées a n’importe quelle position interne
d’un terme, via les regles habituelles de compatibilité. Par opposition, nous aurons aussi a
considérer par la suite des réductions faibles, ¢’est-a-dire des réductions ne pouvant intervenir
qu’au sommet du terme, ou bien a gauche ou a droite d'une application ou bien en téte d'un
Case, bref en dehors de tout lieur. Nous utiliserons —, pour désigner un pas de n’importe
laquelle des réductions fortes —g, —5, —, ou —¢.

A partir de ces réductions, on définit alors la relation de convertibilité =gs5, et 'ordre
de cumulativité <gs, qui vont servir dans la regle de typage (Conv).

Définition 4 (convertibilité) Deux termes u et v sont convertibles (noté u =gs,c v) s’ils
possedent un réduit commun w, c’est-a-dire tel que uw —) w et v —) w.

Définition 5 (cumulativité) L’ordre de cumulativité <gs, est défini récursivement par :
= St u =gsc v alors u <ggs¢ v
— Type; <ps,c Type; dés que i < j
- Set <gs,¢ Type
— Prop <gs¢ Type
= ST =p5c T" et U <gsie U alors Vo : T, U <gs,c Yo : T", U’

Notons qu’a cause de la d-réduction, ces deux notions dépendent implicitement d’un
contexte.
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Définition 6 (arité) Une arité est un terme convertible d une sorte ou a un produit ¥z :
T, U avec U de nouveau une arité. Une arité peut donc s’écrire apres réduction sous la
formeVxy : Xy, ... Vo, : X,, s. On parlera alors d’une arité de sorte s.

1.2.3 Typage

Nous allons maintenant donner une définition condensée des regles de typages du Ccr,
pour mémoire. Encore une fois, nous renvoyons au Manuel de Référence [78] pour une version
détaillée et commentée de ces regles.

Définition 7 (typage) Le jugement de typage I' =t : T, qui signifie que T est un type
valide pourt sous le contexte I, est défini en méme temps que la propriété WF(I') de bonne
formation d’un contexte, le tout via les regles de la figure 1.1.

Détaillons maintenant les conditions auxiliaires des regles de typage des inductifs :

1. Dans la regle (Prod), la condition P(sy, s2, $3) sur les sortes est :
(s = s3 = Prop) V
(s = s3 = Set A 51 # Type) V
(51 = Type; A so = Type,; A s3 = Type, Ni < kA j<k)
Remarquons que pour rendre (de nouveau) Set imprédicatif, il suffit d’enlever la condi-
tion s; # Type de la deuxieme ligne.

2. Dans la regle (I-WF) de bonne formation d’'une définition inductive, Z,(I'r,T'¢) re-
groupe toutes les conditions auxiliaires qui doivent étre remplies pour que cette défi-
nition soit valide :

e Tous les noms contenus dans I'; et I'¢ doivent étre distincts et nouveaux.
e Comme nous n’avons pas explicité les parametres, mais seulement leur nombre
n, il faut s’assurer que toutes les déclarations de I'; et I'c commencent par les
e
mémes n produits Vp : P, et que toutes les occurrences des inductifs I dans I'¢
. , . N =
sont appliquées au moins a p'.

e Pour tout (I : A) € I';, A doit étre une arité sur une sorte s;.

e Pour tout (C': T) € T'c, T doit étre un type de constructeur pour I'un des types
. . , . . PN 2 2 —_— —
inductifs I défini dans I';, 7.e. T doit étre de la forme Vp: P, Vo : X, I p 3. De
plus la sorte s¢ dans la prémisse de typage de T' doit étre s;.

e T doit également vérifier la condition de positivité vis-a-vis de tous les types
de I';. Cette condition est essentielle pour garantir la normalisation forte, mais
n’intervient pas dans l'extraction. Nous ne la détaillerons donc pas.

3. Dans la régle (Case), la substitution o remplace les n parametres formels P par n
parametres concrets ¢ . Quant a la condition C(I ¢ : Ay; B), elle exprime le fait que
le type d’arrivée du case doit étre compatible avec I'inductif I qui est filtré :

e OnaC(l: (Vz:X, A);(Vx: X, B)) ssi pour tout z, on a C(I z: A; B).
e On a C(I : Prop; [ — Prop)
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'eT:s x¢l 'et:T c¢gl

%) F
W) WET (v : 7)) WET: (c = 7)) (WE)
WF(T) WEF(T) WFIT) i<j (Ax)
I' - Set : Type; I' = Prop : Type, I = Type,; : Type;
WFIT) (x:T)el WFIT) (c:=t:T)el
TFaz:T The:T (Var)(Cst)
F'ET:sy Ti;(x:T)FU:sy P(s1,80,83)
'EVr:T,U: s3 (Prod)
PEYe: U T:s Ty(x:U)bt:T 'ct:Vx:UT Thu:U (Lam)(App)
TFie:U, t:Ve:U, T TF (tu): T{r—u} bp
'Ft:T Ty(zv:=t:T)Fu:U
'Fletz :=tinu:U{x—u} (Let)
'-U:s I'tt: T ng&cU
THi:U (Conv)
WFI') Ind,(I'y:=T¢)el (I:A)ely
THT:A (-Type)
WF([I) Ind,(I'y:=T¢)el (C:T)els
T (I-Cons)
pour tout (I : A)el';, THA:s
pour tout (C':T)e€le, T ET: se
Z,(I'1,Te)
WZ(T: Ind, (T} = [c)) (-WE)
Ind,(IT;=T¢) el (I:VYp:T,A)el; o={p<7}
P|=n Tke:I¢u THP:B C(Iq:A,;B)
pour tout constructeur C; :Vp: T, Vo : X, I 7 ¥,
— — — —
C'Efi:Ve:X,, Py, (C; ¢ ) (Case)
I'Fcase(e, P, fi...fm): P W e
Vi, T As; Vi, Di(f- AVt A, F(F.A K, T) (Fix)
'k fix f] {fl/klAlztl fn/ nAn:tn}A]

F1G. 1.1: Regles de typage de Cc1
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e On a C(I : Prop;I — s) pour une sorte s # Prop ssi I est un inductif logique
vide ou singleton.

e On a C(I : Set; I — s) pour toute sorte s.
e On a C(I : Type; I — s) pour toute sorte s.
Dans la définition précédente :
e Un inductif logique vide est un inductif de sorte Prop avec zéro constructeur.

e Un inductif logique singleton est un inductif de sorte Prop avec un seul construc-
teur dont tous les arguments non-parametres sont de sorte Prop.

Notons que si 'on prend Set imprédicatif, il ne faut accepter C(I : Set; I — Type) que
lorsque I est un petit inductif, ¢’est-a-dire dont aucun constructeur n’a d’argument

non-parametre de sorte Type.
—_

\ . . . H ﬁ H .
4. Dans la regle (Fix), la condition F( f, A, k, t) impose :
-
e pour tout i, A; doit étre de la forme Va : X, Al, avec au moins k; produits, et le
type Xk, du k;-eme produit doit étre un type inductif.

e de plus t; ne peut contenir que des appels récursifs décroissants : si f; apparait
dans t;, alors il doit avoir au moins k; arguments, et son k;-eme argument doit
étre structurellement plus petit que I'argument inductif d’origine xy,. La définition
précise de ce « structurellement plus petit » se trouve dans le Manuel de Référence.
Informellement, il s’agit de dire que tout sous-terme d’un terme inductif obtenu
en traversant au moins un constructeur est structurellement plus petit que le
terme de départ.

1.2.4 Propriétés

Une premiere propriété de CcI est que si I'on a I' - ¢ : T alors il existe une sorte
s € {Prop, Set, Type} telle que I' - 7" : 5. Tout terme ¢ bien typé admet donc au moins une
sorte s.

Remarquons ensuite qu’on ne peut pas parler en toute rigueur «du» type et de «la»
sorte d’un terme ¢, car il n’y a pas unicité des types dans le Cc1. Par exemple un objet de
type Prop admet également le type Type via la regle (Conv) et la cumulativité.

Cependant, un terme ne peut pas admettre a la fois Prop et Set comme sorte. On
peut donc parler de la sorte la plus petite d'un terme, vis-a-vis de 'ordre de cumulativité
(Prop < Type et Set < Type). Cette sorte la plus petite sera aussi nommée sorte principale.

De méme tous les types d'un terme sont comparables dans l'ordre de cumulativité. On
peut méme montrer qu’il existe un type, unique modulo conversion, qui est plus petit que
tous les autres types vis-a-vis de l'ordre de conversion. On le nommera type principal. En
fait, cette notion n’a d’intérét que pour des types qui sont des arités. Dans les autres cas,
tous les types possibles sont égaux modulo conversion. Et on parlera alors parfois, par abus,
«duy type.

Par rapport a un contexte I', un terme 7" est un type s’il admet pour type une sorte s
dans ce contexte. En fait, plutot que ces types Coq, c¢’est un sur-ensemble de ceux-ci qui va
jouer un role crucial pour l'extraction :
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Définition 8 (schéma de types) Un schéma de types est un terme bien-typé dont au
moins un type est une arité, c’est-a-dire a la forme Vx, : Xy, ...V, : X,, s avec s une
sorte.

En d’autres termes, un schéma de types est un terme qui va devenir un type quand il sera
appliqué a suffisamment d’arguments. Par exemple AX : Type, X — X est un schéma de
types : une fois appliqué a un type, on obtient le type fleche correspondant. A Dinverse
AX : Type, Ax : X, x n’est pas un schéma de types : il se peut qu’on obtienne un type en
I'appliquant (par exemple a Set et nat), mais on peut également ne pas obtenir un type
(par exemple par 'application a nat et 0).

Lemme 1 (stabilité) Le Cc1 admet les résultats suivants :

1. (Subject Reduction) Soit un terme t se réduisant vers u. Alors tout type T de t est
€galement un type de u. Et toute sorte s de t est également une sorte de wu.

2. D’autre part, lors d’une substitution d’une variable dans un terme, le type de ce terme
peut évidemment changer. Plus précisément, si T est un type de t, alors T{x«—u} est
un type de t{x—u}. Mais les propriétés suivantes sont conservées malgré tout :

— Sit a pour sorte Prop, il en est de méme pour t{x—u}
— Sit est un schéma de types, il en est de méme pour t{x«—u}
— Sit a un type inductif, il en est de méme pour t{x—u}

3. Enfin, en ce qui concerne les applications, si t a pour sorte Prop, il en est de méme
pour (t w), et sit est un schéma de types, alors (t u) l’est également.

PREUVE. Nous admettrons ici ces résultats. Se reporter sinon a des études théoriques du
Cc1, comme par exemple [83]. 0

Il est a noter que pour chacune de ces propriétés de stabilité, leurs réciproques sont fausses :

1. Prenons un type quelconque dans Prop, disons True. Alors ((AX : Type, X) True)
peut se réduire en True. Or ce dernier terme accepte le type Prop, et pas le premier.
Et dans cet exemple, Type, est une sorte de True, mais non du terme initial, qui n’a
que Type, comme sorte principale.

2. e Plagons-nous dans le contexte I' = (X : Type). Alors (Az : X, z){X « True}
admet Prop comme sorte alors que Ax : X, x a Type pour sorte principale.

e Dans ce méme contexte, (Az : X, z){X < Set} est un schéma de types alors que
Az @ X, x n’en était pas un a l'origine.

e Prenons maintenant I' = (b : bool). Soit 7' = case(b, Type, nat, bool). Alors le
type t = case(b, T, 0, true) n'admet pas de type inductif, alors que t{b« true}
a pour type T{b«<true} qui est convertible & nat.

3. Soit Id = AX : Type, Az : X, x. Ce n’est ni un terme de sorte Prop, ni un schéma de
types. Et pourtant (Id True) a pour sorte Prop, et (Id Set) est un schéma de types.

Dans tous les cas, les contre-exemples font intervenir la sorte Type, ce qui illustre donc les
précautions a prendre pour concevoir une extraction capable de gérer Type. Ceci étant dit,
il faut néanmoins relativiser I'importance des problemes de changement de type principal
lors de la réduction :
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Lemme 2 Soit t un terme bien typé de CCI se réduisant vers u, et soient T et U les types
principaus respectifs de t et u.

(1) OnaU Sﬁ&ﬁ T.
(i) Sit n’est pas un schéma de types, T =gs,c U.
(iii) ¢ est un schéma de types ssi u est un schéma de types.
)

(iv) ¢ et u ont méme sorte principale (si l'on regarde les différentes sortes Type, comme
une seule).

PREUVE.

(i) Il suffit de faire remarquer que par «subject reduction», T  est toujours un type de w.
Des lors, la propriété de principalité de U nous donne le résultat souhaité.

(ii) Sit n’est pas un schéma de types, cela signifie que 7' n’est pas une arité. Or on peut
avoir U <gs,¢ T sans que U =g5,¢ T que si ces deux types sont des arités avec des
sortes finales sy < sr.

(ili) U <gsc T implique que :
e soit U et T sont égaux modulo 56c(, et en particulier sont conjointement des
arités ou non.

e soit U et T sont distincts modulo 50:(, tous les deux des arités, avec des sortes
finales sy < sp.

(iv) Passons a la preuve dans le premier cas : si ¢t et u sont des schémas de types, alors
ils ont pour sorte principale Type. Sinon ils partagent exactement les mémes types
(modulo (6:(), et donc les mémes sortes.

O

La conservation des sortes principales lors de la réduction (iv) semble étre invalidée par
le premier des contre-exemples précédents. Ce principe est-il alors vraiment correct 7 Venant
d’un Normand, il est normal que la réponse soit oui et non. Oui, si 'on s’intéresse juste
a la distinction Set/Prop/Type, et que l'on oublie les index des Type,. Et non dans le cas
contraire, comme le montre bien le contre-exemple. En fait le point de vue de I'extraction
va étre le premier.

On retrouve ainsi une frontiere entre les termes logiques et informatifs : un terme logique
(i.e. de sorte principale Prop) ne peut devenir informatif (i.e. de sorte principale Set ou
Type) au cours d’une réduction, et réciproquement.

Nous aurons également a étudier les formes possibles des termes CcI clos et en forme
normale.

Lemme 3 Soit t un terme bien typé de CCI, clos et en forme normale modulo 3d.C.
1. Sit posséde un type inductif (I V), il commence par un constructeur de ce type I.
2. Sit possede un type produit, il est :
a. soit un constructeur inductif partiellement appliqué

b. soit un type inductif qui peut étre seul ou bien appliqué a des arqguments, y compris
de facon partielle.
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c. soit une \-abstraction

d. soit un point-five (fiz f; {...} ). Et dans ce cas, si Uargument de « garde » est

\ —
le k;-éme, on a alors || < k;.

3. Si t posséde une sorte s comme type (i.e. t est un type), il est :

a. soit une sorte
b. soit un type inductif complétement appliqué

c. soit un produit

PREUVE. On raisonne par récurrence sur le typage de ¢, et par cas sur la derniere regle :

e Tout d’abord, la regle (Var) ne peut produire de terme clos, et les regles (Cst) et (Let)

fabriquent des termes non-normaux.
La regle (Ax) correspond au cas (3a).
la regle (Prod) correspond au cas (3b).

(Lam) : On ne peut pas étre dans les parties (1) ou (3) de I’énoncé, et la partie (2¢)
est clairement vérifiée.

(App) : Prenons ¢ = (¢ w). L'hypothese de récurrence sur I' = ¢/ : Vz : U, T nous
donne quatre cas :

a. ' = (C 7). Alors t = (C ¥ u). Si C est encore partiellement appliqué dans

t, alors t possede un type produit, et on est dans le cas (2a) de ’énoncé. Si
maintenant C' est completement appliqué, ¢ possede un type inductif : le cas (1)
de I’énoncé est bien vérifié.

/

t' = (I ). Alors t est juste un type inductif un peu plus appliqué. Si ce type
inductif est maintenant completement appliqué, il a pour type une sorte, et on

est dans le cas (3b). Sinon son type est toujours un produit, et on est dans le cas
(2b).

.t ne peut étre une A-abstraction, sinon (' ) serait réductible.

.t est alors un point-fixe manquant d’arguments. Supposons que u soit 1'argu-

ment de «garde» attendu par le point-fixe. Ce u est alors un terme inductif,
et I'hypothese de récurrence concernant I' = w : U montre qu’il commence par
un constructeur. Ce point-fixe est donc réductible, ce qui est contradictoire avec
les suppositions initiales. On est donc bien toujours en présence d’un point-fixe
manquant d’arguments. Enfin, ce manque d’arguments implique nécessairement
que ce point fixe a un type produit. Les parties (1) et (3) de I’énoncé sont donc
exclues, et la partie (2) est correcte via le cas (2d).

e (Conv) : On utilise directement I’hypothese de récurrence.

e (I-Type) : SiT'F I : A et que I'arité A possede au moins un produit, la situation (2b)

est vérifiée. Et si A est directement une sorte, on est dans le cas (3b).

e (I-Cons) : On est soit dans la situation (1) si le constructeur n’attend aucun argument,

soit dans la situation (2a) sinon.
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e (Case) : L’argument de récurrence concernant la téte du case, qui est un terme inductif,
montre que ce terme commence par un constructeur. Le case est donc réductible, ce
qui est absurde.

e (Fix) : Un point-fixe sans argument en attend toujours au moins un (l’argument de
garde). On ne peut donc étre dans les parties (1) et (3) de ’énoncé. Par contre, la
partie (2d) de I’énoncé est clairement validée.

O

Curieusement, I’énoncé méme de ce lemme montre qu’il n’y a pas d’autres cas a considérer
comme type T" de t. En effet, T peut également étre choisi clos et en forme normale. La partie
(3) de 'énoncé affirme alors qu’il s’agit d’une sorte, d’un produit ou d’un type inductif.

Il est aussi a noter que la preuve de ce résultat n’exige ’absence de redex qu’a des
endroits précis, a savoir au sommet, a gauche et a droite d’une application et en téte d'un
case. Ce résultat va donc rester parfaitement valide quand nous étudierons la réduction

faible du Cci.

1.2.5 Cci,, : une variante de Cci adaptée a I’étude sémantique

La présentation du Cc1 donnée jusqu’ici va convenir a la partie la plus syntaxique de
I’étude théorique de I'extraction. Par contre, dans un second temps, nous allons réaliser une
étude plus sémantique de la correction de I'extraction dans la section 2.4. Et dans cette
optique, le Ccr ainsi formulé va étre légerement inadapté. Nous présentons ici la variante
Ccl,, que nous utiliserons alors.

Le principal souci dans cette partie 2.4 va étre que CcCI autorise la promotion silencieuse
d’une proposition au rang de type informatif. Ainsi True, originellement de type Prop, peut
étre également vu avec le type Type, via la regle de typage (Conv). Ceci va étre génant,
puisque 'on va désirer attribuer une sémantique différente a une proposition et a un type
informatif, et ce sans forcément avoir a considérer le typage pour étre renseigné.

Une solution est alors d’utiliser une marque au niveau de la syntaxe pour signaler I’emploi
d'une cumulativité Prop < Type. Ainsi True' va désigner 'objet True promu au niveau Type.
Cette technique de marquage s’inspire de nos travaux de DEA [54], eux-mémes reprenant
I'idée de [28]. Pour des raisons similaires, quoique moins fondamentales, il sera également
intéressant de marquer la promotion d'un objet Set au niveau Type. Ainsi nat* va désigner
le type nat vu au niveau Type. Au niveau de la syntaxe Coq, ces marques se traduiraient
par des « casts» explicites. Ainsi True' et nat* s’écriraient (Prop_Type True) et (Set_Type
nat), avec :

Definition Prop_Type (t:Prop) : Type := t.
Definition Set_Type (t:Set) : Type := t.

Avant de poursuivre la présentation de ce systeme CCcCI,, avec marques, signalons tout
d’abord que nous allons quelque peu restreindre la portée de la cumulativité dans ce systeme,
pour des raisons de simplicité de la présentation. Par exemple, la regle (Conv) d’origine
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autorise & écrire :

I'F+¢:nat — Set (nat — Set) <, (nat — Type)
I' =t :nat — Type

(Conv)

Désormais nous n’allons autoriser I’emploi de la cumulativité que sur les types et non sur
les schémas de types : on accepte Set < Type mais plus nat — Set < nat — Type. Ceci
interdit alors I'’exemple précédent, mais on peut s’en approcher via une n-expansion :

't :nat — Set (App)
I'; (z :nat) - (t z) : Set PP
['; (z : nat) - (t z) : Type

['F Az : nat, (t ) : nat — Type

(Conv)
(Lam)

Pour une étude plus détaillée sur la cumulativité dans les théories des types d’ordres supé-
rieures, on pourra consulter [57].

Revenons maintenant & nos marques ' et . Il s’agit d’annotations pouvant porter sur
tout terme de Ccl. Et nous remplagons la regle (Conv) par quatre nouvelles regles (Conv)
(CumT) (CumS) (CumP), afin de rendre obligatoire la présence de marques apres usage de
la cumulativité Prop < Type ou Set < Type :

'cU:s T'Et:T T =p5 U I'-t:Type;, 1<

TFi:U (Conv) TFi:Type, D)
I'Ft:Set I'Ht:Prop
[t : Type (CumS) It : Type (CumP)

La cumulativité de Type, vers Type;, sans conséquence pour I'extraction, reste elle impli-
cite. On remarquera qu’un terme marqué bien typé ne peut avoir deux marques successives :
tT étant de type Type, il est impossible de former ¢,

Il est important de signaler que les marques sont ignorées par les regles de typages
lorsqu’elles apparaissent a droite du jugement. Seul nous importe en effet I'influence de la
marque sur le typage d’un terme. Par exemple ’application suivante est bien légale :

F'kt:Voe:UL,T Thu:U
I'Htwu:T{x—u}

(App)

Il serait possible de rendre formel cet aspect du typage, en ajoutant les quatre regles sui-

vantes :
I'+t:T LH¢:Tf I'+t:T CH¢:T*

CH¢:T7 '=t:T FHt¢:TH =t T
En pratique, ces regles resteront implicites tout au long de notre étude.

Précisons maintenant le statut de ces marques (par exemple ) vis-a-vis de la substitu-
tion :

e Une substitution sans effet ne change rien aux marques, par exemple y{z «—t'} =y
e Bien sir, une substitution sans marque n’en crée pas : x{z«—t} =1t

e Une variable remplacée par un terme marqué donne un terme marqué : z{z '} = ¢f
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e Une variable marquée donne un terme marqué apres substitution : a7{z <t} = ¢

e Enfin, le cas o/{z « 1} est interdit par le typage. En effet, 27 est nécessairement de
type Type, et x de type Prop. Or le t! que I'on veut lui substituer est aussi dans Type,
ce qui rend la substitution impossible.

Quant aux réductions, elles vont influer sur les marques uniquement via des substitutions.
A priori, on pourrait avoir besoin de préciser ce que devient une marque a cheval sur un
redex, comme dans (Az : U, t)* u. Mais en fait, ce cas est exclu car un terme marqué est
forcément un type, qui ne peut débuter par une A-abstraction. De méme, la téte d'un t-redex
ne peut étre marquée car elle possede un type inductif. Ce n’est donc pas un type.

Nous devons maintenant justifier de nouveau un certain nombre de propriétés que notre
marquage pourrait avoir rendu caduques. Commencons par la propriété de «subject reduc-
tion», et avant cela par la préservation du typage par substitution.

Lemme 4 Soitt et u deux termes de CCl,,, admettant pour types respectifs T et U. Si x est
une variable libre de t de type U, alors t{x<—u} admet T{x—u} pour type dans le CCl,,.

PREUVE. Par récurrence sur la dérivation de typage de ¢. O

Lemme 5 Soit t un terme de CC1,, admettant T comme type, et u un réduit de t. Alors u
admet également T'" comme type.

PREUVE. Il s’agit de la méme preuve que pour CCI, mais avec le lemme précédent comme
résultat de substitution. O

Maintenant, le principal effet de la présence des marques est I'unicité des types :

Lemme 6 Soit t un terme de CCl,, admettant T' et U comme types. Alors T =p5¢ U, a
condition de ne pas distinguer ici les différentes sortes Type, entre elles, et d’ignorer les
marques sur les types T et U.

PREUVE. Dans Cci1, la non-unicité des types venait de la possibilité d’utiliser la partie
cumulativité de la régle (Conv) a tout moment. Mais avec la présence des marques, les regles
(CumS) et (CumP) sont maintenant des regles dont 1'usage est controlé par la syntaxe du
terme, comme la plupart des autres regles. Quant a la regle (Cum'T), elle ne modifie par les
types, du moins selon le point de vue que nous avons choisi.

Une fois ceci remarqué, on procede par récurrence sur la dérivation du typage t : T', et
en comparant cette dérivation avec celle de t : U. Hormis les 3d:(-conversions (Conv) que
nous ignorerons, ces deux dérivations ont nécessairement la méme forme. O

En particulier la notion de type principal devient désormais triviale. Reprenons par
exemple le contre-exemple qui montrait que le type principal dans CcI n’était pas forcément
conservé lors d'une réduction : ((AX : Type, X) True). Il est maintenant mal typé dans
Cci,,. Pour en faire un terme valide, il faudrait ajouter une marque : (A\X : Type, X) Truel).
Mais son réduit True’ n’admet alors plus comme type que Type.

Pour finir cette présentation de Cc1,,, nous allons expliciter les traductions possibles
entre CcI et Ccl,. Dans le sens le plus simple, il est immédiat de prendre un terme ¢ de
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type T dans Cc1,, et d’obtenir un terme correspondant bien typé dans Cc1 : il suffit d’enlever
les marques. Et T (moins ses marques) reste alors un type valide dans Cc1. Dans le sens
réciproque, en partant d'un terme ¢ dans CcCI ayant pour type principal 7', on peut obtenir
un terme correspondant bien typé dans CcI,, et qui ne differe de ¢ que par la présence de
marques (et éventuellement d’n-expansion, cf. la restriction sur la cumulativité). Introduire
ces marques est facile : il suffit de prendre une dérivation de typage de ¢ : T, et d’adapter
les utilisations de la regle (Conv) en une seule passe de haut en bas. De la sorte, le type du
terme CCl,, obtenu est encore 7' (ou plutdt sa version avec marques).



Chapitre 2

L’extraction des termes Coq

Ce chapitre est consacré a la présentation de notre fonction d’extraction £ sur les termes
Ccr. Pour l'instant, cette fonction va retourner en sortie des termes d'un langage théorique
intermédiaire nommé CCIg, non typé, qui va jouer ici un role similaire a celui de F, dans
I’ancienne extraction. Le prochain chapitre s’occupe ensuite de la traduction vers le langage
final, et en particulier du probleme du typage du code extrait dans ce langage.

Outre la présentation de cette fonction £, ce chapitre contient également la preuve de
correction de &, ou plutot les preuves de correction, étant donné que cette étude théorique
est divisée en deux parties, a savoir :

e Une premiere étude plutot syntaxique nous permet de garantir le bon déroulement
de toute réduction de termes extraits, que 'on utilise une évaluation stricte ou bien
paresseuse. Cette partie est une version révisée des résultats présentés dans [55], eux-
mémes inspirés de [54].

e Dans un deuxieme temps, nous établirons dans la section 2.4 la correction de ces termes
extraits vis-a-vis des spécifications originelles Coq au moyen d’un argument sémantique
inspiré de la réalisabilité.

Mais dans un premier temps, nous allons détailler les limitations de I'ancienne fonction &
de C. Paulin, qui nous ont conduit a la version actuelle de &£.

2.1 Les difficultés de I’élimination des parties logiques

Un danger potentiel de la suppression des parties logiques est que cette suppression peut
modifier 'ordre d’évaluation. Prenons par exemple une fonction de type Vx:A, (P x)— B,
avec A et B des types informatifs, et P une propriété logique. Notre fonction f attend donc un
argument informatif x et une preuve que cet argument satisfait la pré-condition P x. Si I’'on
dispose également d’un terme t de type A et d’une preuve p de type (P t), on peut alors
former les deux termes Coq bien typés (f t) et (f t p). Au niveau Coq, ces deux termes
sont de nature sensiblement différente. Par exemple, ’évaluation de (f t) sera sans doute
vite bloquée par le manque du second argument p, alors que (f t p) est une application
totale qui peut normalement se réduire vers une valeur de type B (si par exemple ces termes
f, t et p sont clos).
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Examinons maintenant 1’action d’une fonction £ d’extraction qui supprime complétement
les parties logiques, comme le fait ’ancienne extraction. Les deux termes précédents (f t)
et (f t p) s’extraient alors vers le méme terme (£(£) £(t)), car p, logique, disparait. Et
comme le type de £(£) est alors de la forme £(A) —&E(B), le terme extrait (£(£f) £(t)),
qui est une application totale, se comporte plutot comme (f t p), et donc peut se réduire
completement. Ceci est par contre un comportement bien différent de celui de (f t).

Cette modification de 'ordre d’évaluation a, bien str, une influence sur l'efficacité de
I’exécution de termes extraits. Mais elle peut méme étre fatale au bon déroulement de cette
exécution. L’ancienne extraction pouvait en particulier engendrer des termes extraits dont
I’évaluation s’arrétait prématurément sur une exception non prévue, ou tout autre erreur
d’exécution. Et a I'inverse ou pouvait également rencontrer des termes dont ’évaluation ne
terminait pas.

L’exemple typique de code pouvant lever une exception en cas d’extraction naive fait
intervenir la constante False_rec. Ce terme Coq de type VP:Set, False—P est utilisé pour
traiter les sous-cas absurdes d’une preuve. Par exemple, la tactique contradiction de Coq
génere des termes de preuves avec cette constante. Ainsi, lorsque 'on définit une fonction f
de type Vx:nat, (x#0) —nat, on peut donc se servir de cette constante dans le cas ou x=0.
Lors de 'extraction, ce False_rec est traduit en une exception, qui signifie que 'exécution
ne doit jamais arriver dans ce sous-cas absurde. Maintenant, reprenons notre application
partielle (f 0), légale en Coq, qui ne recevra normalement jamais de second argument
de type 0#0. L’extraction (£(£) 0) va alors s’exécuter sans attendre l'argument logique
disparu, et va alors lever ’exception associée a False_rec. Notre nouvelle extraction résout
ce probleme en restituant a I'extraction de (£(£) 0) son statut de cloture. Pour cela on va
laisser des abstractions artificielles fun _ — ... chaque fois que nécessaire.

Nous verrons par la suite dans la partie 2.3.2 qu’il est possible également d’engendrer
d’autres types d’erreurs d’exécution en combinant ancienne extraction, application partielle
et certaines constantes Coq comme eq_rec. Quant aux exemples de code extraits ne ter-
minant pas avec ’ancienne extraction, ils sont basés sur la constante Acc_rec, qui offre la
possibilité en Coq de définir un point-fixe informatif justifié par une mesure de décroissance
logique. Il est alors possible, sous un contexte absurde, de fournir une fausse justification
logique. Le point-fixe extrait, débarrassé de cette justification logique, peut alors boucler.

Une catégorie de limitations de I’ancienne extraction concerne les univers Coq. En effet, la
distinction en Coq entre les parties informatives et logiques est rendu floue par la présence
de 'univers Type. On peut, en effet, former des termes hybrides comme if b then nat
else True, ou b est un booléen. Ce terme va étre soit informatif soit logique selon la
valeur du booléen b. Cette construction n’est possible que par l'existence de regles dites de
cumulativité, qui expriment que Type contient au moins Set et Prop. Dans notre exemple,
nat:Set implique donc également nat : Type et de méme True:Prop implique True: Type. Et
finalement, notre terme hybride est bien typable avec le type Type. L’extraction précédente
refusait tout simplement d’extraire un tel type, et plus généralement tout terme utilisant
plus ou moins directement la sorte Type. Cette restriction drastique permettait alors une
élimination complete des parties logiques (du moins dans un systéeme interdisant False_rec,
eq_rec et Acc_rec). A l'opposé, le but de notre travail étant de pouvoir traiter tout terme
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Coq, nous allons alors devoir utiliser une constante ad hoc (que I’on va noter O) pour marquer
les emplacements précédemment occupés par des parties logiques, comme le True ci-dessus.
Notre approche est donc similaire aux méthodes par élagages [12, 15].

2.2 La nouvelle fonction d’extraction &£

Cette fonction £ d’extraction va éliminer tout sous-terme de sorte Prop, car ces sous-
termes correspondent a des parties logiques, comme expliqué au chapitre précédent. Mais
en plus de cela, nous allons aussi éliminer les sous-termes correspondant a des types, et plus
généralement a des schémas de types. Pourquoi supprimer ces schémas de types? Ce choix
est moins naturel que celui conduisant a éliminer les parties de sorte Prop. En particulier, il
existe au moins un développement Coq dont le résultat principal est la construction du type
d’un treillis particulier [62]. L’extraction d'un tel développement ne va alors donner qu’'une
constante arbitraire remplacant ce type. Mais cette situation est exceptionnelle. Dans les
développements usuels, les résultats concernent des types de données, comme par exemple
des types inductifs tels que bool, nat ou Z. Et dans ces cas, nous allons montrer que les
schémas de types correspondent a du code mort du point de vue du calcul. Une autre
justification de ce choix d’élimination est qu’a la différence de Coq, nos langages cibles
(Ocaml et Haskell) font une distinction claire entre le niveau des types et celui des termes,
et en particulier ne permettent pas l'usage des types comme des termes ordinaires.

Nous définissons CcCIg a partir du méme langage que CcCI, avec en plus une constante
spéciale O. Par contre les termes de CCIg seront non typés. En effet, nous n’adapterons pas
la relation de typage du Cc1 a Cclg. Enfin, les réductions dans CcClg sont définies comme
étant exactement celles de Ccl, avec O vu comme une constante non-réductible.

Définissons maintenant notre fonction d’extraction de Ccrt vers CcClp.

Définition 9 (fonction &) La fonction d’extraction € est définie par récurrence structu-
relle sur tout terme t typable dans un contexte I' :

(O) Sit est un schéma de types ou admet Prop comme sorte dans le contexte
I', alors Ep(t) = 0O

Sinon, on discrimine selon la structure de t :
(id) &Er(a) = a si a est une variable ¢, une constante ¢ ou un constructeur C'.
(lam) Er(Ax : T, t) =Xx: 0, Ep(t) ou T" =T (x: T)
(let) Er(let =t inu) =let x := &p(t) in & (u) ou IV =T (v =1t :T) et
T est un type det
(app) Er(u v) = (Er(u) Er(v))
(cases) Er(case(e, P, fi ... fu)) = case(&r(e), 8, &n(f1) ... &n(fn))

(fiz) Er(fix fi {fiki:Ar=t1 ... fofkn: Ani=t,}) =
fix fi {fifk1:0:=Ep(t1) ... fofkn:O:=Ep(tn)}
o T" =T (fr: Ar)s.. o5 (fa s Ap)

Et lextraction d’un contexte est définie par :
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) &(
(def) ET(c:=t:T))=E);(c:=E&p(t) : O)
) E; (2 :T)) = E(); (x: O)

(ind) E(T;Ind, (') :=T¢)) = ET); Ind,(E(T) :==E(T¢))

Clairement, £ est une fonction «d’élagage» : elle ne fait que remplacer certains sous-
termes par O. En particulier il n’y a aucune modification de la structure. Dans I'extraction
actuellement implantée en Coq, une seconde phase est dédiée a des modifications de la
structure. Cette phase sera décrite dans le chapitre 4. Cet «élagage » est différent de ce que
faisaient les extractions précédentes de Coq, qui en particulier ne retiraient pas les types, et
supprimaient completement les A-abstractions logiques, via une regle du genre :

(lam') E(A\x : P, t) = E(t) si P admet Prop pour type.

En terme de réalisabilité, cette derniere reégle (lam’) correspond a la réalisabilité modifiée,
alors que notre nouvelle regle (lam) correspond plus a la réalisabilité récursive. Mais comme
nous l'avons expliqué dans la section précédente, la régle (lam’) n’est pas correcte si on la
combine avec ’évaluation stricte a la Ocaml.

A noter également ’absence de regle dédiée explicitement au produit, puisqu’un produit
est toujours un type, et donc a fortiori un schéma de types. La regle (O) s’applique donc.

2.3 Etude syntaxique de la réduction des termes extraits

Dans un premier temps, nous allons étudier la réduction des termes extraits, et en parti-
culier prouver que cette réduction est nécessairement finie. Ceci va se faire au moyen d’une
méthode syntaxique : nous allons simuler les dérivations des termes extraits par celles des
termes Coq d’origine.

Mais cette premiere approche, relativement simple, est peu appropriée pour établir des
propriétés de correction plus sémantique, en particulier lorsque des valeurs fonctionnelles
et/ou des termes non clos sont en jeu. La section 2.4 sera alors consacrée a une étude
complémentaire, basée sur une extension de la notion de réalisabilité.

En ce qui concerne 1’'étude syntaxique qui suit, elle se décompose elle-méme en deux
parties. La section 2.3.1 aboutit au théoreme 1 qui établit la forte normalisation des termes
extraits, mais uniquement dans une version légerement bridée du CcI. Ensuite la section
2.3.2 traite du CcrI dans son intégralité, ce qui oblige par contre a se restreindre a 1’étude
des réductions faibles de termes extraits. Dans ce cas, le résultat principal de correction est
alors le théoreme 5.

2.3.1 Réduction forte dans une restriction de CcCIg

Nous désirons ici établir que I’évaluation d’un terme extrait termine, et que le résultat
de cette évaluation a un sens, par exemple true ou false pour un terme original dans CcCI
de type bool. Et bien siir, nous souhaitons également que ce résultat soit cohérent avec la
réponse que donnerait I’évaluation du terme original dans CciI.
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Nous allons donc procéder par simulation dans Cc1 des dérivations possibles dans CcCIg
et vice-versa. Le probleme est alors que cette simulation peut aboutir a un terme du Cc1
comportant encore des redex, alors que son analogue dans CcCIg n’est plus réductible. En
fait, il y a trois catégories potentielles de redex du CcI correspondant a des zones non-redex
de CcIp :

1. un f-redex (Az : X, t) u correspondant a un non-redex O o/
2. un t-redex case(e, ..., ...) correspondant a un non-redex case(d, ..., ...)

3. un tredex (fix f; {...} uy... wu,) correspondant a un non-redex, qui peut étre :

a. soit (0w} ... u)
b. soit (fix f; {...} w1 ... O) (la «garde» est maintenant un O bloquant la réduc-
tion)

Dans le cas 1, nous aimerions avoir (Az : X, t) u correspondant a O directement au lieu
de O u. En effet le lemme de stabilité affirme que I’application conserve le fait d’étre de sorte
Prop ou un schéma de types. Si Az : X, t a pu devenir O, alors il devrait donc « moralement »
en étre de méme pour (Az : X, t) u. Ce «manque de précision» d’un terme extrait peut en
fait apparaitre apres quelques étapes de réductions, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 1

t = (AX : Type, Af :nat—X, \g : X — nat, (¢ (f 0))) Prop (A, True)

EM)=AX:0,Af:0,N:0, (¢ (f0)) O O

—>E Ag: 0, (g (O0))

Si besoin est, nous allons résoudre ce probleme du cas 1 (en méme temps de celui du cas 3a)
grace a une réduction ad hoc :
Définition 10 (O-réduction) La O-réduction est définie par la régle (O u) —g O

La situation du cas 2 est assez différente. A la différence de I’exemple précédent ou un
lambda devenait logique apres réduction, un filtrage ne peut pas changer le type de I'inductif
sur lequel il est effectué. Et £ élimine tous les filtrages produisant des objets de sortes
Prop. Comme normalement un filtrage d’un inductif sur Prop ne peut batir qu'un objet de
nouveau dans Prop, le cas 2 ne devrait normalement pas se produire. Mais cette restriction
sur les filtrages logiques possede deux exceptions, concernant les inductifs logiques vides et
les inductifs singletons logiques (voir le chapitre précédent). Par exemple CcI autorise les
dérivations suivantes :

p:False:Prop 7T :Set p:x=1y:Prop ¢q:P x:Set
case(p, T, @) : T case(p, P, q) : P y:Set

La premiere dérivation correspond a la constante Coq nommée False_rec, tandis que la
seconde correspond a eq_rec.

Plus généralement, une élimination case logique peut produire quelque chose d’informatif
si I’élimination est effectuée sur un terme dont le type inductif comporte :

1. soit zéro constructeur (inductif vide, comme False en Coq)

2. soit un seul constructeur dont tous les arguments sont logiques, mis a part éventuelle-
ment les parametres (inductif singleton logique, comme eq)
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Ceci est en fait une premiere exception au slogan : «les objets logiques n’entrent jamais
en ligne de compte lors de calculs d’objets informatifs». La seconde entorse a ce principe
est le cas 3b : la «garde» d’un point-fixe peut étre un terme inductif logique alors que le
point-fixe complet est informatif.

Supposons un moment que ces particularités du typage Coq soient désactivées. Jusqu’a
la fin de cette section 2.3.1, nous allons considérer deux systemes Cci~ et CcCIg qui sont
Ccr et Ccig avec les restrictions suivantes :

(i) L’élimination d’inductifs logiques vides ne peut pas produire de termes informatifs.
(ii) Il en est de méme pour 'élimination d’inductifs singletons logiques.

(iii) Pour toute composante f; d'un point-fixe, sa « garde » ne doit pas étre logique a moins
que le type de f; ne le soit également.

Nous allons maintenant comparer les résultats respectifs des réductions dans Ccig et
Ccr™. Pour simplifier cette comparaison, nous n’allons parler ici que des types sans contenu
logique :

Définition 11 Un type T de CcCI est dit sans contenu logique si pour toute forme normale
close t de type T nous avons E(t) = t.

Les types de données usuels, comme bool ou nat vérifient cette condition. Bien siur,
un objet non-réduit dans un tel type peut contenir des parties logiques, mais elles vont
disparaitre lors de la réduction pour finir sur true ou (S (S 0)) par exemple. Nous avons
alors le résultat suivant concernant la réduction forte des termes extraits dans ces types sans
contenu logique :

Théoreme 1 Soit t un terme clos et bien-typé de CC1~ dont un type T est non-logique.
Alors toute réduction de E(t) termine sur la forme normale (dans Cc1~) de t.

Nous ne prouverons pas ce résultat, car il est d'importance moindre que le théoreme 5
de la section suivante, tandis que les preuves des deux théoremes sont similaires. De méme,
il est possible d’établir une version plus générale de ce résultat, traitant également des types
qui ne sont pas sans contenu logique. Mais comme la forme normale de £(t) peut alors
contenir des O, il faut de nouveaux outils pour la comparer avec la forme normale de ¢. La
encore, ceci sera développé dans la section suivante.

Enfin, notons que l'usage de O-réductions n’est pas nécessaire dans ce résultat précis.
Ceci s’explique par la conjonction des restrictions (i), (ii) et (iii) avec I'hypotheése supposant
que T est non-logique. Par contre les résultats de la section suivante devront utiliser cette
O-réduction.

2.3.2 Reéduction faible dans le CcCig complet

Comme notre objectif est un mécanisme d’extraction acceptant tous les termes Coq, nous
devons désormais supprimer ces restrictions (i), (ii) et (iii). La restriction (i) concernant un
inductif vide est en fait facile a supprimer, étant donné qu’une ¢-réduction sur un inductif
vide ne va en fait jamais se produire, faute de constructeur pour déclencher la réduction.
Nous pouvons donc juste ignorer ces case, et les traduire plus tard vers des exceptions (voir
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I'étude de False_rec en section 2.1). Par contre la suppression des restrictions (ii) et (iii)
va nous obliger a adapter les réductions autorisées sur les termes extraits, en abandonnant
la réduction forte (i.e. possible sous les lambdas) au profit de la réduction faible. De toute
facon, nos langages fonctionnels cibles n’autorisent pas la réduction forte. Centrer notre
étude sur la réduction faible est donc parfaitement légitime.

L’élimination singleton

Si H est une égalité (donc logique), case(H, nat, 0) peut étre réduit et donner 0 méme
sans connaitre la valeur exacte de H, cachée derriere un 0. De fagon analogue, nous pouvons
réduire systématiquement toute élimination d’un inductif singleton logique. Mais cela est
dangereux en combinaison avec la réduction forte, et peut mener a des erreurs d’exécution.
Considérons par exemple la fonction cast suivante qui transforme un entier en un booléen
a condition de pouvoir prouver que les entiers et les booléens coincident! :

Definition cast : (nat=bool) — nat — bool :=
fun (H:nat=bool) (n:nat) =
match H in (_=bool) return bool with
| refl_equal = n
end.

Prenons alors I'exemple suivant :

Definition exemple :=
fun (H:nat=bool) =
let b : bool := cast H 0 in
match b with
| true = 0
| false = 1
end.

Si maintenant on effectue la réduction a priori du case dans cet exemple, le sous-terme
(cast H 0) se réduirait vers l'entier 0, alors que le match qui suit attend un booléen, ce qui
va entrainer une erreur d’exécution.

Un exemple similaire peut également amener l'entier 0 a étre considéré comme étant
une fonction si 'on dispose en hypothese de I'égalité nat = (nat—nat). Et si 'on applique
cette «fonction» 0, on peut se retrouver en cas de réduction forte des termes extraits avec
une erreur d’exécution comme (0 0).

Clairement, si I’on interdit la réduction sous les lambdas, ces problemes disparaissent. En
effet, un terme inductif singleton hors des lambdas est forcément clos, et peut donc toujours
se réduire vers un constructeur, ce qui légitime notre réduction des éliminations de singletons
logiques hors des lambdas.

'Nous utiliserons ici la syntaxe Coq, plus lisible. L’équivalent dans notre syntaxe théorique de ce match
avec annotations est case(H, (At : Set, AH : (eq Set nat t), t), n)



52 Programmation fonctionnelle certifiée

Les points-fixes avec des « gardes» logiques

Le probleme est maintenant de réduire un point-fixe informatif dont ’argument servant
de «garde» est logique. Bien sir, la tentation immédiate est de supprimer cette condition
de «garde», au moins pour cette catégorie de points-fixes. Mais ceci combiné a la réduction
forte peut aboutir a une évaluation qui ne termine pas. La fonction loop suivante est batie
sur le modele de Acc_iter (voir le chapitre précédent). Elle attend une preuve hypothétique
de I'énoncé faux affirmant ’accessibilité de 0 par la relation gt (c’est-a-dire > sur les entiers
naturels de Coq). Si cette preuve était fournie, loop se lancerait alors dans une infinité
d’appels récursifs : F n appellerait F (S n) et ainsi de suite.

Definition loop :=
fun (Ax:Acc gt 0) =
(fix F (n:nat)(a:Acc gt n) {struct a} : nat :=
F (S n) (Acc_inv a (S n) (gt_Sn_n n)))
0 Ax.

Le sous-terme (Acc_inv a ...) est une preuve de l'accessibilité de (S n), utilisant les
constantes Acc_inv et gt_Sn_n fournies par la bibliotheque standard de Coq. L’extraction
& donne alors :

E(loop) = MNAzx: 0O,

fix F{F/2:0:=
An:nat, Aa: 0O, (F (Sn)O)}
00O

Et si I'on retire ici la condition «de garde», alors ce terme peut se réduire fortement méme
sans étre appliqué, et donner AAz : O, fix F' {...} (S 0) O, et ainsi de suite ...

Modification de la réduction

Pour gérer ces cas exceptionnels de (-réduction sur des termes logiques, nous devons tout
d’abord ajouter une annotation supplémentaire sur les termes du CcCI. Les match portant
sur des inductifs a un seul constructeur s’écrivent normalement en Coq :

match e with C 7 = t end

La syntaxe «fonctionnelle» utilisée dans cette étude théorique, a savoir :

case(e, ..., (A7, 1))
présente l'inconvénient de perdre le nombre d’arguments z du constructeur unique C de
notre inductif. En effet, avec cette syntaxe, il n’est pas correct de compter le nombre de

lambdas, car t peut en contenir d’autres. Nous allons remédier a ce probleme en marquant
en indice ce nombre d’arguments pour ces case a branche unique :

casey(e, ..., (A7, 1))
Et bien sur, la fonction d’extraction £ va garder ces annotations. Pour ne pas (plus) alourdir

les notations, nous omettrons parfois ces annotations dans les situations ou elles ne sont pas
utilisées.
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Voici maintenant les modifications a apporter aux réductions de CClg afin de pouvoir
gérer ces O bloquant des ¢-réductions.

Définition 12 (nouvelle (-réduction) La t-réduction sur des termes de CClg est désor-
mais :

(iota) case(C; P W, P, fi ... fm)—. i W

] a 0 ... 0

(iota) case,(O, P, f) —, [ | )

(tota) Soit F' le bloc récursif fi/ki:A1:=t1 ... fo/kn:Ay:=t,. Alors :

lorsque uy, est O ou commence par un constructeur.

Nous allons également restreindre les réductions en interdisant la réduction forte : pour
chaque réduction possible, on lui associe une réduction faible.

Définition 13 (réductions faibles) Les réductions —gz,, —.,, —6,, —co €t —n, sont
définies a partir des mémes regles de base que respectivement —g, —,, —5, —¢, —g, Mais
en ajoutant seulement une partie des regles de compatibilité, a savoir :
U —2 U U —20
(ut) —9 (vt) (t u) —» (t v)

U —9 V

case(u, P, ...) —+ case(v, P, ...)
Enfin, comme pour —,, la réduction faible compléte —,, est —g, U —,, U —5 U —¢, .

En fait, cette réduction —, peut étre vue comme une généralisation commune des
stratégies d’appels par valeur et par nom d’Ocaml et de Haskell. La derniere étape vers la
réduction réellement implantée dans ces langages est de fixer un ordre d’évaluation. Réduire
d’abord les arguments va nous donner la stratégie stricte de Ocaml. Et a l'inverse réduire
tout d’abord en téte du terme correspond a la stratégie paresseuse de Haskell.

Un point important a mentionner est que toute cette étude théorique va se faire dans
des contextes sans axiome. En effet, étudier la réduction en présence d’axiomes revient
a étudier la réduction forte sous les lambdas correspondants a ces axiomes, ce que nous
souhaitons justement éviter. En particulier nous utiliserons a plusieurs reprises la propriété
fondamentale selon laquelle un terme inductif clos dans un contexte sans axiome se réduit
forcément vers un terme commencant par un constructeur. La présence d'un axiome peut
suffire & invalider cette propriété. Bien sur, tous les axiomes n’ont pas cet effet, mais pour
des raisons de simplicité, nous les interdisons tous.

Pour étudier I'évaluation des termes extraits, nous allons la comparer a 1’évaluation des
termes d’origine. Il nous faut alors un invariant liant termes d’origine et termes extraits
et stable par réduction. Il est alors tentant d’utiliser directement la fonction £ pour cet
invariant. Malheureusement, cela n’est pas un bon choix, car £ se comporte mal vis-a-vis de
la réduction : si t —, u, on peut ne pas avoir £(t) —, £(u) dans certains cas?. A la place

2Le terme t de ’exemple 1 est un tel contre-exemple. En effet, £(t) peut se réduire vers un terme contenant
(O 0), alors que & ne produira jamais un tel sous-terme, mais directement 0.
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de &, on va donc définir et utiliser une relation non-déterministe —¢ qui va avoir de bonnes
propriétés d’invariance.

Définition 14 (relation —¢) La relation non-déterministe —g reliant un terme de CCI
et un terme de CCln, et dépendant implicitement d’un contexte I', est définie par les régles
sutvantes :

Tht:Ve: X Ph¢:7:P
Vo X, s : T : Prop
O 0
t —e O (g 1) t—e 0O (g 2)
a=xzoua=coua=C . t—et
a—ga (£-id) Ar Tt —e Ar: 0Ot (E-lam)
t—et uw—gu t—et w—gu
_let _
let v := t in u —¢ let x := ¢’ in «/ (5 e) (t U) —E (t/ Ul) (5 app)

e —ee Vi, fi—ef] Info(e)
case(e, P, fi ... fn) —ecase(e, O, ff ... f)
Via l; —¢ t;

fix fi {fifkr1: Avi=t1. . fofkn: Ay i=t} —e fix fi { fifk1:0:=t,. . fo/kn: 0=t} (E—fix)

(E—case)

La condition Info(e) exige que e soit d’un type inductif informatif (ou bien logique vide ou
singleton). On étend naturellement —¢ pour extraire les contextes.

Le non-déterminisme provient des deux regles (6—0;) et (€—,). Le cas échéant, on peut
en effet soit utiliser I'une de ces deux regles, soit utiliser une des regles structurelles. Ainsi,
si une variable x a Prop pour sorte, on aura aussi bien z —¢ O que x —¢ . Evidemment,
la fonction £ est une maniere de déterminiser cette relation, en choisissant d’élaguer le plus
tot possible :

Lemme 7 Sit est un terme CCI typable dans un contexte I', alors t —¢ E(t).

PREUVE. Il suffit de toujours choisir les regles extrayant vers O des que I'on a un schéma
de type ou un terme logique. Il faut juste vérifier la condition auxiliaire Info(e) de la
regle (E—case) : Si un terme case entier n'est pas de sorte Prop, alors le terme e filtré
est nécessairement d'un type inductif informatif (ou bien logique vide ou singleton). La
condition Info(e) est donc bien vraie. O

Lemme 8 Soit t un terme de CCI typable dans un contexte I', et t' dans CcClg tel que
t —et'. On a les propriétés immédiates suivantes :

1. t et t' different uniquement a des positions ot t' contient des O.

2. tout sous-terme de t correspondant a un O dans t est de sorte Prop ou bien un schéma
de types.

3. tous les case restant dans t portent sur des types inductifs qui sont informatifs, sin-
gletons logiques ou vides.

Cette relation —¢ présente 'avantage d’étre stable par substitution, contrairement a la
fonction & :
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Lemme 9 Soient t,u, T, U quatre termes de CCI et I' un contexte tels que :
{ Li(z:U)Ft:T
'cu:U
Supposons également que 'on a t',u’ dans CClg tels que t —g t' et u —¢ u'. On a alors :
t{r—u} —g t'{x—u'}

PREUVE. Par récurrence sur la dérivation de ¢t —¢ t/, et par cas selon la derniere regle
utilisée dans cette dérivation :

e (£—0O;) ou (E—Os) : si t est un schéma de types ou de sorte Prop, alors il en est de
méme pour t{z«u} d’apres le lemme de stabilité 1. On a alors bien t{z«—u} —¢ O
par la méme regle.

o (E—id) : le cas ou t n'est pas la variable x est évident, puisqu’il n’y a alors rien a
substituer. Si au contraire t = x = ¢/, alors z{x «—u} = u —¢ v’ = z{v—u'}.

o (EHam):onat= M y:Y, toett' = Ay : 0O, t; avec ty —¢ t;. L’hypothese de récurrence
nous donne to{z—u} —¢ tp{r—u'}. Or Ay : Y, to){z—u} =y : Y{r—u}, to{z—
ul et Ay : O, t)){x—u'} = Ay : O, tj{z —u'}. Ces deux derniers termes sont bien
reliés par —¢, grace a la regle(E—lam).

e (£—case) : comme pour la regle (E—lam), on obtient comme hypothese de récurrence
le passage a la substitution de chaque sous-expression du terme case. Avant d’utiliser
la régle (E—case) sur le case entier substitué, il faut juste s’assurer que la condition
Info(e) reste vraie apres substitution du terme e filtré dans le case. Or ceci est
évident, car un terme inductif ne change pas son type inductif par substitution.

o les regles structurelles restantes se traitent comme (E—lam).
O

Le théoreme suivant exprime que 1’on peut simuler au niveau Coq toute réduction faible
d’un terme extrait.

Théoréme 2 Soient t un terme CCI clos bien typé et ', v’ deux termes de CClg tels que
t —et ett —, u'. 1l existe alors un terme CCI u tel que u —¢ u' et t —, 1 u.

t u
Tw

PREUVE. On procede par cas selon la réduction employée entre t' et u’. Nous commencerons
par les deux cas délicats :

e La réduction effectuée est une ¢,,-réduction singleton comme
case (O, ..., f)—, (f/ O ... O).
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Les regles de compatibilité pour la ¢,-réduction font que cette réduction se produit
hors de tout lieur. Comme de plus on a interdit la présence d’axiomes, le sous-terme
a de t qui correspond au O éliminé est donc typable dans un contexte sans hypothese.
Comme a est un terme inductif, il peut alors étre réduit vers un terme ayant un
constructeur en téte : (C'p ©'). Il est méme possible d’effectuer cette réduction vers
un constructeur de fagon faible. En fait, C' est le constructeur unique de ce type inductif
singleton logique, et C' a exactement n arguments en dehors des parameétres : |v'| = n.
Donc dans t le sous-terme case,(a, ..., f) peut se réduire vers (f v; ... v,) en au
moins un pas de r,-réduction. Il suffit de prendre maintenant pour u le terme issu
de t par ces réductions. Pour vérifier que u —¢ v’ nous devons seulement vérifier que
(for ... v,) —¢e (ff O ... 0O). Ce qui est trivial, car tous les v; sont en particulier de
sorte Prop puisque arguments du constructeur d’un inductif singleton logique.

e La réduction effectuée est une ¢,-réduction d’'un point-fixe dont I'argument « garde »
dans t' est O. Alors 'argument «garde» correspondant g dans ¢ possede un type
inductif. En outre, comme dans le cas précédent, g est typable dans un contexte sans
hypothese, et peut donc étre réduit vers un terme A débutant par un constructeur. On
peut alors réduire le point-fixe dans t. Et finalement les termes ainsi obtenus dans CcI
et dans CcClIg sont toujours reliés par —¢.

Les autres cas sont bien plus aisés. Considérons par exemple le cas ou la réduction effectuée
est une (,-réduction. Etant donnée la définition de la relation d’extraction, le f-redex dans
t' possede forcément un (-redex correspondant dans ¢. Il suffit alors de réduire ce redex
de t pour obtenir un u convenable. On a en effet bien u —¢ o/, via le lemme précédent de
substitution pour —¢. Enfin, tous les cas restants (—,, —¢, et la fin de —, ) sont similaires
a ce cas —g, . O

Corollaire 1 Soient t clos bien typé dans CC1 et t' tels que t —¢ t'. Alors toute suite de
dérivations —,., partant de t' est finie.

PREUVE. Grace a des applications répétées du théoreme précédent, on peut en effet batir
une suite correspondante de dérivations dans CcI partant de ¢, et au moins aussi longue. Or
la forte normalisation de CcI affirme que cette derniere suite est finie. O

Cette terminaison est évidemment une bonne chose, mais ne suffit pas a assurer que la
réduction faible d’un terme extrait se déroule sans accroc. En effet une terminaison prématu-
rée, anormale, n’est pas non plus souhaitable. Pourrait-on terminer sur un terme normal qui
ne soit pas une valeur, comme par exemple (0 true) oumatch (funx=-x) with...? Pour
ces deux exemples grossiers, il est clair que la réponse est non : sinon le théoreme précédent
montrerait que ces deux termes pourraient étre reliés par —¢ avec des termes bien typés de
Cci, ce qui ici est impossible.

Par contre une forme normale tout a fait possible est 1'application (O 0). Il suffit pour
cela de partir par exemple d'un prédicat P : Vn : nat, True. On a alors bien (P 0) —¢ (O 0),
qui est normal vis-a-vis de r,. Bien str, on a aussi (P 0) —¢ O, et c’est le choix que fait
la fonction & initialement. Mais on a déja vu avec ’exemple 1 que ce (O Q) peut apparaitre
comme sous-terme en cours de réduction. Et avec une stratégie a la Ocaml qui demande en
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premier I’évaluation des arguments, on se retrouve alors & chercher une valeur pour (O 0).
Au niveau théorique, la réponse est la réduction ad hoc —g déja évoquée. Nous verrons dans
les sections 2.6.3 et 3.3.2 comment réaliser cette réduction en pratique.

Lemme 10 Dans CClg, toute suite de réductions —g,, est finie.

PREUVE. Une réduction —n,, fait décroitre strictement la taille du terme. O

Lemme 11 Soient t bien typé dans Cc1 et t',t" tels que t —¢ t' et t' —p, t”. On a alors
t —E .

PREUVE. Il suffit de considérer le redex (O v') de ¢’ que 'on réduit pour donner t”. Ce redex
correspond a un sous-terme (u v) de ¢. On sait alors que w est soit un schéma de type, soit
de sorte Prop (cf. lemme 8). Or ceci étant stable par application, il en est donc de méme
pour le sous-terme (v w). Il suffit alors d’appliquer (£—0;) ou (£—0;) un niveau plus tot
dans . O

Théoreme 3 Soient t clos bien typé dans CcCI et t' tels que t —¢ t'. Alors toute suite de
dérivations —(,,|n,,) partant de t' est finie.

PREUVE. Soit t{,.. .1, ... cette suite dans CCIg. On batit une suite de Cc1 vérifiant a chaque
étape t, —¢e t -

e sitl), —n, t,., on prend ¢,,1 = t, et I'invariant correspond au lemme précédent.

e sit), —,, t ., on utilise le théoreme 2, et on obtient ¢, tel que ¢, —,, t,41.

Tout d’abord, dans cette suite de Cc1, il ne peut y avoir qu'un nombre fini d’étapes suc-
cessives d’égalité, car elles correspondent a des réductions successives —g,, au niveau CCIp.
Cette suite de CcI est donc constituée d’étapes de réductions entrecoupées éventuellement
d’un nombre fini d’étapes d’égalité a chaque fois. Or a cause de la forte normalisation, il ne
peut y avoir qu'un nombre fini de telles étapes de réduction. La suite dans CcCI est donc
finie, tout comme la suite d’origine. O

L’intégration de cette réduction —n, n’affecte donc pas la terminaison lors de I’évaluation
d’un terme extrait. On peut maintenant se reposer la question de I’allure des formes normales
vis-a-vis de la réduction — ., |o,). Pour répondre a cette question, nous allons avoir besoin
d’un résultat dual du théoreme 2 :

Théoréme 4 Soient t,u deux termes CCI bien typés (non nécessairement clos) et t' un
terme de CClg tels que t —¢ t' et t —, u. Il existe alors un terme CClg v tel que u —¢ u/
et vérifiant t' —,, u' ou bien t' —% .
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PREUVE.

e Si le redex r réduit dans t correspond a un redex similaire dans ¢’ qui est complet,
alors il suffit de réduire ce redex de t’ pour obtenir un «' qui convienne.

e Sir est completement contenu dans un sous-terme de ¢ correspondant & un O de ¢/, il
suffit alors de prendre v’ = t'.

e Nous allons maintenant considérer les cas intermédiaires ou r correspond a un redex
de t" incomplet car en partie absorbé par O. Ces positions correspondent aux cas 1, 2,
3a et 3b de la section 2.3.1.

— Si 7 est un [-redex, la seule situation a considérer est r = (A\x : X, a) b dans t
correspondant a (0 ¢’) dans #'. On peut alors simuler la S-réduction de ¢ par une
O-réduction dans t'.

— Si r est un - ou (-redex, il n’y pas de situation intermédiaire.
— Si r est un (-redex case, le seul cas restant est
case(e, P, ...)
dans ¢ correspondant dans ¢’ a
case(d, P, ...).
Les propriétés de —¢ (lemme 8) font que e est soit de sorte Prop soit un schéma de
types. Comme e est un terme inductif, qui ne peut donc étre un schéma de types,
e est finalement de sorte Prop. D’autre part, la condition Info nous apprend que
ce case dans t porte sur un inductif informatif, ou bien vide, ou bien singleton
logique. Compte tenu de la sorte de e, le cas informatif est impossible. Il ne
s’agit pas non plus d'un inductif vide, qui ne pourrait pas se réduire faute de

constructeur. Nous sommes donc en présence d’'une élimination singleton logique,
qu’il est maintenant possible de réduire grace a la nouvelle (-réduction.

— Sirest un t-redex fix, il y a alors deux sous-cas. Si le fix a disparu dans ¢’ mais
pas tous les arguments composant le redex initial (cas 3a), alors on peut simuler
la t-réduction de t par quelques O-réductions. Et si le fix est présent dans ¢,
c’est alors 'argument «de garde» qui est O (cas 3b). On réduit alors grace a la
nouvelle ¢(-réduction des fix.

O

Théoreme 5 Soient t un terme clos de CCI bien-typé et t' dans CClg tels que t —¢ t'.
Alors toute forme normale ty de t'" modulo — |0, correspond via —¢ a une forme normale
faible ty de t. Plus précisément, on est dans l'un des quatre cas suivants :

(i) #h =D

(ii) t) = C O et les arquments v sont alors aussi des formes normales modulo (1| Ow) -

(iii) t{, commence par une A-abstraction.

(iv) t) = fix f; {...} V. Si Uargument de garde est le k;-éme, alors | V| < k; et les v
sont également en forme normales modulo — ., |o,,)-
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PREUVE. Comme lors de la preuve du théoreme 3, on construit une suite de dérivations
partant de ¢ et reflétant au niveau CcI la suite de dérivations menant de ¢’ a t{. Ceci nous
donne un terme CCI #; tel que ¢ —7 ¢;. Si maintenant on continue a appliquer a ¢; des
réductions faibles, on finit par obtenir un terme ¢ty de CcI faiblement normal. On peut alors
refléter cette dérivation ¢; —. o au niveau CCIp via le théoréme 4, ce qui nous donne une
suite de dérivations —,, o, )« partant de t;. Or ce dernier est en forme normale vis-a-vis de

ces réductions, donc ne change pas. Finalement, on a le schéma suivant :

Twk Twk
t t to

e e —e

t t t
(Twa)* 0 _ 0
Le reste de 1’énoncé découle directement de 1’étude des allures possibles d’une forme
normale faible close dans Cc1 (cf. lemme 3). En effet ¢, peut étre :

e une sorte, un type inductif appliqué ou un produit, qui ne peuvent que donner O
d’apres les regles de —-¢.

e un constructeur inductif appliqué, qui donne par —¢ soit O soit le méme constructeur
appliqué a des arguments extraits.

e une A-abstraction, qui donne par —¢ soit O soit une A-abstraction dérivée.
e un point-fixe manquant d’arguments, qui donne par —¢ soit O soit un point-fixe dérivé.
O

Méme s’il ne mentionne que la réduction générale —,. , ce théoreme est également in-
téressant du point de vue des stratégies particulieres d’évaluation, stricte (a la Ocaml) ou
paresseuse (a la Haskell). En effet, on a déja mentionné précédemment que ces deux straté-
gies peuvent étre vues comme des restrictions de —,. , avec comme condition supplémentaire
que toute partie droite (resp. gauche) d’application soit en forme normale avant de pouvoir
réduire I'autre coté. Dans tous les cas, le terme retourné a la fin d’'une évaluation stricte est
clairement normal vis-a-vis de —,., et de méme pour une évaluation paresseuse. Pour pou-
voir utiliser le théoreme précédent, il faut juste que ces évaluations strictes ou paresseuses
integrent également la réduction —g,. Dans la section 2.6, nous verrons comment concilier
nos besoins en terme de regles de réduction avec les évaluateurs réellement implantés dans
Ocaml et Haskell.

Il est possible de donner plus de précisions concernant les quatre cas du théoreme précé-
dent. Si t;, = O alors ty est un schéma de type ou est de sorte Prop. Le lemme 2 montre qu’il
en est alors de méme pour ¢. Dit autrement (par contraposé) : si ¢ est informatif et n’est pas
un schéma de types, alors la réduction de son pendant extrait ne peut terminer sur O.

Réciproquement, on aimerait que t; = O des que t est logique ou est un schéma de
types. Cela est inexact, a cause du non-déterminisme de —¢, comme le montre ’exemple
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Az : True, z —¢ Az : O, O. Mais bien sur, il suffit de spécialiser le théoréme précédent avec
; & ) P p p
t' = E(t) au lieu de t —¢ t' pour assurer cette propriété. De toute maniere, —¢ n’a d’utilité
el p prop y &
que comme invariant intermédiaire.
Concernant les autres cas du résultat :

e Pour (ii) : si ¢, commence par un constructeur, alors ¢ a soit un type inductif si le
constructeur est completement appliqué, soit un type produit sinon.

e Réciproquement : si t' = £(t), et si t possede un type inductif informatif, alors on
termine nécessairement la réduction dans le cas (ii).

e Sil’on est dans le cas (iii) ou le cas (iv), c’est que ¢ avait initialement un type produit.

e Par contre si I'on sait juste que t a type produit, on peut finir dans n’importe quel cas
(i) (i) (iii) ou (iv).

Le bilan de cette étude est que la réduction des termes extraits se déroule sans anicroches.
Si la machine a réduction doit effectuer une application, elle va bien trouver en téte une valeur
acceptant un argument : cloture, point-fixe ou O (ou un constructeur inductif tant qu’on
garde leur notation curryfiée). Et si la machine a réduction doit effectuer un filtrage, 'objet
filtré va bien se réduire vers un constructeur appliqué a tous ses arguments, hormis les cas
spéciaux des filtrages de singletons logiques.

La question est maintenant de savoir si le résultat final de la réduction d’un terme extrait
est bien correcte vis-a-vis du terme initial. Evidemment, le travail fait jusqu’ici va permettre
de donner une premiere réponse, au moins dans les cas simples, comme par exemple le cas
particulier des termes appartenant a un type de données :

Définition 15 Un type de données est un type inductif D dont les constructeurs n’ont pour
arquments que des objets de type D ou d’un autre type de données.

Par exemple, un type inductif I avec un constructeur de type (nat — I) — I (i.e.
encapsulant une fonction) n’est pas un type de données. Par contre les types usuels comme
bool, nat ou Z sont des types de données en ce sens. On peut alors spécialiser notre résultat
précédent a ce cas particulier :

Théoreme 6 Soit t un terme clos de CCI bien-typé dont le type T est un type de données
sans contenu logique. Alors toutes les dérivations de £(t) via — o = se terminent sur la
forme normale CcI de t.

PREUVE. Il suffit de reprendre la preuve du théoreme précédent, a ceci pres que maintenant
to est en forme normale et non plus seulement en forme normale faible. Ceci découle du fait
que T est un type de données : une forme normale faible dans ce type, ne pouvant contenir
de clotures, est donc également en forme normale. Et des lors, la définition de sans contenu
logique montre que £(ty) = ty. Il n’y a donc rien a extraire dans ty, on a donc forcément
t{) = to. O

Par exemple, si I'on batit en Coq un terme arbitrairement complexe répondant true ou
false a une question particuliere, on est sir que son extraction va se réduire vers la méme
réponse que celle de Coq. Il en va de méme si notre terme retourne le centieme nombre de
Fibonacci ou bien la liste des mille premieres décimales de 7.
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Ce résultat, bien qu’intéressant, est malgré tout fortement limité. On ne dit rien en
particulier concernant la correction de termes non clos ou de fonctions (ce qui en fait revient
au méme, via des A-abstractions). Pour traiter ces cas, il va falloir tout d’abord préciser
ce qu’on entend par fonctions correctes, puis établir cette correction. L’idée simple est de
montrer que si tous les arguments sont corrects en un certain sens, alors la sortie calculée
par la fonction 'est également. La formalisation de cette idée et sa preuve se sont révélées
beaucoup plus ardues que prévu, et sont 'objet de toute la section suivante.

2.4 Etude sémantique de la correction de ’extraction

Dans I’étude qui suit, nous allons nous efforcer de préciser ce que cela signifie pour un
terme extrait d’étre correct, et nous allons désormais le faire au moyen de considérations
sémantiques. Jusqu’ici nous avons en effet utilisé une propriété de correction purement syn-
taxique, a savoir la comparaison entre la structure d’un terme extrait et celle du terme
d’origine. Mais une telle approche ne permet pas de traiter les fonctions de fagon satisfai-
santes.

Cette étude est destinée a permettre a terme de générer dans Coq les preuves de correction
des objets extraits. Cette intention a influé grandement sur ’étude, a la fois dans le choix
du cadre logique, puis dans les définitions et les preuves qui suivent, faites de la maniere la
plus détaillée et mécanique possible.

Nous allons tout d’abord définir une transformation [.], qui va en particulier nous donner,
une fois appliqué a un type T, le prédicat de correction que doit vérifier tout terme E(¢)
extrait a partir d’'un objet ¢t de type T". Puis nous établirons successivement :

e la préservation de cette transformation [.] par substitution;

e la préservation de [.] par réduction;;

e le fait que les objets construits par [.] sont correctement typés ;

o le fait que les termes extraits vérifient bien les prédicats de correction issus de [.].

Avertissement : Pour tenter de simplifier cette étude, nous ne traitons pas les cas des
«let-in», des constantes et des points-fixes a plus d'une composante. Il ne s’agit de toute
facon pas des cas critiques, et leur prise en compte, fastidieuse, ne pose a priori pas de soucis.
Par contre le principal changement dans cette section est I'utilisation du systeme modifié
Ccr, avec marquage explicite des cumulativités, introduit dans la section 1.2.5.

2.4.1 Cadre logique

On se place ici dans une perspective aussi proche que possible d'une formalisation réelle
en Coq de la correction de 'extraction. Méme si cette formalisation est restée au cours de
cette these dans le cadre strict du papier, il est possible que nous tentions a 1’avenir d’en
faire un véritable développement Coq. Le systeme logique dans lequel nous allons exprimer
nos propriétés de correction est ici le CCl,,.

Nous avons déja évoqué a la page 10 de l'introduction le fait qu’il n’est pas possible en
général d’espérer pouvoir typer les termes extraits dans le CcI,,, a cause par exemple de la
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disparition éventuelle des certificats logiques de décroissance dans un point-fixe. Il va donc
falloir encapsuler ces termes extraits dans un type de données, du genre :

Inductive expr : Set :=

| Var : identifier — expr

| Lam : identifier — expr — expr
| App : expr — expr — expr

Nous supposons désormais que ’on dispose dans notre CcI,, d'un tel type concret, que I’'on

nommera A par la suite, internalisant la syntaxe des termes non-typés du Ccr,, (ou pré-
termes), plus une constante 0. De fagon générale, on notera ¢, 1'objet ¢ internalisé dans A.
Par abus de notation, on continuera a utiliser la syntaxe CcI,, pour ces objets internalisés.
Ainsi on écrira (Sy 04) plutot que (App Sp 0y).

De méme que deux objets de Cc1,, convertibles ont les mémes propriétés, et en particulier
sont égaux via I’égalité standard eq, nous allons exiger que deux objets A convertibles soient
égaux. En particulier, nous utiliserons le fait que ((Ax:X, t) x) et t sont le méme objet.
Nous n’allons pas, pour l'instant, préciser plus quelle notion de convertibilité est nécessaire
au niveau A, quitte a le faire au fur et a mesure des besoins.

Ce cadre logique étant fixé, la fonction £ d’extraction vue au début du chapitre est
maintenant une fonction au niveau méta, transformant tout terme CcI,, en un objet du
type concret A.

2.4.2 Les prédicats de simulation

Dans les travaux similaires de correction d’extraction, I'usage est de définir la correction
des termes extraits par rapport au type initial de 'objet extrait. On a alors un prédicat de
réalisabilité p r T, qui se lit ainsi : «le programme p réalise le type T'». Le but est alors
de montrer que E(t) r T lorsque ¢ : T. Le point critique est la réalisation des fonctions. La
regle naturelle pour réaliser un type fonctionnel est la suivante :

prA—B ssi Ya, ar A= (pa)r B

Si 'on veut généraliser ceci au produit dépendant Vx : A, B, il faut tenir compte de 'appa-
rition possible de z dans B, que I'on va souligner par la notation B(x). Essayons :

prVx:AB(x) ssi Va, ar A= (pa)r B(a)

Dans un systeme permettant une extraction interne, ceci peut éventuellement convenir,
encore que a r A n’implique pas forcément a : A, et donc B(a) peut ne pas étre bien typé.
Ici en tout cas, comme les parties extraites ont pour type A, il n'y a aucune chance pour
que cette regle soit bien typée. On peut alors tenter de s’appuyer sur un élément x de type
A:

prVx:AB(x) ssi Vo:A, Va, ar A= (pa) r B(x)

Dans cette formulation, le point génant maintenant est que x et a ne sont pas corrélés, bien
que moralement ils doivent correspondre respectivement a un terme CcCI,, et a une extraction



2.4. FEtude sémantique de la correction de l'extraction 63

possible de ce terme. Pour exprimer cette corrélation, nous avons choisi d’introduire un
prédicat de simulation ¢ ~ p reliant un terme CcI,, t et un terme extrait p. Plus exactement,
il va s’agir d’'une famille de prédicats ~7 indexés par des types 17" de Cci,, :

~p: T — A — Prop
La regle de réalisation d’un produit devient alors :

[ ~vaa By P ssi Vax:A Va, x~ya = (f x) ~pa) (pa)

En fait, nous allons tout centrer sur ces prédicats ~r, et reléguer a I’arriere-plan le prédicat
de réalisabilité r, qui sera en fait défini a partir des prédicats de simulation :

prT ssi T, t ~pp

Et pour atteindre I'objectif initial qui était d’établir £(¢) r T', on va alors prouver que
t ~7 E(t), ce qui est plus précis.

Au niveau technique, ces prédicats ~p pour T : s ne sont encore pas assez généraux
pour étre définis et manipulés directement. Nous allons en effet avoir besoin de les étendre
aux schémas de types T : K. Comme en général, ces prédicats ne seront plus des relations
binaires, nous ne garderons pas cette notation infixe ~, et parlerons a la place des prédicats
T. Lorsque T est un type, t ~¢ p sera alors juste une abréviation pour (7' ¢ p).

En pratique, nous n’allons pas pouvoir définir directement ces prédicats T\, mais plutot
des paires dépendantes [T] qui vont avoir ces prédicats T comme seconde composante, et
une variante enrichie 7' de T comme premieére composante. Nous utiliserons donc trois types
de paires dépendantes adaptées a nos besoins :

Record Type™ : Type := mk_Type
{ type_Type :> Type;
pred_Type : type_Type — A — Prop }.

Record Set™ : Type := mk_Set
{ type_Set :> Set;
pred_Set : type_Set — A — Prop }.

Record Prop™ : Type := mk_Prop
{ type_Prop :> Prop;
pred_Prop : type_Prop — A — Prop := fun _ _ = True }.

Si s est une des trois sortes Set, Prop ou Type, le constructeur d'une paire dépendante
de type sT est mk_s, et les deux projections sont type_s et pred_s. Ces deux projections
redonnent respectivement le type contenu dans st et le prédicat de simulation associé &
ce type. Regardons maintenant les types des projections. Le type de la premiere est tres
simple :

type_s : st — s.

Celui de la deuxieme présente une dépendance :
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pred_s : VT:s™, (type_s T) — A — Prop.

D’autre part, la premicre projection peut étre vue comme une coercion de s vers s, ce
qui est signalé par la syntaxe :> au lieu des : habituels. En Coq, cette coercion évite alors
d’avoir a écrire explicitement la premiere projection. Dans 1’étude théorique qui suit, nous
continuerons a expliciter ces projections. Par contre, nous le ferons a I'aide d’une syntaxe
plus légere :

e 7.1 pour (type_s T)
e 7.2 pour (pred_s T')

Ces abréviations sont volontairement ambigués, car elles ne précisent pas le type d’origine
Type™, Set™ ou Prop™. Typer l'expression T' permet au besoin de lever cette ambiguité.

Il faut noter que le cas de Prop™ est un peu particulier. En effet on fixe définitivement le
contenu du champ pred_Prop deés la définition du type Prop™. Ainsi le prédicat associé & un
objet dans Prop™ est nécessairement le prédicat trivial toujours équivalent a True. L’idée
est que l'extraction d’une partie logique peut étre choisie arbitrairement, sans que cela ait de
répercussion sur la correction du terme extrait. Au niveau pratique, la seule différence entre
le type PropTet les types Typetet SetTest que le constructeur mk_Prop n’attend qu’un seul
argument au lieu de deux. Par contre les deux projections type_Prop et pred_Prop existent
bien et fonctionnent comme décrit précédemment.

L’homogénéité entre les st va nous permettre de plonger Set™ et Prop™ dans Typet pour
mimer les cumulativité s Set < Type et Prop < Type. Dans CcI,,, ces cumulativité s sont
signalées par les marques * et T. Ces marques vont ici étre reflétées par les deux fonctions
suivantes :

Definition Set™_Type' := fun T:Sett = let (t,p):=T in mk_Type t! p.
Definition Prop™_Type' := fun T:Propt = let (t,p):=T in mk_Type t' p.

2.4.3 La transformation [.]

Nous allons maintenant définir une transformation [.] pour tout objet de Ccr,. En
fait, seule la transformation des types nous importe réellement. Mais ces types peuvent
se retrouver a tout emplacement, par exemple en argument d’un constructeur inductif, et
resurgir alors a la faveur d'un filtrage. Et un type peut aussi étre en fait une application
d’un schéma de types a des arguments. Bref, [.] va porter sur tout terme CCIL,,.

Dans le cas particulier d'un type T : s, [T] va étre une paire dépendante dont la deuxieme
composante [T].2 est le prédicat de simulation recherché. Dans ce cas précis, nous abrégerons
alors [T].1 en [T]y et [T].2 en [1]». Comme point de repere, on pourra noter que cette
transformation méta-théorique [.] va préserver le typage : si t: T, alors [t] : [T]1. Voici
maintenant la définition de [.] par récurrence structurelle :

— [z] ==
- [l =1[ [¥]
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— [Ax T, t] = Ax: [T, [t]
— [V : T, 1] =
mk_s Vx: [T]q, [T']s M, Ap, Vo : [T]1, V&' : A, [T]2 x 2" — [T']2 (t z) (p o)

si le type® de Vo : T, T" est s # Prop. Les deux abstractions abrégées ont pour types
Vo : [T]1, [T']1 et A. Et si s = Prop, on supprime le second argument de mk_s.

~ [s] = mk_Type s™ A, A, True
— [t*] = set*_Type* [t]
— [t'] = Prop*_Type* [{]
[ =X Ul (mkes (T %) (17))
lorsque l'inductif I admet Vm , S pour arité, avec s # Prop. Voir la transformation

des contextes pour la définition de I et I. Et si s est Prop, il suffit d’enlever le second
argument de mk_s.

~ [C] = C pour un constructeur C' de I'inductif I. Et C est alors un constructeur de

I'inductif 1. Voir la transformation des contextes plus bas pour la définition de I.
—

~ [case(e, P, )] = case([e]. P, [£])
Ici, pour P de la forme A, Az : (I ¢ ), T, onnote P = A\, \v: (I ;]]) ), [T]h-
— [fixz: T :=t] = fix x : [T]1 := [t]
Finalement cette transformation [.] s’étend aux contextes comme suit :
- [ (D)) = [TT; (2 : [TTh)

——
— Chaque déclaration d’un inductif_[ d’arité K = Vu:U, s et de constructeurs C; : T;
est remplacée par deux inductifs I et I, le second ne servant que si s # Prop.

- . . . - %
1. I est simplement la propagation de [.]; & I. Son arité est K = Vu : [U]q, s et ses
constructeurs C; ont pour type [T;]1.

o~ — ~ —_— -
2. I sert de prédicat de simulation pour /. Il a pour arité K =Vu : [U]s, (I v) —
A — Prop. Et ses constructeurs C; ont pour type ([T;]2 C; C%), avec C§ étant
le i-¢me constructeur de l'inductif £(1) extrait de I et internalisé dans A.
Revenons un instant sur les définitions de TetI.N peut sembler en effet surprenant que
[T:]a d'une part et ([T;]2» C; C}) d’autre part soient bien des types de constructeurs valides.
En fait si T est de la forme Vv : V| (I W), on a alors :
e T pp—
[T]a = Vo : [V, (I [w])
et également :
([T:]2 i C3) =V[v: V], (I S(w) (C; ¥) (C} T))

Nous avons ici utilisé deux nouvelles notations :

3Rappel : dans CCI,,, on a bien unicité des types modulo conversion.
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— — =
o V[z:T], ... qui dénote Vx : [T]y, ... plus une variable de programme ' associée
a chaque variable x de départ, et la preuve H, de correction reliant = et z’. Plus
précisément :
Vi(z:T)(v; : Vi)], ... =V : [T]1, Vo' : A, VH, : ([T]z = 2'), Y[v; - Vi], ...

— . . . . 7 .
o M est la version extraite des variables : chaque variable z est remplacée par sa variable
extraite associée z’.

Pour un contexte I', on aura plus tard besoin de manipuler une variante de [I'] encore
plus enrichie, dans laquelle une déclaration (x : T') engendre, en plus de (z : [T7]1), la
déclaration d’'une variable de programme associée (z' : A) et d’une preuve H, reliant z et
2', de type ([T]2 « «’). Nous noterons ce contexte enrichi [I'] .

2.4.4 Un exemple

Il est maintenant temps d’essayer tout ce joli formalisme sur un exemple. Nous allons
chercher a savoir quelle condition de correction doit satisfaire un programme extrait £(div)
dont le terme original div était une division entiere :

div : Va b:nat,b#0 — { gq:nat | g*b < a A a < (S @)*b }

Tout d’abord, comme l'arité de nat est directement Set, on a [nat] = mk_Set nat nat,
et donc [nat]]; = nat. Les types des nouveaux constructeurs 0 et S de nat sont alors
respectivement nat et nat — nat, ce qui fait que nat est exactement isomorphe a nat.
Nous les identifierons donc. Et pour ce qui est de nat, on a :

Inductive nat : nat — A — Prop :=
| 0 : nat 0 Oy
| S : Vn:nat,Vn’:A,nat n n’ — nat (S n) (Sp, n’).

Cet inductif exprime simplement le fait que n’:A est une extraction correcte de (S (8
(8 0)...))ssin’ = (S8p (Sp ... (Spx 0p)...)). Un autre inductif utilisé dans le
type de div est sig:

Inductive sig (A:Set™)(P:A.1 — Prop™) : Set :=
| exist : Vx:A.l, (P x).1 — sig A P.

Cette définition n’est, en fait, pas si différente de celle de sig, en particulier si 'on omet les
coercions .1 inférables par Coq. On a méme la relation suivante :

sig A P < sig A1 Az, (P z).1)

Voici maintenant la définition de I'inductif sig :

Inductive sig (A:Set™)(P:A.l — Prop™) : sig AP — A — Prop :=
| exist : Vx:AL,Vx’:A,A2 x x7 —
Vh: (P x).1,Vh’:A, (P x).2 h h’ —>/
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]

sig A P (exist x h) (exist, x’ h’)).

Nommons Div le type de div et P le prédicat (fun a b g = g*b < a A a < (S g)*Db).
On obtient ensuite que [Div]y est isomorphe a Div puis que [Div], a pour type Div — A —
Prop et vaut :

[Div]p = fun (£:Div) (p:A) =
Va:nat,Va’:A,nat a a’ —

Vb:nat, Vb’ :A,nat b b’ —

Vh:b#0, Vh’: A, [b#0], h h’ —

(sig [nat] ([Pl ab) (f abh) (p a’ b’ h’)).

Or b#£0 étant une proposition logique, le prédicat [b=0] qui lui est associé est le prédicat
trivial. Et de méme pour tout triplet d’entier a, b et q, le prédicat ([P] a b ¢).2 est aussi
A_, A_, True. Au final, [Div], est équivalent a :

fun (£:Div) (p:A) =

Va:nat,Va’:A,nat a a’ —

Vb:nat, Vb’:A,nat b b’ —

Vh:b#0, Vh’ : A,

Jq,3q’, (f a b h) = (exist q _) A (p a’ b’ h’) = (existy q’ _) A
nat qq’ NP abq.

Notre fonction extraite div sera donc correcte ssi pour deux arguments correspondant a des
entiers Coq (le deuxieme étant non-nul) et un troisieme argument quelconque, elle se réduit
bien vers le constructeur exist, dont le premier argument voit son pendant Coq vérifier la
post-condition P. Malgré tous les détours liés a la complexité du formalisme, on retrouve
bien la signification informelle des pré- et post-conditions.

2.4.5 Propriétés de substitution liées a la transformation [.]

La premiere étape en direction de la preuve de correction de I'extraction est d’établir les
propriétés de substitution que vérifie la transformation [.]. Il va s’agir ici de substitution de
la derniere variable d’'un contexte, ce qui en particulier n’influe pas sur les types inductifs
définis auparavant.

Lemme 12 La transformation [.] préserve les substitutions : [t{x«r}] = [t]{x—[r]}

PREUVE. Il s’agit d'une preuve par récurrence structurelle, purement syntaxique. Devant la
multitude de cas, nous ne les traiterons pas tous. Voici un cas typique :

[t ) {zer}] "= [Hfzer} t{zer}]
LU e )] [Pz )]
L [ [} [~ ]}
"= ([ [z [}
B i fea
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Tous les cas autres que les cas de base suivent ce schéma :
1. propagation de la substitution

. utilisation de la définition de [.].

2
3. utilisations répétées des hypotheses de récurrence.
4. factorisation de la substitution

5

. utilisation inversée de la définition de [.].

Il y a quand méme un point délicat : rien ne garantit a priori que la méme regle de définition
de [.] va s’appliquer avant (point 5) et apres (point 2) propagation de la substitution.
Heureusement une substitution ne bouleverse pas la structure : une application substituée
reste une application, un filtrage substitué reste un filtrage, etc. Evidemment, une variable
substituée peut donner bien autre chose, mais ce cas est correctement géré :

[a{z—r}] “Z" [r]
" [z []}

Enfin, méme si la méme reégle de définition de [.] est utilisée avant et apres substitution,
encore faut-il que cette regle produise des objets semblables. En particulier, la transformation
[{] d'un inductif et celle [Va : T, T"] d’un produit utilisent tous les deux un constructeur
mk_s qui va dépendre d’une sorte s. Cette sorte est respectivement la sorte au bout de
I’arité de I ou bien le type du produit. Il est alors indispensable pour la validité du présent
lemme qu’une substitution ne puisse pas modifier cette sorte s. Ceci est trivial dans le cas
de l'inductif : la sorte au bout de 'arité de I ne change pas par substitution. Par contre
c’est beaucoup moins évident dans le cas du produit. Dans le systeme CcI d’origine, c’est
méme faux : si x : Type, alors Yy : Y, = a pour type Type, alors que (Yy : Y, z){z«True} a
pour type Prop. Qu’en est-il dans le Ccr,, 7 Si 'on détaille cet exemple, on obtient :

[Vy : Y, 2] = mk_Type Yy : [Y]1, [z]1 ---
Pour étre légale, la substitution doit maintenant étre {x < True'}. On a alors :

Vy : Y, 2{x+ Truel}]

= [Vy : Y, True']
=mk_Type Vy : [Y]1, (Propt _Type™t [True]).l ...

De 'autre coté, la substitution a appliquer apres transformation est {x « [Truel]} = {x«
Prop™_Type' [True]}. On retrouve bien alors le méme terme d’arrivée.

De fagon générale, notre systeme modifié Ccr,, vérifie bien la conservation du type d'un
produit par substitution. En effet, si s est le type d’origine, alors s{x«r} = s est bien un
type du produit substitué d’apres le lemme 4. Or il y a unicité des types dans CCI,,. O

2.4.6 Propriétés de réduction liées a la transformation [.]

Comme nous avons exclu de notre étude les constantes et les «let-in», nous ne considé-
rons ici que les réductions (3 et ¢.
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Théoréme 7 La transformation [.] préserve la réduction : t —g, t' = [t] —p, [t']
PREUVE. Commencons tout d’abord par les cas ou la réduction s’effectue en téte :
o t =(Mu:U, a) b se réduisant par 3 en t' = a{u < b}. On a alors [t] qui vaut (Au :
[Ul1, [a]) [b] et peut bien se réduire vers [a]]{u <« [b]}. Et ce dernier est bien égal via
le lemme de substitution précédent a [a{u«0b}] = [¢'].

e S’il s’agit d'une (-réduction en téte d'un schéma de types, on procede de méme.
ot = case(C; P U, P, f;) se réduisant par ¢ en ¥ = (f; ). On a alors [t] =
= = . ] o —

case(C; [p] [ul, P, [f;]) qui peut bien se réduire vers ([fi] [u]) = [¥']

ot = (fixw: T :=ty) U se réduisant par ¢ en ¢’ = to{z« (fix v : T :=ty)} w. On

H

a alors [t] = (fix z : [T]1 = [to])) [u]. En particulier 'argument inductif de garde,
qui commencait par un constructeur inductif, conserve sa structure de téte. On peut

—_—
donc réduire [t] en [to]{x « (fix = : [T]1 := [to])} [u]. Le lemme de substitution
précédent montre que ce terme est bien égal a [t'].

e S’il s’agit d’une (-réduction en téte d’un schéma de types, on procede de méme.

Si maintenant la réduction a lieu a 'intérieur des termes, on procede par récurrence sur
la structure de 'objet ¢ d’origine. Comme ces cas sont sans surprise, nous ne les détaillerons
pas. O

2.4.7 Validité des termes produits par la transformation [.]

Théoréme 8 La transformation [.] préserve le typage : Tt :T = [I]F [t] : [T]2
PREUVE. Par récurrence sur la dérivation de typage d’origine, en méme temps que sur la
bonne formation des contextes transformés [I'].

(WF) WF(2) = WF([2])

1010 gy
'-U:s ugZFﬁ [T+ [U]1 : s
WEF(I; (u: U)) WE([IT; (u - [Ul))

(WF)

En effet [s]; = s* et donc la premiere projection de [U] a bien le type s.

WF(I') s € {Set,Prop, Type,} <] N WF([I']) s € {Set,Prop, Type,} i <j
['F s Type; [T+ [s] : [Type;ls

En effet [s] = mk_Type s* A_, A_, True et [Type;]1 = Type™.

(Ax)

WFT) (u:U)eTl N WEF([T]) (u:[U]1) € [I]

(Var) TFu:0 TF [l [0]

Tout d’abord, les variables sont invariantes par [.], donc [u] = u. Et d’autre part, les
types empilés dans I'environnement [I'] sont bien de la forme [U]y (cf. regle (WF)).
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F'ET:sy Ti(x:T)ET 155  Pl(sy,Se,83)
PEVe: T, T : s

(Prod)
=

[C] =177 : [s1]a [T]; (= [T]a) = [T7] : [s2]ls PROD(s1, 52, 53)

[C] F mk_sz Vo :T,T" Xt, \p, Vo :T,Va': A, (T z 2') — (T" (t z) (p ') : [s3]s

Avec T = [T]; et T = [T et idem pour T". La dérivation ici esquissée est celle pour
s3 # Prop. Au lieu d’en écrire tous les détails, nous allons juste en décrire les grandes
lignes. [s1]1 = s] et [s2]1 = s4. Donc T et T” ont pour types respectifs s, et so, et
T et T ont pour types respectifs T — A — Prop et 77 — A — Prop. Une utilisation
de la regle de typage du produit nous permet alors d’affirmer que Vz : T, T admet
s3 pour type. Il est alors facile de voir que la partie prédicat de la paire dépendante
est bien de type Vo : T, T' — A — Prop. Il est alors bien légal de former cette paire
dépendante, qui a donc effectivement pour type [s3]; = s5.

Le cas s3 = Prop est une version simplifiée de ce qui précede, vu que mk_s3 n’a alors
qu'un seul argument.

FEYu:U, Vis Ti(u:U)Fov:V

(Lam) 'FXu:U,v:Yu:U V

=

]+ [Vu: U, V] : [s]1 M .
I Vo (070, Vg s L0 (s 0T F 1l [V

[T+ Aw: [Ul, [v] : [Vu: U, V]q

De I'hypothese de récurrence concernant [Vu : U, V], on déduit en prenant la premiere
projection que [Vu : U, V]1 = Vu : [U]1, [V]1 est de type s. Ceci plus 'autre hypo-
these de récurrence concernant [v] permet d’appliquer la regle (Lam) et de conclure.

'Fo:Yu:U,V T'Fw:U N [T o] :[Vu:U, V]y [I]F [w]:[U]a
F(vw): Viw—w} [C1F (o] [w) : [VIa{w—[w]}

Comme précédemment, on utilise I'égalité [Vu : U, V]1 = Vu : [U]q, [V]1. Enfin, on
a bien [V]i{u[w]} = [V{uw}]1 via le lemme de substitution précédent.

'-U:s T'Ht:T T=5U

(Conv) TFt-U

=
IC]F [ - U

Et T' =g, U implique bien [Ty =g, [U]1, grace au théoreme précédent de préservation
de la réduction par [.].
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(CumT)

(CumP)

(Cum?)

(I-Type)

(I-Cons)

I'-t:Type; i<
['=1¢: Type;

=

[CDF [t : [Type,J» i<y
[FT = [¢] - [Type;]a

Ceci est immédiat, car [Type,;]1 = [Type;[1 = Type™.

I'Et:Prop
CHt:T
= ype

[T] F [¢] : [Prop]s
[CDF [£] : [Typels

Ici [t'] = Prop™ _Type* [t], qui est alors bien de type [Type]; = Type™

I'Ft:Set
LHtr:T
= ype

[T] F ] : [Set]s
[T]+ [#] : [Type]s

Ici [t*] = Set™ _Type™ [t], qui est alors bien de type [Type]: = Type*

—
Pour une arité K = Vu : Us, avec s # Prop, on a :

WFI) Ind,(I'y:=T¢)el (I:K)ely
1K

=
WF(T]) Ind,(T;7:=Tze) €[] (T:K)el; (I:K)eTly;

[T+ M [U], (mkes (T W) (I @) : [K]q

J— —_— ~ _— —
avec les abréviations K = Vu : [U]y, s et K =Vu : [U]s, (I W) — A — Prop. Et on
a [K]1 =Vu: [U]1, s*. Les pointillés dans I’arbre de dérivation correspondent & deux
utilisations de la régle (I-Type) pour déduire que I et T ont pour types respectifs K
et K , puis au typage des lambdas et de la paire dépendante.

Enfin, le cas s = Prop n’est qu’une simplification de ce qui précede, car mk_s n’a alors
qu’un seul argument.

WF(I) Ind,(I';:=T¢)el (C:T)el¢
r-c:r

=
WEF([I]) Ind,(T7;:=Tze) €[] (C:[T) €T¢
[T - C : [T]1
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(I-WF)

(Case)

Concernant la déclaration d'un inductif I, d’arité K = Vu : U, s; et de constructeurs
Ci:Tyysionpose 'y =(I:K)etT'oc=(Cy:T1);...;(Ck : Ty), on a alors a l'origine :
'EK:s ;T FT s Z,(0,Te)

W]—"(F, Indn(F[ = Fc))

. . . Ea P . ’ %
Examinons tout d’abord la définition de /. Déja, son arité est Yu : [U]z, s;. Or on a :

IT] F [Vu:U, sf] : [s]a hypothese de récurrence associée a K
_

[T] = Vu: [Ul, st :s par premiere projection, puisque [s]y = s+
—_

[T Vu: [Ul, s;: s car s; a un type plus grand que s;.

Et pour les nouveaux types [7;]1 des constructeurs C;, on a :

[T [T F[T3] : [sr]a hypothese de récurrence associée a T;
IT]; [T/ F [T:]w : s1 par premiere projection

—_— _ —_—
En fait, [[';] = (I : Vu : [U]1, s7) et non pas (I : Vu : [U]1, sr). Mais I ne va appa-
raitre dans les [7;]; que derriére une premiére projection, sous une forme (I w).1. On
peut alors changer ces occurrences en (I w) et remplacer [I';] par (I : Vu : [U]y, s;).
Enfin les conditions annexes Z, sont bien satisfaites pour I. En particulier les [T;]q
sont bien toujours des types de constructeurs de sortes s;. Quant a la condition de
positivité, sans entrer dans les détails, nous donnerons juste comme intuition que [.]y
préserve la structure des 7T;, et donc a fortiori la positivité.

~ EE— —
Passons maintenant & la définition de Q. Son arité est Vu : [U]y, (I W) — A — Prop,
qui est bien typable de type Type. Quant aux constructeurs C , la définition choisie
assure qu’ils sont bien des types de constructeurs pour I de sorte Prop. Enfin, la encore
nous ne détaillerons pas la vérification de la positivité, mais elle ne semble pas poser
de probleme.

Regardons maintenant le cas d'un ﬁltrage sur un objet de type inductif I dont I'arité
est K = Vp P K’ avec K =Yu:U U, s et dont les constructeurs sont C; : T;. On va

noter T; = Vp P, ‘v’v V, (I P W) les types des constructeurs des C;. Soit enfin o la
substitution des parametres formels P par des parametres concrets q.

I'e:Iqduw I'P:B C(I<q:K);B) Vi,['F f;:Vv: VU,PwU(Ci?F))
I'Fcasele, P, fi...fu) : P W e

=
M- lel:Tlg) [l [T1F[P]:[Blx  C(T [q]:Vu: U1, s; B)
Vi? IIF]] - [[fz]] :vv_:[[va]]lla [[P @7; (Cz )]]11
[T] F case([e], P, [f1]---[fx]) : [[P el

En I'état, la version transformée n’est pas une application légale de la regle (Case) : il
reste quelques ajustements a effectuer. Etudions tout d’abord le prédicat P, qui est de
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(Fix)

— — — -
la forme Au : U, Az : (I ¢ '), T. Son type B est de la forme Vu : U, (I ¢ — Sp.
—_s L — n —_s L=
Donc [Bly = Vu: [Uy, (I [q] [u]) — sp. Bt [P] = Au: [Uly, Az : (I [q] [u]), [TT.
_ —

Ceci implique que notre nouveau prédicat P = M : [U]y, Az : (I [q] «), [T]1 est
_—

Kl

=

bien typé, de type Vu : [U]1, (I m M) — sp. Notons B ce dernier type. Comme
—_——

Vu : [Us]1, s et B sont des arités de méme sorte que leurs versions d’origine, la condi-
tion C est toujours vérifiée apres transformation. Enfin on a les égalités suivantes :

_ — _ —
[P u ey = ([P] [u] [e]).1 = (P [u] [e])
et de méme : . o
[P ws (Ci ¢ V)]w = (P [w,] (C: [q] [v]))
Ceci permet maintenant une application légale de la régle (Case), modulo quelques
permutations entre la substitution [.] et o.

'ET:s Ty(x:T)Ht:T F(x,T,k,t)
'k (fixx/k:T:=t) : T

CLFIT] Il oy s s |
s sl 3 HCEN o WY O KN oy MY e AN )

[CF (fix 2/k: [T]: = []) : []s

Concernant les conditions annexes F(x, [T]1, k, [t]) :

~ Le nombre des arguments attendus par [t] est le méme que celui de ¢, et le k-eéme
argument de [t] a toujours un type inductif, qui est maintenant I au lieu de I.

— A chaque appel récursif (z ') dans ¢ va correspondre un (ou plusieurs) appel(s)
—

récursif(s) (z [u]) dans [t]. Le point important est que 'argument de « garde»
uy subit uniquement la transformation [.] pour devenir [ug], ce qui ne change
pas le fait qu’il soit structurellement plus petit que 'argument inductif d’origine,
étant donné que [.] préserve la structure de ¢.

O

2.4.8 Correction de £ vis-a-vis de la transformation [.]

Commencons par deux résultats auxiliaires, qui confirment que les cas d’élimination de
s )
I'extraction sont bien valides vis-a-vis de [.].

Lemme 13 Pour toute arité K de CcCl,, bien typée dans un contexte I', on peut prouver
Vo : [K]q, Vo' A, [K]2 x o' dans le contexte [I].

PREUVE. Ceci se montre par récurrence sur la structure de K :

e Si K = s, alors [K]y est directement Ax : [K]1, Az’ : A, True. Le terme A\_, A_,

convient alors comme preuve de la propriété recherchée.
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e Si maintenant K est un produit Vz : T, K/, on a alors :
[K]z =AM [K]1, Ap: A, Vo : [Ty, V2’ - A, [T]z x 2/ — [K']2 (t z) (p 2)
Or I'hypothese de récurrence concernant K’ nous donne un terme H, dont le type
est Vy : [K']e, V' : A, [K']2 v ¥ dans le contexte [I']; (z : [T]1). Le terme suivant
convient alors :

Az [Ka, A2 2 A Ax: [T, A’ Ay A, H{z—a} (z 2) (2 2)
(]

Lemme 14 Pour tout type T' de CcC1,, admettant Prop comme type dans un contexte I', on
peut prowver Ve : [T]q, V' : A, [T]2 x o' dans le contexte [I].

PREUVE. D’apres le théoreme 8, [T] a pour type Prop™. Vu la définition de Prop™, le
prédicat [T est donc A_, A_, True. O

Nous allons maintenant énoncer et prouver le résultat principal de cette étude séman-
tique : I'extraction &£ entiere est correcte vis-a-vis des prédicats de simulation obtenus via la
transformation [.] :

Théoréme 9 Pour tout objet t bien typé de CCl,, sil’'on a 't : T, alors ([T]2 [t] £(1))
est prouvable dans le contexte [T'] .

PREUVE. Tout d’abord, les cas de base que sont les arités et les parties logiques se traitent
a l'aide des deux lemmes précédents. Le reste de la preuve se fait par récurrence sur la
dérivation du typage I'=¢: T

(Ax) Dans cette regle permettant de typer les sortes, T est une sorte, et donc a fortiori une
arité. On utilise donc le lemme 13.

(Prod) Ici encore T est une sorte, d’ou l'utilisation du lemme 13.

WFIT) (x:T)el

(Var) I'ta:T

Si T admet Prop comme type ou est une arité, alors £(x) = O et on utilise le lemme 14
ou le lemme 13. Sinon £(x) est la variable de programme associée a x dans le contexte
[T']+, a savoir z’. Et ce contexte contient alors une preuve H, de type ([T]2 = ), ce
qui nous donne bien ici ([T [=] E(x)).

I'EVe: Ty, 7 :s Di(x:To)Ht T
LEMXe:Ty, t' Vo : Ty, T

(Lam)

SiT =V : Ty, T" est une arité ou de type Prop, on applique un des lemmes précédents.
Sinon, 'hypothese de récurrence associée a t’ affirme que :

[T+ (2 [Toln); (2 = A); (He : [To]z @ 2') b Hp = [T'] [t'] £(F)
Or on a :

[T]2 = Az : [T]1, N\e" : A, YV : [To]a, Vo' : A, VH, : [To]z x &, [T']2 (2 x) (2" o)
La propriété voulue s’écrit alors :
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Vo : [To]r, Va' - A, VH, : [To]z 2/, [T']2 (Mx : [To]1, [¢']) =) (A" : O, E(')) 2')
Et ceci peut encore se simplifier via (Az : [To]1, [¢']) = = [t'] et (A2’ : O, E(F')) 2/ =
E(t'). Finalement, le terme suivant convient comme preuve :

At [To]n, A\’ - A, AH,, : [To]e = o/, H{x, o', Hy—x,2', H, }

't Vo : Ty, T" Thty: Ty
(App) CE(ttg): T {x—to}

Si T'{x <t} est une arité ou de type Prop, on applique un des lemmes précédents.
Sinon, on va utiliser les deux hypotheses de récurrence :

[C)e = HE :Vx: [To]n, Vo' A, [To]z z 2/ — [T']2 ([t'] =) (EF) 2')
[TTs - H? : [Tol [to] £(to)
Or la propriété voulue s’écrit :
[T {w—to}]a [ to] E(F to) = [T'Ta{w—[tole} (1] [to]) (E(¥) E(to))
Il suffit alors de prendre comme preuve :
H; [to] E(to) H?

'ET:s T'Ht:T" T =3 T
'=t:T

(Conv)

On a [T"] =g, [T7], et en particulier les deuxieémes projections sont convertibles. 11
suffit donc de reprendre exactement le terme de preuve provenant de I’hypothese de
récurrence sur t : 1.

I'=¢:Type; 1<
['t: Type,

(CumT)

Type, est une sorte donc a fortiori une arité. On utilise le lemme 13.

I'=t:Prop

(CumP) [t : Type

Prop est une sorte donc a fortiori une arité. On utilise le lemme 13.

I'Et:Set
[t Type

(CumS)

Set est une sorte donc a fortiori une arité. On utilise le lemme 13.

(I-Type) Un type inductif a nécessairement pour type une arité. On utilise donc le lemme 13.

WJT(F) Indn(FI = Fc) el (C : T) el'c
r-c:rT

S’il s’agit d'un constructeur d’inductif logique, on utilise le lemme 14. Sinon, un dé-

(I-Cons)
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(Case)

pliage de ([T]z2 [C] £(C)) montre qu’il s’agit exactement du type du constructeur C
de l'inductif I. Il suffit alors de prendre ce C' comme terme de preuve.

Regardons maintenant le cas d'un ﬁltrage sur un objet de type inductif I dont I'arité
est K = Vp P, K’ avec / K = Vu U, s et dont les constructeurs sont C; : T;. On va
-5

noter T; = Vp : P, ‘v’vZ Vi, (I w;) les types des constructeurs des C;. Soit enfin o
la substitution des parametres formels 7’ par des parametres concrets g.

The:IqdW DFP:B CUIT:K.B) Yi,TF f;:V,: Vi, Pwi, (C; T )
['Fcase(e, P, fi...fu) : P W e

Tout d’abord, si T = (P e) admet Prop comme type, ou bien est une arité, on utilise
I'un des lemmes précédents. Supposons maintenant qu’il s’agit d’un filtrage informatif.
Les hypotheses de récurrence nous donnent :
— — _ —

IT]++F H, : ﬂ]]]z lqll Tu] [e] E(e) avec [I]2 = I si s # Prop ou A _, True sinon

[]+ F H; [[VUz Vig, P wig (Ci ¢ v)]2 [fi] E(fi) pour tout i
Ou bien encore, avec les notations de la page 65 :

; e N N

[T - H: Vo Vil (1P Twio] (i [al 50)-2 (IF] T) (E(f) )

D’autre part on souhaite prouver :
— . — —
(IP] [u] e])-2 case([e], P, [f:]) case(E(e), B, E(fi))

La téte e du filtrage est alors dans I'un des trois cas suivants :

e Son type inductif I est un inductif logique vide. On est alors dans une situation
similaire a celle d'une preuve de False : il suffit d’éliminer cette preuve e via un
filtrage pour pouvoir prouver n’importe quoi. Et la version [e] apres transforma-
tion a toujours un type inductif vide, qui est maintenant 7. La preuve sera donc
de la forme case([e], ..., ) avec le bon prédicat de téte.

e Son type inductif I est un inductif logique singleton. Il y a alors un seul construc-
teur C a I, dont tous les arguments non-paramétriques sont logiques. Soit n le

——
nombre de tels arguments. case(E(e), O, £(f1)) est en fait case, (0, O, E(f1)),
qui peut se réduire vers (E(f1) E))
Nous allons alors définir un nouveau prédicat P valant :

_ - = _ _ . —

A [U], Me: I q] @, ([P] @ x).2 case(z, P, [f;]) (E(f;) O ... O)

La preuve a construire va alors commencer par un filtrage sur [e] selon ce prédicat
P. Ce filtrage n’a alors qu'une seule branche, dont le type doit étre :

or: Vilp)s P [wnlie) (@ [a] ) =
Vor : Vi, (IP] [wie] (Ch [q] w))-2 (IA] &) (E(f) ©)

via une (-réduction et quelques permutations entre [.] et o. Maintenant, pour

chaque variable v;; de la séquence v1, on sait qu'il s’agit d’une variable logique.
En utilisant de maniere répétée le lemme 14, on construit pour chaque j un terme
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(Fix)

H;

de type ([Vijs]2 v1; O). La branche recherchée du filtrage est alors :
_—
Avy [[Vla]], (HA vpp O Hy ... 1, O Hn)

e Son type inductif I est informatif. La encore, on va procéder par filtrage sur
[e], mais il va falloir déconstruire H, lors du filtrage. On commence donc par
une généralisation (Generalize en Coq) vis-a-vis du type de H,. Au niveau du
terme de preuve final, ceci correspond a une application a H,. Et la tete de cette
application va maintenant étre un filtrage sur [e] selon le prédicat P suivant :

)\u:[[U]],)\x:TMU, f@_ﬁﬁxé’(e)ﬁ

([P] @ 2)2 case(z,P [fi]) case(&(e), O, E(f)

La j-eme branche de ce filtrage doit alors avoir pour type :

Vi« [V;le1s P [w;] 01 (Cj [a] o) =
—_— o —
[w;,

vy : [V, D T Lal [wy,] ©; Lal 77) E(e) —
(1P] Twyd @ Tl ©))2 (I£] %) (case(€(e). O, E(f;)

Cette branche du filtrage se construit alors ainsi :

1

2.

. . . q
. On commence par introduire les variables v;.

. —
On introduit la version spécialisée de H,., out [e] est devenu (C; [q] v;).

Il est alors possible d’inverser ce nouveau H, (Inversion en Coq). Et compte
tenu de la forme de son type, on obtient alors 'existence de variables vék
associées a chaque variable vj, de ’u_j, ainsi que des preuves Hj; de type
([Vikolz vjk v), et enfin le fait que E(e) est égal a (o).

On peut alors réécrire £(e) dans le but courant, dont la partie concernant £
devient alors convertible & (£(f;) v; ).

Il ne reste plus alors qu’a appliquer HJ aux bons arguments vjy, v;-k et Hy.

PET:s Ly(f:T)-t:T F(f,T k1)

' (fix f/k:T:=t) : T

Si T est de type Prop ou bien une arité, on utilise I'un des lemmes précédents. Sinon,
on va utiliser 'hypothese de récurrence :

[Cl; (F = [TTws (F = M) (Hy = [TT2 £ f) = He = [T]2 [t £(2)

Or on souhaite établir le but suivant :

[T]-2

(fix f: [T]1 :=[t]) (fix f:0O:=£&(t))

Par la suite, nous allons noter fix et fix, les points-fixes respectifs (fix f: [T]; :=

[1]) et

style :

(fix [’ : O := &(t)). L’idée est alors de faire une preuve par point-fixe, du

fix F: [T] fix fixy := H {f —fix}{f —fixp}{H; < F}
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Malheureusement, ce terme est légerement inexact. En effet le type de H, aprés sub-
stitution est ([T]2 [¢t]{f < fix} E){f «£fixa}) au lieu de ([T]2 fix £ix,). Or les
versions dépliées des points-fixes fix et fix, ne sont convertibles a leurs versions d’ori-
gine qu’en présence d'un argument de garde commencant par un constructeur. Il est
en fait possible de corriger ces inexactitudes. Pour simplifier I’écriture, nous n’allons le
faire que dans le cas ou 'argument inductif de « garde» est en premiere position, mais
cette méthode s’étend au cas général. On suppose donc que T s’écrit Vo : I 0, T'. Le
type ([T]2 [t] £(t)) de H, se réécrit alors en :

Vo T m, Vo' A, VH, : ]Am z ', [T ([t] =) (E(t) 2')
Or on peut prouver que :
o T [u], [t]{f—Fix}z = fixa
Il suffit pour établir cela de raisonner par cas sur z, et dans chacun des cas x est

alors remplacé par un constructeur, ce qui fait que ’égalité devient triviale grace a
une (-conversion. Et de méme on peut prouver que :
- — ~
Vo : I [ul, Vo' : A, VH, . I [u] z 2/, E@){f —fixa} 2’ = fixy o

La encore on procede par filtrage sur z. Ensuite pour en déduire la forme de 2’ on
«inverse» H, comme dans le cas du (case) précédent. Ceci nous montre alors que z’
commence par un constructeur, et la encore 1’égalité recherchée devient triviale apres
une ¢-conversion. On peut donc utiliser ces deux égalités pour réécrire le type de la
version substituée de H,., afin que ce type devienne bien ([T], fix fixy).

Enfin, il faut vérifier que ce point-fixe de preuve que I'on vient de batir est bien légal :
ses appels sont-ils bien structurellement décroissants? Il s’agit alors de repérer les
usages de Hy dans H,. Or les occurrences de f dans le terme ¢ d’origine sont appliquées
a des arguments décroissants. Et la construction de H, respecte la structure de ¢ :
un case produit un case, une application engendre une application, etc. A chaque
application (f y) dans ¢ va correspondre une application (Hy [y] £(y) ...) dans H,,
qui relie (f [y]) et (f E(y)). Et si y était structurellement plus petit que 'argument
inductif d’origine, il est en de méme pour [y].

O

2.5 Bilan des résultats de correction

Au terme de cette double étude de correction, il est temps de faire un bilan des propriétés
de correction que nous avons établies. En fait, la partie syntaxique (section 2.3) et la partie
sémantique (section 2.4) sont complémentaires.

e [’étude syntaxique permet d’établir la terminaison sans anomalie de toute réduction
faible d’'un terme extrait clos. Par contre si ce terme extrait est une fonction, ceci est
peu révélateur. Il s’agit d’'une méthodologie relativement simple, obtenue tot au cours
de cette these.
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e Telle que nous 'avons formulée, notre analyse sémantique ne permet pas de retrouver
la terminaison de nos programmes extraits. Peut-étre cela serait-il possible en ajoutant
des conditions de terminaison parmi les définitions de [, mais nous n’avons pas poussé
plus loin dans cette direction faute de temps. En effet, cette analyse sémantique, qui a
longtemps buté sur des questions comme la cumulativité de Ccr1, n’a finalement abouti
que dans les derniers mois de cette these En tout cas, cette analyse permet de donner
un sens aux fonctions extraites, et d’affirmer qu’elles préservent bien les propriétés
des fonctions d’origine en Coq. Cette analyse ouvre également la porte a une étude de
I’extraction en présence d’axiomes, chose exclue par notre premiere étude.

2.6 Vers une extraction plus réaliste

Nous avons vu auparavant que la réduction r,, étudiée dans la section 2.3.2 correspondait
aux stratégies respectives de réductions de Haskell ou Ocaml, selon que I'on réduisait d’abord
la téte ou 'argument des applications.

Il reste néanmoins quatre différences sensibles entre notre modele théorique et les réduc-
tions effectivement utilisées par Haskell et Ocaml :

1. les inductifs vides et leurs éliminations
2. la regle —; ad hoc d’élimination des singletons logiques
3. la regle —p ad hoc éliminant les arguments des constantes O

4. la regle —; concernant les points-fixes et leur concept de « garde»

2.6.1 Les inductifs vides

Nos langages cibles n’autorisent pas la définition d’inductifs vides, et encore moins le
filtrage sur de tels inductifs. Mais en fait, si 'on manipule un objet ayant un type inductif
vide, c’est que l'on est dans une situation impossible. Un filtrage sur un tel objet est en
particulier une portion de code qui ne s’exécutera jamais.

Plus précisément, supposons que ’évaluation d’'un objet extrait rencontre un terme de
la forme case(e, P, @). Le théoréeme 2 nous permet d’obtenir un terme CCI bien typé
case(eg, Py, @) correspondant. En particulier ey est un objet ayant pour type un induc-
tif vide. On utilise alors un raisonnement similaire a celui utilisé lors de la preuve de ce
théoreme 2 : comme ces réductions se font de maniere faible, i.e. dans un contexte vide et
hors de tout lambda, I'objet inductif ey est donc clos. Il peut alors se réduire vers un terme
ayant un constructeur en téte. Ceci est évidemment absurde, car un inductif vide ne possede
par définition aucun constructeur.

On peut donc remplacer librement remplacer tout filtrage sur un objet inductif vide par
du code arbitraire. En pratique, un choix naturel est de remplacer ce filtrage par la levée
d’une exception. Ceci permet de souligner le caractere inaccessible de cet emplacement du
code, tout en donnant au passage le type le plus général a cette portion de code. Nous avons
ainsi utilisé en Ocaml la construction assert false, et error en Haskell.
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Une fois n’est pas coutume, ce traitement d’un inductif vide est completement indé-
pendant du caractere logique ou informatif de I'inductif. Qu’il s’agisse de I'inductif logique
False ou bien de son dual dans Set nommé empty, leurs deux éliminations False_rec et
empty_rec se traduisent par la levée d’une exception.

2.6.2 L’élimination des singletons logiques

Dans I'étude de la section 2.3.2, nous avons utilisé une regle de ¢-réduction adaptée pour
traiter I’élimination de singletons logiques :

case, (0, P, f)—, f O ... O

n

La raison d’étre de cette regle ad hoc est de permettre a la fonction £ de perturber le
moins possible la structure des termes, ce qui simplifie son étude. Cette réduction n’a donc
rien de fondamentale, au point qu’il est parfaitement possible de 'intégrer a ’extraction :
plutot que d’essayer d’encoder cette regle spéciale dans nos langages cibles, nous allons
« pré-compiler » des 'extraction toutes ces éliminations singletons logiques, sans perdre pour
autant la correction.

Justifier une telle optimisation des termes extraits n’est pas totalement immédiat. En ef-
fet cela implique de réduire toutes les éliminations singletons logiques, y compris celles situées
sous des lambdas, alors que nos résultats de corrections de la section 2.3.2 ne concernent
que l'utilisation de la version faible de cette t-réduction.

Il peut d’ailleurs sembler paradoxal de vouloir effectuer des réductions fortes apres avoir
mis en garde contre de telles réductions dans les exemples du début de la section 2.3.2. Mais
considérons de nouveau la fonction cast de la page 51, qui se traduit en un filtrage sur un
inductif singleton logique. Ce n’est pas tant la ¢(-réduction du corps de (cast H 0) vers O
qui génere une erreur dans l'exécution de la fonction exemple, mais plutot le filtrage suivant
sur 0 vu comme un booléen. Et ce second filtrage restera bien interdit car il se fait sous un
lambda.

Nous allons noter —,_ la version forte de cette (-réduction ad hoc, utilisable y compris
sous les lambdas, a l'inverse de la version faible —, . A partir d'un terme extrait ¢, nous
allons maintenant justifier la correction d'un terme ¢’ obtenu via ¢t —7 t', en procédant par
simulation avec t.

Théoreme 10 Soient t, t' et u' trois termes de CCln tels quet —; t' et t’ —, u'. Il existe
alors un terme CClg u tel que u —; u' et t —, 4 u.
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PRrREUVE. Compte tenu de la regle —, pour les singletons logiques, les termes t et ¢ ont des
structures extréemement voisines. Il suffit alors de comparer la position du redex r que 1'on
réduit dans t' avec la position correspondante dans t.

e Si cette position est en dehors de toute branche de filtrage sur un singleton logique,
alors la méme réduction peut étre effectuée dans ¢, ce qui nous donne un terme u
convenable.

e Supposons maintenant que cette position dans ¢ se trouve sous un ou plusieurs filtrages
singletons logiques. Considérons tout d’abord le cas d’un unique filtrage singleton
logique sur le chemin vers le redex correspondant a r dans ¢t. La réduction que 1’on
effectue dans t’ est faible. Dans ¢, cela signifie que notre filtrage singleton logique est
a fortiori situé hors de tout lieur, qu’il s’agisse de lambdas ou de filtrages. On peut
commencer par utiliser —,  pour réduire ce filtrage singleton logique, avant de réduire
le redex correspondant a r. Et dans le cas de multiples filtrages singletons logiques,
I’argument est le méme : le plus externe de ces filtrages peut étre réduit de facon faible,
puis le second, et ainsi de suite, avant de terminer par le redex correspondant a r.

O

Théoreme 11 Soient t, t' et u trois termes de CClg tels que t — t' et t —,  u. Il existe
alors un terme CClg u' tel que u —; u' et vérifiant t' —, ' out' =u'.

Tw

PREUVE. Tout d’abord, si la réduction de t vers u est une (-réduction de singleton logique
déja effectuée entre ¢ et t', alors prendre v’ = ' convient. Sinon la réduction faible entre ¢ et
u se fait hors de tout filtrage, y compris de filtrage singleton logique. Il y a donc un redex
exactement identique dans t’, que 'on peut réduire pour trouver un u’ convenable. O

Outre les réductions —,. , les réductions —g peuvent également étre simulées entre le
terme extrait ¢ d’origine et sa version optimisée t’. Au final, toute suite de réductions partant
de t' termine, sinon le théoreme 10 nous donnerait une suite infini de réductions pour le terme
extrait t. Et en combinant les deux théoremes précédents on montre que les formes normales
faibles de t et ¢’ sont reliées par —,_, et en particulier égales si elles ne contiennent plus de
A-abstractions.

Lors de I'extraction, on est donc bien en droit d’effectuer toutes les (-réductions singletons
logiques, méme fortes, sur le terme extrait brut engendré par £. De plus la téte d’un filtrage
singleton logique a forcément Prop comme sorte, et donc est extrait par £ vers 0. Ceci fait
donc que tous les filtrages singletons logiques case,, sont bien réduits par —,_ et disparaissent
completement.
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2.6.3 L’élimination des arguments éventuels de O

Considérons maintenant la réduction ad hoc (O z) —q. A la différence de la réduction
ad hoc précédente sur les singletons logiques, il ne va pas étre possible de s’en passer comple-
tement apres extraction. En effet, 'extraction £ n’engendre jamais elle-méme de tels termes
(O x), puisque le terme entier d’origine (f x) est alors identifié comme étant & éliminer,
et donne directement 0. Par contre, I'exemple 1 de la page 49 montre que de tels termes
peuvent apparaitre a la suite de réductions sur un terme extrait.

Ocaml

Si 'on évalue comme Ocaml les termes extraits avec une stratégie stricte, Il faut alors
s’arranger pour que cette application (O z) n’échoue pas. En pratique cela se peut se faire
en choisissant convenablement le terme concret qui va implanter 0. Usuellement, on choisit
le terme () de type unit pour remplacer une constante arbitraire comme notre O, mais
cela ne convient donc pas ici. On peut alors étre tenter d’utiliser plutot fun _ — (), ou
encore fun _ _ — () si 'on sait que O peut recevoir deux arguments, et ainsi de suite.
Malheureusement, il nous a été impossible de déterminer simplement le nombre maximal
d’arguments que peut recevoir un terme O donné. Nous avons donc opté pour une solution
plus générale quoique moins élégante, a savoir un point-fixe absorbant ses arguments. En
Ocaml, cela peut s’écrire ainsi :

let rec £ x = £

Bien siir, cette définition est mal typée, et nous verrons au prochain chapitre comment
contourner ce probleme. En tout cas, du point de vue de l'exécution, une constante O
implantée de cette fagon peut recevoir un nombre arbitraire d’arguments sans échouer.

Haskell

Dans le cas d'une évaluation paresseuse a la Haskell, on pourrait parfaitement reprendre
cette idée d’un point-fixe absorbant ses arguments. Mais cela n’est en fait pas nécessaire.
Si I'on étudie de nouveau 'exemple 1, 'objet extrait puis réduit est Ag : O, (¢ (O 0)). Le
sous-terme (O 0) ne s’y trouve pas en téte, et la fonction g peut tout a fait ne pas utiliser
son argument, auquel cas l'application (O 0) ne sera jamais calculée. Cette situation n’a
rien d’exceptionnelle, on n’aura en fait jamais besoin d’utiliser la regle —n avec la stratégie
paresseuse. En effet cette paresseuse revient a toujours réduire la téte des termes, d’apres
les deux regles suivantes de compatibilité (voir la définition 13) :

U —9 v U —9 V

(ut) — (vi) case(u, P, ...) —» case(v, P, ...)

Prenons un terme d’origine ¢, clos et bien typé dans le Cc1, et t = E(ty). Soit maintenant u
un des réduits successifs de ¢ par la stratégie paresseuse. Si une réduction (O x) —5 O peut
intervenir dans u a une position permise par ces deux regles de compatibilité, il y a deux
situations possibles :
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e Le O peut étre au sommet de u, qui est alors de la forme (O @). D’apres le théoreme
2, ce terme correspond alors & un terme de 1y = (fy ag) de CClIn, qui est un réduit
du terme ¢ d’origine. Et f; est alors soit de sorte Prop ou soit un schéma de types.
D’apres le lemme de stabilité 1, il en est de méme pour le terme entier uy = (fy ag).
Ensuite le lemme 2 montre que le terme d’origine ¢y est également de sorte Prop ou
bien un schéma de types. Et donc E(tg) = O, ce qui montre que le cas considéré ici est
impossible.

e Le O peut étre au début de la téte d’un filtrage, c¢’est-a-dire que u contient un sous-
terme de la forme case(0 @, ..., ...). Un raisonnement similaire & celui du cas pré-
cédent montre que le terme inductif correspondant dans Ccr & (O @) est de sorte
Prop. Mais dans le terme tout juste extrait ¢ = E(t), tout case sur un inductif lo-
gique a forcément O comme téte, qu’il s’agisse d’un inductif logique vide ou bien d’un
singleton logique. Et cela ne peut changer par réduction, ce qui contredit la présence
dans u du sous-terme de la forme case(d @, ..., ...).

La regle —g n’est donc jamais utilisée dans une réduction a la Haskell. O peut donc toujours
étre implanté par un terme arbitraire.

En fait on peut méme aller plus loin et considérer que O est un résultat final anormal
lors de I’évaluation d’un terme extrait. Le calcul d'un terme extrait n’a en effet d’intérét que
s'il fournit un résultat ... calculatoire, comme par exemple true, 3, ou encore fun x=x. Ce
résultat peut tout a fait contenir des résidus O de parties logiques ou de schémas de types,
par exemple s’il s’agit d’une fonction. Mais que le résultat entier soit O est anormal. Nous
avons donc fait le choix d’implanter O par la levée d’'une exception. Et cela ne perturbe en
rien les calculs sur des termes informatifs :

e Nous venons de voir que O ne peut étre évalué comme téte d'une application.

e [ ne sera jamais non plus évalué comme téte d’'un filtrage sur un terme inductif logique,
puisque nous avons vu dans les deux sections précédentes comment faire disparaitre
les filtrages sur les inductifs vides et ceux sur les inductifs singletons logiques.

2.6.4 Vers une réduction usuelle des points-fixes

La réduction des points-fixes est la derniere différence majeure entre les réductions de
notre systeme CCIg et celles des langages cibles. En effet il n’y a évidemment pas dans ces
langages cibles de concept d’argument de « garde », devant commencer par un constructeur
avant que la réduction soit possible.

Ocaml

Dans le cas d’Ocaml, la différence n’est pas si grande. En effet un point-fixe a deux
arguments let rec f x y = t ne sera réduira que s’il recoit ses deux arguments. Et dans
le cas d'un argument inductif, on va évaluer completement cet argument, dont la valeur
commencera donc bien par un constructeur, avant de déplier le point-fixe. On peut alors
tout simplement traduire 'exemple fix f {f/2: 0 := Az, Ay, t} par let rec £ x y = t
in f. Et il n’est pas abusif de supposer que le corps du point-fixe commence par suffisamment
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de A-abstractions, ici au moins deux. En effet la syntaxe concrete de Coq pour le Fixpoint
et le fix nous oblige a déclarer les arguments au moins jusqu’a ’argument de garde. Enfin,
traiter les points-fixes mutuels ne pose pas plus de difficultés. Il n’y a pas non plus de soucis
avec le cas d'un argument de garde logique, la condition «étre O» remplacant juste la
condition « commencer par un constructeur». L’évaluation complete d’'un argument logique
ne peut en effet terminer que sur O.

Haskell

Par contre, pour Haskell, la situation est plus délicate. Le dépliage d’un point-fixe f se
fait lorsque f arrive en téte du terme a évaluer, et se fait sans réduction préalables des
arguments. La contrainte sur I’évaluation au moins partielle de 'argument de garde avant
tout dépliage n’a donc aucune raison d’étre respectée. Il n’est donc pas str que l'ordre des
réductions en Haskell puisse étre reflété au niveau CcI dans I'esprit du théoreme 2.

On peut tenter de se convaincre informellement que tout se passe correctement. Les
contraintes de décroissance que le CcCI impose font que 'appel récursif suivant se fait avec
un argument de garde «plus petit». Et pour obtenir un tel argument «plus petit», il
est nécessaire de déconstruire au moins un niveau de 'argument d’origine. L’évaluation de
I’argument de garde est donc simplement repoussé d’appel récursif en appel récursif.

[’argumentaire précédent est insatisfaisant. Déja, une telle modification de I'ordre d’éva-
luation n’est pas nécessairement anodine. De plus notre raisonnement suppose que ’analyse
de 'argument de garde, destinée a produire 'argument suivant, se fait en téte de terme, et
qu’Haskell I'effectuera donc sans délai. Habituellement, il est vrai que le corps d’un point-fixe
commence immédiatement par un match. Mais cela n’est pas obligatoire, comme le montre
I’exemple de Acc_iter page 30. Dans ce cas, I’analyse de I’argument de garde est repoussée
dans le terme servant d’argument suivant. Acc_iter est en fait un mauvais exemple, car
son argument de garde est logique, et disparait donc a l'extraction. Mais dans un exemple
similaire avec un argument de garde informatif, cet argument pourrait tres bien ne jamais
etre évalué par Haskell.

Nous allons maintenant esquisser une justification rigoureuse de la traduction simple des
points-fixes CCIg vers les points-fixes Haskell. Nous allons pour cela montrer que l'ordre
des calculs lors d’une réduction Haskell d’un point-fixe extrait peut étre simulé dans le Cc1
a I'aide d’une version modifiée du point-fixe d’origine. Pour cela nous allons utiliser une
remarque de C. Paulin faite p. 103 de [68] : tout point-fixe structurel sur un inductif I peut
se transformer en une définition par récursion bien-fondée sur un ordre <;, c’est-a-dire en
fait en un point-fixe structurel sur I'inductif Acc ayant pour parametre <;. L’intérét de
cette traduction est de rajouter un argument d’accessibilité logique qui va servir de nouvel
argument de garde. De la sorte, il n’y a plus besoin dans CcI d’évaluer méme partiellement
les arguments informatifs du point-fixe avant un dépliage, les contraintes étant concentrées
sur le nouvel argument logique.

Nous n’allons pas proposer ici de démonstration de la remarque de C. Paulin, déja justifiée
dans [68]. Ala place, nous allons tenter de l'illustrer sur un exemple simple, celui de I’addition
sur les entiers de Peano. Pour I = nat, un ordre <; qui va convenir a nos besoin est 1’ordre
standard 1t (ou <) sur les entiers. Nous allons également utiliser la version large le (ou <)
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de cet ordre. Voici donc une version de plus dans laquelle 'argument de garde n’est pas un
des deux arguments entiers, mais un argument d’accessibilité logique :

Definition plus (n m:nat) : nat :=
(fix plusrec (n m:nat) (a:Acc 1t n) {struct a} : nat :=
match n as n0 return n0<n — nat with
| 0 = fun h = m
| (Sn’) = fun h = S (plusrec n’ m (Acc_inv a n’ h))
end (le_refl n))
nm (1t_wf n).

Comparons avec la derniere version de plus présentée page 20 :

e On a ajouté un argument supplémentaire d’accessibilité a, qui sert d’argument de
décroissance. Et lors de I'appel récursif, le nouvel argument d’accessibilité est obtenu
via la fonction Acc_inv déja rencontrée page 30.

e Le véritable point-fixe, plusrec, attend maintenant trois arguments. La fonction plus
est donc une encapsulation de ce plusrec dans laquelle on fournit la preuve (1t_wf
n) de 'accessibilité de n comme troisieme argument.

e Enfin, le typage du match est bien plus complexe que dans le plusrec d’origine, et
nécessite des annotations particulieres, ainsi qu’une abstraction artificielle sur une
variable h de type n<n. Et une preuve de ce n<n est fournie immédiatement apres ce
match via le terme (le_refl n).

Pour se convaincre que ce nouveau plus permet de simuler au niveau CCI toute réduction
a la Haskell de I'extraction du plus d’origine, il suffit de comparer les extractions des deux
plus. Voici en particulier ce que donne &£ sur notre nouveau plus? :

Definition plus (n m:0) : O :=
(fix plusrec (n m:0) (_:0) : O :=
match n with
| 0 = fun _ = m
| (Sn’) = fun _ = S (plusrec n’ m O)
end 0O)
nm 0.

On constate la présence de résidus de parties logiques, qui différencient cette extraction de
celle du plus d’origine. Mais ces résidus n’ont pas d’influence sur l'ordre des calculs. Par
exemple, les abstractions anonymes présentes dans les branches du match regoivent immé-
diatement leur argument O situé apres le match. Tout calcul a la Haskell avec 'extraction
d’origine correspond donc a un calcul avec cette nouvelle extraction, calcul qui peut enfin
étre simulé au niveau CCI, ce qui garantit la correction de I'extraction initiale.

Notons enfin que dans I'extraction du nouveau plus, tous ces résidus logiques, constantes
O et abstractions anonymes, sont en pratique détectés et supprimés par les optimisations

4Nous avons ici conservé une syntaxe a la Coq, plus lisible, au lieu de notre syntaxe CcCIp.
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de l'extraction que nous décrivons en section 4.3. Au final le terme extrait de ce plus est
exactement le méme que celui extrait de I’ancien plus.



Chapitre 3

Le typage des termes extraits

Nous avons construit dans le chapitre précédent une extraction produisant a partir de
termes Coq des termes non typées. Nous avons en particulier montré que l'exécution de
ces termes extraits était nécessairement finie et sans erreur. Il reste maintenant a étudier la
traduction finale vers un véritable langage fonctionnel, ce qui est l'objet du présent chapitre.

Comme nous 'avons mentionné en introduction, nous souhaitons que le code extrait
puisse étre intégré a un développement plus large. Il est donc nécessaire de pouvoir au moins
comprendre la signature des objets extraits. Deux choix se présentent alors : on peut soit
générer du code-source pour un langage particulier, ou bien directement du byte-code ou du
code assembleur associé avec une interface lisible. Mais outre la difficulté de générer du code
binaire, ceci conduirait a une solution « boite noire », sans possibilité de controle a posteriori.
Nous avons préféré produire du code source, ce qui laisse a I'utilisateur la possibilité de lire
ce code, et qui permet aussi de bénéficier alors des compilateurs optimisants déja existants.
Le mouvement «open source» a en particulier montré que la lisibilité des sources accroit
grandement la confiance dans un programme.

De ce premier choix découle une nouvelle question : quel langage doit-on utiliser comme
cible de I'extraction 7 Tout ce qu’il nous faut, c’est un A-calcul avec des types inductifs. Ceci
explique le choix de langages dérivés de ML, a savoir Ocaml et Haskell. Mais ces langages
sont typés, et leur systemes de types a la Hindley-Milner [59, 27] sont sensiblement différents
de celui de Coq. En particulier on ne peut exprimer dans ces langages des types dépendants
ou des univers. Comme mentionné précédemment, I’ancienne extraction faisait déja le choix
pragmatique de refuser tout terme Coq impliquant la sorte Type. Mais méme cette restriction
n’était pas suffisante pour étre certain d’obtenir des termes ML bien-typés. Par exemple,
la notion de polymorphisme differe entre ML et Coq. Il est donc clair qu'une traduction
simpliste des A\-termes Coq vers des A-termes ML peut aboutir a des termes non-typables.

Il va donc falloir adapter nos termes si I’on veut utiliser un compilateur standard comme
celui de Ocaml ou Haskell, non modifié pour 'extraction. En méme temps, nous souhaite-
rions rester aussi proche que possible d'une traduction directe, et ce pour plusieurs raisons.
Déja, une grande majorité des exemples ordinaires de termes Coq ont bien une contrepartie
ML correctement typée. Ensuite, le besoin d’une interface au code extrait milite également
en faveur d’une traduction simple et naturelle. Enfin, tout effort visant a contourner ces
problemes de typage par un encodage ad hoc semble aboutir a une étape de pré-compilation
que 'on souhaite justement éviter. Un encodage particulier a été testé par L. Pottier [70],
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mais ce codage continue a pouvoir produire des termes ML non-typables.

Comment alors utiliser des compilateurs pour langages typés avec des termes potentiel-
lement non-typables? En ce qui concerne Ocaml, nous utilisons maintenant, tout comme
L. Pottier, une fonctionnalité non-documentée de ce langage, a savoir Obj.magic. Cette
fonction attribue un type générique ’a a n’importe quel terme. En utilisant cette fonction,
on peut donc contourner localement la vérification des types par le compilateur Ocaml.
Nous verrons dans un deuxieme temps comment ’extraction actuelle permet de générer au-
tomatiquement des 0bj.magic dans le code extrait. Pour ce qui est de Haskell, certaines
des implantations de ce langage proposent une fonction non-documentée unsafeCoerce qui
semble équivalente a 0bj.magic. Nous pensons donc pouvoir étendre par la suite a Haskell
cette génération automatique de termes artificiellement bien-typés.

Mentionnons au passage la réalisation d'une extraction expérimentale vers le langage
Scheme. Comme ce langage fonctionnel issu de Lisp est non-typé, il nous a semblé un moment
étre un langage cible prometteur pour I'extraction, étant donné que le probleme des termes
non-typables ne se posait pas ici. Malheureusement, Scheme ne possede pas nativement de
types inductifs et de filtrage sur de tels types. Il est donc nécessaire de les encoder a 'aide
de macros, sauf dans le cas particulier de I'implantation Bigloo [75]. En outre, des tests
préliminaires ont montré une différence importante d’efficacité du code extrait en faveur de
Haskell/Ocaml au détriment de Scheme. L’effort en faveur de cette extraction Scheme n’a
donc pas été poursuivi.

D’autre part, il n’est méme pas suffisant d’assurer simplement l'existence d’un type
correct pour chaque terme extrait si ’on ne peut préciser duquel il s’agit a 'avance. En effet,
comme 'on veut permettre une intégration simple du code extrait dans des développements
plus larges, nous devons étre en mesure de prévoir quels vont étre les types des termes
extraits, et de produire des fichiers interfaces. De plus, si I'on veut pouvoir extraire les
modules et foncteurs de Coq (cf. section 4.1), il va falloir étre capable de se livrer a de tels
calculs de types.

Cette étude du typage des termes extraits est organisée comme suit. Nous allons tout
d’abord décrire les erreurs de typages que notre extraction sur les termes peut produire. Puis
nous présenterons une méthode automatique de contournement de ces erreurs, via I'insertion
dans le code de primitives de changement de type, permettant de le rendre artificiellement
typable. Pour guider cette insertion, on calcule tout d’abord un type extrait «raisonnable »
a partir du type Coq initial de I'objet considéré. Nous décrirons cette extraction &£ sur les
types. Ensuite, on force ce type extrait souhaité a devenir réellement celui du terme extrait
brut, initialement non-typé : R

t:T=&E(t):ET)
Ceci se fait grace a une variante de I’algorithme M de vérification /inférence de types, modifié
pour que chaque erreur de typage détectée produise une insertion d’un changement de type.

3.1 Analyse des problemes de typage

Les problemes commencent avec les déclarations de types, qu’il s’agisse des types inductifs
ou des abréviations. En effet Coq comporte des fonctionnalités de typage sans contreparties
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en Ocaml ou Haskell, dont en particulier les suivantes :
e filtrages au niveau des types (match)
e points-fixes au niveau des types (fix)

e polymorphisme par quantifications universelles a des positions non prénexes ou dans
les types des constructeurs inductifs.

Nous allons détailler dans la suite chacune de ces situations. Dans I’ancienne extraction des
versions 6.x et antérieurs, ces déclarations de types non-traduisibles étaient refusées avec le
message du genre : Error: .... is not an ML type.

La situation pour les termes est différente. En effet 1'utilisation d’un type non-traduisible
dans un terme Coq n’empéche pas, a priori, sa typabilité en Haskell ou Ocaml, puisque ces
langages ne comportent pas d’annotations de types sur les lambdas et sur les filtrages : il
n’y a donc pas de référence explicite aux types intraduisibles. L’ancienne extraction générait
alors du code sans se préoccuper de sa typabilité. L'inférence de type sur ce terme extrait
pouvait alors soit trouver un type plus simple, acceptable en Haskell ou Ocaml, soit échouer.

En fait, il faut bien dire que la fréquence des erreurs de typage en pratique dans le code
extrait est minime. Par exemple, il n’y en a aucune dans l'extraction de la bibliotheque
standard de Coq. Et sur I’ensemble des contributions Coq étudiées du point de vue ex-
traction (voir chapitre 5), seules 4 contributions en présentent : Lyon/Circuits, Lannion,
Rocq/Higman, et Nijmegen/C-CoRN. Nous examinerons les trois dernieres plus en détails
dans les chapitres 5 et 6. Cette rareté s’explique par le fait que, la plupart du temps, les
utilisateurs écrivent leurs fonctions informatives comme ils les auraient écrites en Ocaml ou
Haskell. Ainsi les types dépendants ne sont utilisés le plus souvent que comme une forme
de polymorphisme, ou encore pour exprimer des propriétés logiques (pré/post-conditions
par exemple). On peut aussi voir la une forme d’auto-censure : la plupart de ces exemples
datant d’avant ce remaniement de I'extraction, 'utilisation de fonctionnalités trop avancées
donnait alors 'assurance de ne pas pouvoir extraire son développement.

Voyons maintenant plus en détail un certain nombre de situations typiques génératrices
d’erreurs de typage pour I'extraction.

3.1.1 Le type «entier ou booléen »

Prenons par exemple un prédicat P dépendant d’un booléen, et valant soit nat soit bool :

Definition P (b:bool) : Set := if b then nat else bool.

Ce prédicat permet maintenant I’agglomération de deux valeurs de types différents :

Definition p (b:bool) : P b :=
match b return P b with

| true = 0

| false = true
end.
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Le type de p est donc dépendant de b, car (p true) a pour type (P true) = nat, tandis
que (p false) a pour type (P false) = bool. L’extraction du chapitre précédent propose
alors pour p le terme extrait non-typable suivant :

let p = function
| True — O
| False — True

Il n’y a évidemment pas d’équivalent ni en Ocaml ni en Haskell d'un tel type dépendant d’un
booléen. Une possibilité est alors d’oublier cette dépendance en utilisant une approximation
de P comme étant I'union disjointe de nat et de bool :

type approx_P = Nat of nat | Bool of bool
let p = function

| True — Nat O

| False — Bool True

Il faudrait alors permettre également le retour vers nat ou bool une fois que le premier
argument est connu. Cela passe par un repérage de chaque endroit en Coq ou la regle de
typage par conversion (P true) — nat est utilisée. On y insérerait la décapsulation suivante
lors de I'extraction :

let nat_of _P = function (Nat n) — n | _ — assert false

Et idem avec false et bool. Une telle transformation présente plusieurs inconvénients. Déja,
elle dénature le programme initial en introduisant des encapsulations/décapsulations qui
entrainent des calculs sans équivalents dans le terme original. Et d’autre part la génération
automatique de ces décapsulations est loin d’étre simple. En effet, I'usage de la conversion
(P true) — nat est transparent pour Coq, et n’est donc enregistré nulle part. Comme on le
verra par la suite, ce n’est donc pas cette méthode qui a été choisie pour rendre cet exemple.

3.1.2 Une version plus réaliste

Il est a noter que méme si 'exemple précédent est simplifié au point d’en devenir un
exemple-jouet, il est inspiré de développements réels. Essayons par exemple de formaliser la
sémantique d’un mini-langage impératif a la Pascal, a I’'aide d’'un modele-mémoire. Si notre
langage ne possede que les entiers comme type de base, la fonction d’acces a une case de la
mémoire va avoir un type tres simple :

Parameter get_value : memory — address — nat.

avec memory représentant un état de la mémoire et address l'adresse d'une case-mémoire.
Ajoutons maintenant d’autres types de base, et des références. On peut ainsi écrire par
exemple :

Inductive types : Set :=
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]
| Nat : types

| Bool : types
| Address : types — types. (* type d’une référence a un autre type *)

Quel type donner maintenant a notre fonction get_value? Bien stir, on peut représenter
les valeurs avec un type somme :

Inductive values : Set :=

| Val_nat : nat — values

| Val_bool : bool — values

| Val_ref : address — values.

Parameter get_value : memory — address — values.

Le probleme d’'une telle représentation est qu’il faut sans arrét raisonner par cas sur ce type
values, méme si 'on sait déja qu’on est dans I'une des situations.

Si maintenant on utilise des types dépendants, beaucoup de ces raisonnements par cas
vont devenir du simple calcul. Pour cela, associons a une case-mémoire le type de son
contenu :

Parameter get_type : memory — address — types.

Et utilisons une fonction retournant le domaine associé a chaque type :

Definition domain (t:types) : Set :=
match t with Nat = nat | Bool = bool | Address = address end.

On peut alors donner la signature suivante a get_value :

Parameter get_value : Vm:memory, Va:address, domain (get_type m a).

De la sorte, si on implante la fonction get_type de fagon réellement calculable, alors le type
(domain (get_type m a)) pourra se réduire vers nat, bool ou address selon le cas par
simple conversion.

Une implantation de ce get_value présentera alors exactement le méme genre de diffi-
culté de typage lors de l'extraction que notre exemple simpliste p.

3.1.3 Le type des fonctions entieres d’arité n

La situation se corse lorsque le type dépendant peut se réduire selon les cas vers une
infinité de types différents. Par exemple le prédicat F suivant donne en fonction de I'entier
n le type des fonctions entieres a n arguments :

Fixpoint F (n:nat) : Set :=
match n with

| 0 = nat

| Sn = nat — Fn
end.
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On peut alors batir une fonction dont I'arité dépend de son premier argument :

Fixpoint f (n:nat) : Fn :=
match n return F n with

| 0 =0

| Sn = fun _ = fn
end.

La encore, I'extraction brute de £ est non-typable :

let rec £ = function
| 0 — 0
| Sn — (fun x — f n)

On peut encore proposer une version typable en utilisation un type union qui va mimer la
structure de F, mais cela devient vraiment ardu a décrire dans le cas général d’un Fixpoint
sur les types. Surtout qu’il est possible de cacher ce fixpoint derriere une constante. Ainsi F
peut également s’écrire comme :

Definition F := nat_rect (fun _ = Set) nat (fun _ t = nat — t).

3.1.4 Des inductifs intraduisibles

Les inductifs posent également probleme, car Coq permet d’écrire des choses sans équi-
valent en Ocaml ou Haskell. Par exemple, un inductif pouvant contenir des objets de n’im-
porte quel type peut s’écrire en Coq :

Inductive any : Type := Any : VA:Type,A — any.

Une extraction typée naive type ’a any = Any of ’a serait insatisfaisante. En effet on
propagerait une variable de type ’a sans contrepartie en Coq. Une version initiale de I'im-
plantation de notre extraction procédait de la sorte, et I'on se retrouvait parfois avec des
inductifs a 100 variables de types, a cause de cette propagation de variables.

Dans le méme esprit, on peut obtenir une liste non homogene :

Inductive anylList : Type :=
| AnyNil : anyList
| AnyCons : VA:Type, A — anylList — anyList.

Definition my_anyList := AnyCons bool true (AnyCons nat 0 AnyNil).

Ici, une traduction naive (qui redonnerait en fait les listes polymorphes usuelles) serait non
seulement insatisfaisante, mais surtout incorrecte du point de vue typage. Cet exemple ne
semble pas pouvoir étre adapté vers du code Ocaml typable et équivalent. Le seul recours
est alors celui présenté dans la section suivante.

Pour montrer que ces listes sont parfaitement utilisables en Coq, voici par exemple la
fonction retournant la téte de la liste lorsque celle-ci est non-vide, ou bien un objet de type
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unit dans le cas contraire. Le type de cette fonction utilise un prédicat dépendant de la
liste :

Definition getHeadType (1l:anyList) : Type :=
match 1 with

| AnyNil = unit

| AnyCons A _ _ = A
end.

Definition getHead (l:anyList) : getHeadType 1 :=
match 1 return getHeadType 1 with

| AnyNil = tt

| AnyCons _ a _ = a
end.

L’extraction de getHead présente des problemes voisins de ceux de ’exemple initial p.

3.1.5 Types dépendants et polymorphisme

Meéme lorsque les types dépendants servent a exprimer un simple polymorphisme, on
peut avoir de mauvaises surprises. L’exemple classique est une variante de distr_pair :

Definition distr_pair : (VX:Set,X — X) — natxbool :=
fun £ = (f nat 0, f bool true).

Or on sait que fun f — (£ 0, f true) est non-typable. Et la encore, pas d’adaptation
simple vers un code équivalent et typable.

3.1.6 Cas absurdes et typage

Un dernier exemple particulierement déroutant est celui de 1'utilisation d’une hypothese
absurde a des fins de changement de type. Supposons par exemple quun axiome fasse
I’hypothese que nat = bool

Section Strange.
Variable absurd : nat = bool.

Nous pouvons alors utiliser cette fausse égalité pour montrer que 0 est un booléen.

Definition 0O_as_bool : bool.
rewrite <- absurd; exact O.
Defined.

Et des lors, rien n’interdit de définir un terme par cas sur 0 valant true ou false!

Definition strange := if O_as_bool then 0 else (S 0).
End Strange.
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Il est a noter qu’en interne, 0_as_bool est un simple appel a eq_rec, le principe d’induction
sur 1’égalité.

Coq < Print 0O_as_bool.

O_as_bool =

fun absurd : nat = bool = eq_rec nat (fun P : Set = P) 0 bool absurd
: nat = bool — bool

Comme expliqué au chapitre précédent, eq est ’exemple emblématique des inductifs sin-
gletons logiques, il disparait donc a l'extraction, ne laissant pour eq_rec que l'identité. De
plus, 'argument logique nat=bool est ignoré et devient un _. L’extraction de 0_as_bool est
alors :

let O_as_bool _ =0

Quant & strange, il donne alors, pour peu que 1'on remplace 0_as_bool par sa définition? :

let strange _ =
match 0 with

| True — O

| False — S O

Il est & noter que méme si un terme extrait d’'une preuve Coq peut contenir un appel
a strange, cet appel ne sera jamais évalué, ou alors sans 'argument qui déclencherait
I’évaluation du filtrage puis 'erreur d’exécution. Le corps de strange est en fait ici du code
mort. Mais a défaut de conduire a des soucis d’exécution, il est indéniable que I'extraction
de strange pose probleme au niveau du typage.

3.2 Une correction artificielle des erreurs de typage

3.2.1 Obj.magic et unsafeCoerce

Nous avons vu que certaines de ces erreurs de typage pouvaient éventuellement se corriger
par remaniement du code. Mais toutes ne se prétent pas a ce processus, qui est de toute facon
difficilement automatisable et en outre non souhaitable. C’est pourquoi nous avons suivi une
approche uniforme consistant a utiliser des primitives bas-niveau et non-documentées qui
autorisent a changer artificiellement le type d’une expression. Par exemple, pour Ocaml, il
s'agit de Obj.magic : ’a — ’b. Une telle primitive, implantée en interne par l'identité,
n’est évidemment pas définissable normalement en Ocaml, et son usage fait sortir du cadre
de la plupart des résultats théoriques : en particulier, le fait pour un terme Ocaml avec
Obj.magic d’étre bien typé ne suffit plus a garantir son exécution sans erreur.

Certaines implantations de Haskell présentent une primitive nommée unsafeCoerce, qui
devrait pouvoir s’utiliser exactement de la méme facon que Obj.magic. Faute de temps,
nous n’avons pas implanté la génération automatique de unsafeCoerce dans le code Haskell

Woir plus tard en section 4.3.3 la discussion sur I'opportunité de tels remplacements.
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extrait. Mais cette génération ne pose, a priori, pas plus de probleme que la génération des
Obj.magic. La suite de ce chapitre est donc consacrée a Ocaml.
Faisons par exemple passer un booléen pour un entier grace un Obj.magic.

# (Obj.magic true) + 1;;
- ant =2

Le fait que le calcul réussisse est ici une conséquence de la représentation interne des objets
en Ocaml : true étant codé par 1, on obtient 2 au final. Par contre, si la chimere créée a coup
de 0bj.magic n’est pas compatible avec la représentation interne des objets, la sanction est
immédiate :

# (Obj.magic 1) 2;;
Segmentation fault

En effet, on essaie d’utiliser ici 1 comme pointeur vers le code d’une fonction, ce qui engendre
une erreur mémoire.

L’'usage des Obj.magic par le programmeur, sans étre interdit, est donc en tout cas
fortement déconseillé, et doit étre assorti de la plus grande prudence. Mais on ne doit pas
non plus diaboliser ces 0bj.magic, qui dans certaines situations sont bien pratiques. Par
exemple on en retrouve dans I'implantation actuelle du module Queue de la bibliotheque
standard de Ocaml, ou dans un module Dyn de typage dynamique dans les sources de Coq.

Dans le cadre de 'extraction, heureusement, nous savons déja qu'une erreur d’exécution
n’est pas possible. Nous avons alors la liberté de placer autant de Obj.magic que nécessaire
afin d’assurer le typage. Une version corrigée de l'extraction de I'exemple p de la section
3.1.1 peut par exemple étre :

let p = function
| True — Obj.magic O
| False — 0bj.magic True

Comment placer alors ces 0bj.magic? Une possibilité est évidemment d’en mettre a
chaque noeud du programme. Mais cela présente deux inconvénients :

e Le code devient completement illisible, ce qui va a ’encontre d’un de nos objectifs.

e Plus grave, les performances sont diminuées, comme I’a montré L. Pottier [70]. Ceci
s’explique (au moins en partie) par le fait que le compilateur Ocaml désactive un certain
nombre d’optimisations autour des Obj.magic.

Comme on a vu que les erreurs de typages restent le plus souvent tres marginales dans
le code extrait, il est donc réellement gagnant de les repérer finement afin d’insérer le moins
de Obj.magic possible.

3.2.2 Une premiere tentative de correcteur de typage

Nous avons donc embarqué dans notre extraction un vérificateur de typage faisant égale-
ment fonction de correcteur de typage : a chaque erreur détectée, on insere un Obj.magic la
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faisant disparaitre. Nous allons voir une maniere relativement simple, mais aussi peu satis-
faisante de faire cela. Puis nous décrirons ensuite la méthode réellement utilisée en pratique
dans 'extraction.

Les algorithmes W et W’

La facon la plus simple de détecter et corriger les erreurs de type est de procéder de ma-
niere paresseuse. Pour cela on utilise un algorithme d’inférence/vérification de type, comme
par exemple l'algorithme W de Damas-Milner [27]. Le type de 'algorithme est le suivant :

W : env * expr — type * subst

Et sa correction s’exprime par W(I',t) = (T, o) = o(') -t :o(T).

Cet algorithme ne peut échouer a typer un terme que via un échec de 'un des appels
a I'unificateur de types mgu. Tout ce qui nous reste a faire consiste a rattraper ces erreurs
d’unification et a les transformer en succes grace a des 0bj.magic. Pour cela nous adap-
tons W afin qu’il retourne également les modifications apportées aux termes. Son type va
maintenant éetre :

W’ : env * expr — type * subst * expr

Et la propriété souhaitée est maintenant W/(I',t) = (T, 0,t') = o)t :o(T) et t' ~t.
L’algorithme W étant désormais plus que classique, nous allons donner ici une présen-
tation de VW’ axée sur nos modifications. Une présentation plus formelle peut étre trouvée
dans [51]. La présentation donnée ici s’inspire d'un cours de X. Leroy.
Tout d’abord, rappelons juste les mécanismes d’instanciation et de généralisation per-
mettant de passer d’un schéma de type Ocaml & un type et réciproquement :

— — i : A
Inst(Ya;.7) = 7[a;/ Bi], avec (3; variables fraiches.
Gen(7,I") = Va;.7, avec a; les variables de 7 libres dans T

La figure 3.1 contient la définition d’une version minimaliste de YV’ paramétrée par un
environnement £ de déclarations de constantes munies de leurs types. Cette présentation
ne comporte volontairement pas de récursivité : au niveau du typage, on peut la présenter
via un opérateur de point-fixe fix ayant pour signature Vo, (o — a) — a.

L’encodage des inductifs

Les inductifs vont aussi étre représentés par encodage via des constantes, afin de laisser
lalgorithme central aussi simple que possible. Prenons un type inductif Ocaml ¢ défini par :

type (ai,...,q0) t =Crof Ty % ... % Tipn|...| Cpof Tp1x.. %7y,
On représente les constructeurs de ¢ par des constantes C; ... C), ayant pour types :
Ci i Vou,...,0n.Tin — ... = Tip, — (Q1,...,05) t
Quant au filtrage sur t, on le représente par un opérateur F; du type suivant :
F, : Yaq,...,an, B.(aq,...,q,) t —
(11— . = Ty — 0) = ... = (T — = Tpn, —f)—
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W/(T, z) = (Inst(['(x)), id, x) pour une variable z
W/(T, ¢) = (Inst(E(x)), id, ¢) pour une constante ¢
W(T, funz — a) =
let (11, ¢1, a) =W'(I'+{x: 3}, a) in avec [3 variable fraiche
(gbl(ﬁ) — T1, ¢17 funxr — d)
W/(F, aq CLQ) =

let (7’1, gbl, CL~1) = W/(F, al) in
let (7—2a ¢27 dQ) - W/(¢1(F)7 a2) in

let 0 = mgu(¢a(m), @ — () in avec « et [3 fraiches
if 0 = error then

(7, ¢2-¢1, (Obj.magic ay) ds) avec ~ fraiche
else

et 11 = ngu(m, o(a)) in
if p = error then
(0(B), ¢-¢2-¢1, d (Obj.magic dz))

else

((B), p-o-¢2-¢1, ddy)

W/(T, let x =ay in ay) =
let (11, ¢1, a1) = W'([, a1) in
let (12, @2, d3) = W (¢1(T') + {x : Gen(m, ¢1(I")}, a2) in
(T2, P2+ @1, let x = da; in ay)

Fia. 3.1: Définition de W’

Une simplification a éviter

A premiere vue, notre algorithme ¥V’ semble pouvoir étre simplifié au niveau de la
génération des Obj.magic. En effet, pour une application (a; as), on distingue deux cas :

e sila téte a; n’a pas un type fleche, on I’entoure d’un Obj.magic.

e si 'argument as n’a pas un type compatible avec le début du type fleche, c’est cet
argument qui recoit un Obj.magic.

Si un Obj.magic est nécessaire, une solution également correcte et plus simple consiste a
toujours le mettre autour de la téte de 'application. Le probleme est que les constantes C;
et F; encodant des inductifs peuvent alors se retrouver entourées par des Obj.magic, ce qui
empeéche de les retransformer en syntaxe Ocaml. Notre solution avec deux unifications évite
ce probleme.
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Correction de W’

Cet algorithme W’ vérifie bien la propriété W/(I',t) = (T, 0,t') = o(') Ft' : o(T).
La preuve se fait de la méme fagon que celle de I'algorithme non modifié W. Il faut juste
vérifier en plus les deux cas de génération de Obj.magic. Or on a par hypothese de récurrence
o1 () Fay 1 oet go(1(T)) F dy = 7. De la premiere relation on obtient ¢o(¢1(I")) F ay :
¢2(7' 1)-

e Le premier cas de génération de Obj.magic est le plus simple : le schéma de type

Vaf.co — [ permet de donner a (Obj.magic aj) n'importe quel type, y compris
To — 7. L’application ((0bj.magic d;) ds) accepte donc bien 7 comme type dans

I'environnement ¢o(¢1 (1))

e Dans le deuxieme cas, on a o(pa(¢p1(I'))) F dy : o(pa(71)). Compte tenu de la défi-
nition de o, ceci se réécrit en o(pa(phiy(I'))) F @i : o(a) — o(F). C’est maintenant
(Obj.magic dy) qui peut prendre n'importe quel type et en particulier o(«), ce qui
fait au final que (a7 (Obj.magic dy) accepte donc bien o(f3) comme type dans I'envi-
ronnement o (s (p1(1))).

Fonctionnement de YV’ sur un exemple

Testons maintenant notre algorithme W’ sur l'extraction de 1’exemple p. En utilisant
notre encodage, le corps de p s’écrit : fun b — Fj, b 0 True. Les appels successifs a W’
vont alors étre, du plus interne au plus externe :

W ({b: a}, Fyo) = (bool — §—  — (3, id, Fye)

W ({b:a}, Fyo b) = (8 — 8 — B, {a + bool}, Fiuu b)

W/ ({b: a}, Fyoo b 0) = (nat — nat, {« < bool; 3 < nat}, Fyy b 0)

W ({b: a}, Fyoo b 0 True) = (nat, {a < bool; < nat}, Fjo b 0 (Obj.magic True))
W@, fun b — Fjpp b 0 True) = (bool — nat,...,fun b — Fy,, b 0 (Obj.magic True))

Ala quatrieme ligne, True ne peut avoir le type nat nécessaire a une application correcte.
On l'entoure donc d’un 0Obj.magic. Au final, le terme corrigé est donc (dans la syntaxe
Ocaml) :

let p = function
| True — O
| False — 0bj.magic True

Les limitations de W’

Si cette méthode marche donc, et produit bien des termes typables, elle est néanmoins
peu satisfaisante. En effet les types Ocaml inférés sont parfois étranges et dissymétriques,
I’ordre d’unification jouant un role important dans le résultat final. Ainsi pour notre exemple
p le probleme de typage n’est découvert que sur la deuxieme branche du match, et c’est donc
seulement cette deuxieme branche qui porte un Obj.magic. Ceci fait que le type de p est
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bool— nat, et que les occurrences de (p false) seront entourées de Obj.magic, alors que
les occurrences de (p true) ne le seront pas.

Cette dissymétrie empéche de prévoir a priori quel va étre le type inféré pour un terme
extrait donné. La seule fagon de calculer ce type est d’appliquer ’algorithme WV’. En parti-
culier deux termes Coq de méme type n’auront pas forcément le méme type Ocaml une fois
extraits. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer p et sa variante suivante, ou l'on filtre
dans l'autre sens en utilisant le booléen opposé :

Definition p’ :=

fun b: bool =

match negb b as b’ return P (negb b’) with
| true = true
| false = 0

end.

L’extraction via YW’ de p’ donne alors :

let p’ b =
match negb b with
| True — Obj.magic True
| False — O

Et ce terme extrait a pour type bool—bool au lieu du bool—nat de p. Il faut ici préciser
un léger abus. En effet le type Coq de p’ est Vb:bool, P (negb (negb b)), qui n’est pas
exactement celui de p, qui est Vb:bool, P b. Pour corriger cet abus, il suffit par exemple de
considérer non pas p et p’, mais plutot (p true) et (p’ true). Ces deux derniers termes
ont tous les deux le type nat puisque (P true) = (P (negb (negb true))) = nat. Par
contre apres extraction (p true) et (p’ true) vont avoir pour types Ocaml respectifs nat
et bool?

Cette impossibilité de prévoir a ’avance les types des termes extraits exclut 'utilisation
de cette méthode. En effet, ceci est tres génant en cas d’interfacage de code extrait dans un
développement plus large. Et méme sans parler d’intégration avec du code externe, I'extrac-
tion des modules Coq vers des modules Ocaml (cf. section 4.1) est fortement compliquée par
une telle propriété.

3.2.3 L’algorithme M

Pour remédier a ces difficultés, nous allons procéder en deux phases.

e La premiere phase sera le calcul d'un type Ocaml g (T') attendu pour le terme extrait a
partir de t : T'. Ce calcul se fait indépendamment du corps du terme Coq ¢, et n’utilise

2Une autre facon d’obtenir deux termes adéquats est d’enrober p’ en un terme p’’ ayant le méme type
que p. En effet les types de p et p’ étant prouvablement égaux a défaut d’étre convertibles, on peut passer
de I'un a lautre via le lemme negb_elim : Vb:bool, negb (negb b)=b. Ceci nous donne :

Definition p’’ : Vb :bool,P b. intro b; rewrite <- negb_elim; exact (p’ b). Defined.
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que son type T, afin de rester modulaire. Cette phase d’extraction & sera détaillée
ultérieurement.

e Une fois muni de ce type qui va nous servir d’objectif, nous pouvons contraindre
Iextraction de t a effectivement accepter £(T') comme type Ocaml, toujours grace a
des Obj.magic.

Nous allons commencer par détailler cette seconde phase, qui va se faire encore une fois
en adaptant un algorithme de typage. Mais désormais 1’accent va davantage étre mis sur la
vérification de type que sur l'inférence. Et a ce changement d’approche va correspondre un
changement d’algorithme : nous allons remplacer W par ’algorithme M. Cet algorithme,
décrit en 1998 par O. Lee et K. Yi dans [51], est lui-méme une variante de W. Mais a la
différence de ce dernier, M procede par analyse descendante et non ascendante, d’ou son
nom renversé. Pour la petite histoire, cet algorithme M a été utilisé jusqu’en 1993 dans les
versions de Caml Light avant la version 0.7. Et méme si nous ne tirerons pas partie de cette
propriété, on peut néanmoins noter que M détecte les erreurs de typage de maniere plus
fine que W. Le lecteur intéressé par plus de détails & ce propos pourra se reporter a [51].

La différence entre M et W se voit déja au niveau de leur types :

W : env * expr — type * subst
M : env * expr * type — subst

Au lieu d’inférer un type résultat, M part plutot d’'un type en entrée et vérifie que ce type
peut convenir, modulo une éventuelle substitution. Sa correction s’exprime par :

MIt,T)=0 = o) t:o(T).

En pratique, la différence de nature entre les deux algorithmes n’est pas si grande, il
suffit, en effet, d'utiliser M avec un type initial ’x pour retrouver un algorithme d’inférence,
et le type inféré obtenu a la fin est o(’x). Et de toute fagon, méme un algorithme axé sur la
vérification comme M doit faire des étapes d’'inférence, par exemple lorsqu’il rencontre un
let in.

Pour utiliser M dans le cadre de 'extraction, on I'adapte de la méme fagon que 'on
avait adapté YW en W’ :

M’ : env * expr * type — subst * expr

Et I'on désire maintenant que M'(I',¢,T) = (0,t') = o(I') F ¢’ : o(T). La figure 3.2 donne
la définition de M’ qui utilise les mémes notations que la définition de W’. On reprend
également le méme encodage de la récursivité et des inductifs.

Si 'on compare M’ et W, on remarque que le cas du let in est similaire dans les
deux algorithmes. Ceci s’explique par le besoin d’inférer le type de la définition locale. Pour
les autres cas, les roles sont renversés concernant 1'usage de 'unificateur mgu. L’application
ne nécessite plus d’unification, alors qu’a 'opposé les derniers cas (fonctions, constantes et
variables) en contiennent maintenant.

La correction de M’ ne sera pas développée. Tout comme pour W et WW’, cette correction
repose sur celle de W, dont on peut trouver la preuve dans [51], et sur ’étude des cas d’ajout
de Obj.magic.
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M, z, 1) =
let 0 = mgu(r, Inst(I'(z))) in
if 0 = error then (id, Obj.magic ) else (o, )

M(T, ¢, 7)=
let 0 = mgu(7, Inst(E(c))) in
if 0 = error then (id, Obj.magic c) else (o, ¢)

ML, funz —a, 7) =
let 0 =mgu(7, o — ) in avec « et (3 fraiches
if 0 = error then
let (¢, a) = M'(T'+{z:a}, a, B) in
(¢, Obj.magic (fun x — a))
else
let (¢, a) = M'(I'+{z:0(a)}, a, o(f)) in

(-0, fun x — a)

M, ay az) =
let (¢1, a1) = M'(I', a1, « — 7) in avec a fraiche
let (@2, az) = M'(¢1(T'), as, ¢1()) in
(2 - ¢1, dy d2)

M/(T, let x =ay in ay) =
let (¢1, d1) = M'(T, a1, a) in avec « fraiche
let (¢2, a2) = M'(¢1(I') + {2 : Gen(¢1 (), ¢1(I')}, a2, ¢1(7)) in

(¢2 . qbl? let . = dl in dg)

Fic. 3.2: Définition de M’

Mais nous ne pouvons toujours pas utiliser M’ directement dans le cadre de I'extraction.
En effet on désire pour un type 7 donné, forcer un terme a a accepter exactement T comme
type. Or M’ nous retourne une substitution o a appliquer sur les variables de 7 pour que
7 convienne comme type de a, ce qui fait que le type final o(7) de a peut étre strictement
moins général que 7. Pour résoudre ce probleme, nous avons utilisé deux types de variables :

e les variables substituables, qui sont celles utilisées jusqu’a maintenant, mais qui ne
vont plus servir que de facon interne a M’ lors des créations de variables fraiches.

e les variables non substituables, les seules autorisées dans les types extraits arguments
initiaux de M’. Si l'unificateur mgu doit résoudre une équation de la forme o =7 7
avec « variable non substituable et 7 type différent de «, une erreur d’unification est
levée au lieu de retourner la substitution {a «— 7}. Au vu de cette erreur d’unification,
M’ va alors générer un Obj.magic qui va permettre de garder le type le plus général,
ici a.
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Désormais, en assurant que le type 7 fourni a M’ ne contient que des variables substituables,
on garantit donc que la substitution résultat o laisse 7 invariant. Nous allons donc pouvoir
ignorer cette substitution. Au final, a partir d'un terme Coq ¢ : 7', le terme extrait typable
tmi €t son type T, s’obtiennent par : T,,; = E(T) et t,; = snd(M'(2,E(t),E(T))). Et quel
que soit le choix de & (T'), on est certain que t,, a bien pour type T, et ne differe de £(t)
que par l'insertion éventuelle de Obj.magic.

3.3 L’extraction des types Coq

Nous allons maintenant présenter ’extraction £ des types Coq vers des types a la Ocaml.
Cette extraction des types, on ’a vu, est utilisée par notre algorithme M’. Mais elle est de
toute fagon rendue nécessaire par la présence des inductifs en Coq : a partir des types Coq
des constructeurs de 'inductif, nous devons déduire des types Ocaml les plus fideles possibles
pour les constructeurs extraits. Au niveau de ’exécution, la seule contrainte concernant les
inductifs est de conserver le nombre de leurs constructeurs et le nombre d’arguments de ces
constructeurs. Mais s’en tenir juste a cela obligerait a mettre beaucoup trop de 0bj.magic,
et produirait des termes et types extraits illisibles. En outre, cette extraction des types va
nous permettre de produire un fichier d’interface .m1i pour chaque fichier .ml produit, et
cela de maniere prévisible : seuls les types Coq vont influer sur cette interface, et pas le
contenu des termes a extraire.

3.3.1 Une approximation des types Coq

Les exemples précédents ont montré que la richesse des types Coq ne pouvait pas étre
rendue en Ocaml de maniere toujours fidele. Nous procédons alors par approximation. Pour
cela, nous utilisons un type Ocaml le plus général (ou encore le plus inconnu), que nous
noterons T. Nous avons implanté® ce type T grace au type interne Oca