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Historique
La méthode de Dandelin-graeffe est une méthode itérative de re-

cherche des racines des polynômes en une seule variable. Cette méthode a
été exposée par Dandelin en . Né au Bourget le 12 Avril , Ger-
minal Pierre Dandelin étudia à Gand et, en 813, il entra à l’Ecole
Polytechnique de Paris. Notons que ses premiers intérêts allèrent à la géo-
métrie. Il découvrit en  un théorème important relatif aux sections d’un
cône par un plan et aux sphères inscrites. Ce théorème montre qu’une section
plane est une conique dont les foyers sont les points de contact des sphères
inscrites. En , il généralisa son théorème à un hyperboloïde de révolu-
tion, en montrant les relations entre les théorèmes de Pascal, Brianchon et
l’hexagone formé par les génératrices de l’hyperboloïde. Il travailla également
sur la projection stéréographique d’une sphère sur un plan (), dans le
domaine des probabilités et dans l’algèbre. Il est mort à Bruxelles le 15 Fé-
vrier .

Indépendamment deDandelin, en ,Nikolai Ivanovich Loba-
chevsky découvrit cette méthode de recherche des racines. Né le 1er Dé-
cembre , il fut l’un des fondateurs de la géométrie non-euclidienne (on
peut également citer Janos Bolyai1) et en particulier le père de la géomé-
trie hyperbolique qui constitue l’une des plus belles théories de la géométrie.
Il mourut le 24 Février  à Kazan en Russie.

C’est Karl Gräffe (ou Karl Graeffe pour certains), né le 7 Novembre
 à Brunswick en Allemagne qui, après ces deux hommes, a dévéloppé
cette méthode pour en faire l’une des méthodes les plus populaires aux 19ième

et 20ième siècles. Et ceci, dans le but de répondre à la question du "Prix de
l’Académie de Berlin". Il mourut le 2 Décembre  à Zurich en Suisse.

1–15 Déc. 1802 - 27 Janv. 1860 –, mathématicien hongrois. Fils de farkas bolyai,
mathématicien reconnu et ami de Gauss. Entre 1820 et 1823, il prépara un traité sur
un système complet de géométrie non euclidienne qui fut publié en 1832 comme un ap-
pendice de 24 pages d’un ouvrage de son père, “Le Tentamen”. En 1848, il découvrit que
lobatchevsky avait publié un travail similaire en 1829.
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1 Introduction

1.1 Problématique

Pour calculer les valeurs approchées des racines d’un polynôme, il existe
des méthodes itératives très anciennes comme celle de Bernoulli et celle de
Dandelin-Graeffe. On peut montrer, grâce au théorème élémentaire de Di-
richlet sur l’approximation rationnelle simultanée, la convergence de la mé-
thode de Bernoulli mais pas celle de Graeffe. En effet, dans le cas de la
méthode de Bernoulli, on parcourt tous les termes d’une certaine suite récur-
rente linéaire et grâce au théorème de Dirichlet, on sait que certains d’entre
eux sont “bons”. Par contre, la méthode de Graeffe est l’analogue de la mé-
thode de Bernoulli mais, cette fois, on ne parcourt que les termes dont les
indices sont des puissances de deux et, pour de tels indices, ni le théorème de
Dirichlet, ni l’algèbre linéaire ne peuvent être appliqués. La seule méthode
possible est celle de Baker.

1.2 La méthode de dandelin-graeffe

Soit P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 ∈ A[X], où A est un anneau
intègre. Décomposons P en sa partie paire2 et sa partie impaire3 : soit
P (x) = F (x2) + xG(x2). Cette décomposition est unique.

Proposition 1.1.
Avec les notations ci-dessus, le polynôme

P1(x) = P (
√

x) P (−√x)

est un polynôme à coefficients dans A qui vérifie :

P1(x) = F 2(x)− xG2(x).

Si z1, z2, . . . , zn sont les racines de P dans un anneau B contenant A alors
les racines de P1 dans B sont les carrés des racines de P .

Calcul approché des racines

Soit P un polynôme unitaire de degré n à coefficients complexes dont les
racines sont z1, z2, . . . , zn. Quitte à les renommer, on peut supposer que les
zi sont telles que :

|z1| > |z2| > · · · > |zn|.
2elle s’obtient en regroupant les monômes de degré pair
3elle s’obtient en regroupant les monômes de degré impair
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Plus généralement, on pose

Gk(P ) =
∏ (

X − zk
j

)
=

n∑
i=0

a
(k)
i X i;

le cas précédent, le plus classique, correspond au choix de k = 2. Supposons
qu’il existe un indice i tel que |zi| > |zi+1|. Alors si les indices jk, k 6 i, sont
distincts, soit 1 6 j1 < j2 < · · · < ji, on a

|z1 . . . zi| > |zj1 . . . zji
| si {j1, j2, . . . , ji} 6= {1, 2, . . . , i}.

Et, en utilisant les relations de viete, il vient dans ce cas

|a(k)
n−i| ∼ |z1 . . . zi|k,

d’où la relation :

|z1 . . . zi| ' |a(k)
n−i|1/k.

1.3 Application du Théorème de Dirichlet

Proposition 1.2. Soit Tn = γn
1 + · · · + γn

r + γn
r+1 + · · · + γn

d , où γ1, . . . , γd

sont des nombres complexes vérifiant :

|γ1| = · · · = |γr| > |γr+1| > · · · > |γd|.
Il existe alors une infinité d’entiers n ∈ N tels que

|Tn| > r

2
√

2
|γ1|n.

Théorème 1.1.
Avec les notations de la Proposition précédente, on a :

lim sup
n→∞

|Tn|1/n = |γ1| = max {|γj|; 1 6 j 6 d} .

1.4 La méthode de Bernoulli

La plupart des méthodes d’itérations sont efficaces lorsqu’on part d’une
bonne approximation des valeurs initiales. Cependant, obtenir de telles va-
leurs s’avère être un problème délicat pour des équations sans “propriétés ou
conditions spéciales”.

Cependant, pour les polynômes, il existe des algorithmes qui peuvent
fournir de telles valeurs en n’utilisant que les coefficients du polynôme. Deux
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algorithmes sont connus, l’un qui est classique est l’œuvre de bernoulli et
l’autre, une extension ou variante du premier, est dû à rutishauser. La
méthode de bernoulli, en particulier, est celle qui fournit toutes les racines
dominantes4 d’un polynôme.

Pour commencer, considérons le cas le plus simple où le polynôme consi-
déré de degré N ,

P (X) = a0X
N + a1X

N−1 + · · ·+ aN , (1)

admet N racines distinctes z1, z2, . . . , zN . En résolvant l’équation aux diffé-
rences homogène

a0Xn + a1Xn−1 + · · ·+ aNXn−N = 0 (2)

dont le polynôme caractéristique est (1), la solution X = {xn} doit être de
la forme

xn = c1z
n
1 + c2z

n
2 + · · ·+ cNzn

N , (3)

où c1, . . . , cN sont des constantes. Si de plus on suppose que :
(i) Le polynôme P admet une racine dominante, soit z1 :

|z1| > |zk|, k = 2, 3, . . . , N. (4)

(ii) Les valeurs initiales sont telles que la racine dominante soit présente
dans la relation (3), i.e on a :

c1 6= 0. (5)

On considère maintenant le quotient de deux solutions consécutives de la
suite X. On a la relation

xn+1

xn

=
c1z

n+1
1 + c2z

n+1
2 + · · ·+ cNzn+1

N

c1zn
1 + c2zn

2 + · · ·+ cNzn
N

.

Par suite,
lim

n→∞
xn+1

xn

= z1.

1.5 La méthode de Baker

Classiquement, on ne démontre la convergence de la méthode de Dandelin-
Graeffe que s’il n’y a qu’une racine dominante. Nous allons montrer ici que
les résultats théoriques de la méthode de Baker impliquent la convergence
sous des hypothèses plus faibles.

4au sens du module
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Minoration du terme général d’une récurrence linéaire

Théorème 1.2. Soit U une suite récurrente à valeurs entières telle que le
polynôme caractéristique P associé possède au plus 3 racines de module maxi-
mal et que ces racines α1, . . . , αl (l 6 3) soient simples. Alors, il existe des
constantes effectives C1, C2, C3 telles que si,

Un = R1α
n
1 + · · ·+ Rl α

n
l + Rl+1(n) αn

l+1 + · · ·+ Rr(n) αn
r ,

avec R1, . . . , Rl constantes, et

U ′
n = R1α

n
1 + · · ·+ Rl α

n
l ,

on ait
|Un| > C1|α1|nn−C2 si U ′

n 6= 0 et n > C3.

Sous des conditions plus générales, on obtient encore une minoration ef-
fective du terme général Un donnée dans le théorème suivant.

Théorème 1.3. Supposons toujours l 6 3, mais avec des racines éventuel-
lement multiples. Supposons de plus qu’au moins une des quantités

αi

αj

avec

1 6 i < j 6 l ne soit pas racine de l’unité Alors il existe des nombres C1 > 0
et C2 > 0 calculables dépendant uniquement de la suite U tels que

|Un| > |α1|n exp
(−C1(log m)2

)
(6)

dès que n > C2.

Application à la méthode de dandelin-graeffe

Du théorème 1.3 résulte

Théorème 1.4. Considérons un polynôme P avec les notations du théo-
rème de Dandelin-Graeffe énoncé précédemment. Sous les conditions du théo-
rème 1.3, la méthode de Dandelin-Graeffe appliquée à P converge et on a

lim
k→∞

∣∣∣a(k)
1

∣∣∣
2−k

= |z1|.

Ceci constitue le résultat principal de notre travail.

Remarque 1. Il est important de noter que les hypothèses “arithmétiques”
utilisées ci-dessus ne peuvent être supprimées. Si elles ne sont pas vérifiées,
on peut construire des suites pour lesquelles le résultat précédent est faux,
l’idée est d’utiliser des nombres transcendants de Liouville convenables.
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1.6 Généralisation aux matrices

Dans un dernier chapitre, nous généralisons cette étude au cas de l’esti-
mation des valeurs propres d’une matrice : méthode de Bernoulli, quotient
de Rayleigh, méthodes itératives. Nous examinons aussi l’élimination d’une
valeur propre par déflation : méthodes de Hotelling et de Wielandt.

Tout au long de ce travail, de nombreux exemples réalisés grâce au logiciel
de calcul formel Maple illustrent les algorithmes étudiés.
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2 Généralités

2.1 Fonctions symétriques élémentaires

Considérons un anneau commutatif A, et soient x, a1, a2, . . . , an (n ∈ N∗)
des éléments de A. Soit Pn le produit suivant :

Pn = (x− a1)(x− a2) · · · (x− an) =
n∏

i=1

(x− ai). (7)

On voit que Pn est la somme de tous les termes possibles b1, b2, . . . , bn, où,
pour chaque i ∈ [[1, n]], bi est l’un des éléments x et −ai du iième facteur de
Pn. Soit k le nombre de facteurs où bi = −ai et soit J l’ensemble des indices
de ces facteurs. Si k = 0, (i.e J = ∅), alors on a : b1b2 · · · bn = xn ; si k > 1
(i.e J 6= ∅), on a :

b1b2 · · · bn = (−1)kxn−k
∏
i∈J

ai.

En ordonnant par paquets la somme de tous les b1b2 · · · bn, et en grou-
pant dans un même paquet, pour chaque k ∈ [[0, n]], ceux pour lesquels
card(J) = k. On obtient ainsi :

Pn = xn +
n∑

k=1

(−1)kxn−k




∑
J⊂[[1,n]],
card(J)=k

(∏
i∈J

ai

)
 . (8)

La donnée d’une k−partie J de [[1, n]] équivaut à celle d’une suite strictement
croissante à k termes à valeurs dans [[1, n]], la suite (i1, i2, . . . , ik) telle que
J = {i1, i2, . . . , ik} : on a alors

∏
i∈J

ai = ai1ai2 · · · aik .

Introduisons les fonctions σ1, σ2, . . . , σn de An dans A définies par :

σk(a1, a2, . . . , an) =
∑

16i1<i2<···<ik6n

ai1ai2 · · · aik

=
∑

J⊂[[1,n]],
card(J)=k

(∏
i∈J

ai

)
.

(9)

Alors (8) peut s’écrire :

Pn = xn +
n∑

k=1

(−1)kσk(a1, a2, . . . , an)xn−k. (10)
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Notons en particulier qu’on a :

σ1(a1, a2, . . . , an) = a1 + a2 + · · ·+ an et σn(a1, a2, . . . , an) = a1a2 · · · an.

Les fonctions σk : An → A mises en évidence ci-dessus présentent un grand
intérêt en Algèbre. On les nomme, les fonctions symétriques élémentaires de
la variable (a1, a2, . . . , an) ∈ An. Cette appellation se justifie par le fait que,
pour toute permutation s d’ordre n, et tout k ∈ [[1, n]], on a

σk(as(1), as(2), . . . , as(n)) = σk(a1, a2, . . . , an),

qui est une conséquence de la définition des σk et de la relation

σk(a1, a2, . . . , an) =
∑

J⊂[[1,n]],
card(J)=k

(∏
i∈J

ai

)
.

De manière générale, on dit qu’une fontion f : An → A est symétrique si, et
seulement si, elle vérifie

f(as(1), as(2), . . . , as(n)) = f(a1, a2, . . . , an)

pour toute permutation s d’ordre n et tout (a1, a2, . . . , an) ∈ An.

Relations de viete

Considérons l’équation

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x + an = 0

admettant pour racines z1, z2, . . . , zn. Alors on a les relations suivantes connues
sous le nom des formules de Viète :

a1 = −a0

∑
i

zi = −a0 σ1

a2 = a0

∑
i<j

zi zj = +a0 σ2

a3 = −a0

∑

i<j<k

zi zj zk = −a0 σ3

. . . . . .

an = (−1)na0z1 z2 . . . zn = (−1)na0 σn.

Les σi s’appellent les fonctions symétriques élémentaires des racines. Elles
ne changent pas si on permute deux indices quelconques. Il est connu que
tous les polynômes symétriques en les zi peuvent s’exprimer par un poly-
nôme de fonctions symétriques du type précédent (d’où le nom de fonctions
symétriques «élémentaires»).

11



2.2 Inverse de la matrice de Vandermonde

Soit n un entier > 1, et soit E = Kn−1[X], ensemble des polynômes à co-
efficients dans K et de degré plus petit que n, qui est un K−espace vectoriel.

On se donne a1, a2, . . . , an, des éléments distincts dans K (ce qui sous-
entend que card(K) > n). Notons φi la forme linéaire P 7→ P (ai) sur
E, avec 1 6 i 6 n. Soit W = Vect(φ1, . . . , φn), alors

W = {P ∈ E \ P (a1) = P (a2) = · · · = P (an) = 0} = {0}.

Donc W = E∗, et comme dimE = dimE∗ = n, on a alors : (φ1, φ2, . . . , φn)
est une base de E∗.
En outre l’unique base (e1, . . . , en) de E, dont (φ1, . . . , φn) est la base duale,
est définie par les relations φi(ej) = δij pour (i, j) ∈ [[1, n]]2, ce qui donne
immédiatement

ei =
1

Ai

∏

j 6=i

(X − aj) avec Aj =
∏

j 6=i

(ai − aj).

Soit P ∈ E. On a : P =
∑n

i=1 λiei, d’où ∀ k ∈ [[1, n]] :

P (ak) = φk(P ) =
n∑

i=1

λiφk(ei) = λk.

Remarquons qu’on retrouve en particulier, la célèbre formule d’interpo-
lation de lagrange

P =
n∑

i=1

P (ai)ei.

Considérons maintenant l’application linéaire

ψ : E → Kn,

P 7→ (P (a1), . . . , P (an)) = (φ1(P ), . . . , φn(P )) ,

et notons B la base (1, X, . . . , Xn−1) de E et C = (ε1, . . . , εn) la base cano-
nique de Kn.
L’application ψ est surjective car φ1, . . . , φn sont indépendants, elle est donc
bijective car dimE = dimKn = n. Sur les bases ainsi choisies, l’application
ψ est représentée par la matrice

MatB,C(ψ) =
[
(ai)

j−i
]
(i,j)∈[[1,n]]2

,
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soit sous forme développée :

MatB,C(ψ) =




1 a1 a2
1 . . . an−1

1

1 a2 a2
2 . . . an−1

2

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
1 an a2

n . . . an−1
n




.

Par définition cette matrice est appelée matrice de vandermonde de a1, . . . , an

et se notera Vand(a1, . . . , an). Ce qui précède prouve sans calculs que la ma-
trice de Vandermonde est inversible (sous l’hypothèse de départ : ai 6= aj

pour i 6= j).
D’ailleurs ψ−1 associe, à (b1, . . . , bn) ∈ Kn, l’unique polynôme P ∈ E tel que
P (ai) = bi, pour tout i.
En particulier :

ψ−1(εj) = ej =
1

Aj

∏

k 6=j

(X − ak) =
1

Aj

(
Xn−1 +

n−1∑

k=1

(−1)kσj,kX
n−1−k

)
,

en notant (σj,k)16k6n−1 les fonctions symétriques élémentaires des termes
(al)l∈[[1,n]], l 6= j.
On en déduit aussitôt la matrice inverse V −1 de Vand(a1, . . . , an) :

V −1 = MatC,B(ψ−1) = Mat(1,X,...,Xn−1)(e1, . . . , en),

soit sous forme développée :

V −1 =




(−1)n−1

A1

σ1,n−1
(−1)n−1

A2

σ2,n−1 . . .
(−1)n−1

An

σn,n−1

(−1)n−2

A1

σ1,n−2
(−1)n−1

A2

σ2,n−1 . . .
(−1)n−2

An

σn,n−2

... . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

1

A1

1

A2

· · · 1

An




.
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2.3 Notions de “taille” d’un polynôme

Nous allons donner quelques définitions et notations qui seront utiles pour
une lecture plus aisée de ce document.

Définitions et notations

Soit P un polynôme à coefficients complexes,

P = a0 + a1z + · · ·+ anz
n.

On définit les quantités suivantes pour mesurer la “taille” de P :

• H(P ) = max
i=0,1,...,n

{|ai|} est la hauteur du polynôme P ,

• ||P || = ||P ||2 =

(
n∑

i=0

|ai|2
)1/2

est la norme quadratique de P ,

• L(P ) =
n∑

i=0

|ai| est la longueur de P ,

• M(P ) = |an|
n∏

i=1

max{1, |zi|} (où les zi sont les racines complexes de P )

est la mesure de Mahler de P ,

• ‖ P ‖∞= max{|P (z)|, |z| = 1} est la norme infinie de P ,

• Le coefficient dominant de P sera noté lcoef(P ) (notation qui rap-
pelle celle de maple).

Inégalités de W. Specht

Soit P = Xd + ad−1X
d−1 + · · ·+ a1X + a0 un polynôme de C[X] dont les

racines α1, α2, ..., αd vérifient |α1| > |α2| > · · · > |αd|. Alors on a

|α1 · · ·αn| 6 nH + 1, (11)

où H est la hauteur de P .

14



2.4 Algèbre linéaire

Théorème 2.1.
Soit K un corps. Si a1, . . . , ah ∈ K, avec h > 1, sont tels que ah 6= 0,

alors l’ensemble E des suites (un) à valeurs dans K vérifiant la relation

un+h = a1un+h−1 + · · ·+ ahun pour tout n > 0,

est un K-espace vectoriel de dimension h.
De plus si (vn) ∈ E est d’ordre exactement h, alors ∀ (un) ∈ E , il existe

c1, . . . , ch ∈ K tels que :

un = c1vn + c2vn+1 + · · ·+ chvn+h−1.

Démonstration. Presque triviale.

Exemple 1. Soit P ∈ C[X] un polynôme de racines simples θ1, . . . , θd non
nulles. Si

sn = θn
1 + · · ·+ θn

d , n > 0,

alors il existe c1, . . . , cd tels que

θn
1 = c1sn + c2sn+1 + · · ·+ cdsn+d.
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3 Méthode de graeffe

3.1 Méthode classique k = 2 (cas de G2)

Soit P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 ∈ A[X], où A est un anneau
intègre. Décomposons P en sa partie paire5 et sa partie impaire6 : soit
P (x) = F (x2) + x G(x2). Cette décomposition est unique.

Proposition 3.1.
Avec les notations ci-dessus, le polynôme

P1(x) = P (
√

x) P (−√x)

est un polynôme à coefficients dans A qui vérifie :

P1(x) = F 2(x)− xG2(x).

Si z1, z2, . . . , zn sont les racines de P dans un anneau B contenant A alors
les racines de P1 dans B sont les carrés des racines de P .

Démonstration.
On a posé

P1(x) = P (
√

x)P (−√x).

Puisque P vérifie
P (x) = F (x2) + xG(x2),

(où les polynômes F et G sont déterminés de manière unique) on a :

P1(x) =
(
F (x) +

√
x G(x)

) (
F (x)−√x G(x)

)
= F 2(x)− xG2(x).

Les polynômes F et G étant à coefficients dans A, F 2 et G2 le sont aussi et
il en est de même de leur combinaison. Donc P1 ∈ A[X].

La deuxième assertion se démontre facilement en utilisant la forme facto-
risée de P1 :

P1(x) = (−1)n a2
n(
√

x− z1) · · · (
√

x− zn) (
√

x + z1) · · · (
√

x + zn)

= (−1)n a2
n(x− z2

1) · · · (x− z2
n).

5elle s’obtient en regroupant les monômes de degré pair
6elle s’obtient en regroupant les monômes de degré impair
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Remarque 2.
Notons au passage que le polynôme P1 n’est rien d’autre que notre G2 dé-
fini précédemment (cf. paragraphe 1.2). On construit le polynôme P2 de la
même manière, à partir de P1. Ainsi, P2 représentera G2(P1) = G4(P ) (i.e
G4 = G2

2 = G2 ◦ G2) :

P2(x) = P1(
√

x) P1(−
√

x)

et donc
P2(x) = F 2

1 (x)− x G2
1(x),

où F1 et G1 sont déterminés de manière unique par la décomposition

P1(x) = F1(x
2) + x G1(x

2).

Par itération, on a :

Pk(x) = Pk−1(
√

x) Pk−1(−
√

x)

et
Pk(x) = F 2

k−1(x)− x G2
k−1(x),

où les Fk−1 et Gk−1 sont déterminés de manière unique par la relation

Pk−1(x) = Fk−1(x
2) + x Gk−1(x

2).

Exemple 2. Considérons le polynôme P (X) = X3 − X − 1 ∈ R[X]. La
relation

P (X) = −1 + X(X2 − 1)

est la décomposition de P en parties paire et impaire : F (X2) = −1 et
G(X2) = X2 − 1. Ainsi,

P1(X) = (−1)2 −X(X − 1)2

= −X3 + 2X2 −X + 1

= (1 + 2X2) + X(−X2 − 1),

ce qui permet d’écrire P2 :

P2(X) = (1 + 2X)2 −X(X + 1)2

= −X3 + 2X2 + 3X + 1

= (1 + 2X2) + X(−X2 + 3),
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ce qui nous donne

P3(X) = (1 + 2X)2 −X(−X + 3)2

= −X3 + 10X2 − 5X + 1

= (1 + 10X2) + X(−X2 − 5).

Il vient ensuite

P4(X) = (1 + 10X)2 −X(X + 5)2

= −X3 + 90X2 − 5X + 1

= (1 + 90X2) + X(−X2 − 5).

Arrêtons-nous à P5 :

P5(X) = (1 + 90X)2 −X(X + 5)2

= −X3 + 8090X2 − 155X + 1.

Ainsi, au bout de cinq itérations on obtient le polynôme

P5(X) = −X3 + 8090X2 − 155X + 1

dont les racines sont les puissances 32ièmes de celles de P , en effet 25 = 32.

Programmation sous maple : cas classique

graeffeClassic :=proc(p :: polynom, x :: name, k :: nonnegint)
local P , i ;
P := unapply(p, x) ;
for i from 1 to k do
P := expand (P (sqrt(x)) ∗ P (−sqrt(x))) ;
P := unapply(P, x) ;
end do ;
return(P (x)) ;
end proc :

Si nous reprenons le même exemple que ci-dessus, à l’aide de ce programme,
on a le déroulement suivant.

Exemple 3. p := x3 − x− 1;

x3 − x− 1. (1)

Pour k = 5;
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graeffeClassic(p, x, 5) ;

−x3 + 8090x2 + 155x + 1. (2)

Pour k = 6 ;

graeffeClassic(p, x, 6) ;

−x3 + 65448410x2 − 7845x + 1. (3)

Pour k = 8 ;

graeffeClassic(p, x, 8) ;

−x3 + 18348324030778496342550922713690x2 + 3757178568712795x + 1.

On voit que les coefficients explosent très rapidement lorsque que k gran-
dit. Les calculs étant effectués sur une machine qui tourne à 3Ghz, pour
k = 8, le temps de calcul est presque nul. Cependant, à l’ordre 20, on a chro-
nométré 0.047s et pour k = 25 le temps de calcul est de 3.687s. La machine
sur laquelle on effectue les tests est équipée de 1Go de RAM. Cela n’empêche
pas qu’elle soit incapable de faire les calculs dès que k est > 30. Pour de
telles valeurs, on a comme message d’erreur :
“ Error, (in graeffeClassic[0]) Cannot allocate memory (size = 109068288) ”.

3.2 Généralisation de la méthode de graeffe

3.2.1 Préliminaires

Résultant

Soient f et g deux polynômes en une variable à coefficients dans un
corps K donnés par

f(X) =
m∑

i=0

aiX
i et g(X) =

n∑
j=0

bjX
j.

Definition 3.1.
Le résultant de ces deux polynômes f et g est le déterminant de la matrice

S =




am am−1 . . . a1 a0 0 . . . . . . 0
0 am am−1 . . . a1 a0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn bn−1 . . . b1 b0 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 bn bn−1 . . . b1 b0




.
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Cette matrice est appelée la matrice de Sylvester des polynômes f et g.

Notation.
Le résultant de f et g sera noté Res(f ,g) ou ResX(f ,g) lorsqu’il sera

utile de préciser la variable.

Il est clair que Res(f, g) est un élément de K (d’une manière générale, si
f et g sont dans A[X], où A est un anneau, Res(f, g) est aussi dans A).

La matrice S est d’ordre n + m. Si l’on note S = [ci,j], alors :

ci,j = am−j+i pour 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n,

cn+i,j = bn−j+i pour 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n,

où on a posé : ai = 0 pour i /∈ {0, 1, . . . , m} et bj = 0 pour j /∈ {0, 1, . . . , n}.

Propriétés 1.
Le résultant possède les propriétés suivantes.
1. Res(f, 0) = 0;

2. Res(g, f) = (−1)mn Res(f, g) ;

3. Si deg(f) = m 6 n = deg(g) et si h est le reste de la division
euclidienne de g par f , alors on a

Res(f, g) = an−m
m Res(f, h).

4. Res(f, g) = 0 si et seulement si f et g ont un facteur commun non
trivial.

5. Soient α1, . . . , αm les racines de f et β1, . . . , βn celles de g dans une
extension convenable de K alors on a les relations suivantes

Res(f, g) = an
m

m∏
i=1

g(αi)

= (−1)mn bm
n

n∏
j=1

f(βj)

= an
m bm

n

m∏
i=1

n∏
j=1

(αi − βj).
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6. Soient f , g et h trois polynômes. On a alors

Res(f, gh) = Res(f, g) Res(f, h).

Cette dernière relation est une conséquence directe de la première des
relations 5.

3.3 Propriétés

Considérons un polynôme P de degré n et un polynôme Q de degré m, à
coefficients dans K, où K est un corps. Soient α1, α2, . . . , αm et β1, β2, . . . , βn

les racines respectives de P et Q dans une extension de K.

Proposition 3.2.
Soit h un polynôme à coefficients dans K, le polynôme

g(Y ) = ResX (P (X), Y − h(X))

admet pour racines les éléments h(αi), i = 1, . . . , n.

Démonstration. Le résultat vient directement des propriétés ci-dessus. En
effet, on utilise la première des relations 5. en notant que les racines du
polynôme Y − h(αi) sont exactement les h(αi).

Proposition 3.3.
On considère les polynômes P et Q suivants :

P (X) = am

m∏
i=1

(X − αi) et Q(X) = bn

n∏
j=1

(X − βj),

alors le polynôme

R(X) = (−1)mng an
m bm

n

m∏
i=1

n∏
j=1

(X − γij),

admet mn racines γij telles que pour :

1. R(X) = ResY (P (X − Y ), Q(Y )) , γij = αi + βj, g = 1,

2. R(X) = ResY (P (X + Y ), Q(Y )) , γij = αi − βj, g = 1,

3. R(X) = ResY (Y m P (X/Y ), Q(Y )) , γij = αi βj, g = 1,
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4. R(X) = ResY (P (X Y ), Q(Y )) , γij = αi/βj, Q(0) 6= 0

et g = (−1)mnQ(0)m/bm
n .

Démonstration. Nous allons juste donner la démonstration du premier point,
les autres se faisant de manière analogue. On a

P (X − Y ) = am

m∏
i=1

(X − Y − αi) = (−1)m am

m∏
i=1

(Y − (X − βi)).

En utilisant la dernière relation du point 5. des propriétés précédentes, on
trouve

ResY (P (X − Y ), Q(Y )) = ((−1)m am)n bm
n

m∏
i=1

n∏
j=1

(X − αi − βj)

= (−1)mnan
m bm

n

m∏
i=1

n∏
j=1

(X − (αi + βj))

Corollaire 3.1.

Si α1, α2, . . . , αn sont les racines de P , alors on a :
1. R1(Y ) = ResX (P (Y −X), P (X)) admet pour racines les sommes αi+ αj,

pour 1 6 i, j 6 n.
2. R2(Y ) = ResX (P (Y + X), P (X)) admet pour racines les différences

αi − αj, 1 6 i, j 6 n.
3. Si aucune des racines de P n’est nulle, alors le polynôme S1, tel que

S1(Y ) = ResX (P (Y/X), P (X)) admet pour racines les produits αi αj.
4. Si aucune des racines de P n’est nulle, alors le polynôme S2, tel que

S2(Y ) = ResX (P (Y X), P (X)) admet pour racines les quotients αi/αj.

Démonstration. La démonstration de cette proposition vient directement des
propriétés précédentes. Nous allons donner, par exemple, la démonstration
du point 2., les autres se prouvant de manière analogue.

On sait, d’après la deuxième égalité du point 5. des propriétés précédentes,
que :

ResX (P (Y + X), P (X)) = (−1)n2

an
n

n∏
i=1

P (αi + Y ).
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En utilisant la forme factorisée de P , on a la relation :

R(Y ) = (−1)n2

an+1
n

n∏
i=1

n∏
j=1

(
Y + (αi − αj)

)
.

Et donc, les racines de R sont bien les αi − αj.

Théorème 3.1. On supposera dans toute la suite de cette section que K est
un corps de caractéristique première 7 avec k. Avec les notations ci-dessus,
pour h(X) = Xk, k > 2 on a :

g(Y ) = ResX

(
P (X), Y −Xk

)
= (−1)(k+1)n

k−1∏
i=0

P (ζi,k Z),

où ζk
i,k = 1 et Zk = Y . (Les ζi,k sont les racines kièmes de l’unité dans une

extension de K.)

Remarque 3. Notons que g(Y ) = Gk(P )(Y ).

Démonstration. D’après les propriètés des résultants, on a

g(Y ) = (−1)nk (−1)n
∏

βj racines de

Y−Xk

P (βj)

= (−1)(k+1)n

k−1∏
j=0

P
(
ζj,k Y 1/k

)

(car βj est de la forme ζj,k Y 1/k avec ζj,k = exp (i 2πj/k) , j = 0, . . . , k − 1).
D’où le résultat en posant Zk = Y .

En fait ceci n’est rien d’autre qu’un corollaire de la Proposition précé-
dente.

Exemple 4. Considérons à nouveau le polynôme

P (X) = X3 −X − 1 ∈ C[X].

Si k = 2 on a :

g(Y ) = G2(P ) = −P (ζ0,2Y
1/2) P (ζ1,2Y

1/2)

= −P (Y 1/2) P (−Y 1/2)

= − (
Y 3/2 − Y 1/2 − 1

) (−Y 3/2 + Y 1/2 − 1
)

= Y 3 − 2Y 2 + Y − 1.

7Si p | k, disons k = pk′, alors on a la relation Xk − 1 =
(
Xk′ − 1

)p et donc il n’y a
pas k racines kièmes de l’unité dans toute extension L de K.
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Pour k = 3, on obtient :

g(Y ) = G3(P ) = P (ζ0,3 Y 1/3) P (ζ1,3 Y 1/3) P (ζ2,3 Y 1/3)

=
(
Y − Y 1/3 − 1

) (
Y − j Y 1/3 − 1

) (
Y − j2 Y 1/3 − 1

)

= Y 3 − 3Y 2 + 2Y − 1, (avec j = exp(2i π/3)) .

Et pour k = 5, on a :

g(Y ) = G5(P ) = P (ζ0,5Y
1/5)P (ζ1,5Y

1/5)P (ζ2,5Y
1/5)P (ζ3,5Y

1/5)P (ζ4,5Y
1/5)

=
(
Y 3/5 − Y 1/5 − 1

) (
e−

4
5
iπY 3/5 − e

2
5
iπY 1/5 − 1

)

×
(
e

2
5
iπY 3/5 − e

4
5
iπY 1/5 − 1

)(
e−

2
5
iπY 3/5 − e−

4
5
iπY 1/5 − 1

)

×
(
e

4
5
iπY 3/5 − e−

2
5
iπY 1/5 − 1

)

= Y 3 − 5Y 2 + 4Y − 1.

Remarque 4. On peut généraliser les formules vues pour k = 2 au cas
k = 3. (Pour k > 4 c’est possible mais cela devient “compliqué”, pour k = 4
voir formule (3.18) de l’annexe 1). On écrit :

P = F (X3) + XG(X3) + X2H(X3).

Et alors on trouve (à l’aide de Maple : voir Annexe 1 : Graeffe, (3.10)) :

P (Y 1/3)P (jY 1/3)P (j2Y 1/3) = F 3(Y )+Y G3(Y )+Y 2H3(Y )−3F (Y )G(Y )H(Y ).

Application : Prenons P = X3 −X − 1.

On a ici F (X) = X − 1, G(X) = −1 et H(X) = 0 alors

g(Y ) = F 3(Y ) + Y G3(Y ) + Y 2H3(Y )− 3F (Y )G(Y )H(Y ) = (Y − 1)3 − Y.

D’où g(Y ) = Y 3 − 3Y 2 + 2Y − 1.

Programmation de la méthode de Graeffe généralisée

3.3.1 Sous maple

GraeffeGen :=proc(p :: polynom, x :: name, k :: nonnegint)
local G, y ;
if (k < 2) then
print(“ Erreur...k doit être > 2 ”) ;
else
print(“ Le polynome obtenu à l’ordre k : ”) ;
G := sort(resultant(p, y − xk, x)) ;
end if ;
end proc :
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3.3.2 Propriétés

La transformée de Graeffe Gk possède les propriétés suivantes.

1. Multiplicativité :
Gk(P Q) = Gk(P )Gk(Q)

En effet, Gk(P Q) = (−1)(k+1)(m+n)

k−1∏
i=0

P (ζi,k Z) Q(ζi,k Z)

(cf. Théorème 3.1). En distribuant ce produit on obtient :

Gk(P Q) = (−1)(k+1)m

k−1∏
i=0

P (ζi,kZ) (−1)(k+1)n

k−1∏
i=0

Q(ζi,kZ).

2. Norme infinie de Gk :

‖ Gk(P ) ‖∞= max |Gk(P )| 6‖ P ‖k
∞ .

3. Transformée de Graeffe et mesure :

M (Gk(P )) = (M(P ))k .

En effet,

M (Gk(P )) = |an|k
∏

16j6n
06i6k−1

max

{
1,

∣∣∣ αj

ζi,k

∣∣∣
}

= |an|k
∏

16j6n
06i6k−1

max {1, |αj|}

= |an|k
{ n∏

j=1

max
{
1, |αj|

}}k

.

4. Transformée de Graeffe et tailles :

H (Gk(P )) 6‖ Gk(P ) ‖6‖ Gk(P ) ‖∞6‖ P ‖k
∞6 (n + 1)kHk(P ).

Ces inégalités sont évidentes à l’exception de la deuxième inégalité où l’on
pensera à utiliser l’identité de parseval8.

8
n∑

i=0

|ai|2 =
1

2π

∫ 2 π

0
|P (exp(i θ))|2 dθ
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3.4 Calcul approché des racines

Soit P un polynôme unitaire de degré n à coefficients complexes dont les
racines sont z1, z2, . . . , zn. Quitte à les renommer, on peut supposer que les
zi sont telles que :

|z1| > |z2| > · · · > |zn|.
On peut écrire

Gk(P ) =
∏ (

X − zk
j

)
=

n∑
i=0

a
(k)
i X i.

Supposons qu’il existe un indice i tel que |zi| > |zi+1|. Alors si les indices jk,
k 6 i, sont distincts, soit 1 6 j1 < j2 < · · · < ji, on a

|z1 . . . zi| > |zj1 . . . zji
| si {j1, j2, . . . , ji} 6= {1, 2, . . . , i}.

Et, en utilisant les relations de viete, il vient dans ce cas

|a(k)
n−i| ∼ |z1 . . . zi|k,

d’où la relation :

|z1 . . . zi| ' |a(k)
n−i|1/k.

Exemple 5. Soit P (X) = X3 −X − 1 ∈ C[X].
Ci-dessus nous avions trouvé les valeurs de Gk pour ce polynôme. Par exemple,

G5(P ) = Y 3 − 5Y 2 + 4Y − 1.

Pour le module de la plus grande racine on trouve :

|z1| ' |a(5)
2 |1/5

= |51/5| ≈ 1, 37...

Cette valeur est encore un peu loin de la valeur exacte qui est de

1, 324717957244783934600274031254409557544931408028420...

En poussant le calcul à G32(P ), i.e à G25(P ), on trouve une approximation
plus raisonnable :

G32(P ) = y3 − 8090y2 − 155y − 1.
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Pour le module de la plus grande racine on obtient l’estimation

|z1| ' |a(32)
2 |1/32

= |80901/32| ≈ 1, 3247178...

On remarque que l’erreur commence cette fois à partir du 7ième chiffre. Ce-
pendant, en évaluant cet exemple à l’ordre 64 = 26, on a

G64(P ) = y3 − 65448410y2 + 7845y − 1.

Pour le module de la plus grande racine on trouve maintenant

|z1| ' |a(64)
2 |1/64

' |654484101/64|
≈ 1, 324717957244783934600274031254409557544931408028420...

une valeur quasi-identique à la valeur “exacte” donnée plus haut.

Jusqu’à plus de 100 chiffres on a identité, et le temps de calcul est presque
nul : “0.′′. MAPLE affiche ce résultat lorsque le temps de calcul est négli-
geable.
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4 Questions de convergence

Soit P (X) =
d∑

i=0

aiX
d−i un polynôme non nul à coefficients complexes.

Supposons que α1, . . . , αd ∈ C soient ses racines, avec

|α1| > · · · > |αt| > 1 = |αt+1| = · · · = |αs| > |αs+1| > · · · > |αd| > 0.

Considérons la famille de polynômes Gk(P ) ∈ C définie par :

Gn(P ) = Res
(
P (Y ), Y n −X

)
=

d∑
i=0

a
(n)
i Xd−i.

Application du Théorème de dirichlet

Lemme 4.1.
Soient β1, . . . , βr ∈ C tels que |β1| = · · · = |βr| = ρ > 0 et soit

Sn = βn
1 + · · ·+ βn

r .

Il existe une infinité de nombres entiers q tels que :

|Sq| > rρq

√
2
.

Démonstration. Posons βj = ρe2iπφj , pour j = 1, 2, . . ., r. On a :

|Sn| = ρn

∣∣∣∣∣
r∑

j=1

e2niπθj

∣∣∣∣∣ , θj = φj − φr.

Prouvons d’abord qu’il existe un tel entier q.
D’après un théorème de dirichlet, pour un entier Q donné, il existe

q > 1 tel que

q 6 Qr et ||2qθj|| < 1

Q
pour tout 1 6 j < r,

où ||x|| = minm∈Z |x−m| (cette quantité est donc la distance de x à l’entier
le plus proche).
On en déduit la minoration d’un terme Sq : par exemple, pour Q = 4, on a
< (

e2iπqθj
)

> 1/
√

2 pour tout 1 6 j < r. Ainsi on obtient |Sq| > rρq/
√

2, pour
un certain q avec 1 6 q 6 4r. Après on choisit Q1 tel que maxj ||2qθj|| > 1/Q1.
On a au moins un entier q1 qui vérifie cette inégalité et q1 > q. Ensuite, on
choisit Q2 tel que maxj ||2Q1θj|| > 1/Q2. Donc on obtient q2 > q1 et ainsi de
suite. D’où l’existence d’une infinité de solutions q.
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Remarque 5. Il est très difficile d’obtenir des informations précises sur
l’ensemble des entiers q tels que |Sq| > rρq/

√
2. Cette preuve montre que

le plus petit de tels q est inférieur ou à égal à 4r, mais on ne connaît pas
d’algorithme efficace pour déterminer un tel entier q.

Proposition 4.1.
Soit Tn = γn

1 + · · ·+ γn
r + γn

r+1 + · · ·+ γn
d , où γ1, . . . , γd sont des nombres

complexes vérifiant :

|γ1| = · · · = |γr| > |γr+1| > · · · > |γd|.

Il existe alors une infinité d’entiers n ∈ N tels que

|Tn| > r

2
√

2
|γ1|n.

Démonstration. Posons Sn = γn
1 + · · ·+ γn

r . On a clairement

|γn
r+1 + · · ·+ γn

d | 6 (d− r)|γr+1|n

et il s’ensuit que :
|Tn| > |Sn| − (d− r)|γr+1|n.

Pour obtenir le résultat á partir du Lemme 4.1, il suffit d’avoir la relation

(d− r)|γr+1|n 6 r|γ1|n
2
√

2
(12)

pour n suffisamment grand.

Par hypothèses on a
∣∣∣∣

γ1

γr+1

∣∣∣∣ > 1, il existe donc un entier n0 tel que :

∣∣∣∣
γ1

γr+1

∣∣∣∣
n

> 2
√

2(d− r)

r

pour tout n > n0. D’où le résultat.

Théorème 4.1.
Avec les notations de la Proposition 4.1, on a :

lim sup
n→∞

|Tn|1/n = |γ1| = max {|γj|; 1 6 j 6 d} .

Démonstration. On a d’abord

|Tn|1/n = |γn
1 + · · ·+ γn

d |1/n 6 d1/n|γ1|,
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donc
lim sup

n→∞
|Tn|1/n 6 |γ1|. (13)

D’autre part, d’après la Proposition 4.1, on a

|Tn|1/n > |γ1|
(

r

2
√

2

)1/n

pour une infinité d’entiers n. En passant à la limite sup de part et d’autre de
l’inégalité, on a :

lim sup
n→∞

|Tn|1/n > |γ1|. (14)

D’où le résultat d’après (13) et (14).

Proposition 4.2. Avec les notations au début de cette section, on a

|a0α1 · · ·αk| = lim sup
n→∞

|a(n)
k |1/n

pour tout k, tel que 1 6 k < d.

Démonstration. Considérons le polynôme Gn(P ). Puisque αn
1 , . . . , αn

d sont les
racines de Gn(P ), on a les relations

a
(n)
k = (−1)ka

(n)
0

∑
i1,...,ik

(αi1 · · ·αik)
n. (15)

Soit ΠI = αi1 · · ·αik , où I = (i1, . . . , ik). Posons Un =
∑

I Πn
I . Du fait que

|α1 · · ·αk| > |ΠI | pour tout I, d’après le Théorème 4.1 on a

lim sup
n→∞

|Un|1/n = |α1 · · ·αk|.

D’après (15),
lim sup

n→∞
|a(n)

k /a
(n)
0 |1/n = |α1 · · ·αk|.

Puisque |a(n)
0 |1/n = |a0|, on a bien

|a0α1 · · ·αk| = lim sup
n→∞

|a(n)
k |1/n.

Théorème 4.2.
Pour tout entier k tel que 1 6 k < d, on a

|αk| = lim supn→∞ |a(n)
k |1/n

lim supn→∞ |a(n)
k−1|1/n

.
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Démonstration. D’après la Proposition 4.2 on obtient :

|αk| = |a0α1 · · ·αk|
|a0α1 · · ·αk−1| =

lim supn→∞ |a(n)
k |1/n

lim supn→∞ |a(n)
k−1|1/n

.

Remarque 6. Attention ! Nous n’avons pas écrit |αk| = lim sup
∣∣∣a(n)

k /a
(n)
k−1

∣∣∣
1/n

,
formule qui peut être fausse.

Proposition 4.3.
Pour tout entier n, n > 1 et k ∈ N, 1 6 k 6 d, on a :

|a0α1 · · ·αk| 6
(
|a0|n + k max

16j6d

∣∣∣a(n)
j

∣∣∣
)1/n

.

Démonstration. Si on applique les inégalités de W. Specht (cf. section Gé-
néralités), au polynôme Gn(P ), on obtient la majoration

|an
0α

n
1 · · ·αn

k | 6 |a(n)
0 |+ kH(Gn(P )),

où H(Gn(P )) est la hauteur de Gn(P ).

Proposition 4.4.
Pour tout entier n, n > 1 et k ∈ N, 1 6 k 6 d, on a :

|α1 · · ·αk| 6 (1 + k)βk
n, |αk| 6 (1 + k)1/kβn,

où βn = max

{∣∣∣a(n)
1 /an

0

∣∣∣ ,
∣∣∣a(n)

2 /an
0

∣∣∣
1/2

, . . . ,
∣∣∣a(n)

d /an
0

∣∣∣
1/d

}
.

Démonstration. Notons que le résultat à été prouvé par W. Specht pour
n = 1 et a0 = 1 et on applique ceci au polynôme (1/an

0 )Gn(P ).

Remarque 7. 1. Les coefficients de Gn(P ) augmentent de manière expo-
nentielle avec n, ainsi H (Gn(P )) et βn deviennent vite très grands dès
que n devient grand.

2. Le plus grand indice t, tel que |αt| > 1 peut être calculé en utilisant
l’algorithme de schur-cohn qui est assez coûteux, mais, pour des ap-
proximations de t, les résultats suivants sont utiles et moins coûteux,
leur démonstration est facile et nous l’omettons.

Corollaire 4.1.
Il existe n0 ∈ N tel que pour tout n > n0 et pour tout j tel que maxh |a(n)

h | = |a(n)
j |,

on ait :
t 6 j 6 s.
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Corollaire 4.2.
Si P n’a aucume racine sur le cercle unité, alors t est l’unique j pour

lequel maxh |a(n)
h | est atteint pour n assez grand.

Démonstration. Dans ce cas-ci, t = s dans le Corollaire 4.1.

Rappelons que la mesure M(α) d’un nombre algèbrique α est la mesure
d’un quelconque polynôme minimal F de α sur Z, autrement dit,

M(α) = M(F ) = lc(F )
m∏

j=1

max{1, |zj|},

où lc(F ) représente le coefficient dominant de P et z1, . . . , zm sont les racines
de P .

Les résultats qui vont suivre nous permettront de calculer les indices t
et s.

Proposition 4.5.
Pour tout j, avec t 6 j 6 s,
1. on a :

M(P ) = |a0α1 · · ·αj| > |a0α1 · · ·αu|
si u < t ou u > s,

2. et
M(P ) = lim sup

n

∣∣∣a(n)
j

∣∣∣
1/n

= lim sup
n

{
max

h

∣∣∣a(n)
h

∣∣∣
1/n

}
.

Démonstration. 1. D’après la définition de la mesure et celles de t et s,
on a

M(P ) = |a0α1 · · ·αt| = |a0α1 · · ·αs|.
Notons que

|α1 · · ·αt| = |α1 · · ·αj| = |α1 · · ·αs| pour tout t 6 j 6 s,

alors que |α1 · · ·αt| > |α1 · · ·αu| pout tout u < t et u > s.
2. Remarquons que M(P ) = |a0α1 · · ·αt| et appliquons la Proposition 13

pour k = t, puis on utilise 1.

Dans la section suivante, on se propose de déterminer un majorant du
module de la plus grande racine d’un polynôme à coefficients complexes
donné. D’abord, on utilisera quelques itérations de la méthode de dandelin-
graeffe et ensuite grâce à knuth on fournira un majorant.
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Sur la borne de cauchy

Considérons un polynôme à coefficients complexes

f(X) = Xk + ak−1X
k−1 + · · ·+ a0.

D’après Cauchy, on peut trouver un majorant, noté C(f) de tous les modules
des racines de f . Le nombre C(f) peut être choisi comme l’unique racine réelle
positive du polynôme

f ∗(X) = Xk − |ak−1|Xk−1 − · · · − |a0|.

Soit ρ le module de la plus grande racine de f . Il est clair que

f ∗(x) > 2xk − (x + ρ)k.

Par suite, C(f) satisfait

ρ 6 C(f) 6 ρ
(
21/k − 1

)−1
. (16)

L’inégalité de gauche devient une égalité lorsque f = f ∗, alors que celle de
droite devient une égalité lorque f(x) = (x + ρ)k. Ceci montre en particulier
que C(f) peut être trop grand à un facteur près voisin de k/ log 2. Certaine-
ment l’on préférerait une borne qui soit fonction des modules des coefficients
ai, ce qui nous éviterait de calculer la racine C(f) de f ∗. Il existe plusieurs
bornes de Cauchy basées sur le calcul de f ∗. Celle donnée par Knuth 9 est :

C(f) 6 K(f) = 2 max
{|ak−1|, |ak−2|1/2, |ak−3|1/3, . . . , |a0|1/k

}
, (17)

knuth a montré que K(f) 6 2kρ. Avec les notations ci-dessus, cela vient de
l’inégalité (

k
i

)1/i

6 k, pour 1 6 i 6 k.

La puissance de la méthode de graeffe

Dans cette section, on utilise la méthode de Graeffe pour borner les ra-
cines de f . On va montrer que cette méthode est utilisable pour déterminer
un bon majorant pour la mesure d’un polynôme.

9 mais dont Lagrange connaissait déjà un raffinement.
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Si nous appliquons la méthode de Graeffe généralisée au polynôme f , on
obtient

Gn(f) = Res (f(Y ), Y n −X) .

Si on applique (16) au polynôme Gn(f), on obtient

ρ 6 C(Gn(f))2−n 6 (k/ log 2)2−n

ρ,

et le dernier terme converge rapidement vers ρ lorsque n croît.
En utilisant (17) au lieu de (16) on obtient le même comportement :

convergence rapide pour les entiers n petits, plus précisément, on a

ρ 6 K(Gn(f))2−n 6 (2k)2−n

ρ.

4.1 Applications : Cas des polynômes dégénérés

4.1.1 Terminologie

Théorème 4.3. Soit un une suite récurrente linéaire de nombres complexes,
alors l’ensemble d’indices de ses zéros, Z = {n : un = 0}, est une union finie
de suites arithmétiques.

De plus, si Z est infini, alors le polynôme associé de un admet deux racines
distinctes dont le quotient est une racine de l’unité.

En général, une suite récurrente linéaire dont le polynôme associé possède
deux racines distinctes telles que leur quotient soit une racine de l’unité
est dite dégénérée. Dans ce papier, nous étendons cette terminologie au cas
complexe. Ainsi, nous dirons qu’un polynôme à coefficients complexes P est
dégénéré s’il admet deux racines distinctes α et β telles que leur quotient
η := α/β soit une racine de l’unité ; nous utiliserons cette notation tout au
long de ce papier. Sans nuire à la généralité, nous nous restreindrons au cas
des polynômes P à coefficients entiers tels que P (0) 6= 0.

Dans [3], il a été prouvé que la question suivante “Z est-il infini ? ” est dé-
cidable. Cependant la preuve est essentiellement théorique et les auteurs n’ont
pas pris en compte l’aspect pratique de la calculabilité. Ici, étant donné un
polynôme P à coefficients entiers, on étudie la question “P est-il dégénéré ? ”.

Puisque la factorisation sans facteur carré n’est pas très coûteuse, sans
perte de généralité, nous supposerons que P est sans facteur carré. Nous
noterons d le degré de P .

4.1.2 Recherche d’un facteur cyclotomique

Un cas spécialement simple de polynôme dégénéré est un polynôme qui
admet un facteur cyclotomique. Cette question a déjà été traitée par R.J.
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Bradford et J.H. Davenport dans [2]. Nous allons donner une présentation
brève et plus ou moins fidèle de leur papier.

D’abord nous donnons cette remarque :
On calcule Q1 := gcd(P, P ∗), où P ∗ = Xd P (X−1) est le polynôme réciproque
de P : d’où l’on a la partie réciproque de P , et — si P possède un facteur
cyclotomique, alors c’est aussi un facteur de Q1.

Nous remarquerons que si ζ est une racine de l’unité d’ordre k et si P
est un polynôme non identiquement nul à coefficients complexes tels que
P (ζ) = 0, alors pour tout entier m premier avec k, le polynôme P satisfait
P (ζm) = 0. Définissons Pk la transformée de Graeffe de P d’ordre k, on a

Pk(X) :=
k∏

j=1

P
(
e2ijπ/k X1/k

)
= ResY (P (Y ), X − Y k),

le cas classique correspond à k = 2, la transformation de Dandelin-Graeffe.
Donc, la condition P (ζ) = 0 implique que

gcd(P, Pm) 6= 1, lorsque gcd(m,n) = 1.

En particulier, si ζ est une racine de l’unité de degré k impair qui est aussi
racine de P , alors gcd(P, Pk) 6= 1, plus précisément le polynôme minimal de
ζ divise ce gcd. Lorsque P possède une racine de l’unité ζ de degré pair,
alors P (−ζ) = 0 et donc, le polynôme minimal de ζ divise le polynôme
gcd(P (X), P (−X)), qui est un polynôme “pair ” (i.e. un polynôme en X2).

4.1.3 Cas général

1. Une première idée pour tester si P est dégénéré ou non est la suivante :
(i) On calcule le polynôme Q dont les racines sont les quotients de

celles de P . Ce polynôme peut être obtenu par la formule

Q(X) = ResY (P (XY ), P (Y ))

et son degré est d2.
(ii) On factorise Q.

Cette méthode devient impraticable pour d assez grand (au delà de 17)
puisque le calcul effectué dans (i) est très coûteux.

2. Voici une autre idée qui sans doute être meilleure. On commence par
trois observations assez simples.
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(i) Soit η = α/β le quotient de deux racines distinctes de P . Si η
est une racine de l’unité d’ordre k alors αk = βk, en particulier le
polynôme

Pk(X) :=
k∏

j=1

P
(
ηj X1/k

)
= ResY

(
P (Y ), X − Y k

)

n’est pas sans facteur carré.
(ii) Soient δ et δ′ respectivement les degrés de deux racines α et β de

P données. Alors le quotient η est de degré D 6 δδ′ (et 6 δ(δ−1)
lorsque α et β sont conjugués). De plus, si η est une racine de
l’unité d’ordre n alors D = φ(n), où φ est la fonction d’Euler.

(iii) Il est connu que la fonction φ vérifie l’inégalité

φ(n) > c1n/ log log n

pour une certaine constante positive c1. Par exemple, dans Hardy
and Wright [6], on trouve l’estimation φ(n) > e−γn/ log log n avec
n assez grand, où γ = 0.57 . . . est la constante d’Euler.

Dans [2] d’autres bornes utiles sont données, par exemple,

n 6 3 φ(n)3/2, pour tout n > 1.

On vérifie que
n 6 5φ(n), n 6 30000

et aussi que

n 6 2.42φ(n) log log φ(n), pour 30000 < n 6 106.

Partant des faits ci-dessus, on aboutit au résultat suivant :
Proposition 4.6. Soit P un polynôme à coefficients entiers de degré d
admettant deux racines distinctes α et β dont le quotient est une racine
de l’unité d’ordre k, alors

αk = βk et k 6 N := c2δδ
′ log log

(
max{δδ′, 3}),

où δ = deg(α) et δ′ = deg(β), et c2 est une constante positive.

L’étude précédente conduit à l’algorithme suivant pour une solution à
notre problème.
D’abord, on calcule Q2 := gcd(P, P̃ ) où P̃ = P (−X).
Si Q2 6= 1, on conclut que P admet au moins une racine α telle que
P (−α) = 0).
Pour n allant de 2 à N , on calcule Pn et gcd(Pn, P

′
n).
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4.1.4 Expériences

On se contentera ici de comparer les différentes méthodes de calcul du
polynôme Pk obtenu. Le reste étant de simples opérations sur les coefficients
de ce dernier (comme nous l’avons déjà fait dans les sections précédentes).

Considérons le polynôme P suivant :

P (X) = x13 − 2x12 + 59x11 − 113x10 + 193x9 − 93x8

− 89x7 + 178x6 − 136x5 + 109x4 − 36x3 − 78x2 + 81x− 27

En utilisant la relation :

Pk(X) :=
k∏

j=1

P
(
e2ijπ/k X1/k

)
, (18)

on obtient pour k = 6! = 720, un temps de calcul relativement rapide, soit
0.109 s. Pour des exemples plus détaillés ou pour voir la forme de ce polynôme
se référer à l’annexe 3 (Polynômes dégénérés).
Cependant en utilisant la relation :

Pk(X) := ResY

(
P (Y ), X − Y k

)
, (19)

pour le même polynôme P ci-dessus, le temps de calcul de Pk dans les mêmes
conditions (i.e même machine, même logiciel et même session), est de 2.844 s
qui est qu’en même relativement important comparé au temps obtenu pré-
cédemment (> 20 fois plus lent).

Considérons maintenant le polynôme irréductible (de ferguson) P sui-
vant :

P (X) = x12 − 6x11 + 23x10 − 73x9 + 191x8 − 405x7 + 766x6

− 1164x5 + 1368x4 − 1539x3 + 1863x2 − 1701x + 729.

En utilisant la relation (18), on obtient un temps de calcul de 0.045 s. Alors
qu’avec la relation (19), ce temps est de 2.953 s. Ici l’écart n’est pas maintenu,
il est même plus important que précédemment. C’est dire que suivant les
polynômes avec lesquels on travaille, cet écart peut être très très grand.

Remarque 8. Dans tous les cas, il est plus intéressant d’utiliser la for-
mule (18) lorsque le degré du polynôme est élevé et que la “nature ” (forme)
du polynôme obtenu nous intéresse peu. Cependant, avec la relation (19), le
polynôme obtenu est directement exploitable et ne fait intervenir aucune puis-
sance fractionnaire ni de termes complexes (bien qu’après des manipulations,
on peut toujours s’en débarrasser ; cela devient très fastidieux lorsque le de-
gré est très élevé). Nous recommanderons donc la deuxième formule lorsque

37



le temps de calcul est supportable, d’autant plus que de nos jours, les ma-
chines sont de plus en plus puissantes. Avec les technologie 64 − bits et les
processeurs de plus en plus rapides, sans compter les “RAM ” de plus en plus
rapide en cadence et énormes en quantité, ces temps de calculs seront sous
peu réduits à zéro et même pour des degrés plus importants.
Pour voir les formes de ces résultats, suivant que l’on utilise la relation (18)
ou (19), voir l’annexe X : polynômes dégénérés.

38



5 La méthode de Dandelin-graeffe par E. Du-
rand

5.1 Formation de l’équation aux puissances m = 2k des
racines

Considérons l’équation de degré n :

P (X) = a0X
n + a1X

n−1 + · · ·+ an =
n∑

i=0

ai X
n−i = 0, (20)

admettant pour racines α1, α2, . . . , αn. On forme l’équation

A0X
n + A1X

n−1 + · · ·+ An =
n∑

i=0

Ai X
n−i = 0, (21)

dont les racines sont les puissances mièmes des racines de l’équation (20), soit

βi = αm
i avec m = 2k, (22)

où k est un nombre entier.

Détermination des coefficients Ai de l’équation (21)

L’équation (20) peut encore s’écrire :

a0 (X − α1) (X − α2) · · · (X − αn) = 0. (23)

Si on multiplie l’équation (23) par le polynôme

Q(X) = a0 (X + α1) (X + α2) · · · (X + αn),

on obtient l’équation

P (X)Q(X) = a2
0 (X2 − α2

1) · · · (X2 − α2
n) = 0 (24)

dont les racines sont les carrées des racines de (20).
Remarquons que Q s’obtient aussi, (à un signe près sans importance) en
changeant X en −X dans le polynôme P . On peut donc l’écrire sous la
forme

Q(X) = a0X
n − a1X

n−1 + a2X
n−2 + · · ·+ (−1)nan = 0

=
n∑

j=0

(−1)jaj zn−j = (−1)n P (−X).
(25)
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On peut étendre la somme sur j dans l’équation (25) à condition de convenir
que aj = 0, dès que j > n. Convenons la même chose pour l’indice i dans
l’équation (20). On obtient alors l’expression

P (X)Q(X) =
∞∑

j=0

(−1)j aj Xn−j

∞∑
i=0

ai X
n−i

=
∑
i,j

(−1)j aj ai X
2n−(i+j) = 0.

(26)

Mais d’après (24), seules les puissances paires doivent subsister. On peut
donc écrire i = r + s et j = r − s, d’où i + j = 2r, et mettre (26) sous la
forme ∞∑

r=0

(−1)r Br (X2)n−r = 0, (27)

où l’on a posé

Br =
s=r∑

s=−r

(−1)s ar−s ar+s. (28)

En identifiant (27) à (21), on en déduit

Ai = (−1)i Bi. (29)

Nous allons expliciter, à titre d’exemple, l’équation (28) dans les cas suivants :
n = 3 et n = 4.

n = 3



B0 = a2
0

B1 = a2
1 − 2a0 a2

B2 = a2
2 − 2a1 a3

B3 = a2
3

n = 4



B0 = a2
0

B1 = a2
1 − 2a0 a2

B2 = a2
2 − 2a1 a3 + 2a0 a4

B3 = a2
3 − 2a2 a4

B4 = a2
4.

En réécrivant (21) à l’aide des Bi, on obtient :

B0 Xn −B1 Xn−1 + B2 Xn−2 + · · ·+ (−1)n Bn = 0. (30)

En opérant sur l’équation (24) comme on l’a fait pour l’équation (20), on
obtient l’équation dont les racines sont les puissances 4ième de celles de (20).
Ainsi progressivement, on forme les puissances 8ièmes, 16ièmes,. . . , 2k−ièmes

des racines de (20).
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Après k élevations au carré, on a donc l’équation dont les racines βi sont
les puissances mièmes des racines de (20) avec m = 2k et β verifiant (22).

La relation (28) est donc la relation de récurrence entre les coefficients
B(k) et B(k+1), soit

B
(k+1)
i =

i∑
s=−i

(−1)s B
(k)
i−s B

(k)
i+s (31)

avec i = 0, 1, . . . , n et Bi = 0 si i > n.
Nous allons voir comment les coefficients B(k) permettent de calculer les

racines de l’équation (21) puis celles de (20), en distinguant les cas où il n’y
a que des racines réelles et les cas où il peut y avoir des racines complexes.

5.2 Lorsque les racines sont toutes réelles

Supposons que k soit grand et notons dans la suite de ce paragraphe
m = 2k.

Si les racines de (20) sont distinctes : les racines de (21) sont largement
séparées. quitte à les renommer, supposons que les racines βi de (21)
soient classées dans l’ordre des modules décroissants de telle sorte que
l’on ait

β1 À β2 À · · · À βn. (32)

En utilisant les relations de viète et (32), on obtient :

B1/B0 =
∑

i

βi ' β1,

B2/B0 =
∑
i,j

βi βj ' β1 β2,

B3/B0 =
∑

i,j,k

βi βj βk ' β1 β2 β3 . . . etc.

(33)

On en déduit les valeurs approchées des racines de (21) par

β1 ' B1/B0, β2 ' B2/B1, β3 ' B3/B2 . . . (34)

et comme βi = (αi)
m, on a aussi les racines de (20) par

αi = ± m
√

βi ' ± m
√

Bi/Bi−1 . (35)
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Le signe des racines n’est pas déterminé par cette méthode. Pour l’ob-
tenir, on porte les deux valeurs de αi dans l’équation (20) pour voir
celui qui convient. Il est parfois facile d’avoir des renseignements par la
règle de descartes, ce qui évite les essais précédents.

Exemple 6. Prenons l’exemple suivant, où l’équation admet les racines
positives 1, 2 et 3,

X3 − 6X2 + 11X − 6 = 0. (36)

Pour déterminer une approximation des racines de cette équation, nous
allons d’abord expliciter les coefficients B

(k)
i de la relation (31) aux

étapes k = 0, k = 1, k = 2, k = 3, et k = 4. Ainsi on a respectivement :
Etape 0

B
(0)
0 = 1

B
(0)
1 = −6

B
(0)
2 = 11

B
(0)
3 = −6

Etape 1

B
(1)
0 = 1

B
(1)
1 = 14

B
(1)
2 = 49

B
(1)
3 = 36

Etape 2

B
(2)
0 = 1

B
(2)
1 = 98

B
(2)
2 = 1393

B
(2)
3 = 1296

Etape 3

B
(3)
0 = 1

B
(3)
1 = 6818

B
(3)
2 = 1686433

B
(3)
3 = 1679616
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Etape 4

B
(4)
0 = 1

B
(4)
1 = 43112258

B
(4)
2 = 2821153019713

B
(4)
3 = 2821109907456

Etape 5

B
(5)
0 = 1

B
(5)
1 = 1853024483819138

B
(5)
2 = 7958661111799425368211073

B
(5)
3 = 7958661109946400884391936

Dans cet exemple nous allons donner les estimations aux ordres k = 4
et k = 5. En se servant des relations (35) on obtient successivement :

Pour k = 4 :
Pour la plus "grande racine" :

α1 ' ± 24
√

B
(4)
1 /B

(4)
0

' ±3, 000285258117516.

Et pour la deuxième,

α2 ' ± 24
√

B
(4)
2 /B

(4)
1

' ±1, 999811756059797.

Et enfin pour la dernière :

α3 ' ± 24
√

B
(4)
3 /B

(4)
2

' ±0, 9999992664249567.

Et pour k = 5 :
Pour la plus "grande racine" :

α1 ' ± 25
√

B
(5)
1 /B

(5)
0

' ±3, 000000217295393,
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pour la deuxième,

α2 ' ± 25
√

B
(5)
2 /B

(5)
1

' ±1, 9999998551509736319249.

Et pour la dernière :

α3 ' ± 25
√

B
(5)
3 /B

(5)
2

' ±0, 99999999999927240255223.

Il est facile de vérifier que les racines sont les valeurs positives associées
aux αi : i.e 3, 00.., 1, 99... et 0, 999...

S’il y a des racines multiples : Dans ce cas la signification des coeffi-
cients Bi n’est plus la même que dans (33).
Si β1 = β2 on a alors

B1/B0 ' 2β1, B2/B0 ' β2
1 , B3/B0 ' β2

1β3, . . . (37)

On a donc le carré de la racine α1 en prenant la racine mième de B2/B0

ou la racine α1 elle-même par la racine mième de (B1/2B0)
Si l’on a une racine triple β1 = β2 = β3, on a cette fois

B1/B0 ' 3β1, B2/B0 ' 3β2
1 , B3/B0 ' β3

1 , B4/B0 ' β3
1β4, . . . ,

d’où :
α1 ' ± m

√
B2/B1 ou α1 ' ± m

√
B1/3B0. (38)

Pour une racine quadruple β1 = β2 = β3 = β4

B1/B0 ' 4β1, B2/B0 ' 6β2
1 , B3/B0 ' 4β3

1 ,

B4/B0 ' β4
1 , B5/B0 ' β4

1β5, . . . ,
(39)

d’où :

α2
1 ' m

√
B3/B1 et α1 ' ± 2m

√
B3/B1 ou α1 ' ± m

√
B1/4B0. (40)

La généralisation de ces formules pour une racine p−uple est évidente
et l’on voit apparaître les coefficients du développement du binôme ;
d’où :

α1 ' ± m
√

B1/pB0. (41)

Remarque 9. En fait, comme a
1
m tend vers 1 pour toute constante

a > 0, on peut ignorer le coefficient p
1
m ou p−

1
m dans (41), mais cela

ralentit la convergence.
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Exemple 7. Nous allons considérer l’exemple suivant, où l’équation
admet une racine triple à savoir 3 et une racine simple qui vaut 1,

X4 − 10X3 + 36X2 − 54X + 27 = 0.

Déterminons d’abord les coefficients B
(k)
i de cette équation. D’après la

relation (31) on a :

B
(0)
0 = 1, B

(0)
1 = −10, B

(0)
2 = 36, B

(0)
3 = −54, B

(0)
4 = 27.

Il vient :

B
(1)
0 =

(
B

(0)
0

)2

= 1,

B
(1)
1 =

(
B

(0)
1

)2

− 2B
(0)
0 B

(0)
2 = 100− 72 = 28,

B
(1)
2 =

(
B

(0)
2

)2

− 2B
(0)
1 B

(0)
3 + 2B

(0)
0 B

(0)
4 = 270,

B
(1)
3 =

(
B

(0)
3

)2

− 2B
(0)
2 B

(0)
4 = 972,

B
(1)
4 =

(
B

(0)
4

)2

= 729.

A l’ordre 2, i.e pour m = 4, on obtient :

B
(2)
0 =

(
B

(1)
0

)2

= 1,

B
(2)
1 =

(
B

(1)
1

)2

− 2B
(1)
0 B

(1)
2 = 244,

B
(2)
2 =

(
B

(1)
2

)2

− 2B
(1)
1 B

(1)
3 + 2B

(1)
0 B

(1)
4 = 19926,

B
(2)
3 =

(
B

(1)
3

)2

− 2B
(1)
2 B

(1)
4 = 551124,

B
(2)
4 =

(
B

(1)
4

)2

= 531441.

Pour m = 8, on a :

B
(3)
0 =

(
B

(2)
0

)2

= 1,

B
(3)
1 =

(
B

(2)
1

)2

− 2B
(2)
0 B

(2)
2 = 19684,

B
(3)
2 =

(
B

(2)
2

)2

− 2B
(2)
1 B

(2)
3 + 2B

(2)
0 B

(2)
4 = 129159846,

B
(3)
3 =

(
B

(2)
3

)2

− 2B
(2)
2 B

(2)
4 = 282558676644,

B
(3)
4 =

(
B

(2)
4

)2

= 282429536481.

45



Dans le cas où m = 16, on a :

B
(4)
0 =

(
B

(3)
0

)2

= 1,

B
(4)
1 = 129140164,

B
(4)
2 = 5559060695695686,

B
(4)
3 = 79766448635933076418884,

B
(4)
4 = 79766443076872509863361.

On s’arrête à m = 32, cas où on trouve

B
(5)
0 = 1,

B
(5)
1 = 5559060566555524,

B
(5)
2 = 10301051460877543013034113823366,

B
(5)
3 = 6362685441135952659526289640075988204437484164,

B
(5)
4 = 6362685441135942358474828762538534230890216321.

En utilisant les relations (38), il vient :
Si m = 8,

α1 = α2 = α3 ' 3.000038100 et α4 ' 0.9999428583.

Pour m = 16,

α1 = α2 = α3 ' 3.000000003 et α4 ' 0.9999999954.

Et pour m = 32,

α1 = α2 = α3 ' 2.999999998 et α4 ' 0.9999999997.

Nous avons supposé que les racines de plus grand module étaient mul-
tiples, mais les formules sont du même type lorsque les racines multiples
sont á l’intérieur de la suite des racines (ordonnée par modules décrois-
sants).

Groupe de racines très voisines. Dans cette situation, on a une conver-
gence lente. On n’a malheureusement pas des relations simples comme
on l’avait dans le cas de racines multiples. Une manière de procéder
consiste à grouper plusieurs termes consécutifs de l’équation en Z. Par
exemple, s’il y a deux racines voisines de plus grand module, on prend

Z2 −B1 Z + B2 = 0
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d’où Z1 et Z2 réels ou complexes.
S’il y a trois racines, on résout l’équation du troisième degré

Z3 −B1 Z2 + B2 Z −B3 = 0

ce qui donne trois racines réelles ou complexes. Mais en général, il vaut
mieux élever une fois de plus au carré, plutôt que de faire ce calcul.

Cas où il y a des racines complexes. Dans ce cas on procède en deux
étapes :
Détermination du module des racines. Supposons qu’on ait une

paire de racines complexes conjuguées, soit :

βp = Reiα, βp+1 = Re−iα.

Alors pour les coefficients Bi on a :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Bp−1/B0 = β1β2 . . . βp−1,

Bp/B0 = β1β2 . . . βp−1 2R cos α,

Bp+1/B0 = β1β2 . . . βp−1R
2,

(42)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

On a donc le carré du module qui vaut R2 = Bp+1/Bp−1 et le carré
du module de la racine du polynôme donné par

r2 =
m
√

R2 = m

√
Bp+1/Bp−1. (43)

On voit sur (42) que l’on reconnaîtra la présence d’une racine
complexe par une oscillation avec éventuellement changement de
signe dans la suite des Bp, à cause du cosinus. Les autres racines
réelles de l’équation sont toujours données (au signe près) par les
formules du paragraphe précedent.
Exemple 8. Considérons l’équation suivante

X4 + 3X3 − 6X2 − 18X + 20 = 0,

admettant 1, 2,−3± i pour racines. On regroupe les résultats dans
les tableaux suivants. Le premier contient les coefficients à chaque
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étape et le second le module des racines.

i = 1 i = 2 i = 3 i = 4
B0

i 3 −6 −18 20
B1

i 21 184 564 400
B2

i 73 10968 170896 160000
B3

i −16607 95666208 25695682816 25600000000
B4

i 84460033 10[13digits]88 65[17digits]56 65536.1016

Remarquons que les coefficients explosent très vite. Les change-
ments de signes montrent qu’il s’agit d’une racine complexe. Voyons
comment se comportent les racines (leur module).

m
√

B1/B0
m
√

B2/B1
m
√

B3/B2
m
√

B4/B3

2 4.5825757 2.96005148 1.75077623 0.84215192
4 2.9230128 3.50107283 1.986786105 0.98366455
8 3.36927452 2.95160625 2.01204505 0.999533779
16 3.12907306 3.19594507 1.99993280 0.99999905
32 3.18736871 3.13738408 2.00000003456 1.0
64 3.10965958 3.21578608 2.0 1.0
128 3.17795486 3.14667779 2.0 1.0

On voit que les deux premières colonnes n’ont pas une convergence
normale.
Si l’on a deux paires de racines commplexes conjuguées de même
module, Re±ia et Re±ib, la suite des Bp a la signification suivante :

2R(cos a + cos b), 2R2(1 + 2 cos a cos b), 2R3(cos a + cos b), R4

Bj Bj+1 Bj+2 Bj+3

On a donc le carré du module R2 par Bj+2/Bj et le carré du
module de la racine du polynôme donné par

r2 = m

√
Bj+2/Bj. (44)

Remarquons qu’on a aussi Bj+3/Bj−1 = R4.

Remarque 10. D’une manière générale, si l’on a q paires de
racines conjuguées ayant le même module, on est amené à résoudre
une équation de degré 2q et le rapport des coefficients extrêmes de
cette équation donne encore R2q (et on trouve donc R). On peut
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aussi avoir une racine réelle qui ait le même module qu’une racine
complexe, soit R et Re±ia ; la signification des coefficients Bj est
alors

Bj Bj+1 Bj+2

R(1 + 2 cos a) R2(1 + 2 cos a) R3

On a donc encore R égal au quotient Bj+1/Bj. Pour des équations
de degré élevé, on rencontre des cas encore plus compliqués et la
méthode de Graeffe est à déconseiller10.

Détermination des phases des racines. En principe, quand on a
déterminé les modules Rj et les phases Φj de l’équation (21), avec
(22) on en déduit les modules rj et les phases φj de l’équation (20)
par

rj = m
√

Rj, φj =
2pπ + Φj

m
, (45)

avec p = 0, 1, 2, . . . , (m− 1).
Au lieu d’une valeur de φj, on en trouve donc m = 2k ; c’est parce
que les élevations au carré ont introduit toutes ces racines parasites
dont il faut maintenant se débarrasser. Pour cela, on peut séparer
la partie réelle de (20) qui s’écrit

rna0 cos(nφ)+rn−1a1 cos((n−1)φ)+rn−2a2 cos((n−2)φ)+· · ·+an = 0
(46)

et voir laquelle de toutes les valeurs (5.2) de φj satisfait cette
équation (46). C’est là un travail particulièrement long et fasti-
dieux pour les équations de degré élevé ; dans ce cas la méthode
de Graeffe ne sera pas recommandée.
Néanmoins, il y a des méthodes générales qui permettent de di-
minuer le nombre des essais. En voici deux qui ont été indiquées
par Graeffe et Carvallo.

1. Il s’agit de calculer cos φ quand on connaît cos(mφ) ; or on a
la relation de récurrence

cos(2k−1φ) = ±
√

1 + cos(2kφ)

2
(47)

ou bien,

cos
(m

2
φ
)

= ±
√

1 + cos(mφ)

2
. (48)

10 Cependant, pour les équations que l’on rencontre dans la pratique, des complications
de ce genre sont assez rares.
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Comme r1/2 cos(m/2) doit être une solution de l’équation avec
les Bk−1

j on peut choisir le signe de (48). De proche en proche,
on calculera donc cos φ puis sin φ et x = r cos φ, y = r sin φ.
Cette méthode diminue le nombre des essais, qui était de
m = 2k avec la formule (5.2), à seulement k, ce qui est une
simplification considérable.

2. En séparant les parties paires et impaires, l’équation (30)
s’écrit

∑
j

B
(k−1)
2j X2j

(k−1) = Xk−1

∑
j

B
(k−1)
2j+1 X2j

(k−1), (49)

mais X2
(k−1) = X(k). La relation (49) s’écrit donc

X(k−1) =

∑
j B

(k−1)
2j Xj

(k)∑
j B

(k−1)
2j+1 Xj

(k)

; (50)

(50) est une relation de récurrence qui permet de proche en
proche de passer de X(k) à X(0), c’est-à-dire à x. La formule
(50) est plus simple, mais moins précise que la formule (48),
car les extractions de racines successives ne produisent pas
d’accumulation d’erreurs dues aux arrondis.
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Avantages et inconvénients de la méthode de graeffe .

Cette méthode posséde l’avantage de déterminer simultanément toutes
les racines sans qu’il soit nécessaire d’avoir à estimer des valeurs de
départ. La convergence est assez rapide car c’est l’équivalent d’un pro-
cessus du second ordre et chaque nouvelle élevation au carré double le
nombre des chiffres exacts des racines comme nous l’avons vu dans les
exemples précédents. On peut aussi séparer facilement des racines très
voisines 11. Pour ce qui est des inconvénients :

– Toute erreur à une étape fausse tous les résultats. Par exemple des
erreurs de signe ou de positionnement de la virgule qui sont très
facile à commettre. Les méthodes itératives, au contraire, voient leur
convergence diminuer dans les mêmes conditions mais le résultat est
quand même exact.

– L’élimination de toutes les racines parasites introduites, quand il y
a des racines complexes, est toujours une opération laborieuse et il
faut examiner à part tous les cas particuliers. Dans le cas des racines
réelles, il faut encore vérifier les résultats obtenus en les portant dans
le polynôme pour choisir entre le signe (+) et le signe (−).

On peut utiliser conjointement cette méthode avec les méthodes itéra-
tives. On ne lui demande alors que des valeurs de départ et on ne fait
qu’une ou deux élevations au carré. Ces valeurs de départ sont ensuite
améliorées par itération. On peut aussi séparer davantage les racines
par une ou deux élevations au carré et utiliser ensuite la méthode de
Bernoulli qui se trouve alors dans de bonnes conditions de conver-
gence.

5.3 Exemples : Calcul numérique versus calcul formel

Dans les exemples qui suivent, On vérifie non seulement la convergence de
la méthode de Dandelin-Graeffe, mais aussi son comportement suivant que
l’on utilise un logiciel de calcul formel ou numérique.

Exemple 1

Considérons le polynôme p = x3−6x2 +11x−6 de racines 1, 2 et 3. Nous
allons regrouper les résultats obtenus grâce à deux logiciels un de calcul
formel (Maple) et le second de calcul numérique (Scilab) dans le tableau

11 Lorsque les racines sont voisines au départ, après plusieurs élevations au carré, elles
deviennent nettement séparées.
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suivant :

Ordre k Avec Scilab Avec Maple
3.000000000000251798582 3.0000000000002518260777

k = 6 1.9999999999998321342787 1.9999999999998321159499
1. 0.99999999999999999999915

3. 3.
k = 8 2. 2.

1. 1.

Pour les polynômes de degré inférieur à 4, les tests donnent les mêmes résul-
tats jusqu’aux environs de 15 digits. Par comparaison aux racines approchées
avec la commande “ polroots ” du logiciel pari-GP12.

Exemple 2

Soit le polynôme p de degré 4 suivant p = x4 − x + 1.

Ordre k Avec Scilab Avec Maple
1.1831969702590556803301 1.183196970259055747219056

k = 10 1.184306927047872104453 1.184306927047872172271260
0.8453200899339927687492 0.8453200899339928206753904
0.8442236048035078876950 0.8442236048035078668083983

1.1840296846613092007772 1.184029684661309202469338
k = 11 1.1834740176642501996440 1.183474017664250262442775

0.8450090162667605042657 0.8450090162667604750054404
0.8445343893367552867701 0.8445343893367552998463482

Ici, les racines diffèrent à partir du 18ème digit. Grâce, aux résultats obtenus
avec pari-GP, on constate que Maple l’emporte légèrement sur Scilab.

Prenons maintenant un polynôme de degré supérieur à 4.
12Ces racines sont approximativement les mêmes que celles données par Maple (avec la

commande solve).
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Exemple 3

Soit p = x7 + 5x2 + 3x + 1.

Ordre k Algo. 1 Algo. 2

1.49254245950422514966 1.4925424595042250813568
1.462772929874966099106 1.4627729298749661308172
1.3297853693774099870240 1.3297853693774100262734

k = 6 1.3661984190557949769840 1.3661984190557950135358
1.2663358528532826507984 1.2663358528532827658521
0.4510538477172644777902 0.45105384771726447964256
0.4413912981140276081682 0.44139129811402760653650

1.4750989581418603169283 1.4750989581418602995625
1.4801228585180794539156 1.4801228585180794705019
1.3491245135875595817510 1.3491245135875596338344

k = 8 1.3467355338552216004189 1.3467355338552216684140
1.2661774258522617842004 1.2661774258522617969958
0.4474008946996755331504 0.44740089469967555441828
0.4449951837867763271284 0.44499518378677635012399

Nous constatons à nouveau que les racines ne diffèrent qu’à partir du 15ème

digit en moyenne pour les deux logiciels. Cependant, Maple s’avère être plus
efficace que Scilab par rapport à pari-GP (comme référence).
On remarquera ces deux logiciels donnent des approximations beaucoup plus
précises pour les racines réelles. Par exemple, pour le polynôme p ci-dessus,la
racine réelle obtenue à l’aide de pari-GP montre que les 10 premiers digits
des racines obtenues avec ces deux logiciels sont corrects. Tandis que pour
les modules des racines complexes, 3 digits seulement sont corrects.

Examinons le cas de certains polynômes particuliers : les polynômes de
wilkinson et ceux de mignotte ([12]).

Exemple 4

Considérons le polynôme de wilkinson p =
20∏
i=1

(x− i).

Les calculs obtenus avec Scilab s’arrête à l’ordre k = 4, et la convergence
est mauvaise. Par contre, “Maple ” converge parfaitement à partir de l’ordre
k = 7.
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Définitions

On appelle polynôme de mignotte 1, les polynômes de la forme

P (x) = xn − (ax + 1)m, n À m > 1, |a| > 1.

Le polynôme

Q(x) = xnP

(
1

x

)
,

est dit polynôme de mignotte réciproque.
Remarque : Ces polynômes sont construits exprès pour posséder m racines
très proches de −1/a.

Exemple 5

Ici on considère le polynôme de Mignotte pour n = 20, n = 3 et a = −3,
soit p(x) = x20 + 27x3 − 27x2 + 9x− 1.

Ordre k Algo. 1 Algo. 2

1.2511547316021054410129 1.251154731602105384251957
1.2407025836889933323448 1.240702583688993438988881
1.2948241117419088119789 1.294824111741908722463585
1.2639304249668694701825 1.263930424966869408236575
1.2448032315751518250835 1.244803231575151907118849
1.2489880928244700974972 1.248988092824469994291838
1.2490798661581890005579 1.249079866158189015461586
1.2218787408198887867172 1.221878740819888798325708
1.2343030033478330498298 1.234303003347833110179515

k = 7 1.210351534770826242848 1.210351534770826262804440
1.2071162354993081322618 1.207116235499306699725452
1.1807465175245563937523 1.180746517524612402699419
1.1908398773576991391820 1.190839877357577423145914
1.1682513543700201452680 1.168251354370149568699373
1.1582037104947462414 1.158203710494671851193895
1.1474732299863998896683 1.147473229986407651225841
1.1376732735670156415608 1.137673273567018447776208
0.3362062708332321792071 0.3362062708332324515471454
0.3333338499939903498692 0.3333338499939899005204356
0.3304844171010052900073 0.3304844171010055234562204

Jusqu’à l’ordre 7, les conclusions précédentes restent valables. De plus, pour
k > 7, scilab atteint ses limites (affiche l’infini ou NAN, il en est de même
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pour Matlab qui est la vesion commerciale) alors que Maple continue de
donner des racines approchées de plus en plus précises (au moins jusqu’à
l’ordre 19 mais avec un temps de calcul relativement long).
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6 La méthode de Bernoulli

La plupart des méthodes d’itérations sont efficaces lorsqu’on effectue une
bonne approximation des valeurs initiales. Cependant, obtenir de telles va-
leurs s’avère être un problème délicat pour des équations sans “propriétés ou
conditions spéciales”.

Cependant, pour les polynômes, il existe des algorithmes qui peuvent
fournir de telles valeurs en n’utilisant que les coefficients du polynôme. Deux
algorithmes sont connus, l’un qui est classique est l’œuvre de bernoulli et
l’autre, une extension ou variante du premier, est dû à rutishauser. La
méthode de bernoulli, en particulier, est celle qui fournit toutes les racines
dominantes13 d’un polynôme.

6.1 Une seule racine dominante

On sait que l’équation aux différences finies à coefficients constants peut
être résolue de manière analytique en déterminant les racines du polynôme
caractéristique associé. La méthode de bernoulli consiste en la procédure
inverse.

Le polynôme dont les racines sont recherchées est considéré comme le
polynôme caractéristique d’une certaine équation aux différences, et cette
équation associée est résolue (de manière numérique) en résolvant la relation
de récurrence induite par elle. A partir de cette solution, il est facile d’extraire
des informations à propos des racines comme nous le verrons plus loin.

Pour commencer, considérons le cas le plus simple où le polynôme consi-
déré de degré N ,

P (X) = a0X
N + a1X

N−1 + · · ·+ aN , (51)

admet N racines distinctes z1, z2, . . . , zN . En résolvant l’équation aux diffé-
rences homogène

a0Xn + a1Xn−1 + · · ·+ aNXn−N = 0 (52)

dont le polynôme caractéristique est (51), la solution X = {xn} doit être de
la forme

xn = c1z
n
1 + c2z

n
2 + · · ·+ cNzn

N , (53)

où c1, . . . , cN sont des constantes. Si de plus on suppose que :
(i) Le polynôme P admet une racine dominante, i.e si on la nomme |z1|,

on a :
|z1| > |zk|, k = 2, 3, . . . , N. (54)

13au sens du module
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(ii) Les valeurs initiales sont telles que la racine dominante soit présente
dans la relation (53), i.e on a :

c1 6= 0. (55)

On considère maintenant le quotient de deux solutions consécutives de la
suite X. On a la relation

xn+1

xn

=
c1z

n+1
1 + c2z

n+1
2 + · · ·+ cNzn+1

N

c1zn
1 + c2zn

2 + · · ·+ cNzn
N

.

Par suite,
lim

n→∞
xn+1

xn

= z1.

D’où cette formulation de la méthode de bernoulli.

Algorithme 1. Choisissons arbitrairement les valeurs x0, x−1, . . . , x−N+1, et
déterminons la suite {xn} à partir de la relation de récurrence

xn = −a1xn−1 + a2xn−2 + · · ·+ aNxn−N

a0

, n = 1, 2, . . .

Alors à partir de la suite des quotients,

qn =
xn+1

xn

, (56)

on a donc prouvé :

Théorème 6.1.
Si le polynôme P donné par (51) admet une racine dominante, et si les

valeurs initiales sont telles que (54) soit vérifiée, alors les quotients qn sont
bien définis et convergent vers la racine dominante de P .

Exemple 9. Considérons le polynôme

P (X) = X2 −X − 1.

Appliquons la méthode de Bernoulli à ce polynôme, avec les valeurs initiales
x0 = 1, x−1 = 0, on obtient la suite de Fibonacci. En effet, ce polynôme est
le polynôme caractéristique de l’équation

xn = xn−1 + xn−2.

On sait que les deux racines du polynôme caractéristique sont

z1 =
1 +

√
5

2
, z2 =

1−√5

2
.
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Et donc deux solutions de notre équation aux différences sont données par :

X(1) =

(
1 +

√
5

2

)n

, X(2) =

(
1−√5

2

)n

.

Il est évident que le wronskien 14 de ces deux solutions est non nul, d’où
la solution générale de l’équation aux différences est :

xn = c1z
n
1 + c2z

n
2

= c1

(
1 +

√
5

2

)n

+ c2

(
1−√5

2

)n

.

D’après les conditions initiales, c1 et c2 vérifient les relations

c1 + c2 = 1,

c1

(
1 +

√
5

2

)−1

+ c2

(
1−√5

2

)−1

= 0.

En résolvant ces deux équations, on trouve facilement que les valeurs

c1 =
1 +

√
5

2
√

5
, c2 =

1−√5

2
√

5
.

Par conséquent,

xn =
1√
5




(
1 +

√
5

2

)n+1

−
(

1−√5

2

)n+1

 .

Il est clair qu’ici (i) et (ii) sont satisfaits. Le quotient de deux termes consé-
cutifs de la suite {xn} nous donne :

qn =
xn+1

xn

=

(
1 +

√
5

2

)n+2

−
(

1−√5

2

)n+2

(
1 +

√
5

2

)n+1

−
(

1−√5

2

)n+1 ·

Il s’ensuit la convergence exponentielle du quotient qn vers la racine domi-
nante de P :

lim
n→∞

qn =
1 +

√
5

2
= z1.

14
∣∣∣∣

zn
1 zn

2

zn−1
1 zn−1

2

∣∣∣∣ = (z1z2)n−1(z1 − z2).
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Exemple 10. Considérons le polynôme P de degré 4 suivant :

P (X) = 70X4 − 140X3 + 90X2 − 20X + 1.

L’équation aux différences associée à P s’écrit

xn =
140xn−1 − 90xn−2 + 20xn−3 − xn−4

70
·

Prenons pour valeurs initiales, la suite suivante :

x0 = 1, x−3 = x−2 = x−1 = 0.

Remarque 11. Il est facile de vérifier que ce choix des valeurs initiales
conduit toujours à c1 6= 0 (notation ci-dessus).

Etudions la convergence de qn vers la racine du polynôme P . Notons que
le module de la racine dominante de ce polynôme est : 0.9305681558. Le
tableau suivant donne les valeurs de xn et de qn suivant n.

n xn qn

0 1 · · ·
1 2 1.357142857
2 2.714285714 1.157894737
3 3.142857143 1.066883117
4 3.353061224 1.017650639
5 3.412244898 0.9883800410
6 3.372594752 0.9699170124
7 3.271137026 0.9578036669
8 3.133107039 0.9496383559
9 2.975318617 0.9440291180
10 2.808787410 0.9401238665
11 2.640608080 0.9373789475
12 2.475250423 0.9354364431
13 2.315439451 0.9340550835
14 2.162747990 0.9330693373
15 2.017993834 0.9323641419
16 1.881505089 0.9318587435
17 1.753296968 0.9314960679
18 1.633189232 0.9312355691
19 1.520883904 0.9310483358
20 1.416016428 · · ·
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On voit bien que qn converge vers la plus grande racine de P . Cepen-
dant, en observant les résultats, cette convergence est très lente car après
plusieurs itérations, on s’approche difficilement (de manière précise) de la
solution. Dans la section qui suit, nous allons voir comment accélérer cette
convergence.

6.2 Amélioration de la vitesse de convergence

Même si les conditions de convergence de la méthode de Bernoulli sont
satisfaites, la vitesse de convergence peut être lente. En d’autres termes,
l’erreur de l’approximation de la plus grande racine z1 par xn+1/xn, soit

en =
xn+1

xn

− z1,

tend lentement vers 0.
Il est possible d’accélérer cette convergence par un choix judicieux de la

manière dont en tend vers 0. Dans le but d’y voir plus clair, examinons de
plus près l’erreur en.

Nous supposons toujours que les conditions (i) et (ii) précédentes sont
vérifiées. Supposons de plus que l’on a :

|z1| > |z2| > |zk|, k = 3, 4, . . . , N (57)

(la deuxième plus grande racine, étant unique par le module), donc

c2 6= 0 (58)

dans l’expression (53). Sous ces hypothèses, l’erreur

en =
c1z

n+1
1 + c2z

n+1
2 + · · ·+ cNzn+1

N − z1(c1z
n
1 + · · ·+ cNzn

N)

c1zn
1 + c2zn

2 + · · ·+ cNzn
N

=
c2(z2 − z1)z

n
2 + · · ·+ cN(zN − z1)z

n
N

c1zn
1 + c2zn

2 + · · ·+ cNzn
N

peut être écrite sous la forme

en = Atn(1 + εn), (59)

où
A =

c2(z2 − z1)

c1

, t =
z2

z1

,
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et

1 + εn =

1 +
c3(z3 − z1)

c2(z2 − z1)

(
z3

z2

)n

+ · · ·+ cN(zN − z1)

c2(z2 − z1)

(
zN

z2

)n

1 +
c2

c1

(
z2

z1

)n

+ · · ·+ cN

c1

(
zN

z1

)n .

En tenant compte des conditions (57), on voit que
(

z2

z1

)n

−→ 0 et

(
zk

z2

)n

−→ 0 lorsque n →∞

pour k = 3, 4, . . . , N , et donc il s’ensuit :

lim
n→∞

(1 + εn) = 1;

autrement dit :
lim

n→∞
εn = 0. (60)

Comme conséquence, on a :

en+1

en

= t
1 + εn+1

1 + εn

= t(1 + δn),

où
δn =

εn+1 − εn

1 + εn

−→ 0 lorsque n →∞.

Nous sommes donc dans les conditions d’utilisation du Théorème d’Aitken
suivant.

Théorème 6.2. Théorème d’aitken
Soit {xn} une suite convergeant vers une certaine limite l telle que la

suite {en} définie par en = xn − l vérifie :

en 6= 0,

en+1 = (A + εn)en, pour tout n,
(61)

où A est une constante telle que, |A| < 1, et εn −→ 0 lorsque n → ∞. On
construit la suite {x′n} à partir de {xn} par la relation :

x′n = xn − (xn+1 − xn)2

xn+2 − 2xn+1 + xn

.

Alors la suite {x′n} est définie pour n suffisamment grand et converge plus
rapidement vers l que la suite {xn} en ce sens que :

x′n − l

xn − l
−→ 0, lorsque n →∞. (62)
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Démonstration. D’après (61), on a

en+2 = (A + εn+1)en+1

= (A + εn+1)(A + εn)en.

En utilisant l’opérateur ∆ sur xn comme suit : ∆xn = xn+1 − xn, on a

∆2xn = xn+2 − 2xn+1 + xn

= en+2 − 2en+1 + en

=
[
(A− 1)2 + ε′n

]
en,

où ε′n = A(εn + εn+1)− 2εn + εnεn+1. Puisque εn → 0, alors on a

ε′n → 0, lorsque n →∞. (63)

Pour n suffisamment grand, disons à partir d’un certain rang n0, on a :
(A− 1)2 + ε′n 6= 0. Il s’ensuit ∆2xn 6= 0 pour tout n > n0. Donc la suite

x′n = xn − (∆xn)2

∆2xn

(64)

est définie pour tout n > n0. On a

∆xn = ∆en = (A + εn − 1)en.

En soustrayant l de part et d’autre de l’égalité dans (64), on a

x′n − l = en − (∆xn)2

∆2xn

= en − (A− 1 + εn)2en

(A− 1)2 + ε′n

=
ε′n − 2εn(A− 1)− ε2

n

(A− 1)2 + ε′n
en.

Ainsi, du fait que εn → 0 et ε′n → 0, on a

x′n − l

en

=
ε′n − 2εn(A− 1)− ε2

n

(A− 1)2 + ε′n
−→ 0,

d’où le résultat recherché i.e (62).

Théorème 6.3.
Sous les hypothèses précédentes, la suite {q′n}, obtenue à partir de qn comme
construit dans le Théorème d’Aitken

q′n = qn − (∆qn)2

∆2qn

,

converge plus rapidement vers la racine dominante z1 que la suite {qn}.
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Exemple 11. Reprenons l’exemple précédent. Rajoutons la colonne q′n. On a :

n xn qn q′n
0 1 · · · · · ·
1 2 1.357142857 0.9903551902
2 2.714285714 1.157894737 0.9596351618
3 3.142857143 1.066883117 0.9454598390
4 3.353061224 1.017650639 0.9383758390
5 3.412244898 0.9883800410 0.9346949324
6 3.372594752 0.9699170124 0.9327508888
7 3.271137026 0.9578036669 0.9317197866
8 3.133107039 0.9496383559 0.9311736838
9 2.975318617 0.9440291180 0.9308854820
10 2.808787410 0.9401238665 0.9307339807
11 2.640608080 0.9373789475 0.9306546181
12 2.475250423 0.9354364431 0.9306131622
13 2.315439451 0.9340550835 0.9305915543
14 2.162747990 0.9330693373 0.9305803098
15 2.017993834 0.9323641419 0.9305744651
16 1.881505089 0.9318587435 0.9305714296
17 1.753296968 0.9314960679 0.9305698540
18 1.633189232 0.9312355691 · · ·
19 1.520883904 0.9310483358 · · ·
20 1.416016428 · · · · · ·

Dans ce tableau, on constate la convergence rapide de la suite {q′n} vers le
module de la plus grande racine, i.e 0.9305681558, contrairement à la suite
{qn}. Si on observe de plus près ce tableau, on a q′8 (i.e pour n = 8) est
meilleure que la valeur de {qn} au rang n = 18. On remarque que q′17 est déjà
assez proche de la plus grande racine.

6.3 Cas de racines multiples

Si le polynôme P possède des racines multiples non dominantes parmi
z2, .., zN , alors la formule (53) de la solution générale de l’équation aux diffé-
rences (52) contient des termes de la forme nkzn

2 . Par conséquent l’expression
du quotient xn+1/xn précédent contient des termes de la forme nk (z2/z1)

n

en plus des (z2/z1)
n.

Cependant, ces termes ne perturbent pas la convergence de la méthode,
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puisque si |q| < 1, on a non seulement qn → 0 lorsque n → ∞ mais aussi
nkqn → 0 pour toute valeur fixée de k (convergence exponentiellement ra-
pide).

La situation est différente si la racine dominante a une multiplicité supé-
rieure strictement à 1. Pour se fixer les idées, nous allons supposer qu’il n’y
a qu’une seule racine dominante et qu’elle est de multiplicité 2. La relation
(53) prend la forme suivante :

xn = c1nzn
1 + c2z

n
1 + c3z3 + · · · ,

où |z3| < |z1|. Et donc on a (en supposant toujours c1 6= 0)

xn+1

xn

=
c1(n + 1)zn+1

1 + c2z
n+1
1 + c3z

n+1
3 + · · ·

c1nzn
1 + c2zn

1 + c3zn
3 + · · ·

= z1
(n + 1)c1 + c2

nc1 + c2

1 +
c3

(n + 1)c1 + c2

(
z3

z1

)n+1

+ · · ·

1 +
c3

nc1 + c2

(
z3

z1

)n

+ · · ·
.
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On a toujours la convergence mais à un facteur près. Ce facteur,

(n + 1)c1 + c2

nc1 + c2

= 1 +
1

n +
c2

c1

,

ralentit la convergence. L’erreur commise après n étapes est de l’ordre de 1/n
contrairement à (z2/z1)

n dans le cas où la multiplicité de la racine dominante
est de 1. Pour améliorer cette convergence très lente, le choix des valeurs
initiales sera déterminant.

6.4 Choix des valeurs initiales

Une des conditions de convergence de la méthode de Bernoulli est c1 6= 0.
On montre en algèbre linéaire que cette condition est satisfaite lorsque les
valeurs initiales sont choisies comme suit :

x−N+1 = x−N+2 = · · · = x−1 = 0, x0 = 1. (66)

Un choix différent et plus sophistiqué est défini dans l’algorithme suivant :
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Algorithme 2.
Étant donné les coefficients a0, a1, . . . , aN , on calcule x0, x1, . . . , xN−1 par les
formules suivantes :

x0 = −a1

a0

,

x1 = − 1

a0

(2a2 + a1x0),

x2 = − 1

a0

(3a3 + a2x0 + a1x1),

et plus généralement, pour k = 1, 2, ..., N − 1,

xk = − 1

a0

[(k + 1)ak+1 + akx0 + ak−1x1 + · · ·+ a1xk−1] , (67)

Les valeurs initiales générées par cet algorithme ont la propriété suivante
qui s’avère très pratique.

Théorème 6.4.
Considérons le polynôme P (X) = a0X

N + a1X
N−1 + · · · + aN dont les

racines z1, z2,..., zM (M 6 N) sont toutes distinctes. Supposons que la mul-
tiplicité de zi soit mi pour tout i = 1, 2,..., M .

Si les valeurs initiales de la méthode de Bernoulli sont données par l’al-
gorithme (2), alors la relation (53) prend la forme

xn = m1z
n+1
1 + m2z

n+1
2 + · · ·+ mMzn+1

M , n = 0, 1, . . . . (68)

La preuve de ce théorème sera omise ici car s’établit assez facilement en
algèbre linéaire.

La relation (68) est remarquable dans le sens où aucune puissance de n
n’apparaît et ceci malgré la présence de racines de multiplicité plus grande
que 1. Ainsi la difficulté mentionnée dans (53) peut être évitée par un choix
approprié des valeurs initiales. Le quotient xn+1/xn converge alors à une vi-
tesse dépendant uniquement du quotient des modules des deux plus grandes
racines.

Exemple 12. Nous allons comparer les suites {qn} associées au polynôme

P (X) = (X − 3)2(x + 1)2 = X4 − 4X3 − 2X2 + 12X + 9,

générées par les valeurs initiales données dans (66) et dans l’algorithme 2.
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Dans les deux cas, la relation de récurrence est

xn = 4xn−1 + 2xn−2 − 12xn−3 − 9xn−4.

Rang Méthode (66) Algorithme 2
n xn qn xn qn

−3 0
−2 0
−1 0
0 1 4 5
1 4 4 20 2.600000000
2 18 4, 500000000 52 3.153846154
3 68 3.777777778 164 2.951219512
4 251 3.691176471 484 3.016528926
5 888 3.537848606 1460 2.994520548
6 3076 3.463963964 4372 3.001829826
7 10456 3.399219766 13124 2.999390430
8 35061 3.353194338 39364 3.000203231
9 116252 3.315706911 118100 2.999932261
10 381974 3.285741321 354292 3.000022580
11 1245564 3.260860687 1062884 2.999992473
12 4035631 3.240002922 3188644 3.000002509
13 13003696 3.222221259 9565940 2.999999164
14 41701512 3.206896870 28697812 3.000000279
15 133175792 3.193548282 86093444 2.999999907
16 423741161 3.181818217 258280324 3.000000031
17 1343864820 3.171428560 774840980 2.999999990
18 4249518490 3.162162166 2324522932 3.000000003
19 13402327540 3.153846153 6973568804 2.999999999
20 42168298851

· · · · · ·
3.000000000 3.000000000

On voit clairement que dès les premières valeurs, avec l’algorithme (2),
on s’approche de la limite. Avec les choix de la méthode (66), la suite {qn}
converge très très lentement vers la solution. Ce n’est qu’à l’ordre 50 qu’on
a quelque chose qui se rapproche mais difficilement de 3. Cette valeur qui
vaut, q50 = 3.0594059405940594060, montre combien cette convergence est
mauvaise.

Avec les valeurs initiales {xi}i∈[[0,N−1]] obtenues dans le tableau ci-dessus
grâce à l’algorithme (2), on vérifie que la relation (68) est correcte. En effet,
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m1 = m2 = 2, z1 = 3 et z2 = −1. En évaluant la relation (68) successivement
pour n = 0, 1, 2 et 4, on a :

x0 = 2 · 31 + 2 · (−1)1 = 6− 2 = 4

x1 = 2 · 32 + 2 · (−1)2 = 18 + 2 = 20

x2 = 2 · 33 + 2 · (−1)3 = 54− 2 = 52

x3 = 2 · 34 + 2 · (−1)4 = 162 + 2 = 164.

Ce qui correspond parfaitement aux valeurs obtenues dans l’exemple précé-
dent.

Remarque 12. Considérons un polynôme P (X) = a0X
N +a1X

N−1+· · ·+aN

quelconque de racines z1, z2, . . . , zN . En utilisant les relations de Viète, on
vérifie facilement la formule (68). A titre d’exemple, vérifions-le ici pour
n = 0 et n = 1. On a

x0 =
N∑

i=1

z0+1
i ,

i.e − a1

a0

=
N∑

i=1

zi,

d′où a1 = −a0

N∑
i=1

zi,

qui correspond bien à la première formule dans les relations de Viète (c.f.§ 2.1).
Et pour n = 1, on a d’après (68),

x1 =
N∑

i=1

z1+1
i ,

2a2 = −a1x0 − a0

N∑
i=1

z2
i

=
a2

1

a0

− a0

N∑
i=1

z2
i

= a0




(
N∑

i=1

zi

)2

−
N∑

i=1

z2
i


 ,

d′où a2 = a0

∑
16i<j6N

zizj,

qui correspond à la deuxième relation des formules de Viète (c.f.§ 2.1).

Bon courage pour n > 2 ! !
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6.5 Deux racines complexes conjuguées dominantes

La théorie développée précédemment reste valable lorsque les coefficients
du polynôme P sont réels ou complexes. Cependant, jusque-là, nous avions
toujours supposé que z1 était l’unique racine dominante de P . Maintenant,
nous allons considérer le cas où P est un polynôme à coefficients réels admet-
tant deux racines dominantes complexes conjuguées : z1 et z2 = z̄1 (tous les
deux de multiplicité égale à 1). Les autres racines vérifient par conséquent

zk < z1, k ∈ [[3, N ]]. (69)

Pour simplifier, nous supposerons aussi que les racines non dominantes sont
simples (quoique cela ne soit pas essentiel pour les résultats obtenus).

Si les valeurs initiales de la suite {xn} sont réelles, alors l’équation (53)
prend la forme

xn = c1z
n
1 + c̄1z̄

n
1 + c3z

n
3 + · · ·+ cNzn

N .

En représentant les nombres complexes c1 et z1 sous forme trigonométrique,
on écrit

z1 = reiϕ, c1 = aeiδ, r > 0 et a > 0.

Supposons de plus que z1 soit la racine située dans le demi-plan supérieur i.e
que 0 < ϕ < π. L’expression de xn devient alors

xn = 2arn cos(nϕ + δ) + c3z
n
3 + · · ·+ cNzn

N ,

ce qui peut s’écrire encore

xn = 2arn [cos(nϕ + δ) + θn] , (70)

où
θn =

c3

2a

(z3

r

)n

+ · · ·+ cN

2a

(zN

r

)n

.

Par conséquent, pour une constante C convenable, on a

|θn| 6 Ctn,

où t représente le maximum des quotients |zk/r|, k = 3, . . ., N . Et d’après
(69), la quantité t est plus petite que 1, d’où

lim
n→∞

θn = 0. (71)

Notre objectif est de retrouver les quantités r et ϕ à partir de la suite
{xn}. Pour trouver leurs solutions, supposons d’abord que θn = 0. Rappelons
que la suite {xn} d’éléments

xn = 2arn cos(nϕ + δ)
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est une solution de l’équation aux différences

xn + Axn−1 + Bxn−2 = 0, (72)

où B = r2, A = −2r cos ϕ. Pour déterminer les coefficients A et B à partir de
la solution de {xn}, on remarque que l’équation (72), qui équivaut à l’ordre
n + 1 à

xn+1 + Axn + Bxn−1 = 0,

représente un système de deux équations linéaires à deux inconnues A et B.
Le déterminant

Dn =

∣∣∣∣
xn−1 xn−2

xn xn−1

∣∣∣∣ (73)

équivaut, d’après une identité trigonométrique, à

4a2r2n−2
{
cos2 [(n− 1)ϕ + δ]−cos(nϕ+δ) cos [(n− 2)ϕ + δ]

}
= 4a2r2n+2 sin2 ϕ,

et par conséquent est différent de zéro puisque 0 < ϕ < π. On peut donc
trouver A et B par

A = −En

Dn

, B =
Dn+1

Dn

,

où
En =

∣∣∣∣
xn xn−2

xn+1 xn−1

∣∣∣∣ . (74)

Ainsi, les quantités recherchées r et ϕ peuvent s’exprimer par

r =
√

B =

√
Dn+1

Dn

, cos ϕ = −A

2r
=

En√
2DnDn+1

. (75)

La relation (75) résout notre problème si la suite {xn} est une solution de
l’équation aux différences (52), θn 6= 0 en général ; en utilisant (71), il n’est
pas difficile de montrer que

Dn+1

Dn

→ r2,
En

2Dn

→ r cos ϕ lorsque n →∞. (76)

On obtient ainsi la convergence de l’algorithme suivant pour la détermination
d’une paire de racines complexes conjuguées dominantes.

Algorithme 3. A partir de la solution {xn} de l’équation aux différences
(52), on calcule les déterminants Dn et En définis dans (73) et (74). On
forme ainsi la suite des quotients Dn+1/Dn et En/2Dn.

Le théorème de la convergence correspondante est le suivant :
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Théorème 6.5.
Considérons le polynôme défini dans (51). Supposons qu’il admette exac-

tement 2 racines dominantes complexes conjuguées z1 = z̄2 = reiϕ, toutes
les deux étant de multiplicité 1, où 0 < ϕ < π. Si la solution de l’équa-
tion aux différences (52) est telle que c1 6= 0 dans la relation (53) alors les
convergences dans (76) sont justifiées :

Dn+1

Dn

→ r2,
En

Dn

→ 2 r cos ϕ lorsque n →∞.

Exemple 13.
Considérons le polynôme

P (X) = 81X4 − 108X3 + 24x + 20.

(Les racines dominantes sont exactement z1 = 1 + i/3 et z2 = 1− i/3).
Les calculs étant produits par le programme (*) les résultats sont présentés

dans le tableau ci-après.

xn Dn
Dn+1

Dn

En
En

2Dn

−0.658436214
−0.9657064472 1.185185185 0.9629629630 1.843621399 0.7777777778
−1.828989483 1.141289438 0.3931623932 0.9949702789 0.4358974359
−2.565462582 0.4487120866 1.285024155 1.391657776 1.550724638
−3.118223848 0.5766058697 1.408521303 1.147431229 0.9949874687
−3.377262951 0.8121616511 1.068406485 1.597347589 0.9833926453
−3.291277865 0.8677187747 1.012309126 1.680915208 0.9685829427
−2.831004759 0.8783996347 1.205690661 1.822708184 1.037516474
−2.004070693 1.059078236 1.079206306 2.087411665 0.9854851108
−0.8630087295 1.142963911 1.112425763 2.287804244 1.000820858
0.5007991201 1.271462500 1.115750115 2.549349595 1.002526458
1.960544405 1.418634431 1.108895632 2.833132141 0.9985420061
3.364597767 1.573117524 1.111436927 3.147295195 1.000336958
4.550834006 1.748420907 1.111155035 3.496875572 1.000009654
5.363222525 1.942766695 1.111171387 3.885516157 0.9999955649
5.669960472 2.158746762 1.111017756 4.317389659 0.9999759433
5.380787154 2.398405983 1.111156176 4.796890019 1.000016272
4.461617184 2.665003621 1.111108031 5.329999110 0.9999984741
2.944582149 2.961106926 1.111102357 5.922190559 0.9999960669

· · · · · ·
1.111111 1.000000
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Oscillation de signes

La formule (70) montre qu’en présence d’une paire de racines complexes
conjuguées dominantes, les éléments de la suite {xn} se présente sous la forme

xn = 2arn cos(nϕ + δ). (77)

Cette équation montre en particulier que le signe de xn oscille. De plus, en
regardant la fréquence avec laquelle ces oscillations se produisent, on pourra
poser une condition sur ϕ. Plus précisément, lorsque ϕ est petit, les oscilla-
tions sont allongées, et lorsque ϕ est proche de π, elles sont courtes. Dans le
cas extrême où ϕ = π, alors les signes “+” et “−” alternent strictement.

Pour des soucis de clarté, voyons d’abord le cas d’un polynôme P de
degré 2. L’équation (77) peut s’écrire sous la forme

xn = 2arn sin
(
nϕ + δ +

π

2

)
. (78)

Lorsque n varie, le signe de xn alterne de “−” à “+” à chaque fois que

nϕ + δ +
π

2
= 2kπ,

où k est un entier quelconque. Soit nk, le premier entier qui vient après k
changements de signes de “−” et “+” de la fonction sinus dans la relation
(78), i.e soit

nk =
2kπ − δ + π

2

ϕ
+ θk, (79)

où 0 6 θk < 1. Ce qui signifie que pour tout entier positif k,

sign(xnk−1) = −1, sign(xnk
) = 1.

Remplaçons maintenant dans (79) la relation correspondante à k = 0. On
obtient

nk − n0 =
2kπ

ϕ
+ θk − θ0,

nk − n0

k
=

2π

ϕ
+

θk − θ0

k
.

Puisque les θk sont des nombres compris entre 0 et 1, à la limite on a alors

lim
k→∞

θk − θ0

k
= 0,

et donc la limite
T = lim

k→∞
nk − n0

k
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existe et vaut 2π/ϕ. Ainsi on trouve

ϕ =
2π

T
. (80)

Voici quelques problèmes de recherche posés par Henrici.

Problème 1. Comment la présence de plus de deux racines dominantes se
manifeste au niveau des signes de la suite {xn}, et comment peut-on retrouver
les arguments ?

Le problème qui suit est un autre problème de recherche posé parHenrici
et résolu par M.Mignotte.

Problème 2. Supposons qu’un polynôme admette exatement trois racines
dominantes, une réelle et deux complexes conjuguées. Concevoir une modifi-
cation de la méthode de Bernoulli qui prend en compte cette situation.

6.6 Solution du Problème 2 par M. Mignotte

Soit une polynôme à coefficients complexes

P (X) = a0X
d + a1X

d−1 + · · ·+ ad, a0 6= 0, (81)

de racines distinctes z1, . . . , zk, où zi est de multiplicité mi, et où on a la
relation |z1| > · · · > |zk|.

On montre d’abord qu’il est toujours possible de calculer |z1| par la mé-
thode de Bernoulli.

6.6.1 Calcul de |z1|
Nous considérons les deux suites (un) et (vn) vérifiant la relation de ré-

currence

a0xn+d + a1xn+d−1 + · · ·+ adxn = 0 pour n > 0,

et définies par les conditions initiales

ui = − 1

a0

[(j + 1)aj+1 + aju0 + aj−1u1 + · · ·+ a1uj−1] j ∈ [[0, d− 1]]

v0 = · · · = vd−2 = 0, vd−1 = 1.

On pose
Un = max

k6n
|uk|1/k, Vn = max

k6n
|vk|1/k. (82)

Le résultat suivant fournit un encadrement de |z1|.
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Théorème 6.6. Soit P un polynôme défini par (81). Alors z1 vérifie les
inégalités

Und−1/n 6 |z1| 6 Vn

(‖ P ‖
|a0| + 2

)2d/n

(avec ‖ P ‖= max |ai|).

Démonstration. On vérifie facilement la relation

zi
1 =

d−1∑
i=0

zd−i−1
1 vi+j j > 0.

Il en résulte

max
06i6d−1

|vi+n| > |z1|n
(
1 + |z1|+ · · ·+ |z1|d−1

)−1 > |z1|n (|z1|+ 1)1−d .

D’où l’inégalité de droite, grâce à l’inégalité bien connue

|z1| = 1 +

(‖ P ‖
a0

)
.

D’autre part, l’inégalité de gauche provient de la relation (68),

un =
∑

i

miz
n
i , n > 0. (83)

Remarque 13. En fait, Un et Vn tendent vers |z1|. Pour le voir, on utilise
respectivement le théorème de Dirichlet sur l’approximation simultanée des
nombres réels par des rationnels (appliqué aux arguments des zi) et l’expres-
sion de vn comme polynôme exponentiel. En particulier, on a

Vn − |z1| = O(log n/n) (84)

et même O(1/n) si les racines de module |z1| sont simples.

Sur le problème

On suppose donc z1 réel positif, z3 = z̄2, m1 = m2 = 1, z1 = |z2| > |z4|.
Posons wn = un − Vnun−1. Des relations (83) et (84), on déduit (en posant
r = |z1|, z2 = reiϕ)

wn = 2rn(cos nϕ− cos(n− 1)ϕ + O(1/n))

= 4rn

(
sin

(
2n− 1

2
ϕ

)
sin

ϕ

2
+ O(1/n)

)
.
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Par conséquent,

Dn =

∣∣∣∣
wn wn−1

wn+1 wn

∣∣∣∣ = 16r2n
(
sin2 ϕ sin2 ϕ

2
+ O(1/n)

)

et
En =

∣∣∣∣
wn wn−2

wn+1 wn−1

∣∣∣∣ = 16r2n−1
(
2 sin2 ϕ cos ϕ sin2 ϕ

2
+ O(1/n)

)
.

Ce qui montre que

Dn+1

Dn

→ r2,
En

Dn−1

→ 2r cos ϕ.

D’où la détermination de z1, z2 et z3. Cette méthode s’étend assez facilement
au cas où z1 et z2 sont des racines multiples.
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7 Utilisation de la méthode de baker

7.1 Notation et définitions

Une suite U = (Un)n>0 de nombres est dite récurrente s’il existe un entier
h, et des nombres q1, q2, ..., qh (qh 6= 0) tels que

Un+h = q1Un+h−1 + · · ·+ qhUn, si n > 0. (85)

On ne considérera que le cas où les qj et Un sont des entiers. Posons

Un =




Un

Un+1
...

Un+h−1


 pour n > 0 et Q =




0 1 0 . . . . . 0
0 0 1 0 . . .
... . . . . . . ...

. . . . . . . . . .
. . . 0

0 . . . . . . . 0 1
qh . . . . . . . . . . . q1




.

Exprimée sous forme matricielle, la relation (85) devient

Un+1 = QUn = Qn+1U0, pour n > 0. (86)

Le polynôme caractéristique associé à U est

P (X) = Xh − q1X
h−1 − q2X

h−2 − · · · − qh = (X − α1)
k1 · · · (X − αr)

kr ,

où les αi sont distincts. En utilisant par exemple la décomposition de Jordan
de Q, on voit qu’il existe des polynômes R1, . . . , Rr, de degré au plus k1 −
1, . . . , kr − 1 respectivement, de sorte que l’on ait

Un = R1(n)αn
1 + · · ·+ Rr(n)αn

r , si n > 0. (87)

Definition 7.1. On dira qu’une suite U vérifiant (85), est d’ordre au plus
égal à h ; elle sera dite d’ordre h si elle ne vérifie aucune relation d’ordre plus
petit. Dans ce cas, les Rj(t); j = 1, . . . , r, sont de degré kj − 1.

Inversement, une suite U , définie par (87) vérifie (85).
Si U vérifie (85), et si on considère la suite V = (Vn)n>0 définie par

Vn = UnT+m, n > 0 (T > 0, m > 0 entiers fixés).

La relation (87) montre que l’on a

Vn =
r∑

j=1

αm
j Rj(nT + m)(αT

j )n. (88)

On en déduit que V vérifie la relation de récurrence d’ordre 6 h et que cette
relation ne dépend que de T .
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7.2 Application de la méthode de baker

7.2.1 Minoration du terme général

Théorème 7.1. Soit U une suite récurrente à valeurs entières telle que le
polynôme caractéristique P associé possède au plus 3 racines de module maxi-
mal et que ces racines α1, . . . , αl (l 6 3) soient simples. Alors, il existe des
constantes effectives C1, C2, C3 telles que si,

Un = R1α
n
1 + · · ·+ Rlα

n
l + Rl+1(n)αn

l+1 + · · ·+ Rr(n)αn
r ,

avec R1, . . . , Rl constantes, et

U ′
n = R1α

n
1 + · · ·+ Rlα

n
l ,

on ait
|Un| > C1|α1|nn−C2 si U ′

n 6= 0 et n > C3.

Démonstration. D’après les hypothèses, il existe λ positif tel que l’on ait

Un = U ′
n + O(|α1|ne−λn).

Il suffit donc de démontrer l’existence des constantes effectives C ′
1, C ′

2, C ′
3

telles que
(U ′

n 6= 0) ⇒
(
U ′

n > C ′
1|α1|nn−C′2 si n > C ′

3

)
.

On supposera R1 6= 0.
– Si R2 = R3 = 0,

U ′
n = R1α

n
1 + R2α

n
2 + R3α

n
3 = R1α

n
1 , trivial.

– Pour simplifier et mieux voir ce qui se passe, supposons d’abord que
l = 2,

U ′
n = R1α

n
1 + R2α

n
2 avec R1 = R̄2, α2 = ᾱ1.

En utilisant la notation exponentielle, on peut écrire :

R1 = |R1| eiθ, α1 = |α1| eiϕ.

Par suite, on a :

U ′
n = |R1| eiθ |α1|n einϕ + |R1| e−iθ |α1|n e−inϕ.

D’où
U ′

n = 2 |R1α
n
1 | cos(θ + nϕ), θ, ϕ ∈]− π, π]
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or, cos(θ + nϕ) petit ⇔ θ + nϕ− kπ/2 petit pour un certain k ∈ Z.
On sait que cos(θ + nϕ) = sin(θ + nϕ + π/2). On sait aussi que

| sin(x)| > |x|
2

pour |x| 6 π/4,

Donc, il convient de distinguer deux cas :
1er cas : |θ + nϕ− π/2| > π/4 mod π/2 alors

|sin (θ + nϕ− kπ/2)| >
√

2

2
Ok!

2ème cas : |θ + nϕ− π/2| 6 π/4 mod π/2 alors

|cos(θ + nϕ)| > 1

2

∣∣∣θ + nϕ− k
π

2

∣∣∣ .

En appliquant la méthode de Baker à la forme linéaire de logarithmes
iθ + inϕ− ikπ/2, on obtient

|θ + nϕ− kπ/2| > C1n
−C2 ,

ce qui implique

|U ′
n| > 2 |R1α

n
1 |

1

2
C1n

−C2 = C ′
1|α1|nn−C2 .

– Si l = 3, quitte à diviser par |α3|n, on peut se ramener à l’étude d’une
expression du type

U ′
n = R1a

n
1 + R̄1ā

n
1 + R3;

avec R1, a1 algébriques, R1 6= 0, |a1| = 1, R3 = 0 ou 1. Il est clair qu’il
suffit de considérer le cas R3 6 2|R1|. Posons alors

U1 = |R1|eiθ, a1 = eiϕ, R3|R1|−1 = −2 cos ψ;

où θ, ϕ, ψ ∈ ]− π, π]. On a

U ′
n = |R1|eiθeinϕ + |R1|e−iθe−inϕ − 2|R1| cos ψ

= 2|R1| (cos(θ + nϕ)− cos ψ)

= 4|R1|
(

sin
θ + nϕ− ψ

2
sin

θ + nϕ + ψ

2

)
.

D’où
|U ′

n| = 4|R1|
∣∣∣∣sin

θ + nϕ− ψ

2
sin

θ + nϕ + ψ

2

∣∣∣∣ .
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– Si ψ = 0, cette méthode se ramène au cas précédent. En effet minorer
sin2 revient à minorer | sin |.

– Si ψ 6= 0 alors

sin(θ + nϕ + εψ) petit ⇐⇒ θ + nϕ + εψ + mπ petit, (ε = ±1),

pour un certain entier m. Puisque

| sin(θ + nϕ + εψ + mπ)| > |θ + nϕ + εψ + mπ|
2

lorsque |θ +nϕ+ εψ +mπ| 6 π/4, on se retrouve dans l’étude de cas
faite pour l = 2.

Remarque 14. Pour plus de détails sur les formes linéaires de logarithmes,
voir [1].

Sous des conditions plus générales, on obtient encore une minoration ef-
fective du terme général Un donnée dans le théorème suivant :

Théorème 7.2. Supposons toujours l 6 3, mais avec des racines éventuel-
lement multiples. Supposons de plus qu’au moins une des quantités

αi

αj

avec

1 6 i < j 6 l ne soit pas racine de l’unité. Alors il existe des nombres C1 > 0
et C2 > 0 calculables dépendant uniquement de la suite U tels que

|Un| > |α1|n exp
(−C1(log m)2

)
(89)

dès que n > C2.

Démonstration. Voir M.S.T.

7.2.2 Conséquences

Théorème 7.3. Sous les hypothèses (arithmétiques) du théorème 7.1, on a

lim inf |Un|1/n > |α1|.

On a d’office l’inégalité

lim sup |Un|1/n 6 |α1|,

et cela sans hypothèse aucune.

Démonstration. Triviale.
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Corollaire 7.1. Sous les hypothèses (arithmétiques) du théorème 7.1, on a
la convergence de |Un|1/n vers |α1| :

lim
n→∞

|Un|1/n = |α1|.
Corollaire 7.2. Soit U une suite récurrente à valeurs entières telle que le
polynôme caractéristique associé P possède au plus trois racines de module
maximal et que ces dernières soient simples. Supposons qu’au moins une des
quantités αi/αj, 1 6 i < j 6 3, ne soit pas racine de l’unité.
Alors le module de la racine dominante peut être obtenu par la méthode de
Graeffe traditionnelle.

Démonstration. Notons d’abord que la méthode de Graeffe fait apparaître
des suites récurrentes linéaires, données par les coefficients des polynômes
successifs dont les racines sont les puissances d’ordre 2i des racines du poly-
nôme initial. En particulier la suite U des coefficients du second terme vérifie
les hypothèses du théorème 7.2 lorsque les conditions de l’énoncé du corollaire
sont satisfaites. D’où la conclusion.

Remarque 15. Le point important et original de ce corollaire est qu’il
concerne la méthode de Graeffe. Nous avions en effet montré, grâce au théo-
rème élémentaire de Dirichlet, la convergence de la méthode de Bernoulli
mais pas celle de Graeffe. En effet, dans le cas de la méthode de Bernoulli,
on parcourt tous les termes d’une certaine suite récurrente linéaire et grâce
au théorème de Dirichlet, on sait que certains d’entre eux sont “bons”. Par
contre, la méthode de Graeffe est l’analogue de la méthode de Bernoulli mais,
cette fois, on ne parcourt que les termes dont les indices sont des puissances
de deux et, pour de tels indices, le théorème de Dirichlet ne peut être appliqué
15 (même si le résultat est vrai) ; la seule méthode possible est celle de Baker
[en effet, nous avons vu que l’estimation donnée équivaut exactement à une
minoration d’une certaine forme linéaire de “logarithmes de nombres algébri-
ques”]. De plus il est important de montrer que les hypothèses “arithmétiques”
utilisées ci-dessus ne peuvent être supprimées. Si elles ne sont pas vérifiées,
on peut construire des suites pour lesquelles le résultat précédent est faux,
l’idée est d’utiliser des nombres transcendants de Liouville convenables.

7.3 Exemples

Bien que le théorème précédent ait un caractère beaucoup plus théorique
que pratique, nous donnons ici quelques exemples numériques. La raison prin-
cipale est la suivante : les estimations sur les formes linéaires de logarithmes

15 Dit de manière informelle, il n’y a aucune raison que les puissances de deux soient de
“bons” indices pour le théorème de Dirichlet.
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font à ce jour apparaître des constantes astronomiques, mais sur des exemples
le comportement effectif est bien meilleur que ce que donne la théorie, comme
nous allons le voir dans les calculs qui suivent.

Exemple 14. Considérons le polynôme P de degré 5 suivant admettant deux
racines de module maximal (cette valeur étant égale à 2) :

P (x) = x5 + x4 + 3x3 + 5x2 − 4x + 4.

A l’aide de Maple, on construit les polynômes Pk décrits dans le théorème de
Dandelin-Graeffe. Puis on détermine le coefficient a

(k)
1 afin d’obtenir une ap-

proximation du module de la plus grande racine |z1|. Regroupons les résultats
dans le tableau ci-dessous.

k a
(k)
1 |z1|

5 8884229123 2.045946944
6 36980097418395553795 2.021852646
7 680572235[...]32556803 2.010859975
8 231584178[...]42504963 2.005422550

En fait,

P (x) = (x + 2i)(x− 2i)(x + 1.839)(x− 0.420 + 0.606i)(x− 0.420− 0.606i).

On observe une convergence tardive et lente, on ne gagne qu’un bit à chaque
itération. Remarquons que ce n’est pas le cas pour une racine dominante
simple.

Exemple 15. On considère ici le polynôme Q de degré 7 suivant possédant
trois racines de module maximal (cette valeur maximale étant 3) :

Q(x) := x7 − 2x6 + 5x5 − 14x4 − 40x3 + 39x2 − 36x + 27.

On obtient ainsi le tableau suivant

k a
(k)
1 |z1|

5 5559061885623618 3.104783324
6 1030105146[...]2801961474 3.051941989
7 3537055373[...]3701378562 3.025859542
8 4170253571[...]1284624898 3.012902027
9 5797004949[...]7250061314 3.006444093

Ici aussi, la convergence est lente, plus lente que dans l’exemple précédent.
Cela est dû au fait qu’il y a trois racines de module maximal et un degré plus
élevé (7). On gagne environ un bit après 3 itérations.
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8 Valeurs propres d’une matrice

8.1 Définitions et notations

Soit un système de n équations linéaires homogènes du type

AX = λX ou aijx
j = λxi, (90)

où A est une matrice carrée, X une matrice colonne et λ un scalaire. Cela
s’écrit aussi

(A− λU)X = 0 ou (aij − λδij) xj = 0, (91)

où U est la matrice unité d’ordre n. Un tel système admet toujours la solution
X = 0 qui ne présente aucun intérêt. Pour qu’il admette d’autres solutions
non nulles, il faut que le déterminant des inconnues soit nul, d’où

‖ A− λU ‖= 0 ou ‖ aij − λδij ‖= 0, (92)

soit ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 a13 · · · a1n

a21 a22 − λ a23 · · · a2n

a31 a32 a33 − λ · · · a3n

· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 an3 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (93)

Le développement de ce déterminant conduit à un polynôme en λ de degré
n qui s’écrit

P (λ) = (−1)n
[
λn + a1λ

n−1 + a2λ
n−2 + · · ·+ an−1λ + an

]
= 0. (94)

Par conséquent, seules les racines λi de ce polynôme, au nombre de n, réelles
ou complexes, correspondent à des solutions non nulles de (90).
Le polynôme P (λ) est appelé le polynôme caractéristique et (94) est l’équa-
tion caractéristique de A. Les racines λi de P (λ) sont les valeurs propres16 de
la matrice A. A chaque valeur propre λi correspond une solution non nulle
de (90) que nous désignons par Xi et que l’on appelle vecteur propre de A
associé à λi. On a donc

AXi = λiXi. (95)
16On dit aussi valeurs latentes ou valeurs caractéristiques.
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8.2 Itération d’un vecteur

8.2.1 Multiplication itérée d’un vecteur arbitraire par la matrice

a) Principe de la méthode
Soit A une matrice et Xi ses vecteurs propres. Si les Xi sont linéai-
rement indépendants, c’est-à-dire si le déterminant ‖ X1X2 . . . Xn ‖
n’est pas nul, un vecteur arbitraire V1 peut être développé suivant les
Xi, ce qui donne 17

V1 = a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn. (96)

Si on multiplie m fois en avant l’expression (96) par A, on obtient, en
vertu de AXi = λiXi

AmV1 = a1λ
m
1 X1 + a2λ

m
2 X2 + · · ·+ anλm

n Xn. (97)

Si les λi sont réels et si |λ1| > |λ2| > · · · > |λn| quand m →∞ on a

AmV1 ∼ a1λ
m
1 X1, (98)

pourvu que a1 soit non nul. Si on pose

Vm+1 = AmV1, (99)

on a alors, d’après (98),

λ1 = lim
m→∞

(
Vm+1

Vm

)
. (100)

Le rapport qui figure dans (100) pouvant être calculé avec l’une quel-
conque des n composantes de Vm+1 et la composante correspondante
de Vm.

Remarque 16. Toujours d’après (98) (sous l’hypothèse a1 6= 0), Vm+1

converge vers le vecteur propre X1 à un coefficient près a1λ
m
1 qui est

sans importance puisque les vecteurs propres ne sont définis qu’à un
facteur multiplicatif près.

Vm+1 −→ X1, quand m →∞. (101)

17Les coefficients ai sont donnés par ai =
YiV1

YiXi
, les Yi étant les vecteurs propres lignes.
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Exemple 16. Considérons la matrice A suivante :

A =

(
5 4
4 5

)
(102)

Les valeurs propres de A sont : λ1 = 1 et λ2 = 9. Il est facile de
trouver deux vecteurs propres associés à ces valeurs propres à savoir

X1 =

(
1
−1

)
et X2 =

(
1
1

)
.

Les valeurs successives de Vm sont

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

1 5 41 365 3281 29525 265721
0 4 40 364 3280 29524 265720

(103)

Les valeurs des rapports de deux composantes successives sont

5 8.2 8.90 8.989 8.9988 8.99986
∞ 10 9.10 9.011 9.0012 9.00014

(104)

Chacune des deux suites tend vers la valeur 9 qui est la valeur propre
de plus grand module.
Remarque 17. Le raisonnement précédent suppose que le vecteur ar-
bitraire V1 possède une composante non nulle suivant X1, c’est-à-dire
que a1 est différent de zéro. Si l’on avait a1 = 0, on obtiendrait λi

et Xi pour un certain i > 2 (en fait le premier i tel que ai 6= 0).

b) Procédé :
C’est un processus qui est tout à fait analogue à la méthode de Ber-
noulli que nous avons déjà étudiée pour les racines d’un polynôme.
La convergence est donc lente car le nombre de chiffres exacts aug-
mente d’une même quantité à chaque itération (ou il faut un même
nombre d’itérations pour avoir un chiffre exact supplémentaire) ; on
est en présence d’une convergence linéaire.
Quand on ne possède aucune information a priori sur X1, on part du
vecteur V1 = (1, 0, 0, . . . , 0), comme nous l’avons fait dans (103).
Si le coefficient a1 du développement (96) est petit, la convergence
peut être lente. Elle est rapide dans le cas contraire. Mais parfois,
une convergence rapide correspond à de mauvaises conditions pour
obtenir les autres valeurs propres (du moins avec le même vecteur de
départ V1).

83



Pour calculer la suite AmV1, on ne calcule pas la suite des puissances
de A, mais on passe d’un vecteur itéré au suivant par

Vp+1 = AVp. (105)

Le calcul de V2, V3, ..., Vm exige donc dans ces conditions mn2 multi-
plications, alors qu’autrement il en faudrait n fois plus.
Au lieu de laisser croître l’ensemble des composantes de Vm comme
dans (103), on peut les normaliser ; cela peut se faire de plusieurs ma-
nières ; on peut diviser toutes les composantes de Vp par

(
V t

p Vp

)1/2 si
la matrice est symétrique. On peut aussi, ce qui est beaucoup plus
simple et efficace, ramener à la valeur 1 l’une des composantes par
exemple la plus grande. Ce dernier procédé a l’avantage que la com-
posante correspondante du vecteur itéré suivant donne le rapport à la
valeur précédente, c’est-à-dire tend vers la valeur propre de plus grand
module.
Exemple 17.

A =




7 6 2
1 2 −2
−1 −1 2


 λ = 1, 2, 8. (106)

7 7.5714285 7.8679246 7.9640288
1 1 1 1 1
0 0.14285714 0.20754718 0.22781775 0.23336345
0 −0.14285714 −0.18867924 −0.20143885 −0.20475761
V1 V2 V3 V4 V5

7.9906655 7.9976259 7.9994016 7.9998498
1 1 1 1

0.23480424 0.23517079 0.23526319 0.23528638
−0.20559973 −0.20581154 −0.20586464 −0.20587793

V6 V7 V8 V9

7.9999624 7.9999906 7.9999976
1 1 1

0.23529219 0.235229364 0.23529401
−0.20588126 −0.205888208 −0.20588229

V10 V11 V12
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8
1

0.23529410
−0.20588235

V13 : valeurs exactes

Remarque 18. ¦ S’il y a des racines multiples et plusieurs vecteurs
associés à un même λ, il arrive que l’on observe des oscillations d’un
vecteur à un autre, ce qui est très gênant pour le test d’arrêt.
¦ Il est préférable de ne pas égaler à 1 systématiquement la pre-
mière composante. En effet, si elle est nulle, les autres composantes
deviennent énormes et ceci peut être gênant pour la suite des calculs
(par exemple pour l’élimination de la racine). On cherche donc la plus
grande des composantes et c’est elle que l’on égale à 1.
¦ Il faut tester toutes les composantes car certains rapports restent
fixes très tôt (parfois même dès le début ; voir l’exemple suivant).
Exemple 18. Itérer le vecteur V ′ = (1, 0, 0) avec la matrice




9 1 −2
−4 6 2
−2 −1 9


 λ = 7, 8, 9.

En itérant avec A, on a le tableau suivant

1 9 81 729 6521 59049 531441
0 −4 −64 −772 −8320 −84484 −827584
0 −2 −32 −386 −4160 −42242 −413792
V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

Les premières composantes des vecteurs successifs donnent 9 dès le
début. On tend vers le vecteur tX = (1,−2,−1).
En itérant avec cette fois-ci A− 9Id (Id étant la matrice identité ou
unitaire), on trouve λ = 7 et tX = (0, 4, 2).

c) Itération d’un vecteur ligne.
Au lieu de partir d’un vecteur colonne arbitraire, on peut partir d’un
vecteur ligne H1 et former les vecteurs itérés successifs H1, H2, ..., Hm

par la relation
HpA = Hp+1. (107)

Tous les résultats précédents restent valables et on l’on peut obtenir
le vecteur ligne Yi associé à la valeur propre λi de plus grand module.
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Exemple 19. Considérons la matrice

A =

(
3 6
4 5

)
où λ1 = −1, λ2 = 9, (108)

et les deux vecteurs

X1 =

(
1
−1

)
, X2 =

(
1
1

)
.

Voici les résultats jusqu’à m = 7 de l’itération d’un vecteur colonne V1

et d’un vecteur ligne H1 ; pour la commodité de l’écriture et pour avoir
une disposition commune des deux tableaux, on a utilisé le vecteur
transposé tHp de Hp, qui est un vecteur colonne.

1 3 33 291 2625 23619 212577
0 4 32 292 2624 23620 212576

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

(109)

1 3 33 291 2625 23619 212577
0 6 48 438 3936 35430 318864

tH1
tH2

tH3
tH4

tH5
tH6

tH7

(110)

Les valeurs exactes des vecteurs propres lignes et colonnes de A sont

λ → 9 −1
1 3
1 −2
↑

X1

↑
X2

λi

↓
9 2 3 ← Y1

−1 1 −1 ← Y2

(111)

On voit que les suites (109) et (110) tendent vers les valeurs X1 et
Y1. Les rapports des deux premières composantes de V7 et de tH7 aux
mêmes composantes de V6 et H6 donnent 9.000254033 au lieu de 9.

d) Quotient de Rayleigh
¯Si on connaît les valeurs approchées de Hm et Vm respectivement du

vecteur ligne Y et du vecteur colonne X correspondant à la valeur
propre λ d’une matrice A, on peut calculer une valeur de λ qui a deux
fois plus de chiffres exacts que les vecteurs à l’aide du quotient de
Rayleigh qui s’écrit

HmAVm

HmVm

= λm. (112)
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Soient Em et Fm les erreurs sur les vecteurs Vm et Hm,

X − Vm = Em, Y −Hm = Fm. (113)

Le quotient de Rayleigh donne

λmHmVm = HmAVm, (114)

ce qui peut encore s’écrire

(λ− λm)HmVm = Hm(λU − A)Vm. (115)

Mais d’après

Y (λU − A) = 0, (λU − A)X = 0 (116)

et en tenant compte de (113), la relation (115) prend la forme

(λ− λm)HmVm = Fm(λU − A)Em. (117)

Cette relation montre que l’erreur (λ− λm) sur λ est proportionnelle
au produit de l’erreur sur Vm par l’erreur sur Hm. Elle est donc du
second ordre par rapport aux erreurs sur les vecteurs.
Si l’on arrête le processus itératif à Vm et Hm, on a deux fois plus
de chiffres exacts en calculant λm par (112) plutôt qu’en faisant le
rapport de deux composantes analogues dans Vm−1 et Vm (ou Hm−1

et Hm). On peut noter que (112) peut encore s’écrire

λm =
HmVm+1

HmVm

=
Hm+1Vm

HmVm

, (118)

ce qui simplifie beaucoup les calculs.
Exemple 20. Reprenons les suites (109) et (110). Elles donnent

λ6 =
H6V7

H6V6

=
12552243843

1394713761
= 8.99999999569804, (119)

avec 9 chiffres exacts alors que les rapports dans (104) avec (V7/V6),
on n’avait que 4 chiffres exacts.
Remarque 19. Si la matrice A est symétrique, il est inutile de cal-
culer les vecteurs lignes puisque Hm = tVm. On a alors

λm =
tVmVm+1

tVmVm

. (120)

Exemple 21. Reprenons la suite (103) ; d’après (104) on a

λ7 =
15690529805

1743392201
= 8.99999999770562, (121)

avec 9 chiffres exacts alors que les rapports dans (104) n’en donnaient
que 4.
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8.3 Elimination d’une valeur propre par déflation

Dans les méthodes qui suivent, on calcule d’abord une valeur propre et
son vecteur propre. Avant de passer au calcul de la seconde valeur propre,
il faut éliminer la première et si possible réduire l’ordre de la matrice d’une
unité. Cette opération est appelée la déflation. Il existe plusieurs procédés de
déflation mais nous allons seulement exposer la méthode de Hotelling et la
méthode de Wielandt que nous utiliserons plus tard.

8.3.1 Méthode de Hotlelling

Si l’on a trouvé une valeur propre λi d’une matrice A ainsi que ses vecteurs
propres Xi et Yi normalisés, soit

YiXi = 1, (122)

la matrice B, de même ordre n que A, définie par

B = A− λiXiYi, (123)

possède les mêmes valeurs propres que A sauf la valeur propre λi qui est
remplacée par zéro. Dans l’expression (123), le produit XiYi est une matrice
carrée d’ordre n telle que (XiYi)m,n = xmiyin.

Pour établir les propriétés énoncées il suffit de multiplier (123) par Xk,
ce qui donne

BXk = AXk − λiXi (YiXk) = λkXk − λiXi (YiXk) . (124)

Si i 6= k, on a YiXk = 0 et il reste
(
B − λk

)
Xk = 0. (125)

Ce qui prouve que λk est une valeur propre de B avec le même vecteur propre
Xk que la matrice A.

Si i = k on a YiXi = 1 et il reste

BXi = 0. (126)

Ceci prouve que Xi est aussi un vecteur propre de B mais avec la valeur
propre zéro.

Si la première valeur propre λ1 et ses vecteurs propres
(
X1, Y1

)
ont été

obtenus par itération d’un vecteur arbitraire V , il n’est pas nécessaire de
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recommencer le processus itératif avec B car on peut calculer directement
BmV . On a en effet, la relation

Bm =
(
A− λiXiYi

)m
= Am − λm

i XiYi. (127)

Pour démontrer (127) vérifions que, si elle est vraie pour m, elle est encore
vraie pour m + 1. On a en effet

Bm+1 =
(
A− λiXiYi

)(
Am − λm

i XiYi

)
= Am+1 − λm+1

i XiYi, (128)

en tenant compte de YiXi = 1, de AXi = λiA et YiA
m = λm

i Yi. Comme la
propriété se vérifie immédiatement pour m = 1, elle est générale.

De (127) on déduit

BmV = AmV − λm
1 X1Y1V = Vm − λm

1 (Y1V )X1. (129)

Comme on a calculé Vm, X1, Y1 dans les itérations avec A on a directement
BmV par (129) ce qui permet de calculer Bm+1V puis λ2 et X2. On aurait
de même avec un vecteur ligne initial arbitraire L

LBm = Lm − λm
1 (LX1)Y1. (130)

Il faut cependant noter que, dans (129), le vecteur BmV est donné par la
différence de deux termes assez voisins et il y a beaucoup de chiffres signi-
ficatifs qui disparaissent. L’erreur relative sur BmV est donc assez grande.
Néanmoins (129) conduit à une assez bonne valeur de départ pour λ2 et X2.
On peut l’améliorer ensuite par d’autres méthodes.

L’avantage de la méthode de Hotelling sur celle qui consiste à calculer λ2

avec un vecteur initial orthogonal à X1, c’est que λ1 et X1 ne tendent pas à
reparaître au cours des itérations ultérieures.

Exemple 22.

A =




7 6 2
1 2 −2
−1 −1 2


 , Y1 = (1, 1, 0), X1 =



−34
−8
7


 .

La matrice A possède la valeur propre λ1 = 8 et les vecteurs propres X1 et
Y1 (les deux autres valeurs propres sont 1 et 2).
On a

X1Y1

Y1X1

=
1

42




34 34 0
8 8 0
−7 −7 0



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et la matrice B donnée par (123) s’écrit

B =

(
A− 8

X1Y1

Y1X1

)
=




11

21

−10

21
2

−11

21

10

21
−2

1

3

1

3
2




.

Il est facile de vérifier qu’elle admet les valeurs propres 0, 1, 2, soit

||B|| = 0, ||B − U || = 0, ||B − 2U || = 0.

La matrice B a l’avantage d’avoir les mêmes valeurs propres que A, mais
en contrepartie elle est toujours d’ordre n au lieu d’être réduite d’une unité
comme dans les autres méthodes de déflation. Elle oblige à calculer le vecteur
ligne Y après avoir calculé le vecteur colonne, ce qui allonge la durée des
calculs et complique le programme. Cette difficulté disparaît si la matrice est
symétrique puisque Y = tX ; elle est atténuée si A est le produit BC de deux
matrices symétriques puisque dans ce cas on a tY = CX.

La méthode de Hotelling est surtout intéressante pour les matrices symé-
triques car elle conserve la symétrie. On peut donc appliquer à la matrice B
la même méthode qu’à la matrice A.

Remarque 20. La formule (123) peut s’écrire

B = (U −XiYi)A. (131)

Si on a déterminé p valeurs propres de la matrice A et les vecteurs propres
X et Y correspondants, on peut les éliminer en formant la matrice

C = (U −XpYp) · · · (U −X2Y2)(U −X1Y1)A. (132)

La matrice C possède les autres valeurs propres de A et p fois la racine zéro.
En particulier si l’on a obtenu un couple de valeurs propres conjuguées et
leurs valeurs, on les élimine en formant

C = (U −X∗Y ∗)(U −XY )A. (133)

Comme Y ∗X = 0, on peut aussi écrire

C = (U −X∗Y ∗ −XY )A = A− λ∗X∗Y ∗ − λXY. (134)

La matrice C est donc réelle.
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Remarque 21. La méthode de Hotelling s’applique sans difficulté quand il
y a des valeurs propres multiples correspondant à des diviseurs élémentaires
linéaires. Par contre, elle ne fonctionne plus lorsque la valeur propre corres-
pond à un diviseur élémentaire non linéaire. Dans ce cas, en effet on ne peut
faire18

YiXi = 1 car on a YiXi = 0.

8.3.2 Méthode de Wielandt

Dans cette méthode il est question d’élimination de racine et de réduire
l’ordre de la matrice d’une unité.
a) Formules générales. Supposons que l’on ait déterminé une valeur propre

λk et le vecteur propre colonne correspondant Xk d’une matrice A d’un
type quelconque ; considérons la matrice B définie par

B = A− λkXkL (135)

avec
LXk = 1, (136)

où L est un vecteur ligne uniquement soumis à la condition (136). Le
produit XkL est une matrice carrée alors que l’expression LXk est le
produit scalaire de deux vecteurs ligne et colonne, soit un scalaire.
En multipliant (135) par Xk et en tenant compte de (136), on a

BXk = 0. (137)

Ceci montre que Xk est aussi un vecteur propre de B avec la valeur propre
zéro.
Considérons le vecteur propre Zi défini par

Zi = Xi − λk

λi

Xk(LXi) avec i 6= k. (138)

Il est facile de voir que Zi est un vecteur propre de B avec la valeur propre
λi ; on a, en effet, d’après (138) et (135)

BZi = AXi − λk

λi

(AXk)︸ ︷︷ ︸(LXi) +
λ2

k

λi

Xk (LXk)︸ ︷︷ ︸(LXi),

18Considérez par exemple la matrice A =




4 −1 1
1 3 −1
0 1 1


 .
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ce qui, d’après (136) et du fait que AXk = λkXk, s’écrit simplement

BZi = λiZi; (139)

c’est ce que nous voulions démontrer.
De (137) et (139) il résulte que la matrice B a les mêmes valeurs propres
que la matrice A, sauf la valeur propre λk qui a été remplacée par la
valeur propre zéro.
Les vecteurs propres de A et B sont reliés par les expressions (138) quand
i 6= k. Il est utile de pouvoir remonter des vecteurs de B à ceux de A.
Pour cela, nous multiplions (138) en avant par L ; ceci donne

LXi =
λi

λi − λk

(LZi). (140)

En portant cette expression (140) dans (138), on obtient la relation cher-
chée

Xi = Zi +
λk

λi − λk

(LZi)Xk, (141)

qui permet de calculer le vecteur Xi associé à A une fois que l’on a
déterminé Zi associé à B.
Remarque 22. On notera que si L = Yk (Yk est le vecteur ligne associé à
λk) la méthode de Wielandt devient identique à la méthode de Hotelling ;
on a alors LXi = 0 et (140) montre que LZi = 0 ; la formule (141) se
réduit donc à Xi = Zi.

b) Choix du vecteur L. Supposons que le vecteur Xk soit normé sur sa
composante de plus grand module ; on a donc

tXk =
(
x1k, x2k, . . . , x(j−1)k, 1, x(j+1)k, . . . , xnk

)
, (142)

si c’est la composante j qui a le plus grand module.
Dans ces conditions, le vecteur L le plus commode que l’on puisse consi-
dérer est le vecteur Aj∗, formé par la j-ème ligne de la matrice A dont
toutes les composantes ont été divisées par λk, soit

λkL = Aj∗. (143)

On a en effet avec (143),

LXk =
1

λk

Aj∗Xk = xjk = 1. (144)

Avec (143), les formules fondamentales (135) et (141) prennent la forme
simple
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B = A−XkAj∗, (145a)

Xi = Zi +
Aj∗Zi

λi − λk

xk. (145b)

Puisque xjk = 1, la formule (145a) montre que la jième ligne de la matrice
B est nulle, soit

Bj∗ = 0. (146)

Grâce à la formule (143), la formule (138) s’écrit

Zi = Xi − xjiXk. (147)

Elle nous montre que la jième composante de Zi est nulle, toujours à cause
de la relation xjk = 1 ; d’où l’égalité

zji = 0. (148)

Grâce aux relations (146) et (148), on peut utiliser à la place de la matrice
B, la matrice d’ordre (n − 1) obtenue en supprimant dans B la ligne j
(déjà nulle) et la colonne j. Cette matrice d’ordre (n − 1) possède les
mêmes valeurs propres que B (sauf la valeur propre zéro) et des vecteurs
propres qui ont les mêmes composantes que les vecteurs propres de B,
sauf la jième (qui avait la valeur zéro dans les vecteurs propres de B). En
définitive, on a éliminé la valeur propre λk et réduit l’ordre de la matrice.
Sur la matrice obtenue, on peut recommencer le processus et arriver ainsi
de proche en proche à une matrice d’ordre 1.
Remarque 23. Au lieu d’utiliser la notation Aj∗, on pourrait introduire
le vecteur ligne E ′

j

E ′
j = (0 0 . . . 0 1 0 . . . 0), (149)

qui a sa jième composante égale à 1 et toutes les autres nulles. On a alors

E ′
jA = Aj∗. (150)

Ainsi, les formules (145a) et (147) s’écrivent

B = (U −XkE
′
j)A,Zi = (U −XkE

′
j)Xi, (151)

où U est la matrice unité d’ordre n.
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Exemple 23. Considérons par exemple la matrice A ci dessous qui admet
pour valeurs propres : 1, 2, 3 et 4.

A =




−2 1 −3 2
1 1 1 0
4 −2 5 −3
5 −1 5 6


 X4 =




22
−3
−31
21


 .

On trouve d’abord λ4 = 4 et le vecteur X4 ci-dessus. La plus grande19
composante de ce vecteur est −31 ; on divise donc toutes les composantes
par ce nombre, ce qui donne

X ′
4 =

(
−22

31

3

31
1 − 21

31

)
.

On a donc ici j = 3. On trouve aisément

X4A3 =




−88

31

44

31
−110

31

66

31
12

31
− 6

31

15

31
− 9

31

4 −2 5 −3

−84

31

42

31
−105

31

63

31




.

On en déduit B par

B = A−X4A3∗ =
1

31

26 −13 17 −4
19 37 16 9
0 0 0 0

239 −73 260 123

.

En supprimant la troisième ligne et la troisième colonne, on obtient la
matrice C d’ordre 3 suivante

C =
26 −13 −4
19 37 9
239 −73 123

.

Cette matrice admet la valeur propre λ = 3 et le vecteur propre W3 tel
que

W ′
3 = (11 − 17 − 129) .

19au sens de la valeur absolue bien évidemment.
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Le vecteur propre correspondant Z3 de B est tel que

Z ′
3 = (11 − 17 0 − 129) .

0n a A3∗Z3 = 465, (λ3−λ4) = −1 ; dans ces conditions, la formule (145b)
donne le vecteur propre X3 de A, soit

X3 =




341
−62
−465
186




ou tout simplement,
après division par 31 X3 =




11
−2
−15
6


 .

Remarque 24. L’avantage de la méthode de Wielandt sur celle de Ho-
telling, c’est qu’il n’est pas nécessaire de calculer le vecteur Y et qu’elle
réduit d’une unité l’ordre de la matrice.
En contrepartie, les vecteurs propres des matrices “déflationnées” ne sont
pas les mêmes que les vecteurs propres de la matrice A. Il y a donc un
calcul de remontée20 qui est assez compliqué. Elle n’est pas indiquée pour
les matrices symétriques car elle détruit la symétrie ; ceci dans la me-
sure où l’on veut utiliser des méthodes de calcul spéciales aux matrices
symétriques.

8.4 Analogie avec la méthode de Bernoulli

La formule (91) étant semblable à celle rencontrée dans la méthode de
Bernoulli (53), on en déduit qu’il doit exister une formule de récurrence à
n + 1 termes du type de la formule définie dans (Algorithme 1). Les mé-
thodes deviennent même identiques si la matrice est sous la forme standard
de Frobenius. Soit en effet




−p1 −p2 −p3 · · · · · · · · · −pn

1 0 0 · · · · · · · · · 0
1 0 · · · · · · · · · 0

1 · · · · · · · · · 0
. . . . . . ...

. . . . . . ...
1 0




(152)

20 Quand on a obtenu les vecteurs propres des matrices réduites d’ordre respectivement
(n − 1), (n − 2), ..., 2, 1, il faut remonter aux vecteurs propres de A. Pour cela, il faut
stocker au fur et à mesure des éliminations et réductions les éléments qui seront nécessaires
pour ces calculs.
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et
(xk+n−1, xk+n−2, . . . , xk+2, xk+1, xk), (153)

les n composantes du vecteur colonne Vk. Avec la forme (152), la première
composante du vecteur itéré Vk+1 s’écrit

(Vk+1)1 = −[p1xk+n−1 + p2xk+n−2 + · · ·+ pn−1xk+1 + pnxk]. (154)

Si on appelle xn cette composante, on a bien la relation de récurrence de la
méthode de Bernoulli.
Les autres composantes sont





(Vk+2)2 = xk+n−1,

(Vk+1)3 = xk+n−2,

· · · · · · · · · · · · · · · .

(155)

Elles sont donc égales aux précédentes décalées d’un rang vers le bas. A
l’itération suivante, on aura

xk+n+1 = −[p1xk+n + p2xk+n−1 + · · ·+ pn−1xk+2 + pnxk+1]; (156)

c’est donc encore (154) où k est remplacé par (k+1). Au lieu des composantes
xi qui correspondent aux vecteurs colonnes, on peut songer aux composantes
yi d’un vecteur ligne H1 = (1, 0, 0, . . . , 0) qui serait itéré de la droite par A.
Si les composantes de Hk sont écrites sous la forme

Hk = [y
(k)
1 , yk

2 , . . . , y
(k)
n ], (157)

les solutions de Hk+1 = HkA sont reliées aux précédentes par les relations
{

y
(k+1)
m = pmy

(k)
1 + y

(k)
m+1, si m = 1, 2, . . . (n− 1),

y
(k+1)
n = pny

(k)
1 , si m = n,

(158)

ces relations sont plus simples que celles de Bernoulli, mais elles sont plus
nombreuses. La valeur propre de plus grand module λ1 est toujours donnée
par

λ1 = lim
k→∞

y
(k+1)
m

y
(k)
m

. (159)

Revenons au cas d’une matrice A quelconque, la formule (91) étant la même
que dans la méthode de Bernoulli, tous les développements de cette méthode
pour les racines d’un polynôme sont encore valables ici. Toutes ces méthodes
s’appliquent à l’une quelconque des n composantes du vecteur itéré Vm (ou
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du vecteur Hm).
En particulier du fait que l’erreur tend vers zéro comme (λ2/λ1)

m en fonction
du numéro m de l’itération, on en conclut que la convergence sera rapide
quand la racine qui suit la racine de plus grand module est nettement plus
petite. Dans le cas contraire, la convergence peut être très lente et à la limite
on a le cas des racines multiples.
Le cas le plus défavorable pour la convergence est celui où le rapport |λ2|/|λ1|
est voisin de 1 et où le coefficient a1 de la formule (90) est petit.

8.5 Calcul en chaîne des vecteurs Xi et valeurs propres λi

8.5.1 Matrices symétriques.

Dans ce cas, la méthode d’élimination de Hotelling est particulièrement
indiquée. On calcule donc par itération λm et Xm, puis on forme la matrice B

B = A− λm
Xm

tXm

tXmXm

(160)

et on recommence avec la matrice B comme avec la matrice A. De proche en
proche, on obtiendra ainsi toutes les valeurs propres et leurs vecteurs.
Le test d’arrêt doit porter sur le vecteur, avec





P =
∑

i

∣∣x(k+1)
i − x

(k)
i

∣∣,

Q =
∑

i

∣∣x(k+1)
i

∣∣. (161)

On arrête si
P/Q < 10−n0 .

Exemple 24.

A =




2 −6 2
−6 1 −4
2 −4 −3




λ = −9 −6 −3
2 1 2

X = −2 2 1
1 2 −2

Nous allons regrouper les valeurs obtenues dans le tableau ci-dessus.

Nombre
d′itérations

42 22 4

λ 9.00000000 −6.0000009 −3.0000000
0.99999999 0.99999999 0.99999999

X −0.99999997 2.0000003 0.50000023
0.50000001 2.0000007 −0.99999946
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Commentaires :
Pour la valeur propre −6, la convergence est presque parfaite aux alentours
de la 22e itération alors que pour λ = 9, il en faudra davantage.

8.5.2 Matrices non symétriques à valeurs propres réelles

Dans ce cas, la méthode d’élimination de Hotelling nécessiterait le calcul
du vecteur Y qui est en général sans intérêt. Il vaut donc mieux utiliser la
méthode de déflation de Wielandt avec chaque fois une réduction de l’ordre
de la matrice.

8.6 Itération d’un vecteur complexe

Quand on a deux racines conjuguées de même module, il faut calculer
leur somme s et leur produit p si l’on veut itérer un vecteur réel. On peut
aussi dans ce cas, itérer avec la matrice (A− ip U) où p est un nombre réel ;
on sépare alors les deux racines conjuguées de même module mais le vecteur
itéré devient complexe. On peut donc avoir un programme qui soit utilisable
pour une matrice quelconque à éléments complexes.

Le choix du paramètre p devrait correspondre au maximum du rapport
[µ+ i(p+ν)]/[µ+ i(p−ν)], soit p2 = µ2 +ν2, mais ce choix est difficile quand
on a aucune information sur le module de la racine que l’on cherche.
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