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Abstract :

Viscosity coefficient of a neutral gas at atmospheric
pressure, high pressure, and in the liquid state,
with help of the F.S. kinetic equation and a new hypothesis

of irreversibility.

Key-words : kinetic F.S. equation, micro-irreversibility

closure of B.B.G.K.Y. hierarchy, viscosity.

The calculations of the viscosity coefficient of a gas

become very complicated when the density of particles increases.

The efforts of Enskog and Chapmann are pioneering contri-
butions to the study of dense gases. They modified the Boltzmann

equation and applied it to a dense gas.

These calculations become very complicated because of the
possibility of occurence of more than two particles collisions.
But, the hypothesis of the "molecular chaos'" cannot always be
valid, and the correlations between the particles become more

important with increasing demsity.

Yet, Enskog preferred the rigid spherical model also
because, he believed on the basis of analysis of Jeans' that for
rigid spherical molecules the assumption of molecular chaos made
by Boltzmann remains valid at large densities. Frey and Salmon
have developed a method for solving the classical and well-known

problem of closure of the B.B.G.K.Y. hierarchy.

The postulate of molecular chaos imposes that between two
collisions two particles evolve without correlation, and if the
interaction consists only of binary collisions, the postulate
of "linear relaxation" imposes a relation of closure and irrever-
sibility.

Now in equilibrium, there exist spatial correlations wlZ

between the particles defined by

*Jeans, Dynamical theory of gases 4th Ed, page 54 (1925)



£ = f

*
MM
12 1 ¥yp and £ = f

It is possible to write f12 and f1 in the form :

23

£ = E15000 + Xy

F123 = £15283%123 * Xq23
where X]Z and Xjp3 are variations corresponding to the variation

of the local equilibrium.

With these relations, it is postulated that the approach
to equilibrium is described by a relaxation time which is to

the order of the collision time of two particles.

a]Z is the collision operator of the second equation of
B.B.G.XK.Y., the closure relation is written

B RVt Epy
12X123 ~ T

-~

G

The postulate of molecular chaos asserts that the loss of
information responsible for the irreversibility takes place between
the collisions. The postulate of linear relaxation applied to X123
asserts that a dissipation takes place during the crossing time

through the positive zone of the interaction potential.

However, the results of calculations of the viscosity
coefficient do not agree with experimental results, and the theory
seems to need a coefficient. The relaxation time is smaller than

the time of colliding particles (coefficient 8).

The introduction of a micro-irreversibility process in the
collision between two particles compatiBle with the H-theorem,
cannot assure the definition of the band of dissipation on the
basis of dynamics and statistical models. We need the theory of

the intermolecular forces and the electromagnetic theory.

In order to overcome this difficulty, we define by simula-
tion a relation between the relaxation of the pair distribution

function and the collision time of two particles.

f? = velocity distribution function of Maxwell.

no-markovian.



In this way, we get a band of dissipation in the attractive
part of a realistic potential as Lennard-Jones or Hanley-Klein
potential. It is the space where the acceleration variations are

negative.

The knowledge of this band of dissipation permits to
compare the theories of Boltzmann and Frey-Salmon at atmospheric

pressure, with the same potential.
The results are in very good agreement with the experiment.

Thus, this new hypothesis seems to be significant in the
study of the dense gases and liquids. This theory demonstrates the
computation of the relaxation time using only the positive part

of the potential is incomplete.

This part of the potential varies very slowly whatever the
temperature and demnsity, and gives no important variations of the

time t. It is not realistic.

The introduction of the potential of mean force in the
equation for the conservation of energy that permits the calcula-
tion of v with the band of dissipation defined by simulation is

also useful.

Yet, these calculations are possible, because the kinetic
equation F.S. presents the possibility to carry out the extension
of dilute gases to the dense gases with help of the B.B.G.K.Y.

hierarchy closure.

But now, it 1is necessary to attach a great importance to
the decay of wlz(x,t) in the postulate with the variations X9

and X 943 DOt in equilibrium.

The kinetic F.S. equation providing macroscopic quantities,
it is possible to solve it by a moments method and obtain equa-

tions of fluids mechanics.
Thus, the interparticular pressure tensor can appear.

The kinetic F.S. equation permits with this pressure
tensor to calculate two viscosity coefficients, the first kinetic

and the second interparticular.



The total viscosity is the sum of the two coefficients.

The second will be egal to zero at atmospheric pressure,

but increases greater than the first when the density increases.

The use of the correlation functions (Percus-Yevick,
parametric integral equation of Carley, molecular dynamics of
Verlet) give good results for the calculations of T in the study
of the argon gas up to the liquid state and permit to obtain the

viscosity coefficient.



DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit N le nombre de molécules, et n = % la densité parti-
culaire (m—3) et e en kg m_3 (g.cm_3). Les molécules sont consi-
dérées comme des points matériels, et chaque &tat est caractérisé
par un vecteur position ¥ et un vecteur vitesse w. L'état du

systéme a t est défini par 1'ensemble du systéme :

> - -
X b4 vees X
1’ 2°? N
- > >
w w e v o e W,
1° 22 N

Les composantes cartésiennes sont x. _, wW. .
i,s i,s
i est 1'indice de la composante, s le numéro de la particule.
L4 - g + - Pl
Sur la particule s s'exerce une force extérieure XS représentée
par les composantes Xi s 3 les forces d'interaction a4 caractére

2
central ont des composantes de la forme :

Elles 'dérivent d'un potentiel du type\fst :

af 4

% st rSt > > -
= . r = X - X
st dr t t ]

st rst s

Les fonctions de distribution simple... d'ordre s sont désignées
par

Eps Bpgoeees Byo g
La densité particulaire s'écrit :

7 Jflﬂﬂl
le vecteur vitesse moyenne :

v, . = —tlw, £ dw

k, 17w Ve, 1=

) ; - > -
et le vecteur vitesse relative : V, = w, - v

1 1 1

Le tenseur de pression cinétique :

Prg,1 = fmvk,lvz,lfléﬂl



Le tenseur de flux d'@nergie thermique

Prgr,1 = vak,lvz,lvr,lfléﬂl

La pression cinétique scalaire

3

P, =+ ) p
153 L Pk,

Le calcul du coefficient de viscosité interparticulaire oblige
4 connaitre le tenseur de pression interparticulaire dont

k2,1
1'expression en milieu homogéne est :

o
Men,1 ZJXk,IZ(XZ,Z Xp, 1)mydr
n, €tant la densité double
- > -
nyp = Jflzéﬂ1ﬂﬂz et T =X, T X

Les opérateurs utilisés sont dérivés du systéme B.B.G.K.Y.

X
P~ 9 -> 3 1 9
Dy =5 " Vit s
Bxl Bwl
X +X X +X
5 > 3 > 9 ARSI 27 %21
D, == +w + W, . + . + .
12 ot 1 a+ 2 8+ m 5 m 5
% X9 Y1 Yo
X.. 9of
G f S (B2 P
1712 m > =X28Yy
Bwl
X 5f X.. of ..
G, ,f SO N 2 123 dx,dw, - ~23 123 dx,dw
127123 m . —=3—73 m > —=3—73
oW ow
1 2
p(x,t) = fonction de corrélation dépendant du temps
g(x) = fonction de distribution radiale
fM = fonction de distribution maxwellienne
o = diamétre moléculaire
\?(r) = potentiel interparticulaire
T = température
k = constante de Boltzmann

o - ° . T -
n = densité particulaire, m = masse d 'une molécule.



densité
= valeur de 1'énergie au fond du puits du potentiel
= abscisse correspondant 3 €
= paramétre d'impact
= vitesse relative d'une particule fictive
= distance de moindre approche dans une collision
} = abscisses de la zone de dissipation
correspond & une distance de moindre approche, pour b
donné
= coefficient de viscosité de glissement (shear)
= coefficient de viscosité interparticulaire
= coefficient de viscosité cinétique
= coefficient de viscosité de dilatation (bulk)
= potentiel interparticulaire dérivant d'une force moyenne

= angle de diffusion

Expressions fonctionnelles :

u12[§1,§2,¢] = fonction de corrélation totale
>

I ETE A

fonction de corrélation directe

¢

champ perturbateur appliqué.

Variables réduites

1]

1
2

b/c

mgz/e

r/o

rc/o
f/s

/e

kT/e.
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INTRODUCT ION

Le calcul de la viscosité d'un gaz dense devient trés vite
compliqué. La raison est simple, il y a des possibilités de colli-
sions non seulement entre deux particules mais trois et plus,
ainsi que des transferts de "forces vives" 3 partir d'un centre
de masse d'une particule 3 une autre 3 travers l'action des forces

intermoléculaires.

Les efforts de David Enskog sont les premiers et apportent
une contribution importante d 1'é&tude des gaz denses. I1 modifie
l'équation de Boltzmann et l'applique aux gaz denses pour des mo-
lécules de sphéres dures uniquement. Ce modéle moléculaire a &té
étudié du fait que la probabilité, pour de telles molécules, de

collisions multiples instantanées est négligeable.

Les efforts de Frey—-Salmon se sont orientés vers le pro-
cédé désormais classique de la fermeture de la hiérarchie d'équa-

tions B.B.G.K.Y.

L'hypothé&se F.S. consiste 3 écrire :

~

|
GioXigy = TLE o0 - £, ]

T représente un intervalle de temps de l'ordre de la durée moyenne

d'une collision.

Si dans 1'évaluation des coefficients de viscosité des gaz
a4 pression atmosphérique, on doit tenir compte seulement de la
contribution cinétique des particules, il est nécessaire pour les

gaz denses d'ajouter la contribution interparticulaire.

En effet, ces expressions exigent la connaissance de la
fonction de corrélation & 1'équilibre thermodynamique appelée
communément fonction de distribution radiale. Celle-ci a &té dé-
terminée par Percus-Yevick. On peut retrouver son résultat plus
simplement, en utilisant le développement d'une fonctionnelle en
série de Taylor ou par une approche 4 1'aide de diagrammes ou

théorie des graphes.

L'établissement de cette &quation n'est pas fait & partir
d'approximations & caracté&re physique bien établi mais & partir

de considération analytique. Mais il s'avére que la qualité fonda-



mentale de cette équation est surtout d'ordre euristique.

Toutefois, l'association de ces deux théories (F.S. et P.Y.)
pour le calcul a permis la détermination des coefficients de vis-

cosité des gaz denses.

Une premiére partie est consacrée 3 la détermination des
temps de collision de deux particules non perturbées et dans un
second cas en tenant compte de l'environnement, & la détermination
d'une fermeture fonctionnelle et aux résultats théoriques du coef-

ficient cinétique de viscosité d'un gaz 3 pression atmosphérique.
g p

Dans une seconde partie, avec l1'équation intégrale de
Percus-Yevick ainsi que d'autres fonctions de corrélation, et
l'expression de la viscosité interparticulaire on détermine la va-
leur théorique de ce coefficient pour un gaz dense et un liquide.
Les résultats obtenus sont en bon accord avec 1l'expérience. Leur
détermination est faite sans approximation, c'est la conséquence

de 1'intégration de potentiels réalistes.

Ce travail est 3 bien des égards déterminant, car il essaie
d'enlever tout doute, sur le temps de la relaxation linéaire, et
sur la zone de dissipation correspondante. La premiére conséquence

est le calcul des gaz demnses avec un modé&le rigoureux.

I1 peut @tre appliqué & d'autres cas physiques, par une
extension de la fermeture de la hiérarchie aux milieux faiblement
ou complétement ionisés,par exemp1e¥. Cependant, la détermination
des coefficients de viscosité@ des liquides en théorie statistique
classique conduit & des calculs de plus en plus longs et inextri-

cables dans 1'état actuel des connaissances.

* . ~ - : .
Interaction entre un électron et une molécule potentiel attractif

ae < < . ~

Tg(r) = eV = - 5 ; 4 trés courte distance un é€lectron et une
T

molécule interagissent au moyen de forces de nature quantique,

mais il est difficile de donner des informations générales.



CHAPITRE I

VISCOSITE DES GAZ DILUES

Un gaz dilué est un gaz dont les propriétés physiques peu-
vent Etre entiérement décrites en termes de collisions binaires
et sans corrélation entre ses particules. Des collisions 3 trois
corps ou a4 des ordres plus é&levés ne contribuent pas & ses pro-
priétés. Une caractéristique d'un gaz dilué est que la viscosité

de cisaillement est indépendante de la densité 6u de la pression.

L'8quation cinétique F.S. repose sur l'association d'une
notion de pseudo-&quilibre et d'une notion de temps de relaxation
appliquées 38 la seconde &quation de B.B.G.K.Y.. Cette association
est expliquée en traduisant la fermeture en termes de fonctionnel-
les. Ainsi, les m@mes notions appliquées 3 la premiére équation
B.B.G.K.Y. permettent d'obtenir une &quation cinétique qui contient

le terme d'interaction de Vliasov et celui de BGK.

L'équation cinétique de Vlasov-BGK est basée sur l'associa-

tion de deux hypothéses :

- d'une part, la fonction de distribution double f12 est

proche d'une valeur de pseudo—équilibre* f?fgw étant la

12> V12
fonction de corrélation & 1'équilibre thermodynamique,
- d'autre part, en cas de retour 4 1'équilibre, 1'évolution
de la fonction de distribution simple f]}vers sa forme 3 1'équi-
libre thermodynamique f? se fait avec un temps de relaxation T, 3
il caractérise l'ordre de grandeur de la durée moyenne qui sépare

deux collisions.

Par contre 1'&quation F.S. est fondée sur deux hypothéses
a4 priori de méme nature, mais qui physiquement semblent se tra-
duire d'une mani&re beaucoup plus réaliste bien que ces hypothéses

soient totalement opposées 3 la théorie de Boltzmanmn :

Equilibre thermodynamique local.



- La fonction de distribution triple f123 est proche d'une

valeur de pseudo-équilibre local

w]23 étant la fonction de corrélation

- et 1'évolution de la fonction de distribution double f]2

vers sa forme au pseudo-&quilibre local f]Z f¥fgw12 se fait

avec un temps de relaxation T de 1'ordre de la durée d'une colli-

sion violente (= 10-_]3 s).

Ce temps T peut caractériser le retour du coefficient de
corrélation de la fonction de distribution double Cig = é%%% a
sa forme 3 1'équilibre w]Z sous l'action des collisions quand
disparaissent toutes les causes d'écart & 1'équilibre. Cependant,
en gaz dense, il n'est pas possible de se limiter & la simple
collision de deux particules. Il est nécessaire de tenir compte
de la perturbation due &4 l'environnement qui modifie la collision ;
pour un gaz dense, ce temps est de 1l'ordre de lO-_14 s, c'est-d~-dire

dix fois plus faible que la durée d'une collision binaire.

La premiére partie du chapitre I sera consacrée a 1'équation
de Boltzmann et aux résultats obtenus avec le potentiel de Hanley~-

Klein pour la détermination du coefficient de viscosité.

La seconde mettra en évidence 1'équation cinétique F.S..Le
postulat de la relaxation linéaire sera traduit en terme de fonc-
tionnelles qui permettront de définir plus précisément quantitati-

vement et qualitativement la valeur de ce temps T.

La troisiéme sera le calcul du temps de collision T de deux
particules dans un repére relatif comme si 1l'environnement n'exis-

tait pas ; puis dans un second temps en tenant compte du milieu.

La derniére permettra de montrer qu'en utilisant un poten-
tiel mis au point par Hanley-Klein dans la théorie de Boltzmann,
on retrouve avec la théorie F.S. de bons résultats de la viscosité,

aprés avoir défini une zone de dissipation par "simulation'.

Les résultats obtenus font l'objet de commentaires, dans un

paragraphe appelé "Irreversibilité& et entropie'.



1, EQUATION DE BOLTZMANN., POTENTIEL DE HANLEY-KLEIN.
RESULTATS DE LA VISCOSITE

A. POSTULAT DU CHAOS MOLECULATIRE ET EQUATION DE BOLTZMANN

Ce postulat a déji un peu plus de cent ans, et il reste
cependant encore intéressant non seulement pour ses conséquences

heureuses, mais aussi pour les polémiques qu'il entraine.

Avant méme de déterminer 1'é@quation de Boltzmann, il est
nécessaire d'exposer l'ensemble des hypothé&ses qui ont permis de

1'obtenir,

1. On considére que le gaz est dilué, c'est-d-dire les forces
d'interaction sont intenses vis-d-vis des forces extérieures
mais leur portée voisine du diamétre ¢ des molécules reste

1/3

faible devant la distance moyenne entre particules n soit

3 ~ . . . .
no- << 1. La fréquence des collisions triples si elles existent
dans ce milieu est tré&s faible devant celle des collisions bi-

naires.

2. Durant les collisions binaires, ou durant le passage des parti-
cules dans la zone d'interaction, les forces extérieures dispa-
raissent complétement devant les forces d'interaction, et les
variations temporelles et spatiales 3 1'échelle de la durée et
de la zone de collision sont négligeables pour la fonction de

distribution simple.

Ce qul signifie que les ph&noménes d'interaction sont des colli-
sions binaires et brutales ; entre deux collisions les particules
ne sont soumises & aucune force et suivent une trajectoire recti-

ligne.

Ecrivons les deux premi@res équations de la hiérarchie
B.B.G.K.Y. qui utilisent la fonction de distribution simple, dou-

ble et trip1e¥.

* .
DELCROIX, Physique des Plasmas.



On suppose que la densité est faible vis-d-vis des forces
d'interaction si bien que 1'on peut négliger les termes d'inter—

action triple

Bflz - Bflz aflz X]+X12 Bflz X2+X21 Bflz
+ w, . + W, + + =0
ot 1 5% 2 8% m e m a+
*1 *2 Y1 Y2
(1.1)
et que les forces sont 3 courte portée, c'est—a-dire X9 inférieur

4 une certaine valeur R, et négligeables si x > R. R est 1la

12
portée des forces d'interaction. On peut ainsi réduire le second

terme de la premié&re &quation :

S f Sf X. of X, ., of
Ly 3 Lo L Lo p 12 712 4, 4 (I.2)
3t 1°3% m’ > m S 42X, C&W, :
1 ow 3w

en limitant le volume d'intégration sur la variable X, a une

sphére de rayon R centrée sur le point x;- En changeant de wvariable

X = §2 - §1 1'équation (I.1) devient
> =
Rl R S P IS A b SAd b
3t Vi3 V2T m
Bx] X Bw]
> >
X, +X af
+ 2 721 ) 12 _ 0 (1.3)
m ->
sz

Multipliéepar dx iﬂz et intégrée pour x sur le volume de la sphére

' s . - . .
d'interaction S et pour w, sur tout l'espace des vitesses, le

-
dernier terme donne un résultat nul si la force extérieure X2 et
->
la force d'interaction X21 satisfont la condition
BXi
= 0
oW .
i

* .+ - P P o -~ . P .
La force extérieure Xl est considérée faible 3 1'intérieur de la
- . . > > . L.
sphére d'interaction X1 << X12' Les variatdions de f12 sont assez

lentes et les deux premiers termes sont négligeables devant le

troisié&me, mais dans les conditions suivantes :



3f]2
1’3’5:;"“ << £
of
12
et 5t ¢ <%

T représente l'ordre de grandeur et la durée d'une collision

binaire 10—13 S.

Ainsi les variations spatiales et temporelles de f]2

doivent 8tre lentes 3 1"&chelle de la portée des forces et de la

P R

Le terme d'interaction entre particules s'écrit

B(f - .- af”dd I.4
(£,5) = () =y S 494X dw, (I.4)
— X
S W2

L'intégrale peut &tre transformée en une intégrale de surface

étendue 3 la surface I de la sphére : (figure ci-dessous).

- ->
B(flz) = J J (WZ-WI)-nfldedWZ
L W,
n est le vecteur unitaire porté par la normale sortante a I

> >

Wo =W étant alors constant dans la sphére, celle-ci est partagée

en deux demi-sphéres par le plan perpendiculairement & %2—§1.

Le calcul est séparé en deux, en considérant la zone avant la

rencontre et apreés
_ - _ » =
B(f12) = J(SA+SB)dw2 = J(w2 w]). flde
A
+

[(% -w.) .o, ,dZ (1.5)
B

L'hypothé&se du "chaos moléculaire" permet d'écrire :

> > -
SA = {(wz—w]).nf]fzdz
A



Sphére d'interaction dans la collision

D'aprés le théoréme de conservation de la densité en phase,
on peut affirmer que la fonction f12 a gardé pour les particules
qui sortent sur B la valeur qu'elle avait quand elles ont pénétré

dans la sphére §,

—_ 1" "
f12 = 55,

Les fonctions de distributionssimples sont supposées varier peu

en fonction de la position & 1'échelle de la sphére, car

Bflz
z—*g's—{r_‘R << f12 . (1.6)
1

Ainsi SB s'écrit :

- _+——> +"
SB [ (W2 wl).nf]fde .
d'ol A
_ ety T -
B(fIZ) = J(flf2 flfz)(w2 W]).ndZ‘.dw2
A
ou encore
= ver . v
B(f,,) = J(flfz ££,)8d%_dv, . (1.7)

dZO représente un €lément de surface dans le plan perpendiculaire
d la vitesse relative %2-%1 = -~g, dZo peut s'écrire en fonction
du paramétre d'impact b et ¢ angle polaire dans le plan perpendi-
claire a ﬁz—gl:

dZ = bdbdI .
o

On obtient finalement la célébre équation de Boltzmann

suivant une méthode dont 1l'idée revient 3 Yvon



8F, , Of, %1 2F |
——— v S8 ' |-
STt Vet — J(flfz £,£,)gbdbdzdw,. (1.8)
X oW

1 1

Dans ce cas l'irréversibilité n'est pas due 3 la non
linéarité de 1'équation de Boltzmann, mais 34 sa structure. On peut
prendre comme exemple la premiére équation de la hiérarchie
B.B.G.K.Y. et changer (t » -t, w > ~w). Chaque membre de 1'équation
changera de signe, mais cette &quation B.B.G.K.Y.! est invariante

par rapport 3 cette transformation.
Pourtant B.B.G.K.Y.1 est non linéaire en f1 !

Cependant, cette hypothé&se du chaos moléculaire a un aspect

peu satisfaisant, elle doit @tre requise & chaque instant.

L'irréversibilité est liée au fait que 1'information conte-

nue dans la fonction de distribution f] n'est que partielle.

Mais, les difficultés qu'impliquent 1'hypothé&se du chaos
moléculaire sont relatives 3 son énoncé. En effet, il comporte
d'une mani&re sous-jacente deux propositions, 1'une gqui serait une
véritable hypothé&se et 1'autre qui ne serait qu'une approximation,

valable uniquement dans le cas d'un milieu dilué.

B. EXPRESSION DU COEFFICIENT DE VISCOSITE EN THEORIE DE
BOLTZMANN

L'expression du coefficient de viscosité qui peut 8tre
obtenu a partir de 1'équation cinétique de Boltzmann est une fonc-
tion, dans le cas d'un gaz 3 pression atmosphérique, de la tempé-
rature et du potentiel interparticulaire défini par les valeurs du
fond du puits et du diamétre de la sphé&re moléculaire relative aux
gaz.

/2 3 89(2’3)¥

2
1 + - 7 (1.9)
196( 9(2’2)* )

(ﬁka)1
2 (2,2)F
To Q"

-
H 16

L'angle de diffusion ¥ aprés collision s'@crit.en coordonnées

réduites

b \{¥
r - 2p® J dx m_ 2 (x)

¥ (1.10)
v

ol



* . . ~ .
v est la vitesse relative et x _ @tant la plus grande racine du
dénominateur,

. . % )
L'intégration de X sur toutes les valeurs de bm permet d'obtenir

la section efficace :

2 - f (1-cos¥y)b db™ (1.11)

- m m
p o= L = 1)

2. ]+Q, (e}

Finalement 1'intégrale de collision s'écrit :

Q(Q)(v*) =

o %2
* -v /T
g(ks8) 2 Q8D (v¥yy¥2st3 o av’™

(s+1)17¥(5+2) J

(o]

C. OPTIMISATION DU POTENTIEL HANLEY-KLEIN AVEC LA VISCOSITE
DE BOLTZMANN, ET LE SECOND COEFFICIENT DU VIRIEL

I1 vy a un grand nombre d'expressions théoriques fondamenta-
les qui donnent des propriétés macroscopiques mesurables comme la
compressibilité, 1'énergie interne..., en termes de potentiels,
qui seront testés en les comparant aux grandeurs expérimentales
correspondantes. Seulement, pour des raisons physiques (qualités
des équations, hypothé&se...) on se limite & 1'expression du coeffi-
cient de viscosité de Boltzmann et au second coefficient du viriel.
C'est ce qu'ont fait Hanley et Klein. Une autre raison facilement
compréhensible est qu'il est nécessaire de posséder des valeurs
suffisamment précises de l'expérience. Or, le second coefficient
du viriel et le coefficient de viscosité ont déjid fait 1l'objet de
nombreuses comparaisons entre les expérimentateurs. Hanley et
Klein ont donc défini un potentiel avec les relations définies a
partir de la mécanique statistique classique. Il est montré que le
potentiel de Lennard et Jones est en bon accord avec 1l'expérience
sur un domaine de températures &tendu mais pas aux basses tempéra-
tures. Il ne posséde en fait que deux paramétres. Sa partie répul-
sive est définie peu rigoureusement alors que la partie attractive
a une certaine rigueur. Le potentiel de Hanley et Klein présente
1'intérét de posséder trois ou quatre paramétres. Une bonne cohé-

sion entre données expérimentales et théoriques est ainsi obtenue



sur un large domaine de températures. Son expression est

€y = et (6421) (2™ - L [mv —8>j<fﬂ>6 v
r) = m-6 Y m—g Lo Yim T YT )
Les valeurs obtenues de m, €, o, et vy figurent sur le tableau sui-
vant. Hanley et Klein ont trouvé plusieurs ensembles pour m, Y,

et 0 qui donnent des valeurs satisfaisantes pour e/k.

En outre, les valeurs de o et € ont &té mesurées par diffrac-
tion des rayons X* dans l1'argon dense par Joseph F.Karmniky et al,
et donnent ces valeurs avec un écart {(e/k = 146,3+4,9 K et
¢ = 3,389+0,015 A).

Ces valeurs sont en bon accord avec les ensembles de H.K.

il
it
I}
]

1. 0 = 3,292 A, e/k = 153 K (m = 11, y = 3)

2. ©

[}
i
il
It

3,356 A, e/k = 137 K (m = 11, y = 2).

Ces valeurs mises au point avec 1'équation de Boltzmann
seront utilisées dans 1'expression du coefficient de viscosité de
la théorie FREY-SALMON dont on rappelle dans la partie suivante

les principales étapes.

Ce potentiel de Hanley et Klein sera utilisé& pour comparer

les deux théories.

Le bon accord entre expérience et théories peut €tre véri-
fié sur les figures (5, 6 et 7) et les tableaux (1 & 6). L'ensem-
ble des calculs ont &té réalisés par Hanley pour la théorie de
Boltzmann ainsi que pour le second coefficient du viriel™" dont
l1'expression est (fig.l et 2)

o
B(T) = -27n f exp{—?{r)/kT - l}rzdr
)

En général, les valeurs de 0 et € utilisées dans les poten-
tiels théoriques sont trés proches des valeurs définies & 1'aide
de 1l'expérience ; elles sont toutes en ce qui concerne o, dans un

intervalle d'erreurs de 1 3 2 %Z, l'erreur sur € est de 3 & 4 7.

The journal of Chemical Physics vol.64 n°11, 1 June 1976

% . . ;
Mémoire d'ingénieur CNAM 1977 EvicTernon.



Le tableau ci-dessous permet de se donner une idée de 1la
valeur des paramétres des potentiels obtenus par différentes mé-
¥
thodes .
o o
Potentiel Sources o (A) rm(A) e/k(K)

Propriétés des solides

BFW . . 3.3605 3.7612 142.095
et liquides
PSL données des sectlons 3.345  3.76 140.76
efficaces
Maltlgnd d?nnees spectrosco- 3.355 3.75 142.5
et Smith piques
11-6-8 second coefficient du
H.X. Viriel et coefficient 3.292 3.669 153
y =3 de viscosité
Yy = 2 3.356 3.754 137.

Tableau des valeurs utilisées pour o et e/k

- Valeurs des paramétres du potentiel Hanley-Klein mises au

point avec les propriétés de transport et d'équilibre

gaz m Y d(&) e/k (K)
Argon 11 3 3.292 153
Krypton 11 3 3.509 216
Xé&non 11 3 3.841 295

NBS Technical Note 628

On the utility of the m-6-8 potential function.

- Valeurs des paramétres du potentiel Lennard-Jomnes

gaz G(K) e/k (K)
Argon 3.405 119.7 K
Krypton 3.60 175. K
Xénon 4, 210. K

®
Molecular Physics 1972, vol.24 n®1, 11-15.



A) L 009 00¢s

oor

0ot

e

00¢

—t—

(NODYY)

*S9aUOL~-pPIRUUST [9TIUD304 Asum - mxmm:

*I{9TITA NP JUSTFOTIIS00 puooss : T 2anbig

u3

dxo

AN

11

ot



()X omm 006 00¥% 00€ 002 00T
- t } ] . )
T ! ! 1
A |
T
Tor
' o
6
18
. y3 dxa £
(NODYY) *AoTueld (9F3usljog (g - d)
9
*T9TITA Np JUITOTIIDOO puUOI3g : ¢ aanbt g Tg
™ . o T
® LA
. A
* €
» e
° T2
'y
] o ocw ¢ -
. . o . » . “ oty * . . 1
® o ) i * OOD 0
e ]
® o
* T
o® e %
. Tz
®
€
° IE
e Ts
3 dxa
3. q




2, LE POSTULAT DE LA RELAXATION LINEAIRE ET L'EQUATION CINETIQUE
FREY-SALMON

Si 1'équation cinétique Vlasov-BKG est définie 3 partir
de la fermeture de la premiére &quation de la hiérarchie B.B.G.K.Y.
1'équation générale FREY-SALMON est obtenue au niveau de la se-

conde équation de la hiérarchie.

Cette derniére (F.S.) est fondée sur l'association de deux

concepts

- La fonction de distribution triple est proche d'une valeur au
DU M MM
pseudo-équilibre local f123 = f1f2f3¢123

- 1'évolution de la fonction de distribution double f vers sa

12

forme au pseudo-équilibre local £ f¥fg¢12 se fait dans un

12
temps T de l'ordre de grandeur d'un temps moyen d'umne collision

binaire.

Le postulat du chaos moléculaire avait imposé que deux
particules évoluaient sans corrélation entre elles, en fait les

corrélations spatiales existent toujours méme a4 1'équilibre.

Si X12 et x123 sont introduits dans les expressions de f12

et f123, on obtient

10 = B850 *+ Xy

(I.14)

f123 = B850 03 * Xq23
X125 Xy23 représentent de faibles variations qui math&matiquement

peuvent &8tre interprétées comme des fonctionnelles.

Placons les nouvelles valeurs de f12 et f123 dans les deux

premiéres équations de la hiérarchie

Dyfy =Gy = G by * GiXyy
R R . R (I.15)
Diafya = Cppfyng = €1 1fafabing * 61oX0,

Dl’ 612’ @1, &12 représentant des opérateurs.

* . < .
Thése d'Etat FREY, Etablissement d'une nouvelle &quation
cinétique (ORSAY).



D exprime la variation de la fonction de distribution par rapport
au temps ainsi que les phénoménes de diffusion et les effets de
l'environnement.

G représente de facon non explicite l'influence des interactions

entre particules.

Le postulat de la relaxation linéaire exige que le terme
d'équilibre local soit obtenu en imposant une relation de relaxa-
tion linéaire 3 1'action de 1'opérateur intégrale afin d'éviter
une fonction divergente, pour traduire le retour & 1'@quilibre. Ce

terme d'équilibre sera sensé& induire 1'irréversibilité.

A. EXPRESSION MATHEMATIQUE DE LA FERMETURE DE LA
HIERARCHIE B.B.G.K.Y.

Le but de cette fermeture:est de faire apparaitre les
grandeurs prédominantes qui vont permettre d'appréhender la défi-
nition du temps de relaxation de la fonction de distribution dou-
ble f12’ proche du pseudo-équilibre local. Dans ces condifions, il
semble nécessaire d'approfondir la notion de pseudo-équilibre lo-
cal. Une étude préalable du systéme d'équations de la hiérarchie
montre que l1'@volution temporelle du fluide est gouvernée par

quatre échelles de temps :

- T, .relaxation des fonctions de distribution £, (s > 29
T,» temps moyen d'une collision
T;, temps qui s'€&coulent entre deux collisions

- le temps Gh durant lequel é&volue toute grandeur macroscopique.

Pour un fluide dilué ou modérément dense ol les interac-
tions entre particules sont 4 courte portée, les quatre temps

obéissent & 1'inégalité 1 < T, << T, << Gh.

Dans une premiére phase t, < T St <1, test inférieur
8 1'ordre de la durée d'une collisiomn, toutes les densités de
probabilité en phase simple f] varie beaucoup plus lentement.
Et nous trouvons le temps de relaxation linéaire de la fonction

de distribution double f1 dans 1l'intervalle ]to,t]. Ainsi aprés

2

une collision les f123 s ont oubli& leur distribution initiale

et 1'on peut admettre que leur évolution temporelle est régie par

la variation dans le .temps de f, (ces notions seront concrétisées

1
dans la relation fonctionnelle).



Par suite, pendant 1'étape cinétique T, << t <<\T1‘les

f123 relaxent vers une forme qui dépend seulement de f1 en un

intervalle de temps T Ainsi pendant la durée d'une collision un

-
premier lissage ou '"chaotisation" se produit dans lequel 1'infor-
mation initiale détaillée se trouve perdue. Puis, aprés un petit

nombre de choecs, soit dans un temps de 1l'ordre de T (Tl << t << eh)

1

f] a relax@ vers 1'équilibre thermodynamique, et le gaz est régi.

par des lois qui caractérisent les grandeurs macroscoplques.

La fonction X123 représente donc de faibles variations et
nous pouvons 1'interpréter comme un &écart, représenté par une
fonctionnelle, au pseudo—8quilibre ou Equilibre thermodynamique
local.

Cette fonctionnelle dépend du temps o qui lui-méme dépend

de la vitesse des particules. Elle s'écrira

X123 = Xqyg3Lt(v),u] . (I.17)

I1 s'agit donc dans le contexte de 1'équation B.B.G.K.Y. au second

ordre :

Doty = G of = Gpf f Eglyyy + 6

128123 (L.18)

12%123

de faire une approximation sur afin de fermer la hiérarchie

GlaXi23
et assurer l'irréversibilité.

La fonctionnelle X Ef(v),u] associée & l'opérateur 612

123
donne GIZXIZBLT(V),UJ. Cette quantité représente de maniére non
explicite une variation de 1'influence des interactions entre

particules.

Ainsi, la fonction de distribution double va relaxer dans
un temps inférieur au temps d'une collision binaire. La quantité
@12x123[ﬁ(v),u] peut étre considérée comme représentant la dérivée
fonctionnelle de leIT(v),u] par rapport & 8t(u), comme

XIZBET(V),UI est une variation fonctionnelle de f123.

On peut écrire :

* - . . . .
T dépend des vitesses de particules, mais aussi des rayons de
la couronne de dissipation.



STa )[T(V) u] = @12X123[T(V),u] (1.19)

. e, . * .
En utilisant les propriétés des fonctionnelles , cette relation

peut prendre la forme

8E , = J @]2X123ET(V),u]6T(u)du (1.20)

Gflz est une différentielle fonctionnelle d'écart 3 1'équilibre
thermodynamique local.
;D est le domaine de variation des vitesses dans la couronne de

dissipation.

§ £ s'écrit encore 6 f = f]fztl)]2 - f (1.21)

12 12 12°

Le terme X, ,4 fait apparaitre "une troisiéme particule"
cet écart a4 1'équilibre permet de dire qu'il sera nécessaire de
tenir compte dans le terme intégral de l'environnement qui in-
fluence les particules 1 et 2 lors de leur rencontre. §t(u) sera
un intervalle de temps inférieur au temps de collision de deux
particules sous l'effet d'une troisiéme, l'environnement.

St(u) fait apparaitre un temps caractérisant le temps de relaxa-
tion de la fonction de distribution double. On retrouve ainsi le

postulat F.S.

f £ 9 - f
172712 12 e

T = GiaXyg3 (L.22)

(x,t) est considéré comme constant durant le temps T.
12 p

B. EQUATION CINETIQUE F.S.

L'équation cinétique F.S. est obtenue en plagant la ferme-
ture dans la seconde équation de la hiérarchie :

£E V.. - f
D f . =C..f.f 17212

12
12812 128180859095 * T

(1.23)

...1 —
f10 = []+TD12] [flfzwlz * TG12f1f2f3“’123:l (I.24)

* . .. .
Mémoire d'ingénieur CNAM Eric Ternon



Le développement du premier terme de (I.24) fait apparaitre

un second ordre négligeable, d'oid :

£12 = 5159y, - T[Dlzflfz“’u T Gypfyf f3¢123] (1.25)

puis en développant,

3f i
_ _ T -i+ > _ >
S EIS EPAS PRI R [X12¢12+JX13“3¢123§53 I"12JX12“2"’12-‘1352_
1
9f, -
T 21> -> >
SRR i?z1¢12+JX23n3¢123§E3"w12JX21“1¢12§51]
29 2 39
12 > 12 > 12
- Tf]fz['”g";’ + Wl.— = + Wz. e :[ (1.26)
0xX sz

Comme
X dx, = |X d
120 %124%, = [X3n3¥y5d%,

Aussi, on peut exprimer la fonction de corrélation triple

avec les fonctions de corrélation double.

aw]f_)_ > >

>
kT = XV * f ny¥yp3dx; ~ ¥y (X13 ng¥y3dxg(1.27)

8X1

(I1.286) se réduit

job74

LR oY 3 f
12 12 > KT 1
f12 = F1fa¥y T[flfz TR TR P L R )]
Bx] Bw]

oy ‘ af

- rlf, —2 (e o+ XKL w——) (1.28)
1 > 272 m
sz BWZ

On peut substituer f12 par sa nouvelle expression dans la premiére

équation de la hiérarchie

of, , 9f, | 9f ¢
A s [%1 ¥ J Xpamp¥ypdx J
1 1

90X ow
R (1.29)
X1 5 T2 9%y, (3 g KT afl) W 2t | ax
Ty Tm TS 5t > Wit T TE > 2 2%
oW ox ow X

1 1 1 2

. o . . > >
On peut identifier n, et n, ainsi que Vv, et v,.

Cette identification permet de dire que ¢12 est isotrope.



Cette simplification permet d'obtenir 1l'équation cinétique F.S.

simplifiée

of of, = of of
1 1
~hen— D L B [3f]+(w V)t ] (1.30)
99X ow ow
oOu encore
3f1¢§ LU S I nkTTB[Bf +¥ i LET) ¢ ]
ot 3§ m a% 2m 1 BV m V1
-+ - -
avec V = w - v
et
8m
B = - KT j ar‘aip- (1.31)

C. DETERMINATION DU COEFFICIENT DE VISCOSITE CINETIQUE

1. Equation de transport de la pression cinétique

Dans le cadre de 1' hypothése F.S.

oY of oY
_ = 12 -> kT 1 12
19 = £ 50 TUE £y, (w £ v =) o3
Bwl ax]
of oy
> kT 2 12
+ fl(W2f2+'-I—n~ "-"_"_:"). = } (1.32)
sz sz

la relation de 1'annexe : 2 (A-8) se simplifie.
. . . . -
Tous les termes de f12 qui ne contiennent pas ni la vitesse LA

ni une dérivée sur cette vitesse donnent un résultat nul.

X 3]
o o K,12 °Y12
(A-8) = T[éjg nkTﬁjQ]nf o, dx,
X Y
_ _ 2,12 Y12
T[ij nkTij]nJ = 'axj : dx, (1.33)
2

La théorie F.S. admet que 1la fonetion  de corrélation wlz est
isotrope

nkT

(A-8) = -t —=B[p, ,-nkTs ] . (I.34)

~

L.'"équation F.S. simplifiée peut conduire au méme résultat, 3

1'expression de 1'équation de transport de la pression cinétique.



2, Coefficient de viscosité cinétique

Le tenseur de pression¥ sz d'un fluide est de la forme :
oV v
- -yl kL, 2 2, - 22
Pro = Podke “[axZ * Bxk] SR G U ORI 2 (I.35)

P est la pression scalaire.
En reprenant 1'équation de transport de la pression cinéti-
gque on obtient :

Bpkg 5 avz Y

5t axi[pkzi * Vipkz] " PkiBx, T OTad Bx

-

TnkT
oi B représente 1'intégrale vue en (I.31),
6k2 est le tenseur unité, c'est-d-dire le tenseur de composantes
dgales 3 1 lorsque k = % et 8 O lorsque i # k, et {u,x} sont res-

pectivement les coefficients de viscosité de glissement et de
dilatation. Sachant que le tenseur de pression étant la somme de

la pression cinétique et de la pression interparticulaire

P + 7

ke ~ Pkg k2

on peut par conséquent &valuer les viscosités cinétique et inter-
particulaire. Cette derniére sera calculée au chapitre 2 pour

son évaluation dans le cas des gaz denses et liquides.

. e .
Les composantes du vecteur vitesse v sont des fonctions
oV
1

X

- peut @tre
]

linéaires des composantés du vecteur position,

considéré comme constant.

Les trois composantes diagonales différent peu de la pres-
sion scalaire cinétique, le tenseur de pression cinétique pouvant
@tre considéré comme uniforme : les composantes diagonales sont
trés petites devant la pression cinétique scalaire. Le tenseur

flux d'énergie thermique est nul. Aussi :

*Landau Mécanique des fluides p.63.
*ﬁ. Chastenet de Gery Analyse et Algébre Linéaires du C.N.A.M
Cycle C du cours de CALCUL TENSORIEL.



on _ %Yk _ PPrg o am _ ar | PPra
ot ot ot 9x.  9x.  OxX.
i i i
donc pour k = 2 Pry = P
et k # 2 Pprg <<

L'équation de conservation des particules devient :

(I.36) se transforme en

v av
B _ ) k
TokT Z(Py,~nkT8y,) = [pki ox, Pri 8xi]
En utilisant les approximations précédentes, et en ne conservant
au second membre que les membres diagonaux du tenseur de pression

cinétique, on peut les &galer & p.

On fait ainsi apparaitre la viscosité& cinétique de glisse-

ment
_ m
uc TB

et en tenant compte de la conservation des particules on obtient

les expressions

oV ov
k 3
k # ¢ P = -y [ + ]
k& c ax2 axk
293V
_ _ _ k 2 3 -
et k = £ pkk = P uc pe -3 T3 - V]
- k dx

Le coefficient de viscosité de dilatation Kc est nul.

D. TEMPS MOYEN IDEAL DE COLLISION BINAIRE. TEMPS MOYEN REEL
ET TEMPS DE RELAXATION DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION
DOUBLE f

12

1. Temps moyen "idéal" de collision

La nécessité de briser le caractére réversible du systéme

d'équations B.B.G.K.Y. & 1'aide d'un postulat d'irréversibilité
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pour obtenir une équation cinétique compatible avec le second
principe de la thermodynamique a été le sujet de nombreuses contro-
verses.

Ces questions se posent avec d'autant d'acuité que la défi-
nition du temps T présente des difficultés. I1 semble &vident main-
tenant, que le temps moyen "idéal" de collision ne peut convenir ;
c'est-a-dire en considérant la collision de deux particules sans
tenir compte de son environnement, autrement dit, comme ‘il
n'existait dans une enceinte que deux particules et qui, 3 un ins-

tant quelconque, entraient en collision.

Dans la procédure de fermeture F.S., le postulat impose la

. f1fa¥12 -f12 p
relation de fermeture sous la forme - ol T représente

le temps moyen réel de collision. Ce temps sera défini comme le

temps de passage dans une région de dissipation. Elle sera déter-

minée par simulation, et sa valeur sera justifiée.

Aussi ce phénoméne est relatif & la vitesse des particules
et seulement & cette vitesse par conséquent & la température. La
densité des particules interviendra dans un potentiel dérivant
d'une force moyenne. Elle jouera par conséquent un r6le au niveau

des corrélations de position des particules.

L'énergie relative et le paramétre d'impact permettront de
déterminer le temps T. C'est—3~-dire At = At(b,g), g &tant la vi-
tesse relative de la particule. Le repére choisi pour la particule
dans les calculs sera celui du centre de gravité des particules.
At sera le temps de passage dans la portion de sphére entre A et B

(fig.3) déterminée par simulation. On appelle r_, le rayon intérieur

F
et vy le rayon extérieur.

La distance r_ ne correspond pas 4 la distance minimum d'approche,

F
cette derniére est appelée Ty
La conservation de 1'énergie cinétique donne :

%(f2+r2w2) +‘€(r) + A@Ef(r),n,T] = zl;—mg2 . (1.37)

A@Ef(r),n,T] est la perturbation dans le cas ol la collision a lieu
avec un environnement de particules.
Dans un premier temps A@[}«r),n,TI sera égal & zéro pour les gaz

dilués.



. . P 2
La conservation du moment cinétique permet d'écrire wr” = bg,

l'intégration conduit a

Y
dr

> |
- gfl-bz/r2 - Ef(r)/mgzjl/z
t

At(b,g)

(I.38)

La solution de 1'é&quation

donne la valeur de Teos elle correspond au minimum du rayon vecteur
et elle est facilement déterminable. Il est nécessaire de faire 1la
moyenne de At sur les paramétres d'impact et pour cela calculons

l'intégrale :

Max
<At>b = [ At.f(b)db (1.39)
b
0
b est le paramétre d'impact maximum pour une vitesse g détermi-

Max
née, tel que la particule soit a4 la limite de la sphé&re de dissi-

pation.
Si la distribution des vitesses est isotrope,on pourra
prendre comme fonction de distribution des paramétres d'impact,

la relation :

£(b)dp = 27bdb (I.40)
TrbMaX
Le paramétre d'impact moyen correspond 3 une valeur b qui

moyenne
sépare l'aire de la section de la sphére de dissipation en deux

surfaces égales.

bMaX est le paramétre d'impact correspondant 3 une distance minimum
d'approche r,o= oy o
2
b
|- Max 4B (I.41)
2 2
mg
[P = _ Af(Y) )
d'"ot bMaX y/ 1 5 (1.42)



b
Max
<At>b = f At £(b)db
bo (1.43)
4 bMax ! dr
i [ {6D) J b(f . 2 77 4b
gy (1 - 232y ) A S (¢!
mg o t L r2 ng

La moyenne <At> étant faite, cherchons maintenant la moyenne de

b
cette valeur en prenant une distribution des vitesses maxwellienne

o 3/2 mgz 5
f(g)dg = (4wkT) exp (= 725) -4mg ds
et =)
T = [ f(g)<At> dg
o
d'ot
T 2(4wkT) f = Ef(y) -g(f b( )db)dg
Y (1 - -~§*) b
mg o
Y
dr
()= f 5 73 (1.44)
b 4\(r
re (1= - 'j%)“)
T mg

T représente ainsi un temps moyen d'unme collision idéale. Il est
défini par rapport aux distribution des paramétres d'impact et

des vitesses.

L'utilisation de 1l'expression (I.44) du calcul du temps T

peut porter & certaines critiques.

Certes, l'utilisation de potentiels tels que celui de
Lennard-Jones ou d'Hanley =~ Klein conviennent parfaitement, aussi
bien pour le second coefficient du viriel, le coefficient de com-
pressibilité, le coefficient de viscosité des gaz a4 pression atmos-
phérique et denses (voir chapitre II). Ils sont aussi reconnus par
l'ensemble des physiciens comme des potentiels représentatifs de

la réalité physique (Hirschfelder, Percus-~Yevick...).

Mais les critiques portent principalement sur les approxi-

mations susceptibles d'induire des erreurs dans le calcul et des



relations pouvant déformer la réalité physique. Une chose peut
étonner, c'est l'utilisation d'une distribution uniforme pour le
paramétre d'impact. Il serait en effet plus rigoureux d'exprimer
le paramétre d'impact apparaissant dans la premidre intégrale en
fonction de la section efficace de 1'argon que 1'on connaTlt expé-

rimentalement. La déviation est donnée par la formule :

4 4 -1/2
x=w—2e=w—2f[l’—§—r2—-2-—lf-2-t—§—5-)~:{ dr (I.45)

b mg b

La section efficace différentielle de collision o(x) dépend
essentiellement du potentiel d'interaction, du paramétre d'impact
b, et de la vitesse initiale g par l'angle de dé&viation ¥.

b peut s'exprimer en fonction de o(X), cette relation s'écrit :

b = d(x)sin(x) X (I.46)
db
(voir figure 3) oi %% peut €tre obtenu & partir de la relation

intégrale précédente.

Ce calcul permettrait de tester la validité de cette distri-
bution uniforme du paramé@tre d'impact dont on tient compte dans
1'expression de t. L'écart devrait donner une idée sur 1'approxima-
tion. C'est une premiére critique de T. Mais étant donnée 1'iso-
tropie de la distribution des vitesses, elle ne peut @tre sensible
qu'aux hautes densités. Dans 1'ensemble, le premier principe de 1la
thermodynamique, conduit & une grandeur du temps de collision, mis
a part les phénoménes quantiques aux basses températures et pour
des pressions trés élevées, fort raisonnable . L'hypothé&se que 1la
distribution des vitesses de Maxwell-Boltzmann n'est plus trés

réaliste dans ces domaines, n'est pas 34 écarter. C'est la critique

la plus importante sur laquelle 1l'attention doit @tre attirée.

2. Temps moyen réel de collision

Ce modéle utilisé précédemment pour le calcul du temps de
relaxation est un modéle idéal, il ne considére que les deux par-
ticules qui se cognent. Mais i1 est nécessaire de tenir compte de
l'entourage (des particules environnantes) au moment de la colli-

sion.



Reprenons 1l'expression (I.37) en introduisant une pertur-

bation A@[\f(r),n,T] :
{%(i‘z+w2r2) +x€(r) + A@l?(r),‘n.,ry] = z];_mgz (1.47)

o(r) sera un potentiel équivalent é‘f(r) + A@E?(r),n,T]; Dans ce
cas, la température, par conséquent la vitesse des particules,
n'influence que modérément le terme de perturbation qui a pour
fonction de réduire le temps de collision. Ainsi on peut expliquer
la correction utilisée dans la théorie F.S. lorsque le temps dé&fi-
ni correspond au temps de passage de la particule dans la zone
répulsive du potentiel. En effet, le temps calculé dans ces condi-
tions est multiplié par un facteur égal 3 0.12. Il convient,
semble~t-il quelle que soit la température. On peut imaginer 1'en-
semble des particules ou environnement comme figé le temps d'une
collision (10-13 s) et seules la force interparticulaire et la
densité interviendront. Cette perturbation peut s'exprimer d'une
maniére précise en calculant le potentiel dérivant d'ume force
moyenne due aux corrélations qu'elle entraine quand on augmente

la densité du gaz.

¥ . . . ~ .
B.G.K. ont proposé la relation suivante pour déterminer
la fonction de distribution radiale :

fee]

ATV f "'\f13/kT ]
+ e - 11 x
KT

gper (¥12) = expi-

O— -
o
- IxpprEgs] :f;3/kT
{ (e - 1)X23dX23]X13dX13 . (1.48)
%y 57% 4]
d(x 2)
Posons g (x,,) = exp - 127
> RGK 12 kT

d'od

¥ .
Thése de 3® Cycle P.Hoffmann, Université d'Orsay

* . .
* Ref : Hirschfelder, Molecular Theory of gases and liquids

ed. Wiley.
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Figure 4 : Comparaison du temps déduit de 1l'expérience et du temps calculé en
i utilisant la zone répulsive et positive du potentiel.

REf. : Thése d'Etat de P, HOFFMANN

L]
Gaz : Argon, potentiel Lennard - Jones. Q™= 3.405 A

1:ayfla'aﬁﬂjlfﬁ'qb‘s .
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- l)xzsdnglxlsdxl3'

-X
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L'équation intégrale, non linéaire de Percus-Yevick
(Annexe 1) permet aussi l'obtention d'un:potentiel dérivant d'une
force moyenne. La fonction de corrélation double obtenue est plus
précise que celle de BGK. Par résolution numérique de 1'é@quation
P.Y. on est conduit 3 ¢(r) en posant :

-o(r)/KT
gp.v. e

ol ®(r)

-kT 1n g, (r)

Cette forme équivalente est ni plus ni moins qu'une forme
"Boltzmanienne'". C'est—-3-dire la fonction de distribution radiale
est écrite en terme de potentiel d'une force moyenne qui est

décomposée en deux parties
o(r) =\€(r) + A@Ef(r),n,T].

¥Y(r) est le potentiel "direct" et A@Ee(r),n,T] une variation po-
tentielle supplémentaire.

A@Ef(r),n,T] représente 1l'effet moyen associé& 3 une troisiéme par-
ticule qui représente la moyenne &quivalente de l'action de toutes

les particules dans toutes les positions possibles.

3. Définition de la zone de dissipation

Elle est certainement un des points essentiels de ce travail
Le souci fondamental est de lever le doute sur la notion de temps

de relaxation linéaire de la fonction de distribution double.

A ce sujet, de nombreuses hypothéses ont été émises. Pour

* . ~ . . . .
J. SALMON , toute la partie répulsive du potentiel d'interaction

An examination of various postulates of irreversibility
J.SALMON, Ann.Inst.Henri Poincaré.



permet de définir le temps de collision de deux particules corres-
. * ‘
pondant au temps de relaxation ; pour P.HOFFMANN , seule'la par-

tlie positive et répulsive du potentiel intervient dans ce calcul .

Au lieu d'émeéttre des hypothéses sur la nature de la colli-
sion, le travail a consisté & chercher avec des potentiels réalis-
tes (Lennard-Jones, Hanley-Klein) par "simulation" la zone (cou-

ronne) de dissipation correspondante.

Ainsi, il est utilisé le résultat de 1'é€quation de conserva-
tion de 1'énergie qui permet de définir ce temps en moyenne sur
l'espace des vitesses et des paramétres d'impact dont la distribu-
tion a té considérée uniforme. Ce calcul conduit & une intégrale
triple dont la valeur numérique est définie par un artifice d'ana-

lyse numérique (Annexes, Organigramme).

) H K ¥ L .
Cependant, de nombreuses tentatives ont été faites pour

promouvoir les deux premié&res hypothéses.

P.HOFFMANN en utilisant 1l'expression (I.44) a montré que
dans le cas proposé par J.SALMON, il est nécessaire d'apporter

dans le calcul du temps T un facteur correctif.

Dans l'hypothé&se approchée de P.HOFFMANN, c'est-a-dire en
ne tenant compte que de la partie positive et répulsive du poten-
tiel, 1'ordre de grandeur du temps de collision calculé est proche
de celui déduit de 1l'expérience, mais il existe une divergence
(fig.4a). Cependant, il estime que cette divergence peut &tre corri-
gée, car la borne inférieure de la premié&re intégrale dans le cal-
cul du temps T (I.44) n'est pas fixe mais dépend des paramétres

d'impact et des vitesses.

Toutefois, la figure 4 montre que cette divergence annule

l'effet de la température,

L'hypothése de P,HOFFMANN rentre dans un contexte '"Boltzman-
nien" qui ne considé@re que la partie violemment répulsive du po-

tentiel en ignorant les corrélations avant la rencontre des parti-

*  These d'Etat

Temps de relaxation des corrélations CRAS

*
¥ These de 3° cycle P.HOFFMANN

FH K - . ~ . . . .
A paraitre Temps de relaxation des corrélations bi-particulaires

d'un gaz. Publication de groupe.
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cules ; mais cette hypothé&se, comme il le sera montré par la
suite ne peut donner des résultats valables que dans le cas de

gaz dilués.

Dans la fermeture du systéme de la hiérarchie, FREY-
SALMON ont postulé que le temps de relaxation de la fonction de
distribution double correspond au temps de passage dans la partie

répulsive du potentiel d'une particule dans le champ d'une autre.

Cet exemple précis permet en fait de montrer que 1l'on passe
d'un domaine physique 3 un autre tout en gravitant dans un espace
commun a ces deux domaines. Le premier domaine est celui des
temps de relaxation des fonctions de distribution, le second celui
des temps de collision entre particules. Et il s'agit de trouver

un lien entre ces deux domaines.

Le lien sera la fonction T trouvant une application du

premier domaine dans le second.

Mais le raisonnement peut étre conduit dans différentes di-
rections. La premiére est de postuler. L'intuition joue un rdle
important et demande une bonne connaissance des ph&noménes physi-
ques.

La seconde est de dire, il existe une relation entre deux
domaines & 1'intérieur d'un méme espace et & l'aide de moyens tels
que l'informatique chercher 3 lier ces deux domaines en définissant

des fonctions ou morceaux de fonctions communes.

Cette méthode fait appel 4 la théorie des fonctionnelles
mais aussi 3 des algorithmes de convergence particulié&rement
puissants.

Dans notre cas, on s'est 1limité 3 chercher progressivement
la zone du potentiel qui pouvait correspondre au temps de relaxa-

tion de la fonction de distribution double.

Mais, les résultats obtenus ne sont gudre en accord avec
les théories développées dans le cadre de 1'équation F.S., puis-
que seule la partie attractive du potentiel contenue entre le
point d'inflexion et le fond du puits correspond & la réalité du

calcul en accord avec les données expérimentales.



Avec le potentiel de Lennard-Jones, le maximum de la force
qui correspond en coordonnées réduites 3 1,2444 a été défini par

simulation a 1,225 (figure 4b).

Potentiel Lennard-Jones

A
Point d'inflexion calculé : 1.2444 simulé : 1.225
Fond du puits calculé s 1.122 simulé : 1.14 2 7
Espace parcouru durant 0.1224 0.085
la relaxation
Potentiel Hanley-Klein
Point d'inflexion calculé : 1.2275 simulé : 1.227 5 %o
Fond du puits calculé : 1.1145 simulé : 1.1395 2,5 7%

Espace parcouru durant

la relaxation 0.1130 0.0875

La zone de dissipation ainsi définie permet de dire que
l1'ensemble des résultats obtenus avec la théorie F.S. sont en bon
accord avec la théorie de Boltzmann et 1'expérience (figures 5, 6
et 7 et tableaux 1,2,3,4,5 et 6)., Le potentiel de Hanley-Klein
est utilisé dans les théories de Boltzmann et FREY-SALMON modi-
fiée. . L'introduction du potentiel de Lennard-Jomnes dans la théorie
F.S. comparée 3 celui de Hanley—-Klein ne semble pas donner de gros-
ses différences dans les résultats. Ils sont 1'un comme 1l'autre une

bonne approximation de la réalité.

Toutefois, on peut remarquer une légére divergence pour les

deux potentiels aux basses températures.

Ceci peut s'expliquer par le fait que certains éléments de
la théorie ne décrivent pas entiérement le phénoméne physique, en
particulier la distribution des vitesses de Maxwell-Boltzmann
n'est peut-€tre plus trés réaliste aux plus basses températures,
13 oli les effets quantiques se font ressentir. La plupart du temps,
le potentiel de Lennard-Jones a &té ajusté comme le potentiel de
BHanley-Klein dans la théorie de Boltzmann et le second coefficient
du viriel et ne tient pas nécessairement compte de tous les effets
gque la théorie F.S. intégre et en particulier sa capacité 3 déter-
miner les coefficients de transport des gaz denses (chapitre II).
L'adaptation d'un potentiel avec la nouvelle zone de dissipation

avec les théories F,S., Boltzmann et l'équation d'état pourrait

confirmer plus largement le travail réalisé,
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- Unicité de la _solution

On peut penser que la zone définie par simulation n'est
pas unique, et qu'il peut exister d'autres zones satisfaisant
aux conditions précédemment définies. Mais au cours de la simula-
tion, on a pu se rendre compte que la partie répulsive ne pouvait

satisfaire les contraintes imposées par la température.

Un essai systématique a permis de le prouver. "Il existe

une seule zone de dissipation qui satisfait 3 la fonctionnelle

Mais cette unicité n'est valable qu'avec la définition

du temps T formulé précédemment.

A priori, les résultats obtenus semblent sous bien des
points corrects, mais les équations utilisées apparaissent beaucoup
plus comme une régle permettant le calcul de la viscosité d'un gaz,
qu'une explication physique des phénoménes de transport dans les
gaz.

Cependant, on peut essayer tout de méme de donner une in-
terprétation physique des résultats obtenus. C'est 1l'objet du

paragraphe suivant :

Entropie et irréversibilité.



Viscosité de 1'argon, potentiel de LENNARD-JONES
6 = 3.405 A e/k = 119.7 K

Zone de dissipation Xp = 1.14

Pression atmosphérique y = 1.225

200.00 0.4098 0.3961 0.1542 0.,1596 -.033
250.00 0.3950 0.3895 0.1927 0.1955 -.013
300.00 0.3811 0.3791 0.2275 0.2288 -.005
350.00 0.3684 0.3678 0.2594 0.2599 -.001
400.00 0.3567 0.3568 0.2890 0.2890 0.000
450.00 0.3461 0.3463 0.3167 0.3166 0.000
500.00 0.3364 0.3367 0.3429 0.3426 0.000
550.00 0.3274 0.3277 0.3677 0.3675 0.000
600.00 0.3192 0.3193 0.3915 0.3913 0.000
650.00 0.3115 0.3129 0.4143 0.4124 0.004
700.00 0.3044 0.3043 0.4362 0.4364 -.000
750.00 0.2978 0.2975 0.4574 0.4578 -.000
800.00 0.2916 0.2913 0.4780 0,4785 ~.,001
850.00 0.2858 0.2853 0.4979 0.4987 -.001
900.00 0.2803 0.2797 0.5173 0.5184 -.002
950.00 0.2751 0.2744 0.5362 0.5376 -.002
1000.00 0.2703 0.2694 0.5546 0.5564 ~-.003
1050.00 0.2657 0.2647 0.5727 0.5748 -.003
1100.00 0.2613 0.2602 0.5903 0.5929 -.004
1150.00 0.2571 0.2559 0.6076 0.6106 -.004
1200.00 0.2532 0.2518 0.6246 0.6280 -.005
"0.‘><1013 TXIO13 Hp g ¥ Boltzmann
' ngzzgigiéms if??;méig;i; ' i°J' 4H.K. suly
x 104 x10
TABLEAU 1 Comparaison théories de FREY-SALMON et BOLTZMANN




.5891

200.00 0.6968 V] 0.1328 0.1571 -.1546
250.00 0.6860 0.6353 0.1808 0.1953 -.0739
300.00 0.6729 0.6513 0.2258 0.2333 -.0321
350.00 0.6592 0.6526 0.2676 0.2704 -.0100
400.00 0.6455 0.6467 0.3068 0.3063 0.0019
450.00 0.6321 0.6373 0.3436 0.3409 0.0081
500.00 0.6193 0.6259 0.3784 0.3745 0.0105
550.00 0.6071 0.6142 0.4114 0.4067 0.0117
600.00 0.5955 0.6027 0.4429 0.4376 0.0121
650.00 0.5845 0.5914 0.4730 0.4675 0.0118
700.00 0.5740 0.5803 0.5019 0.4965 0.0110
750.00 0.5641 0.5698 0.5298 0.5245 0.0102
800.00 0.5546 0.5597 0.5567 0.5517 0.0092
850.00 0.5456 0.5501 0.5828 0.5781 0.0082
900.00 0.5370 0.5410 0.6081 0.6037 0.0073
950.00 0.5289 0.5323 0.6327 0.6286 0.0066
1000.00 0.5210 0.5240 0.6566 0.6530 0.0057
1050.00 0.5136 0.5161 0.6800 0.6768 0.0048
1100.00 0.5064 0.5085 0.7028 0.7000 0:.0041
1150.00 0.4996 0.5013 0.7252 0.7228 0.0033
1200.00 0.4930 0.4943 0.7470 0.7451 0.0026
TXIOIB TXIO13 Hp. g 4 Boltzmann
T Temps de Temps déduit T H.K. Au/u
relaxation FS de 1'expérience ]OAL'J'

TABLEAU 2 : Comparaison théories de FREY-SALMON et BOLTZMANN
Viscosité du xénon, potentiel de LENNARD-JONES
o =4 A  e/k =210K
Zone de dissipation x_ = 1.14

F
Pression atmosphérique y = 1.225




Viscosité du krypton, potentiel de LENNARD-JONES
o

o = 3.60 A, e/k = 175 K

Zone de dissipation x_ = 1.14

F
Pression atmosphérique vy = 1.225

200.00 0.5422 0.4812 0.1544 0.1740 -.1126
250.00 0.5300 0.4993 0.2033 0.2158 ~.0579
300.00 0.5170 0.5016 0.2482 0.2559 -.0298
350.00 0.5041 0.4969 0.2897 0.2940 -.0143
400.00 0.4918 0.4888 0.3284 0.3304 -.0060
450.00 0.4801 0.4798 0.3646 0.3648 -.0005
500.00 0.4690 0.4703 0.3987 0.3977 0.0027
550.00 0.4587 0.4609 0.4311 0.4291 0.0049
600.00 0.4489 0.4516 0.4620 0.4593 0.0061
650.00 0.4397 0.4429 0.4916 0.4882 0.0071
700.00 0.4311 0.4345 0.5201 0.5161 0.0078
750.00 0.4230 0.4264 0.5475 0.5431 0.0082
800.00 0.4153 0.4188 0.5740 0.5692 0.0085
850.00 0.4080 0.4115 0.5997 0.5946 0.0086
900.00 0.4011 0.4046 0.6246 0.6193 0.0087
950.00 0.3946 0.3980 0.6489 0.6434 0.0086
1000.00 0.3883 0.3917 0.6726 0.6669 0.0086
1050.00 0.3824 0.3857 0.6957 0.6898 0.0086
1100.00 0.3767 0.3799 0.7182 0.7123 0.0084
1150.00 0.3713 0.3744 0.7403 0.7343 0.0082
1200.00 0.3662 0.3691 0.7619 0.7559 0.0081
T><1013 TX1013 Hp o g v Boltzmann
T Temps de Temes QEQuit .L:J. H.K. A/
relaxation FS de 1'expérience 104 104
TABLEAU 3 Comparaison théories de FREY-SALMON et BOLTZMANN




200.00 0.3167 0.3050 0.1536 0.1596 -.0371
250.00 0.3176 0.3129 0.1926 0.1955 -.0146
300.00 0.3150 0.3135 0.2276 0.2288 -.0048
350.00 0.3109 0.3107 0.2597 0.2599 -.0007
400.00 0.3060 0.3063 0.2893 0.2890 0.0012
450.00 0.3007 0.3012 0.3170 0.3166 0.0014
500.00 0.2954 0.2959 0.3431 0.3426 0.0017
550.00 0.2902 0.2905 0.3679 0.3675 0.0012
600.00 0.2851 0.3853 0.3916 0.3913 0.0008
650.00 0.2801 0.2814 0.4142 0.4124 0.0046
700.00 0.2753 0.2752 0.4361 0.4364 -.0006
750.00 0.2708 0.2704 0.4572 0.4578 -.0013
800.00 0.2664 0.2659 0.4776 0.4785 -.0018
850.00 0.2622 0.2615 0.4974 0.4987 -.0025
900.00 0.2581 0.2573 0.5167 0.5184 -.0032
950.00 0.2543 0.2533 0.5355 0.5376 -.0039
1000.00 0.2505 0.2494 0.5538 0.5564 -.0046
1050.00 0.2470 0.2457 0.5717 0.5748 -.0053
1100.00 0.2436 0.2421 0.5893 0.5929 -.0061
1150.00 0.2403 0.2387 0.6064 0.6106 -.0067
1200.00 0.2372 0.2354 0.6233 0.6280 -.0074
T TeTg Tth?grique utZéorique UBolszann Au/u
x10 <10 F.85. X110 F.S. H.K.X10 H.K.
TABLEAU 4 Comparaison théorie de FREY-SALMON et BOLTZMANN

Viscosité de 1l'argon avec un méme potentiel HANLEY-KLEIN

O"—"-
e/k

3.292 A
= 153 K




200.00 0.3972 0.3526 0.1544 0.1740 -.1124
250.00 0.4081 0.3847 0.2034 0.2158 -.0574
300.00 0.4122 0.3999 0.2482 0.2559 -.0297
350.00 0.4125 0.4063 0.2896 0.2940 -.0149
400.00 0.4105 0.4075 0.3279 0.3304 -.0074
450.00 0.4073 0.4061 0.3637 0.3648 -.0028
500.00 0.4032 0.4030 0.3975 0.3977 -.0005
550.00 0.3987 0.3991 0.4294 0.4291 0.0008
600.00 0.3940 0.3945 0.4598 0.4593 0.0012
650.00 0.3891 0.3898 0.4889 0.4882 0.0016
700.00 0.3843 0.3849 0.5169 0.5161 0.0016
750.00 0.3794 0.3799 0.5438 0.5431 0.0013
800.00 0.3746 0.3751 0.5698 0.5692 0.0011
850.00’ 0.3700 0.3702 0.5950 0.5946 0.0007
900.00 0.3654 0.3655 0.6194 0.6193 0.0003
950.00 0.3609 0.3609 0.6432 0.6434 -.0002
1000.00 0.3566 0.3563 0.6664 0.6669 -.0007
1050.00 0.3524 0.3520 0.6890 0.6898 -.0011
1100.00 0.3483 0.3477 0.7111 0.7123 -.0016
1150.00 0.3443 0.3436 0.7327 0.7343 -.0021
1200.00 0.3405 0.3396 0.7539 0.7559 -.0026
T TeTg Tthéor;‘:i)’que uthéozique uBoltzmann A/
x10 x10 x10 x10
TABLEAU 5 Comparaison théorie de FREY-SALMON et BOLTZMANN

Vis
O:

e/k

cosité du krypton avec le méme potentiel HANLEY-KLEIN

o

3.509 A
= 216 K




200.00 0.4347 0.3301 0.1192 0.1571 -.2407
250.00 0.4583 0.3928 0.1673 0.1953 -.1429
300.00 0.4718 0.4308 0.2130 0.2333 -.0869
350.00 0.4792 0.4535 0.2558 0.2704 -.0537
400,00 0.4827 0.4666 0.2960 0.3063 -.0334
450.00 0.4837 0.4737 0.3338 0.3409 -.0207
500.00 0.4829 0.4765 0.3695 0.3745 -.0132
550.00 0.4809 0.4770 0.4033 0.4067 -.0081
600.00 0.4782 0.4760 0.4356 0.4376 -.0045
650.00 0.4749 0.4738 0.4664 0.4675 -.0023
700.00 0.4713 0.4708 0.4959 0.4965 -.0011
750.00 0.4674 0.4673 0.5243 0.5245 -.0002
800.00 0.4633 0.4634 0.5517 0.5517 0.0002
850.00 0.4592 0.4594 0.5783 0.5781 0.0004
900.00 0.4550 0.4552 0.6040 0.6037 0.0005
950.00 0.4508 0.4511 0.6289 0.6286 0.0006
1000.00 0.4467 0.4468 0.6532 0.6530 0.0004
1050.00 0.4425 0.4426 0.6769 0.6768 0.0002
1100.00 0.4384 0.4384 0.7000 077000 0.0000
1150.00 0.4344 0.4343 0.7225 0.7228 -.0003
1200.00 0.4305 0.4302 0.7446 0.7451 -.0006
T Texp Tthéorique Uthéorique "Boltzmann

x1013 x10'3 F.s. 0% ¥.s. .k, 10% m.x. Aw/v

TABLEAU 6 Comparaison théorie de FREY-SALMON et BOLTZMANN

Viscosité

g =

elk

3.841
= 295

du x&non avec le méme potentiel HANLEY-KLEIN

o

A
K




E. ENTROPIE ET IRREVERSIBILITE

Cette partie est essentiellement orientée vers 1l'explica-
tion des résultats obtenus précédemment. Mais on ne néglige pas
pour cette raison la théorie de Boltzmann. Dans les deux cas, il
a fallu briser le caractére réversible du systéme d'équations
B.B.G.K.Y. 3 1'aide d'un postulat d'irréversibilité pour obtenir
une &équation compatible avec le second principe de la thermodyna-
mique.

Les deux postulats qui ont retenu particuliérement l'atten-
tion sont celui du chaos moléculaire et celui de la relaxation
linéaire.

Si le premier postulat, de Boltzmann, trouve aisément une
concrétisation dans les travaux d'Hanley, le second posait encore
des problémes quant 3 la recherche de la zone qui, dans une colli-
sion entre deux particules pouvait traduire 1l'irréversibilité du

processus.

"L'appréhension et la compréhension du second principe de
la thermodynamique pouvait ouvrir la voie & cette nouvelle

réflexion".

En effet, ce principe continue & exercer une fascination

et son attrait particulier n'est pas dénué d'intérét.

Ce second principe énoncé de maniére si dramatique par
Clausius nous met en présence d'un aspect du temps qui est ignoré
tant en dynamique classique qu'en dynamique quantique. L'invarian-
ce des équations de la dynamique -'est caractérisée par rapport i
1'inversion t - —t. Le futur et le passé& y jouent donc des rdles
identiques. Mais en thermodynamique, les phénoménes sont irréver-
sibles et la direction du temps est essentielle ; cette physique
admet dans ses fondements les phénoménes de wviscosité, de frotte-
ment, plus généralement de dissipation de travail en chaleur sous

toutes les formes.

Le théoréme H permet de tester l'irréversibilité constatée.
I1 concerne les gaz et les collisions & courte portée. Il suppose
que la densité des molécules est telle que la collision de deux

particules est probable mais que la rencontre entre trois soit



beaucoup moins probable. D'une mani&re générale, la rencontre de
deux particules est un phénoméne que 1'on peut décrire 3 1l'aide
de la mécanique des systémes de points matériels. Et dans un pre-
mier temps, on ne se préoccupe pas de l'intervention que pour-
raient avoir d'autres molécules et on néglige pendant la durée du
phénoméne de dissipation, l'action que pourrait avoir ce champ

appliqué.

Aussi, onipeut définir les différentes phases de la ren-

contre :

-~ La premiére, lorsque les deux molécules se dirigent 1'une

vers l'autre,

- La seconde, quand 1'effet des forces commence 3 se faire
sentir, modifie les trajectoires et traduit des variations de
vitesses des particules, c'est le plus important ; cette modifica-
tion peut @tre brutale si les molécules sont d coeur dur, c'est le
cas pour la théorie de Boltzmann ou la modification est progressive,
la dissipation relative & la collision s'effectuant d&s le début
de la rencontre dans la partie attractive, c'est la nouvelle hypo-

thése, la derniére, lorsque les molécules se sé&parent.

L'utilisation du théordme H dans la théorie de Boltzmann
permet de montrer l'accroissement de 1'entropie*¥. Dans ce cas,
chaque rencontre est caractérisée par la vitesse relative de deux
molécules et par le paramétre d'impact qui est la distance minimum
a laquelle parviendraient les deux centres moléculaires si aucune
force ne s'exergait entre les molécules intéressées. Prenant en
compte, l'hypothése du chaos moléculaire YVON montre, en utilisant
le théoréme H, que l'entropie de 1'@quation de Bolztmann croit au

cours du temps.

Dans 1'hypothése de Boltzmann, les phénoménes d'interaction
sont des collisions binaires et brutales, c'est-d-dire seule la
partie violemment répulsive du potentiel intervient et entre les
deux collisions les particules ne sont soumises & aucune force
et suivent une trajectoire rectiligne. Il n'existe donc pas de

corrélations avant la collision.

Annexe 3 : Théoréme H

H ¥ . .
Les corrélations et l'entropie J.YVON.
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M.Yvon en déduit donc que les corrélations sont créées
pendant la rencontre, et s'atténue progressivement aprés la ren-
contre. Si 1'hypothése est valable pour des gaz dilués, elle ne

peut en aucun cas servir d'appui pour une théorie de gaz denses.

Certes, le modéle de sphéres rigides présente des avantages,
les collisions binaires sont instantanées, et les multiples peuvent

8tre négligés, mais il ne refléte pas la réalité.

Or, chacun sait le rdle que jouent les corré&lations de
vitesse et d'espace, ces derniéres ont été calculées par Percus-
Yevick (figures 10 et 11). Elles montrent en particulier que le
potentiel dérivant de la force moyenne (figure 8) a une-partie
répulsive qui ne varie pas ou faiblement, alors que la zone oid la
force positive décroit, traduit d'importantes variations, quand la

densité augmente. On peut le constater sur la figure ci-dessous.

d(x)/kT
—®» /o
- 0,5 T
Figure 8 : Comparaison du potentiel interparticulaire\f(r) de

l1'argon et du potentiel dérivant de la force moyenne
d(r) T = 148 K e = 1 gcm“3

(Liquid states Physics. Croxton Cambridge)

La variation négative de la différentielle fonctionnelle
de' lavitesse de la particule joue aussi un r0le prépondérant au
cours de la rencontre de deux particules, et peut €tre en mesure
d'expliquer la dissipation (et la perte d'information) et de tra-
duire dans la fermeture de la seconde équation B.B.G.K.Y. 1l'irré-

versibilité.



L'utilisation du théoréme H dans le cas de la théorie
FREY-SALMON appliquée a8 la seconde équation de la hiérarchie pour
montrer que l'accroissement d'entropie dans la zone de dissipation
définie est maximum, semble peu judicieuse car il intégre plus que
la collision, mais tout le milieu et traduit que le terme entro-

pique ne peut que croitre ou rester stationnaire.

Les résultats obtenus conduisent 3 penser que la dissipa-
tion qui précé&de le tramsfert d'énergie d'une particule & une autre
s'effectue principalement dans la zone oli la force interparticu-
laire décroit jusqu'd devenir nulle (figure 9). Aprés son signe

change et elle devient répulsive.

C'est 1la zone ol "un premier freinage" s'exerce sur la

particule et oG il peut y avoir dissipation.

Or, pour étre en accord avec le principe de la conservation
de 1'énergie qui est le premier principe de la thermodynamique et
avec le second principe qui lui est plus délicat d'interprétation
et qui exprime 1'irréversibilité sans en donner la cause, il est
nécessaire de dissocier le phénoméne d'onde de dissipation et
l1'équation de la dynamique qui permet de calculer le temps de
relaxation (par simulation) associé 3 la seconde &quation de la
hiérarchie B.B.G.K.Y. qui traduit 1'irréversibilité, seulement
mathématiquement, en changent t en -t. L'énergie de cette onde de
dissipation serait propre a chaque particule en mouvem@nt dans le
repére fictif. La distribution d'énergie T(r) serait supposée ma-

ximum dans la zone de dissipation définie par simulation.

Cette onde se forme lors de la collision, mais elle ne peut
€étre exprimée a4 partir de 1'équation de conservation, ni de 1la
seconde équation de la hiérarchie car elles ne tiennent pas coumpte
des effets électromagnétiques des dipdles et des effets quantiques.
On comprend aussi la nécessité d'une simulation pour définir cette
zone de dissipation. Cette &énergie de dissipation décroit de part

et d'autre de la zone pour devenir rapidement nulle.

La définition quantitative de T(r) demande une approche i
1'aide de la théorie é€lectromagnétique qui peut faire 1'objet

d'un important travail.

En résumé, cette onde de dissipation peut traduire 1'irré-
versibilité dans cette zone qui traduit un accroissement de 1l'en-

tropie.



L'équation de conservation et 1'intégration des phénoménes
statistiques dans B.B.G.K.Y. ne sont pas en mesure de mettre en
évidence le phénoméne d'émission de cette onde de dissipation
propre "au premier freinage" de la particule, dont le caractére
dissipatif ne peut &tre que déduit de la théorie &lectromagnéti-

que et des forces intermoléculaires.

CONCLUSION

La méthode de simulation a permis de définir une zone de
relaxation linéaire de la fonction de distribution double mais
aussi un temps de dissipation. La comparaison des théories de
Boltzmann et de“FREY-SALMON modifiée”en accord avec 1'expérience

a permis de concrétiser les résultats obtenus par la simulation.

Mais, cette partie attractive n'est pas en accord avec 1la
théorie générale F.S. Avec la théorie de SALMON-HOFFMANN
seule la partie répulsive permet de décrire le phénoméne d'inter-

action ou la relaxation linéaire.

Cependant, la thése exposée dans le paragraphe Entropie et
Irréversibilité prend toute sa consistance quand on s'intéresse
aux gaz denses. En effet, le rdle des corré&lations est prépondé-
rant et la thése suivant laquelle seule la partie positive et
répulsive du potentiel permet de calculer le temps de relaxation

linéaire, n'est plus valable pour les gaz denses.

Elle supposerait que le temps de collision entre deux par-
ticules ne varierait pas ou tré&s peu en fonction de la densité
(figure 8). Or, ce n'est pas le cas. Le potentiel dérivant de 1la
force moyenne ne varie pas ou peu dans cette zone positive du

potentiel,

I1 est aussi important de trouver une loi d'@volution ; seu-
le une étude dynamique peut le faire et c'est ce que fait le
théoréme H de Boltzmann ; mais, il n'y parvient qu'au prix d'une
hypothése fondamentale supplémentaire, le chaos moléculaire, qui
se superpose 3 la dynamique hamiltonienne et qui semble bien 1lui

étre’irréductible.



C'est ce chaos qui, de l'avis de Boltzmann lui-méme intro-
duit 1'élément d'irréversibilité qui manque 3 la dynamique hamil-

tonienne si l'on veut retrouver la croissance de l'entropie.

Mais la coexistence dans une méme théorie, de la micro-
réversibilité et de la loi de croissance de l'entropie souléve des
difficultés dont nombreuses personnes sont jusqu'alors conscientes
on peut résumer la notion de réversibilité apparente et irréversi-

P e P . . *
bilité cachée en trois points :
"- 1'irréversibilité est décrétée par le second principe

~ les lois de la thermodynamique macroscopique expriment

les propriétés moyennes d'un grand ensemble d'atomes

- les processus microscopiques dont ces atomes sont le
siége, doivent &tre réversibles et seuls les processus

macroscopiques peuvent étre irréversibles."

Si les prémisses sont justes, la conclusion, elle, ne
s'impose absolument pas, et ce dernier exemple suggére plutdt le

contraire.

"Dans ce cas, il semble gue derriére tout &quilibre statis-—
tique se trouvent des microprocessus irréversibles qui relévent

d'un niveau plus profond de la description du phénoméne'.

Parallélement & la description d'Einstein du mouvement
brownien de micelles¥¥, en faisant intervenir le freinage d@ au
fluide et par la-méme, une irréversibilité au niveau du processus
€lémentaire, on décrit dans le paragraphe "Entropie et irréversi-
bilité" la zone de premier freimage lors de la collision des deux

particules.

I1 apparait, pour de nombreuses raisons, en particulier le
calcul du temps de relaxation linéaire pour les gaz denses, que
seule cette partie de "premier freinage'" peut traduire une micro-

irréversibilité.

G.Lochak, 1'Irréversibilité en Physique.
International Seminar on mathematical theory of dynamical
systems and microphysics.

A.Einstein, Investigations ontthe theory of the brownian

movement Dover N.Y. 1956.

we



Dans le phénoméne macroscopique irréversible de la diffu-
sion, ainsi que dans l'apparition d'un &quilibre thermodynamique
des micelles d'Einstein, on ne peut l'expliquer théoriquement
qulen faisant intervenir au niveau microscopique, le processus
irréversible du freinage, donc une '"fl&che microscopique du

*
temps'" .

Dans ce cas présent, on admet aussi 1'existence d'une onde
de dissipation de fonection (K) associée 4 la collision en accord
avec les deux premiers principes de la thermodynamique, qui tra-
duit la croissance de l'entropie et décrit le processus de micro-

irréversibilité dU au premier freinage.

Mais, cette fonction Qg(ﬁ) ne peut étre décrite par la dy-
namique ou les modéles statistiques ou probabilistes. Le recours
a4 la théorie électromagnétique et des forces intermoléculaires
devient nécessaire pour la définition de la zone de dissipation
et expliquer une micro-irréversibilité des processus élémentaires,
qui n'est pas incompatible avec l'entropie du théoréme H qui est
un cas particulier de la confirmation statistique et générale du

second principe de la thermodynamique.

* e g .
Georges Lochak, Irreversibilité en physique
Fondation Louis de Broglie.



CHAPITRE 1II

GAZ MODEREMENT DENSES, DENSES ET LIQUIDES

Dans le précédent chapitre, la théorie cinétique était
limitée aux gaz dilués et des relations entre les propriétés
microscopiques des molécules et un coefficient de transport

€étaient bhtenues.

Une double analyse était effectuée et opposait les théories
de Boltzmann et Frey-Salmon dont les résultats €taient comparés
aux grandeurs expérimentales de la viscosité des gaz neutres,

avec un potentiel commun, celui de Hanley.

L'introduction & 1'équation de Boltzmann et la discussion
qui suit, montre que cette théorie doit &tre limitée aux gaz suf-
fisamment dilués, puisque seules les collisions binaires sont pri-
ses en compte, et les dimensions moléculaires sont petites entre

la distance moyenne de deux molécules.

Cependant, ces conditions limites ne sont pas applicables
aux gaz denses et aux liquides, et cette premiére théorie ne peut
€tre appliquée ; pourtant un certain nombre de tentatives ont été
faites pour donner une extension 3 la théorie de Boltzmann. La
théorie d'Enskog est une des premiéres, mais elle est valable

uniquement pour des sphéres dures !

Une seconde théorie, qui s'efforce de développer une géné-
ralisation de 1'équation de Boltzmann dérivée de 1'équation de
Liouville, a montré que la supposition du '"chaos moléculaire" ne
peut pas toujours €tre valable et que les particules deviennent
en fait, de plus en plus corrélées & mesure que la densité du gaz

augmente.

Cette généralisation, développée par Chapman-Enskog et limi-
tée au premier ordre pour les gradients spatiaux,a permis d'obte-

nir l'expression des coefficients de transport.

Dans la second théorie abordée, dans le premier chapitre,
1'équation cinétique F.S., il est possible de faire une extension

4 partir de la fermeture, des gaz dilués aux gaz denses.



En effet, 1'équation cinétique Frey-Salmon contenant des
grandeurs macroscopiques, il est possible dé la résoudre par une
méthode des moments et d'obtenir ainsi un jeu d'é&quations de 1la
mécanique des fluides. Or, en mettant T en facteur devant les in-
tégrales de (I.26), car cette quantité ne dépend ni de §2, ni de
%2, on obtient une nouvelle forme de 1'équation F.S. qui est iden-

tique 3 l1'équation de Fokker-Planck :

> >
Bf] N Bf] X1 8f] Bfl X12 5 N 5
+ oW, . + — + n, — | — (1 - (5 + v,. +
ot 1" .= m > -> m ot 1° -
X oW ow X
1 1 i 1
- X 5f . 3y
> 3 1 3 = kT 1 12 _
Vot +-)‘l¢]2dx2 Tn1 J T'T(V]f] + -y -—-_—;—‘). dXZ = 0 (II.1)
8X2 -t Bw] 8w1 Bx]

Ainsi, on mettra en &vidence le tenseur de pression inter-
particulaire. L'équation générale permet donc le calcul de la
viscosité d'un gaz dense en tenant compte de la pression interpar-

ticulaire.

1. EXPRESSION DE L'EQUATION CINETIQUE F.S. GENERALE

Pour calculer le coefficient de viscosité interparticulaire,
on doit avoir recours & l'expression générale de 1'équation ciné-

tique, afin de mettre en évidence le tenseur de pression cinétique.

L'expression de la fermeture F.S.

31, kr 9F; Wy,

.+
g = £,650,, = t{f £, 7 + £, (v + 7). —3
Bwl Bxl
YY)
> kr 2% 12
boE Gy, v S 2y (11.2)
sz axz

permet d'obtenir 1'équation généralisée en reportant (IIL.2) dans
la seconde é&quation, puls dans la premiére équation du systéme
q % p q y

B.B.G.K.Y. " :

Thése d'Etat J.FREY, Orsay, Physique des Plasmas.



Sf S f X. of 9 f X
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C'est donc la fermeture FREY-SALMON (chapitre I.2A) qui conduit &

cette nouvelle équation cinétique.

2, CALCUL DES COEFFICIENTS DE VISCOSITE INTERPARTICULAIRE

Qo

Rappelons que la premiére €quation de B.B.G.K.Y. conduit

~ . . . *
1'"équation de la conservation de la quantité de mouvement

N 3 3
nm| = + v.~:]v = nX - - - P (1I1.3)
— 9 X X

Le tenseur de pression totale® est la somme des tenseurs de pres-

k&
sion cinétique p,, et de pression interparticulaire m , définis par

les relations

m { Vk VQ fdw

Pre ~
3 - > ' - . . .
et - —— T n,,X,,dx s écrit en notatzons tensorielles
-+ 12712—=2
90X
oT, .
ki _
x, J B1o¥y, 1242 (I1.4)

L'équation généralisée F.S. (IL.1) conduit aussi & 1'expression
(IT1.3) en faisant apparaftre le terme de pression interparticu-

laire :

y > 2 [ = T 9 > 93 > 9
“:.ﬂ = n‘ f Xlzll T(SF + Vl. > + Vz.”:—)]wlzézz(II.S)
ax — axl sz

et dans ce cas, ce terme n'est pas nul. En intégrant, le tenseur
de pression interparticulaire dans le cas d'un milieu homogéne

est donné par la relation

¥* - . .
Yvon, Les corrélations et l'entropie, Dunod
Délcroix, Physique des Plasmas, Dunod.
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2 Vs
ke = 7 TTka,lzrg[¢12 AT (Vz'vl)”gifldr' (11.6)

En intégrant (IL.2) par rapport a4 la quantité de mouvement, on

trouve une expression de la densité double

= n? - tn?|—t2 _ 37 4 3.4
Bpp = n ¥y, - L 5t V1=t Y Vo %¢12] (I1.7)
dr dr
v .
On peut simplifier 1l'expression (II.7) en supposant 5y, constant,

et en considérant que dans le domaine des forces interparticulaires
la vitesse hydrodynamique varie de telle mani&re qu'on puisse se

limiter au premier ordre :

- oGy (I1.8)
V1,2 = Vl,l Xy=Xg ~ .
axl
Si 1'on pose
__2n 2 df _3
Ty = 3 D J wdr r°dr (1I1.9)
0
il vient :
. r
_ T2 k 2 daf dv
e = Tolkg * 2T ( T ar @& 3¢
v, Y. r, r.r.
x 2 Vi [ FkTeTiTi af ay
T2 3%, J r2 dr"dr dr (IT.10)
: 5 iomnaire, 20 - 20 3n _ _ 3y 3 >
Si la température est stationnaire, ST S5t 5Topn 8_;E,,v,
v . _ _ 4w d¥ dy _4
La relation C = TERT j i dr f dr (I1.12)
o
permet d'obtenir T quand k # %,
v v ~
kT, 2[°Vk QJ
T = - Cn + (1I1.13)
k2 2 Lax, = 8x,
pour k = 2%
2 av
Tk = "o TkTCn T
k
3 »[27 2 3y d@_3 tkTn’C
- ——.V{—Tn —t— =1 dtr + —F— (I1.14)
3§ 3 dlogn ' dr 2
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On en tire l'expression des coefficients de viscosité

interparticulaire :

2
TkTCn
Wy o= (I1.15)
_ 5 2__ 2 3y 3¢ 3
et Xin = 3M;, * 3TN J 51ogn dr r dr (11.16)

Par conséquent, l1'équation générale F.S. conduit seule aux
bl
expressions des coefficients de viscosité cinétique et interparti-

culaire d'un gaz dense.

3, RAPPELS DE LA THEORIE D'ENSKOG

Deux théories cinétiques rigoureuses des gaz dilués qui
ont été& discutées dans le chapitre précédent sont basées respec-

tivement sur la théorie de Boltzmann et de Frey—-Salmon.

Dans la premiére, il est supposé& qu'il y a seulement des
collisions binaires et que le diam@tre mol&culaire o est petit

comparé & la distance moyenne entre deux molécules.

Ces deux hypothéses sont certainement valables dans le cas
des gaz dilués, comme on a essayé de 1€ montrer, mais dans le cas

de gaz denses, elles doivent €tre reconsidérées.

Sur cette base, Enskog a été le premier & faire un effort
dans cette direction, en développant une théorie de gaz denses 3
partir de sphéres dures. En ne considérant que les collisions bi-
naires, il a été en mesure de décrire une théorie de gaz denses
sur la base d'une théorie des gaz dilués précédemment décrite.
Quand le gaz est comprimé, il y a deux effets qui deviennent impor-

tants, {car on doit tenir compte du volume des particules) :

- le transfert des quantités de mouvement et d'énergie
pendant la collision

- le taux de collisions.

X dans la suite des calculs sera un facteur relatif & la probabi-
1ité de collision. Cependant, ce facteur X peut étre intimement 118

d 1'équation d'état :
p = nkT(l + b_x) (I1.17)

ol b = %ﬂn63,




L'équation de Boltzmann est obtenue pour une fonction de
distribution f(;,§,t) en utilisant des arguments physiques et
géométriques, une analyse similaire est utilisée dans le cas de
gaz denses. De ce fait, il est clair que le membre de gauche de
l1'équation de Boltzmann reste inchangé alors que le terme inté-

gral est modifié & cause du volume des molé&cules.

La fréquence des collisions dans 1'élément de volume relatif 3 dx
sur x dans lequel les vitesses des particules sont dans le domaine
dw sur w et les paramétres de collision sont db sur b et de sur e,

est @

f(§,$)fl(§,§1)gbdbded$d§ld§ ) (11.18)

Mais, deux modifications doivent &tre faites pour tenir compte des

réflexions précédentes.

Si une molécule se trouve en g, le centre de la seconde est
en (g—cf) ot K est le vecteur unitéd porté par 1'axe reliant les
deux molécules au moment de la collision. Et la fonction de distri-
bution sera évaluée au point (;—oﬁ). Aussi, le volume par molécule
est de l'ordre de %w(%)3. Par conséquent, le volume dans lequel
peut se trouver le centre d'une molécule, est réduit, et la probabi-
1ité de collision est plus grande. La fréquence de collision est
fonction du facteur X qui lui dépend pour des sphéres dures unique-

. ¥
ment de la densité

La fonction X est évaluée au point de contact de deux molé-

cules, c'est-d~-dire i (§ - %GK). L'expression (II1.18) devient
> >
v (% - %aﬁ,t)f(§,%,t)fl(§—cﬁ,$l,t)gbdbdngdwldx . (I1.19)

L'équation de Boltzmann pour les gaz denses devient

>

5f > Of % of

oL, w2y X,

ot 5% T oy
X(§+%cﬁ)f(§,§')f](§+oﬁ,§;)

gbdbdedw, .(II.20)

/]

Sy

1
~x (RgoR) £ (x, W) £ (%-0K, W)

* .
Chapman et Cowling,
The mathematical theory of non uniform gases.



On peut encore exprimer cette &quation en développant les

. > 1 .
fonctions f(x+0K,w,t) et x(§+~0f,t) en série de Taylor :

2
>
9f _ > df . X 3f _
E‘E"‘W.'—_—;'F-IE.*:—J]"'JZ'FJB P
ax ow
ol
f >
J, = xf[ {£7£] - £f }gbdbdedw
N afi Bfl N
J, = fo I(K.{f' 5 + £ —])gbdbdedw,
’ 9X 99X
_ | [ = 39X 1 -
g = zo[Jf(K. §){f £ + £f }gbdbdedw, (I1.21)

Aprés de nombreux calculs et en utilisant les propriétés des équa-
tions de transport des gaz denses, 1l'expression (IL.21) . permet

- . *
de définir le coefficient de viscosité avec la théorie d'Enskog

u o= %(1 + Jiﬂnogx + O,761(%ﬂn03x)2) (I1.22)

15 "p.A.

4. ROLE DES CORRELATIONS

A mesure que la densité de particules 3 1l'intérieur d'un
volume augmente et permet de dépasser la pression atmosphérique,

la seule approximation g(x) = exp[—Y%r)/kT]¥¥ devient insuffisante.

En effet, la détermination des forces atomiques dans les
gaz inertes devient de plus en plus intéressante. Leur connaissance
est essentielle pour la description des propriétés thermodynamiques

et de transport des gaz denses.

Par consé&quent, le calcul des fonctions thermodynamiques
pour un fluide dense en équilibre doit @tre pensé de maniére 3
présenter le probl&me simplement, ne serait-ce que d'un point de
vue thé€orique. Une approximation statique des corrélations est
appropriée a4 la structure d'un fluide simple ol l'interaction des
forces entre les molécules est double ; elle est représentée par

la fonction de distribution radiale g(r).

Hirschfelder Molecular theory of gases and liquids

tf(r) potentiel interparticulaire.



Dans ces calculs, on suppose par simplification que le
fluide est composé d'une espéce de molécules et que chaque molé-

cule posséde la symétrie sphérique, sans degré intermne de liberté

Généralement, on présente l'aspect physique des corrélations
sous la forme de 1'influence d'une molécule, dite particule | sur
une seconde particule 2 qui est la combinaison de deux effets sé-

parés .

On considére un premier effet de la molécule 1 sur la molé-
cule 2 qu'on appellera effet direct, et un second effet lui, indi-
rect de la molécule 1 sur 2 & travers l'effet intermédiaire de la
molécule 1 sur les molécules 3,4,...N¥, avec un effet en conséquen-
ce, de ces molécules sur la molécule 2 ; ceci revient aux forces
exercées par un champ appliqué sur le milieu constitué par les mo-
lécules. Cet argument a &té utilisé pour définit ufie fonction de

corrélation directe c(r) entre deux particules distantes de r.

Ce concept de corrélation directe a été développé par
Ornstein-Zernicke. Il est particuli@rement important 3 cause de
sa signification physique pour deux molécules du fluide ; il per-
met surtout d'accéder aux fonctions de corrélations. Si on consi-
dére n][k],¢] la densité simple de particules comme une fonction-
nelle, et la variable fonction ¢ comme une perturbation potentielle

1'équation bien connue d'Ornstein-Zernicke © s'dcrit :
> > - — -
o [%)%ps 8] = o, I3 %00 +
e - ‘
In][§3,¢]c12|_x2,x3,¢].alz[?;l,xy(p]gz?) : (11.23)

ot alz(x) = g(x) - 1.

Cette équation lie la notion de corrélation directe et

indirecte. Elle servira pour la détermination de la fonction g(x).

Mémoire d'ingénieur C.N.A.M. E. Ternon, 1977

*¥Ornstein—2ernicke, Proc.Acad.Science Amst. 17, 793 (1934).



Equation intégrale de Percus-Yevick

De nombreux travaux ont été réalisés pour aboutir d 1la
détermination de la fonction de corré&lation double. Le caractére
de récurrence des systémes d'@quations oblige 3 un moment ou 3 un
autre de faire une approximation. En utilisant la théorie des
fonctionnelles, et en développant une fonctionnelle en série de

Taylor, on tronque ce développement aprés le premier ordre.

Cette méthode permet de répondre en physique statistique
théorique 4 un probléme fondamental qui est le calcul des proprié-
tés thermodynamiques résultant d'une interaction entre les parti-
cules. Nous savons comment déterminer les fonctions thermodynami-
ques théoriques j? telles que la compressibilité y, 1'énergie
interne U, 1l'entropie S etc... qui sont des fonctions de la densité

et de la température (n,T).

Aussi, est-il nécessaire de définir d'une maniére précise le
potentiel interparticulaire\f(r) et la fonction de distribution

radiale g(r).

A la suite de ce raisonnement, en utilisant la notion fon-
damentale de fonctionnelle, on peut écrire toute grandeur thermo-

dynamique sous la forme :
y,U,S... '—‘?Ee(f),g(r);rl (11.24)

Les différentes études de Hanley-Klein, Maitland et Barker-
Fisher-Watts¥, donnent de trés bons résultats pour le potentiel de
1'argon dans le cas du second coefficient du viriel et du coeffi-—
cient de viscosité au sens de Boltzmann & pression atmosphérique.
Le potentiel de Lennard-Jones, peut—-&tre d'une simplicité plus
grande, donne des résultats en bon accord, mais dans un domaine de

température plus restreint.

Mais son utilisation reste cependant aisée. En vue d'utili-
* - . - - . - o -
ser ce type d'équation intégrale non linéaire, ce dernier poten-
tiel suffira dans un domaine de températures et de pressions rai-

sonnables.

*Mémoire d'ingénieur C.N.A.M. E.Ternon, 1977.



Le but de cette équation est en fait d'isoler certaines
variables qualitatives prédominantes qui représentent les carac-
téristiques du milieu physique aussi bien que possible, car une

analyse d'un état est impossible dans sa totalité.

En utilisant le théoréme de Taylor, introduisons la fonc-

tionnelle F[&(t)] avec 8y(t) = ep(t) représentant une variation :
b
Fly(e)+o ()] = Fly(e)] + [ F'le vy (e)]e(ede, +
a
b
-;—” F'IE 8,5y () o (B )0 (E,)dE dE,) + ... (I1.25)
a

On peut introduire une nouvelle fonctionnelle définie au point 52 :

§y(t) = ¢le,,y(t)] - ¢[&,] (11.26)

au point t = £,y
qdy(t) -~ O
Elle est transformée en fonction quand y(t) est considéré fixé

3
il s'en suit que

b
Ftél,Y(t)] = F[EII t J dEZ{GEZ,y(t)] - G[Eilg %
a
b
SFIE],Y(t)] 1
— + 5 ” dazda3{c[£2,y<t)] - 6]g,]1Y *
6Gl_€2,}’(t)] y(t)=0

a

6%F [,y (0)]

6le,,y(e)] - 6l }
{ 3 ; "y{(t)=0

8G[E,,y(t)].86[E,5,y(e)]

(I1.27)

Dans les calculs qui suivront, on limite la précédente
formule au premier ordre sans véritable raison physique. En outre,

T - . . +
on considére une perturbation venant d'umne particule x

-
Il
| ~12

N
b, = .Zl‘fdxi-xél) (11.28)
1:
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On peut obtenir 1'équation de Percus-Yevick en posant :

[ep]
"l
=
—d
[

= n, [x,4]
F]l}ﬂé:[ = n]‘}s¢IeXp Bf01°

En introduisant (I1.27) dans (I1.23), et aprés quelques calculs

on obtient la fameuse équation P.Y.

g(r)eB ) Ly nfdsu—ee\f‘*‘)>g<s>-(g<l¥—3|> - 1) (11.29)

-8 (xr)

avec g(r) = o(r)e on obtient une autre forme de 1'é&quation

o(r) =1 + n[(e—BT(S) - 1)(e—6f(lr_si)o(|¥—§l) - 1)o(s)ds
(11.30)

Les figures (10 et 11) montrent la forme des fonctions-
solutions de ces &quations intégrales pour différentes températures
et pressions dans le cas d'un potentiel réaliste (Lennard-Jones

o = 3.405 ;, argon).

5. CALCUL DU TEMPS DE RELAXATION DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION
DOUBLE DANS LE CAS D'UN GAZ DENSE

L'expression définie au chapitre 1 conduit & deés calculs
relativement compliqués, lorsqu'il s'agit d'extraire T de 1'équa-
tion de conservation de 1'énergie dans le cas de gaz denses

y 2 2 - 1

-Z—l(r2 + rw) +‘f(r) + A@tf(r),n,T] = vaz.

En effet, on doit faire intervenir un potentiel dérivant
d'une force mayenne qui peut &tre défini & 1'aide de la fonction
de distribution radiale du type Percus~Yevick. Le calcul de 1'in-

tégrale triple dans le temps T est déjid long sans y ajouter la

résolution d'une équation intégrale non linéaire.

Cependant, le temps de relaxation linéaire peut s'exprimer

. - . P 3 %
en fonction du temps T 8 pression atmosphérique et de no :

*
Thése d'Etat, Frey, 1970.



3
tp , E(no”) (II.31)

-
]

Dans un premier temps, et dans un domaine limité de pressions,

cette approximation est suffisante.

L'encombrement devenant de plus en plus important, pour
évaluer ce temps dans le cas d'un gaz modérément dense et dense
on doit tenir compte des collisions binaires mais aussi des colli-
sions ternaires, quaternaires... On peut ainsi &tablir une relation

o . 3 .- P
lin&aire, entre T et no” en premiére approximation.

Cette relation s'@crit :

_ _ 3
T = TP.A.(] 8no”) (1I1.32)
dans laquelle on affecte le coefficient 6, dont la valeur sera

définie par la suite.

On peut expliquer cette relation en introduisant les coeffi-
cients d'occupation par exemple. Le but est de choisir un probléme
da deux corps, plus exactement la superposition d'une multitude de
problémes & deux corps, & la place du probléme 3 N corps que 1l'on
ne sait pas résoudre. Sur le plan physique, ce raisonnement est
beaucoup moins rigoureux. Mais, la pénétration de deux particules
dans la sphére d'interaction d'une troisiéme "au méme moment'a une
probabilité trés faible de se produire a4 plus forte raison pour

trois ou quatre.

On peut aussi introduire de manié&re phénoménologique la no-
. * . . P
tion de covolume . Celui-ci permet de définir le facteur 6. On
peut le justifier de la maniére suivante : la théorie repose sur

le fait que le développement en f relatif aux corrélations de

123
vitesse joue un r0le mais pour @tre rigoureux, il est nécessaire
d'ajouter un terme intégral portant sur la quatriéme particule.
Lorsque 1l'ensemble des quatre particules sont en contact, la qua-

triéme avec l'une des trois autres, ce terme devient trés complexe.

Ainsi, considérons en premiére approximation trois sphéres

dures de diamétre 0 en interaction au méme instant. Le point de

*JESALﬁgﬁ',~Ann,Inst. Henri Poincaré, Vol.XXVII, n°1, 1977, p.73.



contact des sphéres 1 et 3 peut &tre situé dans un large domaine

autour de 2. Le cas de la figure représente une position moyenne.

w est le milieu du segment 2-3, la distance de ce point au point

- . V2 . < ~ ..
3 est égale 3 50 et sa distance moyenne 3 une molécule du fluide
. . 1
est €gale au libre parcours moyen £ = —y- Le rapport des deux
3 Y2 mno

distances est 00", J.Salmon admet que les collisions triples
accroissent le terme de corrélation de vitesse d'un facteur

(1 + EnGB). Les collisions quadruples multiplient 4 leur tour

2 .o
T ieme

%n03 par (1 + 2n03). Et en tenant compte de la n particule, on

obtient une progression géométrique de la forme :

S =1+ q+ q° + ... ¢!

ol
T3 .

q = 3no est la raison.

Cette somme s'écrit :
n
- 4! o -
S 4 =1 qgd n > S —q °

En revanche, pour @tre valable cette relation doit répondre

au critére suivant :

%n03 < 1
' 5 . 3 2
c'est—a~dire que no~ < - = 0,63.
. ' . 28 -3
Dans le cas de 1l'argon on obtient pour n , 1,6.10 m .

Il peut correspondre une pression de 500 bars et une température
de 200 K

d'ou S =



On peut ainsi a partir de cette relation approchée exprimer

-

1'évolution du temps T de relaxation en fonction de la densité

- - Tho3
T = TP.A.(I 710 ). (1I1.33)
On voit donc que le modéle est 1imité par une condition
de convergence de la progression géométrique et en toute rigueur
l'explication physique laisse quelque peu d'incertitudes quant &

la description de la réalité physique.

Dans une étude plus approfondie, ce probléme pourrait &tre
résolu par l'introduction de coefficients d'occupation dont le
but ést de substituer un probléme & N corps par la superposition

de problémes a deux corps.

6. COMPARAISON DE LA THEORIE F.S. ET ENSKOG AVECbL'EXPERIENCE
DE MICHELS POUR UN GAZ DENSE

Le coefficient de viscosité& de l'argon a &té mesuré par
Michels™ dans un domaine de pressions de 1 bar a 2000 bars par une
méth@de‘duptu@§2capillaime5 la tempérautre de 298.16 K. Les
résultats déwééftermésure ont été comparés-avec des valeurs cal-
culées a8 partir des formules théoriques de ENSKOG et F.S. pour

les gaz denses.

Les résultats des mesures et des calculs sont-donnés dans
la table suivante et représentés sur la figure 12. Le coefficient

de viscosité a €té tracé comme une fonction de la pression.

Une comparaison de la théorie F.S. avec une autre théorie
s'imposait puisque ceéelle-ci n'a jamais été faite dans le cas de
gaz denses avec des potentiels réalistes du type Lennard-Jones ou

Hanley-Klein.

L'introduction d'une &quation aux corrélations du type
Percus-Yevick n'est pas accessoire, mais devient nécessaire comme
le montrent les résultats des tableaux (7,8,9). C'est seulement

d ce prix que 1'on peut dire si une théorie de gaz denses peut

€tre en accord avec la réalité physique.

¥Michels, A.Physica XX 1141, 1954



%
- Les rappels de la théorie d'ENSKOG*H€ pour les gaz denses

montrent dans ce cas, qu'il est nécessaire de supposer que les
molécules sont des sphéres dures &lastiques ; ENSKOG a trouvé
l'expression suivante issue de (I1.22) pour les coefficients de

viscosité

W= up o bell/b@x + 0.8 + 0.7614bgx] (II.35)

Dans cette formule, est le coefficient de viscosité du gaz

"p.aA.
& pression atmosphérique, n la densité&, y est un facteur relatif
a la probabilité de collision et qui peut @tre intimement 1ié a
1'équation d'état (I1.17) comme précédemment et b = 2w03/3m.

o reste le diamétre moléculaire et m 1a masse de la molécule.
La fonction u/@ a un minimum pour by = 1.146. Avec 1'in-

troduction d'un nouveau minimum, 1'équation (II.35) devient

_ 1 M 1
) 2.545(?)min(bﬁx
)

+ 0.8 + 0.7614beyx) (11.36)
¢

5 =

Deux méthodes décrites dans *%% sont utilisées pour comparer les
données expérimentales avec les valeurs de p obtenues par la théo-
rie. Dans la premiére méthode b et ¥ sont supposés étre indépen-—
dants de la température et bny peut @tre déterminé & partir de la
relation : b@x = M/R@(BP/BT)@l— 1.

M est lg ME838€ moléculaire. Si les valeurs b@x et (u/%)min sont
substituées dans 1'équation (II1.36), le coefficient de viscosité

peut €tre calculé.

Dans une seconde méthode, il est supposé& que 0 varie avec
la température, en imaginant qu'ad ces différentes températures, le
changement de la profondeur de pénétration interparticulaire modi-

fiera le diamétre apparent (virtuel) o.

En conséquence, il n'ést pas fait de simplification sur le
terme b et il s'en suit que b est proportionnel 3 C/A (rapport du

troisiéme et premier coefficient du viriel). Ainsi, b et bygpeuvent

Enskog, D, Svenska, Vet Akad.Handl. 63 (1921) n° 4
Chapmann et Cowling

*HH .
Michels Physica XX1141, 1954



@tre calculés, et les valeurs de p déterminées & partir de 1'équa-
tion (IT.35). Les valeurs de C/A sont calculées avec quatre points
en température en utilisant la mesure des isothermes et une métho-

de des moindres carrés. Pour u la valeur des mesures extrapo-

P.A.
lées 3 une atmosphére a &té comparée & la mesure du coefficient

par d'autres expérimentateurs (Kestin) ; elles sont en bon accord.

Dans le cas de la théorie F.S. aucune approximation sur les
expressions obtenues n'est faite et aucun coefficient n'est intro-
duit. On se référe aux relations qui découlent de 1'équation géné-
rale, et on introduit la fonction de distribution radiale détermi-
née a partir de 1'équation intégrale non linéaire de Percus-Yevick.
Le temps de relaxation linéaire T est défini 3 partir des valeurs
du temps a4 pression atmosphérique qui a été défini au chapitre I,
comme le temps de passage dans la partie attractive du potentiel
correspondant 4 la zone de décroissance de la force attractive
jusqu'a sa valeur nulle.

Ainsi, la valeur de T pour un gaz dense dans le domaine I
a 500 bars peut @tre considérée comme bonne en utilisant la rela-
tion simplifiée :

T = TP.A.(I - %nc3).
Cette relation tient compte de 1'&volution du potentiel dérivant
d'une force moyenne, donc de la perturbation, que représente 1'en-

vironnement.

A bien des égards, elle simplifie les calculs du temps T
qui deviennent extrémement longs en utilisant 1'équation de conser-

vation de 1'énergie.

En sommant les coefficients de viscosité cinétique et inter-
particulaire, on obtient une relation générale valable avec des

potentiels réalistes, pour des gaz denses :

2
po= n + T (1 - Tngdy KICn (11.37)
T (1 - Taods P.A. 7 )
P.A. 2

I1 faut remarquer que la quantité B doit €tre calculée pour

chaque pression, et température, elle est une fonctionnelle de la
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12a Figure : Comparaison théories ENSKOG et FREY-SALMON, expérience.
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fonction de distribution radiale. On peut constater sur le tableau
9 1'évolution du coefficient de viscosité cinétique et interparti-

culaire.

Commentaires : Les résultats obtenus montrent la différence de

qualité entre les deux théories, la premiére se contentant sur la
base de Boltzmann d'exprimer la collision de deux sphéres rigides,
la seconde exprimant le temps de passage dans la sphére de dissi-
pation et par conséquent le temps de passage de deux particules

dans leur sphére respective.

La premiére théorie d'Enskog s'&carte trés rapidement de
la courbe expérimentale, et les erreurs sont importantes (figure
12a) ;alors que la courbe issue de la théorie F.S. est aussi bien
en accord avec l'expérience 3 pression atmosphérique qu'd 500 bars.
On verra que, des calculs pour des pressions plus €levées (1000 3
2000 bars), jusqu'd la limite de la linéarité de la viscosit@& emn
fonction de la pression donneront de bons résultats ; mais ces
calculs deviennent vite importants et longs, en particulier pour
la détermination de la fonction de distribution radiale. La secon-
de méthode dérivée de la théorie d'Enskog en accord avec la fonc-
tion uﬁg a une valeur minimum pour bfx = 1.146, commence & &tre en
accord avec 1'expérience & partir de 400 bars jusqu'a 500 bars,

comme en témoigne la figure 128&.

D'une maniére générale, la théorie d'Enskog semble mal
adaptée 4 la détermination du coefficient de viscosité des gaz
denses, car elle trouve son origine dans la théorie du ''chaos
moléculaire" de Boltzmann qui n'est valable que pour des gaz di-
lués.

Par contre, la théorie F.S. semble fort bien adaptée malgré
les difficultés qu'a posé la détermination du temps de relaxation.
Elle est limitée 3 la valeur du potentiel interparticulaire, et &

la qualité des mesures servant 4 la comparaison.

En effet, les mesures du coefficient de viscosité & haute
pression sont relativement plus difficiles surtout aux hautes

températures.

Il n'est pas étonnant de trouver un écart de 5 7% & 500 bars,

500 K entre théorie et expérience. On remarquera, cependant, que



TABLEAU 7.

COEFFICIENT DE VISCOSITE DE L'ARGON '+ GAZ DENSES - - 62 -

T = 300.00
7 0.242871 D+27 0.3736 D-13 0.2321 D-04 0.3688 D-08
T = 400.00

0.181103 D+27 0.3529 D-13 0.2921 D~04 0.2089 D-08
T = 500.00

0.144674 D+27 0.3338 D-13 0.3455 D=04 0.1367 D~08
T = 600.00

0.120407 D+27 0.3171 D~13 0.3940 D-04 0.9730 D-09
T = 300.00
" 0.252766 D+28 0.3223'D-13 0.2691 D-04 0.3446 D-06
T = 400.00
~ 0.180064 D+28 0.3187 D-13 0.3235 D-04 0.1865 D-06
T = 500.00

0.141949 D+28 0.3083 D-13 0.3740 D-04 0.1216 D-06
T = 600.00
C 0.117773 D428 0.2971 D-13 0.4006 D-04 0.8722 D-07
T = 300.00

0.727909 D+28 0.2156 D=13 0.4021 D04 0.1912 D-05
T = 400,00

0.509807 D+28 0.2490 D-13 0.4140 D=-04 0.1168 D-05
T = 500.00

0.399655 D+28 0.2570 D-13 0.4488 D-04 0.8036 D-06
T = 600.00

0.332121 D+28 0.2565 D-13 0.4870 D-04 0.5989 D-06
T = 300.00

0.104470 D+29 0.1445 D-13 0.6000 D-04 0.2640 D-05
T = 400.00
 0.771100 D+28 0.1938 D-13 0.5319 D-04 0.2080 D-05
T = 500.00
' 0.615809 D+28 0.2139 D-13 0.5392 D-04 0.1588 D-05
T = 600.00

0.515914 D+28 0.2218 D-13 0.5634 D-04 0.1249 D=05
Température R \ .
Densité 1: relaxation P cinétique fJ interparticulaire




POTENTIEL DE LENNARD-JONES
T =Tpa (4-§mo-3) .

gx) = exp. (la) /i

- 63

0.2322 D-04 0.2307 D-04 0.6 D=-02
0.2921 D~-04 0.2904 D-04 0.6 D=02 10
0.3455 D-04 0.3437 D04 0.5 D-02
0.3940 D-04 7 0.3913 Q~O4 0.7 D-02
0.2725 D-04 0.2570 D-04 0.5 D-01
0.3253 D04 0.3074 D-04 0.5 D=01 100
0.3752 D-04 0.3562 D-04 0.5 D01
0.4214 D-04 0.,4012 D-04 0.5 D-01
0.4213 D-04 0.3642 D~04 0.13
0.4257 D~04 0.3664 D-04 0.13 300
0.4568 D-04 0.3966 D-04 0.13
0.6264 D-04 0.4867 D-04 0.22
0.5527 D-04 0.4402 D-04 0.20 500
0.5551 D~04 0.4474 D~04 0.19
0.5758 D-04 0.4692 D~04 0.22
V Théorique total Vexp AP/ p BARS




TABLEAU 8. - 64 -

COEFFICIENT DE VISCOSITE DE L'ARGON - GAZ DENSES -
T = 300.00
0.242871 D+27 0.309456 D-13 0.231828 D-04 0.358952 D-08
T = 400.00
0.181103 D+27 0.303318 D-13 0.291924 D-04 0.203475 D-08
T = 500.00
0.144674 D+27 0.293599 D-13 0.345375 D-04 0.133279 D-08
T = 600.00
0.120407 D+27 0.283453 D-13 0.393915 D-04 0.948777 D~09
T = 300.00
" 0.252766 D+28 0.270944 D-13 0.264781 D-04 0.340412 D-06
T = 400.00
0.180064 D+28 0.276650 D-13 0.320065 D-04 0.183464 D-06
T = 500.00
0.141949 D+28 0.273320 D-13 0.371000 D-04 0.119445 D-06
T = 600.00
0.117773 D+28 0.267237 D-13 0.417819 D=04 0.855791 D-07
T = 300.00
0.727909 D+28 0.190854 D~-13 0.375894 D-04 0.198857 D-05
T = 400.00
0.509807 D+28 0.222354 D-13 0.398221 D-04 0.118201 D-05
T = 500.00
0.399655 D+28 0.232326 D-13 0.436463 D-04 0.804820 D-06
‘T = 600.00
©0.332121 D+28 0.234361 D-13 0.476429 D-04 0.596838 D-06
T = 300.00
0.104470 D+29 0.137456 D-13 0.521919 D-04 0.295006 D-05
T = 400.00
0.771100 D+28 0.179329 D-13 0.493763 D-04 0.218089 D-05
T = 500.00
0.615809 D+28 0.197942 D-13 0.512279 D~04 0.162802 D-05
T = 600.00
0.515914 D+28 ~ 0.206173 D-13 0.541568 D=04 0.126696 D-05
gzﬁgizzture (I: relaxation }J cinétique ff interparticulaire




- 65
POTENTIEL HANLEY-KLEIN g(x) = exp - \( (x) /kT

- 3
{,:’CP.A (/L' li:wlf ) .

0.231864 D-04 0.230700 D~04 0.5 D-02
0.291945 D-04 0.290400 D~04 0.5 p-02 10
0.345389 D-04 0.343700 D-04 0.4 D~02
0.393925 D-04 0.3913 D-04 0.7 D-02
0.268185 D~04 0.257000 D-04 0.4 D-01
0.321899 =04 0.307400 D-04 0.4 D-01 100
01372194 D-04 0.356200 D-04 0.4 D-01
0.418675 D=-04 0.4012 D04 0.4 D-01
0.395779 D-04 0.364200 D~04 0.8 D-01
0.410041 D-04 0.366400 D-04 0.1 300
0.444511 D=04 0.396600 D-04 C.1
0.482397 D-04 0.432100 D-04 0.1
0.551419 D-04 0.486700 D-04 0.11
0.515572 D-04 0.440200 D~04 0.14 500
0.528559 D=-04 0.447400 D~04 0.15
0.554238 D-04 0.469200 D-04 0.18
théori total BARS
}/ que tota ‘P exp A\J/P |




TABLEAU 9, - 66 -
COEFFICIENT DE VISCOSITE DE L'ARGON -.- GAZ DENSES -
T = 300.00 — -
T 0.242871 De27 0.3736 D-13 0.2310 D-04 0.3713 D-08
T = 400.00
0.181103 D+27 0.3529 D-13 0.2899 D-04 0.2109 D-08
T = 500.00
0.144674 D+27 0.3338 D-13 0.3421 D=04 0.1383 D-08
T = 600.00
0.120407 D+27 0.3171 D=13 0.3888 D-04 0.9893 D=09
T = 300.00
~ 0.252766 D+28 0.3223 D-13 0.2588 D-04 0.3583 D-06
T = 400.00
0.180064 D+28 0.3187 D-13 0.3112 D-04 0.1940 D-06
T = 500.00
0.141949 D+28 0.3083 D-13 0.3618 D-04 0.1258 D-06
T = 600.00
0.117773 D+28 0.2971 D-13 0.4045 D-04 0.9092 D07
T = 300.00
0.727909 D+28 0.2156 D-13 0.3476 D-04 0.2201 D-05
T = 400.00
0.509807 D+28 0.2490 D-13 0.3677 D-04 0.1313 D-05
T = 500.00
0.399655 D+28 0.2570 D-13 0.4040 D-04 0.8916 D-06
T = 600.00
' 0.332121 D+28 0.2565 D-13 0.4423 D=04 0.6604 D-06
T = 300.00
0.104470 D+29 0.1445 D-13 0.4663 D-04 0.3365 D-05
T = 400.00
0.771100 D+28 0.1938 D-13 0.4359 D-04 0.2528 D~05
T = 500.00
0.615809 D+28 0.2139 D-13 0.4546 D-04 0.1878 D-05
T = 600.00°
0.515914 D+28 0.2218 D-13 0.4840 D-04 0.1454 D05
Température : . s s
Densits "C relaxation P cinétique fJ interparticulaire




- 67 ~
POTENTIEL LENNARD - JONES AVEC EQUATION DE PERCUS~YEVICK
. - —
Approximation L = L p Qg (;1- ig?as.d's} .

0.2310 D-04 0.2307 D-04 0.1 D-02
0.2899 D-04 0.2904 D-04 - 0.1 D-02
10

0.3421 D-04 0.3437 D-04 -.0.4 D-02

0.3888 D-04 '0:3913 D-04 -Q,5 D~02

0.2624 D-04 0.2570 D-04 0.2 D=01

0.3131 D-04 0.3074 D-04 0.2 D~01 100
0.3631 D~04 0.5562 D-04 0.2 D-01

0.4054 D-04 0 .4012 D~04 0.1 D-01

0.3696 D-04 0.3642 D-04 0.1 D=01

0.3809 D-04 0.3664 D-04 0.4 D-01 300
0.4129 D-04 0.3966 D-04 0.4 D-01

0.4489 D-04 0.4321 D-04 0.3 D=01

0.5000 D-04 0.4867 D-04 0.2 D-0!

0.4612 D-04 0.4402 D-04 0.4 D-01 500
0.4734 D-04 0.4474 D-04 0.5 D-01

0.4985 D~04 0.4692 D-04 0.6 D-01

P théorique total P exp , A P/ P ‘ BARS
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le reste des calculs est en bon accord avec l'expérience (Tableau

9 et figure 12b}.

I1 faut aussi ne pas oublier que 1'approximation

T = (1 - %nGB) n'est valable que dans le domaine de conver-

T
P.A.
gence de la progression géométrique.

7. CALCUL DU TEMPS DE RELAXATION DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION
DOUBLE AVEC UN POTENTIEL DERIVANT D'UNE FORCE MOYENNE., ET
L'EQUATION DE CONSERVATION DE L'ENERGIE

T 3 g e P
TP.A.(I znG ) utilisée précédemment

est limitée par la convergence de la série géométrique et lorsque

L'approximation T =

le domaine de températures est inférieur & 300 K et la pression
supérieure a8 500 Bars (tableau 10), cette valeur du temps T n'est

plus valable (figure 14).

Cependant, elle permet de définir le coefficient de visco-
sité d'un gaz avec une grande précision pour des pressions modé-
rées.

Le calcul de la viscosité d'un gaz dont la pression est
supérieure a 500 bars et dont la température est inférieure &

200 K doit etre effectué en utilisant l'équation de conservation

de 1'énergie et un potentiel dérivant d'une force moyenne.
Cette force movenne s'écrit :

_ d%(r)

<F> =
F dr

Elle passe par un maximum, qui permet de définir le début de la

relaxation de la fonction de distribution double.

Cette relaxation s'effectue donc durant 1l'attraction des
particules, mais lorsque la variation de 1'accroissement de 1la
vitesse diminue, donc durant la décélération de la particule,
bien que la vitesse de celle-ci augmente encore, mais peu. Lors-
que la densité du gaz augmente, le maximum de la force n'occupe

plus la méme position.

I1 est donc nécessaire de trouver cette nouvelle position,
il en est de méme pour le fond du puits du potentiel, et ceci

pour chaque couple de densité et de tempé&rature (figure 13}.
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Il est possible de définir le minimum du potentiel ainsi
que le maximum de la force qui est la dérivée de ®(r) = -kT In g(r)
d 1'aide de 1'analyse numérique, car on ne connaft pas les fonc-
tions de corrélation analytiquement. Celles-ci sont obtenues par
points, soit par simulation ou par résolution numérique d'équa-

tions intégrales non lindaire ou paramétrique.

En effet, lorsque les bornes n'évoluent pas et qu'elles
sont conservées constantes, les résultats numériques des tableaux
1l et 12 montrent un écart de plus en plus important sur le coef-

ficient de viscosité& aux hautes pressions.

La figure 13 permet d'expliquer ces &carts. La relaxation
s'effectue dans une zone bien définie qui se déplace et se con-
tracte en fonction de la température et naturellement de la densi-
té. Le maximum de la fonction g(r) s'écarte trés nettement de la
limite de la zone de dissipation définie & pression atmosphérique.

La zone ainsi définie n'est plus représentative.

I1 y a aussi un autre effet qui se superpose au précédent
dont il est nécessaire de tenir compte, c'est la dégénérescence
de la fonction de corrélation en fonction du temps Y(x,t). Et le

postulat de la relaxation linéaire de f devient incomplet pour

12
les gaz denses et liquides. Il sera 1l'objet d'un des prochains

paragraphes.

7.1. TEMPS 1 DETERMINE A PARTIR DE DEUX AUTRES FONCTIONS
DE CORRELATION DIFFERENTES

a. Fonctions de corrélation calculées avec une &quation intégrale

paramétrique

Pour des systémes de particules classiques en interaction
avec des forces radiales, les &quations d'état de la thermodyna-
mique doivent @tre obtenues 3 partir de la connaissance de la
fonction de corrélation g(x). Deux méthodes numériques de base
ont déja &té utilisées pour obtenir g(x), la simulation par la
méthode de Monte-Carlo et une méthode de dynamique moléculaire,
ainsi que les Equations int@grales bien connues telles que Percus-

Yevick €tudi&es précédemment et HNC. Mais pour ces dernidres, de



nombreuses études ont montré qu'elles offrent aux hautes densités
d'importants écarts. Les seuls avantages qu'elles présentent sont
des temps de calcul réduits, mais aussi la possibilité d'inverser
le probléme, c'est-a-dire d'obtenir le potentiel interparticulai-
re connaissant la fonction de corrélation expérimentale. Les mé-

thodes numériques présentent 1'avantage d'@tre exactes.

Les &quations P.Y. et H.N.C. sont équivalentes aux sommes
partielles des termes relatifs au développement de g(r)exp —T%r)/kT.
La somme des diagrammes qui sont utilisés pour représenter les in-
tégrales est dans les deux &quations correcte, mais elle oublie

les coefficients correspondant aux plus hautes densités.

Bien que 1'équation H.N.C. obtenue en sommant tous les
diagrammes utilis@s pour P.Y., inclut un ensemble complémentaire,
sans fournir d'aussi bons résultats. L'équation intégrale para -
métrique somme les diagrammes correctement au premier ordre en
densité et contient en addition un param&tre qui apparalt dans les
termes de plus haut degré. Ce paramétre est fixé en vue d'étendre

le domaine de validité de cette équation intégrale.

Carley* propose une &quation intégrale paramétrique donnant
la somme des termes au second ordre du développement en densité
pour g(r)exp —‘P(r)/kT. Cependant, il apparait qu'un grand nombre
d'équations intégrales peuvent donner les deux premiers termes du
développement pour lequel le paramdtre apparait dans les termes

d'ordre le plus élevé.

L'équation de corrélation directe s'@crit (II.23) (Ornstein-
Zernicke)

o(r)

c(r) + n f a(s)e(|s-7])ds.

alr)

g(r) - 1.

On peut utiliser 1'approximation pour la fonction de corrélation

) *®
directe :

1
I
)

c(r) = g(r) 1n(ag(rﬁasﬂr) - a+ 1). (11.38)

a est le paramétre ajustable.

*Carley, Lado Phys.Review 137, A42 (1965)



Si a est proche de 1, 1'équation II.38 est réduite a4 1'équation

H.N.C. et si a proche de O, on obtient 1'é&quation P.Y.

La comparaison des calculs faits avec la méthode de Monte-

Carlo a permis a Carley de définir la valeur du paramdtre & 0,12,

Ainsi, la méthode de Monte-Carlo est prise comme une réfé-
rence. Mais la m&thode de Carley pré&sente un avantage certain qui

est celui du temps de calcul informatique.

Un fluide a une densité@ moyenne:

n - -N—
v

oi N est le nombre de particules et V le volume.
L'énergie potentielle du syst&me est supposée étre la somme des

potentiels interparticulaires ainsi

N
1
U(r]...rn) =5 Z ' .Ke(rij). (1I1.39)
i,j=1 i#j
La fonction de corrélation est donnée par
o2 -1 -8U
g(r ,) = vz J... Je dry...drg . (I1.40)
\
ou
= -gU
z = J...J e dr,...dr, . (I1.41)

\

L'énergie potentielle moyenne <U> est donnée par :

[e2]

E = B<U>/N = 27nB f‘f(r)g(r)rzdr . (I1.42)

(o]

La fonction de 'distribution radiale peut &tre &crite comme une

série en puissance de la densité.
Ce développement est décrit en général en termes de graphes
ou diagrammes. On y associe les fonctions f de Mayer

f(xij) = exp[}Bf%xij)] - 1 (11.43)

de maniére 3 assurer une corresporndance entre les graphes et les
intégrales des produits de fonctions f. D'une maniére générale la

fonction de distribution radiale s'écrit
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o (k=2)
= }{( } 1 fij]an...gzk : (IT.44)

3 Qe Q

oi Q est le graphe, k 1'indice du point considéré. Ce développe-

ment en n s'éerit

g exp(f/kT) = 1 + n e—O—e + nzo—ECk~—O——_4
+ 2n2 .-_<le53
2 2
an bn
5 ‘<i:>) * = ‘(:E>b¥
Le développement exact est pour a = 1 et b = 1.
On retrouve 1'équation P.Y. pour a = 0 et b = 0 ainsi que H.N.C.

pour a = 1 et b = O.

L'équation paramétrique de Carley comparée 3 un &talon (simula-
tion) donne a = 0,12 pour b = 0,

La solution de cette équation paramétrique demande l'utilisation

d'une méthode itérative.

Il est introduit une fonction S telle que

et sa transformée de Fourier est :
Yy = @2m7? JJJ s (5o kT g7 (I11.45)
ainsi en termes de fonction S on obtient
g = e_Bf(a—leaS - am1 + 1) (I1.46)
c = e BC1eaS 7ty o s, (I1.47)

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de 1'équa-

tion de Ornstein-Zernicke et en reliant 8 S = o — C, on obtient

3
* .

Exemple de correspondance : 1 2= [f13f32f14f42f34g£3§£4
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3 a2
S —(-izlr—)——’l??&— . (I1.48)
1-(27) " nC
Les résultats obtenus avec 1'approximation 1 = Tp . A (1~%n03)

montrent que 1'@quation paramétrique de Carley donne un bon accord
avec l'expérience (tableau 10). Le fait de tenir compte des termes
d'ordre plus &levés dans le développement en puissance de la den-
sité permet d'obtenir des résultats aussi bons que ceux obtenus
avec P.Y. (tableau 9) dans le domaine de temps de relaxation pou-
vant @tre considéré comme linéaire . L'utilisation de 1'équation de
conservation de 1'énergie permettra d'étendre le domaine jusqu'aux

gaz denses et liquides.

b. Fonctions de corrélation obtenues par la dynamique moléculai-
*% ' . - . .
re . Fonctions de corrélation dépendant du temps

Le terme Monte-Carlo a comme utilité de désigner une mé-
thode numérique dans laquelle des &léments stochastiques spécifi-
ques sont introduits et s'oppose aux expressions compl@tement dé-
terministes et algébriques de 1'approche utilisée en dymanique

moléculaire.

La caractéristique essentielle est que la méthode donne une
chaine de Markov dans laquelle les &tats markoviens individuels
sont des points dans l'espace de configuration de la mécanique
statistique pour un systéme de N molécules dans un volume V & la

température T.

Les calculs de la dynamique moléculaire sont basés sur
l1'hypothése que la dynamique classique avec des interactions i
deux corps peut donner une description raisonnable du mouvement

des atomes dans l'argon liquide.

La force exercée sur un atome i est déterminée classiquement
en calculant la somme
N-1

- ) vY..

j=1 1

Rahman, Physical Review, vol.136, nbre 2A, 19 octobre 1964

*¥Ver1et, Physical Review, vol.159, nbre 1, 5 juillet 1967.



en supposant connue la distribution des atomes et le potentiel
d'interaction\f ij Si les coordonnées de 1'espace de phase de
chaque atome au temps t sont mémorisées , la trajectoire clas-
sique d'un atome i sur une période de temps At doit 8tre détermi-

née en obtenant la solution des &quations newtonniennes.

Les coordonnées de la nouvelle position en 1l'absence de

champs externes sera
1 ¢ 2
Xi(t + At) = vi(t).At o § v?ij(At) + Xi(t)
et la nouvelle vitesse sera :
. -
vo(t + At) = v.(t) - = § V\eij.(At)

La distribution des vitesses devrait €tre maxwellienne pour un
systéme 8 1'équilibre, et si c'est le cas la température d'un

systéme de N particules est donnée par la relation

2

m
=T V.

T = 3%

Il 12

i=1
Cependant, dans ce calcul il est intéressant d'introduire
des fonctions de corrélation dépendant du temps. Elles permettent
ainsi de voir la dégénérescence de la fonction g(x) dans le temps.
C'est-d-dire, pour des fonctions de corrélation, chaque moment
peut étre considéré comme une origine de temps et de nouveau une
moyenne d'ensemble peut &tre faite avec une succession d'origines
de temps. Si n(x) particules sont situées a4 une distance entre x

et x + Ax d'une particule donnée :

) n(x)

4ﬂx2.Ax

Zl<

g(x) = (

représente une fonction de corrélation indépendante du temps.

Pour les corrélations dépendant du temps, i1 faut tenir

. . . . *
compte, en plus de la fonction d'autocorrélation des vitesses ;

= 2n -
1.- de la valeur moyenne des déplacements <x > donnée par

la relation :

®
Annexe 6
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2n
<3z > =

I ~122

1 2n
5. {Xi(t) - Xi(O)}
i=1

. . _ . DU . *
Il est ainsi nécessaire de définir une nouvelle fonction G(x,t)
qui donne la probabilité& d'une particule de se déplacer de 1la

quantité x durant le temps ¢t.

2n 2
<x" "> = J x nG(x,t)dx
2.- de la fonction de corrélation dépendant du temps ¥Y(x,t).
Si & un temps t, n(x,t) particules sont situées & une distance
entre x et x + Ax de la position d'un atome occupée 3 t = 0, on

définit cette fonction comme

.V on(x,t)

v(x,t) N

2
4rxTAX
Cette fonction représente en fait la rapide dégradation de

la fonction de corrélation g(x) qui est ni plus ni moins la fonctior

v(x,0).

7.2. APPROXIMATION DE LA FONCTION DE CORRELATION DEPENDANT
DU TEMPS DE VINEYARD

Pour décrire la dépendance de Y(x,t) en fonction du temps,
Vineyard a suggéré une approximation qui permet d'effectuer le

produit de convolution entre g(x) et G(x,t). Il s'écrit
P(x,t) = J g(x")H(x » x',t)dx" .

ol H(x - x';t) est la probabilité que la particule en x' va en x
dans un temps t, sachant qu'une autre particule &tait située &
1'origine 3 t = 0. L'approximation de Vineyard consiste 3 écrire

H = G. Le tracé de w(xma ,t) pour le maximum de la fonction g(x)

X

la fonction de corrélation dans le temps. La plus importante dé-

gradation s'effectue sur un temps tré&s court. La fonction P (t)

*Vineyard, vol.110, n°5 June 1, 1958 (Phys.Rev.)



e .
a une dérivée dont la valeur en t= 0 est infinie .

De ce fait, il est apparu nécessaire d'introduire plus en
détail cette notion de dégénérescence de la fonction de corréla-
tion.

Des travaux ont été réalisés au niveau de cette dégéné-
rescence, d'une part par Vineyard qui propose une approximation
de ¥(x,t) sous forme de produit de convolution et d'autre part,
par Rahman & 1'aide de la dynamique moléculaire qui, dans ce cas,
trouve beaucoup d'intéréts. Les résultats ' de ces deux travaux

ont été comparés et sont en bon accord (figure 1l4b}.

La fonction de distribution d'autodiffusion G(x,t) peut
étre analysée dans le détail. Dans un gaz parfait, un atome main-
tient sa vitesse indéfiniment et par conséquent se déplace de la
distance x durant un temps t si sa vitesse initiale est %. La
probabilité d'une telle vitesse initiale est donnée par la fonc-

tion de distribution des vitesses de Maxwell et 1'on a :

—3/2 V—BI

G(x,t) = o |

e] 7 exp[Fx%/ (v, t)%]

ol v, = (ZkT/m)l/z.
Dans les gaz denses et liquides, la situation est diffé-
rente pour G(x,t) qui pour des trés petits temps de l'ordre de :

-~

| t] v W/KT est entiérement concentrée dans une région r n Ag ol

1/2). Cependant,

AB est la longueur de De Broglie (AB = K/ (2mkT)
la longueur De Broglie est trés petite comparée aux distances in-

teratomiques.

Dans ce petit volume, il peut se produire des effets quanti-

ques assez appréciables.
Ainsi on peut utiliser pour G(x,t) la relation :
-3/2 9
G(x,t) = {Zﬂt(th—iﬁ)/m} exp{—mx /[Zt(th—iM)l}

Mais G(x,t) n'a pas toujours un comportement gaussien et pour pal-

} FHoK . -
lier cette carence, Rahman  -aexprimé G(x,t) par un développement

Démonstration en annexe 6

K¢
Rahman, Physical Review, vol.136, nbre 2A (1964)

*
**Rahman, Physical Review, 136, A405 (1964).



de la fonction en série de polynOmes d'Hermite :
-, -3/2 2
G(x,t) = Lﬁnp(t)] / exp[—x /4p(t)] X
(1 + b, (t)He (£) + by (t)Heg (£)....]
p(t) = <x’>/6

Le produit de convolution donne w(xmax,t) qui est représenté sur
la figureldl, Elle traduit la dégénérescence de la fonction de

corrélations avec la fonction G(x,t) obtenue par Rahman.

Ces derniéres réflexions montrent que la détermination des
distributions doubles dans l'espace et dans le temps pour les
liquides et gaz denses présente les mémes difficultés que pour la

détermination des corrélations d'espace instantanées.

Dans le cas de gaz neutres & basses températures, les par-

ticules gp wmilieu dense ont une longueur d'onde de De Broglie

A, o= h 775 petite comparée 3 la distance entre particules.

B 2n(2mkT)
Dans ces conditions, la distinction entre G(x,t) et P(x,t) est

possible et ces fonctions qui sont indépendantes de la direction

de x,vérifient les expressions suivantes :

G(x,0) = 6§(x) ¥(x,0) = g(x)

lim G(x,t') = 1im G(x',t) = 0

x> £t
En effet, dans ces conditions la longueur de De Broglie &tant

petite comparée aux distances intermoléculaires, aucun effet quan-

tique ne se manifestera dans P(x,t).

7.3. INTRODUCTION DE LA DEGENERESCENCE DE ¥(x,t) DANS LE
POSTULAT DE LA RELAXATION LINEAIRE DE LA FONCTION DE
DISTRIBUTION DOUBLE

Dans 1'approche mathématique du postulat, en utilisant les
propriétés des fonctionnelles, (I.22) le terme X123 fait apparaitre
une troisiéme particule qui peut @tre considérée comme 1'environne-

ment. Cet environnement se retrouve &4 travers la fonction de corré-

lation y(x,t).



Mais, dans le postulat F.S., la fonction de distribution
radiale est considérée constante durant la relaxation de l1a fonc-

tion de distribution double.

Dans le cas de basses températures, le rdle des corréla-
tions devient prédominant, et 1'on observe pour de fortes densités
une importante dégénérescence de la fonction de corrélation en

fonction du temps.

De ce fait, 1'introduction dans 1'équation de conservation
de 1'€nergie d'un potentiel dérivant d'une force moyenne oblige

de tenir compte dans la fermeture de cette dégénérescence.

Le calcul de 1la dérivée¥ de ¢ (x,t) par rapport au

dp(x, t) qdt=0
temps -—E%- conduit & une valeur infinie ce qui signifie que
pour un temps tré&s faible (]O_]4 s) la fonction Y(x,t) dégénére

rapidement. Ainsi dans le postulat F.S., doit-on introduire cette

dégénétrescence. I1 s'Bcrira :

f]fzwlz(x,t) - f

12 -
T = G12Xy93
- T N I - 3 3 9
avec G]2 = mJ[XIB — + X23 = ]...dedw3.
Bwl sz

Non seulement il faut considérer la relaxation linéaire de la fonc-
tion de distribution double, mais aussi la dégénérescence des fonc-
tions de corrélation qu'on peut considérer comme quasi-linéaire sur

l'intervalle de temps T.

7.4. CALCUL DE 1t RELAXATION A PARTIR DE L'EQUATION DE
CONSERVATION DE L'ENERGIE

Lorsque la température du milieu diminue et la densité
particulaire augmente, l'espace de dissipation qui traduit la re-
laxation de la fonction de distribution double et la dégénérescence

de la fonction ¥(x,t) a tendance 3 diminuer.

La distance moyenne parcourue par les particules durant le
temps T de relaxation et dégénérescence suit une loi dont la proba-

bilité G(x,t) permet de définir 1l'intervalle de dissipation {XF—y}.

*
Annexe 6



- z
T

movenne-

£X
s

i 7
THH ARt
- S s

WEARERN

w

e

'&H" = : ‘__ f

+:

N o BN
e A R R

N

I S

y |

Fo.

Py

orreia

IR0 HE) B o e

%

I

‘e 16,

T

N o g ey

-
Ry
Nt 3

L -

(e E‘.:“;“tB“ V4 ;n{:i‘&h

Bra ¥

o=

e

T

T3

ot
P iy

—ron

e R

T




T : - T
1 T o
AEERNEE = - % h !
AL ] ] ]
i HH \‘Wﬂ‘ ,uu R
gNERN NN Y 1 w lL, i
B Rsene iREIRY e
T femi
ERASERES d HR4S L] e
an . ﬂ» N
5 | 1011 =]
it 1 i BRI
L | Ly |t
L aEke =i M sm
s 17 . e -
TR e g
1t .m? s r ) Mu
fidi
R RN




A =V <X2> = // szG(X,t)dX.

G(x,t) est comme précédemment une fonction qui donne la probabi-
1ité d'une particule de se déplacer de la quantité x durant le

temps t.

En effet, dans les calculs de la viscosité & partir de
1'équation F.S. générale, on ne tient pas compte de la dégéné-

rescence de Y(x,t), seulement dans le coefficient de dilatation ou

v 3y 8n _ _ ¥ 3 3
dt on ° 3t 3 lg n ° P ’ :

De ce fait, on peut contracter 1l'espace pour compenser les

termes qui manquent et imaginer les particules figées durant ce

temps trés court (= 10—-14 s).

L'équation de conservation de 1'énergie donne alors :

2 2 2

7 o+ e’ o+ (—kT 1n g(r)) = % mg2

&8

et permet d'obtenir T intégré sur le domaine;D sous la forme

d'une intégrale triple

o 2 b
- 167 o 3/2 J Rt /4KkT ‘e [ Maxb j dr @ do
y2 TamkT (1+5_1in112‘8(*)) ) (1_1_3_%+4kT1ng(‘r).)1/2
mg o ;B 2 2
r ng
Détermination du domaine ;D de dissipation
On pose X p = (XF + y)/2. XD est alors le centre de 1la

relaxation. C'est 13 ol la dissipation est maximum (chapitre 1).

Mais quand la densité augmentera la partie de la. courbe ol la force
décroit (figure 16) aura une pente de plus en plus forte, elle
traduira ainsi une dissipation plus rapide mais aussi plus

intense.

Si ¢P(x,t) est comstant sur T, on peut considérer de la ma-

nidre la plus naive une contraction exponentielle de 1l'espace.



L'espace dA non parcouru pourra étre proportionnel a la densité

particulaire et & la vitesse des particules
dA =  A(T)dp

dA représente la perte d'espace non parcouru par la particule

due 3 1'augmentation de densité.

A l'origine, c'est-a-dire 3 pression atmosphérique, la
zone de dissipation avait la grandeur AO =Y - X centrée en

X .
mD
A(T) est un facteur relatif aux différentes fonctions de corréla-—

tion et 3 la tempé@rature.

L'espace relatif perdu est de la forme

T'—'—-‘ - A(T)dp .
d'od 10 A = =A(T).p + C
et A = Aoexp(—A(T)p)

Les nouvelles bornes de la premiére intégrale de T s'écri-

vent en fonction de la densité particulaire et du facteur A(T)

Xp = X o~ %.exp(—K(T)p)
A
et Yy =x_ 5% i.exp(-A(T)p)

Résultats obtenus et commentaires

Le tableau 10 confirme la limitation de 1l'expression

T= (1 - % n03) en fonction de la densité&. Dans ces calculs,

TpLA.
la fonction de distribution radiale est obtenue & partir d'ume
équation intégrale paramétrique définie par Carley. Elle donne en
fait les mémes résultats que 1'équation P.Y.. L'@tude de son éla-
boration ne laisse pas beaucoup de doutes quant 4 la qualité& des

fonctions obtenues.

Il
>

*
Pour trouver C p = 0 »> A
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Cepéndant, le recours & une équation plus compléte pour la
détermination de T s'avére nécessaire. I1 a fait 1'objet d'une
étude dans (7.d et e). La dégénérescence de Y(x,t) nous a obligé
de tenir compte de l'espace parcouru par la particule. Les résul-
tats obtenus pour décrire un gaz dense et liquide sont dans 1l'en-
semble satisfaisants et laissent penser que cette premi@re appro-
che, gvec une analyse plus fine pourra conduire 3 une meilleure

compréhension des états de ces fluides.

Le recours & trois fonctions de corrélation différentes
permet de se rendre mieux compte de la théorie dans un vaste do-
maine de températures (70 K & 600 K) et de densité (0,01 ;

1,68 g/cm3).

Les trois fonctions de corrélation utilisées sont respecti-—
vement les fonctions de P.Y., de Carley, de Verlet obtenues par la

dynamique moléculaire.

Une analyse pour chacune d'elles permet de mieux comprendre
y p p P

les écarts obtenus avec 1l'expérience.

- Les résultats obtenus avec la fonction de corrélation de

Percus-Yevick ne présentent pas de particularités, étant donné que

dans ce domaine de pressions et températures 1'approximation 1li-
néaire était suffisante. Cependant ils confirment l'utilisation de
1'équation de conservation de 1'énergie. L'espace parcouru par la
particule fictive est de la forme A = Ao exp - 0,4 p (A(T) = 0,4).
Le facteur 0,4 tient compte de la nature de la fonction corréla-
tion et du domaine de températures (tableau 13). La précision re-

. . . . - *
lative des fonctions de corrélation est de l'ordre de 10 4 .

- Dans le cas des fonctions de corrélation de Carley, le

domaine de pressions est étendu jusqu'a 6000 bars. Le facteur A (T)
est €gal maintenant & 0.6 ; il tient compte de la fonction de
corrélation elle-méme.

La précision dans la détermination des fonctions de corrélation
semble suffisante (10-_4 précision relative). Cette précision per-

*

. .. d® . L
met, entre autre, d'obtenir la dérivée e dans de bonnes conditions

ﬁﬁmoire Ing. CNAM Ternon.
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(Tableau 14). Pour ce calcul, deux méthodes de dérivation sont
utilisées, une des plus traditionnelles, méthode de Lagrange, et
une autre dite des moindres carrés, qui aprés lissage de la courbe
donne la dérivée au point désiré&. Malgré la précision de la fonc-
tion g(x), la dérivation dans la zone du point d'inflexion intro-

duit une erreur sur le temps T de 1'ordre 5 % & 6000 bars.

Ceci se comprend en regardant la figure 15. En effet, la
pente de la fonction g(x) est trés importante. Elle traduit aussi

la forte décroissance de la force moyenne <F¥> (figure 16).

. . * P
Ces variations de la force moyenne <F > se répercutent sur
la vitesse de la particule fictive. Celle-ci est accélérée, puis
freinée, 34 nouveau accélérée et ainsi de suite jusqu'au dernier

freinage (figure 16).

Sur la figure 14, on a représenté la valeur de T en fonc-
tion de la densité&. Jusqu'd 0,6 g cm—3 1'approximation linéaire
est correcte, mais & partir d'une certaine densité le temps T

semble tendre vers une limite.

Ainsi, 1'équation de conservation de 1'énergie semble bien

répondre au calcul du temps T dans un large domaine de densité.

La nouvelle hypothése pour la relaxation linéaire permet
de tenir compte de l'environnement lors de la collision ; 1'intro-
duction de la dégénérescence de P(x,t) dans le calcul de T par
contraction de l'espace dissipatif parcouru par la particule fic-
tive en rapport avec la densité semble répondre & la réalité phy-
sique du probléme. Le tableau i5 montre le bon accord entre la
théorie et 1l'expérience dans le domaine de pressions de 10 &

6000 bars, pour une température T = 328 K.

En outre, ces résultats montrent qu'aux hautes pressions
les contributions dues aux collisions & courte distance sont im-
portantes, et traduisent qu'3d basse densité le transport convectif
est prépondérant, alors qu'd haute densité& le transport par colli-

sion augmente rapidement.



- Fonctions de corrélation obtenues par la dynamique

moléculaire

Dans ce cas la détermination de la fonction de corréla-
tion est nettement moins bonne, et la précision relative est de
1'ordre de 10_3. Les calculs par la dynamique moléciilaire néces-
sitent des temps importants (1 heure pour une fonction avec
1 UNIVAC) d'ol cette précision. Les travaux de Verlet présentent
cependant un intérét important car ils permettent de se faire une
idée sur les corrélations jusqu'd 1'état liquide de 1'argon. Ils
ont permis, entre autre, & Carley de définir le coefficient a pour
l'obtention de ses fonctions de corrélation 3 1'aide de 1'équation
intégrale paramétrique. Mais, la détermination du maximum de la

force moyenne <F> reste trés incertaine comme peut en témoigner

le tableau 16.

La figure 1% montre le rdle des forces interparticulaires
4 mesure que la densité augmente. Ainsi le rdle des collisions

devient prédominant.

La difficulté de déterminer le maximum de la force par
dérivation numérique avec précision n'a pas permis d'obtenir des
résultats trés corrects pour les densités les plus élevées, comme

il 1'a été fait pour 1'@quation intégrale de Carley (tableau 17).

D'une maniére générale, la physique statistique conduit &
des calculs trés délicats pour les gaz denses et liquides. Le cal-
cul de la viscosité a permis de présenter une analyse simple des
fonctions de corrélations obtenues par différentes méthodes dans
le cas d'un potentiel de Lennard-Jones et le rdle prédominant
qu'elles peuvent avoir sur la détermination des coefficients de
transport,

Il est clair que la structure des fonctions de corrélation
aux hautes densités est due en grande partie aux effets gométri-
ques produits par une zone fortement répulsive du potentiel, mais
que la zone de relaxation de la fonction de distribution double et de
dissipation ne correspond pas & cette partie répulsive qui ne varie
que faiblement ; la partie attractive oii la force décroit caracté-
rise d'une maniére efficace les variations de la densité et de la

vitesse des particules.
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CONCLUSTION

L'équation générale F.S. et les travaux de J .Frey condui~-
sent 34 déterminer un coefficient de transport & la fois pour un
gaz dilué et dense. Ils font apparaitre deux coefficients de vis-

cosité 1'un cinétique, 1'autre interparticulaire.

Si le second n'intervient pas dans le calcul des gaz dilués,
il prend toute son importance dans un gaz dense et on ne peut le

négliger (tableau 9).

La comparaison effectuée permet de penser qu'avec la nou-
velle définition du temps T on a accés avec la relation générale
F.S. & la viscosité des gaz denses. Cependant, la fonction poten-
tiel pourrait €tre déterminée encore plus précisément, en utili-
sant un grand nombre de grandeurs thermodynamiques et en ne se
limitant pas 4 la viscosité de la théorie de Boltzmann et au se-
cond coefficient du viriel. Elle permettrait des comparaisons
plus rigoureuses avec l'expérience, car la théorie d'Enskog qui
succéde a la théorie de Boltzmann ne peut décrire les phénoménes
physiques réels, son désaccord avec 1'expérience et la théorie
F.S. est flagrant. La théorie d'Enskog ne demande pas la connais-

sance de potentiels interparticulaires réalistes.

L'utilisation de différentes fonctions de corrélation et
1'équation de conservation de 1'énergie permet de montrer que la
relation th&orique utilisant 1'hypothése d'une relaxation de la
fonction de distribution double dans la partie attractive oid la
force moyenne <F> décroit jusqu'd une valeur nulle est une appro-—

che assez réaliste, car elle intégre de nombreux phénoménes.

Ainsi on tient compte des variations de la densité et de la
vitesse cinétique des particules, & travers les corrélations,
qu'une partie positive et répulsive du potentiel ne peut refléter.
Les résultats obtenus sont en bon accord avec 1l'expérience dans
un large domaine de températures et de densité. Le modéle nécessi-
te cependant quelques améliorations pour tenir compte 3 haute den-
sité de la vitesse cinétique des particules, et faire le lien en-

tre les basses et hautes températures.



CONCLUSION GENERALE

Dans sa thése d'Etath.Frey avait proposé un ordre de
grandeur du temps T de relaxation fort raisonnable correspondant
au temps de passage d'une particule dans un espace de dimension
moléculaire directement 1ié aux caractéristiques du potentiel.
Cette premiére approche donne des résultats tré&s satisfaisants.
Ceux obtenus par simulation dans ce travail ont permis de décrire
plus précisément la région de dissipation pouvant satisfaire le
second principe de la thermodynamique. Elle revient 3 traduire
un phénoméne de friction, c'est-d-dire'"la transformation d'énergie
en chaleur" au niveau du processus élémentaire qu'est la collision
de deux particules dans un gaz. Ce processus irréversible de frei-
nage représente au sens de Lochak¥*une fléche microscopique du
temps, mais il peut &tre aussi le siége d'une onde de dissipation
associée 3 la collision qui traduit physiquement la croissance de
l'entropie, conditionne le retour a4 1'équilibre et décrit le pro-
cessus de micro-irréversibilité di au freinage. Les résultats du
chapitre I confirment, en utilisant un méme potentiel avec les
mémes valeurs de o et & dans les théories de Boltzmann et F.S.
gqu'on obtient une bonne correspondance avec 1'expérience. L'utili-
sation dans le cas des gaz denses de la fonction de distribution
radiale autorise & dire 3 travers les résultats obtenus au chapi-
tre IT, que 1l'hypothése de la zone attractive de dissipation défi-
nie par simulation pour décrire le temps T de relaxation est

cohérente. En effet, cette zone attractive caractérise les effets

dissipatifs responsables de 1'évolution des vitesses alors que la

zone répulsive du potentiel caractérise la configuration géométri-

que du milieu.

Sans ambiguité, les valeurs du coefficient de viscosité

obtenues & l'aide de 1'équation cinétique F.S. et de "cette nouvel-

le hypothése d'irréversibilité" sont meilleures que celle de la
théorie d'Enskog comparées 3 1l'expérience (dans le cas des systémes
denses). Les calculs avec d'autres fonctions de corrélation ont
permis de confirmer les résultats obtenus avec 1'dquation de Percus-

-

Yévick et d'étendre cette nouvelle hypothé&se avec 1'équation de

-~

conservation jusqu'a l'argon liquide.

*
Thése d'Etat, Orsay, Frey.

**G.Lochak, 1'Irréversibilité en physique.



Cependant, les calculs deviennent de plus en plus longs

et de plus en plus délicats.

Il reste aussi un doute sur T, son existence et sa signi-
fication physique que seule 1'expérience serait en mesure de met-
tre en &vidence, mais c'est un probléme qu'il est difficile

d'aborder dans 1'immédiat.

Quoiqu'il en soit, ce temps T reste relié aux dimensions
o . . * ~ . . ~
caractéristiques du potentiel , et au caractére de micro-irréver-

sibilité développé dans ce travail.

* = 1)
Thése d'Etat, Orsay, Frevy.
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ANNEXES

ANNEXE 1 i ANALYSE NUMERIQUE

a. CALCUL DU TEMPS COLLISIONNEL MOYEN

Le calcul du temps T avec un potentiel du type Lennard-
Jones ou Hanley-Klein nécessite un lourd calcul numérique (Thé&se
3¢ cycle P.Hoffmann), et les temps de calcul sont de l'ordre de

5 minutes.

Une &tude plus approfondie peut nous laisser penser qu'il
est possible de trouver une solution "analytique" des deux premié-
res intégrales de T, tout en conservant une précision dans le cal-

cul toute aussi grande.

Remarquons que dans le cas d'une intégration numérique du
type méthode des trapézes, ou de Simpson, on assimile un morceau
d'une fonction quelconque f(x) continue, & une droite, ou une para-
bole.

Or, rien ne nous emp@che d'assimiler sur le domaine [rt,y]

la fonction\f(r) (potentiel) de la forme

- 12 6
(2 —(-‘5—)]

1?(r) = 4e

Rla

2
g4 une courbe ¢(r) =e(a(%) + b) dans un intervalle A qui rendra
la premiére intégrale calculable analytiquement ; ce qui est équi-

valent 3 une "méthode de Simpson".

Posons pour la suite des calculs :

d) =¢/€ X=—C—SI—. T*=kT/€ V'* =.I.I.1_g._.

¥ b * _ -
f/eet bm =3 ¢ (x) = a;x + b

-6
t

* - PR
b, ¢, x, T, v, et‘f seront des coordonnées réduites.

At s'écrira



X
t+A
At = 29 J *zdx (A.1)
be * b ¥ 1/2
w7 Tt (b --= -2
2 *2
x v
20 t+A xdx
At = — - 5 a 172
*¥ /J4e 2 i 2 % i
M /T Xt (="C1 - ¥z) - (b ¥ *2))
v v
L'intégration est immédiate et donne
25 (";2 (- bi) S B 1/2
b. : t+A *2 m *2
be (1 - 1) v* v v
m " *®27°
v
- b. a.71/2
2 i *2 1
- Xt(] *‘2) - (b m + ——*-‘—-2"] (A.Z)
- v v
dans l'intervalle [Xt’ Xt+A1'
L'intégrale sur le domaine [Xt,Y¥I s'écrit
n 1/2
pt o= 29 Y 1 ! [—b*z + A, (v*)l
. b. m i+1
/e i=1 (1 _ 1) #*
m *2 v
v
- 1/2
*2 ®
[jbm + Ai(v )J (A.3)
* 2 bi a4
ou A (V) = x 0 - 550 - 55
v v
YRS R JE R B
et i\v =%y %7/ %2
v v

Les a, et bi sont les coefficients du potentiel § d'interpolation

. . * -
entre les points X et x. Le domaine [Xt,Y ] est partagé en n

i+1°
. ~ *

intervalles é&gaux tel que n = (y = xt)/A.

I1 faut préciser que x_ est déterminé par itération dans 1'équa-
. * *2

tlon\g (xt) = v .

La valeur de X, est minimale pour un paramétre d'impact nul. Elle

t

. * - .
sera maximum pour X = Yy , elle correspondra au paramétre d'impact



SRR Gleis)
ax

m *2
v

La moyenne de At sur la fonction de distribution des paramétres

d'impact s'écrit :

1 1
* 2 - 2
9 bmax n [—b*2+A. (v*iw —[}b*2+A.(v*)]
<AE> - g z m i1+1 - m 1
b Le « b*z ( ¥) b i=1 (1 - bi)
vV oV "Pmax'’ o V*Z
*
X medbm . (A.4)

Remarquons que 1l'on ne peut pas sortir le signe I de 1'intégrale,
car la borne inférieure de la premiére intégrale At, dépend du

paramétre d'impact b;.
. 1 . [ :[ . * /1 _‘(*é(x)
Aussi dans le domaine XYl la fonction bm = X ~;¥§~

est continue et dérivable, et on s'apercoit qu'il existe une appli-
. . o ¥
cation biunivoque (%) entre la paramétre bm et x, valeur de 1la
borne de la premiére intégrale. Par conséquent, la valeur X dé-
_ e s ¥ : P .
terminée par itération pour bm = 0, permettra de définir bm pour

une valeur de X, quelconque et a

/ (x.)
X, —— b-]K = x. 1 —Ti——hm
1 m 1 *2

v

. . . . . _ ¥
(On détermine ainsi les bornes de 1'intégrale en b ar morceaux).
m p

Pour intégrer <At>b, on pose
B = b*%, 4B = 2b%db*
m m  m

3/2

L'intégrale prend alors la forme J%J/Zd% = 3—2&- ol 3: oB + 8.

L'application biunivoque nous donne alors une double somme :

-4o & o
<Bt>, = . ) )
he | %2 x ¥ [ j=1li=j+1
3 4 Tf'bmax(v ).V i>n, alors A. . =A.
— 1+1 i
3/2 3/2 3/2 3/2 =
-bX2 1777 - o2, ] Lox2ea, 1777 - [1% ]
[ Pnje1tAie PujertAid 7 Pyt Rieg PmjtAs
(1= b /v i (1 = b, /v*)

(%)

rendue biunivoque par contraintes. (A.5)
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On voit par conséquent que cette intégrale double peut se
réduire & une double somme, et ceci sans utiliser d'approximations.

* . o
F(v') sera la partie entre parenthéses.

Il reste 38 calculer la troisiéme intégrale qui réalise 1la
moyenne sur le module des vitesses. L'expression en coordonnées

réduites de la fonction de distribution des vitesses est

*

® m be %2 -~y /T
£V = () X 41 x v e (A.6)
avec dv = 4e dv*
m
T prendra la forme :
oo *2 *
~167m0 m 3/2 be V¥.e v /T F(V¥) *
<T> ( ) (=) . dv’ (A.7)
3 *2 MATkT m \t*( ¥)
'Y o ] — Y

*2
v

Notons que 1'on peut faire un nouveau changement de variables en

*2
transformant v en V, alowrs

2 by 25
by = x5 (-5 - <

La partie intégrale s'écrira

E 3
<%¥> - f e-v/T LF(V)
(a-Fa*

(o]

dv (A.8)

et on peut ais&ment obtenir la valeur de cette intégrale par une
méthode de Gauss-Legendre avec beaucoup de précision.

Le terme constant devant 1'intégrale pourra se réduire et

<f> = <1¥s x A;éﬁ.s/mB
3y T (7kT)

75 (A.9)

Cette méthode présente de nombreux intéréts. Elle réduit
le temps de calcul et raméne le calcul d'une intégrale triple a

une simple intégrale.
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Cette réduction du temps de calcul est surtout due au fait
qu'il n'est pas nécessaire de déterminer par itération toutes les
valeurs de T, correspondant & une valeur du paramétre d'impact b,
puisqu'3d 1'aide de la somme double et de 1'application bijective

on les détermine par une simple correspondance biunivoque.

Ceci présente un avantage certain, car il n'existe plus
d'ambiguité sur le choix dés racines, comme avec une méthode plus
traditionnelle, et les calculs et programmes d'informa&tique sont

plus aisés.

b. PASSAGE EN COORDONNEES REDUITES POUR LES PRINCIPALES EQUATIONS
ET RELATIONS UTILISEES EN INFORMATIQUE

a) Intégrales simples

* *
Posons x = g, T* = 553 ¥ =¥/c et n = n03.

Le coefficient de viscosité cinétique pour un fluide est
= I
U TB ®

Le terme B est une intégrale de 1la forme :

[s]

_ _ 8m da¥,  dg 2
B = = 3T f () ) v dr
(o]
« L *
d'od B = - Bﬂi J %;{ é%; xzdx
3T °

. ~ . . . . *
Une intégration par parties permet d'obtenir la fonction g

- K ® ¥ YAVY
8no|.2 x dFf _ * 24¥ xd“ ¢
5 X g '—a;{—i[{ [ g .X.( dx + b )dX .
T - o ° dx

B = -

La fonction de distribution radiale, pour un gaz dilué&, est de la
forme :

&3 *
g*(x) _ e—f /T

Le coefficient de viscosité général fait apparaitre deux termes,

un premier cindtique, et un second interparticulaire.
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Sa forme compléte est

m
= — +
B

C'est une intégrale qui ressemble 3 B

c = - Am dg(r) a¥(x) dr
I5kT dr dr :
o

Son expression en coordonnées réduites est :

oo

* *
c o= - 4Trc;[ ddg y djx Hax
15T x
*
. dg . . * .
On ne connailt pas analytiquement, mais g par points.

dx
L'intégration par parties permet d'obtenir

3 o ® ¥ *
c = - 4mo D o4 if.g* _ J o*x3 (Adf xdz'g )dXJ
o dx

IST* dx dx

(o}

Ces deux intégrales sont calculées par la méthode des poly-
ndmes orthogonaux (Gauss-Legendre). Elles ne présentent pas de dif-

ficultés.

c.LEQUATION INTEGRALE DE PERCUS-YEVICK

L'expression de 1'équation intégrale mise au point par

Percus et YevickeK en 1957 est de la forme

| r+x

o

—‘(’(x] ) / kT 1| —Y(xz)/kT
J 'r(xl)(e —1):;1dx1 (e T(xz)—l)xzdx2

o | r-x

21n

(r) =1 +
.

En passant de variables réelles & variables réduites, on obtient

2mno :f(xl)/kT

T(x) =1 + — I T(Xl)(e )])X]dx1

(o]
| x+x

S (ERY2:
(e T(xz)—l)xzdx2

| x-x, |

Ref. Physical Review, wvol.11, n°l, 1958.
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ou encore :

) x N*x,y /1"
T%(X) = 1 + Zﬁ; J T*(xl)(e ! —l)x]dx1
o
ey L ey
x (T (xz)e —1)X2dx2.
| x-x, |

avec g*(x) = T¥(x)exp[—f*(x)/T*].

¢.2. RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION P.Y. AVEC UN POTENTIEL
REALISTE ¥x

Pour accéder 8 cette solution, 1'idée est de trouver un

. i i
espace de fonction vy (a,b,c...), {y (a,b,c...)} (a,b,c sont des
paramétres de 1'équation transformés en variables) qui assure 1la

convergence dans une méthode itérative du type "Picard".

Si Oo(r) est une solution particuliére de 1'équation

_ - T-5])
o](r) =1 + n j (e Bf(S)--l)(e -1)ds
-8¢(s) -8 T-sh
o,(r) =1 + nJ(e ~1)0,(s) (e cldr—sl) - 1)ds
: () €T ) -
on(r) = 1 + nf(e —l)on_l(s)(e On_](]r—s‘) - 1)ds
gy
Si on utilise la condition Z y.(a,b,c...) = B, en premiére consi-
i=1
dération pour cette &quation
an it i
soit Bo <1, et yj(a,b...) £ 0
Pour j = 2 nous écrivons
0n+2(r) = Un(r)yT(a,b,c...) + Un+](r)yi(a,b,c...)

Mémoire d'Ingénieur CNAM, Eric Ternon

**These d'Etat Orsay, Levesque, 1966
Levesque, Physica 32, 1965. Etude des équations de P.Y. et HNC et
de Born et Green dans le cas des fluides classiques.
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i i i
0n+3(r) = cn(r)yl(a,b,c...) + 0n+1(r)y2(a,b,c...) + 0n+20ﬂ.y3(aﬂhc..d

etc. ..

Aprés n itérations, et dans le but d'accélérer la conver-
ey sz . i
gence nous avons la possibilité de changer la fonction Yj(a,b,c...)

si nous utilisons le test

Si la valeur de An est négative, nous calculons une nouvel~-
. i+1 . ..
le fonction Yj ta,b,c...) avec~-une loi empirique

i+ ] i 2
y;=M(a,b,c...) = (Y;=M) (a,b,c...)

Maintenant, si la nouvelle valeur de An+1 est positive ou négative,

. i+ . . .
on peut obtenir y% 2(a b;c...) par interpolation ; pour j = 2
J s

i+1 i
Ai(Yj (a,b,c...) - Y;(a,b,C---))

i+2 i
y; (ay;b,c...) = y>(a,b,c...) -
1 i+l i

. * ¥ .
Les variables dans ce cas sont a = n , b = T , variables
réduites de la densité de particules et de la température. Le maxi-

mum de y}=M(a,b,c...) est pris au début de 1'itération.

Détermination du coefficient de compressibilité

Etant donné le caractére peu physique de la limitation au
premier ordre du développement fonctionnelle pour 1l'obtention de
1'équation P.Y., nous avons contrdlé son efficacité en calculant le
coefficient de compressgibilité. Celui-ci fait intervenir la fonction

de corrélation double (tableau 1).

si p* = B

On obtient



COEFFICIENTS DE COMPRESSIBILITE

' Q
Potentiel interparticulaire = Lennard-Jones = G = 3.405 A
€ = 1.653 1072 50ule
P _bars
10 100 300 500
T K .....
Yin 0.97064 0.7006
200 Yexp | 097133 0.7121 0.8360 1.174
Aysy | 7.107° 1.6 1072
Yo, 0.99381 0.9522 1.015 1.1832
300 Yoxp | 0-99415 0.9552 0.995 1.1556
Av/y | 3.107 3,103 2.1072 2.4 1072
Yip 0.99972 1.0045 1.06522 1. 1809
400 Yexp | 0-99992 1.0056 1.06563 1.1742
Nysy | 2.107% 1073 a.1074 6.10°°3
Yep 1.0014 1.0167 1.08765 1.180
500 K |y, | 1.0026 1. 0250 1.08746 1.176
Ly/y 1.1073 g.10 3 1.7 1074 4.1073

Tableau: 1.
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o

* K
y =1 - 2mn f g™ (%) M <Jdx.
3T dx

(o]

Le calcul de cette intégrale ne présente pas de difficultés,
mais g*(xi) est déterminé par interpolation quadratique 3 partir des
points obtenus dans le systéme itératif pour 1l'obtention de la fonc-
tion g¥(x) par points. Cette opération diminue quelque peu la préci-

sion du calcul, mais cet &cart n'est pas significatif.
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ANNEXE 2 : MOMENTS DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION SIMPLE £

Si dans un état quelconque du gaz, on connait la fonction
de distribution f, il est possible par intégration de 1'équation
d'évolution de décrire 1'état macroscopique, c'est-d-dire de déter-
miner la densité&, la pression, la temp&rature et le coefficient de
viscosité qui nous intéressent. La fonction f fournit une descrip-
tion trés détaillée de 1'état du fluide. On décrit cet &état en géné-

ral en n'utilisant que les valeurs moyennes prises sur f.

Ainsi, on définit la densité
n = Jfldw (A.1)

la vitesse moyenne du fluide :

R?=—ﬁ-fwf]dw (A.2)

Le tenseur de pression cinétique ou flux d'impulsion:

Pro = J kaVRf]gE (A.3)

La contraction sur le tenseur Py, bermet de définir la pression
scalaire
Pos
m 2
= nkT = &5~ = - V d .
Py T 0 3 J3 fdw (4.4)
La pression cinétique Py, De doit pas se confondre avec 1la

notion de pression sur une surface, mais c'est une densité d'énergie,
c'est la mesure de l'agitation thermique du fluide. Prg serait nulle,
si toutes les particules avaient une méme vitesse, donc un &cart nul.

Le caractére tensoriel décrit les anisotropies du milieu. L'expres-—

sion de la premié&re équation cinétique est de la forme :

>
of of X, of Bfl

1 - 1 1 _
ot o (at'. (A.5)
X aw] int
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En multipliant cette &quation respectivement par dw et en
intégrant on obtient une &quation qui traduit la conservation du nom-

bre de particules :

an 3 - of
Tt - (av) = J(T) ‘ dw (A.6)
X int

1

De méme, pour obtenir les &quations de transport de 1'im-
pulsion et de la pression cinétique, on multiplie par mwkgﬂ et puis

par kaV%iz et on intégre

3 . > 3=+ = 9 + _ [(of
nm{g; + v.~é1v - nX + —.p = J(3€). mw dw (A.7)
ox 9x int
et
3D, Lol 3 \ 3v, . 8v,
5t 2 Pkei TV Py Pr ox 7 Pp Tox
(A.8)
J X 1270, 15 129%,dw  dw, + f Xo,12Vk, 151292, dw, dw,
avec

vak,lvl,lslflé—‘i] = j Xe, 1270, 151 28%pdw, dwy

* { Xﬁ,lZVk,lfmi}iinl’_]éiz . (A.9)
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ANNEXE 3 i THEOREME H

Il est important de déterminer un temps de relaxation linéaire
pour définir une relation qui permette de briser le caractére réver-
sible du systéme d'équations B.B.G.K.Y. 3 1'aide d'un postulat
d'irréversibilité pour obtenir une équation compatible avec le se-

cond principe de la thermodynamique.

Deux postulats ont donc retenu particuliérement 1'attention,

celui du chaos moléculaire et celui de la relaxation linéaire.

Le second formulé par Frey-Salmon modifié Hoffmann ne
correspond pas exactement a4 la réalité, et de ce fait n'est valable
que pour les gaz dilués, car il ne considére que la partie répulsive
pour le calcul de 1, alors qu'il s'agit d'une zone bien définie de
la partie attractive ; ce decond postulat posait donc encore des
problémes quant 3 la recherche de la zone qui, dans une collision

entre deux particules pouvait traduire l'irréversibilité du processus.

s
7

#*
L'utilisation du théoréme H dans les deux théories permet
de montrer l'accroissement de l'entropie. Mais cette démonstration

reste particuliérement délicate, dans la seconde théorie.

- Théoréme H appliqué 3 Boltzmann

Chaque rencontre est caractérisée par la vitesse relative
de deux molécules et par le paramétre d'impact qui est la distance
minimum & laquelle parviendraient les deux centres moléculaires si

aucune force ne s'exergait entre les molécules intéressées.

L'hypothé&se du chaos moléculaire permet le calcul statisti-
que des effets des rencontres : il consiste donc & admettre qu'il
n'existe pas de corrélation entre deux molécules qui vont se rencon-

trer, dans le moment qui précéde la rencontre.
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Cependant, cette hypoth&se du chaos a un aspect assez peu
satisfaisant, car cette hypoth&se est requise a4 chaque instant ;
elle permet de montrer que la transformation physique constitue une
€volution irréversible liée & une augmentation d'entropie, et cette
augmentation donne son sens 4 1'@coulement du temps. Mais, si le
principe de Carnot définit sans ambiguité le sens de la variation
d'entropie en fonction du temps par la fonction H, il reste muet
en ce qui concerne la vitesse de variation. Ainsi prenant en compte

l'hypoth&se du chaos moléciilaire, au chapitre I on a obtenu 1'équa-

tion de Boltzmann :

£, , Bf, X, 3f . .
et A, 22 ¥ v —
STt W, Tt [[flfz £,£,] [w,=w| bdbdedw,. (a.1)
aw] aw]
toutes les densités f], fz, f;, fé sont prises au méme point x et

au méme instant t.

De 1'&quation de Boltzmann on déduit que 1'entropie

S = k[fl(l - log Tf])dSZ1 (A.2)
croit au cours du temps. Mais il suffit de montrer que la quantité
H = ff] log f,de, (A.3)

est décroissante, car If]dﬂl est invariable, propriété générale que
1'équation de Boltzmann respecte.

On peut déduire de 1'Equation de Boltzmann la dérivée de cette quan-

tité :
B _ | 1og £ (£ £ -£1E1) W -%. |bdbdedy, dF. dX (A.4)
dt SR S R R R R Edwwydxy . .
On ne change rien en permutant les vitesses w et w, et 1'on fait

1°? 2
apparaitre un facteur % devant la précédente intégrale

QE 1 Yet_ > > T
T =3 [ log f,f,(£1£)-£,£,)]w, wllbdbdsdwldwzdx] (A.5)
En vertu de la mécanique du mouvement relatif, on dispose des

relations suivantes :
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T s

b =b' at = 4P et lwé—wil = lwz—wll
et le théoréme de Liouville ajoute dwldw2 = dw;dwé d'ol :

1 U Rt i R | %, -w, |bdbdedx dw, dw, (A.6

dc 4% °8 fifé( 1278 Ep) [vymwy edx,dw,dw, (4.6)
la quantité

v ey tet
(flf2 fle)log(fle/fle) (A.7)

ne peut €tre que négative ou nulle. Ainsi le terme entropique S ne

peut que croitre ou rester stationnaire.

- Théoréme H appliqué i F.S.

Dans 1'hypothése de Boltzmann, les phénoménes d'interaction
sont des collisions binaires et brutales, c'est-3d-dire seule la par-
tie violemment répulsive du potentiel intervient et entre les deux
collisions les particules ne sont soumises 3 aucune force et suivent
une trajectoire rectiligne. Il n'existe donc pas de corrélations avant

la collision.

M.Yvon en déduit donc qu'il n'existe des corrélations que
pendant la rencontre et aprés la rencontre. Si 1'hypothése est vala-
ble pour des gaz dilués, elle ne peut en aucun cas servir d'appui

pour une théorie de gaz denses.

Certes le modéle de sphéres rigides présente des avantages
en pensant que les collisions sont instantanées et que les multiples

peuvent étre négligés, mais il ne refléte pas exactement la réalité.

Dans 1'équation F.S., on part de 1'idée que la dissipation
qui précéde le choc violent des particules, s'effectue principalement
dans la zone ol la force interparticulaire attractive passe par un

maximum et décroit jusqu'd devenir nulle (chapitre I).

On considére que dans cette zone, la dissipation est maxi-
male et par comséquent qu'il faut montrer que l'entropie est crois-

sante et particuliérement importante dans cette zone (figure 9, T(r)).

* ~ . = . .
J.Frey a montré que l'entropie &tait croissante pour le

milieu (donec pour la collision complé&te). Il considére un fluide ho-

x
Thése d'Etat, J.Frey, Orsay.



mogéne au repos et & température cinétique uniforme mais dont la
fonction de distribution n'est pas maxwellienne. Le fluide &volue
vers 1'@tat maxwellien et cette &volution se fait avec une entropie
croissante. Reprenant l'expression de 1'équation simplifiée F.S.
(I.30), la quantité lE%%E est considérée comme une fonction de la

température donc toujours positive. Posons :

2 _  tnkTB
2m

L'expression (I.30) devient, pour calculer 1'accroissement d'entro-
pie

2| kT of
'a"'—“Wi(fWi + —E_ """‘aWi :! = 0 (A.S)

2f _
ot

Comme précédemment la fonction H est définie par la relation
H = { f log fdw

En multipliant (A.8) par log f et en intégrant sur l'espace des vi-

tesses, 1l vient

La densité& @tant uniforme

5 KT 5f [ KT 3f. of
f log £ awi(fwi + = Wi)dw = f f(fwi + - Bwi 3Wi dw (A.10)

d'old la relation :

dH _ 2 [ 1 KT of £
e [ f(fwi Y e ) — dw. (A.11)
i i
Si 1'on pose
- >
f] = exp[— EET]h(W)

il vient :
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an _ _2 [krfy on f) P me?)
dt mh |4 Bw, P17 7%T
1 1
2 5h mw
+ a J Wi(BWiJEXP[} fﬂf]dw' (A.12)

La seconde intégrale intégrée par parties est nulle et

2 2
ai 2 [ kT 5h mw
3c = @ f mh[g(awi) ]exp[ 2kT]dw. (A.13)
Comme la fonction g ne peut 8tre négative et que 1'intégrale est
positive ou nulle le critére %% < 0 est vérifié et 1l'entropie aug-
mente durant le temps T de collision. Et l'entropie ainsi définie

revét un caractére statistique.

Mais le critére du théoréme H est avant tout qualitatif,
c'est-3-dire que 1'on montre que %% < 0 mais on ne peut quantifier
cette expression.

Par consé&quent, il est difficile de montrer que la dissipa-
tion maximale s'effectue dans la "premi&re zone de freinage'" de la
particule. Car pour cela, il sera nécessaire de décomposer la colli-
sion et donc de s'intéresser 4 la particule relative. C'est-d-dire

que l'on doit s'occuper uniquement de l'entropie d'un volume partiel

. P T . . *
dont l'expression a par dé&finition 1'expression suivante

Sy partiel " kff«l(l—log TE | )de,

v

o)

- — Y
ff( flzlog g2 + flfz(g12 L)dﬂldﬂz (A.14)
\Y4

Cette expression qui permet d'obtenir une appréciation par-
tielle du théoréme H ne décrit que le caractére qualitatif de 1'en-

tropie et ne permet pas d'en extraire la vitesse de variation.

La détermination de S conduit & des calculs parti-

V partiel
culiérement délicats. Le calcul de la viscosité des gaz denses peut
contribuer & porter une justification de cette hypothése d'irréver-

sibilité introduite par le freinage de la particule.

*« . . .
Yvon, les corrélations et 1l'entropie.
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ANNEXE 4 i VALEURS EXPERIMENTALES

La nécessité de comparer les résultats théoriques aux ré-

sultats expérimentaux a demandé& une sélection de ces derniers.

A ce niveau, un important travail a été réalisé au National
Bureau of Standards de Boulder aux Etats-Unis par Hanley, Mc Carty
et Haynes¥. Ils ont évalué& le coefficient de viscosité& mesuré, et
établi des équations représentant des valeurs expérimentales sélec~
tionnées.

La méthode pratique de corrélations des données expérimen-—
tales a été basée sur le concept de viscosité résiduelle. C'est-a-
dire que 1'on peut écrire le coefficient de viscosité expérimental

v en fonction de p la densité et T la température sous la forme
v, T) = u (T) + Au(p,T) + u,(T)p.

uO(T) €tant la viscosité & pression atmosphérique.
Le trend de uO(T) s'écrit
10 .
(i-3
u (IT) = } AT )
. i
1=1
ot les Ai sont déterminés par une méthode des moindrescarrés. Les
écarts maximum sont de 1l'ordre du 1 %. Les valeurs de Ai sont les
suivantes

1

A, = -8.8024177686.10

Ay = 4.3319616024

A, = -7.2077044082.107°

A, = 1.3654183603.10:2

Ay = -1.9171951451.10

A, = 2.3694271369.10 °

A, = -1.9077838119.10 '
Ay = 9.3733397466.10 '°
Ay = ~2.5414017421.1071°
Ay = 2.9054209336.10 %3

*
J.Phys.Chem. Ref. Data, Vol.3, N°4, 1974,
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L'estimation de u](p,T) est obtenue en lissant les valeurs

du coefficient de viscosité dans le domaine de densité

0,2 p, < p < 0,7 p,

par une forme fonctionnelle suggérée par le comportement des correc-—

tions au premier ordre en dénsité

ul(T) = A + B(C - 1n T*)2

ol v o = 0.537
A = 1.465365
B = -0.774874
C = 1.4
e/k = 152.8

La forme fonctionnelle utilisée pour Au(p,T) exclut les régions cri-

tiques, elle s'écrit

3y
i, + !
Au(p,T) = E e X
0.1,. i 0.5,. Jg 35
{p (J2 + 3/2) + 6p (.]5 +T+~‘f)}
e T T - 1

0 est un facteur dépendant de la densité
6 = (-0 /p,

Les facteurs ji sont différents pour chaque fluide. Pour l'argon :

i, = -10.01099
i, = 16.02914
i, = -5.699590.10°
i, = 40.13607
is = 0.2069469
ig = 39.87012
i; = 1.171746.10°

E = 1 ugcm_]s_1
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Le coefficient de viscosité s'exprime en ugem s , la

densité& en g/cm3 et la température en K.

I1 était ainsi facile de réaliser un sous-programme capa-
ble de donner le coefficient de viscosité dans un large domaine
de densités et températures. Les erreurs maximum sur Au(p,T) sont
de 1l'ordre de 5 7, a4 condition de ne pas dépasser une densité supé-
rieure 3 1,3 gcm—z. Au~dessus les erreurs peuvent @étre de 10 %, avec

des températures supérieures a 250 K.

Contrble et comparaison de ces polyndmes avec d'autres expériences

Pour vérifier 1'exactitude des polyndmes mis en machine 1la
comparaison avec des valeurs expérimentales utilisées pour le "trend"

a été effectuée, pour l'argon liquide saturé

T (K) densité gcm—3 4 polyndmes u de l'expérience Au/u
85 1.40750 0.2784.1073 0.2778.10° > -~ 27
90 1.37450 0.2384.10 3 0.2412.10°°3 17
95 1.34180 0.2071.107° 0.2084.107° 6 %o
120 1.16000 0.1117.10°3 0.1109.1073 -7 %o
140 0.94080 0.6407.107% 0.663 .10 % 3 %

150 0.68090 0.3660.10" % 0.384. .10 % 4 7

. L. %
Une comparaison avec une expérience de septembre 1973 du
Laboratoire de Hautes Pressions de Villetaneuse a permis de voir les

écarts de ces polynOmes par rapport a4 1'expérience.

T Pression (Bars) U expérience (0,5 %)
308.16 0.9020 883 0.6832.10"% 0.6758.107% - 1 %
1.071 1403 0.9082.10"%  0.9217.107% 2 7
1.276 2500  0.1308.10 >  0.1434.10 3 9 7
1.450 4100 0.1807.107>  0.2183.1073 17 %
1.526 5055 0.2087.107°  0.2638.107 3 20 %
1.592 6060 0.2368.107°  0.3137.107° 24 7

*C.R.Acad.Sc. Paris t.277 (3 septembre 1973).
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ANNEXE 5 i FONCTIONS DE CORRELATION DEPENDANT DU TEMPS ET

TERME B _INTEGRALE I1SSU DE L’EQUATION GENERALE F;S.

Rappels : Fonction d'autocorrélation d'une variable stationnaire.

Soit une variable aléatoire X dont la valeur x(t) fluctue

en fonction du temps.

Outre sa moyenne temporelle

+T
E(x) = lim =~ x(t)dt (A.1)
2T
T
-T
. 2 2 2 .
et sa variance oj, = E(x") -(E(x))“, nous pouvons caractériser les

X
fluctuations de x(t) par sa fonction d'autocorrélation

CXX(t,t+T) E(x(tlx(t+T))

R

Xi(t).xi(t+T) (A.2)

<x(t).x(t+1)> = %

1

Si x(t) est une variable stationnaire, CXX(t,t+T) ne dépend que de T
et pas de t. On voit d'autre part que CXX(T) est une fonction déter-

ministe de tT. En particulier

. (0) = E(x(t).x(t)) = E(x%). (A.3)

Par contre, si T est trés grand, x(t) et x(t+t) sont des valeurs

indépendantes, par conséquent

CXX(T) = E(x(t).x(t+T)) = E(x(t)].E(x(t+T))

- (20)?
c. (0) - C_ (=) = E(x?) - (E(x))? =0 (A.4)
XX XX X-2 :

La fonction d'autocorrélation est une fonction paire de t. En effet

C . .(-t) = E(x(t).x(t-1))

[]

E(x(t—r).x(t)]
c__(1)

XX

(A.5)

= E(x(u).x(u+r)]

ﬁ%ignal et Bruit. Bouchareine Cyclefdu C.N.A.M
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La fonction d'autocorrélation peut aussi s'exprimer par

une intégrale temporelle :

+T

. 1
CXX(T) = lim if.f x(t).x(t+7)dt
T
-T
T
= lim o f x(t=7) ix(t)dt (A.6)

T

T-+oo -

On verra plus loin la trés importante signification de 1la
transformée de Fourier de la fonction d'autocorrélation qui est la
représentation spectrale (en fonction de la fréquence de 1la puissance
d'un signal). Une propriété fondamentale de la transformée de Fourier
d'une fonction d'autocorré&lation de fonction réelle est de n'Gtre

jamais négative.

Fonction d'autocorrélation des vitesses dans un fluide dense

En géné&ral, on a pris l'habitude de normaliser la fonction

d'autocorrélation des vitesses. Elle s'écrit ainsi :

<v (0).v (t)>
C (1) = — 12X 1£x (A.7)
V.V <, X(O) R

L'hypoth&se la plus naive est de considérer que le compor-
tement de la fonction d'autocorrélation des vitesses d'une particule

dans un fluide est une relaxation exponentielle :

c (1) = e vrelaxt . (A.8)

~

ol est une fréquence de relaxation.

v
relax.
On peut calculer la transformée de Fourier de la fonction

d'autocorrélation C (t)
V.V

%svuv<w) = f dt eiwtC (t)

On peut ainsi calculer la fréquence quadratique moyenne :
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+ o0

[ dw wzng; V(u))

2n —o

<w s = e (A.9)

e, o

- 00

A partir des propriétés élémentaires des transformées de

. ~ . 2 L.
Fourier basées sur la correspondance é% L -iw, <w Bs s'serit
2 d2 "
dt ’ t=0

ainsi le second moment est égal 3 1'intégrale suivante, qui englobe
la fonction de corrélation & 1'équilibre

o]

4rn -2
) 2 .
<w o> = o J rg(r) dr2 o E;ﬂdr (A.11)
0 e

On obtient ainsi 3 un facteur prés le terme B.

oo

2
_ 87 2[2d¢ . xd“¢
B = TRT J g(r) . r —ar + 5 dr . (A.12)
5 dr_
d'oi B = <w2>.—r—13k-‘-“f

On peut introduire la velation (A.11) en posant :

d2Cv V‘(t) o
<wT> = = =<V (0).v_ (0)>
dt2 t=0 kT 1,x 1,x
m e 2
= —< 0)°> .
KT ‘ﬁ,x( )
En appliquant la loi de Newton
N §f(r L) 2
2 1 11
cw?s = Loy 1Yy,
mkT ar . .
=2 1i,x
on retrouve le résultat précédent qui est ni plus ni moins le terme
<w2> = E%%B en facteur dans 1'équation F.S. simplifiée. Dans la théo-

rie de Rice—~Alnatt, il est introduit un coefficient de friction qui
2 . " o < - .
remplace T.<w > et qui pose les mémes problémes quant & sa détermi-

nation.
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ANNEXE 6

Les fortes variations de la fonction de corrélation double

demandent la connaissance de

o©

P dw(X,t) _ ___g__ ] — ! 1
la limite 4t = It J g(x")G(x-x"',t)dx".

quand t » O o

sachant que ¥(x,0) g(x), G(x,0) = §(x) et
G(x,t) =0

X out = o,

La forme la plus simple de la gaussienne G(x,t) s'écrit

-3/2 -3 -3 2 2
G(x,t) == / v | t] exp[—x /(vot) ]
Posons
K = ﬂ—3/2v_3 et f = v2
o o

G(x,t) = Kt-—3 exp(—xz/thz)

La dérivée par rapport au temps s'écrit :

2 2
= - é% exp - ; 5+ J% exp(—xz/thz). %XB
t Lt t Lt
2 2
X 3 2x
= K exp - (— — + ]
L2t2 t4 L2t6
. dG(x,t) _
et 1lim at = 0

Dans ce cas si t= 0 %%(X,t) =+ 0.

La limite du produit de convolution peut étre définie 3

partir des conditions précédentes, ainsi :

(o]

2 2

K -7 |

lim f g (1" = exp (- (rzrz) ). (- % . 2(r2r5) Jdr?
t=+0 t Lt Lt
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A la limite, c'est le produit de deux fonctions

§(x) 8 f£(t)

Le produit tend vers 1'infini ainsi g(x) x f(t) tend vers 1'infini.
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