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Qu’est-ce qu’une diffusion renforcée ?

@ Solution de
dXt = dBt — F(t, Xt, m)dt

Notre étude :
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Qu’est-ce qu’une diffusion renforcée ?

@ Solution de
dXt = dBt — F(t, Xt, m)dt

t
@ = % fo 5Xsds + #NO

Notre étude :
e Famille 1: F(t, X, 1) := g()VW (X — 1i;)
o Famille 2: F(t, X, put) := VV(Xp) + [ VxW(Xt, y)pe(dy)
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Pseudo-trajectoire asymptotique (PTA) d'un flot

Définition
(E, d) métrique. La fonction ¢ : R — E est une PTA pour le flot
& siVT >0,0na lim sup d(&rs, Ps(&t)) = 0.

t—000<s<T
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Comportement asymptotique de X

Diffusion renforceée par la moyenne r;

dX; = dB; — g(t)VW(X; — 7i,)dt.

@ W est strictement convexe en dehors d’'un compact, avec
un nombre fini de points critiques (m; minimum, M; autre
point critique)
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Diffusion renforceée par la moyenne r;

dX; = dB; — g(t)VW(X; — 7i,)dt.

@ W est strictement convexe en dehors d’'un compact, avec
un nombre fini de points critiques (m; minimum, M; autre
point critique)

@ g>0etg(t) —
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Clé

@ étude de Y; := X; — 1y,
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Clé

@ étude de Y; := X; — 1y,
@ Y est un processus markovien inhomogene :

Yi
dY; =dB; — (g(t)VW( Yt) + r+t> dt,
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e

Comportement asymptotique de X

@ étude de Y; := X; — 1y,
@ Y est un processus markovien inhomogene :

Yi
dY; =dB; — (g(t)VW( Yt) + r+t> dt,

- t —
o ut:%etX,:YmLfo Ys%—l-,uo
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Comportement asymptotique de X

Théoréeme

Presque strement, il existe a; > 0, b; > 0 telles que
ve =1 [10y,ds — 3 aidm, + . bidy, au sens de la
convergence faible des mesures.
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Théoréeme

Presque strement, il existe a; > 0, b; > 0 telles que
ve =1 [10y,ds — 3 aidm, + . bidy, au sens de la
convergence faible des mesures.

ldée de la preuve :

@ Yi-1(y) est une PTA (en probabilité) du flot engendré par
y=-VW(y)
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ve =1 [10y,ds — 3 aidm, + . bidy, au sens de la
convergence faible des mesures.

ldée de la preuve :
@ Yi-1(y) est une PTA (en probabilité) du flot engendré par
y=-VW(y)
@ pour Yg-1(4), les points limites de v forment un
sous-ensemble des probabilités invariantes du flot
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Comportement asymptotique de X

Théoréeme

Presque strement, il existe a; > 0, b; > 0 telles que
ve =1 [10y,ds — 3 aidm, + . bidy, au sens de la
convergence faible des mesures.

ldée de la preuve :

@ Yi-1(y) est une PTA (en probabilité) du flot engendré par
y=-VW(y)

@ pour Yg-1(4), les points limites de v forment un
sous-ensemble des probabilités invariantes du flot

@ changement de temps pour étudier 'asymptotique de v;
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Mesure d’occupation normalisée

Par transformée de Fourier, on montre que

Proposition

[t converge si et seulement si fi; converge.
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Supposons que \/g(t)~1log G(t) = o((log t)~"). Alors Y;

converge p.s. vers un min. local de W, noté Y.
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Comportement asymptotique de X

Théoreme

Supposons que \/g(t)~1log G(t) = o((log t)~"). Alors Y;
converge p.s. vers un min. local de W, noté Y.
Cela implique :

@ Si 0 est l'unique min. local (donc global) de W, alors

ps _ .
Xi _)M0+fooo Ysr(_j%s ,
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Comportement asymptotique de X

Théoreme

Supposons que \/g(t)~1log G(t) = o((log t)~"). Alors Y;
converge p.s. vers un min. local de W, noté Y.
Cela implique :

e Si 0 est I'unique min. local (donc global) de W, alors
Xt _) ,"LO + fo YSf+S 5
@ Si 0 est un min. local parmi d’autres, alors

_ o ds
1>IP’<X¢—>,MO+/O Ysr+s> >0

ot P (X — o+ J5° Vi) + P (X — 00) = 1;
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Théoreme

@ Si 0 n'est pas un min. local de W, alors X; diverge p.s.
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Théoreme

@ Si 0 n'est pas un min. local de W, alors X; diverge p.s.

De plus, sur{Y~ # 0}, ona

Xt ~ Y logt.
o0
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Diffusion renforcée par u;
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Diffusion renforcée par u;

@ dX; =dB; — (VV(X;) + [ VxW(X:, y)e(dy)) dt
@ potentiel de confinement V suffisamment convexe
@ potentiel d’interaction W, contrélé par V
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Compacité

Comportement asymptotique de y; := ﬁ,u,o + % fot Ox,ds ?

Le potentiel V étant suffisamment convexe, il a un réle de
confinement de la diffusion.
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation

Compacité

Comportement asymptotique de y; := ﬁﬂo + % fot Ox,ds ?

Le potentiel V étant suffisamment convexe, il a un réle de
confinement de la diffusion.
Cela permet de retrouver de la compacité pour y; :

Théoreme

Il existe un sous-ensemble faiblement compact de I'ensemble
des probabilités surR9, noté Pg(Rd; V), tel que p.s.

pt € Pg(RY; V) pour tout t > 0.

En particulier, la famille (¢, t > 0) est p.s. tendue.
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Cadre markovien : mesure d’occupation constante
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Cadre markovien : mesure d’occupation constante

@ dX!'=dB; — (VV(XI') + [ VxW(X!, y)u(dy)) dt
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Cadre markovien : mesure d’occupation constante

@ dX!'=dB; — (VV(XI') + [ VxW(X!, y)u(dy)) dt
@ (X!',t > 0) est une diffusion classique (Markov)
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Cadre markovien : mesure d’occupation constante

@ dX!'=dB; — (VV(XI') + [ VxW(X!, y)u(dy)) dt
@ (X!',t > 0) est une diffusion classique (Markov)
@ Probabilité invariante :

e 2(V(x)+[ W(x,y)u(dy))
() (dx) = Z0) dx
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Cadre markovien : mesure d’occupation constante

@ dX!'=dB; — (VV(XI') + [ VxW(X!, y)u(dy)) dt
@ (X!',t > 0) est une diffusion classique (Markov)
@ Probabilité invariante :

e 2(V(x)+[ W(x,y)u(dy))
() (dx) = Z0) dx

@ Théoreme limite-quotient : y; converge p.s. vers MN(u)
(convergence faible des mesures)
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Conséquence

Si 1+ (de la diffusion renforcée) converge, alors par I'étude du
cas markovien, la limite satisfait M(110) = ft0o-
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Conséquence

Si 1+ (de la diffusion renforcée) converge, alors par I'étude du
cas markovien, la limite satisfait M(110) = ft0o-

= on introduit le systéme dynamique /o = M(p) — p.
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Systéeme dynamique

On veut montrer que p+ est une PTA d’'une EDO sur 'espace
des mesures.
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Systéeme dynamique

On veut montrer que p+ est une PTA d’'une EDO sur 'espace
des mesures.

Candidat naturel : g = N(u) — p.

Aline Kurtzmann Diffusions renforcées sur



Cas markovien
Principaux acteurs
Résultats

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Systéeme dynamique

On veut montrer que p+ est une PTA d’'une EDO sur 'espace
des mesures.

Candidat naturel : g = N(u) — p.

Or Stir(et—1) = 0x — ur(et—1) €St homogéne.

r(et—1)
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Systéeme dynamique

On veut montrer que p+ est une PTA d’'une EDO sur 'espace
des mesures.

Candidat naturel : g = N(u) — p.
— Hr(et—1) €St homogene.

Or %Nr(ef—ﬂ = 0x,

r(et—1)

Théoreme

Lapplication t — 1.1y €st p.s. une PTA pour le flot engendré
par le systeme [ = MN(u) — p.
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Retour au cas markovien : une preuve du théoreme
limite-quotient
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Retour au cas markovien : une preuve du théoreme
limite-quotient

On a un trou spectral || P'f — N(u)f||y < K(p)]|f||ye~ ¢,
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Retour au cas markovien : une preuve du théoreme
limite-quotient

On a un trou spectral || P'f — N(u)f||y < K(p)]|f||ye~ ¢,
@ On introduit Q,f := [;°(P}'f — N(p)f)dt.
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Retour au cas markovien : une preuve du théoreme
limite-quotient

On a un trou spectral ||P'f — N(p)f||v < K(w)||f|lve° ()t
@ On introduit Q,f := [;°(P}'f — N(p)f)dt.
@ It6:
Q.f(X}") = Qu.f(x) +f0 (VQuf(XE),dBs) +f0A Q. f(XE)ds

Aline Kurtzmann Diffusions renforcées sur RY



Cas markovien
Principaux acteurs

. . B ) . Résultats
Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Retour au cas markovien : une preuve du théoreme
limite-quotient

On a un trou spectral ||P'f — N(p)f||v < K(w)||f|lve° ()t
@ On introduit Q,f := [;°(P}'f — N(p)f)dt.
@ It6:
Q.f(X}") = Qu.f(x) +f0 (VQuf(XE),dBs) +f0A Q. f(XE)ds
@ A Q. f =N(pu)f—f
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Retour au cas markovien : une preuve du théoreme
limite-quotient

On a un trou spectral ||P'f — N(p)f||v < K(w)||f|lve° ()t
@ On introduit Q,f := [;°(P}'f — N(p)f)dt.
@ It6:
Quf(X}") = Quf(x +f0 (VQ.f(XE),dBs) +f0A Q.f(XE)ds
@ AQuf =N(p)f —f
“Conclusion” : I'étude de P} est essentielle | Dans notre cadre

de diffusion renforcée, on aura donc aussi besoin d’estimées
fines sur P}, mais uniformes en .
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Premiere estimée : trou spectral uniforme

On suppose que :
@ V(x) est asymptotiquement équivalent a |x|??, avec § > 1

o W= W, + W,, ou W; + V est strictement convexe et
Wa, VxWa, V2, Wa sont bornées en x
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Exemple

Premiere estimée : trou spectral uniforme

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation

On suppose que :
@ V(x) est asymptotiquement équivalent a |x|??, avec § > 1
o W= W, + W,, ou W; + V est strictement convexe et
Wa, VxWa, V2, Wa sont bornées en x

Cela implique alors (critére de Bakry-Emery) que la famille
(P") admet un trou spectral uniforme en p.
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Deuxieme estimée : ultracontractivité uniforme

De plus, si on controle W par V, soit : il existe x > 0 tel que

W(x,y) + [VxW(x. )| + [V W(x. y)| < k(V(X) + V(y)).
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Deuxieme estimée : ultracontractivité uniforme

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation

De plus, si on controle W par V, soit : il existe x > 0 tel que
W(x, ) + [VxW(x,y)| + [V W(x, y)| < &(V(x) + V().

Alors on déduit du résultat de Réckner et Wang :

Proposition

La famille de semi-groupes (P¥,t > 0, € Mg(RY; V)) est
uniformément ultracontractive et

P |
||P||2—00 :=  SUp Ll

At S exp{ct*‘s/(‘sfﬂ}’
recengunor |1fll2

ou la constante ¢ > 0 est uniforme.
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PTA et ensemble libre d’attracteur

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
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Exemple

PTA et ensemble libre d’attracteur

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation

Définition
@ AC E est un attracteur pour le flot ® si A + (), compact,

invariant et A admet un voisinage V C E tel que
d(®¢(x), A) — 0 uniformément en x € V.

@ A est libre dattracteur si le flot restreint a A n‘’admet que A
comme attracteur.
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
uslol P P Exemple

Résultats obtenus
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Exemple

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation

Résultats obtenus

Théoreme

L'ensemble limite L(jit) := (Nso 1([t, 00)) est p.s. un ensemble
libre d’attracteur pour le flot.
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
uslol P P Exemple

Cas W symétrique
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Cas W symétrique

Théoreme

Si W est symétrique, alors L(ut) est p.s. un sous-ensemble
compact connexe des points fixes de I.
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Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

Cas W symétrique

Théoreme
Si W est symétrique, alors L(ut) est p.s. un sous-ensemble
compact connexe des points fixes de I.

En particulier, si N a un nombre fini de points fixes, alors p
converge p.s. vers l'un d’eux.
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. . . X Résultats
Diffusion renforcée par la mesure d’occupation

Sur R?

Exemple

Théoreme

Supposons V(x) = V(|x|) et W(x,y) = (x, Ry) avec R matrice
de rotation (angle 0).
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Exemple

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation

Sur R?

Théoreme
Supposons V(x) = V(|x|) et W(x,y) = (x, Ry) avec R matrice
de rotation (angle 0).

Posons F := Z~" [ e72V(¥) s2dp. On a trois comportements
possibles :

@ siFcosf+1 >0, alors p.s. u converge vers Z~'e=2V,
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Exemple

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation

Sur R?

Théoreme
Supposons V(x) = V(|x|) et W(x,y) = (x, Ry) avec R matrice
de rotation (angle 0).

Posons F := Z~" [ e72V(¥) s2dp. On a trois comportements
possibles :

@ siFcosf+1 >0, alors p.s. u converge vers Z~'e=2V,
@ siFcosfd+1<0,alors :

si 0 = m, alors u; converge vers une mesure
aléatoire pio # Z-1e2V,
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Sur R?

Théoreme
Supposons V(x) = V(|x|) et W(x,y) = (x, Ry) avec R matrice
de rotation (angle 0).
Posons F := Z~" [ e72V(¥) s2dp. On a trois comportements
possibles :
@ siFcosf+1 >0, alors p.s. u converge vers Z~'e=2V,
@ siFcosfd+1<0,alors :
si 0 = m, alors u; converge vers une mesure
aléatoire pio # Z-1e2V,
si 0 # =, alors ut ne converge pas et L(ut) est
un cercle de mesures.

i

Aline Kurtzmann Diffusions renforcées sur



Cas markovien
Principaux acteurs
Résultats

Diffusion renforcée par la mesure d’occupation
Exemple

lllustration graphique

Premier cas (symétrique) : W(x,y) =2(x,y) et
V(x) = |x|* +|x|? +1. (T =510)

s = V(x) =k k3, Wky) = xosy
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Exemple

lllustration graphique

Deuxiéme cas : W(x,y) = 15(x, Ry), avec § = 7 et
V(x) = 0.02|x|* +0.2|x[2 + 1. (T = 417)

e = V(x) = kex* + k2, W(xy) = x.oy
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Exemple

lllustration graphique

Troisiéme cas : W(x,y) = 8(x, Ry), avec § = 37 /4 et
V(x) = 0.002x* + 0.001x2 + 1. (T = 542)

= V(x) = kex* + ka2, W(xy) = xsy
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FIN
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