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Résumé des contributions

Cette these porte sur I'étude de quatre problemes d’ordonnancement clas-
siques sur machines paralleles, o1 les jobs a exécuter ont des dates de
disponibilité, des durées, des poids et des dates échues différents. Les cri-
teres que nous cherchons a minimiser sont des critéres totaux : la somme des
dates de fin, la somme des dates de fin pondérée, le retard total ou le retard
total pondéré. Ces quatre problémes se notent respectivement Pm|r;| Y. C;,
Pmlr;| Cw;Cj, Pm|ri| Y T; et Pm|ri| Y w;T;.

La premiere contribution de cette these porte sur de nouvelles régles de
dominance, qui se divisent en trois catégories. Nous présentons tout d’abord
une classe dominante parmi les ordonnancements actifs. Cette régle s’ap-
puie sur des dominances locales. La notion de localité sur machines paral-
leles est mise en place a 1’aide des fronts d’adjacence. Apres avoir défini cette
classe, nous montrons qu’elle est bien dominante pour les quatre probléemes
qui nous intéressent. Nous présentons ensuite trois nouvelles regles de do-
minance qui s’appliquent a des ordonnancements partiels. Ces trois régles
portent soit sur une machine, soit sur m machines ou soit sur k parmi m ma-
chines. L'idée commune a ces trois regles est la suivante : comparer deux
« configurations » composées des mémes jobs et déterminer si 1'une est né-
cessairement plus intéressante que 1’autre. Par « nécessairement plus intéres-
sante », nous entendons qu’il sera toujours préférable de choisir une configu-
ration plutot que l'autre, quel que soit I’ordonnancement des jobs non encore
ordonnancés a la suite de ces configurations. Nous proposons enfin une régle
de dominance qui porte sur les jobs non ordonnancés. Etant donnés un or-
donnancement partiel et un ensemble de jobs non ordonnancés, cette regle
établit des conditions suffisantes pour qu'un job non ordonnancé en domine
un autre par rapport a un ordonnancement partiel. Pour cela, on montre qu’il
est inutile d’ordonnancer le job dominé a la suite de 'ordonnancement par-
tiel dans la mesure out I'échange entre les deux jobs serait alors améliorant,
et ce quelle que soit la position du job dominant. Ces travaux ont été présen-
tés lors d’une conférence internationale [62] et lors d"une conférence franco-
phone [63].

La deuxieme contribution de cette these concerne I'élaboration de bornes
inférieures. Nous proposons plusieurs bornes inférieures qui peuvent étre
classées en quatre catégories. Tout d’abord, nous proposons une borne infé-
rieure obtenue en reldchant les dates de disponibilité en deux groupes de va-
leurs égales. Nous montrons comment ce nouveau probleme peut étre résolu
polynomialement pour le critere de la somme des dates de fin, afin d’obtenir
une borne inférieure valide. Cette borne dépend d’un parametre qui permet
de définir les deux groupes de jobs réunis par leurs dates de disponibilité.
Pour la deuxieme catégorie de bornes inférieures, les jobs sont découpés en
morceaux de taille unitaire qui ont un poids adapté a ce découpage. Le pro-
bleme ainsi formé devient un probléme de flot maximal a cotit minimal, que
I’on sait résoudre de maniere optimale. Dans cette modélisation, la ligne de
temps est divisée en plusieurs intervalles que 1'on peut choisir. Nous pro-
posons trois méthodes différentes pour définir ces intervalles de temps. La



troisiéme catégorie de bornes inférieure utilise la notion de date de fin mi-
nimale. La i® date de fin minimale est par définition égale a la date de fin
minimale du job qui termine en i® position, parmi ’ensemble des ordon-
nancements réalisables. Nous montrons tout d’abord comment obtenir des
bornes inférieures pour les quatre critéres a partir d’'un ensemble de dates
de fin minimales. Nous proposons ensuite plusieurs méthodes permettant
d’obtenir des dates de fin minimales. Nous proposons une méthode simple
s’appuyant la regle de McNaughton [50]. Nous utilisons également un théo-
reme de Horn permettant de résoudre le probleme Pm|pmtn, 1;|Cpax [41]. A
partir de ce dernier, nous présentons un PLNE dont la solution optimale cor-
respond a la i® date de fin minimale dans le cas préemptif. Nous présentons
également deux manieres de relacher ce PLNE pour obtenir de nouvelles
dates de fin minimales plus rapidement. La premiere méthode consiste sim-
plement a relacher la contrainte d’intégrité. La seconde méthode est plus
complexe, elle transforme les données du probleme de sorte que sa résolu-
tion devienne facile. Comme ce n’est pas toujours la méme méthode qui ob-
tient la plus petite i° date de fin minimale, nous proposons de tirer parti de
ces méthodes « rapides » afin d’obtenir une borne inférieure efficace. La der-
niére catégorie de bornes inférieures s’appuie sur une formulation indexée
sur le temps. Nous proposons, a partir de cette formulation, plusieurs relaxa-
tions qui aboutissent a différentes bornes inférieures. La premiere d’entre
elles relache la contrainte d’intégrité afin d’obtenir un PL qui doit étre résolu
exactement. Les autres relaxations sont des relaxations lagrangiennes, tan-
tot sur la contrainte de ressource, tantot sur la contrainte d’occurrence. Une
série de résultats numériques permet de comparer 1’ensemble de ces bornes
inférieures. Ces résultats sont présentés critere par critere. Cette contribu-
tion a été présentée lors d'une conférence internationale [61] et lors d"une
conférence francophone [60]. Elle a également été acceptée dans une revue
internationale [12].

La résolution exacte des quatre problemes d’ordonnancement est la troi-
siéme contribution de cette these. Nous proposons une méthode arbores-
cente de type Branch&Bound pour résoudre ces problemes. Nous définissons
tout d’abord une classe dominante d’ordonnancements, dits quasi-actifs.
Nous montrons que ceux-ci peuvent étre représentés par des séquences. Cela
nous permet d’utiliser les séquences comme schéma de branchement dans le
Branch&Bound. Nous montrons comment les régles de dominance que nous
avons proposées peuvent étre intégrées dans cette méthode exacte. Cette der-
niére utilise également les bornes inférieures que nous avons présentées. Un
algorithme glouton est exécuté en début de méthode pour initialiser la va-
leur de la borne supérieure. Ce dernier integre deux regles de dominance
afin d’améliorer la solution retournée. Nous présentons plusieurs résultats
numériques relatifs a cette méthode exacte. Une premiére série de résultats
montre l'efficacité des régles de dominance au sein de la méthode exacte. Ces
résultats nous permettent de déterminer les méthodes de filtrage efficaces et
celles qui le sont moins. Elle nous permet de motiver les choix effectués dans
l'algorithme utilisé pour la résolution exacte. Avec la configuration que nous
avons jugée la plus intéressante, une série de résultats préliminaires de la



méthode exacte est également présentée. Ces résultats sont présentés critere
par critere. Cette contribution a été soumise afin d’étre présentée dans une
conférence francophone.
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1.1 Recherche Opérationnelle, Ordonnancement

La recherche opérationnelle est une discipline relativement récente, elle
apparait principalement dans les années 1940, motivée par des appli-
cations militaires. Elle s’inscrit aujourd’hui pleinement dans le cadre de la
compétitivité économique. Elle vise a la rationalisation de systémes com-
plexes, bien souvent par l'optimisation d"un certain critere. Une partie des
problemes traités par la recherche opérationnelle sont dits combinatoires.
Face a un grand nombre de solutions possibles et pour un critére donné, on
cherche la meilleure solution ou une bonne solution, suivant les besoins a
satisfaire. L'ordonnancement fait partie de cette catégorie de problemes que
I’on regroupe sous le nom d’optimisation combinatoire. Il vise a organiser, a
agencer « au mieux » des taches (ou jobs) a exécuter au cours du temps sur
un certain nombre de ressources [5]. Par exemple, la réalisation de microcon-
troleur nécessite un grand nombre d’opérations. Ces derniéres ne peuvent
s’effectuer dans n’importe quel ordre. De plus, certaines tadches demandent
plus de temps que d’autre. Chercher a réaliser un microcontréleur en un
temps minimum apparait donc comme un probleme d’ordonnancement. On
trouve de nombreux domaines d’applications : la productique, 1'informa-
tique, le secteur tertiaire, ...

Les problemes d’ordonnancement étant tres variés, ils sont classés en plu-
sieurs familles. On trouve de nombreux ouvrages présentant 1’ordonnan-
cement et ses différents problemes [5, 17, 21, 28, 32, 39, 47]. 1l existe éga-
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lement un site web qui recense les résultats de complexité des problémes
d’ordonnancement [18]. Si 'on dispose d’une seule machine pour exécuter
tous les jobs, on parle de probleme a une machine. A I'inverse, on peut dis-
poser de plusieurs machines. Ce sont les problémes a machines paralleles.
Les machines peuvent étre de différentes natures : elles peuvent étre inter-
changeables, on parle de machines paralleles identiques; elle peuvent étre
correllées entre elles, un seul parametre de vitesse les faisant différer; elles
peuvent étre indépendantes les unes des autres. Cela signifie que 'exécution
d’un job peut étre plus longue que celle d"un autre job sur une machine, tan-
dis que la situation est inversée sur une autre machine. Lorsqu’une tache est
composée de plusieurs opérations nécessitant des ressources différentes, on
parle de probléemes d’atelier. On peut citer trois grands probléemes d’atelier :
on dispose de 1 jobs qui se décomposent en m opérations qui doivent s’exé-
cuter sur m machines distinctes. Lorsque 1’ordre des opérations est fixé et est
le méme pour tous les jobs, on est face a un probleme de Flow-Shop. Sil’ordre
est fixé mais varie d'un job a l'autre, c’est un probleme de Job-Shop. Si cet
ordre peut étre quelconque, on parle d’Open-Shop.

Par ailleurs, plusieurs types de contraintes portent sur la nature des jobs
a exécuter. S'il est possible d’interrompre 'exécution d’un job et de la re-
prendre a une date ultérieure, on dit que le probleme est préemptif. Des
contraintes de précédence peuvent également régir 1’ordre d’exécution des
jobs. Les jobs peuvent disposer d'une date de disponibilité avant laquelle
leur exécution ne peut commencer. On peut également citer les problemes
particuliers ou les jobs sont de durées unitaires, ceux ot ils sont de durées
égales et le cas général ot les durées sont différentes.

La définition des ressources et des jobs permet de fixer les contraintes.
Ces dernieres suffisent a définir les problemes de faisabilité, i.e. existe-t-il
une solution qui vérifie toutes les contraintes ? Pour un probleme d’optimi-
sation, il faut se donner une fonction objectif : le critere que 1’on va chercher
a optimiser. Le probléme consiste alors a trouver la solution faisable qui op-
timise le critere. Le critere le plus classique en ordonnancemnent est sans
doute la date de fin de projet ou makespan. On peut aussi chercher a minimi-
ser le retard maximal parmi les jobs, ou encore I’avance-retard maximal. I
existe également de nombreux criteres qui s’expriment comme une somme :
la somme des dates de fin, la somme des retards, le nombre de jobs en retard.
Ces criteres existent aussi en version pondérée, on affecte alors un poids a
chaque job.

Toutes ces possibilités permettent de définir un grand nombre de pro-
blémes d’ordonnancement différents. La notation («|B|7y), introduite par
Graham et al. [36], est couramment utilisée pour identifier un probléme d’or-
donnancement. Le champ « renseigne les informations relatives aux res-
sources, i.e. le type et le nombre de machines disponibles. Le champ  in-
dique les caractéristiques des jobs qui doivent étre ordonnancés. Enfin, le
champ vy correspond au critere que I'on cherche a optimiser. Par exemple, le
probléeme (1|pmtn| Y U;) est un probléeme a une machine, ot les jobs ont des
dates échues, ou la préemption des jobs est autorisée, et ou ’'on cherche a
minimiser le nombre de jobs en retard.
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1.2 Survol des méthodes d’optimisation combina-
toire

Nous présentons ici, de maniere succinte, les grands principes des méthodes
d’optimisation qui sont utilisées dans cette these. Un ouvrage présente en
détail les grandes méthodes d’optimisation combinatoire [27].

1.2.1 Programmation Linéaire

La Programmation Linéaire (PL) [29, 37, 65] regroupe l’ensemble des pro-
blemes d’optimisation ot1 la fonction objectif et les contraintes sont linéaires :

min f(x)
g(x) <b
h(x) =c
x € R”,

avec f, g, h linéaires.
L’ensemble des solutions admissibles, aussi nommé polytope, se définit
comme suit :

P={xeR" g(x) <beth(x)=c}.

Le polytope P peut étre de trois natures différentes :

Il peut étre vide si les contraintes sont incompatibles, par exemple x < 3
et x > 5 en dimension 1. II ny a alors pas de solution.

Il peut étre non-borné. Par exemple, si I'on considere les contraintes
x] —xp > 2etx;+x < 1en dimension 2, on obtient le polytope repré-
senté sur la Figure 1.1. Il y a alors deux cas de figure. Soit il est borné dans le
sens de la fonction objectif et il existe une solution optimale, soit il n’est pas
borné dans le sens de la fonction objectif et il n’y a alors pas de solution opti-
male, puisque 1’on peut faire diminuer (pour un probléeme de minimisation)
arbitrairement la valeur de f(x).

Enfin, le polytope des solutions admissibles peut étre borné et non vide.
Un exemple en dimension 2 est présenté sur la Figure 1.2, avec les contraintes
2x1+x2 < 2,x1 —xp > —1letxp > —2. L'ensemble des solutions optimales
peut alors étre réduit & un singleton (sommet du polytope), ou bien étre infini
(aréte du polytope).

On sait que l'ensemble des sommets du polytope forme un sous-
ensemble dominant parmi les solutions admissibles. En d’autres termes, il
existe au moins une solution optimale qui est un sommet du polytope.

L’algorithme du simplexe [30], proposé par Dantzig en 1947, permet de
résoudre le probleme de la PL. Si ce dernier est assez efficace la plupart du
temps, il peut néanmoins demander un temps exponentiel en fonction de la
donnée pour converger. L'idée du simplexe consiste a se déplacer d'un som-
met du polytope a l’autre en suivant les arétes, jusqu’a atteindre la meilleure
solution.
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Figure 1.1 — Exemple de polytope non-borné.

N

8885

Figure 1.2 — Exemple de polytope borné et non vide.

Khachiyan, en 1979, a proposé la méthode de I'ellipsoide [46], inefficace
en pratique, mais qui a permis de démontrer que le probleme de la PL était
polynomial.

Il est également possible d’utiliser la méthode projective, introduite par
Karmarkar [44], qui est un algorithme a la fois polynomial et efficace en pra-
tique.

1.2.2 Programmation Linéaire en Nombres Entiers

Lorsque les variables doivent prendre des valeurs entiéres, on entre dans
le champ de la Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE) (voir
par exemple [1, 33, 51]). Si la PL est polynomiale, la PLNE est quant a
elle difficile a résoudre. Il existe principalement deux familles de méthodes
pour résoudre un PLNE : les méthodes arborescentes et les méthodes de
coupe. Parmi les méthodes arborescentes, on peut citer la méthode de
Branch&Bound (présentée dans la Section 1.2.4), la méthode Branch&Cut ou
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encore la méthode de Branch&Price&Cut. Les deux dernieres méthodes ne
sont pas abordées dans cette introduction. Nous présentons maintenant
quelques généralités sur les méthodes de coupe.

Notons (I) le PLNE que 'on cherche a résoudre, et (C) le PL obtenu a par-
tir de (I) en relachant la contrainte d’intégrité, i.e. x € IN" devient x € R".
Les méthodes de coupe fonctionnent de maniere itérative. Si P représente
le polytope des solutions admissibles de (C), on note P I’ensemble des so-
lutions entiéres incluses dans P. I'ensemble P représente 1’ensemble des
solutions admissibles du probléeme (I). Lorsqu’on applique une méthode
de coupe, on résout successivement des PL, jusqu’a ce que la solution op-
timale soit entiere. On résout tout d’abord (C). Ensuite, on va ajouter des
contraintes a (C) pour « rogner » le polytope P dans la zone de la solution
optimale. Un exemple de coupe est présenté sur la Figure 1.3.

coupe ajoutée

zone de P interdite
par la coupe

Figure 1.3 — Exemple de coupe.

Les contraintes ajoutées ont la propriété de ne jamais exclure des élements
de P. Ainsi, des que (C) et ses contraintes supplémentaires ont une solution
optimale entiére, cette solution est aussi la solution optimale du PLNE (I).
La difficulté principale de cette méthode réside dans le choix des coupes.
Cela peut en effet grandement influencer le temps de convergence de I'algo-
rithme. On peut par exemple citer la méthode de coupes de Gomory [34].

1.2.3 Relaxation lagrangienne

La relaxation lagrangienne est une technique fréquemment utilisée en re-
cherche opérationnelle [35]. Elle permet bien souvent de calculer des éva-
luations par défaut (ou bornes inférieures) de la solution optimale. L'idée
consiste a relacher une partie des contraintes (souvent celles qui rendent le
probleme difficile) et a les injecter dans la fonction objectif sous forme d"une
combinaison linéaire de pénalités. Les coefficients de cette combinaison sont
appelés multiplicateurs de Lagrange.
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Soit le probleme d’optimisation suivant :

On suppose ici que les contraintes qui rendent le probleme difficile sont
21(x) < by. On appelle Lagrangien du probleme la fonction :

L(x,A) = f(x)+ (A, g1(x) — 7).

On se propose alors de résoudre le probléme suivant :
min L(x, A)
X

{ gz(x) S bz.

Onnote i(A) = min L(x,A). On sait alors que
x/g(x)<by

VA > 0,Vx tel que g2(x) < by, h(A) < f(x).

Lorsqu’on effectue une relaxation lagrangienne dans le but d’obtenir une
borne inférieure de la valeur optimale, on va bien souvent chercher le vec-
teur de multiplicateurs A qui maximise /i, sachant que cette valeur sera tou-
jours inférieure a I'optimum du probleme initial. On peut utiliser pour cela
une méthode de sous-gradient [35]. Cette derniére permet de mettre a jour
les multiplicateurs de Lagrange. En effet, la direction indiquée par un sous-
gradient est nécessairement une direction de descente sil’on ne se trouve pas
sur un optimum local. Par contre, rien ne nous indique a priori la taille du pas
a effectuer pour descendre. Plus précisément, voici comment les multiplica-
teurs de Lagrange sont mis a jour dans une méthode de gradient :

AHD) — A(6) 4 (6 (A0,

ot A) indique le vecteur de multiplicateurs a la i€ itération. Le vecteur
v(A%)) est un sous-gradient obtenu au point A%), Enfin, le scalaire a%) per-
met de regler la taille du pas que l'on va effectuer. Ce parametre peut étre
fixé par de nombreuses méthodes différentes, que nous ne présenterons pas
ici. Néanmoins, on peut noter qu’on fait en général tendre a(¥) vers 0 quand k
augmente, afin de garantir la convergence de l'algorithme. La fagon de fixer
la valeur de « (k) est déterminante pour 'efficacité de la méthode.

1.2.4 Méthode de Branch&Bound

La méthode de Branch&Bound appartient a la classe des méthodes arbo-
rescentes généralement utilisées pour résoudre un PLNE [51]. On I'utilise
lorsque 'espace des solutions réalisables est trés grand. L'idée générale de
cette méthode consiste a trouver un moyen d’énumérer I'ensemble des solu-
tions x, en évaluant la quantité f(x) afin de retenir la meilleure. Notons S(P)
’ensemble des solutions réalisables associées au probleme (P).
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Le probleme initial (P) est séparé en plusieurs sous-problemes (P;), de
sorte que la résolution de ces sous-problemes entraine la résolution de (P).
Il faut pour cela que 1'union des solutions visitées dans chacun des sous-
problemes soit égale a 1’ensemble des solutions réalisables du probleme (P),
afin de garantir que I’énumération a bien été exhaustive. Autrement dit, la
condition |J; S(P;) = S(P) doit étre vérifiée.

Bien évidemment, un sous-probleme peut a son tour étre décomposé en
une famille de sous-problemes. D’une maniere générale, un probleme sera
décomposé des lors qu’il n’est pas facile a résoudre. Cette cascade de dé-
compositions forme ce que I’'on nomme 1" « arbre de recherche », dont un
exemple est représenté sur la Figure 1.4.

Figure 1.4 — Exemple d’arbre de recherche.

Dans l’arbre de recherche, un sommet ¢ représente un sous-probléeme
(Pp). Evaluer un sommet ¢ consiste a déterminer la valeur optimale F* (Py)
associée a ce sous-probleme. Si le probleme est facile, on sait calculer di-
rectement la valeur de cet optimum. Sinon, la valeur optimale est obte-
nue en séparant le probleme et en retenant la meilleure valeur parmi les
optima des sous-problémes. Si le probléeme (Py) se décompose en k sous-
probléemes (qu,), (P(‘;;), e, (Pé), F*(¢) correspond a la meilleure valeur parmi

F*(P}), F*(P3), ..., F*(Py).

Plusieurs stratégies d’exploration de I’arbre de recherche sont possibles.
Si l'on choisit une exploration en profondeur d’abord, on évaluera en prio-
rité les sommets ouverts situés « en bas » de I'arbre de recherche. A l'inverse,
il peut étre intéressant d’évaluer en premier les sommets les plus hauts,
on adopte alors une stratégie en largeur d’abord. Il est également possible
d’évaluer en priorité les sommets ouverts les plus prometteurs.

I est également important de choisir une heuristique qui décide 1’ordre
dans lequel les sous-problemes sont évalués. En effet, on préferera visiter le
plus t6t possible les bonnes solutions, afin d’avoir une bonne base de com-
paraison pour éviter I’évaluation de sommets « inintéressants ».

Il est classique d’intégrer dans un Branch&Bound des bornes supérieures
et des bornes inférieures. Une borne supérieure est une évaluation par exceés
de I'optimum, tandis qu’'une borne inférieure est une évaluation par défaut.
L'utilisation de bornes de bonne qualité est cruciale pour l'efficacité de la
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méthode. En général, on les utilise de la maniere suivante. Avant d’évaluer
un sommet S associé & un sous-probléme (SP), on calcule une borne infé-
rieure LB(SP) de 'optimum du probleme (SP). Si la valeur de cette borne
inférieure LB est supérieure ou égale a la valeur d’une borne supérieure du
probleme initial UB(P), i.e. LB(SP) > UB(P), I’évaluation du sommet S est
inutile, elle n"a donc pas lieu. Deés lors qu'un sommet a été évalué, on met a
jour la valeur UB(P) sil’optimum de ce sommet lui est inférieur.

1.2.5 Algorithmes gloutons

Un algorithme glouton [29] est une méthode ot1 I’'on construit incrémentale-
ment une solution a un probléme d’optimisation. A chaque étape, on prend
la décision qui est localement optimale. Si la solution ainsi construite est op-
timale, ’algorithme glouton est une méthode exacte. Dans le cas contraire, il
tient lieu d’heuristique.

1.3 Présentation des problemes étudiés

Nous nous intéressons dans cette thése a quatre problemes sur machines pa-
ralleles. Il s’agit d’ordonnancer 7 jobs, définis par des dates de disponibilité
r; et des durées p;. Suivant le critére que I’on cherche a minimiser, on affecte
également aux jobs des dates échues d; et/ou des poids w;. La préemption
n’est pas autorisée sur ces jobs. Les quatre problémes différent par le critére
que 'on souhaite minimiser, qui sont :

— la somme des dates de fin }_ C;;

— la somme pondérée des dates de fin ) w;C;;

— le retard total }_T;;

— le retard total pondéré ) w;T;,
ou C; et T; = max(0, C; — d;) représentent respectivement la date de fin et
le retard du job i. Ces quatre problemes se notent Pm|r;| Y C;, Pm|r;| ¥ w;C;,
Pm|r;| Y T; et Pm|ri| Y w;T;. Le retard total pondéré est le critere le plus gé-
néral. On peut hiérarchiser ces quatre criteres comme l'indique la Figure 1.5.

Ce sont quatre problemes NP-Difficiles au sens fort [33]. La résolution
exacte de ces problemes n’a pas, a notre connaissance, été beaucoup étudiée
jusqu’a maintenant, bien qu’ils constituent une modélisation idéalisée de
problemes réels. On peut toutefois citer les travaux de Yalaoui et Chu qui
proposent une méthode exacte pour le probleme Pm|r;| Y C; [68], ainsi que
ceux de Nessah et al. pour les problemes Pm|r;| Y- C; et Pm|r;, sds| Y. C; [53].

Le Chapitre 2 présente une série de résultats théoriques de dominance.
Une regle de dominance est une contrainte qui peut étre ajoutée au pro-
bleme étudié sans changer la valeur de l'optimum. Autrement dit, il existe
au moins une solution optimale qui vérifie cette contrainte. Ces résultats
sont d'un grand interét puisqu’ils vont permettre de réduire 1'espace de
recherche lors d’une résolution exacte ou approchée. Nous rappelons tout
d’abord la caractérisation des ordonnancements actifs dans la Section 2.2.1,
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Figure 1.5 — Hiérarchie des criteres.

qui forment une classe dominante pour les criteres étudiés. Nous proposons
ensuite quelques raffinements visant a établir un sous-ensemble dominant
au sein des ordonnancements actifs : les ordonnancements LOWS-actifs (Sec-
tion 2.2.3). Dans la Section 2.3, nous proposons trois régles de dominance
qui portent sur des ordonnancements partiels. D’une maniere générale, un
ordonnancement partiel P; est dominé s’il existe un autre ordonnancement
partiel P, tel que tout ordonnancement débutant par P; peut étre amélioré
en remplacant P; par P;. La premiere d’entre elles (RD;) permet de compa-
rer deux ordonnancements partiels sur une machine composés des mémes
jobs (Section 2.3.1). L'idée consiste a chercher sous quelles conditions il est
nécessairement avantageux de remplacer 1'un par l'autre. La deuxieme regle
de dominance (RD,;) permet de comparer deux ordonnancements partiels
sur m machines (Section 2.3.2). Une fois de plus, il faut qu’ils soient compo-
sés des mémes jobs. Nous établissons des conditions permettant d’affirmer
qu'un ordonnancement partiel est dominé. Enfin, la troisiéme regle de domi-
nance RDy, présentée dans la Section 2.3.3, généralise les deux précédentes.
Elles permet une fois encore de comparer deux ordonnancements partiels
sur m machines, mais qui ne sont pas nécessairement composés des mémes
jobs. II faut néanmoins qu’il existe un sous-ensemble de machines pour
chacun des ordonnancements partiels, composés des mémes jobs, de sorte
qu'un sous-ensemble soit dominé par 1’autre. Lorsque les sous-ensembles
se réduisent a une machine, on retombe sur la regle RD;. S’ils portent sur
’ensemble des machines, on retombe sur RD,,. Nous présentons ensuite une
regle de dominance qui porte sur des jobs non ordonnancés. Si I’on dispose
d’un ordonnancement partiel P et d"un ensemble de jobs non ordonnancés
NS, on établit des conditions suffisantes pour qu'un job j de NS domine un
job k de NS par rapport a P. Le job j domine le job k par rapport a P si tout
ordonnancement O commengant par P et ol k est ordonnancé au plus tot
a la suite de P est dominé par un ordonnancement O’ obtenu a partir de O
en échangeant les positions des jobs j et k. Enfin, une discussion est menée
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dans la Section 2.5 afin de comparer les regles de dominance qu’ils ont pro-
posées pour la somme des dates de fin avec celles que nous avons présentées.

L’étude de bornes inférieures constitue I'objet du Chapitre 3. L'utilisa-
tion de bornes inférieures de bonne qualité est cruciale dans une méthode
arborescente de type Branch&Bound. Elles permettent un élagage efficace
dans l'arbre de recherche. Nous présentons tout d’abord deux bornes infé-
rieures, pour la somme des dates de fin, obtenues en reldchant les dates de
disponibilité (Section 3.2) de manieres différentes. Si I'ensemble des dates
de disponibilité est relaché a 0, on sait résoudre exactement le probleme
(Section 3.2.1). Sinon, on peut chercher a diminuer les dates de disponibilité
pour qu’elles forment des sous-ensembles de valeurs égales (Section 3.2.2).
Nous montrons qu’il suffit alors de résoudre séparement plusieurs sous-
problemes faciles pour obtenir une borne inférieure. Nous étudions dans la
Section 3.3 des bornes inférieures obtenues en modélisant une relaxation du
probleme sous la forme d’un probléme de flot maximal a cotit minimal. La
Section 3.4 porte sur I'élaboration de bornes inférieures s’appuyant sur la
notion de date de fin minimale d"un job exécuté dans une position donnée.
Nous entendons par i® date de fin minimale une valeur qui sera nécessai-
rement inférieure a la date du job qui termine en i® position, et ce quelque
soit I’ordonnancement considéré. Nous utilisons en particulier un résultat
de Horn qui nous permet de proposer plusieurs bornes. Nous présentons
dans la Section 3.5 plusieurs bornes inférieures dérivées d’une formulation
indexée sur le temps. Ces bornes sont obtenues soit en relachant la contrainte
d’intégrité, soit en relachant la contrainte de ressource ou soit en relachant la
contrainte d’occurrence des jobs. Plusieurs de ces bornes sont des relaxations
lagrangiennes. Ce chapitre se termine par une série de résultats numériques
permettant de comparer toutes ces bornes inférieures (Section 3.6).

Le Chapitre 4 présente la méthode exacte que nous proposons pour ré-
soudre ces quatre problemes. Nous présentons tout d’abord la modélisation
adoptée (Section 4.2). Une description détaillée de l'utilisation des diffé-
rentes regles de dominance est fournie dans la Section 4.3. Nous présentons
dans la Section 4.4 I'heuristique utilisée dans la méthode exacte pour ini-
tialiser la valeur de la borne supérieure. L'utilisation des bornes inférieures
fait 1’objet de la Section 4.5. Nous présentons dans la Section 4.6 le calcul
d’une borne supérieure du makespan de tout ordonnancement. Cette valeur
est utile pour certaines regles de dominance et certaines bornes inférieures.
L’algorithme de Branch&Bound fait 1'objet de la Section 4.7. Enfin, plusieurs
études numériques montrent des résultats préliminaires de cette méthode
exacte, ainsi que l'efficacité des regles de dominance au sein de cette mé-
thode (Section 4.8).

Enfin, le Chapitre 5 conclut cette étude et propose des perspectives de
recherche.



Chapitre 2

15

Regles de dominance

Sommaire
21 Etatdelart . ..... ... eennnnn. 16
2.2 Dominanceslocales .............. 0000 ... 16
2.2.1 Ordonnancements actifs . . . .. ... ......... 16
2.2.2 Ordonnancements LO-actifs. . . . .. ... ...... 18
2.2.3 Ordonnancements LOWS-actifs . .. ......... 19
2.3 Ordonnancements partiels . .................. 21
231 RDj:avecunemachine . ... ............. 22
232 RD, :avecmmachines .. ............... 24
2.3.3 RDj:aveckmachines . ... .............. 26
24 Jobsnonordonnancés . . . ... ...ttt e e 28
241 Principegénéral. . ... ... ... .. .. ... .. 29
242 Lesdifférents cas pour v, yaetygp .. ... ... ... 38
243 Reéglededominance . .................. 46
2.5 Regles proposées par YalaouietChu ............. 46

ous présentons dans ce chapitre différentes regles de dominance. La pre-
miére catégorie de regles de dominance consiste a rejeter les ordonnan-
cements réalisables mais trivialement améliorables (jobs non calés a gauche,
temps d’inactivité pouvant étre utilisés). Nous raffinons ensuite ce sous-
ensemble, en généralisant les travaux de Jouglet et al. [42, 43] sur une ma-
chine. Nous abordons alors une autre famille de regles de dominance, ot11'on
cherche a savoir s’il existe un ordonnancement partiel composé des mémes
jobs qu’un ordonnancement partiel donné mais de cofit inférieur et/ou qui
termine plus tot. Nous présentons également une regle de dominance por-
tant sur les jobs non encore ordonnancés. Enfin, nous comparons, lorsque
cela est possible, les regles de dominance proposées par Yalaoui et Chu pour
Y_Ci avec les regles présentées dans ce chapitre.
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2.1 Etatde l'art

Plusieurs auteurs ont proposé des regles de dominance pour les problémes
que nous étudions ou pour des problemes proches de ces derniers. En par-
ticulier, le cas a une machine a été abondamment traité dans la littérature.
Par exemple, Chu a proposé des régles de dominance pour les problemes
1|r;| X Ci [24] et 1|r;| X T; [25]. Ces travaux ont été améliorés pour les pro-
blemes 1|r;| Y- C; et 1|r;| ¥ T;, et généralisés pour les problemes 1|r;| ¥ w;C; et
1|r;| _ w;T; par Jouglet [43]. Akturk et Ozdemir [?] ont proposé une regle de
dominance pour le probléme 1|| Y w;T;. Enfin, Bianco et Ricciardelli [15], Be-
louadah et al. [13] et Jouglet [42] ont présenté des regles de dominance pour
le probleme 1|r;| Y w;C;. Lorsque m > 1, la littérature est moins abondante.
Néanmoins, on peut citer Yalaoui et Chu qui ont proposé plusieurs régles
de dominance pour le probleme Pm|r;| Y C; [68]. Celles-ci sont présentées
plus en détail en fin de chapitre. Concernant le probléeme Rm|| Y w;Ti, Liaw
et al. ont également caractérisé a travers quatre proprietés des ordonnance-
ments optimaux [49].

2.2 Dominances locales

2.2.1 Ordonnancements actifs

Rappelons tout d’abord que nous disposons d'un ensemble N = {1,2,...,n}
de jobs a ordonnancer sur m machines.

Définition 2.1. [1/] Un ordonnancement est semi-actif si aucune tiche ne peut étre
exécutée plus tot sans changer I'ordre d’exécution sur une des machines ni violer de

contraintes.

Un exemple d’ordonnancement semi-actif est représenté sur la Figure 2.1.

jobi |1 2 3 4
Ma [+ [ 2 ] |00 1 2
M 1 3 :
! pi |3 2 2 2

0123 45 6 7
Figure 2.1 — Exemple d’ordonnancement semi-actif.

Nous avons défini la notion d’ordonnancement « quasi-actif », qui nous
sera utile dans le Chapitre 4.

Définition 2.2. Un ordonnancement est quasi-actif sil est semi-actif et si I'exécu-
tion d’un job ne peut pas étre avancée en ordonnangant ce job a la fin d'une autre
machine.
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Définition 2.3. [1/] Un ordonnancement actif est un ordonnancement oit I'on ne
peut pas avancer ’exécution d'un job sans retarder celle d'un autre job.
Un exemple d’ordonnancement actif est proposé sur la Figure 2.2. En re-

vanche, I'ordonnancement semi-actif représenté sur la Figure 2.1 n’est pas
actif.

m| [ 5 [ 1 | jobi|1 2 3 4 5 6
M,| 4 3| n |00 40 12
M; 2 6 | p; |35 32 2 3

0123 456 7 8
Figure 2.2 — Exemple d’ordonnancement actif .

Nous proposons ici quelques raffinements qui permettent de contruire
un sous-ensemble dominant parmi les ordonnancements actifs. Ces travaux
s’appuient sur et généralisent les travaux de Chu et Portmann [27], puis ceux
de Jouglet [42, 43].

Parmi les ordonnancements semi-actifs, les ordonnancements actifs sont
ceux ol aucune période d’inactivité ne peut étre comblée (partiellement ou
non) par un job ordonnancé apres le début de la période d’inactivité.

On rappelle qu'un critere est dit régulier [3, 28] lorsque le cotit d"une
solution est une fonction croissante des dates de fin des jobs.

Proposition 2.1. L'ensemble des ordonnancements actifs est dominant pour les pro-

blemes Pm|r;| Y F;, oit F est un critére réqulier.

Démonstration. Supposons qu’il n’existe aucun ordonnancement optimal qui
soit actif. Considérons un ordonnancement optimal O*. Il est facile de consta-
ter que I’on peut construire un ordonnancement semi-actif O’ a partir de O%,
en calant a gauche les jobs qui ne le sont pas. Cette opération ne peut pas faire
croitre le cotit, donc F(O') < F(O*). De la méme maniere, on peut tenter de
combler les périodes d’inactivité en y insérant un job exécuté plus tard dans
O’ pour former un ordonnancement O”. Cette opération ne peut pas dégra-
der le cotit, donc F(O”) < F(O'). Ces deux opérations — décalage a gauche
et insertion a gauche — peuvent étre répétées tant qu’elles modifient 1’ordon-
nancement. Une fois cette étape terminée, I’ordonnancement obtenu O, est
actif. Comme le cotit des jobs n’a pas pu augmenter pendant le passage de
O*a 0y, 0onaF(O,) < F(O*). L'ordonnancement O, est donc optimal, ce qui
contredit ’hypothése de départ. O



18

Chapitre 2. Regles de dominance

2.2.2 Ordonnancements LO-actifs

Pour présenter les ordonnancements LO-actifs (LO pour Locally Optimal),
nous devons introduire la notion d’adjacence entre deux jobs. Cette notion
est intuitive lorsque m = 1 (une machine), mais elle mérite d’étre détaillée
lorsque m > 1. Sur une machine, un job i est adjacent a un job j dans un or-
donnancement O si j précede ou succede a i dans O. Pour le cas a machines
paralleles, nous allons définir ce que nous nommons « front d’adjacence » (fi-
gure 2.3). Soient m(i) la machine sur laquelle s’exécute le job i, et A; la date
de disponibilité de la machine m(i) avant I’exécution du job i.

Définition 2.4. Soient O un ordonnancement et i un job de O. Soit I'en-
sembe de jobs ¢(i) = {j/ Aj<Ajou (Aj=Ajetm(j) <m(i))}. Le
front d’adjacence de i, noté Adj(i) est composé des derniers jobs ordonnan-
cés de (i) sur chacune des machines. Plus formellement, on a Adj(i) =

{j € (i)/Vk € (i) (m(j) = m(k)) = (start; > starty)}.

01 23 456 7 8 9 1011
Figure 2.3 — Les jobs {1, 2, 3,4, 5} forment le front d’adjacence du job x.

La notion d’adjacence étant désormais introduite, nous pouvons définir
la notion d’optimalité locale. Nous dirons qu'un ordonnancement O est LO-
actif si aucun échange entre un job i et un job j € Adj(i) ne permet de dimi-
nuer le cott sans retarder 1’exécution des jobs n’appartenant pas a ¢ ().

Notons C(i, t) la date de fin du job i lorsqu’il est ordonnancé au plus a
partir de la date ¢, i.e. C(i, t) = max(rj, t) + p; et F(i, t) le cotit de ce job dans
ce méme cas. On a F(i,t) = w; *x max (0,C(i, t) — d;).

Définition 2.5. Soit O un ordonnancement actif. Cet ordonnancement est LO-actif
Si:
1. Pour tout job i dans O et pour tout job j de Adj(i) tel que m(j) # m(i), une
des conditions suivantes est vérifiée :
(a) F(i,A;) + F(j,Aj) < F(i, Aj) + F(j, Ai);
(b) min (C(i, A;), C(j, Aj)) < min (C(i, A}), C(j, A)) ;
(c) max (C(i, A;), C(j, Aj)) < max (C(i,Aj), C(j, A)).



2.2. Dominances locales

19

2. Pour tout job i dans O et pour le job j de Adj(i) tel que m(j) = m(i), une des
conditions suivantes est vérifiée :

(a) F(i,A;) +F(j, Aj) < F(i,Aj) + F(j, C(i, A}))
(b) C(Z,C(],A])) < C(]/C(Z/A]))

Etudions tout d’abord le cas ot les jobs i et j ne sont pas ordonnancés sur
la méme machine. Lorsque la condition (1a) est vérifiée, on remarque que le
fait d’échanger les positions des jobs i et j augmente le cotit de ces derniers.
Lorsque la condition (1b) (resp. (1c)) est vérifiée, I’échange des jobs i et j re-
tarde la machine qui finit au plus tot (resp. au plus tard). Si les jobs i et j sont
ordonnancés sur la méme machine, la condition (2a) assure que I’échange
des deux jobs augmente la somme de leurs cotts. Enfin, si la condition (2b)
est vérifiée, on sait que 1'échange de i et j retarde la machine sur laquelle ils
sont ordonnancés.

Proposition 2.2. Tout ordonnancement actif optimal pour le retard total pondéré
est LO-actif.

Démonstration. Supposons qu’il existe un ordonnancement actif optimal qui
ne vérifie aucune des propriétés pour un couple de jobs i et j. Il est clair dans
ce cas qu’on peut construire un autre ordonnancement actif en échangeant
lesjobs i et j. On obtient alors un nouvel ordonnancement qui est strictement
améliorant, puisque le cotit de deux jobs a diminué strictement tandis le cotit
des autres jobs n’a pas augmenté. L'ordonnancement initial n’est donc pas

optimal. O

2.2.3 Ordonnancements LOWS-actifs

Il est encore possible de construire un sous-ensemble dominant au sein des
ordonnancements LO-actifs. En effet, nous pouvons exhiber une catégorie
d’ordonnancements LO-actifs dominés. En fait, le cas de figure que nous
cherchons a éliminer est celui o1 I'échange entre un job i et un job j ne fait
pas varier le coit mais retarde une des machines. Lorsqu’aucun couple de
job n’est dans cette configuration, on dira que I’ordonnancement est LOWS-
actif (LOWS pour Locally Optimal Well Sorted) :

Définition 2.6. Soit O un ordonnancement LO-actif. On dira que O est LOWS-
actif lorsqu’au moins une des conditions suivantes est vérifiée :

1. Pour tout job i de O et pour tout job j de Adj(i) tel que m(j) # m(i), une des
conditions suivantes est vérifiée :

(a) F(i,Ai) +F(j,Aj) < F(i, Aj)) + F(j, Ap) ;
(b) min (C(Z, Ai),C(j, A])) < min (C(l, A]),C(], Ai)),‘
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(c) max (C(i, A;), C(j, Aj)) < max (C(i,A;),C(j, Ay))
(d) F(i,N;) + F(j,Aj) = F(i,A)) + F(j, Ai) et
min (C(i,A;),C(j, Aj)) = min (C(i, A;), C(j, A;)) et
max (C(i, A;), C(j, Aj)) = max (C(i, Aj), C(j, Ap)).
2. Pour tout job i de O et pour le job j de Adj(i) tel que m(j) = m(i), une des

conditions suivantes est vérifiée :
(a) F(i,A;) + F(j, A)) < F(z,A] —|—F(j,C(i,A]-));
(b) C(i,C(j, 7)) < C(j,C

(j, & (i
(c) F(i,A;) + F(j, Aj) = F(i,
C(i,C(j,A)) = C(j, (LA] )-

Pour qu'un ordonnancement soit LOWS-actif, il faut que 1'échange des
jobs i et j dégrade strictement un des trois criteres (ou deux si les jobs sont
ordonnancés sur la méme machine), ou bien qu’il n’ait aucun effet. En effet,
quand un ordonnancement est LOWS-actif, la permutation des jobs i et j
augmente strictement le cotit, ou la (les) date(s) de fin de la (des) machine(s),
ou bien ne change rien.

Proposition 2.3. La classe des ordonnancements LOWS-actifs est dominante pour

Pm|r;| Y F;, ot F; est un critere régulier.

Démonstration. Supposons qu’aucun ordonnancement optimal ne soit
LOWS-actif. Soit O un ordonnancement optimal. La Proposition 2.2 nous
permet d’affirmer que O est LO-actif. Comme O n’est pas LOWS-actif, nous
savons donc qu’il existe deux jobs i et j qui ne vérifient pas les propriétés
d’un ordonnancement LOWS-actif.

Sim(i) # m(j), alors on sait que :

- F(i,5;) + F(j, Aj) > F(i, ) + F(j, C(i, Af)) ;

- min (C(i, &), C(j, &) > min (C(i, 8,),C(j, A1) ;

~ max (C(i, A7), C(j, A7) > max (C(i, A7), C(j, A7)
De plus, I'une des trois inégalités doit étre vérifiée au sens strict, sans quoi
il serait LOWS-actif. En permutant les jobs i et j, on peut constater qu’on
obtient un ordonnancement qui vérifie nécessairement les conditions d’un
ordonnancement LOWS-actif et qui aura un cotit inférieur ou égal a celui de
O. Cet ordonnancement est donc optimal et LOWS-actif. La démonstration

est similaire dans le cas ot m (i) = m(j). O

Sur la Figure 2.4, on peut voir une représentation schématique de 'imbri-
cation des ensembles d’ordonnancements dominants.
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actifs

LO-actifs

Figure 2.4 — Classes d’ordonnancements dominants.

2.3 Ordonnancements partiels

Nous allons désormais étudier des regles de dominance qui portent sur
des ordonnancements partiels, i.e. des sous-ensembles de jobs ordonnan-
cés. Nous chercherons a savoir si, pour un méme sous-ensemble de jobs
ordonnancés, certains ordonnancements partiels sont dominés par d’autres.
Un ordonnancement partiel P; domine un autre ordonnancement partiel P,
lorsque le remplacement de I'un par l'autre ne peut étre qu’avantageux en
terme de cofit, i.e. tout ordonnancement commencant par P, peut étre amé-
lioré en remplagant P, par P;. Ces travaux, menés pour les problemes a ma-
chines paralleles, sont des généralisations des travaux de Jouglet [42, 43] sur
une machine.

Nous allons tout d’abord introduire les notions d” « ordonnancement par-
tiel au moins aussi bon que » et de « meilleur ordonnancement partiel que ».
Ces définitions sont valables aussi bien pour le cas a une machine que pour
le cas a machines paralléles.

Définition 2.7. Soient P; et P, deux ordonnancements partiels composés des mémes
jobs. Nous dirons que Py est au moins aussi bon que P,, si pour tout ordonnancement
commengant Py, on peut remplacer P, par Py sans augmenter le cofit de I’ordonnan-
cement.

Définition 2.8. Soient P; et P, deux ordonnancements partiels composés des mémes
jobs. Nous dirons que Py est meilleur que P,, si au moins une des conditions sui-

vantes est vérifiée :
1. Py est au moins aussi bon que P, et P, n’est pas au moins aussi bon que P ;

2. Py est au moins aussi bon que P, et Py est lexicographiquement plus petit que
ps.
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Définition 2.9. Un ordonnancement partiel P, est dominé s'il existe un ordonnan-

cement partiel Py tel que Py est meilleur que P;.

Nous pouvons constater qu’a partir de la relation « étre au moins aussi
bon », nous pouvons définir la relation « étre meilleur que ». Nous allons
désormais décliner ces dominances dans trois cas : sur une machine, sur m
machines, et enfin sur k parmi m machines (cas général).

Soit P un ordonnancement partiel. Nous noterons désormais O = (P|Q)
un ordonnancement qui commence par 1’'ordonnancement partiel P.

Soit Fo(P) le cotit associé aux jobs appartenant a I’ordonnancement par-
tiel P dans 1’ordonnancement O.

2.3.1 RD; :avec une machine

Proposition 2.4. Soit S un sous-ensemble de jobs de N = {1,2,...,n}, et NS
I'ensemble des jobs non ordonnancés, i.e. NS = N \. S. On note 1, la plus petite
date de disponibilité parmi les jobs non ordonnancés, i.e. vy, = min;eng 1. Soit Py
et P> deux ordonnancements partiels sur une machine composés des jobs de S. Py est

au moins aussi bon que P, si au moins I'une des conditions suivantes est vérifiée :
iENS
avec A = max (Cuax(P1), *min) — max (Cruax (P2), Fmin)-

Démonstration. Nous devons montrer ici que lorsque 1'une des conditions
précédentes est vérifiée, on peut construire a partir de tout ordonnancement
O, = (P2|Q) un ordonnancement O; = (P;|Q), avec F(O1) < F(O»).
Supposons que Cpax(P1) < Chax(P2) et F(Py) < F(P;). Soit O; = (P2|Q)
un ordonnancement commencant par P,. Comme Cyax(P1) < Cpax(P2), on
peut remplacer I’ordonnancement partiel P, par I’ordonnancement partiel P;
dans O, sans retarder aucun job de Q. On note O; I'ordonnancement ainsi
formé. On a Fp, (Q) < Fp,(Q). Par ailleurs, on a F(P;) < F(P,). Finalement,
on trouve que F(O1) = F(Py) + Fp,(Q) < F(P2) + Fo,(Q) = F(Oy).
Supposons désormais que Cpuax(P1) >  Cuax(P2) et F(P) + A X
Yiens Wi < F(Pp), avec A = max (Cpax(P1), Tmin) — max (Cax(P2), *in)-
A représente le décalage maximum des jobs de Q lorsque 1'on remplace
P, par P; et que Cuax(P1) > Cpax(P2). Soit Oy = (02]/Q) un ordon-
nancement commencant par l’ordonnancement partiel P,. Construisons
I'ordonnancement O; = (P;]|Q) et comparons les cotits de O; et de O;.
Comme Cyax(P1) > Cuax(P2), les jobs de Q dans l'ordonnancement O

risquent d’étre retardés par rapport a leurs exécutions dans O,. Plus
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précisément, le décalage induit par le remplacement de P, par P; est
majoré par A = max (Cpax(P1), "min) — max (Cpax(P2), 'min). La somme
des coflits des jobs de Q augmente donc au maximum de A * ) ;s W;
entre Oy et Oy, donc Fp, (Q) < Fp,(Q) + AYjenswj. Par ailleurs, on a
F(O2) = F(P,) + Fp,(Q) et F(Oy) = F(P1) + Fo,(Q). Or on a supposé
que F(P1) + A x Yienswi < F(P2). Ona donc F(O1) = F(P1) + Fo,(Q) <
F(Py) + Fo,(Q) + A x Yienswi < F(Py) + Fo,(Q) < F(O). Finalement, on
a montré que F(O1) < F(O»).
U
La Figure 2.5 illustre une situation de dominance entre deux ordonnan-

cements partiels sur une machine. Si l’on cherche a minimiser la somme des
dates de fin, I'ordonnancement partiel P; cotite 10 tandis que P, cofite 13.

jobi|1 2 3
|2 0 0
pi |3 21

4 A\
o (ETTITT
0 1

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

P,
A
r A\
o (T T e
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figure 2.5 — Exemple de dominance sur une machine pour le probleme
ri| X Ci.

Définition 2.10. Soit P un ordonnancement partiel sur m machines. Nous notons
M;(P) I"ordonnancement partiel correspondant aux jobs de l'ordonnancement par-
tiel P exécutés sur la machine i. Nous dirons que M;(P) est un ordonnancement

partiel machine.

Un exemple est d’ordonnancement partiel machine est donné sur la Fi-
gure 2.6.

Proposition 2.5 (RD;). Soit P un ordonnancement partiel sur m machines. Soit
NS I'ensemble des jobs n’appartenant pas a cet ordonnancement partiel. Soit M;(P)

un ordonnancement partiel machine de P. S’il existe un ordonnancement partiel
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M;(P) = (3[7]4)

01 2 3 45 6 7 8

Figure 2.6 — Exemple d’ordonnancement partiel machine.

(sur une machine) Py meilleur que M;(P), alors I'ordonnancement partiel P sur m

machines est dominé.

Démonstration. Supposons l'existence de P, de M;(P) et de P;. Il est alors
aisé de constater que tout ordonnancement sur m machines débutant par
I’'ordonnancement partiel P est dominé par un ordonnancement ott I’'ordon-

nancement partiel machine M;(P) a été remplacé par P;. O

2.3.2 RD,, : avec m machines

Nous cherchons désormais a caractériser une situation de dominance entre
deux ordonnancements partiels impliquant I’ensemble des machines.

Nous allons définir les conditions sous lesquelles un ordonnancement
partiel sur m machines peut étre au moins aussi bon qu’un autre ordon-
nancement partiel. Il nous faut tout d’abord introduire un lemme qui nous
permettra de démontrer la proposition qui suivra.

Lemme 2.1. Soient ay,ay, ..., ay et by, by, ..., by, deux séries de m entiers positifs.
Si l'on autorise la renumérotation de ces deux séries, la quantité max; ( max (0, a; —

bi)) est minimale pour ay < ap < - < ayetby <by <--- < by,

Démonstration. Nous allons montrer que cette propriété est vraie lorsque les
séries respectent le méme ordre. Lecasa; <ap < --- <agyethb <bp <--- <
by, étant un cas particulier ot11’ordre des valeurs suit 1’ordre des indices, nous
aurons démontré le lemme.

Supposons que les séries (a;) et (b;) ne respectent pas le méme ordre.
Cela implique qu'il existe i et j tels que a; < a; et b; > b;. Les cas symétriques
obtenus en échangeant les roles de i et de j, ou de (a;) et ceux de (b;) se
démontrent de la méme maniére. Dans ce cas, I’échange des indices de a; et
de a; ne peut pas faire augmenter la valeur max; ( max(0,a; — b;)). En effet,

onaa; —b; <aj—bjaj—bj > a —bjetaj—0b; > a;—b;. Par contre elle
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peut éventuellement la faire diminuer. Par une procédure itérative et en un
nombre fini d’étapes, on peut ainsi renuméroter les séries jusqu’a ce qu’elles
respectent le méme ordre. De plus, comme aucune de ces étapes ne peut
faire augmenter la valeur de max; (max(O, a; — bi)) , les séries qui respectent
le méme ordre minimise cette derniere.
U
Ce lemme nous est utile, puisqu’il nous permet de calculer la valeur maxi-
male du décalage que subissent les jobs de Q entre les ordonnancements
01 = (P1|Q) et Oy = (P]Q). En effet, il suffit de définir la série (a;) a 1’aide
des dates de fin des machines de P; et la série (b;) a ’aide des dates de fin
des machines de P, i.e. a; = Cyax(M;(P1)) et b = Cyax(M;(P,)). La renu-
mérotation des machines est possible, puisque les machines sont identiques.
Par ailleurs, la quantité max;(max(0,a; — b;)) correspond effectivement au
décalage maximal que subit un job de Q entre les ordonnancements O; et
Ox.
Nous supposerons désormais que les machines de tous les ordonnance-

ments partiels que nous considérons sont indicées selon leurs dates de fin
croissantes.

Proposition 2.6 (RD,,). Soit S un sous-ensemble de jobs ordonnancés de N =
{1,2,...,n}, et NS l'ensemble des jobs non ordonnancés. On note r ;, la plus petite
date de disponibilité parmi les jobs non ordonnancés, i.e. ry,j,, = min;cns ;. Soient
Py et P, deux ordonnancements partiels composés des jobs de S sur m machines. Py

est au moins aussi bon que P, si au moins I'une des conditions suivantes est vérifiée :
2. 3i € [1,m], Cpuax (Mi(P1)) > Cinax (Mi(P2)) et F(P1) + A X ) w; <

JENS
F(P),
avec A = max (Cmax (M;(Py)) — max (rmm, Conax (MZ(PZ))>)
ie[1,m]
Démonstration. Soit O, = (P;|Q) un ordonnancement qui commence par

I'ordonnancement partiel P,. Supposons qu’il existe un ordonnancement
partiel P; tel que P; soit au moins aussi bon que Ps.

Supposons que P; et P, vérifient la premiere condition , ie. Vi &
[1,m] Cuax(Mi(P1)) < Cpax (Mi(P2)) et F(P;) < F(P,). Dans ce cas,
on peut construire l'ordonnancement O; = (P;]|Q) et l'on sait qu’aucun
job de Q ne commence plus tard dans O; que dans Oy puisque Vi &
[1,m] Cpax (Mi(P1)) < Cpax(M;i(P,)). Comme, par ailleurs on a F(P;) <
F(P,), on peut en conclure que F(O1) < F(O»).

Supposons maintenant que P; et P, vérifient la seconde condition ,
ie. 3i € [1,m]Cuax(Mi(P1)) > Ciax(Mi(P2)) et F(P1) + A X Lienswj <
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F(P,), avec A = maX;e (1, m] (Cmax (Mi(Pl)) — max (rmm,Cmax (MZ(PZ))))
Soit Oy = (P2]Q) un ordonnancement qui commence par I’ordonnancement
partiel P,. Examinons I’ordonnancement Oy, construit en remplacant P, par
P; dans I'ordonnancement O,. On sait que Ji € [1,m] Cpax(M;(Py)) >
Cinax (Mi(Pz)), c’est-a-dire que le remplacement de I'ordonnancement par-
tiel P, par I'ordonnancement partiel P; dans 1’'ordonnancement peut décaler
vers la droite 'exécution des jobs de Q. Nous allons maintenant majorer ce
décalage. Lorsque les machines sont indicées selon leurs dates de fin crois-
santes, on sait que la quantité maxic(y | (Cmax(Mi(Pl)) — Criax (Mi(Pz))>
est une borne supérieure du décalage que subissent les jobs de Q, si
l'on remplace P, par P;. Il est possible de raffiner ce résultat en consi-
dérant les dates de disponibilité des jobs de Q. En effet, si un job k de
Q a une date de disponibilité plus grande que Cpax(M;(P2)), le déca-
lage qu’il subit ne pourra pas excéder Ciax(M;(P;)) — r¢. Dans le cas
particulier out tous les jobs de Q ont une date de disponibilité plus
grande que Cyx (Ml-(Pz)), le décalage sur la machine i est majoré par

Cimax(Mi(P1)) — Tmin. D'une maniére générale, on sait que la quantité
MaX;e|1,m] (Cmax (M;(Py)) — max (rml-n, Conax (M,-(Pz)))) majore le décalage
que subiront les jobs de Q. En tenant compte des poids, on peut affirmer

que (ZjeNS wj) MaX;e|1,m] (Cmax (M;(Py)) — max (rmin, Cnax (M;i(P2)) )) est
une borne supérieure de 'augmentation du cofit porté par les jobs de Q. Fi-
nalement, comme la condition F(Py) + A X }iens wj < F(P2) est vérifiée, on
peut constater que F(O;) < F(P1) + F(Q) + A X ¥jens wj, donc que F(Oy)
est inférieur & F(O,) = F(P,) + F(Q).

U

Nous pouvons voir sur la Figure 2.7 un exemple sur deux machines, ou
I'ordonnancement partiel P; (jobs en gris clair dans ’'ordonnancement O)
est meilleur que I'ordonnancement partiel P, (jobs en gris clair dans 1’ordon-
nancement Oy) pour la somme pondérée des dates de fin, lorsque ws est suf-
tisamment grand. Avec les données indiquées, P, a un cotit égal a 117 tandis
que P; ne coftite que 91.

On peut également remarquer que la regle RD; devient un cas particulier
de la régle de dominance RD,;,, qui la généralise dans le cas ot m > 1.

2.3.3 RDy: avec k machines

La regle que nous allons décrire dans cette section généralise les deux précé-
dentes, a savoir RD; et RD,,. Nous cherchons encore une fois a caractériser



2.3. Ordonnancements partiels
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Figure 2.7 — Exemple de dominance selon la régle RD,,.

une situation de dominance sur m machines. Alors que la regle de domi-
nance RD; compare les machines une par une et que RD,, compare 1'en-
semble des m machines, nous cherchons une situation de dominance portant
sur un sous-ensemble de k machines.

Définition 2.11. Soient P un ordonnancement partiel sur m machines et 1 un
sous-ensemble de [1,m]. On note M(P,n) l'ordonnancement partiel sur card(n)
machines formé des jobs exécutés dans P sur les machines {M;(P),i € n}.

La Figure 2.8 montre un exemple de sous-ordonnancement partiel avec
n = {1,4,5} (machines foncées).

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Figure 2.8 — Exemple de sous-ordonnancement partiel.
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Proposition 2.7 (RDy). Soient P un ordonnancement partiel sur m machines et
NS ['ensemble des jobs non ordonnancés dans la séquence P. L'ordonnancement
partiel P est dominé sil existe un sous-ensemble 11 de [1, m] et un ordonnancement

partiel Py sur card (1) machines tels que :

1. VZ c 77, Cmux(Mi(Pk)) S Cmax (Mz(M(P/U))) et P(Pk) S F(M(P/T/));

2. 3i € 1, Couax (M;(Py)) > Cmax(Mi(M(P,q))> et F(P)+Ax Y wj <

JENS
F(M(P, 7)),
avec A = r?eanx Cmax(M;(Pg)) — max (rmin/ Crnax (Mi (M(P, 7)) ) ) ’
Démonstration. Considérons un ordonnancement O = (P|Q) sur m ma-

chines. Puisqu’il existe un ordonnancement partiel P, qui est meilleur que
le sous-ordonnancement partiel (P, 1) extrait de P, on peut remplacer dans
’'ordonnancement O le sous-ordonnancement partiel M(P,#) par P, pour

former un ordonnancement O’, qui sera meilleur que l'ordonnancement
0. O

La Figure 2.9 illustre une possible situation de dominance, avec k = 3 et
m = 5. Les jobs en gris foncé représentent les deux sous-ordonnancements
partiels que 1'on compare. Si 1’on veut minimiser la somme des dates de fin,
M(P, n) cotite 44 tandis que Py cotite 43.

Nous pouvons constater que cette régle généralise les regles de domi-
nance RD; et RD,;,;, qui peuvent désormais étre vues comme des cas particu-
liers de RDy (aveck = 1 etk = m).

2.4 Jobs non ordonnancés

Nous présentons ici une regle de dominance portant sur les jobs non or-
donnancés. Nous nous placons dans la situation suivante. Nous disposons
d’un ordonnancement partiel P et d"un ensemble de jobs non ordonnancés
NS. Soient deux jobs j et k de NS. On suppose que le job k est ordonnancé au
plus tot aprés I’ordonnancement P. On sait que le job j sera également ordon-
nancé dans tout ordonnancement complet. Nous cherchons alors les condi-
tions sous lesquelles il est préférable d’échanger les jobs j et k, quelle que soit
la position de j. On dit alors que le job j domine le job k pour I’ordonnance-
ment partiel P. Nous supposons en outre que le critere étudié est le retard
total pondéré, qui correspond au cas le plus général. Par ailleurs, nous sup-
posons que les dates de disponibilité des jobs de NS ont été ajustées, i.e. les
dates de disponibilité inférieures a la plus petite date J a laquelle une ma-
chine est disponible aprés I’ordonnancement partiel P sont désormais égales
a 6. Enfin, nous nous placons dans le cas o w; > wy. Cette étude, s'inspire
des travaux de Jouglet sur une machine [42] et les généralise pour le cas ou
’on dispose de plusieurs machines paralléles.
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Figure 2.9 — Exemple de dominance selon la regle RDj.

2.4.1 Principe général

Nous décrivons ici de maniére plus formelle la méthode que nous proposons
pour mettre en évidence des situations de dominance entre deux jobs par
rapport un ordonnancement partiel donné.

Soient P un ordonnancement partiel et NS 1'ensemble des jobs non or-
donnancés dans P. Soient j et k deux jobs de NS. Soit O un ordonnancement
complet commencant par P, i.e. O = (P|Q). Supposons que le job k est or-
donnancé le plus tot possible a la suite de P. On sait également que le job j
est ordonnancé quelquepart dans Q. La Figure 2.10 illustre la situation que
nous venons de décrire.

01 23 456 7 8 9 101112
Figure 2.10 — Situation initiale.

On s’intéresse désormais a 1’ordonnancement O’ formé a partir de 1'or-
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donnancement O en échangeant les positions des jobs j et k. On sait déja
que O’ peut s’écrire sous la forme O’ = (P|Q’). La Figure 2.11 montre 1’or-

donnancement O’ obtenu a partir de 'ordonnancement O présenté sur la
Figure 2.10.

012 3 456 7 8 9 1011 12
Figure 2.11 — Situation apres échange des jobs j et k.

Il nous importe de comparer les cotits des ordonnancements O et O'. Plus
précisément, nous cherchons & calculer une borne inférieure ¢ de F(O) —
F(O’). Si ¢ est positive, on peut conclure que O’ domine O, donc que le job j
domine le job k par rapport a 'ordonnancement partiel P.

Nous allons maintenant présenter les grandes étapes du calcul de ¢. 11
nous faut envisager toutes les situations possibles quant a la position du job
j- En particulier, on peut distinguer deux grands cas :

1. les jobs j et k sont ordonnancés sur la méme machine dans O;
2. les josb j et k sont ordonnancés sur deux machines différentes dans O.

Ces deux cas seront traités dans la suite de maniere séparée.

2411 Jobsj etk surla méme machine

Nous supposons ici que les jobs j et k sont ordonnancés sur la méme ma-
chine. Soit A I’ensemble des jobs ordonnancés sur cette machine, entre le job
k et le job j. Nous notons B 1’ensemble des jobs ordonnancés sur cette méme
machine aprés le job j. Enfin, nous notons C l'ensemble des jobs n’apparte-
nant pas a P et qui ne sont pas exécutés sur cette machine. Nous n’avons
aucune connaissance a priori sur le contenu des ensembles A, B et C. Soient
t la date de début d’exécution du job j dans O et J la plus petite date de fin
des machines de P. Soit H une borne supérieure du makespan de tout ordon-
nancement actif. Cette situation est représentée sur la Figure 2.12.

Soit ¢1(t) une borne inférieure de F(O) — F(O'), lorsque j et k sont exé-
cutés sur la méme machine et que le job j est exécuté a la date t. On sait
que :

F(O) —F(O') = Fo(P)+ Fo(k)+ Fo(j) + Fo(A) + Fo(B) + Fo(C)
—Fo/(P) — For(k) — For(j) — For(A) — For(B) — For (C).
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01 2 3 456 7 8 9 1011 12

Figure 2.12 — Ordonnancements O et O’ lorsque j et k sont sur la méme ma-

chine.

Or les parties P et C sont identiques dans les ordonnancements O et O/,
donc

F(0) —F(O) = Fo(k) + Fo(j) — For (k) — For(j)
+Fo(A) + Fo(B) — For(A) — For (B).
Nous allons maintenant séparer la quantité F(O) — F(O') en deux par-
ties : la différence des cotits portés par les jobs j et k entre O et O’ et la dif-

férence des cotits portés par les jobs de A et de B entre O’ et O. Une borne
inférieure de la premiere sera notée jk; (t), i.e.

jk1(t) < Fo(k) + Fo(j) — For (k) — For(j);
nous notons aby (t) une borne supérieure de la seconde, i.e.
abl(t) > FOI(A) + FOI(B) — Fo(A) — Po(B)
Cela nous permet de formuler ¢; de la maniére suivante :
(Pl(f) = ]kl (i’) — ab1 (i’)
Afin de déterminer ¢y, il convient d’étudier ses variations. Nous allons

pour cela étudier les variations des fonctions jk; et ab;. Nous choisissons la
fonction jk; de la maniére suivante :
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jki(t) = wrmax(0, g + px — di) + wjmax(0,t + p; — d;)
—wrmax (0, + T+ px — di) — wjmax(0,7; + p; — d;),

ol T est une borne supérieure de la différence entre la date de début de j
dans O et celle de k dans O'. Sil'on pose a = d; — p; et b = di — pi — 7, il faut
envisager deux cas pour connaitre les variations de la fonction jk; :

sia > b: Avantb, la fonction est constante. Entre b et a, elle est décroissante
puisque le job k est en retard dans O’ tandis que j ne l'est pas dans O.
Enfin, apres 4, la fonction est croissante puisque k dans O’ et j dans O
sont en retard et que w; > wy. La Figure 2.13 illustre ce comportement.
En outre, le minimum est atteint lorsque t = a.

( N\

A N b a H —p;

jka(t)

Figure 2.13 — Comportement de la fonction jk; lorsque a > b.

sia < b: Dans ce cas, la fonction est constante jusqu’a 4, puis croissante a
partir de a, a cause du retard du job j dans O qui augmente. A partir
de b, le job k dans O’ est également en retard, mais la fonction reste
croissante puisque w; > wy. La Figure 2.14 illustre cette situation. En
outre, le minimum est atteint lorsque t = a.

( N\

t Tk + Pk a b H—p]-

jka(t)

Figure 2.14 — Comportement de la fonction jk; lorsque a < b.

Nous pouvons constater que dans les deux cas, la fonction jk; atteint un
minimum lorsque ¢ = a. On sait par ailleurs que t > 1 + py. Sia < 1 + py,
alors le minimum est atteint en 7y + py. Notons a’ = max(d; — pj, c + px)-
D’une maniére générale, on sait que la fonction jk; est minimale en a’. Nous
noterons également b’ = max(ry + px, dx — px — 7)-
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Intéressons-nous désormais a la fonction ab;. Cette derniére est, par défi-
nition, une borne supérieure de la différence du cofit porté par les jobs de A
et de B entre les ordonnancements O’ et O. On peut remarquer que lorsqu’un
job i est décalé vers la droite de x unités de temps, la différence de cofit in-
duite ne peut pas excéder xw;. Partant de ce constat, nous allons chercher a
calculer cette borne supérieure en affectant certains poids a A et d’autres a
B. Nous introduisons les variables suivantes :

Ya: borne supérieure du décalage a droite des jobs de A entre O’ et O;
vy : borne supérieure du décalage a droite des jobs de B entre O’ et O.

On peut alors exprimer ab; sous la forme :

aby(t) = wa(t)ya + wp(t) s

Les fonctions w4 et wp vont s’exprimer sous la forme d"une somme de poids
de jobs de NS. Il nous importe ici que le choix des valeurs de wy (t) et de
wp(t) soit tel que aby (t) soit une borne supérieure de la différence des cotts
de A et B entre O’ et O. Nous pouvons d’abord affirmer que la partie A n’ex-
cédera pas [4(t) = t — px — r¢ unités de temps, puisqu’elle ne pourra pas
commencer avant 7, + py et ne pourra pas terminer apres t. On peut égale-
ment savoir que [g(t) = H —t — p; est une borne supérieure de la longueur
de la partie B.

Afin de trouver des valeurs convenables pour wy(t) et wg(t), nous utili-
sons la technique de splitting de Belouadah et al. [13]. Nous définissons l'en-
semble NS’ de la maniére suivante : chaque job i de NS est découpé en p;
morceaux J;;, I € [1, p;] de durée unitaire de poids w;/p; que I'on place dans
’ensemble NS'. Ces morceaux sont ensuite réindicés selon I’ordre des poids
décroissants. Nous appellerons ey, e, ..., ey, _, . p; c€s morceaux. Il y a ensuite
deux cas a envisager :

la(t) Ip(t)
siya>yp: Lesvaleurs wa(t) = ) e etwp(t) = ) €y+1,(+) sont alors
u=1 u=1

valides pour que ab1 (t) soit une borne supérieure. La fonction —ab; est
alors décroissante en fonction de t (voir Figure 2.15).

( N\

too e+ px H—pj

—aby (t)

Figure 2.15 — Comportement de la fonction —ab; lorsque y4 > 5.
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Ip(t)
siya <yp: Lesvaleurs wp(t) = ) ejetwa(t) = ) €y415(t) SOnt alors
u=1 =
valides pour que ab;(t) soit une borne supérieure. La Figure 2.16
illustre le comportement de la fonction —ab; dans ce cas.

( N\

t | e+ pr H —p;

—aby (t)

- J

Figure 2.16 — Comportement de la fonction —ab; lorsque y4 < .

2.4.1.2 Jobs j et k sur deux machines différentes

Nous allons désormais étudier le cas ot les jobs j et k sont ordonnancés sur
deux machines différentes. La méthode présentée pour déterminer si le job k
domine le job j par rapport a 'ordonnancement partiel P est similaire a celle
présentée dans le cas ou les jobs sont ordonnancés sur la méme machine,
mais les roles des parties A et B sont différents.

Nous notons A 1'ensemble des jobs ordonnancés apres le job k et sur la
méme machine. Notons C I’ensemble des jobs ordonnancés sur la méme ma-
chine que le job j, avant celui-ci et apres I’ordonnancement partiel P. Notons
B I'ensemble des jobs ordonnancés apres le job j sur la méme machine. No-
tons enfin D I’ensemble des jobs n’appartenant pas a P et qui ne sont pas exé-
cutés sur les machines des jobs k et j. Une fois encore, nous n’avons aucune
connaissance a priori sur les ensembles A, B, C et D. De plus, nous notons ¢
la date de début d’exécution du job j dans O et J la plus petite date de fin
des machines de P. Nous notons de plus t,,;, le maximum entre la deuxieme
plus petite date de fin des machines de P et la date de disponibilité du job j.
Une illustration de cette situation est représentée sur la Figure 2.17.

Soit ¢ (t) une borne inférieure de F(O) — F(O’), lorsque j et k sont exé-
cutés sur deux machines différentes et que le job j est exécuté a la date t. En
outre, on sait que

F(O) —F(O') = Fo(P)+Fo(k) + Fo(j)
+Fo(A) + Fo(B) + Fo(C) + Fo(D)
—Fo/(P) — For (k) — For(j)
—Fo/(A) — For(B) — For(C) — For (D).

Or les parties P, C et D sont identiques dans les ordonnancements O et
O’, donc
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Figure 2.17 — Ordonnancements O et O’ lorsque j et k sont sur deux machines
différentes.

F(O) = F(O") = Fo(k) +Fo(j) — For (k) = For(j)
+Fo(A) + Fo(B) — For(A) — For(B).
Ici, la quantité F(O) — F(O’) est décomposée en trois parties : la différence
des cotits portés par les jobs j et k entre O et O’ ; la différence des cotits portés

par les jobs de A entre O’ et O et la différence des cotits portés par les jobs de
B entre O’ et O. Une borne inférieure de la premiére sera notée jk(t), i.e.

ja(t) < Fo(k) + Fo(j) — For (k) — For(j);
nous notons a;(t) une borne supérieure de la seconde, i.e.
n3(t) > For(A) — Fo(A);
et nous notons by (t) une borne supérieure de la troisieme, i.e.
by(t) > For(B) — Fo(B).
Enfin, la somme des fonctions a, et by est notée

Elbz(t) = Elz(t) + bz(t).
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Cela nous permet de formuler ¢, de la maniere suivante :

(Pz(t) = ]kz(i’) — abz(t).

Nous cherchons le minimum de la fonction ¢,. Pour ce faire nous allons
étudier les variations des fonctions jk; et aby. Nous choisissons la fonction
jko de la maniere suivante :

jko(t) = wrmax(0,7, + px — di) + w;jmax(0,t + p; — d;)
—wrmax(0,f+ T+ Pk — dy) — wj max (0, ri+pj— d]),

ol T est une borne supérieure de la différence entre la date de début de j
dans O et celle de k dans O". Sil'on pose a = d; — p; et b = dy — p — 7, il faut
envisager deux cas pour connaitre les variations de la fonction jk; :

sia > b: Dans ce cas, la fonction jk; est nulle jusqu’a t = b, décroissante
entre t = b ett = a puis croissante a partir de t = a. La Figure 2.18
illustre le comportement de la fonction jk;. En outre, le minimum est
atteint lorsque t = a.

( N\

t e + Pk b a H—p]'

jka(t)

- J

Figure 2.18 — Comportement de la fonction jk; lorsque a > b.

sia < b: Dans ce cas, la fonction jk, est nulle jusqu’a t = a et croissante
apres. La Figure 2.19 illustre le comportement de la fonction jkp. En
outre, un minimum est atteint lorsque t = a.

( N\

t e + Pk a b H—pj

jka(t)

- J

Figure 2.19 — Comportement de la fonction jk; lorsque a < b.



2.4. Jobs non ordonnancés

37

Nous pouvons constater que dans les deux cas, la fonction jk; atteint un
minimum lorsque t = a. Si t,,;;, > a, alors la fonction est trivialement crois-
sante et minimale en t,,;,,. Nous pouvons donc dire que dans tous les cas la
fonction jk, est minimale en 4’ = max(t,,,, a). Nous définissons de méme
b' = max(tyi,, b).

Afin d’étudier la fonction ab; , nous allons procéder de la méme maniére
que dans le cas ou les jobs j et k sont ordonnancés sur la méme machine :
pour chacune des parties A et B, nous affectons une somme de poids w a
cette partie, que nous multiplions ensuite par une majoration du décalage
a droite 7y de la partie concernée, de sorte que le produit obtenu wy soit
une borne supérieure de la différence du cofit porté par les jobs de la partie
concernée entre les ordonnancements O’ et O.

Nous notons 7y 4 le décalage maximal vers la droite que subissent les jobs
de A entre O et O’. La longueur maximale de A est notée [ 4. Enfin, la somme
des poids affectée a la partie S est notée w4 (t). Finalement, la quantité a,
peut s’écrire :

ax(t) = wa(t)ya-

Intéressons-nous a la fonction b,. Cette derniére est, par définition, une
borne supérieure de la différence du cotit porté par les jobs de B entre les
ordonnancements O’ et O. Nous notons yp une borne supérieure du déca-
lage a droite des jobs de B entre O’ et O. La fonction b; s’écrit de la maniere
suivante :

by(t) = wp(t)vs-

Nous pouvons d’abord affirmer que la partie A n'excede pas [y = H —
Pk — Tr unités de temps, puisqu’elle ne peut pas commencer avant ry + py et
ne peut pas terminer aprés H. On peut également voir que Ig(t) = H —t — p;
est une borne supérieure de la longueur de la partie B.

Afin de trouver des valeurs convenables pour w4 () et wg(t), nous utili-
sons la technique de splitting de Belouadah et al. [13]. Nous définissons l'en-
semble NS’ de la maniere suivante : chaque job i de NS est découpé en p;
morceaux J;, I € [1, p;] de durée unitaire de poids w;/p; que 1’on place dans
’ensemble NS’. Ces morceaux sont ensuite réindicés selon 1’ordre des poids
décroissants. Nous appellerons ey, ey, . . ., €y s p; CES MOTCceaux. Il y a ensuite
deux cas a envisager :

la Ip(t)
siya > vp: Lesvaleurs wa(t) = ) e, etwgp(t) = Y e,y sontalors va-
u=1 u=1
lides pour que a,(t) + by(t) soit une borne supérieure. En fait, lorsque
YA > B, on peut constater que la fonction w4 est constante par rap-
port a t. Les variations de ab, sont donc fixées par celles de la fonction
by. Lorsque t augmente, [5(t) diminue, donc wg(t) diminue également.
La fonction ab; est donc décroissante quand ¢t augmente. Finalement, la
fonction —ab, est croissante en fonction de ¢ (voir Figure 2.20).
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t toin H— pPj

—aby(t)

- J

Figure 2.20 — Comportement de la fonction —ab, lorsque y4 > .

Ip(t)

siyqa < vp: Les valeurs wp(t Z ey et wy(t Z €u+1,(+) Sont alors
=1

valides pour que ab; (¢ ) soit une borne superleure La fonction a; est

alors croissante lorsque t augmente. En effet, plus t est grand, plus
les élements de NS’ affectés & A ont une grande valeur, puisque 'on
va en affecter de moins en moins a B. Par ailleurs, la fonction b, est
naturellement décroissante. Cependant, on peut montrer que la fonc-
tion ab, sera globalement décroissante. Il suffit pour cela de calculer
abg(t) — abg(t + 1). Ona

aby(t) —aby(t+1) = wa(t)ya + wp(t)ys
—wa(t+1)ya —wp(t+1)7B
Ip(t) Ip(t+1)
= ey — Z ey
u:1 u=1

+ Z Cutip(t) Z Cutlp(t+1)
= elB(t)(')’B —74) + Clp(t)+1(t)YB-

Or, on sait que yp > 4, que yg > 0 et que Vu € [1,Zpi],eu > 0. On
peut donc conclure que

abg(t) — abz(t + 1) > 0.

La fonction ab, est décroissante quand ¢ augmente. Ainsi, la fonction
—ab, est croissante entre t,,;, et H — pj, ce qui est représenté sur la
Figure 2.21.

2.4.2 Les différents cas pour 7, y4 et g

Nous allons maintenant présenter la facon dont sont obtenues les valeurs de
T, de v 4 et de yp. Nous séparons encore deux grands cas : lorsque les jobs
j et k sont ordonnancés sur la méme machine et lorsqu’ils sont ordonnancés
sur deux machines différentes. Nous présentons a chaque fois la valeur de
¢1 ou de ¢, correspondant & une borne inférieure de F(O) — F(O').
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t tsin H — Pj

—aby(t)

- J

Figure 2.21 — Comportement de la fonction —ab, lorsque y4 < 5.

Pour chacun des deux cas, nous présentons un arbre de décision, fonction
des données initiales (les dates de disponibilités de j et k, les durées de j et k,
...), qui permet de déterminer le calcul de ¢ a effectuer.

2.4.2.1 Jobs j et k sur la méme machine

Il y aici dix cas a considérer suivant les données initiales. La Figure 2.22
présente l’arbre menant aux dix cas. Nous allons désormais traiter chacun
de ces cas séparement :

Cas1: Nous avons rj + p; < 1¢ + px, donc y4 = 0. Par ailleurs, comme

maxjensti < rg + pi, les jobs de A sont ordonnancés ry + py —
max(r; + pj, maX;ens ;) unités de temps plus t6t dans O' que dans
O. Le job k dans O’ commence donc 7 + px — max(r]- + pj, max;eNs
unités de temps plus t6t que le job j dans O, donc T = max(r; +
pj, MaXxieNs ti) — rx — P Enfin, la partie B commence dans O a la date
"t + Pk + pa + pj, ot ps indique la durée de la partie A. Dans O’, B
commence a max(max;ens7i,7j + pj) + pa + pk- Finalement, puisque
l'on sait que max(max;ens7i,7j + pj) > 1 + pj, on peut conclure que
B = max(max;ens i, 7; + pj) — 'k — pj- On sait enfin que a < b.
La fonction jk; est donc croissante entre ry + py et H — p; (voir Fi-
gure 2.13), la fonction —ab; également (Figure 2.16). La fonction ¢
est alors globalement croissante, donc elle atteint son minimum en
t = ry + pk. Finalement, on a :

¢1 = jki(rx + px) — aby (e + pr)-

Cas2: Nous avons rj + p; < 1y + pg, donc 4 = 0. Par ailleurs, comme
max;jensti < rg + pi, les jobs de A sont ordonnancés ry + py —
max(r; + pj, maX;ens ;) unités de temps plus t6t dans O' que dans
O. Le job k dans O' commence donc i + py — max(r; + pj, maxens
unités de temps plus t6t que le job j dans O, donc T = max(r; +
pj, MaXieNs ti) — rx — px. Enfin, la partie B commence dans O a la date
e + px + pa + pj, ott pa indique la durée de la partie A. Dans O/, B
commence a max(max;ens7i,j + pj) + pa + px- Finalement, puisque
l’on sait que max(max;ens i, T+ p]-) > T + pj, on peut conclure que
B = max(maxiens i, 7j + pj) — x — pj- On sait enfin que a > b.
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Figure 2.22 — Arbre de décision lorsque j et k sont ordonnancés sur la méme

machine.
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La fonction jk; est donc constante entre r; + pj et b, décroissante entre
b et a puis croissante entre a et H — p; (voir Figure 2.14). La fonction
—aby est croissante entre r; + pr et H — p; (Figure 2.16). La fonction
¢1 est donc croissante sur les intervalles [r + py, b] et [a, H — pj]. Le
minimum se trouve donc soit en r; + py, soit dans l'intervalle |b, a].
Comme on sait que la fonction jk; est décroissante sur cet intervalle et
que la fonction —ab; est elle croissante, on peut affirmer que la quantité
jki(a") — aby (') est inférieure a toute valeur de ¢ (t) sur cet intervalle.
Finalement, on a :

1= min (]k1 (T’k + Pk) —aby (I’k + Pk)/fkl (LZ/) —aby (b/)> .

Cas3: Nous avons 7 + p; < 1¢ + px, donc y4 = 0. Par ailleurs, comme
max;ens i < ¢ + Px, lesjobs de A sont ordonnancés ry + py — max(r]- +
pj, max;ens ;) unités de temps plus t6t dans O’ que dans O. Le job
k dans O’ commence donc 7, + py — max(rj + pj, maxjens unités de
temps plus tot que le job j dans O, donc T = max(r; + pj, max;ens 1i) —
rk — pk- Enfin, la partie B commence dans O a la date rx + px + pa + pj,
ol pu indique la durée de la partie A. Dans O/, B commence a
max(max;ens i, *j + pj) + pa + px. Finalement, puisque 1'on sait que
max(max;ens 7, ri+ pj) > ¢ + pj, on peut conclure que yp = 0.

La fonction —ab; est donc nulle, puisque y4 = 0 et v = 0. La fonction
¢1 est alors égale a la fonction jki, qui atteint son minimum en t = 4’
(voir Figure 2.13 et 2.14). Finalement, on a :

¢1 = jki(a').

Cas4: Nous avons rj + p; < 1, + px, donc y4 = 0. Par ailleurs, comme
max;ens #; < 7t + Px, les jobs de A sont ordonnancés r + py — max(r; +
pj, max;ens ;) unités de temps plus t6t dans O’ que dans O. Le job
k dans O’ commence donc 7 + pyx — max(r]- + pj, max;ens unités de
temps plus tot que le job j dans O, donc T = max(r; + pj, maxjens i) —
rx — pk- Enfin, comme p; > p; et comme la partie A ne subit pas de
décalage vers la droite, la partie ne peut pas non plus subir de décalage
vers la droite entre O et O’, donc g = 0.

La fonction —ab; est donc nulle, puisque y4 = 0 et v = 0. La fonction
¢1 est alors égale a la fonction jki, qui atteint son minimum en t = 4’
(voir Figure 2.13 et 2.14). Finalement, on a :

¢1 = jki(a").

Cas5: Nous avons rj + pj < 1y + pg, donc v4 = 0. Par ailleurs, comme
max;eNs i > Tk + Pk, on ne sait pas si les jobs de A peuvent étre décalés
vers la gauche dans O’. Il faut considérer que le job k dans O’ commence
a la date t, donc T = 0. On sait également que p; < p; donc les jobs
de B subissent un décalage maximum vers la droite de p; — p;, d’ou
Y8 = px — pj- Enfin,onaa <b.
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La fonction jk; est donc croissante entre ry + py et H — p; (voir Fi-
gure 2.13), la fonction —ab; également (Figure 2.16). La fonction ¢
est alors globalement croissante, donc elle atteint son minimum en
t = ry + pg. Finalement, on a :

¢1 = jki(rx + pr) — abi (e + pr)-

Cas 6: Nous avons ritpi < retpr donc y4 = 0. Par ailleurs, comme

max;eNs i > Tk + Pk, on ne sait pas si les jobs de A peuvent étre décalés
vers la gauche dans O’. Il faut considérer que le job k dans O’ commence
a la date t, donc T = 0. On sait également que p; < p; donc les jobs
de B subissent un décalage maximum vers la droite de py — p;, d’ou
Y8 = px — pj- Enfin,onaa > b.
La fonction jk; est donc constante entre 1, + py et b, décroissante entre
b et a puis croissante entre a et H — p; (voir Figure 2.14). La fonction
—aby est croissante entre ry + p et H — p; (Figure 2.16). La fonction
¢1 est donc croissante sur les intervalles [ry + p, b] et [a, H — pj]. Le
minimum se trouve donc soit en 1, + py, soit dans l'intervalle |b, a].
Comme on sait que la fonction jk; est décroissante sur cet intervalle
et que la fonction —ab; est croissante, on peut affirmer que la quantité
jki(a") — aby (V") est inférieure a toute valeur de ¢ (t) sur cet intervalle.
Finalement, on a :

¢1 = min (jkl (r + pr) — aby (1 + pe), jki (a') — abl(b’)>.

Cas7: Nous avons rj + p; < ¢+ pg, donc v4 = 0. Par ailleurs, comme
max;eNs i > Tt + Px, Onne sait pas si les jobs de A peuvent étre décalés
vers la gauche dans O’. Il faut considérer que le job k dans O’ commence
aladate t, donc T = 0. On sait également que p; > pi, donc yg = 0.
La fonction —ab; est donc nulle, puisque y4 = 0 et g = 0. La fonction
¢1 est alors égale a la fonction jki, qui atteint son minimum en t = 4’
(voir Figure 2.13 et 2.14). Finalement, on a :

¢1 = jki(a).

Cas 8: Nousavonsr;+ p; > 1, + pi, donc les jobs de A sont décalés a droite

entre O et O'. On a y4 = rj + p; — 1k — px. Le décalage entre la date
de début de j dans O et celle de k dans O’ sera égal a y4, donc T =
ri+ pj — rk — Pk- On sait aussi que la partie B commence a la date f + p;
dans O et qu’elle ne commence pas apres la date t + T + p; dans O'.
Le décalage vers la droite n'excede pas t + T+ py —t —p; = 1 — 1.
Comme p; < py, on sait que r; > ri, donc que yg = 1 — 7.
La fonction jk; est minimale en t = 4’ (voir Figure 2.13 et 2.14). Par
ailleurs, comme y4 < 73, la fonction —ab; est croissante entre r; + py
et H — p; (voir Figure 2.16), donc minimale en ¢t = 7 + pi. On peut
donc affirmer que la quantité jki (a’) — aby (r + px) est inférieure a toute
valeur de ¢;(t) entre 7 + py et H — p;. On pose donc :

1= jk1 (a’) —aby (T’k + Pk)
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Cas9: Nousavonsr;+p; > rx + px, donc les jobs de A sont décalés a droite

entre O et O'. On a y4 = rj + p; — 1x — px. Le décalage entre la date
de début de j dans O et celle de k dans O’ sera égal a y4, donc T =
ri+ pj — r« — pk- On sait aussi que la partie B commence a la date t + p;
dans O et qu’elle ne commencera pas apres la date t + 7 + p; dans O'.
Le décalage vers la droite n'excéderapast+ 7+ py —t —p; = 1; — 1.
Comme ri <rg,on sait que yp = 0.
La fonction jk; est minimale en + = a’ (voir Figure 2.13 et 2.14). Par
ailleurs, comme 7y 4 > 7p, la fonction —ab; est décroissante entre ry + py
et H — p; (voir Figure 2.15), donc minimale en { = H — p;. On peut
donc affirmer que la quantité jk () — aby (H — p;) est inférieure & toute
valeur de ¢ (t) entre r; + pi et H — p;. On pose donc :

¢1 = jky(a") —abi(H — p;).

Cas 10: Nous avons 7; + p; > 7, + px, donc les jobs de A sont décalés a

droite entre O et O'. On a y4 = rj + p; — 1, — p. Le décalage entre
la date de début de j dans O et celle de k dans O’ est égal a 4, donc
T =71+ pj — 't — Px- On sait aussi que la partie B commence a la date
t+ p; dans O et qu’elle ne commence pas apres la date t + 7 + py dans
O'. Le décalage vers la droite n’excéde pas t + 7+ py —t — p; = 1 — 1.
Comme r; > ¢, on sait que yp = 7} — 7.
La fonction jk; est minimale en + = a’ (voir Figure 2.13 et 2.14). Par
ailleurs, comme 7y 4 > 7p, la fonction —ab; est décroissante entre ry + py
et H — p; (voir Figure 2.15), donc minimale en { = H — p;. On peut
donc affirmer que la quantité jk; (a") — aby (H — p;) est inférieure a toute
valeur de ¢1(t) entre r + pi et H — p;. On pose donc :

¢1 = jky(a") —abi(H — p;).

2.4.2.2 Jobs j et k sur deux machines différentes

Comme dans le cas ot les jobs j et k sont ordonnancés sur la méme machine,
nous présentons ici un arbre sur la Figure 2.23 qui indique les six cas a difté-
rencier lorsque j et k ne sont pas ordonnancés sur la méme machine. Ces cas
sont maintenant présentés en détail. Cependant, la valeur de 4 sera com-
mune a tous les cas. En effet, on a 4 = max(0,7; + p; — rx — px)-

Cas1: Onap; > piettyy > 1, donc les jobs de B ne sont pas décalés

a droite dans O’ par rapport a O, donc v = 0. De plus,ona 7 = 0
puisque t,;, > 1.
Lorsque y4 > 0, la fonction —ab, est constante, puisque la fonction by
est nulle et que la fonction a; ne dépend pas de t (voir Figure 2.20).
En conséquence, le minimum de la fonction ¢, sera celui de la fonction
jk2. Siy4 = 0, la fonction —ab; est nulle et le minimum de la fonction
¢, coincide encore avec celui de la fonction jk;. Or, le minimum de la
fonction jk; est atteint lorsque t = a’. Finalement, on a :

(Pz = ]k2 (LZ/) — abz (ﬂ/).
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Emin 2 Tk

4 —pi < di—pi

dj —pj > di — px

Emin ZVk+Pk—Pj

di —pj < dp — px

Emin <Vk+Pk—Pj

Figure 2.23 — Arbre de décision lorsque j et k sont ordonnancés sur deux
machines différentes.
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Cas2: Onap; < pg, donc les jobs de B subissent un décalage maximal vers
la droite de py — p; unités de temps. Donc g = py — p;. Par ailleurs,
comme t,,;,, > r,ona T = 0. On sait de plus que a < b.

Comme a < b, la fonction jk; est croissante entre t,,;, et H — p;. Par
ailleurs, la fonction —ab, est également croissante sur cet intervalle.
Finalement, le minimum est atteint lorsque t = t,,;,,, donc:

(P2 = ij(tmin) - abZ(tmin)'

Cas3: Onap; < pg, donc les jobs de B subissent un décalage maximal vers
la droite de py — p; unités de temps. Donc yp = py — p;. Par ailleurs,
comme f,,;, > rg,ona T = 0. On sait de plus que a > b.

Comme a > b, la fonction jk; est constante entre t,,;, et b, décroissante
entre b et a, puis croissante entre a et H — p; (voir Figure 2.18). Par
ailleurs, la fonction —ab, est croissante sur l'intervalle [t;,, H — pj].
Le minimum se trouve donc soit en t,;,, soit dans l'intervalle |b, a].
Comme on sait que la fonction jkp est décroissante sur cet intervalle
et que la fonction —ab, est croissante, on peut affirmer que la quantité
jka(a') — aby(b') est inférieure a toute valeur de ¢,(t) sur cet intervalle.
Finalement, on a :

¢ = min (ij(tmin) — aby (tin), jko(a") — abz(b'))-

Cas 4: On sait que t,;;, > ¢ + px — pj, donc que les jobs de B ne subissent
pas de décalage vers la droite entre O et O'. Donc yp = 0. On a ici
tmin < T, donc il se peut que le job k dans O’ soit décalé par rapport au
job j dans O. Nous avons T = 1y — tp.

Lorsque y4 > 0, la fonction —ab, est constante, puisque la fonction by
est nulle et que la fonction a; ne dépend pas de t (voir Figure 2.20).
En conséquence, le minimum de la fonction ¢, sera celui de la fonction
jko. Siy4 = 0, la fonction —ab, est nulle et le minimum de la fonction
¢, coincide encore avec celui de la fonction jk;. Or, le minimum de la
fonction jk; est atteint lorsque + = a’. Finalement, on a :

(Pz = ]k2 (LZ/) — abz (ﬂ/).

Cas5: On sait que ty;; < r; + px — pj, donc que les jobs de B subissent
un décalage maximal vers la droite entre O et O’ de r + pyx — Pi — tmin
unités de temps. Donc yp = 7 + px — pj — tmin- Onaici ty, < ry, donc
il se peut que le job k dans O’ soit décalé par rapport au job j dans O.
Nous avons T = 7 — ty,i,;,. On sait également que a < b.

Comme a < b, la fonction jk; est croissante entre t,,;,, et H — p;. Par
ailleurs, la fonction —ab, est également croissante sur cet intervalle.
Finalement, le minimum est atteint lorsque t = t,,;, :

¢ = jk2(tmin) - ﬂbz(fmm)-
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Cas 6: On sait que t,;; < rp + px — pj, donc que les jobs de B subissent
un décalage maximal vers la droite entre O et O’ de r + px — Pi — tmin
unités de temps. Donc yp = 7t + px — pj — tmin- Onaici ty,;,, < ry, donc
il se peut que le job k dans O’ soit décalé par rapport au job j dans O.
Nous avons T = 7y — t,;,,. On sait également que a > b.

Comme a > b, la fonction jk, est constante entre t,,;, et b, décroissante
entre b et a, puis croissante entre a et H — p; (voir Figure 2.18). Par
ailleurs, la fonction —ab, est croissante sur l'intervalle [t,,;,, H — p;].
Le minimum se trouve donc soit en t,;,, soit dans l'intervalle |b, a].
Comme on sait que la fonction jk, est décroissante sur cet intervalle et
que la fonction —ab, est elle croissante, on peut affirmer que la quantité
jka(a") — aby(b') est inférieure a toute valeur de ¢, (t) sur cet intervalle.
Finalement, on a :

§2 = min (jKa (bin) — ab2 (bin), k2 (2') = aba (V') ).

2.4.3 Regle de dominance

Nous sommes désormais en mesure d’énoncer la regle de dominance portant
les jobs non ordonnancés.

Proposition 2.8. Soient P un ordonnancement partiel sur m machines et NS un
ensemble de jobs non ordonnancés. Soient j et k deux jobs appartenant a I'ensemble
NS. Soit ¢ = min(¢1, ¢2). Le job j domine le job k par rapport a P si ¢ > 0.

Démonstration. Soit O un ordonnancement commengant par I’ordonnance-
ment partiel P et ou le job k est ordonnancé le plus tot possible apres P.
Soit O’ I'ordonnancement obtenu en permutant les positions des jobs j et
k dans O. Comme ¢ > 0, on sait que ¢; > 0 et ¢o > 0, cela signifie que
F(O) — F(O') > 0, puisque ¢ en est une borne inférieure quand j et k sont
sur la méme machine et ¢, quand j et k sont sur deux machines différentes.
Par conséquent, I’'ordonnancement O cofite plus cher que I'ordonnancement
O’. L'ordonnancement O ne peut donc pas étre optimal, ¢’est pourquoi le job

j domine le job k par rapport a 'ordonnancement partiel P. O

2.5 Discussion autour des régles de dominance
proposées par Yalaoui et Chu

Traitant le probleme Pm|r;| Y C; par un Branch&Bound, Yalaoui et Chu ont
également proposé plusieurs regles de dominance. Nous énongons tout
d’abord ces résultats. Nous comparons ensuite avec les régles présentées
dans ce chapitre.
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Avant de rappeler les regles de dominance de Yalaoui et Chu, nous in-
troduisons plusieurs notations dans le Tableau 2.1. Les démonstrations ne
figurent pas dans cette partie.

notation | définition

R;i(t) date de début d’exécution au plus tot du job i
a partir de la date ¢

E;(t) date de fin au plus tot du job i il est
ordonnancé a partir de la date ¢

J(P) ensemble des jobs de I’ordonnancement partiel P

Ji(P) ensemble des jobs ordonnancés sur la machine
j dans P

Ci(P) date de fin du job i dans P

@;(P) date de fin du dernier job ordonnancé sur la
machine j

1(P) indice de la machine disponible au plus tot
apres P

(P|i) ordonnancement partiel formé ot le job i est

ordonnancé au plus tot a la suite de P
Q(P,i) | ordonnancement de plus faible cotit parmi les

ordonnancements commengant par (P|i)

Tableau 2.1 — Notations

La plupart des régles de dominance utilisent les deux observations sui-
vantes. On suppose qu’on dispose de 7 jobs a ordonnancer sur m machines.

Observation 2.1. [65] Tout ordonnancement partiel P avec strictement plus de

n — m + 1 jobs sur une machine est dominé.

Cette observation repose sur le fait qu'il existe toujours un ordonnance-
ment optimal ot chaque machine exécute au moins un job. A partir de ce
constat, on peut dresser la seconde observation suivante.

Observation 2.2. [68] Etant donné un ordonnancement partiel P, le nombre de
jobs ajoutés sur la machine i dans tout ordonnancement Q)(P,i) est inférieur a
U;(P) = min(n —m + 1 — card(J;(P)),n — card(J(P))). On note U(P) =
max;e(1,m) Ui (P)-

Ces deux observations permettent de majorer le cotit induit par des dé-
calages a droite. Pour la regle de dominance portant sur les jobs non ordon-

nancés, nous utilisons deux variables 7y 4 et yp (voir Section 2.4) qui jouent le
méme role. Ces dernieres s’expriment sous forme d"une somme de poids, qui
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correspond pour Pm|r;| Y C; a un nombre de jobs. Néanmoins, 1’évaluation
par exces n’est pas réalisée de la méme maniere. Nous utilisons une borne su-
périeure du temps de fin d’exécution des machines pour borner cette somme
de poids, tandis que Yalaoui et Chu utilisent les observations présentées pré-
cédemment pour borner le nombre de jobs.

Proprieté 2.1. [65] Soient P un ordonnancement partiel et i un job non ordonnancé
dans P. S'il existe un job j ordonnancé dans P sur la machine p, tel que E;(Aj) <
Ei(A;) et Ei(Aj) — Ei(Aj) < (pi — pj)Uu(P), alors tout ordonnancement Q(P, 1)
est dominé.

La regle de dominance 2.1 ne porte pas exactement sur les jobs non or-
donnancés, mais on peut néanmoins la considérer en tant que telle. Il suffit
de supposer que les jobs situés sur la machine u apres le job j ne sont pas
ordonnancés. La situation est alors celle ot les jobs de la séquence A ne sont
pas retardés, mais ot les jobs de B peuvent 1’étre. Cette proprieté correspond
auxcas1,3,4,5et7 quand i et j sont sur la méme machine. Le fait de décom-
poser en plusieurs cas nous permet d'imposer des conditions moins fortes
que celle de cette proprieté.

Proprieté 2.2. [65] Soient P un ordonnancement partiel et i un job non ordonnancé
dans P. S’il existe un job j ordonnancé dans P sur une machine ¢ # u, tel que
N; < @yet Ri(@y) < ), alors tout ordonnancement Q(P, i) est dominé.

La proprieté 2.2 permet d’éviter les temps d’inactivité qui peuvent étre
réductibles a coup str. En effet, elle indique qu’en présence d"un job j ordon-
nancé apres la date ¢, alors que la machine était disponible avant et d"un
job i qui peut étre ordonnancé plus tot a la place de j, I'ordonnancement est

dominé. Il est clair en effet qu’on pourrait alors permuter les jobs i et j ainsi
que leurs successeurs pour former un meilleur ordonnancement.

Proprieté 2.3. [65] Soient P un ordonnancement partiel et i un job non ordonnancé
dans P. S'il existe un autre job non ordonnancé j tel que E;(p,) > Ej(pu) et
Ei(¢pu) — Ei(9u) = (pi — pj)(U(P) — 1), alors tout ordonnancement Q) (P, i) est
dominé.

La proprieté 2.3 est similaire a la proprieté 2.1, sauf que les jobs sont
ici considérés comme non ordonnancés. Dans cette situation, les jobs i et j

peuvent ne pas ordonnancés sur la méme machine. Dans ce cas, cette regle
couvre 'ensemble des cas ou y4 = 0 (voir Section 2.4).

Proprieté 2.4. [65] Soient P un ordonnancement partiel et i un job non ordonnancé
dans P. S’il existe un autre job non ordonnancé j tel que

(Ei() = Rlp)) (Un(P) =1) < min (Ry(9) = Ry(9y), min (1)),
ot P représente la seconde plus petite date de fin des machines de P, alors tout

ordonnancement Q)(P, i) est dominé.
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La proprieté 2.4 établit des conditions suffisantes pour que l'insertion fu-
ture d’un job j non ordonnancé entre I'ordonnancement partiel P et le job
i soit nécessairement améliorante. Elle n’est pas comparable avec les regles
de dominance que nous proposons, qui s’appuient sur des échanges de jobs
uniquement.

Proprieté 2.5. [65] Soient P un ordonnancement partiel et i un job non ordonnancé
dans P. S'il existe un autre job non ordonnancé j tel que Ei(¢y) < Ej(qy) et
(pi — pj) < (Ei(ou) — Ej(9y)) (Uy(P) — 1), alors tout ordonnancement Q(P, i)
est dominé.

La proprieté 2.5 est complémentaire de la proprieté 2.3. Elle traite les cas
ot I’échange du job i par le job j retarde les jobs situés apres le job i. Si i et
j sont ordonnancés sur la méme machine, cette proprieté englobe les cas 8,

9 et 10. Quand i et j sont sur deux machines distinctes, elle traite les cas ot
Y4 > 0 (voir Section 2.4).

Proprieté 2.6. [65] Soient P un ordonnancement partiel et i un job non ordonnancé

dans P. S'il existe un autre ordonnancement P’ tel que
J(K) = J(K)U{i} et

F(P') < E(P|i)et
(n— card(J(P))) x6 < E(Pli) — F(P),

IN

0l & = maxycn,m (P — Px) avec ¢ et gy sont respectivement les plus k° petites
dates de fin des ordonnancements partiel (P|i) et P', alors tout ordonnancement
Q\(P, i) est dominé.

Enfin, la proprieté 2.6 permet de comparer deux ordonnancements par-

tiels composés des mémes jobs. Elle est équivalente a la regle RD,;,, appliquée
au critere ) | C;, que nous avons présentée dans ce chapitre.
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Ce chapitre est dédié a 1’étude de bornes inférieures pour les quatre
problemes d’ordonnancement qui nous intéressent ici. L'utilisation de
bornes inférieures de bonne qualité est cruciale dans une méthode arbo-
rescente de type Branch&Bound. Elles permettent un élagage efficace dans
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I'arbre de recherche. Les grandes techniques utilisées dans ce chapitre ont
été présentées plus en détail dans la Section 1.2. Apres un bref état de I'art
dans la Section 3.1, nous présentons deux bornes inférieures obtenues en re-
lachant les dates de disponibilité (Section 3.2). La Section 3.3 présente une
borne inférieure obtenue en modélisant une relaxation de notre probléeme
sous forme de flot maximal a cotit minimal. Plusieurs bornes inférieures, ob-
tenues en calculant des dates de fin minimales des jobs terminant en i po-
sition, sont proposées dans la Section 3.4. Nous présentons enfin plusieurs
bornes inférieures dérivées d"une formulation indexée sur le temps dans la
Section 3.5. Finalement, une série de résultats numériques, nous permettant
de comparer toutes ces bornes inférieures, est fournie dans la Section 3.6.

Tout au long de ce chapitre, des exemples permettent d’illustrer les diffé-
rentes techniques présentées. L'ensemble des exemples est construit a partir
d’une méme instance de cinq jobs a exécuter sur deux machines. Les carac-
téristiques des jobs sont présentées dans le Tableau 3.1.

jobi|1 2 3 4 5
r, |01 3 4 5
pi |6 43 1 4
d |7 5 8 7 12
wi |1 41 2 3

Tableau 3.1 — Instance utilisée pour les exemples.

3.1 Etatde l'art

Le probleme Pm|r;| Y- C; a été étudié par Yalaoui et Chu dans [68]. Les auteurs
proposent deux bornes inférieures. Nous décrirons en détail ces deux bornes
dans les Sections 3.2 et 3.4.3. La premiére consiste a relacher toutes les dates
de disponibilité a r,,;;, = min;c[; ,) 7;, puis & résoudre le probleme Pm|| ) C;,
qui est polynomial. La seconde borne inférieure s’appuie sur la technique de
Job Splitting : la préemption, ainsi que 1’exécution simultanée de plusieurs
parties d’'un méme job sont autorisées. Le probleme ainsi relaché peut étre
résolu exactement en temps polynomial. La valeur obtenue est une borne in-
térieure valide du probleme initial. Nessah et al. ont également proposé une
borne inférieure pour le probleme Pm|r;| Y C; [54]. Ils s’appuient pour cela
sur une amélioration présentée par Della Croce et T’kindt pour le probleme
a une machine [31]. Webster a traité le probléeme sans dates de disponibilité
et avec poids Pm|| Y w;C;, pour lequel il a proposé deux bornes inférieures
[66]. Le probleme d’avance-retard, noté Pm|r;| ¥ o;E; + B;T; a également été
traité par Kedad-Sidhoum et al. dans [45]. Les auteurs y proposent une for-
mulation indexée sur le temps qu’ils relaxent de différentes manieres afin
d’obtenir des bornes inférieures du probleme. Le cas particulier ot m = 1
(probleme a une machine) a aussi fait 1'objet de nombreuses études. Dans
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[42, 43], Jouglet et al. proposent des bornes inférieures pour le retard total
et pour le retard total pondéré. Enfin, Rivreau a présenté une borne infé-
rieure, basée sur une relaxation lagrangienne d'une formulation indexée sur
le temps, pour un ensemble de probléemes a une machine 1|7;|F; ot la fonc-
tion de cofit respecte une certaine contrainte [59].

3.2 Relaxation des dates de disponibilité

Les deux bornes inférieures que nous présentons ici sont dédiées au pro-
bléeme de minimisation de la somme des dates de fin. Cependant, on peut en
déduire des bornes inférieures pour le retard total (voir Section 3.2.3).

3.2.1 Relaxer toutes les dates de disponibilité a la plus petite

Cette borne inférieure a été présentée par Yalaoui et Chu dans [68] pour le
critere ) C;. Toutes les dates de disponibilité sont relachées a la plus petite
d’entre elles. Le probleme se ramene a Pm|| Y- C; et peut étre résolu en temps
polynomial [40]. Tous les jobs sont ordonnancés selon la regle Shortest Proces-
sing Time (le plus court d’abord) sur la machine disponible au plus tot. Cette
borne inférieure peut étre calculée en O(nlogn). Nous notons cette borne
inférieure Ib,,,_eicase-

Sur l'instance exemple, la solution optimale pour la somme des dates de
fin est représentée sur la Figure 3.1. Toutes les dates de disponibilité valent 0
et la valeur de la borne est Ib,,,_;o1005e = 27.

Ml 3 ] 5 ]
M, | 4 2
012 3 45 6 7 8 9 10 11

Figure 3.1 — Solution optimale obtenue lorsque les dates de disponibilité sont

relachées a la plus petite d’entre elles.

3.2.2 Décomposition en deux sous-problemes

Dans cette section, nous présentons une borne inférieure pour laquelle les
jobs sont classés en sous-ensembles en fonction de leurs dates de disponibi-
lité. L’idée consiste a séparer les jobs en plusieurs sous-ensembles en dimi-
nuant les dates de disponibilité. Au sein d’un sous-ensemble, les jobs ont
la méme date de disponibilité. Ensuite, chaque sous-ensemble est ordon-
nancé optimalement avec la regle Shortest Processing Time. La somme des
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cotits de chacun des sous-ensembles est une borne inférieure valide du pro-
bléme initial. Dans la suite, nous présenterons uniquement le cas a deux
sous-ensembles. Cependant, rien n’empécherait d’utiliser un nombre plus
important de sous-ensembles.

Soit t une date. On définit les deux sous-ensembles Ny et Ny par Ny = {i €
N/r;i <t} etNy = {i € N/r; > t}. Nous avons désormais deux problémes a
résoudre :

1. Ordonnancer de maniere optimale les jobs de Ny a partir de la date 0;
2. Ordonnancer de maniére optimale les jobs de N; a partir de la date .

Ces deux sous-problémes peuvent étre résolus en temps polynomial, et la
somme des deux valeurs optimales est notée I'(t). Il est possible de raffiner
ce résultat, en constatant qu’on peut ordonnancer les jobs de Ny a partir du
profil formé des m plus petites dates de disponibilité. En effet, dans tout
ordonnancement réalisable, aucun job ne peut commencer avant les m plus
petites de disponibilité. La valeur I'(#) est une borne inférieure du probléme
initial. Par ailleurs, on peut remarquer que n"importe quelle valeur de f mene
a une borne inférieure valide. Nous avons donc intérét a choisir la valeur de
t qui maximise I'(#). Il faut calculer I'(f) pour t € [0, max;(r;)]. Dans les faits,
il est suffisant de tester uniquement les dates qui correspondent a des dates
de disponibilité pour atteindre le maximum de la fonction I'. Nous noterons
cette borne inférieure [b,,,_,o100s0—subsets-

Cette borne peut étre calculée en O(n?) dans la mesure o1 n valeurs de ¢
(au maximum) sont testées. Une fois que les jobs ont été triés selon les durées
croissantes (O(nlogn)), chacune de ces bornes peut étre calculée en O(n). En
effet, chaque probleme est résolu de maniéere optimale en ordonnangant les
jobs selon les durées croissantes.

L’Algorithme 3.1 détaille le calcul de la borne inférieure 1b,,,_e1ease—subsets-
La premiere étape consiste a trier les dates de disponibilité et a placer les m
plus petites dans un tableau. Ces dernieres servent de base pour ordonnan-
cer la partie « de gauche ». Ensuite, pour chaque valeur de i, on prend la
valeur r; comme « pivot », i.e. les jobs qui ont une date de disponibilité in-
térieure strictement a r; seront ordonnancés « a gauche ». On parcourt alors
I’ensemble des jobs selon les durées croissantes, et on les ordonnance ité-
rativement dun c6té ou de l'autre. La valeur obtenue est alors une borne
inférieure valide, et on retient la plus grande, qui sera la valeur finale de
cette borne inférieure. Cette borne se calcule en O(n?), puisque I'on effectue
n itérations qui cotite O(n) et deux tris en O(nlog(n)).

Sur le Tableau 3.2, on peut voir les valeurs de la fonction I' sur 'instance
d’exemple. La valeur maximale T'(¢) est atteinte lorsque + = 4, on a alors
10,10 release—subsets = 29. Les deux ordonnancements des sous-problemes sont
représentés sur la Figure 3.2.

3.2.3 Extension au retard total

Les bornes inférieures que nous venons de voir sont valides pour la somme
des dates de fin. Cependant, on peut les généraliser au retard total en sous-
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Algorithme 3.1 : Calcul de la borne inférieure 1b,,,_ reiease—subsets

Données : 1 jobs indicés tels que p1 < p2 < ...py

Résultat : La valeur de la borne inférieure LB

I' —0;

Trier les dates de disponibilité et placer les m plus petites dans un
tableau tab;

pour i = 1a n faire

[(t) < 0;

te—r;

pour j = 14 m faire

gauchelj] < tablj];

droite[j] — t;

pour k = 1 a n faire

si rp < t alors
u<«—1;

pour | =2 a m faire
| sigauche[l] < gauchelu] alors u «— I;

gauche|u] « gauche[u] + py;
['(t) « T(t) + gauche[u];
sinon

u<«—1;

pour [ = 2 4 m faire
| sidroite[l] < droite[u] alors u « I;

droite[u] < droite[u] + px;
[(t) < () + droitelu];

sil(t) > Talors T « I'(t);

retourner I

t 0 1 3 4 5
T(t) |27 26 28 29 27

Tableau 3.2 — Valeurs de T.
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Figure 3.2 — Meilleure solution atteinte pour t = 4.

trayant la quantité ) ' ; d; ala valeur obtenue pour la somme des dates de fin
[2]. En effet, pour tout ordonnancement (donc également s’il est optimal), on
a Y ;max(0,C; —d;) > max(0,Y; ; C; — d;). Par exemple, si la borne infé-
rieure pour la somme des dates de fin vaut V sur notre exemple, on sait que
V! = max(0,V — Y ;d;) = max(0,V — 39) est une borne inférieure valide
pour le retard total.

3.3 Flot

Cette borne inférieure est valide pour les quatre critéres étudiés () C;, ) w;C;,
Y. T; et w;T;). Elle s’appuie sur une relaxation du probleme initial qui peut
étre résolue grace a une modélisation en probleme de flot maximal a cotit
minimal. Dans la Section 3.3.1, nous présentons cette borne inférieure dans
le cas du retard total pondéré qui est le critere le plus général. Dans la Sec-
tion 3.3.1, une amélioration dans le cas de la somme des dates de fin (pondé-
rée ou non) est présentée.

3.3.1 Le retard total (pondéré)

Notons 7t notre probleme initial, a savoir Pm|r;|w;T;. Nous allons construire
un probléme noté 7t de la fagon suivante : chaque job i du probleme 7t est
découpé (voir par exemple [13]) en p; morceaux [, k € 1,...,p; de durée
pir = 1. On associe a chaque morceau J;; un poids % et une date échue d;.
Ce découpage correspond a la notion de splitting introduite par Belouadah,
Posner et Potts [13].

Proposition 3.1. La solution optimale du probleme 71’ est inférieure a celle du pro-
bleme 7.
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Démonstration. Soit S un ordonnancement optimal du probléme ini-
tial 7. On construit la solution correspondante S’ pour le probleme
7' en remplagant chaque job i du probleme 7 par les morceaux

Ji,v Kk € 1,...,p; dans le probléeme 7. L'ordonnancement S cotte

WT(S) = Y ,w;max(0,Ci(S)—d;), ou Ci(S) représente la date de
fin du job i dans l'ordonnancement S. L'ordonnancement S’ cotite donc
WT(S') = Y wi/p;i¥}  max(0,Ci(S) —k+1—d;). Par ailleurs, on

a max (0,C;(S) —k+1—d;) < max(0,Ci(S) —d;) pour k > 1. Donc
WT(S') < Y w;/p; Yi", max (0,C;(S) — d;) = WT(S). En conclusion, la
valeur d’une solution optimale du probléme 7t est inférieure a celle d’une

solution optimale du probleme 7. O

Une valeur optimale ou une borne inférieure du probleme 7t peut étre
calculée en considérant le probleme de flot suivant. On considére un graphe
orienté et connexe G(X,U), ot X est un ensemble de sommets et U un en-
semble d’arcs. L'ensemble X est composé d"une source S, d'un puits T, de n
sommets associés aux 1 jobs de N et de u sommets associés a des intervalles
de temps consécutifs I, I, . . ., I, qui forment une partition de [r,,;,, H| ot H
est une borne supérieure de la date de fin de projet d’'un ordonnancement
préemptif. Les intervalles de temps sont obtenus a partir de I'ensemble de
dates t1 = tpin, t2, ..., tu+1 = H, en posant Iy = [t, txr1| (voir Figure 3.3).
On note [; la longueur de l'intervalle Iy, i.e. [} = tj1q — tg.

I Iy = [t trsa | Iy
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
£1 = Tmin tx tres1 tyy1 = H

Figure 3.3 — Intervalles I, I, ..., 1.

S est relié a chaque sommet i par un arc de capacité p; de cotit 0. Chaque
sommet I est relié au puits T par un arc de capacité mly et de cofit 0. Enfin,
pour chaque job i et chaque intervalle I tels que r; > t;, le sommet i est relié
au sommet I par un arc de capacité [ et de coftit c; (voir Figure 3.4). Ce
réseau est représenté sur la Figure 3.3. Chaque arc est étiqueté par une paire
(x,y) ol x représente la capacité de l'arc et y le colit unitaire associé a cet arc.

Il est aisé de constater que le flot maximal est égal a ) p;. On peut établir
le résultat suivant :

w

Proposition 3.2. Si Vk, I = 1 et pour chaque cofit on a cj = p—?’ max(0, f +1—

d;), alors le probleme de flot maximal a cotit minimal sur ce réseau est équivalent au

probleme 7t'. La valeur obtenue est donc une borne inférieure du probleme initial 7t.
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Figure 3.4 — Modélisation sous forme de flot.

On peut néanmoins remarquer que le nombre d’intervalles P = H — 7,
peut étre tres important. Afin d’obtenir une borne inférieure calculable en
temps polynomial, on peut définir ces intervalles a partir des dates de dis-
ponibilité et des dates échues {r;} U {d;}. Les valeurs c;; sont choisies de
sorte que le cotit du flot optimal soit toujours plus faible que le cotit de 1’or-
donnancement optimal du probleme 77’. Plus précisément, on constate que
Cik = % max(0, tp + 1 — d;) respecte cette condition dans la mesure ot chaque
morceau du job i placé sur 'intervalle k a une date de fin au moins égale a
tr + 1. Comme le nombre de sommets est en O(#n) et que le nombre d’arcs
est en O(n?), cette borne inférieure peut étre calculée en O(1®log? (1)) [56].
Nous appellerons désormais cette borne by,

La discrétisation du temps décrite ci-dessus peut mener a des résultats
de faible qualité dans certaines situations. Il est facile de construire une ins-
tance pour laquelle cette discrétisation comporte des intervalles trés larges.
Afin de limiter cette faiblesse, on peut décider d’ajouter un certain nombre
de dates de coupure (n par exemple). Pour insérer une telle date, on choisit
lI'intervalle de plus grande largeur et on le « coupe » en deux parties égales.
On réitere cette procédure autant de fois qu'il y a de dates de coupure a in-
sérer. Comme le nombre d’intervalles reste linéaire si le nombre de coupures
est lui-méme linéaire, cette borne inférieure, notée [by;y,s, a aussi une com-
plexité de O (% log?(n)).

L’Algorithme 3.2 permet d’améliorer la discrétisation temporelle utilisée
dans la borne inférieure [byjo,,. Les dates de coupure initiales sont placées
dans le tableau coup. Pour introduire une nouvelle date de coupure, on par-
court le tableau coup et on retient l'intervalle entre deux coupures de plus
grande largeur. Ce dernier est alors coupé en deux parties égales par l'inser-
tion d"une nouvelle date de coupure d. Ce procédé est répété n fois. Cette
amélioration s’effectue en O(n?).
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Algorithme 3.2 : Amélioration polynomiale de la discrétisation tempo-

relle pour la borne de flot [byqyy

Données : Un tableau de date de coupure coup trié de maniere
croissante
Résultat : Le tableau coup auquel on a ajouté de n nouvelles dates de
coupure
pour k = 1 a4 n faire
1+ 1;
imax < 0;
lmax < 0;
tant que coup|i + 1] existe faire
si coup[i + 1] — coupli] > lyax alors
Imax < 1
Lmax < coupli + 1] — coupli];
' couplimax] + couplimax + 1];

2
Insérer d dans le tableau coup entre couplimax] et couplimax + 1J;

retourner coup

Enfin, il peut étre intéressant de borner la longueur des intervalles, méme
si on perd alors la linéarité du nombre d’intervalles. Par exemple, on peut
partir de la discrétisation initiale ({r;} U {d;}) et partager en deux parties
égales tout intervalle de longueur supérieure a un parametre 7, tant qu’il en
existe. Cette borne est pseudo-polynomiale. Elle est notée Ib ﬂowu(r).

L’Algorithme 3.3 décrit cette amélioration de la discrétisation temporelle.
Elle dépend d'un parametre 7, qui indique la largeur maximale autorisée
pour la discrétisation temporelle. Cet algorithme fonctionne de la maniére
suivante : tant qu’il existe un intervalle de largeur supérieure a 7, on in-
troduit une nouvelle date de coupure en son milieu. Cette procédure est
pseudo-polynomiale, puisque le nombre d’itérations est fonction de I'hori-
zon, qui est lui-méme fonction des données.

3.3.2 Lasomme pondérée des dates de fin

Nous proposons ici une amélioration de la valeur obtenue dans le cas de la
minimisation de la somme des dates de fin (pondérée ou non). Cette derniere
s’appuie sur une idée présentée par Belouadah, Posner et Potts [13] pour le
probleme 1|r;| " w;C;. L'idée consiste & ajouter une certaine quantité qui peut
étre vue comme le cotit engendré par la séparation des jobs en morceaux de
longueur unitaire dans 7r’. Nous énongons maintenant une proposition, qui
peut étre vue comme un cas particulier des résultats de [13] :
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Algorithme 3.3 : Amélioration pseudo-polynomiale de la discrétisation

temporelle pour la borne de flot /b flow//(T)

Données : Un tableau de date de coupure coup trié de maniere
croissante et un entier T

Résultat : Le tableau coup auquel on a éventuellement ajouté de
nouvelles dates de coupure

1+ 1;

tant que coup|i + 1] existe faire

si coup[i + 1] — coup|i] > T alors

g coupli] 4+ coupli +1]

2
Insérer d dans le tableau coup entre coupli| et coup|i + 1};

sinon
| i—i+1;

retourner coup

Proposition 3.3. La valeur de la solution optimale du probleme 7', a laquelle on
ajoute la quantité Y ;' w;(p; — 1) /2, est inférieure ou égale a la valeur d'une solu-

tion optimale du probléme 7t .

Démonstration. Soit S un ordonnancement optimal du probleme initial 7.
On construit la solution S’ correspondante au probléme 77/, dans laquelle
chaque job i est remplacé par les morceaux Jj lui correspondant dans le
probléme 77'. Le cotit de 1'ordonnancement S est WC(S) = YI' ; w;Ci(S)
ot C;(S) est la date de fin du job i dans 'ordonnanceent S. Le cout de
l'ordonnancement S’ est alors WC(S') = Y w;/p; Y1 Ci(S) —k+1 =
i wiGi(S) + Xy wi/pi Ypq 1 — k= WC(S) — iy wi(p; — 1) /2. On peut
donc conclure que la valeur d’une solution optimale du probleme 7/, a la-
quelle on ajoute la quantité Y /' ; w;(p; — 1) /2, est toujours inférieure a la va-

leur d"une solution optimale du probleme 7. O

Sur l'instance d’exemple, le flot optimal entre les sommets N et les som-
mets I;,i € {1,...,u} est représenté dans le Tableau 3.3. Le cotit du flot opti-
mal est de 23,333.... Apres ajout de la quantité } ;' ; w;(p; —1)/2, ici égale a
14, on obtient une borne inférieure égale a 38.
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ob i 11 12 13 14 15

—e

O = W N =
o O o O -
S O O N DN
O O = =k O
O = = O O
=~ © = = W

Tableau 3.3 — Flot optimal sur l'instance d’exemple.

3.4 Calculs des dates de fin minimales

On note CJi], i € N la date de fin minimale du job qui termine en i® po-
sition, parmi ’ensemble des ordonnancements réalisables. A partir de cette
notion, nous proposons plusieurs bornes inférieures. Dans la Section 3.4.1,
nous montrons comment des bornes inférieures peuvent étre calculées a par-
tir des valeurs C[i] pour chaque critere. Dans la Section 3.4.2, nous présen-
tons quelques maniéres simples de calculer des valeurs de C. Dans la Sec-
tion 3.4.3, une borne inférieure basée sur le Job Splitting est présentée [65].
Nous proposons ensuite plusieurs bornes inférieures utilisant un résultat
de Horn [41] dans la Section 3.4.4. Enfin, une borne inférieure utilisant les
bornes inférieures polynomiales est présentée dans la Section 3.4.5.

3.4.1 Comment obtenir des bornes inférieures

On note A[i], i € N toute valeur qui est inférieure & C[i]. Soit S un ordon-
nancement optimal d’une instance du probléeme considéré, [i](S) le job qui
termine en i° position dans S et Cj; (S) sa date de fin. On peut déja remarquer
qu’on a, par définition, Vi € N, A[i] < C[i] < C};(S).

Nous allons désormais détailler la facon de calculer des bornes infé-
rieures a partir de valeurs A, et ce, critére par critere.

3.4.11 Pm |1”1' | 2 Cl'

OnaVs, )y Ali] < Y C[i] <Y Cj;(S). Ainsi, ) A[i] est une borne inférieure du
probleme Pm|r;| Y- C;.

3.4.1.2 Pm |1”1'| 2 w,-Ci

Soient wj < w) < ... < w), les poids des jobs, triés par ordre croissant.
En s’appuyant sur le fait que w1Cy + w2Cy > wCy 4+ w1Cy si wy < wy et
C; < Gy, on peut montrer que Y- w;Cj;(S) < Y wij(5)Cyj (S). Finalement, on
a Y wiAli] < Y wiCp;y(S) < Y wijj(s)Cjij(S)- Ainsi, on sait que ) w;A[i] est une
borne inférieure du probleme.
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3.4.1.3 Pm|rl-| Z Ti

Soient d| < d, < ... < dj, les dates échues des jobs triées par valeurs crois-
santes. En s’appuyant sur le fait que max(0,C; — d1) + max(0,Cy — da) >
max(0,C; — dz) + max(0,Cy — dq) si C; < Cy et d; > dy, on peut mon-
trer que }_max (0, C;(S) — d;) < Ymax(0, Cj;y(S) — djjj(s))- Par conséquent,
on peut affirmer que }°max(0,A[i] —d;) < Y max(0,Cy;(S) —djj(s))- Cela
montre que }_max(0, A[i] — d}) est une borne inférieure de ce probleme.

3.41.4 Pm|r;| Y w;T;

Soient d} < dj, < ... < dj, les dates échues des jobs triées par valeurs crois-
santes, et w] < w), < ... < wy, les poids des jobs, triés par valeurs crois-
santes. On a Y w;T; = Y w;max(0,C; —d;) = Y w;max(d;, C;) — Y w;d; >
Y wiCi — Y wid;. Or L w,C; > Y wiCpy (S) et Yw;d; > Y wid;. On obtient donc
YwiT; > Y wiCl;y(S) — Lw;d;. Finalement, la quantité }_ w;A[i] — Y w;d; est
une borne inférieure pour le probléme du retard total pondéré.

3.4.2 Bornes inférieures simples

Nous décrivons ici deux manieres de calculer des bornes inférieures A des
valeurs C.

Tout d’abord, nous supposons sans perte de généralité que les jobs ont
été indexés selon les sommes de leur date de disponibilité et de leur durée
croissantes (r; + p;). On peut maintenant remarquer que le job qui termine en
i¢ position dans un ordonnancement réalisable quelconque ne peut terminer
avant la date r; + p;. On en déduit que la valeur r; 4 p; est une borne infé-
rieure de C[i]. Cette borne peut étre calculée en O(nlog(n)), puisqu’il suffit
d’effectuer un tri de n valeurs. Nous noterons désormais A"*P[i] = r; + p;,
i € N ces valeurs et /b ), , la borne inférieure qui leur est associée.

Supposons maintenant que les dates de disponibilité sont relachées a la
plus petite d’entre elles, notée r, et que la préemption est autorisée. Le pro-
bleme P|pmtn|Cpqx peut étre résolu polynomialement en O(n) par l'algo-
rithme de McNaughton [50], avec

* ]‘ 3
Chux = ¥+ max ({alg Pi} ,1}3}@) .

Afin de calculer des valeurs de A[i],on peut donc chercher le sous-ensemble
de i jobs qui méne a une date de fin de projet minimale. Cette recherche
est tres simple puisqu’il suffit de conserver les i jobs qui ont les plus
petites durées. Si l'on suppose que l'on a trié les jobs selon leurs du-

rées croissantes, la valeur » + max ( (% L piw ,MaX;cn pi) est une borne

inférieure de C[i]. Nous notons désormais ces valeurs A*P![i] = r +

max ( {% i P‘W ,MaX;cn pi>,i € Net lb[ Jspt la borne inférieure qui leur est

associée. Lors du calcul de cette borne, le tri des jobs selon les durées crois-
santes est I’opération la plus cotiteuse, sa complexité est donc O (nlog(n)).



3.4. Calculs des dates de fin minimales

63

Sur l'instance d’exemple, les valeurs de AP et de ASPE sont indiquées
sur le Tableau 3.4. Sur cette instance, les bornes inférieures Iby ), , et Ib[
calculées pour la somme des dates de fin valent respectivement 30 et 29.

spt

jobi |1 2 3 4 5
AP |6 5 6 5 9
AP (13 5 7 11

Tableau 3.4 — Valeurs de A’ 77 et de ASPE,

3.4.3 Utilisation du Job Splitting

La technique du Job Splitting consiste a autoriser la préemption ainsi que
I'exécution simultanée de plusieurs parties d’'un méme job sur des machines
différentes [65]. Un ordonnancement optimal de ce probleme relaché peut
étre construit en ordonnancgant les jobs selon la regle Shortest Remaining Pro-
cessing Time étendue : a la date ¢, le job k qui a la plus petite durée restante est
choisi. On ordonnance des morceaux unitaires de ce job k le plus tot possible
sur une ou plusieurs machines, tant que le job n’est pas terminé et qu’au-
cune date de disponibilité n’a été atteinte. La i® plus petite date de fin au sein
de cet ordonnancement optimal est une borne inférieure de C[i] [68]. Nous
notons ces valeurs ASP/t[i],i € N et b} jspii 1a borne inférieure qui leur est as-
sociée. Cette derniere peut se calculer en O(nlogn) opérations a 1’aide d'un
tas.

Sur la Figure 3.5, un ordonnancement optimal sur l'instance d’exemple
est représenté, ainsi que les valeurs AP/ obtenues. Pour le critere de la
somme des dates de fin, cette borne inférieure vaut Iby |,,;;; = 29.

Asplit [3]
/\split[l]/\split [2] Asplit [4] Asplit [5]

M| 1 3|4 1]1
M| 1 3|3 1]1
0123 456 7 8 9

Figure 3.5 — Une solution optimale lorsque le Job Splitting est autorisé.
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3.4.4 Utilisation du théoréme de Horn

Nous présentons dans cette section plusieurs bornes inférieures qui utilisent
un résultat de Horn [41]. Ce théoréme permet de résoudre en temps polyno-
mial le probleme Pm|r;, pmin|Cpay et peut étre reformulé comme suit :

Théoreéme 3.1 ([41]). Il existe un ordonnancement préemptif ou tous les jobs ter-

minent avant la date C si et seulement si :

n
VieN,) r(kj < m(C—r))
k=1
VjEN,T’]'—i-Pj < C,

oit r(k, j) = max (0, min(py, 7 + px — 1;))-

La valeur r(k,j) représente la quantité minimale de temps du job k qui
doit nécessairement étre exécutée apres la date 7;.

Nous allons désormais utiliser ce théoreme afin d’obtenir des bornes infé-
rieures de C en relachant la contrainte de non-préemption de notre probléme.
Pour chaque i € N, I'idée consiste a essayer de trouver le sous-ensemble de
i jobs qui minimise le makespan. La valeur ainsi obtenue est une borne in-
férieure de C[i]. En effet, la date de fin minimale du job qui termine en i€
position dans le cas préemptif est naturellement plus faible que la date de fin
minimale du job qui termine en i position dans le cas non-préemptif. Nous
notons A"™P[i] ces valeurs, et | b} jmip la borne inférieure qui leur est associée.

Afin de calculer de maniere exacte les valeurs A"?[i], i.e. le makespan mi-
nimal lorsque 7 jobs sont ordonnancés, nous proposons un PLNE qui se base
sur le théoreme de Horn. Il nous permet de déterminer si un job k fait par-
tie de 'ensemble des i jobs a conserver (X; = 1) ou bien s’il doit étre rejeté
(X =0).

min A"P(i] (3.1)
Vi€ N, rXj Y r(k )X < AP (3.2)
k=1
Vi €N, (rj+p)X; < A™P[i] (3.3)
Y Xp=i (3.4)
k=1
Vi €N, X; € {0;1}. (3.5)

La Contrainte 3.2 assure que pour chaque job j retenu (X; = 1), le temps

machine disponible entre r; et AP[i] est au moins égal a la somme des
durées minimales des jobs qui doivent nécessairement y étre exécutés. La
Contrainte 3.3 garantit que chaque job retenu dispose du temps minimal né-
cessaire a son exécution. Enfin, la Contrainte 3.4 spécifie que i jobs doivent
étre retenus.
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i 1 2 3 4 5
AP 5 5 6 8 10
sous-ensembles | {4} {2,4} {1,2,4} {1,2,3,4} {1,2,3,4,5}

Tableau 3.5 — Sous-ensembles « optimaux » de jobs et les valeurs de AP,

Dans le cas particulier montré en exemple dans le Tableau 3.5, les sous-
ensembles « optimaux » sont incrémentaux, c’est-a-dire englobant le sous-
ensemble de rang inférieur. Cette propriété n’est pas nécessairement vérifiée.

Nous présentons désormais une maniére d’améliorer le calcul de A™P[i].
Cette derniere est calculée a 1'aide du PLNE qui doit étre résolu de maniere
exacte. Nous verrons plus loin une borne inférieure [}, qui est une

relaxation de la borne b y,,;,. On sait donc que A™"*[i] < A™MP[i]. Si on

connait par ailleurs une borne supérieure C[i] de A™?[i], on peut tester si
Aresertlj] = (CJi], avant de lancer la résolution du PLNE. Si tel est le cas, on
connait alors la valeur de A"?[i] sans avoir a résoudre le PLNE. Dans le cas
contraire, on peut ajouter la contrainte A"**°"[i] < A™P[i] < C[i] au PLNE.
Cette méthode est décrite par 1’Algorithme 3.5. Le calcul d"une borne supé-
rieure de C[i] est aisé, puisque tout ordonnancement réalisable peut fournir
des valeurs de C[i]. Néanmoins, afin que ces valeurs soient aussi faibles que
possible, nous proposons la méthode suivante, décrite dans 1’Algorithme 3.4.
L’idée consiste & calculer C[i] en ajoutant un job j a 'ensemble des jobs utili-
sés pour calculer C[i — 1]. Le job j est toujours celui qui mene a la valeur de
C[i]. Autrement dit, notre calcul serait optimal si I’on ajoutait une contrainte
obligeant les sous-ensembles « optimaux » a étre incrémentaux. Cette procé-
dure requiert un temps de calcul en O(nlogn).

Algorithme 3.4 : Calcul d’une borne supérieure des C|i]

Données : 1 jobs
Résultat : Un tableau UB de taille n

Initialiser le tableau pris a 0 dans toutes les cases;
pour i = 1a n faire
UBJi] « o0; k* «— —1;
pour chaque job k tel que pris[k] = 0 faire
Calculer le makespan optimal Cy du probleme Pm|r;, pmtn|Cpax
avec lesjobs {j € [1,n], pris[j] = 1} U {k};
si UBJ[i] > Cy alors
| UB[i] « Cy; k* — k;

pris[k*] — 1;
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Algorithme 3.5 : Calcul amélioré de A"7]i]
Données : 11 jobs
Résultat : AP [f]

Calculer Ib| j,s0.¢[1] et UBJi];
Si LD }resort [i] = UBJi] alors
| A™P[i] = UBJi];
sinon
Résoudre le PLNE avec la contrainte supplémentaire

lb[ Jresort < Amip [Z] < UB[i];

retourner A" {]

3.4.4.1 Relacher la contrainte d’intégrité

Afin de réduire le temps de calcul nécessaire pour obtenir des valeurs AP,
nous proposons une relaxation continue des variables X; dans la précédente
formulation. Nous notons A'?[i] les valeurs obtenues de cette facon, et 16y )1,
la borne inférieure qui leur est associée.

3.4.4.2 Trier les coiits

Nous proposons ici une méthode qui nous permet d’obtenir des bornes infé-
rieures de CJi] en temps polynomial.

Rappelons qu’a chaque job j est associé un ensemble de valeurs
r(k,j), k € N qui correspondent a la quantité minimale du job k qui doit
s’exécuter apres la date r;. Pour j fixé, notons 7(k,j), k € N ces mémes va-
leurs triées de maniére croissante , ie. ¥'(1,j) < 7'(2,j) < ... < 7'(n,j).
On a alors Vj € N,Yi_,7(kj) < YPI_,r(kj)Xc puisque dans le
meilleur des cas, les i jobs qui sont conservés (X, = 1) sont ceux aux-
quels sont associées les i plus petites valeurs r(k,j). Ainsi, on obtient
Vi€ N, riXj+ 217 (kj) <riXj+ 2 0 vk )X < A™P[).

Supposons désormais que le job j fasse partie de I'ensemble des i jobs
tlels que Xk = 1. On .note 0 = rj.—l— Lyt 17 (kj). On a Gj. < rj+
—Yi_qr(k j)Xe < A™P[i]. On note 9]’-,] € N ces mémes valeurs triées dans
l'ordre croissant, i.e. 0] < 05 < ... < 6;. Or, on sait que i jobs doivent étre
conservés. Donc A™P[i] doit étre supérieur ou égal a i valeurs de ¢ au mini-
mum. On peut donc affirmer que 6/ < A™7[i].

De plus, la contrainte 3.3 impose que pour chaque job j conservé, i.e. X; =
1, on ait A™P [i] > ri + pj. Dans la mesure o1 i jobs doivent étre conservés,
on peut dire que la i® plus petite valeur parmi {r; + p;, j € N} est une
borne inférieure de A™?[i]. En réutilisant les notations introduites dans la
Section 3.4.2, on peut écrire que A" TP[i] < A™P[i].

Finalement, la quantité max(/,A"*?[i]) est une borne inférieure de
AMiP[i], donc une borne inférieure de C[i]. Nous notons A™[i] =
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max(6/, A"*7[i]), i € N ces valeurs, et Ib[ 1yes0r¢ 1a borne inférieure qui leur est
associée.

Les valeurs ' (k, j) peuvent étre calculées en O(n?logn)) puisque n tris
de 1 valeurs doivent étre effectués. A partir de 13, les valeurs de A"*°"*[i] sont
calculées incrémentalement : pour chaque i, les n valeurs de 0 sont calculées
en O(n) en considérant les valeurs de 0 de l'itération précédente et sont triées
en O(n?logn). Finalement, la borne inférieure I B[ Jresort PeUL étre calculée en
O(n?logn).

L’'Algorithme 3.6 présente le calcul des valeurs A"°![i]. 11 faut tout
d’abord, pour chaque valeur de j, trier les valeurs r(k, j) par ordre croissant,
pour que r(1,j) < r(2,j) < --- < r(n,j). Les valeurs A"°"[{] vont ensuite
étre calculées de la fagon suivante. Lorsque i est fixé, on calcule pour chaque

valeur de j la valeur 6; = {r]' +Ly r(u,j)w . La valeur s(i, j) correspond a

Y _17(u,j). Ces derniéres sont calculées incrémentalement. Une fois tous les
0 calculés, on les trie par ordre croissant. La valeur ATes0rt ] est alors égale
a max(A"TP[i], ;). Cette opération est repétée pour chaque valeur dei. Il y a
deux étapes dans cet algorithme : I'initialisation et les calculs. Pendant 1'ini-
tialisation, on effectue 7 tris de n valeurs, cette étape cotite donc O(n? log n).
Pour chaque valeur de i, ’étape de calcul cotte O(nlogn), puisque 1'opéra-
tion la plus cotiteuse est le tri des valeurs 6;. Finalement, cet algorithme est
en O(n?logn).

Algorithme 3.6 : Calcul de la borne inférieure [ |50/t

Données : 71 jobs et une matrice r contenant les valeurs r(k, j)
Résultat : Un tableau Resort de taille n ot Resort[i] est égal a A" [f]
pour j = 1 a n faire
| Trier les r(k, j) pour que r(1,j) <r(2,j) <--- <r(n,j);
Initialiser une matrice s de dimension n? a 0;
pour i = 1a n faire
pour j = 14 n faire
s(i,j) —s(i,j) + (i, ]);
6; — % + %s(i,j)-‘;

Trier les 6; pour que 6; < 6, < --- < 6;;
Resort[i] = max(ATP[i],6;);

Sur le Tableau 3.6 apparaissent les différentes valeurs nécessaires pour
calculer A" [4] sur l'instance d’exemple. On sait que 4 jobs doivent étre
ordonnancés, on regarde donc la valeur 94’1 qui vaut 7. Par ailleurs, on a
A"FP[4] = 6 donc A" [4] = max(7,6) = 7. La valeur globale de la borne in-
férieure [Dj |50, sur cette instance est égale a 34 pour le critere de la somme
des dates de fin.
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6 53 21 11110
4 4 210 33210
rik,j) =13 3 3 2 1 rkj)=14 4 3 2 1
11110 4 4 3 21
4 4 4 4 4 6 5 4 4 4

jobj|1 2 3 4 5
6 7 75 7 6

Tableau 3.6 — Calculs de la valeur de A" [4].

3.4.5 Une combinaison de bornes polynomiales

Dans les sections précedentes, nous avons décrit plusieurs manieéres de cal-
culer des valeurs A en temps polynomial. Certaines méthodes en dominent
d’autres, par exemple A" domine A"*7, tandis que certaines bornes sont
incomparables entre elles. Nous proposons ici de combiner les méthodes non
dominées entre elles, afin de constituer une borne inférieure aussi perfor-
mante que possible sans pour autant perdre sa polynomialité. Chaque mé-
thode calcule un ensemble de valeurs A;, mais ce n’est pas toujours la méme
méthode qui obtient la plus forte valeur lorsque i varie. On souhaite donc re-
tenir la meilleure des valeurs pour chaque valeur de i. On définit donc pour
chaque i € N la valeur A°"°[i] de la maniére suivante :

/\combo [l] — max(/\split [i],/\resort [Z])

Nous notons désormais Ib[ |, la borne inférieure associée a ces valeurs. La

complexité de cette borne est de O(n?logn), qui est la complexité de A",
Le Tableau 3.7 montre les valeurs de la borne inférieure [bj|¢oyp, sur 1'ins-
tance d’exemple.

k 1 23 4 5
Aesortik] 15 5 6 7 10
APl |13 5 5 7 9
Acomberp] 15 5 6 7 10

Tableau 3.7 — Valeurs de Acombo,
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3.5 Formulation indexée sur le temps

Les différentes bornes inférieures que nous présentons ici sont des relaxa-
tions d’une formulation linéaire indexée sur le temps. Dans cette formula-
tions, les variables sont :

= 1 silejob j commence a la date ¢ ;
It 0 sinon.

Soit H une borne supérieure du makespan de tout ordonnancement actif.
On sait par ailleurs que le probleme de maximisation du makespan parmi les
ordonnancements actifs est NP-Difficile [4], nous en calculerons donc une
borne supérieure (voir Section 4.6). A l’aide de ces variables, nous introdui-
sons la formulation suivante :

n]un Z Z xitfi(t +p;) (3.6)
4 j=1t=
Vj € N,Vt < Ti, Xjt = 0 (3.7)
vt € [0, H], Z Z Xjp < m (3.8)
j=1t=t—p;+1
H
VieN, Y xp=1 (3.9)
t=0
vt € [0,H],Vj € [1,n], xi € {0,1} (3.10)

La Contrainte 3.7 garantit qu'un job ne commence pas son exécution
avant sa date de disponibilité. Il ne peut y avoir plus de m jobs qui s’exé-
cutent & une méme date grace a la Contrainte 3.8. Enfin, chaque job com-
mence son exécution une fois et une seule (Contrainte 3.9).

Parmi les bornes inférieures basées sur une formulation indexée sur le
temps, plusieurs sont des relaxations lagrangiennes (voir Section 1.2.3). L’ Al-
gorithme 3.7 présente le schéma itératif utilisé. Il permet de mettre a jour
les coefficients lagrangiens. Nous utilisons pour cela une méthode de sous-
gradient. Cela nous permet de choisir une direction de descente. Une fois la
direction choisie, la principale difficulté dans ce type de méthode réside dans
le choix du pas. L'algorithme commence par initialiser tous ces coefficients
lagrangiens a 1. Le parametre p, initialisé a 2, permet de calibrer la taille du
pas. Sa valeur diminue au fur et a mesure d’une exécution de l'algorithme.
Plus précisement, s’il n'y a pas d’amélioration depuis 7 itérations, p est mul-
tiplié par 0.95. L’algorithme se termine lorsque p est jugé suffisamment petit
(ici inférieur a 0.0005).

3.5.1 Relaxation continue

Pour obtenir une borne inférieure de la solution optimale de ce PLNE, on
peut tout d’abord relacher la contrainte d’intégrité (Contrainte 3.10) et ré-
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Algorithme 3.7 : Schéma itératif de mise a jour des coefficients de La-

grange

Données : 11 jobs et un vecteur de Lagrange A, une borne supérieure
UB de la solution V

Résultat : Une valeur V

V —0;

P2

iter < 0;

best_iter < 0;

Mettre tous les coefficients A; a 1;

tant que p > 0.0005 faire
iter < iter +1;

Calculer V(A);

si V(A) > V alors
V —V(A);
best_iter « iter;

si best_iter > iter + n alors
p < p*0.95;

best_iter «— iter;

S AUCR T

retourner V
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soudre le PL ainsi formé. Cette contrainte devient :
Vte[0,H],Vje N, xj €[0,1].

Nous notons cette borne inférieure [b;_j,,. Bien stir, dans le cas particulier ou
la solution obtenue en résolvant le PL est entiére, elle est également optimale
pour le PLNE.

3.5.2 Relaxation lagrangienne de la contrainte de ressource

Une autre maniere d’obtenir une borne inférieure de ce probleme consiste a
réaliser une relaxation lagrangienne sur la contrainte de ressource 3.8. Cette
contrainte garantit qu’aucun job n’en chevauche un autre. Cette derniére est
donc retirée et placée dans la fonction objectif. On note {A;, t € [1, H|} les
multiplicateurs de Lagrange qui lui sont associés. On obtient la formulation
suivante :

mmZwa?f+P]+ZM Z Z Xjy —m

A j=1t'=t—p;+1
V]EN,Vt<r]~, xjp =10

H
\V/] ~ N, Zx]'t =1
t=0
vVt e [0,H],Vj € N, xj € {0,1}.

Nous introduisons désormais la fonction ¢ :

. A, siti € [th —pi+1,t;
6(ty, t, ) = { ot2 sinlon.[ " |

A T'aide de la fonction 6, on peut maintenant reformuler la fonction ob-
jectif de la maniere suivante :

H
ZZx]f (f] t+p;) + Zétt’,j)-mz/\t,
=0

j=1t=0

La formulation de cette relaxation lagrangienne devient :

H
mmZZx]t(f]t—i—p] +Z§tt,]>—m22\t
It 2120 t=0
V]EN,Vt<r]~, xjp =0
H
V]EN, Zx]'tzl
t=0

vVt e [0,H],Vj € N, xj € {0,1}.
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Pour des raisons pratiques, on introduit également les variables sui-
vantes :

H
A = m Z)\t,'
t=0

H
Vie N,Vte [0,H], ajy = w; (fj(t+pj) + ) (5(t,t’,]’)> :
=0

On peut maintenant remarquer que A n’est pas fonction des variables x;;
et qu'il est par conséquent un terme constant dans la fonction objectif. On
peut retirer A de la fonction objectif sans changer la solution optimale.

Par ailleurs, les variables x;; ne sont plus liées que par le parametre ¢. Afin
de trouver une solution optimale, on peut donc minimiser indépendamment
Y ajxjt pour chaque valeur de j. De plus, lorsque j est fix¢, seule une variable
xj; doit étre non nulle d’apres la contrainte Vj € N, }_xj; = 1. Donc minimiser
Zf:o X revient a choisir t = t* tel que Wjpr = minte[rj’ H] &jt-

Une fois la valeur optimale obtenue, on utilise alors une technique de
sous-gradient (voir par exemple [35]) pour mettre a jour les multiplicateurs
de Lagrange et obtenir des valeurs successives de bornes inférieures. Nous
notons Ib;_jaq macn cette borne inférieure.

L’Algorithme 3.8 décrit le calcul d"une valeur LB lorsque la contrainte de
ressource a été relachée. Pour chaque valeur de j, on cherche la valeur de ¢
qui va minimiser «(j, t),t € [rj, H]. La somme de ces valeurs, a laquelle on

retranche la quantité m Y- A;, définit la valeur LB. Cet algorithme est en
O(nH), ou H représente I'horizon.

Algorithme 3.8 : Calcul d'une solution optimale de la relaxation lagran-

gienne de la contrainte de ressource

Données : Un ensemble de 7 jobs et H coefficients lagrangiens A;
Résultat : Une valeur LB

Calculer 6(t1,to,j) pour (t1,t2,7) € [0, H)? x [1,n];
Calculer «(j, t) pour (j, t) € [1,n] x [0, H];
LB <+ 0;
pour j = 14 n faire

mzn] — +o0;

pour { = r;a H faire

| sia(j,t) < min;alors min; « «(j,t);
LB+~ LB+ min]-,'
H

LB« LB—mY) Ay

t=0
retourner LB

Proposition 3.4. Les bornes inférieures 1b;_j, et 1by 145 yacn sont égales.
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Démonstration. On peut remarquer que la solution optimale de la relaxation
lagrangienne est obtenue en choisissant pour chaque valeur de j la valeur t*
de t telle que ajp = minte[rj,H] aj. La contrainte d'intégrité est donc inutile
au sein de cette formulation. Par ailleurs, on sait que le saut de dualité pour
une relaxation lagrangienne d’un PL est nul. On peut donc affirmer que les

bornes inférieures 1b; _;, sont Ib;_j46 macn sONt €gales. O

3.5.3 Relaxation lagrangienne sur le nombre d’occurrences

3.5.3.1 Résolution dans le cas basique

Nous choisissons dans cette section de relacher la contrainte qui garantit
qu'un job s’exécute une fois et une seule. On utilise ici encore une relaxa-
tion lagrangienne pour obtenir la formulation suivante :

mmZZx]tf]t—l—p] -1—2/\ 1—Zx]t (3.11)
It j=1t=
\V/] € N Vt <Tj Xjp= =0 (3.12)
vt € [0, H], Z Z Xjp < m (3.13)
j=1t=t—p;+1
vVt e [0,H], Vj€ N,xj € N. (3.14)

Pour résoudre ce probléme, il faut trouver I’ordonnancement optimal sur
m machines ot les jobs peuvent ne pas étre exécutés, étre exécuté une fois
ou exécutés plusieurs fois. Le cotit d"une solution réalisable est composé de
deux parties : la somme des cotits des jobs )} Cioxi(fi(t+p;) — A)) et
une quantité constante 7:1 Aj. Dans la mesure ou il est autorisé de n’exé-
cuter aucun job, on sait que la somme des cofits des jobs minimale doit étre
négative ou nulle. Par ailleurs, on peut remarquer qu’il existe une solution
optimale ou toutes les machines accueillent le méme ordonnancement. Dans
le cas contraire, il serait possible de construire un ordonnancement meilleur
que 'optimum en reproduisant m fois la machine de cotit minimal au sein de
’'ordonnancement supposé optimal. Cette remarque nous amene a chercher
’'ordonnancement de cotit minimal sur une machine. On note A(t) le cott
minimal induit par 'ordonnancement de jobs entre les dates t et H sur une
machine. On sait que A(H) = 0. On utilise alors le programme dynamique
suivant pour calculer les valeurs de A :

A(t) = min (A(t +1), I/mQt (f](t + p]) A+ At + p]'))>.
]/7§
Le cofit minimal sur 7 machines est alors égal a A* = mA(0) + i A;.
Le calcul d'un A(f) se fait en O(n), cette borne se calcule donc en O(nH).
Nous notons Ib;_ 54 occ cette borne inférieure.
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L’Algorithme 3.9 détaille le calcul d'une valeur de la borne inférieure
16t 1ag—occ- C'est un programme dynamique. On calcule a chaque itération
la valeur A(t) qui correspond au cott minimal entre H et t, lorsque la
contrainte d’occurrence a été relachée. Cet algorithme est en O(nH).

Algorithme 3.9 : Calcul d"une solution de la relaxation lagrangienne de

la contrainte d’occurrence
Données : Un ensemble de 7 jobs et 1 coefficients lagrangiens A;;

Résultat : Une valeur V*

A(H) < 0;
pour t = H — 140 faire
‘ A(t) < min (A(t +1), ,r/nigtf]-(t +pj) — A+ A+ Pj))/'
1Tz
n

retourner mA(0) + )_ A,
=1

Proposition 3.5. Les bornes inférieures [b;_jp et by a6 occ SOt égales.

Démonstration. On peut remarquer que la contrainte d’intégrité est inutile au
sein de cette formulation reldchée. Par ailleurs, on sait que le saut de dualité
pour une relaxation lagrangienne d"un PL est nul. On peut donc affirmer que

les bornes inférieures Ib;_j, sont [b; 5o sSONt €gales. O

3.5.3.2 Interdire les répétitions consécutives

Afin d’améliorer la borne inférieure présentée dans la section précédente, on
peut ajouter la contrainte qui interdit un job de s’éxecuter plusieurs fois de
suite de maniere consécutive sur une machine. Nous restons bien dans le cas
d’une relaxation du probleme initial, puisque cette contrainte était implici-
tement établie par la contrainte d’occurrence. Cette notion est un cas parti-
culier de la notion de P(A)-chemins définie par Rivreau [59]. Nous devons
désormais introduire quelques fonctions afin de résoudre ce probleme :
— A1(t) : le cotit minimal d’un ordonnancement sans répétition entre les
datestet H;
— J(t) :lejob qui est exécuté en premiere position dans I’'ordonnancement
qui a permis de fixer la valeur de A1(t);
— Ay(t) : le cotit minimal d’un ordonnancement sans répétition entre les
dates t et H, qui ne commence pas par le job J(t).
On peut alors calculer la valeur optimale de notre probleme en utilisant
le schéma suivant [59] :
Il nous faut tout d’abord introduire les notations suivantes :

/_\(j,i') _ { Al(t) si j = ](t)/'

A (t) sinon.
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J(j,t) = argmin (f](t +pj) —Aj+ A(j, t+ pj)).

j/ert

Les différents valeurs de A s’obtiennent de la facon suivante :

A (t) = min (Aq(t+ D, min (fi(t+ pj) = A+ A+ p))-

On peut désormais calculer J(¢) comme suit :

1) = { J(t+1) siAq(t) = Aq(t+1);

J(t) sinon.

Enfin, on obtient A;(¢) de la manieére suivante :

Ay(t) =min | A(J(t),t+1), jr/rrl]jgt (fitt+pj)) —Aj+ A, t+pj))

etj#/(t)

A Taide de ce schéma récursif, on peut calculer la valeur de A;(0), qui
correspond 4 la valeur optimale de notre probleme. A t fixé, tous les calculs
sont linéaires, i.e. on peut calculer A1(t), Ax(t) et J(¢) en O(n). Finalement, le
temps de calcul de cette borne est donc de O(nH). Nous notons [b; lag—Itd—occ
cette borne inférieure.

L’Algorithme 3.10 présente le calcul d"une valeur LB de la relaxation de la
contrainte d’occurrence ou la répétition consécutive est interdite. C’est éga-
lement un programme dynamique.

3.6 Résultats numériques

Une série de résultats numériques est présentée dans cette section. Elle nous
permet de comparer 1'efficacité de chacune de ces bornes inférieures. Cette
étude est composée de cinq parties : une pour chaque critere et une pour des
considérations générales. Tous ces calculs ont été efféctués avec un Pentium-
M 1,6 Ghz opérant sous MS-Windows XP. Nous avons utilisé des schémas de
génération de la littérature pour les instances utilisées (voir Section 4.8.1).
Les tests ont été efféctués sur des instances de 20, 50 et 100 jobs. Pour
chaque taille d’instance, cinq nombres de machines sont possibles : 2, 3, 4, 5
ou 10. Pour chaque critere et pour chaque instance, nous avons calculé toutes
les bornes inférieures, exceptée la borne Ib; _;, qui n’a pas été lancée sur les
instance a 100 jobs en raison du temps de calcul nécessaire trop important.
Nous avons ensuite calculé pour chaque instance la distance entre chacune
des bornes inférieures et la meilleure d’entre elles. Sur chacun des tableaux
présentés dans cette section, nous rapportons la distance moyenne « dist » a
la meilleure des bornes (en pourcentage), groupée par taille d’instance. Nous
fournissons aussi le temps de calcul moyen « cpu » (en secondes).
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Algorithme 3.10 : Calcul d’une solution de la relaxation lagrangienne

de la contrainte d’occurrence sans répétition

Données : Un ensemble de 7 jobs et n coefficients lagrangiens A;;

Résultat : Une valeur LB

A1(H) — 0; A2(H) — 0; J(H) < —1;
pourt = H — 140 faire
A(t) — A (t+1); J(t) «— J(t+1);
pour j = 14 n faire
sirjztett—i—pngalors
fit = filt+pj) = Aj;
si J(t+p;) # jalors fjy «— fir + Aq1(t+ pj);
sinon fj; < fj; + Ao (t+ pj);
si fj < A1(t) alors Aq(t) < fir; J(t) < J;

siJ(t) =J(t+1)alors Ax(t) «— Ax(t+1);
sinon Ay (t) «— A(t+1);
pour j = 1 a4 n faire
sij# J(t)ett >rjett+p; < H alors
fjt — N(j, t) — Aj;
si J(t+p;) # jalors fjy + fir + A1(t+ pj);
sinon fjt — f]'t + Ao (t+ pj);
si fj < Aa(t) alors A(t) « fii;

n
retourner mA(0) + ) A;
=1
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Des test préliminaires ont été effectués afin d’évaluer les valeurs les plus
favorables pour le parametre de discrétisation de la borne basée sur un flot
lbﬂowu(). Il ressort a 1'issue de ces tests que la valeur T = 15 semble étre
raisonnable.

3.6.1 Pm|ri| ch

Les résultats relatifs a la somme des dates de fin sont présentés dans le Ta-
bleau 3.8. On peut y voir que les bornes obtenues a partir de la formulation
indexée sur le temps fournissent les meilleurs résultats. Cependant, le temps
de calcul nécessaire est assez important. Les bornes de flot ot la discréti-
sation est améliorée [y, et Ib flow”() sont également assez efficaces et de-
mandent des temps de calcul beaucoup plus faibles. Parmi les bornes calcu-
lant des dates de fin minimales, on peut voir que la borne /0| },,;,, domine les
autres, ce qui était attendu théoriquement. Finalement, c’est la borne I |¢op0
qui semble réaliser le compromis le plus intéressant entre performance et ra-

pidité.

n=20 n=50 n=100
lower bound | dist | cpu | dist | cpu | dist | cpu
1Dy0—release | 37,4 | 0,0 | 38,7 00(394| 0,0
1,6 release—subsets | 15,1 | 0,0 | 18,5 00]195| 0,0
Ibpiow | 143 | 0,0 | 11,7 01]10,2| 08
Iberow | 36 00| 1,8 04| 03| 51
Ibflow(15) | 37| 00 1,9 05| 04| 54
Ibj),4p 104 ] 00134 00]141| 0,0
Ibjspr | 461 0,0 ] 442 001|426 | 0,0
Ibpysprir | 1801 00| 91 00| 43| 0,0
b iy | 43| 01| 29 03] 12| 1,8
by, | 50| 01] 42 03] 31| 1,8
Ib[ \resort | 53| 00| 54 00| 51| 0,0
Ib) 1compo | 48| 00| 37 00| 19| 00
by, | 00] 28| 60| 73,7 - -
b tag—macn | 0,150,2| 007753 - -
b jag—occ| 01| 27| 00| 41,3 - -
b jag—itd—occ | 00| 54| 00| 829 - -

Tableau 3.8 — Résultats pour la somme des dates de fin.
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3.6.2 Pm|ri\ Z wiCi

Le talbeau 3.9 montre les résultats obtenus par les bornes inférieures sur les
instances de la somme pondérée des dates de fin. Les bornes inférieures ba-
sées sur la formulation indexée sur le temps fournissent les meilleurs résul-
tats. Une fois de plus, cette qualité s’accompagne d"un temps de calcul assez
élevé. L'ensemble des bornes basées sur les dates de fin minimales semble as-
sez loin de la meilleure des bornes en moyenne. Les bornes de flot semblent
pour ce critere étre celles qui fournissent les résultats les plus intéressants si
I’on considere la qualité et la rapidité.

n=20 n=50 n=100
lower bound | dist cpu | dist cpu | dist cpu
Ibrrow | 125 0,00 | 9,7 0,08 80 0,95
Ibelow | 34 002] 18 050 | 0,3 6,61
Ibflow(15) | 36 0,02] 19 051 04 698
b4, | 284 000329 0,00 | 35,1 0,00
Ibjyspe | 62,0 0,00 | 64,7 0,00 | 64,1 0,00
I 1spir | 386 0,00 | 334 0,00 | 30,4 0,00
b ip | 251 0,05 26,9 0311269 1,98
by, | 257 0,06 | 284 0331291 1,80
Ib] yesort | 26,1 0,00 | 294 0,00 | 31,0 0,00
16 1compo | 256 0,00 | 27,6 0,00 | 27,7 0,00
by, | 00 240| 00 49,63 - -
bt 1ag—macn | 0,0 51,29 | 0,0 80847 - -
by jag—0cc | 00 283| 00 43,10 - -
bt 1ag—1td—occ | 00 562| 00 8555 - -

Tableau 3.9 — Résultats pour la somme des dates de fin pondérée.

3.6.3 Pm|rl-\ Z Ti

Les résultats pour le retard total sont fournis dans le Tableau 3.10. On peut
voir que les différentes relaxations de la formulation indexée sur le temps
fournissent en moyenne des valeurs bien plus élevées que les autres bornes.
Une fois encore, le temps de calcul nécessaire est important pour cette borne.
Sur les instances de 100 jobs, comme elles ne sont pas calculées, nous pou-
vons comparer les autres bornes inférieures. Ce sont les bornes inférieures
basées sur les flots qui semblent réaliser le compromis le plus intéressant
entre la qualité de résultats et la rapidité de calcul.
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n=20 n=50 n=100
lower bound | dist | cpu | dist | cpu | dist | cpu
D10 release | 51,3 | 0,0 | 48,2 0,0 40,0 0,0
10,10 release—subsets | 90,6 | 0,0 | 47,5 0,01]392| 00
Ibfiow | 588 | 0,0 50,5 02127,7| 1,6
Ibrrow | 48,1 0,0 327 05| 35| 61
Ibfron(15) | 485 | 0,0 | 33,3 05| 46| 58
b ),4p | 685 ] 00693 00]645| 0,0
b jspe | 51,5 0,0 424 001297 0,0
Ibysprie | 49,7 | 0,0 | 39,3 00254 0,0
Ib 1ip | 47,2 01| 36,8 05208 3,7
by, | 478 ] 01392 031267 2,0
Ib] yesort | 49,6 | 0,0 | 41,2 0,0(30,2| 0,0
Ib] 1compo | 487 | 0,0 | 387 00249 | 0,0
Ibyyp | 16| 18| 07| 44,2 - -
b jag—macn | 41|220| 183266 - -
bt 1agocc | 62| 10| 51| 14,5 - -
bt jagttd—occ | 33| L7| 25| 25]1 - -

Tableau 3.10 — Résultats pour le retard total.
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3.6.4 Pm|rl-\ ZwiTi

Le Tableau 3.11 montre les résultats pour le critere du retard total pondéré. Le
comportement des bornes inférieures semble assez proche de celui constaté
pour le retard total. En particulier, les relaxations de la formulation indexée
sur le temps fournissent les meilleurs résultats, avec un écart important par
rapport aux autres bornes inférieures. Les bornes qui s’appuient sur les dates
de fin minimales ne donnent pas de bons résultats. Enfin, les bornes de flot
semblent étre intéressantes quand les relaxations de la formulation indexée
sur le temps ne peuvent pas étre utilisées.

n=20 n=50 n=100
lower bound | dist | cpu | dist | cpu | dist | cpu
Ibfiow | 56,1 | 0,0 | 48,2 02242 | 1,4
Ibrrow | 459 0,0 | 324 05| 21| 69
Ibf1o0(15) | 46,5 | 0,0 | 33,2 05| 33| 69
Ib )4 p | 662 00690 00648 | 0,0
Ibjjspe | 645 | 0,0 | 65,2 001589 | 0,0
I 1spit | 647 | 0,0 ] 652 001589 | 0,0
1 )ip | 645 | 01| 651 05588 | 3,6
Ibpy, | 645 01651 03]588| 1,8
ID] Jyesort | 64,5 | 0,0 ] 65,1 0,0]588| 0,0
16 1compo | 645 | 0,0 65,1 00588 | 0,0
by, | 04] 25| 02] 50,9 - -
b tag—macn | 1,0 |225| 0,6 |344,7 - -
b jag—occ| 13| 10| 12| 147 - -
b tag—itd—occ | 04| 17| 08| 259 - -

Tableau 3.11 — Résultats pour le retard total pondéré.

3.6.5 Considérations globales

Nous tentons ici de dresser une analyse plus générale de ces résultats nu-
mériques. La premiere remarque que 'on peut faire concerne la formula-
tion indexée sur le temps dont les différentes relaxations fournissent de tres
bons résultats, au prix d’un temps de calcul élevé. Les bornes qui calculent
des dates de fin minimales ne semblent réellement intéressantes que pour la
somme des dates de fin. Il semble que la maniére d’obtenir des bornes infé-
rieures pour les autres criteres détériore la qualité de ces bornes. Par exemple
pour les criteres pondérés, 1’affectation des poids est faite dans le pire des cas,
ce qui peut fortement limiter la qualité du résultat obtenu. Concernant les
bornes par calcul de flot, les résultats obtenus sont plus intéressants pour la
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somme des dates de fin (pondérée ou non) que pour le retard total (pondéré
ou non). La maniere de répartir le cotit d’un job sur chacun de ses morceaux
unitaires est en partie compensée pour la somme pondérée des dates de fin.
Cela peut expliquer cette différence de comportement. Les bornes reldchant
les dates de disponibilité paraissent assez peu intéressantes en pratique. En-
fin, nous pouvons remarquer que la « meilleure » borne inférieure dépendra
d’une part de 'utilisation que ’on veut en faire, et plus directement du temps
dont on dispose pour la calculer, d’autre part du critere que I'on cherche a
minimiser.
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|\ | ous présentons ici une méthode exacte dédiée aux quatre problemes
Pmlr;| Y C;, Pm|r;| Cw;C;, Pm|r;| L. T; et Pm|r;| ¥ w;T;. Nous utilisons

une méthode arborescente classique de type Branch&Bound, dans laquelle
nous nous servons de regles de dominance ainsi que de bornes inférieures
et supérieures pour élaguer 1'arbre de recherche. Une description géné-
rale de cette méthode fait 1'objet de la Section 4.2. Nous montrons ensuite
dans la Section 4.3 comment les regles de dominance sont intégrées dans
ce Branch&Bound. La borne supérieure fait 1’objet de la Section 4.4. L'utilisa-
tion des bornes inférieures est présentée dans la Section 4.5. Dans certaines
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regles de dominance comme dans certaines bornes inférieures, une borne
supérieure du makespan de tout ordonnancement est nécessaire. Une ma-
nieére de calculer cette borne est proposée dans la Section 4.6. L'algorithme
de Branch&Bound est décrit dans la Section 4.7. Enfin, des résultats préli-
minaires pour chacun des critéres, ainsi qu'une comparaison des regles de
dominance, sont présentés dans la Section 4.8.

4.1 Etat de l’art

Si l'on s’intéresse en premier lieu aux problemes a une machine, on trouve
de nombreux travaux proposant des méthodes exactes de résolution. Chu a
proposé un Branch&Bound pour le probléeme 1|r;| Y- C;[24]. Bianco et Ricciar-
delli ont présenté une méthode arborescente pour le probleme 1|r;| ¥ w;C;
[15]. Hariri et Potts [38] puis Belouadah et al. [13] ont également proposé des
Branch&Bound pour ce probléme. Si les jobs ne disposent pas de dates de dis-
ponibilité mais sont soumis a des deadlines, i.e. 1 |d;| = w;C;, on peut citer les
méthodes proposées par Potts et Wassenhove [55], ainsi que ceux de Pan [57].
Le probleme 1|r;| Y T; a été abordé par Chu, encore une fois par une méthode
arborescente [25]. Concernant le retard total pondéré, Akturk et Ozdemir [2]
ont proposé une méthode exacte pour résoudre le probleme 1|r;| Y w;T;. En-
fin, Jouglet a généralisé et amélioré les travaux de [15, 14, 24, 25] sur une
machine pour 'ensemble des quatre criteres étudiés [42].

Concernant les probléemes a machines paralléles ot11’'on souhaite minimi-
ser la somme des dates de fin, la littérature se décompose en deux grandes
familles de contributions : la démonstration de problemes particuliers poly-
nomiaux et des méthodes exactes pour les problemes difficiles. Ainsi, Bruno
et al. ont démontré que le probleme R|| Y C; était polynomial [20]. Lorsque
les machines sont identiques, plusieurs situations ont été démontrées faciles
a résoudre. Par exemple, si les jobs sont soumis a des deadlines et que la
préemption est autorisée, i.e. Pm|pmtn,d;| Y. C;, Azizoglu a démontré que
le probleme était polynomial si les durées et les deadlines étaient « agréables »
e (pi < pj) = (d; < dj) [5]. Leung et Pinedo se sont intéressés a ce méme
probléme [48]. Lorsque tous les jobs ont la méme durée, on trouve égale-
ment plusieurs problemes polynomiaux : Baptiste I’a montré le probléme
pour Pm|r;, p; = p, size;| Y C; o size; indique le nombre de machines néces-
saires a I’exécution du job i [10]; plusieurs algorithmes polynomiaux ont été
présentés pour le probleme P|r;, pmin, p; = p| Y. C; (Brucker et Kravchenko
[19], puis Baptiste et al. [11]). Des méthodes exactes ont été proposées pour
les problémes difficiles. On peut mentionner Yalaoui et Chu [68], puis Nes-
sah et al. qui ont présenté des méthodes de Branch&Bound pour le probleme
Pm|r;| Y C; [52, 55, 53]. La somme pondérée des dates de fin a également été
'objet de différents travaux : Baptiste a démontré que lorsque les jobs sont
soumis a des dates de disponibilité et qu’ils sont tous de durées égales, les
problemes Pm|p; = p,ri| Y w;C; et Pm|p; = p,r;| L T; sont polynomiaux [9].
Nous pouvons également mentionner le probleme Pm|| Y w;C;, pour lequel
Belouadah et Potts [14], puis Azizoglu et Kirca [/] ont proposé des méthodes
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de résolution exacte. Pour le méme probleme avec des machines indépen-
dantes (R|| ¥ w;C;), une méthode exacte s’appuyant sur la génération de co-
lonnes a été présentée par Chen et Powell [23]. On trouve moins de travaux
concernant le retard total, pondéré ou non. Toutefois, Azizoglu et Kirca ont
abordé le probleme Pm|| Y T; a I'aide d"un Branch&Bound [6]. Ce méme pro-
bléeme a également été étudié par Yalaoui et Chu, une fois encore par une
méthode arborescente [67].

4,2 Modélisation

Nous présentons ici la modélisation que nous avons adoptée. Afin de ré-
soudre les problemes d’ordonnancement qui nous intéressent, nous propo-
sons une méthode de Branch&Bound. Lors de l'exploration, chaque som-
met de l'arbre de recherche représente un ordonnancement partiel. Pour
construire le fils d’'un sommet, un job est ordonnancé a la suite de 1’ordon-
nancement partiel du sommet peére. Ce dernier est ordonnancé au plus tot,
par rapport a sa date de disponibilité sur la machine disponible au plus tot.

Cette méthode arborescente balaie 1'ensemble dominant des ordonnan-
cements quasi-actifs (voir Section 2.2.1). Nous allons maintenant montrer
qu'un ordonnancement quasi-actif, partiel ou non, peut étre représenté, sans
perte d'information, par une permutation de [1,2,...,n].

Proposition 4.1. L'ensemble ¥. des permutations de [1,2, ..., n] peut étre mis en

bijection avec I'ensemble des ordonnancements quasi-actifs.

Démonstration. Soit ¢ € X une permutation de N. On suppose les machines
indicées. Pour former un ordonnancement quasi-actif, on ordonnance itéra-
tivement les jobs de N selon 1’ordre fixé par o, en choisissant toujours d’or-
donnancer un job le plus tot possible (c’est-a-dire au plus tot sur la machine
disponible au plus tot). En cas d’égalité des dates de disponibilité des ma-
chines disponibles au plus tot, on préferera celle de plus faible indice.

Cette méthode itérative, décrite plus précisement par 1I’Algorithme 4.2,
permet d’obtenir un ordonnancement quasi-actif O a partir d’une permu-
tation ¢. On peut également obtenir ¢ a partir de O a l'aide de 1’Algo-
rithme 4.1. O

La Figure 4.1 montre un exemple d’ordonnancement et la séquence en
bijection avec ce dernier.

L'algorithme 4.1 a une complexité linéaire, il en va de méme pour l'algo-
rithme 4.2.

A partir de maintenant, les ordonnancements que nous considérons se-
ront tous quasi-actifs. Nous parlerons indifféremment d’ordonnancement
quasi-actif ou de séquence.

Plusieurs informations sont maintenues pour chaque sommet S de 1’arbre
de recherche. Si 1’on note ¢ la séquence associée a S, nous cherchons a filtrer
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Algorithme 4.1 : Calcul d’un ordonnancement a partir d’une séquence

Données : Une séquence o

Résultat : Un ordonnancement O

O < ordonnancement vide;
pouri = 14 taille(o) faire
Choisir la machine j disponible au plus tot dans O. En cas d’égalité,
préferer celle de plus faible indice;
Ordonnancer dans O le job ¢[i] au plus tot sur la machine j;
retourner O

Algorithme 4.2 : Calcul d"une séquence a partir d"un ordonnancement

Données : Un ordonnancement O de 1 jobs

Résultat : Une séquence o

o—[];
Vk € [1,m], tablk] — 1;
pour i = 1a n faire
j ey
Calculer la date de disponibilité A* de la machine 1 avant
l’exécution du job situé en tab[1]¢ position;
pour j = 14 m faire
Calculer la date de disponibilité A; de la machine j avant
l’exécution du job situé en tab[j]¢ position;
siAj < A" ou (Aj = A etj<j*)alors
e

A* — A]';

job «le job en tab[j*]¢ position sur la machine j*;
o« (cljob);

tab[j*] « tab[j*] + 1;

retourner o
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M| 2 4] 6 ]
M| 5 1 o = (3/5/2|4]1]7]6)
M, 3 7 ]

012 3 456 7 8

Figure 4.1 — Exemple d’un ordonnancement quasi-actif et sa séquence asso-

ciée .

I’ensemble NS (pour Not Scheduled) des jobs non encore ordonnancés afin de
déterminer un sous-ensemble PF (pour Possible First) des jobs qu’il est néces-
saire de tester a la suite de 0. Unjob i qui n’appartient pas a I’ensemble PF est
un job pour lequel on sait que la séquence (c|i) ne ménera pas une solution
de cofit strictement inférieur au cotit minimal des solutions ne commengant
pas par cette séquence. En d’autres termes, ne pas explorer cette branche de
I’arbre de recherche ne fait pas augmenter la valeur de I’optimum.

En résumé, un sommet S peut étre vu comme une séquence partielle o, un
ensemble de jobs non encore ordonnancés NS contenant un sous-ensemble
PF de jobs a tester a la suite de . Une illustration est fournie sur la Figure 4.2.

o — (6/5|7]1143]2) NS
M 7 | 3 ] )
M| 5 11 A

M| 6 4 2 ]
01 2 3 456 7 8 9

PF

Figure 4.2 — Représentation d’'un sommet de 1’arbre de recherche.

Dans la suite, nous noterons S un sommet de ’arbre de recherche, o la
séquence des jobs ordonnancés au niveau du sommet S, NS les jobs non
ordonnancés et PF les jobs qui doivent étre testés en premiere position a la
suite de 0. Avant les filtrages, on a PF = NS.

4.3 Intégration des regles de dominance

Nous abordons dans cette section l'utilisation des regles de dominance au
sein de notre méthode arborescente.
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4.3.1 Ordonnancements actifs et dominances locales

De par le choix de modélisation, la méthode génere et évalue I'ensemble des
ordonnancements quasi-actifs. Or, on sait que 1’étude des ordonnancements
actifs est suffisante. Ainsi, si 'ordonnancement du job i a la suite de la sé-
quence ¢ crée un temps d’inactivité qui peut étre comblé par un autre job de
NS, alors le job est éliminé de 'ensemble PF du sommet correspondant a o.
Ce filtrage permet de ne considérer que les ordonnancements actifs lors de
I’exploration.

De la méme maniére, il est possible de restreindre davantage les ordon-
nancements a considérer, dans la mesure ou les ordonnancements LOWS-
actifs forment une classe dominante pour les quatre criteres étudiés (voir
Section 2.2.3). Lors de I'examen de S, si la séquence (c|i) n’est pas LOWS-
active, le job i est retiré de 'ensemble PF du sommet S. Cette procédure
est détaillée a 1'aide de 1’Algorithme 4.3. Le front d’adjacence du job i est
composé des derniers jobs de chacune des machines de la séquence o, que

1’on peut connaitre en O(m). L'algorithme 4.3 fonctionne donc également en
O(m).

4.3.2 Dominance entre ordonnancements partiels

Nous décrivons dans cette section 1'utilisation des regles de dominance RDy,
RD;, et RDy basées sur les ordonnancements partiels (voir Section 2.3). Ces
regles peuvent étre intégrées a la méthode exacte de deux maniéres diffé-
rentes : a ’aide d'une technique de No Good Recording ou dans une recherche
locale. Rappelons enfin qu'un ordonnancement partiel généré lors de 1'ex-
ploration peut-étre représenté par une séquence.

4.3.2.1 No Good Recording

L'utilisation d"un No Good Recording [64] permet 1'intégration des regles de
dominance RDj, RD;, et RDy. Cela consiste a mémoriser tout au long de I'ex-
ploration certains états des sommets visités. Lors de I’examen d’un sommet
de l'arbre de recherche, si un job i appartient a I'ensemble PF, on teste si la
séquence (c|i) est dominée par un état mémorisé. Si tel est le cas, 1'explo-
ration du sommet est inutile et i est supprimé de 1’ensemble PF. Lorsqu'un
sommet de 'arbre a été exploré, on ajoute 'état correspondant a 1’ensemble
des états mémorisés.

Le stockage des états visités se fait a 1’aide d’une table de hachage. Cette
derniére nous permet d’accéder rapidement aux états qui nous intéressent,
lors d"un test de dominance.

L’Algorithme 4.4 décrit la fagon avec laquelle les dominances sont testées
dans le No Good Recording.

Lors de I'utilisation d"un No Good Recording, le calcul d'une clé s’effectue a
partir des jobs ordonnancés, qui doivent étre triés par indices. Le calcul d"une
clé cotite donc O(nlogn). Pour savoir si deux états qui ont la méme clé sont
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Algorithme 4.3 : Algorithme LOWS-actif

Données : Une séquence (o|i) et un ensemble NS de job non encore

ordonnancés

Résultat : Un booléen qui indique si la séquence est LOWS-active au

niveau du job i

pour chaque job j € Adj(i) faire

sim

m(i) = m(j) alors
Calculer la date A; de disponibilité de la machine de i et j avant

le job j;
dC — C;— C(j,C(i,A)));
dF «— F(i,A;) + F(j,A — j) — F(i,Aj) — F(j, A);

si non((dF < 0) ou (dC < 0) ou (dF = 0et dC = 0)) alors
| retourner FAUX

sinon

Calculer la date A; de disponibilité de la machine m(i) avant le
job i;

Calculer la date A; de disponibilité de la machine m(j) avant le
job j;

min < min (C(i, A;), C(j, Aj)) ; max — max (C(i, A ) (], )),
min’ — min (C(i,A;), C(j, A;)) ; max" — max (C(i, A Ai));

dmin — min — min’ ; dmax — max — max’;
dF « F(i, ;) + F(j,A —j) — F(i,Aj) — F(j, &);
si non ((dF < 0) ou (dmin < 0) ou (dmax < 0) ou (dF = 0 et

dmin = 0 et dmax = 0)) alors
| retourner FAUX

retourner VRAI




90

Chapitre 4. Méthode exacte

Algorithme 4.4 : Algorithme de No Good Recording
Données : Une séquence o, une table de hachage Hash; et une table de

hachage Hashy,

Résultat : Un booléen qui indique si la séquence ¢ est dominée ou non

pour chaque séquence machine M;(c) faire
pour chaque séquence o1 € Hashy composée des mémes jobs que M; (o)

faire
| sioy domine M;(c) par RD; alors retourner VRAI

pour chaque séquence o, € Hashy, composée des mémes jobs que o

faire
si 0y, domine o par RD,, alors retourner VRAI;

Apparier les machines de o et celles de oy,;;

pour chaque appariement A faire
| si A(oy) domine A(o) par RDy alors retourner VRAI;

retourner FAUX

a comparer, il faut également pouvoir comparer leurs jobs. Le plus simple
est alors que les jobs soient triés, ce test cotite donc également O(nlogn).

4.3.2.2 Recherche locale

Il est également possible d’intégrer les regles de dominance a la méthode
exacte a I’aide d"une recherche locale. Afin de savoir si un job i peut étre éli-
miné de 'ensemble PF, un ensemble de séquences V est généré a partir de
la séquence (0(S)|i), ot 0(S) au sommet courant S. L'ensemble ) est obtenu
par exemple en échangeant le job i avec un job de ¢ ou en insérant ce der-
nier dans la séquence ¢. Ces opérations permettent de former de nouvelles
séquences qui composent V. Sil'une de ces séquences domine (¢(S)|i) selon
RD;; ou RDy, le job i est retiré de I'ensemble PF du sommet S. Dans notre
cas, il y a de l'ordre de n séquences générées. La comparaison selon RD,,
cotite O(m), celle selon RDy cotite O(m) également, donc la recherche locale
cotite O(nm). Afin d’améliorer la qualité de ces séquences, I’Algorithme 4.10
est utilisé.

La Figure 4.3 montre une séquence ¢ et ’ensemble de séquences générées
afin d’étre comparées a la séquence o. L’ Algorithme 4.5 décrit en détail cette
procédure.

4.3.2.3 Utilisation de RD;

La regle de dominance RD; (voir Section 2.3.1) caractérise une situation de
dominance entre deux ordonnancements partiels sur une machine. Pour le
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M, 4
M| 2 1

012 3 4 5

jobi |1 2 3 4
i [1.0 0 0
pi |32 1 4

Séquence courante et données

01 2 3 45 6
(a) échange de 2 et 3

1

2 1|
1 2 3 45
(c) échange de 4 et 3

M, 4

|
w2 B 1 ]

0 1 2 3 4 5 6

(e) insertion de 3 et 1

Figure 4.3 — Exemple de séquences générées lors d une recherche locale.

My 1|

B

0 2 3 4 5 6 7
(b) échange de 1 et 3

e -

012 3 4 5

(d) insertion de 3 avant 4

My 4|
M, 2 1 ]

01 2 3 4 5 6
(f) insertion de 3 et 2

Algorithme 4.5 : Algorithme de recherche locale

Données : Une séquence o qui termine par le job i

Résultat : Un booléen qui indique si le voisinage de ¢ la domine ou

non

pour chaque job k de o différent de i faire

| retourner VRAI

| retourner VRAI

retourner FAUX

Echanger les jobs k et i dans ¢ pour former une séquence ¢”;

si 0’ domine o par RDy, RD,, ou RDj, alors

Insérer le job i avant le job k pour former une séquence ¢’;
si o/ domine o par RD1, RDy, ou RDjy, alors
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No Good Recording, nous utilisons une table de hachage Hash; pour stocker
les états déja visités.Lorsqu’une séquence ¢ est étudiée, cette méthode teste
pour chaque séquence machine M;(c) s'il existe dans Hash; une séquence
sur une machine qui la domine. Dans ce cas, la séquence ¢ est dominée selon
RD;. Lorsqu'une séquence doit étre mémorisée, le No Good Recording recoit
un nouvel état composé des informations suivantes :

— les jobs de cette séquence,

— le cotit de cette séquence,

— la date de fin de cette séquence.

Lorsqu’une séquence o est testée selon la régle RDy, il y a au plus m com-
paraisons effectuées. Avant chaque comparaison, il faut vérifier que les deux
ensembles sont composés des mémes jobs, ce qui cotite O(n). Chaque com-
paraison cotite O(1) des lors que 'on a acces la somme des poids des jobs
non ordonnancés en O(1). Finalement, cette regle cotite O(mn).

4.3.2.4 Utilisation de RD,,

De la méme maniere que RDj, la regle de dominance RD,;, (voir Section 2.3.2)
peut étre utilisée dans un No Good Recording ou dans une recherche locale. Le
No Good Recording mis en place pour tester RD,, utilise également une table
de hachage Hash,,. Lorsqu’une séquence doit étre mémorisée par le No Good
Recording, 1’état suivant est ajouté a la table de hachage Hash,, :

— les jobs de cette séquence,

— le cotit de cette séquence,

— les dates de fin des machines de cette séquence.
Afin de déterminer si une séquence est dominée selon la regle RD,,, nous
savons qu’il faut calculer le décalage a droite minimal que subissent les
jobs non ordonnancés, si I'on échange une séquence par une aure. L’Algo-
rithme 4.6, qui détaille ce calcul, se comporte en O(m).

Algorithme 4.6 : Calcul du décalage A de O; par rapport a O,

Données : Deux ordonnancements partiels O; et Oy, ot les machines
sont indicées selon les dates de fin croissantes
Résultat : A

A0
pour j = 14 m faire
6 = C(M;(01)) — C(M;(02));
sid > Aalors A « §;
retourner A

Lorsque o7 et 0 sont comparées, le test de dominance de 1'une sur l'autre
s’effectue en O(m) sil’on connait Y ;cns w; en O(1).
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4.3.2.5 Utilisation de RDy

La regle de dominance RDy opére sur des sous-ensembles de machines
parmi deux séquences, composés des mémes jobs. Cette derniére n’utilise
pas de No Good Recording spécifique, elle utilise celui de RD,. Le point déli-
cat dans la mise en place de cette méthode de filtrage provient du fait qu’a
priori, on pourrait décider de comparer une séquence a n'importe quelle
autre séquence. Ce n’était pas le cas avec les regles de dominance RD; et
RD;;, ou I'on comparait seulement des séquences (sur une ou sur m ma-
chines) composées des mémes jobs. Pour RDy, il faut seulement qu’il existe
un sous-ensemble de machines sur une séquence ¢ et un autre sur une sé-
quence 0y composés des mémes jobs pour que nous puissions tester la regle.
Néanmoins, 'utilisation de cette regle a 1'aide d’un No Good Recording ne se
fait dans la méthode exacte qu’avec des séquences qui sont composées des
mémes jobs. Ainsi, si I'on cherche a savoir si une séquence ¢ est dominée
selon la regle RDy, elle sera uniquement comparée aux séquences qui sont
composées des mémes jobs que ¢. De plus, étant données deux séquences
o1 et 0y, il faut au préalable trouver un sous-ensemble de machines pour
chaque séquence qui soit composé des mémes jobs que 1’autre. Nous propo-
sons pour cela I’Algorithme d’appariement 4.7. L'idée consiste a colorer les
machines des deux ordonnancements de sorte qu'une couleur corresponde
a un appariement. On procéde de la manieére suivante : tant qu’il existe des
machines non colorées, on colore une machine M avec une nouvelle couleur
C et on mémorise dans P tous les jobs qui s’exécutent sur M. Pour chaque job
j de P, on consulte I’autre machine M sur laquelle j s’exécute, on mémorise
dans P tous les jobs de M, qui n’ont pas encore été mémorisés et on colore
M, avec la couleur C. On itére tant que 1’ensemble des jobs mémorisés P est
non vide. Lorsque P est vide, on a construit un appariement représenté par
la couleur C. Dans le pire des cas, comme on sait que les jobs de o7 sont les
mémes que ceux de 0, toutes les machines ont la méme couleur. Autrement
dit, il existe au moins un appariement qui implique I’ensemble des machines
des deux ordonnancements. Une fois la coloration des machines obtenue, la
regle RDj permet de dire si I'une des séquences est dominée ou non. Si l'on
suppose que 1’on accéde aux jobs d'une machine en O(1) al’aide d’une struc-
ture adaptée, cet algorithme a une complexité linéaire, puisqu’'un job ne peut
étre empilé plus d'une fois au cours de 1’algorithme.

On suppose ici que n > m. Dans l'algorithme d’appariement, une ma-
chine est visitée une fois et une seule. Globalement, la complexité de cet al-
gorithme est donc linéaire en fonction du nombre de jobs ordonnancés. Cet
algorithme cotite donc O(n). Une fois les appariements établis, la regle RDy
teste pour chacun d’eux si une séquence est dominée ou non. Comme une
machine appartient au plus a un appariement, la complexité du test de la
régle de dominance RDj est globalement de O(n).
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Algorithme 4.7 : Appariement des machines pour RDj par coloration

Données : 2 ordonnancements O; et O, contenant les mémes jobs
Résultat : Un ensemble d’appariements pour O; et Oy, représentés par

une coloration des machines

Initialiser 2 tableaux mach; et machy de sorte que mach[i] (resp.
machy[i]) corresponde au numéro de machine du job i dans Oy (resp.
0»);

Initialiser & 0 un tableau coul de taille 2m ot coul[i] représentera la
couleur de la machine i dans Oq sii < m et la couleur de la machine
i—mdans Oy sii > m;

Initialiser & 0 un tableau visit o visit[i] indiquera si le job i a déja été
visité ou non;

je L

couleur «+ 1;

tant que j < 2m faire
coul[j] < couleur;

Empiler dans P tous les jobs de la machine j;

tant que P est non vide faire

x « dépiler (P);

visit[x] «— VRAI

si coul [mach; [x]] = 0 alors

Empiler dans P tous les jobs i de la machine machy [x] tels
que visit[i]| = FAUX;

coul [machy [x]] — couleur;

[72)

i coul [mach;[x]] = 0 alors
Empiler dans P tous les jobs i de la machine mach;[x] tels

que visit[i] = FAUX;

coul [machy [x]] — couleur;

couleur «— couleur +1;

tant que coul[j] # Oet j < 2m faire
| jeitL
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4.3.3 Dominance entre jobs non ordonnancés

A chaque sommet S de I'arbre de recherche correspond un ordonnancement
partiel P et un ensemble de jobs non ordonnancés NS. La regle de dominance
portant sur les jobs non ordonnancés (voir Section 2.4) est utilisée pour ten-
ter de réduire I'ensemble PF. Pour chaque job k appartenant PF, on vérifie
qu’aucun job j appartenant a NS ne domine k par rapport a P. Lorsqu’un tel
job j existe, le job k est retiré de 'ensemble PF. Ce test cofite O(n?), puisque
’on va tester au plus n jobs dans le role de k, avec a chaque fois 7 jobs dans
le role de j. Enfin, une fois k et j fixés, conclure que k est dominé par j ou non
cotte O(n), a cause du calcul de w4 et de wsp.

4.4 Borne supérieure

Nous présentons ici '’heuristique utilisée au sein de la méthode exacte pour
initialiser la valeur de la borne supérieure. Cette initialisation est effectuée
par un algorithme glouton, qui est présenté dans la Section 4.4.1. Deux algo-
rithmes d’amélioration proposés par Jouglet [42] sont ensuite décrits. S’ap-
puyant sur les regles de dominances présentées dans le Chapitre 2, ils per-
mettent d’améliorer la solution construite par l'algorithme glouton. Nous
avons choisi d’utiliser une heuristique assez simple qui intégre les résul-
tats de dominance présentés dans le Chapitre 2. On peut néanmoins citer
plusieurs travaux relatifs aux heuristiques. Sur une machine, on peut men-
tionner les travaux de Hariri et Potts qui ont proposé une heuristique pour
le probleme 1|r;|w;C; [38]. Pour les cas non pondérés 1|r;| Y- C; et 1|r;| Y. T;,
Chu a proposé des algorithmes gloutons [25, 26]. Par ailleurs, Jouglet a pré-
senté des heuristiques pour les problemes 1|r;| Y- C;, 1|r;| X w;C;, 1|r;| X T; et
1|r;| ¥ w;T; basées notamment sur une utilisation efficace de regles de domi-
nance [42]. Dans le cas de machines paralleles identiques, Bilge et al. ont mis
en place une méthode tabou pour le probleme Pm||T; [16]. Une heuristique a
également été proposée par Alidaee et Rosa pour le probleme R|| Y w;T; [3].

4.4.1 Algorithme glouton

Nous allons voir dans cette section un algorithme glouton qui peut s’ap-
pliquer aux quatre criteres que nous étudions. Cet algorithme contruit des
ordonnancements actifs. Partant d’un ensemble NS de jobs a ordonnancer, il
construit pas a pas un ordonnancement complet. A chaque étape, une régle
de décision permet d’ordonnancer unjob x a la suite de I'’ordonnancement en
cours de construction. Dans cet algorithme se trouve la commande « Amélio-
rer P », cette dernieére fait référence aux algorithmes d’amélioration qui sont
présentés dans la Section 4.4.2.

L’Algorithme 4.8 HP [25, 42] construit des ordonnancements en choisis-
sant le job de plus grande priorité par rapport a une régle de priorité PR. A
chaque itération, on ordonnance un job x de I’ensemble PF de plus grande
priorité. En cas d’égalité, on choisit le job qui peut commencer le plus tot.
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Algorithme 4.8 : Algorithme Highest Priority

Données : Un ensemble NS de 7 jobs a ordonnancer

Résultat : Une valeur V,,,

t«—0; P« H,
tant que NS # O faire

PF {j € NS/rj < {lrgli\%}{max(t,rl) + pl}};

Choisir le job x € PF avec une régle de priorité PR. En cas

d’égalité, choisir x tel que max(t,ry) = {{nin} {max(t,7;)}. En cas
€PF

d’égalité, choisir le job x de plus faible indice;
NS «— NS~ {x}; P« (P|x);
Ameéliorer P;

Calculer la date t minimale de disponibilité d’une machine apres P;
retourner V,, < F(P)

Nous présentons maintenant la régle de priorité utilisée a I'intérieur de
cet algorithme. C’est une adaptation de la regle CPRTWT [42] pour le cas a
machines paralleles.

Notons J(P) la date a laquelle une machine devient libre apres 1’ordon-
nancement partiel P et NS 'ensemble des jobs non encore ordonnancés a
cette date. Notons (P|x) l'ordonnancement partiel formé de I’'ordonnance-
ment partiel P ainsi que du job x, ordonnancé le plus t6t possible a la suite
de P. Nous rappelons que F(j, t) indique le cotit du job j s'il est exécuté a la
date max(r;, t). La regle CPRTWT [42] adaptée, qui peut étre utilisé pour les
quatre criteres, s’exprime comme suit :

max Y. ¢iuP)p,

U;ENS} | (j,ens)
avecC

¢ = { : siF(j,6(P)) + F(L,6(Plj)) < F(L6(P)) +F(j,6(P|1)),

Lorsque 1'on doit ordonnancer des jobs a la suite de 1'ordonnancement
partiel P, la regle de priorité CPRTWT adaptée compare le cofit des jobs j
et [ lorsque j est ordonnancé avant / avec le cotit des jobs j et [ lorsque j est
ordonnancé apres /. Si le cotit dans le premier cas est inférieur au cotit dans
le second cas, cjp =1 Sinon, cj; = 0. Ainsi, en balayant I’ensemble des jobs
I pour chaque job j, le job j qui maximise c;; parait plus intéressant que les
autres. C’est donc celui qui est choisi pour suivre I’ordonnancement partiel
p.
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4.4.2 Algorithmes d’amélioration

Nous avons vu dans le Chapitre 2 plusieurs regles de dominance. Nous
avons tout d’abord étudié une classe dominante d’ordonnancements appelés
LOWS-actifs (voir Section 2.2.3). Nous avons également proposé des regles
de dominance portant sur les jobs ordonnancés dans la Section 2.3. Nous
présentons ici deux algorithmes proposés par Jouglet [42] qui permettent
d’améliorer la qualité des solutions construites par un algorithme glouton.
Ces deux algorithmes utilisent les résultats de dominance précedemment ci-
tés. Dans les deux algorithmes, on part d’une séquence o = ([1], [2],.. ., [i]).

Dans 1’Algorithme 4.9, le dernier job i de la séquence ¢ est étudié. Pour
chaque job j appartenant au front d’adjacence de i, on teste si o est LOWS-
active sur ces deux jobs. Si c’est le cas, rien n’est modifié. Dans le cas
contraire, la séquence résultat est construite a partir de ¢ en échangeant les
positions des jobs i et j. Cet algorithme a une complexité en O(m).

Algorithme 4.9 : Algorithme make-lows

Données : Une séquence o = ([1],[2], ..., [i])
Résultat : Une séquence o,
pour chaque job j € Adj(]i]) faire
si l'ordonnancement partiel obtenu a partir de o n’est pas LOWS-actif
sur les jobs j et [i] alors
0y «— echange(o, j, [i]);

retourner 0y;

retourner o;

Dans 1’ Algorithme 4.10, plusieurs séquences sont générées a partir de o.
Ces dernieres sont créées en échangeant le dernier job [i] de o avec un autre
job de la séquence, ou bien en insérant [i] en deuxjobs de ¢. Chaque nouvelle
séquence est créée de maniére incrémentale. A chaque pas, I’Algorithme 4.9
est lancé sur le dernier job de la nouvelle séquence en construction. Cela per-
met d’améliorer la qualité de la séquence obtenue. Dés lors qu'une séquence
construite est « meilleure » que ¢ selon RD,;, ou selon RD; (voir Section 2.3),
I’algorithme s’arréte en retourne cette séquence.

4.5 Bornes inférieures

4.5.1 Adaptation aux ordonnancements partiels

Les différentes bornes inférieures présentées dans le Chapitre 3 peuvent
étre utilisées au sein du Branch&Bound. Néanmoins, le calcul d’une borne
inférieure a un sommet quelconque de 1’arbre de recherche doit pouvoir
se faire avec des dates de disponibilité différentes pour les machines. Si
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Algorithme 4.10 : Algorithme make-better
Données : Une séquence o = ([1],[2], ..., [i])

Résultat : Une séquence 0,

x < 1; better +— FAUX;
tant que x < i — 1 et better = FAUX faire
Echanger les jobs [i] et [x] dans o pour former
oo = ({1}, {2}, {i});
pour k = 2 a i faire

| make-lows(({1},{2},...,{k}));

si o est meilleure que o alors
| better +— VRAI;

Insérer le job [i] avant [x] dans ¢ pour former
oy = ({1}, {2}, {i});
pour k = 2 a i faire

| make—lows(({l}, {2}/ sy {k}))/

si o est meilleure que o alors
| better — VRAI

si better = VRAI alors
| retourner o»;

sinon
| retourner c;
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certaines bornes inférieures peuvent étre calculées sous cette hypothese,
d’autres bornes ne peuvent plus étre appliquées. Pour parer a cette limita-
tion, nous proposons de réduire «artificiellement », lors du calcul de la borne
inférieure, les dates de disponibilité des machines a la plus petite d’entre
elles. On peut justifier cette relaxation en remarquant que le nombre de ma-
chines est bien souvent faible par rapport au nombre de jobs, ce qui tend a
limiter I'impact de cette relaxation.

4.5.2 Choix des bornes inférieures selon les critéres

L’examen des résultats numériques des bornes inférieures présenté dans la
Section 3.6 nous a conduit a faire les choix suivants. Pour la somme des dates
de fin, la méthode arborescente utilise la borne inférieure 1b,,,_ 105 —subsets-
Cette borne inférieure s’adapte aux dates de diponibilité différentes des ma-
chines. Pour le retard total, la borne utilisée est 10 |.,p,- Cette derniere est
obtenue a partir des bornes inférieures Ib| it €t ID| je50y4- Seule la premiere
de ces deux bornes s’adapte facilement aux dates de diponibilité différentes
des machines. Pour les criteres pondérés, c’est la borne [byf;y,r qui est utili-
sée. Ces choix sont motivés par le bon compromis qualité / temps que ces
deux bornes inférieures semblent offrir. En effet, les bornes inférieures étant
calculées a chaque sommet de ’arbre de recherche, une borne trop cotiteuse
en temps de calcul alourdirait considérablement la méthode.

4.6 Borne supérieure du makespan d’un ordon-
nancement actif

Nous décrivons maintenant le calcul d"une borne supérieure de la date de fin
d’un ordonnancement actif quelconque, que nous utilisons en tant qu’hori-
zon. Cela nous est utile au sein de certaines regles de dominance ainsi qu’au
sein de certaines bornes inférieures. Il a été prouvé récemment que le pro-
bleme de maximisation du makespan parmi les ordonnancements actifs était
NP-difficile [4]. L'heuristique que nous utilisons fonctionne de la maniére
suivante. On dispose d'un ensemble N de jobs a ordonnancer. On va reti-
rer des jobs a I'ensemble N au fur et a mesure de la procédure. Les jobs
sont indicés de sorte que r; < rp < ... < r,. Ensuite, on fait le raisonne-
ment suivant : entre les dates r; et r;;1, on regarde les jobs disponibles de
plus grandes durées et on compte le nombre minimal n; de ces jobs que l'on
va placer sur une machine sans dépasser la date r;; 1. Comme on a choisi
les jobs les plus grands, on sait que n; est le cas le plus défavorable (mi-
nimal). On sait donc qu’on placera au minimum m - n; jobs des lors qu’on
dispose de m machines. On retire alors que les m - n(i) jobs disponibles de
plus courtes durées de I'ensemble N (ou moins s’il ny a pas m - n(i) jobs dis-
ponibles a r;) et on passe a l'intervalle [r;,1,7;12]. Lorsque 'on se trouve sur
l'intervalle [r,,, +oo[, la valeur r, + % (Yien Pi — maXien pi) + max;ep p; est
une borne supérieure du makespan de tout ordonnancement actif. Cette der-
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niere formule mérite quelques explications. Lorsque 1’on a atteint r,,, tous les
jobs non encore ordonnancés sont disponibles. Autrement dit, on se retrouve
face a un probleme sans dates de disponibilité. On cherche alors a ordonnan-
cer ces jobs de sorte que 1'ordonnancement soit actif et que le makespan soit
maximal. Si on appelle i* le job de N de plus grande durée, le cas le plus
défavorable (celui qui maximise le makespan) est alors celui représenté sur la
tigure 4.4. La proposition 4.2 prouve ce résultat :

Proposition 4.2. Si l'on dispose de n jobs disponibles a la date 0, et si I'on note
p; = maXyen Pk, alors la quantité %(Zie N Pi — pi) + p] est une borne supérieure
du makespan de tout ordonnancement actif.

Démonstration. Supposons qu’il existe un ordonnancement actif O qui ter-
mine & une date Co telle que Co > +(Yxen Pk — PF) + p;- Il existe au moins
un job qui termine son exécution a la date Cp. Notons i ce job. Nous allons
calculer le temps d’occupation des machines w(O) de 1’ordonnancement O.
La machine m(i), sur laquelle s’exécute le job i, est occupée entre 0 et Cp,
puisque l'ordonnancement O est actif et que tous les jobs sont disponibles
a la date 0. Par ailleurs, les autres machines doivent terminer apres la date
Co — pi, sans quoi l'ordonnancement ne serait pas actif puisque 1’'on pourrait
avancer 1’exécution du job i sans retarder celle d'un autre job. Les machines
autres que m(i) sont donc occupées au minimum jusqu’a Cp — p;. Par défi-

nition, on a
Donc

Donc
ce qui entraine que

Or, on a supposé que

1 * *
CO>E(Zpk_pi)+pi/
keEN

donc, on peut écrire

w(0) >} px—p" +mp; — (m—1)p;.
K
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Dot
w(0) > ;Pk + (m—=1)(p} = pi).

Or, par définition de p;, on sait que p; — p; > 0, on obtient finalement :

w(0) > ; Pr-

Cette situation est impossible, ce qui conclut notre raisonnement par 1’ab-
surde. O

L’algorithme 4.11 décrit en détail ’ensemble du calcul d"une borne supé-
rieure du makespan d’un ordonnancement actif.

(L pi— pir) pir

i*

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17

Figure 4.4 — Cas le plus défavorable apres r,, (ici nulle).

4.7 Algorithme de Branch&Bound

Nous présentons maintenant 1’algorithme de Branch&Bound utilisé pour la
résolution exacte des quatre problémes étudiés.

4.7.1 Stratégie d’exploration

Nous avons choisi d’adopter une stratégie en profondeur d’abord. Cela nous
permet notamment de mettre a jour la valeur des bornes rapidement. Par
ailleurs, lors de 1’exploration d’un sommet et une fois que les regles de do-
minance ont filtré certains jobs, nous choisissons de tester en premier le job
de plus faible durée.

4.7.2 Description de 1’algorithme

L'algorithme 4.12 est décrit précisément dans cette section. La premiére étape
consiste a initialiser la borne supérieure UB. Pour ce faire, 1’algorithme glou-
ton présenté dans la Section 4.4.1 est utilisé. L'algorithme d’amélioration
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Algorithme 4.11 : Calcul d’une borne supérieure du makespan d"un or-

donnancement actif
Données : Un ensemble de jobs N indicés selon les dates de

disponibilité
Résultat : Une borne supérieure H
1+ 1;
tant que i < n faire
Calculer le nombre n(i) de jobs de N qu’on peut placer entre 7; et
ri+1. Pour cela, choisir les plus grands jobs disponibles de N;
Retirer les m - n(i) jobs disponibles de plus faibles durées de N (ou
moins lorsque le nombre de jobs disponibles a r; est strictement
inférieur a m - n(i));
i—1i+1;

1
retournerr, + — | Y_ p; —maxp; | +maxp;;
m\/en ieEN ieN

make-better est activé. Ensuite, I'examen des sommets de I’arbre de recherche
commence, avec une stratégie en profondeur d’abord. Un sommet S est re-
présenté par un triplet (o, NS, PF). L'examen d’un sommet S consiste a exa-
miner I’ensemble de ses fils. Ce dernier est obtenu a partir de 'ensemble PF,
qui indique quels sont les jobs qui doivent étre ordonnancés a la suite de ¢.
Un fils du sommet S représente la séquence (c|i), ott un job non ordonnancé i
a été ordonnancé a la suite de la séquence o du sommet S. Avant d’examiner
le sommet fils correspondant a la séquence (c|i), plusieurs tests sont lancés
pour savoir si cet examen peut étre évité. Ces tests correspondent a 1’appel
Filtrer(Fils) dans 1’algorithme. Voici 1’ordre dans lequel ils sont évalués :

1. borne inférieure triviale;
2. recherche locale.

La borne inférieure triviale calcule le cofit des jobs de I'ensemble NS du
sommet (o|i) lorsqu’ils sont ordonnancés a leur date de disponibilité corri-
gée, i.e. min(r;, t), out t représente la date minimale de disponibilité d’une
machine a la suite de la séquence (cli).

Lorsque ces tests n‘ont pas éliminé un sommet (c|i), ce dernier doit
étre examiné. Une nouvelle série de tests détermine les jobs de NS qui
appartiendront a PF, et ceux qui n’appartiendront pas a PF. C’est I'appel
FiltrerPF(Fils) qui réalise ces opérations. Voici cette série de tests :

1. dominance des ordonnancements actifs;

2. dominance des ordonnancements LOWS-actifs ;
3. No Good Recording et RD1 ;

4. No Good Recording et RD,, ;

5

. borne inférieure ;



4.8. Résultats numériques

103

6. No Good Recording et RDy;

7. dominance sur les jobs non ordonnancés.

La valeur de la borne supérieure est mise a jour tout au long de 1’algo-
rithme. L'algorithme termine lorsque tous les sommets ont été visités.

Algorithme 4.12 : Algorithme de Branch&Bound
Données : Un ensemble de jobs N

Résultat : Une valeur V*

Initialiser une pile Sommets;

Initialisation de la borne supérieure : UB < HP(N);
Racine — ({},N,N);

FiltrerPF(Racine);

Empiler(Racine,Sommets);

tant que non(pilevide(Sommets)) faire

S = (0,NS, PF) «tete(Sommets);

si PF # @ alors

i — PF[1];

Fils « ((oli), NS\ {i}, NS\ {i});

si Filtrer(Fils) # VRAI alors
FiltrerPF(Fils);
Empiler(Fils,Sommets);

sinon
| PF «— PF\{i};

sinon
S = (0, NS, PF) «dépiler(Sommets);
si NS = © alors
UB «— min(UB, F(0));
V* «— min(V*, F(0));
Mettre a jour les No Good Recording avec o;

retourner V*

4.8 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section les résultats numériques préliminaires
de la méthode exacte que nous avons proposée. Ces résultats sont rapportés
critere par critere. Nous présentons également des résultats permettant de
mesurer le role et 1'efficacité des regles de dominance.
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4.8.1 Schémas de génération des instances de test

Pour la somme des dates de fin et la somme pondérée des dates de fin,
nous avons adapté les schémas de Hariri et Potts [35] et ceux de Belouadah,
Posner et Potts [13]. Ces schémas dépendent d'un parametre R. Lorsque n, m
et R sont fixés, cinq instances sont générées : les valeurs de p;, r; et w; suivent
des distributions uniformes. Les valeurs de p; sont distribuées dans [1, 100},
celles de w; dans [1,10] et celles de r; dans [0,50.5nR/m]. Le parametre
R peut prendre dix valeurs différentes dans {0.2,0.4,0.6,1.0,1.25,1.5,1.75,
2.0,3.0}. Il y a donc 50 instances pour chaque couple de valeur (1, m).

Pour le retard total et le retard total pondéré, nous avons adapté les sché-
mas de Chu [24] ainsi que ceux d’Akturk et Ozdemir [2] pour le probleme
a une machine. Pour chaque taille d’instance n, et pour chaque nombre de
machines m, m générations de | £ | jobs et éventuellement une génération de
n—mx* |2 | jobs sont effectuées pour former l'instance. Ces générations sont
contrdlées par deux parametres « et . Les valeurs de r;, de p;, de d; et de
w; (dans le cas pondéré) sont générées selon des distributions uniformes : p;
dans [1,100], w; dans [1,10],7; dans [0, }_ p;] etd; — r; + p; dans [0, BY. p;i]. Le
parametre « prend quatre valeurs différentes {0,0.5,1, 1.5} et le parametre 8
trois valeurs dans {0.05,0.25,0.5}. Lorsque n, m, « et § sont fixées, 10 ins-
tances sont créées. Finalement, il y a 120 instances pour chaque couple de
valeurs (n,m).

4.8.2 Résultats de regles de dominance

Nous présentons dans cette section des résultats numériques relatifs aux
regles de dominance. Ces tests ont été effectués sur des instances de 10 jobs,
avec 2, 3, 4 ou 5 machines. Plusieurs configurations ont été testées, afin de
déterminer les méthodes de filtrage les plus efficaces. Ces résultats sont pré-
sentés dans deux tableaux distincts. Le Tableau 4.2 présente les résultats pour
la somme des dates de fin et la somme pondérée des dates de fin. Le Ta-
bleau 4.3 rapporte les résultats pour le retard total et le retard total pondéré.
La configuration « de base » utilise le filtrage des ordonnancements actifs et la
borne inférieure triviale. Les résultats de cette configuration correspondent
aux lignes «rien ». Les lignes suivantes rapportent les résultats de cette confi-
guration, a laquelle une ou plusieurs méthode(s) de filtrage ont été ajoutées.
Les sigles présents dans ces lignes sont expliqués dans le Tableau 4.1. Pour
chaque configuration, nous rapportons le temps de calcul en millisecondes
(colonne « cpu ») et le nombre de sommets visités par la méthode (colonne
« sommets »).

Le comportement des méthode de filtrage semble étre qualitativement
identique pour les quatre criteres. Nous dressons donc une analyse com-
mune aux quatre criteres.

Lorsqu’une seule méthode de filtrage est ajoutée a la configuration, on
peut apprécier le potentiel de chacune des méthodes. Si le filtrage des ordon-
nancements qui ne sont pas LOWS-actifs est utilisé, on peut constater que le
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sigle méthode de filtrage
lows | filtrage des ordonnancements LOWS-actifs
rdy regle RD; avec No Good Recording
rdpy regle RD,, avec No Good Recording
rdy regle RDy avec No Good Recording
ns regle sur les jobs non ordonnancés
local recherche locale

Tableau 4.1 - Sigles des résultats des méthodes de filtrage

nombre de sommets diminue sensiblement. Néanmoins, ce filtrage requiert
un certain temps de calcul, puisque cette configuration prend globalement
plus de temps que la configuration de base. Sil’on active uniquement la regle
de dominance RD; al’aide d"un No Good Recording, les résultats sont de mau-
vaise qualité. En effet, alors que le nombre de sommet reste sensiblement le
méme, le temps de calcul est multiplié par un facteur oscillant entre 3et 7. La
regle RDy seule obtient des résultats similaires a la regle de dominance RD;.
A l'inverse, la régle de dominance RD,, utilisée avec un No Good Recording
fournit d’excellents résultats. Elle permet de diviser le nombre de sommets
visités d’un facteur 20 environ. De plus, le temps est également réduit de
maniere significative. La régle portant sur les jobs non ordonnancés apporte
des résultats assez concluants : elle augmente légérement le temps de calcul
mais le nombre de sommets visités diminue de moitié. Enfin, la méthode de
recherche locale ne semble pas tres intéressante, puisqu’elle filtre tres peu de
sommets tandis qu’elle demande un temps de calcul supplémentaire assez
important.

La ligne « tout » rapporte les résultats lorsque toutes ces méthodes de fil-
trage sont utilisées conjointement. On constate que le nombre de sommets
est divisé d"un rapport oscillant autour de 50 par rapport a la configuration
de base. Le temps de calcul est divisé par 3 environ. Les lignes situées au-
dessus de celle-ci rapportent les résultats de I’ensemble des méthodes de fil-
trage sauf une. Lorsque seul le filtrage LOWS-actif n’est pas utilisé, quelques
sommets de plus sont visités, mais le temps de calcul diminue. Si tout est
utilisé sauf la regle de dominance RDj, le nombre de sommets ne diminue
par rapport a la configuration ot tout est utilisé. Par ailleurs, le temps de cal-
cul est pratiquement divisé par 2. On peut dresser le méme bilan concernant
la regle de dominance RDy : il n'y a pas plus de sommets visités lorsqu’elle
n’est pas utilisée et elle demande un temps de calcul non négligeable. Ces
résultats concernant les regles RD; et RD,;, sont en accord avec ceux obtenus
quand seules ces méthodes sont utilisées. L'utilisation de ces deux regles de
dominance ne semble pas intéressante, dans la mesure ot elle semble cofiter
et ne rien apporter. En revanche, lorsque la configuration compleéte est pri-
vée de l'utilisation de la régle RD,;,, on constate aisément que le nombre de
sommets et le temps de calcul sont multipliés par un facteur oscillant entre
10 et 20 suivant les criteres. Une fois encore, ce constat corrobore les résultats
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obtenus par RD,, seule, qui semble trés efficace au sein de la méthode exacte.
Lorsque la regle sur les jobs non ordonnancés n’est pas utilisée, on constate
que le nombre de sommets augmente de maniére visible. Le temps de cal-
cul semble a peu pres équivalent, méme si les résultats varient d'un critére a
I'autre. Enfin, la méthode de recherche locale semble, comme les regles RD;
et RDy, completement inefficace. En effet, elle ne permet pas de filter des
sommets et elle requiert un temps de calcul important.

Etant donnés le temps de calcul requis et ’absence de résultats, nous
avons décidé de ne pas utiliser de recherche locale dans la méthode exacte.
Concernant les regles RD; et RDy, nous avons lancé quelques tests supplé-
mentaires. Les résultats de ces tests apparaissent sur les trois derniéres lignes
de chaque tableau. La derniere ligne indique la configuration suivante : fil-
trage des ordonnancements LOWS-actifs, regle de dominance RD,, et regle
de dominance sur les jobs non ordonnancés. C’est la configuration que nous
décidé d’utiliser pour les résultats finaux. Lorsque 1’on ajoute a cette configu-
ration la regle de dominance RD1, on voit que les résultats sont équivalents,
au niveau du nombre de sommets comme au niveau du temps de calcul. Il
en va de méme pour la régle de dominance RDy.

x.GC Y wC
méthodes cpu sommets | cpu sommets
rien 554 5933 | 660 9363
lows 693 4096 | 1417 6400
rdq 1362 5597 | 2472 8343
rdy, 74 244 | 173 491
rdy 1323 4251 | 2595 6691
ns 922 3258 | 1404 4611
local 1844 5521 | 3652 8237
tout sauf lows 94 162 | 147 213
tout sauf rd; 79 144 | 131 206
tout sauf rd,, 872 2005 | 1668 3002
tout sauf rdj 77 144 | 129 204
tout sauf ns 77 214 | 227 426
tout sauf local 71 145 | 114 206
tout 126 144 | 205 204
lows+rdy+rd,;+ns 97 145 | 143 206
lows+rd,+rd+ns | 100 145 | 147 210
lows+rd,,;+ns 90 145 | 131 210

Tableau 4.2 — Résultats des méthodes de filtrage pour Pm|ri|}y.C; et
Pm|r;| Cw;C;
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YT, YwT;
méthodes cpu sommets | cpu sommets
rien 5292 69763 | 1702 24799
lows 5977 40514 | 5628 14659
rdq 28907 42121 | 12856 16354
rdm 553 1960 611 1306
rdy 24572 46227 | 13082 18886
ns 9088 44615 | 5916 14131
local 21869 44871 | 11275 16008
tout sauf lows 826 1234 406 432
tout sauf rd; 718 1208 371 422
tout sauf rd,, 23528 25155 | 8769 8823
tout sauf rd; 642 1209 355 423
tout sauf ns 937 1607 592 767
tout sauf local 529 1213 328 426
tout 1175 1208 551 422
lows+rdq+rd,,+ns 560 1215 367 427
lows+rd,+rdi+ns 687 1217 403 429
lows+rd,;+ns 468 1219 339 429

Tableau 4.3 — Résultats des méthodes de filtrage pour Pm|ri|}.T; et
Prmlri| S w;T;
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n| m cpu | sommets | non résolues

10| 2 12 12 0
3 16 14 0
4 27 20 0
5 36 26 0
10

20| 2 472 206 0
3 751 310 0
4 796 376 0
5 983 351 0
10| 17781 3032 0

30| 2| 11355 2085 0
3| 67772 10771 0
4| 76015 15940 1
5 | 100348 18862 2
10 | 161101 11635 2

40 | 2| 189529 11860 7

Tableau 4.4 — Résultats du Branch&Bound pour Pm|r;| Y- C;

4.8.3 Résultats préliminaires de la méthode exacte

Nous présentons dans cette section les résultats préliminaires de la méthode
exacte pour les problemes que nous étudions. Un tableau est présenté pour
chacun des criteres : le Tableau 4.4 pour la somme des dates de fin, le Ta-
bleau 4.5 pour la somme pondérée des dates de fin, le Tableau 4.6 pour le re-
tard total et le Tableau 4.7 pour le retard total pondéré. Les colonnes « cpu »,
« sommets » et « non résolus » indiquent respectivement le temps de calcul
moyen en millisecondes, le nombre moyen de sommets explorés et le nombre
d’instances non résolues dans le temps imparti, fixé a 30 minutes. Ces résul-
tats sont présentés par nombre de jobs et par nombre de machines. Lorsque
plus de 10 instances ne sont pas résolues pour une taille d’instances et un
nombre de machine fixés, on considére que la méthode ne sait pas résoudre
cette classe d’instances.

On peut constater que la taille des instances résolues reste assez faible.
Pour la somme des dates de fin, la méthode résout des instances allant jus-
qu’a 40 jobs sur 2 machines. La méthode arborescente proposée par Yalaoui
et Chu s’avére plus efficace au vu des résultats qu'ils présentent [65]. Pour les
autres criteres, ces résultats sont, a notre connaissance, les premiers présen-
tant une résolution exacte. Bien qu’ils soient encore d’un intérét limité étant
donnée la faible taille d’instances pouvant étre résolues, ils peuvent servir de
base a de futurs travaux.
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n| m cpu | sommets | non résolues

10| 2 116 106 0
3 227 196 0
4 254 150 0
5 385 154 0
10

20| 2| 93099 16278 0
3 | 111370 20712 6
4| 47873 10410 8
5
10 | 59830 3748 8

Tableau 4.5 — Résultats du Branch&Bound pour Pm|ri| Y- w;C;

n| m cpu | sommets | non résolues

10| 2 45 77 0
3 92 170 0
4 102 181 0
5 81 146 0
10

20| 2| 23956 12851 0
3| 261693 162948 8
4
5
10

Tableau 4.6 — Résultats du Branch&Bound pour Pm|ri| Y. T;

n | m | cpu | sommets | non résolues

10| 2| 368 264 0
3| 677 481 0
4| 805 511 0
5| 623 319 0
10

Tableau 4.7 — Résultats du Branch&Bound pour Pm|ri| Y- w; T;



110 Chapitre 4. Méthode exacte




Chapitre 5 111

Conclusion

Nous avons présenté dans cette these plusieurs contributions relatives
aux quatre problemes d’ordonnancement Pm|r;|Y.C;, Pm|r;| Y w;C;,
Pmlr;| ¥ T; et Pm|r;|w;T;. Ces contributions sont les suivantes :

— De nouvelles régles de dominance de natures différentes. A partir de
travaux menés sur une machine [42], nous avons proposé une nouvelle
classe d’ordonnancements dominants pour le cas a machines paral-
leles. Nous avons également proposé trois regles de dominance portant
sur des ordonnancements partiels. Ces regles permettent de comparer
deux ordonnancements partiels, sous certaines conditions, afin de dé-
terminer sil’un est dominé par I’autre ou non. Nous avons proposé une
regle de dominance portant sur les jobs non ordonnancés.

— Un panorama des bornes inférieures pour les quatre problemes. Nous
avons proposé plusieurs bornes inférieures, qui utilisent des relaxa-
tions différentes. Nous avons fournis des algorithmes efficaces pour
I’ensemble des bornes inférieures. Enfin, nous avons dressé une étude
numérique qui permet de comparer 1'efficacité des bornes, critere par
critere.

— Une méthode de résolution exacte pour les quatre criteres. Cette
contribution n’est pas encore achevée. Néanmoins, une premiere im-
plémentation permet de résoudre des instances de petite taille. Cette
implémentation permet de mesurer 1'efficacité des regles de domi-
nance, grace a plusieurs types d’intégration.

Plusieurs pistes de recherche nous semblent intéressantes a explorer :

— Une borne supérieure du makespan des ordonnancements actifs est uti-
lisée dans les regles de dominance et dans le calcul des bornes in-
térieures. La qualité de cette borne supérieure est déterminante dans
les méthodes qui I'utilisent. Nous pensons qu’il pourrait étre pertinent
d’approfondir cette question afin d’améliorer la qualité de cette borne
supérieure.

— Certaines des bornes inférieures ne s’adaptent pas naturellement
lorsque les machines ne sont pas disponibles a la méme date. Cette
limite ne permet pas une utilisation efficace de ces bornes au sein d"un
Branch&Bound. Une généralisation permettant pour prendre en compte
ce cas de figure semble intéressante, puisqu’elle pourrait améliorer les
résultats de la méthode arborescente.

— Il semble que de nouvelles régles de dominance peuvent étre mises en
place pour ces quatre problemes. Jusqu’a maintenant, quand un job est
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filtré pour succéder a une certaine séquence, la machine sur laquelle
il serait ordonnancé n’a aucune importance. Il nous semble que cette
information pourrait étre utilisée. Nous pensons en particulier que la
regle de dominance sur les jobs non ordonnancés pourrait alors étre
généralisée.
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Notations

Pour un jobi:

ri date de disponibilité
pi durée

d; date échue

w; poids

Pour un job ordonnancé i :

C; date de fin

T; retard

F; cotit

start; date de début

C(i,t) date de fin si start; = max(t,7;)
F(i,t) cottdujobsi C; = C(i, t)

Adj(i)  front d’adjacence

m(i) indice de la machine sur laquelle est executé le job i
P(i) ensemble des jobs qui précedent i dans la séquence
A; date de disponibilité de la machine m (i) avant I’exécution du job i

Pour une séquence 0 :

O(o) ordonnancement obtenu a partir de la séquence o
(oli) séquence obtenue en concaténant le job i a la fin de la séquence o
Fo(o) colit associé aux jobs de ¢ au sein de I’ordonnancement O

Cmax(0) date de fin de la séquence o
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Pour un ordonnancement O :

a(0) séquence en bijection avec I’'ordonnancement O

M;(O)  ordonnancement machine extrait de O formé des jobs de la machine i
M(O,n) sous-ordonnancement partiel de O formés des jobs des machines j, ou1j € 7
V(0) ensemble des ordonnancements voisins de O générés par

échange et insertion du dernier job de O

Diverses notations :

N ensemble des jobs a ordonnancer

NS ensemble des jobs non encore ordonnancés

PF ensemble des jobs non encore ordonnancés qu’il est nécessaire de tester
n sous-ensemble d’indices de machines

H I"'horizon
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Titre Ordonnancement sur machines paralleles : minimiser la somme des
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Résumé Nous étudions quatre problemes d’ordonnancement sur ma-
chines paralleles. Ces quatre problemes different par le critere que l'on
cherche a minimiser : la somme des dates de fin, la somme pondérée des
dates de fin, le retard total ou le retard total pondéré. Les jobs a ordonnan-
cer sout soumis a des dates de disponibilité. Nous avons proposé pour ces
quatres problémes plusieurs regles de dominance. Une étude des bornes
inférieures a également été réalisée. Enfin, nous avons proposé une méthode
de résolution exacte utilisant les regles de dominance ainsi que les bornes
inférieures.
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Abstract We study four parallel machines scheduling problems. These pro-
blems are different by the criterion to minimize : the total completion time,
the total weighted completion time, the total tardiness or the total weighted
tardiness. Jobs can not be processed before release dates and preemption is
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