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❧✬♦❜st❛❝❧❡ ♠❛❥❡✉r ✿ ✐❧ ❡st ❢♦rt ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s✉r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣✳
▲❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s ♦♥t ❛✉ ✜❧ ❞❡s ❛♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ét✉❞✐é ❞❡s
q✉❡st✐♦♥s s✉❜t✐❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❡♥r✐❝❤✐ ❧❡ ❜❡st✐❛✐r❡ ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✶ ❡t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❜✐❡♥ sûr ❝♦♥♥✉ ❞❡
t♦✉s ❧❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s ❀ ✐❧ s✬✐♠♣♦s❡ ❛✈❡❝ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛r❢❛✐t❡✱ ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s❡r
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ s❛♥s ❛❧é❛✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧✬❡♥tré❡
❢r❛❝❛ss❛♥t❡ q✉✬✐❧ ✜t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥✲
♥é❡s ✾✵✱ r❡st❡ ♠♦✐♥s ❝♦♥♥✉✱ ❡t ❝✬❡st ❜✐❡♥ ♥♦r♠❛❧✱ ❝❛r ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s❡ ✈❡✉✐❧❧❡
❛✉ ❞é♣❛rt ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬♦✛r❡ ❧❛
♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❡♥ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❛✉ st❛❞❡ ❡♠✲
❜r②♦♥♥❛✐r❡✳

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s✱ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s
q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t ♣♦s❡r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✉✐ êtr❡ ❞♦♥✲
♥é❡ t♦✉t ❞✬✉♥ ❜❧♦❝✱ ♥✬❡st ❞é✈♦✐❧é❡ q✉❡ ♣❡t✐t à ♣❡t✐t✱ ❛✉ r②t❤♠❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
♣♦sé❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❥❡✉ ♦ù ✐❧ ❢❛✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ✈✐s❛❣❡
❞✬✉♥❡ ❝é❧é❜r✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ❝❛s❡ ♣❛r ❝❛s❡ ❧❡ ♠❛sq✉❡
q✉✐ r❡❝♦✉✈r❡ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❞é✜♥✐r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❞❛♣tés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛✲
♣✐tr❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ré❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥
❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡ s❡ ♣♦rt❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ② ♣rés❡♥✲

✶❱♦✐r ❬❲✐❦❪✳
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t❡r♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ❡t ❡♥
❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳
❯♥❡ ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ r❡❝❤❡r❝❤é✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❛♥s ❧❡
q✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t
❝❡ q✉✬❡st ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥ ♠♦♥tr❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t✱
❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✈ér✐✜❛♥t
❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ s②♠étr✐❡✳
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Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

■❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥ t❤é♦r✐❡✱
❞✬❛✈♦✐r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧✬❛ss✉r❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs s♦♥t ❝♦♠♠✉♥❡s à
t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞❡ ❞♦✉t❡✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♠❡♥t❛❧❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✱
❧✬✐♠❛❣✐♥❛t✐♦♥ s✉rt♦✉t ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❡t ❧❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s❛✈♦✐r✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉✈♦✐r✱ à ❧❛
❞❡♠❛♥❞❡✱ ❞é♥✉❞❡r ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛ér✐❡♥♥❡s✱ ♣♦✉r ❡♥ ré✈é❧❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❧♦✲
❣✐q✉❡ ♣r❡♥❛♥t r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❛❞♠✐s ♣❛r t♦✉s✱ ♦✉ ❜✐❡♥
❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❛❞♠❡ttr❡ q✉❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t
❥✉st✐✜❛❜❧❡ ❡t ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❡♥t❡♥❞✉ ❡①♣r✐♠❡r ❧✬♦♣✐♥✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ s❡r❛✐t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉ r✐❣♦✉r❡✉①✱ tr♦♣ ♣❡✉ ♣♦✉r êtr❡
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝r♦✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡
s✬❛❣✐t q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞✉ t❡rr❛✐♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t r✐❣♦✉r❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❧❡✉r ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦✉rr❛ ♣❛r❛îtr❡ ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❧♦✉r❞ ❀ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧à ♣♦✉r
❛❧♦✉r❞✐r ♦✉ r❛❧❡♥t✐r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❢❛✐t q✉❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡
❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✱ à ❝❡tt❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♣rès q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡
✓ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✔✱ q✉✐ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳

✶✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s

❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❝❡❧❧❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ♦♥ ❞é❝r✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳ ▲❡s ❡♥✲
tré❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦❞és ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s✳

❚r❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❝♦❞é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦ts✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❞❡ s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞❡ ❧❡ttr❡s✱ ❧❡s ❧❡ttr❡s ét❛♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐
✜①é✳ P♦✉r ✉♥❡ r❛✐s♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ♣❧✉s t❛r❞✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦❞❡r ❧❡s ❡♥tré❡s
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s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣r♦❝❤❡✱ ♠❛✐s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❣❛r❞❡r ❡♥ têt❡ q✉✬✉♥❡ ❡♥tré❡ ❡st ✉♥ ♠♦t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿

w = u1u2 . . . un −→ f : i 7→ ui

◗✉❛♥t ❛✉ ❢♦r♠❛t ❞❡ s♦rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡st❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✈❛❣✉❡✱ ♣♦✉r
❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞♦✐t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ✳ ✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
✓ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✔✱ ♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ✭✓ ✈r❛✐ ✔
♦✉ ✓ ❢❛✉① ✔✮✳ ▼❛✐s ♦♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s
❢♦r♠❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♥❝♦♥❣r✉❡s ✿ ❡♥t✐❡rs✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❣r♦✉♣❡s✱ ❣r❛♣❤❡s✱ ❡t❝✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡s✲
tr❡✐♥t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❡s ✓ ♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✔✳ ❙✐ ❧✬ ❧❡s ❡♥tré❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ♠♦ts✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s t♦✉s ❧❡s ♠♦ts
❡♥ ❡♥tré❡ s♦♥t s✉♣♣♦sés ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s I✱ J ✱ R✱ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❡ S ⊆ JI ❡t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❞❡ S ❞❛♥s R✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡ P s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ q✉✐♥t✉♣❧❡t✶ (I, J,R,S , f)✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S s♦♥t ♥♦♠♠és ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ P✳ I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❡♥tré❡s✱ J ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡t R ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

❙✐ |J | = 2✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ P ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❜✐♥❛✐r❡✳
❙✐ R = B = {⊤,⊥}✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ P ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ❧✬❛✐r ❜❛r❜❛r❡✱ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬✐❧❧✉str❡r✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷

❖♥ ❝♦❞❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s n ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

ñ :

(

[⌊log2 n⌋ + 1] → [2]
i 7→

⌊

2−i · n
⌋

mod 2

)

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ñ(i) ❡st ❧❡ i✲è♠❡ ❜✐t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ n ✖ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ 0 ❀ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

n =

⌊log2 n⌋
∑

i=0

2i · ñ(i).

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✬❡❧❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t
s✉r 0, 1, . . . , ⌊log2 n⌋✱ 42 ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r (0 1 0 1 0 1)✳ ■❧ ② ❛

✶■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♦❜s❝✉r❡s t♦✉t❡ ♥♦t✐♦♥ ✉♥ t❛♥t s♦✐t ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ q✉✐♥t✉♣❧❡t ❞✬♦❜❥❡ts ❞✐✈❡rs✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à
s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♦✉ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❝♦♠♠❡ ç❛✳
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❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s ❡t ❧❡s s✉✐t❡s
✜♥✐❡s ❞❡ 0 ❡t ❞❡ 1 t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ 1 ❀ ❛✐♥s✐ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡✱ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ w
✓ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ✔✱ ❧✬❡♥t✐❡r ŵ t❡❧ q✉❡ ˜̂w = w✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ ♣♦✉r
❝❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ❡st ⌊log2 n⌋ + 1✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ t✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✓ ❧✬❡♥t✐❡r n
❞❡ t❛✐❧❧❡ t ❡st✲✐❧ ♣r❡♠✐❡r ❄ ✔ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ t❛✐❧❧❡ t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ñ ❛ ♣♦✉r ❞♦♠❛✐♥❡ [t] ❡t ✈ér✐✜❡ ñ = 1✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝
❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ I = [t]✱ J = [2]✱
S =

{

w ∈ JI/w (t− 1) = 1
}

✱ R = {⊤,⊥} ✖ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r à ❢❛✐r❡ à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✖ ❡t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉

f(w) =

{

⊤ s✐ ŵ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r
⊥ s✐♥♦♥

.

❉é❥à ❞❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ S ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ str✐❝t ❞❡ JI ✳ ❖♥
❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✓ à ♣r♦♠❡ss❡ ✔ ✖ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡
♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡st t♦t❛❧ ✖ ❝❛r ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ S r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦♠❡ss❡ q✉❡
❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t✱ ❥✉st❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s S ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ I ❡t J ✈❛✐❧❧❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [t] ❡t [2] ♥♦✉s ❞✐t q✉❡
❧❡s ♠♦ts ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ t✱ s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t {0, 1}✳ ▲à✲❞❡ss✉s S ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ❝❡ r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❛ ♣r♦♠❡ss❡ q✉❡ ❝❡s ♠♦ts t❡r♠✐♥❡♥t
♣❛r 1✱ ♣r♦♠❡ss❡ ❞♦♥t ♣♦✉rr♦♥t ❢❛✐r❡ ✉s❛❣❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❤❛r❣és ❞❡ rés♦✉❞r❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❀ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❡♥ s♦♠♠❡s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❧à✳

❊♥ ❛tt❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s♦♥ é❝r✐t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♥♦❞✐♥✱
♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞é✜♥✐r ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
I ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r n ét❛✐t
⌊log2 n⌋ + 1✱ ♠❛✐s s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡♥t✐❡r n ♣❛r s♦♥ é❝r✐t✉r❡
❡♥ ❜❛s❡ 3✱ s❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ⌊log3 n⌋ + 1✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ t♦✉t❡s ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❝❡s ❝♦❞❛❣❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ✈♦✉❧♦✐r ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡r q✉✬❛✉① ♥♦♠❜r❡s ✐♠♣❛✐rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛✉t 1✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
✓ ❢❛❝✐❧❡ ✔✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ♦♥ ❞✐t q✉✬♦♥ ❛ ❛✐♥s✐
❞é✜♥✐ ✉♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸

P ′ = (I ′, J ′, R′,S ′, f ′) ❡st ✉♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P = (I, J,R,S , f) s✐
I ′ = I✱ J ′ = J ✱ R′ = R✱ S ′ ⊆ S ❡t f ′ = f |S ′ ✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✈❡rs❡s ❛✉tr❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❛✛❛✐❜❧✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ P = (I, J,R,S , f)✱ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡s ré♣♦♥s❡s
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♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R✱ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡t q✉✬♦♥
s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛✐t ❢♦rt ❜✐❡♥ ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ✓ ❝❛té❣♦r✐❡ ✔ ❧❛
ré♣♦♥s❡ s❡ tr♦✉✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥s q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐✲
♠❛❧✐té ♥♦✉s ❛②♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ q✉❡s✲
t✐♦♥ ✓ ❝♦♠❜✐❡♥ ❧✬❡♥t✐❡r n ✭❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡✮ ❛✲t✲✐❧ ❞❡ ❞✐✈✐s❡✉rs
♣♦s✐t✐❢s ❄ ✔ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té s✬♦❜t✐❡♥❞r❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✓ 2 ✔ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s 2✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❛ss❡
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,R,S , f) à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
P ′ = (I, J,R′,S , f ′) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ π : R → R′ t❡❧ q✉❡ f ′ = π ◦ f ✳ ❈❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ s❡r❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P ′ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ R′ = B ❀ ♦♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ P ′ ❡st
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭é❧é♠❡♥t❛✐r❡✮ ❛ss♦❝✐é à P✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s q✉❡
P ′ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✬✐♠♣♦s❡
❞✬❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❉❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✬✐❧s s♦♥t ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s ✈✐❛ ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❡♥tré❡s✱ ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥❞✐❝❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹

❉❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s P = (I, J,R,S , f) ❡t P ′ = (I ′, J ′, R′,S ′, f ′)
s♦♥t ❞✐ts ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s α, β, γ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ I
❞❛♥s I ′✱ ❞❡ J ❞❛♥s J ′ ❡t ❞❡ R ❞❛♥s R′✱ t❡❧❧❡s q✉❡

• S ′ =
{

β ◦ x ◦ α−1/x ∈ S
}

❡t
• ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱ f ′

(

β ◦ x ◦ α−1
)

= γ (f(x))✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦ù ❧❡s
✐♥st❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❛✈♦✐r t♦✉t❡s ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S✱ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡
s ∈ S ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ Ps✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✻

❘❡♣r❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té s✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s✳ ▲❛ ❝❤♦s❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❡t
❜♦♥♥❡ à ❢❛✐r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉✬❛❜♦r❞ ♦♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ Pt ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✱ q✉✐
❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✓ ❧✬❡♥t✐❡r n ❞❡ t❛✐❧❧❡ t ❡st✲✐❧ ♣r❡♠✐❡r ❄ ✔✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té ❡st ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t ❛ss♦❝✐❡ Pt✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t P ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❧✉s ✐❧
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs s♦♥t ❝♦❞és ✖ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡✳

P♦✉rq✉♦✐ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t
♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✓ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✔ ❄ ❈❡❧❛ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
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❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✖ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s
✖ s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P : s ∈ S 7→ Ps✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té
ét✉❞✐é❡ s✉r P ♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ❞é✜♥✐❡ s✉r S✳ ➪ ♣❛rt✐r
❞❡ ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ λ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡
❛✉tr❡✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥s✲
t❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✉❜t✐❧✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❛♥t✐❝✐♣❡r
s✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✱ ♦ù
❧❡ rô❧❡ ❞❡ S ❡st t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✼✱
q✉✐ é♥♦♥❝❡ ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦♥ ♣❛s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ♠❛✐s ❞❡ ❧❡✉r r❛♥❣✷✳

■❧ ❢❛✉t ♣ré❝✐s❡r ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛t❡✉rs
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞ q✉❡ s♦♥t O✱ Ω ❡t Θ✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ é❝r✐r❛✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ P : s ∈ S 7→ Ps✱ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❝♦♠♠❡ ✓ λ(s) = O (µ(s)) ✔✱ ❝❡❧❛ s✐✲
❣♥✐✜❡r❛✱ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s s ∈ S ✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉s s❛✉❢ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ✖ ♦♥ ❛✐t |λ(s)| ≤ C |µ(s)|✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ♣❛s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥
♣♦✉rr❛✐t ❧❡ ♣❡♥s❡r à t♦rt✱ ❞✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✈r❛✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ µ(s) ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t s✬é❝r✐r❡ ✓ λ(s) = Oµ(s)→+∞ (µ(s)) ✔✱
♠❛✐s ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ✈r❛✐❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st
✓ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✔✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬é♥♦♥❝é
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✻✳

✶✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡

■❧ ❡st t❡♠♣s ❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t s❡r❛✐t ✿ ✓ q✉❡❧ ❡st
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐té s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ s✐ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡st ♣r❡♠✐❡r ❄ ✔✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s
♣❛s à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té ❡t ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐✲
♥✐st❡s ♣❛r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳

❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡✲
♠❛♥❞❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x(4)✱ ❧✬❡♥t✐❡r ♣❛ssé ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ ♠♦✐♥s 5✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥✬❡st ❤❛❜✐❧✐té à
rés♦✉❞r❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❉✐s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦tr❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐✲
s✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r 6✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉① ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✸✷ ❡t ✻✸ ✐♥❝❧✉s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛

✷❱♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✳
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x(4) =?

0 1

x(0) =?

x ❡st ♣r❡♠✐❡r ✿ ⊤ x ♥✬❡st ♣❛s ♣r❡♠✐❡r ✿ ⊥

x ♥✬❡st ♣❛s ♣r❡♠✐❡r ✿ ⊥

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té

t♦✉❥♦✉rs r❛✐s♦♥ q✉❛♥❞ ♦♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r✱ ♠❛✐s ❡♥s✉✐t❡ ✐❧
r❛❝♦♥t❡ ✉♥ ♣❡✉ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉♦✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r 37✱ q✉✐ s✬é❝r✐t 100101 ❡♥
❜✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❛ r❛✐s♦♥ ❀ ♠❛✐s ♣♦✉r 39✱ q✉✐ s✬é❝r✐t 100111 ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ s❡ tr♦♠♣❡✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st s❛ ❤❛✉t❡✉r ♠♦✐♥s
1✱ ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ♣♦s❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❡st ❞❡ 2✱ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛tt❡✐♥t❡
❞ès q✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r ♣❛ssé ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ✐♠♣❛✐r✳

▲❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
❧❡ ❢❛✐r❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛❧❛♠❜✐q✉é❡✱ ❝♦❧❧❛♥t ❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥ ❞❡
❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦✉♣❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥
❞❡✉① ♣❤❛s❡s q✉✐ s❡ s✉❝❝è❞❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡s ❧❡s ♣❤❛s❡s ✶ ❡t
✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✶✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡
♠❛✐s ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ s♦♥ ❝ôté ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s q✉✬✐❧ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✷✱
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✱ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t i ❞❡ I s✬✐❧ tr❛✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ (I, J,R,S , f)✱
❡t r❡ç♦✐t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ j ∈ J ✱ q✉✬✐❧ ❧✉✐ ❡st ❛❧♦rs ❧♦✐s✐❜❧❡ ❞❡ st♦❝❦❡r ❞❛♥s ✉♥❡
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✈❛r✐❛❜❧❡ ♣ré✈✉❡ à ❝❡t ❡✛❡t✳ P✉✐s ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✶✱ ❡t❝✳✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝✐❞❡ q✉✬✐❧ ❛ t❡r♠✐♥é ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ R✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é❞✐é❡✳

❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ x

❈♦♠❜✐❡♥ ✈❛✉t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ i ❄

✶✵ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

✷✵ ❉❖ ✭❣r♦s ❝❛❧❝✉❧s✮

✸✵ ❥ ❁✲ ❘❊◗❯❊❚❊✭✐✮

✹✵ ■❋ ✭♣❛s ❢✐♥✐✮

❚❍❊◆ ●❖❚❖ ✷✵

✺✵ ❉❖ ✭❣r♦s ❝❛❧❝✉❧s✮

✻✵ ❖❯❚P❯❚ ✭r❡s✉❧t❛t✮

x(i) ✦

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡



✶✹
❈
❍
❆
P
■❚
❘
❊
✶✳

P
❘
➱
▲
■▼

■◆
❆
■❘
❊
❙

R
R

R
I

R
J

R
d

♣❤❛s❡ ✷♣❤❛s❡ ✶

M1

O

M0 Mk· · ·

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
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◗✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ q✉❛♥❞ ♦♥ ❥✉①t❛♣♦s❡ ❞❡✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❄ ▼❡tt♦♥s
q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞❛♥s k ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ✿ s♦♥ ét❛t ❡st ❝♦❞é ♣❛r
✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs e1, . . . , ek q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ E✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞❛♥s l ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ❡t s♦♥
ét❛t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦❞é ♣❛r ✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs f1, . . . , fl q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥
❡s♣❛❝❡ F ✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ré✉♥✐s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ s②stè♠❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞♦♥t ❧✬ét❛t ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (ei, fj)✳
❖r q✉❡❧ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞♦♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡s
❜❛s❡s ❞❡ E ❡t ❞❡ F ❄ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ E ⊗ F ✳

❆✉ ❧❡❝t❡✉r ♥♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✱ ♥♦✉s ♦✛r♦♥s
❧❛ ❜rè✈❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r s✐♠♣❧❡ ❜✉t ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❧❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❢❛✐r❡✳ ▲❡
❧❡❝t❡✉r q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡s é❝❧❛✐r❝✐ss❡♠❡♥ts ♣♦✉rr❛ s❛✉t❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❡t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① K✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s E ❡t F ♠✉♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s
❜❛s❡s (ei)i∈I ❡t (fj)j∈J ✱ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ E ⊗ F ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥
K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ q✉✐ ✈✐❡♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡
· ⊗ · : E × F → E ⊗ F t❡❧❧❡ q✉❡ (ei ⊗ fj)i∈I,j∈J ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ E ⊗ F ✳

❙✐ E ❡t F s♦♥t ♠✉♥✐s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s 〈·, ·〉✱ E⊗F ♣♦ssè❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

〈

ei ⊗ fj , ei′ ⊗ fj′
〉

= 〈ei, ei′〉
〈

fj , fj′
〉

✳

❙✐ E ❡t F s♦♥t ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s✉r
E ⊗ F ♣❛r (ei ⊗ fj) ·

(

ei′ ⊗ fj′
)

= (ei · ei′) ⊗
(

fj · fj′
)

✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✐♠♣♦sé❡s à E ❡t F ✱
❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ E ⊗ F ❡st t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛✉tr❡ ❡s♣❛❝❡ G✱ ❧❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ E ⊗ F ❞❛♥s G s✬✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❛✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡ E × F ❞❛♥s G✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✽

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r très ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❡st ❝❡❧✉✐
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s Mn (K) ❡t Mm (K)✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ✿
Mn (K)⊗Mm (K) ❡st✲❡❧❧❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♥♥✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❡①♣r✐♠❡r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❄ P♦✉r ② ré♣♦♥❞r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝r✐r❡ s❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧✲
❣è❜r❡✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ K✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✱ Mn (K) ❡t Mm (K)
s♦♥t ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡s Ei,j ✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ 0
à ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ 1 ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s❡ (i, j)✳ ▲❡s Ei,j ⊗Ek,l✱ ♣♦✉r i, j ∈ {1, . . . , n}
❡t k, l ∈ {1, . . . ,m}✱ ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Mn (K) ⊗ Mm (K)✱ q✉✐ ❡st
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K

nm ❡♥ t❛♥t q✉❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳

❘❡❣❛r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
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(Ei,j ⊗ Ek,l)
(

Ei′,j′ ⊗ Ek′,l′
)

=
(

Ei,jEi′,j′
)

⊗
(

Ek,lEk′,l′
)

=
(

δji′Ei,j′
)

⊗
(

δl,k′Ek,l′
)

= δ(j,l)(i′,k′)
(

Ei,j′ ⊗ Ek,l′
)

(Ei,j ⊗ Ek,l)
(

Ei′,j′ ⊗ Ek′,l′
)

= δ(mj+l)(mi′+k′)
(

Ei,j′ ⊗ Ek,l′
)

.

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té t✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ l ❡t k′ s♦♥t
❝♦♥✜♥és à {1, . . . ,m}✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (j, l) ❡t (i′, k′) s♦♥t é❣❛✉① s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ mj + l = mi′ + k′✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♠è♥❡ à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ λ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

λ :

(

Mn (K) ⊗ Mm (K) → Mnm (K)
Ei,j ⊗ Ek,l 7→ Em(i−1)+k,m(j−1)+l

)

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ λ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♥t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡
r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ✈r❛✐ ❝❛r✱ ❞❛♥s Mnm (K)✱
♦♥ ❛

Em(i−1)+k,m(j−1)+lEm(i′−1)+k′,m(j′−1)+l′

= δ(m(j−1)+l)(m(i′−1)+k′)Em(i−1)+k,m(j′−1)+l′
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❝❡❝✐ ✿

λ
[

(Ei,j ⊗ Ek,l)
(

Ei′,j′ ⊗ Ek′,l′
)]

= λ(Ei,j ⊗ Ek,l)λ
(

Ei′,j′ ⊗ Ek′,l′
)

.

❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s A ❡t B s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ (i, j) ❞❡ A ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A[i, j].B✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛

(

1 2
0 −1

)

⊗





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 =

















1 2 3 2 4 6
4 5 6 8 10 12
7 8 9 14 16 18
0 0 0 −1 −2 −3
0 0 0 −4 −5 −6
0 0 0 −7 −8 −9

















.

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❛✉ss✐ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛✲
tr✐❝❡s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝❛rré❡s✳ P♦✉r Ei,j ∈ Mn,m ❡t Ek,l ∈ Mp,q✱ ♦♥ ♣♦s❡
Ei,j ⊗ Ek,l = Epi+k,qj+l✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❡r A
❡t B ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ❝❛s❡ (i, j) ❞❡ A ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A[i, j]B✳

❘❡✈❡♥♦♥s à ♣rés❡♥t à ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱
❝❤❛q✉❡ ✓ ✜❧ ✔ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ r❡❣✐str❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐♥❢♦r✲
♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ t♦✉s ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ♦♥
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❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ t♦✉t ét❛t ❣❧♦❜❛❧ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞✬ét❛ts
s✉r ❝❤❛q✉❡ r❡❣✐str❡ ✖ ❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ✈r❛✐ ♥✐ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥✐ ❡♥
❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳

❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ✶ ❝❤❛♥❣❡ ✉♥ ét❛t ❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❛✉tr❡ ét❛t✳ ❚r❛❞✉✐s♦♥s ❝❡❧❛ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ E st❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❧✬ét❡♥❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✱ ❡t ❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✱ à t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ E✖ ❝❡❧❛
s❡♠❜❧❡ ♣rés❡♥t❡r ♣❡✉ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♠❛✐s ❡♥ ❛✉r❛ ♣❧✉s t❛r❞ ♣♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ♣r♦❝é❞és ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡M ❞❡ E ❞❛♥s E ❧❛✐ss❛♥t ❧❛ ❜❛s❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ E st❛❜❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❧✬♦♥ é❝r✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ M ❞❛♥s ❧❛
❜❛s❡ E✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✓ 1 ✔ ❡t ❞❡ ✓ 0 ✔ ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥
✓ 1 ✔ ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥✈✐❡♥t

M =













0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 1













.

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s à ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♥♦♠ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾

❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✓ 0 ✔ ❡t ❞❡ ✓ 1 ✔ ❡t ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
✉♥ ✓ 1 ✔ ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡
♠❛tr✐❝❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ré✈❡rs✐❜❧❡s✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❀ ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✶ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ❡♥ ✓ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡
❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❝♦✉r❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉s❞✐t❡✸ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ✔✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s x✳

▲❛ ♣❤❛s❡ ✷✱ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ❝♦♥s✐st❡ à ❞❡♠❛♥❞❡r ❝♦♠❜✐❡♥ ✈❛✉t
x(i) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés❡r✈❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ i ❡t
j✱ ❡t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ✐❧ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ✷✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ j ❞❡✈✐❡♥t x(i)✳

■❧ ❡st t❡♠♣s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♠❛rq✉❡r♦♥s ♣❛r
|i) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧✬ét❛t i ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥
♥♦t❡r❛ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ✿

|i) |j) =❞❡❢ |i) ⊗ |j)
❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣❤❛s❡ ✷

❛✐♥s✐ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✿

O′
x |z) |i) |j) = |z) |i) |x(i)) .

✸❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ 1 ❡t ❞❡ 0 ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ 1 ♣❛r
❝♦❧♦♥♥❡✳
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z r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥❝❡r♥é ♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡

O′
x = ■⊗Ox,

♦ù Ox ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Ox |i) |j) = |i) |x(i))✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐
I = [4]✱ J = [7]✱ q✉❡ ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ❞é✜♥✐❡ ♣❛r x(0) = 6✱ x(1) = 6✱ x(2) = 1 ❡t
x(3) = 4✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

Ox =





















0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 1 0 0





















.

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✵

❘é❡①❛♠✐♥♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ tr❛❞✉✐r❡ ✐♥❢♦r✲
♠❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ séq✉❡♥t✐❡❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

✯ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✯

r❡s✉❧t❛t ❁✲ ✵

❛✉① ❁✲ ✵

✐ ❁✲ ✵

❥ ❁✲ ✵

✯ ♣❤❛s❡ ✶ ✯

✯ ♣❤❛s❡ ✷ ✯

❥ ❁✲ ①✭✐✮

✯ ♣❤❛s❡ ✶ ✯

s✐ ❥ ❂ ✵ ❛❧♦rs ❛✉① ❁✲ ✶

✐ ❁✲ ✹

✯ ♣❤❛s❡ ✷ ✯

❥ ❁✲ ①✭✐✮

✯ ♣❤❛s❡ ✶ ✯

s✐ ❛✉① ❂ ✵ ❡t ❥ ❂ ✵ ❛❧♦rs r❡s✉❧t❛t ❁✲ ✶

✯❢✐♥✯

r❡♥✈♦②❡r r❡s✉❧t❛t
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▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s✉❧t❛t✱ ❛✉① ❡t ❥ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❀
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ s✐① ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❛♥s
❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡❧❧❡ ♥✬❡♥ ♣r❡♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❞❡✉① ✿ r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡
❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝❡♥sé rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❛❧✐té ❞❡s
❡♥t✐❡rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✐①✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ à 6×2×2×2 = 48 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
▼❡tt♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐✈❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s r❡❣✐str❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ✿ ✐✱ ❥✱ ❛✉①
♣✉✐s r❡s✉❧t❛t✱ ♦r❞r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s s❡
❢♦r♠❛❧✐s❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ ✿

✯ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✯ ❖♥ ♣❛rt ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
















1
0
0
0
0
0

















⊗
(

1
0

)

⊗
(

1
0

)

⊗
(

1
0

)

♣✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✯ ♣❤❛s❡ ✶ ✯

■48

✯ ♣❤❛s❡ ✷ ✯

Ox ⊗ ■4

✯ ♣❤❛s❡ ✶ ✯

















0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

















⊗









0 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









⊗ ■2

✯ ♣❤❛s❡ ✷ ✯

Ox ⊗ ■4

✯ ♣❤❛s❡ ✶ ✯

■6 ⊗

























0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
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✯ ❢✐♥ ✯ ❙✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ |z) ⊗
(

1
0

)

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

r❡❥❡tt❡ ❧✬❡♥t✐❡r ✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❛♥♥♦♥❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ✖✱ s✐♥♦♥

❝✬❡st q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ |z) ⊗
(

0
1

)

❡t ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✬❛❝❝❡♣t❡✳

❖✉tr❡ ❧❡s r❡❣✐str❡s s❡r✈❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥ r❡❣✐str❡ ❞és✐❣♥é ♣♦✉r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✜♥❛❧❡
q✉✬✐❧ ✈❛ ❞♦♥♥❡r✳ ❖♥ ❞✐t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❞♦♥♥❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ r ∈ R
s✉r ❧✬❡♥tré❡ x ∈ JI ❧♦rsq✉❡ s♦♥ ét❛t ✜♥❛❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ |z) ⊗ |r)✱ ♦ù z
❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✶

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,R,S , f)✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✲
t❡r♠✐♥✐st❡ A ♣♦✉r P ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r d ❡t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (M0, . . . ,MT )
❞✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ R

R ⊗ R
d ⊗ R

I ⊗ R
J ❞♦♥♥és ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞ét❡r♠✐✲

♥✐st❡s✹ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ A rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱

πRMTOxMT−1Ox · · ·OxM0 |0) = |f(x)) ,

♦ù

• |0) =











1
0
✳✳✳
0











✱

• Ox ❡st ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R
I ⊗ R

J ❞é✜♥✐ ♣❛r Ox |i) |j) = |i) |x(i))✱
• (|r))r∈R ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞❡ R

R ❡t
• πR ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ R

R ⊗ R
d ⊗ R

I ⊗ R
J s✉r R

R✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r πR |r) |z) |i) |j) = |r)✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P = (I, J,R,S , f)
❧♦rsq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱ A ré♣♦♥❞ f(x) s✉r ❧✬❡♥tré❡ x✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
P ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s
rés♦❧✈❛♥t P✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✷

✓ ❱♦✉s ❛✈❡③ ❞♦✉③❡ ❜✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❛ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥
♣♦✐❞s ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s ♦♥③❡ ❛✉tr❡s✳ ❖♥ ✈♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜❛❧❛♥❝❡ à ❞❡✉① ♣❧❛✲
t❡❛✉①✱ s❛♥s ❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ♥✐ ♣♦✐❞s✳ ❉❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ♣❡sé❡s ❛✈❡③✲✈♦✉s ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜✐❧❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❄ ✔

❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t ✿ ✐❝✐ I s❡r❛✐t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ {1, . . . , 12}✳

✹❱♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾



✶✳✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ❈❆▲❈❯▲ P❘❖❇❆❇■▲■❙❚❊ ✷✶

✶✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

◆♦✉s êtr❡ ❛♣❡s❛♥t✐s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❡♥ ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é
✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛✉ss✐ ♣❡✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①♣♦s❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✉✐✈❛♥ts✱ à ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❱♦②♦♥s ❝❡❧❛✳

▲✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st t♦✉❥♦✉rs ✜①é ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♥♦té❡ |0)✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥
❞❡s ♣❤❛s❡s 1 ❡t 2 ❡st r❡s♣❡❝té❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ 2 ❝♦♥s✐st❡
t♦✉❥♦✉rs à ♣♦s❡r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✳ ▼❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ♣❤❛s❡
1✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ♣r♦❝é❞❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ é❝r✐t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣ré❢éré✱ ♦♥ ✐♥✈♦q✉❡ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛❧é❛ à
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❝❡s t✐r❛❣❡s s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t très ❜✐❡♥ ❧❡s ❢❛✐r❡ t♦✉s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ❛✉ ❞é❜✉t✱ ❛✈❛♥t
❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❞✉ ♠♦✐♥s s✐ ❧✬♦♥ s❛✈❛✐t ❞❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ t✐r❛❣❡s ♦♥ ✈❛
❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥✳ ❖✉ ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ 1 ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ Tω

❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(ω)✱ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❞❡t❡r♠✐♥é ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
{Tω, ω ∈ Ω}✳ ❙✐ ❧✬♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s p(ω) s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t q✉❡

∑

ω∈Ω

p(ω) =

1✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s
❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s s♦✉r❝❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✸

❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❡t
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✈❛✉t 1✳

P❡✉t✲êtr❡ ❡st✲✐❧ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐st❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❝❡❧❧❡✱ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❢❛✐r❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡
s✉✐✈❛♥t❡✳

❋❛✐t ✶✳✶✹

❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
A =

∑

i∈I

p(i)Mi✱ ♦ù ❧❡s Mi s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✺ ❡t p ❡st ✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r I✳

Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A ❞❡ t❛✐❧❧❡ n × k✳ ▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❛s❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× k ❡st k✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳

✺❱♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾✳
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❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ A ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r
à k✱ ♥♦t♦♥t m ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❡♥tré❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ A ❀ m < 1✳
❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ j✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ij t❡❧❧❡
q✉❡ Aij ,j ≥ m✳ ❙♦✐t M ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× k ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Mi,j =

{

1 s✐ i = ij
0 s✐♥♦♥

.

❖♥ ❛✱ ❡t ❝✬❡st ♣❡✉ ét♦♥♥❛♥t✱ A = mM + (1−m) 1
1−m (A−mM)✳

❖r M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t 1
1−m (A−mM) ✉♥❡ ♠❛✲

tr✐❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❡st str✐❝✲
t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ A✱ ❝❡ q✉✐ ❝❧ôt ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ �

❆✐♥s✐✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ A =
∑

i∈I

p(i)Mi✱ ❝✬❡st

❝♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(i) ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ Mi✳
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✿ à ❝❤❛q✉❡
♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♦♥ ♣❡✉t r❛❝❝♦r❞❡r ❛✉t❛♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ❝❤❛❝✉♥❡
♠❡♥❛♥t à ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ét❛♥t
❝❤♦✐s✐❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜①é❡✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ♦♥
❛ r❡♣r❡s❡♥té ✉♥ ❝❤♦✐① ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛r ✉♥ ❤❡①❛❣♦♥❡✱ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s q✉✐ ❡♥ ♣❛rt❡♥t✳

▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✖ q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♥✬❛②❛♥t
q✉✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ▲❛ ❣r❛♥❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡st
q✉❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♥❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡♥✲
s♦r✐❡❧s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬ét❛t

1

2
(|0) |0) + |1) |1))

♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ |ϕ) |ψ)✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡ ✉♥ ét❛t ❡♥❝❤❡✈êtré✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣r♦♣r❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱
❝❡❧❛ tr❛❞✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts A ❡t B✱ s❡
♣r♦❞✉✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1

2 ✱ ❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s
q✉❡ A s❡ ♣r♦❞✉✐t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ B s❡ ♣r♦❞✉✐t✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡ q✉❛s✐♠❡♥t ♠♦t ♣♦✉r ♠♦t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,R,S , f)✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ A ♣♦✉r P ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r d✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (M0, . . . ,MT ) ❞✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡ R

R⊗R
d⊗

R
I ⊗ R

J ✳
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❖♥ ❞✐t q✉❡ A rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱

∥

∥πf(x)MTOxMT−1Ox · · ·OxM0 |0)
∥

∥

1
≥ 1 − ε,

♦ù

• |0) =











1
0
✳✳✳
0











✱

• Ox ❡st ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R
I ⊗ R

J ❞é✜♥✐ ♣❛r Ox |i) |j) = |i) |x(i))✱
• πr✱ ♣♦✉r r ∈ R✱ ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ R

R ⊗ R
d ⊗ R

I ⊗
R

J s✉r |r) ⊗ R
d ⊗ R

I ⊗ R
J ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r πr |r′) |z) |i) |j) =

δr,r′ |r) |z) |i) |j)✱ ❡t
• (|r))r∈R ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞❡ R

R✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ ε✱ q✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐sé❡✱ ❡st ❞❡ 1

3 ✳ ▲❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ε t❡❧s q✉❡ A rés♦✉t P ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✳

x(0) =?

10

▲✬❡♥t✐❡r ❡st ❝♦♠♣♦sé✳

1
3

2
3

x(4) =?

x(3) =?

0 1 0

1

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❯♥ ❜♦✉t ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
♣r✐♠❛❧✐té

◗✉❛♥❞ ♦♥ ✜①❡ à x ∈ S ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤♦✐① ❢❛✐ts q✉❛♥❞ x ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
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❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ s♦✐t s✉✐✈✐ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés r❡♥❝♦♥tré❡s
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞é❝✐❞❡r
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t ❞é❝✐❞é❡s ❛✈❛♥t
♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❞é❜✉t❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥té t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
❢❛✐t ✶✳✶✾✳

◆♦t♦♥s PA (x,A) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
r❡q✉êt❡s A ∈ I∗ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡st x✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r✲
♠❡❧❧❡ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ s✉✣s❛♥t❡✱ ♠❛✐s ♣❛r ❛❝q✉✐t ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❡♥ ✈♦✐❝✐ ✉♥❡
♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞é✜♥✐r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
PA (x,A. (i)) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t PA (x,A) ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ A ❡❢✲
❢❡❝t✉❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ i s❛❝❤❛♥t q✉✬✐❧ ❛ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❡✛❡❝t✉é ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s
A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻

❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ P ❡st ✉♥ q✉✐♥✲
t✉♣❧❡t (I, J,R,S , f) ❡t A ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ (M0, . . . ,MT ) ❞✬❡♥❞♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡ R

R ⊗R
d ⊗R

I ⊗R
J ✳ ◆♦t♦♥s πi ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦✲

❣♦♥❛❧❡ s✉r R
R ⊗ R

d ⊗ |i) ⊗ R
J ✳ ❆❧♦rs

PA (x, (i0, . . . , ir−1)) =
∥

∥πir−1Mr−1Oxπir−2 · · ·Oxπi0M0 |0)
∥

∥

1

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡ ♣❛ss❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡ ✿ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱
❛✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Πi s✬❛ss✉r❡
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ i✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r❡✐❧❧❡♠❡♥t P

r
A

(x) ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A r❡♥✈♦✐❡ ❛✉ ✜♥❛❧ ❧❛ ré♣♦♥s❡ r ∈ R
q✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡st x✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
πr ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺✱

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✼

P
r
A (x) = ‖πrMTOxMT−1Ox · · ·OxM0 |0)‖1 .

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣ré❝✐s❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♠❛❧❡♥t❡♥❞✉s✱
❝❡❧❧❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝❛❝❤❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ s❡ ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès q✉✬à ❧❡✉rs ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s✱ ✐❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t t♦✉t à
❢❛✐t ✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❞✉ ♠♦✐♥s q✉❛♥❞ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡st ❞✉ t②♣❡
❛✉t♦r✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ x ∈ S ✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ✿ s✐ x ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t
♠❛❧❣ré ❝❡❧❛ très ❜✐❡♥ ❛❞♦♣t❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts t♦✉t à ❢❛✐t ❞✐✛ér❡♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✽

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s A ❡t A ′✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
P = (I, J,R,S , f)✱ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱
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• ♣♦✉r t♦✉t A ∈ I∗ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s T ✱ PA (x,A) = PA ′ (x,A)✱ ❡t
• P

r
A

(x) = P
r
A ′ (x)✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣ré❝✐s❡r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s✐♦♥s✱ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

❋❛✐t ✶✳✶✾

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ P♦✉r t♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ A ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té p : Ω → [0; 1]✱ ♦ù Ω ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐✲
♥✐st❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ✱ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à A ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡
❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱

• ♣♦✉r t♦✉t A ∈ I∗ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s T ✱ PA (x,A) =
∑

D∈Ω

p (D) PD (x,A)✱

❡t
• P

r
A

(x) =
∑

D∈Ω

p (D) P
r
D

(x)✳

◆♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s PD (x,A) ❡t P

r
D

(x)✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡
❢❛✉t ♣❛s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ✈✉❡ q✉❡ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✈❛❧❡♥t t♦✉❥♦✉rs 0 ♦✉ 1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ s❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s
❧❡ ❞ét❛✐❧✱ ❝✬❡st ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ✿ ❧❡s ❝❤♦✐① ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ êtr❡ ✜①és ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s
❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ✓ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✔✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ét❛♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✖
♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧é❛ ❝❤♦✐s✐✳

❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❨❛♦✱
q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❉✐s♦♥s ❞ès à ♣rés❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❡ ♣r♦♣r✐été éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧✲
❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ✉♥ ✐♥st❛♥t✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s
✓ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s ✔ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡
s❡♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞♦♥♥❡r à ❝❡tt❡ ♣❤r❛s❡ ❀ ❡♥ t♦✉t ❝❛s ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ s❛✐t ❧❡
❢❛✐r❡✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❨❛♦ ♥✬❛✱ ❧✉✐ ♥♦♥ ♣❧✉s✱ ♣❛s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t
q✉❛♥t✐q✉❡ ❝♦♥♥✉✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ♦♥t été ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ✖ ✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❞●❘✵✷❪✳

✶✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡

◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ♣ré♦❝❝✉♣❡r♦♥s ♣❛s ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥✲
t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝é❧é❜r✐ss✐♠❡ t❤é♦r✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
s✐ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❞és✐r❛✐t ❡♥ s❛✈♦✐r ♣❧✉s s✉r ❝❡t ❛s♣❡❝t ❞❡s ❝❤♦s❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s
❧✉✐ r❡❝♦♠♠❛♥❞❡r ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ◗✉❛♥t✉♠ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r ◆♦♥✲P❤②s✐❝✐ts
❞✬❊❧❡❛♥♦r ❘✐❡✛❡❧ ❡t ❲♦❧❢❣❛♥❣ P♦❧❛❦ ❬❘P✾✽❪✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧✬❤✐s✲
t♦r✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❋❡②♥♠❛♥ ❬❋❡②✽✷❪
q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❛✈♦✐r ✐♥❞✐q✉é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡
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❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✱ ❡t ❉❡✉ts❝❤ ❬❉❡✉✽✺❪ q✉✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦♣♦s❛ ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✳

P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦r♠❡❧ ❛❞♦♣té ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✶✳✶✶ ❡t
✶✳✶✺✱ ✐❧ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡s
❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♥♦♥ ♣❧✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♠❛✐s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❘❛♣✲
♣❡❧♦♥s ❞♦♥❝ s✬✐❧ ❡♥ ét❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✵

❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ U à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡st ❞✐t❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐ U∗U = I✱
♦ù U∗ = tŪ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❞❥♦✐♥t❡ ❞❡ U ✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❧✬ét❛t
❞✉ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥ ✈❡❝✲
t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ✖ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ✖ ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ 2 ✈❛✉t 1✳ P♦✉r ♠❛rq✉❡r ❝❡tt❡
❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❡t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ |·)✱ q✉✐ s❡r❛ rés❡r✈é❡
❛✉① ✈❡❝t❡✉rs st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt |·〉✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ t♦✉s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣r✐s
❧❛ ♣❡✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❜✐t✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♣ré✲
❝✐s❡r ❝❡ q✉✬❡st s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❧❡ q✉❜✐t✱ ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s
q✉❡ r❛r❡♠❡♥t ❝❡ t❡r♠❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉✬✉♥ ❜✐t✱ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦✉ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❡st r❡♣r❡s❡♥té ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❆❥♦✉t❡r ✉♥ ❜✐t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♣✉✐sq✉❡
t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞é❝r✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣♦rt❛♥t
log2(d) ❜✐ts✳ ■❧ ♥✬❡♥ ✈❛ ♣❛s ❛✉tr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s q✉❜✐ts✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st q✉❡ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ré❡❧s✱ ♠❛✐s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥
❜✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ R

2✱ ✉♥ q✉❜✐t ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ C

2✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❛❝t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡st ❞❡
♣❡♥s❡r q✉✬✉♥ q✉❜✐t ✓ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✔ q✉✬✉♥ ❜✐t ❝❛r ✐❧ ✓ ✈✐t
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❧✉s ❣r♦s ✔✳ ❈✬❡st ❢❛✉①✳ ❯♥ q✉❜✐t ♥❡ ❝♦❞❡ ♣❛s ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ q✉✬✉♥ ❜✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬✉♥ ❜✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥❡ ❝♦❞❡ ♣❛s
♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✉♥ ❜✐t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t é♥♦♥❝❡r ❡t ❞é♠♦♥tr❡r t♦✉t à ❢❛✐t r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❡t q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s
❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ✔ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ é♥♦♥❝é
❡t ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✶ ❞❡ ❬◆❈✵✵❪✳ ◆♦✉s ❧❡ ✈❡r✲
r♦♥s✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ rés♦✉❞r❡
❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ r❡q✉êt❡s q✉❡ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✕ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♠♦✐♥s ❞r❛st✐q✉❡✳
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▲❡ s❡✉❧ ♣❡t✐t ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✜①é❡ ❞❡ ♥✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡r q✉❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ox✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
Ox |i) |j) = |i) |x(i))✱ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ U ❡st ❞✬êtr❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❡t Ox ♥❡ ❧✬❡st
q✉❡ s✐ x ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ r❛✐s♦♥✲
♥❛❜❧❡ ❢❛✐t ❧✬❛✛❛✐r❡✳ ➪ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
q✉❛♥t✐q✉❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥é ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ Ox

s❡ ❞ét❛❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣❛rt ❛❞♦♣t❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

O◦
x |i〉 |j〉 = |i〉 |j ◦ x(i)〉 ,

♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(

J × J → J
(j, j′) 7→ j ◦ j′

)

❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ◦ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ x ❀ à ❧❛ r✐❣✉❡✉r✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠ê♠❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥
◦ ❞✐✛ér❡♥t ♣❛r r❡q✉êt❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ J = [|J |]✱ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r
◦ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ |J |✱ ♥♦té❡ ⊕✳ ◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ◦ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ ré❡❧❧❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♦♥ é❝r✐r❛ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s s✐♠♣❧❡♠❡♥t Ox à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ O◦

x✳
❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❞é✜♥✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✶

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,R,S , f)✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
q✉❛♥t✐q✉❡ A ♣♦✉r P ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r d ❡t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (M0, . . . ,MT )
❞✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ C

R ⊗ C
d ⊗ C

I ⊗ C
J ✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ A rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱

P
f(x)
A

(x) ≥ 1 − ε,

♦ù ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ P
r
A

(x) ✈❛✉t ‖πrMTOxMT−1Ox · · ·OxM0 |0〉‖2
2✱ ♦ù

• |0〉 =











1
0
✳✳✳
0











✱

• Ox ❡st ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R
I⊗R

J ❞é✜♥✐ ♣❛r Ox |i〉 |j〉 = |i〉 |j ⊕ x(i)〉✱
• (|r〉)r∈R ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞❡ R

R ❡t
• πr ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ R

R ⊗ R
d ⊗ R

I ⊗ R
J s✉r |r〉 ⊗

R
d ⊗ R

I ⊗ R
J ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

πr |s〉 |z〉 |i〉 |j〉 =

{

|r〉 |z〉 |i〉 |j〉 s✐ s = r
0 s✐♥♦♥

.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡
ε✱ q✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐sé❡✱ ❡st ❞❡ 1

3 ❀ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ A



✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙

❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ε t❡❧s q✉❡ A rés♦✉t P ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r
❛✉ ♣❧✉s ε✳

❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r✱ ❡t ❝✬❡st ♠ê♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡✱ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(

R → R
r 7→ P

r
A

(x)

)

❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r R✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ MTOxMT−1Ox · · ·OxM0 |0〉 ❡st ✉♥
✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t q✉❡ ❧❡s πr s♦♥t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❞❡✉①✲à✲❞❡✉①
♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✻ t❡❧s q✉❡

∑

r∈R

πr = 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t

|ψx〉 = MTOxMT−1Ox · · ·OxM0 |0〉✱ ♦♥ ❛

∑

r∈R

P
r
A

(x) =
∑

r∈R

‖πr |ψx〉‖2
2

=

∥

∥

∥

∥

(

∑

r∈R

πr

)

|ψx〉
∥

∥

∥

∥

2

2

= ‖■ψx‖2
2

∑

r∈R

P
r
A

(x) = 1

■❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❞❡s ♣♦rt❡s ❞❡ r❡q✉êt❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ s♦✐t O′

x✱ ♣❛r
s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✳ O′

x ❛❣✐t s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r C
I ✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

O′
x |i〉 = (−1)x(i) |i〉 .

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❡st q✉✬❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ❝✉r✐❡✉s❡♠❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ❡✛❡t x ∈ S

❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ x̄ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✱ ♦♥ ❛✐t x(i) = 1 −
x̄(i)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♦ù ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ♣♦rt❡s
Ox ♣❛r ❧❡s ♣♦rt❡s O′

x✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ P
r
A

(x) =
P

r
A

(x̄)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ O′
x ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡

❞❡ r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s✉r x ♥❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès ❛✉ ♠✐❡✉① q✉✬à {x, x̄} ✿ ✐❧ ♥♦✉s
s❡r❛ t♦✉t à ❢❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ x ❡t x̄✳

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r Ox ♣❛r O′
x s❡r❛✐t ❞❡ tr✐❝❤❡r ❛❧❧è❣r❡♠❡♥t ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐✲

s❛♥t O′
x ♥♦♥ ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐s♦❧é❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥trô❧é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥ ré❛❧✐té ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Ax ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Ax |ε〉 |i〉 = |ε〉
[

O′
x
ε |i〉
]

= (−1)ε·x(i) |ε〉 |i〉 ,

♦ù ε ∈ {0; 1}✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs Ax
|0〉+|1〉√

2
|i〉 = 1√

2

(

|0〉 + (−1)x(i) |1〉
)

|i〉✱ ❡t ✐❧
♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à t❡st❡r s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r r❡❣✐str❡ ❝♦♥t✐❡♥t |0〉+|1〉√

2
♦✉ ❜✐❡♥ |0〉−|1〉√

2
❀

✻❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧s q✉❡ πr ◦ π′
r = 0 q✉❛♥❞ r 6= r′✱ s♦✐t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❞❡s

♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ q✉❡ ❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r |ψ〉 ♦♥ ❛ ‖(πr + πr′) |ψ〉‖2

2 = ‖πr |ψ〉‖
2
2 + ‖πr′ |ψ〉‖2

2 s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬❛♣rès
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P②t❤❛❣♦r❡✳
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❧❛ ❝❤♦s❡ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡
ét❛✐t ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ |i〉 ❡t − |i〉✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r |0〉+|1〉√

2
❡t |0〉−|1〉√

2
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❝♦♠♠❡ |0〉 ❡t |1〉✱ ❡t ❛❣✐r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛✉r❛✐t ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❛
♣♦rt❡ Ox✱ ♠♦❞✉❧♦ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ U t❡❧❧❡ q✉❡

U |ψ〉 |i〉 |j〉 =

{

|ψ〉 |i〉 |j〉 s✐ |ψ〉 = |0〉+|1〉√
2

|ψ〉 |i〉 |1 − j〉 s✐ |ψ〉 = |0〉−|1〉√
2

❡t ❛❧♦rs ♦♥ ❛ UAx
|0〉+|1〉√

2
|i〉 |j〉 = |0〉+(−1)x(i)

√
2

(Ox |i〉 |j〉)✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❛ ♣♦rt❡ Ox ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✉❧é❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣♦rt❡ O′

x

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥trô❧é❡✱ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❜✐t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❡❧ ❞❡ Ox✳

▲❛ ♣♦rt❡ O′
x✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t s✐♠✉❧❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦rt❡ Ox✳ ■❧

s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ox

[

|i〉 |0〉 − |1〉√
2

]

= (−1)x(i) |i〉 |0〉 − |1〉√
2

=
[

O′
x |i〉

] |0〉 − |1〉√
2

.

❈♦♠♠❡ ❧❡ r❡❣✐str❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♣♦rt❛♥t |0〉−|1〉√
2

❡st ✐♥❝❤❛♥❣é ❞❛♥s ❝❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❧❡s ♣♦rt❡s O′

x ❡st s✐♠✉❧❛❜❧❡
♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣♦rt❡s Ox ❛✉ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❡ ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥
q✉❜✐t ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡ d ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✶ ♣❛r 2✳

✶✳✹✳✶ ❉❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡♠♣❧♦②é ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❝♦❧❧❡ r❛r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ ❛ été
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ❞❡s
t❡r♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡♠❜❧❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ♥❡ ♣❛s s✬✐♥sér❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✶✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛✐♥s✐ ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡♠❡s✉r❡✳ ▲❛
♠❡s✉r❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛✣r♠❡
❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉❛♥t✐q✉❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts✼✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t✱ ♣❛r
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❞✐ts ✈❡❝t❡✉rs ❞✬ét❛t✳ ▼❛✐s à ♥♦✉s ❤✉♠❛✐♥s✱ q✉✐ s♦♠♠❡s
❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s tr♦♣ ❣r♦ss❡s ♣♦✉r q✉❡ ❞❡s ❡✛❡ts q✉❛♥t✐q✉❡s s✬② ❛♣♣❧✐q✉❡♥t✱ ❝❡s
✈❡❝t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧s✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t très ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t q✉❛♥❞ ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡
❡♥tr❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❝✐ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❡st très ❜✐❡♥

✼❙❡❧♦♥ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♠ét❛♣❤②s✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
♠ê♠❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ ♠❛✐s
❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✳
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❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st
❧❡ ♣r♦❝é❞é ♥é❝❡ss❛✐r❡ à t♦✉t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡♥s✐❜❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ✐❧
♥♦✉s ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♠❛✐s s✐ ❧✬♦♥
❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥
t✐r❡r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❧✐❝❤és
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❡ ❝❧✐❝❤és ❀ ❝✬❡st
❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❛✈❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡❧❛ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞♦♥❝✱ ♠❡s✉r❡r ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ r❡♣r❡s❡♥té ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❞✬ét❛t |ψ〉 ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt V ✱ ❝✬❡st ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝❤♦✐s✐r
✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ |e1〉 , |e2〉 , . . . , |en〉 ❞❡ V ✳ ❈♦♠♠❡ |ψ〉 ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r

✉♥✐t❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ |ψ〉 =
n
∑

i=1
λi |ei〉✱ ❛✈❡❝

n
∑

i=1
|λi|2 = 1✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é✱ ❡st ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ {1, . . . , n}✱
q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❝❤❛q✉❡ i ♣♦✉✲
✈❛♥t êtr❡ ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

∣

∣λ2
i

∣

∣✳ ❆♣rès ❝❡❧❛ ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ s❡
r❡tr♦✉✈❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t |ei〉✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥s ✶✳✶✶ ❡t ✶✳✶✺✮✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♠❡s✉ré s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ s♦♥ ét❛t |ei〉✱ ♦✉ |ei) ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♥♦t✐♦♥s ❛❧♦rs✱ ❡st
❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ✜①é❡ ❞❡ V ✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✈❡❝t❡✉r
✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬ét❛t |ei) s❡ ♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té |λi|2✱ ♦♥
♣❡✉t t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❧✬ét❛t ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r st♦❝❤❛st✐q✉❡
n
∑

i=1
|λi|2 |ei)✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ♦✉tr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛✲

t❡✉r✱ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❀ ❝✬❡st ♣♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❡rt✉r❜❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡t ❝❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ q✉✐ ❛✛❡❝t❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
❝❧❛ss✐q✉❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st✱ ❞✬❛♣rès
❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✐rré✈❡rs✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥
s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs
♣❡♥s❡r à ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡ ♠❡s✉r❡r✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❝❡tt❡ ❝♦♣✐❡ s✐ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ s✬❡♥ ❢❛✐t s❡♥t✐r ❀ ♠❛✐s
❝♦♣✐❡r✱ ♦✉ ❝❧♦♥❡r ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐t ♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡
❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡ U ❞❡ V ⊗V t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡
|ψ〉 ❞❡ V ✱ ♦♥ ❛✐t U |ψ〉 |0〉 = |ψ〉 |ψ〉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t
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U (|ψ〉 + |ϕ〉) |0〉 = (|ψ〉 + |ϕ〉) (|ψ〉 + |ϕ〉)
= |ψ〉 |ψ〉 + |ϕ〉 |ϕ〉 + |ψ〉 |ϕ〉 + |ϕ〉 |ψ〉
= U |ψ〉 |0〉 + U |ϕ〉 |0〉 + |ψ〉 |ϕ〉 + |ϕ〉 |ψ〉

U (|ψ〉 + |ϕ〉) |0〉 = U (|ψ〉 + |ϕ〉) |0〉 + |ψ〉 |ϕ〉 + |ϕ〉 |ψ〉 .

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ |ψ〉 |ϕ〉 + |ϕ〉 |ψ〉
♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✐♠✲
♣♦ss✐❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❧✬✉♥✐t❛r✐té ❞❡ U ✱ q✉✐ ♥❡ s❡rt ❡♥ ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t✱ ♠❛✐s s♦♥
❛❞❞✐t✐✈✐té ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ét❛ts |ψ〉 ❡t |ϕ〉 s✉✣s❛♠♠❡♥t
❧✐❜r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ |ψ〉 |ϕ〉 + |ϕ〉 |ψ〉 s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❝❧♦♥❡r ✉♥ s②stè♠❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ q✉✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ t♦✉t ✉♥
t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ✈✐t ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦❞❡r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ log2(N) ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉① q✉❡
❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❢❛✐r❡ ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❛♣rès
q✉♦✐ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ✐rré♠é❞✐❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡r❞✉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❍♦❧❡✈♦ ✔✱ ❡t
❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❧✬✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✶
❞❡ ❬◆❈✵✵❪ ✖ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡✳

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ❛✉ ❞é♣❛rt q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à ❞❡✉① ♣❛r❛❞✐❣♠❡s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝ts✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❛❜♦ré✱ ❡♥❣❧♦❜❛♥t ❧❡s ❛s♣❡❝ts q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❛s♣❡❝ts ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐st❡s ❞❡s s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ s✐ ❧✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ♦✉ st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①✐st❡✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té✱ ♠❛✐s
♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ❧❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✱ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠♣❧❡ r❛✐s♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♥♦✉s s❡r❛✐t
♣❛s très ✉t✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✶✱ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ❛✉ s❡♥s
♦ù ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥✲
t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥✬✐♥❝❧✉t ♣❛s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❡t ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡r ❡♥
✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ♦ù à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❢❛✐r❡ ✉♥ r❡q✉êt❡✱ ♦✉ ♠❡s✉r❡r q✉❡❧q✉❡s q✉❜✐ts✳
❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

▼❡tt♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s ♠❡s✉r❡r ✉♥ ét❛t |ψ〉✱ ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❍✐❧❜❡rt V ✱ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (|ei〉)i=1,...,n✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛✲
t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡
✓ ♦❜s❡r✈❛♥t ✔✱ q✉✐ ✈❛ ♠♦❞✐✜❡r s♦♥ ét❛t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
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|ψ〉 ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s |ei〉✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ♦❜s❡r✈❛♥t s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ✓ ❣r♦s ✔✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔✱
♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦❤ér❡♥❝❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❧❡ ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐

❧✬♦♥ é❝r✐t |ψ〉 =
n
∑

i=1
λi |ei〉✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❧✬ét❛t

n
∑

i=1

λi |ei〉 |ei〉 ∈ V ⊗ V .

❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t |ψ〉 |e1〉 ✖ ❧❡ ♣♦✐♥t
✐♠♣♦rt❛♥t ét❛♥t q✉❡ |e1〉 ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✜①é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ |ψ〉 ✖
❡t ❡♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ U ❞é✜♥✐❡ ♣❛r U |ei〉 |ej〉 =
|ei〉

∣

∣e(i+j−2 mod n)+1

〉

✳
▲❡ s②stè♠❡ ♦❜s❡r✈❛♥t ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡

♦❜s❡r✈é ✿ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté r❡♥♦♠♠♦♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❤✐❧❜❡rt✐❡♥s V1 ❡t V2✱
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬ét❛t q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ s♦✐t ❞❛♥s V1 ⊗ V2✳ ▲❡s
❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st t♦✉t à
❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✖ ❝❡ q✉✐ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s✱ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧à✱ q✉❡ t♦✉t❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣✉✐ss❡ s❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✲❧à ✖ ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥
♥✬❛❝❝è❞❡ ♣❧✉s à V2 ❛♣rès ❝❡❧❛✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r V2 ❝♦♠♠❡
t♦✉t à ❢❛✐t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡
♣❛✐r❡ ❊P❘✱ q✉✐ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ à ❞❡✉① q✉❜✐ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é❝r✐t
♣❛r ❧✬ét❛t 1√

2
(|0〉 |0〉 + |1〉 |1〉)✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❣❛r❞❡ ♣♦✉r s♦✐ ✉♥ ❞❡s q✉❜✐ts ❡t q✉❡

❧✬♦♥ ❛❜❛♥❞♦♥♥❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐
❡st t♦✉t à ❢❛✐t ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡✱ ♣❛r q✉❡❧q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ s♦✐t✱ ❞✬✉♥❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ét❛ts |0〉 ❡t |1〉✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r
1
2 (|0) + |1))✳

❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❛♣rès ❝❡❧❛ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s
❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ U ⊗ idV2 ✳ ❇✐❡♥ ❡♥✲
t❡♥❞✉ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❝❤♦s❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❝❛r ❡♥ ❣é♥ér❛❧ V1 ♥❡
r❛ss❡♠❜❧❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s q✉❜✐ts ❞✉ s②stè♠❡ ❡t V2 ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✓ à
❞r♦✐t❡ ✔ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t s♦✉❤❛✐t❡r r❡❝✉❡✐❧❧✐r ♠♦✐♥s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♠❡s✉ré✱ ❧✬✐♥térêt ét❛♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❧❡
♣❡rt✉r❜❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♠❡s✉r❡r ♥♦♥ ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡✱ ♠❛✐s
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V1 ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✿ V1 =

⊕

i∈I

Ei✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ |ψ〉 ❞❡ V1 s❡ ❞é✲

❝♦♠♣♦s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ |ψ〉 =
∑

i∈I

λi |ψi〉✱ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✱ |ψi〉 ❡st ✈❡❝t❡✉r
✉♥✐t❛✐r❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Ei ❀ ❝♦♠♠❡ ❧❡s Ei s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ♦♥
❛
∑

i∈I

|λi|2 = 1✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ ❡st ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ I✳ ❆✈❡❝

♣r♦❜❛❜✐❧✐té |λi|2✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ i ❡t ❧❡ s②stè♠❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t |ψi〉 ❀ ♦♥ ❛
❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✖ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❛♣rès ♠❡s✉r❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à Ei ✖ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ Ei ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❡✉ ❞❡ ❞é❝♦❤ér❡♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s✐ ❧✬♦♥ ❝♦❞❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t
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q✉❡❧ ❡st ❧✬❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥té✱ ❝❡ q✉✐ ❛♣rès ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à s❡ r❡tr♦✉✈❡r
❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬❡♥t✐❡r ❡st ♣❛✐r✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
V1 ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✈❡❝✲
t❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡♥t✐❡rs ♣❛✐rs ❡t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡♥t✐❡rs ✐♠♣❛✐rs ❀ ❛♣rès ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ♣r♦❥❡té s✉r ❧✬✉♥
❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
à ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ✜①é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♣❡✉t r❡st❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
q✉❛♥t✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s✳

P♦✉r ❝❧ôr❡ ❝❡ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s✲❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ r❛✣✲
♥❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t
t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❝é❞é ❣é♥ér❛❧ ✿
♦♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦♥ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱
♠❛✐s ♣❧✉tôt s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
✉♥✐t❛✐r❡s ❡t t✐r❡r ❛✉ s♦rt✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡✳ ❊♥ ❡❢✲
❢❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈♦✉❧✉❡✱ ♣✉✐s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥
s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ui ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pi✱ ♣♦✉r i ∈ I✳ ❖♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ét❛t s✬é❝r✐✈❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∑

i∈I

√
pi |ei〉✱ ♦ù ❧❡s

|ei〉 ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |I|✳
❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❝❡t ét❛t✱ ♦✉ ♣❧✉tôt ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ U ❛❣✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ✿

U |ei〉 |ψ〉 = |ei〉 (Ui |ψ〉) .
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡t ❛❥♦✉t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛

♠❡s✉r❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦♥❞✳ ❆✲t✲♦♥ ❢❛✐t ❧❡ t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❛❧♦rs ❄
P❛s t♦✉t à ❢❛✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝é❞és ❞❡ ♠❡s✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞érés ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ✈ér✐✜❡♥t t♦✉s ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✬✐❧ ❡st t♦✉t à
❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❡ s✉✐t❡ ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡
♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✿ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐ ❛ été ♠❡s✉ré ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❡ s✉✐t❡
♥✬❡st ♣❛s ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ♥✬❛ été ♠❡s✉ré q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ✖ q✉♦✐q✉❡ s✐
♦♥ ❧❡ ♠❡s✉r❡ ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❢♦✐s ✐❧ ♠❛♥✐❢❡st❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ❧✬é♥❡r✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♠❡✲
s✉r❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✱ ❝❛r t❡❧❧❡s
❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡s✳ ❖r ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ✿ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡✉t êtr❡
❞❡str✉❝t❡✉r✱ ✈♦✐r❡ ♣❡✉t ❞és✐♥té❣r❡r t♦✉t à ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ♠❡s✉ré✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♠❡s✉r❛❜❧❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦✐s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔
❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✜❧tr❡ ♣♦❧❛r✐s❛♥t✱ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s✱ ❡♥ ❧❡s ❞étr✉✐s❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐té✳ P❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❜❛♥❞❡s
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♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ▼✐ss✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝♦✉té❡s
q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♠❡s✉r❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✐❝✐ ❝❛r ♥♦tr❡ ❜✉t
♥✬ét❛✐t q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ♠ê❧❡r ❝❛❧❝✉❧ ♣✉r❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✶✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r
s♦✉❤❛✐t❛♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❡ r❡♣♦rt❡r ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ 2 ❞❡ ❬◆❈✵✵❪✳



✸✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡

❝❛❝❤é

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

✷✳✶✳✶ ❆✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡

◆♦✉s ♥❡ ♣❛r❧❡r♦♥s q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥✲♦r✐❡♥tés✳ P♦✉r ♥♦✉s ✉♥ ❣r❛♣❤❡
G = (V,E) ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts V ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛rêt❡s E q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ 2V ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s G1 = (V1, E1) ❡t G2 = (V2, E2)✱ ✉♥ ✐s♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡ ❞❡ G1 ❞❛♥s G2 ✖ ♦✉ ❡♥tr❡ G1 ❡t G2 ✖ ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ σ : V1 → V2

t❡❧❧❡ q✉❡

∀ {i, j} ∈ 2V {i, j} ∈ E1 ⇐⇒ {σ(i), σ(j)} ∈ E2.

❉❡✉① ❣r❛♣❤❡s s♦♥t ❞✐ts ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥
❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✬✐❧s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉rs
s♦♠♠❡ts✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❣r❛♣❤❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❡♥ ré❛❧✐té ♥♦♥ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✉ s❡♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❡ ✓ ♥♦♠ ✔ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♠❛✐s ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
♣❧✉tôt à ❧❡✉r ❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❣r❛♣❤❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡
❞❡ ❧❡✉r ❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✉s✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té✱ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té✱
❞❡ ❧❛ ✓ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ✔✱ ❡t❝✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬êtr❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ éq✉✐❧✐❜ré✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❢❛✉t s♣é❝✐✜❡r ❧❡q✉❡❧ ❞❡s
♥÷✉❞s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❢♦r♠❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳
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P♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥❡ r❡q✉êt❡
❝♦♥s✐st❡ à ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞♦♥♥és✱ ❡t ❞♦♥❝
♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

µG :





2V → B

{i, j} 7→
{

⊤ s✐ {i, j} ∈ E
⊥ s✐♥♦♥





■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ à t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ : 2V → B ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ Gµ =
(V,Eµ) ❞é✜♥✐ ♣❛r

{i, j} ∈ Eµ ⇐⇒ µ ({i, j}) = ⊤.

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉①
❣r❛♣❤❡s✱ s✬✐❧s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❀ ❝❡ q✉✐✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ q✉✐♥t✉♣❧❡t
(

[2] × 2[n],B,B[2]×2[n], f
)

✱ ♦ù f(λ) = ⊤ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Gx 7→λ(0,x) ❡t Gx 7→λ(1,x) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡st ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥

❡♥t✐❡r ✭♥♦♥ ♥✉❧✮ n ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡
n✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P✱ ✐❧ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉ ♥✐
♣♦✉r êtr❡ ❞❛♥s P✱ ♥✐ ♣♦✉r êtr❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ➚ t❡❧ ♣♦✐♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥
♥♦♠ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s✬② ré❞✉✐s❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧❛ ❝❧❛ss❡ ●■✱ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉✬❡❧❧❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s P ❡t ◆P✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❡♥t✐♦♥s ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❑❙❚✾✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡
❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦✉ ❬❆❑✵✻❪ ♣♦✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t ❡t s♣é❝✐✜q✉❡✳

❯♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❛✉t♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G =
(V,E) ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ SV ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳

▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é✲

♠❡♥t❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ q✉✐♥t✉♣❧❡t
(

2[n],B, S
(

S[n]

)

,B(2[n]), f
)

✱ ♦ù f(µ) ❡st ❧❡

❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ Gµ✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥

❡♥t✐❡r n ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✳
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❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉tôt ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s❡ ré❞✉✐s❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t
à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ♥♦té❡●❆ ❀ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ●❆ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
●■ ✖ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥❝♦r❡ à ❝❡ s✉❥❡t ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❑❙❚✾✸❪✳

✷✳✶✳✷ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥
❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r G ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ g ∼H g′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ h ∈ H t❡❧ q✉❡ g′ = g · h✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∼H ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r G✳ ❙❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t
♥♦♠♠é❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ H ✭❞❛♥s G✮✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t g ❡st g ·H = {g · h/h ∈ H}✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ γ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r
G✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H
❞❡ G t❡❧ q✉❡

∀g, g′ ∈ G
(

γ(g) = γ(g′) ⇐⇒ g ∼H g′
)

.

❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ H ❞❛♥s
G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ γ(g) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ g ·H✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❢❛❝t♦r✐s❡r γ
❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γ̃✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r G/H✱ t❡❧❧❡ q✉❡ γ̃ (g ·H) = γ(g)✱ ❡t γ̃ ❡st
❛❧♦rs ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✳✶✳✷ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❞✐r❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ γ̃ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ r❡♥❞❛♥t ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

◆♦✉s r❡♣r❡♥❞r♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❬▲♦♠✵✹❪ ❡♥ ❞✐s❛♥t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ γ q✉✬❡❧❧❡ sé♣❛r❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ H ❞❛♥s G✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❧✉s s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡ ❝❛❝❤❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H✳ ➱t❛♥t ❛✐♥s✐ ❛ss✉ré q✉❡ γ ❝❛❝❤❡ ✉♥
❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ G✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❝♦♥s✐st❡ ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à r❡tr♦✉✈❡r ❞❡ q✉❡❧ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐❧ s✬❛❣✐t✳ ❈❡❧❛ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γ : G → X ❝❛❝❤❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ G ✿ ❝❡❧❛ s❡ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t γ̃✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ G ❞❛♥s X ❝❛❝❤❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❀
❡❧❧❡ ❝❛❝❤❡ G ❧✉✐✲♠ê♠❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ X ♥✬❡st ♣❛s ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ str✉❝t✉r❡✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❥✉st❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ q✉✐ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❚♦✉t ❛✉
♣❧✉s ♣❡✉t✲♦♥ s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥s |G|✱ s✐♥♦♥ ❝❡❧❛ é❧✐♠✐♥❡r❛✐t
❞✬❡♠❜❧é❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❝❛❝❤❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧✳
■❧ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ q✉❛♥❞ X ❡st
♣❧✉s ♣❡t✐t✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s
❝❤♦s❡s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♠♣♦s❡r q✉❡ X ❡t G s♦✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✳

❚♦✉t ❝❡❝✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s G
❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♥♦té ❍❙PG✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ q✉✐♥t✉♣❧❡t
(G, [|G|] , S(G),S , f)✱ ♦ù

• S(G) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G✱
• S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ G ❞❛♥s [|G|] ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦✲

♣r✐été ✷✳✶✳✷✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❛❝❤❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✱ ❡t
• f(γ) ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ G q✉✐ ❡st ❝❛❝❤é ♣❛r γ✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é✱ ♥♦té ❍❙P✱ ❡st

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é
❞❛♥s G✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❍❙P✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉①
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
❣r❛♣❤❡s s❡ ✓ ❞é❞✉✐t ✔ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é
✖ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❝❛r
❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t σ ∈ SV ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Gσ = (V,Eσ) ♣❛r

{i, j} ∈ Eσ ⇐⇒
{

σ−1(i), σ−1(j)
}

∈ E.

❆❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ G = Gσ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ σ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ G✳ ▼✐❡✉①✱ Gσ = Gτ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ π ❞❡ G
t❡❧ q✉❡ τ = σ ◦ π✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Eσ = Eτ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t {i, j} ∈
2X✱

{

σ−1(i), σ−1(j)
}

∈ E ⇐⇒
{

τ−1(i), τ−1(j)
}

∈ E✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ i = τ(i′) ❡t j = τ(j′)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ Eσ = Eτ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à

∀
{

i′, j′
}

∈ 2X
{

σ−1 ◦ τ(i′), σ−1 ◦ τ(j′)
}

∈ E ⇐⇒
{

i′, j′
}

∈ E,

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ σ−1 ◦ τ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ π t❡❧ q✉❡ τ = σ ◦ π✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ SV ❛ss♦❝✐❡ ❧❡
❣r❛♣❤❡ Gσ ❝❛❝❤❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝✱ ❡♥
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✱ ❞❡ s❛✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é s✉r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r s❛✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡Gσ ❡st ❢♦rt s✐♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ❞♦♥♥❡r❛✐t
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡sq✉❡ ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛✲
❝❤é ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ✖ ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ét❛♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t
q✉✬✐❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❜❡❛✉té t❤é♦r✐q✉❡ ❡t q✉❡ s♦♥ ét✉❞❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡
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♣❡r s❡✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐ ♣♦♣✉✲
❧❛✐r❡ ❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣ré❢ér❡r s❛✈♦✐r ❡♥ q✉♦✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é
❛✐❞❡ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s G1 = (V1, E1) ❡t G2 = (V2, E2) ❞♦♥t ♦♥
✈❡✉t s❛✈♦✐r s✬✐❧s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛î✲
tr♦♥t très ❜✐❡♥tôt✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❀ s✐ ❝❡ ♥✬ét❛✐t
♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s r❡♥❞r❡ ❛❜r✉♣t❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s ❡♥ ❛❥♦✉✲
t❛♥t à ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♣♦✐♥t r❡❧✐é à t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❏✉①t❛♣♦s♦♥s ❝❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G1 ⊔G2✱ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st V1 ⊔ V2✱ ❧✬✉♥✐♦♥
❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ V1 ❡t V2✱ ❡t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s E1 ⊔E2✱ s♦✐t ❧❡s ❛rêt❡s
❞❡ G1 ♣❧✉s ❝❡❧❧❡s ❞❡ G2✳ ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G1 ⊔G2 ❄ ◆é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❝♦♥♥❡①❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✿ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G1 ⊔ G2

é❝❤❛♥❣❡❛♥t s❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s q✉❡ ❢♦r♠❡♥t G1 ❡t G2 ❄ ❈❡❧❛ s❡
♣r♦❞✉✐t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ G1 ❡t G2 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❈♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G1 ⊔ G2 ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ G1 ❡t G2 s♦♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❡t ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ s❛✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❝❛❝❤é s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐✳

✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡

❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ♣r♦♣♦s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ▼✐❝❤❛❡❧ ❆✳ ◆✐❡❧s❡♥ ❡t ■s❛❛❝ ▲✳ ❈❤✉❛♥❣ ❬◆❈✵✵❪✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ② tr♦✉✈❡r❛ ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✹✻ ❡t ❧✬❛rt
❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❞✐✈❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♦✉ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✐s❝r❡t✱ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é✱ ❡t ❝❡ ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✹✶✳

✷✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞

◗✉❛♥❞ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♣❛r❧❡r ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●r♦✈❡r ❬●r♦✾✻❪ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é
✭RTNT✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✮ ❡t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙❤♦r ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
✭✈♦✐r ❬❙❤♦✾✼❪✮✱ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ♦❜❧✐❣é✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ rés✉❧t❛t✱
❛♥tér✐❡✉r ❛✉① ❞❡✉① s✉s✲❝✐tés✱ ❡t t♦✉t ❛✉ss✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ♥♦tr❡
♣r♦♣♦s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝✬❡st ❝❡❧✉✐ q✉❡ ❉❛♥✐❡❧ ❘✳ ❙✐♠♦♥ ❛ ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✶✾✾✹
s♦✉s ❧❡ t✐tr❡ ❖♥ t❤❡ P♦✇❡r ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬❙✐♠✾✹❪✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
q✉❡ ❙✐♠♦♥ rés♦✉t ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❀ ✐❧
❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞♦✉t❡✉① ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s ❛✐♥s✐✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t
❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉✬à ❧✬é♣♦q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ♥✬ét❛✐t
♣❛s ❞✬❛❝t✉❛❧✐té✱ ♠❛✐s q✉✬à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✬❡st ❞é❣❛❣é❡ s✉✐t❡
❛✉① s✉❝❝ès ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❬❙✐♠✾✹❪ ❡t ❞❡ ❙❤♦r ❬❙❤♦✾✼❪✳ ❈❡❝✐ ♣ré❝✐sé✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❛♥❛❝❤r♦♥✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛ss✉♠é❡✳
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❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ s❡
s❡rt ❞❡s r❡q✉êt❡s t♦✉❥♦✉rs ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦✲
t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✿ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡
❡st ♥♦té❡ γ✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣ré♣❛r❡r✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱
✉♥ ét❛t s✬é❝r✐✈❛♥t 1√

|G|
∑

g∈G

|g〉 |0〉✱ ♣✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❞❡ r❡q✉êt❡ Oγ ✿

❖♥ ♠❡s✉r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ r❡❣✐str❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ♦✉❜❧✐é❡ ❛✉ss✐tôt✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st q✉✬❛♣rès ❧❛
♠❡s✉r❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ ❝♦s❡t
st❛t❡ ✔✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐r❛✐t ♣❛r ✓ ét❛t ❞❡ ❝❧❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✔✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❞✐r♦♥s
✓ ét❛t ❝♦s❡t ✔✱ ❡t q✉✐ s✬é❝r✐t

1
√

|H|
∑

h∈c·H
|h〉 .

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡
c ·H ❞❡ H ❞❛♥s G✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❣❛✉❝❤❡ ét❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ G s✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s γ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲✬é❧é♠❡♥t c✱ ♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ c ·H✱ ❡st
❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ✿ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♦❜s❡r✈é ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡ r❡❣✐str❡ |γ(g)〉✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱
❧♦rsq✉❡ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts x r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs |x〉
❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ♦♥ ♥♦t❡ |X〉 ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ s✉♣❡r♣♦s❛♥t ❧❡s
|x〉 ♣♦✉r x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à X ✿

|X〉 =
1

√

|X|
∑

x∈X

|x〉 .

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❞✉✐r❡
|c ·H〉 ♣♦✉r ✉♥ c ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐ ❞❛♥s G✱ ❡t ❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
r❡q✉êt❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❝♦♥trô❧❡r ❝❡ c ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♣♦✉r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ♣r♦❞✉✐r❡ ❧✬ét❛t |H〉✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛✐t rés♦❧✉✱ ❝❛r
✐❧ s✉✣r❛✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❝❡t ét❛t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ H✱ ❡t
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ ❝❡❧❛ s❡r❛✐t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈❡ c q✉✐ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡
❞✬❡♥ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❀ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
✈♦✐r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r✱ ✉♥ s✐♠♣❧❡
s❝❛❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❜✐❡♥ ❧à ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r q✉❡ ✈❛ s✉❜✐r ❧✬ét❛t |c ·H〉✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✉♥ ♣❡✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♠✐s❡
❛✉ ♣♦✐♥t ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉ ❢❛♠✐❧✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥✳



✷✳✷✳ ❈❆▲❈❯▲ ◗❯❆◆❚■◗❯❊ ✹✶

✷✳✷✳✷ ❯♥ s♦✉♣ç♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼

❯♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❞❡ ❣r♦✉♣❡s✮ ❞❡ G ❞❛♥s U✱
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡
G✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡r♠❡ à t❡r♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡





Ĝ× Ĝ → Ĝ

(χ, χ′) 7→ χ · χ′ :

(

G → U

g 7→ χ(g)χ′(g)

)



 ,

❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦♠♠é ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✉❛❧ ❞❡ G✱ ❡t ♥♦té
Ĝ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✽

❯♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ Z ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ χ : Z → U✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛♥t
❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r χ(1)✱ q✉✐ ♣❡✉t ❧✉✐✲♠ê♠❡ êtr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ Ẑ

❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à U✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✾

❙♦✐t N ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 2✳ ❯♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ Z/NZ ❡st ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ χ : Z/NZ → U✳ χ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r χ(1)✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s
χ(1) ❡st ❛str❡✐♥t à êtr❡ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ N ❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✉❛❧ ❞❡ Z/NZ

❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s N ❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t à
Z/NZ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✵

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ S[3]✱ ❡t χ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳ χ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s
tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s s✉r 1 ♦✉ −1 ❡t ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3 s✉r 1✱ j ♦✉ ̄✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3 ❡st ✉♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✱
χ ✈❛✉t 1 s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s
❞✐st✐♥❝t❡s ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3✱ χ ✈❛✉t s♦✐t 1 s✉r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✱
s♦✐t −1 s✉r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ S[3] ♣♦ssè❞❡
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✿ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ tr✐✈✐❛❧✱ ❡t ❝❡❧✉✐ q✉✐ ✈❛✉t −1 s✉r ❧❡s tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s
❡t 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ à ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡ s♦♥ s✐❣♥❡✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ U ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❧❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❛♥s U s❡ r❡❧è✈❡♥t ❡♥ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛❜é✲
❧✐❛♥✐sé Gab ❞❡ G ❞❛♥s U✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G ❡t Gab ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞✉❛❧✳
▲✬❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞❡ S3 ét❛♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z2✱ s♦♥ ❞✉❛❧ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡ à Z2✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✾✳

❋❛✐t ✷✳✶✶

❙♦✐t G ❡t H ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✳ ➚ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ χ ❞❡ G ❡t ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ χ′ ❞❡ H
♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ρχ,χ′ ❞❡ G×H ❞é✜♥✐ ♣❛r

ρχ,χ′(g, h) = χ(g)χ′(h).



✹✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❊ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❯ ❙❖❯❙✲●❘❖❯P❊ ❈❆❈❍➱

❈♦♠♠❡ G × {0} ❡t {0} × H ❡♥❣❡♥❞r❡♥t à ❡✉① ❞❡✉① ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G × H✱
ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ G×H s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ρχ,χ′ ✱ ♦ù χ ❡t
χ′ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ G ❡t H✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ G×H ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Ĝ× Ĥ✳

❋❛✐t ✷✳✶✷

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ G ❡t χ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡
G/H✳ ❖♥ ♣❡✉t é❧❛❜♦r❡r à ♣❛rt✐r ❞✉ χ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ χG

G/H ❞❡ G✱ tr✐✈✐❛❧ s✉r H✱

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r χG
G/H (g) = χ ([g])✱ ♦ù [g] ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ g ❞❛♥s

G/H✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸

❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❛❜é❧✐❡♥ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à s♦♥ ❞✉❛❧✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙❡❧♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✜♥✐s ✖
✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✽✳✶ ❡t ✽✳✷ ❞❡ ❬▲❛♥✻✺❪ ✖✱ t♦✉t
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❝②❝❧✐q✉❡s✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✾✱ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❡st ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡ à s♦♥ ❞✉❛❧✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✷✳✶✶✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st
❝♦♥s❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❀ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ �

❋❛✐t ✷✳✶✹

❙✐ g ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦♥ ♥❡✉tr❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❛❜é❧✐❡♥ G✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

χ ∈ Ĝ t❡❧ q✉❡ χ(g) 6= 1✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✜♥✐s✱ G
s✬é❝r✐t✱ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Zm1×Zm2×· · ·×Zmk

❀
g ❡st ❛❧♦rs ❧❡ k✲✉♣❧❡t (g1, . . . , gk)✳ ❈♦♠♠❡ g ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♥❡✉tr❡
❞❡ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ c t❡❧ q✉❡ gc 6= 0✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ χc ❞é✜♥✐ ♣❛r

χc :

(

G → U

(x1, . . . , xk) 7→ e2 iπ xc
mc

)

❡st ❜✐❡♥ t❡❧ q✉❡ χc (gc) 6= 1✳ �

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳ ▲✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H✱ ♥♦té H⊥✱

❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Ĝ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s χ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✱
χ(h) = 1✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉✐ ♥❡ ♥♦✉s s❡r❛ ♣❛s ré❡❧❧❡✲
♠❡♥t ✉t✐❧❡✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❣❛r❞❡r ♣rés❡♥t❡ à ❧✬❡s♣r✐t✳ P♦✉r
✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é H ❞❡ G✱ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❞✉❛❧ ❞❡ G/H✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ χ 7→ χG

G/H ✭✈♦✐r ❧❛ ♥♦t❛✲
t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t ✷✳✶✷✮ ❡st ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
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❞✉ ❞✉❛❧ ❞❡ G/H ❞❛♥s ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸✱ H⊥ ❡st
❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à G/H✳

❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛✱ ❡❧❧❡✱ ✈r❛✐♠❡♥t ✉t✐❧❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻

❙♦✐tG ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡G✱ ❡t χ ∈ Ĝ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ χ s✉r H✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 1

|H|
∑

h∈H

χ(h)✱ ✈❛✉t 1 s✐ χ ∈ H⊥✱ 0 s✐♥♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✐ χ ❡st ❞❛♥s ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ χ(h) = 1 ♣♦✉r
t♦✉t h ∈ H✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ χ s✉r H ✈❛✉t 1✳ ❙✐ χ ♥✬❡st ♣❛s
❞❛♥s ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ hc ∈ H t❡❧ q✉❡
χ (hc) 6= 1✳ ❖r✱ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿

1

|H|
∑

h∈H

χ(h) =
1

|H|
∑

h∈H

χ(hc · h) = χ (hc)
1

|H|
∑

h∈H

χ(h).

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ χ s✉r H ❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧❧❡✳ �

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❛♥s s♦♥ ❜✐✲

❞✉❛❧ ˆ̂
G✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s µG ✿

µG :







G → ˆ̂
G

g 7→
(

Ĝ → U

χ 7→ χ(g)

)






.

µG ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt✱ µG (1G) ❡st ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ Ĝ q✉✐ ❛ χ ∈ Ĝ ❛ss♦❝✐❡ χ(1G) = 1✱ ❞♦♥❝ ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ tr✐✈✐❛❧ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ µG (1G) = 1 ˆ̂

G
✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ µG (g · h)

❡st ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ Ĝ q✉✐ ❛ χ ∈ Ĝ ❛ss♦❝✐❡ χ (g · h) ❀ ❝❡❝✐ ❡st à é❣❛❧ χ(g)χ(h)
❝❛r χ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❡t ✈❛✉t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ (µG (g)µG (h)) (χ)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✼

❙✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs µG ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡ G ❡t s♦♥ ❜✐❞✉❛❧ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ µG ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ g ∈ G t❡❧ q✉❡ µG

s♦✐t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ Ĝ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t χ ∈ Ĝ✱
χ(g) = 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✷✳✶✹✱ g ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡
G✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ✖ ❞é❥à ✖ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ �

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ µG ét❛♥t ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐ ❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à s♦♥ ❜✐❞✉❛❧✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ♥♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à s♦♥ ❞✉❛❧ ❀ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❡t✐t ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳

➚ ♣rés❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✐ ❡st ❧✬♦✉t✐❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
rés♦❧✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳
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❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ G ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ EG ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❍✐❧❜❡rt ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ (|g〉)g∈G✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ G✱ ♥♦té❡ FG✱ ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ EG

❞❛♥s EĜ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

FG |g〉 =
1

√

|G|
∑

χ∈Ĝ

χ(g) |χ〉 .

❙✐ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♠♦❞❡r♥❡s ♦♥t ❧✬♦✉tr❡❝✉✐❞❛♥❝❡ ❞✬❛♣♣❡❧❡r ❝❡ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ✓ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✔✱ ❝✬❡st q✉❡ s✐✱ ♣♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✾✱
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ G = ZN ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

FZN
|k〉 =

1√
N

N−1
∑

l=0

e2 iπ kl
N |χl〉 ,

❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ r❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥ ❡✛❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❤❛❜✐✲
t✉❡❧❧❡ s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✐s❝r❡ts✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜✉t ❛✈♦✉é ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❛♥s ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✐t ✉♥✐t❛✐r❡✳
P❛r ❝❤❛♥❝❡✱ ❡t ❛✉ss✐ ✉♥ ♣❡✉ ♣❛r❝❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛♥t✐❝✐♣é ❧❛ ❝❤♦s❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡
❢❛❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t 1√

|G|
❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ FG✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾

FG ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ FG ❡♥✈♦✐❡ ❧❛
❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ EG s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ EĜ✳ ❙♦✐t g ❡t
h ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡
FG |g〉 ❡t FG |h〉 ✈❛✉t 1 s✐ g = h✱ 0 s✐♥♦♥✳ ❖♥ ❛ ✿

〈FG |g〉 ,FG |h〉〉 = 1
|G|

〈

∑

χ∈Ĝ

χ(g) |χ〉 , ∑
χ′∈Ĝ

χ′(h) |χ′〉
〉

= 1
|G|

∑

χ,χ′∈Ĝ

χ̄(g)χ′(h) 〈|χ〉 , |χ′〉〉

= 1
|G|

∑

χ∈Ĝ

χ̄(g)χ(h)

= 1

|Ĝ|
∑

χ∈Ĝ

χ
(

g−1h
)

〈FG |g〉 ,FG |h〉〉 = 1

|Ĝ|
∑

χ∈Ĝ

µG

(

g−1h
)

(χ) .

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✱ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✈❛✉t 1 s✐ ❧❡ ❝❛✲
r❛❝tèr❡ µG

(

g−1h
)

❡st ❞❛♥s ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ Ĝ✱ q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❡
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❢❛✐t ✷✳✶✹ ❡st ré❞✉✐t ❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧✱ 0 s✐♥♦♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ s✐ µG

(

g−1h
)

❡st ❧❡ ♥❡✉tr❡ ❞✉ ❜✐❞✉❛❧ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ✈❛✉t 1✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ✈❛✉t 0✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✼✱ µG

❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❞♦♥❝ µG

(

g−1h
)

❡st ♥❡✉tr❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ g = h✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t✳ �

FG ét❛♥t ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❡♥ s❡r✈✐r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❇✐❡♥
sûr✱ str✐❝t♦ s❡♥s✉✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ s❡♥s ♣✉✐sq✉❡ FG ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡✳ ■❧ s✉✣t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ G
❡t Ĝ ✖ ♦♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♠ê♠❡ s✐
❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✖ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜❡r EG ❡t EĜ✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t FG ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳ ❱♦②♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡
q✉✐ ❝❡ ♣❛ss❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❧✬ét❛t |c ·H〉✳

FG |c ·H〉 = 1√
|H||G|

∑

χ∈Ĝ

∑

h∈H

χ (c.h) |χ〉

= 1√
|H||G|

∑

χ∈Ĝ

χ (c)
∑

h∈H

χ (h) |χ〉

= 1√
|H||G|

∑

χ∈Ĝ

χ (c)

(

∑

h∈H

χ (h)

)

|χ〉

FG |c ·H〉 =
√

|H|
|G|

∑

χ∈H⊥
χ (c) |χ〉

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s ✿ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t c ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♠❡s✉r❡ FG |c ·H〉 ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥ é❧é♠❡♥t
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ H⊥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ c✱ ♣✉✐sq✉❡ χ(c) ❡st
t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ H⊥ ❡st s✉✣✲
s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡rH✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡H ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à s♦♥ ✓ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✔

(

H⊥)⊥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✵

µG (H) =
(

H⊥)⊥✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈✬❡st ✉♥ ❜❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳
■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦✉✈❡r ❞❡ ❞ér♦✉❧❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱
(µG)−1

(

(

H⊥)⊥
)

❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s g ∈ G t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t χ ∈ H⊥✱ χ(g) = 1✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ H⊥✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♠é✲

❞✐❛t q✉❡ H ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s µG
−1
(

(

H⊥)⊥
)

✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s

❢❛✐ts ✷✳✶✹ ❡t ✷✳✶✷✱ s✐ g ∈ G \H✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ χ ❞❡ G t❡❧
q✉❡ χ ∈ H⊥ ♠❛✐s χ(g) 6= 1✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉✬♦♥ ❛
❛✉ss✐ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ �

✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐té

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❞é❣❛❣é ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
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• ❈♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ré♣ét❡r ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s n(G) ❢♦✐s ✿

✶✳ Pr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ét❛t |c ·H〉✱ ♦ù c ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❛✉ ♠♦②❡♥
❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✳

✷✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡t ♠❡s✉r❡r✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré✲
♣❛rt✐✱ ❞❡ H⊥✳

• P♦s❡r K ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Ĝ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s n(G) ❝❛r❛❝✲

tèr❡s ♠❡s✉rés✱ ❡t r❡♥✈♦②❡r (µG)−1
(

K̂
)

✳

❖♥ ♣♦✉rr❛ ♦❜❥❡❝t❡r q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❡♥ r✐❡♥ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥✲
t✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ s✐ ❧❡s ét❛♣❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr❛✐t ❝♦♠♠✉♥ à
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❝♦♥ç✉s à ❝❡ ❥♦✉r ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s r♦✉t✐♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ❈❡
♥✬❡st ❞û✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✱ q✉✬à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té q✉✬❛ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❡s♣r✐t ❤✉♠❛✐♥ à ♣❡♥✲
s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❀ ♣❡✉t✲êtr❡ ✈❡rr❛✲t✲♦♥ ❛♣♣❛r❛îtr❡
❞❛♥s ✉♥ ❛✈❡♥✐r ♣r♦❝❤❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ♣r♦♣r❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡s✳
◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ❣ê♥❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡ q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à t❡♥té ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r à ❣r❛♥❞s tr❛✐ts✱
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ s❡ tr❛❞✉✐t
❜✐❡♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳

■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡s ❞❛♥s
❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱ n(G)✱ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r q✉❡ K s♦✐t é❣❛❧ à H⊥ ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ✓ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✔✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬▲♦♠✵✹❪✱ ❬❍ø✾✼❪✱ ❬❍❛❧✵✷❪✱ ❬❇❡❛✾✼❪ ❡t ❬❏♦③✾✽❪✱ ♦♥ s✐❣♥❛❧❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r n(G) ♣♦✉r êtr❡ O (log |G|)✱ ❡t ❝✬❡st ❛♠♣❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t
♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡ rés♦✉t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❛❜é❧✐❡♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ✐❝✐ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s ✜♥❡✳ ❉ès ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ P❡t❡r ❲✳ ❙❤♦r r❡♠❛rq✉❛✐t ❞❛♥s ❬❙❤♦✾✼❪ q✉❡
n(G) ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧♦rsq✉❡ G ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ n(G) ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐
♣♦✉r êtr❡ ♣❡✉ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ st❛♥❞❛r❞
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❑❙✵✹❪✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶

▲❡ r❛♥❣ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ♥♦té r(G) ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ G✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r n(G) = O (r(G))✳ ❈❡❧❛ ✈❛
♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té eGk ❞♦♥t ✈♦✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷

P♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❛❜é❧✐❡♥ G ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ k✱ eGk ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❡ k é❧é♠❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ G ✖ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts
✖ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t G✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡r ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
✜♥✐s ❛❜é❧✐❡♥s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r eGk ✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ✿

❋❛✐t ✷✳✷✸

❙✐ G ❡t H s♦♥t ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ✭✜♥✐s ❛❜é❧✐❡♥s✮ ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❛❧♦rs

eG×H
k = eGk · eHk ✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t (g1, h1)✱ (g2, h2)✱ ✳ ✳ ✳ ✱ (gk, hk) ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐s ❞❛♥s G × H✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ X ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{(g1, h1), . . . , (gk, hk)} ❡t XG ❡t XH ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ X s✉r G ❡tH✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✓ XG ❡♥❣❡♥❞r❡
G ✔ ❡t ✓ XH ❡♥❣❡♥❞r❡H ✔ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s gi s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s hi✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ X ❡♥❣❡♥❞r❡ G×H✱ XG ❡t XH

❡♥❣❡♥❞r❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t G ❡t H✳ ❘✐❡♥ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞✐t ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥✬✉t✐❧✐s❛✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ G ❡t H s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡✲
♠✐❡r ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛
ré❝✐♣r♦q✉❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ XG ❡t XH ❡♥❣❡♥❞r❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t G ❡t H ❡t

s♦✐t (g, h) ∈ G × H✳ ❖♥ ❛ g =
k
∏

i=1
gαi

i ❡t h =
k
∏

i=1
hβi

i ✳ ❉✬❛♣rès

❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s r❡st❡s ❝❤✐♥♦✐s✱ ❝♦♠♠❡ |G| ❡t |H| s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs
❡♥tr❡ ❡✉①✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {1, . . . , k}✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r ri t❡❧ q✉❡
ri ≡ αi [|G|] ❡t ri ≡ βi [|H|]✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱
❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐✈✐s❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❀ ♦♥ ❛
❞♦♥❝ gri

i = gαi ❡t hri

i = hβi ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

(g, h) =

k
∏

i=1

(gi, hi)
ri .

❈♦♠♠❡ (g, h) ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s G×H✱ ❝❡❝✐
♠♦♥tr❡ q✉❡ X ❡♥❣❡♥❞r❡ G × H✳ ❘és✉♠♦♥s ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ X ❡♥✲
❣❡♥❞r❡ G×H s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ XG ❡t XH ❡♥❣❡♥❞r❡♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t G ❡t H✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ X ❡♥✲
❣❡♥❞r❡ G × H ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ XG ❡♥✲
❣❡♥❞r❡ G ❡t q✉❡ XH ❡♥❣❡♥❞r❡ H✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ eG×H

k = eGk · eHk ✳
�

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✜♥✐s✱
G ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à G1×G2×· · ·×Gk✱ ♦ù✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ Gi ❡st ✉♥ pi✲❣r♦✉♣❡
✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r pi✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t
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❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r eGk q✉❛♥❞ G ❡st ✉♥ p✲❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
s❛ ✈❛❧❡✉r s✉r t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✜♥✐s ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ✷✳✷✸✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢❛✐ts
q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♦♥ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♠ê♠❡ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬ét✉❞✐❡r
t♦✉s ❧❡s p✲❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Zp)

r✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ X ⊆ G ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k✱
♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Xk ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s xk ♣♦✉r x ∈ X✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ G ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t g ❞❡ G✱ [g] ❞és✐❣♥❡
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ g ❞❛♥s G/H✱ ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté s✉r ❝❡ q✉❡
s♦♥t G ❡t H✳

❋❛✐t ✷✳✷✹

❙♦✐t G ❡t H ❞❡✉① p✲❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❡t f ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G ❞❛♥s H✳ ■❧

❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ f̃ ❞❡ G/Gp ❞❛♥s H/Hp ❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ f ✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ f̃ ([g]) = [f(g)]✳ ❙✐ f̃ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs f ❧✬❡st
❛✉ss✐✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❯♥ t❡❧ f̃ ❡①✐st❡ ❝❛r ♣♦✉r g ❡t g′ ❞❛♥s G ♦♥ ❛ f (gg′p) =
f (g) f (g′)p✱ ❞♦♥❝ f(g) ❡t f (gg′p) s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
G/Gp✳ ❙♦♥ ✉♥✐❝✐té ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ f̃ ([g]) = [f(g)]✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ fk ❞❡ G/Gpk

❞❛♥s H/Hpk
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

g ∈ G✱ fk ([g]) = [f(g)]✱ ❡t ❛❧♦rs f1 = f̃ ✳ ❈♦♠♠❡ G ❡t H s♦♥t
❞❡s p✲❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣ G/Gpk

= G ❡t
H/Hpk

= H✱ ❡t ❞♦♥❝ fk = f ✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k q✉❡ t♦✉s ❧❡s fk s♦♥t s✉r❥❡❝t✐❢s✳

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ f1 ❧✬❡st✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s fk

s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❙♦✐t h ∈ H ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ g ∈ G
❡t h ∈ H t❡❧ q✉❡ f(g) = hh′p

k+1
✳ ❈♦♠♠❡ fk ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ✐❧

❡①✐st❡ g ∈ G ❡t h′ ∈ H t❡❧s q✉❡ f(g) = hh′p
k
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ f1 ét❛♥t

s✉r❥❡❝t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ g′ ∈ G ❡t h′′ ∈ H t❡❧s q✉❡ f(g′) = h′h′′p✳ ❆❧♦rs

f
(

gg′−pk
)

= hh′′−pk+1
✱ ❝❡ q✉✐ ✜♥✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ �

❋❛✐t ✷✳✷✺

❙♦✐t G ✉♥ p✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐✱ X ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ G✳ X ❡♥❣❡♥❞r❡ G s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s G/Gp ❡♥❣❡♥❞r❡ G/Gp✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡ s❡♥s ❞✐r❡❝t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
q✉♦t✐❡♥t✱ s✐ g1g2 · · · gn = h✱ ❛❧♦rs [g1][g2] · · · [gn] = [h]✳

P♦✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ♣♦s♦♥s H ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
X✱ ❡t f ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ H ❞❛♥s G✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
[X] ❡♥❣❡♥❞r❡ G/Gp✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ H/Hp = G/Gp✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❢❛✐t ✷✳✷✹✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ f ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ X
❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ G✳ �
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◗✉❡ ❞é❞✉✐t✲♦♥ ❞❡ ❝❡❧❛ ❄ P♦s♦♥s G ✉♥ p✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐✳ ■❧ ❢❛✉t r❡✲
♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ G✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r G/H ❞❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r G ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r G/H✳ ❈❡tt❡ ♣r♦✲
♣r✐été✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à H = Gp✱ ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t ✷✳✷✺ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ eGk = e

G/Gp

k ✳ G/Gp ❡st
✉♥ p✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐✱ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥❡✉tr❡s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ p ✿
✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à (Zp)

k✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ❡♥ ré❛❧✐té
❧❡ r❛♥❣ ❞❡ G✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r
❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ eGk ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✜♥✐s ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡r❛✳

■❧ ❢❛✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ (Zp)
n ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡

✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s Fp ❀ ❧❡s ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱
❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥✲
❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é ❞✬é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
str✉❝t✉r❡s✱ ❡t❝✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t r❡❝♦✉rs ❛✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s q✉❛♥❞ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❛r❛îtr❛ ✉t✐❧❡✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r e(Zp)n

k ✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✲
✈✐r❛ ❛✉ss✐ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é✳

❋❛✐t ✷✳✷✻

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ n✲✉♣❧❡ts ❧✐❜r❡s ❞❡ (Zp)
k ❡st

αp (k, n) =

n−1
∏

i=0

(

pk − pi
)

.

Pr❡✉✈❡ ✿ P♦✉r q✉✬✉♥ n✲✉♣❧❡t (v0, . . . , vn) s♦✐t ❧✐❜r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ v0 s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ pk−1 ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳
P♦✉r v1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s
❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r v0 ✿ ✐❧ r❡st❡ pk − p ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ P♦✉r
v2✱ ♦♥ ❞♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬✐♥t❡r❞✐r❡ t♦✉t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r v0 ❡t v1✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ p2 ❀ ❡t ❛✐♥s✐
❞❡ s✉✐t❡✳ �

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ n✲✉♣❧❡ts ❧✐❜r❡s ❞❡ (Zp)
k✱ ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♠❛tr✐❝❡s k × n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Zp q✉✐ s♦♥t ❞❡ r❛♥❣ n ❀ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛
tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
k✲✉♣❧❡ts ❞❡ (Zp)

n q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
(pn)k k✲✉♣❧❡ts ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ (Zp)

n✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❝❡❝✐ ✿

e
(Zp)n

k =

n−1
∏

i=0

(

1 − pi−k
)

.
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù G ❡st ✉♥ p✲❣r♦✉♣❡✶ ❛❜é❧✐❡♥✱

♦♥ ❛ eGk =
r(G)−1
∏

i=0

(

1 − pi−k
)

✳ ▼✐❡✉①✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧ ♦ù G ❡st

❥✉st❡ s✉♣♣♦sé ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ✜♥✐✱ ❝♦♠♠❡ G ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ p✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣
❛✉ ♣❧✉s r(G)✱ ♦♥ ❛

eGk ≥
r(G)−1
∏

i=0

∏

p

(

1 − pi−k
)

,

ét❛♥t ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r p ❡st ♣r✐s s✉r t♦✉t ❧❡s p ♣r❡♠✐❡rs✳ ▲❡
❝❛s k < r(G) ét❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs eGk = 0✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r k ≥ r(G)✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

∏

p

(

1 − pi−k
)

= 1
ζ(k−i) ✱

♦ù ζ ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ζ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✖ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ζ(1) = +∞✳
❖♥ ❛ ❛✐♥s✐

eGk ≥
r(G)−1
∏

i=0

1

ζ (k − i)
.

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉❡✱ ❝❡tt❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❡st
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉✐ s♦✐t ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s eGk à r(G) ✜①é✳
❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝
O (r(G)) r❡q✉êt❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡❝✐ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✼

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❛❜é❧✐❡♥ G✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✱ ❡st ❛✉ ♣❧✉s

max (r(G) + 4, r(G) + 1 − log2 ε) .

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ζ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs
à ✶ ♣❛r

ζ(n) =

+∞
∑

j=1

j−n.

❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ζ(n) = 1+2−n +3−nξ(n)✱ ❛✈❡❝ ξ(n) =
+∞
∑

j=3

(

j
3

)−n
✳

ξ ét❛♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ζ(n) = 1 + 2−n +
O (3−n)✳ ❉✐s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r n ≥ n0✱ ♦♥ ❛ ζ(n) ≤ 1 + 2−n +C · 3−n✳
❙✉♣♣♦s♦♥s k > r(G) + n0✳ ❆❧♦rs

✶❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ p✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ p✳
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− ln eGk ≤
r(G)−1
∑

i=0
ln ζ(k − i)

≤
r(G)−1
∑

i=0
ln
(

1 + 2i−k + C · 3i−k
)

≤
r(G)−1
∑

i=0

(

2i−k + C · 3i−k
)

− ln eGk ≤ 2r(G)−k + C
2 · 3r(G)−k

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ n ≥ ln C
ln 3

2

✱ ❛❧♦rs 2−n + C · 3−n ≤ 2−(n−1)✳ ❖♥

❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ k ≥ r(G)+n1✱ ♦ù n1 = max
(

n0 + 1, ln C
ln 3

2

)

✱ ❛❧♦rs
♦♥ ❛

− ln eGk ≤ 2r(G)−k+1.

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é
❞❛♥s G ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t k t❡❧ q✉❡ eGk ≥ 1 − ε✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s kG

ε ✳
❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ k ≥ r(G) + n1✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r eGk ≥ 1 − ε✱ ✐❧ s✉✣t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t 2r(G)−k+1 ≤ ln 1

1−ε ✱ s♦✐t k ≥ r(G) + 1 − log2 ln 1
1−ε ✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

kG
ε ≤ max

(

r(G) + n1, r(G) + 1 − log2 ln
1

1 − ε

)

.

❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧❡ t❡r♠❡ log2 ln 1
1−ε ♣❛r❛ît ❜✐❡♥ ✐♥❝♦♥❣r✉✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît

❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à log2 ε t♦✉t ❡♥ ❡♥ ét❛♥t très ♣r♦❝❤❡ ❀
❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : ε 7→ log2 ln 1

1−ε − log2 ε ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡
s✉r

[

0; 1
2

]

✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ε
2 ❡♥ 0 ❡t ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ 0, 47 ❡♥ 1

2 ✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
kG

ε ≤ max (r(G) + n1, r(G) + 1 − log2 ε)✱ ♠❛✐s ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ♣❡r❞
très ♣❡✉✱ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❞✐r❡ r✐❡♥✱ à ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r n0 = 2 ❡t C = 4✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ n1 ≤ 4✳ �

▲✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♣❧✉tôt ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ❝♦✉t✉♠❡✱ ♥❡ ❞♦✐t
♣❛s ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ❛✐t ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣rét❡♥t✐♦♥ à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Zp✱ ♦ù p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
r❡q✉êt❡s ✈❛✉t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s 2 ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r
❞❡♠❛♥❞é❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[

0; 1
2

[

✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ Zp ❛ ♣♦✉r
s❡✉❧ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧ ❡t ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r
❞❛♥s q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ s❡ s✐t✉❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡♥ 0
❡t ❡♥ 1✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❡st
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r |G|✱ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s s✉✣s❛♥t à ❝♦♥♥❛îtr❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s✳
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✺✸

❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❇♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s q✉❛♥t✐q✉❡ s♦♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✈❡r✲
s❛✐r❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛ttr✐❜✉❡r à ❆♥❞r✐s ❆♠❜❛✐♥✐s ❬❆♠❜✵✷❪✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ❘♦❜❡rt ❇❡❛❧s✱
❍❛rr② ❇✉❤r♠❛♥✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❈❧❡✈❡✱ ▼✐❝❤❡❧❡ ▼♦s❝❛ ❡t ❘♦♥❛❧❞ ❞❡ ❲♦❧❢ ❬❇❇❈+✾✽❪✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✈❡rs❛✐r❡✱
❡t ❛♣rès ❝❡❧❛✱ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛♣❡s❛♥t✐r s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ❜♦♥ ✉s❛❣❡✳ ❊♥ ♠❛t✐èr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱
♥♦✉s ♥❡ s❛✉r✐♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❬P❤✐✵✸❪✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ♠ét❤♦❞❡s✱
♣r❡✉✈❡s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❝❧❛✐r❡✳

✸✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✈❡rs❛✐r❡

❉❡✉① ❡♥❢❛♥ts ❥♦✉❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉r✳ ❆❧❝❡st❡ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ têt❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
1 à 100✱ ❡t ❇éré♥✐❝❡ t❡♥t❡ ❞❡ ❧❡ tr♦✉✈❡r ❡♥ ♣♦s❛♥t ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✉ t②♣❡
✓ ♣❧✉s ♣❡t✐t✱ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉ é❣❛❧ ❄ ✔✳ ❆❧❝❡st❡ ♣❡♥s❡ ❡♥ s❡❝r❡t à 23✳ ❇éré♥✐❝❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ✿

✓ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❝✬❡st 60 ❄
✕ ◆♦♥✱ ❝✬❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t✳
✕ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❝✬❡st 34 ❄
✕ ◆♦♥✱ ❝✬❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t✳
✕ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❝✬❡st 23 ❄
✕ ❊✉❤✳ ✳ ✳ ♥♦♥✱ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ✦ ✔
❈❛r ❆❧❝❡st❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ♣❡r❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t

❡t ❡♥ ❛ ❛ss❡③✱ ❛❧♦rs ✐❧ tr✐❝❤❡✳ ■❧ ré✢é❝❤✐t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❙✬✐❧ ✈❡✉t r❡st❡r ❝♦❤ér❡♥t✱
✐❧ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥t✐❡r ❡♥tr❡ 1 ❡t 33✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
❡♥tr❡ 1 ❡t 22 q✉✬❡♥tr❡ 24 ❡t 33✱ ✐❧ ❛♥♥♦♥❝❡ ✿

✓ ❈✬❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t ✦ ✔
❊t ❧❡ ❥❡✉ s❡ ♣♦✉rs✉✐t✳
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P♦✉r ❧❛ ♣❡t✐t❡ ❤✐st♦✐r❡✱ ❆❧❝❡st❡ ❛ ❝❤♦✐s✐ 6 ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦♠❜r❡✳ ▼❛✐s
❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❆❧❝❡st❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣é ❞❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ✉♥
❡♥t✐❡r✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❧✉✐ s✉✣t ❞❡ r❡st❡r ❝♦❤ér❡♥t ❞❛♥s s❡s ré♣♦♥s❡s✳ ❊t ❝✬❡st
❜✐❡♥ ❧à ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ✓ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ✔ ♣✉✐sq✉❡ ❆❧❝❡st❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
❥♦✉❡r ❢r❛♥❝ ❥❡✉✱ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ❢❛❝t♦ ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞❡ ❇éré♥✐❝❡ ❡t ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ str❛✲
té❣✐❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡st✐♥é❡ à ♣♦✐♥t❡r ❞✉ ❞♦✐❣t ❧❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s à ♣rés❡♥t ❛✈♦✐r ❛✛❛✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,B,S , f)✱ ♣✉✐sq✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✈❡r✲
s❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥❡ s✬♦❝❝✉♣❡ q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s✱ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s✐ ❆❧❝❡st❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ét❛t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ré♣❛rt✐ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ✖ ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ✉♥ ét❛t
q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✖ ❛❧♦rs q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s
❡✛♦rts ❞❡ ❇éré♥✐❝❡ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥❞r❛ ♣❛s à ❞é♠ê❧❡r ❧❡ ✈r❛✐ ❞✉ ❢❛✉① s❛♥s ❢❛✐r❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s✳

▲✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♣❛r ❛❞✈❡rs❛✐r❡ q✉❛♥t✐q✉❡s
❡st ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✱ s♦✉s ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡ ❞✬❆♥❞r✐s ❆♠❜❛✐♥✐s ❬❆♠❜✾✾✱ ❆♠❜✵✷❪✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ✢❡✉r✐ ❬❇❙❙✵✸✱
❆♠❜✵✸✱ ❆❛r✵✹✱ ▲▼✵✹❪✱ ❛✈❛♥t ❞✬❛✈♦✐r été ♣r♦✉✈é❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt✱ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s ❬➆❙✵✻❪✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣✐st❡s
❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st
é❧❛❜♦ré❡ ❞❛♥s ❬▲▼✵✹❪✱ ❡t ❢♦r♠✉❧é❡ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬➆❙✵✻❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶

❙♦✐t P = (I, J,B,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ε ∈
[

0; 1
2

[

✳
❉❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ p ❞é♥♦t❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (px)x∈S

❞❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r I ❀ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r p✱ ✐❧ ❡st
❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ p ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✖ ✐♥✜♥✐ ✖ ❞❡ ❝❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ P ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡r✲
r❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à (1 − 2ε)LM r (P)✱ ♦ù

LM r (P) = min
p

max
x, y ∈ S

f(x) 6= f(y)

1
∑

i ∈ I
x(i) 6= y(i)

min (px(i), py(i))
.

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ P ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r

❛✉ ♣❧✉s ε ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à
(

1 − 2
√

ε (1 − ε)
)

LM q (P)✱ ♦ù

LM q (P) = min
p

max
x, y ∈ S

f(x) 6= f(y)

1
∑

i ∈ I
x(i) 6= y(i)

√

px(i)py(i)
.

◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳



✸✳✷✳ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ P❖▲❨◆❖▼■❆▲❊ ✺✺

✸✳✷ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

P❛r ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✈❡rs❛✐r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
♣❛r❛ît ❜✐❡♥ ♣❡✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ r❡♣♦s❡ ♣❛s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✬✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡✱ ♠❛✐s s❡
❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙♦♥ ✐♥térêt ❧❡ ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❞é❢❛✉ts q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✲
✈❡rs❛✐r❡✱ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐
❢❛✐t ❞é❢❛✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s i ❡t j
t❡❧s q✉❡ x(i) = x(j)✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ n ❡♥✲
t✐❡rs ❞♦♥♥és s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❬❆❙✵✹✱ ❑✉t✵✺❪ ❀ ♥♦✉s
✈❡rr♦♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

P❛s ❞❡ ♠✐r❛❝❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ s❡s ❞é❢❛✉ts✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r r❛♥❣
❞❡sq✉❡❧s s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ s♦✉s
✉♥ ❛s♣❡❝t ✉♥ ♣❡✉ ❛❜r✉♣t✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ✉s❛❣❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ rés✉❧t❛t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❛✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✉t✐❧❡ q✉❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡♠❡♥t ✿ ❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té q✉✬✐❧ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t str✉❝t✉ré ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
❞❡ s❡s s②♠étr✐❡s ♣r♦❞✉✐s❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞✬✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❡t ❛✉ss✐✱ ♣❡✉t✲êtr❡✱ ✉♥
♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡✳

✸✳✷✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ r❡♣♦s❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✉r ✉♥
rés✉❧t❛t✱ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❬❇❇❈+✾✽❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡ s✉✐t❡ ❡♥ r❡♣r❡✲
♥❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❬❆❙✵✹❪✳ ❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡✳ P♦✉r s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ I ❞❛♥s J ❡t x ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ I
❞❛♥s J ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

Is(x) =

{

1 s✐ x ét❡♥❞ s
0 s✐♥♦♥

.

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ét❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s s✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s ❡st
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ x ❡t q✉❡ x ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ s s✉r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈✬❡st t♦✉t ❝❡
❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r é♥♦♥❝❡r ❧❡✳ ✳ ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✭❇❡❛❧✱ ❇✉❤r♠❛♥✱ ❈❧❡✈❡✱ ▼♦s❝❛ ❡t ❞❡ ❲♦❧❢✮

❙♦✐t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♦✉ q✉❛♥t✐q✉❡✮ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P =
(I, J,R,S , f)✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ❡t s♦✐t r ∈ R✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ I ❞❛♥s J ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s
(αs)s∈S t❡❧s q✉❡ ✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱
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• |dom(s)| ≤ T s✐ A ❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱
• |dom(s)| ≤ 2T s✐ A ❡st q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x ❞❡ I ❞❛♥s J ✱ A ré♣♦♥❞ r s✉r ❧✬❡♥tré❡ x ❛✈❡❝
♣r♦❜❛❜✐❧✐té

∑

s∈S

αsIs(x).

P♦✉rq✉♦✐ ❛♣♣❡❧❧❡✲t✲♦♥ ❝❡❝✐ ❧❛ ✓ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✔ ❄ P♦✉r ❧❛ r❛✐s♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r i ❞❛♥s I ❡t j ❞❛♥s J ✱ ♥♦t♦♥s ∆i,j ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x : I → J ❛ss♦❝✐❡ 1 s✐ x(i) = j✱ 0 s✐♥♦♥✳ Is s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡
✉♥ ♥♦♠ô♠❡ ❡♥ ❧❡s ∆i,j ✿

Is =
∏

i∈dom(s),j=s(i)

∆i,j .

▲❛ s♦♠♠❡
∑

s∈S

αsIs q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦❧②✲

♥ô♠❡ ❡♥ ❧❡s ∆i,j ✱ q✉✐ ♣❧✉s ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s T ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱
2T ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ r❡♠❛rq✉♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ A s✉r
❧❡s ❡♥tré❡s x ∈ S ✱ ♠❛✐s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ JI ✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❛✈♦✐r s♦♥
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✿ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❆❙✵✹❪✱ ❬❑✉t✵✺❪ ♦✉ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥
❢❡r♦♥s ♥♦✉s✲♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❛❧q✉é❡ s✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❇❇❈+✾✽❪✱ ♣✉✐s ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✿ ◆♦t♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ |ψk〉 ❧✬ét❛t
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡ ♥✉♠ér♦ k ✖ ét❛♥t ❡♥t❡♥❞✉
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ à 0✳ |ψk+1〉 = MkOx |ψk〉✱
♦ù Ox ❡st ❧❛ ♣♦rt❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡✱ x ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ ❡tMk ❧❛ k❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t
♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞✬❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ |ψ0〉 ♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ x✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞❡ ❞❡❣ré ✵ ❡♥ ❧❡s ∆i,j(x)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
k q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r |ψk〉 s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡s
∆i,j ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s k✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s Mk s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s
❞❡ x✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ |ψk+1〉 ♥❡ s♦♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ O |ψk〉 ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r✳
❉✐✈✐s♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ tr♦✐s r❡❣✐str❡s ✿ ❧❡ ♣❡r♠✐❡r ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛
r❡q✉êt❡ ❡♥✈♦②é❡ à ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ❧✬♦♥
st♦❝❦❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❤❛❜✐t✉❡❧✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ t♦✉t ❧❡
r❡st❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡ O ❛❣✐t ❛✐♥s✐ ✿
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Ox |i, j, z〉 = |i, j ◦ x(i), z〉 .

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ◦ ❡st ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ J×J ❞❛♥s J ✱
s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ➱❝r✐✈♦♥s
|ψk〉 =

∑

i,j,z
βk

i,j,z(x) |i, j, z〉✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❝❤❛q✉❡

βk
i,j,z(x) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s k ❡♥ ❧❡s ∆i,j(x)✳ ❖♥ ❛

❛❧♦rs

Ox |ψk〉 =
∑

i,j,z

βk
i,j,z(x) |i, j ⊕ x(i), z〉 .

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

Ox |ψk〉 =
∑

i,j,j′,z/j′=j◦x(i)

βk
i,j,z(x)

∣

∣i, j′, z
〉

.

❈✬❡st à ❝❡ ♣♦✐♥t q✉✬❡♥tr❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ∆i,j ✳ P❛r ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥✱ ∆i,j′′(x) ✈❛✉t 1 s✐ x(i) = j′′✱ 0 s✐♥♦♥ ❀ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ ❧✬♦♥
♥♦t❡ µ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ J × J ❞❛♥s J ✈ér✐✜❛♥t j1 = j2 ◦ µ (j1, j2)✱
♦♥ ❛ ∆i,µ(j′,j′′)(x) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x(i) = µ(j′, j′′)✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ j′′ ◦ x(i) = j′✳ P♦✉r i✱ j ❡t j′ t❡❧s q✉❡ j′ = j ◦ x(i)✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ é❝r✐r❡

βk
i,j,z(x) =

∑

j′′
βk

i,j′′,z(x)∆i,µ(j′,j′′)(x).

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Ox |ψk〉 =
∑

i,j′,z





∑

j′′
βk

i,j′′,z(x)∆i,µ(j′,j′′)(x)





∣

∣i, j′, z
〉

.

❈♦♠♠❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❝❤❛q✉❡ βk
i,j,z(x) ❡st ✉♥

♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s k ❡♥ ❧❡s ∆i,j(x)✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
Ox |ψk〉 s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s k+ 1 ❡♥ ❝❡s ♠ê♠❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ |ψT 〉 ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❞❡✉① r❡❣✐str❡s✱ ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t r❡♥✈♦②é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞
❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t ❧❡ r❡st❡✱ ♦♥ ❛

|ψT 〉 =
∑

r,z

γr,z(x) |r, z〉 ,

♦ù ❧❡s γr,z s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s T ❡♥ ❧❡s ∆i,j ✳ ▲❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ré♣♦♥❞❡ r ❡st ❛❧♦rs
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• ∑
z
γr,z(x) s✐ A ❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱

• ∑
z
|γr,z(x)|2 s✐ A ❡st q✉❛♥t✐q✉❡✳

❆✐♥s✐✱ s✐ A ❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ s✉✐t ✐♠✲
♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ♣❛r❛ît ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t s✐ A ❡st q✉❛♥✲
t✐q✉❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❝♦♠♣❧❡①❡ z = a + i b✱ |z|2 = a2 + b2✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡✱ ❧❡s γr,z

ét❛♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s T ❡♥ ❧❡s ∆i,j ✱ ❧❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té q✉❡ A ré♣♦♥❞❡ r ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s
2T ✳

�

❈♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❄ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❛②♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,B,S , f)✱ ❡t A ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ rés♦❧✈❛♥t ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s 1

3 ✳ ◆♦t♦♥s PA : JI →
[0; 1] ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ✖ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s S ✖ ❛ss♦❝✐❡ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♣❛r A ✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ♣♦✉r t♦✉t x ∈ JI ✱ PA (x) ∈ [0; 1]✱
• ♣♦✉r t♦✉t x ∈ f−1 (⊤)✱ PA (x) ∈

[

2
3 ; 1
]

✱ ❡t
• ♣♦✉r t♦✉t x ∈ f−1 (⊥)✱ PA (x) ∈

[

0; 1
3

]

✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r

{0; 1}I×J ✱ q✉✬✉♥ ♣❡✉ ❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❡♥❝♦r❡ PA ✿ ❡♥ ❝❡ s❡♥s ❡❧❧❡
❛ |I × J | ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ (δi,j)(i,j)∈I×J ✳ ➚ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x ∈ JI ♦♥

❛ss♦❝✐❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ {0; 1}I×J ❞é✜♥✐ ♣❛r δi,j = ∆i,j(x)✳ PA ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s x✳ ❊t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ PA ❡st ♣r♦❧♦♥❣❡❛❜❧❡ s✉r t♦✉t {0; 1}I×J ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡
❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s T ♦✉ 2T ✳

❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡✲
❣ré ❛✉ ♣❧✉s T ♦✉ 2T q✉✐ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❝♦♥♥✉❡s ❡♥ q✉❡❧q✉❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❡t ♣❛rt❛♥t✱ s✉r T ✳ ▲❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s à |I| · |J | ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣
tr♦♣✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱
♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à
✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉♥✐✈❛r✐é✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ V : JI → R✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❝♦❧❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉✬❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t❡ s❡s s②♠étr✐❡s✱ ❡t❝✳ ❀ ♣♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r
a ∈ R✱ P (a) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s PA (x) ♣♦✉r x ∈ V −1(a)✳ ■❧ ♥✬❡st
♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r V ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ P ✈ér✐✜❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ sér✐❡
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❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s ❛r❞✉✱ ❝✬❡st ❞❡
❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ P r❡st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳

❇✐❡♥ sûr✱ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t q✉❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧✱ ♦✉✈❡rt à t♦✉t❡s s♦rt❡s
❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❛st✉❝✐❡✉s❡ ❡t ❞é✈♦②é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss✐♦♥s ❡st ❧✬÷✉✈r❡ ❞❡ ❙❝♦tt ❆❛r♦♥s♦♥✱ ♦ù ✐❧ s❡
r❛♠è♥❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ♥♦♥ ♣❛s ✉♥❡ ♠❛✐s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♠❛✐s s✬❡♥ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ✭❝❢ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷
❞❡ ❬❆❛r✵✷❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡sq✉❡ r❡❣r❡tt❡r q✉✬✐❧ ❛✐t ♣❧✉s t❛r❞✱ ❛✈❡❝ ❨❛♦②✉♥ ❙❤✐✱
♣r♦✉✈é ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❢♦rt ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❬❆❙✵✹❪✳

✸✳✷✳✷ ▲❡s ❧❡♠♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥ ✜♥
❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ P❛t✉r✐ ❬P❛t✾✷❪ ♦✉ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ◆✐s❛♥✲❙③❡❣❡❞② ❬◆❙✾✹❪✱ q✉✐
s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s
♣rés❡♥t❡r ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❧❡♠♠❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❡✐♥❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉s ❛❞❛♣té à
♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ◆✐s❛♥✲❙③❡❣❡❞②✳ ■❧ ❢✉t é♥♦♥❝é ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
♣❛r ◆♦❛♠ ◆✐s❛♥ ❡t ▼❛r✐♦ ❙③❡❣❡❞② ❞❛♥s ❬◆❙✾✹❪✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ tr♦✉✈❡r
❞❡s tr❛❝❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s✱ ❡♥ ✜❧✐❣r❛♥❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❊❤❧✐❝❤ ❡t
❩❡❧❧❡r ❬❊❩✻✹❪✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❞❡ ❘✐✈❧✐♥ ❡t ❈❤❡♥❡② ❬❘❈✻✻❪✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸ ✭◆✐s❛♥✲❙③❡❣❡❞②✮

❙♦✐t P ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [n+ 1]✱ |P (i)| ≤M ✱ ❡t

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ x ∈ [0;n] t❡❧ q✉❡ |P ′(x)| ≥ c✳

❆❧♦rs deg(P ) ≥
√

cn
c+2M ✳

▲❡ ♣r❡✉✈❡ ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❧❛ r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡
❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹ ✭▼❛r❦♦✈✮

❙♦✐t P ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ré❡❧ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré d t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r x ∈ [−A;A]✱
|P (x)| ≤M ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x ∈ [−A;A]✱ |P ′(x)| ≤ M

A d
2✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸ ✿ ❙♦✐t c′ = max
x∈[0;n]

|P ′(x)| ≥ c✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é

❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r |P | s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ [0;n]✱ ♦♥ ❛ |P (x)| ≤
M+ c′

2 ✳ P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs c′ ≤ M+ c′
2

n
2

deg(P )2 =

2M+c′
n deg(P )2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

deg(P )2 ≥ c′n
c′ + 2M

.

❈♦♠♠❡ c′ ≥ c✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳ �



✻✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❇❖❘◆❊❙ ■◆❋➱❘■❊❯❘❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛ été ❞é♠♦♥tré ♣❛r P❛t✉r✐ ❞❛♥s ❬P❛t✾✷❪✱ ♦ù ✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❛s t❡❧ q✉❡❧✱ ♠❛✐s ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳ ◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥
s♦✐t✱ ✈♦✐❧à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺ ✭P❛t✉r✐✮

❙♦✐t P ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ré❡❧ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ a ❡t b ❞❡s ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ a < b✱ ξ
✉♥ ré❡❧ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à [a; b]✱ c > 0 ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❡s
❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ∈ [a; b]✱ |P (i)| ≤ 1✱ ❡t

✷✳ |P (ξ) − P (⌊ξ⌋)| ≥ c✳

❆❧♦rs deg(P ) = Ω
(

√

(ξ − a+ 1) (b− ξ + 1)
)

✳

■❧ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❧❛✐ss❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ Ω

(√
b− a

)

❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞
ξ ❡st ❡♥✈✐r♦♥ à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥
Ω (b− a)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r ❞❛♥s ❬P❛t✾✷❪✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s✱ à ❝❡ ♣♦✐♥t q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❢♦✉r♥✐❡
❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ✖ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ♣rès✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ têt❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉r s❡s ✈❛❧❡✉rs ✖ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡s♣❛❝és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✱
♠❛✐s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ◗✉✬à ❝❡❧❛ ♥❡ t✐❡♥♥❡✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡✲❝✐✱
❛♣♣❛r✉ ❞❛♥s ❬❑◆P✵✺❛❪✱ ❢❡r❛ ❧✬❛✛❛✐r❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻

❙♦✐t c > 0 ❡t ξ > 1 ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t P ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ré❡❧ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ∈ [n]✱
∣

∣P (ξi)
∣

∣ ≤ 1✱ ❡t

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ x0 ∈ [1; ξ] t❡❧ q✉❡ |P ′(x0)| ≥ c✳

❆❧♦rs deg(P ) = Ω (n)✱ s♦✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

deg(P ) ≥ min





n

2
,
log2

(

ξn+3c
)

− 1

log2

(

ξ3

ξ−1

)

+ 1



 .

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t d ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ P ❀ s✉♣♣♦s♦♥s d ≤ n
2 ✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ♣r♦✉✈❡r✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ′ ❛♥❞ P ′′ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré
d − 1 ❡t d − 2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r a ∈ [n− 2d+ 2;n− 1] t❡❧ q✉❡
P ′′ ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

]

ξa; ξa+1
[

✱ ❡t q✉❡
P ′ ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ s♦✐t ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡
✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r a ❢♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ξa ≥
ξ2✳



✸✳✷✳ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ P❖▲❨◆❖▼■❆▲❊ ✻✶

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r

∣

∣

∣P ′
(

1+ξ
2 ξa

)∣

∣

∣✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ 1+ξ
2 ξa ❡st

❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
(

ξa; ξa+1
)

✱ ♦ù P ′ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r

∣

∣

∣
P ′
(

1+ξ
2 ξa

)∣

∣

∣
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r d ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t

♥é❣❛t✐❢✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ P ′ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡
ré❡❧❧❡ s♦✐t ❞❛♥s

(

ξa; ξa+1
)

✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝♦♠❜✐♥é❡s ❞♦♥♥❡r♦♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ❝❡❝✐ ✿

∣

∣

∣

∣

P ′
(

1 + ξ

2
ξa

)∣

∣

∣

∣

≤ 4

ξa(ξ − 1)

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ✱ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
]

ξa; ξa+1
[

✱ ❡st s♦✐t ❝♦♥✈❡①❡✱ s♦✐t
❝♦♥❝❛✈❡✱ ♣✉✐sq✉❡ P ′′ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❛s ét❛♥t ❜✐❡♥
❡♥t❡♥❞✉ s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡♥ tr❛✐t❡r ✉♥ s❡✉❧ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r
❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ P ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s❛ t❛♥❣❡♥t❡ t ❛✉
♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

−1

ξa+1ξa ξa+ξa+1

2

1

x

t(x)

P (x)

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ P ❡t s❛ t❛♥❣❡♥t❡ t ❡♥ ξa+ξa+1

2

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[

ξa; ξa+1
]

✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱

✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿ s♦✐t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ P ❡♥ ξa+ξa+1

2 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
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♣♦s✐t✐✈❡✱ s♦✐t ❡❧❧❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s
❝❡❧❛ s✬ét❡♥❞ à t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

]

ξa; ξa+1
[

✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t

♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r P
(

ξa+ξa+1

2

)

≥ −1✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s t ≤
P
(

ξa+1
)

≤ 1✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[

ξa; ξa+1
]

✈❛✉t
❛✉ ♣❧✉s 4✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ P ′ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ s✉r

]

ξa; ξa+1
[

✱ ♦♥ ❞♦✐t

❛✈♦✐r P
(

ξa+ξa+1

2

)

≤ 1 ❡t t(ξa) ≥ −1✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉r

❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[

ξa; ξa+1
]

✈❛✉t ❛✉ ♣❧✉s ✹✳ ❉❛♥s t♦✉s
❧❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∣

∣

∣

∣

P ′
(

1 + ξ

2
ξa

)∣

∣

∣

∣

≤ 4

ξa(ξ − 1)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ q✉♦✲

t✐❡♥t
P ′( 1+ξ

2
ξa)

P ′(x0) ✿

∣

∣

∣

∣

∣

∣

P ′
(

1+ξ
2 ξa

)

P ′(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 4

cξa(ξ − 1)
≤ 4

cξn−2d+2(ξ − 1)
. ✭✸✳✶✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❛❜❧✐r ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿

∣

∣

∣

∣

∣

∣

P ′
(

1+ξ
2 ξa

)

P ′(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥
(

ξ − 1

2ξ

)d−1

✭✸✳✷✮

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ P s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P ′(X) = λ

d−1
∏

i=1

(X − αi),

♦ù ❧❡s αi s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∣

∣

∣

∣

∣

∣

P ′
(

1+ξ
2 ξa

)

P ′(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

d−1
∏

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

1+ξ
2 ξa − αi

x0 − αi

∣

∣

∣

∣

∣

✭✸✳✸✮

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❜♦r♥❡r ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛✐♥s✐
❞é✜♥✐❡ ✿

f :





R \
(

{x0} ∪
(

ξa; ξa+1
))

→ R

x 7→
∣

∣

∣

∣

1+ξ
2

ξa−x

x0−x

∣

∣

∣

∣



 .

P♦✉r x ❞❛♥s R\
(

{x0} ∪
(

ξa; ξa+1
))

✱ ♦♥ ❛✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❡st ❧à ♣♦✉r
♥♦✉s ❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱
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f(x) ≥ min(1, f(ξa), f(ξa+1)) ≥ ξ − 1

2ξ
.

xx0
1+ξ
2 ξa ξa+1

f(x)

ξ − 1

2ξ

1

ξa

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ f

❙♦✉✈❡♥♦♥s✲♥♦✉s q✉❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ai ♥✬❛ s❛ ♣❛rt✐❡
ré❡❧❧❡ ❞❛♥s

]

ξa; ξa+1
[

✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱

f(ℜ(αi)) ≥
ξ − 1

2ξ
. ✭✸✳✹✮

P♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r f(αi) ✐❧ s✉✣t ❞✬êtr❡
❝♦♥s❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❣é♦♠étr✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿
❙♦✐tMBC ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✱M ′ ❧❡ ♣r♦❥❡té ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡M s✉r (BC)✱
❡t (d) ❧❛ ♠é❞✐❛tr✐❝❡ ❞❡ [BC]✳
❙✐ M ❡st ✓ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✔ (d)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✐ MC ≥ MB✱
❛❧♦rs✱ ❜✐❡♥ sûr✱ MC

MB ≥ 1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ùM ❡st
✓ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✔ (d)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù MC ≤MB ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✳
❈♦♠♠❡ C ❡st ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ (MM ′) q✉❡ ♥❡ ❧✬❡st B✱

tanα = MM ′/BM ′ ≤ tanβ = MM ′/CM ′.

❆✐♥s✐✱ α ≤ β✱ ❞♦♥❝ cosα ≥ cosβ✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ MC
MB ≥ M ′C

M ′B ✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✿

MC

MB
≥ min

(

1,
M ′C
M ′B

)

✭✸✳✺✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛✉① ♣♦✐♥ts M = αi✱ M ′ = ℜ(αi)✱
B = x0 ❡t C = 1+ξ

2 ξa✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡❝✐ ✿
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α β

C
M ′

M

(d)

B

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ▲❛ tr✐❣♦♥♦♠étr✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥✉❧s

∣

∣

∣

∣

∣

1+ξ
2 ξa − αi

x0 − αi

∣

∣

∣

∣

∣

≥ min

(

1,

∣

∣

∣

∣

∣

1+ξ
2 ξa −ℜ(αi)

x0 −ℜ(αi)

∣

∣

∣

∣

∣

)

,

❡t ❞♦♥❝ f(αi) ≥ ξ−1
2ξ ✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✹✮✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✭✸✳✸✮✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t

q✉❡
∣

∣

∣

∣

∣

∣

P ′
(

1+ξ
2 ξa

)

P ′(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥
(

ξ − 1

2ξ

)d−1

.

❊♥✜♥✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✸✳✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

(

ξ − 1

2ξ

)d−1

≤ 4

cξn−2d+2(ξ − 1)
,

s♦✐t

d ≥ log2

(

ξn+3c
)

− 1

log2

(

ξ3

ξ−1

)

+ 1
.

�
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✸✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s (Zp)
n

✸✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t é♥♦♥❝é ❞✉ rés✉❧t❛t

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥♦♥ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s (Zp)

n✱ ♠❛✐s ✉♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼

P♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ n✱ ✇❍❙P(Zp)n ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧❡ q✉✐♥t✉♣❧❡t ((Zp)

n , [pn] ,B,S , f)✱ ♦ù
• S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ G ❞❛♥s [|G|] ❝❛❝❤❛♥t ✉♥ s♦✉s✲

❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❞✬♦r❞r❡ 1 ♦✉ p✱ ❡t
• ♣♦✉r γ ∈ S ✱ f(γ) ✈❛✉t ⊤ s✐ γ ❝❛❝❤❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ⊥ s✐♥♦♥✳

✇❍❙P(Zp)n ét❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ❞❡ ❍❙P(Zp)n ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ε✱ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡✲
q✉êt❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍❙P(Zp)n ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s
♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡ ✇❍❙P(Zp)n ✱
❧❛ ♠ê♠❡ ❜♦r♥❡ s❡r❛ ✈❛❧❛❜❧❡ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ♣♦✉r ❍❙P(Zp)n ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r✱ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✱ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é✈❡❧♦♣♣és s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬❑◆P❪✱ ❬❑◆P✵✺❛❪ ❡t ❬❑◆P✵✺❜❪✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✐❞é❡s s♦♥t ❞❛♥s
❬❑◆P❪✱ q✉✐ ♥❡ tr❛✐t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛s p = 2✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♦ù p
❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ♣❧✉s ♣é♥✐❜❧❡s✳

❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♣✐❡r ♦r✐❣✐♥❡❧ ❬❙✐♠✾✼❪✱
♦ù ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t✱ ❞❛♥s (Z2)

n✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❡♥ ❛②❛♥t ❧❛
♣r♦♠❡ss❡ q✉✬✐❧ ét❛✐t ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❉❛♥✐❡❧
❙✐♠♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✓ ▲❛s ❱❡❣❛s ✔ ❞❡ s♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❡♥ O(n) ✖ ♥♦✉s ♥❡
♥♦✉s ❛♣❡s❛♥t✐r♦♥s ♣❛s s✉r ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✱ q✉✐ ♥✬❛ q✉❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s
✓ ♠♦②❡♥♥❡ ✔✳ ▼✐❡✉①✱ ●✐❧❧❡s ❇r❛ss❛r❞ ❡t P❡t❡r ❍ø②❡r ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬❇❍✾✼❪
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡①❛❝t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r
♥✉❧❧❡✱ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✖ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
r❡q✉êt❡s ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳

❋✐①♦♥s ❞♦ré♥❛✈❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ε ∈
[

0; 1
2

[

r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡r✲
r❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥s✐❞érés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽

❙♦✐t Tε(p, n) ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✇❍❙P(Zp)n ♣♦✉r ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✳

▲❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾

Tε(p, n) ≥ min





n

4
,
log2

(

(2 − 4ǫ)pn+3

p−1

)

− 1

2 log2

(

p3

p−1

)

+ 2



 .

❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❥♦❧✐✱ ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣ré❢ér❡r❛ s❛♥s ❞♦✉t❡ ❝❡t é♥♦♥❝é✱ ♠♦✐♥s
♣ré❝✐s ♠❛✐s ♣❧✉s ❡st❤ét✐q✉❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵

Tε(p, n) = Ω(n)✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❛❧❧✉r❡ ♣❡✉ ❛✈❡♥❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✾✱ ✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛îtr❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t à t♦✉t à ❝❤❛❝✉♥
q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ❡♥ ❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❀ ♣♦✉rt❛♥t ❝✬❡st ❜✐❡♥
❧❡ ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❡s q✉❛✲
tr❡tr♦✐s ✐♥é❣❛❧✐tés ✿ pn+3

p−1 ≥ pn+2✱ p3

p−1 ≤ 2p2✱ 1 + log2 p ≤ 2 log2 p
❡t log2 (2 − 4ε) ≤ 1✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾ q✉❡
❧✬♦♥ ❛

Tε(p, n) ≥ min

(

n
4 ,

log2((2−4ǫ)pn+2)−1

2 log2(2p2)+2

)

≥ min
(

n
4 ,

log2(2−4ǫ)+(n+2) log2 p−1
4(1+log2 p)

)

≥ min
(

n
4 ,

log2(2−4ǫ)+(n+2) log2 p−1
8 log2 p

)

≥ min
(

n
4 ,

n
8 + log2(2−4ε)−1

8 log2 p

)

Tε(p, n) ≥ min
(

n
4 ,

n
8 + log2(2−4ε)−1

8

)

.

Tε(p, n) ❡st ❞♦♥❝ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à n
8 + C(ε)✱ ❡t ❝❡

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ p ✖ ♣❛s ❞❡ ε✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♠❛✐s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é s❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ s❡❝t✐♦♥✳ �

✸✳✸✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ✇❍❙P(Zp)n ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε ❡t T s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❡♥ r❡q✉êt❡s✳ P♦✉r x ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ (Zp)

n ❞❛♥s [pn] ✱ s♦✐t PA (x) ❧❛ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té q✉❡ A ré♣♦♥❞❡ ✓ ⊤ ✔ s✉r ❧✬❡♥tré❡ x✳

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
❞❡ (Zp)

n ❞❛♥s [pn] ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s (αs)s∈S t❡❧s q✉❡ ✿
• ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x ❞❡ (Zp)

n ❞❛♥s [pn]✱ PA (x) =
∑

s∈S

αsIs(x) ❡t

• ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱ |dom(s)| ≤ 2T ✳
◆♦tr❡ ❜✉t à ♣rés❡♥t ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❞♦✐♥❡ à ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ PA ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ❛♥❛❧②s❡r q✉✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡



✸✳✸✳ ▲❊ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❯ ❙❖❯❙✲●❘❖❯P❊ ❈❆❈❍➱ ❉❆◆❙ (ZP )N ✻✼

❡♥ (pn)pn

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❛ s②♠étr✐s❡r ✖ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐
♣r❡♥❞r❛ t♦✉t❡ s❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳

❉❛♥s ✉♥ ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛t❡♥t ♠❛✐s ❜✐❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ d ❞és✐❣♥❡r❛ ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ [n+ 1]✱ ❡t D s❡r❛ pd ❀ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ d ❞és✐❣♥❡r❛ ❞♦♥❝
logpD✳

❙♦✐t Q ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
{

p0, p1, . . . , pn
}

❞❛♥s [0; 1] q✉✐ à D ❛ss♦❝✐❡

Q(D) =
1

|XD|
∑

γ∈XD

PA (γ) =
1

|XD|
∑

γ∈XD

∑

s∈S

αsIs(γ),

♦ù XD ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ (Zp)
n ❞❛♥s [pn] ❝❛❝❤❛♥t ✉♥

s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ D✳ ❇✐❡♥ sûr✱ Q ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ s✉r q✉❡❧q✉❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s
❞❡ p✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❡❧ ❞❡ ❜✐❡♥ ❞❡s ❢❛ç♦♥s✳ ◆♦✉s
❞✐r♦♥s q✉❡ Q ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré δ s✬✐❧ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
ré❡❧ ❞❡ ❞❡❣ré δ✳ ▲✬✐♥térêt ✐♠♠é❞✐❛t ❞✬❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ Q ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦✉tr❡
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ été ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ré❞✉✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
PA ✱ ❡st q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ s❛✉t ❡♥tr❡ Q(1) ❡t Q(p)✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✇❍❙P(Zp)n ❞❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✱ ♣♦✉r t♦✉t γ ❝❛❝❤❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t γ ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ♦♥ ❛ PA (γ) ≥ 1 − ε✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t γ ❝❛❝❤❛♥t ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ p✱ ♦♥ ❛ PA (γ) ≤ ε✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❡s
❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ✿ Q(1) ≥ 1 − ε ❡t Q(p) ≤ ε✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ Q ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r Q(D) ∈ [0; 1] ♣♦✉r t♦✉t
D ∈

{

p0; p1; . . . ; pn
}

✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s Is ✿

Q(D) =
1

|XD|
∑

γ∈XD

∑

s∈S

αsIs(γ).

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ é❝r✐r❡ ❝❡❧❛ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ✿

Q(D) =
∑

s∈S

αsQ
s(D),

♦ù✱ ♣♦✉r s ∈ S✱ Qs(D) = 1
|XD|

∑

γ∈XD

Is(γ) ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❞❡ (Zp)
n ❞❛♥s [pn] ét❡♥❞❛♥t s ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s ❝❛❝❤❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡

D✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s Qs✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜♦r♥❡r
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ Q ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Qs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t
q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶

❙♦✐t n ❡t k ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞❡ (Zp)

n ❞✬♦r❞r❡ pk ✈❛✉t ♣ré❝✐sé♠❡♥t

βp(n, k) =
∏

0≤i<k

pn−i − 1

pk−i − 1
.
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Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥st❛♥t (Zp)
n ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡

✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s Zp✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✷✳✷✻✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
k✲✉♣❧❡ts ❧✐❜r❡s ❞❡ (Zp)

n ✈❛✉t

αp(n, k) =
∏

0≤i<k

(

pn − pi
)

.

❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✲
❣❡♥❞ré ♣❛r αp(k, k) ❞✐✛ér❡♥ts k✲✉♣❧❡ts✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ❡st

αp(n, k)

αp(k, k)
=
∏

0≤i<k

pn−i − 1

pk−i − 1
.

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ r❡st❡ ❝♦rr❡❝t❡ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞
k > n✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s αp(n, k) = 0✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷

Q ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s 2T ✳

❈♦♠♠❡ Q(D) =
∑

s∈S αsQ
s(D)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s : (Zp)
n → E t❡❧❧❡s q✉❡ |dom(s)| ≤ 2T ✱ Qs(D) ❡st ✭❧❛

r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✮ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s 2T ✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❡①❛♠✐♥❡r
❧❡ ❝❛s ♦ù s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣✉✐s ❝❡❧✉✐ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❡t ❡♥✜♥
❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸

❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s : (Zp)
n → E ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❛❧♦rs

Qs ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s |dom(s)|✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ s❡❧♦♥ ♥♦s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ D = pd✳ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r
a0, . . . , ak−1 ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s✱ ❧❡s ai ét❛♥t
❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✳ ❆❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ ❝❛❝❤❛♥t
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ét❡♥❞ s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ γ (a0) = s (a0) ❡t
{ai − a0/i = 1 . . . k} ⊆ H✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Qs(D) = Qs′(D)✱ ♦ù s′ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡
(Zp)

n ❞❛♥s E ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s′(x) = s(x−a0)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦✲
s❡r✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ a0 ✈❛✉t 0✳ ❈♦♠♠❡ E✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣r✐s❡s ♣❛r x✱ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ pn✱ ♦♥ ❛

Qs(D) =
λ(D, s)

pn
,

♦ù λ(D, s) ✐s ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ D✱ ❞❡
❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t dom(s)✳ ❙♦✐t H ′ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré



✸✳✸✳ ▲❊ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❯ ❙❖❯❙✲●❘❖❯P❊ ❈❆❈❍➱ ❉❆◆❙ (ZP )N ✻✾

♣❛r dom(s) ❡t D′ = pd′ s♦♥ ♦r❞r❡✱ d′ ét❛♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
H ′ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ (Zp)

n✳ ❈♦♠♠❡ a0 = 0✱ ♦♥
❛ d′ ≤ |dom(s)| − 1✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ (Zp)

n ❞✬♦r❞r❡
D ❝♦♥t❡♥❛♥tH ′ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ D

D′ ❞❡
(Zp)

n /H ′✱ q✉✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à (Zp)
n−d′ ❀ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱

✐❧ ② ❡♥ ❛ ❞♦♥❝ β (n− d′, d− d′)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

Qs(D) = 1
pn

β(n−d′,d−d′)
β(n,d)

= 1
pn

∏

0≤i<d′

pd−i−1
pn−i−1

Qs(D) = 1
pn

∏

0≤i<d′

D

pi −1

pn−i−1
.

Qs ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ D ❞❡ ❞❡❣ré d′ < |dom(s)|✳ �

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✹

❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s : (Zp)
n → E ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs Qs ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉

♣❧✉s |dom(s)|✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✿ D = pd

❡t dom(s) = {ai/i ∈ [k]} ❛✈❡❝ k = |dom(s)|✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
x : (Zp)

n → [pn] ❝❛❝❤❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ai s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s à ❣❛✉❝❤❡
❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ H ❡t x ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣r♦♣r✐é❡s
❡♥ ❧❡s ai✳ ❖r✱ ❧❡s ai s♦♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s à ❣❛✉❝❤❡s ❞❡✉①✲à✲❞❡✉①
❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ H s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ H ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ❞❡s ai−aj

♣♦✉r i 6= j✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Qs(D) = νs(D)λs(D)✱ ♦ù

• λs(D) ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G✱ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❛✉❝✉♥ ❞❡s ai − aj ♣♦✉r i 6= j✱ ♣❛r♠✐ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ D✱
❡t

• νs(D) ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét❡♥❞❛♥t s ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s
❝❛❝❤❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ D ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥ ❞❡s ai−
aj ♣♦✉r i 6= j✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r νs(D)✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H
❞✬♦r❞r❡ D✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ (Zp)

n ❞❛♥s [pn] ❝❛❝❤❛♥t
H s❡ ♠♦♥t❡ à pn(pn −1) · · · (pn −pn−d +1)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t
à ❝❤♦✐s✐r ❧✐❜r❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡
H✱ ❛✈❡❝ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✬❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡✉① à ❞❡✉①
❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉❝✉♥ ❞❡s ai − aj

♣♦✉r i 6= j✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ (Zp)
n ❞❛♥s [pn]

❝❛❝❤❛♥t H ❡t ❞♦♥t s ❡st ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈❛✉t (pn − k)(pn − k −
1) . . . (pn−pn−d +1)✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♦♥ ♥❡ ❝❤♦✐s✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ H ♥❡
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❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥ ❞❡s ai✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡

νs(D) =
(pn − k)!

(pn)!
.

λs(D) ✈❛✉t 1−µs(D)✱ ♦ù µs(D) ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ai − aj ♣♦✉r i 6= j✱ ♣❛r♠✐ ❝❡✉① q✉✐
s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ D✳ ❈✬❡st ✉♥ tr✉✐s♠❡✱ ♠❛✐s ✉♥ tr✉✐s♠❡ ✉t✐❧❡✱ ❝❛r ♣❛r
❧❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r λs(D) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λs(D) = 1−

































∑

i6=j

Pr(ai − aj ∈ H)

− ∑

i1 6= j1
i2 6= j2

{i1; j1} 6= {i2; j2}

Pr

(

ai1 − aj1 ∈ H
∧ ai2 − aj2 ∈ H

)

+ · · ·
− · · ·
✳✳✳
+ Pr(∀i 6= j ai − aj ∈ H)

































❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❡st ✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ D ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s d′✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t d′ ❡♥ ♣♦s❛♥t
q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ (Zp)

n ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ai − aj ❡st ❞✬♦r❞r❡
pd′ ✳ ❈♦♠♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i, j ∈ [k]✱ ai−aj ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s al − a0✱ ♦♥ ❛ d′ < |dom(s)|✳ �

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ré✉♥✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ✿

❊♥ t♦✉t ❣é♥ér❛❧✐té✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥
s②stè♠❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡























s
(

a0
0

)

= s
(

a0
1

)

= · · · = s
(

a0
k1−1

)

= b0
s
(

a1
0

)

= s
(

a1
1

)

= · · · = s
(

a1
k2−1

)

= b1
✳✳✳

s
(

al−1
0

)

= s
(

al−1
1

)

= · · · = s
(

al−1
kl−1−1

)

= bl−1

♦ù ❧❡s b0, . . . , bl−1 s♦♥t ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❧✬♦♥
❛ a1

0 = 0✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ s❛♥s ✈❡r❣♦❣♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡
γ(aj

i ) = γ(aj
0) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à γ(a

j
i −a

j
0) = γ(0) ✖ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♥t

éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ✓ aj
i ❡st aj

0 s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡
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H ✔✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡t✐r❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s aj
i ✱ ♣♦✉r i, j > 0✱ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❞❡ s✱ ♣♦✉r ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r aj
i − aj

0✱ ♦ù ❧✬♦♥ ✜①❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s
à b0✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ♦♥ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
s✳ ■❧ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐ss❡ ❛❧♦rs s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t à s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r b0 s✉r ❧✬❡♥✲
tré❡ aj

i − aj
0✱ ♦ù s ét❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ❞é❥à ❞é✣♥✐❡✳ ▲❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱

❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ s ♥✬❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬❛✉❝✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛❝❤❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✱ ❡t q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t Qs ❡st
♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞❡❣ré −∞✱
❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ é✈❛❝✉❡r ❝❡ ❝❛s ❧✬❡s♣r✐t tr❛♥q✉✐❧❧❡✱ ❡t s✉♣♣♦s❡r q✉❡
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r s ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛❧♦rs à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿



















s(0) = s
(

a0
1

)

= · · · = s
(

a0
k1−1

)

= b0
s(a1) = b1
✳✳✳
s
(

al−1
)

= bl−1

❛✈❡❝ k1 + l ≤ |dom(s)|✳ Qs(D) ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ P1(D)✱
♣❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s γ : (Zp)

n → [pn] ❝❛❝❤❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✬♦r❞r❡ D✱ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✈ér✐✜❛♥t γ(0) = γ(a0

1) = · · · = γ
(

a0
k1−1

)

=
b0✱ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ P2(D)✱ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s
é❣❛❧✐tés✱ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ét❡♥❞❛♥t s✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t t♦✉t
❜êt❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛s ♦ù s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❙♦✐t H ′ ❧❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ (Zp)

n ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s a0
i ✳ H

′ ❡st ❞✬♦r❞r❡ D′ = pd′ ✱ ♦ù
d′ < k0✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ♦♥ ❛

P1(D) =
1

pn

∏

0≤i<d′

pd−i − 1

pn−i − 1
.

❖♥ ❞é✜♥✐t s′ s✉r G/H ′ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ s✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ dom (s′) = {a ·H ′/a ∈ dom (s)} ❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈
dom (s)✱ s′ (a ·H ′) = s (a)✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞é✜♥✐r s′ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❝✬❡st q✉❡ Qs ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥✉❧ ❡t
❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❜✐❡♥ ❛❜r✉♣t❡♠❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝
q✉❡ s′ ♣❡✉t ❜✐❡♥ êtr❡ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γ
✈ér✐✜❡ γ(0) = γ

(

a0
1

)

= · · · = γ
(

a0
k1−1

)

= b0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
γ′ s✉r G/H ′ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ q✉♦t✐♦♥ ❞❡ γ✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r s′ à ♣❛rt✐r ❞❡ s✳
▲✬❛ss❡rt✐♦♥ ✓ γ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s ❡t ❝❛❝❤❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✬♦r❞r❡ D ✔ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✓ γ′ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s′
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❡t ❝❛❝❤❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ D/D′ ✔✳ P✉✐sq✉❡ s′ ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés

s′(H ′) = b0, s
′(a1 +H ′) = b1, . . . , s

′
(

al−1 +H ′
)

= bl−1

❡t ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ P2(D) = Qs′(D/D′)
❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ D ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s l − 1✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ Qs ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s (k1 − 1) + (l − 1) <
|dom(s)| ≤ 2T ✳ �

■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à r❡❝♦❧❧❡r ❧❡s ❜♦✉ts ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞é♠♦♥tré ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✳ ❘és✉♠♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t à ❝❡ ♣♦✐♥t✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✿

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ A

♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✇❍❙P(Zp)n ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡✲
q✉êt❡s T ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q ❞é✜♥✐❡ s✉r

{

pi/i ∈ [n+ 1]
}

✱
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ∈ [n+ 1]✱ 0 ≤ Q

(

pi
)

≤ 1✱
• Q(1) ≥ 1 − ε✱
• Q(p) ≤ ε ❡t
• Q ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣♦❧é❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s 2T
✭❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✮✳

❙♦✐t P ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s 2T ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t Q✳ ❈♦♠♠❡
P (1) ≥ 1−ε✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x0 ∈ [1; p] t❡❧ q✉❡ |P ′ (x0)| ≥ 1−2ε

p−1 ✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✱ ♦♥ ❛

deg(P ) ≥ min





n

2
,
log2

(

(1 − 2ε) pn+3

p−1

)

− 1

log2

(

p3

p−1

)

+ 1



 .

❖♥ ❞é❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
deg(P ) ≤ 2T ✳ �

❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é❝r✐r❡ ♥♦✐r s✉r ❜❧❛♥❝ ❧❛ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ très
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t très s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❡st ❞❡
❞✐✣❝✉❧té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G q✉❡ s✉r s❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s✳

❋❛✐t ✸✳✶✺

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✱ ❡t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡ ✭r❡s♣✳ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ q✉❛♥t✐q✉❡✮ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❍❙PG

❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡ ✭r❡s♣✳ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ q✉❛♥t✐q✉❡✮ ♣♦✉r ❍❙PH ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
r❡q✉êt❡s q✉❡ A ❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✳
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Pr❡✉✈❡ ✿ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ {ti/i ∈ [|G/H|]} ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts
❞❛♥s G ❞❡ G/H✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ G/H = {ti ·H/i ∈ [|G/H|]} ❡t ❧❡s
ti ·H s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✱ ❛✈❡❝ t0 = 0✳ ➚ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
γ : H → [|H|] ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ γ′ : G → [|G|] ❞é✜♥✐❡ ♣❛r γ′(ti · h) =
γ(h)+i |H| ♣♦✉r h ∈ H ❡t i ∈ [|G/H|]✳ ❙✐ γ ❝❛❝❤❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
K ❞❡ H✱ ❛❧♦rs γ′ ❝❛❝❤❡ ❝❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ K✱ ♠❛✐s ❞❛♥s G✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t γ′(g) = γ′(g′)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ g = ti ·h ❡t g′ = ti′ ·h′ ✈ér✐✜❛♥t h, h′ ∈ H ❀
♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r i = i′ ❡t γ(h) = γ (h′)✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ k ∈ K t❡❧ q✉❡ h′ = h · k✳ P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ g′ = g · k✳ ▲❛
ré❝✐♣r♦q✉❡ s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ❛✐sé♠❡♥t ❡♥❝♦r❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé q✉❛s✐♠❡♥t t❡❧ q✉❡❧ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s H✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r
❝❡❧❛ ❞✬✐♥t❡r❝❡♣t❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❡❧s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱
❡t ❞❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ q✉❛♥❞ A ❧❛♥❝❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ s✉r
❧✬❡♥tré❡ g ∈ G✱ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ g s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ti ·h ❛✈❡❝ h ∈ H✱ ♦♥
❧❛♥❝❡ ♣❧✉tôt ❧❛ r❡q✉êt❡ h✱ ♣✉✐s ♦♥ ✐♥t❡r❝❡♣t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡♥✈♦②é
♣❛r ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ q✉✐ ❡st γ(h)✱ ♣♦✉r ❧✉✐ ❛❥♦✉t❡r i |H|✳ ❆✐♥s✐ A

❝r♦✐t ❜✐❡♥ êtr❡ ♠✐s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ r❡❝❡❧❛♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ γ′✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t q✉❡ ❞❡ γ✱ ♠❛✐s ❛♣rès t♦✉t ❝❡ ♥✬❡st
q✉✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st q✉❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ A ✈❛ ❝♦rr❡❝✲
t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ♣❛r γ′ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝❡❧✉✐ ❝❛✲
❝❤é ♣❛r γ✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥t❡r✈❡♥✐r✳ P♦✉r rés✉♠❡r✱
✐❧ ♥♦✉s ❛ s✉✣t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t A ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣❡t✐t
♠♦❞✉❧❡ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt❡ ❞❡ r❡q✉êt❡✳ �

■❧ ❡st ❡♥✜♥ t❡♠♣s ❞❡ ré✉♥✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✷✼ ❡t ✸✳✾ ❡♥ ✉♥❡
❢♦r♠❡ ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♠❛✐s ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t é❧é❣❛♥t❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
q✉❡ r(G) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✻

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é s✉r
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G ❡st ❡♥ Θ(r(G))✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❢❛✐t❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ▲❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ Θ(r(G)) ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❛tt❡✐♥t❡ ❧♦rsq✉❡ G ❡st ❛ss❡③
❣r❛♥❞✱ ❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ r(G) ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞♦♥♥é ❡t q✉❡ ❧❡
s❡✉❧ ❣r♦✉♣❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é s❡ rés♦✉❞ s❛♥s ❢❛✐r❡
❛✉❝✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿ ✓ ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s 0 < m < M t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é s✉r
G ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ m · r(G) ❡t M · r(G) ✔✳



✼✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❇❖❘◆❊❙ ■◆❋➱❘■❊❯❘❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✻ ✿ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❜♦r♥❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ à
1
3 ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✶✮✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ O(r(G)) ❡st ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✼✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✸✳✾ ❡t ❞✉ ❢❛✐t ✸✳✶✺ ✉♥❡ ❢♦✐s r❡♠❛rq✉é q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡
❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐ G ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p t❡❧ q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à (Zp)

r(G)✳ �

■❧ ♣♦✉rr❛✐t s❡♠❜❧❡r à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ❞✐t r✐❡♥ s✉r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✳ P❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ✈r❛✐✳ ▼❛✐s✱ ✈✐❛ ❧❡ ❢❛✐t ✸✳✶✺✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t
t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❡♥ Ω (r̃(G))✱ ♦ù✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ r̃(G)
❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❞❡ G✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ Sn ❝♦♥t✐❡♥t ⌊n/2⌋ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s à s✉♣♣♦rts
❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✱ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à (Z2)

⌊n/2⌋ ❀
♦♥ ♣❡✉t ❞ès ❧♦rs ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❍❙PSn

✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❡st tr✐✈✐❛❧ ♦✉ ♥♦♥ ✖ ❡st ❡♥ Ω (n)✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡♥ O (n log (n)) ❞✬❛♣rès ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❊tt✐♥❣❡r✱ ❍ø②❡r ❡t
❑♥✐❧❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❊❍❑✵✹❪ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s G
❡st ❡♥ O (log |G|)✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ Sn✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s
❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦♥♥✉❡
s✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❜✐❡♥ ♣✐r❡✱ ❧❛ ♣❛❧♠❡ ét❛♥t ❞é❝❡r♥é❡ ❛✉①
❣r♦✉♣❡s ❞✐é❞r❛✉①✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❛✉❝✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥✬❡st
❝♦♥♥✉❡ à ❝❡ ❥♦✉r✳



✼✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❙②♠étr✐❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té

♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

✹✳✶ ❙②♠étr✐❡s

✹✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❙♦✐t I, J,R tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜①és✳ SI×SJ ❛❣✐t s✉r JI ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(σ, τ) · x = τ ◦ x ◦ σ−1 =❞❡❢ x
τ
σ

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ s♦✉✈❡♥t✱ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r ♥♦t❡r τxσ−1✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ xτ

σ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❡✛❡t ❞✬✉♥❡
❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♣✉✐sq✉❡
(

σ′, τ ′
)

· ((σ, τ) · x) = τ ′
(

τxσ−1
)

σ′−1
=
(

τ ′τ
)

x
(

σ′σ
)−1

=
(

σ′σ, τ ′τ
)

· x.

SI ×SJ ×SR ❛❣✐t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(I, J,R,S , f) ✈✐❛ ❧❛ ❧♦✐

(σ, τ, π) · (I, J,R,S , f) = (I, J,R, (σ, τ) · S , π ◦ f τ
σ ) ,

♦ù ♣♦✉r t♦✉t x ∈ (σ, τ) · S ✱ f τ
σ (x) = f

(

xτ−1

σ−1

)

✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ Pπ
σ,τ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ (I, J,R,S ′, f ′)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶

❯♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,R,S , f) ❡st ✉♥
é❧é♠❡♥t (σ, τ, π) ❞❡ SI × SJ × SR t❡❧ q✉❡ Pπ

σ,τ = P✳
▲❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡

q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Aut (P)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷ ✭r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✱ ♥♦té
RTNTN ✱ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ([N ], [2],B,S , f)✱ ♦ù
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• f(x) =

{

⊥ s✐
∣

∣x−1(0)
∣

∣ = N
⊤ s✐

∣

∣x−1(0)
∣

∣ = N − 1 ❡t
∣

∣x−1(1)
∣

∣ = 1
❡t

• S = dom (f)✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é✱ q✉✐ à N ∈ N

∗

❛ss♦❝✐❡ RTNTN ❡st ❜✐❡♥ sûr s♦❜r❡♠❡♥t ♥♦té RTNT✳
❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛❝❡ à ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s ✓ 0 ✔✱

s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ ✉♥❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ✓ 1 ✔✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✳
◗✉❛♥t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é ❞❡ t❛✐❧❧❡

N ✱ ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡st ❥✉st❡✲
♠❡♥t ♣❛s s✉♣♣♦sé tr✐é✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ Aut (RTNTN ) ❝♦♥t✐❡♥t S[N ]×{id}×
{id}✳ ▼❛✐s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ RTNTN ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (σ, τ, π) t❡❧
q✉❡ π 6= id✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡
❞❡s ✓ ✵ ✔ à ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✓ ✶ ✔ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ N−1 ✓ ✵ ✔ ♣❛r ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ s✬❛✉t♦r✐s❛♥t
à r❡♠♣❧❛❝❡r t♦✉s ❧❡s ✓ ✵ ✔ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♣❛r ❞❡s ✓ ✶ ✔ ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛ ✿ ❝❡❧❛
❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐ N > 1✳ ❖♥ ré❢✉t❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ RTNTN

♣✉✐ss❡ ♣♦ssé❞❡r ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (σ, τ, π) ❛✈❡❝ ✉♥ τ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ s✐ N > 2✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ N > 2✱

Aut (RTNTN ) = S[N ] × {id} × {id} .

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸ ✭s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ✱ ❍❙PG =
(G, [|G|] , S(G),S , f) ✖ ✈♦✐r ♣♦✉r r❛♣♣❡❧ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❧❛
❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ Aut (❍❙PG) ❝♦♥t✐❡♥t {0}×
S[|G|] × {0}✳

❊♥s✉✐t❡✱ s♦✐t σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G ❡t γ ∈ S ❝❛❝❤❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
Hγ ✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ γ ◦ σ−1 ❝❛❝❤❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ σ (Hγ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

γ ◦ σ−1 (g) = γ ◦ σ−1 (g′) ⇐⇒ ∃h ∈ Hγ σ−1 (g′) = σ−1 (g) · h
⇐⇒ ∃h ∈ Hγ g′ = g · σ(h)
⇐⇒ ∃h ∈ σ (Hγ) g′ = g · h

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ (σ, id, σ̃) ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❍❙PG✱ ♦ù σ̃ ❡st
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ✿

σ̃ :

(

S(G) → S(G)
H 7→ σ(H)

)

.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r g ∈ G✱ s♦✐t dg ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r g✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡

dg :

(

G → G
h 7→ g · h

)
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❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ γ ◦ (dg)
−1 ❝❛❝❤❡ ❧❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ γ✳ ❖♥ ❛ ❡✛❡t ❧❛

sér✐❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

γ ◦ (dg)
−1 (g1) = γ ◦ (dg)

−1 (g2)

⇐⇒ ∃h ∈ Hγ (dg)
−1 (g2) = (dg)

−1 (g1) · h
⇐⇒ ∃h ∈ Hγ g−1 · g2 = g−1 · g2 · h
⇐⇒ ∃h ∈ Hγ g2 = g1 · h

(dg, id, id) ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❍❙PG✳
■❧ ♣❛r❛ît ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡

❞❡ Aut (❍❙PG)✳ ■❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ❞❡ Zp t❡❧❧❡ q✉❡ σ(0) = 0✱ (σ, 0, 0) ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ Aut

(

❍❙PZp

)

✱ ❝❛r Zp ♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧ ❡t
Zp ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

✹✳✶✳✷ ❙②♠étr✐s❛t✐♦♥

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣♦✉r P✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t ✶✳✶✾✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ A ❝♦♥s✐st❡ à t✐r❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛✉ ❤❛s❛r❞✳
❉✐s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ A ✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r Ω ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s hi : Ω×J i → J ✱ ♣♦✉r i ∈ [T ]✱
❡t O : Ω × JT → R✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ A ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞é❝r✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ✿

• ❈❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ω ∈ Ω✳
• ❈❛❧❝✉❧❡r i1 = h0(ω)✱ q✉ér✐r i1 ❡t ♣♦s❡r j1 = x(i1)✳
• ❈❛❧❝✉❧❡r i2 = h1(ω, j1)✱ q✉ér✐r i2 ❡t ♣♦s❡r j2 = x(i2)✳
• ✳ ✳ ✳
• ❈❛❧❝✉❧❡r iT = hT−1 (ω, j1, . . . , jT−1)✱ q✉ér✐r iT ❡t ♣♦s❡r
jT = x (iT )✳

• ❘❡♥✈♦②❡r O(ω, j1, . . . , jT )✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r s♦♥ s②♠étr✐sé Ã ✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r
❝❤♦✐s✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ (σ, τ, π) ❞❡ Aut (P)✱ ♣✉✐s q✉✬♦♥ ❧❡✉rr❡ A ❡♥ ❧✉✐
❢❛✐s❛♥t ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ xτ

σ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ x✱ ❝❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✐♥t❡r❝❡♣t❛♥t ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ A ❡t ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱
❛✐♥s✐ q✉✬✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❊♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ sûr
é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r❝❡♣t❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ r✱ ♣♦✉r ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r
π(r)✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❧❛ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✶✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳

✶■❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❧à q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❛ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡
❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s
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x
(

σ−1 (i)
)

✦

σ−1(i) ❄

(π, σ, τ)❢♦♥❝t✐♦♥ x

✶✵ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

✷✵ ❉❖ ✭❣r♦s ❝❛❧❝✉❧s✮

✸✵ ❥ ❁✲ ❘❊◗❯❊❚❊✭✐✮

✹✵ ■❋ ✭♣❛s ❢✐♥✐✮

❚❍❊◆ ●❖❚❖ ✷✵

✺✵ ❉❖ ✭❣r♦s ❝❛❧❝✉❧s✮

✻✵ ❖❯❚P❯❚ ✭r❡s✉❧t❛t✮

i ❄

τ
(

x
(

σ−1 (i)
))

✦

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t❡✉r

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ hk (ω, j1, . . . , jk) ❡st t♦✉❥♦✉rs
❞✐st✐♥❝t ❞❡ h0(ω)✱ h1 (ω, j1)✱✳ ✳ ✳ ❡t hk−1 (ω, j1, . . . , jk−1)✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s②♠étr✐sé Ã s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❛✐♥s✐ ✿

• ❈❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ω ∈ Ω ❡t (σ, τ, π) ∈ Aut (P)✳
• ❈❛❧❝✉❧❡r i1 = h0(ω)✱ q✉ér✐r σ−1 (i1) ❡t ♣♦s❡r j1 =
τxσ−1(i1)✳

• ❈❛❧❝✉❧❡r i2 = h1 (ω, j1)✱ q✉ér✐r σ−1 (i2) ❡t ♣♦s❡r j2 =
τxσ−1(i2)✳

• ✳ ✳ ✳
• ❈❛❧❝✉❧❡r iT = hT−1 (ω, j1, . . . , jT−1)✱ q✉ér✐r σ−1 (iT ) ❡t ♣♦✲
s❡r jT = τxσ−1 (iT )✳

• ❘❡♥✈♦②❡r π−1O (ω, j1, . . . , jT )✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
s②♠étr✐s❡r✱ ❧❛ ❝❤♦s❡ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s
♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ▲❛ s②♠étr✐✲
s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛❥♦✉t❡r ✉♥ r❡❣✐str❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ |Aut (P)|✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ (σ, τ, π) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜❛s❡
|σ, τ, π) ♦✉ |σ, τ, π〉 s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛s✳ ❈❡ r❡❣✐str❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé à ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ s❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

1
|Aut(P)|

∑

(σ,τ,π)∈Aut(P)

|σ, τ, π)✱ ❡t 1√
|Aut(P)|

∑

(σ,τ,π)∈Aut(P)

|σ, τ, π〉 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

♥❡ ❢❛✐s❛♥t ❥❛♠❛✐s ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ré♣♦♥❞❛♥t ❧❛
♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ q✉ér✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ I ❧♦rsq✉✬✉♥❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞♦✐t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✱ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r r❡♥s❡✐❣♥❡r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❝❡ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❛✉r❛✐t été✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ q✉❡ s✐ T ≤ |I|✱ ♠❛✐s ❞❡ t♦✉t❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡ ❝❛s T ≥ |I| ♥✬❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t
❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt✳
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q✉❛♥t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ |·〉 ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r à é❝r✐r❡ ❧❡s ❝❤♦s❡s ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s✳

❈❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ tr✉❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Ox

❞é✜♥✐ ♣❛r Ox |i〉 |j〉 = |i〉 |j ⊕ x(i)〉✳ P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡
❛✈❛♥tOx ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r |i〉 |σ, τ, π〉 7→

∣

∣σ−1(i)
〉

|σ, τ, π〉✱ ❡t ❛♣rès✱
❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r |i〉 |j〉 |σ, τ, π〉 7→ |σ(i)〉 |τ (j)〉 |σ, τ, π〉 ✖ ✐❧ ❢❛✉t
❡♥ ❡✛❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r σ à i ❛♣rès ❧❛ r❡q✉êt❡ ❛✜♥ ❞❡ ✓ ♠❛sq✉❡r ✔ ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥
à A ✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦rt❡✱ à ❧❛ t♦✉t❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
❞é✜♥✐❡ ♣❛r |r〉 |σ, τ, π〉 7→

∣

∣π−1 (r)
〉

|σ, τ, π〉✱ ♦ù |r〉 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ r❡❣✐str❡
❞❡ ré♣♦♥s❡ ❝♦rr❡♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ré♣♦♥s❡ r ∈ R✳ ❱♦✐❝✐ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
s②♠étr✐sé A ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❋❛✐t ✹✳✹

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r
P✳ P♦✉r t♦✉s x ∈ JI ❡t r ∈ R✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✼✱

P
r
Ã

(x) =
1

|Aut (P)|
∑

(σ,τ,π)∈Aut(P)

P
π(r)
A

(xτ
σ) .

Pr❡✉✈❡ ✿ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❤♦s❡ ❡st ❝❧❛✐r❡✱ ❡t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❢❛✉ss❡ ❝✬❡st
q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❝❤❛♥❣é❡✱ ❝❛r ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥
❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡
❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ✈♦✐❝✐ ✉♥❡ é❜❛✉❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✉♥ ♣❡✉ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳

◆♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t |ψx
t 〉 ❡t

∣

∣

∣
ψ̃x

t

〉

❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ s✉r ❧❡q✉❡❧

❛❣✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Ã ✮ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡st x✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❡st ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
A ❡t s♦♥ s②♠étr✐sé ✿ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s s❡ ❢♦♥t t♦✉t❡s
✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❧❡ t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥tr❡ A ❡t Ã ✳ ❆✐♥s✐✱
s✐ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❛ ❡✛❡❝t✉é ✸ r❡q✉êt❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r Ã ✱ q✉✐ ❛ ❡✛❡❝t✉é ❝❡s ✸ r❡q✉êt❡s s②♠étr✐sé❡s✳ ▲❛ s②✲
♠étr✐s❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t π✱ ❞❛♥s Ã ✱ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧❛ t♦✉t❡
✜♥✱ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s tf ✱ ❡t q✉❡ A ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s✳
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s q✉❡
❧✬♦♥ ❛

∣

∣

∣ψ̃x
t

〉

= K
∑

(σ,τ,π)∈Aut(P)

∣

∣

∣ψ
xτ

σ
t

〉

|σ, τ, π〉 ♣♦✉r t < tf ✱ ♦ù K

❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ✈❛❧❛♥t 1
|Aut(P)| ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐st❡✱ 1√
|Aut(P)|

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s

❛♣rès ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❛ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs |ψx
t 〉 = |ψy

t 〉✱
♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ JI ✳
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❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té s♦✐t ✈r❛✐❡ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❥✉st❡
❛✈❛♥t ✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ ❡t s♦✐t t′ ✉♥ t❡♠♣s s✐t✉é ❥✉st❡ ❛♣rès ❧❛ r❡q✉êt❡✳
❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ |ψx

t 〉 =
∑

i∈I,j∈J

∣

∣

∣
φx

t,i,j

〉

|i〉 |j〉✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛✱ ❛♣rès ❧❛

r❡q✉êt❡✱
∣

∣ψx
t′
〉

=
∑

i∈I,j∈j

∣

∣

∣
φx

t,i,j

〉

|i〉 |j ⊕ x(i)〉✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

∣

∣

∣
ψ̃x

t

〉

= K
∑

(σ, τ, π) ∈ Aut (P)
i ∈ I, j ∈ j

∣

∣

∣φ
xτ

σ

t,i,j

〉

|i〉 |j〉 |σ, τ, π〉 .

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Ã ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❛♣rès r❡q✉êt❡✱

∣

∣

∣
ψ̃x

t′

〉

= K
∑

(σ, τ, π) ∈ Aut (P)
i ∈ I, j ∈ j

∣

∣

∣
φ

xτ
σ

t,i,j

〉

|i〉
∣

∣j ⊕ τxσ−1 (i)
〉

|σ, τ, π〉 .

❈♦♠♠❡ xτ
σ = τxσ−1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ é❝r✐r❡ ❝❡t ét❛t ❛✐♥s✐ ✿

K
∑

(σ,τ,π)∈Aut(P)

∣

∣

∣
ψ

xτ
σ

t′

〉

|σ, τ, π〉 .

❈✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r ❝♦♥❞✉✐r❡ ❧❛ ré❝✉r✲
r❡♥❝❡ à ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❧❛ ✜♥
❡st ❝♦rr❡❝t✳ P♦✉r t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ tf ♠❛✐s ✐♥❢ér✐❡✉r✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∣

∣

∣ψ̃x
t

〉

=

K
∑

(σ,τ,π)∈Aut(P)

∣

∣

∣
ψ

xτ
σ

t

〉

|σ, τ, π〉✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡

♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s✱ é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s |ψt〉 =
∑

r∈R

|φt,r〉 |r〉 ❀ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs

∣

∣

∣
ψ̃x

tf

〉

= K
∑

(σ, τ, π) ∈ Aut (P)
r ∈ R

∣

∣

∣
φ

xτ
σ

tf ,π(r)

〉

|r〉 |σ, τ, π〉 .

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❡s❝♦♠♣té✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss✐♦♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❛✣r♠❛♥t
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬✉♥❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ A ♣♦✉r ✇❍❙P(Zp)n ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ s♦♥ s②♠étr✐sé Ã ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
✈✉ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✸ q✉✬à t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ σ ❞❡ (Zp)

n ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥
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❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (σ, id, σ̃) ❞❡ ✇❍❙P(Zp)n ✳ ❖r✱ s✐ H ❡t H ′ s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞❡ (Zp)

n ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ σ ❞❡ (Zp)
n

t❡❧ q✉❡ σ(H) = σ(H ′) ✖ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈♦♠♠❡✱
❞❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ τ ❞❡ [pn]✱ (id, τ, id) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ✇❍❙P(Zp)

n✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ P
Ã

(γ) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ♣❛r γ✱ q✉✐ ❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❀ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ♥✬❛✈✐♦♥s ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ Ã ✱ ✐❧ ♥♦✉s ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✉✣ ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s❛♥s ♥♦✉s ❡♥❝♦♠❜r❡r ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

✹✳✶✳✸ ❈♦♥✈❡①✐té

▲❡s s②♠étr✐❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧✳

❋❛✐t ✹✳✻

❙♦✐t C ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R
n ❡t g : C → R ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❙♦✐t

G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✷ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ R
n t❡❧ q✉❡ C ❡t g s♦✐❡♥t

✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

∀x ∈ C ∀µ ∈ G (µ(x) ∈ C ∧ g (µ(x)) = g(x)) .

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ C✱ ✜①é ♣❛r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡G✱ t❡❧ q✉❡ g(x) = min
C

g✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t y t❡❧ q✉❡ g(y) = min
C

g✖✉♥ t❡❧ y ❡①✐st❡ ❝❛r C ❡st ❝♦♠♣❛❝t✳

❆❧♦rs x = 1
|G|
∑

µ∈G

µ(y) ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ x ❡st ✜①é

♣❛r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G ❡t ♣❛r ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ g✱ g(x) ≤ g(y)✳ �

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ❖♥ ❛ 1
LMr(P) = max

p
F r(p)✱

♦ù

F
r(p) = min

x, y ∈ S

f(x) 6= f(y)

∑

i/x(i) 6=y(i)

min (px(i), py(i)) .

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r p ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R
S×I ✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ F r✱ q✉✐ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s p t❡❧s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ px ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r I✱ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳ ❊t F r ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ♠✐♥✐♠✉♠s ❡t
s♦♠♠❡s✱ ❡st ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✹✳✻✱ ❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥t ❞♦♥❝ s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ s②♠étr✐❡✳ ❈❡rt❡s✱ ♠❛✐s q✉❡❧ ❣r♦✉♣❡ ❢❛✐s♦♥s ♥♦✉s ❛❣✐r ❄ ❊❤ ❜✐❡♥✱ très

✷■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r G ✜♥✐✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❧❡ s✉♣♣♦s❡r ❝♦♠♣❛❝t✱
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r
G ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛❛r✳
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♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ Aut (P) ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❣✐t s✉r p ♣❛r (σ, τ, π)·p = pτ
σ✱ ♦ù

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ (pτ
σ)x (i) = pxτ

σ
(σ(i))✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t✱ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❝❡❧❛✱ ✈ér✐✜❡r

q✉❡ F r ((σ, τ, π) · p) = F r (p) ♣♦✉r t♦✉t (σ, τ, π) ∈ Aut (P)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
♦♥ ❛

F
r ((σ, τ, π) · p) = min

x, y ∈ S

f(x) 6= f(y)

∑

i/x(i) 6=y(i)

min
(

pxτ
σ

(σ (i)) , pyτ
σ

(σ (i))
)

.

P❛r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x′ = xτ
σ ❡t y′ = yτ

σ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

min
x, y ∈ (σ, τ, π) · S

f
“

xτ−1

σ−1

”

6= f
“

yτ−1

σ−1

”

∑

i/xτ−1

σ−1 (i) 6=yτ−1

σ−1 (i)

min (px (σ (i)) , py (σ (i))) .

❈♦♠♠❡ f
(

xτ−1

σ−1

)

6= f
(

yτ−1

σ−1

)

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à f(x) 6= f(y)✱ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✈❛✉t

min
x, y ∈ (σ, τ, π) · S

f (x) 6= f (y)

∑

i/xτ−1

σ−1 (i) 6=yτ−1

σ−1 (i)

min (px (σ (i)) , py (σ (i))) .

❊✛❡❝t✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ i′ = σ (i)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs

F
r ((σ, τ, π) · p) = min

x, y ∈ (σ, τ, π) · S
f (x) 6= f (y)

∑

i/τ−1x(i) 6=τ−1y(i)

min (px (i) , py (i)) .

❈♦♠♠❡ τ−1x (i) 6= τ−1y (i) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à x(i) 6= y(i) ❡t✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
❜✐❡♥ F r ((σ, τ, π) · p) = F r (p)✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡
❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ F r s✉r ❧❡s p t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x ∈ S ✱ i ∈ I ❡t
(σ, τ, π) ∈ Aut (P)✱ pxτ

σ
(σ (i)) = px (i)✳

■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ 1
LMq(P) = max

p
F q(p)✱ ♦ù

F
q(p) = min

x, y ∈ S

f(x) 6= f(y)

∑

i/x(i) 6=y(i)

√

px(i)py(i).

■❧ ❢❛✉t ❥✉st❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ (x, y) 7→ √
xy ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ s✉r [0; 1]2✱ ❝❡ q✉❡

❧✬♦♥ ♣❡✉t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛st✉❝✐❡✉s❡✱ ♠❛✐s q✉✐ s❡ ✈ér✐✜❡ t♦✉t
❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t s❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✼

Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ RTNTN ✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é ❞❡
t❛✐❧❧❡ N ✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ◆♦t♦♥s 0̃ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡
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é❣❛❧❡ à 0 s✉r [N ] ❡t✱ ♣♦✉r i ∈ [N ]✱ xi ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ [N ] t❡❧❧❡ q✉❡ xi(j) = δij ✳
❙✉♣♣♦s♦♥sN > 1✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s Aut (RTNTN ) = S[N ]×
{id} × {id} ❀ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ♥♦t❡r σ
❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (σ, id, id)✳ ❚â❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r LM r (RTNTN )
❡t LM q (RTNTN )✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s
p s②♠étr✐q✉❡s✳ ◗✉❡❧s s♦♥t✲✐❧s ❄

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ S[N ]✱ ♦♥ ❛ 0̃σ = 0̃✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t i, j ∈
[N ]✱ p0̃ (i) = p0̃ (j)✱ ❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ p0̃ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡
é❣❛❧❡ à 1

N ✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r [N ]✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ xi

σ = xσ(i)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ [N ] ❡t σ ∈ S[N ]✱
pxi (j) = pxσ(i) (σ(j))✳ ❖r S[N ] ❛❣✐t 2✲tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r [N ]✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉s ❝♦✉♣❧❡s (i, j) ❡t (i′, j′) ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ [N ] ✈ér✐✜❛♥t i 6= j ❡t i′ 6= j′✱
✐❧ ❡①✐st❡ σ ∈ S[N ] t❡❧ q✉❡ σ(i) = i′ ❡t σ(j) = j′✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ pxi (j) = pxi′ (j′)✱
♣♦✉r t♦✉s i✱j✱i′ ❡t j′ ❞❛♥s [N ] ✈ér✐✜❛♥t i 6= j ❡t i′ 6= j′ ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥
❛ ❛✉ss✐✱ ♣❛r s✐♠♣❧❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ pxi (i) = pxi′ (i′) ♣♦✉r t♦✉s i✱ i′ ❞❛♥s [N ] ❀
s♦✐t α ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❉✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ p ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r α ❀ ♥♦✉s ❧❡ ♥♦t❡r♦♥s ❛❧♦rs pα✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❞é❥à ✈✉ q✉❡
pα
0̃
❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 1

N ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ pα
xi (i) = α✳

❈♦♠♠❡ pα
xi ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r [N ] ❡t ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r

[N ] \ {i}✱ ♦♥ ❛ pα
xi (j) = 1−α

N−1 ♣♦✉r j 6= i✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬α ❡st ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0; 1]✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ F r ❡t F q s♦♥t
❢♦rt s✐♠♣❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ✿

F
r (pα) = min

(

α,
1

N

)

,

F
q (pα) =

√

α

N
.

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s α = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
LMp (RTNTN ) = N ❡t LM q (RTNTN ) =

√
N ✳

✹✳✶✳✹ Pr♦❜❧è♠❡s

❙♦✐t G ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Aut (P)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ G s✉r S ✱ ❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥
❛ttr✐❜✉❛♥t ✉♥ rô❧❡ tr✐✈✐❛❧ à ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R ✿

(σ, τ, π) · x = xτ
σ.

❈❡ q✉✐ ✈❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r s♦♥t ❧❡s ♦r❜✐t❡s ❞❡ S s♦✉s
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s OG (P) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♦r❜✐t❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞é✜♥✐r ❞❛♥s ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ G s✉r P✱ ♠❛✐s
❛✈❛♥t ❝❡❧❛ ✐❧ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ❛✈✐sé ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❞✐st✐♥✲
❣✉♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ G s✉r S ✱ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t
q✉❛♥❞ OG (P) = {S }✳
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❇✐❡♥ sûr ■❧ ❢❛✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s P = (I, J,R,S , f)
t❡❧s q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Aut (P) s✉r S ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
très ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ◗✉❡ ❧✬♦♥ s♦♥❣❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés q✉✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈ér✐✜❡r❛✐t✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ❡t ❝❤❛q✉❡ y ❞❡ S ✱ ✐❧ ❞❡✈r❛✐t ❡①✐st❡r σ ❡t τ t❡❧s q✉❡ y = xτ

σ✳
➚ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣rès✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ S s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s ✦ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s λ1, . . . , λk

✈ér✐✜❛♥t
k
∑

i=1
λi = |I| t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j1, . . . , jk ∈ J ❞❡✉①✲à✲

❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , k}✱
∣

∣x−1 (ji)
∣

∣ = λi✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ✜①❡ t♦✉❥♦✉rs
♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♣ér❡r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① r❡♠♣❧✐s ❞❡ ✓ 0 ✔ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✓ 1 ✔
q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ té♠♦✐♥ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ♥✉❧✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞é❝✐❞❡r q✉❡ ❧❡s té♠♦✐♥s s❡r♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① r❡❝❤❡r❝❤és✱
s♦✐t ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① r❡♠♣❧✐s ❞❡ ✓ 1 ✔ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛s❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
✓ 0 ✔✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥✉ ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♠♦✐♥s tr✐✈✐❛✉①✱ ♠❛✐s ♥♦✉s
♥❡ ✈♦②♦♥s ❛✉❝✉♥ ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té ✓ t♦t❛❧❡ ✔ ♥❡ ré❞✉✐r❛✐t
♣❛s ❧✬✐♥térêt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❝♦♥❣r✉❡✱ ❝♦♠♣❛ré à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
tr❛♥s✐t✐✈✐té q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✽

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G ❞❡
Aut (P) ❡st ❞✐t ❛❣✐r tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r P s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r ∈ R✱ f−1(r)
❡st ❝♦♥t❡♥✉ t♦✉t ❡♥t✐❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ S s♦✉s
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

OG∩(SI×SJ×{0}) (P) =
{

f−1(r)/r ∈ R
}

.

❖♥ ❞✐t q✉❡ P ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ s✐ Aut (P) ❛❣✐t tr❛♥s✐✲
t✐✈❡♠❡♥t s✉r P✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ t♦✉s ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❀ ❛✐♥s✐ O (P) s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t
♣❧❛❝❡ ❞❡ OAut(P) (P)✳

✹✳✷ ◆♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈✐té

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ♠❛✐s
♦♥ ♥❡ s❛✐t ❡♥ ❞✐r❡ q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s ❀ ♦♥ ♣♦✉rr❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s❡ r❡♣♦rt❡r
à ❬❇❉✾✾❪ ♦✉ ❬◆❨✵✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐t ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ❧♦rsq✉❡ ✐❧ ♥❡ t✐❡♥t
♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡s r❡q✉êt❡s ❛✈❛♥t ❧❛ t♦✉t❡ ✜♥✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ r❡♥❞r❡
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s♦♥ ✈❡r❞✐❝t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✾

❙♦✐t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ♣♦✉r ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,R,S , f)✳ ❙✐✱ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ I∗ ❞❡ t❛✐❧❧❡
❛✉ ♣❧✉s T ✱ PA (x,A) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ x ∈ S ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❢♦rt ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t PA (A) =
PA (x,A)✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥✲
❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ≤ |I| ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
P = (I, J,R,S , f) ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿

• ❈❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ω ∈ Ω
• ◗✉ér✐r ❧❡s ✐♠❛❣❡ j1, . . . , jT ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Aω ♣❛r x✳
• ❘❡♥✈♦②❡r O(ω, j1, . . . , jT )✳

■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉
❢❛✐t ✶✳✶✾ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s✳

❋❛✐t ✹✳✶✵

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ P♦✉r t♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐st❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢ A ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p : Ω → [0; 1]✱ ♦ù Ω ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ✱ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à A ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ✱

• ♣♦✉r t♦✉t A ∈ I∗ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s T ✱ PA (A) =
∑

D∈Ω

p (D) PD (A)✱ ❡t

• P
r
A

(x) =
∑

D∈Ω

p (D) P
r
D

(x)✳

❆♥❛❧②s❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥
♣❡✉t s✬② ❛tt❡♥❞r❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❀ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦❝é✲
❞❡r✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✹✳✷✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❛ r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❝❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓ ♣r♦❜❧è♠❡ ✔ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ■❧
♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à
tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞é✜♥✐
♣❛r ❞❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❛✣♥❡s✳

▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ très ét✉❞✐é✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ♦♥
❛ ❞é❝♦✉✈❡rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❣é♥✐❡✉s❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ◆♦✉s
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♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✉ t♦✉t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡
t❤é♦r✐❡✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❛✣r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s
r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts s✉r ❧❡s t❡♥❛♥ts ❡t ❛❜♦✉t✐ss❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❱❛③✵✻❪✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✷✳

❱♦✐❝✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

• ❱❛r✐❛❜❧❡s ✿ x1, . . . , xn✳

• ❈♦♥st❛♥t❡s ✿
(

aj
i

)j=1...k

i=1...n
, (bj)j=1...k , (ci)i=1...n✳

• Pr♦❜❧è♠❡ ✿ ♠❛①✐♠✐s❡r
n
∑

i=1
cixi s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✳ ∀j = 1 . . . k✱
n
∑

i=1
aj

ixi ≤ bj ✱ ❡t

✷✳ ∀i = 1 . . . n✱ xi ≥ 0✳

❈♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi✱
❡t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés 1 ❡t 2 ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐tés ❛✣♥❡s✱
❢♦r♠❛♥t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❆♣♣❡❧♦♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❧❡ ♣r✐♠❛❧✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
é♥♦♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❛✉ ♣r✐♠❛❧ ✉♥ ❞✉❛❧ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✉ ❞✉❛❧ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♣r✐♠❛❧✱ ♠ê♠❡
s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉① ♠ê♠❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡✱ ❡t ❧❡ ❞✉❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡
♣r✐♠❛❧ ét❛✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞✉❛❧ ✿

• ❱❛r✐❛❜❧❡s ✿ y1, . . . , yk✳

• ❈♦♥st❛♥t❡s ✿
(

aj
i

)j=1...k

i=1...n
, (bj)j=1...k , (ci)i=1...n✳

• Pr♦❜❧è♠❡ ✿ ♠✐♥✐♠✐s❡r
k
∑

j=1
bjyj s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✕ ∀i = 1 . . . n✱
k
∑

j=1
aj

iyj ≥ ci✱ ❡t

✕ ∀j = 1 . . . k✱ yi ≥ 0✳

❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ❞✉❛❧ ❛ ❛✉t❛♥t
❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♠❛❧ ❛ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

❯♥ ❛s♣❡❝t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♣♦✉r ♥♦✉s✱ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡st q✉✬✐❧s
❝♦♥s✐st❡♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ■❧s t♦♠❜❡♥t
❞♦♥❝ t♦✉t à ❢❛✐t s♦✉s ❧❡ ❝♦✉♣ ❞✉ ❢❛✐t ✹✳✻✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r q✉❡ ❝❡tt❡
❞✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
♣❛r❧❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t ✹✳✶✵✱ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❨❛♦ ❬❨❛♦✼✼❪✱
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q✉✐ ❡st ❞❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳

✹✳✷✳✸ ❋♦r♠✉❧❡

P♦✉r é♥♦♥❝❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✶

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣♦✉r A ∈ IT ✱ X ⊆ JT ❡t
r ∈ R✳

P
r
A(X) ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts x ❞❡ f−1(r) ✈ér✐✜❛♥t x(A) ∈ X✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❝❝ès ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥♦♥✲
❛❞❛♣t❛t✐❢ A ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ≤ |I| ✈❛✉t

β = min
pr ≥ 0

P

r∈R

pr = 1

max
A ∈ IT

F

r∈R

Xr = JT

∑

r∈R

pr · Pr
A (Xr)

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❛✈❡❝
✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡st ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ❬❑◆P✵✻❪✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✿ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♥♦♥✲
❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
A ⊆ I ❞❡ t❛✐❧❧❡ T ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ JA =

⊔

r∈R

Xr✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡tt❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s i ♣♦✉r
i ∈ A✱ ♣✉✐s à ré♣♦♥❞r❡ ✓ r ✔ s✐ x(A) ∈ Xr ❀ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

(

A, (Xr)r∈R

)

✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ω ∈ Ω✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉✐♦♥s ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡

(

A, (Xr)r∈R

)

✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q
(

A, (Xr)r∈R

)

✱ ♦ù q ❡st
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ✳ ▲❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ s✉r ❧✬❡♥tré❡ x ∈ S ✱
✈❛✉t

∑

(A,(Xr)r∈R)/x(A)∈Xf(x)

q
(

A, (Xr)r∈R

)

.

❉✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✹✳✶✵✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐sts❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡✲
q✉êt❡s T ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ β✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❝❝ès ♠❛①✐♠❛❧❡✱
❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿
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• ❱❛r✐❛❜❧❡s ✿ b ❡t ❧❡s q
(

A, (Xr)r∈R

)

t❡❧s q✉❡ |A| = T ✳
• Pr♦❜❧è♠❡ ✿ ♠❛①✐♠✐s❡r b s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✳
∑

(A,(Xr)r∈R)
q
(

A, (Xr)r∈R

)

≤ 1✱

✷✳ ∀x ∈ S ✱ b− ∑

(A,(Xr)r∈R)/x(A)∈Xf(x)

q
(

A, (Xr)r∈R

)

≤ 0✱

❡t

✸✳ ∀
(

A, (Xr)r∈R

)

✱ q
(

A, (Xr)r∈R

)

≥ 0✳

❈❡❧❛ ❢❛✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é✱ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ q s♦✐t ❝❡♥sé êtr❡ ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s

(

A, (Xr)r∈R

)

✱ ♥♦✉s r❡q✉ér♦♥s
s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q

(

A, (Xr)r∈R

)

s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉
é❣❛❧❡ à 1✱ ❡t ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❛❧❧è❣❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❞✉❛❧✳
❈❡tt❡ ❛❧tér❛t✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s b ❡t q

(

A, (Xr)r∈R

)

ré❛❧✐s❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
q
(

A, (Xr)r∈R

)

♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ ❢❛ss❡ 1✱ ❡t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs r❡s♣❡❝té❡s✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t ❞✐t✱ ✈♦✐❝✐ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛t ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

• ❱❛r✐❛❜❧❡s ✿ S ❡t ❧❡s αx✱ ♣♦✉r x ∈ S ✳
• Pr♦❜❧è♠❡ ✿ ♠✐♥✐♥✐s❡r S s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✳
∑

x∈S

αx ≥ 1✱

✷✳ ∀
(

A, (Xr)r∈R

)

✱ S − ∑

x/x(A)∈Xf(x)

αx ≥ 0✱

✸✳ S ≥ 0 ❡t

✹✳ ∀x ∈ S ✱ αx ≥ 0✳

❙♦✐t x ∈ S ✱ (σ, τ, id) ∈ Aut (P) ❡t
(

A, (Xr)r∈R

)

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ❖♥ ❛

xτ
σ (A) ∈ Xf(x) ⇐⇒ x

(

σ−1 (A)
)

∈ τ−1
(

Xf(x)

)

.

❋✐①♦♥s S ❡t (αx)x∈S
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❞✉❛❧✱ ❛✐♥s✐

q✉✬✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (σ, τ, id) ❞❡ P✳ (σ, τ) ❛❣✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♣❛r (σ, τ) ·
αx = αxτ

σ
❀ ✐❧ ❛❣✐t ❛✉ss✐ s✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♥♦♥✲

❛❞❛♣t❛t✐❢s✱ ♣❛r

(σ, τ) ·
(

A, (Xr)r∈R

)

=
(

σ (A) , (τ (Xr))r∈R

)

.
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▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t❡ ❞✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ A =

(

A, (Xr)r∈R

)

♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧✬❡♥tré❡ xτ
σ

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
(

σ−1, τ−1
)

· A ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞✬❡r✲
r❡✉r s✉r ❧✬❡♥tré❡ x✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t
êtr❡ ✓ ❝♦♠♣❡♥sé❡ ✔ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉❛❧ s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛✲
r✐❛♥t❡s ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ (σ, τ)✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠❛①✐✲
♠✐s❡r✱ S✱ ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❢❛✐t ✹✳✻✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t
✜①❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ S ❡t t♦✉t (σ, τ, 0) ∈ Aut (P)✱
αxτ

σ
= αx✳ P ét❛♥t s✉♣♣♦sé tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t

❛✉ss✐ é❝r✐r❡ β ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉❛❧ ✿

• ❱❛r✐❛❜❧❡s ✿ S ❡t ❧❡s pr✱ ♣♦✉r r ∈ R✳
• Pr♦❜❧è♠❡ ✿ ♠✐♥✐♥✐s❡r S s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✳
∑

r∈R

pr ≥ 1✱

✷✳ ∀
(

A, (Xr)r∈R

)

✱ S − ∑

r∈R

pr · P
r
A (Xr) ≥ 0✱

✸✳ S ≥ 0 ❡t

✹✳ ∀r ∈ R✱ pr ≥ 0✳

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳

�

✹✳✷✳✹ P♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡

β s✬❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ |R| − 1✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞♦♥♥é✱ ✐❧ s✉✣t ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r |R| ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳
Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❋❛✐t ✹✳✶✸

❙♦✐t n > 0✱ C ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ R
n ❡t (fi)i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ C ❞❛♥s R✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ J ⊆ I ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s n+ 1 t❡❧ q✉❡

min
x∈C

max
i∈I

fi (x) = min
x∈C

max
i∈J

fi (x) .

■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞é♠♦♥tré ♣❛r
❊❞✉❛r❞ ❍❡❧❧② ❞❛♥s ❬❍❡❧✷✸❪✱ ❡t q✉❡ ✈♦✐❝✐ ✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✹ ✭❍❡❧❧②✮

❙♦✐t (Ci)i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ R
n t❡❧❧❡ q✉❡

⋂

i∈I

Ci = ∅✳ ❆❧♦rs ✐❧

❡①✐st❡ J ⊆ I ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s n+ 1 t❡❧ q✉❡
⋂

i∈J

Ci = ∅✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t ✹✳✶✸ ✿ ❙♦✐tm = min
x∈C

max
i∈I

fi (x) ❡t✱ ♣♦✉r i ∈ I✱ Ci =

{x ∈ C/fi(x) < m}✳ ▲❡s Ci s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❝❛r ❧❡s fi ❧❡ s♦♥t✱ ❡t ❧❡✉r
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✈✐❞❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ m✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❍❡❧❧②✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ J ⊆ I ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s n + 1 t❡❧ q✉❡
⋂

i∈J

Ci = ∅✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ min
x∈C

max
i∈J

fi (x) ≥ m ❀ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ J ⊆ I

♦♥ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✐♥✈❡rs❡✳ �

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❢❛✐t ✹✳✶✸ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ β ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳
❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❆✉ s❡♥s str✐❝t✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s✉r |R| ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s pr✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ét❛♥t ❧✐é❡s ♣❛r
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∑

r∈R

pr = 1✱ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦✉s r❛♠è♥❡ à ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ R
|R|−1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♣♦✉r s ∈ R✱ As ∈ IT ❡t (Xs
r )r∈R✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ R✱

⊔

r∈R

Xs
r = JT ✱ t❡❧s

q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✈❛✐❧❧❡

min
pr ≥ 0

P

r∈R

pr = 1

max
s∈R

∑

r∈R

pr · P
r
As (Xs

r ) .

▲❡ ❞✉❛❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿

β = max
As,(Xs

r )
min
qs ≥ 0

P

s∈R

qs = 1

∑

s∈R

qs

[

∑

r∈R

P
r
As (Xs

r )

]

.

❖r
∑

r∈R

·Pr
As (Xs

r ) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞✉ s②♠étr✐sé ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

• ❊✛❡❝t✉❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s As✳
• ❙✐ x (As) ∈ Xs

r ❛❧♦rs ré♣♦♥❞r❡ ✓ f(x) = r ✔✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (qs)s∈R t❡❧❧❡
q✉❡ ❧❡ s②♠étr✐sé ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞♦♥♥é❡ ✿

• ❈❤♦✐s✐r s ∈ R ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té qs✳
• ❊✛❡❝t✉❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s As✳
• ❙✐ x (As) ∈ Xs

r ❛❧♦rs ré♣♦♥❞r❡ ✓ f(x) = r ✔✳
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◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♦ù |R| = 2✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s②✲
♠étr✐sé ❞✬✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱
♣❛s ♣❧✉s✳

✹✳✸ ◗✉❛♥❞ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ♥❡ s❡rt à r✐❡♥

✹✳✸✳✶ ▲❡ Pr♦❜❧è♠❡

➚ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s❡ ❞❡✲
♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡✳ P❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s é♠❡r❣❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✿

• ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s s♦♥t✲✐❧s ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡s q✉❡
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡✛❡❝t✉❛♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ r❡q✉êt❡s ❄

• ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s s♦♥t✲✐❧s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ss✐
❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡✛❡❝t✉❛♥t ❛✉t❛♥t
❞❡ r❡q✉êt❡s ❄

• ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s s♦♥t✲✐❧s ♣r❡sq✉❡ ❛✉ss✐ ❡✣✲
❝❛❝❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡✛❡❝t✉❛♥t ❛✉t❛♥t ❞❡
r❡q✉êt❡s ❄

❚♦✉t❡s s❡♠❜❧❡♥t ❛r❞✉❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❡♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡ ❞❡ ❑❛r♣✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❝✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s
♣❛r ❆r♥♦❧❞ ▲✳ ❘♦s❡♥❜❡r❣ ❞❛♥s ❬❘♦s✼✸❪✱ ❡t r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡ à ❝❡ ❥♦✉r✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♥♥✉✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❜r✐è✈❡♠❡♥t ❀ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❝❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✺

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❣r❛♣❤❡✸ P ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉s ❣r❛♣❤❡s G = (V,E)
❡t G′ = (V,E′) ❛✈❡❝ E ⊆ E′✱ s✐ P(G) ❛❧♦rs P(G′)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✻

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P = (I, J,R,S , f) ❡st ❞✐t é✈❛s✐❢ s✐ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✈❛✉t |I|✳

❙❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❑❛r♣ ❞♦♥❝✱ t♦✉t❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡
❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✹ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é✈❛s✐❢✳✺ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❛✐sé♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✖ ♦✉ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ tr❡♥t❡ s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥
✖ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ t♦✉t❡
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡st ❞❡ n(n−1)

2 ✱
❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❑❛r♣ éq✉✐✈❛✉t à ✿ ✓ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉① ✔✳
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t

✸❱♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳
✹❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥✐ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✱ ♥✐ t♦✉❥♦✉rs ❢❛✉ss❡✳
✺P♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶
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❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ✓ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✔ ❡st ✉♥ ♠♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡✳ ▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ♣❡✉t ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r q✉❡ t♦✉t❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ tr✐✲
✈✐❛❧❡ ❡st é✈❛s✐✈❡✱ ♠❛✐s s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❝❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧✉s à
♠❡ttr❡ à s♦♥ ❛❝t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ✓ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ✔ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❑❛r♣
❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♥♦♥✲❝r♦✐ss❛♥t❡s ❀ ✉♥ t❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐
♣❛r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✲s❝♦r♣✐♦♥s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡st ✉♥
❣r❛♣❤❡✲s❝♦r♣✐♦♥ s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦♠♠❡t b ❞❡ ❞❡❣ré n − 2 ❡t q✉❡ ❧❡ s❡✉❧
s♦♠♠❡t q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❛❞❥❛❝❡♥t à b ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t r❡❧✐é à ✉♥ s♦♠♠❡t u
❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r✱ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❛✈❡❝
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳

u

b

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡✲s❝♦r♣✐♦♥ t♦✉t ❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ♣❧✉s t②♣✐q✉❡

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✲s❝♦r♣✐♦♥s
❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s 6n✳ ❖♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❱■■■ ❞❡ ❬❇♦❧✵✹❪✳

❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✲
ét♦✐❧❡✻ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✲ét♦✐❧❡ ❛✉q✉❡❧ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❛ été r❡t✐ré❡✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ❧❛ ♣r♦♠❡ss❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞♦✐✈❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r
n(n−1)

2 r❡q✉êt❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
r❡q✉êt❡s ❡♥ O(n)✳

■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✣❝✉❧tés à ❞✐r❡ q✉❛♥❞ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ❡st ✐♥✉t✐❧❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥s❛❝r❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❞♦♥♥❡r ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✳

✻❯♥ ❣r❛♣❤❡✲ét♦✐❧❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ à n − 1 ❛rêt❡s✱ q✉✐ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t n − 1 s♦♠♠❡ts
✓ ❡①tér✐❡✉rs ✔ à ✉♥ s♦♠♠❡t ✓ ❝❡♥tr❛❧ ✔✳
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✹✳✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❧❡✈❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡
PA (x,A)✳

❋❛✐t ✹✳✶✼

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡ ♣♦✉r P ❡t A ∈ I∗✳ ❙✐ x(A) = y(A) ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✱

PA (x,A.(i)) = PA (y,A.(i)) .

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ A ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ PA (x,A) ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛✲
❧❡✉rs 0 ❡t 1✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ✹✳✶✼ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
r❡q✉êt❡s ❢❛✐t❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡s r❡q✉êt❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞é✲
❝♦✉❧❡ ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
❡st ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱
❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ✶✳✶✾✳ �

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
P s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s②♠étr✐sé Ã ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳

❋❛✐t ✹✳✶✽

P♦✉r t♦✉t (σ, τ, π) ∈ Aut (P) ❡t t♦✉t A ∈ I∗✱

P
Ã

(x,A) = P
Ã

(xτ
σ, σ (A)) .

Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛

P
Ã

(x,A) =
1

|Aut (P)|
∑

(σ,τ,π)∈Aut(P)

PA (xσ
τ , σ(A)).

❙♦✐t (σ, τ, π) ∈ Aut (P)✳

P
Ã

(xτ
σ, A) = 1

|Aut(P)|
∑

(σ′,τ ′,π′)∈Aut(P)

PA

(

(xτ
σ)τ ′

σ′ , σ′(A)
)

= 1
|Aut(P)|

∑

(σ′,τ ′,π′)∈Aut(P)

PA

(

xτ ′◦τ
σ′◦σ, σ

′(A)
)

= 1
|Aut(P)|

∑

(σ′′,τ ′′,π′′)∈Aut(P)

PA

(

xτ ′′
σ′′ , σ′′σ−1(A)

)

❛✈❡❝ (σ′′, τ ′′, π′′) = (σ′, τ ′, π′).(σ, τ, π)
P

Ã
(xτ

σ, A) = P
Ã

(

x, σ−1(A)
)

�
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✹✳✸✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ s❛♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛❧❧❡r ❝❤❡r❝❤❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧❛
s②♠étr✐s❛t✐♦♥ s✉✣t à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t
A ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❧à ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❡♥ ♣r♦♣r❡ à P✳

❋❛✐t ✹✳✶✾

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
H ≤ SI ❛❣✐ss❛♥t k✲tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t✼ s✉r I ❡t t❡❧ q✉❡H×{0}×{0} ≤ Aut (P)✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ JI ❡t A ∈ I∗ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s k✱

P
Ã

(x,A) =
1

|I| (|I| − 1) · · · (|I| − |A| − 1)
.

Pr❡✉✈❡ ✿ ❋✐①♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❜✐ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ A à ω✱ ❡t ❛❣✐ss♦♥s ❞♦♥❝
♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦♠♠❡ s✐ A ét❛✐t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
Pr♦❝é❞♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ A✳ ▲✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ❞✉
❢❛✐t ✹✳✶✾ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ |A| = 0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡q✉êt❡
❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r A ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❀ ❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❛ i0✳ ▲❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ r❡q✉êt❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r Ã ❡st ❞♦♥❝ σ−1 (i0)✱ ♦ù (σ, τ, π) ❡st
❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ Aut (P)✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ JI ❡t t♦✉t A ∈ I1✱

P
Ã

(x,A) =
1

|I| .

❆♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡q✉êt❡✱ A ♥❡ q✉❡rr❛ ♣❧✉s ❥❛♠❛✐s i0 ❀ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ✈♦✐r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡
tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♠♦❞✐✜é ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ S ♥❡ s❡r❛✐t ♣❧✉s ❞é✜♥✐❡s q✉❡ s✉r I \ {i0}✳ P♦✉r ❧❡ ♣rés❡♥✲
t❡r ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛✐t r✐❡♥ ✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à Ã ✖ s✐✱ ❛✈❛♥t ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ r❡q✉êt❡✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛ç❛✐t ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (σ, τ, π) ❝❤♦✐s✐
♣❛r Ã ♣❛r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (σ′, τ ′, π′) ❝❤♦✐s✐ ❛✉ ❤❛✲
s❛r❞ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ P

✈ér✐✜❛♥t σ′ (i0) = σ (i0)✳ ❈♦♠♠❡ Aut (P) ❝♦♥t✐❡♥t H q✉✐ ❛❣✐t
2✲tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r I✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡q✉êt❡ ❧❛♥❝é❡ ♣❛r Ã ❡st
❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s I \{i0}✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
s❡ ♣♦✉rs✉✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ❝❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù A ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✽✱ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡s✳ �

✼❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❛❣✐t k✲tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉①
k✲✉♣❧❡ts (x1, . . . , xk) ❡t (y1, . . . , yk) ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs g ∈ G t❡❧
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , k✱ g · xi = yi✳ P♦✉r k = 1 ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐✈✐té✳

✽❱♦✐r ❧❡ ❢❛✐t ✶✳✶✾✳
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■❧ ❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✓ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✔ ✖ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✷
❞❡ ❬❈❛♠✾✾❪ ✖ q✉❡ s✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à n é❧é♠❡♥ts
❛❣✐t 7✲tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛❣✐t (n− 2)✲tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❢❛✐t ✹✳✶✾ ♥✬❡st
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉t✐❧❡ q✉❡ q✉❛♥❞ H s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ SI ✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡✱
♦✉ AI ✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✵

P = (I, J,R,S , f) ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ s✐ SI × {0} × {0} ≤
Aut (P)✳

■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥
✓ ♣r♦❜❧è♠❡ s②♠étr✐q✉❡ ✔✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ✐❝✐ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡r♠✐♥♦❧♦✲
❣✐❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡ ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s②♠étr✐❡
tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐
❞é❞✉✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾ ❞❡ ❬❇❨❑❙✵✶❪ ✿

❋❛✐t ✹✳✷✶

❙♦✐t P = (I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r P✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s s♦♥t ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ér❛✉①✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣♦✉r P✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✹✳✶✾✱
Ã ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ❀ ♦r s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡rr❡✉r ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ A ✳ �

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❢❛✐t ✹✳✶✾
s♦♥t tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡s✱ q✉✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Aut (P) ❛❣✐t k✲
tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r I ✖ ❧✬❛❝t✐♦♥ ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (σ, τ, π) · i = σ (i)✳ ❈❡
♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧❛✱ ❝❛r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s
✓ ✐♥tr✐❝❛t✐♦♥s ✔ ❡♥tr❡ ❧❡s σ ❡t ❧❡s τ ♣❡✉✈❡♥t ♣♦s❡r ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,R,S , f)✱ ♦ù

• I = J = [N ]✱
• R = B✱

• f(x) =

{

⊤ s✐ x ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té
⊥ s✐ x ❡st ✉♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✳✾

✱ ❡t

• S = dom (f)✳
❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ Aut (P) =

{

(σ, σ) /σ ∈ S[N ]

}

× {0}✱ q✉✐ s❛♥s
❝♦♥t❡st❡ ❛❣✐t N ✲tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r [N ]✳ ▼❛✐s s♦✐t A ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t✱
❞♦♥t ♥❡ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞é❜✉t✱ ❧❛ s✉✐t❡ ♥✬ét❛♥t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✿

• ◗✉ér✐r ✶✱ ✷✱ ✸✱ ❡t❝✳✱ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r is t❡❧ q✉❡ x(is) 6= is✳
• ◗✉ér✐r x (is) s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à ❢❛✐t✳

✾❯♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❛♥t ❞❡ ♣❡r♠✉t❡r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐s✲
t✐♥❝ts✳
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❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝✬❡st q✉❡ x ♥✬❡st ♣❛s
❧✬✐❞❡♥t✐té ❀ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❡♥ ré❛❧✐té ❧❛ r❡q✉êt❡ x (is) ♥✬❛
♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t x (is) > is✳ ❱♦✐❧à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ Ã ✿

• ◗✉ér✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❞✐st✐♥❝ts ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
ré♣❛rt✐s ❞❛♥s I ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r is t❡❧ q✉❡ x(is) 6= is✳

• ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡❧❛ s✬❡st ♣r♦❞✉✐t✱ q✉ér✐r x(is)✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❛✐t ❞é❥à été ❢❛✐t✳

❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ✹✳✶✾ ❡st ❢❛✉ss❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❀
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ x ❡st ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠✉t❛♥t 0 ❡t 1 ❡t σ ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥
♣❡r♠✉t❛♥t 0 ❡t 2✱ ❛❧♦rs P

Ã
(x, σ) = 0✳

✹✳✸✳✹ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥

❈❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r♠✐ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ s❡ r❛♠è♥❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛
❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦✉ ♣❛s✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✓ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲♦♥❡ ✔✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝❛❝❤és✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ✓ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✔
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : X → Y
ét❛♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ {x, y} ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ X t❡❧❧❡ q✉❡ f(x) = f(y) ❀ ✈♦✐❝✐
✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✷

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = (I, J,B,S , f) ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s✐ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ f−1 (⊤) ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛❧♦rs q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡
f−1 (⊥) ♥❡ ❧✬❡st✱ ♦✉ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ⊤ ❡t ⊥✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ s②♠étr✐s❡r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s t♦✉t à ❢❛✐t ❀ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ Ã ❛♣rès q✉✬✐❧ ❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱
❡t ❡♥ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❛✉ss✐ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù Ã r❡♥❞ s♦♥ ✈❡r❞✐❝t✳

❋❛✐t ✹✳✷✸

❙♦✐t P = (I, J,B,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡❧ q✉❡ {0} × SJ × {0} ≤
Aut (P)✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r P✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s s♦♥t ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡s
q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ér❛✉①✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ❞❡
S ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f(x) = ⊤✳ ❈♦♠♠❡ Aut (P)
❝♦♥t✐❡♥t {0} × SJ × {0}✱ f−1 (⊤) ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ I ❞❛♥s J ✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r P

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ✱ ❡t Ã s♦♥ s②♠étr✐sé✳
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❙♦✐t x ∈ S ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t ♥♦t♦♥s B ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡s r❡ç✉❡ ♣❛r
Ã q✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡st x✳ ❈♦♠♠❡ Aut (P) ❝♦♥t✐❡♥t
{0} × SJ × {0}✱ ❡t s❡❧♦♥ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t ✹✳✶✾✱ à ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡✱ τxσ−1(i) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❞✐str✐❜✉é ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ J q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
r❡q✉êt❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ B ❡st ❞♦♥❝ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ♣❛r♠✐
❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ T ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ J ✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ′ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t Ã

❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❚❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✱ ♦♥
❛♣♣❧✐q✉❡ r❡s♣❡❝t✉❡✉s❡♠❡♥t Ã ✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞ès q✉✬✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡✱ ♦♥ ✓ tr♦♠♣❡ ✔ Ã ❡♥ ❧✉✐ ❢❛✐s❛♥t ❝r♦✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s
tr♦✉✈é ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ♣✉✐s à ❧❛ ✜♥ ♦♥ ✐♥t❡r❝❡♣t❡ s❛ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r
❛♥♥♦♥❝❡r à s❛ ♣❧❛❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ à Ã q✉✬✐❧ ❛ ❛✛❛✐r❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱
♦♥ ré♣♦♥❞ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à s❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❞❡ J q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡s r❡q✉êt❡s✱ ❡t
❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡✱ ❥✉s✲
q✉✬à ❧❛ t♦✉t❡ ✜♥✱ Ã ❛❞♦♣t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
st❛t✐st✐q✉❡ ❢❛❝❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ S ✖ ❡t ♠ê♠❡ ❞❡ JI ✳ ❊♥
❡✛❡t✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✱ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❛✉① r❡✲
q✉êt❡s ❞❡ Ã s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ✖ ❛✈❡❝
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ré♣♦♥s❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ❧❡s ✉♥❡s
❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ PA ′(x,A) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ x ∈ JI ✱
s❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ A ′ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢✱
❛✐♥s✐ q✉✬é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t ✹✳✾✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ A ′ ✈❛✉t ❛✉ ♣❧✉s ❝❡❧❧❡ ❞❡ Ã ✱ q✉✐ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ A ✳ �

✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s

✹✳✹✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é

❘❡♣r❡♥♦♥s RTNTN ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥
tr✐é ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✱ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✹✳✷✶✱ s♦♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ét❛♥t S[N ] × {0} × {0}✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡rr❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✛❡❝t✉❛♥t T r❡q✉êt❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s✳ ❈♦♠♠❡ RTNTN ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱
♦♥ ♣❡✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❡❣❛r❞❡r
❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s 1✳ ➚ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡
(A,X) ∈ I1×P

(

J1
)

✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (p, e) ❧❛ ❞r♦✐t❡ ∆A,X ❞✬éq✉❛t✐♦♥

∆A,X : e = p · P⊥
A(X) + (1 − p)

(

1 − P
⊤
A(X)

)

.

❊♥ ❢❛✐t✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ r❡q✉êt❡ A✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ♠ê♠❡s ❞r♦✐t❡s✱



✾✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨▼➱❚❘■❊❙ ❊❚ ❈❖▼P▲❊❳■❚➱ P❘❖❇❆❇■▲■❙❚❊

r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✿
• ♣♦✉r X = ∅ ✿ e = 1 − p✱
• ♣♦✉r X = {0} ✿ e = p

(

1 − 1
N

)

+ 1
N ✱

• ♣♦✉r X = {1} ✿ e = (1 − p)
(

1 − 1
N

)

✱ ❡t
• ♣♦✉r X = {0; 1} ✿ e = p✳

p1

e

0

1 − P
⊥

A
(Λ)

1 − P
⊥

A′ (Λ)

1

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❯♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡ ♣♦✉r RTNTN

1

1

1 − k/N

k/N

β = N/(2N − T )

0 p

e

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ T r❡q✉êt❡s ♣♦✉r RTNTN

❖♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥ e = 1

2 ✳ ❈✬❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ∆A,X

❡t ∆A,P(JT )\X s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ β ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿ ✐❧ ✈❛✉t N

2N−1 ✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥

r❡q✉êt❡s T ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s✉♣♣♦s❡r ✐♥❢ér✐❡✉r à N ♣♦✉r ❞✬é✈✐❞❡♥t❡s
r❛✐s♦♥s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ P

⊥
A(X) ✈❛✉t

t♦✉❥♦✉rs s♦✐t 0 s♦✐t 1✱ ❝❛r ❧❛ s❡✉❧❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡s ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ♥✬✐♠♣♦rt❡



✹✳✹✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ✾✾

q✉❡❧❧❡ s✉✐t❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ f−1 (⊥)✱ ❡st (0, . . . , 0)✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬②
❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s f−1 (⊥)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
P
⊥
A(X) ✈❛✉t 1 s✐ X ❝♦♥t✐❡♥t (0, . . . , 0)✱ 0 s✐♥♦♥✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ✖ ❡t ♣♦✉r s✬❡♥

❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ✐❧ ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ ❥❡t❡r ✉♥ ÷✐❧ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✖ q✉❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
β ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r Xmax ♠✐♥✐♠✐s❛♥t P

⊤
A (Xmax) s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

(0, . . . , 0) ∈ Xmax✱ ♣✉✐s ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ e = 1 − p✳ Xmax = {(0, . . . , 0)} ❝♦♥✈❡♥❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱
✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

β =
N

2N − T
.

❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡
RTNTN ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε ✿

⌈

1 − 2ε

1 − ε
N

⌉

.

✹✳✹✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❛✛❛✐❜❧✐ ✱
s♦✐t ✇❍❙P(Z2)n ✖ ✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ T r❡q✉êt❡s
❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❡t B ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ T ré♣♦♥s❡s✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ s✐ B ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉①
❢♦✐s ♦✉ ♣❧✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❛❧♦rs P

⊤
A (B) = 0✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s

t❡♥t♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r β✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s X ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
s✉✐t❡s ♥♦♥✲✐♥❥❡❝t✐✈❡s✳ ❈❡❧❛ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ tr♦✉✈é❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ q✉❡st✐♦♥
q✉❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ Λ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s✉✐t❡s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ T ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ J ✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s P
⊥
A (Λ)✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ : (Z2)

n → [2n] ❝❛❝❤❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
Hγ = {0, sγ} ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s✉r A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∀x, y ∈ A x− y 6= sγ .

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❧✬❡①♣r✐♠❡r✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s X ❡t Y ✱ X −
Y = {x− y/x ∈ X, y ∈ Y }✱ ❧✬❡①♣r✐♠❡r ❛✐♥s✐ ✿

sγ /∈ A−A.

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s
❝❛❝❤❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ sγ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐ ❞❛♥s (Z2)

n \
{0}✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❝❡❝✐ ✿

P
⊥
A (Λ) = 1 − |A−A| − 1

2n − 1
.

❋✐①♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t A ❡t r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥✐ P
⊤
A ({B}) ♥✐ P

⊥
A ({B}) ♥❡

❞é♣❡♥❞ ❞❡ B ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ B s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞✬êtr❡ ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡



✶✵✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨▼➱❚❘■❊❙ ❊❚ ❈❖▼P▲❊❳■❚➱ P❘❖❇❆❇■▲■❙❚❊

s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ P
⊤
A ({B}) ✈❛✉t (2n−T )!

2n! ✱ ♣✉✐sq✉❡ 2n!
❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s ❡t (2n−T )! ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
✐♥❥❡❝t✐✈❡s ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs B s✉r A✳ ▲♦rsq✉❡ X ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s s✉✐t❡s
✐♥❥❡❝t✐✈❡s✱ P

⊤
A (X) ❡t P

⊥
A (X) s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ X✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t Λ✱
❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞r♦✐t❡s ∆A,X q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ♣♦✉r
✉♥ A ✜①é✱ ♣❛ss❡♥t ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣ ♦✐♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✱
♦ù ❧✬♦♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥té ❧❡s ❞r♦✐t❡s ∆A,Ξ ❡t ∆A,Ξ′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
à ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ξ ❡t ξ′ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ∆A,Λ ❡t ∆A,JT ✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧✬♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

min
0≤p≤1

max
X

pP⊤
A(X) + (1 − p)

(

1 − P
⊥
A(X)

)

=
1

1 + P⊥
A(Λ)

=
1

2 − |A−A|−1
2n−1

.

p10

e

1 − ξ

1 − P
⊥

A
(Λ ∪ Ξ′)

1 − P
⊥

A
(Λ)

1 − P
⊥

A
(Λ ∪ Ξ))

1 − ξ′

1

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ▲❡s ❞r♦✐t❡s ∆A,X q✉❛♥❞ X ✈❛r✐❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ❞❡✈r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♥❞r❡ ❝❧❛✐r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❝❡s
♠✐♥✲♠❛① ♦♥t ❧✐❡✉ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ e = p✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥✈❡rs❡r min

0≤p≤1
❡t

maxA ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ β✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡

β = max
A

1

2 − |A−A|−1
2n−1

.

▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ❝♦♥s✐st❡
❞♦♥❝ à ❝❤♦✐s✐r A ❞❡ t❛✐❧❧❡ T ♠❛①✐♠✐s❛♥t |A−A|✱ à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s
σ−1(A) ♦ù σ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ (Z2)

N ✱ ♣✉✐s à ❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❝é❞✉r❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − β✱ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té β ✿

✶✳ ❖✉❜❧✐❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s✱ ❧❡s ré♣♦♥s❡s✱ ❡t ❞é❝❧❛r❡r q✉❡ γ ❝❛❝❤❡ ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✳
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p1

e

0

1 − P
⊥

A
(Λ)

1 − P
⊥

A′ (Λ)

1

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ▲❡s ❞r♦✐t❡s ∆A,Λ q✉❛♥❞ A ✈❛r✐❡

✷✳ ❉é❝❧❛r❡r q✉❡ γ ❝❛❝❤❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ 2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❛✉❝✉♥❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✳

❖♥ ✈♦✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ❧à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✿ ❧❛ ♠❛①✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ |A−A|✱ à t❛✐❧❧❡ ❞❡ A ✜①é❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s
♣❛t❡♥t ❧♦rq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r
❛✉ ♣❧✉s ε✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
A ⊆ (Z2)

n ✈ér✐✜❛♥t |A−A| ≥ (2n − 1)
(

2 − 1
ε

)

+ 1✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ❛✐sé✲
♠❡♥t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ Θ

(√
2n
)

✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ |A−A| ❡st t♦✉❥♦✉rs
✐♥❢ér✐❡✉r à |A|2 ✿ ❝❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❡st ❡♥ Ω

(√
2n
)

✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ (Z2)
n = Z2

⌈n
2 ⌉ ×Z2

⌊n
2 ⌋ ❡t ❝❤♦✐s✐r✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t

❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ A =
(

Z2
⌈n

2 ⌉ × {0}
)

∪
(

{0} × Z2
⌊n

2 ⌋
)

✳ A ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡

O
(√

2n
)

✱ ❡t A+A = (Z2)
n ❀ ❈◗❋❉✳

✹✳✹✳✸ ❖♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲♦♥❡

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ t✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✹

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : X → Y ❡st ❞✐t❡ t✇♦✲t♦✲♦♥❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y ✱ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧
❞❡ f−1 (y) ✈❛✉t 0 ♦✉ 2✳

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ [2N ] ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡
❞♦♥t ♦♥ ❡st ❛ss✉ré q✉✬❡❧❧❡ ❡st s♦✐t ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ s♦✐t t✇♦✲t♦✲♦♥❡✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✳ ❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉t✉♠❡
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✺

OVTN = ([2N ], [2N ],B,S , f) ♦ù
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• f(x) =

{

⊤ s✐ x ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡
⊥ s✐ x ❡st t✇♦✲t♦✲♦♥❡

✱ ❡t

• S = dom (f)✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ❡♥ ♣❛ss❛♥t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥és
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✈❡rs❛✐r❡
❡st ✐♥❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡✲
q✉êt❡s✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s✬❡♥ r❡♠❡ttr❡ t❛♥t ❜✐❡♥ q✉❡ ♠❛❧ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❡ ❬❆❙✵✹✱ ❆♠❜✵✺✱ ❑✉t✵✸❪✳

Aut (OVTN ) = S[2N ]×S[2N ]×{0}✱ ❡t OVTN ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s②♠é✲
tr✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❧❡s
r❡♠❛rq✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷ r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧❛❜❧❡s✱
à s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s X ❝♦♥t❡♥❛♥t Λ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s✱ ❝❛r P

⊤
A (Λ) = 1✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❞♦♥❝ P
⊥
A (Λ)✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t✇♦✲t♦✲♦♥❡

❛❧é❛t♦✐r❡ x ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜①é A ⊆ [2N ]✳ ■❧ ② ❛
(

2N
T

)

♣❛rt✐❡s ❞❡ [2N ] ❞❡ t❛✐❧❧❡ T ✳ ■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s
A ❞❡ t❛✐❧❧❡ T t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ x à A s♦✐t ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✖ x ét❛♥t t✇♦✲
t♦✲♦♥❡ s✉r [2N ]✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ [2N ] ❡♥ ♣❛rt✐❡s à
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s x ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❤♦✐s✐r T ❞❡
❝❡s ♣❛rt✐❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✿ ✐❧ ② ❛

(

N
T

)

♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡ ❝❡s ♣❛rt✐❡s ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ❝❤♦✐s✐r q✉❡❧ é❧é♠❡♥t ❡st ❣❛r❞é ✿ ❝❡❧❛ ❢❛✐t 2T

♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

P
⊥
A (Λ) = 1 − 2|A|

(

N
|A|
)

(

2N
|A|
) .

❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❡✐♥❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ ♣♦✉r ✉♥ A ✜①é✱
♥✐ P

⊤
A ({B}) ♥✐ P

⊥
A ({B}) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ B t❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ r❡st❡ ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❡t

❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r β ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❝✐

β = max
|A|=T

1

2 − PX
A (Λ)

=
1

1 + 2T (N
T )

(2N
T )

.

❉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥❢ér❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡ ❞❡ ✓ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲♦♥❡ ✔✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r

❛✉ ♣❧✉s ε✱ ♦ù ε ∈
]

0; 1
2

]

❡st ✜①é✱ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à 2
√

N ln
(

1
ε − 1

)

✳ ❱♦✐❝✐
❝♦♠♠❡♥t ✿

❙♦✐t F (T,N) = 2T (N
T )

(2N
T )

✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s T ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r
❞❡ 1− 1

1+F (T,N) ✳ ❙✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ε✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝

❛✈♦✐r F (T,N) ≤ 1
1−ε − 1✳
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■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
r❡q✉êt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ N ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ F

(

c
√
N,N

)

✱ ♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

F
(

c
√
N,N

)

= 2c
√

N ( N
c
√

N)
( 2N

c
√

N)

= 2c
√

N N !(2N−c
√

N)!
(N−c

√
N)!(2N)!

∼ 2c
√

N

√
2πN(N

e )
N

q

2π(2N−c
√

N)
“

2N−c
√

N
e

”2N−c
√

N

q

2π(N−c
√

N)
“

N−c
√

N
e

”N−c
√

N√
4πN( 2N

e )
2N

∼ 1

22N−c
√

NNN

(2N−c
√

N)
2N−c

√
N

(N−c
√

N)
N−c

√
N

∼ 1

22N−c
√

NNN

(

2N−c
√

N
N−c

√
N

)N−c
√

N (

2N − c
√
N
)N

∼ 1

22N−c
√

NNN
2N−c

√
N
(

1 + c
2
√

N−2c

)N−c
√

N
\

× (2N)N
(

1 − c
2
√

N

)N

F
(

c
√
N,N

)

∼
(

1 + c
2
√

N−2c

)N−c
√

N (

1 − c
2
√

N

)N
= g(N)

❈❛❧❝✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥é♣ér✐❡♥
❞❡ g(N)✳

ln (g(N)) =
(

N − c
√
N
)

ln
(

1 + c
2
√

N−2c

)

+N ln
(

1 − c
2
√

N

)

=
(

N − c
√
N
)

ln
(

1 + c
2
√

N
+ c2

2N + O
(

1

N
3
2

))

\
+N

(

− c
2
√

N
− c2

8N + O
(

1

N
3
2

))

=
(

N − c
√
N
)(

c
2
√

N
+ 3c2

8N + O
(

1

N
3
2

))

\
− c

2

√
N − c2

8 + O
(

1√
N

)

ln (g(N)) = − c2

4 + O
(

1√
N

)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t c > 0✱

lim
N→+∞

F
(

c
√
N,N

)

= e−
c2

4 .

❙✐ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t θc(N) ❝♦♠♠❡ ✈ér✐✜❛♥t F (θc (N) , N) = 1
1−ε − 1✱ ♦♥ ❡♥

❞é❞✉✐t q✉❡ θc(N) ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ c
√
N ❧♦rsq✉❡ e−

c2

4 <
1

1−ε − 1 ❡t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ c
√
N q✉❛♥❞ e−

c2

4 < 1
1−ε − 1 ❀

❞✬♦ù ✿
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θc(N) ∼ 2

√

N ln

(

1

ε
− 1

)

.

✹✳✹✳✹ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡

❱♦✐❧à ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❢❛✐t ❝♦✉❧❡r ❞❡ ❧✬❡♥❝r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té
q✉❛♥t✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ré❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ✖ ❛✛❛✐✲
❜❧✐ ✖ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✐é❞r❛✉①✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❞✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❈✐t♦♥s ❬❑✉♣✵✸❪✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ❢❛✐r❡✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉❡ ❀ ♠❛✐s r❡✈❡♥♦♥s à ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧✶✵✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬♦♥ ♥❡ s✬✐♥✲
tér❡ss❡ q✉✬❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ♣✐r❡✱ ❡♥ ♥❡
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉✬❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é✱ ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

P♦✉r ❞❡ s✐♠♣❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❞é✜♥✐r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✻

TransN = ([2] × ZN , [2N ],B,S , f)✱ ♦ù

• f(x) =







⊤ s✐ x ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡
⊥ s✐ x ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s✉r {0} × ZN ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ tx ∈ ZN

t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ ZN ✱ x (1, k + tx) = x(0, k)
❡t

• S = dom (f)✳

❙♦✐t H ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σ ❞❡ [2] × ZN t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
jσ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (b, i) ∈ [2] × ZN ✱ σ(b, i) = (b, i+ b.j)✳ ❆❧♦rs H ×
S[2N ] × {0} ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Aut (TransN ) ❛❣✐ss❛♥t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ TransN ❡st ❞♦♥❝ tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ❡t ♦♥
♣❡✉t ❧à ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❡♥ r❡q✉êt❡s✱ ❝❛r ❝♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♥t✐❡♥t {0} × SJ × {0}✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s
s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉①✳

P♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✷ ❡t ✹✳✹✳✸
❛❝❝♦r❞❡r ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à Λ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✐♥❥❡❝t✐✈❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ T ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ [2N ]✳ P♦✉r A ⊆ [2]✱ ♦♥ ✈❛ ♥♦t❡r A0 ❡t A1 ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ Z2 t❡❧❧❡s q✉❡ A = ({0} ×A0) ∪ ({1} ×A1)✳

✶✵Dn✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ ❞✬♦r❞r❡ n✱ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✐s♦♠étr✐❡s ❞✉ ♣❧❛♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ré❣✉❧✐❡r ❝♦♥✈❡①❡ à n ❝ôtés✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é✜♥✐r ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs
❡t r❡❧❛t✐♦♥s ✿

˙

r, s|rn, s2, rsrs
¸

❀ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t
Zn ⋊ Z2✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ s♦♥ ♥♦♠ ♣♦✉rr❛✐t ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ ❞✬♦r❞r❡
n ❛ 2n é❧é♠❡♥ts✳
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❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ❝❛❝❤❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ tx ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s✉r A s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ A1 −A0 ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s tx✳ ❖r q✉❛♥❞ x ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é
♣❛r♠✐ f−1 (⊥)✱ tx ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ❞❛♥s ZN ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

P
⊥
A (Λ) = 1 − |A1 −A0|

N
.

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♣♦✉r ✉♥ A ✜①é✱ ♥✐ P
⊤
A ({B}) ♥✐ P

⊥
A ({B}) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡

B ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ B ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

β = max
|A|=T

1

1 + P⊥
A (Λ)

= max
|A|=T

1

2 − |A1−A0|
N

=
1

2 −
max
|A|=T

|A1−A0|

N

.

❱♦✐❧à q✉❡ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é T ✱ ♠❛①✐♠✐s❡r A − B ♣♦✉r A ❡t B ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ZN

❡t |A| + |B| = T ✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣r♦✉✈❡r ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ rés✉❧t❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥ Θ

(√
N
)

✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥

éq✉✐✈❛❧❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ AT ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
[2] × [N ] t❡❧ q✉❡

• AT
0 =

{

0,−
⌊

T
2

⌋

,−2
⌊

T
2

⌋

, . . . ,−
⌈

T
2 − 1

⌉ ⌊

T
2

⌋}

❡t
• AT

1 =
{

0, 1, 2, . . . ,
⌊

T
2 − 1

⌋}

✱
❛❧♦rs

∣

∣AT
∣

∣ =
⌈

T
2

⌉

+
⌊

T
2

⌋

= T ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛

AT
1 −AT

0 =

{

0, 1, . . . ,

⌈

T

2

⌉⌊

T

2

⌋

− 1

}

.

❘❡♠❛rq✉♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡
⌈

T
2

⌉ ⌊

T
2

⌋

=
⌊

T 2

4

⌋

✳ ❖♥ ❛

❞♦♥❝
∣

∣AT
1 −AT

0

∣

∣ = max
(

N,
⌊

T 2

4

⌋)

❀ ❝♦♠♠❡ AT ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❝❡❧❛
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ β ✿

β = min






1,

1

2 −
j

T2

4

k

N






.

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ TransN ✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε ∈

[

0; 1
2

]

✱ ✈❛✉t ❡①❛❝t❡♠❡♥t

⌈

2

√

1 − 2ε

1 − ε
N

⌉

.
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✹✳✺ ◗✉❡❧q✉❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

✹✳✺✳✶ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ✜①é✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✱ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❇❨❑❙✵✶❪✳ ❙❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡✱ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ β✱ ♠❛✐s α ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
β✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✼

❙♦✐t p ❡t q ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ E✳ ▲❡✉r
❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ♥♦té❡ ∂(p, q)✱ ✈❛✉t

∂(p, q) = max
F⊆E

∑

x∈F

|p(x) − q(x)| .

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❡t à ♣❡✉ ♣rès ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡
∂(p, q) s♦✉s ❝❡s ❢♦r♠❡s ✿

∂(p, q) =
1

2

∑

x∈E

|p(x) − q(x)| =
∑

x/p(x)>q(x)

p(x) − q(x).

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t P = (I, J,B,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
P♦✉r A ⊆ I✱ P

⊤
A ❡t P

⊥
A ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r [J ]T ✳

❊♥ ❝❡ s❡♥s ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r αA ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡
❡♥tr❡ P

⊤
A ❡t P

⊥
A ❀ ét❛♥t ❞♦♥♥é ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ P

⊤
A ❡t P

⊥
A✱ ♦♥ ❛✱ ♦✉tr❡ ❧❡s

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞é❥à ❢♦r♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿

αA = max
X⊆JT

∣

∣

∣
P
⊤
A(X) − P

⊥
A(X)

∣

∣

∣
.

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❡st ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡s αA ✿

α = max
A∈IT

αA.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ α ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛ss❡③ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ β✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✽
1

2−α ≤ β ≤ 1
2 + α

2 ✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡

E :







[0; 1] →
[

1
2 ; 1
]

p 7→ max
A ∈ IT

X ⊆ JT

p · P⊤
A(X) + (1 − p)

(

1 − P
⊥
A(X)

)






.
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1+α

2

1

2−α

1

2

1

2

e

p

(d)1

0 1

β

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ α ❡t β s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❣✉r❡✳

◗✉❛s✐♠❡♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ E
(

1
2

)

= 1+α
2 ✳ ❈♦♠♠❡ β = min

p∈[0;1]
E (p)✱

♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r β ≤ 1
2 + α

2 ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡
❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ E ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r

[

0; 1
2

]

✖ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❡st t♦✉t à ❢❛✐t
s②♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t X = ∅✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t E (p) ≥ 1 − p✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ E ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬♦♥ ♣❡✉t
❧❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ E ❡st ✓ ❛✉✲
❞❡ss✉s ✔ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ (d) ♣❛ss❛♥t ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts

(

1
2 ; 1+α

2

)

❡t (1; 1)✳ β ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ❞❡ (d) ❡t ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ e = 1− p✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
(d) ét❛♥t

(d) : e = (1 − α) p+ α,

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❜✐❡♥

β ≥ 1

2 − α
.

�

❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦✉✈❡r✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s λ ❡t µ ❞❡s
r❛t✐♦♥♥❡❧s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ [0; 1] ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✽✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 1

2−λ ≤ µ ≤ 1+λ
2 ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡

t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡ α ❡t β ✈❛❧❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t λ
❡t µ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❤♦✐s✐r N ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ t❡❧
q✉❡ λN ❡t (2−λ)µ−1

µ−λ N s♦✐❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✳ ❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❞❡ [3][N ] ❞❛♥s B q✉✐ à x ❛ss♦❝✐❡

f(x) =

{

⊤ s✐ nx,0 = (2−λ)µ−1
µ−λ N ❡t nx,2 = 0

⊥ s✐ nx,0 = 0 ❡t nx,2 = λN
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❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ P = ([N ], [3],B,dom(f), f)✱ ♣♦✉r
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s 1✱ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s α ❡t
β ❛❞éq✉❛ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡ à s✬❛ss✉r❡r q✉❡ (2−λ)µ−1

µ−λ

❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s [0; 1]✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ 1
2λ

≤ µ✱ ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r (2 − λ)µ − 1

❡st ♣♦s✐t✐❢ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ 1
2−λ ≥ λ ♣♦✉r λ ∈ [0; 1]✱ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❀

❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ µ ≤ 1 ❡t 1 − λ ≥ 0✱ ♦♥ ❛
µ (1 − λ) ≤ 1 − λ✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉tr❡♠❡♥t é❝r✐r❡ (2 − λ)µ− 1 ≤ µ− λ ❀
❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ 1✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❡♥ ♣❛ss❛♥t q✉✬à ❝❡
st❛❞❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✉t✐❧✐sé ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ µ ≤ 1+λ

2 ✳

(2−λ)µ−1
µ−λ

(1−λ)(1−µ)
µ−λ

1
2

e

1
2

p

λ

1+λ
2

µ

1 − λ

{1; 2}

{2}

{0; 1}

{1}

{0; 2}

{0}

∅

{0; 1; 2}
1

0
0

1

❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❖♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✽

■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❡①❛♠✐♥❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ∆A,X ♣♦✉r X
♣r❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r♠✐ P ([3])✳ ❆✉ ❧❡❝t❡✉r é❣❛ré ♣❛r ♠é❣❛r❞❡ ❞❛♥s
❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s é♣❛r❣♥❡r♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❢❛st✐❞✐❡✉s❡✱
♣♦✉r ❧✉✐ r❡❝♦♠♠❛♥❞❡r ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❝♦♥t❡♠♣❧❛t✐♦♥ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✱
q✉✐ ♥♦✉s ❧✬❡s♣ér♦♥s✱ ♣❛r❧❡ ❞✬❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❛ss❡③ ❞❡ ❝❧❛rté✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s ❞✐t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✉s❛❣❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té µ ≤ 1+λ

2 ✿ s❛♥s ❝❡❧❛ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
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α✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❞r♦✐t❡s ❡♥ 1
2 ✱ ♥❡ ✈❛✉❞r❛✐t ♣♦✐♥t

1+λ
µ ♠❛✐s s❡ tr♦✉✈❡r❛✐t s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à {0}✱ ❡t ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

♣❧✉s és♦tér✐q✉❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t✲❡❧❧❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❄ ❉✬❛❜♦r❞ ♣❛r❝❡ q✉❡

α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ β✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝❛❞r❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α✱ ♦♥ ❡♥❝❛❞r❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ❝♦✉♣ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
β ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞♦♥♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ α ∈

[

1
3 ; 2

3

]

✱
❛❧♦rs β ∈

[

3
5 ; 5

6

]

✳ ❱♦②♦♥s s✐ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ s♦♥t
❢❛❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✳

❉✬❛♣rès ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ ♣♦✉r RTNTN ✱ ❛✈❡❝ T r❡✲
q✉êt❡s✱ ♦♥ ❛ α = T

N ✳ ❘✐❡♥ à s✐❣♥❛❧❡r ✐❝✐✱ ♣✉✐sq✉❡ β ét❛✐t ❞é❥à ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❀ t♦✉t ❛✉ ♣❧✉s ♣❡✉t✲♦♥ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ β ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ❝❛r ✐❧ ✈❛✉t ❡①❛❝t❡♠❡♥t 1

2−α ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r β ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ✉♥❡ ❞❡s
❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞✉ ❝❛rré ✖ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡✱ ✓ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲♦♥❡ ✔ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❀ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s
❛tt❡✐♥t s✉r ✉♥❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✉ ❝❛rré✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ α = 2 − 1

β ✱ ❡t q✉❡
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t α ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ β✳

✹✳✺✳✷ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❛❜❧✐❡s ❡♥tr❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛❝♦♥té ❥✉sq✉✬à
♣rés❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❝❡ q✉✐ ❧✬❡st ❞❛♥s ❬❇❨❑❙✵✶❪✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ◆♦❛♠ ◆✐s❛♥
❞❛♥s ❬◆✐s✾✶❪✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ s❡ ✈❡✉❧❡♥t ❞❡s ✈❡r✲
s✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬❇❨❑❙✵✶❪✳ ❙♦✐t P =
(I, J,R,S , f) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✾

❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ P ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C : S → P(R) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ S ✱ f(x) ∈ C(x)✳ ❉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s x ❡t y ❞❡ S s♦♥t ❞✐t❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s
s❡❧♦♥ C s✐ C(f) ∩ C(g) = ∅✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ {f(x)}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✵

P ❡st s❡♥s✐❜❧❡ s❡❧♦♥ C à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊆ I s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ∈ S s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ y ∈ S ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ x s✉r I \X ❡t ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ x
s❡❧♦♥ C✳
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▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ P s✉r x s❡❧♦♥ C✱ ♥♦té❡ bsC (P, x)✱ ❡st
❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ I t❡❧❧❡ q✉❡ P s♦✐t s❡♥s✐❜❧❡ s❡❧♦♥ C à
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r x✳

▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ P s❡❧♦♥ C ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s bsC (P, x)
♣♦✉r x ∈ S ✱ ❡t ❡st ♥♦té❡ bsC (P)✳

▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✶

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ (C, ε)✲❛♣♣r♦①✐♠❡ P s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ S ✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✐❧ ré♣♦♥❞❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t C(x) s✉r ❧✬❡♥tré❡ x ❡st ❛✉
♠♦✐♥s 1− ε✳ ▲❛ (C, ε)✲❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡ P✱ ♥♦té❡ SC,ε (P)✱ ❡st
❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
(C, ε)✲❛♣♣r♦①✐♠❛♥t P✳

❙✐ C ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❛❧♦rs SC,ε (P) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ P✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡❧❧❡✱ t✐❡♥t ♣♦✉r
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ C q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✷

P♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ C ❞❡ P ❡t t♦✉t ε ∈
[

0; 1
2

]

✱

SC,ε (P) ≥ (1 − 2ε) bsC (P) .

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬❇❨❑❙✵✶❪✱ ♦ù ✐❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♠♣❧✐✲
❝✐t❡ q✉❡ P ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦t❛❧✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ♣r♦♠❡ss❡ ét❛♥t ❛ ♣r✐♦r✐
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞r❛✐t à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s♦✐t ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❀ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st r✐❡♥✱ ❝❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é♥♦♥❝é❡
r❡st❡ ✈r❛✐❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ P ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❬❇❨❑❙✵✶❪ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t♦t❛❧✐té ❞❡ P✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡❧✉✐ s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
t♦t❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ét❡♥❞r❡ P ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦t❛❧
P ′ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ P ′ =

(

I, J,R, JI , f ′
)

❛✈❡❝ f ′|S = f ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ C ′ ❞❡ P ′ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿

C ′(x) =

{

C(x) s✐ x ∈ S

P (R) s✐♥♦♥
.

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ q✉✐ s✬✐♠♣♦s❡ ❡st q✉❡ x ❡t y ♥❡ s♦♥t ♣❛s C ′✲❞✐s❥♦✐♥ts
s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s S ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t bsC′ (P ′) = bsC (P)
✖ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ (C, ε)✲❛♣♣r♦①✐♠❡ P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ (C ′, ε)✲
❛♣♣r♦①✐♠❡ P ′✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ SC,ε (P) = SC′,ε (P ′)✱ ❡t ✈♦✐❧à q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡ q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
✈✉s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t
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s♦♥t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s tr✐✈✐❛❧❡s✱ ♥♦✉s ♦♠❡ttr♦♥s ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥ ❞❡
C ❡t ✐❧ s❡r❛ ❡♥t❡♥❞✉ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
tr✐✈✐❛❧❡✳

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥✲tr✐é

▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ RTNTN ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❙✉r ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡❧❧❡ ✈❛✉t N ✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ✈❛✉t N ♣♦✉r RTNTN ✱ ❝❡ q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✷ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐st❡ ❞❡ RTNTN ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❛✉ ♣❧✉s ε✱ ✈❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s (1 − 2ε)N ✱ ❝❡

q✉✐ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞❡
⌈

1−2ε
1−ε N

⌉

ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳

❖♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲♦♥❡

▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ ✓ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲♦♥❡ ✔ ❡st ❞❡ 2✳ ❖r
❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❛✉ s❡♥s
❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s ❞✬✉♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ P ✈❛✉t ❛✉ ♣❧✉s
❝❡❧❧❡ ❞❡ P✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✓ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲
♦♥❡ ✔ ❀ ❧❡✉r s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s ✈❛✉t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t 2 t♦✉t r♦♥❞✳ P♦✉r ❝❡s
tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✷ ♥❡ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

✹✳✺✳✸ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r

❙♦✐t P =
(

I, J,B, JI , f
)

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✶✶✳ ▲❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ✽ ❞❡ ❬❇❨❑❙✵✶❪ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r SC (P, ε)✳
P♦✉r é♥♦♥❝❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✸

❙♦✐t p ❡t q ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ E✳ ▲❡✉r
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r✱ ♥♦té❡ h(p, q)✱ ✈❛✉t

h(p, q) =

√

1 −
∑

x∈E

√

p(x)q(x).

❈❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ❞❡ JI ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ px s✉r J ✱
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

px(j) =
∣

∣x−1(j)
∣

∣ .

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ P ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ f(x) ♥❡ ❞é♣❡♥❞
q✉❡ ❞❡ px✳ ◆♦t♦♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ C ❞❡ P✱ hC (P) ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠

✶✶❱♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✵
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❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡♥tr❡ Px ❡t Py ♣♦✉r x ❡t y ❞❛♥s S ❡t ❞✐s❥♦✐♥t❡s
s❡❧♦♥ C✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✽ ❞❡ ❬❇❨❑❙✵✶❪✱ ♦♥ ❛✱ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ε < 1

4 ✱
hC (P) ≤ 1

2 ❡t SC (P, ε) ≤ N
4 ✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

SC,ε (P) ≥ 1

(2hC (P))2
ln

1

4ε+ O
(

1
N

) .

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♥✬❡st é♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❬❇❨❑❙✵✶❪ q✉✬à ♣r♦♣♦s ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s t♦t❛✉①✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ✈✉❡ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡s✳ ❯♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ q✉✐ ❡st
❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s s❛ ❣r❛♥❞❡ ❢♦r❝❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧✲
❝✉❧s✱ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té px✱
✐❣♥♦r❛♥t ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❡✛❡ts✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t
s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ S s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥tré❡s
à ❧❛ ❢♦✐s✳

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s tr✐✈✐❛❧❡s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❛✉ss✐
❛❧❧♦♥s✲♥♦✉s ❞♦ré♥❛✈❛♥t ♦♠❡ttr❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋❛✐s♦♥s r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t ❧❡ t♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é

P♦✉r RTNTN ✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡♥tr❡ x ❡t y✱ ❧♦rsq✉❡ f(x) 6= f(y)✱

✈❛✉t t♦✉❥♦✉rs

√

1 −
√

1 − 1
N ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

Sε (RTNTN ) ≥ 1

4
(

1 −
√

1 − 1
N

) ln
1

4ε+ O
(

1
N

) ,

❞✬♦ù ❧✬♦♥ t✐r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t Sε (RTNTN ) = Ω(N)✳

❖♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲♦♥❡

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s x ❡t y t❡❧❧❡s q✉❡ f(x) 6= f(y) ✈❛✉t t♦✉❥♦✉rs

√

1 − 1√
2
✳ ❈♦♠♠❡

✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ tr✐✈✐❛❧❡ ♣❛r
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r ❜❧♦❝s✱ s❡ ❤❡✉rt❡ ❧à ❛✉ ❝❛s t②♣✐q✉❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t r✐❡♥
❞✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✓ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✈❡rs✉s t✇♦✲t♦✲♦♥❡ ✔✱ ❜✐❡♥ q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❞✐✣❝✐❧❡✱ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té q✉❡ s✐ f(x) 6= f(y)✱ ❛❧♦rs x ❡t y ❞✐✛èr❡♥t s✉r
✉♥❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❡♥tré❡s✱ ✐❝✐ ❛✉ ♠♦✐♥s 1

2 ✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡
q✉✐ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s ✉♥❡ à ✉♥❡ s✬❛rrêt❡ à ❝❡ ❝♦♥st❛t ❡t
s✬✐♠❛❣✐♥❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❜✐❡♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ f−1 (⊤) s♦♥t s✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ f−1 (⊥)✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝❡rt❡s très
❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬❡♥ ré❛❧✐té ❧❛ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✉❝✉♥❡
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❛✉tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ q✉❡ ✓ ♣❡r❞✉✱ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥❝♦r❡ ✔ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧és à êtr❡ ét❡♥❞✉s ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ♠ér✐t❡r❛✐❡♥t
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ét✉❞✐és q✉✬✐❧s ♥❡ ❧✬♦♥t été ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡
❝❡rt❡s ♣❛s ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❨❛♦ q✉❛♥t✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐✲
❧✐s❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡
❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱
❛✈❡❝ ✉♥ ♠ê♠❡ ✉s❛❣❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s✳ ❈❡❧❛ ❛✉r❛✐t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥térêt q✉❡ ❧❛
♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛✲
❝❤é s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s ❀ ❝✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✐t st❛♥❞❛r❞✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ♥♦♥ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐❢s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♠❛✐s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠❛♥q✉❡ ❝r✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ t❛♥t
s♦✐t ♣❡✉ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❥✉st❡♠❡♥t ❧❡s s②♠étr✐❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r✱ ❡st très ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s②sté♠❛t✐s❛t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✱
❝❛r ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ q✉✬✐❧ ❢❛✉t r❡❝❤❡r❝❤❡r ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥é✲
r✐q✉❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs
r❛✐s♦♥s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ s✐ ❡❧❧❡ ❧✬ét❛✐t✱ ❡❧❧❡ ❛✉r❛✐t ❞é❥à été ❞é❝♦✉✈❡rt❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧
② ❛ ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❡♥ r❡q✉êt❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞✐s♣❛r✐té t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣❡✐♥❡ à ❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é
❛❜é❧✐❡♥s s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♥♦♥ tr✐é ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥

√
n r❡q✉êt❡s ♣♦✉r ✉♥

t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❄ P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ❛❜é❧✐❡♥✱ ♦♥ ♣❡✉t
❡①♣❧✐q✉❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s♦✐t ❜❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t r❡♥❞❛♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✱ ❥✬❛✐ ♥♦♠♠é ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❆✈♦✐r ✉♥❡
❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉ss✐ ♣❡✉ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❛✉ss✐ ❛❞❛♣té❡ ✖ ❝❛r ✐❧ ❢❛✐t ♣❡✉
❞❡ ❞♦✉t❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞♦♥♥❡r✱ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
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♣❛r❧❛♥t ✖ ❡st ♣❡✉ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t ♣♦✉r q✉✐ ✈♦✉❞r❛✐t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛✲
t✐♦♥✳ ▼❡tt♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝ôté ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ♣♦✉r ♥♦✉s ❝❛♥t♦♥♥❡r
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❡t ♣♦✉rq✉♦✐ ♣❛s t♦✉t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ♠♦✐♥s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❧✬✐❞é❛❧
s❡r❛✐t ❞✬❛✈♦✐r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ♠❛♥✐❛❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❣♦ût ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r
❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❡①✐st❛♥t❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣♦✐♥t q✉✐ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♦❜s❝✉r ❡st ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ r❡q✉êt❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥s✳
❖♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît à ❝❡ ❥♦✉r ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝♦✉❧❛♥t
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✻✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❝❡
s❡♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ré❝❡♥t ❬❍▼❘+✵✻❪✳ ■❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ q✉✬✐❧ s❡r❛✐t à ❧❛ ❢♦✐s très
✐♥tér❡ss❛♥t ❡♥ s♦✐ ❡t très ♣r♦♠❡tt❡✉r ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ✉❧tér✐❡✉rs ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é ♥♦♥
❛❜é❧✐❡♥✳
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❡❢✱ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡
P❛s❝❛❧ ❑♦✐r❛♥ ❡t ◆❛t❛❝❤❛ P♦rt✐❡r✱ ❡♥ ❧❛ ♣r♦✈❡r❜✐❛❧❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡sq✉❡❧s r✐❡♥
♥✬❛✉r❛✐t été ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧s ♠✬♦♥t ♣♦rté à ❜♦✉t ❞❡ ❜r❛s ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡
❧✉tt❡✳ ■❧s ♦♥t été ♣♦✉r ♠♦✐ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s s✉r t♦✉s ❧❡s ♣❧❛♥s✱ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❧❡s
♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉① ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❀
❡♥ ✉♥ ♠♦t✱ ✐❧s ♠✬♦♥t ❣✉✐❞é ❛✈❡❝ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥é❝❡ss✐té q✉✬✐❧s ♦♥t ❞û ❣✉✐❞❡r ❧❡✉rs
❥❡✉♥❡s ❡♥❢❛♥ts✱ q✉❡ ❥✬❛✐ ✈✉ ❣r❛♥❞✐r ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❋ré❞ér✐❝ ▼❛❣♥✐❡③✱ q✉✐ ✉♥ ❜❡❛✉ ❥♦✉r ♠✬❛ ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❛❝❤é✳ ■❧ ❛ ❝❡ ❥♦✉r✲❧à ❝♦♥q✉✐s ✉♥ ét✉❞✐❛♥t ✐♥❞é✲
❝✐s à ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❡♣✉✐s ❧♦rs ✐❧ s✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♠♦♥tré ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡r ❡t ❧❡ ❝♦♥s❡✐❧❧❡r✳

◗✉❛♥❞ ❥❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ❥❡ ♣♦s❡ s♦✉✈❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ❡t ♣❛s ❞❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ à ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❣❡♥s✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
ré♣été❡✳ P♦✉r ❧❡✉r ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t ❧❡✉rs é❝❧❛✐r❝✐ss❡♠❡♥ts✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞♦♥❝ ❳❛✈✐❡r
❈❛r✉s♦✱ ❨✈❡s ❞❡ ❈♦r♥✉❧✐❡r✱ ●á❜♦r ■✈❛♥②♦s✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❏❡❛♥❞❡❧✱ ❋ré❞ér✐❝ ▼❛✲
❣♥✐❡③✱ ❈r✐s ▼♦♦r❡✱ ❏♦ë❧ ❘✐♦✉✱ ▼✐❦❧♦s ❙❛♥t❤❛✱ Pr❛♥❛❜ ❙❡♥ ❡t ❨✈❡s ❱❡r❤♦❡✈❡♥✱
❡♥ ❡s♣ér❛♥t ♥❡ ♣❛s tr♦♣ ❡♥ ♦✉❜❧✐❡r✳

❙✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ♠♦✐♥s ✓ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧ ✔✱ ❥✬❛✐ ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞❛♥s
✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❛❣ré❛❜❧❡✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
❧✐st❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✬❤✉♠❛✐♥s ♣❡✉♣❧❛♥t ❝❡s ❧✐❡✉①✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡
s✬❡st ❛✈éré❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❢♦rt ❛❣ré❛❜❧❡ ✿ ❋❧♦r❡♥t ❇✳✱ ❆♥♥❡ ❇✳✱ ❚❤♦♠❛s ❈✳✱ ▼❛r❝
❑✳✱ ❙té♣❤❛♥❡ ▲✳❘✳✱ ▲❛✉r❡♥t ▲✳✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ▼✳✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ▼✳✱ ❱✐❝t♦r P✳✱
❉❛♠✐❡♥ ❘✳✱ ❙②❧✈❛✐♥ ❙✳✱ ❉❛✈✐❞ ❚✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡
❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛❝t✐♦♥ s✉r ♠♦✐ ❢✉t ✉♥ ❢r❛♥❝ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❛r❡ss❡ ✖
❝❡tt❡ ♣❡rs♦♥♥❡ s❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❛✳

❙❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❘❛❝❤♠❛♥✐♥♦✈ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✳
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◆♦t❛t✐♦♥s

• ⊤ ❡t ⊥ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✓ ✈r❛✐ ✔ ❡t
✓ ❢❛✉① ✔✳

• B = {⊤,⊥}✳
• ⌊x⌋ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ x✳
• ⌈x⌉ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à x✱ s♦✐t ⌈x⌉ = −⌊−x⌋✳
• B = {⊤,⊥}✳
• δi,j =

{

1 s✐ i = j
0 s✐♥♦♥

❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳

• |A| ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ A✳
• FE ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ E ❞❛♥s F ✳
• SX ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X✳
• S(G) ❡st✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G✳
• 2X ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ X✳
• dom(s) ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✳
• f ◦ g ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f ❡t g✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡ f ◦
g(x) = f(g(x))✳

• f(A) ❡t f−1(A) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐✲
♣r♦q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ✳

• id ❡t ■ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦✉ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
✐❞❡♥t✐té✳

• H ≤ G s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳
• d1 ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ✶✱ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ✿

d1 ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

n
∑

i=1

|xi − yi| .

• Fl✱ ♦ù l ❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❡st ❧❡ ❝♦r♣s à l é❧é♠❡♥ts✱
q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳

• ℜ(z) ❡t ℑ(z) ❞é♥♦t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛✲
❣✐♥❛✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ z✳

• ⊕ ❡t ⊖ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✳
• ⊔

i∈I

Xi = Xi ⊔ · · · ⊔Xj ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡✉① à

❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts (Xi)i∈I ✳
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• X∗ =
⋃

n∈N

Xn ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ X

• P (X) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X✳
• X − Y = {x− y/x ∈ X, y ∈ Y } ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡♥tr❡
X ❡t Y ✳

• f |X ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X✳
• 〈a, b, c, . . .〉E ❡st ❧❛ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ E ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts
a, b, c, . . .✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❛r✵✷❪ ❙❝♦tt ❆❛r♦♥s♦♥ ✿ ◗✉❛♥t✉♠ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦✲
❜❧❡♠✳ ■♥ ❙❚❖❈ ✬✵✷ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❤✐r②✲❢♦✉rt❤ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼
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