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Introduction

Les ramifications de la théorie de la complexité montrent assez qu’il s’agit
1a d’un sujet fort « complexe ». Suffisamment complexe pour que, face au
but généralement proclamé de résoudre le probléme « P=NP », un nombre
considérable de pistes se soient ouvertes pour contourner ce qui constitue
I’obstacle majeur : il est fort difficile de prouver des bornes inférieures sur
la complexité en temps dans le modele classique des machines de Turing.
Les théoriciens ont au fil des ans développé de nouveaux modéles, étudié des
questions subtilement différentes, progressivement enrichi le bestiaire des
classes de complexitdﬂ et des techniques mathématiques.

Nous discuterons principalement de deux modéles de calcul, qui sont le
calcul probabiliste et le calcul quantique. Le premier est bien str connu de
tous les théoriciens; il s’impose avec évidence comme la formalisation de la
programmation pratique faisant intervenir une source aléatoire parfaite, de la
méme maniére que les machines de Turing traditionnelles peuvent formaliser
la programmation pratique sans aléa. Le calcul quantique, malgré ’entrée
fracassante qu’il fit dans le domaine de I'informatique théorique dans les an-
nées 90, reste moins connu, et c’est bien normal, car bien qu’il se veuille
au départ une formalisation des possibilités effectives de calcul qu’offre la
mécanique quantique, les applications pratiques en sont encore au stade em-
bryonnaire.

La mesure de complexité que nous étudierons, dans I'un et 'autre modéles
de calcul, est la complexité en requétes, qui mesure le nombre de questions
qu’un algorithme doit poser pour résoudre un probléme posé sous forme de
boite noire. Cela signifie que I’entrée de I'algorithme, au lieu de lui étre don-
née tout d’un bloc, n’est dévoilée que petit & petit, au rythme des questions
posées par 'algorithme, comme dans ce jeu ou il faut reconnaitre le visage
d’une célébrité que 'on fait apparaitre en enlevant case par case le masque
qui recouvre la photographie. Le premier chapitre est consacré a définir des
modéles de calcul adaptés a 'étude de la complexité en requétes.

Le probléme du sous-groupe caché est introduit dans le deuxiéme cha-
pitre. 1l s’agit en réalité d’'une classe de problémes sur lesquels 'attention
des chercheurs en calcul quantique se porte particuliérement. Nous y présen-

YWoir [Wik].



6 INTRODUCTION

terons l'algorithme quantique standard pour les groupes commutatifs, et en
analyserons la complexité en requétes, pour la comparer dans le troisiéme
chapitre avec une borne inférieure. Cette borne inférieure est obtenue par
I'utilisation judicieuse d’une méthode bien connue, la méthode polynomiale.
Une étape importante de ce processus est la symétrisation, qui consiste a
utiliser les symétries du probléme considéré pour simplifier ’expression de
la borne inférieure recherché. Nous expliquerons plus en profondeur dans le
quatriéme et dernier chapitre ce que sont les symétries d’un probléme et
ce qu’est la symétrisation, avant d’en montrer ’application au calcul exact,
en calcul probabiliste, de la complexité en requétes des problémes vérifiant
certaines hypothéses de symétrie.



Chapitre 1
Préliminaires

Il est essentiel dans toute discussion scientifique, au moins en théorie,
d’avoir au préalable ’assurance que les bases du discours sont communes &
toutes les parties, et que leur compréhension ne fait pas de doute.

Bien entendu, l'intuition, la mise au point d’images mentales appropriées,
I'imagination surtout jouent un role crucial dans la découverte et la trans-
mission du savoir. Mais il est également important de toujours pouvoir, a la
demande, dénuder ces constructions aériennes, pour en révéler le noyau lo-
gique prenant racine dans la base de fondamentaux admis par tous, ou bien
le cas échéant, au contraire, admettre que l'intuition n’est pas totalement
justifiable et est susceptible d’étre remise en question.

Nous avons & plusieurs reprises entendu exprimer 'opinion selon laquelle
Iinformatique théorique serait un domaine peu rigoureux, trop peu pour étre
considéré comme une discipline mathématique. Nous voulons croire qu’il ne
s’agit que de 'expression d’une méconnaissance de la réalité du terrain.

Nous avons tenté d’étre le plus précis et rigoureux possible, dans les
définitions comme dans I’énoncé des résultats et leur démonstration. Le for-
malisme des définitions pourra paraitre inutilement lourd ; il n’est pas la pour
alourdir ou ralentir la lecture. Nous n’avons fait que reprendre le vocabulaire
communément utilisé, & cette exception prés que nous utilisons le terme de
« probléme élémentaire », qui ne devrait pas présenter de difficulté.

1.1 Problémes

Une notion fondamentale en matiére de théorie de la complexité est celle
de probléme. Une maniére de voir un probléme est comme la spécification
d’un algorithme : on décrit, pour chaque entrée, le résultat attendu. Les en-
trées comme les résultats peuvent étre a priori codés de différentes maniéres.

Traditionnellement, les entrées sont codées sous forme de mots, c’est-a-
dire de suites finies de lettres, les lettres étant choisies dans un alphabet fini
fixé. Pour une raison qui apparaitra plus tard, nous allons coder les entrées
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sous une forme proche, mais légérement différente : comme des applications.
Si I'on veut garder en téte qu’une entrée est un mot, on peut appliquer la
correspondance suivante pour rentrer dans le cadre de notre formalisation :

W= UiUg ... Uy, — frir—u;

Quant au format de sortie, nous allons rester encore plus vague, pour
I'instant, et nous contenter de dire que le résultat doit appartenir & un certain
ensemble. . . Une catégorie importante de problémes est celle des problémes
« de décision », ot le résultat attendu est simplement un booléen (« vrai »
ou « faux »). Mais on verra dans la suite que le résultat peut prendre des
formes beaucoup plus incongrues : entiers, fonctions, groupes, graphes, etc.

Pour des raisons techniques, nous allons d’abord définir une version res-
treinte des problémes, les « problémes élémentaires ». Sil’ les entrées comme
des mots, les problémes élémentaires sont ceux pour lesquels tous les mots
en entrée sont supposés avoir la méme taille.

Définition 1.1
Un probléme élémentaire & est la donnée d’ensembles I, J, R, d’une
partie . C J! et d’une application f de .# dans R. Formellement, on peut
écrire & sous la forme du quintupletE] (I,J,R, 7, f).

Les éléments de . sont nommés les instances de 2. I est I'ensemble
des entrées, J ’'ensemble des indices et R 'ensemble des résultats.

Si |J| = 2, on dit que & est un probléme élémentaire binaire.

SiR=B={T,L}, on dit que & est un probléme de décision élémen-
taire.

Cette définition & l’air barbare, quelques exemples sont sans doute né-
cessaires pour l'illustrer. Commencons par un grand classique, la primalité.

Exemple 1.2
On code les entiers naturels non nuls n par les fonctions

[ Tlogyn) +1] — [
’ 7 LQ"-nJ mod 2
Autrement dit, n(7) est le i-éme bit de la représentation binaire n — en
considérant que le bit de poids le plus faible porte le numéro 0 ; de sorte que

|log,

n= Y 2-7).
=0

Si 'on représente ces fonctions par la suite des valeurs qu’elles prennent
sur 0,1,...,[logyn], 42 est par exemple représenté par (01 0101). Il y a

1l semble que pour des raisons obscures toute notion un tant soit peu importante
d’informatique théorique se formalise comme un quintuplet d’objets divers. Il s’agit 1a
sans doute d’une loi de la nature ou quelque chose comme ¢a.
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ainsi une correspondance biunivoque entre les entiers non nuls et les suites
finies de 0 et de 1 terminant par un 1; ainsi on associe, a une fonction w
« convenable », Pentier @ tel que @ = w. La taille d’un entier naturel, pour
ce codage, est [logan] + 1. Si l'on fixe une taille ¢, la question « l'entier n
de taille ¢ est-il premier ? » peut se formaliser sous la forme d’un probléme
élémentaire. Remarquons que n est un entier de taille ¢ si et seulement si
sa fonction associée n a pour domaine [t] et vérifie n = 1. On va donc
formaliser la primalité en choisissant ces paramétres : I = [t], J = [2],
S ={weJjw(t—1)=1}, R={T,L} — on va donc avoir & faire & un
probléme de décision élémentaire binaire — et bien entendu

T si w est un nombre premier

ﬂw:{Lst

Déja dans ce premier exemple . est un sous-ensemble strict de J!. On
dit dans ce cas que le probléme est « & promesse » — dans le cas contraire
on dit qu’il est total — car on considére que .¥ représente la promesse que
les entrées de l'algorithme sont, justement, dans .. Dans le cas de notre
exemple, le fait que I et J vaillent respectivement [t] et [2] nous dit que
les mots considérés sont de taille ¢, sur I'alphabet {0, 1}. La-dessus . nous
donne ce renseignement supplémentaire, la promesse que ces mots terminent
par 1, promesse dont pourront faire usage les algorithmes chargés de résoudre
le probléme ; mais nous n’en sommes pas encore la.

En attendant, on peut d’ores et déja constater que le choix de la repré-
sentation d’un entier sous la forme de son écriture binaire n’est pas anodin,
puisque cela intervient dans la définition de la taille d’un entier. On peut
définir plus généralement la taille d’'un probléme élémentaire, ou de maniére
équivalente la taille de ses instances, comme étant le cardinal de 1’ensemble
I de la définition Ainsi, dans notre exemple, la taille de 'entier n était
|logon| + 1, mais si l'on choisit de représenter 'entier n par son écriture
en base 3, sa taille devient alors [loggn| + 1. Comme les instances d’un
probléme élémentaire ont par définition toutes la méme taille, les problémes
élémentaires reposant sur ces codages des entiers ne sont pas les mémes.

On pourrait vouloir ne s’intéresser qu’aux nombres impairs, c’est-a-dire
ceux dont le bit de poids faibles vaut 1. Le probléme est naturellement plus
« facile », puisqu’on a de 'information supplémentaire : on dit qu’on a ainsi
défini un sous-probléme élémentaire du probléme de la primalité. Voici la
définition :

Définition 1.3
P = I, J R, ') est un sous-probléme de & = (I,J,R,.7, [) si
I'=1,J)=J,RR=R, " C S et f =flo.

11 existe diverses autres maniéres d’affaiblir un probléme élémentaire. Une
autre maniére que nous emploierons couramment consiste, & partir d’un pro-
bléeme & = (I,J,R,., f), a considérer que toute la gamme des réponses
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possibles, c’est-a-dire les des éléments de R, n’est pas nécessaire, et qu’on
se contenterait fort bien de seulement savoir dans quelle « catégorie » la
réponse se trouve. Par exemple, imaginons qu’au lieu du probléme de la pri-
malité nous ayons défini un probléme élémentaire correspondant a la ques-
tion « combien l'entier n (d'une taille binaire donnée) a-t-il de diviseurs
positifs? » Le probléme de la primalité s’obtiendrait a partir de celui-ci
en considérant que seule la réponse « 2 » est importante, et que pour les
autres il nous suffit de savoir que ce n’est pas 2. Formellement, on passe
d’un probléme élémentaire & = (I,J, R,., f) & un probléme élémentaire
P = (1,J,R,.7, ) tel qu’il existe 7 : R — R’ tel que f' = wo f. Cette
opération sera particuliérement utilisée dans le cas ot &’ est un probléme
de décision élémentaire, ¢’est-a-dire quand R’ = B; on dira alors que &2’ est
un probléme de décision (élémentaire) associé & £, la plupart du temps que
P est le probleme de décision associé quand il n’y aura pas d’ambiguité.

La définition de l’isomorphisme entre problémes élémentaires s’impose
d’elle-méme. Deux problémes élémentaires sont isomorphes s’ils sont iden-
tiques via une identification de leurs entrées, de leurs indices et de leurs
résultats. Autrement dit :

Définition 1.4
Deux problémes élémentaires & = (I, J,R, ., f) et &' = (I',J,R,."", ")
sont dits isomorphes s’il existe des bijections «, 3,7, respectivement de [
dans I', de J dans J' et de R dans R/, telles que

o V' ={Bozoal/ze S} et

e pour tout z € .7, f' (Bozoa™) =~ (f(z)).

Nous donnons maintenant la définition habituelle d’un probléme, ou les
instances ne sont pas contraintes & avoir toutes la méme taille.

Définition 1.5
Un probléme & est une application définie sur un ensemble S, qui a chaque
s € S associe un probléme élémentaire ;.

Exemple 1.6

Reprenons notre exemple . Nous souhaitons maintenant formaliser le pro-
bléme de la primalité sur tous les entiers non nuls. La chose évidente et
bonne & faire est la suivante. D’abord on définit, pour ¢ un entier non nul,
le probléme élémentaire & de la méme maniére que dans Uexemple [1.2] qui
formalise la question « ’entier n de taille t est-il premier ? ». Le probléme de
la primalité est alors simplement la fonction qui & ¢ associe &?;. Rappelons
que, non seulement & formalise le probléme de la primalité, mais en plus il
contient une information sur la maniére dont les entiers sont codés — dans
ce cas, en binaire.

Pourquoi choisir de définir les problémes en deux temps, en commencant
par les problémes « élémentaires » 7 Cela est motivé par le fait que la plupart
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des grandeurs associées a un probléme — en particulier celle qui nous inté-
ressera le plus et que nous définirons par la suite, la complexité en requétes
— sont étudiées d’un point de vue asymptotique, en fonction de la taille des
instances. Ainsi, si 'on considére un probléme &2 : s € § +— ;. la quantité
étudiée sur & peut se modéliser par une fonction A définie sur S. A partir
de 14, on peut vouloir étudier le comportement de A d’une maniére ou d’une
autre, le plus souvent donc en s’intéressant uniquement a la taille des ins-
tances, mais cela peut étre un peu plus subtil. Concrétement, pour anticiper
sur la suite, mentionnons le cas du probléme défini par la définition [2.6] on
le role de S est tenu par un ensemble de groupes, et de la proposition [2.27]
qui énonce un résultat sur la complexité en requétes de ce probléme, non pas
en fonction de la taille de ces groupes mais de leur rang?

Il faut préciser ce point en ce qui concerne l'usage des comparateurs
asymptotiques standard que sont O, Q) et ©. Quand on écrira, pour un pro-
bleme & : s € S — P, quelque chose comme « A(s) = O (u(s)) », cela si-
gnifiera, sauf mention explicite du contraire, qu’il existe une constante C' > 0
telle que pour presque tous les s € § — c’est-a-dire pour tous sauf un nombre
fini d’entre eux — on ait [A(s)| < C'|u(s)|. Il ne s’agit donc pas, comme on
pourrait le penser a tort, d'une inégalité vraie seulement lorsque u(s) est
suffisamment grand, ce qui pourrait s’écrire « A(s) = Ops)—too (1(8)) »,
mais bien d’une égalité vraie lorsque le probléme élémentaire lui-méme est
« suffisamment grand ». Cette remarque s’applique en particulier & ’énoncé
du théoréme [3.16l

1.2 Modéle de calcul déterministe

11 est temps justement d’introduire les définitions qui vont nous permettre
de parler de la complexité en requétes. Reprenons notre exemple du probléme
de la primalité. La question que ’on se pose habituellement serait : « quel est
le temps de calcul d’un algorithme capable de déterminer avec une probabi-
lité satisfaisante si un entier est premier 7 ». Mais nous ne nous intéresserons
pas a la question générale de la complexité en temps dans ce mémoire. Nous
allons plutot nous intéresser a la complexité en requétes. Considérons le
probléme de la primalité et commencons par décrire le fonctionnement d’un
algorithme déterministe. On représente en général les algorithmes détermi-
nistes par des arbres de décision comme celui de la figure [1.1]

D’abord, on peut remarquer que, comme l'algorithme va peut-étre de-
mander la valeur de z(4), 'entier passé en entrée de l'algorithme devrait
étre de longueur au moins 5. En fait, un arbre de décision n’est habilité &
résoudre qu'un probléme élémentaire. Disons donc que notre arbre de déci-
sion est associé au probléme élémentaire de la primalité pour les entiers de
longueur 6, c’est-a-dire ceux compris entre 32 et 63 inclus. Cet algorithme a

2Voir la définition M
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x n’est pas premier : L I

x est premier : TI x n’est pas premier : J_I

FiGg. 1.1 — Un arbre de décision pour le probléme de la primalité

toujours raison quand on lui donne en entrée un nombre pair, mais ensuite il
raconte un peu n’importe quoi. Par exemple, pour 37, qui s’écrit 100101 en
binaire, il a raison ; mais pour 39, qui s’écrit 100111 en binaire, il se trompe.

La complexité en requétes d’un arbre de décision est sa hauteur moins
1, en fait le nombre de questions que l'algorithme va poser dans le pire cas.
Dans notre exemple, la complexité en requétes est de 2, complexité atteinte
dés que 'entier passé en entrée est impair.

Les arbres de décision conviennent parfaitement pour formaliser la notion
de complexité en requétes dans le cas déterministe, mais comme nous voulons
le faire aussi pour le calcul probabiliste et le calcul quantique, nous allons
donner une formulation plus alambiquée, collant au formalisme hilbertien de
la mécanique quantique.

On s’intéresse a ’évolution de ’état de ’environnement de ’algorithme,
c’est-a-dire ’ensemble des valeurs des variables. L’état de ’environnement
est décrit par un vecteur de base d'un espace vectoriel de dimension finie.
La dimension de cet espace représente donc le nombre d’états possibles de
I’environnement. On peut découper le fonctionnement de l’algorithme en
deux phases qui se succédent alternativement, appelons-les les phases 1 et
2. Dans la phase 1, 'algorithme ne pose aucune question & la boite noire
mais effectue de son c6té autant de calculs qu’il le souhaite. Dans la phase 2,
représentée par la figure [1.2] il envoie une question a la boite noire, sous la
forme d’un élément i de I ¢’il traite le probléme élémentaire (I, J, R,.7, f),
et recoit une réponse j € J, qu’il lui est alors loisible de stocker dans une
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variable prévue a cet effet. Puis on reprend la phase 1, etc., jusqu’a ce que
I’algorithme décide qu’il a terminé et propose une réponse sous la forme d’un
élément de R, dans une variable dédiée.

Combien vaut la fonction en 77

4 N
10 InItjalisation
QOm calculs)

j <- REQUETE(4)

40 IF (pas fini)

THEN GOTO 20
50 DO (gros calculs)

60 OUTPUT (resultat)

x(3)!

Fia. 1.2 — L’algorithme dialogue avec la boite noire



./ ./
- _—
phase 1 phase 2

Fia. 1.3 — Un algorithme déterministe

Vi

SHUIVNINITAYd T HHLIdVHD
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Que se passe-t-il quand on juxtapose deux environnements? Mettons
qu’un algorithme utilise deux catégories de variables. Le premier ensemble
de variables peut étre dans k différents états globaux : son état est codé par
un des vecteurs eq,..., e, qui forment la base d’'un espace E. De méme le
second ensemble de variables peut étre dans [ différents états globaux et son
état est donc codé par un des vecteurs fi,..., f; qui forment la base d’un
espace F. Lorsque ces deux ensembles de variables sont réunis, on obtient
un systéme plus complexe dont 1’état est décrit comme un couple (e;, f;).
Or quel est I'espace dont la base est naturellement le produit cartésien des
bases de F et de F'7 1l s’agit du produit tensoriel £ ® F.

Au lecteur non familier de cette notion de produit tensoriel, nous offrons
la bréve parenthése suivante, qui a pour simple but de faire passer le mini-
mum nécessaire a la compréhension de 'usage que nous allons en faire. Le
lecteur qui n’a pas besoin de ces éclaircissements pourra sauter la définition
et 'exemple qui suivent.

Définition 1.7

Etant donné deux K-espaces vectoriels E et F' munis respectivement des
bases (€);cr et (fj) ;e leur produit tensoriel E® F' est par définition un
K-espace vectoriel, qui vient conjointement avec une application bilinéaire
®-: ExXF— EQF telle que (€; ® fj);c; jc; forme une base de E® F'.

Si E et F sont munis de produits scalaires (-,-), E® F posséde également
un produit scalaire défini par <ei ® fj e ® fj/> = (e, e4) <fj, fj/>.

Si E et F sont munis d’une structure d’algébre, on en définit une sur
E ® F par (ei ® fJ) . (62‘/ & fj/) = (61' . 62'/) & (fj . fj/).

De maniére générale, quelles que soient les structures imposées a F et F,
leur produit tensoriel E ® I est tel que pour tout autre espace GG, les mor-

phismes linéaires de E ® F' dans G s’identifient aux morphismes bilinéaires
de E x F dans G.

Exemple 1.8

Un exemple courant et que nous allons utiliser trés prochainement est celui
des algebres de matrices. Considérons ., (K) et .4, (K). La question est :
My (K) @ My, (K) est-elle isomorphe & une algébre connue que 'on pourrait
exprimer plus simplement 7 Pour y répondre, il faut décrire sa structure d’al-
gébre. Pour commencer, en tant que K-espaces vectoriels, ., (K) et ., (K)
sont munis d’une base naturelle, celle des Ej ;, les matrices composées de 0
a l'exclusion d'un 1 dans la case (i,7). Les E; ; ® Ey, pour 4,5 € {1,...,n}
et k,l € {1,...,m}, forment donc une base de ., (K) ® 4, (K), qui est
par conséquent isomorphe & K™ en tant que K-espace vectoriel.

Regardons maintenant la structure d’algébre. Par définition,
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(Eij ® Exy) (B j ® Epy) = (EijEyj) ® (ErgEw )
= (6uEiy) @ (61w Ery)
= Gk (Big ® Brr)
(Eij ® Big) (Evy ® Epy) = S(mjsnymirsiry (Eig ® Bry) .

La derniére égalité tient simplement au fait que, comme [ et k' sont
confinés a {1,...,m}, les couples (j,1) et (¢, k") sont égaux si et seulement
si mj +1 = mi’ + k'. Ceci nous méne & la remarque suivante : Papplication
linéaire A\ définie par

v (A om0 )
Eij ® Egi = Epi-1)+km(—1)+1
est un isomorphisme d’algébres. La vérification en est simple, il suffit
de vérifier que X est injective, ce qui est évident par construction, et qu’elle
respecte la multiplication interne d’algébre. Cela est vrai car, dans ., (K),
on a

Em(i-1)+kmG-10)+1Em@ -1+ m@ -0+
= O(m(—1)+) (m('—1) k") Em(i—1) 4k m( - 1)+

On en déduit ceci :

)\ [(E’L,j ® Ek’l) (Ei’,j’ ® Ek/J/)] == A(E’L,j ® Ek,l))\(Ei/,j’ ® Ek",l’)‘

Ainsi le produit tensoriel de deux matrices A et B s’obtient en remplacant
chaque case (i,j) de A par la matrice A[i, j|.B. Par exemple, on a

123 2 4 6
456 8 10 12

12 i g 2 789 14 16 18
0 —1 s 9) 000 1 23
000 —4 -5 —6

000 —7 -8 —9

On peut définir aussi plus généralement le produit tensoriel de deux ma-
trices non nécessairement carrées. Pour E; j € My m et By € M) 4, on pose
Eij ® By = Epitr,gj+1, ce qui revient encore a dire que pour multiplier A
et B on remplace la case (i,7) de A par la matrice A[i, j]B.

Revenons a présent & nos algorithmes déterministes. Dans la figure [1.3],
chaque « fil » représente ce que 'on appelle un registre, c’est-a-dire infor-
mellement une variable interne du programme, et formellement un espace
vectoriel. Comme par définition tous les états sont des vecteurs de base, on
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a la propriété que tout état global s’écrit comme produit tensoriel d’états
sur chaque registre — ce qui ne sera plus vrai ni en calcul probabiliste ni en
calcul quantique.

Une transformation déterministe en phase 1 change un état en n’importe
quel autre état. Traduisons cela dans notre formalisme : il s’agit d’'une ap-
plication qui laisse la base canonique de ’espace vectoriel E stable. On peut
donc I'étendre linéairement, et ce de maniére unique, a tout ’espace £ — cela
semble présenter peu d’intérét pour I'instant mais en aura plus tard pour les
autres procédés de calcul. Au final, nous pouvons définir une transformation
déterministe comme une application linéaire M de E dans F laissant la base
canonique de E stable. Autrement dit, si I’on écrit la matrice de M dans la
base E, elle est composée de « 1 » et de « 0 » et comprend exactement un
« 1 » par colonne; par exemple convient

0 0010
0 0 00O
M = 1 01 00
0 00 0O
0 1 001

Comme nous ferons référence plusieurs fois & des matrices de cette forme
particuliére, nous allons leur donner un nom :

Définition 1.9
Une telle matrice, composée de « 0 » et de « 1 » et comprenant exactement
un « 1 » par colonne, est appelée une matrice déterministe.

Par exemple, les matrices de permutations sont des cas particuliers de
matrices déterministes, qui correspondent aux transformations réversibles.
Reprenons; une itération de la phase 1 peut se résumer en « on applique
au vecteur courant une matrice M de la forme susdite’| indépendante de la
fonction contenue dans la boite noire », fonction que nous noterons x.

La phase 2, représentée en figure [1.2| consiste & demander combien vaut
x(i) pour un certain . En pratique, l’algorithme réserve deux variables, i et
J, et au moment ou il décide de lancer la phase 2, la valeur de j devient x(i).

Il est temps d’introduire de nouvelles notations. Nous marquerons par
i) le vecteur associé a 1’état i de environnement, et la simple juxtaposition
notera le produit tensoriel :

19) |7) =det |1) @ |5)
Ainsi on peut définir I’application linéaire correspondant & la phase 2
ainsi sur la base canonique :

O, |2) [i) 17) = 12) |i) | (i) .

3C’est-a-dire composée uniquement de 1 et de 0 et contenant exactement un 1 par
colonne.
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z représente tout simplement 1’état de la partie de ’environnement qui
n’est pas concerné par la requéte, ce qui fait que ’on peut également écrire

O, =1® O,

ou O, est simplement définie par O, |i) |j) = |i) |x(i)). Par exemple, si
I = [4], J = [7], que l'un et lautre sont représentés par ordre croissant et
que l’on considére la fonction x définie par z(0) = 6, (1) =6, x(2) =1 et
x(3) = 4, on peut écrire

S

I
— oo oo oC
—Fo oo o OoCo
e i N =
cCoRroOoOC

Exemple 1.10
Réexaminons I'arbre de décision de la figure|1.1} On peut le traduire infor-
mellement en programme séquentiel sous la forme suivante.

* initialisation *
resultat <- 0

aux <- O
i<-0
j <=0

* phase 1 *

* phase 2 *
j <= x(1)

* phase 1 *
si j = 0 alors aux <- 1
i<-4

* phase 2 *
j <= x(1)

* phase 1 *
si aux = 0 et j = 0 alors resultat <- 1

*fink
renvoyer resultat
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Les variables resultat, aux et j peuvent prendre chacune deux valeurs;
la variable 1 quant & elle peut prendre six valeurs différentes, méme si dans
ce programme elle n’en prend effectivement que deux : rappelons en effet que
ce programme est censé résoudre le probléme élémentaire de la primalité des
entiers de taille six. La valeur de 'environnement est donc représentée par
un vecteur de la base canonique d’un espace & 6 X 2 x 2 X 2 = 48 dimensions.
Mettons que l'on écrive toujours les registres dans le méme ordre : i, j, aux
puis resultat, ordre que l'on a choisi pour la commodité de I'écriture des
matrices sous forme de produits tensoriels. Alors les différentes étapes se
formalisent sous forme matricielle ainsi :

* initialisation * On part du vecteur

[en R e i an B e RN e R
®
7N
O =
N——
®
7N
S =
N—
&
7 N\
O =
N——

puis on applique successivement les transformations suivantes :
* phase 1 *

Lig
* phase 2 *
OI®I4
* phase 1 *
000O0UO0O
000000 0000
0000UO0O o 1100 oI
000000 00 1 0 2
111111 0001
000O0UO0O
* phase 2 *
Ow®I4
* phase 1 *
000O0O0GO0OTO OO
11000000
00100000
L @ 00010000
6 00001000
000O0O0T1U00
000O0O0ODGO0T1O0
0000O0O0GO 01
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. 1 :
* fin * Si le vecteur obtenu est de la forme |z) ® ( 0 ) lalgorithme
rejette U'entier — c’est-a-dire qu’il annonce qu’il est composé —, sinon

c’est qu'il est de la forme |2) ® ( 0

1 ) et alors 'algorithme 1’accepte.

Outre les registres servant & la communication avec la boite noire, un
algorithme doit avoir un registre désigné pour accueillir la réponse finale
qu’il va donner. On dit ainsi qu’un algorithme ./ donne la réponse r € R
sur l'entrée z € J! lorsque son état final s’écrit sous la forme |2) ® |r), ot 2
est quelconque.

Définition 1.11
Etant donné un probléme élémentaire &2 = (I,J, R,.7, f), un algorithme dé-
terministe </ pour & est la donnée d’un entier d et d’une suite (M, ..., Mr)
d’endomorphismes de RE @ R? @ R! @ R’ donnés par des matrices détermi-
nistesE] dans la base canonique.

On dit que «f résout le probléme élémentaire & si, pour tout x € .&,

TrRM7O Mp_10, - - O My |0) = |f(2)),

ou

[ J
=
~—

Il

O, est 'endomorphisme de Rl @ R7 défini par O, |i)|j) = |i) |x(i)),
(I7)),c est la base canonique de de R® et
7R est le projecteur perpendiculaire de RE @ RY ® R ® R’ sur RE,
c’est-a-dire défini par wg|r)|2) i) |j) = |r).

On dit qu’un algorithme </ résout un probléme & = (I,J,R,.7, f)
lorsque, pour tout x € ., o/ répond f(z) sur I'entrée x.

La complexité en requétes déterministe d’un probléme élémentaire
P est le minimum des complexités en requétes des algorithmes déterministes
résolvant 2.

Exemple 1.12
« Vous avez douze billes d’apparence identique, dont 1'une a toutefois un
poids différent des onze autres. On vous fournit une balance & deux pla-
teaux, sans graduation ni poids. De combien de pesées avez-vous besoin pour
déterminer la bille particuliére ? »

On peut formaliser ce probléme bien connu comme un calcul de com-
plexité en requétes déterministe. Ce n’est pourtant pas immédiat : ici I serait
par exemple I'ensemble des couples de parties disjointes de {1,...,12}.

4Voir la définition
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1.3 Modéle de calcul probabiliste

Nous étre apesantis sur le modéle de calcul déterministe, en avoir donné
une description aussi peu naturelle, va nous permettre d’exposer plus rapide-
ment les modeéles suivants, & commencer par le modéle de calcul probabiliste.
En effet, le principe est simplement que ’on remplace les matrices du modéle
déterministe par des matrices stochastiques. Voyons cela.

L’état initial de I’environnement est toujours fixé arbitrairement & une
valeur notée |0), qui est le premier vecteur de la base canonique. La succession
des phases 1 et 2 est respectée de la méme maniére, et la phase 2 consiste
toujours a poser une question a la boite noire. Mais maintenant, en phase
1, Palgorithme peut procéder aléatoirement. Quand on écrit un programine
dans notre langage de programmation préféré, on invoque le grand aléa &
chaque fois qu’on le souhaite, mais bien entendu comme tous ces tirages sont
indépendants, on pourrait trés bien les faire tous d’un coup au début, avant
de commencer les calculs, du moins si ’on savait de combien de tirages on va
avoir besoin. Ou alors simplement au début de chaque phase 1, c’est-a-dire
que chaque phase 1 consiste & appliquer une transformation déterministe T,
avec probabilité p(w), parmi un ensemble prédeterminé de transformations

{T,,w € Q}. Sil'on tient compte que les p(w) sont positifs et que Y p(w) =
wef
1, on s’apercoit que cela revient en réalité a dire que 'on applique une matrice

stochastique, pour la définition suivante de stochastique, que nous précisons
car elle peut varier légérement selon les sources :

Définition 1.13
Une matrice stochastique est une matrice réelle a coeflicients positifs et
telle que la somme des coefficients sur chaque colonne vaut 1.

Peut-étre est-il utile de justifier que cette définition d’un algorithme pro-
babiliste correspond bien & celle, plus intuitive, que ’on peut donner sous
forme d’arbres de décision. Pour cela, commencons par faire la remarque
suivante.

Fait 1.14
Une matrice A est stochastique si et seulement si elle s’écrit sous la forme

A = > p(i)M;, ou les M; sont des matrices déterministesﬂ et p est une
el
distribution de probabilité sur I.

Preuve : Par récurrence sur le nombre d’entrées non nulles de la matrice
A de taille n x k. Le minimum de cases non nulles pour une
matrice stochastique de taille n x k est k, et dans ce cas il s’agit
d’une matrice déterministe.

5Voir la définition
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Si le nombre d’entrées non nulles de A est strictement supérieur
a k, notont m le minimum des entrées non nulles de A; m < 1.
Dans chaque colonne j, on choisit arbitrairement une ligne i; telle
que Aijd > m. Soit M la matrice de taille n x k définie par

1 sii=i
Mm:{ ’

0 sinon

On a, et c’est peu étonnant, A = mM + (1 — m)ﬁ (A—mM).
Or M est une matrice déterministe et —— (A — mM) une ma-
trice stochastique dont le nombre d’entrées non nulles est stric-
tement inférieur a celui de A, ce qui clot la récurrence. O

Ainsi, appliquer une transformation stochastique A = Y p(i)M;, c’est
i€l

comme appliquer avec probabilité p(i) la transformation déterministe M;.
On retrouve bien la notion habituelle d’algorithme probabiliste : & chaque
nceud de 'arbre on peut raccorder autant de branches que ’on veut, chacune
menant & un sous-arbre de décision probabiliste, et chaque branche étant
choisie lors du calcul avec une certaine probabilité fixée. Sur la figure[1.4] on
a representé un choix aléatoire par un hexagone, et les probabilités corres-
pondantes sont indiquées sur les arétes qui en partent.

L’état de I’environnement est donc maintenant représenté par un vecteur
stochastique — qui n’est rien d’autre qu’une matrice stochastique n’ayant
qu'une colonne. La grande nouveauté par rapport au cas déterministe est
que tous les états ne s’écrivent plus nécessairement comme des produits ten-
soriels. Par exemple, 1’état

(10)10) + 1) [1))

N | =

ne peut pas s’écrire sous la forme |p) [1). C’est ce que I'on appelle dans le
cas quantique un état enchevétré, mais cette appellation est impropre dans le
cas probabiliste, nous verrons pourquoi dans la section En 'occurrence,
cela traduit simplement le fait qu’il peut exister des événements A et B, se
produisant chacun avec probabilité %, et totalement dépendants, en ce sens
que A se produit si et seulement si B se produit.

Alinsi, nous pouvons reprendre quasiment mot pour mot la définition d’un
algorithme déterministe.

Définition 1.15

Etant donné un probléme élémentaire 2 = (I,.J,R,.7, f), un algorithme
probabiliste o/ pour &7 est la donnée, d’une part d’un entier d, et d’autre
part d’une suite (My, .. ., M7) d’endomorphismes stochastiques de RE@RI®
RI @R’
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On dit que & résout le probléme élémentaire & avec une probabilité
d’erreur au plus € si, pour tout x € .&,

|7 () M7 Ox M 105 0o My [0)]|, > 1 — e,

ou

el
0
e O, est 'endomorphisme de R! @ R’ défini par O, |i) |5) = |i) |z (7)),
e 7., pour r € R, est le projecteur perpendiculaire de R @ R? @ R! ®
R7 sur |r) @ RY @ RT @ RY, cest-a-dire défini par . |r') |2)|i)|j) =
Opyr 1) 2) 10) 17), et
e (1)), cp est la base canonique de de R¥.
La valeur par défaut de e, quand celle-ci n’est pas précisée, est de % La
probabilité d’erreur de o est le plus petit € tels que &7 résout & avec
une probabilité d’erreur au plus €.

&
N

L L’entier est composé. J O
2
/ l 3
3
I
'l

/ \ 0 .-
Fic. 1.4 — Un bout d’arbre de décision probabiliste pour le probléme de la
primalité

Quand on fixe & x € % la fonction boite noire, la probabilité qu'un
chemin particulier, compatible avec les choix faits quand x est la fonction
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boite noire, soit suivi lors du calcul, est le produit des probabilités rencontrées
le long des arétes du chemin. On pourrait cependant tout aussi bien décider
que toutes les bifurcations aléatoires de 'arbre de décision sont décidées avant
méme que l'algorithme ne débute. En ce sens un algorithme probabiliste
peut étre présenté tout simplement comme une distribution de probabilité
sur des algorithmes déterministes. Nous préciserons cette affirmation dans le
fait [L.19

Notons P, (z, A) la probabilité que I'algorithme o effectue la suite de
requétes A € I* lorsque la fonction boite noire est z. Cette définition infor-
melle est sans doute suffisante, mais par acquit de conscience en voici une
plus rigoureuse, reposant sur le fait que nous voulons définir par récurrence
P, (z, A. (7)) comme étant P, (z, A) multiplié par la probabilité que <7 ef-
fectue la requéte i sachant qu’il a auparavant effectué la suite de requétes

A.

Définition 1.16
On part de la définition |1.15 d’un algorithme probabiliste. & est un quin-
tuplet (I, J,R,.”, f) et o/ est défini par la suite (My, ..., Mr) d’endomor-
phismes stochastiques de Rf @ R?@ R! @ R’. Notons m; la projection ortho-
gonale sur RR @ R? © |i) @ R’. Alors

Py (, (o, - - -y ip—1)) = ||mi,_, Myp_10a75,_, -+ - Oamiy Mo |0)]|

Cette définition se passe probablement de commentaire : simplement,
avant chaque communication avec la boite noire, la projection II; s’assure
qu’il s’agisse bien de la requéte i. On définit pareillement P7, () comme
étant la probabilité que l'algorithme o7 renvoie au final la réponse r € R
quand la fonction boite noire est x. Formellement, on a, en utilisant la notion

mr de la définition [I.15]

Définition 1.17

Pl (x) = |7, MOy My 104 - - O, Mo [0)]]; -

Il nous faut également préciser une notion pour éviter les malentendus,
celle d’équivalence entre algorithmes. Intuitivement, nous dirons que deux
algorithmes sont équivalents si, quand on cache leur fonctionnement interne,
que 'on ne se donne accés qu’a leurs entrées et sorties, ils deviennent tout a
fait indistinguables I'un de I'autre, du moins quand la boite noire est du type
autorisé, c’est-a-dire quand x € .. Nous insistons sur ce point : si x n’est pas
un élément de ., les deux algorithmes, tout en étant équivalents, pourraient
malgré cela trés bien adopter des comportements tout a fait différents.

Définition 1.18
Les algorithmes o/ et /', de complexité en requétes T, pour le probléme
P =(,J,R, 7, ), sont équivalents si, pour tout x € .,
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e pour tout A € I* de taille au plus T, Py (x, A) = Py (z, A), et
o Pl (2) =Py, (2).

Nous pouvons maintenant préciser ce que nous disions, & propos de l'iden-
tification des algorithmes probabilistes avec les distributions de probabilité
sur les algorithmes déterministes.

Fait 1.19

Soit & = (I,J,R,, f) un probléme élémentaire. Pour tout algorithme
probabiliste &/ de complexité en requétes T, il existe une distribution de
probabilité p : Q — [0;1], ou Q est un ensemble fini d’algorithmes détermi-
nistes de complexité en requétes T', qui est équivalente & </ en ce sens que
Pon a, pour tout x € .&,

e pour tout A € I* de taille au plus T, Py (2, A) = > p(2)Py (z, A),
7€
et

« P, ()= ¥ p(2)P} (a).

=Y

Nous exploitons le fait que les algorithmes déterministes sont des algo-
rithmes probabilistes en utilisant les notations Py (x, A) et P7, (x), mais il ne
faut pas perdre de vue que ces probabilités valent toujours 0 ou 1 dans le cas
d’algorithmes déterministes. Quant a la preuve de ce fait, sans entrer dans
le détail, c’est comme nous l'avons dit : les choix aléatoires présents dans
un algorithme probabiliste peuvent aussi bien étre fixés une fois pour toutes
au début du « programme », le reste de 'algorithme étant déterministe —
mais dépendant de ’aléa choisi.

Cette remarque est particuliérement importante pour le principe de Yao,
que nous verrons dans la section [£.2.2] Disons dés a présent qu’il n’existe
pas de propriété équivalente pour les algorithmes quantiques, que nous al-
lons définir dans un instant. Les algorithmes quantiques ne sont pas des
« superpositions quantiques » d’algorithmes déterministes, quel que soit le
sens que ’on puisse donner a cette phrase; en tout cas personne ne sait le
faire. Il en découle que le principe de Yao n’a, lui non plus, pas d’équivalent
quantique connu, méme si des tentatives ont été faites dans ce sens — voir
par exemple [dGR02].

1.4 Modéle de calcul quantique

Nous ne nous préoccuperons pas de justifier le paradigme du calcul quan-
tique & partir de la célébrissime théorie physique du méme nom. Toutefois,
si le lecteur désirait en savoir plus sur cet aspect des choses, nous pourrions
lui recommander An Introduction to Quantum Computing for Non-Physicits
d’Eleanor Rieffel et Wolfgang Polak [RP9§|. Pour avoir un aper¢u de I’his-
torique du modéle de calcul quantique, nous pouvons citer Feynman [Fey82]
qui est considéré comme le premier a avoir indiqué la possibilité théorique
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d’augmenter la puissance de calcul des ordinateurs a l’aide des propriétés
quantiques de la matiére, et Deutsch [Deu85| qui le premier proposa un mo-
déle théorique effectif de calcul quantique.

Par rapport au point de vue formel adopté dans les définitions et
[1.15] il est trés simple d’introduire la notion d’algorithme quantique. Toutes
les transformations doivent étre non plus stochastiques mais unitaires. Rap-
pelons donc s’il en était besoin ce qu’est une matrice unitaire.

Définition 1.20
Une matrice carrée U a coefficients complexes est dite unitaire si U*U = I,
ot U* ='U est la matrice adjointe de U.

Comme les transformations du systéme sont maintenant unitaires, ’état
du systéme n’est plus décrit par un vecteur stochastique, mais par un vec-
teur unitaire, c’est-a-dire un vecteur & coefficients complexes — et non plus
nécessairement réels positifs — dont la norme 2 vaut 1. Pour marquer cette
différence, et retrouver les notations standard de la mécanique et de l'infor-
matique quantiques, nous n’utiliserons plus la notation |-), qui sera réservée
aux vecteurs stochastiques, mais plutot |-).

Comme il 8’agit d’une notion bien connue de tous, nous n’avons pas pris
la peine dans les sections précédentes de définir le bit, mais il nous faut pré-
ciser ce qu’est son équivalent quantique, le qubit, méme si nous n’utiliserons
que rarement ce terme. Etant donné la facon dont on a défini les algorithmes
déterministes et probabilistes, on comprend qu’un bit, déterministe ou pro-
babiliste, est representé par un vecteur vivant dans un espace vectoriel réel
de dimension 2. Ajouter un bit & l'espace de travail se traduit dans cette
description par le doublement de la dimension de ’espace de travail, puisque
techniquement on prend le produit tensoriel avec un espace de dimension 2.
De maniére générale, un espace de dimension d décrit un systéme portant
log,(d) bits. Il n’en va pas autrement pour les qubits, si ce n’est que 'on
considére non plus des espaces réels, mais des espaces complexes. Quand un
bit probabiliste est un vecteur stochastique de R?, un qubit est un vecteur
unitaire de C2. En général, la premiére réaction, et la plus naturelle, est de
penser qu’'un qubit « contient plus d’information » qu’un bit car il « vit
dans un espace plus gros ». C’est faux. Un qubit ne code pas plus d’infor-
mation qu’un bit probabiliste, de méme qu’un bit probabiliste ne code pas
plus d’information qu’un bit déterministe. Il s’agit 14 d’un résultat que 'on
peut énoncer et démontrer tout & fait rigoureusement, et qui est connu sous
le nom de « borne de Holevo » ; on peut par exemple en trouver un énoncé
et une démonstration sous la forme du théoréeme 12.1 de [NC00]. Nous le ver-
rons, cela n’empéche cependant pas les algorithmes quantiques de résoudre
certains problémes en effectuant significativement moins de requétes que les
algorithmes probabilistes, de méme que pour certains problémes les algo-
rithmes probabilistes sont significativement plus efficaces que les algorithmes
déterministes — de maniére toutefois moins drastique.
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Le seul petit probléme avec la régle que nous nous sommes fixée de n’ap-
pliquer que des transformations unitaires est que la matrice O, définie par
Oz |7)1j4) = |7) |x(7)), ne l'est pas nécessairement, unitaire. En effet, la pre-
miére propriété d’une matrice unitaire U est d’étre inversible, et O, ne 'est
que si x est injective. Essentiellement, n’importe quelle convention raison-
nable fait Paffaire. A I’heure actuelle, il n’existe pas de systéme de calcul
quantique suffisamment perfectionné pour qu'une définition naturelle de O,
se détache particuliérement. Nous allons pour notre part adopter la définition
suivante :

Oz li) |7) = i} 15 e =(2))
JxJ — J
(G.4) = joi
variables. La nature exacte de o n’a pas d’importance, du moment que cette
opération est indépendante de x; a la rigueur, on pourrait méme choisir un
o différent par requéte. La plupart du temps, J = [|.J|], et on choisit pour
o l'addition modulo |J|, notée &. Quoi qu’il en soit, o n’ayant pas de réelle
importance, on écrira la plupart du temps simplement O, a la place de Oj.
Voici maintenant comment on défini un algorithme quantique :

ou l’application < ) est bijective en chacune de ses

Définition 1.21
Etant donné un probléme élémentaire & = (I,J,R,.7, f), un algorithme
quantique &/ pour & est la donnée d’un entier d et d’une suite (M, ..., M)
d’endomorphismes unitaires de C* @ C? @ C! @ C”.

On dit que & résout le probléme élémentaire & avec une probabilité
d’erreur au plus € si, pour tout x € .&,

P (@) > 1 -,

ot par définition P (x) vaut |7, MpOyrMp_10; --- Oz My |0)H§, ou
1

0
s =1 .1

0
e O, est 'endomorphisme de R @R” défini par O, |i) |7) = |i) |7 © z(7)),
e (|1)),cp est la base canonique de de R et

e 7, est le projecteur perpendiculaire de RF @ R? @ RT @ R sur |r) ®
R? @ RT @ R7, c¢’est-a-dire défini par

i |8) |2) 16) 1) :{ ) |2 i) |j) sis=r

0 sinon

De la méme maniére que dans la définition la valeur par défaut de
g, quand celle-ci n’est pas précisée, est de % ; la probabilité d’erreur de &/
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est toujours le plus petit ¢ tels que o/ résout &2 avec une probabilité d’erreur
au plus €.

On pourra remarquer, et c’est méme nécessaire de le faire, que dans la

- RT est bien une distribu-
— P ()

tion de probabilité sur R, du fait que M7pO,Mp_10;---O;My|0) est un
vecteur unitaire et que les 7, sont des projecteurs orthogonaux deux-a-deux

orthogonaux’| tels que > m, = 1. En effet, sous ces conditions, en notant
re€R
|ty) = MpOypMp_10, - - - O, My |0), on a

> P () = ;%HWT-\%HE

reR
(é m> 4h2)

= [Tl
Y P @) =1

reER

. . . R
définition ci-dessus, I’application (

2

2

Il existe pour les problémes élémentaires binaires une définition alter-
native des portes de requéte, que nous noterons differemment, soit O’ par
souci de clarté. O, agit seulement sur C!, de la fagon suivante :

Ol i) = (=1)"@ i) .

La premiére remarque qui peut étre faite & propos de cette définition
est qu’elle semble curieusement insuffisante. Considérons en effet x € .
et supposons qu’il existe Z tel que pour tout ¢ € I, on ait x(i) = 1 —
Z(i). Si 'on considére un algorithme quantique ou I'on remplace les portes
O, par les portes O, on a alors, par linéarité des opérateurs, P’ (z) =
P”, (z). Autrement dit, Putilisation exclusive de la porte O., comme source
de renseignement sur z ne nous donne acceés au mieux qu’a {z,z} : il nous
sera tout & fait impossible de faire la distinction entre x et z.

Une fagon de simuler O, par O/, serait de tricher allégrement en n’utili-
sant O!, non pas de maniére isolée, mais de maniére controlée, c’est-a-dire en
utilisant en réalité une application A, définie par

Asle) 1) = [e) [04°18)] = (=1)7*@ ) [i),

ott € € {0;1}. On a alors Ax“”ji'” i) = 5 (\o> + (—1)*® \1>) i), et il
10)+]1) 0)—]1)

ne reste plus qu’a tester si le premier registre contient g ou bien VR

5Cest-a-dire tels que 7 o . = 0 quand r # 7', soit, ce qui est équivalent pour des
projecteurs orthogonaux, que leurs images sont deux & deux orthogonales, de sorte que
pour tout vecteur [¢0) on a ||(m + ) [0)||3 = |7 [¥)]12 + |7 [1)]]5 simplement d’aprés
le théoréme de Pythagore.
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la chose est faisable puisque ces vecteurs sont orthogonaux, alors qu’elle
était infaisable directement avec |i) et — |i). Autrement dit, par un simple
[O)+1) . [0)=[1)

changement de base unitaire, on peut traiter v et o respectivement

comme |0) et |1), et agir en conséquence comme on l'aurait fait avec la
porte O, modulo ce changement de base. Pour étre plus précis, il existe une

transformation unitaire U telle que

W) liylg) i ) = 1020

[} li) 11— ) i o) = 20
O 1y |y = DD (0, [y |)), ce qui montre
que la porte O, peut étre effectivement simulée en appliquant la porte O,
de maniére controélée, au prix de l'utilisation d’un qubit supplémentaire pour
chaque appel de O;.

La porte O, quant a elle, est tout a fait simulable par la porte O,. 1l
suffit en effet de remarquer la relation suivante :

Ul i) l5) = {

et alors on a UA,

=] e 01D g 0= D)
om[mﬂ ]—( R CAVIE s L)
|0)—[1)

Comme le registre additionnel portant o est inchangé dans cette
opération, on peut utiliser le méme pour toutes les requétes, et donc un
algorithme quantique utilisant pour les requétes les portes O, est simulable
par un algorithme utilisant les portes O, au colit minime de ’ajout d’'un
qubit auxiliaire, ce qui revient a multiplier le d de la définition par 2.

1.4.1 De la pertinence du modéle de calcul quantique

De la méme maniére que le vocabulaire employé couramment pour décrire
un algorithme probabiliste colle rarement avec la définition qui en a été
donnée dans la section [I.3] un algorithme quantique peut étre décrit en des
termes qui peuvent sembler a priori ne pas s’insérer dans le formalisme de la
définition[I.2I] Nous pourrons ainsi faire référence au concept de mesure. La
mesure est un concept fondamental en mécanique quantique. Celle-ci affirme
en effet que les objets quantiques sont décritsﬂ comme nous l’avons fait, par
des vecteurs unitaires, dits vecteurs d’état. Mais & nous humains, qui sommes
des machines trop grosses pour que des effets quantiques s’y appliquent, ces
vecteurs ne sont pas accessibles en tant que tels. Il se trouve que 'interaction
apparemment trés compliquée qui se produit quand un systéme quantique
entre en contact avec un systéme classique, ici I'observateur, est trés bien

"Selon Dinterprétation métaphysique que 'on fait de la mécanique quantique, on peut
méme considérer qu'un systéme quantique n’est pas seulement décrit par un vecteur, mais
est un vecteur.
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décrite par ce processus de la mesure. On peut donc dire que la mesure est
le procédé nécessaire & toute observation sensible d’un systéme quantique : il
nous est impossible de connaitre directement un état quantique, mais si I’'on
est capable de reproduire ce systéme en plusieurs exemplaires, on pourra en
tirer plus d’informations, en faisant plus de mesures, de la méme maniére
que 'on peut reconstituer une forme tridimensionnelle & partir de clichés
bidimensionnels, avec d’autant plus de précision que 'on a de clichés; c’est
ce que 'on appelle la tomographie.

Nous allons commencer par décrire un cas particulier simple du processus
de mesure, avant d’expliquer comment cela se généralise. Concrétement, dans
le cas simple donc, mesurer un systéme quantique representé par un vecteur
d’état |¢) vivant dans un espace de Hilbert ¥/, c’est commencer par choisir
une base orthonormée |e1),le2),...,|e,) de ¥. Comme [¢)) est un vecteur

n n
unitaire, on a [¢) = 3 Ajles), avec S [\i|? = 1. Le résultat de la mesure,

i=1 i=1
c’est-a-dire ce qui est effectivement observé, est un certain ¢ € {1,...,n},
qui d’aprés les lois de la mécanique quantique est aléatoire, chaque i pou-
vant étre observé avec probabilité ‘)\ﬂ Apreés cela le systéme quantique se
retrouve lui-méme dans ’état |e;). Par analogie avec notre définition des al-
gorithmes déterministes et probabilistes (définitions et , on peut
constater que le systéme quantique une fois mesuré se retrouve dans un état
classique, puisque son état |e;), ou |e;) comme nous le notions alors, est
dans une base orthonormée fixée de ¥, et non pas n’importe quel vecteur
unitaire. Cependant, comme ’état |e;) se produit avec probabilité ]/\i|2, on
peut tout aussi bien considérer qu’une fois la mesure effectuée, ’état du sys-
téme peut étre décrit dans le cadre probabiliste par le vecteur stochastique

n
S |Ail? |ei). Ainsi la mesure, outre I'information qu’elle apporte a l'observa-
i=1

teur, transforme le systéme quantique en un systéme classique; c’est pour
cette raison que l'on dit que l'observateur perturbe le systéme, et ce phé-
nomeéne qui affecte le systéme observé pour en faire un systéme probabiliste
classique s’appelle la décohérence. De plus, cette opération est, d’aprés
les lois de la physique, fondamentalement irréversible, ce qui signifie qu'un
systéme quantique ne peut étre mesuré qu’une seule fois. On pourrait alors
penser & en faire une copie avant de le mesurer, pour pouvoir effectuer par
la suite une autre mesure sur cette copie si le besoin s’en fait sentir; mais
copier, ou cloner un systéme quantique est également interdit par les lois de
la physique. Dans notre formalisme, cela se traduit par le fait qu’il n’existe
pas d’endomorphisme unitaire U de ¥ ® ¥ tel que pour tout vecteur unitaire
|¢) de ¥, on ait U |¢) |0) = [¢) |¢). En effet, on aurait
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U(lY) +10))10) = (1) + 1)) (1) + 1))
= [0 1) 1) () +[9) ) + ) [¥)
= U)[0) +Ulp) [0) + ) [0) + |9) |9)
U([9) +1e))10) = U([$) + 1)) [0) + [¥) [¢) + [#) [¢) -

La derniére égalité est absurde car dans le cas général [¢) |p) + |p) |[¢)
n’est pas nul. On peut remarquer que le point essentiel de cette preuve d’im-
possibilité n’est pas 'unitarité de U, qui ne sert en aucun point, mais son
additivite et le fait que 'on puisse choisir des états |¢) et |¢) suffisamment
librement pour faire en sorte que [1) |¢) + |¢) [1) soit non nul. Par conse-
quent, il existe un résultat similaire en calcul probabiliste : on ne peut pas
cloner un systéme stochastique. Autrement dit, il n’existe pas de procédure
universelle qui & partir d’'une observation permette de reproduire tout un
tirage aléatoire.

Il semble donc qu’un systéme quantique dont le vecteur d’état vit dans un
espace de Hilbert de dimension N ne permette pas de coder plus d’informa-
tion qu’un systéme probabiliste vivant dans un espace de méme dimension,
c’est-a-dire logy (V) bits d’information, puisque essentiellement le mieux que
I’on puisse faire est de mesurer le systéme dans une base bien choisie, aprés
quoi ’état initial est irrémédiablement perdu. Nous avons déja mentionné
qu’il s’agit 14 d’un résultat connu sous le nom de « borne de Holevo », et
dont on peut trouver une formalisation sous l'incarnation du théoréme 12.1
de [NCO0] — la démonstration est fournie.

Revenons & la question de la mesure. Nous avons vu que les descriptions
d’un systéme, au départ quantique, avant et aprés la mesure, appartiennent
a deux paradigmes bien distincts. Il faudrait imaginer un systéme de descrip-
tion plus élaboré, englobant les aspects quantiques et les aspects probabi-
listes des systémes physiques, si I’on voulait pouvoir inclure la mesure comme
une opération aussi élémentaire que les transformations unitaires ou stochas-
tiques. Une telle description existe, sous la forme de matrices de densité, mais
nous n’allons pas la développer, pour la simple raison qu’elle ne nous serait
pas trés utile. En effet, le modele de la définition [I.21] est complet au sens
ou il permet de simuler la notion intuitive de ce qu’est un algorithme quan-
tique, mais n’inclut pas de description de la mesure. La définition naturelle
et intuitive d’un algorithme quantique pourrait étre par exemple consister en
un arbre de décision probabiliste, ot & chaque nceud on peut appliquer une
opération unitaire quelconque, faire un requéte, ou mesurer quelques qubits.
Essentiellement il faut donc s’assurer que 'on peut mesurer, et que 'on peut
faire des choix aléatoires.

Mettons que nous voulions mesurer un état |¢), vivant dans un espace
de Hilbert ¥, dans la base (|e;)),—; . L'idée est d’incorporer un observa-
teur dans le systéme quantique, c’est-a-dire d’ajouter un systéme quantique
« observant », qui va modifier son état en fonction de la décomposition de
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|1} dans la base des |e;). On pourrait penser qu'’il faut nécessairement que le
systéme observant soit suffisamment « gros », suffisamment « classique »,
pour que la décohérence se produise. Ce n’est pas du tout le cas. En effet, si

n
lon écrit 1) = > A;le;), alors il suffit de produire 1'état
i=1

d Nleleyerv @,

=1

Cela peut se faire par exemple en partant de l'état |[¢) |e;) — le point
important étant que |e;) est un vecteur fixé indépendamment de |¢)) —
et en lui appliquant la transformation unitaire U définie par U |e;) |e;) =
lei) ‘e(i—&-j—Q mod n)+1>~

Le systéme observant est précisément de la méme taille que le systéme
observé : pour plus de clarté renommons les espaces hilbertiens 7] et 75,
de sorte que l’état que nous venons de construire soit dans #; ® 75. Les
lois de la mécanique quantique nous assurent que cette opération est tout &
fait équivalente & une mesure — ce qui ne signifie pas, loin de 1a, que toute
opération de mesure puisse se décrire de cette facon-l4 — du moment que ’'on
n’accéde plus & ¥, apres cela, de sorte que l'on puisse considérer ¥, comme
tout a fait inaccessible. Par exemple, si 'on considére ce que ’on appelle une
paire EPR, qui est un systéme quantique & deux qubits pouvant étre décrit
par I'état % (10)0) +]1) |1)), que I'on garde pour soi un des qubits et que
I’on abandonne 'autre dans la nature, on se retrouve avec un systéme qui
est tout a fait indiscernable, par quelque opération physique qui soit, d’une
superposition probabiliste uniforme des états |0) et |1), ce que I'on peut noter
L(j0) +1)).

Techniquement, cela signifie qu’aprés cela toutes les opérations unitaires
effectuées par notre algorithme devront étre de la forme U ® idy,. Bien en-
tendu nous écrivons ici les choses de maniére simplifiée car en général #] ne
rassemble que quelques qubits du systéme et #5 n’est pas nécessairement «
droite » dans le produit tensoriel. De plus, on peut souhaiter recueillir moins
d’information sur le systéme quantique mesuré, I'intérét étant de moins le
perturber. On peut ainsi mesurer non pas dans une base orthonormale, mais
par rapport & une décomposition de ¥] en somme directe de sous-espaces

deux-a-deux orthogonaux : 71 = @ E;. Un vecteur unitaire |1)) de 7] se dé-
el
compose sous la forme [¢p) = Y \; [¢0;), ou pour tout @ € I, |1);) est vecteur
i€l
unitaire appartenant & F;; comme les F; sont deux & deux orthogonaux, on
a S|\l = 1. Cette fois information mesurée est un certain i € I. Avec
el
probabilité |)\¢|2, on mesure 7 et le systéme se retrouve dans I’état ;) ; on a
alors une information partielle — I’état du systéme aprés mesure appartient
& E; — mais dans le cadre de E; il n’y a pas eu de décohérence. Par exemple,

si I’on code des entiers de cette fagon, plutot que de déterminer précisément
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quel est I'entier représenté, ce qui aprés la mesure conduirait & se retrouver
avec un systéme purement probabiliste, on peut se contenter de demander,
par exemple, si I'entier est pair, ce qui correspond a une décomposition de
/1 en deux sous-espaces orthogonaux, le sous-espace engendré par les vec-
teurs représentant entiers pairs et le sous-espace engendré par les vecteurs
représentant entiers impairs; aprés la mesure on se retrouve projeté sur I'un
de ces sous-espaces, mais le vecteur d’état n’appartient pas nécessairement
A une base orthonormale fixée, ce qui fait qu’il peut rester des propriétés
quantiques exploitables.

Pour clére ce bref apercu de la mesure, mentionnons-en un autre raffi-
nement. On peut vouloir effectuer une mesure aléatoire, pas obligatoirement
toujours la méme. En réalité, ce n’est qu’un particulier d’un procédé général :
on peut vouloir appliquer non pas toujours la méme transformation unitaire,
mais plutdt se donner une répartition de probabilité sur les transformations
unitaires et tirer au sort. En fait, nous avons déja vu comment faire. En ef-
fet, il suffit de produire d’abord le nombre de bits aléatoires nécessaires a la
simulation de la répartition de probabilité voulue, puis d’appliquer les trans-
formations unitaires de maniére contrélée. Dans le détail, supposons que ['on
souhaite appliquer la transformation U; avec probabilité p;, pour ¢ € I. On

commence par produire un état s’écrivant sous la forme > \/p;|e;), ou les
i€l

le;) forme une base orthonormée d’un espace de Hilbert de dimension |I].

Ensuite on mesure cet état, ou plutét on effectue une simulation de mesure

par la méthode décrite précédemment. Puis on applique une transformation

unitaire U agissant ainsi :

Ulei) [4) = lei) (Ui [4)) -

On constate donc que cet ajout de probabilités dans le processus de la
mesure ne change rien, dans le fond. A-t-on fait le tour de la mesure, alors?
Pas tout a fait. On peut remarquer que les procédés de mesure que nous
avons considérés jusqu’a présent vérifient tous la propriété qu’il est tout a
fait équivalent de mesurer deux fois de suite un systéme quantique avec le
méme procédé qu’une seule : cela donne la méme répartition de probabilité
sur le résultat de la mesure, et le systéme qui a été mesuré deux fois de suite
n’est pas discernable du systéme qui n’a été mesuré qu’une fois — quoique si
on le mesure une troisiéme fois il manifeste parfois de I’énervement. Les me-
sures vérifiant cette propriété sont appelées des mesures projectives, car telles
les projections elles sont idempotentes. Or cela n’est pas toujours le cas en
pratique : méme pour un systéme classique, le procédé de mesure peut étre
destructeur, voire peut désintégrer tout & fait 'objet mesuré, de sorte qu’il
n’est pas mesurable une seconde fois. Un exemple quantique « classique »
est celui du filtre polarisant, qui effectue d’une certaine maniére une mesure
de la polarisation des photons, en les détruisant avec une certaine probabi-
lité. Plus proche de I'expérience quotidienne, on peut citer le cas des bandes
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magnétiques dans la série Mission impossible, qui ne peuvent étre écoutées
qu’'une seule fois. Il existe donc une formalisation plus large de la notion
de mesure, que nous n’avons pas l'intention de développer ici car notre but
n’était que de donner les idées générales de la maniére dont on peut effec-
tivement meéler calcul purement quantique et calcul probabiliste classique
dans le modeéle de calcul quantique donné dans la définition [I.21] Le lecteur
souhaitant plus d’information sur le sujet pourra par exemple se reporter au
chapitre 2 de [NC00J.



35

Chapitre 2

Le probléme du sous-groupe
caché

2.1 Deéfinition

2.1.1 Automorphisme et isomorphisme de graphe

Nous ne parlerons que de graphes non-orientés. Pour nous un graphe
G = (V, E) est donc la donnée d’un ensemble de sommets V' et d’un ensemble
d’arétes E qui est une partie de 2V, ’ensemble des paires de sommets.

Etant donné deux graphes G1 = (V1, E1) et Go = (Va, Es), un isomor-
phisme de G dans Gy — ou entre Gy et Go — est une bijection o : Vj — V5
telle que

V{i,j} €V {i,j} € B < {0(i),0(j)} € Fa.

Deux graphes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de 1'un
dans 'autre ; autrement dit, s’ils ne différent que par un renommage de leurs
sommets. Quand on s’intéresse aux graphes, la plupart du temps on considére
en réalité non pas vraiment les graphes au sens ensembliste ot I’on pourrait
considérer comme important le « nom » des sommets mais on s’intéresse
plutot a leur classe d’isomorphisme.

Définition 2.1
Une propriété de graphe est une propriété des graphes qui ne dépend que
de leur classe d’isomorphisme.

Exemple 2.2

Comme nous 'avons dit, la plupart des propriétés usuelles sur les graphes
sont des propriétés de graphe. Il en va ainsi de la connexité, de la planarité,
de la « perfection », etc. On peut citer comme contre-exemple la propriété
d’étre un arbre binaire équilibré, pour laquelle il faut spécifier lequel des
neeuds du graphe forme la racine.
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Pour formaliser les problémes sur les graphes, on considére qu'une requéte
consiste & demander §’il existe une aréte entre deux sommets donnés, et donc
on représente un graphe G = (V, E) par la fonction

2y - B
UG : . T si{i,jlelE
i} = { 1 sinon

Inversement, 3 toute fonction p : 2V — B correspond un graphe G, =
(V, E,) défini par

{la]} € E,u — :U’({Z’]}) =T.

Le probléme d’isomorphisme consiste & déterminer, étant donné deux
graphes, g’ils sont isomorphes ; ce qui, formellement, donne la définition sui-
vante.

Définition 2.3
Le probléme d’isomorphisme de graphes de taille n est un probléme élémen-

taire défini par le quintuplet ([2] X Q[n],B,B[z]X2[”l,f), ou f(A) =T siet
seulement si Gy x0,2) €t Gpx(1,0) Sont isomorphes.
Le probléme d’isomorphisme de graphes est alors I'application qui & un

entier (non nul) n associe le probléme d’isomorphisme de graphes de taille
n.

Le probléme d’isomorphisme de graphes occupe une place particuliére en
théorie de la complexité. Bien qu’il soit dans la classe NP, il n’est connu ni
pour étre dans P, ni pour étre NP-complet. A tel point que ’'on a donné un
nom & la classe des problémes qui s’y réduisent polynomialement, il s’agit de
la classe GI, dont on conjecture en général qu’elle est strictement comprise
entre les classes P et NP. On comprend que ce probléme soit l'objet de
certaines attentions; on peut citer par exemple [KST93| pour une revue
générale du probléeme, ou [AKO06] pour un article plus récent et spécifique.

Un isomorphisme d’un graphe dans lui-méme est appelé un automor-
phisme. Il est clair que 'ensemble des automorphismes d’un graphe G =
(V, E) forme un groupe pour la loi de composition, en fait un sous-groupe
de Gy. Le probléme d’automorphismes de graphe consiste & calculer, étant
donné un graphe, son groupe d’automorphismes.

La formalisation de ce probléme ne pose pas de difficulté.

Définition 2.4

Le probléme d’automorphisme de graphe de taille n est un probléme élé-
mentaire défini par le quintuplet (Q[n],IB%, S (G[n]) ,B(Q[”]),f>, ou f(u) est le
groupe des automorphismes de G,.

Le probléme d’automorphismes de graphe est alors ’application qui a un
entier n associe le probléme d’automorphismes de graphe de taille n.
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On considére généralement plutdt le probléme de décision associé, qui
consiste & simplement déterminer si un graphe donné posséde un automor-
phisme non trivial. La classe des problémes qui se réduisent polynomialement
A ce probléme de décision est notée GA ; il est connu que G A est inclus dans
GI — on pourra encore a ce sujet consulter [KST93].

2.1.2 Le sous-groupe caché

Pour définir le probléme du sous-groupe caché, nous avons besoin d'un
bref rappel de théorie des groupes.

Définition 2.5

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On définit sur G la relation
suivante : g ~y ¢ si et seulement sil existe h € H tel que ¢ = g - h.
La relation ~p est une équivalence sur G. Ses classes d’équivalence sont

nommeées les classes a gauche de H (dans G). La classe d’équivalence
contenant un élément g est g- H = {g-h/h € H}.

On se donne un groupe fini G. La fonction boite noire v est définie sur
G, a valeurs dans un ensemble X. On suppose qu’il existe un sous-groupe H
de G tel que

Vg, €G  (v(9) =) = g~nd).

Ainsi, une telle fonction est constante sur les classes a gauche de H dans
G, c’est-a-dire que y(g) ne dépend que de g - H. On peut ainsi factoriser ~y
en une application 7, définie sur G/H, telle que ¥ (g- H) = ~v(g), et 7 est
alors injective. Autrement dit, la propriété 2.1.2] est équivalente a dire qu’il
existe 7 injective rendant ce diagramme commutatif :

Nous reprendrons la terminologie de [Lom04] en disant d’une telle fonc-
tion v qu’elle sépare les classes & gauche de H dans G, ou bien plus sim-
plement qu’elle cache le sous-groupe H. Etant ainsi assuré que v cache un
certain sous-groupe H de G, le probléme du sous-groupe caché consiste na-
turellement & retrouver de quel sous-groupe il s’agit. Cela est théoriquement
possible, puisque une application v : G — X cache au plus un sous-groupe
de G : cela se vérifie aisément en considérant 7. Par exemple, une application
de G dans X cache le sous-groupe trivial si et seulement si elle est injective ;
elle cache G lui-méme si et seulement si elle est constante.

Comme on peut le constater, X n’est pas muni de la moindre structure. 11
s’agit juste d'un ensemble, qui fait partie des données du probléme. Tout au
plus peut-on supposer qu’il est de taille au moins |G|, sinon cela éliminerait
d’emblée la possibilité que la fonction boite noire cache le sous-groupe trivial.
Il est plus généralement évident que le probléme est plus facile quand X est
plus petit. En réalité, cela n’a pas grande importance, mais pour fixer les
choses nous allons imposer que X et G soient de méme cardinal.

Tout ceci nous améne a donner la définition formelle suivante :
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Définition 2.6
Soit G un groupe fini. Le probléme du sous-groupe caché dans G
est un probléme élémentaire, noté HSP g, qui est défini par le quintuplet
(G, G, 5(G), 7, [), ou

e S(G) désigne I'ensemble des sous-groupes de G,

e . est I'ensemble des applications de G dans [|G|] vérifiant la pro-

priété c’est-a-dire cachant un sous-groupe de G, et

e f(v) est le sous-groupe H de G qui est caché par -.

Bien entendu, le probléme du sous-groupe caché, noté HSP, est
Papplication qui & un groupe fini G associe le probléme du sous-groupe caché
dans G.

Nous considérerons également des restrictions de HSP, notamment aux
groupes abéliens.

Nous pouvons maintenant vérifier que le probléme d’automorphismes de
graphes se « déduit » assez naturellement du probléme du sous-groupe caché
— il s’agit en fait d’une notion de réduction que nous n’avons pas définie car
elle est de peu d’importance pour la complexité en requétes de ces problémes.
En effet, pour G = (V, E') un graphe et o € Gy, on définit G” = (V, E7) par

{i,j} € E° = {o7'(i),07'(j)} € E.

Alors, par définition, G = G7 si et seulement si o est un automorphisme
de G. Mieux, G° = GG" si et seulement g’il existe un automorphisme 7 de G
tel que 7 = o o 7. En effet, E7 = E7 si et seulement si, pour tout {i,j} €
2X, {o71i), 07 (j)} € E < {r7'(i),77(j)} € E. En effectuant le
changement de variable i = 7(i’) et j = 7(j), on obtient que E7 = E7 est
équivalent &

v{i,j/} €2X {otor(i'),o7tor(j)} € E = {i,j'} €E,
ce qui signifie que 0! o 7 est un automorphisme de G, c’est-a-dire qu'il
existe un automorphisme 7 tel que 7 = o o 7.

Autrement dit, la fonction qui & une permutation o € &y associe le
graphe G? cache le sous-groupe des automorphismes de G. 1l suffit donc, en
un certain sens, de savoir résoudre le probléme du sous-groupe caché sur les
groupes symétriques pour savoir résoudre le probléme d’automorphisme de
graphe. Comme de plus le calcul de G7 est fort simple, une algorithme efficace
pour le probléme du sous-groupe caché sur les groupes symétriques donnerait
un algorithme presque aussi efficace pour le probléme d’automorphisme de
graphe. C’est une des raisons pour lesquelles le probléme de sous-groupe ca-
ché est considéré comme intéressant — la raison principale étant évidemment
qu’il présente une certaine beauté théorique et que son étude est intéressante
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per se. Cela dit, le probléme d’automorphisme de graphe n’est pas si popu-
laire et on pourra préférer savoir en quoi le probléme du sous-groupe caché
aide & la compréhension du probléme d’isomorphisme de graphes.

Supposons donnés deux graphes G = (V1, E1) et Go = (Va, E2) dont on
veut savoir g’ils sont isomorphes. Pour des raisons techniques qui apparai-
tront trés bientdt, on supposera que chacun d’eux est connexe; si ce n’était
pas le cas, on pourrait toujours les rendre abruptement connexes en ajou-
tant a chacun un point relié & tous les autres. Juxtaposons ces graphes pour
former le graphe G U G, dont 'ensemble des sommets est Vi U V5, 'union
disjointe de V; et Vo, et qui a pour ensemble d’arétes E; LI Es, soit les arétes
de G plus celles de Go. Quels sont les automorphismes de G LI Go 7 Néces-
sairement ils doivent envoyer une composante connexe sur une composante
connexe. La question est alors : existe-t-il un automorphisme de G1 U Go
échangeant ses deux composantes connexes que forment G; et Go 7 Cela se
produit si et seulement si G1 et Gy sont isomorphes. Connaitre le groupe
d’automorphisme de Gy U G5 permet donc de déterminer si G1 et G2 sont
isomorphes, et par transitivité, savoir résoudre le probléme du sous-groupe
caché sur les groupes symétriques le permet aussi.

2.2 Calcul quantique

On peut trouver beaucoup d’informations & propos du probléme du sous-
groupe caché dans le livre de Michael A. Nielsen et Isaac L. Chuang [NC00).
En particulier, on y trouvera un historique du probléme en page 246 et ’art
et la maniére de ramener divers problémes, comme la recherche de l'ordre
d’un élément dans un groupe ou le logarithme discret, & un probléme de
sous-groupe caché, et ce en page 241.

2.2.1 Algorithme standard

Quand on présente un apercu historique du calcul quantique, parler de
lalgorithme de Grover [Gro96| pour la recherche dans un tableau non trié
(RTNT, voir la définition et de celui de Shor pour la factorisation
(voir [Sho97]), est en général un passage obligeé. Il y a un troisiéme résultat,
antérieur aux deux sus-cités, et tout aussi fondamental concernant notre
propos dans ce chapitre, c’est celui que Daniel R. Simon a publié¢ en 1994
sous le titre On the Power of Quantum Computation [Sim94]. Le probléme
que Simon résout est un cas particulier du probléme du sous-groupe caché; il
est cependant historiquement douteux de présenter les choses ainsi, car il faut
bien comprendre qu’a I’époque la problématique du sous-groupe caché n’était
pas d’actualité, mais qu’a 'inverse cette problématique s’est dégagée suite
aux succes de Simon [Sim94| et de Shor [Sho97|. Ceci précisé, nous allons
présenter briévement ’algorithme de Simon d’une maniére complétement
anachronique, mais assumeée.
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Une caractéristique importante de ’algorithme standard est que l'on se
sert des requétes toujours exactement de la méme fagon. Reprenons les no-
tations de la section : G est un groupe fini, et la fonction boite noire
est notée .

On commence par préparer, a ’aide d’une matrice unitaire appropriée,
un état s’écrivant >~ 19) |0), puis on applique la porte de requéte O,

\/E geG

On mesure ensuite le second registre. La valeur mesurée n’a aucune im-

portance et peut étre oubliée aussitét, ce qui nous intéresse est qu’apres la

mesure le systéme se trouve dans un état particulier, que ’on appelle « coset

state », ce qui se traduirait par « état de classe & gauche », mais nous dirons
« état coset », et qui s’écrit

T

Il s’agit de la superposition quantique des éléments d’une classe & gauche
c- H de H dans G, les classes & gauche étant les parties maximales de G sur
lesquelles v est constante. L’élément ¢, ou, de maniére équivalente, c- H, est
aléatoire, avec une distribution de probabilité uniforme : sa valeur dépend
de ce que l'on a observé en mesurant le registre |y(g)). De maniére générale,
lorsque X est un ensemble d’éléments x représentés par des vecteurs |x)
deux-a-deux orthogonaux, on note |X) le vecteur unitaire superposant les
|z) pour z appartenant a X :

X \/‘Tgl

Ainsi, la premiére étape de l'algorithme standard consiste & produire
|c- H) pour un ¢ aléatoire uniformément réparti dans G, et ce a ’aide d’une
requéte. Si 'on pouvait contréler ce ¢ d’'une maniére ou d’une autre, pour
par exemple parvenir & produire I'état |H), le probléme serait résolu, car
il suffirait de mesurer cet état pour obtenir un élément aléatoire de H, et
comme nous le verrons plus tard, cela serait suffisant pour résoudre le pro-
bléme du sous-groupe caché en temps polynomial. Ce ¢ qui agit comme une
translation sur les éléments du groupe, il serait par conséquent souhaitable
d’en changer la signification par une transformation appropriée; nous allons
voir qu’on peut effectivement en faire un coefficient multiplicateur, un simple
scalaire. Cette transformation est analogue & la transformée de Fourier des
fonctions réelles, qui change les fréquences en amplitudes; en effet, il s’agit
bien 14 d’une transformée de Fourier que va subir 1’état |c- H), mais d’une
transformée de Fourier un peu particuliére, qui nécessitera une petite mise
au point en matiére de théorie des groupes au lecteur peu familier de cette
notion.
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2.2.2 Un soupc¢on de théorie des groupes

Définition 2.7

Un caractére d’un groupe G est un morphisme (de groupes) de G dans U,
le groupe des nombres complexes de module 1. L’ensemble des caractéres de
G, muni de la loi de multiplication terme a terme, c’est-a-dire

X <C; : E[cj(g)x’(g)> |

forme un groupe pour la composition, nommé le groupe dual de G, et noté

G.

GxG — G
X.

0GxX) =

Exemple 2.8

Un caractére de Z est un morphisme x : Z — U. Un tel morphisme étant
déterminé par x (1), qui peut lui-méme étre quelconque, il en résulte que 7
est isomorphe & U.

Exemple 2.9

Soit N un entier supérieur ou égal a 2. Un caractére de Z/NZ est un mor-
phisme x : Z/NZ — U. x est toujours déterminé par x(1), mais cette fois
X(1) est astreint & étre une racine N¢ de 'unité. Le groupe dual de Z/NZ
est donc isomorphe au groupe des racines N de l'unité, autrement dit &
Z/NZ lui-méme.

Exemple 2.10

Considérons le groupe 3, et x un caractére de ce groupe. x envoie les
transpositions sur 1 ou —1 et les cycles de taille 3 sur 1, j ou 7. Comme le
produit d’une transposition et d’'un cycle de taille 3 est une transposition,
x vaut 1 sur les cycles de taille 3. Comme le produit de deux transpositions
distinctes est un cycle de taille 3, x vaut soit 1 sur toutes les transpositions,
soit —1 sur toutes les transpositions. En conclusion, le dual de &3 possede
deux éléments : le caractére trivial, et celui qui vaut —1 sur les transpositions
et 1, c’est-a-dire qui & une permutation associe son signe.

Plus généralement, comme U est un groupe abélien, les homomorphismes
d’un groupe G dans U se relévent en un unique homomorphisme de 1'abé-
lianisé G, de G dans U. On en déduit que G et G, ont le méme dual.
L’abélianisé de G35 étant isomorphe & Zs, son dual est donc également iso-
morphe & Zsg, d’aprés 'exemple

Fait 2.11
Soit G et H deux groupes. A un caractére x de G et un caractére x' de H
on peut associer le caractére p, ,» de G x H défini par

Prx' (9 1) = x(9)X ().
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Comme G x {0} et {0} x H engendrent a eux deux le groupe G x H,
réciproquement, tous les caractéres de G x H sont de la forme p, ./, ot x et
X' sont respectivement des caractéres de G et H.

Par conséquent, le dual de G x H est isomorphe & G x H.

Fait 2.12

Soit G un groupe, H un sous-groupe distingué de G et x un caractére de
G/H. On peut élaborer a partir du x un caractére Xg/H de G, trivial sur H,
simplement défini par Xg/H (9) = x ([g]), ou [g] désigne la classe de g dans
G/H.

Théoréme 2.13
Tout groupe fini abélien est isomorphe a son dual.

Preuve : Selon le théoréme de structure des groupes abéliens finis —
voir par exemple les théorémes 8.1 et 8.2 de [Lan65] —, tout
groupe abélien fini est isomorphe & un produit direct de groupes
cycliques. Or, d’aprés 'exemple tout groupe cyclique est iso-
morphe a son dual, et d’apres le fait cette propriété est
conservée par le produit direct; on en déduit donc le résultat. O

Fait 2.14
Si g est un élément non neutre d’un groupe fini abélien G, alors il existe

x € G tel que x(g) # 1.

Preuve : D’aprés le théoréme de structure des groupes abéliens finis, G
s’écrit, a isomorphisme prés, sous la forme Zy,, X Zpyy X - = - X Ly, ;
g est alors le k-uplet (g1,...,gx). Comme g n’est pas le neutre
de G, il existe c¢ tel que g. # 0. Alors, le caractére y. défini par

G —- U
Xe - 2ir2e
(x1,...,2K) +— € "me

est bien tel que x. (gc) # 1. O

Définition 2.15
Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. L’'orthogonal de H, noté H,

est le sous-groupe de G constitué des caractéres X tels que pour tout h € H,
x(h) = 1.

Commencons par une remarque élémentaire, qui ne nous sera pas réelle-
ment utile, mais qu’il peut étre approprié de garder présente & ’esprit. Pour
un groupe GG et un sous-groupe distingué H de G, l'orthogonal de H est
isomorphe au dual de G/H. En effet, ’application y Xg/H (voir la nota-
tion introduite dans le fait est de maniére évidente un isomorphisme
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du dual de G/H dans 'orthogonal de H. D’aprés le théoréme H* est
donc isomorphe & G/H.
Voici maintenant une propriété qui nous sera, elle, vraiment utile :

Proposition 2.16
Soit G un groupe, H un sous-groupe de G, et x € G un caractére. La moyenne
de x sur H, c¢’est-a-dire ﬁ hEZHx(h), vaut 1 si y € H', 0 sinon.

Preuve : Si x est dans 'orthogonal de H, par définition, x(h) = 1 pour
tout h € H, donc la moyenne de y sur H vaut 1. Si x n’est pas
dans 'orthogonal de H, cela signifie qu’il existe h, € H tel que
X (he) # 1. Or, par changement de variable, on a :

1 1
@Z ‘H,Z X(he - ) (h)‘H‘ZX(h)-

heH

Par conséquent, la moyenne de x sur H doit étre nulle. O

Nous définissons maintenant un morphisme d’un groupe G dans son bi-

dual é, que nous noterons pg :

G—>é

HaG ( G - U >
g >
x — x(9)
ua est effectivement un morphisme, pour les raisons suivantes. D une
part, pug (1g) est le caractére de G qui a x € G associe x(1g) = 1, donc le
caractere trivial ; ¢’est-a-dire qu’on a ug (1g) = L. D’autre part, pug (g - h)

est le caractere de G qui a y € G associe x (g-h); ceci est a égal x(g)x(h)
car x est un morphisme, et vaut donc bien (ug (9) ua (h)) (x)-

Proposition 2.17
Si G est un groupe fini abélien, alors pg est un automorphisme.

Preuve : Comme nous savons déja que G et son bidual sont isomorphes,
il suffit de montrer que ug est injectif. Soit donc g € G tel que BG
soit le caractére trivial de G c’est-a-dire que pour tout x € G
x(g) = 1. D’apres le fait [2.14] -, g est nécessairement le neutre de
G, ce qui termine — déja — la preuve. O

On peut remarquer que p¢g étant défini de maniére canonique, un groupe
abélien fini est canoniquement isomorphe & son bidual, alors qu’il est en
général non canoniquement isomorphe & son dual ; une situation fréquente
dans le petit monde de la dualité.

A présent nous allons définir ce qui est Ioutil principal des algorithmes
résolvant les problémes de sous-groupe caché : la transformée de Fourier.
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Dorénavant, G est supposé étre un groupe fini abélien. On note &g l'espace
de Hilbert muni de la base orthonormale (|g)),cq-

Définition 2.18
La transformée de Fourier de G, notée Fq, est I'application linéaire de &g
dans &, définie par

1
Felg) = \/ﬁ Z x(9) [x) -
xeé
Si les mathématiciens modernes ont l'outrecuidance d’appeler ce mor-
phisme « transformée de Fourier », ¢’est que si, pour reprendre I'exemple[2.9]
on considére un groupe cyclique G = Zy, on obtient

1 = Kl
Fay k) = —= 3 78 y),
WETm L

formule qui rappelle en effet fortement la transformée de Fourier habi-
tuelle sur les signaux discrets.

Comme le but avoué est d’utiliser la transformée de Fourier dans un al-
gorithme quantique, il serait pratique que cette transformation soit unitaire.
Par chance, et aussi un peu parce ’on a anticipé la chose en introduisant le

facteur normalisant ——= dans la définition de F¢, c’est le cas.
VGl “

Proposition 2.19
F¢ est un isomorphisme unitaire.

Preuve : Pour prouver cela, il nous suffit de vérifier que F¢g envoie la
base canonique de &g sur une base orthonormée de &4. Soit g et
h des éléments de G. 1l faut montrer que le produit scalaire de
Fclg) et Fg |h) vaut 1 si g = h, 0 sinon. On a :

(Fclg) ,Falh) = |1<Z x(9) Ix), > x’(h)\x’>>

= o Ax(g)x’(h)x X) s X))
Xx'€G

= & 2 X(g)x(h)
x€G

= &1 X x(97'h)
xX€G

(Falg) . Falh) = & X pue (97 h) ()

xX€G

D’apres la proposition [2.16] ce produit scalaire vaut 1 si le ca-
ractére ug (g_lh) est dans l'orthogonal de G, qui d’aprés le
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fait est réduit au sous-groupe trivial, 0 sinon. Autrement
dit, si pg (gflh) est le neutre du bidual de G, alors le produit
scalaire vaut 1, sinon il vaut 0. Or, d’apres la proposition 2.17] uqa
est un automorphisme, donc pg (gflh) est neutre si et seulement
si g = h, ce qui est bien ce que 'on voulait. O

F¢ étant unitaire, on peut donc s’en servir dans notre algorithme. Bien
slir, stricto sensu, cela n’a aucun sens puisque Fg n’est pas un endomor-
phisme. Il suffit cependant de décider arbitrairement d’une bijection entre G
et G — on peut méme demander qu’il s’agisse d’un isomorphisme, méme si
cela n’est pas nécessaire — pour pouvoir identifier &g et &4, et par consé-
quent F¢ comme un automorphisme unitaire de cet espace. Voyons donc ce
qui ce passe lorsque l'on applique la transformée de Fourier a l'état |c- H).

Fgle-H) = \/\;WZ > x(eh)|x)

xeG hel

= \/Wl— 22 x(e) 22 x(h)x)

&1 ce heH

= i Zx@ (5 xw) W

HY x@h
xEHL

Fglc- H)

Nous avons ce que nous voulions : maintenant ¢ n’est plus un probléeme.
Si’on mesure F¢ |c - H) dans la base des caractéres, on trouvera un élément
aléatoire de H1, de facon totalement indépendante de ¢, puisque y(c) est
toujours de module 1. Il reste & vérifier que la connaissance de H' est suffi-
sante pour retrouver H. Pour cela, il suffit de remarquer que H est isomorphe

a son « bi-orthogonal » (HL)J'.

Proposition 2.20

pe (H) = (HY)

Preuve : C’est un bel exemple de propriété essentiellement triviale.
Il suffit pour la prouver de dérouler les définitions. D’abord,
(,uc;)_1 <(HL)L> est le sous-groupe des g € G tels que pour
tout x € H*, x(g) = 1. Par définition de H+, il est donc immé-
diat que H est inclus dans pg ™! ((HL)L) De plus, d’aprés les

faits et si g € G\ H, il existe un caractére y de G tel
que x € H* mais x(g) # 1, ce qui signifie précisément qu’on a
aussi l'inclusion inverse. O

2.2.3 Complexité

On a ainsi dégagé un schéma d’algorithme :
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e Commencer par répéter ces opérations n(G) fois :

1. Produire un état |c- H), ou c est aléatoire, au moyen
d’une requéte.

2. Appliquer la transformée de Fourier et mesurer. Le
résultat est un élément aléatoire, uniformément ré-
parti, de H+.

e Poser K le sous-groupe de G engendré par les n(G) carac-

téres mesurés, et renvoyer (ug) ! (f( )

On pourra objecter que cela ne ressemble en rien & un algorithme quan-
tique. Il est vrai que si les étapes individuelles peuvent étre quantiques, la
structure globale de l'algorithme ne I’est pas. Il s’agit d’un trait commun a
la plupart des algorithmes quantiques congus & ce jour : il s’agit essentielle-
ment d’algorithmes au sens usuel faisant appel & des routines quantiques. Ce
n’est da, probablement, qu’a la difficulté qu’a encore ’esprit humain a pen-
ser dans le cadre de la mécanique quantique ; peut-étre verra-t-on apparaitre
dans un avenir proche des structures algorithmiques proprement quantiques.
Quoi qu’il en soit, pour ce qui est de la formalisation, une présentation sous
forme d’algorithme itératif n’est pas plus génante dans le cas quantique que
dans le cas probabiliste, et nous avons déja tenté d’expliquer & grands traits,
dans la section [[.4.T], pourquoi ce genre de description informelle se traduit
bien dans notre modéle.

Il reste maintenant a déterminer quel est le nombre de passages dans
la boucle, n(G), qu'il suffit d’effectuer pour que K soit égal a HL avec
une probabilité satisfaisante. Habituellement, dans la « littérature », par
exemple dans |[Lom04], [He97|, [Hal02|, [Bea97| et [Joz98|, on signale que
lon peut choisir n(G) pour étre O (log|G|), et c¢’est amplement suffisant
pour montrer que le calcul quantique résout efficacement le probléeme du
sous-groupe caché abélien, mais nous voulons effectuer ici une analyse un
peu plus fine. Dés l'origine, Peter W. Shor remarquait dans [Sho97] que
n(G) peut étre majoré par une constante, lorsque G est supposé étre un
groupe cyclique. Pour exprimer une majoration uniforme de n(G) pour tous
les groupes abéliens, nous avons besoin d’introduire la définition suivante, qui
pour étre peu courante, peut tout de méme étre considérée comme standard
(voir par exemple [KS04]).

Définition 2.21
Le rang d’un groupe G, noté r(G) est le cardinal minimal d’un ensemble de
générateurs de G.

Nous allons montrer que l'on peut choisir n(G) = O (r(G)). Cela va
passer par I’étude d’une certaine quantité ekG dont voici la définition.
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Définition 2.22
Pour un groupe fini abélien G et un entier naturel k, ekG est la probabilité
que k éléments aléatoires de G — non nécessairement deux-a-deux distincts
— engendrent G.

Nous allons exploiter une fois de plus la structure particuliére des groupes
finis abéliens pour déterminer eg. Commencons par cette remarque :

Fait 2.23

Si G et H sont deux groupes (finis abéliens) d’ordre premier entre eux, alors
GxH G . _H

€ =€) ey .

Preuve : Soit (g1,h1), (g2,h2), ..., (gk, hx) des éléments aléatoires
uniformément répartis dans G x H. On notera X I’ensemble
{(g1,h1),-..,(gk, hx)} et X¢g et Xp, respectivement, la projec-
tion de X sur G et H. Clairement, les événements « X engendre
G » et « X engendre H » sont indépendants, puisque les g; sont
indépendants des h;. De plus, si X engendre G x H, Xg et Xp
engendrent respectivement G et H. Rien de ce que nous avons
dit jusqu’a présent n’utilisait le fait que G et H sont d’ordre pre-
mier entre eux, mais nous allons en avoir besoin pour prouver la
réciproque.
Supposons que Xg et Xp engendrent respectivement G et H et

k k
soit (g,h) € G X H. Ona g = [[g{" et h = thl D’apres

i=1 i=1
le théoréme des restes chinois, comme |G| et |H| sont premiers
entre eux, il existe, pour chaque i € {1,..., k}, un entier r; tel que

ri = o; [|G]] et r; = B; [|H|]. D’aprés le théoréme de Lagrange,
I’ordre d’un élément d’un groupe divise 'ordre du groupe; on a
donc g]* = g% et h}* = hP. On en déduit

k
(g) h) = H (g’ia hl)m .

i=1
Comme (g, h) est quelconque parmi les éléments des G x H, ceci
montre que X engendre G x H. Résumons : d’une part, X en-
gendre G x H si et seulement si Xg et X engendrent respecti-
vement G et H, d’autre part ces deux derniers événements sont
indépendants. On en déduit alors que la probabilité que X en-
gendre G x H est égale au produit des probabilité que Xg en-
gendre G et que Xy engendre H, c’est-a-dire ekGXH Gl

O
Rappelons que d’aprés le théoréme de structure des groupes abéliens finis,
G est isomorphe & G1 X Ga X - - - X G}, ol, pour chaque i, G; est un p;-groupe
— c’est-a-dire est d’ordre une puissance du nombre premier p;. Il nous suffit
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donc de calculer ekG quand G est un p-groupe pour en déduire simplement
sa valeur sur tous les groupes abéliens finis par le fait 2.23] Les deux faits
qui suivent on pour but de montrer que ’on n’a méme pas besoin d’étudier
tous les p-groupes finis abéliens, mais seulement ceux de la forme (Z,)".
Rappelons d’abord que pour un groupe G, une partie X C G et un entier k,
on désigne par X* I’ensemble des z* pour 2 € X. Rappelons également que
pour un groupe G, un sous-groupe H de G et un élément g de G, [g] désigne
la classe de g dans G/H, du moment qu’il n’y a pas d’ambiguité sur ce que
sont G et H.

Fait 2.24

Soit G et H deux p-groupes abéliens et f un morphisme de G dans H. Il
existe un unique morphisme f de G /GP dans H/HP agissant comme f, ¢’est-
a-dire tel que pour tout g € G, f ([g]) = [f(9)]. Si f est surjectif, alors f I'est
aussi.

Preuve : Un tel f existe car pour g et ¢’ dans G on a f(gg?) =
f(g) f(g)P, donc f(g) et f(gg’?) sont dans la méme classe de
G/GP. Son unicité est immédiate par la relation f ([g]) = [f(g)].
De maniére plus générale, pour entier naturel k, il existe un
unique morphisme f de G/ GP" dans H / HP" tel que pour tout
g€ G, fi(lg) = [f(g)], et alors f; = f. Comme G et H sont
des p-groupes finis, & partir d’un certain rang G/ka = G et
H/Hpk = H, et donc fr = f. Il nous suffit donc de prouver par
récurrence sur k que tous les fi sont surjectifs.

Pour commencer, par hypothése, f; 'est. Ensuite, supposons fi
surjectif. Soit h € H; il s’agit de montrer qu’il existe g € G
et h € H tel que f(g) = hhPT . Comme f), est surjectif, il
existe g € G et b/ € H tels que f(g) = hh'P" . De plus, f1 étant
surjectif, il existe ¢’ € G et h” € H tels que f(g') = h'h"'P. Alors
f (gg’_pk> = hh"—P*"" ce qui finit la preuve. a

Fait 2.25
Soit G un p-groupe abélien fini, X une partie de G. X engendre G si et
seulement si son image dans G/GP engendre G /GP.

Preuve : Le sens direct est le plus facile. En effet, par définition du
quotient, si g1g2 - - gn = h, alors [g1][g2] - - - [gn] = [B].
Pour la réciproque, posons H le sous-groupe de G engendré par
X, et f le morphisme d’inclusion de H dans G. Supposons que
[X] engendre G/GP, autrement dit que H/HP = G/GP. D’aprés
le fait on en conclut que f est surjectif, c’est-a-dire que X
est une partie génératrice de G. O
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Que déduit-on de cela? Posons G un p-groupe abélien fini. Il faut re-
marquer que, pour tout sous-groupe H de G, la projection sur G/H de la
distribution uniforme sur G est la distribution uniforme sur G/H. Cette pro-
priété, appliquée & H = GP, en conjonction avec le fait que nous venons
de démontrer, implique que l'on a, pour tout k € N, eg = ekG/Gp. G/GP est
un p-groupe abélien fini, dont tous les éléments non neutres sont d’ordre p :
il est donc isomorphe & (Zp)k, pour un certain k qui se trouve étre en réalité
le rang de G. C’est donc le cas de ce type de groupes qu’il convient de traiter
et le calcul de ekG pour tous les groupes abéliens finis en découlera.

Il faut commencer par remarquer que (Z,)" peut étre vu comme un espace
vectoriel sur le corps I, ; les deux structures sont tout a fait équivalentes,
au sens oil les sous-espaces vectoriels sont les sous-groupes, les parties en-
gendrées par un ensemble donné d’éléments sont les mémes dans les deux
structures, etc. Nous aurons par conséquent librement recours au Vocabulaiﬂe
des espaces vectoriels quand cela nous paraitra utile. Pour calculer e,gZp ) ,
nous allons d’abord effectuer le simple dénombrement suivant, qui nous ser-
vira aussi ultérieurement dans le chapitre[3|pour calculer une borne inférieure
sur la complexité en requétes de ce méme probléme du sous-groupe caché.

Fait 2.26
Le nombre de n-uplets libres de (Zp)k est

n—1

ap (k,n) =[] (pk —p") :
=0
Preuve : Pour quun n-uplet (vg,...,v,) soit libre, il faut dans un

premier temps que vg soit non nul, ce qui donne p* —1 possibilités.
Pour vy, on peut choisir n’importe quel vecteur qui n’est pas dans
le sous-espace engendré par vy : il reste p* — p possibilités. Pour
v, on doit maintenant s’interdire tout le sous-espace engendré
par vg et v1, qui est de dimension 2, donc de cardinal p?; et ainsi
de suite. O

Le nombre de n-uplets libres de (Zp)k7 c’est également le nombre de
matrices k X n a coefficients dans Z, qui sont de rang n; en considérant la
transposée de ces matrices, on peut encore dire qu’il s’agit du nombre de
k-uplets de (Zp)" qui engendrent tout l'espace. Comme il y a exactement
(p™)* k-uplets d’éléments de (Z,)", on en déduit ceci :

n—1

o L (1-p).

1=0
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On en déduit que dans le cas plus général ot G est un p—groupeE] abélien,
r(G)—1 )
= ]I (1 — pl_k). Mieux, dans le cas tout a fait général ou G est
i=0
juste supposé abélien et fini, comme G est un produit de p-groupes de rang
au plus 7(G), on a

r(G)—-1

efz H H(l_pi—k)’
=0 p

étant entendu que le produit sur p est pris sur tout les p premiers. Le
cas k < r(Q@) étant clairement inintéressant, puisqu’on a alors ekG = 0, nous

allons supposer k > r(G), auquel cas on a la relation [ (1 — p"*k) = Q(kzlfi)’
p

ou ¢ est bien la fonction ¢ de Riemann — avec la convention ((1) = +oc.
On a ainsi

r(G)—1 1
G

> — .
= Q ¢(k—1)

Etant donné la maniére dont nous I’avons obtenue, cette minoration est
la meilleure qui soit : il s’agit de la borne inférieure des ef a r(G) fixeé.
Elle permet de démontrer que notre schéma d’algorithme fonctionne avec
O (r(G)) requétes. Plus précisément, on peut démontrer ceci :

Proposition 2.27
La complexité en requétes quantique du probléme du sous-groupe caché dans
un groupe fini abélien G, pour une probabilité d’erreur au plus €, est au plus

max (r(G) +4,7(G) + 1 — logy €) .

Preuve : La fonction ( est définie sur les entiers strictement supérieurs
a1 par

00 , .\ —n
On peut écrire {(n) = 14+27"+37"¢(n), avec £(n) = ]23 (%) ]
¢ étant décroissante, on en déduit que 'on a ((n) =1+27" +
O (37™). Disons que pour n > ng, on a {(n) < 1+27"4C-37".

Supposons k > r(G) + ng. Alors

!Rappelons qu’un p-groupe est un groupe fini d’ordre une puissance de p.
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r(G)—1
—Inef < Y In¢(k—1)
o | |
> In(1+27F4C-37F)
(Gt |
> (2R +C-3h)

IN

i
—1n ekG < or(G)—k + % . ST(G)—k
Remarquons que si n > %, alors 27" + C -3 " < 2=(=1) On
In 5

en déduit que si k > r(G)+nq, ott n; = max (ng + 1,2$ ), alors
In2

on a 2

—1In eg < (@) =hk+1

La complexité en requétes du probléme du sous-groupe caché
dans G pour une probabilité d’erreur au plus € est majorée par
le plus petit k tel que ekG > 1 — &, que nous noterons kEG

Sous la condition k > r(G) + ny, pour avoir e > 1 — ¢, il suffit
que Uon ait 2"(@=F+1 <1n L soit k > r(G) + 1 — logy In 1.
Par conséquent,

1
kY < max (T(G) +n1,7(G) + 1 —logyIn 1 5) .

Cela dit, le terme log, lnl—ig parait bien incongru. Il apparait
cependant qu’il est supérieur & log, € tout en en étant trés proche ;
en effet la fonction f : ¢ — log, lné — logy € est croissante
sur [O; %], équivalente & 5 en 0 et vaut environ 0,47 en % En
conséquence, non seulement on peut écrire de maniére plus simple
k¢ < max (r(G) + n1,7(G) + 1 — logy €), mais de plus on perd
trés peu, pour ne pas dire rien, a faire de la sorte.

Enfin, on peut choisir ng = 2 et C' =4, ce qui donne n; < 4. O

L’énoncé de ce résultat, plutot plus précis qu’il est de coutume, ne doit
pas laisser penser qu’il ait une quelconque prétention a l'optimalité. Par
exemple, pour le groupe Zj,, ou p est un nombre premier, la complexité en
requétes vaut clairement au plus 2 du moment que la probabilité d’erreur
demandée est comprise dans l'intervalle [0; % [ En effet, comme Z, a pour
seul sous-groupes le sous-groupe trivial et lui-méme, il suffit pour décider
dans quel cas on se situe de demander la valeur de fonction boite noire en 0
et en 1. Plus généralement, sur un groupe G, la complexité en requétes est
clairement bornée par |G|, soit le nombre de requétes suffisant a connaitre
la valeur de la fonction boite noire sur toutes les entrées.
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Chapitre 3

Bornes inférieures quantiques

Les deux principales méthodes connues pour prouver des bornes infé-
rieures sur la complexité en requétes quantique sont la méthode par adver-
saire, que lon peut attribuer a Andris Ambainis [Amb02], et la méthode
polynomiale, qui a été introduite dans le cadre quantique par Robert Beals,
Harry Buhrman, Richard Cleve, Michele Mosca et Ronald de Wolf [BBCT9S|.
Nous allons briévement commenter le principe de la méthode par adversaire,
et aprés cela, plus nous apesantir sur la méthode polynomiale, car nous avons
Iintention d’en faire bon usage. En matiére d’'introduction & ces méthodes,
nous ne saurions toutefois faire mieux que [Phi03|, qui présente méthodes,
preuves et exemples de maniére tout a fait claire.

3.1 La méthode par adversaire

Deux enfants jouent dans la cour. Alceste choisit de téte un nombre de
1 & 100, et Bérénice tente de le trouver en posant des questions du type
« plus petit, plus grand ou égal? ». Alceste pense en secret & 23. Bérénice
commence :

« Est-ce que c’est 607

— Non, c’est plus petit.

— Est-ce que c’est 347

— Non, c’est plus petit.

— Est-ce que c’est 237

— Euh... non, pas du tout! »

Car Alceste vient de perdre plusieurs parties particuliérement rapidement
et en a assez, alors il triche. Il réfléchit rapidement. S’il veut rester cohérent,
il doit choisir un nouvel entier entre 1 et 33. Comme il y a plus de possibilités
entre 1 et 22 qu’entre 24 et 33, il annonce :

« C’est plus petit! »

Et le jeu se poursuit.
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Pour la petite histoire, Alceste a choisi 6 comme nouveau nombre. Mais
cela n’a pas d’importance. Alceste n’est pas obligé de réellement choisir un
entier, finalement, il lui suffit de rester cohérent dans ses réponses. Et c¢’est
bien 13 le coeur de la « méthode par adversaire » puisque Alceste, au lieu de
jouer franc jeu, devient de facto un adversaire de Bérénice et choisit une stra-
tégie de réponse destinée & pointer du doigt les lenteurs de son algorithme.

Nous supposerons & présent avoir affaire a un probléme de décision élé-
mentaire & = (I, J,B,.7, f), puisque essentiellement la méthode par adver-
saire telle qu’elle est exprimée habituellement ne s’occupe que de problémes
de décision. En pratique, l'idée générale est, pour montrer une borne infé-
rieure sur la complexité en requétes, de montrer que, si Alceste choisit un état
particulier réparti sur les différentes fonctions boite noire possibles — une
distribution de probabilité dans le cas d’algorithmes probabilistes, un état
quantique dans le cas d’algorithmes quantiques — alors quels que soient les
efforts de Bérénice elle ne parviendra pas & déméler le vrai du faux sans faire
un certain nombre de requétes.

L’historique des méthodes de bornes inférieures par adversaire quantiques
est intéressant, puisque pendant un certain temps, sous l'impulsion princi-
pale d’Andris Ambainis [Amb99, [Amb02|, ces méthodes ont fleuri [BSS03),
Amb03l, [Aar04] LM04], avant d’avoir été prouvées, pour la plupart, équiva-
lentes [SSOG], ce qui n’empéche pas de continuer d’explorer de nouvelles pistes
dans cette voie. Nous donnons ici ’expression de la méthode telle qu’elle est
¢laborée dans [LM04], et formulée plus explicitement dans [SS06|.

Théoréme 3.1
Soit & = (1,J,B,., f) un probléme de décision élémentaire et € € [0; % [
Dans les formules qui vont suivre, p dénote une famille (p;),c , de distri-
butions de probabilité sur I ; lorsque 'on considére le minimum sur p, il est
entendu que p parcourt I’ensemble — infini — de ces familles.

La complexité en requétes probabiliste de & pour une probabilité d’er-

reur au plus € est supérieure ou égale a (1 — 2¢) LM" (2?), ou

1
LM" (£) = min max - - .
(P)=min - max Py ()
F@) # fly)  der
2(3) # (i)

La complexité en requétes quantique de & pour une probabilité d’erreur
au plus € est supérieure ou égale a (1 —2y/e(1— 5)) LMY (2), ou

1
LM% (&) =min  max - -
P z,y€.? > pz(l)py(l)
f(@) # f(y) icl
z (1) # y(4)

Nous reviendrons sur ce théoréme dans la section .13
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3.2 La méthode polynomiale

Par contraste avec la méthode par adversaire, la méthode polynomiale
parait bien peu algorithmique. Elle ne repose pas sur ’étude d’un jeu d’in-
teractions entre ’algorithme et le probléme qu’il cherche a résoudre, mais se
contente de poser un principe algébrique général sur le comportement moyen
de I’algorithme. Son intérét le plus évident, du fait qu’il s’agit d’une méthode
bien différente, est qu’elle n’a pas les mémes défauts que la méthode par ad-
versaire, et peut donc étre utilisée de facon complémentaire, quand celle-ci
fait défaut, par exemple pour les problémes de collision. Plus particuliére-
ment, pour le probléme de collision, consistant & trouver des indices 7 et j
tels que z(i) = x(j), et pour le probléme consistant a déterminer si n en-
tiers donnés sont distincts, seule la méthode polynomiale, & I'heure actuelle,
permet de donner des bornes inférieures satisfaisantes [AS04], Kut05] ; nous
verrons un autre exemple dans la section

Pas de miracle cependant, la méthode a ses défauts, au premier rang
desquels sans doute la difficulté apparente d’application. Elle se présente sous
un aspect un peu abrupt, et il faut généralement faire usage des syméiries
du problémes pour se ramener & un résultat utilisable. On comprendra, par
conséquent, qu’elle ne soit en pratique utile que sporadiquement : elle requiert
du probléme traité qu’il soit suffisamment structuré pour que I'exploitation
de ses symétries produise quelque chose d’intéressant, et aussi, peut-étre, un
peu de chance.

3.2.1 Le théoréme principal

Ce que 'on appelle méthode polynomiale repose entiérement sur un
résultat, exposé dans [BBCT98|, que nous allons présenter de suite en repre-
nant le formalisme de [AS04]. Soit & = (I, J, R,., f) un probléme élémen-
taire. Pour s une fonction partielle de I dans J et z une application de [
dans J, on définit

1 six étend s
Is(w) = { 0 sinon

On dit qu’une fonction z étend une fonction s si le domaine de s est
inclus dans celui de = et que = coincide avec s sur ce domaine. C’est tout ce
dont nous avons besoin pour énoncer le. ..

Théoréme 3.2 (Beal, Buhrman, Cleve, Mosca et de Wolf)

Soit o/ un algorithme (probabiliste ou quantique) pour le probléme & =
(I,J,R, 7, f), de complexité en requétes T et soit r € R. Il existe un en-
semble S de fonctions partielles de I dans J et une famille de nombres réels
(as)eg tels que :

1. pour tout s € S,
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e |dom(s)| < T si o/ est probabiliste,
e |dom(s)| < 2T si & est quantique, et

2. pour toute application x de I dans J, &/ répond r sur Pentrée x avec
probabilité

> ad(x).

seS

Pourquoi appelle-t-on ceci la « méthode polynomiale » 7 Pour la raison
suivante. Pour ¢ dans I et j dans J, notons A;; I'application qui & une
application x : I — J associe 1 si x(i) = j, 0 sinon. I s’écrit alors comme
un nomome en les A; ; :

I, = H Aij.

iedom(s),j=s(7)

seS
nome en les A; ;, qui plus est de degré au plus 7" dans le cas probabiliste,

2T dans le cas quantique.

Avant de donner la preuve, remarquons un point important de la méthode
polynomiale. Elle ne se contente pas de parler du comportement de &7 sur
les entrées & € ., mais sur toutes les applications de J!. Cela peut avoir son
importance : voir par exemple [AS04], [Kut05] ou l'application que nous en
ferons nous-mémes dans la proposition [3.9] Nous allons maintenant présenter
une preuve calquée sur celle de [BBCT98|, puis nous reviendrons sur la fagon
d’appliquer cette méthode.

Preuve du théoréme : Notons comme d’habitude |¢) 1'état
de l'algorithme juste avant la requéte numéro k — étant entendu
que l'on commence la numérotation & 0. |¢y1) = MO, |Yg),
ou O, est la porte effectuant la requéte, x désignant la fonction
boite noire, et My, la k° transformation linéaire globale ne faisant
pas intervenir d’appel a la boite noire. Les coefficients de |1g) ne
dépendant pas de x, on peut considérer qu’il s’agit de polynémes
de degré 0 en les A; j(x). Nous allons montrer par récurrence sur
k que les coefficients du vecteur |¢;) sont des polynomes en les
A; ; de degré au plus k.

La somme Y agls qui apparait dans le théoréme ﬁ est donc un poly-

Comme les M} sont des applications linéaires ne dépendant pas
de z, les coefficients de |15 1) ne sont qu’une combinaison linéaire
des coefficients de O |¢) ; par conséquent le degré des polynomes
ne peut que diminuer.

Divisons le systéme en trois registres : le permier contient la
requéte envoyée a la boite noire, le deuxiéme l'endroit ou l’on
stocke la réponse par le procédé habituel, le troisiéme tout le
reste, de sorte que l'application de requéte O agit ainsi :
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O$|7’7.77Z> = ’17]Ox(z)7z>'

Rappelons que o est une quelconque application de J x J dans J,
simplement supposée bijective en chacune des variables. Ecrivons

|g) = Z ﬁf]’ () |i, 7, z). Par hypothése de récurrence, chaque
’J’
ﬁ” .(x) est un polynome de degré au plus k en les A; j(x). On a

alors

Or ) = 37 By o(@) I © (i), 2)

1,5,%

Autrement dit,

Orlvw) = > Bia)]i.j2).

i.3,5" /3" =jox(i)

C’est & ce point qu’entrent en jeu les monomes A; ;. Par défini-
tion, A; j»(x) vaut 1si 2(i) = j”, 0 sinon ; on en déduit que si 'on
note u 'application de J x J dans J Verlﬁant j1=Ja oM (J1,72),
on a AZ i m (T ) = 1 si et seulement si z(i ) w(g’, "), cest-a-
dire j” o x(i) = j'. Pour i, j et j' tels que j' = j o (i), on peut
donc écrire

JZ Zﬁa 2 uHJJ)( ).

Au final, on obtient

Oy WJk‘ Z Zﬁz z Zu(]’ //)(l’) ‘Z.,j/,Z>.

7] z //

Comme, par hypothése de récurrence, chaque ijz(:v) est un
polynome de degré au plus k en les A, j(x), les coefficients de
Oy |tr) sont des polynomes de degré au plus k+ 1 en ces mémes
variables. Ainsi, si l'on note |¢7) ’état du systéme a la fin du
calcul et que I’on divise cette fois le systéme en deux registres, le
premier contenant le résultat renvoyé par 'algorithme, le second
contenant tout le reste, on a

W)T Z'er

ot les v,,, sont des polynémes de degré au plus T en les A; ;. L
probabilité que l'algorithme o7 réponde r est alors

T, Z
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e > v..(x) si & est probabiliste,
z

o 3 |y.(x)|? si o est quantique.
z

Ainsi, si & est probabiliste, le résultat du théoreme [3.2] suit im-
médiatement. Cela parait a priori moins évident si &7 est quan-
tique. Pourtant, il suffit de se rappeler que pour un nombre
complexe z = a +ib, |2|? = a® + b?, ce qui fait que, les v, .
étant des polynomes de degré au plus 7" en les A; ;, la proba-
bilité que o/ réponde r est bien un polynéme de degré au plus
2T.

O

Comment peut-on utiliser ce théoréme pour prouver des bornes infé-
rieures sur la complexité en requétes d’un probléme? Imaginons que nous
ayons un probléme de décision élémentaire & = (I, J,B,.7, f), et & un al-
gorithme le résolvant avec probabilité d’erreur au plus % Notons Py : JI —
[0; 1] la fonction qui & une fonction boite noire — quelconque, pas nécessaire-
ment dans . — associe sa probabilité d’acceptation par 7. Cette fonction
a les propriétés importantes suivantes :

e pour tout z € JI, P, (x) € [0;1],

e pour tout = € f~1(T), Py(z) € [2;1], et

e pour tout z € f~1 (L), Py(z) € [0; %]

On peut aussi voir cette probabilité comme une fonction partielle sur
{0; 1}IX‘], qu’un peu abusivement nous noterons encore P, : en ce sens elle
a |l x J| variables que l'on notera ((5i,j)(i7j)gx(}. A une application z € J! on

associe I’élément de {0; I}IXJ défini par 0;; = A; j(x). Py est alors définie
sur I’ensemble des éléments correspondant & des fonctions x. Et, d’aprés le
théoréme P, est prolongeable sur tout {0; I}IXJ par un polynéme de
degré au plus T ou 27T

On est donc dans cette situation : on sait qu’il existe un polynéme de de-
gré au plus T ou 2T qui doit vérifier certaines inégalités connues en quelques
points de controle. On s’attend a ce que ces inégalités donnent une borne
inférieure sur le degré du polynéme en question, et partant, sur 7. Le pro-
bléme, c’est qu’il s’agit 1a de polynémes & |I] - |J| variables. C’est beaucoup
trop. Nous verrons dans la section quelques lemmes techniques qui
permettent d’expliciter des bornes inférieures dans quelques cas particuliers,
mais il s’agit toujours de polynémes a une seule variable.

Le point délicat de la méthode polynomiale est donc de se ramener &
un polynéme univarié. La méthode de base consiste & définir une fonction
partielle ¥ : JI — R, fonction que Ion va naturellement choisir de maniére
a ce qu’elle colle au probléme, qu’elle respecte ses symétries, etc. ; pour cette
raison, on appelle cette technique la symétrisation. On définit ensuite, pour
a € R, P(a) comme étant la moyenne des P,/ (x) pour z € ¥ ~!(a). Il n’est
pas difficile de choisir ¥ de telle maniére que P vérifie encore une série
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d’inégalités en des points de contréle. Ce qui est a priori plus ardu, c’est de
faire en sorte que P reste un polynome.

Bien sir, il ne s’agit que d’un schéma général, ouvert & toutes sortes
d’arrangements. L’application la plus astucieuse et dévoyée de la méthode
polynomiale que nous connaissions est ’ceuvre de Scott Aaronson, ou il se
rameéne a un ensemble d’applications qui ont non pas une mais deux variables,
et qui ne sont pas des polyndomes mais s’en rapprochent (cf le lemme 2
de [Aar02]). On peut presque regretter qu’il ait plus tard, avec Yaoyun Shi,
prouvé un résultat plus fort avec une méthode plus simple [AS04].

3.2.2 Les lemmes d’approximation

La plupart des applications de la méthode polynomiale utilisent en fin
de compte le lemme de Paturi [Pat92] ou celui de Nisan-Szegedy [NS94], qui
sont issus de la théorie de I'approximation polynomiale. Nous allons donc les
présenter pour donner une idée de ce qui est appliqué usuellement, puis nous
démontrerons un troisiéme lemme, dans la méme veine, mais plus adapté a
notre situation.

Commencgons par le lemme de Nisan-Szegedy. Il fut énoncé clairement
par Noam Nisan et Mario Szegedy dans [NS94], mais on peut en trouver
des traces antérieures, en filigrane, notamment dans un article de Ehlich et
Zeller [EZ64], et dans un autre de Rivlin et Cheney [RC66].

Lemme 3.3 (Nisan-Szegedy)
Soit P un polynéme vérifiant les propriétés suivantes :

1. pour tout i € [n+ 1], |P(i)| < M, et
2. il existe un réel x € [0;n] tel que |P'(x)| > c.

Alors deg(P) > | 55w

Le preuve étant relativement simple, nous la reproduisons ici. Elle utilise
le théoréme suivant de Markov :

Théoréme 3.4 (Markov)
Soit P un polynome réel 4 une variable de degré d tel que pour x € [—A; A],
|P(x)| < M. Alors pour tout x € [—A; A], |P'(z)| < Xd2.

Preuve du lemme (3.9 : Soit ¢ = max |P'(x)| > c. Etant donné
z€[0;n

la borne sur |P| sur les entiers, pour tout = € [0;n], on a |P(z)| <
T deg(P)? =
2

M—i—%. Par l'inégalité de Markov, on a alors ¢/ <

%*CI deg(P)?, c’est-a-dire

cn
P?2>_—"
deg(P)” = T=577

Comme ¢ > ¢, on en déduit la conclusion du lemme [3.3] O
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Le lemme suivant a été¢ démontré par Paturi dans [Pat92], ou il n’apparait
pas tel quel, mais est présent dans la preuve du théoréme 4. Quoi qu’il en
soit, voild un autre exemple de lemme d’approximation utilisé.

Lemme 3.5 (Paturi)

Soit P un polynéme réel a une variable, a et b des entiers tels que a < b, ¢
un réel appartenant a [a;b], ¢ > 0 une constante. Supposons que 'on a les
deux propriétés suivantes :

1. pour tout entier i € [a;b], |P(i)] <1, et
2. [P(§) = P ([&))] = e

Alors deg(P) = Q2 (\/(f —a+1)(b—&+ 1))

Il est plus précis que le lemme puisqu’il laisse la possibilité de donner
des bornes inférieures strictement meilleures que €2 (\/b — a) ; en effet, quand
¢ est environ a la moitié de 'intervalle, on obtient une borne inférieure en
Q (b — a). Comme on peut le constater dans [Pat92], ce lemme est utile pour
I’étude des fonctions symétriques, & ce point que la borne inférieure fournie
est optimale — & un facteur constant prés.

Malheureusement, pour I'application que nous avons en téte, les points de
contréle du polynéme P — c’est-a-dire les points ol 'on connait une borne
sur ses valeurs — ne sont pas espacés selon une progression arithmétique,
mais selon une progression géométrique. Qu’a cela ne tienne, ce lemme-ci,
apparu dans [KNP05a], fera affaire.

Lemme 3.6
Soit ¢ > 0 et & > 1 des constantes et P un polynéme réel vérifiant les
propriétés suivantes :

PN <1, et
2. il existe un réel xq € [1;¢&] tel que |P'(zo)| > c.

1. pour tout entier i € [n],

Alors deg(P) = Q) (n), soit plus précisément :

1 n+3,.) _ 1
deg(P) > min n o8 (£%)

2 log, (5_%) +1

Preuve : Soit d le degré de P; supposons d < 3, puisque dans le cas
contraire il n’y a rien a prouver.

Comme les polyndomes P’ and P” sont respectivement de degré
d—1et d—2,il existe un entier a € [n — 2d + 2;n — 1] tel que
P” n’ait pas de racine réelle dans l'intervalle ]5“; gotl [, et que
P’ n’ait pas de racine dont la partie réelle soit dans ce méme
intervalle. Les bornes choisies pour a font en particulier que £* >

&.
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Dans la premiére partie de cette preuve, nous allons donner une
borne supérieure sur ’P’ (1%55“) ‘, grace au fait que 17%5“ est
au milieu de l'intervalle (f“; §“+1), ol P’ est monotone.

Dans la seconde partie de la preuve nous donnerons une borne
inférieure sur ‘P’ (1—;55“) ‘ faisant intervenir d avec un exposant
négatif, en utilisant le fait que P’ n’a pas de racine dont la partie

réelle soit dans (f“; f““). Les deux parties combinées donneront
directement le résultat attendu.

Commencgons donc par prouver ceci :

(14, 4
‘P< 2 5)‘%@(5—1)

Le polynéme P, sur l'intervalle ]fa; gotl [, est soit convexe, soit
concave, puisque P” n’y a pas de racine. Les deux cas étant bien
entendu similaires, il suffit d’en traiter un seul : supposons pour
I'exemple que P est convexe, et considérons sa tangente ¢ au
milieu de lintervalle (voir Figure [3.1)).

A P(z)

é‘a goqeott §a+1
2

F1G. 3.1 — P et sa tangente ¢ en %

Considérons la variation de t sur I'intervalle [5“; 5““] . L& encore,

a a+1
il y a deux cas : soit la dérivée de P en % est strictement



62

CHAPITRE 3. BORNES INFERIEURES QUANTIQUES

positive, soit elle est strictement négative, et dans chaque cas
cela s’étend & tout l'intervalle ]f“;f““ [ Si elle est strictement

positive, on doit avoir P (%) > —1. Comme de plus t <

P (fa“) < 1, la variation de t sur l’intervalle [Ea;fa“] vaut
au plus 4. De méme, si P’ est négative sur ]fa;faH [, on doit

avoir P (%) < 1et t(&*) > —1, dont la variation en valeur

absolue de t sur l'intervalle [5“; 5““] vaut au plus 4. Dans tous

les cas, on a donc
+& .. 4
() < ey

On en déduit une borne supérieure sur la valeur absolue du quo-

., P(HEe)
tient W :
1+
P! (T££a> o4 4 5.1)
P'(xg) |7 c€YE—1) T cfnTAE(E 1) '
Nous allons maintenant établir cette borne inférieure :
P )| ey
N WA I - S— 3.2
|2 () (32)

Pour cela, commencons par écrire la dérivée de P sous la forme

—)\H — ),

oll les a; sont des nombres complexes. On a 1’égalité suivante :

P 1+§§a _
Ig’ (x0) ) 1_[1

Il s’agit maintenant de borner inférieurement la fonction f ainsi

définie :

1+£§a —

(3.3)

€To — Q4

R\ ({zo} U (€%:¢7) — R

14¢
R

—
z ro—x

Pour x dans R\ ({xo} U (5“; 5““)), on a, la ﬁgureest 1a pour
NOUS en convaincre,
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fla) = min(L, £€°), (€)= £

70 g e et v

Fia. 3.2 — Tableau de variation de f

Souvenons-nous que, par hypothése, aucun des a; n’a sa partie
réelle dans |£%; €271 [, ce qui fait que l'on a, pour tout 4,

&E—1
2
Pour en déduire une borne inférieure sur f(«;) il suffit d’étre
conscient de ce fait géométrique élémentaire :

Soit M BC' un triangle, M’ le projeté orthogonal de M sur (BC),
et (d) la médiatrice de [BC].

Si M est « a gauche de » (d), autrement dit si MC > MB,
alors, bien sur, % > 1. Considérons maintenant le cas ou M est
« a droite de » (d), c’est-a-dire ou MC < M B (voir figure [3.3)).
Comme C est plus pres de la droite (M M’) que ne l'est B,

fR(ai)) = (3.4)

tana = MM'/BM' <tan3 = MM'/CM’.

Ainsi, o < 3, donc cosa > cos 3, ce qui signifie %—g > %:g
Finalement : M

En appliquant cette inégalité aux points M = «;, M’ = R(«;),
B=xget C= 1%5{“, on obtient ceci :
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(d)

Fig. 3.3 — La trigonométrie pour les nuls

> min <1, ) ,

et donc f(a;) > 52;51, d’apres QD En ajoutant 1’ on conclut

que

1
e -,

To —

Lea — R(ay)
Tro — %(OJZ)

()] (e

P’ () 26

Enfin, en prenant en compte (3.1)), on obtient I'inégalité
£_1\4! 3 4
2§ — C€H_2d+2(§ _ 1)’

log, (§"13¢) — 1

log, (55_—31) +1

soit

d>
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3.3 Le probléme du sous-groupe caché dans (Z,)"

3.3.1 Définitions et énoncé du résultat

Nous allons en fait considérer non pas exactement le probléme du sous-
groupe caché dans (Z,)", mais un affaiblissement de celui-ci.

Définition 3.7
Pour un nombre premier p et un entier positif n, wWHSP 7 y» est défini par
le quintuplet ((Z,)" ,[p"],B,.7, f), ot
e . est I'ensemble des applications de G dans [|G|] cachant un sous-
groupe de G d’ordre 1 ou p, et
e poury €., f(vy) vaut T si~y cache le sous-groupe trivial, ¢’est-a-dire
est injective, | sinon.

wHSP 7 )» étant par définition isomorphe a un sous-probleme élémen-
taire de HSP (7 )=, pour toute probabilité d’erreur €, sa complexité en re-
queétes est inférieure ou égale a celle de HSP (7 )». Comme nous comptons
prouver une borne inférieure sur la complexité en requétes de wHSP 7 ),
la méme borne sera valable a fortiori pour HSP (7 y». La preuve que nous
allons donner, qui inclut le lemme [3.6] reprend les résultats développés suc-
cessivement dans [KNP|, [KNP05a] et [KNPO5bD]. Toutes les idées sont dans
[KNPJ, qui ne traite cependant que le cas p = 2. La généralisation au cas ou p
est un nombre premier quelconque ne nécessite pas de réflexion particuliére,
simplement des calculs quelque peu plus pénibles.

Cette version affaiblie du probléme du sous-groupe caché est plus proche
du probléme de Simon original que I’on trouve dans le papier originel [Sim97],
ou il s’agissait, dans (Zs)", de déterminer le sous-groupe caché en ayant la
promesse qu’il était d’ordre 2. On peut remarquer au passage que Daniel
Simon donne dans cet article une version de type « Las Vegas » de son al-
gorithme, dont la complexité en requétes moyenne est en O(n) — nous ne
nous apesantirons pas sur cette remarque car elle s’exprime mal dans le for-
malisme que nous avons défini, qui n’a que faire de la complexité en requétes
« moyenne ». Mieux, Gilles Brassard et Peter Hgyer ont donné dans [BH97|
un algorithme quantique exact, c’est-a-dire qui a une probabilité d’erreur
nulle, qui fonctionne en temps polynomial — en particulier sa complexité en
requétes est polynomiale.

Fixons dorénavant une valeur ¢ € [O; %[ représentant la probabilité d’er-
reur maximale des algorithmes considérés.

Définition 3.8
Soit T:(p,n) la complexité en requétes quantique de wHSP 7 y» pour une
probabilité d’erreur au plus .

Le résultat que nous entendons prouver est le suivant :
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Proposition 3.9

n+3
n 1ogs ((2 — 46)’;)71> -1

1 210, () +2

T-(p,n) > min

Ce n’est pas joli, et le lecteur préférera sans doute cet énoncé, moins
précis mais plus esthétique :

Proposition 3.10
Te(pa n) = Q(n)

Preuve : Etant donné Dallure peu avenante de I’énoncé de la proposi-
tion il n’apparaitra peut-étre pas immeédiat a tout a chacun
que la proposition en est un corollaire; pourtant c’est bien

le cas. En effet, commencons par remarquer que l’on a ces qua-
.o, ., n-+3 3
tretrois inégalités : Zj > pnt2, z% < 2p?, 1 +1logyp < 2logyp

et logy (2 —4e) < 1. On déduit alors de la proposition que
l'on a

logy ((2746)}7"*2)71

L(pm) 2 min{g, 2log,(2p?)+2
> min (%, logz(Q—ie()li(lzgzzl)))logg p—1
> min ( 7, 1°g2(2*46)8+1(§g2+p2) logy p—1
> min %7 % + %
T.(p,n) > min %,%4_%

T.(p,n) est donc asymptotiquement supérieur a g + C(¢), et ce
de maniére indépendante de p — pas de €, bien entendu, mais
rappelons que nous avons fixé sa valeur en début de section. O

3.3.2 Preuve de la proposition (3.9

Soit maintenant /' un algorithme quantique pour le probléme élémen-
taire wHSP 7 )» ayant une probabilité d’erreur au plus € et 7" sa complexité
en requétes. Pour x une application de (Z,)" dans [p"] , soit P (x) la pro-
babilité que &7 réponde « T » sur 'entrée x.

D’apres le théoreme [3.2] il existe un ensemble S de fonctions partielles
de (Zp)" dans [p"] et une famille de nombres réels (as), g tels que :

e pour toute application = de (Z,)" dans [p"], Py () = > asls(x) et

ses

e pour tout s € S, |[dom(s)| < 27T
Notre but & présent est d’appliquer une transformation idoine & la fonc-
tion P, afin d’en faire une fonction plus simple & analyser qu'un polynéme
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en (p")? " variables. Pour cela, nous allons la symétriser — un terme qui
prendra toute sa signification dans la section [4.1.2]

Dans un abus de notation patent mais bien pratique, d désignera dans
la suite un entier de [n + 1], et D sera p?; réciproquement, d désignera donc
log,, D.

Soit @ Vapplication de {po,pl, ... ,p”} dans [0;1] qui & D associe

QD) = S Py = o 3 SauL(a),
|XD| YeXp ‘XD| YEXp sES

ou Xp est 'ensemble des applications de (Z,)" dans [p"] cachant un
sous-groupe d’ordre D. Bien stir, () n’est définie que sur quelques puissances
de p, et peut étre étendu & tout le domaine réel de bien des fagons. Nous
dirons que @ est un polynéme de degré § s’il est la restriction d’un polynome
réel de degré §. L’intérét immédiat d’avoir défini @ de cette maniére, outre
le fait que le nombre de variables a été drastiquement réduit par rapport a
P, est qu'il y a un saut entre Q(1) et Q(p).

Plus précisément, comme &/ est un algorithme pour wHSP 7 )= de pro-
babilité d’erreur au plus €, pour tout v cachant le sous-groupe trivial, c’est-
a-dire pour tout « injectif, on a P,/ (7) > 1 — ¢, et pour tout v cachant un
sous-groupe d’ordre p, on a P, (7) < e. On en déduit respectivement ces
deux inégalités : Q(1) > 1 — e et Q(p) < e. De plus, comme @ est défini
comme une moyenne de probabilités, on doit avoir Q(D) € [0;1] pour tout
D e {p";p';...;p"}.

Reprenons 'expression de () en fonction des I :

QD) = p(lD, DI NA

vyeXp s€S
On peut aussi écrire cela de cette fagon :

Q(D) = as,Q*(D),
seS
o, pour s € S, Q°(D) = ﬁ ;{ Is(7y) est la proportion d’applications
YEXD
de (Z,)"™ dans [p"] étendant s parmi celles cachant un sous-groupe d’ordre
D. La fonction @ est alors combinaison linéaire des Q°, et nous allons borner
le degré de @ en bornant le degré de chacun des @)°, c’est-a-dire en montrant

que chacune d’elles est la restriction d’un polynéme de degré borné.

Lemme 3.11
Soit n et k des entiers naturels, p un nombre premier. Le nombre de sous-
groupes de (Z,)" d’ordre p* vaut précisément

Bk = [[ ot

k—i _ 1
0<i<k p



68 CHAPITRE 3. BORNES INFERIEURES QUANTIQUES

Preuve : Considérons l'espace d’un instant (Z,)" comme un espace
vectoriel sur le corps Z,. De ce point de vue, les sous-groupes
sont les sous-espaces vectoriels. D’apres le fait le nombre de
k-uplets libres de (Z,)" vaut

ap(n. k)= [ (" —»").

0<i<k

Comme chaque sous-espace vectoriel de dimension k peut étre en-
gendré par oy (k, k) différents k-uplets, le nombre de sous-espaces
de dimension k est

ap(n, k) _ H p”_Z: — 1.
ap(k, k) 0<i<k Pl

On peut remarquer que cette formule reste correcte méme quand
k > n, auquel cas op(n, k) = 0. O

Proposition 3.12
Q est de degré au plus 2T

Comme Q(D) = ) g asQ*(D), il suffit de montrer que pour toutes les
fonctions partielles s : (Z,)" — E telles que |dom(s)| < 2T, Q°(D) est (la
restriction d’un polynome) de degré au plus 27". Soit donc s une telle fonction
partielle. Nous allons procéder en trois étapes. Nous allons d’abord examiner
le cas ou s est une fonction constante, puis celui ou elle est injective, et enfin
le cas général.

Lemme 3.13
Si la fonction partielle s : (Z,)" — E est constante sur son domaine, alors
Q* est de degré au plus |[dom(s)|.

Preuve : Rappelons que, selon nos notations, D = p%. Désignons par
ag, ..., ar_1 les éléments constituant le domaine de s, les a; étant
bien entendu deux-a-deux distincts. Alors une fonction ~ cachant
un sous-groupe H étend s si et seulement si v (ag) = s(ap) et
{a; —ap/i=1...k} CH.

On a donc Q*(D) = Q% (D), ou s est la fonction partielle de
(Zp)" dans E définie par §'(x) = s(z — ap). On peut donc suppo-
ser, sans perte de généralité, que ag vaut 0. Comme F, 'ensemble
des valeurs potentiellement prises par x, est de cardinal p™, on a

A(D, s)

Q*(D) = PR
ou A(D, s) is la proportion, parmi les sous-groupes d’ordre D, de
ceux qui contiennent dom(s). Soit H’ le sous-groupe engendré
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par dom(s) et D’ = p? son ordre, d’ étant donc la dimension de
H' en tant que sous-espace vectoriel de (Z,)". Comme ag = 0, on
a d < |dom(s)|— 1. Le nombre de sous-groupes de (Z,)" d’ordre
D contenant H' est égal au nombre de sous-groupes d’ordre D,jde

3.11

(Zp)" /H', qui est isomorphe & (Zp)"fdl : d’aprés le lemme
il y en a donc 3(n—d',d— d). Par conséquent,

P

_ 1 B(n—d,d—d')
@D) = == fma
_ L pd77’71
P ocica T
L
QD) = & I #=.
P oica P
Q?* est donc un polynéme en D de degré d' < |[dom(s)]. O

Lemme 3.14
Si la fonction partielle s : (Z,)" — E est injective, alors Q° est de degré au
plus |dom(s)].

Preuve : Nous continuerons d’utiliser les mémes notations : D = p?
et dom(s) = {a;/i € [k]} avec k = |dom(s)|. Une application
z: (Zy)" — [p"] cachant un sous-groupe H est une extension de
s si et seulement si les a; se trouvent dans des classes a gauche
deux-a-deux distinctes de H et x prend des valeurs appropriées
en les a;. Or, les a; sont dans des classes & gauches deux-a-deux
distinctes de H si et seulement si H ne contient aucun des a; —a;
pour i # j. On a donc Q*(D) = v*(D)A*(D), ou
e \5(D) est la proportion de sous-groupes de G, ne contenant

aucun des a; — aj pour ¢ # j, parmi ceux qui sont d’ordre D,
et
e 1°(D) est la proportion des applications étendant s parmi celles
cachant un sous-groupe d’ordre D ne contenant aucun des a; —
a; pour i # j.
Commencons par calculer v*(D). Pour chaque sous-groupe H
d’ordre D, le nombre d’applications de (Z,)" dans [p"] cachant
H se monte & p(p" —1)--- (p" —p"~ ¢4 1). En effet, cela revient
& choisir librement une valeur pour chaque classe & gauche de
H, avec la seule contrainte qu’elles doivent étre deux & deux
distinctes. Supposons que H ne contiennent aucun des a; — a;
pour ¢ # j. Alors le nombre d’applications de (Z,)" dans [p"]
cachant H et dont s est une restriction vaut (p" — k)(p™ — k —
1)...(p" —p" 9 +1), puisque cette fois-ci on ne choisit librement
la valeur de l'application que sur les classes & gauche de H ne
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contenant aucun des a;. Il en résulte

(p" — k)!
()

A¥(D) vaut 1—p®(D), on u®(D) est la proportion de sous-groupes
contenant au moins un des a; — a; pour i # j, parmi ceux qui
sont d’ordre D. C’est un truisme, mais un truisme utile, car par
la classique formule d’inclusion-exclusion, on en déduit que l’on
peut développer A*(D) de la fagon suivante :

V4 (D) =

> Pr(a; —a; € H)

i#]j
a;, —a;,, € H
B 2 Pr(/\ aél—aﬁGH)
i1 # j1 2 J2
i2 # j2

M(D)=1- {ir; g1} # {i2;j2}
+ ..

+ Pr(Vi;«éjai—ajGH)

D’apres le lemme [3.13] dans cette somme, chaque terme est un
polynéme en D de degré au plus d’, ot 'on définit d’ en posant
que le sous-groupe de (Zp,)" engendré par les a; — a; est d’ordre
pd/. Comme, pour tout 4, j € [k], a;—a; appartient au sous-groupe
engendré par les a; — ap, on a d’' < |dom(s)|. O

Nous avons maintenant réuni suffisamment d’éléments pour prouver la
proposition [3.12]
Preuve de la proposition |3.1

En tout généralité, une fonction partielle s est définie par un
systéme d’égalités de la forme

s (ap) = s (a}) = =s(af, 1) =bo
s(ag) = s(ai) = =s(ag, 1) = b
s (aé_l) =35 (all_1> =...=35 <a27}1—1> =b_1
ou les by, ..., b_1 sont deux-a-deux distincts. Comme précédem-

ment, nous pouvons supposer sans perte de généralité que 'on
a aé = 0, et nous allons le faire sans vergogne. De plus, comme
v(al) = v(a}) est équivalent a y(a] —af)) = v(0) — les deux étant

i
équivalents & « a] est af) sont dans la méme classe & gauche de
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H », on peut retirer chacun des a{, pour 7,7 > 0, du domaine
de s, pour les remplacer par ag — aé, ou l'on fixe la valeur de s
& bg. En procédant de la sorte on n’augmente pas le domaine de
s. Il peut cependant arriver que ’on définisse alors s de maniére
contradictoire, en imposant & s de prendre la valeur by sur I’en-
trée a{ — ag, ou s était peut-étre déja déffinie. Le cas échéant,
cela signifie tout simplement que s n’est la restriction d’aucune
application cachant un sous-groupe, et que par conséquent QQ° est
nulle sur les points ou elle est définie, et est donc de degré —oo,
ce qui est bien conforme & I'énoncé de la proposition [3.12] Nous
pouvons donc évacuer ce cas l'esprit tranquille, et supposer que
nous pouvons définir s de cette nouvelle facon de maniére non
contradictoire. On se raméne alors & un systéme de conditions de

cette forme :

s(0)=s(a})=-=s (agl_l) =by
s(al) = by
s (@) = b

avec k1 + 1 < |dom(s)|. Q*(D) est alors la proportion Pj(D),
parmi les applications v : (Z,)" — [p"] cachant un sous-groupe
d’ordre D, de celles vérifiant v(0) = y(al) = --- = v (agl_l) =
b, multipliée par la proportion Py(D), parmi celles vérifiant ces
égalités, de celles étendant s. Or nous avons déja calculé la pre-
miére de ces proportions dans le lemme [3.13| puisqu’il s’agit tout
bétement du cas ou s est une fonction constante. Soit H' le sous-
groupe de (Z,)" engendré par les a?. H' est d’ordre D' = p?, o
d < ko, et d’apres le lemme on a

1 pii—1
0<i<d’ =1
On définit s' sur G/H' comme étant le quotient de s, ¢’est-a-
dire qu'on a dom (s') = {a- H'/a € dom (s)} et pour tout a €
dom (s), s’ (a - H') = s (a). Encore une fois, s’il n’est pas possible
de définir s’ de cette facon, c’est que Q° est le polynome nul et
donc que la preuve se termine bien abruptement. Supposons donc
que s’ peut bien étre défini de cette maniére. Si une application ~y
vérifie v(0) = v (a(l)) =... =7 (agl_l) = by, alors on peut définir
v sur G/H' comme étant le quotion de ~, de la méme maniére
que l'on vient de définir s’ & partir de s.

L’assertion « < est une extension de s et cache un sous-groupe
d’ordre D » est alors équivalente a « 4 est une extension de s’
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et cache un sous-groupe d’ordre D/D’ ». Puisque s’ est définie
par les égalités

S'(H') = by, s'(a> + H') = by,....& <al*1 n H’) = by

et est injective, le lemme montre que Po(D) = Q¥ (D/D’)
est la restriction d’'un polynéme en D de degré au plus [ — 1.
Par conséquent, Q° est de degré au plus (k1 — 1) + (I — 1) <
| dom(s)| < 2T O

Il ne reste plus qu’a recoller les bouts pour réaliser que 1’on a effectivement
démontré la proposition [3.9] Résumons donc ce qui a été fait a ce point.

Preuve de la proposition :

Nous avons commencé par choigir un algorithme quantique @7
pour le probleme élémentaire wHSP (7 )» de complexité en re-
quétes T ayant une probabilité d’erreur au plus €. Cela nous
permet de construire une fonction @ définie sur {p'/i € [n + 1]},
qui vérifie les propriétés suivantes :

pour tout entier i € [n+1], 0 < Q (p*) <1,

Q) >1—¢,

Q(p) < e et

Q@ peut étre interpolée par un polynome de degré au plus 27T
(d’apres la proposition [3.12)).

Soit P un polynome de degré au plus 27 interpolant Q). Comme
P(1) > 1—¢, il existe zg € [1;p] tel que [P’ (zg)| > %. D’apres
le lemme 3.6} on a

n logy ((1 — 2¢) I;njf) -1
deg(P) > min | —, -
2 log, (p’%l) +1

On déduit ensuite immédiatement le résultat voulu de l'inégalité
deg(P) < 2T. O

Avant de conclure, nous allons écrire noir sur blanc la constatation trés
naturelle et trés simple du fait que le probléme du sous-groupe caché est de
difficulté croissante : il est plus difficile sur un groupe G que sur ses sous-
groupes.

Fait 3.15

Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G, et o/ un algorithme déter-
ministe (resp. probabiliste, quantique) pour le probléme élémentaire HSP g
ayant une probabilité d’erreur au plus €. Alors il existe un algorithme déter-
ministe (resp. probabiliste, quantique) pour HSP gy de méme complexité en
requétes que of et ayant une probabilité d’erreur au plus €.
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Preuve : Choisissons un ensemble {t;/i € [|G/H]|]} de représentants
dans G de G/H, de sorte que G/H = {t; - H/i € [|G/H]||} et les
t;- H sont deux a deux distincts, avec ¢y = 0. A toute application
v : H — [|H]| on associe v/ : G — [|G|] définie par 7/(t; - h) =
v(h)+i|H| pour h € H eti € [|G/H|]. Si~y cache un sous-groupe
K de H, alors v/ cache ce méme sous-groupe K, mais dans G.

En effet, supposons que l'on ait 7/'(g) = 7/(¢'). 1l existe une
unique décomposition g = t;-h et ¢’ = t; - I/ vérifiant h,h' € H;
on doit donc avoir i = i’ et y(h) = v (h'), ce qui signifie qu’il
existe k € K tel que Y = h - k. Par suite, on a ¢’ = g - k. La
réciproque se montre plus aisément encore.

Ainsi, I'algorithme &7 peut étre utilisé quasiment tel quel pour
résoudre le probléme du sous-groupe caché dans H. Il suffit pour
cela d’intercepter chacun de ces appels a la fonction boite noire,
et de les modifier comme suit : quand ./ lance une requéte sur
Ientrée g € G, on décompose g sous la forme t;-h avec h € H, on
lance plutét la requéte h, puis on intercepte le résultat renvoyé
par la boite noire, qui est y(h), pour lui ajouter ¢ |H|. Ainsi &/
croit bien étre mis en contact avec une boite noire recelant la
fonction +/, alors qu’il ne s’agit que de -y, mais aprés tout ce n’est
qu'une machine. L’essentiel est que, par hypothése, & va correc-
tement identifier le sous-groupe caché par 7/ avec une probabilité
d’erreur au plus €, et comme ce sous-groupe est aussi celui ca-
ché par v, nous n’avons plus besoin d’intervenir. Pour résumer,
il nous a suffit de modifier 1égérement &/ en ajoutant un petit
module avant et aprés chaque porte de requéte. O

Il est enfin temps de réunir les résultats des propositions et[3.9en une
forme moins informative mais plus compacte et élégante. Rappelons d’abord
que 7(G) désigne le rang du groupe G (voir la définition [2.21)).

Théoréme 3.16
La complexité en requétes quantique du probléme du sous-groupe caché sur
un sous-groupe abélien G est en © (r(QG)).

Rappelons la remarque faite & la fin de la section La grandeur asymp-
totique O (r(G)) doit étre comprise comme étant atteinte lorsque G est assez
grand, et non seulement lorsque 7(G) est assez grand. Comme il existe un
nombre fini de groupes d’une taille inférieure & un entier donné et que le
seul groupe sur lequel le probléme du sous-groupe caché se résoud sans faire
aucune requéte est le groupe trivial, ce théoréme est équivalent a : « il existe
des constantes 0 < m < M telles que pour tout groupe abélien G non trivial,
la complexité en requétes quantique du probléme du sous-groupe caché sur
G est comprise entre m - r(G) et M - r(G) ».
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Preuve du théoréme[3.16] : Rappelons qu’en 'absence de précision
sur la probabilité d’erreur, on suppose que 'on borne celle-ci a

1 (voir la définition . La borne supérieure O(r(G)) est une
conséquence immeédiate de la proposition 2.27] La borne infé-
rieure quant a elle, est une conséquence immédiate de la propo-
sition et du fait une fois remarqué que pour tout groupe
abélien fini G il existe un nombre premier p tel que 'un des

sous-groupes de G est isomorphe & (ZP)T(G). a

Il pourrait sembler & premiére vue que ce résultat ne dit rien sur les
groupes abéliens. Pas explicitement, c’est vrai. Mais, via le fait [3.15] il permet
tout de méme de donner une borne en € (7(G)), ou1, pour un groupe fini, 7(G)
est défini comme le rang maximal des sous-groupes commutatifs de G. Par
exemple, le groupe symétrique &, contient |n/2] transpositions a supports
deux-a-deux disjoints, qui engendrent un sous-groupe isomorphe a (Zs) /2] ;
on peut dés lors en déduire que la complexité en requétes quantique du
probléme de décision associé & HSP g, — c’est-a-dire déterminer si le sous-
groupe caché est trivial ou non — est en €2 (n), sachant que l'on sait par
ailleurs qu’elle est en O (nlog (n)) d’aprés un résultat de Ettinger, Hgyer et
Knill. En effet, il est démontré dans [EHK04] que la complexité en requétes
du probléme de décision associé au probléme du sous-groupe caché dans G
est en O (log |G|). Pour le cas de &, la marge d’incertitude n’est donc pas
catastrophique, puisque le rapport de la meilleure borne supérieure connue
sur la meilleure borne inférieure connue est de I’ordre du double logarithme
de la taille du groupe. On peut faire bien pire, la palme étant décernée aux
groupes diédraux, pour lesquels aucune borne inférieure non constante n’est
connue a ce jour.
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Chapitre 4

Symétries et complexité
probabiliste

4.1 Symétries

4.1.1 Définitions

Soit I, J, R trois ensembles fixés. G x & ; agit sur J! de la facon suivante :

(0,7) -z =Toxoo ' =ger 27,

Dans la suite, on omettra souvent, pour alléger les notations, le symbole
de composition, pour noter Tzo~!, ou bien encore x7. Il s’agit en effet d’une
action de groupe puisque

(o', 7) - ((o,7) 2) =7 (r207 ") o= (r'r) @ (0/0)71 = (oo, 7'7) - .

61 x G5 x G agit sur 'ensemble des problémes élémentaires de la forme
(I,J,R,7, f) via la loi

(0'77777)'([7J7R7y7f):(I7J7R7(U7T)'yﬂ7rof;)v
1

ou pour tout x € (o,7) -, fI(x)=f (fUT

o—1)"

On notera &7 ce probleme élémentaire (I,J, R, %", f').

Définition 4.1
Un automorphisme d’un probléme élémentaire & = (I, J, R,.%, f) est un
élément (o, 7,7) de &1 x &5 x &R tel que 7 = P,

Les automorphismes d’un probléme élémentaire & forment un groupe
que I'on note Aut (22).

Exemple 4.2 (recherche dans un tableau non trié)
Le probléeme de la recherche dans un tableau non trié de taille N, noté
RTNTy, est le probléme élémentaire ([N}, [2],B,.7, f), ou
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[ L i a=H0)| =N
o ./ =dom(f).

Le probléme de la recherche dans un tableau non trié, qui & N € N*
associe RTINT  est bien siir sobrement noté RTINT.
On est donc face & un tableau dont les entrées contiennent toutes « 0 »,
sauf peut-étre une qui contiendrait « 1 », et il faut déterminer si c’est le cas.
Quant il s’agit de chercher un élément dans un tableau non trié de taille
N, peu importe 'ordre des éléments du tableau puisque celui-ci n’est juste-
ment pas supposé trié. Autrement dit, Aut (RTNT ) contient &y x {id} x
{id}. Mais supposons que RTNT y posséde un automorphisme (o, 7,7) tel
que 7 # id. Cela signifie que I’on peut passer d’un tableau ne contenant que
des « 0 » & un tableau contenant un « 1 » au milieu de N —1 « 0 » par per-
mutation des éléments de chaque tableau, et éventuellement en s’autorisant
a remplacer tous les « 0 » d’un tableau par des « 1 » et vice-versa : cela
est clairement impossible si N > 1. On réfute de méme 'idée que RTNT v
puisse posséder un automorphisme (o, 7,7) avec un 7 non trivial, si N > 2.
On en déduit que si N > 2,

Aut (RTNTN) = G[N} X {ld} X {ld} .

Exemple 4.3 (sous-groupe caché)
Considérons le probléme du sous-groupe caché dans le groupe G, HSPg =
(G,]IG]],S(G), .7, f) — voir pour rappel la définition [2.6]

Tout d’abord, il est évident que permuter les valeurs renvoyées par la
boite noire n’a aucune incidence. Autrement dit, Aut (HSP ) contient {0} x
Syicy x {0}

Ensuite, soit ¢ un automorphisme de G et v € . cachant le sous-groupe
H,. Clairement, y o o1 cache le sous-groupe o (H,). En effet,

voo l(g)=ryo0 ' (¢) < 3heH, o '(d)=0""(9) h
< 3dheH, ¢=g-0h
< Sheo(Hy) ¢ =g-h

Cela signifie que (0,id,d) est un automorphisme de HSPg, ou & est
naturellement ainsi défini :

(9 2 59)

Maintenant, pour g € G, soit d; la multiplication a gauche par g, c’est-

a-dire
d. - G — G
9"\ h — g-h
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-1 A
On remarque que 7y o (dg)” " cache le méme sous-groupe 7. On a effet la
série d’équivalences suivante :

vo(dg) ™" (91) = 7o (dg) " (92)
< 3heH, (dy) " (g2) = (dg)" (91)-h
< SheH, gl go=g' g-h
<~ dhe I‘I7 go=g1-h

(dg,id,id) est donc aussi un automorphisme de HSP.

Il parait cependant difficile de donner une caractérisation plus précise
de Aut (HSP¢). 1l peut exister dans le cas général de nombreux autres
automorphismes que ceux engendrés par les trois classes d’automorphismes
que nous avons déja évoquées. Par exemple, si p est un nombre premier, pour
toute permutation o de Z, telle que 0(0) = 0, (o, 0,0) est un automorphisme
de Aut (HSPZP), car Z, n’a que deux sous-groupes, le sous-groupe trivial et
Ly lui-méme.

4.1.2 Symétrisation

Soit & = (I,J,R,.%, f) un probléme élémentaire, et ./ un algorithme
probabiliste pour Z. Selon ce que nous avons énoncé dans le fait [I.19] on
peut considérer que o7 consiste & tirer un algorithme déterministe au hasard.
Disons donc que 7, de complexité en requétes T, est défini par une distri-
bution de probabilité sur Q et des applications h; : Q x J* — J, pour i € [T,
et O:Q x J' — R, de sorte que o7 puisse étre décrit de cette maniére :

e Choisir aléatoirement w € €.

e Calculer i; = ho(w), quérir i1 et poser ji = x(i1).

e Calculer i3 = hi(w, j1), quérir iy et poser jo = x(i2).

e ...

e Calculer ip = hp_1 (w,j1,...,J7-1), quérir ip et poser
jT =X (ZT)

e Renvoyer O(w, j1,...,Jj71).

Nous allons définir son symétrisé . L'idée est que 'on commence par
choisir un élément aléatoire (o, 7, 7) de Aut (&), puis qu’on leurre <7 en lui
faisant croire que la boite noire contient la fonction z7 au lieu de z, ce que
I’on obtient en interceptant les communications entre o et la boite noire,
ainsi qu’il est montré dans la figure En compensation, il faut bien str
également intercepter la réponse de 'algorithme, r, pour la remplacer par
m(r).

Comme il n’y a clairement aucun besoin pour un algorithme d’effectuer
la méme requéte deux foisﬂ on supposera que les requétes sont distinctes.

1 faut comprendre par 1a que si un algorithme fait plusieurs fois la méme requéte
lors d’une exécution, alors il existe un autre algorithme de méme complexité en requétes
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;7 10 Initialisation
AZO—DG\(g%;alculs)
4 /’ 30 j <- REQUETE(i)
40 {IF (pas fini)
THEN GOTO 20

50 DO (gros calculs)
0 OUTPUT (resultat)

fonction

z (o7t (i))!

Fig. 4.1 — L’algorithme, la boite noire et I'intercepteur

Formellement, cela signifie que ’on suppose que hy (w, j1, - - ., jx) est toujours
distinct de ho(w), h1 (w,71),- - - et hg_1 (W, J1, -+ Jk—1)-
L’algorithme symétrisé o7 se déroule ainsi :

e Choisir aléatoirement w € Q et (o, 7,7) € Aut ().

e Calculer iy = ho(w), quérir o' (i1) et poser j; =
o (i1).

e Calculer i = hy (w,71), quérir o~ ! (i3) et poser jo =
o ().

e Calculer it = hy_1 (w, j1,...,jr_1), quérir o~ (ir) et po-
ser jp = Two ! (ir).

e Renvoyer 7710 (w, j1, ..., j7).

En reéalité, il n’y a pas que les algorithmes probabilistes que 'on peut
symétriser, la chose est faisable aussi avec les algorithmes quantiques, mais
pour cela il faut reprendre la définition sous forme de circuit. La symétri-
sation consiste alors a ajouter un registre représentant un sous-espace de
dimension |Aut (£?)|, ou chaque (o, 7,7) correspond & un vecteur de base
|o,7,7) ou |o,7,7) selon le cas. Ce registre est initialisé & une superposi-
tion uniforme de ses vecteurs de base, ce qui signifie dans le cas probabiliste

AP > o, 7,7), et ——— > |o, 7, ) dans le cas
Aui(2)] (o,7,m)EAU(P) |Aut(2)] (o,7,m)EAUL(P)

ne faisant jamais deux fois la méme requéte lors d’'une méme exécution et répondant la
méme chose : il suffit pour cela de quérir n’importe quel autre élément de I lorsqu’une
collision doit se produire, et d’utiliser le résultat d’une requéte précédente pour renseigner
l’algorithme sur ce que la réponse de la boite noire aurait été. Bien entendu, cette manipu-
lation n’est réalisable que si T' < |I|, mais de toute maniére le cas T' > |I| n’a évidemment
absolument aucun intérét.
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quantique. Nous utiliserons maintenant, temporairement, la notation |-) dans
les deux cas, pour éviter d’avoir a écrire les choses deux fois, puisque le prin-
cipe de la symétrisation est le méme dans les deux systémes.

Chaque requéte est effectuée par le truchement de ’endomorphisme O,
deéfini par Oy |9) |j) = |4) |j ® z(7)). Pour effectuer la symétrisation, on ajoute
avant O, I'endomorphisme défini par i) |0, 7,7) — |0~ 1(i)) |o, 7, 7), et aprés,
Pendomorphisme défini par |i) |j) |o, 7, 7) — |o(2)) |7 (4)) |o, 7, m) — il faut
en effet appliquer o & ¢ aprés la requéte afin de « masquer » la symétrisation
a /. Enfin, on ajoute une derniére porte, 4 la toute fin de ’algorithme,
définie par |r)|o, T, 7) — ‘77_1 (r)) o, 7,7), o |r) est le vecteur du registre
de réponse correpondant & la réponse r € R. Voici donc la définition du
symétrisé &7 dans le cas général.

La conséquence la plus immédiate de la symétrisation est la suivante :

Fait 4.4
Soit & = (1,J,R,., f) un probléme élémentaire et &/ un algorithme pour
2. Pour tous © € J!' et r € R, on a, en reprenant les notations de la

définition

T _ 1 77(7”) T
P,Qf (z) = |Aut (2)] Z i Py (z5) -
(o,7,m)EAUL(P)

Preuve : Intuitivement, la chose est claire, et si elle est fausse c’est
que la définition doit étre changée, car le but de la symétrisation
est précisément d’obtenir ce genre de propriétés. Par souci de
complétude, voici une ébauche de preuve un peu rigoureuse.

Notons respectivement [¢f) et

LZ? > I’état du systéme sur lequel

agit l'algorithme o (respectivement o ) a l'instant ¢, lorsque la
fonction de la boite noire est . La notion de temps est intro-
duite uniquement pour avoir une notion de coordination entre
&/ et son symétrisé : les transformations unitaires se font toutes
instantanément, mais le temps correspond entre 7 et 7. Ainsi,
si au temps t, I'algorithme & a effectué 3 requétes, il en est de
meéme pour o , qui a effectué ces 3 requétes symétrisées. La sy-
métrisation finale impliquant 7, dans 42;, est effectuée a la toute
fin, en un temps que nous noterons ¢y, et que ./ n’atteint pas.

On peut montrer par récurrence sur le nombre de requétes que

zzf> =K > ‘Q/Jf"> |o, 7, ) pour t < tg, ou K
(o,7,m)EAUt(P)

est un facteur normalisant, valant m dans le cas probabi-

1

v [Aut(2)|

aprés initialisation, pour la raison que 'on a alors |¢f) = |[¢),
pour tous z,y € JI.

l'on a

liste, dans le cas quantique. C’est en effet bien le cas
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Exemple 4.5

Supposons maintenant que I’égalité soit vraie au temps ¢, juste
avant une requéte, et soit ¢’ un temps situé juste apres la requéte.
On peut écrire |¢F) = >

iel,jeJ
gbf,i’j> |i) |7 @ z(i)). D’autre part, on a

¢§i7j> |i) |7). Alors on a, apres la

requeéte, th,> = >
i€l jeg
)=k 3
(o,7,7) € Aut (2)
i1el,jeyj

617 ) 1)1} o7, m)

Par définition de szf, on a donc, aprés requéte,

)=k
(o,7,7) € Aut (2)
tel,jeyg

G55 i) | @ rao ™t (D) oy 7 m)

1

Comme x] = Txo~ ", on peut aussi écrire cet état ainsi :

K Z ’¢$;>|U,T,7T>.

(o,7,m)EAUt(P)

C’est précisément ce qu’il fallait prouver pour conduire la récur-
rence a I’étape suivante.
Il reste a vérifier que le comportement de l'algorithme & la fin
est correct. Pour ¢ proche de t; mais inférieur, on a donc ’1@;’5> =
K X
(o,7,m)EAUL(P)
nous venons de faire pour les requétes, écrire cette fois ;) =
> |éer) |r) 5 on en déduit alors

T e e . N
wt"> lo, 7, 7). On peut, similairement & ce que

reR
Y==K Y |6 mlenm.
(o,7,7m) € Aut (2)
reR
D’ou le résultat escompté. O

Dans la section|3.3.2} nous définissions une distribution de probabilité comme
une moyenne de probabilités de réussite d’un certain algorithme en affirmant
qu’il s’agissait d’une symétrisation. On peut effectivement le voir comme le
résultat de la symétrisation d’'un algorithme. En effet, partant d’un algo-
rithme 7 pour wHSP 7 )=, on peut construire son symétrisé /. Nous avons
vu dans 'exemple qu’a tout automorphisme o de (Z,)" correspond un
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automorphisme (o,id, &) de wHSP 7 yn. Or, si H et H’ sont deux sous-
groupes de (Z,)" de méme cardinal, il existe un automorphisme o de (Z,)"
tel que o(H) = o(H') — il ne s’agit que d’un changement de base. Comme,
de plus, pour toute bijection 7 de [p"], (id, 7,1d) est aussi un automorphisme
de wHSP(Z,)", on en déduit que P_; () ne dépend que de 'ordre du sous-
groupe caché par v, qui est ce que nous voulions dans la section 3.3.2); comme
nous n’avions pas spécifiquement besoin de o , 1l nous a cependant suffi de
prendre directement la moyenne sans nous encombrer d’automorphismes de
problémes élémentaires.

4.1.3 Convexité

Les symeétries permettent de simplifier un certain nombre de techniques.
Nous allons voir ’exemple des techniques de bornes inférieures vues dans la

section 3.1

Commengons par cette remarque d’ordre général.

Fait 4.6

Soit C' un convexe compact de R™ et g : C' — R une application convexe. Soit
G un groupe ﬁnE] d’automorphismes linéaires de R" tel que C et g soient
invariants sous ’action de G, c’est-a-dire

Ve e CVpeG (uz) € CAg(u())=g(x)).
Alorsil existe x € C, fixé par tous les éléments de G, tel que g(x) = Hgn g.

Preuve : Soit y tel que g(y) = mcin g — un tel y existe car C est compact.

Alors z = ﬁ > u(y) convient. En effet, par définition x est fixé

HeG
par tous les éléments de G et par convexité de g, g(z) < g(y). O
Reprenons les notations du théoréme . On a W = max.Z#"(p),
: p
ou
F'(p)=  min > min (pe(i),py(i)).

T,y €.

J@) # f(y) 70
On peut considérer p comme un vecteur de R *7. Alors le domaine de
définition de %", qui est I'ensemble des p tels que chaque p, est une distribu-
tion de probabilité sur I, est convexe. Et #" étant définie par minimums et

sommes, est concave. D’apres le fait elle atteint donc son maximum en un
point de symétrie. Certes, mais quel groupe faisons nous agir 7 Eh bien, trés

211 n’est pas nécessaire de supposer G fini. On peut se contenter de le supposer compact,
la démonstration est la méme en remplacant la distribution de probabilité uniforme sur
G par la mesure de Haar.
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naturellement, Aut (Z?) ; en effet, ce groupe agit sur p par (o, 7,7)-p = pl, ol
par définition (p]), (i) = pzz (0(i)). Il nous faut, pour justifier cela, vérifier
que F" ((o,7,m) - p) = F" (p) pour tout (o, 7,7) € Aut (). Par définition,
on a

F" ((o,7,m)p) = mieny} > min (pag (0 (1), pyz (0 (4))) .
z,y B . - .
f@) # fy) /2OFYD

Par les changements de variable 2/ = 27 et y' = y7, on obtient cette
expression :

min Z min (pz (o (7)) , py (0 (7)) -

x,ye(aTﬂ) S

) 21 () if2T ) (D)AyT) (i)

o

Comme f( ) #+ f( Yl 1) est équivalent a f(z) # f(y), cette expres-

sion vaut

. (min " Z min (py (0 (1)), py (0 (i))) -
m,y o,T,T) - _ _
F@#T) A 6)
Effectuons maintenant le changement de variable i/ = o (7). On obtient
alors

F" ((o,1,m) - p) = min Z min (p (2),py (7)) -
A )
f@)# 1) Y

Comme 7'z (i) # 771y (i) est équivalent & z(i) # y(i) et, on a donc
bien .Z" ((o,7,7) p) = Z" (p). On peut par conséquent se contenter de
chercher le maximum de %" sur les p tels que pour tous x € ., i € I et
(o,7,m) € Aut (D), paz (0 (i) = pa (7).

Il en va de méme dans le cas quantique. On a W = max .Z#1(p), ou
P

Fip)= min > /pa(i)py (i)

1% f =R
Il faut juste constater que (z,y) — /Zy est concave sur [0;1]%, ce que
I’on peut sans doute démontrer de facon astucieuse, mais qui se vérifie tout
aussi bien en étudiant sa hessienne.

Exemple 4.7
Prenons 'exemple de RTNTy, la recherche dans un tableau non trié de
taille N, introduite dans la définition Notons 0 la fonction constante
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égale a 0 sur [N] et, pour i € [N], z° la fonction de [N] telle que z'(j) = d;;.
Supposons N > 1. Rappelons que I’on a dans ce cas Aut (RTNTy) = &) x
{id} x {id}; pour alléger les notations nous nous contenterons de noter o
Pautomorphisme (o,1id, id). Tachons maintenant de calculer LM" (RTNT y)
et LMY (RTNTy). Nous venons d’affirmer qu’il nous suffit de considérer les
p symétriques. Quels sont-ils 7

Pour commencer, pour tout o € Gy, on a 0, = 0, donc pour tout i,j €
[N], pg (1) = pg (j), d’ott 'on déduit que pg doit étre la fonction constante
égale a %, puisqu’il s’agit d’une distribution de probabilité sur [N]. Ensuite,
il faut remarquer que 2% = 27", On a donc, pour tous 4, j € [N]eto € CIINE
Pyi (J) = Pyoty (0(4))- Or &) agit 2-transitivement sur [V], c’est-a-dire que
pour tous couples (i,7) et (¢/,7’) d’éléments de [N] vérifiant i # j et i’ # j,
il existe o € Gy tel que o (i) =4’ et o(j) = j'. On a donc, p,i (§) = p, (§),
pour tous 4,7,i’ et j/ dans [N] vérifiant ¢ # j et ' # j'; d’autre part on
a aussi, par simple transitivité, p,: (i) = p, .~ (i') pour tous i, i’ dans [N];
soit « cette valeur. Du moment que p est symétrique, il est complétement
déterminé par a; nous le noterons alors p®. Nous avons en effet déja vu que
pg est la fonction constante égale a % De plus, par définition, pg; (i) = a.
Comme p?; est une distribution de probabilité sur [N] et est constante sur
[N]\ {i}, on a p% (j) = =% pour j # i. Notons que la seule contrainte sur
la valeur d’a est d’étre dans l'intervalle [0;1]. Maintenant, .#" et .#¢ sont
fort simples a calculer :

e i
F" (p )—mln(a,N>,

s =3

Dans les deux cas, on atteint le maximum dans le cas a = 1, ce qui donne

LMP? (RTNTy) = N et LM4(RTNTy) = v/N.

4.1.4 Problémes

Soit G un sous-groupe de Aut (£?). Nous allons nous intéresser a ’action
de G sur ., action qui est simplement définie comme précédemment en
attribuant un roéle trivial & la permutation des éléments de R :

(o,7,m) x=uxl.

Ce qui va particuliérement nous intéresser sont les orbites de .¥ sous
Paction de G. Nous noterons O¢ (&) l'ensemble de ces orbites. Nous allons
définir dans peu de temps la notion d’action transitive de G sur &, mais
avant cela il nous parait avisé d’expliquer briévement pourquoi nous distin-
guons cette notion de celle d’action transitive de G sur ., qui se produit

quand Og (£2) = {.7}.
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Bien str II faut voir que les problémes élémentaires & = (I, J, R, ., f)
tels que l'action de Aut (&) sur .7 est transitive ne sont pas nécessairement
treés intéressants. Que 1’on songe aux propriétés qu’un tel probléme vérifierait.
Pour chaque z et chaque y de .7, il devrait exister o et 7 tels que y = 2.
A renommage des entrées et des indices prés, toutes les fonctions de .# sont

identiques ! Autrement dit, il existe des entiers strictement positifs A, ..., Ag
k

vérifiant Y A; = |I] tels que pour tout = € .7, il existe j1,...,Jk € J deux-a-
i=1

deux distincts tels que pour tout ¢ € {1,..., k}, |x*1 (]z)| = \;. Par exemple,
dans le cas de la recherche dans un tableau non trié, si 'on se fixe toujours
pour but de repérer les tableaux remplis de « 0 » & l'exception d’'un « 1 »
quelque part, on ne peut pas utiliser comme témoin le tableau nul. On peut
décider que les témoins seront les complémentaires des tableaux recherchés,
soit les tableaux remplis de « 1 » a I'exception d’une case qui contient un
« 0 ». On peut bien entenu imaginer des exemples moins triviaux, mais nous
ne voyons aucun cas oul cette propriété de transitivité « totale » ne réduirait
pas l'intérét des problémes & la portion congrue, comparé a la propriété de
transitivité que nous définissons maintenant.

Définition 4.8

Soit & = (I,J,R,., f) un probléme élémentaire. Un sous-groupe G de
Aut (2) est dit agir transitivement sur & si pour chaque r € R, f~1(r)
est contenu tout entier dans une méme classe de transitivité de . sous
laction de G, c’est-a-dire

Ocr(s;xs,xqop) (Z) = {f(r)/r € R} .

On dit que & est transitivement symétrique si Aut (&) agit transi-
tivement sur &.

Lorsque I’on considérera tous les automorphismes d’un probléme élémen-
taire, on omettra la mention du groupe; ainsi ¢ (&) sera utilisé en lieu et
place de Opyy(2) (2).

4.2 Non-adaptativité

Nous allons désormais nous intéresser uniquement aux algorithmes pro-
babilistes. Il existe une notion d’algorithme quantique non-adaptatif, mais
on ne sait en dire que peu de choses; on pourra tout de méme se reporter
a [BD99| ou [NY04] pour plus d’information.

4.2.1 Définition

Informellement, un algorithme est dit non-adaptatif lorsque il ne tient
pas compte du résultat des requétes avant la toute fin, au moment de rendre
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son verdict.

Définition 4.9

Soit &/ un algorithme probabiliste de complexité en requétes T pour un
probléme élémentaire & = (I,J,R,.7, f). Si, pour tout A € I* de taille
au plus T, P (x,A) ne dépend pas de x € ., alors on dit que </ est

un algorithme non-adaptatif. On note alors fort logiquement P, (A) =
Py (z, A).

Cette définition justifie que 'on puisse présenter un algorithme non-
adaptatif de complexité en requétes 7' < |I| pour un probléme élémentaire
P =(I,J,R, 7, f) de la sorte :

e Choisir aléatoirement w € )
e Queérir les image ji, ..., jr des éléments de A, par x.
e Renvoyer O(w, j1,...,Jj7).

Il apparait clairement que 'on a une propriété équivalente a celle du
fait : un algorithme probabiliste non-adaptatif n’est rien d’autre qu’une
distribution de probabilité sur des algorithmes déterministes non-adaptatifs.

Fait 4.10
Soit & = (1, J,R,., f) un probléme élémentaire. Pour tout algorithme pro-
babiliste non-adaptatif o/ de complexité en requétes T, il existe une distri-
bution de probabilité p : Q — [0;1], ot  est un ensemble fini d’algorithmes
déterministes non-adaptatifs de complexité en requétes T', qui est équivalente
a o/ en ce sens que l'on a, pour tout x € .&,

e pour tout A € I* de taille au plus T, Py (A) = > p(2)Pgy (A), et

2eQ
o Pl (x)= > p(2)F (z).
2eQ

Analyser la complexité des algorithmes non-adaptatifs est, comme on
peut s’y attendre, particuliérement facile ; nous allons voir comment procé-
der, & l'aide de la programmation linéaire.

4.2.2 Programmation linéaire

Un probléme de programmation linéaire n’a rien & voir avec ce
que nous appelons « probléme » de maniére générale dans ce mémoire. 11
ne s’agit pas d’un probléme impliquant une boite noire. C’est un probléme
d’optimisation, plus précisément on cherche en programmation linéaire &
trouver le maximum d’une fonction linéaire sur un domaine lui-méme défini
par des inéquations affines.

La programmation linéaire est un domaine trés étudié. De nombreux
problémes d’optimisation peuvent se ramener & un programme linéaire, et on
a découvert des méthodes ingénieuses pour résoudre ces programmes. Nous
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ne nous intéresserons cependant pas du tout a la résolution des probléemes de
programmation linéaire, mais uniquement au théoréme de dualité de cette
théorie. Les preuves des affirmations qui vont suivre, ainsi que de plus amples
renseignements sur les tenants et aboutissants de la programmation linéaire,
peuvent étre trouvés par exemple dans [Vaz06], au chapitre 12.

Voici la forme générale que prend un programme linéaire.

e Variables : x1,...,x,.

N j=1...k
e Constantes : (af)i:L”n s (05) =1 e ()it e
n

e Probléme : maximiser ) ¢;z; sous les contraintes
i=1

Comime annoncé, la fonction & maximiser est linéaire en les variables x;,
et les inégalités 1 et 2 définissent un domaine convexe par inégalités affines,
formant ce que l'on appelle un polyédre convexe. Appelons ce programme
linéaire le primal. Le théoréme de dualité de la programmation linéaire
énonce que 'on peut associer au primal un dual dont la solution est iden-
tique. Les constantes du dual sont les mémes que celles du primal, méme
si elles ne sont pas utilisées aux mémes emplacements, mais le nombre de
variables change, et le dual est un probléme de minimisation, alors que le
primal était un probléme de maximisation. Voici la forme du dual :

e Variables : y1,..., k-

=k
e Constantes : (a‘g)i:L“n s (05) i1 ko (€)imtne

e Probléme : minimiser ) b;y; sous les contraintes
j=1

k .
-Vi=1...n, > aly; > ¢, et
et

J
—VWi=1...k y >0.

Ainsi, 4 part la condition de positivité des variables, le dual a autant
d’inégalités définissant le domaine que le primal a de variables, et vice-versa.

Un aspect intéressant, pour nous, des programmes linéaires, est qu’ils
consistent & maximiser une fonction linéaire sur un convexe. Ils tombent
donc tout & fait sous le coup du fait [£.6]

Avant de passer & la suite, nous nous devons de mentionner que cette
dualité de la programmation linéaire, telle que nous ’avons utilisée pour
parler d’algorithmes probabilistes en utilisant le fait peut étre égale-
ment vue comme une application du polymorphe principe de Yao [YaoT77],
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qui est de fait une application de la dualité de la programmation linéaire &
I’algorithmique probabiliste.

4.2.3 Formule

Pour énoncer la proposition qui suit, nous avons besoin de cette défini-
tion.

Définition 4.11
Soit & = (I, J,R,., f) un probléme élémentaire, pour A € I", X C J7 et
r € R.

P",(X) est la proportion des éléments x de f~1(r) vérifiant z(A) € X.

Proposition 4.12

Soit 2 = (I, J, R,., f) un probléme élémentaire transitivement symétrique.
La probabilité de succés maximale pour un algorithme probabiliste non-
adaptatif of de complexité en requétes T' < |I| vaut

= e DT
Dr
Spr=1 || X, =J7 "
reER rER

Cette formule, dans le cas particulier des problémes de décision et avec
une notion plus faible d’automorphisme de probléme élémentaire, est 'objet
de [KNPOG].

Preuve de la proposition : Un algorithme déterministe non-
adaptatif de complexité en requétes T' est défini par un ensemble

A C I de taille T et une partition de J4 = || X,.. Selon cette
reR
description, ’algorithme consiste & effectuer les requétes ¢ pour

i € A, puis a répondre « r » si (A) € X, ; on peut représenter
cet algorithme par le couple (4, (X,),cp)-

Supposons maintenant que, pour w € £, nous appliquions 1’al-
gorithme (A, (Xr)reR), avec probabilité g (A, (XT)TGR), ou q est
une distribution de probabilité sur ’ensemble des algorithmes
déterministes non-adaptatifs de complexité en requétes 7. La
probabilité de réussite de cette procédure, sur l'entrée z € &,
vaut

> ¢ (A, (Xr)rer) -
(A(Xr)ye ) /2(A)EX 4z
D’apres le fait .10} un algorithme probabiliste non-adaptatif de
complexité en requétes T' est une distribution de probabilité sur
des algorithmes déterministses non-adaptif de complexité en re-
quétes T'; par conséquent, 3, la probabilité de succés maximale,
est la solution de ce programme linéaire :
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e Variables : b et les ¢ (4, (X;),cp) tels que |A] =T.
e Probléme : maximiser b sous les contraintes

L. Z q (A7 (XT)TGR) < 17
(A’(XT)TER)

2 Vi €7, b > ¢ (4 (Xr);er) <0,
(A(Xr),cr)/T(A)EX f (2
et

3V (4, (X0),er), 4 (A (X2)yeq) 2 0.

Cela fait un nombre considérable, mais bien déterminé, de va-
riables. On pourra remarquer que, bien que g soit censé étre une
distribution de probabilité sur les (A, (Xr) e R)v nous requérons
seulement que la somme des ¢ (A, (Xr) e R) soit inférieure ou
égale & 1, et non nécessairement égale. Il s’agit simplement d’un
allégement technique qui permet de simplifier 'écriture du dual.
Cette altération ne modifie pas la solution du programme linéaire.
En effet, si pour certaines valeurs les variables b et g (A, (Xr)reR)
réalisent les contraintes, on peut toujours augmenter la valeur des
q (A, (XT)reR) pour faire en sorte que leur somme fasse 1, et les
contraintes seront toujours respectées. Cela étant dit, voici main-
tenat le dual de ce programme linéaire :

e Variables : S et les ay, pour z € 7.
e Probléme : mininiser S sous les contraintes

LY ay > 1,

zeS
2.V (A4 (X)en), S— X ap>0,
3. 5>0et

4. Ve € &, a, > 0.

Soit z € ., (0, 7,id) € Aut () et (A, (X,),cx) un algorithme
déterministe non-adaptatif. On a

x, (A) € Xf(m) — (0_1 (A)) er! (Xf(x)) .

Fixons S et (a;),c s respectant les contraintes du dual, ainsi
qu'un automorphisme (o, 7,id) de &. (0, 7) agit naturellement
par permutation sur les variables du programme, par (o,7) -
Qp = g7 ; il agit aussi sur les programmes déterministes non-
adaptatifs, par

(o,7) " (A, (Xr)reR) = (‘7 (A), (7 (Xr))TGR) .
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L’équivalence que nous avons écrite dit simplement que 1’algo-
rithme & = (A, (X,),cp) ne fait pas d’erreur sur Uentrée z7,
si et seulement si ’algorithme (0_1,7'_1) - o/ ne fait pas d’er-
reur sur ’entrée z. Comme la permutation des variables peut
étre « compensée » par une permutation des algorithmes, les
contraintes du programme linéaire dual sont globalement inva-
riantes par ’action de (o, 7). Comme de plus la fonction & maxi-
miser, S, est inchangée par cette action, on en déduit, d’aprés le
fait que 'on peut supposer que les variables sont un point
fixe de cette action. En l'occurrence, cela signifie que I'on peut
supposer que ’on a, pour tout x € . et tout (o, 7,0) € Aut (&),
Qgr = a,. & étant supposé transitivement symétrique, on peut
aussi écrire 4 comme la solution de ce programme linéaire dual :

e Variables : S et les p,., pour r € R.
e Probléme : mininiser S sous les contraintes

]" Z pT Z 17
reR
2.V (A, (XT)TGR), S — Z;%pr P (X)) >0,
re
3. 5>0et

4. Vr € R, p, > 0.

On retrouve ainsi précisément la formule exprimée dans la pro-
position {.12]

O

4.2.4 Point de vue algorithmique

0 s’exprime donc comme le minimum sur un certain convexe du maximum
d’un certain nombre de fonctions convexes définies sur un espace de dimen-
sion |R| — 1. Dans ces conditions, on peut affirmer que, pour un probléme
donné, il suffit en réalité de considérer |R| fonctions convexes particuliéres.
Précisément, on a le résultat suivant :

Fait 4.13
Soit n > 0, C une partie convexe de R™ et ( f;);c; une famille finie de fonctions
convexes de C dans R. Alors il existe J C I de taille au plus n + 1 tel que

i ax f; = mi ax f; .
BB S () = g S )

1l s’agit 14 d’une conséquence immeédiate d’un théoréme démontré par
Eduard Helly dans [Hel23], et que voici :
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Théoréme 4.14 (Helly)

Soit (C;);c; une famille finie de convexes de R™ telle que () C; = (). Alors il

el
existe J C I de taille au plus n + 1 tel que [ C; = 0.
ieJ

Preuve du faitlf.15 : Soit m = minmax f; (z) et, pouri € I, C; =

zeC i€l

{z € C/fi(x) < m}. Les C; sont convexes car les f; le sont, et leur
intersection est vide par définition de m. D’aprés le théoréme
de Helly, il existe donc J C [ de taille au plus n + 1 tel que
N C; =0, ce qui signifie Hélél max fi(x) > m; du fait que J C T

ieJ z
on a immeédiatement 'inégalité inverse.

O

Appliquons le fait au calcul du parameétre (3 de la proposition [4.12]
Soit & = (I,J, R, f) un probléme élémentaire. Au sens strict, la minimi-
sation se fait sur |R| variables, les p,. Toutefois, ces variables étant liées par
la contrainte Y p, = 1, un simple changement de variable nous rameéne a un

reER

probléme de minimisation sur un convexe de RIZI=1_ 11 existe par conséquent,

pour s € R, A* € I" et (X%),cp, avec pour tout s € R, |] X

reR
que le paramétre 3 de la proposition vaille

min max E pr-Phs (X)) .
. €
pr=0  SSRCR

Zprzl

reER

Le dual donne une expression de cette forme :

i= g, i Yo L),
e gqu=1 s€ER reR

sER

= JT tels

Or > P, (X?) est la probabilité de réussite du symétrisé de 1’algo-

reR
rithme suivant :

e Effectuer les requétes A®.
e Six(A%) € X; alors répondre « f(z) =1 ».

On en déduit donc qu'il existe une distribution de probabilité (gs),  telle
que le symétrisé de l'algorithme suivant est optimal parmi les algorithmes

non-adaptatifs de complexité en requétes donnée :

e Choisir s € R avec probabilité gs.
e Effectuer les requétes A°.
o Siz(A®%) € X? alors répondre « f(z) =7 ».
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Nous verrons dans la suite essentiellement des exemples ot |R| = 2. Dans
ce cas, un algorithme non-adaptatif optimal peut donc s’écrire comme le sy-
métrisé d’une superposition probabiliste de deux algorithmes déterministes,
pas plus.

4.3 Quand l’adaptativité ne sert a rien

4.3.1 Le Probléme

A la lumiére des résultats de la section on peut naturellement se de-
mander si la restriction a des algorithmes non-adaptatifs est particuliérement
contraignante. Plusieurs questions émergent naturellement :

e Les algorithmes déterministes non-adaptatifs sont-ils aussi efficaces que

les algorithmes déterministes adaptatifs effectuant autant de requétes ?

e Les algorithmes probabilistes non-adaptatifs sont-ils exactement aussi
efficaces que les algorithmes probabilistes adaptatifs effectuant autant
de requétes ?

e Les algorithmes probabilistes non-adaptatifs sont-ils presque aussi effi-
caces que les algorithmes probabilistes adaptatifs effectuant autant de
requétes ?

Toutes semblent ardues en général ; on peut citer en exemple une conjec-
ture de Karp, qui semble étre citée dans la littérature pour la premiére fois
par Arnold L. Rosenberg dans |[Ros73|, et reste ouverte a ce jour. Comme
nous pensons que cet exemple mérite d’étre connu, nous allons développer
briévement ; pour cela il nous faut ces deux définitions.

Définition 4.15
Une propriété de graphe’| P est croissante si pour tous graphes G = (V, E)
et G' = (V,E') avec E C F', si P(G) alors P(G').

Définition 4.16
Un probléeme & = (I, J, R,.7, f) est dit évasif si sa complexité en requétes
déterministe vaut |I|.

Selon la conjecture de Karp donc, toute propriété de graphe croissante
et non triviald génére un probleme évasif| Comme il découle aisément de
la proposition — ou plus directement de trente secondes de réflexion
— que la complexité en requétes déterministe et non-adaptative de toute
propriété de graphe non triviale sur les graphes de taille n est de n(n;l),
la conjecture de Karp équivaut & : « pour décider les propriétés de graphe
croissantes et non triviales, les algorithmes non-adaptatifs sont optimaux ».

On voit donc que méme dans un cas particulier de propriétés de graphe, et

3Voir la définition
4(est-a-dire ni toujours vraie, ni toujours fausse.
SPour la formalisation des problémes de graphes, voir la section m
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en ne considérant que les algorithmes déterministes, la question de 'efficacité
des algorithmes non-adaptatifs est difficile.

Remarquons que « croissante » est un mot important dans la conjec-
ture. L’intuition peut laisser penser que toute propriété de graphe non tri-
viale est évasive, mais si c’est le cas ce n’est qu'un mauvais coup de plus a
mettre & son actif. En effet, des « contre-exemples » a la conjecture de Karp
existent dans le cas de propriétés non-croissantes; un tel exemple est fourni
par la reconnaissances des graphes-scorpions. Un graphe G de taille n est un
graphe-scorpion s’il contient un sommet b de degré n — 2 et que le seul
sommet qui ne soit pas adjacent & b est de degré 1 et relié & un sommet u
lui-méme de degré 2. Si cela n’est pas clair, une illustration est fournie avec

la figure

Fia. 4.2 — Un graphe-scorpion tout ce qu’il y a de plus typique

Il existe un algorithme déterministe reconnaissant les graphes-scorpions
de taille n, et de complexité en requétes seulement au plus 6n. On peut
trouver la preuve de ce fait dans le théoréme 1.5 du chapitre VIII de [Bol04].

On peut citer également un exemple plus simple : distinguer un graphe-
étoileﬁ d’un graphe-étoile auquel une aréte a été retirée. Il ne s’agit pas
d’un probléme de graphes & proprement parler, puisqu’il y a la promesse
supplémentaire que le graphe est d’'une forme ou d’une autre, mais de la
méme maniére les algorithmes déterministes non-adaptatifs doivent effectuer
”(nT_l) requétes pour résoudre ce probléme alors qu’il existe clairement un
algorithme déterministe résolvant le probléme et ayant une complexité en
requétes en O(n).

Il y a donc bien quelques difficultés & dire quand ’adaptativité est inutile.
Nous allons tout de méme consacrer la suite de cette section & donner des
exemples simples de classes de probléme pour lesquels c’est le cas.

5Un graphe-étoile est un graphe & m — 1 arétes, qui connectent n — 1 sommets
« extérieurs » & un sommet « central ».



4.3. QUAND L’ADAPTATIVITE NE SERT A RIEN 93

4.3.2 Propriétés générales

Nous allons dans cette section relever quelques propriétés générales de
Py (z,A).

Fait 4.17
Soit & = (I,J,R,., f) un probléme élémentaire, o/ un algorithme proba-
biliste pour & et A € I*. Si z(A) = y(A) alors pour tout i € I,

Py (2, A.(0)) = Py (3, A.(3))

Preyve : Supposons dans un premier temps que & est un algorithme
déterministe. Dans ce cas, P/ (x, A) ne peut prendre que les va-
leurs 0 et 1, et la conclusion du fait découle du fait que les
requétes faites dépendent de maniére déterministe des résultats
des requétes précédentes.

Dans le cas général d’un algorithme probabiliste, le résultat dé-
coule du cas précédent et du fait qu'un algorithme probabiliste
est une superposition probabiliste d’algorithmes déterministes,
comme indiqué par le fait [I.19] O

Nous avons déja associé a un algorithme &/ pour un probléme élémentaire
& son algorithme symétrisé o7 : il s’agit de la définition de la section m

Fait 4.18
Pour tout (o,7,m) € Aut (£) et tout A € I*,

P;(z,A) =P (z],0(A)).
Preuve : Par définition de la symétrisation, on a

1

P (x, A) = el (U’Tﬁﬂgm(% P (22, 0(A)).
Soit (o, 7,m) € Aut (£).
Pa5.4) = iy X Py (@D5,0(4)
(0! 7' 7" )EAUL(P)
B Wl('@)' (o 7' ;1w )EAut( ) P (3?;//227 Ul(A))
= |AT1(90| > Py (a:;/,/,,a”a_l(A)>

(o", 7" 7" eAut(P)
avec (o, 7" 7" = (o', 7', 7").(0, 7, 70)

PJJ(JJT A) = Pj(x,afl(/l))
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4.3.3 Problémes totalement symétriques

Dans certains cas, sans qu’on ait besoin d’aller chercher plus loin, la
symétrisation suffit & construire un algorithme non-adaptatif, quel que soit
o ; il 8’agit donc 1a d'une propriété qui appartient en propre a &2.

Fait 4.19
Soit & = (I,J,R,., ) un probléme élémentaire et supposons qu’il existe
H < & agissant k-transitivemen{|sur I et tel que H x {0} x {0} < Aut (2).
Alors, pour tout x € J! et A € I* de taille au plus k,
P,; (z, 4) 1
7 (x,A) = :

7 (I =1) - (] = |A[=1)

Preuve : Fixons la valeur des bits aléatoires de & a w, et agissons donc
pour l'instant comme si &7 était déterministe.

Procédons par récurrence sur la taille de A. L’affirmation du
fait est triviale lorsque |A| = 0. Ensuite, la premiére requéte
effectuée par & est toujours la méme; appelons-la ig. La pre-
miére requéte effectuée par o est donc o1 (ig), ou (0,7, 7) est
choisi aléatoirement et de maniére uniforme parmi les éléments
de Aut (£). Ainsi on a, pour tout = € J! et tout A € I*,

1
P (z,A) = m
Apres la premiére requéte, o/ ne querra plus jamais ig; on peut
donc voir le reste de 'algorithme comme une procédure auxiliaire
travaillant sur un probléme élémentaire modifié ou les fonctions
de 7 ne serait plus définies que sur I \ {ip}. Pour le présen-
ter d’une autre maniére, cela ne changerait rien — c’est-a-dire
qu’on obtiendrait un algorithme équivalent a o — si, avant la
deuxiéme requéte, on remplacait I’automorphisme (o, 7, 7) choisi
par &/ par un nouvel automorphisme (o/,7/,7') choisi au ha-
sard et de maniére uniforme parmi les automorphismes de &
vérifiant o’ (i) = o (ip). Comme Aut (£?) contient H qui agit
2-transitivement sur I, la deuxiéme requéte lancée par o est
aléatoire, et uniformément choisie dans I\ {ip}. Le raisonnement
se poursuit par récurrence et cela prouve donc le résultat dans
le cas out &7 est déterministe. Comme un algorithme probabiliste
peut s’écrire comme une superposition probabiliste d’algorithmes
déterministesﬁ, le résultat reste vrai pour les algorithmes proba-
bilistes. O

"On dit qu’un groupe G agit k-transitivement sur un ensemble X si, étant donné deux
k-uplets (x1,...,2k) et (y1,...,yr) d’éléments distincts de X, il existe toujours g € G tel
que pour tout i = 1,...,k, g-x; = y;. Pour £ = 1 on retrouve la notion habituelle de
transitivité.

8Voir le fait
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Il est malheureusement « bien connu » — voir par exemple la section 1.12
de [Cam99] — que si un groupe de permutations d’un ensemble & n éléments
agit 7-transitivement, alors il agit (n — 2)-transitivement. Le fait n’est
par conséquent utile que quand H se trouve étre &y, le groupe symétrique,
ou 27, le groupe alterné. Ainsi, si nous définissons ainsi la notion de probléme
élémentaire totalement symétrique :

Définition 4.20
P = (I,J,R,.”, f) est totalement symétrique si S; x {0} x {0} <
Aut (2).

1l s’agit en réalité de ce que l'on appelle en général simplement un
« probléme symétrique », mais nous préférons ici utiliser une terminolo-
gie un peu plus élaborée pour distinguer cette notion de celle de symétrie
transitive. Quoi qu’il en soit, on a le corollaire suivant, que ’on peut aussi
déduire immeédiatement du lemme 9 de [BYKS01] :

Fait 4.21

Soit & = (I,J,R,.”, f) un probléme élémentaire totalement symétrique.
Alors, pour &, les algorithmes non-adaptatifs sont aussi efficaces que les
algorithmes généraux.

Preuve : Soit &/ un algorithme probabiliste pour &2. D’apres le fait4.19}
o est équivalent & un algorithme non-adaptatif; or sa probabilité
d’erreur est la méme que celle de 7. O

On pourrait penser au premier abord que les hypothéses du fait
sont trop restrictives, qu’il est suffisant de supposer que Aut (<) agit k-
transitivement sur I — l'action étant définie par (o,7,7) -7 = o (i). Ce
n’est cependant pas possible de supposer seulement cela, car les éventuelles
« intrications » entre les o et les 7 peuvent poser probléme. Considérons par
exemple le probléme élémentaire &2 = (I, J, R,.7, f), ou

e [ =J=[N],

e R=DB,

. flz) = { T six est l'identité ot
L six est une transpositionﬂ ’

o .Y =dom(f).

On vérifie aisément que Aut (2) = {(0,0) /o € Snj} x {0}, qui sans
conteste agit N-transitivement sur [N]. Mais soit &/ l'algorithme suivant,
dont ne nous précisons que le début, la suite n’étant d’aucune importance et
pouvant étre complétement arbitraire :

e Queérir 1, 2, 3, etc., jusqu’a trouver i, tel que z(is) # is.
e Quérir z (is) si ce n'est pas déja fait.

9Une transposition est une permutation se contentant de permuter deux éléments dis-
tincts.
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Remarquons que si 'on arrive a la seconde étape c’est que x n’est pas
I'identité ; s’il s’agit d’une transposition, alors en réalité la requéte x (is) n’a
pas encore été effectuée puisque nécessairement x (i) > is. Voila maintenant
comment on peut décrire o

e Quérir des éléments aléatoires, distincts et uniformément
répartis dans I jusqu’a trouver ig tel que x(is) # is.

e Une fois que cela s’est produit, quérir z(is), & condition
que cela n’ait déja été fait.

On voit bien que la conclusion du fait est fausse dans cet exemple;
par exemple, si x est la transposition permutant 0 et 1 et ¢ la transposition
permutant 0 et 2, alors P ; (z,0) = 0.

4.3.4 Problémes de collision

Certains problémes, en particulier parmi ceux qui sont étudiés dans le
cadre du calcul quantique, se raménent & déterminer si la fonction dans la
boite noire est injective ou pas. C’est par exemple le cas de « one-to-one
versus two-to-one », ainsi que des problémes de décision associés aux pro-
blémes de sous-groupes cachés. Nous appellerons « problémes de collision »
les problémes de cette forme, puisqu’ils consistent & déterminer si la fonction
dans la boite noire a une colliston, une collision pour une fonction f: X — Y
étant une paire {z,y} d’éléments distincts de X telle que f(x) = f(y); voici
une définition précise de cette classe de problémes.

Définition 4.22

Un probléme de décision élémentaire & = (I,J,B,.7, f) est un probléme
de collision si toute application de f~! (T) est injective alors qu’aucune de
f71 (L) ne I’est, ou vice-versa en échangeant T et L.

Comme dans la section nous allons pour l'essentiel symeétriser un
algorithme o7 pour en faire un algorithme non-adaptatif. Seulement, cette
opération ne suffit plus tout a fait; il faut aussi contréler le comportement
de o apres qu’il a trouvé une collision, en prenant la place de la boite noire,
et en intervenant aussi au moment ou & rend son verdict.

Fait 4.23

Soit & = (1,J,B,.7, f) un probléme de collision tel que {0} x &; x {0} <
Aut (£2). Alors, pour P, les algorithmes non-adaptatifs sont aussi efficaces
que les algorithmes généraux.

Preuve : On supposera sans perte de généralité qu’une fonction x de
& est injective si et seulement si f(x) = T. Comme Aut ()
contient {0} x & x {0}, 71 (T) est en fait ’ensemble des ap-
plications injectives de I dans J. Soit & un algorithme pour &
de complexité en requétes T, et o son symétrisé.
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Soit z € . injective et notons B la suite de réponses regue par
o/ quand la fonction boite noire est . Comme Aut () contient
{0} x &7 x {0}, et selon un raisonnement similaire & celui de la
preuve du fait , a chaque requéte, Tzo ! () est uniformément
distribué parmi les éléments de J qui ne sont pas les résultats de
requétes précédentes. B est donc uniformément distribué parmi
les suites de taille T" d’éléments distincts de J.

Nous définissons maintenant un algorithme <7’ en modifiant o
de la facon suivante. Tant qu’aucune collision n’a été trouvée, on
applique respectueusement . En revanche, dés qu’une collision
se manifeste, on « trompe » & en lui faisant croire qu’il n’a pas
trouvé de collision, puis & la fin on intercepte sa réponse pour
annoncer & sa place que la fonction boite noire posséde une colli-
sion. Pour faire croire & o7 qu’il a affaire & une fonction injective,
on répond tout simplement a ses requétes par des éléments aléa-
toires de J qui ne sont pas le résultat de précédentes requétes, et
ce de maniére uniformément répartie. Cela nous assure que, jus-
qu’a la toute fin, o adopte exactement le méme comportement
statistique face & toutes les fonctions de . — et méme de J!. En
effet, quelle que soit la fonction boite noire, les réponses aux re-
quétes de o sont totalement et uniformément aléatoires — avec
seulement la restriction que les réponses sont distinctes les unes
des autres. En particulier, P, (z, A) est indépendant de z € J!,
se qui fait que &’ est équivalent a un algorithme non-adaptatif,
ainsi qu’énoncé dans le fait De plus, par construction, la pro-
babilité d’erreur de <7’ vaut au plus celle de &7, qui elle-méme
est inférieure ou égale & celle de o7 . O

4.4 Exemples

4.4.1 Recherche dans un tableau non trié

Reprenons RTINT y, le probléme de la recherche dans un tableau non
trié de taille N, défini dans I’exemple D’aprés le fait son groupe
d’automorphismes étant &y x {0} x {0}, pour déterminer la probabilité
d’erreur minimale des algorithmes effectuant T requétes, il suffit d’étudier les
algorithmes non-adaptatifs. Comme RTNT y est transitivement symétrique,
on peut pour cela utiliser la proposition Commencgons par regarder
aux algorithmes probabilistes de complexité en requétes 1. A toute paire
(A, X)eI'xp (Jl), on associe dans le plan (p, e) la droite A4 x d’équation

Aaxie=p-PE(X)+(1-p) (1-PA(X)).

En fait, quelle que soit la requéte A, on obtient les quatre mémes droites,
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représentées sur la figure 4.3 :
epour X =0:e=1-—p,

o pour X = {0} e =p(1- 3) + &
o pour X = {1} ie=(1-p) (1= 1), e
e pour X ={0;1} : e=p.
e
1
1-P% (A)
1-P5(A)
0 1 P

FiG. 4.3 — Une seule requéte pour RTNT

1—k/N
B=N/@2N-T)|

k/N

FiG. 4.4 — T requétes pour RTNT y

On pourra noter la symétrie de cette figure par rapport a la droite d’équa-
tion e = % C’est tout a fait naturel et généralisable, puisque les droites Ay x
et A AT\ x sont symétriques I'une de l'autre. On peut calculer le para-
métre 3 de la proposition m dans ce cas : il vaut %

Considérons maintenant le cas général d’un algorithme de complexité en
requétes T', que I’'on va tout de méme supposer inférieur & N pour d’évidentes
raisons. Le calcul est simple, grace & la propriété suivante : Pj(X ) vaut
toujours soit 0 soit 1, car la seule suite de réponses possible, & n’importe
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quelle suite de requétes a une fonction de f~! (L), est (0,...,0), car il n’y
a qu'une seule fonction dans f~! (L), la fonction nulle. Plus précisément,
P4 (X) vaut 1 si X contient (0,...,0), 0 sinon. Cela signifie — et pour s’en
convaincre il n’est que de jeter un ceil a la figure — que pour trouver
B 1l nous suffit de trouver X.x minimisant IP’Z (Xmax) sous la contrainte

(0,...,0) € Xmax, puis de regarder l'intersection de la droite correspondante
avec celle d’équation e = 1 — p. Xpax = {(0,...,0)} convenant clairement,
un simple calcul montre que maintenant
N
=
2N —-T

Ceci nous permet de calculer exactement la complexité en requétes de
RTNTy pour une probabilité d’erreur au plus ¢ :

1—2¢
N|.
=]

4.4.2 Probléme de Simon

Nous allons étudier dans cette section le probléme de Simon affaibli |
soit wHSP (7,y» — voir la définition Soit A une suite de T requétes
distinctes, et B une suite de T réponses. Bien entendu, si B contient deux
fois ou plus la méme valeur, alors P} (B) = 0. Il en résulte que, lorsque nous
tentons de calculer 3, il nous suffit de considérer les X contenant toutes les
suites non-injectives. Cela traduit le fait que le probléme de Simon est un
probléme de collision : une fois une collision trouvée, il n’y a plus de question
quant & la classification de la fonction boite noire. Soit donc A ’ensemble
des suites injectives de taille 7' d’éléments de J.

Calculons P4 (A). Une fonction 7 : (Z2)" — [2"] cachant le sous-groupe
H., ={0,s,} est injective sur A si et seulement si

Ve,y€ A = —y#s.

On peut aussi 'exprimer, en notant, pour deux ensembles X et Y, X —
Y ={z—y/x € X,y € Y}, 'exprimer ainsi :

sy ¢ A—A.

Quand on choisit une fonction v au hasard et uniformément parmi celles
cachant un sous-groupe d’ordre 2, s, est uniformément réparti dans (Z2)" \

{0}. Il en résulte ceci :
A—-Al-1
phay=1-A-4=1
A (A) ST

Fixons maintenant A et remarquons que ni P} ({B}) ni P4 ({B}) ne
dépend de B du moment que B se contente d’étre injectif, c’est-a-dire une
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suite d’éléments distincts ; par exemple P} ({B}) vaut %, puisque 2™!
est le nombre total de fonctions injectives et (2" —T')! le nombre de fonctions
injectives prenant les valeurs B sur A. Lorsque X ne contient que des suites
injectives, P} (X) et P4 (X) sont donc linéaires en la taille de X. En prenant
en compte le fait qu’il nous suffit de considérer les ensembles contenant A,
cette remarque montre que toutes les droites A 4 x qui nous intéressent, pour
un A fixé, passent par le méme p oint, ainsi qu’on peut le voir sur la figure[4.5]
ou l'on a representé les droites Ay = et Ay = correspondant respectivement
a une proportion & et £ des fonctions injectives. Le point est en particulier
a l'intersection des droites Agz et Ay jr, ce qui nous permet de calculer
I’ordonnée de ce point d’intersection simplement :

1 1
: T _ _ ol — —
02221 m)z(xXP]P’A(X) +(1-p) (1 ]P’A(X)) 11 Pj(A) 9 _ |A2—"fi|;1 .

F1G. 4.5 — Les droites Ay x quand X varie

La figure devrait également rendre clair le fait que, comme tous ces

min-max ont lieu sur la droite d’équation e = p, on peut inverser Ogligl et
<p<
max 4 dans la définition de 3, de sorte que 'on trouve

1
0= mfz‘xx 2—"47_‘4‘_1.
271

Le meilleur algorithme probabiliste de complexité en requétes T' consiste
donc & choisir A de taille 7' maximisant |A — A, a effectuer les requétes
o 1(A) ol ¢ est un automorphisme linéaire aléatoire de (Zs)", puis a ef-
fectuer une de ces deux procédures, la premiére avec probabilité 1 — 3, la
seconde avec probabilité 5 :

1. Oublier les requétes, les réponses, et déclarer que + cache un sous-
groupe d’ordre 2.
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F1G. 4.6 — Les droites Ay 5 quand A varie

2. Déclarer que v cache un sous-groupe d’ordre 2 si et seulement si aucune
collision n’a été trouvée.

On voit qu’il y a 1& un probléme combinatoire non trivial : la maxi-
misation de |A — A|, a taille de A fixée. Ce probléme devient encore plus
patent lorque 'on cherche a calculer la complexité en requétes du probléme
de décision associé au probléme de Simon, pour une probabilité d’erreur
au plus €, puisqu’il s’agit alors de trouver la taille minimale d’un ensemble
A C (Zy)" vérifiant |A — A] > (2" — 1) (2= 1) + 1. On peut toutefois aisé-
ment en déduire qu’il s’agit de © (\/27) Premiérement, |[A — A| est toujours
inférieur & \A\Q : ceci montre que la complexité en requétes est en € (\/27l)

Deuxiémement, on peut écrire (Z2)" = Zs (51 « Zo [5] et choisir, en suivant
cette décomposition, A = (ZQ (51 x {O}) U ({O} X Lo L%J) A est de taille

O (V27), et A+ A= (Z)"; CQFD.

4.4.3 One-to-one versus two-to-one

Commengons par expliquer le titre de cette section. ..

Définition 4.24
Une fonction f : X — Y est dite two-to-one si, pour tout y € Y, le cardinal
de f~1 (y) vaut 0 ou 2.

Il s’agit maintenant, étant donné une application de [2N] dans lui-méme
dont on est assuré qu’elle est soit injective, soit two-to-one, de déterminer
dans lequel des deux cas on se trouve. Voici maintenant comme de coutume
la, définition formelle :

Deéfinition 4.25
OVTy = ([2N],[2N],B, ., f) ou
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. f(z) = T six est injective
"1 L sizx est two-to-one
o ¥ =dom (f).

2

Signalons en passant que ce probléme a été raisonnablement étudié dans
le cadre quantique; il s’agit d’un de ces cas, que nous avions mentionnés
dans la section [3.2] de problémes pour lesquels la méthode par adversaire
est inefficace pour trouver des bornes inférieures sur la complexité en re-
quétes. On doit donc s’en remettre tant bien que mal a la méthode polyno-
miale [AS04, [Amb05 Kut03].

Aut (OVTy) = Gan) X Gpgn) X {0}, et OVT y est transitivement symé-
trique. On peut donc calculer sa complexité en requétes suivant la formule
de la proposition Il s’agit 1a encore d’un probléme de collision, aussi les
remarques préliminaires faites dans la section restent encore valables,
& savoir qu’il nous suffit de considérer les X contenant A, I’ensemble des
fonctions injectives, car P} (A) = 1.

Calculons donc P4 (A). C’est la probabilité qu'une fonction two-to-one
aléatoire = posséde une collision sur un ensemble fixe A C 2N]. Il y a (2%\7 )
parties de [2N] de taille 7'. Il faut maintenant compter le nombre de parties
A de taille T telles que la restriction de & A soit injective — x étant two-
to-one sur [2N]. Pour ce faire, considérons la partition de [2N] en parties a
deux éléments sur lesquelles x est constante. Commencons par choisir 7" de
ces parties qui constituent la partition : il y a (]:,\f) possibilités. Pour chacune
de ces parties il faut encore choisir quel élément est gardé : cela fait 27
possibilités. Au final, on obtient donc

N
(/)
2Ny
(ja7)
Toujours dans la méme veine que dans la section [£.4.2] pour un A fixé,

ni P} ({B}) ni P4 ({B}) ne dépend de B tant que celui-ci reste injectif, et
I’on peut calculer 8 de la méme maniére, ce qui donne dans ce cas-ci

P4 (A) =1 —2M

3 1 1
= max = .
— —_pX N
|[Al=T 2 IP)A (A) 1 + 2T ((27117))
T
De cette formule on peut inférer que la complexité en requétes proba-
biliste de « one-to-one versus two-to-one », pour une probabilité d’erreur

au plus g, ou € € ]0; %] est fixé, est équivalente & 24/N In (% — 1). Voici

comment : N
Soit F(T,N) = 2T (QZJFV) . On a vu dans la section 4.4.3| que le meilleur al-

T
gorithme probabiliste de complexité en requétes T' a une probabilité d’erreur

1 . . . . P N .
de 1— TFF(TN)- Si nous voulons que celle-ci soit inférieure & ¢, on doit donc

avoir F(T,N) < - — 1.

&
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Il n’existe pas, a priori, d’expression plus simple de la complexité en
requétes probabiliste. Toutefois, on peut en donner un équivalent relative-
ment simple pour les grandes valeurs de N. Nous allons pour cela calculer

un équivalent de F (cx/N , N ), ol ¢ est une constante.

—

N

F(eVN,N) = 2% oy
cvV N

_ 9eVN N!(2N—cVN)!
(N—cvV/N)!(2N)!

pov N VIV () \or (N /) (2 M) T

~~
~—

~ QW(N—C\/N)<N_Z\/N>N_C NW(%)QN
. (2N—cy/N)N VN
™ RN-c/NNN (N_C\/N)N—C\/ﬁ
N—cV'N N
~ 22N—c}/ﬁNN <2]</V:CC\\//7NN> <2N N C\/\éﬁ)
N—cVv N
~ 22N—c1¢ﬁNN 2N VN (1 T 2\]/VNC—2C)
N c
x (2IN) (1 . ﬁ)
N—cVN N
FVNN) ~ (rams) (o) o)

Calculons maintenant un développement limité du logarithme népérien

de g(N).

In(g(N)) = (N-e¢VN) 1+m)+mn<1—2\;ﬁ)
— c c? 1
= (N—¢V/N)n 1+W+W+O<E>>\
c c? 1

- (v-om) (s o)
5N -5 +0(%)
(V) = -5+0(F)

On en déduit que, pour tout ¢ > 0,

2

lim F (C\/N,N) —e T,

N—+o00
Si l'on définit 6.(N) comme vérifiant F (6. (N),N) = = — 1, on en
2
déduit que 0.(N) est asymptotiquement plus petit que cv/ N lorsque e™ 7 <

C2
ﬁ — 1 et asymptotiquement plus grand que cv N quand e” 4 < 1—; —-1;

d’ou :
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6.(N) ~2(/Nn (i _ 1).

4.4.4 Translation cachée

Voila encore un probléme qui fait couler de l'encre dans la communauté
quantique. Il s’agit en réalité d’un probléme de sous-groupe caché — affai-
bli — sur les groupes diédraux. Il s’agit en quelque sorte du plus simple des
problémes de sous-groupe caché difficiles. Citons [Kup03], qui contient essen-
tiellement tout ce que 'on sait faire. Actuellement, aucune borne inférieure
non triviale n’est connue ; mais revenons a nos algorithmes probabilistes.

Le probléme de la translation cachée n’est rien d’autre que le probléme
du sous-groupe caché dans un groupe diédra]@, si ce n’est qu’on ne s’in-
téresse qu’au sous-groupes d’ordre 2. Nous allons faire encore pire, en ne
nous intéressant dans cette section qu’au probléme de décision associé, afin
d’obtenir encore une fois un probléme de collision.

Pour de simples raisons de commodité, nous allons redéfinir le temps de
cette section le probléme de la translation cachée.

Définition 4.26
Transy = ([2] X Zn,[2N],B,.7, f), ou
T six est injective
o f(r) =4 L six estinjective sur {0} x Zy et qu’il existe t, € Zn
tel que pour tout k € Zy, © (1, k +t,) = x(0, k)
et
o ./ =dom(f).

Soit H le sous-groupe des permutations o de [2] x Zy telles qu’il existe
Jo veérifiant que pour tout (b,i) € [2] X Zn, o(b,i) = (b,i + b.7). Alors H X
San) % {0} est un sous-groupe de Aut (Transy) agissant transitivement.
Le probléme élémentaire Transy est donc transitivement symétrique, et on
peut 1a encore appliquer la proposition [4.12] pour analyser sa complexité
en requétes, car comme il s’agit d’'un probléme de collision dont le groupe
d’automorphismes contient {0} x &7 x {0}, les algorithmes non-adaptatifs
sont optimaux.

Pour la méme raison, nous allons comme dans les sections et
accorder une importance particuliére a A, I'ensemble des suites injectives de
taille T' d’éléments de [2N]. Pour A C [2], on va noter Ay et A; les parties
de Zs telles que A = ({0} x Ag) U ({1} x Ay).

10D, le groupe diédral d’ordre n, est par définition le groupe des isométries du plan
conservant un polygone régulier convexe & n cotés. On peut le définir par générateurs
et relations : <r,s\r”,52,rsrs>; on peut encore dire qu’il s’agit du produit semi-direct
Zn, % Z2. Contrairement a ce que son nom pourrait laisser penser le groupe diédral d’ordre
n a 2n éléments.
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Une fonction x cachant une translation ¢, est injective sur A si et seule-
ment si A; — Ap ne contient pas t,. Or quand x est uniformément distribué
parmi f~! (L), t, est uniformément distribué dans Zy ; par conséquent,

| A1 — Ay

Py (A)=1- ¥

Encore une fois, pour un A fixé, ni P} ({B}) ni P4 ({B}) ne dépend de
B du moment que B est une suite d’éléments distincts. On a donc

1 1 1
= mMmaX ——————— = Inax == .
A=T 1+ P5(A)  [A=T 9 — LNAO‘ - Jnax [ A1 = Ao
B A—

Voild que nous rencontrons une fois de plus un probléme combinatoire
non trivial : étant donné 7', maximiser A — B pour A et B inclus dans Zy
et |A| + |B| = T. On peut néanmoins prouver assez facilement qu’il résulte
de cette expression que la complexité en requétes probabiliste du probléme

de la translation cachée est bien en © <\/ N ) On peut méme calculer un

équivalent relativement simple. En effet, si I'on pose AT le sous-ensemble de
[2] x [N] tel que

o Aj ={0.—|3].=2[5),. ...~ [ =1 [3]} et

o AT ={0,1,2,..., | —1]},

alors ‘AT} = [T1 + LIJ =T'. Par construction, on a

2 2
T)|T
Al — AT =101, |=||=| -1}
= Lo 5] 2] )
Remarquons pour simplifier les notations que {%] L%J = LTTQJ On a

donc ‘A{ — AOT‘ = max (N , {TTQJ) : comme AT est clairement optimal, cela

donne une expression plus simple de [ :

£ =min | 1,

Il en résulte que la complexité en requétes probabiliste de Transy, pour
une probabilité d’erreur au plus € € [0; %}, vaut exactement

1-2
{2 gN]
1—¢
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4.5 Quelques comparaisons

4.5.1 La distance en variation

Nous allons définir dans cette section, pour un probléme de décision élé-
mentaire et un nombre de requétes fixé, un autre paramétre «, déja utilisé
par exemple dans [BYKSO01]. Sa définition, basée sur la distance en variation
totale, est plus simple que celle de 3, mais « est néanmoins assez proche de
(. Commencons par donner la définition de la distance en variation totale.

Définition 4.27
Soit p et q deux distributions de probabilité sur un ensemble fini E. Leur
distance en variation totale, notée J(p, q), vaut

O(p.q) = max > [p(x) — a(x)|.
zeF
Il est bien connu et & peu prés immédiat que 'on peut également écrire

d(p, q) sous ces formes :

op.a) =5 Yo —a)l = Y ple) —gle)

zek z/p(z)>q()

Soit maintenant &2 = (I, J,B, ., f) un probléme de décision élémentaire.
Pour A C I, P} et P} définissent des distributions de probabilité sur [J]T.
En ce sens on peut définir oy comme étant la distance en variation totale
entre IP’X et Pﬁ; étant donné notre définition de IP’X et Pﬁ, on a, outre les
expressions déja formulées dans le cas général de distributions de probabilité :

T il
ag = max |P4(X)—Py(X)|.
max [P} (X) ~ P4(X)
Le paramétre a est alors simplement défini comme étant le maximum
des ayg :

Q= Max 4.
AelT

Nous allons maintenant montrer que « fournit une assez bonne approxi-
mation de [3.

Proposition 4.28
1 1
o S0+ 35

Preuve : Considérons la fonction convexe

0;1] — [5;1]
p = max p-Pi(X)+(1-p)(1-Pi(X))
xcJr

&



4.5. QUELQUES COMPARAISONS 107

=
—_
i

1
2

Fia. 4.7 — a et B sont dans une figure.

Quasiment par définition, & (%) = HTO‘ Comme (3 = HFH] é&(p),
pe|0;1

on doit avoir § < %—I— 5. Supposons, sans perte de généralité, que
le minimum de & est atteint sur [0; %] — l'autre cas est tout a fait
symétrique. En considérant X = ), on obtient &(p) > 1 — p. De
plus, la convexité de & fournit une autre relation, ainsi qu’on peut
le visualiser sur la figure [4.7] En effet, le graphe de & est « au-
dessus » de la droite (d) passant passant par les points (%, HTQ)
t (1;1). B est donc plus grand que 'ordonnée du point d’inter-
section de (d) et de la droite d’équation e = 1 — p. I’équation de
(d) étant

(d:e=1—-a)p+a,

on en déduit bien
1

2—a’

g =

O

Ces inégalités sont optimales. Pour le prouver, choisissons A et pu des
rationnels quelconques de [0; 1] vérifiant les relations de la proposition
c’est-a-dire ﬁ <upu< % Nous allons construire un probléme élémentaire
tel que pour une seule requéte, les paramétre « et § valent respectivement A
et . Pour cela, commencons par choisir NV un entier strictement positif tel
que AN et %N soient tous deux entiers. Soit f la fonction partielle
de [3] M dans B qui & z associe

. (2= A)p—1 .
fla) = T s? N0 = Mi_’;N et nyo =0
L singp=0 et nyo = AN
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Vérifions que le probléme élémentaire &2 = ([N], [3],B, dom(f), f), pour

les algorithmes de complexité en requétes 1, posséde les paramétres a et
) . L . o (2-N)p—1

(B adéquats. La premiére des vérifications consiste a s’assurer que “—~1—

m
est bien dans [0;1]. D’abord, comme 5~ < g, le numérateur (2 — ) p — 1
A

est positif et, comme ﬁ > X pour A € [0;1], le dénominateur l'est aussi;
la fraction est donc positive. Ensuite, comme p < 1 et 1 — X > 0, on a
(1 —X) <1—\ ce quel’on peut autrement écrire (2 —A)p—1 < pu—X;
la fraction est donc plus petite que 1. On peut remarquer en passant qu’a ce

stade nous n’avons pas encore utilisé la relation p < %
e
1
{0;1;2}
0;1
i {0;1}
2
7
A\ (1*/\)(5#)
) '
{1;2}
1
2
{0}
1—A {0;2} (2=N)p—1
n—A
2} 0
0 p
0 L 1

Fia. 4.8 — Optimalité de la proposition

Il faut ensuite s’appliquer a examiner chacune des droites A4 x pour X
prenant toutes les valeurs parmi B ([3]). Au lecteur égaré par mégarde dans
ce paragraphe nous épargnerons une étude de cas quelque peu fastidieuse,
pour lui recommander plutét une contemplation prolongée de la figure [4.8]
qui nous ’espérons, parle d’elle-méme avec assez de clarté. Elle nous dit en
particulier l'usage qui est fait de l'inégalité p < % : sans cela le paramétre
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@, qui est la valeur du maximum de toutes ces droites en 1, ne vaudrait point

27
% mais se trouverait sur la droite associée & {0}, et aurait donc une valeur
plus ésotérique en plus d’étre plus élevée.

Alors, pourquoi ces inégalités sont-elles intéressantes 7 D’abord parce que
« est un paramétre certainement plus facile & calculer que (. Ensuite, si
I'on peut encadrer la valeur de «, on encadre du méme coup la valeur de
[ de maniére assez efficace pour pouvoir donner 'ordre de grandeur de la
complexité en requétes du probléme considéré. Par exemple, si o € [3; %],
alors 3 € [%, %] Voyons si le paramétre o des exemples de la section sont
faciles a calculer.

D’aprés 'analyse faite dans la section pour RTNTy, avec T re-
quétes, on a o = % Rien a signaler ici, puisque (3 était déja particulierement
facile & calculer ; tout au plus peut-on remarquer que § est minimal dans ce
cas car il vaut exactement ﬁ, ce qui est une conséquence du fait que le
minimum de la fonction qui permet de déterminer 3 est atteint sur une des
diagonales du carré — voir la figure En fait, la méme remarque est
valable pour les trois autres problémes, la translation cachée, « one-to-one
versus two-to-one » et le probléme de Simon ; le minimum est a chaque fois
atteint sur une diagonale du carré, ce qui fait que 'on a o = 2 — %, et que

par conséquent « n’est pas plus beaucoup facile a calculer que S.

4.5.2 Sensibilité par blocs

Dans cette section et la suivante nous discuterons sommairement des
relations qui peuvent étre établies entre ce que nous avons raconté jusqu’a
présent dans ce chapitre et ce qui l'est dans [BYKS0I]. Commengons par
parler de la notion sensibilité par blocs, notion introduite par Noam Nisan
dans [Nis91].

Nous allons d’abord donner quelques définitions qui se veulent des ver-
sions simplifiées de celles que l'on peut trouver dans [BYKSO01]. Soit & =
(I,J,R,, f) un probléme élémentaire.

Définition 4.29

Une approximation de & est une fonction C : ¥ — B(R) telle que pour
tout x € ., f(x) € C(x). Des fonctions x et y de . sont dites disjointes
selon C si C(f)NC(g) =0.

L’approzimation triviale est par définition 'application = — {f(x)}.

Définition 4.30

Z est sensible selon C a un ensemble X C [ sur la fonction x € &7 sl
existe une application y € . coincidant avec x sur I \ X et disjointe de x
selon C.
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La sensibilité par blocs de & sur z selon C, notée bsc (£, x), est
le cardinal maximal d’une partition de I telle que &7 soit sensible selon C' 4
chacune des parties de la partition, pour x.

La sensibilité par blocs de & selon C est le maximum des bsc (2, x)
pour x € ., et est notée bsc ().

La sensibilité par blocs permet de donner une borne inférieure sur la
complexité en requétes.

Définition 4.31

On dit qu’un algorithme probabiliste (C,¢)-approxime & si, pour tout
x € .7, la probabilité qu’il réponde un élément C(x) sur 'entrée x est au
moins 1 —e. La (C,e)-complexité en requétes de &, notée Sc. (), est
alors naturellement le minimum des complexités en requétes des algorithmes
(C, e)-approximant Z.

Si C est 'approximation triviale, alors Sc . () est simplement la com-
plexité en requétes probabiliste de 2. La proposition suivante elle, tient pour
une approximation C quelconque.

Proposition 4.32
Pour toute approximation C de & et tout € € [0; %],

Sce (2) > (1—2€)bsc (P).

Cette proposition est prouvée dans [BYKSO01], ou il est cependant impli-
cite que & est un probléme total. Les problémes & promesse étant a priori
plus facile, on s’attendrait a ce que la borne inférieure soit plus basse dans le
cas général ; il n’en est rien, car la proposition telle que nous I'avons énoncée
reste vraie, méme lorsque &2 n’est pas total. D’une part, la preuve donnée
dans [BYKSO1] n’utilise pas vraiment ’hypothése de totalité de &2. D’autre
part, on peut déduire simplement le résultat général de celui sur les problémes
totaux. En effet, on peut commencer par étendre &2 en un probléme total
2’ d’'une maniére arbitraire, c’est-a-dire que l'on a P’ = (I, J, R, JI,f’)
avec f'| » = f. On définit ensuite Papproximation ¢’ de 2’ de la sorte :

/ i Cx) sized
Cle) = { PB(R) sinon

La premiére remarque qui s’impose est que z et y ne sont pas C’-disjoints
si I'une des deux n’est pas dans .%; par conséquent bscr (') = bsc (P)
— en fait un algorithme (C,e)-approxime & si et seulement si il (C',¢)-
approxime 2. On a donc Sce (Z?) = Scv . ('), et voila qui prouve la
proposition dans le cas général.

Voyons maintenant ce que donne cette borne inférieure sur les exemples
vus dans la section[d.4] Comme les seules approximations qui nous intéressent
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sont les approximations triviales, nous omettrons dorénavant la mention de
C et il sera entendu implicitement qu’il s’agit toujours de ’approximation
triviale.

Recherche dans un tableau non-trié

La sensibilité par blocs de RTINT y est facile & déterminer. Sur la fonc-
tion nulle elle vaut N, donc elle vaut N pour RTNTy, ce qui d’aprés la
proposition permet d’affirmer que la complexité en requétes probabi-
liste de RTNT y, pour une erreur au plus e, vaut au moins (1 — 2¢)N, ce

qui est proche de la valeur exacte de [%N-‘ établie dans la section |4.4.1{

One-to-one versus two-to-one

La sensibilité par blocs de « one-to-one versus two-to-one » est de 2. Or
la. sensibilité par blocs est une fonction croissante des problémes, au sens
la sensibilité par blocs d’un sous-probléme élémentaire de &2 vaut au plus
celle de &2, et la probléme de Simon et le probléme de décision associé a la
translation cachée sont des sous-problémes de « one-to-one versus two-to-
one » ; leur sensibilité par blocs vaut donc également 2 tout rond. Pour ces
trois problémes, la proposition [4.32] ne propose en conséquence qu’une borne
inférieure constante.

4.5.3 Distance de Hellinger

Soit & = (I, J,B,J!, f) un probléme totalement symétriqu. Le théo-
réeme 8 de [BYKSO01] donne dans ce cas une borne inférieure sur Sc¢ (2, ¢).
Pour énoncer ce résultat nous devons introduire une nouvelle distance entre
distributions.

Définition 4.33
Soit p et q deux distributions de probabilité sur un ensemble fini E. Leur
distance de Hellinger, notée h(p, q), vaut

hp,q) = [1=Y V/p(@)q(x).

zeFE

Chaque fonction x de J' induit une probabilité de distribution p, sur J,
définie par

pe(j) = |27 (j)] -

Remarquons que, comme & est totalement symétrique, f(z) ne dépend
que de p,. Notons, pour une approximation C' de &, h¢ (£?) le minimum

1Yoir la définition
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des distances de Hellinger entre P, et P, pour x et y dans . et disjointes
selon C. D’apreés le théoreme 8 de [BYKSOI], on a, a supposer que € < %,
he (2) < § et S (2,¢) < 4, 1a borne inférieure suivante :

1

1
502 G (M0 (3)

En réalité, cette borne n’est énoncée dans [BYKSO01] qu’a propos des pro-
blémes totaux, mais une manipulation élémentaire identique a celle vue dans
la section {.5.2) permet de la généraliser immédiatement a tous les problémes
totalement symétriques. Une restriction évidente de cette méthode, qui est
dans le méme temps sa grande force puisqu’elle simplifie grandement les cal-
culs, est de ne prendre en compte que les distributions de probabilité p,,
ignorant volontairement tous les effets, potentiellement complexes, pouvant
se produire lorsque les fonctions de .¥ sont comparées sur plusieurs entrées
a la fois.

Encore une fois, seules les approximations triviales nous intéressent, aussi
allons-nous dorénavant omettre de préciser ’approximation. Faisons rapide-
ment le tour des problémes de la section [£.4]

Recherche dans un tableau non trié
Pour RTNTy, la distance de Hellinger entre z et y, lorsque f(x) # f(y),

vaut toujours 4/1 —4/1 — % On a donc

1 1
S. (RTNTy) > ] ,
(TN = "o (d)

4(1— 1—%)

d’on l'on tire effectivement S. (RTNTy) = Q(N).

One-to-one versus two-to-one

Il n’est pas difficile de vérifier que la distance de Hellinger entre deux

fonctions x et y telles que f(z) # f(y) vaut toujours ,/1 — % Comme

il s’agit d’une constante, on n’obtient qu'une borne inférieure triviale par
cette méthode. En fait, la méthode de la distance de Hellinger, comme celle
de la sensibilité par blocs, se heurte 14 au cas typique ou elle ne peut rien
dire. Le probléme « one-to-one versus two-to-one », bien que relativement
difficile, présente la particularité que si f(z) # f(y), alors z et y différent sur
une assez grande proportion de leurs entrées, ici au moins % Une méthode
qui se contente d’examiner les requétes une & une s’arréte a ce constat et
s'imagine que le probléme ne doit pas étre bien difficile puisque les fonctions
de f=1(T) sont si différentes des fonctions de f~1 (.L). Elles sont certes trés
différentes, mais le probléme est qu’en réalité la boite noire ne fournit aucune



4.5. QUELQUES COMPARAISONS 113

autre information exploitable que « perdu, cherche encore » a 'algorithme
du moment qu’aucune collision n’a été trouvée.
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Conclusion

Les résultats présentés dans ce mémoire sont appelés & étre étendus na-
turellement dans plusieurs directions.

Pour commencer, les algorithmes quantiques non-adaptatifs mériteraient
probablement d’étre plus étudiés qu’ils ne 'ont été jusqu’a présent. Il n’existe
certes pas de principe de Yao quantique satisfaisant, mais il est possible d’uti-
liser la dualité de la programmation semi-définie de la méme maniére que
I’on utilise la dualité de la programmation linéaire dans le cas probabiliste,
avec un méme usage des symétries. Cela aurait d’autant plus d’intérét que la
majorité des algorithmes quantiques pour les problémes du sous-groupe ca-
ché sont en réalité non-adaptatifs; c’est en particulier le cas de 'algorithme
dit standard, qui peut étre défini non pas seulement pour les groupes com-
mutatifs comme nous l'avons fait dans la section [2.2.1 mais pour tous les
groupes finis.

De maniére plus générale, ce qui manque cruellement aux méthodes de
bornes inférieures quantiques, c’est de pouvoir traiter de maniére un tant
soit peu systématique les problémes de collision symétriques. En effet, la
méthode par adversaire usuelle est souvent inefficace, et la méthode polyno-
miale qui semble plus naturelle parce qu’elle utilise justement les symétries
du probléme pour fonctionner, est trés loin de la systématisation recherchée,
car elle repose en général sur des résultats difficiles de la théorie de 'ap-
proximation, qu’il faut rechercher au cas par cas. Une telle méthode géné-
rique ne serait pas aussi simple que dans le cas probabiliste, pour plusieurs
raisons. D’abord, si elle ’était, elle aurait déja été découverte. Ensuite, il
y a manifestement, parmi les complexités en requétes quantiques des pro-
blémes de collision, une disparité telle que 'on a peine & en imaginer une
description simple. Qu’est-ce qui fait que les problémes de sous-groupe caché
abéliens sont de complexité logarithmique en la taille du groupe, tandis que
la recherche dans un tableau non trié nécessite environ y/n requétes pour un
tableau de taille n 7 Pour un probléme de sous-groupe caché abélien, on peut
expliquer que la complexité soit basse par le fait qu’il existe une transforma-
tion unitaire, exploitant la structure algébrique du probléme, et rendant le
probléme facile & résoudre, j’ai nommeé la transformée de Fourier. Avoir une
explication & la fois aussi peu élémentaire et aussi adaptée — car il fait peu
de doute que c’est la meilleure que 'on puisse donner, mathématiquement
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parlant — est peu encourageant pour qui voudrait chercher une généralisa-
tion. Mettons donc de coté les problémes de ce type, pour nous cantonner
au probléme possédant moins de structure algébrique, et pourquoi pas tout
simplement aux problémes totalement symétriques. Dans ce cas la méthode
polynomiale permet de se ramener au moins a des problémes d’approxima-
tion polynomiale multidimensionnelle relativement raisonnables, mais 'idéal
serait d’avoir quelque chose de plus maniable, dans le gotit des méthodes par
adversaire existantes.

Enfin, le point qui nous semble & ’heure actuelle le plus obscur est la
complexité en requétes des problémes de sous-groupe caché non abéliens.
On ne connait & ce jour aucune autre borne inférieure que celle découlant
du théoreme [3.16] bien qu’il existe des résultats intéressants allant dans ce
sens, par exemple le récent [HMR.T06]. Il nous semble qu'il serait & la fois tres
intéressant en soi et trés prometteur de développements ultérieurs de prouver
une nouvelle borne inférieure pour un probléme de sous-groupe caché non
abélien.
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Notations

T et L représentent respectivement les valeurs booléennes « vrai » et
« faux ».

B=A{T,L}.
|| est la partie entiére de x.
[x] est le plus petit entier supérieur ou égal & z, soit [z] = — [—x].
B={T,Ll}.
| sii—
0ij = { SUTT st le symbole de Kronecker.
’ 0 sinon

|A| est le cardinal de A.

FF est ensemble des fonctions de E dans F.

G x est le groupe des permutations des éléments de X.

S(G) est, pour un groupe G, I'ensemble des sous-groupes de G.

2X est ’ensemble des paires d’éléments de X.

dom(s) est le domaine de la fonction s.

f og est la composition des applications f et g, dans le sens que f o
9(x) = f(g(x)).

f(A) et f~1(A) sont respectivement 'image directe et l'image réci-
proque de 'ensemble A par I'application f.

id et T sont respectivement 'application et la matrice ou le morphisme
identité.

e H < G signifie que H est un sous-groupe de G.
e d; est la distance en norme 1, ainsi définie :

n

dy (21, 2n), W, yn)) = D |2 — vl

i=1

Iy, ot [ est une puissance d’un nombre premier, est le corps a [ éléments,
qui est unique & isomorphisme prés.

R(z) et J(z) dénotent respectivement la partie réelle et la partie ima-
ginaire du nombre complexe z.

e @ et © sont respectivement ’addition et la soustraction modulo.
e || X;=X,U---UXj est la réunion de la famille d’ensembles deux &

il
deux disjoints (X;);c;.
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o X* = [J X" est 'ensemble des suites finies d’éléments de X
neN
e B (X) est 'ensemble des parties de X.

e X —Y ={z—y/reX,yeY} est la difference de Minkowski entre
XetY.

e f|x est la restriction de la fonction f a ensemble X.

e (a,b,c,...)p est la sous-structure de E engendrée par les éléments
a,b,c,....
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