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des problèmes dynamiques

THÈSE
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RésuméDans une première partie, on introduit des estimateurs d'erreur a posteriori pourl'équation de la 
haleur dans Rd, d = 2,3 via une méthode d'éléments �nis non 
onformes[DDPV96℄ en espa
e et un s
héma d'Euler impli
ite en temps. Pour 
ette dis
rétisation,on élabore un indi
ateur d'erreur résiduel spatial basé sur les sauts des dérivées normaleset tangentielles de notre approximation, ainsi qu'un indi
ateur résiduel temporel [BM00℄basé sur le saut du gradient à 
haque pas de temps. Les bornes inférieures et supérieuresde la norme de l'erreur forment les résultats prin
ipaux de 
ette étude. En outre, onmontre que 
es estimateurs sont �ables et e�
a
es. Dans une se
onde partie, on traite leproblème de Stokes dynamique. L'élaboration des estimateurs a posteriori est égalementbasée sur des estimateurs spatiaux et temporels. Une preuve de leur �abilité et de leure�
a
ité est donnée. Finalement, les tests numériques et un algorithme adaptatif issu de[Pi
98℄ 
on�rment les prévisions théoriques et le bon 
omportement de 
es estimateurs[NS05, NSa℄.Mots-
lés: a posteriori, éléments �nis non 
onformes, équation de la 
haleur, Stokesdynamique. Abstra
tIn a �rst part, we introdu
e an a posteriori estimator for a non
onforming �niteelement approximation[DDPV96℄ of the heat equation in Rd, d = 2,3, using Ba
kwardEuler's s
heme. For this dis
retization, we derive a residual indi
ator based on the jumpsof the normal and tangential derivatives of the non
onforming approximation and a timeresidual based on the jump of broken gradients at ea
h time step [BM00℄. Lower andupper bounds form the main results. We 
on�rm the e�
ien
y and reliability of theseestimators. In a se
ond part, we present an a posteriori estimator for the time dependentStokes problem in Rd, d = 2 or 3. Our analysis 
overs non
onforming �nite elementapproximation (Crouzeix-Raviart's element). We derive an indi
ator whi
h uses a spatialand time residual. Numeri
al experiments 
on�rm the theoreti
al predi
tions [NS05, NSa℄and show the usefulness of these estimators on adaptive mesh re�nement using [Pi
98℄.Keywords: a posteriori, non
onforming �nite element, heat equation, time dependentStokes problem.
v
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︸ ︷︷ ︸

nfois

Mn(K) espa
e ve
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tions k fois 
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dérivée partielle d'ordre k de u par rapport à la variable xi

Dk
i u dérivée partielle d'ordre k de u par rapport à la variable xi

∂tu dérivée partielle de u par rapport à la variable temps t
∇u opérateur gradient de u
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Chapitre 1Introdu
tionDans le 
adre de la résolution de problèmes physiques tels qu'en mé
anique des �uides,des solides ou plus généralement de systèmes d'équations aux dérivées partielles, on ren-
ontre bien souvent le problème de l'e�
a
ité des méthodes numériques employées. Quelsvont être les temps de 
al
ul ? Le taux de 
onvergen
e est il optimal pour la méthode
onsidérée ? Telles sont les problématiques auxquelles le numéri
ien est 
onfronté. Dansbien des 
as, la di�
ulté ren
ontrée, dans le 
adre d'une résolution via une méthoded'éléments �nis, est que le taux de 
onvergen
e de 
es méthodes numériques se trouvedétérioré. On trouve à 
ela plusieurs raisons :� la géométrie du domaine : présente-t-il des 
oins ?� la nature des 
onditions au bord : la frontière est elle mixte ?� le 
omportement de la solution : présente-t-elle des singularités ? A-t-elle un 
om-portement anisotrope ? Existe-t-il des dis
ontinuités ?Le ra�nement de maillage automatique peut répondre à 
e genre de problèmes. Lera�nement de maillage est une te
hnique algorithmique qui permet d'améliorer le tauxde 
onvergen
e des méthodes numériques employées. L'idée de base est de ra�ner lesrégions sensibles du maillage de notre domaine où l'approximation de notre solution serait"mauvaise" tout en abandonnant les régions les moins sensibles à une approximation
lassique. Cet abandon s'explique évidemment par le 
oût d'un ra�nement uniforme : àquoi bon ra�ner des zones où l'approximation est plus que 
onvenable ? La réponse esttriviale.C'est dans 
e 
adre que l'on fait intervenir la notion d'estimateurs a posteriori. Es-timateurs, puisqu'il s'agit évidemment d'estimer au mieux les erreurs 
ommises dans latriangulation de notre domaine. Le terme a posteriori, quant à lui, par opposition au 
a-ra
tère a priori, désigne évidemment le fait que l'on doit déterminer l'ordre d'erreur sanspour autant 
onnaître la solution exa
te de notre problème. Alors en pratique 
ommentdéterminer un ordre d'erreur sans 
onnaître la solution exa
te ? L'idée est de trouver unequantité équivalente à l'erreur 
ommise entre la solution exa
te et la solution appro
hée duproblème étudié. C'est l'essen
e même de la mise en pla
e des estimateurs ou indi
ateursd'erreur a posteriori.On s'atta
he dans 
ette thèse, à mettre en ÷uvre des estimateurs a posteriori pourdes problèmes de type dynamique tels que l'équation de la 
haleur ou le problème deStokes. L'élaboration de 
es indi
ateurs d'erreur repose sur une dis
rétisation des pro-1



Chapitre 1. Introdu
tionblèmes d'équations aux dérivées partielles via des méthodes d'élément �nis non 
onformes.On a 
hoisi i
i les méthodes d'éléments �nis de Crouzeix-Raviart. Le 
hapitre 2 est uneintrodu
tion aux indi
ateurs a posteriori. On présente la dis
rétisation du problème deLapla
e statique via la méthode d'éléments �nis de Crouzeix-Raviart. Il est destiné d'unepart aux non initiés, mais il 
onstitue en soi un ex
ellent 
adre de préparation aux trai-tements des problèmes dynamiques.Dans le 
hapitre 3, on présente des résultats 
on
ernant l'équation de la 
haleur dans
Rd, d = 2 ou 3. On met en pla
e une dis
rétisation de 
e problème toujours à l'aidedes éléments �nis de Crouzeix-Raviart, mais 
ette fois-
i la donnée temporelle t est in-troduite. On a 
hoisi i
i, tout 
omme dans [BM00℄, un s
héma d'Euler impli
ite pour ladis
rétisation en temps. Une fois le problème dis
rétisé, on met en ÷uvre non seulementun indi
ateur d'erreur a posteriori basé sur le saut normal et sur le saut tangentiel dugradient de notre approximation, mais aussi un indi
ateur d'erreur en temps basé sur lesgradients su

essifs de l'approximation. L'équivalen
e entre l'erreur et les indi
ateurs estprouvée ave
 des 
onditions minimales sur le maillage. Des tests numériques basés sur uns
héma adaptatif viennent 
onforter les résultats théoriques démontrés.Après avoir mis en ÷uvre les estimateurs d'erreurs pour l'équation de la 
haleur, onmet en pla
e des indi
ateurs d'erreurs pour le problème de Stokes dynamique dans le
hapitre 4. Cette étude s'ins
rit dans la 
ontinuité du 
hapitre pré
édent dans la mesureoù la résolution numérique du problème de Stokes dynamique repose sur la résolution deproblèmes su

essifs de Stokes statique (à 
haque pas de temps), qui eux-mêmes reposentsur une résolution de problèmes de Lapla
e (à 
haque étape de l'algorithme de Uzawa oud'Arrow Hurwitz). Les bornes inférieures et supérieures d'erreur sont démontrées, de mêmeque l'équivalen
e entre l'erreur et les indi
ateurs a posteriori. Des expérien
es numériques
on�rment le bon 
omportement de la méthode numérique employée.De nombreux problèmes tou
hant à la physique ou à l'ingénierie mathématique sontdon
 régis par des équations aux dérivées partielles. Bien entendu, les solutions expli
itesde tels problèmes sont rarement 
onnues et de 
e fait on s'atta
he parti
ulièrement à larésolution numérique de 
es équations. Évidemment, le r�le du numéri
ien ou de l'ingé-nieur 
al
ul est de mettre en pla
e une méthode numérique pour appro
her au mieux lasolution exa
te. On distingue alors plusieurs étapes dans la mise en pla
e de la méthodenumérique 
hoisie :� la détermination du domaine de résolution Ω de Rd, d = 2 ou 3� la dis
rétisation de son système d'équations aux dérivées partielles via une méthodede di�éren
es �nies, d'éléments �nis ou de volumes �nis. Dans le 
as des problèmesdynamiques, il faut également prendre en 
ompte la dis
rétisation en temps� la mise en ÷uvre algorithmique de 
ette dis
rétisation via des langages ou des logi-
iels (C, C++, Fortran90, matlab, freefem, et
)� la résolution des systèmes d'équations issues de la dis
rétisation� l'étude de la 
onvergen
e de la méthode numérique et le 
al
ul du taux de 
onver-gen
e.Une fois la méthode mise en pla
e, on est amené à dis
uter de la �abilité et de l'e�
a
ité dela méthode numérique. En général, les preuves théoriques de 
onvergen
e, en l'o

urren
eles estimations a priori, assurent la �abilité mais en au
un 
as l'e�
a
ité. L'ordre de
onvergen
e se trouve parfois détérioré ; on trouve plusieurs raisons à 
ela : géométrie du2



1.1. Résolution du problème numériquedomaine, régularité de la solution exa
te, et
. La problématique est don
 de trouver uneméthode à la fois �able et e�
a
e. Les estimateurs a posteriori vont jouer 
e r�le.1.1 Résolution du problème numériqueUne fois que notre système d'équations aux dérivées partielles est dis
rétisé on estamené à résoudre par la suite des systèmes d'équations linéaires ou non-linéaires. Dans le
as des systèmes linéaires, on utilise la plupart du temps des méthodes de gradient baséessur les espa
es de Krylov ; dans le 
as non-linéaire, on privilégie des méthodes de Newton.Le 
hoix des méthodes de résolution des grands systèmes linéaires repose sur le 
ara
tèrematri
iel du problème : ma matri
e est-elle inversible ? Est-elle bien 
onditionnée ? Parailleurs, les résolutions numériques, et il faut insister sur le mot numérique, ne sont jamaisexa
tes. L'idée fondamentale est de �xer une toléran
e ε et un 
ritère de 
onvergen
e : sila fon
tion 
ritère dépasse le seuil ε, alors on réitère le pro
édé de résolution (méthodesitératives). On 
onstate don
 que le numéri
ien doit non seulement prendre en 
omptela nature de son équation aux dérivées partielles mais aussi prendre en 
ompte la naturede sa dis
rétisation numérique. Le r�le de la fon
tion 
ritère est don
 essentiel dans 
epro
essus.1.2 Étude du problème a prioriPour mettre en ÷uvre une méthode numérique �able, il est né
essaire de prouver desrésultats théoriques préalables. Ce sont les estimations a priori. A priori 
ar on supposela 
onnaissan
e de la solution u ou de ses attributs : sa régularité, l'espa
e dans lequel vit
ette solution.Pour établir des estimations a priori, on utilise les formulations variationnelles 
onti-nue et dis
rète du problème. Soit V un espa
e de Bana
h. La formulation variationnelle
ontinue se présente en général sous 
ette forme : trouver la solution u telle que
a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V. (1.1)où a est une forme bilinéaire 
ontinue et f une donnée du problème. Soit h > 0. Laformulation variationnelle dis
rète 
onsiste à déterminer une solution uh véri�ant :

ah(uh, vh) = (fh, vh) ∀vh ∈ Vh. (1.2)où Vh est un sous espa
e de dimension �nie de V . Si l'espa
e Vh n'est pas in
lus dans V ,on parle d'approximation non 
onforme. Les appli
ations ah, fh sont respe
tivement lesapproximations de a et f dans Vh. L'estimation a priori se présente 
omme suit :
‖u− uh‖V . Bh(u) + Ch(f). (1.3)où

Bh(u) = hp ‖u‖W 3



Chapitre 1. Introdu
tionoù W est un sous espa
e fon
tionnel de V qui dépend ex
lusivement de la régularité de
u et p est un entier représentant l'ordre de 
onvergen
e entre la solution exa
te u et sonapproximation uh. Quant à la quantité Ch(f), elle dépend ex
lusivement de la di�érenteentre la donnée f et son approximation fh et d'une puissan
e q de h supérieure à p (termesde degrés supérieurs). La preuve théorique d'une telle inégalité assure bien évidemmentla 
onvergen
e de la méthode numérique employée, à 
ondition évidemment d'avoir deshypothèses de régularité pour avoir l'e�
a
ité de 
ette méthode.1.3 Étude du problème a posterioriPour mettre en ÷uvre des estimations d'erreur a posteriori, on doit prouver l'existen
ed'une borne d'erreur η qui véri�e le 
ritère suivant :

‖u− uh‖V . η(h, uh, fh) + ξh(f). (1.4)où ξh(f) est une quantité négligeable devant η (termes d'ordre supérieurs). La quantité
η se 
al
ule très fa
ilement à partir des données uh et fh, par suite il est fa
ile d'obtenirune borne de l'erreur globale, 
ette borne est appelée estimateur global. En pratique,l'estimateur global est une somme d'estimateurs lo
aux ηK où K est une maille de notretriangulation Th. L'estimateur global s'é
rit alors

η =

√
∑

K∈Th

η2
K (1.5)1.4 Critère d'optimalité des indi
ateurs d'erreurComme nous venons de le voir, l'estimateur global η est une somme d'estimateurslo
aux ηK . Pour prouver l'équivalen
e entre les estimateurs et l'erreur globale, on doitmontrer non seulement l'inégalité globale (1.4), mais aussi l'inégalité lo
ale suivante :

ηK . ‖u− uh‖ωK
+ χh(f,K), (1.6)où ‖ · ‖ωK

est la restri
tion à ωK de la norme de V et ωK est la réunion des élémentspartageant une arête/fa
e 
ommune ave
 K.Dé�nition 1.4.1. Une famille d'indi
ateurs lo
aux (ηK)K∈Th
véri�e le 
ritère d'optimalitési elle véri�e l'inégalité globale (1.4) et l'inégalité lo
ale (1.6).Le 
ritère d'optimalité assure l'équivalen
e entre l'erreur et les estimateurs a posteriori.Ce 
ritère permet don
 d'assurer le bon 
omportement des estimateurs d'erreur.1.5 Adaptation de maillageDu point de vue théorique, on voit que les quantités (ηK)K∈Th

ne dépendent que desdonnées uh, fh et du problème 
onsidéré, a fortiori 
es indi
ateurs sont fa
iles à 
al
uler. La4



1.6. Ra�nement de type hproblématique est don
 la suivante : en pratique, quelle va être la stratégie employée pourutiliser 
es résultats ? Nous allons utiliser pour 
ela la stratégie d'adaptation de maillages.L'adaptation de maillage 
onsiste à lo
aliser les lieux où l'erreur est importante. En e�et,nous béné�
ions d'une 
arte lo
ale d'erreur, nous sommes don
 en mesure d'appré
ierles lieux où l'erreur est importante. Le but étant, bien entendu, de se 
on
entrer surles mailles du domaine dont l'estimateur lo
al est le plus élevé. Le pro
édé de maillageadaptatif s'opère 
omme suit :1. 
onstru
tion d'un maillage initial T0 de Ω. On �xe : k = 02. 
al
ul de la solution appro
hée sur Tk à l'aide d'une méthode d'éléments �nis3. 
al
ul des estimateurs (ηK)K∈Tk
. Stop, lorsque l'erreur globale η2 =

∑

K∈Th

η2
K est assezpetite4. on ra�ne tout les éléments K ∈ Tk qui véri�ent le 
ritère ηK ≥ δ, la toléran
e δétant donnée5. k ←− k + 1 et on retourne à l'étape (2).Regardons pré
isément l'étape 4. Comment �xe-t-on la toléran
e δ et 
omment s'opère lapro
édure de ra�nement ? Nous nous sommes plus parti
ulièrement intéressés au ra�ne-ment de type h (h-re�nement) dé
rit dans la se
tion suivante.1.6 Ra�nement de type hLe ra�nement de type h 
onsiste à enri
hir l'espa
e d'éléments �nis lo
alement enpartitionnant les mailles qui véri�ent le 
ritère ηK ≥ δ. On dé�nit la toléran
e 
ommesuit :

δ =
1

2σ

∑

K∈Tk

ηK (1.7)où σ représente le nombre de mailles de Tk. Les mailles K de Tk dépassant la toléran
esont ra�nées 
omme suit :
hK :=

1

2
hKautrement dit 
'est i
i que la dé�nition du ra�nement de type h prend tout son sens :on ra�ne lo
alement sur les données hK . Il existe évidemment d'autres 
ritères de ra�-nement.1.7 Te
hniques adaptativesNous avons évoqué le ra�nement de type h, mais il en existe d'autres types :� le ra�nement de type p 
onsiste à augmenter lo
alement le degré de la méthoded'éléments �nis� le ra�nement de type hp est une 
ombinaison des méthodes de ra�nement de type

h et de type p 5



Chapitre 1. Introdu
tion� le ra�nement de type r est une méthode permettant la relo
alisation des n÷uds, lenombre d'in
onnues restant �xe� le ra�nement de type m permet de redé�nir lo
alement un modèle, évidemment 
eladépend du 
omportement lo
al de la solution. Un 
as typique est 
elui du passaged'un état instationnaire à un état stationnaire, ou bien d'une 
ara
téristique non-linéaire à une 
ara
téristique linéaire.Évidemment l'utilisation de telles te
hniques suppose que l'on possède au départ unmaillage, 
e qui nous amène à nous poser la question de la génération de maillage.1.8 Génération de maillageUn domaine de résolution Ω étant donné, on doit générer un maillage adéquat pour ré-soudre numériquement notre équation aux dérivées partielles. Le premier problème auquelnous somme 
onfrontés est issu de la nature géométrique du bord : 
omment appro
herau mieux un domaine dont les bords sont des 
ourbes, par une triangulation. Le se
ondproblème est issu de l'équirépartition des mailles, 
omment générer un maillage dont leséléments sont équirépartis sur tout le domaine ?Le mathémati
ien russe Boris Nikolaevi
h Delone, dit Delaunay (1890-1980) a misen pla
e une méthode de 
réation d'une triangulation à partir des n÷uds qui dé�nissentla frontière du domaine. L'idée 
onsiste à insérer des n÷uds supplémentaires pour 
réerde nouveaux éléments triangulaires. La génération de maillage de type Delaunay reposesur le prin
ipe fondamental du 
er
le vide : le 
er
le 
ir
ons
rit au triangle ne 
ontientau
un n÷ud de la triangulation autres que les trois sommets dé�nissant 
e triangle. Latriangulation de Delaunay est parmi toutes les triangulations possibles, 
elle qui maximisel'angle minimal de la triangulation. À partir de 
ette propriété il peut être prouvé que latriangulation de Delaunay minimise le rayon du 
er
le 
ir
ons
rit, ainsi que le rayon du
er
le ins
rit. Un problème issu de 
ette méthode est évidemment la re
onstru
tion de lafrontière lorsque le domaine est non 
onvexe. Du point de vue algorithmique, l'idée est lasuivante :� dé�nir un 
ritère h qui 
orrespond à la �nesse du maillage� réaliser une triangulation initiale grossière� ra�ner la frontière du domaine jusqu'à 
e que les n÷uds de la frontière satisfassentle 
ritère de �nesse� 
ontinuer à insérer des n÷uds issus du ra�nement à l'intérieur des triangles reliantles n÷uds de la frontière jusqu'à 
e que tous les triangles satisfassent le 
ritère de�nesse du maillage� re
onstru
tion éventuelle de la frontière dans le 
as où le domaine est non 
onvexe.Il existe d'autres méthodes de génération de maillage, on peut notamment 
iter l'algo-rithme "advan
ing front"(voir [Loh96℄), dont l'idée est grossièrement de 
réer des trianglespro
hes de la frontière et ensuite de mailler par 
ou
he jusqu'à 
e que le domaine soit en-tièrement re
ouvert. Il existe également la méthode de pavage, reposant sur les mêmesprin
ipes que l'algorithme "advan
ing front", mais qui génère des quadrilatères.Bien entendu, la génération de maillage est un domaine très vaste des mathématiquesappliquées, 
e 
hapitre est par 
onséquent une 
ourte introdu
tion aux méthodes exis-6



1.8. Génération de maillagetantes. Pour plus d'informations, on pourra se référer notamment aux ouvrages [Geo91,GB97℄. Retenons les points essentiels de 
e 
hapitre : nous avons vu que la démar
he dunuméri
ien s'ins
rit à travers des étapes 
onstru
tives (étude du problème, dis
rétisation,et
). L'étape qui va nous intéresser par la suite et qui sera a fortiori le �l 
ondu
teur de
ette thèse reposera sur l'élaboration d'estimateurs d'erreur. Nous nous sommes parti
ulè-rement intéressés au ra�nement de type h. Les maillages utilisés seront de type Delaunayet on s'intéressera parti
ulièrement au 
ara
tère optimal des indi
ateurs d'erreur employés.

7
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Chapitre 2. Estimations d'erreur a posteriori pour le problème du lapla
ien2.1 Introdu
tionCe 
hapitre rappelle des estimations d'erreur a posteriori pour le problème de Lapla
e2D via une dis
rétisation par éléments �nis non 
onformes de Crouzeix-Raviart. Ces es-timateurs sont mis en pla
e de manière standard. En outre, nous avons pris le soin dedé
rire les di�érentes étapes de 
onstru
tion de 
es indi
ateurs d'erreur, 
e 
hoix étantguidé non seulement par le fait que 
e 
hapitre soit en lui même une introdu
tion auxestimateurs d'erreur a posteriori, mais aussi par le fait qu'il s'agisse d'un problème sta-tique et par voie de 
onséquen
e il 
onstitue un ex
ellent 
adre introdu
tif aux problèmesdynamiques.2.2 Éléments �nis de Crouzeix-RaviartOn propose dans 
ette partie une brève des
ription des élément �nis de Crouzeix-Raviart. Ces éléments �nis sont de type non 
onforme autrement dit que l'espa
e desapproximations n'est pas in
lus au sens ensembliste dans l'espa
e de vie de la solution.2.2.1 Des
ription géométriqueDans le 
adre 2D, l'élément �ni de référen
e est représenté par une maille triangulairedont les degrés de liberté 
orrespondent au milieu de 
ha
une des arêtes 
omme le montrela �gure suivante. Clairement 
et élément présente des dis
ontinuités au niveau des inter-
b

b b

0 1
0

1

KFig. 2.1 � Élément �ni P1 non 
onforme 2Dfa
es des arêtes, le seul point de 
ontinuité au niveau des interfa
es étant le milieu desarêtes.Dans le 
adre 3D, l'élément �ni de référen
e est représenté par un tétraèdre dont lesdegrés de liberté 
orrespondent aux bary
entres des fa
es des tétraèdres.2.2.2 Des
ription topologiqueNous �xons un maillage Th de Ω qui est régulier au sens de Ciarlet [Cia78, p. 124℄,autrement dit , il existe σ > 0 tel que
hK

ρK
≤ σ, ∀K ∈ Th, (2.1)10



2.2. Éléments �nis de Crouzeix-Raviartoù hK et ρK désignent respe
tivement le diamètre de K et le diamètre de la plus grandeboule ins
rite dansK. Tous les éléments sont des triangles/tétraèdres notés K. L'ensemblede toutes les arêtes/fa
es de Th est symbolisé par Eh. On dé�nit également l'ensemble E int
hdes arêtes/fa
es intérieures de Th et l'ensemble EK des arêtes/fa
es d'un élément K. En�npour une arête/fa
e donnée E ∈ EK ∩ EL, on désigne par hE , la longueur ou le diamètred'un élément E.Il est également né
essaire de dé�nir des pat
hs lo
aux : pour un élément K, on dé�nit

ωK 
omme la réunion de tous les éléments qui partagent une arête/fa
e ave
 K. Pour unearête/fa
e E, ωE désigne la réunion des triangles/tétraèdres ayant E pour arête/fa
e.En�n, pour un n÷ud x, on dé�nit ωx 
omme la réunion de tous les triangles/tétraèdresayant x pour n÷ud. De la même manière, on dé�nit par ω̃K et ω̃E la réunion de tousles triangles/tétraèdres partageant respe
tivement un n÷ud ave
 K et E. Nh représentel'ensemble des n÷uds de la triangulation Th et N int
h l'ensemble des n÷uds intérieurs dela triangulation Th.On introduit i
i l'espa
e des éléments �nis non 
onformes de Crouzeix-Raviart :

X0
h = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Th,

∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
h , K, L ∈ Th,

∫

E

v|K = 0, ∀E ∈ EK ∩ Γ, K ∈ Th}.Dans le 
adre 2D, l'espa
e peut-être reformulé 
omme suit
X0

h = {v ∈ Xh : v = 0 au milieu des arêtes du bord Γ}ave

Xh = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Th,

v est 
ontinu au milieu des arêtes}Les fon
tions de base de 
et élément �ni sont les suivantes :






p̂1(x̂, ŷ) = 1− 2ŷ
p̂2(x̂, ŷ) = −1 + 2x̂+ 2ŷ
p̂3(x̂, ŷ) = 1− 2x̂2.2.3 Dé�nitions et propriétésÉtant donnée une arête E, on 
hoisit une dire
tion normale arbitraire nE et on dé�nit

Kin et Kext 
omme étant les deux éléments partageant 
ette arête/fa
e. On peut supposer,sans au
une restri
tion, que nE = (nE1, nE2) pointe vers Kext (Figure 2.5). Le ve
teurtangent est dé�ni par tE = (−nE2, nE1).On utilisera également, lors de l'analyse par éléments �nis des équations aux dérivéespartielles, la propriété suivante :
∫

E

[[
uh

]]

E
= 0 ∀E ∈ Eh, ∀uh ∈ X0

h, (2.2)11
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2.3. Opérateurs d'interpolation de Clément
E

~nE

Kin

KoutFig. 2.5 � Deux éléments partageant une arête Eoù le saut d'une fon
tion v à travers une arête/fa
e E au point x est dé�ni par
[[
v(x)

]]

E
=

{

lim
α→0+

v(x+ αnE)− v(x− αnE) si E ∈ E int
h ,

v(x) si E ∈ Eh \ E int
h .Notons également que le signe de [[v(x)]]

E
dépend de l'orientation de nE. Néanmoins,des quantités telles que le saut du gradient [[∇v · nE

]]

E
sont indépendantes de 
etteorientation. Pour une fon
tion v ∈ X0

h, on dé�nit le gradient dis
ontinu ∇hv par
(∇hv)|K = ∇v|K , ∀K ∈ Th.2.3 Opérateurs d'interpolation de Clément2.3.1 Éléments �nis 
onformes de premier ordreNous avons dé�ni pré
édemment les éléments �nis de type non 
onformes, rappelonsà présent la dé�nition de l'élément �ni 
onforme P1

Vh = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Th}ave

V 0

h = Vh ∩H1
0(Ω).2.3.2 Dé�nitionPour notre analyse a posteriori, nous avons besoin de l'interpolé de Clément. On dé�nit

Yh = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ H1(K), ∀K ∈ Th,
∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
h , K, L ∈ Th, },

Y 0
h = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ H1(K), ∀K ∈ Th,

∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
h , K, L ∈ Th,

∫

E

v|K = 0, ∀E ∈ EK ∩ Γ, K ∈ Th}.Remarque 2.3.1. Notez que H1(Ω) ⊂ Yh et que X0
h ∩H1

0 (Ω) ⊂ Y 0
h . 13



Chapitre 2. Estimations d'erreur a posteriori pour le problème du lapla
ienOn rappelle que l'opérateur d'interpolation de Clément est dé�ni 
omme suit : ondé�nit de manière standard l'appli
ation qui à tout n÷ud x asso
ie λx ∈ Vh et véri�ant
λx(y) = δx,y, ∀y ∈ Nh.Pour tout élément v ∈ Yh et w ∈ Y 0

h , on dé�nit les opérateurs IC et I0
C par

ICv =
∑

x∈Nh

|ωx|−1

(∫

ωx

v

)

λx, (2.3)
I0
Cw =

∑

x∈N int
h

|ωx|−1

(∫

ωx

w

)

λx. (2.4)Remarque 2.3.2. ICv appartient à Vh, alors que I0
Cw appartient à V 0

h .2.3.3 Propriétés de l'opérateur d'interpolation de ClémentLes opérateurs dé�nis pré
édemment véri�ent les propriétés suivantes.Lemme 2.3.3. Pour tout v ∈ Yh et w ∈ Y 0
h , on a

‖v − ICv‖K . hK‖∇hv‖ω̃K
, ∀K ∈ Th, (2.5)

‖v − ICv‖E . h
1/2
E ‖∇hv‖ω̃E

, ∀E ∈ Eh, (2.6)
‖w − I0

Cw‖K . hK‖∇hw‖ω̃K
, ∀K ∈ Th, (2.7)

‖w − I0
Cw‖E . h

1/2
E ‖∇hw‖ω̃E

, ∀E ∈ E int
h , (2.8)

‖∇I0
Cw‖K . ‖∇hw‖ω̃K

, ∀K ∈ Th. (2.9)Démonstration. Toutes 
es propriétés sont démontrées dans [Clé75℄. On pourra égalementse référer à [SZ90, Ver99℄ pour des estimations équivalentes faisant intervenir d'autresopérateurs.2.4 Outils fon
tionnels2.4.1 Formules de GreenLa valeur moyenne d'une fon
tion v sur une arête/fa
e E est dé�nie par
ME(v) =

1

|E|

∫

E

v.Nous aurons également besoin des formules de Green suivantes : si D est un ouvert bornéde R2 et v, w ∈ H1(D), alors on a
∫

D

∇v · 
url w =

∫

∂D

v
url w · n =

∫

∂D

∇v · tw, (2.10)14



2.5. Problèmes 
ontinus et dis
rétisésoù t est le ve
teur unitaire tangent le long de ∂D et 
url w le ve
teur dé�ni 
ommesuit 
url w =

(
∂2w

− ∂1w

). En outre, si D est un ouvert borné de R3 et v ∈ H1(D),
w ∈ H1(D)3 alors on a

∫

D

∇v · 
url w =

∫

∂D

v
url w · n =

∫

∂D

(∇v × n) · w. (2.11)2.4.2 Inégalités inversesSoit λK
1 , λ

K
2 , λ

K
3 les 
oordonnées bary
entriques de l'élément K. On dé�nit la fon
tionbulle bK asso
iée au triangle K 
omme suit :

bK =

{
27λK

1 λ
K
2 λ

K
3 dans K

0 sur ∂K. (2.12)Étant donnée une arête E ∈ Eh, ave
 ωE = K1 ∪K2, on dé�nit la fon
tion bulle bEasso
iée à l'arête E :
bE =

{
4λKi

1 λKi

2 dans Ki, i = 1, 2
0 sur ∂Ω \ ωE .

(2.13)Lemme 2.4.1. Soit E ⊂ ∂K une arête/fa
e de K. Considérons rK ∈ P 0 et rE ∈ P 1.Alors les équivalen
es et les inégalités suivantes sont véri�ées
‖rKb

1/2
K ‖K ∼ ‖rK‖K , (2.14)

‖∇(rKbK)‖K . h−1
K ‖rK‖K , (2.15)

∥
∥
∥rEb

1/2
E

∥
∥
∥

E
∼ ‖rE‖E , (2.16)

‖Fext(rE)bE)‖K . h
1/2
E ‖rE‖E (2.17)

‖∇(Fext(rE)bE)‖K . h
−1/2
E ‖rE‖E , (2.18)où Fext est l'opérateur d'extension d'une arête à un triangle.2.5 Problèmes 
ontinus et dis
rétisésSoit Ω un ouvert borné de Rd, d = 2 ou 3, ave
 un bord Γ polygonal.2.5.1 Problème 
ontinuOn 
onsidère le problème elliptique de se
ond ordre suivant :







−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur Γ.
(2.19)La solution du problème (2.19) u ∈ H1

0 (Ω) véri�e la formulation variationnelle sui-vante :
∫

Ω

∇u · ∇v =

∫

Ω

fv, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.20)15



Chapitre 2. Estimations d'erreur a posteriori pour le problème du lapla
ien2.5.2 Problème dis
retÀ présent nous allons dis
rétiser (2.20) de manière assez standard. Nous employonspour 
ela, la méthode d'éléments �nis non 
onformes pré
édemment dé
rite.La dis
rétisation totale du problème (2.19) via une méthode d'éléments �nis de Crouzeix-Raviart est donnée par : trouver uh ∈ X0
h, telle que :

∑

K∈Th

∫

K

∇uh∇vh =

∫

Ω

fvh (2.21)pour tout vh ∈ X0
h.2.6 Outils et propriétés analytiquesContrairement à la méthode d'éléments �nis P1-
onformes, la mise en ÷uvre d'indi
a-teurs d'erreur a posteriori né
essite i
i une étude analytique plus poussée. En e�et, dansle 
as 
onforme, rien ne nous empê
he de prendre pour valeur uh dans la formulationvariationnelle (2.20) puisque uh s'annule sur le bord Γ. De plus l'erreur eh = u − uh entant que di�éren
e de deux fon
tions dans H1

0 (Ω), appartient également à H1
0 (Ω).2.6.1 Dé
omposition de HelmholtzLe problème évident est que notre interpolé uh, et à plus forte raison eh, est seulementdans H1(Ω). De 
e fait, l'idée 
onsiste à employer une dé
omposition de l'erreur, pluspré
isément du gradient de l'erreur.Lemme 2.6.1 (Dé
omposition de Helmholtz de l'erreur). Le gradient de l'erreur se dé-
ompose de la manière suivante

∇he = ∇w + 
url ϕ, (2.22)ave
 ϕ ∈ H1(Ω) et w ∈ H1
0 (Ω). En outre, w et ϕ véri�e les inégalités suivantes

|w|1,Ω ≤ ‖∇he‖ , (2.23)
|ϕ|1,Ω . ‖∇he‖ . (2.24)Démonstration. L'idée 
onsiste à introduire un problème elliptique auxiliaire. Considéronsle problème de Diri
hlet suivant, dont le but est de déterminer w ∈ H1

0 (Ω) solution de
{ div (∇he−∇w) = 0 dans Ω,
w = 0 sur Γ.

(2.25)La formulation faible du problème (2.25) est :
∫

Ω

∇w · ∇v =

∫

Ω

∇he · ∇v, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.26)16



2.6. Outils et propriétés analytiquesÉtant donné que le 
hamp de ve
teurs ∇he−∇w est à divergen
e nulle sur Ω, i.e.,div (∇he−∇w) = 0 dans Ω.Par le théorème I.3.1 de [GR86℄, il existe ϕ ∈ H1(Ω) telle que
url ϕ = ∇he−∇w.L'inégalité (2.23), en utilisant (2.26) ave
 v = w, est alors démontrée. L'inégalité (2.24)est obtenue 
omme suit : en utilisant la relation (2.22), on é
rit que
∫

Ω

|
url ϕ|2 =

∫

Ω


url ϕ · 
url ϕ
=

∫

Ω


url ϕ · (∇he−∇w).À l'aide de la formule de Green et de la 
ondition au bord w = 0 sur Γ, on obtient
∫

Ω

|
url ϕ|2 =

∫

Ω


url ϕ · ∇he. (2.27)L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz nous permet de 
on
lure que
‖
url ϕ‖ ≤ ‖∇he‖ .Puisque |ϕ|1,Ω = ‖
url ϕ‖, l'inégalité (2.24) est alors une 
onséquen
e dire
te des esti-mations pré
édentes.Remarque 2.6.2. A fortiori, on 
onstate que pour évaluer l'erreur ∇he, nous sommesdans l'obligation d'évaluer les termes ∇w et 
url ϕ. L'idée sera par la suite non pasd'évaluer 
es quantités mais plut�t d'évaluer les di�éren
es ∇(w − wh) et 
url (ϕ− ϕh),où wh et ϕh représentent respe
tivement les interpolés P1-
onformes de w et ϕ. C'estjustement l'objet des lemmes suivants.2.6.2 Relations d'orthogonalitéNous allons introduire à présent quelques notations relatives aux sauts normal ettangentiel du gradient de uh. On dé�nit les quantités JE,n et JE,t 
omme suit :

JE,n =

{ [[
∇uh · nE

]]

E
si E ∈ E int

h ,
0 si E ∈ Eh \ E int

h ,et
JE,t =

{ [[
∇uh · tE

]]

E
si E ∈ E int

h ,
−∇uh · tE si E ∈ Eh \ E int

h .Lemme 2.6.3 (Orthogonalité au sens de Galerkin). L'erreur e satisfait la relation d'or-thogonalité suivante
∑

K∈Th

∫

K

∇he · ∇wh = 0, ∀wh ∈ V 0
h . (2.28)17



Chapitre 2. Estimations d'erreur a posteriori pour le problème du lapla
ienDémonstration. La preuve est immédiate. L'in
lusion V 0
h ⊂ X0

h permet de prendre v = whdans les relations (2.20) et (2.21), vient ensuite la relation (2.28) en soustrayant (2.20) à(2.21).Lemme 2.6.4 (Orthogonalité de l'erreur). L'erreur satisfait
∑

K∈Th

∫

K

∇he · 
url ϕh = 0, ∀ϕh ∈ Vh. (2.29)Démonstration. Considérons un élément arbitraire ϕh dans Vh. En utilisant la formule deGreen(
f. les identités (2.10) et (2.11)), on obtient en se rappelant que u ∈ H1
0 (Ω)

∑

K∈Th

∫

K

∇he · 
url ϕh =

∫

Ω

∇u · 
url ϕh −
∑

K∈Th

∫

K

∇huh · 
url ϕh

=

∫

Γ

u
url ϕh · n−
∑

K∈Th

∫

∂K

uh
url ϕh · nK

= −
∑

K∈Th

∫

∂K

uh
url ϕh · nK

= −
∑

E∈Eh

∫

E

[[
uh

]]

E

url ϕh · nE

= −
∑

E∈Eh

(
url ϕh · nE)

∫

E

[[
uh

]]

E
,
omme la fon
tion (
url ϕh · nE)|E est 
onstante sur E ∈ Eh. La propriété des éléments�nis de Crouzeix-Raviart (2.2), satisfaite par uh ∈ X0

h, nous permet de 
on
lure 
ettepreuve.Lemme 2.6.5. Soit ϕ ∈ H1(Ω). Alors l'erreur satisfait l'identité suivante
∫

Ω

∇he · 
url ϕ =
∑

E∈Eh

∫

E

JE,t · ϕ (2.30)Démonstration. Une intégration par parties dans Ω sur 
haque élément K donne (
f.(2.10))
∫

Ω

∇he · 
url ϕ =

∫

Ω

∇u · 
url ϕ− ∑

K∈Th

∫

K

∇uh · 
url ϕ
=

∫

Γ


url ϕ · nu− ∑

K∈Th

∫

∂K

∇uh · tKϕComme u ∈ H1
0 (Ω) et ϕ ∈ H1(Ω), on 
on
lut en utilisant la dé�nition de JE,t.18



2.7. Analyse a posteriori de la dis
rétisationLemme 2.6.6. L'erreur e satisfait
∑

K∈Th

∫

K

∇he · ∇w =
∑

K∈Th

∫

K

fw +
∑

E∈Eh

∫

E

JE,nw,pour tout w ∈ H1
0 (Ω).Démonstration. Une intégration par parties sur 
haque élément et le fait que ∆uh = 0pour tout élément de K ∈ Th montre que

∑

K∈Th

∫

K

∇he∇w =

∫

Ω

∇u · ∇w −
∑

K∈Th

∫

K

∇huh · ∇w

=

∫

Ω

fw −
∑

K∈Th

(

−
∫

K

∆uhw +

∫

∂K

n · ∇uhw

)

=

∫

Ω

fw −
∑

K∈Th

∑

E∈EK

∫

E

n · ∇uhw.On 
on
lut en utilisant la dé�nition de JE,n et la 
ontinuité de w à travers les arêtes/fa
es.Corollaire 2.6.7. Pour tout w ∈ H1
0 (Ω) et ϕ ∈ H1(Ω) on a

∑

K∈Th

∫

K

∇he · (∇w + 
url ϕ) =
∑

K∈Th

∫

K

fw +
∑

E∈Eh

∫

E

(JE,nw + JE,t · ϕ). (2.31)Démonstration. C'est une 
onséquen
e dire
te des Lemmes 2.6.5 et 2.6.6.2.7 Analyse a posteriori de la dis
rétisationNous allons à présent dé�nir l'estimateur d'erreur lo
al relatif à la dis
rétisation (2.21)Dé�nition 2.7.1. L'estimateur d'erreur lo
al ηK est dé�ni par
ηK = hK‖fh‖K +

∑

E∈EK

h
1/2
E (‖JE,n‖E + ‖JE,t‖E).L'estimateur d'erreur global η est donné par

η2 =
∑

K∈Th

(ηK)2.où fh est une approximation de f via des éléments �nis P 0, plus pré
isément on a :
(fh)|K :=

1

|K|

∫

K

f , pour tout K ∈ Th.Pour établir l'équivalen
e entre l'erreur ‖∇he‖ et η, nous allons démontrer dans unpremier temps que l'erreur ‖∇he‖ est majorée à une 
onstante près par η et dans unse
ond temps que l'erreur lo
ale sur le pat
h d'une maille K, ‖∇he‖ωK
est minorée à une
onstante près par ηK . 19



Chapitre 2. Estimations d'erreur a posteriori pour le problème du lapla
ien2.7.1 Borne supérieure de l'erreurThéorème 2.7.2. [DDPV96℄ Il existe une 
onstante positive C1 telle que,
‖∇u−∇huh‖ ≤ C1(η + ξ) (2.32)Les termes d'approximation lo
al et global étant donnés par

ξK = hK‖f − fh‖ωK
, ξ2 =

∑

K∈Th

ξ2
K .Démonstration. En utilisant la dé
omposition de l'erreur (2.22), on peut é
rire

∫

Ω

|∇he|2 =

∫

Ω

∇he · (∇w + 
url ϕ).Les Lemmes 2.6.3 et 2.6.4 mènent dire
tement à
∫

Ω

|∇he|2 =

∫

Ω

∇he · (∇w + 
url ϕ)

=

∫

Ω

∇he[∇(w − wh) + 
url (ϕ− ϕh)]Soit wh = I0
Cw ∈ V 0

h et ϕh = ICϕ ∈ Vh.L'utilisation du Lemme 2.6.7 auquel on substitue w par w − wh et ϕ par ϕ− ϕh, donne
∑

K∈Th

∫

K

|∇he|2 =
∑

K∈Th

∫

K

f(w − wh) +
∑

E∈Eh

∫

E

JE,n(w − wh) + JE,t(ϕ− ϕh).On introduit l'interpolé fh 
omme suit
∑

K∈Th

∫

K

|∇he|2 =
∑

K∈Th

∫

K

(f − fh)(w − wh)

+

∫

K

fh(w − wh) +
∑

E∈Eh

∫

E

JE,n(w − wh) + JE,t(ϕ− ϕh).En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et les inégalités du Lemme 2.3.3 véri�ées parles interpolés de Clément ainsi que les propriétés (2.23) et (2.24) de la dé
omposition del'erreur, on 
on
lut que
∫

Ω

|∇he|2 ≤ C1(η + ξ)(|w|1,Ω + |ϕ|1,Ω) ≤ C1(η + ξ) ‖∇he‖
e qui démontre l'inégalité (2.32).20



2.7. Analyse a posteriori de la dis
rétisation2.7.2 Borne inférieure de l'erreurNous allons à présent démontrer que notre erreur est bornée inférieurement.Théorème 2.7.3. [DDPV96℄ Il existe une 
onstante positive C2 telle que,
ηK ≤ C2(‖∇he‖ωK

+ ξK) (2.33)Démonstration. Élément résiduel Fixons un élément arbitraire K ∈ Th et on dé�nit
rK := fh|K , wK := bKrK ,où bK est la fon
tion bulle standard asso
iée à l'élément K dé�nie en (2.12). Les inégalitésinverses 
lassiques du Lemme 2.4.1 et le Lemme 2.6.7 ave
 w = wK et ϕ = 0 donnent

‖rK‖2K ∼
∫

K

rKwK =

∫

K

fhwK

=

∫

K

(∇he · ∇wK − (f − fh)wK)

. (h−1
K ‖∇he‖K + ‖f − fh‖K)‖rK‖K .Cela prouve l'inégalité

hK‖fh‖K . ‖∇he‖K + ξK , ∀K ∈ Th. (2.34)Saut tangentiel On 
onsidère une arête/fa
e intérieure E de Th et on dé�nit
wE := bEJE,t,où bE est la fon
tion bulle standard asso
iée à l'arête/fa
e E dé�nie en (2.13). Le Lemme2.6.7 ave
 v = 0 et ϕ = wE et les inégalités inverses donnent

‖JE,t‖2E ∼
∑

K⊂ωE

∫

K

∇he · 
url wE

. ‖∇he‖ωE
‖∇wE‖ωE

. h
−1/2
E ‖JE,t‖E ‖∇he‖ωE

.Cela prouve que
h

1/2
E ‖JE,t‖E . ‖∇he‖ωE

. (2.35)Saut normal De la même manière, pour une arête/fa
e intérieure arbitraire E de Th,on dé�nit
wE := bEJE,n.En utilisant les inégalités inverses et le Lemme 2.6.7 ave
 v = wE et ϕ = 0 on obtient

‖JE,n‖E . h
−1/2
E ‖∇he‖ωE

+ h
1/2
E ‖f − fh‖ωE

.À l'aide de (2.34), 
ela donne
h

1/2
E ‖JE,n‖E . ‖∇he‖ωE

+ hE‖f − fh‖ωE
. (2.36)En�n, on 
on
lut à l'aide des estimations (2.34), (2.35) et (2.36). 21



Chapitre 2. Estimations d'erreur a posteriori pour le problème du lapla
ienRemarque 2.7.4. L'inégalité lo
ale (2.33) peut s'é
rire de manière globale en sommantsur les éléments K
omme suit
η . (‖∇he‖ + ξ), (2.37)dès lors nous avons bien l'équivalen
e entre l'erreur et l'estimateur d'erreur.

2.8 Tests numériquesDans 
ette se
tion, nous présentons quelques résultats numériques sur les estimateursd'erreur pré
édemment établis. Soit Ω le domaine en L (−1, 1)2\[0, 1]× [−1, 0]. On 
onsi-dère le problème de Diri
hlet,






−∆u = 0 dans Ω,

u = g sur Γ.
(2.38)où g est une fon
tion telle que la solution en 
oordonnées polaires soit g(r, θ) = r2/3 sin
(

2θ
3

)On �xe δ = 0.5 max
K∈Th

ηK . On 
ommen
e ave
 une triangulation régulière T0, et la triangu-lation Tk+1 est obtenue en ra�nant les éléments K de Tk en utilisant le 
ritère suivant
δ ≤ ηK .Les maillages, dans les Figures 2.6 et 2.7, représentent trois étapes de ra�nement su

essif.
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Fig. 2.6 � T0 et T1Le graphique de la Figure 2.8 représente en é
helle logarithmique l'erreur ‖∇he‖ enfon
tion du nombre de degrés de liberté N .22



2.9. Con
lusion
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Fig. 2.7 � T2 et T32.9 Con
lusionLes tests numériques représentés dans les Figures 2.6, 2.7 et 2.8 montrent 
lairementque :� η et ‖∇he‖0,Ω ont le même 
omportement� l'on obtient un ordre optimal de 
onvergen
e ‖∇he‖0,Ω = O(N−1/2) = O(h)� le taux de 
onvergen
e est le même que dans le 
as régulier.On voit don
 que le ra�nement de maillage adapté à la solution singulière u permet deré
upérer le même ordre de 
onvergen
e que dans le 
as régulier : la méthode numériqueemployée i
i est �able et e�
a
e.
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Chapitre 3Estimateurs d'erreur a posteriori pourl'équation de la 
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tionCe premier travail met en éviden
e l'élaboration d'estimateurs a posteriori pour l'équa-tion de le 
haleur. Il est basé sur une dis
rétisation en espa
e à l'aide d'éléments �nis deCrouzeix-Raviart et une dis
rétisation en temps via un s
héma d'Euler impli
ite. L'utilisa-tion de tels éléments �nis non 
onformes n'est pas anodine. Par exemple, l'approximationdu problème de Stokes doit être stable, dans le sens où l'espa
e dis
rétisé doit satisfairela 
ondition inf-sup indépendamment du ratio des éléments. Par ailleurs, les éléments�nis standards sont instables lorsqu'on utilise des maillages anisotropes (maillages pourlesquels le ratio des éléments n'est pas borné [ANS01a℄) pour des problèmes présentant25



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleurdes singularités [AD99, AN04℄. Néanmoins, l'utilisation d'éléments �nis non 
onformesest re
ommandée dans l'hypothèse où ils sont in
onditionnellement stables [ANS01b℄.Dans le 
adre d'éléments �nis 
onformes, plusieurs appro
hes ont été introduites pourdé�nir des estimateurs d'erreur pour l'équation de la 
haleur[BBM05b, BM00, BV04,Pi
98, Pi
03, Ver96, Ver03℄.Pour être 
apable d'étendre 
es te
hniques d'éléments �nis non 
onformes à des pro-blèmes de type spatio-temporel, on a besoin 
omme dans le 
as des problèmes statiqueselliptiques [DDPV96℄ d'estimer un terme de 
onsistan
e qui apparaît lors d'estimationsd'erreurs. Ce terme est 
ontr�lé dans [DDPV96℄ à l'aide d'une dé
omposition d'Helmholtzde l'erreur.L'obje
tif de 
e 
hapitre est le suivant : la Se
tion 3.2 rappelle le problème 
ontinu etsa dis
rétisation. Dans la Se
tion 3.3, on donne quelques outils analytiques, en parti
ulierquelques propriétés de l'erreur spatiale ainsi que de sa dé
omposition de Helmholtz. LaSe
tion 3.4 est dédiée à l'analyse a posteriori de la dis
rétisation en temps. L'e�
a
ité etla �abilité des estimateurs d'erreur spatiale sont établies dans la Se
tion 3.5. L'analyse aposteriori de la dis
rétisation totale du problème est 
onsidérée dans la Se
tion 3.6, nousmontrons en l'o

urren
e l'e�
a
ité et la �abilité de la somme des estimateurs spatiauxet temporels. En�n, la dernière partie est dédiée aux tests numériques, qui à plus forteraison, 
on�rment nos résultats théoriques. On y dé
rit notamment un algorithme demaillage adaptatif en espa
e et en temps.3.2 Dis
rétisations du problèmeSoit Ω un ouvert borné de Rd, d = 2 ou 3, ave
 un bord Γ polygonal (d = 2) oupolyédral (d = 3). Soit T un nombre positif �xé.On 
onsidère l'équation de la 
haleur dans R
d : soit u une solution de







∂u

∂t
−∆u = f dans Ω×]0, T [,

u(., t) = 0 sur Γ×]0, T [,

u(., 0) = u0 dans Ω.

(3.1)La donnée f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) et la valeur initiale u0 ∈ L2(Ω). Sous 
es 
onditions, leproblème (3.1) ou de manière équivalente
(∂tu(t), v) + (∇u(t),∇v) = (f(t), v), ∀v ∈ H1

0 (Ω), ∀t ∈ (0, T ), (3.2)possède une unique solution faible dans L2(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).3.2.1 Dis
rétisation en temps via un s
héma d'Euler impli
iteOn suppose maintenant que la donnée f ∈ C([0, T ];H−1(Ω)). On introduit égalementune partition de [0, T ] en sous intervalles [tp−1, tp], 1 ≤ p ≤ N tels que 0 = t0 < t1 < · · · <

tN = T . On dénote par τp = tp − tp−1 la longueur de [tp−1, tp] et par τ = maxp τp.26



3.2. Dis
rétisations du problèmeL'approximation semi-dis
rète du problème 
ontinu (3.1) par un s
héma d'Euler im-pli
ite 
onsiste à déterminer une suite (up)0≤p≤N solution de






up − up−1

τp
−∆up = f p dans Ω 1 ≤ p ≤ N,

up = 0 sur Γ 1 ≤ p ≤ N,

u0 = u0 dans Ω,

(3.3)
ave
 f p = f(·, tp). Ce problème admet une solution faible unique up ∈ H1

0 (Ω) dont laformulation est
∫

Ω

upv + τp

∫

Ω

∇up · ∇v =

∫

Ω

up−1v + τp

∫

Ω

f pv ∀v ∈ H1
0 (Ω). (3.4)3.2.2 Dis
rétisation totaleLe problème (3.4) est maintenant dis
rétisé par une méthode d'éléments �nis non
onformes. Pour 
ela, pour tout p = 0, 1, · · · , N , on �xe un maillage Tph de Ω qui estrégulier au sens de Ciarlet [Cia78, p. 124℄.On introduit l'espa
e d'éléments �nis non 
onformes de Crouzeix-Raviart :

X0
ph = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Tph,

∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
ph , K, L ∈ Tph,

∫

E

v|K = 0, ∀E ∈ EK ∩ Γ, K ∈ Tph}.La dis
rétisation totale du problème (3.1) via un s
héma d'Euler impli
ite et unedis
rétisation spatiale par éléments �nis de Crouzeix-Raviart est donnée par : étant donnéeune approximation u0
h ∈ X0

0h de u0, trouver up
h ∈ X0

ph, 1 ≤ p ≤ N , telle que :
∫

Ω

up
hvh + τp

∑

K∈Tph

∫

K

∇up
h∇vh =

∫

Ω

up−1
h vh + τp

∫

Ω

f pvh (3.5)pour tout vh ∈ X0
ph.Notons que 
e type d'éléments �nis a été ré
emment utilisé dans [YAC03℄ pour la dis-
rétisation des équations de Dar
y et que dans 
e 
as la non 
onformité de l'approximationrend l'étude a posteriori très di�
ile.Dé�nition 3.2.1. Soit up une solution de (3.4) et up

h une solution de (3.5), alors on notel'erreur spatiale par
ep = up − up

h. 27



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleurOn termine 
ette se
tion en introduisant quelques notations utiles pour la suite. Pour
p = 1, · · · , N , on dé�nit la suite d'espa
es P1 
onforme 
omme suit

Vph = {v ∈ H1(Ω) : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Tph},
V 0

ph = Vph ∩H1
0 (Ω).Comme dans la Se
tion 2.3, nous introduisons les interpolés de Clément. On dé�nit

Yph = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ H1(K), ∀K ∈ Tph,
∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
ph , K, L ∈ Tph, },

Y 0
ph = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ H1(K), ∀K ∈ Tph,

∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
ph , K, L ∈ Tph,

∫

E

v|K = 0, ∀E ∈ EK ∩ Γ, K ∈ Tph}.Remarque 3.2.2. Notez que H1(Ω) ⊂ Yph et que X0
ph ⊕H1

0 (Ω) ⊂ Y 0
ph.L'opérateur d'interpolation de Clément est dé�ni 
omme suit : on dé�nit de manièrestandard l'appli
ation qui à tout n÷ud x asso
ie λx ∈ Vph et véri�ant

λx(y) = δx,y, ∀y ∈ Nph.Pour tout élément v ∈ Yph et w ∈ Y 0
ph, on dé�nit les opérateurs ICv et I0

Cw par
ICv =

∑

x∈Nph

|ωx|−1

(∫

ωx

v

)

λx, (3.6)
I0
Cw =

∑

x∈N int
ph

|ωx|−1

(∫

ωx

w

)

λx. (3.7)Remarque 3.2.3. ICv appartient à Vph, alors que I0
Cw appartient à V 0

ph.Pour terminer nous introduisons quelques notations relatives aux sauts normal ettangentiel du gradient de up
h. On dé�nit les quantités Jp

E,n et Jp
E,t 
omme suit :

Jp
E,n =

{ [[∇up
h · nE

]]

E
si E ∈ E int

ph ,
0 si E ∈ Eph \ E int

ph ,Si d = 2, alors
Jp

E,t =

{ [[∇up
h · tE

]]

E
si E ∈ E int

ph ,
−∇up

h · tE si E ∈ Eph \ E int
ph .Si d = 3, alors

Jp
E,t =

{ [[∇up
h × nE

]]

E
si E ∈ E int

ph ,
−∇up

h × nE si E ∈ Eph \ E int
ph .28



3.3. Outils et propriétés analytiques3.3 Outils et propriétés analytiquesDans 
ette se
tion, on établit quelques propriétés satisfaites par l'erreur spatiale ep.Celles-
i seront parti
ulièrement utiles pour établir des bornes d'erreur.Lemme 3.3.1 (Orthogonalité au sens de Galerkin). L'erreur ep satisfait la relation d'or-thogonalité de Galerkin suivante
∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · ∇vh =

∫

Ω

ep−1 − ep

τp
vh, ∀vh ∈ V 0

ph. (3.8)Démonstration. Il su�t de soustraire (3.4) ave
 v = vh ∈ V 0
ph à l'identité (3.5).Lemme 3.3.2. Soit ϕ ∈ H1(Ω) si d = 2 et ϕ ∈ H1(Ω)3 si d = 3. Alors l'erreur satisfaitl'identité suivante

∫

Ω

∇he
p · 
url ϕ =

∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · ϕ (3.9)Démonstration. Supposons que d = 2. Une intégration par parties dans Ω sur 
haqueélément K donne (
f. (2.10))

∫

Ω

∇he
p · 
url ϕ =

∫

Ω

∇up · 
url ϕ− ∑

K∈Tph

∫

K

∇up
h · 
url ϕ

=

∫

Γ


url ϕ · nup −
∑

K∈Tph

∫

∂K

∇up
h · tKϕComme up ∈ H1

0 (Ω) et ϕ ∈ H1(Ω), on 
on
lut en utilisant la dé�nition de Jp
E,t. En utilisantla propriété (2.11), la preuve est similaire en 3D.Lemme 3.3.3 (Orthogonalité de l'erreur). L'erreur satisfait

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · 
url ϕh = 0, ∀ϕh ∈ Vph si d = 2 et ϕh ∈ (Vph)

3 si d = 3. (3.10)Démonstration. Considérons un élément arbitraire ϕh dans Vph si d = 2 ou dans (Vph)
3si d = 3. Comme pré
édemment, une intégration par parties (
f. les identités (2.10) et29



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleur(2.11)), on obtient (en rappelant que up ∈ H1
0 (Ω))

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · 
url ϕh =

∫

Ω

∇up · 
url ϕh −
∑

K∈Tph

∫

K

∇hu
p
h · 
url ϕh

=

∫

Γ

up
url ϕh · n−
∑

K∈Tph

∫

∂K

up
h
url ϕh · nK

= −
∑

K∈Tph

∫

∂K

up
h
url ϕh · nK

= −
∑

E∈Eph

∫

E

[[
up

h

]]

E

url ϕh · nE

= −
∑

E∈Eph

(
url ϕh · nE)

∫

E

[[
up

h

]]

E
,
omme la fon
tion (
url ϕh · nE)|E est 
onstante sur E ∈ Eph. La propriété des éléments�nis de Crouzeix-Raviart (2.2), satisfaite par up

h ∈ X0
ph, nous permet de 
on
lure 
ettepreuve.Lemme 3.3.4. L'erreur ep satisfait

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · ∇w =

∑

K∈Tph

∫

K

(

f p − up − up−1

τp

)

w +
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,nw,pour tout w ∈ H1

0 (Ω).Démonstration. Une intégration par parties sur 
haque élément et le fait que ∆up
h = 0pour tout élément de K ∈ Tph montre que

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p∇w =

∫

Ω

∇up · ∇w −
∑

K∈Tph

∫

K

∇hu
p
h · ∇w

=

∫

Ω

(

f p − up − up−1

τp

)

w

−
∑

K∈Tph

(

−
∫

K

∆up
hw +

∫

∂K

n · ∇up
hw

)

=

∫

Ω

(

f p − up − up−1

τp

)

w

−
∑

K∈Tph

∑

E∈EK

∫

E

n · ∇up
hw.On 
on
lut en utilisant la dé�nition de Jp

E,n et la 
ontinuité de w à travers les arêtes/fa
es.30



3.3. Outils et propriétés analytiquesCorollaire 3.3.5. Pour tout w ∈ H1
0 (Ω) et ϕ ∈ H1(Ω) si d = 2 et ϕ ∈ H1(Ω)3 si d = 3on a

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · (∇w + 
url ϕ) =

∑

K∈Tph

∫

K

(f p − up − up−1

τp
)w

+
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,nw + Jp

E,t · ϕ).
(3.11)Démonstration. C'est une 
onséquen
e dire
te des Lemmes 3.3.2 et 3.3.4.On rappelle maintenant les résultats suivants (
f Lemme 3.2 de [DDPV96℄ en 2D et[CKN04℄ en 3D ou [GR86, Chap. I℄) :Lemme 3.3.6 (Dé
omposition de Helmholtz de l'erreur). On a la dé
omposition de l'er-reur suivante

∇he
p = ∇wp + 
url ϕp, (3.12)ave
 ϕp ∈ H1(Ω) si d = 2 et ϕp ∈ (H1(Ω))3 si d = 3 et wp ∈ H1

0 (Ω). De plus, lesestimations suivantes sont véri�ées :
|wp|1,Ω ≤ ‖∇he

p‖ , (3.13)
|ϕp|1,Ω . ‖∇he

p‖ . (3.14)Démonstration. Considérons le problème de Diri
hlet suivant : trouver wp ∈ H1
0 (Ω) solu-tion de { div (∇he

p −∇wp) = 0 dans Ω,
wp = 0 sur Γ.

(3.15)La formulation faible du problème (3.15) est :
∫

Ω

∇wp · ∇v =

∫

Ω

∇he
p · ∇v, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (3.16)Comme le 
hamp de ve
teurs ∇he
p −∇wp est à divergen
e nulle sur Ω, i.e.,div (∇he

p −∇wp) = 0 dans Ω.Par le théorème I.3.1 de [GR86℄ si d = 2 ou théorème I.3.4 de [GR86℄ si d = 3, il existe
ϕp ∈ H1(Ω) si d = 2 et ϕp ∈ (H1(Ω))3 si d = 3 telle que
url ϕp = ∇he

p −∇wp.L'inégalité (3.13), en utilisant (3.16) ave
 v = wp, est alors démontrée. L'inégalité (3.14)est obtenue 
omme suit : en utilisant le développement (3.12), on é
rit que
∫

Ω

|
url ϕp|2 =

∫

Ω


url ϕp · 
url ϕp

=

∫

Ω


url ϕp · (∇he
p −∇wp). 31



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleurÀ l'aide de la formule de Green et de la 
ondition au bord wp = 0 sur Γ, on obtient
∫

Ω

|
url ϕp|2 =

∫

Ω


url ϕp · ∇he
p. (3.17)L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz nous permet de 
on
lure que

‖
url ϕp‖ ≤ ‖∇he
p‖ .Si d = 2 l'inégalité (3.14) est une 
onséquen
e dire
te des estimations pré
édentes puisque

|ϕp|1,Ω = ‖
url ϕp‖.Si d = 3, on montre en appliquant le théorème du graphe fermé qu'un 
hamp de ve
teurs
ϕp satisfait

‖ϕp‖1,Ω . ‖
url ϕp‖. (3.18)On 
onsidère pour 
ela l'appli
ation linéaire suivante
F : H1(Ω)3/Σ→ {w ∈ L2(Ω)3 : div w = 0} : ϕ→ 
url ϕ,où Σ = {ϕ ∈ H1(Ω)3 : 
url ϕ = 0}. Cette appli
ation est 
ontinue et bije
tive (ThéorèmeI.3.4 de [GR86℄) et par 
onséquent d'après le théorème du graphe fermé, son appli
ationinverse est également 
ontinue.Les lemmes pré
édents vont nous permettre de prouver les identités suivantes.Lemme 3.3.7. L'erreur ep satisfait les égalités suivantes
τp

∫

Ω

∇he
p · ∇wp = τp

∫

Ω

(f p − up
h − up−1

h

τp
)(wp − I0

Cw
p) (3.19)

+ τp
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p)

−
∫

Ω

(ep − ep−1)wp,
∫

Ω

∇he
p · 
url ϕp =

∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp), (3.20)

‖ep‖2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 = (ep−1, ep) (3.21)

+ (ep − ep−1, ep − wp − I0
C(ep − wp))

+ τp

∫

Ω

∇he
p · ∇I0

C(ep − wp)

+ τp

∫

Ω

(

f p − up
h − up−1

h

τp

)

(wp − I0
Cw

p)

+ τp
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p) + Jp
E,t · (ϕp − ICϕp)).32



3.4. Analyse a posteriori de la dis
rétisation en tempsDémonstration. L'identité (3.19) est issue de la relation de Galerkin, du Lemme 3.3.1 ave

vh = I0

Cw
p ∈ V 0

ph et du Lemme 3.3.4. La se
onde identité (3.20) est une 
onséquen
e duLemme 3.3.2 et de la relation d'orthogonalité du Lemme 3.3.3 ave
 ϕh = ICϕ
p.En utilisant la dé
omposition de l'erreur (3.12) on peut é
rire

τp

∫

Ω

|∇he
p|2 = τp

∫

Ω

∇he
p · (∇wp + 
url ϕp).Les identités (3.19), (3.20) mènent dire
tement à

τp

∫

Ω

|∇he
p|2 = −

∫

Ω

(ep − ep−1)wp

+ τp

∫

Ω

(

f p − up
h − up−1

h

τp

)

(wp − I0
Cw

p)

+ τp
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p) + Jp
E,t · (ϕp − ICϕp)).On é
rit de manière équivalente que

‖ep‖2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 = (ep−1, ep)

+ (ep − ep−1, ep − wp − I0
C(ep − wp))

+ (ep − ep−1, I0
C(ep − wp))

+ τp

∫

Ω

(

f p − up
h − up−1

h

τp

)

(wp − I0
Cw

p)

+ τp
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p) + Jp
E,t · (ϕp − ICϕp)).Cette dernière identité et la relation d'orthogonalité de Galerkin (3.8) 
onduisent aurésultat (3.21).3.4 Analyse a posteriori de la dis
rétisation en tempsEn s'inspirant de la littérature existante [JNT90, Pi
98, BV04℄, on dé�nit des indi
a-teurs d'erreur en temps :

ηp
t = τ 1/2

p ‖∇h(u
p
h − up−1

h )‖, 1 ≤ p ≤ N. (3.22)Dans la dé�nition de l'indi
ateur (3.22), nous avons é
rit ∇h(u
p
h−up−1

h ) alors que up−1
het up

h n'appartiennent pas à la même triangulation, mais la di�éren
e up
h− up−1

h peut êtrevue 
omme une fon
tion P1 sur la triangulation Tph ∩ Tp−1,h. Le gradient dis
ontinu estalors 
al
ulé sur la triangulation Tph ∩ Tp−1,h.Pour plus de 
ommodité, on introduit les notations suivantes : on dénote par πτf lafon
tion étagée 
onstante à f(tp) sur 
haque intervalle (tp−1, tp), 1 ≤ p ≤ N . Pour une33



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleursuite vp ∈ X0
ph ⊕H1

0 (Ω), 0 ≤ p ≤ N , on dénote par vτ son interpolé de Lagrange, qui esta fortiori a�ne sur 
haque intervalle [tp−1, tp], 1 ≤ p ≤ N , et égal à vp au point tp, i.e.,dé�ni par,
vτ (t) =

tp − t
τp

vp−1 +
t− tp−1

τp
vp, ∀t ∈ [tp−1, tp], 1 ≤ p ≤ N.En�n, on note eτ = u− uτ , l'erreur de dis
rétisation en temps. Étant donné que

∂tuτ =
up − up−1

τp
sur (tp−1, tp),la formulation semi-dis
rète (3.4) est équivalente à

(∂tuτ(t), v) + (∇up,∇v) = (f p, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω), ∀t ∈ (tp−1, tp). (3.23)En prenant la di�éren
e ave
 (3.2), on en déduit l'équation résiduelle suivante

(∂teτ (t), v) + (∇eτ (t),∇v) = ((f − f p)(t), v) (3.24)
+ (∇(up − uτ )(t),∇v), ∀v ∈ H1

0 (Ω), ∀t ∈ (tp−1, tp).Cette équation nous permet de montrer le théorème suivant.Théorème 3.4.1 (Borne d'erreur supérieure en temps). L'erreur en temps eτ véri�el'inégalité suivante
‖eτ (tn)‖2 +

∫ tn

0

‖∇eτ (s)‖2 ds .

n∑

p=1

(ηp
t )

2 (3.25)
+

∫ tn

0

‖∇h(uτ − uhτ )(s)‖2 ds+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)).Démonstration. L'équation résiduelle (3.24) donne (voir Proposition 3.1 de [BV04℄)
‖eτ (tn)‖2 +

∫ tn

0

‖∇eτ (t)‖2 dt ≤ 2
n∑

p=1

∫ tp

tp−1

‖∇(up − uτ )(s)‖2 ds (3.26)
+ 2‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)).Par dé�nition de uτ , on a 
lairement

∫ tp

tp−1

‖∇(up − uτ)(s)‖2 ds =
τp
3
‖∇(up − up−1)‖2. (3.27)L'inégalité triangulaire nous permet alors d'é
rire que

τ 1/2
p ‖∇(up − up−1)‖ ≤ ηp

t + τ 1/2
p ‖∇h(u

p − up
h)‖+ τ 1/2

p ‖∇h(u
p−1
h − up−1)‖.De plus les arguments du Lemme 2.3 de [BV04℄ donnent

τp‖∇h(u
p − up

h)‖2 + τp‖∇h(u
p−1
h − up−1)‖2 .

∫ tp

tp−1

‖∇h(uτ − uhτ)(s)‖2 ds. (3.28)34



3.4. Analyse a posteriori de la dis
rétisation en tempsL'identité pré
édente, ainsi que 
es deux estimations donnent
∫ tp

tp−1

‖∇(up − uτ )(s)‖2 ds . (ηp
t )

2 (3.29)
+

∫ tp

tp−1

‖∇h(uτ − uhτ)(s)‖2 ds.Cette estimation dans (3.26) permet alors de 
on
lure.Corollaire 3.4.2 (Se
onde borne supérieure de l'erreur). L'erreur en temps eτ véri�el'inégalité suivante
‖∂teτ‖2L2(0,tn;H−1(Ω)) .

n∑

p=1

(ηp
t )

2 (3.30)
+

∫ tn

0

‖∇h(uτ − uhτ)(s)‖2 ds+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)).Démonstration. L'équation résiduelle (3.24) donne dire
tement
‖∂teτ‖2L2(0,tn;H−1(Ω)) . ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω))

+

∫ tn

0

‖∇eτ (s)‖2 ds+
n∑

p=1

∫ tp

tp−1

‖∇(up − uτ)(s)‖2 ds.Le se
ond terme de droite est alors estimé par (3.25), et le troisième terme via (3.29)La borne supérieure de l'erreur lo
ale en temps est alors fa
ile à démontrer :Théorème 3.4.3 (Borne inférieure de l'erreur en temps). Pour tout p = 1, · · · , N , on al'estimation suivante :
ηp

t . ‖∇heτ‖L2(tp−1,tp;L2(Ω)) + ‖∂teτ‖L2(tp−1,tp;H−1(Ω)) (3.31)
+ τ 1/2

p (‖∇h(u
p − up

h)‖+ ‖∇h(u
p−1 − up−1

h )‖)
+ ‖f − πτf‖L2(tp−1,tp;H−1(Ω)).Démonstration. À l'aide de l'inégalité triangulaire, on obtient
ηp

t . τ 1/2
p (‖∇(up − up−1)‖

+ ‖∇h(u
p − up

h)‖+ ‖∇h(u
p−1 − up−1

h )‖).L'estimation du terme τ 1/2
p ‖∇(up−up−1)‖ est proposée dans la Proposition 3.3 de [BV04℄,ainsi en utilisant (3.27) (ave
 n = p), en prenant v = up − uτ dans (3.24) et en intégrantle résultat sur l'intervalle t ∈ (tp−1, tp). 35



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleur3.5 Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatiale3.5.1 Borne supérieure de l'erreurL'élément résiduel exa
t est donné par
f p − up

h − up−1
h

τp
.De manière 
lassique [Ver96℄, 
e terme est rempla
é par un élément résiduel appro
hé

f p
h −

up
h − up−1

h

τp
,où f p

h est une approximation de f p via des éléments �nis P 0 (plus pré
isément (f p
h)|K :=

1

|K|

∫

K

f p, pour tout K ∈ Tph).Dé�nition 3.5.1. Soit p ≥ 1. L'estimateur d'erreur lo
al ηp
K est dé�ni par

ηp
K = hK‖f p

h −
up

h − up−1
h

τp
‖K +

∑

E∈EK

h
1/2
E (
∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E
+
∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
).L'estimateur d'erreur global ηp est donné par

(ηp)2 =
∑

K∈Tph

(ηp
K)2.Les termes d'approximation lo
al et global sont donnés par

ξp
K = hK‖f p − f p

h‖ωK
, (ξp)2 =

∑

K∈Tph

(ξp
K)2.Théorème 3.5.2 (Borne supérieure de l'erreur). L'inégalité suivante est véri�ée

‖en‖2 +
n∑

p=1

τp ‖∇he
p‖2 .

n∑

p=1

max{h2
p, τp}(ηp)2 (3.32)

+
∥
∥e0
∥
∥2

+
n∑

p=1

τp(ξ
p)2.Démonstration. Cette borne supérieure est une 
onséquen
e des Lemmes 3.3.6 et 3.3.7. Onestime quelques-uns des termes de droite de l'égalité (3.21) du Lemme 3.3.7. En utilisantsu

essivement l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, l'estimation (2.7) et la dé�nition 3.5.1 del'estimateur lo
al, on obtient

∑

K∈Tph

∫

K

(

f p
h −

up
h − up−1

h

τp

)

(wp − I0
Cw

p)

.
∑

K∈Tph

hK‖f p
h −

up
h − up−1

h

τp
‖K |wp|1,ω̃K

.
∑

K∈Tph

ηp
K |wp|1,ω̃K

.36



3.5. Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatialeA l'aide de l'inégalité dis
rète de Cau
hy-S
hwarz, on obtient
∑

K∈Tph

∫

K

(

f p
h −

up
h − up−1

h

τp

)

(wp − I0
Cw

p) . ηp |wp|1,Ω . (3.33)De la même manière, en utilisant (2.8) et (2.6), on estime les termes ave
 les sauts tan-gentiel et normal des gradients :
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p) ≤
∑

E∈Eph

∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E

∥
∥wp − I0

Cw
p
∥
∥

E

.
∑

E∈Eph

∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E
h

1/2
E |wp|1,ω̃E

.
∑

K∈Tph

ηp
K |wp|1,ω̃K

.

∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp) ≤

∑

E∈Eph

∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
‖ϕp − ICϕp‖E

.
∑

E∈Eph

∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
h

1/2
E |ϕp|1,ω̃E

.
∑

K∈Tph

ηp
K |ϕp|1,ω̃K

.Comme pré
édemment, l'inégalité dis
rète de Cau
hy-S
hwarz donne
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p) . ηp |wp|1,Ω , (3.34)
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp) . ηp |ϕp|1,Ω . (3.35)L'estimation (2.7) nous permet d'évaluer le terme :

∑

K∈Tph

∫

K

(f p − f p
h)(wp − I0

Cw
p) ≤

∑

K∈Tph

hK‖f p − f p
h‖K |wp|1,ω̃K

,et par 
onséquent
∑

K∈Tph

∫

K

(f p − f p
h)(wp − I0

Cw
p) . ξp |wp|1,Ω . (3.36)En appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et l'estimation (2.7), on obtient

|(ep − ep−1, ep − wp − I0
C(ep − wp))| . hp‖ep − ep−1‖‖∇h(e

p − wp)‖. 37



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleurLes estimations pré
édentes et l'inégalité (2.9) inje
tées dans l'identité (3.21) permettentd'é
rire
‖ep‖2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 ≤ (ep−1, ep) (3.37)

+ Chp‖ep − ep−1‖‖∇h(e
p − wp)‖

+ Cτp‖∇he
p‖‖∇h(e

p − wp)‖
+ Cτpη

p |ϕp|1,Ω

+ Cτp(η
p + ξp) |wp|1,Ω ,ave
 une 
onstante C > 0 dépendant uniquement de l'angle minimal de Tph.Cette inégalité ne donne pas dire
tement l'estimation désirée à 
ause des fa
teurs

‖∇h(e
p−wp)‖, |wp|1,Ω et |ϕp|1,Ω. On a don
 besoin d'estimer 
es fa
teurs. On débute toutd'abord ave
 le dernier 
ité. En utilisant les identités (3.17) et (3.20) on peut é
rire

∫

Ω

|
url ϕp|2 =
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp).En utilisant l'erreur d'approximation (2.6) et la dé�nition de l'estimateur d'erreur a pos-teriori, on obtient

‖
url ϕp‖2 . ηp|ϕp|1,Ω.À l'aide de (3.18) si : d = 3, on 
on
lut que
|ϕp|1,Ω . ηp. (3.38)Pour l'estimation de la norme ∇h(e

p − wp), on 
ommen
e ave

‖∇h(e

p − wp)‖2 =

∫

Ω

∇h(e
p − wp) · ∇h(e

p − wp).En utilisant la dé
omposition de Helmholtz (3.12), on peut é
rire
‖∇h(e

p − wp)‖2 =

∫

Ω

∇h(e
p − wp) · 
url ϕp.L'utilisation du Lemme 3.3.7 et de la formule de Green (en rappelant que wp = 0 sur Γ)permet d'obtenir

‖∇h(e
p − wp)‖2 =

∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp).En utilisant les estimations (3.35) et (3.38), on obtient

‖∇h(e
p − wp)‖ . ηp. (3.39)À l'aide de l'inégalité triangulaire

‖∇wp‖ ≤ ‖∇h(w
p − ep)‖+ ‖∇he

p‖,38



3.5. Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatialeet par l'inégalité 
lassique (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2, véri�ée pour tous nombres réels a, b, onobtient
‖∇wp‖2 ≤ 2‖∇h(w

p − ep)‖2 + 2‖∇he
p‖2.À l'aide de (3.39) on arrive à

‖∇wp‖2 ≤ C(ηp)2 + 2‖∇he
p‖2, (3.40)ave
 une 
onstante C > 0 dépendant uniquement de l'angle minimal de Tph.On peut à présent 
on
lure : en utilisant les estimations (3.38), (3.39) et l'inégalité deYoung dans (3.37), on peut é
rire

∫

Ω

|ep|2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 ≤ (ep−1, ep)

+ Chp‖ep − ep−1‖ηp

+ Cτp‖∇he
p‖ηp

+ Cτp((η
p)2 + ξp)2)

+
1

8
τp |wp|21,Ω ,ave
 une 
onstante C > 0 dépendant uniquement de l'angle minimal de Tph.En utilisant (3.40) pour estimer le terme |wp|21,Ω et l'inégalité de Young, on arrive�nalement à

∫

Ω

|ep|2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 ≤ (ep−1, ep)

+
1

2
‖ep − ep−1‖2 + Ch2

p(η
p)2

+ Cτp((η
p)2 + ξp)2)

+
τp
2
‖∇he

p‖2

≤ 1

2
‖ep‖2 +

1

2
‖ep−1‖2

+ C(max{h2
p, τp}(ηp)2 + τp(ξ

p)2)

+
τp
2
‖∇he

p‖2,ave
 une 
onstante C > 0 dépendant uniquement de l'angle minimal de Tph.Cette inégalité est équivalente à
‖ep‖2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 ≤ ‖ep−1‖2 + 2C(max{h2

p, τp}(ηp)2 + τp(ξ
p)2),et on 
on
lut en sommant sur p = 1, . . . , n. 39



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleurCorollaire 3.5.3 (Se
onde borne supérieure de l'erreur). L'estimation suivante est véri-�ée
‖∂t(uτ − uhτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)) .

n∑

p=1

max{h2
p, τp}(ηp)2 (3.41)

+
∥
∥e0
∥
∥2

+ ‖∇he
0‖2 +

n∑

p=1

τp(ξ
p)2.Démonstration. Par dé�nition, on a

‖∂t(uτ − uhτ)(t)‖H−1(Ω) = sup
v∈H1

0
(Ω)

(∂t(uτ − uhτ)(t), v)

‖v‖1,Ω
.En utilisant la propriété

∂t(uτ − uhτ)(t) =
ep − ep−1

τp
, ∀t ∈ (tp−1, tp),et l'équation semi-dis
rète (3.4), pour tout t ∈ (tp−1, tp), on peut é
rire

(∂t(uτ − uhτ)(t), v) = Rp(v)− (∇he
p,∇v),où le résidu Rp est dé�ni par

Rp(v) = (f p, v)− (
up

h − up−1
h

τp
, v)− (∇hu

p
h,∇v), ∀v ∈ H1

0 (Ω).Comme (3.5) implique que
Rp(vh) = 0, ∀vh ∈ V 0

nh,l'égalité pré
édente devient
(∂t(uτ − uhτ)(t), v) = Rp(v − vh)− (∇he

p,∇v), ∀vh ∈ V 0
ph, t ∈ (tp−1, tp).En prenant vh = ICv, en appliquant la formule de Green et en utilisant l'estimation(2.8),on a

|(∂t(uτ − uhτ )(t), v)| . (ηp + ‖∇he
p‖)‖∇v‖, ∀t ∈ (tp−1, tp).Cette inégalité et l'inégalité de Poin
aré-Friedri
h permettent d'é
rire

‖∂t(uτ − uhτ )(t)‖H−1(Ω) . ηp + ‖∇he
p‖, ∀t ∈ (tp−1, tp).La 
on
lusion dé
oule alors de (3.32).40



3.5. Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatiale3.5.2 Borne inférieure de l'erreurOn établit une borne inférieure de l'erreur à l'aide de l'estimateur ηp
K (voir [Ver96,DDPV96℄). Par ailleurs, on 
onsidère i
i un problème non-stationnaire, nous avons don
besoin de l'assertion suivante (voir [BV04, Ver03℄) :Assertion 3.5.4. Pour tout 1 ≤ p ≤ N , il existe une triangulation 
onforme T̃ph telleque tout élément K de Tp−1,h ou de Tph soit la réunion d'éléments K̃ de T̃ph telle que

hK ∼ hK̃ .Dans 
e qui va suivre nous avons besoin de reformuler le Corollaire 3.3.5 dans le senssuivant :Lemme 3.5.5. Pour tout v ∈ H1
0 (Ω), ϕ ∈ H1(Ω) si d = 2 et ϕ ∈ H1(Ω)3 si d = 3 on al'égalité suivante :

∫

Ω

(ep − ep−1)v + τp
∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · (∇v + 
url ϕ) = τp

∫

Ω

(f p − f p
h)v

+ τp
∑

K∈Tph

∫

K

(

f p
h −

up
h − up−1

h

τp

)

v

+τp
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,nv + Jp

E,t · ϕ).Théorème 3.5.6 (Borne inférieure de l'erreur lo
ale). Si les assertions 3.5.4 sont véri-�ées, alors pour tout 1 ≤ p ≤ N , on a
ηp

K . hK‖
ep − ep−1

τp
‖ωK

+ ‖∇he
p‖ωK

+ ξp
K . (3.42)Démonstration. Élément résiduel Fixons un élément arbitraire K ∈ T̃ph et on dé�nit

rp
K := (f p

h −
up

h − up−1
h

τp
)|K , wp

K := bKr
p
K ,où bK = λK

1 λ
K
2 λ

K
3 est la fon
tion bulle standard asso
iée à l'élément K (voir [Ver96℄). Lesinégaltés inverses 
lassiques (
f. [Ver96℄) et le Lemme 3.5.5 ave
 v = wp

K et ϕ = 0 donnent
‖rp

K‖2K ∼
∫

K

rp
Kw

p
K =

∫

K

(f p
h −

up
h − up−1

h

τp
)wp

K

=

∫

K

(
ep − ep−1

τp
wp

K +∇he
p · ∇wp

K − (f p − f p
h)wp

K)

. (‖e
p − ep−1

τp
‖K + h−1

K |ep|1,K + ‖f p − f p
h‖K)‖rp

K‖K .Cela prouve l'inégalité
hK‖rp

K‖K . hK‖
ep − ep−1

τp
‖K + |ep|1,K + hK‖f p − f p

h‖K , ∀K ∈ T̃ph. (3.43)41



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleurÀ présent, pour tout K ∈ Tph, l'assertion 3.5.4 donne
h2

K‖rp
K‖2K .

∑

K̃∈T̃ph:K̃⊂K

h2
K̃
‖rp

K̃
‖2

K̃
.En utilisant l'inégalité (3.43) et le fait que hK̃ ≤ hK pour K̃ ⊂ K, nous avons prouvé que

hK‖rp
K‖K . hK‖

ep − ep−1

τp
‖K + |ep|1,K + ξK , ∀K ∈ Tph. (3.44)Saut tangentiel On 
onsidère une arête/fa
e intérieure E de Tph et on dé�nit

wp
E := bEJ

p
E,t,où bE est la fon
tion bulle standard asso
iée à l'arête/fa
e E (voir [Ver96℄).Le Lemme 3.5.5 ave
 v = 0 et ϕ = wp

E et les inégalités inverses donnent
∥
∥Jp

E,t

∥
∥2

E
∼

∑

K⊂ωE

∫

K

∇he
p · 
url wp

E

. ‖∇he
p‖ωE

‖∇wp
E‖ωE

. h
−1/2
E

∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
‖∇he

p‖ωE
.Cela prouve que

h
1/2
E

∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
. ‖∇he

p‖ωE
. (3.45)Saut normal De la même manière, pour une arête/fa
e intérieure arbitraire E de

Tph, on dé�nit
wp

E := bEJ
p
E,n.En utilisant les inégalités inverses et le Lemme 3.5.5 ave
 v = wp

E et ϕ = 0 on obtient
∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E
. h

1/2
E ‖

ep − ep−1

τp
‖ωE

+ h
−1/2
E ‖∇he

p‖ωE

+ h
1/2
E ‖f p − f p

h‖ωE
+ h

1/2
E ‖f p

h −
up

h − up−1
h

τp
‖ωE

.À l'aide de (3.44), 
ela donne
h

1/2
E

∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E
. hE‖

ep − ep−1

τp
‖ωE

+ ‖∇he
p‖ωE

+ hE‖f p − f p
h‖ωE

. (3.46)En�n, on 
on
lut à l'aide des estimations (3.44), (3.45) et (3.46).Corollaire 3.5.7 (Se
onde borne inférieure de l'erreur lo
ale). Si l'assertion 3.5.4 estvéri�ée alors pour tout 1 ≤ p ≤ N , on a
(ηp)2 . ‖∂t(uτ − uhτ )‖2H−1(Ω) + ‖∇he

p‖2 + (ξp)2. (3.47)42



3.6. Analyse a posteriori de la dis
rétisation totaleDémonstration. Comme
∂t(uτ − uhτ )(t) =

ep − ep−1

τp
, ∀t ∈ (tp−1, tp),dans la preuve pré
édente, on a besoin de rempla
er la norme L2 lo
ale de ep−ep−1

τp
par sanorme globale H−1(Ω). Pour 
ela, dans le Lemme 3.5.5 on prend ϕ = 0 et

v =
∑

K̃∈T̃ph

h2
K̃
rp

K̃
bK̃ ,
e qui donne à l'aide de l'assertion 3.5.4,

∑

K∈Tph

h2
K‖rp

K‖2K . (‖∂t(uτ − uhτ )‖H−1(Ω) + ‖∇he
p‖)‖∇v‖+

∑

K∈Tph

‖f p − f p
h‖K‖v‖K .Les inégalités inverses donnent

∑

K∈Tph

h2
K‖rp

K‖2K . ‖∂t(uτ − uhτ )‖2H−1(Ω) + ‖∇he
p‖2 + (ξp)2.De la même manière que pour le saut normal du gradient, on utilise le Lemme 3.5.5ave
 ϕ = 0 et

v =
∑

E∈Eint
ph

hEJ
p
E,nbE ,pour avoir

∑

E∈Eint
ph

hE

∥
∥Jp

E,n

∥
∥

2

E
. ‖∂t(uτ − uhτ)‖2H−1(Ω) + ‖∇he

p‖2 + (ξp)2.Ces inégaltés et (3.45) nous permettent alors de 
on
lure.3.6 Analyse a posteriori de la dis
rétisation totalePour tout n = 1, · · · , N , on note l'erreur totale E(tn) au temps tn par
E(tn)2 = ‖u(tn)− un

h‖2 + ‖un − un
h‖2

+ ‖∂t(u− uτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)) + ‖∂t(uτ − uhτ)‖2L2(0,tn;H−1(Ω))

+

∫ tn

0

‖∇h(u− uτ )(·, s)‖2 ds+

∫ tn

0

‖∇h(uτ − uhτ)(·, s)‖2 ds.En utilisant une 
ombinaison des résultats pré
édents, on a les bornes globales supé-rieure et inférieure suivantes : 43



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleurThéorème 3.6.1 (Bornes d'erreur totale). Pour tout n = 1, · · · , N , E(tn) véri�e lapropriété suivante
E(tn)2 .

n∑

p=1

(
(ηp

t )
2 + max{h2

p, τp}(ηp)2
) (3.48)

+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)) +
n∑

p=1

τp(ξ
p)2

+ ‖e0‖2 + τ0‖∇he
0‖2.Si de plus, l'assertion 3.5.4 est véri�ée, alors pour tout n = 1, · · · , N , E(tn) véri�e lapropriété suivante :

n∑

p=1

(
(ηp

t )
2 + τp(η

p)2
)

. E(tn)2 (3.49)
+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)) +

n∑

p=1

τp(ξ
p)2.Démonstration. Commençons par la borne supérieure de l'erreur. Par le Théorème 3.4.1et le Corollaire 3.4.2, on a

E(tn)2 .

n∑

p=1

(ηp
t )

2

+ ‖(uτ − uhτ)(tn)‖2 +

∫ tn

0

‖∇h(uτ − uhτ(s)‖2 ds

+ ‖∂t(uτ − uhτ)‖2L2(0,tn;H−1(Ω)) + ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)).Comme (uτ − uhτ )(tn) = un − un
h = en et

|∇h(uτ − uhτ )(s)| ≤ |∇he
p−1|+ |∇he

p|, ∀s ∈ [tp−1, tp],les inégalités pré
édentes peuvent être é
rites 
omme suit
E(tn)2 .

n∑

p=1

(ηp
t )

2

+ ‖en‖2 +

n∑

p=0

τp‖∇he
p‖2

+ ‖∂t(uτ − uhτ)‖2L2(0,tn;H−1(Ω)) + ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)).On 
on
lut alors en utilisant le Théorème 3.5.2 et le Corollaire 3.5.3.44



3.6. Analyse a posteriori de la dis
rétisation totaleOn passe maintenant à la borne inférieure. En sommant le 
arré de (3.31) sur p =
1, · · · , n, on obtient

n∑

p=1

(ηp
t )

2 .

∫ tn

0

‖∇heτ (s)‖2 ds+ ‖∂teτ‖2L2(0,tn;H−1(Ω))

+
n∑

p=0

τp(‖∇h(u
p − up

h)‖2 + ‖∇h(u
p−1
h − up−1

h )‖2)

+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)).À l'aide de (3.28), nous avons d'une part
n∑

p=1

(ηp
t )

2 . E(tn)2 + ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)). (3.50)D'autre part, le Corollaire 3.5.7, nous donne
n∑

p=1

τp(η
p)2 . ‖∂t(uτ − uhτ)‖2L2(0,tn;H−1(Ω))

+

n∑

p=1

τp(‖∇h(u
p − up

h)‖2 + (ξp)2).En
ore une fois à l'aide (3.28), on obtient
n∑

p=1

τp(η
p)2 . E(tn)2 +

n∑

p=1

τp(ξ
p)2. (3.51)L'estimation (3.49) est une 
onséquen
e dire
te de (3.50) et (3.51).Remarque 3.6.2. Si on suppose

h2
p . τp, ∀1 ≤ p ≤ N, (3.52)alors le Théorème 3.6.1 montre que l'erreur E(tn) est équivalente à l'estimateur global

(
n∑

p=1

(
(ηp

t )
2 + τp(η

p)2
)

)1/2

,"modulo des termes d'approximation de plus haut degré". Cet estimateur d'erreur globalsera utilisé dans le 
adre du ra�nement de maillage automatique en respe
tant évidem-ment la 
ondition (3.52). 45



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleur3.7 Tests numériquesLes tests suivants ont pour but de 
on�rmer notre analyse théorique. Comme notreprin
ipal travail 
on
erne les estimateurs d'erreur spatiaux, on s'atta
he à tester leurvalidité numérique. Le premier exemple permet de 
on�rmer l'e�
a
ité et la �abilitéde nos indi
ateurs spatiaux d'erreur. Le se
ond exemple illustre l'utilisation de notreindi
ateur spatial en présentant un algorithme de ra�nement de maillage automatiquepour une solution présentant une singularité.3.7.1 Premier testCet exemple 
onsiste à résoudre l'équation de la 
haleur en 2D sur le 
arré unité
Ω =]0, 1[×]0, 1[. On utilise i
i les éléments de Crouzeix-Raviart pour un maillage régulier
Tph = Th obtenu en divisant 
haque 
�té en n sous-intervalles et en divisant 
haquere
tangle obtenu en deux triangles (voir Figure 3.1).Les tests sont réalisés au temps T = 1s ave
 la solution exa
te u :

u(x, y, t) = e−txy(x− 1)(y − 1) dans Ω×]0, 1[,telle que u0(x, y) = xy(x − 1)(y − 1) dans Ω et u(., t)|Γ = 0, pour tout t ∈]0, 1[. On �xe
τp = 0.1s et N = T/τp = 10. Tous les résultats numériques seront présentés au temps�nal T = 1s (N = 10).Dans un premier temps, on véri�e que la solution uN

h 
onverge vers la solution exa
te.Pour 
ela, on a tra
é ∥∥∇he
N
∥
∥ en fon
tion du nombre de degrés de liberté DOF (DoF =

3n2 − 4n+ 2 ave
 h = 1/n) dans la Figure 3.2. On retrouve i
i l'ordre optimal de 
onver-gen
e en h de la méthode numérique (voir [BCT82℄).
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Fig. 3.1 � Maillage uniforme sur le 
arré unité ave
 n = 8.À présent on étudie, les résultats théoriques 
on
ernant les bornes supérieures et infé-rieures de l'erreur (3.32) et (3.42).46



3.7. Tests numériques
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N
∥
∥ en fon
tion des DoF pour des maillages uniformes.Fiabilité de l'estimateur spatialOn dé�nit le ratio du membre de gau
he et du membre de droite de l'inégalité (3.32)au temps T = 1s :

qN
up =

∥
∥eN

∥
∥

2
+

N∑

p=1

τp ‖∇he
p‖2

‖e0‖2 +

N∑

p=1

τp
∑

K∈Tph

((ηp
K)2 + h2

K‖f p − f p
h‖2K)

.

qN
up représente l'indi
e d'e�
a
ité. Il permet de mesurer la �abilité de l'estimateur et ilest relié à la borne supérieure globale. D'après 
e qui pré
ède, le Théorème 3.5.2, montreque le ratio qN

up est borné . Cela est 
on�rmé par nos tests numériques présentés dans les�gures 3.3 et Table 3.1. Par 
onséquent, l'estimateur spatial est �able.E�
a
ité de l'estimateur spatialMaintenant, on dé�nit le ratio du membre de gau
he et du membre de droite (3.42)au temps �nal T = 1s :
qN
low = max

K∈Tph

ηN
K

hK‖
eN − eN−1

τp
‖ωK

+ ‖∇he
N‖ωK

+ hK‖fN − fN
h ‖ωK

.

qN
low est relié à la borne lo
ale de l'erreur et mesure l'e�
a
ité de l'estimateur. D'aprèsla �gure 3.4 (voir aussi Table 3.1), qN

low est borné d'après le Théorème 3.5.6. De plus,l'estimateur spatial est également e�
a
e. 47



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleur
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3.7. Tests numériquesn DoF qNup qNlow4 56 0.21768 2.07828 208 0.22413 2.571416 800 0.22847 2.901032 3136 0.23180 3.126564 12416 0.23406 3.2208128 49408 0.23543 3.2843256 197120 0.23604 3.2930512 787456 0.23617 3.2975Tab. 3.1 � qN
up et qN

low en fon
tion des DoF pour des maillages uniformes.Maillages non stru
turésPour valider la �abilité et l'e�
a
ité de notre estimateur spatial, nous avons égalementfait une approximation du problème pré
édent, toujours ave
 les mêmes éléments, sur unmaillage non stru
turé ave
 h = 0.2 (voir Figure 3.5) et sur des maillages su

essifsobtenus en divisant 
haque triangle en quatre triangles de manière standard [Ver96℄.Les Figures 3.6 et 3.7 (voir aussi Table 3.2) montrent respe
tivement qN
up et qN

low enfon
tion des degrés de liberté. On 
onstate 
omme pré
édemment que les deux ratios sontbornés, on peut don
 
on
lure que notre estimateur spatial est �able et e�
a
e.
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Fig. 3.5 � Maillage non stru
turé du 
arré unité ave
 h = 0.2.3.7.2 Dépendan
e de l'erreurNous avons vu du point de vue théorique que nous pouvions étudier l'erreur entrela solution exa
te et la solution appro
hée, en la s
indant en deux parties : une erreurspatiale et une erreur temporelle. Comme dans [Pi
98℄, nous allons montrer 
e phénomène49



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleur
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3.7. Tests numériquesh DoF qNup qNlow0.2 139 0.14351 1.85060.1 512 0.14967 1.85610.05 2008 0.15282 1.86120.025 7952 0.15520 1.86360.0125 31648 0.15713 1.86580.00625 126272 0.15811 1.86670.003125 504448 0.15823 1.8669Tab. 3.2 � qN
up et qN

low en fon
tion des DoF pour des maillages non stru
turés.
h = 1/n dt η ηt ‖e‖ qN

up h = 1/n dt η ηt ‖e‖ qN
up0.1 0.1 0.096 0.65 0.31 3.6 0.1 0.05 0.062 0.34 0.19 3.30.05 0.1 0.051 0.65 0.31 3.6 0.05 0.05 0.031 0.34 0.19 3.30.025 0.1 0.025 0.65 0.31 3.6 0.025 0.05 0.016 0.34 0.19 3.30.0125 0.1 0.012 0.65 0.30 3.7 0.0125 0.05 0.008 0.34 0.19 3.30.1 0.025 0.043 0.18 0.11 3.0 0.1 0.0125 0.041 0.09 0.06 2.70.05 0.025 0.022 0.18 0.10 3.1 0.05 0.0125 0.021 0.09 0.06 2.70.025 0.025 0.011 0.18 0.10 3.1 0.025 0.0125 0.010 0.09 0.05 2.80.0125 0.025 0.005 0.18 0.10 3.1 0.0125 0.0125 0.005 0.09 0.05 2.8Tab. 3.3 � Résultats de 
onvergen
e dans le 
as de triangulations uniformes ave
 u1.à l'aide de deux exemples : l'un où l'erreur en temps est plus importante que l'erreur enespa
e et l'autre inversement. Pour illustrer 
e propos, on 
onsidère le problème (3.1) ave


Ω =]0, 1[×]0, 1[ et T = 1s, et les solutions exa
tes u1 et u2 dé�nies par :
u1(x, y, t) = sin(10πt/2) sin(πx/2) sin(πy/2),et

u2(x, y, t) = sin(10πt/2) sin(10πx/2) sin(10πy/2).Les résultats numériques sont donnés dans les Tables 3.3 et 3.4. On présente les valeursdes indi
ateurs spatial η et temporel ηt, l'erreur ‖e‖ := (
∑N

p=1 τp‖∇he
p‖2)1/2 et l'indi-
ateur d'e�
a
ité spatiale qN

up pour di�érentes triangulations uniformes ave
 des pas detemps 
onstants. Dans le premier exemple Table 3.3, on peut 
onstater que l'erreur estprin
ipalement due à la dis
rétisation en temps. En e�et, pour un pas de temps �xé et desra�nements de maillage su

essifs, l'erreur ‖e‖ est 
ontante ; alors que pour un maillage�xe et une dé
roissan
e des pas de temps, l'erreur ‖e‖ dé
roît.Dans le se
ond exemple, l'erreur est due à la dis
rétisation en espa
e, on voit 
lairementque pour un pas de temps �xé et des ra�nements de maillage su

essifs, l'erreur ‖e‖dé
roît ; alors que pour un maillage �xe et une dé
roissan
e des pas de temps, l'erreur
‖e‖ reste 
onstante. Par ailleurs on remarque que l'indi
ateur ηt est indépendant de h etque l'indi
ateur η est indépendant de τp. Cette propriété importante du dé
ouplage de51
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h = 1/n dt η ηt ‖e‖ qN

up h = 1/n dt η ηt ‖e‖ qN
up0.1 0.1 4.8 7.5 5.2 2.9 0.1 0.05 4.8 3.9 4.9 1.40.05 0.1 2.6 7.2 2.9 5.8 0.05 0.05 2.6 3.8 2.5 2.90.025 0.1 1.3 7.2 2.1 7.9 0.025 0.05 1.3 3.8 1.4 7.90.0125 0.1 0.65 7.1 1.6 8.4 0.0125 0.05 0.65 3.8 0.83 8.10.1 0.025 4.8 1.9 5.4 0.7 0.1 0.0125 4.8 1.0 5.4 0.50.05 0.025 2.6 1.9 2.7 1.5 0.05 0.0125 2.6 1.0 2.7 0.80.025 0.025 1.3 1.9 1.3 2.8 0.025 0.0125 1.3 1.0 1.3 1.30.0125 0.025 0.65 1.9 0.69 5.5 0.0125 0.0125 0.65 1.0 0.68 2.8Tab. 3.4 � Résultats de 
onvergen
e dans le 
as de triangulations uniformes ave
 u2.l'erreur sera utilisée par la suite dans l'algorithme de maillage adaptatif. Les ra�nementsen temps et en espa
e seront basés respe
tivement sur ηt et η.3.7.3 Algorithme adaptatifLes 
onsidérations théoriques et l'illustration de la propriété de dé
ouplage de l'erreurévoquée dans la se
tion pré
édente nous amènent don
 à mettre en pla
e un algorithmefondé sur les indi
ateurs spatial et temporel. Pour mettre en ÷uvre 
et algorithme, ondé�nit dans un premier temps l'indi
ateur global η 
omme suit :

η :=

(
N∑

n=1

(
(ηn

t )2 + τn(ηn)2 + τn(ξn)2
)

)1/2

.Ensuite pour une solution appro
hée uhτ , on dé�nit un estimateur d'erreur relatif Inddé�ni par : Ind2 =
η

∫ T

0
‖∇uhτ(·, t)‖2 dt

. (3.53)Soit δ est une toléran
e prédé�nie et 0 < α < 1 un paramètre donné. Le but de notremaillage adaptatif est de générer une suite de sous-intervalles [tn−1, tn] ainsi que des tri-angulations Tnh, n = 1, . . . , N telles que Ind, dé�ni en (3.53), soit borné 
omme suit
(1− α)δ ≤ Ind ≤ (1 + α)δ. (3.54)Pour réaliser 
ela, on dé�nit pour n = 1, · · · , N , deux bornes lo
ales, une borne inférieureLbn dé�nie par Lbn := (1− α)2δ2

∫ tn

tn−1

‖∇uhτ (·, t)‖2 dt (3.55)et une borne supérieure Rbn dé�nie parRbn := (1 + α)2δ2

∫ tn

tn−1

‖∇uhτ(·, t)‖2 dt (3.56)52



3.7. Tests numériquesSet T0h, u
0
h, n = 1, t, τ InitialisationsDo while t ≤ TCompute (ηn)2, (ηn

t )2,
(ξn)2,Rbn,LbnIf τn ξn

2
+ ηn

t < Lbn Pas de temps 
ourant trop petit
τ := 2τ Itération en temps identique ave
 un pas plus grandElse If τn ξn

2
+ ηn

t ≤ RbnIf τn(ηn + ξn

2
) < Lbn Triangulation trop �neDere�nement with 
riteria

ηn
K ≤ 1.5 min ηn

KElse If τn(ηn + ξn

2
) ≤ Rbn Triangulation 
orre
te

t := t+ τ In
rémentation du pas de temps 
ourant
n = n+ 1Else Triangulation trop grossièreContinue with 
riteria Itération en temps identique ave
 un maillage plus �n
ηn

K ≥ 0.5 max ηn
KElse Pas de temps trop grand

τ := τ/2 Itération en temps identique ave
 un pas temps plus �nEnd IfMake Tnh Génération du nouveau maillageEnd Do Tab. 3.5 � Algorithme adaptatif de maillageSi, pour n = 1, · · · , N , les 
onditionsLbn ≤ (ηn
t )2 + τn(ηn)2 + τn(ξn)2 ≤ Rbn (3.57)sont satisfaites, alors en sommant de n = 1 à n = N , on obtient (3.54). Les éléments ηn et

ξn seront utilisés pour 
ontr�ler le pas de temps, tandis que ξn et ηn
t seront utilisés pour
ontr�ler le pas spatial. Cet algorithme de maillage adaptatif est exposé dans le tableau(3.5). Il s'agit du même algorithme proposé dans [Pi
98℄.A�n de tester notre algorithme de maillage adaptatif, nous allons 
onsidérer deuxexemples appropriés. Le premier 
on
erne la résolution de l'équation de la 
haleur (3.1)sur le 
arré unité ]0, 1[×]0, 1[ ave
 pour solution exa
te (voir [Pi
98℄)

u(x, y, t) = β(t) ∗ exp(−50 ∗ r2(x, y, t)), (3.58)ave
 r2(x, y, t) = (x− 0.4 ∗ t− 0.3)2 + (y − 0.4 ∗ t− 0.3)2, et
{
β(t) = 1− exp(−50 ∗ (0.98 ∗ t+ 0.01)2) si t < 0.5,
β(t) = 1− exp(−50 ∗ (1− 0.98 ∗ t+ 0.01)2) sinon. (3.59)Cela signi�e que u est une fon
tion gaussienne dont le 
entre se dépla
e du point (0.3,0.3)au temps t = 0s vers le point (0.7,0.7) au temps t = 1s.Les maillages obtenus aux temps 0.1, 0.5 et 1 sont représentés su

essivement dela Figure 3.8 à la Figure 3.10 ave
 une toléran
e δ = 0.25 et un paramètre α = 0.5.53



Chapitre 3. Estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équation de la 
haleurToléran
e δ Pas de temps Ind qNup1.0 10 0.62 1.40.5 20 0.33 1.30.25 40 0.17 1.20.125 80 0.084 1.20.0625 160 0.042 1.2Tab. 3.6 � Résultats numériques pour la gaussienne ave
 α = 0.5.On 
onstate que les maillages sont ra�nés dans la région où la solution présente deforts gradients et qu'ils suivent parfaitement le dépla
ement du 
entre de la fon
tionGaussienne. La Table 3.6 montre de plus que l'indi
e d'e�
a
ité tend 
lairement vers 1.2.
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Fig. 3.8 � Fon
tion gaussienne ave
 n = 4, tn = 0.1s, Nv = 442.Dans le se
ond exemple, on 
onsidère le 
as où la solution de l'équation de la 
haleur(3.1) est dé�nie dans le domaine en forme de L ] − 1, 1[2\]0, 1[×]0,−1[ par une solutionsingulière
u(r, θ) = e−t ∗ r2/3 sin(

2

3
θ), (3.60)où (r, θ) représente les 
oordonnées polaires 
entrées en (0, 0). Dans 
e 
as , u a un
omportement singulier le long de l'arête (0, 0)×]0, T [.Les Figures 3.11 à 3.13 représentent les maillages obtenus aux temps 0.1, 0.5 et 1, ave
une toléran
e δ = 0.25 et un paramètre α = 0.5. Les maillages sont ra�nés près du pointsingulier, plus pré
isément à l'origine. Comme pré
édemment la Table 3.7 
on�rme quenotre indi
e d'e�
a
ité tend vers une 
onstante pour di�érents paramètres δ.54



3.8. Con
lusion
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Fig. 3.9 � Fon
tion gaussienne ave
 n = 20 tn = 0.5s, Nv = 462.Toléran
e δ Pas de temps Ind qNup1.0 10 0.88 1.80.5 20 0.42 1.60.25 40 0.23 1.60.125 80 0.11 1.60.0625 160 0.055 1.5Tab. 3.7 � Fon
tion singulière ave
 α = 0.5.3.8 Con
lusionNous avons proposé et analysé des estimateurs d'erreur a posteriori pour l'équationde la 
haleur. Cette partie re
ouvre la dis
rétisation par éléments �nis non 
onformes(Crouzeix-Raviart) dans des domaines 2D et 3D. Nous avons démontré, de manière nul-lement triviale, l'existen
e de bornes supérieure et inférieure pour l'erreur. Les tests nu-mériques 
on�rment les prin
ipaux résultats théoriques. Plus pré
isément, on montre queles valeurs qN
up et qN

low sont bornées 
omme dans le 
as d'autres problèmes 
lassiques (
f.[DDPV96, Pi
03℄). Finalement, nous mettons en ÷uvre un algorithme de maillage adap-tatif basé sur l'indépendan
e de nos estimateurs spatial et temporel. Nous avons testé 
etalgorithme pour deux exemples appropriés et les résultats numériques montrent le bon
omportement de la méthode numérique employée.
55
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Fig. 3.10 � Fon
tion gaussienne ave
 n = 40 tn = 1s, Nv = 470.
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Fig. 3.11 � Solution singulière ave
 n = 4, tn = 0.1s, Nv = 836.
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Fig. 3.12 � Solution singulière ave
 n = 20 tn = 0.5s, Nv = 872.
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Fig. 3.13 � Solution singulière ave
 n = 40 tn = 1s, Nv = 874.
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Chapitre 4Estimateurs d'erreur a posteriori pourle problème de Stokes
Sommaire4.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594.2 Les problèmes 
ontinu, semi-dis
ret et totalement dis
ret . . 604.2.1 Dis
rétisation en temps via un s
héma d'Euler impli
ite . . . . 614.2.2 Dis
rétisation totale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.3 Outils et propriétés analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634.4 Analyse a posteriori de la dis
rétisation en temps . . . . . . . 704.5 Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatiale . . . . . . . 724.5.1 Borne supérieure de l'erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 724.5.2 Borne inférieure de l'erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 774.6 Analyse a posteriori de la dis
rétisation totale . . . . . . . . . 804.7 Tests numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 824.7.1 Premier test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 824.7.2 Algorithme adaptatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 864.8 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 914.1 Introdu
tionLe problème de Stokes dynamique dans des domaines 2D ou 3D modélise l'é
oulementd'un �uide in
ompressible. De nombreux travaux ont été entrepris 
on
ernant 
es estima-tions d'erreur a priori, 
omme dans [GR86℄ par exemple. Une étude a posteriori de l'erreurutilisant un s
héma d'Euler impli
ite en temps et une dis
rétisation via des éléments �nis
onformes en espa
e ont été e�e
tuées dans [BV04℄. Dans 
e 
hapitre, on propose de faireune étude a posteriori de 
e problème, mais via des éléments �nis non 
onformes. Pour-quoi des éléments non 
onformes ? Il y a plusieurs raisons, la première étant évidemmentla stabilité de la méthode numérique employée : l'espa
e dis
ret doit satisfaire la 
onditioninf-sup ave
 une 
onstante indépendamment de l'aspe
t ratio des éléments. Par ailleurs,59



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de Stokesles éléments �nis 
onformes (
omme le mini-élement, l'élément de Taylor-Hood, et
...)ne sont pas stables dans le 
as de maillages anisotropiques (maillages dont le ratio n'estpas borné [Ape99℄), on peut se référer en outre à [AD99, AN04℄. L'utilisation des mé-thodes non 
onformes est don
 re
ommandée puisqu'ils sont in
onditionnellement stables[ANS01b℄.Dans le 
adre 
onforme, plusieurs appro
hes ont été entreprises pour dé�nir des estima-teurs d'erreur pour l'équation de la 
haleur et le système de Stokes [BBM05a, BBM05b,BM00, BV04, CF04, Pi
98, Pi
03, Ver96, Ver03℄. Pour étendre 
es te
hniques dans le
as d'estimations via des éléments �nis non 
onformes 
omme dans l'étude de problèmeselliptiques [DDPV96, NS05℄, on se doit d'estimer un terme de 
onsistan
e de manièreappropriée. Comme dans [DDPV96, NS05℄, l'estimation de 
e terme est basée sur la dé-
omposition de Helmholtz de l'erreur. Cela va nous permettre entre autres d'étendre lesrésultats de [BV04℄ à des estimations non 
onformes.L'obje
tif de 
e 
hapitre est don
 le suivant : les problèmes 
ontinu et dis
ret sontrappelés dans la Se
tion 4.2, des estimations d'erreur d'interpolation sont également pré-sentées. Dans la Se
tion 4.3, on donne quelques outils analytiques, en parti
ulier quelquespropriétés satisfaites par l'erreur spatiale et sa dé
omposition d'Helmholtz. La Se
tion4.4 est dédiée à l'analyse a posteriori de la dis
rétisation temporelle. L'e�
a
ité et la�abilité de l'estimateur spatial sont établies dans la Se
tion 4.5. L'analyse a posterioridu problème totalement dis
rétisé est 
onsidérée dans la Se
tion 4.6, on montre en outrel'e�
a
ité et la �abilité de la somme des estimateurs spatial et temporel. En�n, la Se
-tion 4.7 met en éviden
e des tests numériques qui viennent 
onforter l'analyse théoriquepré
édemment établie.4.2 Les problèmes 
ontinu, semi-dis
ret et totalementdis
retSoit Ω un ouvert borné de R
d, d = 2 ou 3, ave
 un bord Γ polygonal (d = 2) oupolyhèdral (d = 3). Soit T un nombre réel positif �xé.Nous 
onsidérons le problème de Stokes dynamique suivant :







∂tu−∆u+∇p = f dans Ω×]0, T [,div u = 0 dans Ω×]0, T [,

u(., t) = 0 sur Γ×]0, T [,

u(., 0) = u0 dans Ω.

(4.1)
I
i, les in
onnues sont la vitesse u et la pression p ; la donnée f représente une densité defor
e et u0 est la vitesse initiale.Pour exprimer la formulation variationnelle du problème (4.1), nous allons introduireles notations suivantes : dans un sou
i de 
larté, le symbole (·, ·) désignera le produits
alaire de L2(Ω), L2(Ω)d et L2(Ω)d×d mais aussi la paire duale entre H−1(Ω)d et H1

0 (Ω)d.60



4.2. Les problèmes 
ontinu, semi-dis
ret et totalement dis
ret
L2

0(Ω) est l'espa
e des fon
tions de L2(Ω) de moyenne nulle sur Ω. Pour une fon
tionve
torielle u = (u1, · · · , ud)
⊤,∇u représente la matri
e d×d dé�nie par∇u = (∂jui)1≤i,j≤d.Pour deux matri
es d×d M = (mij)

d
i,j=1 etN = (nij)

d
i,j=1, la notationM ·N est simplementle produit par élément suivant : M ·N =

∑d
i,j=1mijnij .Si on suppose que f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)d) et u0 ∈ L2(Ω)d, alors le problème (4.1) oude manière équivalente le problème

{
(∂tu(t), v) + (∇u(t),∇v)− (p(t),div v) = (f(t), v), ∀v ∈ H1

0 (Ω)d,
(q,div u) = 0, ∀q ∈ L2

0(Ω),
(4.2)presque partout pour t ∈ (0, T ), possède une unique solution u dans L2(0, T ;H1

0(Ω)d) ∩
C([0, T ];L2(Ω)d) et p ∈ H−1(0, T ;L2

0(Ω)) [Tem79℄.4.2.1 Dis
rétisation en temps via un s
héma d'Euler impli
iteOn suppose à présent que f ∈ C([0, T ];H−1(Ω)d). On introduit également une parti-tion de [0, T ] en sous intervalles [tp−1, tp], 1 ≤ p ≤ N tels que 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T .On dénote par τp = tp − tp−1 la longueur de [tp−1, tp] et par τ = maxp τp.L'approximation semi-dis
rète du problème 
ontinu (4.1) par un s
héma d'Euler impli-
ite 
onsiste à déterminer deux suites : (up)1≤p≤N ∈ (H1
0 (Ω)d)N et (pp)1≤p≤N ∈ (L2

0(Ω)d)Nsolution de 





up − up−1

τp
−∆up +∇pp = f p dans Ω,

up = 0 sur Γ,div up = 0 sur Ω,

u0 = u0 dans Ω,

(4.3)
pour tout 1 ≤ p ≤ N , ave
 f p = f(·, tp). Ce problème admet une solution faible unique
(up, pp) ∈ H1

0 (Ω)d × L2
0(Ω)d, dont la formulation est







∫

Ω

(up − up−1) · v + τp

∫

Ω

(∇up · ∇v − ppdiv v) = τp(f
p, v) ∀v ∈ H1

0 (Ω)d,

∫

Ω

qdiv up = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω),

(4.4)pour tout p = 1, 2, · · · , N .4.2.2 Dis
rétisation totaleLe problème (4.4) est maintenant dis
rétisé par une méthode d'éléments �nis non
onformes. 61



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de StokesOn introduit les espa
es d'éléments �nis non 
onformes de Crouzeix-Raviart :
X0

ph = {v ∈ (L2(Ω))d : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Tph,
∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
ph , K, L ∈ Tph,

∫

E

v|K = 0, ∀E ∈ EK ∩ Γ, K ∈ Tph}.et les espa
es d'éléments �nis relatifs à la pression
Qph = {q ∈ L2

0(Ω) : q|K ∈ P0, ∀K ∈ Tph},où P0 représente l'espa
e des fon
tions 
onstantes de Rd.La dis
rétisation totale du problème (4.1) via un s
héma d'Euler impli
ite et unedis
rétisation spatiale par éléments �nis de Crouzeix-Raviart est donnée par : étant donnéeune approximation u0
h ∈ X0

0h de u0, trouver (up
h, p

p
h) ∈ (X0

ph, Qph), 1 ≤ p ≤ N , tel que :






∫

Ω

up
h − up−1

h

τp
· vh +

∑

K∈Tph

∫

K

(∇up
h · ∇vh − pp

hdiv vh) = (f p, vh) ∀vh ∈ X0
ph,

∑

K∈Tph

∫

K

qdiv up
h = 0 ∀q ∈ Qph.

(4.5)
La se
onde équation signi�e que pour tout K ∈ Tph, div (up

h|K) = 0.Dé�nition 4.2.1. Soit (up, pp) une solution de (4.4) et (up
h, p

p
h) une solution de (4.5). Ondé�nit respe
tivement les erreurs spatiales de vitesse et de pression 
omme suit

ep = up − up
h, ε

p = pp − pp
h.On termine 
ette se
tion en introduisant quelques rappels utiles pour la suite.Pour p = 1, · · · , N , on dé�nit la suite d'espa
es P1 
onformes 
omme suit

Vph = {v ∈ H1(Ω)d : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Tph},
V 0

ph = Vph ∩H1
0 (Ω)d.Comme dans la Se
tion 2.3, nous introduisons les interpolés de Clément. On dé�nit

Yph = {v ∈ L2(Ω)d : v|K ∈ (H1(K))d, ∀K ∈ Tph,
∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
ph , K, L ∈ Tph},

Y 0
ph = {v ∈ L2(Ω)d : v|K ∈ (H1(K))d, ∀K ∈ Tph,

∫

E

v|K =

∫

E

v|L, ∀E ∈ EK ∩ EL ∩ E int
ph , K, L ∈ Tph,

∫

E

v|K = 0, ∀E ∈ EK ∩ Γ, K ∈ Tph}.62



4.3. Outils et propriétés analytiquesNotez que H1(Ω)d ⊂ Yph et que X0
ph ∩H1

0 (Ω)d ⊂ Y 0
ph.En 2D, le 
url d'une fon
tion s
alaire w est donné par 
url w = (∂2w,−∂1w)⊤.Dans le 
as d'une fon
tion ve
torielle w = (w1, w2)
⊤, 
url w est représenté par la matri
esuivante 
url w =

(
∂2w1 −∂1w1

∂2w2 −∂1w2

)

.En 3D, le 
url d'une fon
tion s
alaire w est donné par 
url w = ∇× w. Pour unefon
tion ve
torielle w = (w1, w2, w3)
⊤, 
url w est dé�ni par
url w =





(∇× w1)
⊤

(∇× w2)
⊤

(∇× w3)
⊤



 ;par ailleurs
w × nE =





(w1 × nE)⊤

(w2 × nE)⊤

(w3 × nE)⊤



 , w · nE =





(w1 · nE)⊤

(w2 · nE)⊤

(w3 · nE)⊤



 .On introduit quelques notations relatives aux sauts normal et tangentiel du gradientde up
h. On dé�nit les quantités Jp

E,n et Jp
E,t 
omme suit :

Jp
E,n =

{ [[
(∇up

h − pp
hI) · nE

]]

E
si E ∈ E int

ph ,
0 si E ∈ Eph \ E int

ph ,où I est la matri
e identité.Si d = 2,
Jp

E,t =

{ [[∇up
h · tE

]]

E
si E ∈ E int

ph ,
−∇up

h · tE si E ∈ Eph \ E int
ph .Si d = 3,

Jp
E,t =

{ [[∇up
h × nE

]]

E
si E ∈ E int

ph ,
−∇up

h × nE si E ∈ Eph \ E int
ph .4.3 Outils et propriétés analytiquesDans 
ette se
tion, on établit quelques propriétés satisfaites par les erreurs spatiales

ep et εp. Celles-
i seront parti
ulièrement utiles pour établir des bornes d'erreur.Lemme 4.3.1 (Orthogonalité au sens de Galerkin). Le 
ouple d'erreur (ep, εp) satisfaitla relation d'orthogonalité suivante
∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · ∇vh −

∫

Ω

εpdiv vh =

∫

Ω

ep−1 − ep

τp
· vh, ∀vh ∈ V 0

ph. (4.6)Démonstration. Il su�t de soustraire (4.4) ave
 v = vh ∈ V 0
ph à l'identité (4.5). 63



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de StokesLemme 4.3.2. Soit ϕ ∈ H1(Ω) si d = 2 et ϕ ∈ H1(Ω)3 si d = 3. Alors l'erreur satisfaitl'identité suivante ∫

Ω

∇he
p · 
url ϕ =

∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · ϕ. (4.7)Démonstration. Supposons que d = 2. Une intégration par parties dans Ω sur 
haqueélément K donne (
f. (2.10))

∫

Ω

∇he
p · 
url ϕ =

∫

Ω

∇up · 
url ϕ− ∑

K∈Tph

∫

K

∇up
h · 
url ϕ

=

∫

Γ


url ϕ · nup −
∑

K∈Tph

∫

∂K

∇up
h · tKϕ

= −
∑

K∈Tph

∫

∂K

∇up
h · tKϕComme up ∈ H1

0 (Ω) et ϕ ∈ H1(Ω), on 
on
lut en utilisant la dé�nition de Jp
E,t.En utilisant la propriété (2.11), la preuve est similaire en dimension 3.Lemme 4.3.3 (Orthogonalité de l'erreur). L'erreur satisfait

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · 
url ϕh = 0, (4.8)pour tout ϕh ∈ V 2

ph si d = 2 et ϕh ∈ (Vph)
3×3 si d = 3.Démonstration. Considérons un élément arbitraire ϕh dans Vph si d = 2 ou dans (Vph)

3si d = 3. Comme pré
édemment, une intégration par parties (
f. les identités (2.10) et(2.11)), on obtient (en rappelant que up ∈ H1
0 (Ω)d)

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · 
url ϕh =

∫

Ω

∇up · 
url ϕh −
∑

K∈Tph

∫

K

∇hu
p
h · 
url ϕh

=

∫

Γ

up
url ϕh · n−
∑

K∈Tph

∫

∂K

up
h · 
url ϕh · nK

= −
∑

K∈Tph

∫

∂K

up
h · 
url ϕh · nK

= −
∑

E∈Eph

∫

E

[[
up

h

]]

E
· 
url ϕh · nE

= −
∑

E∈Eph

(
url ϕh · nE) ·
∫

E

[[
up

h

]]

E
,
omme la fon
tion (
url ϕh ·nE)|E est 
onstante sur E ∈ Eph. La propriété (2.2), satisfaitepar up

h ∈ X0
ph, nous permet de 
on
lure 
ette preuve.64



4.3. Outils et propriétés analytiquesLemme 4.3.4. L'erreur ep satisfait
∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · ∇w =

∑

K∈Tph

∫

K

(

f p − up − up−1

τp

)

· w +
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,n · w,pour tout w ∈ H1

0 (Ω)d tel que div w = 0.Démonstration. Une intégration par parties sur 
haque élément et le fait que ∆up
h = 0pour tout élément de K ∈ Tph montre que

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · ∇w =

∫

Ω

∇up · ∇w −
∑

K∈Tph

∫

K

∇hu
p
h · ∇w

=

∫

Ω

(

(f p − up − up−1

τp
) · w + ppdiv w)

−
∑

K∈Tph

(

−
∫

K

∆up
h · w +

∫

∂K

(∇up
h · n) · w

)

=

∫

Ω

(

f p − up − up−1

τp

)

· w

−
∑

K∈Tph

∑

E∈EK

∫

E

(∇up
h · n) · w.On 
on
lut en utilisant la dé�nition de Jp

E,n , la 
ontinuité de w à travers les arêtes/fa
eset le fait que
0 =

∫

Ω

pp
hdiv w =

∑

K∈Tph

∑

E∈EK

∫

E

pp
hn · w,en utilisant une intégration par parties.Lemme 4.3.5. L'erreur ep satisfait pour tout q ∈ L2

0(Ω)
∫

Ω

∇he
p · qI = 0.Démonstration. On a, en utilisant la se
onde équation de (4.5) et le fait que div up = 0,

∫

Ω

∇he
p · qI =

∑

K∈Tph

∫

K

q · div ep = 0.Corollaire 4.3.6. Pour tout w ∈ H1
0(Ω)d, q ∈ L2

0(Ω) et ϕ ∈ H1(Ω)2 si d = 2 et ϕ ∈
H1(Ω)3×3 si d = 3, on a

∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · (∇w + 
url ϕ− qI) =

∑

K∈Tph

∫

K

(f p − up − up−1

τp
) · w

+
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,n · w + Jp

E,t · ϕ).
(4.9)
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Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de StokesDémonstration. C'est une 
onséquen
e dire
te des Lemmes 4.3.2, 4.3.4 et 4.3.5.On rappelle maintenant les résultats suivants (
f Lemme 3.2 de [DDPV96℄ en 2D etLemme 6.5 de [CKN04℄ en 3D ou [GR86, Chap. I℄) :Lemme 4.3.7 (Dé
omposition de Helmholtz de l'erreur). On a la dé
omposition de l'er-reur suivante
∇he

p = ∇wp − qpI + 
url ϕp, (4.10)ave
 ϕp ∈ H1(Ω)2 si d = 2 et ϕp ∈ H1(Ω)3×3 si d = 3 et (wp, qp) ∈ H1
0 (Ω)d × L2

0(Ω). Deplus, les estimations suivantes sont véri�ées :
|wp|1,Ω + |ϕp|1,Ω + ‖qp‖ ≤ ‖∇he

p‖ . (4.11)On 
onstate que (wp, qp) ∈ H1
0 (Ω)d × L2

0(Ω) est en fait la solution faible du problèmede Stokes dont le se
ond membre est −div (∇he
p) au sens faible 
'est à dire

∫

Ω

∇wp · ∇v −
∫

Ω

qpdiv v =

∫

Ω

∇he
p · ∇v, ∀v ∈ (H1

0 (Ω))d, (4.12)
∫

Ω

qdiv wp = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω). (4.13)Les Lemmes pré
édents vont nous permettre de prouver les identités suivantes.Lemme 4.3.8. Les identités suivantes sont véri�ées :

τp

∫

Ω

∇he
p · ∇wp = τp

∫

Ω

(f p − up
h − up−1

h

τp
) · (wp − I0

Cw
p) (4.14)

+ τp
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,n · (wp − I0

Cw
p)

−
∫

Ω

(ep − ep−1) · wp,
∫

Ω

∇he
p · 
url ϕp =

∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp), (4.15)

‖ep‖2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 = (ep−1, ep) (4.16)

+ (ep − ep−1, ep − wp)

+ τp

∫

Ω

(

f p − up
h − up−1

h

τp

)

(wp − I0
Cw

p)

+ τp
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p) + Jp
E,t · (ϕp − ICϕp)).66



4.3. Outils et propriétés analytiquesDémonstration. Commençons par l'identité (4.14) : en utilisant la formulation 
ontinue(4.4) et le fait que wp est à divergen
e nulle, on a
τp

∫

Ω

∇he
p · ∇wp = τp

∫

Ω

(f p − up
h − up−1

h

τp
) · wp)

− τp

∫

Ω

(∇hu
p
h − pp

hI) · ∇wp −
∫

Ω

(ep − ep−1) · wp.Le premier terme du membre de droite est à présent transformé en utilisant le s
hémadis
ret (4.5) ave
 vh = I0
Cw

p ∈ V 0
ph de manière à obtenir

τp

∫

Ω

(f p − up
h − up−1

h

τp
) · wp) = τp

∫

Ω

(f p − up
h − up−1

h

τp
) · (wp − I0

Cw
p)

+ τp

∫

Ω

(∇hu
p
h − pp

hI) · ∇I0
Cw

pEn remplaçant 
ette expression dans l'identité pré
édente et en l'intégrant par parties sur
haque élément, on obtient (4.14).La se
onde identité (4.15) est une 
onséquen
e de la relation d'orthogonalité du Lemme4.3.3 ave
 ϕh = ICϕ
p et du Lemme 4.3.2.En utilisant la dé
omposition de l'erreur (4.10), on a
τp

∫

Ω

|∇he
p|2 = τp

∫

Ω

∇he
p · (∇wp + 
url ϕp − qpI).Dès lors, le Lemme 4.3.5 et les identités (4.14), (4.15) mènent dire
tement à

τp

∫

Ω

|∇he
p|2 = −

∫

Ω

(ep − ep−1) · wp

+ τp

∫

Ω

(

f p − up
h − up−1

h

τp

)

· (wp − I0
Cw

p)

+ τp
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,n · (wp − I0

Cw
p) + Jp

E,t · (ϕp − ICϕp)).Cette identité s'é
rit de manière équivalente
‖ep‖2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 = (ep−1, ep)

+ (ep − ep−1, ep − wp)

+ τp

∫

Ω

(

f p − up
h − up−1

h

τp

)

· (wp − I0
Cw

p)

+ τp
∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,n · (wp − I0

Cw
p) + Jp

E,t · (ϕp − ICϕp)),qui n'est rien d'autre que (4.16). 67



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de StokesNous allons à présent rappeler quelques propriétés de régularité sur la solution duproblème de Stokes stationnaire [BR81, Dau89, MP83℄. On introduit la notion d'espa
ede Sobolev à poids 
omme dans [Kon67, Dau89, MP83℄. Soit S l'ensemble des sommetsde Ω et en 3D, E désigne l'ensemble des arêtes de Ω.Dé�nition 4.3.9. Soit k ≥ 0 un entier et deux ve
teurs β = (βS)S∈S , δ = (δE)E∈E , ondé�nit
V k

β,δ(Ω) := {v ∈ D′(Ω) : ΠS∈Sr
βS−k+|α|
S ΠE∈Eθ

δE−k+|α|
E Dαv ∈ L2(Ω), ∀α ∈ N

d : |α| ≤ k},où rS(x) est la distan
e de x au sommet S de Ω ; θE ≡ 1 si d = 2 ; si d = 3, alors ρE(x)est la distan
e de x à l'arête E de Ω. rE(x) est la distan
e de x à la terminaison de l'arête
E et θE(x) = ρE(x)/rE(x). C'est un espa
e de Hilbert pour la norme

‖v‖k,β,δ,Ω :=







∑

|α|≤k

∫

Ω

|ΠS∈Sr
βS−k+|α|
S ΠE∈Eθ

δE−k+|α|
E Dαv|2 dx







1/2

.Dé
rivons de manière su

in
te les exposants singuliers du système de Stokes : d'aprèsles résultats de [BR81, Dau89, MP83℄, la singularité de sommet S du système de Stokes estliée aux p�les de l'inverse de l'opérateur LS(λ) 
orrespondant à l'é
riture du système en
oordonnées sphériques 
entré en S et appliqué à la transformation de Mellin. Notons ΛSl'ensemble de 
es p�les. En 2D (voir [BR81℄), 
es 
oe�
ients sont les nombres 
omplexes
λ 6= 1, solutions de

sin2(λωS) = sin2 ωSλ
2, (4.17)où ωS 6= π est l'ouverture intérieure de Ω autour de S ; en 3D, on se réfère à [Dau89, MP83℄.En 3D, nous devons également dé
rire l'ensemble ΛE des exposants singuliers asso
iésà l'arête E de Ω. À l'aide des référen
es 
itées, on sait que µ ∈ ΛE est soit une solution

6= 1 de (4.17) ave
 ωE à la pla
e de ωS (ωE 6= π étant l'ouverture intérieure de Ω autourd'un point de E) soit égale à lπ/ωE, pour tout l ∈ N, l 6= 0.Rappelons les résultats de régularité portant sur le problème de Stokes (voir ThéorèmeII.1 de [BR81℄ en 2D et Théorème 6.1 de [MP83℄ en 3D).Théorème 4.3.10. La solution (v, q) du problème stationnaire de Stokes ave
 pour donnée
g ∈ L2(Ω)d satisfait

v ∈ (V 2
β,δ(Ω))d, q ∈ V 1

β,δ(Ω),pour tout βS ∈ [0, 1/2) satisfaisant (4.18) 
i-dessous et δE = 0 en 2D. En 3D, δE ∈ [0, 1/2)satisfait (4.19) :
βS > 2− d

2
− inf{ℜλ : ∀λ ∈ ΛS ave
 ℜλ > 1− d

2
}, (4.18)

δE > 1− inf{ℜµ : ∀µ ∈ ΛE ave
 ℜµ > 0}. (4.19)De plus, on a l'inégalité suivante
‖v‖2,β,δ,Ω + ‖q‖1,β,δ,Ω . ‖g‖.68



4.3. Outils et propriétés analytiquesÀ partir de maintenant, on �xe un 
ouple (β, δ) satisfaisant les hypothèses du Théo-rème 4.3.10.Pour assurer nos futures preuves, nous avons besoin de l'estimation suivante.Théorème 4.3.11. Soit q ∈ V 1
β,δ(Ω). Alors pour tout K ∈ Tph et pour toute arête E de

K, on a
‖q −MEq‖E . h

1/2
K r−1

K ‖q‖1,β,δ,K, (4.20)ave
 en 2D
rK =

{

hβS

K si S ∈ K,
minx∈K ΠS∈SrS(x)βS si K ∩ S = ∅ ;et en 3D

rK =







hβS

K si S ∈ Ket E ∩K ⊂ F, ave
 F ∈ E ,
hδE

K minx∈K ΠE∈ErE(x)−δEΠS∈SrS(x)βS si K ∩ S = ∅et E ∩K ⊂ F, ave
 F ∈ E ,
minx∈K ΠS∈SrS(x)βSΠE∈ErE(x)δE si K ∩ S = ∅ et K ∩ E = ∅.Démonstration. La preuve est basée sur un 
hangement de variable et l'inje
tion 
ompa
tede V 1

β,δ(K̂) dans L2(Ê) (voir Corrolaire 2.7 de [BN97℄ en 2D et la Se
tion 2 de [LN94℄ en3D). Montrons le résultat en 2D.Supposons que K possède un sommet S de Ω. Alors par 
hangement de variable, on a
‖q −MEq‖E ∼ h

1/2
K ‖q̂ −MÊ q̂‖Ê.L'inje
tion 
ompa
te de V 1

β,δ(K̂) (où le poids r̂ est la distan
e de x̂ au sommet Ŝ) dans
L2(Ê) montre que

‖q −MEq‖E . h
1/2
K |q̂|1,βS ,K̂ ,où

|q̂|2
1,βS,K̂

:=
∑

|α|=1

∫

K̂

|r̂βSDαq̂|2 dx̂.Par un 
hangement de variable inverse, on a
‖q −MEq‖E . h

1/2−αS

K ‖q‖1,β,δ,K,
e qui prouve (4.20) par dé�nition de rK .Si K ne 
ontient pas de sommet de Ω, alors les arguments pré
édents sont valablesave
 βS = 0 et
‖q −MEq‖E . h

1/2
K |q|1,K.Cela mène don
 à (4.20) en introduisant arti�
iellement le poids dans le membre de droitedans l'estimation pré
édente.La preuve est similaire en 3D.Pour terminer, on introduit le paramètre suivant

λhτ = max
1≤p≤N

1

τp
max
K∈Tph

h2
Kr

−2
K . (4.21)69



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de Stokes4.4 Analyse a posteriori de la dis
rétisation en tempsEn s'inspirant de la se
tion 3.4 , on dé�nit des indi
ateurs d'erreur en temps :
ηp

t = τ 1/2
p ‖∇h(u

p
h − up−1

h )‖, 1 ≤ p ≤ N. (4.22)On introduit les mêmes notations que dans la Se
tion 3.4 : on dénote par πτf lafon
tion étagée 
onstante à f(tp) sur 
haque intervalle (tp−1, tp), 1 ≤ p ≤ N . Pour unesuite vp ∈ X0
ph ⊕H1

0 (Ω), 0 ≤ p ≤ N , on dénote par vτ son interpolé de Lagrange, qui esta fortiori a�ne sur 
haque intervalle [tp−1, tp], 1 ≤ p ≤ N , et égal à vp au point tp, i.e.,dé�ni par,
vτ (t) =

tp − t
τp

vp−1 +
t− tp−1

τp
vp, ∀t ∈ [tp−1, tp], 1 ≤ p ≤ N.En�n, on note eτ = u− uτ , l'erreur de dis
rétisation en temps. Comme

∂tuτ =
up − up−1

τp
on (tp−1, tp),l'équation semi-dis
rète (4.4) est équivalente à







(∂tuτ (t), v) + (∇up,∇v)− (pp,div v) = (f p, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω)d,

−(div up, q) = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω),

(4.23)pour tout t ∈ (tp−1, tp).En prenant la di�éren
e ave
 (4.2), on obtient l'équation résiduelle
(∂teτ (t), v) + (∇eτ (t),∇v)− (div v, p− πτpτ ) = ((f − f p)(t), v) (4.24)

+ (∇(up − uτ)(t),∇v), ∀v ∈ H1
0 (Ω)d, ∀ a.e. t ∈ (tp−1, tp).Cette équation permet de démontrer le théorème suivant.Théorème 4.4.1 (Borne supérieure de l'erreur en temps). On a l'inégalité suivante :

‖eτ (tn)‖2 +

∫ tn

0

‖∇eτ (s)‖2 ds .

n∑

p=1

(ηp
t )

2 (4.25)
+

∫ tn

0

‖∇h(uτ − uhτ)(s)‖2 ds+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d).Démonstration. L'équation résiduelle (4.24) est véri�ée (voir Proposition 3.1 of [BV04℄)
‖eτ (tn)‖2 +

∫ tn

0

‖∇eτ (t)‖2 dt ≤ 2

n∑

p=1

∫ tp

tp−1

‖∇(up − uτ )(s)‖2 ds (4.26)
+ 2‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d).Par dé�nition de uτ , on a 
lairement

∫ tp

tp−1

‖∇(up − uτ)(s)‖2 ds =
τp
3
‖∇(up − up−1)‖2. (4.27)70



4.4. Analyse a posteriori de la dis
rétisation en tempsEn utilisant l'inégalité triangulaire, on é
rit que
τ 1/2
p ‖∇(up − up−1)‖ ≤ ηp

t + τ 1/2
p ‖∇h(u

p − up
h)‖+ τ 1/2

p ‖∇h(u
p−1 − up−1

h )‖.De plus le Lemme 2.3 de [BV04℄ est véri�é
τp‖∇h(u

p − up
h)‖2 + τp‖∇h(u

p−1 − up−1
h )‖2 .

∫ tp

tp−1

‖∇h(uτ − uhτ)(s)‖2 ds. (4.28)Dès lors on a
∫ tp

tp−1

‖∇(up − uτ )(s)‖2 ds . (ηp
t )

2 +

∫ tp

tp−1

‖∇h(uτ − uhτ)(s)‖2 ds. (4.29)Cette inégalité dans (4.26) permet de 
on
lure.Corollaire 4.4.2 (Se
onde borne supérieure de l'erreur en temps). On a l'inégalité sui-vante :
‖∂teτ +∇(p− πτpτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d) .

n∑

p=1

(ηp
t )

2 (4.30)
+

∫ tn

0

‖∇h(uτ − uhτ)(s)‖2 ds+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d).Démonstration. L'équation résiduelle (4.24) mène dire
tement à
‖∂teτ +∇(p− πτpτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d) . ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω))

+

∫ tn

0

‖∇eτ (s)‖2 ds+

n∑

p=1

∫ tp

tp−1

‖∇(up − uτ )(s)‖2 ds.Le se
ond terme du membre de droite est estimé dans (4.25), alors que le troisième termeest estimé via (4.29).La borne inférieure lo
ale de l'erreur en temps est plus fa
ile à estimer :Théorème 4.4.3 (Borne inférieure lo
ale de l'erreur en temps). Pour tout p = 1, · · · , N ,on a l'inégalité suivante :
ηp

t . ‖∇heτ‖L2(tp−1,tp;L2(Ω)) + ‖∂teτ +∇(p− πτpτ )‖L2(tp−1,tp;H−1(Ω)d) (4.31)
+ τ 1/2

p (‖∇h(u
p − up

h)‖+ ‖∇h(u
p−1 − up−1

h )‖)
+ ‖f − πτf‖L2(tp−1,tp;H−1(Ω)d).Démonstration. À l'aide de l'inégalité triangulaire, on a

ηp
t . τ 1/2

p (‖∇(up − up−1)‖+ ‖∇h(u
p − up

h)‖+ ‖∇h(u
p−1 − up−1

h )‖).L'estimation du terme τ 1/2
p ‖∇(up − up−1)‖ est réalisée dans la Proposition 3.3 de [BV04℄en utilisant (4.27) (ave
 n = p) et en prenant v = up − uτ dans (4.24) et en intégrant lerésultat sur t ∈ (tp−1, tp). 71



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de Stokes4.5 Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatiale4.5.1 Borne supérieure de l'erreurL'élément résiduel exa
t est donné par
f p − up

h − up−1
h

τp
.De manière 
lassique [Ver96℄, 
e terme est rempla
é par un élément résiduel appro
hé

f p
h −

up
h − up−1

h

τp
,où f p

h est une approximation de f p via des éléments �nis P 0 (plus pré
isément (f p
h)|K :=

1

|K|

∫

K

f p, pour tout K ∈ Tph).Dé�nition 4.5.1. Soit p ≥ 1. L'estimateur d'erreur lo
al ηp
K est dé�ni par

ηp
K = hK‖f p

h −
up

h − up−1
h

τp
‖K +

∑

E∈EK

h
1/2
E (
∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E
+
∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
).L'estimateur d'erreur global ηp est donné par

(ηp)2 =
∑

K∈Tph

(ηp
K)2.Les termes d'approximation lo
al et global sont donnés par

ξp
K = hK‖f p − f p

h‖ωK
, (ξp)2 =

∑

K∈Tph

(ξp
K)2.Nous allons tout d'abord démontrer quelques propriétés relatives à la dé
ompositiond'Helmholtz de l'erreur.Lemme 4.5.2. Soit wp ∈ H1

0 (Ω)d apparaissant dans la dé
omposition d'Helmholtz del'erreur (4.10) ep. Nous avons alors l'inégalité suivante :
‖ep − wp‖2 . max{1, λhτ}τpηp‖∇he

p‖. (4.32)Démonstration. Tout d'abord
‖∇h(e

p − wp)‖2 . ηp‖∇he
p‖. (4.33)En utilisant la dé
omposition d'Helmholtz de l'erreur (4.10), on a

‖∇h(e
p − wp)‖2 =

∫

Ω

∇h(e
p − wp) · ∇h(e

p − wp).

=

∫

Ω

∇h(e
p − wp) · (
url ϕp − qpI).72



4.5. Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatialeComme div wp = 0, en utilisant les Lemmes 4.3.5, 4.3.8 et la formule de Green (enrappelant que wp = 0 sur Γ), on obtient
‖∇h(e

p − wp)‖2 =
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp).En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et l'inégalité (2.6) (voir propriété (4.39))on obtient

‖∇h(e
p − wp)‖2 . ηp|ϕp|1,Ω.L'inégalité (4.33) est alors véri�ée à l'aide (4.11).Montrons à présent que l'inégalité (4.32) est véri�ée. Considérons le problème de Stokessuivant : trouver ψp ∈ (H1

0(Ω))d et qp ∈ L2
0(Ω) solution de

{
−∆ψp +∇qp = ep − wp dans Ω,div ψp = 0 dans Ω.

(4.34)Comme ep−wp appartient à L2(Ω)d, le Théorème 4.3.10 montre que (ψp, qp) ∈ (V 2
β,δ(Ω))d×

V 1
β,δ(Ω) ave
 l'inégalité suivante

‖ψp‖2,β,δ,Ω + ‖qp‖1,β,δ,Ω . ‖ep − wp‖. (4.35)On é
rit alors que
‖ep − wp‖2 =

∫

Ω

(ep − wp) · (−∆ψp +∇qp) =
∑

K∈Tph

∫

K

(ep − wp) · (−∆ψp +∇qp).À l'aide d'une intégration par parties, on obtient
‖ep − wp‖2 =

∑

K∈Th

∫

K

(∇(ep − wp) · ∇ψp − div (ep − wp)qp)

+
∑

E∈Eph

∫

E

(
[[
ep − wp

]]

E
· (∇ψpnE) +

[[
(ep − wp) · nE

]]

E
qp).Comme div (ep − wp) = 0 pour tout élément K et que la moyenne de [[ep − wp

]]

E
=

−
[[
up

h

]]

E
est nulle sur l'arête E (voir 2.2), l'identité pré
édente est équivalente à
‖ep − wp‖2 =

∑

K∈Th

∫

K

∇(ep − wp) · ∇ψp

+
∑

E∈Eph

∫

E

([[
ep − wp

]]

E
· (∇ψpnE −ME∇ψpnE)

+
[[
(ep − wp) · nE

]]

E
(qp −MEq

p)
)

.À présent, en utilisant la formulation variationnelle (4.12) ave
 v = ψp (en rappelant quediv ψp = 0), on voit que
∑

K∈Th

∫

K

∇(ep − wp) · ∇ψp = 0, 73



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de Stokeset par 
onséquent
‖ep − wp‖2 =

∑

E∈Eph

∫

E

([[
ep − wp

]]

E
· (∇ψpnE −ME∇ψpnE)

+
[[
(ep − wp) · nE

]]

E
(qp −MEq

p)
)

.En appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, on a
‖ep − wp‖2 ≤

∑

E∈Eph

‖
[[
ep − wp

]]

E
‖E(‖∇ψpnE −ME∇ψpnE‖E + ‖qp −MEq

p‖E).Mais le Théorème 4.3.11 assure que
‖qp −MEq

p‖E . h
1/2
K r−1

K ‖qp‖1,β,δ,K . λ
1/2
hτ τp

1/2h
−1/2
K ‖qp‖1,β,δ,K,pour tout élément K tel que E ∈ EK (la se
onde estimation provenant de la dé�nition(4.21) de λhτ ). De la même manière que ∫

E

[[
ep − wp

]]

E
= 0, on a

‖
[[
ep − wp

]]

E
‖E . h

1/2
E ‖∇h(e

p − wp)‖ωE
.Les trois estimations pré
édentes donnent

‖ep − wp‖2 . max{1, λhτ}1/2√τp
∑

E∈Eph

‖∇h(e
p − wp)‖ωE

(
∑

K⊂ωE

‖∇ψp‖1,β,δ,K + ‖qp‖1,β,δ,K).À l'aide de l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et de l'estimation (4.35), on 
on
lut que
‖ep − wp‖ . max{1, λhτ}1/2√τp‖∇h(e

p − wp)‖.L'inégalité requise (4.32) dérive alors de (4.33).Théorème 4.5.3 (Borne supérieure de l'erreur). On a
‖en‖2 +

n∑

p=1

τp ‖∇he
p‖2 .

n∑

p=1

τp{max{1, λhτ}2(ηp)2 + (ξp)2}+
∥
∥e0
∥
∥2
. (4.36)Démonstration. Cette borne supérieure est une 
onséquen
e des Lemmes 4.3.7, 4.3.8 et4.5.2. Évaluons dans un premier temps quelques termes du membre droit de l'identité(4.16) du Lemme 4.3.8. En utilisant su

essivement l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, l'in-égalité (2.7) et la dé�nition 4.5.1 de l'estimateur lo
al, on obtient

∑

K∈Tph

∫

K

(

f p
h −

up
h − up−1

h

τp

)

(wp − I0
Cw

p)

.
∑

K∈Tph

hK‖f p
h −

up
h − up−1

h

τp
‖K |wp|1,ω̃K

.
∑

K∈Tph

ηp
K |wp|1,ω̃K

.74



4.5. Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatialeL'inégalité de Cau
hy-S
hwarz dis
rète donne
∑

K∈Tph

∫

K

(

f p
h −

up
h − up−1

h

τp

)

(wp − I0
Cw

p) . ηp |wp|1,Ω . (4.37)De la même manière en utilisant (2.8) et (2.6), on évalue les termes ave
 les sautsnormal et tangentiel des dérivées :
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p) ≤
∑

E∈Eph

∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E

∥
∥wp − I0

Cw
p
∥
∥

E

.
∑

E∈Eph

∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E
h

1/2
E |wp|1,ω̃E

.
∑

K∈Tph

ηp
K |wp|1,ω̃K

.

∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp) ≤

∑

E∈Eph

∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
‖ϕp − ICϕp‖E

.
∑

E∈Eph

∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
h

1/2
E |ϕp|1,ω̃E

.
∑

K∈Tph

ηp
K |ϕp|1,ω̃K

.Comme pré
édemment, l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz dis
rète donne
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,n(w

p − I0
Cw

p) . ηp |wp|1,Ω , (4.38)
∑

E∈Eph

∫

E

Jp
E,t · (ϕp − ICϕp) . ηp |ϕp|1,Ω . (4.39)L'inégalité (2.7) permet d'évaluer le terme :

∑

K∈Tph

∫

K

(f p − f p
h)(wp − I0

Cw
p) ≤

∑

K∈Tph

hK‖f p − f p
h‖K |wp|1,ω̃K

,et par 
onséquent
∑

K∈Tph

∫

K

(f p − f p
h)(wp − I0

Cw
p) . ξp |wp|1,Ω . (4.40)Les estimations pré
édentes, l'identité (4.16) et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz donnent

‖ep‖2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 ≤ (ep−1, ep) (4.41)

+
∥
∥ep − ep−1

∥
∥ ‖ep − wp‖

+ Cτpη
p |ϕp|1,Ω

+ Cτp(η
p + ξp) |wp|1,Ω , 75



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de Stokesave
 une 
onstante C > 0 dépendant uniquement de l'angle minimal de Tph.En utilisant les relations (4.11), (4.32) et l'inégalité de Young dans (4.41), on é
rit que
∫

Ω

|ep|2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 ≤ (ep−1, ep)

+
1

2
‖ep − ep−1‖2

+
Cmax{1, λhτ}τp

2
(
ǫ

2
‖∇he

p‖2 +
2

ǫ
(ηp)2)

+
Cτp
2κ

((ηp)2 + ξp)2) + κτp‖∇he
p‖2,ave
 une 
onstante C > 0 dépendant uniquement de l'angle minimal de Tph et pour tout

ǫ, κ > 0. En 
hoisissant ǫ, κ assez petits, on obtient
∫

Ω

|ep|2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 ≤ 1

2
‖ep‖2 +

1

2
‖ep−1‖2

+ Cτp(max{1, λhτ}2(ηp)2 + (ξp)2)

+
τp
2
‖∇he

p‖2,ave
 une 
onstante C > 0 dépendant uniquement de l'angle minimal de Tph. Cette inégalitéest alors équivalente à
‖ep‖2 + τp

∫

Ω

|∇he
p|2 ≤ ‖ep−1‖2 + 2Cτp(max{1, λhτ}2(ηp)2 + (ξp)2),et on 
on
lut en sommant sur p = 1, . . . , n.Corollaire 4.5.4 (Se
onde borne supérieure). Sous les hypothèses du Théorème 4.5.3,on a

‖∂t(uτ − uhτ) +∇πτ (pτ − phτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d .

n∑

p=1

τp{max{1, λhτ}2(ηp)2 + (ξp)2}

+
∥
∥e0
∥
∥2

+ ‖∇he
0‖2.Démonstration. Par dé�nition, on a

‖∂t(uτ −uhτ )+∇πτ (pτ −phτ )‖H−1(Ω)d = sup
v∈H1

0
(Ω)d

(∂t(uτ − uhτ), v)− (div v, πτ(pτ − phτ ))

|v|1,Ω

.En utilisant la propriété
∂t(uτ − uhτ)(t) =

ep − ep−1

τp
, ∀t ∈ (tp−1, tp),et l'équation semi-dis
rète (4.4), pour tout t ∈ (tp−1, tp), on é
rit

(∂t(uτ − uhτ )(t), v)− (div v, πτ (pτ − phτ )) = Rp(v)− (∇he
p,∇v),76



4.5. Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatialeoù Rp est le résidu dé�ni par
Rp(v) = (f p, v)− (

up
h − up−1

h

τp
, v)− (∇hu

p
h,∇v) + (div v, pp

h), ∀v ∈ H1
0 (Ω).Comme la formulation variationnelle (4.5) implique que

Rp(vh) = 0, ∀vh ∈ V 0
nh,l'identité pré
édente devient

(∂t(uτ−uhτ )(t), v)−(div v, πτ (pτ−phτ )) = Rp(v−vh)−(∇he
p,∇v), ∀vh ∈ V 0

ph, t ∈ (tp−1, tp).En prenant vh = ICv, en appliquant la formule de Green, et en utilisant la relation (2.8),on a
|(∂t(uτ − uhτ )(t), v)− (div v, πτ (pτ − phτ )| . (ηp + ξp + ‖∇he

p‖)‖∇v‖, ∀t ∈ (tp−1, tp).C'est à dire
‖∂t(uτ − uhτ)(t) +∇πτ (pτ − phτ )‖H−1(Ω)d . ηp + ξp + ‖∇he

p‖, ∀t ∈ (tp−1, tp).On 
on
lut alors à l'aide de l'inégalité (4.36).4.5.2 Borne inférieure de l'erreurNous allons établir la borne inférieure de l'erreur pour l'estimateur ηp
K ave
 la mêmedémar
he que [Ver96, DDPV96℄). Étant donné que nous étudions un problème non-stationnaire (voir [BV04, Ver03℄), nous avons besoin de la proposition suivante :Assertion 4.5.5. Pour tout 1 ≤ p ≤ N , il existe une triangulation 
onforme T̃ph telle quetout élément K de Tp−1,h ou de Tph soit la réunion d'éléments K̃ de T̃ph ave
 hK ∼ hK̃ .Pour fa
iliter la preuve, nous allons reformuler le Corollaire 4.3.5 
omme suit :Lemme 4.5.6. Pour tout v ∈ H1

0 (Ω), ϕ ∈ H1(Ω) si d = 2 et ϕ ∈ H1(Ω)3 si d = 3 nousavons l'identité suivante :
∫

Ω

(ep − ep−1)v + τp
∑

K∈Tph

∫

K

∇he
p · (∇v + 
url ϕ) = τp

∫

Ω

(f p − f p
h)v

+ τp
∑

K∈Tph

∫

K

(

f p
h −

up
h − up−1

h

τp

)

v + τp

∫

Ω

εpdiv v
+τp

∑

E∈Eph

∫

E

(Jp
E,nv + Jp

E,t · ϕ).Théorème 4.5.7 (Borne inférieure lo
ale de l'erreur). En 
onsidérant l'assertion 4.5.5,pour tout 1 ≤ p ≤ N , on a
ηp

K . ‖e
p − ep−1

τp
+∇εp‖H−1(ωK) + ‖∇he

p‖ωK
+ ξp

K . (4.42)77



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de StokesDémonstration. Élément résiduel Soit K ∈ T̃ph un élément �xé, on dé�nit
rp
K := (f p

h −
up

h − up−1
h

τp
)|K , wp

K := bKr
p
K ,où bK = λK

1 λ
K
2 λ

K
3 est la fon
tion bulle standard asso
iée à l'élément K (voir [Ver96℄). Lesinégalités inverses (
f. [Ver96℄) et le Lemme 4.5.6 ave
 v = wp

K et ϕ = 0 donnent
‖rp

K‖2K ∼
∫

K

rp
Kw

p
K =

∫

K

(f p
h −

up
h − up−1

h

τp
)wp

K

=

∫

K

(
ep − ep−1

τp
+∇εp − (f p − f p

h))wp
K +

∫

K

∇he
p · ∇wp

K

. (h−1
K ‖

ep − ep−1

τp
+∇εp‖H−1(ωK) + h−1

K |ep|1,K + ‖f p − f p
h‖K)‖rp

K‖K .Cela prouve l'inégalité
hK‖rp

K‖K . ‖e
p − ep−1

τp
+∇εp‖H−1(ωK) + |ep|1,K + hK‖f p − f p

h‖K . (4.43)Pour K ∈ Tph, la Proposition 4.5.5 donne
h2

K‖rp
K‖2K .

∑

K̃∈T̃ph:K̃⊂K

h2
K̃
‖rp

K̃
‖2

K̃
.En utilisant la relation (4.43) et le fait que hK̃ ≤ hK pour K̃ ⊂ K, nous avons prouvé que

hK‖rp
K‖K . ‖e

p − ep−1

τp
+∇εp‖H−1(ωK) + |ep|1,K + ξK . (4.44)Saut tangentiel On 
onsidère à présent une arête/fa
e E de Tph et on dé�nit

wp
E := bEJ

p
E,t,où bE est la fon
tion bulle standard asso
iée à l'arête E (voir [Ver96℄).Le Lemme 4.5.6 ave
 v = 0 et ϕ = wp

E et les inégalités inverses donnent
∥
∥Jp

E,t

∥
∥2

E
∼

∑

K⊂ωE

∫

K

∇he
p · 
url wp

E

. ‖∇he
p‖ωE

‖∇wp
E‖ωE

. h
−1/2
E

∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
‖∇he

p‖ωE
.Cela prouve que

h
1/2
E

∥
∥Jp

E,t

∥
∥

E
. ‖∇he

p‖ωE
. (4.45)Saut normal De la même manière, pour une arête/fa
e arbitraire E de Tph, on dé�nit

wp
E := bEJ

p
E,n.78



4.5. Analyse a posteriori de la dis
rétisation spatialeEn utilisant les inégalités inverses et le Lemme 4.5.6 ave
 v = wp
E et ϕ = 0 on obtient

∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E
. h

1/2
E ‖

ep − ep−1

τp
+∇εp‖ωE

+ h
−1/2
E ‖∇he

p‖ωE

+ h
1/2
E ‖f p − f p

h‖ωE
+ h

1/2
E ‖f p

h −
up

h − up−1
h

τp
‖ωE

.À l'aide de (4.44), on a
h

1/2
E

∥
∥Jp

E,n

∥
∥

E
. hE‖

ep − ep−1

τp
+∇εp‖ωE

+ ‖∇he
p‖ωE

+ hE‖f p − f p
h‖ωE

. (4.46)On 
on
lut alors à l'aide des relations (4.44), (4.45) et (4.46).Corollaire 4.5.8 (Borne inférieure globale de l'erreur). En 
onsidérant la proposition4.5.5, on a pour tout 1 ≤ p ≤ N ,
(ηp)2 . ‖∂t(uτ − uhτ) +∇πτ (pτ − phτ)‖2H−1(Ω)d + ‖∇he

p‖2 + (ξp)2. (4.47)Démonstration. Comme
∂t(uτ − uhτ )(t) =

ep − ep−1

τp
, ∀t ∈ (tp−1, tp),dans la preuve pré
édente, on doit rempla
er la norme lo
ale H−1 de ep−ep−1

τp
par sa normeglobale H−1(Ω)d. Pour 
ela, on prend dans le Lemme 4.5.6 ϕ = 0 et

v =
∑

K̃∈T̃ph

h2
K̃
rp

K̃
bK̃ ,
e qui donne , à l'aide de la Proposition 4.5.5,

∑

K∈Tph

h2
K‖rp

K‖2K . (‖∂t(uτ − uhτ) +∇πτ (pτ − phτ )‖H−1(Ω)d

+ ‖∇he
p‖)‖∇v‖+

∑

K∈Tph

‖f p − f p
h‖K‖v‖K .Les inégalités inverses donnent alors

∑

K∈Tph

h2
K‖rp

K‖2K . ‖∂t(uτ − uhτ ) +∇πτ (pτ − phτ )‖2H−1(Ω)d + ‖∇he
p‖2 + (ξp)2.De façon similaire, pour estimer le saut normal, on utilise le Lemme 4.5.6 ave
 ϕ = 0et

v =
∑

E∈Eint
ph

hEJ
p
E,nbE ,pour obtenir

∑

E∈Eint
ph

hE

∥
∥Jp

E,n

∥
∥2

E
. ‖∂t(uτ − uhτ) +∇πτ (pτ − phτ )‖2H−1(Ω)d + ‖∇he

p‖2 + (ξp)2.Ces relations et (4.45) permettent alors de 
on
lure. 79



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de Stokes4.6 Analyse a posteriori de la dis
rétisation totalePour tout n = 1, · · · , N , on appelle l'erreur totale E(tn) au temps tn l'appli
ationdé�nie par
E(tn)2 = ‖u(tn)− un

h‖2 + ‖un − un
h‖2

+ ‖∂t(u− uτ ) +∇(p− πτpτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d)

+ ‖∂t(uτ − uhτ ) +∇πτ (pτ − phτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d).

+

∫ tn

0

‖∇h(u− uτ )(·, s)‖2 ds+

∫ tn

0

‖∇h(uτ − uhτ)(·, s)‖2 ds.En 
ombinant les résultats de la se
tion pré
édente, on obtient les bornes supérieureet inférieure suivantes.Théorème 4.6.1 (Bornes d'erreur globale). Pour tout n = 1, · · · , N , on a
E(tn)2 .

n∑

p=1

(
(ηp

t )
2 + τp{max{1, λhτ}(ηp)2 + (ξp)2}

) (4.48)
+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d) + ‖e0‖2 + τ0‖∇he

0‖2.En 
onsidérant la proposition 4.5.5, on a pour n = 1, · · · , N
n∑

p=1

(
(ηp

t )
2 + τp(η

p)2
)

. E(tn)2 (4.49)
+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d) +

n∑

p=1

τp(ξ
p)2.Démonstration. Commençons par la borne supérieure de l'erreur. À l'aide du théorème4.4.1 et du Corollaire 4.4.2, on a

E(tn)2 .

n∑

p=1

(ηp
t )

2

+ ‖(uτ − uhτ)(tn)‖2 +

∫ tn

0

‖∇h(uτ − uhτ(s)‖2 ds

+ ‖∂t(uτ − uhτ) +∇πτ (pτ − phτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d) + ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d).Comme (uτ − uhτ )(tn) = un − un
h = en et

|∇h(uτ − uhτ )(s)| ≤ |∇he
p−1|+ |∇he

p|, ∀s ∈ [tp−1, tp],l'inégalité pré
édente peut être réé
rite
E(tn)2 .

n∑

p=1

(ηp
t )

2 + ‖en‖2 +

n∑

p=0

τp‖∇he
p‖2

+ ‖∂t(uτ − uhτ) +∇πτ (pτ − phτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d) + ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d).80



4.6. Analyse a posteriori de la dis
rétisation totaleOn 
on
lut alors en utilisant le Théorème 4.5.3 et le Corollaire 4.5.4.On passe à présent à la borne inférieure de l'erreur. En sommant (4.31) sur p =
1, · · · , n, on a

n∑

p=1

(ηp
t )

2 .

∫ tn

0

‖∇heτ (s)‖2 ds+ ‖∂teτ +∇(p− πτpτ )‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d)

+

n∑

p=0

τp(‖∇h(u
p − up

h)‖2 + ‖∇h(u
p−1
h − up−1

h )‖2)

+ ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d).À l'aide de la relation (4.28), on obtient
n∑

p=1

(ηp
t )

2 . E(tn)2 + ‖f − πτf‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d). (4.50)Par ailleurs, à l'aide du Corrolaire 4.5.8, on a
n∑

p=1

τp(η
p)2 . ‖∂t(uτ − uhτ) +∇πτ (pτ − phτ)‖2L2(0,tn;H−1(Ω)d)

+
n∑

p=1

τp(‖∇h(u
p − up

h)‖2 + (ξp)2).En 
onsidérant (4.28), on obtient
n∑

p=1

τp(η
p)2 . E(tn)2 +

n∑

p=1

τp(ξ
p)2. (4.51)L'inégalité (4.49) est alors issue de (4.50) et (4.51).Remarque 4.6.2. En 
onsidérant 4.5.5, alors le Théorème 4.6.1 montre que E(tn) estéquivalente à l'estimateur global d'erreur

(
n∑

p=1

(
(ηp

t )
2 + τp(η

p)2
)

)1/2

.Mais 
e résultat n'est pas totalement optimal puisque la 
onstante qui apparaît dansla borne supérieure dépend du paramètre λhτ . Néanmoins si Ω est 
onvexe, alors 
ette
onstante est bornée si
h2

K . τp,
e qui est loin d'être restri
tif, puisque si Ω n'est pas 
onvexe, un algorithme adapta-tif aura tendan
e à ra�ner les maillages au niveau des 
oins ou des arêtes ré-entrantsde Ω. Par ailleurs, on peut noter qu'un paramètre similaire a été introduit dans le 
asd'approximations 
onformes (voir Se
tion 4 de [BV04℄).Nous allons à présent exploiter 
et estimateur d'erreur global dans la se
tion suivante,en 
onsidérant évidemment la proposition 4.5.5. 81



Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de Stokes4.7 Tests numériquesLes tests suivants vont 
on�rmer nos résultats théoriques. Le premier exemple estutilisé pour valider l'e�
a
ité et la �abilité de notre estimateur d'erreur spatial. Lesexemples suivants illustrent l'utilisation de l'estimateur global à l'aide d'un algorithmeadaptatif pour des solutions présentant des singularités en espa
e.4.7.1 Premier testOn résout le problème de Stokes dynamique en 2D sur le 
arré unité Ω =]0, 1[×]0, 1[.On utilise l'élément de Crouzeix-Raviart sur le maillage uniforme Tph = Th obtenu endivisant 
haque segment par n sous-intervalles et en divisant 
haque 
arré obtenu en deuxtriangles (voir Figure 4.1).Les tests sont réalisés au temps T = 1s ave
 la solution exa
te suivante (u, p) :






φ = x2y2(x− 1)2(y − 1)2e−t

u = 
url φ
p = (x− 1

2
)e−t

(4.52)ave
 u0(x, y) = u(x, y, 0) dans Ω. Cela permet en parti
ulier d'avoir div u = 0 et u(., t)|Γ =
0, pour tout t ∈]0, 1[. On �xe τp = 0.1s, dès lors N = T/τp = 10. Tout les résultatsnumériques seront présentés au temps �nal T = 1s (N = 10).Le problème dis
ret (4.5) est résolu à l'aide d'un algorithme d'Uzawa. Tout d'abord, onvéri�e que la solution numérique (uN

h , p
N
h ) 
onverge vers la solution exa
te. Pour illustrer
ette 
onvergen
e, on a tra
é ∥∥∇he

N
∥
∥ dans la Figure 4.2 et ∥∥pN − pN

h

∥
∥ dans la Figure 4.3en fon
tion des degrés de liberté (DoF = 3n2− 4n+ 2 ave
 h = 1/n). Une double é
hellelogarithmique a été utilisée pour illustrer les taux de 
onvergen
e.Comme on peut le voir, les taux de 
onvergen
e pour la vitesse et la pression sontrespe
tivement d'ordre 1 en h = 1

n
. Les Figures 4.2 et 4.3 mettent en éviden
e l'ordreoptimal de 
onvergen
e théorique en h.Nous allons étudier à présent les prin
ipaux résultats théoriques relatifs aux bornesinférieure et supérieure (4.36) et (4.42).Fiabilité de l'estimateur spatialDans un premier temps, on dé�nit le quotient du membre de gau
he sur le membre dedroite de l'inéquation (4.36) au temps �nal T = 1s :

qN
up =

∥
∥eN

∥
∥

2
+

N∑

p=1

τp ‖∇he
p‖2

‖e0‖2 +

N∑

p=1

τp
∑

K∈Tph

((ηp
K)2 + h2

K‖f p − f p
h‖2K)

.À l'aide du Théorème 4.5.3, le quotient qN
up est borné. Cela est 
lairement 
on�rmé par nostests numériques présentés dans la Figure 4.4 et dans la Table 4.1. De 
e fait, l'estimateurspatial est �able.82



4.7. Tests numériques
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Mesh n=8

Fig. 4.1 � Maillage uniforme sur le 
arré unité ave
 n = 8.E�
a
ité de l'estimateur spatialOn dé�nit ensuite le quotient du membre de gau
he sur le membre de droite de l'in-équation (4.42) au temps �nal T = 1s :
qN
low = max

K∈Tph

ηN
K

hK‖
eN − eN−1

τp
+∇εN‖ωK

+ ‖∇he
N‖ωK

+ hK‖fN − fN
h ‖ωK

.

qN
low est relié à la borne inférieure lo
ale de l'erreur et il mesure l'e�
a
ité de l'estimateur.D'après la Figure 4.5 (voir aussi la Table 4.1), qN

low est borné 
omme le prévoit le Théorème4.5.7 : l'estimateur spatial est e�
a
e.n DoF qNup qNlow4 56 0.34221 0.85348 208 0.35916 1.519216 800 0.36458 1.913332 3136 0.36807 2.197164 12416 0.37112 2.3275128 49408 0.37239 2.4103256 197120 0.37250 2.4120512 787456 0.37253 2.4127Tab. 4.1 � qN
up et qN

low en fon
tion des DoF pour des maillages uniformes.
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Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de Stokes
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4.7. Tests numériques
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Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de StokesMaillages non stru
turésPour valider la �abilité et l'e�
a
ité de notre estimateur d'erreur spatial, nous avonsdis
rétisé le problème pré
édent ave
 les mêmes éléments mais ave
 des maillages nonstru
turés obtenus à partir d'un maillage de taille h = 0.2 (voir Figure 4.6) en divisantsu

essivement 
haque triangle par 4 triangles via un ra�nement standard [Ver96℄. LesFigures 4.7 et 4.8 (voir aussi la Table 4.2) montrent respe
tivement les ratio qN
up et qN

low enfon
tion des degrés de liberté. On 
on
lut 
omme pré
édemment que les deux ratio sontbornés et que par 
onséquent notre estimateur d'erreur spatial est �able et e�
a
e.
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Fig. 4.6 � Maillage non stru
turé du 
arré unité ave
 h = 0.2.h DoF qNup qNlow0.2 139 0.23513 0.69160.1 512 0.24812 1.41130.05 2008 0.26009 1.78200.025 7952 0.26213 1.99970.0125 31648 0.26327 2.08630.00625 126272 0.26340 2.08950.003125 504448 0.26345 2.0915Tab. 4.2 � qN
up et qN

low en fon
tion des DoF pour des maillages non stru
turés.
4.7.2 Algorithme adaptatifOn met en ÷uvre dans 
ette se
tion un algorithme adaptatif qui va utiliser de manièreappropriée l'indi
ateur spatial η, l'indi
ateur temporel ηt et l'approximation d'erreur ξ.86



4.7. Tests numériques
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Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de StokesPour établir 
et algorithme, on dé�nit dans un premier temps un indi
ateur global η
omme suit :
η :=

(
N∑

n=1

(
(ηn

t )2 + τn(ηn)2 + τn(ξn)2
)

)1/2

.Dans un se
ond temps pour notre solution appro
hée (uhτ , phτ), on dé�nit un estimateurd'erreur relative : Ind2 =
η2

∫ T

0
‖∇uhτ(·, t)‖2 dt

. (4.53)Soit δ une toléran
e prédé�nie et 0 < α < 1 un paramètre donné. Le but de notre s
hémaadaptatif est de générer une suite de sous-intervalles [tn−1, tn] et une suite de maillages
Tnh, n = 1, . . . , N telles que Ind, dé�ni par (4.53), soit pro
he de la toléran
e prédé�nie
δ, dans le sens où

(1− α)δ ≤ Ind ≤ (1 + α)δ. (4.54)Pour réaliser 
ela, on dé�nit pour n = 1, · · · , N deux bornes lo
ales : une borne inférieuredé�nie par Lbn := (1− α)2δ2

∫ tn

tn−1

‖∇huhτ(·, t)‖2 dt (4.55)et une borne supérieureRbn := (1 + α)2δ2

∫ tn

tn−1

‖∇huhτ(·, t)‖2 dt (4.56)Si, pour n = 1, · · · , N , les 
onditionsLbn ≤ (ηn
t )2 + τn(ηn)2 + τn(ξn)2 ≤ Rbn (4.57)sont satisfaites, alors en sommant de n = 1 à n = N , on obtient (4.54). De 
e fait, notrealgorithme 
onsiste à déterminer des pas de temps et des triangulations tels que (4.57)soit véri�é pour tout n. Pour 
ela, nous allons utiliser ηn et ξn pour 
ontr�ler le pas spatialà savoir les triangulations. ξn et ηn
t seront quant à eux utilisés pour 
ontr�ler les pas detemps.Cet algorithme de maillage adaptatif est présenté dans la Table 4.3. Il s'agit du mêmealgorithme proposé dans [Pi
98℄ (voir aussi [NS05℄).Pour tester notre s
héma adaptatif, on 
onsidère les deux exemples suivants. On résout,dans le premier exemple, le problème de Stokes dynamique (4.1) dans le 
arré unité

]0, 1[×]0, 1[ ave
 pour solution exa
te, la solution dé�nie par (voir [Pi
98℄)






φ = β(t) ∗ exp(−50 ∗ r2(x, y, t))
u = 
url φ
p = (x− 1

2
)e−t,

(4.58)ave
 r2(x, y, t) = (x− 0.4 ∗ t− 0.3)2 + (y − 0.4 ∗ t− 0.3)2, et
{
β(t) = 1− exp(−50 ∗ (0.98 ∗ t+ 0.01)2) si t < 0.5,
β(t) = 1− exp(−50 ∗ (1− 0.98 ∗ t+ 0.01)2) sinon. (4.59)88



4.7. Tests numériques

Set T0h, u
0
h, n = 1, t, τ InitialisationsDo while t ≤ TCompute (ηn)2, (ηn

t )2,
(ξn)2,Rbn,LbnIf τn ξn

2
+ ηn

t < Lbn Pas de temps 
ourant trop petit
τn := 2τn Itération en temps identique ave
 un pas plus grandElse If τn ξn

2
+ ηn

t ≤ RbnIf τn(ηn + ξn

2
) < Lbn Triangulation trop �neDere�nement with 
riteria

ηn
K ≤ 1.5 min ηn

KElse If τn(ηn + ξn

2
) ≤ Rbn Mesh Triangulation is 
orre
t

t := t+ τ In
rémentation du pas de temps 
ourant
n = n+ 1Else Triangulation trop grossièreRe�nement with 
riteria Itération en temps identique ave
 un maillage plus �n
ηn

K ≥ 0.5 max ηn
KElse Pas de temps trop grand

τn := τn/2 Itération en temps identique ave
 un pas temps plus �nEnd IfMake Tnh Génération du nouveau maillageEnd Do Tab. 4.3 � Algorithme adaptatif de maillage ave
 α = 1/2.
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Chapitre 4. Estimateurs d'erreur a posteriori pour le problème de StokesToléran
e δ Pas de temps Ind qNup1.0 10 0.73 2.20.5 20 0.39 1.80.25 40 0.19 1.70.125 80 0.095 1.60.0625 160 0.047 1.6Tab. 4.4 � Résultats numériques pour le 
url gaussien ave
 α = 0.5.Cela signi�e que u est le 
url d'une fon
tion gaussienne dont le 
entre se dépla
e du point
(0.3, 0.3) à t = 0s au point (0.7, 0.7) au temps t = 1s. La solution exa
te au temps t = 1sest présentée dans la Figure 4.9. On 
onstate d'ailleurs une large re
ir
ulation autour dupoint (0.7, 0.7).Les maillages obtenus par notre algorithme adaptatif aux temps 0.1, 0.5 et 1 sontreprésentés respe
tivement dans les Figures 4.10, 4.10 et 4.12 ave
 une toléran
e δ = 0.25et un paramètre α = 0.5.À partir des 
es �gures, on 
onstate que les maillages sont ra�nés dans la région dere
ir
ulation de la solution et qu'ils suivent le 
entre de la gaussienne. De plus, la Table4.4 montre que pour plusieurs toléran
es, l'indi
e d'e�
a
ité est borné par une valeurautour de 2.2.

Fig. 4.9 � Solution exa
te au temps t = 1s.Dans le se
ond exemple, on 
onsidère le problème de Stokes dynamique (4.1) dans ledomaine en forme de L ]− 1, 1[2\]0, 1[×]0,−1[ ave
 pour solution exa
te� u(r, θ, t) = (u1(r, θ, t), u2(r, θ, t)) = e−t(rλφ1(θ), r
λφ2(θ))� p(r, θ, t) = e−trλ−1φpave


φ1(θ) = − sin(λθ) cosω − λ sin(θ) cos(λ(ω − θ) + θ)

+ λ sin(ω − θ) cos(θ(1− λ)) + sin(λ(ω − θ)),
φ2(θ) = − sin(λθ) sinω − λ sin(θ) sin(λ(ω − θ) + θ)

− λ sin(ω − θ) sin(θ(1− λ)),

φp(θ) = 2λ(sin(θ(λ− 1)) + sin(θ(λ− 1)− λω)),90



4.8. Con
lusion
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Fig. 4.10 � Curl gaussien ave
 n = 4, tn = 0.1s, Nv = 289.Toléran
e δ Pas de temps Ind qNup1.0 10 0.987 2.470.5 20 0.521 2.010.25 40 0.264 1.920.125 80 0.131 1.840.0625 160 0.065 1.83Tab. 4.5 � Fon
tion singulière ave
 α = 0.5.où (r, θ) sont les 
oordonnées polaires 
entrées en (0, 0), ω = 3π
2
et λ ≈ 0.5445. Dans 
ette
on�guration, u possède un 
omportement singulier le long de l'arête (0, 0)×]0, T [.Les Figures 4.13, 4.14 et 4.15 présentent respe
tivement les maillages obtenus au temps0.1, 0.5 et 1, ave
 une toléran
e δ = 0.25 et le paramètre α = 0.5. On voit 
lairement queles maillages sont ra�nés au niveau du point singulier. Comme pré
édemment, la Table4.5 
on�rme un bon indi
e d'e�
a
ité pour di�érents paramètres de toléran
e.4.8 Con
lusionNous avons proposé et analysé un estimateur d'erreur a posteriori pour le problèmede Stokes dynamique. Nous nous sommes intéressés à une dis
rétisation via des éléments�nis non 
onformes de type Crouzeix-Raviart dans des domaines 2D ou 3D. Nous avons enoutre déterminé des bornes globales d'erreur dans le 
adre de l'étude de 
es estimateurs.Les prin
ipaux résultats que 
onstituent les bornes inférieure et supérieure d'erreur spatialont été 
on�rmés du point de vue numérique. Plus pré
isément les ratio, qN

up et qN
low sontbornés (
f. [DDPV96, Pi
03℄). En�n, nous avons mis en ÷uvre un s
héma adaptatif enespa
e temps basé sur notre estimateur. L'algorithme numérique proposé est validé pardes exemples pertinents. 91
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Fig. 4.11 � Curl gaussien ave
 n = 20 tn = 0.5s, Nv = 284.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Fig. 4.12 � Curl gaussien ave
 n = 40 tn = 1s, Nv = 264.
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4.8. Con
lusion
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Fig. 4.13 � Solution singulière ave
 n = 4, tn = 0.1s, Nv = 621.
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Fig. 4.14 � Solution singulière ave
 n = 20, tn = 0.5s, Nv = 677.
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Annexe AMise en ÷uvre algorithmique deséléments �nis non 
onformes 2DCe 
hapitre dé
rit la mise en ÷uvre des éléments �nis non 
onformes pour la résolutionnumérique de problèmes de standard. Le but essentiel de 
ette partie est avant tout demettre en éviden
e les di�
ultés liées à la mise en ÷uvre algorithmique de la méthodedes éléments �nis non seulement dans l'assemblage de la matri
e du système étudié, maisaussi dans la résolution du système linéaire qui en dé
oule. La première étape de la pro-grammation 
onsiste à résoudre l'équation de Lapla
e. Cette étape est un bon préambulepour attaquer des problèmes de type équation de la 
haleur ou problème de Stokes tantdynamique que statique.A.1 Résolution de l'équation de Lapla
e.Soit Ω un ouvert borné de R2, ave
 un bord Γ polygonal.On 
onsidère le problème de Lapla
e étudié dans le 
hapitre 2 :






−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur Γ.
(A.1)Nous avions vu également qu'une dis
rétisation via une méthode d'éléments �nis non
onforme était donnée par : trouver uh ∈ X0

h, telle que :
∑

K∈Tph

∫

K

∇uh∇vh =

∫

Ω

fvh (A.2)pour tout vh ∈ X0
h ave


Xh = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Th, (A.3)
v est 
ontinu au milieu des arêtes}et

Xh,0 = {vh ∈ Xh : vh|∂Ω = 0} (A.4)95



Annexe A. Mise en ÷uvre algorithmique des éléments �nis non 
onformes 2DA.2 Assemblage de la matri
e du problème de Lapla
e.La dimension de l'espa
e Xh n'est rien d'autre que le nombre Nh d'arêtes de la trian-gulation Th. La dimension Nh,0 de Xh,0 est 
elle de Xh à laquelle on on enlève le nombred'arêtes extérieures de Γh, puisque l'on impose à uh d'être nulle sur le bord ∂Ω.Introduisons dans un premier temps une numérotation globale de l'ensemble des arêtesde notre triangulation. Soit {Si}1≤i≤Nh
l'ensemble des milieux d'arêtes de la triangulation

Th. Soit {ωi}1≤i≤Nh
une base de Xh, alors

uh =

Nh∑

i=1

ui
hωi (A.5)Dès lors la solution uh ∈ Xh,0 du problème variationnel dis
ret peut être déterminéve
toriellement sous la forme

[uh] := [u1
h, u

2
h, . . . , u

Nh

h ] (A.6)où uj
h = 0 pour tout noeud j ∈ ∂Ω.Remarque A.2.1. Le 
hoix d'une telle représentation de uh a été non seulement guidépar le fait que uh s'annule sur le bord de Ω mais aussi par la 
onsidération suivante :en in
luant les noeuds de bord dans 
ette représentation, on pourra modi�er aisément uhdans le 
as où les 
onditions au bord ne sont plus homogènes,de plus la taille de la matri
edu système linéaire auquel on va aboutir sera 
onservée.Il s'agit maintenant de dé
rire l'élément �ni non 
onforme de référen
e K̂ = {(x̂, ŷ) ∈

R2 : 0 ≤ x̂+ ŷ ≤ 1}. Les fon
tions de base de 
et élément �ni sont les suivantes :






p̂1(x̂, ŷ) = 1− 2ŷ
p̂2(x̂, ŷ) = −1 + 2x̂+ 2ŷ
p̂3(x̂, ŷ) = 1− 2x̂Dénotons par {Ŝj}1≤j≤3 les arêtes du triangle de référen
e K̂, alors les trois fon
tionsde base pré
édentes véri�ent̂

pi(Ŝj) = δi,j 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 3 (A.7)Dès lors une fon
tion de base ωi restreinte à un triangle K de la triangulation Th s'é
rit
ωi|K(M) =

3∑

j=1

ωi(Sj)p̂j(M̂)où M̂ = (x̂, ŷ) est l'image de du point M = (x, y) via la seule et unique transformationa�ne FK qui transporte un triangle donnéK de la triangulation sur le triangle de référen
e
K̂. En outre 
ette transformation véri�e FK(Sj) = Ŝj , 1 ≤ j ≤ 3 où la famille {Ŝj}1≤j≤3représente les arêtes du triangle K.96



A.2. Assemblage de la matri
e du problème de Lapla
e.Après avoir introduit 
es quelques objets mathématiques, on doit maintenant dé�-nir la formulation variationnelle dis
rète sous forme matri
ielle. Introduisons la matri
e
[Pas|K] ∈ R

3×Nh qui à tout élément ωi de l'espa
e Wh asso
ie ses trois 
omposantes nonnulles sur K suivant ωi|K = [P|K ][Pas|K], où [P|K ] = [P 1
|K , P

2
|K , P

3
|K] représente une basede l'élément K.Exemple.Considérons le 
inquième triangle de notre domaine noté K5. Supposons qu'il soit
omposé des arêtes 8, 12, 11, alors la matri
e [Pas|K5

] s'é
rit 
omme suit :
[Pas|K5

] =





0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0



La transformation FK évoquée pré
édemment s'é
rit de la manière suivante :
FK := MK

[
x̂
ŷ

]

+

[
xK

yK

]où MK ∈M2(R) et où le ve
teur [xK , yk]
t représente les 
oordonnées du sommet de pluspetite abs
isse si K appartient au groupement impair,sinon il 
ara
térise 
elui de pluspetite ordonnée.Toutes 
es 
onsidérations étant prises en 
ompte, on peut désormais é
rire la formula-tion variationnelle dis
rète (A.2) sous la forme d'un système linéaire 
omme suit : trouver

[uh] ∈ RNh,0 , tel que pour tout élément [vh] ∈ RNh,0 :
∑

K∈Th

[vh]
t · [Pas|K ]t · [A|K ] · [Pas|K] · [uh] =

∑

K∈Th

[vh]
t · [Pas|K]t · [b|K ] (A.8)ave


[A|K ] =

∫

K

[~∇P|K ]t · [~∇P|K ]dxdy et [b|K ] =

∫

K

[P|K ]t · fdxdyOn a
[~∇P|K ] =

[ ∂p1

∂x
(x, y) ∂p2

∂x
(x, y) ∂p3

∂x
(x, y)

∂p1

∂y
(x, y) ∂p2

∂y
(x, y) ∂p3

∂y
(x, y)

]

=

[
∂x̂
∂x

∂ŷ
∂x

∂x̂
∂y

∂ŷ
∂y

]

·
[ ∂p̂1

∂x̂
(x̂, ŷ) ∂p̂2

∂x̂
(x̂, y) ∂p̂3

∂x̂
(x̂, ŷ)

∂p̂1

∂ŷ
(x̂, ŷ) ∂p̂2

∂ŷ
(x̂, y) ∂p̂3

∂ŷ
(x̂, ŷ)

]

= M−t
K · [

~̂∇P̂|K̂ ]Par suite ,on obtient :
[~∇P|K ]t · [~∇P|K ] = [

~̂∇P̂|K̂ ]t ·M−1
K ·M−t

K · [
~̂∇P̂|K̂ ] 97



Annexe A. Mise en ÷uvre algorithmique des éléments �nis non 
onformes 2DLa 
onnaissan
e expli
ite des fon
tions de base de l'élément �ni de référen
e K̂ permetalors de déterminer [
~̂∇P̂|K̂ ]. En l'o

urren
e :

[
~̂∇P̂|K̂ ] =

[
0 2 −2
−2 2 0

]Il vient alors,
[A|K ] =

∫

K

[
~̂∇P̂|K̂ ]t ·M−1

K ·M−t
K · [

~̂∇P̂|K̂ ]dxdy

=

∫

K̂

[
~̂∇P̂|K̂ ]t ·M−1

K ·M−t
K · [

~̂∇P̂|K̂ ] · |detMK | · dx̂dŷoù |detMK | = 2 |K|.A.3 Assemblage du se
ond membre.Il faut à présent tenir 
ompte de l'assemblage du se
ond membre de notre formulationvariationnelle dis
rète. En tenant 
ompte de la triangulation du domaine Ω, on a :
[b|K ] =

∫

K

[P|K ]t · fdxdy

=

∫

K

[P1K
, P2K

, P3K
]t · f(x, y)dxdy

= |detMK |
∫

K̂

[P̂1
K̂
, P̂2

K̂
, P̂3

K̂
]t · f̂(x̂, ŷ)dx̂dŷ

= h2

∫

K̂





1− 2ŷ
−1 + 2x̂+ 2ŷ

1− 2x̂



 · f̂(x̂, ŷ)dx̂dŷUn logi
iel de 
al
ul formel permettrait de 
al
uler 
ette intégrale sans trop de pro-blème, mais dans la mesure où nous devons implémenter 
e 
ode en ma
hine, il faudraavoir re
ours à des formules d'intégration numériques sur le triangle de référen
e K̂.A.3.1 Intégration numériqueIl faut don
 faire des intégrations numériques, 
ar seuls les 
odes de 
al
ul formel fontdes intégrations exa
tes. La grande majorité des 
odes éléments �nis n'utilisent pas le
al
ul formel. Nous allons voir i
i une méthode d'intégration numérique possible dans le
as 2-D. Nous allons nous intéresser au problème suivant : déterminer l'intégrale
I =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

f(x, y)dxdy (A.9)Méthode de Newton-Cotes.Cette méthode utilise des points Pij = (xi, yj), répartis régulièrement sur le triangle de98



A.3. Assemblage du se
ond membre.

Fig. A.1 � Disposition des points Pij.référen
e K̂, ave
 des poids wi. Le problème est de déterminer la position et la valeur despoids pour avoir une intégration exa
te dans 
ertains 
as et don
 :
I =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

f(x, y)dxdy =
∑

i

wif(Pij) (A.10)Dans le 
adre de 
e mémoire, on a 
hoisi de disposer nos point Pij 
omme l'indique la �gurequi suit et de déterminer les poids wi pour que l'intégration soit exa
te sur l'ensemble despolyn�mes Pn de degré n à deux variables.
A.3.2 Te
hnique d'assemblage.Regardons dans le 
adre d'un exemple la te
hnique d'assemblage des matri
es pré
é-demment 
al
ulées. Considérons 
omme dans l'exemple pré
édent une triangulation Thdans lequel le 
inquième triangle K5 aurait pour arêtes, dans l'ordre de numérotationlo
ale, 8, 12, 11. Sa matri
e de rigidité s'é
rit :

[A|K5
] =





aK5

11 aK5

12 aK5

13

aK5

21 aK5

22 aK5

23

aK5

31 aK5

32 aK5

33





Sa 
ontribution, dans la matri
e globale de la formulation variationnelle dis
rète, est99



Annexe A. Mise en ÷uvre algorithmique des éléments �nis non 
onformes 2Dla suivante :
[Pas|K5

]t · [A|K5
] · [Pas|K5

] =

8→

11→
12→



























0 · · · 0 0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0... . . . ... ... ... ... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 0 0 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 aK5

11 0 0 aK5

13 aK5

12 0 · · · 0
0 · · · 0 0 0 0 0 0 0 · · · 0
0 · · · 0 0 0 0 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 aK5

31 0 0 aK5

33 aK5

32 0 · · · 0

0 · · · 0 aK5

21 0 0 aK5

23 aK5

22 0 · · · 0
0 · · · 0 0 0 0 0 0 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0... ↑ ↑ ↑ · · · 0
0 · · · 8 11 12 · · · 0



























Nh,0×Nh,0Clairement [Pas|K5
]t · [A|K5

] · [Pas|K5
] est une matri
e de taille Nh,0 × Nh,0. Commentpro
ède t-on ? La première arête lo
ale est 8, don
 à la huitième ligne, huitième 
olonneon pla
e aK5

11 . La se
onde arête est 12, on pla
e don
 en (i, j) = (12, 12) l'élément aK5

22 . Onpro
ède de la même manière pour l'arête suivante. De manière plus général, pour tout
ouple d'arête (i, j) du triangle K5, on a :
([Pas|K5

]t · [A|K5
] · [Pas|K5

])ij = aK5

posK5 (i),posK5(j)où l'appli
ation posK5 renvoie, pour une arête donnée du triangle 5, sa position lo
ale.Con
ernant l'assemblage du se
ond membre, supposons le ve
teur [b|K ] 
al
ulé. Considé-rons par exemple le triangle K5, on a alors :
[b|K5

] =





bK5

1

bK5

2

bK5

3



Un 
al
ul montre alors que
[Pas|K5

]t · [A|K5
] =





















0...
bK5

1

0
0

bK5

3

bK5

2

0...
0





















16

← 8

← 11
← 12
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A.4. Mise en pla
e du système linéaire issu de la dis
rétisationPar 
onséquent, puisque les arêtes du triangle K5 sont 8, 12, 11, l'élément bK5

1 s'insère à lahuitième 
omposante du ve
teur [Pas|K5
]t · [A|K5

], bK5

2 à la douzième 
omposante et en�n
bK5

3 à la onzième.A.4 Mise en pla
e du système linéaire issu de la dis
ré-tisationNotre système linéaire s'é
rit don
 :
A · [uh] = b (A.11)où A et b sont dé�nis par

A =
∑

K∈Th

[Pas|K]t · [A|K ] · [Pas|K ] (A.12)
b =

∑

K∈Th

[Pas|K ]t · [b|K ] (A.13)Dans le 
adre de notre problème, nous avons 
onsidéré des 
onditions limites de Diri
hlethomogènes. De 
e fait, deux solutions sont possibles :� la première idée 
onsiste à prendre [uh] := [u1
h, u

2
h, . . . , u

Nh

h ] où uj
h = 0 pour toutarête j ∈ ∂Ω.� la se
onde idée est de 
onsidérer le ve
teur [uh] := [u1

h, u
2
h, . . . , u

Nh

h ] et de modi�eren 
onséquen
e la matri
e A et le se
ond membre b 
omme suit :1. mettre un 1 sur les terme diagonaux de toute ligne 
orrespondant à une arêtesitué sur le bord ∂Ω et des 0 ailleurs2. mettre sur 
es mêmes lignes des 0 dans le se
ond membre a�n que uj
h soit nulpour toute arête j de ∂Ω.3. rempla
er les termes (aij)i6=j, telle que l'arête i ou l'arête j soit in
luse dans lebord, par 0 pour 
onserver le 
ara
tère symétrique de départ.Dans le 
adre de notre étude, nous avons dé
idé de privilégier la se
onde option, elle seradéterminante par la suite, puisque à fortiori on doit résoudre un système linéaire. A 
epropos, la première proposition ferait défaut 
ar dans notre méthode de résolution desystème linéaire, il faudrait gérer uj

h nuls provenant des arêtes de bord.A.5 Sto
kage de la matri
eComme nous l'indique le pro�l matri
iel 
i-dessous, la matri
e A assemblée pré
édem-ment possède beau
oup d'éléments nuls. A 
et égard, le tableau est tout à fait évo
ateurdu nombre important d'éléments nuls. 101



Annexe A. Mise en ÷uvre algorithmique des éléments �nis non 
onformes 2Dn éléments de la matri
e non nuls nuls1 25 5 202 256 32 2243 1089 81 1008p p2(3p+ 2)2 11p2 − 6p p(9p3 + 12p2 − 12p+ 6)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

Fig. A.2 � Pro�l matri
iel dans le 
as n = 2.A.5.1 Sto
kage stru
turé.Comme nous venons de le voir, la matri
e issue de la dis
rétisation par éléments �nisde l'équation de Lapla
e est 
reuse. Dès lors on ne peut envisager de la sto
ker sous laforme d'un tableau bidimensionnel pour deux raisons essentielles :� sa représentation ma
hine serait trop 
her en espa
e mémoire.� un temps de 
al
ul beau
oup trop long lors de manipulations ve
torielles ou matri-
ielles.Notre matri
e étant symétrique, on va utilisé une te
hnique de sto
kage pro�l. L'idée estde sto
ker la matri
e A dans un ve
teur sparse(A) 
omme suit :1. on se pla
e sur une ligne donnée i de la matri
e.2. Soit αi = minj{Ai,j 6= 0}, alors on garde en mémoire dans sparse(A) tout leséléments nuls et non nuls 
ompris entre Ai,αi
et Ai,i.3. On fait 
orrespondre le ve
teur sparse(A) à la matri
e A via un pointeur adr, quipour une ligne i donnée, renvoie l'adresse dans sparse(A) du 
oe�
ient Ai,i.Reste à déterminer l'adresse δi dans sparse(A) de n'importe quel 
oe�
ient de la matri
e

A. Cette adresse est entièrement déterminée par la formule suivante :
δi = adr(i)− i+ j, pour αi ≤ j ≤ i (A.14)102



A.5. Sto
kage de la matri
e1 2 3 45 67 8 910 11 12 13 1415 16 17 18 1920 21 22 2324 2526 27 28 29 30 31 32 33Tab. A.1 � Pro�l matri
iel de sparse(A).D'autre part, si l'on désire déterminer le nombre d'éléments nb(i) pris en 
ompte sur uneligne i, on 
al
ule alors :
nb(i) = adr(i)− adr(i− 1) (A.15)En�n, l'entier αi, pour une ligne i donnée se détermine fa
ilement, on a en l'o

uren
e :

αi = i− nb(i) + 1 (A.16)Exemple.Le pointeur adr 
orrespondant au pro�l matri
iel du tableau (A.1) est de taille n(3n+2) =
16 et s'é
rit : i 1 2 3 4 5 6 7 8 . . . 16adr(i) 1 2 3 4 6 8 9 14 . . . 33Si l'on désire à présent déterminer l'adresse δi de l'élément A(8, 4), on a :

δi = adr(8)− 8 + 4 = 14− 8 + 4 = 10Autrement dit,l'élément A(8, 4) est le dixième élément du tableau sparse(A). Don

A(8, 4) = sparse(A)[10] = −2Le nombre d'éléments pris en 
ompte sur la ligne 8 est

nb(8) = adr(8)− adr(7) = 14− 9 = 5et la plus petite des 
olonnes prises en 
ompte sur la ligne 8 est
α8 = 8− nb(8) + 1 = 4 103



Annexe A. Mise en ÷uvre algorithmique des éléments �nis non 
onformes 2D1 1 1 8 -2 -2-2 4 -2-2 8 -21-2 4 -2-2 4 -21-2 8 -2-2 4 -2-2 -2 8 1 1 1Tab. A.2 � Matri
e A dans le 
as n = 2.Con
lusion.L'opération la plus importante de 
ette te
hnique de sto
kage est la détermination ex-pli
ite du pointeur adr. Ce dernier nous permet d'établir une 
orrespondan
e immédiateentre A et sparse(A).A.6 Résolution du système linéaire.Une fois que la matri
e est sto
kée, il faut résoudre le système linéaire
A · [uh] = b (A.17)On privilégiera i
i des méthodes itératives de résolution de systèmes linéaires telles que legradient 
onjugué et le gradient 
onjugué pré
onditionné.
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Annexe BMise en ÷uvre algorithmique duproblème de Stokes 2D.Le but de 
ette annexe est de dé
rire de manière pédagogique la résolution numériquedu problème de Stokes.B.1 Algorithme d'Uzawa.Considérons une vitesse u et une pression p, toutes deux régies par le système de Stokes.L'algorithme permet de dé�nir deux suites un et pn qui 
onvergent respe
tivement vers uet p.Théorème B.1.1 (Algorithme d'Uzawa). Considérons une pression p0 arbitraire, ave

p0 dans L2(Ω) et un réel ρ véri�ant 0 < ρ < 2ν.Lorsque pn est déterminé, on dé�nit un+1 ∈ H1

0 (Ω) et pn+1 ∈ L2(Ω) (n ∈ N∗), par :
ν((un+1, v))− (pn, div v) = (f, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω) (B.1)
(pn+1 − pn, q) + ρ( div un+1, q) = 0, ∀q ∈ L2(Ω) (B.2)L'existen
e et l'uni
ité de la solution un+1 de l'équation (B.1) dans l'algorithme d'Uzawarepose sur le théorème de proje
tion puisque un+1 n'est rien d'autre que la solution duproblème de Diri
hlet :

un+1 ∈ H1
0 (Ω) (B.3)

−ν∆un+1 = grad pn + f ∈ H−1(Ω) (B.4)Ainsi lorsque un+1 est déterminé, l'équation (B.2) permet de 
onnaître expli
itement pn+1puisque :
pn+1 = pn − ρ div un+1 ∈ L2(Ω) (B.5)Reste à prouver maintenant la 
onvergen
e de l'algorithme.Théorème B.1.2 (Convergen
e de l'algorithme d'Uzawa). Si le paramètre réel ρ véri�e

0 < ρ < 2ν, alors lorsque n tend vers l'in�ni, la suite (un)n∈N∗ 
onverge vers u ∈ H1
0 (Ω)et (pn)n∈N 
onverge faiblement vers p dans L2(Ω)/R105



Annexe B. Mise en ÷uvre algorithmique du problème de Stokes 2D.Preuve.Puisque u et p sont régies par le système de Stokes, on a :
ν((u, v))− (p, div v) = (f, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω) (B.6)Fixons à présent v = un+1 − u dans (B.1) et dans l'équation pré
édente. On obtient, viaune di�éren
e des deux équations l'expression suivante :
ν
∥
∥un+1 − u

∥
∥

2
= (pn − p,div un+1)il vient alors que

ν
∥
∥vn+1

∥
∥

2
= (qn,div vn+1) (B.7)ave


vn+1 = un+1 − u (B.8)
qn = pn − p (B.9)Prenons maintenant q = pn+1 − p dans l'équation (B.2), on a alors :

(qn+1 − q, qn+1) + ρ(div vn+1, qn+1) = 0
'est à dire
∣
∣qn+1

∣
∣
2 − |qn|2 +

∣
∣qn+1 − qn

∣
∣
2

= −2ρ(div vn+1, qn+1). (B.10)Multiplions l'équation (B.7) par 2ρ et additionnons là ave
 l'équation obtenu pré
édem-ment, on obtient
∣
∣qn+1

∣
∣2 − |qn|2 +

∣
∣qn+1 − qn

∣
∣2 + 2ρν

∥
∥vn+1

∥
∥2

= −2ρ(div vn+1, qn+1 − qn) (B.11)Or :
−2ρ(div vn+1, qn+1 − qn) ≤ −2ρ

∣
∣div vn+1

∣
∣
∣
∣qn+1 − qn

∣
∣

≤ 2ρ
∥
∥vn+1

∥
∥
∣
∣qn+1 − qn

∣
∣L'expression pré
édente est majorée par la quantité

ε
∣
∣qn+1 − qn

∣
∣
2
+
ρ2

ε

∥
∥vn+1

∥
∥où 0 < ε < 1.Par suite

∣
∣qn+1

∣
∣2 − |qn|2 + (1− ε)

∣
∣qn+1 − qn

∣
∣2 + ρ(2ν − ρ

ε
)
∥
∥vn+1

∥
∥2 ≤ 0 (B.12)En sommant l'inégalité pré
édente pour 0 ≤ n ≤ N , on trouve

∣
∣qN+1

∣
∣
2
+ (1− ε)

N∑

n=0

∣
∣qn+1 − qn

∣
∣
2
+ ρ(2ν − ρ

ε
)

N∑

n=0

∥
∥vn+1

∥
∥

2 ≤
∣
∣q0
∣
∣
2 (B.13)106



B.2. Résolution numérique du problème de StokesMais par hypothèse 0 ≤ ρ ≤ 2ν, on peut alors 
hoisir un 
ertain ε tel que
0 <

ρ

2ν
< ε < 1et en dé�nitive

2ν − ρ

ε
> 0.Un tel ε étant �xé, l'inéquation (B.13) permet d'obtenir la 
onvergen
e, lorsque n tendvers l'in�ni des séries de terme général (|qn+1 − qn|2)n∈N et (‖vn+1‖2)n∈N, par suite :

∣
∣qn+1 − qn

∣
∣
2

=
∣
∣pn+1 − pn

∣
∣
2 → 0 lorsque n→∞ (B.14)

∥
∥vn+1

∥
∥

2
=

∣
∣un+1 − un

∣
∣
2 → 0 lorsque n→∞ (B.15)La 
onvergen
e de un vers u est ainsi prouvée.l'inéquation (B.13) montre que la suite pn est borné dans L2(Ω). Il s'ensuit que l'on peutextraire de pn une sous suite pnk 
onvergente dans L2(Ω) vers un 
ertain élément p∗. Parpassage à la limite dans l'équation (B.1), on a

ν((u, v))− (p∗, div v) = (f, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω) (B.16)de même que dans l'équation (B.2)

(p− p∗, div v) = 0, ∀v ∈ H1
0 (Ω) (B.17)
'est à dire que grad(p− p∗) = 0d'où

p∗ = p+ 
onstante (B.18)Bilan.De toute suite pn, on peut extraire une sous-suite pnk 
onvergeant faiblement vers p +
onstante dans L2(Ω).On peut 
on
lure alors que la suite pn 
onverge vers p au sens dela topologie de L2(Ω)/R.B.2 Résolution numérique du problème de StokesOn est amené à présent à étudier la dis
rétisation du problème de Stokes par éléments�nis non 
onformes. A 
e propos, le problème va être 
onsidérablement simpli�é puisquel'étude du problème de Lapla
e a déjà été mis en ÷uvre.Considérons le problème de Stokes






−ν∆u + grad p = fdiv u = 0
u|∂Ω = 0

(B.19)107



Annexe B. Mise en ÷uvre algorithmique du problème de Stokes 2D.où u = (u1, u2) désigne la vitesse, p la pression et f = (f1, f2) le se
ond membre. Dès lorsle système pré
édent peut être dé
ouplé 
omme suit :






−ν∆ui + ∂p
∂xi

= fi, i = 1, 2div u = 0
u|∂Ω = 0

(B.20)Soit Ω =]0, 1[×]0, 1[ et Th une triangulation régulière du domaine Ω. On dé�nit l'espa
e
Wh 
omme suit :

Wh = {uh = (uh,1, uh,2)|∀i ∈ {1, 2} : uh,i ∈ Xh} (B.21)où l'ensemble Xh est dé�ni par
Xh = {v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ P1, ∀K ∈ Th, (B.22)

v est 
ontinu au milieu des arêtes}Il nous 
onvient à présent de dé�nir notre espa
e d'approximation non 
onforme Vh a�nde mettre en pla
e une dis
rétisation de l'algorithme d'Uzawa. Cet espa
e 
ontient leséléments de Wh à divergen
e nulle. Il s'é
rit :
Vh = {uh = (uh,1, uh,2) ∈Wh| div uh = 0 dans K, ∀K ∈ Th} (B.23)Il reste en�n à dé�nir un espa
e d'approximation adéquate pour la pression. Pour �xerles idées, on dé
ide de prendre l'espa
e suivant :

Ph = {ph : ∀K ∈ Th, ph|K ∈ P0} (B.24)autrement dit la pression ph est 
onstante pour 
haque maille K de notre triangulation
Th. Dès lors, toute pression ph ∈ Ph s'é
rit de la manière suivante :

ph =
∑

K∈Th

ηKωK (B.25)où ωK désigne l'indi
atri
e du triangle K et ηK = ph(K).B.3 Algorithme d'Uzawa sous forme dis
rète.On débute l'algorithme ave
 une pression arbitraire p0
h ∈ Ph. Lorsque pn

h est déterminé,on dé�nit un+1
h ∈Wh et pn+1

h par :
{
ν((un+1

h , vh))− (pn
h, div vh) = (f, vh), ∀vh ∈Wh

pn+1
h = pn

h − ρ div un+1
h

(B.26)Soit {ωi}1≤i≤n une base de l'espa
e Wh, alors :
un

h =

Nh∑

i=1

(
un,i

h,1

un,i
h,2

)

ωi (B.27)108



B.4. Implémentation de l'algorithme d'Uzawa.où pour toute arête Sj de notre triangulation ωi(Sj) = δij .Par ailleurs la pression pn
h s'é
rit

pn
h =

∑

K∈Th

ηn
KωK (B.28)Ainsi en dé
ouplant le système (B.26), il vient ∀vh = (vh,1, vh,2) ∈Wh







ν((un+1
h,1 , vh,1))− (pn

h,
∂vh,1

∂x1
) = (f1, vh,1)

ν((un+1
h,2 , vh,2))− (pn

h,
∂vh,2

∂x2
) = (f2, vh,2)

pn+1
h (K) = pn

h(K)− ρ( div un+1
h )(K), ∀K ∈ Th

(B.29)On 
onstate alors que pour une étape n, l'algorithme d'Uzawa 
onsiste à :� résoudre deux équations du type Lapla
e, modulo une modi�
ation du se
ond membre,pour déterminer un−1
h� réa
tualiser la pression pn

h à l'aide de un−1
h .

B.4 Implémentation de l'algorithme d'Uzawa.Maintenant que le problème a bien été posé, l'obje
tif va être d'implémenter l'algo-rithme d'Uzawa. Du point vue programmation, il va falloir exprimer de manière expli
iteles termes (pn
h,

∂vh,i

∂xi
)1≤i≤2 et div un+1

h . Une fois 
ette étape validée, on pourra utilisertout le travail a

ompli lors de l'équation de Lapla
e, puisque la matri
e qui va interveniri
i est identique à 
elle déjà étudiée. Dans un premier temps, nous allons devoir évaluerla 
ontribution du terme (pn
h,

∂vh,i

∂xi
)1≤i≤2.Nous avons vu lors du 
hapitre pré
édent que :

[~∇P|K ] =

[ ∂p1

∂x
(x, y) ∂p2

∂x
(x, y) ∂p3

∂x
(x, y)

∂p1

∂y
(x, y) ∂p2

∂y
(x, y) ∂p3

∂y
(x, y)

]

=

[
∂x̂
∂x

∂ŷ
∂x

∂x̂
∂y

∂ŷ
∂y

]

·
[ ∂p̂1

∂x̂
(x̂, ŷ) ∂p̂2

∂x̂
(x̂, y) ∂p̂3

∂x̂
(x̂, ŷ)

∂p̂1

∂ŷ
(x̂, ŷ) ∂p̂2

∂ŷ
(x̂, y) ∂p̂3

∂ŷ
(x̂, ŷ)

]

= M−t
K · [

~̂∇P̂|K̂ ]Introduisons les notations suivantes :
∀i ∈ {1, 2}, [~∇P|K]i =

[
∂p1

∂xi
(x, y) ∂p2

∂xi
(x, y) ∂p3

∂xi
(x, y)

] 109



Annexe B. Mise en ÷uvre algorithmique du problème de Stokes 2D.ave
 (x1, x2) = (x, y).
[cn|K ]i =

∫

K

[~∇P|K]ti · pn
hdx1dx2

=

∫

K

[~∇P1K
, ~∇P2K

, ~∇P3K
]ti · ηn

Kdx1dx2

= |detMK | ηn
K

∫

K̂






∂x̂
∂xi

∂p̂1

∂x̂
+ ∂ŷ

∂xi

∂p̂1

∂x̂
∂x̂
∂xi

∂p̂2

∂x̂
+ ∂ŷ

∂xi

∂p̂2

∂x̂
∂x̂
∂xi

∂p̂3

∂x̂
+ ∂ŷ

∂xi

∂p̂3

∂x̂




 dx̂dŷ

= h2ηn
K

∫

K̂






−2 ∂ŷ
∂xi

2 ∂x̂
∂xi

+ 2 ∂ŷ
∂xi

−2 ∂x̂
∂xi




 dx̂dŷ

=
h2

2
ηn

K






−2 ∂ŷ
∂xi

2 ∂x̂
∂xi

+ 2 ∂ŷ
∂xi

−2 ∂x̂
∂xi




Dès lors on pro
ède aux te
hniques d'assemblage étudiés pré
édemment, on obtientainsi :

[Cn]1 =
∑

K∈Th

[Pas|K ]t · [cn|K ]1 (B.30)
[Cn]2 =

∑

K∈Th

[Pas|K ]t · [cn|K ]2 (B.31)Exprimons à présent la divergen
e de un+1
h . On adiv un+1

h (K) =
1

|K|

∫

K

div un+1
h|K

dxdy

=
1

|K|

∫

∂K

un+1
h|K
· ~nds

=
1

|K|
∑

e⊂∂K

∫

e

un+1
h|K
· ~neds

=
1

|K|
∑

e⊂∂K

∫

e

(un+1,1
h ne1

+ un+1,2
h ne2

)ds

=
1

|K|
∑

e⊂∂K

|e| (un+1,1
h (me)ne1

+ un+1,2
h (me)ne2

)où e désigne une arête du triangle K, ~ne la normale sortante au 
oté e et me le milieude l'arête e. Cette quantité est alors fa
ile à déterminer puisque me 
oïn
ide ave
 lesnoeuds des éléments �nis que nous avons 
onsidérés, par suite un+1,i
h (me) n'est rien d'autrequ'une des 
omposantes du ve
teur solution déterminé à la première étape de l'algorithmed'Uzawa.110



B.5. Appli
ation numérique.On se doit maintenant à 
haque étape de l'algorithme d'Uzawa de résoudre les systèmeslinéaires suivant :
νAUn+1

1 = F1 + [Cn]1 (B.32)
νAUn+1

2 = F2 + [Cn]2 (B.33)et de réa
tualiser la pression de la manière suivante :
pn+1

h (K) = pn
h(K)− ρ( div un+1

h )(K), ∀K ∈ Th (B.34)Ave
 ∀i ∈ {1, 2} : Un+1
i := [un+1,1

h,i , . . . , un+1,Nh

h,i ]B.5 Appli
ation numérique.Considérons l'appli
ation
φ(x, y) = x2y2(x− 1)2(y − 1)2dé�nie sur le 
arré unité Ω =]0, 1[×]0, 1[ Son rotationnel est dé�ni par :

~
url φ =

[ −∂φ
∂y

∂φ
∂x

]

=

[
−2(x− 1)2x2(y − 1)y(2y − 1)
2(y − 1)2y2(x− 1)x(2x− 1)

]

=

[
u1

u2

] (B.35)Posons alors u = (u1, u2). Alors u véri�e les propriétés suivantes :div u = 0 (B.36)
u|∂Ω = 0 (B.37)Fixons ν = 1 et prenons pour pression

p(x, y) = x− 1

2Cette appli
ation est de moyenne nulle sur Ω, de plus :grad p =

[
1
0

]Dès lors le se
ond membre f = (f1, f2) de l'équation vitesse pression est donné par :
f1 = 4(2y − 1)(−y + y2 + 6xy − 6xy2 + 3x2 − 6x2y + 6x2y2 − 6x3 + 3x4) + 1

f2 = −4(2x− 1)(−x+ x2 + 6xy − 6yx2 + 3y2 − 6y2x+ 6y2x2 − 6y3 + 3y4)Étant donné la seule donnée de f , on doit dans un premier temps trouver une approxi-mation de la vitesse u et de la pression p, et dans un se
ond temps déterminer l'erreur ennorme L2.Nous avons représenté graphiquement l'approximation de 
haque 
omposante de u dansles �gures (B.6) et (B.7)pour une triangulation T1/40. Les résultats sont 
ohérents, puisquel'on retrouve l'allure des 
omposantes de l'appli
ation exa
te u.Comme, on peut le voir à l'aide des tableaux (B.1) et (B.2), la vitesse de 
onvergen
eest beau
oup plus rapide dans le 
as de la vitesse. L'ordre de 
onvergen
e en norme L2 estde 2 (
omme dans le 
adre de l'étude de l'équation de Lapla
e) pour la vitesse et d'ordre
1 pour la pression. 111



Annexe B. Mise en ÷uvre algorithmique du problème de Stokes 2D.
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Fig. B.1 � Composante u1 de la solution exa
te u.
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B.5. Appli
ation numérique.
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Annexe B. Mise en ÷uvre algorithmique du problème de Stokes 2D.
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Fig. B.5 � Représentation graphique de la se
onde 
omposante f2.
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B.5. Appli
ation numérique.
’approximation de u2.dat’
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Annexe B. Mise en ÷uvre algorithmique du problème de Stokes 2D.
n ‖u− un‖0,Ω20 9.72584e-0540 2.37472e-0580 5.98792e-06160 1.28164e-06320 2.44395e-07Tab. B.1 � Estimation de l'erreur ‖u− un‖0,Ω.
n ‖p− pn‖0,Ω20 6.43912e-0240 2.71125e-0280 1.29351e-02160 7.01542e-03320 4.39570e-03Tab. B.2 � Estimation de l'erreur ‖p− pn‖0,Ω.
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