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Résumé

Dans une premiére partie, on introduit des estimateurs d’erreur a posteriori pour
I'équation de la chaleur dans RY, d = 2,3 via une méthode d’éléments finis non conformes
[DDPVI6] en espace et un schéma d’Euler implicite en temps. Pour cette discrétisation,
on élabore un indicateur d’erreur résiduel spatial basé sur les sauts des dérivées normales
et tangentielles de notre approximation, ainsi qu’un indicateur résiduel temporel [BMO0]
basé sur le saut du gradient a chaque pas de temps. Les bornes inférieures et supérieures
de la norme de l'erreur forment les résultats principaux de cette étude. En outre, on
montre que ces estimateurs sont fiables et efficaces. Dans une seconde partie, on traite le
probléme de Stokes dynamique. L’élaboration des estimateurs a posterior: est également
basée sur des estimateurs spatiaux et temporels. Une preuve de leur fiabilité et de leur
efficacité est donnée. Finalement, les tests numériques et un algorithme adaptatif issu de
[PicO8| confirment les prévisions théoriques et le bon comportement de ces estimateurs

[NSO35], [NSal.

Mots-clés: a posteriori, éléments finis non conformes, équation de la chaleur, Stokes
dynamique.

Abstract

In a first part, we introduce an a posteriori estimator for a nonconforming finite
element approximation[DDPV96]| of the heat equation in RY, d = 2,3, using Backward
Euler’s scheme. For this discretization, we derive a residual indicator based on the jumps
of the normal and tangential derivatives of the nonconforming approximation and a time
residual based on the jump of broken gradients at each time step [BMO0]. Lower and
upper bounds form the main results. We confirm the efficiency and reliability of these
estimators. In a second part, we present an a posteriori estimator for the time dependent
Stokes problem in R? d = 2 or 3. Our analysis covers nonconforming finite element
approximation (Crouzeix-Raviart’s element). We derive an indicator which uses a spatial
and time residual. Numerical experiments confirm the theoretical predictions [NS05], NSal
and show the usefulness of these estimators on adaptive mesh refinement using [Pic98].

Keywords: a posteriori, nonconforming finite element, heat equation, time dependent
Stokes problem.
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Notations

espace vectoriel des nombres réels
espace vectoriel des nombres complexes
espace vectoriel désignant R ou C
ensemble des entiers naturels

espace produit A x A x ---x A
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nfois

espace vectoriel des matrices d’ordre n a coefficients dans K
domaine ouvert borné de dimension d = 2,3

espace des polynomes de degré inférieur ou égal a k
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espace des fonctions essentiellement bornées

espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées k-iémes appartiennent a L?(€2)
espace de Sobolev des fonctions de H*(Q) satisfaisant une condition
au bord de type Dirichlet homogéne

dual topologique de H* ()

produit scalaire de L*(Q)

dérivée partielle de u par rapport a la variable z;
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dérivée partielle d’ordre k& de u par rapport a la variable x;
dérivée partielle de v par rapport a la variable temps ¢
opérateur gradient de u

opérateur laplacien de u

norme L*(Q)

norme L? sur le domaine K ou sur une face £

norme euclidienne d'un vecteur de R?

norme de ’espace de Sobolev H*(D)

semi-norme de espace de Sobolev H*(D)

bord de (2

condition au bord de Dirichlet, Neumann
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Notations

Ty triangulation de €2

K triangle ou tétraédre de T,

| K| aire ou volume de 7'

K triangle de référence

K tétraedre de référence

FEx aréte de K

& ensemble des arétes/faces de Ty,

Emt ensemble des arétes/faces intérieures de T,

Fy application linéaire affine du triangle K sur K

a<b il existe une constante positive C' indépendante de a et de b telle que
a<Ch

a~b il existe des constantes positives C; et Cy indépendantes de a et de b telles que
Clb S a S CQb

ng = (ng1,nE2)  normale extérieure d’une aréte
tg = (—mp2,np1) vecteur tangent a l'aréte F

hg longueur ou diamétre d'un élément F

hy diamétre de la maille K

WK réunion des éléments partageant une aréte/face commune avec K
WE réunion des éléments partageant 1’ aréte/face £

Wy réunion des éléments partageant le noeud x

WK réunion des éléments partageant un noeud avec K

WEg réunion des éléments partageant un noeud avec F

T nombre réel strictement positif

i j Symbole de Kronecker §; ; = 1, si 7 = j, 0 sinon

Mp(u) valeur moyenne intégrale d'une fonction u sur le domaine D
RA partie réelle de A

A partie imaginaire de A
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Chapitre 1

Introduction

Dans le cadre de la résolution de problémes physiques tels qu’en mécanique des fluides,
des solides ou plus généralement de systémes d’équations aux dérivées partielles, on ren-
contre bien souvent le probléme de l'efficacité des méthodes numériques employées. Quels
vont étre les temps de calcul ? Le taux de convergence est il optimal pour la méthode
considérée ? Telles sont les problématiques auxquelles le numéricien est confronté. Dans
bien des cas, la difficulté rencontrée, dans le cadre d’une résolution via une méthode
d’éléments finis, est que le taux de convergence de ces méthodes numériques se trouve
détérioré. On trouve a cela plusieurs raisons :

— la géométrie du domaine : présente-t-il des coins?

— la nature des conditions au bord : la frontiére est elle mixte ?

— le comportement de la solution : présente-t-elle des singularités? A-t-elle un com-

portement anisotrope 7 Existe-t-il des discontinuités ?

Le raffinement de maillage automatique peut répondre & ce genre de problémes. Le
raffinement de maillage est une technique algorithmique qui permet d’améliorer le taux
de convergence des méthodes numériques employées. L’idée de base est de raffiner les
régions sensibles du maillage de notre domaine ou 'approximation de notre solution serait
"mauvaise" tout en abandonnant les régions les moins sensibles & une approximation
classique. Cet abandon s’explique évidemment par le cotit d’un raffinement uniforme : a
quoi bon raffiner des zones ou 'approximation est plus que convenable? La réponse est
triviale.

C’est dans ce cadre que 'on fait intervenir la notion d’estimateurs a posteriori. Es-
timateurs, puisqu’il s’agit évidemment d’estimer au mieux les erreurs commises dans la
triangulation de notre domaine. Le terme a posteriori, quant a lui, par opposition au ca-
ractére a priori, désigne évidemment le fait que 'on doit déterminer 'ordre d’erreur sans
pour autant connaitre la solution exacte de notre probléme. Alors en pratique comment
déterminer un ordre d’erreur sans connaitre la solution exacte ? L’idée est de trouver une
quantité équivalente a I’erreur commise entre la solution exacte et la solution approchée du
probléme étudié. C’est ’essence méme de la mise en place des estimateurs ou indicateurs
d’erreur a posteriori.

On s’attache dans cette thése, & mettre en ceuvre des estimateurs a posteriori pour
des problémes de type dynamique tels que 1'équation de la chaleur ou le probléme de
Stokes. L’élaboration de ces indicateurs d’erreur repose sur une discrétisation des pro-
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blémes d’équations aux dérivées partielles via des méthodes d’élément finis non conformes.
On a choisi ici les méthodes d’éléments finis de Crouzeix-Raviart. Le chapitre B est une
introduction aux indicateurs a posteriori. On présente la discrétisation du probléme de
Laplace statique via la méthode d’éléments finis de Crouzeix-Raviart. Il est destiné d’une
part aux non initiés, mais il constitue en soi un excellent cadre de préparation aux trai-
tements des problémes dynamiques.

Dans le chapitre Bl on présente des résultats concernant ’équation de la chaleur dans
R? d = 2 ou 3. On met en place une discrétisation de ce probléme toujours a l'aide
des éléments finis de Crouzeix-Raviart, mais cette fois-ci la donnée temporelle ¢ est in-
troduite. On a choisi ici, tout comme dans [BM0O0], un schéma d’Euler implicite pour la
discrétisation en temps. Une fois le probléme discrétisé, on met en ceuvre non seulement
un indicateur d’erreur a posterior: basé sur le saut normal et sur le saut tangentiel du
gradient de notre approximation, mais aussi un indicateur d’erreur en temps basé sur les
gradients successifs de 'approximation. [.’équivalence entre I'erreur et les indicateurs est
prouvée avec des conditions minimales sur le maillage. Des tests numériques basés sur un
schéma adaptatif viennent conforter les résultats théoriques démontrés.

Aprés avoir mis en ceuvre les estimateurs d’erreurs pour I'équation de la chaleur, on
met en place des indicateurs d’erreurs pour le probléme de Stokes dynamique dans le
chapitre @l Cette étude s’inscrit dans la continuité du chapitre précédent dans la mesure
ot la résolution numérique du probléme de Stokes dynamique repose sur la résolution de
problémes successifs de Stokes statique (& chaque pas de temps), qui eux-mémes reposent
sur une résolution de problémes de Laplace (a chaque étape de 'algorithme de Uzawa ou
d’Arrow Hurwitz). Les bornes inférieures et supérieures d’erreur sont démontrées, de méme
que I'équivalence entre I'erreur et les indicateurs a posteriori. Des expériences numériques
confirment le bon comportement de la méthode numérique employée.

De nombreux problémes touchant a la physique ou a I'ingénierie mathématique sont
donc régis par des équations aux dérivées partielles. Bien entendu, les solutions explicites
de tels problémes sont rarement connues et de ce fait on s’attache particuliérement a la
résolution numérique de ces équations. Evidemment, le role du numéricien ou de 'ingé-
nieur calcul est de mettre en place une méthode numérique pour approcher au mieux la
solution exacte. On distingue alors plusieurs étapes dans la mise en place de la méthode
numeérique choisie :

— la détermination du domaine de résolution 2 de R, d =2 ou 3

— la discrétisation de son systéme d’équations aux dérivées partielles via une méthode

de différences finies, d’éléments finis ou de volumes finis. Dans le cas des problémes
dynamiques, il faut également prendre en compte la discrétisation en temps

— la mise en ceuvre algorithmique de cette discrétisation via des langages ou des logi-

ciels (C, C++, Fortran90, matlab, freefem, etc)

— la résolution des systémes d’équations issues de la discrétisation

— I’'étude de la convergence de la méthode numérique et le calcul du taux de conver-

gence.
Une fois la méthode mise en place, on est amené a discuter de la fiabilité et de I'efficacité de
la méthode numérique. En général, les preuves théoriques de convergence, en I'occurrence
les estimations a priori, assurent la fiabilité mais en aucun cas lefficacité. L’ordre de
convergence se trouve parfois détérioré; on trouve plusieurs raisons a cela : géométrie du
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domaine, régularité de la solution exacte, etc. La problématique est donc de trouver une
méthode a la fois fiable et efficace. Les estimateurs a posterior: vont jouer ce role.

1.1 Résolution du probléme numérique

Une fois que notre systéme d’équations aux dérivées partielles est discrétisé on est
amené a résoudre par la suite des systémes d’équations linéaires ou non-linéaires. Dans le
cas des systémes linéaires, on utilise la plupart du temps des méthodes de gradient basées
sur les espaces de Krylov; dans le cas non-linéaire, on privilégie des méthodes de Newton.
Le choix des méthodes de résolution des grands systémes linéaires repose sur le caractére
matriciel du probléme : ma matrice est-elle inversible ? Est-elle bien conditionnée ? Par
ailleurs, les résolutions numeériques, et il faut insister sur le mot numérique, ne sont jamais
exactes. L'idée fondamentale est de fixer une tolérance € et un critére de convergence : si
la fonction critére dépasse le seuil e, alors on réitére le procédé de résolution (méthodes
itératives). On constate donc que le numeéricien doit non seulement prendre en compte
la nature de son équation aux dérivées partielles mais aussi prendre en compte la nature
de sa discrétisation numérique. Le role de la fonction critére est donc essentiel dans ce
processus.

1.2 Etude du probléme a prior:

Pour mettre en ceuvre une méthode numérique fiable, il est nécessaire de prouver des
résultats théoriques préalables. Ce sont les estimations a priori. A priori car on suppose
la connaissance de la solution u ou de ses attributs : sa régularité, I’espace dans lequel vit
cette solution.

Pour établir des estimations a priori, on utilise les formulations variationnelles conti-
nue et discréte du probléme. Soit V' un espace de Banach. La formulation variationnelle
continue se présente en général sous cette forme : trouver la solution u telle que

a(u,v) = (f,v), Vv e V. (1.1)

ol a est une forme bilinéaire continue et f une donnée du probléme. Soit h > 0. La
formulation variationnelle discréte consiste a déterminer une solution w;, vérifiant :

ah(uh,vh) = (fh,'Uh) Y, € V. (1.2)

ou V), est un sous espace de dimension finie de V. Si I'espace V}, n’est pas inclus dans V,
on parle d’approximation non conforme. Les applications ay, fj, sont respectivement les
approximations de a et f dans V},. L’estimation a priori se présente comme suit :

lu = unlly S Bn(u) + Cu(f). (1.3)

ou
By (u) = B” [[ully
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o W est un sous espace fonctionnel de V' qui dépend exclusivement de la régularité de
u et p est un entier représentant ’ordre de convergence entre la solution exacte u et son
approximation uy. Quant a la quantité C(f), elle dépend exclusivement de la différente
entre la donnée f et son approximation fj, et d’'une puissance ¢ de h supérieure a p (termes
de degrés supérieurs). La preuve théorique d’une telle inégalité assure bien évidemment
la convergence de la méthode numérique employée, & condition évidemment d’avoir des
hypothéses de régularité pour avoir l'efficacité de cette méthode.

1.3 Etude du probléme a posteriori

Pour mettre en ceuvre des estimations d’erreur a posteriori, on doit prouver I’existence
d’une borne d’erreur 7 qui vérifie le critére suivant :

lw = unlly S 0k, un, fo) + 0 (f)- (1.4)

ou &,(f) est une quantité négligeable devant 1 (termes d’ordre supérieurs). La quantité
71 se calcule trés facilement a partir des données uy, et fj, par suite il est facile d’obtenir
une borne de l'erreur globale, cette borne est appelée estimateur global. En pratique,
I'estimateur global est une somme d’estimateurs locaux nx ou K est une maille de notre
triangulation 7Tj. L’estimateur global s’écrit alors

n= > nk (1.5)

1.4 Critére d’optimalité des indicateurs d’erreur

Comme nous venons de le voir, I'estimateur global 7 est une somme d’estimateurs
locaux 7. Pour prouver I'équivalence entre les estimateurs et l'erreur globale, on doit
montrer non seulement l'inégalité globale (L], mais aussi I'inégalité locale suivante :

Nk rS ”u - uhHwK + Xh<f7 K)7 (16)

ou || - [|uy est la restriction & wx de la norme de V' et wk est la réunion des éléments
partageant une aréte/face commune avec K.

Définition 1.4.1. Une famille d’indicateurs locaux (nk)ker, vérifie le critére d’optimalité
si elle vérifie l'inégalité globale (IQ) et linégalité locale (LA).

Le critére d’optimalité assure 1’équivalence entre I'erreur et les estimateurs a posteriori.
Ce critére permet donc d’assurer le bon comportement des estimateurs d’erreur.
1.5 Adaptation de maillage

Du point de vue théorique, on voit que les quantités (nx)xer, ne dépendent que des
données uy, fr et du probléme considéré, a fortior: ces indicateurs sont faciles a calculer. La

4
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problématique est donc la suivante : en pratique, quelle va étre la stratégie employée pour
utiliser ces résultats ? Nous allons utiliser pour cela la stratégie d’adaptation de maillages.
L’adaptation de maillage consiste a localiser les lieux ou 'erreur est importante. En effet,
nous bénéficions d’une carte locale d’erreur, nous sommes donc en mesure d’apprécier
les lieux ou l'erreur est importante. Le but étant, bien entendu, de se concentrer sur
les mailles du domaine dont I’estimateur local est le plus élevé. Le procédé de maillage
adaptatif s’opére comme suit :

1. construction d’un maillage initial 7j de . On fixe : £ =0

2. calcul de la solution approchée sur 7} a ’aide d’'une méthode d’éléments finis

3. calcul des estimateurs (1) ker,. Stop, lorsque I'erreur globale n* = Z Ny est assez

petite

4. on raffine tout les éléments K € T} qui vérifient le critére nx > 9, la tolérance ¢
étant donnée

5. k «— k+ 1 et on retourne a 'étape (2).

Regardons précisément 1’étape 4. Comment fixe-t-on la tolérance ¢ et comment s’opére la
procédure de raffinement ? Nous nous sommes plus particuliérement intéressés au raffine-
ment de type h (h-refinement) décrit dans la section suivante.

1.6 Raffinement de type h

Le raffinement de type h consiste a enrichir I’espace d’éléments finis localement en
partitionnant les mailles qui vérifient le critére nx > 9. On définit la tolérance comme

suit : .
0= 2% Z Ui (1.7)

KETk

ou o représente le nombre de mailles de 7). Les mailles K de T}, dépassant la tolérance
sont raffinées comme suit :

1
hK = ihK

autrement dit c’est ici que la définition du raffinement de type h prend tout son sens :
on raffine localement sur les données hy. Il existe évidemment d’autres critéres de raffi-
nement.

1.7 Techniques adaptatives

Nous avons évoqué le raffinement de type h, mais il en existe d’autres types :

— le raffinement de type p consiste a augmenter localement le degré de la méthode
d’éléments finis

— le raffinement de type hp est une combinaison des méthodes de raffinement de type
h et de type p
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— le raffinement de type r est une méthode permettant la relocalisation des noeuds, le
nombre d’inconnues restant fixe
— le raffinement de type m permet de redéfinir localement un modéle, évidemment cela
dépend du comportement local de la solution. Un cas typique est celui du passage
d’un état instationnaire a un état stationnaire, ou bien d'une caractéristique non-
linéaire a une caractéristique linéaire.
Evidemment l'utilisation de telles techniques suppose que 'on posséde au départ un
maillage, ce qui nous ameéne a nous poser la question de la génération de maillage.

1.8 Génération de maillage

Un domaine de résolution {2 étant donné, on doit générer un maillage adéquat pour ré-
soudre numériquement notre équation aux dérivées partielles. Le premier probléme auquel
nous somme confrontés est issu de la nature géométrique du bord : comment approcher
au mieux un domaine dont les bords sont des courbes, par une triangulation. Le second
probléme est issu de I'équirépartition des mailles, comment générer un maillage dont les
éléments sont équirépartis sur tout le domaine?

Le mathématicien russe Boris Nikolaevich Delone, dit Delaunay (1890-1980) a mis
en place une méthode de création d’une triangulation a partir des noeuds qui définissent
la frontiére du domaine. L’idée consiste & insérer des noeuds supplémentaires pour créer
de nouveaux éléments triangulaires. La génération de maillage de type Delaunay repose
sur le principe fondamental du cercle vide : le cercle circonscrit au triangle ne contient
aucun nceud de la triangulation autres que les trois sommets définissant ce triangle. La
triangulation de Delaunay est parmi toutes les triangulations possibles, celle qui maximise
I’angle minimal de la triangulation. A partir de cette propriété il peut étre prouvé que la
triangulation de Delaunay minimise le rayon du cercle circonscrit, ainsi que le rayon du
cercle inscrit. Un probléme issu de cette méthode est évidemment la reconstruction de la
frontiére lorsque le domaine est non convexe. Du point de vue algorithmique, I'idée est la
suivante :

— définir un critére h qui correspond a la finesse du maillage

— réaliser une triangulation initiale grossiére

— raffiner la frontiére du domaine jusqu’a ce que les nceuds de la frontiére satisfassent

le critére de finesse

— continuer a insérer des nceuds issus du raffinement a l'intérieur des triangles reliant

les noeuds de la frontiére jusqu’a ce que tous les triangles satisfassent le critére de
finesse du maillage

— reconstruction éventuelle de la frontiére dans le cas ou le domaine est non convexe.
Il existe d’autres méthodes de génération de maillage, on peut notamment citer I'algo-
rithme "advancing front" (voir [Loh96]), dont I'idée est grossiérement de créer des triangles
proches de la frontiére et ensuite de mailler par couche jusqu’a ce que le domaine soit en-
tierement recouvert. Il existe également la méthode de pavage, reposant sur les mémes
principes que ’algorithme "advancing front", mais qui génére des quadrilatéres.

Bien entendu, la génération de maillage est un domaine trés vaste des mathématiques
appliquées, ce chapitre est par conséquent une courte introduction aux méthodes exis-
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tantes. Pour plus d’informations, on pourra se référer notamment aux ouvrages [Geo91l,
GBO7]. Retenons les points essentiels de ce chapitre : nous avons vu que la démarche du
numéricien s’inscrit & travers des étapes constructives (étude du probléme, discrétisation,
etc). L’étape qui va nous intéresser par la suite et qui sera a fortiori le fil conducteur de
cette thése reposera sur 1’élaboration d’estimateurs d’erreur. Nous nous sommes particulé-
rement intéressés au raffinement de type h. Les maillages utilisés seront de type Delaunay
et on s’intéressera particuliérement au caractére optimal des indicateurs d’erreur employés.
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Chapitre 2. Estimations d’erreur a posteriori pour le probléme du laplacien

2.1 Introduction

Ce chapitre rappelle des estimations d’erreur a posteriori pour le probléme de Laplace
2D via une discrétisation par éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart. Ces es-
timateurs sont mis en place de maniére standard. En outre, nous avons pris le soin de
décrire les différentes étapes de construction de ces indicateurs d’erreur, ce choix étant
guidé non seulement par le fait que ce chapitre soit en lui méme une introduction aux
estimateurs d’erreur a posteriori, mais aussi par le fait qu’il s’agisse d’un probléme sta-
tique et par voie de conséquence il constitue un excellent cadre introductif aux problémes
dynamiques.

2.2  Eléments finis de Crouzeix-Raviart

On propose dans cette partie une bréve description des élément finis de Crouzeix-
Raviart. Ces éléments finis sont de type non conforme autrement dit que 1’espace des
approximations n’est pas inclus au sens ensembliste dans I’espace de vie de la solution.

2.2.1 Description géométrique

Dans le cadre 2D, I’élément fini de référence est représenté par une maille triangulaire
dont les degrés de liberté correspondent au milieu de chacune des arétes comme le montre
la figure suivante. Clairement cet élément présente des discontinuités au niveau des inter-

0
0 1

F1G. 2.1 — Elément fini P, non conforme 2D

faces des arétes, le seul point de continuité au niveau des interfaces étant le milieu des
arétes.

Dans le cadre 3D, I’élément fini de référence est représenté par un tétraédre dont les
degrés de liberté correspondent aux barycentres des faces des tétraédres.

2.2.2 Description topologique
Nous fixons un maillage 7}, de €2 qui est régulier au sens de Ciarlet [Cia78, p. 124],

autrement dit , il existe o > 0 tel que

h
X <o, VKeT,, (2.1)
PK
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ol hx et pg désignent respectivement le diamétre de K et le diamétre de la plus grande
boule inscrite dans K. Tous les éléments sont des triangles/tétraédres notés K. L’ensemble
de toutes les arétes/faces de T}, est symbolisé par &£,. On définit également I'ensemble £
des arétes/faces intérieures de T}, et ’ensemble Ex des arétes/faces d'un élément K. Enfin
pour une aréte/face donnée E € Ex N Ep, on désigne par hg, la longueur ou le diamétre
d’un élément E.

Il est également nécessaire de définir des patchs locaux : pour un élément K, on définit
wg comme la réunion de tous les éléments qui partagent une aréte/face avec K. Pour une
aréte/face F, wp désigne la réunion des triangles/tétraédres ayant E pour aréte/face.
Enfin, pour un nceud z, on définit w, comme la réunion de tous les triangles/tétraédres
ayant x pour nceud. De la méme maniére, on définit par W et wg la réunion de tous
les triangles/tétraédres partageant respectivement un noeud avec K et E. N, représente
'ensemble des nceuds de la triangulation 7}, et N;™ l'ensemble des nceuds intérieurs de
la triangulation T},

On introduit ici I'espace des éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart :

X) = {vel*Q):vg € P,VK €Ty,

/vKI/vL,VEeﬁKmsng,i”t,K,LeTh,
E E
y/nvj(:: O,Vlfezéﬁgrif,l( c I%}.

E

Dans le cadre 2D, I'espace peut-étre reformulé comme suit
X)) = {v € X}, : v =0 au milieu des arétes du bord I'}

avec

)(h = {U € [?<S2):1%K € FH,V}( € 7%,

v est continu au milieu des arétes}

Les fonctions de base de cet élément fini sont les suivantes :

Pg) = 1-2)
Pa(2,9) = —1+22+2y
p3(Z,79) = 1—-22

2.2.3 Définitions et propriétés

Etant donnée une aréte E, on choisit une direction normale arbitraire ng et on définit
Ky, et Ky comme étant les deux éléments partageant cette aréte/face. On peut supposer,
sans aucune restriction, que ng = (ngi, ngs) pointe vers K., (Figure EZO)). Le vecteur
tangent est défini par tp = (—ngo, np1).

On utilisera également, lors de ’analyse par éléments finis des équations aux dérivées
partielles, la propriété suivante :

[E[[uhﬂE —0 VE €&, Vu, € XD, (2.2)

11
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Fonction de base p;

Fia. 2.2

Fonction de base p,

Fig. 2.3

Fonction de base ps3

Fig. 24
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2.3. Opérateurs d’interpolation de Clément

FiG. 2.5 — Deux éléments partageant une aréte

ou le saut d’une fonction v & travers une aréte/face F au point z est défini par

lim v(z + ang) —v(z —ang) si E € &M,

Lol { o

v(z) si B €&\ &M

Notons également que le signe de [[v(x)ﬂE dépend de l'orientation de ng. Néanmoins,

des quantités telles que le saut du gradient [[Vv-nEﬂE sont indépendantes de cette
orientation. Pour une fonction v € X7, on définit le gradient discontinu Vv par

(th)‘K = VU|K,VK e Th.

2.3 Opérateurs d’interpolation de Clément

2.3.1 Eléments finis conformes de premier ordre

Nous avons défini précédemment les éléments finis de type non conformes, rappelons
a présent la définition de I’élément fini conforme P,

Vi, ={veL*N): vk € P,VK € T}}

avec

VO =V, NHLQ).

2.3.2 Définition

Pour notre analyse a posteriori, nous avons besoin de I'interpolé de Clément. On définit
YV, = {vel*(Q):vx e H(K),VK € Ty,
/ Vg = / v, VE € Eg NEL ﬁé’,ﬁ”t,K,L €Ty, },
YY) = {fe LZ(Q)E: v € H(K),VK € Ty,

/UK:/UL,VEESKﬂgLﬁgént,K,LETh,
E E

/’UK =0,VE EgKﬂF,KETh}.
E
Remarque 2.3.1. Notez que H'(Q2) C Y}, et que X} N Hyg(Q) C Y.

13
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On rappelle que l'opérateur d’interpolation de Clément est défini comme suit : on
définit de maniére standard 'application qui & tout nceud x associe A, € V), et vérifiant

Ax(y) = 5a:,ya\v/y € Nh~

Pour tout élément v € YV}, et w € Y2, on définit les opérateurs I et I par

e = Sl ([ o) (2.3

$€Nh

Bo = Y fwf! ( /w) A (2.4

TEN, ,i”t

Remarque 2.3.2. Icv appartient a Vi, alors que I2w appartient a V0.

2.3.3 Propriétés de 'opérateur d’interpolation de Clément

Les opérateurs définis précédemment vérifient les propriétés suivantes.

Lemme 2.3.3. Pour tout v €Y, et w € Y, on a

v —Icvllxk < hil|Vivllse, VK € Th, (2.5)
lv—Icv|le < A2 Vavlls,, VE € &, (2.6)
|lw— Rw|x < hil|Vawl|og, YK € Ty, (2.7)
lw—Igwle S W Vawls,, YE € &M, (2.8)
IV2w|x < [[Vaw|ax, VK € Th. (2.9)

Démonstration. Toutes ces propriétés sont démontrées dans [CIE75]. On pourra également
se référer a [SZ90), Ver99| pour des estimations équivalentes faisant intervenir d’autres
opérateurs. -

2.4 QOutils fonctionnels

2.4.1 Formules de Green

La valeur moyenne d’une fonction v sur une aréte/face E est définie par

Mpg(v) = |—;|/Ev

Nous aurons également besoin des formules de Green suivantes : si D est un ouvert borné
de R? et v,w € H'(D), alors on a

/ Vu - curlw:/ veurl w-n = Vv - tw, (2.10)
D oD oD

14



2.5. Problémes continus et discrétisés

ol t est le vecteur unitaire tangent le long de D et curl w le vecteur défini comme

8211}
- 8111}
w € HY(D)3 alors on a

/Vv-curlw:/ vcurlw~n:/ (Vo xn)-w. (2.11)
D oD oD

2.4.2 Inégalités inverses

suit curl w = ) En outre, si D est un ouvert borné¢ de R? et v € H'(D),

Soit A, MK MK les coordonnées barycentriques de I'élément K. On définit la fonction
bulle b associée au triangle K comme suit :

[ 2TAFAEAE dans K
b = { 0 sur 0K. (2.12)

Etant donnée une aréte E € &,, avec wy = K; U K>, on définit la fonction bulle bg
associée a aréte E :

Kiy K; i —
by :{ AN dans K1 =1,2 (2.13)

0 sur 00 \ wg.

Lemme 2.4.1. Soit E C OK une aréte/face de K. Considérons rix € P° et rp € P
Alors les équivalences et les inégalités suivantes sont vérifiées

bl ~ llrxllx, (2.14)
IV(reb)lx S by lirkllx, (2.15)
lrevil?|| .~ rslle (2.16)

| Fee(re)be)lxc S i Irell (2.17)
IV(Fui(ru)b)lxe S g lrelly, (2.18)

ou F,,; est I'opérateur d’extension d’une aréte a un triangle.

2.5 Problémes continus et discrétisés

Soit © un ouvert borné de R?, d = 2 ou 3, avec un bord I" polygonal.

2.5.1 Probléme continu

On considére le probléme elliptique de second ordre suivant :

—Au=f dans Q,
(2.19)
u=0 sur I

La solution du probléeme [ZIJ) u € H}(Q) vérifie la formulation variationnelle sui-
vante :

/Vu Vv = /fv, Yo € Hy (). (2.20)

Q Q
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2.5.2 Probléme discret

A présent nous allons discrétiser (Z20) de maniére assez standard. Nous employons
pour cela, la méthode d’éléments finis non conformes précédemment décrite.

La discrétisation totale du probléme (ZI9) via une méthode d’éléments finis de Crouzeix-
Raviart est donnée par : trouver u;, € X7, telle que :

> /Vuthh = /vah (2.21)

ket K

pour tout v, € X}.

2.6 Outils et propriétés analytiques

Contrairement a la méthode d’éléments finis P;-conformes, la mise en ceuvre d’indica-
teurs d’erreur a posteriori nécessite ici une étude analytique plus poussée. En effet, dans
le cas conforme, rien ne nous empéche de prendre pour valeur u;, dans la formulation
variationnelle (Z20) puisque w;, s’annule sur le bord I'. De plus Ierreur e, = u — uy, en
tant que différence de deux fonctions dans HJ(f2), appartient également a H} ().

2.6.1 Décomposition de Helmholtz

Le probléme évident est que notre interpolé uy,, et a plus forte raison ey, est seulement
dans H'(Q). De ce fait, I'idée consiste a employer une décomposition de I'erreur, plus
précisément du gradient de I'erreur.

Lemme 2.6.1 (Décomposition de Helmholtz de V'erreur). Le gradient de lerreur se dé-
compose de la maniére suivante

Vie = Vw + curl o, (2.22)
avec p € HY(Q) et w € HY(Q). En outre, w et ¢ vérifie les inégalités suivantes

[wh o < IVaell, (2.23)
el S IVaell - (2.24)

Démonstration. L’idée consiste a introduire un probléme elliptique auxiliaire. Considérons
le probléme de Dirichlet suivant, dont le but est de déterminer w € H}(Q2) solution de

div (Vye — Vw) =0 dans €,
{ w =0 sur I'. (2.25)
La formulation faible du probléme ([ZZ3) est :
/Vw Vv = /Vhe Vo, Yve H) Q). (2.26)
Q Q
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Etant donné que le champ de vecteurs Ve — Vw est a divergence nulle sur €, i.e.,
div (Ve — Vw) = 0 dans Q.

Par le théoréme 1.3.1 de [GRSA], il existe ¢ € H'(Q) telle que

curl ¢ = Ve — V.

L'inégalité ([223), en utilisant ([Z26) avec v = w, est alors démontrée. L’inégalité (224
est obtenue comme suit : en utilisant la relation (222)), on écrit que

/|curl o> = /curl p-curl p
Q Q

= /curl - (Ve — V).
Q

A l'aide de la formule de Green et de la condition au bord w = 0 sur I, on obtient

/|curl o> = /curl ¢ - Vye. (2.27)
Q Q
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de conclure que

[eurl ¢f < |[Vie] .

Puisque |¢|, , = ||curl ¢, I'inégalité [Z24) est alors une conséquence directe des esti-
mations précédentes. n

Remarque 2.6.2. A fortiori, on constate que pour évaluer [’erreur Vye, nous sommes
dans ['obligation d’évaluer les termes Vw et curl p. L’idée sera par la suite non pas
d’évaluer ces quantités mais plutdt d’évaluer les différences V(w — wy,) et curl (o — ¢p),
ot wy, et @ représentent respectivement les interpolés Py-conformes de w et ¢. C’est
justement l’objet des lemmes suivants.

2.6.2 Relations d’orthogonalité

Nous allons introduire a présent quelques notations relatives aux sauts normal et
tangentiel du gradient de u,. On définit les quantités Jg, et Jg; comme suit :

{ [[Vuh . nEﬂE si B e &M,

JEn =19 0 si Eeé&,\Em,

)

Tps = [Vuy, - tEﬂE s% E e &t y
’ —Vuy, - tg si Be &\ &M

Lemme 2.6.3 (Orthogonalité au sens de Galerkin). L’erreur e satisfait la relation d’or-
thogonalité suivante

Z /Vhe -Vw, =0, Yw, € Vho (2.28)
K

KETh
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Démonstration. La preuve est immédiate. L'inclusion V;? C X} permet de prendre v = wy,
dans les relations (220) et (21]), vient ensuite la relation (228) en soustrayant (220) a
fosai) .

Lemme 2.6.4 (Orthogonalité de l'erreur). L’erreur satisfait

Z /Vhe- curl o, =0, Vo, €V}, (2.29)
K

KETh

Démonstration. Considérons un élément arbitraire ¢, dans V},. En utilisant la formule de
Green(cf. les identités (ZI0) et (ZIT)), on obtient en se rappelant que u € HJ ()

Z/Vhe-curl op = /Vu-curl Op — Z/thh-curl ©On
K Q K

KETh KETh

= /ucurl Op N — E /uhcurl On - N
r ket 0K

= - Z/ upeurl gy - ng
o

S Ei;/E [un] peurt n - np
— —E;fcurl SOh'nE>/E[[uhﬂE’

comme la fonction (curl ¢, - ng)|p est constante sur £ € &,. La propriété des éléments
finis de Crouzeix-Raviart (ZZ), satisfaite par u, € X}, nous permet de conclure cette
preuve. "

Lemme 2.6.5. Soit p € H* (). Alors 'erreur satisfait l'identité suivante

/Vhe- curl p = Z/ Jgt- @ (2.30)
Q E

Ee&y

Démonstration. Une intégration par parties dans €2 sur chaque élément K donne (cf.

(1)

/Vhe-curlgo = /Vu-curlgo— Z/Vuh-curlgo
K

Q Q KET,
= /curl Y- nu — Z/ Vuy, - tge
r ety 0K
Comme u € H}(Q) et o € H'(Q2), on conclut en utilisant la définition de Jg .

18
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Lemme 2.6.6. L’erreur e satisfait
Z/Vhe Vw = Z/fw—l— Z/JEnw
KeTy, KETy, Ecéy

pour tout w € H} ().

Démonstration. Une intégration par parties sur chaque élément et le fait que Au, = 0
pour tout élément de K € T} montre que

Z/Vhve = /Vu Vw—Z/thh Vw

KeTy,

_ /fw_KeT <_/KAuhw+/aKn-vuhw)

= /fw—ZZ/n Vupw.

KeTy,EcEk

On conclut en utilisant la définition de Jg , et la continuité de w a travers les arétes/faces.
| ]

Corollaire 2.6.7. Pour tout w € H}(Q) et o € H'(Q) on a

/fw+ Z/ (Jenw + Jgi - ). (2.31)

KeTy, Ee&y

/Vhe (Vw + curl o)
KET,

Démonstration. C’est une conséquence directe des Lemmes 260 et 2Z6.0 [

2.7 Analyse a posterior: de la discrétisation

Nous allons a présent définir I’estimateur d’erreur local relatif a la discrétisation (2221])
Définition 2.7.1. L’estimateur d’erreur local ni est défini par
1/2
e = hicll fullse + Y b (Il + 1)
Ecéx
L’estimateur d’erreur global n est donné par
= Z(HK)Z-
KETh
ots [, est une approxzimation de f via des éléments finis P°, plus précisément on a :
(fn)ix |K| f, pour tout K € Ty,
Pour établir 1'équivalence entre l'erreur ||Vpe| et n, nous allons démontrer dans un
premier temps que l'erreur ||V,e|| est majorée & une constante prés par 7 et dans un

second temps que l'erreur locale sur le patch d'une maille K, ||Vye||,, est minorée & une
constante prés par 7g.
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Chapitre 2. Estimations d’erreur a posteriori pour le probléme du laplacien

2.7.1 Borne supérieure de 'erreur

Théoréme 2.7.2. [DDPVIA] Il existe une constante positive Cy telle que,
[Vu = Vyu|| < Ci(n +€) (2.32)

Les termes d’approrimation local et global étant donnés par

&k =hillf = fllows €= &

KeTy,

Démonstration. En utilisant la décomposition de Perreur (222), on peut écrire

/|Vhe|2 = /Vhe - (Vw + curl ).
Q Q
Les Lemmes et ménent directement a

/|Vhe|2 = /Vhe - (Vw + curl ¢)
0

Q

= /the[V(w —wy) + curl (¢ — pn)]

Soit wy, = 2w € V) et ¢, = Iop € V.
L’utilisation du Lemme EL6.7 auquel on substitue w par w — wy, et ¢ par ¢ — @y, donne

Z/KIVheI2 = Z/Kf(w_wh)+ Z/EJE7n(w—wh)+JE,t(cp—cph).

KETh KETh EESh

On introduit I'interpolé f;, comme suit

Sken, [Vl = Sien, [(7 = f)lw = wn)

K

+ /K fulw —wp) + ) /E Jon(w —wn) + Jpi(p = @n)-

Eegy

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités du Lemme [Z3.3 vérifiées par
les interpolés de Clément ainsi que les propriétés ([Z23) et (Z2Z4) de la décomposition de
I’erreur, on conclut que

/Q|Vh€|2 < Ci(n +&(Jwly g + ¢l 0) < Cr(n + &) [Vae|
ce qui démontre l'inégalité (Z32). =
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2.7. Analyse a posteriori de la discrétisation

2.7.2 Borne inférieure de ’erreur
Nous allons & présent démontrer que notre erreur est bornée inférieurement.

Théoréme 2.7.3. [DDPVI6] Il existe une constante positive Cy telle que,
i < Co[[Viellux +8k) (2.33)

Démonstration. Elément résiduel Fixons un élément arbitraire K € T}, et on définit
Tk = fh\Ka wg = bk,

ou bx est la fonction bulle standard associée a I’élément K définie en (2212)). Les inégalités
inverses classiques du Lemme EZZT] et le Lemme 267 avec w = wg et ¢ = 0 donnent

Il ~ /K rrwg = /K .

= /K(Vhe Vwg = (f = fr)wk)
< (BHIVrellx + 1Lf = full)llrllx
Cela prouve l'inégalité
hill fullx S IVrellx + &k, VK € Ty, (2.34)
Saut tangentiel On considére une aréte/face intérieure E de T}, et on définit

WE = bEJE,ta

ou bg est la fonction bulle standard associée a I'aréte/face E définie en (ZI3). Le Lemme
267 avec v =0 et ¢ = wg et les inégalités inverses donnent

Z /Vhe -eurl wg
K

KCwg

Vel [ Vwill,,
h " (1Tl Vel

2

2
1.4l

S
S

Cela prouve que
1/2
hg sl g S IVhellup- (2.35)

Saut normal De la méme maniére, pour une aréte/face intérieure arbitraire E de T},
on définit
WE = bEJE,n

En utilisant les inégalités inverses et le Lemme Z6.7 avec v = wg et ¢ = 0 on obtient

1 Tenll s S B2 IVnellos + B2 f = fallos-
A T'aide de (ZZ34), cela donne

1/2
0" Tl S 9 nells + S = fallos: (2.36)
Enfin, on conclut a I'aide des estimations (Z34)), (Z39) et ([Z36). o
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Chapitre 2. Estimations d’erreur a posteriori pour le probléme du laplacien

Remarque 2.7.4. L’inégalité locale (Z33) peut s’écrire de maniére globale en sommant
sur les éléments K comme suit

n S (Veel +€), (2.37)

des lors nous avons bien ’équivalence entre 'erreur et [’estimateur d’erreur.

2.8 Tests numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques sur les estimateurs
d’erreur précédemment établis. Soit Q le domaine en L (—1,1)%\[0, 1] x [~1,0]. On consi-
dére le probléme de Dirichlet,

—Au =0 dans Q,
(2.38)
u=gq sur I'.

oil g est une fonction telle que la solution en coordonnées polaires soit g(r, ) = r?/3sin (%)

On fixe § = 0.5 max g . On commence avec une triangulation réguliére Tj, et la triangu-
KeTy,

lation T}, est obtenue en raffinant les éléments K de T}, en utilisant le critére suivant
5 S Nk -

Les maillages, dans les Figures [Z6l et I, représentent trois étapes de raffinement successif.

081 1 081

0.6 1 0.6

0.4 El 0.4

0.2 1 0.2

-0.2 1 -0.21

-04F 1 -04r

-0.6 1 -0.6

-0.81 1 -0.81

F1G. 2.6 — Ty et T}

Le graphique de la Figure représente en échelle logarithmique Uerreur ||[Vyel| en
fonction du nombre de degrés de liberté N.
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2.9 Conclusion

L
-0.8
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-0.4

f
-0.2
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L L f L L L L
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.7 -T5 et T3

Les tests numériques représentés dans les Figures P20l P71 et montrent clairement

que :

— net ||Vpelon ont le méme comportement

— l'on obtient un ordre optimal de convergence ||Vyello.q = O(N~Y2) = O(h)

— le taux de convergence est le méme que dans le cas régulier.
On voit donc que le raffinement de maillage adapté a la solution singuliére u permet de
récupérer le méme ordre de convergence que dans le cas régulier : la méthode numérique
employée ici est fiable et efficace.
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10° [ \ —————— \ ——————
o logliCielly o
* logn
l;
* 2
*
*
10k *
I *
*
* *
® *
*
hx¢
*
e
*
Y
10722 \\A3 \\A4 L
10 10 10

degrés de liberté N

F1G. 2.8 — Ordre de convergence de [|Vyel| et .
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Chapitre 3

Estimateurs d’erreur a posterior: pour
I’équation de la chaleur

Sommaire

3.1 Introduction

Ce premier travail met en évidence I’élaboration d’estimateurs a posteriori pour I’équa-
tion de le chaleur. Il est basé sur une discrétisation en espace a l'aide d’éléments finis de
Crouzeix-Raviart et une discrétisation en temps via un schéma d’Euler implicite. L’utilisa-
tion de tels éléments finis non conformes n’est pas anodine. Par exemple, I’approximation
du probléme de Stokes doit étre stable, dans le sens ou 'espace discrétisé doit satisfaire
la condition inf-sup indépendamment du ratio des éléments. Par ailleurs, les éléments
finis standards sont instables lorsqu’on utilise des maillages anisotropes (maillages pour
lesquels le ratio des éléments n’est pas borné [ANSOTal]) pour des problémes présentant
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Chapitre 3. Estimateurs d’erreur a posteriori pour l’équation de la chaleur

des singularités [AD99, [AN(O4]. Néanmoins, l'utilisation d’éléments finis non conformes
est recommandée dans I’hypothése ot ils sont inconditionnellement stables [ANSOTDH].

Dans le cadre d’éléments finis conformes, plusieurs approches ont été introduites pour
définir des estimateurs d’erreur pour l'équation de la chaleur[BBMO5DL BM00, BV04,
PicO8, [Pic03), Ver96l, Ver(3].

Pour étre capable d’étendre ces techniques d’éléments finis non conformes a des pro-
blémes de type spatio-temporel, on a besoin comme dans le cas des problémes statiques
elliptiques [DDPV96] d’estimer un terme de consistance qui apparait lors d’estimations
d’erreurs. Ce terme est controlé dans [DDPV96] a I’aide d’une décomposition d’Helmholtz
de l'erreur.

L’objectif de ce chapitre est le suivant : la Section rappelle le probléme continu et
sa discrétisation. Dans la Section B33, on donne quelques outils analytiques, en particulier
quelques propriétés de ’erreur spatiale ainsi que de sa décomposition de Helmholtz. La
Section B4l est dédiée a I'analyse a posteriori de la discrétisation en temps. L’efficacité et
la fiabilité des estimateurs d’erreur spatiale sont établies dans la Section B3 L’analyse a
posteriori de la discrétisation totale du probléme est considérée dans la Section BXf nous
montrons en 'occurrence l'efficacité et la fiabilité de la somme des estimateurs spatiaux
et temporels. Enfin, la derniére partie est dédiée aux tests numériques, qui a plus forte
raison, confirment nos résultats théoriques. On y décrit notamment un algorithme de
maillage adaptatif en espace et en temps.

3.2 Discrétisations du probléme

Soit © un ouvert borné de RY d = 2 ou 3, avec un bord I' polygonal (d = 2) ou
polyédral (d = 3). Soit 7" un nombre positif fixé.
On considére I'équation de la chaleur dans R? : soit « une solution de

( % — Ay = f dans QX]OyT[a
u(.)=0 s x0T o
L u(.,0) = ug dans €.

La donnée f € L?(0,T; H-1(Q)) et la valeur initiale ug € L*(2). Sous ces conditions, le
probléme (BI) ou de maniére équivalente

(Byu(t), v) + (Vu(t), Vo) = (f(£),v), Yo € HY(Q),Vt € (0,T), (3.2)

posséde une unique solution faible dans L*(0,T; Hi(Q)) N C([0,T]; L*(£2)).

3.2.1 Discrétisation en temps via un schéma d’Euler implicite

On suppose maintenant que la donnée f € C'([0,T]; H (). On introduit également
une partition de [0, 7] en sous intervalles [t,_1,%,], 1 <p < Ntelsque 0 =ty <t <--- <
txy =T. On dénote par 7, = t, — t,1 la longueur de [t,_1,1,] et par 7 = max, 7.
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3.2. Discrétisations du probléme

L’approximation semi-discréte du probléme continu (BI]) par un schéma d’Euler im-
plicite consiste & déterminer une suite (u”)o<,<n solution de

4 up_up—l
——— —AuP=fP dans Q) 1<p<N,
Tp
u? =0 sur ' 1 <p< N, (3.3)
u? = dans ©,

avec fP = f(-,t,). Ce probléme admet une solution faible unique u? € H{ () dont la
formulation est

/upv + 7, /Vup -Vou = /u”_lv + 7 /fpv Yo € Hy (). (3.4)
Q Q

Q Q

3.2.2 Discrétisation totale

Le probléme (B) est maintenant discrétisé par une méthode d’éléments finis non
conformes. Pour cela, pour tout p = 0,1,---, N, on fixe un maillage 7,;, de @ qui est
régulier au sens de Ciarlet [Cia78, p. 124].

On introduit 'espace d’éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart :

X9 = {ve Q) : vk € Pi,VK € Ty,
/ VK = / v, VE € Ek NELNEN K, L € Ty,
E E

/U|K =0,VEeéxNI',K € Tph}-
E

La discrétisation totale du probléme (BII) via un schéma d’Euler implicite et une
discrétisation spatiale par éléments finis de Crouzeix-Raviart est donnée par : étant donnée

une approximation up € Xg, de ug, trouver uj € X2, 1 <p < N, telle que :

/uflvh + 7, Z /VquVvh = /uﬁ_lvh + 7, /fpvh (3.5)
0 K 0

KET,), Q

pour tout v, € Xp,.

Notons que ce type d’éléments finis a été récemment utilisé dans [YACO3] pour la dis-
crétisation des équations de Darcy et que dans ce cas la non conformité de ’approximation
rend I'étude a posteriori trés difficile.

Définition 3.2.1. Soit u? une solution de ([34)) et u}, une solution de ([32), alors on note
lerreur spatiale par

p_,p _ ,P
e =Uu Uy, -
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Chapitre 3. Estimateurs d’erreur a posteriori pour l’équation de la chaleur

On termine cette section en introduisant quelques notations utiles pour la suite. Pour
p=1,---, N, on définit la suite d’espaces P; conforme comme suit

V;)h = {UGHl(Q)ZU|K€P1,VK€Tph},
Vo = Vi N Hy(Q).

Comme dans la Section [Z3 nous introduisons les interpolés de Clément. On définit
Yoo = {veL*Q):vx e H(K),VK € Ty,
/ VK = / v, VE € EgNELN ;Zt,K,L € Ton, }s
Yy, = {f € LQ(Q)E: v € H'(K),VK € Ty,
/EUK = /EU|L,VE €EkNELNEN K LE Ty,

/szo,VEEEKﬂF,KeTph}.
E

Remarque 3.2.2. Notez que H'(Q) C Yy, et que X)), ® H(Q) C Yy,

L’opérateur d’interpolation de Clément est défini comme suit : on définit de maniére
standard I’application qui a tout nceud x associe A, € V,, et vérifiant

)\x<y) = 5I7y,Vy € Nph.
Pour tout élément v € Y, et w € Y;)Oh, on définit les opérateurs Icv et I2w par

e = 3l ([ o) (3.6)

IGNPh

Bo = 3 ful? ( /w) A (37)

int
zGNph

Remarque 3.2.3. Icv appartient a Vyp,, alors que I2w appartient a V;Sl.

Pour terminer nous introduisons quelques notations relatives aux sauts normal et
tangentiel du gradient de uj. On définit les quantités J3 , et Jp, comme suit :

5 :{ [Vui -], st E €&,

0 si B2 En \ EF,
Si d =2, alors A
[t siEee
Bt =Vup, -tp st E €&\ EN
Si d = 3, alors

mo_ [Vu, x ng]], si Ee&ht,
Bt =Vup xng st B €&\ ER.
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3.3 Outils et propriétés analytiques

Dans cette section, on établit quelques propriétés satisfaites par ’erreur spatiale eP.
Celles-ci seront particuliérement utiles pour établir des bornes d’erreur.

Lemme 3.3.1 (Orthogonalité au sens de Galerkin). L’erreur e? satisfait la relation d’or-
thogonalité de Galerkin suivante

eP~t —eP
> /vhep Vo, = /Tivh,\m e V. (3.8)
KeT,,” K Q P
Démonstration. 11 suffit de soustraire (B4 avec v = v, € V), a l'identité (B3). =

Lemme 3.3.2. Soit p € H'(Q) sid=2 et ¢ € H(Q)? si d = 3. Alors lerreur satisfait

lidentité suivante
/Vhep ceurl p = Z/Jgt i (3.9)
Q E

Ec&yn

Démonstration. Supposons que d = 2. Une intégration par parties dans () sur chaque
élément K donne (cf. (Z10))

/Vhep-curlgo = /Vup-curlgo— Z/Vufl-curlgo
Q Q K

KETph
= /curl © - nuP — E Vb - tre
T KETph 0K

Comme uP € Hy(Q) et ¢ € H'(Q), on conclut en utilisant la définition de J3 ,. En utilisant
la propriété (ZIT]), la preuve est similaire en 3D. n

Lemme 3.3.3 (Orthogonalité de Uerreur). L’erreur satisfait

Z /Vhep ceurl @, = 0,50, € Vpp sid=2 et ¢, € (V) sid=3. (3.10)
K

KGTph

Démonstration. Considérons un élément arbitraire ¢, dans V,, si d = 2 ou dans (V,,)?
si d = 3. Comme précédemment, une intégration par parties (cf. les identités (ZI0) et
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Chapitre 3. Estimateurs d’erreur a posteriori pour l’équation de la chaleur

([ZI)), on obtient (en rappelant que u? € Hg())

/Vhep curl ¢, = /Vup -curl pp — /thh curl ¢,

KETy), Q KETyy,
= /upcurl Op N — E /uhcurl Op - NE
KET,n
= - ul eurl o, -n
h ©Pn - MK
KeTph aK
= — E / uh curl@h ng
Ec&,,
_ p
= — E (curl ¢y, - nE)/[[uhﬂE,
Eeé'ph

comme la fonction (curl ¢y, - ng)|g est constante sur £ € &,;,. La propriété des éléments
finis de Crouzeix-Raviart (2), satisfaite par u) € Xgh, nous permet de conclure cette
preuve. n

Lemme 3.3.4. L’erreur e satisfait

A

KET h KET Eeé‘ h
pour tout w € H}(Q).

Démonstration. Une intégration par parties sur chaque élément et le fait que Auj = 0
pour tout élément de K € T}, montre que

Z/Vhepr = / Vu? - Vw — Z/thh Vw

KETh KeTh

.
— Z ( /Auhw+/8Kn-Vuzw)

- [l

_Zz/n Vil

KeT, hEGEK

On conclut en utilisant la définition de J%. et la continuité de w a travers les arétes/faces.
]
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Corollaire 3.3.5. Pour tout w € HJ(Q) et o € HY(Q) sid=2 et p € H'(Q)? sid=3

on a
up — up_l
Z /Vhep-(Vw—i- curl p) = Z /(fp— —w
KETph K KETph K Tp (3 11)
w3 [ T
Eeé'ph
Démonstration. C’est une conséquence directe des Lemmes et B34l n

On rappelle maintenant les résultats suivants (cf Lemme 3.2 de [DDPV96| en 2D et
[CKNO4] en 3D ou [GRR6, Chap. 1)) :

Lemme 3.3.6 (Décomposition de Helmholtz de lerreur). On a la décomposition de l’er-
reur suivante

Vie? = Vu? + curl ¢F, (3.12)
avec P € H'(Q) sid = 2 et o* € (H'(Q))? si d = 3 et w? € H}(Q). De plus, les
estimations suivantes sont vérifiées :

Wl o < [[Vire]l (3.13)
[P lo S Vel (3.14)

Démonstration. Considérons le probléme de Dirichlet suivant : trouver w? € HJ () solu-
tion de

div (Vype? — VwP) =0 dans €,
{ wP =0 sur I'. (3.15)
La formulation faible du probléme (BI3) est :
/pr Vo = /Vhep Vo, Yve H} Q). (3.16)
Q Q

Comme le champ de vecteurs Vy,e? — Vw?P est a divergence nulle sur €2, i.e.,
div (Vpe? — Vuw?) =0 dans Q.

Par le théoréme 1.3.1 de [GR8&0)] si d = 2 ou théoréme 1.3.4 de [GRS80)] si d = 3, il existe
oP € HY(Q) sid=2 et o € (H'(R))3 si d = 3 telle que

curl o = Vel — Vu?,

L’inégalité (BI3), en utilisant (BI6) avec v = w?, est alors démontrée. L’inégalité (BI4)
est obtenue comme suit : en utilisant le développement (BIZ), on écrit que

/|curl A /curl oF - eurl P
) Q

= /curl o - (Vipel — VuP).
Q
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A Tl'aide de la formule de Green et de la condition au bord w? = 0 sur I, on obtient

/|curl oF|? = /curl o - Vper. (3.17)
Q Q
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de conclure que

[eurl @"|| < [[Vae"|[.

Si d = 2 I'inégalité (BI4) est une conséquence directe des estimations précédentes puisque

g = lleurl @]
Si d = 3, on montre en appliquant le théoréme du graphe fermé qu'un champ de vecteurs
P satisfait

I e S lleurt 7| (3.18)

On considére pour cela I'application linéaire suivante
F:H' (Q)?/S — {we L*(Q)*: divw =0} : ¢ — curl ¢,

ou X = {p e H' ()3 : curl ¢ = 0}. Cette application est continue et bijective (Théoréme
[1.3.4 de |[GRS86|) et par conséquent d’aprés le théoréme du graphe fermé, son application
inverse est également continue. [

Les lemmes précédents vont nous permettre de prouver les identités suivantes.

Lemme 3.3.7. L’erreur eP satisfait les égalités suivantes

uP — up—l
Tp/vhep.w _ Tp/(fp— Un ") (o — O (3.19)
Q Q Tp
+ 7, Z/Jg,n(wp—[gwp)
E

Eeé'ph

— /(ep — epfl)wp7
0
/Vhep ceurl pf = Z/Jgt (P = Iep?), (3.20)
Q E

Eégph
€ + 7 9l = @) (3.21)
+ (eP — P el — wP — I (eP — wP))

+ 7 /Vhep . V[g(ep — wP)
Q

p __ ,p-1
+ Tp/<fp— M) (wp_[gwp)
Q Tp

+ 7 Z /E (J7 (WP — IgwP) + Jh, - (&P — Iop?)).

Eeé'ph
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Démonstration. L’identité (BI9) est issue de la relation de Galerkin, du Lemme B3] avec
vp = Igw? € V), et du Lemme La seconde identité (B20) est une conséquence du
Lemme et de la relation d’orthogonalité du Lemme avec oy, = IoP.

En utilisant la décomposition de l'erreur (BI2) on peut écrire

T /Q|Vh(31”|2 =T, /QVhep - (Vw? + curl o).

Les identités (B19), (B20) ménent directement a

n [[Vief = = fier— et
Q Q

p __ ,p-1
+ Tp/<fp_M) (wp—Igwp)
Q

Tp

T T Z /E<J§,n<wp - [gwp) + ij,t (P = Iog?)).

Ec&yn

On écrit de maniére équivalente que

le”ll* + Tp/§l|vh6pl2=(e”‘1,6p)

+ (eP — P el — wP — I (eP — wP))

Y ")

p __,p-1
+ Tp/(fp_ M) (wp_Igwp)
Q

Tp
b 3[R = 1)+ T (2~ o))
Eegph

Cette derniére identité et la relation d’orthogonalité de Galerkin (BE) conduisent au

résultat (B2I). =

3.4 Analyse a posteriori de la discrétisation en temps

En s’inspirant de la littérature existante [JNT90, [Pic98, [BV04], on définit des indica-
teurs d’erreur en temps :

w = TVl — 1< p < N, (3.22)

Dans la définition de l'indicateur ([B22), nous avons écrit V,(u? —u?~") alors que u? '

et uj n’appartiennent pas a la méme triangulation, mais la différence uj — uffl peut étre

vue comme une fonction P; sur la triangulation 7, N T},_; ;. Le gradient discontinu est
alors calculé sur la triangulation 7}, N T},_; p.

Pour plus de commodité, on introduit les notations suivantes : on dénote par 7, f la

fonction étagée constante a f(t,) sur chaque intervalle (t,-1,%,), 1 < p < N. Pour une
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Chapitre 3. Estimateurs d’erreur a posteriori pour l’équation de la chaleur

suite v? € X7, @ Hg(2), 0 < p < N, on dénote par v, son interpolé de Lagrange, qui est
a fortiori affine sur chaque intervalle [t,_1,%,], 1 < p < N, et égal & vP au point t,, i.e.,

défini par,
_tp_t p—1 t—tp,1 D
0 (t) = L—P Tt PP V€ [y, L), 1 <p < N.
Tp Tp

Enfin, on note e, = u — u,, 'erreur de discrétisation en temps. Etant donné que

la formulation semi-discréte (B4 est équivalente &
(Our(t),v) + (VuP, Vv) = (fP,v), Yo € Hy(Q),Vt € (t,1,1,). (3.23)
En prenant la différence avec ([B2), on en déduit I’équation résiduelle suivante

(Geer(t),v) + (Ver(t), Vo) = ((f = f*)(t),v) (3.24)
+ (V(uP —uy)(t), Vv),Yv € Hy(2),Vt € (tp_1,1p).

Cette équation nous permet de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.1 (Borne d’erreur supérieure en temps). L’erreur en temps e, vérifie
linégalité suivante

ler(t)l? + / Ve ()Pds S S ()2 (3.25)

tn
T / IVt — ) ()P s+ [1f — e 2o ).
0

Démonstration. L'équation résiduelle (B224) donne (voir Proposition 3.1 de [BV04])

lerE)IP + / Ve P dr <23 / "IV —w)()Pds (326

+ 2f = 7 f o0 et ()):

Par définition de u,, on a clairement

| Ve =@l s = 219 - e (327

p—1

L’inégalité triangulaire nous permet alors d’écrire que
7,2V (WP — )| < nf 2 Va(e? = up) |+ 72 Va(uh = w? T

De plus les arguments du Lemme 2.3 de [BV04] donnent

tp
ol Va(u” = up)|* + 7| Vi (uh ™" —w"™)]* < / IVa(ur = unr)(s)[P ds. (3.28)
tp

—1
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3.4. Analyse a posteriori de la discrétisation en temps

L’identité précédente, ainsi que ces deux estimations donnent

tp
[ I )@ S oy (3.29
by
1 tp
+ / Vi (ur — upy ) (s)]|? ds.
tp—1
Cette estimation dans (B220) permet alors de conclure. =

Corollaire 3.4.2 (Seconde borne supérieure de l'erreur). L’erreur en temps e, vérifie
['inégalité suivante

10cer 200100 S Z(Uf)z (3.30)
p=1

tn
T / IVt — ) ()2 ds + 1 = 7o F 1Pt

Démonstration. L’équation résiduelle (B24]) donne directement

||ateT||%2(0,tn;H—1(Q)) S ||f_7TTf||%2(0,tn;H—1(Q))

tn n tp
T / [Ver(s)[2ds + 3 / IV (2 — ) (s)|2 ds.
0 p=1 tp—1

Le second terme de droite est alors estimé par ([B2Z0), et le troisiéme terme via ([B29) =
La borne supérieure de l'erreur locale en temps est alors facile & démontrer :

Théoréme 3.4.3 (Borne inférieure de l'erreur en temps). Pour tout p=1,---, N, on a
l’estimation suivante :

P

;i IVierll Lo, a2 + 10ier]l 22,1 tpi -1 (3.31)

<
+ B2V = )|+ Vi~ = )I)
+

1 = 7 fll 22t i)
Démonstration. A Paide de I'inégalité triangulaire, on obtient

< BV —u )
+ IV — )| + [ Va(a?™t = uf ).

L’estimation du terme 7,/%||V (u? — uP~1)|| est proposée dans la Proposition 3.3 de [BV04],
ainsi en utilisant (B27) (avec n = p), en prenant v = u? — u, dans (B24) et en intégrant
le résultat sur Uintervalle ¢ € (£,-1,1,). =
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3.5 Analyse a posterior: de la discrétisation spatiale

3.5.1 Borne supérieure de ’erreur

L’élément résiduel exact est donné par

-1
fp . UZ _UZ

Tp

De maniére classique [Ver96|, ce terme est remplacé par un élément résiduel approché

P p—1
fp . Up — Uy
h 9

Tp

ot f! est une approximation de f? via des éléments finis P° (plus précisément (k=
1

— [ f?, pour tout K € Tp,).

K| Jk

Définition 3.5.1. Soit p > 1. L’estimateur d’erreur local 1y est défini par

I+ Y (Tl + (75 )

Ecéx

uP _upfl
v = helff — —"— . s
P

L’estimateur d’erreur global n? est donné par
(") = > (k)
KETph
Les termes d’approzimation local et global sont donnés par
e = hill P = fillows (€92 = D (€R)™
KETph

Théoréme 3.5.2 (Borne supérieure de Uerreur). L’inégalité suivante est vérifiée

e 1>+ - IVae?l* S Zmax{h UHUDK (3.32)
p=1

el +Z;Tp(€p>2

Démonstration. Cette borne supérieure est une conséquence des Lemmes B30 et B3 On
estime quelques-uns des termes de droite de 'égalité (BZI]) du Lemme B3 En utilisant
successivement 'inégalité de Cauchy-Schwarz, l'estimation (27) et la définition B5T] de
I’estimateur local, on obtient

> /(fh _Tiuhl) (w? — Igu?)

KETy,,
uP — upfl
S D hellfl - %HK WPl 5
KeTy, p
S Z Mk WPl g -
KETph

36



3.5. Analyse a posteriori de la discrétisation spatiale

A T'aide de I'inégalité discréte de Cauchy-Schwarz, on obtient

p—1

D ufz_uh D 0,0\ < P |gyP
E fh———) (" = Icw’) S n"w |1,Q-
K Tp

KETPh

(3.33)

De la méme maniére, en utilisant (ZF) et (8), on estime les termes avec les sauts tan-

gentiel et normal des gradients :

> [ —gwn) < S 0 - 2]
Eeg’ P E€&pn
SN (/78 T
EGgph
5 Z 77?( ‘wp‘l,cDK .
KETyy,
S [ B -100) < T - 1ol
Ec&py, E Ee&y
5 ZH‘]g’,tHEhz’/Qltpph,@E
Eégph
SO s,
KTy,

Comme précédemment, l'inégalité discréte de Cauchy-Schwarz donne

3 / o — ) S P ], g,
E

Ec&yn

S [ @It £ I
E

Eegph

L’estimation (ZZ7) nous permet d’évaluer le terme :

3 /Igfp—f,fxwp—f%wp) < 3 hiellf? = fl ol

KGTph KETph

et par conséquent

Z /K(fp — )W = Iguw?) S & W]} g -

KETph

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et P'estimation (), on obtient

(e — e, e —wP — I (e” —wP))| S hplle” — [ Vale” —wP)].

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Les estimations précédentes et 'inégalité (ZZ9) injectées dans l'identité (BZI]) permettent
d’écrire

He”|]2+7'p/ﬂ|vhep|2 < (ep_l,ep) (3.37)
+ Chylle? — e Y[ Va(e? —wP)]|
+ Ol Ve [[[Vi(e? — w?)|
+ CTpnp|90p|1,Q

+ Crp(n”+&°) |wp|1,§2 )

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de ’angle minimal de 7.

Cette inégalité ne donne pas directement l’estimation désirée & cause des facteurs
[Vi(e? —wP)], [wP], o et [¢P[; 5. On a donc besoin d’estimer ces facteurs. On débute tout
d’abord avec le dernier cité. En utilisant les identités (BI1) et (B20) on peut écrire

Jleurt 2= 3 [ -0t
E

Ec&,,

En utilisant erreur d’approximation () et la définition de 'estimateur d’erreur a pos-
teriori, on obtient
leurl o[> < 7l¢" |0

A T'aide de (BI8) si : d = 3, on conclut que
[ ha S (3.38)
Pour l'estimation de la norme V;(e? — wP), on commence avec
IVa(e? — w?)|? = /th@p ) V(e — wh),
En utilisant la décomposition de Helmholtz ([BI2), on peut écrire
Vi =) = [aler = ur) - curl

L’utilisation du Lemme B3 et de la formule de Green (en rappelant que w? = 0 sur T")
permet d’obtenir

IVu(e —uw?)2= 5 /E T (P~ Tog?).

E€&,
En utilisant les estimations (B30) et (B38), on obtient
V(e —w")|| S 7. (3-39)
A l'aide de I'inégalité triangulaire
IVw?[| < [Va(w” — )| + [|Vae?]],
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3.5. Analyse a posteriori de la discrétisation spatiale

et par I'inégalité classique (a + b)? < 2a* + 202, vérifiée pour tous nombres réels a, b, on
obtient

IVwr|* < 2| Va(w? — )| + 2/ Vye? ||
A T'aide de (F39) on arrive &

IVwP||* < CO")* + 2/ Vie?|I?, (3.40)

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de 1’angle minimal de 7},
On peut a présent conclure : en utilisant les estimations (B38), (B39) et I'inégalité de
Young dans (B31), on peut écrire

/wf+m/WwW
Q Q

(e, e?)

IN

Chylle” — e "
Crpl[Vhe|ln”

Crp((1")* +€")7)
1

2
ng |wp|17§2>

+ o+ + +

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de I’angle minimal de T},,.

En utilisant (B40) pour estimer le terme |wp|iQ et l'inégalité de Young, on arrive
finalement a

Q Q

1 _
£ Sller = e+ O’
+ On((P) + &)

Tp 2
PN, P
2|V,

+

IA

1 1.

el 4 2 e

+ C(max{hﬁ, Tp}<77p)2 + Tp(ép)Q)
-

b 2w

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de 1’angle minimal de T},,.
Cette inégalité est équivalente a

le”]* + 7, /WWP\? < [l 1P + 2C (max{ by, 7} (17)* + 7(€7)%),
Q

et on conclut en sommant sur p=1,...,n. [
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Corollaire 3.5.3 (Seconde borne supérieure de l'erreur). L’estimation suivante est véri-

fiée
10, (ur — o) 220.00t-10) S Zmax{h 7} (") (3.41)

117 + IVae]” + 3 mp(eP)?
p=1

Démonstration. Par définition, on a

(01 (tr — ) (1), v)

10 (w7 — unr) () |lz-1() = sup

veHA () [o]l1.0
En utilisant la propriété
Ouur = une)(t) = ————Vt € (tp-1, 1),
p

et 'équation semi-discréte (B4), pour tout ¢ € (t,-1,%,), on peut écrire
(Op(ur — unr)(t),v) = RP(v) — (Vue”, V),

ot le résidu RP est défini par

p p—1
Uy — Uy

RP(v) = (f?,v) — ( v) — (Vpuh, Vo), Yo € Hy(Q).

Tp

Comme (B3) implique que
Rp(vh) = O,Vvh € Vr?h,

I’égalité précédente devient
(O(ur — unr)(t),v) = RP(v — vy,) — (V3e?, V), Yoy, € Vi, t € (-1, tp).

En prenant v, = Icv, en appliquant la formule de Green et en utilisant I’estimation (228),
on a

(G (ur = une) (@), 0)| S (0 + [[Vre? DIVl VE € (tp1, 1)-

Cette inégalité et I'inégalité de Poincaré-Friedrich permettent d’écrire
10 (ur = wne) ()l -10) S 77+ [[Ve? ||, VE € (tp1,tp).

La conclusion découle alors de (B32). =

40



3.5. Analyse a posteriori de la discrétisation spatiale

3.5.2 Borne inférieure de ’erreur

On établit une borne inférieure de lerreur a l'aide de l'estimateur 7% (voir [Ver96,
DDPV96|). Par ailleurs, on considére ici un probléme non-stationnaire, nous avons donc
besoin de I'assertion suivante (voir [BV04, Ver(3]) :

Assertion 3.5.4. Pour tout 1 < p < N, il existe une triangulation conforme Th telle

que tout élément K de T, 1} ou de Ty, soit la réunion d’éléments K de Tph telle que
hig ~ hj

Dans ce qui va suivre nous avons besoin de reformuler le Corollaire B.3.0 dans le sens
suivant :

Lemme 3.5.5. Pour tout v € H}(Q), p € H'(Q) sid=2 et o € HY(Q)? sid=3 on a
[’égalité suivante :

/(ep - Y + 1, /Vhep (Vo+curl p) =1, /(fp v

Q KET,),
p—l
+ 7 Z /(fh 7_7)1]
KETh
+7, Z/ Tput + Jh - 0).
Eeé'h

Théoréme 3.5.6 (Borne inférieure de 'erreur locale). Si les assertions sont veri-
fiées, alors pour tout 1 < p < N, on a
p—1

el — ¢
M S hK||77||wK + [|Vre|lwx + Ek- (3.42)

p
Démonstration. Elément résiduel Fixons un élément arbitraire K € Tph et on définit

p p—1
Up — Uy

- (-

D . D
ik, Wi = b,
p

oll by = MEAKAE est la fonction bulle standard associée a I'élément K (voir [Ver96]). Les
inégaltés inverses classiques (cf. [Ver96]) et le Lemme avec v = wh. et ¢ = 0 donnent

P2 P D p ufl—ui_l D
75 % ~ KTKwK = K(fh_i)wl(

Tp

e’ —e! p » D D Py, D
= /K( - Wi + Vye? - Vg — (f _fh>wK)
P

< (1= HK + it el + (L7 = SRl Ik D k-
p
Cela prouve l'inégalité
er—1 N
hllrkllx S hKIITiIIK + 1€y i + Al f7 = fillic, VK € Tip. (3.43)
p
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A présent, pour tout K € Tph, assertion B2 donne

Wellrklz < D0 el
KeT,n:KCK

En utilisant I'inégalité (B243) et le fait que h; < hx pour K C K, nous avons prouvé que

eP~

el —eP~!
hillrglle S hicll———llx + e’k + Ex. VK € Tpn. (3.44)
p

Saut tangentiel On considére une aréte/face intérieure E de T, et on définit
wh, = bEngt,

ou bg est la fonction bulle standard associée a 'aréte/face E (voir [Ver96]).
Le Lemme avec v = 0 et ¢ = wh et les inégalités inverses donnent

Z /Vhep - curl wh,
K

KCwg
Ve ||y [Vl

2 | 78| V0P s

2

2
P
15[l

S
S

Cela prouve que
1/2
hg 17l o S 1V - (3.45)

Saut normal De la méme maniére, pour une aréte/face intérieure arbitraire E de
Tph, on définit
p .__ 14
Wg = bE‘]E,n

En utilisant les inégalités inverses et le Lemme B0 avec v = wh, et ¢ = 0 on obtient

1/2, €° — el —1/2
1all, < BN llus + [ Vae

p
i I =L
p
A T'aide de ([FZ4), cela donne
2 1l S el S 9 g+l = e (340
Enfin, on conclut a I'aide des estimations (B44]), (843) et (B44). =

Corollaire 3.5.7 (Seconde borne inférieure de l'erreur locale). Si [’assertion est
vérifiée alors pour tout 1 <p < N, on a

(1) S N0e(ur — une) 310y + [ Vae?|* + (€)% (3.47)
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3.6. Analyse a posteriori de la discrétisation totale

Démonstration. Comme
ep —_ ep_l

Oty = unr)(£) = ———— V€ (ty-1,1,).
p

dans la preuve précédente, on a besoin de remplacer la norme L? locale de i par sa
Tp
norme globale H~1(Q). Pour cela, dans le Lemme B33 on prend ¢ = 0 et

v = E h%’r’%bk,
f(e’fph
ce qui donne a ’aide de 'assertion B.5.4]

> Rkl S U0ur = w10 + IV DIVl + D 17 = flxllolx.

KeTy, KeTyn

Les inégalités inverses donnent

D hlirkllie S 10 (ur = wne) 10y + 1Vae?* + (€)%,
KGTph

De la méme maniére que pour le saut normal du gradient, on utilise le Lemme B350
avec p = 0 et

vV = Z hEJ§‘7nbEa

Beglnt
pour avoir
2
> he | Tl S ot = w)soy + Va1 + (€)%
Begint
Ces inégaltés et (B4H) nous permettent alors de conclure. ]

3.6 Analyse a posterior: de la discrétisation totale
Pour tout n =1,---, N, on note l'erreur totale F(¢,) au temps t,, par

E(t)" = lu(tn) — upl* + u" — up|*

[0 (u — uT)”%Q(O,tn;H*I(Q)) + |0 (ur — uhT)”%%O,m;H*(Q))

_'_
tn tn

4 / IV — ) (-, )2 ds + / IV n(aty — unr) (- )2 ds.
0 0

En utilisant une combinaison des résultats précédents, on a les bornes globales supé-
rieure et inférieure suivantes :
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Théoréme 3.6.1 (Bornes d’erreur totale). Pour tout n = 1,---

propriété suivante

n

> () + max{hi, 7} (1))

p=1

E(t,)*

N

+ f - WTf”%%O,%;H*(Q)) + ZTp(fp
p=1

+ (1”1 + ol Vac®||*.

St de plus, l’assertion est vérifiée, alors pour tout n = 1,-

propriété suivante :

n

Do (P +7mmr)?) S Bt

p=1

, N, E(t,) vérifie la

(3.48)

)2

-+, N, E(t,) vérifie la

(3.49)

+ [If = 7rTf”%2(0,tn;H*1(Q)) + ZTp(fp)2-

Démonstration. Commencons par la borne supérieure de I'erreur. Par le Théoréme B.Z.T]

et le Corollaire B.42, on a

n

E(t.)* S Y ()

p=1

+

(s — ) ()] + / V(s — ()] s

+ |10 (ur — uhT)H%?(O,tn;H—l(Q)) +[If = 7TTf||%2(0,tn;H—1(Q))'

Comme (u, — up;)(t,) = u™ —uff =e" et

Vi (ur — tnr) (5)] < [Vie? 7+ [Vief|, Vs € [tp-1,1,),

les inégalités précédentes peuvent étre écrites comme suit

n

E(t.)* S Y ()

p=1

+ e+ Yl Vae?

p=0

+  [[0(ur — Uhﬁ”%?(o,tn;ﬂfl(ﬂ)) +f - erH%%o,tn;Hfl(Q))-

On conclut alors en utilisant le Théoréme B.0.2 et le Corollaire B.52.3)
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3.6. Analyse a posteriori de la discrétisation totale

On passe maintenant a la borne inférieure. En sommant le carré de (B3I) sur p =
1,---,n, on obtient

n

tn
S S [ IVl s+ 10 s
0

p=1
n

+ 3 (IVa P = )|+ Vit — b Y?)

p=0
+ f - 7TTfH%2(O,tn;H*1(Q))'

A T'aide de ([B28), nous avons d’une part

n

S SE) + I — 7 f o onn ) (3.50)

p=1
D’autre part, le Corollaire 2.7 nous donne

n

Dm0 S 10y = w010y
p=1

+ > B IVa@? —u)|? + (€9)%).

Encore une fois a laide (B:228), on obtient

D) S Bt + 3 n(€)* (3:51)
p=1 p=1
L’estimation (BZ9) est une conséquence directe de (B20) et (BARI). =

Remarque 3.6.2. Si on suppose
he <7, V1 <p<N, (3.52)
alors le Théoréme B6.0 montre que 'erreur E(t,,) est équivalente a I'estimateur global
n 1/2
(Z ((nf)* + Tp(np)2)> ,
p=1

"modulo des termes d’approximation de plus haut degré". Cet estimateur d’erreur global

sera utilisé dans le cadre du raffinement de maillage automatique en respectant évidem-
ment la condition (B02).
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3.7 Tests numériques

Les tests suivants ont pour but de confirmer notre analyse théorique. Comme notre
principal travail concerne les estimateurs d’erreur spatiaux, on s’attache a tester leur
validité numérique. Le premier exemple permet de confirmer l'efficacité et la fiabilité
de nos indicateurs spatiaux d’erreur. Le second exemple illustre I'utilisation de notre
indicateur spatial en présentant un algorithme de raffinement de maillage automatique
pour une solution présentant une singularité.

3.7.1 Premier test

Cet exemple consiste a résoudre 1’équation de la chaleur en 2D sur le carré unité
2 =0, 1[x]0, 1[. On utilise ici les éléments de Crouzeix-Raviart pour un maillage régulier
T,, = T}, obtenu en divisant chaque coté en n sous-intervalles et en divisant chaque
rectangle obtenu en deux triangles (voir Figure BI).

Les tests sont réalisés au temps 7' = 1s avec la solution exacte u :

u(r,y,t) = e ‘ry(r — 1)(y — 1) dans Qx]0, 1],

telle que uo(z,y) = zy(z — 1)(y — 1) dans Q et u(.,t);r = 0, pour tout ¢ €]0,1[. On fixe
7, = 0.1s et N = T/, = 10. Tous les résultats numériques seront présentés au temps
final T = 1s (N = 10).

Dans un premier temps, on vérifie que la solution u)' converge vers la solution exacte.
Pour cela, on a tracé HVheNH en fonction du nombre de degrés de liberté DOF (DoF =
3n? —4n + 2 avec h = 1/n) dans la Figure B2 On retrouve ici 'ordre optimal de conver-
gence en h de la méthode numérique (voir [BCT82).

Mesh n=8
1

0.9

0.8-

0.7

0.6~

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 I I I | I I I |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 3.1 — Maillage uniforme sur le carré unité avec n = 8.

A présent on étudie, les résultats théoriques concernant les bornes supérieures et infé-

rieures de lerreur (B32) et (B42).
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10

107 2

N
0.e

107

1074 1 2 3 4 5 6
10 10 10 10 10 10
Dof

F1G. 3.2 - theNH en fonction des DoF pour des maillages uniformes.

Fiabilité de I’estimateur spatial

On définit le ratio du membre de gauche et du membre de droite de I'inégalité (B32)
au temps T = 1s :

N
[eV]* + 3 7 1Vae??
p=1

N _
qup_

— .
1O + > D () + R 7 = fEll%)

p=1 KeT,,

qi\; représente ['indice d’efficacité. 11 permet de mesurer la fiabilité de 'estimateur et il
est relié a la borne supérieure globale. D’aprés ce qui précéde, le Théoréme B5.2, montre
que le ratio qﬁ, est borné . Cela est confirmé par nos tests numériques présentés dans les
figures et Table Bl Par conséquent, I'estimateur spatial est fiable.

Efficacité de I’estimateur spatial

Maintenant, on définit le ratio du membre de gauche et du membre de droite (BZ2)
au temps final T'= 1s :

N 77%
Qiow = Ig%%,fh oN _ oN-1 N N N :
hiell———lloxe + Vo™ loxe + hrellf7 = fi llux
P

gy, est relié a la borne locale de 'erreur et mesure ' efficacité de 1'estimateur. D’aprés
la figure B4l (voir aussi Table BI), gpy,, est borné d’aprés le Théoréme B58 De plus,
I’estimateur spatial est également efficace.
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3.7. Tests numériques

| n| DoF| duwp | Giow |
4 96 | 0.21768 | 2.0782
8 208 | 0.22413 | 2.5714
16 800 | 0.22847 | 2.9010
32 3136 | 0.23180 | 3.1265
64 | 12416 | 0.23406 | 3.2208
128 | 49408 | 0.23543 | 3.2843
256 | 197120 | 0.23604 | 3.2930
012 | 787456 | 0.23617 | 3.2975

TAB. 3.1 - ¢} et qjy,, en fonction des DoF pour des maillages uniformes.

Maillages non structurés

Pour valider la fiabilité et I'efficacité de notre estimateur spatial, nous avons également
fait une approximation du probléme précédent, toujours avec les mémes éléments, sur un
maillage non structuré avec h = 0.2 (voir Figure BI) et sur des maillages successifs
obtenus en divisant chaque triangle en quatre triangles de maniére standard [Ver96].

Les Figures et B (voir aussi Table B2) montrent respectivement ¢, et g, en
fonction des degrés de liberté. On constate comme précédemment que les deux ratios sont
bornés, on peut donc conclure que notre estimateur spatial est fiable et efficace.

1

0.9~

0.8

0.7

0.6

0.5-

0.4

0.3

0.2

0.1r

(9]

FiG. 3.5 — Maillage non structuré du carré unité avec h = 0.2.

0

L
0.1

0.2

L
0.3 0.4

3.7.2 Dépendance de 'erreur
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Nous avons vu du point de vue théorique que nous pouvions étudier ’erreur entre

la solution exacte et la solution approchée, en la scindant en deux parties :

une erreur

spatiale et une erreur temporelle. Comme dans [Pic98], nous allons montrer ce phénoméne
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3.7. Tests numériques

TAB. 3.2 — ¢}, et g}y, en fonction des DoF pour des maillages non structurés.

H h| DoF | quw | Gow |
0.2 139 | 0.14351 | 1.8506

0.1 512 | 0.14967 | 1.8561

0.05 2008 | 0.15282 | 1.8612
0.025 7952 | 0.15520 | 1.8636
0.0125 | 31648 | 0.15713 | 1.8658
0.00625 | 126272 | 0.15811 | 1.8667
0.003125 | 504448 | 0.15823 | 1.8669

[h=t/nld [n |m [l [q[h=tn]d [n [ [lel | ]
0.1 0.1 0.096 | 0.65 | 0.31 | 3.6 || 0.1 0.05 0.062 | 0.34 | 0.19 | 3.3
0.05 0.1 0.051 | 0.65 | 0.31 | 3.6 || 0.05 0.05 0.031 | 0.34 | 0.19 | 3.3
0.025 0.1 0.025 | 0.65 | 0.31 | 3.6 || 0.025 0.05 0.016 | 0.34 | 0.19 | 3.3
0.0125 | 0.1 0.012 | 0.65 | 0.30 | 3.7 || 0.0125 | 0.05 0.008 | 0.34 | 0.19 | 3.3
0.1 0.025 | 0.043 | 0.18 | 0.11 | 3.0 || 0.1 0.0125 | 0.041 | 0.09 | 0.06 | 2.7
0.05 0.025 | 0.022 | 0.18 | 0.10 | 3.1 || 0.05 0.0125 | 0.021 | 0.09 | 0.06 | 2.7
0.025 0.025 | 0.011 | 0.18 | 0.10 | 3.1 || 0.025 0.0125 | 0.010 | 0.09 | 0.05 | 2.8
0.0125 | 0.025 | 0.005 | 0.18 | 0.10 | 3.1 || 0.0125 | 0.0125 | 0.005 | 0.09 | 0.05 | 2.8

TAB. 3.3 — Résultats de convergence dans le cas de triangulations uniformes avec u;.

a l'aide de deux exemples : 'un ot 'erreur en temps est plus importante que I'erreur en
espace et I'autre inversement. Pour illustrer ce propos, on considére le probléme (B]) avec
Q =]0,1[x]0,1[ et T = 1s, et les solutions exactes u; et uy définies par :

uy(z,y,t) = sin(107t/2) sin(wx/2) sin(my/2),

et
ug(z,y,t) = sin(107t/2) sin(107z/2) sin(107y/2).

Les résultats numériques sont donnés dans les Tables et B4 On présente les valeurs
des indicateurs spatial n et temporel n;, 'erreur |le| := (Ziv:l || Vre?||#)1? et lindi-
cateur d’efficacité spatiale qi\; pour différentes triangulations uniformes avec des pas de
temps constants. Dans le premier exemple Table B33, on peut constater que 'erreur est
principalement due a la discrétisation en temps. En effet, pour un pas de temps fixé et des
raffinements de maillage successifs, I'erreur ||e|| est contante; alors que pour un maillage
fixe et une décroissance des pas de temps, l'erreur ||e|| décroit.

Dans le second exemple, ’erreur est due a la discrétisation en espace, on voit clairement
que pour un pas de temps fixé et des raffinements de maillage successifs, I'erreur ||e||
décroit ; alors que pour un maillage fixe et une décroissance des pas de temps, I'erreur
|le|| reste constante. Par ailleurs on remarque que Uindicateur 7, est indépendant de h et

que l'indicateur 7 est indépendant de 7,. Cette propriété importante du découplage de
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Chapitre 3. Estimateurs d’erreur a posteriori pour l’équation de la chaleur

[h=t/mldt 1n [n [lel [ay[h=1n[d [0 [m |l |q]
01 01 |48 |75]52 |29]01 005 |48 30|49 |14
005 |01 |26 |7.2]29 |58 005 |005 |26 38|25 |29

0.025 0.1 1.3 72121 |79 0.025 0.05 1.3 138114 |79
0.0125 0.1 0657116 |84] 0.0125 0.05 0.65 | 3.8 0.83| 8.1

0.1 0.025 |48 | 19|54 |0.7] 0.1 0.0125 | 4.8 | 1.0]54 |0.5
0.05 0.025 |26 |1.9]27 |15] 0.05 0.0125 |26 | 1.0]2.7 |0.8
0.025 0.025 |13 | 1913 |28] 0.025 0.0125 |13 10|13 |1.3
0.0125 0.025 | 0.65 | 1.9 ] 0.69 | 5.5 || 0.0125 0.0125 | 0.65 | 1.0 | 0.68 | 2.8

TAB. 3.4 — Résultats de convergence dans le cas de triangulations uniformes avec us.

I'erreur sera utilisée par la suite dans I’algorithme de maillage adaptatif. Les raffinements
en temps et en espace seront basés respectivement sur 7, et 7.

3.7.3 Algorithme adaptatif

Les considérations théoriques et I'illustration de la propriété de découplage de ’erreur
évoquée dans la section précédente nous aménent donc & mettre en place un algorithme
fondé sur les indicateurs spatial et temporel. Pour mettre en ceuvre cet algorithme, on
définit dans un premier temps l'indicateur global 77 comme suit :

N 1/2
7= (Z () + ") + Tn(§”)2)> .

n=1

Ensuite pour une solution approchée uy., on définit un estimateur d’erreur relatif Ind
défini par :
nd®>= ——"1 (3.53)
fo | Vup-(-, 1) dt
Soit § est une tolérance prédéfinie et 0 < a < 1 un paramétre donné. Le but de notre
maillage adaptatif est de générer une suite de sous-intervalles [¢,_1,t,] ainsi que des tri-
angulations Ty, n=1,..., N telles que Ind, défini en (B53), soit borné comme suit

(1 —a)é <Ind < (1+ a)d (3.54)
Pour réaliser cela, on définit pour n = 1,--- , N, deux bornes locales, une borne inférieure
Lb" définie par
tn
Lb" := (1 — a)252/ |V (-, t)|| dt (3.55)
tn—1

et une borne supérieure Rb" définie par
tn
Rb" := (1 + a)252/ |V (-, )| dt (3.56)
tn—1
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3.7. Tests numériques

Set Top,ul,n=1,t,71 Initialisations
Do while t <T

Compute (1")?, (n}')?,
(f")z, Rb",Lb"

If Tn% +n < Lb" Pas de temps courant trop petit

T:=2T [tération en temps identique avec un pas plus grand
Else If Tn% +ny < Rb"

If 7,(n" + %) < Lb" Triangulation trop fine

Derefinement with criteria
Ne < L.Ominny
Else If 7,(n" + %) <Rb"™  Triangulation correcte

t:=t+r Incrémentation du pas de temps courant
n=n+1
Else Triangulation trop grossiére
Continue with criteria Itération en temps identique avec un maillage plus fin
Ng > 0.0 maxny
Else Pas de temps trop grand
T:=7/2 Itération en temps identique avec un pas temps plus fin
End If
Make T, Génération du nouveau maillage
End Do

TAB. 3.5 — Algorithme adaptatif de maillage

Si, pour n=1,---, N, les conditions
Lb" < () + 7a(n")* + 7(€")* < Rb" (3.57)

sont satisfaites, alors en sommant de n = 1 a n = N, on obtient (B54). Les éléments 1™ et
€™ seront utilisés pour controler le pas de temps, tandis que " et 7} seront utilisés pour
controler le pas spatial. Cet algorithme de maillage adaptatif est exposé dans le tableau
B3). 11 s’agit du méme algorithme proposé dans [Pic9§].

Afin de tester notre algorithme de maillage adaptatif, nous allons considérer deux
exemples appropriés. Le premier concerne la résolution de ’équation de la chaleur (BI)
sur le carré unité |0, 1[x]0, 1] avec pour solution exacte (voir [Pic98]|)

u(z,y,t) = B(t) * exp(—=50 * r*(x,y,1)), (3.58)
avec r(z,y,t) = (r — 04 xt —0.3)> + (y — 0.4 x t — 0.3)% et

{ B(t) =1—exp(—50x* (0.98 ¢+ 0.01)%) sit < 0.5,

B(t) =1—exp(—50%* (1 —0.98*t40.01)%) sinon. (3.59)

Cela signifie que u est une fonction gaussienne dont le centre se déplace du point (0.3,0.3)
au temps t = Os vers le point (0.7,0.7) au temps ¢t = 1s.

Les maillages obtenus aux temps 0.1, 0.5 et 1 sont représentés successivement de
la Figure a la Figure avec une tolérance 6 = 0.25 et un paramétre a = 0.5.
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Chapitre 3. Estimateurs d’erreur a posteriori pour l’équation de la chaleur

H Tolérance ¢ ‘ Pas de temps ‘ Ind ‘ qEIp H

1.0 10 0.62| 14
0.5 20 033 1.3
0.25 40 | 0.17 ] 1.2
0.125 80| 0.084 | 1.2
0.0625 160 | 0.042 | 1.2

TAB. 3.6 — Résultats numériques pour la gaussienne avec a = 0.5.

On constate que les maillages sont raffinés dans la région ou la solution présente de
forts gradients et qu’ils suivent parfaitement le déplacement du centre de la fonction
Gaussienne. La Table montre de plus que l'indice d’efficacité tend clairement vers 1.2.
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0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fi1G. 3.8 — Fonction gaussienne avec n =4, t, = 0.1s, Nv = 442.

Dans le second exemple, on considére le cas ou la solution de I’équation de la chaleur
[B)) est définie dans le domaine en forme de L | — 1,1[*\]0, 1[x]0, —1[ par une solution
singuliére

u(r,0) = et s r?/3 sin(%@), (3.60)

ou (r,0) représente les coordonnées polaires centrées en (0,0). Dans ce cas , u a un
comportement singulier le long de I'aréte (0,0)x]0, 7.

Les Figures B.11l a B T3 représentent les maillages obtenus aux temps 0.1, 0.5 et 1, avec
une tolérance § = 0.25 et un paramétre o = 0.5. Les maillages sont raffinés prés du point
singulier, plus précisément a 'origine. Comme précédemment la Table B7 confirme que
notre indice d’efficacité tend vers une constante pour différents paramétres 9.
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3.8. Conclusion
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F1G. 3.9 — Fonction gaussienne avec n = 20 t,, = 0.5s, Nv = 462.

H Tolérance ¢ ‘ Pas de temps ‘ Ind ‘ ql:p H

1.0 10| 0.88 | 1.8
0.5 20| 042 1.6
0.25 40 | 0.23 ] 1.6
0.125 80| 0.11] 1.6
0.0625 160 | 0.055 | 1.5

TAB. 3.7 — Fonction singuliére avec a = 0.5.

3.8 Conclusion

Nous avons proposé et analysé des estimateurs d’erreur a posterior: pour I’équation
de la chaleur. Cette partie recouvre la discrétisation par éléments finis non conformes
(Crouzeix-Raviart) dans des domaines 2D et 3D. Nous avons démontré, de maniére nul-
lement triviale, I’existence de bornes supérieure et inférieure pour l’erreur. Les tests nu-
meériques confirment les principaux résultats théoriques. Plus précisément, on montre que
les valeurs qi\; et gy, sont bornées comme dans le cas d’autres problémes classiques (cf.
[DDPVI6, [Pic03]). Finalement, nous mettons en ceuvre un algorithme de maillage adap-
tatif basé sur I'indépendance de nos estimateurs spatial et temporel. Nous avons testé cet
algorithme pour deux exemples appropriés et les résultats numériques montrent le bon
comportement de la méthode numérique employée.
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F1G. 3.10 — Fonction gaussienne avec n =40 t, = 1s, Nv = 470.
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F1G. 3.11 — Solution singuliére avec n = 4, t, = 0.1s, Nv = 836.
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FiG. 3.12 — Solution singuliére avec n = 20 t,, = 0.5s, Nv = 872.
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FiG. 3.13 — Solution singuliére avec n = 40 t,, = 1s, Nv = 874.
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Chapitre 4

Estimateurs d’erreur a posterior: pour
le probléme de Stokes

Sommaire
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4.1 Introduction

Le probléme de Stokes dynamique dans des domaines 2D ou 3D modélise I’écoulement
d’un fluide incompressible. De nombreux travaux ont été entrepris concernant ces estima-
tions d’erreur a priori, comme dans [GR86| par exemple. Une étude a posteriori de erreur
utilisant un schéma d’Euler implicite en temps et une discrétisation via des éléments finis
conformes en espace ont été effectuées dans [BV04]. Dans ce chapitre, on propose de faire
une étude a posteriori de ce probléme, mais via des éléments finis non conformes. Pour-
quoi des éléments non conformes? Il y a plusieurs raisons, la premiére étant évidemment
la stabilité de la méthode numérique employée : I’espace discret doit satisfaire la condition
inf-sup avec une constante indépendamment de 'aspect ratio des éléments. Par ailleurs,
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Chapitre 4. FEstimateurs d’erreur a posteriori pour le probléme de Stokes

les éléments finis conformes (comme le mini-élement, I’élément de Taylor-Hood, etc...)
ne sont pas stables dans le cas de maillages anisotropiques (maillages dont le ratio n’est
pas borné [Ape99]), on peut se référer en outre a [ADI9, [ANO4]. L’utilisation des mé-
thodes non conformes est donc recommandée puisqu’ils sont inconditionnellement stables
[ANSITH].

Dans le cadre conforme, plusieurs approches ont été entreprises pour définir des estima-
teurs d’erreur pour 'équation de la chaleur et le systéme de Stokes [BBMO5al [BBMO5D,
BMO0O, BV04, [CE04, Pico8, Pic03L Ver96, Ver(3]. Pour étendre ces techniques dans le
cas d’estimations via des éléments finis non conformes comme dans I’étude de problémes
elliptiques [DDPV96L INSO5|, on se doit d’estimer un terme de consistance de maniére
appropriée. Comme dans [DDPV96, INSO5], I'estimation de ce terme est basée sur la dé-
composition de Helmholtz de I'erreur. Cela va nous permettre entre autres d’étendre les
résultats de [BV04] & des estimations non conformes.

L’objectif de ce chapitre est donc le suivant : les problémes continu et discret sont
rappelés dans la Section E2] des estimations d’erreur d’interpolation sont également pré-
sentées. Dans la Section EE3] on donne quelques outils analytiques, en particulier quelques
propriétés satisfaites par I'erreur spatiale et sa décomposition d’Helmholtz. La Section
A est dédiée a I'analyse a posteriori de la discrétisation temporelle. L’efficacité et la
fiabilité de l'estimateur spatial sont établies dans la Section LD L’analyse a posteriori
du probléme totalement discrétisé est considérée dans la Section EEf, on montre en outre
efficacité et la fiabilité de la somme des estimateurs spatial et temporel. Enfin, la Sec-
tion B met en évidence des tests numériques qui viennent conforter I’analyse théorique
précédemment établie.

4.2 Les problémes continu, semi-discret et totalement
discret
Soit € un ouvert borné de R? d = 2 ou 3, avec un bord I' polygonal (d = 2) ou

polyhédral (d = 3). Soit 7" un nombre réel positif fixé.
Nous considérons le probléme de Stokes dynamique suivant :

([ Ou— Au+ Vp=f dans Qx]0,T],
divu=0 dans Qx]0, T,
(4.1)
u(.,t) =0 sur I'x]0, 17,
L u(.,0) = ug dans €.

Ici, les inconnues sont la vitesse u et la pression p; la donnée f représente une densité de
force et ug est la vitesse initiale.
Pour exprimer la formulation variationnelle du probléme (ETl), nous allons introduire

les notations suivantes : dans un souci de clarté, le symbole (-,-) désignera le produit
scalaire de L?(Q), L?(Q)4 et L?(2)?*? mais aussi la paire duale entre H~*(Q)? et H(Q)%.
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4.2. Les problemes continu, semi-discret et totalement discret

L3(Q2) est l'espace des fonctions de L?*(2) de moyenne nulle sur 2. Pour une fonction
vectorielle u = (uy, -+ - ,uq) ", Vu représente la matrice dxd définie par Vu = (9;u;)1<i j<d-
Pour deux matrices dxd M = (m;;),_; et N = (n;;)¢,_,, la notation M-N est simplement
le produit par élément suivant : M - N = ZZ]'=1 M-

Si on suppose que f € L*0,T; H 1(Q)?) et ug € L*(Q)?, alors le probléme (I ou
de maniére équivalente le probléme

{ (Dpu(t),v) + (Vu(t), Vv) — (p(t), div v) = (f(t),v), Vv € HL(Q)?, (4.2)

(¢, div u) = 0,Yq € L3(Q),

presque partout pour ¢ € (0,7, posséde une unique solution u dans L*(0,T; H}(©)?) N
C([0,T); L*(2)?) et p € H71(0,T; L3(2)) [TemT79].

4.2.1 Discrétisation en temps via un schéma d’Euler implicite

On suppose a présent que f € C([0,T]; H=1(2)?). On introduit également une parti-
tion de [0, 7] en sous intervalles [t,_1,%,], l <p < Ntelsque 0=ty <t; <--- <ty =T.
On dénote par 7, = t, — t,—1 la longueur de [t,_1,%,] et par 7 = max, 7,,.

L’approximation semi-discréte du probléme continu (E1]) par un schéma d’Euler impli-
cite consiste & déterminer deux suites : (u?)1<p<n € (HFH QDN et (pP)1<p<n € (LE(Q)HN
solution de

/ ul — upfl
— AuP + Vp? = fP dans Q,
Tp
P —
U 0 sur I, (4.3)
div u? =0 sur €,
u? = dans ©,

pour tout 1 < p < N, avec fP = f(-,t,). Ce probléme admet une solution faible unique
(uP,pP) € HF(Q)? x L3(2)?, dont la formulation est

/(up — P+, /(Vup Vo — pPdiv v) = 7,(f",v) Yo e Hi(Q)4,
’ ! (4.4)

/qdi’u uP =0 Vg € L3(9),
Q
pour tout p=1,2,---, N.

4.2.2 Discrétisation totale

Le probléme () est maintenant discrétisé par une méthode d’éléments finis non
conformes.
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Chapitre 4. FEstimateurs d’erreur a posteriori pour le probléme de Stokes

On introduit les espaces d’éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart :
Xpn = {ve(L*(Q)": vk € P,VK € Ty,
/ VK = / v, VE € Ek NELNEN K, L € Ty,
E E

/U|K =0,VEeéx NI K € Tph}-
E

et les espaces d’éléments finis relatifs a la pression
Qun = {a€ L) : qi € Py,VK € Ty},

ol P, représente I'espace des fonctions constantes de R,

La discrétisation totale du probléme () via un schéma d’Euler implicite et une
discrétisation spatiale par éléments finis de Crouzeix-Raviart est donnée par : étant donnée
une approximation uy € Xg, de ug, trouver (uj, pj) € (X7, Qpn), 1 <p < N, tel que :

(

-
p KT

p __ p-1
/uhiuh oy, Z /(Vuz - Vou, — phdiv vy) = (P, v,) Yo, € X,
Q K

(4.5)

Z /qdi'v up =0 Vg € Qph.
K

\ KETph

La seconde équation signifie que pour tout K € Ty, div (u}|x) = 0.

Définition 4.2.1. Soit (u?, p?) une solution de {-4) et (u},,ph) une solution de [Z-7). On
définit respectivement les erreurs spatiales de vitesse et de pression comme suit

e’ =uP —up, e’ =p° —pj.

On termine cette section en introduisant quelques rappels utiles pour la suite.
Pour p =1,---, N, on définit la suite d’espaces P; conformes comme suit

Vi = {ve HY(Q)!: vg € PLVK € Ty},
VO = W HE(Q)

Comme dans la Section [Z3], nous introduisons les interpolés de Clément. On définit
Yo, = {ve () vk e (H(K)),VK € Ty,
/ VK = / v, VE € Ek NELNEN K, L € Ty},
Ve = (o€ Q) v € (H'() VK € Ty,

/U|K:/U|L>VEegKﬂngggzt,K,LETph,
E E

/U|K =0,VEeéxNI',K € Tph}-
E
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4.3. Qutils et propriétés analytiques

Notez que H'(Q)? C Yy, et que X, N Hj(Q)* C Y.
En 2D, le curl d’une fonction scalaire w est donné par curl w = (Gyw, - w)".
Dans le cas d'une fonction vectorielle w = (wy, wy) ", curl w est représenté par la matrice

suivante
curl w = Oy —Oywy
02w2 —81w2 '

En 3D, le curl d’une fonction scalaire w est donné par curl w = V x w. Pour une
fonction vectorielle w = (wy, wo, w3) ", curl w est défini par

(V X U}l)T
curl w= [ (Vxw)" |;
(V X U}3)T
par ailleurs
(w1 X TLE)T (w1 . TLE)T
wxng=| (wexng)" |, w-ng=/ (wy-ng)"
(ws x ng) " (ws-ng)"

On introduit quelques notations relatives aux sauts normal et tangentiel du gradient
de uy. On définit les quantités J3, , et Jp, comme suit :

g V=l gl st Be gl
En — 0 si B e gph \ gzzt’

p

ou I est la matrice identité.

Sid =2,
o [Vup, - tg], siE €&, '
Et —VUZ tp si Be &\ ;;Zt-

Sid=—3,
o [Vu, x ng]], si Ee&ht,
B =Vup xng st Ee&p\ER.

4.3 OQutils et propriétés analytiques

Dans cette section, on établit quelques propriétés satisfaites par les erreurs spatiales
eP et P, Celles-ci seront particulierement utiles pour établir des bornes d’erreur.

Lemme 4.3.1 (Orthogonalité au sens de Galerkin). Le couple d’erreur (eP,e?) satisfait
la relation d’orthogonalité suivante

ePl —ep
Z /Vhep -V, — /5pdiv v, = /7 - vp, Yo, € Vpoh. (4.6)
K o T

KEeTy, Q P

Démonstration. Tl suffit de soustraire 4] avec v = vy, € V), a I'identité (EI). n
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Chapitre 4. FEstimateurs d’erreur a posteriori pour le probléme de Stokes

Lemme 4.3.2. Soit ¢ € H'(Q) sid =2 et ¢ € H'(Q)? si d = 3. Alors Uerreur satisfait

lidentité suivante
/Vhep ~eurl p = Z/ngt - . (4.7)
Q E

Eégph

Démonstration. Supposons que d = 2. Une intégration par parties dans €2 sur chaque
élément K donne (cf. (ZI0))

/Vhep-curlgo = /Vup-curlgo— Z/Vuz-curlgo
K

& & KET,n,
= /curl@-nup— Z/Vu%tmp
r KeTy, oK
= — Z / Vb - txp
KeT,,” 9K

Comme u” € Hj(Q) et p € H'(2), on conclut en utilisant la définition de J7 ,.
En utilisant la propriété (ZI0]), la preuve est similaire en dimension 3. n

Lemme 4.3.3 (Orthogonalité de U'erreur). L’erreur satisfait
Z /Vhep -curl ¢, =0, (4.8)
KeT,,” K
pour tout p, € V3 sid =2 et p, € (Vyy)**® sid=3.

Démonstration. Considérons un élément arbitraire ¢;, dans Vpy, si d = 2 ou dans (V,,)?
si d = 3. Comme précédemment, une intégration par parties (cf. les identités (2I0) et
([ZI)), on obtient (en rappelant que u? € H}(Q)9)

Z /Vhep ceurl ¢, = /Vup -eurl ), — Z /thz - eurl o,
K Q K

KeT,, KeT,,
= [uPcurl ¢, -n — / ul - eurl oy, - ng
= — Z / up - eurl pp, - ng
KeT,, 9K

=3 [ curt
Ec&,, E

= — Z(curl gph-nE)-/[[uZﬂE,
E€E,, E

comme la fonction (curl ¢, -ng)|g est constante sur £ € &,,. La propriété (£2), satisfaite
par uj, € Xgh, nous permet de conclure cette preuve. [
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4.3. Qutils et propriétés analytiques

Lemme 4.3.4. L’erreur eP satisfait
up — up_l
> [vievu= 3 [Pt ) s Y 2w
KeTy " KeTy, K T Beg,’ F
pour tout w € H}(Q)? tel que div w = 0.

Démonstration. Une intégration par parties sur chaque élément et le fait que Auj =0
pour tout élément de K € T}, montre que

Z/Vhep-Vw = /Vup-Vw— Z/thZ-Vw
K Q K

KETph KGTph

— /((fp_ up_upfl).w_Fdeiv w)
Q Tp

S <—/KAuz-w+/aK(VuZ~n)~w>

= /Q(fp_ u _Tup__l) Sw

-, Z/lgwi-m-w.

KeT,,Eeer’
On conclut en utilisant la définition de J%, , la continuité de w a travers les arétes/faces

et le fait que
O:/pfldi'vw: Z Z/pﬁn%u,
Q E

KETphEESK

en utilisant une intégration par parties. [

Lemme 4.3.5. L’erreur e satisfait pour tout q € L3(£2)

/Vhep-q]: 0.
Q

Démonstration. On a, en utilisant la seconde équation de (E3) et le fait que div u? = 0,

Viel - ql = /q-di've”:0.
NG

KETph

Corollaire 4.3.6. Pour tout w € H}(Q)¢, ¢ € LE(Q) et p € H ()2 sid =2 et ¢ €
HY(Q)>3 sid=3, on a

Z/Vhep-(Vw+curlg0—ql) = Z/(fp—w%w)~w

KETph KETph

v 3 [Tawr B0

Eégph E

(4.9)
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Démonstration. C’est une conséquence directe des Lemmes 3.2, B34 et n
On rappelle maintenant les résultats suivants (c¢f Lemme 3.2 de [DDPV96] en 2D et
Lemme 6.5 de [CKN04] en 3D ou [GR86, Chap. I]) :

Lemme 4.3.7 (Décomposition de Helmholtz de U'erreur). On a la décomposition de l’er-
reur suivante

Vel = Vu? — ¢? I+ curl 7, (4.10)

avec P € HY(Q)? sid =2 et pP € HY(Q)>3 sid =3 et (wP,q?) € H}(Q)? x LE(Q). De
plus, les estimations suivantes sont vérifiées :

Wy o + 1] 0 + 1@l < [[Vre?]l- (4.11)

On constate que (w?,¢?) € HE(Q)? x L2(€) est en fait la solution faible du probléme
de Stokes dont le second membre est —div (Vye?) au sens faible c’est a dire

/pr -Vou — /quz"v v = /Vhep Vo, Vv e (H(Q))Y, (4.12)

Q Q Q

/qdz"v w? = 0,Vq € L(9). (4.13)
Q

Les Lemmes précédents vont nous permettre de prouver les identités suivantes.

Lemme 4.3.8. Les identités suivantes sont vérifiées :

uP — p—1
T /Vhep -Vuw? = /(fp i) (WP — IgwP) (4.14)
Q

T

+ 7 Z/ w? — IRw?)

Ec&,,

— /(ep eP™ 1) wP,

/Vhep ceurl P = Z (P — IcpP), (4.15)

Q EGgph
le?||? + /\vhep| (eP71 eP) (4.16)
+ 76 _wp)
WP — up—l
+ Tp/(fp—ih h )(wp—lgwp)
Tp
t T Z/ T (WP — Tow?) + T, - (97 — Iog?)).
Eeé‘ h
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4.3. Qutils et propriétés analytiques

Démonstration. Commencons par l'identité (LI4) : en utilisant la formulation continue
B2 et le fait que w? est a divergence nulle, on a

u? _up—l
Tp/Vhep-pr = Tp/(fp—u)-wp)
9 Q Tp
- T /(thz —ppl) - Vu?P — /(ep — el P,
Q Q

Le premier terme du membre de droite est & présent transformé en utilisant le schéma
discret (EET) avec v, = IgwP € V) de maniére a obtenir
P p—1 j2 p—1
uy — U U, — U
P h h P _ D h h P 0,.p
n f(r = Ty ) = g f - M - 1)

Q 7_p Q 7_p

+ 7, /(thfl —phI)- Vlgwp
Q

En remplacant cette expression dans I'identité précédente et en I'intégrant par parties sur
chaque élément, on obtient (ELT4).

La seconde identité (EE10) est une conséquence de la relation d’orthogonalité du Lemme
avec @y = IopP et du Lemme

En utilisant la décomposition de Uerreur (EI0), on a

T /Q|Vh(31”|2 =7, /thep (Vw? + curl ¢ — ¢°l).

Deés lors, le Lemme et les identités (ELT4), (EETH) ménent directement &

n [[Viel = = fer -
Q Q

p __ ,p-1
+ Tp/(fp_u).(wp_[gwp)
Q

Tp

b5 3 [ 0 ) T (1)

Eegph

Cette identité s’écrit de maniére équivalente

I+ / Vet = (@, )

+ (e — el e — wP)

p __ ,p-1
+ Tp/(fp_u).(wp_[gwp)
Q

Tp

b S [ (0 = 180) 4 (2~ o),

Eegph

qui n’est rien d’autre que (EI6). n
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Nous allons a présent rappeler quelques propriétés de régularité sur la solution du
probléme de Stokes stationnaire [BRST, [Dau89, IMP83]. On introduit la notion d’espace
de Sobolev a poids comme dans [Kon67, [Dau89, IMPR3]. Soit S I'ensemble des sommets
de 2 et en 3D, £ désigne 'ensemble des arétes de €.

Définition 4.3.9. Soit k > 0 un entier et deuzr vecteurs § = (8s)ses,d = (0g)pes, on
définit

Vﬁk,a(Q) ={veD(Q): HSesrgs_k+‘OClHEeg@%E_kHa‘Do‘v € L*(Q),YVa € N : |a| < k},

ot rg(x) est la distance de x au sommet S de Q; g =1 sid=2; sid=3, alors pg(x)
est la distance de x a laréte E de Q. rg(x) est la distance de x a la terminaison de ’aréte
E et Op(x) = pp(z)/re(x). C’est un espace de Hilbert pour la norme

1/2

Vik.B.8.Q - — HSes’IﬁS_kHa‘HEegeéE_k—HalDa’U 2 d!L‘
767 b S E
Q

lal<k

Décrivons de maniére succincte les exposants singuliers du systéme de Stokes : d’apreés
les résultats de [BR&T, [Dau89, IMP8&3], 1a singularité de sommet S du systéme de Stokes est
lice aux poles de I'inverse de 'opérateur Lg(\) correspondant a I’écriture du systéme en
coordonnées sphériques centré en S et appliqué a la transformation de Mellin. Notons Ag
'ensemble de ces poles. En 2D (voir [BRRI]), ces coefficients sont les nombres complexes
A # 1, solutions de

sin?(A\wg) = sin? wgA?, (4.17)

ol wg # 7 est Uouverture intérieure de Q2 autour de S'; en 3D, on se référe a [Danu89, [MP83].
En 3D, nous devons également décrire I'ensemble Ag des exposants singuliers associés
a larete E de Q. A l'aide des références citées, on sait que p € Ap est soit une solution
# 1 de ([ID) avec wg a la place de wg (wg # 7 étant 'ouverture intérieure de 2 autour
d’un point de F) soit égale a I /wg, pour tout [ € N[ # 0.
Rappelons les résultats de régularité portant sur le probléme de Stokes (voir Théoréme
I1.1 de [BR&I] en 2D et Théoréme 6.1 de [MP83] en 3D).

Théoréme 4.3.10. La solution (v, q) du probléeme stationnaire de Stokes avec pour donnée
g € L*(Q)? satisfait
v e (VBZ,zS(Q))da q € Vﬁl,zS(Q)a

pour tout Bs € [0,1/2) satisfaisant ({-18) ci-dessous et 0y = 0 en 2D. En 3D, 0 € [0,1/2)
satisfait {£19) :

Bs > 2 — g —inf{RA : VX € Ag avec RA > 1 — g}, (4.18)
dp > 1 —inf{Rp : Vu € Ap avec Ry > 0}. (4.19)

De plus, on a l'inégalité suivante

vll2,550 + lalliss0 S llgll-
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A partir de maintenant, on fixe un couple (3, ) satisfaisant les hypothéses du Théo-
réme 310
Pour assurer nos futures preuves, nous avons besoin de ’estimation suivante.

Théoréme 4.3.11. Soit g € V345(Q). Alors pour tout K € Ty, et pour toute aréte E de
K, ona

la = Madlle S hif*rillalss, (4.20)
avec en 2D
Lo hE siS €K,
B0 mingex Hsesrs(z)?s si KNS =10;
et en 8D
hios siSeK
et ENK CF, avec F € &,
Tk = hig minzeK HEegTE(.T)_(SEHSESTS(.T)BS si KNS = @
et ENK CF, avec F € &,
minge g Mgesrs () Upeerp(x)°F si KNS=0et KNE =10.

Démonstration. La preuve est basée sur un changement de variable et 'injection compacte
de VJ5(K) dans L*(E) (voir Corrolaire 2.7 de [BNT7] en 2D et la Section 2 de [LNG4] en
3D). Montrons le résultat en 2D.

Supposons que K posséde un sommet S de €. Alors par changement de variable, on a

1/21 ~ N
lg — Mudlle ~ % )1q — Mpdll 5

L’injection compacte de Vﬁlﬁ(f() (ou le poids 7 est la distance de # au sommet S) dans
L?(F) montre que
lg = Medlle S il s i

112 5 = Z/K|ffﬁSD“<j\2d:2:

|laf=1

ou

Par un changement de variable inverse, on a

lg — Meqlle < R allussx,

ce qui prouve ([EZ0) par définition de 7.
Si K ne contient pas de sommet de €2, alors les arguments précédents sont valables
avec g = 0 et

1/2
lg — Mgl < B4l x.

Cela méne donc a (E20) en introduisant artificiellement le poids dans le membre de droite
dans 'estimation précédente.
La preuve est similaire en 3D. [

Pour terminer, on introduit le paramétre suivant

Ay = Max — max hirg”. (4.21)
1<p<N T, KeTp,
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4.4 Analyse a posterior:t de la discrétisation en temps

En s’inspirant de la section B4, on définit des indicateurs d’erreur en temps :
0t =7, Valuf —up ], 1 <p < N. (4.22)

On introduit les mémes notations que dans la Section B4l : on dénote par m,f la
fonction étagée constante a f(¢,) sur chaque intervalle (t,-1,t,), 1 < p < N. Pour une
suite v” € X, @ Hj(Q), 0 < p < N, on dénote par v, son interpolé de Lagrange, qui est
a fortiori affine sur chaque intervalle [t,_1,%,], 1 < p < N, et égal & vP au point ¢, i.e.,
défini par,

ty—t , t—ty
v, (t) = ——0P + ———VP YVt € [t,-1, 1], 1 < p < N.
Tp Tp
Enfin, on note e, = u — u,, 'erreur de discrétisation en temps. Comme

up — up_l
dur = ———— on (tp—latp)a

Tp

I'équation semi-discréte (E4]) est équivalente a

(Opu, (), v) + (VuP, Vv) — (pP, div v) = (fP,v), Vv € HY(Q)4,
(4.23)
—(div uP,q) = 0,Yq € L(Q),

pour tout ¢t € (t,_1,1,).
En prenant la différence avec (fE2), on obtient I’équation résiduelle

Ber(t)0) + (Verlt), Vo) — (divv.p—mpr) = (F = )(0)0)  (424)
+ (VP — u,)(t), Vo), Yo € HY} Q)4 V ae. t € (t,_1,1,).

Cette équation permet de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1 (Borne supérieure de l'erreur en temps). On a ['inégalité suivante :
tn n
le-(E)II* + /O IVer(s)Pds < Y (nf)? (4.25)
p=1

tn
T / IVt — w0 )($) 2 ds + 1 = 7 F 1201
0

Démonstration. L’équation résiduelle (EZ24) est vérifiée (voir Proposition 3.1 of [BV04])

lesEIP + / Ve mPa <2y / "IV - u)(s)Pds (4.26)

+ 2f = 7 fl a0 1 )0)-

Par définition de u,, on a clairement

| IV e =@l s = 219 - e (4.27

—1
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En utilisant I'inégalité triangulaire, on écrit que
7,2V (WP — )| < nf + 72V (e? = ap) |+ 2 V(e =)

De plus le Lemme 2.3 de [BV04] est vérifié

tP
Tl Vi = )| + 7 | Va(u? ™t —uf ) S / IVn(ur —unr)(s)*ds. (4.28)
t

p—1
Dés lors on a
tp tp
/ IV (@ = ur)(s)* ds S (nf)* + / IV (ur — unr)(s)]* ds. (4.29)
tpfl tpfl
Cette inégalité dans (E20) permet de conclure. =
Corollaire 4.4.2 (Seconde borne supérieure de U'erreur en temps). On a ['inégalité sui-
vante :
10er + V(0 = Tep) 20t @y S D) (4.30)
p=1

tn
[ 1 = )67 s 1 = 7
0
Démonstration. L’équation résiduelle (224]) meéne directement a

[0rer + V(p — WTPT)H%2(o,tn;H—1(Q)d) SIf- er”%?(o,tn;Hfl(Q))

tn n tp
[ Iveas Y [T 190 - u) )P ds
0 p=1 tp—1

Le second terme du membre de droite est estimé dans (fEZ3), alors que le troisiéme terme
est estimé via (FE29). =

La borne inférieure locale de I’erreur en temps est plus facile a estimer :
Théoréme 4.4.3 (Borne inférieure locale de I'erreur en temps). Pour toutp=1,--- | N,
on a l'inégalité suivante :
n S IVaerlliag, -tz + 10er + V(0 = 7po)llre, s pm-1@ey  (4:31)
+ (VA = ap) |+ Vi~ = )])
+ N = e fll 2y -1 (@)0) -

Démonstration. A D'aide de I'inégalité triangulaire, on a

SV 0 = )|+ [ Fal? = )]+ [ (™ = ).

~ P

L'estimation du terme 7/*||V(u? — uP~1)| est réalisée dans la Proposition 3.3 de [BV(4]
en utilisant (E27) (avec n = p) et en prenant v = u? — u, dans ([EZ4) et en intégrant le
résultat sur ¢ € (t,-1,1,). "
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4.5 Analyse a posterior: de la discrétisation spatiale

4.5.1 Borne supérieure de ’erreur

L’élément résiduel exact est donné par

p p—1
Up — Uy,

fr———

ol ff est une approximation de f? via des éléments finis PY (plus précisément (f7)x :=

1
E/Kfp’ pour tout K € Tpp,).

Définition 4.5.1. Soit p > 1. L’estimateur d’erreur local 1y, est défini par

, o ub—ub! /21 70 p
e = hi|lf — THK + Zh’E (HJEnHE + HJEtHE)

Ecéx

L’estimateur d’erreur global nP est donné par

KETph

Les termes d’approzimation local et global sont donnés par

& = hiclf” = fillowes (€)= D (&R)

KETph

Nous allons tout d’abord démontrer quelques propriétés relatives a la décomposition
d’Helmholtz de 'erreur.

Lemme 4.5.2. Soit w? € H}(Q)? apparaissant dans la décomposition d’Helmholtz de
Verreur {-I0) e?. Nous avons alors l'inégalité suivante :

|eP — 101”||2 < max{1, A\ P || VRe?||. (4.32)
Démonstration. Tout d’abord
IVn(e? —w?)[|? S Pl Ve (4.33)

En utilisant la décomposition d’Helmholtz de Perreur (EI0), on a
Vi(e? —wP)||? = /Vh(ep —wP) - Vi (e? —wP).
Q
= /Vh(ep —wP) - (eurl ¥ — ¢*1).
Q
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Comme diw w? = 0, en utilisant les Lemmes 351 et la formule de Green (en
rappelant que w? = 0 sur T'), on obtient

IVi(e — )2 = 5O / T2y (P — o).
EGgph E

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité (Z0) (voir propriété (E39))
on obtient
IVn(e” = wh)|* < 0”110
L’inégalité (E33) est alors vérifice a I'aide (EIT).
Montrons a présent que I'inégalité (£32) est vérifiée. Considérons le probléme de Stokes
suivant : trouver ¢ € (H}(2))? et ¢P € LZ(Q) solution de

{ —AYP + VP = el —wP dans (),

div P = 0 dans €. (4.34)

Comme e? —w” appartient a L?(2)%, le Théoréme EZ T montre que (47, ¢*) € (V3 5(Q))*x
V;.5(Q) avec I'inégalité suivante
[¥Pl2p50 + 14" 1s00 < ll€” — w”|]. (4.35)
On écrit alors que
o —wlf = [(@ = u) (A 4 9@) = 3 [ () (-ap V)
Q KeT,, ' K
A l'aide d’une intégration par parties, on obtient

o=l = 3 [ (Ve —ur) Ve = div (7~ u)e)

KeTy

+ Z /E([[ep —wP]] - (V{Png) + [[(e# — wP) - ng] .¢").

Ec&yn

Comme div (e’ — wP) = 0 pour tout élément K et que la moyenne de [[ep — wpﬂE =
— [[uflﬂE est nulle sur 'aréte F (voir E2), I'identité précédente est équivalente a

o —wlf = 3 [ Ve —ur)-ve

KETh

+ Z/E ([[ep —w]| . - (ViPng — MpViPng)

Ec&,,
+ [[(ep — wP) ~nEﬂE(qp — MEqp)>.

A présent, en utilisant la formulation variationnelle (EETZ) avec v = ¥ (en rappelant que
div ¢ = 0), on voit que

Z /KV(ep—wp)-V P =,

KETh
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et par conséquent

l — PP = §j/ o — ] - (VePng — MuViPng)

Eeé‘ h
b = ) ne] (0" — Mo,
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

||6p—wp||2 Z || —wp ||E(||V"7Z)an_MEV"7Z)an”E+ qu_MEquE)_

Eeé'ph
Mais le Théoréme EE3TT] assure que
la” = Medllp S Wil ri I | sane S AT 2he Pl sk

pour tout élément K tel que E € Fy (la seconde estimation provenant de la définition
(EZT) de Ay,). De la méme maniére que [, [[e* —w?] . =0, on a

1e? — w] e S I Vale? — w?)]|up-

Les trois estimations précédentes donnent

le? — wP||* S max{1, M } 27 DIV = w”)llop( D IVYP sk + 167 150.k)-

Eeé,n KCuwg
A T’aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de 'estimation (EZ3H), on conclut que
e — w?l| S max{1, A /2 /5[ V(e — ).
L’inégalité requise (E32) dérive alors de ([E33)). "

Théoréme 4.5.3 (Borne supérieure de l'erreur). On a
e 1P+ IVae?lP S 3 mdmax {1, A 2(77)% + (€)% + || (4.36)
p=1 p=1

Démonstration. Cette borne supérieure est une conséquence des Lemmes L3, et
I52 Evaluons dans un premier temps quelques termes du membre droit de ’identité
(ET18) du Lemme En utilisant successivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'in-
égalité (227) et la définition de 'estimateur local, on obtient

> /(fh _Tiuhl) (w? — Igu?)

KeTyy
uP — upfl
> hill £ — |k [P
KeT, p
ph
Z n?{ |wp|1,<ZJK :
KETph
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz discréte donne

p—1

D uz_uh D 0,0\ < P |oyP
E fh——— (" = Icw’) S n"w |1,Q- (4.37)
K Tp

KETPh

De la méme maniére en utilisant ([ZF)) et (Z6), on évalue les termes avec les sauts
normal et tangentiel des dérivées :

> [t —wn) < S 0 - 220
Ec&p, E Ee&yp
5 ZH‘]g’,nHEh}E’/Q |wp|1,&1E
Eégph
N Z N |wp|17(:}K .
KETpn
> [ -100) < TN I - 1e#l
Eee, E E€&p
S DB, 1
EGgph
S D Pl
KET,,

Comme précédemment, I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte donne

S [ Taw? - 2w) S ], (4.35)
EESPhE
S [ 7T £ PP (439
EGgphE

L’inégalité (2717) permet d’évaluer le terme :
> [ - e <3 el Sl e,
KeT,,” K KeT,,

et par conséquent

> /K(fp — )W’ = Iew’) S & [w”] o (4.40)

KGTph

Les estimations précédentes, I'identité ({LI6) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donnent

e+ [[9 < (@7e) (4.41)

-
+ Cnn? |90p‘1,9
+ Crp(n” + &) ‘wp|1,Q )
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avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de ’angle minimal de 7.
En utilisant les relations (EETT), (E32) et 'inégalité de Young dans ([EAT]), on écrit que

/ 2+, / Ve?|?
Q Q

IA

(e, e?)

“|lpp _ pp—1|2
+ gl =

Cmax{1, A\, }7, € 2
t {2 ””<5livhep||2+—<np>2>
€
C
2R 4+ €)) + k|| Vae?|?,

2K

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de I’angle minimal de 7}, et pour tout
€,k > 0. En choisissant €, k assez petits, on obtient

/ P+, / Ve??
Q Q

IA

1 1.

R e &

+ Ony(max{l, e} 207)? + (€)°)
C

+ 2w

avec une constante C' > 0 dépendant uniquement de I’angle minimal de 7},. Cette inégalité
est alors équivalente a

le”||* + 7 /|Vh€p|2 < [le" 1 + 2C T (max{1, A 2 (117)* + (€7)%),
Q

et on conclut en sommant sur p=1,...,n. [

Corollaire 4.5.4 (Seconde borne supérieure). Sous les hypothéses du Théoréme [.5.3
on a

10u(wr = wnr) + V70 (0r = P Fa 01090 S D Tolmax{ L, M 2 (07) + (€7)%)
p=1

2
+ €] + 11 VRel™.
Démonstration. Par définition, on a

(Op(ur — upr), v) — (div v, 7 (pr — pir))

10¢ (w7 — unr) + V7 (Pr — Phr) HH*l(Q)d = sup

veHL(Q)4 [v]10
En utilisant la propriété
ep — ep_l
Ouur = une)(t) = ————Vt € (tp-1, 1),
p

et 'équation semi-discréte (E4), pour tout ¢ € (t,-1,1,), on écrit
(at(uﬂ' - uhT><t)7 U) - (d’l,'U U77TT(pT - phT)) = Rp(,v) - (vhepa V'U),
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4.5. Analyse a posteriori de la discrétisation spatiale

ou RP est le résidu défini par

p __ ,p-1
Up — Uy,

RP(v) = (fP,v) — ( ,v) — (Viuh, Vo) + (div v, pb), Yo € Hy ().

Tp

Comme la formulation variationnelle (LH) implique que
RP(vy) = 0,Yu, € VY,
Iidentité précédente devient
(0 (ur—upr ) (t), v)—(div v, 7 (pr—pir)) = R (v—0,)—(Vie?, Vo), Vo, € Vi, t € (tp1,t,).

En prenant v, = Icv, en appliquant la formule de Green, et en utilisant la relation (),
on a

|G (ur = unr) (1), 0) = (div v, mr(pr — pir)| S (17 + €7+ [[Vae” D[Vl VE € (tp1,tp).
C’est a dire
10 (ur — une)(t) + V7 (pr — prr) | a-1@)a S 07+ &+ (| Vre? |, VE € (tp1,1,).
On conclut alors a 'aide de I'inégalité (E36). =

4.5.2 Borne inférieure de ’erreur

Nous allons établir la borne inférieure de l’erreur pour I'estimateur 7. avec la méme
démarche que [Ver96, [DDPV96]). Etant donné que nous étudions un probléme non-
stationnaire (voir [BV04, Ver03]), nous avons besoin de la proposition suivante :

Assertion 4.5.5. Pour tout 1 < p < N, il existe une triangulation conforme Tph telle que
tout élément K de T,y p, ou de Ty, soit la réunion d’éléments K de T, avec hg ~ hj.

Pour faciliter la preuve, nous allons reformuler le Corollaire 3.5 comme suit :

Lemme 4.5.6. Pour tout v € H}(Q), o € H'(Q) sid =2 et ¢ € HY(Q)? si d = 3 nous
avons l’identité suivante :

/(ep—ep_l)v + oy /thep'(VUJrCWl @):Tp/ﬂ(fp_f/l;)”

Q KET,,
uP — P!
+ 7 Z /(f,f—u)v+7p/5pdiv v
KeTn! K Tp Q
41 3 [+ T )
Ec&,, E

Théoréme 4.5.7 (Borne inférieure locale de l'erreur). En considérant 'assertion [.0.9,
pour tout 1 < p < N, on a
ep — ep_l

e S ||T7 + Vel g-1(wi) + IVl ||ux + &k (4.42)
p
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Chapitre 4. FEstimateurs d’erreur a posteriori pour le probléme de Stokes

Démonstration. Elément résiduel Soit K € Tph un élément fixé, on définit

1
D . D
)ik, Wy = bT,

p

-
Up — Uy
o= (-

Tp

ot b = MEAKNE est 1a fonction bulle standard associée a I'élément K (voir [Ver96]). Les
inégalités inverses (cf. [Ver96]) et le Lemme avec v = wh. et ¢ = 0 donnent

2 up —up
gl ~ [ k= [ -,

K Tp

ep — ep_l

- [EEE e e+ Ve v
K Tp K
< e P =1 ,p P P D
S (il Ve lli-1io) + i 1w + 117 = fill) il e
p
Cela prouve l'inégalité
p er — e P
hicllrielle S l————+ Vellm-1) + 1"l i + hiellf* = fillx. (4.43)
p

Pour K € T, la Proposition donne
Mlrili S Y. kRlrkd:
KeT,n:KCK
En utilisant la relation (fZ3)) et le fait que hz < hx pour K C K, nous avons prouvé que
hicllrglle S ||77 + Vel m-1wy) + 1€°], k + &k (4.44)
p

Saut tangentiel On considére & présent une aréte/face E de T, et on définit
wh, = bEngt,

ou bg est la fonction bulle standard associée a 'aréte E (voir [Ver96]).
Le Lemme EL00 avec v = 0 et ¢ = wh, et les inégalités inverses donnent

Z /Vhep - curl wh,
K

KCwg
IVre?llog VW],

2 | 78| V0P s

2

17511
<
<

Cela prouve que
1/2
W2 0T84l S IV ke - (4.45)

Saut normal De la méme maniére, pour une aréte/face arbitraire £ de T}, on définit

po._ P
wE . — bEJE',n'
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4.5. Analyse a posteriori de la discrétisation spatiale

En utilisant les inégalités inverses et le Lemme avec v = wh, et ¢ = 0 on obtient

1/2, €° — el —1/2
1T5ally S I+ Velllog + hp"* | Vae |l

E ~ 3

1/2 1/2 uh —up”!

+ hg " = fillos + hg Hf;f—TinE-
p
A T'aide de ([EZ4), on a
-1
DLl S Rl = VP + [Vl + il — £ (4.46)
E Enllg ~ E T € wWgE h€ wWgE E hillwg: .
p

On conclut alors a 'aide des relations (44, ({LZ3) et (4. =

Corollaire 4.5.8 (Borne inférieure globale de 'erreur). En considérant la proposition
[£-53, on a pour tout 1 <p < N,

(11")? S N0u(ur = unr) + Ve (pr = pue) |-y + [ Vae? | + (€7)%. (4.47)

Démonstration. Comme

By (uy — up)(t) = —— S Ve (t,1,t),

Tp

dans la preuve précédente, on doit remplacer la norme locale H~! de F—eP’ par sa norme
Tp
globale H=1(Q)¢. Pour cela, on prend dans le Lemme EE5.0 ¢ = 0 et

2
v = Z R bg,
f(GTph
ce qui donne , a 'aide de la Proposition EL5.0],

> hkllrklk S U10(ur = une) + Ve (pr = pur)ll -1 (0
KETph

+ Ve DIVl + > 17 = Fllxllvllx:
KETph
Les inégalités inverses donnent alors
> Billrkllic S 10u(ur = une) + Ve (pr = par) [3-10pa + [ Va€?[” + (€9)%.
KETph

De fagon similaire, pour estimer le saut normal, on utilise le Lemme .56l avec ¢ =0
et

v= Y hpJ} bp

int
Eeg),

pour obtenir

2
7 he |75 S 10 — unr) + V(b — pre) =1 aye + I Vre? || + (€9)2.

int
Eef;’,;

Ces relations et (Z4H) permettent alors de conclure. n
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4.6 Analyse a posterior: de la discrétisation totale

Pour tout n = 1,---, N, on appelle I'erreur totale E(t,) au temps ¢, 'application
définie par

E(tn) lu(t,) — up )l + lu® = up]®
10:(u — ur) + V(p — WTpT)”%Q(O,tn;H—l(Q)d)

10 (ur — uns) + V7o (pr — phT)”%Q(O,tn;H—l(Q)d)'

_'_

_'_
tn tn

4 / IV — ) (-, )P ds + / IV (ty — wne) (- 8)| ds.
0 0

En combinant les résultats de la section précédente, on obtient les bornes supérieure
et inférieure suivantes.

Théoréme 4.6.1 (Bornes d’erreur globale). Pour toutn=1,--- N, on a
B(t)” S D () + mmax{L, M }(o7)” + (7)) (4.48)
p=1

+ I = 7 20001y + €117 + 7ol Vae |1

En considérant la proposition[{.5.3, on a pourn=1,--- N

n

Do (@ +nmm?) S Et.) (4.49)

p=1

+ A = 7o f a1y + D (€D
p=1

Démonstration. Commencons par la borne supérieure de 'erreur. A 'aide du théoréme

et du Corollaire EZ7, on a

n

Bt < S )

p=1
+ (= une) (ta)I” + /Otn IV (ur — une ()| ds
+ [[0(ur — ups) + Vo (pr _phT)H%ﬂ(O,tn;H*l(Q)d) +If - 7TTf||%2(0,tn;H*1(Q)d)'
Comme (u, — up,)(t,) = u™ —ujl = €™ et
Va(ur = une)(s)| < [Vine? | + [Vae?|, Vs € [tpo1, ),

I'inégalité précédente peut étre réécrite

n

E(t.)* S Y )+ lelP + Yl Vae |l

p=1 p=0
+ [[0u(ur — ups) + V7o (pr — phr)”%%o,tn;ﬂfl(n)d) +If - er”%%o,tn;frl(ﬂ)d)-
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4.6. Analyse a posteriori de la discrétisation totale

On conclut alors en utilisant le Théoréme et le Corollaire L5741
On passe a présent a la borne inférieure de l'erreur. En sommant ([E3I) sur p =
oo+ ,Mm, 0N a
n tn
2 2 2
> ) S /0 IVher ()] ds + [|0rer + V(P = mepr) 220,411 @)

p=1
n

-1 -1
+ 3 (IVa? = )+ [ Va(ul ™ = ulh)?)
p=0
+ If - 7T7'f”%2(0,tn;H*1(Q)d)'

A T’aide de la relation (ZZ8)), on obtient

D) S Etn)* + 1 = 7 Fl 320,001 0): (4.50)
p=1
Par ailleurs, a 'aide du Corrolaire 2.8, on a

n

Z Tp(ﬁp)Q S N0u(ur — upr) + Vo (pr — phr)”%?(atn;H*l(Q)d)
p=1

+ > B IVa@? — )|+ (€)3).

En considérant (28], on obtient

n

D on")? S Blta) + ) m(€) (4.51)

p=1
L’inégalité (A9) est alors issue de (ED0) et (ELTI). =

Remarque 4.6.2. En considérant L0 alors le Théoréme EEG.] montre que E(t,) est
équivalente a I'estimateur global d’erreur

" 1/2
(Z ((F)* + Tp(np)2)> :
p=1
Mais ce résultat n’est pas totalement optimal puisque la constante qui apparait dans
la borne supérieure dépend du paramétre \,,. Néanmoins si ) est convexe, alors cette
constante est bornée si

b3 <1,

~

ce qui est loin d’étre restrictif, puisque si {2 n’est pas convexe, un algorithme adapta-
tif aura tendance a raffiner les maillages au niveau des coins ou des arétes ré-entrants
de €). Par ailleurs, on peut noter qu’'un parameétre similaire a été introduit dans le cas
d’approximations conformes (voir Section 4 de [BV04]).

Nous allons a présent exploiter cet estimateur d’erreur global dans la section suivante,
en considérant évidemment la proposition L0l
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4.7 Tests numériques

Les tests suivants vont confirmer nos résultats théoriques. Le premier exemple est
utilisé pour valider l'efficacité et la fiabilité de notre estimateur d’erreur spatial. Les
exemples suivants illustrent l'utilisation de I'estimateur global a I’aide d’un algorithme
adaptatif pour des solutions présentant des singularités en espace.

4.7.1 Premier test

On résout le probléme de Stokes dynamique en 2D sur le carré unité 2 =]0, 1[x]0, 1].
On utilise I’élément de Crouzeix-Raviart sur le maillage uniforme 7}, = T}, obtenu en
divisant chaque segment par n sous-intervalles et en divisant chaque carré obtenu en deux
triangles (voir Figure ETI).

Les tests sont réalisés au temps 7' = 1s avec la solution exacte suivante (u,p) :

6 = PPe— 1Py -1
u = curl ¢ (4.52)
p = (z—3z)

avec uo(z,y) = u(z,y,0) dans €. Cela permet en particulier d’avoir div v = 0 et u(.,t);r =
0, pour tout ¢ €]0,1[. On fixe 7, = 0.1s, dés lors N = T'/7, = 10. Tout les résultats
numériques seront présentés au temps final 7= 1s (N = 10).

Le probléme discret (EH) est résolu a ’aide d’un algorithme d’Uzawa. Tout d’abord, on
vérifie que la solution numeérique (ul, pY) converge vers la solution exacte. Pour illustrer
cette convergence, on a tracé HVheNH dans la Figure .2 et HpN — pflVH dans la Figure
en fonction des degrés de liberté (DoF = 3n* — 4n + 2 avec h = 1/n). Une double échelle
logarithmique a été utilisée pour illustrer les taux de convergence.

Comme on peut le voir, les taux de convergence pour la vitesse et la pression sont
respectivement d’ordre 1 en h = % Les Figures et mettent en évidence 1'ordre

optimal de convergence théorique en h.
Nous allons étudier a présent les principaux résultats théoriques relatifs aux bornes

inférieure et supérieure (E30) et (EA2).

Fiabilité de ’estimateur spatial

Dans un premier temps, on définit le quotient du membre de gauche sur le membre de
droite de I'inéquation (I36) au temps final 7' = 1s :

) N
e+ 7 I Vae? |
p=1

N __
qup - N .
€0 +> 7 Y ((nf)” + bl P = F2II%)

p=1 KETPh

A ’aide du Théoréme B3 le quotient qi\; est borné. Cela est clairement confirmé par nos
tests numériques présentés dans la Figure EE4l et dans la Table BTl De ce fait, I’estimateur
spatial est fiable.
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Mesh n=8
1

0.9

0.8-

0.7

0.6~

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 I I I | I I I |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 4.1 — Maillage uniforme sur le carré unité avec n = 8.

Efficacité de I’estimateur spatial

On définit ensuite le quotient du membre de gauche sur le membre de droite de I'in-
équation (ELA2) au temps final 7' = 1s :

Nk

— 6 ’
el =+ Ve lure + [IVae e + el £ = £l
p

gl est relié a la borne inférieure locale de I'erreur et il mesure lefficacité de I'estimateur.
D’aprés la Figure LA (voir aussi la Table ), ¢/, est borné comme le prévoit le Théoréme
5 : Iestimateur spatial est efficace.

| n| DoF| qu [ Giow |
4 56 | 0.34221 | 0.8534
8 208 | 0.35916 | 1.5192
16 800 | 0.36458 | 1.9133
32 3136 | 0.36807 | 2.1971
64 | 12416 | 0.37112 | 2.3275
128 | 49408 | 0.37239 | 2.4103
256 | 197120 | 0.37250 | 2.4120
012 | 787456 | 0.37253 | 2.4127

TaB. 4.1 - ¢} et gy, en fonction des DoF pour des maillages uniformes.
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T
—— error in velocity at time ty

-1

10
107 E
! &
2
B .
o, 107 |
[m]
107 E
1075 1 2 4 ‘5 6
10 10 10 10 10 10
DOF

F1G. 4.2 - theNH en fonction des DoF pour des maillages uniformes.

T
—s— error in pressure at time ty

10

10" >
10 10

F1a. 4.3 - ||p¥ — p}Y|| en fonction des DoF pour des maillages uniformes.
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0.375

0.371

0.365

up

0.355

0.351

0.345

0.34

10"

FiG. 4.4 — g

26

en fonction des DoF pour des maillages uniformes.

241

1.8

N
q\ow

161

14

1.2

0.8

10

FiG. 4.5 — ¢l en fonction des DoF pour des maillages

5

uniformes.
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Maillages non structurés

Pour valider la fiabilité et I'efficacité de notre estimateur d’erreur spatial, nous avons
discrétisé le probléme précédent avec les mémes éléments mais avec des maillages non
structurés obtenus a partir d’'un maillage de taille h = 0.2 (voir Figure E0l) en divisant
successivement chaque triangle par 4 triangles via un raffinement standard [Ver96|. Les
Figures B et EER (voir aussi la Table L)) montrent respectivement les ratio gj, et gy, en
fonction des degrés de liberté. On conclut comme précédemment que les deux ratio sont
bornés et que par conséquent notre estimateur d’erreur spatial est fiable et efficace.

1

0.9r

0.8

0.7

0.6

0.5r

0.4

0.3

0.2

0.1

0

I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 4.6 — Maillage non structuré du carré unité avec h = 0.2.

H h]| DoF| Gy | ow |
0.2 139 | 0.23513 | 0.6916
0.1 512 | 0.24812 | 1.4113
0.05 2008 | 0.26009 | 1.7820
0.025 7952 | 0.26213 | 1.9997
0.0125 | 31648 | 0.26327 | 2.0863
0.00625 | 126272 | 0.26340 | 2.0895
0.003125 | 504448 | 0.26345 | 2.0915

TAB. 4.2 - g3 et gy, en fonction des DoF pour des maillages non structurés.

4.7.2 Algorithme adaptatif

On met en ceuvre dans cette section un algorithme adaptatif qui va utiliser de maniére
appropriée l'indicateur spatial 7, 'indicateur temporel 7, et 'approximation d’erreur &.
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0.265

0.26 - B

0.255 b

z5 o25f E

0.245 B

0.24 b

0.235 5 L 3 L L S
10 10 10 10 10
DOF

Fi1Gg. 4.7 - qi\; en fonction des DoF pour des maillages non structurés.

22

1.8 T

N
q\ow

12 T

0.81- 4

0.6 I I I
10 10 10 10 10
DOF

Fic. 4.8 — ¢, en fonction des DoF pour des maillages non structurés.
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Pour établir cet algorithme, on définit dans un premier temps un indicateur global i
comme suit :

N 1/2
M= ( () + 7 (™) + Tn(f")2)> :
n=1
Dans un second temps pour notre solution approchée (uy,, ppr), on définit un estimateur
d’erreur relative :
=2
d2 n

TV ()Pt

Soit ¢ une tolérance prédéfinie et 0 < o« < 1 un paramétre donné. Le but de notre schéma
adaptatif est de générer une suite de sous-intervalles [t,_1,t,] et une suite de maillages
Tun, n=1,..., N telles que Ind, défini par [E53), soit proche de la tolérance prédéfinie
0, dans le sens ou

(4.53)

(1 —a)é <Ind < (1+ a)d (4.54)
Pour réaliser cela, on définit pour n = 1,---, N deux bornes locales : une borne inférieure
définie par
tn
Lb" .= (1 — oz)252/ IV s (-, 1)) dt (4.55)
tn—1
et une borne supérieure
tn
Rb" = (1 + a)2<52/ IV hup- (-, t)|\2 dt (4.56)
tn—1
Si, pour n =1,---, N, les conditions
Lb" < (nf)* 4+ 7 (n")* + 7(£")* < Rb" (4.57)

sont satisfaites, alors en sommant de n =1 a n = N, on obtient (EER4). De ce fait, notre
algorithme consiste & déterminer des pas de temps et des triangulations tels que (EZX1)
soit vérifié pour tout n. Pour cela, nous allons utiliser n™ et £™ pour controler le pas spatial
a savoir les triangulations. " et ;' seront quant a eux utilisés pour controler les pas de
temps.

Cet algorithme de maillage adaptatif est présenté dans la Table 3 11 s’agit du méme
algorithme proposé dans [Pic98| (voir aussi [NS05]).

Pour tester notre schéma adaptatif, on considére les deux exemples suivants. On résout,
dans le premier exemple, le probléme de Stokes dynamique (1) dans le carré unité
10, 1[x]0, 1[ avec pour solution exacte, la solution définie par (voir [Pic98|)

¢ = PB(t)*exp(—=50*r’(z,y,t))
u = curl ¢ (4.58)

p = (z—3)"
avec r3(z,y,t) = (x — 0.4 xt —0.3)> + (y — 0.4 xt — 0.3)%, et

{ B(t) =1—exp(—50x* (0.98 ¢+ 0.01)%) sit < 0.5,
&)

(1) =1—exp(—50% (1 —0.98%¢+0.01)2) sinon. (4.59)
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Set Top,ud,n=1,t,7
Do while t <T
Compute (1")?, (n})?,
(€)% Rb", Lb"
If 7,5 +n <Lb"
Tn 1= 2T,

Else If 7,5 +np < Rb"
If 7(n" + %) <Lb"
Derefinement with criteria
e < L.Ominny
Else If 7,(n" + %) < Rb"

t=t+T71
n=n+1
Else

Refinement with criteria
Ny = 0.5 maxny
Else
Tp 1= Tn/2
End If
Make T,
End Do

Initialisations

Pas de temps courant trop petit
[tération en temps identique avec un pas plus grand

Triangulation trop fine

Mesh Triangulation is correct

Incrémentation du pas de temps courant

Triangulation trop grossiére
Itération en temps identique avec un maillage plus fin

Pas de temps trop grand
Itération en temps identique avec un pas temps plus fin

Génération du nouveau maillage

TAB. 4.3 — Algorithme adaptatif de maillage avec oo = 1/2.

89



Chapitre 4. FEstimateurs d’erreur a posteriori pour le probléme de Stokes

H Tolérance ¢ ‘ Pas de temps ‘ Ind ‘ qEIp H

1.0 10} 0.73 ] 2.2
0.5 20 039 1.8
0.25 40 | 0.19 | 1.7
0.125 801 0.095 | 1.6
0.0625 160 | 0.047 | 1.6

TAB. 4.4 — Résultats numériques pour le curl gaussien avec o = 0.5.

Cela signifie que u est le curl d’'une fonction gaussienne dont le centre se déplace du point
(0.3,0.3) a t = 0s au point (0.7,0.7) au temps ¢ = 1s. La solution exacte au temps t = 1s
est présentée dans la Figure E9 On constate d’ailleurs une large recirculation autour du
point (0.7,0.7).

Les maillages obtenus par notre algorithme adaptatif aux temps 0.1, 0.5 et 1 sont
représentés respectivement dans les Figures EET0 et avec une tolérance § = 0.25
et un parameétre a = 0.5.

A partir des ces figures, on constate que les maillages sont raffinés dans la région de
recirculation de la solution et qu’ils suivent le centre de la gaussienne. De plus, la Table
4 montre que pour plusieurs tolérances, I'indice d’efficacité est borné par une valeur
autour de 2.2.

,,,,,,,,,,

““““““““
<<<<<<<<

<<<<<

F1G. 4.9 — Solution exacte au temps t = 1s.

Dans le second exemple, on considére le probléme de Stokes dynamique (ET]) dans le
domaine en forme de L ] — 1,1[*\]0, 1[x]0, —1[ avec pour solution exacte

— u(r,0,t) = (ur(r,0,t), us(r,0,t)) = e~ (r*é1(0), r*d2(0))

= p(r,0,t) = e 'r*"1¢,

$1(0) = — sin(A0) cosw — Asin(f) cos(A(w — 0) + 0)
+ Asin(w — ) cos(6(1 — ) + sin(Aw — 0)),

$2(0) = — sin(M\d)sinw — Asin(f) sin(A(w — @) + 0)
— Asin(w — 0) sin(0(1 — X)),

op(0) = 2A(sin(0(A — 1)) +sin(6(N — 1) — Iw)),
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4.8. Conclusion

1

0.9r

0.8-

0.7

0.6

0.5

0.4r

0.3r-

0.2

0.1~

0 I I I I I I h I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fi1G. 4.10 — Curl gaussien avec n = 4, t, = 0.1s, Nv = 289.

H Tolérance ¢ ‘ Pas de temps ‘ Ind ‘ ql:p H

1.0 10 | 0.987 | 2.47
0.5 201 0.521 | 2.01
0.25 40 | 0.264 | 1.92
0.125 80| 0.131 | 1.84
0.0625 160 | 0.065 | 1.83

TAB. 4.5 — Fonction singuliére avec a = 0.5.

ol (r,6) sont les coordonnées polaires centrées en (0,0), w = 3% et A ~ 0.5445. Dans cette
configuration, u posséde un comportement singulier le long de I'aréte (0,0)x]0, 7.

Les Figures LT3, T4 et LT3l présentent respectivement les maillages obtenus au temps
0.1, 0.5 et 1, avec une tolérance § = 0.25 et le paramétre o = 0.5. On voit clairement que
les maillages sont raffinés au niveau du point singulier. Comme précédemment, la Table
confirme un bon indice d’efficacité pour différents parameétres de tolérance.

4.8 Conclusion

Nous avons proposé et analysé un estimateur d’erreur a posterior: pour le probléme
de Stokes dynamique. Nous nous sommes intéressés a une discrétisation via des éléments
finis non conformes de type Crouzeix-Raviart dans des domaines 2D ou 3D. Nous avons en
outre déterminé des bornes globales d’erreur dans le cadre de I’étude de ces estimateurs.
Les principaux résultats que constituent les bornes inférieure et supérieure d’erreur spatial
ont été confirmés du point de vue numérique. Plus précisément les ratio, qﬁ, et gy sont
bornés (cf. [DDPVI6, [Pic03]). Enfin, nous avons mis en ceuvre un schéma adaptatif en
espace temps basé sur notre estimateur. L’algorithme numérique proposé est validé par
des exemples pertinents.
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Chapitre 4. FEstimateurs d’erreur a posteriori pour le probléme de Stokes

92

0.9r T

0.8- b

0.5 q

0.4r T

0.3 b

0.2 q

0.1 b

Fic. 4.11 — Curl gaussien avec n = 20 t,, = 0.5s, Nv = 284.

0.9r T

0.7 |

0.6~ 3

0.5 q

0.4r |

0.3F b

0.1~ b

FiG. 4.12 — Curl gaussien avec n =40 t, = 1s, Nv = 264.



4.8. Conclusion

08 N

0.6 3

0.2 B

F1G. 4.13 — Solution singuliére avec n = 4, t, = 0.1s, Nv = 621.

08 3

0.6 3

04r

F1G. 4.14 — Solution singuliére avec n = 20, t,, = 0.5s, Nv = 677.
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Chapitre 4. FEstimateurs d’erreur a posteriori pour le probléme de Stokes

0.6 9

04 4

0.2 B

I { h f I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 4.15 — Solution singuliére avec n = 40, t,, = 1s, Nv = 693.
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Annexe A

Mise en ceuvre algorithmique des
éléments finis non conformes 2D

Ce chapitre décrit la mise en ceuvre des éléments finis non conformes pour la résolution
numérique de problémes de standard. Le but essentiel de cette partie est avant tout de
mettre en évidence les difficultés liées & la mise en ceuvre algorithmique de la méthode
des éléments finis non seulement dans I'assemblage de la matrice du systéme étudié, mais
aussi dans la résolution du systéme linéaire qui en découle. La premiére étape de la pro-
grammation consiste a résoudre I’équation de Laplace. Cette étape est un bon préambule
pour attaquer des problémes de type équation de la chaleur ou probléme de Stokes tant
dynamique que statique.

A.1 Reésolution de I’équation de Laplace.

Soit Q un ouvert borné de R?, avec un bord I" polygonal.
On considére le probléme de Laplace étudié dans le chapitre £ :

—Au = f dans Q,
(A.1)
u=20 sur I".

Nous avions vu également qu'une discrétisation via une méthode d’éléments finis non
conforme était donnée par : trouver u;, € X}, telle que :

Z /Vuthh = /f’l}h (A2)
KeT, K Q
pour tout v, € X} avec

Xh = {U € L2<Q) . ’U‘K € Pl,VK € Th7 (A3)

v est continu au milieu des arétes}
et
Xh,O = {Uh e Xy, Uh|ag = 0} (A4)
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Annexe A. Mise en ceuvre algorithmique des éléments finis non conformes 2D

A.2 Assemblage de la matrice du probléme de Laplace.

La dimension de I'espace X} n’est rien d’autre que le nombre N, d’arétes de la trian-
gulation 7},. La dimension Nj o de X} o est celle de X}, a laquelle on on enléve le nombre
d’arétes extérieures de I'y, puisque I'on impose a wuy d’étre nulle sur le bord 0f2.

Introduisons dans un premier temps une numérotation globale de I’ensemble des arétes
de notre triangulation. Soit {5;}1<;,<n, I'ensemble des milieux d’arétes de la triangulation
Th-

Soit {w; }1<i<n, une base de X, alors

Np
up = Zuﬁlwz (A.5)
i=1

Des lors la solution u, € Xj ¢ du probléme variationnel discret peut étre déterminé
vectoriellement sous la forme

[up) == [u},us, ... up"] (A.6)

ol u{l = 0 pour tout noeud j € 0.

Remarque A.2.1. Le choix d’une telle représentation de uy, a été non seulement gquidé
par le fait que uy, s’annule sur le bord de Q) mais aussi par la considération suivante :
en incluant les noeuds de bord dans cette représentation, on pourra modifier aisément uy,
dans le cas ot les conditions au bord ne sont plus homogénes,de plus la taille de la matrice
du systeme linéaire auquel on va aboutir sera conservée.

1l s’agit maintenant de décrire I'éléement fini non conforme de référence K = {(i,7) €
R?:0 < 2+ g < 1}. Les fonctions de base de cet élément fini sont les suivantes :

Peg) = 1-2)
Pa(2,9) = —1+22+42y
paldg) = 1-2

Dénotons par {5, }1<;<3 les arétes du triangle de référence K, alors les trois fonctions
de base précédentes vérifient

pi(S;) =6, 1<i<3,1<;<3 (A.7)

Dés lors une fonction de base w; restreinte a un triangle K de la triangulation 7T}, s’écrit
3
wi(M) = wi(S;)p; (M)
j=1

ou M = (&,7) est 'image de du point M = (z,%) via la seule et unique transformation
affine Fix qui transporte un triangle donné K de la triangulation sur le triangle de référence
K. En outre cette transformation vérifie Fk(S;) = Sj, 1 <75 <3 ou la famille {Sj}lgjgg
représente les arétes du triangle K.
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A.2. Assemblage de la matrice du probléme de Laplace.

Apreés avoir introduit ces quelques objets mathématiques, on doit maintenant défi-
nir la formulation variationnelle discréte sous forme matricielle. Introduisons la matrice
[Pas|k]| € R3>*M: qui & tout élément w; de 1'espace W), associe ses trois composantes non
nulles sur K suivant w;| K = [Px|[Pask], ott [Px| = [Pl, Pk, Pji] représente une base
de I'élément K.

Exemple.

Considérons le cinquiéme triangle de notre domaine noté K;. Supposons qu’il soit
composé des arétes 8,12, 11, alors la matrice [Pas|k,] s’écrit comme suit :

000000O0100000GO0O0O
[Pasi,] = 0 0000000000100 00
000000O00D0DO0T1000GO0DO

La transformation Fx évoquée précédemment s’écrit de la maniére suivante :

z TK
Y Yx
ou My € Ms(R) et ou le vecteur [xx, yx]" représente les coordonnées du sommet de plus
petite abscisse si K appartient au groupement impair,sinon il caractérise celui de plus
petite ordonnée.

Toutes ces considérations étant prises en compte, on peut désormais écrire la formula-
tion variationnelle discréte ([A2)) sous la forme d’un systéme linéaire comme suit : trouver
[up] € RNwo | tel que pour tout élément [vy,] € RVro -

> (ol - [Pasi]' - [Aix] - [Pasi] - [un] = Y [on]' - [Pasii]’ - [bix] (A.8)

= KeT,
avec
[Ajx] = / VPl - [VPldedy et b = / [Pl fawdy
K K
On a
- Wr(gy) P2(z,y) %2(x,y)
VPl = | &0y G G
VAl {a—i(%y) é;%(%y) %(x’y)}
_ [f’— —} [g_(m F(0y) —<w>}
G| (i) 2(dy) 2(d9)

Par suite ,on obtient :

— —

[VPx]' - [VPx] = [VPg] - Mt Mt [VEg]
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Annexe A. Mise en ceuvre algorithmique des éléments finis non conformes 2D

La connaissance explicite des fonctions de base de 1’élément fini de référence K permet

alors de déterminer [@PH(] En l'occurrence :

= - 0 2 -2
[VPIR]_{Q 2 0 ]

Il vient alors,

A A A~

Ax] = /Kﬁp M Mg [V B g]dudy

= VP|K K My [VPg] - [det M| - didy

o

oit |det My | = 2 |K].

A.3 Assemblage du second membre.

Il faut a présent tenir compte de I’assemblage du second membre de notre formulation
variationnelle discréte. En tenant compte de la triangulation du domaine €2, on a :

lbix] = /K[P|K]t + fdady
= /K[P1K7P2K7P3K]t'f<x7y>dxdy

= |det MK| /f([plk,f’gk,}%}%]t . f(i‘,g)d!i‘dg

1—2g A
= h2/ —14+28+29 | - f(&,9)d2dy
K 1—2%

Un logiciel de calcul formel permettrait de calculer cette intégrale sans trop de pro-
bléme, mais dans la mesure ot nous devons implémenter ce code en machine, il faudra
avoir recours a des formules d’intégration numériques sur le triangle de référence K.

A.3.1 Intégration numérique

Il faut donc faire des intégrations numériques, car seuls les codes de calcul formel font
des intégrations exactes. La grande majorité des codes éléments finis n’utilisent pas le
calcul formel. Nous allons voir ici une méthode d’intégration numérique possible dans le
cas 2-D. Nous allons nous intéresser au probléme suivant : déterminer I'intégrale

= /0 1 /0 T e ) dady (A.9)

Méthode de Newton-Cotes.
Cette méthode utilise des points P;; = (x;,y;), répartis réguliérement sur le triangle de
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A.3. Assemblage du second membre.

F1G. A.1 — Disposition des points Pj;.

référence K, avec des poids w;. Le probléme est de déterminer la position et la valeur des
poids pour avoir une intégration exacte dans certains cas et donc :

) If(%y)dxdy:zi:wif(ﬂj) (A.10)

Dans le cadre de ce mémoire, on a choisi de disposer nos point P;; comme l'indique la figure
qui suit et de déterminer les poids w; pour que l'intégration soit exacte sur I’ensemble des
polynomes P, de degré n a deux variables.

A.3.2 Technique d’assemblage.

Regardons dans le cadre d'un exemple la technique d’assemblage des matrices précé-
demment calculées. Considérons comme dans l'exemple précédent une triangulation T},
dans lequel le cinquiéme triangle K5 aurait pour arétes, dans 1'ordre de numérotation
locale, 8,12, 11. Sa matrice de rigidité s’écrit :

Ks Ks; _Ks
— 5 5 5

[A\K5] = | Q91" G99 Gog3
K K K
5 5 5

Qz; A3y dsz

Sa contribution, dans la matrice globale de la formulation variationnelle discréte, est
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Annexe A. Mise en ceuvre algorithmique des éléments finis non conformes 2D

la suivante :

0 0 0 0 0 0 0

0 O 0 0 0 0 0 0 0

§— | 0 0 a 0 0 a afy 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0

0 O 0 0 0 0 0 0 0
[Pasii.]" - [Ajk,] - [Pasig;] = 11— | 0 0 a¥y 0 0 asp afy 0 0
12— | 0 0 a¥f 0 0 aly aby 0 0
0 00 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

5 1 T 1 0

0 8 11 12 0

Clairement [Pas|k;)" - [Ajk,] - [Pas|k,] est une matrice de taille Nj o x Njo. Comment
procéde t-on? La premiére aréte locale est 8, donc a la huitiéme ligne, huitiéme colonne
on place al?. La seconde aréte est 12, on place donc en (i, j) = (12,12) I'élement aly’. On
procéde de la méme maniére pour l'aréte suivante. De maniére plus général, pour tout
couple d’aréte (i, 5) du triangle K5, on a :

([PaSIKS]t : [AIKS] ' [Pa’SIKS])U = af)f)iK5(i)7posK5(j)

ot 'application pos™ renvoie, pour une aréte donnée du triangle 5, sa position locale.
Concernant 'assemblage du second membre, supposons le vecteur [bx| calculé. Considé-
rons par exemple le triangle K5, on a alors :
by
[b\Ks] = 65(5
by

Un calcul montre alors que

bl — 8

Pasi]' [l = | s | g

bl — 12

100

Np,0XNp o



A.4. Mise en place du systéme linéaire issu de la discrétisation

Par conséquent, puisque les arétes du triangle K5 sont 8,12, 11, I’élément b{(5 s’insére a la
huitiéme composante du vecteur [Pas|k,]* - [Ax,], by a la douziéme composante et enfin
b§(5 a la onziéme.

A.4 Mise en place du systéme linéaire issu de la discré-
tisation

Notre systéme linéaire s’écrit donc :

ou A et b sont définis par
A=Y "[Pasi] - [Ag] - [Pas] (A.12)
KeTy,
b= Y [Pasix]"- [bx] (A.13)
KeTy

Dans le cadre de notre probléme, nous avons considéré des conditions limites de Dirichlet
homogénes. De ce fait, deux solutions sont possibles :

N c 1. . N N, N j
— la premiére idée consiste & prendre [up] = [u},u},...,u,"] ot uj = 0 pour tout
aréte j € 0S.
. . N, :
— la seconde idée est de considérer le vecteur [up] := [u}, uZ, ..., u,;"] et de modifier

en conséquence la matrice A et le second membre b comme suit :

1. mettre un 1 sur les terme diagonaux de toute ligne correspondant & une aréte
situé sur le bord 02 et des 0 ailleurs

2. mettre sur ces mémes lignes des 0 dans le second membre afin que u{l soit nul
pour toute aréte j de Of).

3. remplacer les termes (a;;);z;, telle que aréte 7 ou I'aréte j soit incluse dans le
bord, par 0 pour conserver le caractére symétrique de départ.

. v L iléo .
Dans le cadre de notre étude, nous avons décidé de privilégier la seconde option, elle sera
déterminante par la suite, puisque a fortiori on doit résoudre un systéme linéaire. A ce
propos, la premiére proposition ferait défaut car dans notre méthode de résolution de
systéme linéaire, il faudrait gérer uj, nuls provenant des arétes de bord.

A.5 Stockage de la matrice
Comme nous l'indique le profil matriciel ci-dessous, la matrice A assemblée précédem-

ment posséde beaucoup d’éléments nuls. A cet égard, le tableau est tout a fait évocateur
du nombre important d’éléments nuls.
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Annexe A. Mise en ceuvre algorithmique des éléments finis non conformes 2D

n | éléments de la matrice | non nuls nuls

1 25 5 20

2 256 32 224

3 1089 81 1008

p p*(3p + 2)? 11p% — 6p | p(9p® + 12p* — 12p + 6)

18

F1G. A.2 — Profil matriciel dans le cas n = 2.

A.5.1 Stockage structuré.

Comme nous venons de le voir, la matrice issue de la discrétisation par éléments finis
de I'équation de Laplace est creuse. Dés lors on ne peut envisager de la stocker sous la
forme d’un tableau bidimensionnel pour deux raisons essentielles :

— sa représentation machine serait trop cher en espace mémoire.

— un temps de calcul beaucoup trop long lors de manipulations vectorielles ou matri-

cielles.
Notre matrice étant symétrique, on va utilisé une technique de stockage profil. L’'idée est
de stocker la matrice A dans un vecteur sparse(A) comme suit :

1. on se place sur une ligne donnée ¢ de la matrice.

2. Soit a; = min;{A4;; # 0}, alors on garde en mémoire dans sparse(A) tout les
éléments nuls et non nuls compris entre A, ,, et A, ;.

3. On fait correspondre le vecteur sparse(A) a la matrice A via un pointeur adr, qui
pour une ligne i donnée, renvoie l'adresse dans sparse(A) du coefficient A, ;.

Reste a déterminer 'adresse 9; dans sparse(A) de n'importe quel coefficient de la matrice
A. Cette adresse est entierement déterminée par la formule suivante :

0 =adr(i) —i+j, poura; <j<i (A.14)
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A.5. Stockage de la matrice

1
2
3
4
5| 6
718
9
10 |11 |12 |13 | 14
15116 | 17 | 18
19
20121 |22 23

24 | 25
26 | 2712812930

31

32

33

TAB. A.1 - Profil matriciel de sparse(A).

D’autre part, si 'on désire déterminer le nombre d’éléments nb(i) pris en compte sur une

ligne 7, on calcule alors :
nb(i) = adr(i) — adr(i — 1) (A.15)

Enfin, 'entier o;, pour une ligne ¢ donnée se détermine facilement, on a en I'occurence :
a; =i —mnb(i) +1 (A.16)

Exemple.
Le pointeur adr correspondant au profil matriciel du tableau ([AJ)) est de taille n(3n+2) =
16 et s’écrit :

i [1[2[3[4[5]6[7]8[...]16
adr(i) (1| 2|3 ]4[6]8[9|14]... |33

Si l'on désire a présent déterminer I'adresse 0; de I'élément A(8,4), on a :
b =adr(8) —8+4=14—-8+4=10
Autrement dit,I’élément A(8,4) est le dixiéme élément du tableau sparse(A). Donc
A(8,4) = sparse(A)[10] = —2
Le nombre d’éléments pris en compte sur la ligne 8 est
nb(8) = adr(8) —adr(7)=14—-9=5
et la plus petite des colonnes prises en compte sur la ligne 8 est

ag=8—nb8) +1=4
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1
1
1
8 | -2 -2
214 -2
-2 8 -2
1
-2 4 -2
-2 4 -2
1
-2 8 |-2
2104 -2
-2 -2 ] 8
1
1

TAB. A.2 — Matrice A dans le cas n = 2.

Conclusion.

L’opération la plus importante de cette technique de stockage est la détermination ex-
plicite du pointeur adr. Ce dernier nous permet d’établir une correspondance immeédiate
entre A et sparse(A).

A.6 Résolution du systéme linéaire.
Une fois que la matrice est stockée, il faut résoudre le systéme linéaire
A-fup) =10 (A.17)

On privilégiera ici des méthodes itératives de résolution de systémes linéaires telles que le
gradient conjugué et le gradient conjugué préconditionné.
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Annexe B

Mise en ceuvre algorithmique du
probléme de Stokes 2D.

Le but de cette annexe est de décrire de maniére pédagogique la résolution numérique
du probléme de Stokes.

B.1 Algorithme d’Uzawa.

Considérons une vitesse u et une pression p, toutes deux régies par le systéme de Stokes.
L’algorithme permet de définir deux suites u,, et p, qui convergent respectivement vers
et p.

Théoréme B.1.1 (Algorithme d’Uzawa). Considérons une pression p° arbitraire, avec
p° dans L?(Q) et un réel p vérifiant 0 < p < 2v.
Lorsque p™ est déterminé, on définit u"™ € Hy(Q) et p" € L*(Q) (n € N*), par :
v((u" ) = (", divv) = (f,v), Yve Hy(Q) (B.1)
(P =" )+ p( divu"q) = 0, Vg€ L*Q) (B.2)
L’existence et I'unicité de la solution u" ! de I’équation (Bl dans 'algorithme d’Uzawa
repose sur le théoréme de projection puisque u™! n’est rien d’autre que la solution du
probléme de Dirichlet :
u"tt e Hy(Q) (B.3)
—vAu™t = grad p" + f € H'(Q) (B.4)
Ainsi lorsque u" ™! est déterminé, I’équation (B2)) permet de connaitre explicitement p™*!

puisque :
p"t=p" — p div " € L3(Q) (B.5)

Reste a prouver maintenant la convergence de 1’algorithme.

Théoréme B.1.2 (Convergence de l'algorithme d’Uzawa). Si le paramétre réel p vérifie
0 < p < 2v, alors lorsque n tend vers linfini, la suite (u™),en+ converge vers u € HJ(S2)
et (p")nen converge faiblement vers p dans L*(2)/R
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Annexe B. Mise en ceuvre algorithmique du probléme de Stokes 2D.

Preuve.
Puisque u et p sont régies par le systéme de Stokes, on a :

v((u,v)) — (p, div v) = (f,v), Yv e Hj(Q) (B.6)

Fixons a présent v = u"™! — u dans (B) et dans I’équation précédente. On obtient, via
une différence des deux équations ’expression suivante :

vt —ulF = (" —p,div u"Y)
il vient alors que
v]o"H)* = (¢ div oY) (B.7)
avec
" = T (B.8)
" = p"-p (B.9)

Prenons maintenant ¢ = p"*™! — p dans I’équation (B2), on a alors :
(qn+1 o q’anrl) 4 p(diV UnJrl’anrl) =0

c’est a dire , )
}anrl’ . |qn‘2 + }anrl . qn’ — —Qp(diV UnJrl’anrl). (BlU)

Multiplions I'équation (B7) par 2p et additionnons la avec 1’équation obtenu précédem-
ment, on obtient

[ =l o =g 2w o P = —2p(div ot g =) (B

Or :
—2p<diV Un+1’qn+1 _ qn) < _2p ‘dlv UnJrl‘ }qn+1 _ qn‘
< 2pan+1H ‘qn-i-l _qn}
L’expression précédente est majorée par la quantité
2
e gt _qn’2+% anJrlH

ou<e<l.
Par suite

P =g P+ (A=) | =g o2y = D) P <0 (Ba2)
En sommant l'inégalité précédente pour 0 < n < N, on trouve

2 al 2 al 2 2

0= 3l =g ey = D)3 o < || (B.13)
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B.2. Résolution numérique du probléme de Stokes

Mais par hypothese 0 < p < 2, on peut alors choisir un certain ¢ tel que

P
0<—<exl
5 g

v

et en définitive

21/—£>0.
€

Un tel e étant fixé, 'inéquation (BI3)) permet d’obtenir la convergence, lorsque n tend
vers U'infini des séries de terme général (|¢™™ — ¢"*)nen et (J[v™]|P)nen, par suite :

ntl _ qn}Q — ’pnﬂ _p”}z — 0 lorsque n — oo (B.14)

—= ‘ u

lq

an+1H2 n+1

- u"‘2 — 0 lorsque n — oo (B.15)

La convergence de u" vers u est ainsi prouvée.
'inéquation (BI3) montre que la suite p™ est borné dans L*(€2). Il s’ensuit que 1'on peut
extraire de p™ une sous suite p"* convergente dans L*(§)) vers un certain élément p*. Par
passage a la limite dans I’équation (B.J), on a

v((u,0)) — () div v) = (f,0), Vo€ HI(Q) (B.16)
de méme que dans I'équation (B.2)
(p—p*, dive)=0, Yve H}(Q) (B.17)

c’est a dire que
grad(p —p") =0
d’ou
p* = p + constante (B.18)

Bilan.

De toute suite p”, on peut extraire une sous-suite p™* convergeant faiblement vers p +
constante dans L?(£2).On peut conclure alors que la suite p™ converge vers p au sens de
la topologie de L?(Q)/R.

B.2 Résolution numérique du probléme de Stokes

On est amené a présent a étudier la discrétisation du probléme de Stokes par éléments
finis non conformes. A ce propos, le probléme va étre considérablement simplifié puisque
I’étude du probléme de Laplace a déja été mis en ceuvre.

Considérons le probléme de Stokes

—vAu+grad p = f
div u =0 (B.19)
U|ag =0
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Annexe B. Mise en ceuvre algorithmique du probléme de Stokes 2D.

ot u = (uy,us) désigne la vitesse, p la pression et f = (f1, f2) le second membre. Dés lors
le systéme précédent peut étre découplé comme suit :

—VAU,Z‘ + Ban = fi7 1= 17 2
div u = 0 (B.20)
U0 = 0

Soit 2 =]0, 1[x]0, 1[ et T}, une triangulation réguliére du domaine Q. On définit 'espace
W}, comme suit :

W, = {uh = (uh71,uh72)|W S {1,2} DU € Xh} (B21)
ot I'ensemble X}, est défini par

X, = {vel*(Q):vke€ P,VK €T, (B.22)

v est continu au milieu des arétes}

Il nous convient & présent de définir notre espace d’approximation non conforme V}, afin
de mettre en place une discrétisation de I’algorithme d’Uzawa. Cet espace contient les
éléments de W), a divergence nulle. Il s’écrit :

Vi = {un = (up1, up2) € Wy| div u, = 0 dans K, VK € Tj,} (B.23)

Il reste enfin & définir un espace d’approximation adéquate pour la pression. Pour fixer
les idées, on décide de prendre 'espace suivant :

P, = {ph VK € Th,ph|K S Po} (B24)

autrement dit la pression p, est constante pour chaque maille K de notre triangulation
Ty,. Dés lors, toute pression p, € P, s’écrit de la maniére suivante :

Prn = Z NEWK (B.25)

KETh

ol wg désigne l'indicatrice du triangle K et nx = pp(K).

B.3 Algorithme d’Uzawa sous forme discréte.

On débute I'algorithme avec une pression arbitraire p)) € Py,. Lorsque p}! est déterminé,
on définit u} ™' € W), et pit! par

[T o) div o) © ). Yo € W (B:20)
Pt =pr — p div ut

Soit {w; }1<i<n une base de l'espace W, alors :

W N (Ui
uhzz ni | Wi (B.27)

1 \ Up2

)
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B.J. Implémentation de l’algorithme d’Uzawa.

ol pour toute aréte S; de notre triangulation w;(S;) = ¢;;.
Par ailleurs la pression pj) s’écrit

ph= ) Mwxk (B.28)

Ainsi en découplant le systéme ([B.26)), il vient Yo, = (vh 1, vp2) € W)

V((UZjl, Un1)) — (Ph Zg’;’f) = (f1,n,1)
v((uph's vn2)) — (07 522) = (f2, Vn2) (B.29)
P H(K) = pp(K) — p( div up™)(K), VK €T,

On constate alors que pour une étape n, I’algorithme d’Uzawa consiste a :

— résoudre deux équations du type Laplace, modulo une modification du second membre,
pour déterminer uz_l
n—1

— réactualiser la pression pj a 'aide de uj

B.4 TImplémentation de ’algorithme d’Uzawa.

Maintenant que le probléme a bien été posé, l'objectif va étre d’implémenter I'algo-
rithme d’Uzawa. Du point vue programmation, il va falloir exprimer de maniére explicite
les termes (p}, ag—;j)lgigg et div u}™. Une fois cette étape validée, on pourra utiliser
tout le travail accompli lors de I’équation de Laplace, puisque la matrice qui va intervenir
ici est identique a celle déja étudiée. Dans un premier temps, nous allons devoir évaluer

I O,
la contribution du terme (pj!, F24)1<i<o.
, )1<i<

Nous avons vu lors du chapitre précédent que :

5 Ty) Plry) Pz
VP — J;l ) gg ) gg ) :|
[V Fix] [ﬁﬂ%w Baley) Botoy)
_ lg— 8—] lf"—”;(m) %2 (3, y) %(:ﬁ,@)]
o || Bag) PE(dy) B2(49)
= MI_(t[@fﬁK]

Introduisons les notations suivantes :

vie {12}, [VPxli=| Ry Ry L@y
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Annexe B. Mise en ceuvre algorithmique du probléme de Stokes 2D.

avec (x1,x9) =

(x,y

ekl

).

/ VP! - prdaydrs
K

/ [VPlK, VPQK, VPgK] 77Kdl’1dl’2
K

oz 9p1 + ay apl
n 0% 9p2 90y Op2
‘det MK‘ nK/ Ox; 8J3 Ox; 0%
K 9% Ops 0y Op3
Oox; 0% Oox; 0%
_999
2 03 28“&
n ox 9y >4
I U0
ox;
Y
2 5 2ariaA
" ox oy
-9 oz
ox;

didj

Dés lors on procéde aux techniques d’assemblage étudiés précédemment, on obtient

ainsi :

(€™ =) [Pasik]’ - [cich
(€™ = ) [Pasik]’ - [k

Exprimons & présent la divergence de u}*'. On a

div u

n+1
h

(K)

1
W/ div uh+1d;1:dy

n+1
|K| o i

n+1
z [

eC@K

- nds

eCOK

ERT

eCOK

(B.30)

(B.31)

n+1,1 n+1,2
g / Ney, + Uy, "Ne, )ds

S Jel (gt me)ne, + up 2 me)n,,)

ot e désigne une aréte du triangle K, 7. la normale sortante au coté e et m,. le milieu
de I'aréte e. Cette quantité est alors facile & déterminer puisque m,. coincide avec les

noeuds des éléments finis que nous avons considérés, par suite u) ' (

m.) n’est rien d’autre

qu'une des composantes du vecteur solution déterminé a la premiére étape de I'algorithme

d’Uzawa.
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B.5. Application numérique.

On se doit maintenant a chaque étape de I’algorithme d’Uzawa de résoudre les systémes
linéaires suivant :

VAU = F +[C™"), (B.32)
VAU = Fy +[C", (B.33)
et de réactualiser la pression de la maniére suivante :
Pt (K) = ph(K) — pl div up)(K), VK €T, (B.34)
Avec Vi € {1,2} : U = [u;:rl Lo ,qul’Nh]

B.5 Application numérique.

Considérons I'application

o(z,y) = 2"y (@ — 1)*(y — 1)°
définie sur le carré unité Q2 =|0, 1[x]

cio=[ §]-[Fepor ] [2] e

Posons alors u = (uq, us). Alors u vérifie les propriétés suivantes :

0, 1[ Son rotationnel est défini par :

divu = 0 (B.36)
upo = 0 (B.37)
Fixons v = 1 et prenons pour pression
1
Cette application est de moyenne nulle sur €2, de plus :
1
grad p = { 0 }

Dés lors le second membre f = (fi, f2) de I’équation vitesse pression est donné par :
fi = 42y — D) (—y+y* + 6zy — 6xy* + 32> — 62%y + 622y — 62° + 32*) + 1
fo = —42x — 1)(—x + 2* + 62y — 6y2”® + 3y* — 6y°x + 6y*x* — 6y° + 3y*)

Etant donné la seule donnée de f, on doit dans un premier temps trouver une approxi-
mation de la vitesse u et de la pression p, et dans un second temps déterminer I'erreur en
norme L2,

Nous avons représenté graphiquement I'approximation de chaque composante de u dans
les figures (B.8) et (BZ)pour une triangulation 77 /49. Les résultats sont cohérents, puisque
I’on retrouve 'allure des composantes de ’application exacte w.

Comme, on peut le voir a 'aide des tableaux (B et (B2), la vitesse de convergence
est beaucoup plus rapide dans le cas de la vitesse. L’ordre de convergence en norme L? est
de 2 (comme dans le cadre de I’étude de ’équation de Laplace) pour la vitesse et d’ordre
1 pour la pression.
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Annexe B. Mise en ceuvre algorithmique du probléme de Stokes 2D.

2% (X-1) 2 2% (y- 1) Fy*(2*y-1)

0.015
0.01
0.005

-0.005
-0.01
-0.015

Fic. B.1 - Composante u; de la solution exacte u.

2X(y-1)H* 24y R 2* (x-1)*XH(24%-1)

0.015
0.01
0.005

-0.005
-0.01
-0.015

Fic. B.2 - Composante us de la solution exacte u.
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B.5. Application numérique.

x-05 ——

Fic. B.3 — Représentation graphique de la pression sur le domaine ).

(4*(-1+2*Y)*(B*X*XR-B*X*X*X+ X XFXFK-Y+BHXFY-B*X*X*Y+Y*y-6* X Y *y+6* X X*yry) +1)

Fic. B.4 — Représentation graphique de la premiére composante f.

113



Annexe B. Mise en ceuvre algorithmique du probléme de Stokes 2D.

114

'4*(-1“‘Z*X)*(3*y*y-6*y*y*y+S*y*y*y*y'x*'6*X*y-6*y*y*X+X*X'6*y*x*x+6*y*y*x*x)

FiG. B.5 — Représentation graphique de la seconde composante fs.

‘approximation de ul.dat’  +

0.015

R
R
0.01 A
R
0.005 | R P
' gt TR P A
Pt A AT
P R R
o
-0.005 R
-0.01
-0.015
1
0

F1G. B.6 — Approximation de u; pour une triangulation 77 4.



B.5. Application numérique.

Erreur en norme L2.

‘approximation de u2.dat’  +

0.015
0.01
0.005

-0.005
-0.01
-0.015

F1G. B.7 -~ Approximation de uy pour une triangulation 77 4.

0.07 T T T T T —T

‘pression.dat’ —+—
0.06 - 1
0.05 - R
0.04 - 1
0.03 - R

0.02 |- 1

0.01 —

0 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350

Ordre n de la traigulation.

Fi1G. B.8 — Approximation de p en norme L2
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Annexe B. Mise en ceuvre algorithmique du probléme de Stokes 2D.
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Erreur en norme L2

n | flu—unllog
20 | 9.72584e-05
40 | 2.37472e-05
80 | 5.98792e-06
160 | 1.28164e-06
320 | 2.44395e-07

TAB. B.1 — Estimation de I'erreur ||[u — uy||, ¢-

n | lp—pallog
20 | 6.43912e-02
40 | 2.71125e-02
80 | 1.29351e-02
160 | 7.01542¢-03
320 | 4.39570e-03

TAB. B.2 — Estimation de lerreur ||p — p"||, o-

0.0001 T T T T T

T
‘vitesse.dat’ —+—

9e-05 -
8e-05 |
7e-05 -
6e-05 -
5e-05 -
4e-05 |
3e-05 -
2e-05 -

le-05

0 1 1 1

i 1 1
0 50 100 150 200 250 300
Ordre n de la triangulation.

Fic. B.9 — Approximation de « en norme L? .
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