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Chapitre 1

Introduction

Le mouvement brownien est un processus qui intervient dans la modélisation de nombreux
phénomeénes (mouvement de particules, formation des polymeéres, évolution des cours boursiers,
etc...), du fait de ses nombreuses propriétés mathématiques : c’est a la fois un processus de
Markov, un processus de Lévy, un processus gaussien, un processus auto-similaire, une martin-
gale continue, etc.

Cependant, les trajectoires du mouvement brownien ont un comportement particulier qui ne
correspond pas nécessairement a ce que 'on attend des phénoménes que ’on étudie : par exem-
ple, en dimension inférieure ou égale a trois, elles ont presque strement des points doubles, alors
qu’on peut vouloir modéliser des polymeéres qui ne se recoupent pas; elles sont non bornées alors
qu’on peut vouloir modéliser le mouvement d’atomes qui restent dans un volume fini, etc.

Il peut donc étre nécessaire de changer la loi du mouvement brownien, d’'une maniére qui permette
de modifier certaines propriétés importantes de ses trajectoires, tout en en conservant d’autres :
on peut vouloir construire un “mouvement brownien plan auto-évitant”, un mouvement brownien
conditionné & rester dans un compact, ou un mouvement brownien réel, conditionné & avoir un
supremum fini, inférieur & une valeur donnée.

Une des maniéres de construire de tels processus est d’effectuer, & partir de la loi du mouvement
brownien, ce que nous appellerons des “pénalisations”, c’est & dire des changements de probabilité
“absoluments continus” (i.e. obtenus via une densité de probabilité) suivis d’un éventuel passage
a la limite.

Plus précisément, le principe des pénalisations browniennes est le suivant : on commence par
considérer une famille de mesures de probabilité (le plus souvent indexée par un parameétre réel
positif), définies par leurs densités par rapport a la mesure de Wiener.

Sous ces mesures, le processus canonique admet les mémes propriétés presque stires que le mou-
vement brownien. En revanche, on peut, dans de nombreux cas, définir une mesure limite pour
cette famille de probabilités, et cette mesure limite est souvent singuliére par rapport a la mesure
de Wiener : on a donc modifié radicalement le comportement des trajectoires du processus canon-
ique en faisant le changement de probabilité correspondant.

Il est en fait possible de construire ce type de mesures dans un cadre plus général que celui
de la mesure de Wiener ; pour cela, on considére un espace de probabilité (2, F, P), muni d’une
filtration (Fs)s>0, et une famille (I't)¢>o de variables aléatoires positives d’espérance finie et non
nulle.



Ensuite, on définit la famille de probabilités (Py);>o par leur densité par rapport a P :

Iy

= Ep[l] P

P,

La question que 'on se pose alors est celle de 'existence d’une mesure limite P, vérifiant la
propriété suivante : pour tout réel positif s, et pour tout événement Ay € F; :

Pi(As) = Pa(Ay)

Si la mesure P, existe, ’étape suivante consiste a étudier ses propriétés et a les comparer a
celles de P.

Le cas des pénalisations browniennes correspond a Q@ = C(R4+,R), 7t = o{X;,s < t} (X
étant le processus canonique) et P = W (mesure de Wiener) ; dans ce cas, le comportement de
P est donné par I’étude de la trajectoire de (Xs)s>0 sous cette nouvelle mesure.

Une grande partie des processus que nous construisons rentre dans ce cadre; cependant, il y
a deux exemples pour lesquels nous aurons besoin de pénalisations plus générales : celui des
mesures associées a Iaraignée brownienne (un processus pouvant s’interpréter comme un mouve-
ment brownien sur un ensemble fini de demi-droites concourantes), et celui du modéle d’Edwards
(voir [Edw65]), qui est un modeéle de polymeére ou 'on “pénalise” la trajectoire d’'un mouvement
brownien d-dimensionnel (d € {1,2,3}) par ses intersections avec elle-méme.

D’autre part, les pénalisations que nous étudions dans cette these étant liées & la mesure d’oc-
cupation des trajectoires browniennes, ainsi qu’a leurs points doubles, il nous a paru important
d’inclure dans notre travail une étude concernant les propriétés des temps locaux et des temps lo-
caux d’intersection du mouvement brownien, méme si cette étude est, dans une certaine mesure,
indépendante de la question des pénalisations.

Notre travail concerne donc trois types de problémes :

- Les problémes liés aux temps locaux et aux temps locaux d’intersection du mouvement brown-
ien (en dimension inférieure ou égale & trois).

- Les pénalisations browniennes unidimensionnelles, et leurs généralisations a l’araignée browni-
enne.

- Le modeéle d’Edwards et ses généralisations (en dimension inférieure ou égale a trois).

1.1 Temps locaux et temps locaux d’intersection du mouvement
brownien

1.1.1 Cas de la dimension 1

En dimension 1, la mesure d’occupation de la trajectoire brownienne jusqu’a un temps fixé est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Il en résulte qu’on peut définir les
temps locaux (L{)i>0,0er d’un mouvement brownien B par la formule suivante (valable pour
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toute fonction réelle mesurable bornée f) :
t
/ fla)Lida = / f(Bs)ds
R 0

On remarque que cette formule permet d’étendre I'intégrale :

/0 f(B.ds

au cas ou la fonction f est remplacée par une mesure finie, mais comme on le voit dans N.
Eisenbaum |Eis00|, N. Bouleau et M. Yor [BY81]|, on peut faire encore mieux en utilisant les
propriétés des temps locaux et de l'intégrale stochastique.

Plus précisément, les temps locaux sont a-holdériens par rapport a la variable d’espace pour
tout indice « strictement inférieur & 1/2, mais ils ne sont pas dérivables.

Lorsque f est une fonction localement de carré intégrable, on peut néanmoins donner un sens a

/R F(@)da L

(ot doL¢ désigne formellement la variation infinitésimale de temps local : L¢T9% — L#) de la
maniére suivante : on pose

/R f(a)daLi =2 [ /O F(BAB, - /B B f]

aprés avoir montré que cette définition est compatible avec la définition “naturelle” du membre
de gauche lorsque f est une fonction en escalier.

I’expression

De plus, si f est localement de carré intégrable et si g = f’ est sa dérivée au sens des dis-
tributions, on peut écrire (grace a une intégration par partie formelle) :

[ atis = [ s

apres s’étre assuré que cette égalité est vraie dans le cas ol g est une fonction localement inté-
grable, et que le second membre ne dépend pas du choix de f comme primitive de g.

Cette définition permet en particulier de donner un sens & 'expression :

/Otg(Bs)dS

lorsque g est la valeur principale de 1/x ou la partie finie de 1/2% pour o < 3/2 (voir Ph. Biane
et M. Yor [BY87|, T. Yamada [Yam96]).

L’objet du Chapitre 2 de cette thése est d’obtenir des résultats analogues pour les temps lo-
caux d’intersection (o );>0,qer du mouvement brownien B, définis par I’égalité suivante (valable
pour toute fonction f mesurable bornée) :

/O ' /O " ds f(B.— B,) = /R f(a)atda

9



La quantité o, formellement obtenue par cette égalité en remplacant f par la mesure de Dirac
en zéro, correspond intuitivement au temps passé par le mouvement brownien a se recouper

lui-méme; on a également :
1
a = 5/ (LY)? da
R

Par ailleurs, on montre qu’a ¢ fixé, il existe une version de (af).cr qui admet presque strement,
sur R*, une dérivée par rapport & a donnée par la formule suivante :

t t
ﬁf =2 |:t1a<0 —/0 1p,-B,>ads —/ LZ+B“dBu:|

0

Cette formule permet de poser, lorsque f est une fonction localement de carré intégrable et bien
définie en zéro, I’égalité suivante :

/R f(a)daif =2 /0 (F(B.— By~ f(0)ds + 4 /0 t [ /0 T /0 ' f(—B§“))dB§“)} iB,

(u)

avec Bs ' = B, — By_s, aprés avoir vérifié la compatibilité de cette formule avec la définition
naturelle du membre de gauche lorsque f est en escalier.

De plus, lorsque f est la primitive seconde d’une fonction localement intégrable, on a :

| sz = | ' | dspp - )

résultat qui permet, & 'aide du membre de gauche, de définir :

t U
/ du/ ds g(Bs — By)
0 0

lorsque g = f” est la dérivée seconde, au sens des distributions, d’une fonction f localement de
carré intégrable, dont la valeur en zéro est fixée.

gu(z)

Le cas ol g est la valeur principale de 2 | E rentre dans ce cadre pour 8 < 5/2; si cette

condition est vérifiée, il permet d’étudier le comportement de U'intégrale :

sgn (Bs — By)
B, B,p BBl

lorsque € tend vers zéro.

A present, il serait peut-étre intéressant de faire une étude analogue des temps locaux d’in-

tersection d’ordre plus élevé (o' "), 4.er, définis pour tout k > 1 par la formule :

t t1 ti
/ dtl / dtQ / dtk+1 f(Bt2 — Btp vouy Btk+1 — Btk) = / X f(al, ceey ak) ag17--,7ak daldag dak
0 0 0 R

valable lorsque f est une fonction mesurable bornée.
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1.1.2 Cas des dimensions 2 et 3

En dimension d € {2, 3}, la mesure d’occupation d’un mouvement brownien B est étrangére a la
mesure de Lebesgue : il n’est donc pas possible de définir des temps locaux dans ce cas.

Cependant, la situation est différente pour les temps locaux d’intersection, qu’il est possible
de construire moyennant quelques précautions.

L’une des méthodes de construction consiste & montrer que, lorsque ¢t > 0 est fixé, il existe une
famille continue de variables aléatoires (af)aeRd\{o} telle que pour toute fonction f mesurable

bornée défine sur R?, nulle au voisinage de zéro :

/Ot du/ou ds f(B. — By) = /Rd\{o} F(a) ol da

(voir D. Geman, J. Horowitz et J. Rosen |GHR84|, M.-B. Marcus et J. Rosen [MRO06|, pour une
discussion générale sur les mesures d’occupation associées au mouvement brownien).

On peut prouver que le temps local d’intersection af tend presque stirement vers l'infini quand a
tend vers zéro ; de ce fait, on ne peut pas directement donner un sens a la quantité ozg, formelle-

ment définie par :
t u
ag:/ du/ ds§(Bs — By)
0 0

ol ¢ est la mesure de Dirac en zéro.

En dimension 2, on peut néanmoins donner une solution a ce probléme grace a une technique
appelée renormalisation (voir S. Varadhan [Var69]), et qui consiste & considérer, pour a # 0, la
quantité :

7+ = of — Blof]

obtenue en enlevant au temps local d’intersection sa propre espérance.

Il est alors possible de montrer qu’on peut définir 7Y comme étant la limite presque sire (et
également dans tous les espaces LP) de vy quand a tend vers zéro : on peut considérer que c’est
cette variable aléatoire qui mesure le temps que le mouvement brownien plan B passe a se re-
couper lui-méme.

De maniére purement formelle, on pourrait écrire :
0_ .0 0
a; = + Elog]
oit E[aY] est une “constante infinie de normalisation”.

La renormalisation de Varadhan peut aussi étre généralisée au cas des points d’ordre £ > 3
de la trajectoire brownienne; on peut donc également donner un sens a la définition formelle
suivante :

t1 th—1
'Vtk = / dtl/ dts .. / dty, [5(Bt2 - Bt1) “‘5(Btk - Btkﬂ)"'
[6(Bt, — Bt,) - 6(By, — By, )]

11



(voir par exemple J. Rosen |Ros86a|, E.-B. Dynkin [Dyn86|, [Dyn88]).

En revanche, la renormalisation de Varadhan n’a pas lieu en dimension 3; en effet, dans ce

cas, la quantité :
1

log(1/llall)

tend en loi vers une variable gaussienne (pour un résultat plus précis, voir M. Yor [Yor85], Y.
Hu et M. Yor [HY99]), et af — E[af] n’admet pas de limite presque stre.

(o — Elaf])

On ne peut donc pas définir la quantité 7 en dimension 3.

Il existe également une autre construction de temps locaux d’intersection (en dimensions 2 et
3), ou au lieu de faire tendre la variable d’espace a vers zéro, on prend directement a = 0 et on
réduit le domaine d’intégration sur lequel on observe les auto-intersections de la trajectoire de B.

Plus précisément, on considére un domaine d’intégration A de la forme Jv, w[x|z,y[ (0 < v <
w <z <y <t),et une suite (d,)nen de densités de probabilité convergeant étroitement (au
sens des mesures associées) vers la mesure de Dirac en zéro. On peut alors prouver que la suite
de variables aléatoires :

a5, = /Aduds 6n(Bs — By)

converge dans L? vers une variable aléatoire ne dépendant pas de la suite (8, )neN ; cette variable
peut alors étre considérée comme le temps local d’intersection :

a4 = / duds 5(Bs — By)
A

restreint au domaine A.

En dimension 2, on peut renormaliser tous les temps locaux d’intersection obtenus pour une
famille d’ensembles A recouvrant (4 un ensemble de mesure nulle prés) 'ensemble des couples
(s,u) tels que 0 < s < u < t; la somme de tous ces temps locaux d’intersection renormalisés est
égale a la quantité +) définie précédemment.

En revanche, si on effectue cette démarche en dimension 3, on obtient une somme qui ne converge
pas.

Nous retrouverons ces discussions sur les temps locaux d’intersection dans 1’étude du modéle
d’Edwards.

1.2 Pénalisations du mouvement brownien unidimensionnel et de
I’araignée brownienne

Un grand nombre de cas de pénalisations du mouvement brownien en dimension 1 ont été étudiés

par B. Roynette, P. Vallois, M. Yor (voir [RVY06¢c|, [RVYO03], [RVY06a], [RVY05], [RVY06b]).

Rappelons que dans le cadre général défini plus haut, ces pénalisations sont appliquées a I'espace
C(R4+,R) des fonctions continues sur R, muni de la mesure de Wiener W, de la tribu F de la

12



convergence uniforme sur les compacts, et de la filtration (Fs)s>0 définie par :
Fs = o{Xu,u <s}

X étant le processus canonique.

La question posée est alors celle de la convergence de la famille de mesures de probabilités
(W4)¢>0 définie par :

I'
W,=— ' W
T Ewlly]

ou (I't)¢>0 est une famille de variables aléatoires positives F-mesurables, d’espérance finie et non
nulle.

Actuellement, il n’existe pas de conditions vraiment générales sur I impliquant cette conver-
gence ; néanmoins, un grand nombre de cas particuliers ont été résolus par B. Roynette, P.
Vallois et M. Yor.

Dans les exemples suivants, la mesure limite W, existe bien :

1) Pour une fonction ¢ d’intégrale finie et non nulle sur R4, on pose :

[y = ¢(S)

ou Sy désigne le supremum (unilatéral) de X sur 'intervalle [0, t].

2) Pour une fonction V' de R dans R, vérifiant :

0< /R (1+ [y)V (9)dy < o0

T; = exp (— /0 t V(Xu)du>

3) Pour un réel quelconque A, on pose :

on pose :

Ft = EAL?
ot LY est le temps local en zéro de (Xs)s<t.

La démonstration de l'existence de W, s’effectue de maniére un peu différente dans chaque
cas particulier, mais dans tous les cas, on a besoin d’une étude asymptotique de ’espérance de
I

L’existence de nombreux exemples (dont les deux premiers cités ici) pour lesquels cette es-
pérance décroit en 1/v/t laisse supposer que I’on pourrait trouver un théoréme de pénalisation
plus général que les résultats connus actuellement, dans les cas oll on observe cette vitesse de
décroissance.

Plus précisément, il semble exister toute une classe de familles de densités (I't);>0, s'écrivant
sous la forme :

Iy = (I)((XS)SSt)

13



ou ® est une fonctionnelle définie sur ’ensemble des trajectoires continues sur un intervalle
[0,t] (t > 0), pour lesquelles on a ’équivalence :

1
Ewll] t00 2rt

WID((Xs)s20)]

ou ®((Xs)s>0) est la limite de ®((Xs)s<¢) quand ¢ tend vers l'infini, et WV est une mesure o-finie
ne dépendant pas de ® et T'.

De plus, la mesure W vérifie 1’égalité suivante :
W:/ dl (W + Wy
0

ol WJ(Z) (resp. W(_l)) est la loi d’un processus (Zé’Jr)tZO (resp. (Zé’_)tzo) pour lequel il existe un

mouvement brownien (Bs)s>0 et un processus de Bessel de dimension 3 indépendant de B, noté

(Ry)u>0, tels que Z£’+ = Bs (resp. Zé’_ = Bs) si s < 7 (7; étant U'inverse du temps local en [ de
B), et Ziliu = R, (resp. Ziljru =—R,) siu>0.

L’intervention de cette mesure o-finie est liée a la formule suivante, donnée (sous une forme
un peu différente) dans C. Leuridan |Leu98| (voir également Ph. Biane et M. Yor [BYS88|) : si d,
est le dernier temps d’atteinte de a du processus | X|, on a :

/OO dt Ew [®((Xs)s<t)] = /OO daW[®((X5)s<s,)]
0 0

Bien que nous ne connaissions pas de résultat impliquant ’équivalence asymptotique donnée
ci-dessus pour une classe vraiment générale de fonctionnelles ®, nous obtenons cette équivalence,
ainsi que 'existence de la mesure limite W, dans le cas particulier ou il existe une fonctionnelle
F, vérifiant certaines conditions de domination (malheureusement assez complexes & exprimer),
et telle que :

D((Xs)s<t) = F((L%)yER)

(LY)yer désignant la famille des temps locaux de (Xj)s<¢ (voir le Chapitre 4).

Par ailleurs, on a parfois I'existence de la mesure W, sans que ’espérance de I'; décroisse en
1/+/t. Les cas rencontrés le plus souvent sont alors ceux d’une croissance ol d’une décroissance
exponentielle par rapport & ¢; on obtient ce type de comportement dans le troisiéme exemple
donné plus haut, lorsque le paramétre \ est strictement positif.

Plus généralement, B. Roynette, P. Vallois et M. Yor ont prouvé, dans [RVY05], 'existence
de la mesure limite W, pour toute pénalisation de la forme :

T, = M+uIXl

ou (voir I'équivalence de Leévy) :
Ft — eASt‘FH(St—Xt)

les réels A et p étant quelconques.

Il est cependant évident que selon les valeurs de A et u (et en particulier leur signe), le comporte-
ment du processus canonique sous la mesure W, varie considérablement.
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L’objet du Chapitre 3 est de généraliser ces résultats de pénalisation donnés dans [RVY05] a
I’araignée brownienne, qui, rappelons-le, est un processus pouvant informellement étre considéré
comme un mouvement brownien a valeurs dans un ensemble de demi-droites concourantes (pour
différentes études sur l'araignée brownienne, voir M. Barlow, J. Pitman et M. Yor |[BPY89a],
J.-B. Walsh [Wal78], B. Tsirelson [Tsi97|, B. de Meyer [dM99], S. Watanabe [Wat99]).

Dans cet article, nous retrouvons des distinctions de cas analogues a celles de [RVY05], mais
plus complexes et amenant & des calculs plus lourds.

On retrouve également une étude de cas du méme type dans Y. Hariya et M. Yor [HY04],
ol ’on pénalise un mouvement brownien avec drift par 'intégrale de son exponentielle.

Les exemples de pénalisations unidimensionnelles décrits dans cette section permettent de con-
struire de nouvelles mesures de probabilité, le plus souvent singuliéres par rapport a la mesure
de Wiener.

De plus, dans tous les cas précédemment étudiés et tels que la mesure W, est bien définie,
il existe une martingale (Mjs)s>0 telle que pour tout s > 0 et tout Ag € F, on a:

WOO(AS) = W(Ms ]‘As)

Gréce aux pénalisations, on rencontre donc toute une famille de martingales, construites a partir
d’un mouvement brownien ou d’une araignée brownienne.

Un exemple typique de ce genre de martingales (sous la mesure de Wiener) est le suivant :

M, = 6(S.)(Ss — X.) + /S " oy) dy

ou ¢ est une fonction positive et intégrable sur Ry : cet exemple provient d’une pénalisation par

L'y = ¢(Sh).

Enfin, il est & noter qu’il existe des cas particuliers de pénalisations unidimensionnelles qui
ne sont pas encore résolus, par exemple le modéle d’Edwards :

Iy = exp <—% /R(Li’)Qdy>

Iy =exp | —sup Ly
yeR

Pour le modeéle d’Edwards, on ne sait pas s’il existe une mesure W, vérifiant les conditions de
convergence données précédemment ; néanmoins, des résultats intéressants ont été obtenus sur
ce modele par d’autres moyens : nous verrons cela dans la section suivante.

ou

1.3 Etude du modéle d’Edwards

Le modele d’Edwards d-dimensionnel (d € {1,2,3}), sur un intervalle fini [0,¢], correspond a
une pénalisation de la mesure de Wiener W&t par le temps local d’intersection du proces-
sus canonique; on cherche donc a définir une mesure W(@49) sur C([0,t], R%) telle qu’on ait
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formellement :

exp (—g fot du [y ds 6(Xs — Xu))

WD) [exp (=g J1 du [y ds (X, — X, )| Wi

W dtg) —

6 étant la mesure de Dirac en zéro et g un parameétre réel strictement positif.
La considération de ce modéle conduit aux deux questions suivantes :
- Comment donner une définition rigoureuse de la mesure W(449) ?

- En admettant qu’on ait résolu ce probléme, quel est le comportement du processus canon-
ique sous W(@49) et que se produit-il lorsque ¢ tend vers Dinfini ?

Nous allons étudier ces questions dans la suite de cette section, en distinguant les différents
cas possibles (d =1, d =2, d = 3).
1.3.1 Cas de la dimension 1

Dans le cas de la dimension 1, la réponse a la premiére question peut étre donnée facilement, en
utilisant I'existence de la famille des temps locaux (LY )Jyer et celle des temps locaux d’intersec-
tion (af)qer, définis dans la Section 1.1.

On peut en effet poser :

Wlte) — exp(—gayp) Wb — exp (—§ [r(L})* dy) w(lt)
WD exp(—ga?)] WD fexp (—§ [ (L)) dy)]

Cette définition a bien un sens car le dénominateur W [exp(—ga?)] est fini et non nul.

De plus, on remarque que la mesure associée au modele d’Edwards est absolument continue
par rapport a celle de Wiener : les propriétés presque siires des trajectoires sont donc les mémes
sous ces deux mesures.

En revanche, si I'on fait tendre ¢ vers I'infini, on obtient un changement du comportement des
trajectoires : R. van der Hofstad, F. den Hollander et W. Konig (voir [vdHdHK97|) ont prouvé
qu’il existe une constante c telle que la loi de X;/t sous WE9) tend vers (5091/3 + 5_091/3)/2
quand ¢ tend vers l'infini (6, étant la mesure de Dirac en x), et que (| X;| —ct)/v/t converge en loi
vers une variable gaussienne centrée, dont la variance est bien déterminée (strictement inférieure
a un).

Le comportement du modéle d’Edwards en dimension 1 est donc asymptotiquement de type
linéaire (balistique), comme pour le mouvement brownien avec drift.

Il est a noter que le résultat donné dans [vdHdHK97| concerne uniquement la valeur termi-
nale du processus canonique sous la mesure W9 et non le processus canonique tout entier :
on n’a jusqu’a présent pas réussi a construire une mesure sur C(Ry,R) pouvant s’interpréter
comme étant la limite des mesures W(59) lorsque ¢ tend vers Uinfini.
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1.3.2 Cas de la dimension 2

Pour construire le modéle d’Edwards en dimension 2, on est amené a utiliser de nouveau les
temps locaux d’intersection, et on peut étre tenté de poser :

W(Zt,g) _ eXP(—QOZ?) W(z’t)
W [exp(—ga?)]

Malheureusement, cette définition n’est pas encore rigoureuse car en dimension 2, le temps local
d’intersection af n’est pas défini pour a = 0.
Cependant, on observe que la définition précédente est “formellement équivalente” & :

exp(—g(af — WED[al]))
W) [exp(—g(a? — WED[aI))]

W2he) — W2

La renormalisation de Varadhan (décrite dans la Section 1.1) permet alors de remplacer cette
formule par :

W2t _ exp(—g7;) Wb
WD [exp(—grf)]

ot 7Y est le temps local d’intersection renormalisé.

Il a été démontré (voir S. Varadhan |Var69], J.-F. Le Gall [LG85|, R.-F. Bass et X. Chen |[BC04],
J. Pitman et M. Yor [PY96]) que v admet des moments exponentiels de tout ordre inférieur a
une certaine constante strictement positive, et en particulier des moments exponentiels négatifs
de tout ordre : on en déduit que la définition précédente de W (259) 3 bien un sens.

On a ainsi construit le modéle d’Edwards en dimension 2, et la mesure associée est, comme
en dimension 1, absolument continue par rapport a la mesure de Wiener : les propriétés presque
slires associées a ces mesures sont de nouveau identiques.

Une fois le modeéle d’Edwards construit, on a cherché a étudier son comportement asympto-
tique pour t tendant vers l'infini.

Des simulations numériques, ainsi que certains arguments heuristiques (voir R. van der Hofs-
tad [vdH98|, N. Madras et G. Slade [MS93|) semblent suggérer le résultat suivant :

WESIX||] ~ Dyttt

t—o0

ol D est une constante.

Cependant, on est & ce jour tres loin d’avoir prouvé cette conjecture, puisque des résultats
nettement plus faibles tels que :

1 =~
lim - W9 [ || X,]|] =0
t—oot

ou

1 -
lim — W9 [|1X,]|] = o0
Jim — W[,

n’ont méme pas été démontrés.

La connaissance actuelle du modéele d’Edwards en dimension 2 est donc nettement plus lim-
itée qu’en dimension 1.
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1.3.3 Cas de la dimension 3

En dimension 3, la renormalisation de Varadhan n’a pas lieu, comme nous ’avons vu dans la
Section 1.1.

Cependant, dans [Wes80] et [Wes82|, J. Westwater donne une construction du modéle d’Ed-
wards tridimensionnel, qui fait appel a la technique de pénalisation que nous avons décrite au
début de cette introduction.

Plus précisément, on munit Pespace Q = C([0,],R?) de la tribu F de la convergence uniforme,
de la filtration (F,)nen définie par :

(X étant le processus canonique), et de la mesure de Wiener WG

On considére alors la famille de probabilités (W,(S,’,’t’g ) )meN~* associée a la famille de poids (I'y, ) men+
définie par :

oil R, est I'ensemble des couples (s,u) € [0,%]? tels que s < u et les m premiers chiffres binaires
de s/t et u/t ne coincident pas tous.

Les poids I';;, sont bien définis par 'expression précédente, grace a l'existence des temps lo-
caux d’intersection restreints aux domaines d’intégration (R, )meN+, qui sont des réunions finies
(3 un ensemble de mesure nulle pres) d’ensembles de la forme Jv, w[x]z, y]
O<v<w<z<y<t).

349 qui vérifie, pour tout n € N et

J. Westwater construit alors la mesure limite WG9 = W
tout A,, € F, :

WS%W) (An) — W B:h9) (An)

Compte tenu de la construction précédente, il est naturel d’associer cette mesure limite au mod-
¢éle d’Edwards tridimensionnel.

On peut montrer que contrairement & ce qui se produit en dimensions 1 et 2, les mesures W(3:5:9)
sont singuliéres par rapport a la mesure de Wiener WG et singuliéres entre elles lorsqu’on fait
varier g.

Il en résulte qu’en un certain sens, le processus associé au modéle d’Edwards a “moins d’auto-
intersections” que le mouvement brownien.

Cependant, X.-Y. Zhou a montré dans [Zho92| que la dimension de Hausdorff des points doubles
des trajectoires reste inchangée (égale a 1) lorsqu’on passe du mouvement brownien au modeéle
d’Edwards : en particulier, la pénalisation correspondante ne suffit pas a produire des trajectoires
auto-évitantes.

D’une maniére générale, on observe qu’il est nécessaire de se placer en dimension 3 pour que

le modéle d’Edwards produise, en temps fini, des trajectoires différentes des trajectoires brown-
iennes.
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Néanmoins, dans le Chapitre 5, nous montrons que les résultats principaux donnés par J. West-
water dans [Wes80| et |Wes82| impliquent ’existence de modifications du modeéle d’Edwards en
dimension 1 et 2, pour lesquelles la mesure associée est singuliére par rapport a celle de Wiener.

Plus précisément, cette mesure est formellement définie par :

exp( gfo dufo ds 7XS)>

w Lt — WL
w0 [eXP ( g Jydu [y d T))}
en dimension 1, et par :
ot U 0(Xu—Xs)
W2ta) — eXp( 9 Jo du Jo ds 7S > (2.)

W(2:t) [exp ( gfo du fo uis))} |
en dimension 2.

La raison pour laquelle nous avons modifié le modéle d’Edwards de cette maniére est la suivante :
pour d € {1,2}, on a formellement 1’égalité :

sxi” — xi) @-ay2wen | [ [ (d)
du — 2m)B 2w | [ qu [ dss(x, — X)X
Tu—s)B-072 A

ot X(@ est la projection sur R% du processus canonique tridimensionnel X.

Cette égalité formelle, que nous justifions au Chapitre 5, permet de relier directement le modele
d’Edwards en dimension 3 & notre modeéle modifié.

La construction que nous donnons de ce modéle repose en grande partie sur ce lien, et elle
utilise de maniére essentielle les résultats de J. Westwater, dont la preuve est trés longue et tres
technique.

Cest pourquoi il serait interessant de trouver une méthode plus simple pour définir W(1t9)
et W(27tvg)_

Une des directions possibles de recherche est de s’inspirer des travaux d’E. Bolthausen, qui a
réussi a simplifier trés nettement la construction originale du modéle d’Edwards tridimensionnel
(voir [Bol93]).

On pourrait également essayer de construire d’autres modifications du modeéle d’Edwards, par
exemple en remplacant, dans I’expression formelle ci-dessus, I’exposant (3—d)/2 par un exposant
a quelconque. Pour a < (2 — d)/2, on peut vérifier qu’il est possible de définir directement le
temps local d’intersection modifié (comme pour le modéle d’Edwards unidimensionnel) ; pour
(2—-d)/2 < a < (3—d)/2, la renormalisation de Varadhan a lieu (comme pour le modéle d’Ed-
wards bidimensionnel) ; le cas a = (3 — d)/2 est celui qui est étudié au Chapitre 5; enfin, pour
a > (3 —d)/2 nous n’avons actuellement pas d’idée précise sur ce qui se produit.

Une autre question qui se pose naturellement est celle du comportement du modéle d’Edwards
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tridimensionnel quand ¢ tend 'infini.

On n’est actuellement pas plus avancé sur ce probléme qu’en dimension 2; de maniére analogue,
on conjecture qu’il existe un réel v tel que :

WOLI[|1x,]] ~ Dyt

Certains arguments heuristiques suggérent que v est égal a 3/5; cependant, les simulations
numeériques semblent correspondre & une valeur légérement inférieure, de ’ordre de 0,588 (voir

R. van der Hofstad [vdH98|).

Ce désaccord sur la valeur de v confirme extréme difficulté de ’étude du modéle d’Edwards en
dimension 3.

En dimension supérieure ou égale & 4, il n’est pas nécessaire de définir ce modéle : en effet,
les trajectoires browniennes n’ont plus de points doubles et la notion de temps local d’intersec-
tion n’a plus de sens.

En revanche, on pourrait peut-étre construire un modéle qui forcerait le mouvement brown-
ien quadridimensionnel a se recouper lui-méme.

Par ailleurs, on remarque qu'’il est possible d’étudier, en toute dimension, un analogue discret du
modeéle d’Edwards (appelé modeéle de Domb-Joyce), obtenu en considérant une marche aléatoire
simple a la place du mouvement brownien.

En dimension inférieure ou égale & 3, le comportement asymptotique de ce modéle discret sem-
ble analogue & celui du modele continu, et des résultats allant dans ce sens ont été prouvés en
dimension 1 (voir R. van der Hofstad [vdH98|).

1.4 Plan de la thése

La suite de la thése comporte quatre articles (voir J. Najnudel [NajO7b], [Naj07c|, [NajO7a] pour
les trois premiers d’entre eux).

Dans le premier, nous définissons l'intégrale d’une fonction par rapport & la dérivée spatiale
du temps local d’intersection d’un mouvement brownien unidimensionnel.

Dans le deuxiéme, nous généralisons a ’araignée brownienne certains résultats de pénalisations
obtenus par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor.

Dans le troisiéme, nous étudions les pénalisations du mouvement brownien par une fonction-
nelle de ses temps locaux.

Enfin, dans le dernier article, nous étudions des modifications du modéle d’Edwards en dimension
1 et 2, qui présentent certaines analogies avec le modéle d’Edwards tridimensionnel.

Remarque : Les quatre articles, qui correspondent aux Chapitres 2, 3, 4 et 5, sont indépendants

les uns des autres.
Il en est de méme pour les notations utilisées, qui peuvent varier d’un article a 'autre.
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Chapitre 2

Integration with respect to the
self-intersection local time of a
one-dimensional Brownian motion

Introduction

For any locally square-integrable function f, it is possible to define the expression [ f(a)dqL{
by the following equality :

[ =2| [ ' F(BAB, — (F(By) — F(By))

where F'is a primitive of f, and L{ is the local time at a of a one-dimensional Brownian motion
on [0,t], denoted by (Bs)o<s<t-

More precisely, it has been proven (see N. Bouleau and M. Yor [BY81|, N. Eisenbaum |Eis00])
that if the previous definition is taken, ® : f — [ f(a)d,L{ is the unique linear and continuous
application from L?(R) to L?, such that D(1y4) = LY — L¢ for all a,b € R.

Therefore, this definition of [ f(a)d,L{ is compatible with the natural definition for step func-
tions f.

Moreover, if f is the primitive of a locally integrable function f’ :

/f(a)daLf = — /Ot f'(Bs)ds

This equality allows us to define fot g(Bs)ds if g is the derivative of a locally square-integrable
function, in the sense of the distribution theory.

For example, we can define the previous integral if g is the principal value of 1/x, or the finite
part of 1/x¢ for a < 3/2 (see Ph Biane and M. Yor [BY87|, A.-S. Cherny [Che01|, T. Yamada
[Yam96]).

In this chapter, we prove that it is possible to do approximately the same thing with the self-
intersection local time.

To define this self-intersection local time, we consider a one-dimensional Brownian motion on
[0,¢] (denoted by (Bs)o<s<t); in these conditions, there exists a.s. a continuous function a — of

such that : . .
/0 du/o dsf(Bs — By) :/f(a)oz?da
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for any locally integrable function f. By definition, the self-intersection local time at a of
(Bs)o<s<t is equal to of (here, as in J. Rosen [Ros05|, we consider only the one-dimensional
self-intersection local time ; there are a lot of papers about intersection local times in dimensions
2 and 3, for example, see J. Bertoin [Ber89|, J.-F. Le Gall [LG85], J. Westwater [Wes80], M. Yor
[Yor86]) .

In Section 2.1, we show that a — 7f = af + 2ta_ is derivable, and that if ¢ is its deriva-
tive, it is possible to give a meaning to the expression :

[t

for any locally square-integrable function.

In other words, it is possible to do the same integration for the derivative of self-intersection
local time as for the local time.

This integration will allow us to extend the definition of fg du [y ds g(Bs — By) to distributions
g which are not necessary integrable functions.

Finally, in Section 2.2, we will use the results of Section 2.1 to study the behaviour of :

t U
/ dU/ dSh(BS — Bu)1|Bs—Bu\>E
0 0

where h is an odd function which satisfies some conditions of domination.

2.1 Construction of the integration with respect to self-intersection
local time

In this section, we study the behaviour of the self-intersection local time.
To do that, we use a version of Fubini’s theorem, which is available for stochastic integrals. More
precisely, we have the following proposition (for t € Ry, a,b € R, a < b) :

Proposition 2.1.1 :  Let (Bs)o<s<t be a Brownian motion on a probability space (2, A, 1), P the

predictable o-algebra on [0,t] X Q, and A a B([a, b]) @ P-measurable function from [a,b] x [0,t] x Q
to R, such that :

/ab dx /Ot duE[A(z,u)?] < 0o

If (x,w) — Z(x)(w) is a B([a,b]) ® A-measurable function on [a,b] x Q, such that for any z,
Z(x) = fg A(z,u)dBy, then ff Z(z)dzx and fg <ff A(x,u)dm) dB, ezist and are a.s. equal.

The proof of this proposition is essentially given in P. Protter (|[Pro90|, Theorem 46, p. 160), so
we omit it.

Now, let (Bs)s>0 be a one-dimensional Brownian motion, and f a locally integrable function.
The following equality holds :

/OtdS/:dUIf(Bs—Bm z/otds/|f(a)|L;a(]§(s>)da
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where L[“(B(S)) is the local time at —a of the process (B&S))sgugt, defined by Bq(f) =B, — B..
We observe that L;%(B®)) = LP*=%(B) — LBs=%(B) (with the continuous version of local time),

therefore : . t
| s [lr@izre3da< [ as [ If@)Ldda
0 0

where LP*~* = 0 if |a| > 2sup|B,|. Consequently :
u<t

2sup |B|
/ ds/|f )| Ly (B a<tsuth/ ’ |f(z)|dx < o0

beR 2sup | B|

Hence, we can apply Fubini’s theorem :

/du/ dsf(Bs — By) /ds/ duf (B, — By) /tds/f(a)Lt_“(B(s))da
/daf /dsL /f Yol da

where of = fg dsL; “(B(S)). Because of the previous equality, af is the self-intersection local
time at a of (Bs)o<s<t. Now, we have a.s. :

t
L7YB®) =2 [(Bt —Bs+a)_ —a_ +/ 1Bu_BS<_adBu}

Therefore, by applying Proposition 2.1.1, we prove that for all a, the following equality holds
a.s. :

t t u
af = 2/ ((Bs— By —a)y — (—a)4)ds + 2/ dBu/ 1p,-B,>ads
0 0 0

If we define v by vf = af + 2ta_, we obtain :

t t u
’Yf =92 |:/ (Bs — Bt — CL)+dS +/ dBu/ 1BS—Bu>adS:|
0 0 0

Hence, for every a, b (a < b), we have a.s. :

t b t b
" =2 U </ (_1BS—Bt>x)d$> ds +/ dB, <—/ L§+Bud:p>}
0 a 0 a

For all z, u, L¥+P is F,-measurable and continuous with respect to (z,u).

On the other hand, there exists a continuous version of z — fot LEtBudB, (this is a conse-
quence of Burkholder’s inequality and Kolmogorov’s criteria).
Moreover, for all u € [0,t], x € [a,b],

E[(LitP)’] = E[(L,(B™))’] < Cu

u

where B® : v — B, — By_, is a standard Brownian motion on [0,u] and C' > 0 is a constant.

Consequently :
b pt
/ / E[(LEB4)}duds < oo
a JO
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and we can apply Proposition 2.1.1 to prove that for any a, b, we have a.s :

t t b
/ 1p.-B,>zds + / Lz—i_B“ dB,| = / 5?(11‘
0 0 i a

I . ;
5? = -2 / 1BS—Bt>md3 —I—/ Li+B“dBu
L/ O 0 |

b
7?—%“2—2/ dx
a

where

We observe that a — 74 is continuous (because af = fg dsL;7%(B)).
Consequently, it is almost sure that the previous equality (about %’ — ) is true for all a, b.
Therefore, a — ~¢ is a.s. derivable on R, and its derivative is a — 4.

Consequently, a — of is derivable on R* (with derivative : a — ¢ = 6} + 2t1,<0), and we
can resume our results in the following proposition :

Proposition 2.1.2 :  Let (Bs)o<s<t be a one-dimensional Brownian motion. Its self-intersection
local time (af)acr 1s given by :

t t U
af =2 [/ ((Bs — Bt —a)y — (—a)1)ds +/ dBu/ 1Bs—Bu>adS}
0 0 0

Moreover, a — af + 2ta_ s differentiable on R, and its derivative is given by :

t t
68 = —2 U 1Bs_Bt>ads+/ LZJ“B“dBu}
0 0

Remark : The derivability of a — ~+{ is a particular case of a more general study about
derivability of self-intersection local time for stable processes (see J. Rosen [Ros05]).

We can also remark that :
t t
5t0 = -2 [/ 1BS>Btd5+/ LE“dBu:|
0 0

so 6 is strongly related to the quantity A(t, By) = f(f 1p.<p,ds.
In fact, it is possible to prove that ¢t — 9 has a 4/3-variation which is finite and different from
zero, so A(t, By) is not a semimartingale (see L.-C.-G. Rogers and J.-B. Walsh [RW91]).

Now, let us prove the following proposition :

Proposition 2.1.3 : If f =}, \ilj,, 3, is a step function, let [ f(a)d.6f be defined by :

i N6 — 67).

In these conditions, there ewists a unique linear and continuous application from L*(R) to L?

which coincides with [ f(a)d.0f iof f is a step function.

Proof : For all u € [0,t], s — B = B, — B,_, is a Brownian motion (from [0,u] to
R), and for all A € R, the following equality holds a.s. :

L3+Bu _ L;A(B(u)) —9 (Bgu) +A)_ - A —|—/0 lB£“)+A<OdB§u)
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Hence, we have :
t t u
_524 = 2/ 1BS—Bt>Ad5 + 4/ [(BO — B, — A)+ — (—A)+ —I—/ 1B(“)<—AdB§u):| dB,
0 0 0 s

_ /Ot F(Bs — B)ds + 4/; [/OBO_Bu f+ /Ou f(—Bﬁ“))ngu)} dB,

where f =1 . By linearity, it is not difficult to prove that :
[A,00]

/f(a)daég” =2 /Ot f(Bs — By)ds + 4/; [/OBO_Bu f+ /Ou f(—Bgu))ngu)} dB,

for any step function f, if we take a representation of the stochastic integrals such that
u— [ f(—Bﬁ“))ng“) is continuous.

On the other hand, for all f € L?(R) :

tf(Bs—Bt)ds : <t tE[f(Bs—Bt)2]ds
0 0

t
:t/ Qu_ [ (F(a))e/20da < O f|2
0

E

2mU
Bo—Bu 2
E ( /0 f) < B{1Bo — BullllfI2> < CvalfIE < CVAllF|12
u 2 u
E ( / f<—B§“>>dB§“>) < [ BB < OVl
0 0

where C > 0 is a constant.

If f is a step function, we know that it is possible to define the double stochastic integral :

/0 t < /0 ' f<_B§u>>ngu>> iB,

Now, in the general case, it is possible to take (for all n € N) step functions f, such that
[|f — fallzz < 27" In these conditions, for all u € [0,¢], fouf(—Bgu))ngu) is a.s. the limit of

I fu(=BM)aB™.

Consequently, the conditions of measurability which are needed for the existence of the dou-

ble stochastic integral are true in the case of f, since there are true for f,.

The L2-integrability is not difficult to check, so the previous double stochastic integral is well-

defined for all f € L?, and we can write :

([]f T | ) dBu>2
< am|([77 e [ e
IRV

25

E

< 2| f117:




By density of step functions in L2(R), f — [ f(a)d,df can be extended to a unique linear and
continuous application from L?(R) to L2, such that :

/f(a)da5f=2/Otf(Bg—Bt)ds+4/0 UOBO Buf+/ f(=B“YdBW | dB,

Hence, Proposition 2.1.3 is proven. U

We observe that if f and g are in L?(R) and coincide on the interval [A, A’], then

[ f(a)da0f = [ g(a)d,éf when By — B, € [A, A'] for all s,u € [0,¢] (it is easy to prove this for
step functions and we conclude by density).

This remark can be used to extend the definition of [ f(a)d,df to locally square integrable func-
tions f (we replace f by f1j_4 4 when sup |B| < A/2).

In good cases, it is also possible to integrate with respect to d,3f : formally,
do B = dg0f + 2td,(14<0), so if f(0) is well-defined, we will take the following definition :

[t = [ r@dus - 250)
Therefore, we have :

[t =2 | (B, — By~ f(0)ds + 4 / t [ / T / " (-BW)aB® | b,

0

if this expression has a meaning, and it is only possible if we know the value of f(0) (which for
example is naturally defined if a version of f is continuous at 0).

Now, we have the following proposition :

Proposition 2.1.4 : If f is the second primitive of a locally integrable function (f"), the
following equalities hold :

/f )da By = /f” a?da—/du/ ds f"(Bs — By)

Proof : If f € C? and f” has a compact support (which implies that f’ is bounded), we define
h by h(z) = f(—z), and we have :

Bo—Bu B "
/ f+/ f(=B")dB™ = — / h+/ h(B{")dB{W
0 0 0

e GRS ATE
2 0 2 0

Consequently, it is possible to write :

[ st =2 [~ 80— sonas+ [ ([ s~ as) an]

It is not difficult to check that if there is a measurable version of s — f; 1'(Bs — By)dBy, the
measurability and integrability conditions of Proposition 2.1.1 are satisfied.
Now, for all s :

t t
f(Bs— By — £(0) + / f'(B. — B.)dB, = / f"(B. — B,)du
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almost surely, so a measurable version of the previous family of stochastic integrals exists and

/f a@—2/dﬁﬂ3 By) - /f13 BMB}
:/0 ds/s du f"(Bs — By) :/0 du/o ds f"(Bs — By)

Therefore, [ f(a)d,f8¢ = [ f"(a)afda for all f € C? such that f” has compact support; if f is
affine, [ f(a)d,Bf = 0.

we have :

This remark shows that if f” is an integrable function and f a second primitive of f”, [ f(a)d,8{
depends only on f”.
So we have a linear application from L'(R) to a set of random variables :

= [ f@dus - [ ' a@oada

For the second term of this expression, we have :

B [\ / f”(a)afdar] < [ dal"(@) sup Elaf] = o2

acR

We can suppose that f(0) = f/(0) = 0, hence |f(z)| < |z|||f”||z: and :

t t
B [\ | s B»ds@ < ( | ®is.- Btuds> £l < O£
0 0

()
([ senwane)

On the other hand, we have :

" Buf+ f dB(“— fB — B,)
0

so the double stochastic integral given above is well-defined. Therefore, the previous application
is continuous from L'(R) to L.

E < E[(Bo — B.) A f" 7 = Cu?|lf"|I70 < CLII 17

< / dsE[f(~BU)? < ||7"|12, / dsE[(B, — B,)?] < C2||1"|I2,
0 0

This application is equal to zero if f” is continuous; by density :

[ st = [ aagaa= [ ["as 5 - 2

for all f such that f” € L.

This equality can be extended to locally integrable functions without any difficulty ; consequently,
Proposition 2.1.4 is proven. O

Remark : By integration with respect to the derivative of self-intersection local time, we can
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give a meaning to the expression fot du [y’ ds g(Bs — B,) when g is the second derivative (in the
sense of the distribution theory) of a locally square-integrable function f, if f(0) is well-defined.
For example, f can be defined by f(x) = 80(2) where a < 1/2.

B
In this case, g can be considered as the principal value of k‘sg‘;‘(g ), where § < 5/2 (k is a multi-

plicative constant).
f is an odd function, so it is natural to take f(0) = 0.

2.2 An application

Let f be a locally square-integrable function, which is odd and C? on R*.

We will consider the following integral (for e > 0) :

t u
I :/ du/ ds h(Bs — Bu)l|p,—B,|>c = /he(a)a?da
0 0

where h = f” and h(a) = h(a)1|4sc- A second primitive of A, is the function f, such that
fe(a) = ag(e) if |a|] < e and fe(a) = f(a) + (eg(e) — f(€))sgn(a) if |a| > € (g is the derivative of
f).

This function is equal to zero at 0. On the other hand, we have fc(a) = k¢(a) + lc(a) where :
ke(a) = (ag(e) + (f(€) — eg(e)) sgn(a))Ljg <c + f(a)1j)>e
le(a) = (eg(€) — f(€)) sgn(a)

fe(0) =0 and k., [ are locally square-integrable, so we can write :

= [ st = [ k@it + [ 1@

When € tends to zero, ke(a) tends to f(a) almost everywhere.
Now, we will suppose that there exists a function ¢ € L? such that, if ¢ > 0 is small enough,

O]+ clg(e)] < infipe. 6(0).

In these conditions, k. is dominated by |f| + ¢ if € is small enough. Now, if we suppose that
€ <1, kc(a) = f(a) for any a out of [—1,1].

Therefore, k. — f is dominated by (|f|+ ¢)1[_1 1), which is in L? : it tends to zero in L2,
Consequently, if J = [ f(a)da6¢, [ke(a)dadf — J tends to zero in L? when e tends to zero.

On the other hand, if A is large enough :
[ 1et@datt = (eo(e) = Fe) @ — 269 + 67
= (egle) = FN(B = B =87 + 8,74 = (f(e) — eg(e))(B)T +57)

(the last equality is true because a — [f* has a compact support).
Consequently, we have the following proposition :
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Proposition 2.2 : Let f be a locally square-integrable function, which is odd and C? on R*.
We suppose that there exists a function ¢ € L?, and a number d > 0 such that :

[f (@) +clf'(e)] < p(b) if 0 < [b] < <d.

We denote by BT and B~ the two derivatives at 0 (right and left) of the self-intersection local
time of a Brownian motion (Bs)o<s<t.

Then, there exists a random variable J, such that :

t u
[ au [ sy B = Bt = (0 = e @)+ 57 =T =0
in L2,
This proposition can be applied to study the behaviour of the quantity :

t u
IE(O‘) = / du/ ds |Bs — By|® sgn(Bs — By)1|B,—B,|>e
0 0

If @ > —2, we can take f(a) = C'sgn(a)|a|**? and ¢ = 1i_11) (C > 0 is a constant).
The quantity f(e) — ef’(€) tends to 0 when e tends to 0. Since 37 + 3~ is in L?, we can deduce
that Ie(a) — J@ tends to zero in L2, for some random variable J(@).

If a = —2, we can take f(a) = —log|a|sgn(a), ¢ = f1_1 .
We can check that we obtain :

I — (1 —loge)(Bt +87) = I — 0

e—0

If —=5/2 < o < —2, we check that :

I

ey -~
€ (—2 — a)e—2—°‘ e—0

(If &« < —5/2, the Proposition 2.2 cannot be applied because f is not locally square-integrable).
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Chapitre 3

Pénalisations de ’araignée brownienne

3.1 Présentation du probléme et des principaux résultats obtenus

3.1.1 Introduction

Récemment, de nombreuses études de pénalisations du mouvement brownien ont été effectuées,
en particulier par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor (voir [RVY03], [RVY06al, [RVY05|, [RVY06¢],
[RVYO06Db]).

Dans |[RVY05|, les pénalisations étudiées sont des fonctions de la valeur X; atteinte par un
mouvement brownien en un temps ¢, et de Sy, suprémum sur [0,t] de ce mouvement brownien.
Plus précisément, on considére une famille de mesures de probabilitée (W®)),~q sur C(Ry,R)
vérifiant, pour tout A; appartenant a la tribu F; engendrée par (X)seoq ((X¢)i>o0 étant le
processus canonique de C(R4,R)) :

W1y, f(Xe, St)]
WIf (X, S)]

WO (A,) =

ot S; est le maximum de X, pour s € [0,¢], W la mesure de Wiener, et f une fonction de R?
dans R,.
B. Roynette, P. Vallois et M. Yor montrent alors que pour certains choix de la fonction f, il
existe une mesure de probabilite W(*) (dépendant de f) sur C(R.,R) telle que pour tout s > 0
et tout Ag € Fy :

WH(A,) — WA

t—o0

Un des cas ou cette convergence a lieu est celui ou f(a,y) = exp(Ay + pa) avec A, u € R.

Par un changement de mouvement brownien, les résultats de |[RVY05| peuvent étre adaptés
au cas ou Sy est remplacé par L; (temps local en 0 de (X,,)u<t), et X; par Ly — | X¢|; en effet, le
théoreme d’équivalence de Lévy affirme que (S; — X4, St)i>0 a meéme loi que (| X¢|, Lt)t>o0.

Dans ces conditions, les poids exponentiels étudiés dans [RVY05]| prennent la forme :
Z% exp(a|X¢| +vLt) ou v et v sont des parameétres réels, et Z; est la constante de normalisation.

Le but de notre article est de généraliser ’étude de ces pénalisations exponentielles & toutes

les araignées browniennes prenant leurs valeurs dans un ensemble fini de demi-droites concour-
antes.
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3.1.2 Quelques rappels et définitions

Dans ce paragraphe, nous allons définir le cadre général dans lequel on peut construire les
araignées browniennes (étudiées dans M. Barlow, J. Pitman et M. Yor [BPY89a|, et dans J.-
B. Walsh [WalT78]), et nous énoncerons plusieurs propriétés de ces processus, utiles par la suite.

a) Soit (F,u) un espace de probabilité fini; on suppose pu({m}) > 0 pour tout m € E. Cet
espace de probabilité est fixé une fois pour toutes dans cet article; par conséquent, nous omet-
trons en général d’indiquer la dépendance en (E, 1) des quantités et des mesures de probabilités
que nous introduirons.

On consideére, sur 'espace Rg = {(0,0)} U (R% x E), la distance d définie par :

d((x, k), (y,1)) = |2 — y[Lk= + (z + y) Lp

Cette distance permet de considérer Cg, espace des fonctions continues de R, dans Rpg, et de
munir cet espace de la tribu 7g associée & la topologie de la convergence uniforme.

b) Nous désignons par (A; = (X¢, N¢))i>0 le processus canonique (& valeurs dans Rp) asso-
cié a l'espace (Cg,7g) et nous notons, pour tout t € R4, F; la sous-tribu de 7g engendrée par
(As)o<s<t-

Pour (z,k) € Rg, on peut alors considérer, sur Cg;, la mesure de probabilitée W, 1, sous laquelle
(A¢)s>0 est une araignée brownienne issue de (z, k).

c) Rappelons (voir M. Barlow, J. Pitman et M. Yor [BPY89a|) que cette araignée brownienne
est un processus de Feller qu'il est possible de caractériser par son semi-groupe (P;);>0; pour
toute fonction f borélienne bornée :

Pif(x, k) = 2Zum/dypt(:v+y)f(y,m) + /dy (pe(z —y) — pe(z +y)) f(y, k)

melE *
RY R

2
L _,—a /2t_

avec i, = p({m}) (notation conservée dans la suite de 'article) et p;(a) = Tont

d) Pour tout (x, k) € R, le processus (X;)i>0, sous W, 1), est un mouvement brownien réfléchi
issu de x.

D’autre part, si Tp = inf{t > 0,X; = 0} et si Z est I’ensemble des intervalles d’excursion de
(Xt)t>1,, IVt est constant sur chaque intervalle I € 7 et on peut donc poser Ny = Ny pour t € .
On montre alors que conditionnellement & (X¢)¢>0, les (N7)rez sont des variables aléatoires in-
dépendantes de loi pu.

En particulier, pour tout ¢ > 0, conditionnellement au fait que Ty < t, IV; est une variable aléa-
toire de loi y, indépendante de (Xs)s>0.

e) Dans notre étude de l’araignée brownienne, interviennent des processus a valeurs réelles ap-
pelés processus bang-bang.

Par définition, un processus bang-bang de parameétre v > 0 est un processus (Y;)i>0, supposé
issu de zéro dans cet article, et vérifiant I’équation différentielle stochastique :

dYy = —ysgn(Y;)dt + dp;

ou A est un mouvement brownien standard.
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Un tel processus admet une probabilité invariante, égale a la loi d’une variable exponentielle
symétrique de parameétre 27, et son temps local en zéro, pris jusqu’a l'instant ¢, est p.s. équiva-
lent & ~vt, quand ¢ tend vers l'infini.

De plus, la propriété suivante nous sera utile par la suite : si (fft)tzo est un mouvement brownien
avec drift v > 0 issu de 0, et si on pose, pour tout t € Ry, S, = sup{Ys, s € [0,t]}, alors le
processus (S; — fﬁ)tzo est la valeur absolue d’un processus bang-bang de parameétre v (voir A.-S.
Cherny et A.-N. Shiryaev [CS99]).

Pour des discussions plus générales sur les processus de ce type, et en particulier sur leur semi-
groupe, voir également . Karatzas et S.-E. Shreve [KS88].

Remarque : La filtration naturelle d’une araignée brownienne ne peut pas étre égale a celle
d’un mouvement brownien, des que le nombre de branches est supérieur ou égal a 3.

Cette propriété remarquable (bien que non directement liée au probléme que nous étudions ici)
a été démontrée par B. Tsirelson dans |Tsi97]|; son argument a ensuite été simplifié par B. de
Meyer (voir [dM99]).

D’autre part, une araignée brownienne sur deux branches peut étre vue comme un processus a
valeurs dans R, appelé “skew Brownian motion”; dans A. Lejay [Lej06], on trouve différentes
fagons de construire ce processus.

3.1.3 Définition des pénalisations étudiées et énoncé des théorémes princi-
paux de D’article

Apres avoir défini la loi de I'araignée brownienne, nous lui appliquons les changements de prob-
abilité suivants : pour o = (;)icp une famille de réels indexés par E, v € R et t € Ry, on
pose

(@eNW — exp(an, Xt + vLt)

= W
W (0,0)lexp(an, Xi + vLt)] ©.0)

ou L; est le temps local en 0 de (X;)s<¢ :

1 t
L, = liminf—/ 1x,<cds
0

e—0 2e

(en fait, la limite inférieure ci-dessus est presque sirement une limite).
Le but de notre article est de prouver les théorémes suivants :

Théoréme 3.1 : Il existe une mesure de probabilité (VW) (sur la tribu F.o engendrée
par les Fs, s € Ry ), telle que pour tout s € Ry et tout Ay € Fs :

@NW®B(A,) — @NWE)(A,)

t—o00

De plus, on a :
(av’Y)W(OO) (AS) g W(070) [lAsM(a, /77 XS7 NS7 LS7 8)]

ot la fonction M est donnée par le tableau suivant :
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Conditions sur a, 7y Mo, 7y, z,k,1,8)

Y > oy, pour tout m et vy >0 eVI=2)=s7°/2
= max(a) = assim € J (J C E et | 11750%/2 <e“” + = %Lm Sinh(@$)1keJ>
JAD),a>veta>0 me.J
v=0, ooy <0 pour tout me E 1
am =0sim e J (J C EetJ #10D), et (1—1— Zvum"ElkEJ)
Q< 0 sinon, et v < 0 meJ
T
Q< 0 pour tout m € Eet v <0 et 1—1-%:17
meE “m7

En particulier, pour tout s, la restriction de (YVW(®) o F, est équivalente a la loi de laraignée
brownienne sur [0, s], et la famille (M (o, 7, Xs, Ns, Ls, ))s>0 des densités obtenues est une F-
martingale sous W (g ).

Théoréme 3.2 : Le processus canonique (As)s>o0 sous @NW(®) peut étre décrit de la maniére
sutvante :

-Siy > 0 ety > auy pour tout m, (Xs)s>0 est la valeur absolue d’un processus bang-bang
de paramétre vy, et la loi de (Ns)s>0 conditionnellement 4 (Xs)s>o est la méme que sous W(Qo) :
les variables (N7)rer (Z étant l'ensemble des excursions de X ) sont indépendantes de loi .

- Sia = max(a) > v et a > 0, (Xs)s>0 est un processus dont la loi a une densité égale a
%exp(’yl}oo) par rapport o celle de la valeur absolue d’un mouvement brownien avec drift &
(dont Lo est le temps local total sur tout Ry ), et (Ns)s>o0 est obtenu en effectuant la méme
démarche que pour l’araignée initiale, puis en conditionnant le résultat par le fait que la derniére
excursion de (As)s>o se situe sur une branche m vérifiant oy, = @.

- Siy =0 et o <0 pour tout m, (Ag)s>o est une araignée brownienne.

- Sty <0 et am < 0 pour tout m, on considére (Ys, Rs)s>0 une araignée brownienne, € une
variable exponentielle de paramétre || indépendante de (Ys, Rs)s>0, Te linverse du temps local
de (Ys)s>0 en e, (375)520 un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0 et indépendant des
variables précédentes, V' une variable aléatoire (également indépendante des précédentes) définie
sur B, et vérifiant les égalités suivantes pour m € E :

fim,
PV =m)=-Fm1, .,
( ) Zluk me
kedJ

si J ={m € E,ay = 0} est non vide, et

o (B 3 )
keE

ag |+
E,Uk‘ kc|v2‘ \
kcE k

P(V=m)=

st J =10.
Dans ces conditions, le processus (Xs, Ng)s>0 a méme loi que (X5, Ng)s>0, avec
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(XS,NS) = (Ys, Rs) pour s < Te, et (XS+Te,NS+Te) = (Y,, V) pour s > 0.

Les Théorémes 3.1 et 3.2 constituent une étude asymptotique compléte des pénalisations ex-
ponentielles données au début de la section.

On remarque que dans le cas ot max{a,,,m € E} > 0 et v = 0, la densité de la restriction de
(@0)W(>) 3 F, (s > 0), par rapport a celle de W 0,0), est le produit d’une fonction de s par une
fonction de As.

Afin de comprendre ce résultat, on peut alors se demander pour quelles mesures de probabilités
sur Cg une telle propriété a lieu. Le théoréme suivant répond a la question dans le cas ou les
densités de probabilité sont suffisamment réguliéres.

Théoréme 3.3 :  Soit v une mesure de probabilité définie sur Cp, différente de W g ).
On suppose que pour tout s > 0, la densité de la restriction de v a Fs par rapport a celle de
W 0,0) existe et s’écrit sous la forme :

9(s, X5, Ns) = h(s) fn, (X5)

avec fm € C2(RY), f0(0) = £ (0) =1 pour tout m € E, et h € C*(R,).
Dans ces conditions, il existe 3 > 0 tel que h(s) = e=sP/2 pour tout s > 0, et la mesure v est

oo)

. L. N . ., (m) N
une combinaison linéaire & coefficients positifs des mesures (@™ OW(®) " og pour tout m € E,

(m) (m)

. m
m) =0Bsim=meta,,

™) est donné par o = 0 sinon.

3.1.4 Interprétation heuristique des différents cas du Théoréme 3.2

Les résultats donnés dans le Théoréme 3.2 montrent que les processus obtenus dépendent de
maniére assez complexe des paramétres a et « définis précédemment. C’est pourquoi nous allons
en donner une interprétation heuristique.

- Dans le premier cas du théoréme, v > 0 est le plus grand des parameétres de la pénalisa-
tion ; de ce fait, son influence domine celle des (@, )mer, et la loi limite obtenue ne dépend que
de 7.

Le processus canonique, sous cette loi limite, a alors tendance a rester prées de ’origine, pour que
son temps local en zéro de (X¢)¢>0 soit asymptotiquement plus grand.

Cette attraction vers l'origine correspond bien au comportement d’un processus bang-bang.

- Dans le deuxiéme cas, 'influence qui domine est celle du plus grand coefficient & : le pro-
cessus canonique, sous la nouvelle loi de probabilité, reste (& partir d’un certain temps) dans une
des branches m € E telles que a,, = a.

De plus, la pénalisation exponentielle dominante est fortement liée & celle qui transforme un
mouvement brownien standard en un mouvement brownien avec drift &, ce qui explique l'inter-
vention de ce mouvement brownien avec drift dans la loi de (X¢)¢>o0.

- Dans le troisiéme cas, on pourrait penser que la pénalisation a tendance a empécher le processus
de trop s’éloigner de 'origine.

En réalité, la pénalisation étudiée est uniquement fonction de (Xy, Ny), et le fait que l'on fasse
tendre t vers l'infini annule, & la limite, Ueffet de cette pénalisation; le cas est analogue a celui
d'un pont brownien sur [0,¢] (¢ tendant vers l'infini) restreint a un intervalle fixé [0, s] : ce pro-
cessus tend, en loi, vers un mouvement brownien (voir B. Roynette, P. Vallois et M. Yor [RVY05]).
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- Dans le dernier cas, la pénalisation du temps local a 'origine (v < 0) domine, de sorte que le
processus étudié reste dans une méme branche & partir d’un certain temps; d’ott I'intervention
d’un processus de Bessel de dimension 3, qui n’est autre qu’un mouvement brownien conditionné
a rester positif sur tout R..

3.1.5 Un petit guide de lecture de ’article

- Dans la suite de cet article, nous démontrons les trois théorémes principaux, dans ’ordre ot ils
sont énonceés.

Plus précisément, nous effectuons une étude préalable de la quantité :

W, iylexp(an, Xi +vL¢)] dans la Section 3.2, étude nécessaire a la preuve du Théoréme 3.1 qui
est achevée dans la Section 3.3.

Les Sections 3.4 et 3.5 sont consacrées respectivement aux démounstrations des Théorémes 3.2 et
3.3.

- On trouvera dans les preuves ci-dessous un certain nombre d’études de cas, selon les valeurs
des différents parametres. Une telle structure des démonstrations parait inévitable, compte tenu
du nombre assez important de ces parameétres.

Dans Y. Hariya et M. Yor [HY04], B. Roynette, P. Vallois et M. Yor [RVY05|, on peut également
voir des situations ou interviennent des distinctions de cas, analogues & celles rencontrées dans
cet article.

- Comme nous venons de I’évoquer ci-dessus, un certain nombre d’estimations assez élémentaires
(Propositions 3.2.1, 3.2.2, et 3.2.3, Lemmes 3.2.4, 3.3.1 et 3.3.2), se ramenant assez rapidement a
une étude du mouvement brownien, sont faites préalablement aux démonstrations des Théorémes
3.1et 3.2.

Nous conseillons au lecteur de faire une premiére lecture rapide de ces estimations, puis de se
concentrer sur les démonstrations des théorémes principaux de l'article, quitte & revenir ensuite
sur la preuve des résultats de la Section 3.2 et du Paragraphe 3.3.1.

3.2 Etude de I'expression W, j)[exp(ay,X; + vL)]

3.2.1 Enoncé des résultats obtenus

Afin de prouver lexistence de (*YW() nous allons commencer par définir une expression qui
majore Z (o, 7,7, k,t) = W, py[exp(an, X¢ + vLt)] tout en étant équivalente a cette quantité
quand ¢ tend vers l'infini.

Pour cela, introduisons les deux quantités I(3,~,z,t) et J(5,z,t) (8,7 € R, z,t € R;), données
par les égalités suivantes :

1(B,7, @, t) = Eg[exp(BYy] + vLi) 11 <i]
J(8,2,) = Ex[exp(8Y:) 11, >]

o, sous Py, (Y)¢>0 est un mouvement brownien issu de x, L; le temps local en zéro de (Y;)o<s<t,
et Ty = inf{s > 0,Y, = 0}.

De plus, posons :

X

) 2 2 _
J(B,x,t) = @@157&0 +4/ —a1p=0 + 2sinh(fz) exp(t3°/2)1550

36



et définissons la quantité I*(f,~,z,t) par le tableau suivant :

Conditions sur g et ~y (8,7, z,1)
Pl Ve (5 )
B=0,7<0 Wlw\/%
v=0,6<0 ﬁ %
f=7=0 1
B>0,08>y ﬁ\/%-i- %e—ﬁmt@/z
7>0,v>0 Lo/ E + Egemrattr?/2
7=06>0 7\/%+ 2tA? + 1)e 17 +07/2

Si on pose :

Z*(a,y,x, k, t) Zum (W, v,z t) + J* (g, 2, t)
mekE

on a alors les trois propositions suivantes :

Proposition 3.2.1 :  Pour tous € R etx € Ry

J(B,z,t) < J*(B,x,t) pour tout t > 0.
J(B,x,t) est équivalent a J*(B,x,t) quand t tend vers linfini.

Proposition 3.2.2 :  Pour tous B,y € R etx € Ry :

I(B,v,z,t) < I*(B,7v,z,t) pour tout t > 0.
I(B,v,x,t) est équivalent a I*(B,v,x,t) quand t tend vers l'infini.

Proposition 3.2.3 : Pour tousa € R¥, ye R, 2 € Ry etk e E :

Z(a,y,x, k,t) < Z*(a,v,x, k, t) pour tout t > 0.
Z(a,y, 2, k,t) est équivalent & Z*(a, vy, x, k,t) quand t tend vers linfini.

Remarquons tout de suite que les Propositions 3.2.1 et 3.2.2 entrainent la Proposition 3.2.3.
En effet, on a :
Z(Oé,’}/,ﬂj',k‘,t) = Al + A2

avec
Al = W(-'Evk) [eXp(OéNtXt + ’YLt)lT()St]
Ay = W(:c,k) lexp(an, Xt + v Lt) 11,51

ou Ty = inf{s > 0, X; = 0}. D’apres la propriété d) de l'araignée (donnée au début de I'article),
conditionnellement au fait que Ty < ¢, IV} est une variable de loi p, indépendante de (Xy, Ly).
Comme, d’autre part, (X)s>0 sous W, 1y a méme loi que (|Ys|)s>0 sous Py, on a :

= Zuml(am,’y,x,t)

melE
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Par ailleurs, si (Xs)s>0 ne s’annule pas avant ¢, il est évident que Ly = 0 et N; = k.
On a donc As = J(ag,x,t), et il en résulte 1’égalité suivante :

Z(Oé,’Y,ZL‘, kat) = Zﬂml(am,%x»t) + J(Oék,i]j‘,t)
meE

qui entraine la Proposition 3.2.3, en supposant vraies les Propositions 3.2.1 et 3.2.2.

Il nous reste donc a démontrer ces deux propositions, ce qui est fait dans les Paragraphes 3.2.2
et 3.2.3.
3.2.2 Preuve de la Proposition 3.2.1
Le principe de réflexion implique :
J(B,2,1) = Eo[e” 10554] = Bo e 1y,50] — Eo[e” 1y,5015<i]

[ 2L t1Y>O] _Ex[ _BYt1Y<0]
)2/2t)+By ((m+y)2/2t)+6y)d

\/ 2rt 4

Supposons § < 0 : De la majoration immédiate :

2
o~ /20 _ ()2 (z+y)® (z-y)
2t 2t t

on déduit I'inégalité :

I ) <\ [ uety =\ 2o = (B,

Par ailleurs, on a les encadrements suivants :

(o v)? _ eyt o _ (B—y)”  (2—y)

2t - - 2t + 8t2

2 4

2 2 4
@4y vz o (E1Y) n (z+y)

1 —
2t - - 2t 8t2

ce qui implique :

a;—i—y

Tk e

JoS (1 +y)*e¥dy est fini.

J*(B,x,t) — J(B,x,t) < edy = 2°t752C(Bx)

ou, pour tout u < 0, C(u) = \/ﬁ

J*(B,x,t) est donc a la fois un majorant et un équivalent de J(3,z,t) quand t — oo (z étant
fixé¢) : la Proposition 3.2.1 est donc vraie pour 5 < 0.

Supposons =0 : On obtient ici

e Y /thy

1
J(0,z,t) = ot
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expression admettant bien comme majorant et comme équivalent :

2
J0,z,t) =/ ==

7t

quand ¢ tend vers l'infini.

Supposons >0 : On a l’égalité suivante :

~(@=9)?/20+8y _ o= ((@+4)*/20)+By) gy,

\/ﬁ

dze /2t)+6Z(eﬁ:v —e Py = 2sinh(ﬂoc)et52/2

\/ﬁ

(e~ (@=v)* /2048y _ o~(@+u)*/20+89) gy — — J(—3, 2, 1)

\/27‘(’
D’ou I’égalité :
J(B,x,t) = J(—p,x,t) + 2sinh(ﬂaz)ewz/2

quantité qui admet comme majorant et comme équivalent :

* . 2 /9 2 X
J*(3,z,t) = 2sinh(Bz)e? /2 + \/ﬁ@

Nous venons donc de prouver la Proposition 3.2.1 dans tous les cas. g

3.2.3 Preuve de la Proposition 3.2.2

Afin de démontrer cette proposition, nous allons donner quelques résultats sur la loi jointe de
(Y], Lt), lorsque (Yi)i>0 est un mouvement brownien issu de = et (L);>0 son temps local en
zéro.

Plus précisément, en notant (pour tout x € Ry ), P, la loi d’'un mouvement brownien réel issu
de z, (Y3)1>0 le processus canonique de C(R4,R) et L; son temps local en 0, nous allons prouver
le lemme suivant :

Lemme 3.2.4 : Avec les notations précédentes :

- Pour tout © > 0, P,[Ly + |Yi| € dz, Ly > 0] = %z(x + z) exp <—(m;f)2) 1,-0dz.

[Y]

Toryy €5t une variable uniforme sur [0,1],

- Conditionnellement au fait que Ly > 0, ©; =
indépendante de Ly + |Yy.

Autrement dit, on a, pour l,y >0 :

2 l 2
P, (Ly € di, [Vil € dy) = | = (1 + 2+ y)exp (—M> dydl

2t

Preuve : En effectuant une intégration par rapport au premier et au dernier temps d’annulation
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de (Y;)s<t, et en appliquant la propriété de Markov au temps T = inf{¢t > 0,Y; = 0}, on obtient,
pour tousy € Ry et [ >0

P, (Yi| € dy, Ly € di) = / Po(Ty € ds1)Po(|Yi_s,| € dy) ...

s1+s2<t

. Po( sup {u|Y, =0} €ds,(t —s1— s2), Li—s, € dl||Yi—s,| =v)

0<u<t—s1

Par un renversement du temps effectué sur le pont brownien :

P,(|Yi| € dy, L; € di)

= / PI(TO S dsl)Py(TQ S dSQ,Lt_Sl € dl, ‘Y;f—sl‘ S [O,dy])

s1+s2<t
_ / P, (Ty € ds1)Py(Th € dsa)Po(|Vios,—sa| € [0,dy], Li—s, s, € dI)
s1+s2<t
_ / Ty € ds1)Py(Ty € dso)Po(Lis, s, € dllYiy,—s, = 0)
\/ t — 81 — 82
s1+s2<t

Or la loi du temps local d’un pont brownien sur U'intervalle de temps [0,¢ — s1 — s3] est connue :

c’est la loi (dite de Rayleigh) de la racine carrée d’une variable exponentielle de paramétre
1

2(t—31—32)'

On en déduit :

2le—l2/2(t $1—82)
P.(Y;| €dy, L, € dl) = / dyl P,(Tp € ds1)P,(Tp € dss)
\/27T(t — 81 — 82)3
s1+s52<t
= 2dydl / PI(T() € dSl)Py(TO S dSQ)Dl(t — 81 — 82)

s1+s2<t

= 2dydl / ds1dsaDy(s1)Dy(s2)Dyi(t — s1 — s2)
s1+52<t

= 2dydlD, * Dy % Di(t) = 2Dy (t)dydl
[ 2 (14 z 4 y)?
D, (u) désignant la densité de Ty en u sous P,.

Ces égalités impliquent le lemme annoncé (voir également J. Pitman [Pit99| pour une autre
démonstration). O

Suite de la preuve de la Proposition 3.2.2

Avec les notations du Lemme 3.2.4, on peut écrire :
BIYil +vLe = (|Yi] + L) (v + (B — 7)O4), ce qui implique la formule suivante :

B[\ Z [t e ()]
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ot Ug =7+ (8 — 7)O; est une variable uniforme sur [3,7] (ou bien [y, 3] si v < ).
Nous allons & présent distinguer plusieurs cas, selon les valeurs de § et 7.

Supposons ﬁ, v < 0 : Dans ce cas, le théoréeme de convergence monotone prouve que
2 .
fo (z + 2)e”(@F2)7/20+2Usdz] croit vers E[fy° z(z + 2)e*Ysrdz] quand t tend vers l'in-
fini

Or pour ¢ € R* | fo (x4 2)e??dz :fg—i—ﬁg.

On en déduit que si § # « :

o w11 <1 i) I [_z L]V 181+
EUO ot z)e ﬁdz] v—ﬁ/ﬁ reRlrri ] B el Bt vty e

et que cette derniére égalité se prolonge en fait au cas ou 5 = ~.

Il en résulte que I((,7,x,t) admet comme majorant et comme équivalent :

Pt =2 (o + Z)

quand ¢ tend vers I'infini.

Supposons § =0, v <0 : On a, pour tout z :

EZU5W: / qﬁqub_l—e’yz
&l Ivl=

D’ou :

I(B,7,z,1) |\/ t3/ (x4 2)e —(@+2)?/2 g, |’7|“7Tt / (x+2)e —((@+2)?/2t)+vz 4,

On a fooo (z+2)e"?dz < o0, donc le deuxiéme terme de expression ci-dessus, négatif, est dominé

~3/2

par t quand ¢ tend vers l'infini.

Par ailleurs,

/Oo(x + z)e_(x“)z/%dz = [_te—(xﬂ)z/?t] % et/
0 0

admet ¢ comme majorant et comme équivalent quand t tend vers l'infini.

Ces deux propriétés permettent de déduire que I(3,7,x,t) admet comme majorant et équiv-
alent :

1 2
I’ x,t) = —1\/ —
(ﬁ’ /7? 9 ) |’7| 7Tt
quand ¢ tend vers I'infini.
Supposons v = 0, 8 < 0 : Par symétrie, ce cas est évidemment analogue au cas précé-

dent.
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Supposons f=v=0: Ona:

B v, 1, t / / a:—i—z —(z+2)? /2td2
_ /th[ tze—(@+2) /2t / / —(z+2) /2td2

=2P(N > x/Vt)

ou N est une variable gaussienne centrée réduite.
La Proposition 3.2.2 est donc vraie dans ce cas puisque I*(3,v,z,t) = 1.

Supposons 3 >0et 3>~v: Ona:

B8 Bz _ vz
E[GZUB"Y] — /BL/ €¢Zd¢ = u
o v

U / (z + z)e”(( +2)* [20)+02
[ & / a;—l—z —((z+2)? /2t)+’yzdz

2 o —((TTZz 2 z
\l ﬁ/o ($+Z)€ (( + ) /2t)+¢ dZ
:1/i%[—w‘Wﬁ@W%H¢zw_F@/Ei/me—w%@W%dez
_ /_ ~a?/2 | g ge—deHS/2 _ /2 / 2/20) -2 g,

/ e@@ﬂﬂ@@g/) S M
0 0 ¢

Donc la quantité ci-dessus admet /2/7t + 2¢e‘¢m+t¢2/ 2 comme majorant et comme équivalent
quand ¢ tend vers I'infini.

On peut en particulier en déduire que le second terme de I(S3,~,z,t), négatif, est négligeable
devant le premier quand ¢ tend vers l'infini (quel que soit le signe de ), ce qui permet de prendre :

On en déduit :

1(B,7,z,t) =

Pour tout ¢ > 0 :

avec

1 [2 23 ,
B,7,x,t + exp(—pBx +t3°/2
I'( ) = T \VNm 5 ( /2)
comme majorant et équivalent de I(53,~,x,t).

Supposons v > 0 et v > 3 : Ce cas est analogue au précédent.

Supposons y=(>0: Onaici:

I(B,7y,z,t) = \/ %/0 z(z + z)e_((x+z)2/2t)+vzdz



- — — _(('T+Z)2/2t)+ﬁfz — | —(("E+Z)2/2t)+ﬁ/z o0 —
/0 (z(x 4+ z) —ytz —t)e dz [ tze ]0 0
I(B,v,x,t) = \/ 3 / (vz + 1)6_((x+z)2/2t)+’yzdz
Tt 0
Par ailleurs, on a :

/ / —((z+2) /2t)+fyzdz_2€—'yw+t72/2 [ = / —((z—=2) /2t)—’YZdZ

Lz 2 . - , . R _ 2
quantité équivalente et inférieure a 2e 7+ /2,

On en déduit :

La quantité —yay/2 [;* e (@) */20+72 7 est donc négative et équivalente a —2yze 1T HY/2,

D’autre part, d’aprés un calcul précédemment effectué, 7\/% fooo(x + Z)e_((x+z)2/2t)+yzdz est

équivalent et inférieur a 7,/ % + 2t’y2e_“fm+t“f2/ 2 (voir I’étude du cas 3 > 0 et 3 > 7).

En additionnant les trois termes évalués ci-dessus, on obtient donc & nouveau :

2
I(By,2,t) =1/ — + 2(ty* + 1) exp(—yz + t7%/2)

comme majorant et équivalent pour I(8,~,x,t). O

Nous venons donc d’achever la preuve des Propositions 3.2.1 et 3.2.2, qui entrainent la Proposi-
tion 3.2.3.

3.3 Preuve de ’existence de la mesure ()W ()

3.3.1 Quelques lemmes techniques

L’objet de cette Section 3.3 est de prouver le Théoréme 3.1. Pour cela, nous aurons besoin de
deux lemmes, dont le premier est le suivant :

Lemme 3.3.1 : Pour tous 3, v € R, il existe D((3,7) tel qu’on ait, pour tout t > 1 et
tout x > 0 :

J*(B,3,t) < D(B,7)sinh((B" + 1)x)I"(8,7,0,1)

Preuve : Fixons § et v dans R, = dans R, et supposons ¢ > 1.
-Sip<0ety <0, JB,x,t) = \/%gﬁ% et I*(8,v,0,t) = %5@21'}', ce qui implique :

B2y
~2
Xt , 7,0t
-Sig<0ety=0, I*(ﬁy’y,O,t)zﬁ\/WEZﬁ\/%, et donc :
(ﬁ,!l?t) m (ﬁ,’}/,Ot)



-Sif <0ety>0, I*(8,7,0,t) > =13

ﬁ

2 1
7?2—;3\/

J*(B,xt) <w <

)I*B%Ot

—Siﬁ:06t7<0,J*(ﬁ,m,t):[wet]*(ﬁ,y,Ot) M %,d’ou:
JH(B,x,t) = |v|aI"(8,7,0,t)
-Siﬁ:yzo,f*(ﬁ,y,o,t):12%2\/%,et:
J*(B,z,t) < xI*(B,7,0,1)
—Siﬂ:Oet’y>O,I*(ﬁ,'y,O,t)Zﬁ 2 d'ou :

-Sif>0ety< g, J(B,x,t) = %3 + 2sinh(Bzx)e 152/2 g

1 [2 28 ,p
I*(8,7,0,t) > o1/ 5 + e /2
( iV T

On en déduit que :

7 (Bant) < max (X022 i) 227 ) 1760
Orz< %, d’ou :
J*(8,,t) < max (5 = %) simh(52)*(8,7,0,1)

-Sif>0ety=p,onal*3~0t >p5 /% 4 2etF?/2.

On obtient donc :
sinh(9) ) 1°(5,7,0.1)
, 1) sinh(82)I* (8,7,0,1)

-Sig>0ety>p0,onal*3,,0,t)> #4.%@52/2 d’ou :

Q\

—-p —p

\Q

J(B,y,x) <max | x smh(ﬁ:p)

( »
(

v—0
ﬁ3

) (8,7,0,1)

< max

, #) sinh(Bz)T* (8,7,0,1)

Le Lemme 3.3.1 est donc prouvé dans tous les cas.
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Il est utilisé pour démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.3.2 : Pour tous o € RF, v € R, il existe H(a,7), ¥(a) € R tels que pour
tousr e Ry, ke E, ett>1:

Z*(a,y,x, k,t) < H(a,v) exp(¥(a)z) Z* (e, 7,0,0,t)

Preuve : On observe, tout d’abord, que quels que soient [ et -, il existe C(/3,7) tel que pour
tous z, ¢ :

(en fait, I*(8,v,2,t) < I*(8,7,0,t) dés que sup(f3,7) > 0).
On en déduit que pour tous o = (o )mer € R¥, Y€ R, t,z € Ry :

>t (0, v, m,8) < Clos V)1 +2) Y pnI* (0, 7,0, 2)
meF meFr

< Cla,y)(1+2x)Z*(,7,0,0,t) (*)
ou C(a,v) = max{C(am,v),m € E}.

A présent, posons 6(a) = max{a;,m € E}, v = min{pgy,m € E} (v > 0 puisque p, > 0
pour tout m € E), et D(a, ) maX{D(am,y),m € E}.

Sit>1,le Lemme 3.3.1 permet d’obtenir les inégalités suivantes :

J*(ag,z,t) < D(ag,v)sinh((agf + 1)z)I* (e, 7,0,1)

< D(a,v)sinh((6(a) +1 x)ZMTmI*(am,’y, 0,t)
mekl

sinh((6(«) + 1)2) Z* (e, 7,0, 0, t)

< Dleyy)
o v
On en déduit, en utilisant I'inégalité (*) :

D(a,v)

Z*(a,’y,:}:,k’,t) S < v

+ C(a,’y)) expl(d(a) + 1)z] Z* (e, 7,0,0,t)

ce qui acheve la démonstration du Lemme 3.3.2. ]

Ce lemme nous permettra d’achever la preuve du Théoréme 3.1, ce que nous faisons dans le
paragraphe suivant.
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3.3.2 Preuve du Théoréme 3.1

Soient & € RF, v € R, s > 0 et Ay € F,. En utilisant la propriété de Markov au temps s, on

obtient, pour tout t > s :

1x,

15

W(O 0)[ OéNtXt-i-’YLt]

N Xty ]

= W(g,0) |14,

= W(0,0)

On sait que exp(’yLs)—Z(aZ’V,;iifb%”f)_s)

Iinfini, L, X, N, étant fixés.

OI' Z*(avlyvxakau) = Z :um]
mek

evls

1, exp(yLs)

est équivalent & exp(yLs)

W, [N Xtk | Fs
W

W (g, [e Xt lo)| X N ]
W (g0 [erNeXH7E]
Z(avlvastsvt_ S)
Z(a>7>0707t)

z* ((X?FY?X-SWNS 7t_5)
z* (CM,’\/,0,0,t)

quand ¢ tend vers

(Y, z,u) + J*(ag, x,u) pour tous x, k, u, donc d’aprés les

expressions de [* et J* données precédemment, on a les équivalents suivants :

Conditions sur «, vy

Equivalent de Z*(«, 7, z, k,u) quand u — oo

Y > oy pour tout m, y=qp, ssime J, J
sous-ensemble non vide de E, et v > 0

2 < Z Nm) u,y2e—*yx+u'y2/2

meJ

Y > oy, pour tout me€ Eet vy >0

< Z 2vpm ) e—’yx+u’y2/2
—a
mGEﬂY i

m max () a ssi m € J (J sous-
ensemble non vide de E), @ > yet &> 0

v =0, a, = 0sim € J (sous-ensemble non
vide de E) et a;, < 0 sinon

v =0, a, <0 pour tout m € E

eue’/2 < < > ,um> o 4 QSinh(o_z:E)lkeJ>
meJ
Hm

> Hm
am|>

am = 0 si m € J (sous-ensemble non vide
de E), ay, < 0 sinon, et v < 0

meJ
7 (=S
me
T ] + 2lkey

am < 0 pourtout me Fety<O0

|04m‘+|’Y|
az, 2 tx

2
\ 7a < >
meE
meFE

1
meE <a_% i Z

Vo

On en déduit que I’expression exp(yLs)
M (e, v, Xs, Ns, Ls, ).

Z(0,7,Xs,Ns,t—s)
Z(a7770707t)

converge, quand t tend vers l'infini, vers

Par ailleurs, si ¢t > s+ 1, on a, d’apres le Lemme 3.3.2, les inégalités :

Z(O‘/%Xs; N57t -

s) < Z*(a,v, Xs, Ng, t — 5)
< H(a,

’y)ed’(a)XS Z*(a,7,0,0,t — s)
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De plus :
1
Z(a777 0,0,t) > 52*(0477707070

pour t assez grand, puisque Z(a,7,0,0,t) est équivalent & Z*(«,~,0,0,t) quand ¢ tend vers I'in-
fini.
D’autre part, pour ¢ assez grand :

Z*(O@’Ya 0707t — S)
Z*(@,%Oﬁ,t)

< 2M(a,7,0,0,0,s) <2

Il en résulte que pour ¢ assez grand :

e'yLs Z(a777XS7N87t - S)

Z(Oé,’)/, 0’071:) < 4H(a77) eXp(¢(a)Xs +’7Ls)

Ce majorant étant intégrable sous W g ), on en déduit le Théoreme 3.1, par convergence
dominée. 0

3.4 Etude du processus associé a (@) W(>)

Dans cette section, nous allons prouver le Théoréme 3.2 en distinguant plusieurs cas, selon
Y 1 3 (07’)/)

I'expression de la martingale (Ms™")s>0,

Ms(a”) = M(«a,y, Xs, Ns, Ls, ) étant la densité de la restriction de (@ )W(®) 3 F, par rapport
a celle de W g o) (nous noterons plus simplement M cette densité s’il n’y a pas d’ambiguité
possible).

3.4.1 Cas ou 7> «,, pour tout m et v >0

Sous W g0y, (Ys = Ls — X;)s>0 est un mouvement brownien. La densité de la loi de (Y, )o<u<s

sous (a’“/)WEOO), par rapport a celle d’'un mouvement brownien sur [0,s], est donc égale a
M = exp(vY; — s7°/2).

Par conséquent, (175)520 est un mouvement brownien avec drift v sous (*VW(®) et (X,)>0

peut étre obtenu & partir de (173)320 grace a lexpression : X = ( sup f@) —Y,.
u€(0,s]

On en déduit que (Xs)s>o a méme loi que la valeur absolue d’un processus bang-bang de
parametre .

Par ailleurs, Ny n’intervient pas dans l'expression de M;, donc le processus (Ng)s>0, sachant
(Xs)s>0, @ méme loi sous (@NW(®) que sous W,0)-

3.4.2 Cas ot max{a,,,m € E} > max(v,0)

Dans ce paragraphe, nous posons & = max{a,,, m € E} et nous notons J ’ensemble (non vide)
des éléments m de E tels que oy, = @. Commencons tout d’abord par étudier le cas particulier
suivant :

a) Cas particulier : v =0 et il existe m € E tel que J = {m}
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On a dans ce cas :

_ - 1
MS — e—sa2/2 <e—C|{Xs + — Sinh(OéXS)].NS:m>

M,
pour tout s > 0.
Considérons a présent un processus (Y, Ry)i>0 sur Rp défini de la maniére suivante :
- (Y3)>0 est la valeur absolue d’un mouvement brownien avec drift a.
- Soit Z l’ensemble des intervalles d’excursion de (Y%)¢>0. Conditionnellement a (Y:)i>0, (Re)t>0
est constant sur chaque intervalle I € Z (Ry = Ry pour t € I), avec Ry = m p.s. si I est l'u-
nique intervalle d’excursion non borné de (Y;)¢>0, et avec les autres (Rr) ez indépendants de loi p.

Montrons alors que (O W() est la loi du processus (Yz, Rt)t>0-

Pour cela, observons que si ¢ > 0, k € E et si ' est une fonctionnelle mesurable bornée de
C([0,t],REg) dans R, on a :

E[F((Ys)s<t)1r,=k] = E[F((Ys)s<t) P(Rt = k|(Y5)ser., )]
[F((Ys)s<t) Lr=mlys>tv,>0 + k135>t v,=0)]
[F((Ys)s<t) Lk=mP (Vs > £, Y5 > 0]Y) + P (3s > £, Y = 0]Y3))]

I
= =

compte tenu de la propriété de Markov de (Y5)s>0.

Comme Y; = |B§a)| ou (Bt(a))tzo est un mouvement brownien avec drift &, on a :
P(3s > t,Y, = 0Y;) = E[P(3s > t, B/ = 0|B)||BY]

o & . & ~B@ . & .
Or P(3s > t, B = 0|B{*) est égal a 1 si B < 0 et a e~208 " B!* > 0 : le premier
_ 95 R(®)
cas est évident et le deuxiéme résulte du fait que (e 208,37, )t>s est une martingale bornée si
T, = inf{t > s, B = 0}.

Compte tenu des densités en Y; et en —Y; de la loi de Bé&) :

P(Js > 1Y, = 0|Y;) = P(B{") = —Yi|v;) + e > P(B[Y = vi|v))
e~ Yt

T i | gan te

—2aY; edYt _ e“in
et + e~ cosh(aYy)

et donc

eVt sinh(aY;)
PVs>t,Y,>0|Y;) =1-— =
(Vs = £,Y; > 0Y3) cosh(aY;)  cosh(aY;)
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On en déduit, en utilisant la densité de la loi de (Ys)s<: par rapport & celle du mouvement
brownien réfléchi :

sinh(aY;) eVt

cosh(aYy) cosh(aYy)
sinh(aX;) e Xt

=m - + Pk -
cosh(aXy) cosh(aX})

E[F((Ys)s<t)1r,—k] = E |:F((}/s)s<t) <1k:m

; ; 1
= Wo,0) [F((Xs)sgt)th:ke_ta2/2 (e‘aXt + = sinh(dXt)th:mﬂ

= @COWEIF((X,)ser)1n,—i]

Nous avons donc montré que la loi de ((Ys)s<t, Re) et celle de ((Xs)s<t, N¢) sous (“OW () son
égales.

Par ailleurs, la loi conditionnelle de (Rs)s<¢ sachant ((Y5)s<¢, R¢) peut étre décrite de la maniére
suivante : si Z; est Pensemble des intervalles d’excursions de (Ys)s<¢, Io I’élement de Z; contenant
t, et pour tout I € Z;, R = R, avec s quelconque dans I, alors R;, = R; p.s., et les variables
(Rr)rez,\1, sont indépendantes de loi p.

On déduit de cette description que la loi de (Rs)s<¢ sachant ((Ys)s<t, R:) est égale a celle de
(Ns)s<t sachant ((Xs)s<t, Vi) sous W q gy, et donc également sous (@0 W () puisque la densité
de (@OW(®) par rapport a W 0,0) ne dépend que de X; et Ny.

Sous (“OW () on a donc d'une part 1'égalité des lois de ((Yy)s<i, Re) et de ((Xs)s<t, Nt ), d’autre
part 1’égalité des lois conditionnelles de (Rs)s<¢ sachant ((Ys)s<¢, Re) et de (Ng)s<¢ sachant
((Xs)s<t, N¢) : il en résulte égalité des lois de (X5, Ng)s<t et de (Ys, Rs)s<t-

Le résultat annoncé au début du paragraphe est donc démontré, ce qui achéve la preuve du
Théoréme 3.2 dans le cas particulier a).

De plus, ce résultat entraine les faits suivants, valables pour tout s > 0 sous la probabilité
(a,0) Wy (o) .

- Conditionnellement a F; et au fait que X; ne s’annule pour aucun ¢ > s, Lo, — L est nul.
- Conditionnellement & Fg et au fait que X; s’annule pour au moins un ¢ > s, Lo, — Lg est
une variable exponentielle de paramétre @. En particulier, Lo, est une variable exponentielle de

parameétre a.

Ces propriétés résultent du fait que le mouvement brownien avec drift & est un processus forte-
ment markovien dont le temps local total en zéro est une variable exponentielle de paramétre &.

Remarque : Si E = {—1,1}, 1 = p—1 = 1/2 et m = 1, le processus (X;N¢)¢>0, qui est
un mouvement brownien sous W q ), est un mouvement brownien avec drift & sous (,0) W)
Cela se vérifie aussi bien avec la martingale (Mj)s>0 qu’avec la description du processus (Y, Ry)i>0

donnée ci-dessus.

Nous pouvons a présent traiter le cas suivant, plus général :
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b) Cas ou il existe m € E tel que J = {m}, mais ot 7 < @ n’est pas nécessaire-
ment nul

On a maintenant :

M. = exp(rLs = sa2/2) (¢ 4 ST inh(@X. )1

Qhm

D’autre part, sous (®“OW () [_ est une variable exponentielle de parameétre & ; on peut donc
définir la mesure de probabilité suivante :

v = 7 exp (Lo ). (O W)

(sous laquelle Lo, est une variable exponentielle de parameétre & — 7).

Montrons que v est exactement la mesure (*YWI() que nous étudions, celle-ci étant donc
absolument continue par rapport a (¥0O W)

Pour prouver ce résultat, fixons s > 0 et A; € F;. On a :

I/(As) — (a’O)W(OO) |:Of - ’Y]_AS e'yLs e’\/(Loo_Ls):|

_ (@0 w(eo) [d ~ 9, e (@O () [ (Lo L) fs]]
a S

5 5 1
. 71/\3 o1Ls—sa/2 <e—aXs + o Sinh(aXs)le:m> (@0 W (o) [r(Leo—Ls) | £ ]

Par ailleurs, si Tp = inf {u > s, X,, =0} et sit > s, on a:

[0
= W(o,0) [

COWEINT < t,A] = Wio o) [ Agy<i-1a,]

puisque {7y <t} et Ay sont Fy-mesurables.

De plus, {Tp < t} et A; sont également Frp,;-mesurables, donc d’aprés le théoréme d’arrét :

@OWEITy < t,A] = W g [Mj(‘g}?t)lTOStlAs]
= W 0,0 [MI(“?O)lTOStlAs]
En faisant tendre ¢ vers I'infini, on a, par convergence monotone :
(@ OW) [Ty < 00, As] = W) [M}?’O) 17,<00ln,]
a,0
= W0 [Mc(po "14,]

puisque Ty < 00 p.s. sous W q o).

Il en résulte :

(@OW )T} < 00, Ay] = W0 [1a, Wo o) M | 7]

S

_ @Ow) |1,
[ Ms(a,O)

W 0,0) [e=(To=)a% /2| 7] ]

S e—aXs | MLm sinh(aXs)1n,=m

_ (@0)w(oo) [1 A
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Or, conditionnellement & Fg, Ty — s est le temps d’atteinte de zéro d’un mouvement brownien
issu de X,. On en déduit :
,2 —
W le 7927 ] = gm0

et

e—o_zXS

s e—@Xs + ,UILm Sinh(dXS)le:m

@OWEI T, < o0, Ay] = @OWE) |1,

autrement dit :
o—aXs

OWE T < ool Fy] =
La loi conditionnelle de Lo, — L, sachant la tribu engendrée par Fy et événement {7y < oo},
a été décrite a la fin de I'étude du cas a). On déduit de cette description I’égalité suivante :

& —aXe | 1 1o
(avo)W(OO)[e“f(Loo—Ls”j:s] _ a—° T i sinh(aX;)1n,=m

e—aXs | #Lm sinh(aXs)1n,=m

Il en résulte :

Qb

V(AS) = W(070) |:1As e'YLs—S&z/Q <e—OéXs + E Sillh(an)le:m>:| = W(O,O) [1As M8(057’Y)]

On a donc l’égalité cherchée :
v = (@7)yy(eo)

qui implique le Théoréme 3.2 dans le cas b).
c) Cas général

Une fois le Théoréme 3.2 prouvé dans le cas particulier b), il est facile de I’étendre au cas
général & > max(y,0).
En effet, dans ce cas, la loi de (X, N¢)¢>0 est une moyenne des lois données en b), avec une

pondération Z“”Lk pour chaque m € J.

keJ

On en déduit que le processus canonique sous (VW) peut étre décrit de la méme maniére
qu’en b), sauf que sa derniére excursion se situe sur une branche quelconque appartenant a J,
choisie aléatoirement a 1’aide de la mesure w : ceci correspond exactement & I’énoncé du Théoréme
3.2.

3.43 Casouvy<0eta,<0pour tout me F

Dans ce cas, on a :

M, = e (1 + 0y, X,)

ou les (0;)ker, positifs, dépendant de «, sont tels que :

> b = 1l

keE

Nous allons tout d’abord supposer qu’il existe m € E tel que 0
k # m.

S | R A — 0 si
= sik =m,et 0, =0si
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Dans ces conditions :

M, = evls (1 + melNS:m>

m

Considérons alors des réels positifs [ et s, une variable aléatoire F;-mesurable bornée Y (7
étant 'inverse, pris en [, du temps local de (X;)t>0), et une fonctionnelle F' mesurable bornée de
C([0,s],Rg) dans R.

On a, lorsque ¢ > 0 :

(QW)W(OO) [1TlStYF((XTl+U7 Nn—i—u)ogugs)]
= W(070) [Mt(—?,sPY)lTlStYF((XTl-FU’NTH-U)OSUSS)]
= W(070) [M((zﬁZ;A(Tl_;_s)1Tz§tYF((XTz+uaNTH—u)OSuSS)}

= W9 [Mr(ﬁ}z)F((XnJrua Nn+u)0§uﬁs)1nsty}
en utilisant le théoréme d’arrét pour la deuxiéme égalité.
Le théoréme de convergence monotone entraine alors, en faisant tendre ¢ vers l'infini :
(@) wyieo) (17 <00 Y F((X7 40, Noygu)o<us<s)]

— eﬁ/lW(O,O) |:e'Y(LTl+s—L‘rl) <1 + MXTL+81NTI+S:m> F((XTL+U7 Nn-{—u)OSuSS)Y

m

compte tenu du fait que 7; < oo p.s. sous W g q).

D’apres la propriété de Markov de laraignée, (X, 44, Ny 4u)o<u<s est indépendant de F;, sous
W0y et a méme loi que (Xus Nu)o<u<s-

On en déduit :
CDWE 1, 1Y F((Xry s Nryyu)o<uss)] = exp(v) VW F(Xy, Nyocuss| W o0 [Y]
En particulier, pour F' et Y égaux a 1, on obtient :
@NWEILog > 1] = exp(71)
On a donc les caractéristiques suivantes :
- Lo est une variable exponentielle de paramétre |7|.

- Conditionnellement & Lo, > I, (X5, Ng)o<s<r, €st une araignée brownienne arrétée en 7, et
(Xr,4+5: Nr45)s>0 a pour loi (@)W () . de plus, ces deux processus sont indépendants.

On déduit de ce qui préceéde que conditionnellement & Lo, = [, (X, Ns)o<s<s, €st encore une
araignée arrétée en 7y, et (X, 45, Nr4s)s>0 est un processus de loi (Q’V)W(OO), conditionné par le
fait qu’il ne s’annule qu’au temps zéro, les deux processus étant encore indépendants.
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Pour déterminer la loi du deuxiéme processus, considérons s > 0, Ay € F5, 1 > 0 et t > s.
On a :

@NWEIA,, 7 < 1] = W M1y, 15, <))
=W T 10, 10<]

Tl

d’ou
@NWEIA 7 < o] = Wio0) [MIVT14,]

et donc :

COWEIN,, Lo < 1] = W) [(M) = MET)1,,]

TIVS

= W,0 [(6%5 (1 + melNS=m> - e”’l> 1Ls<l1As:|
Hm -

= Wio0)[Ls < [W o0, [us (e'yLs( Dl )—e“ﬂ> rLssz}

Comme (“VW(®) (L, <l]=1-¢" ona:

(@NWIRNA| Lo < 1]

\%% L, <1
- MW(O,O) [1/\3 <e'YLS < My, 1n,= ) - 6”) |1Ls < l}

1- eﬁ{l Hm
W Ls <1] -
- ((10)_[ eﬁ/l_ ]Ws(l) |:1As <eﬁ/LS <1 + mele=m> - €7l>:|

ol Ws(l) est la loi de (X, Ny)u<s conditionné par 'événement {Ls <1},
Quand [ tend vers zéro, WLl tend vers = 1/

1t

D’autre part, si Ly < [ et si (X, Ny) est fixe, el (1 + %Xslezm) —e tend vers M S X IN,=m
quand [ tend vers zéro.

Ceci permet de démontrer :
(QW)W(OO)[ASMOO =0] = WS(O) [11\5 _—1NS:m]

ot W,(0) est la loi d’une araignée sur [0, s], conditionnée par sa non-annulation en dehors du
temps 0; sous Wg(0), (Xy)u<s est un méandre brownien de durée s.

On en déduit que sous (*VWI(®) et conditionnellement au fait que X, > 0 pour tout s > 0,
(Xs)s>0 est un processus de Bessel de dimension 3, et Ny = m pour tout s.

On a donc la description de (X, N¢)¢>0 dans le cas ot un seul des ) précédemment donnés
est nul.

Le cas général est simple & étudier & présent; en effet, il suffit de faire une moyenne pondérée
des mesures précédemment décrites pour chacun des m € E (avec la pondération “T—jlm)
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Remarque : Dans le cas étudié ci-dessus (7 < 0 et ay, < 0 pour tout m), on peut véri-
fier directement, & partir de expression de Mj, que la loi du processus (X, )y<s a une densité
e"Es (1 + |v|X,) par rapport a la loi d'un mouvement brownien réfléchi sur [0, s].

La validité de la description de (Xs)s>o donnée dans le Théoréme 3.2 peut alors se déduire du
Theéoréme 1.1. de B. Roynette, P. Vallois et M. Yor [RVYO05] (appliqué a la fonction ¢(y) = |y|e??)
et du théoréme d’équivalence de Lévy.

Par ailleurs, dans le cas ot 6 > 0 ssi k =m, on a :

(@NWIRIN, #m] = W (0,0)[€"" 1, 2m] o0
ce qui donne une preuve rapide du fait que 'excursion non bornée de (Ag)s>0 se situe presque
strement sur la demi-droite d’indice m.

3.4.4 Casouvy=0eta, <0 pour tout me FE

Ce cas est le plus simple de tous : (*OW(*) est exactement la loi d’une araignée brownienne,
. (a,0) P N
puisque M est constante et égale & 1.

A présent, nous venons d’achever la preuve du Théoréme 3.2 dans tous les cas possibles. U

Remarque : Le Théoréme 3.2 indique différents comportements possibles pour le processus
limite, selon les valeurs des réels oy, (m € E) et 7.

Cette distinction de cas généralise celle que B. Roynette, P. Vallois et M. Yor obtiennent dans
[RVY05| lors de I'étude des pénalisations exponentielles du mouvement brownien. Une distinc-
tion de cas du méme type apparait également dans les résultats prouvés par Y. Hariya et M. Yor
dans [HY04].

Par ailleurs, il pourrait étre intéressant d’étudier d’autres pénalisations de l'araignée browni-
enne, liées par exemple aux temps passés par Iaraignée dans les différentes branches, dont la
loi jointe, sur un intervalle de temps fixe, est décrite par M. Barlow, J. Pitman et M. Yor (voir
[BPY89b]).

3.5 Preuve du Théoréme 3.3

Soit v une mesure de probabilité vérifiant les conditions de ’énoncé du Théoréme 3.3.
La famille des variable aléatoires (g(s, Xs, Ns))s>0 est une martingale sous W 0,0, ce qui im-
plique les résultats suivants, compte tenu du semi-groupe de ’araignée brownienne :

Q

2
55 (s,x,m) = 0.

-Pour tousz € R%, s >0et m e E, %(8,:1:,m)+

D=

- Pour tout s >0, > ,um%(s,O,m) =0.
mekl

La premiére égalité donne :
1
W (3) (@) + 5h(s) f() = O
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Comme h(s) est non nul pour tout s, on en déduit :

o) =2 o)

ce qui implique que C' = };L/((;)) ne dépend pas de s.

Si on suppose C' > 0, f(x) est négatif pour tout xz, et f/ est décroissante. Comme f,, est
une fonction positive, la limite de f/ () quand x tend vers U'infini est positive, et f,, est crois-
sante : pour tout x, fi,(z) > fn(0) = 1.

On en déduit que f () = —2C f,(x) < —2C, ce qui est contradictoire avec la positivité de fp,.

Si on suppose C' = 0, toutes les fonctions f,,, (m € E) sont affines et positives : f,(z) = 1+ Az
ou A, > 0.

Or, pour tout s >0, > ,um%(s,o,m) = 0, ce qui implique Y Appm = 0, d’ott A, = 0 pour
meFE mer
tout m.

La mesure v est alors égale a W q ), ce qui est exclu dans I’hypothese du Théoreme 3.3.

Nous venons donc de prouver que C est strictement négatif, notons le —32/2, avec 3 > 0.
Comme h(0) = 1 (puisque fo(0) = 1), on a h(s) = e~*#*/2 comme annoncs, et () = B2 fn(2).

On en déduit qu’il existe J,, et A\, € R tels que :

fm(x) = 0 exp(—px) + A\, sinh(Bx)

pour tout > 0; comme f,,(0) =1, d,, = 1 pour tout m.
Par ailleurs, f,,(z) > 0 pour tout > 0, donc A\, > 0 pour tout m.

De plus, on doit avoir, pour tout s > 0, > ,um%(s, 0,m) = 0, ce qui implique > um f1,(0) =0,
melE mekl

soit Y (1 —Am) =0et > pmAm = 1.
mekr mek

On en déduit que v est une moyenne pondérée des mesures (a(m)’O)W(w), la pondération étant
UmAm, ce qui achéve la preuve du Théoréme 3.3. ]

Les processus associés aux mesures vérifiant 1’énoncé du Théoréme 3.3 peuvent étre considérés
comme des généralisations du mouvement brownien avec drift.
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Chapitre 4

Penalizations of the Brownian motion
by a functional of its local times

Introduction

Brownian penalizations have been studied in several articles, in particular by B. Roynette, P.
Vallois and M. Yor (see [RVYO03], [RVYO06a|, [RVY05]). The general principle of these penaliza-
tions is the following : let W be the Wiener measure on C(R4,R), (X¢);>0 the canonical process,
and (I't);>0 a family of positive weights such that 0 < W[I't] < oo; we consider the family of
probability measures (W¢):>0, obtained from W, by “penalization” with the weight I :

I
W, =L W
T WY

In many different particular cases, the family (Wy);>0 tends to a limit measure W, as t — oo,
in the following sense : for all s > 0, and for A; measurable with respect to Fy = o{X,,u < s} :

W, (AS) t—_>)oo W (AS)

Up to now, there does not exist a general theorem which covers all the different cases for which
convergence holds. On the other hand, we remark that in many of these cases, one has :

Iy = F((l{(X))yer)

where (I (X))yer is the family of the local times of (X)s<¢, and F is a measurable functional
from C(R, R+) to R+.

These two facts led us to prove that if ' is of this form, the limit measure W, exists for a
“large” class of functionals F'.

This proof is the main topic of our article, which is divided into six sections.

In the first one, we define and explain the notations we need to prove our main theorem, which
is stated at the end of the section.

In Section 4.2, we prove an equality satisfied by an approximation of a given functional of local
times, and in Section 4.3, we majorize the error term corresponding to this approximation.
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This allows us to obtain, in Section 4.4, the asymptotic behaviour of the expectation of function-
als which satisfy some particular conditions, and finally we prove the main theorem in Section 4.5.

In Section 4.6, we study the four following examples, for which this theorem applies :

1) F((I¥)yer) = ¢(1°) (which corresponds to I'y = ¢(I(X))), where ¢ is a function from R to
R, dominated by an integrable and decreasing function .

2) F((¥)yer) = ¢(inf{y > 0,1¥ = 0}) (which corresponds to the weight :
Iy = ¢(sup{Xs, s < t})), where ¢ is a function from R U{oo} to R, dominated by a decreasing
function v, which is integrable on R.

3) F(()yer) = exp <— [ Viy) dy), where V' is a positive measurable function, not a.e.
equal to zero, and integrable with respect to (1 + 32)dy.

4) F((I¥)yer) = o(1¥,1¥?), where y1 < y2 and ¢(l1,1l2) < h(li Alp), for a decreasing and in-
tegrable function h.

The three first examples have been already studied by B. Roynette, P. Vallois and M. Yor.

As a help to the reader, we mention that Sections 4.2 and 4.3 are quite technical, but it is
possible to read the details of these sections after Sections 4.4 and 4.5, which contain the prin-
cipal steps of the proof of the main theorem.

4.1 Notations and statement of the main theorem

In this article, (B;)i>o0 denotes a standard one-dimensional Brownian motion, (L});>0ycr the
bicontinuous version of its local times, and (7");>0,4cr the family of its inverse local times.

To simplify these notations, we put T, = 7§ (first hitting time at a of B) and Tlo =T.

For every I € Ry, (Yly+)y€R denotes a random process defined on the whole real line, such
that its “positive part” (V}”, ),>0 is a 2-dimensional squared Bessel process (BESQ(2)), its “nega-
tive part” (¥, .)y>0 is an independent 0-dimensional squared Bessel process (BESQ(0)), and its
value at zero Yl?+ is equal to [. In particular, by classical properties of BESQ(0) and BESQ(2)
processes, there exists a.s. yg < 0 such that YlyJr =0iff y < yo.

We define also (Y)Y )yer as a process which has the same law as (Ylf)yeR, the process obtained

,—

from (Y}, )yer by “reversing the time”.

In one of the penalization results shown in [RVY05], B. Roynette, P. Vallois and M. Yor ob-
tain a limit process (Z});>0, such that Z! = B; for t < 7, (|Z£l+u|)u20 is a BES(3) pro-
cess independent of B, and € = sgn(Zil +u) (u > 0) is an independent variable such that
P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. This process can be informally considered to be a Brownian
motion conditionned to have a total local time equal to [ at level zero. By applying Ray-Knight
theorems for Brownian local times (see D. Revuz and M. Yor [RY99a]) to (Z})i>o, it is possible

to show that the law of the family of its total local times is the half-sum of the laws of (Ylfﬂr)yeR
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and (Y)Y )yer ((Y}',)yer corresponds to the paths of (Z})i>0 such that e = 1, and (Y} )yer
corresponds to the paths such that e = —1).

This explains why the processes (Y}’,)yer and (Y}”_)yer occur naturally in the description of
the asymptotic behaviour of Brownian local times.

We also need to define some modifications of (1/137/+)y€R and (Yﬁ_)yER :forl>0,a>0, (leya)yeR
denotes a process such that (Ylf/a)yzo is markovian with the infinitesimal generator of BESQ(2)
for y < a and the infinitesimal generator of BESQ(0) for y > a, (Yl;y)yzo is an independent
BESQ(0) process, and Y}, = I. For a <0, (V}%,)yer has the same law as (Y, %, )ycR-

Now, let F' be a functional from C(R,R;) to Ry, which is measurable with respect to the
o-field generated by the topology of uniform convergence on compact sets. We consider the
following quantities, which will naturally appear in the asymptotics of E[F((L}),er)] :

L(F) = /0 T ARP(])yer)

I(F)= / AEF((Y )yer)]

I(F)=I14(F)+I_(F)
We observe that I(F') is the integral of F' with respect to the o-finite measure I on C(R,R),

defined by :
I:/ lel’++/ dl P, _
0 0

where P, is the law of (1/137/+)y€R and P _ is the law of (Yl%}_)yeR-

At the end of this section, we give some conditions on F' which turn out to be sufficient to
obtain our penalization result.

Unfortunately, these conditions are not very simple and we need three more definitions before
stating the main Theorem :

Definition 4.1 (a condition of domination) : Let ¢ and n be in Ry (generally n will be an
integer). For every decreasing function h from R4 to Ry, we say that a measurable functional F
from C(R,R4) to Ry satisfies the condition C(c,n, h) iff the following holds for every continuous
function U from R to Ry :

1) F((IY)yer) depends only on (I¥)yec(—c,q)-

sup Y+c\ "
2) F((I!)yer) < (%) h< inf ly>

yE[—c,c] ye[_cyc]

Intuitively, a functional of the local times satisfies the above condition if it depends only on
the local times on a compact set, and if it is small when these local times are large and don’t
vary too much.

Now, let us use the notation :

N.(h) = ch(0) + /0 " h(y)dy
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If N.(h) < o0, it is possible to prove our main theorem for all functionals F' which satisfies the
condition C(e,n, h), but this condition is restrictive, since the functional F' must not depend on
the local times outside of [—c¢, c].

In order to relax this restriction, we need the following definition :

Definition 4.2 (a less restrictive condition of domination) : Let n be in Ry and F be a
positive and measurable functional from C(R,R4) to R.

For all M > 0, let us say that F' satisfies the condition D(n, M) iff there exists a sequence (ci)r>1
in [1,00], a sequence (hi)i>1 of decreasing functions from Ry to Ry, and a sequence (Fj)ig>0 of
measurable functionals from C(R4,R) to Ry, such that :

1) Fo =0 and (Fy)i>1 tends to F' pointwise.
2) For all k > 1, |Fy, — Fy_1| satisfies the condition C(cg,n, hy).

3) > Ne.(hy) < M.
E>1

We define the quantity N (F) as the infimum of M > 0 such that F satisfies the condition
D(n,M).

Intuitively, if N (F) < o0, it means that F' can be well-approximated by functionals which
satisfy conditions given in Definition 4.1.

In particular, if F satisfies the condition C/(c,n, h) for ¢ > 1, one has : N (F) < N,(h) (one can
prove that F satisfies the condition D(n, N.(h)), by taking in Definition 4.2 : ¢, = ¢, hyy = hlg—1,
Fo=0and F, = Fifk>1).

Now, for a given functional F', we need to define some other fonctionals, informally obtained
from F' by “shifting” the space and adding a given function to the local time family.

More precisely, let us consider the following definition :

Definition 4.3 (local time and space shift) : Let x be a real number. If F' is a measurable

functional from C(R4+,R) to Ry, and if (I§)yer is a continuous function from R to Ry, we
denote by FUyers gpe functional from C(R,Ry) to Ry which satisfies :

Fldvera () cp) = F((I4 +1"")yer)

for every function (I¥)ycr.

This notation and the functionals defined in this way appear naturally when we consider the
conditional expectation : E[F((LY)yer)|(Bu)u<s], for 0 < s < t, and apply the Markov property.

We are now able to state the main theorem of the article :
Theorem 4 : Let F be a functional from C(R,R.y) to Ry such that I(F) > 0 and N (F) < oo

60



for some n > 0.

If W denotes the standard Wiener measure on C(R4,R), (X¢)i>0 the canonical process, and
(I{(X))ter., yer the continuous family of its local times (W-a.s. well-defined), the probability
measure :

F(@(X))yen)
W | F ((2(X),er)|

W/ =

is well-defined for every t which is large enough, and there exists a probability measure WL such
that :

W (A — WA

t—oo

for every s >0 and Ay € Fs = 0{Xy,u < s}.
Moreover, this limit measure satisfies the following equality :

I ( F(lz(xmemxs)

Remark 4.1.1 : A consequence of the Theorem 4 is the fact that if I(F) > 0 and N (F) < oo

(LY)yer:Bs
for some n > 0, the process e Iy = Ds20 ig 5 martingale. In three of the four examples stud-

(
ied in Section 4.6, we compute explicitly this martingale, and in the two first ones, we check that
this computation agrees with the results obtained by B. Roynette, P. Vallois and M. Yor.

Remark 4.1.2 : We point out that our notation, I{(X), for the local times given in the
Theorem 4, differs from the notation L}, which is used for the local times of (Bj)s<¢. This is
because, in one case, we consider the canonical process (X¢)¢>0 on a given probability space, and
in the other case, we consider a Brownian motion on a space which is not made precise. Hence,
the two mathematical objects deserve different writings, despite the fact that they are strongly
related.

4.2 An approximation of the functionals of local times

In order to prove the Theorem 4, we need to study the expectation of F((L{)yer), where F is a
function from C(R,R+) to R

However, in general, it is difficult to do that directly, so in this section, we will replace F((L{)yer)
by an approximation.

For the study of this approximation, we need to consider the following quantities :
C C C
zio= [ v 5= [ vran 3= [ via
—C —C —C
force Ry orc=00,a € R;
C 1 C —C C 1 C —C C 1 C —C
Viy= §(Yz,+ +Y, ), Vi_= §(Y,— +Y,9), V= §(Yz,a +Y,.°)
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forceRy,aeR;

=" (7 yer) o P (T

ICMF:/ dE |F(YY)yer ¢< )
0 R

[ e~ OE P 2-T5 ) e ]

Lo / dUE | F((V)yer) ¢( )

T eme N

IC,t(F) = C,t,+(F) + IC,t,—(F)
for c € Ry, t > 0, where ¢ denotes the function from R, to Ry such that ¢(z) =1 in x < 1/3,
¢(x) =2-3xif1/3 <x <2/3 and ¢(x) = 0if z > 2/3 (in particular, this function is continuous
with compact support included in [0, 1]).

and

—(VF )?/20-1f )

VIt
important here, since ¢(Zf | /t) = 0 in that case.

e

We observe that the expression is not well-defined if 77, > ¢; but this is not

Now, the main result of this section is the following proposition :

Proposition 4.2 : For all measurable functionals from C(R4,R) to Ry, such that F((I¥)ycr)
depends only on (ly)ye[—c,c} for some ¢ > 0, the following equality holds :

VortE F((L{)yer)1 B, >0 (%/ L?dy)] = I.4(F)
for allt > 0.

Proof : Let Gy be a functional from C(R4,R) x Ry to R4, such that the process :
(Go((X5)s>0,t))e>0, defined on the canonical space C(R4,R), is progressively measurable.

For every continuous function w from Ry to R, Go((ws)s>0,t) depends only on (ws)s<t; let
us take :

G((ws)s<t) = Go((ws)s>0,1)
Now, by results by C. Leuridan (see |[Leu98|), P. Biane and M. Yor (see |[BY88]), one has :

/ dtG s s<t / dl/ daG s s<7‘la)
0

By using invariance properties of Brownian motion for time and space reversals, one obtains :

/ th[ s s<t / dl/ dCLE s7 )SSTH-TaﬁO)]
0

where (Z6%)s<n+7,_, denotes a process such that Z4* = B, for s < 7 and (ZTlJru)u<T(HO is the
time-reversed process of a Brownian motion starting from a, independent of B, and considered
up to its first hitting time of zero (denoted by T,—0).

Therefore, for all Borel sets U of R, if we define J. 7 (F') by :

To(F)= [ aiE [F((Li’)yER)lezcé (% / iL%dy)}
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we have, by taking Gy and G such that G((Bs)s<t) = F((L{)yer) :

Jou(F) = / IE
0

[ Lidy
Yy c -
F((L)yer)L i) 2c® (m 1> ryayev
Z/ dl da E
0 R\[—¢,]

. fc Lybady

—C
F((Lyv 7a)y€R)¢ - ]_]fooo Lvbadyel
where (LY%),cR is the continuous family of the total local times of Z42.

JZ5 Lihady

Hence, by Ray-Knight theorem applied to the independent processes (Bs; = Zs)s<5, and
(Z7,4u)u<T, .o, and classical additivity properties of squared Bessel processes :

Jou(F) = / dl / daE
0 R\[—¢,]

:/ dl/ da E
0 R\[—¢,]

since F((Y}%,)yer) depends only on (Y,%)ye[—c.q-

,a

C

Il a
F((Y},)yer)o (ﬁ) 1Zf;eU]
la

17, y
¢ ﬁ II%EU‘(}/[ﬂ)yE[—c,c}

F((Y}},)yer)E

Now, if § is a given continuous function from [—c,¢] to Ry, the integrals : [V dy and

f__oco Yl?fady are independent conditionally on (Ylya = 0¥)yc|—c,q and their conditional laws are
respectively equal to the laws of [;° Y,/ (a_c), Ay and Iy, dy.

707(_a_c)+

Therefore, by additivity properties of BESQ processes, the conditional law of :
—C o0
Lo —Lia= / Yiady + / Yiudy
—o ’ (& ’

given (Y}, = 0Y) e[, is equal to the law of :

o0 o0
Yy Yy
/0 Yo g0y + /0 Yo (jal—c) . WY

where (Y. o . )y>0 and (Ydl{(|a\—c)+)920 are supposed to be independent.

By Ray-Knight theorem, [ Yyt g-c ody has the same law as the time spent in R by

(Bs)nggcw,c, therefore :

> (d) (d)
/0 YGyC-f-afaody = T(gc4+6-¢)/2 = T(00+07c)/2

Moreover : -
(d)
/0 YE)?{(\a|—c)+dy = T{ja]-0)+

Hence, the conditional law of Iﬁl‘; —Ir

For given (Y = 0Y),c[_cq, is equal to the law of
T(‘a|_c)++(9c+9—c)/2. Consequently :

S )= [Tl [ daB [P )T Vi)
0 R\[—¢,]
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where, for |a| > ¢ :
A

T/Ja(Ia 9) =E [¢ <m> 1I+Tac+9€U:|

Now, if, for all u > 0, p, denotes the density of the law of T}, one has :

a(T,0) = /U T/ Opafosolt — Tt

and :

(o) _'Z'Ca
Jeu(F) = / dt/ dl/ da E |:F((Yl?a)yeR)¢ <%> p\a|_c+ylca(t — Zlc’a):|
U 0 R\[—¢,] ’

By hypothesis, F((Y}?,)yer) depends only on (Y}%,),c[—c.- Moreover, for a > ¢, (Y}%,)ye[—c, has

,a
the same law as (Y}”,)ye[—c,q, and for a < —c, (Y}",)ye[c,q has the same law as (V") e[—c.q-

,—

Hence, we have :

00 WAS 00
dre) = [ at [ e [P eo () [ vy, -7

o] IC_ —c
s [ [ e [ F o (Z5) [ e -7 adl

Now, for 8 > 0, u > 0 :

/_cp|a—c+0(u)da = /Coo Pa—cto(u)da = /:O py(u)db

o0 b —b2/2 1 _92 2
= —c Udh = ———e 0/
/9 vV 2mus 2mu

Therefore :
I (F)

Jc,U(F):/Udt \/2_7#

This equality is satisfied for every Borel set U. Hence, by definition of J; ;7(F'), the equality given
in Proposition 4.2 occurs for almost every ¢ > 0.

In order to prove it for all ¢ > 0, we begin to suppose that F' is bounded and continuous.

In this case, for all s, ¢ >0 :

\E e (1 [ otan) | =B [P0 ([ 2d)] \

<B||Fatyens ( [ stan) - Feteno (5 [ o)
HIFPGu €[5, 1] 1% = o

If ¢ is fixed, the first term of this sum tends to zero when s tends to ¢, by continuity of F', ¢ and
dominated convergence.
The second term tends also to :

1F||ocP(|Xe| =€) =0

Therefore, the function :
1 C
=B F(er) oo (7 [ L)
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18 continuous.

Now, let us prove that I.+(F) is also continuous with respect to ¢.

For allt >0 :
_(ylc+)2/2(s_l-[c+) IC _(ylc+)2/2(t_l-[c+) IC
e ’ 1+ e ' l,+
PV )yer) (25 2 P02 en) (=)
J1-Z /s § ) st J1-Te t

by continuity of ¢ (if I;, <t,itis clear, and if 7j , > ¢, the two expressions are equal to zero
for s < 3t/2).

Moreover, for s < 2t :

e—(yﬁ+)2/2(s—zﬁ+)

VI1-T0, /s

Recalling that the Lebesgue measure is invariant for the BESQ(2) process (Y;”,),>0, we have :

/ T aE [e—ﬁ’zfﬂz/lﬁt] = / T e < o
0 0

Ir c c
F((Y, Dyer) ¢ ( {;) < V|| Fllsce™ VTV < VB[ |oge i1

By dominated convergence, t — I.; 4 (F) is continuous.

Similar computations imply the continuity of ¢ — I.;_(F), and finally t — I.4(F) is con-
tinuous.

Consequently, for F' continuous and bounded, the equality given in Proposition 4.2, which was
proven for a.e. t > 0, remains true for every ¢t > 0.

Now, by monotone class theorem (see D. Revuz and M. Yor |[RY99b]), it is not difficult to extend
this equality to every measurable and positive function, which completes the proof of Proposition
4.2. 0

This proposition has the following consequence :

Corollary 4.2 : Let F be a functional which satisfies the condition of Proposition 4.2. The
two following properties hold :

1) Forallt >0 :

c

VIRtE [Pl (1 [ Lta)] < VoI

2) When t goes to infinity :
1 C
VIRE | FULD e oo (5 [ 2dy)] = 10

Proof : The first property is obvious, since ¢(z)/v/1 — z < /3 for all > 0.
In order to prove the second property, we distinguish two cases :
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1) If I(F') < oo, we observe that :

F((Y! )yer)

e~ VEL2 /201 ) (If’_’_)

JI-TE L/t L

is smaller than \/§F((Ylf’+)y€R) and tends to F((Yl%ﬂr)yeR) when ¢ goes to infinity.
By dominated convergence, I.; (F) — I (F).
Similarly, I.;_(F) — I_(F) and finally :

Ic,t(F) - I(F)

2) If I(F) = oo, we can suppose for example : I (F) = oo.
In this case :

0 C (& ZC
Lea(F) > Ly 4 (F) > / dE [F((yly+)yeR)e—(yl,+)2/z(t_zl,+>¢ < %)]
0 b

which tends to I (F') = oo when t — oo, by monotone convergence. (]

Now, the next step in this article is the majorization of the difference between the quantity
V2rt E[F((LY)yer)] and the expression given in Proposition 4.2.

4.3 Majorization of the error term

For every positive and measurable functional F', we denote by A.(F') the error term we need
to majorize :

Do) = | VIR B [P er s ([ Ttan)] - VERBIF(EE)en)

It is easy to check that :
Aci(F) < AQ(F) + AZ)(F)

’ )
where :

ASB (F) = V2rtE [F((L{)yer )15, <c]

and
Ag,zt)(F) = V2t E [F((L?)yeR)lfjc Lfdth/3:|

The following proposition gives some precise majorizations of these quantities, when F' satisfies
the conditions of Definition 4.1.

Proposition 4.3 : Let F be a functional from C(R,Ry) to Ry which satisfies the condi-
tion C(c,n, h) for a positive, decreasing function h and c,n > 0.
For allt > 0, one has the following majorizations :

1 Ne(h
1) Ag,t)(F) < Anw

(2) ch(0 Ne(h
2) Ac,t (F) < AHW(/C)?) <A, 1+(t(/c)2)

3) Ac,t(F’) é An%
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4) I(F) < ApNe(h)
where A,, > 0 depends only on n.

In order to prove Proposition 4.3, we will need some inequalities about the processes (Li/)ye[_c,c]
and (Yﬂr)ye[—cvc}'

More precisely, if we put : £¢ = sup L7, of = inf L7, @ = sup Yl 0 = inf Yl =
y€[—c,] y€[—c,d ye[—c c] ye[—c,d]
©f _ = sup Yl 91 = inf Y , the following statement hold :
' yEl—c,d ye[ el b=

Lemma 4.3 : Forallc,t >0 :

1)Ifa>0:
P<Ez+c 2@) < Ae @
o; +c¢
2)Ifa>4:
@C
p 2t 0 ) < geMatd)
0f  +c
3) Ifa>4:

07 _+c

where A >0, 0 < A < 1 are universal constants.

Proof of Lemma 4.3 : 1) Let us suppose a > 8, ¢ > 0.
In that case :

C C
P 0> %) <cp (S log > %
of +c¢ 4 of +c¢ 4

< Z < ot > 8, LY € 28 2qc, 2k_1ac]>
eN

< P(2¢ > 2%ac, LY € [282ac, 28 Lad])
keEN
+ ZP(af < 28 3ac, %3¢ < 2Fac, LY € [282ac, 2 Lad])
keN
< Z |:P(Z7C'2k—1ac > 2%ac) + P(U%Hac < 2834, s S 2kac)]
keN
keN

where for | > 0, a.(l) = P(X$, > 2l) and B.(I) = P(oy, <1/2,55 < 4l).

Now, by Ray-Knight theorem, a.(l) < 2P ( sup Y}yo > 2l>, and by Dubins-Schwarz theorem,
yel0,g
Yl?o =1+ ﬁfoy AV ydzs where (3 is a Brownian motion.
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Hence, if S = inf{y > 0, YZ’O > 20}, one has:  sup [, =, and if we suppose sup Yl%’o > 21,
us [ 4Y7ydz y€[0,c]

we have S <, fOS 4Y5dz < fOS 8ldz < 8lc, and finally : sup 8, > [.
’ u<8lc

Consequently :

ac(l) < 2P <Sup Bu = l) = 2P(|Bsic| > 1) < AP (By > 1) < de /10
u<8lc

By the same kind of argument, one obtains :

ﬁc(l) < 46—1/1280

and finally :
P <zg Csa ) > E) <4y (e 0y )
of +c¢ 4 =
< 826—2%/512 <8 Z o ka/512
keEN keN*
é 86—[1/512 (Ze—k/64> é 5206—[1/512
keN

On the other hand :

EC
P( t+C>a,Lg§%> §P<E§+c2ac,L9§%) gP(EC > (a = 1)c)

O-tc + c Tac/4 —
7

<P <Eiac/4 > %) < ac (%) < 4o /04

Consequently :
C
<Et teo a) < 5o4e-a/512
of +

for all a > 8.

This inequality remains obviously true for a < 8 or ¢ = 0, so the first part of Lemma 4.3 is
proven.

2) Let a be greater than 4. If | > ac/4 :

C +C
P<ﬁ24> <P (0§, >2)+P (07, <260 <1/2) <2a.(l) + B.()
L+ 7€ 7 7 ’

where

a.(l) =P ( sup Y}/, > 2l>
y€[0,c] 7

and

Be() =P | sup VY <2, inf YV} <1/2
yel-cd yel-ed
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Now, (Y}”,),>0 is a BESQ(2) process, hence, if (3, = (ﬂél), 552)))3/20 is a standard two-dimensional
Brownian motion :

a.(l) =P < sup V)Y, > 2l) =P <sup||ﬁy + (V1,0)]| > \/Z_Z)

y€[0,q] y<

y< 2

< 8P (ﬁé” >Vl <\/§2_ 1)) < gel/50e

<P <Slip||ﬁy|| > \/Z(\/ﬁ—l)) < 2P (SUP%W > Vi (\/5— 1))

Moreover :

B(l) <P < sup YY) < 4l,y€inf Y < 1/2) = B.(1) < 4e~ /128

ye[—c,] e

Therefore, if | > ac/4 :

C
p Of +c > | < 20e—1/128¢
9ﬁ+ +c

Now, let us suppose [ < ac/4. In this case :

®[C+ +c ) )
P (W > (1) <P (620/47_% > 3(16/4) < 2ac(ac/4) < 16e a/200

Hence, for every I >0, a > 4 :

p (it teo 0| < 20e—(at+(/e)/1024
0ﬁ+ +c = -

which proves the second inequality of the lemma.
The proof of the third inequality is exactly similar. 0

Now, we are able to prove the main result of the section, which was presented in Proposition 4.3.
Proof of Proposition 4.3 : 1) For ¢ =0, Agt) (F) =0, so we can suppose ¢ > 0.

The functional F satisfies the condition C(¢,n, h); hence, for all a > 1 :

At (F) 4 e\"
’ =E[F((L} 1 <E|[= h(of)1
\/% [ (( t)yER) \Bt|SC] = [<Uf—l—c> (Ut) BtSC:|
Site)” n c
< E <0'tc I c> h(O)lifiZZa +ad"E h(at)llBt‘SclffiZSa

Now, if féj: < a, one has : igis <a and of > <L7? — C)+.
Therefore :
Aglt)(F) ¢+ c\" Ly
& < h0)E ! 1seie "E|h( =L — 1
Yo <HOB | (GE) e, | e (5 ) )t




By Lemma 4.3 :

e n ye [e’e] Ec
( 2+C> Lo :a"P< §+Cza>+/ nb~ 1P< +C>b>db
o +c e 2 o +c a of +c
00 0o n—1
<A <a”e_)‘“ —I—/ nb"_le_Abdb> = Aa"e <1 + n/ %e‘”’db)
a 0 a

e ) n+1
< Aa"e N <1 + n/ (1+ b)“e‘“’db) <A <§> (n+1)la"e™
0

On the other hand, by using the probability density of (L?,|B;|) (given for example in J. Najnudel
[Najo7c|, Lemma 2.4) :

LO 2 o0 ¢ l _
S B R e A A (et e
0 0 +
= ,/ih(())/ dl/ dz (1 + z)e~ o)/t
\/ / dl/ dzh <— —c> (1 + z)e (o) /2
_ \EC_ / / e U D) o
Tt 0 0 Vit

2 00 1
L2 [T / d () LT O D) atrara? 2
0 0 \/l_f

For all 6 > 0, 9e—0°/2 < e 12 < 1. Hence :

(). ] < 25 (0 s - B

Moreover, for 0 < t < ¢ :

. [h <<L_g - C>+> 1|Btgc] < h(0) < Ncc(h) - al\\%h)

The majorizations given above imply :

)

n+1
AD(F)< 4 (g) (n+ 1) a"e29/2xt h(0) + V2 "+ (% A 1> N(h)
Now, let us choose a as a function of ¢.

For t < 2, we take a = 1 and obtain :

(1) 6 n+1
AgJ(F) <A <X> (n+ 1) e™ V27 ch(0) + V271 N,(h)

<V2r <1 + A <A>n+1 (n + 1)!e_>‘> N.(h)
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) 1/6(n+1)

ﬁl\‘}‘ -

For t > 2, we take a = (t/c?)'/6(n+1) .
6\ "1 AN £\ 1/6
A (F) <A (X) (n+1)! (C_2> A V3t h(0) + V2r <—2> SN

6 n+1 ¢ -1/3 ¢ L 1/6(n+1)
<\/_<1+A<)\> (n+1)!) N.(h) <6—2> <1+c )

6\ _al/6(n+1) t —1/3
<V2r|(l1+A (mn+1)!') (1+supue N.(h)
)\ u>1 62

_)\u1/6(n+1)

w

where sup ue
u>1

is finite and depends only on n (we recall the A is a universal constant).
In the two cases, the first inequality of Proposition 4.3 is satisfied.

2) For ¢ =0, Aft) (F) =0, so we can again suppose ¢ > 0.

Fora>1:

AZ(F) S 4"
N = E | F((LY)yer)L ) Lyayoess) SE[( : > h(atc)12§>t/6j

oy +c
Y4+ ce\"
S h(o) E Z 1E§+c>
Ut +c angc—

t
n > -
+a P<Lt 2 Gae c>>
n+1
<A (g) (n+ 1) a"e**h(0) + 2a"h(0)e” % (e =),

2

Ift <12¢%, we take a =1 :

If t > 12¢%, we take a = (1502)1/3 :

AP(F) < V2rt h(0)

6 n+1 t n/3 _)\( ¢ )1/3
— I — 12¢2
A()\) (n—l—l).(lzcz) e

n/3
o <12t—2> e_g(z(t/1202)2/3_1)2]
c

2 n+1 ny3 . \1/3 1/3
< ¢ ch(V2r123/2 | 2 T+ A 9 n+1)! L e e_)\(IZCZ) _|_e_§(1ztc2)
t A 12¢2

The second inequality of Proposition 4.3 holds, since sup us+3 <e_)‘“1/3 + e‘ﬁml/s) is finite
u>1

and depends only on n.

3) This inequality is an immediate consequence of 1) and 2).
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4) For every [ >0 :

Now, by Lemma 4.3 :

o, +c\" o7, +c 00 of +c
cl’+7 log  +e =4"P Cl+7 >4 +/ nb" P Cl+7 >b|db
0f  +c o e 2 0f  +c 4 0f  +c

SAE_AI/C <4ne—4)\+/ nbn—le—)\bdb>
4

n+1
é Ae—Al/C <§> (n + 1)!4ne—4)\

Hence :

>

Bl < 40 (§) e () )

and, by integrating with respect to [ :

n+1 00
I (F) < é (g) (n + 1)14"e=*Ach(0) 4+ 4" Leh(0) + 47 / h(l)dl
0

n+1
< 4ntl (1 + é (g) ’ (n+ 1)!) N¢(h)

By symmetry, the same inequality holds for I_(F), and :

I(F) < 2273 (1 + é (g)”“ (n+ 1)!) Nc(h)

which completes the proof of Proposition 4.3. (]

4.4 An estimation of the quantity : E[F((L}),cr)]

In this section, we majorize E[F((L})yecr)| by an equivalent of this quantity when t goes to
infinity. The following statement holds :

Proposition 4.4.1 :  Let F be a functional from C(R,Ry) to Ry, which satisfies the con-
dition C(c,n,h), for a positive, decreasing function h, and ¢, n > 0.
The following properties hold :

1) For allt>0 :
2rt B[F((L])yer)] < KnNe(h)

where Ky, > 0 depends only on n.

2) If No(h) < o0 :

2mt E[F((LY)yer)] ,—_I(F)
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Proof : We suppose N.(h) < co.
Proposition 4.3 implies the following :

Act(F) < AyNe(h)

)

Act(F) — O

’ t—o00

Moreover, by Corollary 4.2 :

S0 |F(Lertngoet (1 [ D) = 107)

VortE [F((L?)yeR)1|Bt>c¢ <% /c Li’dy)] < VBI(F) < V3 A,Ne(h)
for all t > 0.

Now, by definition, one has :

VERELF () en)] ~ VB Pyt (1 [ 2 ) || = Beut)

Therefore :

2rt BIF((L])yer)] ,—_I(F)

t
2nt E[F((L})yer)] < (1 +V3) A, Ne(h)
which proves Proposition 4.4.1. O

The following result is an extension of Proposition 4.4.1 to a larger class of functionals F' :

Proposition 4.4.2 : Let F: C(R,Ry) — Ry be a positive and measurable functional. The
following properties hold for alln >0 :

1) Forallt >0 :
21t B[F((LY)yer)] < KnN™(F)
2) If N(F) < oo :
21t E[F((LY)yer)] — I(F)

t—o0

Proof : We suppose N (F) < oc.

1) Let us take M such that N (F) < M.
By definition, F' satisfies the condition D(n, M), so there exists (¢x)r>1,(hk)k>1, (Fk)k>0 as in
Definition 4.2.

One has : F'= > (F, — Fj_1), hence :
k>1

2t B[F((LY)yer)] < > V2rt E[|Fi — Fra|(LY)yer)]
E>1

< Kn» Ne(hy) < KM
k>1
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By taking M — N®) (F), one obtains the first part of Proposition 4.4.2.

2) In order to prove the convergence, let us consider the equality :

V21t E[F((L})yer)] Z\/—E Fr—F—1)+((L)yer)] Z\/—E Fi,—Fi—1)-((L{)yer)]

k>1 k>1

where the two sums are convergent.

By Proposition 4.4.1, the two terms indexed by k tend to I((F — F—1)+) and I((Fy — Frx—1)-)
when ¢ goes to infinity, and they are bounded by K,N¢, (h).

Hence, by dominated convergence :

2t B[F((LY)yer)] ZI Fy = Fp1)4) — Y I((Fy — Fro1)-)
k>1 k>1

Now, by definition of I :

D I(Fe = Froa)e) =1 [ D (Fk = Fioa)y

k>1 k>1

S I(Fy = Fy—y)-) =1 > (Fx — Fy—1)-

k>1 E>1

Therefore, if G = > (Fy — Fy—1)+, and H = > (Fy, — Fx_1)—, one has :

k>1 k>1

S I(Fy = Fy1)4) = Y _I((Fr — Femy)-) = I(G) — I(H)

k>1 k>1
where :

I(G)—I(H)=1(G—-H)=1(F)

since I(G) + I(H) < 2K, Y N, (hy) < 0. O

k>1

Proposition 4.4.2 is proven, and we now have all we need for the proof of the main Theorem,
which is given in Section 4.5.

4.5 Proof of Theorem 4

Our proof of the Theorem 4 starts with a general lemma (which does not involve Wiener mea-
sure) :

Lemma 4.5 : If F : C(R,R;) — Ry is a measurable functional, lo € C(R,Ry), x € R,

andn >0 : .
N® (F“@vew) < 2" (1 + <sup lé) > (14 [z NO(F)
zeR

Proof of Lemma 4.5 : Let M be greater than N (F).
There exists a sequence (¢x)r>1 in [1,00[, a sequence (hy)g>1 of decreasing functions from R
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to R4, and a sequence (F})i>o of measurable functions : C(R,R;) — R, such that :

1)F0:0,andFk — F.

k—o0

2) (|F — Fr—1])((1¥)yer) depends only on (I¥),<,, and :

supl¥ + ¢
ly[<c i
F.— F._ Yy < R f Y
(1Fs = Fio1)(¥)yer) < i I <|é“<f >
Yy|sc

3) > Ne,(hi) <M.
k>1

Yy
These conditions imply the following ones for the sequence <Gk =F Iglo)yER’m>k>1 :

1) Go=0,and G, — Flverz,

k—o0

2) (IGk — Gr-11)((1%)yer) depends only on (I*)|;|<c, 4|« and :

sup (BT +17) + ek

G G W < z€[—ckp—x,c)—x) h inf [tz + 17 >
(IGk = Ge—1)((I)yer) < inf ) ] " ZE[—Ck_xvck_x}( 0 )
z€[—ckp—x,cp—x)
supl +  sup  F 4+ [z \ "
< | 2B lelsetl] he  inf P2
inf  [Z2+4+¢ |z|<cp+|z|
|z|<cp+|z|
sup [z \ " sup 17+ e + [\ " 8
Con | [ #Iextil p— V(e
cr inf 174 ¢ + || inf 1 4¢ |z|<cr+|z|
|2|<cp+|z] 2| <cp+]a]

sup 1%+ ¢k + ||

" |2 <cp+]al .
< om supl? )] + (1 +|zD)™ - h inf [?
- <<ze§ °> (Lt fz) > inf 1%+ cp + |7 g <|z|<ck+x >

|2 <cr+|z|

Therefore, |G, — Gj—1]| satisfies the condition C <ck + |z|, n, 2" <<sup lé) +(1+ ]w\)") hk>.

zeR

3) Now :

Noow (2 ((suplg) + @+l ) e ) <27 ( (suplf) + (1 + |2])" Ck+|$|ch(hk)
zER zER Ck

<2 (14 (supts) ) (14 ol N (1)

zeR

and 3N, (hy) < M.
k>1

Therefore :

N (F@ere) <o (14 (supls ) ) (1 [al)™ M
z€R

By taking M — N (F), we obtain the majorization stated in Lemma 4.5.
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Proof of Theorem 4 : /27t'W [F ((lf(X))yeR)] tends to I(F) > 0 when t goes to in-
finity, so it is strictly positive if ¢ is large enough, and WY is well-defined.

If ¢ is large enough, by Markov property :

WE(A) =W |1,

S

W [F <(lf(X))y€R) o { Xy u < s}]]
W [F (X)) e |

Wy (I2(X)yer, Xo)

W F () er)]

I
=

15

where, for all continuous functions [ from R to Ry, and forallz € R, u > 0 :

W, ()yers @) = W[ FOWERe (18(X)) yer) |

By Proposition 4.4.2 :

Ui (X))yer, Xo) 1 (P )
W F (X)) 7> 1)

Moreover, for t > 2s :

V2t Wy ((14(X))yer, X \/ N FEX) yER’XS)

< g2 (1 n <sup 500) ) 1+ X NP

zeR

and for ¢ large enough :
2t W F ((I/ (X))yer)] 2 1(F)/2

Hence, for t large enough :

s (X )>yeR,X) _ i <1 * (jglgli(X>>n> (1+ | X )" NO(F)
[F< yERﬂ - I(F)

W (1 () ) e e
< (w]( (o) )]) O e <

since sup [?(X) and | X;| have moments of any order.
z€R

Now :

By dominated convergence, we obtain Theorem 4. O
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4.6 Examples

In this section, we check that the conditions of the Theorem 4 are satisfied in three examples
studied by B. Roynette, P. Vallois and M. Yor, and one more particular case.

I) First example (penalization with local time at level zero)

We take F((1¥)y,er) = #(I°) where ¢ is bounded and dominated by a positive, decreasing and
integrable function .

F' satisfies the condition C(1,0,1). Hence :

NO(F) < Ny () = (0) + /0 " Yy < o0

On the other hand : -
I(F) =2 / o(1)dl
0

FE@erXs (), g) = 19(X) + 17X

and :
r(pCmene) = [T an (B [o020x) + Y] + B [o20x) + Y2

Now, by using the fact that Lebesgue measure is invariant for BESQ(2) process, we obtain :

/ dlE [¢(12(X) +Y nx ))} :/ dl p(19(X) +1) :/ o(1)dl

0 e, 0 19(X)

Moreover, the image of Lebesgue measure by a BESQ(0) process taken at time xz > 0 is the
sum of Lebesgue measure and 2z times Dirac measure at 0; more precisely, for all measurable
functions f : Ry — R4, one has :

/OO dLE[f(Y[")] = 22 £(0) + /OO dyf(y)
0 0

Therefore :

[e.e]

[ [0 + Y] =250t + [ s

19(X)
and finally :
1 (FECRX) =g (|Xs|¢<zs<x>> + <z><1>dZ>
19(X)

Consequently, if ¢ is not a.e. equal to zero, we can apply the Theorem 4, and for s > 0,
As € Fs =o0{Xy,u<s}:

W) W (1. X, 16(2(X)) + <1><z2<x>>>

®(0)
where ®(z) = [ ¢(1)dl.
This result is coherent with the limit measure obtained by B. Roynette, P. Vallois and M. Yor
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in [RVYO06a).
II) Second example (penalization with the supremum)

We take F'((I¥)yer) = ¢(inf{y > 0,1¥ = 0}), where ¢ is dominated by a decreasing function
¢ : Ry U{oo} — Ry such that [~ ¢ (y)dy < co.

Let us recall that for this choice of F, F ((I}(X))yer) = ¢(Si), where S; denotes the supre-
mum of (X;)s<s.

Now, we take for k € N :
Fi((IY)yer) = ¢or 1 (inf{y = 0,1¥ = 0})
where ¢or_; = ¢.1)_ ok _q]-
1) One has Fy = 0 and Fj L F pointwise.
2) (|Fy — Fi—1])((Y)yer) depends only on (ly)|y\§2k—1 and :
([1F) — Fi—1)((Y)yer) < ¢(inf{y > 0,1¥ = 0})Linery>0,w—0}efor—1—1,251
<@ D1 weo
ly|<2k—1

Hence, |F}, — Fj,_1| satisfies the condition C(2F —1,0,¢ (281 — D10y)-

3) Therefore :
NOEF) < 3 (2 - e - ) <u0)+4 [ v <o
0

k>1

Moreover :
I(F) = /OOO dLE |6 (inf{y > 0,¥7, =0})] + /OOO AL |6 (inf{y > 0, =0})]

The first integral is equal to zero and inf{y > 0,Y;Y = 0} is the inverse of an exponential variable
of parameter [/2.
Therefore :

I(F) = /O dl /O dy 5 e o)y = /0 dy 6(y) /0 i 5 e =2 /0 o(y)dy

By similar computations, we obtain :
I (PO ) / dIE[p(S, V (X, +inf{y > 0,V = 0}))]
0 9
25 -0+ [ o)

Consequently, if ¢ is not a.e. equal to zero, the sequence (W{');>¢ satisfies for every s > 0,
As € Fs =o{Xy,u<s}:
Wi (As) — WE(A)

t—oo
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where

¢ (St)
W/ = W
b Wis(S))]
(95 — X5)o(Ss) + 2(S5s)
®(0)
This corresponds to B. Roynette, P. Vallois and M. Yor’s penalization results for the supremum
(see [RVYO06al).

and :

WL (A) =W {1%

III) Third example (exponential penalization with an integral of the local times)

Let us take : F((I¥)ycr) = exp (— ffooo V(y)lydy), where V is a positive measurable function,

not a.e. equal to zero, and integrable with respect to (1 4 y?)dy (this condition is a little more
restrictive than the condition obtained by B. Roynette, P. Vallois and M. Yor in [RVY03]).

In that case, there exists ¢ > 1 such that :

(&

/ V(y)dy >0

—c

We consider the following approximations of F :
k

Fo =0, and for k > 1, Fi((¥)yer) = exp (— fiicV(y)lydy).
The following holds :
1) F():OandFk — F.

k—oo

2) |Fi — Fi—1|((I¥)yer) depends only on (I%),c[_ok¢ ore and if k > 2

IFo — Foot|(17)yer) < / V(y)dy
[—2Fkc,2kc]\[-2k—1¢,2k—1¢]

2k—1¢
. sup Y |exp|— / V(y)lYdy
ye[—2kc,2k¢] —2k—1¢

sup Y+ 2Fc

—2kc 2k .
§ J ye[—2 £ Y a2ke) ..
/ Viy)dy inf 1Y+ 2ke yE[—g}“Q?kC} e

[—2k¢,2kc]\[—2k—1¢,2k—1¢] ye[—2Fc,2k¢]
2k—1¢
— V(y)d inf 1Y
(/—2k1c (y) y) <y€[—121}“c,2kc} >]

[F1 — Fol((I!)yer) < exp [_ </:C V(y)dy> <ye[i—%£,2c}ly>}

Therefore, if we put p = [ V(y)dy > 0, for every k > 1, |Fy — Fy_4]| satisfies the condition
C(2%¢, 1, hy) where the decreasing function hy, is defined by :

... €Xp

Moreover :

holl) = | 1oer + / Vigdy | (1 + 25+ p~1)e !

[—2Fkc,2kc]\[-2k—1c,2k—1¢]
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3) One has :

Noko(hy) < | 1p=1 + / V(y)dy | (2% + 28 ep™t 4 2p72)

[—2kc,2kc]\[—-2k—1¢,2k—1¢]

Hence :

Z A+pt+p |4+ 22%62 / V(y)dy
k21 k=1 [—2ke,2kc]\[—2k—Tc,26—1¢]

<41 +pt+p7?) <c2 + / (1+ y2)V(y)> < 00
R
Moreover, by properties of BESQ processes, forall [ >0,y € R :

E |V | <i+2l

and
B| [ v2va] < [ @+ 2vin <o
R R
Therefore :
E [exp <—/RYlf/+V(y)dy>] >0
and I(F) > 0.

Consequently, Theorem 4 applies in this case and B. Roynette, P. Vallois and M. Yor’s pe-
nalization result holds (see [RVY03]).

IV) Fourth example (penalization with local times at two levels)

This example is a generalization of the first one.

Let us take, for y1 < y2, F((I%)yer) = o(1¥',1¥2) where ¢(l1,l2) < h(ly A lp) for a positive,
integrable and decreasing function h.

In that case, F' satisfies the condition C'(|y1|V|yz|, 0, k), so Theorem 4 applies if we have I(F) > 0.

Fory >0, z, 2/ > 0, let qz(,o) z,7') be the density at 2’ of a BESQ(0) process starting from level
(2)

(
z and taken at time y, Qéo) (z,0) the probability that this process is equal to zero, and ¢, (2, 2’)
the density at 2’ of a BESQ(2) process starting from z and taken at time y. If 0 < y; < ya, one
has :

— / di / dl / dlz P (1,1) ¢\, (1, 12) ¢l 12)

/ dl/ dll/ dly g (1,1) g\, (1, 12) $(11, 12)
o af

dly g (1,11) Qw o (12,0) (11, 0) + /0 dl QY (1,0)¢(0,0)
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Now, by properties of time-reversed BESQ processes : ql(,o)(z, 2 = ql(f)(z’ ,z) (where ¢ is the

density of the BESQ(4) process) and qz(,z)(z, 2= qz(,z)(z’, z). Hence :

| a0 = [ =
0 0

/0 qz(jz)(z,z/)dz :/0 q?(f)( z)dz =1

since ¢@ and ¢ are probability densities with respect to the second variable.

/ QZ(JO)(Z,O)CZZ :/ e *1Wdy = 2y
0 0

_ / dl; / dly (52, (1, 12) + 4\, (11, 12)) (11, 12)
/ dly Q) (11,0)(11,0) + 241 6(0,0)

and

Moreover :

Therefore :

for 0 <y1 < yo.
Similar computations give for y; < y2 <0 :
I(F) = / dly / dly (2, (12 1) + a2, (12, 1)) (1, 1)
/ dly Q) (15, 0)6(0, ) + 2|y} (0, 0)
For y; < 0 < yo, we have :
I(F) = /00 dl /00 dly /OO dly qg(jz)(l7l2)q|(£1)‘(l7ll)¢(llal2)
+/ dl/ i g (1,12) QL) (1,0) $(0, 1)
[T [T [T a0 0 e )
/ dl/ dly Q0 (1,0) g2 (1. 1) ¢(11,0)
Now, for v/, y” > 0, and z, 2/, 2” <0, the two following equalities hold :
(0)

oo 1 (2) ( / //) " ( / //)
(2) / (0) " _ y qy’—‘,—y” z ) z + y qy/+y// z 5 z
/0 4y (2,2)q, (2,2") dz = T

RGN (1)
/0 0 Q) 0 e =

(the first one can be proven by using J. Warren [War05|, Lemma 3, and the relation :

Qy +y// (Z/7 0)

qz(/o)(z, Z) = qg(,4)(z’, z) ; the second is a consequence of the equality :
0 _ 1 2
Q) (2.0) = /" = 24 (0. 2).
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Therefore :

® oo g™ (o, 1) + 920, (I, 1)
I(F) = /0 diy /0 dls [qg)_yl(ll,lg)—k e e (1, 12)

°° Y2 0
+ /0 dh —2— Q) (1.0) (1.0
> |y1] (0)
+ /0 dlz — Qyyyy (12,0) 9(0,12)
This computation of I(F') implies the following :

1) For 0 < y1 < y2, the Theorem 4 applies iff :

/0 d, /0 dly §(1, 1) + /0 dly §(11,0) + 6(0,0) > 0

2) For 0 = y1 < yo, it applies iff :

/ dll/ d12¢(11,12)+/ dly ¢(11,0) > 0
0 0 0

3) For y; < 0 < yo, it applies iff :
/ dll/ dls $(11, 1) +/ dly é(11,0) +/ dls $(0,13) > 0
0 0 0 0
4) For y; < yo = 0, it applies iff :
/ dll/ dla qb(ll,lg) —|—/ dly @(0,12) >0
0 0 0
5) For y1 < y2 < 0, it applies iff :
| [ dnotnt) + [T oo, + 60,0) >0
0 0 0

If Theorem 4 holds, it is possible to compute I(F (lg(X))yER’XS) in order to obtain the density,
restricted to Fs, of WL with respect to W.

For X, <y < y2, we have :
[(FEE)yerXey — / dl / dlz (¢, (11,19) + ¢ (11, 12)) (12 (X) + 1, 12(X) + L)
0 0
4 / diy QO (1, 0)6(12 (X) + 11, 122(X)) + 2 — Xa) oI (X), 12(X))
0

For y1 < X5 <ya:
I(F(l?(x))yeRva) :/ dll/ dly [ngz)—yl(llalQ)”'
0 0

0 0
N (Xs —y)alsy, (2, 1) + (32 — Xo) 3(12)—y1(ll7l2)]

(I (X) + 11, 12(X) + la)
Y2 — W1
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/ T Qyz pr (11,0) 92 (X) + 1, 122(X))

Xs — As — 1 Y1 Y2
+ /0 iy = QL (12, 0) 68 (X), B2 (X) + o)

For y1 <y < X5 :
[(FEE)yerXey — /OOO dly /OOO dlz (¢, (12, 10) + @ (1, 1)) (I (X) + 1, 122 (X) + 1)
+ /OOO dly Q) (12, 0)6 (12 (X), 122(X) + Ia) + 2(X5 — y2) (12 (X), 122(X))
These formulae give an explicit expression for the limit measure obtained in our last example.
Remark 4.5.1 : It is not difficult to extend this example to a functional of a finite num-
ber of local times. We have only considered the case of two local times in order to avoid too

complicated notation.

Remark 4.5.2 : Theorem 4 cannot be extended to every functional F'. For example, if we

consider the functional : -
F(yem) =exp (- [~ @2 ay)

—0o0
which corresponds to Edwards’ model in dimension 1 (see R. van der Hofstad, F. den Hollander
and W. Konig [vdHdHK97]), the expectation E[F((L})yecr)] tends exponentially to zero, and

I(F) =0, since for all I >0 :
/ (Y))? dy = o0

—00

almost surely.

Therefore, it is impossible to study this case in the same manner as the examples given above.
Another case for which the Theorem 4 cannot apply is the functional :

F((")yer) = ¢(sup(l”)yer)

where ¢ is a bounded function with compact support.

It would be interesting to find another way to study this kind of penalizations.
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Chapitre 5

(Généralisation des processus de
Westwater et modéle d’Edwards
modifié en dimensions 1 et 2

5.1 Introduction

Pour étudier certaines chaines de polymeéres, Edwards (voir [Edw65]) a considéré le modéle
suivant : la trajectoire de ces chaines est représentée par un élément aléatoire de C([0,1], R?)
(avec 1 < d < 3), dont la loi (¥ (g) est formellement définie par :

dv@(g) L) = exp(=gl)
dp(@) E, @ [exp(—gI)]

ot w € C([0,1],R%), g est un paramétre strictement positif, (9 est la mesure de Wiener sur R?,
et ou

= /01 /Oté(w(t) ~ w(s))ds dt

0 désignant la mesure de Dirac en zéro.

En dimension 1, il n’est pas difficile de donner un sens a la variable aléatoire I : on pose
1 o
I=- / (L3)dx
2 ) o
ou z — L7 est la version continue du temps local de w sur l'intervalle de temps [0, 1].
En dimension 2, il a été prouvé (voir Y. Hu et M. Yor [HY99|, S. Varadhan [Var69], J. Rosen
[Ros83|, [Ros86b|) que pour u-presque tout w, on peut définir sur R?\{0} un temps local

d’intersection  — I'* tel que pour toute fonction mesurable bornée f de R? dans R, nulle au
voisinage de zéro :

1 t
/ / Flw(t) — w(s)dsdt = [ f@)"da
0 0 R?

De plus, il existe une version de I' et une constante K > 0 telles que v : x — I'* — K log (ﬁ) se

prolonge par continuité a R? tout entier ; en particulier, la variable aléatoire v(0) est bien définie.
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On peut alors construire la mesure associée au modéle d’Edwards bidimensionnel en posant :
dv®(g) _ exp(=gy(0))
du® B, lexp(—g7(0))]

compte tenu du fait que y(0) admet des moments exponentiels négatifs de tout ordre (voir J.-F.
Le Gall [LG85], [LG92], R.-F. Bass et X. Chen [BC04]).

En dimension 3, la renormalisation de Varadhan n’a pas lieu, mais J. Westwater (voir [Wes80]
et [Wes82|) a démontré qu'il est possible de construire des mesures (v(3)(g)),~0 correspondant
au modele d’Edwards, et E. Bolthausen (voir [Bol93|) a obtenu une méthode de construction
nettement plus simple que celle de J. Westwater.

S. Albeverio et X.-Y. Zhou (voir [AZ98|) ont ensuite prouvé que les deux méthodes conduisaient
aux mémes mesures de probabilité (v (g)),0-

De plus, ces mesures sont deux & deux singuliéres, et elles sont singuliéres par rapport a la mesure
de Wiener, ce qui montre un changement de comportement du modéle par rapport aux dimen-
sions 1 et 2.

Dans ce papier, nous allons modifier le modéle d’Edwards afin d’obtenir, en dimensions 1 et
2, un comportement analogue a celui des processus de Westwater en dimension 3.
Ce nouveau modele est associé (en dimension d € {1,2}) a des mesures 7(?(g) formellement
définies par :
dr'(g) _ exp(=gJ)
dp@  E @ lexp(—gJ)]

/ / t_s(g At — ) s

Le but de notre article est de donner une construction rigoureuse du modele.

ou :

Cette construction nécessite de prouver le résultat préliminaire suivant :

Proposition 5.1.1 :  Soit (8¢)e[o,1] un mouvement brownien en dimension d (d € {1,2,3}),
et soit (0n)n>0 une suite de densités de probabilité continues, bornées et telles que la suite de
mesures associée tend vers la mesure de Dirac en zéro sur RZ.

Pour tout ensemble A égal, a un ensemble de mesure nulle prés, a une réunion finie disjointe
d’ensembles de la forme ]a,b[x]z,y] avec 0 < a < b <z <y <1, la suite de variables aléatoires

positives (Jéf)(A))neN définie par :

5n(ﬁ _ﬁs)
79 (4) = /A i

converge dans L? vers une variable aléatoire positive J (A) ne dépendant pas de la suite (6,)n>0.

Dans la suite de cet article, nous poserons :

o — Ms
/A (t Eﬂ;)(s—ﬂd))/z dsdt = J(4)

pour A vérifiant les conditions de la Proposition 5.1.1.
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Cette proposition permet donc de définir les temps locaux d’intersection associés au modele
d’Edwards modifié, & condition de restreindre le domaine d’intégration & un ensemble A vérifiant
les conditions précédentes.

Le passage de ces ensembles particuliers a l’ensemble de tous les couples (s,t) tels que
0 < s <t <1 permet de donner une définition rigoureuse du modéle d’Edwards modifié.

Il s’effectue grace au théoréme suivant, qui constitue le résultat principal de article :

Théoréme 5.1.2 :  Soient g un réel strictement positif et d € {1,2}. Pour tout n € N,
l’ensemble R(n) des couples (s,t), 0 < s <t <1, tels que les n+ 1 premiers chiffres binaires de
(s,t) ne coincident pas tous, satisfait les hypothéses de la Proposition 5.1.1; on peut donc définir
une mesure de probabilité D,(@d) (9) sur C([0,1],R%) a l'aide de sa densité par rapport a la mesure
de Wiener p@ sur R® :

_ _ 1 d(w(t) —wls))
7D (g)(dw) = 0 exp (—g /R(n) m) 2D (dw)

ot Z4(g) est la constante de normalisation.

Les résultats donnés par J. Westwater impliquent alors que st g est inférieur ou égal & une certaine
constante go > 0, il existe une probabilité 7'? (g), telle que pour tout m € N, et pour tout sous-
ensemble A, de C(]0,1],R%), mesurable par rapport & la tribu engendrée par les projections

(w— w(k/Qm))ke{l,z,...,w}; on a :

7 (9) (M) — 7D (g)(Am)

n—~o0

Les mesures (D(d) (9))o<g<go sont deuz & deux singuliéres, et elles sont singuliéres par rapport a
la mesure de Wiener.

Dans la Section 5.2, nous allons démontrer la Proposition 5.1.1.
Comme le lecteur s’en apercevra, les variables obtenues dans cette proposition pour d =1, d = 2
et d = 3 sont intimement liées entre elles, au moyen de certaines espérances conditionnelles.

Dans la Section 5.3, nous allons rappeler la construction générale effectuée par Westwater dans
[Wes80], ainsi qu’une partie des théorémes démontrés dans [Wes80| et [Wes82].

Dans la Section 5.4, nous utiliserons ces théorémes pour donner la preuve du Théoréme 5.1.2.

5.2 Existence du temps local d’intersection modifié

Preuve de la Proposition 5.1.1 : On peut immédiatement se ramener au cas ou ’ensemble
A lui-méme est de la forme Ja,b[x]|z,y] (0 <a<b<z <y <1).
On a alors, pour tous m,n :

E[J\7(4) 70 (4)] = /A i j)S( ;it _dz; ;l]z(zg_d)/zE[an(@ — B)0m(By — Bu)]

11 est clair que (B¢ — Bs, By — Bu) est un vecteur gaussien ; de plus, s et u sont inférieurs a ¢ et v,
donc la matrice de covariance de (8 — (s, By — [Bu) est semblable & un bloc de d matrices 2 x 2
dont les termes diagonaux sont ¢ — s et v — u, et dont les termes non diagonaux sont égaux a

87



w = inf(¢,v) — sup(s,u).

Le déterminant K (s,t,u,v) de ces matrices est inférieur a (¢t — s)(v — u) ; d’autre part,
t—s=w+({t—v)++(u—s)y et v—u=w+(t—v)-+ (u—s)_, donc ce déterminant est plus
grand que w(|t — v| + |u — s|) (en particulier, il est strictement positif presque partout).

On en déduit que pour presque tous s, u :

/ I (2)Im ()
(2m)d/2 (Ri)? [K (s, t, u,v)]4/2

oll Qs.t,u,0 est une forme quadratique positive.

E[én(ﬁt - ﬁs)ém(ﬁv - ﬁu)] = E_Qs’t’“’”(m'y)d$ dy

Par conséquent :
B[} (4)J5) (A)

1 ds dt du dv
(2m)4/2 /Az [(t = s)(v — w)]E=D2[K (s, ¢, u, v)]%/

Les propriétés de la suite (0, )nen permettent de montrer que la seconde intégrale de expression
ci-dessus tend vers 1 par valeurs inférieures, quand m et n tendent vers l'infini.

[ @y e da dy
(R)2

Par conséquent, le terme & intégrer par rapport a dsdt dudv tend presque partout vers :

B 1
Kq(s,t,u,v) = [(t = )(v — )| C-DP2[K (5, 1, w, 0)] 72

et il reste inférieur a cette limite.

L’intégrale de K4(s,t,u,v) est finie; en effet, Ky(s,t,u,v) > [K(s,t,u,v)]"%2, et un calcul,
ne présentant pas de difficultés particuliéres, permet de vérifier que :

/ (K (s,t,u,0)]7%/? <
A2
compte tenu de la forme particuliére de ’ensemble A.

Le théoreme de convergence dominée montre alors que E[Jgi)(A)Jgi)(A)] tend vers une lim-

ite finie, ce qui entraine la convergence L? cherchée; le fait que la variable aléatoire .J (d)(A) ne
dépende pas du choix de (d,,)nen est alors facile & vérifier. O

Les variables aléatoires J(@(A) (d = 1,2) sont intimement liées au temps local d’intersection
tridimensionnel J®)(A), grace a la proposition suivante :

Proposition 5.2.1 : Soient d € {1,2}, B un mouvement brownien de [0,1] dans R?, 3 le
mouvement brownien d-dimensionnel constitué des d premiéres composantes de B, et A un sous-
ensemble de [0,1])? satisfaisant les hypothéses de la Proposition 5.1.1. On a alors [’égalité presque
sdre :

5(ﬁt - /88) o ( _ )/
/Amdsdt_(%)?’ D/2g /Aé(Bt—BS)dsdt\ﬁ

Preuve : Soient (0}),>0 et (62),>0 des suites d’approximations de la mesure de Dirac, respec-
tivement en dimension d et 3 — d.
La suite de fonctions ((x,y) — % (2)82(y))n>0 approxime la mesure de Dirac sur R3.
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Si on pose B = (8,7), v est un mouvement brownien sur R3¢, indépendant de f3, et on a,
d’apres la Proposition 5.1.1 :

/ S5 (Br — Bo)on (v — vs)ds dt — / §(B; — By)dsdt
A L2 Ja

En prenant ’espérance conditionnelle par rapport & 3, on obtient alors :

980~ BB~ ldsdt B | [ 88~ Bdsar)

On en déduit que, pour montrer la Proposition 5.2.1, il suffit de prouver que le membre de gauche

(d) . .
‘](37(,3))/2; autrement dit, nous devons démontrer que

(2m)

</A 0 (B — Bs) <E[5,%(% —7s)] = o= i)](g_d)/2> ds dt) 2]

Compte tenu de la densité de la loi de v — 5, on a :

de la convergence précédente tend vers
N, — 0 avec :

N, =E

1 2
200 = 2 ()0 lell2/2(-9)
E[6;, (7 — 7s)] P — 5)| 5072 /Rgd di(x)e dx

quantité qui tend vers 1/[2n(t — 5)]~%/2 par valeurs inférieures.

< /A Sn (B — Bs)pn (s, t)ds dtﬂ

ol ¢, (s,t) est positif, tend vers zéro pour tous s, t et est inférieur a 1/[27(t — s)|(
On en déduit :

Par conséquent :

N, =E

3-d)/2

N, = / (5, 8)n (11, 0)E[SL (B — Bo)5L (B — B)]ds dt du o

ol ¢p(s,t)pn(u,v) < (%)3%[@_8)1(1)_“)}(Bid)/z tend vers zéro et ot E[6}(8; — Bs)6L(By — Bu)] est

dominé par [K (s, t,u,v)]~%2.

Ces propriétés de domination entrainent la convergence L? cherchée. O

Pour montrer que les mesures associées au modéle d’Ewards modifié sont étrangéres a la mesure
de Wiener, nous aurons en plus besoin du lemme suivant :

Lemme 5.2.2 : Si A =|a,b[x]z,y[ et A" =]d’,b'[x]|2',y/[ avec 0 < a <b<z<y<let
0<d <V <a <y <1, alors les variables aléatoires J@ (A) et Jd (A) sont positivement
corrélées.

Preuve : Soit (0,,),>0 une suite approximant la mesure de Dirac. On a, pour tout n :

dsdtdud
I (5 — B (5 — )

E[J(?(4)70(4)] = /

Axar [(E=s)(v—u
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La matrice de covariance de (8; — (s, 3y — (u) est semblable & un bloc diagonal de d matrices
2 x 2, dont le déterminant K (s,t,u,v) vérifie 0 < K(s,t,u,v) < (t — s)(v — u) lorsque s, t, u, v
sont deux a deux distincts.

On en déduit :

1 / ds dt du dv
A

~ @0 S [t = 5)(0 — )] B[R (s, 1, u, 0)]

_Qs,t,u,v(xvy)
o)’ /(Rd)2 On()0n(y) e dx dy

oll Qs,t,u,0 est une forme quadratique positive.

Si on choisit une suite (J,)n>0 telle que pour tout n > 0, §,(x) = (n + 1)46;((n + 1)z), on
a I'égalité :

/ 5n(x)6, (y) e~ @s.tu(TY) 10 dy :/ o(2)d0 (y) e~ @s.tuw(@y)/(n+1)? g0, dy
(R4)? (R4)?

D’apreés le théoréme de convergence monotone, cette derniére intégrale croit vers 1; il en résulte :

A

(27T)d x A’ [(t - 3)(U - u)](3—d)/2 [K(37 t,u, v)]d/2

Un calcul similaire donne :

E[J (B[ ()] = ﬁ /M ¢ —Clj(tvdﬁivﬂ?’/ ’

Comme 0 < K(s,t,u,v) < (t —s)(v —u), le Lemme 5.2.2 est prouvé. O

Remarque : Les résultats donnés dans cette section restent valables pour tous les ensembles
A inclus dans Pensemble des (s,t) € [0,1]? tels que s < ¢, et vérifiant la condition :

/ ds dt -

— =<

A (t—s)32

Cependant, cette généralisation ne sera pas nécessaire pour la suite de notre article.

A présent, nous allons rappeler la construction générale de J. Westwater donnée dans [Wes80],
ainsi qu’'une partie des résultats démontrés dans [Wes80| et [Wes82], afin de les appliquer au cas
du modéle d’Edwards modifié.

5.3 Construction de J. Westwater

Les étapes successives de la construction de J. Westwater sont les suivantes :

(1) On considére un espace de probabilité (2, M, u), une sous-tribu G de M et une variable
aléatoire X : (2, M, u) — R

(2) On suppose l'existence de deux applications mesurables ag et a1 de (2, M) dans lui-méme,
telles que 'image de la mesure u par Papplication (ag, 1) : (2, M) — (2%, M ® M) est égale a

&
De plus, on suppose que «q et a1 engendrent la tribu M.
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(3) Pour tout n > 0, on définit I'ensemble T'(n) par :
T(n) ={(n,i1,.eyin); i1,y in € {0,1}}
(en particulier T'(0) = {0}), et on pose :
T=JT(n)
n>0
Pour tout v = (n, i1, ...,i,) € T(n), on définit application «, de £ dans €2 par la relation :

Ay = O, OO, 1 O ... 00y,

(4) Pour tout n > 0, et pour tout v € T'(n), on définit, sur 'espace de probabilité €, les variables

aléatoires suivantes :
X()=2""2X o

0<m<n

(5) Pour tout v € T, on note G, la tribu engendrée par les images réciproques des éléments de G
par 'application «, :
Gy = O'{Oéi_1>(A), A€ g}
Pour tout n, on note G, la tribu engendrée par |J G, et on suppose que la tribu M est en-
veT(n)

gendrée par |J G-
neN

(6) On suppose qu'il existe une tribu F, indépendante de G sous p, et telle que Gy est la tribu
engendrée par G et F.

(7) Pour tout v € T" et pour tout n > 0, on pose :

Fo={as (A, AcF}

v

Fo=c| |J
veT(n)

Fy=o|J%n

n>0

8) On suppose que les quatre conditions suivantes sont vérifiées sous la mesure u :
pPp q q M
(a) Il existe C; > 0, 51 > 0 tels que pour tout p > 1 :
1 X[y < Cipy?
(b) 1l existe Cy > 0, B2 > 0, 75 < 1 tels que pour tous p > 1, n >0 :
1X — E[X[Gulll, < Cop™7y
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(c) Il existe C5 > 0, B3 > 0, 73 < 1 tels que pour tous p > 1,n >0 :
1X (n) — B[X (n)|F+ ||, < Csp™rif
(d) Pour tous v, va € T, X (v1) et X (v2) sont positivement corrélés.

(9) Pour tout g > 0 et pour tous m, n € N, on considére la mesure de probabilité v,(g)

sur €2, de densiteé :
dvn(g) _  exp(—gS(n))

dp  Eplexp(—gS(n))]

par rapport a g, et on note fn.,(g) Uespérance de cette densité, conditionnellement a G, :

dvn(g)
dp

oml) = B, | 2225,

J. Westwater a alors obtenu le résultat suivant :

Proposition 5.3.1 : On suppose que toutes les conditions permettant la construction ci-dessus
sont satisfaites. Il existe gy > 0 tel que pour tous g < go et m > 0, la variable aléatoire fm(g)
admet une limite dans L*(Q, M, p).

Si on note [ (g) cette limite, (fim(g))m>o0 est une Gp,-martingale positive ; en particulier,
E[fn(9)] =1 pour tout m > 0.

Cette proposition correspond au Théoréeme 1 de J. Westwater [Wes80].

Elle permet de définir, pour tous g < go et m > 0, une mesure v (g) sur G,,, satisfaisant
I’égalité :
ylm! (9)[Am] = Eu[lAmfm(g)]

pour tout A,, € G,,.
Les mesures (1™ (g)),,>0 sont compatibles entre elles, et vérifient la proposition suivante :

Proposition 5.3.2 : Soient ¢ > 1 et g < go. Il existe une constante Cyq > 0 telle que
pour tout m > 0, et pour toute variable aléatoire R € L1(Q, G, pt) -

E, @B = B[R]

E,imi(g)[B] < (Cg)"[|Rllq

la norme LY étant considérée sous la mesure L.

Ce résultat est indiqué a la fin du Paragraphe 3.2 de J. Westwater [Wes80] (p. 163), et il se
déduit des calculs effectués dans le Paragraphe 2.8 du méme article.

La compatibilité de la famille de mesures (v (9))m>0 pour tout g < go suggére 'existence
d’une mesure v(g) définie sur (2, M), telle que vI™(g) est la restriction de v(g) a Gy,.

La derniére étape de la construction de J. Westwater est la suivante, lorsqu’elle est possible :
(10) On suppose que v(g) existe pour tout g < go : cette mesure est nécessairement unique,
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puisque les tribus (G, )m>0 engendrent M.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 5.3.3 :  Les mesures (Vg)o<g<g, sont deuz a deuz singuliéres.
Cette proposition correspond au Théoréme 3 de J. Westwater [Wes82].

Dans la Section 5.4, nous allons montrer le Théoréme 5.1.2 en appliquant la construction de
J. Westwater aux temps locaux d’intersection modifiés.

5.4 Application de la construction de J. Westwater & la preuve
du Théoréme 5.1.2

Soit d € {1,2,3}. La construction de J. Westwater est applicable au cas suivant :

(1) (2, M, ) est l'espace des fonctions continues de [0,1] dans R, muni de la tribu de la
convergence uniforme, et de la mesure de Wiener.

G est la tribu engendrée par w — w(1), variable aléatoire définie sur Q.

On suppose que X est pu-presque sirement égal a J@ (]0, %[ X ]%, 1[), temps local d’intersec-
tion modifié associé au processus canonique de (€2, M, ), qui est un mouvement brownien.

(2) On définit ag et aq par les égalités : ap(w)(s) = V2w () et a1(w)(s) = V2 (v () —w (3))
pour tout w € €.
Sous p, w — ap(w) et w — a1(w) sont deux mouvements browniens indépendants, donc

(0, 1) (1) = p ® p.
De plus, il est clair que ag et oy engendrent M.

(3) Pour v = (n, 1,12, ...,in), ON POSE :

q(v)_§+§+ +2_n

On vérifie, par récurrence, que pour tout n € N, pour tout v € T'(n) et pour tout s € [0,1] :

oy (w)(s) = 22 [w <q(’u) + 2%) - W(Q(U))}

(4) Si v € T(n) et si (0k)r>0 est une suite d’approximations de la mesure de Dirac, on a les
convergences suivantes dans L2(Q, M, ) :

X)) = gim 22 [ I JCIELORS JCICORS 21 Fwr

ol (t ~ )G/

iy 9742 /q(” /q a2 w) —w(s)

+2 n—1 (t— )(3 d)/2
Maintenant, on observe que si (dx)r>0 est une suite d’approximations de la mesure de Dirac, il
en est de méme pour (0, )r>0 avec &, (z) = 2"%25;,(2"/2x).

2n1

On en déduit que presque stirement :
X()(w) = JD(Ja(v),q(v) + 27" [x]g(v) + 27" q(v) +27"[) (W)
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(5) Pour tout v € T'(n), G, est la tribu engendrée par les variables aléatoires

w — w(q(v) +27") — w(q(v)), et G, est engendrée par les variables w — w(k.27™) avec k € N,
1<k <2m.

On en déduit que M est engendrée par les G, (n € N).

(6) La tribu G; est engendrée par G et F avec F = of{w — w(l) — 2w (%)}, indépendante
de G.

(7) Pour v € T'(n), la tribu F, est engendrée par :

w = w(g(v) +27") = 2w(g(v) +27"7) + w(g(v))

et on montre par récurrence que o ( U Fmn | est engendrée par les variables w — w(s) —sw(1)
0<m<n

ou s = k.2™ avec k entier compris entre 1 et 2" — 1.
F4 est donc engendrée par les variables w — w(s) — sw(1) pour s € [0, 1].

(8) Si d = 3, les conditions (a), (b) et (c) sont vérifices d’apres J. Westwater [Wes80]. Afin
d’en déduire qu’elles le sont également pour d € {1,2}, notons (QG), MG 13 X etc., les
éléments de la construction de J. Westwater correspondant & la dimension 3, p; la projection :
(w1, ws,w3) — w;j de QG = (]0,1],R3) vers C([0, 1], R) pour j € {1,2,3}, et Py = (p1,...,pa) la
projection canonique de QG vers Q = C([0, 1], R%).

On a le lemme suivant :

Lemme 5.4.1 : Soient Y une variable aléatoire positive sur (QB), M@ 13 et (VO),cp
une famille au plus dénombrable d’applications de C([0,1],R) dans R, de la forme

wi — > Aiwi(ski), avec v € N et \p; € R, sg; € [0,1] pour tout k < r. On a Uégalité
0<k<r
sutvante :

EEY (VW opi, VD o py, VW 0 pa)icp]|Pa] = BEY[P[(VY 0 pr, ... VW 0 pa)ici]

Preuve : Notons U et V ces deux espérances.

U est de la forme E[tp(V® o py, V@ o py, VO 0 p3)icp)| Py, ol 4 est une certaine fonctionnelle.
De plus, conditionnellement & P, (V(i) O PLyaens v o pd)ick est fixé et la loi conditionnelle de
(V@D opgir, ..., VD ops)ick est constante, puisque (pg1, ..., p3) est indépendant de Py sous (%)

On en déduit que U est mesurable par rapport a la tribu engendrée par les variables :
V@ op, .. V@op, (1€ FE).
Il en est évidemment de méme pour V.

Or, pour Z bornée et mesurable par rapport & cette tribu, on vérifie que :
E[UZ] =E[VZ] = E[Y Z]

Il en résulte : ' '
U=V = E[Y|(V(Z) 0P, ..., 174% ° Pqa)icE]

ce qui achéve la démonstration du Lemme 5.4.1. O
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A présent, ’étude du cas d = 3 par J. Westwater implique qu’il existe C; > 0, Cy > 0, C3 > 0,
01 >0,0>0,03>0, 7 <1, 73 <1 tels que pour tous p>1,n>0:

(@) [ XO||, < C1p™

() IX® — EX® |G|, < Cop™ry

() 11X (n) — BIX®) ()| FI)|,, < Csphry
L’esperance conditionnelle étant une contraction dans tous les espaces LP (p > 1), on a :
(@) |[E[X®|Py]ll, < C1p™

(") [[BIX®)|Py) — BEX®|GY)|R|l, < Cop®rg

(c”) [[BIX®) (n)|Py) — EEX® (n)| 7P| Pall, < Capory
Le Lemme 5.4.1 implique alors :

(") 12|, < C1p™

(") 12D — E[2D|G\V][|, < CopPery

(") 1|24 (n) — BIZD (n)| FP)l, < CspHry

) =

<
<s

ou ZW = E[XO|Py], 2D (n
ables w — Py(w)(k.27") (1
w — Py(w)(s) — sFa(w)(1) (0

3)(n)|Py], ou G\? est la tribu engendrée par les vari-

E[X(
E < 2" k € N) et ou f() est la tribu engendrée par :
<1).

D’aprés la Proposition 5.2.1, on a :

1
- -
A (271')(3 e XoPy
et )
d

Comme P'image de x® (mesure de Wiener sur R3) par Pj est p (mesure de Wiener sur RY), les
inégalités (a”’), (b”7), (¢”’) impliquent que les conditions (a), (b), (¢) sont vérifiées en dimension
d, comme annonce.

D’autre part, la condition (d) est une conséquence immeédiate du Lemme 5.2.2.

(9) On peut vérifier que la mesure v, (g) obtenue par la construction de J. Westwater est exacte-

(d)

ment la mesure 7y, ' (g) définie au début de cet article.

Il en résulte que pour g < go la famille de mesures (vI™(g))nen construite grace a la Proposition
5.3.1 vérifie la convergence :

7(9)(Am) — vI™(g)(Am)
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pour tout A,, € G,.

On en déduit que s'il existe une mesure v(g) compatible avec la famille (v (g))men, et si
les mesures (v(g))o<g<g, sont deux & deux singuliéres, alors le Théoréme 5.1.2 est démontré pour

9 < go, en posant 7% (g) = v(g),
La derniére étape de notre raisonnement consiste donc & prouver ces propriétés.

(10) Pour montrer I'existence de v(g), considérons la représentation de Ciesielski du mouvement
brownien appliquée & w; on a, pour tout s € [0,1] :

w(s) = sw(l) + Y f(v)(5)0u(w)

veT

avec

Fo)(s) = 22127 — s — (q(v) + 27" 71)))4]

et
O(w) = 2% 2w(g(v) +27"1) —w(g(v)) — w(g(v) +27)]

pour v € T'(m).
Sous g, w — w(1) et (6,)yer sont des variables gaussiennes standard indépendantes sur R

De plus, pour tout m € N, Gy, est la tribu engendrée par w — w(1) et (0y)ver(k)k<m-
L PRUCHVIEICE L

Soit 7™ (g) la mesure sur (R%) = #<m  image de vI"™(g) par application :

w = (w(1)7 (Hv(w))veT(k),k<m)

Les mesures (7" (g))men sont compatibles entre elles, donc d’apres le théoréme de Kolmogorov,
{1}ng T (k) {1}Uk9 T (k)

il existe une mesure 7(g) sur Q = (R%) N dont la restriction a (RY) est

7Iml(g), pour tout m.

Notons maintenant ag et (y,)yer les projections canoniques de Q sur R4, M la tribu engen-
drée par ces projections, fi la mesure sous laquelle o et (Vv )ver sont des gaussiennes standard
d-dimensionnelles et indépendantes, et G,, la tribu engendrée par ay et 7, pour v € T'(k), k < m.

Soit g un réel strictement supérieur & 1. D’apres la Proposition 5.3.2, il existe Cy g > 0 telle
que pour tout m € N et pour toute variable aléatoire R € L1(Q, G, 1), on a :

Ej(g)[R) < (Co)™ IRl
la norme L? étant considérée sous ji.

En posant R = ||7,||™TVP, ou p est tel que % + % = 1, on peut alors montrer (voir J. Westwater
[Wes80], Paragraphe 3.2) 'existence d’une constante D > 0 telle que pour tous p > 1, m € N et
veT(m):

(Es(g)ll][P)"? < Dp'/2(m + 1)1/

Pour tout m € N et pour tous v € T'(m), s,t € [0,1], on a f(v)(s) =0si s & [q(v),q(v) +27™],
0< fo)(s) <272 et [f(v)(s) — f(u)(B)] < 2725 —t].
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On peut alors vérifier que sous la loi 7(g), la fonction aléatoire w : s — w(s) = sar+ > f(v)($)Vw
weT

est p.s. définie pour tout s et vérifie des inégalités de la forme Ef|w(s) — w(t)|?] < M|s — t|'*
avec a > 0, # > 0 tels que /3 est aussi proche de % que 'on veut.

La fonction w est donc p.s. Holdérienne d’exposant % — €, pour tout € €]0,1/2[, et en parti-
culier continue.

w est donc une variable aléatoire sur Q = C([0, 1], R%) et on peut considérer sa loi sous #(g) ; par
construction, cette loi est la mesure v(g) cherchée.

De plus, d’aprés la Proposition 5.3.3, les mesures (v(g))o<g<g, sont deux a deux singuliéres :
ceci achéve la preuve du Théoréme 5.1.2.

Remarque : Il semble probable que le Théoréme 5.1.2 reste vrai pour toute valeur stricte-
ment positive de g.

Il est peut-étre possible de démontrer ce résultat en utilisant les résultats donnés par J. West-
water dans [Wes82].

Une autre piste de recherche pourrait étre de s’inspirer de la construction du modéle d’Edwards
tridimensionnel par E. Bolthausen (see [Bol93]). Ceci éviterait de faire reposer I’ensemble de
notre raisonnement sur les résultats de J. Westwater, dont la preuve demande des calculs treés
lourds.
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Conclusion et perspectives

Les résultats obtenus au cours de cette thése nous ont donné 'occasion d’étudier différents as-
pects du mouvement brownien, de ses temps locaux et de ses temps locaux d’intersection.

Cette étude offre également d’intéressantes perspectives de recherche.

Par exemple, il semble possible d’obtenir une meilleure compréhension des pénalisations étudiées
par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor : en effet, la mesure limite associée & ce type de pénal-
isations existe dans la plupart des cas particuliers étudiés, alors que ces cas sont souvent trés
différents les uns des autres.

Il est donc probable qu’il existe un théoréme de pénalisation global impliquant tous ces cas
particuliers, ou du moins une grande partie d’entre eux, et il est d’ailleurs remarquable que 'on
n’ait pas d’idée précise sur ce que serait un tel théoréme.

Toutefois, le Chapitre 4 constitue un début de réponse & ce probléme, du moins pour les pé-
nalisations ne dépendant que des temps locaux des trajectoires considérées.

Ce type de pénalisation est fortement lié au probléme du “bandit brownien”, qui consiste &
décrire, aussi explicitement et simplement que possible, le mouvement brownien conditionné par
I'ensemble de ses temps locaux aux différents niveaux (voir J. Warren et M. Yor [WY98]). Le lien
entre ces deux problémes peut étre vu de la maniére suivante : le bandit brownien est, formelle-
ment, un mouvement brownien pénalisé avec un poids égal & un si ses temps locaux sont égaux
a des valeurs fixées & 'avance, et égal & zéro dans le cas contraire.

Le fait qu’on ne connaisse pas de résultat de pénalisation vraiment général semble également
lié & la difficulé que 'on a de résoudre les différents cas particuliers : les calculs correspondants
n’aboutissent complétement que pour des poids de pénalisation suffisamment simples.

A défaut d’obtenir un théoréme général de pénalisation, il peut donc étre intéressant d’étudier
des cas particuliers plus difficiles que ceux qui sont résolus actuellement.

Ceci pourrait par exemple permettre de construire un modéle d’Edwards valable pour des tra-
jectoires infinies, et éventuellement de comparer ce modéle au comportement asymptotique du
modele d’Edwards classique.

Par ailleurs, bien que les pénalisations étudiées par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor soient,
pour l'essentiel, unidimensionnelles, rien n’empéche d’essayer de généraliser certains de leurs ré-
sultats aux dimensions supérieures (voir B. Roynette, P. Vallois et M. Yor [RVY], article consacré
en particulier au mouvement brownien plan).
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On peut donc envisager de construire un modeéle d’Edwards infini en dimension 2 (voire en
dimension 3) : ce type de construction pourrait peut-étre permettre d’étudier le comportement
asymptotique du modéle d’Edwards classique, qui est actuellement trés mal connu.

En conclusion, les travaux que nous avons effectués dans le cadre de cette thése peuvent étre con-

sidérés comme une préparation & I’étude de problémes plus difficiles sur le mouvement brownien,
tels que ceux qui sont posés par la modélisation des trajectoires de polymeres.
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