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✐

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s à ❛❞r❡ss❡r t♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❆❜❞❡❧ ■❧❧❛❤ ▼♦✉❛❞❞✐❜✳ ❈✬❡st ❣râ❝❡
à s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡✱ s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ s♦♥ ♦♣t✐♠✐s♠❡ ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❡✛❡❝t✉❡r ♠❛ t❤ès❡
❞❛♥s ❞✬❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❏❡ té♠♦✐❣♥❡ t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♣✐❧❧❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡
♠❛✐❛ ❞✉ ❧♦r✐❛✳ ❆ ◆❛♥❝②✱ ❥✬❛✐ ❞é❝♦✉✈❡rt ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ♣❛ss✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ✐♥✲
t❡❧❧✐❣❡♥ts ❡t ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❏✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣ré❝✐é ❞✬❛✈♦✐r ❞❡✉① ❛✈✐s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❝♦♥str✉❝t✐❢s
s✉r ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠♦♥s✐❡✉r ❘❛❝❤✐❞ ❆❧❛♠✐✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ❧❛❛s✱ ❞❡ ♠❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡
♣❛rt✐❝✐♣❡r à ❝❡ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r P❤✐❧✐♣♣❡ Pr❡✉① ❞✬❛✈♦✐r ♣♦rté ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t
❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥✜♥ ❧❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs ❖❧✐✈✐❡r
❙✐❣❛✉❞ ❡t ❙❤❧♦♠♦ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s ♣♦rt❡♥t à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❯♥ ♠❡r❝✐ t♦✉t s♣é❝✐❛❧ à ❧✬❤♦♠♠❡ q✉✐ ♠✉r♠✉r❛✐t à ❧✬♦r❡✐❧❧❡ ❞❡s ❑♦❛❧❛s✱ ▲❛✉r❡♥t ❏❡❛♥♣✐❡rr❡✳

❏❡ t✐❡♥s ❡♥s✉✐t❡ à s❛❧✉❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ♠❛✐❛ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝✉❡✐❧ q✉✐ ♠✬❛ été rés❡r✈é✳ P❡♥✲
❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡ ❡t ❞❡♠✐❡ ♣❛ssé❡ ❛✉ ❧♦r✐❛✱ ❥✬❛✐ ❞é❝♦✉✈❡rt ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❝♦♠♣ét❡♥t❡✱ ❞❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s
s②♠♣❛t❤✐q✉❡s✱ ❞❡ ✈ér✐t❛❜❧❡s ❛♠✐s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ à ❝❡ t✐tr❡ ❱✐♥❝❡♥t ❚❤♦♠❛s ❡t ❆❧❛✐♥ ❉✉t❡❝❤ ♣♦✉r
❧❡✉r s❡♥s ❞❡ ❧✬❤♦s♣✐t❛❧✐té✳ ❏❡ s❛❧✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ▼❛✐❛♠♦♥s ❡t ❧❡✉rs ❛♠✐s✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s
♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés à ◆❛♥❝②✳

❏✬❛❞r❡ss❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬❛♠✐t✐é à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s s❛♥s ❧❡ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♠❛ t❤ès❡ ♥❡
s❡r❛✐t ♣❛s ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ●✐❧❧❡s ♣♦✉r s❡s ✐❞é❡s✱ ▼❛tt❤✐❡✉✱ ❍✉❣♦✱ ❇r✉♥♦✭s✮✱
●❛ë❧❧❡✱ ▼❛r♦✉❛✱ ❆✉ré❧✐❡ ❡t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❧✬éq✉✐♣❡ ♠❛❞ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡
❞r♦✐t❡✳ ❏❡ ✈❡✉① é❣❛❧❡♠❡♥t s❛❧✉❡r ❧❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❞❛♥s ❧❡
♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ✿ ▼♦♥✐q✉❡ ●r❛♥❞❜❛st✐❡♥✱ ❙❡r❣❡ ❙t✐♥❝❦✇✐❝❤✱ P❛tr✐❝❡ ❊♥❥❛❧❜❡rt✳ ❏❡ ✈❡✉①
s♦✉❧✐❣♥❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢ ❞✉ ❣r❡②❝ ❡t ❞✉ ❧♦r✐❛✳ ❏✬❛✐ ✉♥❡
♣❡♥sé❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ♠❡s ❛♠✐s ❞✉ ❧❛❜♦ à ❈❛❡♥✳

❏❡ té♠♦✐❣♥❡ t♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ❧❡✉r ❞é✈♦✉❡♠❡♥t✱ ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❡t
❧❡✉r ❛♠♦✉r✳ ▼❡r❝✐ ♣❛♣❛ ❞✬❛✈♦✐r r❡❧✉ ❡t ❝♦rr✐❣é ♠♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❏❡ ❢é❧✐❝✐t❡ ❊❧s❛ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛t✐❡♥❝❡
❞♦♥t ❡❧❧❡ ❛ ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ ❡t ❧♦♥❣✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉✬❡st ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ t❤ès❡✳
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✺✳✸✳✶ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✸✳✷ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✹ ❇✐❧❛♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✻ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✾✸

✻✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❡♥❞✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✻✳✶✳✶ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✻✳✶✳✷ ❘❡ss♦✉r❝❡s ❜♦r♥é❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✶✳✸ ●r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✶✳✹ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✶✳✺ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s P❘❯s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✷ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✷✳✶ ▲❡ ▼❉P ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷✳✸ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶



✈✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✻✳✸✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✸✳✷ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✸✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✳ ✳ ✶✵✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✶✷✶

■■■ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✈✐❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✸

✼ P❧❛♥✐✜❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✶✷✺
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✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✼✳✸ ▲❡s ❛❝q✉✐s ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
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✽ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✶✸✸
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✽✳✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V ∗
1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✽✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✽✳✶✳✸ ❯♥❡ ✐❞é❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✽✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✽✳✸ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✽✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ PRUα ✶✹✷

✽✳✸✳✷ ❘❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ V ∗ ♣❛r V ∼
somme profils✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✽✳✹ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼✶✹✹

✽✳✹✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✽✳✹✳✷ ❘❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ∼
morceauxprofils ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♣♦sé❡ V ∼ ❛✈❡❝ V ∗✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽✳✺ ❉❡r♥✐❡r ❡ss❛✐ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r V ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✽✳✺✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✽✳✺✳✷ ❘é✲✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✳ ✶✺✷

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✶✺✾

■❱ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✶✻✶

✾ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ✉♥ r♦❜♦t ✶✻✸
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✾✳✸ ❯♥❡ ❯♥✐té ❞❡ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t Pr♦❣r❡ss✐❢ ♣♦✉r ✉♥ s✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✾✳✸✳✶ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✾✳✸✳✷ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡s✲
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✶✵ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✈❡❝ ♣❧✉✲

s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ✶✼✺

✶✵✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
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✶✵✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❝❝é❧éré ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✶✵✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✶✼✾

✶✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✶✽✸
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✶✶✳✸✳✶ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼
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✶✶✳✸✳✸ ❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ P❘❯s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽
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❆♥♥❡①❡s ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✾✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✾✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✷✵✺
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✷✳✸ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛❜②r✐♥t❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
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✸✳✷ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❛❝t✐♦♥ poser✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✸ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❛❝t✐♦♥ prendre✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
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✸✳✽ ❈❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❞❛♥s ✉♥ ▼❉P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
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✹✳✺ ❯♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ t②♣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
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✺✳✻ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ P❘❯ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✼ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✐s✲

❝rét✐sé❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✷ P❛❧✐❡rs s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✸ P❛r❝♦✉rs ❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✺ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❣ré❣é❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✻ P❛❧✐❡r s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✼ ❆❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✽ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❣ré❣é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✼✳✶ ❉❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✼✳✷ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦t❛❧ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✼✳✸ ❊♥✈♦✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✉ r♦❜♦t ❡t ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✼✳✹ ❯♥ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✽✳✶ ❈❛❧❝✉❧ s❝❤é♠❛t✐sé ❞❡ V ∗
1 ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✽✳✷ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V1✳ ✳ ✶✸✺

✽✳✸ V ∗ ❡t V ∼
lineaire ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✽✳✹ Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣❛✐♥s ❡s♣érés ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✽✳✺ ❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✽✳✻ ❚r♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✽✳✼ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✽✳✽ ❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r 3 t②♣❡s ❞❡ P❘❯s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✽✳✾ ❊t❛♣❡ ✷ ✿ r❡❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ V ∼
somme profils ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r V ∗✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✽✳✶✵ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té/♣r✐①✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✽✳✶✶ ❘❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ∼
morceauxprofils✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✶✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ♣❛r r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽✳✶✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré r❡❝♦♠♣♦sé❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✽✳✶✹ ❆r❜r❡ rés✐❞✉❡❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✽✳✶✺ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ Vresidus✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻



①✐

✾✳✶ ▲❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✾✳✷ ❈♦♠♠❡♥t ❞ét❡❝t❡r ♣✉✐s r❡♥✈❡rs❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✾✳✸ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✉ r♦❜♦t s✉r ✉♥ s✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✾✳✹ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❜♦✇❧✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✾✳✺ P❘❯ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ q✉✐❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✾✳✻ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥ q✉✐❧❧❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✾✳✼ ❉é♠❛rr❡r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✾✳✽ ▲❡ r♦❜♦t ❡♥ ❛❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✾✳✾ ■♥t❡rr♦♠♣r❡ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✶✵✳✶ ❆♥❛❧②s❡ t❡♠♣s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✶✵✳✷ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r n

P❘❯s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

✶✵✳✸ ◆♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❣é♥érés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉①

r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r n P❘❯s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✶✵✳✹ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✶✵✳✺ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts st♦❝❦és ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs

1 à 8 P❘❯s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✶✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

✶✶✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ 20 P❘❯s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳✶✽✺

✶✶✳✸ ❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s 30 P❘❯ ❤♦♠♦❣è♥❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✶✶✳✹ ❯♥❡ P❘❯ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✶✶✳✺ ❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s P❘❯ ❤♦♠♦❣è♥❡s ♠❛✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

✶✶✳✻ ▲♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❜✐♠♦❞❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

✶✶✳✼ ❯♥ ♠❛✉✈❛✐s ❝❛s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

✶ P❘❯ ❞❡ t②♣❡ 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

✷ P❘❯ ❞❡ t②♣❡ 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

✸ P❘❯ ❞❡ t②♣❡ 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

✹ P❘❯ ❞❡ t②♣❡ 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻



①✐✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✶





✸

▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳✳✳

❊♥ ✶✹✾✷✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❈♦❧♦♠❜ ❞é❝♦✉✈r❡ ❧✬❛♠ér✐q✉❡ ❀ ❡♥ ✶✺✷✷ ▼❛❣❡❧❧❛♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t♦✉r ❞✉

♠♦♥❞❡✳ ▲❡ s♣❛t✐♦♥❛✉t❡ ❨♦✉r✐ ●❛❣❛r✐♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✶✾✻✶✱ ❡t ❡♥ ✶✾✻✾✱ ❧✬❛str♦✲

♥❛✉t❡ ◆❡✐❧ ❆r♠str♦♥❣ ❢❛✐t s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s s✉r ❧❛ ▲✉♥❡✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ❛ été r❡♥❞✉❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✿ ❜♦✉ss♦❧❡✱ ❢✉sé❡✳✳✳ ▲❡s r❡❝♦✐♥s ❡♥❝♦r❡ ✐♥✲

❡①♣❧♦rés ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①✱ ♠❛✐s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s ❞✬❛❝❝ès✳

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧✬❤♦♠♠❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❡♥t✐tés ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥q✉êt❡

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❉❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❡✛❡❝t✉❡♥t ❧❡s ♠✐ss✐♦♥s ❧à ♦ù ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❧✉s ❛❧❧❡r✳

❉❡♣✉✐s ♣❡✉✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❡♥t✐tés

♠é❝❛♥✐q✉❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡s ❡♥❞r♦✐ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ✿ ❝❡rt❛✐♥s s✉❜♠❡rs✐❜❧❡s

❛✉t♦♥♦♠❡s ré✉ss✐ss❡♥t à ♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ❧❡s ❢♦ss❡s ♠❛r✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡s✱ ❞❡s r♦❜♦ts ♠♦❜✐❧❡s

❛✉t♦♥♦♠❡s s♦♥t ❞é♣❧♦②és ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ▼❛rs ♣♦✉r ② ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❝❧✐❝❤és ❡t ❛♥❛❧②s❡r ❝❡ s♦❧ ✐♥❝♦♥♥✉✳

❉❡s s♦♥❞❡s ❡t ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s s♦♥t ❞é♣❧♦②és ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥t❛✐♥❡s✱

✈♦✐r❡ ❡♥ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❞❡ ♠✐s❡ ÷✉✈r❡ ❞❡ r♦❜♦ts ❝❛♣❛❜❧❡s

❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❝❛♥❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ♥❡tt♦②❛❣❡✳

❖♥ ✐♠❛❣✐♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞é♠✐♥❡r ✉♥ t❡rr❛✐♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣♦✉r

r❡♣ér❡r ♣✉✐s s❛✉✈❡r ❞❡s ❜❧❡ssés ❛♣rès ✉♥ sé✐s♠❡✳

▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛♥❝és✱ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ♣❡✉t

② ❛✈♦✐r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❛❝❝ès✳ ■❧s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ s❡ ❝♦♥trô❧❡r ❡✉①✲♠ê♠❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡

❛❧♦rs ❞✬❛❣❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ▲✬❛❣❡♥t✱ ❝✬❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛❣✐t✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❞❡ s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❞❡s ❡✛♦rts ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ♦♥t été ♠❡♥és ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡ t❡❧s

s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡t à ❞é❢❛✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝ré❡r ✉♥ ❛❣❡♥t ❤✉♠❛✐♥❡♠❡♥t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✱ ♦♥ ♣ré❢èr❡

♣❛r❧❡r ❞✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳

❊♥ ✐♥s❝r✐✈❛♥t ♥♦tr❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❛♠❜✐t✐♦♥ ❞❡

♣rés❡♥t❡r ✉♥ t❡❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❡♠❜❛rq✉é ❛✉t♦♥♦♠❡

❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠✐ss✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ▲❡ r♦❜♦t ❛❣✐r❛ r❛t✐♦♥❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ✐❧ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r❛ ❞❡

❢❛ç♦♥ à ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ✐♥térêt t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥ s❡r❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❧✐♠✐té❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❡s

r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡✳ ■❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t à ✉♥ ♣❧♦♥❣❡✉r s❛♥s ♦①②❣è♥❡✱ ✉♥ r♦❜♦t s❛♥s é♥❡r❣✐❡ ❡st

♣❡r❞✉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s s❛✈♦✐r ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ t❡♠♣s ♥✐ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

✉♥ r♦❜♦t ♣❡✉t ❞é♣❡♥s❡r ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s❡r❛ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳

P❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ◆♦✉s ❧✉✐ ♣♦rt♦♥s ✉♥ ✐♥térêt ❞♦✉❜❧❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♣❡r♠❡t✱



✹

❣râ❝❡ à s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥

t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐

s❡r❛ ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ♣♦✉rr❛ ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❧❡s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t

♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❛❧✐tés✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡rr♦♠♣r❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳

◆♦tr❡ ❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛♣♣♦rt ❛ ❝♦♥s✐sté à ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ré✈✉ ♣♦✉r ♥❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✱

à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣♦rt ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ♣❡r✲

♠❡tt❛♥t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

é✈❡♥t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ✉♥

é❜♦✉❧❡♠❡♥t q✉✐ ❜♦✉❝❤❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ré✈✉ ♦✉ ✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡♠❜❛rq✉és✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛

♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡t s♦✉s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s

✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛♣♣❡❧ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ à ❞❡s ❡♥t✐tés ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❝❡rt❛✐♥s ❡♥❞r♦✐ts

✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦t❡r ❝❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❡✉r

❛✉t♦♥♦♠✐❡✳

❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❣é♥ér❛✉① ❛✉t♦✉r ❞❡sq✉❡❧s s✬♦r✲

❣❛♥✐s❡ ♥♦tr❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ❡t

❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♥♦✉s r❛tt❛❝❤♦♥s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s

♠✐ss✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❞❡s r♦❜♦ts ❛✉t♦♥♦♠❡s s✉r ▼❛rs✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡s ♠✐ss✐♦♥s✱ ✐❧ ② ❛

❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s à ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à r❡s♣❡❝t❡r✳ ◆♦tr❡ ❛♠❜✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥

♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡

q✉✐ ❛✉r❛ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞ét❛✐❧❧❡r

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és✱ ❡t ❡♥

r❡t❡♥✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡✳ ◆♦✉s ♠♦t✐✈❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉❡s

♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ✿ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ❡t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ◆♦✉s ✜♥✐r♦♥s ♣❛r ♣r♦♣♦s❡r ❞❡✉① ❛♣♣♦rts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿

❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❡t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ s✬❛❞❛♣t❡ ❛✉①

❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♠♣ré✈✉s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

✶✳✶ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧✲

❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ✭♦✉ ■✳❆✳✮✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s 50✱ s✉✐t❡ à ❧❛

❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞✐♥❛t❡✉rs q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s tôt✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✐♥t❡❧❧✐✲

❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ à ❧♦♥❣t❡♠♣s ❢❛✐t ❞é❜❛t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❘✉ss❡❧ ❡t ◆♦r✈✐❣✱

✷✵✵✸❪ ❝❛té❣♦r✐s❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ♣❡♥sé❡ s❡❧♦♥ ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ✿

✼



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✕ ❋❛✉t✲✐❧ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r ✭❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✈❛ ❛tt❡✐♥❞r❡ s❡s

♦❜❥❡❝t✐❢s✮ ♦✉ ❞✬❛❣✐r ✭❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡ s②stè♠❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡✮ ❄

✕ ❋❛✉t✲✐❧ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤✉♠❛✐♥✱ ♦✉ ❞❡

❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ r❛t✐♦♥♥❡❧ ❄

❈❡s ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✐✈✐s❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬■✳❆✳ ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✱

ré♣❡rt♦r✐é❡s ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ t✐ré ❞❡ ❬❘✉ss❡❧ ❡t ◆♦r✈✐❣✱ ✷✵✵✸❪ ✿

▲❡s s②stè♠❡s q✉✐ ♣❡♥s❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❤✉♠❛✐♥s ▲❡s s②stè♠❡s q✉✐ ♣❡♥s❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

▲❡s s②stè♠❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❤✉♠❛✐♥s ▲❡s s②stè♠❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

✧▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡t ✐♥tér❡ss❛♥t ❡✛♦rt ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♣❡♥✲

s❡r ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ✳✳✳ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞♦té❡s

❞✬❡s♣r✐ts✱ ❛✉ s❡♥s ♣r♦♣r❡✳✧ ❬❍❛✉❣❡❧❛♥❞✱ ✶✾✽✺❪✳

✧▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢❛❝✉❧tés ♠❡♥t❛❧❡s à tr❛✈❡rs ❧✬✉t✐✲

❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s✳✧ ❬❈❤❛r✲

♥✐❛❦ ❡t ▼❝❉❡r♠♦tt✱ ✶✾✽✺❪

✧❬▲✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❪ ❛❝t✐✈✐tés q✉❡ ♥♦✉s ❛s✲

s♦❝✐♦♥s à ❧❛ ♣❡♥sé❡ ❤✉♠❛✐♥❡✱ ❛❝t✐✈✐tés ❝♦♠♠❡

❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱

❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳✳✳✧ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✼✽❪

✧▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ r❡♥❞❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r✲

❝❡♣t✐♦♥✱ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❛❝t✐♦♥✳✧ ❬❲✐♥st♦♥✱

✶✾✾✷❪

✧▲✬❛rt ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛ss✉r❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s q✉✐ r❡q✉✐èr❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡

s♦♥t ❛ss✉ré❡s ♣❛r ❧✬❤♦♠♠❡✳✧ ❬❑✉r③✇❡✐❧✱ ✶✾✾✵❪

✧▲✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❢❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥ts ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✳✧ ❬P♦♦❧❡

❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪

✧▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛✐r❡ ❛✉① ♦r✲

❞✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ❝❤♦s❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❥✉sq✉✬à

♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡s ❤♦♠♠❡s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs✳✧ ❬❘✐❝❤

❡t ❑♥✐❣❤t✱ ✶✾✾✶❪

✧❧✬■✳❆✳ ✳✳✳ tr❛✐t❡ ❞✬❛rt❡❢❛❝ts ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✳✧ ❬◆✐❧ss♦♥✱ ✶✾✾✽❪

◆♦✉s ♥♦✉s r❛tt❛❝❤♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té✳ ❊♥ s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡s ✭♣s②✲

❝❤♦❧♦❣✐❡✱ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❡ s♦❝✐❛❧❡✱ é❝♦♥♦♠✐❡✮✱ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❝♦❤ér❡♥t❡✱ ✈♦✐r❡

♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❜✉ts ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ❊♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ✈❛ ❛❣✐r ❡♥ ♦♣t✐✲

♠✐s❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s

♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❛ ❞✉

♠♦♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❝❡rt❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✧❤✉♠❛✐♥❡✧✱ ♠❛✐s

❛ ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✧♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✧✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t

❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧✳ ▼❛✐s s❡✉❧ ✉♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ s❡r❛✱ à

♥♦tr❡ ❛✈✐s✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡r s✐ ✉♥❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ é♠❛♥❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ♥♦♥✳



✶✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ s✉r ▼❛rs ✾

✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ s✉r ▼❛rs

❉✉r❛♥t ♥♦tr❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛❝❤és ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❡t

♥♦✉s ❧✬✐❧❧✉str♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡①♣❧♦r❛t❡✉r ♠❛rt✐❡♥ q✉✐ ❛ ♠♦t✐✈é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦s r❡✲

❝❤❡r❝❤❡s✳ ❉❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❛ ◆❆❙❆ ♣r♦❥❡tt❡ ❞✬❡♥✈♦②❡r ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ s✉r

❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ▼❛rs✱ ❛✜♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣✉✐ss❡ r❡♥✈♦②❡r s✉r ❚❡rr❡ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ✭♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡✱ s♣❡❝tr♦✲

♠ètr✐❡✳✳✳✮ q✉❡ ❧✬❤♦♠♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❊♥ ✶✾✾✻✱ ✐❧s ❧❛♥❝❡♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P❆❚❍❋■◆❉❊❘✱

❧♦rs ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ r♦❜♦t ❙❖❏❖❯❘◆❊❘ ❢❡r❛ ❞✐✈❡rs❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞✉ s♦❧ ♠❛rt✐❡♥✳ ▲❡ r♦❜♦t ❛ é✈♦❧✉é

✽✸ ❥♦✉rs✱ ❡t ❛ r❡♥✈♦②é ✺✺✵ ♣❤♦t♦s s✉r ❚❡rr❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ♠♦✐s ❞❡ ♠❛rs ✶✾✾✽✳

❉❡♣✉✐s✱ ❧❛ ◆❆❙❆ ❛ ❧❛♥❝é ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐ss✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥ s✉❝❝ès ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ▲❡s

❞❡✉① r♦❜♦ts ❙♣✐r✐t ❡t ❖♣♣♦rt✉♥✐t② ❧❛♥❝és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ▼❛rs ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❘♦✈❡r ✭▼✳❊✳❘✳✮

❞✉r❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬été ✷✵✵✸ ❝♦♥t✐♥✉❡♥t à ❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ▼❛rs ❡t r❡♥✈♦✐❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t

❞❡s ♣❤♦t♦s ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞✉ s♦❧ ✈❡rs ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❚❡rr❡

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥t✐♥✉é à ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P❆❚❍✲

❋■◆❉❊❘✱ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ♥♦tr❡ t❤ès❡✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ◆❆❙❆ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡ s✐t❡

❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥❛s❛✳❣♦✈ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ r♦✈❡r ❡t ❧❛ ♣❧❛♥èt❡

❚❡rr❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✉ r♦❜♦t ✉♥❡ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ t♦t❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ s♦♥ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡ r♦❜♦t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✵✵♠ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡✱

❡t ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❜❛tt❡r✐❡s r❡❝❤❛r❣❡❛❜❧❡s ♣❛r ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s✱ ❞❡ ❞✐✈❡rs ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❡t

❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✳

❆✉ ❞é♣❛rt✱ ❧❡s ♠✐ss✐♦♥s q✉✐ ✐♥❝♦♠❜❛✐❡♥t ❛✉ r♦❜♦t ❙❖❏❖❯❘◆❊❘ s❡ ❞ér♦✉❧❛✐❡♥t ❞❛♥s ✉♥ r❛②♦♥

❞❡ ❞✐① ♠ètr❡s ❛✉t♦✉r ❞✉ s✐t❡ ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡✱ ❝❛r ❝❡❧❧❡s ❝✐ ét❛✐❡♥t ❞✐❝té❡s ♣❛r ❞❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉✐

❞❡♣✉✐s ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❚❡rr❡ ♥✬❛✈❛✐❡♥t ❛❝❝ès q✉✬à ❝❡ q✉❡ ✈♦②❛✐t ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡✶✳

▲❡ r♦❜♦t ❛ ♣❡r❞✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ▼❛rs ✭❡♥✈✐r♦♥ ✼✵✪ ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s✮✳ ◗✉❛♥❞

✐❧ ét❛✐t ❜❧♦q✉é ✭♣❛r ✉♥ r♦❝❤❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✐❧ ❛✉r❛✐t ❢❛❧❧✉ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r

é✈✐t❡r ❞❡ ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ♣❡r❞r❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡

tâ❝❤❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❛♠❜✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t

✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ s✬❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡t à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

✶✳✸ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

▲❛ ◆❆❙❆ ❡t ❧❡ ❏P▲ ♦♥t ♦r❣❛♥✐sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❲♦r❦s❤♦♣ ❛♣rès ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P❆❚❍❋■◆✲

❉❊❘ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❡r ❡t ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r s❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r

❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ▼❛rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ P❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r

❙♣❛❝❡✱ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡

✶q✉✐ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ❞✐st✐♥❣✉❡r q✉❡ ✶✵♠ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs✳

http://www.nasa.gov


✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

ré♣♦♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛rs ❛✈❡❝ ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✿

✕ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✢❡①✐❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s

♣♦✉r ♠✐❡✉① ❣ér❡r s❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳

✕ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s ✭❝❛r

❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❧✉s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❧✉s t❛r❞✮✳

✕ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱

❞✉ rés✉❧t❛t ❞é❥à ♦❜t❡♥✉ ❡t ❞❡s tâ❝❤❡s r❡st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭❧✬❛❣❡♥t ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧✮

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ❡t ♣❧✉s

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜✱ ✶✾✾✸❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts ✿

✕ ❈♦♠♠❡♥t ❣ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❄

✕ ❈♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♠✲

♣ré✈✉✷ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❄

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ t❤ès❡✳

◆♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s ❧✐♠✐t❡r ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛✉ s❡✉❧ r♦❜♦t ♠❛rt✐❡♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥

❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣✉✐ss❡ ❣ér❡r ❧❡s

r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s t♦✉t ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

tâ❝❤❡s q✉✬✐❧ ❡✛❡❝t✉❡r❛ ❧♦rs ❞❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥✳

✶✳✹ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é♥♦♥❝és ❝✐ ❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ♥♦✉s ❛tt❛❝❤❡r à ❧❛ ❝❧❛ss❡

❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❯♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ é✈♦❧✉❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✐s✲

♣♦s❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s✱ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ♣❛r♠✐ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

tâ❝❤❡s ❝❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ✈❛ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉✐ ❧✬❛✉r❛ ❡♥❣❛❣é✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣ré✲

❤❡♥s✐❜❧❡s✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣ré❝✐sés ❀ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❝❡

q✉✬❡st ❧✬❛✉t♦♥♦♠✐❡✱ ✈♦✐r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♣♦s❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥❡r♦♥s ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t

♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✈❡❝ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✳

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥t ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧✳

✷❙✐ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✈✐❡♥t ❜❛rr❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳



✶✳✺✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✶

✶✳✺ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s✬✐♥s❝r✐t ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦rt❡s✳ ▲❡

r♦❜♦t ✈❛ é✈♦❧✉❡r s❡✉❧ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❤♦♠♠❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡

r♦❜♦t ❡t ❧❛ ♦✉ ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ❧✉✐ ♣r♦♣♦s❡r♦♥t ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ s❡r❛ r❛r❡ ❡t ❝♦ût❡✉s❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣♦s❡

❞✬❛✈♦✐r ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ▲❡ r♦❜♦t✱ ✐s♦❧é✱ ❞✐s♣♦s❡r❛ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡ q✉✬✐❧

❢❛✉❞r❛ ❣ér❡r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ré❡❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡

r♦❜♦t é✈♦❧✉❡r❛ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥✉♠ér❡r✳

✶✳✺✳✶ ❆✉t♦♥♦♠✐❡

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥✜❡r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ à ✉♥❡ ❡♥t✐té r♦❜♦t✐q✉❡ s❛♥s q✉❡

❧✬❤♦♠♠❡ ❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥t❡r✈❡♥✐r s✉r ♣❧❛❝❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡①✐❣❡♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥

r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ❯♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬é✈♦❧✉❡r s❡✉❧ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ s❛♥s

❛✐❞❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳ ❖♥ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡t ♦♥ ❧❡ ❞♦t❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ q✉✐ ✈❛ ❧✉✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡

♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ r♦✈❡r ♠❛rt✐❡♥✳

❯♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉r❛ ✉♥ r❛♣♣♦rt

❛✈❡❝ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✺✳✷ ❘❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s

▲✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❜♦r❞✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥✈♦②é s✉r ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❧✉✐ r❛❥♦✉t❡r ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡s

✭❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛♠ér❛✱ ✉♥ ❜r❛s✱ ❞❡s r♦✉❡s✮✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥ ✈❛ êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡s

r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❞♦♥t ✐❧ ❞✐s♣♦s❡✳ ▲❡ ♠♦t ✧r❡ss♦✉r❝❡✧ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ✿

✕ ✐❧ ♣❡✉t ❞és✐❣♥❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❤②s✐q✉❡ ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡ ❧❡ r♦❜♦t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❝❛♠ér❛✮ q✉✐

♣❡✉t êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♦✉ ♦❝❝✉♣é✳

✕ ✐❧ ♣❡✉t ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♠❡s✉r❛❜❧❡✱ ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

❞❛♥s ❧❡s ❜❛tt❡r✐❡s✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r s♦♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❛tt❛❝❤❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✧r❡s✲

s♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✧✳ ❯♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐❧❧✐♠✐té❡s ✿ ♠ê♠❡ s✐

❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ét❛✐r❡ ♦♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡❝❤❛r❣❡r ❧❡✉rs ❜❛tt❡r✐❡s ❣râ❝❡ à ❞❡s

♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s ✐♥té❣rés✱ ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ r♦❜♦ts✱ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s♦✉s✲♠❛r✐♥s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❬❚✉r♥❡r✱

✷✵✵✺❪ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s❡ ♣♦✉r✈♦✐r ❞❡ t❡❧s ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡♠❜❛rq✉é❡

s✉r ❧❡ r♦✈❡r ♠❛rt✐❡♥ ❡st ❡❧❧❡✲❛✉ss✐ ❧✐♠✐té❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡

❧❡ t❡♠♣s ❡st ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡✳ ❙✐ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t tr❛♥s♠❡ttr❡ s❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❛♥t ✉♥❡ ❞❛t❡

❜✉t♦✐r ✜①é❡✱ ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✳



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❯♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡ ✿ ❧❡ r♦❜♦t s❛♥s ❜❛tt❡r✐❡s

❡st ♣❡r❞✉✳ P❛ss❡r s♦♥ t❡♠♣s à ♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡ s✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ét❛✐r❡ ❝♦ût❡ ❞❡

❧✬❛r❣❡♥t à ❝❡✉① q✉✐ ❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡ r♦❜♦t✳

✶✳✺✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ s♦♥t très ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❯♥ r♦❜♦t ♥❡

♣❡✉t ♣❛s r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡✉① ❝✐ s♦♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧✲

❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐s✳ ■❧ ❞♦✐t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❡♥ ❛✈♦✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s s✉r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡✳ ▼❛✐s

r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡✱ ❛✉ss✐ ✜♥ ❡t ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s s♦✐t✲✐❧✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❛✉❝✉♥

rés✉❧t❛t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❡❧✳ ▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ ré❡❧

s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉ t❡♠♣s ❡t à ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

✶✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❡①❛❝t❡s✳ ▲❡ r♦❜♦t ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ❞❛♥s ✉♥

❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé très ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r s❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ♦✉ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❡①♣❧♦r❡r ✉♥

♠♦♥❞❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉✳

✷✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ très ♣ré❝✐s❡ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✢♦✉❡✳ ❈❡ ✢♦✉ ♣❡✉t êtr❡

❞û s♦✐t ❛✉ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ♦✉ êtr❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r

❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ é✈✐t❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡r ❧❡ r♦❜♦t ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❥✉❣é❡s ✐♥✉t✐❧❡s✳

✸✳ ▲❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ✈✐❛ ❞✐✈❡rs ❝❛♣t❡✉rs✱ ❡st s♦✉✈❡♥t ❜✐❛✐sé❡✳

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

✶✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ s♦♥t ✐♠♣♦sés ✿ ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❝❤❛q✉❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛✉ ❜♦♥ ♠♦♠❡♥t✳ ❖♥

♦♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❬❋❡r❜❡r✱ ✶✾✾✺❪ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ✿ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ à ❧❛

❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s s✉✣s❛♠♠❡♥t

❧♦♥❣ à été ❛❧❧♦✉é ❛✉ r♦❜♦t ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣✉✐ss❡ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞✬✉r❣❡♥❝❡✱ ❢❛❝❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

✉♥ r♦❜♦t q✉✐ s❡ ❞✐r✐❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♣ré❝✐♣✐❝❡ ❞♦✐t s✬❛rrêt❡r ❞ès q✉✬✐❧ s✬❡♥ ❛♣❡rç♦✐t ❀ ✐❧ ❞♦✐t ré❛❣✐r✳

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t❡♠♣s ré❡❧ ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t ❞é❧✐✈r❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡

❞❛♥s ❞❡s ❞é❧❛✐s ✐♠♣♦sés✳

✷✳ ▲❡s é✈è♥❡♠❡♥ts s✉r❣✐ss❡♥t ✐♥♦♣✐♥é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t❡♠♣s ré❡❧✳ ▲❡ r♦❜♦t ❞♦✐t ♣♦✉✲

✈♦✐r s✬❛❞❛♣t❡r à ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦rt❡ ❡♥ ré❛❣✐ss❛♥t s✐ ❜❡s♦✐♥ ♦✉ ❡♥ ❞é❧✐❜ér❛♥t s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❧❡

♣❡r♠❡t✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r ❛ss♦✉♣❧✐r ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

❡t ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥✱ ❡♥ s✬❛❝❝♦r❞❛♥t ❞❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥♥és ❞❡ ❢❛ç♦♥ à s✬❛❞❛♣t❡r



✶✳✻✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✶✸

♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐❝✐té ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

ré❡❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦rt❡s q✉❛♥t ❛✉ t❡♠♣s ❛❧❧♦✉é ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r✳

✸✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ▲❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s

s✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✈✐❛ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❧✉✐ s❡r❛ ❢♦✉r♥✐❡✳

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t

▲❡ ♠❛✉✈❛✐s ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞û ❛✉ r♦❜♦t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t ♥♦♥ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t à

❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ é✈♦❧✉❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t

❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❞✐s✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ♦✉ ❞❡s ♣❛♥♥❡s ♣❧✉s ❣r❛✈❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ t❡♥♦♥s ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡t❡♥✉❡s ♣❛r♠✐s t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s é♥♦♥❝é❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ♥♦tr❡ r♦❜♦t ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝✐❞❡r s❡✉❧✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ êtr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱

✕ ✐❧ ❞♦✐t s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❣ér❡r ❧❛ ♦✉ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❞♦♥t ✐❧ ❞✐s♣♦s❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉

❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♠❡s✉ré❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱

✕ ✐❧ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥ ✐♠♣ré✈✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t

❝♦♥✜é❡✳

✶✳✻ ❆♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦✉s ♠è♥❡♥t à ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡

♣r♦❣r❡ss❡r ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣♦s❡r ❝✐✲❛♣rès s❡❧♦♥ q✉❡❧s ❝r✐tèr❡s ♥♦tr❡ ❛❣❡♥t ♣r❡♥❞r❛

s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❡♥

❢❛✐s❛♥t ❢❛❝❡ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧✐é❡ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡

❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ r♦❜♦t ❞✬❛❞❛♣t❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱

❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❧❛❜♦ré❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ r♦❜♦t

❞❡ ❣ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡

à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t é✈❡♥t✉❡❧ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t✳

✶✳✻✳✶ ❉é❝✐s✐♦♥ ❡t r❛t✐♦♥❛❧✐té

▲❡ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❘✉ss❡❧ ❡t ◆♦r✈✐❣✱ ✷✵✵✸❪✱



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❆❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ✿

✧❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r❝❡♣t s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t s❤♦✉❧❞ s❡❧❡❝t ❛♥ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r❝❡♣t s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞

✇❤❛t❡✈❡r ❜✉✐❧t✲✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s✳✧

❯♥ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r

s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡✛❡❝t✉❡r ❛✉ r♦❜♦t ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s

♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✐♥s✐ ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ◆♦✉s ❛ttr✐❜✉♦♥s à

❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✉♥❡ q✉❛❧✐té s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡✳

❈✬❡st s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣♦✉rr❛ ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❢✉t✉r à ♠❛①✐♠✐s❡r✳ ▼❛✐s ❝❡

❝r✐tèr❡ ❞é♣❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❝♦♥s♦♠♠é❡s✳ P❧✉s ✐❧ ❝♦♥s♦♠♠❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱

♠♦✐♥s ❧❡ r♦❜♦t ♣♦✉rr❛ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ■❧ ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s

q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s✱ ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞é♣❡♥sé❡s✳ ▲❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉✐ ❡♥✈❡rr♦♥t ❧❡

r♦❜♦t ❡♥ ♠✐ss✐♦♥ s❡r❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té✳

✶✳✻✳✷ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❝♦♥♥❛ît s❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡r✳ ❯♥❡ ❞❡s

❢❛ç♦♥s ❞✬② ♣❛r✈❡♥✐r ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♣❧❛♥✳ ❯♥ ♣❧❛♥ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❧❡ ♠è♥❡r❛ ✈❡rs

s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ♣❧❛♥✐✜❡r✱ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t ♣♦ssé❞❡r

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❣râ❝❡ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ♣♦✉rr❛ ❡✛❡❝t✉❡r s❡s ❝❤♦✐①✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞é❝r✐r❡

❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s q✉✬✐❧ ❞♦✐t ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧ ❞❡✈r❛ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés

q✉✐ s❡r♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✬✐❧ ❡✛❡❝t✉❡r❛ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❧✐é❡s

❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ r♦❜♦t✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s

❞❡ t❡♠♣s✱ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♦✉ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 2 ✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥

❝♦♥t❡①t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st s✉❥❡tt❡ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

✶✳✻✳✸ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❆✉tr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭t❡♠♣s✱ é♥❡r❣✐❡✳✳✳✮ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ♠❡♥❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②✲

♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s❡r❛ ♠❡s✉ré❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♣❛r ❧❡s ❝ré❛t❡✉rs ❞✉ r♦❜♦t✳ ❈❡tt❡

❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡♥tr❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s

❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ■❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❡♣✉✐s ❧❡

❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s 90 ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬■✳❆✳ ❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ❡t ♥♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 2✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ▼❉P ❡t ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ✐❧ ❡st ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱



✶✳✻✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✶✺

✶✾✺✼❪ ❡st ✉♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❝❡s str❛té❣✐❡s✳

❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❧✉s✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✸ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❝♦rr❡❝t ❧❛ str❛té❣✐❡ à

❛❞♦♣t❡r s✐ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs

à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s str❛✲

té❣✐❡s s✉❜♦♣t✐♠❛❧❡s ♠❛✐s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✱ ✈✐❛ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛♣♣r♦❝❤és✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 8✳

✶✳✻✳✹ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t

❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜✱ ✶✾✾✸✱ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✶✾✾✸✱ ❇♦❞❞②✱

✶✾✾✶❪

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣✉✐ss❡ ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ✉♥❡

tâ❝❤❡ s✬✐❧ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧ ♣❡r❞ ❞✉ t❡♠♣s s✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ✉t✐❧❡✱ ♦✉ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡

à ❛❝❤❡✈❡r✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✿ ♣❛ss❡r ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s s✉r

✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❞❡ q✉❛❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣❧✉s ❧❡♥ts ♠❛✐s ♣❧✉s ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥és s✐

❧❡ r♦❜♦t ❥✉❣❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❛ ❧❡ t❡♠♣s ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥✮✱ ♦✉ ❧✬❡✛❡❝t✉❡r

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡ ♠❛✐s ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❛♥❞ ❧❡ r♦❜♦t ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ t❡♠♣s

❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ③♦♦♠✱ ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❤❛✉t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❛ ♣❤♦t♦ ♣r✐s❡ s✉r s♦♥ ❞✐sq✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✬✐❧ ❥✉❣❡ ♥❡ ♣❛s

❛✈♦✐r ❧❡ t❡♠♣s✱ ✐❧ ♣❡✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈✐s❡r s♦♥ s✉❥❡t s❛♥s s✬❛rrêt❡r✱ ❡t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣❤♦t♦ ✢♦✉❡✱ ❡♥

❜❛ss❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t é❝♦♥♦♠✐s❡r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡✱ ❡t ré♣♦♥❞ à ♥♦s ❡①✐❣❡♥❝❡s✱

♥♦✉s ❧❡ ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✻✳✺ ◆♦tr❡ ❛♣♣♦rt

❙✉✐t❡ ❛✉① ❛tt❡♥t❡s ❞❡ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✵❪✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉①

♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✮ ✿

✶✳ ➱t❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs

r❡ss♦✉r❝❡s✳

✸❡t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és✳



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✷✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ✭❡t t❡♠♣s ré❡❧✮ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐

♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s♦✉❞❛✐♥ ❞❡

♠✐ss✐♦♥✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛✱ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❝♦♥❝rè✲

t❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❧❡ r♦❜♦t

❞♦✐t r❡♥✈❡rs❡r ❞❡s q✉✐❧❧❡s ❡♥ ❧❡s ♣♦✉ss❛♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ r♦❜♦t✱ q✉✐ ❛❣✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱

❡st ❞❡ r❡♥✈❡rs❡r ❧❡s q✉✐❧❧❡s q✉✐ ❧✉✐ r❛♣♣♦rt❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐✳ ❈❡tt❡

❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡

à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡t q✉❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❡st ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳

✶✳✼ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❡①♣♦s❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s ✿

r❛t✐♦♥❛❧✐té✱ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❡t r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ❡t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛

♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ♦r✐❡♥t❡r ✈❡rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s 90 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡

❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ◆♦✉s ② ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡

❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s s♦✉✛r❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts s✉r

❧❡q✉❡❧ ❡st rés♦❧✉ ❧❡ ▼❉P✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛

❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼❉Ps✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝÷✉r ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡

t❤ès❡ ✿ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s s❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢ t❡❧ q✉✬ ❆✳■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ❧✬❛✈❛✐❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆♦✉s ❞♦♥✲

♥♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡

❡t ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞é♣❡♥s❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✬❡❧❧❡s

❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ ❢♦✉r♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧✲

t✐♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛

♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞û à ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡s✲



✶✳✼✳ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✶✼

s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡❛♥t✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢

❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡

♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t

♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s

r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♦❜t❡♥✉s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ✈❛❧✐❞❡r ♥♦s ❛♣♣♦rts✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r

♣r♦♣♦s❡r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✈✐❛ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✿ ❧❡

r♦❜♦t ❜♦✇❧✐♥❣✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r♦❜♦t ré❡❧✱ ❧❡ r♦❜♦t ❑❖❆▲❆✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❆❉ ❞✉ ●❘❊❨❈✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ✈❛❧✐❞❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉①

❛♣♣♦rts ♠❛❥❡✉rs ❞❡ ♥♦tr❡ t❤ès❡ q✉✐ s♦♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ à ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s

r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❊①♣❧♦r❡r ✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ❧✬❤♦♠♠❡ ♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❞❡ ♥♦♠✲

❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❛✉t♦♥♦♠❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❛

❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡♥t♦✉r❡✱ ♠❛✐s ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥trô❧és ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

♣❛r ❧✬❤♦♠♠❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ♦✛r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✲

✈♦✐r ❞❡s r♦❜♦ts ❛✉t♦♥♦♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❝♦♠♠❡♥t ❛❝❝♦♠♣❧✐r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ q✉✬✉♥ ❤✉♠❛✐♥

❛✉r❛ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♠♦❞é❧✐sé❡✳ ➱♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐és à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐s✲

s✐♦♥s✳ ▲❡ r♦❜♦t ❞♦✐t ❛❣✐r ❡t ❞é❝✐❞❡r s❡✉❧✳ ■❧ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ♣♦✉r q✉✐ ✐❧ tr❛✈❛✐❧❧❡

❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐ss❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① s❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❙❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s

❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❛✉

♠✐❡✉① ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ é✈♦❧✉❡✱ ❡t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛❧é❛s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ r♦❜♦t

❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✜♥ ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s✳



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

✷✳✶ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❄

P❧❛♥✐✜❡r✱ ❝✬❡st r❛✐s♦♥♥❡r ❛✈❛♥t ❞✬❛❣✐r✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❛❜str❛✐t

q✉✐ ❝❤♦✐s✐t ❡t ♦r❣❛♥✐s❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❡♥ ❛♥t✐❝✐♣❛♥t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡s❝♦♠♣tés✳

❈❡❝✐ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✹ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❬●❤❛❧❧❛❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪

❙❡❧♦♥ ❝❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ ✓ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs ✔ ♥♦✉s ♥❡ ♣❧❛♥✐✜♦♥s ♣❛s t♦✉t❡s ♥♦s

❛❝t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥s❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♥♦s

❝❤♦✐①✳

❖♥ rés❡r✈❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥ à ❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✱ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ q✉✐ ♦♥t ❜❡s♦✐♥

❞✬êtr❡ ♦r❣❛♥✐sé❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

s✐ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s r✐sq✉❡s ❡♥ ♣❡rt❡ ❞✬❛r❣❡♥t✱ ❞❡ t❡♠♣s✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛tér✐❡❧✳ ❖♥ ♥✬❡ss❛②❡

❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧❛♥ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧✱ ♠❛✐s ♦♥ s❡

❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❬❙✐♠♦♥✱ ✶✾✾✻❪ s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♣❧❛♥s ✓ ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✔✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧❛♥✐✜❡r ♣♦✉r ❢❛✐r❡ rés♦✉❞r❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s à ❛tt❡✐♥❞r❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ❞✉ s②stè♠❡✺ ❛✈❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❖♥

❝❤❡r❝❤❡ ❡♥s✉✐t❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡

✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ♣❛rt✐❡s ✿ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ✓ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✔✱ ❛♣rès q✉♦✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛

♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ♣♦✉r ✜♥✐r ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sés

♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

✹❚r❛❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s✳
✺▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❣❡♥t ❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✶✾



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

planifiermodèle comportement

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ P❧❛♥✐✜❡r

✷✳✷ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✈❡rs✉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡

❞✐t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧✐é❡s ❛✉

♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❣❡♥t é✈♦❧✉❡✳ ❖♥ s✐t✉❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥

❝❧❛ss✐q✉❡ ✈❡rs ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s s♦✐①❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ●❡♥❡r❛❧ Pr♦❜❧❡♠ ❙♦❧✈❡r ✭●P❙✮ ❞❡ ◆❡✇❡❧❧ ❡t

❙✐♠♦♥ ❬◆❡✇❡❧❧ ❡t ❙✐♠♦♥✱ ✶✾✻✸❪✱ ❬◆❡✇❡❧❧ ❡t ❙✐♠♦♥✱ ✶✾✼✷❪ q✉✐ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

s❛♥s ré❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡ ◗❆✸ ❞❡ ❬●r❡❡♥✱ ✶✾✻✾❪ q✉✐ ❧✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙❚❘■P❙ ❬❋✐❦❡s ❡t ◆✐❧ss♦♥✱ ✶✾✼✶❪

♠❛rq✉❡ ❧✬❛✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s é❧❛❜♦ré ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❞❡s ét❛ts✮✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥❞❡

❞❡s ❝✉❜❡s r❡st❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳

❙❚❘■P❙ ❡st ✉♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧✱ ✐❧ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❜✉t✱ ✐❧ ❢❛✉t

s♣é❝✐✜❡r ❡t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s s♦✉s✲❜✉ts ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✻ ❡t ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ rés♦❧✉s ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡✱ s❛♥s r❡t♦✉r ❛rr✐èr❡ s✉r ❧❡s ❝❤♦✐① ❡✛❡❝t✉és✳ ❖r✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s

♣r♦❜❧è♠❡s très s✐♠♣❧❡s✼ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❙✉ss♠❛♥ ❬❙✉ss♠❛♥✱ ✶✾✼✹❪ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ q✉❡

❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❜✉ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r r❡✈❡♥✐r s✉r s❡s ❝❤♦✐①✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐

q✉✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧❡s ♣❧❛♥✐✜❝❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ◆❖❆❍ ❬❙❛❝❡r❞♦t✐✱ ✶✾✼✺❪✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s

str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t✽✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✱ ❈❤❛♣♠❛♥ ❬❈❤❛♣♠❛♥✱ ✶✾✽✼❪ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡

♣❧❛♥✐✜❝❛t❡✉r ❚❲❊❆❑✳ ■❧ ét♦✛❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❙❚❘■P❙ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉① ❛❝t✐♦♥s s♦✉s

❢♦r♠❡ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❲❊❆❑ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✈ér✐té q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ♥❡ ✈✐♦❧❡ ♣❛s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉s♥♦♠♠é✳ ❯♥❡ ✈❛st❡ ét✉❞❡ ❛ été

♠❡♥é❡ s✉r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱

q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱

❡t s✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦rè♠❡✾ ❡t ❞❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ❙❆❚ ✭❝♦♠♠❡

❙❆❚P▲❆◆✮✳

❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵ ❛♣♣❛r❛ît ●❘❆P❍P▲❆◆ ❬❇❧✉♠ ❡t ❋✉rst✱ ✶✾✾✺❪✱ ❬❇❧✉♠ ❡t ❋✉rst✱ ✶✾✾✼❪✱

q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

✻❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡❧❛ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té✳
✼P❧✉s ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❙✉ss♠❛♥✳
✽■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡t❛r❞❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ r❡t♦✉r ❡♥ ❛rr✐èr❡ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳
✾❈♦♠♠❡ ❧✬❛✈❛✐t ❢❛✐t ●r❡❡♥ ❛✈❡❝ ◗❆✸✳



✷✳✷✳ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✈❡rs✉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✷✶

A

B C

B

A

C

état initial état final

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❝✉❜❡s

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝✉❜❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ♣❛ss❡r

❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡

q✉✐ ♣❡✉t ❞é♣❧❛❝❡r ✉♥ ❝✉❜❡ ❧✐❜r❡ ✭s❛♥s ❝✉❜❡ ❛✉ ❞❡ss✉s✮ ✈❡rs ❧❛ t❛❜❧❡ ♦✉ ♣❛r ❞❡ss✉s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝✉❜❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ✓ ❆ ❡st s✉r ❈✱ ❇ ❡st s✉r ❧❛ t❛❜❧❡✱ ❈ ❡st s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ✔ à

✓ ❆ ❡st s✉r ❇✱ ❇ ❡st s✉r ❈✱ ❈ ❡st s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ✔✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ rés♦✉t ♠❛❧ s✐ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r

s❛t✐s❢❛✐r❡ ✓ ❆ ❡st s✉r ❇ ✔ ❡♥ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❆ q✉✐ ❡st ❧✐❜r❡ s✉r ❇✱ ❝❛r ❇ ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥✲❧✐❜r❡✱ ❡t ♦♥ ♥❡

♣❡✉t ♣❧✉s ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡r s✉r ❈✳ ❚r♦✉✈❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ♥✬❡st

❞♦♥❝ ♣❛s tr✐✈✐❛❧ s✐ ♦♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♥❡ ❥❛♠❛✐s r❡✈❡♥✐r s✉r s❡s ❝❤♦✐①✳

●❘❆P❍P▲❆◆ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥ ❞❡s t♦✉r♥❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥

❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❡✐❧❧♦♥s ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ ré❝❡♥t ♦✉✈r❛❣❡ ❬●❤❛❧❧❛❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré✲

❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ q✉✐ ♥❡

s❡ ❧✐♠✐t❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❛✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❝✉❜❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ s✬❛❞❛♣t❡ ❛ss❡③ ♠❛❧ ❛✉ ♠♦♥❞❡

❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡t à t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛❣❡♥ts ❛✉t♦♥♦♠❡s é✈♦❧✉❛♥t ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ré❡❧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❡♥

❡✛❡t ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧✐é ❛✉① ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st

❛✉t❛♥t ❧✐é❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ q✉✬à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐ s✬❡st ❞ér♦✉❧é❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡

❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ✉♥ é❝❤❡❝ ❝♦♠♣❧❡t ♦✉ ✉♥❡ ré✉ss✐t❡ t♦t❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥

♣❡✉t ❞✉r❡r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❧♦♥❣t❡♠♣s✳ ❉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s à ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r

♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❝♦♠♠❡ P❙❖✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❙❚❘■P❙ ♣❛r ❬❍❛♥❦s✱ ✶✾✾✸✱ ❍❛♥❦s

❡t ▼❝❉❡r♠♦tt✱ ✶✾✾✹✱ ❑✉s❤♠❡r✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à

❝♦♥trô❧❡r ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ✉♥

❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♦✉♠✐s à ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳

▲❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ s✬② ✐♥tér❡ss❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

90 ❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s

✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

✐♥❝❡rt❛✐♥✳

✷✳✸ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❬▲✐tt♠❛♥✱ ✶✾✾✻❪✳ ❉❡

♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♦✉ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

s✉r ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐ ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ rés♦❧✉✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ é♥✉♠ér❡r

♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♥♦✉s t✐❡♥❞r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡

♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✶ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥

❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

✁➱t❛t

❯♥ ét❛t ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡✲

♠❡♥t ✰ ❛❣❡♥t✮✳ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✱ ❧✬ét❛t ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛

❢♦r♠❡ (X, Y )✳

❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

▲✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ ✿ ♦♥

♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♦✉ ❞❡ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡

❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✶✵✳

❆❝t✐♦♥

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❡st s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ét❛♣❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ t✱

❧✬❛❣❡♥t ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❛✉r❛ ✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ rés✉❧t❡r❛ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t

q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♦❜s❡r✈❡r❛ ❛♣rès ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ T q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥✳

❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❡st ✜♥✐✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❡st ✐♥✜♥✐✳

✶✵◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 5 q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♦❜s❡r✈é ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡

❢♦rt❡ ❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
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y un état

les actions

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛❜②r✐♥t❤❡

▲❛ ✜❣✉❡ ✷✳✸ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ✭❧❡ r♦♥❞✮ ❞♦✐t tr♦✉✈❡r ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ r❡❥♦✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛s❡ ❜✉t ❤❛❝❤✉ré❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r q✉❛tr❡ ❛❝t✐♦♥s

r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ✢è❝❤❡s✳ ❙♦♥ ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❡st ❞✬êtr❡ ❡♥ ✭✷✱✺✮✳

st

at

st+1observe

reçoit r
A

Système

exécute

t+1s

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ▲✬❛❣❡♥t A ❛❣✐t ♣✉✐s ♦❜s❡r✈❡ ❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t

■♥❝❡rt✐t✉❞❡

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬✐ss✉❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✳ ❈❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❢❛✐t

♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡

❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✮✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té r❡st❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♥♥❛ît ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ à

✉♥ ✐♥st❛♥t t✱ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t t s❛♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ ✭à ❝❡t ✐♥st❛♥t✮ ❧✬ét❛t
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l’agent

l’action

les transitions

0.2 0.20.6

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ▼♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ✭❧❡ r♦♥❞✮ ❡①é❝✉t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ↑✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡

❛❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ✐❧ ♣❡✉t ❞é✈✐❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s✉r ❝❡ s❝❤é♠❛✳ ❊♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ↑✱ ❧✬❛❣❡♥t ❛ ✻ ❝❤❛♥❝❡s s✉r ✶✵ ❞✬❛rr✐✈❡r

s✉r ❧❛ ❝❛s❡ ❞✉ ❞❡ss✉s✳

rés✉❧t❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❧✬✐♥st❛♥t t + 1✱ ✐❧ ♦❜s❡r✈❡ ❡t ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t✳

✷✳✸✳✷ ❘é❝♦♠♣❡♥s❡

■❧ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r

❧✬❛❣❡♥t✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✳ ▲❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ✉♥❡

❞♦♥♥é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ r❡ç✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✳ ▲❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù ❧✬❛❣❡♥t ❞♦✐t tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ❧❛❜②r✐♥t❤❡✱ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡

s❡r❛ ♥✉❧❧❡ t❛♥t q✉✬✐❧ s❡r❛ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✱ ❡t 1 ❞ès q✉✬✐❧ s❡r❛ s♦rt✐ ✭❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ét❛t

❞✉ s②stè♠❡✮✳ ❆✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ❛s♣✐r❛t❡✉r✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t

❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❛s♣✐r❡r ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✓ ♣♦✉ss✐èr❡ ✔✱ ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ✓ ♣❛ss❡r ✔

❞❛♥s ❧✬ét❛t ✓ ♣r♦♣r❡ ✔ ❡t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ s✐♥♦♥ ✭❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛

♣❛✐r❡ ét❛t ❛❝t✐♦♥✮✳

■❧ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r✳
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▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s

❝❤❡r❝❤❡r à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥✱ ♦✉ ✉♥❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s à ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t

s✬✐❧ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ét❛t à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞♦♥♥é❡✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞

q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡t ♣❧✉s ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✿ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳

✷✳✸✳✹ ❈r✐tèr❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é❝r✐t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡

♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ét❛ts✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❡t q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❊♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡

♠❛①✐♠✐s❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞✐✈❡rs❡s ❢♦r♠❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✱ ❡t

✐❧ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à

♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❜♦♥ ❝r✐tèr❡✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s❡r❛ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡s ré❝♦♠✲

♣❡♥s❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❡st ✐♥✜♥✐✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r

q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♥❡ ❞✐✈❡r❣❡✱ ♦♥ ♣♦♥❞èr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✶✶

γ ∈]0, 1[✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ✿

✕ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

✕ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s

✕ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪ s♦♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s ❛✉① r❡str✐❝t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ✿ ét❛ts ♦❜s❡r✲

✈❛❜❧❡s✶✷✱ ♥♦♠❜r❡s ❞✬ét❛ts ❡t ❞✬❛❝t✐♦♥s ✜♥✐s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ 4 ❡t ✺✮✱ ❧✬❤♦r✐③♦♥

s❡r❛ ✜♥✐✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ▼❉Ps ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳

✷✳✹ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✜♥✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❡t ♦♥t été ét✉❞✐és

❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s 50✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡♥

✶✶❉✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✶✷▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦✉ P❖▼❉Ps s♦♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ♦ù ❧❡s ét❛ts

s♦♥t ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à s✬② ✐♥tér❡ss❡r ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s 90✱ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✬❛❣❡♥ts

r❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s r❛tt❛❝❤♦♥s ❞♦♥❝ à ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❧✉r✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✿ ✭▼❉P✮

❡st ✉♥ t✉♣❧❡ (S,A,Pr,R) ♦ù ✿

✕ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ✭✜♥✐ ❡t ✜①é✮

✕ A ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ✭✜♥✐ ❡t ✜①é✮

✕ Pr ✿ S ×A×S → [0, 1] q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❛✉ tr✐♣❧❡t (s,a, s′) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬ét❛t s à

❧✬❡t❛t s′ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ a✳

✕ R ✿ S → R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✶✸ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t (s) ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

♥✉♠ér✐q✉❡✳

✷✳✹✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡✮

P❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❛ss❡r❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts✱ ❡♥ ❡①é❝✉✲

t❛♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ {s0,a0, . . . , st−1,at−1, st,at} ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❞✬ét❛ts ❛❝t✐♦♥s✱

❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥st❛♥t 0 ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛ss❡r

à ✉♥ ét❛t st+1 ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ at ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t st ❡t ❞❡ at✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡

❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ✿

Pr(st+1 = s′|s0,a0, . . . , st−1,at−1, st,at) = Pr(st+1 = s′|st,at) ✭✷✳✶✮

❘é❝♦♠♣❡♥s❡

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ s②s✲

tè♠❡ ✿

Pr(Rt|s0,a0, . . . , st−1,at−1, st,at) = Pr(Rt|st,at) ✭✷✳✷✮

❙t❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

∀t, t′,Pr(st+1|st,at) = Pr(st′+1|st′ ,at′) ✭✷✳✸✮

✶✸◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❝♦♠♠❡ ✿ R ✿ S×A×S → R

♦✉ ❡♥❝♦r❡ R ✿ S ×A → R✳



✷✳✹✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✜♥✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✷✼

✷✳✹✳✷ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✉♥❡✶✹ ❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s à ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

π : S → A ✭✷✳✹✮

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ∈ S ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ A✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π

s❡r❛ ❣é♥éré❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡t ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡r

♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥✳

P❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧✬❛❣❡♥t ❛❞♦♣t❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π ❡♥ s✉✐✈❛♥t✶✺ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿

❉❛t❛ ✿ ✉♥ ❛❣❡♥t A✱ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π✱ ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ T

♣♦✉r t ∈ [0..T] ❢❛✐r❡✶

A ♦❜s❡r✈❡✭s✮❀✷

a = π(s)❀✸

A ❡①é❝✉t❡✭a✮❀✹

✜♥♣♦✉r✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ s✉✐✈r❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ π

✷✳✹✳✸ ❆❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

▲✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

♦❜❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ▼❉P ❞♦♥♥❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✜①é❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✶✻ ❡st ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠✲

♣❡♥s❡s ♦❜t❡♥✉❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ❝r✐tèr❡ à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

à rés♦✉❞r❡ ❡st à ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐✳

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ✭❡♥ ♥♦t❛♥t T ❧✬❤♦r✐③♦♥✮✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

s♦♠♠❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s R(st) à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t s0 ❞❡ ❞é♣❛rt✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

E = E[

T∑

t=0

R(st)|s0]

✶✹❖✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✳
✶✺❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳
✶✻❈❡ ❝r✐tèr❡ s❡r❛ ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡r❛ r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ E ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r

γ ∈ [0, 1[ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

E = E[

∞∑

t=0

γtR(st)|s0]

❈❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞é✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ r❡❧✐❛♥t à s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r V : S → R

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ✭❡♥ ♥♦t❛♥t T ❧✬❤♦r✐③♦♥✮✱ s✐ ♦♥ s✉✐t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ R ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ T ét❛♣❡s ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✮ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V π : S → R ❡st

∀s0 ∈ S, V π(s0) = E[

T∑

t=0

R(st)|π, s0] ✭✷✳✺✮

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐

❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré E ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

✉♥ ❢❛❝t❡✉r γ ∈ [0, 1[ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V π : S → R ❡st

∀s0 ∈ S, V π(s0) = E[

∞∑

t=0

γtR(st)|π, s0] ✭✷✳✻✮

✷✳✹✳✹ P♦❧✐t✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❤❡r❝❤❡r à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐✲

t✐q✉❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ■❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ✉♥

♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ ♥♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳



✷✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π∗ ✷✾

✷✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π
∗

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ▼❉P ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬✐tér❡r ❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r s♦✐t ✿

✕ ❧❛ ✈❛❧❡✉r s✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪

✕ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ❬❍♦✇❛r❞✱ ✶✾✻✵❪

❥✉sq✉✬à ❧❡s ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✶✼ ♦♣t✐♠❛❧❡ π∗✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s

❞ét❛✐❧❧❡r s♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐

s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♥♦t❡ ❞❡ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡✳

✷✳✺✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❢✉t✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦♥❞éré❡

♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✬② r❡tr♦✉✈❡r ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

♦♣t✐♠❛❧❡✱ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π∗ à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❙♦✐t γ ∈ [0, 1[✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V ∗ :

S → R ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

∀s ∈ S, V ∗(s) = R(s) + max
a

(
γ

∑

s′∈S

Pr(s′|a, s)× V ∗(s′)

)
✭✷✳✼✮

❖♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t Vt✭♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ♣♦✉r ❡s♣ér❡r ❧❛

❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs V ∗✳

∀s ∈ S, Vt(s) = R(s) + max
a

(
γ

∑

s′∈S

Pr(s′|a, s)× Vt−1(s
′)

)
✭✷✳✽✮

❖♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✽ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀s ∈ S, Vt(s) = F (Vt−1(s)) ✭✷✳✾✮

❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù γ ∈ [0, 1[✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ F ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❡t q✉✬❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞é✲

t❡r♠✐♥✐st❡✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Pr ❡t R s♦♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ✈❛r✐❡r❛ ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t

✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮ ✿ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à

0✮✳ ➚ ❝❡t ✐♥st❛♥t✱ ∀s ∈ S, V0(s) = 0✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r V1 s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S

✶✼
✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
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❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ✿ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ✈❛❧✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡

♣❛r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts à ③ér♦ ✭❧❡s ét❛ts ✐♥❝♦❧♦r❡s✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r✱ ♣✉✐s ♠❡ttr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts à ❥♦✉r ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❣r✐s q✉✐ ❡st ♣❧✉s s♦♠❜r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs✮✳ ❉❡✉①

ét❛ts ♠è♥❡♥t ❛✉ ❜✉t s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ 2✳ ❖♥ ré✐tèr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

s♦✐❡♥t st❛❜❧❡s à ✉♥ ǫ ♣rès✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π∗ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ét❛t

❧✬❛❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♣❛❣❡ ✸✶✱ ❝♦♥s✐st❛♥t

à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts✳

❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ F ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r t♦✉s

❧❡s ét❛ts ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡

à ǫ ✭❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✮✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛❝t✉❡❧❧❡✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ré✐tèr❡ ❡t ♦♥

r❡❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✶✽✳

✶✽❊♥ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ T✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r γ ♣❛r 1 ✭♣♦✉r ❧❡ s✉♣♣r✐♠❡r✮ ❡t ❞❡ s✬❛rrêt❡r ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ T ✐tér❛t✐♦♥s✱

s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ǫ✳



✷✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π∗ ✸✶

❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥ ▼❉P (S,A,Pr,R)✱ γ ∈ [0, 1[✱ ǫ ≥ 0

❘és✉❧t❛t ✿ V̂

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ V0 à ✵ s✉r S✶

t = 1✷

ré♣ét❡r✸

∀s ∈ S, Vt(s) = R(s) + max
a∈A

(
γ

∑

s′∈S

Pr(s′|a, s)× Vt−1(s
′)
)

✹

❥✉sq✉✬à max
s∈S

(|Vt(s)− Vt−1(s)|) ≤ ǫ ❀
✺

r❡t♦✉r♥❡r V̂ = Vt✻

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❬P✉t❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✹❪✮ ❡t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r

❞❡ V̂ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ǫ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥ O(|S2||A|)✳

❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥ ▼❉P (S,A,Pr,R)✱ V̂

❘és✉❧t❛t ✿ π∗

∀s ∈ S, π∗(s) = ❛r❣max
a∈A

(
γ

∑

s′∈S

Pr(s′|a, s)× V̂ (s′)
)
r❡t♦✉r♥❡r π∗

✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

✷✳✺✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V π ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré s✐ ❧✬♦♥ s✉✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ π

s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ❝❡ ❣❛✐♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✶✾ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

∀s ∈ S, V π(s) = R(s) + γ
∑

s′∈S

Pr(s′|π(s), s)× V π(s′) ✭✷✳✶✵✮

✶✾➚ ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ γ = 1 ❡t VT = F (VT−1)✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥ ▼❉P (S,A,Pr,R)✱ γ ∈ [0, 1[✱ ǫ ≥ 0

❘és✉❧t❛t ✿ π

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ π✶

ré♣ét❡r✷

π′ = π✸

♣♦✉r s ∈ S ❢❛✐r❡✹

V π(s) = R
(
s, π(s)

)
+ γ

∑
s′∈S Pr(s′|π(s), s)× V π(s′)✺

✜♥♣♦✉r✻

♣♦✉r s ∈ S ❢❛✐r❡✼

s✐ ∃a ∈ A,R(s,a) + γ
∑

s′∈S Pr(s′|a, s)× V π(s′) > V π(s) ❛❧♦rs✽

π′(s) = a✾

s✐♥♦♥✶✵

π′(s) = π(s)✶✶

✜♥s✐✶✷

✜♥♣♦✉r✶✸

❥✉sq✉✬à π′ = π ❀✶✹

r❡t♦✉r♥❡r π✶✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧✐❝② ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π : S → A q✉❡ ❧✬♦♥

✈❛ ❛♠é❧✐♦r❡r ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡

❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭♦♥ ❢❛✐t ✉♥ ❛ss✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬❛❝t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t✮✱

♣✉✐s ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❬P✉t❡r♠❛♥✱

✶✾✾✹❪✮ ❡t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥ O(|S2||A|)✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

P❧❛♥✐✜❡r✱ ❝✬❡st r❛✐s♦♥♥❡r ❛✈❛♥t ❞✬❛❣✐r✳ ▲❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡♥❥❡✉① ❣é♥ér❛✉①

❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✱ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡✱

✉♥ ❛❣❡♥t ❞é❧✐❜èr❡ s✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ à ❛❞♦♣t❡r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❱✐❡♥♥❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s

ét❛♣❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ ❡st s♦✉♠✐s

à ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡

❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❉Ps✱

♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝r✐tèr❡ à

♦♣t✐♠✐s❡r ❡t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥❞❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ▼❉P✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ q✉✐



✷✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π∗ ✸✸

❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞✉ ♠♦♥❞❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ▲❡s

▼❉Ps q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s♦♥t ✜♥✐s✱ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s

❡♥s✉✐t❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡s ▼❉Ps ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❡♥ O(|S2||A|)✱ ♦ù S ❡st

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❡t A ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦♥❞❡✳

❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❤❡♠✐♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡

❞é♣❛rt ✈❡rs ✉♥ ❜✉t✱ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❛❣❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬ét❛t

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡✈✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ❣r❛♥❞✳ ▲❡s ét❛ts s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ q✉✐ ♣❛r ❝♦♠❜✐✲

♥❛✐s♦♥ ❝ré❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧♦♥❣✳ ❇❡❧❧♠❛♥

❛✈❛✐t s♦✉❧✐❣♥é ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✓ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✔ ♦✉ ✓ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥t✐♦♥♥❛✲

❧✐t② ✔ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣r❛♥❞✐t

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛ts✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✈♦✐r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ▼❉P ❞❛♥s ♥♦tr❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✻ ❡t ✽✳

❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣❛♥❡❧ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ♥♦✉s

s♦♠♠❡s ✐♥s♣✐rés ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ▼❉Ps ❞✐ts ✓ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✔✳



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P

❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ét❛❜❧✐r à

❧✬❛✈❛♥❝❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞❡✈r❛ s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r s♦♥ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ✧❝r✐t✐q✉❡✧ ✿

✕ q✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♦✉ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞✱

✕ q✉❛♥❞ ❧❡ t❡♠♣s ❛❧❧♦✉é ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ♣❡t✐t✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❝♦♠♣♦sés

❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞ét❛✐❧❧és✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥❡ ré✉ss✐t

❛❧♦rs à tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s

❝♦rr❡❝t✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❉P✳

❖♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡♠♣s ré❡❧s✱ ♦ù ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r

✭♦✉ ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r✮ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥s

t②♣❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♦ù s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❛s②♥❝❤r♦♥❡s

♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣ré✈✐s✐❜❧❡s✱ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù

❝❡✉①✲❝✐ ❛rr✐✈❡♥t✱ ❡t ❝❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ♣❧✉tôt ❝♦✉rt✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ▼❉P à tr❛✐t❡r✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ O(|S2||A|) ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱

♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ ■❧ ② ❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ✉♥❡

♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ✈❡rs S à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s ❞❡✈❡♥✐r ❣ê♥❛♥t s✐

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ❣r❛♥❞✳

✸✺



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡

3

32

2

1

1 4 5

4

5

6

6

S 
x,y

= { (1, 1), (1, 2) (6, 5) (6, 6)},, ,...

S = { },

S 
x,y,

= (1, 1,    ) (1, 1,    ) (1, 2,    )

(6, 6,    ) (6, 6,    )(1, 2,    )��
��
��
��

��
��
��
��

Espace d’états non factorisé

Espace d’état factorisé

2 états

30 états

60 états

{ , ,,
}, ,, ...

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✿ ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛❜②r✐♥t❤❡✱ ♥♦tr❡ ❛❣❡♥t ❞❡✈r❛ ♣r❡♥❞r❡

✉♥ ❝❛❢é à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❝❛❢é✱ ♣✉✐s ❧✬❛♣♣♦rt❡r ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝❛s❡ ✜♥❛❧❡ ✭❧❡ ❝❛rré ❤❛❝❤✉ré✮✳ ■❧ ✈❛ ❞♦♥❝

② ❛✈♦✐r s✐① ❛❝t✐♦♥s ✿ A = {↑, ↓,←,→,prendre,poser, }✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡

s♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦rt❡r ❧❡ ❝❛❢é ✭♦✉ ♣❛s✮✳ ❙✐ ♦♥ ❧❡s é♥✉♠èr❡ t♦✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |S| =

|Ωposition|.|Ωcaf | = 30∗2 = 60 ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐sé❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r

s❡✉❧❡♠❡♥t 30 + 2 = 32 ✈❛❧❡✉rs✳

✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ❞✬✉♥ ▼❉P

✸✳✶✳✶ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t

❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ▼❉P s❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♥✬❡st ♣❧✉s r❡♣rés❡♥té ❞❡ ❢❛ç♦♥

❡①❤❛✉st✐✈❡ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✳

Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ét❛t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ N ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉s✲

t✐✈❡ ❞❡ S ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2N ✱ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 22N ✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐sé❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♦ù s = (X1, ..., XN ) ❝♦♥s✐st❡ à

r❡♣rés❡♥t❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ❞❡ ❧✬ét❛t s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ΩXi
✱ ❡t

❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ S ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {s = (X1, ..., XN )} ❞❡ t❛✐❧❧❡
∏N

i=1 |ΩXi
| ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥

♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ S = ΩX1
× ... × ΩXN

✱ ♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ΩXi
❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ t♦t❛❧❡

❡st
∑N

i=1 |ΩXi
|✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✳



✸✳✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ❞✬✉♥ ▼❉P ✸✼

(x, y) (x, y)

poser

t+1t

matrice identité.

0.2

1.00.0

0.8

I
30

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❛❝t✐♦♥ poser✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥ ❝❛❢é ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱

❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❢é✱

s✐ ❧✬❛❣❡♥t ❛✈❛✐t ✉♥ ❝❛❢é à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ✐❧ ❛ 8 ❝❤❛♥❝❡s s✉r 10 ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s ❧✬❛✈♦✐r à ❧✬✐♥st❛♥t t + 1✱ ❡t

2 ❝❤❛♥❝❡s s✉r 10 ❞❡ ❧❡ ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠❛✐♥ ✭❡rr❡✉r ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❙✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❛❢é ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡

♣♦s❡r✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❛✉r❛ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞❡ ❝❛❢é ❛♣rès✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❞❡ t❛✐❧❧❡ 30× 30 ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2× 2✳ ❙❛♥s rés❡❛✉ ❜❛②❡s✐❡♥✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❡✉

✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 60× 60✳

✸✳✶✳✷ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡s

rés❡❛✉① ❜❛②❡s✐❡♥s ❬P❡❛r❧✱ ✶✾✽✽❪✳ ▲❡s rés❡❛✉① ❜❛②❡s✐❡♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡

♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ré✲

s❡❛✉ ❜❛②❡s✐❡♥ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❧❡s

❛rêt❡s ♦r✐❡♥té❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ a✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s

rés❡❛✉① ❜❛②❡s✐❡♥s t❡♠♣♦r❡❧s à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❞✉ s②stè♠❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❞♦♥♥é ✭❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✮ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✈❡rs ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t + 1 ✭❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉✮ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é✷✵ a✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❛✉

❧✐❡✉ ❞✬❛✈♦✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
∏N

i=1 |ΩXi
| ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ |ΩXi
|✱ ❝♦♠♠❡

❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✷✱ ✸✳✸ ❡t ✸✳✹ ✳ ▲❡ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❬❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❛♣♣♦rt❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡

♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❑✈❡t♦♥ ❡t ❍❛✉s❦r❡❝❤t✱ ✷✵✵✻❪ s✬✐♥tér❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛

❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❉Ps✳

✷✵➱q✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ q✉❛♥❞ a ❡st ❝❤♦✐s✐❡✳



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡

(x, y) (x, y)

t+1t

matrice identité. I
30

prendre

(4, 3)

(4, 3)

(4, 3)

(4, 3)

0.8 0.2

0.8 0.2

0.20.8

0.0 1.0

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❛❝t✐♦♥ prendre✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❛❢é ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛❣❡♥t✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❢é

à ❧✬✐♥st❛♥t t + 1 ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✭s✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ s✉r ❧❛ ❝❛s❡ ✭✹✱ ✸✮✮ ❡t s✬✐❧ ❛✈❛✐t ♦✉

♣❛s ✉♥ ❝❛❢é à ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝❛s❡✱ ✐❧ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝❛❢é

❛♣rès ❛✈♦✐r ❡ss❛②é ❞❡ ❧❡ ♣r❡♥❞r❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❛ 8 ❝❤❛♥❝❡s s✉r 10 ❞❡ ré✉ss✐r s♦♥ ❛❝t✐♦♥✳

(x, y) (x, y)
matrice de transition

du mouvement

t+1t

0.8

1.0

0.2

0.0

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❛❝t✐♦♥ ↑✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❜♦✉❣❡r ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ❡♥tr❛î♥❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✐ ❧❡ r♦❜♦t ❛ ♦✉ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❛❢é✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ↑✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ❜♦✉❣❡❛♥t✱ ❧❡ r♦❜♦t ♣❡✉t



✸✳✷✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✸✾

r❡♥✈❡rs❡r s❛ t❛ss❡✳ ❙✐ ✐❧ ❛✈❛✐t ❞✉ ❝❛❢é ❛✈❛♥t ❞❡ ❜♦✉❣❡r✱ ✐❧ ❛ 2 ❝❤❛♥❝❡s s✉r 10 ❞❡ ❧❡ r❡♥✈❡rs❡r✳

✸✳✷ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡

P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ♣♦✉r ♦✉tr❡♣❛s✲

s❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✐♥❤ér❡♥ts à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❜str❛✐r❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡✱ s❛♥s s✬♦❝❝✉♣❡r ❞❡s

❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t✱ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦r❡r ❧❡ ▼❉P ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤❡✉✲

r✐st✐q✉❡ ❬P❡❛r❧✱ ✶✾✽✸❪✱ ❡♥ ♥❡ s✬♦❝❝✉♣❛♥t ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡♥❞r♦✐ts q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s

✈r❛✐♠❡♥t ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ▼❉P ❡♥ ♣❡t✐t❡s ♣❛rt✐❡s

q✉✐ s❡r♦♥t rés♦❧✉❡s sé♣❛ré♠❡♥t✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡r❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥

♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❛st✉❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡s❝♦♠♣té✳

❚♦✉t❡s ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✛r❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡t ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ✿ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✷✶ ✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ s❡r❛ s♦✉✈❡♥t q✉✬❛♣♣r♦❝❤é❡✳ P♦✉r

s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡

t❡♠♣s q✉❡ ❧✬♦♥ ❣❛❣♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ♣❡r❞✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st

♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞✐✈❡rs❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s

❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

✸✳✸ ❆❜str❛❝t✐♦♥

❆❜str❛✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✬❡st tr♦✉✈❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ♠♦✐♥s ❞ét❛✐❧❧é❡ q✉✐

♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t s❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✳

▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ▼❉Ps✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts très

❣r❛♥❞✱ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❝❡s ét❛ts ♣❛r ♣❛q✉❡ts ❡♥ ♠❛❝r♦✲ét❛ts✱ s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛ts✱ ❡t ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✉r ❝❡s ♠❛❝r♦✲ét❛ts✱ q✉✐ s♦♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ t♦✉t ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞✬❛❧tér❡r ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛❜str❛✐t❡

♦❜t❡♥✉❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛❝r♦✲ét❛ts ét❛♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❧❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠❛❝r♦✲♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

▲❡s tr♦✐s ✈♦✐❡s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✺✮ ✿

✕ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉✐ s✬♦♣♣♦s❡ à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡

✕ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ q✉✐ s✬♦♣♣♦s❡ à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡

✕ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ q✉✐ s✬♦♣♣♦s❡ à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✜①é❡

✷✶◗✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ❛✉ ❜♦✉t ❞✉q✉❡❧ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t❡r✐♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦✉ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t❡✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡

Non uniforme

Uniforme

x=7.8

x=3.5

x=7.8

x=3.5

Exacte

Approximée

x=2

x=2

x=2

x=2

x=7.8

x=3.5

x=3.6

x=7.7

x=2

x=2

x=1.8

x=2.1 Adaptative

Figée

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ▲❡s tr♦✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝r♦✲ét❛t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té ❞✬ét❛ts

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

◗✉❛♥❞ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s ét❛ts ✈✐s à ✈✐s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡✱ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡ s✐ t♦✉s

❧❡s ét❛ts ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❝❡ ❞✐t ❝r✐tèr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡s ét❛ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s

❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

❙✐ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✱ ❡t ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❧✉s ❡♥s✉✐t❡✱ ❡❧❧❡ ❡st

❞✐t❡ ✜①é❡✳ ❙✐ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♦♥ ♣❡✉t ré✐tér❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts✮ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳

✸✳✸✳✶ ❘é❣r❡ss✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ❜✉t ❡t ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s ét❛ts ❜✉ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥

❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞✬❛❣ré❣❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡✲

❣r♦✉♣❡r ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts q✉✐ ♠è♥❡r♦♥t t♦✉s ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧✬❛❣❡♥t ✈❡rs s♦♥ ❜✉t✳ ▲❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ét❛ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t

✉♥ ❜✉t éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ P✉✐s✱ ♣❛r ❝❤❛î♥❛❣❡ ❛rr✐èr❡✱ ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♠è♥❡♥t à ❝❡ ❜✉t ✭♦♥

❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s s♦✉s ❜✉ts✮ ❡t ♦♥ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠❛❝r♦✲ét❛t s♦✉s ❜✉t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥

❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♠è♥❡♥t ❛✉ s♦✉s ❜✉t✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♠❛❝r♦✲ét❛ts

✜♥❛✉① ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❞é♣❛rts ✭♦✉ t♦✉s ❧❡s ét❛ts s✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✮✱

♦✉ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❛✐❡♥t été r❡❣r♦✉♣és ❡t q✉✬❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈❛❧❛❜❧❡ ♥✬❛✐t été tr♦✉✈é✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡✳



✸✳✹✳ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ✹✶

✸✳✸✳✷ P❧❛♥s ❛❜str❛✐ts

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s✱ êtr❡s ❤✉♠❛✐♥s✱ s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡

♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✧✐♥✉t✐❧❡s✧✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ♣✐è❝❡ à ✉♥❡

❛✉tr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❛s à ♣❛ss❡r à tr❛✈❡rs ❧❡s ♠✉rs✱ ♥✐ ♠ê♠❡ à r❡❥♦✐♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡✳

❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ q✉❡ ❈✳ ❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❘✳ ❉❡❛r❞❡♥ ♦♥t ❡ss❛②é ❞❛♥s ❬❉❡❛r❞❡♥ ❡t

❇♦✉t✐❧✐❡r✱ ✶✾✾✼❪ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ✉♥ ▼❉P ❡♥ ♥❡ t❡♥❛♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❥✉❣é❡s ✐♥✉t✐❧❡s✳ ▲❡✉r

tr❛✈❛✐❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❈✳❆✳ ❑♥♦❜❧♦❝❦✷✷ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❙❚❘■P❙

♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s rés❡❛✉① ❜❛②❡s✐❡♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s

s❛♥s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥ ♣❧❛♥ ❛❜str❛✐t✱ ♣❧✉s

r❛♣✐❞❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ❧❡ ✈r❛✐ ♣❧❛♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧

♠♦♥tr❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❡ss❡r✈✐r ❞❡ ❝❡ ♣❧❛♥ ❛❜str❛✐t✷✸ ♣♦✉r ❞é♠❛rr❡r ✉♥

♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❧❛♥✳

✸✳✸✳✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s

❖♥ ❝♦♥♥❛ît ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬✉♥✐q✉❡

❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐r❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦♥♥é L✳ ❈✬❡st ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t

s✉r ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❚✳❉❡❛♥ ❡t ❘✳●✐✈❛♥ ❞❛♥s ❬❉❡❛♥ ❡t ●✐✈❛♥✱ ✶✾✾✼❪ ré❞✉✐s❡♥t ❧❡✉r

▼❉P✳ ■❧s ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡♥t ♣❛s à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t à t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❡s

ét❛ts s♦♥t ❛❣ré❣és ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞✬ét❛ts q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ❈❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥

s❡ ❢❛✐t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳

✸✳✹ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✧❉✐✈✐s❡r ♣♦✉r ré❣♥❡r✧✳ P❧✉tôt q✉❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts S✱ ♦♥ ❝♦♠♣✐❧❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣❛r ré❣✐♦♥s ❞✬ét❛ts

♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❖♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡

t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à r❡❝♦♠♣♦s❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡✷✹✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡ ▼❉P à ❞é❝r✐r❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ▼❉Ps ❧♦❝❛✉① ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞s✱ ❞♦♥❝ ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻

✐❧❧✉str❡ ❝❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s A✳

❘❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à tr♦✉✈❡r ❝♦♠♠❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s✳

✷✷❑♥♦❜❧♦❝❦ ❛ tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❚❘■P❙ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳
✷✸❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥

❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts s♦✉s é✈❛❧✉é✳
✷✹❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥❡ s❡r❛ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡

espace d’états
     initial

espace d’états
décomposé

calcul de politiques
locales

Recomposition de
la politique

Politique
optimale

Comparaison

4

1

3

2

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼❉P

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ✿

✶✳ P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✿ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t à ❧❛ ♠❛✐♥✱ ♦✉ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ✿ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s S1 ❡t S2✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡r❛ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ O((|S1|
2 + |S2|

2)|A|)✳

✸✳ ❘❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡♥ ✉♥❡

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ q✉✐ t✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s✳

✹✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

r❡❝♦✉rs à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳

✸✳✹✳✶ ❆❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ❜✉t

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ♦✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞é♣❛rts

❡st ❝♦♥♥✉✳ ■❧ ② ❛✱ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❡s ét❛ts q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ✈✐s✐tés ♣❡♥❞❛♥t ❧❛

♣❤❛s❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬é✈✐t❡r

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ✈✐s✐té❡s✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡

♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ré❣✐♦♥s ♥♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❡st ❞❡ ❧❛♥❝❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❛✈❛♥t

❞❡♣✉✐s ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❞é♣❛rts s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♥❡

s❡r♦♥t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ q✉❛♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❜✉ts ❡st ❝♦♥♥✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r



✸✳✹✳ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ✹✸

B

D

D B

❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ▼❉P

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♠♦♥tr❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❞é♣❛rts s♦♥t ❝♦♥♥✉s ✭❞és✐❣♥és

♣❛r ✉♥ ❉✮✳ ❖r✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❧❧❡r ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❤❛✉t ❞❡♣✉✐s ❝❡s ét❛ts✱ ✐♥✉t✐❧❡ ❞♦♥❝ ❞❡

❧❛ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❧❡s ❜✉ts s♦♥t ❝♦♥♥✉s ✭♠❛rq✉és ♣❛r ✉♥ ❇✮ ♦♥

r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉ ❜✉t✱ ✐❧ ♥❡ ❞❡✈r♦♥t

❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

❝❡rt❛✐♥❡s ③♦♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ s❡r❛ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❜♦✉t✐r ❛✉ ❜✉t✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡ t❡❧❧❡s

③♦♥❡s✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❡st s✉✣s❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s

❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡t s✬✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❘❆P❍P▲❆◆ ❞❡ ❬❇❧✉♠ ❡t ❋✉rst✱ ✶✾✾✺❪ ❝♦♠♠❡

❧✬♦♥t ❢❛✐t ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ❙✉r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ré♣❡rt♦r✐❡r ❝❡rt❛✐♥❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ét❛ts ❜✉ts ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ▼❉P s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

rés❡❛✉① ❜❛②❡s✐❡♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❖♥ r❡♣èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡s ét❛ts q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐♥ts✱

t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛ts ♥❡ ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❛✉❝✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉①✳

❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭♣❤❛s❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡

q✉✐ ❞♦✐✈❡ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ✿ ❧❡ s❡✉❧ ▼❉P ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭♣❤❛s❡ ✷✮

❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ét❛ts ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ r❡st❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭♣❤❛s❡ ✸✮

♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉✳

❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ③♦♥❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ▼❉Ps ♣♦✉r ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ s♦✉s

♣❛rt✐❡s✳

✸✳✹✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s

➚ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♥❡ ❥❛♠❛✐s êtr❡ ✈✐s✐té❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ③♦♥❡s ❞✬✉♥ ▼❉P ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧✐é❡s✳ ▲❛

✜❣✉r❡ ✸✳✽ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❆ à ❧❛ ré❣✐♦♥ ❇✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡s ét❛ts s♣é❝✐✲

✜q✉❡s✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ét❛ts ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡

❛❝t✐♦♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡s ét❛ts ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ré❣✐♦♥ ✭❝❡❝✐ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé

♣❛r ✉♥ ♠✉r✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡s ③♦♥❡s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s✱ ♦✉ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à r❡♣ér❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s✱ ❡t à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡

BA

C D

❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❈❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❞❛♥s ✉♥ ▼❉P

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ✿ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s❛❧❧❡s

sé♣❛ré❡s ♣❛r ❞❡s ♠✉rs✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♣❛r ✉♥ ét❛t ✭s♦✉s

❢♦r♠❡ ❞❡ r♦♥❞✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ r♦❜♦t ❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❞❡ s❡s ét❛ts ✈♦✐s✐♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❖♥

❞✐st✐♥❣✉❡ ❞♦♥❝ q✉❛tr❡ ré❣✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❡t ❤✉✐t ét❛ts ❣r✐sés ♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t

♣❛ss❡r ♣♦✉r tr❛♥s✐t❡r ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❊♥s✉✐t❡ ✐❧ ❢❛✉t r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ét❛ts ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s

❡♥ ✉♥ ❜❧♦❝ ❛♣♣❡❧é ♥♦②❛✉✳ ❈❡s ét❛ts ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝

❧❡s ❛✉tr❡s ré❣✐♦♥s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ▼❉P ❞é❝♦♠♣♦sé ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r

❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉① ét❛ts ❞✉ ♥♦②❛✉✱ ♣✉✐s ♦♥ ❝♦♠♣✐❧❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ▼❉P ❧♦❝❛❧✱

❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ét❛ts ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s✳ ❖♥ ré✐tèr❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts ❞✉ ♥♦②❛✉ ♥✬é✈♦❧✉❡♥t ♣❧✉s✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱

❧❛ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ♥♦②❛✉✳

❚✳ ❉❡❛♥ ❡t ❙✳ ▲✐♥ ♠♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ❬❉❡❛♥ ❡t ▲✐♥✱ ✶✾✾✺❪ ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ▼❉P

❞é❝♦♠♣♦sé ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r❡st❡ ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡✳

❬▲✐♥✱ ✶✾✾✼❪ ❛ ❡①♣❧♦✐té ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ▼❉Ps ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲

t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❘✳ P❛rr ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❬P❛rr✱ ✶✾✾✽❪ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡

❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ▼❉Ps ✭❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✮ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡❣✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✐r s♦✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ r❡❝♦♠♣♦sé❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ♣♦✲

❧✐tq✉❡ r❡❝♦♠♣♦sé❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡✳ ❘✳ ❙❛❜❜❛❞✐♥ ♣r♦♣♦s❡

❞❛♥s ❬❙❛❜❜❛❞✐♥✱ ✷✵✵✷❪ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ▼❉P ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❝♦✉♣❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s

❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳

P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠❛❝r♦s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❣é♥ér❛✲

❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s s✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s✳ ❋✳ ❚❡✐❝❤t❡✐❧ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ❞❛♥s s♦♥

♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡ ❬❚❡✐❝❤t❡✐❧✱ ✷✵✵✹❪✳ ■❧ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s



✸✳✺✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✹✺

A B

DC

❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ◆♦②❛✉ ❡t ③♦♥❡s ❞é❝♦♠♣♦sé❡s✳

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ✿ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♥♦②❛✉

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ✭ét❛ts ❣r✐sés✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛♥s✐t❡r ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳

▲❡s ✢è❝❤❡s ♠❛tér✐❛❧✐s❡♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts✳

❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼❉Ps é♥✉♠érés ❛✉① ▼❉Ps ❢❛❝t♦r✐sés✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ▼❉Ps ❢❛❝t♦r✐sés ❀ t♦✉t ❝❡❝✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❜❛②❡s✐❡♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳

✸✳✺ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭❡♥ st❛t✐st✐q✉❡✮ q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t ❛♣♣r❡♥❞r❡✴❡st✐♠❡r

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿ ♦♥ ❛ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (xi, yi) ♦ù xi ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❡❧ ❡♥

P ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t yi ✉♥ ré❡❧ ❀ ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❛ss❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ♣❛r ❝❡s ♣♦✐♥ts

❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r t♦✉t ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ R
P ✭♦♥ ② ❛ r❡❝♦✉rs

❧♦rsq✉✬ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✮ ❀ ♦♥ ✈❡✉t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r

❧❡s ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❞♦✐t ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✐t ❢❛✐❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥♥❡①❡ à ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s

✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ès q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✭♦✉ ❧✬❡s♣❛❝❡ ét❛t

❞✬❛❝t✐♦♥✮ ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞ ✭q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐♦♥s✮ ♣♦✉r êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✭❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱

♠❛✐s s✉rt♦✉t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❛❜✉❧❛✐r❡✱ ✈♦✐r❡

❝♦♥t✐♥✉✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛❜❧❡✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ✭♦✉ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡

♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬Pr❡✉①✱ ✷✵✵✹❪✮ ❀ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♦♥

❛♣♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♠ê♠❡ ❝❡✉① ♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥

♥✬❡st ♣❛s ♣❛ssé✳

P♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✓ ♣❛r❛♠é✲

tr✐q✉❡s ✔✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♦✉ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡

♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t ✜①é

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❀ ❝❡✉①✲❝✐

s♦♥t ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❛ r❡❝♦✉rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦✉ ✉♥❡

❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳

■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✿ ♦♥ ♥❡ s❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s

✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♠❛✐s ♦♥ s❡ ❜❛s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❀ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x✱ ♦♥

r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝❡✉① q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡♥t à x✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡s

❧❛ ✈❛❧❡✉r y ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❬▲♦t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♦✉ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❉❛♥s ❬❋❡♥❣

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♦✉ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t

❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❉❛♥s ❬P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r r❡❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥ P❖▼❉P

❡♥ ♣❛ss❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❝❧és ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❬❍✉♥❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪

♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥ P❖▼❉P✳

✸✳✻ ❉é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ ❡t ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡

■❧ ❛rr✐✈❡ ♣❛r❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s êtr❡ ♣r✐s❡ s❡❧♦♥ ✉♥ s❡✉❧ ❡t ✉♥✐q✉❡ ❝r✐tèr❡✳ ▲❛

r❛t✐♦♥♥❛❧✐té✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✉♥✐q✉❡

♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ r♦❜♦t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ s❡❛✉ r❡♠♣❧✐ ❞✬❡❛✉ q✉✐

❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬♦❜st❛❝❧❡ ❡♥ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ t❡♠♣s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠

❞✬❡❛✉✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥

▼❉P ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ s♦✉s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞❡s s♦✉s✲▼❉Ps✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t

❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ s❡r❛ ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❝❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉♥ s❡✉❧ s♦✉s✲▼❉P q✉✐

s❡r❛ ❛✛❡❝té✱ ♠❛✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✳

P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡

q✉❡ ❧❡s s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s s♦✉s✲▼❉Ps ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥

❞✉ ▼❉P ❞❡ ❜❛s❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝✬❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲▼❉Ps q✉✐ r❡❢♦r♠❡♥t ❧❡ ▼❉P ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s

❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡✳ ❈❤❛q✉❡ s♦✉s✲▼❉P ♣❡✉t ❛✈♦✐r s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ ♦✉ ❛❧♦rs

r❡❣r♦✉♣❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✉ ▼❉P à ❞é❝♦♠♣♦s❡r✳ Pr❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❝❧é ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥



✸✳✻✳ ❉é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ ❡t ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✹✼
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éviter l’obstacle

aller vite

but

critère 2

critère 1

❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✬✉♥ ▼❉P

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t r❡❥♦✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❛s❡ ❜✉t ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t

♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ r❡♥✈❡rs❛♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡❛✉✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❡✛❡❝t✉❡r❛ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❛✉r❛ ✉♥

✐♠♣❛❝t s✉r t♦✉s ❧❡s ❝r✐tèr❡s✳ Pr❡♥❞r❡ ✉♥ ✈✐r❛❣❡ ❧❡ ❢❛✐t r❡♥✈❡rs❡r ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ♠❛✐s ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❛rr✐✈❡r

♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ s✬✐❧ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ❜❛❝ à s❛❜❧❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉✳

❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣r♦❝❡ss✉s s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ▼❛✐s ❡①é❝✉t❡r

✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❞❡s s♦✉s✲▼❉Ps ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ▼❉Ps✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡

❛❝t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❡✛❡t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ t♦✉s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ♣❧✉tôt ❛❞❛♣té❡✳

❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ▼❉P ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲▼❉Ps

à q✉✐ ❧✬♦♥ ❛✛❡❝t❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❝r✐tèr❡✳ ❈❡✉①✲❝✐ s❡ ❝❤❛r❣❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝ôté

❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡✉r ❝r✐tèr❡ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜✱ ✷✵✵✻❪✳

❙✐♥❣❤ ❡t ❈♦❤♥ ❞❛♥s ❬❙✐♥❣❤ ❡t ❈♦❤♥✱ ✶✾✾✽❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡✳ ▲❡✉r ✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ▼❉P q✉✐



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡

♦♣t✐♠✐s❡ ✉♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s✱ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❛✉ ❢✉r ❡t à

♠❡s✉r❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬▼❡✉❧❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧s ❝♦♠♣✐❧❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ✧❤♦rs ❧✐❣♥❡✧ ✉♥❡

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲▼❉P q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠❛❝r♦✲❛❝t✐♦♥✳ ■❧s ré✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝❤❛❝✉♥

❞❡s s♦✉s✲▼❉P ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳ ❆✉❝✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❣❧♦❜❛❧❡ ♥✬❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

❙✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜✱ ✷✵✵✹❪✱ ▼✳ ❇♦✉ss❛r❞ ❬❇♦✉ss❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛

❞é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❝♦♦r❞♦♥♥❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱

❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ✐t✐♥ér❛✐r❡ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs t♦t❛❧✳

❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❡①❝❧✉❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❣è♥❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ❡♥

❡ss❛②❛♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s tr♦♣ s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞❡ ❧❡✉r tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ■❧ ❝ré❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

❞✬❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❣è♥❡♥t ♦✉ ❛✐❞❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡✉r ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❣r❡t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡t à ❝❡t ✐♥st❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈✐té✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦✐té ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥ ▼❉P à ❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐

❞❛♥s ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ▲❡ ●❧♦❛♥♥❡❝✱ ✷✵✵✻❪✷✺✳ ▲✬✐❞é❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❞✬✉♥

▼❉P ❡♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥ts Ai✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡✉r ✉♥✐♦♥ ❢♦r♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s A ❞❡

❞é♣❛rt✳ ❖♥ ❝ré❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ s♦✉s✲▼❉P ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s Ai ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛✉r❛ ♣r✐s

s♦✐♥ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥❡ ✧❛✉tr❡ ❛❝t✐♦♥✧ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ Aj 6=i✳ P♦✉r

r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲▼❉P Mi✱ ♦♥ ❣é♥èr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t Si ❣râ❝❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡

✧r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✧✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r Pi ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts ❞✉ s♦✉s✲▼❉P

Mi q✉✬✐❧ ❝♦♠♣❛r❡r❛ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉s✲▼❉P Mj 6=i q✉✐ s❡r♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s

♣❛r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡

❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✐♠✐♥✉é ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

❝❛❧❝✉❧s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❛♠è♥❡ ✉♥

❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❣❛✐♥ s♦✉s✲

❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ é♥♦♥❝é❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♠❛✐s

❧❡s ✐❞é❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s r❡st❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❧❛r❣❡ ♣❛♥❡❧ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡

t❛✐❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡t✴♦✉ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉✐ r❛❧❡♥t✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✈✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝♦♠♠❡

✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❉❡s ❡✛♦rts ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ▼❉P ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛

✷✺❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♥❡ ♣❛s ② ❝♦♥s❛❝r❡r

✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥t✐❡r✳



✸✳✻✳ ❉é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ ❡t ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✹✾

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▼❛✐s ❝❡s ❡✛♦rts ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛♣♣r♦❝❤és ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ ♣❛r ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♣❡r♠❡t q✉❛♥❞ à ❡❧❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ▼❉P ♣❛r ré❣✐♦♥s ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡♥ r❡❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s

♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✈♦✐r ❧❡ ❥♦✉r s✉r ❝❡s ♥♦♠❜r❡✉① s✉❥❡ts✳

❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❡♥s❡r à ❝♦♠❜✐♥❡r t♦✉t❡s ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥

❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡✳



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❈❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❧✬❤♦♠♠❡✱ ♠❛✐s r✐❡♥

♥✬❛rrêt❡r❛ s♦♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ▲❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ♦✛r❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧✬❛✈❡♥t✉r❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞é♣♦✉r✈✉❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é❝✐❞❡r s❡✉❧❡

❝♦♠♠❡♥t ❡①♣❧♦r❡r ❝❡ ♠♦♥❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❞é❝♦✉✈r✐r✳ ●râ❝❡ ❛✉① r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡

❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à éq✉✐♣❡r ❞❡s r♦❜♦ts ❞❡ t❡❧s ♠é❝❛♥✐s♠❡s✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❙❖❏❖❯❘◆❊❘✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ r♦❜♦t à ♣❛ssé ✼✵✪ ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s à

♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡✱ ♠♦♥tr❡♥t à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❡s ♣r♦❣rès ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t à s♦♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡

♣♦✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❡t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ é✈♦❧✉❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿

✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❧✐é❡s à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡t ❛✉ss✐ ❛✉① é✈é♥❡♠❡♥ts

❛s②♥❝❤r♦♥❡s q✉✐ s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡❢✲

❢❡❝t✉é❡s✱ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❢❛❝❡ à ❝❡rt❛✐♥s é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❢❛❝❡ à ❧❛

♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡✳✳✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡r ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s

✈❡rs ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ r❛♣✐❞❡

s✉r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛♣rès q✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦❝❛❧✐sé ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ✉♥ ♦✉t✐❧

❢♦rt ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✿ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❉P✮✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡

tr♦✉✈❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❉P✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s ✧♣♦❧✐t✐q✉❡s✧✱

❡t ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱

♠❛❧❣ré ❧❡ ❝♦♥❢♦rt q✉❡ ♣r♦❝✉r❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ré❡❧ s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛ts✱ ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s

❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t s♦✉✈❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à ♠❡♥❡r✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✉♥ ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡

tr♦✉✈❡r ♣❧✉s ✧✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t✧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❛✉t❛♥t q✉❡ ❢❛✐r❡ s❡ ♣❡✉t ❧✬♦♣t✐♠❛❧❡✱

❡♥ r❡str✉❝t✉r❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡

❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧✬ét❛t✮✳ ❊♥ ❛❜str❛②❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st

✺✶



✺✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

à ❞✐r❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣r❡sq✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à sé♣❛r❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ▼❉P q✉❡ ❧✬♦♥

s❝✐♥❞❡ ❡♥ s♦✉s✲▼❉Ps✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✧❞✐✈✐s❡r ♣♦✉r ré❣♥❡r✧✳

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s ❞❡ ♥♦tr❡ r♦❜♦t✱ ❡t ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❞❡ ❧❛

r❡ss♦✉r❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ r❛✐✲

s♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

❞✉ ♣❧❛♥✱ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❧✬✐♠♣ré✈✉✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡r❛ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡

♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ✈❛❧✐❞❡r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥trô❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

✺✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

■t ❛♣♣❡❛rs ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦r❣❛✲

♥✐s♠s ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❛❞❛♣t✐✈❡♥❡ss ❢❛❧❧s

❢❛r s❤♦rt ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✧♠❛①✐♠✐③✐♥❣✧ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

t❤❡♦r②✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ♦r❣❛♥✐s♠s ❛❞❛♣t ✇❡❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✧s❛t✐s✜❝❡✧ ❀

t❤❡② ❞♦ ♥♦t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✧♦♣t✐♠✐③❡✧✳
✲ ❍❡r❜❡rt ❙✐♠♦♥ ✲

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ r♦❜♦t ✈❛ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s

❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té✱ ❧✬❡s♣❛❝❡

♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s ✈✐❞é♦s ❡t ❧❡s ♣❤♦t♦s ❛✉ss✐✳ ◆♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r

♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝❡s tâ❝❤❡s✱ ❛✜♥ q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❛❞❛♣t❡r s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s❛♥s ❢♦r❝é♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡tt❡

tâ❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♠❛✐s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥st❛✲

t❛t✐♦♥ ❞✬❍❡r❜❡rt ❙✐♠♦♥ ✿ ❞❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ❧❡s êtr❡s ✈✐✈❛♥ts s✬❛❞❛♣t❡♥t ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❝❡

q✉✬✐❧ s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐ts✱ ✐❧s ♥✬♦♣t✐♠✐s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡

❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ♣rés❡♥té ♣❛r ❍✳ ❙✐♠♦♥✱ ❛✜♥

q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s♦✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❥✉❣❡r à t♦✉t ♠♦♠❡♥t s✐ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ♦♣♣♦rt✉♥❡ ✈✐s

à ✈✐s ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡✳ P❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t ❛❞❛♣t❡r s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❡s ❡♥❥❡✉① ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs s②s✲

tè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢s ✿ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♥②t✐♠❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❉❡s✐❣♥ t♦ ❚✐♠❡✱ ❡t

✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉✳

✺✺



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

▲✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿

✕ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

✕ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢

❈✬❡st ❛♣rès ❛✈♦✐r ♠♦t✐✈é ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥✲

t✐❡❧❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s❡r❛ q✉❛♥t à ❧✉✐ ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳

✹✳✶ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡

✹✳✶✳✶ P♦✉rq✉♦✐ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥

♦♣t✐♠❛❧❡ ré❞✉✐s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

▲✬❡①❡♠♣❧❡ tr❛❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t s❛✉✈❡t❡✉r ❡♥ ❝❛s ❞✬❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♦✉ ❞❡ sé✐s♠❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥

q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✉t✐❧❡ s✐ ✉♥ ❜❧❡ssé ♣❡r❞✉ ♠❡✉rt ♣❡♥❞❛♥t

q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ré✢é❝❤✐t ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ q✉✬✐❧ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡tr♦✉✈❡r✳ ■❝✐✱ ♥♦tr❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ❧❡

t❡♠♣s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ✈❛ ❡♠♣r✉♥t❡r✷✻✱ ❡t ❧✬✉t✐❧✐té ❡st

❧✬ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡r❛ ♥♦tr❡ ❜❧❡ssé ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ r♦❜♦t ❧❡ r❡❥♦✐♥❞r❛✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧❡✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡t ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡✳ ❖♥ s✬❡♥ s❡rt ❞❛♥s ❧❡s

❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡✱ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭♠é♠♦✐r❡✱ ♣r♦✲

❝❡ss❡✉r✳✳✳✮

✕ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ✭❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥t❡①t❡✮ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

▲✬✉t✐❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s

✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥✐r✳

▲✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ✢❡①✐❜❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿

✕ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

✕ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é♣❧♦②❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❞❛♣tés ❛✉

♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♣✉✐ss❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞é❥à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥♥✉s ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s

♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡

❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés✳

✷✻❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱ ❧❡s r✐sq✉❡s ♣r✐s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ tr❛❥❡t✳✳✳



✹✳✶✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ✺✼

Etat de santé du blessé

Qualité de la solution

Utilité de la solution

Temps

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ▲✬✉t✐❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥t ❧✬❛s♣❡❝t r❡♣rés❡♥t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❧✬ét❛t ❞✬✉♥ ❜❧❡ssé à s❛✉✈❡r✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t ✭❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡t ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ r♦❜♦t

tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✱ ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❝✐✱

❧✬ét❛t ❞✉ ❜❧❡ssé✳

✹✳✶✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✧❛t ❛♥②

t✐♠❡✧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t✳ ■❧s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❚✳ ❉❡❛♥ ❡t ▼✳ ❇♦❞❞②

❞❛♥s ❬❉❡❛♥ ❡t ❇♦❞❞②✱ ✶✾✽✽❪✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ s✬❛♠é❧✐♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ q✉❛❧✐té ♦✉ ✧♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦✜❧❡✧ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♥②t✐♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✮✳

❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ❛ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✶✾✾✻❪ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥ ❜♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❛♥②t✐♠❡ ✿

✶✳ ■♥t❡rr✉♣t✐❜✐❧✐té ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ❡t ❞♦✐t

❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ✿ ❧❛ q✉❛❧✐té ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳

✸✳ ◗✉❛❧✐té ♠❡s✉r❛❜❧❡ ✿ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t✳

✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ✿ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐t ❞é❝r♦îtr❡ ❛✉

❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✭❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✮✳

✺✳ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ✿ P♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❛❧❧♦✉é à ✉♥ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳

✻✳ ◗✉❛❧✐té ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✿ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

Temps

Qualité de la solution

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❯♥ ❜♦♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♥②t✐♠❡

✼✳ Pré❡♠♣t✐❜✐❧✐té ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t ♣♦✉r✈♦✐r êtr❡ s✉s♣❡♥❞✉ ❡t r❡♣r✐s✷✼ s❛♥s ❣r❛♥❞❡ ♣❡rt❡✳

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡ ❀ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s

t❡♠♣s ré❡❧s✱ ❞❛♥s ❬❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ❡t ❘✉ss❡❧❧✱ ✶✾✾✻❪✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬❑♥♦❜❧♦❝❦✱ ✶✾✾✹✱ ❇♦❞❞②

❡t ❉❡❛♥✱ ✶✾✾✹❪✱ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❬❆s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ P♦s✱ ✶✾✾✸✱ ❍❛r❧❡♠❡♥ ❡t ❚❡✐❥❡✱ ✷✵✵✵❪✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❬❑♦r❢✱ ✶✾✽✼❪✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜✱ ✶✾✾✸✱ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✶✾✾✺❪✱ ❡t ❡♥✜♥

❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❬❇♦❞❞② ❡t ❉❡❛♥✱ ✶✾✾✹✱ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✶✾✾✼❪✳

▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té q✉✐

♣❡r♠❡t ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠✐sé❡✮ ❞♦✐t êtr❡ r❡t♦✉r♥é❡

✭❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮ ✳

✹✳✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ré❛❧✐s❛♥t t♦✉t❡s

✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣ré❝✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à rés♦✉❞r❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❆❊▼❙ ❬❉❡❝❦❡r ❡t

▲❡ss❡r✱ ✶✾✾✸❪ ♣✉✐s ❧❡ ✧❉❡s✐❣♥✲❚♦✲❚✐♠❡✧ ❬●❛r✈❡② ❡t ▲❡ss❡r✱ ✶✾✾✸❪✳ ❉❛♥s ❚❆❊▼❙✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡

❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ s♦✉s✲tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦✉r

r❡❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ ✧❉❡s✐❣♥✲❚♦✲❚✐♠❡✧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❚❆❊▼❙✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✉♣❡r✈✐s❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡✳ P❧✉s ❧❡

t❡♠♣s ❛❧❧♦✉é ♣♦✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❣r❛♥❞✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s❡r❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✼♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧à ♦ù ♦♥ ❡♥ ét❛✐t✳



✹✳✶✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ✺✾

✹✳✶✳✹ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦✉✈❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡✱ à

s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✉é❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s

❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥trô❧é❡s ♣❛r ❧❡ r❛✐s♦♥✲

♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s❡r♦♥s ❡t ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❞❡ ❝♦♥trô❧❡s ❞é❞✐és✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳

▲❛ t♦✉t❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡

❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❡st ❡①é❝✉té

❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✳

✹✳✶✳✺ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

❊❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐sé ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ❜❛s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t

❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❜❛s✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉✐ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡s ♥✐✈❡❛✉① s✉♣ér✐❡✉rs ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣♥❡r

❝❡❧❧❡✲❝✐✳ P❧✉s ♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s ❤❛✉ts ♥✐✈❡❛✉①✱ ♣❧✉s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛ ♣ré❝✐s❡✱ ♠♦✐♥s ♦♥ ❧❡s ❡①♣❧♦✐t❡✱

♣❧✉s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛ ♦❜t❡♥✉❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❤✐ér❛r✲

❝❤✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té q✉✐ ❞♦✐t ❡♥ r❡ss♦rt✐r s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡

❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧✬❡①♣❡rt q✉✐ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞✉ r♦❜♦t✮✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡ ✿

✕ ■♥t❡rr✉♣t✐❜✐❧✐té ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❛rrêt❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t✱ ✐❧ r❡t♦✉r♥❡r❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❡✛❡❝t✉é✳

✕ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ✿ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛♣rès ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ q✉❛❧✐té

❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

✕ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♥✐✲

✈❡❛✉①✱ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥✐✈❡❛✉① ❛♠é❧✐♦r❡♥t ♣❡✉ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞é❝r♦ît

❛✈❡❝ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♣❡✉t

êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡✳

❖♥ ♣❡✉t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥✐r✳ ▲✬✐♥t❡rr✉♣t✐❜✐❧✐té ❛ss✉r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r

à t♦✉t ✐♥st❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❣❛r❞❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ♣❧✉s t❛r❞✳

❈❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡ ❣râ❝❡

❛✉ ♠♦❞è❧❡ ●❘❊❆❚❙❬▼♦✉❛❞❞✐❜✱ ✶✾✾✸✱ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

Amélioration

Amélioration

Connaissances de base

Q

Q

Q 1

2

3

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ 1✳ ❉❡✉①

❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① s✉❝❝❡ss✐❢s ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿ Q1 >

Q2 > Q3✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t Q1✱ s♦✐t Q1 + Q2✱ s♦✐t Q1 + Q2 + Q3✳

✹✳✶✳✻ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡

P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡

r♦❜♦t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s❡✉❧❡ ♥❡ s✉✣s❛✐t ♣❧✉s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❞♦♥❝ été ét❡♥❞✉

à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ q✉✐ ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t s❡r❛ ❡①é❝✉té ❝❤❛q✉❡

♥✐✈❡❛✉✳

➚ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧✬❛❣❡♥t ❡①é❝✉t❡ ✉♥ s❡✉❧ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s

❝❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡rr♦♠♣r❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❛♣rès ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é✱

♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳

▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ s❡r❛ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝❤♦✐s✐s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t

❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s♦rt✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

❞❡❣ré ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❝♦♥s♦♠♠❡r ✈✐s à ✈✐s ❞✉ rés✉❧t❛t à ♦❜t❡♥✐r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❛ q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳

❊❧❧❡ ♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❧✬✉t✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ❝❡tt❡ q✉❛❧✐té✳ ❈✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té q✉✐

♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r s✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s

r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s✷✽✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉

♠♦❞è❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ q✉✐ s♦♥t ✢❡①✐❜❧❡s ✭❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❛♥②t✐♠❡✮ ♠❛✐s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ à ❧✬❛❣❡♥t ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥

✷✽▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



✹✳✶✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ✻✶

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

m

m m

m

m

m

3, 1 3, 2

1, 1

2, 1 2, 2 2, 3

{{
{

1,1
Q

1,1 2,1
Q + Q 

1,1
Q + Q 

2,2 1,1
Q + Q 

2,3

{ { {{ {Q + Q + Q
1,1 2,1 3,1

Q + Q + Q
1,1 2,3 3,2

Q + Q + Q
2,31,1 3,1

Q + Q + Q
1,1 2,2 3,1

Q + Q + Q
2,11,1 3,2

Q + Q + Q
1,1 2,2 3,2

{

Pr Pr Pr

Pr

Pr

Pr

Q

Q Q

Q

Q

Q
2,1

3,1 3,2

2,2 2,3

1,1

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❯♥❡ ✉♥✐té r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞é❝r✐✈❛♥t

✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ❧✬❡✛❡❝t✉❡r❛ ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t✱ ❡♥ ❛②❛♥t ❧❛

♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ s✬❛rrêt❡r ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❊✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✱

♣✉✐s à ❧✬❡①é❝✉t❡r✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛❧✐té✱ ❡t ❝♦♥s♦♠♠❡ ✉♥❡

❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ m2,1 ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ✐❧ ❡st

✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ 2✱ ❡t ✐❧ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ q✉❛❧✐té Q2,1 ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à Q2,2✳ ❊♥ s♦rt✐❡ ♦♥ ♣❡✉t

♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐tés ✐♥❞✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s❡r❛ ✢❡①✐❜❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞é❡

q✉❡ s✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❛ été ❛tt❡✐♥t✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r❢♦✐s ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s❛✉t❡r✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✉t❡r

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s❛♥s ❧✬❡①é❝✉t❡r✳ ❈❡ ♠♦❞✉❧❡ ♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❛s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t

✉♥❡ q✉❛❧✐té ♥✉❧❧❡✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ tr♦✉✈❡ ❞é❥à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛❞r❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡

❝✐✲❛♣rès✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

✹✳✷ ❈❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

❊♥ ✶✾✾✼ ✲ ✶✾✾✽ ✱ ❆✳■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱

✶✾✾✼✱ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✶✾✾✽❪ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✲

✈❛✉① ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥s✉✐t❡✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥❝❛❞rés ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉t❡✉rs✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ❆✳ ❆r♥t ❡t ❙✳ ❩✐❧✲

❜❡rst❡✐♥ ❡t ❆✳■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ à ✉♥ ♠♦t❡✉r ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ✐♥t❡r♥❡t✳ ❙✳ ❈❛r❞♦♥✱ ❆✳■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ❧✬♦♥t q✉❛♥t à ❡✉① ❛❞❛♣té à ❧❛

r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡✳

✹✳✷✳✶ ❯♥ ♠♦t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❯♥ ♠♦t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t à ✉♥

✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦♥♥❡❝té à ✐♥t❡r♥❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞♦❝✉♠❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s s✉r ❧❛ t♦✐❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ♦✉ ♠♦ts ❝❧❡❢s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞é❥à ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t❡s très ❝♦♥♥✉s q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❝❡ s❡r✈✐❝❡

❛✉① ✐♥t❡r♥❛✉t❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ à ❝❡ ♠♦t❡✉r ✭s♦✉✈❡♥t

✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♠♦ts ❝❧❡❢s✮ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ✈❡rs ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ▲❡✉r ❝♦♥t❡♥✉ ❡st ❡♥

r❡❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞❡✈r❛ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ❧❡s

❧✐❡♥s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❛❝❝é❞❡r❛✳

▲❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t r❡t♦✉r♥és ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥t✳ ❖♥

♣♦✉rr❛✐t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s ✧✜♥✧ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦ts ❝❧és ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ q✉✐

♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ r❡♥✈♦②❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❡rt❡s ♣❧✉s ❧❡♥t✱ ♠❛✐s ❞♦♥t

❧❡s rés✉❧t❛ts s❡r❛✐❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬❛✤✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s❡r✈❡✉r à

❝❡rt❛✐♥❡s ❤❡✉r❡s ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ré♣♦♥s❡s à ❢♦✉r♥✐r✱ ❡t ♦♥ ✈❛ ❛❧♦rs ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r

❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s s✐♠♣❧❡s ❡t r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❝❡tt❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛✜♥

❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ré♣♦♥s❡s✳ ◗✉❛♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛rr✐✈❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❛

r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡r❛ r❛♣✐❞❡✱ ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✱ s✐ ♣❡✉ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛rr✐✈❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡

♠♦♠❡♥t✱ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧s

❛ss♦❝✐❡♥t à ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s

♠❛♥✐èr❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ q✉❛❧✐té✱

❡t ✈✐s✲✈❡rs❛✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té U(Q, t)→ R ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ q✉❛❧✐té

Q ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ P❧✉s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧✬✉t✐❧✐té

❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉s ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧✬✉t✐❧✐té ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s❡r♦♥t

s❛t✐s❢❛✐ts ♣✉✐sq✉❡ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❧❡✉r t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ s❡r❛ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛

ré♣♦♥s❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♥é❣❧✐❣é❡✳

❆✐♥s✐ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❢❛ç♦♥s ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

❞✉ ♠♦t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡t ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ❧❡ s❡❝♦♥❞✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✱ ✉♥❡



✹✳✷✳ ❈❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✻✸

Identifier les

phrases clefs

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

S
en

s 
d’

ex
éc

ut
io

n

sk
ip

sk
ip

de concepts

Analyse

supplémentaires

identifier les

concepts LCA

Evaluer la requete & retourner le document

Identification par

paires statistiques

Ajouter concepts

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❯♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ t②♣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❞❛♣✲

t❛t✐❢ ❞✬❛♣rès ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✶✾✾✾❪✳ ▲❡s ♠♦❞✉❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts t②♣✐q✉❡s à ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡q✉êt❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ 1 ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♦✉ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡

♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ 2✱ ♦✉ ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤r❛s❡s

❝❧❡❢s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ 3✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❛✉t❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬à

❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ✓ ❝❤♦✐s✐r ✔ ✉♥ s❡✉❧ ♠♦❞✉❧❡ à ❡①é❝✉t❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦✉♦♥s ❤✉♠❜❧❡♠❡♥t ♥❡ ♣❛s

êtr❡ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ ♥✐ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦❞✉✐ts

❞❛♥s ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉❡ ♥♦✉s ♠❛îtr✐s♦♥s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐✲❞✐t✱

❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ 3 ♣r❡♥❞r❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✱ ♠❛✐s r❡♥✈❡rr❛

✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❛❧✐té✳ ■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❣râ❝❡

à ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ 2✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s❛✉t❡r ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ✿ s✐ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ s❡r✈❡✉r

❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ❥✉❣❡r❛ ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t r❡♥✈❡rr❛

❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été tr♦✉✈é à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳

❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❡r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬✉♥

✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡q✉êt❡s ❡♥ ❝❤❛r❣❡ s✉r ❧❡ s❡r✈❡✉r✳

❚♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sés à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❯▼❆❙❙ ❞❡ ❆♠❤❡rst✱ ▼❛s✲

s❛❝❤✉ss❡ts ✭❯❙❆✮ ❡t ❧❡ ▲❖❘■❆ ❞❡ ◆❛♥❝② ♣❛r ❆✳ ❆r♥t ❡t ❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ❆✳ ■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❋✳

❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

scénario issu
du projet NASA

Site

Site

Site

Site

Site

Site

D

A

Analyse atmosphérique

Photographie

Analyse de minerai

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ t②♣❡

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ❛ ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ✿ ❡①♣❧♦r❡r ❝❡rt❛✐♥s s✐t❡s ✭♥♦❡✉❞s✮

❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ■❧ ♣❛rt✐r❛ ❞✉ s✐t❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ♠❛rq✉é

❞✬✉♥ ❉ ❡t ❛rr✐✈❡r❛✱ s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❧❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❛✉ s✐t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ♠❛rq✉é ❞✬✉♥ ❆✳ ■❧ ♣❛ss❡r❛ ♣❧✉s

♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ♣♦✉r ré❝♦❧t❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ à ❧✉✐ ❞❡ ❥✉❣❡r ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡

❢❛✐t✱ à ♥♦✉s ❞❡ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❞é❝✐❞❡r✳

✹✳✷✳✷ ❊♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡

❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥

r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❛♠♦r❝és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❖❇❊❆✷✾ ♣❛r ❆✳ ■✳

▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❋✳ ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡ ❜✉t ♣r✐♥✲

❝✐♣❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❞❡ ❞♦t❡r ✉♥❡ ❡♥t✐té r♦❜♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡

♣✉✐ss❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐r✱ s❛♥s ❛✐❞❡ ❡①tér✐❡✉r❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ❡♥❞r♦✐ts ❡♥❝♦r❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s

à ❧✬❤♦♠♠❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❡①♣❧♦r❛t❡✉r ❛✉t♦♥♦♠❡ é✈♦❧✉❛♥t s✉r ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ▼❛rs ✐❧❧✉str❡ ♣❛r❢❛✐✲

t❡♠❡♥t ❝❡ ❜✉t✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ à ❝❡ r♦❜♦t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐t❡s à ✈✐s✐t❡r✳ ▲❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡

❞❡ ❝❡s s✐t❡s ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ♠✐ss✐♦♥✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ ▲❡ r♦❜♦t

❞❡✈r❛ ❛❧♦rs ✈✐s✐t❡r ❝❡rt❛✐♥s s✐t❡s✱ ❡t ② ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣ré❧è✈❡♠❡♥ts ✭♣ré❧è✈❡♠❡♥ts ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s✱

❞❡ ♠✐♥❡r❛✐ ❛✉ s♦❧✱ ♣r✐s❡ ❞❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t❝✳✳✳✮ ❞♦♥❝ ♣❛ss❡r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❝❤❛q✉❡

s✐t❡✳

❆ t♦✉t ❝❡❧❛ s❡ r❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡

▼❛rs ❡t ❧❛ t❡rr❡ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s ❡t ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ♣♦✉rr❛ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡s ❛♥❛❧②s❡s q✉✬à

✉♥ ❡♥❞r♦✐t ❞♦♥♥é✱ ❧❡ s✐t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝✐s❡✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❚❡rr❡ r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳

✷✾Pr♦❥❡t ❡♥ ♣❛rt❡♥❛r✐❛t ❛✈❡❝ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❆❉ ❞✉ ●❘❊❨❈ ❞❡ ❈❛❡♥ ❡t ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❆■❆ ❞✉ ▲❖❘■❆ ❞❡ ◆❛♥❝②✳



✹✳✷✳ ❈❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✻✺

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

Analyse basique des
composants de la roche

Analyse détaillée des
composants de la roche

Repérer une roche

Ramasser la roche

S
en

s 
d’

ex
éc

ut
io

n

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❯♥❡ tâ❝❤❡ t②♣✐q✉❡ à ré❛❧✐s❡r ♣❛r ✉♥ r♦❜♦t ❡①♣❧♦r❛t❡✉r✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ❡①♣❧♦r❛t❡✉r ré❝♦❧t❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥ s✐t❡ ✿ ❧❡s

s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✈♦✉❞r❛✐❡♥t q✉✬✐❧ ❢❛ss❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥❡ r♦❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞♦✐t

s❡ ❞ér♦✉❧❡r ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t r❡♣ér❡r ❧❛ r♦❝❤❡✱ ❡♥s✉✐t❡ ✐❧ ❞♦✐t ❧❛ r❛♠❛ss❡r✱ ♣✉✐s

✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡r ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s✳ ■❧ ♣❡✉t ❛♥❛❧②s❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝❡tt❡ r♦❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s

❝❛♣t❡✉rs ❜❛s✐q✉❡s✱ ♦✉ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ ▲✬✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞é❝r✐t

❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡s tâ❝❤❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s✳

❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ r♦❜♦t r❡ç♦✐t ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❥♦✉r♥é❡ ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐t❡s à ✈✐s✐t❡r✳ ■❧

❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✜t❡r ❞✉ s♦❧❡✐❧ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❥♦✉r♥é❡ ♣♦✉r r❡❝❤❛r❣❡r s❡s ❜❛tt❡r✐❡s✸✵✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❛rr✐✈é ❛✉ s✐t❡ ✜♥❛❧✱ ✐❧ r❡♥✈♦✐❡ à ❧❛ ❚❡rr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❛ ré❝♦❧té❡s✱ ♣✉✐s r❡ç♦✐t ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆❡ ♣❛s ❛rr✐✈❡r ❛✉ s✐t❡ ✜♥❛❧ ❡st ❞♦♥❝ s②♥♦♥②♠❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡

❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❥♦✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr❛♥s♠✐s❡s ❡t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ❡st ❛♥♥✉❧é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡

❞❡s ❝❛s✱ ❧❡ r♦❜♦t s❡ ♣❡r❞ ❡t ♥❡ r❡❝❤❛r❣❡ ♣❛s s❡s ❜❛tt❡r✐❡s✱ ❝✬❡st ✉♥ é❝❤❡❝ t♦t❛❧✳

▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❤❛q✉❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❧✐♠✐té✳ ❉✬✉♥ ❝ôté✱ ♣❧✉s ❧❡ r♦❜♦t

❢❡r❛ ❞✬❛♥❛❧②s❡s✱ ♣❧✉s ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉✐ ❛tt❡♥❞❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts✳ ❙✐ ❧❡ r♦❜♦t

♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s ❧❡ s✐t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ à ❧❛ ❞❛t❡ ❡s❝♦♠♣té❡✱ ♦✉ s✬✐❧ ♥✬② ❛rr✐✈❡ ❥❛♠❛✐s✱ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s❡r❛

❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❝❤❡❝ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♥✬❛✉r♦♥t ❛✉❝✉♥ r❡t♦✉r✳ ❙✐ ❧❡ r♦❜♦t ❛rr✐✈❡ ❛✉

s✐t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❜✐❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬é❝❤é❛♥❝❡✱ ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✈♦♥t ❥✉❣❡r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❛✉r❛✐t ♣✉ ré❝♦❧t❡r ♣❧✉s

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ✈♦♥t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞éç✉s✳ ■❧ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧♦✐r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥

❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❝❡s s✐t❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐r❡✳

❈❤❛q✉❡ r❡❧❡✈é ❡st s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ▲❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❛♠❛ss❡r ❞✉ ♠✐♥❡r❛✐ ❛✉

✸✵▲❡ r♦❜♦t ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❤❛r❣❡r s❡s ❜❛tt❡r✐❡s



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

s♦❧✱ ♣✉✐s ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡✳ P✉✐sq✉✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ s❛♥s r❡❧❡✈é✱

♠❛✐s q✉✬✉♥ r❡❧❡✈é s❛♥s ❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❧❣ré t♦✉t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t

♣♦✉r ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡st ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r

❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣♦✉rr❛✐t ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ✉♥

❞❡s s✐t❡s✳

❉❛♥s ❬❈❛r❞♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♣♦✉r

❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❡t ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥

à ❝❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣✉✐ss❡ ❞é❝✐❞❡r à t♦✉t ♠♦♠❡♥t s✬✐❧ ❞♦✐t ré❝♦❧t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❛✈❛♥❝❡r ✈❡rs ❧❡

s✐t❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ■❧s ♦♥t

❝♦♥s✐❞éré q✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡✱ ❧❡s r❡❧❡✈és ❞❡✈❛✐❡♥t êtr❡ ❢❛✐ts ❛✈❛♥t ✉♥❡ ❞❛t❡ ❜✉t♦✐r✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡

❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t r❡❧❡✈é s❡r❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❈✬❡st ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s r❡t❡♥✉ ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡

♥♦tr❡ ét✉❞❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡t ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ✿ ✉♥ ♠♦t❡✉r

❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡①♣❧♦r❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ❜❛s♦♥s ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

ré❞✉✐s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡

♣❛s à ♣❛s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s❡ ♣❛ss❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿

✕ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✱ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱

✕ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥②t✐♠❡ ❡st ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r

❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❧❧♦✉❡r à ❝❡tt❡

rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❉✬✉♥ ❝♦té✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♥②t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❣❛r❛♥t✐t

❞❡ r❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❞❡ q✉❛❧✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé✮ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ t❡♠♣s ❛✉

❜♦✉t ❞✉q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✱ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❝♦♥trô❧❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à r❡♥✈♦②❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❛✉ ✧❜♦♥ ♠♦♠❡♥t✧✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♣❡r♠❡t q✉❛♥t à ❧✉✐ ✿

✕ ❉❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐✈✐s❛♥t ❡♥ ét❛♣❡s ❛♣♣❡❧é❡s ♥✐✈❡❛✉①✱ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉

♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ♠♦❞✉❧❡s✱

✕ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛

q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞é♣❡♥sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r



✹✳✷✳ ❈❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✻✼

❝❡tt❡ q✉❛❧✐té✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✿

✕ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱

✕ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡rr♦♠♣r❡ ❧❛ tâ❝❤❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ♣♦✉r é❝♦✲

♥♦♠✐s❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳

❆✐♥s✐✱ ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡r♠❡t✱ s✐ ❧✬❛❣❡♥t à ❝♦♥trô❧❡r ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛

❞é♣❡♥s❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉❡✱ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛

❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧✱ ♠❛✐s ✉♥

rés✉❧t❛t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t

❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✉ r♦❜♦t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s✳



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡ s❡ ✈❡✉t ✢❡①✐❜❧❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❞❡r s✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ❞♦♥t

♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s

♣❛rt✐❡s ✿

✕ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱

✕ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱

✕ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ à ❧❛

tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ ♣rés❡♥té ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ✿ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥

✉♥✐tés ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✭P❘❯s✮✱ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉①✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ s❛ ❧❡❝t✉r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❢❛st✐❞✐❡✉s❡✳ ◆♦✉s

♥♦✉s t✐❡♥❞r♦♥s à ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈❛ ♦♣t✐♠✐s❡r s♦♥

❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐é❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t

❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ✈✐❛ ❞❡✉①

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠❡♥❛♥t t♦✉s ❞❡✉① ✈❡rs ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ▲✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡①♣❧♦r❡✱ ❝♦♥str✉✐t ❡t é✈❛❧✉❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t

❝❤❛q✉❡ ét❛t ✭❛✈❡❝ ♠é♠♦✐③❛t✐♦♥✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥str✉✐t ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t

✻✾



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

PRU PRU1 2

PRU

PRU

...

p−1

p

Changer

Améliorer

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥

P❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ P❘❯ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡s

♥✐✈❡❛✉① ✐♥t❡r♥❡s✱ ♦✉ ❧❛ q✉✐tt❡r ♣♦✉r ❧❛ P❘❯ s✉✐✈❛♥t❡✳ ■❧ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s r❡✈❡♥✐r s✉r s❡s ♣❛s✳

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s é✈❛❧✉❡ ♣❛r ❝❤❛î♥❛❣❡ ❛rr✐èr❡✳

▲❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♦✛r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❡t ♣❡r♠❡t t♦✉❥♦✉rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡

♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❙❛♥s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡

❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♣❡r♠❡t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ ❢✉t✉r✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❧♦rsq✉❡

♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

✺✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣❛r ✉♥ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱

❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡♥❝❛♣s✉❧❡ t♦✉t ✭❧❛ ♠✐ss✐♦♥✮ ❥✉sq✉✬❛✉① ♣❧✉s ✜♥s ✭❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✮✳

❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞✬✉♥✐tés ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✭♥♦té❡s P❘❯✮✳ ◆♦✉s

❛ttr✐❜✉♦♥s ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ✉♥✐q✉❡ p à ❝❤❛q✉❡ PRUp, p ∈ [1, ...,P] ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳

♥♦t❡ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ P❘❯s✳ ❯♥❡

❧✐st❡ ❞❡ P❘❯s ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ P❘❯s✳ ◆♦✉s s✐♠♣❧✐✜♦♥s ❞♦♥❝

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❝❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥✱

♠❛✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❯♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ N ♥✐✈❡❛✉① q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t

❞♦✐t ❡①é❝✉t❡r ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ♣♦✉r ❝❡tt❡

❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡✈❡♥✐r s✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞é❥à ❡①é❝✉té✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❧✬❛❣❡♥t

♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r ❞✬❡①é❝✉t❡r ♦✉ ♥♦♥ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡



✺✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✼✶

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

PRUp

m

m

m

m

m

Distribution de probabilité
de consommation de ressources

p, 3, 1 p, 3, 2

p, 2, 1
m

p, 2, 2 p, 2, 3

p, 1, 1

Pr Pr Pr

Pr

Pr

Pr

Pr

Qualité du module

Q

Q Q

Q

Q

Q

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❡st ✉♥❡ P❘❯ ❢♦r♠❛❧✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ t②♣❡ tâ❝❤❡ ♣r♦✲

❣r❡ss✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ r♦❜♦t ❡①♣❧♦r❛t❡✉r ✭✜❣✉r❡ ✹✳✼✮ ♦✉ ❧❡ ♠♦t❡✉r

❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ mp,3,1 ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♥♦♠✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ PRUp

❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ✿ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ n + 1 ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r q✉❡ s✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ n ❛ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ❡t ❡st

t❡r♠✐♥é✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t ❛rrêt❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r ❝❡tt❡ P❘❯ ❡♥ ❡♥t✐❡r✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Np,n ❧❡ nè♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ PRUp✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ♥✬❡st ♣❛s ❡①é❝✉té✱

❡❧❧❡ ♥❡ r❛♣♣♦rt❡ r✐❡♥ à ❧✬❛❣❡♥t✳

❈❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs♠♦❞✉❧❡s ✭♦♥ ♥♦t❡ Mp,n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s

❞❛♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ Np,n✳ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r

q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ q✉❛❧✐té Q ❡t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s Pr✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s mp,n,m ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ m ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

Np,n✳ ▲❛ q✉❛❧✐té Qp,n,m ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s Prp,n,m

s♦♥t ✐♥❞❡①é❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳

▲❛ q✉❛❧✐té Q ❡st ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ré❛❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ♠♦❞✉❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ r♦❜♦t ❡①♣❧♦r❛t❡✉r✱ ❧❛ q✉❛❧✐té r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✸✶ ❞❡

s❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs q✉✐ ❛tt❡♥❞❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❚❡rr❡✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s Prp,n,m ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Pr : R→ [0, 1] q✉✐ ❞♦♥♥❡

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t ❡①é❝✉t❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ mp,n,m

✸✶◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ✉♥ ❣❛✐♥ ♠♦♥♦ ❝r✐tèr❡✳



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

R

0.2

0.1

0.3

0.4

0.5

3 4 5 6

Pr

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡

❞♦♥♥é✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✳

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ✿ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡s✲

s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❡r tr♦✐s ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st 0.1✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st [3, 6]✳

✭R r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✮✳

▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✳ ▲❡s q✉❛♥✲

t✐tés ❞❡ ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s❡ ♣♦✉rs✉✐t✱

❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡✱ s❛♥s ❥❛♠❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡ t❡♠♣s r❡st❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛tt❡r✐❡s ♦✉ ❧✬❡s♣❛❝❡

♠é♠♦✐r❡ r❡st❛♥t s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ◆♦✉s ❥✉st✐✜♦♥s ❛ss❡③

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛tt❡r✐❡s ❡st ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡

r♦❜♦t ♥❡ ❝❤❛r❣❡ s❡s ❜❛tt❡r✐❡s q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ t❡♠♣s ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠✲

♠❛❜❧❡ ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ❧❛ ❥♦✉r♥é❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✉ré❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝

❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ t❡♠♣s é❣❛❧❡ à 24 ❤❡✉r❡s q✉✐ ✈❛ ❞✐♠✐♥✉❡r ❥✉sq✉✬à 0 ❞✉r❛♥t ❧❛ ❥♦✉r♥é❡✳

◆♦t❡ ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥

♣r♦♣♦sé ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✵❪✳

❙✐ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ✉♥❡ P❘❯ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡✸✷ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡

❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés Q ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ♦♥t été ❡①é❝✉tés✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛✐♥s t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✉ r♦❜♦t ❞✬❡①é❝✉t❡r

✸✷❉❛♥s ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✵❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣ré❢éré ♣❛r❧❡r ❞✬✉t✐❧✐té ♥♦♥ ♣é♥❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s U(Q) ♦❜t❡♥✉❡ q✉❛♥❞ ✉♥❡ P❘❯ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳



✺✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✼✸

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❈♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✐sq✉❡✳

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♣❤♦t♦✱ ♣✉✐s ❧✬❡♥r❡❣✐str❡ s✉r s♦♥ ❞✐sq✉❡

❞✉r✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❡①✐st❛♥t❡ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ❡st ✜①❡✱ ❡t ❞✐♠✐♥✉❡ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♣❤♦t♦ ♣r✐s❡✳

s❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳

▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s ✿

✕ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼❉P à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

✕ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ▼❉P

✕ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣ré✈♦✐t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r

❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ▼❉P✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✳

✺✳✶✳✶ ▲❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ P❘❯ q✉✬✐❧ ❡①é❝✉t❡ ❡t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ q✉✬✐❧ ❛ ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s

❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❖♥ ❛❝❝✉♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ♦♥t été ❡①é❝✉tés ❞❛♥s ❝❡tt❡

P❘❯✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ Q ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬ét❛t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ à

♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞❡s tâ❝❤❡s à ✈❡♥✐r ❞♦♥❝ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s r❡st❛♥t❡s✱ ❡t

❞❡s tâ❝❤❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈❛ êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s r✱ ❧❛ q✉❛❧✐té Q

❛❝❝✉♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❧✬✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ p ♣✉✐s

❧✬✐♥❞✐❝❡ n ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❡①é❝✉té ❞❛♥s ❝❡tt❡ P❘❯✳ ❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ✈✐❡♥t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r

❧❡ 2è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ♥✉♠ér♦ 5✱ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①é❝✉tés ❧✉✐ ♦♥t r❛♣♣♦rté

✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ 15✱ ❡t q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡ 153 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧✬ét❛t s❡r❛ ♥♦té s = [153, 15, 2, 5]✳ ■❧ ♣❡✉t

❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ✈❛ ❝♦♥s♦♠♠❡r ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❛✈❛✐t ❛✉

❞é♣❛rt✱ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞♦♥t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ r❡st❛♥t❡ s❡r❛✐t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t

❞✬é❝❤❡❝ sechec✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ é❝r✐r❛ q✉❡ ✿ S = {[r,Q, p, n], r ∈ R} ∪ {sechec}✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ 0 ✜❝t✐❢ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ P❘❯



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

m

m m

m

m

m

3, 1 3, 2

1, 1

2, 1 2, 2 2, 3

m
1, 1

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

PRU courante PRU suivante

E 2E 1

M
s

❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ❛ t❡r♠✐♥é ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ 2 ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❉❡✉①

t②♣❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡s ✿ ❡①é❝✉t❡r ✉♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ E1 ♦✉ E2✱

♦✉ ❛❧♦rs ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❡t s❡ ♣❧❛❝❡r ❛✉ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ P❘❯ s✉✐✈❛♥t❡✳

❛✉① ét❛ts ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡tt❡ P❘❯✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs ♥✉❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡

❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡ ❡①é❝✉té ❛✉❝✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ P❘❯✳

✺✳✶✳✷ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

❙❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✺✮✱ ✿

✕ ❧✬❛❝t✐♦♥ Em q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s m ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✳

✕ ❧✬❛❝t✐♦♥ M q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ P❘❯

▲✬❛❣❡♥t ✈❛ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭❧❛

P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✮ ♦✉ ❧✬❛❜❛♥❞♦♥ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ S ♣❡r♠❡tt❛✐t

❞❡ s❛✉t❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❡ ♣❛ss❡r s❛♥s ❡①é❝✉t❡r ❛✉❝✉♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣r✐♠é

❧✬❛❝t✐♦♥ S ❡t r❛❥♦✉té ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✈✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① q✉✐ ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ s❛✉tés✳ ❈❡ ♠♦❞✉❧❡

♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ♥✉❧❧❡✱ ❡t ♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❛s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ❊①é❝✉t❡r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s❦✐♣ ❡st ❞♦♥❝

éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ s❦✐♣✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ é❝r✐r❛ q✉❡ ✿ A = {Em,M}

◗✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t ❝❤♦✐s✐t ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉✱ ✐❧ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ✉♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s

❞❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s E s♦♥t ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❛tt❡✐♥t✱

❡t q✉❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❛❝❤❡✈é❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ E

♥✬❡st ♣❧✉s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ s❡✉❧❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ M ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳



✺✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✼✺

❙✐ ❧✬❛❣❡♥t ❞é❝✐❞❡ ❞✬❛rrêt❡r ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ M✳ ■❧ ✈❛ ❛❧♦rs s❡

tr♦✉✈❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t✸✸ ❞❡ ❧❛ P❘❯ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦✉ ✐❧ ♣♦✉rr❛ ❝❤♦✐s✐r✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ q✉❡❧

♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡ P❘❯ ✐❧ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①é❝✉t❡r✱ ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ré❛♣♣❧✐q✉❡r

❧✬❛❝t✐♦♥ M✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❞✉ t♦✉t s✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ❧✬✐❣♥♦r❡r✱ ❡t ♣❛ss❡r à ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ❛✈♦✐r r❡♣éré ✉♥❡ r♦❝❤❡✱ ♠❛✐s s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ s✬✐❧ ❧❛ r❛♠❛ss❡✱

✐❧ ✈❛ ♣❡r❞r❡ ✉♥ t❡♠♣s ♣ré❝✐❡✉① ♣♦✉r ♣❧✉s t❛r❞✳ ■❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞❡r ❞✬❛rrêt❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥❡ ♣❛s r❛♠❛ss❡r ❝❡tt❡ r♦❝❤❡✱ ❡t ♣❛ss❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ✉♥ ❛✉tr❡ s✐t❡✱ ♣♦✉r r❡♣ér❡r ✉♥❡

❛✉tr❡ r♦❝❤❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ✈❡rs ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐t❡ s❛♥s r✐❡♥ ❢❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❡ r♦❜♦t

♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❥❛♠❛✐s r❡✈❡♥✐r s✉r s❡s ♣❛s ♣♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ ✉♥ s✐t❡ ❛❜❛♥❞♦♥♥é✳

✺✳✶✳✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Pr ✿ S × A × S → [0, 1] ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡

♥♦tr❡ s②stè♠❡✳

▲✬❛❝t✐♦♥ M ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❙✐ ❧✬❛❣❡♥t ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱

✐❧ ❣❛r❞❡ t♦✉t❡s s❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✳ ❆✐♥s✐ Pr([r,Q, p, n],M, [r, 0, p + 1, 0]) = 1✳ ▲❛ q✉❛❧✐té

❛❝❝✉♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ P❘❯ ❞❡✈✐❡♥t ♥✉❧❧❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ③ér♦ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t

❡st ♣❧❛❝é ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ PRUp+1✳

▲✬❛❝t✐♦♥ E ❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ à ❡①é❝✉t❡r ✭❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❆✐♥s✐ Pr([r, p,Q, n],Em, [r− ∆r,Q + Qp,n,m, p, n + 1]) = Pr(∆r|mp,n,m)✳

✺✳✶✳✹ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ r♦❜♦t✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ♣❡♥sé

❞❛♥s ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✵❪ ♣ré✈♦✐t ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ r♦❜♦t ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ P❘❯ ♣♦✉r

❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❢❛✐t✳ ❆✉❝✉♥❡ ♣é♥❛❧✐té ♥❡ ❧✉✐ ❡st ✐♥✢✐❣é❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❡st

✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✿ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝✉♠✉❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ♥✐✈❡❛✉ ❛♣rès ♥✐✈❡❛✉ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s

♠♦❞✉❧❡s ❡✛❡❝t✉és✮ ❡t ❞❡ ♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ r♦❜♦t q✉❡ s✐ ❧❛ P❘❯ ❛ été ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧❛

✜♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

R([r,Q, p, Np]) = Q ✭✺✳✶✮

R([r,Q, p, n < Np]) = 0 ✭✺✳✷✮

▼ê♠❡ s✐ ♦♥ ♥❡ ♣é♥❛❧✐s❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ r♦❜♦t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❝♦♥s♦♠♠é ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s

✉♥❡ P❘❯ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❢✉t✉r✱

♣✉✐sq✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é♣❡♥sé ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s

✸✸❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ 0 ✜❝t✐❢✳



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❝❡tt❡ ♣é♥❛❧✐té ❢✉t✉r❡✳

✺✳✶✳✺ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥

s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ P❘❯ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té q✉✐ ② ❛ été ❛❝❝✉♠✉❧é❡✱ ❡t ❞✉ t❡♠♣s r❡st❛♥t ❛♣rès

❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t✳ P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ PRUp ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐é❡

à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s E✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡

♣♦✉r ❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❞♦♥❝ ✿

V ([r,Q, p, Np]) = R([r,Q, p, Np]) ✭✺✳✸✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❛✈❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①

s✉♣ér✐❡✉rs✱ ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦❞✉❧❡ ✿

VE([r,Q, p, n]) = max
m

EV (Em, [r,Q, p, n]) ✭✺✳✹✮

♦ù EV ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

EV (Em, [r,Q, p, n]) =
∑

Q′,∆r>r

Prp,n+1,m((Q
′,∆r)|Q)× V (sechec)

︸ ︷︷ ︸

+
∑

Q′,∆r≤r

Prp,n+1,m((Q
′,∆r)|Q)× V ([r− ∆r,Q, p, n + 1])

︸ ︷︷ ︸
❙✐ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t é♣✉✐sé❡s ❙✐ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ❡①é❝✉té

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉① ét❛ts ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ P❘❯✱ t❛♥❞✐s

q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹ é✈❛❧✉❡ ❧❡s ét❛ts ❞✉ ♣r❡♠✐❡r à ❧✬❛✈❛♥t ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧ ❛rr✐✈❡ ❛✉ ❞❡r♥✐❡r

♥✐✈❡❛✉✱ ❧✬❛❣❡♥t ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ✐♥❢ér✐❡✉rs✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥

♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ✭❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ EV ✮✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ❣❛r❞❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥

❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ V (sechec) ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ q✉❛♥❞ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st é♣✉✐sé❡✱ ✐❧ ❡st ♥✉❧✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳ ❙✐ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉✲

t✐♦♥ ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❛✈❡❝ ❝❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ♥❡ ❣❛❣♥❡

r✐❡♥ ❡♥ r❡t♦✉r✳ ▲❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝✉♠✉❧é❡s t♦✉t ❛✉

❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ♣✉✐s ♦❜t❡♥✉❡s t♦✉t à ❧❛ ✜♥✳

P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs P❘❯s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r

❧✬❛❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ P❘❯ M ✿



✺✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✼✼

VM([r,Q, p, Np]) = R([r,Q, p, Np]) + V ([r,0, p + 1, 0]) ✭✺✳✺✮

VM([r,Q, p, n < Np]) = R([r,Q, p, n < Np])︸ ︷︷ ︸
0

+V ([r,0, p + 1, 0]) ✭✺✳✻✮

VM([r,Q,P−1, NP−1]) = RP([r,Q,P−1, NP−1]) + 0 ✭✺✳✼✮

VM([r,Q,P−1, n < NP−1]) = R([r,Q,P−1, n < NP−1])︸ ︷︷ ︸
0

+0 = 0 ✭✺✳✽✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐é❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ P❘❯ ❡st ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❧❛ P❘❯

s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❜❛s❡✱ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ 0 ✜❝t✐❢ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ P❘❯ ♥✬❡st ♣❛s

❝♦♠♠❡♥❝é❡✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ q✉❛❧✐té ❡st ♥✉❧❧❡✳ P♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ M ♥❡ r❛♣♣♦rt❡ r✐❡♥✱

❧✬❛❣❡♥t ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ s✬✐❧ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ P❘❯ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✼✮✱ s✐♥♦♥ r✐❡♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✽✮✱

P ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ P−1 ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯ ❞❡ ❧❛

♠✐ss✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s P❘❯s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ + ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❣❛❣♥é ♣❧✉s

t❛r❞ s✐ ♦♥ ✜♥✐t ❧❛ P❘❯ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✮ s✐♥♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❣❛❣♥é ♣❧✉s t❛r❞

✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✮✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ❛❞❛♣té❡ ❛✉

❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳

V ([r,Q, p, n]) = max(VM, VE) ✭✺✳✾✮

π([r,Q, p, n]) = argmax
E,M

(VM, VE) ✭✺✳✶✵✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s

q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡♥ t✐r❡r ♣r♦✜t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❯♥ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡s ét❛ts ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡

❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✺✳✶✳✻ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❊s♣❛❝❡s ❜♦r♥és

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡s♣❛❝❡s s♦♥t ❜♦r♥és ✿

✕ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s R ❡st ❜♦r♥é✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

❛❧❧♦✉é❡s ❛✉ ❞é♣❛rt rD ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❡♥

❞❡ss♦✉s ❞❡ ③ér♦ ❞♦♥❝ ✿

∀r ∈ R, 0 ≤ r ≤ rD ✭✺✳✶✶✮



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

✕ ❛✉ s❡✐♥ ♠ê♠❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s rcons q✉✐

♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡s ❡st ❜♦r♥é✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥❡ r✐❡♥ ❝♦♥s♦♠♠❡r ❞✉ t♦✉t✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❡①trê♠❡✱ ❝♦♥s♦♠♠❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♣❡✉t

❝♦♥s♦♠♠❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✸✹ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣♦✉r♠❛♥❞ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ✭❡♥

s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① s♦♥t ❡①é❝✉tés✮✳

0 ≤ r ≤

Np∑

n=1

max
m∈Mn

(
max
r
{r ∈ Dom(Prp,n,m)}

)
= rmax

p ✭✺✳✶✷✮

✕ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ❧❛ q✉❛❧✐té t♦t❛❧❡ q✉✐ s❡r❛ ♦❜t❡♥✉❡

❡♥ s♦rt✐❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ③ér♦ s✐ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t r✐❡♥✱ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡s

♠♦❞✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ s♦✐t ✿

0 ≤ Qmax
p ≤

Np∑

n=1

max
m∈Mn

Qp,n,m ✭✺✳✶✸✮

✕ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ q✉❛❧✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V

❛✉ss✐✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts S

❯♥ ét❛t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✿

✕ ❞✉ ♠♦♥t❛♥t r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✱

✕ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡ p ∈ [1, ...,P]✱

✕ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❡①é❝✉té n ∈ [0, ..., N]✱

✕ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ Q✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts S ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ✜♥✐ ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❜♦r♥é✳ ❖♥ ♣❡✉t

❝❛❧❝✉❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t |S| ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té ❞❡

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ❉❛♥s ✉♥❡ P❘❯✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❣r♦✉♣❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡

q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é ❡t ♥♦t❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ SQ,p,n✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s

❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ SQ,p,n ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ P❘❯✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡r❛ ♣❧✉s q✉✬à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

❉❛♥s ✉♥❡ P❘❯ p✱ ✐❧ ② ❛ Np ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲❛ q✉❛❧✐té Q ❛❝❝✉♠✉❧é❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ n ❞é♣❡♥❞ ❞❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ■❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ❛✉t❛♥t ❞❡ q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉✲

♠✉❧é❡s ♣♦ss✐❜❧❡s à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❞❡s q✉❛❧✐tés ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t ♠♦❞✉❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦✉r❛♥t✳ P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ n ❞♦♥♥é ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ♣♦ss✐❜❧❡s |Qn| = |Mp,n| × |Qn−1|✱ |Mp,n| ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦✲

❞✉❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡r♥é✳ ❉♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥❡ P❘❯ n✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡s

✸✹◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳



✺✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✼✾

♣♦ss✐❜❧❡s ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à
∑Np

n=1 |Qp,n|✳ ■❧ ❢❛✉t r❛❥♦✉t❡r à ❝❡❧❛ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ét❛ts ❡♥tr❛♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ P❘❯✳

|Qp| ≤ 1 +

Np∑

n=1

n∏

n′=1

Mp,n′ ✭✺✳✶✹✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞é♥♦♠❜r♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ n ❞♦♥♥é

❞✬✉♥❡ P❘❯ p ❞♦♥♥é❡✱ à Q ✜①é❡✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é♣❡♥sé❡ ❞❛♥s

✉♥❡ P❘❯ p✱ ❡t q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t✸✺ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ♥♦té❡ rmax
p ❡t ❡st

é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✷✳

P♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s P❘❯s s♦♥t ✐♥❞✐❝é❡s ♣❛r p ∈ [1, ...,P]✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯ P ❡st rmax
P ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t

❞❡r♥✐èr❡ P❘❯P−1 ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ✿ rmax
P + rmax

P−1
✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡s P❘❯s ❞❡ p à P ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s

r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s P❘❯s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s

❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ SQ,p,n ❡st ✿
|SQ,p,n| ≤

P∑

p′=p

rmax
p′ ✭✺✳✶✺✮

▲✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ rmax
total

=
∑P

p=1 r
max
p ❡t ❝❡❝✐ ♦❜❧✐❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s

❝❛s✱ à ❣é♥ér❡r rmax
total

ét❛ts ♣❛r s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ P❘❯

❞♦♥♥é❡ é❣❛❧ à |SQ,p,n|.|Qp| ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✻✮ ✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝

✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✿

|S| ≤ min

(
rmax

total, rD

)
×

( P∑

p=1

|Qp|

)
✭✺✳✶✻✮

|S| ≤ min

( P∑

p=1

rmax
p , rD

)
×

( P∑

p=1

(
1 +

Np∑

n=1

n∏

n′=1

Mp,n′
))

✭✺✳✶✼✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ r❡st❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ♣❡ss✐♠✐st❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ré❞✉✐r❡

❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts P❘❯ ♣❛r P❘❯✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯P✱ s✬✐❧ r❡st❡

rmax
P r❡ss♦✉r❝❡s à ❧✬❛❣❡♥t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣♦✉rr❛ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t t♦✉s ❧❡s

♠❡✐❧❧❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ P❘❯P✳ ❙✐ ❧✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❛✐t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ rmax
P

♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯✱ ✐❧ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝

❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯ t♦✉s ❧❡s ét❛ts [r,Q,P, n] ♦ù r > rmax
P s♦♥t ❛❣ré❣és ❞❛♥s ❧❡

♠ê♠❡ ét❛t [rmax
P ,Q,P, n]✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,P,n s❡r❛ ❞❡ t❛✐❧❧❡ rmax

P ✳ ◆♦✉s

✸✺❙✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ q✉❡ r
max
p ✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ s❡r❛ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ♠❛①✐♠❛❧❡✳



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

m

m m

m

m

m

3, 1 3, 2

1, 1

2, 1 2, 2 2, 3

...0 RD1 0 RD1 ... 0 RD1 ...

...0 RD1

...0 RD1

0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...

{ { { { {
état

...0 RD1

Q + Q + Q Q + Q + Q
2,1

Q + Q + Q
1,1 3,1 1,1 2,3 3,1

{
1,1 2,3 3,2

Pr Pr Pr

Pr

Pr

Pr

Q

Q Q

Q

Q

Q

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ P❘❯

❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✿ ❝❤❛q✉❡ ét❛t [r,Q, p, n] ❞❡ ❧❛ PRUp ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥

r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ✐♥s❝r✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s ✭❞❡ 0 à rD✮✳ ❖♥ ❛ ♥♦té ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳ ▲❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡♥t ✿ ✐❧ ②

❛ tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❛✈❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ 3 ♣✉✐s s✐① ❛♣rès ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♠♦❞✉❧❡s ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❥♦✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ▲❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts

❞✬ét❛ts✱ ❛✈❡❝ p✱ n ❡t Q ✜①és r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts SQ,p,n

❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛✈❛♥t ❞❡r♥✐èr❡ ✉♥✐té ❞❡

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ P❘❯P−1✱ ❛✈♦✐r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té rmax
P +rmax

P−1 ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❡r♠❡t à ❧✬❛❣❡♥t

❞✬♦❜t❡♥✐r à ❝♦✉♣ sûr ✉♥ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛ts SQ,P−1,n ❞❡ ❝❡tt❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ à rmax
P +rmax

P−1✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r

♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts t♦t❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❧✐♠✐t❡r à ✿

|S| ≤
P∑

p=1

(
min

( P∑

p′=p

rmax
p′ , rD

))
×

(
1 +

Np∑

n=1

n∏

n′=1

Mp,n′

)
✭✺✳✶✽✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡

q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥ ✿



✺✳✷✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✽✶

|S| ≤
P∑

p=1

(
min

( P∑

p′=p

rmax
P , rD

))
×

(
1 +

Np∑

n=1

n∏

n′=1

Mp,n′

︸ ︷︷ ︸
C

)

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❞✐s♣♦s❡r ❞✉ ♠♦♥t❛♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡t s✉♣♣r✐♠♦♥s

❛✐♥s✐ rD ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ❀ C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲

❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts SQ,p,n ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ P❘❯ ✿

|S| ≤
P∑

p=1

( P∑

p′=p

rmax
P

)
.C ✭✺✳✶✾✮

≤ C.

P∑

p=1

(P− p).rmax
P ✭✺✳✷✵✮

≤ C.rmax
P .

P.(P− 1)

2
✭✺✳✷✶✮

❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞♦♥❝

❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯✱ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♣❡✉t

❝♦♥s♦♠♠❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ P❘❯✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡ ▼❉P q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st

❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❛ss♦❝✐é✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

✺✳✷ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦✲

❜❛❧❡

▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

✺✳✷✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮ ❞✉ ♣❛✲

r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①

s✉✐✈❛♥ts ❡t ❞❡s P❘❯ s✉✐✈❛♥t❡s✳ ■❧ ♥✬② ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ♥✉❧❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉

t②♣❡ ❞❡ ✈❛❧✉❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦✉ ♣♦❧✐❝② ✐t❡r❛t✐♦♥ ✈✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡ ▼❉P ❡st s❛♥s ❝②❝❧❡ ❡t à

❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐✳ ▲❡s ét❛ts t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛

❞❡r♥✐èr❡ P❘❯ ❡t ❧✬ét❛t ❞✬é❝❤❡❝✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ét❛ts é✈❛❧✉és✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♦♥t❡r ♣❡t✐t à ♣❡t✐t ♣♦✉r



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞✉ ▼❉P✱ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❛ss♦❝✐❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s

❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠é♠♦✐③❛t✐♦♥✸✻✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✐❧ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧♦✐r ✿

✶✳ ❝ré❡r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✭ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✮✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❛✈❛♥t✱

✷✳ é✈❛❧✉❡r ❝❡s ét❛ts ♣❛r ❝❤❛î♥❛❣❡ ❛rr✐èr❡✱ ❡t

✸✳ ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❞✬ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ■❧ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ❝ré❡r ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s S✱ ❧❡s ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡

❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♦✉ ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭q✉✐ ❡st S ❥✉st❡♠❡♥t✮✱ ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡✉r

✈❛❧❡✉r ❡t ♥❡ ♣❛s ❧❡s réé✈❛❧✉❡r ✭♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠é♠♦✐③❛t✐♦♥✮✳ ❈❡tt❡ ré❝✉rs✐♦♥ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❜✐❡♥ ♣✉✐sq✉❡

s♦✐t ❧✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ s♦✐t ✐❧ ❛ ❡①é❝✉té ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯✳

P♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛rr✐✈❡ s✉r ✉♥ ét❛t t❡r♠✐♥❛❧✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st é✈❛❧✉é✱ ♣✉✐s

t♦✉s s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❧❡ s♦♥t✱ ❡♥ r❡♠♦♥t❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬ét❛ts ♣❛r ❝❤❛î♥❛❣❡ ❛rr✐èr❡ ✭❝❡❝✐ s❡ ❢❛✐t

♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ E✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t

❡①❤❛✉st✐✈❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛tt❡✐♥ts ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉❡ ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❤❛q✉❡ ét❛t

♥✬❡st é✈❛❧✉é q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ ▼❉P✳ ❯♥

✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞♦✐t êtr❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❣é♥éré

❡t st♦❝❦é ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❞éq✉❛t❡ ✭✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦✉ ❧✐st❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡

❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❛✉ ❝❛rré✳

✺✳✷✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ♣❛r ♥✐✈❡❛✉①

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▼❛✐s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡①♣❧♦r❡r

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡t ❞❡ ❧❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥ér❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡

❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P❘❯ ♣❛r P❘❯ ♣✉✐s ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✳ ❖♥ ❣é♥èr❡ ❞♦♥❝ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts t♦✉t ❡♥t✐❡r✱ ♣✉✐s

♦♥ ❧✬é✈❛❧✉❡✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s ét❛ts t❡r♠✐♥❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣❛r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮✱ ❧❛ q✉❛s✐ t♦t❛❧✐té ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ét❛✐t ❣é♥éré❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

♦r❞r❡✳ ❈❡t ♦r❞r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s é❝♦♥♦♠✐❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♠✉❧t✐✲r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

P♦✉r ❣é♥ér❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ♥♦✉s ❧❡ ❞é❝♦✉♣♦♥s ❡♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ✿

à ❝❤❛q✉❡ P❘❯ p ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✐♥❞✐❝é ♣❛r p✳ P✉✐s ❞❛♥s ✉♥❡ P❘❯ ❞♦♥♥é❡✱

✸✻▲❛ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥r❡❣✐str❡r ❧❡s ét❛ts ❞é❥à r❡♥❝♦♥trés ❡t ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♥❡ ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡✉①

❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❝♦♥♥✉✳



✺✳✷✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✽✸

❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ [PRU1, . . . ,PRUP]

❘és✉❧t❛t ✿ π✱ valeur

S = ∅✶

❡✈❛❧✉❡❊t❛t ([r,Q, p, n]) ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✷

s✐ r < 0 ❝❛s ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❛❧♦rs✸

r❡t♦✉♥❡r 0✹

✜♥s✐✺

s✐ ([r,Q, p, n] ∈ S) ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s é✈❛❧✉❡r ❞❡✉① ❢♦✐s ✉♥ ét❛t ❛❧♦rs✻

r❡t♦✉♥❡r ✈❛❧❡✉r([r,Q, p, n])✼

✜♥s✐✽

S.❛❥♦✉t❡r([r,Q, p, n])✾

s✐ n == Np ❛❧♦rs✶✵

s✐ p == P ❛❧♦rs✶✶

valeur = Rp([r,Q, p, Np])✶✷

s✐♥♦♥✶✸

valeur = Rp([r,Q, p, Np]) + ❡✈❛❧✉❡❊t❛t([r, 0, p + 1, 0])✶✹

π([r,Q, p, n]) = M✶✺

✜♥s✐✶✻

s✐♥♦♥✶✼

valeurE =✶✽

max
1≤m≤Mp,n+1

( ∑

∆r≤r

Pr(∆r|mp,n+1,m)×
(
❡✈❛❧✉❡❊t❛t([r− ∆r,Q + Qp,n+1,m, p, n + 1])

))

s✐ p == P ❛❧♦rs✶✾

valeurM = 0✷✵

s✐♥♦♥✷✶

valeurM = ❡✈❛❧✉❡❊t❛t([r, 0, p + 1, 0])✷✷

✜♥s✐✷✸

π([r,Q, p, n]) = argmax
E,M

(valeurE, valeurM)
✷✹

valeur = max
E,M

(valeurE, valeurM)
✷✺

✜♥s✐✷✻

S([r,Q, p, Np]).✈❛❧❡✉r = valeur✷✼

r❡t♦✉r♥❡r valeur✷✽

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ét❛ts ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❖♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ét❛ts ♣❛r q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡✱ ❡t ♦♥ ❝ré❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧és✸✼ Qp,n ❞❡s

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s SQ,p,n = {s = [r,Q, p, n], r ∈ R}✳ ❈❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❣é♥érés ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t

❞❛♥s ✉♥❡ P❘❯ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢ ✻ q✉✐ tr♦✉✈❡ ♣❛r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés

❛❝❝✉♠✉❧é❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r p ❞♦♥♥é✱ ✐❧ tr♦✉✈❡ t♦✉t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (n,Q)

t❡❧ q✉❡ s = [r,Q, p, n] ❡st ✉♥ ét❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

❉♦♥♥é❡s ✿ ❈❧❡❢s ❂ ∅

❣❡♥❡r❡◆✐✈❡❛✉() ✿✶

❞é❜✉t✷

♣♦✉r p ∈ [0..P] ❢❛✐r❡✸

r❡❝✉rs✐❢●❡♥❡r❡◆✐✈❡❛✉(p, 0, 0)✹

✜♥♣♦✉r✺

✜♥✻

r❡❝✉rs✐❢●❡♥❡r❡◆✐✈❡❛✉(p, n,Q) ✿✼

❞é❜✉t✽

❈❧❡❢s[(p, n)]✳❛❥♦✉t❡(Q)✾

s✐ n < Np ❛❧♦rs✶✵

♣♦✉r m ∈ [0..Mp,n] ❢❛✐r❡✶✶

r❡❝✉rs✐❢●❡♥❡r❡◆✐✈❡❛✉(p, n+1,Q + Qm,p,n)✶✷

✜♥♣♦✉r✶✸

✜♥s✐✶✹

✜♥✶✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ✿ ●é♥èr❡r ❧❡s ❝❧❡❢s Qp,n ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❝❧❡❢s Qp,n ❞❡s SQ,p,n tr♦✉✈é❡s ♦♥ ❣é♥èr❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬ét❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱

❡t ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❛✐♥s✐ ❝réé ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❝❡✉① q✉✐ s❡ s✐t✉❡♥t

❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

ré❝♦♠♣❡♥s❡✳ ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯ q✉✐

s♦♥t é✈❛❧✉és ❣râ❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❥✉st❡ ❛✉✲❞❡ss✉s✱ q✉✐ ✈✐❡♥t

❥✉st❡♠❡♥t ❞✬êtr❡ é✈❛❧✉é✳ ❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯ s♦✐❡♥t

é✈❛❧✉és✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡♥❣❧♦❜❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s

ét❛ts ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯✱ ❡♥ ✜♥✐ss❛♥t

♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st é✈❛❧✉é ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛

♠✐ss✐♦♥✳

◆♦t❡ ✶ ✿ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s SQ,p,n s✉r R✱ ♣♦✉r êtr❡ sûrs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

✸✼❆tt❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ❣é♥èr❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❡❢s✱ ♣❛s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s à ❝❡ st❛❞❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳



✺✳✷✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✽✺

❉♦♥♥é❡s ✿ Q, p, n,S

❡✈❛❧✉❡◆✐✈❡❛✉(SQ,p,n) ✿✶

rmax = min(

P∑

p=p′

rmaxp , rD)
✷

♣♦✉r r ∈ [0..rmax] ❢❛✐r❡✸

s✐ n == Np ❛❧♦rs✹

s✐ p == P ❛❧♦rs✺

S[r,Q, p, n].✈❛❧❡✉r = R([r,Q, p, Np])✻

s✐♥♦♥✼

S[r,Q, p, n].✈❛❧❡✉r = R([r,Q, p, Np]) + S([r, 0, p + 1, 0]).✈❛❧❡✉r✽

✜♥s✐✾

s✐♥♦♥✶✵

vE = max
1≤m≤Mp,n+1

( ∑

∆r≤r

Pr(∆r|mp,n+1,m)× S[r− ∆r,Q + Qp,n+1,m, p, n + 1].✈❛❧❡✉r

)

✶✶

s✐ p == P ❛❧♦rs✶✷

vM = 0✶✸

s✐♥♦♥✶✹

vM = ✈❛❧❡✉r([r, 0, p + 1, 0])✶✺

✜♥s✐✶✻

v = max
E,M

(vE, vM)
✶✼

S[r,Q, p, n].✈❛❧❡✉r = v✶✽

✜♥s✐✶✾

✜♥♣♦✉r✷✵

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ✿ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❝♦♠♣t❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥✲

♥é❡ ❛✈❡❝ rD r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡r❛✐t ❝❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

s❡ ❧✐♠✐t❛♥t ❞❡ 0 à rD✳

◆♦t❡ ✷ ✿ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯P✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts à ❣é♥ér❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ SP,n,Q ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡

rmax
P

✸✽✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts ❝♦♠♣♦rt❛♥t ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❣é♥érés ✭♠ê♠❡ s✬✐❧

s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✮✱ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à V ([P, n,Q, rmax
P

]) ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉♣✲

♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❡①❝é❞❡♥t ✐♥✉t✐❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ ❝❤❛q✉❡

s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧❛ P❘❯P−1 à rmax
P

+rmax
P−1

ét❛ts✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ P❘❯p′ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱

✸✽◗✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ s✉✣t à ❝❡tt❡ P❘❯ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r à ❝♦✉♣ sûr ✉♥ rés✉❧t❛t ♠❛①✐♠❛❧✳



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

❡✈❛❧✉❡❚♦✉t❡sP❘❯❙ ✿✶

♣♦✉r p ∈ [P..0] ❢❛✐r❡✷

♣♦✉r n ∈ [Np..0] ❢❛✐r❡✸

♣♦✉r Q ∈ Qp,n ❢❛✐r❡✹

❡✈❛❧✉❡◆✐✈❡❛✉(SQ,p,n)✺

✜♥♣♦✉r✻

✜♥♣♦✉r✼

✜♥♣♦✉r✽

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ✿ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ P❘❯ ♣❛r P❘❯

❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ SQ,p,n à
P∑

p=p′

rmaxp ✳

◆♦t❡ ✸ ✿ ❧❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥♦t❡s ❝♦♠❜✐♥é❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛ts à ✿

|SQ,p,n| = min(

P∑

p=p′

rmaxp , rD) ✭✺✳✷✷✮

▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡

♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ❝ré❡r ❞❡s ét❛ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❛✈❡❝ rD

r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❡①♣❧♦r❡ ❡t

❝♦♥str✉✐t ❧❡s ét❛ts ♣❛s à ♣❛s ✜♥✐t ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✐✛èr❡ très ♣❡✉

❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡✳

✺✳✷✳✸ ■♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st st❛t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s r❛❥♦✉t❡r ❞❡ s✐t❡ à ❡①♣❧♦r❡r

s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ❞❡✈♦✐r r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ r♦❜♦t

q✉✐ é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r✱ ❡t ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s

✈♦✉❧♦♥s ✐♥té❣r❡r ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❛✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♣♦✉r

♣♦✉✈♦✐r ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✉ ❜♦♥ ♠♦♠❡♥t✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ♥✬❡st

♣❛s ✉t✐❧❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ P❘❯ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r

❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✵✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞✐ss♦❝✐❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ✭❡t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛

♠✐ss✐♦♥✱ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳



✺✳✸✳ ❙é♣❛r❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✽✼

✺✳✸ ❙é♣❛r❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s

❈❤❛♥❣❡♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡

✉♥ t♦✉t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉①

♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❡t ❧❡s ét❛ts ❞❡s P❘❯s

s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❖♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t ❞❡s ét❛ts ❞❡s P❘❯s q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❛♥s ❧❛

♠✐ss✐♦♥ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ✿ ✧✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♠❛✐s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳✧ ❡t q✉❡ ✧❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❞✉✐s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳✧✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❡✉t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✿ ✧P✉✐sq✉✬✐❧ ♠❡ r❡st❡ r r❡ss♦✉r❝❡s✱

q✉❡ ✈❛✐s✲❥❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❡t q✉❡ ✈❛✐s✲❥❡ ♣❡r❞r❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡♥ ♥✬é❝♦♥♦✲

♠✐s❛♥t ♣❛s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❥❡ ✈❛✐s ✉t✐❧✐s❡r t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ❄✧✳ ❖✉ ❡♥❝♦r❡ ✧❊st✲❝❡ ✈r❛✐♠❡♥t ✉t✐❧❡

❞❡ ❞é♣❡♥s❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❄✧✳

❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✺✳✾✱

♦ù ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♠❛① r❡✈✐❡♥t à ✧❱❛✉t✲✐❧ ♠✐❡✉① ❡①é❝✉t❡r ❡t ❞é♣❡♥s❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱

♦✉ é❝♦♥♦♠✐s❡r ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ♣❧✉s t❛r❞ ❄✧✱ ✧E ♦✉ M ❄✧✳

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❞ès à ♣rés❡♥t q✉✬❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣rés❡♥t ✲ ❢✉t✉r✱ ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r

♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s❡r❛ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✐s

❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ à ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ s❡r❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♥❡ ♣❧✉s ré❝♦♠♣❡♥s❡r ❧✬❛❣❡♥t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

R✱ ♠❛✐s r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡tt❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❞♦♥t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡

❝♦♥❝❡♣t✳

✺✳✸✳✶ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té

▲✬❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡ss❛②❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ❣❛✐♥ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ❆✉❝✉♥ ❣❛✐♥ ♥✬❡st ♦❜t❡♥✉ t❛♥t

q✉✬✉♥❡ P❘❯ ♥✬❡st ♣❛s t❡r♠✐♥é❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ q✉❡ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡ r♦❜♦t ❡st ❞♦♥♥é❡ ✈✐❛

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✳ ❊❧❧❡ ré❣✐t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✉ ✜♥❛❧ ❞❡

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✱

❡t ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛ss♦❝✐❡r à ❝❡t ét❛t✳

❈❤❛q✉❡ PRUp ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té Up(Q, r)✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊❧❧❡ ❞❡✈r❛ r❡s♣❡❝t❡r ❞❡✉① ❤②♣❤♦t❤ès❡s ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s ✿

∀Q ∈ R,∀r, r′ ∈ R, r < r′ ⇒ Up(Q, r) ≤ Up(Q, r′)



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

r − r
D B

r − r
D B

r − r
D B

ressources
restantes

ressources
restantes

ressources
restantes

QU(   , r) QU(   , r)QU(   , r)

Q Q Q

R R R0 00

(b) (c)(a)

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✿ Up(Q, r) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉♠✉❧é ✉♥❡ q✉❛❧✐té

Q ❞❛♥s ✉♥❡ P❘❯ s❛❝❤❛♥t q✉✬✐❧ r❡st❡ r r❡ss♦✉r❝❡s à ❧✬❛❣❡♥t✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s

✉t✐❧✐tés s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té Q ❡st ♦❜t❡♥✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭❛✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞❛t❡ ❜✉t♦✐r str✐❝t❡✱ s✐

❧✬❛❣❡♥t ❛ ❝♦♥s♦♠♠é ♣❧✉s ❞❡ rB r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡ ♠♦✐♥s ❞❡ rD− rB r❡ss♦✉r❝❡s✱

❧❛ P❘❯ ♥❡ ❧✉✐ r❛♣♣♦rt❡ ♣❧✉s r✐❡♥✱ s✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ ❧✉✐ r❛♣♣♦rt❡ Q✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✭❜✮ ❡t ✭❝✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❜✉t♦✐r ❡st ♣é♥❛❧✐sé✱ ♠❛✐s

♠♦✐♥s ❢♦rt❡♠❡♥t q✉✬❡♥ ✭❛✮✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ✜♥✐r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧é❣❡r r❡t❛r❞ ❡t ❞❡

tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ✿

∀r ∈ R,∀Q,Q′ ∈ R,Q < Q′ ⇒ Up(Q, r) ≤ Up(Q
′, r)

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ♣❡r♠❡t✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡

❞❛t❡ ❜✉t♦✐r rB ❛♣rès ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥✬❛✉r❛ ♣❧✉s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t

❞✐s♣♦s❡ ❛✉ ❞é♣❛rt ❞❡ rD ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝ré❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té q✉✐ ✈❛✉t Q t❛♥t

q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à rD − rB ❡t 0 s✐♥♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✼✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐

✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❞é❝r♦✐ss❡♥t ♠♦✐♥s ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡s❝❛❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ s✉r

❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✼✳❜ ♦✉ ✺✳✼✳❝✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ q✉✐ r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡✱ ✈❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ P❘❯✱

❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❆✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡

q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s

❧❡s P❘❯s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❝ré❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té

s♣é❝✐✜q✉❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❧✬✉t✐❧✐té ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❣❛❣♥❡ ❡♥ ❞é♣❡♥s❛♥t ❧♦❝❛✲

❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠♦✐♥s ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡r❞ ❡♥ ♥✬é❝♦♥♦♠✐s❛♥t ♣❛s ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♥s♦♠♠é✳

▲❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✱ ✉t✐❧✐sé ❛st✉❝✐❡✉s❡♠❡♥t ♣❛r ❆✳■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t



✺✳✸✳ ❙é♣❛r❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✽✾

♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

✺✳✸✳✷ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✳

❊♥ é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❧❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ❝❤♦s❡ ❡st✐♠é ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦♣♣♦rt✉♥✐tés

♥♦♥ ré❛❧✐sé❡s ✭❡t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ êtr❡s r❡t✐rés ❞❡ ❝❡s ♦♣♣♦rt✉♥✐tés✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♦♣t✐♦♥ ♥♦♥ ré❛❧✐sé❡✳ P❧✉s tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s

❛✉①q✉❡❧s ♦♥ r❡♥♦♥❝❡ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ✉♥ ✉s❛❣❡ ❞♦♥♥é✳

❖♥ ♥♦t❡ V ∗
p ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré R → R q✉✐ ✈❛✉t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡

s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts S0,p,0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ●❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧ ✿ ❖♥ ♥♦t❡ V ∗
p ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r

✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s P❘❯s [p, . . . ,P] ✿

∀r ∈ R, V ∗
p (r) = V ∗([r, 0, p, 0])

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯ p✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ V ∗
p+1

(r)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s

r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✺ à ✺✳✽ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té q✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ P❘❯ p s❡r❛ ❛❧♦rs ❧✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ P❘❯ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ❯t✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ✿

Up(Q, r) = R([r,Q, p, Np]) + V ∗
p+1(r) ✭✺✳✷✸✮

❖✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ✿

Up(Q, r) = Q + V ∗
p+1(r)

▲❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t t❛♥t q✉✬✉♥❡ P❘❯ ♥✬❡st ♣❛s t❡r♠✐♥é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❛♥t

❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉✱ r❡st❡ ♥✉❧❧❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ str✐❝t❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ❡t ❧❡s

éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✺ à ✺✳✽✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐té s❡r❛ ❧❛ ♠ê♠❡✱ ❞♦♥❝

♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s sé♣❛ré ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

◆♦tr❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ sé♣❛ré ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭♦♣t✐♠❛❧❡✮ s✉r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❧✐é à t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s

❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ P❘❯ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✳



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st très r❛♣✐❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ P❘❯✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡

ét❛♣❡ ♣r❡♥❞ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 8 q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r

❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s P❘❯0 ❧❛ P❘❯ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈❛ ❡①é❝✉t❡r ❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ✭❡t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✮✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❛ P❘❯0✱ ❧✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥

❝❡rt❛✐♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ rD✳

▲❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é OC r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❛✉r❛✐t ♣✉ ❡s♣ér❡r ❣❛❣♥❡r ❞❛♥s

❧❡ ❢✉t✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ V ∗
1 (rD) ✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ q✉✬✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ❡s♣ér❡r ❣❛❣♥❡r s✬✐❧ ❞é♣❡♥s❡ ∆r

r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❛ P❘❯0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ V ∗
1 (rD −∆r)✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

s❡ ♥♦t❡ V ∗
1 ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ P❘❯0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ❈♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ✿

OC(rD,∆r) = V ∗
1 (rD)− V ∗

1 (rD −∆r) ✭✺✳✷✹✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té U′
0(Q, r|rD) q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛✲

s✐♦♥♥é✱ ❡t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❞é♣❛rt rD✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té U′
0(Q, r) ✿

U′
0(Q, r|rD) = R([r,Q, p, Np])−OC(rD, rD − r) ✭✺✳✷✺✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ à ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣é♥❛❧✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❡r

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té q✉✐ ét❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t

é❣❛❧❡ à ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❜r✉t❡ ✿ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡✈✐❡♥t

♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧♦❝❛❧ à ❧❛ P❘❯0✱ ❡t t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s q✉❛❧✐té✴r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❜✐❡♥ ♠✐s❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té U′
0(Q, r|rD) ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✵❪✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

♣rès✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱

❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é s❡r❛ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ �

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✱ ♥♦✉s

é✈❛❧✉♦♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❡t ♥♦✉s ❧✉✐ ❛✛❡❝t♦♥s ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❙✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s

q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ P❘❯0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré❡ V ∗
1 ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❧♦❝❛❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛✉ss✐ r❛♣✐❞❡✳



✺✳✹✳ ❇✐❧❛♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✾✶

✺✳✹ ❇✐❧❛♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡st ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t

✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ✿

✕ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉① ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s

✕ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s à ❡①é❝✉t❡r✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❝❡rt❛✐♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t

r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❧♦♥❣✉❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✭P❘❯✱ ♥✐✈❡❛✉✱ q✉❛❧✐té✱

r❡ss♦✉r❝❡✮ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ✈✐❡♥t à

❛✉❣♠❡♥t❡r✳

▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣rés❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❢✉t✉r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡

♥❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❢✉t✉rs ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❝❡✉①

q✉✐ s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ 0 ❞❡ ❧❛ P❘❯ s✉✐✈❛♥t❡

♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❖♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡

✐♠♠é❞✐❛t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ P❘❯ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té

♦❜t❡♥✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s✳

▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦s❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t

❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❡ ✧❞✐✈✐s❡r ♣♦✉r ré❣♥❡r✧ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é❣❛♥t❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞✐✈✐sé

❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿

✶✳ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭❧❡ ❢✉t✉r✮✱

✷✳ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ✭❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❡①é❝✉t❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✮ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t

❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭❧❡ ♣rés❡♥t✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✐♥s✐ ❞✐✈✐sé ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ à ❝❡ q✉✐

à ❞é❥à été ❢❛✐t ✿ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♠♣ré✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♦❜❧✐❣❡❛♥t à r❡❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡

♣❧❛♥ ❡①✐st❛♥t ❞❡✈✐❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ✿ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❢✉t✉r✱ ❡t s✐ ♥♦✉s ré✉ss✐ss♦♥s à ❡st✐♠❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✮✱ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ♥♦♥

♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❣é♥ér❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♠♣ré✈✉✳ ▼❛✐s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥

♦♣t✐♠❛❧ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s s✐ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣✉r❡♠❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ② ❛tt❡❧♦♥s

❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✼ ❡t 8✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ t❡❧ q✉❡

❧✬❛✈❛✐❡♥t ♣❡♥sé ❆✳■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✳ ❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ s❡ ♣rêt❡ ❜✐❡♥ à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

♣❧❛♥ét❛✐r❡ ❡t à ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥

❡①♣❡rt s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛ ♣♦♥❞ér❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ❛tt❡♥❞ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❡t

❣ér❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s

♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛s à ♣❛s✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ♥✐✈❡❛✉①✱ ❡t ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 9✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜✲

t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❛✛❡❝té❡ ❛✉ r♦❜♦t✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t

❧♦♥❣✉❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❝❛r s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ q✉✐ ❧✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡

❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡ ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s t❡♥t❡r♦♥s ❞✬❡st✐♠❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ♦❜t❡♥✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❧♦❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣♦✉rr❛ s❡r✈✐r ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♠♣ré✈✉s ❞❛♥s

❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♦❜❧✐❣❡r❛✐t ❧❡ r♦❜♦t à ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ♠✐ss✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❯♥ r♦❜♦t é✈♦❧✉❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ✿

❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s s❡s ❜❛tt❡r✐❡s✱ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ré❝♦❧té❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s

✐♠♣❛rt✐ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❡s r♦❜♦ts ♠❛rt✐❡♥s ❛❝t✉❡❧s ✭❙♣✐r✐t ❡t ❖♣♣♦rt✉♥✐t②✮ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s

q✉✐ ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❡ r❡❝❤❛r❣❡r ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❧✉ q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦✐❡♥t r❡❝♦✉✈❡rts

❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s s♦✐t ❢❛✐❜❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♥✉✐t✳ ■❧ ❢❛✉t

❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s tr❛✐t❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆✳■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞✬✉♥❡

r❡ss♦✉r❝❡✱ ❧❡ t❡♠♣s✳ ▼❛✐s ✐❧ ❧❛✐ss❡ ♣♦✉rt❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ét❡♥❞✉ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡♥

② ✐♥té❣r❛♥t ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛

♠✐ss✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡✉✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❡st

❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ❡t ❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ▲✬✐♥✲

tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛♣♣♦rt❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡

✓ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✔ ✭✓ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐t② ✔ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

❡st r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪✳ ▲❡ t❡♠♣s ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s

♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥é❝❡s✲

s❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬ét❛t✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞❛♣té ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s

♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

◆♦tr❡ ❛♣♣♦rt ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿

✾✸



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

✶✳ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❡s P❘❯s ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡

♠✉❧t✐♣❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱

✷✳ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts

♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉

à ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❬▲❡ ●❧♦❛♥♥❡❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ▲❡ ●❧♦❛♥♥❡❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❜❪✳

✻✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❡♥❞✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ❛♣♣♦rt ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ à ♣❧✉s✐❡✉rs

r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❝❡ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡t ❞❡s ♠♦❞✐✲

✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ✿

✕ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱

✕ ❧❡s ✉♥✐tés ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱

✕ ❧❡ ▼❉P ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ét❛ts✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❞❛♣tés ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡

❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳

✻✳✶✳✶ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❛♠❜✐t✐♦♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✱ ♣♦✉r q✉❡

❧❡ r♦❜♦t ❡①♣❧♦r❛t❡✉r ❛✉t♦♥♦♠❡ ♣✉✐ss❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ✭t❡♠♣s✱

é♥❡r❣✐❡✱ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t❝ ✳✳✳✮✳

◆♦tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦tr❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✉♥✐q✉❡ r ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s r = (r1, . . . , rω, . . . , rΩ) ♦ù ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ rω ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❡t s♦♥

♠♦♥t❛♥t ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♥♦té rDω✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t

❡♥ ré❛❧✐té ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❡r✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s R ❞❡✈✐❡♥t q✉❛♥t à ❧✉✐ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥
Ω⊗

ω=1

(
Rω

)
✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ s✉r R ✓ ≺ ✔✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦✉s

✐♥❞✐q✉❡ s✐ ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ❖r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♥✲✉♣❧❡ts ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ra ❡t rb✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ≺ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❡♥tr❡

❝❡s ❞❡✉① ♥✲✉♣❧❡ts ❝♦♠♠❡ ✿

∀ω, raω ≤ rbω ❡t ∃ω′, raω′ < rbω′ ❛❧♦rs ra ≺ rb.



✻✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❡♥❞✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ✾✺

∀ω, raω ≤ rbω ❛❧♦rs ra � rb.

✻✳✶✳✷ ❘❡ss♦✉r❝❡s ❜♦r♥é❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s

❡t ❜♦r♥é❡s ✿ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ r♦❜♦t ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦♥t❛♥t

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s rD✱ ❡t ♠♦❞✉❧❡ ❛♣rès ♠♦❞✉❧❡✱ ♥✐✈❡❛✉ ❛♣rès ♥✐✈❡❛✉✱ P❘❯ ❛♣rès P❘❯✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té

❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ rω ❞✐♠✐♥✉❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡

r❡ss♦✉r❝❡ rω ❡st ❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ Rω ❡♥tr❡ rDω ❡t 0✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞ès à ♣rés❡♥t

❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥❢♦♥❞❛♥t Rω ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0 . . . rDω]✳

∀ω ∈ [1, . . . ,Ω], Rω = [0, . . . , rDω] ✭✻✳✶✮

✻✳✶✳✸ ●r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡s

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣♦✉rr❛ ♣r❡♥❞r❡ ❝❤❛q✉❡ rω s✉r Rω ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té q✉❡ ♥♦✉s

❞♦♥♥♦♥s à ❝❡tt❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ P❧✉s ❧❡ ❣r❛✐♥ s❡r❛ ✜♥✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛✉r❛ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡

r❡ss♦✉r❝❡✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Rω t❡♥❞r❛ ✈❡rs ❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s Γω ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ Rω q✉✐

r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣♦✉rr❛ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ rω s✉r Rω✳

P♦✉r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r❡ ♣♦✉r

❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❞♦♥❝ 3600 s❡❝♦♥❞❡s ♦✉ 60 ♠✐♥✉t❡s✱ s✐ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡

❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡ ✭Γt = 60✮✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ♠✐♥✉t❡✱ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉

t❡♠♣s r❡st❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s❡ ❢❡r❛ à ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s

✉♥❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ Γt = 3600✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡

♣rès✳

◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❛✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞✉ r♦❜♦t✱ ♠✐❡✉① à ♠ê♠❡ ❞❡ s❛✈♦✐r à

q✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ s❡ s✐t✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞♦♥❝

❧❡s Γω ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s rD✳

✻✳✶✳✹ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡ss♦✉r❝❡s

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❥♦✐♥t❡✳ ▲❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛✲

t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉r ❝❡tt❡ ré❣✉❧❛r✐té✳



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s
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0 1
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❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✐s❝rét✐sé❡✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞é♣❡♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉✲

s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✐❧❧✉stré ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s ✭R1✮✱ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭R2✮

❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞♦♥♥é ✭❞✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ✓ r❛♠❛ss❡r ✉♥❡ r♦❝❤❡ ✔✮✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱

❡♥ r❛♠❛ss❛♥t ✉♥❡ r♦❝❤❡✱ ❧❡ r♦❜♦t à ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 0, 1 ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❡r 5 ✉♥✐tés ❞❡

t❡♠♣s ❡t 1 ✉♥✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❥♦✐♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ✿

✐❝✐✱ ❝✬❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à 1✳

✻✳✶✳✺ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s P❘❯s

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ P❘❯ r❡st❡ ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❈❤❛q✉❡ P❘❯ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❡t

❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡st s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ♠♦❞✉❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t

❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ■❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ q✉❛❧✐té ♠♦♥♦ ❝r✐tèr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st

♠♦❞✐✜é❡✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Prp,n,m

: R → [0, 1] r❛tt❛❝❤é❡ à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ mp,n,m ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ R =
Ω⊗

ω=1

(
Rω

)
✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Pr✳

✻✳✷ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡s✲

s♦✉r❝❡ ✭✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❧❡ t❡♠♣s✮ ❞❛♥s ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é

♣❛r ❝❡tt❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡

❝♦♥trô❧é❡s✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s sé♣❛r♦♥s ✿

✕ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✮ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯✱



✻✳✷✳ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ✾✼

✕ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é✳ ▲❡s ❞❡✉①

❝❛❧❝✉❧s s❡ ❜❛s❡♥t t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❞❡

▼❛r❦♦✈✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳

✻✳✷✳✶ ▲❡ ▼❉P ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

▲❡ ▼❉P q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❡①é❝✉t❡r ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ❧♦rs ❞❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥

❡st ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t

{S,A,Pr,R}✳

▲❡s ét❛ts

▲❛ r❡ss♦✉r❝❡ s✐♠♣❧❡ r ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r✳ ◆♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛

❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t✱ ❞♦♥❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳

▲✬❛❣❡♥t ❛tt❡✐♥t ✉♥ ét❛t ❞✬é❝❤❡❝ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲✬é♣✉✐s❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ s✉✣t à ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ✉♥ é❝❤❡❝✳

❉♦♥❝ ✿

∃ω ∈ [1, . . . ,Ω], rω < 0⇔ s = sechec ✭✻✳✷✮

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ✿ S = {[r,Q, p, n], r ∈ R} ∪ {sechec}

▲❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡

▲❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ E ❡t M✱ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ M r❡st❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ E r❡st❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ▲✬❛❣❡♥t r❡ç♦✐t s❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é t♦✉t❡ ✉♥❡ P❘❯✳ ❈❡tt❡

ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ P❘❯✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡①é❝✉tés✳

✻✳✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✉é❡s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬ét❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ✿

|R| =
Ω∏

ω=1

(
Γω

)
✭✻✳✸✮



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

❉♦♥❝ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡❝✐ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✻✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts S t♦t❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✿

|S| ≤
Ω∏

ω=1

(
Γω

)

︸ ︷︷ ︸
❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s

×

( P∑

p=1

(
1 +

Np∑

n=1

n∏

n′=1

|Mp,n′ |
))

︸ ︷︷ ︸
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❞✬✁ét❛ts SQ,p,n

✭✻✳✹✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t r❡st❡r à ❧✬❛❣❡♥t

❛♣rès ✉♥ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛♣rès

❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ✭+1 ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ 0✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts SQ,p,n✱ ❝❡❝✐

s♦♠♠é s✉r t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✈❛ ❞♦♥❝ ❞é♣❡♥❞r❡ ✿

✕ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s Ω✱

✕ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ Γω✱

✕ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✱

✕ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❡t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ P❘❯✳

▲❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✈❛ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ t❡♠♣s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ 2 s❡❝♦♥❞❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

s❡r❛ ❞❡✉① ❢♦✐s ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞ q✉✬❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s❡❝♦♥❞❡✳

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛r 2✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❡✈✐❡♥t 2Ω ❢♦✐s ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ q✉✬✐❧ ② ❛ C s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts

SQ,p,n ❞❛♥s ❝❡s P❘❯s ❡t q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s rmax
P ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ P❘❯✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡

♣r❡♠✐èr❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

|S| ≤ P.
(
P.rmaxP︸ ︷︷ ︸
rmax

mission

)Ω
= PΩ+1.

(
rmaxP

)Ω
.C ✭✻✳✺✮

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐✛é✲

r❡♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✺✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ré❞✉✐r❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✺✳✶✽ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣♦✉rr❛

♣❛s ❝♦♥s♦♠♠❡r ♣❧✉s q✉❡ rmax
P ✱ rmax

P = (rmax
1P , . . . , rmax

ωP , . . . , rmax
ΩP )✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣r✐s❡

sé♣❛ré♠❡♥t rω ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é♣❡♥s❡r ♣❧✉s q✉❡ rmax
ωP ✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ✿



✻✳✷✳ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ✾✾

∀r = (r1, . . . , rω, . . . , rΩ), ∀ω, rω > rmax
ωP ,

V ([(r1, . . . , rω, . . . , rΩ),Q, p, n]) = V ([(r1, . . . , r
max
ωP , . . . , rΩ),Q, p, n])

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯P q✉❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞♦♥t ✉♥❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞é♣❛ss❡ ❧❡

♠♦♥t❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡✛❡❝t✉❡r s❡r♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ♦ù ❝❡tt❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ♣rés❡♥t❡

❡♥ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣r✐♠❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

∀ω, [(r1, . . . , rω > rmax
ωP , . . . , rΩ),Q, p, n] = [(r1, . . . , r

max
ωP , . . . , rΩ),Q, p, n]

❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ P❘❯P s♦♥t ❜♦r♥és ♣❛r ❧❡ ♥✲✉♣❧❡t rmax
P ✳ ❉❡

❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t ❛rr✐✈❡ à ❧❛ P❘❯ ❞✬✐♥❞✐❝❡ p < P✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✐❧ ♣♦✉rr❛ ❞é♣❡♥s❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s❡r❛ ✐♥❢ér✐❡✉r à rmaxp +rmaxp+1+· · ·+rmaxP ✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞✬✉♥❡ P❘❯p q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜♦r♥é ♣❛r ✿

|Sp| ≤

(( Ω∏

ω=1

P∑

p′=p

rmaxωp′

)
×

(
1 +

Np∑

n=1

n∏

n′=1

|Mp,n′ |
))

❊t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ✿

|S| ≤
P∑

p=1

(( Ω∏

ω=1

P∑

p′=p

rmaxωp′

)
×

(
1 +

Np∑

n=1

n∏

n′=1

|Mp,n′ |
))

✭✻✳✻✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❡t q✉❡

❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♦♥t t♦✉t❡s ❧❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

|S| ≤
( P∑

p=1

pΩ
)
.
(
rmaxP

)Ω
.C,

♦ù C ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts SQ,P,n ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ P❘❯✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ♣❧✉s ✜♥❡

q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✻✳✺✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ♥♦✉s ❞✐✈✐s✐♦♥s ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

♣❛r ❞❡✉①✱ ✐❝✐✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡✳ P♦✉r 2 r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st

❞❡ 66% ❀ ♣♦✉r 3 r❡ss♦✉r❝❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 75% ❞✬ét❛ts ❡♥ ♠♦✐♥s✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s

✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

✻✳✷✳✸ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥trô❧❡r

❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛ ❞é❥à

été ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ q✉✐

❡♥ ❞é♣❡♥❞✱ ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✱ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s r❡st❛♥t❡s ✿

∀Q ∈ R,∀r, r′ ∈ R, r ≺ r′ ⇒ Up(Q, r) ≤ Up(Q, r′) ✭✻✳✼✮

●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ ❞é✜♥✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❝❛❧❝✉❧❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✸✾ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡st❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ P❘❯

❧♦❝❛❧❡ r❡st❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♠ê♠❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❛ ❞é❥à été

❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♥♦✉s ♥✬❡①♣♦s♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P❘❯s

r❡st❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s❡r❛ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

◆♦✉s r❡❞♦♥♥♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✿

V ([r,Q, p, Np]) = U(Q, r) ✭✻✳✽✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❛✈❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①

s✉♣ér✐❡✉rs✱ ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦❞✉❧❡✳

VE([r,Q, p, n]) = max
m

EV (Em, [r,Q, p, n]) ✭✻✳✾✮

♦✉ EV ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

EV (Em, [r,Q, p, n]) =
∑

Q′,∆r>r

Prp,n+1,m((Q
′,∆r)|Q)× V (sechec)

︸ ︷︷ ︸

+
∑

Q′,∆r≤r

Prp,n+1,m((Q
′,∆r)|Q)× V ([r−∆r,Q + Q′, p, n + 1])

︸ ︷︷ ︸
❙✐ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st é♣✉✐sé❡ ❙✐ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ❡①é❝✉té

✸✾▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✵✶

P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r

❧✬❛❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ P❘❯ M ✿

VM([r,Q, p, n]) = U(Q, r) ✭✻✳✶✵✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✱

❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳

V ([r,Q, p, n]) = max(VM, VE) ✭✻✳✶✶✮

✻✳✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✭✺ ❡t ✼✮ ✈✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t

♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭s❛✉❢ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✮ ❛✜♥

❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛♣♣❛r❛ît ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛ts ❢❛✐t ❝r♦îtr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛❞❛♣té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛✈❡❝ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

✻✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s

♠✉❧t✐♣❧❡s

◆♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❡♥❞✉ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❝r♦ît

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t ❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ PRU

❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐♥✐t✐❛✉① ✭✺ ❡t ✼✮ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t✹✵

q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ P❘❯s✱ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡✉① à tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❡t

❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛♥t ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❀ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿

✶✳ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s ❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱

✹✵❱♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✿ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

✷✳ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳

▲❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ✈✐❛ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢ ét❡♥❞✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛ts ❡t s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

▲❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥❡ s✉✐✈❡♥t ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ♥♦s

rés✉❧t❛ts ❞❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❧✉s✐❡✉rs ✐❞é❡s q✉✐ ♥♦✉s

♦♥t ♠❡♥é à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✜♥❛❧ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸

♣❛❣❡ ✶✵✾✳ ◆♦tr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛❣ré❣❡r ❧✬❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❝♦♥tr❡❝❛rr❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t

❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❡ss❛②❡r ❞✬❛❣ré❣❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❢♦rt❡ ✭rés✉❧t❛ts ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❬▲❡ ●❧♦❛♥♥❡❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ▲❡ ●❧♦❛♥♥❡❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❜❪✮ ♣rés❡♥té❡ ❡♥

✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♥✬❛♣♣♦rt❛✐t ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✱ ❡t ♥♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛❜❛♥❞♦♥♥é ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣♦s❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t été ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❜❛s✐q✉❡✳ ❯♥ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛❞❛♣té à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛ été ❛❞♦♣té ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ré✉t✐❧✐s❡r ❝❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs

♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❣ré❣é❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❡t s❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳

✻✳✸✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❧❛ssé ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❡①♣❧♦✐t❡r

❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛❞❛♣té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱

❡t ❝❡rt❛✐♥❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t à ❝❡tt❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✳

❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

❙✉r ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s

r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ❞♦♥♥é❡ ❡t à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é✳

Pr♦♣r✐été ✶

ra ≺ rb ⇒ V ([ra,Q, p, n]) < V ([rb,Q, p, n])

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ U ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✵✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s

é♥♦♥❝❡r ♥♦s éq✉❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❊❧❧❡s r❡st❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s à

♣❧✉s ❞❡ 2 r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✳

❘❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐t❛♥t❡ ❡t ♣❛❧✐❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣éré ❞❡s ♣❛❧✐❡rs ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛ts SQ,p,n ❞♦♥♥é✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛❧✐❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞✉❡ à ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡

❧✐♠✐t❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ q✉❛♥t✐té ✐♥s✉✣s❛♥t❡✳

❆✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞❡✉① s❡✉✐❧s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✱ t❛♥t q✉✬✉♥❡ ❞❡s

❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t❡ ❡♥ q✉❛♥t✐té s✉✣s❛♥t❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r st❛❣♥❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❙✐ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s 4 s❡❝♦♥❞❡s ❡t 8 ✉♥✐tés ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r r❛♠❛ss❡r ✉♥❡ r♦❝❤❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t

❞✐s♣♦s❡ ❞❡ 3 s❡❝♦♥❞❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♥✬② ❝❤❛♥❣❡r❛ r✐❡♥ ✿ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st

✐♥✜♥✐❡✱ ❧✬❛❣❡♥t ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❛❣✐t ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡

❝r✐t✐q✉❡✱ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳

◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ❞❛♥s ❧❡s r❡♠❛rq✉❡ss s✉✐✈❛♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s

❡①♣❧♦✐t♦♥s ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞♦♥♥é✳

❘❡♠❛rq✉❡

∀(r1, r2) ∈ R,∀Q, p, n, 0 ≤ V ([(r1, r2),Q, p, n]) ≤ V ([(r1,+∞),Q, p, n])

∀(r1, r2) ∈ R,∀Q, p, n, 0 ≤ V ([(r1, r2),Q, p, n]) ≤ V ([(+∞, r2),Q, p, n])

❖ù +∞ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭❞❡ t②♣❡ 1 ♦✉ 2✮✳ ▼❛✐s✱

♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té r1 ❞♦♥♥é❡✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r V ([(r1,+∞),Q, p, n]) ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡

q✉❛♥t✐té r2 ❛❧❧♦✉é❡✳ r1 ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ❡t ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧❛ ❝❤♦s❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❘❡♠❛rq✉❡

∀Q, p, n,∀r1 ∈ R1,∃r2 ∈ R2 t❡❧ q✉❡ V ([(r1, r2),Q, p, n]) = V ([(r1,+∞),Q, p, n]),

⇒ ∀r′2 ≥ r2, V ([(r1, r
′
2),Q, p, n]) = V ([(r1,+∞),Q, p, n])

∀Q, p, n,∀r2 ∈ R2,∃r1 ∈ R1 t❡❧ q✉❡ V ([(r1, r2),Q, p, n]) = V ([(+∞, r2),Q, p, n]),

⇒ ∀r′1 ≥ r1, V ([(r′1, r2),Q, p, n]) = V ([(+∞, r2),Q, p, n])

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t é❣❛❧❡s ❢♦r♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♣❛❧✐❡rs✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❝❡s ♣❛❧✐❡rs s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛①✐♠❛❧ à ❝♦♥s♦♠♠❡r ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s s♦✉s ❡s♣❛❝❡s

❞✬ét❛ts SQ,p,n ❞✬✉♥❡ P❘❯p ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ P ✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s rmaxQ,p,n =

P∑

p=p′

rmaxp ✳ ■❧ ❡①✐st❡



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

Vmax

Valeur
limitée 
par r2

{
ressource

ressource

2

1

palier

V ([ ]),,r ,

fixés

npQ

0 0

80
40

0

100

80

60

40

20

20
40

60
80

100
120

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ P❛❧✐❡rs s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ n ❞✬✉♥❡ P❘❯

p ❞♦♥♥é❡ à Q ✜①é❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❛s❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

ét❛♥t ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡✱ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ♦r❞♦♥♥é❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s

❝❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛❧✐❡rs ✭❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ✈♦♥t ✈❡rs ❧❛

❞r♦✐t❡ ♦✉ ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✮✳ ❈❡s ♣❛❧✐❡rs s♦♥t ❞ûs à ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐t❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té

s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛

r❡ss♦✉r❝❡ r1 ♥✬✐♥t❡r✈❡♥❛✐t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭♦♥ ❧❛ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡✮✱ ❞♦♥❝ q✉❡

s❡✉❧❡ r2 ✈❛r✐❡✳

é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛①✐♠❛❧❡ à ❝♦♥s♦♠♠❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

rmaxQ,p,n,1 =

P∑

p=p′

rmaxp,1 ❡t rmaxQ,p,n,2 =

P∑

p=p′

rmaxp,2 ✳ ❊♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∀Q, p, n,∀r1 ∈ R1, V ([(r1,+∞),Q, p, n]) = V ([(r1, r
max
Q,p,n,2),Q, p, n, ])

∀Q, p, n,∀r2 ∈ R2, V ([(+∞, r2),Q, p, n, ]) = V ([(rmaxQ,p,n,1, r2),Q, p, n, ])

◆♦t❛t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s V1 : R1 → R t❡❧❧❡ q✉❡ ∀r1 ∈ R1, V1(r1) = V ([(r1,+∞),Q, p, n])✳ ❉❡

❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❡♥ ✐♥❞✐❝❡

❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ✈❛r✐❡♥t✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡s ✭♦✉ ♠❛①✐♠❛❧❡s✮ ✿



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✵✺

∀Q, p, n,∀(r1, . . . , rω, . . . , rΩ) ∈ R, V1([r1,Q, p, n]) = V ([(r1,+∞, . . . ,+∞),Q, p, n])

∀Q, p, n,∀(r1, . . . , rω, . . . , rΩ) ∈ R, V1,ω([(r1, rω),Q, p, n]) = V ([(r1 , . . .︸︷︷︸, rω, . . . ,+∞︸ ︷︷ ︸),Q, p, n])

+∞ +∞

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐t❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s à tr♦✐s

r❡ss♦✉r❝❡s ✹✶✱ ❡t ♥♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❧❡ s♦✐♥ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à n r❡ss♦✉r❝❡s✳

∀(r1, r2, r3) ∈ R, V ([(r1, r2, r3)]) ≤






V1,2([(r1, r2)]) ≤

{
V1([(r1)])

V2([(r2)])

V2,3([(r2, r3)]) ≤

{
V2([(r2)])

V3([(r3)])

V1,3([(r1, r3)]) ≤

{
V1([(r1)])

V3([(r3)])

P♦✉r ❜♦r♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝

n ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n− 1✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ét❛♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s

❜♦r♥é❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 2 ❡t❝✳✳✳ ❆✉

✜♥❛❧✱ ♣♦✉r ❜♦r♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r R ✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞é✜♥✐❡ s✉r ❝❤❛q✉❡

é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s R✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r ♣✉✐s ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r

♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳

✻✳✸✳✷ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ P❘❯s ♣r❡♥❛♥t

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s s❡ ❜❛s❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❡s ✿

✕ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✭❝❡❧❧❡s q✉✐

♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✮✱

✕ tr♦✉✈❡r ✉♥ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛❞éq✉❛t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛✜♥ ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡s ❜♦r♥❡s✱

✕ é✈✐t❡r ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts ❡t é✈✐t❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡rt❛✐♥s ✓ ❇❡❧❧♠❛♥ ❇❛❝❦✉♣ ✔ ✹✷✳

▲❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛❞éq✉❛t

P♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✿
✹✶◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ Q, p, n s♦♥t ✜①és ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳
✹✷▲❡ ✓ ❇❡❧❧♠❛♥ ❇❛❝❦✉♣ ✔ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬② ❛rr✐✈❡r✳



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s
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❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ P❛r❝♦✉rs ❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ❞❡✉① ♣❛r❝♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥s✳ ▲❡ s❡♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s✱ ❡t ❧❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs s♦♥t

♥✉♠ér♦té❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳❛✱ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ♦♥ ♣❛r❝♦✉rt

✉♥❡ ❧✐❣♥❡✱ ♣✉✐s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✸✳❜✮ ❡st ✉♥ ♣❛r✲

❝♦✉rs ❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡✱ ♣✉✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❡t

♦♥ ❞é❝❛❧❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✭❝❛s❡ 10✮✱ ♣✉✐s ♦♥ ♣❛r❝♦✉rt ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ♣r✐✈é❡

❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣r✐✈é❡ ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❡t❝✳✳✳

✶✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❡❢ ♥✐✈❡❛✉ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✮✱

✷✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✮✱

✸✳ ❧❡ t♦✉t ❡♥❣❧♦❜é ❞❛♥s ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ✐tér❛t✐❢ ✐♥✈❡rsé ❞❡s P❘❯s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✮✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱

❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ str✐❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐t❛♥t❡s✮ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❛❧✐❡rs ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ SQ,p,n ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❝❡t ❡s♣❛❝❡ s❡❧♦♥ s❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱

❝♦♠♠❡ ❧❡ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛rrêt❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts

❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥❡ ✭♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡✮ ❞ès q✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ♠♦♥tré ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳

❇♦r♥❡r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♠❛①✐♠❛ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥t

♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ét❛ts ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❥✉st❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳✵✳



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✵✼
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❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

SQ,p,n✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✳❛✮ ♥♦✉s ❜♦r♥♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t

V1(r1) = V ([(r1,+∞),Q, p, n]) ❡t V2(r2) = V ([(+∞, r2, ),Q, p, n])✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❡s ét❛ts

✉♥ ♣❛r ✉♥ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✳❜✮ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❉ès q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞✬✉♥ ét❛t ❡st é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ V1 ♦✉ ❞❡ V2 ✭s❡❧♦♥ ❧❡ s❡♥s ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs s✉✐✈✐✮ ♦♥ st♦♣♣❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts ❞✉ ♣❛❧✐❡r ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✳❝✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

à ✓ ♠♦♥t❡r ✔ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✳❞✮✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t V1 : R1 → R t❡❧❧❡ q✉❡ ∀r1 ∈ R1, V1(r1) = V ([(r1,+∞),Q, p, n])

✭♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r V2✮ ❡t ♥♦✉s ♦♣ér♦♥s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦♥♦✲

r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t

q✉❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡✹✸ ♣❛s✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛♣❡ ✭❛✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s V1 ❡t V2 ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts✱ ❡t ♥♦✉s

✹✸◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠ê♠❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

♣❧❛ç♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❤❛✉t ❡t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ❈✬❡st

s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♣rès ❛✈♦✐r é✈❛❧✉é ❝❡s ❜♦r♥❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳

❙✉r ✉♥ ♣❛❧✐❡r ❞♦♥♥é✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ✓ ❇❡❧❧♠❛♥

❇❛❝❦✉♣ ✔ ✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❝❡s ét❛ts ❡♥ ❧❡✉r ❛✛❡❝t❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r

❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❝✬❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ à été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥❡ V1 ✭♦✉ V2✮✳ ❊♥ é✈✐t❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❡ ✓ ❇❡❧❧♠❛♥ ❇❛❝❦✉♣ ✔ ✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st ♥❡tt❡✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳

idiag = 0✶

jdiag = 0✷

t❛♥t q✉❡ idiag ≤ rmax
1 ❡t jdiag ≤ rmax

2 ❢❛✐r❡✸

♣♦✉r i ❞❛♥s [idiag✱ rmax
1 ] ❢❛✐r❡✹

v ❂ ❡✈❛❧✉❡

(
[(i, jdiag),Q, p, n]

)
✴✴❡✈❛❧✉❡ ❡st ❧❡ ♠❛① ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s

✺

✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts s✉✐✈❛♥ts s✐ v ❂❂ S[(rmax
1 , jdiag),Q, p, n].✈❛❧❡✉r ❛❧♦rs

✴✴r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ✈✻

♣♦✉r i′ ❞❛♥s [i✱ rmax
1 ] ❢❛✐r❡✼

S[(i′, jdiag),Q, p, n].✈❛❧❡✉r = v✽

✜♥♣♦✉r✾

❜r❡❛❦✶✵

✜♥s✐✶✶

✜♥♣♦✉r✶✷

♣♦✉r j ❞❛♥s ❬jdiag✱ rmax
2 ❪ ❢❛✐r❡✶✸

v ❂ ❡✈❛❧✉❡

(
[(idiag, j),Q, p, n])

)

✶✹

s✐ v ❂❂ S[(idiag, r
max
2 ),Q, p, n].✈❛❧❡✉r ❛❧♦rs✶✺

✴✴r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ✈✶✻

♣♦✉r j′ ❞❛♥s [j✱ rmax
2 ] ❢❛✐r❡✶✼

S[(idiag, j
′),Q, p, n].✈❛❧❡✉r = v✶✽

✜♥♣♦✉r✶✾

❜r❡❛❦✷✵

✜♥s✐✷✶

✜♥♣♦✉r✷✷

idiag + +✷✸

jdiag + +✷✹

✜♥tq✷✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ét❛ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ n✱ à Q ✜①é

◆♦t❡ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ✭❡✈❛❧✉❡(s) =



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✵✾

V (s) =
∑

s′ . . . ✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts s✉✐✈❛♥ts ✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝♦♥♥✉❡ à ❝❡ st❛❞❡✳ ❈✬❡st

❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s é✈✐t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❣é♥ér♦♥s

♠ê♠❡ ♣❛s ❧❡s ét❛ts ❧à ♦ù ❡✈❛❧✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❡s ét❛ts

✓ ♣❛❧✐❡rs ✔ s❡r♦♥t ❛❣ré❣és ❡♥ ✉♥ s❡✉❧✳

✻✳✸✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡

❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ à ❝❡❝✐ ♣rêt q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❣r♦✉♣❡r ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛ts SQ,p,n q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ❝❛❧✲

❝✉❧✳ ❈❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t s❛♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ V ❡st ❞é✜♥✐❡ q✉✐ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡

❞❡ st♦❝❦❡r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❡r❛ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝❝ès à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

❝❡s ét❛ts à ❝❤❛q✉❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ✓ ❇❡❧❧♠❛♥ ❇❛❝❦✉♣ ✔ ✳ ■❧ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧♦✐r tr♦✉✈❡r ✉♥

❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❣ré❣é❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r

❛❝❝é❞❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t r❛❧❡♥t✐r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ à

❧❛ ❢♦✐s ✿

✕ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱

✕ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✈❛

❣é♥ér❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❛❝t q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❛❝❝ès ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳

❯♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❣ré❣❡r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s

ét❛ts q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡✳ ❈❡s ét❛ts à r❡❣r♦✉♣❡r s♦♥t ❝❡✉① ❞❡s ♣❛❧✐❡rs

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à

❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♣♦✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ s❡♥s ❞❡

♣❛r❝♦✉rs ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❊♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ✿

✕ ✉♥❡ ❧✐st❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ à r❡♣rés❡♥t❡r✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t i ❞❡ ❝❡tt❡

❧✐st❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t ✭✈❛❧❡✉r✱ ❧✐❣♥❡✱ ❝♦❧♦♥♥❡✮ ♦ù ✿

• ❧✐❣♥❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬ét❛ts ❞♦♥t ❧✬é❧é♠❡♥t j r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t [(j, i),Q, p, n]✱

j ✈❛r✐❛♥t ❞❡ i + 1 à r1
max − 1✱



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

• ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬ét❛ts ❞♦♥t ❧✬é❧é♠❡♥t j r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t [(i, j),Q, p, n]✱

j ✈❛r✐❛♥t ❞❡ i + 1 à r2
max − 1✱

• ✈❛❧❡✉r ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t [(i, i),Q, p, n]✱

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥❡ V1 ♦ù ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r2 s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❡♥ q✉❛♥t✐té ✐❧❧✐♠✐té❡s✱

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥❡ V2 ♦ù ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r1 s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❡♥ q✉❛♥t✐té ✐❧❧✐♠✐té❡s✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♣❡r♠❡t ❞✬é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛ts ❞♦♥♥é SQ,p,n✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣❛❧✐❡r

✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ♦✉ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✈❛ êtr❡ ❝♦❞é ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡✉❧ ét❛t✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s

ét❛ts✱ q✉✐ s❡ s✐t✉❡♥t ❛✈❛♥t ❝❡ ♣❛❧✐❡r ✈♦♥t êtr❡ st♦❝❦és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧✐st❡s ❧✐❣♥❡[i] ❡t

❧❡s ❧✐st❡s ❝♦❧♦♥♥❡[i]✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❛❣ré❣é❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✳ ❈❤❛q✉❡ s♦✉s ❧✐st❡

❧✐❣♥❡[i] ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❧❡s ét❛ts [(j, i),Q, p, n]✱ t❡❧s q✉❡ j > i ❡t V ([(j, i),Q, p, n]) < V2(i)✳ ❈❤❛q✉❡

s♦✉s ❧✐st❡ ❝♦❧♦♥♥❡[i] r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❡s ét❛ts ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à < V1(i)✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t à Q, p, n, ✜①és ✿

ligne[i] = {[(j, i),Q, p, n], j > i ❡tV ([(j, i),Q, p, n]) < V2(i)} ✭✻✳✶✷✮

colonne[i] = {[(i, j),Q, p, n], j > i ❡tV ([(i, j),Q, p, n]) < V1(i)} ✭✻✳✶✸✮

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ✐❧ ♥✬②

❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ét❛t q✉✐ ❡st ❛❣ré❣é✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r✳

P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥

t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t O(1)✳ ▲❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r = (r1, r2) ♦♥ r❡♠♦♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❥✉sq✉✬❛✉

min(r1, r2)✱ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ✈❛ ❝❤♦✐s✐r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❡①❝ès ❧❡

♥✉♠ér♦ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡ss♦✉r❝❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛r❣♠❛① s✉✐✈❛♥t ✿ ❛r❣♠❛①1,2(r1, r2)✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡

s♦✉s✲❧✐st❡ ✭❧✐❣♥❡ s✐ 1 ♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡ s✐ 2✮ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❡♥✜♥ ❧✬é❧é♠❡♥t |r2 − r1|✳ ❙✐ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ❞❛♥s

❧❛ ❧✐st❡✱ ♦♥ ❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ✭❛❝❝ès ❝♦♥st❛♥t✮ s✐♥♦♥✱ ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s V1 ❡t V2 q✉✐ ❜♦r♥❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭❛❝❝ès ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✮✳

❡ss❛②❡r ✿✶

r❡t♦✉r♥❡r listeDiagonale[min(x, y)][argmax(x, y)][max(x, y)]✷

s✐♥♦♥ ✿✸

r❡t♦✉r♥❡r bornes[argmax(x, y)][min(x, y)]✹

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ✿ ❘❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛❣ré❣é ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳

❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞♦♥♥é ✭❞♦♥❝ à Q, p, n ✜①é✮ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛

✜❣✉r❡ ✻✳✺✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t (r1, r2) = (3, 2)✱ ♦♥ ❛❝❝è❞❡ à ❧❛ ❝❛s❡ 2 ❞❡ ❧❛

❧✐st❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❧❡ ♠✐♥ ❞❡ (2, 3)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r1 q✉❡ ❞❡ r2 ✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✶✶
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❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❣ré❣é❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛❣ré❣❡r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ▲❡ ❝÷✉r ❞❡

❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦r♥❡s V1 ❡t V2 q✉✐ s♦♥t ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ♦ù ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ r2 ❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r1 s❡r❛✐t ♣rés❡♥t❡

❡♥ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭♦✉ ✐❧❧✐♠✐té❡✮✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝♦♠♣♦sé❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡

❞❡✉① s♦✉s ❧✐st❡s ❛❧❧❛♥t ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ✭❝♦❧♦♥♥❡✮ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ♦ù r1 < r2 ❡t ✈❡rs ❧❛

❞r♦✐t❡ ✭❧✐❣♥❡✮ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡rs❡✳ ▲❡s ét❛ts ♣❛❧✐❡rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ V1 ❡t V2 ♥❡ s♦♥t ♣❛s st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❡s ❧✐st❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❝♦❧♦♥♥❡s✱ ♦♥ ✐r❛ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡✉r

✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦r♥❡s V1 ❡t V2✳

❞❛♥s ❧❛ s♦✉s ❧✐st❡ q✉✐ ♣❛rt s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ❖♥ ❛❝❝è❞❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s ❧✐st❡ ♣✉✐sq✉❡

3− 2 = 1✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ♥♦♥ st♦❝❦é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ét❛t ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥

♣❛❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (r1, r2) = (4, 0)✱ ♦♥ ♣❛rt ❞✉ ③ér♦✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡t ♦♥

❝❤❡r❝❤❡ à ❛❝❝é❞❡r ❛✉ q✉❛tr✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s ❧✐st❡ ❞r♦✐t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱

♦♥ ❛❝❝è❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s ❧✐st❡ V2 ❡♥ 0✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡st str✐❝✲

t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ à ❝❡❝✐ ♣rès q✉❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ❡st ♠♦❞✐✜é ✿ ♥♦✉s ♥❡ ❣é♥ér♦♥s ♣❛s ❧❡s ét❛ts ❞✉ ♣❛❧✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✐tér❛t✐✈❡✱

♥♦✉s s✉♣♣r✐♠♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❧✐❣♥❡s 7✱8 ❡t 9✱ ❡t ❧❡s ❧✐❣♥❡s 16✱17 ❡t 18✳ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ break ♣❡r♠❡t

❞❡ ♥❡ ♣❛s ❣é♥ér❡r ❧❡s ét❛ts ❞✉ ♣❛❧✐❡r✳

❈❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❛ ❞♦♥♥é ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé q✉❡



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❡ss❛②é ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉①✱ ❞✬❛❣ré❣❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❡s♣❛❝❡

♠é♠♦✐r❡✱ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ r❛❧❡♥t✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❯♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❣ré❣❡♦♥s ❧❡s ét❛ts s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ SQ,p,n✳ ▲✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❝♦♥t✐❣✉s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥

s❡✉❧ ét❛t ❛❣ré❣é✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❡①❛❝t❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ◆♦✉s

❛❧❧♦♥s r❡♣ér❡r ❧❡s ♣❛❧✐❡rs ❞ûs ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐t❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♠❛✐s

❛✉ss✐ ❧❡s ♣❛❧✐❡rs ❞✉s à ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s s♦♥t é❧♦✐❣♥é❡s✳ ❙✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ a ✭mp,n,a✮ ❡st é❧♦✐❣♥é ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ b✱ ✭mp,n,b✮✱ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♥❡ s✬♦♣ér❡r❛ ❡♥tr❡ ❝❡s

❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ❈❡s t②♣❡s ❞❡ ♣❛❧✐❡rs ét❛✐❡♥t ❞é❥à ✈✐s✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♥♦✉s

❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r

❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ q✉❛♥❞ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

❈✬❡st ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣❛❧✐❡rs q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡

❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞♦♥♥é✱ s✐ ❞❡✉①

ét❛ts ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❧❡s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❛❣ré❣é✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r r❡tr♦✉✈❡r

✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡

❛❣ré❣é ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡s ét❛ts ❝❧❡❢s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

ét❛t ❛❣ré❣é✳ ❈❡s ét❛ts ❝❧❡❢s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ≺ s✉r R✳ ❯♥ ét❛t

❛❣ré❣é ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❝❧❡❢s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❛✉

s❡♥s ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛❣ré❣é ❡st ❝♦♥st✐t✉é

❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V s✉r ❝❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡✱ ❡t ❞❛♥s

❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ét❛t ❛❣ré❣é✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ét❛ts

q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❡t ét❛t ✿ ❧❡s ét❛ts ❝❧❡❢s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳❝✮

❋♦r♠❛❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n✱ ♥♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s t♦✉t

❞✬❛❜♦r❞ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❣❛❧❡ v ✿ Sv = {s ∈ SQ,p,n, V (s) = v}✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ r❡❝♦✉✈r❡ t♦✉t ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n✳

⋃

v∈[ 0,vmax]

Sv = SQ,p,n ✭✻✳✶✹✮

∀v, v′ ∈ [ 0, vmax]
2,Sv ∩ Sv′ = ∅



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✶✸

m m

Niveau 1

1, 1 1, 2

10 11 12
R

2 3 4

2 3 4 1210 11
R

1,1

1,2

R

PrPr

p n, ,([ ])V r ,

maxV

palier interne

PrPr Q Q

Q

Q

Q

❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ P❛❧✐❡r s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ✿ s♦✐t ✉♥❡ P❘❯ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉✱ ❡t ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s✳ ▲❡

♣r❡♠✐❡r ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ q✉❛❧✐té Q1,1 ≤ Q1,2✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ❛✉ ♠♦✐♥s

10 r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡s ét❛ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ r❡st❡ ❞❡ 4 à 9 r❡ss♦✉r❝❡s ♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❖♥

♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣❛❧✐❡r✳

P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ v ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s φv ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ét❛ts Sv✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t ét❛t ❞❡ Sv✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ét❛t ❞❛♥s φv ❞♦♥t ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r

♦✉ é❣❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✶✷✮✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ φv ❡st✱ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s

s♦rt❡s✱ ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ Sv✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ φv ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀s′ = [r′,Q, p, n] ∈ Sv,∃ s = [r,Q, p, n] ∈ φv t❡❧ q✉❡ r � r′ ✭✻✳✶✺✮

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Pv ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ Sv q✉✐ s♦♥t ❞❡s φv ❀ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ φmin
v ❡st

❝❡❧❧❡ ♦ù ✐❧ ② ❛ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞✬ét❛ts ❝❧❡❢s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

φmin
v = arg min

φv∈Pv

|φv|. ✭✻✳✶✻✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛❣ré❣é s❡ ❧✐♠✐t❡ à ✉♥ ❧✐st❡ ❞❡ φmin
v ✿
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:estV

maxV0

(b) (c)(a)

φ
min

v

2R

R1

2R

Espace agrégé Etats clefs (bornes)

un état par valeur

Fonction de valeur

Valeurs possibles :

2R

R1 R1

❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ❆❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❞✐s♣♦sé❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ✈❡rt✐❝❛❧

❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳❛ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n

❞♦♥♥é ✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❡st r❡♣rés❡♥té❡

♣❛r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❡ ❜❧❛♥❝ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❧❡ ♥♦✐r ❧❡ 0✳ ▲❡s ét❛ts q✉✐ ♦♥t

❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r s♦♥t ❛❣ré❣és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳❜✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳❝ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts

❝❧❡❢s ✭φmin
v ✮ q✉✐ ❜♦r♥❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡✮ ❞❡s ét❛ts ❛❣ré❣és✳

Sag
Q,p,n =

⋃

v∈[ 0,vmax]

φmin
v ✭✻✳✶✼✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❝❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✮✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛❣ré❣é✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t s = [r,Q, p, n] ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞♦♥♥é✱ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

V ([r,Q, p, n]) = max
v
{v,∃[r′,Q, p, n] ∈ φmin

v , t❡❧ q✉❡ r′ � r} ✭✻✳✶✽✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ét❛ts ❛❣ré❣és ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✶✺

❉♦♥♥é❡s ✿ ▲❡s ét❛ts é✈❛❧✉és ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts

❘és✉❧t❛t ✿ Sag

Sag = ∅ ✴✴❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✈✐❞❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✶

♣♦✉r (r1, r2) ∈ R ❢❛✐r❡✷

✴✴▲❡ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✸

v = S[(r1, r2),Q, p, n].✈❛❧❡✉r✹

s✐ Sag[v] == ∅ ❛❧♦rs✺

✴✴❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✈ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛❣ré❣é✻

(φmin
v ) = ♥❡✇(φmin) ✴✴❖♥ ❝ré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✮✼

Sag[v] = (φmin
v )

✜♥s✐✽

s✐ φmin
v == ∅ ❛❧♦rs✾

φmin
v .❛❥♦✉t❡((r1, r2))✶✵

✜♥s✐✶✶

ajoutNecessaire = V RAI✶✷

♣♦✉r (r′1, r
′
2) ∈ φmin

v ❢❛✐r❡✶✸

s✐ (r′1 ≤ r1)❡t(r
′
2 ≤ r2) ❛❧♦rs✶✹

ajoutNecessaire = FAUX✶✺

✜♥s✐✶✻

s✐ ajoutNecessaire ❛❧♦rs✶✼

φmin
v .❛❥♦✉t❡((r1, r2))✶✽

✜♥s✐✶✾

✜♥♣♦✉r✷✵

✜♥♣♦✉r✷✶

r❡t♦✉r♥❡r Sag✷✷

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ✿ ❆❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n

✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ét❛t ❝❧❡❢ ❞♦♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡

❧✬ét❛t ❝♦♥s✐❞éré✳

P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮✱ ♥♦✉s

♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❡s φmin
v ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ét❛t ❛❣ré❣é r❡♥❝♦♥tré ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ét❛t s′ ❞❛♥s φmin
v t❡❧

q✉❡ r′ � r✳ ❙✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞✬ét❛ts s✉✐✈❛♥t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬ét❛t ❞♦♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥

ét❛t✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡s✲



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥ ét❛t s = ([r,Q, p, n])✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❛❣ré❣é Sag(Q, p, n)

❘és✉❧t❛t ✿ V ([r,Q, p, n])

V = 0✶

i = 1✷

t❛♥t q✉❡ i ≤ longueur(Sag) ❢❛✐r❡✸

s✐ ∃r′ ∈ Sag[i], r
′ ≺ r ❛❧♦rs✹

V = V (Sag[i])✺

✜♥s✐✻

i + +✼

✜♥tq✽

r❡t♦✉r♥❡r V ([r,Q, p, n])✾

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ✿ ❘❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t

s♦✉r❝❡s ❞♦♥♥é ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❢♦rt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✭♣♦✉r ✐♥sér❡r ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é✮✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛❣ré❣é ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs à st♦❝❦❡r q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❢❛✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r st♦❝❦❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts S0,p,0✱ ❛♣rès q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐t été ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t s✉r

✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s❡r✈✐r❛✐t à

r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ P❘❯ p ❝♦✉r❛♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts Sp,0,0✳

❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s

❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳ ❊♥ ré♣ét❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ✶✷✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ré✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡

♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ str✉❝t✉ré❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❡st é❣❛❧❡ ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡

✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ét❛ts✳

❆✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ✉♥❡

s❡✉❧❡ ♣❛ss❡ s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❡❢

Q, p, n ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡

❛✉ ♥✲✉♣❧❡t r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛①✐♠❛❧ rmax✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❤❛q✉❡

ét❛t✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ❝❛s❡ 0 = (0, . . . , 0)✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛s❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡

♣✉✐sq✉❡ ❝❡t ét❛t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ét❛ts st♦❝❦és ❞❛♥s ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣r❡ssé❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r

❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳❜✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❡st ❡♥s✉✐t❡ é❣❛❧❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts q✉✐ ❧❡

♣ré❝è❞❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❛s❡ ✭s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✱ ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t ❧✬ét❛t 12 s♦♥t✱

❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✿ X✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ✿ 11✮✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ à Q, p, n, ✜①és ✿



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✶✼

:estV

maxV0

12
13

11
X

Valeurs possibles :

Fonction de valeur

2R

R1

9

14

10
11
12
13

X

3 6 8

état
étape

12
V      = max ( V    , V     ) 

X 11

1 42 5 7

1

❋✐❣✳ ✻✳✽ ✕ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❣ré❣é✳

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ❝♦♠♠❡♥t r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞✬✉♥ s♦✉s

❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts SQ,p,n✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝❛s❡✱ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡

q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭❝♦♠♠❡ ❡♥ ✻✳✸✱ ❧❡s ét❛ts

s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡✳ ▲❡s ét❛ts ❣r✐sés ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡ ✿ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❡st

❡♥r❡❣✐stré❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❣ré❣é❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳❜✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts ❣r✐sés ❛ ❞é❥à été ❝❛❧❝✉❧é❡

♣✉✐sq✉❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❝❧❡❢s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① φmin
v ✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛

❝❛s❡ 1 ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❣r✐sé à s❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❡♥ ❞❡ss♦✉s✱

♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛s❡ 2 ❡t❝✳✳✳ P♦✉r ❧❛ ❝❛s❡ 11 ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡t

ét❛t q✉✐ ❡st ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✳ P♦✉r ❧❛ ❝❛s❡ 12✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ét❛ts

❥✉st❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs q✉✐ ❧❡ ❥♦✉①t❡♥t✳ ■❝✐ V (11) > V (X)✱ ❞♦♥❝ V (12) = V (11)✳

V (r1, . . . , rω, . . . , rΩ) = max
ω∈{1..Ω}





V (r1 − 1, . . . , rω, . . . , rΩ)

. . .

V (r1, . . . , rω − 1, . . . , rΩ)

. . .

V (r1, . . . , rω, . . . , rΩ − 1)





✭✻✳✶✾✮

◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❝❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ rmax s♦✐t é✈❛❧✉é✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞✬✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❞♦♥♥é ❛✈❡❝ ✉♥❡



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

❝♦♠♣❧❡①✐té é❣❛❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ❝❡tt❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡tr♦✉✈❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥

ét❛t s❡✉❧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ O(Ω)✳ ❙✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ❛❝❝é❞❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ SQ,p,n ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts ❞❡ SQ′,p,n−1 ✈✐❛ ❧❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❇❛❝❦✉♣✳

❙✐ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s❡r SQ,p,n ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ SQ′,p,n−1✱ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♥❡

s❡rt à r✐❡♥✳

❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦✉t ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t

❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ◆♦tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥

s✬❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦❞✐✜é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❞❡s P❘❯s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ✐♥❝❧✉r❡ ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡

♠♦❞✉❧❡✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳

▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ t❡❧❧❡ q✉❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥❡

s✉✣t ♣❧✉s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s

P❘❯s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡①♣❧♦s❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♥♥✉

s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❈✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥t✐♦♥♥❛❧✐t②✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

ét❛ts ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐t❛♥t❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts q✉✐ ❡♥ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t ♣❛r ♣❛❧✐❡rs✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❢❛✐❜❧❡ q✉✐ ❛❣rè❣❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛❧✐❡r ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ét❛t✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ❡t ❞❡

❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✭❇❡❧❧♠❛♥ ❇❛❝❦✉♣✮ ❡✛❡❝t✉és✳ ❉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡r♦♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té

❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳

❆✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts✱ ❡♥

♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✈❛❧❡✉rs✳ ◆♦✉s ♥❡ ❣❛r❞♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ s❡✉❧

ét❛t ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ♥♦✉s ❧❡ r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬ét❛ts ❝❧és✳ ❈❡tt❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥

♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ r♦❜♦t s❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✳

❚♦✉t❡s ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t

❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❧✉s ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ♥♦tr❡ r♦❜♦t s❡r❛ s❡♥sé ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s♦♠♠❡r✳



✻✳✸✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✶✾

▼❛✐s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❝❝é❧èr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts✱ ❝❡ t❡♠♣s ❡st tr♦♣ ❧♦♥❣ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❧❛✐ss❡r ❧❡ r♦❜♦t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭❡♥ ❡♥t✐❡r✮ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t à

❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ✓ st❛t✐q✉❡s ✔ ❞ès q✉❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❣râ❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❣❡♥t tr♦✉✈❡r❛ s❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❛

♠✐ss✐♦♥✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣ré✈✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♥✬❡st

♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❝✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❡♥t✐❡r ❞ès q✉✬✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥✳



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠✐ss✐♦♥s à ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡♥❞r♦✐ts ✐♥❛❝❝❡s✲

s✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❢♦✉r♥✐r à ❝❡ r♦❜♦t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❣ér❡r ❛✉

♠✐❡✉① ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ✿ s♦♥ é♥❡r❣✐❡✱ s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t❝✳✳✳

◆♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✿ ♣♦✉✈♦✐r s✬❛rrêt❡r ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡

tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡ ❣ér❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥

♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♥②t✐♠❡s ✿ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜✐❧✐té✱

q✉❛❧✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❢♦r♠❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✐t❡ ✈✉ ❧❡

♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐é à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s

♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✿ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❣é♥éré ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ♣rés❡♥t❡s

❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ t❡♠♣s

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t

❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

ét❛ts ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t é✈❛❧✉és q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳

▲❡ ❞é❜✉t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆✳■✳ ▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❙✳ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡

✧❞✐✈✐s❡r ♣♦✉r ré❣♥❡r✧✳ ●râ❝❡ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡

❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❣❛❣♥é ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡t ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ♣✉ êtr❡ ❣❛❣♥é ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥

❝♦♥trô❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥tr❡ ✿

✕ ❧❡ ♣rés❡♥t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❀

✕ ❧❡ ❢✉t✉r ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❣❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✳

▲❡s ❞❡✉① s♦♥t✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧✐és ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❣❛✐♥

❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s

q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈❛ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ tâ❝❤❡✱ s♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❞❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ♦✉ ❛❧♦rs✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r

✶✷✶



✶✷✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛♣♣♦rt♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✿ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s

r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ s✐♠♣❧❡ r ♣❛r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ r✳ ❉❛♥s ❧❡s P❘❯s✱ s❡✉❧s

❝❤❛♥❣❡♥t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❡t ❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❖♥ ② ❛❥♦✉t❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❞û❡ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s

✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

▼❛✐s✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s❛

❝r♦✐ss❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❜♦r♥é❡✱ ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡

❧✐♠✐t❛♥t ✭❧♦rsq✉✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t✱ ❧✬❡①❝ès ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r✮ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t

✭❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✱ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s ét❛ts

❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st s✐t✉é❡ s✉r ❞❡s ♣❛❧✐❡rs ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ é✈✐t❛♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❝❡s ♠ê♠❡s ♣❛❧✐❡rs ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t st♦❝❦❡

❞❛♥s s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❝❡s

❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s

✭♣rés❡♥t✴❢✉t✉r✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à s✉✐✈r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

♦✉ ❞✬✐♠♣ré✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

P❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✈✐❛ ❧❛

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✶✷✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✼

P❧❛♥✐✜❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❞②♥❛♠✐q✉❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ré❡❧✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉q✉❡❧ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té ✉♥ r♦❜♦t ♥✬❡st ♣❛s st❛t✐q✉❡✳ ▲❡s

❝❤♦s❡s ❝❤❛♥❣❡♥t✱ é✈♦❧✉❡♥t✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣❧❛♥✐✜é ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛

❥♦✉r♥é❡✱ ✉♥ ✐♠♣ré✈✉ ♦❜❧✐❣❡ ❧✬❛❣❡♥t à ré✈✐s❡r s♦♥ ♣❧❛♥ ❡t à s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡

s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ s✬❛❞❛♣t❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛✉① ❛❧é❛s ✐♥❤ér❡♥ts

à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ♦❜s♦❧èt❡

❞ès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ❡st

❝♦♥❢r♦♥té ✉♥ ❛❣❡♥t é✈♦❧✉❛♥t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛

❞②♥❛♠✐❝✐té s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ r♦❜♦t s❡r❛ ✐♠♠❡r❣é✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡

♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✉ r♦❜♦t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

s✐ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s♦♠♠❛♥t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✳ ▲❡

❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛

❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢✳

✼✳✶ ❯♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡

❉❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ q✉✬à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✐♥st❛♥t✱ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ r♦❜♦t é✈♦❧✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é✳ ❈❡s ♠♦✲

❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❢réq✉❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts s❡✉❧❡♠❡♥t

✈✐❡♥♥❡♥t ♣❡rt✉r❜❡r ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t

❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ➚ ❧✬❡①trê♠❡ ♦♣♣♦sé✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐ts ❝❤❛♦t✐q✉❡s✳

✶✷✺



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❧❛♥✐✜❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡

❈❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ❧♦rs ❞❡ s❛ ♠✐s✲

s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❡st ❞ét❡❝t❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t ❡t q✉✬✐❧ ✈❛ ❡ss❛②❡r

❞✬❡♥ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s s❛ str❛té❣✐❡✳ ◆♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

✉♥ r♦❜♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡✲

♠❡♥t✳ ❆✉ ♠✐❡✉①✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❡s♣ér❡r ❛✈♦✐r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ s✬❛❞❛♣t❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ✈✉❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❝♦♥s✐❞érés✳
✁➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ r✐❡♥ ♥✬❡st s✐ s✐♠♣❧❡✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t s✉r✈✐❡♥t✱ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t s✬❛❞❛♣t❡r ♣♦✉r

❞é❝✐❞❡r ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡✳ ❈❡tt❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t✳

❖r✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ✿

✕ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ s♦✐t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t

❛✉① ❜✉ts q✉❡ ❧✬♦♥ s✬ét❛✐t ✜①és✳ ❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ r♦❜♦t ❛✈❛✐t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣ré❧è✲

✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥ s✐t❡ ❞♦♥t ❧✬❛❝❝ès ❡st ❜❧♦q✉é ♣❛r ✉♥ r♦❝❤❡r✱ ✐❧ ❞♦✐t ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❝❡ s✐t❡✳

✕ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r✱ ♠❛✐s ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡st tr♦♣ ❧♦♥❣ ♣♦✉r

❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡

❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤②❜r✐❞❡s ré❛❝t✐✈❡s

❡t ❞é❧✐❜ér❛t✐✈❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣❡r♠❡t

✭❧❛ ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥✮ ❡t ❞❡ ré❛❣✐r ❛✉ ♣❧✉s ✈✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ✉♥ ✐♠♣ré✈✉ ♥❡ ❧❛✐ss❡ ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ✉♥

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛✈❛♥t ✉♥❡

é❝❤é❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ré♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ t❡♠♣s

ré❡❧ ✔✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s tr❛✐t❡♥t ❞é❥à ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s ré❡❧ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✿ ●✉❛r❞✐❛♥

❬❍❛②❡s✲❘♦t❤✱ ✶✾✾✵❪✱ P❤♦❡♥✐① ❬❍♦✇❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪✱ ❈■❘❈❆ ❬▼✉s❧✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳

✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ r♦❜♦t ❛✉r❛ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡

❧✐st❡ ❞❡ P❘❯s✳ P❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❛❥♦✉t❡r ♦✉

s❡ s♦✉str❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❛✉ r♦❜♦t ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿

✕ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱

✕ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ✈♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ❞❡s P❘❯s

❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❀ ❧❡ r♦❜♦t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✳

▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❛✉ ❜♦✉t ❞✉q✉❡❧ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ♣❛r ❛❥♦✉t ♦✉ s✉♣♣r❡s✲

s✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st s✉♣♣♦sé s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ r♦❜♦t



✼✳✸✳ ▲❡s ❛❝q✉✐s ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✶✷✼

−

^^

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ❉❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t s✉✐✈r❡ ✉♥ r♦❜♦t ♣❡♥❞❛♥t s❛ ♠✐ss✐♦♥✳

P❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♣❤♦t♦ ✭tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡✮ ✐❧ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥ r♦❝❤❡r ❧✉✐ ❜❛rr❡ ❧❛ r♦✉t❡✳

❙♦♥ ♣❧❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❝é ❡♥ ❧✐❣♥❡s ♣❧❡✐♥❡s✱ ❧✉✐ ❞❡♠❛♥❞❛✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ r❡❧❡✈é ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡✱ ♣✉✐s

❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣❤♦t♦✱ ♣✉✐s ❞❡ r❛♠❛ss❡r ✉♥❡ r♦❝❤❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s✐t❡ à ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡r ♥✬❡st ♣❧✉s

❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ à ❝❡ ♠♦♠❡♥t✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ tr❛❝é ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳ ➚ ❧❛

✜♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ✈❛ ❛♣♣❛r❛îtr❡✱ q✉✬✐❧ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s ✈♦✐r ❛✈❛♥t à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥

r♦❝❤❡r✳

♣♦ssè❞❡ ❛✐♥s✐ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ st❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❛✉r❛ à ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉①

❛❧é❛s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r s♦♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

✼✳✸ ▲❡s ❛❝q✉✐s ✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ r♦❜♦t ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r à ❧✬✐♥❝❡r✲

t✐t✉❞❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ✜①é❡ à ❛❝❝♦♠♣❧✐r✳

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ❡st ré❣✐ ♣❛r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❛✐♥

❡s♣éré✱ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐tés ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s P❘❯s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡ r❡st❡ ❞❡

❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡s ✉t✐❧✐tés s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s r❡st❛♥t❡s ❞❛♥s



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❧❛♥✐✜❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡

−

^

^

rocher
bouchant
le passage

❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦t❛❧ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦t❛❧ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

❞❡ ❜❛s❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣rès ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞✉ r♦❝❤❡r s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ét❛✐t ♣ré✈✉✳ ❈❡tt❡ ❝❤✉t❡ ✈❛

❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ r❡✈♦✐r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

❧❡ r♦❜♦t ❡t ❞❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ P❘❯✳

▲❛ ❞é❝✐s✐♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t ❛♣rès ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ❞✐❝té❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ r♦❜♦t✳ ❉♦♥❝✱ s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ P❘❯s ❢✉t✉r❡s ❡st ❝♦♥♥✉❡✱

♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡t ♦♥ ❝♦♥✜❡ ❡♥s✉✐t❡ ❛✉ r♦❜♦t ❧❡

s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐✈r❡ s❝r✉♣✉❧❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳ ▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡

❞❡s ♠✐ss✐♦♥s s✉✐t ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ❞✉ r♦❜♦t ❢♦♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❧✐é à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡

❞✬❡✛❡❝t✉❡r✳

✷✳ ▲❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞✉ r♦❜♦t ♣ré✈♦✐❡♥t ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ q✉✬✐❧s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ P❘❯s✳

✸✳ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡st tr❛♥s♠✐s❡ à ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐

t✐❡♥❞r❛ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

✹✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉ r♦❜♦t q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡r❛ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s

❛❝t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ét❛t✳

❈✬❡st ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❣❛r❛♥t✐t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐✲

♠❛❧❡ ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡



✼✳✹✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✶✷✾
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❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❊♥✈♦✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✉ r♦❜♦t ❡t ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐

r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t s✬❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

✼✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r t❡♥✐r

❝♦♠♣t❡ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ s❡ s✐t✉❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞♦♥♥é❡ ❞❡✈✐❡♥t

♦❜s♦❧èt❡ ❞ès q✉❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❞♦♥❝ été ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ r♦❜♦t ❞✬❛❞❛♣t❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❧♦rsq✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡st ♠♦❞✐✜é❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r à q✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡✈❛✐t ♦♣ér❡r✳ ■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s r❡♣ér❡r ❝❡ q✉✐ ❡st ♠♦❞✐✜é ❡t ❝❡

q✉✐ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧ ❞✉ r♦❜♦t ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥✳ P♦❧✐t✐q✉❡✱ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❛❝t✐♦♥✱ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ r❡ss♦✉r❝❡s



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❧❛♥✐✜❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡

❝♦♥s♦♠♠é❡s✱ q✉❛❧✐té✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s P❘❯s✳✳✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r ❝❡

q✉✬✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✳

■♠❛❣✐♥♦♥s q✉✬à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❞♦♥♥é✱ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❡①é❝✉t❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ mp,n,m ❞❡ ❧❛

P❘❯p ❞❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦sé❡

❞❡s P❘❯s p+1 à P ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✮✳ ▲❡ r♦❜♦t

♣♦ssè❞❡ à ❝❡t ✐♥st❛♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à s✉✐✈r❡✱ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ♠✐ss✐♦♥

❡t ❝♦♥♥❛ît s♦♥ ét❛t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉✬✐❧

✈✐❡♥t ❞✬❡①é❝✉t❡r✳ ▲✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ✿ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

❢✉t✉r❡s ♥✬❛✛❡❝t❡ ♥✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♥✐ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ P❘❯s q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t

❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r r❡st❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡s ♠ê♠❡s ❡t ❧❡✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ✭♥✐✈❡❛✉①✱ ♠♦❞✉❧❡s✱

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮ ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥

❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✱ ❞♦♥❝

❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ét❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ à

❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à

✉♥❡ ré❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❛❞✐❝❛❧❡ ❞♦✐t êtr❡ é✈✐té❡ ♣✉✐sq✉❡

❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧♦♥❣ ❡t ♠ê♠❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡ t❡♠♣s

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❧✐é❡ à

✉♥ ét❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥❡ P❘❯ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❡ ❧❛ P❘❯

❝♦✉r❛♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥

❝♦♥trô❧❡ t♦t❛❧ s✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♦♣t❡r ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❡♥ ♥❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛♥t

❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬é✈♦❧✉❡r✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t

❝♦✉r❛♥t ❡t ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❥✉st✐✜♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♥✬❛ ♣❛s

❜❡s♦✐♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡

❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t s✉r ❧❡ ❢✉t✉r✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ r❡❝❛❧❝✉❧é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡ s✐

✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✐❧ ♣✉✐ss❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡✳

▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❈❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❛♣✐❞✐té ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à ♥❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡

♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧✬♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r✳

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ P❘❯ ❡♥

t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❧♦❝❛❧ ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❛✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s

❢✉t✉r❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❣✐r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

t♦✉t ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣r✐s❡s s✉r ❧❡ ❢✉t✉r✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡



✼✳✹✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✶✸✶

état

Π a

Π
nouvelle
politique

Adaptation à

liée à la
consommation

l’incertitude

de ressources

Adaptation à

dynamique
l’environnement

FuturPrésent

FuturPrésent

Changement

gain espéré

gain espéré

nouveau

❋✐❣✳ ✼✳✹ ✕ ❯♥ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢

❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ❈❡❝✐ ❛ ❞❡s ré♣❡r❝✉✲

t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st

❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

❊❧❧❡ t✐❡♥❞r❛ ❝♦♠♣t❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

❝♦♥❝❡♣t ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❢✉t✉r✳ ❊♥ ♠❡s✉r❛♥t r❛♣✐❞❡✲

♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❞é❝✐❞❡r s✐ ♦✉✐ ♦✉

♥♦♥ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹

s❝❤é♠❛t✐s❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t q✉✐ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥

♦ù ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ♦ù ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❡✉t



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❧❛♥✐✜❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡

é✈♦❧✉❡r ♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❡✛❡❝t✉❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡①✐st❛♥ts

♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s

❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❧❡ r♦❜♦t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ ❣ér❡r s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛❧❣ré ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

❡t ré❛❣✐r ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❝❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts

❞②♥❛♠✐q✉❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❢r♦♥tés✱

à s❛✈♦✐r ❝ré❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s à ❝♦♥s♦♠♠❡r

♠❛❧❣ré ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠♦❞✐✜✲

❝❛t✐♦♥s✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

❛♣♣r♦❝❤é❡ q✉✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬❛❣❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ à ♣❛rt✐r

❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t

❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✶✱ q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st r❛♣✐❞❡ ❡t

q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ♠❛✐s ❣râ❝❡ à ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❧✬❛❣❡♥t ❛❞♦♣t❡r❛ ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥

✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❬▲❡ ●❧♦❛♥♥❡❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛❪✳

✽✳✶ ❖❜❥❡❝t✐❢

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

❡s♣éré❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡✹✹ r❡ss♦✉r❝❡

❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st C.rmax
P .P.(P−1)

2 ✳

✹✹❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡✳

✶✸✸



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

✽✳✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ V
∗
1 ✳

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V ∗
1 : R→ R ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭❧❡s P❘❯s 1

à P✮ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ P❘❯0 ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✱

♥♦✉s s❝❤é♠❛t✐s♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ♣❛❣❡ ✽✺✳

la mission fonctions de valeurs successives

Niveau 1

(5,0.25)(6,0.5)(7,0.25)(1,0.25)(2,0.5)(3,0.25)

Q = 3 Q = 8

Q = 4 Q = 8 Q = 12

(2,0.4)(3,0.6) (5,0.25)(6,0.75) (9,0.5)(10,0.5)

Niveau 2

1

2

P

...

143

160

R

R

R

22

(9,0.5)(10,0.5)

(5,0.25)(6,0.5)(7,0.25)

(5,0.25)(6,0.75)(2,0.4)(3,0.6)

(1,0.25)(2,0.5)(3,0.25)

(10,0.2)(11,0.8) (13,0.5)(14,0.5)

(5,0.25)(6,0.5)(7,0.25)(1,0.25)(2,0.5)(3,0.25)

(2,0.4)(3,0.6)

(5,0.25)(6,0.5)

(8,0.25)(9,0.75)

(2,0.4)(3,0.6)

Q = 8Q = 3 Q = 4

Q = 4 Q = 12

(2,0.4)(3,0.6)

Q = 1

Q = 1

(5,0.25)(6,0.5)

(3,0.25)(4,0.5)

Q = 1

Q = 1

Q = 1 Q = 7 Q = 9

Q = 10Q = 5 V
P

V2

V
1

Q = 5

Q = 2

❋✐❣✳ ✽✳✶ ✕ ❈❛❧❝✉❧ s❝❤é♠❛t✐sé ❞❡ V ∗
1 ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ✿ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ ♣♦✉r ❧❡s P❘❯s 1 à P✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ s❡ ❧✐t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱

❧❡s P❘❯s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ P❘❯P✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r VP ♣♦✉r ❧❛ P❘❯P✳ 22 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉✣s❡♥t à ♦❜t❡♥✐r à

❝♦✉♣ sûr ✉♥ rés✉❧t❛t ♠❛①✐♠❛❧✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r VP ❡st ❡①♣r✐♠é❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0..22]✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ VP−1 à ♣❛rt✐r ❞❡ VP✳ VP−1 ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s

❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ VP✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ V1 ❛✈❡❝ ❧❛ P❘❯1 à ♣❛rt✐r ❞❡ V2✳ ▲❡

s✉♣♣♦rt ❞❡ V1 ❡st ❛❣r❛♥❞✐ ❞❡ 17 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à V2 ♣✉✐sq✉✬❡♥ ❝♦♥s♦♠♠❛♥t 17



✽✳✶✳ ❖❜❥❡❝t✐❢ ✶✸✺

r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧✬❛❣❡♥t ❡st sûr ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ P❘❯1 ✭♣♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧

s✉✣t ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥s ❞❡s tr♦✐s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ P❘❯1 ✿ 10 + 7 = 17✮✳

❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛

P❘❯0 ❝♦✉r❛♥t❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡

tr♦♣ ❧♦♥❣ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡✉ r❡❝♦✉rs à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V1✳

✽✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V1✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❥♦✉ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❚♦✉t ❝❡❝✐ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♠é✲

t❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s r❡♣ré✲

s❡♥t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❧♦❝❛❧ à ❝❤❛q✉❡ P❘❯✳

performance

Pendant la mission (si modification)

par approximation

Avant la mission

R

V

17

R

V

31

R22

V

profils de

R22

V

R

V

31

R

V

17

V1

160 R

recompositionbibliothèque
de fonctions

Niveau 1

(5,0.25)(6,0.5)(7,0.25)(1,0.25)(2,0.5)(3,0.25)

Q = 3 Q = 8

Q = 4 Q = 8 Q = 12

(2,0.4)(3,0.6) (5,0.25)(6,0.75) (9,0.5)(10,0.5)

Niveau 2

1

2

P

...

(9,0.5)(10,0.5)

(5,0.25)(6,0.5)(7,0.25)

(5,0.25)(6,0.75)(2,0.4)(3,0.6)

(1,0.25)(2,0.5)(3,0.25)

(10,0.2)(11,0.8) (13,0.5)(14,0.5)

(5,0.25)(6,0.5)(7,0.25)(1,0.25)(2,0.5)(3,0.25)

(2,0.4)(3,0.6)

(5,0.25)(6,0.5)

(8,0.25)(9,0.75)

(2,0.4)(3,0.6)

Q = 8Q = 3 Q = 4

Q = 4 Q = 12

(2,0.4)(3,0.6)

Q = 1

Q = 1

(5,0.25)(6,0.5)

(3,0.25)(4,0.5)

Q = 1

Q = 1

Q = 1 Q = 7 Q = 9

Q = 10Q = 5

la mission

Q = 2

Q = 5

❋✐❣✳ ✽✳✷ ✕ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r V1✳



✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ✿ ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ P❘❯

♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ✉♥❡ P❘❯

❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ❧✉✐ s❡r♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛ttr✐❜✉é❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉

❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡✉r s✉♣♣♦rt ❡st ❞♦♥❝ r❡str❡✐♥t✳ ■❧s s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❙✐ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡

P❘❯s✱ ❧❛ ❢♦♥t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❣❧♦❜❛❧❡ V1 s❡r❛ r❡❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♠✐s❡s ❜♦✉t à ❜♦✉t✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✧♥❛ï✈❡✧✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ ❜♦✉t à ❜♦✉t t♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡

❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

❡st ♣❧✉s ❧❡♥t✳

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯0 s❡r❛ ❞✐✛ér❡♥t❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ V ∗
1 ♦✉ ✉♥❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ V1✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ◗✲

✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

◆♦t❛t✐♦♥ ✿ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs V1 : R→ R✱ ♥♦✉s ❧❛ ♥♦t♦♥s

V : R → R✳ V ∗ : R → R ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ t❛♥❞✐s q✉❡ V ∼
methode : R → R ❡st

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ methode✳

✽✳✶✳✸ ❯♥❡ ✐❞é❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❆♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡

P❘❯s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∗ : R → R à ✉♥❡ ❛❧❧✉r❡ ✓ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✔ ❝♦♥✈❡①❡

✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✸✮✳

Ressources
disponiblesre

ss
ou
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 m
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~ 
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❋✐❣✳ ✽✳✸ ✕ V ∗ ❡t V ∼
lineaire ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳



✽✳✷✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✶✸✼

❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✈✐❛ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♥②t✐♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s

❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡s q✉❡ ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❛

❝♦✉r❜❡ ❡♥ tr❛✐t ❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∗ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡

❞✬✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞❡ P❘❯s✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ V ∗ : R → R s❡ ❧✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ✿ s✐ ❧✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡

❞❡ 80 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❣❛❣♥❡r 575✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛ï✈❡ ❡st ❞❡ tr❛❝❡r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭s✐ ❧✬❛❣❡♥t

❞✐s♣♦s❡ ❞❡ 0 r❡ss♦✉r❝❡s ✐❧ ♥✬♦❜t✐❡♥❞r❛ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t✮ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬❛✉ ♣♦✐♥t (rmission
max , Vmax)✳

❈❡tt❡ ❞r♦✐t❡ ✜❣✉r❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✸✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ très

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s♦♠♠❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♠❛①✐♠❛❧

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛❧✐tés ♠❛①✐♠❛❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❛♣rès ❝❤❛q✉❡

tâ❝❤❡✳

rmission
max =

P∑

p=1

Np∑

n=1

max
m∈Mn

(
max
r

(r ∈ Dom(Prp,n,m)
)

✭✽✳✶✮

❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré très ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s✹✺ ❝❡tt❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼
lineaire✳

V ∼
lineaire : R → R

r → r.
Vmax

rmission
max

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✣♥❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞♦♥t ❧✬❛❧❧✉r❡ s❡ r❛♣♣r♦✲

❝❤❡r❛ ♣❧✉s ✜❞è❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∗✳ ▼❛✐s ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

❝♦♠♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ❛♣rès q✉♦✐ ♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✽✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ PRU0 ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t

s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é❡ V ∼✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❛❝t✐♦♥s

❞✐❝té❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ∗ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

✹✺❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s✳



✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠✐ss✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡❧❛ ✈❛ ♥♦✉s ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s♦✉s✲

♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ PRU0 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ q✉✐

s❡r❛ ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t q✉✐ s✉✐t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s

◗✲❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ét❛t✱ ❛❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r

❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣r✐s❡s

❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳

❯♥❡ ◗✲✈❛❧❡✉r ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

π s✉✐✈✐❡ ✿

Qπ(s,a) =
∑

s′∈S

Pr(s′|a, s)× V π(s′) ✭✽✳✷✮

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s s✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♥♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥

q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣❛✐♥s ❡s♣érés V ∗ ❡t V ∼
methode ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠✐ss✐♦♥✱

✷✳ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s π∗ ❡t π∼
methode ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ PRU0 ❧♦❝❛❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱

✸✳ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ π∗✱ ❣❛r❞❡r t♦✉t❡s ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (s,a)✱

✹✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ♣♦ss✐❜❧❡ s ❞❡ ❧❛ PRU0 ❧♦❝❛❧❡✱ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ◗✲✈❛❧❡✉r

♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ◗✲✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❝❡t ét❛t ❞❛♥s ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ π∼
methode✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs s❡ ❢❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡s s❡✉❧❡s

◗✲✈❛❧❡✉rs q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ▲❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯0 s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ P❘❯ ✈✐❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡

❇❡❧❧♠❛♥ ✺✳✾✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❛❝t✐♦♥s M ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✿ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t

é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥

M ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ P❘❯ ✿ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ◆♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s π∗ ❡t π∼
methode ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳

◆♦t❡ ✿ ♥♦✉s ♥❡ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♣❛s ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s π∼
methode✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s

❞❡ ❧❛ P❘❯0 ❝♦✉r❛♥t❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐❝té❡s ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐❝té❡s ♣❛r ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ π∼
methode✳ ◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ◗✲✈❛❧❡✉r ❞✐❝té❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ 2✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ◗✲✈❛❧❡✉r à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t

❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✐❝té❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π∼
methode✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡rr❡✉r s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✸ ✿



✽✳✷✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✶✸✾
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❋✐❣✳ ✽✳✹ ✕ Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣❛✐♥s ❡s♣érés ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✈✐❛ ❞✐✛ér❡♥t❡s

♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣érés✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡ V ∗✱ ❧❡s ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s V ∼
morceauxlineaire✱ V ∼

morceauxprofils✱ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡ V ∼
lineaire✳ ◆♦✉s

♣rés❡♥t♦♥s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
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❋✐❣✳ ✽✳✺ ✕ ❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ✿ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s

t♦✉t❡s ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛✐r❡s ét❛t ❛❝t✐♦♥ (s,a)✳ ❈❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs s❡r✈✐r♦♥t ❞❡

♠❡s✉r❡ ét❛❧♦♥ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳



✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

V morceaux 
profils

Vmorceaux
lineaire

V*

...0 RD1

0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

m

m m

m

m

m

3, 1 3, 2

1, 1

2, 1 2, 2 2, 3

...0 RD1 0 RD1 ... 0 RD1 ...

...0 RD1

...0 RD1

PRU locale
...0 RD1

0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

m

m m

m

m

m

3, 1 3, 2

1, 1

2, 1 2, 2 2, 3

...0 RD1 0 RD1 ... 0 RD1 ...

...0 RD1

...0 RD1

PRU locale
...0 RD1

0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...0 RD1 ...

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

m

m m

m

m

m

3, 1 3, 2

1, 1

2, 1 2, 2 2, 3

...0 RD1 0 RD1 ... 0 RD1 ...

...0 RD1

...0 RD1

PRU locale

*Π (s,a) Π morceaux 
profils

(s,a) Π morceaux
lineaire

(s,a)

ga
in

 e
sp

ér
é

ga
in

 e
sp

ér
é

ga
in

 e
sp

ér
é

Pr Pr Pr

Pr

Pr

Pr

Q

Q Q

Q

Q

Q Pr Pr Pr

Pr

Pr

Pr

Q

Q Q

Q

Q

Q Pr Pr Pr

Pr

Pr

Pr

Q

Q Q

Q

Q

Q

❋✐❣✳ ✽✳✻ ✕ ❚r♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ✿ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥

s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥s❡r✈♦♥s ♣❛s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣❛❣é❡s ♣❛r ❝❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤é❡s q✉✐ ♥✬♦♥t

♣❛s ❞❡ ré❡❧❧❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s ét❛t ❛❝t✐♦♥ (s,a)✳

∀s, ErreurQ(s) = Q(s, π∗(s))−Q(s, π∼
methode(s)) ✭✽✳✸✮

❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ s✐ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐❝té❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ♥✉❧❧❡✳

❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r ◗✲✈❛❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛

♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡✛❡❝t✉é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts

♣r♦❝❤❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉✳ ❈♦♠♣❛r❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐❝té❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♥❡ s✉✣t ♣❛s ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ ✜♥❛❧✹✻ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞♦♥t ❧❡ ❣❛✐♥

❡st s♦✐t ♣r♦❝❤❡✱ s♦✐t é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r ◗✲✈❛❧❡✉rs ♣❡r♠❡t ❞❡

♠❡s✉r❡r ❝❡t é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✐❝té❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st

✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❝t✐♦♥ s✐ ❧❡ ❣❛✐♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ❞û êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥

♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ◗✲✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r

❛♣♣r♦❝❤❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
✹✻❆♣rès ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥✳



✽✳✸✳ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ✶✹✶

✽✳✸ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ V ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té

❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❆✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ P❘❯ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

❧♦❝❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♣✉✐s✱ ❞ès q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈✐❡♥t✱ ♦♥ s❡ s❡rt

❞❡ ❝❡s ♣r♦✜❧s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r V ∗✳

◆♦t❡ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ♠❛rt✐❡♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♠❡

♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♣❤♦t♦s s✉r ✉♥ s✐t❡✱ ❞❡ r❛♠❛ss❡r ❞✉ ♠✐♥❡r❛✐ ♦✉ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❡❧❡✈és ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✼✮✳ ■❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ tâ❝❤❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s α, β, γ, . . . ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s❛✐t ❢❛✐r❡✳

P♦✉r ♣ré❝✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡ q✉✬❛✉r❛ à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ r♦❜♦t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❧❡ t②♣❡

❞❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t ✿ PRU
β
8 ✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❤✉✐t✐è♠❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❛♠❛ss❡r

✉♥ ♠✐♥❡r❛✐✳

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

{
mesure

atmosphérique
prise

de photo
analyser
une roche

α β

}
γ

❋✐❣✳ ✽✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❢❛✐s❛❜❧❡s✳

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛ êtr❡ sé♣❛ré❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿

✕ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥

❡s♣éré fα ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ P❘❯α q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❡st ❝❡♥sé s❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❀ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s

❝❡s fα ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✕ ❧❛ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s✉❜✐t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❀ ♦♥ s❡ s❡rt

❛❧♦rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❧♦❝❛❧❡s fα ♣♦✉r r❡❝♦♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

❣❧♦❜❛❧❡ V ∼ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯0 ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡

❧❡ r♦❜♦t s❡ tr♦✉✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉✳



✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

✽✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ PRU
α

❆✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ PRUα ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ fα q✉✐

♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ PRUα✳ ❈❡tt❡

❢♦♥❝t✐♦♥ fα ✈❛ ❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rt ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ♣❛r ❝❡tt❡ P❘❯ ❞❡ t②♣❡

α✱ [0, .., rmax
pα ]✱ rmax

pα ét❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é♣❡♥s❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ PRUα✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fα ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❜♦r♥é❡

♣❛r ✿

fα(rmax
pα ) =

Npα∑

n=1

max
m∈Mn

Qp,n,m

◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞é❥❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s [0, .., rmax
pα ] ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❝❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ PRUα✱ ❛✈❡❝

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ♣❛❣❡ ✽✸ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

f (r)
β

f (r)
α

rmax
β

rmax
γ

f (r)
γ

rmax
α

R17 R22 R31

25
2120

offset de
démarrage

❋✐❣✳ ✽✳✽ ✕ ❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r 3 t②♣❡s ❞❡ P❘❯s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✽ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ PRUα ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ fα : R → R✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r

❣❛❣♥❡r ❡♥ ❛❧❧♦✉❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ P❘❯✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r♦✜❧

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❡ ❢❛✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ P❘❯✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t

❝r♦✐ss❛♥t❡s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣✉✐s ❡♥r❡❣✐stré❡s✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t tr✐é❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt
fα(rmax

pα
)

rmax
pα

✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ PRUα s❡r♦♥t ♠✐s❡s ❛✈❛♥t ❧❡s PRUβ ✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ ♥❡ ✈❡✉t ❛❜s♦✲

❧✉♠❡♥t ♣❛s ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s P❘❯s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✈❛ ❝❤❛♥❣❡r✳ ❈❡ tr✐ r❡ss❡r✈✐r❛ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ V ∗✳

◆♦t❡ ✿ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ é✈❛❧✉❡r ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

t♦✉s ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s❡ ❢❛✐t ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ PRUα ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥

❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❧♦❝❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✿

|Spα | ≤ rmax
pα .

(
1 +

Npα∑

n=1

n∏

n′=1

|m
,pα,n′ |

)



✽✳✸✳ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ✶✹✸

❙✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ P P❘❯s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✿

|S| ≤
∑

pα∈mission

(
rmax
pα .

(
1 +

Npα∑

n=1

n∏

n′=1

|m
,pα,n′ |

))
✭✽✳✹✮

✭✜♥ ❞❡ ♥♦t❡✮

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ r♦❜♦t ❡st ♣rêt à s✉❜✐r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥ts ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

✽✳✸✳✷ ❘❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ V
∗ ♣❛r V

∼
somme profils✳

P♦✉r r❡❝♦♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ fα ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ pα ❞❡ P❘❯s ❞❡ t②♣❡ α ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❊♥ tr✐❛♥t ❧❛ ❧✐st❡

❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s

s❡ s✐t✉❡r♦♥t ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♣♦sé❡✱ ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s à ❧❛ ✜♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

V ∼
somme profils ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ tr✐és✳ ◆♦✉s ❧❡s ♠❡tt♦♥s ❜♦✉t à

❜♦✉t✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✾✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ❧✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s

tâ❝❤❡s q✉✐ r❛♣♣♦rt❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛✉r❛ ✐♥térêt à ♥✬❡✛❡❝t✉❡r q✉❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✳ ❈✬❡st

♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ t②♣❡ α✱ q✉✐ ♦♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱

s♦♥t t♦✉s ♣❧❛❝és ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳

liste triée de profils
de performance

f (r)
α

rmax
α

f (r)
β

rmax
β rmax

γ

f (r)
γ

mission : 

1PRU 2PRU 3PRU 4PRU 5PRU 6PRU 7PRU 8PRU 9PRUβ α γ α α β γ α β

V    (r)

R17

20

R22

21

R31

25

x 3

x 4

x 2

17 68 R

somme profils

❋✐❣✳ ✽✳✾ ✕ ❊t❛♣❡ ✷ ✿ r❡❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ V ∼
somme profils ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r V ∗✳



✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✾ ✿ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 4 P❘❯s ❞❡ t②♣❡ α✱ 3 PRUβ ❡t 2

PRUγ✳ P♦✉r r❡❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼
somme profils✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (0, 0)✱ ❡t ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡

❢♦✐s ❧❡ ♣r♦✜❧ fα✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t (fα(rmax
pα ), rmax

pα ) = (17, 20) ♣✉✐s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡

❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦✜❧✳ ❈❡❧❛ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t 4 ❢♦✐s ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ 4 P❘❯s ❞❡ t②♣❡ α✳ ❆ ♣❛rt✐r

❞✉ ♣♦✐♥t (4 ∗ 17, 4 ∗ 20) ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ 3 ❢♦✐s fβ ♣✉✐s ✜♥❛❧❡♠❡♥t 2 ❢♦✐s fγ✳

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♥st✐t✉é❡ V ∼
somme profils ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿ ❝✬❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0..
∑P

p=1 r
max
p ]✳ ❆✉tr❡ r❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s s♦♥t

é❣❛❧❡s à ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s❡r V ∼
somme profils✳

❉♦♥♥é❡s ✿ ♠✐ss✐♦♥ ❂ [PRU1, . . .PRUP]✱ F

rallouee = 0 ✴✴r❡ss♦✉r❝❡ ❞é❥à ❛❧❧♦✉é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳✶

Vprec = 0 ✴✴❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳✷

t❛♥t q✉❡ rallouee <= rmax
mission ❢❛✐r❡✸

α = argmax
α

(
fα(rmax

pα ), fα ∈ F
)
✴✴t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ P❘❯✹

nα = nb(P❘❯α ∈ mission) ✴✴♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯α ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✺

♣♦✉r i ∈ [1, . . . , nα] ❢❛✐r❡✻

♣♦✉r r ∈ [rallouee, . . . , rallouee + rmax
pα ] ❢❛✐r❡✼

V ∼
sommeprofils (r) = Vprec + fα(r) ✴✴❈♦♣✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣r♦✜❧✳✽

✜♥♣♦✉r✾

rallouee+ = rmax
pα✶✵

Vprec = V ∼
somme profils(rallouee) ✴✴❖♥ ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞✬❛❥♦✉t✳✶✶

✜♥♣♦✉r✶✷

F .s✉♣♣r✐♠❡(fα)✶✸

✜♥tq✶✹

r❡t♦✉r♥❡r V ∼
somme profils✶✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ∼
somme profils

❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ V ∗✱ ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r

♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❘❯0 ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❛✣♥é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ✳

✽✳✹ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V
∼

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

ét❛✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❡t q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✭r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s

❞é♣❡♥sé❡s✮ ❧❡s ♣❧✉s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s❡ s✐t✉❛✐❡♥t ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s



✽✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼ ✶✹✺

❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ét❛✐t q✉❛s✐ ❝♦♥st❛♥t❡✳ P♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fα ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✽ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❧♦❝❛❧ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t

s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st q✉❛s✐ ♣❧❛t❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❛❧❧♦✉❡r ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❝❡

♠♦♥t❛♥t r s✐t✉é ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ♣❛❧✐❡r ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ q✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t ❛ ♣❡✉ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ✐❧

❡ss❛②❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❧✉✐ r❛♣♣♦rt❡r♦♥t ❧❡ ♣❧✉s✳ ❙✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s✱ ✐❧ ❡ss❛②❡r❛ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ♠ê♠❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s✉r♣❧✉s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ r❡♣ér❛♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❜♦♥ r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐①✱ ♥♦✉s s❛✉r♦♥s ré♣❛rt✐r ♥♦s r❡ss♦✉r❝❡s

s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳

✽✳✹✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞é ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡

❢❛ç♦♥ à r❡♣ér❡r ❧❡s ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧❡ r❛♣♣♦rt ❣❛✐♥ ❡s♣éré✱ r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ét❛✐t ♠❛①✐♠✉♠✳

▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❡ ✈♦♥t ♣❧✉s êtr❡ ❛❧❧♦✉é❡s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♠❛✐s ♣❡t✐t à ♣❡t✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❈❡❝✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♣♦sé❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ V ∗✱

❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥ ❞❡r♥✐❡r✳

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐① ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s

♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❣❛✐♥✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s

❛✉① tâ❝❤❡s q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❡♥❞❡♠❡♥t✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐①

❝♦♥t✐♥✉❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦✜❧s s♦✐❡♥t tr❛✐tés✳

◆♦✉s ♠♦r❝❡❧♦♥s ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐

❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐① ♣✉✐s ♥♦✉s ❞é❝♦✉♣♦♥s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿

❧❛ ♣❛rt✐❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt s❡r❛ ♥♦té❡ gα ❡t ❧❡ r❡st❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❞✉ ♣r♦✜❧ fα
n

s❡r❛ r❡❞é❝♦✉♣é s❡❧♦♥ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥s fα
n s♦✐t

✈✐❞❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s gα s♦♥t st♦❝❦é❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ tr✐é❡ ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t

❞❡ r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐①✱ ♣♦✉r q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❛✉① tâ❝❤❡s q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡

♠❡✐❧❧❡✉r r❡♥❞❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♠♦r❝❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✵✳

▲❡s ♠❛①✐♠❛ ❞❡ r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐① s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

rmax
pα,1 = argmax

α,r

(fα(r)

r

)
✭✽✳✺✮

∀i > 1, rmax
pα,i = argmax

α,r

(fα
i (r)

r

)
✭✽✳✻✮

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐① sé❧❡❝t✐♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❞é❝❛❧♦♥s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à

♣♦✉✈♦✐r ② tr♦✉✈❡r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐①✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

a

r

f (r)
β

r

f (r)
γ

r

f (r)
β

r

f (r)
γ

1

rα 1

rα 1rα 1

b

...

...1

rα 1
c

a

b

c rα 1 1

Recherche du meilleur rapport Qualité / prix.

Stockage du couple (        ,       ).
Décalage du profil de performance.

r r

f (r)

r

f (r)f (r)
α β γ

r

αf   (r)1

r

α α
f   (      − r) − f  (       )

max

maxmax

max

max

α
g   (r)

α
g α

g

❋✐❣✳ ✽✳✶✵ ✕ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té/♣r✐①✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✵ ✿ ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s à ❧✬ét❛♣❡ ❛ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt

✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✺✮✱ ❡♥ ❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ P❘❯s ✭α, β, γ✮✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r

r❛♣♣♦rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✐♥t rmax
α,1 ✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣❧❡ tr♦✉✈é✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s à ❧✬ét❛♣❡ ❜ ✿

♥♦✉s ❞é❝♦✉♣♦♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ gα s❡r❛ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ st♦❝❦é ✭ét❛♣❡ ❝✮ ❡t ♥♦✉s ❞é❝❛❧♦♥s ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❥✉sq✉✬❛✉

♣♦✐♥t tr♦✉✈é ✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✼✮ ✳ ◆♦✉s ✐tér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦✜❧s

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦✐❡♥t tr❛✐tés✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❡

♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ γ✳



✽✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼ ✶✹✼

gα
1 :

[
0 . . . rmax

pα,1

]
→ R

r → fα(r)
✭✽✳✼✮

fα
1 :

[
0 . . . rmax

pα − rmax
pα,1

]
→ R

r → fα(r− rmax
pα,1)− fα(rmax

pα,1)
✭✽✳✽✮

∀i > 1,
gα
i :

[
0 . . . rmax

pα,i

]
→ R

r → fα
i (r)

✭✽✳✾✮

∀i ≥ 1,
fα

i+1 :

[
0 . . . rmax

pα −
∑i

j=1 r
max
pα,j

]
→ R

r → fα
i (r− rmax

pα,i )− fα
i (rmax

pα,i )

✭✽✳✶✵✮

◆♦✉s ✐tér♦♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fα s♦✐❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♠♦r❝❡❧é❡s

❡t ❝❤❛q✉❡ ♠♦r❝❡❛✉ gα s♦✐t tr✐é ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡✳ ◆♦✉s ❛❝❤❡✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛

r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré s✐ ✉♥ ✐♠♣ré✈✉ ✈✐❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s

q✉✐ ét❛✐t ♣ré✈✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

❉♦♥♥é❡s ✿ ♠✐ss✐♦♥ ❂ [PRU1, . . .PRUP]✱F

TypeMission = {α, t❡❧ q✉❡ , PRUα ∈ mission}✶

G = ∅✷

♣♦✉r α ∈ TypeMission ❢❛✐r❡✸

t❛♥t q✉❡ fα 6= ∅ ❢❛✐r❡✹

rmax
pα = argmax

α,r
(fα(r)/r, fα ∈ F)

✺

∀r ∈ [0, . . . , rmax
pα ], gα(r) = fα(r)✻

G.❛❥♦✉t❡r(rα
max, gα)✼

fα(r) = fα(r− rmax
pα )− fα(rmax

pα )✽

✜♥tq✾

✜♥♣♦✉r✶✵

G.tr✐❡r(gα(rα
max)/rα

max)✶✶

r❡t♦✉r♥❡r G✶✷

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦✉♣❡r t♦✉s ❧❡s ♣r♦✜❧s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥s ❞❡s

❛✉tr❡s ✭t♦✉❥♦✉rs s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐①✮✱ ♣✉✐s à st♦❝❦❡r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (rmax
pα,i , gα

i )

❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡tr✐♦♥s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt

q✉❛❧✐té✴♣r✐① ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r t②♣❡ ❞❡ P❘❯✳



✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

✽✳✹✳✷ ❘❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V
∼
morceauxprofils

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✱ à

❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s fα ♣❛r

❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s G = {gα
i }✳ ▲❡ tr✐ ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

gα
i ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s q✉✬à r❡❝♦❧❧❡r ❞❛♥s

❧✬♦r❞r❡ ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s gα
i ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ∼

morceaux profils q✉❡

♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré r❡❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

triée (g   )

liste des morceaux de
profils de performance

rr 2.r 3.r 4.r 4.r + r
1 1 1 1 1 2

 morceaux profils

...

... V    (r)

mission : 

1PRU 2PRU 3PRU 4PRU 5PRU 6PRU 7PRU 8PRU 9PRUβ α γ α α β γ α β

α1 β 1 β 2 α4
max max max maxr r rr

α

x 4

x 3

❋✐❣✳ ✽✳✶✶ ✕ ❘❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ∼
morceauxprofils✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✶ ✿ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❡r ♣❛r r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 4 P❘❯s ❞❡

t②♣❡ α ❡t 3 P❘❯s ❞❡ t②♣❡ β ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❢✉t✉r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡✱ ❧❡

♣r❡♠✐❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té ♣r✐① ❛✈❛✐t été tr♦✉✈é ♣♦✉r ❧❛ P❘❯
α✳ ◆♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ❞♦♥❝ 4

❢♦✐s ❧❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ✭gα
1 ✮✱ ♣✉✐s tr♦✐s ❢♦✐s ❧❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉r❜❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ tâ❝❤❡✭gβ
1 ✮✱ ❥✉sq✉✬à ❛rr✐✈❡r ❛✉ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦✉r❛♥t s✉r ❧✬❛①❡

❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r V ∼
morceaux profils ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ très ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬♦♣t✐♠❛❧ V ∗ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉①

❞❡ ❝♦✉r❜❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré



✽✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼ ✶✹✾

♦♣t✐♠❛❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ é✈❛❧✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P❘❯s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛

s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ s♦✐t O(R)✱

♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✳

❉♦♥♥é❡s ✿ ♠✐ss✐♦♥ ❂ [PRU1, . . .PRUP]✱ G

rallouee = 0 ✴✴r❡ss♦✉r❝❡ ❞é❥à ❛❧❧♦✉é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳✶

Vprec = 0 ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳✷

t❛♥t q✉❡ rallouee <= rmax
mission ❢❛✐r❡✸

(α, i) = argmax
(α,i)

(
gα
i (rmax

pα,i ), gα
i ∈ G

)
t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ P❘❯

✹

nα = nb(P❘❯α ∈ mission) ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯α ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✺

♣♦✉r i ∈ [1, . . . , nα] ❢❛✐r❡✻

♣♦✉r r ∈ [rallouee, . . . , rallouee + rmax
pα,i ] ❢❛✐r❡✼

V ∼
sommeprofils (r) = Vprec + gα

i (r) ❈♦♣✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣r♦✜❧ ❛❝t✉❡❧✽

✜♥♣♦✉r✾

rallouee+ = rmax
pα,i✶✵

Vprec = V ∼
morceaux profils(rallouee) ❖♥ ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞✬❛❥♦✉t✳✶✶

✜♥♣♦✉r✶✷

G.s✉♣♣r✐♠❡(gα
i )✶✸

✜♥tq✶✹

r❡t♦✉r♥❡r V ∼
morceaux profils✶✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼
morceaux profils

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡

♠♦r❝❡❛✉① ❧✐♥é❛✐r❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✐♥é❛r✐s♦♥s✳ ▲❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s gα
i s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ❞r♦✐t❡s lαi ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✽✳✶✶✱

∀α,∀i,
lαi :

[
0 . . . rmax

pα,i

]
→ R

r → r
rmax
pα,i

.gα
i (rmax

pα,i )
✭✽✳✶✶✮

❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♦❜t❡♥✉❡✹✼ ❛ ✉♥❡ ❛❧❧✉r❡ ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡

♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ♥♦✉s ❧❛ ♥♦t♦♥s V ∼
morceaux lineaire✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s

✜♥❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✿ ❧❛ ❝♦✉r❜❡

♣❧❡✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞❡s ✈♦✐r❡ ♠✐♥✉t❡s ♣❛r

♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❏✉st❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r
✹✼▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡st❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡✳



✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

Gain espéré optimal
V (morceaux profils)
V (morceaux linéaire)
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❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ♣❛r r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

♠♦r❝❡❛✉① V ∼
morceaux lineaire✭❡♥ ✳✳✲✳✳✮ ❡t ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡

♣r♦✜❧s V ∼
morceaux profils✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ V ∼

lineaire ♣rés❡♥té❡

❡♥ t♦✉t ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✽✳✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♣♦sé❡ V
∼ ❛✈❡❝ V

∗✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❞❡ ❝❤♦s❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ✿ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡st

é❣❛❧❡ ❡♥ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡✳

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❡①♣❧♦✐té ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣r♦✲

❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠✐st❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡t ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣❡ss✐♠✐st❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣❡ss✐♠✐st❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ✈❛ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s♦♠♠❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞❡ ❝❡

❢❛✐t✱ ❧❡s P❘❯s ❞❡✈✐❡♥❞r♦♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ■❧ s✉✣r❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣❡ss✐♠✐st❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ r❡❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡

♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s P❘❯s ♣❡ss✐♠✐st❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s



✽✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼ ✶✺✶

❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳
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❋✐❣✳ ✽✳✶✸ ✕ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré r❡❝♦♠♣♦sé❡✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡✉① ❝❤♦s❡s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ✿ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦✉s✲

❡st✐♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ➚ ❞r♦✐t❡✱ ✜❣✉r❡ ❜✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s P❘❯s ❞♦♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s

❝♦♥s♦♠♠❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ r❡❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡

♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡❡st é❣❛❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡♠❛rq✉❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✿

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ✿ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s s♦✉s✲❡st✐♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡✳

∀r ∈ R, V ∼
morceaux profils(r) ≤ V ∗(r) ✭✽✳✶✷✮

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡✈✐❡♥t ❢❛✉ss❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

V ∼
morceaux lineaire✳

❊①♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❡♥ ❛❧❧♦✉❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

à ✉♥❡ P❘❯ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✉♥ rés✐❞✉ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé✳

▲❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❧♦❝❛❧ ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥❡ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉❡ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ P❘❯s✱ ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ r❡st❡r♦♥t✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡

❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❡r ♠♦✐♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛❧❧♦✉é ✭♠❛✐s ❥❛♠❛✐s ♣❧✉s✮✳

▲✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❢❛✐r❡ ❞❡s é❝♦♥♦♠✐❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧ ❝♦♥s❡r✈❡ ❛❧♦rs ✉♥ rés✐❞✉ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s



✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

✐♥✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ❝✉♠✉❧❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P❘❯s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛

✜❣✉r❡ ✽✳✶✸ ❡t ❝❡tt❡ ré♣❡r❝✉ss✐♦♥ é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s V ∼
morceaux profils ❞❡ V ∗✳

✽✳✺ ❉❡r♥✐❡r ❡ss❛✐ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r V ✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 11 q✉❡ ❧✬✉t✐❧s❛t✐♦♥ ❞❡ V ∼
morceaux lineaire ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✓ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✔ ♣♦✉r ❧❡ r♦❜♦t ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

♥é❛♠♦✐♥s ✈♦✉❧✉ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s rés✐❞✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥s♦♠♠é ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

✽✳✺✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✐❞✉ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ P❘❯ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s

❛❧❧♦✉♦♥s ✉♥❡ q✉❛♥t✐té rd ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r t♦✉t ❞é♣❡♥sé ❧♦rsq✉❡

❧✬❛❣❡♥t t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t [r > 0,Q, p, Np]✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ❞é✲

✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬❛r❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐

q✉✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ P❘❯✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s❡r✲

✈❡r ❧❡s ét❛ts ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✱ ♣✉✐s r❡♠♦♥t❡r ❥✉sq✉✬à ❧✬ét❛t r❛❝✐♥❡ [rd, 0, p, 0] ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t

❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥

❛r❜r❡ ré❞✉✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r r r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s à ❧❛ ✜♥

❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❘❯✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦✉s tr♦✉✈❡r ❞❛♥s

✉♥ ét❛t ❞✬é❝❤❡❝✳ ▲✬❛r❜r❡ ré❞✉✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❜❛②és✐❡♥✳ ◆♦✉s

♥♦t♦♥s π∗
α ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ P❘❯α✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ rés✐❞✉❡❧

♣♦✉r ✉♥ ét❛t r❛❝✐♥❡ [rd, 0, p, 0] ❞♦♥♥é ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ P❘❯α q✉✐

s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞✐❝té❡s ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π∗
α✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✬é❝❤❡❝✳ ▲✬❛r❜r❡ rés✐❞✉❡❧ ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π∗
α✱

✷✳ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ét❛ts ❢❡✉✐❧❧❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✱

✸✳ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣❛r ❝❤❛î♥❛❣❡ ❛rr✐èr❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝é❞❡r à ✉♥❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t π∗
α✳

❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹✳

✽✳✺✳✷ ❘é✲✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ rés✐❞✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r❛ ❢❛✐t ❤♦rs ❧✐❣♥❡✮✱ ♥♦✉s

♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡s rés✐❞✉s q✉❡ ♥♦✉s

❛♣♣❡❧♦♥s V ∼
residus✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ✿ ♥♦✉s



✽✳✺✳ ❉❡r♥✐❡r ❡ss❛✐ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r V ✳ ✶✺✸

Q= 20 0 1Q=16 2 3 4 Q=16 2 3 4 Q= 20 0 1

15

15

a b

Niveau 1

Niveau 2

(5,0.25)(6,0.5)(7,0.25)(1,0.25)(2,0.5)(3,0.25)

Q = 3 Q = 8

Q = 4 Q = 8 Q = 12

(2,0.4)(3,0.6) (5,0.25)(6,0.75) (9,0.5)(10,0.5)

8 109

1/8

1/8
1/8

7/16

3/16

arbre résiduel

calcul de la politique avec ressources
correspondant

❋✐❣✳ ✽✳✶✹ ✕ ❆r❜r❡ rés✐❞✉❡❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹ ✿ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹✳❛ ✉♥❡ P❘❯ ❝♦♠♣♦sé❡

❞❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❡t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ◆♦✉s

❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ P❘❯ ❛✈❡❝ 15 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r

✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ P❘❯ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡st ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r

♥✐✈❡❛✉✱ ❡t s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ r❡st❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ 9 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♦✉ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡

♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳ ❉♦♥❝ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ à ❝❡tt❡ P❘❯ ❛✈❡❝ 15 ✉♥✐tés

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ✐❧ r❡st❡r❛ ❡♥tr❡ 0 ❡t 4 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❝❡❝✐ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹✳❜✳

▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ss♦❝✐é❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ P❘❯✳

♠❡tt♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❜♦✉t à ❜♦✉t ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s g✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s

❞❡ r❡❥♦✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ♣❛r ❡♥❞r♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✐❞✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ❝♦♥s♦♠♠és✳ ❙❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r

❧❡s ❡s♣❛❝❡s rés✐❞✉❡❧s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸✳❛✳

◆♦tr❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡

♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✐❞✉ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❛♥t✐tés ❞❡ rés✐❞✉s ♣♦ss✐❜❧❡s✱

♥♦✉s ♣♦♥❞ér♦♥s ❝❡t ❛❥♦✉t ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ rés✐❞✉❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ 3 P❘❯s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹✳ ▲✬❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡

❞❡ 30 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ ❞é♣❛rt✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s gα
1 ❡t rmax

pα,1 = 15 ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G✳

◆♦✉s ❛❧❧♦✉♦♥s ❛❧♦rs 15 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦✉♦♥s ♣❧✉s

s❡✉❧❡♠❡♥t 15 = 30 − 15 r❡ss♦✉r❝❡s à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ P❘❯✱ ♠❛✐s 15✱ 16✱ 17✱ 18 ♦✉ 19 r❡ss♦✉r❝❡s

❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ 1/8, 1/8, 3/16, 7/16, 1/8 ✭❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❝❡ q✉✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❛

✜❣✉r❡ ✽✳✶✹✳❜✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r V ∼
morceaux profils ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ✉♥ à ✉♥ t♦✉s ❧❡s

♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ G✳ ◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ré✲✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s rés✐❞✉s ❡t

♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ V ∼
residus✳ ❙❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿ ♥♦✉s

❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠❡ttr❡ à ♣❧❛t ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r❞♦♥♥és

✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠❛✐s s❛♥s ❛❥♦✉t✮ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻✱ ♣✉✐s ♥♦✉s

❛❥♦✉t♦♥s t♦✉s ❝❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s rés✐❞✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s t♦✉s ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ à ♣❧❛t ❡t ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡✳



✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❉♦♥♥é❡s ✿ ♠✐ss✐♦♥ ❂ [PRU1, . . .PRUP]✱ G

rallouee = 0 r❡ss♦✉r❝❡s ❞é❥à ❛❧❧♦✉é❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳✶

t❛♥t q✉❡ rallouee <= rmax
mission ❢❛✐r❡✷

(α, i) = argmax
(α,i)

(
gα
i (rmax

pα,i ), gα
i ∈ G

)
t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ P❘❯

✸

nα = nb(P❘❯α ∈ mission) ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯α ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✹

♣♦✉r i ∈ [1, . . . , nα] ❢❛✐r❡✺

♣♦✉r r ∈ [rallouee, . . . , rallouee + rmax
pα,i ] ❢❛✐r❡✻

Vordonne(r) = gα
i (r) ❈♦♣✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣r♦✜❧ ❛❝t✉❡❧✼

✜♥♣♦✉r✽

rallouee+ = rmax
pα,i✾

s✐ i == 1 ❛❧♦rs✶✵

Arallouee
= ❛r❜r❡❘❡s✐❞✉❡❧(gα

i (rmax
pα,i )) ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢❛✐t ♦✛✲❧✐♥❡✶✶

s✐♥♦♥✶✷

Arallouee
= [(1, 0)] ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ✉♥✶✸

❞é❜✉t ❞❡ ❝♦✉r❜❡✱ ♥♦✉ ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ❧❡ rés✐❞✉

✜♥s✐✶✹

✜♥♣♦✉r✶✺

G.s✉♣♣r✐♠❡(gα
i )✶✻

✜♥tq✶✼

r❡t♦✉r♥❡r Vordonne✶✽

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻ ✿ ▼✐s❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❛♥s ❝✉♠✉❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❡♥r❡❣✐str♦♥s ✉♥ ❛r❜r❡

rés✐❞✉❡❧ Ar à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ gα✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧❡ ❢❛✐s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s

q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ✭❧❡s gα
1 ✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❛❥♦✉t❡r ❧❡s

♠♦r❝❡❛✉① ♠✐s à ♣❧❛t ❧❡s ✉♥s ♣❛r ❞❡ss✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ ❜♦✉t à ❜♦✉t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♠✐s❡s à ♣❧❛t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

❞❛♥s Vordonne✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ Vprec q✉✐ st♦❝❦❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❝❛❧❝✉❧é✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s❡✉❧❡♠❡♥t

❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣❛r

❧❡s rés✐❞✉s ✭❡t ❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮ ❞❡s ❛r❜r❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐ts✳ ❆✉ ❞é♣❛rt✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡

rés✐❞✉✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 ❞✬❛✈♦✐r 0 ❡♥ rés✐❞✉✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❞✬❛r❜r❡ ❞❡s

rés✐❞✉s ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ Ar ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s r❡❤❛✉ss♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣❛r r❛♣♣♦rt à V ∼
morceaux profils✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡✱

❞✉ ♠♦✐♥s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝♦✉r❜❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❡❧❧❡



✽✳✺✳ ❉❡r♥✐❡r ❡ss❛✐ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r V ✳ ✶✺✺

❉♦♥♥é❡s ✿ ♠✐ss✐♦♥ ❂ [PRU1, . . .PRUP]✱ Vordonne

Vprec = 0 ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳✶

residus = [(1, 0)] ❧✐st❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✳✷

♣♦✉r 0 ≤ r < rmax
mission ❢❛✐r❡✸

V ∼
residus(r) = Vprec +

∑

(p,r′)∈residus

p.Vordonne(r + r′)
✹

s✐ Vordonne(r + 1) == 0 ❛❧♦rs✺

Vprec = V ∼
residus(r) ❖♥ ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞✬❛❥♦✉t✳✻

✜♥s✐✼

s✐ Ar 6= ∅ ❛❧♦rs✽

residus = Ar✾

✜♥s✐✶✵

✜♥♣♦✉r✶✶

r❡t♦✉r♥❡r V ∼
residus✶✷

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ∼
residus

❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ❧❡ s✐♠♣❧❡ ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❡t ❧❡s rés✐❞✉s ré✲✐♥❥❡❝tés

❣é♥èr❡♥t ❞❡s rés✐❞✉s ❞❡ rés✐❞✉s✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❡ss❛②❡r ❞❡ ré✲✐♥❥❡❝t❡r ❧❡s rés✐❞✉s ❞❡ rés✐❞✉s ❡t

❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞❡ ✜❧ ❡♥ ❛✐❣✉✐❧❧❡ ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st

✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜❛♥❞♦♥♥é ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ré✲✐♥❥❡❝t❡r ❧❡s rés✐❞✉s ♣♦✉r rét❛❜❧✐r ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✶ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s V ∼
morceaux profils ❡t V ∼

morceaux lineaire

❛♣♣r♦❝❤❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❣é♥ér❡r tr♦♣ ❞✬❡rr❡✉rs

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ rés✐❞✉s ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

✕ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s✱

✕ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❜❛sé❡ s✉r V ∼
morceauxprofils ♦✉ V ∼

morceauxlineaire✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 11 ♠♦♥tr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❛♥s ré✲✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉s s✉❢✲

✜t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❝♦♥❝❧✉ q✉✬✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♥✐ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦tr❡ ♠é✲

t❤♦❞❡✱ ♥✐ ❞✬❡①♣♦s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ rés✐❞✉s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ V ∼
morceauxprofils ♦✉

V ∼
morceauxlinaire s✉✣t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣✉✐ss❡ ❝♦♥trô❧❡r s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐ss✐♦♥✳



✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

triée (g   )

liste des morceaux de
profils de performance 15

1/8

1/8
1/8

7/16

3/16

arbre résiduel
correspondant

2 3 4 0 1

r

...

... V    (r)

mission : 

1PRU 2PRU 3PRU 4PRU 5PRU 6PRU 7PRU 8PRU 9PRUβ α γ α α β γ α β

α1 β 1 β 2 α4
max max max maxr r rr

α

 residus

x 4

x 3
(b)

(c)

(a)

ajout des courbes

❋✐❣✳ ✽✳✶✺ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ Vresidus✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✺ ✿ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s rés✐❞✉s

s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ♥♦✉s ❛❧✐❣♥♦♥s ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❧❡s ❛❥♦✉t♦♥s ❜♦✉t à ❜♦✉t

❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡s rés✐❞✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❊♥ ✭❛✮✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❧❡s ♣r♦✜❧s ❜♦✉t à ❜♦✉t✱ ♣✉✐s

♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉t ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ✉♥ ❛r❜r❡ rés✐❞✉❡❧ ✭❜✮ ✭❝❛❧❝✉❧é ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱

♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼ ✭❝✮ ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ✭❛✮ ❝♦♠❜✐♥és ❛✈❡❝

❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ✭❜✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♣♦✉r✲

r❛✐t é✈♦❧✉❡r ♥♦tr❡ r♦❜♦t ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ à ❧❛

❢♦✐s ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♠♣ré✲

✈✉s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣♦rt✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ r♦❜♦t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞ès q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥t ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡ à ✈❡♥✐r✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱

❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▼❛✐s ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✱ ❡♥

❛tt❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿ ❧❡ r♦❜♦t ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣❛✐♥

❡s♣éré ♣♦✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ✈❡♥✐r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡r❛✱ ♣✉✐s✱ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯ q✉✬✐❧ ✈❛ ♦✉ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬❡①é❝✉t❡r✳ ▲❡

❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ P❘❯ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳



✽✳✺✳ ❉❡r♥✐❡r ❡ss❛✐ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r V ✳ ✶✺✼

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s tâ❝❤❡s ❛♣rès ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①❡✳

P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r

❛❥♦✉ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❧♦❝❛✉① ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

❣❧♦❜❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t r❡t❡♥✉ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s V ∼
morceaux profils ❡t

V ∼
morceaux lineaire✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ q✉❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❢♦✉r♥✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s

♣❛r ❧❡ r♦❜♦t q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é❡

❡st ❜♦♥♥❡✳



✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❙②stè♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣♦✉r ✉♥

r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ q✉✐ ❞♦✐t ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ r♦❜♦t ❞♦✐t ❛❞❛♣t❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ❛❧❧♦✉❛♥t à ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ■❧ ❞♦✐t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥✳

◆♦tr❡ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ♠❛①✐♠✐s❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❜❛s❡r❛

s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ✐❧ ✈❛ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✬♦♥ ❧✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✿

❧✬❛❣❡♥t r❡ç♦✐t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ P❘❯ ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t q✉✬✐❧

❛✉r❛ ♣r♦❞✉✐t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s t✐ré ♣❛rt✐ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s 4 ❡t 5✱ ♣♦✉r

♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡ ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❞❛♥s ❝❡s ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✬✐❧

ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❧♦❜❛❧ q✉✐ s✬❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✉ r♦❜♦t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ✈✐s❛♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s tâ❝❤❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞❡ ✉♥✐tés ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢ t♦✉t ❡♥ ❣ér❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ r♦❜♦t✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛✲

t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡

♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥✐r ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❞ès q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❞❡✈✐❡♥t é❧❡✈é✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛✲

❣❡❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧

♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❡r❞r❡ ✉♥ t❡♠♣s ♣ré❝✐❡✉① à ♥♦tr❡ r♦❜♦t✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ❜♦♥♥❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❛s✐ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣✉✐ss❡

❛❞♦♣t❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞ès q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈✐❡♥t✳

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✿ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✭❢✉t✉r✮ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✭♣rés❡♥t✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣❡r

❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣♦❧✐tq✉❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❡st ✐♥s♣✐ré ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲

t✐♦♥✴r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼❉P ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s ✿ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❢❛✐ts ❡♥ ❝ré❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡s

✶✺✾



✶✻✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

♠✐ss✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❡t s❡✉❧❡ tâ❝❤❡✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡

❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠✐ss✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

s♦♥t ❞é❝♦✉♣és ❡♥ ♠♦r❝❡❛✉① ♣✉✐s tr✐és✳ ▲❛ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à

♠❡ttr❡ ❜♦✉t à ❜♦✉t ❝❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s tr✐és✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é❡ q✉✐ s♦✉s✲❡st✐♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s

♣❛s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣❛✐♥

❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é ❡t ❧❡ r♦❜♦t ❛❞♦♣t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 11 ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳



◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

✶✻✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ✉♥ r♦❜♦t

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦tr❡ t♦✉t❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✉

❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s

❞é♠♦♥tr❡r q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ t❡❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r s❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s

r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ s❡r✈✐s ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ré❝❡♥t❡

❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❆❉ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞✉ r♦❜♦t ❜♦✇❧✐♥❣✳ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡

t♦♠❜❡r ❞❡s q✉✐❧❧❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ♣♦✉r ♠❛rq✉❡r ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s q✉✐❧❧❡s s♦♥t

♣♦sé❡s ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔ s✉r ❧❡ s♦❧✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❡❝t❡r ❡t ♣♦✉r ❧❡s

❢❛✐r❡ t♦♠❜❡r✳

✾✳✶ ▲❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛

▲❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❑✲❚❊❆▼ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❦✲t❡❛♠✳❝♦♠✴✳ ❈✬❡st ✉♥ r♦❜♦t

❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧✳

✾✳✶✳✶ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

■❧ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡t ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡ ❑❤❡♣❡r❛ ✭❑✲❚❊❆▼✮✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ r❛❥♦✉t❡r ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ❛❝❝❡ss♦✐r❡s✳ ▲❡ ❑♦❛❧❛ ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛✹✽✳ ■❧ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❣râ❝❡

à s✐① r♦✉❡s✱ ❡t ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r à t♦✉s t②♣❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥ ❡♥ ✐♥tér✐❡✉r✳ ❙❡s s✐① r♦✉❡s ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t

❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ t♦✉r♥❡r s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✾✳✶✳✶✮✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❛✈❛♥❝❡r ❧❡s r♦✉❡s ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡

❡t r❡❝✉❧❡r ❧❡s r♦✉❡s ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡✱ ✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ❚♦✉t

✹✽▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦✉r♥✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛♠ér❛✳

✶✻✸

http://www.k-team.com/


✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ✉♥ r♦❜♦t

❛✉t♦✉r ❞✉ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ s♦♥t ❞✐s♣♦sés ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r

❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ♦❜st❛❝❧❡s✳

❋✐❣✳ ✾✳✶ ✕ ▲❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❞✐t s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❑✲❚❡❛♠ q✉❡ ❧❡ ❇■❖❙ ❞❡ t♦✉s ❧❡s r♦❜♦ts ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡

s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✭❧❡ ❑❤❡♣❡r❛ ❡t ❧❡ ❑♦❛❧❛✮✳ ▲❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❣r❛♠♠é ✈✐❛ ❞✐✛ér❡♥ts

❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ▲❛❜❱■❊❲ ❘© ✱ ▼❆❚▲❆❇ ❘© ♦✉ ❙②s◗✉❛❦❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

♦♣té ♣♦✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❈ ❀ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝r♦ss✲❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐ ❛✈❡❝ ❧❡ r♦❜♦t✳ ▲❡

tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣♦rt sér✐❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❡♥

❜r❛♥❝❤❛♥t ✉♥ ❝â❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ P❈ ✈❡rs ❧❡ r♦❜♦t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱

❡t ❧❡s ❜❛tt❡r✐❡s ♦♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡t ✉♥❡ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s✳

✾✳✶✳✷ ❈♦♠♠❡♥t ♣r♦✜t❡r ❞✉ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ ❄

▲❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s r♦❜♦t✐q✉❡s ❡♥

✐♥tér✐❡✉r✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞❡✈❡♥✐r ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s

✈♦✉❧✉ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣ér❡r ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

à ❧❛ ❢♦✐s✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ré✢é❝❤✐ à ❞✬❛✉tr❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ✿ ✉♥ ❜❛❝ ❝♦♥t❡♥❛♥t

❞❡ ❧✬❡❛✉ ♦✉ ❞✉ s❛❜❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉r❛✐t ♣✉ s❡r✈✐r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❡✉

✉♥ t❡❧ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛rr♦s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs

s✐t❡s ✭❞❡s ✢❡✉rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬❤✉♠✐❞✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❞❡ ❞✐s♣♦s♦♥s

♣❛s ❞❡s ♠♦②❡♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉✣s❛♥ts ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ t❡❧ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧❡s

❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s ♥❡ tr❛✐t❡♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡ ✿ ❧❡ t❡♠♣s✳

✾✳✶✳✸ ❉ét❡❝t❡r ♣✉✐s r❡♥✈❡rs❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡

▲❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r✳ ▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s s♦♥t ❞✐s♣♦sés à

✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ à ♠♦✐♥s



✾✳✷✳ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ✶✻✺

❞❡ 50 ❝❡♥t✐♠ètr❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s

♦❜❥❡ts ❛✉ r♦❜♦t✳ ●râ❝❡ à ❞❡✉① ❣♦❜❡❧❡ts ♣♦sés ❧✬✉♥ s✉r ❧✬❛✉tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝réé ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✱ ❛✉

❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧❛❝é ❞❡s ❜❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❥✉st❡s ♣rés❡♥t❡s ♣♦✉r

♥♦✉s ❛✐❞❡r✱ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ❞ét❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s❡✉❧

❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❛✈❛♥t ❞✉ r♦❜♦t✳ ▲❡ r♦❜♦t t♦✉r♥❡ s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♣✉✐s ❞ès q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❡st ❝♦✉♣é✱

✐❧ s❛✐t q✉✬✉♥❡ q✉✐❧❧❡ ❧✉✐ ❢❛✐t ❢❛❝❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✾✳✷✳❜✮✳ ▲❡s q✉✐❧❧❡s s♦♥t ♣♦sé❡s ❧♦✐♥ ❞❡s ♠✉rs✱ ♣♦✉r

é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t ❞ét❡❝t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs q✉✐❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s

❧❡s ❡s♣❛❝❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣✉✐ss❡ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r✳

a) quille vue de face b) détection de quille c) renverser une quille

capteur avantra
yo

n 
in

fr
a−

ro
ug

e
quille

rayon infra−rouge
h

h

❋✐❣✳ ✾✳✷ ✕ ❈♦♠♠❡♥t ❞ét❡❝t❡r ♣✉✐s r❡♥✈❡rs❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✳

P♦✉r r❡♥✈❡rs❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ❛✈❛♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r é❣❛❧❡ à s❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥

♠❛①✐♠❛❧❡ ✭s♦✐t 50 ❝❡♥t✐♠ètr❡s✮✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ✐❧ ❡st ❝❡rt❛✐♥ ❞❡ ❜✐❡♥ r❡♥✈❡rs❡r ❧❛ q✉✐❧❧❡✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣ré✈✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❣♦❜❡❧❡ts ❞♦♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❤ ❞❡s

r❛②♦♥s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❞✉ r♦❜♦t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s r❡♥✈❡rsé❡✱ ✉♥❡ q✉✐❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❧✉s êtr❡ ❞ét❡❝té❡ ❞❡

♥♦✉✈❡❛✉ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✾✳✷✳❛ ❡t ✾✳✷✳❝✮✳

✾✳✷ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ét❛✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡s✲

s♦✉r❝❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❡ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐s❛❜❧❡s s♦✉s

❢♦r♠❡ ❞❡ P❘❯s✳ ▲❡ r♦❜♦t ❞❡✈r❛ ❞ét❡❝t❡r ♣✉✐s r❡♥✈❡rs❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ q✉✐❧❧❡s ❞✐s♣♦sé❡s s✉r q✉❛tr❡



✶✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ✉♥ r♦❜♦t

s✐t❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ♥♦s P❘❯s s♦♥t ✓ ❞ét❡❝t❡r ✔ ❡t ✓ r❡♥✲

✈❡rs❡r ✔ ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✳

✾✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✐t❡

❈❤❛q✉❡ s✐t❡ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝❡♥tr❡✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ r♦❜♦t s❡ ♣❧❛❝❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r

à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s q✉✐❧❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞✐s♣♦sé❡s s✉r ✉♥ ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s

❝❛♣t❡✉rs ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✳ ❆✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡s q✉✐❧❧❡s s♦♥t ♣❧❛❝é❡s à ❧❛ ♠❛✐♥ s✉r ❝❡ ❞❡♠✐✲

❝❡r❝❧❡✳ ❈❡❝✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❛♥t ❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✳

■❧ ❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧✉ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s

♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

P❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❛rr✐✈é s✉r ✉♥ s✐t❡✱ ❧❡ r♦❜♦t s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ ♣✉✐s t♦✉r♥❡ s✉r ❧✉✐✲

♠ê♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à s✬♦r✐❡♥t❡r à ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ 0 ❞❡❣ré✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ t♦✉r♥❡ s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡

❡t ❜❛❧❛②❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 180 ❞❡❣rés✳ ❉ès q✉❡ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❞ét❡❝t❡ ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✱ ❧❡

r♦❜♦t ♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r ❞❡ r❡♥✈❡rs❡r ❧❛ q✉✐❧❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✬❛✈❛♥❝❡✱ r❡♥✈❡rs❡ ❧❛ q✉✐❧❧❡✱ ♣✉✐s r❡❝✉❧❡ ♣♦✉r

r❡✈❡♥✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❧❛❝❡✳ ❉ès q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ r❡t♦✉r✱ ♦✉ s✬✐❧ ❛ ❞é❝✐❞é ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❜♦✉❣❡r✱ ✐❧

❝♦♥t✐♥✉❡ à t♦✉r♥❡r s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ❛✐t ♣❛r❝♦✉r✉ ❧❡s 180 ❞❡❣rés ❞✉ ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡✳

rayon infra−rouge

0°

180°

0°

180°

0°

180°

a) b) c)il détecte une quille il a terminéle robot se place

❋✐❣✳ ✾✳✸ ✕ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✉ r♦❜♦t s✉r ✉♥ s✐t❡✳

✾✳✷✳✷ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s

❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ r♦❜♦t ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s q✉✐❧❧❡s✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

s✐t❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ ② ❛✉r❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t q✉❛tr❡ s✐t❡s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧s s❡r♦♥t ❞✐s♣♦sé❡s tr♦✐s q✉✐❧❧❡s✱

✉♥❡ ✈❡rt❡✱ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✈❡rt❡✱ ♣✉✐s ✉♥❡ r♦✉❣❡✱ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✾✳✹✮✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✹ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐s♣♦sé s✉r q✉❛tr❡ s✐t❡s ❞✐✛ér❡♥ts q✉❛tr❡ sér✐❡s

✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❡ tr♦✐s q✉✐❧❧❡s ✿ ✷ ✈❡rt❡s ♣✉✐s ✉♥❡ r♦✉❣❡✳ ▲❡ r♦❜♦t✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❧❛❝é ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛

s❛❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t♦♠❜❡r ❞❡s q✉✐❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥



✾✳✸✳ ❯♥❡ ❯♥✐té ❞❡ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t Pr♦❣r❡ss✐❢ ♣♦✉r ✉♥ s✐t❡ ✶✻✼

100 points

2 points

quilles

Pousser
la quille

détecter
une quiller

Alle
r a

u 
sit

e 
1

site 4

site 3 site 2

site 1

❋✐❣✳ ✾✳✹ ✕ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❜♦✇❧✐♥❣✳

t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ s✬✐❧ r❡♥✈❡rs❡ ✉♥❡ q✉✐❧❧❡ ✈❡rt❡✱ ✐❧ ❣❛❣♥❡r❛ 2 ♣♦✐♥ts✱ ❡t q✉❡ s✬✐❧ r❡♥✈❡rs❡

✉♥❡ q✉✐❧❧❡ r♦✉❣❡ ✐❧ ❡♥ ♠❛rq✉❡r❛ 100✳

✾✳✷✳✸ ❇✉t ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

▲❡ ❜✉t ♣♦✉r ❧❡ r♦❜♦t ❡st ❞❡ ♠❛rq✉❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✈❛♥t ✉♥❡ ❞❛t❡ ❧✐♠✐t❡ ♦✉ ✐❧ ❞❡✈r❛

s✬❛rrêt❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❞❡✈r❛ r❡♥✈❡rs❡r ❞❡s q✉✐❧❧❡s✳ ❯♥❡ q✉✐❧❧❡ ✈❡rt❡ r❡♥✈❡rsé❡ r❛♣♣♦rt❡ ✷ ♣♦✐♥ts✱

✉♥❡ q✉✐❧❧❡ r♦✉❣❡ ✶✵✵✳ ❉ét❡❝t❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡ ♥❡ r❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s à

❡✛❡❝t✉❡r s✉r ✉♥ s✐t❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳

✾✳✸ ❯♥❡ ❯♥✐té ❞❡ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t Pr♦❣r❡ss✐❢ ♣♦✉r ✉♥ s✐t❡

❆✜♥ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s❛❝❤❡ ❞❛♥s q✉❡❧ ♦r❞r❡ ✐❧ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♥♦✉s

❛✈♦♥s ❝réé ✉♥❡ P❘❯ q✉✐ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡❝t❡r ♣✉✐s r❡♥✈❡rs❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉✐❧❧❡s ❞✉ s✐t❡✳ ▲❡s

P❘❯s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ✓ ❞ét❡❝t❡r ✔ ❡t ✓ ♣♦✉ss❡r ✔✳

❯♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ✓ ✐❣♥♦r❡r ✔✱ ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❜♦✉❣❡r✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✺ ✿ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ P❘❯ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡

♥♦tr❡ r♦❜♦t ❝❛❧❝✉❧❡r❛ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧❧❡s q✉✐❧❧❡ r❡♥✈❡rs❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

✉♥ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ✐♥s❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛rré

à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ P♦✉ss❡r ❧❛ q✉✐❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 2 ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❡r 2 ♣♦✐♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡

❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ t❡♠♣s ✿ ❞ét❡❝t❡r ♣r❡♥❞ ❞❡ 1 à 10 s❡❝♦♥❞❡s✱ ♣♦✉ss❡r ❞❡ 8 à 10 s❡❝♦♥❞❡s



✶✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ✉♥ r♦❜♦t

7 8 9 101 2 4 5 63

7 8 9 101 2 4 5 63

Niveau 6

Niveau 5

Niveau 4

Niveau 3

Niveau 2

Niveau 1

1.0

r

0.1

Distribution de

de ressources

probabilité de
consommation

1.0

r

0.1

r

rPr(   )

Pr(    )

100

2

0

0

0

0

0

2 0

Détecter

Détecter

Détecter

Pousser

Pousser

Pousser

Détecter

Ignorer

Ignorer

Ignorer

Pousser

❋✐❣✳ ✾✳✺ ✕ P❘❯ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ q✉✐❧❧❡✳

❡t ✐❣♥♦r❡r ♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✭♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✺✮✳ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st

❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 4 P❘❯s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳

✾✳✸✳✶ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s

▲❡s P❘❯s s♦♥t ❧à ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❛✉ r♦❜♦t ❞❛♥s q✉❡❧ ♦r❞r❡ ✐❧ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞✉❧❡s✳

❆ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ q✉❛❧✐té ♣ré❝✐s❡ ✭✵✱ ✷ ♦✉ ✶✵✵✮✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ❞✉ t❡♠♣s✳

❈❡tt❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❡st s✉❥❡tt❡ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✾✳✸✳✷ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡s✲

s♦✉r❝❡s

❈♦♠♠❡ ❧❡s q✉✐❧❧❡s s♦♥t ♣❧❛❝é❡s à ❧❛ ♠❛✐♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t

❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡s ✐❧ ✈❛ ❧✉✐ ❢❛❧❧♦✐r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉✐❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s

s♦✉♠✐s à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✿

✕ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ♠❡s✉r❡ ✶✽✵ ❞❡❣rés✱



✾✳✸✳ ❯♥❡ ❯♥✐té ❞❡ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t Pr♦❣r❡ss✐❢ ♣♦✉r ✉♥ s✐t❡ ✶✻✾

Niveau 6

Niveau 5

Niveau 4

Niveau 3

Niveau 2

Niveau 1

Niveau 6

Niveau 5

Niveau 4

Niveau 3

Niveau 2

Niveau 1

Niveau 6

Niveau 5

Niveau 4

Niveau 3

Niveau 2

Niveau 1

Niveau 6

Niveau 5

Niveau 4

Niveau 3

Niveau 2

Niveau 1

1 2 3 4Site Site Site Site

Centre CentreCentre

MMM

Centre Centre

100

2

0

0

0

0

0

2 0

100

2

0

0

0

0

0

2 0

100

2

0

0

0

0

0

2 0

100

2

0

0

0

0

0

2 0

Détecter

Détecter

Détecter

Pousser

Pousser Ignorer

Ignorer

Ignorer

Pousser

Détecter

Détecter

Détecter

Pousser

Pousser Ignorer

Ignorer

Ignorer

Pousser

Détecter

Détecter

Détecter

Pousser

Pousser Ignorer

Ignorer

Ignorer

Pousser

Détecter

Détecter

Détecter

Pousser

Pousser Ignorer

Ignorer

Ignorer

Pousser

❋✐❣✳ ✾✳✻ ✕ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥ q✉✐❧❧❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳

✕ ❧❡s q✉✐❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐st❛♥t❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t✐♠ètr❡s✱

❈♦♠♠❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ♠❡s✉r❡ ✶✽✵ ❞❡❣rés ❡t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡

❡t ✜❛❜❧❡✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❡♥ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r ❧❡s tr♦✐s q✉✐❧❧❡s✳ ▲❡s q✉✐❧❧❡s

❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐st❛♥t❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t✐♠ètr❡s ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣✉✐ss❡ ❧❡s

❞✐st✐♥❣✉❡r✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡♥ r❡♥✈❡rs❡ ✉♥❡✱ ✐❧ ♥❡ r❡♥✈❡rs❡ ♣❛s s❛ ✈♦✐s✐♥❡✳ ■❧

❢❛✉t ❞♦♥❝ ❧❡s ❡s♣❛❝❡r ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✸✵ ❝❡♥t✐♠ètr❡s ✭❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

❞✐✈✐sé ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ♠♦✐♥s q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ✭❝❛r r❛r❡s s♦♥t ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛

❞❡r♥✐èr❡ q✉✐❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ à ✶✽✵ ❞❡❣rés✮ ♣❛r tr♦✐s ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉✐❧❧❡s✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❡♠♣s ❧❡

♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✽ s❡❝♦♥❞❡s s✉r ♥♦tr❡ ✜❣✉r❡ ✾✳✺✮✳

■❧ ❛✉r❛✐t été s✉r❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉① ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ♣❧✉✲

s✐❡✉rs sér✐❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥s à ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ◗✉♦✐q✉✬✐❧

❡♥ s♦✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s s❡♠❜❧❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ❜✐❡♥ s✐♠✉❧❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡

♣❛r ❧✬❤✉♠❛✐♥ q✉✐ ♣❧❛❝❡ ❧❡s q✉✐❧❧❡s✳

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ✓ ♣♦✉ss❡r ✔✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ét❛✐t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠❡s✉r❡r ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❡tt❡

❛❝t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✜❛❜❧❡✳ ▲❡ r♦❜♦t ♠❡t t♦✉❥♦✉rs 9

s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r r❡♥✈❡rs❡r ✉♥❡ q✉✐❧❧❡✱ à ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣rès✳

✾✳✸✳✸ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥

▲❛ ♠✐ss✐♦♥ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ 4 s✐t❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 4 P❘❯s ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

✜❣✉r❡ ✾✳✺✳



✶✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ✉♥ r♦❜♦t

▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♥❡ s❡ ❢❛✐t q✉❡ s✉r ❧❡s s✐t❡s✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ♣rés❡♥té✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ❡♥ r❡❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❯♥ ❝♦♠♣t❡✉r ✐♥t❡r♥❡ ❛✉ r♦❜♦t ♠❡s✉r❡

❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ❞❡✉①

t❡♠♣s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✾✳✼✮ ✿

✶✳ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣✉✐s tr❛♥s❢éré❡ ❛✉ r♦❜♦t✱

✷✳ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧❡ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝✉rs❡✉r s✉r ❧❛ r♦♥❞❡❧❧❡ ♥♦✐r❡✳

1
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8 2

4
5

6

a) calcul de la politique b) réglage du compteur temps
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❋✐❣✳ ✾✳✼ ✕ ❉é♠❛rr❡r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥✳

◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❛✉ r♦❜♦t ✉♥ t❡♠♣s é❣❛❧ à ✷✵ ❢♦✐s ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❡ ❝✉rs❡✉r ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r

❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭s✉r ♥♦tr❡ ✜❣✉r❡ ✐❧ ❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ✻✵ s❡❝♦♥❞❡s✮✳ ❆✉ ❜♦✉t ❞❡ ❝❡ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s✱ ✐❧

s✬❛rrêt❡ ♥❡t✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❊❧❧❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❛✉ r♦❜♦t

❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❞❡ ♠✐❡✉① à ❢❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ét❛t ✭t❡♠♣s r❡st❛♥t✱ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♥✐✈❡❛✉✱ q✉❛❧✐té

❛❝❝✉♠✉❧é❡✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡ ❝✉rs❡✉r ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡

♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝✉rs❡✉r ❛❥✉sté✱ ♥♦✉s ❛❧❧✉♠♦♥s ❧❡ r♦❜♦t✳ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡✳✳✳

✾✳✹ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✜❧♠é ❧❡ r♦❜♦t ❡♥ ❛❝t✐♦♥ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❜♦✇❧✐♥❣✳ ❈❡tt❡ ✈✐❞é♦ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r

♥♦tr❡ s✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✉s❡rs✳✐♥❢♦✳✉♥✐❝❛❡♥✳❢r✴⑦s❧❡❣❧♦❛♥✴✈✐❞❡♦s✴

r♦❜♦t❜♦✇❧✐♥❣✳❆❱■✳ ◆♦✉s ✈♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈✐❞é♦ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✽✳ ◆♦✉s ❧✉✐

❛✈♦♥s ❛❧❧♦✉é 80 s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❡

s✐t❡ ❡♥ s✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝♦♠♣té✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré♣été ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✽ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛♣t✉ré ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦ ♣rés❡♥t❛♥t

❧❡ r♦❜♦t q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✿ r❡♥✈❡rs❡r ❞❡s q✉✐❧❧❡s✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✽✳❛✱ ❧❡ r♦❜♦t ❛rr✐✈❡ s✉r ❧❡

s✐t❡ 2✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❧❡ r♦❜♦t ♣rêt à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s q✉✐❧❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✽✳❜✳ ❙✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤♦t♦✱

✜❣✉r❡ ✾✳✽✳❝✱ ❧❡ r♦❜♦t ❛ ❞ét❡❝té ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ q✉✐❧❧❡✱ q✉✐ ❡st r♦✉❣❡ ❡t q✉✐ ✈❛✉t 100 ♣♦✐♥ts✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡

http://users.info.unicaen.fr/~slegloan/videos/robotbowling.AVI
http://users.info.unicaen.fr/~slegloan/videos/robotbowling.AVI


✾✳✺✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✼✶

❋✐❣✳ ✾✳✽ ✕ ▲❡ r♦❜♦t ❡♥ ❛❝t✐♦♥✳

♣❤♦t♦✱ ✜❣✉r❡ ✾✳✽✳❞✱ ♠♦♥tr❡ ❧❛ q✉✐❧❧❡ r♦✉❣❡ ❛❜❛tt✉❡✳ ▲❡ r♦❜♦t ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ s❡ r❡t♦✉r♥❡r✱ ♣✉✐s r❡✈❡♥✐r

❛✉ ❝❡♥tr❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ✐r❛ ♣♦✉ss❡r ❧❡s q✉✐❧❧❡s ❞✉ s✐t❡ 3✱ r❡✈✐❡♥❞r❛ ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ♣✉✐s s❡ ❞✐r✐❣❡r❛

✈❡rs ❧❡ s✐t❡ 4✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ✜♥✐r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦✐s ❛✉ ❝❡♥tr❡✳ ❈❡❝✐ ❛ ❞é❥à été

✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✹✳

▲❡ r♦❜♦t ❛ t♦✉❥♦✉rs r❡♥✈❡rsé ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s q✉❛tr❡ q✉✐❧❧❡s r♦✉❣❡s ❡♥ 80 s❡❝♦♥❞❡s✱ t♦t❛❧✐s❛♥t ❛✐♥s✐

✉♥ s❝♦r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ 400 ♣♦✐♥ts✱ q✉✐ ét❛✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s q✉❛❧✐tés ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✺✳ ❉❛♥s ❧❛

✈✐❞é♦ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ❛ ré✉ss✐ à ❢❛✐r❡ ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ 402 ♣♦✐♥ts✳ ■❧ ❛ ré✉ss✐ à é❝♦♥♦♠✐s❡r

✉♥ ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs s✐t❡s✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❛ r❡♥✈❡rsé ✉♥❡ q✉✐❧❧❡ ✈❡rt❡ ❡♥

♣❧✉s ✦ ❈❡tt❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s s✉r❡♠❡♥t ♣♦sé ❧❡s q✉✐❧❧❡s ♣❧✉s ♣rès ❧❡s ✉♥❡s

❞❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❡ss❛✐s✳ ◆♦tr❡ r♦❜♦t ❛ ❞♦♥❝ ré✉ss✐ à s✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

✾✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♥❝❧✉❛♥ts✱ ❧❡ r♦❜♦t s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✓ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ✔✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❞♠❡ttr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡

❞✉ r♦❜♦t ♠❛rt✐❡♥✱ ♠❛✐s s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣r♦❜❛♥t✳ ❯♥ r♦✲



✶✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ✉♥ r♦❜♦t

❜♦t ♠❛rt✐❡♥ ♣♦ssè❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ❡✛❡❝t❡✉rs ❡t ❝❛♣t❡✉rs q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈♦❧✉❡r s✉r ✉♥ t❡rr❛✐♥

❛❝❝✐❞❡♥té✳ ◆♦tr❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❡t ♣❧❛♥✐✜❡r

❧❡s tâ❝❤❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ r♦❜♦t ❛✈❡❝

❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s P❘❯s ❡st ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡✱ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥

♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❧❛ P❘❯ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐ ❧✬❛❣❡♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❆ à ✉♥

♣♦✐♥t ❇ ❡t q✉✬✐❧ ✐♥t❡rr♦♠♣t s♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❈✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✐❧ r❡✈✐❡♥♥❡ ❡♥ ❆ ♣♦✉r ❢❛✐r❡

❝♦♠♠❡ s✐ r✐❡♥ ♥❡ s✬ét❛✐t ♣❛ssé ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✾✳✾✮✳ ■❧ ❝♦♥s♦♠♠❡r❛ ❞♦♥❝ ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r r❡✈❡♥✐r✱ ❡t

❧✬ét❛t ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧✬✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ s❡r♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ❛♣rès ✉♥❡

❛❝t✐♦♥ M✱ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✳ ▲✬❛s♣❡❝t ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡st ♣❛s

♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✳

t=100 t=80

t=60

A C B

interruption
mouvement

❋✐❣✳ ✾✳✾ ✕ ■♥t❡rr♦♠♣r❡ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

▲❡ r♦❜♦t ♣❛rt ❞✉ ♣♦✐♥t ❆✱ ✐❧ ❧✉✐ r❡st❡ ✶✵✵ s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ✷✵ s❡❝♦♥❞❡s ♣❧✉s t❛r❞✱

✐❧ ❞é❝✐❞❡ ❞✬✐♥t❡rr♦♠♣r❡ s♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r r❡✈❡♥✐r ❡♥ ❆✱ ✐❧ ❧✉✐ ❢❛✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✷✵ s❡❝♦♥❞❡s✱

❞♦♥❝ ❧✬✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ ♥♦✉s ét✐♦♥s ✜①é ❡st ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥✲

♥❡♠❡♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❣érés ♣❛r ✉♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t❡✉r

❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞♦✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬❛❞❛♣✲

t❡r s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ s❡r❛✐t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t❡✉r✳

◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈♦✉❧✉ ✐♥té❣r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐

♥✬❛ ♣❛s été t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❥♦✉t ❡t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥✬❛ ♣❛s été

✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ✿

✕ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞ét❡❝t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✐t❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❛♠ér❛✱

✕ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♠❜❛rq✉é ❞✉ r♦❜♦t ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs✳

◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ s✐♠✉❧❡r ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡ r♦❜♦t à ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡

✭❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧✮✱ ❡♥ ❧✉✐ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ♦ù ❡t q✉❛♥❞ ❝❡s P❘❯s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

❛✉r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧❡ P❈✳ ❯♥ t❡❧ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ r❡ss❡♠❜❧❡ ♣❧✉s à ♥♦s ②❡✉①

à ✉♥❡ r❡tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r s✉r ❧❡ r♦❜♦t q✉✬à ✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡

❡①♣ér✐❡♥❝❡ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❈❡rt❡s✱ ❧❡ r♦❜♦t s❡ s❡r❛✐t ❛❞❛♣té à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❧✉✐ ❛✉r❛✐t ♦r❞♦♥♥é✱

♠❛✐s ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳



✾✳✺✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✼✸

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♣♦✉r ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s

❞❛♥s ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛✱ ❡t ✐♥té❣ré ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ r♦❜♦t ❇♦✇❧✐♥❣

♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡s à ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❡t

q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡✳

◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♣❛s ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✱ ❡t q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ s②stè♠❡

✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞✉ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ ❡st ❧✐♠✐té ✭♣❛s ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡r✱ ♣❛s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❲✐❋✐✱ ♣❛s ❞❡ ❝❛♠ér❛✳✳✳✮✱ ♥♦✉s ♣r♦❥❡t♦♥s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❧✉s

t❛r❞✳



✶✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ✉♥ r♦❜♦t



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❊①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs

r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❝♦♠♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢

à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s st♦❝❦❡r ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ r♦❜♦t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡❧❧❡✲❝✐ r❛♣✐❞❡♠❡♥t

s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ P❘❯ q✉✐ s✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦✉r ♥♦✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s

❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲✬❛❥♦✉t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛❣❣r❛✈❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❣❛❣♥❡ ✉♥❡ ✭✈♦✐r❡

♣❧✉s✐❡✉rs✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

♠❛❝❤✐♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐t❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♠♣r❡ss❡r s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ♣❛r

✈❛❧❡✉r✳

P✉✐sq✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❑♦❛❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s

❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❢❛✐t ❞❡ t❡sts

❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❣r❛♥❞❡✉r ♥❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✶✼✺



✶✼✻❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s

✈❛❧❡✉r ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡s✹✾ ✔✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ✈✐❛

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s

♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❝♦♠♣r❡ss❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

✶✵✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ♣❛s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ✉♥ r♦❜♦t✱ ❧❛

♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♠♣♦rt❡ ♣❡✉✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✬✉♥❡

q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝✐t❡r♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉ès q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡

s❡r❛ ❞✉ t❡♠♣s ♥é❝éss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ♥♦♥ ♣❛s ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡

✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ♦ù ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐♥✲

t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❤❛✉st✐❢ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✭s✉♣ér✐❡✉r à tr♦✐s ♠✐♥✉t❡s✮ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 8 P❘❯s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳❛✮✳ ◆♦✉s ❛tt❡✐❣♥♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬ét❛ts

♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥✳

(x 100000)
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❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✕ ❆♥❛❧②s❡ t❡♠♣s ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t

❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ 1 ❡t

8 P❘❯s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭❛✮ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭❜✮ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✹✾❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳



✶✵✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❝❝é❧éré ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✶✼✼

✈❛❧❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭❝✮ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬ét❛ts ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳

❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉

❝✉❜❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳❛✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ k.(#P❘❯s)3✱ ❛✈❡❝ k = 3700 ✭❡♥

♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❣é♥érés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ✭❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮✳

❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛tt❡♥❞✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ V ❡st ❡♥ O(S)✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈r❛✐t ✓ t❤é♦r✐q✉❡♠♥t ✔ êtr❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧

❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❣é♥érés✳ ▼❛✐s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳❝ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♥✬❡st

r❡s♣❡❝té❡ q✉❡ ❥✉sq✉✬à 6 P❘❯s✳ ❆✉✲❞❡❧à ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛ss❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❢❛✉ss❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳❜✮ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

P❘❯s ❛✉ ❝✉❜❡ ❥✉sq✉✬à 6 P❘❯s✱ ❡t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❛✉✲❞❡❧à✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✐♥s❝r✐t s✉r ❝❡s ❝♦✉r❜❡s

❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ 8 P❘❯s ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛tt❡✐❣♥♦♥s

✐❝✐ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

◆♦s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ■♥t❡❧✭❘✮ P❡♥t✐✉♠✭❘✮ ✹ ❈P❯ ✷✳✻✵●❍③

✕ ✺✶✷ ▼❇ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❡st P②t❤♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠ê♠❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

✶✵✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❝❝é❧éré ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡

P❘❯s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡

♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✿ ♣❛r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✭❝❤❛✐♥❛❣❡ ❛✈❛♥t ♣✉✐s

❛rr✐èr❡✮ ♦✉ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ✭❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛✐♥❛❣❡ ❛rr✐èr❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té

♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ✿

✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❝❝é❧éré q✉✐ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛s ❧❡s ❇❡❧❧♠❛♥ ❇❛❝❦✉♣ ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t

à ✉♥ ♣❛❧✐❡r ❡t q✉✐ ❣é♥èr❡ t♦✉s ❝❡s ét❛ts ❡♥ ❧❡✉r ❛✛❡❝t❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉r✱

✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❛❣rè❣❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞✬✉♥ ♣❛❧✐❡r

❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❡t ♠ê♠❡ ét❛t ❡t q✉✐ é✈✐t❡ ❛✉ss✐ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❇❡❧❧♠❛♥

❇❛❝❦✉♣✱

✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ❛❣ré❣é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬✉♥

s❡✉❧ ét❛t ❛❣ré❣é ♣❛r ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❜❛s✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❝❝é❧éré s❛♥s ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡s



✶✼✽❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s

♠✐ss✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 1 ❡t 10 P❘❯s ❞❡ t②♣❡ 1 s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✷✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s

♣❛s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts

s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛s✐q✉❡ ✭❝❡❝✐ ❡st ❞û✱ r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡✱

à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❧♦rs ❞✉

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t✮✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s P❘❯s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ t❡♠♣s

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 3 ❡♥✈✐r♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s❛♥s ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r 10 ❛✈❡❝ ✉♥❡

❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳

▲✬❛❧❧✉r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ♦ù ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡t ❧❛

q✉❛❧✐té s♦♥t ✜①és ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥ t✐❡rs ❞❡s ét❛ts ❡♥✈✐r♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ♣❛❧✐❡r

r❡❧❛t✐❢ à r1✱ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ t✐❡rs ❞✬ét❛ts ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ♣❛❧✐❡r r❡❧❛t✐❢ à r2 ❡t q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ét❛ts

❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ t✐❡rs ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r 3

q✉❛♥❞ ♦♥ é✈✐t❡ ❧❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❇❛❝❦✉♣ s✉r ❧❡s ♣❛❧✐❡rs✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ♠♦✐♥s ❡♥❝♦♠❜ré

❛✈❡❝ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

méthode basique
méthode sans backup sur palier
méthode avec paliers agrégés

nombre
de PRUs

temps(s)
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❋✐❣✳ ✶✵✳✷ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r n P❘❯s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✷ ✿ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s

❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 1 ❡t 10 P❘❯s ❞❡ t②♣❡ 1✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞

q✉❡ ✶✵ s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ✶✵ P❘❯ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠✐♥✉t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜❛s✐q✉❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❝❝é❧éré ❛✈❡❝ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ 20 P❘❯s ✭❞❡ t②♣❡ 1✮ ❡♥ ✉♥❡ ♠✐♥✉t❡ tr❡♥t❡ s❡❝♦♥❞❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ♠✐♥✉t❡ q✉❛r❛♥t❡ s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛✲

❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 10 P❘❯s s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣rét❡♥❞♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s q✉✬❛✈❛♥t✳

❘❛♣♣❡❧ ✿ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡t ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é ❧❡✉r é❣❛❧✐té ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✉é✳



✶✵✳✸✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✼✾

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❣é♥érés ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛✲

t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❜❛s✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✸✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r

❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❣é♥èr❡ 30000 ét❛ts ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡

❞❡ 10 P❘❯s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥èr❡ ♣r❡sq✉✬✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦❝❝✉♣é

♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳

nombre
de PRUs

avec compression
sans compression

(x 1 000 000)
nombre d’états

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

❋✐❣✳ ✶✵✳✸ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❣é♥érés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉①

r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r n P❘❯s✳

✶✵✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s

r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ✭à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ n ❡t à Q ✜①és✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r✺✵✱ ♥♦✉s ❧❡ ♣rés❡♥t♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡ssé ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r✳ ❈❡t ❛♣♣♦rt ❡st ✉♥ ♣❡t✐t ♣❧✉s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝♦♥♦♠✐s❡r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ s✉r ❧❡ r♦❜♦t✱

✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡✳

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ❣é♥èr❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ♥♦♥

✉♥✐❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ét❛t ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤❛♥❣é

❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ à r❡♣rés❡♥t❡r ♠❛✐s

♣❧✉tôt ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✹ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✺✵➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝❝ès à ✉♥❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❛❣ré❣é ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❝❢ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳



✶✽✵❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s

❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts ❛✈❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ P❘❯ ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡

5 P❘❯s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡

❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✶✵✳✹ ✕ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✹ ✿ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r

✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ 4 P❘❯s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞é♣❛rt

♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥ ✭S0,0,0✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ❜❛ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❧❡s

♣❧✉s s♦♠❜r❡s✳ ➪ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❡s ét❛ts q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s❡r✈❡r ♣♦✉r

ré✉ss✐r à r❡❝♦♥st✐t✉❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ♣❛❧✐❡rs ❞ûs à ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐♠✐t❛♥t❡

♦♥t ❞✐s♣❛r✉✱ ❧❡s ♣❛❧✐❡rs ❞ûs ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st é❧♦✐❣♥é❡ q✉❛♥t à

❡✉① ❢♦♥t ❞❡s ✧tr♦✉s✧ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ét❛ts r❡♣rés❡♥tés à ❞r♦✐t❡ s♦♥t st♦❝❦és ❡t s✉✣s❡♥t à

r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ s✉r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts

❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ à p, n,Q ✜①és✳

▲❡s ét❛ts q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ st♦❝❦és ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ét❛t✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ét❛ts q✉✐ ❜♦r♥❡♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛



✶✵✳✸✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✽✶

✜❣✉r❡ ✶✵✳✹✳ ▲❡s ét❛ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥❡ s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés✳
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❋✐❣✳ ✶✵✳✺ ✕ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts st♦❝❦és ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs

1 à 8 P❘❯s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✺ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣r❡ssé ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡✉rs

❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ 1 ❡t 8 P❘❯s✳ ▲❡

t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ tr♦✐s✳ ❖♥ ♥❡ st♦❝❦❡ ♣❛s ❧❡s ♣❛❧✐❡rs ❞ûs ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡

❧✐♠✐t❛♥t❡✱ ♥✐ ❝❡✉① ❞ûs ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ✧é❧♦✐❣♥és✧✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✺ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts q✉✬✐❧ ❢❛✉t st♦❝❦❡r ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❣❛✐♥ ❡s♣éré✱ s♦✐t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t t♦✉s ❧❡s ét❛ts ✭❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧✮ s♦✐t ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡

❧❡s ét❛ts ❝❧és q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣r❡ssé✮✳ ❈❡s

❝❧és s♦♥t ❧❡s ét❛ts q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s φmin
v ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r v ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❣❛✐♥

✭❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✮ ❛♣♣❛r❛ît ♥❡tt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ P❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱

♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♠❛✐s s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊❧❧❡ s❡r✈✐r❛ ❞♦♥❝ ❥✉st❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ s✬❡st ❞ér♦✉❧é❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡

✉♥✐q✉❡ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ♣r♦✜t❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés

❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❡♥ ❛❣ré❣❡❛♥t ❧❡s ét❛ts ♣❛❧✐❡rs q✉✐ ❜♦r♥❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧❛

♠✐ss✐♦♥✳

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ✐❞é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❣ré❣é❡



✶✽✷❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s

♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ❀ ❡❧❧❡ ♥♦✉s é✈✐t❡ ❞❡ st♦❝❦❡r s✉r ❧❡

r♦❜♦t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥t✐èr❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛❣ré❣é✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛❧✐❞❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❝✐t❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

✈✉ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r r❛♣✐❞❡ ❛✈❡❝ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡

❞✐♠✐♥✉❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

❢♦rt❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ❡st ✉♥ ♣❡t✐t ♣❧✉s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ t✐❡rs ❞❡s ét❛ts

♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧❡ r♦❜♦t✳ ❈❡s ét❛ts ❧✉✐ s❡r✈✐r♦♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à

♠❡s✉r❡ q✉✬✐❧ ❡①é❝✉t❡r❛ ❧❡s P❘❯s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳

▲✬❛❥♦✉t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s r❛❧❧♦♥❣❡ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ♣❡r♠❡t à ♥♦tr❡ r♦❜♦t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❛✉ ❜♦♥ ♠♦♠❡♥t q✉❡❧❧❡

❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡r ♠❛✐s✱ ♠❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✲

♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛❞✲❤♦❝ ♣♦✉r

♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❡♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡

❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥

❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ♥♦tr❡ r♦❜♦t

❛✉t♦♥♦♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❛❞❛♣t❡r

s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳ ❈❡ s②stè♠❡ s❡ ✈❡✉t ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❛

❞❡✉①✐è♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❛♣rès ❧❛

tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ P❘❯

❝♦✉r❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧

ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s❡ s✐t✉❡♥t ❛♣rès ❧❛

tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✿

✕ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

❛♣♣r♦❝❤é❡✱

✕ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é❡s V ∼
methode à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ V ∗ ♦❜t❡♥✉❡

♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱

✕ ❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱

✕ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣❛r ❧❛

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ◗✲✈❛❧❡✉rs✳

✶✽✸



✶✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

✶✶✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é V ∼
morceaux profils ❡st ✐♥st❛♥t❛♥é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥s❝r✐t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡

✈❛r✐❛✐t ❡♥tr❡ 20 ❡t 140 P❘❯s✳ ▲❛ P❘❯ ✉t✐❧✐sé❡ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ ♣❛❣❡ ✶✾✺✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ P❘❯✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✶✳✶✮✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r V ∼
morceaux profils✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵ ✶✷✵ ✶✹✵

▼ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❡♥ s✮ ✸ ✼ ✶✻ ✸✺ ✻✸ ✶✶✷ ✶✽✼

▼ét❤♦❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❡♥ ♠s✮ ✵✱✹ ✵✱✾ ✶✱✷ ✶✱✼ ✷✱✷ ✷✱✻ ✸✱✺

nombre
de PRUs

nombre
de PRUs

ba

temps de calcul (s)nombre d’états (.10   )
6

140120100806040200 140120100806040200

20

40

60

80

100

120

140

160

180

2003.2

2.8

2.4

2.0

1.6

1.2

0.8

0.4

0.0

❋✐❣✳ ✶✶✳✶ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✶✳❛ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❣é♥érés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✉♥❡ ♣❛r❛❜♦❧❡ p : N→ N✱ x→ k.x2✱ k = 154✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬ét❛ts ✈❛r✐❡ ❜✐❡♥ ❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✶✳❜ r❡♣rés❡♥t❡

❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝éss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠✐ss✐♦♥s

❞✉ t❛❜❧❡❛✉✳ ◆♦✉s ♥❡ r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s ♠✐s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐

❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s

❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✳ ❆♣rès

❝❡❧à✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ P❘❯0 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♠♠❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳



✶✶✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❣❛✐♥s ❡s♣érés V ∼ ❡t V ∗ ✶✽✺

✶✶✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❣❛✐♥s ❡s♣érés V
∼ ❡t V

∗

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ V ∗ : R → R ❡t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ✿

V ∼
methode : R→ R✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♣✉✐s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ P❘❯ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ P❘❯s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ❛♣♣r♦❝❤é✱

♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

✕ ▲❡ t②♣❡ ✭♦✉ ❧❡s t②♣❡s✮ ❞❡ P❘❯s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳

✕ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳

par morceaux de profils
linéaire par morceaux

optimal

disponibles
Ressources

V : Gain espéré

R

40

80

120

160

320

280

240

200

0 100 200 300 400 500
0

360

❋✐❣✳ ✶✶✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ 20 P❘❯s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✷ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❡t ❝♦♠♣❛ré ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 4 t②♣❡s ❞❡ P❘❯s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❈❡tt❡

♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡ 20 P❘❯s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ♣rés❡♥t❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés ✭♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡

❞❡s ♣r♦✜❧s ❡t ♥♦♥ ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

s❡♠❜❧❡ ♠✐❡✉① s✉✐✈r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡ V ∗✳

▲❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❧❧✉r❡✱ s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s

♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❧❡✉r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡st q✉❛s✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧♦rs ❞✉

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s

❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s é❝❛rts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s é❝❛rts

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st tr♦♣ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r r❡✢ét❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡✳



✶✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t t❡sté ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧❡

rés✉❧t❛t r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ❞✐✛ér❡♥ts t❡sts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s

❛♣♣r♦❝❤é❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞♦♥♥❛✐t ❞❡

♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

❞é❝✐❞é ❞❡ ♥❡ r❡t❡♥✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✿ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

✶✶✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s

❆✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣é♥éré❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ✈✐❛ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s

π∗ ❡t π∼ ✭✈♦✐r ét❛♣❡ 3 ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 8✮✳

◆♦t❡③ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈✐♦♥s ♣❛s ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ét❛ts ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ s❡ ❜❛s❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧ V ∗✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠❛①✐✲

♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s✱ ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ∼

♥❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❛✉❝✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣ré❝✐s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✉ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❆tt❡♥t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ❞❡ ▲❆ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱

♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡

❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬é✈♦q✉❡r ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✈❛

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣❛✐♥s ❡s♣érés V ∗ ❡t V ∼
methode ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠✐ss✐♦♥✱

✷✳ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s π∗ ❡t π∼
methode ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ PRU0 ❧♦❝❛❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱

✸✳ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ π∗✱ ❣❛r❞❡r t♦✉t❡s ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (s,a)✱

✹✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ♣♦ss✐❜❧❡ s ❞❡ ❧❛ PRU0 ❧♦❝❛❧❡✱ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ◗✲✈❛❧❡✉r

♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ◗✲✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❝❡t ét❛t ❞❛♥s ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ π∼
methode✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣❡rt❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❡s♣éré❡ ❝❛✉sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥

♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t ❧♦rsq✉✬✐❧ s✉✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ V ∼
methode ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t ♣r✐s❡

s✬✐❧ ❛✈❛✐t ❝♦♥♥✉ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é ❞❡ ❧❛ PRU0 ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ◗✲

✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❤♦✐① r❡❧❛t✐❢ à ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛

◗✲✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r π∗✱ ❝✬❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ◗✲✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ❡st r❡t❡♥✉❡✳ ❊♥ ✉♥



✶✶✳✸✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ✶✽✼

ét❛t ❞♦♥♥é✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ◗✲✈❛❧❡✉r ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ◗✲✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧✐é❡ à

❧✬❛❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ◗✲✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧✐é❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

∀s, ErreurQ(s) = Q(s, π∗(s))−Q(s, π∼
methode(s)) ✭✶✶✳✶✮

▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s♦♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

ét❛ts ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ PRU0 ❧♦❝❛❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ S0,0,0✮ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❧❛

◗✲✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡t ét❛t✳ ❙✉r ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ s❡✉❧ r ✈❛r✐❡✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

♣rés❡♥t❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0 à rmission
max ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣é ❡t ✐♥t❡r♣rété ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠✐ss✐♦♥s ❡t ❞❡ P❘❯s

❧♦❝❛❧❡s✳

✶✶✳✸✳✶ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r✐s t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s✲

♣éré à s❛✈♦✐r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡ V ∼
lineaire✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉①

❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ V ∼
morceaux profils ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❧✐♥é❛✐r❡s

V ∼
morceaux lineaire✳ ◆♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ V ∼

nulle q✉✐ ✈❛✉t ③ér♦ ❡♥ t♦✉s ♣♦✐♥ts q✉✐ r❡♣ré✲

s❡♥t❡ ✉♥ ❢✉t✉r ♦ù ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s r✐❡♥ ❣❛❣♥❡r✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s ♣♦❧✐t✐q✉❡s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s ❡rr❡✉rs à ❝❡❧❧❡ ❝♦♠✲

♠✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ π∼
nulle✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ π∼

nulle ❝♦♥s✐st❡r❛ à ♣r❡♥❞r❡ ❧❛

❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡✱ s❛♥s r✐❡♥ é❝♦♥♦♠✐s❡r

❝♦♠♠❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛ s❡ ♣❛ss❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳

✶✶✳✸✳✷ ❆✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡

P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠✐ss✐♦♥s ❝♦✉♣❧é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞♦♥♥é✱ ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥✬❡st

♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ❧❛ ❝❛s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r

❛✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❢✉t✉r ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s

♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❣❛✐♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❣❛✐♥✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭V ∗✮ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❣❛❣♥é

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛❣❡♥t ❛✉r❛ ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ✐♥térêt à ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s

♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉❡s✮✳ ◆♦✉s

é✈✐t❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡❧❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥✉❧❧❡

q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡✳



✶✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

✶✶✳✸✳✸ ❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ P❘❯s ❤♦♠♦❣è♥❡s

◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ P❘❯ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ s✐ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡

❣r❛♥❞❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ♥❡ ❞✐✛èr❡ ♣❛s tr♦♣ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞✉❧❡s ❡t s✐

❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡✲

♠❡♥t ❞❡ P❘❯s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✶✶✳✸ ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡✮ ✉♥ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

❛♣♣r♦❝❤é très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛rt✐r ❞❡ V ∼
morceaux lineaire ❡st

♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ◗✲✈❛❧❡✉rs✮ ❡st

très ❢❛✐❜❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✶✳✸ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✮✳

gain espéré optimal
gain espéré morceau linéaire
gain espéré linéaire

∆ Q∆ Q

V : R IR
0r 

V : gain espéré

R

seule erreur
approx morceaux

R
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R

: erreur de Q−valeur commise

R

: erreur de Q−valeur commise

V : R IR
r 

∆ Q
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❋✐❣✳ ✶✶✳✸ ✕ ❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s 30 P❘❯ ❤♦♠♦❣è♥❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✸ ✿ ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ tr❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ P❘❯s ❞❡ t②♣❡

1 ✭t♦✉t❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✮ ❡t ❧❛ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ t②♣❡ 1 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✮✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❞✉ ❣❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡

s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s

❡t ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ✐♥❞✐q✉é❡s s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥



✶✶✳✸✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ✶✽✾

❡s♣éré ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❡♥ ◗✲✈❛❧❡✉r q✉✐ ❛✉r❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❡✉ s✐ ❧✬❛❣❡♥t

s❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s r✐❡♥ à ❣❛❣♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧ r❡st❡ 300 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ à

❧✬❛❣❡♥t✱ ✐❧ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❢❡r❛ ♣❡r❞r❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ 2.6 s✬✐❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ❣❛✐♥ ❡s♣éré

♥✉❧✳ ❊♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ◗✲✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞♦♥t

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✱ ✐❧ ② ❛ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❡♥

◗✲✈❛❧❡✉r ❣é♥éré❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s

♥✉❧❧❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❣é♥èr❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s

ét❛ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ r❡st❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 400 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❣é♥éré❡ ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s

❡st ❛✉t♦✉r ❞❡ 3 ❡t ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣✐❝ à 6✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♥❡

❣é♥èr❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✱ q✉✐ ❢❛✐t ✉♥ ♣✐❝ à 2, 2✳

profil de performancela PRUa) b)
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Niveau 3

Q Pr
4..6
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2 8 14

64

5 11
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❋✐❣✳ ✶✶✳✹ ✕ ❯♥❡ P❘❯ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♥❡ ❣é♥èr❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡

❡rr❡✉r ✦ ✭✐♥❞✐q✉é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✸ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st très ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥t❡✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡ V ∼
lineaire✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥

♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r q✉❡ ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✈✉ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s P❘❯s s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳

▼♦❞✉❧❡s ♣r♦❝❤❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ P❘❯s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♠❛✐s ♥♦♥

✐❞❡♥t✐q✉❡s ✿ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡ ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très ❜♦♥s ❀ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛ss❡♠❜❧é ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺✳



✶✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

◆♦✉s ♥❡ ✈♦②♦♥s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✺✶ ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ◗✲✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ π∼
morceaux lineaire

s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✈❛r✐é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡

❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛t✳

gain espéré optimal
gain espéré morceau linéaire
gain espéré linéaire

∆ Q : erreur de Q−valeur commise ∆ Q : erreur de Q−valeur commise

: erreur de Q−valeur commise∆ Q

V : R IR
0r 

V : gain espéré

R R

R R

V : R IR
r r 

erreur avec approx linéaire
erreur avec V espéré morceau linéaire

erreur avec futur nul
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maxr 
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❋✐❣✳ ✶✶✳✺ ✕ ❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s P❘❯ ❤♦♠♦❣è♥❡s ♠❛✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺ ✿ ❝❡tt❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞❡ P❘❯s ❞❡

t②♣❡✺✷ 1✱ 2✱ 3 ❡t 4 ❡♥ q✉❛♥t✐té ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❛ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ 1✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❞✉ ❣❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡

s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s

❡t ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦ù ❧❡

❢✉t✉r ♥❡ r❛♣♣♦rt❡ r✐❡♥✳ ❊♥ ❞❡ss♦✉s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ◗✲✈❛❧❡✉rs ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥

❣❛✐♥ ❡s♣éré ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♥✉❧❧❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❣é♥èr❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ r❡st❡

✺✶❖✉ ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✳✳✳
✺✷❈❡s P❘❯s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳



✶✶✳✸✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ✶✾✶

❡♥tr❡ 0 ❡t 100 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❣é♥éré❡ ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ 2.8✳ ◆♦tr❡

♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♥❡ ❣é♥èr❡ ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ét❛✐t ❞❡ 2.10−3 ❛❧♦rs

q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s P❘❯s ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 8 ❡t 20✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r

♣❡✉t ❞♦♥❝ à ♥♦tr❡ s❡♥s êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st à ♥♦s ②❡✉① très ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ q✉❛♥❞ ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts

♠♦❞✉❧❡s à ❡①é❝✉t❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ très ❜✐❡♥✳ ❖r ❞❛♥s ❝❡

❝❛s✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♠✐s❡s ♥❡ s❡r♦♥t ❥❛♠❛✐s très ❣r❛♥❞❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✺✸ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té q✉✐ ♣♦✉rr❛ r❡ss♦rt✐r ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

q✉❛❧✐tés ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣rés❡♥ts ❡st ❢❛✐❜❧❡✮✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ♠✐♥✉t✐❡✉①✱ q✉✐ t✐❡♥t

❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r

✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❝❡rt❡s ♣❡✉ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♠❛✐s tr♦♣ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✈r❛✐♠❡♥t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛

s♦♠♠❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s✳

▲✬❛❣❡♥t ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ s✬✐❧ s✉✐✈❛✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ♣rés❡♥ts ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦tr❡

P❘❯ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ 1✱ ❧✬❡rr❡✉r ✭❡♥ ◗✲✈❛❧❡✉r✮ ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ❡st très ❢❛✐❜❧❡✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛

été r❡♥♦✉✈❡❧é❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡s P❘❯s✱ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❡t ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ❞❡s P❘❯s ❞❛♥s

❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡

❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ▼❛✐s✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ q✉✐ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ V ∼
lineaire : r → V max

rmax .r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✲

♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞ès q✉❡

♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ◗✲✈❛❧❡✉r ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t

é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳

▼♦❞✉❧❡s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝ts

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé

❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞♦♥t ❧✬é❝❛rt ❡♥ q✉❛❧✐té ❡st ❣r❛♥❞ ✭♠❛✐s r❡st❡ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡tt❡

❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ♥♦tr❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té✮✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡

❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s❡ tr♦♠♣❡r ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛

♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ s✐ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t é❧♦✐❣♥és✱

❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ▲✬❡rr❡✉r ét❛♥t ♥✉❧❧❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❧❛

r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❡st ❣r❛♥❞✱ ♠♦✐♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡

✺✸▲❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ ◗✲✈❛❧❡✉rs ❞✉❡s à ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❛ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡✳



✶✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❞✬❡rr❡✉rs ❡st ❣r❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❝♦♥s✐❞éré✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t

❞❡ P❘❯s ♠♦✐♥s ✐❧ ② ❛ ❞✬❡rr❡✉rs ✭❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ✈♦✐t ❜✐❡♥ ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t

♣♦✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❢❛✐❜❧❡s✮✳ ❉♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✐♠✐♥✉❡

❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❡t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s

❣r❛♥❞ ✭❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s✮✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡

♣♦✉r r❡♣❧❛♥✐✜❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡ s✐ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡

❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡s✳

✶✶✳✸✳✹ ▼✐ss✐♦♥ à ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐♠♦❞❛❧❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s P❘❯s ♦ù ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

s✉✐✈❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ ❞❡s P❘❯s ♦ù ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡

❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❜✐♠♦❞❛❧❡s ✭❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✻✳❜✮✳

a) loi de distribution normale b) loi de distribution bimodale
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❋✐❣✳ ✶✶✳✻ ✕ ▲♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❜✐♠♦❞❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ r♦❜♦t ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ ♥❡ ♣❡✉t

♣❛s êtr❡ ❜✐♠♦❞❛❧❡✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❝❡s t❡sts ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✭❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡t ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥

❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥s♦♠♠❡r s♦✐t 4 ✉♥✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s♦✐t 16✱ r✐❡♥ ❡♥tr❡

❧❡s ❞❡✉①✳ ▲❛ q✉❛❧✐té q✉✐ r❡ss♦rt ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ❞❡ 900 ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

r❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥ 2 ❡t 20 ❡t ❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✼✳

❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✼ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s à r✐sq✉❡s✳ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s

❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ✭♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♣r♦✜❧s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉✮

❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥ ◗✲✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❝♦♠♠✐s❡s✳



✶✶✳✸✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ✶✾✸

∆ Q

gain espéré optimal
gain espéré morceau linéaire
gain espéré linéaire

V : R IR
0r 

V : gain espéré

: erreur de Q−valeur commise: erreur de Q−valeur commise

: erreur de Q−valeur commise

V : R IR
r 

∆ Q

r 
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∆ Q

erreur avec V morceau linéaire
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❋✐❣✳ ✶✶✳✼ ✕ ❯♥ ♠❛✉✈❛✐s ❝❛s✳

◆♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♠❛❧ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r❡st✐♠❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré V ∗✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡ très ♠❛✉✈❛✐s

rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉①

❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st très ✐rré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣

❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs✳ ▼❛✐s ♦✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡ t❡❧s ♠♦❞✉❧❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ré❛❧✐st❡s✱ ✐❧ ❡st✱

♥♦✉s s❡♠❜❧❡ t✲✐❧✱ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧✬é❝❛rt ♦s❝✐❧❧❡ ❛✉t❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s

à ♣r❡♥❞r❡ s♦♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ r✐sq✉é❡s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ♠❡s✉ré ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉✐

s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ✐❝✐✱ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳



✶✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❈✬❡st ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 7✱ ♣✉✐s ❢♦r♠❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢

♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❣ér❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞✐✜❡r

s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡

sér✐❡ ❞❡ t❡sts q✉✐ ✈❛❧✐❞❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s r❛♣✐❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à s✉✐✈r❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❡t ❞✉

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❖✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡s♣éré❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❛❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s

q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡

❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❞✬✉♥ ❝♦té ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é✱ ♣✉✐s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ◗✲✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ✭❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♦♣t✐♠❛❧❡✮ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ét❛ts s♦✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ s♦✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

▲❡s é❝❛rts ❡♥ ◗✲✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♦♣t✐♠❛❧❡ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ✈♦✐r❡ ♥✉❧s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛

♠✐ss✐♦♥ s♦✐t ❝♦✉rt❡✱ ♦✉ ❧♦♥❣✉❡✳

◆♦✉s ré♣♦♥❞♦♥s ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ à ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✵❪ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é

✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ❛❞♦♣t❡r ❞❛♥s ❧❛ P❘❯ ❧♦❝❛❧❡ q✉❛♥❞

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r✳ ▼✐❡✉① ♠ê♠❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s

❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛ssé❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❛❜❧✐r ❡♥

q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳



❆♥♥❡①❡s ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❈❡s P❘❯s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s

P❘❯s ❣é♥éré❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❝❡s ❛♥♥❡①❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s P❘❯s

♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s t❡sts✱ ❝❡s P❘❯s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

profil de performancela PRUa) b)

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

Q Pr
4..6

consommation de ressources

2 8 14

64

5 11

103

1..3 7..94..6 10..12 13..15

1..3 4..6

8..105..7

qualité du module
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❋✐❣✳ ✶ ✕ P❘❯ ❞❡ t②♣❡ 1✳

profil de performancela PRUa) b)

Niveau 1

Q Pr
4..6

consommation de ressources

4..6
102

1..3

qualité du module
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0
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10

❋✐❣✳ ✷ ✕ P❘❯ ❞❡ t②♣❡ 2✳

❈❡ t②♣❡ ❞❡ P❘❯ 2 ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ q✉❛♥❞ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s

✶✾✺



✶✾✻ ❆♥♥❡①❡s ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

q✉❛❧✐tés ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ s❡ tr♦♠♣❡ ❥❛♠❛✐s✳

profil de performancela PRUa) b)

Niveau 1

Niveau 4

Niveau 3

Niveau 2

Q Pr
4..6

consommation de ressources

2 8 145 11
1..3 7..94..6 10..12 13..15

2 8 145 11
1..3 7..94..6 10..12 13..15

2 8 145 11
1..3 7..94..6 10..12 13..15

2 8 145 11
1..3 7..94..6 10..12 13..15

qualité du module
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❋✐❣✳ ✸ ✕ P❘❯ ❞❡ t②♣❡ 3✳

❈❡tt❡ P❘❯ 3 ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ♣r♦❝❤❡s

❡♥ q✉❛❧✐té✱ ❧✬❛❣❡♥t ❛ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡rt❡ ❡♥ ◗✲✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉①✳

profil de performancela PRUa) b)

Niveau 3

Niveau 3

Q Pr
4..6

consommation de ressources

64
8..105..7

40

qualité du module

6
8..105..70
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❋✐❣✳ ✹ ✕ P❘❯ ❞❡ t②♣❡ 4✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✾✼





✶✾✾

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛❣❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ r♦❜♦t

❛✉t♦♥♦♠❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♠✐❡✉① ❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t♦✉t ❡♥ ❣ér❛♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s

❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ❞♦♥t ✐❧ ❞✐s♣♦s❡✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r

✉♥ r♦❜♦t ❡①♣❧♦r❛t❡✉r ♠❛rt✐❡♥ q✉✐ ❞♦✐t ré❝♦❧t❡r s❡✉❧ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❥♦✉r♥é❡

❛✈❛♥t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ s❡s rés✉❧t❛ts ✈❡rs ❧❛ ❚❡rr❡✳

❉❛♥s ❬▼♦✉❛❞❞✐❜ ❡t ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ✷✵✵✵❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢

♣♦✉r ✉♥ r♦❜♦t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡✉r s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❜❛sé

s✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ q✉✐ ❢❛✐t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

✢❡①✐❜❧❡s✳ ❉❡✉① q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rt❡s ✿

✕ ❧❡✉r s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s✱

♠❛✐s ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡♥✈✐s❛❣❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✳

✕ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡s✲

s♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r✳

◆♦✉s ❛♣♣♦rt♦♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❇✐❧❛♥

❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞✬❡①é❝✉t❡r

❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t✱

✉♥❡ ❢♦✐s t❡r♠✐♥é❡s✱ ✉♥❡ q✉❛❧✐té s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r

❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ❉✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ r♦❜♦t q✉✐ ✈❛ ❛❣✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❣❡♥t

r❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❡t ❞✬❡♥r✐❝❤✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r

❧❛ s♦♠♠❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés q✉✐ r❡ss♦rt❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡①é❝✉té❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

q✉✐ ❛ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡

♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥ ♣❧❛♥ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ q✉✬✐❧ ❞❡✈r❛ ♦♣t✐♠✐s❡r ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♠❛✐s ✐❧

❞❡✈r❛ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉t✐❧✐s❡r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t s❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s✳

❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♦ù ❧❡s ét❛ts r❡❣r♦✉♣❡♥t

❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s ❡t ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❧❛ q✉❛❧✐té q✉✐

✈❛ r❡ss♦rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦✉ ✉♥✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✭P❘❯✮✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡

à ♠❛①✐♠✐s❡r ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s

♦❜t❡♥✉❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
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❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞✉ ▼❉P ❡st é✈❛❧✉é ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▼❛❧✲

❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡①♣❧♦r❡r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❣r❛♥❞✱ ❡t ❧❡

t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s

❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ ❞❡✉①

♣❛rt✐❡s ✿ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❡st✐♠❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❣❛❣♥❡r

❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳

❈❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢ s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✿ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❛ r❡♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ à s✉✐✈r❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

P❛ss❛❣❡ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ à

❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦❞✐✜é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s P❘❯s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐✲

s❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉t❛♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

q✉✬✐❧ ② ❛✈❛✐t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❣ér❡r✳ ▲❛ r❡ss♦✉r❝❡ ✉♥✐q✉❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ t ❛ été tr❛♥s✲

❢♦r♠é❡ ❡♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s q✉✐

s✬é❝♦✉❧❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ✿ (t, e)✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛♣rès ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳ ◆♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛t à ❡①♣❧♦r❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛❞éq✉❛t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥ s②stè♠❡

❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✬ét❛ts à st♦❝❦❡r ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s à

❡✛❡❝t✉❡r ❛✉ t♦t❛❧✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s r❡st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❛ été ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t✳ ❙❡✉❧ ✉♥ t✐❡rs ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❡①♣❧♦ré✱ ❡t

♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s

♠✐ss✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ tâ❝❤❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐❧❧✉strés ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉①

r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré✉ss✐ à ❝♦♥t♦✉r♥❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
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♠❛✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝r♦ît t♦✉❥♦✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❡t ❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ P❘❯s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s

❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝

❧❡s ✐❞é❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡

◗✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡

❧❡ r♦❜♦t ❧✬❡①é❝✉t❡ ❄ ❆✈❡❝ ❧❡ s❡✉❧ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ t❡❧ q✉✬✐❧

❛ été ♣rés❡♥té ❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ t❡❧ s❝é♥❛r✐♦ ✿ ❧❡ t❡♠♣s

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s

❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞❡s à q✉❡❧q✉❡s ♠✐♥✉t❡s✳ ❈✬❡st ✉♥ t❡♠♣s q✉✐ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ q✉✬✐❧

❢❛✉t ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ✉♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s P❘❯s✳ P❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

r❡❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ à s✉✐✈r❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ s❛✐t ♣❛s q✉♦✐ ❢❛✐r❡✳ ◗✉❡❧ ♠♦❞✉❧❡ ❡①é❝✉t❡r ❄

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝♦♥✈❡①❡ q✉✐ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥

❡s♣éré ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡

❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ▲❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡ s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡

tâ❝❤❡s à ✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡st ♠♦❞✐✜é❡✳ ❈❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t

♣r✐s❡s s✬✐❧ ❛✈❛✐t ❝♦♥♥✉ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❛❞♦♣t❡r✱ ♠❛✐s ❢❛✉t❡ ❞❡ ♠✐❡✉①✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥

❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✉ ❤❛s❛r❞ ♦✉ ❞❡ ♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❞✉ t♦✉t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛❞♦♣tés ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❡t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s ❞❛♥s

❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡t ✉♥❡ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞♦♥♥é❡✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❞♦♣té ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t q✉❛♥❞ ✐❧ s✉✐t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❧✉✐

❢❛✐t ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✐✛èr❡ très ♣❡✉ ✈♦✐r❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥

q✉✐ ❣❛r❛♥t✐r❛✐t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t

✈❛r✐❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ P❘❯s q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡

❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ P❘❯ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❡♥ ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ q✉✐

❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ♣✉✐s ❡♥ ✉♥❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞ès q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s

❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡

r❡ss♦✉r❝❡s ❡st é♣❛r♣✐❧❧é❡ ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé q✉❡ ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

♣❛s à ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ré❛❧✐st❡ ♣♦✉r ✉♥ r♦❜♦t q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ♥✬❛ ♣❛s ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡ t❡❧s r✐sq✉❡s✳



✷✵✷

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛♣♣♦rté ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à

❛❞♦♣t❡r ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❞✉ r♦❜♦t s❡r❛ ♣r❡sq✉❡ t♦✉❥♦✉rs ♦♣t✐♠❛❧✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥s♦♠✲

♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ r❡st❡r ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡

tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡s✲

s♦✉r❝❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t s❡ ❞ér♦✉❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣♦rts ❞❡ ♥♦tr❡

t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

❝♦♥s♦♠♠❛❜❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡s♣éré ❛✈❡❝

❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛

♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛ êtr❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧

✈❛ ❢❛❧❧♦✐r tr♦✉✈❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❛❧❧♦✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡ss♦✉r❝❡s à t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞♦♥❝ s❡

❞✐r✐❣❡r ✈❡rs ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡s✳

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ sûr❡♠❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s

❞♦♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❡♥ s♦rt✐❡ ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♠❛✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡①é❝✉té✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛✉ss✐ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ q✉❡ ❧❛

q✉❛❧✐té ❡st ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ✈❛r✐❡

s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡r❛✐t ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱

♠❛✐s ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ❧❛ ♠❛îtr✐s❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t q✉❛❧✐té ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ❡t r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s

s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥✳

❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❛♠❡♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❉❡s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❛✉ t❡♠♣s✱ ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s ❡♥tr❡ ❧❡s

tâ❝❤❡s✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s

♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✱ ♦ù

❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳✳✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱

❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r♦❜♦t ❜♦✇❧✐♥❣✱ ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r t❡♠♣s s✬❛rrêt❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✉

r♦❜♦t✱ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣tés ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❡t s♦♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥❣❧♦❜és ❞❛♥s

❧❡s ❛❝t✐♦♥s M✳

◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s✱ ❞❡s ❞❛t❡s ❜✉t♦✐rs

♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ❞❡s ❞❛t❡s ❛✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❡t❝✳✳✳ ❯♥ ❞❡s ❛①❡s

♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❆❉ ❞✉ ●❘❊❨❈ ❞❡ ❈❛❡♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉rs✉✐✈✐ ♥♦tr❡



✷✵✸

t❤ès❡ ❡st ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❀ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜♦♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥❝✐❧✐❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t s♣❛t✐❛❧❡s✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡ ♥♦s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡st ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡

♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❢♦❝❛❧✐sé ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❛❣❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ♠❛✐s ✐❧

s❡r❛✐t s❡♠❜❧❡✲t✬✐❧ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ré♣❛rt✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❣❡♥ts✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪ ❆s❤✱ ❉✳✱ ●♦❧❞✱ ●✳✱ ❙❡✐✈❡r✱ ❆✳ ❡t ❍❛②❡s✲❘♦t❤✱ ❇✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ●✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣

r❡❛❧✲t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✺✭✶✮✿✹✾✕✻✻✳

❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✼✽❪ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭✶✾✼✽✮✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✿ ❈❛♥ ❈♦♠♣✉t❡rs

❚❤✐♥❦ ❄ ❇♦②❞ ✫ ❋r❛s❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✳

❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✼❪ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ❘✳ ❊✳ ✭✶✾✺✼✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❬❇❧✉♠ ❡t ❋✉rst✱ ✶✾✾✼❪ ❇❧✉♠✱ ❆✳ ❡t ❋✉rst✱ ▼✳ ▲✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❋❛st ♣❧❛♥♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❣r❛♣❤

❛♥❛❧②s✐s✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✾✵✭✶✲✷✮✿✷✽✶✕✸✵✵✳

❬❇❧✉♠ ❡t ❋✉rst✱ ✶✾✾✺❪ ❇❧✉♠✱ ❆✳ ▲✳ ❡t ❋✉rst✱ ▼✳ ▲✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❋❛st ♣❧❛♥♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤t ♣❧❛♥♥✐♥❣✲

❣r❛♣❤s ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧✲

❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❏❈❆■✮✱ ▼♦♥tr❡❛❧✱ ◗✉❡❜❡❝✱ ❈❛♥❛❞❛✳

❬❇♦❞❞②✱ ✶✾✾✶❪ ❇♦❞❞②✱ ▼✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❆♥②t✐♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥

◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❆❆❆■✮✱ ♣❛❣❡s ✼✸✽✕✼✹✸✳

❬❇♦❞❞② ❡t ❉❡❛♥✱ ✶✾✾✹❪ ❇♦❞❞②✱ ▼✳ ❙✳ ❡t ❉❡❛♥✱ ❚✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❉❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠

s♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✻✼✭✷✮✿✷✹✺✕✷✽✺✳

❬❇♦✉ss❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❇♦✉ss❛r❞✱ ▼✳✱ ▼♦✉❛❞❞✐❜✱ ❆✳ ■✳ ❡t ❇♦✉③✐❞✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚♦✇❛r❞s ❛

❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ■♥ ❆❆▼❆❙✳

❬❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❇♦✉t✐❧✐❡r✱ ❈✳✱ ❇r❛❢♠❛♥✱ ❘✳ ■✳ ❡t ●❡✐❜✱ ❈✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❙tr✉t✉r❡❞ r❡❛✲

❝❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♠❛r❦♦✈ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ▼❛❞✐s♦♥✱ ❲■✱ ♣❛❣❡s ✷✹✕✸✷✳

❬❇♦✉t✐❧✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❇♦✉t✐❧✐❡r✱ ❈✳✱ ❉❡❛r❞❡♥✱ ❘✳ ❡t ●♦❧❞s③♠✐❞t✱ ▼✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝

❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❢❛❝t♦r❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✶✷✶✭✶✲✷✮✿✹✾✕✶✵✼✳

❬❈❛r❞♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❈❛r❞♦♥✱ ❙✳✱ ▼♦✉❛❞❞✐❜✱ ❆✳ ■✳✱ ❩✐❧❜❡rst❡✐♥✱ ❙✳ ❡t ❘✳❲❛s❤✐♥❣t♦♥

✭✷✵✵✶✮✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛❝②❝❧✐❝ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❛s❦ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s

♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❏❈❆■✮✱ ♣❛❣❡s ✼✵✶✕✼✵✻✱

❙❡❛tt❧❡✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❯❙❆✳

❬❈❤❛♣♠❛♥✱ ✶✾✽✼❪ ❈❤❛♣♠❛♥✱ ❉✳ ✭✶✾✽✼✮✳ P❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❣♦❛❧s✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✸✷✭✸✮✿✸✸✸✕

✸✼✼✳
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❬❈❤❛r♥✐❛❦ ❡t ▼❝❉❡r♠♦tt✱ ✶✾✽✺❪ ❈❤❛r♥✐❛❦ ❡t ▼❝❉❡r♠♦tt ✭✶✾✽✺✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❆rt✐✜❝✐❛❧

■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ❘❡❛❞✐♥❣✱▼❛ss❛❝❤✉ss❡ts✳

❬❉❡❛♥ ❡t ❇♦❞❞②✱ ✶✾✽✽❪ ❉❡❛♥✱ ❚✳ ❡t ❇♦❞❞②✱ ▼✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣✳

■♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❆❆❆■✮✱ ♣❛❣❡s ✹✾✕✺✹✳
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