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ii

Sun Tzu dit : [..]
Maintenant, voici les cinq éléments de l’art de la guerre :

I. La mesure de l’espace.
II. L’estimation des quantités.

III. Les règles de calculs.
IV. Les comparaisons.

V. Les chances de victoire.
Les mesures de l’espace sont dérivées du terrain;

les quantités dérivent de la mesure;
les chiffres émanent des quantités;

les comparaisons découlent des chiffres,
et la victoire est le fruit des comparaisons.

Sun Tzu, L’Art de la Guerre, VI-Vème s. av. JC.
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Introduction

Cette thèse se découpe en trois parties indépendantes, qui correspondent respecti-
vement aux chapitres 1 à 3, au chapitre 4 et au chapitre 5.

1. Approximation diophantienne et chambres de Weyl

La première partie de cette thèse (chapitres 1 à 3) exploite la relation entre approxi-
mation diophantienne et géométrie hyperbolique, ou plus généralement la dynamique
des chambres de Weyls sur les variétés de Hilbert. Une telle relation est historiquement
connue depuis longtemps - on pense tout d’abord à Ford, dans les années 20, puis à H.
Cohn [Coh55] et R. Rankin [Ran57] dans les années 50. Mais cette relation ne com-
mença à être vraiment exploitée (sous une forme plus explicite que précédemment, et
de manière plus systématique) qu’au début des années 80, après (entre autres) les ar-
ticles de S. Dani [Dan85] et D. Sullivan [Sul82] qui montrèrent par l’exemple la fécon-
dité du sujet. Si cette relation fut utilisée pour obtenir des résultats géométriques à par-
tir de résultats d’approximation diophantienne connus depuis longtemps, la déduction
de propriétés d’approximation diophantienne à partir de raisonnements géométriques
est également possible, comme le montrèrent par exemple Beardon, Lehner, Sheingorn
[BLS86] d’un côté, et A. Haas [Haa86] indépendamment, lorsqu’ils publièrent leurs
preuves géométriques du théorème dû à Markoff décrivant la partie supérieure à1/3
du spectre de Markoff (voir le théorème 1.1). C’est dans cette deuxième optique que
se place ce travail. La relation approximation diophantienne-géométrie et dynamique
y est abordée d’un point de vue constante d’approximation-profondeur de pénétration
dans les cusps (je ne parlerais pas de la vitesse de pénétration dans les cusps). La partie
1 donne les notions classiques d’approximation diophantienne, et sert d’introduction à
la partie 2 où est définie une notion d’approximation diophantienne (homogène à une
variable) pour un corpsK, extension finie deQ, ainsi que quelques corollaires immé-
diats. Cette définition est une légère variation d’une définition de R. Quême [Quê91],
et également une variation d’un cas particulier de E. Burger [Bur92],[Bur93]. Son ori-
ginalité tient essentiellement à la remarque que l’on peut classer les fractions suivant
le groupe de classes d’idéaux du corps choisi, idée déjà présente dans [Swa68]. Par
exemple, lorsque l’anneau des entiersO du corpsK est principal, la définition est la
suivante.
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SoitπK : K→ E = R
r × Cs le plongement canonique de ce corps de nombre, où

(r,s) désigne les nombres de plongements réels et complexes non conjugués respecti-
vement deK. Soit pourz = (zi)i=1,..,r+s élement deE, on note

||z||∞ = sup
i=1,..,r+s

|zi|,

et

N(z) =
r∏
i=1

|zi|
r+s∏
i=r+1

|zi|2.

Pourz dansE on définit

νK(z)r+2s = lim
ε→0

lim inf
(p,q)∈O×(O−{0}),||z−πK(p/q)||∞<ε

N(z − πK(p/q))N(q)2.

Le spectre de Lagrange est alors

LK = {νK(z) : z ∈ E − πK(K)} .
L’exemple des corps imaginaires quadratiques est abordé dans la partie 3. Dans la

partie 4, j’introduis un "spectre"1 issu d’une situation topologique générique, et en tire
les quelques corollaires élémentaires qui en découlent. L’intérêt de cette partie est es-
sentiellement de montrer que certaines propriétés des spectres de Markoff et Lagrange
sont des conséquences purement topologiques de la correspondance géométrique, et
donc valables quelle que soit l’extension finie deQ choisie, conséquences qui n’étaient
pas toujours connues et qui dans ce cadre sont particulièrement simples.

Le chapitre 2 fait le lien entre les définitions de la partie 2 et la partie 4, à travers les
théorèmes 2.2 et 2.3; cette correspondance est bien connue lorsque le corpsK est égal
àQ ou à un corps imaginaire quadratique - ici, l’originalité est de traiter de manière
unifiée toutes les extensions finies deQ et de préciser à quelle notion d’approxima-
tion diophantienne correspondent les différents cusps de la variétéVK associée. Ces
théorèmes nous permettent, par exemple, d’obtenir une nouvelle définition, géomé-
trique cette fois, des spectres. Plus précisémment, le plongement canoniqueπK induit
un plongement dePSL2(O) dans(PSL2(R))r × (PSL2(C))s, que l’on fait agir par
isométries sur(T 1

H
2)r×(T 1

H
3), le produit des espaces tangents unitaires aux espaces

hyperboliques de dimension2 et 3 respectivement. Le quotient de cet espace par cette
action est notéCW (VK), la variété des chambres de Weyl sur la variété de Hilbert as-
sociée àK. Le flot géodésiqueφ sur chaque composante du produit(T 1

H
2)r× (T 1

H
3)

passe au quotient en une actionφ deA = R
r+s surCW (VK). Si l’on appelleA+

le semi-groupe deA = R
r+s
+ formé par les temps positifs sur chaque composante,

1. entre guillements, ce n’est pas à priori le spectre d’un opérateur.
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on peut définir l’ω-limite d’une chambe de Weylw dansCW (VK) comme étant les
sous-ensemble fermé deCW (VK) suivant :

ω+(w) =
⋂
t̄∈A+

⋃
t̄′∈A+

φt̄+t̄′w.

La description géométrique du spectre de Lagrange est alors

PROPOSITION. Il existe surCW (VK) une fonctionf à valeur dansR, continue et
propre (essentiellement une fonction de Busemann, voir la formule 5), telle que l’on
ait

LK =

{
inf
ω+(w)

exp(−f) : w ∈ CW (VK), ω+(w) 6= ∅
}
.

J’en tire ensuite quelques corollaires immédiats, qui sont les traductions des pro-
priétés vues dans la partie 4. En particulier, on peut remarquer que dans tous les cas
où la constante de Hurwitz (définie commesupLK) est connue (voir partie 3), c’est la
constante d’approximation d’un nombre fini de classes moduloSL2(K) de nombres
quadratiques surK, et elle est isolée dans les deux spectres. Sans pour autant générali-
ser cette observation, les corollaires 2.7 et 3.5 donnent des restrictions à ce sujet, dans
le cas général et dans le cas imaginaire quadratique respectivement. On peut résumer
quelque-une de ces propriétés dans la proposition suivante - le lecteur se reportera au
corps du texte pour les énoncés relatifs au spectre de MarkoffMK:

PROPOSITION. SoitK un corps de nombre.
1. Il existez dansE tel que

νK(z) = supLK.

2. Si supLK n’est pas un nombre algébrique, alors il existe un nombre non dé-
nombrable dez dansE tels queνK(z) = supLK .

3. SiK est un corps imaginaire quadratique, et si la constante de HurwitzsupLK
n’est pas un nombre algébrique, alorssupLK n’est pas isolée dansLK.

Je considère ensuite dans le chapitre 3 le cas où la variété est de rang1, c’est à dire
lorsqueK = Q ou un corps imaginaire quadratique, pour montrer le théorème 3.4,
dont voici la partie de l’énoncé qui concerne le spectre de Lagrange.

THÉORÈME(Théorème 3.4).SoitK = Q(i
√
d), d entier positif sans facteur carré.

NotonsEQ(C) l’ensemble des nombres complexes quadratiques surK. Alors

LK = {νK(z)|z ∈ EQ(C)}.
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En particulier,LK est compact.

Dans le cadre classiqueK = Q, ce théorème est dû à T. Cusick [Cus87] ; la compa-
cité du spectre de Markoff est, elle, automatique indépendamment du rang, cf lemme
1.5. La démonstration utilise en particulier le lemme de fermeture d’Anosov, dont une
preuve dans le cadre d’espacesCAT (−1) est fournie en annexe.
Est ensuite abordé dans la section 3 le problème de la calculabilité de la constante de
Hurwitz pour un corps imaginaire quadratique quelconque, avec un algorithme pro-
posé pour calculer des valeurs approchées de cette constante.

Une question qu’on m’a souvent posée et qui appelle quelques commentaires est
celle-ci : pourquoi je ne généralise pas les propriété de fermeture du spectre de La-
grange au rang supérieur à2, c’est-à-dire lorsque l’anneau des entiers deK possède
un groupe d’unités infini. Tout d’abord, techniquement, les outils ne fonctionnent plus
(le lemme de fermeture, par exemple, est encore valable mais ne parle que de flots et
ne dit rien sur les actions). Une réponse plus intéressante consiste à faire le lien avec
la conjecture de Margulis concernant les ensembles fermés invariants sous l’action du
groupe diagonal (et qui est essentiellement qu’il y en a peu, et qu’ils sont tous d’ori-
gine arithmétique); je pense que dans ce cas le spectre de Lagrange est discret (sauf
au point0) et est égal à l’ensemble des constantes correspondant aux nombres quadra-
tiques surK (c’est à dire correspondant aux tores compacts). Le même type de pro-
blème a été rencontré par E. Burger, qui fait la remarque qu’il ne trouve qu’un nombre
dénombrable d’exemples de nombres mal approchables selon sa définition [Bur93].
A travers la correspondance décrite ici, on verra que la forme du spectre de Markoff
en rang supérieur s’avère intimement liée à la conjecture de Margulis pour les variétés
de Hilbert, conjecture dont S. Dani m’a dit qu’il ne voyait pas de preuve poindre à
l’horizon, en dépit de résultats récents dans cette direction [LW01].

2. Alternative de Borel-Cantelli dynamique

Le chapitre 4 aborde un sujet un peu différent. D. Sullivan a montré que la vi-
tesse d’approche d’un point à l’infini d’une variété hyperbolique de volume fini non-
compacte, est, sur un rayon géodésique générique, logarithmique. Il utilisait pour cela
la relation entre approximation diophantienne et vitesse d’approche d’un cusp mêlée
à des techniques de la preuve du théorème de Khintchine; ce résultat a été généralisé
par D. Kleinbock et G. Margulis dans le cas d’espaces de rang supérieur [KM99 ] et
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par S.Hersonsky et F. Paulin [HP01a] dans le cas des variétés à courbure strictement
négative.

Par analogie, on peut reprendre le problème géométrique étudié par Sullivan en
remplaçant le point à l’infini par un point quelconque de la variété hyperbolique (le rap-
port avec l’approximation diophantienne devenant alors également analogique). Ceci
a déjà été fait par Hersonsky et Paulin [HP01b] en ce qui concerne l’estimation de
la dimension de Hausdorff des géodésiques s’approchant exponentiellement vite d’un
point fixé d’une variété compacte à courbure strictement négative. Ici, le problème est
le suivant. SoitV = Γ\Hn une variété hyperbolique de volume fini. NotonsT 1V l’en-
semble des vecteurs unitaires tangents àV , π : T 1V → V la projection canonique,φt

le flot géodésique surT 1V , etB(q,r) ⊂ V la boule hyperbolique de centreq ∈ V et
de rayonr. On se donne une fonction(rt)t≥0 deR+ à valeur dansR∗+.

La question est de savoir, pour un pointp deV fixé, quel sera la mesure de Liouville
de l’ensemble des vecteursv tels qu’il existeti → +∞, tels queπ(φtiv) ∈ B(p,rti),
autrement dit tels que{t ≥ 0 : π(φtv) ∈ B(p,rt)} n’est pas borné.

THÉORÈME(Théorème 4.1).(Cibles rétrécissantes) Supposons que(rt)t≥0 soit
décroissante. Alors, suivant que ∫ ∞

0

rn−1
t dt

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon géo-
désique qui rencontre pour des tempst arbitrairement grands les boules de centrep,
de rayonrt.

Le corollaire suivant semble être nouveau.

COROLLAIRE (Corollaire 4.2).Pour tout pointp dansV , pour presque toutv, on
a :

lim sup
t→+∞

− ln(d(p,π(φtv)))

ln(t)
=

1

n− 1

3. Exemples de répartitions d’orbites de réseaux

Enfin, le dernier chapitre 5 s’intéresse à des résultats de répartition semblables au
théorème ergodique de Birkhoff concernant l’action d’un réseauΓ d’un groupe de Lie
sur un espace homogèneG/H, H sous-groupe abélien. Ces exemples sont essentiel-
lement inspirés par l’article de F. Ledrappier [Led99], et des résultats proches dans
l’esprit ont été indépendamment prouvés par A. Gorodnik. On donne en particulier les
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trois exemples suivants. Dans le premier, la dérivée de Radon-Nikodyn qui apparaît
n’est pas un produit de fonctions à variables séparées (contrairement aux exemples
connus jusqu’à ce jour), et dans le deuxième la convergence est remarquablement uni-
forme. Le troisième est un cas particulier d’un théorème plus général concernant la
répartition des plats géodésiques d’un espace selon un sous-groupe discret d’isomé-
tries.

THÉORÈME(voir le Théorème 5.2).Soit

M0 =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ,
on définitX comme la variété (de dimension 6) des matrices conjuguées àM0. Elle
porte une mesure (non nulle, unique à homothétie près)µ qui estSL3(R)-invariante.
Il existe une applicationδ : X2 → R

∗
+, continue, à variables non séparées, telle que

si Γ un réseau deSL3(R), qui agit (par conjugaison) surX, cette action est alors
ergodique, et si l’on note

B(T ) = {γ ∈ Γ : tr(tγγ) ≤ T 2},

alors pour toutf continue à support compact deX dansR, pour toutx dansX de
Γ-orbite dense, on a

lim
T→+∞

1

T 2

∑
γ∈B(T )

f(γx) =
1

covol(Γ)

∫
X

f(y)δ(x,y)dµ(y).

THÉORÈME(Théorème 5.3).SoitHn un espace hyperbolique,X = ∂Hn. Soit
Γ ⊂ Isom(Hn) un sous-groupe discret et non élémentaire d’isométries, de mesure de
Bowen-Margulis finie. Notonsµo la mesure de Patterson-Sullivan associée au point
o ∈ Hn. Soientf : ∂Hn → R une fonction continue, et un pointo ∈ Hn fixé. Notons

B(T ) = {γ ∈ Γ : d(γo,o) < T},

oùd désigne la distance hyperbolique. Alors, pour toutξ ∈ ∂Hn:

lim
T→+∞

1

|B(T )|
∑

γ∈B(T )

f(γξ) =
1

µo(∂Hn)

∫
∂Hn

fdµo,

et cette convergence est uniforme enξ ∈ ∂Hn lorsqueT → +∞.
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THÉORÈME(voir le théorème 5.4).SoitHn un espace hyperbolique,X l’espace
des géodésiques orientées deHn, µ une mesureSO(n,1)-invariante surX, et o un
point deHn. Il existec tel que siΓ est un réseau deHn, et si on définit

B(T ) = {γ ∈ Γ : d(o,γo) ≤ T},
alors pour toute fonctionf dansL1(µ) etµ-presque toutx dansX, on a

lim
T→+∞

1

T

∑
γ∈B(T )

f(γx) =
c

covol(Γ)

∫
X

fdµ.

On remarquera que, dans le premier et troisième exemple, le cardinal deB(T ) n’est
pas asymptotique à la normalisation de la somme. Il ne s’agit pas ici de moyennes.

Remarques finales.Le théorème 3.4 a fait l’objet d’un article accepté pour publi-
cation à la revueErgodic theory and dynamical systems[Mau02].
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1. CADRE CLASSIQUE 1

CHAPITRE 1

Cadre général de l’étude

1. Cadre classique

L’objet de cette partie est d’introduire, pour le lecteur non initié, quelques résul-
tats classiques de l’approximation diophantienne homogène à une variable. Le lecteur
averti trouvera cependant dans ces rappels les motivations des généralisations qui sui-
vront. Mes références principales sur ce sujet sont Cassels [Cas57] et Cusick-Flahive
[CF89].

L’approximation diophantienne traite de la manière dont on peut approcher un
nombre réel par les nombres rationnels. Un théorème, dû à Dirichlet, affirme que pour
tout réel irrationnelx, on peut trouver une infinité de fractionsp/q telles que∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ q2 ≤ 1.

La question de savoir à quel point ce résultat est optimal conduit à la définition sui-
vante.

DÉFINITION 1.1. Soitx ∈ R−Q. On définit laconstante de meilleure approxi-
mation dex par la formule :

ν(x) = lim inf
(p,q)∈Z×(Z−{0},|q|→∞

∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ q2

Le spectre de Lagrangeest par définition l’ensemble desν(x) pour x parcourant
R−Q. Il sera notéLQ.

Ce spectre est parfois appelé spectre de Hurwitz, et pour certains auteurs le spectre
est l’ensemble1/LQ. Il est apparu que l’étude de cet ensemble est fortement liée à
l’étude des minima de formes quadratiques, et a amené Markoff à s’intéresser aux
objets suivants.

DÉFINITION 1.2. Désignons parFQ(R) l’ensemble des formes quadratiques réelles
à deux variables, indéfinies et non dégénérées. Siq ∈ FQ(R) s’écrit

q(x,y) = αx2 + βxy + γy2,

on définit le discriminant deq

∆(q) = β2 − 4αγ > 0,
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et la quantité

µ(q) = inf
(x,y)∈Z×Z−{(0,0)}

|q(x,y)|√
|∆(q)|

L’ensemble desµ(q), pour q parcourantFQ(R), est un sous-ensemble deR+ appelé
spectre de Markoff , notéMQ.

Dans la suite,FQ(R) ne désignera pas exactement la même chose mais plutôt
les classes d’équivalence de formes quadratiques selon la relation de proportionnalité,
cette confusion étant destinée à alléger les notations ( mais ne change pasµ(q), niMQ

).

De nombreux auteurs ont essayé de décrire ces spectres. Le théorème suivant ras-
semble de nombreux résultats qui en donnent une vue partielle, essentiellement sur la
partie inférieure et supérieure.

THÉORÈME1.1. Les deux spectres admettent la description commune suivante :
1. (Korkine-Zolotareff, 1873; Markoff, 1879; Hurwitz, 1891)

LQ∩ ]1/3; +∞[ = MQ∩ ]1/3; +∞[ = {νm},
où, pourm un nombre entier tel qu’il existem1,m2 entiers plus petits quem
vérifiant l’équation

m2 +m2
1 +m2

2 = 3mm1m2,

on a
νm :=

m√
9m2 − 4

.

Il existe une infinité de telles solutions.Les trois premières valeurs sont

ν1 =
1√
5
, ν2 =

1

2
√

2
, ν3 =

5√
221

.

2. (Hall, 1947; Freiman, 1975) Il existec > 0 tel que

[0; c] ⊂ LQ ∩MQ,

c pouvant être pris égal à1/5, et on connaît explicement sa valeur optimale.
3. (Tornheim, 1955; Freiman, 1968)

LQ ⊂MQ,

et l’inclusion est stricte.
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4. (Cusick, 1975) Le spectre de LagrangeLQ est l’adhérence de l’ensemble des
constantes d’approximation des nombres réels quadratiques surQ. Le spectre
de MarkoffMQ est l’adhérence desµ(q) où q est de la forme

q(x,y) = (xα− y)(xβ − y),

avecα etβ deux nombres réels quadratiques surQ.

2. Approximation diophantienne dans les corps de nombres

Dans ce paragraphe, je définis une notion d’approximation diophantienne homo-
gène à une variable pour un corps de nombres quelconque. On se réfèrera au livre de
Samuel [Sam67] pour les notions de théorie algébrique des nombres.

Soit K une extension finie deQ. Les différents plongements deK dansR et C
non conjugués par la conjugaison complexe seront respectivements notésσ1,..,σr et
σr+1,..,σr+s. Dans toute la suite, on noteram = [K : Q] = r + 2s etn = r + s.

Le plongement canonique deK est alors :

πK : K→ E = Rr × Cs,

x 7→ (σ1(x),..,σr+s(x)).

SoitO l’anneau des entiers deK. On sait queπK(O) est un réseau de E, et queπK
donne lieu à un plongement :

πK : PSL2(K)→ G =
r∏
i=1

PSL2(R)×
s∏
i=1

PSL2(C) = PSL2(E).

On noteraΓK = πK(PSL2(O)). Il est facile de voir que c’est un sous-groupe discret du
groupe de LieG. Il est bien connu que c’est en fait un réseau (par exemple [Bor69],
théorème 13.1 et son corollaire 13.2, ainsi que l’exemple 7.16). Dans toute la suite,
nous écrirons les éléments de ces groupes comme des matrices bien qu’en réalité ce
soient des éléments dePSL2(.). Nous noterons aussi

E =
r∏
i=1

(R ∪ {∞})×
n∏

i=1+r

(C ∪ {∞}),

sur lequelG agit par le produit des actions projectives sur chacun des termes. On notera
encore∞ le point(∞))i=1..n deE.

Le groupe des classes d’idéaux fractionnaires deK sera notéC(K), et son cardinal
h(K). Le théorème de Dirichlet nous dit queO× est isomorphe au produitZr+s−1 ×
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µ(K), oùµ(K) désigne le groupe (fini) des racines de l’unité contenues dansK. Nous
noteronsw(K) le cardinal deµ(K). La norme d’un élémentx deK est par définition :

NK(x) =
∏

σ:K→C

σ(x) =
r∏
i=1

σi(x)×
r+s∏
i=r+1

|σi(x)|2,

où le premier produit désigne le produit sur tous les plongementsK → C. On notera
∆K le discriminant deO.
La classe de l’idéal engendré parx ety sera notée〈x,y〉.

On a posé une fois pour touten = r+ s. Pourz = (z1,..,zn) ∈ Rr ×Cs, on notera
la norme sup usuelle

||z||∞ = sup
i
|zi|,

et

N(z) =
r∏
i=1

|zi|
n∏

i=r+1

|zi|2.

Remarquons queN est simplement le prolongement de la valeur absolue de la
norme deK via le plongementπK, ou plus exactement

N(πK(x)) = |NK(x)|.
Ce n’est bien sûr pas une norme au sens usuel; cependant nous continuerons à l’appeler
ainsi. Remarquons queE possède une structure d’anneau produit (non intègre), qui
respecte le plongementπK; ainsi, on noteraa/b, poura,b ∈ E, N(b) 6= 0, le quotient
terme à terme dans chaque espace du produitE. Par abus de notation, on considèraK
etO comme des sous-anneaux deE, et on négligera d’écrireπK.

SoitP ⊂ C(K) un ensemblenon videde classes.
On poseCP

ε (z) = {(p,q) ∈ O2| ||z − πK(p/q)||∞ < ε,〈p,q〉 ∈ P}.

DÉFINITION 1.3. Soitz = (z1,..,zn) ∈ E. On définit

νP (z) = lim
ε→0

(
inf

(p,q)∈CPε (z)
NK(q)2N

(
z − πK

(
p

q

)))1/[K:Q]

,

qu’on appelleconstante de meilleure approximation dez par P dansK.

LorsqueP = C(K) (en particulier siO est principal), on pourra négliger l’indice
P et écrire simplementνK. Le lecteur remarquera que dans le casK = Q ouK une
extension quadratique imaginaire, cette définition correspond aux définitions usuelles,
avecP = C(K) ou bienP le singleton donné par la classe des idéaux principaux,
suivant les auteurs. Dans le cas présent, nous pouvons la raffiner en considérant des
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idéaux non principaux. Cette idée n’est pas complètement nouvelle, elle apparaît par
exemple dans les travaux de Swan [Swa68] dans le casK imaginaire quadratique. Le
lemme et son corollaire suivant permettront de se ramener à des suites de forme bien
particulière dans la définition deνP .

LEMME 1.1 ([Fre90] page 37, lemme3.52). Soit I = 〈u,v〉 = 〈p,q〉 un idéal en-
tier. Alors il existe [

a b
c d

]
∈ SL2(O)

telle que :
u = ap+ bq,

v = cp+ bq.

�

COROLLAIRE 1.2. SiP = {I} est un singleton, queI est un idéal entier de norme
minimale dans sa classe, et queI = 〈p,q〉, alorsνP (z)[K:Q] est la borne inférieure des
nombres de la forme

lim inf
k→∞

N

(
z − aMk

p+ bMk
q

cMk
p+ dMk

q

)
N(cMk

p+ dMk
q)2,

pour une suite de matrices(Mk)k dansΓK, de coefficientsaMk
,bMk

,cMk
,dMk

, vérifiant
que

aMk
p+ bMk

q

cMk
p+ dMk

q

tend versz pour la norme|| ||∞. �

Dans le cas oùn = r + s = 1, remarquons que la dernière condition n’est pas
nécessaire.

DÉFINITION 1.4. On appeleraspectre de Lagrange deK par rapport à P l’en-
semble

LP = {νP (z)|z ∈ E − πK(K)}.
On notera simplementLK lorsqueP = C(K)

Nous n’avons pas encore prouvé que ces spectres soient bornés (mais c’est le cas).
Cependant on appelera

CK = supLK

la constante de Hurwitz du corpsK.
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Tournons-nous maintenant vers les formes quadratiques, pour définir un spectre
de Markoff. Pour tout1 ≤ i ≤ r (resp.r < i ≤ r + s), donnons-nous une forme
quadratiqueqi à deux variables, et à coefficients réels (resp. complexe), indéfinie et
non dégénérée (resp. non dégénerée). Notons1 FQ(E) l’ensemble de applications

q : E2 → E,

qui s’écrivent
q (xi,yi) = (qi(xi,yi))1≤i≤n ,

modulo l’action par homothétie de(R∗)r × (C∗)s. Un telq sera appelé par abus de
langageune forme quadratique. Le discriminant de l’un de ses représentants est par
définition le produit pondéré des discriminants

∆(q) =
r∏
i=1

(β2
i − 4αiγi)

n∏
i=r+1

(β2
i − 4αiγi)

2,

où l’on a noté
qi(x,y) = αix

2 + βixy + γiy
2.

De façon équivalente, en utilisant la structure d’anneau deE, on peut direq est
une forme quadratique à coefficients dansE, q(x,y) = ax2 + bxy + cy2, oùa,b,c sont
dansE, les classes d’équivalences sont modulo la multiplication parE∗ (l’ensemble
des éléments deE de norme non nulle), et le discriminant∆(q) = N(b2 − 4ac) est
supposé non nul,σi(b2 − 4ac) > 0 pour touti compris entre1 et r, σi étant ici le
prolongement (par continuité) de l’application déjà notéeσi deK dansR (ouC).

DÉFINITION 1.5.

µP (q) =

(
inf

(x,y)∈πK(O2−{0,0})

N(q(x,y))

|∆(q)| 12

)1/[K:Q]

Cette application est bien définie, c’est-à-dire que c’est une fonction invariante
sous l’action des homothéties, indépendante du représentant choisi. Nous obtenons ici
un autre corollaire du lemme 1.1 :

COROLLAIRE 1.3. SiP = {I} est un singleton, queI est un idéal entier de norme
minimale dans sa classe, et queI = 〈p,q〉, alors

µP (q)[K:Q] = inf
M∈ΓK

N(q(aMp+ bMq,cMp+ dMq))√
|∆(q)|

,

1. Cette notation n’est pas tout à fait exacte, puisqueFQ(E) dépend en fait de(r,s)
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où les coefficients deM sont notésaM ,bM ,cM etdM . �

DÉFINITION 1.6. On appeleraspectre de Markoff deK par rapport à P l’en-
semble

MP = {µP (q)|q ∈ FQ(E)}.
On note encore cet ensembleMK lorsqueP = C(K).

Muni de ces définitions, il est très facile de voir que l’on a les relations suivantes
lorsque l’on fait varierP ouK :

νP (z) = inf
I∈P

ν{I}(z),(1)

µP (q) = inf
I∈P

µ{I}(z).(2)

Si K′/K est une extension galoisienne, on a un plongement naturel des espaces
vectoriels associés :

πE′/E : E → E ′.

Il est alors facile de voir que, pourx ∈ E, on a

νK′(πE′/E(x)) ≤ νK(x),

et des formules semblables correspondant au morphismeC(K)→ C(K′).

DÉFINITION 1.7. SoitK′/K une extension quadratique, et(r,s),(r′,s′) les signa-
tures respectives deK et K′. Si r′ = 2r (et doncs′ = 2s), l’extensionK′/K sera
qualifiée deréelle. Si x est dans une extension quadratique réelle deK, comme on
peut rassembler par paire les plongements deK

′ à l’aide du groupe de Galois d’ordre
2 deK′/K, on peut lui associer2n points deE de façon naturelle en choisissant pour
chaque terme du produit deE l’un des deux morphismes de la paire associée. Les
points deE ainsi obtenus définissent l’ensemble desnombres quadratiquesdeE, et
ces ensembles de2n points deE les ensembles de nombres quadratiquesconjugués.

Ces points quadratiques sont exactement les éléments deE vérifiant une équation
quadratique dansE à coefficients dansK. Les points deE ainsi obtenus sont les ana-
logues des nombres quadratiques réels dans le casK = Q, et ils bénéficient des mêmes
propriétés (voir par ex. le lemme 2.2).
Maintenant, remarquons comme précisé dans l’introduction que les définitions précé-
dentes sont très proches d’un cas particulier de la situation étudiée par Edward Burger,
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et proches également d’une définition de Roland Quême. La majoration dans le théo-
rème 1 de l’article [Bur92] reste valable dans notre cas, et on en déduit une majoration
"à la Dirichlet"

CK ≤

((
2

π

)2s

|∆K|

)1/m

.

La majoration issue de l’article de R. Quême s’avère meilleure dans notre cas (on
rappelle quem = [K : Q]) :

PROPOSITION1.2. [Quê91]

CK ≤

((
4

π

)2s
m!2

m2m
|∆K|

)1/m

.

Il existe une notion de multiplicité pour un élément d’un des deux spectres. Il faut
tout d’abord remarquer queνP et µP sont invariants sous les actions respectives de
ΓK surE et FQ(E). Ceci sera prouvé dans la suite (Corollaire 2.4), l’action deΓK
surE étant l’action projective sur chacun des facteurs via les homomorphismesσi, et
l’action sur les formes quadratiques étant donnée par

(γ.q)(x,y) := q(γ−1(x,y)),

pourq ∈ FQ(E), γ ∈ ΓK une matrice de coefficientsa,b,c,d et x,y ∈ E, l’action de
γ−1 surE2 étant l’action linéaire matricielle. L’ensemble desz deE tels queνP (z) =
c, oùc est une constante fixé, est donc la réunion d’ensemble de classes modulo l’action
deΓK, et il en est de même desq dansFQ(E) tels queµP (z) = c.

DÉFINITION 1.8. On appellemultiplicité de c dansLP (resp.MP ) le cardinal de
l’ensemble des classes modulo l’action deΓK dont la réunion estν−1

P (c) (resp.µ−1
P (c)).

Exemple 1 :1/3 est de multiplicitéℵ1 dansLQ etMQ [Cas57].
Exemple 2 :La conjecture de l’unicitéaffirme que tout élément> 1/3 deLQ est de
multiplicité 1 ([Cas57], p 33).

On se servira de cette notion au paragraphe 4.

3. Corps imaginaires quadratiques

Soitd un entier positif sans facteur carré, et soitK = Q(
√
−d). Il existe une abon-

dante littérature sur l’approximation diophantienne dansK, et quelques constantes
d’Hurwitz ont été calculées, ainsi que parfois la partie supérieure du spectre (i.e. la
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partie discrète avant le premier point d’accumulation). Cette partie est dédiée au rap-
pel des propriétés connues dans ce cas. En voici la liste pour les corps dont l’anneau est
principal, résumées dans un tableau, avec lorsque j’ai pu le retrouver dans la littérature
un pointx tel queνK(x) = Cd la constante d’Hurwitz, et une matrice loxodromique
deSL2(O) stabilisantx. Ce tableau complète celui de Hersonsky et Paulin [HP02].
Certaines matricesM ont été calculées en suivant la preuve du lemme 2.2 à partir du
x présent dans la bibliographie, et pour d’autres valeurs c’estx qui a été déduit deM .

d Cd x M

1 1/
√

3 (1 + i
√

3)/2

[
2− i 2i
−2i 2 + i

]
2 1/

√
2 (1 + i)

√
2/2

[
3− 2i

√
2 −4

−4 3 + 2i
√

2

]
3 1/ 4

√
13 (1− i

√
3)/4

[
i
√

3− 1 −(5 + i
√

3)/2

(1 + 3i
√

3)/2 (i
√

3− 7)/2

]
+(1− 3i

√
3)

√
(19−27i

√
3)/2

28

7 1/ 4
√

8 - -

11 2/
√

5 (2 +
√

5 + i
√

11)/4

[
(5 + i

√
11)/2 (3− i

√
11)/2

2 (1− i
√

11)/2

]
19 1 (1 + i

√
19)(1 + 1/

√
5)/2 -

43 ? ? ?
67 ? ? ?
163 ? ? ?

Dans certains cas, la partie supérieure du spectre a été identifiée par Asmus Schmidt
[Sch75],[Sch78],[Sch83], par exemple

LQ(i)∩ ]1/2; +∞[ = MQ(i)∩ ]1/2; +∞[ = {νm}m,
avecνm une suite tendant vers1/2, mais il n’existe pas d’interprétation géométrique
connue comme dans le cas standardK = Q où tout élément des spectres> 1/3 cor-
respond à une géodésique simple sur un revêtement particulier de la surface modulaire
[Haa86], [BLS86].

La propriété suivante semble spécifique au casr + s = 1 (le cas de rang1).

PROPOSITION1.3. Pour q ∈ FQ(R), x ∈ R, et toutK imaginaire quadratique:

µQ(q) = µK(q) = µ{O}(q),



10 1. CADRE GÉNÉRAL DE L’ÉTUDE

νQ(x) = νK(x) = ν{O}(x).

Ainsi le spectre de Lagrange deQ est inclus dans le spectre de Lagrange deK, et de
même pour le spectre de Markoff.

PREUVE. On aνQ(x) ≥ νK(x), et µQ(q) ≥ µK(x), et il nous faut montrer les
inégalités inverses. Montrons d’abord l’assertion concernant la constante d’approxi-
mation. SiK = Q(i

√
d), d entier positif sans facteurs carrés, alors suivant qued

est congru à trois modulo quatre ou non, l’anneauO des entiers est respectivement
Z[1

2
(i
√
d+ 1) ouZ[i

√
d]. Dans les deux cas, on peut conclure que la partie imaginaire

d’un élément deO − Z est plus grande en valeur absolue que
√

3/2. Ainsi, si x est
réel,p,q dansO tels quep/q n’est pas réel, alors on a l’inégalité∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣=(pq
)∣∣∣∣ ≥ |=(qp)|

|q|2
≥
√

3

2

1

|q|2
.

CommeνQ(x) ≤ 1/
√

5 <
√

3/2, il ne nous reste à prouver, pour conclure que
νQ(x) = νK(x), que sip/q, fraction deK, approchex sur l’axe réel, on peut prendre
p,q entiers. En effet,K ∩ R = Q, et donc sip/q est réel, alorsp/q = p′/q′, où p′/q′

est une fraction irréductible rationnelle. CommeN(p)N(q′) = N(p′)N(q) se réecrit
N(p)q′2 = p′2N(q), on en déduit queq′2 diviseN(q) puisquep′ et q′ sont premiers
entre eux. Ainsi|q′| ≤ |q| et p′/q′ constitue une approximation dex au moins aussi
bonne quep/q, au sens que∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ |q|2 ≥ ∣∣∣∣x− p′

q′

∣∣∣∣ |q′|2.
Maintenant, venons-en aux formes quadratiques. Siq est une forme quadratique

binaire non dégénérée, non définie, on peut tout d’abord supposer (quitte à échanger
les variables) queq s’écrit

q(x,y) = (yz − x)(yz′ − x),

où z,z′ sont deux réels (distincts). Alors pourx,y complexes, ety non nul, on a

|q(x,y)|2 = |y|4|z−x
y
|2|z′−x

y
|2 = |y|4((z−<(x/y))2+(=(x/y))2)((z′−<(x/y))2+(=(x/y))2),

et donc

|q(x,y)|2 ≥ |y|4(=(x/y))2((z −<(x/y))2 + (z′ −<(x/y))2).
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Or pour touts réel, on a l’inégalité(z− s)2 + (z′− s)2 ≥ (z− z′)2/2. Ainsi, pour tout
x,y, y non nul, on a

|q(x,y)| ≥ |y|2|=(x/y)| |z − z
′|√

2
.

De même que précédemment, six,y sont dansO, si y est non nul et six/y n’est pas
réel, alors

|=(x/y)| ≥
√

3

2|y|2
,

et ainsi

|q(x,y)| ≥
√

3

2
√

2

√
|∆(q)| ≥ 1√

5

√
|∆(q)|,

et donc|q(x,y)| ≥ µQ(q)
√
|∆(q)|. Nous pouvons toujours nous ramener au cas oùy

est non nul, et dans le cas oùx/y est réel, c’est alors un rationnel, s’écrivant comme
fraction irréductiblex′/y′ dansZ, et nous pouvons montrer de même que précédem-
ment que|q(x′,y′)| ≤ |q(x,y)|.

Le théorème suivant est une application directe des travaux de Hersonsky et Paulin
aux définitions introduites précédemment. Il sera généralisé par la suite.

THÉORÈME1.4. [HP02] Tous les spectresLP etMP sont bornés. On a de plus

supLK = supMK.

Il faut également faire remarquer que l’approximation diophantienne dans le corps
des quaternions peut rentrer dans le cadre de rang1 (voir [Sch69]).

4. Spectres des hauteurs d’un espace

SoitX un espace topologique localement compact,A un groupe topologique abé-
lien agissant continuement surX, A+ un semi-groupe qui engendreA, etf : X → R

une fonction continue et propre. L’objet de cette partie est de faire une étude sommaire
de quantitésνf ,µf et d’ensemblesL(f),M(f) définis un peu plus loin. L’un des buts
du chapitre 2 sera justement de voir que les spectresLP ,MP vus dans la partie 2 sont
issus d’une définition comme celle qui suit, et bénéficient donc de certaines propriétés,
qui sont données dans les lemmes suivants.
Pourx dansX, notons
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ω+(x) =
⋂
a∈A+

⋃
b∈A+

(ab).x,

qu’on peut appelerl’ensemble oméga-limite dex.

DÉFINITION 1.9. Soitx ∈ X, on définitν(x) etµ(x) par

νf (x) = exp

(
− sup

ω+(x)

f

)
,

µf (x) = exp

(
− sup

Ax
f

)
.

On définit lesL,M -spectres def comme les sous-ensembles deR+

L(f) = {νf (x)|x ∈ X},

M(f) = {µf (x)|x ∈ X}.

Déduisons-en maintenant quelques propriétés élémentaires.

LEMME 1.4. Si ∆ désigne la différence symétrique d’ensembles, on a :

M(f)∆{ inf
y∈Y

e−f(y)|Y 6= ∅,AY = Y } ⊂ {0},

M(f)∆{ inf
y∈Y

e−f(y)|Y 6= ∅,AY = Y } ⊂ {0},

et
L(f) ⊂M(f)

PREUVE. L’inclusion

M(f) ⊂ { inf
y∈Y

e−f(y)|Y,AY = Y }

est claire car les orbites sont des ensembles invariants. Reste à voir que

{ inf
y∈Y

e−f(y)|Y,AY = Y } ⊂M(f) ∪ {0}.

SoitY un ensemble invariant non vide tel queinfy∈Y e
−f(y) > 0, alorssupY f < +∞.

Or
f(Y ) ⊂ f(Y )
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carf est continue, donc commef est propre il existey ∈ Y tel quef(y) = supY f .
OrAy ⊂ Y par continuité de l’action deA, et donc

sup
Ay

f = sup
Y
f,

ce qui conclut la preuve de la première assertion, la deuxième en découle après la
remarque que pour tout ensembleY , on a

sup
Y
f = sup

Y

f.

Pour la dernière assertion, commeω+(x) est un ensemble invariant, il nous faut juste
vérifier que0 ∈ L(f) implique0 ∈M(f). Or, s’il existex tel que

sup
ω+(x)

f = +∞,

alors comme

ω+(x) ⊂ Ax,

et quesupAx f = supAx f, on a aussisupAx f = +∞.

LEMME 1.5. M(f) ∪ {0} est un sous-ensemble fermé deR. De plus, siµ ∈
M(f)− {0}, alors il existex ∈ X tel quef(x) = − ln(µ) etµf (x) = µ.

PREUVE. Soit (Axi)i une suite d’orbites telles queµi = µf (xi) converge vers
µ > 0 ∈ R. Quitte à translaterxi, nous pouvons supposer que

− ln(µi)− 1/i ≤ f(xi) ≤ − ln(µi,)

et à partir d’un certain rang que| ln(µi) − ln(µ)| < 1. Commexi est dans le compact
f−1([− ln(µ) − 2, − ln(µ) + 1]), la suitexi admet un point d’accumulationx. Ainsi
f(x) = − ln(µ) par continuité def . De plus, pour touta ∈ A,

f(ax) = lim
i→∞

f(axi) ≤ lim sup
i→∞

µi = µ

et donc

sup
Ax

f = µ.

La deuxième assertion se déduit de la preuve de la première, en considérant la suite
constante égale à n’importe quelle orbite incluse dansµ−1

f (µ).
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LEMME 1.6. Supposons quef est minorée, alors

supLf = supMf .

Notons Cf cette borne supérieure commune. On l’appellera la
constante d’Hurwitz de(X,f). Alors il existex ∈ X, tel que :

µf (x) = νf (x) = Cf .

PREUVE. Soitβ un minorant def . Regardons les ensembles

Kα =
⋂
a∈A

af−1([β;α]).

C’est une suite croissante d’ensembles compacts (éventuellement vides) et invariants,
carf est propre. Ainsi, il existe une constanteα0 ∈ [β; +∞] telle queKα = ∅ si et
seulement siα < α0, car si

α0 = inf{α|Kα 6= ∅},
on a

Kα0 =
⋂
α>α0

Kα,

qui est donc non vide. PosonsCf = exp(−α0). Soitx ∈ X, posonsα = supω+(x) f ,
etα′ = supAx f . Alors ω+(x) ⊂ Kα etAx ⊂ Kα′, et doncα ≥ α0. D’autre part, si
x ∈ Kα0, Ax etω+(x) sont des sous-ensembles deKα0 et donc

νf (x) = µf (x) = Cf .

LEMME 1.7. Soitµ une mesure finie surX de supportX, supposons quef n’est
pas majorée et que l’action deA sur (X,µ) soit ergodique. Alors pourµ-presque tout
x ∈ X, νf (x) = µf (x) = 0.

PREUVE. Commeµf et νf sont des fonctions mesurables et invariantes sous l’ac-
tion deA, ces fonctions sont constantes presque partout. Soientc1,c2 ces constantes.
SoitUα = f−1(]α, +∞[), comme pour toutx ∈ Uα,

exp(−f(x)) < e−α,

et queUα est de mesure strictement positive par hypothèse surf etµ, on ac1 < e−α

pour toutα > 0 et doncc1 = 0. Par le lemme de récurrence de Poincaré, presque tout
x ∈ Uα vérifiex ∈ ω+(x), et de mêmec2 = 0.
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Dans la suite, nous supposerons queA estσ-compact, c’est à dire réunion dénom-
brable de compacts.

Le lemme suivant est probablement connu.

LEMME 1.8. SoitY ⊂ X un ensembleA-invariant compact minimal. Alors soitY
est une orbite compacte, soitY est réunion d’un ensemble non dénombrable d’orbites
disjointes.

PREUVE. C’est une application directe du théorème de Baire. En effet,Y étant
A-invariant, on peut toujours l’écrire comme réunion d’orbite disjointes :

Y =
⊔
y∈Z

Ay.

Il nous faut montrer queZ dénombrable implique queZ est un singleton. Supposons
donc queZ est dénombrable. Mais siA = ∪kAk où chaqueAk est compact, on a :

Y =
⋃
y∈Z,k

Aky.

Si tous lesAky sont d’intérieur vide dansY , alors par le théorème de BaireY est d’in-
térieur vide dansY . Donc il existey dansZ etk tel queAky n’est pas d’intérieur vide.
Soit doncU un ouvert non vide deY contenu dansAky, AU = Y car le complémen-
taire deAU dansY est un fermé invariant, qui est nécessairement vide par minimalité
deY . DoncAy = Y , et donc

Z = {y}.

COROLLAIRE 1.5. Supposons quef est minorée, et queµ−1
f (Cf ) ne contienne pas

d’orbite compacte. Alorsµ−1
f (Cf ) est une réunion non dénombrable d’orbites.

PREUVE. Reprenons les notations de la preuve du lemme 1.6. SoitY un compact
invariant minimal inclus dansKα0, alors l’application du lemme 1.8 conclut.
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CHAPITRE 2

L’équivalence des définitions

1. La variété de Hilbert

J’introduis dans cette section la variété de Hilbert associée àK, ainsi que la va-
riété des chambres de Weyl, avec toutes les définitions et remarques qui vont avec.
Nous noteronsH2, H3 respectivement, le plan hyperbolique et l’espace hyperbolique
de dimension3. On note :

Ω =
r∏
i=1

H
2 ×

r+s∏
i=r+1

H
3,

espace sur lequelG agit à gauche. Un point deΩ sera repéré par ses coordonnées
dans le modèle du demi-plan (resp. demi-espace) supérieur dans chaque élément du
produit: x = (zi,ti)i=1,..,n où zi ∈ R si 1 ≤ i ≤ r, zi ∈ C si i > r, et ti > 0.
Nous noteronsVK l’orbifolde quotient (variété de Hilbert)ΓK\Ω, etπVK le revêtement
d’orbifold : Ω→ VK. Parélément loxodromiquedePSL2(E), on entend une applica-
tion qui a exactement2n points fixes dansE. Parpoint paraboliqued’un sous-groupe
discretΓ dePSL2(E), on entend un point deE qui est l’unique point fixe (dansE)
d’une applicationγ deΓ. ParcuspdeΓ\Ω, on entend une classe modulo l’action de
Γ de points paraboliques deE. L’espaceE sera parfois désigné commela frontière de
FurstenbergdeΩ.

Nous rappelons le théorème bien connu suivant, et qui pourra être trouvé dans
[Fre90], par exemple.

THÉORÈME2.1. L’application(K∪∞)→ C(K), x 7→ 〈1,x〉, induit une bijection
naturelleΓK\(K∪∞)→ C(K) de l’ensemble des cusps deVK dans le groupe de classe
d’idéaux fractionnaires deO.

Dans le résultat précédent, on convient que l’idéal engendré par(1,∞) est égal à
O. Pour la définition du bord deΩ, on se réfèrera à [Bal95]. Un ouvert denseU de∂Ω,
invariant par le groupeG, peut être décrit de la façon suivante :

U = {(z,θ)|z ∈ E,θ ∈ Sn−1∩]0,1]n},

le plongementi (que l’on considèrera comme une identification) dans∂Ω étant donné
par

i(z,θ) = lim
t→+∞

((zi,e
−αit))i,
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avecθ = (α1,..,αn),
∑

i α
2
i = 1. Cette expression est valable si tous leszi sont finis.

Sinon, on remplace dans l’expression précédente le terme correspondant à unzi =∞
par(0,eαit). L’action deG est icig(z,θ) = (gz,θ).

Il est facile de vérifier que l’image de ce plongement est bien un ouvert dense du
bord : c’est en fait l’ensemble∂Ωreg des points réguliers du bord. Ainsi, nous parle-
rons d’un point deE comme d’une classe asymptotique de chambres de Weyl deΩ.
Rappelons que la fonction de Busemann est définie pourξ un point du bord∂Ω et deux
pointsx,y deΩ comme la limite

Bξ(x,y) = lim
t→+∞

d(r(t),x)− t,

où r(t) désigne le rayon géodésique infini partant dey versξ. Soit ξ0 ∈ U le point à
l’infini régulier (∞,θ), et soitx0 ∈ Ω le point(0,1)i=1,..,r+S. Soitx = (zi,hi)i un point
deΩ. On a alors la formule suivante pour la fonction de Busemann du pointξ0

LEMME 2.1.

e−Bξ0 (x,x0) =
n∏
i=1

hαii .

�

Soit ρ : Γ → G une représentation d’un groupeΓ, etπV : Ω → V = ρ(Γ)\Ω la
projection canonique. On peut définir une "fonction de Busemann" surV de la façon
suivante. Soitζ ∈ ∂Ω un point parabolique,̃p dansΩ, etq dansV

DÉFINITION 2.1. On pose

Bρ
ζ (q,p̃) := inf

q̃|πV (q̃)=q
Bζ(q̃,p̃),

où la fonction dans le deuxième terme est la fonction de Busemann surΩ.

On se réfèrera ici à l’article de H.C. Im Hof [IH85] pour la description générale
de l’action sur les chambres de Weyls. Dans notre cas, le sous-groupe abélien deG,
A = (R∗+)n identifié au groupe matriciel

A =

{([
eti 0
0 e−ti

])
i=1,..,n

: ti > 0

}
,

agit sur la variétéCW (Ω) des chambres de Weyl deΩ, qui est le produit desT 1
H

2,
T 1
H

3, les espaces tangents unitaires des espaces hyperboliques.
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Etant donnée une orbifolde quotientV = Γ(V )\Ω, de volume fini et de cusps
C(V ), cette action descend en une action sur l’ensembleCW (V ) = Γ(V )\CW (Ω)
des chambres de Weyl de l’orbifoldeV . On se fixe dans la suite le semi-groupeA+ =
{(t1,..,tn) : ti > 0} ⊂ A, qui est l’intérieur d’une chambre de Weyl standard.

DÉFINITION 2.2. On dira que deux chambres de Weyl deΩ sontasymptotessi
elles définissent le même point de la frontière de Furstenberg. On dira que deux chambres
de Weyl deV sont asymptotes si elles ont deux relevés asymptotes. En particulier, si
w,w′ ∈ CW (V ) sont asymptotes, alors :

ω+(w) = ω+(w′).

On a bien sûr un revêtement naturelπCW : CW (V ) → V qui à une chambre de
Weyl deV associe son point base. On utilisera la paramétrisation de Hopf suivante
pour les chambres de Weyls deΩ : notons(E ×E)∗ l’ensemble des(z,z′) dansE tels
queN(z − z′) 6= 0. Il existe une bijection :

CW (Ω)→ (E × E)∗ × A,

qui est la bijection déduite par produit des paramétrisations de Hopf deT 1
H

2 etT 1
H

3.
La mesure de Liouville surCW (Ω) s’exprime à l’aide de cette paramétrisation

dw = 2r+2s dzdz′da

N(z − z′)2
.(3)

Enfin, la propriété suivante peut être vue comme une généralisation duthéorème
de Lagrange: un réel est quadratique surQ si et seulement si son développement en
fraction continue est périodique.1

LEMME 2.2. Les plats deΩ qui se projettent sur des tores plats compacts dans
VK sont exactement ceux dont les2n points à l’infini sont des nombres quadratiques
conjugués (voir définition 1.7).

PREUVE. Si on considère les2n points à l’infini d’un relevé d’un tore compact, il
existe une matrice loxodromiqueγ deΓK (en fait un sous-groupe abélien de rangn)
stabilisant chacun de ces points à l’infini. Si((xi)i,(yi)i) ∈ E2 décrivent ces points (au
sens que lai-ème coordonnée d’un point à l’infini est soitxi, soityi), alors l’équation

1. Il est sans doute déjà connu mais je ne lui connais pas de référence. D’autres exemples simi-
laires sont par exemple dans [LW01].
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décrivant ces points fixesγz = z nous donne pour chaque coordonnées une équation
du second degré d’inconnuez,

σi(c)z
2 + σi(d− a)z − σi(b) = 0,

à coefficients dansK, dontxi etyi sont solutions, et ainsi c’est un ensemble de nombres
quadratiques conjugués (on a le bon nombre d’équations à coefficients réels).

Réciproquement, si un ensemble rectangulaire de2n points deE est un ensemble
de nombres quadratiques conjugués, ils sont issus d’un nombrex dansK′,K′ extension
réelle de degré2 deK. De par le théorème des unités de Dirichlet, le facteur abélien
libre du groupe des unités deK′ est de rang2r+ 2s− 1 = 2n− 1, et le facteur abélien
libre du groupe des unités deK est de rangr+s−1 = n−1. Comme la norme relative
(cf [Sam67]) satisfait

NK′/Q(u) = NK/Q(NK′/K(u)),

on en déduit que le facteur abélien libre du groupeker(NK′/K) des éléments de norme
relative pour l’extensionK′/K égale à1 est de rangn. Soit u ∈ ker(NK′/K), qui ne
soit pas de torsion. SoitM ⊂ K

′ le O-module de base(1,x). CommeM est com-
mensurable àO′ (en le sens que leur intersection est un sous-groupe d’indice fini de
chacun d’eux), et que la multiplication paru stabiliseO′, il existek > 0 tel que la
multiplication paruk stabiliseM . Soit

A =

[
a b
c d

]
,

la transposée de la matrice de multiplication paruk dans la base(x,1). Commexuk =
ax+ b etuk = cx+ d, on a pour toutz dans l’ensemble des points conjugués

A(z) =
az + b

cz + d
=
zuk

uk
= z,

équation qui est à lire comme une équation dansE. CommeA est de déterminant
1 = NK′/K(uk) et n’est pas de torsion, ses valeurs propres dans chaque coordonnées
i sont distinctes de1 et−1, et c’est bien un élément loxodromique deΓK stabilisant
tout point de l’ensemble rectangulaire de départ. Il y a donc un groupe de rangn
ainsi engendré par les différents élémentsu de ker(NK′/K). Comme le stabilisateur
dansG du plat défini par les2n points conjugués admet un sous-groupe d’indice fini
isomorphe àRn, le sous-groupe formé précedemment en est un réseau et le quotient
est compact.



2. LA CORRESPONDANCE GÉOMÉTRIQUE 21

2. La correspondance géométrique

Dans cette section, on relie les quantités diophantiennes et dynamiques introduites
dans les parties précédentes. On fixe le point à l’infini :

ξ0 =

(
(∞)i=1,..,n, θ0 =

((
1√

r + 4s

)
i=1,..,r

,

(
2√

r + 4s

)
i=r+1,..,n

))
,

et le point de référencex0 = (0,1)i=1,..,n dansΩ. Traitons tout d’abord le cas des
’formes quadratiques’. Le lemme suivant fait le lien entre plats et produits de formes
quadratiques.

LEMME 2.3. Il existe une bijection canoniqueG-équivarianteq 7→ G(q) entre
FQ(E) et l’ensemble des plats totalement géodésiques maximaux non orientés deΩ.

Nous pourrions simplement remarquer quePSL2(R) (respPSL2(C)) agit tran-
sitivement surFQ(R) (resp.FQ(C)) et que le stabilisateur deq(x,y) = xy est égal
au stabilisateur de la géodésique non orientée, non pointée, reliant les deux points de
∂H2 (resp∂H3) 0 et∞, sous l’action du même groupe vu comme groupe d’isométrie
deH2 (respH3). Il en est ainsi de même pour l’action produit deG sur les ensembles
produits. Mais il n’est sans doute pas inutile de décrire un peu plus cette bijection.

A tout q = (qi)i dansFQ(E), on associe le plat géodésiqueG(q) (sans orientation)
ayant pour points à l’infini les points de coordonnées(ξi)1≤i≤n, où ξi est racine de
l’équationqi(z,1) = 0. En général, il y en a toujours2 distinctes. Siqi(z,1) est de
degré1, on prend comme points à l’infini la racine et∞ ∈ ∂H2 ou∂H3. Cette manière
de définir nous donne ainsi toujours2n points à l’infini. Il y en a en effet autant que de
chambres de Weyls.

Réciproquement, à un plat géodésiqueP non orienté deΩ, en notantξi,ξ′i ses points
à l’infini dans lei-ìeme facteur, on considère la forme quadratiqueq(P ) = (qi)i avec

qi(x,y) = (yξi − x)(yξ′i − x),

ou éventuellementqi(x,y) = (yξi − x)y si un des points à l’infini est∞ ∈ ∂Ω.
Venons-en maintenant aux "nombres" deE.

LEMME 2.4. Il existe une bijection canoniquez 7→ R(z) entreE et l’ensemble
des classes asymptotiques de chambres de Weyl deΩ, qui estG-équivariante.

Comme précédemment, cette bijection est claire sur chaqueH2 etH3, un point du
bord étant par définition une classe (faiblement) asymptotique de rayons géodésiques,
et s’obtient ensuite par produit. Plus explicitement, nous nous intéresserons au passage
au quotient parΓK de cette bijection.
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A un élémentz deE, on associe la classe asymptotiqueR(z) de chambres de
Weyl deVK à laquelle appartient toute chambre dont un relevé a pour point à l’infini
z. Réciproquement, à une chambre de Weyl deVK, on peut associer la classe modulo
ΓK de point à l’infini dansE d’un relevé de cette chambre au produit de demi-espaces
supérieurs. En particulier les éléments deK sont associés aux chambres de Weyl qui
se terminent dans les cusps en respectant l’indexation deK et des cusps selonC(K),
c’est à dire en respectant l’association du théorème 2.1. Soitw une chambre de Weyl
deR(z), alors l’ω-limite positiveω+(w) ne dépend en fait que deR(z), ce qui justifie
l’écriture de cet ensemble commeω+(R(z)).

Il sera dans la suite plus commode d’associer à un élément deE, non pas une classe
asymptotique, mais un représentant de cette classe. A un élémentz = (z1,..,zn) dans
E on associe la chambre de WeylW0(z) dansΩ définie par:

W0(z) = {(zi,e−ti)|ti ≥ 0},

et le plat maximal contenantW0(z), défini par

p0(z) = {(zi,ti)|ti > 0},

et on noteraW (z) l’image deW0(z) dansVK.
Le lemme suivant, qui sera par la suite appliqué à différentes représentations de

ΓK reliées chacune à un cusp, nous permettra de faire le lien avec l’approximation
diophantienne.

Soit

γ =

([
ai bi
ci di

])
i=1,..,n

=

[
a b
c d

]
∈ SL2(E).

LEMME 2.5 (Lemme fondamental).Avec les notations précédentes surz,x0,γ,ξ0,
on a :

min
x∈γ−1p0(z)

exp(Bξ0(x,x0)) =

(
N(C)2N

(
A

C
− z
)

2r+2s

) 1√
r+4s

De plus, l’unique pointx réalisant le minimum vérifie

γx =

(
zi,

∣∣∣∣zi − ai
ci

∣∣∣∣)
i

.(4)

PREUVE. Soitx dansγ−1p0(z), notonsx = (ui,hi)i=1,..,n.
On sait (ou bien l’on calcule) que dans chaque facteur du produitΩ (c’est à dire dans
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chaque copie deH2 ouH3), l’horosphère centrée enai
ci

), image par

[
ai bi
ci di

]
d’une

horosphère centrée en l’infini de hauteur euclidiennehi, est de rayon euclidienri avec :

1

2hi|ci|2
= ri

On regarde les cercles (resp. sphères) tangents aux bords desH
2, (resp.H3) en les

pointsai/ci et passant par les projections sur chaque composante deγx. Ils sont de
rayon euclidienri. On noteγx = (zi,ti)i=1,..,n. Le théorème de Pythagore nous dit que

r2
i = (ti − ri)2 + |zi −

ai
ci
|2.

C’est à dire qu’on a les égalités :

ri =
1

2
(ti +

|zi − ai
ci
|2

ti
)

Et donc :
1

2hi|ci|2
=

1

2
(ti +

|zi − ai
ci
|2

ti
)

Ainsi, le produit desn égalités précédentes ou de leur carré, suivant qu’elles corres-
pondent à un facteur réel ou complexe, nous donne :

(
(
r∏
i=1

hi)(
s∏

i=r+1

h2
i )N(c)2

)−1

=
r∏
i=1

(
ti +
|zi − ai

ci
|2

ti

)(
n∏

i=r+1

(
ti +
|zi − ai

ci
|2

ti

))2

Ou encore, en utilisant la formule pour la fonction de Busemann surΩ :

exp(Bξ0(x,x0))
√
r+4sN(c)−2 =

r∏
i=1

(ti +
|zi − ai

ci
|2

ti
)

(
n∏

i=r+1

(ti +
|zi − ai

ci
)|2

ti
)

)2

Le i-ème terme du produit de gauche est minimisé lorsqueti = |zi − ai
ci
| et l’unique

minimum est atteint pourx = γ−1((zi,ti)i=1,..,n), et alors :

exp(
√
r + 4sBξ0(x,x0)) = N(z − a

c
)N(c)22r+2s.
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Le lemme suivant est l’analogue du précédent pour les formes quadratiques.

PROPOSITION2.6. Soientq ∈ FQ(E) etρ un morphisme d’un groupeΓ dansG,
d’image discrète. Alors

inf
γ∈Γ

N(q(d,− c))√
|∆(q)|

= 2−[K:Q] inf
p∈πV (G(q))

e
√
r+4sBρξ0

(p,x0),

où

ρ(γ) =

([
ai bi
ci di

])
i=1,..,n

=

[
a b
c d

]
∈ SL2(E).

PREUVE. Montrons d’abord la première affirmation. Écrivons

qi(x,y) = (yηi − x)(yη′i − x).

Par le lemme 2.1, on a, en posantαi = 1√
r+4s

si i ≤ r, αi = 2
sqrtr+4s

sinon,

sup
p∈G(q)

e−Bξ0 (p,x0) =
n∏
i=1

(
1

2
|ηi − η′i|

)αi
,

et de même,

sup
p∈ρ(γ)G(q)

e−Bξ0 (p,x0) =
n∏
i=1

(
1

2

|ηi − η′i|
|(ciηi + di)(ciη′i + di)|

)αi
.

On obtient, d’après les valeurs deαi et après avoir remarqué que|ηi − η′i|2 = |∆(qi)|,

2−[K:Q] inf
p∈ρ(γ)G(q)

e
√
r+4sBξ0 (p,x0) =

N(q(−d,c))√
|∆(q)|

.

En passant à l’infimum sur tous lesγ dansΓ, on obtient bien l’égalité annoncée.

3. Application au cas des variétés de Hilbert

Dans cette partie, on établit que les quantités diophantiennes définies dans la partie
2 sont égales aux quantités géométriques définies dans la partie 4, pour une certaine
fonctionf et le fibré des chambres de Weyls de la variété de Hilbert correspondante.

Fixons le corpsK, extension finie deQ, et commençons par décrire certaines repré-
sentations du groupeΓK. Soit une classeI dansC(K), dont on choisit un représentant
I, qui soit un idéal entier de norme minimale parmi les représentants de cette classe.
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Soientp,q dansO deux éléments qui engendrentI. Il existe alorsµ et ν dansI−1 tels
que

pν + qµ = 1.

SoitM l’élément deG défini par

M = πK

([
p −µ
q ν

])
.

Alors

M−1 = πK

([
ν µ
−q p

])
.

On poseΓM = M−1ΓKM , etρ(γ) = M−1γM . Un élémentg dansΓM s’écrit

g = πK

([
pνa+ pµc+ qνb+ qµd −µνa− µ2c+ ν2b+ µνd
−pqa+ p2c− q2b+ pqd µqa− µpc− qνb+ pνd

])
= πK

([
A B
C D

])
,

avec

γ = MgM−1 = πK

([
a b
c d

])
∈ ΓK.

3.0.1. Formes quadratiques et plats.Rappelons queπCW : CW (VK) → VK est
la projection canonique. FixonsI,M,p,q comme dans la partie précédente. Notons
ρ0 : ΓK → G l’inclusion. On définit une applicationfI : CW (VK)→ R par

fI(w) = −
√
r + 4s

[K : Q]
Bρ0

(p/q,θ0)(πCW (w),x0)

+ ln(2) +

√
r + 4s

[K : Q]
Bξ0(x0,M

−1x0).(5)

Cette fonction est continue et propre surCW (VK). SiP est une partie non vide de
C(K), notons

fP = sup
I∈P

fI .

Si P = C(K), on posefK = fC(K). Nous allons maintenant relier explicitement
les objets de la partie 4 appliquées à(CW (VK),fP ) avec les quantités diophantiennes.
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THÉORÈME2.2. Les définitions arithmétiques et géométriques deµ coïncident.
En d’autres termes, pour toutq dansFQ(E),

µP (q) = µfP (πVK(G(q))).(6)

PREUVE. D’après la formule 2, et la définition defP , il nous suffit de le prouver
pourP un singleton. Soit doncP = {I}. Soit ρ la représentation décrite précédem-
ment, et soitq dansFQ(E), ρ(γ−1) dansΓM . Ecrivons

ρ(γ) =

[
A B
C D

]
, γ =

[
a b
c d

]
.

Alors, on a

M

[
D −B
−C A

]
= Mρ(γ)−1 = γ−1M,

et donc

M

[
D
−C

]
=

[
ap+ bq
cp+ dq

]
.

Ainsi,

q(M(D,− C)) = q(cp+ dq,ap+ bq),

d’où, par la proposition 2.6,

inf
γ∈ΓK

N(q(cp+ dq,ap+ bq))√
|∆(q)|

= 2−[K:Q] inf
p∈πV (G(M−1q)

e
√
r+4sBρξ0

(p,x0).

Le corollaire 1.3 nous permet ainsi d’affirmer que

2−[K:Q] inf
p∈πV (M−1G(q))

e
√
r+4sBρξ0

(p,x0) = µP (q)[K:Q].

Maintenant exprimons la relation de cocycle de la fonction de Busemann

Bρ
ξ0

(p,x0) = Bρ0

Mξ0
(Mp,Mx0) = Bρ0

Mξ0
(Mp,x0)−BMξ0(Mx0,x0)

= Bρ0

Mξ0
(Mp,x0)−Bξ0(x0,M

−1x0)

Ce qui, avec la remarqueπV (M−1G(q)) = πVK(G(q)), conclut la preuve.
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3.0.2. Approximation diophantienne etω-limites.

THÉORÈME2.3. Les définitions arithmétiques et géométriques deν coïncident.
En d’autres termes, pour toutz dansE −K,

νP (z) = νfP (W (z)).(7)

PREUVE. De même que dans la preuve précédente, la formule 1 nous permet de
supposer queP est un singleton. SoitP = {I}, et ρ la représentation définie précé-
demment. Tout d’abord, montrons que

ν{I}(z) ≥ νfI (W (z)).

D’après le corollaire 1.2, il existe une suite

γl = pi
K

[
al bl
cl dl

]
∈ ΓK,

tels que, lorsquel→ +∞, ∣∣∣∣∣∣∣∣z − alp+ blq

clp+ dlq

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
→ 0,(8)

et

N

(
z − alp+ blq

clp+ dlq

)
N(clp+ dlq)

2 → ν{I}(z)[K:Q].(9)

Soit xl le point deρ(γl)
−1p0(M−1z) réalisant le minimum dans le lemme 2.5,

appliqué à la transformationM−1γlM . On obtient :

exp(
√
r + 4sBξ0(xl,x0)) = N(Cl)

2N
(
M−1γlM(∞)−M−1z

)
2[K:Q],

carAl/Cl = MγlM
−1(∞). Or, on peut calculer que

Cl = (pcl + qdl)(p− qγlM(∞)),

et

N
(
M−1γlM(∞)−M−1z

)
=

N(z − γlM(∞))

N(−qz + p)N(−qγlM(∞) + p)
.

Ce qui nous donne

exp(
√
r + 4sB(p/q,θ0)(Mxl,Mx0))

= N(pcl + qdl)
2N (γlM(∞)− z)

N(p− qγlM(∞))

N(p− qz)
2[K:Q],
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Lorsquel → ∞, l’expression précédente tend vers(2ν{I}(z))[K:Q], de par les expres-
sions 8 et 9. La suiteρ(γl)xl converge versM−1z dansW0(M−1(z)) d’après l’équa-
tion 4. Donc l’ensemble des points d’accumulation deπVK(Mxl)l est contenu dans
πCW (ω+(MW (M−1z))) = πCW (ω+(W (z))), et donc par continuité def , on obtient
bienν{I}(z) ≥ νfI (W (z)).

Montrons maintenant la réciproque :

ν{I}(z) ≤ νfI (W (z)).

Soitwl une suite de sous-chambres de Weyls dansMW0(M−1z) dont les points-
basesxl tendent versz pour la topologie euclidienne, tels queexp(−fI(πwl)) →
νfI (W (z))), π étant ici la projectionCW (Ω) → CW (VK). On poseyl = M−1xl.
Ainsi, d’après la définition deBρ

ξ0
et le lemme 2.5, il existe une suitegl de ΓM telle

que :

exp(
√
r + 4sBρ

ξ0
(glyl,x0)) ≥ N(Cl)

2N

(
Al
Cl
−M−1z

)
2[K:Q].

De plus, quitte à changeryl grâce au lemme 2.5, on peut supposer qu’il y a égalité,
et l’équation 4 nous dit alors que∣∣∣∣gl(∞)−M−1z

∣∣∣∣
∞ → 0.

Mais on peut écrire, en posantγl = MglM
−1,

exp(
√
r + 4sBρ

ξ0
(M−1γlxl,x0)) = 2[K:Q]

(
N(p

q
− γl(pq ))

N(z − p
q
)

)(
N(clp+ qdl)

2N (γl(p/q)− z)
)
,

tout comme dans la première partie de la preuve. En passant à la limite, on obtient
l’inégalité annoncée, car||z − γl(p/q)||∞ tend bien vers0.

4. Quelques corollaires

Nous énonçons maintenant quelques conséquences directes des théorèmes 2.2 et
2.3. Le premier est bien connu lorsquen = 1, mais mérite d’être noté. On n’avait
jusqu’alors pas précisé de mesure surFQ(E), mais commeFQ(E) s’identifie natu-
rellement à l’espace des plats deΩ, il existe ainsi une mesureG-invariante sur cet
espace issue de la mesure de Haar deG.

COROLLAIRE 2.4. Les fonctionsνP et µP surE et FQ(E) sontΓK-invariantes.
Elles sont nulles presques partout.
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PREUVE. L’invariance résulte des formules 6 et 7. La deuxième partie se déduit
du lemme 1.7 de la façon suivante; soitF ⊂ E un ensemble de mesure finie et positive
tel queνP est constant surF . L’ensemble des chambresw ∈ CW (VK) telles quew
admet un relevé àΩ ayant pour point à l’infini positif un élément deF est de mesure
non nulle d’après la formule 3, et on applique alors le lemme 1.7.

Ce corollaire est l’analogue du résultat de Tornheim. J’ignore si l’inclusion est
stricte.

COROLLAIRE 2.5. Pour toutP ⊂ C(K) non vide, on a :

LP ⊂MP

PREUVE. C’est l’application directe du lemme 1.4.

Le corollaire suivant généralise le théorème 1.4.

COROLLAIRE 2.6. La définition suivante deCK a bien un sens

CK = supLK = supMK.

Et il existeq dansFQ(E), etz dansE tels que

µK(q) = νK(z) = CK.

SiP est non vide,LP etMP sont bornées.

PREUVE. La première partie est l’application directe du lemme 1.6, il n’y a qu’à
vérifier quefC(K) est bien minorée. La dernière assertion découle du fait topologique
suivant : il existe un compactK deVK intersectant tout plat géodésique, car un voisi-
nage horosphérique suffisamment petit ne contient aucun plat entier.

COROLLAIRE 2.7. Si la constante de Hurwitz n’est pas atteinte par un "nombre"
deE ’quadratique réel’, alors sa multiplicité est non dénombrable dans chacun des
deux spectres. C’est en particulier le cas si ce n’est pas un nombre algébrique.

PREUVE. Si la constante de Hurwitz n’est pas atteinte par un "nombre quadratique
réel" deE, d’après le lemme 2.2, le corollaire 1.5 s’applique et la multiplicité est non
dénombrable dans le spectre de Markoff. Remarquons qu’un plat deΩ et à fortiori de
VK peut être donné par des points antipodaux dans le rectangle des2n points à l’infini.
Si elle était de multiplicité dénombrable dans le spectre de Lagrange, en particulier
l’ensemble des points à l’infini des plats donnant lieu à la constante de Hurwitz se-
rait dénombrable, mais ces plats sont inclus dans ceux définis grâce à des paires de
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points de cet ensemble, ce qui nous donne un nombre dénombrable, contredisant la
conclusion sur la multiplicité du spectre de Markoff. Pour la dernière assertion, on
peut calculer que la constante d’approximation d’un nombre quadratique deK dansE
est toujours algébrique (voir [HP02]).
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CHAPITRE 3

Le cas de rang1

1. Un théorème sur les spectres dans les espacesCAT (−1)

Soit Ω un espace métrique simplement connexe, complet et localement compact,
géodésique etCAT (−1) (référence [Bal95]). NotonsT 1Ω l’ensemble des plonge-
ments isométriques deR dansΩ, il est naturellement muni d’une actionφt deR qui
consiste à translater l’isométrie et d’une involutionv 7→ −v, qui change le signe du
temps.

Soit Γ un sous-groupe discret du groupeIsom(Ω) des isométries deΩ, notons
V = Γ\Ω et T 1V = Γ\T 1Ω les espaces quotients. Pourv dansT 1V , on noteω+(v)
son ensembleω-limite positif, i.e. l’ensemble des points d’accumulation deφtv lorsque
t→ +∞. Le but de cette partie est de prouver le théorème suivant :

THÉORÈME3.1. Soit f : T 1V → R une fonction continue et propre. SoitJ0

l’ensemble des vecteurs périodiques deT 1V , etJ l’ensemble des vecteurs deT 1V tels
queω+(v) etω+(−v) soient chacun vide ou bien une orbite périodique. Alors

1.
R ∩ {sup

t∈R
f(φtv)|v ∈ T 1V } = R ∩ {sup

t∈R
f(φtv)|v ∈ J},

2.
R ∩ {lim sup

t→+∞
f(φtv)|v ∈ T 1V } = {sup

t∈R
f(φtv)|v ∈ J0}.

Autrement dit, avec les notations de la partie 4,

ln(M(f)) = R ∩ {sup
t∈R

f(φt(v))|v ∈ J},

ln(L(f)) = {sup
t∈R

f(φt(v))|v ∈ J0}.

(Les adhérences sont prises dansR, et non pas dansR.)

Soientπ : T 1Ω→ Ω etπ : T 1V → V les projections canoniques, et∂Ω le bord de
Ω (voir [Bal95]). La paramétrisation de Hopf nous permet de faire l’identification :

T 1Ω = ((∂Ω× ∂Ω)− diag)× R.
Si v ∈ T 1Ω, nous noteronsv+ et v− les éléments de∂Ω tels quev = (v+,v−,t)

pour un certaint dansR. Ce sont les extrémités en+∞ et−∞ de la géodésique définie
parv .
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Nous utiliserons surT 1Ω la distanced suivante : siv,v′ ∈ T 1Ω, alors

d(v,v′) =
1

2

∫
R

d(πφtv,πφtv′)e−|t|dt.

Cette distance a l’avantage d’être convexe, i.e. l’application de la variablet

t 7→ d(φtv,φtv′)

est convexe, car intégrale positive de fonctions convexes. En particulier, siv+ = v′+,
alors cette application est décroissante. Notons encore que cette distance est invariante
par isométrie, et induit donc une distance surT 1V , encore notéed. Les distancesd
sont invariantes par renversement du temps, et satisfontd(φtv,φsv) = |t− s|.

Nous utiliserons dans la suite la version du lemme de fermeture d’Anosov [Ano69]
ci-dessous.

THÉORÈME3.2 (Lemme de fermeture, cas non compactCAT (−1)). Pour toutε >
0, il existeδ > 0 etT > 0 tel que pour toutv ∈ T 1V et t ≥ T tels qued(v,φt(v)) < δ,
il existeγ ∈ Γ, loxodromique,w ∈ T 1V , et t′ > 0 tels que la géodésique fermée de
V associée àγ soit (w(s))s∈[0,t′], |t − t′| < ε, φt

′
(w) = w, et pour touts ∈ [0,t],

d(φs(w),φs(v)) < ε. De plus,δ(ε) et T (ε) ne dépendent pas deΓ ni deΩ, et ont des
valeurs explicites.

PREUVE. Cette version du lemme de fermeture d’Anosov est prouvée en appen-
dice A.

PREUVE DE L’ ASSERTION1 DU THÉORÈME3.1. Montrons d’abord que l’ensemble
R∩{supt∈R f(φtv)|v ∈ T 1V } est fermé. Ensuite, il nous suffira pour conclure de mon-
trer que l’ensembleR ∩ {supt∈R f(φtv)|v ∈ J} en est une partie dense. Soit(φRvi)i
une suite d’orbites telles queµi = supt∈R f(φtvi) converge versµ ∈ R. Quitte à trans-
latervi à l’aide du flot, nous pouvons supposer queµi − 1/i ≤ f(vi) ≤ µi, et à partir
d’un certain rang que|µi−µ| < 1. Commevi est dans le compactf−1([µ− 2,µ+ 1]),
la suitevi admet un point d’accumulationv. Ainsi f(v) = µ par continuité def . De
plus, pour toutt ∈ R :

f(φtv) = lim
i→∞

f(φtvi) ≤ lim sup
i→∞

µi = µ,

et donc
sup
t∈R

f(φtv) = µ.

Montrons maintenant queR ∩ {supt∈R f(φtv)|v ∈ J} est un sous ensemble dense
deR ∩ {supt∈R f(φtv)|v ∈ T 1V }. Soit φRv une orbite du flot géodésique, telle que
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µ = supt∈R f(φtv) < +∞. SoitK le 1-voisinage fermé def−1([µ− 1,µ+ 1]), qui est
compact. Soitδ(ε) le module de continuité def surK, c’est à dire

δ(ε) = sup
x,y∈K,d(x,y)≤ε

|f(x)− f(y)|.

Prenonsε > 0 tel queδ(2ε) + 2ε < 1. Quitte à opérer une translation, nous pouvons
imposer|µ− f(v)| < ε.

Supposons d’abord queω+(v) 6= ∅. Soitw ∈ ω+(v), w̃ ∈ T 1Ω un relevé dew, et
U ⊂ U ′ deux voisinages ouverts dẽw ∈ T 1Ω, de diamètre plus petit queε, vérifiant
que pour toutv(1),v(2) ∈ U , il existev(3) ∈ U ′ tel quev(3)

+ = v
(1)
+ etv(3)

− = v
(2)
− .

En appliquant le lemme de fermeture d’Anosov, il existeT1 > T2 > 0, aussi grands
que l’on veut, et une géodésique périodique de longueurT avec|T − (T1 − T2)| < ε,
ayant un vecteur unitaire tangentv′ tel que pour toutt ∈ [0,T ]

d(φt+T1v,φtv′) < ε,

et quev′,φT1v aient des relevés̃v′,φT1 ṽ dansU .
Il existe ainsiw̃0 dansU ′ tel que(w̃0)+ = (ṽ′)+ et (w̃0)− = (ṽ)−. En particulier,

pourt ≥ 0, on a les inégalités

d(φtw0,φ
tv′) ≤ d(φtw̃0,φ

tṽ′) ≤ d(w̃0,ṽ
′) ≤ ε,

carw̃0,ṽ
′ sont tous deux dansU ′. De même, pourt ≤ 0,

d(φtw0,φ
t+T1v) ≤ d(w̃0,φ

T1 ṽ) ≤ ε,

carw̃0,φ
T1 ṽ sont tous deux dansU ′. Ainsi, en vertu des inégalités précédentes, l’orbite

dew0 est contenue dans le2ε-voisinage de l’orbite dev, car l’orbite dev′ est contenue
dans leε-voisinage de l’orbite dev. Commed(φ−T1w0,v) ≤ ε et |µ− f(v)| ≤ ε, on a

|f(φ−T1w0)− µ| ≤ δ(ε) + ε < 1.

En particulier,supt∈R f(φtw0) ≥ µ−δ(ε)−ε, et l’ensemblef(φRw0)∩[µ−1,µ+1] est
non vide. De plus, siφtw0 ∈ f−1([µ−1,µ+1]), il existet′ ∈ R tel qued(φtw0,φ

t′v) ≤
2ε, et alorsφt

′
v est dansK et

f(φtw0) ≤ f(φt
′
v) + δ(2ε) ≤ µ+ δ(2ε).

Commef(φR(w0)) est connexe, on peut en conclure que

f(φRw0) ⊂ ]−∞,µ+ δ(2ε)].

D’où, finalement :
| sup
t∈R

f(φtw0)− µ| ≤ δ(2ε) + ε.
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Nous avons ainsi obtenu une nouvelle géodésiqueφR(w0), telle que l’ω-limite positive
soit une orbite périodique, et sur laquelle la borne supérieure def est aussi proche que
l’on veut de celle sur la géodésique initiale, carf est uniformément continue surK.
Si ω+(v) = ∅, prenonsw0 = v. Appliquons la même technique à partir de l’orbite
φR(−w0), nous pouvons obtenir une troisième orbite, dont lesω-limites positive et
négative sont chacune soit périodique, soit vide, et sur laquelle la borne supérieure de
f est aussi proche que l’on veut de celle sur la géodésique initiale. Ce qui conclut la
preuve.

PREUVE DE L’ ASSERTION2 DU THÉORÈME3.1. Montrons d’abord l’inclusion du
terme de gauche dans celui de droite. Soitw ∈ T 1V tel queω+(w) 6= ∅ et ν =
lim supt∈R f(φtw) < +∞. Commef−1([ν − 1,ν]) est compact, et qu’un ensemble
ω-limite est fermé, il existev ∈ ω+(w) tel quef(v) = ν.

Nous reprenons ici un argument très proche de celui de Sa’ar Hersonsky et Frédéric
Paulin dans [HP02], où ils démontrent que la constante d’Hurwitz peut se calculer
uniquement à l’aide de la profondeur de pénétration des géodésiques périodiques.

Soit δ > 0. Il existeT1,T2 > 0, T1 − T2 aussi grand que l’on veut, tel que les
vecteursvi = φTiw ∈ T 1V vérifientd(vi,v) < δ. Soitε > 0, il existe, par le lemme de
fermeture d’Anosov, pourvu queT1 − T2 soit suffisamment grand, unδ tel qu’il existe
une orbite périodiqueg(t) de périodeT avec|T − (T1 − T2)| < ε, telle que pour tout
t ∈ [0,T ],

d(g(t),φt+T2w) < ε.

Par des techniques de continuité uniforme semblables à celles de la preuve de la
proposition précédente, nous obtenons une orbite périodique sur laquelle la borne su-
périeure def est aussi proche que l’on veut de celle sur l’ensembleω-limite initial.

La deuxième étape, indépendante, consiste à démontrer la réciproque :

{sup
t∈R

f(φtv)|v ∈ J0} ⊂ { sup
v∈ω+(w)

f(v)|w ∈ T 1V, ω+(w) 6= ∅}.

Soit une suiteGi de géodésiques périodiques orientées,T 1Gi l’ensemble des appli-
cations localement isométriques deR dansV , d’imageGi et respectant l’orientation de
Gi, telle queνi = supv∈T 1Gi f(v) converge versν ∈ R. Nous extrairons librement des
sous-suites deGi, tout en continuant à noter la suite de la même manière. Par compacité
def−1([ν− 1,ν + 1]), les ensemblesT 1Gi ont un point d’accumulation (lorsquei tend
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vers l’infini) v, tel quef(v) = ν. Ainsi, il nous suffit, pour conclure la démonstration,
de construire un vecteurw vérifiant :

v ∈ ω+(w) ⊂
⋂
i>0

⋃
j>i

T 1Gj .

Soit ṽ un relevé dev dansT 1Ω, posonsεi = 2−i. On peut trouver :

Bi = Vi ×Wi×]t0 + εi,t0 + εi[,

une suite décroissante de voisinages deṽ, Vi,Wi des ouverts relativement compacts de
fermetures disjointes, et telle que∩iBi = {ṽ}, et que chaqueBi soit inclus dans une
boule deT 1Ω de rayon2εi. Désignons parγi ∈ Γ la transformation telle que pour tout
vi ∈ T 1Gi, on aitγi(vi) = φli(vi), où li est la longueur deGi.

On peut alors supposer queπ−1(T 1Gi)∩Bi 6= ∅. Soit doncvi ∈ T 1Gi∩Bi. Comme
le point à l’infini attractif deγi est dansVi, quitte à considérer un itéré deγi, on peut
supposer queγi(Vi) ⊂ Vi, et de mêmeWi−1 ⊂ γi(Wi).

Considérons la suiteV ′i = γ1γ2...γi(Vi), avecV ′0 = V1. Remarquons tout d’abord
que cette suite est décroissante au sens de l’inclusion : commeγi+1(Vi+1) ⊂ Vi+1 ⊂
Vi, c’est évident. De même,W ′

i = γ1γ2...γi(Wi) est une suite croissante. Soitξ ∈
∩i>0V ′i 6= ∅, soitη ∈ W1. On posew = (ξ,η,t0) ∈ B1.
Montrons maintenant par récurrence qu’il existeLi ∈ [−16εi + li,16εi + li], tel que :

φL1+L2+...+Li(w) ∈ γ1...γi(Bi),

En effet, c’est vrai pouri = 0 avecB0 = B1. Supposons que ce soit vrai pouri, et
posons

v′i+1 = γ1...γi(vi+1) ∈ γ1...γi(Bi+1).

On a alors :

φli+1(v′i+1) = (γ1...γi)γi+1(γ1...γi)
−1(v′i+1) ∈ γ1...γiγi+1(Bi+1).

Commeξ ∈ γ1...γi+1(Vi+1) etη ∈ W1 ⊂ γ1...γi+1(Wi+1), il existeT tel queφT (w) ∈
γ1...γi+1(Bi+1). Comme lesBi sont de diamètre< 2εi, l’inégalité triangulaire appli-
quée aux pointsv′i+1, φ

li+1(v′i+1), φL1+...+Li(w) etφT (w) nous donne

|T − (L1 + ..+ Li)− li+1| < 4(εi + εi+1) < 16εi+1.

Ainsi on poseLi+1 = T − (L1 + ..+ Li).
Il ne reste qu’à vérifier quew vérifie bien les propriétés annoncées, mais c’est facile

car ainsi pour toutt ∈ [L1 + .. + Li,L1 + .. + Li + Li+1], la projection deφt(w) sur
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T 1V est à distance< 20εi deT 1Gi, et les projections deφL1+..+Li(w) nous donnent
une suite d’adhérencev.

Ainsi, dans le cas d’un espaceCAT (−1), on a la propriété suivante, dont la deuxième
assertion se démontre de la même manière que dans le corollaire 2.7.

COROLLAIRE 3.3. Supposonsf minorée. SiCf est isolée dansLf , alors il existe
un vecteur périodiquev tel que

µf (v) = νf (v) = Cf .(10)

Si, au contraire, il n’existe aucun vecteur périodique vérifiant 10, alors il existe un
nombre non dénombrable de vecteursv d’orbites disjointes et deux à deux non faible-
ment asymptotes tels que 10 ait lieu (etCf n’est pas isolée, ni dansLf ni dansMf ).
�

2. Application au cas arithmétique de rang1

J’applique ici le théorème précédent à la situation oùr + s = n = 1, c’est à dire
lorsqueVK est une orbifolde de Bianchi.

SoitEQ(E) l’ensemble des éléments deE − K algébriques de degré2 surK, et
GP l’ensemble des géodésiques (non orientées ni pointées) deVK dont les relevés sur
Ω ont des points à l’infini qui soient dansEQ(E) ou bien des élémentsp/q deK tels
que〈p,q〉 /∈ P . NotonsQP l’ensemble des formes quadratiques correspondantes, c’est
à dire de la forme :

q(x,y) = λ(x− αy)(x− βy),

où λ ∈ E − {0}, α,β sont soit quadratiques, soit rationnels avec la condition expri-
mée ci-dessus. L’interprétation dynamique de ces définitions est donnée dans le lemme
suivant.

LEMME 3.1. Les éléments deGP sont les géodésiques non orientées (vues comme
paire d’orbites opposées, de la formeg = (φR(v)) ∪ (φR(−v))), avecω+(v) (resp.
ω−(v)) soit vide, soit périodique, et telles que pour toutI dansP , on a

µfI (g) > 0.

PREUVE. Si ω+(v) = ∅, et si un relevé̃v ∈ Ω de v s’écrit v = (v+,v−,t), alors
v+ = p/q ∈ K, avec〈p,q〉 /∈ P . En effet, un vecteur qui sort de tout compact sous
l’action du flot a une orbite nécessairement orthogonale à une horosphère, centrée en
un certainp/q ∈ K. Si 〈p,q〉 ∈ P , alors la géodésique vérifie clairementµfI (g) = 0.
La réciproque est facile.
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Ce théorème a déjà été démontré par Cusick [Cus87] dans le casK = Q. Cepen-
dant, l’approche dynamique permet plus de souplesse, puisque qu’elle n’utilise pas de
codage du type fractions continues; or leur théorie dépend énormément deK.

THÉORÈME3.4.

MP = {µP (q)|q ∈ QP},

LP = {νP (x)|x ∈ EQ(E)}.
En particulier,LP etMP sont fermés.

PREUVE. Nous appliquons le théorème 3.1 à la fonctionfP surT 1VK. Cette fonc-
tion est continue et propre, et on pourra remarquer que c’est le minimum parmi une fa-
mille finie de fonctions de Busemann. Le résultat est donc immédiat, au vu des lemmes
2.2 et 3.1, modulo la vérification que0 appartient bien aux deux spectres, et est bien
dans l’adhérence des ensembles ci-dessus; mais c’est vrai car presque toute orbite est
dense, ainsi que presque touteω-limite positive, et l’ensemble des vecteurs périodiques
est dense.

Le corollaire 3.3 s’applique, et se traduit siK est imaginaire quadratique par :

COROLLAIRE 3.5. SiCK est isolée dansLK, alors il existe un nombre complexe
z, quadratique surK, et une forme quadratique complexeq à coefficients dansO tels
que

µK(q) = νK(z) = CK.(11)

Dans le cas contraire où il n’existe pas dez quadratique tel queνK(z) = CK, ou bien
s’il n’existe pas deq à coefficients dansK telle queµK(q) = CK, alors la multiplicité
deCK est non dénombrable dans les deux spectres etCK n’est pas isolée, ni dansLK
ni dansMK. �

Pour conclure cette partie, donnons un indice que l’inclusionLP ⊂ MP pourrait
bien être stricte. Pour que ce soit vrai, il faut déjà que les fermetures d’orbites ne
soient pas toutes desω-limites. Rappelons-nous des ensemblesJ et J0 du théorème
3.1,V étant ici une variété hyperbolique. On remarquera que l’exemple dû à Freiman
d’élément deMQ − LQ est du type de celui décrit dans cette proposition [Cus87].

PROPOSITION3.2. Soitv ∈ J−J0 tel queω+(v) 6= −ω+(−v). Alors la fermeture
de l’orbite dev n’est pas un ensembleω-limite.
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PREUVE. Supposons d’abord queω+(v),−ω+(−v) soient des orbites périodiques
distinctes. Choisissons un voisinage tubulaire dansT 1V de l’orbite dev, suffisamment
petit pour qu’il ait une forme de monture de lunettes dont les branches soient cassées,
c’est à dire topologiquement deux tores pleinsT1 etT2 reliés par un cylindre pleinC, la
géodésique engendrée parv allant deT1 àT2, et tel que pour toutw ∈ C, le germe de
rayon géodésique engendré parw soit rentre dansT2, soit sort de la paire de lunettes
T1 ∪ T2 ∪ C. Procédons par l’absurde, et supposons que l’adhérence de la géodésique
engendrée parv soit égale àω+(v′) pour un certainv′, alors il existeT > 0 tel que
φ[T ;+∞[(v′) soit inclus dans le voisinage tubulaire. Soits tel queφs(v) ∈ C, alors il
existet > T tel queφt(v′) arbitrairement proche deφs(v), et en particulierφt(v′) ∈ C.
Dans le futur, le rayon engendré parφt(v′) est ainsi coincé dansT2 ∪ C et ne visitera
plus jamaisT1, ce qui est une contradiction avec le fait que la géodésique engendrée
parv est dans l’ω-limite dev′. Siω+(v),−ω+(−v) ne sont pas tous deux périodiques,
l’un d’eux seulement est vide et la preuve fonctionne de même, en prenant pourT1 ou
T2 un cylindre plein.

3. Sur la constante de Hurwitz

SoitK un corps imaginaire quadratique surQ. Dans [HP02] est démontrée la for-
mule suivante pourC{O}

CO = inf
γ∈ΓK,loxodromique

max
γ′∈ΓK

√
tr(γ)2 − 4

2|c(γ′γγ′−1)|
,(12)

où c(γ) désigne l’élément de la deuxième ligne, première colonne de la matriceγ. En
effet, sig est une géodésique périodique deVK de vecteur directeurv, et si on désigne
parΓ(g) l’ensemble desγ dansΓ correspondant àg, alors

µfO(g) = max
γ∈Γ(g)

√
tr(γ)2 − 4

2|c(γ)|
.(13)

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION3.3. Il existe un algorithme (explicite) qui, étant donnéε > 0, cal-
cule explicitement une matriceM dansΓK loxodromique etz dansC tel queMz = z
et

CK − ε ≤ νK(z) ≤ CK.

Comme on ne connaît pas de constante de Hurwitz qui ne soit pas donnée par une
classe de conjugaison deΓK (c’est-à-dire que l’inf est unmin dans la formule 12),
et qui ne soit pas isolée dans le spectre de Markoff, on peut s’attendre à ce que pour
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ε suffisamment petit, la valeur approchée donnée par l’algorithme soit en faitexacte.
Malheureusement, je ne connaît pas de critère permettant de détecter si c’est le cas.
La première étape consiste à trouver un sous-groupe deΓK d’indice fini sans torsion;
un sous-groupe de congruence modulo un élémentp deO, fera l’affaire pourvu que la
seule racine de l’unité dansK congrue à1 modulop soit 1. Notons

Γ[p] = ker (SL2(O)→ SL2(O/pO)) ,

ce sous-groupe distingué. Remarquons quep = 5, par exemple, convient toujours.
Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est une adaptation du lemme des tiroirs,
auquel on rajoute le lemme de fermeture. Notonsv(r) le volume dansT 1

H
n des boules

de centre un vecteur et de rayonr, pour la distance définie précedemment.

LEMME 3.4. SoitV = Γ\Hn une variété hyperbolique, avecΓ sans torsion. Soit
v ∈ T 1V , tel que pour toutt ≥ 0, le rayon d’injectivité enπ(φtv) est au moinsε1.
Alors pour toutε dans]0,ε1[, soientδ = δ(ε) et T = T (ε) donnés par le lemme de
fermeture 3.2, il existet1 < t2 dans[0,L], oùL désigne

L = δ

(
([T/δ] + 2)

µ(T 1V )

v(δ/2)
+ 1

)
.(14)

etw ∈ T 1V , T0 > 0, tels que pour toutt ∈ [0,T0],

dT 1V (φt+t1v,φtw) < ε,

|T0 + t1 − t2| < ε etφT0w = w.

PREUVE. Soientδ,T > 0 les constantes données par le lemme de fermeture d’Ano-
sov, qui sont fonction deε, données par exemple explicitement dans le corollaire A.1.

Considérons pouri entier naturel les vecteursvi = φiδv, et les voisinagesBi qui
sont les boules de centrevi et de rayonδ/2. Leur volume estv(δ/2), il est indépendant
dei à cause de l’hypothèse sur le rayon d’injectivité et parce qu’il n’y a pas de torsion
. Et donc, si on pose

m =

[
([T/δ] + 2)

µ(T 1V )

v(δ/2)

]
+ 1,

il existe un point deT 1V qui appartient à au moins[T/δ] + 2 boulesBi. Donc il existe
i < j ≤ m, tels que

dT 1V (vi,vj) ≤ δ,
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et |i− j| ≥ [T/δ] + 1. Ainsi δ|i− j| > T . Nous pouvons ainsi appliquer directement
le lemme de fermeture 3.2 qui permet de conclure. De plus, on peut prendre

Lε = δ

(
([T/δ] + 2)

µ(T 1V )

v(δ/2)
+ 1

)
.

COROLLAIRE 3.6. Supposons que l’on connaisse0 < ν0 ≤ CK. Soit ε1 le mi-
nimum du rayon d’injectivité aux relevés àΓ[k]\H3 des points-bases des vecteurs
v ∈ T 1VK tels que

fK(v) ≤ − ln(ν0).

Pour toutε ∈]0,ε1[, il existeL > 0 donné par la formule 14 avecµ(T 1VK) rem-
placé parµ(T 1VK) [ΓK : Γ[k]], tel que siv1,...,vk ∈ T 1VK sont des vecteurs tangents
à (respectivement) toutes les géodésiques périodiques de longueur au plusL, alors

− ln(CK) ≤ inf
i=1,...,k

− ln(νfK(vi)) ≤ − ln(CK) + 2ε.

PREUVE. L’inégalité de gauche est triviale. Montrons celle de droite. Comme la
constante d’Hurwitz est atteinte (lemme 1.6), il existev ∈ T 1VK tel queµK(v) = CK,
et appliquons le lemme 3.4 à la variétéΓ[k]\H3, un vecteurv′ relevé dev, et ε. C’est
légitime d’après le choix deε1. Nous obtenons un vecteurw′ que nous projetons enw
surT 1VK. Le vecteurw est nécessairement de la forme±φt(vi) pour certainst,i, car il
est périodique de périodeL. Comme l’orbite dew est contenue dans unε-voisinage de
l’orbite dev, et quefK est2-lipschitzienne, car(r,s) = (1,0) ou (0,1) et les fonctions
de Busemann sont1-lipshitziennes, on obtient ainsi l’inégalité annoncée.

Nous pouvons faire les remarques suivantes. La première est celle qui sera de loin
la plus difficile à implémenter.

REMARQUE 3.1. Il existe un algorithme(A1) qui étant donnéT > 0, fournit une
liste finie de matricesM1,..,Ml deΓK telle que pour toute matriceM deΓK de tracet
de module inférieur àT et loxodromique (c’est à diret2 − 4 n’est pas de module1), il
existei tel queM est conjuguée dansΓK à l’une des matricesMi.

PREUVE. Tout d’abord, il n’y a qu’un nombre fini de traces possibles. Remarquons
ensuite que siM , loxodromique, est de tracet, soit(x1,x2) un vecteur propre deM de
valeur propreut = (t +

√
t2 − 4)/2. En écrivant l’équation matricielle on remarque

que, si on noteAt l’anneau des entiers deK[
√
t2 − 4], alors le sous-O-module deC

engendré parx1,x2 est unAt-module, défini à une constante multiplicative près à partir
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du choix deut, et de plus la matrice de multiplication parut dans laO-base(x1,x2) est
la transposée deM . Il est facile de voir que siM ′ est de tracet également, alorsM est
conjugué àM ′ dansGL2(O) si et seulement si les deux modules obtenus (à partir de la
même valeur propreut) sont égaux modulo une homothétie. Comme on peut toujours
prendrex1,x2 ∈ K[

√
t2 − 4], on peut aussi supposerx1,x2 ∈ At et le module〈x1,x2〉,

qui est un idéal deAt, peut être supposé d’indice< Bt par des techniques classiques de
théorie des nombres (voir la finitude du groupe de classes d’idéaux [BC67],[Sam67]),
oùBt est une constante dépendant uniquement deAt.

A partir de ces données, un algorithme (qui n’a pas prétention à être optimal) peut
être le suivant : on calcule tous lesBt correspondants auxAt pour |t| ≤ T . On énu-
mère ensuite à l’aide d’uneZ-base duZ-module libre de rang4 qu’estAt tous ses
sous-groupes d’indice< Bt (la redondance n’est pas gênante pour la théorie de l’al-
gorithme). Puis on élimine ceux qui ne sont pas desAt-modules (en multipliant leurs
générateurs par un des4 générateur deAt et en vérifiant que les changements de base
obtenus sont bien à coefficients dansZ). Pour chacun de ces modules, on calcule la
matriceM de multiplication parut dans uneO-base, qui est de déterminant1 et donc
dansΓK. On rajoute alors à la listeN−1

1
tMN1,..,N

−1
w(K)

tMNw(K) oùN1,..Nw(k) sont
des représentants préalablement choisis des classes deGL2(O) moduloSL2(O).

Il est probable que l’on puisse calculer lesν{O}(zi), pourzi point fixe de l’action
deMi, uniquement à l’aide des idéaux calculés ci-dessus, en calculant l’élément de cet
idéal de norme minimale. Néanmoins, il existe une méthode plus géométrique pour
déterminer le maximum dans la formule 13.

REMARQUE 3.2. Etant donné une matriceM loxodromique dansΓK , il est pos-
sible de calculer explicitement la constante d’approximation liée à cette matrice, c’est-
à-direνP (z), oùz est point fixe de l’action projective deM dansC.

PREUVE. Faisons-le pourP = {O}. Soit

M =

[
a b
c d

]
∈ SL2(O),

notonst = a+d sa trace, et choisissons une fois pour toute une racine carrée complexe√
t2 − 4. Les deux points fixes deM sont

z,z′ =
a− d±

√
t2 − 4

2c
,
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et la géodésiqueg reliantz et z′ est périodique de longueur

2

∣∣∣∣ln(∣∣∣∣t+
√
t2 − 4

2

∣∣∣∣)∣∣∣∣ ,
que l’on peut majorer par2 ln(ρ), oùρ est défini par :

ρ = |t|+
√
|t2 − 4|,

car| ln(x)| ≤ ln(x+ 1/x) pour toutx > 0, et∣∣∣∣t+
√
t2 − 4

2

∣∣∣∣−1

=

∣∣∣∣t−√t2 − 4

2

∣∣∣∣ ≤ 1

2
(|t|+

√
|t2 − 4|).

Soit x ∈ H3 le point de la géodésique à la verticale du milieu ,m = (a − d)/2c
du segment[z,z′]. L’argument est le suivant : la constante d’approximation de cette
géodésiqueg est égale à1/2h, où h est la hauteur de la plus haute (dans le modèle
du demi-espace) géodésique de la formeγg, γ ∈ ΓK. Soitγ0g une géodésique, et soit
y le point le plus haut de cette géodésique. Comme l’intervalleI de longueur2 ln(ρ)
centré enx contient un domaine fondamental pour la projection deg dansVK, il existe
γ ∈ ΓK tel queγγ0g = g etγy ∈ I, notons alorsp/q = γ(∞) ∈ K et r(p/q) le rayon
de l’horosphère centrée enp/q et tangente enγy à g. L’intervalle I peut se décrire
comme l’arc de cercle euclidien des pointsx′ ∈ g tels que l’angle euclidienθ entre les
demi-droites[m,x) et [m,x′) vérifie :

cos(θ) ≥ 2

ρ+ ρ−1
.

En effet, la relation entre la distance hyperboliqued(x,x′), pourx′ dansg, et l’angle
θ est

tanh(d(x,x′)/2) = tan(θ/2),

et en utilisant la relation trigonométrique

cos(θ) =
1− tan(θ/2)2

1 + tan(θ/2)2
,

nous obtenons la relation désirée. Puisqueγy est dans l’intervalleI, le rayonr(p/q)
vérifie

r(p/q) ≥ |z − z
′|

2

2

ρ+ ρ−1
.
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Commeh ≥ |z−z′|
2

, etr(p/q) = 1/(2h|q|2), nous avons en combinant ces inégalités

|q|2 ≤ ρ+ ρ−1

|z − z′|2
,

qui s’écrit encore

|q|2 ≤ |c|2

|t2 − 4|
(ρ+ ρ−1).

Remarquons que le nombre deq dansO vérifiant cette inégalité est fini. D’autre
part, si l’on pose :

u(s) =
2s+ d− a√

t2 − 4
,

on peut calculer (voir la partie B en annexe):

r(p/q) =
|z − z′|

4

√
(1 + |u(p/q)|2)2 − 4<(u(p/q))2.

On a donc une deuxième minoration der(p,q) qui s’exprime

r(p/q) ≥ |z − z
′|

4

∣∣1− |u(p/q)|2
∣∣ .

En utilisant cette fois la majoration

r(p/q) ≤ 1

|z − z′| |q|2
≤ 1

|z − z′|
,

car|q| ≥ 1, nous obtenons ∣∣1− |u(p/q)|2
∣∣ ≤ 4

|z − z′|2
.

En exprimantu(p/q) en fonction dep/q, z,z′ etm, on obtient∣∣∣∣pq −m
∣∣∣∣2 ≤ 1 +

|z − z′|2

4
.

Pourq fixé, il n’y a qu’un nombre fini dep tels que cette dernière inégalité soit vraie.
Donc, les couples(p,q) ∈ O2 tels que〈p,q〉 est dans la classe deO , satisfaisant les
deux inégalités est un ensembleFM fini et calculable explicitement. Ainsi, on a la
formule suivante pour calculerν{O}(z) :

ν{O}(z) = inf

((
inf

(p,q)∈FM
r(p/q)|q|2

)
,
|c|√
|t2 − 4|

)
.
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En conclusion, les remarques 3.1 et 3.2 montrent que tout dans le corollaire 3.6 est
explicitement calculable. Nous pouvons toujours prendre

ν0 =
1√
5
,

puis calculerε1. Le calcul deδ,T est donné par le corollaire A.1, celui deL par le
lemme 3.4, puis le calcul des matrices(Mi)1≤i≤k par la remarque 3.1 et celui de leur
constante d’approximation associée par la remarque 3.2. La fonctionv qui apparaît
dans le calcul deL doit être estimée indépendamment.
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CHAPITRE 4

Lemme de Borel-Cantelli et loi de puissance

1. Énoncé des résultats

L’objet de ce chapitre (qui devrait s’appeler Borel-Cantelli-Khintchine-Sullivan)
est de prouver un analogue du théorème de Khintchine dans le cadre dynamique sui-
vant : soitV = Γ\Hn une variété hyperbolique de volume fini. NotonsT 1V l’ensemble
des vecteurs unitaires tangents àV , π : T 1V → V la projection canonique,φt le flot
géodésique surT 1V , etB(q,r) ⊂ V la boule hyperbolique de centreq ∈ V et de rayon
r. On se donne une fonction(rt)t≥0 décroissante deR+ à valeur dansR∗+.

La question est de savoir, pour un pointp deV fixé, quel sera la mesure de Liouville
de l’ensemble des vecteursv tels qu’il existeti → +∞, tels queπ(φtiv) ∈ B(p,rti),
autrement dit tels que{t ≥ 0 : π(φtv) ∈ B(p,rt)} n’est pas borné.

THÉORÈME4.1. (Cibles rétrécissantes) Supposons que(rt)t≥0 soit décroissante.
Alors, suivant que ∫ ∞

0

rn−1
t dt

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon géo-
désique qui rencontre pour des tempst arbitrairement grands les boules de centrep,
de rayonrt.

COROLLAIRE 4.2. (Loi de puissance pour les points) Pour toutp de V , pour
presque toutv, on a :

lim sup
t→+∞

− ln(d(p,π(φtv)))

ln(t)
=

1

n− 1

On pourrait se poser une question légèrement différente, à savoir quelle est la me-
sure de Liouville de l’ensemble des vecteursv tels que{t ≥ 0 : π(φtv) ∈ B(p,rt)}
soit de mesure de Lebesgue infinie.

PROPOSITION4.1. Supposons que(rt)t≥0 soit décroissante. Alors, suivant que∫ ∞
0

rnt dt

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon géo-
désique qui passe un temps infini dans les boules de centrep, de rayonrt. �
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La preuve n’est qu’une légère modification de la preuve du théorème 4.1. J’ignore
si de tels résultats sont encores vrais lorsques la variété considérée est de courbure
variable strictement négative, pour la mesure de Liouville ou bien celle de Bowen-
Margulis. Parmi les améliorations possibles, je compte rédiger et publier une version
où la variété pourra être hyperbolique complexe, quaternionique ou bien le plan hy-
perbolique de Cayley, et où les boules ne seront plus supposées de même centre, mais
toujours décroissantes au sens de l’inclusion.

2. Rappels et notations

Soit(φt)t∈R un flot agissant sur un espace mesuré de probabilité(X,µ) tel que l’ac-
tion préserve la mesure et soit ergodique.

On considérera des familles (continues) de fonctionsF = (fs)s∈[0,+∞[ où fs :
X → R. Une telle familleF sera dite

– positive, si chaquefs l’est;

– décroissante, si s < t implique que pour toutx ∈ X, ft(x) ≤ fs(x);

– mesurable, siF : [0,+∞[×X → R l’est.

Pour une familleF = (fs)s∈[0,+∞[ on noteraST [F ] la fonction deX dansR

ST [F ](x) =

∫ T

0

ft(φ
tx)dt,

et sif ∈ L1(µ), on noteµ(ft) :=
∫
X
ft(x)dµ(x). On notera encore :

IT [F ] =

∫ T

0

µ(ft)dt.

Dans cette situation, nous pouvons dégager quelques propriétés générales, peut-
être implicitement connues, mais qui méritent quelques explications, par analogie avec
le lemme de Borel-Cantelli (partie facile) et la loi du 0-1 de Kolmogorov en probabilité.

LEMME 4.2. SoitF = (ft)t∈[0,+∞[ une famille mesurable et positive de fonctions.
Alors la condition

I∞[F ] =

∫ ∞
0

µ(ft)dt < +∞,

implique queST [F ] converge presque partout et au sensL1 vers une fonction positive
etL1.
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PREUVE. En effet, posons

S∞[F ](x) = lim
T→∞

ST [F ](x),

qui est une fonction à valeurs dansR+ ∪ {+∞}, existe carST [F ](x) est croissante en
la variableT . De par le théorème de convergence monotone de Lebesgue (cf Rudin, th
1.26 [Rud80]), S∞[F ] existe et est dansL1(µ) , car d’intégraleI∞[F ]. Le théorème de
convergence dominée ([Rud80], th 1.34) permet alors de conclure que la convergence
est également au sensL1.

LEMME 4.3. SoitF = (ft)t∈[0;+∞[ une famille mesurable, positive et décroissante
de fonctions, et supposons quef0 ∈ L2(µ). Supposons que

I∞[F ] =

∫ ∞
0

µ(ft) = +∞,

alors tout point d’adhérence faible dansL2(µ) dex 7→ ST [F ](x)/IT [F ] lorsqueT →
+∞ est égal à la constante1 presque partout.

PREUVE. Soith une limite faible dansL2(µ) d’une sous-suiteSTn [F ]/ITn [F ], et
soit t > 0 fixé. Nous voulons d’abord montrer queh ≤ h ◦ φt. On a :

STn+t[F ](x)− STn [F ](x) =

∫ Tn+t

Tn

fs(φ
sx)ds ≤

∫ t

0

f0(φs(φTn(x)))ds.

Cette différence est donc positive et bornée dansL2. Divisons parITn [F ], nous avons
donc queSTn+t[F ](x)/ITn [F ] converge faiblement versh. D’un autre côté,

ST+t[F ](x)− ST [F ](φtx) =

∫ T+t

0

fs(φ
sx)ds−

∫ T

0

fs(φ
t+sx)ds

=

∫ t

0

fs(φ
sx)ds+

∫ T

0

(fs+t − fs)(φt+sx)ds.

Par décroissance deft, on a

ST+t[F ](x)− ST [F ](φtx) ≤
∫ t

0

fs(φ
sx)ds,

et en divisant parIT [F ], nous obtenons :

STn+t[F ](x)

ITn [F ]
− STn [F ](φtx)

ITn [F ]
≤ St[F ](x)

ITn [F ]
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SoitE l’ensemble desx tels queh(x) ≥ h(φtx). On a :∫
E

STn+t[F ](x)

ITn [F ]
− STn [F ](φtx)

ITn [F ]
dµ(x) ≤

∫
E
St[F ](x)dx

ITn [F ]
,

et en interprétant ces intégrales comme des produits scalaires avec la fonction caracté-
ristique deE, nous obtenons lorsquen→ +∞ :∫

E

h(x)− h(φtx)dµ(x) ≤ 0.

Par définition deE, on a donch ≤ h ◦ φt presque partout, et ainsih = h ◦ φt presque
partout car la mesureµ est invariante. Donch est constante presque partout par er-
godicité de la mesureµ. CommeST [F ]/IT [F ] est d’intégrale1, h aussi, donch = 1
presque partout.

LEMME 4.4. SoitF = (ft)t∈[0;+∞[ une famille mesurable, positive et décroissante
de fonctions, et supposons quef0 ∈ L1(µ). Supposons que

I∞[F ] =

∫ ∞
0

µ(ft) = +∞,

alors la fonction de la variablex à valeurs dans[0,+∞]

L(x) = lim sup
T→+∞

ST [F ](x)

IT [F ]
,

est constante presque partout.

PREUVE. On a

ST+t[F ](x)− ST [F ](φtx) =

∫ T+t

0

fs(φ
sx)ds−

∫ T

0

fs(φ
t+sx)ds

=

∫ t

0

fs(φ
sx)ds+

∫ T

0

(fs+t − fs)(φt+sx)ds

Pour simplifier cette expression, notons pourt > 0 G(t) = (g
(t)
s ) la famille de

fonctions définie par
∀s ≥ 0, g(t)

s = fs − fs+t.
L’équation précédente s’écrit donc :

ST+t[F ](x)− ST [F ](φtx) = St[F ](x)− ST [G(t)](φtx)
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Par décroissance deF , G(t) est positive, et de plusµ(g
(t)
s ) = µ(fs) − µ(fs+t), et

donc :
I∞[G(t)] = It[F ] <∞

Par le lemme 4.2, pour presque toutx,ST [G(t)](x) a une limite finieH(t)(x), qui est
dansL1(µ). Ainsi :

St[F ](x)

IT [F ]
≥ IT+t[F ]

IT [F ]

ST+t[F ](x)

IT+t(x)
− ST [F ](φtx)

IT [F ]
≥ −H

(t)(φtx)

IT [F ]
.

CommeF est une famille décroissante et queI∞[F ] = +∞, IT+t[F ]/IT [F ] converge
vers1 lorsqueT tend vers l’infini. De la dernière équation, nous pouvons ainsi déduire
que pour toutx tel queH(t)(x) <∞,

L(x) = L(φtx).

Si t ≤ 1, alorsH(t)(x) ≤ H(1)(x). Les ensemblesL−1([a,b]) sont donc invariants
parφt à un ensemble de mesure nulle près, pour touta < b, a et b dans[0, +∞] et
tout t compris entre0 et 1. Par ergodicité deφt, ces ensembles sont de mesure0 ou
1. Une dichotomie sur l’intervalle[a,b] permet de conclure queL est constant presque
partout.

3. Preuves

LEMME 4.5. Il existe une constantec1 telle que si deux boules deHn, de centres
et diamètres respectifs(o1,r1), (o2,r2) vérifientr1 < 1, r2 < 1, etd(o1,o2) > 2, alors
la mesure des géodésiques deHn passant par ces deux boules est majorée par :

c1r
n−1
1 rn−1

2 e−(n−1)d(o1,o2)

PREUVE. Les symbolesc′,c′′,... désigneront des constantes fixes. La mesure des
géodésiques passant parB(o1,r1) est au plusc′rn−1

1 . Comme l’aire de la sphère de
centreo1 et de rayonr = d(o1,o2) est au moinsc′′e(n−1)r, on peut trouver des points
p1,...,pk sur cette sphère qui soient deux à deux à distance au moins2r2, avec

k ≥ c′′′
e(n−1)r

rn−1
2

.

Par homogénéité deHn, la mesure des géodésiques passant par la boule(o1,r1) et la
boule(pk,r2) est indépendante dek et aussi égale à la quantité recherchée. Comme une
telle géodésique ne coupe au plus que2 boules du types(pk,r2), la mesure recherchée
est inférieure à

2
crn−1

1

k
≤ c1r

n−1
1 rn−1

2 e−(n−1)r.
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Soit p un point deV , fixé dans ce qui suit. SoitR le minimum de1 et du rayon
d’injectivité deV enp, et soit(rt)t≥0 une suite décroissante tendant vers0 telle que
r0 < R/2, etrt+α/rt tendant vers1 lorsquet tend vers l’infini, uniformément pour les
ensembles compacts de paramètreα. Il sera commode pour la suite de définirrt pour
les temps négatifs comme étant égal àr0.

On définit une familleft de fonctions de la manière suivante. Soitv ∈ T 1V , siπ(v)
n’est pas dans la boule de centrep et de rayon1, alorsft(v) = 0. Sinon, considérons le
segment géodésiqueS maximal de vecteur directeurv et contenu dans la boule fermée
de centrep et de rayon1. Il existe un uniqueθ ∈ [−R,R] tel queπ(φθv) réalise la
distance deS àp. Si θ ∈ [−R/2,R/2] etd(S,p) < rt, on définitft(v) = 1, et0 sinon.
L’intégrale de cette fonction le long du flot compte ainsi les entrées dans la boule de
centrep et de rayonrt du rayon géodésique considéré, avec un facteurR. Remarquons
encore que ces fonctions sont symétriques, dans les sensft(w) = ft(−w). Il existe
une constantec2 > 0, tel que lorsquet→ +∞ :∫

T 1V

ft(v)dv ∼ c2r
n−1
t

La famille F = (ft)t≥0 est une famille décroissante et positive de fonctions sur
T 1V , et on a l’asymptotique en prenant pourµ la mesure de Liouville surT 1V

IT [F ] ∼ c2

∫ T

0

rn−1
t dt,

pourvu que l’un des deux termes tende vers l’infini.

PROPOSITION4.6. (Borel-Cantelli-Khintchine-Sullivan pour les points des varié-
tés hyperboliques). Supposons que

∫∞
0
rn−1
t dt diverge. Alors, il existe une constante

c ∈]0,∞] telle que pour presque toutv ∈ T 1V :

lim sup
T→∞

ST [F ](v)∫ T
0
rn−1
t dt

= c

PREUVE. Nous voulons majorer la normeL2 deST [F ]. Par le théorème de Fubini,

ST [F ](v)2 = 2

∫ T

0

∫ s

0

ft(φ
tv)fs(φ

sv)dtds.
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Intégrons surv ∈ T 1V , puis appliquons le changement de variablew = φsv, on
obtient ∫

T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ 2

∫ T

0

∫ s

0

∫
T 1V

fs(w)ft(φ
t−sw)dwdtds,

Soit p̃ un relevé dep dansHn etG = (gt)t≥0 la suite de fonctions définie de la
même manière queft, mais pour la variétéHn, le point p̃, et le mêmeR. Ainsi, le
relevéf̃t de la fonctionft àT 1

H
n s’écrit :

f̃t(v) =
∑
γ∈Γ

gt(γ(v)).

SoitD un domaine fondamental deΓ contenant la boule de centrep de rayonR. On
peut réécrire :∫

T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ 2

∫ T

0

∫ s

0

∫
T 1D

f̃s(w)f̃t(φ
t−sw)dwdsdt,

et donc ∫
T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ 2

∫ T

0

∑
γ∈Γ

∫ s

0

∫
T 1D

gs(w)gt(γφ
t−sw)dwdtds.

Changeons encore de variable, en posantv = −w, ce qui nous donne en utilisant la
symétrie des fonctionsgt :∫

T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ 2

∫ T

0

∫
T 1D

∑
γ∈Γ

∫ s

0

gs(v)gt(γφ
s−tv)dvdtds.

Pouri entier strictement positif, notonsΓi l’ensemble fini desγ dansΓ tels que la
distance entrẽp etγp̃ soit comprise dans l’intervalle[i−1,i+1]. Comme les ensembles
Γi recouvrentΓ, on a :

∫
T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ 2

∫ T

0

∑
i>0

∑
γ∈Γi

∫ s

0

∫
T 1D

gs(v)gt(γφ
s−tv)dvdtds.

Pourγ,v,s et t fixés, la quantité

gs(v)gt(γφ
s−tv)

est non nulle si et seulement s’il existe(θ1,θ2) ∈ [−R/2,R/2]2 tels queπ(φθ1v) soit
à distance plus petite quers de p̃, etπ(φθ2+s−tv) soit à distance plus petite quert de
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γ−1p̃. Dans ce cas, cette quantité vaut1 et on peut affirmer, en vertu de l’inégalité
triangulaire, que l’on a

|(s− t)− d(p̃,γp̃)| < |θ1|+ |θ2|+ rt + rs ≤ 2R,

et que de plus le rayon géodésique(φuv)u≥−1 coupe la boule de centreγ−1p̃ et de
rayonrs−d(p̃,γp̃)−2R (car(rt) est décroissante), et la boule de centrep̃ de rayonrs.

Avec cette restriction surt, nous obtenons às,v etγ dansΓi fixés∫ s

0

gs(v)gt(γφ
s−tv)dt ≤ 4R

dans tous les cas, et cette quantité est nulle si la géodésique engendrée parv ne coupe
pas les deux boules de centres et rayons respectifs(p̃,rs),(γ

−1p̃,rs−i−2R−1), ou sis <
i − (2R + 1). Dans le cas oùi ≥ 2R + 3, on as − t ≥ 2 et donc la mesure de
telles géodésiques est alors majorée parc1r

n−1
s rn−1

s−i−2R−1e
−(n−1)(i−1). L’intervalle des

vecteursv d’une telle géodésique tels quegs(v) > 0 étant au plus de longueur1, on
obtient às etγ ∈ Γi fixés, lorsquei ≥ 2R + 3∫

T 1D

∫ s

0

gs(v)gt(γφ
s−tv)dtdv ≤ 4Rc1r

n−1
s rn−1

s−i−2R−1e
−(n−1)(i−1),

et l’intégrale est en fait nulle sis+ 2R + 1 < i. Ainsi, si i ≥ 2R + 3,∑
γ∈Γi

∫
T 1D

∫ s

0

gs(v)gt(γφ
s−tv)dtdv ≤ 4Rc1r

n−1
s rn−1

s−i−2R−1e
−(n−1)(i−1)Ni,

oùNi désigne le nombre d’éléments deΓi, et la somme majorée est nulle sis+2R+1 <
i. Mais il est classique queNi ≤ c4e

(n−1)i, c4 dépendant uniquement dep (voir par
exemple [Sul79]). On en conclut l’inégalité∫ T

0

∑
i>0

∑
γ∈Γi

∫ s

0

∫
T 1D

gs(v)gt(γφ
s−tv)dvdtds

≤ c3

∫ T

0

[s+2R]+1∑
i=[2R+4]

rn−1
s rn−1

s−i−2R−1ds+

∫ T

0

[2R+3]∑
i=1

∑
γ∈Γi

∫
T 1D

∫ s

0

gs(v)gt(φ
s−tv)dtdvds.

Observons que∪[2R+3]
i=1 Γi est un ensemble fini, soitK son cardinal. De plus, on a

par décroissance de(rt), r
n−1
s−i−2R−1 ≤

∫ s−i−2R−1

s−i−2R−2
rn−1
t dt. Ceci nous donne :
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∫
T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ 2c3

∫ T

0

rn−1
s

[s+2R+1]∑
i=[2R+4]

∫ s−i−2R−1

s−i−2R−2

rn−1
t dtds+K

∫ T

0

∫
T 1D

4Rgs(v)dv,

∫
T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ 2c3

∫ T

0

rn−1
s

∫ s−2R−4

−4R−3

rn−1
t dtds+ c5

∫ T

0

rn−1
t dt,∫

T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ 2c3

∫ T

0

rn−1
s

∫ s

−4R−3

rn−1
t dtds+ c5

∫ T

0

rn−1
t dt,

et par le théorème de Fubini,∫
T 1V

ST [F ](v)2dv ≤ c3

(∫ T

0

rn−1
s ds

)2

+ ((4R + 3)c3r0 + c5)

(∫ T

0

rn−1
s ds

)
.

Ce qui montre queST [F ]/IT [F ] est bornée dansL2, et ainsi qu’elle a un point
d’adhérence faible dansL2. Ce point est nécessairement la fonction constante1, car le
lemme 4.3 s’applique. De par le lemme 4.4, la fonction

lim sup
T→+∞

ST [F ](v)/IT [F ]

est constante presque partout. Cette constante est plus grande que1. En effet, suppo-
sons le contraire; alors il existeε > 0 et un ensembleE ⊂ T 1V , de mesure strictement
positive, tels que pourT suffisamment grand et pour toutv ∈ E,

ST [F ](v)/IT [F ] < 1− ε,
et donc ∫

E

ST [F ](v)/IT [F ] < (1− ε)µ(E),

contredisant le fait qu’une limite faible deST [F ](v)/IT [F ] soit la fonction constante
1.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver les assertions de la partie 1.

PREUVE DU THÉORÈME4.1. Cas de Convergence. Supposons
∫ +∞

0
rn−1
t dt < +∞.

Pour toutw ∈ T 1V ets ≥ 4R, si π(w) appartient à la bouleBs, alors∫ 2R

−2R

fs(φ
tw)dt ≥ R.
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CommeF = (fs)s≥0 est décroissante, ceci implique que∫ s

s−4R

ft(φ
t−s+2Rw)dt ≥ R,

et donc siπ(φsv) est dansBs, on a∫ s

s−4R

ft(φ
t+2Rv)dt ≥ R.

D’un autre côté, le lemme 4.2 nous dit que pour preque toutv,∫ ∞
0

ft(φ
tv)dt <∞,

et donc, pour presque toutv, on a∫ ∞
0

ft(φ
t(φ2Rv))dt <∞,

et par la remarque précédente, ceci implique que pourt assez grand etv dans un en-
semble de mesure pleine,π(φtv) n’est pas dansBt.

Cas de Divergence. Supposons
∫ +∞

0
rn−1
t dt = +∞. Pour touts > R/2, siπ(φtw)

n’est pas dansBs pour toutt ∈ [−R, +R], alors par définition defs, on a∫ +R/2

−R/2
fs(φ

tw)dt = 0,

Comme la familleF est décroissante, on obtient∫ s+R

s

ft(φ
t−sw)dt = 0.

D’autre part, si pout un certainT > 0 et toutt ≥ T , π(φtv) n’est pas dansBt, alors
π(φtv) n’est pas dansBs pour touts ≥ t ≥ T car(Bt) est décroissante, et donc pour
tout t ∈ [−R,R], tout s ≥ T + R, π(φs−R+tv) n’est pas dansBs. Donc, pour tout
s ≥ T +R, on a ∫ s+R

s

ft(φ
t−Rv)dt = 0.

Ceci montre queS∞[F ](φ−Rv) < +∞, si le rayon géodésique(φtv)t≥0 n’intersecteBt

que pour des tempst bornés. Mais de par la proposition précédente,S∞[F ](v) = +∞
pour presque toutv, et donc la situation précédente ne se produit que pour un ensemble
de mesure nulle.
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PREUVE DU COROLLAIRE4.2. Soitε ≥ 0, posonsrt = t−1/(n−1)−ε pourt > 1, et
rt = 1 si t ≤ 1. Si ε > 0, alorsI∞[F ] < +∞ et donc presque tout rayon géodésique
ne rentre qu’un nombre fini de fois dans une boule de rayon2rt et de centrep au temps
t. Donc

lim sup
t→+∞

− ln(d(p,π(φtv)))

ln(t)
≤ 1

n− 1
+ ε.

Si ε = 0, au contraire presque tout rayon géodésique rentre pour une infinité de temps
tn →∞, dans une boule de rayonrt/2 et de centrep. Donc

lim sup
t→+∞

− ln(d(p,π(φtv)))

ln(t)
≥ 1

n− 1
,

ce qui conclut la loi de puissance pour les points.

4. Conclusion

On peut pousser l’analogie avec l’approximation diophantienne et le théorème de
Khintchine un peu plus loin, en considérant la fonctionf(v) = d(π(v),p), qui est
continue et propre. En particulier, les résultats particuliers au rang1 des chapitres pré-
cédents s’appliquent, et l’approche des rayons géodésiques à un pointp fixé donne
lieu à deux spectres compactsM(p) (resp.L(p)) qui sont l’ensemble des distances
possibles entre les points-bases des ensembles invariants sous l’action du flot géodé-
sique (resp. les ensemblesω-limites).
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CHAPITRE 5

Quelques répartitions d’actions de réseaux

1. Introduction

SoientΓ un sous-groupe discret d’un groupe de Lie, et(B(T ))T≥0 une famille
croissante de sous-ensembles finis deΓ - on pense ici aux boules de rayonT , centrée en
e, pour une certaine distance surΓ. Supposons queΓ agisse sur une variété topologique
X (par exemple, un espace homogène). Nous nous intéressons à des convergences du
type : il existe deux fonctionsF : R+ → R+ et δ : X2 → R

+, et une mesureµ surX,
tels que pour certainsx ∈ X (par exemple,µ-presque toutx, ou bien toutx d’orbite
dense) et pour toute fonctionf deX dansR continue à support compact, on a

lim
T→+∞

1

F (T )

∑
γ∈B(T )

f(γx) =

∫
X

f(y)δ(x,y)dµ(y).

Le théorème ergodique de Birkhoff, pourΓ = Z et B(T ) l’intervalle [−T,T ] ∩ Z,
est l’exemple le plus marquant de ce type de résultat concernant la répartition des
orbites sous une action. LorsqueΓ est un groupe hyperbolique au sens de Gromov, K.
Fujiwara et A. Nevo ont montré qu’une action deΓ sur un espace mesuré(X,µ), avec
µ une mesure ergodique et de probabilité, satisfait (sous une hypothèse de mélange)
le théorème ergodique ponctuel pour les boules du graphe de Cayley [FN98]. Mais
beaucoup d’actions naturelles de réseaux de groupes de Lie échappent à ce cadre, et
en particulier les deux exemples suivants.

THÉORÈME(Ledrappier; Gorodnik). [Led99], [Gor02b] SoientΓ un réseau de
SLn(R) agissant matriciellement surRn, f une fonction continue à support compact
deRn dansR, et soit

B(T ) = {γ ∈ Γ : tr(tγγ) ≤ T 2}.
Alors pour toutx dansRn dont l’orbiteΓx n’est pas discrète sin = 2, ou dont l’orbite
est dense sin > 2, on a

lim
T→+∞

1

T (n−1)2

∑
γ∈B(T )

f(γx) =
cn

covol(Γ)||x||n−1

∫
Rn

f(y)

||y||
dL(y),

oùL est la mesure de Lebesgue deRn, cn une constante positive ne dépendant que de
la dimensionn, etcovol(Γ) est le covolume deΓ.

THÉORÈME(Gorodnik). [Gor02a] SoientΓ un réseau deSLn(R) agissant sur la
variété des drapeauxG deRn, f une fonction continue deG dansR, etB(T ) comme
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précedémment, et désignons parm la mesureSO(n)-invariante surG, alors pour tout
x ∈ G,

lim
T→+∞

1

T n(n−1)

∑
γ∈B(T )

f(γx) =
c′n

covol(Γ)

∫
G
fdm,

où c′n désigne une constante indépendante deΓ.

L’objet de cette étude est de donner différents exemples de cas où la convergence
C a bien lieu, avec différents comportements : convergence presque partout ou par-
tout, dépendance deδ(x,.) enx, comparaison entreF (T ) et le cardinal deB(T ). Ces
exemples sont tous d’origine algébrique, plus précisemment nous regardons l’action
de réseauxΓ (ou d’un sous-groupe discret) de groupes de LieG sur certains espaces
homogènesG/H, oùH est un sous-groupe deG.

Dans le premier exemple que l’on donne, l’espace admet des mesures invariantes
de masse infinie, et pour ces mesures la convergence a lieu presque partout vers un
multiple de la mesure choisie.

THÉORÈME5.1. Soientn ≥ 2, A le groupe des matrices diagonalesn × n à
coefficients positifs,X = SLn(R)/A , Γ un réseau deSL(n,R). Il existe une mesureµ
non nulle surX qui est invariante par l’action deSLn(R) par multiplication à gauche
surX. Soitd une distance riemannienne invariante à gauche surSLn(R)/SO(n), on
définit pourx0 ∈ SLn(R) etT ≥ 0,

BΓ(x0,T ) = {γ ∈ Γ : d(x0SO(n),γx0SO(n)) ≤ T}.
Alors pour toutf ∈ L1(µ), toutx0 ∈ SLn(R), pourµ-presque toutx ∈ X, on a

lim
T→+∞

1

T n−1

∑
γ∈BΓ(x0,T )

f(γx̄) = c

∫
X

fdµ,

où c est une constante indépendante def et Γ.

On peut également changer la façon de compter, c’est à dire opter pour un choix
différent de boulesB(T ); le premier des deux exemples suivants est en effet compa-
rable de ce point de vue au théorème précédent. Dans le deuxième exemple, il existe
une mesure invariante infinie naturelle, mais comme dans le théorème de Ledrappier-
Gorodnik, la convergence a lieu avec des mesures qui lui sont absolument continues.
De plus, et contrairement à l’exemple de Ledrappier-Gorodnik, la fonctionδ(x,y) n’est
pas un produit de deux fonctions à variables séparéesx et y, et c’est à dire les mesure
δ(x,y)dµ(y) ne sont pas proportionnelles entre elles.
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THÉORÈME5.2. SoitM0 une matrice3× 3, à valeurs propres réelles, dont le po-
lynôme caractéristique est égal au polynôme minimal, et qui n’a pas de valeur propre
de multiplicité exactement2,X la variété des matrices conjuguées parSL3(R) àM0,
et soitΓ un réseau deG = SL3(R), agissant par conjugaison surX. On pose

B(T ) = {γ ∈ Γ : tr(tγγ) ≤ T 2}.
Soientµ la mesure surX qui estG−invariante par conjugaison (définie à une constante
multiplicative près), etf : X → R une fonction continue à support compact. Alors

– SiM0 possède une valeur propre de multiplicité3, alors pour toutx dont l’orbite
Γx est dense, on a

lim
T→+∞

1

T 2

∑
γ∈B(T )

f(γx) =
c′

covol(Γ)

∫
X

f(y)δ(x,y)dµ(y).

– SiM0 est diagonalisable, alors pourµ-presque toutx dansX, on a

lim
T→+∞

1

(ln(T ))2

∑
γ∈B(T )

f(γx) =
c

covol(Γ)

∫
X

f(y)dµ(y).

La fonctionδ est continue, peut s’expliciter et est indépendante deΓ etf . De même,
les constantesc > 0 et c′ > 0 ne dépendent pas ni deΓ, ni def .

Enfin, nous donnons l’exemple suivant, analogue au théorème de Gorodnik, où
l’espace est compact mais n’admet pas de mesure finie invariante non triviale, et où
la convergence a lieu uniformément. La limite dépend seulement de la manière de
compter les éléments deΓ, et ces différentes limites selon ces choix donneront lieu à
des mesures absolument continues entre elles.

THÉORÈME5.3. SoitHn un espace hyperbolique, etX = ∂Hn. SoitΓ un sous-
groupe discret et non élémentaire deIsom(Hn), de mesure de Bowen-Margulis finie.
Notonsµo la mesure de Patterson-Sullivan associée à un pointo deHn fixé. Soient
f : X → R une fonction continue. Notons

B(T ) = {γ ∈ Γ : d(γo,o) < T},
oùd désigne la distance hyperbolique. Alors, pour toutξ ∈ X, on a

lim
T→+∞

1

|B(T )|
∑

γ∈B(T )

f(γξ) =
1

µo(X)

∫
X

fdµo,

et cette convergence est uniforme enξ lorsqueT → +∞.
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Nous attirons l’attention du lecteur sur la différence entre ce type de résultats et les
résultats d’équidistribution d’Eskin-Mac Mullen [EM93]. En effet, ils considèrent le
comptage d’orbites discrètes selonΓ sur le grande boules deG/H. Ici, le problème est
de déterminer la densité locale d’une orbite générique sur de grandes boules deΓ.

Les preuves des théorèmes 5.1 et 5.2 étant assez longues et ayant nombres de points
communs, il ne semble pas inutile de faire une esquisse leurs démonstrations.

Dans les deux cas, il s’agit d’étudier la répartition des orbites deΓ agissant à
gauche sur un espace homogèneG/H (voir 3.1 pour se ramener à ce cas dans le th.
5.2). L’idée de départ est, comme dans [Led99], de considérer l’action duale du groupe
H (abélien dans les cas considérés) à droite surΓ\G, et d’appliquer un théorème ergo-
dique ponctuel pour cette action. On verra que dans chacun des cas,G s’écrit comme
un produitG/H ×H à l’aide d’une section continuep : G/H → G, et que la mesure
de Haar deG se décompose en la mesure produit d’une mesureG-invariante surH et
de la mesure de Haar deH. Enfin, l’action deΓ surG = G/H ×H sera ainsi donnée
par un cocycle continuc : Γ×G/H → H :

γ(gH,h) = (γgH,h+ c(γ,gH)),

cocycle que l’on peut même écrire

c(γ,gH) = p(γgH)−1γp(gH).

La présentation faite dans la partie 2 sera cependant un peu plus générale, voir 3.2 dans
l’autre cas. A partir d’une fonctionf continue à support compact surG/H, on définit
d’abord une fonctioñf surG, en choisissant une approximation de l’unitéχ : H →
R+, c’est à dire une fonction continue positive, à support compact et d’intégrale1, et
en posant

f̃(gH,h) = f(gH)χ(h);

puis une fonction̄f : Γ\G→ R par

f̄(Γg) =
∑
γ∈Γ

f̃(γg).

Soit p0H dansG/H, tel quep(p0H) = p0. Alors, si {E(T )}T≥0 est une famille de
sous-ensemble mesurables deH,∫

E(T )

f̄(Γp0h)dh =
∑
γ∈Γ

f(γp0H)

∫
E(T )

χ(c(γ,p0H) + h)dh.
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L’idée est de choisirE(T ) de telle sorte que cette dernière somme soit égale à la somme
recherchée

∑
γ∈B(T ) f(γp1H). Imaginons que nous puissions nous ramener au cas où

χ est le delta de Dirac en l’élement neutre deH. On pourrait alors réecrire l’équation∫
E(T )

f̄(Γp0h)dh =
∑

γ∈Γ : c(γ,p0H)∈−E(T )

f(γp0H).

Imaginons maintenant que l’on puisse aussi se ramener au cas où le support def est
un pointp1H, qui vérifiep(p1H) = p1. (cette hypothèse étant bien sûr impossible à
vérifier à moins quef soit nulle...). Comme dans la somme de droite, nous pouvons
nous limiter aux termes non nuls, c’est à dire auxγ vérifiant γp0H = p1; dans ce
cas,c(γ,p0H) = p−1

1 γp0. Autrement dit, pour retrouver la somme recherchée à droite,
on veut que (γ ∈ B(T ) et γp0H = p1H) soit équivalent à (p−1

1 γp0 ∈ −E(T ) et
γp0H = p1H). Les boulesB(T ) étant données par l’intersections deΓ avec des boules
B(T ) deG (suivant les cas, par exempleB(T ) = {γ ∈ G : tr(tγγ) ≤ T 2} ), le choix
−E(T ) = (p−1

1 B(T )p0)∩H convient (et ne dépend pas deΓ). Ensuite, on peut calculer
que laH-mesure de Haar deE(T ) a une asymptotique de la formeδ(p0H,p1H)F (T )
( dépendante à priori dep0H etp1H). Or, comme on aurait alors∫

E(T )

f̄(Γp0h)dh =
∑

γ∈B(T )

f(γp0H),

si l’on pouvait appliquer un théorème ergodique ponctuel pour la famille de boules
E(T ), on aurait alors

lim
T→+∞

1

F (T )

∑
γ∈B(T )

f(γp0H) =
δ(p0H,p1H)

covol(Γ)

∫
Γ\G

f̄

=
δ(p0H,p1H)

covol(Γ)

∫
G/H

f =
1

covol(Γ)

∫
G/H

f(gH)δ(p0H,gH)d(gH).

Bien sûr, il y a de nombreux problèmes dans cette esquisse de preuve ! Dans la preuve
du th. 5.1, les choses seront assez simples grâce à l’utilisation d’une inégalité trian-
gulaire. Par contre, pour le th. 5.2, il nous faudra introduire deux ouverts relativement
compactsU etU deG/H etH respectivement (contenant par la suite les supports def
etχ respectivement), puis étudier des sous-ensembles deH,K1(T,U,U) etK2(T,U,U),
qui nous permettront d’encadrer la somme recherchée (partie 3.3), en étudiant la dé-
pendance enp1H des ensemblesE(T ) (qui seront notés par la suite−E(p0,p1)(T )).
Ensuite, on s’intéressera dans la partie 3.4 à l’ensembleY desp0H pour lesquels on
a un théorème ergodique ponctuel selon les boulesE(p0,p1)(T ), la difficulté venant du
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fait que ces ensembles nous soient imposés par la construction précédente. Enfin, dans
la partie 3.5, on recollera les morceaux en utilisant un lemme dérivé des partitions de
l’unité, nous permettant de supposer librement que le support def est dans le petit
ouvertU qui sera imposé par d’autres paramètres.

2. Cas du plongement géodésique

Dans cette section nous donnons la preuve du théorème 5.1 en démontrant le théo-
rème 5.4, qui est plus général et inclut en particulier l’action de certains réseaux d’es-
pacesCAT (−1) sur l’espace des plongements géodésiques. Nous prouvons aussi ici
le corollaire 5.5, qui sera l’un des ingrédients de la preuve du théorème 5.3.

2.1. Hypothèses, données de départ.Soit (X,d0) un espace métrique complet
localement compact, muni de plus d’une pseudo-distanced (c’est à dire une distance
ne satisfaisant pas nécessairementd(x,y) = 0⇒ x = y), compatible avec la topologie
(c’est-à-dire qued : X2 → R

+ est continue), telle que les boules fermées ded soient
compactes; en particulier,X est nécessairementσ-compact (c’est-à-dire réunion dé-
nombrable de compacts). SoitA = Rk, pour un certaink ≥ 1, muni d’une norme||.||.
On suppose queA agit à droite par par homéomorphismes surX, de façon que

∀x ∈ X, ∀a ∈ A, d(xa,x) = ||a||.

On normalise la mesure de Lebesgue surA de telle sorte que la mesure de la
boule unité ferméeBA deA soit 1. L’espace des isométries de(X,d0) est muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts. SoitΓ un groupe discret et
fermé d’isométries de(X,d0) agissant à gauche, tel que toutγ dansΓ − {IdX} n’ait
aucun point fixe. On demande à ce que les actions deΓ etA commutent, c’est à dire à
ce que pour toutx,a,γ dansX,A,Γ respectivements,

(γx)a = γ(xa).

Supposons de plus l’existence d’une section continuep : X/A → X, c’est-à-dire une
fonction continue satisfaisantx̄ = p(x̄)A. On requiert l’existence d’un point (fixé)x0

dansX tel que pour tout̄x dansX/A, toutγ dansΓ, on ait l’inégalité

d(γp(x̄),p(γx̄)) ≤ d(x0,γx0).

Les espaces quotientsX/A et Γ\X sont munis des topologies quotients, et sont na-
turellements pourvus d’une action, pour l’un l’action à gauche deΓ, et pour l’autre à
droite deA.
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2.2. Exemples.Dans cette partie, on détaille quelques exemples de la situation
décrite plus haut.

Exemple 1 :SoitX = T 1
H
n l’ensemble des vecteurs unitaires tangents à un espace

hyperboliqueHn, muni d’une distance invariante par isométriesd0, et de la pseudo-
distanced qui est la distance hyperbolique entre point-base des vecteurs. SoitA = R,
k = 1, agissant par le flot géodésique surX, muni de la valeur absolue standard. SoitΓ
un groupe discret d’isométries deHn, vérifiant que toutγ dansΓ− {IdHn} n’a aucun
point fixe dansT 1

H
2 (c’est le cas siΓ est sans torsion, ou bien sin = 2 et les isométries

sont directes). Soitx0 un vecteur fixé deHn, et p(x̄) le vecteur unitaire tangent à la
géodésique orientéēx basé en la projection orthogonale du point-base dex0 sur x̄.
Commeγp(x̄) est le vecteur deγx̄ basé en la projection orthogonale du point-base
deγx0 et que la projection orthogonale sur une géodésique réduit les distances, nous
avons bien l’inégalité

d(p(γx̄),γp(x̄)) ≤ d(x0,γx0).

Exemple 2 :SoitX = G = SLn(R), pourn ≥ 2, muni d’une distanced0 rieman-
nienneG-invariante à gauche, et de la pseudo-distanced relevée de la distance rieman-
nienneG-invariante à gauche surSLn(R)/SO(n) définie par :d(xSO(n),ySO(n)) est
la racine carrée de la somme des carrés des logarithmes des valeurs propres de la ma-
trice (yty)−1(xtx). SoitA le sous-groupe deG des matrices diagonales, à coefficients
positifs, de déterminant1; on a alorsk = n − 1. La pseudo-distance vérifie bien que
a 7→ d(xa,x) est une norme (euclidienne) surA (vue comme un espace vectoriel, via
l’application logarithme matriciel), indépendante dex dansG. SoitΓ un sous-groupe
discret deSLn(R); il agit sans point fixe par translation à gauche surG. Soit x0 un
point fixé deX = G, et p(gA) l’unique pointga de gA tel quegaK soit la projec-
tion orthogonale dex0K sur le platgAK deSLn(R)/SO(n), qui est bien défini car
A ∩K = {In}. Comme l’espace riemannienSLn(R)/SO(n) est un espaceCAT (0)
(voir [Hel78]), la projection orthogonale sur un plat géodésique réduit bien les dis-
tances.

2.3. Résultats.Remarquons le lemme et la proposition suivante.

LEMME 5.1. Sous ces hypothèses,X/A et Γ\X sont séparés, localement com-
pacts etσ-compacts. De plus, pour toutx0 dansX, l’application

X/A× A→ X,

(xA,a) 7→ p(xA)a,
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est un homéomorpisme. SurX/A × A, nous obtenons ainsi une action deΓ, donnée
par

γ(xA,a) = (γxA,a+ c(γ,xA)),

où c : Γ×X/A est un cocycle continu à valeur dansA, c’est à dire vérifiant

c(γγ′,xA) = c(γ,γ′xA) + c(γ′,xA).

Enfin,Γ est dénombrable, et tout point deΓ\X possède un rayon d’injectivité stricte-
ment positif.

La preuve se trouvera en annexe C. Une mesure borélienne régulière, finie sur les
compacts, sera appeléemesure de Radon.

PROPOSITION5.2. Il existe une bijection affine entre les mesure de RadonA-
invariantes durΓ\X, et les mesures de RadonΓ-invariantes surX/A. Cette bijection,
qui sera notée par la suiteµ 7→ µ̄, respecte la propriété d’ergodicité par rapport aux
actions respectives deA et Γ.

PREUVE. Soitµ une mesure surΓ\X, borélienne régulière, finie sur les compacts
etA-invariante. Soitf continue deX dansR à support compact, alors la fonction

f̄(Γx) =
∑
y∈Γx

f(y),

est une fonction continue à support compact deΓ\X dansR. En effet, le support est
compact puisquēf est nulle en dehors de la projection du support def . Vérifions la
continuité. SoitΓx dansΓ\X, l’orbite Γx vue comme sous-ensemble deX est discrète,
et il existe une bouleB = B(x,ε) telle queγB ∩ B 6= ∅ implique queγ = e. Quitte à
restreindreB de façon à ce que ce soit encore vrai pourB, qui soit compact, alors la
projection surΓ\X restreinte àB est un homéomorphisme sur son image (application
continue bijective d’un compact dans un espace séparé), et il existe un relevé continu
deΓB dansB. Le lemme C.1 nous permet ainsi de voirf̄ restreint àΓB comme une
somme finie de compositions du relèvement, d’un nombre fini deγ et def , ce qui
implique la continuité enx.

L’application
Λ : C0

c (X)→ R,

f 7→
∫

Γ\X
f̄dµ,
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est une forme linéaire positive, et donc par le théorème de représentation de Riesz (cf
th. 2.14 [Rud80], et aussi th. 2.17), applicable carX est bien séparé,σ-compact et
localement compact, il existe une mesure régulièreµ̃ telle que

Λ(f) =

∫
X

fdµ̃.

Cette mesure est finie sur les compacts carµ est finie sur les compacts. Commeµ est
A-invariante et quēf ◦ a = f ◦ a pour touta dansA, Λ est égalementA-invariante
et doncµ̃. Soit maintenantg une fonction continue à support compact deX/A dans
R, eth une fonction positive continue à support compact surA, d’intégrale1 pour la
mesure de Lebesgue. En utilisant surX les coordonnéesX/A×A, ce qui est légitime,
on définit une fonctioñg surX par la formule

g̃(xA,a) = g(xA)h(a).

Cette fonction est alors continue et à support compact,de par l’homéomorphismeX ∼
X/A× A.

L’application
Λ′ : C0

c (X/A)→ R,

g 7→
∫
X

g̃dµ̃,

est une forme linéaire positive, et donc par le théorème de représentation de Riesz,
applicable carX/A est bien séparé,σ-compact et localement compact, il existe une
mesure régulièrẽµ telle que

Λ′(g) =

∫
X/A

gdµ̄.

Cette mesure est finie sur les compacts carµ̃ l’est. Reste à vérifier laΓ-invariance. On
a, pour toutγ dansΓ,

g̃ ◦ γ(xA,a) = g ◦ γ(xA)h(a),

et donc

Λ′(g ◦ γ) =

∫
X/A×A

g(γxA)h(a)dµ̃(xA,a).

Comme le cocyclec est continu, et la mesurẽµ estA-invariante et régulière, on a

Λ′(g ◦ γ) =

∫
X/A×A

g(γxA)h(a+ c(γ,xA))dµ̃(xA,a),

ou encore, commẽµ estΓ-invariante,

Λ′(g ◦ γ) = Λ′(g).
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Réciproquement, à une mesureµ̄ borélienne régulière deX/A, finie sur les com-
pacts, qui estΓ-invariante, on associe la mesure surX/A × A produit deµ̄ et de la
mesure de LebesgueL surA, ce qui nous donne une mesureµ̃ surX, régulière,A-
invariante et finie sur les compacts. Par le même argument de continuité du cocyclec,
elle est de plusΓ-invariante. Enfin, on peut revenir à une mesure surΓ\X, de la façon
suivante : soitf une fonction continue à support compact deΓ\X, on peut, à l’aide de
partitions de l’unité subordonnées à un recouvrement par de petites boules de diamètre
inférieur au rayon d’injectivité en un point de ces boules, trouver une fonctiong deX
dansR, satisfaisant̄g = f . Le reste des vérifications est mécanique.

LEMME 5.3. Soitf mesurable (pour la tribu des boréliens), à support compact de
X dansR, alors la formule

f̄(Γx) =
∑
y∈Γx

f(y),

définit une fonction mesurable, et à support compact deΓ\X dansR, bornée sif est
bornée.

La preuve se trouve en annexe C.
Soit l’ensemble fini

BΓ(x0,T ) = {γ ∈ Γ : d(x0,γx0) ≤ T}.

THÉORÈME5.4. Soitµ une mesure de Radon de probabilité surΓ\X, invariante
par l’action deA et ergodique. Elle définit une mesureµ̃ surX et une mesurēµ sur
X/A, décrites dans la proposition 5.2 et sa preuve. Sif est une fonction dansL1(µ̄)
surX/A, alors pour toutx0 ∈ X, pour µ̄-presque tout̄x ∈ X/A, on a

lim
T→+∞

1

T k

∑
γ∈BΓ(x0,T )

f(γx̄) =

∫
X/A

fdµ̄.

PREUVE. Fixons une fois pour toutex0 ∈ X. On commence par définir pour
γ ∈ Γ et x̄ ∈ X/A :

h(γ,x̄) = d(γp(x̄),p(γx̄)).

Par hypothèse, on a
h(γ,x̄) ≤ d(x0,γx0).

De plus, pour tout̄x fixé et pour tout compactK ⊂ X/A, il existeb tel que siγ ∈ Γ
est tel queγx̄ ∈ K, alors

h(γ,x̄) ≥ d(x0,γx0)− b.
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En effet, le "quadrilatère"x0,γx0,γp(x̄),p(γx̄) a ses cotés[x0,p(γx̄)] et γ[x0,p(x̄)] de
taille bornée, carγx̄ ∈ K.

On peut supposer quef : X/A→ R est positive, et écrivons

f = f1 + fε,

où f1 est à supportK compact etfε de normeL1 petite, toutes deux positives; c’est
possible carX/A estσ-compact etµ finie sur les compacts. On définit une fonctionf̃
surX de la façon suivante :

f̃(y) =

{
f(yA) si d(p(yA),y) ≤ 1,
0 sinon.

Considérons pourΓy ∈ Γ\X,

f̄(Γy) =
∑
z∈Γy

f̃(z).

Cette fonctionf̄ est dansL1(µ) et vérifie∫
Γ\X

f̄dµ =

∫
X/A

fdµ̄,

En effet, par décomposition de la mesureµ relevée àX, le choix def̃ et le théorème
de Fubini, on a ∫

X

f̃dµ =

∫
X/A

fdµ̄,

et ce premier terme est bien l’intégrale def̄ . On a de même deux fonctions̄f1 et f̄ε,
obtenues de la même façon.

Soientx̄ ∈ X/A, y = p(x̄) et b la constante définie parK et x̄. Prouvons que pour
T > b+ 1,∫

(T−b−1)BA

f̄1(Γya)da ≤
∑

γ∈BΓ(x0,T )

f(γx̄) ≤
∫

(T+1)BA

f̄(Γya)da.(15)

En effet, pour toutt > 0, on peut écrire :∫
tBA

f̄1(Γya)da =
∑
γ∈Γ

∫
tBA

f̃1(γya)da.

On veut majorer cette somme; pour cela, on se restreint aux termes non nuls. Sup-
posons donc queγ soit tel que

∫
tBA

f̃1(γya)da 6= 0. Alors d(γy,p(γyA)) ≤ t + 1,
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car f̃1(γya) est nulle sid(p(γyA),γya) > 1. Mais d(γy,p(γyA)) = h(γ,yA) car
y = p(yA). De plusγyA ∈ K car sinonf̃1(γya) serait également nul pour touta. On
a donc, commeh(γ,yA) ≤ t+ 1,

d(x0,γx0) ≤ t+ b+ 1.

Comme on a dans tous les cas∫
tBA

f̃1(γya)da ≤
∫
A

f̃1(γya)da = f1(γx̄) ≤ f(γx̄),

nous avons prouvé l’inégalité de gauche de (15) en prenantt = T − b− 1.

De même, siγ est tel qued(x0,γx0) ≤ t−1, alorsd(γy,p(γyA)) = h(γ,x̄) ≤ t−1
ce qui implique que l’ensemble desa tels qued(γya,p(γyA)) ≤ 1 est inclut danstBA,
et donc ∫

tBA

f̃(γya)da = f(γx̄),

et ainsi, en prenantt = T + 1, on démontre l’inégalité de droite de (15)∑
γ∈BΓ(x0,T )

f(γx̄) ≤
∫

(T+1)BA

f̄(Γya)da.

Divisons l’encadrement (15) parT k et faisons tendreT vers l’infini, en appliquant
le théorème ergodique presque sûr (voir plus loin le th. 5.7 de [Cha70], par exemple,
pour les actions deRk), nous obtenons pour presque toutx̄ ∈ X/A :∫

Γ\X
f̄1dµ ≤ lim inf

T→∞

1

T k

∑
γ∈BΓ(x0,T )

f(γx̄) ≤ lim sup
T→∞

1

T k

∑
γ∈BΓ(x0,T )

f(γx̄) ≤
∫

Γ\X
f̄dµ,

et comme nous pouvons prendref1 aussi proche que l’on veut def en normeL1, ceci
termine la démonstration.

Notons également le corollaire suivant de la preuve, qui ne nécessite pas l’existence
d’une mesure de probabilitéA-invariante et ergodique.

COROLLAIRE 5.5. Si f : X/A → R est bornée et à support compact, il existe
C > 0 tel que pour toutT ≥ 1, tout x̄ ∈ X/A, on a la majoration uniforme

1

T k

∑
γ∈BΓ(x0,T )

f(γx̄) ≤ C.
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PREUVE. Sous ces hypothèses, en reprenant la preuve précédente, de par le lemme
5.3, f̄ est en fait bornée et mesurable, et l’inégalité (15) divisée parT k nous permet
de conclure. (L’existence d’une mesure ergodique de probabilité finie sur les compacts
n’était pas utilisée pour démontrer (15) ).

3. Preuve du théorème 5.2

3.1. Description des espaces.SoitM0 une matrice3×3, à valeur propres réelles,
dont le polynôme caractéristique est égal au polynôme minimal, et qui n’a pas de
valeurs propres de multiplicité2 exactement. Comme la dimension est3,qui est impair,
deux matrices sont conjuguées si et seulement si elles le sont moduloSL3(R). Nous
avons alors 2 possibilités pourM0, 2 cas que nous traiterons en parallèle. Le premier
cas est lorsqueM0 n’a qu’une valeur propre réelleλ1,M0 est alors (à conjugaison près)

M0 =

 λ1 1 0
0 λ1 1
0 0 λ1

 ,
et le deuxième cas est celui oùM0 possède trois valeurs propres réelles(λ1,λ2,λ3),
deux-à-deux distinctes,M0 est alors (à conjugaison près)

M0 =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 .
Dans le premier cas, le stabilisateur (par l’action par conjugaison) deM0 dans

G = SL3(R) est exactement égal à

H =

h(x,y) =

 1 x x2/2 + y
0 1 x
0 0 1

 : (x,y) ∈ R2

 ,

et dans le second cas le stabilisateur deM0 possède un sous-groupe distinguéH d’in-
dice fini, qui est

H =


 ex 0

0 ey 0
0 0 e−x−y

 : (x,y) ∈ R2

 .

Le stabilisateur est dans les deux cas un groupe abélien isomorphe àR
2 via les

coordonnées(x,y) fournies ici. Nous utiliserons la notation multiplicative pour la loi
de groupe lorsqueH sera vu comme un sous-groupe deG, et notation additive lorsque
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nous travaillerons dansH lui-même. La variétéX des matrices conjuguées àM0 est
alors, dans le premier cas, difféomorphe par un difféomorphismeG-équivariant, à l’es-
pace homogèneG/H, et dans le deuxième cas c’est un quotient fini deG/H. Insistons
sur le fait que l’action par conjugaison deG surX se transforme en une action à gauche
deG surG/H. En particulier, les valeurs desλi n’ont pas d’importance puisque les
variétés obtenues pour desλi disctincts sont difféomorphes par un difféomorphisme
G-équivariant. C’est en pratique sur ces espaces homogènes que nous travaillerons, et
que nous montrerons les résultats.
Dans les deux cas,G/H porte une mesureµ, qui estG-invariante, dans la classe des
mesures de Lebesgue, et unique à homothétie près. En effet,G est unimodulaire, etH
abélien ([Bou63], VII.2 théorème 3)).

3.2. Section et homéomorphisme.Il sera par la suite essentiel de disposer d’une
section continue deG/H dansG.1 On va vérifier que la définition suivante est cor-
recte : on définitp : G/H → G parp(gH) = gh, oùh est l’unique point critique de
l’application deH dansR

h 7→ tr(thtggh).

Dans le premier cas, soitg ∈ G, et soitN la matricetgg. Elle est symétrique,
notons ses coefficients de la manière suivante

N =

 A B C
B D E
C E F

 .
Remarquons qu’alors,B2 < AD, de par l’inégailté de Schwarz appliquée aux vecteurs-
colonnes deg, inégalité stricte carg est inversible. On prend surH les coordonnées
x,z, avecz = y + x2/2. Alors

∂

∂x
tr(h th tgg) = tr((

∂h

∂x
th+ h

∂th

∂x
)N),

et par multiplication matricielle explicite, on obtient

∂

∂x
tr(h th tgg) = 2Ax+ 2Bz + 2(E +B).

De même,
∂

∂z
tr(h th tgg) = 2Bx+ 2Az + 2C.

1. Je ne connais pas d’interprétation géométrique de ces sections, autre que "la minimisation de la
norme 2 matricielle surgH"). Le choix de ces sections particulières n’a d’influence que sur la simplicité
de certains calculs.
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L’ équation
∂

∂x
tr(h th tgg) =

∂

∂z
tr(h th tgg) = 0

a bien une unique solution(x,z) puisque le déterminant du système est4A2 + 4(AD−
B2) > 0. De plus,p est même différentiable en fonction deg. Lorsquex = 0, z = 0,
on trouve alors que la projectionp(gH) satisfait

tp(gH)p(gH) =

 A B 0
B D −B
0 −B F

 ,
pour certainsA,B,D,F réels. De par la forme de ces matrices, on a nécessairment
A > 0, B > 0, B2 < AD, B2 < DF , B2 < AF et comme le déterminant est1, on a
de plus

ADF −B2(A+ F ) = 1.

De même dans le deuxième cas, on peut vérifier que le point critique est unique et
que sig ∈ G, alorstp(gH)p(gH) est de la forme

tp(gH)p(gH) =

 A B C
B A E
C E A

 .
Il y a également le même type de restrictions sur la forme de ce matrices que dans le
premier cas. Elles ont par exemple nécessairement un déterminant égal à1, etA > 0,
B2 < A2, etc.

On a bien sûrp(gH)H = gH pour toutg dansG. Définissons maintenant l’appli-
cationD deG dansH

D(g) = g−1p(gH).

Nous avons maintenant un difféomorphisme

G/H ×H → G,

(gH,h) 7→ p(gH)h,

de réciproque
G→ G/H ×H,
g 7→ (gH,D(g)−1).
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La mesure de HaarµG deG, vue surG/H ×H, se décompose comme le produit
deµ et de la mesure de Lebesgue deH, identifié àR2. En effet,la mesure produit sur
G/H ×H estG-invariante de par sa régularité et la continuité du cocycle associé à la
sectionp, de même que dans le cas du paragraphe 2.

3.3. Etude de certaines fonctions surH. Pour deux élémentsp0,p1 dans l’image
de la sectionp, eth dansH, on pose

G(p0,p1)(h) = tr((tp0p0)−1 th(tp1p1)h).

Cette fonction est continue et propre deH dansR∗+. En effet, on peut l’écrire

G(p0,p1)(h) = tr(t(p1hp
−1
0 )(p1hp

−1
0 )),

et sous cette forme c’est la restriction à l’ensemblep1Hp
−1
0 du carré de la norme2

matricielle. CommeH est paramétré par les coordoonnées(x,y), nous écrirons parfois
G(p0,p1)(x,y).

On étudiera les famille d’ensembles indexées parT , lorsqueU est un ouvert rela-
tivement compact deR2 etU un ouvert relativement compact deG/H :

E(p0,p1)(T ) =
{

(x,y) ∈ R2 : G(p0,p1)(x,y) ≤ T 2
}
,

K1(T,U,U) = U +
⋃
gH∈U

E(p0,p(gH))(T ),

K2(T,U,U) =

{
(x,y) ∈ R2 : (x,y) + U ⊂

⋂
gH∈U

E(p0,p(gH))(T )

}
.

Ces ensembles ont les propriétés suivantes. Rappelons que

B(T ) = {γ ∈ Γ : tr(tγγ) ≤ T 2},

et queD(g) = g−1p(gH).

LEMME 5.4. Soitp0H,p1H deux éléments deG/H, tels quep0 = p(p0H) etp1 =
p(p1H). SoientU etU deux voisinages relativements compacts de0 dansH et dep1H
dansG/H. Les ensemblesKi(T,U,U), i = 1,2, vérifient les propriétés suivantes :
(H1) Si γ est dansB(T ) et γp0H est dansU alors −D(γp0) + U est inclus dans
K1(T,U,U),
(H2) Si(−D(γp0) +U)∩K2(T,U,U) 6= ∅ etγp0H est dansU alorsγ est dansB(T ).
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PREUVE. On a toujours

γp0 = p(γp0H)D(γp0)−1,

et doncγ = p(γp0H)D(γp0)−1p−1
0 . Ainsi, par définition deG(.,.)(.), on a

tr(tγγ) = G(p0,p(γp0H))(−D(γp0)).(16)

Donc γ ∈ B(T ) est équivalent à−D(γp0) ∈ E(p0,p(γp0H))(T ). Les deux propriétés
recherchées découlent directement de la définition des ensemblesKi(T,U,U).

Remarques :Si l’on voulait travailler avec une autre famille de boule surΓ, en
prenant par exempleB1(T ) la boule deΓ pour une norme||.|| quelconque surM3(R),
il nous suffirait de redéfinirG(p0,p1)(h) de manière analogue à la formule 16. Plus
précisemment, on définirait

H(p0,p1)(h) = ||p1hp
−1
0 ||,

et on étudierait les ensembles

J(p0,p1)(T ) =
{

(x,y) ∈ R2 : H(p0,p1)(x,y) ≤ T
}
,

de manière analogue à ceuxE(p0,p1)(T ) deG(p0,p1) (le lecteur fera bien attention qu’ici,
j’ai choisit de travailler avecG = H2). Heuristiquement, si l’aire deJ(p0,p1)(T ) est
asymptotique (lorqueT tend vers l’infini) àδ1(p0H,p1H)F1(T ), alors le résultat au-
quel on peut s’attendre est de la forme : pour toutf continue à support compact, pour
µ-presque toutx dansG/H

1

F1(T )

∑
γ∈B1(T )

f(γx)→
∫
G/H

f(y)δ1(x,y)dµ(y).

Remarquons que par l’équivalence des normes, la tailleF1 ne dépend pas de la norme
choisie initialement. De plus, remarquons que la détermination deδ1 eF1 ne dépend
que de la mesure de Haar deH, et non celle deG, et que l’on peut espérer que le
résultat ci-dessus soit encore vraie pour toute mesureµ Γ-invariante, ergodique, finie
sur les compacts, pour les mêmes fonctionsδ1 etF1.

Revenons aux deux cas qui nous intéressent. La suite de cette section est dévo-
lue aux preuves des deux propositions suivantes. L’idée majeure est de se ramener à
l’étude deE(p0,p1)(T ) au lieu des ensemblesKi(T,U,U) en montrant qu’ils diffèrent
peu. Dans le deuxième cas, c’est encore plus simple puisqu’on perd toute dépendance
enp0,p1. Dans chaque cas, on obtient une asymptotique de l’aire deE(p0,p1)(T ) (qui
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nous donnera effectivement le facteur de récurrenceF (T ), et la dérivée de de Radon-
Nikodyn de répartitionδ). On désigne par∆ la différence symétrique d’ensembles, et
parL la mesure de Lebesgue surH identifié àR2.

PROPOSITION5.5. Dans le premier cas, pour toutp0H,p1H dansG/H, avec
p0 = p(p0H), p1 = p(p1H), pourU ouvert relativement compact deR2, T > 0, et
η dans]0,1/2[, on définit les ensembles suivants :

K ′1(T,U,η) = E(p0,p1)

(
T

1− η

)
+ U,

K ′2(T,U,η) =

{
(x,y) ∈ R2 : (x,y) + U ⊂ E(p0,p1)

(
T

1 + η

)}
.

Alors,

1. Il existeδ : G/H → R
∗
+ continue, telle que lorsqueT →∞,

L(E(p0,p1)(T )) ∼ δ(p0H,p1H)T 2.

2. Pour toutτ > 0, il existeU voisinage ouvert borné de0 dansR2 tel que pour
toutU ′ ⊂ U voisinage ouvert de0 dansR2, toutη > 0, et pouri = 1,2, on ait
pour toutT suffisamment grand :

E(p0,p1)

(
Te−τ

1 + η

)
⊂ K ′i(T,U,η) ⊂ E(p0,p1)

(
Teτ

1− η

)
.

3. Pour toutp0H,p1H dansG/H, avecp0 = p(p0H), p1 = p(p1H), tout η dans
l’intervalle ]0,1/2[, il existeU voisinage dep1H dansG/H, tel que pour tout
U un ouvert borné deR2 et toutT suffisamment grand, on ait les inclusions

E(p0,p1)(T ) ⊂ K1(T,U,U) ⊂ K ′1(T,U,η),

et
K ′2(T,U,η) ⊂ K2(T,U,U) ⊂ E(p0,p1)(T ).

PROPOSITION5.6. Dans le deuxième cas, il existe une familleE ′(T ) de sous-
ensembles deR2 telle que, pour toutp0H,p1H dansG/H, avecp0 = p(p0H), p1 =
p(p1H), toutU ouvert borné deR2, tout U voisinage relativement compact dep1H
dansG/H, les ensemblesKi(T,U,U) vérifient

lim
T→+∞

L(Ki(T,U,U)∆E ′(T ))

L(E ′(T ))
= 0.
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De plus, lorsqueT →∞,

L(E ′(T )) ∼ 9

2
(ln(T ))2.

3.3.1. Etude du premier cas - Preuve de la proposition 5.5.Si l’on détaille un
peu plus cette applicationG(p0,p1), dans le premier cas on peut écrire qu’il existe
Ai,Bi,Di,Fi,i = 1,2 telles que

tpipi =

 Ai Bi 0
Bi Di −Bi

0 −Bi Fi

 .
Posons

α1 = (A0D0 −B2
0)A1, α2 = 2(A0D0 −B2

0)B1 + 2A1A0B0,

α3 =
(
A0F0A1 +D1(A0D0 −B2

0) + 2A0B0B1

)
.

En utilisant les restrictions sur les coefficientsAi,Bi,Di,Fi, on voit queα1 > 0. Re-
marquons que ces coefficients ne peuvent pas prendre n’importe quelles valeurs. En
effet, par exempleα1 > 0, et en dévellopant l’expression

α1α3 − α2
2/4 = (A0D0 −B2

0)2(A1D1 −B2
1) + A2

1A0(A0D0F0 −B2
0(A0 + F0)),

on voit, en utilisant queA0D0F0 − B2
0(A0 + F0) = 1, Ai > 0 etAiDi > B2

i , qu’on a
nécessairement

4α1α3 − α2
2 > 0.

Nécessairement, on a aussiα3 > 0.
On obtient par calcul matriciel en partant de la définition deG(p0,p1), en utilisant le fait
que toutes les matrices apparaissant ont1 pour déterminant, que

G(p0,p1)(x,y) = α1

(
x2

2
+ y

)2

+α2

(
x2

2
+ y

)
x+α3x

2 +α4

(
x2

2
+ y

)
+α5x+α6,

oùα4,α5,α6 dépendent polynômialement desAi,Bi,Di,Fi (et peuvent être explicités,
mais n’ont aucune importance dans la suite). En particulier, les coefficientsαi sont des
fonctions continues dep0,p1. Nous admettrons pour l’instant l’asymptotique quand à
l’aire deE(p0,p1)(T ), et que la fonction intervenant ici est

δ(p0H,p1H) =
2π√

4α1α3 − α2
2

.

On pourrait calculer cette asymptotique directement, mais ce sera conséquence de la
preuve de la proposition 5.9 . Nous admettons ainsi pour l’instant le premier point de
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la proposition 5.5. Le troisième point est conséquence des définitions des ensembles
Ki,K ′i, E(p0,p1) et du lemme suivant.

LEMME 5.7. Soitp0,p1 fixés. Pour toutη dans l’intervalle]0,1[, il existe un voisi-
nageU dep1H tel que l’on ait

1− η/2 < lim inf
(x,y)∈R2

inf
gH∈U

G(p0,p(gH))(x,y)

G(p0,p1)(x,y)
≤ lim sup

(x,y)∈R2

sup
gH∈U

G(p0,p(gH))(x,y)

G(p0,p1))(x,y)
< 1 + η/2.

PREUVE. Posons la fonction dex,y et des paramètresα

Qα(x,y) = α1

(
x2

2
+ y

)2

+ α2

(
x2

2
+ y

)
x+ α3x

2.

On peut changer les variables(x,y) en les variables(x,z) avecz = x2/2 + y, car ce
changement de variable est une application continue et propre, et les limites inférieures
et supérieures resteront inchangées. La fonctionG(p0,p(gH))(x,z) est alors la somme
de la forme quadratiqueQα définie positive, d’une forme linéaire et d’une constante.
Seule la forme quadratiqueQα intervient dans l’expression voulue, et ses coefficients
αi dépendent continûemment degH. Il est donc possible de trouver un voisinageU de
p1H vérifiant la propriété requise.

Il nous reste à montrer le deuxième point de la proposition 5.5. Tout d’abord, le
résultat ne dépend pas deη, de par la définition deK ′i, et on peut se ramener au cas où
η = 0. On peut calculer en utilisant queQα est une forme quadratique définie positive,
qu’en dehors d’un compact deR2 nous avons les majorations (oùM > 0 est une
constante fixée dépendant seulement dep0,p1)∣∣∣∣∂G(p0,p1)

∂x
(x,y)

∣∣∣∣ ≤MG(p0,p1)(x,y),∣∣∣∣∂G(p0,p1)

∂y
(x,y)

∣∣∣∣ ≤MG(p0,p1)(x,y).

De part les majorations différentielles classiques (le lemme de Gronwall, me semble-
t-il?), on a

G(p0,p1)(x+ x′,y + y′) ≤ G(p0,p1)(x,y)exp(M |x′|+M |y′|).
Ainsi, si l’on notediam(U) le diamètre deU qui contient0,

K ′1(T,U,η) ⊂ E(p0,p1)

(
exp(2M diam(U))T

1− η

)
,
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et on en déduit de même que

K ′2(T,U,η) ⊃ E(p0,p1)

(
exp(−2M diam(U))T

1 + η

)
.

C’est ce que l’on voulait.
3.3.2. Etude du deuxième cas - Preuve de la proposition 5.6.Dans le deuxième

cas, en écrivant queh est décrit par les deux variablesx,y introduites dans la représen-
tation matricielle deH, et qu’il existeAi,Bi,Ci,Ei,i = 1,2 tels que

tpipi =

 Ai Bi Ci
Bi Ai Ei
Ci Ei Ai

 ,
on obtient par calcul matriciel, en utilisant que ces matrices ont1 pour déterminant,

que

G(p0,p1)(x,y) = α1e
2x + α2e

2y + α3e
−2x−2y + α4e

x+y + α5e
−x + α6e

−y,

avec

α1 = A1(A2
0 − E2

0) > 0, α2 = A1(A2
0 − C2

0) > 0, α3 = A1(A2
0 −B2

0) > 0,

α4 = 2B1(E0C0 − A0B0), α5 = 2E1(B0C0 − A0E0),

α6 = 2C1(B0E0 − A0C0).

On peut vérifier, par des calculs semblables au premier cas, longs mais sans difficulté
majeure, que l’on a

4α1α2 − α2
4 > 0, 4α1α3 − α2

6 > 0,

4α2α3 − α2
5 > 0.

Posons pourT > 1 eta réel positif,E ′(T,a) comme l’intérieur du triangleT (T,a)
de sommets (en coordonnées(x,y)) (−2 ln(T )−2a, ln(T )+a), (ln(T )+a, ln(T )+a)
et (ln(T ) + a,− 2 ln(T )− 2a). On pose de plusE ′(T ) = E ′(T,0).

LEMME 5.8. Pour toutU ouvert borné, toutU ouvert relativement compact de
G/H, il existea1,a2 deux nombres réels tels que pour toutT > e−a1, pour toutg1H ∈
U ,

E ′(T,a1) ⊂ K1(T,U,U) ⊂ E ′(T,a2),

et
E ′(T,a1) ⊂ K2(T,U,U) ⊂ E ′(T,a2).
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ESQUISSE DE PREUVE. Il sera commode de définir les formes quadratiques sui-
vantes :

Q(1)
α (u,v) = α1u

2 + α2v
2 + α4uv,

Q(2)
α (u,v) = α1u

2 + α3v
2 + α6uv,

Q(3)
α (u,v) = α2u

2 + α3v
2 + α5uv.

Les discriminants de ces formes quadratiques sont, on l’a déjà noté automatiquement
négatifs. On peut vérifier que

– Lorsque(x,y) tend vers l’infini dans le domainex+ y ≥ 0, alors

Gα(x,y) ∼ Q(1)
α (ex,ey).

– Lorsque(x,y) tend vers l’infini dans le domainey ≤ 0, alors

Gα(x,y) ∼ Q(2)
α (ex,e−x−y).

– Lorsque(x,y) tend vers l’infini dans le domainex ≤ 0, alors

Gα(x,y) ∼ Q(3)
α (ey,e−x−y).

En utilisant ces équivalents sur chacun des trois domaines et en estimant la taille de
G(p0,p1)(x,y) sur les côtés du triangleT (T,a), on calcule qu’il existe des constantes
b1,b2 telles que

E(p0,p1)(e
ab1T ) ⊂ E ′(T,a) ⊂ E(p0,p1)(e

ab2T ).

Cette estimation peut être rende uniforme enp1 dansU , car les coefficients des formes
quadratiquesQ(i)

α dépendent continûement dep1. Quitte à rajouter une constante dé-
pendant du diamètre deU , on obtient le résultat désiré.

3.4. Ensembles de validité du théorème ergodique ponctuel.Soit Γ un réseau
deG. Nous utiliserons le résultat suivant, dû à N. Shah, dont nous rappelons une ver-
sion légèrement simplifiée.

THÉORÈME5.6 (Shah,[Sha94], corollaire 1.2). SoitG un groupe algébrique réel,
Γ un réseau deG. Soit Θ : Rk → G une application algébrique régulière (au
sens qu’elle se prolonge en une application algébrique deC

k dansG(C)), telle que
Θ(0) = e. Alors il existe un sous-groupe ferméF deG contenantΘ(Rk) tel queFΓ
est fermé et admet une unique mesureµF de probabilitéF -invariante, et pour toutf
dansC0

c (G/Γ), on a

lim
R→+∞

1

L(BR)

∫
t∈BR

f(Θ(t)Γ)dL(t) =

∫
FΓ

fdµF ,

oùBR désigne la boule de rayonR deRk centrée en0.
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3.4.1. Premier cas.

PROPOSITION5.9. Supposons queΓp0H est dense dansG (c’est à dire que l’or-
bite sous l’action deΓ dep0H est dense dansG/H). Alors pour toutg ∈ p0H, et pour
toute fonctionf : Γ\G→ R continue à support compact, on a√

4α1α3 − α2
2

2πT 2

∫
E(p0,p1)(T )

f(Γgh)dh→
∫

Γ\G
fdµG.

PREUVE. Posonsβ =
√

4α1α3 − α2
2/2α1, et notons

Θ(u,v) =

 1 β−1u v − α2

2α1β
u

0 1 β−1u
0 0 1

 = h(β−1u,v − α2

2α1β
u− u2

2β2
).

Cette application est polynomiale et régulière au sens de [Sha94]. Appliquons le théo-
rème précédent au réseauΓ′ = p−1

0 Γp0. J’affirme queF = G nécessairement. En
effet,

p−1
0 (Γp0H) = Γ′Θ(R2),

est dense dansG par hypothèse, et est contenu dansΓ′F qui est fermé. DoncΓ′F =
G, et commeF est fermé,Γ dénombrable, le théorème de Baire nous dit queF est
d’intérieur non vide, et par suiteF = G carG est connexe. Ainsi,µF est la mesure
G-invariante de probabilité surΓ\G, et pour toute fonctionf deC0

c (Γ\G, on a

lim
T→+∞

α1

πT 2

∫
u2+v2≤T 2/α1

f(gΘ(u,v))dudv =

∫
Γ\G

fdµG.

Or
Qα(β−1u,v − α2

2α1β
u− β−2u2) = α1(u2 + v2).

SoitE ′α = {(x,y) : Qα(x,y) ≤ T 2}. Comme

G(p0,p1)(x,y) = Qα(x,y) + o(Qα(x,y)),

on a pour toutε > 0 etT assez grand

E ′α(T (1− ε)) ⊂ E(p0,p1)(T ) ⊂ E ′α(T (1 + ε)),

et il ne nous reste plus qu’à calculer le jacobien du changement de variable(u,v) 7→
(x,y). Il est constant et égal àβ.



80 5. QUELQUES RÉPARTITIONS D’ACTIONS DE RÉSEAUX

Remarquons que comme corollaire de la preuve, on a l’asymptotique lorsqueT
tend ver l’infini

L
(
E(p0,p1)(T )

)
∼ 2π√

4α1α3− α2
2

T 2.

3.4.2. Deuxième cas.Nous utiliserons la version suivante du théorème ergodique
ponctuel pour les actions deR2.

THÉORÈME5.7 ([Cha70]). Soit(En)n une suite d’ensembles deR2 vérifiant

1. Pour toutv ∈ Rk, on a la condition de Følner

lim
n→∞

L(En∆(v + En))

L(En)
= 0.

2. Il existe un constanteK > 0 telle que pour toutn,

L(En − En)

L(En)
≤ K.

3.
∪nEn = Rk,

4. (En)n est croissante.

Alors pour tout action deRk sur un espaceX, toute mesureµ de probabilité sur
X, invariante et ergodique, toutf dansL1(µ), on a pour presque toutx, lorsquen
tend vers l’infini ∫

En

f(v.x)dL(v)→
∫
X

fdµ.

Remarquons que dans la suite, les quantificateurs seront inversés : on écrira qu’il
existe un ensemble de de mesure pleine de validité du théorème ergodique ponctuel
pour les fonctions deC0

c (X), et non par que pour toute fonctionL1, il existe un en-
semble de validité du théorème ergodique. Cette formulation est légitime car, avec les
notations du théorème précédent,C0

c (X) ⊂ L1(µ) lorsque la mesure est finie sur les
compacts (ici, elle est de probabilité), etC0

c (X) est séparable siX est une variété.

LEMME 5.10. Il existe un ensembleY ⊂ G/H, de complémentaire deµ-mesure
nulle, tel que pour toute applicationf de Γ\G dansR, continue à support compact,
toutg dansG tel quegH est dansY ,

lim
T→+∞

1

L(E ′(T ))

∫
E′(T )

f(Γgh)dL(h) =

∫
Γ\G

f.
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PREUVE. Tout d’abord, remarquons que pourE ′(n) satisfait aux hypothèses du
théorème précédent, car l’action deA sur Γ\G est ergodique. Il s’ensuit qu’il existe
un ensembleY ′ deΓ\G, de mesure pleine pour lequel pour toute fonctionf continue
à support compact, pour toutΓg dansY ′, on ait

1

L(E ′(n))

∫
E′(n)

f(Γgh)dL(h)→T→+∞

∫
Γ\G

f.

CommeL(E ′(n+ 1))/L(E ′(n)) tend vers1, c’est encore vrai pourT réel et non plus
n entier. Remarquons queY ′ estH-invariant. CommeΓ est dénombrable, l’ensemble
Y ′′ desg dansG tels queΓg est dansY ′ est de mesure pleine (i.e. son complémentaire
est de mesure nulle). Cet ensemble est encoreA-invariant, et s’écrit comme un produit
Y ′′ = Y × A. Par décomposition locale de la mesure de HaarµG, Y est encore de
mesure pleine.

3.5. Conclusion de la preuve.Notons parY dans le premier cas l’ensemble des
points deG/H dont l’orbite parΓ est dense, et dans le second cas l’ensemble de
mesure pleine décrit par le lemme 5.10.

COROLLAIRE 5.8. Pour toutε > 0, p0H dansY etp1H dansG/H, il existeU un
voisinage relativement compact dep1H etU un voisinage relativement compact de0
dansR2 tel que tels que les ensemblesKi(T,U,U) satisfont la propriété suivante ( en
plus de (H1) et (H2) )
(H3) Pour tout fonctionf continue, positive, à support compact, deΓ\G dansR, on a
les inégalités

(1− ε)
∫

Γ\G
f ≤ lim inf

T→+∞

1

L(Ki(T,U,U))

∫
Ki(T,U,U)

f(Γp0h)dL(h)

≤ lim sup
T→+∞

1

L(Ki(T,U,U))

∫
Ki(T,U,U)

f(Γp0h)dL(h) ≤ (1 + ε)

∫
Γ\G

f.

PREUVE. Montrons-le dans le premier cas. Le deuxième cas est beaucoup plus
facile (comparer les propositions 5.5 et 5.6). Soitε > 0, prenons deux réelsη > 0 et
τ > 0 tels que ∣∣∣∣ e4τ

(1− η)4
− 1

∣∣∣∣ ≤ ε,

et ∣∣∣∣ e−4τ

(1 + η)4
− 1

∣∣∣∣ ≤ ε.
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La troisième affirmation de la proposition 5.5 nous donne un ouvertU relativement
compact contenantp1H. Puisque nous avons déjà choisiτ > 0, la deuxième affirma-
tion de la proposition 5.5, nous donne un ouvertU relativement compact, contenant0.
Soit f une fonction continue, positive, à support compact deΓ\G à valeurs dansR.
Alors des inclusions issues de 5.5 2) et 3) :

E(p0,p1)(T ) ⊂ K1(T,U,U) ⊂ K ′1(T,U,η) ⊂ E(p0,p1)

(
Teτ

1− η

)
,

E(p0,p1)

(
Te−τ

1 + η

)
⊂ K ′2(T,U,η) ⊂ K2(T,U,U) ⊂ E(p0,p1)(T ),

et de la positivité def , nous déduisons que pouri = 1,2,∫
E(p0,p1)

(
Te−τ
1+η

) f(Γp0h)dL(h) ≤
∫
Ki(T,U,U)

f(Γp0h)dL(h) ≤
∫
E(p0,p1)(Te

τ

1−η )
f(Γp0h)dL(h).

Divisons ces inégalités parδ(p0H,p1H)T 2, on obtient en passant à la limite à l’aide
du lemme 5.9 (ce qui est légitime puisquep0H est dansY ), et en utilisant la deuxième
affirmation 5.5 2), les inégalités

e−2τ

(1 + η)2

∫
Γ\G

f ≤ lim inf
T→+∞

1

δ(p0H,p1H)T 2

∫
Ki(T,U,U)

f(Γp0h)dL(h),

et

lim sup
T→+∞

1

δ(p0H,p1H)T 2

∫
Ki(T,U,U)

f(Γp0h)dL(h) ≤ e2τ

(1− η)2

∫
Γ\G

f.

Il ne nous reste qu’à remarquer que les encadrements d’ensembles 5.5 2) et 3) nous
donnent également un encadrement de leurs aires. Le rapport des aires

L(Ki(T,U,U))

δ(p0H,p1H)T 2
,

est donc asymptotiquement compris, grâce à 5.5 2), entree−τ/(1 + η)2 eteτ/(1− η)2.
C’est ce que nous voulions.

Le lemme élémentaire suivant, inspiré des techniques de [Led99], est une applica-
tion des partitions de l’unité. Une preuve est fournie en annexe C.

LEMME 5.11. SoientX un espace métrique localement compact,µ une mesure
borélienne finie sur les compacts, et(λT )T>0 une famille de mesures. Supposons qu’il
existe une application

ξ : X → R
∗
+,
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continue, telle que pour toutε > 0 et touty ∈ X, il existe un ouvertU contenanty tel
que pour toute applicationf : X → R+ continue, positive et à support dansU ,

(1− ε)ξ(y)

∫
X

fdµ ≤ lim inf
T→+∞

∫
X

fdλT ,

et

lim sup
T→+∞

∫
X

fdλT ≤ (1 + ε)ξ(y)

∫
X

fdµ.

Alors pour toute applicationf continue à support compact,

lim
T→+∞

∫
T

fdλT =

∫
X

f(y)ξ(y)dµ(y).

Nous pouvons maintenant conclure la preuve.

Soit p0H dansY , p0 = p(p0H). En posantξ(gH) = δ(p0H,gH) dans le premier
cas etξ(gH) = 1 dans le second, nous sommes ramenés à prouver l’hypothèse du
lemme 5.11. Soitp1H dansG/H, et soitε > 0. On peut supposerp1 = p(p1H). Soit
U le voisinage relativement compact dep1H donné par le corollaire 5.8, et soitf une
fonction deG/H à valeurs dansR, continue, positive et dont le support compact est
contenu dansU . Prenons unτ > 0 arbitraire, le corollaire 5.8 nous donne ainsi un
voisinageU de0 dansR2. Soitχ : H → R une fonction continue positive telle que∫

H

χ(h−1)dL(h) = 1,

et de support contenu dansU . Soit f̄ : G→ R, la fonction définie par :

f̄(g) =
∑
γ∈Γ

f(γgH)χ(D(γg)).

On a : ∑
γ∈B(T )

f(γg0H) =

∫
H

 ∑
γ∈B(T )

f(γg0H)χ(h−1)

 dL(h).

Comme la mesuredL(h) est invariante à gauche2 , nous avons∑
γ∈B(T )

f(γp0H) =
∑

γ∈B(T )

∫
H

f(γp0H)χ
(
h−1D(γp0)

)
dL(h).

2. à droite également, mais ce n’est pas ce que l’on utilise.
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Alors, en utilisant les propriétés (H2) et (H1) du lemme 5.4, on peut écrire en
remarquant queD(γp0h) = h−1D(γp0):∫

K2(T,U,U)

(∑
γ∈Γ

f(γp0H)χ (D(γp0h))

)
dL(h) ≤

∑
γ∈B(T )

f(γp0H)

≤
∫
K1(T,U,U)

(∑
γ∈Γ

f(γp0H)χ (D(γp0h))

)
dL(h),

c’est-à-dire∫
K2(T,U,U)

f̄(p0h)dh ≤
∑

γ∈B(T )

f(γp0H) ≤
∫
K1(T,U,U)

f̄(p0h)dh.

Commef̄ estΓ-invariante, elle peut se voir comme une fonction deΓ\G dansR+,
et est alors continue et à support compact. On a d’après la propriété(H3) l’encadre-
ment

(1− ε)ξ(p1H)

∫
Γ\G

f̄ ≤ lim inf
T→+∞

1

F (T )

∑
γ∈B(T )

f(γp0H),

lim sup
T→+∞

1

F (T )

∑
γ∈B(T )

f(γp0H) ≤ (1 + ε)ξ(p1H)

∫
Γ\G

f̄ .

Nous venons de montrer que l’on peut appliquer le lemme 5.11 à la suite de mesures :

λT =
1

F (T )

∑
γ∈B(T )

δγp0H ,

où δx est la mesure de Dirac au pointx.

3.6. Variables non séparées de la fonctionδ. Montrons maintenant queδ n’est
pas un produit de deux fonctions des variables séparéesp0H, p1H, ni symétrique en
ces variables.

Soitp0 la matrice identité etp1 la matrice

p1 =

 1 1 0
0 1 0
0 −1 1

 ,
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on calcule que

tp1p1 =

 1 1 0
1 3 −1
0 −1 1

 .
Alors le calcul direct nous permet de montrer que

δ(p0H,p0H) = π/
√

2, δ(p0H,p1H) = π/
√

3,

δ(p1H,p1H) = π/3, δ(p1H,p0H) =
√

2π/3.

Ainsi,
δ(p0H,p1H)δ(p1H,p0H)

δ(p0H,p0H)δ(p1H,p1H)
6= 1.

4. Action au bord d’un groupe kleineen

Dans cette partie, nous démontrons le théorème 5.3. SoitH
n un espace hyperbo-

lique, Γ un sous-groupe discret deIsom(Hn), non élémentaire , tel que la mesure
de Bowen-Margulis associée surT 1Γ\Hn soit finie. Notonsµx et νx respectivement
la mesure de Patterson-Sullivan relative àΓ, et la mesure harmonique de probabilité,
associées au pointx ∈ Hn.

Un ingrédient essentiel de la preuve est le résultat suivant, dû à Thomas Roblin :

THÉORÈME5.9 ([Rob02], corollaire 1 du théorème 4.1.1).Avec les notations pré-
cédentes, en supposant queΓ admette une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan finie,
la convergence suivante a lieu au sens faible dans l’espace des mesures de probabilité
surHn ∪ ∂Hn lorsqueT → +∞ :

1

|B(T )|
∑

γ∈B(T )

δγo →
1

µo(∂Hn)
µo.

PREUVE DU THÉORÈME5.3. Nous commencerons par prouver que la fonction

FT (ξ,η) =
1

|B(T )|
∑

γ∈B(T )

(f(γξ)− f(γη))

converge uniformément vers0 lorsqueT →∞. Pour cela, fixonsε > 0 et notonsK(ε)
le compact de∂Hn × ∂Hn − diag,

K(ε) = {(ξ,η) ∈ ∂Hn × ∂Hn : d(ξ,η) ≥ ε}.
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Notonsω(ε) le module de continuité def . Alors

|FT (ξ,η)| ≤ ω(ε) +
1

|B(T )|
∑

γ∈B(T )

|f(γξ)− f(γη)|1K(ε)(γξ,γη).

On a désigné la fonction caractéristique deK(ε) par 1K(ε). De part le corollaire 5.5
appliqué à l’exemple de l’espace des géodésiques deH

n (voir l’exemple 1 de la partie
2.2), ∑

γ∈B(T )

|f(γξ)− f(γη)|1K(ε)(γξ,γη) = O(T ),

uniformément enξ,η. CommeΓ non élémentaire,T/|B(T )| tend vers0; en effet, le
corollaire 2 du théorème 4.1.1 de [Rob02] nous dit que la fonction orbitale|B(T )|
croît exponentiellement enT . DoncFT converge uniformément vers0.

Pour conclure, il suffit de montrer que lorsqueT →∞,∫
∂Hn

1

|B(T )|
∑

γ∈B(T )

f(γξ)dνo(ξ)→
1

µo(∂Hn)

∫
∂Hn

fdµo.

En effet,∫
∂Hn

1

|B(T )|
∑

γ∈B(T )

f(γξ)dνo(ξ) =
1

|B(T )|
∑

γ∈B(T )

∫
∂Hn

f(ξ)dνγ−1o(ξ),

et il suffit maintenant d’appliquer le résultat de T.Roblin à la fonction deH
n ∪ ∂Hn,

définie pourx dansHn par

g(x) =

∫
∂X

f(ξ)dνx(ξ),

et égale àf sur∂Hn. C’est bien une fonction continue, et la convergence donnée par
le théorème 5.9 , modulo le changement de variablesγ 7→ γ−1 (qui laisse les boules
B(T ) invariantes), est exactement ce qu’il nous fallait pour conclure que la limite est
bien celle annoncée.
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ANNEXE A

Lemme de fermeture

Cette section est dédiée à la preuve du lemme de fermeture 3.2, analogue dans
un cadre un peu différent du lemme de fermeture d’Anosov [Ano69]. Il faut faire
plusieurs remarques cependant : les constantes du lemme sont universelles dans le sens
où elles ne dépendent que de la courbure d’Alexandrov-Topogonov deX ; le choix de
la métrique surT 1X, qui n’est pas importante dans le lemme original d’Anosov, est ici
cruciale, car siΓ\X est non compacte, un changement de métrique surT 1X peut faire
disparaître l’universalité duδ. Enfin, remarquons que l’hypothèseCAT (−1) peut être
remplacée parCAT (−a) poura > 0, par simple homothétie, la conventionCAT (−1)
n’étant prise que par souci de simplification des calculs. De plus, la preuve fournit des
fonctionsT (ε), δ(ε) explicites :

COROLLAIRE A.1 (Constantes explicites).

T = sup
(

ln(8/ε), ln(1 +
√

2),3ε
)
,

δ =
ε ln
(

1+u
1−u

)
16 + 2ε

,

où l’on a posé :

u =
64− ε2 − 16ε

64− ε2 + 16ε
tanh(ε/16).

Nous donnons tout d’abord des estimées de distances dans le plan hyperbolique,
qui nous seront utiles dans la suite. Nous utiliserons les fonctions de référence :

Fλ,µ(t) = λet + µe−t.

L’espace vectoriel de ces fonctions est de dimension2, stable par translation du temps
et dérivation, et engendré par les fonctioncosh , sinh. Ces fonctions possèdent la pro-
priété suivante :

LEMME A.1. Soitλ,λ′,µ,µ′,t1 < t2 6 nombres réels. Si on a pouri = 1,2, l’in-
égalité

Fλ,µ(ti) ≥ |Fλ′,µ′(ti)|,
et si de plusFλ,µ ne s’annule pas sur[t1,t2], alors pour toutt ∈ [t1,t2], on a

Fλ,µ(t) ≥ |Fλ′,µ′(t)|.
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PREUVE. Soitg(t) le quotient défini sur[t1,t2]

g(t) =
Fλ′,µ′(t)

Fλ,µ(t)
.

Sa dérivée est :

g′(t) =
Fλ,µ(t)Fλ′,−µ′(t)− Fλ,−µ(t)Fλ′,µ′(t)

(Fλ,µ(t))2
,

C’est à dire

g(t) = −2(λ′µ+ λµ′)

(Fλ,µ(t))2
.

Ainsi g est monotone. Comme elle est en valeur absolue plus petite que1 ent1,t2, c’est
encore vrai pourt ∈ [t1,t2].

LEMME A.2. Soit g1,g2 deux géodésiques du plan hyperboliqueH2, supposons
queg1 est paramétrée par longueur d’arc. La fonctionL(t), distance du pointg1(t) à
la géodésiqueg2, est de la forme :

sinhL(t) = |Fλ,µ(t)|,
oùλ,µ ∈ R.

PREUVE. Si g1 et g2 s’intersectent et queg1(0) est le point d’intersection, etα
l’angle d’intersection, alors la distance s’exprime :

sinhL(t) = | sin(α) sinh(t)|.
Si g1 et g2 ne s’intersectent pas, si elles ne sont pas asymptotes, et sig1(0) est

l’intersection deg1 avec l’orthogonale commune àg1 et g2, etL0 la distance entre les
deux droites, on a:

sinhL(t) = cosh(t) sinh(L0).

Un paramétrage différent de celui choisit dans les deux cas donne simplement une autre
valeur deλ et deµ. Le cas où elles sont asymptotes correspond au cas oùλµ = 0.

LEMME A.3. Soientg1,g2 deux géodésiques du plan hyperboliqueH2, g1 paramé-
trisée par longueur d’arc. SoitL la fonction distance du pointg1(t) avecg2, et soient
t1 < t2 deux réels. Alors pourt ∈ R:

sinhL(t) ≤ Fλ,µ(t),

avec

λ =
e−t1 sinh(L(t2)) + e−t2 sinh(L(t1))

2 sinh(t2 − t1)
,
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µ =
et1 sinh(L(t2)) + et2 sinh(L(t1))

2 sinh(t2 − t1)
.

PREUVE. En effet, d’après le lemme précédent, il existeλ,µ tels que :

sinhL(0) = |λ0 + µ0|,
ε1 sinhL(t1) = λ0e

t1 + µ0e
−t1 ,

ε2 sinhL(−t2) = λ0e
−t2 + µ0e

t2 ,

avecε1,ε2 ∈ {+1,−1}. En inversant le système formé par les deux dernières équations,
on obtient :

λ0 =
e−t2ε1 sinh(L(t1))− e−t1ε2 sinh(L(t2))

2 sinh(t1 − t2)
,

µ0 =
−et2ε1 sinh(L(t1)) + et1ε2 sinh(L(t2))

2 sinh(t1 − t2)
.

Les valeurs données deλ,µ sont telles que pour toutt

Fλ,µ(t) ≥ |Fλ0,µ0(t)|.

LEMME A.4. Soitg une géodésique deH2 paramétrée par le temps etx ∈ H2. La
fonction distanceL(t) du pointg(t) au pointx est de la forme :

coshL(t) = λet + µe−t.

De plus, sit1 < t2 sont deux réels, alors :

cosh(L(t)) ≤ Fλ,µ(t),

avec

λ =
e−t1 cosh(L(t2)) + e−t2 cosh(L(t1))

2 sinh(t2 − t1)
,

µ =
et1 cosh(L(t2)) + et2 cosh(L(t1))

2 sinh(t2 − t1)
.

PREUVE. Si g est paramétrée de telle sorte queg(0) soit la projection dex surg,
le théorème de Pythagore hyperbolique donne

coshL(t) = cosh(d0) cosh(t),

où d0 est la distance dex à g. La deuxième partie s’obtient de la même manière que
dans le lemme précédent.
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SoitX un espace simplement connexe, complet, métrique géodésique etCAT (−1)
(référence [Bal95]). Rappelons queT 1X désigne l’ensemble des plongements isomé-
triques deR dansX, et que l’on utilise la distance suivante : siv,v′ ∈ T 1X :

dT 1X(v,v′) =

∫
R

dX(v(t),v′(t))
e−|t|

2
dt.

En plus d’être convexe et invariante par les isométries deX, cette distance a la
propriété suivante [Bou95] pour toutT ≥ 0 :

e−T sup
t∈[−T,T ]

dX(v(t),v′(t)) ≤ dT 1X(v,v′) ≤ sup
t∈[−T,T ]

dX(v(t),v′(t)) + 2e−T .(17)

Le lemme suivant nous sera utile.

LEMME A.5. Soientv,w ∈ T 1X, soitL(t) la distance dev(t) à l’image dew et
soientT1 < T2. Alors, pour toutt ∈ [T1,T2], on a:

sinhL(t) ≤ Fλ,µ(t),

avec

λ =
e−T1 sinh(L(T2)) + e−T2 sinh(L(T1))

2 sinh(T2 − T1)
,

µ =
eT1 sinh(L(T2)) + eT2 sinh(L(T1))

2 sinh(T2 − T1)
.

PREUVE. Soientλ,µ comme dans l’énoncé, et soitE ⊂ [T1,T2] l’ensemble des
tempst pour lesquels

sinhL(t) ≤ Fλ,µ(t).

Il est facile de vérifier queE est un compact contenantT1 etT2. Nous allons montrer
que pour toutt1 < t2 tous deux éléments deE, il existe t ∈]t1,t2[ appartenant àE.
Ceci impliquera queE = [T1,T2]. Soient donc deux telsti.

Pouri = 1,2, soitpi le point dew tel quedX(v(ti),w) = dX(v(ti),pi). Nous pou-
vons trouver dansH2 deux triangles de comparaison(a,b,p′1) et (b,p′1,p

′
2) correspon-

dants aux triangles(v(t1),v(t2),p1) et (v(t2),p1,p2) respectivement, car il est possible
de les prendre accollés dos à dos. Remarquons tout d’abord que les angles intérieurs
α = p̂′2p

′
1a et β = p̂′1p

′
2b sont tous deux plus grands queπ/2. En effet, pour l’angle

α par exemple, la dérivée de la distance au pointa le long de la géodésique orientée
(p′1,p

′
2) est− cos(α), et nous pouvons comparer la distance àa d’un pointp proche de

p1 sur le segment[p′1,p
′
2] à la distance du point correspondant surw à v(t1), en pas-

sant par le point d’intersection avec la diagonale[p1,b] du segment[p,a]. Il en est de
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même pourβ. Il s’ensuit donc que la médiatrice au segment[p′1,p
′
2] coupe le segment

[a,b] en un pointc. Notonsq′ le milieu de[p′1,p
′
2], et e′ l’intersection de[f ′,c] avec

[b,p′1]. Soiente,q,v(t) les points des segments respectifs[v(t2),p1],[p1,p2], [a,b] corres-
pondant àe′,f ′,c. Nous avons donc, par comparaison dans le triangle(v(t1),v(t2),p1),
l’inégalité

dX(v(t),e) ≤ d(c,e′).

De même, dans le triangle(v(t2),p1,p2), on a:

dX(e,q) ≤ d(e′,q′),

et donc
L(t) ≤ dX(v(t),q) ≤ d(c,e′) + d(e′,q′) = d(c,q′).

Or la distance sur la droite(a,b) à la droite(p′1,p
′
2) est une fonction de la forme :

sinhL′(s) = |Fλ′,µ′(s)|,
pour certainsλ′,µ′. Comme

L′(t1) ≤ d(a,p′1) ≤ L(t1) ≤ Fλ,µ(t1),

et de même pourt2, on a pouri = 1,2

|Fλ′,µ′(ti)| ≤ Fλ,µ(ti).

D’où, commet ∈ [t1,t2], on peut en déduire par le premier lemme que

|Fλ′,µ′(t)| ≤ Fλ,µ(t),

donc
sinh d(q′,c) = sinhL′(t) ≤ Fλ,µ(t).

et ainsit ∈ E. Nous avons bien trouvé un point intérieur à[t1,t2] dansE.

Nous pouvons maintenant, après ces longs préliminaires, rentrer dans le vif du
sujet.

PREUVE DU THÉORÈME3.2. Soitε > 0, tel quetanh(ε/16) < 1. PrenonsT > 0
suffisamment grand pour que les trois inégalités suivantes soient vraies:

e−T ≤ ε

8
,

T > 3ε,

sinh(T ) > 1.

Prenonsε′ > 0 suffisamment petit tel que l’inégalité suivante soit vraie :
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tanh(ε′)
sinh(T ) + 1

sinh(T )− 1
≤ tanh(ε/16).

Soit enfinδ > 0 suffisamment petit, vérifiant l’inégalité suivante :

δ <
ε′

1 + eT
.

Nous allons vérifier queT et δ ainsi choisis conviennent.
Soientv et t > T tels qu’il existeγ ∈ Γ, dT 1X(φt(v),γ(v)) < δ. Le v de l’énoncé
du lemme est le projeté surΓ\X du v considéré ici, et leγ est déduit par passage au
revêtement universel. Suivant la classification des isométries des espaces d’Hadamard
[Bal95], γ est soit parabolique, soit elliptique, soit loxodromique.
Si γ est loxodromique ou elliptique, notonsY l’ensemble invariant de déplacement
minimal parγ, qui est respectivement une géodésique globalement invariante ou un
ensemble convexe de points fixes. Soitp ∈ Y tel quedX(v(0),Y ) = dX(v(0),p).
Notonst′ = dX(p,γp) le déplacement dep, il est nul si et seulement siγ est elliptique.
Soitd = dX(v(0),p) = dX(γv(0),γp).

Par l’inégalité triangulaire,

|dX(v(t),γp)− d| ≤ δ ≤ ε′,

et comme la fonction distance àY est convexe le long des géodésiques,

dX(v(T ),Y ) ≤ d+ δ ≤ d+ ε′.

Donc

dX(v(T+t),Y ) ≤ dX(v(T+t),γ(v)(T ))+dX(γ(v)(T ),Y ) ≤ eTdX(v(t),γ(v)(0))+(d+δ),

dX(v(T + t),Y ) ≤ (1 + eT )δ + d,

d’où
dX(v(T + t),Y ) ≤ d+ ε′.

1er Cas :Supposons d’abord queγ est elliptique. Le raisonnement se fera par l’ab-
surde. On ap = γp. Si d ≤ ε, on a alors:

T ≤ t = dX(v(0),v(t)) ≤ dX(v(0),p) + dX(p,v(t)) ≤ 2d+ δ ≤ 3ε,

et nous obtenons une contradiction carT > 3ε.
Nous supposons donc qued > ε > ε′. Nous pouvons trouver dansH2 un triangle

de comparaison(p′,a,b) au triangle(p,v(0),v(T + t)). Soit c le point sur le segment
(a,b) correspondant au pointv(t). CommeX est un espaceCAT (−1), on a:

cosh(dX(v(t),p)) ≤ cosh(d(c,p′)) ≤ Fλ,µ(t)
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Avec :

λ =
e−t−T cosh(dX(v(0),p)) + cosh(dX(v(t+ T ),p))

2 sinh(t+ T )

µ =
et+T cosh(dX(v(0),p)) + cosh(dX(v(t+ T ),p))

2 sinh(t+ T )

Et donc :

cosh(d− ε′) ≤ 2 cosh(t) cosh(d+ ε′)

sinh(t+ T )
,

d’où :

coth(d) ≤ sinh(T ) + 1

sinh(T )− 1
tanh(ε′).

Commecoth(d) > 1, nous obtenons une contradiction. L’isométrieγ ne peut donc
être elliptique.

2ème Cas :Le cas parabolique se traite de manière analogue : prenons pourp un
point tel quedX(p,γ(p)) soit très petit, nous pouvons approcher la situation précé-
dente où l’on avait un point fixe par ce point "quasi-invariant". Les estimées resteront
les mêmes, à une constante arbitrairement petite près. Par l’absurde,γ ne peut être un
élément parabolique.

3ème Cas :Nous sommes donc arrivés à la conclusion queγ est loxodromique.
Nous allons montrer dans un premier temps qued < ε/16. SoitL(s) la distance du
pointv(s) à la géodésiqueY . Posons tout d’abord :

λ =
sinh(L(t+ T )) + e−T−t sinh(L(0))

2 sinh(T + t)
,

µ =
sinh(L(T + t)) + eT+t sinh(L(0))

2 sinh(T + t)
.

Ainsi nous avons l’inégalité :

sinh(dX(v(t),Y )) = sinh(L(t)) ≤ Fλ,µ(t),

sinh(L(t)) ≤ cosh(t) sinh(L(t+ T )) + cosh(T ) sinh(L(0))

sinh(T + t)
,

sinh(L(t)) ≤ 2 cosh(t)

sinh(t+ T )
sinh(d+ ε′),
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sinh(d− ε′) ≤ sinh(d) cosh(ε′) + sinh(ε′) cosh(d)

sinh(T )
.

Ce qui se traduit par :

tanh(d) ≤ tanh(ε′)
1 + sinh(T )

sinh(T )− 1
,

d’où :
tanh(d) ≤ tanh(ε/16),

et ainsid ≤ ε/16. Soitw le paramétrage unitaire de la géodésiqueY tel quew(0) = p
, et orienté de façon à ce queγ(w) = φt

′
w. On a :

|t− t′| = |dX(v(0),v(t))− dX(w(0),w(t′))| ≤ dX(v(0),w(0)) + dX(w(t′),v(t)),

|t− t′| ≤ dX(v(0),p) + dX(w(t′),γ(v)(0)) + dX(γ(v)(0),v(t)),

|t− t′| ≤ d+ d+ δ ≤ ε/8 + ε/16,

et ainsi :
|t− t′| ≤ ε/4.

Pours ∈ [0,T ],

dX(v(−s),x) = dX(γ(v)(−s),x) ≤ dX(γ(v)(−s),v(t−s))+dX(v(t−s),x) ≤ esδ+d,

dX(v(−s),x) ≤ eT δ + d ≤ ε/4 + ε/16.

Et donc :
dT 1X(v,w) ≤ ε/4 + 2e−T ≤ ε/2.

Majorons de mêmedT 1X(φt(v),φt(w)) :

dT 1X(φt(v),φt(w)) ≤ dT 1X(φt(v),γ(v)) + dT 1X(γ(v),φt
′
(w)) + dT 1X(φt(w),φt

′
(w)),

dT 1X(φt(v),φt(w)) ≤ δ + dT 1X(v,w) + |t− t′|,
dT 1X(φt(v),φt(w)) ≤ ε/16 + ε/2 + ε/4,

dT 1X(φt(v),φt(w)) ≤ ε.

Comme la fonctions 7→ dT 1X(φs(v),φs(w)) est convexe, nous obtenons bien l’inéga-
lité annoncée.
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ANNEXE B

Un calcul de géométrie Euclidienne

Soit P un plan deR3, identifié au plan complexe (par une isométrie). SoitC un
cercle, inclut dans un planP ′ orthogonal àP , et tel que la droiteP ∩ P ′ passe par le
centre deC. Notonsz,z′ les deux point d’intersection deC avecP . SoitS une sphère
tangente àP en un point notéx; on suppose queS intersecteC en un et un seul point,
et on veut une relation entre le rayonr deS et les nombres complexesz,z′,x.

Dans un premier temps, supposons quez = 1 et z′ = −1. Remarquons que la
distance dex au planP ′ est alors égale à=(x). SoitC1 l’intersection deP ′ etS; c’est
un cercle, dont le centrea est à distance

√
<(x)2 + r2 du centreo = 0 deC. Notons

r1 sont rayon; par le théorème de Pythagore, on a

r2
1 = r2 −=(x)2.

CommeC1 etC ont un unique point de tangencem, on a queo,m,a sont alignés. En
retranchant les deux équations

am2 = r2
1, om

2 = 1,

et en utilisant les expressions der1 etoa, nous obtenons

~oa. ~om =
1 + |x|2

2
.

Comme ces deux vecteurs sont colinéaires, on a en élevant au carré

r2 + <(x)2 =

(
1 + |x|2

2

)2

,

et donc

r =
1

2

√
(1 + |x|2)2 − 4<(x)2,

ce qui est l’expression voulue pourr.

Maintenant, siz et z′ ne sont pas égaux à1 et−1, nous pouvons appliquer une
homothétie de rapport2/|z− z′|, ainsi qu’une rotation et une translation, de telle sorte
queP soit invariant et que la transformation s’écrive surP

u(y) =
2y − (z + z′)

z′ − z
.
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Ainsi, u(z) = 1 et u(z′) = −1. Le calcul précedent s’applique, et la formule pourr
devient donc, après tranformation inverse,

r =
|z − z′|

4

√
(1 + |u(x)|2)2 − 4<(u(x))2.
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ANNEXE C

Quelques preuves manquantes

1. Preuve du lemme 5.1

Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME C.1. Sous les hypothèses de la partie 2, toute orbite deΓ dansX est
discrète. De plus, pour tout compactK deX, l’ensemble des transformationsγ deΓ
telles queγK ∩K 6= ∅ est fini.

PREUVE. Prouvons tout d’abord la deuxième assertion. Soitγn une suite de tels
éléments deΓ. Vus comme applications d’un compactKi dansX, c’est une famille
équicontinue (car ce sont des isométries), et le théorème d’Arzela-Ascoli (applicable
carX est complet) nous dit que l’on peut trouver une limite. Par un procédé dia-
gonal sur des compacts(Ki)i∈N, légitime carX estσ-compact, nous pouvons faire
converger ces éléments (uniformément sur les compacts) vers une applicationγ∞ de
X dansX, qui a la propriétéγ∞(K)∩K 6= ∅. Cette application est nécessairement une
d0-isométrie. CommeΓ est discret et fermé, la suiteγn possède donc une sous-suite
constante. En d’autre termes, l’ensemble desγ tels queγK ∩K 6= ∅ est donc fini.
La première assertion se déduit de la deuxième. SoitK un voisinage compact quel-
conque d’un pointx deX, l’ensemble desγ tels queγK ∩ K 6= ∅ est fini, mais
tous les éléments deγ différents de l’identitéIdX n’ont pasx comme point fixe (par
hypothèse surΓ), et par conséquent quitte à restreindreK, on a quex est isolé dans
Γx.

PREUVE DU LEMME 5.1. Montrons d’abord queX/A est séparé. SoientxA,yA
deux points deX/A, et notonsB(x,ε) la boule ouverte pourd0 de centrex, rayonε.
Supposons que pour toutε strictement positif, on ait

B(x,ε)A ∩B(y,ε)A 6= ∅.

Pourε = 1/n, il existe doncan dansA tels quexnan = yn, xn tendant versx eyn vers
y. Commed(xnan,xn) = ||an|| = d(yn,xn), an est bornée et une sous-suite converge
versa. Ainsi xa = y et doncxA = yA si xA n’est pas séparé deyA.
Montrons maintenant queΓ\X est séparé, à l’aide du lemme précédent. En effet, soient
K un voisinage compact dex et y, deux points deX. De par le lemme précédent, la
distanced0(x,Γy) est un atteinte par unγy, pour un certainγ. Ainsi, si γy 6= x, les
orbites parΓ des boules ouvertes de centre respectifsx ety, de rayond0(x,γy)/2, sont
disjointes.
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La locale compacité etσ-compacité deX/A et Γ\X découlent de celles deX.

Pour la deuxième partie, l’applicationX/A×A→ X est un application continue.
Soit

φ : X → X/A× A,
x 7→ (xA,D(x)),

oùD(x) est l’uniquea dansA tel quep(xA)a = x - il existe carp(xA)A = xA et
est unique card(ya,ya′) = ||a − a′|| pour touty dansX, et touta,a′ dansA. Alors
ces deux applications sont réciproques l’une de l’autre, et il ne reste à prouver que
la continuité deφ. Il suffit donc de prouver la continuité deD. Soit x ∈ X et ε ans
l’intervalle ]0,1[, soitK1 un voisinage compact dec(x) dansA de diamètre inférieur
à ε/2, il existe par uniforme continuité un voisinageK2 dep(xA) tel que pour touty
dansK2eta dansK1, on aitd(ya,x) < ε/2. SoitU un voisinage dex tel que pour tout
z ∈ U , p(zA) est dansK2, alorsd(p(zA)c(z),p(zA)c(x)) = ||D(z) − D(x)|| et, par
l’inégalité triangulaire,

d(p(zA)D(z),p(zA)D(x)) ≤ d(z,x) + d(x,p(zA)D(x)) < ε/2 + ε/2.

Le cocyclec se définit comme

c(γ,xA) = D(γp(xA)).

La relation de cocycle découle de la commtutativité des actions deΓ etA.
Enfin, le fait queΓ est dénombrable découle de la deuxième assertion du lemme C.1,
du fait queX estσ-compact et que aucun élément deΓ n’a pas de point fixe.

2. Preuve du lemme 5.3

PREUVE. Le support def̄ est compact puisque c’est le projeté du support def .
Si B est un borélien deX saturé (c’est-à-direΓB = B dansX), alors sa projection
dansΓ\X est également borélienne, car la tribu engendrée par les ouverts saturés de
X est en bijection avec la tribu des boréliens (engendrée par les ouverts) deΓ\X, car
la projection est ouverte (En fait, tout borélien se projette sur un borélien carΓ est
dénombrable). On peut supposerf positive. Soitf̃ la fonction deX définie par

f̃(y) =
∑
γ∈Γ

f(γy).

Cette somme est presque nulle, et a bien un sens. CommeΓ est dénombrable,̃f est
également mesurable et par suitef̄ l’est. Enfin, sif est bornée, l’application du lemme
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C.1 au support def nous permet de voir que la somme définissantf̄ a au plus un
nombre finiN de termes non nuls, et donc quesup |f̄ | ≤ N sup |f |.

3. Preuve du lemme 5.11

PREUVE. Quitte à écriref = sup(f,0)− sup(−f,0), on peut supposerf positive.
Soit ε > 0, pour touty dans le supportsupp(f) def , il existe par hypothèse et conti-
nuité deξ un voisinage ouvertU(y) dey vérfiant l’hypothèse et tel que pour toutz dans
U(y), |ξ(z)−ξ(y)| < ε. Commesupp(f) est compact, il existey1,...,yk tels que les ou-
vertsU(yi) recouvrentsupp(f). Soit, pouri = 1,..,k, des fonctionsgi : X → R+ qui
forment une partition de l’unité subordonnée au recouvrement précédemment choisit.
On peut prendre par exemple, si on noteY c le complémentaire d’un ensembleY , etd
la distance surX,

gi(z) =
d(x,U(yi)

c)∑k
j=1 d(x,U(yj)c)

.

De par l’hypothèse, commefgi est à support dansU(yi), on a pour unTi > 0 et tout
T > Ti, ∣∣∣∣∫

X

fgidλT − ξ(yi)
∫
X

fgidµ

∣∣∣∣ ≤ 2ε sup
supp(f)

(ξ)

∫
X

fgidµ.

Sommant ces inégalités pouri = 1,..,k (c’est légitime car lesfgi sont positives), on
obtient en utilisant que

∑k
i=1 gi = 1 sursupp(f), l’inégalité valable poutT > supTi,∣∣∣∣∣

∫
X

fdλT −
∫
X

f(
k∑
i=1

ξ(yi)gi)dµ

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε sup
supp(f)

(ξ)

∫
X

fdµ.

Or, pour toutz danssupp(f),∣∣∣∣∣
k∑
i=1

ξ(yi)gi(z)− ξ(z)

∣∣∣∣∣ ≤
k∑
i=1

gi(z)|ξ(z)− ξ(y)| ≤ ε,

car|ξ(z)− ξ(y)| < ε dès quegi(z) > 0. Ainsi, pourT > supTi,∣∣∣∣∫
X

fdλT −
∫
X

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ε

(
2 sup
supp(f)

(ξ) + 1

)∫
X

fdµ.

Commeε > 0 est arbitraire, CQFD.
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