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Introduction

L’idée de base de la théorie non-commutative de la mesure est de remplacer un espace
mesuré par une algebre de von Neumann. Plus précisément, on remplace 1'algebre de von
Neumann commutative L>(X, p1), ou (X, pt) est un espace mesuré, par une algebre de von
Neumann M arbitraire. La généralisation la plus facile de la notion de mesure est celle
de trace. Cependant, il n’existe pas toujours de trace normale fideéle semi-finie sur une
algebre de von Neumann M. Les objets fondamentaux de cette théorie non-commutative
sont alors les poids normaux, les groupes modulaires, les dérivées de Radon-Nikodym et
les espaces LP non commutatifs. L’objet de notre travail est d’expliciter ces objets dans
le cadre des algebres de von Neumann des groupoides mesurés puis d’utiliser la théorie
non commutative de I'intégration pour démontrer une inégalité de Hausdorff-Young pour
un groupoide mesuré.

L’exemple des groupoides, de par sa richesse, est un bon cadre pour expliciter les dif-
férentes théories car les calculs peuvent en général etre faits explicitement. Comme il
contient les cas classiques des espaces mesurés, on peut le confronter directement a la
théorie de la mesure classique. D’autre part, certaines constructions fondamentales de la
théorie des algebres de von Neumann ne nous sortent pas du cadre des groupoides mesu-
rés. C’est par exemple le cas de 'ampliation, qui consiste a remplacer M par ’algebre
MM, (C) et du produit croisé par le groupe modulaire. La construction d’une algebre
de von Neumann a partir d’un groupoide peut, nous le verrons, étre réalisée de différentes
manieres et les différentes approches sont complémentaires.

Avant de présenter le plan et les résultats importants de ce travail, commencons par un
bref historique des différentes notions étudiées.

Pendant longtemps, la théorie non-commutative de la mesure s’est limitée au cadre
des algebres de von Neumann semi-finies. L’absence de trace semblait poser alors des
difficultés insurmontables.

C’est en 1967 que Tomita a introduit la notion d’algebre hibertienne généralisée dans
un article non publié. Cette notion a été reprise et développée dans un article de 1970
([Ta70]) de M. Takesaki. Elle généralise la notion d’algebre hilbertienne (voir par exemple
[Di69]) qui permettait de construire des algeébres de von Neumann semi-finies.

Les algebres de von Neumann obtenues grace aux algebres hilbertiennes généralisées
n’étant en général pas semi-finies, la théorie de Tomita-Takaseki permet d’obtenir expli-
citement des algebres de von Neumann de type III sur lesquelles on construit canonique-
ment un poids normal fidele et semi-fini. La théorie de Tomita-Takesaki permet également
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d’obtenir explicitement un groupe a un parametre d’automorphismes modulaires, associé
a 'opérateur modulaire A. L’introduction de cette théorie a donc permis d’étudier les fac-
teurs de type III. Grace a la théorie modulaire, on peut également introduire la dérivée de
Radon-Nikodym d’un poids, analogue non commutatif de la dérivée de Radon-Nikodym
introduite en théorie de la mesure. La théorie des algebres de von Neumann constitue
donc un analogue non commutatif de la théorie de la mesure et permet de définir la théorie
de l'intégration et les espaces L” non commutatifs.

L’un des premiers a avoir défini une théorie des espaces LP dans le cas semi-fini est
Segal dans un article de 1953 ([Se53]). Il propose une réalisation concréte des espaces
LP, leurs éléments étant des opérateurs non bornés «mesurables». Parallelement, J. Dix-
mier ([Di53]) propose une définition abstraite, en utilisant une complétion. Mais c’est
a Nelson, en 1974 ([Ne74]) que l'on doit 'introduction d’une nouvelle «topologie de la
mesure) faisant intervenir le concept d’opérateur T7-mesurable, puis la définition générale
des espaces LP d’une algebre de von Neumann semi-finie comme espace d’opérateurs non
bornés affiliés a ’algebre de von Neumann.

Dans le cas de type III, la théorie des espaces LP a été développée par A. Connes et
M. Hilsum ([Co79], [Co80] et [Hi81]), U. Haagerup ([Haa77]) et H. Kosaki ([Ko84]).

U. Haagerup définit les espaces LP d'une algebre de von Neumann (M, ) en construi-
sant le produit croisé M x R par le groupe d’automorphismes modulaires associé a g, se
ramenant ainsi au cas semi-fini. Parallelement, A. Connes introduit la théorie des déri-
vées spatiales. M. Hilsum fait le lien entre les espaces LP définis par U. Haagerup et ceux
définis par A. Connes dans son article de 1981.

Pour finir, H. Kosaki définit les espaces LP en utilisant la théorie de I'interpolation.

Certains des premiers exemples d’algebres de von Neumann construits par Murray et
von Neumann proviennent de la construction «groupe-mesure». Une forme actuelle de
cette construction est fournie par la théorie des groupoides mesurés, introduite par G.
Mackey et développée notamment par Arlan Ramsay ([Ra7l], [Ra82]) et Peter Hahn
([Ha78-1]). Cette notion recouvre en particulier les notions de groupes, d’action de
groupe, de relation d’équivalence, ainsi que les espaces et espaces produits. Elle trouve
des exemples concrets en géométrie, notamment dans I’étude des feuilletages ot intervient
le groupoide d’holonomie.

Cette théorie a également été developpée par Alain Connes, précisément lorsqu’il a
développé la théorie non-commutative abstraite de I'intégration ([Co79]), pour 'appliquer
a I’étude de ’espace des feuilles d’un feuilletage.

Par ailleurs, en s’appuyant sur cette théorie, R.A. Kunze ([Kun58]) puiq M. Terp
([Te80]) ont pu généraliser la notion de transformée de Fourier aux groupes.
L’inégalité de Hausdorft-Young est classique en analyse de Fourier sur R” et a été géné-
ralisée par R.A. Kunze ([Kunb8]) pour des groupes localement compacts unimodulaires
puis par M. Terp ([Te80]) pour des groupes localement compacts quelconques.
Une inégalité un peu différente a été démontrée par B. Russo ([Rus77]) pour le groupoide
grossier X x X.
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Dans un premier chapitre, nous avons tenu a rappeler les définitions et théoremes
fondamentaux concernant les espaces LP d’une algebre de von Neumann, ainsi que la
théorie des algebres hilbertiennes.

Le second chapitre est consacré a la construction de I'algebre de von Neumann d’un
groupoide (G, \, p) localement compact mesuré. Dans un premier temps, nous rappe-
lons les notions utiles par la suite concernant les groupoides mesurés et les groupoides
topologiques, telles qu'on les trouve dans [Ha78-1] ou [Re80]. Nous avons fait le choix
de travailler avec des groupoides localements compacts a base dénombrable d’ouverts,
et pour lesquels la dérivée de Radon-Nikodym ¢ est supposée continue. Ceci couvre un
bon nombre d’exemples et nous avons ainsi pu utiliser ’algebre des fonctions continues
a support compact sur le groupoide, C.(G), pour appliquer la construction GNS puis
la théorie de Tomita-Takesaki. Nous explicitons ensuite I'opérateur modulaire, le poids
canonique. . .

Dans un deuxiéme temps, nous utilisons I’approche d’Alain Connes ([C094] et [Co80])
pour définir ’algebre de von Neumann d’un groupoide en tant qu’algebre d’opérateurs
aléatoires. Ces différentes constructions nous donnent la méme algebre de von Neumann
du groupoide que nous noterons W*((G) mais offrent des points de vue différents et com-
plémentaires pour décrire les espaces LP associés.

En utilisant le produit gauche, nous identifions ensuite le produit croisé utilisé par U.
Haagerup pour définir les espaces L? ([Haa77]) a l’algebre de von Neumann d’un nouveau
groupoide, G(¢), produit gauche du groupoide G par le cocycle 4.

Au chapitre 3, nous avons cherché a expliciter la théorie des dérivées spatiales et des
opérateurs homogenes dans le cadre de W*(G), en nous inspirant du travail réalisé par
Marianne Terp ([Te80]) dans le cas d’un groupe. En particulier, nous avons traduit la
condition pour un opérateur d’etre homogene de degré a en utilisant la terminologie des
opérateurs aléatoires.

Le chapitre 4 est alors consacré a différentes descriptions du L'(W*(G)). La premiere
description utilise I'identification avec le prédual M,. Pour cela, nous commengons par
définir un espace de coefficients, £(G), qui joue un role analogue & l'algebre de Fourier
A(G) d’un groupe. Deux éléments &,n de L*(G, o A1) définissent un coefficient, noté
(&,n). Par ailleurs, en notant we, 1'élément de M, défini par we,(T) = (T¢|n), nous
démontrons un résultat qui généralise le résultat bien connu dans le cadre de groupe :

Théoreme 4.2.1 R
11 existe un isomorphisme isométrique w entre (L'(G), || ||) et (M, || ||), défini par

LG — M,

(6777) — wfﬂ?

Une seconde description, utilisant la théorie de dérivées spatiales, nous permet d’identifier
les opérateurs de L'(W*(G)) en utilisant les coefficients précédents.
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On considere le diagramme suivant :

LG L' (M, tho)

M,

Théoreme 4.4.1 B R

i) Il existe un isomorphisme linéaire isométrique et positif Fy, de L*(G) sur L'(M, ).
rendant le diagramme commutatif.

it) Pour F' = (e e) avec e € C.(G), Foo(F) est la fermeture de 'opérateur symétrique
posjtifAéL(ﬁ)A% défini sur le domaine C.(G).

i11) Cet isomorphisme Jf"oo est completement déterminé par la condition précédente.

En utilisant la théorie des opérateurs aléatoires, nous obtenons ensuite une formule per-
mettant de calculer la trace d'un élément de L'(W*(G), ). L’utilisation des hypotheses
mentionnées précédemment sur le groupoide nous permet ici d’utiliser une unité appro-
chée :

Proposition 4.4.2

Soit (&;) une unité approchée dans C.(G), .

Soit T € L'(M,1),). Alors || T, = .liin /Ffi*ﬁfdéd,uo A1 on F = FZN(T).
1—+00

Enfin, nous explicitons la construction de U. Haagerup en utilisant le produit gauche G(9)
et 'algebre de von Neumann des opérateurs aléatoires associée a ce groupoide. C’est une
algebre de von Neumann semi-finie, comme nous le démontrons au chapitre 2 et la trace
construite par U. Haagerup sur le produit croisé correspond en fait a la trace canonique
construite grace a la théorie des algebres hilbertiennes. Nous démontrons en particulier
le théoreme suivant :

Théoreme 4.5.1
Soit (T, ,) un opérateur aléatoire affilié a M. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un opérateur aléatoire (T,) affilié a M tel que T, , = a®(Pr.a)sTo(Pa,a)* €t
quel que soit v € G,
R(y) Ty € 6(v)" " Tren R(7)

2. Quel que soit (,a) € G,

E(’Y’ a)zs( C Ir(y’a)ﬂ(vﬂ a) et ga(z) = a‘az

7,a)
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Le cinquiéme chapitre est consacré a I'espace L*(W*(G)) et a son identification avec
L*(G).

Enfin, au sixieme chapitre, nous établissons une inégalité de Hausdorff-Young pour les
groupoides mesurés unimodulaires, en nous appuyant sur les espaces Lf”’f”'(G, pol). La
généralisation proposée est la suivante :

Théoreme 6.2.4

Soit1<p<2etp telquep t+p *=1.

L’application L : (C.(G), |- |I,,/) — LP (M, ) se prolonge en une application, encore
notée L, de (LP*(G), || I, ) dans LY (M, 7).

Pour f € LP"(G), on a de plus

Ly <Al 17
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Chapitre 1

Espaces LP d’une algebre de von
Neumann

Nous allons commencer par quelques rappels concernant les algebres hilbertiennes (et les
algebres hilbertiennes généralisées), ainsi que la théorie de Tomita.

Ces notions seront en effet utilisées dans les définitions générales des espaces LP d'une
algebre de von Neumann, ainsi que dans les chapitres suivants.

Afin de définir la notion d’espace LP d’une algebre de von Neumann, nous commencerons
par le cas d'une algebre de von Neumann munie d’une trace, puis nous nous intéresserons
au cas d’'une algebre de von Neumann munie d’un poids.

1.1 Notion d’algebre hilbertienne

1.1.1 Algebres hilbertiennes et représentation réguliere

Nous donnons ici les définitions et propriétés exposées et démontrées dans [Di69] (chapitre
I, §5). Elles seront ensuite généralisées en utilisant les définitions de [Ta03].

Soit 2 une algebre associative sur le corps C, munie d’un produit scalaire (-|-) qui en fait
un espace préhilbertien séparé. Soit H 1’espace hilbertien complété de 2.

On suppose donné un antihomomorphisme involutif x — x* de 2.

Définition 1.1.1

On dit que 2 est une algebre hilbertienne si les quatre axiomes suivants sont vérifiés :
i) Pour tous x,y € A, (z|y) = (y*|x*).

i) Pour tous z,y,z € A, (zy|z) = (y|z*z).

ii1) Pour tout z € 2, I'application y — xy est continue.

iv) L’ensemble des éléments xy avec z,y € 2 est total dans .

Si 2 est une algebre hilbertienne, on peut prolonger x — z* en une involution J de H.

De méme, les applications y —— zy et y — yx se prolongent de maniere unique en
éléments U, et V,, de L(H).

15



16 CHAPITRE 1. ESPACES L¥ D’'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN

Pour tous z,y € A, U, et V, commutent. Les U, (resp. V) constituent une algebre
involutive d’opérateurs dans H. L’adhérence faible de cette algebre est une algebre de
von Neumann notée U(2) (resp. V(2)), appelée représentation réguliere a gauche (resp.
a droite) de L.

On définit alors la notion d’élément borné :

Définition 1.1.2
Un élément a € H est dit borné a gauche (resp. a droite) s’il existe un opérateur continu
U, (resp. V,) de L(H) tel que, pour tout x € A, U,z = Vya (resp. Vox = Usa)

Proposition 1.1.1

Un élément a € H est borné a gauche si et seulement s’il est borné a droite.

Un tel élément est dit borné relativement a 2.

Notons U,(2A) (resp. Vy(2)) I'ensemble des U, (resp. V,), a borné. Alors U,(2L) (resp.
Vy(A)) est un idéal bilatére de U(A) (resp. V(X)).

Enfin, donnons la définition d’une algebre hilbertienne achevée :

Définition 1.1.3
On dit que 2 est achevée si tout élément borné de H appartient a 2.

Donnons maintenant une construction usuelle d’une trace sur une représentation régu-
liere :

Théoreme 1.1.1

On suppose que 2 est une algébre hilbertienne. Pour S € U(”A)™, on pose :

0(S) = (ala) s'il existe un a € H borné tel que Sz = U,.

¢(S) = +o0 sinon.

Alors ¢ est une trace fidéle, semi-finie et normale sur U(21)*.

Notons n, ={T € U(A) : o(T*T) < +o0}. On an, = Uy, (A).

1.1.2 Algebre hilbertienne généralisée

Dans [Ta70], M. Takesaki définit les notions d’algebre hilbertienne modulaire (appelée
algebre de Tomita dans [Ta03]) et d’algebre hilbertienne généralisée (appelée simplement
algebre hilbertienne dans [Ta03]). Nous suivrons dorénavant la terminologie adoptée dans
[Ta03].

Ainsi :

Définition 1.1.4 (([Ta03], VI §1, definition 1.1))

Une algebre hilbertienne a gauche est une algebre involutive 20 sur C munie d’une in-

volution et admettant un produit scalaire (-|-) satisfaisant les propriétés

£ — &
suivantes :
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a) Pour tout £ € 2, on peut définir un opérateur borné L(§) : de multipli-

n o &
cation a gauche.

b) Pour tous &,7,¢ € A, (1]¢) = (n]E#¢)

¢) Sp: & — &7 est préfermée

d) La sous-algebre, notée A%, engendrée par tous les produits £n, &, 1 € 2, est dense dans
20 par rapport au produit scalaire.

Considérons donc une algebre hilbertienne 21 et notons H ’espace hilbertien obtenu par
complétion de . La définition suivante est donnée par [Ta03] au début de VI § 1.

Définition 1.1.5

A — L(H) :
est une x-représentation de 2.
§ — L(§)

Le C*-algebre L(2) est non dégénérée et I’algebre de von Neumann engendrée par L(2)
est appelée 'algebre de von Neumann a gauche de 2, notée R;(2L).

On a Ry (A) = L(A)".

1.1.3 Opérateurs particuliers

Il faut maintenant rappeler la définition et les propriétés élémentaires de certains opéra-
teurs de la théorie de Tomita. Pour cela, nous utilisons encore les définitions de [Ta03]
(VL. § 1).

L’opérateur Sy est fermable d’apres le ¢) de la définition et on appele S sa fermeture; on
note alors D# son domaine. On définit ensuite I'opérateur modulaire A et I'opérateur de
conjugaison modulaire J a partir du lemme suivant :

Lemme 1
i) 1l existe un opérateur antilinéaire fermé densément défini F, de domaine D’ tel que
a) D’ ={ne€MH:&eD s (nSE) est borné}
b)VE € DIV e D', (SEn) = (Fnl€)
De plus, F = F!
it) A = F'S est un opérateur positif non singulier autoadjoint tel que Dom(A%) = D¢
i11) Il existe une isométrie antilinéaire J de H sur ‘H. Elle vérifie les propriétés suivantes :
o) V& e M, (JEIn) = (n|§)
b) J = J~! ou, de maniére équivalente, J* = I.
¢) JAJ=A"; F=JA 2=A2]
d)S=JA2=A2]
Les opérateurs J et A sont uniquement déterminés par la propriété iii) d) et le fait que
Dom(Az) = Dt
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1.1.4 Vecteurs bornés

Une notion importante concernant les algebres hilbertiennes est la notion de vecteur borné.
Nous rappelons ici les principales définitions et les résultats importants de [Ta03], VI, §1.

Vecteurs bornés a droite

Définition 1.1.6
Un vecteur 7 € H est dit borné a droite si sup{||L(&)n| : £ € A, ||¢]| < 1} = ¢ < oc.
L’ensemble des vecteurs bornés a droite est noté B,

Proposition 1.1.2

neB, < 3T € L(H):VEed, TE=L(En.

Comme T est déterminé de fagcon unique par 7, on note T'= R(n).

B, est un sous-espace vectoriel de H et R(An + u¢) = AR(n) + pR(¢), pour (,n € B,.

On a les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.3

i) B, est invariant sous R;(2)'

i1) R(B,) est un idéal a gauche de R;(A)" et R(Tn) = TR(n) pour tous T € R;(A)" et
nemB.

On peut alors prolonger la multiplication en posant :

Déﬁfnition 1.1.7
&n = L(€)n pour € € A, € H.

&n € R(n)¢ pour € € H,n € B,

On définit alors A, par :
A.=B,ND

On a: Ry(A) =R, (A).

Vecteurs bornés a gauche

Définition 1.1.8
¢ € H est dit borné a gauche si sup{||R(n)¢]| : n € A,, |In|]| <1} = ¢ < .
L’ensemble des vecteurs bornés a gauche est noté B

Proposition 1.1.4

A C B. A chaque & € B correspond un opérateur borné L(§) sur H déterminé par
L()n=Rn)& € B, ne A,.. On a alors :

i) B est invariant par R;(2).

ii) L(B) est un idéal a gauche de R;() et

L(TE) =TL(S), siT € Ry(A),£ € B
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iii) €0 S L(E)n, € € B, € H.
iv) On pose A; = BND*. Alors A, est une algébre hilbertienne & gauche et 2 C A; donc
Ri(A) = Ry ().

On peut alors démontrer le théoreme fondamental suivant :

Théoréme 1.1.2 (VI, § 1, theorem 1.19)
Soit 21 une algebre hilbertienne a gauche, A et J les opérateurs précédemment définis.
Alors, pour t € R,
Z) JR (QL)J =R (Ql)’ AitRl (Q[)Afit = RZ(Q[)

JR, (Ql)’] =R, (91) AitRl (ﬁ)’Aﬂ‘t =R, (Ql)’
Plus précisément, pour & € A;, JL(&)J = R(JE) et, pourn € A,, JR(n)J = L(Jn).
ii) Le groupe d’unitaires a un paramétre {A" ¢t € R} agit sur A, et A; comme automor-
phisme, et J envoie A, (resp. A,) sur A, (resp. A;) de facon anti-isomorphe au sens
ou

J(En) = (In)(JE),  &neA

1.1.5 Définition des poids canoniques

En suivant [Co73] (§ 1.1.1) et [Ta03] (§ VIL.2), on définit sur M = R;(2) un poids
canonique grace a la définition suivante :

Définition 1.1.9

On définit un poids pg sur M, par :

Soit T'€ M.

o Sl existe f € A; telle que T'= L(f)*L(f), alors ¢o(T) = (f|f)-
e Sinon, ¢py(T) = +oo.

On obtient alors un poids sur M, avec, en particulier :
pour f,g € B, wo(L(f)*L(g)) = (9]f)-
Ce poids est fidele, semi-fini et normal.
Pour S € (M'), on pose ¢(S) = po(JSJ). On définit ainsi un poids canonique sur M.

1.1.6 Représentation standard

Soit M une algebre de von Neumann et soit ¢ un poids normal fidele semi-fini sur M ; on
peut alors considérer n, = {T' € M : p(T*T) < +oc} et N, = {T € M : p(T*T) = 0}.
On note 7, I'application canonique de n, dans n,/N,. En complétant n,/N, pour le
produit scalaire défini par (1,(7")|n,(S)) = ¢(S*T), on définit un espace de Hilbert A, ;
on définit également une algebre hilbertienne A, en posant A, = n,(n, N n})

Enfin, I’action de M sur n,/N, se prolonge & H,, en une représentation 7.

On a alors, d’apres [Ta03] (VII - theorem 2.6), m,(M) = R;(A,).

Ceci prouve que toute algebre de von Neumann munie d’un poids normal fidele semi-fini
admet une représentation standard.
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Nous pouvons maintenant définir le groupe d’automorphismes modulaires associé a R;(2)
ainsi que la dérivée de Radon-Nikodym, équivalent non commutatif de la dérivée de
Radon-Nikodym de le théorie de la mesure usuelle.

1.1.7 Groupe d’automorphismes modulaires

Une algebre hilbertienne a gauche étant donnée, on peut définir la notion de groupe
d’automorphismes modulaires comme dans [Ta03]

Groupe d’unitaires a un parametre

Théoréeme 1.1.3
{A" t € R} forme un groupe d’automorphismes a un paramétre de 2 et on a

L(A™E) = A"L()A™™,  pour & € .

Ce groupe d’automorphismes induit donc un groupe d’x-automorphismes a un parametre
sur 'algébre de von Neumann R;(2).

Groupe d’automorphismes modulaire d’une algebre de von Neumann a gauche

Définition 1.1.10 ([Ta03] VIII. 1)

Soit 2 une algebre de hilbertienne et M = Ry(A). Pour T € M et t € R, on pose
oi(T) = APT A, Alors {oy,t € R} est appelé le groupe d’automorphismes modulaires
de M associé a 'algebre 2.

Théoreme 1.1.4
Le groupe {0} de R;(2) est intérieur (i.e. il existe un groupe d’unitaires a un paramétre
['(t) dans R;() qui implémente le groupe o) si et seulement si R;(2A) est semi-fini.

Ici, cela signifie qu’il existe I'(t) € R;(2) tel que, pour tout 7" € R;(~A), on ait

o(T) =T()TT(t) .

Corollaire 1.1.5
Si {0} est intérieur, alors le groupe a un paramétre {A™} est représenté par

A" =T (I (1), JU(t)J =T"(-t)

ot I'(t) (resp T'(t)) est un groupe d’unitaires a un parameétre dans R;(2l) (resp. dans
Ri(2)').

Soit M une algebre de von Neumann et ¢ un poids normal semi-fini fidele sur M. Nous
pouvons définir la notion de centralisateur de ¢, noté M, par

M, ={T € M:VteR of(T) =T}
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On peut ensuite définir de nouveaux poids sur M a partir d’opérateurs H positifs au-
toadjoints affiliés a (M,,) grace a la proposition suivante ([Ta03] VIIIL. 2, lemme 2.7 et
lemme 2.8) :

Proposition 1.1.6
1) Soit H € (M,,)4. Si on pose

p(HT) = p(HZTH?), T e M,

alors p(H-) est un poids sur M.
2) Soit H un opérateur positif autoadjoint affilié a M.,,.
Pour ¢ > 0, on pose H. = H(1 +eH)™".
a) L’opérateur H. est borné et autoadjoint.
11

b) SiT € M., alors p(H2TH?) converge dans [0; 4+ oc] quand € tend en décroissant vers
0 et I'égalité

11

P(HT) = i o(HTH)

définit un poids ¢(H-) normal semi-fini sur M.

Remarque 1.1.1

Si ¢ est une trace, le centralisateur M., est égal & M et on peut définir un poids ¢(H-) a
partir de la formule précédente pour tout H positif autoadjoint affilié a M. On retrouve
alors la définition de [Pe79] (5.3.10)

La notion de groupe d’automorphismes modulaires est fortement liée a la condition de
Kubo-Martin-Schwinger qui caractérise des états d’équilibre.

Condition de Kubo-Martin-Schwinger (K-M-S)

Soit M une algebre de von Neumann possédant un groupe d’x-automorphismes {0y, t € R}
tel que, pour tout 7' € M, t — 04(T) est fortement continue.

Définition 1.1.11

Si une forme linéaire normale fidele positive ¢, de M satisfait les conditions suivantes,
alors on dit qu’elle satisfait la condition KMS :

i) @o est invariante sous oy i.e. @g = g © 0.

i) 1l existe 3 > 0 et pour tout (A, B) € M?2, il existe une fonction F holomorphe dans
0 < Im(z) < (3 et continue bornée sur la fermeture avec

F(t) = ¢o(0(A)B) et F(t +iff) = po(Boi(A))

En considérant {0;/g,t € R}, on peut se ramener a supposer que 3 = 1.
Si g est une trace sur M, alors o; est le groupe d’automorphismes trivial.
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Théoreme 1.1.5

Soit M une algebre de von Neumann. Soit p, une forme linéaire normale fidéle positive
sur M. Alors il existe un groupe d’automorphismes a un parameétres o; de M tel que g,
satisfasse la condition KMS pour (3 = 1.

Il y a en fait unicité du groupe d’automorphisme de M : o, est donc appelé le groupe
d’automorphismes modulaire de M associé a .

1.1.8 Dérivée de Radon-Nikodym

Théoreme de représentation
En utilisant les résultats précédents, on peut démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.6 ([Ta03] VIII — theorem 3.2)

Soit ¢ un poids normal semi-fini fidéle sur M. Pour tout poids 1) semi-fini normal, il
existe une application linéaire n de ny dans H, et une isométrie U de H, sur [n(ny)]
telles que :

7, (A)(T) = 1(AT) AeM,Ten,
Uny (T) = n(T) Ten,
7, (AU = Try(A) AeM

Si ¢ est fidéle, alors on peut choisir n tel que [n(ny)] = H,4 et donc m, et my sont
unitairement équivalents.
En particulier, tout w € M est représenté par un vecteur £ € H,, tel que

w(T) = (mp(T)EE), T € M.

La théorie de Tomita permet enfin de définir la dérivée de Radon-Nikodym.

La dérivée de Radon-Nikodym

Théoreme 1.1.7

Soit ¢ et 1) des poids fidéles, semi-finis et normaux sur une algebre de von Neumann M.
Alors il existe une famille o-fortement continue a un paramétre {u,} d’unitaires de M
vérifiant :

a) Vs, t € R, Uyt = U0 (Ug)

b) Vs € R, uof (nf Nng) =y Nny

¢) Pour tout T} € n, N ny, et tout To € nj; Ny, il existe une fonction F' analytique dans
0 < Im(z) <1 telle que

F(t) = o(uo) (T)T1)  F(t+1) = ¢(Tywo} (Tz))

VT e MYt eR,  of(T) = wo (T)u}
de plus, la famille {u;} est déterminée de fagon unique par ces conditions.
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On peut donc poser la définition suivante :

Définition 1.1.12
La famille {u,} du théoréme est appelée la dérivée de Radon-Nikodym de ¢ par rapport
a 1) et notée

(Dy : D)y = uy, 0<Im(t) <1
Notons par ailleurs les propriétés suivantes :

Corollaire 1.1.7

Soit ¢ et 1 des poids normaux semi-finies fidéles sur M. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) pour toutt € R, 1) = oof

b) il existe un opérateur positif autoadjoint non singulier H affilié a M, tel que ¢ = ¢(H-)

¢) pour toutt € R, ¢ = p o o}

Théoreme 1.1.8
Si ¢, et p sont des poids normaux semi-finis fideles sur M, alors

(Dv : D)y = (Dv : Dp)(Dp : D)y, t € R
La réciproque du premier théoreme est vrai sous la forme suivante :

Théoreme 1.1.9

Soit ¢ un poids normal fidéle semi-fini sur une algebre de von Neumann M.

Si{u, : t € R} est une famille d’unitaires de M o-fortement continue satisfaisant I’identité
us1t = uso?(uy), alors il existe un poids normal fidéle semi-fini 1) tel que pour tout t € R,

on ait (D1 : D).

1.2 Cas d’une algebre de von Neumann munie d’une
trace

Commencons ici par rappeler le point de vue de J. Dixmier ([Di53] et [Di69]), qui donne
une définition abstraite des espaces LP dans le cas d’une algebre de von Neumann semi-
finie.

1.2.1 Espaces L? selon Dixmier

Nous commencons ici par rappeler la définition du L! défini par une trace, comme on la
trouve dans [Di69] (chapitre I, §6.10) ou dans [Di53] (§2).
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Définition du L!

Soit M une algebre de von Neumann, 7 une trace définie sur I'idéal bilatere Z de M.
Afin de définir I’espace L!, J. Dixmier commence par prouver qu’une trace normale fidele
semi-finie permet de définir une norme sur Z.

Théoréme 1.2.1
Soit Se MetTecZ. Alors
IT(ST)| < 7(IST]) < ||S|| 7(IT)

Corollaire 1.2.1
Soit T € Z. Le nombre 7(|T'|) est la borne supérieure des nombres |7(ST)| quand S par-
court 'ensemble des opérateurs M tels que ||S|| < 1. Cette borne supérieure est atteinte.

Corollaire 1.2.2
La fonction T — 7(|T'|), définie sur Z, est une semi-norme.

On suppose désormais que T est normale, fidéle et semi-finie. L’espace Z, muni
de la norme T +— ||T||; « 7(|T|) est alors un espace vectoriel normé complexe, dont le
complété est un espace de Banach, noté L'(M, T).

T peut alors étre identifié & un sous-espace vectoriel de L'(M, 7) partout dense.

L’un des points importants concernant L'(M, 7) est qu’il s’identifie avec le prédual M,.

Identification avec le prédual

Notons M, le prédual de M.

Théoréme 1.2.2 ([Di69], chapitre I, §6.10)

Soit M une algebre de von Neumann, T une trace normale fidele semi-finie définie sur
I'idéal bilatére T de M. Les espaces normés M (muni de || ||) et Z (munie de || ||,) étant
mis en dualité par la forme bilinéaire (S,T) — 7(ST), M est le dual de T.

En particulier, il existe un isomorphisme de I'espace de Banach L'(M, 1) sur I'espace de
Banach M,.

Définition des espaces L”

Soit M une algebre de von Neumann munie d’une trace 7 normale, fidele et semi-finie.
On commence par définir L?(M, 7) & partir de [Di69] (chapitre I, §6.2)

Rappelons tout d’abord que, si Z est un idéal bilatere d’une algebre de von Neumann M,
alors I’ensemble des S € M tels que SS* € T est un idéal bilatére n de M tel que n? = 7.
On note n = Zz.

Soit Z T'idéal de M sur lequel 7 est finie. Nous pouvons alors définir L?(M, 7) & partir
du théoreme suivant, qui reprend une partie du théoreme 2 de [Di69] 1.§6.2.
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Théoreme 1.2.3

1
Muni du produit scalaire défini par (S|T) = 7(T*S), I2 = n, est une algébre hilbertienne
achevée.

On note L%(M, 1) I'espace hilbertien complété de Zz et || |l, 1a norme issue du produit
scalaire.

De méme, J. Dixmier définit, pour p € [1; + oo, n, = Iv et, pour A € n,, pose
1
[A]l, = (1A

Il démontre alors que, si 7 est normale fidele, alors A — [|A[|, est norme sur n, ([Di53]
§3, corollaire 2) et il note LP?(M, 1) I'espace de Banach complexe obtenu en complétant
n,, muni de la norme ||- [|,.

Il démontre également les principales propriétés usuelles des espaces LP a savoir : inégalités
de Holder, Minkowski, dualité. ...

1.2.2 Espace L? selon Nelson

Les définitions présentées ci-dessous on été proposées par E. Nelson dans [Ne74]. On les
trouve également développées dans [Ta03] (IX.2).

Soit M une algebre de von Neumann agissant sur un espace de Hilbert H. On suppose
que M admet une trace 7 fidele, normale et semi-finie.

Opérateurs 7-mesurables.

La théorie des espaces LP développée par E. Nelson repose sur la notion de 7-mesurabilité.
Cette notion a été introduite afin de définir un équivalent de topologie de la mesure
dans le cas non commutatif, et de travailler dans une algebre qui contiendrait tous les
espaces I”. Nous rappelons ici les résultats essentiels de cette théorie sans en donner de
démonstrations, ces dernieres étant détaillées dans [Ta03] par exemple (IX §2). E. Nelson
définit une topologie de la mesure sur M, qui est définie a partir du systeme de voisinages
fondamentaux de 0 donné par :
V(e,§) = {T € M tel qu'il existe une projection E de M telle que [|[TE| < ¢ et
7(1 — E) < d}, ol € et 0 sont des nombres strictement positifs.
On note alors M la complétion de M pour cette topologie.
Si on suppose maintenant que M C L(H) avec H espace de Hilbert, on définit de méme
H comme étant la complétion de H pour la topologie définie par le systeme de voisinages
de O :

O(e,d) ={n € H :3E € Proj(M),||En|| <eet 7(1 - E) <4}

ou Proj(M) est I’ensemble des projecteurs de M.
Théoréme 1.2.4 ([Ta03] IX. 2 — theorem 2.2)

Les applications
T +— T* de M dans M
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(T,S) — T + S de M x M dans M
(T,S) — TS de M x M dans M
(&,n) — &+n de H xH dans H
(T,&) —> TE de M xH dans H

se prolongent respectivement de facon unique en des applications continues de M dans
M, M x M dans M, H xH dans H et M xH dans H.

Pour tout T € M, on définit un opérateur non borné M(7T) comme suit : on pose
DM(T))={¢eH:TEeH} et M(T)E =TE pour £ € D(M(T)). 1l s’agit d’'un opéra-
teur fermé densément défini affilié & M ([Ta03] IX.2 theorem 2.5); de plus, I'application
T — M(T) définie sur M est injective, ce qui permet d’identifier M & un sous-ensemble
des opérateurs densément définis fermés affiliés a M.

Définition 1.2.1
Soit T un opérateur fermé densément défini affilié a M.

T est dit 7-mesurable si, quel que soit € > 0, il existe une projection £ dans M telle que
Im(E) CD(T) et 7(1 — E) < e.

Comme T € M si et seulement si T est 7-mesurable, M est en fait l’ensemble des
opérateurs T-mesurables.

Soit T, S des opérateurs 7-mesurables. Alors T + S (somme forte), TS (produit fort)
et T* sont densément définis et préfermés. De plus, leurs fermetures T + S, TS et T*
sont encore densément définies et M est une x-algebre pour les deux opérations fortes et
I’opération * ci-avant.

Par ailleurs, le théoreme ci-dessous se déduit de ce qui précede.

Théoréme 1.2.5 ([Ta03] IX.2. — corollaire 2.9)
Soit T' un opérateur fermé densément défini affilié 4 M. Notons T = U |T'| sa décompo-

o
sition polaire et |T| = / ME) la décomposition spectrale.
0

Alors T' est T-mesurable si et seulement si 7(1 — E)) < oo pour \ suffisamment grand,
ou, de facon équivalente, Alirn 7(1 — E)) = 0 grace a la normalité de 7.
—00

gl sait que M est une x-algebre topologiquement complete. De plus, M est dense dans

M.
En fait, siT =U|T| € Met T :/ AdE), alors la suite (U/ )\dE,\> de M
0 0

n=1,2...
tend vers T quand n — oo dans la topologie de la mesure.

On prolonge enfin la trace de M, a M en posant, pour H € M,

7(H) = lim7(H(1+cH) )

e—0
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Espaces LP

La définition donnée pour les espaces L est alors la méme que celle de Segal ([Se53])

Définition 1.2.2

Soit p €]0; + oco[. On définit LP(M, 7) comme étant I'ensemble de tous les opérateurs T
fermés densément définis affiliés & M tels que ||T|, = T(|T|p)% < 00.

On pose L>*(M, 1) = M et on note || || la norme usuelle d’opérateurs.

Théoréme 1.2.6 ([Ta03] IX.2 theorem 2.13)
LP(M,T) est un espace de Banach pour la norme | ||, (1 < p < oc), dans lequel le
sous-espace M N LP(M,T) est dense.

D’autre part, Pespace (L*(M, ), || ||,) est un espace de Hilbert.

1.3 Cas d’une algebre de von Neumann munie d’un
poids

Soit M une algebre de von Neumann munie d’un poids ¢q. Plusieurs définitions de LP(M)

ont été proposées et nous rappelons ici les trois grands points de vue, ceux de U. Haagerup
([Haa77]), A. Connes ([Co79] et [Co80]) et M. Hilsum ([Hi81]), et Kosaki ([Ko84]).

1.3.1 Espaces L” au sens d’Haagerup

U. Haagerup [Haa77] construit L?(M) a partir d’opérateurs non pas affiliés & M mais au
produit-croisé M = M X,¢ R de M par un groupe d’automorphismes modulaires. La
plupart des résultats sont repris et détaillés dans [Te].

Notations adoptées

Soit M une algebre de von Neumann et soit ¢y un poids normal fidele semi-fini sur M.
On suppose que M est représentée dans un espace de Hilbert H, i.e. M C L(H).
La construction d’un tel produit croisé est rappelée en annexe (B.1.2). Ici, nous posons

-~

~ R — A
A = R et nous identifions A avec R grace a I'application ou xu(s) =e

t — Xt

—ist

pour s € R.
Nous noterons alors 6, au lieu de 6,,.

Notons que 7 est une représentation normale fidele de M et 'on peut donc identifier M
avec son image (M) dans M. Par ailleurs, d’apres [Te], les ,, s € R, se prolongent en
des automorphismes, encore notés 6, de la partie positive étendue (voir B.3.1) de M,
notée E
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Poids opératoriel

Nous rappelons en annexe (B.3.2) la définition générale d’un poids opératoriel telle qu’elle
a été donnée par U.Haagerup dans [HaaT79].

Définition 1.3.1
On note E le poids opératoriel, E : M —— M, défini sur M, par

E(T) = / 0s(T)ds, pour T'e M,
R

E est un poids opératoriel fidele normal semi-fini au sens ou, pour tout 7€ M_, E(T)
est I'élément de M caractérisé par

< E(T), x >:/ < 04(T), x >ds
R
pour tout y € M, .

Par ailleurs, pour tout s € R, 6, o E = E, donc les valeurs de E sont bien dans /T/l:

Définition 1.3.2 (Poids dual)
Pour tout poids ¢ sur M, on définit ¥ comme étant le prolongement de ¢ en un poids

normal sur /T/l:

On pose alors ¢ = g o E.

¢ est un poids normal sur M, appelé le poids dual de . U. Haagerup ([Haa77]) indique
que @, est égal a 27 fois le poids dual de g obtenu classiquement a partir du produit
Croisé.

Si ¢ et ¢ sont des poids semi-finis, normaux, fideles, alors ¢ et ¢ le sont aussi. On a :
Vi € RVT € M : 0%(T) = o%(T)
vt € R, (Dy : Dyp)y = (D : DY)

U. Haagerup démontre alors que

Proposition 1.3.1

 —  est une bijection de I’ensemble des poids normaux semi-finis sur M, sur I’ensemble
des poids semi-finis normaux 1 sur M satisfaisant :

Vs e Rypoly =

puis il construit alors une trace sur M.
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Trace

Il existe une trace 7 normale fidele semi-finie sur M caractérisée par
Vt e R: (Dyg: D7)y =V,

T satisfait : Vs € R, 7 0, = e 7.

On peut alors démontrer que H —— 7(H-) est une bijection de E sur I’ensemble
des poids normaux sur M. En particulier, c’est une bijection des opérateurs positifs
autoadjoints affiliés a M sur les poids normaux semi-finis sur M.

Ceci permet alors de poser la définition suivante ([Haa77] et [Te])

Définition 1.3.3 -
Soit ¢ un poids normal sur M. On définit H, comme étant I'unique élément de M
donné par ¢ = 7(H,")

H, est en fait la dérivée de Radon-Nikodym de ¢ par rapport a la trace 7 sur M

Proposition 1.3.2
1) ¢ — H, est une bijection de I'ensemble des poids semi-finis normaux sur M sur
Pensemble des opérateurs positifs autoadjoints H affiliés a M qui satisfont

VseR:0,H=e¢ °H

2) Pour tous poids normaux ¢ et 1) sur M, pour tout T € M, on a :
a) Hpyy = Hy + Hy
b) Hypgo =T - H, T*
¢) Supp (H,) = Supp (¢)

Opérateurs T-mesurables

Comme M est semi-finie, nous pouvons alors faire le lien avec la théorie de Nelson et
identifier les opérateurs 7-mesurable.

Corollaire 1.3.3

Soit ¢ un poids normal semi-fini sur M.

H, est T-mesurable si et seulement si ¢ est borné. [Haa77]
ou encore :

H, est T-mesurable si et seulement si ¢ € M,. [Te]

On note MJF ’ensemble des éléments de M positifs autoadjoints.
0s, s € R, se prolonge en un *-automorphisme continu, encore noté 6, sur M (M
désignant comme précédemment les opérateurs T-mesurables affiliés & M).



30 CHAPITRE 1. ESPACES L¥ D’'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN

Théoreme 1.3.1

1) L’application ¢ — H,, se prolonge en une bijection linéaire, encore notée ¢ — H.,,
de M, sur le sous espace {H € M :Vs € R0, H = e *H} de M.

2) Pour p € M, et T,S € M, on a :

hpgp.se = TH, - S*
He. = H*,

3) Si ¢ = U |p| est la décomposition polaire de ¢, alors H = UH, est la décomposition

polaire de H,. En particulier, |H,| = H,).

Espaces [P
Ce qui précede permet de définir les espaces LP comme dans [Haa77]

Définition 1.3.4

1) On définit, pour p € [1; + o[, L?(M) comme étant I'ensemble des opérateurs A de M
(i.e. les opérateurs T-mesurables affiliés & M) tels que, pour tout s € R, 0,4 = e r A

2) On définit L*(M) comme étant I'ensemble des opérateurs A 7-mesurables affiliés a
M tels que, pour tout s € R, on ait ;A = A.

Remarque 1.3.1 o
Les LP(M) sont des sous-espaces vectoriels de M.
Ils sont engendrés par leur partie positive LP(M) = L?(M)N M,

Définition 1.3.5
On définit sur L'(M) une forme linéaire Tr par Tr(H,) = ¢(1), pour tout ¢ € M,.
On pose ||T||, = Tr(|T'|) pour T € L*(M). 1l s’agit d’une norme sur L*(M).

Identifications

Indiquons ici quelques propriétés intéressantes de ces espaces, ainsi que des spécificités
qui les distinguent des espaces L classiques. En particulier, la premiére proposition sera
tres utile pour expliciter I'espace L' d’une algébre de von Neumann d’un groupoide.

Proposition 1.3.4
D’aprés le théoréme 1.3.1, LY(M) ~ M,.
Plus précisément, p — H, est une isométrie de M, sur L'(M).

Remarque 1.3.2
@) Si p # ¢, (M) 0 LI(M) = {0},

b) Si p < o0, alors tout opérateur non nul de L? est non borné.

Proposition 1.3.5
L>°(M) ne contient que des opérateurs bornés. Donc

L¥M)={TeM:0,T=T,secR} =M.
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Normes

On définit alors une norme sur les espaces LP(M). Pour ce faire, commencons par une
caractérisation des LP :

Proposition 1.3.6
Soit p € [1; + ool Soit A un opérateur fermé, densément-défini affilié & M, de décompo-
sition polaire A = U |A|.

AcP(M) = UeMet |A]P € L'(M)

La définition suivante a donc bien un sens :

Définition 1.3.6 )

1) Soit p € [1; + oo[. On définit alors |-, sur LP(M) par ||A|, = Tr(|A[")7, pour
Ae LP(M).

2) Pour A € L>(M), on pose ||A||, = ||A||. C’est une norme.

Il n’est pas évident a ce stade de I'étude que [|-[|, est une norme si p €]1; + ool.

Proposition 1.3.7 1
Soit p,q € [1; + o] avec —+ — = 1. Soit A € LP(M) et B € LI(M). Alors AB et BA
p

q
appartiennent & L*(M) et Tr(AB) = Tr(BA).

Corollaire 1.3.8 ([Haa77])
1) Pour tout T' € L'(M) et tout unitaire U € M, on a Tr(UTU*) = Tr(T).
2) Pour tout T € L*(M), Te(T*T) = Tr(TT)

Ces propriétés été établies, on peut démontrer les inégalités classiques des espaces L
commutatifs, notamment les inégalités de Holder, Minkowski, Clarkson.... Les espaces
LP(M) munis de [|-|| sont des espaces de Banach et L?(M) est un espace de Hilbert avec
le produit scalaire donné par (A|B) = 7(B*A).

Indépendance du choix de g

Les espaces LP(M) sont canoniquement associés a M, car indépendants, a isomorphisme
pres, du choix de (.

En effet, si on prend deux poids ¢ et 1 et que l'on définit les produits croisés M, et
M, alors M, est engendré par 1o(T"), Vy et M, par +,(T), Vs.

s —> 05 est 'action duale de R dans M, et M. On a

0,(T) = puTu, ', ou py est un unitaire sur L*(M, H)

donné par (u&)(t) = e (1), £ € L*(R,H),t € R

On a les traces 7y et 4.



32 CHAPITRE 1. ESPACES L¥ D’'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN

Théoreme 1.3.2
Il existe k : M, — M, isomorphisme tel que

VseR kol =0, etm =190k

Corollaire 1.3.9 o o
L’application k : M, — M, se prolonge en un x-isomorphisme topologique k : M, — M,

Pour terminer, on peut s’intéresser au cas semi-fini.

Cas semi-fini

Soit M une algebre de von Neumann semi-finie. Alors il existe une trace normale, fidele,
semi-finie 75 sur M. On applique donc la construction de LP(M) avec ¢y = 7.

En identifiant L*(R,H) et H ® L*(R), on a ([Haa77])
M thﬁoR:M@U(R)

ou U(R) est l'algebre de von Neumann associée a la représentation réguliere gauche du
groupe R. R
Notons F l'opérateur de Fourier-Plancherel L?*(R) — L*(R) défini par

1 too
Ff)(s) = —= e " f(t)dt
FNE == [ s
Alors U(R) = FF*L>®(R)FF, on L=(R) agit en tant qu’opérateur de multiplication sur
L*(R).
On a donc M X, R=M @ F*L*(R)F.

Soit f une fonction borélienne sur R. On note M (f) 'opérateur de multiplication fermé
densément défini g — fg sur L?(R).

Théoreme 1.3.3

Soit p € [1; + oo[. Si A € LP(M, 1) alors A ® F*M(exp5)F € LP(M) et I'application
Ar— A® F*M(exp$)F est une isométrie de LP(M, 7o) sur LP(M).

(Ici, LP(M, 1y) désigne D’espace LP relatif a la trace 1y au sens usuel.)

1.3.2 Espaces L? au sens de Connes et Hilsum

Nous donnons ici la définition des espaces LP non commutatifs donnée par A. Connes dans
[Co80]. Elle s’appuie sur la théorie des dérivées spatiales, développée dans I’article [Co80].
A partir de cette définition, M. Hilsum [Hi81] a démontré les principales propriétés des
espaces LP. Cette théorie a été reprise par M. Terp [Te| qui a donné quelques définitions

différentes de certaines notions, mais malgré tout cohérentes.

Soit M une algebre de von Neumann agissant sur un espace de Hilbert 7.
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Soit ¥ un poids normal fidele semi-fini sur le commutant M’ de M. H est un M’-module,

c¢’est-a-dire qu’il existe une représentation normale non dégénérée de M’ sur H. On définit
ng & {T e M'": U(T*T) < oo} et Hy 'espace de Hilbert complété de nyg pour le produit

scalaire (T, S) — ¥ (S*T).
On définit enfin 7, I'injection canonique de ny sur Hy et 7y la représentation canonique

de M’ sur Hy.

Définition d’opérateurs particuliers

Pour commencer, donnons les définitions de [Co80] dans le paragraphe Preliminaries on
N-modules.

Définition 1.3.7 ([Co80])
Un vecteur £ € H est dit U-borné s’il existe C' € R tel que

VT € ny, || T¢[ < Clln(T)]
On note D(H, ) & {¢ € X - borné }.
Pour £ € D(H, ¥), il existe un unique opérateur borné R¥ () de Hy dans H tel que

VI €ny,  RY(&)nu(T) =T¢

Par construction, RY(£) est un opérateur de multiplication & droite, M'-linéaire ainsi que
son adjoint. De plus, pour tout a € H, ((RY(€))*a|ny(T)) = (a|T€).

Dans [Te], M. Terp définit RY(£) comme un opérateur non borné, pour £ € H. Ainsi

Définition 1.3.8 ([Te])
Soit £ € H. On note RY(€) lopérateur (densément défini) de Hy dans H défini par

VT eng,  RY(ne(T)=T¢
Avec ces mémes définitions, [Hi81] définit I’ensemble des vecteurs fermables comme suit :

Définition 1.3.9

On dit que £ € H est ¢-fermable si 'opérateur RY(£) de la définition 1.3.8 est fermable.
On note C(H, ) 'ensemble des vecteurs ¢-fermables.

Si € € C(H,v), RY(E) est la fermeture de cet opérateur.

Cet opérateur a les propriétés suivantes

Proposition 1.3.10
Soit £, &, € H, TeMetSe M. Ona:

i) RY(& + &) = RY(&) + RY(&) | iv) RY(&1)* + RY(&)* C RY (& + &)
i) RY(T€) = TRY(€) v) RY(TE)* = RY (§)*T*
iti) SRY(€) € RY(§)nw(S) vi) Ty (S)RY(E)* € RY(€)*S
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D(H, ¥) correspond donc aux vecteurs ¢ tels que RY(€) soit un opérateur borné, prolon-
geable & Hy et encore noté RY.

Proposition 1.3.11 ([Co80] et [Te])
D(H, ) est un sous-espace dense, M-invariant, de H.

A. Connes définit alors des opérateurs ©V qui engendrent un idéal bilatere Jy faiblement
dense de Ly (H) = M" par
déf N
0%(&n) = RY((RY(n)*, VY& ne DH, V)
Par ailleurs, on a les propriétés suivantes

Proposition 1.3.12 ([Co80] proposition 3)
1) Tout élément positif de Jy est une somme finie

T=Y 0%%%&), &eDHY)
=1

2) Il existe une famille (£,)qcr de vecteurs W-bornés telle que > OV (&,,&,) = 1

Formes quadratiques fermables

Avant de définir les dérivées spatiales, quelques rappels concernant les formes quadratiques
positives sont nécessaires ([Co80], Preliminaries on closable forms). #H désigne ici un
espace de Hilbert.

Définition 1.3.10

Soit D un sous-espace dense de H. Une forme quadratique positive (ou simplement forme
positive) sur D est une application ¢ de D dans [0; + oo] telle que

1) V& € D,VA € C,q(A) = A" q(€)

2) V&, m € D,q(€+n) +q(€ —n) =2q(£) + 2¢(n)

On appelle domaine de ¢, noté Q(Q), 'ensemble des £ € D tels que ¢(§) < +oo.

Définition 1.3.11
Une forme positive ¢ est dite
i) semi-continue inférieurement (s.c.i.) si

Q(gn) < «, gn — 5 — (](6) <«

i1) densément définie si son domaine Q(q) « {€ € H:q(f) < oo} est dense dans H
La semi-continuité d’une forme positive peut étre caractérisée par le lemme suivant :
Lemme 2 ([Co80])

1) Soit q une forme positive de domaine dense, sur D. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :
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a) Il existe une forme quadratique positive fermée (voir A.1.5) p sur H, telle que Q(p) N D = Q(q)
et q(§) = p(§, &) pour tout £ € Q(q).

b) L’application £ — (&) est semi-continue inférieurement.

2) Sous les conditions ci-dessus, I'opérateur positif T' associé a la fermeture de q|g(g) est
2
= q0), V€ Qla).

On note, par abus de langage, lorsque 7" est un opérateur autoadjoint positif :

le plus grand opérateur positif autoadjoint tel que HT%g

(Tg|g):HT%g‘2 si€eDTE) et (TE|E) = +oc sinon.

Dérivée spatiale

. ., d .
Soit ¢ un poids normal semi-fini sur M. La définition de la dérivée spatiale d—(p se fait

grace a une forme positive (quadratique) particuliere. A. Connes pose q(&) = p(©Y (€, €))
pour £ € D(H, V) et démontre que 1'on définit ainsi une forme positive semi-continue
inférieurement sur D(#H, V), de domaine dense. On a alors

Définition 1.3.12
La dérivée spatiale £ est Iopérateur positif autoadjoint associé a ¢ comme dans le

lemme 2. Ainsi, d—§ est le plus grand opérateur positif autoadjoint 7" tel que

(T€l6) = ¢(0(¢,€)), V€€ D(H,¥)

On peut alors énoncer quelques propriétés des dérivées spatiales, démontrées dans [Co80]
(proposition 8)

Proposition 1.3.13
1) Si p(1) < 400, alors D(H, V) C D(

1
do) 2
£) et D(H, V) est un domaine essentiel pour

cet opérateur.
Par ailleurs, si ¢1(1) < 400 et p,(1) < 400, alors

dpr + @2 dpr | deo

dr AU dv¥
dey depy
< gy = L g 12
Jose v = dv d(ApA*) d
) ) ) pA* _ 0\ 4
3) Si A € M est inversible, alors v A <—d\11> A

Dans le cas ou les poids sont fideles sur M, on peut s’intéresser au lien avec la théorie
modulaire.
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Propriétés modulaires des dérivées spatiales

Théoreme 1.3.4
Soit 1 et py des poids normaux, fidéles, semi-finis sur M.
Soit U un poids normal, fidéle semi-fini sur M'. Alors

dey " deg o
Vt € R, (Dypy : Dip)y = (@) (w)

(I'injectivité des dérivées spatiales est assurée car les ¢; sont fideles)

Théoreme 1.3.5
Soit ¢, 1) des poids fidéles normaux semi-finis sur M et M’'. Alors :

i) VT € M.Vt € R 0?(T) = (%)1 T (%)1

i) VS e MVt e R o (9) = (%) : o (%)1
o (de\Tdy
i) <@) ~ dy

Citons alors trois corollaires, les deux premiers étant de [Co80] et le troisieme de [Te]

Corollaire 1.3.14
Soit & un vecteur W-borné et n un vecteur p-borné. Alors

(En)° < (O (£,€)T(0%(n,n))

Corollaire 1.3.15 q
Soit ¢ un poids sur M. Alors Supp <d—§> = Supp (¢).

Corollaire 1.3.16
Soit @, 1) des poids normaux semi-finis fideéles sur M et M’. Alors

d o . .
i) ﬁ est affilié & M’ si et seulement si ¢ est une trace.
.y de s . .
i1) a0 est affilié a M si et seulement si v est une trace.

d
i11) ﬁ est affilié a Z (M) si et seulement si ¢ et 1) sont des traces.

d
On peut maintenant caractériser les opérateurs de la forme ﬁ et définir le poids associé

a un opérateur.
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Poids associé a un opérateur homogene

Théoréme 1.3.6 ([Co80], theorem 13)
Soit ¥ un poids semi-fini normal fidéle sur M' et soit T' un opérateur positif autoadjoint

sur ‘H. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

d
i) Il existe un poids ¢ (nécessairement unique) normal semi-fini sur M tel que T = &,

dy
i) VS € M', Vt € R, T"0}"(S) = ST".

iii) D(H, ¥)ND(T'2) est un domaine essentiel pour Tz et le nombre Z (T&;|&;) ne dépend

=1

n
que de Z@‘I’(@, &) pour & € D(H, V)
i=1
La condition ii) peut encore s’écrire o¥,(S)T" = TS en remplacant ¢ par —t.
Un opérateur positif vérifiant cette propriété est dit homogene de degré —1 [Co80] (ou

d
—1-homogene [Te]). Les opérateur positifs autoadjoints —1-homogenes sont donc les d—\i’

ou ¢ est un poids normal semi-fini sur M.

Remarque 1.3.3

dp ¢ intecti
—— —— est 1njective.

Un premier corollaire du théoréme est le suivant

Corollaire 1.3.17 ([Co080])

Soit (¢,) une suite croissante de poids normaux fidéles sur M. Si ¢ = sup ¢, est semi-
de, . d ,

fini, alors &P croit vers =2 et, quel que soit t € R, o/ — of dans Aut(M), la
dw dw n—+00

convergence étant considérée pour la topologie normique ponctuelle dans le prédual.

Corollaire 1.3.18 ([Te])
Si M est semi-finie et 7 et 7' sont des traces normales fidéles semi-finies respectivement
sur M et M’, alors :

Pour tout poids normal semi-fini ¢ sur M, on a :

ng it
Vt € R, (@) = (DQO : DT)t
dr(H-)

dr! =

Autrement dit : pour tout opérateur autoadjoint positif H affilié a M, on a

Pour aller plus loin, définissons la notion d’opérateur homogene.
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Homogénéité

Définition 1.3.13

Soit ¢ un poids normal, fidele semi-fini sur M’ et soit & € R. Un opérateur fermé
densément défini T sur H, de décomposition polaire T = u|T|, est dit a-homogene ou
homogene de degré a par rapport a v si

we MetVSe M VteR % (9T =|T"S
Dans [Te], M. Terp démontre que cette condition est équivalente a
ST C TO'ZI(S) : VS € M’ analytique par rapport a o

Nous avions précédemment dit que les opérateurs —1-homogenes positifs autoadjoints
sont les d£ Ajoutons que les opérateurs 0-homogenes sont les opérateurs affiliés a M.

Le corollaire suivant permet de préparer la définition des espaces LP non commutatifs.

Corollaire 1.3.19
Soit T un opérateur positif autoadjoint sur H. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes.

dep
1. 4 +) 4 tel T=—"2
p € (M) tel que a0

2. T est —1-homogeéne et, pour une certaine famille (§,), vérifiant {, € D(H, V) et
>20%(€a,&a) =1, on a 35 (Té|éa) < +oo

3. D(H,¥) C D(T2) est un domaine essentiel pour Tz et il existe une constante C' € R
telle que

n

Z (T&lmi)

=1

<O HZ 0" (&, m)

En particulier, o(1) = > (T€,|€,) pour toute famille (£,) avec . OY(&,, &) = 1. Ceci
justifie la notation f TdW¥ pour T opérateur positif autoadjoint —1-homogene

/Td\I' = Z (T¢q€a) indépendamment de (&,) telle que Z 0% (£, &) =1

Définition 1.3.14
On dit que T est intégrable s’il satisfait 'une des conditions équivalentes du corollaire
1.3.19.

De méme, on peut définir les espaces L comme suit : LP(M,¥) est l'ensemble des
1

opérateurs 1" sur H qui sont (—— -homogenes et tels que |T|” est intégrable.
p

Citons pour compléter ce point de vue le corollaire suivant
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Corollaire 1.3.20 ([Te])

Soit v un poids normal fidéle semifini sur M'.

Soit p € [1; 4+ o0]. Soit A un opérateur fermé densément défini sur H, de décomposition
polaire A = U |A|. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

d
i) U e M et |AlP = ﬁ pour un certain poids normal semi-fini ¢ sur M.

1
i1) A est (——) -homogeéne.
p

M. Hilsum [Hi81] donne par ailleurs les définitions suivantes : pour ¢ € M, on pose

de _ ,dlel

dy dip
o - dp

On définit alors @d@/) = p(1).

si o =Ulpl.

Définition 1.3.15

d v
SiT € LP(M, 1), p> 0, on pose || T, = (/ ﬁdz{;) , avec |T|P =

de
dy

Lien avec la définition d’Haagerup et propriétés des espaces L”

M. Hilsum [Hi81] a fait le lien entre les espaces LP au sens d’A. Connes et les espaces LP au
sens d’U. Haagerup. 11 définit pour cela I'algebre de von Neumann W (M) C L(H®QL*(R))
engendrée par les opérateurs

T®1 pour T € M

d
@ ® V' pour ¢ poids normal semi-fini sur M

dipg

oll, pour t € R, on pose Vi f(s) = f(s —t)
1l définit ensuite un isomorphisme U de H ® L?(R) en posant

(U&)(s) = (j—ii)zsg(s) pour £ € L*(R,H) ~ H ® L*(R)

Le produit croisé M défini précédemment est alors tel que U* MU = W (M) et l'identi-
fication de M et W(M) grace a cet isomorphisme permet de démontrer

Théoreme 1.3.7 )
Soit T' un opérateur fermé sur H. AlorsT € LP(M,1)y) si et seulement si T@V'» € LP(M).

M. Hilsum démontre alors

Proposition 1.3.21
L?(M., 1)) est un espace préhilbertien avec le produit scalaire (S,T), = /S*Td@/}.

Puis il s’intéresse directement aux espaces LP définis avec la théorie spatiale.
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Proposition 1.3.22
Soit p,q > 2 avec p~' + ¢! =

autrement dit, pour £ € D(H,

. Soit S € LP et T € L. Alors S(D(H,v)) C D(T);

1
2
J, on a (TS)€ = T(S¢).

Proposition 1.3.23

Soit p,q > 1 avec p~t+q 1 =1. Soit S € LP(M,)) et T € LI(M, ).
1) Soit £ € D(H,v) ND(T) et n € D(H, ) ND(S*). Alors

< ST7 (._)w(é" ?7) >L1,L°°:< Tga S*TI >

2) D(H,v) N D(T) N T~Y(D(S)) est un domaine essentiel pour ST i.e. I'ensemble des
€ € D(H, 1) tels que (ST)E = S(TE) est un domaine essentiel pour ST.

Corollaire 1.3.24

Soit A € LY(M, ), A= j—z Soit T, S € M.

Soit F la fonction KMS sur B = {Re(z) € [0;1]} telle que
F(it) = ¢(of (S)T) et F(1+it) = o(To/(5))

Alors, sur B, on a F(z) = fTAl_zSAquj), En particulier, si on a T = ©Y(&,n), avec
&,m€ D(H,y)ND(A), alors F(z) =< SA*¢, TA"%n >

M. Hilsum obtient alors, en utilisant le lien avec les espaces LP définis par Haagerup, les
inégalités valables dans les L? classiques.

1.3.3 Espaces L? selon Kosaki

H. Kosaki, dans son article de 1984 [Ko84], définit les espaces LP non commutatifs par
interpolation complexe. Nous résumons ici cette construction mais nous ne 'utiliserons
pas dans la suite de ce travail.

Soit M une algebre de von Neumann et ¢, un état normal fidele normal fidele.

Méthode d’interpolation complexe

La méthode d’interpolation complexe a été définie par Calderon et s’applique a un couple
X = (Xp; X;) d’espaces de Banach compatibles, pour lequel il existe en particulier un
espace X dont X, et X; peuvent étre considérés comme des sous-espaces. On définit la
somme algébrique ¥ = X,y + X, des deux espaces, qui est un espace de Banach pour la
norme ||z|ly = inf{{|zolly + l|z1lly ;2 = 0 + 71525 € Xj}
On définit alors un espace de fonctions a valeurs dans X

Définition 1.3.16
F est 'ensemble des fonctions f définies sur {z € C: 0 < Re(z) < 1} et a valeurs dans ¥
qui vérifient

1. f est bornée et continue; de plus, f est analytique dans l'intérieur pour || ||y.
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2. pour k=0ou k=1, f(k+it) € X) pour tout t € R.

R — Xk
3. pour ¥ = 0 ou k& = 1, 'application est || ||, continue et

t — f(k+1t)
i Gk it) = 0

I est un espace de Banach pour la norme
11| » = max(sup || f(it) ||, ; sup [[f(2)]l;)
teR teR

On peut alors définir les espaces d’interpolation complexe

Définition 1.3.17
Soit 0 < 6 < 1. L’espace Cy(Xg, X;) est ensemble des f(6), f € F, muni de la norme
d’interpolation complexe

[zlly = inf{[|fllp; f € F, f(0) = x}

Cy(X) est alors un espace de Banach

Définition des espaces L”

Pour commencer, il faut envoyer M dans M, grace a x — xy, ce qui permet de
considérer M comme un sous espace de M,.
Un élément © € M a alors deux normes :

lz||, la norme sur M

llz]|, = ||z®ol|; la norme du prédual

Définition 1.3.18

° LI(M,QO()) =M, et LOO(M,<,00) =M.

e Soit 1 < p < 400. On note LP(M, ¢o) 'espace d’interpolation complexe Cy—y /,(M; M,).
Quel que soit a € LP( o), la norme d’interpolation [laf|,_, , est notée ||al|,.

1.4 Espaces L” d’une algebre de von Neumann com-
mutative

Nous allons maintenant voir ce que donne la définition de [Ne74] dans le cas d’une algebre
de von Neumann abélienne.
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1.4.1 Identification

Soit Mt une algebre de von Neumann commutative et 7 une trace normale fidele semi-finie
sur IN.
Commengons par énoncer le théoreme suivant ([Di69], chapitre I, §7.3, théoreme 1) :

Théoreme 1.4.1

1l existe un espace localement compact X, une tribu compléte B sur X, une classe de
mesure m sur X et un isomorphisme isométrique de I’algebre involutive normée M sur
lalgébre involutive normée L> (X, B, m).

Considérons p dans la classe de m. Notons ¢ I'isomorphisme entre 9 et L*°(X, B, u). 11
existe alors 7/ de L*°(X, B, 1) dans [0; + oo[ tel que 7o ¢p =17

Comme 7 est une trace et ¢ un isomorphisme, 7’ est nécessairement une trace sur

L>®(X, B, p).

Proposition 1.4.1
Les traces sur L™= (X, B, 1) sont les mesures ' équivalentes a p.

Démonstration. 1) Soit 7/ une trace normale sur L>(X, B, u1).

Définissons ' de B dans [0; + oof par p/(A) = 7/(14). Alors i’ est une mesure. En effet,
o /(D) =7'(0) =0 car 7' est une trace.

e Si A, B € B sont tels que AN B =), alors /(A + B) = i/(A) + ¢/(B) par linéarité de
la trace.

e Soit (A,) une suite d’éléments de B deux a deux disjoints. Alors

W (UA,) =7'(1ua,) = 7O 14,).

k oo
Posons g, = Z 14,. La suite (gx) tend en croissant vers g = Z 14,. Comme 7' est
n=1

n=1
normale, 7/(g) tend en croissant vers 7'(g), ce qui prouve que p'(UA,) = > u/'(An).

D’autre part, u' est dans la classe de m. En effet, si m(A4) = 0, alors 14 = 0 dans
L*>*(X,B,m) et donc 7'(14) = 0, i.e. p'(A).

Réciproquement, si p/'(A) = 0, alors 7/(14) = 0. Comme 7' est fidele, on en déduit que
14 =0 et donc m(A) =0.

Ainsi, m(A) =0 <= p/(A) =0, ce qui prouve 'affirmation.

2) Soit ' une mesure équivalente a . On peut alors définir une trace sur L*(X, B, p)
par I'égalité 1/ (A) = 7(14). Cette trace est normale et fidele par construction. O

Considérons donc L*(X, B, 1) avec pu telle que 7/(14) = p(A). Pour f € L®(X, B, u) 1, on
aalors 7(¢ 1(f)) =7'(f) = /fd,u La formule 7'(f) = /fdu est valable pour une classe

de fonctions f. Cependant, si f; et f, sont deux représentants de f, on a / fidp = /deu

donc nous travaillerons par la suite avec des fonctions (et non des classes de fonctions.)
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Afin de pouvoir identifier les espaces LP(OM, 7) et les LP(X, uu), nous aurons besoin d’'un
théoréme plus fort que celui-ci, qui est également démontré dans [Di69] (chapitre 11, §6.2,
théoréme 2).

Théoreme 1.4.2

Soit H un espace hibertien complexe a base dénombrable, M une algébre de von Neumann
abélienne dans H. Alors il existe un espace compact métrisable X, une mesure p sur X,
un fibré hilbertien H = (H,).cx et un isomorphisme isométrique de H sur L*(X, H) qui
transforme 9 en ’algebre des opérateurs diagonalisables.

Plus précisement, soit f € L>(X, i) ; on peut définir My (f)g = fg pour g € L*(X, H, j1).
L’ensemble des My(f) est alors une sous-algebre involutive, notée M = My (L>(X, u)),
de L(L*(X, H, ).

M est une algebre de von Neumann.

Notons alors U I'isométrie précédente. Le théoreme signifie que

UMU* = My (L®(X, 1))

De plus, H est réduit aux scalaires si et seulement si 91 est maximale abélienne.
Soit f € L*(X, u),. L'isométrie nous permet d’affirmer que

UMy (f)U e M et 7(U* My (f)U) = / fdu.

[’étude des espaces LP(9M, 7) se ramene donc a celle des LP (Mg (L*°(X, u)), 7).

1.4.2 Identification des LP(am, 7) et des L*(X, p)

Afin de mener cette étude, nous allons commencer par identifier le commutant M’ de M.
Nous rappelons ici le corollaire du théoreme I1.2.1 de [Di69]

Proposition 1.4.2
Le commutant de M est I'’ensemble des opérateurs décomposables de H , c’est-a-dire
définis par un champ mesurable x — T, essentiellement borné.

Nous pouvons alors démontrer la proposition suivante.

Proposition 1.4.3

Soit f une fonction mesurable sur X, a valeurs dans C. Alors I'opérateur non borné
My (f) défini sur D(My(f)) ={g€ L*(X,H,pn) : fg € L*(X,H, )} par M(f)g = fg est
fermé et densément défini. Il est affilié a M.

Démonstration. ¢ Nous commencons par prouver que My(f) est densément défini.
Il s’agit de savoir a quelle condition sur f on a D(MH(f)) dense dans L*(X, H, ).
Or D(My(f)) = {g € L*(X, H,p) : [|If(x)g(x)|[3, dp(z) < +o0}
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Prouvons que D(Mpg(f)) est dense dans L*(X, H, u1). Soit n > 0 et g € L*(X, H, ). On
n
pose g, = ————4.
n+|f|
Tout d’abord, on remarque que g, € D(MH(f)) car

/Hf T

D’autre part, la suite (g,) converge presque partout vers g et on a :

@)
[f(@)]+n

2
/ o) 1%, due) = 9l 2o -

lgn(2) = 9(2)l, = —Nlg@)lm,

2 2
donc ||gn(z) — 9(2)[7, < llg(@)[[y, -
Par application du théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que (g,)

converge vers g dans L?(X, H, uu) et donc D(Mpy(f)) est dense dans L*(X, H, j1).

e Nous prouvons ensuite que My (f) est fermé.

Prouver que My(f) est fermé revient & démontrer que son graphe I'(My(f)) est fermé.
Soit (gn, My (f)gn) une suite de I'(My(f)) qui converge vers (g, h), c’est-a-dire que g,
tend vers g dans L?(X, H, 1) et My(f)g, tend vers h dans L*(X, H, p).

On peut donc extraire une sous-suite (gw(n)) de (gn) qui converge vers g p-presque partout.
La suite (Mg (f)gum)) converge encore vers h dans L*(X, H, j1), donc on peut en extraire
une sous-suite, (Mg (f)gn,) qui converge vers h p-presque partout. Résumons : p-presque
partout, nous avons ¢,, — g donc fg,, — fg et fg, — h. Par conséquent, fg = h pu-
presque partout, ce qui prouve que la limite de la suite (g,, My (f)g,) appartient encore
au graphe de My(f). L'opérateur My(f) est donc fermé.

e Enfin, nous justifions que My(f) est affilié & M.

Il s’agit de montrer que, quel que soit S € M’ on a SMy(f) C Myu(f)S.

Soit S = (S;), € M, soit £ € D(SMy(f)). On a (SMy(f)z)&x = Sof ()€ quel que soit
x € X. Mais f(z) € Cdonc (SMyg(f)z)€é: = f(2)S:€: ce qui prouve que SE € D(Mpy(f))
et SMy(f)é = Mg(f)SE. Ainsi, My (f) est affilié & M. O

Identifions maintenant I’adjoint d’un opérateur.

Proposition 1.4.4 B
Soit f une fonction mesurable. Alors My (f)* = My(f)

Démonstration. On Considere £ € D(My(f)) et n € D(My(f)) et on remarque tout
d’abord que (f&|n) = [ (f(2)& )y, di = (€][fn), ce qui prouve que My (f) C My(f)*.

1 si <
Soit maintenant n € D(Mpy(f)*) et définissons une suite (x,) par x,(z) = 0 S? [f(z)] < n
sinon

La suite (x, My (f)*n) converge ponctuellement vers My (f)*n quand n — +o00. En effet,

soit § € L*(X, H,p). Ona xo My (f)*n € L*(X, H, ) et ({]xa Ma(f)*n) = (n€|Mu(f)*n)
car x, est a valeurs réelles.
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Mais [ | xn(2)&f ()] du(z) < n||§||iQ(X’H) < +oc donc x,& € D(Mg(f)) et donc

(€1xaMu (f)n) = (Mu(f)xn€n) ce qui est encore égal a (¢|xnfn).

Ainsi, pour p-presque tout € X, (x, M(f)*n)(x) = xn(2) f(2)n, qui tend vers f(z)n,
quand n — +oc. Mais My (f) C My(f)*, d’ou le résultat annoncé.

Par ailleurs, pour tous n € N et 2 € X, on a || x5 () My (f)nall7, < [|Mu(f)* a7, et m
étant dans D(Mpy(f)*), le membre de droite est intégrable. Ainsi, d’apres le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue, on a

||MH(f)*77||2 = ngrfoo ||XnMH(f)*77||2

= lim sup |(ElxnMu (f)*n)|
MO0 e L2(X, H )] |€]|, <1

puis, en utilisant les mémes arguments que ci-avant

lim sup (Mg (f)xn&n)|
N0 e L2(X, H ) ||€]], <1

= lim su wf
"*+°°§eL2(X,H,E):||§|I2<1 ‘ (&P f) ‘

= lim ||x,fn,

n—-+oo

Ainsi, fn € L*(X, i) et donc n € D(My(f)).

Finalement, on a bien My(f) = My (f)* O

Définissons alors les espaces LF(M, 7). Commengons pour cela par démontrer la propo-
sition suivante

Proposition 1.4.5
L’ensemble des opérateurs densément définis fermés affiliés a M est I’ensemble des opé-
rateurs de la forme My (h) avec h fonction mesurable de X dans C.

Démontration. L’inclusion des My (h) dans 'ensemble des opérateurs denséments défi-
nis fermés affiliés & M est claire d’apres ce qui précede. Prouvons 'autre inclusion.

Soit T' un opérateur densément défini fermé affilié a M. Considérons la décomposition
polaire de T : T = U |T|. On sait que U € M et |T| est autoadjoint, positif, fermé
et D(|T|) = D(T). On peut donc se restreindre au cas ou T est positif autoadjoint et
appliquer le calcul fonctionnel ; si f est une fonction bornée sur R, f(T') est un opérateur
positif borné. On a alors, quel que soit S = (S;), décomposable, Sf(T) = f(T)S. Mais
tout opérateur borné de £(H) qui commute aux opérateurs décomposables est décompo-
sable donc f(T') est décomposable et s’écrit donc f(T) = (f(T)e)s avec f(T), € L(H,).
On a par ailleurs, quel que soit S € M’ pour presque tout © € X, S, f(T)z = f(T)2S:-

On en déduit que f(T), commute aux opérateurs de L(H,) pour presque tout z, et
donc f(T), est scalaire pour presque tout z. De plus, f(T'), est positif autoadjoint donc

f(T), e Ry.
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e Appliquons ce résultat a une suite f,, de fonctions bornées définies par f,(z) = x
si x € [-n;n] et f,(z) = 0 sinon. Cette suite est croissante et tend simplement vers
frxr— .

Par ailleurs, d’apres ce qui précede, pour n € N*, il existe une fonction h, de X dans Ry
telle que h,(x) = f,(T), pour presque tout = € X.

D’autre part, on sait que (f,(7),). est essentiellement bornée donc h,, € L*(X, u).
Nous aurons donc f,,(T) = M(h,) et donc, pour & € L*(X, u), fo(T)E = h,&. Par ailleurs,
on aura nécessairement h,, > 0 presque-partout. En effet, notons (/) une suite croissante
d’ensembles de mesure finie qui tend vers X et posons A, = {z € X : h, <0} N K, pour
p € N. Clairement, 14,1y € L*(X,u) et, fo(T) étant positif (puisque T est positif
autoadjoint), on a, pour £ € H, 0 < (hnlAp§|1Ap§) = pr hy (2) ||€2 | 5 dpe(z), ce qui
implique que p(A4,) = 0 quel que soit p.

On pose alors h = lim sup h,,. Comme les h,, sont mesurables, il en est de méme pour h.
Soit (hy, ) une sous-suite de (h,) qui converge vers h. On a, pour £ € D(T), et k € N

D’apres le théoreme A.1.5, on a, quel que soit & € D(T), lirf fa(T)E =TE.
n—-+00

Par ailleurs, h,, & converge vers h. On en déduit que hé = TE quel que soit £ € D(T),
ce qui prouve que T'= My(h) avec h mesurable.

O

On peut alors prouver le corollaire suivant

Corollaire 1.4.6
Soit p €]0; + ool]. Alors LP(M,T) est I'ensemble des My (f) avec f € LP(X, p).

Démonstration. Nous savons déja que LP(M, 7) est contenu dans I'ensemble des My (f)
avec f mesurable.

Soit tout d’abord f mesurable. On a alors | My (f)| = Mu(|f]) d’apres le calcul fonctionnel
donc 7(|Mg(f)|) < +oc si et seulement si f € L'(X, u).

Pour p €]0; + oc[, on a de méme |My(f)[F = My(|f[’) ce qui prouve également que
(| Mg (f)|P) < +oo si et seulement si f € LP(X, ).

De plus, dans tous les cas, || Mg (f)|, = I/ f]l,-

Reste le cas de L®(M, 1) = M. La conclusion est alors évidente. O

Explicitons maintenant la 7-mesurabilité dans notre cas particulier. L’algebre des opéra-
teurs 7-mesurable contient tous les espaces LP(M, ) et nous généralisons ici la caracté-
risation suivante de [FK86] :

Proposition 1.4.7 ([FK86] §1.2)

Soit f une fonction mesurable de X dans C.

My (f) est T-mesurable si et seulement si f est essentiellement bornée sauf sur un sous-
ensemble de mesure finie.
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Démonstration. Tout d’abord, comme il existe une partition mesurable de X, nous
pouvons nous ramener au cas ou la dimension de H, est constante.

Soit alors f une fonction mesurable de X dans C. La condition de 7-mesurabilité peut se
traduire par : Mpg(f) est T-mesurable si, quel que soit £ > 0, il existe un sous-ensemble
E mesurable de X tel que

WX\ E) <+oo et My(1g)L*(X,H) C D(My(f)).

La deuxiéme condition signifie que, quel que soit & € L*(X, H, 1), f1g€ € L*(X, H, i) i.e.
[ ||f(x)§m||§lm du(z) < co. Cela revient a dire que Mg(f) définie pour &€ € L*(E, H, j)
par Mp(f)& = f€ est un opérateur borné de L*(E, H, ).

Mais nous savons déja que Mpg(f) est fermée. D’apres le théoréme du graphe fermé, on
en déduit que Mg(f) est un opérateur borné. Posons alors C' = || Mg(f)||. On a :

quel que soit &€ € L*(E, H, ),

[ @ e, dnw <€ [ fedan D)

Pour @ > C, considérons E, = {z € E : |f(z)] > a}. Considérons alors un sous-
ensemble F' de E,, mesurable, tel que pu(F) < +o0o. Nous allons construire un vecteur &
de L?(E, H, ;1) comme suit : & = 0si x ¢ F et & est égal & un vecteur de H, de norme
lsizelF.

Un tel vecteur existe car, d’apres [Di69] (I1.1.4. prop 1) on peut trouver une suite (e;); de
champs mesurables de vecteurs telle que, pour tout = € X, (e;(x)); soit une base orthonor-
male de H,. On posealors§, = 0siz ¢ Fet§, = e (v)siz € F. Comme x +— |le1(2)|| ;.

est mesurable, (&), est mesurable. De plus, / ||§:v||§1m dup(z) = / ||el(:v)||§lz dp(z) et donc
F

J 05, an(o) < n(F) < +o0. co qui prowve que (€ € LAY, H ).

On obtient en utilisant la définition de E, et [1]

F) < / /12 dp < C2u(F)

Cette inégalité ne peut étre vraie que si pu(F') = 0, c’est-a-dire f essentiellement bornée
sur B et || f| g o < [[Mp(f)]]-
Ceci prouve bien la proposition précédente. O

Nous pouvons donc identifier les espaces LP d’une algebre de von Neumann abélienne aux
espaces L classiques :

Corollaire 1.4.8
LY, 7) = U= My (LP(X, 1)U
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Démonstration. Soit T un opérateur densément défini, fermé et affilié & 9. UTU ! est
bien défini sur U(D(T)) et, U étant une isométrie, UTU™" est densément défini, fermé et
affilié & My (L>°(X, pn)).

D’apres I’étude précédente, il existe donc f mesurable telle que UTU 1 = My(f).

Si T est autoadjoint positif, on peut de plus affirmer que f est positive.

Enfin, 7(T) = 7(U' My (f)U) = 7(My(f)) = [ fdp.

Réciproquement, si f est mesurable positive de X dans C, alors U™ My (f)U est un
opérateur densément défini, fermé et affilié a 9.

Intéressons nous alors a LP(IM, 7).
D’apres ce qui précede, T € LP(OM, 7) si et seulement s'il existe f mesurable sur X telle
que My (f)=UTU ' et 7(|Mu(f)") < +oc, ou encore [ |f"du < +oc.

Ainsi, T € LP(9M, 7) si et seulement sl existe f € LP(X, pu) telle que My (f) = UTU .
L’isométrie U permet donc d’identifier LP(9, 7) et LP(X, ). O



Chapitre 2

Algebre de von Neumann d’un
groupoide

Nous allons ici présenter différentes définitions possibles de I’algebre de von Neumann d’un
groupoide. Dans un premier temps, nous donnerons donc les principales définitions et
notations utilisées concernant les groupoides, puis nous définirons de différentes manieres
l'algebre de von Neumann W*(G) d’un groupoide G.

Dans un second temps, nous nous intéresserons au produit croisé W*(G) x R et identifie-
rons ce produit croisé a ’algebre de von Neumann d’un produit gauche. Ceci permettra
dans un chapitre suivant d’expliciter la théorie des espaces LP développée par Haagerup
dans le cas d’un groupoide.

2.1 Groupoide

2.1.1 Notion de groupoide

Rappelons tout d’abord la définition d’un groupoide telle qu'on la trouve dans [Re80],
[Ha78-1].

Définition 2.1.1 ([Re80] §/.1 ou [Ha78-1] §1)
Un groupoide est un ensemble G pour lequel on se donne un sous-ensemble G? de G x G,

o |l GY — G o G — G
une application produit et une application inverse tels

(vY) — B
que

e (V) =n
e Si(7,7) € GP et (7,4 € G? alors (v7,7") € GP, (v,79") € GP et on a

1.1

()" = v("")
o (771,7) € G etsi (1,7) € GP), alors v~ (17') =+

49
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o (1,97 €GP etsi (v,7) €GP, alors (Y)y™! =1

On définit alors 'image ou le but de v par r(y) = vy~ et la source de 7 par s(y) = 7~ .

On peut donc écrire que G@ = {(7,7') € Gx G : s(vy) = r(7)}.
GO ¥ (@) = 1(G) est I'espace des unités de G.
Par ailleurs, on pose G* = r1(GQ) et G, = s 1(G).

En général, on notera ~ les éléments de G et, par abus de langage, z,v, ... les éléments
de GO,
Voici quelques exemples de groupoides :

Exemples 1

e Groupoide grossier

Soit X un espace; on pose G = X xX et on le munit de la structure de groupoide suivante :
(z,y) et (z,t) sont composables si y = z et on a (z,y)(z2,t) = (x,t); (z,y)"" = (y, ).
On définit r et s par r(z,y) = (x,x) et s(z,y) = (y,y). L'espace des unités est donc la
diagonale de X x X et on l'identifie & X. Ainsi, G = X

e Action de groupe sur un ensemble (ou simplement relation d’équivalence) :

Soit £ un ensemble et ' un groupe. On note p une action de I" sur F et on considere
I’ensemble des classes d’équivalence sous cette action.

On note R le graphe de la relation d’équivalence et on lui donne une structure de groupoide
comme suit :

(x,y) et (z,t) sont dites composables si y = z et on a alors (z,y)(z,t) = (x,t) et 'inverse
est donné par (z,y)~! = (y, ).

On définit également les applications r et s par r(z,y) = (z,z) et s(z,y) = (y,y).

On peut alors identifier I’espace des unités a ’ensemble F.

2.1.2 Groupoide topologique

Dans tout ce qui suit, nous considérerons un groupoide topologique G séparé a base
dénombrable d’ouverts et localement compact. Commencons tout d’abord par préciser ce
vocabulaire, en utilisant par exemple les définitions de [Re80] (§1.2).

Définition 2.1.2

Un groupoide topologique est un groupoide G muni d’une topologie compatible avec la
structure de groupoide i.e.

i) Papplication de G dans G définie par v — ! est continue.

i) En supposant G? muni de la topologie induite par G' x G, I'application de G dans
G définie par (v,v") — 7' est continue.

Parmi les conséquences d’une telle définition, on peut noter les faits suivants :
o v+ v ! est un homéomorphisme.

e 7 et s sont continues.

e Si G est séparé, GO est fermé dans G.
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e Si GO est séparé, G est fermé dans G x G.

Introduisons maintenant la notion de groupoide mesuré, en utilisant toujours les défini-
tions de [Re80], [Ha78-1] ou [Ra82].

2.1.3 Groupoide mesuré

Systeme de Haar

Définition 2.1.3 ([Re80] §7.2)

Soit G’ un groupoide localement compact.

Un systéme de Haar & gauche pour G est un ensemble de mesures {\*, x € GO} sur G
tel que :

i) Le support supp A* de A" est G”.

i1) (continuité) Pour tout f € C.(G), x — A(f)(z) = [ fdA” est continue.

ii1) (invariance a gauche) Pour tout v € G, pour tout f € C.(G),

[ 10max0e) = [ favy)

Mesure quasi-invariante

Soit G' un groupoide localement compact avec un systéme de Haar & gauche {\*}.
On note A\, = (A\?)~! I'image de A% par v — y~'. Alors {)\,} est un systeéme de Haar &
droite.

Définition 2.1.4

Soit 4 une mesure sur G, La mesure sur G induite par p est v = [ A®du(z). La mesure
sur G induite par p est v2 = [ A\, x A2du(z).

L’image de v par v — v~ est v = [ A du(z).

Définition 2.1.5
Une mesure p sur GO est dite quasi-invariante si la mesure induite v est équivalente a
son inverse v~ !. Une mesure appartenant & la classe de p est aussi quasi-invariante.

En munissant G d’un systéeme de Haar et d’'une mesure quasi-invariante, on définit un
groupoide mesuré ([Ha78-1]). Par ailleurs, lorsque la mesure est quasi-invariante, on pose

v
J = )
dy—1t

modulaire.

On obtient ainsi un homomorphisme de G dans R’} , appelé homomorphisme

Dans le cas ou 6 = 1, le groupoide est dit unimodulaire.

2.1.4 Exemples fondamentaux de groupoides mesurés

1) (X, p) espace mesuré; G = X et G = X,
G® = {x} pour tout z € X et on munit G* de la mesure de Dirac en x.
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2) (X, u) espace mesuré; G = X x X et G =

Pour tout z € X, on a G* = {(z,y) : y € X}. On pose alors \* = ¢, X yi, ol €, désigne la
mesure de Dirac en z.

Vérifions la condition d’invariance :

[ H@n w2 = [ a2 0 = [ 1200

et/fy, YAV (y, 2 /fy, z)ex(y)dpu(z /fxzdu

donc la mesure est bien invariante a gauche.

Afin de construire 1’algebre de von Neumann d’un groupoide mesuré, P. Hahn ([Ha78-2])
introduit des sous-espaces de L'(G,v). Comme nous nous plagons ici dans un cadre to-
pologique, nous pourrons nous contenter d’utiliser C.(G), ’espace des fonctions continues
a support compact sur G. Cependant, commencons par faire le lien entre C.(G) et les
espaces définis par P. Hahn.

2.1.5 Produit gauche

Nous allons commencer par définir la notion de produit gauche d’un groupoide par un
cocycle en utilisant les définitions de [Re80] et [Bon80].

Définition 2.1.6
Soit G un groupoide, (A, +) un groupe et ¢ : G — A un cocycle, i.e. un homomorphisme
de groupoide.
On définit un groupoide G(c) = G x A en définissant :

o G(c)V =GO x A,

o des applications r et s définies par r(v,a) = (r(7), a) et s(v,a) = (s(7),a + (7))

e G(©)? = {((v,a),(¢,b) : r(y,a) = s(7,b)}, c’est-a-dire 'ensemble des couples
((v,a), (s a+c(7))) tels que T(v) (7).

e une multiplication de G(c)® dans G(c) donnée par (v, a)(v, a + c(7)) = (77, a)

e linverse par (v,a) ' = (v 1 a+ c(7)).
Nous noterons par ailleurs G, , 'ensemble des (v, a —¢(7)), ou v € G, et a € A et G™*
I'ensemble des (v, a), o v € G vérifie r(y) =z eta € A

Par la suite, nous utiliserons cette définition dans le cas particulier d'un groupoide mesuré
(G, A, 1) o X\ est un systeme de Haar et p une mesure quasi-invariante. Le module
§ : G — R est un cocycle et on peut donc définir G = G(6) comme ci-dessus.

2.1.6 Mesure sur le produit gauche

Considérons maintenant un groupoide mesuré (G, A, 1), ou A est une mesure de Haar.
Commencons par définir, pour x € G et a € A, un homéomorphisme p™* : G — G**
en posant p™?(y) = (v,a). Cela nous permet de définir une mesure A** sur G™* par
)\m,a — (p:v,a)*)\m.
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/f% dA™* (v, b) /fop ¥)dA" ()
[ romare.n = [ roaan

[ v = [ o e)eao)

ou ¢, est la mesure de Dirac en a.
Ainsi, la mesure A*® est définie par A" X ¢,.
Nous obtenons ainsi une isométrie de L?(G™% \"*) sur L*(G%, \*).

Par ailleurs, sur A, nous pouvons considérer la classe de Haar, notée m. Nous obtiendrons
alors le groupoide mesuré (G(c),A X €, u @ m).

Dans le cas ol ¢ = ¢, la mesure de Lebesgue est dans la classe de Haar et nous considére-
rons en particulier le groupoide mesuré (G, A, p®da) ou da désigne la mesure de Lebesgue
sur R . On peut alors démontrer le résultat suivant

Ceci donne

Théoreme 2.1.1
Le groupoide mesuré (G, A, p ® da) est unimodulaire.

Démonstration. Faisons le caleul :
[ 10y a0 x )= du(wyda = [ F((.0) AN ()duta)da
/ FL, 6(v)a)dNE () dpa(z)da
:/f(%5(7‘1)a)dAx(7)du(fﬂ)da
= / f(v: @) (v)dAs(v)dp(z)da
= / f(v,a)dA*(y)dp(z)da
= [ #6100 %)= (1, a)dua)da

ce qui prouve que la mesure est invariante (u ® da) o A est invariante. O

Dans la suite, nous noterons y la mesure sur G(6)©

De méme, nous allons plonger G, dans G, ,. Pour cela, définissons 'homéomorphisme
Pra G — G4 PAr pray(v) = (7,0 — c(y)) pour v € G tel que s(v) = x.
On peut alors définir une mesure de Haar sur G, , comme étant la mesure image de A,
par Pyq, i.e. en posant A, , = (Pr,a)*Az. Cela donne, pour (z,a) € G xR*,

[ = [ Fopan,
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[ 1000 0.0 = [ Fopatiir)

/f% ), q (7,0 /f%a—c )dAx(7)
On obtient ainsi une isométrie de H, , = L*(G, ,, A, ) sur H, = L*(G4, Ay).

z,0° Lx,0

Cela donne

Une premiere facon de définir 'algebre de von Neumann d’un groupoide consiste a uti-
liser la théorie des algebres hilbertiennes. Dans tout ce qui suit, nous considérerons un
groupoide mesuré (G, A, 1) a base dénombrable d’ouverts, localement compact séparé.
Par ailleurs, si nous notons 0 la fonction modulaire, nous ferons I'hypothese que ¢ est
continue.

2.2 Construction GNS et algebre hilbertienne

2.2.1 Choix d’une représentation

Grace aux hypotheses préalablement énoncées, nous pouvons considérer l'algebre 2 = C.(G).
Il s’agit d’une algebre involutive avec les opérations suivantes :
e Produit : fg = f x g défini par :

Vv € G, fxgly /f VAN ()

ce qui donne aussi

V1€ G gln) = [ £l HND)
e Involution Sy : f —— f* définie
) =f6h
On définit également fpar f(v) =f(v ™
Enfin, sur C.(G), nous définissons un poids en posant 7(f) = /f|G(o)d,u.

Afin d’appliquer la construction GNS a 2[, nous définissons sur 2 un produit scalaire en
posant (f|g) = T(g**f)

Or g* % f(x fg F(¥""HdN (") ce qui donne ¢* % f(z) = [g(y'~ 1 F(y " HdN"(v")
ouencoreg*f ff (—)\()
On obtient alors ( f|g [ fly d (o)~ (y).

Pour plus de commodité, nous noterons v=poM\

La construction GNS nous permet de définir un espace hilbertien H, et une représentation
L.. D’apres ce qui précede, H, = L?(G,v™1) et L, est définie par L.(f)¢ = f & pour
feAet &€ H,.

Dans la suite, nous noterons # = L?(G,v™") et L = L,.
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2.2.2 Normes sur C.(G)

Commencons par rappeler, en les adaptant a notre cas particulier, les définitions de
[Ha78-2] (§1).
On note, pour plus de commodité, v = o X et vy = 6_%1/ = §3p7!

Pour f € L\(G,w) et jik € LG9, ), I(f.jk = LI ON] E(r ()| dvo(v)
dépend seulement des classes de fonctlons de f,j et k. On peut donc poser

1510 = supf [ 1) dvotr) [ Ll an= [ Ik =1}

et définir II(G, A\, u) = {f € L' (G, w) : ||f]l;; < +o0}.

Par ailleurs, on définit || f||, = max{||z — [|f|dA"|| .||z — [1f]dXs| ]} et
(G, A\ p) ={f € LYG,n) : [Ifll; < +oc}.

On a les égalités et inégalités suivantes :

LA =W I = W et AN < T < NI

Les deux premieres égalités se démontrent en écrivant simplement les définitions. L’in-
égalité || f|l, < ||fIl;; se déduit de 'inégalité donnée par P. Hahn ([Ha78-2] lemme 1.1.) et
Vinégalité || f||;; < || f]l; se démontre par la méme méthode que celle utilisée par P. Hahn
dans ce méme lemme.

Dans le cas d’un groupoide localement compact muni d’une mesure o-finie et telle que
d est bornée sur les compacts (ce qui est le cas si ¢ est continue), on peut utiliser la
proposition suivante, en partie démontrée dans [Re80] (Chapitre II, proposition 1.4).

Proposition 2.2.1
e C.(G) CII(G) et C.(G) C I(G)

e ||||; est une norme de x-algébre sur C.(G)

Preuve. Soit f € C.(G). Comme y est o-finie et f & support compact, f € L'(G,v).

e On considére F : x — [|f]dX*. Comme f € C.(G), d’aprés les hypotheses sur G,
cette application est continue sur G(). Par ailleurs, r étant continue, L = r(Supp (f)) est
un compact de G et donc F' est a support compact. On en déduit que F' est bornée et
atteint ses bornes.

Comme ||z — [ |f]dA"|| _ et ||z +— [|f[dA.|| sont finies, f appartient bien & I(G).
e Comme ||f||;; < ||f|l; on a bien f € II(G). O

2.2.3 Construction de P’algebre de von Neumann

A — L(H) , . o
L’application est une *-représentation de 2. Partant de 2 représentée

£ — L)
dans L£(H), nous pouvons par ailleurs appliquer la théorie de Tomita rappelée au para-
graphe 1.1.2. En effet :
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Proposition 2.2.2
(2, (- |-)) est une algébre hilbertienne.

Démonstration. e Soit f € 2A. Par construction, L(f) est un opérateur borné de 2
dans 2. En effet, on sait déja que, si f, g € C.(G), alors fxg € C.(G). D’autre part, L(f)
est clairement linéaire et nous prouvons ci-apres que L(f) € L(L?(G,v 1)) en explicitant
un majorant pour sa norme :

Soit g,k € L*(G,v™"). On a alors :

Naltl = [ [ 16096 )36 e 07 )
<[ 116 |\g D IO ) d (o 2 0)
< [ [1e]str )| O e Ikl s )d e A6)

d’apres le théoreme de Tonelli, on obtient :

<o,
<[ s

(/ 90y ")) 72 6(7) 2 k(y )‘dX’”( )) AN (y)d ()

Comme g € L?(G,v 1), on sait que, pour presque tout z € G,
G* — [0; +00
O | | | € LHG® ).

v o g(7)é()7e
Ainsi, pour v/ fixé, v — g(fy’flfy)é(fy’*lfy)*% appartient a L?(G, \"(")) car

- 2 1= - r(v " " — s(Y) (A M
a0 67w ) = [laerP ot 1 axme) < +oc

De méme, k, € L*(G%, \%).
On peut donc appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(G?, \?), ce qui donne, en

o D80) R AN ) ) )

posant I, = | |g(' "' 3)a(y'"'9)7H6(1)73k(7)] dX7()
GE
NG URY:
Ly < (/m’) 9(v 17)‘ 5(y'1y) A m(v)) (/m,) [E(y)[*8(7) A m(v))
soit

Ly < </a o 96T 5(7”)_1d/\3(7/)(7”)> </a L [E)Fé(n)~Hd A’"‘”(ﬂ)
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En revenant au calcul de départ, on obtient :
[(L(f)glk)| < /G F(6(7) 2 G(s(V) K (r(7))d o A(Y)

avec G et K définies respectivement par :

6@ = ([ woran ave) K@= ([ ks o)

Comme g et k appartiennent & L?(G,v~ '), G et K appartiennent a L*(G, 1) et on a
G, = llgllys 1K, = NI,

- G K
Posons alors G = ” ” si||g]l, # 0 et K = 17l si ||k, # 0.
2 2

Dans le cas ot [|g||, = 0, on a de toutes facons G = 0 (de méme pour K), donc on obtient,
en prenant G = 0 (resp. K =0) si ||g||, = 0 (resp. si ||k]|, =0) :

o

Gxlgl,=C et Ex|kl,=K

De plus, G et K appartiennent & L*(G, 1) et on a

<1let
2

<1
2

Finalement :

(L(glb) / o OISR ()0 A x gl 11,

DA< [ [ NG DR ol b,

Puis, comme f € II(G) donc

(LA < A1 F1Lir Mgl (1K1l

On en déduit que L(f) est borné et que ||L(f)|| < | f|l;;- Nous démontrerons plus tard
que [[L(HIF < [If1l;

e Prouvons ensuite que pour tous f,g,h € A, (f xglh) = (g|f**h)

Ona (f *glh) = 7(h**(f*g)) = 7((h** f) * g) et donc (f * g|h) = 7((f**h)*xg) ce qui
prouve l'égalité.

e Nous devons ensuite montrer que Sy est préfermée, ce qui revient a prouver que l'ad-
hérence du graphe de Sy est égale au graphe d’un certain opérateur S fermé. Pour cela, il
suffit de prouver que si (f,,, f) est une suite de I'(Sy) qui converge vers (0; g), alors g = 0.
On sait que f, € L*(G,v™") et f* € L*(G,v™"). D’autre part, (f,) converge vers 0 dans
L?*(G,v™") donc il existe une sous-suite de (fn) qui converge vers 0 v~ !-presque partout.

Mais [ |fu(7) —g(v~ ‘ = [1fx(7) — g())?dv"(7) et (f¥) converge vers g dans
L*(G,v™"), donc (f, — g*) converge vers 0 dans L*(G,v) quand n tend vers +oo0.
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On peut donc extraire une sous-suite de la sous-suite précédente telle que (f,,) converge
v-presque partout vers g*.
Comme les mesures v et v~ ! sont équivalentes, elles possedent les mémes ensembles né-
gligeables donc (f,,) converge v~'-presque partout vers g*.

En résumé, (f,,) converge v !-presque partout vers 0 et (f,,) converge v ! presque
partout vers g*. On en déduit que g* = 0 v '-presque partout, i.e. ¢ = 0 v '-presque
partout. Sy est donc bien préfermé et admet une fermeture S, qui est linéaire.

1> Notons D# le domaine de la cloture S de Sj.

On a D# = {f € LX(G,v ) : f07 € LA(G, v 1)}.

o Le fait que 2? est dense dans 2 est démontré dans le cas général dans [Ha78-1].

Dans le cas présent, nous pouvons le justifier en utilisant une unité approchée dans C.(G).
En effet, d’apres [Re80] (I1.1 — proposition 1.9), I'algebre C.(G) admet une unité approchée
4 gauche (ou & droite). Plus précisément, si V est un voisinage ouvert de G(*) dans G,
il existe une suite (K,) de compacts de G® qui tend en croissant vers G et U = UU,
un voisinage ouvert de GO tel que K, c U, CVn s‘l(Ka). On construit alors une
unité approchée a gauche, (¢, ), telle que ¢, € CF(G), Supp (pa) C U, et, pour x € K,,

/goad)\x =1.

Soit alors f € C.(G) et donnons nous € > 0.

Comme f est continue sur un compact, elle est uniformément continue et on peut donc
trouver oy > 0 tel que, pour tout o > «y, pour tout v, € G avec r(y') = r(y) tels que

Y € Uy, onait |f(Y'y) = f(0)| < [1]
Quel que soit o, o x f — f est continue a support compact.

Lemme 3
Le support de d, = ¢, % f — f est contenu dans un compact L indépendant de «

On s’intéresse alors a
[pa* f = flloo = sup[pax f(7) = F(7)]
yEG
D’apres le lemme, on a en fait

0 * f— flloo = sup o * f(7v) = f(7)]
yEL

Mais I étant compact et (K,) étant une suite qui tend vers G(*) en croissant, il existe
ay tel que r(L) C K,,. Par conséquent, pour v € L, on a /gpa (7 )dA" M (5) = 1 des que

aZ .
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On obtient donc, pour a > max(ag, aq) et v € L :

(e 10) = 1)1 < [ leaI 2677 = F)| N0 ()
< / ea(V) | F(Y 1) = f(v)‘d/\’"(”(v’)
U, NGT(7)
<o ety draprés [1]
U, NGT(7)
<Le€

AinSia ||§0a*f - f”oo <€
On s'intéresse alors & [|a * f — || = / (oak () = F)2 ().

Ona lgas f = fIl = [ lgax £0) = 1) 4" (1)
Majorons alors |pq * f(7) — f(7)| par ||¢a x f — f|lo- 1l vient :

a7 =518 < [ lipar s = 20 ')

L étant compact, / dpo A7 () = M < oo et on obtient finalement, pour tout a >
K

max(ay, ) :
lpax f = fll, <evVM

Ce qui prouve que ||pq * f — f]|, tend vers 0 quand « tend vers +o0.
En conclusion, toute fonction f de C.(G) est limite d’une suite (¢4 * f)a, ce qui prouve
que Pensemble des f % g avec f,g € C.(G) est total dans C.(G) O

La théorie des algebres hilbertiennes permet de définir I'algebre de von Neumann associée
au groupoide (G, A\, i) comme étant la fermeture faible de L(2) dans £(L*(G,v1)). Dans
la suite, nous noterons VN(G) ou W*(G) I'algebre de von Neumann ainsi obtenue.

2.2.4 Opérateurs fondamentaux

Nous allons maintenant pouvoir expliciter la théorie de Tomita dans notre cas particulier.

e L’opérateur F' de la théorie de Tomita est la fermeture de 'application ¢ — Ag* ou
Ag*(7) = g(7~1)é(7). Son domaine, noté D°, est I'ensemble des g € L*(G,v) tels que,
pour tout f € DF, il existe C tel que |(Sof|g)| < C||f|l, (voir proposition A.1.3).

o A = F'S est opérateur de multiplication par 4.

Son domaine, D(A), est I'ensemble des f € D tels que Sf € D’.

Pour f € D(A) et v € G,on a Af(y) =d(7)f(7).

En fait, on peut préciser le domaine : c’est I'ensemble des f € L*(G,v!) tels que

Af € LG v e / SO 1) (o)) () < oo,
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Il est donc clair que 2 C D(A).

Par ailleurs, la théorie générale nous dit que A est positif autoadjoint et on vérifie que
D(A?) = Dt

e L’opérateur J est défini par JAz = S.

Par calcul, on obtient que Jf(y) = 6(y)2 f(v1).

Son domaine est ensemble des f € L*(G, v ') tels que / SV [f(vh ‘2 d(pol)™(7) <

i.e. tels que / 1F (M) d (o X)) < oo. Clest done L2(G,vY).

Par ailleurs, J2f(v) = 6(y)2Jf(7~1) = 6(7)20(y )2 f () donc J? = I.

2.2.5 Quelques propriétés utiles

Proposition 2.2.3
Si f et g sont bornées a gauche dans H, alors L(g)L(f) = L(g  f).
Si, de plus, f € D* (c’est-a-dire si f € A;), alors L(f*) = L(f)*.

Preuve. e Soit h un élément de H et v € G. Alors
L(g)L(f)h(7) = / g(?) ( / FOR(E" ' y)d ASW)(V")) AN ()

On fait le changement de variable v, = +'~"

L@L6) = [ o6 ( [ 6 0 W)m)) AN ()

-/ ( [ o560 W(v’)) b 7)d XD ()
_ L(gx Fh(y)

e Soit g et h bornés dans H, f € A,.

On sait que (f *g|h) = (g]/* x h), i.e. (L(f)glh) = (9|L(f*)h)-
On en déduit que L(f)* = L(f*).

Proposition 2.2.4
Pour tout o € C, on a (A*)* = A®

Proposition 2.2.5

i) Si f € B, alors Jf € B, et JL(f)J = R(Jf)
De méme, si f € B,, f € B.

i) Si f € Ay, alors R(Jf)* = R(Az f)
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Preuve. i) Soit f € B. Tl existe donc C € R tel que, pour tout € A,, ||R(n)f|| < C|nll-
Soit alors £ € C.(G) C A;. Nous avons

IL(E)IfI* = (L&) I FIL(E) I f)
= (fIJLE) L&) T [)

= (FI(L(€))*L(&) T f)
Or £ € A, done L(&)J = JR(JE) ce qui donne (L(&)J)*L(§)J = (JR(JE))*JR(JE), soit
(L(E)J)*L(E)T = R(JE)*R(JE) car J2 = I.
Nous obtenons donc

IZ© I = IR

Mais, si & € A, alors J¢ € A, donc 'hypothese de départ nous permet d’affirmer que
IL(&)Jf]| < C||JE|| = C €| car J est isométrique. Ainsi, Jf € B,.
Soit alors £ € L?(G) et v € G. On a

TLIEO) = 510) [ 050ty DETIN O ()
—ab() [ T80 el ) ()
= [ S Pe e )

i)

R(Jf) = JL(f)*J d’apres i) car f € B
= JL(f*)J car f € A,
= JL(JA2f)J car S = JA?
= R(J(JA?[))
= R(A2 )

2.2.6 Définition de poids canoniques
Sur VN(G)

L’application de la théorie des algebres hilbertiennes nous permet de définir le poids
canonique sur VN(G) en posant, pour T' € VN(G),

0o(T) = (FIf) siil existe f € A telle que T2 = L(f)
¢o(T) = +o00  sinon
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Pour f,g € B, ¢o(L(f)*L(9)) = (9]f)-

Ce poids est fidele, semi-fini et normal.

Si la mesure y est invariante, i.e. 6 = 1, alors le groupe d’automorphismes modulaires est
donné par o, = Id. On retrouve que VN(G) est semi-finie et que ¢y définit une trace sur
VN(G).

Pour finir, remarquons que ¢o(L(f)L(g)*) = (Af|g) pour f,g € A,.

En effet, 0o(L(f)L(9)*) = @o(L(f*)*L(g")) = (" f*).
En appliquant les propriétés des algebres hilbertiennes généralisées, nous obtenons

(9*[f*) = (SglSf) = (FSflg) = (Aflg),

soit le résultat annoncé.
Remarquons par ailleurs que, si I'algebre est unimodulaire, cela nous donne simplement

wo(L(f)L(9)*) = (flg)-
Sur VN(G)'

Pour S € (VN(G)')4, on définit le poids canonique )y par 1y(S) = ¢o(JSJ).
En pratique, pour h, k € A,, nous avons

Po(R(Jh)"R(Jk)) = (k|h)
et, en particulier, 1o (R(Jh)*R(Jh)) = ||h||>.

Démonstration. ¢(R(Jh)*R(Jk)) = @o(JR(Jh)*R(Jk).J).
Nous allons utiliser la proposition 2.2.5 )

R(JR)*R(Jk) = R(Jh)* JL(k)J

et donc o (R(Jh)*R(Jk)) = po(L(h)*L(k)) car J? = I'; d’ou le résultat. O
Par ailleurs, si on prend maintenant f,g € B,, on a alors Jf € B et Jg € B donc

bo(R(f)"R(g)) = (JglTf) = (flg)

L’algebre de von Neumann d’un groupoide peut également étre définie grace a la
théorie des opérateurs aléatoires développée par A. Connes ([Co79], [Co86] et [Co94]).
Cette théorie s’appuie sur la théorie des algebres de von Neumann décomposables rappelée
en annexe (B.2). Nous allons préciser ici cette construction et vérifier que nous obtenons
la méme algebre de von Neumann que précédemment.
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2.3 Opérateurs aléatoires

Soit (G, A, ) un groupoide mesuré séparé localement compact et a base dénombrable
d’ouverts. On suppose par ailleurs que J est continue.

On considere les espaces de Hilbert aléatoires a droite définis par z — H, = L*(Gy, \y).
La structure de mesurabilité pour le champ x —— H, est donnée par une famille F de
sections mesurables.

Si (G, \) est un groupoide localement compact muni d’un systéme de Haar continu, on
peut prendre F = C.(G). Sinon, on peut utiliser I’algebre I(G) définie par P. Hahn.
Tout £ € C.(G) (resp. I(G)) définit la section x — &, € H, telle que &,(v) = £(v) pour
v € Gy N

On définit la représentation réguliere droite de G par : quel que soit v € G, R(7) est
'isométrie de H () dans H,(,) définie par

(R(7)E)(Y) =&(Yy)  pour £ € Hyyy et 7' € Gy

Cette représentation réguliere est mesurable au sens ou, pour tout §,n € F, I'application
v — (R(7)€ o s()|n o r(7)) est mesurable. Reprenons alors dans notre contexte la
définition d’opérateur aléatoire donnée par A. Connes (§ V, définition 1 et § TV)

Définition 2.3.1

Un opérateur aléatoire borné est un champ =z —— T, € L(H,) défini pour p presque tout
z € GO qui est :

i) mesurable : pour tout £&,n € F, x+— (T, §m|nm) est mesurable;

#) invariant : pour presque tout v € G, T R( )= R(v)Tsm ;

i) borné : I'application x — ||T,|| est essentlellement bornée.

On note M I’ensemble des opérateurs aléatoires bornés.

L’ensemble M a une structure naturelle de C*-algebre :
e addition : (T'+S), =T, + S,.
e multiplication : (7'S), = T,.S,.
e involution : (T,)* = (T%),

Si T est le champ d’opérateurs x —— T, et si £ est le champ de vecteurs x — &, € H,,
on note T¢ le champ défini par (7€), = T,£,. On pose alors

17617 = [ 1Tl dnw) = [ [ L& dnm)dnt

Si x — T, est borné et si on note C' la borne essentielle, on a :



64 CHAPITRE 2. ALGEBRE DE VON NEUMANN D’UN GROUPOIDE

I761? = [ 17,15, dnto)
< / Tl 1612, dpa)
<c [ [0l anent)
= [l aguen ) =2 el
(&)

Si on pose H = L*(G, (o A)~'), on peut I'identifier avec / L*(Gy, Ay)dp(z), grace a

ce qui précede; I'opérateur aléatoire x — T, définit un opérateur 7' € L(H) par

(Tnl6) = [ (Cnnleo)anto). pour €m e H
En définissant, pour T € M, ©(T) par (7(T)¢), = Tp& pour & € L*(G,(po A1), on

obtient une représentation de M sur ’espace de Hilbert .

Avant de démontrer que M est une algebre de von Neumann, nous allons expliciter les
opérateurs R(f) et L(f) pour f € C.(G).

2.3.1 Représentations particulieres de C.(G)
Soit f € C.(G), h,g € L2(G, o A™1). On peut définir R(f) par la formule

(R(f)glh) = / (F()g o s(nhor())a f()Awo N ()

On obtient :

(R(f)glh) = / ( / g(v’v)h(v’)dx\aw(v’)) S(y~ ) F(7)AX (7)d ()
= [ [ strmsst e Rean (¢ )duts)

D’apres ce qui précede, on peut poser E(f)mg(fy) = fg(vv’)d(v’fl)f(v’)d)\x(7’) pour
v € G, et ce champ définit un opérateur R(f) sur ‘H par

R(D9() = [ 96 eaty )

R(H9() = [ gt )afer™)ano )

c’est-a-dire E(f)g =gx Af
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Etant donnée f € C.(G), on peut aussi définir, pour x € GO, L,(f) par

Lo(f)E() = / FO)E( AN ()

pour £ € L*(G,, \,) et v € G,.

e Justifions que (L,(f)), est un opérateur aléatoire pour f € C.(G).
Tout d’abord, pour tout x € G, L,(f) € L(H,). En effet, soit £, € H,.

|(La(f)E]m)] <//|f(w’)|‘£(v’_l)‘In(v)ldk‘”(v’)dkm(v)

L’utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(H*, \*) donne

/(/'fW eor [ ety ) </|fw () Ny ))%Am)

puis 'utilisation de l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(G, ;) permet d’obtenir

< ([iremier ] et ) ([ oo ave )ow))é

Notons I la premiere intégrale et I, la seconde. On a :

= [[|eo] ([ 1relavmm) ave)
= / 5(7,_1) 2 (/ | £(7)] d)‘S(v’)(’Y)> AN (7)) par invariance a droite de A,

< / &y

2
< AU €N,

L= [ noF ([ 1eiae ) ave

= / In(y)|? (/ |£(7)] dA™) (7')) d\; () par invariance & gauche de \*
< £ 117 limlf,

~—

~—

[£11; dA () car f € I(G)

Alinsi,
(L ()M < AN 1€l NIl
On en déduit que L,(f) est bornée et ||L,(f)| < [|f]];-
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Diautre part, pour £ € Cu(G), 7 — [ [ Flry)E(y YIm)dAT(7)dr*(7) est mesu-
rable.
Soit v € G et 7/ € Gy(y). On a

L(f)ey RED) = / £ ) (B (7 X ()
= [ 2wt )

et

R(’Y)Ls('y)g = L(f)s(’y)g(’)/’)/)
[ Fomme Hax )

En posant 7; = s, on obtient :

/ F () )N D (1)

Donc (L;(f)), est invariant.

Enfin, esssup || L. (f)[| < [[f[l; donc (La(f))x est borné et et [|(Lo(f))all < [Ifll;- T en
résulte que (L, (f)), est bien un opérateur aléatoire.

Par ailleurs

J@nglman) = [ [ #6660 e 6)dut)

ce (ui prouve que
L) = [(LDlnnte),

ou L est la représentation reguhere gauche de ’algebre de Tomita C.(G) munie du pro-
duit scalaire de L*(G, (n o A\)™'). On a en particulier 7(L(f)), = L.(f), ou 7 est la
représentation définie avant le paragraphe 2.3.1.

2.3.2 Algebre de von Neumann des opérateurs aléatoires

Dans [Co79] (§ V, théoréme 2), A. Connes démontre que M est une algebre de von Neu-
mann. Nous allons retrouver ici ce résultat et identifier M comme étant un commutant.
On peut en effet caractériser (M) (défini avant 2.3.1) par une condition de commutation :
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Soit T € M et f € C.(G). On a, pour {,n € H,

(ROm@IEl) = [ (RO Tl ) £dlio ()

Donc (M) C R(C.(G)) = R(CX(@Q))".

Par ailleurs, nous savons que R(C,(G)) = L(C.(G))". Or, d’aprés ce qui précede, si
f € C.(G), alors L(f) € m(M), donc L(C.(G)) C m(M) et par conséquent, nous avons
L(C(@R))" € m7(M)" C R(C,(G))" car le bicommutant de R(C,(G))" est lui-méme. On en
déduit que 7(M)" = R(C.(G))'.

Il reste & démontrer la réciproque, & savoir que R(C*(G)) C m(M). Ce résultat est un
cas particulier du résultat démontré par [AR00] au chapitre 6 (§ 6.2). Ainsi, (M) est
une algebre de von Neumann représentée sur I’espace de Hilbert 7. Dans la suite, nous
identifierons la W*-algebre M et ’algebre représentée m(M).

Par définition, M est le commutant de la représentation réguliere droite R et s’identifie,
d’aprés ce qui précede, a l'algebre VN(G) construite a laide de la théorie des algebres
hilbertiennes.

2.3.3 Opérateurs aléatoires non bornés

Pour z € GO, si T, est un opérateur autoadjoint positif sur ,, on peut lui associer une
1 2
TCE2 é-m

unique forme positive ¢, sur H au sens de la définition 1.3.10 telle que ¢,(&;) = ‘
1

pour tout &, € D(T3?).

On peut maintenant définir la notion d’opérateur aléatoire non borné positif comme étant

un champ xz —— T, d’opérateurs densément définis positifs autoadjoints sur H, définis

pour p-presque tout x et

i) mesurables : pour tout £ € F, z — ¢,(&,) est mesurable;

ii) invariants : pour presque tout v € G, R(7)Tyy) C Ty R(7)

L’opérateur 7 (7T') défini par un tel champ est un opérateur affilié a ’algebre de von Neu-

mann M car, pour tout f € Co(G), R(f)n(T) C 7(T)R(f) et les R(f) engendrent M.

Pour terminer, nous allons nous intéresser au lien entre produit croisé et produit gauche
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2.4 Algebre de von Neumann du produit gauche

Dans cette partie, ¢ désigne un cocycle de G dans un groupe abélien A. Nous pouvons
maintenant définir I’algebre de von Neumann de G(¢) en utilisant les méthodes explicitées
dans les parties précédentes. En particulier, nous allons expliciter les représentations de
VN(G(6)) et identifier VN(G(J)) en tant qu’algebre d’opérateurs aléatoires.

Nous démontrerons au paragraphe suivant que W*(G(J)) s’identifie au produit croisé
VN(G) %, R.

En reprenant les notations introduites aux paragraphes précédents, nous noterons M
’algebre de von Neumann VN(G).

2.4.1 Algebre d’opérateurs aléatoires

Nous notons ici H = L*(G(c), (n ® m) o A) et nous cherchons & définir 1’algebre des
opérateurs aléatoires. D’apres la théorie générale, M = VN(G(c)) est I'ensemble des

(Th,a) € L(H) tels que Ty(y,0)R(7,a) = R(7, a)Ts(y,a) pour presque tout (v,a) € G(c).
Pour définir la représentation R, nous allons utiliser R.

Nous pouvons tout d’abord définir R(v) : Gy — Gy en posant R(7v)(y') = 'y pour
vEG ety € Gy

Comme R(7)£(7') = £(v'7), nous avons R(7)é = & o R(y).

Par ailleurs, au niveau des groupoides, nous devons définir R afin que le diagramme
suivant soit commutatif :

R(y 1Y)
GS(’Y) Gr(’y)
Ps(1),c(r)+a Pr(7).a
Gs),en)+a ~ 1 Gr(1).a
R((v,a)™)

En notant F, lapplication de L?*(X,u) dans L?(Y,p) définie par F,g = go F~! et
F* = (F,)™", nous obtenons au niveau des espaces de Hilbert :
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R*(v') = R(v)

LQ(Gs(fy): )‘S(’y)) L2(GT(’Y)’ )\7"(7))

(Pstnsen) +a) (Pr(r).a),

LG ctmar dsetma) LG, 5),0: Ar(r)a)
R ((v,0)7") = E(v,q)

Explicitons alors R. Nous avons, pour £ € LQ(GS(W),C(WHG,AS(7)70(7)+G) et 7' € Gy,

E(V: a)g(/ylv a — 6(7’)) - (p'r(w),a)* R(V) ( 3(7),a+c(7))*€(7’7 a — 6(7’))
= R(/}/) (ps(y),aJrc('y))*g(fY’)
={('7a—c(v'7) + ¢(7))

Ainsi, B(y,a)é(v,a—c()) = (Y, a—c(+)) (7, a))

2.4.2 Sous algebres particulieres

Soit alors (T,) € M. Pour z,a € G x A, considérons T}, , = (Dy.a)xTs(Pa.a)*-
Nous noterons @ : (T3) — (Ty.4)-

Théoreme 2.4.1
L’application ® est une isométrie de M dans M.

Démonstration. Nous allons vérifier que (7,,) € M.
Tout d’abord, par définition, T, , € L(L*(G, 4s Asa))-

x.a° Lx,a
Comme (pgq)« est une isométrie, nous avons ||T; .|| = ||7%|| donc sup ||T;.|| = sup ||T%]|.
(2,a) z
Ainsi, ® est une isométrie.

Enfin,

T (1).aB(7, @) = (Pr(v),0)4 L) (Pr(7).0) " B(7; @)

= (Pr(v).a)x Lr () B(Y) (Ps(7),c(7)+a)

*

Comme Ty, R(7) = R(7)Ty(), nous obtenons

= (Pr)a)« BN Ta() (Ps() ) +0)*

= (Pr(7),0) s RV (Ps),e0m)+0) (Psr),en)+a )5 L) (D)) +a) ™
= R(7,a) (1) c(1)+a

ce qui prouve que (7} ,) vérifie la relation de commutation souhaitée.
Finalement, nous pouvons dire que ® est une isométrie de M dans M. O
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Nous allons également identifier A comme un sous-ensemble de M.

Proposition 2.4.1
Soit x € A. On définit U(x) = (U(X)z.a)z.a DAr

U(X)wab(7,0 = c(7)) = x(a = c(7)&(y,a = (7))
pour § € L*(Gaa:Aya) €t (7,0 — (7)) € Go.
L’application x —s U(y) est une isométrie de A dans M.

Démonstration. Par définition, U(x)z. € L(L*(Gya)). Par ailleurs, il s’agit d’une
isométrie car x est un caractere dans a valeurs dans T.
Reste a vérifier la condition de commutation :

UrimaB(7,0)E(7, a = c()) = x(a — c(+'
—X( (v

R(v,a)é(Y, a— c())

)R
NEW v, a—c(v))

3(77 a) Us(w),a—l—c(’y)g(fy,a a— C(/}/)) = )sa+c(y 6(7 Y, a — C(’}/ ))
= x(a —c(V)EW Yy, a— (7))
ce qui prouve que I'on a bien Urm,aﬁ(% a) = E(’y, a)Us(1),ac() O

2.5 Identification du produit croisé et du produit gauche

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que le produit croisé M x,R s’identifie a I’algebre
de von Neumann M définie au paragraphe 2.4. T. Masuda ([Ma84]) a un résultat plus
général pour des homomorphismes ¢ : G — A ou A n’est pas nécessairement commutatif.
Notre démonstration, proche de celle d’A. Connes ([Co86]) permettra d’expliciter les
actions et de définir les opérateurs homogenes. Afin d’utiliser le théoreme de Landstadt
(B.1.4), nous allons montrer que M est un R-produit.

2.5.1 Définition des actions
Action «

Commencons tout d’abord par définir le W*-systeme dynamique pour notre cas particu-
lier.
Nous allons définir une action de R sur C.(G) par

as(£)(y) = 0("f (7).
Nous pouvons alors poser ag(L(f)) = L(as o f) ce qui donne
o LUNER) = [ 86) *Fo et ™)
soit a,(L(f)) = L(AT*f)
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Clairement, as(L(f)) € M et a,(L(f)) admet un inverse. Il s’agit maintenant de prolon-
ger s a M. Mais M est la fermeture faible de L(C.(G)) : nous souhaitons donc poser
as(T) = f—lirll as(L(fn)) pour T = f—lirll L(fn).

n—-+00 n—-+0oQ

Pour vérifier que cette définition a bien un sens, considérons (f,) et (g,) deux suites de
C.(G) telles que L(f,) et L(g,) convergent faiblement vers 7.

Nous avons o, (L(f,) — L(gn)) = LA *(f, — g»)) donc, pour &, € L?(G,uo A1), en
notant I(n,s) = (as(L(f,) — L(gn))&|n), nous obtenons

T(n,s) = / (5O o) = 3G )AND (7)) T Tdp o M)

= [ (5560 [ (o) = e el ax ) ) e A

= ((L(fa) = L(gn)) A™¢|A™n)
Comme L(f,)— L(g,) converge vers 0 faiblement, nous en déduisons que o, (L(f,) — L(gn))
converge vers ( faiblement et donc la définition ci-avant a bien un sens.
Par ailleurs, avec ces définitions, nous obtenons bien «, € Aut(M) et « continue.

Action 0

On définit tout d’abord une action sur le groupoide en posant, pour a,b € R}, et v € G,
0a(7,b) = (7,a7'b). On aalors fol,(v,b) = f(v,a™'b) pour a,b € R, f € C.(G), v € G.
Nous définissons alors 6,(L(f)) comme étant égal & L(f o0 6,).

Comme précédemment, 0, : C.(G) — C.(G) est inversible.

Considérons deux suites (f,,) et (g,) d’éléments de C.(G) convergeant faiblement vers le
méme opérateur T et intéressons nous a 0,(L(f,) — L(g,)) : pour &, € L*(G), en posant
I(a,n) = (0,(L(f,) — L(gn))&|n), nous obtenons

Ham = [ ( [ U a9) = a9 e D) (7’)) 17, B)dja o A(7)db

I(a,n) = / </(fn(w’,alb) —gn(w’,alb))ﬁa(v'l,albé(w’))dks(”(v’ﬁ
“a(y, a”'b)dp o A(y)db

en posant, pour g € L*(G), ga(71,a7"'c) = g(m1,¢).
Il est alors clair que g, € L*(G) car

/ [9a(1. B) 2 X (1) dpa()db = / 191, ab) 2 AN (1) dpa() b

— / 90, ) AN () dp(z)de

_ 2
=a' ||9||2
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Nous obtenons alors

Ham=a | ( [0 = e Dl s NN (7’)) (> o A(7)de
Tan) = a (L(fa) — Lgn))ulna)

ce qui prouve que 0,(L(f,) — L(g,)) tend faiblement vers 0. Si T = f—liI_{l L(f,) avec
n—-+oo
fn € C.(G), nous pouvons donc poser 0,(T) = f—liI_{l 0.(L(fn))-
n—-+oo

On obtient ainsi 6, € Aut(M). De plus, € est bien continue.
En termes d’opérateurs aléatoires, nous avons 6,(1) = S avec Sy, = T 41

2.5.2 Identification

Nous allons donc maintenant démontrer

Théoreme 2.5.1
Soit M = W*(G, A, 1), a I'action définie ci-avant et M = W*(G, A, p). Alors

Mx, R M

L’action duale est donnée par 0 défini ci-avant.

Démonstration. Afin de démontrer ce théoreme, nous allons considérer A = R} et
identifier A & R grace a I'application (s,a) — a®.

L’action « de ]Iii sur C*(G) donnée classiquement par oy (f)(7) = (6(7), x)f(7) corres-
pond bien au « défini au paragraphe précédent par a,(f)(v) = 6(7)%f(7).

Posons par ailleurs «(L(f)) = L(f).

e Commencons par nous intéresser a l’action duale (Ga)aeRjr.

Nous savons que M est engendrée par les L(f), f € C(G); or 0,(L(f)) = L(f o 0,).
Nous voulons identifier M?. Pour cela, il suffit de chercher les L(f) laissés invariants
par 6.

Nous commencons par définir j sur C.(G) par j(f)(v,a) = f(vy). L’élément j(f) ainsi
défini n’appartient pas & C.(G) mais est un multlphcateur de C.(G), i.e. on peut définir
J(f)*get g*j(f) pour tout g € C.(G).

On remarque également que, pour f € C.(G) :

/|j (77, b)| AN (7, b /|f|d)\m et, de méme,

/|] (7,0)] dXaa (7, D) /f )AL (
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Nous pouvons donc dire que j(f) € I(G) et donc j définit une inclusion de W*(G) dans
W(G)

0, (L(f))E(7,b) = / £ 0 8a(v7, D)ER ™ B8(17)) AN ()
= [ £ HeG b AN )
L()(1,b) = / Fr BER,3(1)) AN ()

Nous voulons avoir ,(L(f)) = L(f) ce qui donne

VE € C(G), / O aB) = Flr )™ ad (37 ))AN D (1) = 0

Ceci est vrai si et seulement si, on a f(y,a~'b) = f(, ) pour presque-tout vy et pour tous
a,be R, ie. f(y,a) = f(v,1) pour tout a € R% .

Ainsi, étant donné f € C.(G), pour que L(f) soit invariant, il faut et il suffit que f soit
indépendante de a. . .

Si L(f) est invariant, on peut alors définir f € C.(G) en posant f(y) = f(7,1) et on a
f=i(f).

Réciproquement, si f € C.(G), alors j(f) € I(G) et L(f) est invariant par §,. Par
définition de M et M, on en déduit que M’ = M.

D’autre part, 6 est bien continue d’apres le paragraphe précédent donc (M, R, ) est bien
un W*-systeme dynamique.

e Définissons alors une représentation V' de R dans £(#). On définit tout d’abord V; sur
C.(G) par Vif(v,b) = b~ f(v,b) pour f € C.(G), puis on obtient V; : L(H) — L(H) en
posant Vi(L(f)) = L(Vi). |

En effet, nous voulons avoir V,L(f)&(7v,b) = Vif *&(7,b) = b~ f x &(v, b) soit

ViL()E(,b) = b / Fr BER 60BN ()

ce qui donne bien la formule annoncée.
V5 est bien un unitaire de £(H) :

(ViélVan) = / b€ (, b=, B)dg o A7, b)
(ViEVan) = (€ln)

et ona V> =V_,.
Enfin, pour f € C.(G), calculons V;L(f)V 4 :
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VLOV-668) =5 [ 17 DV ™ 507 (y)
=07 [ £ DB S ()

= [sy s g™ N )
= Llaw(/ el

ce qui prouve que ViL(f)V_s& = L(as(f))¢
En termes d’opérateurs aléatoires, pour §& € H,, et (v,ad(y)') € G,,, nous avons

—,a =x,a’

(V)aa (7, 08(7) 1) = a6 (7)i*€(, ad() 1) donc, pour € € H,, nous obtenons

(Vi)aa€(7) = a™6(7)"¢(v).
De plus, soit alors T' € W*(Q).

(ViT(Vs)*)z,ab () = a_is(s('Y)isTx(V—S):v,ag('Y)
— a*lsd(’y)lsalsTmAflsé‘(/y)
Donc V,T(V,)* = ABTA*
Enfin, V; € M. En effet, soit v,a € G et (7, ad(y')™") € Gy(y).a-

(Vlrma2(v, @)6(7,ad () ™") = a*6(y) ™ R(v, a)§(v, a6 (') ™)
= a”d(y)7E(Y'y,ad (7))
R(7,a)(Va)s(m.asn &Y a8(7) 1) = (Va)s().asn§(Y 7, ad (7))
= (ad(7)*6(v'y) (Y, ad (') )
= a”6(7') €YY, ad(v) )
ce qui prouve bien que (V) vérifie la relation de commutation souhaitée.

Nous avons ainsi bien construit une représentation V' : R —— L(H) telle que pour tout
seR, Vi, € M et V, est unitaire.

e Parailleurs, poura € R% ;2 € R, v € G et b € R, nous obtenons 0,((Vs)zs) = (Vs) a1
donc 0,((Vs)zp)&(7,a7'06(7)) = a®Vi&(y,a b3 (y)™"). Nous obtenons donc

0,(V;) = a"V;, pourteR

Alinsi, les conditions nécessaires sont bien vérifiées et nous avons donc, d’apres le théoreme

de Landstadt, M = M x, R. O



Chapitre 3

Explicitation de la théorie spatiale

Afin d’étudier les espaces LP de W*(G), nous allons expliciter les notations de la théorie
spatiale dans le cadre de 1’algebre de von Neumann d'un groupoide, en particulier les
opérateurs RY0 et ©Y0 définis par A. Connes dans [Co80]; nous donnerons ensuite une
caractérisation des opérateurs a-homogenes en termes d’opérateurs aléatoires.

Dans tout ce chapitre, nous considérons un groupoide mesuré (G, A, i) séparé localement
compact a base dénombrable d’ouverts et nous supposons que 4 est continue. Nous notons
M Talgebre de von Neumann de G représentée dans L(H) ot H = L*(G,uo A7'). Le
poids canoniques définis sur M et M’ sont respectivement notés ¢, et 1.

3.1 Ensemble des vecteurs bornés et théorie spatiale

Nous souhaitons maintenant faire le lien entre les notations «usuelles) de la théorie des
algebres hilbertiennes et celles de la théorie spatiale ([Co80]). Au paragraphe 1.1.4, nous
avons noté B I’ensemble des vecteurs bornés a gauche. Nous conserverons cette notation
dans la suite de ce travail et ajouterons éventuellement 1’algebre de von Neumann en
indice lorsqu’une confusion sera possible. Par ailleurs, A. Connes a introduit la notion
d’opérateur o-borné (rappelée dans la définition 1.3.7). Nous faisons ici le lien entre ces
deux ensembles.

Lemme 4
On a D(H,1y) = B, les notations étant celles utilisées précédemment.

Démonstration. Par définition, { € D(H, 1)) s'il existe C' € R tel que pour tout S € M’
tel que 1o (S*S) < +o0, on ait ||S¢|| < C ||77¢0(S)||Hw0.

Or on sait que, pour 7' € M, ¥(T) = po(JSJ) et donc ty(T") < +oo si et seulement
¢'il existe f € A; tel que JT.J = L(f)*L(f). Notons [E] cette égalité.

Comme J% = I, [E] équivaut & T = JL(f)*JJL(f)J, ce qui donne T = R(Jf*)R(Jf).
Mais R(Jf*) = R(Az f) = R(Jf)*. Ainsi, 1ho(T) < 400 si et seulement s'il existe f € A,
telle que T = R(Jf)*R(Jf). Or J est un anti-isomorphisme de A; dans A, et de A,

75
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dans A;; On en déduit que ¢o(T) < +oc si et seulement s’il existe g € A, tel que

T = R(g)*R(g)

Revenons alors au début : comme R(n) est dense dans M’, on peut dire que £ € D(H, 1))

si et seulement §'il existe C' € R tel que ||R(n)¢|| < C ||n¢0(R(n))||,Hw pour tout n € A,.
0

Mais |17y (B(1)) 15, = Wo(R(n)*R(n))> = |n]
Ainsi, la condition devient ||R(n)¢|| < C'||n|| pour n € A, ce qui prouve le lemme. 0O

Rappelons qu'un opérateur T positif autoadjoint sur H est dans L' (M, 1)) §'il vérifie 'une
des conditions équivalentes du corollaire 1.3.19. Nous pouvons, d’apres ce qui précede,
réécrire ce corollaire en remplagant D(H,, 1)) par B.

Cela nous donne :

Remarque 3.1.1
1
Si un opérateur T positif autoadjoint sur H est dans L' (M, 1)), alors B C D(T2). Comme

C.(G) C B, on a C.(G) C D(T?).

3.2 Explicitation de la théorie générale

Proposition 3.2.1
L’anti-homomorphisme f — J f se prolonge en une isométrie de H dans HY°.

Soit € € D(H, 1),

i) pour tout f € B, R®(&R(Jf) =Ex Jf.
ii) si £ € A, alors RY(£)*g = R(£* x g)
iii) ©% (£, &) = L(§)L(§)*

1w % =

dbo

Démonstration. ¢ D’apres 2.2.6, on a, pour f € B, 1o(R(Jf)*R(Jg)) = (g|f). Or le
produit scalaire sur Hy, est défini par (S,7T") — ¢(T*S). On en déduit que f — Jf
est une isométrie antilinéaire de C.(G) sur H,, et se prolonge en une isométrie de # dans
Hopo-

i) Grace a cette identification, on a, pour f € B,

R™(EAR(IS)) = R(Jf)§ = Ex T f

Par définition, R¥°(§) va de H, dans H.
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i1) Soit £ € A, et soit g € H. On doit avoir

(R*()*gIAR(I )y, = (91RO (OAR(I)))n

= (91L(&)J )

= (g|JR(JE)f) d’apres la proposition 2.2.5 i)
= (R(JE)*Jglf)

= (R(Aéf)Jg|f) d’apres la proposition 2.2.5 )

= o (RO R(I(Tg) » (259))))
Par ailleurs,
(R™(€)*gIAR(I )y, = o(R(TF)*RY(€)*9)
Donc I'égalité souhaitée est vraie en posant R¥(£)*g = R(J((Jg) (82

Mais J (& x7) = (Jn) * (JE) donc R¥(&)*g = R((JA3E) x g) = R({* * g
#ii) On a alors

£)))
)

R™(&)R™(€)*g = R™ (&) R(J((Jg) * (AZE)))
= Ex J((Jg) * (62€))
= ex((JA2E) x g)
=Ex (% g)
= L(§)L(€)*g

Finalement, on trouve que ©¥0(&, &) = RY0(&)R¥0()* = L(&)L(&)*
iv) Nous savons que (A%) est 'unique groupe a un parametre d’unitaires de H vérifiant
deg

les conditions de ([Co80], lemme 10 a) et que I'on a donc A" = <d@/}
0

it
) pour tout ¢t € R.

D’ou le résultat.

3.3 Opérateurs homogenes

Nous allons maintenant définir la notion d’opérateurs a-homogenes en utilisant le forma-
lisme des opérateurs aléatoires. Nous parlerons indifférement d’opérateurs ou d’opérateurs
aléatoires :

Définition 3.3.1

Soit v un nombre réel.

Soit T' = (T}) un opérateur aléatoire sur L?(G, (uo X\)™1).
On dit que T est a-homogene si,

Vy € G, R(W)Ts('y) - 570&(7)7’?(7)&(7)
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Remarque 3.3.1
1) Les opérateurs 0-homogenes sont les opérateurs affiliés & M. En effet, les opérateurs

R(f), f € C.(G) engendrent M’ et on a , pour tout y € G, R( )Tty € Try R(7).

2) Si T est a-homogene, alors on a pour tout v € G, R(7)Ty(y) = 6~(7)Tr( R(7). Pour
le voir, on écrit I'inclusion avec v !

3) Si T et S sont a-homogenes, alors T'+ S est a-homogene.

Si T est a-homogene et S est S-homogene, alors T'S est (« + (3)-homogene.

Si T est a-homogene, alors T est aussi a-homogene.

Si T est positif autoadjoint, a-homogene, et si 3 € R, alors T? est a/3-homogene.

4) Si T est a-homogene, alors la projection sur Ker(T)* appartient & M.

Pour le prouver, il suffit de démontrer que Ker(7') est invariant par M’, ce qui revient a
prouver que Ker(T') est invariant sous R(g), g € Co(G).

Soit & € Ker(T'). Pour tout y € G, on veut prouver que R(7)€ 0 5(7) € Ker(Ty ().

Or Try R(7)€ 0 s(7)(v) = 62 (V) R(7) Ts()€ o s(v )(7') par a-homogénéité de 7.

Comme Ty(,)§ o s() = 0, on obtient blen T R(v)€ o s(y) = 0, ce qui signifie bien que
R(7)€ o s(v) € Ker(Ty(,). Ceci prouve I’ assertlon.

5) Si un opérateur préfermé T est a-homogene, alors sa cloture [T] I'est aussi.
6) Va € R, A™® est a-homogene.

On peut maintenant justifier que cette définition est équivalente a la définition d’opérateur
homogene de degré o donnée dans le cadre abstrait (1.3.13). Pour cela, on commence par
le lemme suivant.

Lemme 5

Soit T un opérateur fermé densément défini sur L*(G, (noA)™"), de décomposition polaire
T =U|T|. Soit € R. Alors

T est a-homogéne si et seulement si U € M et |T| est a-homogéne.

Démonstration.

e Supposons que T est a-homogene.

D’apres la remarque, 7™ est aussi a- homogéne et donc T*T est 2a-homogene.
On en déduit que |T| = (T*T)= est L 5 X 2a-homogene, i.e. a-homogene.

Reste a prouver que U € M.

S
On a d'une part T = U |T|; d’autre part, on peut écrire T = / T, du(z), |T| =

5> 5>
7|, dp(z) et U :/ Updpu(x); on a alors, pour tout x € GO, T, = U, |T|,. Avec

ces notations, nous avons :
Pour tout v € G, f € D(|T,,),

R(’V)Us(v) |T|s(fy) f = 5_a(’7)Ur(7) |T|r(fy) R(’Y)f

et donc

R()Us(o) | Ty f = Uy () [T,y BV S
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Mais |T'| est a-homogene donc

R(Y)Usio) Ty | = Uriy RO 1T,

On en déduit que, sur Im(|T'[,(,), R(7)Us(y) C UpnyR(7), ou encore :
R )Us Prer(i11, )+ € Ure) BV Pier(ry )

Or Im(U,) est le support de T, donc ceci prouve que U commute avec les R(g) On en
déduit que U € M.

e Supposons maintenant que U € M et |T| est a-homogene.
Comme U € M, U est en particulier affilié a M, donc 0-homogene. Les propriétés du
produit donnent donc que T'= U |T'| est a-homogene. O

Lemme 6
Soit T un opérateur fermé densément défini sur L*(G, (1o \)™'). Soit a € C.

Si, Yy € G, R(7) Ty € 6 () Ty R(7) alors : Vf € Co(G), R(f)T € TR(A®f).
Démonstration. Soit f € C.(G), £ € D(T) et n € D(T*).

(R(f)T¢|n) = /(R(v)Tsmf os(y)nor(y)f(¥)d(ro ) (v)
= /f(7)5‘°‘(7) (TrR(V)E o s(y)nor(y))d(poA)™'(7)
= [ 1005 () RO)E o 50T o r ) N 0)

Or (T,)* = (T*), donc

(R(F)T€m) = (R(fA)E|T*n)
Donc R(fA~*)¢ € D(T*) = D(T) et, pour tout £ € D(T),
TR(fA™*)¢ = R(f)T¢

Mais R(f)T = R(Af)T = TR(AfA=®) = TR(fA®).
d’otu le résultat. O

Par la suite, nous aurons besoin du résultat suivant

Proposition 3.3.1
Si T est un opérateur autoadjoint positif de L?(G,, \;) tel que

Vy € Gy, R(Y)TR(y') =A°T,
alors Vt € R, Vv € G,, R(y)T*R(y~!) = A—ietTit
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Preuve. Soit ¢ € R et soit f définie par f(z) = 2 = e*1%8(:),  Cette fonction est
analytique sur ]0; + ool.

On sait que T est autoadjoint positif et A également donc A™*T est autoadjoint positif.
Ainsi, on peut calculer f(A~*T) et on a f(A~“T) = AT,

Posons S = R(y) et calculons alors f(STS™!). On a f(STS™') = [ f(A\)dPITS™ ot

P/\STS*1 est la projection spectrale associée a la valeur spectrale A pour lopérateur ST S~

Mais STS™' — X\ = S(T — M)S™! donc STS™' — Al est inversible si et seulement si
T — M Test. Ainsi, la résolvante de STS! est la méme que celle de T, et il en est de
méme pour le spectre o(T).

Soit donc A € o(T). On a Im(STs—l M) = SIm(T — AI)S~! donc P75~ = SPTS.
Ainsi, on obtient f(STS™') = [ f(NASP{S™' =S [ f(N)APIS™ = Sf(T)S~™" d’'ou le
résultat annoncé dans la proposmon O

Lemme 7
Soit T un opérateur fermé densément défini sur L?(G, (o A\)~'), a-homogéne pour un

certain o € R. Soit & € B. Alors, pour toutt € R, on a |T|it£ €Bet

|Lario)| < Izl
Preuve. D’aprés le lemme 5, |T'| est a-homogeéne donc on a
V’)/ € G7 R(’Y) |T|s(fy) = 670‘(7) |T|r(fy) R(’Y)

et donc B ~
vfy € Gi R(/}/) |T|s(fy) R(/yil) = 570&(’7) |T|r(’y)

On en déduit que, pour tout v € G, pour tout ¢ € R, on a (3.3.1)
R(7)|T|?(7)R(fy_l) = 5_iat|T|it(fy)
On peut donc appliquer le lemme précédent & |T|it. Pour n € C.(G), on obtient
(IT[* &) % n =R [T|" € = |T|" R(&"™'n)§ = |T|" L()6™"n
et donc |T)" € xn e L*(G, o \) et

Iz e, < |[izt|| Hzel ol
<L inll

Par conséquent, |T|" € est borné A gauche et

|zariel| <zl




3.3. OPERATEURS HOMOGENES 81

Le dernier lemme permet finalement de prouver que la définition donnée est équivalente
a celle de [Te80].

Lemme 8

Soit @ € R et T un opérateur fermé densément défini sur L*(G, (o)) de décomposition
polaire T = U |T|. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) T est a-homogeéne.

i) UeMetVS e M VteR o?(S)|TI" = |T|"S

Démonstration. Grace au lemme 5, on peut se restreindre au cas ou 1" est positif auto-
adjoint.

Notons P la projection sur Ker(7)*.

Tout d’abord, rappelons que, si i) est vrai, alors P € M.

De méme, si ii) est vrai, P € M.

e On suppose donc que P € M, et prouver le lemme revient alors a prouver ’équivalence
de :

\7/’7 €G: R(’Y)Ts(v)é(fy_l)P = 5_a(’7)Tr(7)P (1)

et
Vi e RVS € M, 0% (S)P = T*ST~"P (2)

Soit v € G. On sait que {R(g),Ng € C.(G)} engendre M'. On s’intéresse donc & 029 (R(g)).
e Prouvons que 02?(R(g)) = R(A1g) pour g € C.(Q).
On a

ot (R(9)) f () = (AT R(g)A™) f (/)
=5 () [ F ) 80" )0 N )
= / FOMSE )T () g (7" )N ()

— [+ (AAiatg)(y)
= R(A™g)f

ce qui prouve ’assertion.
Ainsi, i) est équivalent a :

Vt € RVg € Cu(G), R(A™g)P = T*R(g) TP

ou encore :

Vt € R Vg € C.(G), RIA™™g)P = T~ R(g)T" P
Mais, pour g € C.(G), £&,n € H, on a

(R(9)&[n) = /(R(v)ﬁ o s(7)nor(v))g(v)d(uo ) (v)
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donc
(T~"R(g)T"PE|n) = (R(g)T™PE|T™ ) car T est autoadjoint
— [ROT) Paosé o sO)Tiyno r(2)g()d(o A) ()

et

(R(6~"g)PE|n) = /(R(W)Psmﬁ o 5(7)|nor(7))67 " (V)g()d(no X))~ (7)
ii) est donc équivalente a : pour presque tout v € G,

(RONT) Pupyé 0 s(MITiym o (7)) = (R() Pyy€ © s(7) I o r(7))57 (7)

Le., sur Hyy), TS_(A%R(’y)T“ Py = 6 (v)R(7) Py(y).-

s(7)”
En utilisant que P € M et R(y') € M’ pour tout ' € GG, on obtient

RT3 Payy = Tit) 0 (1) Payy R (7)

et finalement,

R( )TZt R( )Ps(’y) = Tsifw)(s_iat(’Y)Ps(fy)

Ce qui équivaut a
¥y € G, R(M Ty R(y ) Pyyy = To)8 (1) Pagy)
On obtient bien que i) est équivalente a i) O

Le lemme suivant, adapté du lemme 2.5 de [Te80], se démontre de la méme fagon que
dans [Te80].

Lemme 9
Soit o € R. Soit T un opérateur positif autoadjoint sur L*(G, (1o \)™"), a-homogéne.
Soit £ € B. Alors il existe une suite (§,)nen avec, pour tout n € N, &, € BN ﬂﬂewD(Tﬂ)
et telle que :
i) Vn € N, ||L(&)] < 2| L&)
it) lim &, =¢

n—-+oo

iii) Si, de plus, pour 3 € R*, on a & € D(T?), alors lirf TP¢, =TP€. Par ailleurs,
n—-+00
BN Ner+ D(TP) est un domaine essentiel pour T?, quel que soit 3 € R

Démonstration. Pour n € N, définissons f, : [0; + oo[— C par :

]_ +oo t‘) it
— e "xvadt siz >0
1

siz=0
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1 teo
On remarque que, pour tout x > 0, | f,(z)| < 7/ e dt =1 ; par conséquent, pour
™ — 00

tout x € [0; + oof, |fu(z)] < 1. On en déduit que f,(T) est un opérateur borné sur
L2(G, (o N, Le. fulT) € £(T(G, (1o N) ).

On pose alors, pour tout n € N, &, = f,,(T)E.

e Prouvons tout d’abord que la suite (&,) est bien dans D(T”), pour tout 8 € R, .

it

1 oo —t2+-L In(z)
On a, pour z > 0, f,(z) = — e Ve dt
VT oo

1 71n(z)2 +oo _(t+;_)2 71n(z)2
donc f,(z) = —=e e\ 2vn) dt et finalement, f,(z) =e 4
va o0
Pour n € N et 8 € Ry, considérons alors g, g définie de R’ dans lui-méme par I’égalité

gng(x) = 2P f,(z). Cette fonction est continue sur RY et, comme liri’l gnp =0, elle est
n—-+0oo

bornée.

On en déduit que g, 5(T) = TP f,(T) est un opérateur borné et donc f,(T)¢ € D(TF).

e Il faut ensuite justifier que &, appartient bien a B N ﬂﬂeR+D(Tﬁ) et démontrer I'inégalité
du i)

Notons P la projection sur Ker(T)*. Soit n € A.

(fu(T)PE) xn = R(n) fn(T) PE
— R(p) ( / %e—tQT%dt P§>

00
“+oc

1 2 it
- —e P R()T V7 PEdt
oo VT
Or Tvi PE = TVa€ donc
+oc 1

— / ﬁetZ)R(n)T\%f dt

Comme T est a-homogene, on a :

iot

Vv € G, R(y) TV C 6 V% (1) TV R(7)

De plus, T est fermé et densément défini.

it
L’application du lemme 6 a T'v» donne alors

“+o00o
fn(T)Pf*n:/
too 1 it iat
— iy AV V
_/Oo v Tf§*<Af77> dt

%eﬁT&tﬁR (A“’Tin) dt



84 CHAPITRE 3. EXPLICITATION DE LA THEORIE SPATIALE
Calculons alors (f,(T)PExn|f(T)PExn) = A -

A= /ml /Ml? (19 (e AT (Ex A%)) dsdt (31)

AL — e’SQ’

2
Q —00

Vi (€% AVip) H HTf g*Afn)H (3.2)

I'inégalité découlant de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Or,
|7 € adin)| = |7 L©a%n)|
= | L)
< |za¥e
<Ll |a% par le lemme 7

Il vient alors que

A<_/+°O/+oo == | L ()
<@ 5 ([ e
N

On en déduit que f,(T)PE&xn appartient & L?(G, (uo A)™!) et
ILOI [ -
e e

“+o00
< nll, et / e”"dt = /7 donc

— 00

AVvrp

‘ ias

‘ ias

AVving

T_tn‘ dt
2

Mais, par ailleurs,

[fn(T)PEHnll, < |7 ()] [|nll,
D’autre part, P € M, donc 1 — P € M et donc

11 = P)&Hnlly = [[LIA = P)&)nlly < [ILIA = P)E)| {Inll,
Comme ||L((1 — P)&)|| < ||L(€)]|, on obtient finalement

1= P)Exnll, < (L Il
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Revenons alors a f,,(T)¢ = f,(T)P& + f.(T)(1 — P)E.

Comme (1 — P)§ € Ker(T') et fo(T)|ker(r) = Iker(r), o0 a fo(T)€ = fu(T)PE+ (1 — P)E.
Comme les deux termes de la somme appartiennent a B, f,(T7)¢ € B. De plus, d’apres
les inégalités ci-avant, | L(f,(T)E)n|| < 2| L(&)]| [|n]l,- D’ott on déduit que L(f,(T)&) est
borné et | L(fa(T)E)]| < 2] L)

e Reste a prouver ii) et ).

On sait que f, est bornée. De plus, pour tout = € [0; + o[, fn(x) tend vers 1 quand
n — +00.

Par conséquent, pour tout ¢, on a f,,(T)C — C.

Or, pour tout n € N, &, = f,,(T)€ donc on obtient bien la convergence de &, vers &.
Par ailleurs, si & € D(T?), TP¢, = TP f,,(T)€ = fo(T)TP€ car T et f,(T) commutent.
On en déduit alors la convergence vers T5¢.

e La fin du lemme est une conséquence immédiate de la proposition 2 de [Hi81] O

3.4 Egalité d’opérateurs

Indiquons maintenant un lemme que ’on peut démontrer en utilisant la méme méthode
que pour la démonstration de [Hi81] partie 1, théoréme 4.

Lemme 10
Soit p € [1; + oo]. Soit Ty € LP(M, 1)) et Ty un opérateur fermé, densément défini et
—2-homogene sur L*(G, (no A\)™"). Si Ty C Ty ouTy D Ty, alors Ty = To.

La proposition suivante se démontre alors exactement de la méme maniere que dans [Te80]
(proposition 2.4).

Proposition 3.4.1

Soit p € [1; + o0].

1) Soit T et S deux opérateurs fermés densément définis et —%—bomogéne sur L*(G, (o A\)71).
On suppose de plus que C.(G) C D(T) et C.(G) C D(S).

SiVeE e C(G), TE = SE et si T € LP(M, 1)), alors T = S.

2) SiT € LP(M, ) et si C.(G) C D(T), alors T = [T |c.(c))-
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Chapitre 4

Espace L! d’une algébre de von
Neumann de groupoide

Si M est une algebre de von Neumann, nous savons qu’il existe un isomorphisme d’espaces
de Banach permettant d’identifier L'(M) et le prédual M,. Afin d’étudier L'(M), nous
allons donc commencer par une étude du prédual.

4.1 Identification du prédual

4.1.1 Formes linéaires positives normales et prédual

On peut maintenant rappeler un résultat démontré dans [Di69] (II1.1.4, théoreme 4 et
corollaire) dans le cas d’une algebre semi-finie et dans [Ta03] (1.1.6) dans le cas de type
IIT. Ce résultat pourra ensuite est appliqué a l'algebre de von Neumann d’un groupoide.

Théoreme 4.1.1

Soit M une algebre de von Neumann dans une représentation standard dans L(H).

Soit ¢ une forme linéaire positive normale sur M. Alors il existe x dans H tel que ¢ = w,.
De plus, [|¢]| = [l]*.

Démonstration. Nous ne rappelons pas la démonstration mais précisons le calcul de la
norme.

On a ¢ = w,, pour € H.

Par conséquent, pour tout T' € M, |o(T)| = |(Tz|z)| < ||T]| ||=|-

Ceci prouve que |[¢|| < ||z]|*.

Or I € M et |o(I)] = ||z||>, ce qui prouve que la norme est atteinte. Finalement, on a
|l = ||z, pour tout & € H tel que ¢ = w,, ce qui prouve la formule annoncée. O

4.1.2 Formes linéaires ultrafaiblement continues

Nous pouvons maintenant démontrer un théoréeme permettant d’identifier le prédual.

87



88CHAPITRE 4. ESPACE L' D’'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN DE GROUPOIDE

Théoreme 4.1.2

Soit M une algébre de von Neumann dans une représentation standard dans L(H).

Soit ¢ une forme linéaire ultrafaiblement continue sur M. Alors il existe deux éléments
z,y de H tels que ¢ = wy,. De plus, ||¢|| = inf{||z| [|y]|; 2,y € H : ¢ = wyy} et cette
norme est atteinte.

Démonstration.
1) D’apres le théoreme de décomposition polaire de [Di69] (1.4.7, théoreme 4), on peut
écrire ¢ = f - U avec
& [ = |p| forme linéaire normale positive sur M et ||| = ||f||
& U isométrie partielle de M, de projecteur final égal au support de f.
Appliquant le théoreme précédent a f, on peut trouver un z dans H tel que, pour tout
TeM, f(T)=(Tz|z).
Par conséquent, pour tout 7€ M, o(T) = (f - U)(T) = f(UT) = (UTz|z).
On en déduit que ¢(7T") = (T'2|U*z), ou encore que ¢ = w,, avec y = U*z.
2) Reste a démontrer 1’égalité des normes.
Tout d’abord, notons E l'ensemble des (z,y) € H X H tels que ¢ = wy,,.

Nous savons que ||o|| = |[f]| = ||[|* en posant f = w..

Par ailleurs, ¢ = w, +, et ||2]|* = ||2|] ||U*2|| en utilisant que U* est une isométrie partielle
2

donc lpf| = [|z[|” = [l=[} ]T*z]| -

Or (z,U*z) € E donc inf{|z]| ly[] : ¢ = way} < lel]-
Mais, par ailleurs, par définition, ||| < inf{||z|||ly]| : ¢ = ws,}, d’ou Pégalité annoncée.
U

Enfin, terminons avec la proposition suivante :

Proposition 4.1.1
L’ensemble F' des w,, avec x,y € H est un espace vectoriel.

Preuve. Il suffit de vérifier que F' est stable par combinaison linéaire.

Soit Ty, Y1, T2, Y2 € H et a € C. Définissons ¢ = wy, 4, + 0wy, 4,. On a alors, par définition
de We,y» ¢ = Wz, + Wazy,ys -

Mais nous savons qu’une telle somme définit une forme linéaire ultrafaiblement sur M.
D’apres le théoréeme précédent, il existe donc z,y € H tels que ¢ = w,,. Ainsi, ¢ € F et
donc F' est bien un espace vectoriel. O

Nous considérerons dans tout la suite un groupoide mesuré (G, A, i) localement compact,
a base dénombrable d’ouverts et tel que la dérivée de Radon-Nikodym § est continue.

4.2 LYVN(G)) vu comme espace de fonctions sur G

4.2.1 Définition de nouveaux coefficients

Nous allons ici expliciter les coefficients de la représentation L (définie au chapitre précé-
dent) de C.(G) dans H = L*(G,puo A7),
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Tout d’abord, on obtient une isométrie ® de H = L?(G, uoA™"') sur L?(G, uo \) en posant
D(6) = A 3¢,

Soit f € C.(G) et soit £ € H et n € H. Posons & = ®(&) et ' = ®(n) et calculons
(L(f)€ln) -

Nous avons, par définition,

Pl = /(/f () dNe ())Wduw\‘l(v)

Des calculs similaires a ceux déja conduits permettent de justifier que

[ e ] avmane s )

est finie et que 'on peut utiliser le théoréeme de Fubini. On obtient alors

D) = [ [ 1 Dman e (60) e ()dut)

D) = [ [ a0 e ()s) e ()dnto

fEm) = //f )2E(Y )0 T ()(y) AT (1) AN (Y ) d ()
ne = [ 16 ( / €0 TEING) ) 87) 2N

Pt = [ 16/ LNE & 50N © 1 D 57) N ()

ot L(7) : L2(G*M X3y — L2(G™) AT est défini par L(v)€'(y) = &(v19).
En notant (£,7) le coefficient donné par (£,7')(y) = (L(7)& o s(y)|n o (7)), et en po-
sant vg = 5_%1/, on obtient

(L(f)Eln) = / £ n)dve

Par la suite, nous définirons donc le coefficient (£, 1) comme étant égal a (®(£), P(n)), ou

(&) () = (L(V)2(&) o s(V)|2(n) o 7(7)) 30

Dans ce qui suit, une écriture comme produit de convolution pourra étre utile. La calcul
donne, pour &, € H,

= [0y el RGN
& m)(y) = / (v ) EE (v ) ()8 () TN (7))
(&) () = (A7) % (A~2€)*()
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Définition 4.2.1
On note £'(G), I'ensemble des coefficients (&, £) définis ci-avant, ou & € L*(G, o A\71).
G)

On note £(G) l'espace vectoriel engendré par les éléments de £1(G).

Remarque 4.2.1
LY(G) est 'ensemble des coefficients (£, 1) définis ci-avant, on &,n € L*(G,po A1),

4.2.2 Identification de L' avec un espace de coefficients

Commencons par poser

Définition 4.2.2
Soit F' € L1(G). On définit || F[| ;1@ en posant

1EW 1@y = it LIl Inlly - €m € My F = (€ m)}

Cette définition a bien un sens. Nous allons maintenant démontrer que El(@) s’identifie
au prédual de M.

Théoreme 4.2.1
1l existe un isomorphisme isométrique w entre (C(G), || ||) et (M, || ||), défini par

LG — M,

:(6577) — wf,ﬂ

Démonstration. Soit ¢ € M,. D’apres ce qui précede, il existe £,n € H tels que
(]5 = wg’n.
Pour f € C.(G), on obtient ¢(L(f)) = (L(f)&|n) donc

&//}* €0/ NN (o )7 ()
Il faut justifier que 'on peut intervertir en utilisant le théoreme de Fubini.
Posons A = //|f " |‘§ - ‘|77 AN (4)d(p o A)7H (7). On a démontré (voir

démonstration de la proposition 2.2.2) que A < || f|;; I€]]5 ||nll5- Ainsi, on peut utiliser le
théoreme de Fubini pour transformer ¢(L( f)) :

M= [ [ #6060 D 6 dgee )70

= /f(v’)/f(v’_ Y38 )AN T (7)8(7') o A(y)
m= [ (/ PO TIEI0 N 0) ) 80 A7)
/f V)€ s()Imor(y)) () dmo A7 (7))
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On souhaite donc poser, si ¢ = we, avec 1,§ € H,

w(p) = (L(Y)Eo s(V)nor(v)) = (A 2n) x (A 26)~.

Il faut vérifier qu’une telle définition a bien un sens.
1) Si ¢ = we, 4 = weym, alors pour tout f € C.(G), on aura

/f ) (Ea,m)(7)(x/) 2l o 1) /f ) (0, 12) (7)0(+) 2 0 2) ()

d’olt (§1,m1) = (&2,7m2) o A~ '-presque partout.
La définition a donc bien un sens.

2) A tout ¢ € M,, on associe un élément de £'(G), noté w(¢), défini comme ci-avant.
Nous allons démontrer que I'application w est bijective :
Soit F € L£Y(G). 1l faut montrer qu'on peut lui associer un unique ¢ € M, tel que

w(d) = F.
Tout d’abord, supposons que 'on ait F' = (£,71) = (&2, 12). Alors, pour tout g € C.(G),

/9(7)(5’”)(7)55@)@”1(7) :/9(7)(£z,n2)(7)55(7)dqu1(7)

(et les intégrales sont finies d’apres ce qui précede).
On peut donc définir ¢ sur L(C.(G)) par

H(L(g)) = / (D& M3 (o N (7)

On a ¢(L(g)) = [ L(g)e(n(nd(po A)~'(7)

Mais L(C’ (G)) est falblement dense dans M. Soit donc S € M. Il existe une suite (g,)
d’éléments de C.(G) telle que (L(gy)) converge faiblement vers S. Quand n — 400, on a
donc (L(gn)k|f) — (Sk|f) pour tout f,k € L*(G, (o A)™).

Ainsi, si on pose ¢(S) = nETw(L(gn)§|n) = (S¢,n), on définit une forme linéaire ¢ sur
M.

Elle est bien dans M, puisque ¢(S) = we,,.
On a donc démontré que w est une application linéaire bijective de M, sur El(é).

3) Enfin, la définition de ||F|| pour F € ﬁl(@) permet d’affirmer que les F' — ||F||
définit une norme sur £'(G) et que 'application w définie ci-avant est une isométrie de

(LY (M, o), || 1) sur (€@, [ ll1a)-
0

Précisons également une formule importante que nous avons obtenue au cours de la dé-
monstration :

Vg € Co(G), V€, € L*(G,poX™Y),  wey(Llg)) = /9(7)(67 ) (7)8(7)2dpmo A1 (v)
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4.3 Application a des cas particuliers

4.3.1 Cas ou G est un espace

Dans le cas ou (G, A, 1) est un espace mesuré séparable (X, u), nous avons vu (1.4) que
L était en fait la représentation M.

Si &, e L*(X, i), nous obtenons (£,1) = &7 et le théoréme nous dit que L' (M, 7) s’iden-
tifie & 'ensemble des &7 avec &, € L*(X). Comme, par ailleurs, L'(M,7) s’identifie
a L'(X, p), nous obtenons que L'(X, ) est I'ensemble des fonctions f mesurables qui
peuvent s’écrire sous la forme &7 avec &, € L*(X, u), ¢’est-a-dire qu'une fonction mesu-
rable est dans L!'(X, i) si et seulement si elle est produit de deux fonctions de L?(X, ).

4.3.2 Cas ou G est un groupe

Dans le cas ou G est un groupe localement compact abélien, on définit classiquement
’algebre de Fourier du groupe A(G). Pour un groupe G localement compact quelconque
muni d’un mesure de Haar a gauche A, P. Eymard ([Ey64]) définit également une algebre de
Fourier A(G) puis démontre qu’il s’agit de I’ensemble des coefficients de la représentation
réguliere gauche de G sur L?(G, )\), c’est-a-dire I'ensemble des fonctions f x g* avec f et
g dans L*(G, \).

Considérons donc un groupe G localement compact muni d’une mesure de Haar. D’apres
ce qui précede, VN(G, A7), s’identifie & £'(G) et I'identification est donnée par

W (072m) % (6736)

pour &, € L*(G,\71).
P. Eymard considere quant a lui VN(G, \) représentée dans L?*(G, \) avec I'involution

donnée par Sy f(z) = 6~ f(xz~ 1) pour f € C.(G)etx € G. Or @ : L*(G,\) — L*(G,\7")
définie par ®(f) = cﬁf est une isométrie qui permet d’identifier S; et Sy définie par
So®(f)(x) = ®(f)(x1). Grace a @, on peut identifier VN(G, \) et VN(G, A™!), ainsi que
A(G) et £(G). On constate alors que le résultat obtenu ici est équivalent & celui obtenu
par P. Eymard ([Ey64] théoreme 3.10).

4.3.3 Casou G=XxX

Soit (X, i) un espace mesuré séparable. Si G = X x X, l'algébre de von Neumann M
est L(H) oot H = L*(X, u) et LY(M, 1) = L'(H). Cest donc I'ensemble des opérateurs a
trace sur H.

Le résultat précédent nous dit que L' (M, 7) s’identifie aux Exn* o &,n € L (XXX, p1x ju).
Or L*(X x X, ux p) s’identifie aux opérateurs de Hilbert-Schmidt ([Si79] theorem 2.11) :
a &€ L*(X x X, X p), on associe I'opérateur & noyau Ty € L?(H) défini par

Tef(a) = [ €le)f0)dn(y) pour f € L(X,p) etz € X.
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Nous obtenons ainsi une identification entre L'(M, 7) et 'ensemble des T¢T,-, i.e. I'en-
semble des produits de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Ceci est cohérent avec le fait qu’'un opérateur est a trace si et seulement si il peut s’écrire
comme produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt.

4.4 Théorie spatiale pour VN(G)

4.4.1 Identification en utilisant la théorie spatiale

Nous reprenons ici les notations utilisées au chapitre 3. On considere M C L(H) ou
H = L*(G,ppo A1), On note g le poids canonique sur M et 9y le poids canonique sur
MI

D’apres les parties précédentes, nous avons le diagramme suivant,

~

oG L1 (M, )

L’objectif de ce paragraphe est d’établir le théoreme suivant :

Théoreme 4.4.1

i) Il existe un isomorphisme linéaire isométrique et positif Fu, de L(G) sur L'(M, 1h).
rendant le diagramme commutatif.

ii) Pour F = (e,¢) avec e € Co(G), FulF) est la fermeture de Popérateur symétrique
positif Az L(F)A? défini sur le domaine C,(G).

i11) Cet isomorphisme Foo est completement déterminé par la condition précédente.

Démonstration. Tout d’abord, i) découle des résultats précédemment exposés. En effet,
I'isomorphisme entre L'(M, 1)) et M, est assuré par la théorie générale ; nous avons par
ailleurs explicité un isomorphisme w entre L'(M, 1)) et M, ; ainsi, nous obtenons un
isomorphisme linéaire isométrique et positif G de L'(M, 1)) sur El(@). Sa réciproque,
notée Foo, est aussi un isomorphisme linéaire isométrique et positif de L' (M, ) sur
LYG).

D’autre part, ]E"oo est completement déterminée par sa restriction a la partie positive

~

LY(G), de LYG) et, C.(Q) étant dense dans L*(G,v 1), il suffit d’expliciter F, sur les
F de la forme (e, e) avec e € C.(G). Ainsi, i) est prouvé et il nous reste maintenant a
démontrer ii). Pour ce faire, nous allons commencer par démontrer plusieurs lemmes.
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Lemme 11 R
Soit n,& € C.(G) et (f,e) € L}YG) avec f,e € L*(G, o A1), Alors

[ lexrouoman!

~(y) < o0

Démonstration. Soit I— / ‘f*n*(v)( £.)(7)5(7) “1(y).

1< [ el [ 1660157 0 el )| (). (3 )N (n)dnto)
< [l [ [ xet |57 01 AN Gr)dnte)

Comme & € C.(G) et e, f € L*(G, o A7), les fonctions v — |&* xe(y; ! ‘5
i 5’%(7) |f(7)] appartiennent & L?(G, o \), et 'inégalité de Cauchy- Schwarz donne

< /In(%)l (/ |§**e(¢)|25(%7,,)_1&3(%)(7,,))5

([ o0 avem) due st

< [ ([lgwetnf sy anenen)

: (/ S I F (I dA’"‘”’(v)) % dpo A(m)

o

o=

< mlly g el llell
les calculs précédents étant valables car £ € C,(G) donc & xe € L*(G,puo X7 1)

Lemme 12
Soit T € L' (M, )y),. Alors, pour tout £ € C.(G),

1

(Tel) = /s VEF % (A2) (7)dAs () dpu(z),

ou F=g(T).
De plus, / F(z)du(z) < +o0 et ||T]), = / Fla)du(z)

Démonstration. Soit T € L'(M, ). D’apres le corollaire 1.3.19, il existe ¢ € M

telle que T' = % Cela se traduit par

Ay’
VE € D(H, 1), pr(0%°(€,€)) = (TE[€)
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Utilisant alors le théoreme 4.1.1, on peut dire qu’il existe e € H tel que ¢ = w, et, de
plus, d’apres le diagramme précédent, G(T) = (e, e).

L’égalité ci-dessus donne donc : (T¢|€) = D (L(§)L(EX)) = (L(E) L(&)*ele).

En utilisant la partie précédente, nous savons que, pour & € C.(G),

BrLOLE) = [(€x€)0 e, ))80) 0 )dnta)

Ainsi, nous devons avoir
(76l = [(e.rtr) ([ ermetrhant ) ) s7) 566 )an ) duto
169 = [ (o) ([ ermenare)) shian ),

Nous pouvons alors intervertir les intégrales en utilisant le théoreme de Fubini

1ele) = [ [ e.))eIEI) ()N () dn(o)

Faisons le changement de variable 7/ +— o/~

re) = [T ([ artr et a6 v ) ) ax laute)

rle) = €07 ([ Teeel o) 2ax ) ) sjan)dut
rele) = [ &) (5(7)% / Qé(v’)&(v’17)5(7'17)%&’”)(7')) A (7)da(z)
(Tele) = [ €50 ere) » (AR du(a)

Par ailleurs, on sait que ||T||, = ||¢r] = |le]>.

D’autre part, F'(y) est bien définie pour tout v € G, donc on peut calculer F(z) :
F(z) = (e e)(z)
Fla) = [ 5 00el)8 (etran ()

F(z) = / )N )

Mais (e // A)AN (7" )dp(x) donc |le]|, < +oc. On en déduit que F(z) < 400

pour p-presque tout z et |||’ /F( )du(z).
Il en résulte que ||T||, = [ F(z O
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Lemme 13
Soit T € LY(M, 1), et F = G(T). Alors la restriction de la forme quadratique qr
associée a T a C.(G) est qr, ou qr est définie pour £ € C.(G) par

o - [

Démonstration. D’apres des calculs déja effectués, on asi, F = (e, e) avec e € L?(G,v™"),
qr(§) = we(L(§* £Y)).

D’apres le lemme 6 ([Co80]), on en déduit que gr est une forme quadratique densément
définie et semi-continue inférieurement.

D’apres la théorie générale, elle est donc fermable et on peut lui associer un unique
opérateur positif autoadjoint que nous noterons Tr.

Par ailleurs, F' = G(T). La forme quadratique associée par la théorie générale, ¢r, vérifie,
pour tout & € D(H, 1), 'égalité gr (&) = (TE|€) = we(L(§)L(£*)) d’apres I'étude réalisée
précédemment.

Ainsi, nous avons, pour tout £ € C.(G), qr(&) = qr(§). O

1\n|>-A

)VE % (52€)(7)dNa(7)dp(x)

Lemme 14

Soit e € C.(G). Posons F = (e, e).

i) Pour tout £ € L2(G,v™Y), 62 F % (62€) est une fonction définie presque partout.

ii) L'opérateur non borné AsL(F)A? défini sur le domaine C,,(G) est symétrique positif.

Démonstration. ¢ Nous savons que £ € L?>(G,v ') donc, pour u presque-tout z,
[1€(7)? dAs(v) < +00. Notons X I'ensemble de ces .
Soit alors v € G tel que s(y) € X. Intéressons nous a :

1= [ [Fenstonee ] avo)

Comme F' € C (G), F 5" < LQ(G’" )\’" M) ; d’autre part, g : v — &(7/~'7) appartient &
LG N car [ |g(v")]* dATO = [1€(")? dAsty (7). Nous pouvons donc utiliser
I'inégalité de Cauchy-Schwarz qui donne

<o (o) (s o)
o (f e o) (v

D’apres les c0n31derat10ns precedentes les intégrales sont finies.

Par conséquent, (5 fF 2 (7' ' Y)E(Y T ) AN (7)) existe pour tout v presque
tout .

e Soit maintenant £ € C.(G). On a alors 626 € C.(Q) et F * (62€) € C,(G) donc
03 F x (03€) € Cu(G).

doit

lv\»—‘
o=
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On peut donc définir l'opérateur Az L(F)Az sur le domaine C,(G); il s’agit d’un opérateur
non borné densément défini.
o Soit & € C.(G) et n € C.(G). D’apres ce qui précede, nous avons

(A%L(f)A%ﬂn) = (L(ﬁ)A%ﬂA%n) puisque 677 € C,(G)
= (A%§|L(ﬁ)A%n) car F € C.(G) et F*=F
= (¢larL(F)aty)

On en déduit que C,(G) C D((AzL(F)Az)*) et que AzL(F)Az C (AzL(F)A

N

)"
O

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de ii). Soit F' = (e, e) avec e € C.(G)
et T Vopérateur de L'(M,1)q), associé par Foo. Il s’agit de prouver que T est la fermeture
de Popérateur S = A2 L(F)Az défini sur le domaine D(S) = C,(G).

Soit gr(&,n) la forme sesquilinéaire associée a gr. Nous savons que, pour tout & € C.(G)
et pour tout n € D(H, 1), qr(&, 1) = we(L(§)L(n)*)). Mais n € D(H, 1)) donc, d’apres
la théorie des algebres hilbertiennes, L(n)* = L(n*).

Nous avons donc gr(£,n) = (L(§ xn*)ele) et, en reprenant les calculs du lemme 12, nous

obtenons ¢r(¢,7) = [7(7)6(7)2 F x (52€)(y)dv(7)
et donc ¢r(&,7) = (A%L(F)A%ﬂn)-
Ainsi, nous obtenons, pour £ € C.(G) et n € D(H, 1),

qr(&,m) = (S¢n)

Nous pouvons donc appliquer le résultat de T. Kato suivant ([Ka76], corollaire 2.4, section
2.1) :

Soit q une forme quadratique positive fermee de domaine dense D. Soit T' I'operateur
auto-adjoint associe. Soit S un operateur tel que D(S) C D et (S&|n) = qr(&,n) pour
tout £ € D(S) et tout n dans un domaine essentiel de q. Alors S C T.

Ici, nous obtenons alors S C T et, en particulier, nous pouvons dire que C.(G) C D(T).

En appliquant le 2) de la proposition 3.4.1, on obtient que [T'|¢ ()] = T, ce qui prouve le
résultat annoncé. 0

Par la suite, nous commettrons I'abus de notation consistant & écrire Fo (F) = A2 L(F)Az
pour F € LY(G).
L’égalité w, (L(EXEX)) = (A%L(ﬁ)A%ﬂ{) nous permet par ailleurs de dire que la dérivée

d e,e ‘ N 1 7 1 .
de Radon-Nikodym ﬁ est égale a A2 L((e,e))Az que que soit e € C.(G).
0
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4.4.2 Calcul de l’intégrale d’un opérateur

Nous proposons ci-dessous une caractérisation de I’espace L'(M) qui reprend la proposi-
tion 2.1 de [Te80]. En combinant ce résultat avec les résultats précédents, nous obtiendrons
une formule de calcul pour I'intégrale d’un opérateur.

Proposition 4.4.1

Soit T un opérateur fermé densément défini et (—1)-homogéne sur L*(G, (1o A)~1).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) T € LY(M, 1)

i) Il existe C' > 0 tel que :

V¢ € BND(T),Vn € B: [(T¢n)| < C LI [L(n)]l
ii1) I existe C' > 0 tel que :
1 1|2
ve e BAD(T): |IT1Pe| < L@l
iv) Il existe une unité approchée (&;);c; dans C.(G) . telle que, pour tout i € I,

& eD(T]?) et 1imian|T|%gz-

< 400

SiT € LY(M,hy), alors B C D(|T|%) et, pour toute unité approchée (§;) de C.(G), , on a

2

. 1
I, = tim | |71 &

De plus, ||T||, est le plus petit C' satisfaisant iii) et le double du plus petit C satisfaisant
ii).

Démonstration. Considérons la décomposition polaire de T, T'= U |T|.
e Preuve de i) = i1).
Supposons que T € L'(M,1)). Alors |T| € L'(M,p), et il existe donc une forme

linéaire positive ¢ sur M telle que |T| = (et ¢(1) < +00). De plus, U € M.

@
1 dio
Tout d’abord, B C D(|T|?) par définition d’apres la remarque 3.1.1
Pour tout £ € BN D(|T|) et tout n € B, on a

(Tem)| = |(U [T €ln)
(712 €l 1T U™n) car € € BC D(T?)

aoNE (de\E
‘<<d¢o> §|<d¢o> Lf")‘

= [(LE) LU n)")|
< el O )|
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Or U € M donc U* € M et, par conséquent, L(U*n) = U*L(n).

On en déduit que L(U*n)* = L(n)*U.

11 vient donc ||[L(U*n)*|| = [|[L(n)*]| = ||L(n)||, U et S : A+ A* étant des isométries.
Or, [lgll = ¢(1) = [|Tl; donc

[(TE)| < TN L L)
D’ou i)
e Preuve de i1) = iii).
Soit £ € BND(|T]). On a H|T| §H (|7 €1€) ; mais T = U |T| et, U étant une isométrie
sur D(T'), on obtient
|imite| = wimiewe) = e

On applique alors 1) avec n = U et on obtient

[t e| < clm@nizwol
<CLE?

Ce qui prouve 'inégalité souhaitée pour & € BN D(|T).

Soit maintenant £ € BN D(|T|%). Comme |T'| est un opérateur positif, autoadjoint et
a-homogene sur L?(G, (poX)™!), d’apres le lemme 9, il existe une suite (&, )nen d’éléments
de BN ﬂ56R+D(|T|ﬂ) tels que, quand n tend vers +oo, &, — &, |T|% &n — |T|%§; et, de
plus, [|L(&)]l < 2[[L(E)]I-

1 2
Mais, d’apreés ce qui précede, pour tout n € N, on a H |T|? &,

< CIL(E)I.

2
On en déduit que H|T|% &n

D’ou, par passage a la limite

<20[LEI”

12 ) 2
[irize| < izl
avec C' = 2C.
e Preuve de iii) = B C D(|T|%)

Soit £ € B. Alors, d’apres le lemme 9, il existe une suite (&,)nen d’éléments de B N (05€R+D(|T|’6))
telle que &, o & L) < 2L

1
Comme en particulier, pour tout n € N, &, € BN D(|T'|?), on obtient, par i), que :

L 2 ! 2 2
|IT1&| " < iz < 2L
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Soit n € N et soit 1 € D(|T|%). On a

(71 &l < ||iT17 &,
< V20 L) Il

5 par Cauchy-Schwarz

|T|% étant autoajoint, on en déduit que, pour tout 7 € D(|T|%) et pour tout n,
1
(&l 1T )| < VBT I )
Mais &, tend vers & quand n — 400, d’ou

(11712 n)| < V2O L@ Il

Ce qui prouve que £ € D((|T|?)*) = D(|T|?), i.e. B C D(|T|?).

e Preuve de ii1) = iv).

Soit (&;) une unité approchée bilatere dans C.(G),. Comme C,(G) C B, on déduit que,
pour tout < € I, § € B C D(|T|%).

Par conséquent, & € BN D(|T|%) et donc, par i), < O L&)

Majorons alors la norme de L(¢;). Nous avons

LI = sup{|(L(&)gln)| - [IAll, < 1, llgll, < 13

Or, pour g et h dans L?(G, o A1), nous avons (L(&)g|h) = (& % g|h). Comme (&;) est
une unité approchée, (&; x g|h) tend vers (g|h).
Soit € > 0. Il existe 79 > 0 tel que, pour 7 > ig,

(& * g|h) — (g|h)| < €

et donc [(&*glh)] < |(g|h)| + e. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient
|(&xglh)] < 14 soit ||L(&)|| < 1+e.
On en déduit que, pour ¢ > 1o,

[iribel| < cra+e)

<VO' <

1
et, par conséquent, lim inf H T2 &

e Preuve de iv) = 1)

Soit (&;)ier une unité approchée de C,(G), qui vérifie les conditions de iv).

Alors pour f € L?(G, (uoA)™"), on a &*Exf — f, et donc L(&*EF) converge faiblement
vers 1 dans M.
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D’autre part, si on se donne un € > 0, il existe ig tel que ||L(&)L(&)*|| < 14+¢esii > ig;
donc la convergence est aussi o-faible. Mais ¢ est o-faiblement continue inférieurement
donc

¢(1) < liminf (L (&) (&)*)
< lim 1nf(|T| &l |T| &) par définition de ¢
< C'liminf || L(&)|]
<

On en déduit que [ |T'|dyg = ¢(1) < 4+oc et donc T' € L'(M, 1y).

e Finalement, on a bien prouvé I’équivalence des propositions ainsi que l'inclusion de B
dans D(|T|?).

De plus, comme ¢ € M,, on a

(1) = limp(L(&)L(&)") = Lim(|T|2 & [T]2 &)

Par ailleurs, on a vu que 'on pouvait prendre C' = 2 ||T||, dans #4) et que ||T||, < C".
Donc ||T||, est le plus petit C’ satisfaisant 4ii). C’est donc le double du plus petit C
satisfaisant i) O

Proposition 4.4.2
Soit (&;) une unité approchée dans C.(G)_.

1) Soit T € L'(M, o). Alors ||T||, = lim [ Fg; *E02dpo Nt on F = ﬁ;(T).

2) Soit F € £Y(G),. Alors /F{i *{i*(ﬁd,u o A" converge vers [ FOdyu, ot F = F|0

Démonstration. 1) Comme T € L'(M,q);, pour toute unité approchée (&;) dans
2
C.(G)+, nous avons ||T]], = lim H T gH d’apres le théoréme précédent.

D’apres la partie précédente, il existe F' € El(@)+ tel que |T]& = .%OO(F) quel que

soit i. Par ailleurs, si on note @7 l'unique forme linéaire telle que |T'| = dL;T, nous
0
avons pr(&) = (T &16) et or(&) = [ & EF(7)6(y)2duo X' (y) d’apres 4.4.1. Donc,

finalement,

IY), = lim / )6 * E(1)8(7) rdp o A7 ()

2) AFe El(@)+, associons I'unique opérateur T € L'(M, ), comme dans la partie
précédente. Nous savons que F| =T, = ¢r(1).
Par ailleurs, ||F|| = [ F(z)du(x). En utilisant le théoréme précédent, nous pouvons alors

affirmer que /F(x)du(x) = lim/Fﬁi *{Z‘(ﬁdu oN! O
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Remarquons que cette proposition nous donne un équivalent des formules de moyennes
de C. Brislawn ([Bri91]), les moyennes sur des «boules» étant remplacées par des unités
approchées.

En particulier, lorsque F' est de type positif, nous pouvons écrire

/ F(z)dp(z) = /G . (11?1 / §i*§1-*F6%d)\x> dpu(z)

Les moyennes A, f (z,y) sont donc remplacées par les A;F(z) = [ EXEX(V)F(7)07 (7)d g (7)

4.5 Opérateurs aléatoires et produit croisé

Nous avons vu que le produit croisé VN(G) %, R s’identifiait a I’algebre de von Neumann
des opérateurs aléatoires M. Nous avons également identifié M comme sous-algebre de
M. Par ailleurs, nous avons vu que M est semi-finie : nous noterons 7 (respectivement
7') la trace canonique sur M (respectivement M’).

Nous allons maintenant nous intéresser a la notion d’opérateur a-homogene, puis faire le
lien sur ce cas particulier entre différentes théories des espaces LP.

4.5.1 Homogénéité

Soit (1) un opérateur aléatoire a-homogene comme défini au § 3.3. Pour a € R},
définissons I'opérateur I = (T, ,) par I, , = a®(pg,a)« Lo (Pe,a)* sur H, ,.

Comme g o A est unimodulaire, un opérateur (7, ,) a-homogene sur H est simplement
un opérateur affilié & M, i.e. tel que R(v, a)L ) 50110 C Irm’af%(’y, a) pour tout v € G
et a € RY.

Afin de vérifier la relation I'opérateur défini ci-avant, posons I, , = IT(V)’GR(% a)

I'y,a =a“ (pr('y),a) TT(’y) (pr(y),a)*R(fY: Cl)

*

(Prn,a) Tsa (Ps()an) )« = 0" Trn) (Pra)a) " R(Y: @) (P00
- aaTr('y)R(fy)

Comme (T,) est a-homogene, nous savons que R()Ty) C 6(7)"*Ty, R(y) donc, en

remplagant,

R(’-Y)Ts(')/) - 6(/}/)7(1(1706(pT'(’Y),a)*[’y,a(ps(fy),a(ﬁ(fy) )*
On en déduit
5(7)aaa(pr(’Y),a)*R(/Y)Ts(w) (ps('y),aé(»y))* C [7,11

Mais, Ly5) a6(r) = @*0(7)* (Ps) 5ma ) L) (Psi) (a) ™+ c€ qui donme

(Pr(1).0) xRV (Ps(),0600)) Ls(3),501)a € Lroa
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On obtient bien finalement,

Ry, 0)Lg() 6000 C Liy),af(7: 0)

ce qui signifie bien que (T, ,) est affilié & M.

4.5.2 Lien avec la théorie d’Haagerup

Nous avons vu (théoreme 2.5.1) que M s’identifiait & M x R.

Or, Haagerup définit 'espace LP(M) a partir de ce produit croisé.

Il nous faut vérifier que les (', ,) définis ci-avant pour o € R vérifient les conditions de
la définition 1.3.4. Ils sont affiliés a M par construction.

Calculons 0,(T, ;) = T, ,-1 pour & € L*(G) :

=x,ba

aa(sz)g(’)/, 6(7)_1a_1b) = (a_lb)a(p:v,aflb)*Tl‘(pm,aflb)*g(f)/: (5(7)_10’_16)
= a " Te(paa-15)"E(7)

Or pj, ,-1,€ = pj,€ donce

0a(Ty3)E(7,0(7) o 1) = a 0T (pas) ()
=a"T, &(7,b6(7)7")

Ainsi, 6,7 = a=*T et, en particulier, si T' € L?(M), alors 0,1 = ax%z, ce qui correspond
bien & la condition de la définition 1.3.4 en utilisant la correspondance a = e~'. Nous

allons en fait démontrer le résultat suivant

Théoreme 4.5.1
Soit (T, ,) un opérateur aléatoire affilié a M. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) 1l existe un opérateur aléatoire (T;) affilié a M tel que T, , = a“(ps,a)«To(Pe.a)” €t
quel que soit v € G,

R(7) Ty C (1) “Trin R(7)
b) Quel que soit (7,a) € G,

E(W? a‘)zs(fy’a) C IT(W’Q)E(,Y’ a) et 0(1 (I) - a‘_az

Démonstration. Nous avons déja démontré a) = b) précédemment. Il reste & démon-
trer la réciproque :

0o(T) = a~ T signifie que T ,,-1 = a~ T, quel que soit b € R} Ainsi, pour tous a et
b dans R’ , nous avons T, ,, = a*T, ;. Posons alors T(a); = a™*(Pr.a)* T, 4(Pr,a)s- On

obtient 7'(ab), = (ab)™*(Pv.ab)* Lo a5 (Prsad)
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Or T, = a*T,, donc (peab) Ly ap(Po,ab)s = 0 (Dep)* T,y (Pop)s ce qui nous donne

)
T(ab) ( ) aaa(pm b) I:v b(pm,b)*

T(ab) (pm,b)*zm,b(pm,b)*

T(ab), = Tb( )
Ceci prouve que T est en fait indépendant de a. On peut donc poser, pour z € G©
T, =T1)zetonal,, = a*(psa)ls(psa)* pour tout v € GO et tout a € R, .
Drautre part, la condition R(v,a)L, o) C L, . L(7; a) donne alors

R(7,a)a®d(v)* (psey) ) Ts() (Ps),5(1)a)" C a*(Drv)a) s L) (Pr(v).a) "R (7, @)
(Pr(7),a)* ( a)(ps 1a)x0*6 (V) Tsy) C a*Tr(y) (Pr(3),0) "BV, @) (Ps(y),6(v)a )
R(NTy) € 6(7) “TryR(7)

ce qui est bien la condition annoncée au a). O

4.6 Un résultat sur les formes positives

Commencons tout d’abord par rappeler la définition d’une fonction de type positif et
quelques résultats connus a ce sujet.

4.6.1 Fonctions de type positif sur un groupoide

Nous commencons d’abord par rappeler la définition d’une fonction de type positif sur un
groupoide G, telle qu’on la trouve par exemple dans [RW97] ou [Re97].

Définition 4.6.1 ([RW97] definition 3.1)
Une fonction borélienne bornée p sur G est dite de type positif si, quel que soit z € G
et quel que soit f € C.(G), on a

//f ) F()p(g ' )dAT (1) dAT (12) = 0

Remarquons qu’'une telle définition a encore un sens si I’on considere des fonctions p
continues.
On note P(G) 'ensemble des fonctions définies ci-dessus.

A. Ramsay et M.E. Walter [RW97] donnent un lien entre les fonctions de type positif
et les coefficients diagonaux de représentations unitaires. Ils prouvent tout d’abord que
toute représentation unitaire de G permet de définir une fonction de type positif :

Lemme 15 ([RW97] lemme 3.3)
Soit m une représentation unitaire de GG sur un champs hilbertien H. Soit £ une section

borélienne bornée de ‘H. On peut définir p(y) = (7w(7)€ o s()|§ o r(7y)) pour v € G et on
ap € P(G)
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Puis, ils démontrent que toute fonction bornée de type positif p peut étre obtenue a partir
d’une représentation unitaire de GG. Pour cela, il introduisent un champ hilbertien associé
a p et une représentation comme suit

Lemme 16
Soit p € P(G). La formule

(f19), = / / F(1)902)p(15 72} AN (1) AN (7)

définit une forme sesquilinéaire positive sur L'(\*). Par complétion, on obtient un espace
de Hilbert H(x). H = (H(x)), est alors un champ hibertien sur G\°) et on définit une
représentation unitaire = sur H en posant () f(y') = f(y~'9) pour f € L'(\*) et
’Y’ e G5,

L’application 7(7y) est donc définie de L*(\*(")) dans L*(A\*®))

[ls prouvent alors

Théoréme 4.6.1 ([RW97] theorem 3.5)

Soit p € P(G). On peut lui associer une représentation de G, (H,,m,), ot H, est un
champ hilbertien sur G et Tp une représentation unitaire.

I1 existe alors une section bornée &, de H, telle que p(y) = (my(7)&p(s(7))|&p(r(7))) pour
[t © A-presque tout -y

De plus, si p est continue, alors &, peut étre choisie continue et 1’égalité précédente est
vraie pour tout v € G.

4.6.2 Lien avec les formes positives

Nous démontrons ici un résultat analogue a celui démontré, dans le cas des groupes,
par M. Terp ([Te80] theorem 5.4). En particulier, nous démontrons que, sous certaines
conditions, une fonction de type positif peut étre écrite comme un coefficient de El(@)
et pas seulement comme un coefficient de la représentation 7, définie au théoreme 4.6.1.
Dans un premier temps, nous nous limitons au cas ou G un groupoide unimodulaire.

Théoreme 4.6.2
Soit p une fonction continue de type positif sur G. On peut définir

4(6) = / P(1)E* ()i 0 A(7)

pour £ € C.(G).
Alors p € LY(G) si et seulement si q est semi-continue inférieurement.

Démonstration. ¢ Tout d’abord, p est continue et £ x &* € C.(G) donc le produit est
intégrable.

e Supposons que ¢ est s.c.i. Alors il existe un opérateur T autoadjoint positif associé a
la fermeture de q. Il vérifie les conditions suivantes :
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e Si b, est la forme quadratique fermée associée a ¢, on a (T¢|n) = b,(&,n) pour
¢,n € Dom(T).

2
e T est le plus grand opérateur tel que ¢(§) = HTég ‘ si &€ 9Q(q)

On peut en déduire en particulier que 7 est la fermeture de T'|¢, (). D’autre part, pour
€€ C.(G), on aq(§) = (&|T€) car T est autoadjoint positif.

Par ailleurs, pour £nC.(G), p* £ est bien défini et

(€L () / £y / €7 T AN (1) AN (1) dpa(z)
/ /f (v YYAN () AN (Y d () par Fubini

N / p(Y)E*E5(7)dA" (7)) dpu(z)
=q(¢)

Donc, pour tout £ € Co(G), on a ¢(§) = (£|T€) et ¢(§) = (|L(P)E), donc (£|TE) =
(€| L(p)§). En passant a la forme quadratique b, associée, nous pouvons en déduire que

Ve n e ClG),  (ETE) = (|L(D)E) -

et donc T'|c.q) = L(P).

e T est —1-homogene.

On va montrer que Ty R(7)&y) = R(7)Tyr)€s(r) Pour € € Q(q).

Or Ty R(7)és(y) = 5( )( (p )5)(7 7) ce qui est égal au membre de droite. Ainsi, T est
—1- homogene donc il appartient & L'(M, ).

o Comme T € L'(M, 1)), il existe une unique F = (e, ¢e) € LY(G), avec e € L2(G, po\)
telle que |[F[[1 @) = [T, Il reste & justifier que F' = p.

On a (TE[€) = (L(€)L(E)ele) pour tout € € C.(G) € Q(q).
On en déduit que

(TElS) = / / ExE(Y)e(y ™ AN D (y)e(v)dp o A(7)
= /6*6*(7’)6 *e(v)dp o A(v')
= [ Fe et )

Mais par ailleurs, (T€|€) = ¢(&) donc : quel que soit £ € C.(G), on a

/ p(7)E % Edp o A7) = / FOOE* ()0 A(Y)
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Par densité de C.(G)xC,(G) dans L?(G, pro ), on en déduit que p = F et donc p € £1(G).
e Réciproquement, supposons que p € EI(G) par conséquent, donc p € EI(G) Alors on
peut lui associer ¢; € M, comme démontré au théoreme 4.2.1 et on a

— [ s0p)duern) pou f e CG),
Pour ¢ € C.(GQ), il vient donc p(L(€ *&*)) = ¢(§). Ceci permet de prouver que
VE € Co(G), (L(P)EIE) = (87 (€,€))

et donc q(&) = ¢(OY(&,€)), ce qui prouve que g est s.c.i. d’apres la théorie générale. [

Nous allons maintenant démontrer un théoreme similaire dans le cas d'un groupoide non-
unimodulaire.

Théoreme 4.6.3
Soit p une fonction continue de type positif sur G. On peut définir

4(6) = / P(1)E* ()i 0 A(7)

pour £ € C.(G).
Alors Azp € £LY(G) si et seulement si q est semi-continue inférieurement.

Démonstration.

& = [ v0) [ €T () O)dn(a)

&= [ et (/ (ANt ())duow)

a(6) = / (A8 (Y )p* E()d (o N) (1)

q(§) = (AE[L(P)E)
q(§) = (¢|AL(P)E)

e Supposons maintenant que ¢ est s.c.i. et reprenons les notations de la démonstration
précédente.

Le calcul précédent nous donne T'|¢, (o) = AL(P).

Tout d’abord, T est —1-homogene Car pour £ € Co(G), v € G et ' € Gy, NOUs avons :

R(7)Ts€(7) = (AL(P)E(y)
=0(YNp*EMY)
ST R(MEW) = 6(71)8(+) LB R(V)EMW)
=0(Yv)L[B)E()



108CHAPITRE 4. ESPACE L' D’'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN DE GROUPOIDE

T est également densément défini car C.(G) est dense dans H, et T est fermé par construc-
tion.
Nous en déduisons que T" € L'(M, 1)y et donc, d’apres le théoreme 4.2.1 il existe un

unique F' € LY(G), associé a T. Ce F s'écrit F = (e, e) avec e € L*(G, (noA)!) et on a
q(&) = (T€[€) = we(L(E) L(£)")-

Les calculs déja effectués nous donnent alors
V¢ € CG). (1€ = [ FOII0)Hex e (o r()

et, C.(G) x C.(G) étant dense dans H, nous pouvons conclure que p = FA~3 et donc
Azp e LY(G).

e Si on suppose maintenant que Azp € £1(@), nous pouvons, d’apres le théoreme 4.2.1,
lui associer un unique élément de ¢, de M, tel que, pour tout £ € C.(G),

ALOLE) = [ €xe0)AII0) Hduo ()

et donc ¢(§) = ¢p(L(§)L(£)*).
Mais nous savons que & — ¢,(L(§)L(£)*) est s.c.i. donc ¢ est bien s.c.i. O



Chapitre 5

Espace L? d’une algébre de von
Neumann de groupoide

5.1 Identification de L*(G, o \) et L2(M, 1)

On consideére ici un groupoide mesuré unimodulaire (G, p1, A) séparé, localement compact
et a base dénombrable d’ouverts..

On note M T’algébre de von Neumann de G définie au § 2.2.3, H = L*(G,puo \) et 7 la
trace sur Z, ot Z est I'idéal de définition de la trace (1.2.1).

On veut identifier L2(G, o \) et L2(M, 7).

e Notons B I’ensemble des éléments bornés a gauche de H. Il coincide avec A; car D! = H
et contient C.(G), qui est dense dans L?(G, 1o \) pour la norme hilbertienne.

e On sait que Z7 est dense dans L%(M, 1) pour || Il

On a de plus T2 = {T € L(C.(G)) : g € B; T = L(g)}.

Notons L(C.(G)) I'ensemble des L(f) avec f € C.(G). Par définition, M est la fermeture
faible de L(C.(Q)).

Prouvons que L(C.(G)) est dense dans L*(M, ).

Soit T € L*(M, 7). Soit ¢ > 0.

Comme Z7 est dense dans L2(M, 7), il existe S dans Z2 tel que ||S — T, <e.

Par définition de I%, ce S peut s’écrire sous la forme L(g) avec g € B.

Comme B C L*(G, po M) et C.(G) est dense dans L?*(G, po N), il existe f dans C.(G) tel
que / [ =gl (MduoA(y) <&

Or [IL(f) — g”g = [IL(f) = L(9)ll; = IIL(f = 9)ll5-

Mais || L()l; = 7(L(R)*L(h)) = (h|h) ,

done [|L(f) = S|y = 7(L(f = 9)*"L(f = 9)) = (f = glf —9) = [I(f = 9) (V)" dpo A(y).
On en déduit que |[L(f) — S|, < e.

Finalement, ||L(f) — T, < IIL(f) — S, +1IS - Tll, < 2.

On a donc bien prouvé que L(C.(G)) est dense dans L*(M, 7).

109
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Ceci permet d’identifier L*(G, o \) et L?*(M, 7).

5.2 Etude de L*(M, 1)

Définition 5.2.1
Soit f € C.(G).
On pose Fo(f)€ = A%L(f)Aif pour £ € D(Fy(f)), ou

D(Fo(f) ={€ € L’(G. (no X)) : 63(f %65 € L(G, (o )7}

Cette définition a bien un sens et on a

.Jsl>—‘

Proposition 5.2.1 1
Fa(f) est préfermé, —§—hom0géne et C.(G) C D(F2(f)).

Démonstration. 1) F,(f) est bien défini :

Si f e CG) et &€ L2(G, uo A1), alors, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous
obtenons

)t [1renater ™ feer ] avte) < st ([ |f<w'>|2cs%w'—l)cw”w'))é

-(/‘«S(v’l) 2

Or f est continue a support Compact et 0 est continue donc la premiere intégrale est finie.
Par ailleurs, / 5(7'71) dxs0 / 1£() dXs) (7)) et € € L*(G, po A1) donc cette

intégrale est finie pour Vfl—presque tout 7. En conclusmn, ﬁ(f * 655) est bien défini.
Par ailleurs, si f € C.(G), et si & € C.(G), alors, pour tout h € L*(G, po A1), si on note
1= ]300 f %6%)| 1h(3) (e 1)1 (3), on a

/ (/ FEI80 ) e | vt <)) [B(7)] 8(7) 1A% (7)d ()

r< [ ( [lee | ave ) (f st i axe ())%5(7’1)‘1*(1/\‘”(7’)61/1(56)

1
o)

[leo 0 a6 = [l aveo)® aist)

[ [ 1€t = [ [1emrsmanmae)
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Comme ¢ € C.(G), nous en déduisons que G € L2(G©, u) et ||G||, < a2 ||€]|, avec a € R
On a alors

5(7')*%d1/

S

< / PG H(r(+)8(7)

Finalement, f étant continue & support compact et § étant continue, nous obtenons

[ 1500t 8tee| 1 40 )7 0) < 1l Cre €l Il

ot Cy¢ est une constante dépendant de f et de &.
Donc f 62 appartient & L2(G, (woA)™Y). Ainsi, D(F,) nest pas vide et contient Cy(G).
¢ Supposons maintenant que f € L?(G,vy). Pour £ € C.(G), on pose

i= [ ot

On a alors, par le théoréme de Fubini
s [ [t 6 60| ()N )duta)
< / / 6(7)* ) )‘5%(#) EORM A (15 (')A () dp(a)
< [leenisto) ([l se0t e )|dAs<w”)(7)> N )ute)

< [1en) 3'1(/\fwl ) ([P D)) 0t

< [leensier ([ uentae %<")dA<><v))
([ menrare w) 4N (+)du()

< [1eennater </|f TR ) (fimeFar w) a3 )dy(a)

54 el =n() | AN () () )

o

Pour z € G, on pose j(z) = ([ |h(y )P dAg ))%etk <f5 |d)\())

Comme h appartient a LQ(G, (uo A7) et et f appartient a L?*(G, 1/0), j et k sont finis
presque partout et appartiennent & L2(G(®, u). On a par ailleurs ||j||, = ||hl, et ||k]l, =

111260
Finalement,

A</If(v’)l5%(7’_1)j(S(V'))k(r(v’))dx\m(7’)du(fﬂ)
<7 11 260y 1Al
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Ainsi, pour £ € C.(G) et f € LQ(G ), %(f*(ﬁf) est fini presque partout et appartient
a L*(G, (no A)~"). De plus, ‘ i(fxot ) < [l€ll;; ||f||L2(G,y0)‘

1
2) Fo(f) est —§—homogéne.

Soit v € G.
Soit & € Co(G) et soit ' € Gy
Alors

= 3(+") / FOMSG" A D" A AN ()
% /f // // 1 /ig( n—1 I )d)\r( )( )
5 ()52 / PN REOG )N ()

.JAI»—A

1
ce qui prouve que Fy(f) est —§—hom0géne.

3) Fo(f) est préfermée. Pour cela, on démontre que
L(F(f)) N {(0; 9) € L*(G, (no A) ") x LA(G, (po N)™1)} = {(0;0)}

Soit donc (0; ¢g) dans U'intersection ci-dessus. Par définition, il existe une suite ((&,, Fa(f)&n))n
d’éléments de I'(F»(f)) qui converge vers (0; g) au sens ot :

||€n||2 —0 et ||f2(f)§n_g||2 —0

On veut prouver que g = 0. Soit donc h € C.(G). On pose a;, = sup{d(y) : v € Supp (h)}.
D’autre part, f € C.(G) donc on peut définir ay = sup{d(y~"') : v € Supp (h)}.

Or [(g|n)] < llg — F2(H)&lly 1Rlly + [(F2(f)&al )]
Majorons le deuxieme terme, noté I, :

< [ |50 54 a(a)] 1) 40 )71 ()
n< [ (o0t eIst e ) ety 0| av e ) inelage » =)

I, <//|f(7’)|5‘1*(7’17)5(7)‘1*5(7)1

&y 19| XD () ()] AN (7)da(e)
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On utilise alors que 61 (v '9)8()10(y)" =6 1(7')6 2(y' ') donc

ns [irenee (o

1
2

66 )

([ e axe w) a0 N()
< [ 150186 3(/6 ) le(y") 7 AN )(/|h ) e 7)) djro \()

Posons ju(2) = ([ 5 (7) [ (M2 AN (1)) et k(z) = ([ [h(y) dN*(7))7.

Comme &, € LQ(G, (uo A7), dn € LQ(G( : ) et ||]n||2 ||§n||2
Par ailleurs, h € C.(G) doncf|h )P AN (y = [ W] 5(y)dpo A1) < an||hll3
On en déduit que k € L2(GO), ) et ||k]|, < \/_||h||2

Finalement, on obtient I’ 1negahte :

(E(D)ealh) < vanal [ £, 1€l 1B,

donc N
[(glP)] < (lg = Fo(f)énlly + Vanai [ 17 [1Eallo) 121l

Comme le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers 400, on peut conclure que

(glh) = 0.
Ceci étant vrai pour tout h € C.(G) et C.(G) étant dense dans L*(G, (po A)71), il en
résulte que g = 0. Ainsi, Fo(f) est préfermé. O

1
La fermeture [F(f)] est encore —§—hom0géne. Nous noterons désormais Fy(f) la ferme-

ture de 'opérateur.
Considérons alors I'application F, définie sur C.(G) par f —— Fo(f).

Théoréme 5.2.1 (Identification de L?(G,vy) et L*(M,1)))
L’application F, se prolonge en une isométrie de (L*(G, vp), || 1 22(G.0g)) dans (LA(M, o), || ]]5)-

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin de la proposition suivante, qui est un
corollaire de la proposition 4.4.1 appliquée & 'opérateur (—1)-homogene T? :

Proposition 5.2.2 1
Soit T un opérateur fermé densément défini et —§—hom0géne sur L*(G, (po A)™1).

Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) T € L*(M, 1)
i) Il existe C' > 0 tel que :

vee BN D(T) : |T¢]l, < CILE]]
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i11) Il existe une unité approchée (§;);c; dans Ay telle que, pour tout i € I,
& e D(|T)) et liminf |||T| & < +o0
Si T € L*(M,y), alors B € D(|T|) et, pour toute unité approchée (&;) de A, , on a
17|, = Lim [[|T] &]]
Nous aurons également besoin du résultat calculatoire suivant :

Proposition 5.2.3 (Quelques égalités utiles)
Soit T' un opérateur —%—homogéne.

1) Soit &,¢,n € C(G). Alors (n|T (&) x62¢) = (T (£ %C)).

P

Preuve. 1) On sait que R(f)g = g+ Af. Donc (T€) x62( = R(A2()T¢.
On obtient donc :

(n(T€) % 62¢) = /(77 o 7(7)|R(Y)(T€) 0 5(7))32 (7)C(v)dp o A(%)

1
Par —3 homogénéité de T, il vient

(7)C(v)dp o A(7)

ol

(T #550) = [ (e r) B ITRO)E o 5(2)0
(n)(T€) % 62¢) = /(n o (V)| TR(Y)E 0 5(7))3(7)¢(7)dp o A(7)

Par ailleurs, (n|T'({*()) = (T*n|1~%(A/:/1C)§) donc

(nT(ExC)) = /(T*n o r(V)|R(7)€ 0 s(7)8(7)¢(v)dpo A(y)

Ainsi, les deux expressions sont bien égales. O
Donnons maintenant la démonstration du théoréme énoncé :

Démonstration. 1) Soit f,g € C.(G). Alors F»(f) est bien défini.
Par ailleurs, F(f) = L(A1f)Az.
Soit (&, K;, U;) une unité approchée bilatere dans (C.(G)); ([MRWS8T7]).

Nous allons commencer par prouver le lemme suivant :

Lemme 17
Sous les conditions précédentes, f  52¢&; converge vers f dans L?(G, (o A)™").
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Preuve du lemme. ¢ Si§ =1, c’est évident.
e Soit ¢ > 0. Majorons D;(y) = f*ééfi(fy) - f(fy)‘ pour v € G.

Tout d’abord, il existe p € N tel que, pour tout ¢« > p et pour tout x € K,, on ait
1= [&(v AN (y') + ki(z) avec |ki(z)| < e. Considérons maintenant i > p :

1

‘/f vY)82 (v &Y TN /f )& AN ()
+ [ 1oty have / FOEE N ) = F()k(s(7))

/|f 1) &i(y )0 /|f 7) = F & AN ()
+elf(v)]

Il)_l

Or &, est a support dans U; donc ces intégrales sont prises sur Ui_l.

Plus précisement, on doit avoir v'~" € Supp (&) C U; et s(7') € s(Supp (f)) ce qui revient
ar(y"") € s(Supp (f)). Par ailleurs, f est & support compact donc s(Supp (f)) est un
compact.

Posons V; = U; N~ (s(Supp (f)))-

Comme Uj est r-relativement compact, V; est relativement compact et donc V; est compact
dans G.

Comme 62 est continue sur G, elle est uniformément continue sur V; quel que soit 7.

On en déduit qu’il existe 75 > p tel que, pour tout 7 > ¢ et tout 7’_1 € V;, on ait

1

) = sl )| <. e

s3(y' Y — 1‘ <e.

Par conséquent, le premier terme I;(7) se majore par fv—l | £ (v)] gi(y’*l)gd)\S(v) (v') pour
i > . ’

Finalement, pour i > ig, on a I1 (i) < || f|| € fUi E(Y AN ().

Puis, si s(y) € K;, on trouve I1(¢) < || f||,

Pour le deuxieme terme : par continuité uniforme de f, il existe i tel que pour tout i > i
et tout 7/ € U™, on ait |f(v7") — (7)| < e.

Ainsi, pour I = max(ig, i), on a Ir < &
» Lo

En conclusion, pour i > I et s(v) € K;, on obtient :

Di(y) <e2[[fllo +1)

On sait de plus qu’il existe un compact K tel que, pour tout i, f*é%& — f est a support
dans K. La suite (K;) tendant en croissant vers G(¥ et s(K) étant compact,

ng Ve > jU,S(K) C K1
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Pour ¢ > max(1, jo), on a donc :

/\f*(s%@-—f\dm:/ 7wt~ g dguon)
K
<2 fll + 1)Cx

ot Cx = (poAN)"H(K) < 400 car K est un compact.
On déduit de ce qui précede que f+482& — f appartient & L2(G, (no X)) et que f 452
tend vers f dans L*(G, (uo \)™"). O

Comme f % 62& —» f dans L*(G,(po A7), on a HL(f)A%gi

— || f||, et donc, en

remplacant f par 01 f, on obtient |F2(f)ll, — HﬁfH : d’apres la proposition 5.2.2, on
2

en déduit que Fy(f) € L?(M, ) et on a || Fo(f)l, = lim || F2(f)&]| ; d’otr il résulte que

1FLl = 957, = 171 z2(ci00y
F, est donc une isométrie du sous-espace dense C.(G) de L?(G,vy) dans L?(M, 1)).

Remarque 5.2.1
Si f e LAG, (uo N7 et € € Co(G), on peut encore définir f  02¢ et on obtient un
élément de L?(G, (o N)™1).

2) Soit maintenant f € L?(G, (o \)~!). Par densité, il existe une suite (f,) d’éléments
de C.(G) qui converge vers f pour || ||,.

Pour tout n, Fy(f,) existe, appartient & L?(M, 1)) et on a || Fa(fa)llo = || fallo-

On en déduit que la suite (Fo(f,)) est de Cauchy dans L*(M, ), et par complétude,
que cette suite converge dans L?(M, ) vers un élément T

Comme F; est une isométrie, cette limite est indépendante de la suite (f,,) choisie; on
peut donc poser Fy(f) = nl_l)IJPoo Fo(fn). On a ainsi bien prolongé F, en une isométrie de
L*(G, (po A)™") dans L*(M, ).

3) Surjectivité.

Soit T € L*(M,1)y). Soit (&) une unité approchée de (C.(G)),.

Remarquons tout d’abord que, si n,¢ € C.(G), alors

(% 65C°IT€) = (1|(T€) * 62C)
= T (& *<))
= (T"nl& % ¢)
Mais (&) est une unité approchée donc (n82¢*|TE;) tend vers (T*n|¢) = (n|T¢) cest-a-
dire
(nT¢) = lim(n % 62¢*|TE) (5.1)
C.(G)xC.(G) — C

Définissons alors F :
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e F' est une forme linéaire bornée : en effet,

[EITE)] < NIl (T,
< €l C L&) d’apres la proposition 5.2.2
<|

[€ll, ©

e Comme C.(G) % C.(G) est dense dans L?(G, (110 A)~!), on peut donc prolonger F a
L*(G, (o A)!) en une forme linéaire bornée de méme norme, encore notée F. D’apres
le théoreme de Riesz, il existe alors f € L*(G, (o \)™!) tel que,

VE € C(G) x Co(Q) : F(&) = (&f)

e Soit alors £, € C.(G), on a

(n|T€) = lim(n + 33¢*|T¢;) d’aprés (5.1)
= (nx 6%§*|f) d’apres ce qui précede
= (n] f % 62¢)

Mais, comme f € L2(G, ™), 6 if € LX(G, 1) et f*62& = Fo(6-1 )€ done, pour tout
1

£€CQ), TE = Fo(d71f)E. 1

D’apres la proposition 3.4.1, on obtient que T' = F,(d~ 7 f). Ainsi, F; est surjective. [
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Chapitre 6

Espaces LP d’une algebre de von
Neumann de groupoide

Dans cette partie, nous considérons un groupoide mesuré (G, A, 1) unimodulaire, loca-
lement compact, séparé et a base dénombrable d’ouverts. On note M D'algebre de von
Neumann du groupoide et 7 la trace canonique sur M.

6.1 Théoréme de densité pour LP(M,T)

Proposition 6.1.1
Soit 1 < p < 2. Alors L(C.(G) % C.(G)) N LP(M, 1) C LP(M,T) et L(C.(G) * C.(G)) est
dense dans LP(M, ) pour ||| .

Démonstration. Nous allons ici utiliser I'interpolation complexe.

Posons A = C,(G) x C.(G), Ag = LY(M,T) et A} = L2 (M, 7).

1" Prouvons que L(.A) est dense dans A,.

D’apres le théoreme 4.4.1, si T € L'(M, 1), alors il existe F € £1(G) tel que T = Fuo(F).
Mais C.(G) est dense dans L2(G) et F = n* & avec 1,€ € L2(G) donc il existe deux
suites (7,) et (&) d’éléments de C,(G) telles que 7, * & converge vers F dans £1(G).

~

| LNG) — LM, T) o

Comme l'application _ est une isométrie, [L(n, * £)] converge
F — Fo(F)

dans L'(M, 1) vers T et donc L(.A) est dense dans L'(M, 7).
1" Prouvons que L(.A) est dense dans A;.
Nous savons déja que L*(M, 1) et L?(G) s’identifient isométriquement. Or, d’apres la
démonstration de la proposition 2.2.2, C.(G) *C.(G) est dense dans L*(G) donc L(A) est
dense dans L*(M, 7).
1 J] nous faut maintenant justifier que L(A) est dense dans A; N Ay muni de la norme
du max.

Soit T € L' (M) N L*(M). Tl existe f,g € L*(G) tels que T = L(f x g) et fxg € L*(G).

119
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Quitte a écrire f x g comme combinaison linéaire, on peut supposer que f et g sont
positives. Il existe alors deux suites (f,) et (g,) croissantes de fonctions continues a
support compact et positives telles que || f,, — f|l, et ||gn — g||, tendent vers 0.

On peut alors dire que || L(f, * g,) — L(f * g)||, = 0.

Pour prouver que ||L(f, * g») — L(f % g)||, — 0, il suffit de prouver que || f, x g, — f * g|l,
tend vers 0.

Comme (f,) et (g,) sont positives croissantes, pour v fixé, f,(77")gn(7'~") tend en crois-
sant vers f(7y')g(7'") pour presque tout o/ dans G*(). Le théoréme de convergence mo-
notone nous permet alors d’affirmer que, pour presque tout x et A, presque tout v € G,
[ Falr1)gn(¥ )N (¥) tend en croissant vers [ £(17)g(r' )AX(Y) ie. (fu % gu(7))
tend en croissant vers f * g(7).

On en déduit que (|f xg(y) — fa *gn(7)|2) tend en décroissant vers 0 pour presque tout
7.

De plus, [fxg(7) = fax gn(M]> < |f*x9(7)]*; comme fxg € L*G), le théoreme de
convergence dominée nous permet d’affirmer que [ |f x g(7) — fn * gn(7)|* dpro A(7) tend
vers 0, i.e. (f, *xgn) converge vers f x g dans L?(G).

%" Par interpolation, quel que soit § € [0; 1], L(.A) est dense dans (Ag, |- |,),

1 0 0
ou Ag=LP(M,7) avec —=1—-60+-=1—_. O

P 2 2
Lemme 18 1 1
Soit 1 <p<2etp tel que —+ — =1. Soit T € L (M, 7). Alors

p p
17|, = sup ITL(9)Il; -
IL()I, <1, 9€C(G)*Ce(G)

Démonstration. D’apres [Hi81] proposition 8, [T, = sup ITR||,.

RELP (M) [R], <1
Comme L(C.(G)xC.(G)) est dense dans LP(M, 7), on obtient bien I’égalité annoncée. [

Lemme 19
Soit p > 1. Soit T € LP(M,7) N L=®(M, 7). Alors, quel que soit ¢ > p, T € LI(M,T).

Démonstration. T est affilié a M, densément défini et fermé. Il suffit de vérifier que
7(|T|%) < +oc. Or, 7(|T|") = r(IT|* |T|*" |T|?).

De plus, dans une C*-algebre A, pour tous a et b de A, on sait que aba* < ||b|| aa*.

Ici, comme T € L®(M,7), cela nous donne |T|%|T|7|T|% < ||T||*?|TF et donc
(|79 < 7(|IT/PT)*") = |7 P r(|IT]"). Or T € LP(M,7) donc cette quantité est
finie, ce qui prouve que T' € LI(M, 7). O

6.2 Inégalité de Hausdorff-Young

Soit (G, A, p) un groupoide mesuré unimodulaire, séparé, a base dénombrable d’ouverts.
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6.2.1 Etude des LP¥(G)

Espace normé

1 1 ,
Soit p, p' des réels positifs tels que — + — = 1. Nous allons définir les espaces LP? (G) en
p

adaptant la définition de [BP61] donnée notamment dans le cadre du groupoide grossier
X xX.

Ainsi, pour p # oo et p’ # oo, on définit LPP (G) comme étant I’ensemble des fonctions
mesurables de G dans C telles que

[([1fIPdA")? du(z) < 4oo.
Il s’agit d’'un espace vectoriel et, on pose, pour f € LPP(G)

1
/ o

9y = | [ ( / |f|”dAm)%du<x) p

Pour p = 1 et p’ = oo, LP" (G) est 'ensemble des fonctions mesurables de G' dans C telles

que ess sup (/ |f] dX”) < +0oo et on pose

x€G0)
11, = esssup ([ 151037).
z€G0)

Enfin, pour p = oo et p’ = 1, LP? (G) est I'ensemble des fonctions mesurables de G' dans

C telles que /esssup |f(v)|du(z) < +oo et
yeG?T

I = [ esssup ()| du(o)

v€G
Remarquons que I(G) C LY(G) et | f|l, o < |Ifll; pour f € LM®(G).

Proposition 6.2.1

IE ||p,p, est une norme sur LM"(G)_

Démonstration. Les seuls points non évidents sont le fait que || ||, , = 0 si et seulement
si f = 0 ainsi que I'inégalité de Minkowski.
1" Cas ol p # oo et p’ # oo.

’ l /
Soit f € LPP(G). Alors x — ([ |f[F dA?)» € LF(GO), p).
De plus, si on définit f* sur G* par f*(y) = f(v), f* € LP(G*, A\") pour p-presque tout
re GO,
o [[fll,,, =0+ [1f%"dA* = 0 pour p-presque tout x car |- |, est une norme sur
LY (GO, ).
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1
Mais g — ([ |g| dA")? est une norme sur LP(G®, A*) donc
| f1l,,» =0 <= f*(v) = 0 pour p-presque tout x et \*-presque tout y de G*.

Ainsi, || f[[,, = 0 si et seulement si f = 0 presque partout.

¢ Nous allons maintenant démontrer 1'inégalité de Minkowski.
Soit f,g € LP"(G). On s’intéresse a

/ ( [+ g dX”) dyu(z)

Pour p presque tout z, f* € LP(G*,\*) et ¢* € LP(G*, \¥) donc f* + ¢g* € LP(G*, \*) et

</|f$+g"’"|”d/\m)% < </|fm|pw)%+ </|g“"|pd)\“">%.

Notons S(z) le membre de gauche, et F(z), G( ) les deux intégrales du membre de droite.
Nous savons que F et G appartiennent & L (G, 1) donc S appartient & LP (G, 1) et

S
hS

(/smwwuﬂés(/ﬂmm+Gmw%mm);

En utilisant que [|- ||, est une norme sur L (GO, ),

1

(/smﬁwmﬂ“<(/F@V@@0;+(/Gmwwmﬂ;

ce qui donne exactement

||f+g||p7p’ < ||f||p7p’ + ||g p,p

1 Casoup=1cetp = cc.
Soit f € LY*(G). Alors, pour u-presque tout z, f* € L'(G*, \7).
£l 00 =0 <= [1f*|dA" = 0 pour p-presque tout z € G
Donc || f|l, o, = 0 si et seulement si f = 0 presque partout.
L’inégalité de Minkowski découle du fait que ||- ||; est une norme sur L'(G*, \*) pour tout
z € GO et des propriétés de la borne supérieure.
1 Cas oup' =1et p=occ.
e Soit f € L®(@G). Alors 2 —s esssup |f(7)| € LY(GO, ).
YEG*

[ fllooy =0 = /esssup |f ()] du(z) = 0.
£l = 0 <= esssup |f(7)| = 0 pour p-presque tout z € G

’ yEG®

Donc || f||.,; = 0 si et seulement si f = 0 presque-partout.
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e Soit f,g € L*!'(G). Nous avons alors

esssup | f(v7) + g(7)| < esssup [f(7)| + esssup |g(7)].
YEG® YEG® VEG*®

Puis, par linéarité de 'intégrale, on obtient

/ esssup | £(7) + 9()] du(x) < / esssup | £(7)] du(z) + / esssup g(7)] dp(z)

yeG® yEG® YEG®
c’est-a-dire I'inégalité de Minkowski. O
/’ / /’
Avant de démontrer que (LP7||-]|, ) est un espace de Banach, nous allons démontrer

deux théoremes de convergence.

Théoremes de convergence

Théoréme 6.2.1 (Convergence monotone)
Soit (f,) une suite croissante de fonctions mesurables positives telle que f, tend vers f
pv o A-presque partout. Alors || fu|l,,, tend vers || f]|, .

Démonstration. ¢ Cas ou p # oo.
D’apres les hypotheses, pour p-presque tout # € G, f est mesurable. De plus, (f7) est
une suite croissante de fonctions mesurables et f tend simplement vers f. On en déduit,

grace au théoreme de convergence monotone sur (G*, \*), que F,(z) = / | /2P AA" tend

en croissant vers F(z) = [ |f*|" dA".

Mais la suite (F},) est & nouveau une suite croissante de fonctions mesurables positives
qui tend simplement vers F', donc, si p' # oo le théoreme de convergence monotone sur

/

. /
G nous donne /an dy — /F];d,u, c’est-a-dire le résultat annoncé.

Dans le cas ou p' = 0o, nous avons également ess sup F,(x) — ess sup F(z).
zeG(0) 2€G(0)

e Cas ou p = o0.

Posons, pour n € N, F,(z) = esssup f,(7) et F(x) = esssup f(7). Comme (f,) tend en
yeG® yEG®

croissant vers f, (F),) est une suite croissante de fonctions mesurables et F,(z) tend vers

F(z) pour tout z.

L’utilisation du théoreme de convergence monotone sur G*) nous permet alors de conclure

que [ F,(z)du(z) tend vers [ F(x)du(z). O

Théoréme 6.2.2 (Convergence dominée)
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables sur G et f une fonction mesurable sur G telles
que

e f.(7) tend simplement vers f(v) pour o A\-presque tout .
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e il existe g € LPP (G) telle que, pour tout n € N, pour p o A-presque tout 7, |f,(7)| <

l9(7)]
Alors

e pour tout n, f, € LP*(G) et f € LP¥(G).
1 Sl 0 0t 1ully — 171 auand n tend vers +oc.

Démonstration. D’apres les hypotheses, pour p-presque tout z € G¥, nous avons :

e fZ(y) tend vers f?(y) pour A* presque tout 7.

o |f2(7)| < 19°(7)| pour A* presque tout v et g € LP? (G) donc g* € LP(G®, \*).
D’apres le théoreme de convergence dominée usuel sur LP(G®, \"), nous savons alors que

fn et f appartiennent a LP(G®) pour tout n € N, D, ( (/ |f2— fop dX’") — 0 et

0= ([ |pow)lw ([ |pdv)_

Mais |F,(z)| < |G(z)] avec G(z (/ 15" dX”) p et donc G € L (G, ).
Une nouvelle application du théoreme de convergence dominée nous donne que Fj, et
F appartiennent a LP (G, ) et /|Fn|p/ dp — / |F|p’ dp ce qui signifie que f et f,

appartiennent & LP? (G) et || full,, = [If]], -
D’autre part,

D) < ( / 2p|gfv|pdv);
2l < (/ v |pow)_

| Dn(2)] <

donc le méme raisonnement permet de déduire que les F, et F appartiennent a L” (G, ;1)

et / |Dn|p/ dp —0ie. || fo— fll,, — 0. O

Proposition 6.2.2
(LI”J", IE ||M,) est un espace de Banach.

Ceci est une conséquence de résultats généraux : soit X et Y deux espaces localement
compacts, ™ une surjection ouverte continue de Y sur X. On suppose que (X, pu) est
un espace mesuré et que I'on a une mesure o sur les fibre Y* = 7 '(z) avec z € X.
E = L”(Y,a) est alors un champ continu d’espaces de Banach et LP(X,p, E) est un
espace de Banach.
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6.2.2 Théoreme de densité

De fagon usuelle, on sait que C.(G) est dense dans LP(G) pour 1 < p < +00. Nous allons
démontrer un théoreme analogue pour LPP (G).

Théoreme 6.2.3
Soit 1 < p < +oc. Alors C,(G) est dense dans LP¥ (G).

Démonstration. Soit f € LPP (G). En écrivant f comme combinaison linéaire de fonc-
tions, on se ramene a démontrer le théoreme pour f positive. Mais toute fonction positive
est limite d’une suite croissante (h,) de fonctions étagées mesurables positives. Comme
0 < hy < f, les h, appartiennent & LP? (G). De plus, grace au théoréeme de convergence
monotone, || f — hy||,,, tend vers 0, donc f est limite dans LP#'(G) de (hy).

Il suffit donc de prouver le théoreme pour f = 14, ou A est un ensemble mesurable.
Mais G est réunion croissante d’ouverts U,. Posons alors A, = ANU,. La suite (14,)
est positive et converge simplement en croissant vers 14 donc, d’apres le théoreme de
convergence monotone, 1,4, tend vers 1 dans LP? (G).

Mais, étant donné A,,, on peut trouver un ouvert V,, tel que A, C V,, et Hlvn\An Hp’p, tend
vers 0.

Il suffit donc de prouver que, pour A ouvert tel que 14 € LP?(G), il existe une suite (f,)
de fonctions continues a support compact telle que [|f, — f||,,,, tend vers 0.

Comme G est réunion croissante d’ouverts U, la suite (144,) ot A, = AN U, est une
suite décroissante de fonctions positives, qui tend vers 0 et est majorée par 14 € Lf”’f”'(G).
Le théoreme de convergence dominée permet donc d’affirmer que HIA\Aan,p/ — 0 i.e.

[ AT(AT\ A%)% dp(z) tend vers 0.
Soit ¢ > 0. Comme A est ouvert, il est o-compact, donc il existe un compact F' tel
que FF C A et HIA\F”pp' < e. 1l existe alors W ouvert tel que W soit compact et

FCWcCcWcA.
Soit ¢ € C.(G) telle que ¢(y) = 1 pour v € F et Supp () = W. On a alors

o=l = [ ([ 1ot =17 av )" aute)

<</ sup |<p(7)—1|”IA$(AI\F$)5du(x)>p

YEAT\F*

1

P/

=[S

N

— 11
723€F|80(7) ] A\FHp,p'

N

Me, ot M = sup [p(y) -1
yEA\F

On construit ainsi une suite (f,) de fonctions & support compact qui tend vers 1, dans
PP (@). O]
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Corollaire 6.2.3
C.(G) % C.(G) est dense dans (LP¥(G), ||- ||p’p,).

Démonstration. Comme C,(G) est dense dans LP* (G), il suffit de prouver que toute
fonction f continue a support compact est limite d’une suite de C.(G) x C.(G).

Soit (p,) une unité approchée a gauche dans C.(G),. Soit € > 0. Avec les notations de
la démonstration de la proposition 2.2.2, nous savons que le support de d, = o *x f — f
est contenu dans un compact L indépendant de a et qu’il existe «s tel que, pour a > as,
on ait ||¢q * f — f||, < . Nous avons alors

/
b
g

/ (/ ax f= 1T dA‘”) p dule) < /G(O) <wescl:l£m o a = IF /GmL dX”) dul)

Slars =112 [ XG0 1)5duta)
G
<llgax £~ FIE 1117,

done [l * f— fll, » < ell1zll,, ce qui prouve que ||p,* f — f|, , tend vers 0 quand n
tend vers +oo car L est compact donc [[1z]|, , est fini. O

6.2.3 Inégalité de Hausdorff-Young

Nous proposons ici une inégalité de Hausdorff-Young dont la démonstration est inspirée
de celle de [Rus77].
1

1
Soit p € [1;2] et p' tel que — + — = 1.
p D

NOTATION. Si z est un nombre complexe non nul, on peut I'écrire 7e? avec r = |z|. Dans

la suite, nous noterons signe(z) le nombre e,

Lemme 20
Soit f € C.(G). Alors

LA < 2max((I£1], 5 171l 50)

Démonstration. On peut se restreindre au cas ou ||f|[, , < 1 et |[f*] , < 1. Par
ailleurs, pour f € C.(G), L(f) € L>(M, 1) et L(f) € L>®(M,7) = M donc, par interpo-
lation entre 2 et oo, comme p' € [2; 4 oc], on a L(f) € LP (M, ).

On pose tout d’abord, pour z,y € GO, M(x,y) = max(|| f7[],, [ fyll,) ot f* est définie
sur G* par f*(y) = f(vy) et f, définie sur G, par f,(v) = f(7).

Comme f est continue, (z,y) — || f*||, et (x,y) — [[fy||, sont continues et donc M est
continue.

Soit € > 0. On pose alors M (z,y) = max(M(z,y),e). D’apres ce qui précede, on définit
ainsi une fonction continue sur G(® x G©).
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Considérons maintenant z € C et définissons f, sur GG par

—2)p

{fz(7)=|f(7)|(22 signe f(7) M. (r(7), 5(1)) P32 si f(7) # 0

f:(v) =0 si f(7)=0

Par construction, f, est continue a support compact : en effet, elle est continue sur
’ensemble Z des «y tels que f() # 0 car f et M. sont continues. De plus, si 7, tend vers
v tel que f(v) = 0, par continuité de f, f(7,) tend vers f(y) =0. Or

(2=Re(z))p

|fz(’7n)| = |f(7n)|f ME(T(%), s(fyn)) —p+Re(z)2 21)/

donc f,(,) tend vers 0 quand -, tend vers v par continuité de M., .
D’autre part, comme f est a support compact, il en est de méme pour f,.

Ainsi, pour tout z € C, f, € C.(G) C L*(G).
Notons €2 I'ensemble des z € C tels que 0 < Re(z) < 1 et considérons 2z = a + ib € Q.

J1500F e x@) = [0 300, 56) 7o A

Pour tout v € G, la fonction a — | f(7)| ™% M.(r(v), s(7))~2+e@+P) est continue, donc
bornée par un certain M sur [0; 1]. De plus, Supp (f,) C Supp (f) pour tout z donc

/|fz(7)|2duok(7) <M dpoA(v)
Supp(/f)
ce qui prouve que z — || f,||, est bornée sur Q.
Soit maintenant g € C.(G) x C.(G) tel que ||L(g)|l, < 1. D’aprés la proposition 6.1.1,
L(C.(G) x C.(Q)) est dense dans LP(M, ).
Posons B = L(g) et écrivons sa décomposition polaire B = V' |B|. Définissons

»)p

B—V|B| pour z € C

Pour tout z = a +ib € Q, on peut dire que |B,|* est unitairement équivalent |B| (@-ajp

Comme B € LP(M,7)NL>(M, 7), on en déduit, grace au lemme 19 que B € L?~9P(M, 7')

car p < (2 — a)p < 2p, et donc B, € L*(M, ). B B

De plus, z — B, est holomorphe sur €2 et continue sur 2. En effet, 2 € Qdonc 0 < a <1
9 _

et donc 1 < 2—a < 2. On en déduit que g < %

et z — Re(2) sont continues, d’ott la continuité de z — B, sur €.

< p. Or, sur [g;p}, z +— |B|"

Mais [g;p} est un compact de R, donc z — B, est aussi bornée sur €.

Comme L(f,) et B, sont appartiennent a L?(M,7), on peut poser F(z) = Tr (L(f,)B,).
De plus, I'inégalité de Holder nous donne alors

|F(2)| < |IL(f)|l5 | B:|ly < 400 pour tout z € Q.
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Mais ||L(f.)|l, et || B.||, sont bornées sur Q donc F' est bornée sur .
e F est continue sur
e [ est holomorphe sur €.

Afin d’appliquer le théoreme des 3 lignes, il nous faut nous intéresser a F'(ib) et F'(1+ib).
=5

|fis(N)] = [fF(N)IF Mo(r(7),s(7)) 7 st f(y) #0
UYL sif(r) #0

car M. (r(v) > || o H pour tout v € G.
Posons T = {’y €G:M(r(y),s(y)) >e (W)Hp =0},

S={yeG:M(r(v),s(v)) >e, HfT(V)Hp > e},
et R={y€G:M(r(7),s(7) =<}
Nous avons alors, pour x € GO

[ 1gatax < [1rop e v + [ ererave) + [ irereraee)

< PRI, " + 0+ ePe™ =2

De méme, on obtient [ |f}|dA* < 2

Mais |F(ib)| = Tr (L(fi)Bi) < [[L(fis)ll | Binll;-

Or || Bull, = [IB|l;, < 1 et |IL(f)lloo = IL(fin)|| < || fisll; donc, d’apres les calculs précé-
dents :

IL(fi)lloo < 2

Finalement, |F(ib)| < 2.

a |F(1+i0)] < | L(fie) o 1 Broislo
Mais || Broall, = [BI < 1 et

LG = £l = / LF I Me(r(7), s(1)” Pdpo A7)

Pour majorer cette intégrale, nous allons a nouveau travailler avec une partition de G :
on définit

Posons T ={ye€ G: M(r(y),s(7)) >¢ (7)Hp = M(r(7),s(7)},
S={yeG: M(r(7),s(v) > s | funl, = M(r(),5())},
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et R={y€G:M(r(v),s(7)) =¢}.
| U M. sy o Moy < & 11
/Tlf(v)|”Mg(T(v), s(7) Pdpo Ay /If WALSIE 7 A () du(e)
= [ 171 v )uto

—||f||pp,\
[P ML) 507 7o 20 = [P L1 ) dute)

- / Ll dX(r)dpa(a)

= ||f*||pp’ ~

donc, finalement,
1Ll < 2+ (17117 e

Choisissons maintenant ¢ tel que || f[} PP 1.

En appliquant le théoreme des trois lignes, on obtient, pour z =

_/’

Mais v/3 < 2 donc

Le calcul de F' (2

) donne
ju

Or, pour 7 tel que f(v) # 0, f2(v) = [f(v)|signe f(7) = f(7) et I'égalité est vraie pour
tout v € G.
D’autre part, B> =V |B| = B donc

7 (%) — Tr(L(f)L(g))

p
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Comme, d’apres le lemme 18,

LN, = sup Te(L(f)L(9))

IL(9Il, <1, gEC(G)Ce(G)

on obtient ||L(f)||,, <2, ce qui prouve le lemme. O

Soit (G1, A1, 1) et (Gg,)\g,yg) deux groupoides mesurés. On définit alors le groupoide
(G1xGa, A1 ® Ag, 11 ® f12). A partir de deux fonctions f; définies sur G;, on définit f; ® fo

par fi @ fa(y1,72) = fi(11)f2(72). En particulier, L?(G1 x Ga, (111 ® ) o (A ® Ag)) =
L?(G1, 1 0 M) @ L*(Goa, iz 0 Ag). On note L, Ly et Ly les représentations opérateurs de
convolution sur respectivement C.(G7 ® G3), C.(G1) et C.(Gs).

Lemme 21
Soit f1 € Ce(Gh) et fy € Co(Gy). Alors, pour1 < p/ < 2, [|[L(fi ® fo)ll,, = 1Ly ()L [ L2(f2)1l
et ||f1 ® f2||p,p’ < ||f1||p,p’ ||f2||p,p’

Démonstration. L(f1®f2)(gl®92) = (fl*gl)®(f2*92) donc L(f1®f2) = L1 (f1)®L2(f2),
d’ou la premiere égalité.

posons 1= [ ([ [16:60F bl a0 60400 )” dia(o (a2

Les calculs donnent

- [ ([ 1ntorason) ( J109P 0 02)) st
= [ ([ inera A“m))p (o) [ ([ 1000 A“(vz)fduz(m)

d’ou I’égalité annoncée. O

s [

C1ES
TR

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 6.2.4 (Hausdorff-Young)
Soit 1 < p<2etyp tel quep ™' +p ' =1;s0it f € C,(G). Alors

Iy <A1l 1

Démonstration. D’apres le lemme 21, f*® f®---®@ [*® f € PP (®,G) et

vV
n fois

[fFef@ @ f@fll,, =1y 115,
D’autre part, (f*Q@ fQ--- @ f*Q@f) =fQf*@...[f® fret

If@f @ @ f®f,p =y I fllpmy
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donc le maximum de ces deux normes est égal a || /¥, || fI[ -

Comme f*® f®---® f*® f € C.(®,G x G), on peut appliquer le lemme 20 qui nous
donne

L@ f @@ f @ [y <20 fllp 15,

Par ailleurs, |[L(f*® f®---® f*® f)ll,, = |L(f)|2" car |IL(H)I], = IL(F)],-
On obtient donc

2n n * |7
ILCAOIZ <2012, 1707, et done
VE Ny < 255 1l 1751

Faisons alors tendre n vers +oc. 97 tend alors vers 1 et on obtient

Iy < A1l 15

Corollaire 6.2.4 (Hausdorff-Young)

Soit1<p<2etp telquep ' +p *=1.

L’application L : (C.(G), |1, ,) — L” (M, ) se prolonge en une application, encore
notée L, de (LPP'(G),||- I, ) dans LY (M, 7).

Pour f € LP?(G), on a de plus

I < A1 g 15

Démonstration. Soit f € LP? (G). Comme C,.(G) est dense dans LP? (G), il existe une
suite (f,) d’éléments de C,(G) qui converge vers f dans LPP(G). On a alors, quel que
soit n € N,

NLC < Wty L 1L

Le second membre tend vers \/||f||p,p/ 11l Par ailleurs, la suite (L(fy)), est de

Cauchy. En effet, d’apres I'inégalité démontrée précédemment, pour tous n,m € N,

VL) = LUy = 12 = F)lly < /1o = Sl 10 = £l

et les suites (f,) et (f*) sont convergentes donc de Cauchy. Mais LP (M) est un espace

de Banach, donc la suite (L(f,)),) converge dans L? (M).

Posons alors L(f) = lirf L(f,). On peut démontrer que cette limite ne dépend pas de
n—-+0oo

la suite (f,) choisie et nous avons, par passage a la limite,

VL < A/ 141
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Annexe A

Rappels sur les opérateurs non
bornés

A.1 Opérateurs non bornés

Rappelons ici quelques éléments de la théorie des opérateurs non bornés. On pourra, pour
plus de détails, se reporter a [RS80] ou [Ka76]. Soi H un espace de Hilbert.

A.1.1 Définitions générales

Commencons tout d’abord par rappeler la définition d’un opérateur non borné et de son
domaine.

Définition A.1.1

Un opérateur (non borné) T sur un espace de Hilbert 7 est une application linéaire d’un
sous-espace de H noté D(T) dans H. Le sous-espace D(T') est appelé le domaine de
lopérateur T' et on dit que I'opérateur est densément défini si D(T') est dense dans H.

Une notion importante dans I’étude des opérateurs non bornés est alors celle de graphe.
dét

On munit Pespace H x H du produit scalaire ((x1, y1)|(22, ¥2)) = (z1|22) + (y1]y2)

Définition A.1.2
Le graphe d’un opérateur T est le sous-espace de H xH, noté I'(T), et défini comme suit :

(T) = {(z,Tx);x € D(T)}

Le graphe d’un opérateur permet de définir la notion d’extension d’un opérateur 7' comme
étant un opérateur 7 tel que I'(T") C I'(T}). On écrit alors T' C T.
Soit T et S deux opérateurs sur H. On peut définir 7"+ S et T'S comme des opérateurs
sur H avec pour domaines respectifs :
D(T + S)=D(T)nD(S)
D(TS)={£e€ D(S):S£e€ D(T)}

133
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Ces opérations sont associatives, donc T+ S+ R et T'SR sont des opérateurs bien définis.
On a,
VR,S,T:(S+T)R=SR+TRet R(S+T) D RS+ RT

Dans le deuxieme cas, 1'égalité est vraie si D(R) = H.

A.1.2 Opérateurs fermés, fermables. ..

Définition A.1.3
Un opérateur T sur ‘H est fermé si son graphe I'(T) est fermé dans H P H.
Un opérateur 1" sur H est préfermé ou fermable s’il admet une extension fermée.

Remarquons que tout opérateur préfermé admet une plus petite extension fermée, appelée
sa fermeture, et notée [T] ou T. Par ailleurs, une bonne caractérisation des opérateurs
préfermés est donnée par la proposition suivante

Proposition A.1.1
['(T) est le graphe d’un opérateur si et seulement si T'(T) N {(0;2) € H®d H} = {(0;0)}.

Remarquons également qu’'un opérateur T est fermé si et seulement si D(T') est complet
pour la norme ||z|, = ||Tz| + [|z]|.

Proposition A.1.2 B
Si T est fermable, alors T'(T) = T'(T)

On peut également définir, comme dans le cas borné, la notion d’opérateur adjoint.

A.1.3 Adjoint

Définition A.1.4
Soit 7" un opérateur densément défini sur H. On pose

D(T*)={xeH:32€D(T),Yy € D(T), (Ty|x) = (y|2)}

Pour chaque x € D(T*), on pose T*x = z; T* est alors appelé I'adjoint de T et D(T*)
est son domaine.

En utilisant le lemme de Riesz, on obtient alors une caractérisation du domaine de I'ad-
joint :

Proposition A.1.3
x € D(T*) si et seulement si |(Ty|z)| < C'||y|| pour tout y € D(T)

Remarquons
e quesi SCT,alors T C S*

e que le domaine de T* peut ne pas étre dense et peut méme étre {0}.
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Il existe un lien tres fort entre la notion d’adjoint et le caractere préfermé d’'un opérateur,
comme cela apparait dans le théoreme suivant

Théoreme A.1.1

Soit T un opérateur densément défini sur H. Alors

a) T* est fermé.

b) T est préfermé si et seulement si D(T*) est dense, auquel cas T = T*

¢) Si T est préfermé, alors (T)* =T*

D’autre part, si T, S et T'S sont densément définis, alors (7°'S)* D S*T™*, 1'égalité ayant
lieu si T est fermé et défini partout.

Par ailleurs, on peut également définir la notion d’opérateur symétrique et d’opérateur
auto-adjoint comme suit

Définition A.1.5

Un opérateur T' densément défini sur H est dit symétrique si T" C T*.

Il est dit auto-adjoint si T = T™, i.e. si T est symétrique et D(T') = D(T™).

Si T est un opérateur fermé autoadjoint, un sous-sensemble D de D(T) est appelé domaine
essentiel (ou parfois cceur) pour T si la fermeture de T'|p est égale & T

On peut énoncer un critere pour qu’'un opérateur soit auto-adjoint

Théoreme A.1.2

Soit T' un opérateur symétrique sur H. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) T est auto-adjoint

b) T est fermé et Ker(T* + i) = Ker(T* — i) = {0}

¢) Im(T +i) =Im(T —i) =H

Ainsi, en particulier, un opérateur autoadjoint est fermé.

A.1.4 Théorie spectrale

Comme dans la cas borné, on définit la notion de résolvante

Définition A.1.6

Soit T' un opérateur fermé sur H. Un nombre complexe A est dans I’ensemble de la
résolvante, p(7T'), si Al — T est une bijection de D(T') sur H, d’'inverse borné. Si A € p(T),
Ry\(T) = (M — T) ! est appelé la résolvante de T en .

Théoreme A.1.3

Soit T un opérateur fermé densément défini. Alors p(T') est un sous-ensemble ouvert de
C, sur lequel A — R)\(T) est analytique. De plus, {R)\(T),\ € p(T)} est une famille
d’opérateurs bornés qui commutent et satisfont

RA(T) = Ru(T) = (1~ NR,(T)Ra(T)
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Nous allons maintenant énoncer les différentes formes du théoréeme spectral pour les opé-
rateurs non bornés, valables lorsque H est séparable.

Théoreme A.1.4

Soit A un opérateur autoadjoint sur H. Alors il existe un espace mesuré (X, u) avec p
une mesure finie, un opérateur unitaire U : H — L*(X, ) et une fonction f a valeurs
réelles sur X, finie presque-partout, tels que

a) v € D(A) si et seulement si & — f(&)(Ux)(€) est dans L*(X, p)
b) Si ¢ € U(D(A)), alors (AU ¢)(§) = f(§)¢(€)

Pour A comme précédemment et g mesurable a valeurs dans RT, on définit g(A) par
g9(A) =U""M(go f)U.

Théoreme A.1.5 N
Soit A un opérateur autoadjoint sur H. Alors il existe une unique application ¢ de
I’ensemble des fonctions boréliennes bornées sur R dans L(H) telle que

a) $ est un x-homomorphisme algébrique

b) ¢ est normiquement continue, avec H(Z(h)H 0 < b o
L(H

¢) Soit (hy,) une suite de fonctions boréliennes bornées telles que

e h,(r) —— x quel que soit
n——+00

e |h,(x)| < |z| pour tous n et .

Alors, pour tout y € D(A), limy_, 400 d(hn)y = Ay
d) Si hy(x) — h(z) ponctuellement et si la suite (||hy||,) est bornée, alors ¢(h,) tend
n—-+00

vers a(h) fortement

De plus, R

e) Si Ay = Ay, alors ¢(h)y = h(\)y
f) Si h >0, alors a(h) >0

Pour la derniéere version du théoreme, nous avons tout d’abord besoin de définir des
projections particulieres :

Définition A.1.7
On pose Py = £q(A), ou &q est la fonction caractéristique de I'ensemble mesurable Q C R.
Alors
a) Pq est une projection orthogonale.
b) Py =0cet P_oioof = 1.
00 N
c) SiQ= U Q, avec Q, NQ,, = 0 si n # m, alors Py est égal & la limite forte de Z P,

n=1

n=1
quand N — +o00
d) P91PQ2 = Pﬂlﬁfb
Une telle famille est appelée une mesure projectorielle
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Pour x € H, (z, Pox) est une mesure de Borel bien définie sur R, que ’on note d(z, P\x)
comme dans l’annexe 1.

En suivant les notations, on notera symboliquement g(A4) = [ g(A\)dPy Vopérateur g(A)
+00

défini sur D, = {z : / lg(N))? d(z, Pyxz) < +o0} par

—00

(2. 9(A)z) = / " g d(z, Pra)

o0

On a alors

Théoreme A.1.6
Il existe une correspondance bijective entre les opérateurs A auto-adjoints et les mesures
projectorielles { P} sur H , la correspondance étant donnée par

+o0
A= / Ad Py

o0

Si g est une fonction de Borel & valeurs réelles sur R, alors g(A) = [ g(A\)dPy défini sur D,
est auto-adjoint. Si g est borné, alors g(A) coincide avec le ¢(G) du théoréme précédent.

Pour démontrer le théoreme de décomposition polaire, on peut utiliser la notion de forme
quadratique. On sait que, dans le cas borné, il existe une bijection entre les formes
quadratiques bornées et les opérateurs bornés, i.e. toute application sesquilinéaire ¢ :
HxH — C telle que |¢(z,y)| < M ||z|| ||y|| est de la forme ¢(x,y) = (Az|y) pour un
certain opérateur A borné. Intéressons nous alors au cas non borné.

A.1.5 Formes quadratiques

Définition A.1.8

1) Une forme quadratique est une application ¢ : Q(q) X Q(q) — C, ou Q(gq) est un
sous-espace vectoriel dense de H appelé le domaine de ¢, et telle que pour z,y € Q(q),
x +— q(z,y) est linéaire et y — ¢(z,y) est antilinéaire.

2) Si q(z,y) = q(y,x), on dit que ¢ est symétrique.

3) Si q(z,x) > 0 pour tout x € Q(q), ¢ est dite positive.

4) S'il existe M tel que ¢(x,z) > —M ||z||%, on dit que ¢ est semi-bornée.

Par analogie avec les opérateurs fermés, on définit les formes quadratiques fermées comme
suit

Définition A.1.9

Soit ¢ une forme quadratique semi-bornée avec ¢(x,z) > —M ||x||2 On dit que ¢ est
fermée si Q(q) est complet pour la norme

oy, = ol 2) + (M +1) [l

Si ¢ est fermée et D C Q(q) est dense dans Q(g) pour |||, alors D est appelé un
domaine essentiel (ou un cceur) pour g.
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Théoreme A.1.7
Si q est une forme quadratique semi-bornée fermée, alors q est associée a un unique
opérateur autoadjoint A par

Vz,y € D(A), (Azly) = q(z,y)

Il faut bien distinguer les formes quadratiques semi-bornées et les opérateurs symétriques
semi-bornés.

A.1.6 Décomposition polaire des opérateurs fermés

De la méme facon que dans le cas des opérateurs bornés, on peut parler de décomposition
polaire d’un opérateur non borné. Le théoreme est le suivant

Théoréme A.1.8

Soit T un opérateur densément défini fermé sur H. Alors T admet une décomposition
polaire T = U |T| ot |T| est un opérateur autodjoint positif tel que D(|T|) = D(T) et U
une isométrie partielle avec espace (ou projecteur) initial Supp (T) = (KerT)" et espace
(ou projecteur) final ImT .

Cette décomposition est unique si on suppose en plus que Ker(|T|) = Ker(T).

A.1.7 Somme forte, produit fort

Définition A.1.10

Soit S et T' deux opérateurs fermés densément définis. Si T + S (resp. T'S) est préfermé
et densément défini, alors la fermeture [T'+ S] (resp. [ST]) est appelée la somme forte de
S et T (resp. le produit fort de S et T).

Définition A.1.11
On peut définir la norme d’un opérateur 1" défini partout sur A, borné ou non, par

1T} = sup{[[T€[ TIE] < 1}

On a alors [T+ S[| < [[T]| + [|S]| et TS| < |7} |[S1]

A.2 Opérateurs affiliés

Dans I'article de [Te] on trouve :

Définition A.2.1
Un opérateur T sur H est dit affilié a M si

VSeM' : ST CTS

On note TnM au lieu d’écrire T est affilié a M.
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Remarque A.2.1

1) Si TnM et SnM, alors (T + S)nM et TSnM.

2) Si T est préfermé (resp. densément défini) et si TnM, alors [T|nM (resp. T*nM).

3) Si T est un opérateur fermé densément défini de décomposition polaire T' = U |T'|, alors
TnMssiU € M et |T|nM.

On note M l’ensemble des opérateurs densément définis, fermés et affiliés & M.

Théoréme A.2.1 (calcul fonctionnel continu)

Soit A un opérateur borné autoadjoint sur un espace de Hilbert H. Alors il existe une
unique application ¢, de C(o(A)) dans L(H) telle que

a) ¢4 est un x-homomorphisme algébrique i.e.

¢a(fg) = o(N)olg)  da(Af) = Ao(f)

pa() =1  da(f) = da(f)*

b) ¢ est continue i.e. [|[Ga(f)lzm) < Cllfll

¢) Notons i,4) la fonction égale a I'identité sur o(A). Alors ¢ 4(is(a)) = A.
De plus, ¢4 a les propriétés suivantes :

d) Si AE = A&, alors 64(f)€ = F(N)E

e) o(0a(f)) = f(o(A))

5 Si f >0, alors 6(f) > 0

9) oAl = /1o

On note alors f(A) = ¢a(f).
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Annexe B

Rappels sur les algebres de von
Neumann

B.1 Algebres de von Neumann

Nous commengons par rappeler la définition du prédual d’un algebre de von Neumann et
quelques caractérisations.

B.1.1 Topologie ultrafaible
Une définition

Outre les topologies normiques, fortes et faibles, on peut définir, sur £(H), une topologie
dite ultrafaible (ou o-faible). La définition rappelée ici est celle que 'on trouve par
exemple dans [Di69)].

Soit (Zn)nenw €t (Yn)nen+ deux suites d’éléments de H telles que :

o0 o0
Z | :]|” < 400 et Z lyil|* < +oo.
i=1 i=1

Alors la série Z(sz|y) est absolument convergente et la fonction T — Z(szwz)
i=1 1=1

est une semi-norme sur L(H).

Définition B.1.1
L’ensemble des semi-normes ci-dessus définit sur £(?) une topologie localement convexe
séparée, appelée topologie ultrafaible.

Il est important de noter que cette topologie n’est pas compatible avec la structure d’al-
gebre de L(H).

Par contre, les applications S — ST, T —— TS et T — T* sont ultrafaiblement
continues.
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Prédual

Tout d’abord, étant donnés x,y € H, on note w,, la forme linéaire définie par :

Pour tout 7' € L(H), wyy(T) = (Tz|y).

On la note w, si x = y.

L’ensemble des formes linéaires faiblement continues sur £(H), noté L£(H); est un sous-
espace vectoriel de L(H)*, dont I'adhérence dans L(H)* au sens de la norme est notée
L(H)4-

On peut démontrer ([Di69]) que L(#H) est le dual de Pespace vectoriel normé L(H ),
pour la forme bilinéaire induite sur £(H); x L(H) par la forme bilinéaire canonique sur
L(H)* x L(H); c’est pourquoi L(H), est appelé prédual de L(H).

On peut également prouver que les formes linéaires de £(H), sont ultrafaiblement conti-
nues.

Plus généralement, on a le théoréme suivant :

Théoréeme B.1.1 ([Di69])
Soit F un sous-espace vectoriel ultrafaiblement fermé de L(H), F* son dual et ¢ une
forme linéaire sur F.

o o
1) ¢ est ultrafaiblement continue si et seulement si p = wai,yi avec Z l|2]|> < +o0 et
=1 =1

Z lysl|* < 400
i=1

2) Si on note Fy (resp. F,) I'ensemble des formes linéaires faiblement (resp. ultrafaible-
ment) continues sur F, alors F est le dual de ’espace vectoriel normé F, pour la forme
bilinéaire induite sur Fy x L(H) par la forme bilinéaire canonique sur F* x F.

On dit que F, est le prédual de F.

Signalons alors une premiere description de M, : soit ¢ une forme linéaire positive sur

M.

Définition B.1.2
@ est dite normale si, pour tout ensemble filtrant croissant F C M de borne supérieure
T € My, o(T) est la borne supérieure de p(F).

G. K. Pedersen donne quant a lui la définition suivante pour une forme linéaire bornée :

Définition B.1.3 ([Pe79] 3.6)
Une forme linéaire bornée ¢ sur M est normale si, pour toute suite bornée croissante (7;)
d’éléments autoadjoints de M avec T'= lim T;, la suite (¢(7;)) converge vers o(T).

1—+00
Ceci est équivalent a dire que, pour toute suite (7;) bornée décroissante de limite 0 dans

M, (o(T;)) converge vers 0.

Il est intéressant de faire le lien entre les formes ultrafaiblement continues et les formes
normales, ce qui est fait avec les théoremes suivants
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Théoréme B.1.2 ([Di69] 1.4.2, théoréme 1)
Soit ¢ une forme linéaire positive sur M.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) ¢ est normale.

i1) @ est ultrafaiblement continue.

oo oo
ii1) ¢ = Zwmi avec Z ||| < 4o00.
i=1 i=1

Toute forme linéaire ultrafaiblement continue sur M est combinaison linéaire de formes
linéaires positives normales.

et

Théoréme B.1.3 ([Pe79] theorem 3.6.4)

Soit ¢ une forme linéaire bornée sur M. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) @ est normale.

i) ¢ est faiblement continue sur la boule unité de M.

iii) o est ultrafaiblement continue.

B.1.2 W*-produit croisé

Soit (M, A, ) un W*-systeme dynamique, c’est-a-dire la donnée d’une algebre de von
Neumann M, d’un groupe commutatif A et d’une action o : A — Aut(M) continue pour
la topologie de la convergence ponctuelle faible i.e. pour tout 7€ M, o(T) : A — M
est, o-faiblement continue.

Rappelons tout d’abord la définition ([Pe79] 7.10) d’un W*-produit croisé.

Définition B.1.4

Supposons que M est représentée sur un espace hilbertien H séparable. Il existe alors un
unique C*-systeme dynamique (A, A, o) séparable et une représentation 7 A-invariante
de A telle que M = 7(A)".

Posons par ailleurs (7(x)£)(t) = m(a-1(2))&E(t) pour z € A, t € Aet £ € H.

On définit alors le produit croisé M x, A comme étant le bicommutant de (7xV')(A %, A)
dans L(L*(A,H)).

Le W*-produit croisé ci-avant est en fait l'algebre de von Neumann engendrée par les
opérateurs de la forme +(T), T € M et V;, t € A, ou

((T)E)(s) = a1 (T)E(s), (Vi€)(s) = &(t7's)
Rappelons alors la définition d’un A-produit :

Définition B.1.5
Une algebre de von Neumann N est un A-produit si

1. Il existe une représentation unitaire V : t — V; de A telle que V(A4) C NV
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2. 1 existe un homomorphisme y +— 6, de A dans Aut(N) tel que (A, A, 6) soit un

~

W*-systeme dynamique vérifiant 6, (V;) = (¢, x)V; pour tous t € G et x € A

Le théoreme de Landstadt ([Pe79], Theorem 7.10.4.) sera utile pour identifier le produit
croisé d’une algebre de von Neumann de groupoide par un groupe abélien.

Théoréme B.1.4 (théoréme de Landstadt)

Une algébre de von Neumann N est un A-produit pour un groupe abélien A si et seulement
s'il existe un W*-systéme dynamique (M, A, «) tel que N' = M x, A. Le triplet (M, A, o)
est unique a isomorphisme covariant prés et 1(M) est I’algébre des point-fixes pour A dans
N, lorsque 1 vérifie 10 ay = Viu(-)V_y, t € A.

Les conditions du théoreme étant remplies, Iaction 6 associée au A-produit N est appelée
I’action duale de A dans M x, A.

B.2 Algebre de von Neumann décomposable

Nous allons ici nous intéresser au cas d'une algebre de von Neumann décomposable.
Nous considérerons un espace X borélien localement compact & base dénombrable (donc
un espace standard au sens de [Di69] (II.1.1)) muni d’une mesure p o-finie. Afin de
définir les champs d’algebres de von Neumann, commencons par rappeler la notion de
champ de vecteurs mesurable et de champ mesurable d’espaces hilbertiens ([Di69] (II.1))
On commence tout d’abord par définition la notion de champ de vecteurs et de champ
d’espaces hilbertiens.

Définition B.2.1

On appelle champ d’espaces hilbertiens complexes sur X une application x — H,, définie
sur X, telle que H, soit, pour tout x € X, un espace hilbertien complexe.

Alors F = H H. est un espace vectoriel complexe.

reX
Un élément de F est une application z — &(x) définie sur X telle que (z) € H, pour

tout z € X.

Une telle application est appelée un champ de vecteur sur X.

SiY C X, un élément de H H. est un champ de vecteur sur Y.
€Y

Ajoutons maintenant la condition de mesurabilité : Soit x —— H, un champ d’espaces
hilbertiens sur X et F l'espace vectoriel des champs de vecteurs.

Définition B.2.2

On dit que les H, forment un champ p-mesurable d’espaces hilbertiens complexes si ’on
s’est donné un sous-espace vectoriel & de F possédant les propriétés suivantes :

i) Pour tout £ € G, la fonction  — [|€,|| est p-mesurable.

it) Sin € F est tel que, pour tout £ € &, la fonction numérique complexe x — (£,|n,)
soit pu-mesurable, alors n € G.
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i17) 11 existe une suite (£(n)) d’éléments de & telle que, pour tout x € X, les £(n), forment
une suite totale dans H,.

Les champs de vecteurs appartenant a & sont appelés champs p-mesurables de vecteurs.
Une suite (£(n)) de & possédant la propriété (iii) est appelée une suite fondamentale de
champs p-mesurables de vecteurs.

Il nous faut maintenant rappeler la définition de l'intégrale hilbertienne d’espaces de
Hilbert.

B.2.1 Champs de vecteurs de carré intégrable
Intégrale hilbertienne

Soit & — H, un champ p-mesurable d’espaces hilbertiens sur X.

Définition B.2.3
Un champ de vecteurs £ sur X est dit de carré intégrable s’il est mesurable et si

Sl duta) < +x.

L’ensemble des champs de carré intégrable est un espace vectoriel complexe fR.
Pour &,n € R, (&:|n.) est une fonction intégrable de x. La définition :

(€l = / (alne) d ()

a donc bien un sens et confere a R une structure d’espace préhilbertien complexe.
2 2
Pour § € R, on a [|¢]]" = [ [|&[]" d ().

Les £ € R tels que ||¢]| = 0 sont exactement les £ qui sont nuls presque partout.

On peut alors identifier deux élément de R égaux presque partout et considérer ’espace
préhilbertien séparé ‘H associé a R

Dans la suite, les éléments de 7 seront traités comme des champs de vecteurs,
toutes les fois qu’il n’en résultera pas de confusion. Pour £ € H, on parlera des
valeurs &, € H, de €.

Notons que les &, sont déterminés seulement «aux ensembles négligeables pres».

Le résultat fondamental est le suivant

Proposition B.2.1

i) L’espace H est hilbertien.

i) Si une suite (&,) d’éléments de H converge vers un élément & de ‘H au sens de la
métrique de H, il existe une suite extraite de (§,) qui converge vers £ presque partout.

¥
L’espace H s’appelle 'intégrale hilbertienne des H,. et se note / H.d p(x).

@
Si & est un champ de vecteur de carré intégrable, on notera aussi parfois Edp(x)

I’élément correspondant de H.
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B.2.2 Champs mesurables d’opérateurs

Avant de définir les champs d’algebres de von Neumann, il nous faut rappeler la notion
de champs d’opérateurs.
Nous supposerons donné un champ mesurable d’espaces Hilbertiens (H,)zex

H:/@Hmdu(aj)

Définition B.2.4
Un champ mesurable  — T, € L(#H,) est dit essentiellement borné si la borne supérieure
essentielle C' de la fonction z — ||T,|| est finie.

Pour T définie ci-dessus, on a ||T']| = C.

Corollaire B.2.2
Si deux champs mesurables essentiellement bornés d’opérateurs définissent le méme élé-
ment de L(H), ils sont égaux presque partout.

Définition B.2.5
On dit qu’une application T" € L(H) est décomposable si elle est définie par un champ
mesurable r — T, essentiellement borné. On écrit alors

T:/EBTxdu(x)

B.2.3 Champs mesurables d’algebres de von Neumann

Définition B.2.6
Pour tout z € X, soit M, une algebre de von Neumann dans H,. L’application z — M,
est appelée un champ d’algebres de von Neumann sur X.

Définition B.2.7

Un champ d’algebres de von Neumann z —— M, sur X est dit mesurable s’il existe une
suite (z — T(i),); de champs mesurables d’opérateurs tels que, presque partout, M,
soit ’algebre de von Neumann engendrée par les T'(7),.

Définition B.2.8

Une algebre de von Neumann M dans H est dite décomposable si elle est définie par un
champ mesurable x — M, d’algebres de von Neumann.

On écrit alors

M = / @deu(x).

On définit de facon analogue la notion d’algebre hilbertienne décomposable ([Di69], 11.4.2)
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B.2.4 Champs mesurables de poids

Nous supposerons donné un champ mesurable d’espaces Hilbertiens (#H,),cx et une al-
gebre de von Neumann décomposable,

’H:/@’Hmdu(x), M:/GBde,u(z)

avec M, C L(H,) pour tout z € X.
Soit € X. On considere une trace 7, sur (M,).
J. Dixmier définit alors la notion de champ de trace mesurable ([Di69], I1.5.1) comme suit

Définition B.2.9
On dit que le champ de traces (7,), est mesurable si, quel que soit le champ d’opérateurs
(Ty)zex tel que T, € (M,)4 pour tout x € X, la fonction & — 7,(7,) est mesurable.

Si on se donne un champ de traces mesurable et que ’on suppose © — T, essentiellement

¥
borné, nous pouvons alors dire que T = / T,du(x) € My et le nombre /Tm(Tm)dM({l?)

ne dépend que de T. On peut alors poser 7(T') = /Tx(Tm)d/L(l‘).

Nous pouvons alors citer la proposition suivante ([Di69], II.5.1 — proposition 1)

Proposition B.2.3 o
T est une trace sur M, notée T = / T.dp(z). De plus,

i) T est finie si et seulement si [ 7,(I)du(z) < 400

ii) Si les T, sont normales presque partout, alors T est normale.

Si, de plus, T est semi-finie, alors les 7, sont semi-finies presque partout.
iii) Si les 1, sont fidéles presque partout, alors T est fidéle.

Pour terminer, citons le théoreme suivant ([Di69], I1.5.2. — théoreme 2) qui nous donne
une réciproque partielle de ce qui précede.

Théoreme B.2.1
Si on suppose que M est semi-finie et si, de plus, T est une trace normale fidéle semi-finie
sur M., alors il existe un champ mesurable (1), de traces normales fidéles et semi-finies

sur les (M), tel que T = / Todpu(z)

Intéressons nous maintenant au prédual et définissons les champs de poids sur une algebre
de von Neumann. Rappelons tout d’abord une notation usuelle : si ¢ est un poids sur
une algebre de von Neumann M, on pose :

n, ={T e M:o(T"T) < o0}

Les définitions et propriétés énoncées ci-dessous sont détaillées dans [Ta03] (VIII, §4).
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Définition B.2.10

Un champ (¢,).ex de poids fidéles normaux semi-finis sur (M,) est dit mesurable s’il
existe un ensemble dénombrable de champs mesurables d’opérateurs {(7'(j))zex }jen avec
T(j)z € M, pour tout z € X et tout j € N tel que :

1. pour tout j € N, pour tout z € X, T'(j), € n,, N1

2. les fonction x —— @ (T (§)XT(k),) et © — @ (T(j).T(k)%) sont mesurables pour
tous j,k € N

3. pour tout x € X, {T'(j), : j € N} est dense dans n,, Nn’_pour la norme

IT|F, = ¢o(T*T +TT*)%, T €n,, Nnl,

On peut alors définir le poids associé sur M comme suit

Définition B.2.11
On se donne un champ mesurable (¢,) de poids normaux semi-finis fideles sur (M,) et

¥ S
on considere M = / M du(z) et A = / 2,dp(z). On note alors ¢ le poids sur M

donné par I'intégrale directe des ¢, sur A et on écrit

w=/®wmdu(x)

Enfin, citons le théoréme suivant, qui nous donne le calcul du poids de certains éléments

de M.

Théoreme B.2.2

Soit (¢,) un champ mesurable de poids normaux fidéles semi-finis sur (M).

Si (T,) est un champ mesurable d’opérateurs de (M,), alors la fonction x — (1)
est mesurable.

D
D’autre part, si T = (T,) € M., alors p,(T) = / 0o (Ty)dp(z)

B.3 Poids opératoriel

Dans son article [Haa79], U. Haagerup définit la notion de poids opératoriel comme une
généralisation de la notion d’espérance conditionnelle. Pour cela, il commence par in-
troduire 1’équivalent non commutatif de I’ensemble des classes d’équivalence de fonctions
p-mesurables sur un espace X a valeurs dans [0; +00], qu’il nomme partie positive étendue
d’une algebre de von Neumann.
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B.3.1 Partie positive étendue

Définition B.3.1

Soit M une algebre de von Neumann, M, son prédual. Un opérateur généralisé positif
affilié & M est une application m : M} +—— [0; + oo] telle que

1) m(Ap) = Am(p), p € M, A 20

2) m(p +¢) = m(e) + m(y), ¢, € My

3) m est semi-continue inférieurement

[’ensemble de ces applications est appelé la partie étendue positive ./T/l\Jr de 1'algebre de
von Neumann M

On peut voir M comme un sous-ensemble de ./T/l\Jr En effet, chaque © € M définit un
élément de ./T/l\Jr par ¢ — p(z), p € M.

Exemple : Soit M une algebre de von Neumann sur un espace de Hilbert H et soit A un
opérateur autoadjoint positif (non nécessairement borné) affilié a M. Soit A = fooo Adey
la résolution spectrale de A. Posons

malp) = / TMp(er), e M;

Alors m 4 est un opérateur positif généralisé.

Définition B.3.2
Soit m,n € My, a € M, A > 0. On définit Am, m + n et a*ma par, si p € M,

(Am)(p) = Am(p)
(m +n)(p) =m(e) +n(p)
(a*ma)(p) = m(apa®)

ou apa* = ¢(a* - a).
Ce sont des opérations internes, qui coincident avec les opérations usuelles sur M si m et
n sont bornées.

Ainsi, M est fermé pour I'addition, mais aussi sous les limites croissantes.

Si M est abélien, alors M ~ L*(, ). Dans ce cas, /T/l: correspond a I’ensemble des
classes d’équivalence de fonctions p-mesurables sur €2 & valeurs dans [0; + oo

Lemme 22 -

Soit M une algebre de von Neumann sur H et soit m € M. Il existe un sous-espace
fermé K C H et un opérateur positif autoadjoint (non nécessairement borné) A sur K tel
que

HA%g si € € D(A%)

‘ 2

m(we) = .
o0 S1non

Le couple (K, A) est unique; K et A sont affiliés a M.
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Théoréme B.3.1

Soit M une algebre de von Neumann. Chaque m € ./T/l\Jr admet une unique résolution
o

spectrale de la forme m(y) :/ Ade(ey) + ocop(p), ¢ € MJ, ot (ex)re[oto0] €St une

0
famille croissante de projections dans M telle que A — e, est fortement continue a

droite, et p=1— lim e,. De plus,
A—+00

ep = 0 si et seulement si Vo € M\ {0}, m(¢) > 0
et p =0 si et seulement si {¢ € M} |m(p) < +oo} est dense dans M.

Corollaire B.3.1
Tout m € M est la limite ponctuelle d’une suite croissante d’opérateurs bornés de M

Définition B.3.3
Soit m € B(H);. On dit que m est affilié & M si w*mu = m pour tout unitaire de M’.

Proposition B.3.2 - .
Il y a une 1-1 correspondance entre M et I’ensemble des m € B(H), affiliés & M.

Proposition B.3.3
Tout poids normal ¢ sur M admet une unique extension (encore notée ¢) a /T/l:, telle
que
1) Pour m € M, et A >0, o0na w(Am) = Ap(m)
2) Pour m,n € M., o(m+n) = p(m) + p(n)
3) Pour m;,m € Mo, m; Sm = o(m;)  p(m)
ou m; /*m signifie que w(m;) / w(m),Vw € M.

Ces définitions étant posées, U. Haagerup définit le poids opératoriel entre deux algebres
de von Neumann.

B.3.2 Poids opératoriel

La notion de poids opératoriel généralise la notion d’espérance conditionnelle. En voici
une définition.

Définition B.3.4
Soit My et My deux algebre de von Neumann, My C M;. Un poids opératoriel de M,

dans My est une application T': M;, — m qui satisfait :
1) Pour A > 0et z € My, onaT(\x)=\(z),

2) Pour x,y € My, T(x+y) =T(z) + T(y)

3) Pour a € My, et a € My, T(a*za) = a*T (z)a.

De plus, T" est dit normal si

4) Pour z;,x € My, x; v = T(x;) /T (x),
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De méme que pour les poids, on pose
ny ={x € My : |T(z"2)|| < +oc}
et my = npny = span {2y : x,y € ny}

On peut vérifier que :

i) mp =span {x € My, : [|[T(2)] < +oo}

i1) my et np sont des modules bilat‘eres~sur M.

i11) T admet un unique prolongement 7' : my — M, satisfaisant

T(azb) = aTb, x €mr,a,b€ M,

Proposition B.3.4

Soit T' un poids opératoriel normal de My dans M. Si ¢ est un poids normal sur M,
alors ¢ o T est un poids normal sur M;. (ot ¢ est étendue a ./\//l;r par la proposition
B.3.3).

Si ¢ est un poids normal fidele semi-fini sur My et T' est un poids normal fidele semi-fini
de M dans M, alors ¢ o T est normal fidéle semi-fini.
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TITRE en francais :

Espaces LP de I’algebre de von Neumann d’un groupoide mesuré.

RESUME en francais :

L’inégalité de Hausdorff-Young a été généralisée aux groupes localement compacts par R. Kunze
dans le cas unimodulaire puis par M. Terp dans le cas général. Une version de cette inégalité a
été donnée par B. Russo pour les opérateurs intégraux. Dans cette these, on établit une inégalité
de Hausdorft-Young pour les groupoides mesurés qui recouvre ces résultats. Comme dans les
cas des groupes non commutatifs, on utilise la théorie non commutative de I'intégration. La
majeure partie de ce travail est I'identification des espaces L? de I'algebre de von Neumann du
groupoide dans les cas p = 1, 2 comme espaces de fonctions et aussi comme espaces d’opérateurs
aléatoires.

MOTS-CLES : groupoides mesurés ; algébres de von Neumann ; espaces LP non-commutatifs
inégalité de Hausdorff-Young

TITRE en anglais :

L? spaces of the von Neumann algebra of a mesured groupoid.

RESUME en anglais :

The Hausdorff-Young inequality was generalized to locally compact groups by R. Kunze in the
unimodular case, and then by M. Terp in the general case. A version of this inequality was
given by B. Russo for integral operators. In this thesis, we prove a Hausdorff-Young inequality
for measured groupoids, that contains these results. As in the case of non abelian groups, we
use the non-commutative theory of integration. The main part of this work is to identify the
L? spaces of the von Neumann algebra of the groupoid when p = 1, 2 with functions spaces
and also as random operators spaces.

MoOTS-CLES : mesured groupoids; von Neumann algebras; non-commutative LP spaces ;
Hausdorff-Young inequality
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