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Introduction

1. Présentation générale

Dans cette these nous construisons un dictionnaire entre deux types d’objets
et nous l'utilisons pour prouver de nouveaux résultats. Nous parlerons deux lan-
gages : celui des billards polygonaux, et celui des feuilletages holomorphes du plan
complexe invariants par homothéties, i.e., les feuilletages homogenes.

L’étude du jeu de billard sur un polygone dans une direction fixée se ramene a
I'étude d’un feuilletage par des géodésiques d’une surface plate «engendrée» par
le polygone. Grosso modo, le dictionnaire qu’on présente montre que cette surface
plate est biholomorphe a la courbe intégrale «générique» d"'un champ de vecteurs
holomorphe et homogene X de C?. Ce champ de vecteurs est déterminé, a mul-
tiplication scalaire pres, par les angles et la longueur des cotés du polygone et
définit avec ses courbes intégrales un feuilletage homogene. Le biholomorphise
entre la surface plate et une courbe intégrale de X envoie tout feuilletage géo-
désique de la premiere sur les courbes intégrales d’un champ réel de la forme
Re(e?X), 0 € R/2nZ.

Les feuilletages holomorphes et réels constituant un des langages du diction-
naire définissent de facon naturelle des feuilletages singuliers de codimension
réelle un et deux de 1'espace projectif RPP(3). Nous obtenons ainsi une version
projective du dictionnaire. Nous verrons que comprendre la dynamique des tra-
jectoires d"un billard polygonal revient & comprendre la «dynamique» des feuilles
d’un feuilletage réel de RPP(3) de codimension deux.

Cette these se compose de trois chapitres. Dans les deux premiers nous in-
troduisons les langages, nous construisons le dictionnaire et nous montrons son
utilité en présentant des résultats nouveaux autant pour les billards polygonaux
que pour les feuilletages homogenes. Le dernier chapitre, indépendant du reste
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4 INTRODUCTION

du texte, traite de 1’étude de I’application qui associe a chaque triangle son triangle
orthique, c’est a-dire, le triangle dont les sommets sont les pieds des hauteurs. En
particulier, nous exhibons un méthode géométrique pour construire des orbites
périodiques sur un triangle isoceles aigu dont la longueur combinatoire est 5.

2. Généralités

2.1. A propos du billard.

Vraisemblablement, le billard que 1’on connait aujourd’hui provient d'un jeu
médiéval pratiqué sur le sol et a I'extérieur, consistant a manipuler une certaine
quantité de billes en bois a I'aide de batons recourbés a leur extrémité. Ce diver-
tissement antique est a I'origine du cricket, du golf et du billard. En gros, le billard
nait lorsque on décide de le représenter sur une table pour pouvoir le pratiquer a
l'intérieur.

En France, et probablement dans le monde entier, la premiere table connue
a été fabriqué en 1469 par le Maitre ébéniste-menuisier HENRI DE VIGNE sur com-
mande du roi LOUIS XI. Le jeu est a I’origine réservé a la noblesse. Il a fallu at-
tendre le XVII siecle pour le voir entrer dans les moeurs : dans un édit de 1634
Louis XIII, roi qui avait proclamé la fin de la Régence sur une table de billard au
Louvre, interdit a tout noble 1’accés aux academies de billard réputées de «récep-
tacles de rodomonts, de fanfarons, de spadassins et raffinés d’honneur, de pas-
sevolans ou militaires sans paye, de coupeurs de bourse ou tireurs de laine». A
I"époque on distingue le billard de salon, pratiqué par des <hommes d’honneur»
et attaché a la noblesse jusqu’a la Révolution, du billard académique.

C’est le billard académique qui évoluera vers le jeu de billard que I’on connait
al’époque actuelle. Le premier changement important dans le jeu arrive au début
du XIX siecle grace a l'ingéniosité de FRANCOIS MINGAUD, ancien capitaine d’in-
fanterie au service de France et de 'Empereur. MINGAUD consacrait le temps pen-
dant son séjour carcéral au jeu des billes et il 'améliora en collant a I’extrémité en
bois de la queue de billard une rondelle en cuir. Ce petit détail permet au joueur
de mieux controler la direction de la trajectoire de la bille et son moment angu-
laire initial. On obtient ainsi des «coups extraordinaires et surprenants», mémes
qui ont permit 8 MINGAUD de battre les «professeurs» de billard de la capitale et



2. GENERALITES 5

de se faire une réputation de maitre du jeu. L'ensemble des techniques par lui dé-
veloppées font partie d'un traité sur le billard intitulé Noble Jeu de Billard. Coups
Extraordinaires et Surprenants (1831).

La cinématique et les mouvements composés derriére les illustres coups de
MINGAUD ont intéressé le mathématicien GASPARD-GUSTAVE CORIOLIS, célébre
a cause de la loi qui porte son nom. Le fruit de sa curiosité est Théorie mathématique
des effets du jeu de billard (1835), le premier traité scientifique sur le jeu de billard.
Dans son texte, CORIOLIS concentre son attention plutot sur les effets de frotte-
ment de la bille avec la table que sur la sensibilité de la trajectoire a la direction
de la queue.

Le modele mathématique dans lequel s’inscrivent les billards qu’on aborde
dans cette these néglige complétement I'interaction des billes avec la surface de la
table ainsi que leur moment angulaire. Plus précisément, nous appellerons billard
mathématique, ou simplement billard, le systeme dynamique qui résulte du mou-
vement sans friction d’un point a vitesse constante dans un domaine du plan dont
le bord est lisse par morceaux. Lorsque la trajectoire de la bille rencontre le bord
de la table nous avons deux possibilités : soit elle le fait dans un coin, soit elle
le fait dans un point ou1 le bord est lisse. Dans le premier cas, a I'instar du billard
anglais, on imagine 1’existence d’une poche infinitésimal et on convient que la
trajectoire de la bille s’arréte. Dans le deuxieme, on suppose que la collision est
élastique et que la bille se reflete en suivant la loi optique de DESCARTES angle
d’incidence égal a angle de réflexion.

dans un ellipse,



6 INTRODUCTION

dans un énneagone.

Il ne faut pas concevoir les billards comme une théorie mathématique en soi mais
plutdét comme une cour de récréation (ANATOLE KATOK dixit [25]) inscrite dans le
jardin des systemes dynamiques ot les mathématiciens s’amusent en essayant et
afftitant diverses méthodes et approches.

Nous nous amuserons avec les billards dont la table a une forme polygonale.
Grace a une construction classique, on peut ramener 1’étude de la dynamique des
trajectoires d’un billiard sur un polygone P a 1’étude du flot géodésique d"une
surface plate «<engendrée» par le polygone. Nous la désignons par S(P). D’apres
sa construction, cette surface est de translation, i.e., les changements de coordon-
nées 'atlas définissant sa structure sont des translations du plan C.

Dans cette these S(P) est une surface lisse, typiquement «engendrée» par le
polygone P privé de 'ensemble de ses sommets.

Historiquement, il s’agit de 1’approche la plus effective pour résoudre des
questions naturelles comme l'existence de trajectoires fermées ou denses dans
la table. Cependant, méme pour un triangle obtus général, ces questions restent
ouvertes. Des progres récents a cet égard ont était achevés par R. E. SCHWARTZ.

2.2. Feuilletages holomorphes homogenes.

Intuitivement, un feuilletage non singulier d’une variété analytique est une
partition compatible avec la structure de la variété dont les classes d’équivalence,
appelées feuilles, sont toutes des sous-variétés (réelles ou complexes) de méme di-
mension disposées localement comme les feuilles d"un livre. On peut faire remon-
ter la notion du feuilletage au XIXeme siécle. Son origine se trouve dans 1’étude
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des solutions des équations différentielles analytiques en tant que surfaces de
Riemann non paramétrées [15]. GEORGES REEB fut le premier a donner une défi-
nition précise [40]. L’approche des feuilletages homogenes utilisée dans ce texte
est basée sur les travaux de DOMINIQUE CERVEAU et JEAN-FRANCOIS MATTEI sur
les formes intégrables holomorphes singulieres [8].

Cette thése s’inscrit dans le contexte des feuilletages holomorphes homogenes
a singularité isolée et cone tangent réduit. Si le degré du cone tangent est v+ 1, un
tel feuilletage laisse invariantes v+ 1 droites passant par la singularité. Nous nous
concentrons a étudier le cas quadratique, c’est-a-dire, v = 2. Dans ce cas nous pou-
vons supposer, quite a faire agir une transformation linéaire, que les trois droites
invariantes passant par la singularité sont de pentes 0, 1 et co. Suivant [8], les
feuilletages homogenes considerées sont définis par des 1-formes holomorphes
du type
u g MEmma) ) ey

2122(22 - 21) 21 zZ2 22 — 21

(1)

Par comodité, nous supposons de méme que le parametre A = (A, Ay, A3) satis-
fait Ay + A2 + A3 = 1. Nous désignons par F, le feuilletage définit par une telle
forme. Le feuilletage F, possede, a difféomorphisme pres, trois types de feuilles :
le point singulier, une droite pointée et une feuille «générique». En effet, toute ho-
mothétie de C? échange difféomorphiquement les feuilles de F. Cela ne veut par
dire que le feuilletage soit simple : pour des parametres génériques, toute feuille
générique est dense dans le plan complexe [9].

Soit X, le champ de vecteurs holomorphe satisfaisant 1'équation
ix,dz N\ dzy = w. Ici, ixdz A dz, désigne la dérivée intérieure du champ X par
rapport a la forme de volume dz; A dz,. A tout feuilletage F, on peut associer
naturellement une famille & un parametre de feuilletages réels de C? : il s’agit
des feuilletages formés par les courbes intégrales des champs de vecteurs réels
Re(e? X)), 6 € R/277Z. Nous désignons ces feuilletages réels par F) » ou simple-
ment Fy. La restriction de Fy a une courbe intégrale de X, est un feuilletage. A
notre connaissance ces feuilletages n’ont pas été étudiés et les questions suivantes
restent ouvertes :

QUESTION 1. Existence d’orbites périodiques. [6]

Existe-t-il, pour X fixé, une direction 6 € R/2nZ telle que F) o posseéde une feuille com-
pacte non triviale ?
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QUESTION 2. Transitivité topologique. (ibid)

Existe-t-il, pour X fixé, une direction § € R /277 telle que F) g posseéde une feuille dense
dans C* ou dans une feuille générique de F ?

Comme on le verra plus loin, la premiere question est liée au probleme d’exis-
tence de trajectoires fermées dans le billard sur un polygone et la deuxieme a la
transitivité topologique du «flot» du billard dans "espace de phases.

2.3. Dictionnaire.

Le dictionnaire que nous présentons trouve son origine dans l’étude des feuille-
tages réels F) y. Une premiere approche consiste a rectifier le champ Re(e" X)) res-
treint a une feuille générique de F\ dans un ouvert de la feuille aussi grand que pos-
sible. Cette idée naturelle est cruciale. Pour cela on éclate 1’espace C? a 1'origine.

Le feuilletage F, définit naturellement un feuilletage holomorphe F, d’espace
éclaté. Notons ¢ € P!(C) la variable du diviseur exceptionnel. Toute feuille «gé-

nérique» de F, (provenant d"une feuille générique de F)) est paramétrisée loca-
lement par la variable ¢. Un calcul montre que la locale rectification d’un champ
Re(e X)) est réalisée par une branche de :

@) o /0 NI (E - )N

oui,j € {1,2,3}. Quand A7, Ao et A\37 sont les angles d’un triangle, (2) est une
transformation de SCHWARZ-CHRISTOFFEL. Ces transformations sont des repré-
sentations conformes d’un demi-plan dans C sur l'intérieur d"un triangle. Nous
nous appuyons sur ce fait pour prouver notre résultat principal :

THEOREME. Soit P le triangle d'angles \im, Ao et Asm. Alors pour toute direction
0 € R/2nZ et L feuille générique de F) fixées, le biholomorphisme qui rectifie locale-
ment feuilletage réel Fg| 0 s'étend a la feuille L. 1l est a valeurs dans la surface plate
engendrée par le triangle P et conjugue Fy g| o 4 un feuilletage formé par des géodesiques
«paralléles» a une méme direction.

Etant donné que S(P) est une surface de translation, elle est a holonomie tri-
viale et cela nous permet de parler sans ambiguités de géodésiques «paralleles»
a une méme direction. Nous prouvons aussi le réciproque de ce théoréme : tout
feuilletage «géodésique» de la surface plate engendré par le triangle P est conju-
gué a Fy ¢, 0 € R/2rZ fixé, pour une certaine feuille générique £ de F,, A point
réelde}, =1.
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Soient p € R* et § € R/27Z. Désignons par pe” L I'image de 'homothétie
(21, 21) ~ pe(z1, zp) restreinte a une feuille £ de F,. Nous prouvons de méme :

THEOREME. Supposons que la feuille £ de F munie du feuilletage réel F g| . est
conjuguée a la surface plate engendrée par le triangle P munie du feuilletage formé par
les géodésiques «paralléles» a la direction ¢, € R/2nZ. Alors, pour tout 8" € R/2nZ et
p € R* , la feuille générique pe’ L munie du feuilletage réel Fro, peie’ . €St conjuguée a
la surface plate engendrée par le triangle P munie d'un feuilletage formé par des géodé-
siques «paralleles» a la direction 0 + ' € R/2nZ.

Les deux résultats précedents entrainent que, pour toute feuille £ € F, fixée,
I'ensemble

3) M(L) :={e’L | 0 € R/27Z}

muni du feuilletage Fy—, «réprésente» le fibré tangent unitaire de la surface S(P)
muni du feuilletage réel défini par le «flot» géodésique. Puisque le fibré tangent
unitaire de S(P) est un produit, toute surface invariante par le flot géodésique
s’identifie naturellement a la surface de translation S(P) feuilletée par I’ensemble
de géodésiques paralleles a une direction fixée. Chacune de ces surfaces inva-
riantes feuilletées est conjuguée a une feuille dans M (£) munie du feuilletage réel
Fo—o | et vice versa. En gros, le fibré tangent unitaire de la surface de translation
S(P) joue le role d’espace de phases du jeu bu billard sur le polygone P. Ainsi,
nous pouvons penser a I’ensemble M (L) comme étant une version «<immergée»
de cet espace de phases dans C?. Indépendamment de la feuille £, I'ensemble
M (L) est une variété Levi-plate singuliere de dimension réelle 3.

2.3.1. Applications.

Une conséquence immédiate des résultats précédents est que la feuille gé-
nérique de F, est difféomorphe a la surface plate «<engendrée» par le triangle. En
utilisant des arguments classiques de la théorie des revétements, nous détermi-
nons le type topologique des feuilles de F) lorsque Ay, \; et A3 sont des nombres
complexes formant un ensemble non-résonnant, notion précisée plus loin. Cela
nous permettra de spécifier le type topologique de la surface de translation «en-
gendrée» par un polygone dont les angles sont des multiples irrationnels de =
non-résonnants. Plus précisément, nous montrerons que cette surface est homéo-
morphe a un plan auquel on a ajouté un infinité dénombrable d’anses. Cette sur-
face non compacte est connue sous le nom de monstre du Loch Ness [14].

On peut se servir du dictionnaire pour «traduire» chaque résultat que 1'on
P P q q
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connait pour les billards en termes de feuilletages. Grace aux outils propres a
la théorie des feuilletages (monodromie explicite, existence d'une intégrale pre-
miere globale et caetera) nous pouvons faire mieux qu’une traduction directe. Par
exemple nous prouvons le :

THEOREME. (Densité d’orbites périodiques)

Supposons que Ay, Xom et Asm sont les angles d'un triangle et que \; € Q, j =
1,2,3. Soit 8 € R/27Z fixé. Alors I'ensemble des feuilles compactes de Fy g est dense
dans C2.

Ce théoréeme donne une réponse a la question 1 dans le cadre des parametres
A rationnels. Remarquons également que les feuilles compactes des feuilletages
F0, qu'on appellera dorénavant orbites périodiques, ne sont jamais isolées. Nous
prouvons un résultat analogue lorsque les parametres \;m, A;m et Agm corres-
pondent aux angles d’un triangle rectangle général. Ce type d’énoncés s’appuie
sur les travaux de BOSHERNITZAN, GALPERIN, KRUGER et TROUBETZKOY concer-
nant la distribution des points dans l'espace de phases du billard définissant une
trajectoire périodique [3], [48].

En ce qui concerne la distribution des feuilles du feuilletage réel F, y nous
prouvons, entre autres :

THEOREME.

Supposons que \ym, Xom et Asm sont les angles d'un triangle et que \; € Q, j =
1,2,3. Soit § € R/2nZ fixé. Alors I"ensemble de feuilles de F\ dans lesquelles F) g| » ne
présente pas de feuille dense est de mesure de LEBESGUE nulle.

En fait, nous prouvons si A est un point rationnel alors, le complement dans
C? de I'ensemble ou le feuilletage F) 4 restreint a une feuille de F) est minimal
(toute feuille est dense) est de mesure de LEBESGUE nulle. Nous répondons ainsi
a une partie de la question 2 : il existe des feuilletages réels F) y possédant des
teuilles denses dans les feuilles génériques de F,. Rappelons nous que quand le
parametre \ est réel, les feuilles de F, ne sont pas denses dans le plan complexe.
Par exemple, dans le cas rationnel, nous voyons qu’elles sont d’adhérence algé-
brique dans CP(2).

Passage a RP(3). Le feuilletage F), définit naturellement un feuilletage G, de
RP(3) via la projection naturelle IIgp() : R* \ 0 — RP(3). Le feuilletage G, pos-
sede, a difféomorphisme prés, deux type des feuilles : une feuille «générique»
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(projection de la feuille générique de F,) et trois «cercles» (RIP(1)) provenants des
droites dans F, passant par la singularité. Ils forment le lieu singulier de G,. Nous
désignons leur réunion par Sing(G,).

Lorsque la représentation d’holonomie de F, ne contient pas l'involution
z ~ —z, ce qui est le cas générique, la restriction de la projection Ilgpe) a une
feuille générique de F) est un difféomorphisme. Cela marche de méme pour les
feuilletages réels F,g. Nous désignons par G,y la projection de ces feuilletages
réels. Le lieu singulier de ces feuilletages réels est formé par trois points singu-
liers, chacun contenu dans un des «cercles» formant Sing(G,). L'appartenance de
z ~» —z au groupe d’holonomie de F) dépend exclusivement du parametre \.
Quand tel est le cas nous dirons que A est fortement résonnant.

Lorsque le parametre ) est non fortement résonnant, la restriction de la projec-
tion IIgpes) a la 3-variété réelle M (L) conjugue le feuilletage réel F) 9 au feuille-
tage réel G, o restreint a RP(3) \ Sing(G,). Nous menons un étude géométrique
dans un voisinage de chaque cercle singulier formant Sing(G,) et de chaque point
singulier de G, g—( lorsque le paramétre \ est réel. Si p; désigne un de ces points,
nous prouvons que le germe de feuilletage défini par G, g en p; est conjugué au
teuilletage linéaire définit dans un voisinage de l'origine par les courbes intégrales
du champ de vecteurs réel :

4) \jxd/0x — y0/0y — 20/0z

Pour examiner Sing(G,), nous éclatons RP(3) dans chacun des «cercles» for-
mant cet ensemble. Nous désignons par ]1% la variété obtenue. Chacun des
diviseurs exceptionnels dans cette variété est un tore RP(1) x RP(1). Les feuille-
tages G et G, ¢ définissent naturellement des feuilletages a; et é;; sur cette va-
riété éclatée. La topologie des feuilles de G, ne coincide pas avec celle des feuilles
de Gy mais G,  est isomorphe a é;; en dehors des diviseurs exceptionnels. Nous

montrons que la trace du feuilletage Gy sur chaque tore RP(1) x RP(1) est un
feuilletage en droites.

L’étude géométrique décrit dans les paragraphes précédents nous permet de
préciser le dictionnaire dans sa version projective. Plus précisément, nous mon-
trons que les feuilles de G, s ayant comme «extrémité» un point singulier p; cor-
respondent a des trajectoires du billard aboutissant dans un sommet de P. Cela
nous permet de prouver que, indépendamment de la direction § € R/27Z, chaque
feuilletage réel G, y présente une infinité dénombrable de feuilles «joignant» des
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points singuliers. Nous verrons que le feuilletage en droites sur les tores qui ré-
sultent d’éclater les cercles formant Sing(G,) «représente» et «gouverne» la dy-
namique du billard sur le triangle dans un voisinage de chaque sommet. De
méme, nous prouverons que le billard est «totalement intégrable» au voisinage
de chaque sommet de P.

Nous arrivons a des résultats du type :

THEOREME. Soit § € R/27Z fixé. Alors il existe un sous ensemble du type G5 dense
de Z;’Zl Aj =1, \; >0, pour tout j = 1,2, 3 formé par des paramétres X pour lesquels
presque tout point de RIP(3), au sens LEBESGUE, est contenu dans une feuille de G ¢
dense dans RP(3).

Le discours concernant le dictionnaire et ses applications admet une extension
au cas des polygones ayant plus de trois cotes. Cette extension requiert des hy-
potheses et considérations techniques que nous aborderons dans cette these mais
que nous omettons dans cette introduction.

Par ailleurs, nous allons nous servir de la machinerie utilisée dans la construc-
tion du dictionnaire pour établir un lien entre les surfaces engendrées par les tri-
angles d’angles

TwTmwT, AT T, TTT
(5) {57575}7 {57171}7 {67575}7
les «triangles» d’angles
T T
1
(©) {n+1’ n+1’ fon>0

et les courbes intégrales des champs de vecteurs holomorphes définis par les
formes normales dites de GHYS-REBELO, que nous définirons plus tard. Ce type
de champs de vecteurs sont semicomplets et a singularité isolée ; leur premier jet
en la singularité est nilpotent, éventuellement nul. Dans le cas des triangles non-
dégénérés (5) les surfaces plates engendrées sont dites de VEECH arithmétiques
[19]. Le comportement des géodésiques satisfait une dichotomie, dite de VEECH,
analogue a celle que satisfont les feuilles d"un feuilletage en droites paralléles sur
un tore R?/Z? (densité ou périodicité). Par contre, nous verrons que les géodé-
siques dans un surface plate «engendrée» par un triangle dégénéré (6) ne sont
jamais ni fermées ni denses.
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2.4. L'application orthique.

Considérons le jeu de billard sur un triangle aigu P. Le triangle inscrit dont
les sommets sont les pieds des hauteurs décrit la trace d’une trajectoire fermée
d’une bille qui rebondit trois fois avant de revenir sur son point de départ. On
appelle usuellement cette trajectoire l'orbite périodique de FAGNANO en hommage
a GIULIO C. FAGNANO (1682-1766), italien, comte de Fagnani et marquis de To-
schi. Le triangle est appelé habituellement triangle orthique.

Dans le dernier chapitre de cette thése nous étudions l'application qui associe
a chaque triangle son triangle orthique. Nous appelons cette application, I'appli-
cation orthique. Le domaine naturel de cette application est I'espace de triangles.
Cette espace admet un interprétation en termes d’un feuilletage «exceptionnel»
de CP(3) et en conséquence la dynamique induite par la transformation orthique
peut induire une dynamique dans l'espace de feuilles de ce feuilletage.

Nous montrons que cette application posséde une «conjuguée» dont la dy-
namique est facile a décrire. Nous verrons que 1’application orthique sert a en-
gendrer des orbites périodiques de longueur combinatoire 5 dans les triangles
isoceles aigus.






CHAPITRE 1

Billards polygonaux, feuilletages homogenes

1. Surfaces de translation et billards polygonaux

La compréhension de la dynamique du jeu de billard sur un polygone a connu
un développement sans précédents lorsqu’on 1’a étudiée sur la surface de transla-
tion «engendrée» par ce polygone. Dans les paragraphes qui suivent nous visons
a expliciter le procédé qui permet d’engendrer une surface de translation a partir
d’un polygone ainsi que les généralités sur les billards polygonaux.

Il existe plusieurs facons de définir une surface de translation. Pour ce qui
nous intéresse nous considérons la définition suivant : une surface de translation
est la donnée d'un couple (5, AT L) o S est une surface réelle topologique et
AT L est un atlas dont les changements de coordonnées sont des translations.

Les surfaces de translation apparaissent naturellement dans plusieurs
contextes : 1'étude des modules des surfaces de Riemann, des feuilletages me-
surés et des billards mathématiques, entre autres.

1.1. Surfaces de translation engendrées par un polygone.

Soit P un polygone dans le plan réel. Nous notons () 1'ensemble de ses som-
mets, Arr(P)’ensemble de ses arétes et Int(F) son intérieur. Nous appelons cotés
prolongés de P les droites qui portent ses cotés. Le nombre de sommets d"un poly-
gone est appelé ordre du polygone.

15
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Remarque technique. Nous considérons que les sous ensembles @, Arr(P) et Int(P)
du polygone P sont disjoints. Le long de ce texte nous allons considérer des po-
lygones «non-dégénerés», c’est-a-dire, tels que

(1) Les points dans () sont en position générale;
(2) Les ensembles Int(P) et P\ Arr(P) sont connexes.

Les figures suivantes illustrent le type de cas dégénérés que nous souhaitons évi-
ter.

Polygones dégénérés.

DEFINITION 1. Soit P un polygone. Nous dirons qu'un sommet de P est rationnel
si I'angle en ce sommet tracé a l'intérieur du polygone est un multiple rationnel de 7. Un
polygone dont tous les sommets sont rationnels est appelé polygone rationnel.

Les réflexions du plan par rapport a chaque coté prolongé d'un polygone P
donné engendrent un sous-groupe d’isométries du plan que nous notons H(P).
Avec la donnée {P, H(P)} nous engendrons une surface de translation comme
suit.

Pour chaque élément o € H(P) nous définissons P, := o|pP comme l'image
de I'isométrie o restreinte au polygone . Nous obtenons ainsi une famille de po-
lygones P = Uper(py Po sur  laquelle agit H(P) de fagon
cohérente : I'image d’un sommet est un sommet, celle d"un c6té un coté.

On définit sur les points des polygones de la famille P la relation
d’équivalence ~ :

(1) Tout point de F, s’identifie a lui méme, pour tout o € H(P),

(2) Si x € P, et T est une translation telle que T'c € H(P) alors nous identi-
fionszaTx,
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(3) Si Py = P,,5 ol 0; est une réflexion du plan par rapport a un des cotés
prolongés de P, alors nous recollons ces deux polygones le long de leur
cOté commun.

Identification le long d"un c6té commun.

Exemple : Si P est un carré, on obtient un pavage du plan et, en applicant la regle
de collage (1)-(3) a la famille P, P/ ~ est un tore R?/Z>.

En général, en tant que surface de translation, le quotient P/ ~ n’est pas une
surface lisse. En effet, méme dans le cas rationnel, il suffit qu'un des angles de P
ne soit pas de la forme =, n € N, pour que P/ ~ ne soit pas lisse. Par exemple,
dans le cas d’ordre 3

™ T T ™ T T ™ T T
7 442z 42z £z
() {37373} {27474} {27376}
sont les seuls triangles pour lesquels P/ ~ est lisse.

Si on enléve les sommets de chaque polygone dans la famille P, alors le quo-
tient par rapport a ~ correspondant est une surface de translation [57]. Notons
IIp : P — P, e I'élément neutre de H(P), la projection qui associe a chaque
point d"un polygone P, son image via o' et définissons

(8) Somm(P) = 1(Q).

DEFINITION 2. Soit P un polygone. Nous appelons surface de translation engen-
drée par le polygone P le quotient

©) (P\ Somm(P))/ ~

Nous notons cette surface de translation S(P).
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Autrement dit, dans cette these, la surface de translation S(P) est engendrée
par un polygone auquel on a enlevé les sommets.

Les surfaces de translation héritent de toutes les structures du plan invariantes
par translation. En particulier toute surface de translation engendrée par un po-
lygone euclidien admet une métrique plate : il suffit de relever celle du plan via
la projection IIp. Nous noterons une telle métrique plate | dz |. Par ailleurs, la
mesure de LEBESGUE sur le plan réel se releve en une mesure, finie dans le cas
d’un polygone rationnel, sur S(P). Nous la noterons .

1.1.1. Compactification locale de la surface S(P).

Par définition la surface de translation S(P) n’est pas compacte mais nous
pouvons la compactifier localement «en ajoutant» les sommets rationnels du
polygone P.

DEFINITION 3. Soit P un polygone et Q' C Q) le complémentaire de I’ensemble
des sommets rationnels dans Q. Soit Somm’(P) := 115! (Q"). Nous appelons surface de
translation engendrée par le polygone P a singularités coniques le quotient :

(10) (P \ Somm!(P))/ ~

et nous la notons S(P).

Pour tout petit voisinage V' d'un sommet rationnel ¢ ajouté il existe un voisi-
nage de l’origine (W, 0) et un revétement ramifié d’ordre fini 7, : (V. q) — (W, 0)
tel que les sections locales en dehors de 0 sont des cartes de I'atlas de S(P). La
1-forme holomorphe dz sur C définit une 1-forme holomorphe globale sans zéros
sur la surface de translation S(P) que nous notons w,.. Nous remarquons que sur
S(P) les primitives z(p) = fpl; wg, fournissent la structure de surface de transla-

tion de S(P). La forme w,, s’étend de facon unique a la compactification S(P).
Au voisinage de chaque sommet ¢ ajouté elle s’écrit z*dz ou k + 1 est 'ordre du
revétement 7, [57].

Dans le cas oi1 P est un polygone rationnel, S(P) est bien connue : il s’agit
en effet d'une surface plate a singularités coniques relativement a la métrique
plate, compacte, et de genre fini [ibid].

Nota Bene. La construction de la surface de translation S(F) que nous avons pré-
sentée n’utilise pas le fait que le polygone est un sous-ensemble borné du plan
réel. En effet, elle reste valide lorsqu’on consideére des domaines plus généraux.
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Par exemple des ouverts simplement connexes de P*(C) dont le bord est une
courbe de Jordan lisse et rectifiable par morceaux.

1.1.2. Le feuilletage géodésique de S(P).

Notons T, (S) = Ty(S(P)) le fibré tangent unitaire de S(P); vu que les chan-
gements de coordonnées de S(P) sont des translations ce fibré est trivial. Soit

(11) dir : S(P) x R/27Z — R/27Z

la projection de ce fibré sur la composante R/27Z. Dans le fibré tangent unitaire
T, (S) la section dir~*(6) est invariante par le flot géodésique et lorsqu’on identifie
dir~1() avec la surface de translation S(P) on obtient un feuilletage par courbes
réelles de S(P) que nous appelons feuilletage géodésique de S(P) défini par 0 et que
nous notons Dy. Bien stir, dans le cas rationnel, ce feuilletage s’étend de facon

naturelle en un feuilletage singulier de S(P) dont les singularités correspondent
aux sommets rationnels ajoutés. Nous notons ce feuilletage singulier Dj.

1.2. Billards polygonaux.

Soit P un polygone, borné ou non, fixé. Nous appelons billard sur P le sys-
teme dynamique associé au déplacement d"un point dans P a vitesse constante et
soumis a la loi de réflexion de DESCARTES I'angle de réflexion est égal a I'angle d'in-
cidence lorsqu’il rencontre le bord du polygone OP. La trajectoire d"un tel point
est appelée trajectoire du billard ; on appelle communément le point décrivant cette
trajectoire boule du billard. La réflexion d’une trajectoire n’est pas bien définie dans
les sommets du polygone. Nous conviendrons donc qu'un point du billard se dé-

place, dans le passé et dans le futur, jusqu’au moment ot il rencontre un sommet
de P.

DEFINITION 4. Les trajectoires du billard rencontrant un sommet sont appelées tra-
jectoires singulieres. Une trajectoire singuliere liant deux sommets de P (pas nécessai-
rement distincts) est appelée diagonale généralisée.

Remarque. Le temps d’intégration d’une diagonale généralisée du billard est
borné et celui d’une trajectoire singuliere qui n’est pas une diagonale généralisée
est semi-borné. Toute trajectoire non singuliere a R comme intervalle maximal
d’intégration.
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Vu que la vitesse de déplacement d"un point est constante nous pouvons sup-
poser que le point se déplace a vitesse unitaire. Alors 1’espace des phases du
billard sur le polygone est P x R/27Z. Cet espace des phases admet une décom-
position en ensembles invariants par la dynamique du billard.

1.3. Les ensembles invariants du billard.

Dans cette section nous construisons une décomposition de l’espace des phases
P x R/277Z en ensembles invariants par la dynamique du billard sur P.

Considérons une condition initiale dans P x R/27Z et supposons que la tra-
jectoire du point en question rencontre transversalement le bord du polygone en
dehors des sommets; alors, du point de vue dynamique, nous remarquons qu’il
est équivalent (i) de suivre la trajectoire du point dans P apres réflexion ou bien
(ii) son prolongement dans le symétrique de P par rapport au coté ou le rebon-
dissement a lieu.

N
DN

La loi de Descartes vue comme identification dans 0P.

Considérons maintenant les parties linéaires des réflexions du plan par rapport

aux cotés prolongés du polygone P. Notons DH = DH(P) le sous-groupe de

0(2),le groupe d’isométries de R/27Z, engendré par ces parties linéaires et Opy(6)
la D'H-orbite d’une direction § € R/27Z. Pour chaque § € R/27Z nous définis-

sons

(12) Py :={(p,0') € PxR/27Z | 0 € Opy(0)}.
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Par définition toute trajectoire du billard ayant comme condition initiale un
point dans Py est completement contenue dans Py, c’est-a-dire que Py est inva-
riante par la dynamique du billard. Définissons sur les points de Py la relation
d’équivalence suivante (héritée de la précédente ~ ) :

(1) Tout point de Py s’identifie a lui méme.

(2) Soit z un point du bord de P et do la partie linéaire de la réflexion par
rapport au coté du polygone contenant z. Alors (z,0) ~ (z,¢’) si, et seule-
ment si, ¢ = dob.

Cette relation d’équivalence nous permet de construire des surfaces invariantes
par la dynamique du billard, a I'instar du procédé de construction de la surface
de translation S(P) a partir du polygone P. En effet, si I1p, désigne la restriction
de la projection P x R/27Z > (x,0) ~+ x & Py, le quotient (P, \ 11 (Q))/ ~ admet
une structure de surface de translation compatible avec celle de l'intérieur du
polygone [20].

DEFINITION 5. Nous appelons surface invariante du billard définie par la di-
rection § € R/27Z le quotient

(13) (P \ 15, (Q))/ ~ -
Nous la notons ¥y = X(P,0).

Les trajectoires du billard sur P définissent un «flot» sur 'espace de phases
P x R/2n7Z qu’on appelle normalement «le flot du billard». Il ne s’agit pas d'un
vrai flot vu qu’il y a des trajectoires rencontrant des sommets. On le note g;. Pour
toute direction § € R/27Z, 'ensemble P, est invariant par le flot g;. La restric-
tion de g, a Py définit un feuilletage réel sur la surface invariante ¥, que nous
notons By. Comme on 1a fait dans le cas de la surface de translation P, nous pou-
vons compactifier localement la surface Xy en ajoutant les sommets rationnels de
P a Py. Nous notons cette compactification locale > ; bien str le feuilletage By
s’étend en un feuilletage singulier de 3y que nous notons B.

1.4. Les surfaces de translation S(P) et X(P, 0).

Dans cette section nous rappelons que la surface invariante du billard >y et la
surface S(P) représentent, pour des directions § € R/277Z génériques, le méme
objet.
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Remarquons que, modulo l'identification par translations faite sur les élé-
ments de P, les procédés de construction de S(P) et (P, 6) définis précédem-
ment sont identiques. Cependant, lorsque nous jouons au billard sur un polygone
P dans une direction 6 paralléle a un c6té nous constatons que la relation d’équi-
valence ~ définie sur Py n’identifie les points de ce coté qu’a eux-mémes. Par
contre, lorsque nous construisons la surface de translation S(P) ce phénomene
n’arrive jamais.

Les surfaces Y4 et S(P).

DEFINITION 6. Une direction § € R/27Z est dite réquliere si, et seulement si, le
stabilisateur de 6 par rapport a DH(P) C Isom(R/2nZ) est trivial. Dans les autres cas 0
est appelée singuliere. Nous notons Regp C R /277 I"ensemble des directions réguliéres
associées a un polygone.

Autrement dit, ’ensemble des directions singuliéres est formé par les DH-
orbites dans R /277 des directions paralléles aux cotés du polygone P. Par exemple,
si P est rationnel, I'ensemble formé par les directions singulieres est fini. Dans le
reste des cas, il est dénombrable.

Exemple. Si P est un triangle équilatéral et 6 est paralléele & un des cotés alors,
comme montre la figure suivante, I'intérieur de ¥, est homéomorphe a un cy-
lindre (R/27Zx]0, 1]) et Xy est un cylindre fermé.



1. SURFACES DE TRANSLATION ET BILLARDS POLYGONAUX 23

La surface de translation ¥ lorsque 0 est non singuliere.

D’un autre coté les surfaces de translation S(P) et sa compactification S(P) sont
homéomorphes a un tore privé de trois points et a un tore respectivement.

La surface de translation Xy lorsque ¢ est non singuliere.

D’aprés les remarques précédentes nous obtenons :

PROPOSITION 1. Soit P un polygone et § € R/2nZ une direction fixés. Alors il
existe un plongement analytique réel

(14) int(Sg) — S(P),

ol int(Xy) désigne l'intérieur de la surface ¥y, qui envoie le feuilletage By sur la res-
triction du feuilletage Dy a l'image de (14). Si la direction 6 est réguliére, la fleche
(14) conjugue analytiquement les surfaces feuilletées (S(P),Dy) et (Xg, By), c’est-a-
dire qu’elle définit un isomorphisme réel analytique de surfaces envoyant les feuilles de
(39, By) sur celles de (S(P), Dy).

Remarque. En général le plongement (14) s’étend analytiquement a une fleche
Y9 — S(P). On remarque dans les figures précédentes que la fagon de plon-
ger int(Xy) dans la surface de translation S(P) n’est pas nécessairement unique.
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Dorénavant nous noterons
(15) immeg := X9 — S(P)

le plongement déterminé par :

(1) immy(p,8) = p € P., olt e € H(P) est I'élément neutre ;

(2) L'image de immg(p, ) restreint a un polygone dans la famille P, est un
polygone dans la famille P ; et

(3) immy envoie le feuilletage By sur la restriction de Dy a son image.

On établit ainsi un lien fondamental entre les billards polygonaux et les surfaces
de translation engendrées par un polygone.

1.4.1. Quelques résultats sur les billards polygonaux.

En dépit du fait que la théorie des billards mathématiques ait connu un grand
développement dans les dernieres années, les questions les plus naturelles concer-
nant la dynamique d’une boule de billard sur une table polygonale restent ou-
vertes.

Existence de trajectoires périodiques. Toute trajectoire fermée du billard est appelée
trajectoire périodique. Cette situation correspond aux feuilles compactes des sur-
faces invariantes du billard. Nous associons a chaque trajectoire périodique un
entier positif appelé longueur combinatoire qui correspond au nombre de cotés vi-
sités par la boule de billard avant de retourner au point de départ. La solution au
probléeme de G. C. FAGNANO (1682-1766) fournit une trajectoire périodique dans
les triangles aigus :

PROBLEME 1. (G.C. FAGNANO, 1775). Trouver dans un triangle aigu donné le
triangle inscrit de longueur minimale.

Ce probléme a été résolu par G. C. FAGNANO l"année méme de sa formulation
en utilisant le calcul infinitésimal. Dans un triangle aigu ABC le triangle inscrit
de longueur minimale est le triangle qui a pour sommets les pieds des hauteurs.
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On appelle aussi ce triangle triangle orthique. Un exercice montre que le triangle
orthique est une trajectoire du billard :

Le triangle orthique PQ R d’'un triangle aigu ABC.

Les trajectoires périodiques du billard ne sont jamais isolées : si une condition ini-
tiale (p, #) dans I'espace des phases donne lieu a une trajectoire périodique, alors
il existe un segment de droite contenu dans P x {f} passant par (p,f) et pour
lequel tout point appartient a une trajectoire périodique [49]. Ce segment est per-
pendiculaire a la direction # et son bord est formé par des diagonales généralisées.
Les trajectoires voisines de la trajectoire de FAGNANO sont de longueur combina-
toire 6. Dans le cas d"un triangle obtus, le triangle orthique n’est pas inscrit dans
le triangle initial et a fortiori ne représente pas une trajectoire périodique :

Le triangle orthique d"un triangle obtus.

En fait, I’existence d’une trajectoire périodique pour un triangle obtus arbitraire
reste une question ouverte. Par ailleurs, le triangle orthique dégénere en une dia-
gonale généralisée lorsque le triangle aigu devient un triangle rectangle : il s’agit
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de la hauteur depuis le sommet de I’angle droit. Tout triangle rectangle a au
moins une trajectoire périodique non singuliere. La figure suivante, due a R.E.
SCHWARTZ, en montre la construction la plus simple :

A

La diagonale généralisée Ah et la construction de R.E. SCHWARTZ.

La trajectoire périodique de la figure précédente est de longueur combinatoire 6.
Malgré ces exemples, la question concernant l’existence, pour un polygone arbi-
traire, d'une direction # définissant une trajectoire périodique reste en suspens
depuis le début de la théorie. On peut affirmer sans crainte que ce probléeme est
fortement non trivial. Cependant :

i

ii:

En se placant dans le contexte des différentielles quadratiques,
H. MASUR a prouvé que dans un polygone rationnel P, 'ensemble des
directions pour lesquelles le billard a une trajectoire périodique est dense
dans R/27Z [31]. Ce résultat a été amélioré par BOSHERNITZAN, GALPE-
RIN, KRUGER et TROUBETZKOY : I'ensemble des points (p, ) € P xR/27Z
définissant une trajectoire périodique est dense dans I’espace des phases

[3].

En dehors du cas rationnel, on connait peu de choses sur I'existence et
la distribution des trajectoires périodiques pour un polygone arbitraire,
méme dans le cas des triangles. Cependant, si P est un triangle rectangle,
il existe un sous-ensemble B C P, au plus dénombrable, tel que, pour
tout point p € P\ B, 'ensemble des directions :

{0 € R/27Z | (p, ) définit une trajectoire périodique}
est dense dans R /277Z[48].
En 1992, G. GALPERIN, A. STEPIN ET Y. VOROBETS ont montré 1’exis-

tence d’un sous-ensemble de 'espace des triangles obtus de mesure de
LEBESGUE strictement positive (mais pas totale) dont chaque élément
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possede au moins une trajectoire périodique [53] . Nous renvoyons a [42]-
[44] pour les résultats les plus récents a propos de l'existence de trajec-
toires périodiques dans des triangles obtus.

1.4.2. Les surfaces de VEECH, dynamique des trajectoires non périodiques.

Soit P un triangle équilatéral. La famille P forme alors un pavage du plan
et la surface de translation S(P) est un tore plat. Dans ce cas, toute géodésique
de Dy est soit homéomorphe au cercle, soit uniformément distribuée par rapport
a la mesure de S(P) provenant de la mesure de LEBESGUE du plan réel. Cette di-
chotomie dans la dynamique s’étend aux surfaces compactes de translation dites
de VEECH [50],[51].

Soit (S, w) une surface de RIEMANN compacte de genre g munie d"une 1-forme
holomorphe w € I'(S; ). Lorsqu’on fixe un point de base p, € S, en dehors des
zéros de w, les primitives z(p) = [ ;; w définissent un atlas A7 £ pour S dont les
fonctions de transition sont des translations. L'application qui associe a chaque
(Ui, zi) € ATL et M € SL(2,R) la carte (U;, Mz;) définit une action de SL(2,R)
sur 1’espace des modules des surfaces de translation de genre ¢g. Notons SL(S,w)
le stabilisateur de (S, w) sous cette action.

DEFINITION 7. On appelle groupe de VEECH de la surface (S,w) l'image de ce
stabilisateur dans PSL(2,R) et on le note PSL(S, w).

La surface (S, w) est appelée surface de VEECH si son groupe de VEECH est un
réseau. Le groupe de VEECH d’une surface de translation est discret et, des qu’il
est non trivial, jamais cocompact; en fait il est génériquement trivial. Dans [50],
VEECH montre le lien entre ce groupe et la dynamique des géodésiques de S :

THEOREME 1 (VEECH). Soit P un polygone tel que PSL(S,w) est un réseau. Soit
6 € R/2nZ une direction et = € P. Alors la trajectoire du billard passant par z dans la
direction 0 est (a) soit périodique, (b) soit fini dans un sommet de P ou soit (c) se distribue
uniformément dans la surface de translation S(P) par rapport a la mesure provenant de
la mesure LEBESGUE du plan R?. Pour 0 fixé, une des deux alternatives (a) et (c) n’arrive
jamais.

Dans les deux cas, les géodésiques qui ne sont ni fermées ni uniformément
distribuées sont celles ayant comme extrémités des zéros de la forme holomorphe
w. Comme pour le billard, on appelle communément ces géodésiques diagonales
généralisées. Cette dichotomie dans la dynamique des géodésiques de la surface
est aussi dite de VEECH. Les surfaces de VEECH de genre 2 et celles réalisant
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la surface de translation d’un triangle aigu ont été caractérisées dans [4], [34] et
[26], [39] respectivement. On dispose de critéres pour déterminer si une surface
de translation est de VEECH, mais leur caractérisation dans le cas général reste
un probléme ouvert. On ignore méme 1’existence d"un algorithme pour trouver
le groupe de VEECH d’une surface de translation arbitraire.

Les triangles de VEECH. Les polygones P pour lesquels la surface de translation

S(P) est de VEECH sont appelés polygones de VEECH. Concernant les triangles
[30] :

(1) Triangles aigus. Les triangles aigus de VEECH sont

— Le triangle équilatéral ;

— Les triangles isoceles (£, = (bmy 4y > 3.

n’ 2n 2n

— Les trois triangles scalénes «exceptionnels» (I, %, 57), (Z,

9 4 12
( T T 7r).

N

, ) et

Wl

97379

(2) Triangles rectangles. Un triangle rectangle est de VEECH si, et seulement
si, son plus petit angle est de la forme ” pourn > 4.

(3) Triangles obtus. Dans [54] C.C. WARD prouve qu’un triangle d’angles

T pTogr N
(16) (_7_7_)7 oup <gq, 4p§m>
m’ m’ m
est un triangle de VEECH si, et seulement si, p=1. On sait que

us us nim
(Zg2> T mig)s nEN,

(17)

(2n—3)7 7
(o o "o et (533, 1),
sont des triangles de VEECH. Aucun autre exemple n’est connu, mais on
ignore si la liste précédente est compléte.

DEFINITION 8. Un feuilletage F d’un espace topologique Z est dit topologique-
ment transitif s'il possede une feuille dense dans Z. Nous dirons que F est minimal si
toute feuille est dense dans Z.
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Pour chaque sous-ensemble Z' C Z nous définissons Satz(Z'), le saturé de Z' par
rapport au feuilletage F, comme la réunion des feuilles de F coupant Z'. Soit p une
mesure de probabilité sur Z. Nous dirons que F est p-ergodique si tout sous-ensemble
Z' C Z invariant, i.e. tel que

(18) Satz(2') = 7',

est de mesure nulle ou totale.
Soit g, t € R, un flot réel sur Z. Nous dirons que g, est uniquement ergodique s'il
existe une unique mesure de probabilité invariante par g,.

Clairement on a
unicité ergodique = ergodicité

= minimalité = transitivité topologique

Notons ¢! la restriction du «flot du billard» sur P a la surface invariante Y.
En se plagant dans le contexte des différentielles quadratiques, S. KERCKHOFF,
H. MASUR et J. SMILLIE ont prouvé :

THEOREME 2. [27] Soit P un polygone rationnel. Alors, pour presque toute direction
0 € R/27Z, le flot g est uniquement ergodique.

Dans cet énoncé le «presque toute» est par rapport a la mesure de LEBESGUE
sur R/27Z et I'unique mesure de probabilité invariante par le «flot» ¢! est celle
provenant de la mesure de LEBESGUE sur le polygone P en tant que sous en-
semble du plan réel.

Par ailleurs, nous savons que la dimension de Haussdorf de 1’ensemble des
directions ¢ du cercle pour lesquelles Dy est minimale mais pas uniquement er-
godique est bornée par 1 [32].

D’apres des techniques introduites par A.B. KATOK, on a

COROLLAIRE 1. [27] Il existe un ensemble G5 dense dans I’espace de polygones a n
cotés pour lesquels le «flot du billard», g, est ergodique.

Ici, 'ergodicité est par rapport a la mesure naturelle sur le produit (espace des
phases) P x R/27Z. Nous renvoyons a [17], [27] et [25] pour une discussion plus
détaillée sur le sujet.
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En dehors du cas rationnel, on connait peu de polygones explicites pour les-
quels le flot géodésique sur la surface de translation correspondante est ergo-
dique ou minimal. Par exemple, dans [52], YA. VOROBETS donne des vitesses
explicites d’approximation des angles d"un polygone P par des angles rationnels
pour que le flot géodésique g de S(P) soit ergodique.

La littérature concernant les billards mathématiques est aussi vaste que le
domaine lui-méme. Nous renvoyons le lecteur avide d’une exposition plus ex-
haustive sur le sujet a [46], [33] ou [25].
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2. Feuilletages homogenes sur C?

Par définition, un feuilletage homogene sur C? est un feuilletage F holomorphe
invariant sous l’action du groupe des homothéties complexes

(19) (21,22) ~ A(21,22), A €C".

Dans toute la suite on suppose que F est a singularité isolée ; il est donc donné
par une forme de PFAFF w

(20) W = A1d21 + AQdZQ,

ou les A; sont des polyndmes homogeénes de méme degré v tels que
pgcd(A;,A;) = 1. Le champ d’EULER, ou champ radial complexe,
est le champ R¢

(21) R(C = 218/821 —+ 228/822.

Les trajectoires de R¢ sont les droites complexes passant par l'origine 0 privées
de 0; il définit la fibration de HOPF. Le produit intérieur de w par R¢ est un
polyndéme P, de degré v 4 1. Pour ce qui nous intéresse, nous supposerons que
v est supérieur ou égal a deux, de sorte que P,.; est non identiquement nul, et
nous lui imposerons d’étre réduit, ce qui est le cas générique. On écrira alors

v+1

(22) P,y = z129(20 — 21) H(zz —a;z1) ,a; € CY

i1=4

ce qui est loisible quitte a faire agir une transformation linéaire. On appelle
P,+1 = 0 le cone tangent du feuilletage 7. Comme on peut le lire dans [8], la
1-forme rationnelle #ﬂ est fermée et s’écrit

+1

w dz dz —a;z
(23) =N At TPWLIC k) Z dle — z)
v+1 21 22 22 ) Z2 — @iz
ot A = (Aq,..., A\yj1) est un point de 'hyperplan affine
v+1
(24) A={(\,. A1) €C | DY N =1, N #£0Vj}
j=1

Nous noterons Ar 1'ensemble des points réels de A. L'écriture (23) est une
conséquence immédiate de la décomposition en éléments simples des fractions
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rationnelles en une variable. La présentation (23) indique que le feuilletage F, que
nous noterons aussi F, , possede l'intégrale premiére (en général multivaluée)

v+1

(25) Fo\= 21\1 232(22 — 2 H(z2 —a;zn ).
i=4
Comme le fait E. PAUL dans [37], on peut voir F;, , comme fonction uniforme

sur C*\ {P,;1 = 0} a valeurs dans C*/(~,) ol ~, est la relation d’équivalence sur
C définie par l’action de Z"** :

Z X €3 (N, -y Mgr), 2) ~= €22 5,

E. PAUL démontre que les fibres F~ +(¢), ¢ € C*/ ~ sont connexes. Parfois de fa-
con abusive nous écrirons F | (c) avec ¢ € C*.

Il nous sera utile de considérer le feuilletage F, » sur I'espace projectif éclaté
en l'origine de la carte affine C* = {(z1, 22)}; nous le noterons F, ,. Cet espace,

que nous notons CP(2), est bien connu : il s’agit de la premiere surface de HIR-

e~

ZEBRUCH. Soit ECL :CP(2) — CP(2) 'application d’éclatement, E = ECL™'(0)

—_—

le diviseur exceptionnel et L., la droite «a I'infini» dans CP(2). On introduit les
droites d; de C? définies par

di ={z1 =0}, dy = {2 =0},...,dpy1 = {22 — Gpy121 = O}.

On constate que les droites d; sont invariantes par F, ) ; bien stir ces droites

—_——

vues dans CP(2), notées d;, sont disjointes et invariantes par le feuilletage ./7-":;
éclaté strict de F, y. De méme les droites E et L., sont invariantes et les singulari-

tés de ./7-":; sont précisement les intersections des d; avec E et L.
Lo

L’'ensemble £ U D U L, dans CP(2).
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L'application ECL fait de CPP(2) un espace fibré sur la droite projective com-
plexe E ~ CP(1). On désigne par
(26) :CPQ2) — E
la projection canonique. On note D 1'union des droites CZ-, et a; l'intersection de
chaque d; avec le diviseur exceptionnel E.

On constate que la restriction de f; a CP(2)\ D est transverse a la fibration II,

de sorte que 'on peut parler de I'holonomie de F, , relative a cette fibration [5].
L’homogénéité de notre feuilletage fait que les difféomorphismes d’holonomie
sont des applications «linéaires» de la fibre générique de II; plus précisément

soit d une fibre de II, munie de la coordonnée affine z s’annulant en E N d. Soient
(27) Yi: [07 1] —>E\{CL17...,CLV+1}

des lacets d’indice ¢/ par rapport a a;. Alors, suivant [5], 'holonomie 4., du lacet
Yj, hy; © d — d est définie dans la coordonnée = par

hy,(2) = ey,
Le groupe d’holonomie G, » du feuilletage 7, » est le groupe engendré par les .,
(28) Goy={z~ edrmAittniid) ) e 73,
Bien stir, G, 5 est 'image de la représentation d’holonomie

h:1(E\D,En d ) — Diff(d)
(29)

Y ~ he

obtenue de la facon suivante. Soient z € /\é et v un lacet dans
IL(E\ D,ENd);si L = L, est la feuille de F,, passant par le point z,
v : [0,1] — E\ D se releve via II en un chemin 7 : [0,1] — £ d’extremités
v(0) = z et y(1) = h,(2). Ce qui suit est bien classique : 'intersection de £ avec d
est précisément 'orbite de z sous I’action de G, ». On note cette orbite O¢,_ , (2).

2.1. Topologie des feuilles.

L’homogénéité du feuilletage F,, entraine qu'en dehors de l'ensemble

DU E U Ly toutes les feuilles de ./7-":; sont analytiquement isomorphes, plus pré-
cisément échangées par des «<homothéties» (homothéties de C* que 'on releve a

—_—

CP(2)). Cette remarque nous permet de parler de la feuille générique £ du feuille-

tage F, \ ( respectivement de F, ).
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Dans cette section on envisage d’étudier deux aspects topologiques de la feuille
générique du feuilletage F, » :

—_—

i: Son adhérence en tant que sous-espace de CPP(2);

ii: Son type topologique en tant que revétement de la droite projective
E ~ CP(1) privée d"'un nombre fini de points.

e~

2.1.1. Adherence de la feuille générique de F, » dans CP(2).

Ici, le langage est celui de [9]. Pour des parametres A\ génériques, les orbites
O¢(2) de 'holonomie sont denses dans la transversale d au feuilletage F, », ce qui

conduit a la densité de la feuille £ dans CP(2). Nous aurons a nous préoccuper
plus loin du cas ot les \; sont des nombres réels positifs.

Lorsque tous les \; = %, pgcd(p1, . .., put1,9)=1 sont des rationnels positifs,

G\ est un groupe fini et les feuilles £ C CP(2) ont pour adhérence des courbes
algébriques
v+1
(30) L= ECL_l{Zifl 252 (22 — Zl>p3 H(ZQ — aizl)pi = CSte}.
i=4
Supposons que tous les \; sont réels et que 1'un d’eux, disons A, soit irration-
nel. Alors 'adhérence de l'orbite Og, , (. est un cercle, ce qui permet de prouver :

v+1

(31) Z = ECL_1{|21|)\1|22|)\2|22 — 21|>\3 cee H |22 — ;21 A= CSte}.
=4

En un point générique, (31) est une variété réelle Levi-plate de dimension 3.
2.1.2. Type topologique de la feuille générique de F, .

La restriction de la projection canonique (26) a une feuille générique L € }/":L/A

(32) M:L— E\D
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est une application de revétement dont le groupe de monodromie est isomorphe
au groupe d’holonomie du feuilletage G, \. En effet, plagons-nous dans la carte

29 = tz de CPP(2); alors la feuille de .7/-"; correspondant au niveau de l'intégrale
premiere I, (k), est «paramétrée», en cordonnées locales, par I'application mul-
tivaluée

(33) tas (8 k2 — 1) 8Tt —a) ™), k€ CF/ ~y,

«inverse» de la projection (32) ; en particulier ce revétement est abélien. La topo-
logie usuelle de la sphere de RIEMANN P'(C) ~ E induit via (32) une topologie
sur la feuille générique que nous appellerons topologie de surface abstraite de L.

Cette topologie coincide avec la topologie induite par CP(2) seulement dans le
cas algébrique, c’est-a-dire lorsque A est un point rationnel de A.

Cela dit, nous concluons que déterminer le type topologique de la feuille gé-
nérique de F, » en tant que surface abstraite est équivalent a expliciter les types
topologiques des revétements abéliens de la sphére de RIEMANN privée d'un
nombre fini de points. Etant donné que le groupe du revétement (32) est iso-
morphe a I'image de la représentation d’holonomie (29), le type topologique de
la feuille générique £ est completement déterminé par les relations entieres parmi
les exposants \;. Notons Rés), le sous-Z-module de Z"*! défini par

(34) Résy :={n = (n1,...,npp1) €Z" | (n,)\) = Zni)\i =0}.

On l'appelle dorénavant module de résonance de ).

DEFINITION 9. On dira que A € A est non résonnant si Rés, = {0}, dans le cas
contraire nous dirons que \ est résonnant.

Tout point A = (\y,..., \,41) rationnel est résonnant. Dans le cas v = 2 tout
point (z, yo) non rationnel d'une droite

p
y=-z, (p;q)=1
q
définit un point résonnant non rationnel dans A

M =20, A=1yo, A3=1—(20+yo).

LEMME 1. Soit A € A non résonnant. Alors le groupe du revétement (32) est iso-
morphe a Z". En particulier, le groupe fondamental de la feuille générique de F est iso-
morphe au groupe dérivé [F),, F, | ot I, désigne le groupe libre a v générateurs.
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Etant donné que tout groupe abélien libre de rang inférieur a v se plonge dans
7', le revetement abélien de la sphere privée de v + 1 points de groupe Z" est dit
maximal.

Le but des paragraphes suivants est de montrer que le type topologique du

revétement maximal abélien de la sphere correspond a celui de la surface orien-
table non compacte de genre infini appelée monstre du Loch Ness.

2.1.3. Petit interlude sur la théorie des bouts.

D’apres [41], toute surface orientable S, compacte ou non, est déterminée a
homéomorphisme preés par les invariants suivants :

(1) Le genre g(S) € NU {oo};

(2) L'espace des bouts B(S);

(3) L'ensemble B'(S) C B(S) formé des bouts planaires, i.e., des bouts qui ne
portent pas de genre.

Ces invariants sont appelés communément de KEREKJARTO-RICHARDS. Dans la
figure ci-dessous (A) le cylindre S' x R a deux bouts, (B) le plan a un seul bout et
(C) une surface a plusieurs bouts dont un porte du genre.

(A) (B)

Q Q
NS




2. FEUILLETAGES HOMOGENES SUR C? 37

DEFINITION 10. [14] Un bout d'une surface S est une application (3 qui associe a
chaque compact K C S une composante connexe non compacte de S\ K et qui satisfait
pour toute paire de compacts

(35) K, C Ky, CS implique ((Kq) D B(K>).
Nous notons B(S) l'ensemble des bouts de la surface S.

Soit S une surface, { K; }icny une suite croissante de compacts dont la réunion est
S et 31, B2 deux bouts de S. La formule

8(651, B2) = exp(—sup{i | Bi(K;) = Ba(Ki)})

définit une distance ultramétrique sur 1’ensemble des bouts de S [14]. Nous ap-
pelons (B(S),d) l'espace des bouts de la surface S; il s’agit d'un espace compact
totalement discontinu.

Une surface orientable a bord S est appelée planaire si toute surface
S’ C S compacte est de genre zéro. On note B'(S) C B(S) le sous-espace to-
pologique formé par les bouts planaires, c’est-a-dire ne portant pas de genre. Le
type topologique de la paire d’espaces topologiques emboités B'(S) C B(S) dé-
termine a homéomorphisme prés la surface orientable S. Nous renvoyons a [41]
pour une description plus détaillée de la théorie des bouts.

DEFINITION 11. Nous appelons toute surface S ayant comme invariants
(36) (9(5), B(S), B'(5)) = (00, {x},0)
monstre du Loch Ness.

Cette nomenclature vient du fait que le plan réel auquel on a attaché une infi-
nité d’anses est un monstre du Loch Ness.

(Ol

Le monstre du Loch Ness.
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THEOREME 3. Soit A € A non résonnant. Alors la feuille générique du feuilletage
F.\ munie de sa topologie de surface abstraite est homéomorphe a un monstre du Loch
Ness.

DEMONSTRATION. La preuve de ce théoreme se réduit au calcul des inva-
riants de KEREKJARTO-RICHARDS du revétement IT-*(E\{ay, ..., a,,1}) (32) dans
le cas des parametres A non résonnants. Nous allons nous restreindre au cas des
feuilletages de degré 2, ce qui revient a supposer que la base du revétement I est
la sphere privée de trois points. La validité des arguments présentés ici demeure
lorsque le degré du feuilletage augmente.

(1.1) g(£,) = oo. Notons E' C E \ {t = oo} le domaine du plan obtenu en
enlevant deux petits disques fermés D et D; autour des points 0 et 1 respective-
ment.

mn 70

Le domaine F'.

Le calcul du genre de la feuille générique de F,, se rameéne a celui
de £ =TI,/ (E').

Soient vy, 71 deux générateurs du groupe fondamental de £’ ayant comme
point de base 0 < x < 1 et {2 la figure obtenue en coupant la base du revétement
E’ le long des segments réels | — oo, 0[ et |1, +00]; bien évidement 'intérieur de
(2 est homedmorphe a un disque. Notons A, A" et B, B’ les parties du bord de (2
«provenant» des segments | — oo, 0[ et |1, +-00[ respectivement
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Le domaine ).

L’espace topologique L' = H|_£1(E’ ) est obtenu a partir d'une collection
dénombrable de copies de (2 en identifiant les parties du bord A, A’, B et B’ selon
la monodromie du revétement Il : £ — E’ . Notons 2, C L le relevé de Q

a la feuille générique a partir d’un point dans la fibre II"*(x) le long d’un mot
m € II; (E', %).

LEMME 2. Le sous-ensemble ()
troué S' x S'\ {x}.

ormlng iyine €St homéomorphe 4 un  tore

DEMONSTRATION. Pour ce qui nous intéresse, il est utile de penser a I’action
de la monodromie du revétement Il »» : £/ — E’ comme étant l’action par
translation du groupe Z x Z sur le réseau des points entiers du plan. Ceci dit,
considérons la figure représentant le domaine €2

B

C/A
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Le relevé de (2 le long d"un commutateur est homéomorphe a un anneau. Obser-

vons la figure :

O ——=0 L

O =—0O

Ensuite nous voyons que quand on releve Q le long du mot
Mo I=Y%MY% M Yo N

Vs
O——=0 = O Q\é
J

Y

| —

3 ]

la figure obtenue est homéomorphe a celle qu’on obtient en collant un disque
avec un anneau comme suit :

Il est clair que cette figure est homéomorphe a un tore troué :
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Vu que A est non résonnant, le groupe du revétement est isomorphe a
4 4 2 z
Z >< Z et nous pouvons t‘ranslater le to%‘e troue Q.h;l’,yohgl Ao POUr creer une
infinité d’anses dans la feuille £. Plus précisément, si 1 < k

{Q('yov1'y51vfl'yalv1'yo)'y€’“ Inez

est une famille infinie d’anses (tores troués) disjointes contenue dans la feuille L.
Cela nous permet de conclure que la feuille L est de genre infini quand A\ € A est
non résonnant.

(1.2) La feuille £ a un seul bout. D’apres la discussion précédente, il est clair
que la feuille générique de F est homéomorphe a la surface non compacte don-
née par la figure suivante

ANAN

La feuille générique de F

Cette figure se contracte sur la «grille» qu’on voit a continuation :
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Nous voyons immédiatement que la feuille £ n’a qu'un seul bout;
en effet il existe des compacts K € £ aussi grands que 'on veut tels que £\ K est
connexe.

O

On finit cette section en remarquant que pour des parametres A, \’, bien que dif-
férents les feuilletages correspondants ne soient pas conjugués analytiquement
(méme topologiquement) on a le

THEOREME 4. Soient \ et \' dans A tels que les noyaux des représentations d’holo-
nomie des feuilletages F, \ et F, » coincident. Alors les feuilles génériques L € F, » et
L' € F, x sont biholomorphes.

DEMONSTRATION. On définit le biholomorphisme géométriquement. La pro-
jection II (32) induit un difféomorphisme local de £, .. sur £, y . au voisinage du
point z :

Le biholomorphisme défini localement par II.

Ce difféomorphisme s’étend de fagon uniforme a toute la feuille car les deux re-
présentations de monodromie (29) ont le méme noyau.
O
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COROLLAIRE 2. Soient A et \' non résonnants. Alors les feuilles génériques L &
Faxet L' e F, \ sont biholomorphes.

2.2. Feuilletages associés a 7, .

Il y a plusieurs feuilletages réels naturels associés a F, . Le but de cette sec-
tion est de décrire et mener une étude «géométrique» de ces feuilletages associés.
Plus loin, on verra que pour certains parametres réels a et ), les feuilletages réels
décrits ci-dessous «répresentent» la dynamique du billard sur un polygone.

Notons X = X, , le champ de vecteurs holomorphe homogene de C? défini
par
(37) ixdz Ndzy = w,

oll w = w,, est la 1-forme holomorphe qui définit F, . Les trajectoires de X sont
les feuilles du feuilletage associé a w. Puisque X est holomorphe on peut écrire

X =X, +iXo,

ou X estla partie réelle de X et X, sa partie imaginaire. Les champs X, et X, sont
des champs homogenes analytiques réels sur 1’espace R* ~ C? et les conditions
de Cauchy-Riemann font que X; et X, commutent. Désignons par ¢r(m) le flot
local complexe associé au champ X il satisfait I'équation différentielle

@8) 2 X(r(m).

Pour § € S' ~ R/27Z fixé, les applications ¢ ~ ;.0 (m) définissent un flot local
réel sur C?. En fait, il s’agit du flot du champ réel X, définit par :

(39) Xy = Re(eX).
Le champ X, produit un feuilletage réel de dimension 1 sur C* ainsi que sur

CP(2). Nous notons ces feuilletages Fy = F, ¢ et 3—"; respectivement. Nous no-
tons que pour toute feuille £ € F, \ (respectivement £ € F, ) et toute direction
0 € R/2nZ, la restriction Fy) . (respectivement Fy, ) est un feuilletage de L.

2.2.1. La projection du feuilletage F, » sur RP(3).
Dans les prochains paragraphes nous décrivons le feuilletage réel singulier
de codimension 1 dans RP(3) qui résulte de projeter le feuilletage F, , de C* ~ R*.

Notons par R le champ radial réel (partie réelle du champ radial complexe
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Rc) et posons z; = z; + iy;, j=1,2. Nous définissons G = G, , comme le feuilletage
de l'espace projectif RIP(3) induit par la 1-forme intégrable réelle homogene de
degré trois

(40) WR = 'L.RR'L.Xl'L.Xdel N dy1 N dl’g VAN dyg.
Les feuilles de G, » sont les images par la projection canonique
(41) Mise : €2\ {0} = R\ {0} — RP(3)

des cones réels sur les feuilles de F, . L'image inverse d'une feuille de G, \ via
la projection Ilgps) est une variété réelle de dimension 3 immergée dont le fi-
bré tangent en chaque point est engendré par le triplet de champs de vecteurs
(X1, Xo, Rg).

Décrivons le lieu singulier du feuilletage G, . Etant donné que les champs
de vecteurs X;, X, sont linéairement indépendants en dehors de I'origine de C?,
I'image inverse du lieu singulier de G, , via llgp(3) est donnée par les points de I’es-
pace affine ot1 Xy est contenu dans le plan réel engendré par les champs X et Xs.
Cet ensemble est précisément le cone tangent { P,;; = 0}. Vu que le cOne tangent
est formé par v + 1 plans réels, correspondant au droites complexes d; (cf. §1, 2),
on conclut que Sing G est la réunion de v + 1 droites projectives (RP(1)) que nous
notons C;. Nous remarquons que l'intersection du cone tangent du feuilletage
Fa avec la sphere S? est un entrelac formé par v + 1 cercles immergés définissant
par paires un entrelac de HOPF, cet entrelac se projetant sur le lieu singulier de

ga,)\-

Entrelac Sing G, , vu dans S® lorsque F, , est quadratique.
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DEFINITION 12. Un point X\ € C"** est dit fortement résonnant si le groupe d’holo-
nomie du feuilletage F,, (cf.§1, 2) contient une homothétie de la forme
z ~ —pz, pour un certain p > 0.

Notons que le point A = (Aq,...,A\,41) € A est fortement résonnant si, et seule-
ment si, il existe une solution entiere non triviale a I’équation
v+1 1
42 R n;\;) = — (mod Z
(42) <Z i) = 5 (mod Z)

Tout point réel A € A fortement résonnant est résonnant. Par ailleurs, la ré-

ciproque est fausse : si le degré du feuilletage est » = 2 alors (3, £, £) est un
point résonnant qui n’est pas fortement résonnant. Pour qu'un point rationnel

(%, e f]’”ﬁ) € A soit fortement résonnant il est nécessaire que ppem(qi, . - ., Gu+1)
v
soit pair.

La proposition suivante montre que les parametres non fortement résonnants
caractérisent les feuilletages F, \, G, » ayant des feuilles génériques isomorphes.

PROPOSITION 2. Soit A € A un point non fortement résonnant. Alors toute feuille
non singuliere de G,  est difféomorphe a la feuille générique de F, ).

DEMONSTRATION. Soit £ € F,, une feuille générique. Si A € A n’est pas
fortement résonnant, alors toute droite réelle passant par l'origine de C? et en
dehors du cone tangent intersecte la feuille générique en exactement un point.

Nous en déduisons que la restriction de la projection canonique Ilgp(s) a toute
feuille générique £ € F est un difféomorphisme.

O

Désormais, nous parlerons aussi de la feuille «générique» du feuilletage G, ».

PROPOSITION 3. Supposons qu'il existe j € {1,...,v + 1} tel que Re()\;) est ir-
rationnel. Alors toute feuille non singuliere de G, », A = (A1,..., A\u41) est dense dans
I'espace projectif RIP(3).

DEMONSTRATION. Soitd € C? une droite complexe en dehors de d;U. . .Ud,, ;.
Soit s € RP(1) une droite réelle passant par 1’origine de C? et contenue dans d. Le
difféomophisme d’holonomie z ~ €™z agit sur les droites réelles de d comme
s~ e2miheN) s Alors des que Re()\;) est irrationnel, ’orbite de s sous 1’action de
I’holonomie de F, ) est dense dans Ilgps) (d). Ceci entraine la densité des feuilles
génériques de G, » dans RPP(3).

O
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Remarques.

(1) On peut aussi établir le résultat ci-dessus en remarquant, comme nous le
ferons plus loin, qu’en dehors des cercles singuliers C;, le feuilletage G, »
est transverse a la fibration en cercles de RIP(3) induite par la fibration de
HOPF. En particulier le groupe d’holonomie de ce feuilletage est engen-
dré par les rotations de S' ~ RP(1) d’angle e>™#M) j =1,... v+ 1, ce
qui est une autre fagon de prouver la proposition précédente.

(2) Lorsque A € A est un point réel fortement résonnant, la feuille générique
de F, » est un revétement d’ordre 2 de la feuille générique de G, ».

2.2.2. Ftude du feuilletage G le long d’une feuille singuliere C; pour des parametres
A réels.

Nous supposons le long de cette section que A € Agr. On rappelle le phé-
nomene de KUPKA-REEB [28].

THEOREME 5 (I. KUPKA, 1964). Soit Q2 une 1-forme différentielle intégrable définie
au voisinage de I'origine de R™ (respectivement C") telle que 2(0) = 0 et d2(0) # 0.
Alors il existe un difféomorphisme ¢ € Dif f(R™,0) (respectivememnt Dif f(C™,0)) tel
que

QO*Q = Al (1’1, l’g)dl’l + AQ(ZL’l, l’g)dl’g;
autrement dit, la forme ) dépend seulement de deux coordonnées.

Dans ce qui suit, nous précisons le phénomene de KUPKA-REEB au voisinage
de chaque droite singuliére C;.

Dans les coordonnées homogenes de RP(3) et en dehors du cone tangent
{P,+1 = 0}, I'application analytique multivaluée a valeurs dans le cercle

(43) J = Fy\/Fux

est une intégrale premiere du feuilletage G, . En particulier ce feuilletage est dé-
fini par la 1-forme différentielle w; := <. Un calcul simple montre que la forme
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wy s’écrit

A\ (z1dy1—y1dz)

wyg = 212

(z2dy2—yadxa)
+ )\2 [22]2

(44)

+ a1 (22—av4121)d(22—av4121)—(22—avt121)d(22—av+121)
v+ \Zz—au+1zf\2

On note que w; est fermée a poles le long des cercles C;. Pour étudier le feuille-
tage, par exemple le long de C;, nous travaillons dans la carte y, = 1 ou1 C; a pour
équation z; = y; = 0. D’un point de vue local et a multiplication par une unité
pres, en un voisinage d’un point [0 : 0 : x5 : 1] de la droite singuliere C;, la forme
wy s’écrit

(45) zidyy — yidei+ | 21 |2,

ou 1) est une 1-forme analytique réelle. Une application directe du théoreme de
linéarisation de Poincaré entraine qu’a conjugaison pres, la forme wj| ,, y,—1 pos-
sede une intégrale premiere locale du type Z'. On constate le phénomene de
KUPKA : le feuilletage G, est donné en coordonnées locales au voisinage de
chaque point d"une feuille singuliere C; par un livre ouvert.

D\

//

J /
\

Un livre ouvert.



48 1. BILLARDS POLYGONAUX, FEUILLETAGES HOMOGENES

2.2.3. Ladésingularisation du feuilletage G, .

Pour comprendre la géométrie globale de ce livre le long de C; il nous sera
utile d’éclater RP(3) le long de chaque feuille singuliere. De méme que dans la
section précédente, nous supposerons A € Ag.

Remarquons que C; est I'image d’une immersion RP(1) — RP(3) provenant
d’une immersion linéaire R? \ {0} — R*\ {0}. Nous en déduisons la trivialité
du fibré normal de C; et cela entraine que le diviseur exceptionnel de l'éclaté de

I'espace projectif ECL¢, : RP(3), — RP(3) le long de C; est homéomorphe a un
tore RP(1) x RP(1) que nous notons T?(C;). Soit

e~

(46) ECLc : RP(3) — RP(3)

la variété algébrique obtenue en éclatant 1’espace projectif le long de chaque

droite singuliere C;. Le feuilletage G,  induit un feuilletage (,/},; sur RP(3) donné
par la 1-forme fermée sans singularités ECL w,.

Remarque. A isomorphisme analytique pres, le feuilletage G, , posséde une seule
feuille et le type topologique de cette feuille ne correspond pas tout a fait a celui
de la feuille générique de F, ) car, en désingularisant, on ajoute a la feuille géné-
rique de F, ) sa «trace» sur le diviseur exceptionnel. En effet, ce procédé de dés-
ingularisation modifie la topologie de la base du fibré RP(1) — RP(3) — S2
Plus précisement nous obtenons

—~—

(47) RP(1) — RP(3) — S?

ou S? est la surface obtenue en éclatant la sphere S? en v + 1 points. La surface
S? est compacte, non orientable et de caractéristique d’Euler-Poincaré 1 — v. Par

ailleurs, chaque feuille de G est un revétement de la surface S? dont le groupe est
isomorphe au groupe de monodromie du feuilletage G, ».

Par exemple, dans le cas v = 2, la surface S? est la somme connexe de trois
plans projectifs ; c’est une bouteille de Klein a laquelle on a ajouté une anse. Son
groupe fondamental est isomorphe a (Z/2Z « Z) x Z ou * et x désignent respec-
tivement les produits libre et cartesien respectivement.
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PROPOSITION 4. La restriction du feuilletage G au tore T2(C;) est un feuilletage en
droites.

DEMONSTRATION. En coordonnées homogenes l’application multivaluée

._ v Y2 y2—y1
J(x1, 91, T2, y2) = Alarctanx—l + )\garctomg + Agarctanm

(48)

v+1 Re(z2—ajz1)
+ Zj:4 )\jafrctanm

est une intégrale premiere du feuilletage G, ». Effectivement, dJ = w; définit G, .
Sans perte de généralité, nous nous plagons au voisinage du tore T?(C, ). Le relevé

de l'intégrale premiere a RIP(3) s’écrit dans les cartes y; = tx;, 2o et yo = 1

x2 2—T1

Marctan(t) + Xarctan(L) + Asarctan <—i‘t$1>
(49)

v+1 1—z1(Im(a;)—Re(a;)t)
+ Zj:4 Ajarctan (:vg—m11(Re(an)+Im(t;j)t)> :

La trace d'une feuille du feuilletage (,/}; sur le diviseur exceptionnel
T?(C,) est donnée par :

1
(50) Aarctan(t) + (Z Aj)arctan(—) =k, k€ R".
- €2
Jj=2
Les variables :

1
(51) 01 = arctan(t), 0y = arctan(x—),
2
parametrent le tore T?(C;).
O
Remarque. Vu que ) \; = 1, la pente des droites définissant le feuilletage sur
T?(C;) est A—lj Ding Ni = % ; cette pente ne dépend donc que de I'exposant \;.

Le feuilletage G, , restreint au tore T?(C;) est
un feuilletage en droites.
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2.2.4. Feuilletages réels F, » g dans RIP(3).

A linstar de ce qu’on a fait dans la section 2.2.1 de ce chapitre, nous décri-
vons dans les prochains paragraphes le feuilletage réel singulier qui résulte de
projeter le feuilletage Fy a RP(3).

L’homogénéité du feuilletage holomorphe F, ) passe au champ réel X, (39)
qui définit le feuilletage réel 7, ) 9. Cela entraine que le champ de directions in-
duit par Xy sur I'espace affine R* se projette via IIgp(3) en un champ de directions
sur RPP(3) dont les courbes intégrales forment un feuilletage réel que nous notons
Ga,n 0, Ou tout simplement Gy. Nous remarquons que :

i: Pour tout § € R/27Z les cercles singuliers C;, j = 1,...,v + 1 sont inva-
riants par le feuilletage Gy ;

ii: Toute feuille (de dimension 2 réelle) de G, ) est feuilletée par des feuilles
(de dimension 1 réelle) de Gy.

Dans le cas des parametres A € A non fortement résonnants, pour tout § € R/277Z
et £ € F, )\ générique, nous avons que (L, Fo) ) est conjuguée a son image via la
projection canonique Ilgps). Nous nous occuperons plus loin du cas des para-
metres fortement résonnants.

Dans les paragraphes qui suivent, nous décrivons les feuilletages Gy lorsque
le parametre \ est réel et v = 2.

Le feuilletage Fy de R* est réalisé par les courbes intégrales du champ de
vecteurs Xy = cosf X, + sinf X, ou

2X, = [Ma(2? —y?) — (A2 + X3) (129 — 1192)]0/011  +
2X2z1y1 — (A2 + A3) (w192 + 1291)]0/0yr - +
(52) a3 — 1) — O + o) (a1ws — yup)]0f0ms +

[2M12292 — (M1 + A3) (212 + 2291)]0/ Oy
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et
2X2 = [2)\2$1y1 — ()\2 + )\3)(1’1y2 + $2y1)]8/8$1 -+

(A2 4 Xs) (2122 — 91y2)] — Aa(2] — 97)]0/Oyr +
(53) 2M\122y2 — (A1 + A3)(1Y2 + 22u1)]0/022  +

(A1 + A3) (2122 — Y132) — >\1(93§ - y%)]@/@yg.

Vu que les Xy sont obtenus a partir de X; = Xy—( via une homothétie

(Zl7 ZZ) ~ 6i6(zlv ZQ))

on restreint notre attention au champ réel X;. Remarquons d’abord que sur cha-
cune des trois droites (complexes) invariantes d; formant le cone tangent

{(21, ZQ) - (C2 | Pg(Zl,ZQ> = 2122(22 — Zl> = 0}, Zj = Xy -+ ’Ly]}
le champ X est conjugué au champ défini par la partie réelle de 229/0z.

y1=0

Faxp=o sur un droite invariante d;.

Nous en déduisons que le lieu singulier de G := Gy—( est formé par trois points
distincts p;, 1 < ¢ < 3, correspondant a la projection des trois droites réelles
invariantes passant par 1'origine de X;jp,—o. Plus précisement, en coordonnées
homogenes [z1 : Y1 : 22 1 Yo :

(54) pr=[0:0:1:0] ppo=[1:0:0:0] p3=[1:0:1:0].
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N e
e

Le lieu singulier de Gy lorsque A € Ag et v = 2.

Remarque. Toute «<homothétie» de RP(3) induite par une homothétie de C* de la
forme (21, 22) ~» k(21, 22) laisse invariant chaque cercle singulier C;. Cependant,
si Im(k) # 0, les points singuliers p; et kp; de Gy et Gg—qrq() Ne coincident pas.

2.2.5. Description des feuilletages Gy au voisinage de C; et autour d’un point singu-
lier p;.

Nous supposons dans les paragraphes suivants que le parametre ) appartient
a Ag. Nous allons étudier de fagon précise le feuilletage réel Gy au voisinage des
C;.

Pour des raisons pratiques nous nous placons dans le cas v = 2 et étudions
Gy au voisinage de C,. Nous allons construire deux intégrales premieres les plus
simples possibles de Gj.

On remarque que F = F,, est intégrale holomorphe multivaluée
de X; = Re(X).Si F = F, + iF, alors F et F, sont des intégrales premiéres
analytiques réelles multivaluées de X;. Notons que pour s € R*

3! Fy
55 —(521,822) = = (21, 22)-
55) F(s21,52) = F(1.2)
En particulier % induit une application f; multivaluée définie sur un voisinage
de la droite singuliere C; privé de C; ; fi est une intégrale premiére de Gy. Nous
allons construire une seconde intégrale premiere en étudiant plus précisement
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F. au voisinage du point singulier z; = 0, ¢t = 0. Dans ce cas, le feuilletage .7/-";

sur CP(2) est donné, dans la carte z, = ¢z, par les courbes intégrales du champ
de vecteurs holomorphe

(56) 21(Aaz1 — (Mg + A3)tz1 0/0z + t(t — 1) 0/ 0t).

Au voisinage de la droite complexe {t = 0} ce champ est conjugué a

(57) Y = 2(Aoz1 0/0z +t D/01)

par l'application

(58) H = (21,1) ~ (21(8), (1)),

ol ¢ et ¢ sont holomorphes au voisinage de l'origine et satisfont ¢(0) = 1,

1(0) = 0. En effet, lorsqu’on pose les équations correspondant a la conjugaison
entre les champs (56) et (57), on arrive au systeme

Ao—(Aa+A
¢ — t(t)\fl)gpz + = t((ti—:{_) 3)t(p =0... (I>

(59)
Wt —1) — pp =0...(I])
La solution de (I) avec condition initial ¢(0) = 1 est
—(t —1)Mt
)28 9 F1 (A, 1 — Ag; Ao + 15 8)

(60) olt) = = +1/Z(t)

N

ou:

—oFi( Ao, 1 = Az o+ 158) == D" W% est la fonction hypergéome-
trique;

— Z(t) est une solution de 1'équation linéaire.

— 2 — 1) _
6l) 7'+ (A2 +A3)t = Aa Aot —1) N
tt—1) (=1)% o F1 (A2, 1 — Ags A + 152) t(t—1)
satisfaisant lim, .o Z(t) = oco. Etant donné que 3 /7 (a, b; ¢; 0) = 1, nous consta-
tons
— t o€ *
U(t) = Cexp([' #£85d¢), CeC
(62) ~ Ceap([" %)

Ct

Q
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Posons z; = x1 + 1y, t = t; + ity, alors la partie réelle du champ (57) Y a

. 22 4 y?
(63) fo(zr,y1, 1, t0) = 1y !
1

comme intégrale premiere. Nous remarquons que (63) est homogene de
degré 1 en les variables z1, y;. Par suite

szH
1

(64) foi=(21,1) ~ (21,1)

est une intégrale premiére du feuilletage holomorphe f; au voisinage de t = 0.
L'application F(z1,t) = Re(z1t*2(t — 1)*) est homogene de degré 1 en les va-
riables x1, y;. Alors (64) descend sur un voisinage de C; dans RP(3). Vu que (63)
ne dépend pas des variables ¢, et t,, nous obtenons I'indépendance entre f; et fs.

Nous avons démontré, peu ou prou, le résultat suivant :

THEOREME 6. Les feuilletages réels Gy sont complétement intégrables au voisinage
des cercles singuliers C;.

Pour v > 2, la preuve de ce résultat est analogue mais techniquement pénible.

Dans les paragraphes qui suivent, nous menons une description du feuille-
tage Gy au voisinage d’un point singulier p;. Sans perte de généralité, nous sup-
posons v = 2 et nous nous plagons dans un voisinage du point singulier p, € C,.

D’apres la preuve du théoreme 6, il existe un voisinage de la droite complexe
t = 0 o1 le champ holomorphe

(65) 21(Aaz1 — (Mg + A3)tz1 0/0z + t(t — 1) 9/0t)

est analytiquement conjugué a

(66) Y = z1(\oz1 0/02 +t 9/0t).

Le champ (66) est le tiré en arriére via ECL : (EI-P(\?) — C? du champ
(67) Y = Mozl 0/021 + (14 A\y)z120 0/ 0.
Ecrivons

(68) Re(Y) = A10/0xy + B10/0y; + A20/0x9 + B20/0ys,

ou z; = x; + iy;. Les courbes intégrales de (68) définissent un feuilletage réel qui
se projette sur RP(3). Notons-le G|. Dans la carte z; = 1 le feuilletage G est donné
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par les courbes intégrales de
R6(Y) - AlRR = )\Q(yl + y{’) 8/0y1

(69) —2 + y1((1 — A2)y2 + Aoy1x2) 9/ 0

—Y2 + y1(()\2 — 1)1’2 + )\ngyl) 8/8y2

D’apres ce qui précede, au voisinage du cercle 25 = yo = 0, G est conjugué a
Go. En effet, 'application (58) descend sur un voisinage de C; dans RP(3). Nous re-
marquons dans (69) la variété invariante {y; = 0} sur laquelle le champ est radial.

Nous concluons que dans un voisinage de chaque point singulier
p;, 7 =1{1,2,3}, le feuilletage G, est conjugué au feuilletage défini par les courbes
intégrales d'un champ de vecteurs

Ny + -+ 0/dy; +

(70) —xj+-~-8/8xj +

—y; + - 0/0y;,

ayant une sous-variété réelle invariante de dimension 2 dans laquelle G, est conju-
gué a un feuilletage radial. Dans le cas général v > 2, une étude locale du feuille-
tage Gy analogue est plausible. Cependant, pour ce qui nous intéresse, nous nous
contenterons de décrire le cas quadratique.

Exemple : le cas de A € AN(R™)?. Nous décrivons 1’ensemble des feuilles du feuille-
tage réel G, ayant comme «extrémité» un point singulier p;. Nous nous plagons
dans le cas d"un feuilletage G, ) associé a un feuilletage F, » quadratique et nous
supposons 6 = 0.

DEFINITION 13. Soit [ une feuille non compacte d’une feuilletage réel d'une variété
(réelle ou complexe) M et p € M un point fixé. Nous dirons que le point p est une
extrémité de la feuille | si, et seulement si, il existe une paramétrisation (injective) de

(71) 7 :]0, c0[— M

pour laquelle lim,_,, . v(s) = p. Nous dirons que l'extrémité p d'une feuille | est analy-
tique si l'adhérence locale de la feuille I'est.
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Soit U; un voisinage suffisament petit dans RP(3) du point singulier p;. Consi-
dérons une feuille [ € G, intersectant ¢/;. Grace au modele local (70), nous pou-
vons affirmer que la feuille [ satisfait la dichotomie suivante :

i: Soit il existe une paramétrisation v : [0,00[— U; de [ telle
que lim,_. 4o 7(s) = p;. Dans ce cas, p; est une extrémité analytique
de(;

ii: Soit pour toute paramétrisation ~y : [0, co[— U; del, il existe 0 < M < oo
tel que v(M) € RP(3) \ U;.

Autrement dit, pour toute feuille «rentrant» dans un voisinage suffisament petit
du point singulier p; soit (i) elle aboutit dans la singularité p; de facon analytique,
soit (ii) elle «s’échappe» du voisinage en un temps fini. Nous observons dans (70)
que, dans un voisinage suffisament petit de chaque singularité p;, 'ensemble des
feuilles de Gy \ Sing(G,) ayant comme extrémité p, est une sous-variété invariante
de dimension réelle 2. Nous notons V(p;) les saturés dans RIP(3) de ces variétés
invariantes par rapport au feuilletage réel Gj.

Définissons

(72) V= JVvp) Wi = V(pi) N V(p;)
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et
(73) W;

comme la réunion des feuilles [ dans G, \ Sing(G,) telles que pour toute paramé-
trisation injective de [

(74) v :] = 00, +oo[— RP(3),

les limites lim,_._.y(s) et lims_1+~7(s) existent et coincident sur la singularité p,.

G G

Ww‘ &\/ /

Les ensembles invariants V(p;), W, ; et Wi.

Nous décrirons plus loin les ensembles définis ci-dessus en termes de billard sur
un triangle.

DEFINITION 14. Soient p;, p; deux points singuliers d'un feuilletage réel d’une va-
riété réelle ou complexe. Nous appelons :

— Feuille homocline toute feuille du feuilletage réel ayant comme
extrémités p; = p,.

— Feuille hétérocline toute feuille du feuilletage réel ayant comme extrémités p; #
Dj-

Dans Gy, en dehors des feuilles C; \ {p;}, toute feuille ayant une extrémité est
contenue dans V. D’un autre c6té, W, ; est 'ensemble des feuilles hétéroclines de
Go joignant les points singuliers p;, p;. Trivialement C; \ {p;} C W).
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Un calcul direct montre que la droite projective

(75) Mgp) ({y1 = y2 = 0})

est invariante par le feuilletage G. Il est clair que (75) est une droite projective
passant par les singularités p;, ps, p3 du feuilletage Gy et que, lorsqu’on la prive
de ces trois points, ’ensemble résultant est formé par trois feuilles hétéroclines,
chacune contenue dans W, ;, pour tout ¢ # j.

3

Le cercle invariant [lgpes) ({y1 = y2 = 0}) joignant
les singularités pi, ps, ps.

—_—

2.2.6. Le feuilletage Gy dans I'espace éclaté RP(3).

Le feuilletage réel Gy induit un feuilletage réel singulier de la surface algé-

brique RP(3) que nous notons Go (cf. §1, 2.2.3). Dans cette section nous menons
une description de ces feuilletages que nous allons reprendre plus loin en termes
de billards sur un polygone.

Bien évidemment G, est isomorphe a Gy en dehors de I’ensemble U?I%TQ(C]-) ;
pour chaque j € {1,...,v + 1} nous définissons

(76) pj == ECL¢ ' (p;),

ot1 p; est une des v + 1 singularités du feuilletage Gy. Remarquons que chaque p;

est un cercle contenu dans T?(C;) et le lieu singulier du feuilletage Gy est formé
par la réunion des cercles p;, j = 0,...,v + 1. Sur chaque tore T?(C;), les feuilles

non singulieres de Gy sont données par les composantes connexes de

LN(T*C)\B;), L € Gan,
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c’est-a-dire données par la trace d'une feuille du feuilletage G, » sur le diviseur
T?(C;) privée des points singuliers dans le cercle p;. Ainsi, bien qu’il soit singulier
le long de p;, en restriction au tore T?(C;), le feuilletage ég est sans singularités
(singularités apparentes) et ses feuilles sont des droites sur ce tore.

p;

Le cercle des singularités apparentes p; dans le tore T?(C;).

Décrivons le comportement du feuilletage G, dans un voisinage suffisament
petit du tore T?(C,) lorsque le parametre ); est un réel positif et le degré du feuille-
tage F,estv = 2.

Soit U; un voisinage suffisament petit de T*(C;) et notons U := U; \ T*(C;).

Nous affirmons que toute feuille / de G, passant par un point de U; satisfait la
dichotomie :

i: Soit la feuille [ a comme extrémité un point dans le cercle singulier p; ;
ii: Soit la feuille [ «s’échappe» du voisinage U; en un temps fini.

On remarque 'analogie avec le comportement des feuilles de G, , dans un voisi-
nage de la singularité p;.

Effectivement, le cas (i) correspond aux feuilles de Go intersectant

—_~—

(77) V(p;) :=ECL; (V(p;) \ 1)),
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I'image de la variété stable V(p;) \ p; dans RP(3).

—_~—

Pour (ii), considérons § € 1N (U} \ V(p;)) ety : [0, 0o[— [ une paramétrisation
telle que v(0) = . Soit p € T?(C;) \ p; un point proche de £. Notons [, € G, la
feuille passant par p. Vu que sur le tore T?(C;) le feuilletage G, est un feuilletage
en droites nous avons

(78) v, [0, N] — T?(C;), 0< N < oo,

une paramétrisation telle que v, ([0, N]) C [,, 7,(0) = p et 7,(N) est, dans une
carte affine, proche du cercle singulier p;. D’apres 'analycité (réelle) des équa-

tions définissant le feuilletage G, », et quitte a reparamétriser les courbes v et ,,
nous pouvons supposer que les points (s) et v,(s) sont, pour la distance dans
une carte, assez proches.

Nous en déduisons qu’il existe un réel positif 0 < M < oo tel que 7,(M)
est dans un voisinage de p;. Etant donné que G, est isomorphe a G, dans un voisi-
nage de p; privé de p;, nous pouvons conclure, en utilisant le modéle local fourni
par (70), qu'il existe un réel positif 0 < M, < oo tel que le point (M) n’appar-
tient pas au voisinage ;.

Remarque. Le fait que la restriction au tore T?(C;) du feuilletage G, , soit un feuille-

tage en droites entraine que toute feuille de G, dans un voisinage d"un tore T?(C;)

—~—

privé de T?(C;) et en dehors de V(p;), «tourne» autour du tore T?(C;) avant de
s’échapper du voisinage en question. Le nombre de «tours» ne dépénd que de
I'exposant \; > 0. Nous précisons notre langage avec la figure :



2. FEUILLETAGES HOMOGENES SUR C? 61

La feuille de G, voisine au tore T%(C;)
«tourne» comme une feuille d"un feuilletage en droites.

Nous allons reprendre plus loin le comportement des feuilles de Gy dans un
voisinage des tores T?(C;), tout du moins dans le cas v = 2, en termes de billard
sur un triangle.

Pour terminer cette section décrivons, les images des ensembles V, W, ; et W,

dans RP(3), lorsque le parametre A est contenu dans (R*)3, 7, \ est quadratique
et 6 est null (cf. §1, 2.2.5). Ceci dit, notons

(79) Wi, = ECLZ (W,,), W, == ECL; (W), V= ECLz (V).

Toute feuille de G, ayant une extrémité est contenue dans V. Par ailleurs V/\Z

est I’ensemble des feuilles hétéroclines de G, joignant deux points p # ¢ contenus
dans deux cercles singuliers p; et p; disjoints. Nous remarquons que lorsqu’on
éclate le point singulier p;, on peut bien détruire le caractere homocline d'une

feuille de G, dans W;. Ainsi, I'image via ECL;" dans RP(3) d’un feuille dans W,
peut avoir deux extrémités distinctes dans le cercle singulier p;.
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La feuille de G, voisine du tore T2 (C))
«tourne» a l'instar du feuilletage en droites.



CHAPITRE 2

Un dictionnaire

1. Feuilletages homogenes et billards polygonaux : un dictionnaire

Ayant pour but1’étude des feuilletages réels introduits dans les sections précé-
dentes, nous construisons dans ce chapitre un dictionnaire surfaces de translation-
feuilletages homogenes a 'aide des tranformations de SCHWARZ-CHRISTOFFEL.
Dans les sections suivantes, on se sert de ce dictionnaire pour établir de nou-
veaux résultats. Le long de ce chapitre nous supposerons que le paramétre \ est
réel.

1.1. Les transformations de SCHWARZ-CHRISTOFFEL.

Ce type de transformation fut introduit indépendamment par ELWIN BRUNO
CHRISTOFFEL et HERMANN AMANDUS SCHWARZ en 1867 et 1869 respective-
ment, dans le contexte de la représentation conforme du demi-plan sur l'intérieur
d’un polygone. On les trouve, entre autres, dans la théorie du potentiel, les sur-
faces minimales, la dynamique des fluides, I’étude des mouvements browniens
réfléchis. Pour une étude plus approfondie sur ce type de transformations nous
renvoyons a [11].

DEFINITION 15. Toute transformation envoyant l'intérieur d'un demi-plan dans C
de fagon bijective et conforme sur l'intérieur d’un polygone est appelée transformation de
SCHWARZ-CHRISTOFFEL .

Les transformations de SCHWARZ-CHRISTOFFEL admettent des représentations
intégrales.

THEOREME 7. [11] Soit P C C? un polygone a v+1 cotés ayant ji;m comme angle in-
térieur au sommmet w; ou j € A{l,...,v + 1}, 0 < pu; < 2. Soit

63
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[+ CU{oo} — C U {oo} une transformation envoyant le demi-plan supérieur
H* :={z € C | Im(z) > 0} dans l'intérieur de P et le point z = oo sur le som-
met w, 1. Alors

(80) f(z)=c+C / ) H(g ~a; e,

ottc,C €C,a; €R, f(a;) :wjetzgiluj =v—1

En général l'intégrand dans (80) est multivalué, donc f(z) est définie des
qu’on se fixe une branche. Par convention nous appelons les parametres 1, et
a; dans (80) les exposants et les présommets de la TSC. Le point initial de l'intégrale
n’est pas spécifié vu que son choix affecte seulement la valeur de la constante c.
Quitte a faire agir un élément dans PSL(2,C), nous pouvons supposer que l'en-
semble des présommets contient toujours le triplet {0, 1, co}.

La longueur des «cotés de Iimage» d'une transformation de
SCHWARZ-CHRISTOFFEL est déterminée par la position des présommets dans la
droite réelle [11]. Le probléeme de déterminer, pour un polygone P donné a priori,
les points a; dans la droite réelle tels que 1'image de (80) soit P est le probleme des
parametres de SCHWARZ-CHRISTOFFEL. En général il n’existe pas de solution ex-
plicite et on doit se contenter d’approximations numériques.

1.1.1. La figure d'un feuilletage F, \ a parametres réels.

Grace aux transformations de SCHWARZ-CHRISTOFFEL, nous pouvons asso-
cier une figure géométrique a tout feuilletage holomorphe homogene a singula-

rité isolée et cone tangent réduit dont les parametres A = (A,...,\)
eta = (ai,...,a,)sont réels (cf. §1, 2). Nous rappelons que

v+1
(81) Foy=2"22 (2 — 1) H(22 —a;z2)N

=1

est une intégrale premiere pour le feuilletage F, ». Nous avons auparavant choisi
la normalisation Zj”;rll A; = 1, qui est commode, par exemple, pour éclater ou
pour des calculs d’holonomie. Cette normalisation n’est pas plus canonique
qu’une autre puisque, pour tout € € C*, Fy | est intégrale premiére du feuilletage

Fax- Pour des raisons qui vont apparaitre plus loin nous supposerons dorénavant
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que
v+1

(82) dN=v—L
j=1

Notons que cette normalisation est identique a la précédente si, et seulement si,
v = 2. Pour chaque j € {1,...v + 1}, nous définissons

(83) Aj = {)‘17"'7)\1/4-1}\)\]"

et P, comme adhérence de I'image du demi-plan supérieur H* via

(54) o) = [T ey

)\j EAg

Pour chaque £ = 1,...,v + 1, P; est un polygone, possiblement dégénéré,
a v+ 1 cotés dont les angles intérieurs sont A\, ...\, ;7. Etant donné que les
parametres a;, j = 1,...,v + 1 sont fixées, tout paire de polygones P;,, P; sont
semblables [11]. Nous pouvons ainsi parler de la figure associée au feuilletage F, ».

DEFINITION 16. Soit F,» un feuilletage de degré v dont les parameétres
{A, o At et {ar, ... au41} de l'intégrale premiere (81) sont réels. Nous dirons
qu’un tel feuilletage est polygonal si, et seulement si, la figure associée a F,  est un
polygone non-dégénéré.

Lorsque le degré du feuilletage est 2 ou 3 une condition nécessaire et suffisante
pour que F,, soit polygonal est 0 < Aj pour tout
je{l,...,v+ 1}, la condition (82) étant vérifiée [11] . A partir du degré v = 4, le
fait d’étre polygonal dépend de la position des racines du cone tangent du feuille-
tage dans P!(C). Clairement, trouver une condition nécessaire et suffisante pour
que le feuilletage F soit polygonal revient a résoudre le probleme des parametres
de SCHWARZ-CHRISTOFFEL.
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Exemples. Les feuilletages F,  a parametres (I) {1, A1, 1 — 2X\1}, 0 < Ay < 3, (1)
{%, %, 0} ont pour figures associées :

(I) Un triangle isocele

(II) Une bande semibornée

Soit m > 0 fixé. Le feuilletage F,, a parametres \; = 1, Vj et a; = —1//m,
as = —1,a3 =1, a4 = 1/y/m a comme figure associé un rectangle dont le rapport
longueur sur largeur dépend du parameétre m.

1.2. Résultats principaux. Dans cette section nous prouvons les résultats for-
mant la base du dictionnaire surfaces de translation engrendrées par un polygone-
feuilletages homogenes polygonaux. Notre résultat principal est formulé dans le cadre
des triangles. Suite, nous détaillons le passage au cas d’un polygone ayant plus
de 3 cotés.

THEOREME 8. Soit P le triangle d’angles \ym, Ay, A7 et (S(P), Dy) la surface de
translation engendrée par P munie du feuilletage géodésique Dy, défini par une direction
6 € R/27Z fixée. Soit F, , le feuilletage de C* donné par la 1-forme holomorphe
w(z1, 22) dz dzy d(ze — z1)

Y N A=t )
2122(22 - 2’1) 21 zZ2 22 — 21

(85)

et Fy le feuilletage réel de C* formé par les courbes intégrales du champ Re(X), ot X est
le champ de vecteurs dans C? satisfaisant
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w = ixdz Ndz,. Alors il existe une feuille L € F, 5 telle que la surface abstraite (L, Fo) )

soit analytiquement conjuguée a la surface
feuilletée (S(P), Dy).

DEMONSTRATION. Nous rappelons que toute feuille générique de F, , dans

I'espace éclaté CP(2) est revétement du diviseur exceptionnel privé de trois
points E'\ {0, 1, 0o} (cf. §1, 2). Le groupe de ce revétement est isomorphe a G, 5, le
groupe d’holonomie de F, . Prouvons d’abord que la feuille générique £ en tant
que surface abstraite et la surface de translation S(P) sont biholomorphes.

Sans perte de généralité nous pouvons supposer que la transformation
de SCHWARZ-CHRISTOFFEL

t
6) 16 = [ =g -1y
envoie bijectivement le demi-plan supérieur H* := {z € C | Im(z) > 0} sur
I'intérieur du triangle P. Notons
(87) [0 :]0,1[, Il :]1,00[, [oo :]O0,0[
les trois composantes connexes ouvertes du bord de H ™ privé des points {0, 1, oo}

et fj, j € 40,1, 00} leurs images via f. Bien évidemment, pour tout j, /; est un coté
de P privé des sommets.

Le principe de réfléxion de SCHWARZ [1] entraine que le prolongement de
fa
(88) HTUH UI;
ou H- = {# € C | Im(z2) < 0}, a comme image, lorsqu’on se restreint a H~,
I'intérieur du polygone qui résulte d"une réflexion de P par rapport a la droite
qui passe par le coté I;.

Iy

Le principe de la réflexion de SCHWARZ.
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Choisissons un point m, dans la feuille £ tel que II(my) = t, € H*. Le germe
d’application

(89) folly, : (£L,my) — P CC

se prolonge analytiquement le long de tout chemin dans £. En suivant simultané-

ment le prolongement analytique de f o Il et la construction de S(P) on constate
que 1’on définit une application

(90) fiL— S(P)

qui est un biholomorphisme. En effet, soient y; des lacets simples d’indice §/ par
rapport a a;, ¢ = 1,2, 3, racines du cone tangent de F, ». Ils engendrent le groupe
fondamental IT; (£'\ {0, 1, 00}, ty). Grace au principe de réflexion de SCHWARZ on
constate que, d'un c6té, 1'holonomie du lacet +; par rapport au feuilletage F, » est
donnée par I'application z ~ ¢*™i > et, de I'autre, le prolongement analytique de
[ le long de ; est une application de la forme

(91) t~s 2N f(t) 4 ¢,

ou ¢ est une constante ¢ € C. Ceci dit, nous voyons que le principe de réflexion
de SCHWARZ et la transformation (86) induisent un morphisme de groupes

(92) TSC :TL(C\ {0,1}, 1) — H(P)

envoyant le générateur v; sur la rotation d’angle 27)\; par rapport au sommet
f(a;). Ce morphisme satisfait

— L'image du noyau de la représentation d’holonomie (29) du feuilletage 7, »
est le sous-groupe de translations de H(P).

— L'image inverse de toute translation dans H(P) via 7SC est dans le noyau
de la représentation d’holonomie (29) du feuilletage F, ».

Vérifions que le biholomorphisme f conjugue le feuilletage F - & un feuilletage
géodésique de la surface de translation S(P). Notons X le relevé du champ de

vecteurs holomorphe X a l'espace éclaté CPP(2). Soit

(93) Far > L:=ECL(E;}(1))

la feuille du feuilletage holomorphe 7, dans CP(2) donnée par le niveau 1 de
lI'intégrale premiere £, y. Dans les coordonnées z, = tz; la projection du champ

X restreint a £ sur le diviseur exceptionnel écl~'(0) est donnée par les branches
de

(94) DIIX (t) = t'72(t — 1)' %9/t
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Dans les domaines simplement connexes H* U H~ U I; les branches de (94)
sont de la forme

(95) erimdatmA) ()9 /0t n,m € Z,
ol t ~» h(t) est une branche fixée de ¢ ~ t'7*2(t — 1)1, Vu que

U = SR E - DMdE)

— t)\z—l(t _ 1))\3—1’

(96)

la transformation de SCHWARZ-CHRISTOFFEL (86) envoie toute branche du champ
de vecteurs t17*2(¢t — 1)17%39 /0t sur un champ de vecteurs constant. En effet, les
différentes branches de 'intégrant de (86), dans les domaines H+ U H~ U [;, sont
de la forme

627ri(p>\2 +qA1)

p.q € 4,

Ainsi, sur chaque H* U H~ U I; nous avons

UODIX(t) = (2l — 1N )2 (t —1)%)0/02

2mi(nAg+mAy) p (¢
(98) - Wﬂmhéfa/az
_ C0/0>
ott C' = ¥ M+mA2 egt une constante qui dépend des branches de détermi-

nation de f(t) et DIIX choisies. En particulier, pour tout choix de branche f
dans H* U H~ U I; de f(t), 'application

(99) H|£Of:£—>(C

envoie la restriction du feuilletage réel F; . a un feuillet du revétement
I, : L — E\{0,1,00} sur une famille de segments de droite réelle paral-

leles et contenus dans l'intérieur de la figure f(H* U H~ U I;).
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(£, Fo)z) (S(P), Dy)

L’isomorphisme fconjugue Fo| ¢ a un feuilletage
géodésique de la surface de translation S(P).

D’apres (91), le biholomorphisme ]7: L — S(P) construit a partir de la branche
[ envoie F ;0 sur un feuilletage géodésique de la surface de translation S(P).

Quitte a multiplier f (t) par une constante de la forme e, 0 € R/2nZ, c'est-a-dire,
quitte a changer convenablemment de feuille générique, nous pouvons supposer
que tel feuilletage géodésique est précisément (S(P), Dy).

O

Remarques.

(1) Vu que le feuilletage réel Fy de C? est défini par les courbes intégrales
de Re(e”X), il suffit de faire agir des homothéties de C* de la forme
(21, 29) ~ €”(21, 25) pour que le théoreme 8 reste valide lorsqu’on change
f() en fg.

(2) Tel qu’on I'a construit, I'image inverse du biholomorphisme f est conte-

nue dans 'espace éclaté CIP(2). Par des raisons de simplicité, nous note-
rons également f le biholomorphisme foECL™', dont I'image est dans C?,

et nous les distinguerons par le contexte. Autant /' que ECL o f~! défi-
nissent des immersions de la surface de translation feuilletée (S(P), Dy)

dans CP(2) et C? respectivement. Nous meénerons ultérieurement une
description de I'image de chacune de ces immersions.

(3) Comme on a vu dans §1, 1.1.1, on peut compactifier localement la surface

de translation S(P) en une surface plate a singularités coniques S(P) «en



1. FEUILLETAGES HOMOGENES ET BILLARDS POLYGONAUX : UN DICTIONNAIRE 71

ajoutant» les sommets rationnels du polygone P. De maniere analogue,
on peut compactifier localement la feuille générique £ «en ajoutant» le

point dans la droite a 'infini d; N L, lorsque 'exposant ); est rationnel.

Réciproquement au théoreme 8 nous avons 1’énoncé suivant :

COROLLAIRE 3. Si F,  est un feuilletage polygonal dont la figure associée est un
triangle P, alors pour toute feuille L € F, \ générique fixée il existe une direction 0 &
R \ 27Z dans le fibré tangent unitaire de la surface de translation S(P) telle que le
feuilletage réel (L, Fy|) soit analytiquement conjugué a la surface feuilletée (S(P), Dy).

COROLLAIRE 4. (cf.théo. 3 §1, 2.1) Soit F,  un feuilletage polygonal dont la figure
associée est un triangle P. Alors la feuille générique de F, y (en tant que surface abstraite)
est biholomorphe a la surface de translation S(P) engendrée par P.

En particulier, lorsque le point X\ € A est non résonnant, la surface de translation
engendrée par le triangle P est homéomorphe au monstre du Loch Ness.

Nous notons que le théoréme 8 n’est pas valide pour le cas d"un polygone gé-

néral. En effet, lorsqu’on considere un rectangle P,
ie. X = (3,3,3,3) la surface de translation S(P) est de genre 1 et, d'un autre

coté, la feuille générique de F, , est d’adhérence une surface de genre 3. En effet,
la courbe de degré 4

(100) nn(n—2)(a+2) =2

est lisse dans CPP(2).

Lorsqu’on reprend la preuve du théoreme 8 dans le cas général d"un poly-
gone P d’angles

(101) ur, . As), v >3,

le probleme constaté avec (100) résulte du fait que, si l’on veut que la transforma-
tion de SCHWARZ-CHRISTOFFEL

t
(102) 70 = [ TJte - ap™ag
J#1
ait comme image le polygone P, le parameétre A  doit
satisfaire Z]”;l Nj=v—L

Analysons les conséquences de cette normalisation plus en détail. Soient
Yi-..,7+41 des lacets simples d’indice ¢ par rapport a chaque racine q;,
i € {1,...,v + 1}, du cone tangent du feuilletage F,,; ils engendrent

I, (E\{a1,...,a,+1}), le groupe fondamental du diviseur exceptionnel dans CP(2)
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2 / . . N . N 2
privé des a;s. Il est clair que ce groupe est isomorphe a F,, le groupe libre a v gé-
nérateurs.

Pour chaque mot m € II;(E \ {ay,...,a,+1}) nous définissons n;(m) € Z
comme la somme des exposants sur la lettre v, qui apparaissent dans m. Ceci
dit, soit y : II1(E\ {a4, ..., a,+1}) — (R, +) le morphisme de groupes défini par

v+1

(103) primo~ Y ni(m)A;.
j=1

Suivant la preuve du théoreme 8, nous voyons que le biholomorphisme
f: £ — S(P) qui conjugue (L, Fo| c) ala surface de translation (S(P), P) existe
si et seulement si pour tout mot m € I, (£ \ {ay,...,a,41}) tel que 7SC(m) (92)
soit une translation dans (P) le mot m appartient au noyau de la représentation
d’holonomie (29) du feuilletage F, » (cf. §1 2).

Cette condition est équivalente a demander que pour tout mot
m € IL(E \ {ay,...,a,41}) tel que p(m) € Z on ait p(m) € (v — 1)Z. Ceci dit,
nous définissons

DEFINITION 17. Nous dirons qu’un polygone P d’angles \w, ..., A\, ;17 est rai-
sonnable si et seulement si tout nombre entier de la forme

AL+ N A,

ot nj € Z,V j, est dans (v — 1)Z.

Les rectangles \; = 1, A = 3, A3 = 3 et Ay = 1, ne sont pas raisonnables. En

effet, si ny + ny + ng + ny = 2k avec k entier impair alors l’entier
niA1 + n2de + nzAsz + ny Ay n'appartient pas a 2Z. Bien évidemment, selon cette
définition tout triangle est un polygone raisonnable.

Le théoreme 8 se généralise de la facon suivante :

THEOREME 9. Soit P un polygone raisonnable et F, » un feuilletage polygonal dont
le polygone associé est semblable a P. Alors

i: Pour toute direction fixée § < R/2nZ il existe une feuille générique
L € Fqx telle que la surface abstraite (L, Fo\c) soit analytiquement conjuguée
a la surface feuilletée (S(P), Dy).

ii: Pour  toute  feuille  générique L € Far il existe
une direction §' € R/2nZ telle que (L, Fo|-) soit analytiquement conjuguée
a la surface feuilletée (S(P), Dy ).
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Suivant le théoreme 3 cf. §1, 2, nous obtenons :

COROLLAIRE 5. Soit P un polygone raisonnable et F, \ un feuilletage polygonal
dont le polygone associé est semblable a P. Alors si le point

)\1 )\I/+1 )

v—1"""Tv-1
n'est pas résonant la surface de translation engendrée par le polygone P est homéomorphe
au monstre de Loch Ness (cf. déf. 9 §1, 2.1).

(104) (

DEFINITION 18. Soit H) l'image dans R/2n7Z via l'application z ~ etz du
groupe (3 (Z)).

Il est clair que H) est un sous-groupe du groupe des v — 1 racines de 1'unité
dans R/27Z. Nous rappelons que tout feuilletage du type F, , est invariant par

les homothéties de C?. En particulier, le feuilletage F, , induit un feuilletage .7/-",;
sur la surface (singuliere)

(105) C3 := C*/H,,

ot le quotient est défini par rapport a I'action de H, en tant que sous-groupe du
groupe d’homothéties de C?

(106) C? x Hy > (2, k) ~ kldc(z).

Notons II, : C* — C% la projection naturelle définie par (105). La surface C3
est réglée (fibration en droites complexes) et a singularité isolée ; le feuilletage F, »

est transverse a cette fibration en dehors de la projection des
séparatrices 11,(d,) (cf. §1, 2).
Remarque. Toute feuille générique £ € F, , définit un revétement
(107) H)\ | £ . E — H)\(,C)
tini dont le groupe est isomorphe a H). Nous dirons que la feuille
(108) Furd L :=T1,(L)
est générique si L 'est.
En outre, le champ de vecteurs holomorphe homogene X de degré v défi-

nissant le feuilletage F, , est invariant lui aussi par les homothéties de C* de la
forme klIdc: avec k' = 1. Cela entraine que les feuilletages réels F définissent

des feuilletages réels Fosurle quotient C3 et sur toute feuille générique Le .7-“,1 A
En résumé, nous avons prouvé le su1vant
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THEOREME 10. Soit P un polygone non raisonnable et F, » un feuilletage polygonal
dont le polygone associé est semblable a P. Alors :

i: Pour toute direction fixée § < R/2nZ il existe une feuille générique
L € Fox telle que la surface abstraite (L, F, z) soit analytiquement conjuguée
a la surface feuilletée (S(P), Dy).

~

ii: Pour toute feuille générique L € }/"; il existe une direction
0" € R/27Z telle que (L, Fz) soit analytiquement conjuguée a la surface
feuilletée (S(P), Dy).

1.2.1. Connexion avec les billards polygonaux.

Nous rappelons que, pour tout § € R/27Z fixé, la surface invariante du billard
¥y sur un polygone P définie par ¢, s'immerge dans la surface de translation
feuilletée (S(P),Dy) de sorte que (Xy, By) soit conjuguée a son image (proposi-
tion1cf. §1,1.2).

DEFINITION 19. Nous dirons qu’une feuille générique L du feuilletage holomorphe

polygonal — F,  (ou  Dbien L € Fay) munie du  feuilletage
réel Fyy o, 0 € R/2nZ fixé, représente le jeu de billard sur le polygone P dans
la direction § € R/27Z si, et seulement si, la surface de translation (S(P),Dy) est

conjuguée a la surface feuilletée (L, Fy| 1) (ou bien a (L, Fo 2))-
Avec cette nouvelle nomenclature

COROLLAIRE 6. Soit P un polygone raisonnable et F, un feuilletage
polygonal dont le polygone associé est semblable a P. Alors, pour toute direction § &
R /277, il existe une feuille (L, Fo| o) de Fq » qui répresente le jeu de billard sur le poly-
gone P dans la direction 6.

Evidemment il y a une version analogue de ce corollaire dans le cas non rai-
sonnable lorsqu’on se place dans le quotient C3.
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1.3. Variation du parametre directionnel 6.

Considérons le feuilletage Fy de C*. Grace aux théorémes de la section pré-
cédente nous savons que la restriction de ce feuilletage réel a une feuille géné-
rique de F,  est analytiquement conjuguée une surface de translation feuille-
tée (S(P),Dy). Dans cette section nous analysons la variation du parametre 6 €
R/27Z lorsque on change de feuille générique dans F, ,.

NOTATION 1. Soit L une feuille d'un feuilletage de C?, p € R* et § € R/277Z. Nous
notons pe'’ L I'image de I'homothétie (21, z3) ~ pe® (21, zo) restreinte a la feuille L.

PROPOSITION 5. Soit F, \ un feuilletage dont le polygone associé est semblable a un
triangle et L € F, \ générique. Supposons que (L, Fo) 1) soit analytiquement conjuguée a
la surface de translation (S(P), Dy) pour une certaine direction 6 € R/2nZ. Alors, pour
tout p € R* et §' € R/277Z la feuille, (pe' L, Fo| peie' ) est analytiquement conjuguée a
(S(P), Dore)-

DEMONSTRATION. D’aprés la section 2.2.5 du chapitre précédent, dans le cas

quadratique v = 2 le feuilletage .7/-"; de CP(2) est donné, dans la carte z, = ¢z,
par les courbes intégrales du champ de vecteurs holomorphe

(109) Xa)\ = 21()\22’1 — ()\2 -+ )\3)t21 8/8z1 + t(t — 1) 0/8t)

Considérons la feuille générique de F, , donnée, en coordonnées z, = tz, par
'équation zt*2(¢t — 1)* = 1. On la note L. La projection au diviseur exception-

nel de CPP(2) de la restriction X, a cette feuille est donnée par les branches de
t1722(¢ — 1)17%9/0t. Un calcul immédiat montre que la projection au diviseur ex-

ceptionnel de CP(2) de la restriction de X, a pe'” £ est donnée par les branches
de pe?t'=2(t — 1)1=239/9t. Suivant les résultats de la section 1.2 de ce chapitre,
nous supposons que (£, Fo| o) est analytiquement conjugué a la surface de trans-

lation (S(P), Dy) via le relevé f : L — S(P) de la transformation de SCHWARZ-
CHRISTOFFEL donnée en coordonnées z, = tz; par la formule

f(t) =t~ / £a1(e — 1) e,

Alors, un calcul direct montre que le relevé fooped?s — S(P) conjugue
(pele ‘C7 fO\ peielﬁ) a (S(P)7 D9+9/)‘
0

PROPOSITION 6. Soit P un polygone raisonnable a v + 1 cotés, F, » un feuilletage
polygonal dont le polygone associé est semblable a P et L € F, \ générique. Supposons
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que (L, Fo) ) soit analytiquement conjuguée a la surface de translation (S(P), Dy) pour
une certaine direction § € R/2nZ. Alors, pour tout p € R* et ' € R/2nZ la feuille,
(pe’ L, Fo) peio' ) €st analytiquement conjuguée a (S(P), Do (1o )-

DEMONSTRATION. La preuve est analogue a celle de la proposition précé-

dente. II suffit de remarquer que la projection au diviseur exceptionnel de CPP(2)
de la restricion du champ X,, a pe” L est donnée par les branches
de pr~teilv=DI"t1=02 (¢ 1)1=%9/0t. Cela se déduit du fait que le discours impose la
normalisation Z;’:ll Nj=v—1

O

Remarques. D’apres la proposition précédente :

(1) Supposons qu’une feuille générique (£, Foy| ) dun feuilletage polygonal
Fa ayant comme figure associée un polygone raisonnable soit analyti-
quement conjuguée a la surface de translation feuilletée (S(P), Dy), alors
toute teuille générique de Fax de la forme
(pL, Fo| pz), avec p € R*, I'est aussi.

(2) Soit P un polygone raisonnable d’angles A7, ..., A, 417 et F, \ un feuille-
tage polygonal dont le polygone associé est semblable a P. Alors, le jeu de
billard sur le polygone P dans une direction
0 € R/27Z est representé par v — 1 feuilles génériques de F, , contenues
dans la 3-variété réelle

(110) M, = {(21722) S Cz ‘ | Fa,A(Zl,Zg) |: 1}

1.3.1. Variation du parametre directionnel et automorphismes de F, ».

Dans cette section nous établissons un parallélisme entre les automorphismes
du feuilletage F, , provenant de I’holonomie et certains automorphismes de la
surface de translation S(P) provenant du groupe d’isométries H(P) (cf. §1, 1.1).
Précisons d’abord un peu notre vocabulaire.

DEFINITION 20. Considérons un feuilletage du type F, \ de degré v. Nous appe-
lons groupe d’automorphismes de F, , provenant de ’holonomie le sous-groupe
du groupe d’homothéties du plan complexe formé par les applications

(111) (21, 22) ~ k(21 22),
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N . Lo 2t
oil le nombre complexe k appartient a {ev-1'2=1"N} (ny, ... n,q) € ZVH.

Bien évidemment dans cette définition nous avons supposé la normalisation
Z;’;l Aj = v — 1. Toute homothétie de C? appartenant au groupe d’automor-
phismes de F, ) provenant de 1'holonomie laisse invariant le feuilletage F, ),
feuille par feuille. Toute homothétie de la forme (z1, 22) ~ k(21, 22), ou k*~1 =
1, laisse invariant le champ holomorphe X, ) définissant le feuilletage F, . On
appelle le group de ces homothéties laissant invariant X, , groupe d’automor-
phismes du champ X, ». Nous remarquons alors que le polygone P associé au
feuilletage polygonal F, ) est raisonnable si et seulement si l'intersection du groupe
d’automorphismes de F, \» provenant de I'holonomie avec le groupe d’automor-
phismes du champ X, , est trivial.

Tout automorphisme de F, , provenant de ’holonomie induit un automor-
phisme de la surface de translation S(P). De méme, l'action d’une isométrie
de H(P) sur la famille de polygones P définit un automorphisme de la sur-
face de translation engendrée par P. En effet, pour tout ¢ € H(P) nous avons
S(P) = S(gP). Suivant la preuve du théoreme 8, nous constatons que tout au-
tomorphisme de la surface de translation S(P) induit par un automorphisme de
F.» provenant de I’holonomie correspond a l’action d'un élément dans le groupe
d’isométries H(P) préservant 1’orientation. Nous rémarquons que l'image dans
DH(P) des éléments de  H(P) préservant l'orientation  est
justement DyH(P) := DH(P) N SO(2). Le sous-groupe DyH(P) est engendré par
les rotations d’angles 27 );.

Par contre, le réciproque n’est pas vrai. Les automorphismes de S(P) induits
par une des réflexions engendrant () ne peuvent pas étre induits par un auto-
morphisme de F, , provenant de ’holonomie, car ces derniers préservent 1’orien-
tation.
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2. Applications du dictionnaire

Les résultats établis dans la section précédente montrent 1’existence d'un dic-
tionnaire qui nous permet d’étudier la dynamique du billard sur un polygone a
l'aide des feuilletages réels F de C? (ou de C3) et vice versa. Dans cette section,
nous montrons des applications explicites de ce dictionnaire.

2.1. Traduction des résultats de la théorie des billards polygonaux.

Dans §1, 1.4.1 nous avons présenté une liste des résultats propres a la théo-
rie des billards polygonaux. La «traduction» des résultats de cette théorie permet
de démontrer de nouveaux théorémes concernant les feuilletages réels 7y asso-
ciés aux feuilletages holomorphes polygonaux F, , de C% Sauf si on indique le
contraire, tout le long de cette section nous nous plagons dans le cadre des feuille-
tages polygonales ayant comme figure associée un polygone raisonnable.

2.1.1. Orbites périodiques.

Toute feuille d’un feuilletage réel de dimension 1 homéomorphe au cercle S*
est appelée orbite périodique. Le relevé d'une trajectoire périodique du billard sur
un polygone P a la surface de translation S(P) est une géodésique fermée et la
projection d'une géodésique fermée de S(P) a P est une trajectoire périodique.
Toute trajectoire périodique du billard sur un polygone a une longueur combina-
toire qui correspond au nombre de cotés visités par la boule avant de revenir a
son point de départ.

DEFINITION 21. Soit | une géodesique fermée dans la surface de translation S(P)
engendrée par un polygone P. Nous appelons longueur combinatoire de [ le cardinal
de l'intersection

(112) INII  (Arr(P)),
ot Arr(P) C P est l'ensemble formé par la réunion des arétes de P.

DEFINITION 22. Soit lcpuy : C*\ 0 — CP(1) la projection canonique. Nous
définissons

(113) Yk o= Hgp){[1 1] € CP(1) | t € RU{o0}}.
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Remarques.

(1) L'hypersurface réelle 3 C R* ~ C? est la quadrique formée par la
réunion de toutes les droites complexes dans C* passant par l'origine
dont la pente est dans R U {oo}. Elle est donnée en coordonnées réelles
par I'équation z2y, = x1ys.

(2) Soit P un polygone raisonnable et supposons que la surface de transla-
tion (S(P), Dy) soit analytiquement conjuguée a la feuille (£, Fo) ) via le
biholomorphisme f (cf.§2, 1.2 théo. 8), alors

(114) F(LNSR) =N Arr(P)).

Autrement dit, l'intersection d’'une feuille générique avec 'hypersurface
Yr correspond aux points de la surface de translation S(F) correspon-
dant aux arétes de P.

(3) En termes de billard sur le polygone P, un point de réflexion d’une tra-
jectoire avec une aréte de P correspond a un point dans 1'hypersurface
k.

Notons 3, la projection de la quadrique g sur le diviseur exceptionnel £ dans

CP(2). Alors S \ {ai,..., a1 }av+1 composantes connexes, chacune homéo-
morphe a un interval ouvert. Nous les notons [, j € {1,..., v+ 1}.

PROPOSITION 7. Soit F, » un feuilletage polygonal et | C E \ {a1,...,a,11} la

projection sur diviseur exceptionnel dans CIP(2) d’une feuille du feuilletage réel Fo n’ap-
partenant pas au cone tangent de F, . Soit p € [ et,

(115) v :[0,00[— E
une paramétrisation lisse de [ telle que v(0) = p. Alors,
(1) Il existe s; € |0, 00| tel que y(s;) € 1; pour un certain 1 < j <v+1;

(2) Siyest tangente a I; a l'instant s; alors ([0, 00]) C 1;;

(3) Siy est transversale a I; et s; < sy, note le prochain instant oit -y rencontre Sk,
alors, nécessairement ~y(sy) € g \ 1.
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DEMONSTRATION. Soit P le polygone associé au feuilletage polygonal F, ».
D’apres le dictionnaire établi dans §2, 1.2, et les remarques précédentes, nous
pouvons penser a ¥ comme une paramétrisation d’une trajectoire du billard sur
le polygone P. Par suite, (1) découle du fait que toute trajectoire du billard sur
P rencontre une aréte de P, (2) est naturel car toute trajectoire du billard sur P
tangente a une aréte de P est contenue dans telle aréte et (3) est la traduction du
fait qu'une trajectoire du billard ne rebondit pas consécutivement sur la méme
aréte de P.

U

DEFINITION 23. Soit F, » polygonal et | € Fy périodique. Nous appelons longueur
combinatoire de [ le cardinal de 'intersection [ N Y.

D’apres les paragraphes précédents, on en déduit que sil € (£, Fo ) est pé-
riodique et P est raisonnable, alors les longueurs combinatoires de [ et de la géo-
desique fermée f(l) C S(P) coincident.

Toute trajectoire périodique du billard sur un polygone P de longueur combi-
natoire paire est contenue dans une famille maximale (un cylindre) a un parametre
de trajectoires périodiques ayant la méme période, et toute trajectoire périodique
du billard de longueur combinatoire impaire se déforme en une famille a un pa-
rametre de trajectoires périodiques dont la longueur combinatoire est le double
[46]. La trajectoire périodique de FAGNANO, de longueur combinatoire 3, illustre
ce fait :

™

‘\\ >>>

Les trajectoires paralleles a la trajectoire
périodique de FAGNANO.
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Par ailleurs, le relevé a la surface de translation S(P) de la famille a 1 parametre
de trajectoires du billard paralléles a la trajectoire de FAGNANO est un cylindre
feuilleté par des géodésiques fermées ayant toutes longueur combinatoire 6

Cylindre de géodésiques fermées dans S(P) défini
par la trajectoire de FAGNANO.

Nous appellerons dorénavant le relevé de la trajectoire de FAGNANO dans un tri-
angle aigu P a la surface de translation S(P) I'orbite périodique de FAGNANO. Nous
constatons ainsi une discordance entre la longueur combinatoire de la trajectoire
(du billard) de FAGNANO et I'orbite (géodésique) périodique de FAGNANO. Dé-
crivons en quoi consiste cette discordance dans le contexte des feuilletages poly-
gonaux ayant comme figure associée le triangle aigu P.

Soit [ C P le sous ensemble de points du triangle aigu P formant la trajec-
toire de FAGNANO et

(116) Y [0,1] — 1

une paramétrisation linéaire par morceaux qui «parcourt» [ deux fois : on la sup-
pose en bijection avec [ dans [0,1[ et telle que 7(2s) = ~(s) pour

tout s € [0, 3[. Considérons le relevé 7 : [0,1] — S(P) a S(P) défini par la
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condition
(117) pod(s) =~(s), Vselo0,1].
Alors on a 6 points {Sy, ..., S5} C [0, 1] tels que

(118) 5([0,1]) NI (Arr(P)) = U@ 3

Supposons que la surface de translation S(P ) munie du feuilletage géodé-
sique dans la direction de l'orbite périodique de FAGNANO est analytiquement

conjuguée via un biholomorphisme (cf.§2 théo. 8) f:L— S5 (P) a une feuille
générique L € F, 5, nous définissons

(119) =f"1oqy:00,1] — L.
Remarques.

i: L'intersection 7([0, 1]) N Xg = U?:o 7(s;) est de cardinal 6 ; par ailleurs, si

on note 4([0, 1]) I'image de la courbe ECL ™" 07 dans l’espace éclaté CP(2),
alors l'intersection

—_——

(120) I(5([0,1])) N TI(ECL™" (X)),

est de cardinal 3 et le type d’homotopie de la projection de II(§([0, 1])) a
E\ {0,1, 00} est celui du commutateur [y;,»]. Ici II note la projection de

la variété éclaté CP(2) sur le diviseur exceptionnel et 74, 7, deux généra-
teurs du groupe fondamental de £\ {0, 1, c0}.

v([0,1]) Cc P

ii: Si ¢ : [0,1] — P est une paramétrisation linéaire par morceaux d’une
trajectoire périodique de billard dans le triangle aigu P paralléle a la tra-
jectoire de FAGNANO et si on définit ¢ : [0, 1] — £ de de la méme fagon
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—_——

qu’on a définit 7, alors le type d’homotopie de la projection de I1(5((0, 1]))
a E\{0, 1, oo} est celui du commutateur 1, 72| (cf. §2 preuve théo. 8 ) mais
intersection

(121) I(([0,1])) NII(ECL™ ! (Sk))

est de cardinal 6 :

- - <

PSP LN Pt
/// - \\ /, \\\\\
/7, A LAY
’ 1\ M
71 1 ‘\
\ 1 4 |
NN 0 ’ \ 1 s
[NEEEN ’ \ s 7
NN -, ~ PR
S o \\ _ <l -
~_< -
~e - _
—_ —
~
e([0,1]) c P (@0, 1) c E

On sait [46] que toute orbite périodique dans une surface de translation S(P) est
contenue dans un cylindre feuilleté par des géodesiques fermées ayant toutes la
méme longueur combinatoire. Grace au théoreme 8 cf. §2, 1.2 nous savons alors
que les feuilletages Fy provenant d’un feuilletage polygonal F, » et restreints a
une feuille générique n’ont pas d’orbites périodiques isolées. Ce dernier fait, n’est
pas propre aux feuilletages F, ) polygonaux.

THEOREME 11. Lorqu’on se restreint a une feuille générique d’un feuilletage holo-
morphe homogene a singularité isolée et a cone tangent réduit F, y les orbites périodiques
de tout feuilletage réel F, sont non-isolées.

DEMONSTRATION. C’est une consequénce immédiate du fait que le feuille-
tage holomorphe F, , soit défini par un champ de vecteurs homogene X = X; +
iX, pour lequel [ X1, X5] = 0, ou [, | désigne le chochet de Lie de deux champs de
vecteurs dans C2.

U

Une application directe du dictionnaire établi dans la section précédente en-
traine que tout énoncé impliquant l’existence d'une trajectoire périodique du
billard sur un polygone P, ou bien d"une géodésique fermée dans la surface de
translation S(P), se traduit en un énoncé impliquant 'existence d"une orbite pé-
riodique d’un feuilletage réel 7y provenant d'un feuilletage polygonal F, , dont
la figure associée est semblable a P. Par exemple le
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THEOREME 12. [31] Pour tout polygone P rationnel il existe un ensemble dense de
directions pour lesquelles on a une trajectoire périodique.

se traduit directement en

COROLLAIRE 7. Pour tout feuilletage polygonal F,  dont la figure associée est un
polygone rationnel, il existe un ensemble dense de directions 0 € R /277 pour lesquelles
Fy a une orbite périodique.

Nous notons que, vis a vis des remarques faites dans la section §2, 1.3, nous
pouvons améliorer ce corollaire.

COROLLAIRE 8. Pour tout feuilletage polygonal F, , dont la figure associée est un
polygone rationnel, I'ensemble formé par la réunion des feuilles génériques L € F,  telles
que (L, Fy ), 0 € R/2n7Z fixé, a une orbite périodique est dense dans C?.

En effet, nous pouvons supposer sans perte de généralité que ¢ = 0. Suivant
la proposition 6, si le feuilletage F, » a comme figure associé un polygone ration-
nel, alors le sous-ensemble formé par toutes les feuilles génériques de F, , dans
M, = {(z1,22) € C* | | Fux(21,22) |= 1} ayant une orbite périodique est dense
dans M;. Alors, vu que toute feuille générique (£, Fo ) est, en tant que surface
feuilletée, analytiquement conjuguée a (pL, Fy| ,z), Vp € R*, nous obtenons la
densité dans le plan complexe C2.

En dehors du cas rationnel (A € Q“) on connait peu de choses sur l'existence
d’orbites périodiques d’'un feuilletage 7y provenant d"un feuilletage holomorphe
Fax Lexistence de la trajectoire de FAGNANO entraine 1'existence d’une orbite
périodique pour tout feuilletage 7y provenant d'un feuilletage holomorphe poly-
gonal F, y de degré 2 dont la figure associée est un triangle aigu. Nous pouvons
assurer également l’existence d’une orbite périodique pour tout feuilletage Fy
provenant d’un feuilletage holomorphe polygonal F,  de degré 2 dont la figure
associée est un triangle rectangle ou bien un triangle obtus dont I’angle obtus
n’excede pas 100 degrés (cf. §1, 1.4.1).

Pour le théoréme suivant nous rappelons que, par définition, I’espace (topo-
logique) de phases du jeu de billard sur un polygone P x R/27Z, muni de la
topologie produit.

THEOREME 13. Supposons que I'ensemble des points dans I'espace des phases du jeu
de billard sur un triangle P définissant une trajectoire périodique soit dense. Soit F, »
polygonal dont la figure associée est semblable a P, alors pour tout 0 € R/27Z fixé,
I'ensemble des orbites périodiques du feuilletage réel Fy est dense dans C?.
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DEMONSTRATION. Comme d’habitude, le triangle est supposée d’angles A,
Jj =1,2,3 et le feuilletage F, , définit par la 1-forme w (85). Sans perte de généra-
lité nous nous plagons dans le cas ¢ = 0. Alors il suffit de prouver que les orbites
périodiques du feuilletage F, sont denses dans 1’espace };. Nous remarquons

que M; = {eieFafj(l)}ge[o,ZW}. Soit ]\71 = ECL_l(Ml) I'image de M; dans l'espace
éclaté @(2) On définit, dans les coordonnées 2o = tz; :

(122) Mt ={(t,z) € My | Im(t) > 0}.

Analoguement, Im(t < 0) définit M, . L'intersection des feuilles du feuilletage

F., induit un feuilletage réel de codimension 1 F;  sur M 7. De méme, F; induit
un feuilletage réel de codimension 2 F ;. Par définition, la restriction de F; ; a
chaque feuille de F; ; est un feuilletage réel.

Possons f(t) = ['&=71(¢ — 1)1, Pour toute £ € F, ., la restriction de f o
IT & £ conjugue Fy; a l'intérieur du triangle P, qu’on note int(P), muni d'un
feuilletage formé par des segments de droites paralleles a une certaine direction
0 € R/27Z. On envoie ainsi la feuille £ dans int(P) x {0} C int(P) xR /2nZ. Cette
correspondance définit une difféomorphisme entre M;" et l'interieur de 'espace
de phases du billard sur le triangle P. On note ce difféomorphisme f; : M;" —
int(P) x R/2nZ. Cette bijection conjugue le feuilletage réel F;  au feuilletage en
droites définit par les trajectoires du «flot» du billard.

Soit (p, ) définissant une trajectoire fermée du «flot» du billard et /, la feuille

de F, passant par le point ¢ = f; *(p,6,). Alors I, est une orbite périodique. En
effet, soit £, la feuille de F, , passant par g. Cette feuille munie du feuilletage réel

Fo est analytiquement conjuguée a (S(P), Dy, ). Alors nous avons une immersion
in 1 P x {6y} — S(P).Parailleurs iy : P x {6} — %y, ot ¥y, note la surface
invariante du billiard définie par la direction 6. Soit i3 : ¥y, — S(P) telle que
i1 = i9. Alors, I'image de [, dans S(P) correspond a I'image via i3 de la trajectoire
du flot du billard passant par (p, ). Si ce derniere est périodique, alors [, 1'est
aussi.
Cela prouve que la densité d’orbites périodiques dans M;". Nous procédons
de faison analogue pour M; .
UJ

THEOREME 14. [3] L'ensemble des points dans I’espace des phases du jeu de billard
sur un polygone rationnel définissant une trajectoire périodique est dense.

THEOREME 15. [48] L’ensemble des points dans I’espace des phases du jeu de billard
sur un triangle rectangle définissant une trajectoire périodique est dense.
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entrainent

COROLLAIRE 9. Soit F, , polygonal dont la figure associée est semblable a un
triangle rationnel ; alors pour tout 8 € R/27Z fixé, I'ensemble des orbites périodiques

du feuilletage réel Fy est dense dans C2.

COROLLAIRE 10. Soit F, \ polygonal dont la figure associée est semblable a un
triangle rectangle; alors pour tout 8 € R/27Z fixé, I'ensemble des orbites périodiques

du feuilletage réel Fy est dense dans C2.

Nous rappelons que pour des polygones raisonnables, le théoréeme 8 cf. §2 éta-
blit, pour chaque 0 € R/27Z, I'existence d"une immersion de la surface de trans-
lation (S(P), Dy) dans le plan C?. Dans les paragraphes qui suivent nous menons

une description de I'image de I'immersion dans 'espace éclaté CP(2) lorsqu’on
se restreint a un cylindre «maximal» dans S(P) feuilleté par des géodésiques pé-
riodiques.

DEFINITION 24. Soit | C S(P) une orbite périodique d'une surface de translation
engendrée par un polygone. Nous appelons cylindre maximal défini par [ le cylindre
fermée (homéomorphe a S* x [0, 1]) maximal, par rapport a C, contenant . Nous le notons

Cyl(l).

PROPOSITION 8. Soit P un polygone raisonnable et supposons que la surface de
translation (S(P),Dy) soit (1) analytiquement conjuguée via f (cf.théo. 8 §2, 1.2) a
un feuille générique (L, Fo| ) d'un feuilletage polygonal F, et (2) présente une orbite
périodique | dans la direction 0. Alors, I'image, via f~!, du cylindre maximal défini par |

—_——

adhere, dans CP(2), a la droite a I'infini L.

DEMONSTRATION. Tout cylindre maximal C'yl(l) est contenu proprement dans
S(P) et son bord est formé par des géodésiques provenant des trajectoires du
billard qui ont une extrémité dans un sommet du polygone P.

La transformation de SCHWARZ-CHRISTOFFEL avec laquelle on construit la
conjugaison f (cf.§2, 1.2, théo. 8) envoie tout voisinage suffisament petit U C P
dans un voisinage suffisament petit U; d"un point a; dans le diviseur exception-

nel £ C CP(2) (cf. 81, 2).

Vu que F,  est polygonal on a A\; > 0 Vj. Dans ce cas le relevé d"une courbe
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simple
(123) v:10,1] — (7]-

ayant comme limite a; quand ¢ — 1 a une feuile générique £ € ./7-":; via l'intégrale

prémiere F,  est une courbe simple dans CP(2) ayant comme limite quand ¢ — 1

le point de la droite a I'infini L., N d;, ot d; C CP(2) est I'image via £CL™" d’une
des v + 1 droites invariantes du feuilletage F,  passant par I'origine dans C2.
U

Lo

5

Bifurcation de la trajectoire de FAGNANO. Dans §1, 1.4.1 nous avons vu que le tri-
angle orthique d’un triangle P dégénére, lorsqu’on déforme P en un triangle rec-
tangle, en une trajectoire singuliére du billard, une hauteur pour étre précis. Ceci
dit considérons un feuilletage polygonal F, ), ayant comme polygone associé un
triangle aigu F, ; suivant la preuve de la proposition précedente nous voyons que
siy :[0,1] — A est une courbe lisse telle que (i) v(0) = A, (ii) F,(s) @ comme
figure associée un triangle aigu et (iii) F, 1) a comme figure associée un triangle
rectangle, alors le cylindre maximal de F, \ défini par la trajectoire de FAGNANO
dans P, se déforme, lorsque s — 1, en une feuille de, disons, F, 1), adhérant
dans CP(2) a un méme point dans la droite a l'infini L.

2.1.2. Feuilletages minimaux, transitivité topologique.

Dans cette section nous abordons la question sur la minimalité et la transi-
tivité topologique des feuilletages Fy et nous donnons quelques résultats en «tra-
duisant» ce qu’on connait chez les billards polygonaux.

Voici un corollaire direct du théoreme 2 [27], (cf. §1,1.4.1) :

COROLLAIRE 11. Soit F,  un feuilletage polygonal dont le polygone associé est
rationnel et raisonnable. Alors, au sens de la mesure de Lebesgue dans R/27Z, pour



88 2. UN DICTIONNAIRE

presque toute direction § € R/2n7 il existe une feuille L € F, , telle que le feuilletage
(L, Fo| ¢) est minimal.

Ce résultat admet un analogue dans le contexte des polygones non raison-
nables. Par ailleurs, vis a vis des remarques faites lorsque nous analysions la va-
riation du parametre § dans la section 1.3 de ce chapitre, le corollaire précédent
entraine :

COROLLAIRE 12. Soit F,  un feuilletage polygonal dont le polygone associé est
rationnel, raisonnable, et soit 0 € R/27Z fixé. Alors le sous ensemble de C?

(124) {L € Fox | lefeuilletage réel (L, Fy o) n’est pas minimal }

est de mesure de Lebesgue nulle.

Pour les suivantes applications du dictionnaire nous avons besoin du

LEMME 3. Soit P un polygone raisonnable et supposons que le flot du billard sur I'es-
pace de phases P x R /27 présente une trajectoire dense. Soit F, , feuilletage polygonal
dont la figure associée est P. Alors la restriction du feuilletage réel Fy a
My, = {e”F, + (1) }oc(o,2n] présente une feuille dense.

DEMONSTRATION. Soit (p, #) dans l'intérieur de P x R /277 déterminant une
trajectoire dense du flot du billard. Soit ¢*(p,f) : R — P x R/27Z une paramé-
trisation pour cette trajectoire satisfaisant ¢°(p,6) = (p,6). Cette paramétrisation
induit un indexation naturelle sur I’ensemble de directions dans R/27Z visitées
par la trajectoire. Soient {6 } ,cz ces directions.

Remarque Si la trajectoire parametrée par ¢'(p, ) est dense alors les ensembles
{02 }nen €t {02, 1 }nen sont denses dans R /277Z.

Considérons maintenant ’homéomorphisme f; : M;" — int(P) x R/27Z

définit dans la preuve du théoreme 13. Soit  la feuille de F, passant par f; ' (p, 0).

La feuille [ évite un petit ouvert U dans ]\Afl si et seulement si soit {0, },en OU
{02,—1 }nen ne sont pas denses dans R/27Z. Vu que cela n’arrive pas, elle est dense

dans M, et par conséquent dans M. O

Autrement dit, une feuille de 7, dans M; «correspondan» a une trajectoire
du flot du billard dense dans I'espace de phases doit étre dense car si elle évite
un ouvert de M, la trajectoire du billard qui le «correspond» évite un ouvert de
P x R/27Z. On en déduit le suivant théoreme mentionné dans l'introduction de
cette these :
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THEOREME 16. Soit 6 € R/2nZ fixé. Alors il existe un sous ensemble du type G
dense de E?Zl Aj =1, \; > 0, pour tout j = 1,2,3 formé par des parametres X\ pour
lesquels presque tout point de RIP(3), au sens LEBESGUE, est contenu dans une feuille de
G» g dense dans RP(3).

En effet, il s’agit du cas des triangles, toujours raisonnables. L'ensemble G
dense correspond aux triangles pour lesquels le flot du billard est ergodique
dans I'espace de phases [27]. Lorsque le parametre A est non fortement résonant
ce théoreme est immédiat. Dans les cas des parametres fortement résonants il
reste vrai puisque la restriction de Ilgp(y) : My — HRp(g)(Ml) est un revétement
d’ordre deux.

Sommaire. Grace aux résultats sur la dynamique des trajectoires du billard sur
un polygone nous avons montré

— L'existence de feuilletages réels F, de C* associés a un feuilletage du type
Fa présentant orbites périodiques et feuilles denses dans les feuilles de
Fan

— L'existence de feuilletages réels Gy de RP(3) «minimaux» en dehors d'un
sous-ensemble de mesure de LEBESGUE nulle.

En dehors de ces cas peu est connu sur les propiétés topologiques des feuilletages
réels Fy et Gy. Par exemple on ignore 'existence de feuilletages présentant orbites
périodiques et orbites denses dans C? (ou RP(3)). Par ailleurs, la question sur la
transitivité topologique (existence d’une orbite dense) des feuilletages Fy dans
une feuille générique d'un F, , arbitraire, ou bien dans C?, reste ouverte.

2.2. Dichotomie topologique, surfaces de VEECH arithmétiques et champs
de GHYS-REBELO.

Dans cette section nous montrons entre les surfaces de translation engendrées
par les triangles d’angles

(125) T L N s
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les «triangles» d’angles

™ ™
126 ———,1}, n>0
(126) {n +1 n+1 J
et les courbes intégrales des champs de vecteurs holomorphes définis par les
formes normales dites de GHYS-REBELO, que nous définissons plus loin.

Dans la section 1.4.2 du chapitre 1 nous avons introduit la notion de surface
de VEECH. L’aspect principal de ce type de surface de translation est le compor-
tement de son flot géodésique : pour une direction, soit (1) toute géodésique en
dehors de celles joignant 2 zéros de la 1-forme w est fermée et donc la surface
(S,w) admet une décomposition en cylindres constitués d’orbites périodiques,
soit (2) toute géodésique se distribue uniformément par rapport a la mesure (de
Lebesgue) de la surface. On dit communément que les géodésiques de la surface
de translation satisfont la dichotomie de VEECH.

Il existe deux types de surfaces de VEECH, celles qui sont arithmétiques et celles
qui ne le sont pas.

DEFINITION 25. [19] Une surface de translation de VEECH (S,w) est dite
arithmétique si, et seulement si, son groupe de VEECH SL(S,w) et SL(2,Z) sont com-
mensurables.

Une condition équivalente a celle de la définition précédente est que la
surface (S,w) soit un revétement ramifié d'un tore
T, := (R?*/Z® 7Z,dz), 7 € C\ R, dont la projection respecte la structure de trans-
lation de (S, w) et envoie les points de ramification sur des points de torsion de
T,. Par exemple, les surfaces de translation engendrées par les triangles d’angles :

}

™ mT T T ™ mT

(127 Byshlprih s

sont arithmétiques.

DEFINITION 26. [56] On dit qu’une surface de translation (S,w) satisfait la dicho-
tomie topologique si, pour toute direction § € R/2nZ, soit (1) toute géodésique en dehors
de celles joignant des zéros de la 1-forme w est fermée et la surface (S, w) admet une dé-
composition en cylindres constitués d’orbites fermées , soit (2) toute géodésique est dense
dans la surface S, c’est-a-dire que le flot géodésique dans la direction 0 est minimal.

Cette définition se traduit au niveau des feuilletages par la :
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DEFINITION 27. Soit Fy un feuilletage de C* défini par un champ de vecteurs holo-
morphe X et Fx g le feuilletage réel de C* défini par les courbes intégrales de Re(e?X).
Nous dirons qu'une feuille L € Fx satisfait la dichotomie topologique si, pour toute di-
rection § € R/277Z

1: Soit toutes les feuilles réelles de (L, Fx g |c), en dehors de celles ayant ses «ex-
trémité» dans un point singulier de X, sont périodiques. Dans ce cas la feuille L
admet une décomposition en cylindres invariants par Fy ;

2: Soit le feuilletage réel (L, Fx.|c) est minimal.

Tout feuilletage polygonal dont le polygone associé est un triangle engendrant
une surface de translation de VEECH satisfait la dichotomie topologique.

THEOREME 17. Soit F, » un feuilletage holomorphe homogene quadratique a singu-
larités isolées et cone tangent réduit tel que le parametre X = {1, A2, A3} soit de I'une
des formes

|~

v s b insnh Genh G5 n=3

[\

1 1 (2n=3) 1 1 1 1 7
(128) oo b lsmamm b s nel,
L L Llgvecl < g, 4<m,

112y sy

2’ n? 2n

Alors toute feuille générique de F,  satisfait la dichotomie topologique.

Ce résultat correspond a la liste de tous les triangles connus qui engendrent
une surface de VEECH. Le lemme suivant entraine que, quand le feuilletage poly-
gonal F, , a un polygone associé P tel que la surface de translation S(P) est de
VEECH, les feuilletages réels (£, Fy ), L € Fo et § € R/Z, sont génériquement
minimaux.

PROPOSITION 9. Soit F, \ un feuilletage polygonal et 6 € R /277 fixée, alors le
sous-ensemble de C? formé par la réunion des feuilles de F, \ contenant une orbite pério-
dique de Fy est de mesure nulle.

En effet, 'ensemble des directions dans le fibré tangent unitaire d"une surface
de translation, compacte ou non, pour lesquelles le flot géodésique a une orbite
périodique est au plus dénombrable [46].
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Nous remarquons qu'’il existe des feuilletages holomorphes polygonaux satis-
taisant la dichotomie topologique mais pour lesquels la surface de translation as-
sociée n’est pas une surface de VEECH. En effet, d’apres les travaux de P. HUBERT
et T. SCHMIDT [23], la surface de translation engendrée par le triangle d’angles
(32,32 20) n’est pas une surface de VEECH, mais ses géodésiques satisfont la di-
chotomie. Il n’existe pas de caractérisation de toutes les surfaces de Veech, cepen-

dant,

THEOREME 18. [35],[4]. Une surface de translation de genre 2 est de VEECH si, et
seulement si, ses géodésiques satisfont la dichotomie de VEECH.

Dans le cas ol A est rationnel la formule de RIEMANN-HURWITZ permet de
calculer le genre des feuilles.

PROPOSITION 10. Soit F, \ un feuilletage holomorphe de C* dont le parametre
(129) =3 By e
1 43
satisfait (pj, q;) = 1 et représente les angles d'un triangle. Soit N = ppem(q, . .., qs) et
L € F, générique. Alors le genre arithmétique de L est donné par la formule

3
N 1
(130) gLy =1+—=[1-) —
2 =
DEMONSTRATION. Dans les coordonnées homogenes (2, z3) de C?, la feuille
générique de F, ) est donné par I'équation

P P2

(131) 2B (2 — )i =k, ke C.

Lorsqu’on se place dans les coordonnées z, = tz; de 1'espace éclaté CIP(2) 'équa-
tion (131) définit un revétement ramifié a /V feuillets du diviseur exceptionnel E.
Une application directe de la formule de RIEMANN-HURWITZ donne (130).

O

Remarque. La formule (130) coincide avec celle qui donne le genre de la surface

de translation engendrée par le triangle d’angles
{%w, ce Z—gﬂ} [46]. C’est une facon facile de la retrouver. Nous constatons que

I'exemple de Hubert-Schmidt est une surface de genre 2.

2.2.1. Surfaces de VEECH arithmétiques et champs semi-complets.

Soit Y un germe de champ de vecteurs holomorphe de C? & singularité isolée
en 0. Dans [13] GHYS et REBELLO introduisent la notion de champ semi-complet.
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Un germe de champ holomorphe Y a l'origine de C? est semi-complet dans un
ouvert U relativement compact s’il existe une application holomorphe, appelée
flot semi-global associé au champ,

(132) Py:UCCxU— U, ﬁouvert,
telle que
(1) 2@+ (T, z)r—0 = X () pour tout x de U.

(2) Qx(To + 11, z) = O(T7, ©(17,x)) des que chaque membre de cette équa-
tion est défini.

(3) Pour toute suite {(7},z)} dans U qui converge vers un point (7, z) € oU
ona ®y(T;,x) — Sy (T,x) € OU.

Supposons que le premier jet de Y en la singularité soit nilpotent, éventuelle-
ment nul. Alors, d’aprés [13], au voisinage de 1’origine, le germe de feuilletage
défini par Y, que nous notons Fy, est holomorphiquement conjugué a l'un des
feuilletages définis par les champs suivants

(1) X1,171 = 21(21 — 222)8/821 + ZQ(ZQ - 221)8/822,

(2) X1,172 = 21(21 — 322)8/821 -+ ZQ(ZQ — 321)8/822,

(3) X17273 =2 (221 — 522)0/821 + 2’2(22 — 421)0/822,

(4) X111 := 270/021 — z2(nz1 — (n+ 1)29)0/0z9, n € NU {0},

(5) }/1’172 = (222 — zf)@/@zl + 221228/822,

(6) }/1’273 = (322 - zf)@/@zl + 421228/822,

(7) Z17273 = 22’20/821 — 32%6/022

DEFINITION 28. Nous appelons les champs de cette liste formes normales de GHYS-
REBELO des champs semicomplets a singularités isolées et premier jet nilpotent.

Bien évidemment les 4 premiers champs correspondent au cas d’un premier jet
nilpotent trivial et les 3 derniers au cas nilpotent non-trivial. Nous remarquons
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que les applications multivaluées

11 11
(1> FX1,1,1 (217 Z2) = le Z23 (Zl - Z2>%7 (2> FX1,1,2 (Zlv Z2) = Z14 Z24 (Zl - Z2>%7

_ 4

1
(3) FX1,2,3 (Z1> 22) = 27 %5 (Zl - 22)%7 (4) FXn+1,1,71 (Zlv 22) = 21

(133)

(5> FY1,1,2 (217 Z2) = 32(22 - Z%)v (6) FY1,2,3<Z17 22) = 22(22 - Z%>27

(7) FZ1,2,3(217 22) - Z% + Z%

sont des intégrales premiéres pour les feuilletages holomorphes définis par les
formes normales de GHYS-REBELO (1)-(7) respectivement.

Remarque. On voit facilement que (1), (2) et (3) définissent des feuilletages de type
Fa dont la feuille est d’adhérence une courbe elliptique dans CP(2). Notons Fy 4
le feuilletage réel de 1'espace affine défini par les courbes intégrales du champ de
vecteurs analytique réel Re(e’Y), € R/Z. Une application directe du diction-
naire établi précédemment (cf. §2 ) montre que tout feuilletage réel

(134) (1) fX1,1,1,9 (2) fX1,1,2,9 (3) FX1,2,3797

§ € R/Z, restreint a une feuille générique des feuilletages holomorphes définis
par (1), (2) et (3) est analytiquement conjugué a un feuilletage géodésique des sur-
faces de translation de VEECH arithmétiques engendrées par les triangles d’angles
15,5, 3010 1 5 ret{3, 5, 5} respectivement.

Suivant la proposition 2.3 et la remarque 2.4 dans [13], nous déduisons que
tout feuilletage réel

(135) (5) fY1,1,279 (6) FY1,2,379 (7) FZ1,2,379'

§ € R/Z, restreint a une feuille générique des feuilletages holomorphes définis
par (5), (6) et (7) est analytiquement conjugué a un feuilletage géodésique des sur-
faces de translation de VEECH arithmétiques engendrées par les triangles d’angles
155515 5 5ret{3, 5, 5 respectivement.

Par ailleurs, en utilisant l'intégrale premiére (4), nous voyons que le champ

dans 'espace éclaté CP(2) défini par le champ de l'espace affine X, ;1 ;,_; est rec-
tifié localement par un relevé (cf. preuve, théoreme 8) de la transformation de
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Cela entraine que la feuille générique du feuilletage Fx, ,, _, est biholomorphe a

la surface de translation engendrée par le triangle dégéneré d’angles { .75, —75, 1}

7

Trajectoires du billard sur le triangle
d’angles {75, —-75, 1}.
Indépendamment de la direction choisie, toute trajectoire non singuliere du billard
dans un tel triangle part a I'infini. Nous en déduisons que, a I'inverse des cas pré-

cédents, les feuilles de Fx, ., , _, ne satisfont pas la dichotomie topologique.

2.3. Feuilletages dans RP(3) et billards polygonaux.

Dans ce chapitre nous donnons une interprétation des feuilletages réels des

espaces projectifs RPP(3) et RP(3) associés au feuilletage F, \ en termes du billard
sur un polygone (cf. §1, 2.2.4).

2.3.1. Le dictionnaire dans RP(3).

Nous rappelons que quand le parametre A est non fortement résonnant les
feuilles génériques des feuilletages F, ) et G, » sont isomorphes. De plus, la sur-
face feuilletée (£, Fp ) est conjuguée par la projection canonique Igpgs) : R* —
RP(3) a son image (Ilgps) (L), Gy \Hm»(s)(ﬁ))- Ceci dit, comme conséquence du théo-
reme 9 (cf. §2), nous avons le suivant :

COROLLAIRE 13. Soit F,  un feuilletage polygonal tel que le polygone associé soit
raisonnable et \ soit non fortement résonnant. Alors,
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it Pour toute direction fixée 6 € R/2nZ il existe une feuille générique
L € G, telle que la surface abstraite (L, Gyz) soit analytiquement conjuguée a
la surface feuilletée (S(P), Dy).

ii: Pour  toute  feuille  générique L € Gan il existe
une direction ' € R/2nZ telle que (L,Goc) soit analytiquement conjuguée
a la surface feuilletée (S(P), Dy ).

Quitte a faire agir une <homothétie» de RP(3) (induite par une homothétie de
C?) 1e résultat précédent reste valide lorsqu’on change G, en Gy. Nous formulons
dans le prochain énoncé, en termes du feuilletage G, , le principe de variation du
parametre directionnel ¢ établi dans §1, 1.3.

NOTATION 2. Soit L € G, et k € C*. Nous notons kL € G, l'image de la
projection sur RP(3) de I’homothétie de C*

(21, 22) ~ k(21, 22),
restreinte a la feuille L.

COROLLAIRE 14. Soit F, » un feuilletage polygonal de degré v tel que le polygone
associé P soit raisonnable et \ soit non fortement résonnant. Soit L € G, » générique et
supposons que la feuille (L, Gy| ») est analytiquement conjuguée a la surface de transla-
tion (S(P), Dy) pour une certaine direction § € R/2nZ. Alors, pour tout §' € R/27Z,
la feuille (e L, Go| cier ) est analytiquement conjuguée a (S(P), Doy(—1)0')

Remarque. Quitte a faire le quotient de RIP(3) par un groupe fini «d’homothé-
ties», les corollaires 13 et 14 restent vrais pour les feuilletages polygonaux F, »
dont le polygone associé est non admissible mais dont le parametre \ reste non
fortement résonnant. Effectivement, considérons le sous-groupe «d’homothéties»
de RP(3) induit par le sous-groupe d’homothéties de C?

(137) (21,22) ~ ]{3(21,22),

otl k est une racine de 1'unité dans H,. Notons RP(3), := RIP(3)/H, le quotient de
'espace projectif par 1’action naturelle de ce sous-groupe d’homothéties ; il s’agit
d’une surface lisse, compacte et réglée (fibration en droites projectives réelles).
Nous rappelons que le feuilletage G, » est invariant par «<homothéties» de RIP(3).
En particulier, G, ) induit un feuilletage (ja: sur RP(3), qui est transverse a la
tibration de cette surface réglée en dehors de la projection des cercles singuliers
C;,j=1,...,v+ 1. Cest dans le cadre des feuilletages é; (et A non fortement
résonnant) que les corollaires 13 et 14 restent vrais.
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Cas A\ € Ag fortement résonnant et F,  polygonal quadratique. Dans les para-
graphes ci-dessous nous donnons un sens au dictionnaire établi dans §2 lorsque
le parametre ) est réel fortement résonnant et le feuilletage F, \ est polygonal et
de degré v = 2. Nos arguments servent de base pour I'analyse du cas général,
que nous ne traiterons pas, v > 2 et A fortement résonnant.

Considérons un feuilletage F, ) de degré v = 2 polygonal dont la figure
associé est un triangle P et supposons que le parametre \ est fortement réson-
nant. Nous rappelons que dans ce cas le groupe d’holonomie du feuilletage F, »
contient I'homothétie z ~» —z et la feuille générique £ € F, , est un revétement
double de sa projection sur RP(3) (cf. §1, 2).

En termes de la surface de translation engendrée par le triangle P (d’angles
{A\;7}3_,) la résonnance forte du parametre A entraine que le groupe d’isométries
H(P) (cf. 81, 1.1) contient des éléments de la forme

(138) z~ —z+¢, ceC.

DEFINITION 29. Nous appelons les isométries du plan z ~» —z + ¢, ¢ € C, demi-
translations.

Si dans la construction de la surface de translation S(P) a partir du polygone
P on identifie les polygones dans la famille P qui different par une translation
ou une demi-translation, on obtient une surface réelle dont les changements de
coordonnées sont des translations ou demi-translations [29]. On note une telle
surface S /2(P) et on l'appelle la surface de demi-translation engendrée par le poly-
gone P. Clairement, on peut parler du feuilletage géodésique de S;/>(P) défini
par la direction § € R/27Z; nous le notons également Dj.

Nous remarquons que le produit dans Isom (R?) de deux
demi-translations est une translation. Le carré d’une demi-translation est Idp2.
Cela entraine que S(P) est un revétement double de S;/,(P). En changeant ce
qu’il faut changer dans la preuve du théoreme 8 cf. §2 nous avons le suivant :

COROLLAIRE 15. Soit F, » un feuilletage polygonal de degré 2 dont le parametre \
est fortement résonnant. Soit P le triangle associé a F, . Alors,

i: Pour toute direction fixée § < R/2nZ il existe une feuille générique
L € G, telle que la surface abstraite (L, Go| ») soit analytiquement conjuguée
a la surface de demi-translation (Sy,2(P), Dy);
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ii: Pour toute feuille générique L € G, il existe une direction
0" € R/2nZ telle que (L, Gy ¢) soit analytiquement conjuguée a la surface de
demi-translation (Si2(P), Dy).

2.3.2. Trajectoires singulieres du billard dans RIP(3).

Dans cette section nous analysons le comportement des feuilles de Gy et Go
correspondant a une trajectoire singuliére du billard. Nous supposerons tout au

long de cette section que le feuilletage F, ), auquel nous associons Gy et é@, est
(polygonal) quadratique.

Nous reprenons le langage et les notations des section §2.2.1 et §2.2.4 du cha-
pitre 1. Tout au long de cette section le parameétre \ est supposé réel et non forte-
ment résonnant.

DEFINITION 30. Nous dirons qu’une feuille générique L du feuilletage G, x munie
du feuilletage réel Gy 0, 0 € R/2nZ, représente le jeu de billard sur le polygone P
dans la direction 6 € R/27Z si, et seulement si, la surface (S(P), Dy) est conjuguée a
la surface feuilletée (L, Gor| ).

DEFINITION 31. Soit (L, Gy ) générique représentant le jeu de billard sur le po-

lygone P dans une direction § € R/2nZ et f : L — S(P) le biholomorphisme qui
conjugue Gy o au feuilletage géodésique Dy de S(P). Nous dirons qu’une feuille réelle
l € (L, Gy ) représente la trajectoire du billard I C P si, et seulement si, la projection

de f(l) au polygone via llp : S(P) — Pest!l'.

Nous remarquons que, si une feuille générique £ du feuilletage G, » munie
de la restriction du feuilletage G, représente le jeu du billard dans une direction
8 € R/2nZ, alors toute trajectoire du billard dans le polygone associée a F, ) est
représenté par une feuille dans G,.

LEMME 4. Toute feuille du feuilletage réel G, représentant une trajectoire singuliere
du billard est contenue dans V (cf. §1, (72) §2.2.5 ).

DEMONSTRATION. Nous nous placons dans le cas § = 0. Vu que le parametre
A est non fortement résonnant, nous pouvons supposer que la feuille [ € G
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représentant une trajectoire singuliére du billard est contenue dans une feuille
L € F, . Dans la preuve de la proposition 8 nous avons constaté que ce type de

feuilles ont comme extrémité, dans CP(2), un point de la droite a I'infini de la

forme L, N Jj ol d; est une des droites invariantes du feuilletage F, , passant par
l'origine de C? (cf. §2, 2.1.1).

Soit v : [0, +o0[— (% une paramétrisation de [ pour laquelle
limg oo ¥(s) = Loo N dj et :

e~

(139) 5+ [0, +00[— RP(3)

la paramétrisation de [ en tant que feuille de G, induite par . Alors il existe, pour
tout  voisinage  suffisament petit ¥ du tore T*(;), un
instant 0 < M = M(U) < oo tel que J(s) € U pour tout s > M. On déduit de
§1, 2.2.6 que [, en tant que feuille de Gy, a comme extrémité un point du le cercle
singulier p; et, ainsi, en tant que feuille du feuilletage G la feuille / a comme ex-
trémité le point singulier p,.

O

Cette proposition entraine les faits suivants :

COROLLAIRE 16. Toute feuille du feuilletage Gy représentant une diagonale généra-
lisée du billard joignant deux sommets distincts est contenue dans W; ; (cf. (72) §1,2.2.5
), pour une certaine paire i # j.

COROLLAIRE 17. Toute feuille du feuilletage Gy représentant une diagonale généra-
lisée du billard joignant un sommet a lui-méme est contenue dans W; (cf. (73) §1 2.2.5)
pour un certain j.

Autrement dit, les diagonales généralisées du billard polygonal donnent lieu
a des feuilles homoclines et hétéroclines (cf. déf. 14, §1, 2.2.5) du feuilletage Gy.
Par exemple,

(1) Une diagonale contenue dans le bord du cylindre maximal défini par la
trajectoire du FAGNANO est représenté par une feuille hétérocline de Gy ;

(2) Le cercle invariant Igps) ({11 = y» = 0}) privé des points singuliers p,
p2 et ps représente les trajectoires du billard contenues dans les cotés du
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triangle;

(38) Toute hauteur dans un triangle contenu dans l'intérieur du triangle est
representé par une feuille homocline de Gy.

1)

, \

/ \
, \

& ® o

3) ¢

L’ensemble des diagonales généralisées d'un billiard sur un polygone arbitraire
aboutissant sur un sommet fixé est dénombrable [33]. La discussion précédente
entraine trivialement le théoréme suivant :

THEOREME 19. Pour tout paire i # j dans {1,2,3} l'ensemble
(140) Wi\ {pi, p;},

(cf. (72) §1, 2.2.5), admet un ensemble dénombrable de composantes connexes.
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En particulier, les variétés stables locales V(p;) du feuilletage Gy ne se recollent
pas en une variété invariante globale.

Vu que le feuilletage Gy est isomorphe a Gy en dehors des tores T2(C;) le dis-

—_——

cours précédent s’étend naturellement a 1’'espace éclaté RP(3).

DEFINITION 32. Nous dirons qu’une feuille réelle | € Gy représente la trajectoire du
billard I € (X9, By) si, et seulement si, ECL¢(l) € Gy le fait.

Nous avons trivialement les suivants :

COROLLAIRE 18. Toute feuille du feuilletage Gy représentant une trajectoire singu-
liere du billard est contenue dans V (ct. (79) §1, 2.2.6 ).

COROLLAIRE 19. Toute feuille du feuilletage Gy représentant une diagonale généra-

lisée du billard joignant deux sommets distincts est contenue dans V/\Z/] (cf. (79) §1,2.2.6
), pour une certaine paire i # j.

COROLLAIRE 20. Toute feuille du feuilletage Gy représentant une diagonale généra-

lisée du billard joignant un sommet a lui-méme est contenue dans VNVJ (cf. (79) §1,2.2.6
) pour un certain j.

Remarque. 11 existe un parallélisme entre le comportement du feuilletage Gy
dans un voisinage d'un tore T?(C;) et celui des trajectoires du billard au voisi-
nage d’un sommet. En effet, nous rappelons que, dans un voisinage suffisament
petit de T?(C;) (privé de T?(C;)), toute feuille de Gy a une extrémité dans le cercle
singulier p; ou bien «s’échappe» du voisinage en question en un temps fini (cf.
§1, 2.2.6). Vu que la restriction du feuilletage G, au tore T?(C;) est un feuille-
tage en droites, chacune des feuilles «s’échappant» d"un voisinage suffisament
petit de T?(C;) «tourne autour» de ce tore en faisant un nombre de «tours» qui est
borné par une quantité qui dépend uniquement de I'exposant \;. D'un autre coté,
toute trajectoire du billard dans un voisinage d"un sommet du polygone ou bien
rencontre ce sommet, ou bien, apres un nombre fini de réflexions sur les cotes
définissant le sommet, «s’échappe» du voisinage en question. Le nombre de ré-
flexions est borné par une quantité qui dépend uniquement de I’exposant \; [46].

Peu ou prou, le nombre de réflexions que fait la trajectoire du billard avant de
«s’échapper» d'un voisinage du sommet correspond au nombre de tours que fait
la feuille de Gy représentant la trajectoire du billard avant de «s’echapper» dun
voisinage du tore T?(C;). Essayons de clarifier ces explications grace au moyen de
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la figure :

Prés d’un sommet, la trajectoire du billard réfléchit

pendant que la feuille de Gy «tourne.



CHAPITRE 3

La transformation orthique

1. Généralités

Dans cette section nous étudions la transformation qui associe a chaque tri-
angle son triangle orthique, c’est-a-dire le triangle dont les sommets correspondent
aux pieds des hauteurs. Nous appelons cette transformation de 1'espace des tri-
angles la transformation orthique.

1.1. Domaine de définition.

L’espace de modules des triangles est le domaine naturel de la transforma-
tion orthique et il peut étre décrit de plusieurs fagons différentes.

Considérons le triplet ordonné 2 = (z1,29,23) € C? et notons
A(z1, 29, 23) C Cle triangle de sommets {21, 22, 23 }.

DEFINITION 33. Nous dirons que A(zy, 22, z3) est non dégénéré si, et seulement si,
les points 2y, z9, z3 sont en position générale dans le plan C. Dans les autres cas, le tri-
angle est dit dégénéré. Un triangle dégénéré ayant ses trois sommets distincts est dit plat;
tout triangle dégénéré non plat est dit singulier. Deux triangles sont dits semblables
si, et seulement si, les longueurs de leurs cotés sont proportionnelles. Pour tout point
Z = (21, 29, 23) nous notons

(141) Sem(2) := {2 € C* | A(2) est semblable a A(2')}
I'ensemble des triangles semblables a A(Z%).
103
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La relation d’équivalence 2 ~ 2’ si, et seulement si, A(Z) est semblable a A(Z)
induit une partition de C*. Décrivons les classes d’équivalence

Considérons l'action sur C* du groupe affine de la droite complexe
(142) Aff(C)={z~>az+b | a#0},
définie par
(143) olaz + b, (21, 22, 23)) = (az1 + b,azg + b,azz + b),
et celle du groupe symétrique S; engendrée par les permutations
(144) (21, 22, 23) ~ (21,23, 22), (21,22, 23) ~ (22, 21, 23),

que nous noterons ¢g,. Nous notons Af f(C)(2) et S5(2) 'orbite d'un point sous
I'action ¢ et g, respectivement. La classe d’équivalence Sem(2) est formée par
la réunion de Aff(C)(2), de S5(%) et de leurs images via I'involution antiholo-
morphe

(145) (Zlv 22, Z3) ~ (2_17 2_27 2_3)

1.1.1. Connexion avec le feuilletage «exceptionnel» de CP(3).

Si on fait abstraction de 1’ordre des sommets, se donner un triangle revient
a se donner un polyndéme P(X) de degré trois a coefficients complexes dont les
racines sont justement les sommets du triangle. Dans une carte affine

(146) P(X) = X3+ wi X? + wy X + w3

Considérons 'action du groupe Af f(C) sur 1'espace de polynomes de degré
trois a coefficients complexes

(147) G(P(X),az +b) ~ P((az + b))

3

Remarque. Si les racines du polyndme P(X) sont {z;};_,, alors les racines

de ¢(P(X),az+b) sontaz; +b.

PROPOSITION 11. Les orbites de I'action ¢ définissent un feuilletage holomorphe
singuler F de l'espace (affine) des coefficients (wy,wy, ws) € C3. Le lieu singulier de ce
feuilletage est la cubique gauche

(148) C >t~ (3,331
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et F a comme intégrale premiere

(5dws — 18w wq + 4w?)?
(972ws — 124w?)?

(149) F(wy, wy, w3) =

DEMONSTRATION. En considérant les transformations dans Af f(C)

(150) z~elz, teER
et
(151) z~z+k, keC,

nous constatons que l’action ¢ est engendrée par les champs de vecteurs holo-
morphes

(152) w18/8w1 + 2’(1]28/811)2 + 311)38/811)3
et

Alors, 'homothétie
(154) wll = w1/37 ’LU; = w2/67 ’LUé = 'LU3/6

envoie (152) et (153) sur les champs

(155) X = w,0/0w, + 2ud/Out, + 3wl o,
et
(156) Y = 9/0w] + whd/dwy + wyd/dwl

respectivement. Les champs de vecteurs (155) et (156) définissent un feuilletage
F' singulier de l'espace affine C? étudié dans [7]. Le lieu singulier de ce feuilletage
est la cubique gauche

(157) Cot~ (t,t2/2,1°/3)
et
w3
(w3 — W1W2 + ?1)2
(wy — 4)3

est une intégrale premiere pour F'. On obtient ' en composant I par une homo-
thétie ad hoc.

(158) F'(wl, wa, wg) =

O
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Remarque. Suivant [7], nous notons F’ 'extension du feuilletage 7' a CP(3).
L'espace des feuilletages de degré 2 de CP(n), n > 3, a six composantes irréduc-
tibles dont une, appelée exceptionnelle, est formée des feuilletages de la forme
o*(F') out

® : CP(n) — CP(3)

est une projection linéaire.

Nous notons également F 1’extension du feuilletage F a CP(3). Pour établir la
connexion entre l'espace de modules des triangles et le feuilletage «exceptionnel»
F de CPP(3) nous associons a chaque point (21, 23, 23) € C? le polyndome dont les
racines sont justement z;, 2, et z3. Nous dirons que ce polynéome est «l'image»
du point 2 € C? dans I'espace de polyndmes de degré 3. D'apres la discussion
précédente, 'image des points de la classe d’équivalence Sem(Z) dans 'espace
de polyndmes est formée par I'orbite sous 1’action (147) de

(159) P(X) = (X — 2)(X — 2)(X — 23)
et
(160) QIX) = (X —2)(X =) (X — )

En particulier, F est invariant par la conjugaison antiholomorphe. Ceci dit,
nous constatons que

— Si A(2) est un triangle non dégénéré, I'image des points de Sem(Z2) est formé
par deux feuilles distinctes de F.

— Si A(2) est un triangle dégénéré, 'image des points de Sem(z) dans 1'espace
de polyndmes est formé par une seule feuille de F. Effectivement, quitte a
faire agir un élément de Af f(C), nous pouvons supposer que les racines de
P(X) sont réelles. Dans ce cas les orbites de (159) et (160) coincident. En par-
ticulier, nous remarquons que les points de Sem((0,0,0)) ont comme image
la cubique gauche ¢ ~ (3¢, 3t%, ¢3).

1.2. L'application orthique en coordonnées locales, propriétés.

Pour ce qui nous intéresse, nous allons travailler avec des triangles ayant
comme sommets les points

(161) {0,1,2}, z€ CU{o0}.
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Ce triplet représente le choix de normalisation d’un c6té du triangle compris
entre deux sommets z; et z;, i, j € {1,2,3}

2k — %

(162) 2i=0, z=1, 2=

Zj—Zi

Nous appellerons désormais (161) une carte de I’espace des triangles et nous
notons A(z) le triangle de sommets {0, 1, z}. Considérons les transformations du
plan C

(163)

Alors la «trace» de 1’ensemble Sem(0, 1,2) dans la carte de I'espace de tri-
angles (161) est 'ensemble de triplets

(164) {0,1,0(2)},

ol o appartient au groupe de transformations du plan engendré par oy, 03 et o3.
En effet, ’ensemble des triangles A(z') semblables au triangle A(z) est formé par :

— Les triangles obtenus a partir de A(z) en faisant une réflexion du plan par
rapport aux droites passant par les paires de points {0,1} et {3, + i}. Ce
sont les triangles A(c(2)) olt 0 est un mot en oy et o ;

— Les triangles qu’on obtient en changeant le choix du c6té normalisé dans
(162), cela correspond, disons, aux transformations o3 et 03 o 0. Ce sont les
triangles A(o3(2)) et, disons, A(o3 0 03(%))

Remarque. En termes de polyndmes, notre choix de carte (161) pour I'espace de tri-
angles correspond aux choix de la transversale wy = 2z, wy = —(2+1), w3 =0, z €
C, dans la carte affine de Il'espace de polynomes de degré
trois (146). D’apres la proposition (11), l'intersection d"une feuille de F avec cette
transversale est donné par les racines d"un polynéme de degré six

(165) (182(2 + 1) — 4(z + 1)*)* = k(9722 + 124(z + 1)?)?

ot k € C. Nous concluons que, pour un triangle A(z) «générique», la «trace» de
Sem(0, 1, z) dans la carte de I'espace de triangles (161) est formé par douze points.

Un calcul montre que le triangle orthique de A(z) a comme sommets

(166) {1 —Re((1 —2)"Y(1 - 2), Re(z ")z, Re(2))},
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1—Re((1—2)"YH(1-2)

que I’on normalise naturellement en
Re(z) =1+ Re((1—2)"H(1 - 2)
(167) {0.1, Re(z71)z =1+ Re((1 —2)~1)(1 — 2) b
DEFINITION 34. Nous appelons transformation orthique la transformation analy-
tique réelle de P (C) définie par la formule
Re(z) — 1+ Re((1 —2)7H(1 - 2)
Re(z7Y)z—1+ Re((1 —2)"1H)(1 —2)’

Bien évidemment la transformation orthique n’est pas bien définie en les points
{0,1, 00}. On remarque qu’en coordonnées réelles z = = + iy

(z—1)
z(r — 1)+ y?

PROPOSITION 12. La transformation orthique (168) commute avec tout élément du
groupe engendré par les applications o1, o, et o3 (163). En particulier, elle laisse in-

variante la «trace» de Sem(Z) dans la carte {0, 1, z}. L'ensemble des points fixes de la
transformation orthique est

(168) T:=2z~ z e C.

(169) T(x,y) = (x2 — %, —2zy(z — 1))

(170) {R\{0,1}}u{%(1+z‘¢§), %(1 —iV3)},

c’est-a-dire l'ensemble formé par les triangles plats et le triangle équilatéral. Si DT (x,y)
désigne la dérivée de T au point (x,y) alors

(171) Da(x,y:()):((l) _02> reR\{0,1}

et

(172) Do(e=2,y=1/2) = ( Y )
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DEMONSTRATION. En utilisant la formule (169), on prouve directement que
la transformation 7" commute avec chaque o; pour tout j € {1,2,3}. L'invariance
de la trace de Sem(2) découle du fait que les triangles orthiques de deux triangles
semblables sont semblables.

Evidemment, T'(z,y = 0) = (x,0). Dorénavant, nous notons
(173) dp.t
la droite réelle dans le plan C de pente ¢t € R U {oo} passant par le point p. Par
exemple, dy; est donnée par I'équation y = tz. Tout point dans C \ R est dé-
terminé par l'intersection d’une unique paire de droites {dy,,d;,} et, dans les

coordonnées (¢,s) € R\ oo x R\ 0o, la transformation orthique est donnée par la
formule
-2t —2s

174 T = (T} T =(——,—).
(174) (t,5) = (L T(8) = (g o)
Trivialement T'(s,t) = (s,t) si, et seulement si, s, € {v/3,—v/3,0}. Les intersec-
tions des droites {d, 3,d; _ 3, d/1,\/§’ dll,—\/ﬁ} en dehors des points {0, 1,00} sont
justement les points {3(1 + iv/3), $(1 —iv/3)}.

U

Le triangle équilatéral est un point fixe de ’application orthique.

Suivant la formule (169), nous voyons que la transformation 7" envoie toute droite
dos, t # oo sur la droite passant par l'origine et de pente =25 et qu’elle écrase
la droite d; », sur le point 1. Cet écrasement correspond aux faits que les points
z € dy~ définissent des triangles A(z) rectangles et que le triangle orthique d"un
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triangle rectangle est un triangle singulier a deux sommets. La commutation avec
les applications 0y, 0, et 05 entraine que 7" écrase également la droite d; ., sur 1’ori-
gine et le cercle de rayon et centre 1 sur le point a I'infini.

PROPOSITION 13. Dans les coordonnées (t, s), la transformation orthique est semi-
conjuguée a la multiplication par -2 sur le cercle unité.

DEMONSTRATION. Vu que tan(26) = 7 le diagramme

1— tan2

R>0 —— 20

o] £

(175) R/27Z>u —— u™?
u271 w21
U ThuTr
T
Rot¢ L =2
commute. Nous parlons d'une «semi-conjugaison» vu que u ~» —i;— définit un

revétement ramifié d’ordre 2 de la droite réelle.
O

La proposition précédente nous permet de calculer les points périodiques de
T*, la k-ieme itérée de la transformation orthique, sans calculer les racines des
polyndmes dans R|z, y| associés a I'équation T%(z,y) = (z, ).

COROLLAIRE 21. Soit k € N. Alors les points = € C k-périodiques de la transfor-
mation orthique sont les points dans les intersections

(176)  H{dos ndi 3\ {0, 1}
ol :
2
(177) t s € {—zuj2 | w; solution de u~?"~" = 1}.
uj +1

Par exemple, lorsque £ = 1, le point u; est une des trois racines de l'unité. Cela
entraine t, s € {V/3, —/3, 0}, comme on I'avait remarqué précédemment. D’apres
le corollaire 21 et (177) nous avons trivialement

COROLLAIRE 22. En dehors des triangles rationnels, (angles multiples rationnels de
), la transformation orthique n’a pas de points k-périodiques.
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Calcul géometrique des points 3-périodiques
de la transformation orthique.

1.3. L'application orthique : orbites périodiques dans les triangles isocéles.

Dans la carte de 1’espace des triangles (161) I'ensemble des points {0, 1, z} re-
présentant un triangle isocele est donné par I'union de la droite réelle d: , et des

2
cercles de rayon 1 et de centres {0, 1}. Bien évidemment, I'ensemble des triangles

isoceles est invariant par la transformation orthique 7" et les applications {c;}3_,
(163).

Les triangles isocéles.

LEMME 5. Soit 1 < t < oo. Alors la paire de droites {d%,Tf(t)v d%,_le(t)} passant par
le point 1/2 € C détermine une orbite périodique de longueur combinatoire 5.
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DEMONSTRATION. Nous présentons une démostrations géométrique élémen-
taire. Considérons le triangle aigu d’angles «, 3,y dans la figure suivante :

etsoient o/, ', 7' les angles de son triangle orthique. Un calcul élémentaire montre :

(178) o =f+y-a, f=at+y=F Y =a+b-y

Considérons maintenant la figure :
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A

é

Soient d, d’ deux droites distinctes non perpendiculaires dans le plan passant par
un point A. Soit 0 < a < 7/2 l’angle aigu défini par ces deux droites. Soit d4 la
bissectrice de 1’angle a et considérons d” une droite perpendiculaire a d4 qui ne
rencontre pas le point A. L'intersection de cette droite avec d et d’ détermine deux
points que nous notons B et C respectivement. Par construction ZOBA = ZBCA.

La trajectoire du billard dans le secteur angulaire de 1’angle a défini par le
segment BC' détermine deux droites dp et d¢ passant par B et C. Le point A" :=
dp N dc est sur la médiatrice d4 ; soient B’ et C' les points d’intersection de la
droite parallele a d” passant par le point A’ avec les droites d et d’ respectivement.
Par construction ABCA’ est le triangle orthique du triangle AB'C’ A.

Supposons que AB'C’A n’est pas semblable a son triangle orthique ABC'A'.
Alors, en dehors des points B et C, les droites d et d¢ intersectent d’ et d en deux
points E et D respectivement. La trajectoire du billard dans le secteur angulaire
del’angle a passant par les droites dp et d détermine aux points de réflexion D et
E deux droites dp et d¢. Ces droites s’intersectent dans un point A” appartenant
a la bissectrice d 4.
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Soient B” et C"” les points d’intersection de la droite parallele a d” passant par

A" avec les droites d et d respectivement. Un calcul directe montre que

/ZB'A'C" = 7 —2a et que LZDA"E =| 4a — 7 |< 7. Cela entraine que Le triangle

AA"DE est semblable au triangle orthique du triangle ABCA'. Par construc-

tion, la ligne polygonale de sommets C BEA”DC' est une trajectoire périodique
du billard sur le triangle AB"”C"” A de longueur combinatoire 5.

O

Remarque. Dans la figure précédente, la trajectoire du billard définie par la droite
BC est perpendiculaire au segment AA’ du triangle rectangle B’A’A. D’apres

THEOREME 20. [46],[10] Dans un triangle rectangle presque toute trajectoire (dans
le sens de la mesure de Lebesgue) arrivant perpendiculairement a un des plus petis cotés
est périodique.

la trajectoire périodique de longeur combinatoire 5 engendrée par la transfor-
mation orthique n’est pas, dans un sens strict, nouvelle.
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