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Chapitre 1Introdu
tion générale1.1 HistoriqueIl y a plus de 
inq siè
les, Léonard de Vin
i s'estintéressé aux mouvements des �uides. Il a observé laformation de tourbillons dans un �uide qui s'é
ouleautour d'un obsta
le, phénomène auquel il donnason nom a
tuel de "turbulen
e" (turbolenza). Fidèleà son habitude, il réalisa d'ex
ellentes des
riptionset des dessins d'une grande �nesse dont 
elui d'une
as
ade s'é
oulant dans un bassin (�gure de droite).En 1755 Euler dé
rit ave
 rigueur l'é
oulementd'un �uide parfait. Les équations visqueuses de Navier-Stokes apparaissent pour la première fois dans le 
ours d'hydrodynamique de Navier en1822. Cette date marque le début de plus d'un siè
le de foisonnement s
ienti�que autourde 
es équations.La fondation Clay a annon
é qu'elle o�rirait un million de dollars à 
elui qui démontre-rait l'existen
e et l'uni
ité des solutions de 
es équations. A
tuellement on peut seulementespérer 
al
uler des solutions numériques appro
hées. C'était un des obje
tifs de J. VonNeumann lors de la 
onstru
tion d'un des premiers ordinateurs à l'Institut des EtudesAvan
ées (IAS) de Prin
eton. Même dis
rétisé, le problème reste le nombre de degrés de li-berté d'un é
oulement turbulent qui peuvent être assimilés aux di�érentes é
helles mises enjeu, réparties 
ontinûment entre l'é
helle géométrique et l'é
helle de dissipation visqueuse.En 
e sens, on est pro
he du dé� posé par la mé
anique statistique à la �n du xixe siè
le.Mais 
es 
on
epts e�
a
es pour des systèmes pro
hes de l'équilibre, des phénomènes quasi-reversibles, ne sont plus appli
ables aux systèmes de la dynamique des �uides maintenushors équilibre.Dans sa thèse de 1933, Leray s'est intéressé aux équations de Navier-Stokes d'un point devue mathématique. Il était lui aussi intrigué par la multipli
ité des solutions. Il interprétala turbulen
e 
omme la perte de la stabilité et de l'uni
ité de la solution laminaire deséquations de Navier-Stokes à partir d'une valeur 
ritique du nombre de Reynolds, valeurau-delà de laquelle apparaissent plusieurs solutions turbulentes dont le 
omportement n'estplus des
riptible que statistiquement.En 1883 l'ingénieur irlandais Osborne Reynolds donne une des
ription moderne duphénomène de transition vers la turbulen
e. A partir d'expérien
es sur les é
oulements9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEdans des tubes et en observant la stru
ture d'un �let de 
olorant dans l'é
oulement, il aidenti�é plusieurs régimes illustrés sur la �gure suivante.Pour de faibles vitesses le �let reste re
tiligne sansdispersion visible : l'é
oulement est laminaire (toutesles parties du �uide se dépla
ent dans la même dire
-tion, 
omme des lames qui glissent). En augmentantla vitesse, 
e �let os
ille puis le 
olorant envahit toutle tube : l'é
oulement est devenu turbulent (ave
 destourbillons dans lesquels la dire
tion du mouvement
hange sans 
esse). Reynolds a reproduit 
ette ex-périen
e en faisant varier le diamètre du tube (d),la vitesse (U) ainsi que la vis
osité du �uide (ν),propriété du �uide, dé�nie par Newton (1687), quimesure sa résistan
e au mouvement. Il a ainsi misen éviden
e le nombre 
ara
téristique pour 
e typed'é
oulement sous la forme d'un paramètre sans di-mension qui devint par la suite le nombre de Rey-nolds (Re = Ud/ν). On peut ainsi reprendre l'analyse pré
édente sur la transition : sile nombre de Reynolds est petit, l'é
oulement sera laminaire, si 
e nombre est grand, ilsera turbulent. Le problème 
'est que l'expérien
e a montré que la valeur 
ritique du Rey-nolds n'était pas universelle, la transition est également liée à la nature et à l'intensité desperturbations.Des re
her
hes 
aptivantes 
ar, au-delà de son profond intérêt fondamental, la turbu-len
e joue un r�le 
apital dans d'innombrables domaines. Ses e�ets peuvent être négatifs
omme dans le 
as de la traînée en aérodynamique, ou béné�ques au long drive grâ
e auxalvéoles sur les balles de golf. Si l'on per
e un jour le mystère de la turbulen
e, on pourraaméliorer sans 
ommune mesure l'aérodynamisme de toutes sortes de véhi
ules, prévoirplus t�t 
ertains phénomènes météorologiques, mieux 
omprendre le fon
tionnement desétoiles, modéliser ave
 plus de pré
ision la 
ir
ulation du sang, et mille autres 
hoses en-
ore. Pourtant, malgré 
es avan
ées su

essives, 
inq 
ents ans après les observations deDe Vin
i, la turbulen
e résiste toujours à l'analyse des s
ienti�ques. Comme l'a remarquéRi
hard P. Feynman : "Dans le 
as de la turbulen
e, le problème n'est pas que la théo-rie explique seulement quelques 
as simples : elle n'en explique simplement au
un. Nousn'avons pas de bonne théorie fondamentale du tout pour la turbulen
e". Le problème dela turbulen
e, 
'est qu'on n'arrive pas à identi�er quelle est la bonne question à poser pour
omprendre son émergen
e et son évolution.1.2 La transition bypassEn 
e qui 
on
erne le problème de la transition vers la turbulen
e, une première ap-pro
he 
onsiste à aborder la stabilité des é
oulements. Puisque la solution laminaire estune solution exa
te des équations de Navier-Stokes, pourquoi une bifur
ation ? Dans laplupart des 
as, le 
omportement initial de 
es bifur
ations est linéaire (hypothèse despetites perturbations) suivi d'intera
tions non-linéaires.Cependant, 
omme dans le 
as de l'expérien
e de Reynolds, la transition est fortementliée à la nature et à l'intensité des perturbations extérieures. Ce qu'on entend par pertur-bations extérieures peut être dé�ni de façon vague 
omme l'ensemble des termes négligés



1.2. LA TRANSITION BYPASS 11dans le 
al
ul de la solution laminaire, par exemple les rugosités de parois, les �u
tuationsde vitesse ou a
oustiques et
... La première étape du pro
essus de transition est don
 laré
eptivité, qui dé
rit la naissan
e de l'instabilité. C'est une phase très di�
ile à modéliserpar
e qu'elle né
essite la 
onnaissan
e pré
ise du bruit ambiant et de l'état de surfa
e. Cetteinstabilité peut 
roître ou dé
roître selon les 
ara
téristiques de l'é
oulement (le nombrede Reynolds par exemple).Depuis Reynolds, d'autres expérien
es 
lassiques sur la transition ont été réalisées. Onpeut 
iter entre autres la 
onve
tion entre deux plaques di�érentiellement 
hau�ées deRayleigh-Bénard, le sillage derrière un 
ylindre, ou en
ore l'é
oulement de Taylor-Couetteentre deux 
ylindres tournants. Pour la suite on se 
on
entrera sur le 
as de la 
ou
helimite, 
'est-à-dire l'é
oulement sur une surfa
e, dans un domaine semi-in�ni. Ce typed'é
oulement pariétal, largement do
umenté, est fréquemment ren
ontré dans l'industrie,en aéronautique par exemple.On distingue deux 
hemins vers la turbulen
e selon le niveau des perturbations del'é
oulement, 
omme on peut le voir sur les photos (1.1).
Fig. 1.1 � A gau
he : transition 
lassique par instabilité TS pour un taux de turbulen
eextérieure quasi-négligeable (Werlé, ONERA). A droite : transition bypass pour un tauxde turbulen
e extérieure de 6% (Matsubara et Alfredsson, KTH).Ces photos représentent des visualisations en 
oupe horizontale d'une 
ou
he limite surplaque plane, l'é
oulement étant de la gau
he vers la droite. On s'intéresse i
i au débutdu pro
essus de transition, 
'est-à-dire à la zone où des stru
tures 
ommen
ent à appa-raître. Sur la �gure de gau
he, où les perturbations extérieures sont minimisées, on observeune instabilité qui se développe sous forme d'une onde se propageant selon l'é
oulementprin
ipal et invariante dans la dire
tion de l'envergure. Sur la �gure de droite, où les per-turbations extérieures sont imposées par une turbulen
e de grille en amont, la topologieest 
omplètement di�érente. On observe des stries de vitesse, quasi-stationnaires et inva-riantes dans la dire
tion de l'é
oulement mais alternées dans la dire
tion de l'envergure.Le premier pro
essus de transition est dit '
lassique' alors que le se
ond, par opposition,est dit 'bypass' (Morkovin 1969 [86℄).La transition 
lassique s'explique très bien par la théorie de stabilité linéaire. Cettethéorie appliquée aux é
oulements parallèles remonte aux travaux de Orr (1907) et Som-merfeld (1908). Les premières solutions pour la 
ou
he limite furent 
al
ulées par Tollmien(1929) et S
hli
hting (1933) et leur existen
e véri�ée expérimentalement par S
hubauer etSkramstadt (1947). Ces travaux montrent que la stabilité est déterminée par le nombre deReynolds basé sur l'épaisseur de 
ou
he limite et la vitesse extérieure (Ue). Quand 
etteinstabilité, ou onde de Tollmien S
hli
hting (TS), est ampli�ée jusqu'à une amplitude del'ordre de 1% de la vitesse extérieure, l'hypothèse de petites perturbations n'est plus va-lide et on observe le développement d'une instabilité se
ondaire. Cette déstabilisation des



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEondes TS a été observée pour la première fois dans les expérien
es de Klebano�, Tidstromet Sargent (1962) [72℄. Ces auteurs ont remarqué l'apparition de stru
tures, 
ara
tériséespar une alternan
e de 'peaks' et de 'valleys' dans la dire
tion de l'envergure ave
 le mêmenombre d'onde que l'onde TS. Ce s
énario, appelé de type K (
omme Klebano�), est don
asso
ié à un mode fondamental. Par la suite Ka
hanov, Kozlov et Lev
henko ont observéune instabilité se
ondaire ave
 un mode sub-harmonique, de type H d'après Herbert (1983)qui à réalisé l'étude théorique de stabilité se
ondaire, ou C d'après Craik (1971) [39℄ poursa théorie de la triade de modes. Dans les deux 
as, les e�ets non linéaires ne saturentpas l'instabilité 
omme 
'est le 
as par exemple pour l'instabilité de Rayleigh-Bénard oùles e�ets (rouleaux de 
onve
tion) atténuent la 
ause (gradient de température verti
al).Dans une 
ou
he limite bidimensionnelle, au 
ontraire, on a une bou
le de rétro-a
tion :les ondes TS génèrent de nouvelles instabilités a

élérant ainsi une transition vers un étatturbulent 
omme on 
ommen
e à le voir sur le haut de la photo de gau
he (1.1). Des spotsturbulents sont ainsi formés jusqu'à atteindre un é
oulement turbulent développé.Ce premier 
hemin vers la turbulen
e initié par une onde exponentiellement 
roissanteest observable uniquement pour de faibles perturbations extérieures (i.e. pour des tauxde turbulen
e extérieure Tu inférieurs à 1%). Pour de plus grandes valeurs, la transitionemprunte un 
hemin di�érent. Sur la photo de droite (1.1) issue des expérien
es de Mat-subara et Alfredsson [82℄, on observe l'émergen
e de stru
tures di�érentes des ondes TS.De nombreuses expérien
es sur l'in�uen
e de la turbulen
e extérieure ont été réalisées,une revue est donnée par Kendall [69℄ (1998). Les premières observations sont attribuéesà Taylor (1939), Dryden (1937) et Klebano� [71℄ (1971). Ils ont observé des stru
turestridimensionnelles, allongées dans la dire
tion de l'é
oulement, appelées parfois modes1de Klebano� (Kendall 1988). Les premières mesures détaillées ont été réalisées par Arnalet Juillen (1978) [6℄. Landahl en 1975 [75℄ proposa une expli
ation physique appelé e�et'lift up' : les �u
tuations de vitesse normale, apportées par la turbulen
e extérieure, inter-agissent ave
 le 
isaillement de la 
ou
he limite pour donner des �u
tuations 
roissantesde vitesse longitudinale. Ce sont les stries observées sur la photo de droite (1.1). Lorsque
es stries atteignent des amplitudes importantes, de l'ordre de 10% de la vitesse extérieure,elles dé
len
hent de nouvelles instabilités qui dégénèrent en spots turbulents dans la ré-gion d'intermitten
e. Ces spots di�èrent de 
eux dé
rits par Emmons, leur tête de �è
hene pointe pas vers l'aval. Ils proviennent du haut de la 
ou
he limite et sont générés parintera
tion ave
 la turbulen
e extérieure alors que les spots de Emmons sont générés prèsde la paroi. Une fois formés 
es spots di�usent latéralement et 
roissent longitudinalement.Ils entretiennent ainsi le front de la turbulen
e développée.On peut synthétiser 
es deux s
énarios par un s
héma (voir 1.2).
Perturbations extérieures

Ecoulement de base

Théorie de stabilité linéaire

l’écoulement de base
Modification de 

Fig. 1.2 � S
héma de prin
ipe de la transition bypass.1Même si 
e ne sont pas exa
tement des modes au sens mathématique.



1.3. BIBLIOGRAPHIE 13Si les perturbations extérieures sont faibles la transition est déterminée par l'étude destabilité linéaire. Sinon 
es perturbations génèrent, dans la 
ou
he limite, une déviation del'é
oulement de base, sous forme de stries, qui modi�e le pro
essus de transition.1.3 BibliographieD'autres expérien
es nous montrent que, pour la plupart des é
oulements sur paroi, onobserve des nombres de Reynolds de transition bien inférieurs à 
eux prédits par une étudede stabilité linéaire 
lassique. Par exemple dans le 
as de l'expérien
e de Reynolds, men-tionnée pré
édemment, la théorie linéaire prévoit que l'é
oulement est in
onditionnellementstable.La transition bypass est traitée parfois 
omme un problème de turbulen
e, parfois
omme un problème de transition. C'est un pro
essus sto
hastique par nature et il setrouve ainsi dans le domaine de la dynamique des �uides statistique. D'un autre point devue il fait apparaître une ampli�
ation rapide de perturbations, ainsi il peut être abordédu point de vue des instabilités hydrodynamiques. En�n 
e phénomène est provoqué pardes perturbations extérieures au système, 
e qui en fait un problème de ré
eptivité.L'étude bibliographique qui suit 
on
erne des appro
hes théoriques, expérimentales etnumériques (DNS) de la transition bypass.Appro
he théoriqueLes expérien
es montrent que les 
ara
téristiques de stabilité d'un é
oulement dépendentfortement des 
onditions initiales et du forçage 
ontinu par des perturbations ambiantes.La solution a été 
her
hée par des appro
hes non-linéaires, le s
énario 
lassique étantlargement validé pour des 
as faiblement bruités 
omme 
eux ren
ontrés sur les voiluresd'avions.Cependant l'équation pour l'énergie des perturbations montre que 
es termes non-linéaires redistribuent l'énergie entre les modes, 
e qui implique qu'initialement, il existe
ertainement un mé
anisme linéaire de 
roissan
e des perturbations. A 
e sujet on pourralire la dis
ussion entre Wale�e [112℄ et Henningson [58℄. Ce 
onstat amène à l'étude desphénomènes transitoires dans la théorie de stabilité linéaire.En 1975, Ellingsen et Palm [43℄ ont montré, ave
 un modèle non visqueux, qu'uneperturbation peut 
roître linéairement au 
ours du temps. Landhal en 1975 proposa uneexpli
ation à partir de l'e�et 'lift up' : un tourbillon longitudinal intéragit ave
 le gradientde l'é
oulement de base pour donner des stries de hautes et basses vitesses.En prenant en 
ompte la vis
osité Hultgren et Gustavsson ont montré en 1981 que
ette 
roissan
e algébrique est transitoire puisque suivie d'une dé
roissan
e visqueuse. Ce-pendant si les amplitudes atteintes sont trop importantes, les e�ets non-linéaires peuventprovoquer une transition bypass. On est alors amené à re
her
her la perturbation ini-tiale qui maximise le fa
teur d'ampli�
ation de l'énergie des perturbations. Les premièresétudes de perturbations optimales ont été réalisées par Farrell [46℄ ave
 une appro
he multi-modale : les perturbations sont projetées sur la base des fon
tions propres des équationsde stabilité linéaire. Le 
omportement asymptotique, ampli�é ou amorti, est donné parl'étude modale. Cette limitation au 
omportement asymptotique pour dé�nir un 
ritère destabilité est pleinement justi�ée pour des opérateurs normaux, 
'est-à-dire dont les fon
-tions propres sont orthogonales, 
omme 
'est le 
as pour l'instabilité de Rayleigh-Bénard.Cependant, en général, les opérateurs en hydrodynamique ne sont pas normaux (exemple :
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e 
as l'énergie totale des perturbations n'est pas égale à la sommedes énergies de 
haque mode. On a une interféren
e 
onstru
tive ou destru
tive de plu-sieurs modes. De 
e point de vue, les stries peuvent s'interpréter 
omme le résultat d'un
ouplage fort entre les modes Orr-Sommerfeld amortis et les modes de Squire (Hultgrenet Gustavsson [61℄). C'est ainsi qu'on peut observer une étape de 
roissan
e algébrique del'énergie des perturbations. Butler et Farrell [28℄ ont ajouté que les plus fortes 
roissan
estransitoires 
orrespondent à des perturbations tridimensionnelles.En 1993, Trefethen et al. ont publié dans la revue S
ien
e [107℄ un arti
le de synthèsesur les 
onséquen
es de la non-normalité d'un opérateur sur les 
ritères de stabilité. En plusde la 
roissan
e algébrique, ils ont démontré la forte sensibilité de 
es opérateurs dé
rivantla dynamique des perturbations. Ils ont dé�ni un pseudospe
tre 
omme étant la réuniondes spe
tres de l'opérateur soumis à une perturbation de norme inférieure à un 
ertain
ǫ. Dans le 
as d'un opérateur normal, le pseudo-spe
tre est l'ensemble de tous les pointssitués à une distan
e inférieure à ǫ du spe
tre, mais dans le 
as d'un opérateur non-normal
et ensemble est beau
oup plus grand. L'étude spatiale de perturbations optimales pourl'é
oulement de Blasius parallèle a été réalisée par Tumin et Reshotko [110℄ en 2001, ave
une méthode multi-modale.La prise en 
ompte du non-parallèlisme de la 
ou
he limite a né
essité de nouvellesméthodes numériques puisque les équations de stabilité deviennent des équations aux dé-rivées partielles, dépendant de la 
oordonnée longitudinale, 
e qui pose des problèmeste
hniques pour le 
al
ul des modes propres. Lu
hini [78℄ ou Andersson et al. [2℄ ont alorsutilisé une te
hnique d'optimisation basée sur les multipli
ateurs de Lagrange. Les va-leurs relativement importantes des nombres de Reynolds de transition, ainsi que la formequasi-stationnaire des perturbations mises en jeu dans une étude de 
roissan
e transitoireont amené Lu
hini [77℄ [78℄ à modéliser l'évolution des perturbations dans la limite desapproximations de Prandtl. L'instabilité se développe don
 indépendamment du nombrede Reynolds, en net 
ontraste ave
 les prévisions 
lassiques sur les modes TS qui fontapparaître une valeur 
ritique. Ce type d'adimensionnalisation s'est avéré e�
a
e pourmodéliser les phénomènes de 
roissan
e transitoire. Goldstein et Wundrow [52℄ obtiennentdes résultats similaires sur l'intera
tion entre des tourbillons longitudinaux extérieurs et la
ou
he limite par une méthode de développement asymptotiques. Ré
emment les 
al
uls deperturbations optimales ont été étendus aux régimes non linéaires, toujours dans le 
adredes approximations de Prandtl, par Zu

her et al. [117℄ .Ces travaux dé
rivent la première étape de la transition du laminaire vers le turbulent.On peut analyser le 
hemin inverse : 
omment un é
oulement turbulent se laminarise.Cette nouvelle appro
he 
onsiste à étudier la formation, l'évolution et les intera
tions destru
tures 
ohérentes métastables.Ces stru
tures sont des solutions non-triviales des équations de Navier-Stokes. Ellespeuvent être 
al
ulées par une méthode de déformation 
ontinue par exemple. Nagata en1990 suit la bran
he de solution des tourbillons de Taylor-Couette, en se plaçant dans lalimite de 
ourbure in�nie des 
ylindres, pour atteindre un é
oulement de Couette plan. Ilobtient un état stationnaire d'amplitude �nie tridimensionnel, qui apparaît à Re = 125 parune bifur
ation sous-
ritique. Dans le même esprit Clever et Busse on étudié l'é
oulementen 
anal superposé à une instabilité de Rayleigh-Bénard. Par un passage à la limite, enfaisant tendre le nombre de Rayleigh vers zéro, ils obtiennent un état 3D stationnairepour Re ≤ 145. Une analyse de stabilité linéaire de 
es solutions (1997) montre qu'unebifur
ation sous-
ritique de 
es solutions 
onduit à de nouvelles solutions 3D sous la formede rouleaux os
illants.



1.3. BIBLIOGRAPHIE 15Cherhabili et Ehrenstein (1995) [32℄ sont partis de solutions 2D de l'é
oulement dePoiseuille à Re = 2200 et étudient la déstabilisation se
ondaire. Ils obtiennent des solutions2D sous forme d'ondes progressives d'amplitudes �nies. Lors du passage à la limite del'é
oulement de Couette plan, 
es solutions deviennent des ondes stationnaires. L'étudede stabilité de 
es solutions faites par les mêmes auteurs en 1997 [33℄ montre que lesperturbations les plus instables sont 3D, périodiques en envergure et lo
alisées dans ladire
tion de l'é
oulement, 
et état pouvant être assimilé à un point �xe instable d'amplitude�nie.Hamilton, Kim et Wale�e (1995) [57℄ étudient par DNS l'é
oulement de Couette plandans une boîte de taille minimale pour que la turbulen
e puisse être soutenue. En réduisantla taille du système, ils observent un pro
essus quasi-
y
lique et spatialement organisé derégénération de stru
tures. Ils en déduisent un nombre de Reynolds 
ritique basé sur l'es-pa
ement transversal minimum pour le pro
essus d'auto-sustentation des stru
tures (SSP).Wale�e par la suite propose un modèle 
on
eptuel de 
e pro
essus en trois phases : for-mation des stries par des tourbillons longitudinaux, déstabilisation des stries, régénérationdes tourbillons longitudinaux. C'est le 
y
le de paroi d'un é
oulement turbulent pariétal.Il reste 
ependant assez vague sur le pro
essus de fermeture du 
y
le, 
'est-à-dire sur larégénération des tourbillons.La 
omparaison expérien
e/théorie de 
es stru
tures 
ohérentes pour l'é
oulement dansun tube à été publiée par Hof et al. dans la revue S
ien
e [60℄.Appro
he expérimentaleRé
emment plusieurs expérien
es sur l'in�uen
e de la turbulen
e extérieure ont étéréalisées, une revue est donnée par Kendall [69℄ (1998). Les premiers résultats sont attribuésà Taylor (1939), Dryden (1937) et Klebano� [71℄ (1971) qui ont observé des stru
turestridimensionnelles allongées dans la dire
tion de l'é
oulement.Arnal et Juillen en 1978 [6℄, ont réalisé les premières mesures détaillées 
on
ernant ledéveloppement d'une 
ou
he limite laminaire soumise à une turbulen
e extérieure. Pourle 
as sans grille, on observe une transition naturelle, le signal fréquentiel montre des�u
tuations sinusoïdales (mode TS) à 500Hz dont le maximum d'amplitude se situe auxenviron du quart de la 
ou
he limite. Pour les 
as ave
 grille, on observe des �u
tuationsde vitesse longitudinale urms pouvant atteindre plusieurs pour-
ent de la vitesse extérieureavant le début de la transition. Ces fortes amplitudes des valeurs rms 
ontrastent ave
 lesvaleurs obtenues dans un 
as sans grille puisque des ondes TS ave
 des amplitudes de l'ordrede 1% dé
len
hent la transition. Dans les 
as ave
 grille, pour des niveaux de turbulen
eextérieure importants (Tu = 0.1 − 1%), les �u
tuations dominantes dans la 
ou
he limitene sont plus des ondes TS. L'énergie des perturbations dominantes est 
on
entrée dans lesbasses fréquen
es et le maximum de �u
tuation est situé vers le milieu de la 
ou
he limite.Ces expérien
es ont également montré que le spe
tre d'énergie dans la 
ou
he limite estdominé par de basses fréquen
es 
ontrairement à l'extérieur où le spe
tre est 
ara
téristiqued'une turbulen
e de grille. Ce phénomène est le résultat d'une 
ombinaison entre un �ltragedes perturbations extérieures ou 'shear sheltering' [63℄, et l'ampli�
ation de stries quasi-stationnaires. Plus la 
ou
he limite s'épaissit et plus le �ltrage est opérant. Ainsi prèsdu bord d'attaque, une large partie du spe
tre de la turbulen
e extérieure se retrouvedans la 
ou
he limite, alors que les stru
tures 
ohérentes émergent plus en aval. De plusles �u
tuations de vitesse longitudinales à l'intérieur de la 
ou
he limite sont dé
orréléesde l'extérieur. Le mé
anisme de produ
tion des stries est don
 intrinsèque à la 
ou
he



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALElimite indépendamment de la �u
tuation de vitesse longitudinale extérieure (u′). Les étudesthéoriques indiquent qu'il dépend de la �u
tuation normale (v′).Le fa
teur de forme H de la 
ou
he limite dé
roît légèrement en présen
e de stries.On peut en déduire qu'une 
ou
he limite perturbée est plus stable vis-à-vis des ondes TS.En e�et Arnal et Juillen ont 
onstaté que les ondes TS sont d'autant moins visibles queles stries sont développées. Il est 
ependant di�
ile de mesurer des ondes TS de faiblesamplitudes dans un é
oulement perturbé. En imposant des os
illations par ruban vibrant,Boiko et al. [20℄ ont pu étudier des ondes d'amplitude �nie en utilisant une te
hnique de�ltrage sur la séle
tion de phase. Ils ont démontré que les ondes TS peuvent exister etse développer. De plus les e�ets non linéaires régénèrent des ondes sur toute la gammede fréquen
es instables. Il en résulte une augmentation signi�
ative du nombre de spotsturbulents, 
e qui favorise la transition. Cependant en l'absen
e de forçage harmonique, ilsemblerait que le r�le des ondes TS dans le pro
essus de transition en présen
e de striesn'est pas important. De plus en présen
e de perturbations extérieures la transition peut seproduire dans des régions où les ondes TS sont stables, dans le 
as d'é
oulements a

éléréspar exemple. C'est pourquoi 
e genre de transition a été quali�é de 'bypass' par Morkovin[86℄.Bak
hinov et al. [9℄ (1995), ont abordé la stabilité d'une 
ou
he limite perturbée par destourbillons longitudinaux. Les tourbillons sont 
réés dire
tement dans la 
ou
he limite pardes rugosités arrangées régulièrement en envergure. La transition n'est pas la 
onséquen
edire
te des stru
tures de sillage, mais par la 
roissan
e d'ondes instables situées au dessusdes tourbillons stationnaires. Cette situation est analogue à 
elle ren
ontrée dans le 
asd'instabilités de Görtler ou 
ross-�ow. Les ondes instables 
roissent linéairement jusqu'à 
eque les e�ets non-linéaires fassent apparaître des harmoniques pour mener à la turbulen
eselon un s
énario modal 
lassique. Même si 
ette instabilité est observable au travers unpro
essus de ré
eptivité naturelle, Bak
hinov et al. [9℄ ont également étudié les 
ara
téris-tiques de 
ette instabilité soumise à un for
age (ruban vibrant). L'instabilité semble êtreliée au 
isaillement transversal. L'amplitude maximale est située à la distan
e de la paroioù la vitesse moyenne est égale à la vitesse de phase, 
'est-à-dire au niveau de la 
ou
he
ritique. Les fréquen
es observées sont bien au-dessus des fréquen
es 
ara
téristiques desondes TS. Cependant le forçage des ondes TS montre que 
elles-
i s'ampli�ent plus rapi-dement en présen
e de tourbillons par des e�ets d'intera
tions non-linéaires. Ils ont ajoutéen perspe
tives qu'il restait à 
omparer 
es analyses au 
as d'une 
ou
he limite perturbéepar une turbulen
e de grille.Les stries sont également présentes en ex
itant lo
alement, de manière impulsionnelle,un é
oulement 
isaillé. Ces stru
tures �nissent alors par s'amortir et sont parfois appelées'pu�s'. Westin et al. [115℄ (1998) ont à 
e sujet étudié la réponse d'une 
ou
he limite à unjet impulsionnel situé en amont du bord d'attaque et au-dessous de la ligne de séparation.Le jet (négatif) génère deux tourbillons 
ontra-rotatifs, leur vitesse inter-tourbillons étantdirigé vers la plaque. Au fur et à mesure que la 
ou
he limite s'épaissit, une strie de hautevitesse �anquée de deux stries de basse vitesse se développent et �nissent par dé
roître. Lanature impulsionnelle de 
ette expérien
e permet de 
omparer les di�érentes vitesses depropagation du front et de l'arrière du 'pu�'. Les mesures montrent que le front se dépla
elégèrement plus vite que l'arrière 
e qui donne un étirement longitudinal.Des mesures plus ré
entes, 
on�rmant les résultats de base évoqués pré
édemment, ontété réalisées par Matsubara et al. (2001) [82℄. Ils ont e�e
tué des mesures dans une 
ou
helimite soumise à une turbulen
e de grille pour des taux variant de 1 à 6%. Leur étude très
omplète est basée sur di�érentes vitesses et di�érentes grilles. Leurs moyens de mesures
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haud et les visualisations par inje
tion de fumée. Ils retrouvent les 
ara
té-ristiques 
lassiques des stries mentionnées pré
édemment. La fumée est un bon tra
eurpour les stries 
ar elle se 
omporte 
omme la quantité de mouvement. Les �u
tuations devitesse normale dirigées vers le haut entraînent la fumée vers le haut, et ré
iproquementune �u
tuation vers le bas amène un air sans fumée près de la paroi. En é
lairant parune nappe de lumière, on distingue ainsi des zones 
laires (stries négatives), et des zonessombres (stries positives). A partir de 
es visualisation, ils obtiennent des 
orrélationsinter-stries. La valeur du premier minimum de 
orrélation, qui peut s'interpréter 
omme ladistan
e 
ara
téristique entre deux stries, 
onverge en aval vers la valeur 3δ1, où δ1 désignel'épaisseur de dépla
ement. Cette valeur 
orrespond approximativement à l'épaisseur de la
ou
he limite. Avant d'atteindre 
ette valeur asymptotique, la distan
e inter-stries dépendde la grille utilisée. Ce résultat est 
on�rmé par des mesures au �l 
haud. Il faut ajouterqu'à l'extérieur de la 
ou
he limite, la 
orrélation est stri
tement dé
roissante, en a

ordave
 les 
ara
téristiques d'une turbulen
e de grille. Ainsi les 
orrélations mesurées dans la
ou
he limite sont bien le résultat d'un mé
anisme intrinsèque. Matsubara et al. ont éga-lement réalisé une analyse spe
trale. En 
onvertissant le signal temporel du �l 
haud, parla transformée de Taylor (t U∞ → x), ils obtiennent que le spe
tre adimensionné, selon ladire
tion longitudinale, E∗(α∗) = E(α)/U2
∞Rex, est 
onstant quel que soit x. En d'autrestermes ils observent des os
illations longitudinales ave
 un nombre d'onde proportionnel àl'épaisseur de 
ou
he limite, malgré le �ltrage.Jonás et al. [68℄ ont évalué expérimentalement l'e�et des é
helles spatiales de la turbu-len
e extérieure sur la transition bypass. Une turbulen
e à petite é
helle fait transitionnerplus tard qu'une turbulen
e de même intensité ave
 une é
helle plus grande.Les 
ara
téristiques générales des stries qui se dégagent des expérien
es sont les sui-vantes :� très basses fréquen
es 
omparées à 
elles des ondes TS� séle
tion d'é
helles transversales� 
roissan
e de l'amplitude des stries en √x� grandes amplitudes O(10%Ue)Il existe un parallèle ave
 les instabilités 
entrifuges (Görtler ou Dean). Ces é
oule-ments font naturellement apparaître des tourbillons et des stries qui 
orrespondent i
i àune instabilité modale. Cependant pour les é
oulements plans, en l'absen
e de 
ourbure,l'é
oulement n'est plus linéairement instable et devient non-linéairement instable (instabi-lité d'amplitude �nie). Pour plus de détails, se référer Swearingen et Bla
kwelder [104℄ surl'instabilité de Görtler. On peut distinguer les di�érentes instabilités qui se superposentaux stries selon leurs symétries :� mode variqueux : u, v symétriques par rapport au milieu de la strie, w antisymétrique.Ce mode, situé sur le haut des stries, 
orrespond à des stries très espa
ées, de grandeslongueurs d'onde.� mode sinueux : u, v antisymétriques par rapport au milieu de la strie, w symétrique.Ce mode, situé sur les �an
s des stries, 
orrespond à des stries très rappro
hées, defaibles longueurs d'onde.Le mode variqueux est le résultat d'une instabilité de type Kelvin-Helmholtz sur une in-�exion du pro�l dans la dire
tion normale à la paroi. La transition est 
ara
térisée par desstru
tures Λ ou en 'fer à 
heval'. La transition par mode sinueux est liée au 
isaillementtransversal, 
e sont des tourbillons quasi-longitudinaux sur les �an
s des stries de bassevitesse. Dans une étude de stabilité linéaire de stries induites par une turbulen
e exté-rieure, l'instabilité est pilotée par les stries (vitesse longitudinale) et il n'est pas né
essaire
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lure les autres 
omposantes de vitesse (vitesses normale et transversale) dans l'étatde base.Appro
he numérique FaselFasel [47℄ a étudié l'intéra
tion entre les stries et les ondes TS par DNS. Pour modéliser laturbulen
e extérieure il a utilisé une for
e de volume 
on
entrée près du bord d'attaque, quigénère des tourbillons longitudinaux de basses fréquen
es à l'extérieur de la 
ou
he limite.Le forçage est 
hoisi 
omme une somme de modes de Fourier en z et t, ave
 des amplitudesgaussiennes en x et y. Les instabilités TS sont générées par sou�age/aspiration à la paroi.L'intera
tion génère un paquet d'ondes TS tridimensionnel d'amplitude 
roissante. Pourune 
ertaine amplitude, des instabilités se
ondaires, par résonan
e fondamentale, 
ausentla rupture vers un spot turbulent. Cependant l'amplitude des stries 
roît 
omme x0.75en linéaire et x0.6 en non linéaire. Pour Fasel la route vers la turbulen
e est le résultatd'une résonan
e fondamentale ave
 une instabilité dé
rite par la théorie de Floquet. Latransition bypass ne serait d'après lui qu'une transition 
lassique déformée par les variationstransverses de l'é
oulement de base. KTHAndersson et al. [3℄ ont étudié numériquement la déstabilisation des stries dans une
ou
he limite. Les stries sont générées en inje
tant, en entrée, les tourbillons issus dela théorie linéaire des perturbations optimales. Ces tourbillons sont sinusoïdaux dans ladire
tion transversale. Ensuite Andersson et al. ont 
al
ulé l'évolution non-linéaire desstries et leurs instabilités par une simulation numérique dire
te (DNS). En parallèle ils ontétudié la stabilité linéaire basée sur la théorie de Floquet ave
 une appro
he temporelle etnon visqueuse. Le mode sinueux est ex
ité pour une amplitude de strie de 26% de Ue alorsque le mode variqueux, plus stable dans 
e 
as, est ampli�é à partir de 37% de Ue. Dans
haque 
as le mode le plus ampli�é est un mode fondamental, 
'est-à-dire qu'il présente lamême pério
ité que l'é
oulement de base.Andersson et al. ont généré les instabilités se
ondaires dans leurs DNS par un forçagelo
alisé en (x, y) et os
illant en (z, t). Le maximum de l'instabilité se situe sur la ligne
ritique U = 80% de Ue. Leur premier 
onstat est que les 
ara
téristiques de stabilitéde l'é
oulement modi�é dépendent fortement de la non-linéarité des simulations pour le
al
ul des stries. Par exemple un pro�l de strie obtenu par 
al
ul linéaire surestimeral'ampli�
ation variqueuse. De plus la déformation non-linéaire modi�e la ligne 
ritique etainsi modi�e également l'allure des instabilités. Andersson et al. proposent en perspe
tived'aborder des stries irrégulières dans la dire
tion transversale ave
 des points de transitionlo
alisés. Mais pour aborder rigoureusement 
e problème, on en revient toujours à l'étapede ré
eptivité.Après l'étude de stabilité linéaire des stries optimales, Brandt et Henningson [26℄ ontabordé en 2002 l'étude 
omplète de la transition. L'étape de ré
eptivité n'est pas modélisée,les stries sont imposées 
omme 
ondition d'entrée et les instabilités sont introduites par unefor
e de volume. Leur 
oe�
ient de frottement laminaire est surestimé à 
ause des striesde grande amplitude. Pour véri�er la 
onvergen
e numérique de leur é
oulement turbulent,ils utilisent une mesure de l'apériodi
ité temporelle. Sur la �n de la transition les modesbidimensionnel (β = 0, ave
 β le nombre d'onde transverse) et fondamental (β0) dé
roissentpendant que l'harmonique (2β0) émerge. Les auteurs ont 
her
hé à identi�er les mé
anismesde formation de la vorti
ité longitudinale (ωx) qui ferme le 
y
le de paroi, signature d'une
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e auto-entretenue. L'amplitude des stries atteint 19% de Ue au moment de latransition, soit environ le double de la valeur (moyennée) observée expérimentalement.Les pro�ls de vitesse moyenne présentent un point d'in�exion au niveau de la frontièrede la 
ou
he limite. Selon Brandt et Henningson, la moyenne temporelle des expérien
espeut masquer 
es pi
s d'amplitudes. Après la transition les pro�ls moyen et rms sont ena

ord ave
 
eux d'une 
ou
he limite turbulente développée. Les stru
tures prin
ipalesobservées ont la forme de tourbillons quasi-longitudinaux situés sur les �an
s des striesde basse vitesse. D'après leurs 
al
uls il n'y a pas de 
ontinuité entre les stries laminaireset les stries turbulentes. Dans 
et arti
le Brandtl et Henningson ont utilisé une appro
hesimpli�ée en imposant des stries stationnaires symétriques, sans modéliser la ré
eptivité,
e qui limite les 
on
lusions possibles sur la stabilité des stries.Dans le dernier arti
le sur la DNS du groupe de KTH, Brandt, S
hlatter et Henningson(2004) [27℄ ont réalisé des simulations en modélisant la turbulen
e extérieure 
omme Ja
obset Durbin [64℄ (nous y reviendrons dans le paragraphe suivant). Ils sont partis du 
onstatque de nombreux paramètres a�e
tent la transition, pas seulement le taux de turbulen
e,mais aussi ses é
helles spatiales, son spe
tre, et son degré d'isotropie et d'homogénéité.Ils ont étudié les e�ets de l'é
helle de longueur intégrale de la turbulen
e extérieure (l).Quand l augmente, le taux de turbulen
e extérieur dé
roît moins vite et la transition seproduit plus t�t. Ce
i est en a

ord ave
 les expéren
es de Jonás et al. [68℄. La turbulen
eà petite é
helle pénètre plus fa
ilement dans la 
ou
he limite, en 
ontrepartie elle dé
roîtplus vite à l'extérieur. En d'autres termes les 
ourtes é
helles sont e�
a
es pour un forçageprès du bord d'attaque alors que les grandes é
helles sont e�
a
es pour un forçage 
ontinuvers l'aval. L'évolution du minimum de 
orrélation des stries dans la 
ou
he limite dépendfaiblement des 
ara
téristiques de la turbulen
e. Les valeurs obtenues sont en a

ord ave

elles de Matsubara et Alfredsson [82℄ et sont inférieures à 
elles obtenues par la théoriedes perturbations optimales.Les mé
anismes de ré
eptivité des stries vis-à-vis de perturbations extérieures sont dedeux types :� linéaire : des �u
tuations de vitesse normale de basse fréquen
e di�usent, ou pé-nètrent, dans la 
ou
he limite probablement depuis le bord d'attaque, les stries sontgénérées selon le s
énario 'lift-up' 
lassique.� non-linéaire : si les perturbations sont situées au-dessus de la 
ou
he limite, alorsles tourbillons longitudinaux sont 
réés dans la 
ou
he limite via des intera
tionsquadratiques [27℄. C'est le s
énario de transition oblique : une paire d'ondes obliquesgénère un tourbillon longitudinal qui donne �nalement des stries.D'après Brandt et al [27℄, le mé
anisme linéaire domine nettement quand des perturbationsde basse fréquen
e peuvent impa
ter dire
tement la 
ou
he limite. C'est 
e mé
anisme quiest observé dans les 
as expérimentaux. Comme dans leurs arti
le pré
édents, ils trouventà la naissan
e des spots des instabilités sinueuses ou variqueuses évoluant sous la forme depaquet d'ondes.Dans leur DNS, Brandt et al [27℄ observent également des os
illations des stries quipeuvent être liées soit à une onde instable, soit induites par des �u
tuations extérieures. Ilsn'ont pas observé d'ondes TS, mais en l'absen
e de forçage elles ne peuvent probablementpas se développer assez vite.Brandt et al. [25℄ se sont intéressés à la possibilité d'instabilité absolue et aux lienspossibles entre un mé
anisme d'instabilité auto-entretenue et la naissan
e de spots tur-bulents. En regardant la réponse impulsionnelle des stries, l'instabilité est sans ambiguïté
onve
tive, la vitesse arrière du paquet d'ondes est de 0.7 de Ue, soit le double d'un paquet



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEd'ondes TS. La réponse impulsionnelle des stries 
onsiste en un mode instable sinueuxet présente des analogies ave
 les é
oulements de type sillages. La nature 
onve
tive del'instabilité des stries implique que, dans une transition bypass, les stries se 
omportent
omme un ampli�
ateur de bruit. StanfordJa
obs et Durbin [64℄ ont également réalisé des DNS. Ils n'ont pas obtenu d'instabilitésinueuse préliminaire sur les stries. Selon leur s
énario, les stries de basse vitesse modi�entles propriétés de ré
eptivié aux hautes fréquen
es. Ainsi la transition serait initiée sur desstries isolées, l'alternan
e transversale des stries n'est don
 pas essentielle dans 
e pro
essus.La première di�
ulté dans la simulation numérique d'une transition bypass, 
'est lagénération du bruit ambiant, i
i la turbulen
e extérieure générée par une grille. Ja
obs etDurbin ont appliqué une méthode proposée par Grosh et Salven (1978) [53℄ et utilisée parJa
obs et Durbin [63℄ pour l'intera
tion entre des perturbations extérieures et la 
ou
helimite. Cette méthode a également été utilisée par Rogallo [95℄. La turbulen
e extérieurese développant au-dessus d'une 
ou
he limite est dé
omposée sur une somme de modes deFourier en temps et envergure que multiplie le mode de Orr-Sommerfeld 
orrespondant.Seule la partie 
ontinue du spe
tre, 
orrespondant à l'extérieur de la 
ou
he limite, estsele
tionnée. Loin de la 
ou
he limite, un mode 
ontinu se 
omporte 
omme un mode deFourier (sinusoïdal). Ja
obs et Durbin ont ainsi été les premiers à utiliser le spe
tre 
ontinupour 
réer une turbulen
e extérieure synthétique. Cette appro
he permet de simuler desé
oulements en aval du bord d'attaque pour un gain de 
al
ul évident. L'é
oulement estsupposé de type plaque plane idéale (Blasius). Les auteurs ont rejeté les modes dis
rets, ar-guant qu'ils n'interviennent pas dans la transition, 
e n'est vrai que dans le 
as de nombresde Reynolds sous-
ritiques. La dépendan
e longitudinale est rempla
ée par une dépendan
etemporelle selon l'hypothèse de Taylor. Ils ont ainsi for
é en 
ontinu la 
ondition d'entréede leur simulation. La di�
ulté est maintenant de déterminer le poids de 
haque mode.Ja
obs et Durbin se sont basés sur des arguments statistiques : en �xant le taux de tur-bulen
e extérieure d'une part, en véri�ant son évolution le long de la plaque et en�n, envéri�ant que l'é
helle intégrale 
orrespond bien aux mesures.Ja
obs et Durbin [64℄ présentent leurs résultats en trois axes : moyenné au sens deReynolds, instantané et spe
tral en espa
e-temps, les deux derniers étant ina

essibles parl'expérien
e. Les paramètres intégraux 
orrespondent bien, ex
epté le fa
teur de forme(H) qui est sous-estimé. Le début et la �n de la transition sont bien 
apturés. D'autre partles pro�ls rms sont très pro
hes de l'expérien
e, notamment dans la phase non-linéaire.Un point important de leurs simulations est de montrer que, dans la zone laminaire, lesmesures par �ls 
hauds 
roisés donnent un pi
 de vrms absent de leurs simulations. Le pi
mesuré 
orrepond en fait à une erreur sur l'utilisation de �ls 
hauds 
roisés (voir Inasawaet al. [62℄).Le terme de produ
tion, intégré verti
alement dans la 
ou
he limite, augmente dans lazone laminaire et pré-transitionnelle pour dé
roître et se stabiliser dans la zone pleinementturbulente. Le rapport produ
tion/dissipation est supérieur à un dans la zone transition-nelle et se stabilise autour de un dans la zone turbulente.Ja
obs et Durbin [64℄ pr�nent une appro
he instantanée du pro
essus de transitiondont ne peuvent pas rendre 
ompte les pro�ls moyennés mesurés. C'est une des di�
ul-tés nombreuses générées par la turbulen
e extérieure : les fortes variations temporelles.Leur première analyse des 
hamps instantanés 
on
erne la présen
e de stries de hautes etbasses vitesses qui persistent dans la zone intermittente jusqu'au point où la 
ou
he limiteest turbulente sur toute l'envergure. La 
orrélation transversale de u′ à mi-hauteur de la
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ou
he limite donne une 
orrélation à grande é
helle où Ruu os
ille autour de zéro 
ommela signature de stries de signes alternés. A noter qu'à l'extérieur de la 
ou
he limite l'auto-
orrélation dé
roît de façon monotone. Dans leurs simulations, la transition est originairede la partie supérieure de la 
ou
he limite. Ils ont étudié la répartition transversale desé
helles à travers le spe
tre spatial transverse. Le spe
tre d'entrée est large, sans séle
tionparti
ulière, vers l'aval le spe
tre se 
on
entre rapidement vers les petits nombres d'ondes.Un pi
 est observé près de βδ ≈ 1.4 et Reθ = 360. Ce mode dominant est 
onsistant, enordre de grandeur, ave
 le résultat des perturbations optimales. Les simulations semblentindiquer que 
e mode est le résultat d'une séle
tion de la 
ou
he limite et n'est pas sensibleaux détails du spe
tre extérieur, pourvu que 
elui-
i soit su�samment large bande. Ja
obset Durbin insistent sur le fait que 
ette distan
e inter-stries moyenne ne joue pas de r�ledans la transition. Selon eux la transition se produit lo
alement sur un jet arrière isolé etinstantané. Les stries pro
hes de la paroi restent stables, du moins dans la zone laminaire.Cependant près de la frontière de la 
ou
he limite, les stries deviennent un site ré
eptifaux 
ourtes é
helles de la turbulen
e extérieure, 
e qui initie une instabilité de 
isaillement.Cette instabilité 
roît rapidement, remplissant la 
ou
he limite pour donner un spot qui sedéveloppe et se fond dans la région de turbulen
e développée.A propos du lien qui pourrait exister entre les stries laminaires et turbulentes, il sem-blerait que les premières disparaissent après la transition, elles ne se prolongeraient pasvers les se
ondes.Zaki et Ja
obs [116℄ ont fait une analyse simpli�é du pro
essus de transition proposé.Comme pour l'arti
le pré
édent [64℄ ils ont utilisé le spe
tre 
ontinu de Orr-Sommerfeld.Partant de l'idée que la formation des stries pouvait s'interpréter 
omme le résultat d'un
ouplage fort entre un mode d'Orr-Sommerfeld amorti et un mode de Squire, 
es auteursont montré qu'en superposant une paire de modes basse fréquen
e (fortement 
ouplés) etune paire de modes haute fréquen
e (faiblement 
ouplés), le pro
essus 
omplet de tran-sition est qualitativement simulé. Des modes tridimensionnels de Orr-Sommerfeld for
entl'équation de Squire par résonan
e (Hultgren et Gustavsson 1981 [61℄). Ce forçage peut être
ara
térisé par un 
oe�
ient de 
ouplage, dé�ni 
omme le produit s
alaire entre l'adjointdu mode de Squire et le terme de forçage. Ce 
oe�
ient peut s'interpréter 
omme la mesurede la propension du spe
tre 
ontinu à générer des stries. Pour prendre en 
ompte les e�etsvisqueux dissipatifs, le 
oe�
ient est normalisé par le taux de dé
roissan
e modale. Eninje
tant deux modes dans des simulations numériques dire
tes, Zaki et Ja
obs ont montréqu'il faut 
ombiner un mode fortement 
ouplé ave
 un mode faiblement 
ouplé pour dé-
len
her la transition. Ce résultat est en faveur de leur s
énario sur la transition bypass. Ilfaut ajouter que 
'est une reprodu
tion qualitative du pro
essus de transition. L'amplitudedes stries de basse vitesse (ba
kward jets) est très importante, de l'ordre de 40% de Ue,su�sament importante pour 
réer un point d'in�exion sur la frontière de la 
ou
he limite.Ainsi le mode haute fréquen
e faiblement 
ouplé initie une instabilité à 
ourte longueurd'onde de type Kelvin-Helmholtz. Cette instabilité s'intensi�e vers l'aval et dégénère enspot.La transition obliqueLa transition oblique résulte d'une intera
tion non-linéaire entre deux ondes obliques,ave
 un même angle mais de signes opposés. Dans l'espa
e de Fourier, ave
 α le nombred'onde dirigé selon l'é
oulement et β le nombre d'onde transversal, 
es ondes sont notées :(α,±β). Les intera
tions non-linéaires redistribuent l'énergie vers les harmoniques mais



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEsurtout vers un mode stationnaire (0, 2β) qui 
orrespond à une distorsion de l'é
oulementde base. Ce mode, par un mé
anisme de 
roisan
e transitoire, génère des stries de grandeamplitude sus
eptibles de dé
len
her une transition bypass.La première étude de transition oblique a été réalisée par S
hmid et Henningson pourun é
oulement 
anal de Poiseuille [97℄. Ils ont initié une simulation numérique temporelleave
 une paire d'ondes obliques d'amplitude �nie. Le résultat est une 
roissan
e rapidede l'énergie des perturbation suivie d'une transition. La génération de stries par ondesobliques est plus rapide que dans le 
as de perturbations optimales stationnaires. Ce faitest lié au forçage important des tourbillons alors qu'ils sont simplement amortis dans le
as des perturbations optimales 
lassiques.Ce s
énario a été appliqué à la 
ou
he limite de Blasius en utilisant des équationsde stabilité parabolisées (PSE) ou des simulations numériques dire
tes (voir référen
esdans l'arti
le de Berlin et al. [12℄). La transition oblique se dé
ompose en trois étapes :génération non-linéaire des tourbillons longitudinaux, génération de stries par e�et 'lift-up'et déstabilisation de 
es stries.Ce mé
anisme a été 
on�rmé par l'expérien
e dans le 
as du 
anal (Elofsson et Alfred-sson) et de la 
ou
he limite (Berlin et al. [12℄ ). Les ondes obliques sont générées par rubanvibrant ou sou�age/aspiration. Berlin et al. [12℄ ont également présenté des similitudesentre les ondes obliques et la triade de Craik qui modélise l'instabilité se
ondaire des ondesTS (type H ou K). Avant la turbulen
e on observe des stru
tures Λ 
onsistant en une pairede tourbillons 
ontra-rotatifs. Berlin et al. [12℄ ajoutent que 
es tourbillons ne sont pas liésaux ondes TS mais qu'ils résultent d'une intera
tion 
onstru
tive entre la vitesse normaledes tourbillons et des ondes obliques.L'importan
e des ondes obliques est en
ore plus �agrante dans le 
as des é
oulements
ompressibles. En e�et, à partir d'un 
ertain nombre de Ma
h modéré, le mode le plusinstable de la 
ou
he limite est oblique (voir référen
es dans Berlin et al. [12℄).Lien ave
 les é
oulements turbulentsLes stries longitudinales sont également un ingrédient essentiel du 
y
le de pro
he paroiqui entretient les é
oulements turbulents pariétaux. Comme dans le 
as laminaire, leurmé
anisme de formation est linéaire [70℄.On distingue trois zones dans la turbulen
e pariétale. La plus pro
he de la paroi (y+ ≈
100) est une �ne 
ou
he dans laquelle la produ
tion turbulente est supérieure à la dissi-pation et qui exporte une partie de son énergie vers l'intérieur de l'é
oulement. Loin dela paroi on a une région où la produ
tion est inférieure à la dissipation et la turbulen
eest partiellement maintenue par l'apport des 
ou
hes inférieures. Entre les deux on a unerégion intermédiaire où, par simpli�
ation, on dira que la produ
tion est égale à la dissi-pation. Elle agit 
omme une zone de ra

ord entre les deux pré
édentes, en 
e sens elle estanalogue à la zone inertielle dans la 
as
ade énergétique de Kolmogoro�. Dans 
ette zone,la vitesse moyenne véri�e la loi logarithmique.L'analyse des pro
essus intervenant dans la première 
ou
he est né
essaire du point devue de la 
ompréhension de la turbulen
e et du point de vue pratique puisqu'elle 
on
entrela produ
tion turbulente et pilote les transferts pariétaux.La question qui se pose est de 
omprendre 
omment la turbulen
e de pro
he paroi estauto-entretenue : 
omment s'opère le 
y
le de paroi qui fait intervenir des stries quasi-longitudinales (x+ ≈ 1000, z+, y+ ≈ 100) ?
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tif de Jimenez et Pinelli [66℄ est de 
omprendre 
omment les tourbillons longi-tudinaux sont produits et quel est le r�le de la paroi dans 
e pro
essus.Pour générer des tourbillons ils ont distingué deux mé
anismes. Premier mé
anisme, lestourbillons sont le résultat d'une instabilité des stries turbulentes. Deuxième mé
anisme,
'est l'intera
tion d'un tourbillon ave
 la paroi qui génère une 
ou
he de vorti
ité, de signeopposé, qui peut s'enrouler pour former un nouveau tourbillon. Ce nouveau tourbillon peutêtre éje
té par indu
tion du tourbillon parent, il peut aussi être étiré, ampli�é par l'a
tiondu 
isaillement moyen.La stratégie de Jimenez et Pirelli [66℄ est de manipuler les équations, ou la dynamiquede l'é
oulement, pour isoler les phénomènes et identi�er 
eux qui sont responsables du
y
le de paroi.Leur 
on
lusion est que le 
y
le est lo
alisé (20 < y+ < 60) et il est maintenu indé-pendamment de l'é
oulement extérieur. La fermeture du 
y
le se fait par des instabilitésgre�ées sur les stries. L'autre mé
anisme d'intera
tion tourbillon/paroi, s'il est a
tif, n'estpas dominant. Si on supprime le mé
anisme de formation des stries, l'é
oulement est rela-minarisé.S
hoppa et Hussain [99℄ ont examiné l'évolution temporelle de petites perturbationssuperposées à des stries par simulations DNS. Leur prin
ipal résultat est que des striespeuvent dé
len
her la transition alors qu'elles sont asymptotiquement stables. Ils ont relevéque seulement 20% des stries dépassent le seuil pour dé
len
her des instabilités modales.Dans les autres 
as la transition se fait au travers de stru
tures sinueuses algébriquementinstables et qui ont la même stru
ture que les instabilités modales. Pour des perturbationsalgébriques, sinueuses ou variqueuses, le terme moteur dans l'équation de l'énergie est
−uvUy − uwUz. La perturbation initiale est lo
alisée sur les régions de fort 
isaillement,elle est in
linée vers l'amont à partir de la paroi. La réponse ressemble à l'instabilité modaleobtenue pour des stries de plus forte amplitude, elle est également lo
alisée dans les zones
isaillées mais elle est in
linée vers l'aval. Ce
i va dans le sens d'un s
énario de 
roissan
esalgébriques en 
as
ade proposé par Grossmann (2000) [54℄. C'est le pendant du s
énariode Hopf-Landau pour les instabilités modales.Ces analyses se retrouvent 
ertainement dans une 
lasse plus générale d'é
oulements
isaillés, 
ou
he limite, tourbillons et
...1.4 Obje
tifs de la thèseLa thèse dans 
e 
adre généralA
tuellement les obje
tifs du développement des sytèmes de propulsion des avions sontaxés sur la rédu
tion des 
oûts (fabri
ation et exploitation) ainsi que sur la rédu
tion desémission polluantes et sonores. L'amélioration du rendement des turboma
hines est don
un enjeu majeur, 
'est pourquoi il est né
essaire de progresser dans la 
ompréhension duphénomène de transition du régime laminaire au régime turbulent pour les é
oulementssoumis à de fortes perturbations extérieures.PlanCe mémoire propose une modélisation des stries dans une 
ou
he limite laminaire ainsique leur in�uen
e sur la transition. Les équations du modèle sont établies au 
hapitre 2. Ladis
rétisation spatiale est présentée au 
hapitre 3. Tous les 
al
uls ont été réalisés ave
 des
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odes développés par l'auteur. Dans le 
hapitre 4 on s'intéresse aux liens entre la théorie destabilité linéaire et les stries. Le 
hapitre 5 présente des 
al
uls de perturbations optimalesbasés sur les travaux de Lu
hini [78℄ et Andersson et al. [2℄. Au 
hapitre 6 le modèleest appliqué au 
as de l'intera
tion tourbillon isolé/
ou
he limite. Ensuite au 
hapitre 7on impose, 
omme 
ondition d'entrée, un 
hamp turbulent bidimensionnel arti�
iel pouranalyser la réponse de la 
ou
he limite à une ex
itation 
omplexe. Le 
hapitre 8 est 
onsa
réà l'étude de stabilité linéaire d'une strie isolée. La transition vers la turbulen
e y est abordéevia une simulation numérique dire
te. En�n dans le 
hapitre 9, on présente un 
ritère semi-empirique adapté à la transition bypass.Sur l'ensemble, on a 
her
hé à 
omparer les résultats à di�érents travaux expérimentauxexistants.
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Chapitre 2Modélisation et méthodesnumériquesDans 
e 
hapitre nous revenons sur les hypothèses de 
ou
he limite. Ensuite le problèmede la 
ondition d'entrée sera expli
ité.2.1 Des
ription du problème et mise en équationsOn 
onsidère un é
oulement in
ompressible et uniforme (U∞) sur une plaque plane sansin
iden
e. Les dire
tions longitudinale, normale et transversale sont notées respe
tivement
x, y, z ; les vitesses 
orrespondantes sont U, V, W . Pour de grands nombres de Reynolds,les termes de vis
osité dans les équations de quantité de mouvement ne sont pas négli-geables dans une zone de faible épaisseur près de la paroi (
ou
he limite) où la vitesse tendrapidement de U∞ vers 0. Cette zone de 
isaillement s'épaissit par di�usion visqueuse et,su�samment loin du bord d'attaque, on a la relation suivante liant une épaisseur 
ara
-téristique de la 
ou
he limite (δ) à la distan
e au bord d'attaque (x) : δ(x) =

√

νx/Ue.
Ue étant la vitesse longitudinale à la frontière de la 
ou
he limite. Pour le 
as de Blasiuson a Ue = cste = U∞ mais 
e n'est pas vrai en général. En faisant intervenir le nombrede Reynolds Rex = Uex/ν, on a la relation δ = x/

√
Rex ⇒ δ ≪ x. L'intuition géniale dePrandtl en 1904 a été d'utiliser 
es deux é
helles pour rendre sans dimension les équationsde mouvement dans la 
ou
he limite. L'équation de 
ontinuité impose alors une relationentre la vitesse longitudinale (U) et les autres (V, W ) : V, W = O(Ue/

√
Rex). En�n onobtient une grandeur 
ara
téristique pour la pression en utilisant le théorème de Bernoulli :

P = O(1
2ρU2

e /Rex).En appliquant les approximations de Prandtl aux équations de Navier-Stokes, on obtientdes équations paraboliques (PNS) dans la dire
tion de l'é
oulement. Physiquement deuxhypothèses sont introduites dans 
e modèle :- la di�usion longitudinale (∂xx) est négligée devant la di�usion transversale (∂yy et ∂zz).- le gradient de pression longitudinal est nul (Px = 0). (Remarque : dans le 
as général ona un terme P 0
x = UedUe/dx, ave
 P 0 = O(1

2ρU2
e ) mais i
i on se limitera à un é
oulementextérieur 
onstant.)Les di�érentes é
helles sont ré
apitulées sous forme de tableau 2.1, à titre d'indi
ationon y rappelle les é
helles utilisées pour l'étude du mode TS.Pour les ondes TS, en a

ord ave
 l'hypothèse d'é
oulement parallèle, on utilise unnombre de Reynolds lo
al Reδ qui joue le r�le d'un paramètre de 
ontr�le. Pour les stries27
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helles 
ara
téristiques pour la modélisation des ondes TS et des stries.
x y, z u v,w p tmode TS δ δ Ue Ue ρU2

e δ/Uestries L δ Ue Ue/
√

ReL ρU2
e /
√

ReL L/Ueon utilise un nombre de Reynolds global ReL qui n'apparaît plus expli
itement dans leséquations puisqu'il est 
ontenu dans les é
helles. On pourrait argumenter que les équationsdépendent impli
itement du nombre de Reynolds qui intervient au travers des bornes dudomaine de 
al
ul. Alors que l'abs
isse x, sous forme adimensionnée est toujours 
omprisedans le domaine [0, 1], les bornes y/δ et z/δ, dépendent a priori du nombre de Reynolds,mais 
omme 
es bornes sont rejetées à l'in�ni, il su�t don
 de s'assurer que 
es limitessont su�sament grandes. Ce ne serait pas le 
as dans le 
as d'un é
oulement dans un 
analpar exemple (
f Biau et Bottaro [16℄), où l'abs
isse adimensionnée x dépend expli
itementdu nombre de Reynolds, basé sur la hauteur du 
anal.En 
onséquen
e de 
es hypothèses, les équations de Navier-Stokes paraboliques (PNS)s'é
rivent :
Ux + Vy + Wz = 0

Ut + UUx + V Uy + WUz = Uyy + Uzz

Vt + UVx + V Vy + WVz = −Py + Vyy + Vzz

Wt + UWx + V Wy + WWz = −Pz + Wyy + Wzz

(2.1)Ces équations aux dérivées partielles sont asso
iées à des 
onditions limites sur la vi-tesse. Pour simpli�er le traitement de 
es 
onditions aux limites, on a utilisé une formeperturbative des équations en dé
omposant l'é
oulement sous la forme QBlasius + q. On aalors :� sur la paroi y = 0, u = v = w = 0� à l'in�ni, y →∞, u = p = w = 0� dans la dire
tion transversale on impose soit des 
onditions aux limites périodiquessoit, pour des perturbations lo
alisées, z → ±∞, U = V = W = 0.Il reste à déterminer la 
ondition d'entrée (x = x0), 
'est l'objet du paragraphe suivant.En utilisant les approximations de Prandtl, on obtient un problème aux dérivées par-tielles parabolique dans la dire
tion longitudinale (x). A 
e titre 
e système d'équationsprésente quelques similitudes ave
 les équations de stabilité parabolisées (PSE) introduitespar Bertolotti et al. (1992) et Herbert (1997) pour prendre en 
ompte les e�ets non paral-lèles dans le 
al
ul du mode TS. Les grandeurs supposées indépendantes de x dans l'hypo-thèse d'un é
oulement parallèle, deviennent faiblement dépendantes de 
ette variable dansl'appro
he PSE :
q = q̃(x, y)e

i
R x

x0
α(ξ)dξ+iβz−iωt

,où q désigne une des 
omposantes des perturbations : u, v, w ou p. Le nombre d'onde
omplexe α 
apture la variation rapide du mode, il dépend faiblement de x dans le sensoù sa valeur reste pro
he de 
elle 
al
ulée ave
 l'hypothèse parallèle. L'amplitude q̃ ne
ontient que la faible variation liée au non parallélisme de l'é
oulement. Le problème de ladouble dépendan
e en x est résolu par une 
ondition de normalisation sur les amplitudes.En in
luant 
ette forme dans les équations de Navier-Stokes et en négligeant les termes del'ordre de O(1/Re3
δ) et plus, on obtient un système PSE. On peut ajouter que 
e système
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tement parabolique. Pour obtenir un système parabolique on doit négligerla di�usion longitudinale pour l'amplitude de la vitesse (ũxx = ṽxx = w̃xx = 0) et surtoutnégliger la dérivée longitudinale pour l'amplitude de la pression (p̃x = 0) (
.f. dis
ussionentre les équations de Orr-Sommerfeld-Squire paraboliques et elliptiques dans le 
hapitre4). Dans 
e 
as, les s
hémas d'intégration en (x) ne sont plus sujets à des instabilitésnumériques.On 
omplète 
e 
hapitre sur les grandeurs adimensionnées en donnant l'expression del'énergie 
inétique :
E =

1

2

(

u2 +
1

Re
(v2 + w2)

)

2.2 Le problème de la 
ondition initialeLe modèle obtenu (2.1) est un problème aux 
onditions initiales dans la dire
tion del'é
oulement, plus exa
tement seulement deux 
omposantes de vitesse (par exemple U et
V ) sont né
essaires pour déterminer la 
ondition d'entrée.Si on impose une 
ondition en aval du bord d'attaque, il n'y a pas de di�
ulté. Pourobtenir la 
ondition d'entrée à partir d'une perturbation située dans l'é
oulement libre, ondoit don
 dé
rire les 
onditions de saut au bord d'attaque de la plaque. La solution a étéapportée par Lu
hini et Bottaro [79℄ dans leur étude de la ré
eptivité de l'instabilité deGörtler aux perturbations extérieures. On reprend i
i leur développement.On se pla
e dans le 
as d'une 
ou
he limite sur une plaque supposée in�niment min
e,i.e. une 
ou
he limite idéale de Blasius. En utilisant les approximations de Prandtl onintroduit une singularité au bord d'attaque, où la vitesse normale tend vers l'in�ni. Lesapproximations de Prandtl ne sont plus valables sur une petite distan
e en amont et enaval du bord d'attaque. Dans 
ette zone le gradient de pression longitudinal n'est plusnégligeable. L'idée est de 
onsidérer que la 
ou
he limite à une épaisseur très faible, ainsi lesaut des perturbations peut être dé
rit par les équations d'Euler linéarisées. Ces équationssont ensuite intégrées sur un volume �uide délimité par deux lignes de 
ourant et deuxlignes normales à la paroi, voir �gure 2.1.
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II
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O(h)

h

I

1
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3

Fig. 2.1 � Stru
ture de la 
ou
he limite à proximité du bord d'attaque.



30 CHAPITRE 2. MODÉLISATION ET MÉTHODES NUMÉRIQUESCes équations s'é
rivent :
∫ y2

y1

u dy =

∫ y4

y3

u dy,

∫ y2

y1

2Uu dy +

∫

1234
px dxdy =

∫ y4

y3

2Uu dy,

∫ y2

y1

V u + Uv dy +

∫

1234
py dxdy =

∫ y4

y3

V u + Uv dy,

∫ y2

y1

Uw dy +

∫

1234
pz dxdy =

∫ y4

y3

Uw dy.On distinguera les quantités situées en amont et en aval du bord d'attaque par les indi
es
e et i respe
tivement. On a Ue = 1, Ve = 0, et ui = 0 
e qui nous donne, en éliminant lapression, une 
ondition de saut sur la �u
tuation de vitesse normale :

U∆vi + Uyvi,y = ∆ve, (2.2)où ∆ désigne l'opérateur lapla
ien, la 
omposante de vitesse transversale est obtenue àl'aide de l'équation de 
ontinuité.Les 
al
uls numériques nous montrent que, si les perturbations extérieure sont nullesau niveau de la paroi (y = 0), il n'y a pas de dis
ontinuité pour les perturbations, leterme Uyvi,y étant négligeable. Cette propriété a permis a Andersson et al. [2℄ de retrouverles résultats de Lu
hini [78℄ alors qu'ils n'ont pas traité 
e problème de re
eptivité. Onpeut ajouter qu'on s'est pla
é dans le 
as très parti
ulier d'une 
ou
he limite sur uneplaque plane in�niement min
e. Pour tout autre 
as plus réaliste le problème de ré
eptivitéest 
ertainement 
ru
ial. En e�et pour un bord d'attaque épais, sur un pro�l d'aile parexemple, la 
ourbure des lignes de 
ourant implique un bas
ulement et une ampli�
ationde la vorti
ité extérieure dé
rit par Sutera [102℄, Goldstein [51℄ ou Ustinov [111℄, [73℄.Cependant dans 
e 
as plus 
omplexe, la méthode utilisée par Lu
hini et Bottaro [79℄ n'estpas dire
tement transposable.Pour 
on
lure 
e 
hapitre sur la ré
eptivité, on notera que les stries peuvent égalementêtre 
réées à partir de rugosités pariétales [48℄.Après avoir dé
rit les 
onditions de saut des perturbations, il reste à modéliser la pertur-bation extérieure ve. Dans le 
hapitre 5, on traite la 
ondition d'entrée 
omme une in
onnued'un problème sous 
ontrainte. On 
her
he la 
ondition initiale qui maximise l'énergie desstries, par une méthode de perturbation optimale basée sur les travaux de Lu
hini [78℄et Andersson et al. [2℄. Dans le 
hapitre 6, la perturbation est imposée en aval du bordd'attaque sous la forme d'un tourbillon de Bat
helor. En�n au 
hapitre 7, on s'intéresseraà la ré
eptivité de la 
ou
he limite vis-à-vis d'une turbulen
e arti�
ielle bidimensionnelle.2.3 Quelques éléments d'analyse des résultatsDé�nition des quantités moyennéesPour le 
al
ul on a utilisé la dé
omposition QBlasius + q, dans le but de simpli�er letraitement des 
onditions aux limites. Expérimentalement les données sont dé
omposéessous la forme d'une vitesse moyenne notée Q̄ et l'é
art type par rapport à 
ette moyenne
qrms. Il apparaît don
 né
essaire de dé�nir une moyenne :
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Q̄ =

1

T

∫

T
Q(t) dt (2.3)� moyenne spatiale

Q̄ =
1

∆z

∫

∆z
Q(z) dz (2.4)A 
ha
une de 
es dé�nitions, on peut asso
ier l'é
art type (ou valeur rms) :

qrms =

√

(Q− Q̄)2 (2.5)La moyenne temporelle est la plus employée dans les expérien
es puisque les mesuressont faites à partir de �ls 
hauds qui donnent l'évolution temporelle de la vitesse en unpoint de l'espa
e. Dans 
ette thèse le modèle utilisé pour les stries est stationnaire. Cettepropriété est basée sur les résultats expérimentaux qui montrent que les stries sont quasi-stationnaires. Pour exploiter nos résultats on utilise une moyenne spatiale en envergure,i.e. dans la dire
tion transversale.La 
omparaison des moyennes temporelle et spatiale n'est pas banale et en général
es deux moyennes sont di�érentes. Le seul résultat théorique dont on dispose fait appelau théorème d'ergodi
ité développé par George David Birkho�. Pour la suite, en laissant
ette question ouverte, nous admettrons que 
es deux moyennes sont qualitativement équi-valentes.Transformée de FourierLa transformée de Fourier a été développée au XIXe siè
le par le mathémati
ien françaisJean-Baptiste Fourier à propos de ses travaux sur l'équation de propagation de la 
haleur.Sa dé�nition sous forme dis
rète est donnée par :
x̂k =

1√
N

N∑

j=1

xj e−i 2πik
N ; k = 1, ... N (2.6)La fréquen
e est donnée par f = k∆f = k/Tmax. Cependant à 
ause de la propriété deredondan
e : f̂k = f̂N−k, le spe
tre utile s'étend de 0 à la fréquen
e de Niquist 1/(2∆t).On appelle harmonique d'une fréquen
e f ses multiples entiers (2f, 3f...). L'apparitiond'harmoniques dans un spe
tre au 
ours de son évolution est signi�
ative de non-linéarités.Par exemple le produit de deux fon
tions 
ir
ulaires de fréquen
e f1 et f2 fait apparaîtreles fréquen
es |f1 + f2| et |f1 − f2|. Ce qui peut s'interpréter 
omme une redistributiond'énergie des modes 1 et 2 vers les modes |f1 + f2| et |f1 − f2| et leurs harmoniques.Une fon
tion est dite périodique si elle est 
onstituée de sa fréquen
e propre f et ses har-moniques. Elle est quasi-périodique si elle 
omporte un nombre �ni de fréquen
es propresplus leurs harmoniques. En�n une fon
tion est apériodique (signature d'un é
oulementturbulent) si son spe
tre est 
ontinu (nombre in�ni de fréquen
es f). Pour les pro
essusaléatoires la transformée de Fourier ne donne pas d'indi
ations sinon que le pro
essus estaléatoire...En�n il faut pré
iser qu'en pratique on utilise la transformée de Fourier rapide (FFT).Cet algorithme, mis au point en 1963 par Tukey, Garwin et Sande puis publié en 1965 parCooley et Tukey, permet de traiter un signal ave
 un nombre réduit d'opérations pour desnombres de modes en puissan
e de deux.



32 CHAPITRE 2. MODÉLISATION ET MÉTHODES NUMÉRIQUESQuantités intégralesOn a dé�ni la longueur 
ara
téristique dans la dire
tion normale δ à partir de sa naturedi�usive, on peut également utiliser1 :la longueur où la vitesse longitudinale est égale à 0.99 Ue :
δ99 = 4.95 δou l'épaisseur de dépla
ement :

δ1 =

∫ ∞

0

(

1− U

U∞

)

dy = 1.7208 δ,ou l'épaisseur de quantité de mouvement :
θ =

∫ ∞

0

U

U∞

(

1− U

U∞

)

dy = 0.6641 δ.Le rapport H = δ1/θ = 2.591, est appelé fa
teur de forme, il est 
onstant pour une
ou
he limite sans gradient de pression et pour les solutions de similitude de Falkner-Skan de façon générale. Il est fortement in�uen
é par la nature laminaire ou turbulentede l'é
oulement, sa baisse brutale indiquant le point de transition. De plus 
e fa
teurdiminue pour des é
oulements a

élérés et ré
iproquement, 
e fa
teur augmente pour desé
oulements dé
élérés.On peut dé�nir di�érents nombres de Reynolds à partir de 
es é
helles de longueurs :
Rex =

Uex

ν
= Re2

δ = (Reδ1/1.7208)
2 = (Reθ/0.6641)

22.4 Algorithme de résolutionL'étape de dis
rétisation 
onsiste à rempla
er un problème 
ontinu par la résolutiond'un système linéaire dis
ret. L'équation di�érentielle est ainsi rempla
ée par une expressiondis
rète appelée s
héma numérique. L'analyse numérique porte sur l'étude de la 
onsisten
e,
'est-à-dire la 
onvergen
e vers la solution exa
te (
ontinue) et la stabilité d'un s
héma.Par son 
aratère parabolique, 
e système (2.1) présente des similitudes ave
 les équationsde Navier-Stokes bidimensionnelles. Si on note ∇CF = [0 ∂y ∂z]
T l'opérateur nablalimité aux dire
tions transversales (
ross-�ow) à l'é
oulement prin
ipal et u = [U , V ,W ]T ,on peut réé
rire le système 2.1 
omme :

Ux +∇CF · u = 0 (2.7)ut + U · ux + u · ∇CF u = −∇CF p +∇2
CF u (2.8)On va exploiter 
ette analogie pour la résolution numérique : on doit résoudre un pro-blème de Burgers en (x, t) et un problème de Navier-Stokes bidimensionnel en (y, z).1les valeurs numériques 
orrespondent à la 
ou
he limite idéale de Blasius



2.4. ALGORITHME DE RÉSOLUTION 33Equation de BurgersPour intégrer le terme d'adve
tion en (x, t) un s
héma à l'ordre un retardé présente lesavantages de simpli
ité et de stabilité.
∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
≈

Un+1
j+1 − Un

j+1

∆t
+ Un

j+1

Un
j+1 − Un

j

∆x
+O(∆t, ∆x) (2.9)On intègre d'abord en temps puis on saute à l'abs
isse suivante. Ce
i est 
ohérentave
 le prin
ipe des équations de Navier-Stokes parabolisées. On initialise le 
al
ul ave
une 
ertaine 
ondition d'entrée, les 
al
uls se font ensuite vers l'aval. Cette appro
he estdi�érente de 
elles habituellement utilisées pour la résolution des équations de Burgers oùon se donne une 
ondition initiale et les 
al
uls se font suivant le temps.Navier-Stokes bidimensionnelLa prin
ipale di�
ulté pour la résolution numérique des équations de Navier-Stokesin
ompressibles, 
'est le 
ouplage de la vitesse et de la pression par la 
ontrainte d'in
om-pressibilité. L'idée d'utiliser des méthodes de proje
tion date des années 60 ave
 Chorin etTemam. L'intérêt de 
es méthodes est de permettre une résolution séquentielle dé
oupléepour la vitesse et la pression. Cependant l'analyse numérique de 
es s
hémas est di�
ile,et la re
her
he des s
hémas de proje
tion optimaux reste une préo

upation importante.Pour une vue d'ensemble des di�érentes méthodes de proje
tion on pourra lire l'arti
le deGuermond et al. [55℄.On 
her
he à résoudre les équations de Navier-Stokes in
ompressible 2D :







∂tu + u∇u = −ρ−1∇p + ν∇2u sur Ω× [0, T ]
∇ · u = 0 sur Ω× [0, T ]
u|Γ = 0 sur [0, T ]
u|t=0 = u0 sur ΩPour la suite, pour simpli�er les notations, les di�érents s
hémas sont présentés à l'ordre1 en temps.Les s
hémas de proje
tion, ave
 
orre
tion de la pression, sont 
omposés de deux sous-itérations :� 
al
ul du 
hamp de vitesse, en omettant les termes de pression et l'équation de ladivergen
e.

{
ũ−un

∆t + un∇un = ν∇2ũ
ũ|Γ = 0� 
al
ul de la pression et du 
hamp de vitesse à divergen
e nulle (proje
tion).

{
un+1−ũ

∆t = −ρ−1∇pn+1

∇ · un+1 = 0La première étape 
ontient le terme de dissipation visqueuse (et don
 les 
onditionsaux limites), la deuxième 
ontient la 
ondition d'in
ompressibilité. Si le pas de temps estsu�samment petit, 
es deux solutions sont très pro
hes. On pourrait se demander laquelledes deux est la 'vraie' solution, 
ertainement les deux et au
une, on n'a au
une raisonobje
tive de privilégier l'une ou l'autre.



34 CHAPITRE 2. MODÉLISATION ET MÉTHODES NUMÉRIQUESLa se
onde étape est appelée proje
tion si on 
onsidère qu'on projette ũ sur un espa
equi véri�e ∇ · uk+1. D'un point de vue géométrique on peut dire que la 
ondition d'in
om-pressibilité 
ontraint la solution u sur une surfa
e, dans le 
hamp ve
toriel de u, dé�niepar ∇ · u = 0. Le r�le de la pression est de maintenir u sur 
ette surfa
e, ainsi à 
haquepas de temps, on projette la solution estimée ũ sur 
ette surfa
e par l'intermédiaire de p.Une autre façon d'interpréter 
et algorithme est de 
onsidérer la pression 
omme unmultipli
ateur de Lagrange. L'étape de prédi
tion nous donne un 
hamp de vitesse ũ quivéri�e les équations de 
onservation de la quantité de mouvement ainsi que les 
onditionsaux limites. On souhaite maintenant 
al
uler le 
hamp un+1 à partir de ũ qui véri�el'équation de 
onservation de la masse. En d'autres termes on 
her
he un+1 a divergen
enulle, le plus pro
he de ũ. On dé�nit la fon
tion Lagrangienne L :
L =

1

2∆t
(un+1 − ũ)2− < φ,∇ · un+1 >On obtient la relation :

un+1 − ũ

∆t
= −∇φ

p = ρφ apparaît alors 
omme un multipli
ateur de Lagrange qui permet à la vitesse devéri�er la 
ondition d'in
ompressibilité.Une amélioration sensible du s
héma de Chorin-Temam 
onsite à intégrer dans l'étapede prédi
tion un terme de pression expli
ite. Cet ajout permet d'obtenir un s
héma dumême ordre en temps pour la vitesse et pour la pression. L'algorithme de prédi
tion (2.10),proje
tion (2.11) prend la forme �nale :
{

ũ−un

∆t + un∇un = −ρ−1∇pn + ν∇2ũ
ũ|Γ = 0

(2.10)
{

∆pn+1 = ρ/∆t ∇ · ũ + ∆pn

un+1 = ũ− ρ−1∆t∇(pn+1 − pn)
(2.11)Il existe d'autres s
hémas 
omme, par exemple, la 
orre
tion de vitesse (KIO pourKarniadakis, Israeli et Orzag 1991), qui 
onsiste à inverser les deux étapes pré
édemmentdé
rites. On peut 
iter aussi les méthodes de jauge où la pression est rempla
ée par unevariable de jauge ξ, et on résout les équations pour une variables auxiliaires φ = u +∇ξ.En�n il existe des s
hémas de fa
torisation inexa
te, les équations sont résolues ensemblesmais le système algébrique est modi�é pour le rendre inversible. L'idée est d'utiliser unefa
torisation LU in
omplète. On peut 
iter pour �nir Johnston et al. [67℄ qui ont utiliséune méthode de prédi
tion/proje
tion ave
 des 
onditions aux limites de type Neumannpour la pression. Ils ont montré que leur algorithme est stable sous la 
ondition CFL. Leurs
héma est d'ordre deux en temps, impli
ite pour le terme de di�usion et expli
ite pour lestermes non-linéaires et la pression.Le s
héma de Chorin Temam, à l'ordre un, peut être généralisé aux ordres supérieurs.Sous une forme générale la dérivée temporelle dis
rétisée s'é
rit :

df

dt
=

a1f
n+1 + a2f

n + a3f
n−1 + ...

∆tDe même une approximation du terme fn+1 à partir des termes pré
édents se met sous laforme :
fn+1 = b1f

n + b2f
n−1 + ...



2.4. ALGORITHME DE RÉSOLUTION 35Ce développement est utile pour approximer les termes non linéaires ave
 une erreur detron
ature du même ordre que 
elle sur la dérivée temporelle. Pour évaluer l'erreur detron
ature, on fait un développement de Taylor des quantités fn+1 et fn−1 autour dupoint tn+1. On inje
te 
es développements dans les expressions pré
édentes. Pour unedis
rétisation de la dérivée à l'ordre 2, on obtient un système de trois équations :






a2 + 2a3 = −2
a1 + a2 + a3 = 0
a2 + 4a3 = 0et pour l'extrapolation au même ordre on a :

{
b1 + b2 = 1
b1 − 2b2 = 0On obtient ainsi, pour un s
héma à l'ordre 2, les 
oe�
ients : a1 = 3/2, a2 = −2,

a3 = 1/2 ; b1 = 2 et b2 = −1.L'utilisation de s
hémas expli
ites en temps pour la pression, dans l'étape de prédi
tion,permet de dé
oupler 
omplètement le 
al
ul de la vitesse et de la pression. Pour les termesnon linéaires on se 
ontente par simpli
ité d'un traitement expli
ite. En 
e qui 
on
erne leterme de di�usion, les 
ritères de stabilité imposent souvent une dis
rétisation impli
ite.Ce
i est lié au rayon spe
tral de la matri
e de dérivation se
onde qui 
roît rapidementave
 le nombre de points. On a alors une 
ontrainte sur le pas de temps liée à la stabilitévisqueuse :
ν

∆t

∆x2
=≤

(
1

2

)doù d est la dimension du problème et ∆l le pas d'espa
e minimum. On a également une
ontrainte de stabilité 
onve
tive (
ondition CFL) :
‖u‖∞

∆t

∆l
≤ 1Ainsi le terme de di�usion impli
ite stabilise le s
héma pour de faibles nombres de Reynolds.Pour de grands nombres de Reynolds, si la 
ondition CFL est véri�ée, on peut utiliser uns
héma expli
ite, du type Runge-Kutta.Pour 
on
lure 
ette dis
ussion sur l'utilisation expli
ite/impli
ites des termes, signalonsque la dis
rétisation des équations de Navier-Stokes donne un système 'sti�', 
'est à dire
ara
térisé par la présen
e de modes ave
 des é
helles très disparates. Par exemple desphénomènes transitoires mettent en jeu plusieurs temps 
ara
téristiques. Cette pathologiemène à des problèmes de stabilité. Ainsi un traitement expli
ite des équations, plus simple
ar il évite l'inversion du système, pose problème. Le développement d'algorithmes pourla résolution de problèmes 'sti�' est un sujet de re
her
he a
tif, où de nouvelles méthodesapparaissent régulièrement. Dans le 
as des dis
étisations spe
trales d'équations aux dé-rivées partielles (PDE) non-linéaires, les s
hémas standards sont basés sur les méthodessemi-impli
ites, ou linéairement impli
ites. Dans les méthodes ré
entes on peut 
iter l'ex-ponential time di�erenting' appliquée par exemple par Cox et Matthews [38℄ (2002).Résolution du système algébriqueDe façon générale un s
héma, ave
 un terme de di�usion impli
ite, se ramène à unproblème elliptique linéaire de Helmholtz :

λun+1 −∇2un+1 = f(un, un−1, ...) (2.12)



36 CHAPITRE 2. MODÉLISATION ET MÉTHODES NUMÉRIQUESIl reste maintenant à inverser 
e système.La méthode d'élimination de Gauss (ou pivot) est une méthode d'inversion exa
te, baséesur la triangulation de la matri
e et résolution du système par la méthode de remontée.Cette méthode est très 
oûteuse pour des domaines de dimension d ≥ 2 puisqu'elle né
essitele sto
kage de matri
es de taille N2d et un nombre d'opérations très élevé. En pratique onse tourne plut�t vers des méthodes itératives (exemple gradient 
onjugué), le système n'estpas résolu de manière exa
te mais par minimisation de l'erreur au 
ours des itérations.Dans 
ette thèse on a utilisé une troisième méthode, 
lassique elle aussi, qui ne né-
essite de sto
ker que des matri
es de taille N2. Cette méthode, dite de diagonalisationssu

essives, s'applique au système (2.12) réé
rit sous la forme dis
rète :
λX −DyyX −XDT

zz = fLes matri
es de dérivation d'ordre deux Dyy et Dzz, asso
iées aux 
onditions limites, sontdiagonalisables. On va don
 projeter le système (2.12) sur la base des fon
tions propresdans les dire
tions y et z où il sera sous forme diagonale, immédiatement inversible :
Dyy = QyΛyQ

−1
y ; Dzz = QzΛzQ

−1
z

X̃ =
F̃

λ− Λii − Λjjave
 F̃ = Q−1
y F (QT

z )−1, et X = Qy X̃ QT
z .La te
hnique de diagonalisation su

essive reste appliquable pour λ 
onstant, 
'est le 
assi on intègre le sytème en temps. Dans le 
as d'une intégration dans le sens de l'é
oulement

x, 
ette méthode est inappli
able puisque λ ferait intervenir la vitesse longitudinale quin'est pas 
onstante.Synthèse de l'algorithme de résolution des équations PNSOn synthétise les résultats pré
édents pour résoudre les équations de Navier-Stokesparabolisées PNS (2.1. On note U la vitesse longitudinale et u = [U, V, W ]T le ve
teurvitesse. On rappelle que ∇CF = [0 ∂y ∂z]
T désigne l'opérateur nabla dans les dire
tionsnormales à l'é
oulement.ũ− un

j+1

∆t
+ Un

j+1

un
j+1 − un

j

∆x
+ un

j+1∇CF un
j+1 = −∇CF pn

j+1 +∇2
CF ũ (2.13)

∇2
CF pn+1

j+1 =
1

∆t

(
Un

j+1 − Un
j

∆x
+∇CF · ũ)

+∇2
CF pn

j+1 (2.14)un+1
j+1 = ũ−∆t∇CF (pn+1

j+1 − pn
j+1) (2.15)Cet algorithme est d'ordre 1 en temps. Les 
al
uls dans 
ette thèse sont limités à des
as stationnaires (
f 
hapitres 5, 6 et 7). Pour 
es 
as un s
héma d'ordre 2, plus 
oûteux enespa
e mémoire, ne montre pas de di�éren
es signi�
atives. Il s'agit en fait de 
al
uls pseudoinstationnaires, les itérations en temps sont stoppées quand la valeur ‖(un+1 − un)/∆t‖∞est inférieure à 10−3.Néanmoins, pour les 
al
uls instationnaires du 
hapitre 8, l'ordre 2 est né
essaire.Aprés avoir présenté les équations et leur algorithme de résolution, on aborde dans lepro
hain 
hapitre la dis
rétisation spatiale des opérateurs.



Chapitre 3Méthodes spe
tralesConsidérons le problème dis
ret obtenu par une dis
rétisation dans le temps et dansla dire
tion longitudinale, de type di�éren
es �nies. Dans les dire
tions transversales onutilise des méthodes spe
trales de 
ollo
ation.Les programmes ont été réalisés par l'auteur en utilisant le logi
iel MatLab, 
réé parCleve Moler en 1977. A titre de 
omparaison, les débuts de Fortran datent de 1954 ave
John Ba
kus. MatLab (Matrix Laboratory) est basé sur la manipulation de matri
es. Ilest tout à fait indiqué pour l'utilisation des méthodes spe
trales. Ce rappro
hement Mat-Lab/méthodes spe
trales se retrouve dans deux livres ex
ellents et très dida
tiques, lepremier é
rit par Trefethen [108℄, le se
ond par Weideman and Reddy [113℄. Pour les ques-tions générales 
on
ernant les méthodes spe
trales, on pourra 
onsulter les livres de Canutoet al. [29℄, et Boyd [24℄.3.1 Prin
ipes des méthodes spe
tralesL'appli
ation des méthodes spe
trales pour la résolution numériques d'équations auxdérivées partielles date de 1977 ave
 le livre de Gottlieb et Orszag. Le prin
ipe est dere
her
her la solution u sous la forme d'un développement en série de fon
tions φn quisont, généralement, des fon
tions de 
lasse C∞ formant une base orthogonale.On distingue deux grandes 
lasses de résolution par méthode spe
trale :soit on se donne 
omme in
onnues les 
oe�
ients spe
traux,
PN u(x) =

N∑

n=0

ũ φn(x), PN u est la projection de u,soit on se donne 
omme in
onnues les valeurs de 
ette fon
tion aux points de 
ollo
ation,
IN u(x) =

N∑

n=0

û φn(x), IN u est l′interpolation de u sur xi.La di�éren
e entre ũ et û s'appelle l'erreur d'aliasing, 
'est la 
ontamination de û parles hautes fréquen
es de ũ.On appro
he u par un développement �ni, l'erreur 
ommise alors est une erreur detron
ature ou d'interpolation. Cette erreur, pour une fon
tion C∞ dé
roît plus vite quetoute puissan
e de 1/N . Dans la pratique on observe une dé
roissan
e exponentielle ou
onvergen
e spe
trale. Un tel 
omportement est une propriété importante des méthodes37



38 CHAPITRE 3. MÉTHODES SPECTRALESspe
trales ; elle est parfois appelée erreur évanes
ente. Pour les méthodes aux di�éren
es�nies d'ordre k, l'erreur dé
roît algébriquement 
omme 1/Nk.Spe
tral/
ollo
ationOn a don
 deux grandes 
lasses de méthodes spe
trales, ave
 des variantes pour 
haque
lasse : spe
tral Galerkin/spe
tral tau ou 
ollo
ation forte/
ollo
ation faible. L'ensemble de
es méthodes appartient à la 
lasse des méthodes des résidus pondérés, 
onsistant à dé�nirle résidu 
orrespondant à la solution appro
hée et à annuler 
e résidu en un 
ertain sens.Pour présenter 
es di�érentes appro
hes on se propose de résoudre un problème di�érentielgénéral de la forme : Lu = f muni de 
onditions aux limites. Une solution numérique de
e problème est une fon
tion ū qui véri�e les 
onditions aux limites et telle que le résidu
R = |Lu− f | soit petit. Par exemple ū =

∑∞ ũnφn. Pour les méthodes spe
trales, φn estune famille 
omplète (base) de fon
tions régulières globales. On dé�nit les fon
tions tests
omme une famille (χn) qui dé�nissent la taille du résidu par le biais du produit s
alaire
(χn,R) = 0. On peut alors 
lassi�er les di�érentes méthodes spe
trale suivant 
es fon
tionstests.� Galerkin χn = φn et 
haque φn véri�e les 
onditions aux limites. Les 
oe�
ientsspe
traux sont alors 
al
ulés en posant que le résidu soit orthogonal à la famille des

φn :
(φn,R) = 0⇔

∑

k

Lnkũk = (φn, f), Lnk = (φn,Lφk)Cette appro
he est intéressante si les φn forment une famille orthogonale. Remarque :les 
oe�
ients ũ peuvent être 
al
ulés à l'aide d'une FFT pour un 
oût de N ln(N)au lieu de N2 du produit matri
iel.� tau χn est formé de presque toutes les fon
tions du développement mais φn ne véri�epas les 
onditions aux limites, 
elles-
i sont imposées par un système d'équationssupplémentaires. Cette méthode, introduite par Lan
zos, peut poser des problèmesde 
onditionnement de matri
e, notamment lorsque N devient grand.� 
ollo
ation χn = δ(x − xn), où xn sont les points de 
ollo
ation et δ la fon
tion deDira

(χn,R) = 0⇔

∑

k

Lφk(xn)ũk = f(xn)Les in
onnues sont les valeurs de la fon
tion aux points de 
ollo
ation. On travaille,non pas dans l'espa
e spe
tral 
omme pré
édemment, mais dans l'espa
e physique.La solution est re
her
hée sous la forme de son polyn�me interpolant appartenant à
PN : INu =

∑N
0 uiLi(x) où Li est le polyn�me 
ara
téristique de degré N asso
ié aupoint xi. Il est possible d'obtenir une matri
e de dérivée se
onde mieux 
onditionnéeen utilisant une formulation dite faible, 
ette appro
he ne sera pas abordée dans 
ettethèse.Le plus 
ouramment on utilise soit des développements à base de séries de Fourier pourdes problèmes périodiques, ou de polyn�mes orthogonaux sinon.Une opération de de-aliasing est généralement né
essaire ave
 les méthodes de Fourier.Dans le 
as de polyn�mes, il est plus simple d'augmenter la résolution.



3.1. PRINCIPES DES MÉTHODES SPECTRALES 39Dérivation-intégrationPour dis
rétiser les opérateurs on utilise une méthode spe
trale de 
ollo
ation : lesin
onnues sont représentées aux points de 
ollo
ation. Les fon
tions sont projetées sur unebase :
u =

∑

n

ũnφn(x)ainsi la dérivée de la fon
tion au point xi s'exprime sous la forme :
u′(xi) =

∑

j

φ′
j(xi) =

∑

j

Diju(xj)Contrairement aux di�éren
es �nies où la solution est re
her
hée sous la forme de re
ou-vrement d'approximations lo
ales, dans le 
as des méthodes spe
trales la solution est une
ombinaison linéaire de fon
tions globales, i.e. étendues sur tout le domaine. L'avantageest une plus grande pré
ision, l'in
onvénient est que les opérateurs de dérivation dis
rétiséssont denses, ils sont don
 plus di�
iles à inverser.Con
ernant l'implémentation de 
onditions aux limites de Diri
hlet homogènes, on
onstate que la première et la dernière 
olonne des matri
es de dérivation sont multi-pliées par la fon
tion sur les bords qui vaut zéro, on peut don
 les enlever. De plus lapremière et la dernière ligne servent à 
al
uler la fon
tion sur les bords où elle est 
onnue,on peut don
 les enlever aussi. Au �nal le problème est résolu sur les points intérieurs audomaine. Pour une des
ription plus détaillée de 
ette méthode se référer Trefethen [108℄.Dans le 
as de problèmes bidimensionnels, la solution est re
her
hée sous la forme deson polyn�me d'interpolation appartenant à l'espa
e PN ⊗ PM ,
INMu =

N∑

i=0

M∑

j=0

uijLi(x)Lj(y).En pratique la solution u(y, z) est représentée par une matri
e U de taille (M +1)×(N +1).Les opérations de dérivation se font par des produits tensoriels droit et gau
he. Par exemple,si on note respe
tivement Dy (de taille (M + 1)2) et Dz (de taille (N + 1)2), les matri
esde dérivation selon y et z, alors on a :
∂u

∂y
≈ Dy × U et

∂u

∂z
≈ U× D

T
zoù l'exposant T désigne la transposée de la matri
e.Dans les méthodes d'intégration, l'intégrale d'une fon
tion 
ontinue est rempla
ée parune somme �nie. ∫

f dx ≈
∑

wifioù wi sont les poids d'intégration. On peut distinguer deux 
atégories, les méthodes 
om-posées et les méthodes de Gauss. Pour les premières la fon
tion est rempla
ée par unpolyn�me d'interpolation sur 
haque intervalle élémentaire, par exemple la méthode destrapèzes s'é
rit ave
 wi = xi+1 − xi. Ar
himède est 
ertainement le premier à avoir utilisé
e type de méthode pour 
al
uler une intégrale, 
'était pour obtenir une approximation dufameux nombre π. La généralisation sur les poids wi est à l'origine de la se
onde 
atégorieoù on utilise une interpolation globale sur un maillage imposé.



40 CHAPITRE 3. MÉTHODES SPECTRALESLes méthodes de Gauss utilisent une subdivision parti
ulière où les points sont les ra
inesdes polyn�mes orthogonaux de Legendre qui ne sont pas équi-espa
és. Ce sont les méthodesles plus pré
ises 
ar l'intégration est exa
te pour des polyn�mes de degré inférieur ou égalà 2N + 1, au lieu de N ou N + 1 pour les méthodes 
omposées. Cependant, Trefethen[106℄ a montré que la méthode d'intégration de Clenshaw-Curtis, moins 
onnue que laméthode de Gauss 
lassique, est une alternative intéressante et peut rivaliser en pré
ision.Cette méthode présente l'intérêt de pouvoir 
al
uler les intégrales à partir des points de
ollo
ation. C'est la méthode utilisée dans 
ette thèse.L'intégration pour la méthode de Fourier se ramène à la règle des trapèzes périodiques :
∫ 2π

0
f(θ) dθ ≈ 2π

N∑

i=1

f(θi)Le problème de la pressionPour les s
hémas de proje
tion dé
rits pré
édemment, et dans les 
as d'approximationspolyn�miales, on ne peut 
hoisir indépendamment les espa
es polyn�miaux de vitesse etla pression. En e�et, approximer les vitesses et la pression par des polyn�mes de mêmedegré entraîne que le système dis
ret est singulier. La solution numérique de la pressionest polluée par les éléments du noyau de la matri
e du problème dis
ret, appelés modesparasites de pression.Une manière de résoudre 
ette di�
ulté est d'utiliser des espa
es polyn�miaux 
om-patibles ave
 la méthode PN − PN−2, dont l'analyse numérique et la mise en oeuvre ontété réalisées, pour Chebyshev, par Azaïez [8℄ et Botella [21℄ entre autres. La 
ondition de
ompatibilité est don
 véri�ée en prenant pour la pression des polyn�mes de degré moinsélevé de deux unités que 
eux appro
hant la vitesse. Les avantages de 
ette méthode sont :une seule grille de 
ollo
ation, pas de 
onditions aux limites sur la pression, pas de modesparasites (sauf le mode 
onstant), et des approximations sur la vitesse ainsi que sur lapression d'ordre élevé en temps.Cependant les vitesses et la pression ne sont pas des éléments du même espa
e, leursopérateurs de dérivation seront don
 di�érents. De façon 
lassique, l'équation de Poissonpour la pression est obtenue en prenant la divergen
e de l'équation de quantité de mou-vement. On forme ainsi un opérateur d'Uzawa pour la pression, qui possède une uniquevaleur propre nulle, qui 
orrespond au mode de pression 
onstant, traduisant le fait que lapression est dé�nie à une fon
tion du temps près. Notons AN l'opérateur unidimensionneld'Uzawa pour la pression. C'est un opérateur di�érentiel du se
ond ordre, qui di�ère desopérateurs de pression usuels de type Lapla
e munis de 
onditions de Neumann. L'opéra-teur AN est formé du produit d'un opérateur de dérivation dans PN , muni des 
onditionsaux limites sur la vitesse, ave
 un opérateur de dérivation première dans PN−2.Dans les paragraphes suivants on teste 
e s
héma de résolution des équations de Navier-Stokes bidimensionnelle pour trois types de dis
rétisation spatiale : Fourier, Chebyshev etHermite. Dans 
haque 
as, en utilisant des solutions exa
tes, on véri�era que la pré
isisonspatiale est spe
trale et que la pré
isison temporelle est 
onsistante ave
 l'ordre du s
héma
hoisi. Les erreurs sur la vitesse, sur la pression et sur la divergen
e sont dé�nies 
omme :
Eu = maxv,w(‖vN − ve‖∞, ‖wN −we‖∞), Ep = ‖pN − pe‖∞, div =

∥
∥
∥
∥

∂vN

∂y
+

∂wN

∂z

∥
∥
∥
∥
∞

,l'indi
e e désigne la solution exa
te.



3.2. FOURIER 413.2 FourierL'intervalle de dis
rétisation est [0, 2π], la grille de 
ollo
ation est donnée par l'ensemblede points equi-espa
és :
xj =

2π

N
j j = 0, ...,N − 1Les matri
es de dérivation d'ordre 1 et 2, s'é
rivent (voir Weideman et Reddy [113℄ ouTrefethen [108℄) :

D
(1)
kj =

{
1
2(−1)k−j cot (k−j)h

2 , k 6= j
0, k = j

D
(2)
kj =

{

−1
2(−1)k−j csc2 (k−j)h

2 , k 6= j

− π2

3h2 − 1
6 , k = jave
 h = 2π/N , csc est la fon
tion 
osé
ante (ou l'inverse du sinus). Ces formules sontvalables pour des nombres de points de 
ollo
ation pairs. Contrairement aux approxima-tions polyn�miales, il n'est pas né
essaire i
i de 
onstruire des opérateurs de dérivationparti
uliers pour la pression. La pression est supposée avoir la même périodi
ité que lavitesse.Essais numériques pour le problème de Navier-StokesOn 
onsidère la solution exa
te périodique des équations de Navier-Stokes :

v = − cos(y) sin(z) e−2νt

w = sin(y) cos(z) e−2νt

p = −1/4(cos(2y) + cos(2z)) e−4νtIl s'agit de la solution de Taylor pour un 
hamp de tourbillons périodiques.Des 
al
uls prélimiaires montrent des erreurs d'aliasing, ou repliement spe
tral qui dé-stabilise le s
héma. Ce phénomène est lié à l'apparition, par des e�ets non-linéaires, demodes harmoniques qui ne sont pas dis
rétisés.Les 
al
uls montrent que l'erreur d'aliasing déstabilise le s
héma pour de très faiblespas de temps. En faisant une étude paramétrique, on a relevé une 
ondition né
essaire surle pas de temps : ∆tc ≥ 0.25 ν−1N−1.4.Dans 
ette thèse, on remédie à 
e problème en sur-é
hantillonant la fon
tion de moitié,
'est la fameuse règle 3/2 de Orzag. Sur un spe
tre |k| < 3/2K,seuls les modes |k| ≤ Kseront 
onservés, les autres étant arbitrairement mis à zéro. Cette solution induit une erreurpar supression systématique des grands nombres d'ondes. Néanmoins le repliement spe
tralest 
ontrolé 
e qui permet d'éviter l'a

umulation d'énergie aux plus petites é
helles. Enpratique on espère que les modes dans la queue du spe
tre sont de très faible energie
omme on peut l'observer sur la 
as
ade de Kolmogoro�. Cette solution implique un grandgaspillage en temps de 
al
ul, en monodimensionnel seuls 67% des modes sont 
onservéset 35% en bidimensionnel.Sur la �gure 3.1, on tra
e la 
ourbe d'erreur, au temps T = 1, en fon
tion du pas detemps. La dis
rétisation spatiale est 
hoisie ave
 N = 32, ainsi l'erreur est dominée parla dis
rétisation temporelle. Le nombre de Reynods vaut Re = 1. On impose la solutionexa
te 
omme 
ondition initiale pour les deux premiers pas de temps.
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Fig. 3.1 � Maximum de l'erreur en temps sur la vitesse, sur la pression et sur la divergen
e,en fon
tion du pas de temps ∆t.On a également tra
é une 
ourbe proportionnelle à ∆t2, on 
onstate que l'ordre dus
héma est bien deux pour la vitesse et la pression. Pour Re = 1000, l'évolution est iden-tique mais l'erreur est 1000 fois plus petite et sature autour de 10−10, où on a atteint lapré
ision spatiale de résolution.On tra
e l'erreur pour la pression dans le plan, sur la �gure 3.2, ave
 t = 1, N = 32
∆t = 10−2 et Re = 1.
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Fig. 3.2 � Erreur pour la pression dans le plan, ave
 t = 1, N = 32 ∆t = 10−2 et Re = 1.On impose la valeur zéro sur la pression dans un angle on pourrait utiliser une valeurmoyenne 
omme pression de référen
e. L'erreur sur la pression est répartie de manièrehomogène sur le domaine.



3.3. CHEBYSHEV 433.3 ChebyshevLa grille de 
ollo
ation est formée par les N + 1 points de Chebyshev-Gauss-Lobatto,dé�nis 
omme :
xj = cos

(
πj

N

)Pour améliorer la pré
ision des 
al
uls il est intéressant d'utiliser les formules trigono-métriques pour la 
onstru
tion des matri
es de dérivations (Weideman et Reddy [113℄).Les éléments de la matri
e de dérivée première dans PN sont donnés par :
Dij =







ci

cj

(−1)i+j

xi−xj
i 6= j

−1
2

xi

1−x2
i

i = j 6= 1,N

2(N−1)2+1
6 i = j = 1

−2(N−1)2+1
6 i = j = N

c0 = cN = 2 cj = 1 j 6= 1,NLa matri
e de dérivation d'ordre n (Dn) est égale à D
n. Pour les 
onditions aux limiteson 
al
ule alors la solution uniquement sur les points intérieurs, en d'autres termes onélimine les points du bord où la solution est 
onnue.En utilisant une base d'interpolant de Lagrange, on établit l'expression de l'opérateurde dérivation première dans PN−2 à partir de l'opérateur de dérivation 
lassique en 
ollo-
ation :

D̃ij =







−1
2

sin2 πj

N

sin2 πi
N

(−1)i+j

sin
π(i+j)

2N
)sin

π(i−j)
2N

i 6= j

3
2

cos πi
N

sin2 πi
N

i = j 6= 1,NRemarque : dans 
e 
as on a D̃n 6= D̃
n.En�n on se ramène au domaine physique [0; y∞] en utilisant deux mapping :pour l'étude modale du 
hapitre 4 on a utilisé :
y = y∞

1− x

2
,Pour les autres 
as on utilise un mapping algébrique qui resserre les points près de laparoi :

y =
y∞He

2

1− x

1 + He − x
,ave
 He = 1/9 le paramètre d'étirement. Les matri
es de dérivation et les poids d'intégra-tion sont également modi�és en utilisant l'expression analytique du Ja
obien.Etude numérique des valeurs propres de ANOn rappelle que AN = DPN

×DPN−2
, où DPN

est la matri
e de dérivation dans l'espa
e
PN muni des 
onditions aux limites pour la vitesse. On e�e
tue une étude numérique dela stru
ture spe
trale de l'opérateur AN en 
al
ulant ses valeurs propres pour di�érentesvaleurs de N . Notons λmax et λmin respe
tivement la plus grande et la plus petite va-leur propre non nulle, en valeur absolue, de AN . La quantité λ0 désigne la valeur propreappro
hant la valeur zéro. On reporte quelques valeurs numérique dans le tableau 3.1.



44 CHAPITRE 3. MÉTHODES SPECTRALESTab. 3.1 � Valeurs propres de l'opérateur AN 
al
ulées numériquement.
N λmin λmax λmax/N4 λ04 −2.0 −1.20 × 101 −4.69× 10−2 −4.47× 10−178 −2.467 −2.02 × 102 −4.92× 10−2 −4.95× 10−1516 −2.467 −3.14 × 103 −4.79× 10−2 −4.71× 10−1532 −2.467 −4.98 × 104 −4.75× 10−2 −7.58× 10−1364 −2.467 −7.95 × 105 −4.74× 10−2 −4.74× 10−12128 −2.467 −1.27 × 107 −4.74× 10−2 −7.79× 10−13256 −2.467 −2.03 × 108 −4.74× 10−2 −1.46× 10−10On remarque que 
es valeurs propres sont réelles, distin
tes, négatives sauf une qui estnulle, 
orrespondant au mode de pression 
onstant. Cela 
on�rme qu'il n'est pas né
essaired'asso
ier une 
ondition de Neumann sur la pression. Ces résultats sont en a

ord ave

eux obtenus par Botella [21℄. On 
onstate que λmin tend vers π2/4 et λmax tend vers

4.7× 10−2 N4, lorsque N augmente.Essais numériques pour le problème de Navier-StokesOn 
onsidère la solution exa
te des équations de Navier-Stokes :
v(x, y, t) = cos t cos2(πy/2) cos(πz/2) sin(πz/2)

w(x, y, t) = − cos t cos(πy/2) sin(πy/2) cos2(πz/2)

p(x, y, t) = cos t cos(πy/2) sin(πz/2)asso
iée à des 
onditions aux limites de Diri
hlet homogène sur les bords et à un termesour
e dans les équations. Le nombre de Reynolds, ou l'inverse de la vis
osité, est �xé à
100. La dis
rétisation spatiale est 
hoisie ave
 N = 32, ainsi l'erreur est dominée par ladis
rétisation temporelle.On tra
e le maximum sur le temps des erreurs sur la vitesse, la pression et la divergen
e,en fon
tion du pas de temps sur la �gure 3.3. Les 
al
uls sont menés jusqu'à T = 2π, 
equi 
orrespond à une période.Premièrement on n'observe pas d'ampli�
ation des erreurs pour de faibles pas de temps,
e qui montre la stabilité du s
héma numérique, il n'est pas né
essaire de 
onditionner lepas de temps en fon
tion de la dis
rétisation spatiale. Deuxièmement 
ette �gure 
on�rmela pré
ision du se
ond ordre en temps pour la vitesse, ainsi que pour la pression. En�n la
ondition de divergen
e nulle est bien respe
tée.Des essais ont été réalisés ave
 plus de points (N = 64), les 
ourbes d'erreur de vitesseet de pression sont identiques aux pré
édentes. Pour l'erreur sur la divergen
e, on observeun saut (l'erreur est dix fois plus grande) mais l'évolution est identique. En faisant varierle nombre de Reynolds, l'évolution des 
ourbes d'erreur de la vitesse et de la pression resteidentique (∝ ∆t2). La 
onvergen
e de la divergen
e est in
hangée. Il faut noter que pourde grands nombres de Reynolds des instabilités peuvent se développer si le pas de tempsest trop grand.
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ipale di�éren
e entre Fourier et Chebyshev sur l'erreur de la pression, 
'est lasingularité dans les angles liée à la perte de régularité dans 
es zones.On tra
e sur la �gure 3.5 l'évolution temporelle de l'erreur en temps sur la vitesse etsur la pression, sur environ 5 périodes. Les essais sont réalisés en prenant ∆t = 10−3 etdes polyn�mes de degré 32.
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ontinu) et sur lapression (traits dis
ontinus), pour un pas de temps ∆t = 10−3 et N = 32 et Re = 1.On n'observe pas d'ampli�
ation des os
illations en temps des erreurs, 
e qui indiquela stabilité du shéma.3.4 HermiteLes méthodes spe
trales ou pseudo-spe
trales basées sur un développement en série deFourier sont fréquement utilisées pour la résolution des équations de Navier-Stokes. Enplus des problèmes périodiques, 
es méthodes sont appliquées dans des 
as de domainesnon-bornés.Même si les é
oulements simulés ne présentent pas de périodi
ité naturelle, il est 
om-munément admis que l'in�uen
e de l'é
oulement image sur les bords peut être rendu né-gligeable en augmentant la taille du domaine. Cependant si la solution re
her
hée n'estpas très régulière ou si ses dérivées ne sont pas périodiques jusqu'à un ordre élevé, alorsles 
oe�
ients spe
traux ne vont pas dé
roître très vite et l'errreur de tron
ature sera dumême ordre que 
elle obtenue par une méthode de di�éren
es �nies, pour un 
oût largementsupérieur.Pradeep et Hussain [89℄ ont montré qu'imposer une périodi
ité à la solution entraînedeux types d'erreur. Premièrement l'é
oulement image exer
e une in�uen
e sur le do-maine de 
al
ul, 
et e�et étant inversement proportionnel au 
arré de la taille du domaine.Deuxièmement la périodi
ité implique que la 
ir
ulation nette s'annule. En 
onséquen
e untourbillon isolé peut évoluer vers un état instable selon le 
ritère de Rayleigh. L'utilisationde 
ondition aux limites périodiques a don
 une in�uen
e signi�
ative a long terme.Renni
h et Lele [92℄ proposent une méthode pour résoudre des é
oulements non bornésdans deux dire
tions, ave
 un traitement analytique pour la zone extérieure. La vorti
itéétant supposée lo
alisée. Le 
oût engendré par 
ette opération est 
ompensé par l'utilisationde maillages moins ra�nés. Cette méthode est une extension de 
elle proposée par Corral



3.4. HERMITE 47et Jimenez [36℄ dans le 
as où une seule dire
tion est non bornée. Le prin
ipe est d'utiliserune méthode spe
trale de Fourier sur un domaine �ni. Le 
ara
tère non borné est obtenuen ajoutant une 
orrélation irrotationnelle. Cette appro
he présuppose une dé
roissan
erapide de la vorti
ité. Le 
hamp de vitesse est dé
omposé en une partie rotationnelle et unepartie potentielle plus éventuellement un é
oulement uniforme. La partie rotationnelle est
al
ulée analytiquement en 
oordonnées polaires. Ensuite les deux solutions sont ra

ordéesà la frontière. Il est don
 né
essaire d'e�e
tuer des interpolations pour le 
hangement desystème de 
oordonnées. Il faut faire attention à 
e que 
es opérations ne pénalisent pas lapré
ision du s
héma numérique. Quand la vorti
ité sur le bord du domaine ne dé
roît pasassez rapidement, on observe une augmentation de l'erreur.Dans 
ette thèse nous utiliserons une méthode di�érente et originale. Pour des problèmesdans des domaines in�nis où les solutions ne présentent pas de 
onditions de périodi
itésu�santes, 
'est le 
as par exemple si la solution est lo
alisée dans une 
ertaine région,nous utiliserons 
omme fon
tions de base des polyn�mes d'Hermite.Guo et al. [56℄ (2003) ont réalisé une analyse numérique des méthodes spe
trales etpseudospe
trales basée sur les polyn�mes de Hermite, appliquée à l'équation de Dira
nonlinéaire. Leur 
on
lusion est que l'ex
ellente 
onvergen
e des résultats indiquent queles fon
tions d'Hermite sont une alternative intéressante pour la résolution numérique dePDE dans des domaines non-bornés.Cette méthode n'a jamais été utilisée, à la 
onnaissan
e de l'auteur, pour la résolutiondes équations de Navier-Stokes.L'intervalle de dis
rétisation est [−∞, +∞], les points sont les ra
ines du polyn�med'Hermite. Ils sont 
al
ulé 
omme les valeurs propres de la matri
e de Ja
obi :










0 1/2 0 . . .
1/2 0

0
. . .... N/2

N/2 0









La valeur du dernier point est liée au nombre de points : xN = −x1 = O(

√
N). Il peutêtre utile d'utiliser un simple mapping x→ k x pour faire varier indépendamment la tailledu domaine et le nombre de points.Les matri
es de dérivation dordre 1 et 2 pour la vitesse, sont 
al
ulées par ré
urren
esuivant un algorithme développé par Welfert [114℄ en Fortran. Cet algorithme 
onstruit lesmatri
es de dérivation à partir d'un ensemble de points de 
ollo
ation et d'une fon
tionpoids d'interpolation. Weideman et Reddy [113℄ ont 
onverti le programme Fortran en unefon
tion MatLab. C'est 
ette fon
tion que nous avons utilisée. La matri
e de dérivationd'ordre 1 pour la pression est 
al
ulée en utilisant la fon
tion pré
édente sur les pointintérieurs.Etude numérique des valeurs propres d'Uzawa ANComme pour les polyn�mes de Chebyshev, on e�e
tue une étude numérique de la stru
-ture spe
trale de l'opérateur AN en 
al
ulant ses valeurs propres pour di�érentes valeursde N . Comme pré
édemment, 
es valeurs propres sont réelles, distin
tes, négatives saufune qui est nulle, 
orrespondant au mode de pression 
onstant. On reporte les valeursnumérique de λmax, λmin et λ0 pour di�érents N dans le tableau 3.2.



48 CHAPITRE 3. MÉTHODES SPECTRALESTab. 3.2 � Valeurs propres de l'opérateur AN 
al
ulées numériquement.
N λmin λmax λmax/λmin × 1/N2 λ04 −1.642 −3.397 0.1293 08 −6.258 × 10−1 −1.189 × 101 0.2969 −3.75 × 10−1516 −2.742 × 10−1 −2.797 × 101 0.3985 2.45 × 10−1532 −1.290 × 10−1 −5.935 × 101 0.4493 −3.06 × 10−1564 −6.319 × 10−2 −1.221 × 102 0.4717 −1.90 × 10−15128 −3.169 × 10−2 −2.482 × 102 0.4780 −5.49 × 10−15Pour N ≥ 250, on ne peut plus 
al
uler de valeurs propres. On 
onstate que λmax ∝ N ,

λmin ∝ 1/N , ainsi le 
onditionnement λmax/λmin est proportionnel à N2.Essais numériques pour le problème de Navier-StokesOn 
onsidère la solution exa
te de Taylor pour un tourbillon axisymétrique :
v = z/a2 exp(−R2/a)

w = −y/a2 exp(−R2/a)ave
 R =
√

y2 + z2 et a = 4ν(t + t0). On ne dispose pas de solution analytique pour lapression, on se 
ontentera don
 de valider la méthode à partir des 
al
uls sur la vitesse etla divergen
e. Pour le 
al
ul on applique des 
onditions aux limites de Diri
hlet homogènesur les bords. La 
ourbe d'erreur en fon
tion du pas de temps est tra
ée sur la �gure 3.6.
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Chapitre 4Des
ription (multi-)modale desperturbationsDans la plupart des 
as, pour des perturbations extérieures modérées, le 
omportementdes perturbations est régi par une phase de 
roissan
e linéaire suivi d'une phase d'intera
-tions non-linéaires. Une analyse linéaire peut se dé
omposer en trois étapes : formulation etlinéarisation des équations pour les perturbations, analyse du problème en terme d'é
helles
ara
téristiques en�n, re
her
he des perturbations ampli�ées.On se pla
e dans le 
as d'une 
ou
he limite sur plaque plane sans in
iden
e. L'é
oulementde base est donné sous la forme d'une solution de similitude (Blasius) représentée sur la�gure 4.1. Dans la suite les lettres majus
ules désignent l'é
oulement de base, les minus
ulesdésignent les perturbations.
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Fig. 4.1 � Solution de similitude de Blasius. U est adimensionné par Ue et V par Ue/
√

RexPour 
e type d'é
oulement, la première étude théorique de stabilité remonte aux tra-vaux de Lord Rayleigh (1880). Il a dérivé les équations, non visqueuses, d'évolution desperturbations linéarisées autour d'un é
oulement de base parallèle (i.e. ~U = U(y)~ex). Enutilisant la transformation de Fourier, 
'est-à-dire en 
her
hant les perturbations sous laforme d'un paquet d'ondes, il a obtenu un problème aux valeurs propres. Il en déduisitune 
ondition né
essaire de stabilité liée à l'existen
e d'un point d'in�exion sur le pro�lde vitesse (U ′′(y) = 0). Une 
ondition plus restri
tive a ensuite été obtenue par Fjortoft,51



52 CHAPITRE 4. DESCRIPTION (MULTI-)MODALE DES PERTURBATIONSstipulant que 
e point d'in�exion devait 
orrespondre à un maximum de vorti
ité. Plus tardOrr (1907) et Sommerfeld (1908) ont in
lus les e�ets de la vis
osité dans 
e qui deviendral'équation de Orr-Sommerfeld en bidimensionnel. Le 
as de perturbations tridimension-nelles a été traité par Squire qui ajouta une deuxième équation, en montrant dans le mêmetemps que le premier mode ampli�é est bidimensionnel. Don
 la stabilité d'un é
oulementparallèle dépend de la fréquen
e, de la longueur d'onde de 
e mode et du nombre de Rey-nolds dé�ni à partir de l'épaisseur lo
ale de la 
ou
he limite. Ainsi la stabilité evaluée àdi�érents Re prend en 
ompte l'épaississement de la 
ou
he limite. Les premières solutionsde 
ette équation de Orr-Sommerfeld furent 
al
ulées par Tollmien (1929) et S
hli
hting(1933) et leur existen
e véri�ée expérimentalement par S
hubauer et Skramstadt (1947).Depuis, des méthodes théoriques plus sophistiquées (asymptotiques, équations de stabi-lité parabolisées), prenant en 
ompte plus rigoureusement le non-parallélisme de la 
ou
helimite, ont demontré la pertinen
e de 
ette théorie.4.1 Théorie des petites perturbationsLe pro�l de vitesse de Blasius est une solution quasi-exa
te des équations de Navier-Stokes ; pour de grands nombres de Reynolds, l'erreur 
ommise est liée à l'ordre de tron-
ature dans le développement asymptotique, i
i Re
−1/2
x . Pourtant 
ette solution n'est plusobservable expérimentalement au-delà d'une 
ertaine abs
isse ou, 
e qui est équivalent, au-delà d'un nombre de Reynolds. Pour être observable un é
oulement doit véri�er les équa-tions de la dynamique des �uides mais aussi être stable au sens où les petites perturbationsdoivent s'amortir. Une étude théorique de stabilité se fait selon un s
héma 
lassique : onsuperpose une perturbation in�nitésimale (u = [u, v,w, p]) à la solution de base. On fait i
il'hypothèse que les perturbations s'adaptent instantanément à l'épaississement de la 
ou
helimite, en d'autres termes on 
onsidère une 
ou
he limite parallèle (U = [U(y), 0, 0, P (x)]).La solution résultante (U+ u) doit véri�er les équations de 
onservation, on obtient ainsile système suivant :

∇ · u = 0, (4.1)ut + (U · ∇)u+ (u · ∇)U+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p + ν∆u. (4.2)D'où l'on tire l'équation de Reynolds-Orr pour l'énergie des perturbations dans uné
oulement parallèle U(y) :

d E

dt
=

d

dt

∫

xyz
ρ
u2 + v2 + w2

2
dV = −ρ

∫

y
Uy < uv > dy − µ

∫

y
< (∇× ~u) > dy, (4.3)où < •, • > désigne une moyenne en x et en z. Les perturbations sont ampli�ées si etseulement si le terme de produ
tion ρ

∫

y Uy < uv > dy domine le terme de dissipation
−µ

∫

y < (∇ × ~u) > dy. Cette équation nous permettra d'interpréter les di�érents mé
a-nismes de 
roissan
e des perturbations.Dans la suite on suppose que les perturbations sont in�nitésimales, on néglige ainsi lestermes non-linéaires (u · ∇)u.
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helles 
ara
téristiquesA�n de généraliser nos résultats, on réé
rit le problème sous forme adimensionelle. Cetraitement des équations permet de repérer les similitudes entre é
oulements, ainsi queles phénomènes physiques prépondérants et leurs paramètres de 
ontr�le. Comme pour lasolution de base, on utilise 
omme é
helle 
ara
téristique de vitesse la vitesse à l'extérieurde la 
ou
he limite (Ue). D'après les approximations de Prandtl, on dispose de deux é
hellesde longueur : une é
helle d'adve
tion (x) et une é
helle de di�usion (δ ∝√

νx/Ue). Commeé
helle 
ara
téristique dans la dire
tion normale à la paroi, on utilise naturellement l'é
helle
ara
térisant l'épaisseur lo
ale de 
ou
he limite δ. La question maintenant se pose pour lesdeux autres dire
tions d'espa
e, longitudinale x et transversale z.Dans la dire
tion transversale, pour ne pas imposer de restri
tion d'é
helle on utiliseégalement δ. On peut ajouter que Lu
hini en 1996 [77℄ a utilisé une é
helle d'adve
tion(L ≫ δ) pour les dire
tions longitudinales et transversales. Il a ainsi obtenu une solutionde similitude pour les perturbations tridimensionnelles ave
 une 
roissan
e algébrique en
x0.213. Il a également expli
ité la ré
eptivité de 
es perturbations en liant leurs amplitudesaux perturbations extérieures. Cette méthode a ensuite été appliquée par Tumin [109℄ à la
ou
he limite ave
 gradient pression longitudinal (solution de similitude de Falkner-Skan).Les résultats 
on�rment l'e�et stabilisant d'un gradient de pression favorable (dP/dx < 0),et inversement.Pour la dire
tion longitudinale (x), on utilisera les deux adimensionnalisation δ et L.Un des obje
tifs de 
e 
hapitre est de mieux 
onnaître les di�éren
es et les domainesd'appli
ation de 
es deux appro
hes.A 
e stade on ne fait au
une hypothèse supplémentaires sur les perturbations qui dé-pendent don
 des 
oordonnées d'espa
e (x, y, z) et du temps (t). Cependant l'état de basene dépend que de y (é
oulement parallèle), les équations linéarisées sont don
 à 
oe�
ients
onstants par rapport aux variables x, z et t et on 
her
he des solutions sous la forme d'unesomme de modes de Fourier :

q(x, y, z, t) = ℜe







∑

αβω

q̃(y) ei(αx+βz−ωt)






.Physiquement on dé
rit la dynamique d'une perturbation 
omme l'évolution d'un pa-quet d'ondes ave
 α et β les nombres d'onde dans les dire
tions longitudinale et transversaleet ω la pulsation. Il est important de noter que 
es quantités sont supposées 
omplexes, ondoit don
 s'interroger sur le type d'instabilité à étudier. Supposons que quelque part dansl'é
oulement une faible perturbation déstabilisante apparaisse, son énergie sera adve
téevers l'aval ave
 une 
ertaine vitesse de groupe dω/dα. On peut alors envisager deux pos-sibilités. Dans le premier 
as, malgré l'entraînement, la perturbation s'ampli�e au 
oursdu temps en tout point de l'é
oulement. Cette instabilité est appelée absolue et elle réagit
omme un os
illateur. Dans l'autre 
as la vitesse d'adve
tion est su�sament grande pourqu'en tout point de l'espa
e la perturbation dé
roisse au 
ours du temps tout en s'am-pli�ant vers l'aval. Cette instabilité est appelée 
onve
tive, elle se 
omporte 
omme unampli�
ateur de bruit.Pour la 
ou
he limite de Blasius, et en général pour toute 
ou
he limite non dé
ollée,
'est le deuxième 
as que l'on observe, voir par exemple l'arti
le de stabilité bidimension-nelle de Ehrenstein et Gallaire [42℄. L'étude de stabilité sera don
 spatiale : β, ω ∈ R et

α ∈ C. La partie imaginaire de α nous donne le taux de 
roissan
e de l'instabilité.



54 CHAPITRE 4. DESCRIPTION (MULTI-)MODALE DES PERTURBATIONSPour un é
oulement parallèle, il est possible de se ramener à un problème à deuxin
onnues pour les perturbations en utilisant une formulation vitesse-vorti
ité normales(v, η = uz −wx) ou (v, η = uz). Selon les é
helles de longueur 
hoisies, on obtient alors leséquations de Orr-Sommerfeld et Squire :
LOS ṽ = 0

Cṽ + LSqη̃ = 0Où LOS, LSq et C désignent respe
tivement les opérateurs de Orr-Sommerfeld, de Squireet de 
ouplage. Ce sont des opérateurs di�érentiels qui dépendent des paramètres α, β et
ω. En in
luant des 
onditions aux limites homogènes, on obtient un problème aux valeurspropres L(α)q = 0, dans le sens où on 
her
he des solutions (v, η) non-nulles. Pour obtenirdes solutions non triviales, on 
her
he les α (β, ω �xés) tels que l'opérateur L soit noninversible, ainsi α doit véri�er la relation de dispersion det |L(α)| = 0. L'ensemble detoutes les valeurs propres s'appelle le spe
tre de l'opérateur.Un des points importants de 
e mémoire est l'utilisation et la validation des approxi-mations de 
ou
he limite pour les perturbations. Le premier système d'équations, appelépar la suite elliptique, utilise la même é
helle dans les trois dire
tions spatiales (i.e. δ) :

[(
−iω + iαU −Re−1∆

)
∆− iαU ′′

]
ṽ = 0

(
−iω + iαU −Re−1∆

)
η̃ = −iβU ′ṽ

(4.4)ave
 ∆ = −α2 + ∂yy − β2. C'est la forme 
lassique obtenue au début du XXe siè
le. Lapremière équation est 
elle de Orr-Sommerfed, la deuxième 
elle de Squire. Le deuxièmesystème, appelé parabolique, utilise les approximations de Prandtl 
e qui nous donne :
[(−iωL + iαLU −∆L)∆L − iαLU ′′] ṽ = 0

(−iωL + iαLU −∆L) ũ = −U ′ṽ
(4.5)ave
 ∆L = ∂yy−β2, l'opérateur de di�usion réduit aux dire
tions normales à l'é
oulement.On a les relations suivantes : ωL = ωRe et αL = αRe. On peut noter que le nombre deReynolds, absent dans le deuxième système, est en fait 
ontenu dans les é
helles. Pour
omparer 
es deux modèles, on tra
e leur spe
tre 
.f. �gure 4.2.
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rFig. 4.2 � Spe
tre des valeurs propres dans le plan partie réelle αr, partie imaginaire

αi pour Reδ1 = 400, ω = 0.2 et β = 0. Les o 
orrespondent au système d'équationselliptiques (4.4), les • au système parabolique (4.5). A droite on a agrandi la partie duspe
tre 
orrespondant à la zone en
adrée sur la �gure de gau
he.On 
onstate quelques di�éren
es. Le deuxième modèle (4.5) ne donne pas la bran
he demode αr ≈ 0. De plus les modes dis
rets sont mal 
al
ulés, notamment le mode TS (αr =
0.4545). Cependant on a un bon a

ord pour la bran
he 
ontinue αr = ω. Ces di�éren
essont liées à la nature du sytème d'équations. Celle-
i peut s'interprêter physiquement parla façon dont se propagent les informations dans le milieu. Pour un système elliptiquel'information en un point se propage dans toutes les dire
tions (exemple : un goutte de
olorant dans un verre d'eau), alors qu'un système parabolique modélise un problème pourlequel les informations se propagent suivant une dire
tion privilégiée, souvent la dire
tionde l'é
oulement (exemple : une goutte de 
olorant dans un jet, si on néglige la di�usionde nature elliptique). Pour 
omprendre la zoologie de 
es modes, on analyse le 
as d'unmodèle simpli�é où l'é
oulement de base est supposé 
onstant, on peut alors utiliser latransformée de Fourier dans la dire
tion normale : exp(iγy), ave
 γ le nombre d'onde dansla dire
tion y. Pour le modèle elliptique on obtient 4 modes :

α1,2 = ±i(γ2 + β2) ; α3,4 =
−iU Re± i

√

U2Re2 + 4(γ2 + β2 − iωRe)

2et un seul pour le modèle parabolique :
αL =

ω + i(γ2 + β2)

U



56 CHAPITRE 4. DESCRIPTION (MULTI-)MODALE DES PERTURBATIONSOn retrouve la 
ara
téristique d'un sytème parabolique : l'information se propage dans uneseule dire
tion qui est déterminée par la vitesse de groupe : cg = dω/dα. Pour le modèleelliptique, on a don
 une vitesse de groupe in�nie pour les modes 1 et 2 qui 
orrespondenten fait à des modes de pression dans un é
oulement in
ompressible (la pression est solutionde l'équation (α2+γ2+β2)p = 0). En faisant l'hypothèse U Re≫ 1 la vitesse de groupe desmodes 3 et 4 s'é
rit simplement : cg,3 = U et cg,4 = −U . On a don
 respe
tivement un modeaval et un mode amont, tous deux amortis si on regarde le signe de leur partie imaginaire.Il faut bien faire attention au fait qu'i
i, ave
 une des
ription spatiale de la dynamiquedes perturbations, αi < 0 n'implique pas for
ément que l'é
oulement soit instable. Il fautégalement prendre en 
ompte le sens de propagation de 
e mode. On peut avoir un modeave
 αi < 0, amorti vers l'amont.En�n le mode aval (mode 3) tend vers le mode parabolique pour Re→∞. Ce résultatse retrouve pour les systèmes 4.4 et 4.5 puisque dans le 
as stationnaire l'é
art entre lesspe
tres est négligeable pour les modes évoluant vers l'aval.En plus de la dé
omposition en modes orthogonaux de Fourier, après le 
al
ul desmodes propres q̃n et valeurs propres αn, 
es modes formant une base, on peut exprimertoute perturbation sous la forme :
q(x) =

∑

n

κnq̃nei(αnx)Dans un premier temps on abordera la stabilité 
lassique (modèle elliptique) de l'é
ou-lement de 
ou
he limite : l'état de base est stable au sens de Lyapounov si une perturbationin�nitésimale reste bornée au 
ours de son évolution. De plus si toute perturbation s'amor-tit le système est asymptotiquement stable.Dans un deuxième temps on traitera le 
omportement transitoire de la perturbation eton 
omparera les modèles elliptique et parabolique.4.3 Analyse asymptotique : ondes de Tollmien-S
hli
htingAprès avoir é
rit le système linéarisé, la deuxième étape d'une étude de stabilité linéaire
lassique 
onsiste à re
her
her s'il existe éventuellement des modes 
roissants, synonymesd'instabilités, 
e qui revient à s'intéresser au 
omportement asymptotique des perturba-tions :
lim

x→∞
q(x) = q̃1e

i(α1x)En d'autres termes on re
her
he le mode α1 le moins stable, 
e type d'appro
he est éga-lement appelé étude modale puisque l'on étudie seulement le mode le plus instable. Il estimpli
itement 
onvenu i
i que seuls les modes se propageant vers l'aval sont 
onsidérés. Cemode est solution de l'équation de Orr-Sommerfeld seule puisque le théorème de Squiremontre que s'il existe un mode 3D instable pour un 
ertain un nombre de Reynolds, alorsil existe un mode 2D instable pour un nombre de Reynolds inférieur. De plus la transfor-mation de Squire permet de se ramener à un problème bidimensionnel (i.e. on pose β = 0).Ainsi l'é
oulement peut être stable ou instable selon les valeurs de deux paramètres : lapulsation (ω) et le nombre de Reynolds (Re). En dé
omposant α = αr + iαi, on peut é
rirele 
ritère de stabilité en fon
tion du signe de αi : si tous les αi sont positifs alors les per-turbations sont amorties, s'il existe un seul αi négatif alors l'é
oulement est instable. Undes premiers résultats qu'on peut tirer du 
al
ul de α est donné par la 
ourbe de stabiliténeutre (iso-αi = 0) qui délimite le domaine d'instabilité (αi < 0) de la 
ou
he limite en
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tion du nombre de Reynolds et pour di�érentes fréquen
es de l'onde. Cette 
ourbe,tra
ée sur la �gure 4.3 pour le pro�l de Blasius, indique que l'é
oulement est stable pourtout nombre de Reynolds inférieur à une 
ertaine valeur 
ritique. Les paramètres 
ritiquesadimensionnés sont : αc = 0.303, ωc = 0.12 pour un Reδ1 = 519.4. Ce mode instable estappelé onde de Tollmien-S
hli
hting (1929), il est bidimensionnel et se dépla
e vers l'avalà une vitesse de l'ordre de 0.3Ue.
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Fig. 4.3 � Courbe de stabilité neutre du pro�l de Blasius dans le plan Reynolds-fréquen
e,ave
 √Rex = Reδ et F = 106ω/Reδ.On peut ajouter un mot sur le mé
anisme physique de l'origine de 
e mode TS. Pourles é
oulements parallèles il existe un mé
anisme non visqueux d'instabilité, dé
rit parRayleigh et Fjortorf, lié à la pr±en
e d'un point d'in�exion dans le pro�l de vitesse. On peutl'observer dans les é
oulements 
isaillés libres tels que la 
ou
he de mélange, les jets ou lessillages. Dans 
es 
as la vis
osité ne joue qu'un r�le di�usif et atténue le taux de 
roissan
e.Dans le 
as d'un é
oulement pariétal, la situation est di�érente. Le pro�l de Blasius parexemple est stable d'après le 
ritère de Rayleigh. La déstabilisation de l'é
oulement estparadoxalement liée aux e�ets visqueux. Plus exa
tement 
'est le résultat d'un 
ompromisentre la di�usion visqueuse qui a un e�et stabilisant et la 
ondition d'adhéren
e à laparoi qui 
rée un déphasage entre les 
omposantes de vitesse et qui entraîne un terme deprodu
tion positif dans l'équation (4.3) de Reynolds-Orr :
− < uv >= ‖u‖ ‖v‖ cos[φu(y)− φv(y)] 6= 0Ce déphasage est illustré sur la �gure 4.4. Ainsi la vis
osité du �uide joue un r�le stabilisantet déstabilisant pour les perturbations dans la 
ou
he limite. On peut alors se demander sile nombre de Reynolds est le paramètre pertinent pour dé
rire l'instabilité. En fait 
'est le
as. En e�et on peut 
onsidérer que la 
ondition d'adhéren
e, moteur de l'instabilité, estliée à la nature physique visqueuse du �uide alors que les e�ets dissipatifs sont déterminéspar le rapport entre les for
es d'inertie et les for
es visqueuses, 
ara
térisé par 
e fameuxnombre de Reynolds. En�n on notera que la nature visqueuse de l'instabilité se traduit parune fermeture de la 
ourbe neutre (�gure 4.3) pour Re→∞.
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phaseFig. 4.4 � Amplitude ou module de l'onde TS et sa phase pour Reδ1 = 400, ω = 0.2. Letrait 
ontinu représente la vitesse longitudinale u, le trait dis
ontinu la vitesse normale v.Le 
hangement de phase indique que l'amplitude de u 
hange de signe autour du point
y/δ1 ≈ 1.7.Le taux de 
roissan
e lo
al d'une onde peut être relié à son amplitude A par la relation :

1

A

dA

dx
= −αiOn peut don
 
al
uler une amplitude relative, pour 
haque fréquen
e :

N(x, f) = ln
A(x, f)

A(x0, f)
= −

∫ x

x0

αi(ξ, f)dξOn a fait l'hypothèse que αi est lo
alement 
onstant. Néanmoins il évolue sur de grandesvariations de x, en 
onséquen
e l'amplitude ne 
roît pas exponentiellement. De plus lanature linéaire des équations, qui sont don
 dé�nies à une 
onstante multipli
ative près, nepermet pas de 
al
uler une amplitude réelle. La normalisation par A(x0, f) est né
essaireet son 
al
ul ne peut se faire que par une théorie de ré
eptivité. On pourra lire à 
e sujetl'arti
le de Hill [59℄ basé sur les méthodes adjointes. D'un point de vue pratique, malgréles fortes hypothèses sous-ja
entes, le 
al
ul du fa
teur N permet d'évaluer le point detransition de manière semi-empirique. On suppose que la transition se produit pour un
ertain rapport d'amplitude 
ritique, en 
al
ulant l'enveloppe C(x) des 
ourbes N(x, f)par un balayage en fréquen
e 
f �gure 4.5, on obtient l'abs
isse de transition pour C(xtr)égal à une 
onstante Ntr, déterminée empiriquement entre 7 et 9.
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Fig. 4.5 � Courbe enveloppe des fa
teurs N des ondes TS.Ma
k (1977) [81℄ a amélioré la méthode par une 
orrélation entre Ntr et le taux deturbulen
e extérieure Tu :
Ntr = −8.43 − 2.4 ln Tu pour 10−3 < Tu < 2× 10−2.A noter que 
ette méthode est très e�
a
e pour des é
oulements bidimensionnels et sta-tionnaires, pour des 
as plus 
omplexes la méthode est plus déli
ate (voir revue dans Arnal[5℄). En�n des 
al
uls prenant en 
ompte les e�ets non-parallèles ont montré que, pourl'é
oulement de Blasius, 
es e�ets étaient négligeables pour Reδ1 > 600.Sensibilité de l'opérateur d'Orr-SommerfeldPour tester l'in�uen
e d'in
ertitudes, inévitablement présentes dans tous les é
oule-ments, on aborde maintenant la sensibilité de l'opérateur de stabilité linéaire. Trefethen etal. [107℄ ont dé�ni un pseudospe
tre 
omme étant la réunion des spe
tres de l'opérateurperturbé L+ E :

Λǫ(L) = {α ∈ C : α ∈ Λ[L+ E ] tel que ‖E‖ ≤ ǫ}La perturbation E est telle que sa norme est inférieure à un 
ertain ǫ �xé. On peut
onsidérer 
es pseudo-spe
tres 
omme une in
ertitude sur l'étude modale des perturbations,mais l'interprétation physique est déli
ate1, par exemple on admet 
ertains 
ouplages nonphysiques entre les équations de Squire et d'Orr-Sommerfeld. Néanmoins le pseudo-spe
trenous montre qu'une faible erreur sur l'opérateur entraîne une in
ertitude sur la valeur desmodes d'autant plus importante que le nombre de Reynolds est élevé. D'un point de vuenumérique 
ette propriété se traduit par une di�
ulté pour la 
onvergen
e des 
al
uls pourde grands nombres de Reynolds (Meseguer et Trefethen [84℄). On illustre 
e pseudo-spe
trepour l'opérateur de Orr-Sommerfeld en traçant, sur la �gure 4.6, les 
ontours des domainesde pseudo-modes possibles pour di�érentes valeurs de ǫ.1Une autre dé�nition plus physique a été proposée par Bottaro et al. [22℄ où l'in
ertitude porte surl'é
oulement de base, on obtient ainsi une perturbation stru
turée de l'opérateur.
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Fig. 4.6 � Spe
tre de de l'opérateur de Orr-Sommerfeld (points) ave
 Reδ1 = 400, ω = 0.2.L'ensemble du pseudo-spe
tre est représenté par des iso-
ontours désignant la norme del'opérateur ǫ.Comme on peut le voir, le spe
tre de Orr-Sommerfeld révèle une forte sensibilité aux per-turbations ; pour une perturbation de norme 10−2 on a même la possibilité de pseudo-modesinstables. Ce
i est lié à la présen
e de ve
teurs propres non orthogonaux. Si l'opérateur Lest normal, alors le pseudo-spe
tre est l'ensemble de tous les points situés à une distan
einférieure à ǫ du spe
tre Λ(L), mais dans le 
as d'un opérateur non-normal 
et ensembleest plus grand. Cette propriété est liée au terme (u · ∇)u de l'équation 4.1. La matri
e
∇U est généralement non symétrique (Grossmann [54℄), par exemple pour un é
oulement
isaillé parallèle U(y) on a : 0 U ′ 0

∇U= 0 0 00 0 0Cette dissymétrie est transférée à l'opérateur L, 
e qui implique sa non normalité. Uneautre 
onséquen
e de la non normalité des fon
tions propres se traduit par un phénomènede 
roissan
e transitoire de l'énergie des perturbations qui n'est pas dé
rit par une appro
hemodale. On dé�nit E, l'énergie des perturbations : E =< ui, uj > où ui sont les ve
teurspropres de L. Si L est non-normal alors on a : < ui, uj > 6= δij ainsi l'énergie totale desperturbations n'est pas égale à la somme des énergies de 
haque mode. On a une interféren
e
onstru
tive ou destru
tive de plusieurs modes (on parle parfois d'étude de stabilité multi-modale). C'est ainsi qu'on peut observer une étape de 
roissan
e spatiale transitoire del'énergie des perturbations suivie du 
omportement asymptotique prévu par une étudemodale. Cependant si 
ette 
roissan
e est trop importante, les e�ets non-linéaires peuventprovoquer une transition dite 'bypass' de l'é
oulement laminaire vers un état turbulent.On est alors amené à re
her
her quelle est la perturbation initiale (en x = 0) qui maximisel'énergie des perturbations à une 
ertaine abs
isse (x).



4.4. ANALYSE MULTI-MODALE : STRIES LONGITUDINALES 614.4 Analyse multi-modale : stries longitudinalesOn rappelle que toute perturbation peut s'exprimer sur la base des fon
tions propres :
q(x) =

∑

n

κnq̃nei(αnx)Où αn et q̃n sont respe
tivement les valeurs propres et ve
teurs propres qui satisfont larelation de dispersion L(αn)q̃n = 0. La perturbation est dé
omposée sur la base réduite desmodes évoluant vers l'aval. Les poids κn sont 
al
ulés de sorte à maximiser le gain dé�ni
omme :
G(x) =

E(x)

E(0)
. (4.6)où E désigne l'énergie des perturbations basée sur le produit s
alaire :

(a, b) =

∫ t=2π/ω

t=0

∫ z=2π/β

z=0

∫ y=∞

y=0
āT b dy dz dt =

4π2

βω

∫

y
āT b dy,ave
 •̄T , le 
onjugué transposé.En fon
tion des é
helles utilisées, on obtient deux expressions pour l'énergie adimen-sionnée :-pour le modèle elliptique (4.4)

E =
4π2

βω

∫

y
(ūT u + v̄T v + w̄T w) dy-pour le modèle parabolique (4.5)

E =
4π2

βω

∫

y
(ūT u +

1

Re2

(
v̄T v + w̄T w

)
)dyAve
 le modèle parabolique et pour de grands nombres de Reynolds le gain maximal,qui 
orrespond au minimum du dénominateur du gain, est donné par [78℄ :

G(x;ω, β) = Re2

∫

y ūT u + 1
Re2 (v̄T v + w̄T w) dy|x

∫

y v̄T v + w̄T w dy|0soit à l'ordre 1 :
G(x;ω, β)/Re2 =

∫

y ūT udy|x
∫

y v̄T v + w̄T w dy|0
+O

(
1

Re2

) (4.7)Sous 
ette forme, on remarque que le gain maximal est proportionnel au 
arré du nombrede Reynolds. Si on avait 
onservé le terme ūT u au dénominateur, on aurait obtenu un gainmaximal de l'ordre de 1.La méthode de 
al
ul des perturbations optimales basée sur la dé
omposition en valeursingulière [91℄ est présentée en annexe A.Etant donnée la nature du problème 
onsidéré, il a été montré par Reshotko and Tumin[93℄ que seuls les modes évoluant vers l'aval doivent être 
onservés dans la proje
tion desperturbations (q). Cette 
ondition est né
essairement véri�ée dans le 
as des équationsparaboliques, alors que pour le problème elliptique, l'existen
e de modes ave
 αi < 0 (un



62 CHAPITRE 4. DESCRIPTION (MULTI-)MODALE DES PERTURBATIONSexemple est tra
é dans la �gure 4.2) est liée au fait que le problème aux valeurs initialesest mal posé en spatial puisque les perturbations peuvent se propager vers l'aval et/ou versl'amont. Dans des appli
ations numériques la sommation doit être tronquée, on s'assurenéanmoins que la 
onvergen
e est atteinte.Dans l'étude de stabilité 
lassique, on se limite à des perturbations bidimensionnelles(équation de Orr-Sommerfeld ave
 un nombre d'onde transversal β nul, en se basant sur lethéorème de Squire). Mais dans le 
as d'une étude multi-modale, 
ette restri
tion n'est plusjusti�ée et on observe les plus fortes 
roissan
es transitoires pour des perturbations tridi-mensionnelles. En e�et les perturbations optimales pour des é
oulements 
isaillés (Couette,Poiseuille, Blasius...) ont toujours la même forme (Corbett et Bottaro [35℄, Butler & Farrell[28℄, Trefethen et al. [107℄, Lu
hini [78℄). Ce sont des tourbillons stationnaires allongés dansla dire
tion de l'é
oulement. Comme on l'a déjà signalé, l'intera
tion entre des tourbillonsin
idents et un é
oulement 
isaillé se traduit par le développement de stries de hautes etbasses vitesses longitudinales 
réées par un e�et 'lift-up', ou de redistribution de la vorti-
ité. On illustre sur la �gure 4.7 l'évolution de 
es perturbations pour la solution de Blasius,on tra
e également les perturbations optimales asso
iées.
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strie optimale u/Re (x/Re=1)Fig. 4.7 � Gain maximal global, et l'enveloppe des maxima lo
aux en traits dis
ontinus,tra
és en fon
tion de x. Perturbations optimales et stries optimales asso
iées.Le gain est proportionnel au nombre de Reynolds longitudinal Rex = Uex/ν = Re2,
omme on peut le voir par exemple sur la �gure 4.9 de gau
he. Gmax ne dépend don
que du nombre d'onde β et de la pulsation ω, l'étude paramétrique est représentée sur la�gure 4.8 où on a maximisé le gain en x/Re = 1 pour di�érentes valeurs de β et ω. Nousreviendrons sur l'interprétation de 
ette �gure au 
hapitre suivant, pour le 
as plus réalisted'une 
ou
he limite non-parallèle.On s'intéresse maintenant au domaine de validité du modèle parabolique dont on rap-pelle les hypothèses :- perturbations quasi-stationnaires ωRe≪ 1,- nombre de Reynolds élevé Re ≫ 1. On voit sur la �gure 4.9 que le rapport G/Re2 estquasi-
onstant pour Re > 300. On quanti�e l'erreur relative entre le modèle paraboliqueet le modèle elliptique, supposé exa
t, par la relation :
erreur =

| Gparabolique
max −Gelliptique

max /Re2|
Gelliptique

max /Re2Cette erreur est représentée sur la partie droite de la �gure 4.9.Dans 
ette se
tion on a don
 validé l'utilisation des approximations de Prandtl pour lesperturbations sous la 
ontrainte ωRe≪ 1.



4.4. ANALYSE MULTI-MODALE : STRIES LONGITUDINALES 63
0.003

0.002
0.001

0.004

ω

β

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Fig. 4.8 � Gain divisé par Re2 dans le plan ω, β ave
 Re = 1000.

200 400 600 800 1000
4.55

4.56

4.57

4.58
x 10

−3

Re

parabolique
elliptique

Re

ω

0.06

0.04

0.02

0.01

0.08

200 400 600 800 1000
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

Fig. 4.9 � A gau
he on 
ompare les gains (G/Re2) obtenus par les modèles parabo-lique/elliptique en fon
tion de Re ave
 ω = 0 et β = 0.45. A droite on tra
e les iso-
ontoursde l'erreur parabolique/elliptique dans le plan (Re, ω) ave
 β = 0.45.SynthèseDans 
e 
hapitre on a pu 
omparer les appro
hes modale et multi-modale. L'onde TSest bidimensionnelle instationnaire et s'ampli�e exponentiellement au-delà d'un 
ertainnombre de Reynolds 
ritique. Les stries optimales sont stationnaires tridimensionnelles etasymptotiquement stables, leur 
roissan
e est algébrique et n'est pas liée à un nombre deReynolds 
ritique. On doit 
ependant nuan
er 
ette dernière a�rmation puisque l'équationde Reynolds-Orr révèle un nombre de Reynolds minimal de l'ordre de quelques dizaines, en-deçà duquel les e�ets visqueux dissipent toutes les �u
tuations. En�n on a vu que l'étudemulti-modale n'entrait pas en 
ontradi
tion ave
 l'étude modale. Cette dernière nous donneen fait le 
omportement asymptotique de la première.On peut ajouter que dans le 
as de l'analyse 
lassique on se limite à un seul mode
roissant ou dé
roissant selon le signe de sa valeur propre (α1). Sur 
ette hypothèse on peutdé�nir un 
ritère de transition basé sur le taux d'ampli�
ation de 
e mode de pulsation ω :q(x, ω)q(x0, ω)
= eiα1xPar opposition, le problème multi-modal des perturbations ave
 
roissan
e algébrique n'est



64 CHAPITRE 4. DESCRIPTION (MULTI-)MODALE DES PERTURBATIONSpas un problème de stabilité 
omme on vient de le présenter : le problème n'est plus dedéterminer s'il existe une valeur propre instable. C'est avant tout un problème de ré
ep-tivité, ou 
e qui est équivalent un problème aux 
onditions initiales. Par exemple, le tauxd'ampli�
ation s'exprime : q(x, ω)q(x0, ω)
=

∑
κnqneiαnx

∑
κnqnIl est don
 né
essaire de 
onnaître les poids κn si on veut baser un 
ritère de transition surle prin
ipe du eN . En d'autres termes on ne peut plus s'a�ran
hir de l'étape de ré
eptivité.En 
on
lusion on peut dire que si l'approximation parallèle a été largement validée pourle s
énario mono-modal, pour la modélisation des stries 
ette hypothèse n'est plus validepuisque l'amplitude de la perturbation varie 
omme l'é
oulement de base, en ra
ine de x(son énergie étant proportionnelle à x2). Nous allons don
 aborder dans la pro
haine partiele 
as de la 
ou
he limite non-parallèle.



Chapitre 5Méthode des perturbations optimalesDans 
e 
hapitre on présente la méthode de 
al
ul des perturbations optimales dans une
ou
he limite non parallèle, dé
rite par Lu
hini [78℄ et Andersson et al. [2℄. A partir de 
es
al
uls nous verrons de quelle manière les stries in�uen
ent les quantités intégrales de la
ou
he limite. En�n les résultats obtenus seront 
omparés qualitativement aux expérien
esréalisées à l'ONERA en 2006.5.1 Problème d'optimisationLa méthode des multipli
ateurs de LagrangeLes prin
ipes variationnels font partie du quotidien. Par exemple l'optimisation sous
ontrainte est une façon de répondre à une re
her
he d'équilibre entre des intérêts 
ontra-di
toires. De plus les lois de la physique peuvent s'exprimer à travers 
es prin
ipes qui sontune forme globale de lois lo
ales. On trouvera un panorama dans le livre 
aptivant de Bas-devant [10℄. On peut 
iter Fermat qui en 1661 démontra les lois de l'optique géométriqueen posant que le 
hemin e�e
tivement suivi par la lumière est 
elui qui minimise le tempsde par
ours. Ces idées se sont imposées sur 
elles de Des
artes puisqu'elles seules pou-vaient expliquer l'existen
e de mirages atmosphériques. Depuis les prin
ipes variationnelssont devenus une piè
e maîtresse en physique théorique. Euler, Lagrange1 puis Hamiltonont réinterprété la mé
anique de Newton à partir des prin
ipes variationnels ; au lieu de
her
her la position et la vitesse d'une parti
ule à un instant quel
onque, 
onnaissant sonétat initial, 
es derniers ont montré que la traje
toire suivie par 
ette parti
ule minimiseà 
haque instant une 
ertaine quantité. Cette appro
he est 
onnue 
omme le prin
ipe demoindre a
tion. Feynman était réti
ent durant ses études à l'utilisation de 
e prin
ipe d'unminimum d'une fon
tion qui n'avait pas de sens physique pour lui. Il appliqua pourtantave
 su

ès 
e prin
ipe au problème de l'éle
trodynamique quantique. Il aboutit ainsi au 
é-lèbre 
on
ept d'intégrale de 
hemin 
e qui lui valut le prix suédois en 1965. Une perspe
tiveformidable serait d'interpréter la turbulen
e suivant 
es prin
ipes. En suivant par exempleune voie ouverte par Onsager qui 
her
ha à appliquer le prin
ipe du désordre maximalau système hors équilibre. Ce ne sera pas sans soulever quelques problèmes fondamentaux
omme la détermination de 
onstantes du mouvement pour des systèmes dissipatifs, ou ladétermination de la bonne fon
tionnelle à minimiser.1A 
e propos Basdevant [10℄ rapporte une ane
dote, Euler reçut en 1754 la visite du jeune Lagrangequi lui exposa ses travaux. Enthousiasmé par le talent de 
et homme, il dissimula un temps ses propresrésultats pour que le mérite en revienne au seul Lagrange.65



66 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALESUn exemple simpleImaginons qu'un fabri
ant de batteries de 
uisine souhaite fabriquer une 
asserole bonmar
hé. Supposons la 
asserole 
ylindrique de rayon R et de hauteur H, la surfa
e métal-lique vaut S = πR2 + 2πRH et son volume V = HπR2. Dans le but de diminuer les 
oûtsde produ
tion, il 
her
hera don
 à maximiser la 
ontenan
e V pour une 
ertaine surfa
ede matière première S = S0.En d'autres termes, on a don
 le problème d'optimisation suivant : on 
her
he la relationentre les variables R et H, qui maximise la fon
tion V = HπR2 et qui véri�e la relation
πR2 + 2πRH = S0.Par analogie ave
 les problèmes qui nous 
on
ernent dans 
ette thèse, R et H sontles in
onnues, la relation πR2 + 2πRH = S0 
orrespond à une équation de 
onservation(problème dire
t) et V est le gain.La fon
tionnelle lagrangienne 
orrespondante s'é
rit :

L(R,H) = V (R,H)− λ(πR2 + 2πRH − S0)

λ est le multipli
ateur de Lagrange.A un extremum de la fon
tionnelle de Lagrange, les variations de L par rapport auxdi�érentes variables vont s'annuler. Ainsi on véri�e que le maximum de la fon
tion 
oûtest atteint et, dans le même temps, on véri�e les 
ontraintes imposées aux variables.
dL(R,H) =

∂L
∂R

δR +
∂L
∂H

δH = 0Dans l'expression 
i-dessus, dL représente bien une variation in�nitésimale d'une fon
-tion : mathématiquement, dL est une di�érentielle. Par 
ontre il n'existe en général au
unefon
tion R ou H dont δR et δH seraient les variations : mathématiquement, δR et δH sontdes formes di�érentielles. Cette distin
tion se retrouve fréquemment en thermodynamique,par exemple, le premier prin
ipe implique que la di�érentielle de l'énergie 
inétique estégale à la somme des formes di�érentielles du travail et de la 
haleur.Si dL = 0, 
ela implique que ∂L
∂R δR = ∂L

∂H δH = 0, on obtient alors les deux équationssuivantes :
∂L
∂R

δR = 0⇔ 2πHR − λ(2πR + 2πH)(πR2 + 2πRH − S0) = 0

∂L
∂H

δH = 0⇔ πR2 − λ(2πR)(πR2 + 2πRH − S0) = 0La deuxième équation nous donne : λ = R/2 et on obtient au �nal : R = H. Onpourra véri�er dans le 
ommer
e que les 
asseroles les moins 
hères véri�ent 
e rapportd'aspe
t. Ce problème nous a permis d'illustrer le prin
ipe de la méthode : on 
her
he àrésoudre un problème sous 
ontrainte. En appliquant les prin
ipes variationnels on obtientdeux problèmes à résoudre sans 
ontraintes : on introduit ainsi une nouvelle in
onnue : lemultipli
ateur de Lagrange.Appli
ation au problème des perturbations optimalesOn rappelle l'expression l'énergie adimensionnée donnée au 
hapitre 2 :
E =

1

2

(

u2 +
1

Re
(v2 + w2)

)

,



5.1. PROBLÈME D'OPTIMISATION 67où le nombre de Reynolds est ReL = UeL/ν.On dé�nit le gain ou fa
teur d'ampli�
ation des perturbations 
omme le rapport entrel'énergie moyenne et l'énergie des perturbations in
identes en x = 0−, 
e qui s'é
rit :
G =

∫
u2 + Re−1

L (v2 + w2)dV
[∫

y,z,t u2 + Re−1
L (v2 + w2)dy dz dt

]

x=0−Lu
hini [78℄ a montré que pour être 
ohérent ave
 les approximations de Prandtl, legain se réé
rit (voir également 
hapitre 4 équation 4.7) :
Gmax = ReL

∫
u2 dV

[∫

y,z,t v2 + w2dy dz dt
]

x=0−ave
 une erreur en 1/ReL.Au paragraphe suivant on utilisera d'autres dé�nitions de gain mais le prin
ipe de laméthode développé sur 
et exemple reste le même.Ainsi l'enveloppe du gain max∀βG(x, β) est proportionnelle à Rex, en a

ord ave
 lesexpérien
es. Andersson al. [2℄ n'ont pas utilisé les approximations de Prandtl, ils ont néan-moins retrouvé 
e résultat par une étude paramétrique sur le nombre de ReynoldsPour le 
al
ul des perturbations optimales on se restreint aux 
as des petites pertur-bations : on utilise les équations de Navier-Stokes linéarisées autour de l'é
oulement deBlasius noté : [U V P ]. Cet état base est étant stationnaire et bidimensionnel, les 
oe�-
ients de 
es équations ne dépendent ni du temps (t) ni de la 
oordonnées transversale (z).On peut don
 dé
rire les perturbations sous la forme d'une somme de modes orthogonauxde Fourier en ei(βz−ωt). Ces équations s'é
rivent :
ux + vy + iβw = 0 (5.1)

iωu + (Uu)x + V vy + Uyv = uyy − β2u (5.2)
iωv + (V u + Uv)x + 2(V v)y + iβV w = −py + vyy − β2v (5.3)

iωw + (Uw)x + (V w)y = −iβp + wyy − β2w (5.4)Les 
onditions aux limites asso
iées sont u = v = w = 0 à la paroi et u, v,w → 0 àl'extérieur. La pression est dé�nie à une 
onstante additive près puisqu'elle n'intervientque sous forme de gradient dans les équations, on la met à zéro à l'in�ni, après 
haqueitération. Ce système est identique à 
elui de Goertler utilisé dans le 
as d'une paroi 
ourbe.Les équations sont notées sous leur forme dis
rète :
∂(Aq)

∂x
= Bq (5.5)Les perturbations sont normalisées en imposant une énergie initiale (i.e. x = 0−) uni-taire. Le gain maximal s'é
rit alors : Gmax/Re =

∫
u2 dV. Le gain, sous une forme dis
ré-tisée dans la dire
tion y devient :

G =

∫

x
q(x)′Qq(x) dxoù Q 
ontient les poids d'intégrations sur y.



68 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALESL'obje
tif est maintenant de 
al
uler la perturbation in
idente en x = 0− qui maximisele gain G. On obtient un problème d'optimisation sans 
ontrainte en utilisant la fon
tionLagrangienne
L = G−

(

p,

(
∂(Aq)

∂x
−Bq

)) (5.6)On se ramène à un problème d'optimisation sans 
ontrainte en introduisant une nouvellefon
tion, l'adjoint noté p. On 
her
he à résoudre :
dL(p,q) =

∂L
∂q

δq +
∂L
∂p

δp = 0La variation de L par rapport à la variable adjointe p nous redonne l'équation du problèmedire
t. En 
al
ulant ∂L
∂q , et en dé�nissant un produit s
alaire 
omme (a, b) =

∫

x āT b dx, onobtient l'équation du problème adjoint :
−ĀTpx = B̄Tp + 2Qqave
 sa 
ondition terminale p(1) = 0, ainsi que la 
ondition d'optimalité liant la perturba-tion optimale à p :

q(x = 0) = Q−1ĀT p(x = 0)Le signe − devant le terme de dérivation par rapport à x de la variable adjointe signi�eque le problème adjoint, parabolique également, doit s'intégrer de l'aval vers l'amont. Lasolution optimale peut alors aisément se 
al
uler par des itérations dire
t/adjoint2.En pratique on fait les 
al
uls en x = 0+ ≈ 10−4 puis on utilise la 
ondition de sautdonnée pré
édemment 
f. équation (2.2). Le 
ritère d'arrêt, �xé à 10−4, porte sur la 
onver-gen
e du gain, il est atteint en quelques itérations.Les perturbations optimales en entrée, 
omme dans le 
as de la 
ou
he limite parallèle,sont des tourbillons longitudiaux et les perturbations résultantes en sortie sont des stries.Dans la suite on réalise une étude paramétrique à partir de 
es 
al
uls d'optimalité.5.2 Appli
ation à la 
ou
he limite de BlasiusComme la dépendan
e en nombre de Reynolds est 
ontenue impli
itement dans lesé
helles, les seuls paramètres sont le nombre d'onde transversal (β) et la pulsation (ω).Comme dans le 
hapitre pré
édent (�gure 4.8), on tra
e sur la �gure 5.1 la 
ourbe desiso-valeurs du gain dans le plan (ω, β).On rappelle que le gain représenté est proportionnel à ReL = UeL/ν, D'autre part l'adi-mensionnalisation utilisée nous donne : ω = ω∗ (ReLδ)/Ue, et β = β∗ δ (les ∗ désignent desquantités dimensionnées). A titre d'indi
ation, on rappelle également que les paramètres
ritiques du mode TS pour l'é
oulement de Blasius sont : ω = 0.12, Reδ1 = 519.4. Enramenant 
e résultat aux é
helles 
ara
téristiques de la 
ou
he limite utilisées i
i, le modeTS se développe pour des pulsations adimensionnées ω ≈ 21, au delà du domaine de la�gure 5.1.Premièrement les perturbations optimales sont stationnaires puisqu'une os
illation tem-porelle (i.e. ω 6= 0) se traduirait, ave
 l'adve
tion, par des 
hangements de signe de lavitesse normale (v) défavorable au développement des stries. Le gain (G/Rex) est don
2On présente en annexe A le prin
ipe de 
ette méthode, en la 
omparant notamment ave
 la méthodemulti-modale utilisée dans le 
hapitre 4.
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Fig. 5.1 � Courbes d'iso-valeurs du gain dé�ni à partir de l'énergie moyenne des stries dansle plan (ω, β).une fon
tion dé
roissante de la pulsation (ωx/Ue). Si on augmente le nombre de Reynolds,
e qui revient à se dépla
er le long des x 
roissants (pour une vitesse et un �uide donnés),l'étalement en fréquen
e des stries optimales se réduit. En d'autres termes si la turbu-len
e extérieure pénètre dans la 
ou
he limite au bord d'attaque, on observe un �ltragedes hautes fréquen
es au 
ours du développement de la 
ou
he limite. Ce
i se retrouveexpérimentalement (voir par exemple les résultats obtenus par Arnal et Juillen (1978) [6℄)et valide a posteriori l'hypothèse de quasi-stationarité des perturbations.Deuxièmement on remarque une séle
tion d'un 
ertain nombre d'onde transversal. Ce
βopt = 0.548 est le résultat d'un 
ompromis. On peut faire i
i une analogie ave
 l'instabilitéde Rayleigh-Bénard d'un �uide, entre deux plaques horizontales, 
hau�é par le bas. Desrouleaux de 
onve
tion se développent, augmentant ainsi les transferts thermiques. Dans
e 
as aussi le système 
hoisit un 
ertain espa
ement des tourbillons. Le 
ompromis est lesuivant : pour de faibles nombres d'onde les tourbillons sont plus larges (Λz = 2π/β, λ lalongueur d'onde), la vitesse normale est plus faible et les transferts thermiques sont moinse�
a
es. Pour de grands nombres d'onde, les tourbillons sont plus resserrés et se dissipentplus vite par l'a
tion de la vis
osité. Dans le 
as des perturbations optimales, 
'est le même
ompromis : les tourbillons optimaux, 
eux qui maximisent les transferts de quantités demouvement, ont une forme quasi-
ir
ulaire.Les 
al
uls pré
édents ont étés réalisés en utilisant 
omme gain l'énergie des striesmoyennées en x :

Em =

∫

xyzt
u2 dx dy dz dt,Deux autres dé�nitions sont maintenant examinées, on 
her
he à maximiser l'énergie �nale :

Ef =

[∫

yzt
u2 dy dz dt

]

x=L

,ou l'amplitude �nale des stries :
Af = max

∀y

[∫

zt
u2 dz dt

]

x=L

.



70 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALESPour maximiser l'amplitude, on 
her
he le maximum en un point (y0), ensuite on fait uneétude paramétrique sur y0 pour obtenir le maximum global (∀y).Pour 
haque 
as, les paramètres optimaux et les valeurs des gains sont ré
apitulées dansle tableau 5.1. Tab. 5.1 � Comparaison de trois dé�nitions de gain
ωopt βopt yopt/δ Gm/Re Gf/Re Af/

√
Re

Em 0 0.548 2.25 1.00−3 0.0019 0.0297
Ef 0 0.45 2.25 9.55−4 0.0022 0.0313
Af 0 0.45 2.25 9.57−4 0.0022 0.031L'optimisation de l'amplitude �nale donne exa
tement les mêmes résultats que l'opti-misation de l'énergie �nale, 
'est une 
onséquen
e de la nature auto-semblable du pro�ldes stries. La 
ourbe d'iso-gain, basé sur l'énergie �nale, dans le plan (ω, β) (�gure 5.2) estsimilaire à la �gure 5.1.
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Fig. 5.2 � Courbes d'iso-valeurs du gain dé�ni à partir de l'énergie �nale des stries dansle plan (ω, β).Les di�érentes dé�nitions du gain n'ayant pas d'in�uen
e sur les résultats, (ou une légèrein�uen
e sur βopt), on 
onservera la dé�nition de l'énergie moyennée (Em) sur x dont lavalidité est plus générale puisqu'elle s'applique également aux problèmes de 
ontr�le [30℄.De plus sur la �gure 5.3 on 
ompare l'allure des stries obtenues ainsi que le mode deStewartson [101℄. Ce mode, obtenu par une perturbation bidimensionnelle des équationsde Blasius donne une bonne représentation du pro�l des stries (voir Lu
hini [77℄ [78℄), nousy reviendrons dans la dernière partie de 
e 
hapitre. La 
ourbe 
orrespondant au gain basésur le maximum de l'amplitude Af (non tra
ée) est 
onfondue ave
 
elle 
orrespondant aumaximum de l'énergie �nale Ef .On 
onstate que le pro�l des stries normalisé est peu sensible aux variations du nombred'onde β et de la pulsation ω.
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Fig. 5.3 � Comparaisons des stries �nales normalisées ave
 leur valeur maximale pourdi�érentes dé�nitions du gain (a) , di�érentes valeurs de ω 
omprises entres 0 et 2 (β = 0.54)(b) et pour di�érentes valeurs de β 
omprises entre 0.1 et 1, (ω = 0) (
).Mé
anisme physiqueEn résumé les deux prin
ipales 
ara
téristiques des stries dé
rites par les équationsparabolisées sont les suivantes : leurs pro�ls sont auto-semblables et semble-t'il universels.L'enveloppe de l'énergie, sur les nombres d'onde β, est proportionnelle à Rex ave
 unnombre d'onde transversal optimal qui varie proportionnellement à l'épaisseur de 
ou
helimite, dans la limite de l'hypothèse des petites perturbations. En�n les stries optimalessont stationnaires (voir �gures 5.2 et 5.1). Sur la �gure 5.4 sont représentés dans la se
tiond'entrée les tourbillons optimaux, et dans la se
tion de sortie les stries résultantes. On peutnoter que les tourbillons optimaux sont plus tassés près de la paroi dans une 
ou
he limitenon-parallèles par rapport à la forme quasi-
ir
ulaire du 
as parallèle.
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Fig. 5.4 � Perturbation optimale (à gau
he) sous la forme de ve
teurs (v,w), dans le plan(y, z). Stries résultantes (à droite) sous la forme d'iso-
ontours de la vitesse longitudinale(u) positive (traits pleins) et négative (traits pointillés).Dans la suite on présente, sous di�érentes formes, le mé
anisme de formation des striesdans un é
oulement 
isaillé.Modèle non-visqueuxLa phase initiale de la 
roissan
e algébrique de stries superposées à un é
oulement pa-rallèle U(y) peut se dé
rire en utilisant les équations d'Euler linéarisées (
f. Biau et Bottaro



72 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALES[16℄). Une longue é
helle longitudinale (L) est utilisée pour normaliser les distan
es dans ladire
tion longitudinale et une 
ourte é
helle (Lǫ) est utilisée dans les deux autres dire
tions.En 
onséquen
e les é
helles de vitesse sont de l'ordre U0 dans la dire
tion longitudinale et
U0ǫ dans les autres dire
tions. I
i ǫ, supposé très petit devant 1, est un paramètre non dé-�ni, 
'est l'analogue de l'inverse du nombre de Reynolds dans le 
as visqueux. Au premierordre les équations pour des perturbations stationnaires sont :

∂xu + ∂yv + ∂zw = 0,
U∂xu + vU ′ = 0,
U∂xv + ∂yp = 0,
U∂xw + ∂zp = 0,Suivant l'analyse de Libby et Fox [76℄ ou Lu
hini [77℄ pour le 
as de la 
ou
he limite,on 
her
he des solutions sous une forme algébrique en x :

u(x, y, z) = xλ ũ(y) eiβz ,
v(x, y, z) = xλ−1 ṽ(y) eiβz,
w(x, y, z) = xλ−1 w̃(y) eiβz,
p(x, y, z) = xλ−2 p̃(y) eiβz,ave
 β le nombre d'onde transversal. En inje
tant 
ette solution dans les équations pré
é-dentes, on 
onstate que la seule valeur admissible pour λ est λ = 1, ainsi la solution de 
esystème s'é
rit :

u(x, y, z) = −x U ′

U ṽ eiβz,
v(x, y, z) = ṽ eiβz,

w(x, y, z) = i
β

(

∂y − U ′

U

)

ṽ eiβz,

p(x, y, z) = 0.Toute fon
tion ṽ(y) qui satisfait la 
ondition de Diri
hlet homogène à la paroi est unesolution a

eptable. Le point important 
'est que la strie u 
roît en x en extrayant del'énergie de l'é
oulement de base, alors que les autres 
omposantes de vitesse, v et w, nevarient pas le long de l'é
oulement.Cette analyse non-visqueuse est bien sûr in
omplète, les e�ets visqueux amortissentles �u
tuations de vitesse, notamment v, et on observe alors le phénomène de 
roissan
etransitoire : la 
roissan
e algébrique est suivie d'une dé
roissan
e exponentielle visqueuse.D'autre part, l'espa
ement des stries Λz = 2π/β intervient dans 
e modèle dans le rapportentre les vitesses v et w. Supposons que l'énergie du tourbillon soit 
onstante : 0.5
∫

V v2 +
w2 dV = constante. Si β augmente, i.e. si la largeur du tourbillon diminue, pour une mêmeénergie l'amplitude de w diminue et 
elle de v augmente, 
e qui augmente le transfertd'énergie vers les stries u. La séle
tion du nombre d'onde transversal β, pour le 
as desperturbations optimales, est don
 le résultat d'un 
ompromis entre la 
roissan
e algébriquenon visqueuse et la dissipation visqueuse. Dans le 
as général il faut également prendre en
ompte la signature spe
trale de la perturbation in
idente à travers l'étape de ré
eptivité.Vision s
hématique du transfert de quantité de mouvementDans le sytème d'équations d'Euler linéarisées pré
édent, on a retrouvé le terme moteurde la 
réation de stries : −uvdU/dy. Ce terme représente, dans l'équation de Reynolds-Orr[87℄, un transfert d'énergie de l'é
oulement de base vers les perturbations (voir également
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hapitre 4 sur les mé
anismes de 
roissan
e d'énergie des perturbations). D'après les résul-tats numériques et expérimentaux, 
e terme est stri
tement positif dans la zone pré
édantla transition (remarque : 
'est également vrai dans la plupart des é
oulements pariétauxturbulents [31℄). Ce résultat peut s'expliquer à partir du s
héma de la �gure 5.5. Si onsuppose une �u
tuation de vitesse normale positive (v′ > 0) en un point quel
onque de la
ou
he limite, en négligeant la dissipation visqueuse, la parti
ule �uide est en sous-vitessepar rapport à l'é
oulement de base 
e qui se traduit par une �u
tuation de vitesse longi-tudinale négative. Le même raisonnement peut être fait dans le 
as v′ < 0, u′ est alorspositif. Dans tous les 
as on a bien −u′v′ ≤ 0.
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Fig. 5.5 � S
héma du mé
anisme de transfert de quantité de mouvement dans é
oulementde base 
isaillé.On peut ajouter que Wale�e et al. [57℄ ont montré que 
e mé
anisme était à l'originedu maintien des stries de pro
he paroi dans les é
oulements turbulents développés. Cemé
ansime, dit mé
anisme de Orr [87℄, intervient dans d'autres types d'é
oulements, parexemple Antkowiak et Bran
her [4℄ ont identi�é un pro
essus 'anti-lift up' à l'origine d'une
roissan
e algébrique de perturbations dans un tourbillon de Lamb-Oseen. Dans 
e 
as, 
esont des stries (i.e. des �u
tuations de vitesse azimutale) qui, par des e�ets 
entrifuges,génèrent des tourbillons orientés dans la dire
tion azimutale.E�et 
ontraire : le bas
ulement de la vorti
itéPour 
on
lure on peut ajouter qu'il existe un e�et 
ontraire à la 
réation des stries liéau bas
ulement, par le 
isaillement de l'é
oulement de base, de la vorti
ité longitudinalevers la vorti
ité normale (
f. �gure 5.6). Ainsi un tourbillon longitudinal intéragit ave
 la
ou
he limite pour donner des stries de signes opposées à 
elles obtenues par l'e�et lift-updé
rit pré
édemment.
y U(y)

x

Ωx
Ωx

Ωz

Fig. 5.6 � S
héma du mé
anisme bas
ulement de la vorti
ité dans un é
oulement de base
isaillé.



74 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALESPerturbations optimales non-linéaires - BibliographieZu

her et al. [117℄ ont réalisé des 
al
uls de perturbations optimales non linéaires àpartir des équations paraboliques. Ils ont utilisé deux dé�nitions du gain, l'énergie des striesmoyenne et l'énergie �nale. Les e�ets non linéaires interviennent pour des énergies initialesadimensionnées supérieures à 10. Les e�ets non linéaires tendent à déformer l'é
oulementen faisant apparaître des stru
tures 
hampignons, 
omme dans le 
as d'une instabilité
entrifuge (Gortler ou Dean). Il n'y a pas de mé
anisme non linéaire parti
ulier de séle
tiondu nombre d'onde β ; quand l'amplitude initiale augmente, le β optimal dé
roît légèrement.Quand on augmente l'énergie initiale, le gain maximum diminue par saturation non linéaire.L'énergie du mode β est redistribuée vers les harmoniques et vers le mode 0 
omme nousle verrons dans la suite. Cependant les auteurs rappellent que l'aparition d'un plateaudans la 
ourbe de gain n'est pas toujours la signature d'e�ets non linéaires. Le mêmeplateau est observé pour de grands nombres d'onde dans des 
al
uls linéaires. Les résultasexpérimentaux et DNS semblent indiquer que des stries ave
 des amplitudes d'au moins
20% sont né
essaires pour dé
len
her la transition. D'après leurs 
al
uls, Zu

her et al.obtiennent une valeur 
ritique de l'énergie initiale : E0ReL = 23. Si on 
onsidère lesperturbations optimales 
omme le 
al
ul du pire s
énario, 
ette valeur devrait 
orrespondreà un minimum global.5.3 In�uen
e des stries sur les quantités intégralesA partir du 
al
ul des stries par la méthode des perturbations optimales, on s'intéressemaintenant à la manière dont 
es stries in�uen
ent les quantités intégrales. On rappelleleurs dé�nitions dans le 
as d'une 
ou
he limite bidimensionnelle de Blasius. On a dé�niune longueur 
ara
téristique dans la dire
tion normale δ =

√

νx/Ue à partir de sa naturedi�usive, on peut également utiliser l'épaisseur de dépla
ement :
δ1 =

∫ ∞

0

(

1− U

U∞

)

dy = 1.7208 δ,ou l'épaisseur de quantité de mouvement :
θ =

∫ ∞

0

U

U∞

(

1− U

U∞

)

dy = 0.6641 δ.Le fa
teur de forme est égal au rapport H = δ1/θ, il est 
onstant H = 2.591 pour la 
ou
helimite de Blasius.En présen
e de stries l'é
oulement devient tridimensionnel. On peut don
 redé�nir lesquantités intégrales de deux manières, soit on 
al
ule 
es quantités lo
alement :
δ1(z) =

∫ ∞

0

(

1− U(y, z)

U∞

)

dy,

θ(z) =

∫ ∞

0

U(y, z)

U∞

(

1− U(y, z)

U∞

)

dy,

H(z) = δ1(z)/θ(z),soit on les 
al
ule à partir des dé�nitions 
lassiques appliquées à une vitesse moyennée enenvergure :
Ū(y) =

1

Λz

∫ Λz

0
U(y, z)dz,où Λz = 2π/β désigne la période spatiale, ou longueur d'onde, des stries.
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he analytiqueA 
e stade, il est intéressant de revenir sur le mode de Stewartson. Pour 
ommen
eron rappelle que les équations de Prandtl, pour le 
as d'un é
oulement extérieur 
onstant(Blasius), sont invariantes par dilatation et par translation. La première propriété n'est quele résultat mathématique des hypothèses de 
ou
he limite ave
 une dire
tion de translation(x) et une dire
tion de dilatation (y). Ainsi entre deux abs
isses les pro�ls de vitesses sontauto-semblables à un fa
teur de dilatation près en y. L'invarian
e par translation est liéeà l'uniformité de l'é
oulement extérieur. Stewartson [101℄ en 1957 en a déduit une solutionsemi-analytique pour un mode stable qui 
orrespond très bien au pro�l de strie (voir �gure5.3) :
u = −

(
dδ/dx

δ

)

ηUη, η = y/δ.Ce mode a également été obtenu par Crow en 1966 [40℄ en étudiant la 
roissan
e linéaire desperturbations induites par une os
illation transversale dans l'é
oulement extérieur, dans lebut de 
omprendre l'origine des os
illations transversales ren
ontrées expérimentalement.Ce mode a été retrouvé par Libby et Fox [76℄ (1964) et Lu
hini (1996) [77℄. Lu
hini dansson arti
le sur les perturbations optimales [78℄ a 
onstaté que le pro�l 
ara
téristique desstries était très pro
he de 
e mode de Stewartson. On utilise don
 
e mode 
omme modèleanalytique de strie : USt = A(z)ηF ′′ , où F est la solution de similitude de Blasius (voir
hapitre 4) et A est une fon
tion de z dont la valeur maximale est liée à l'amplitude desstries. Par intégration par parties, on 
al
ule les épaisseurs de dépla
ement :
δ1(z) = 1.7208 δ (1−A(z))et de quantité de mouvement :
θ(z) = 0.6641 δ (1−A(z)).Ainsi on 
onstate qu'au premier ordre en amplitude, les stries ne modi�ent pas le fa
teurde forme de la 
ou
he limite (H = δ1/θ). Ces résultats sont valables pour de faiblesamplitudes (théorie linéaire), on ne prend pas en 
ompte la déviation de l'é
oulement debase par les stries.RésultatsDans 
ette partie on utilise les équations (PNS) de Navier-Stokes parabolisées non-linéaires (équations 2.1 du 
hapitre 2). Dans un premier temps on a véri�é que les résultatspour de petites perturbations (régime linéaire) 
orrespondent bien aux résultats pré
édents.Dans un deuxième temps on utilise les PNS pour étudier les e�ets non-linéaires sur lesquantités intégrales.Les résultats non-linéaires sont obtenus à partir d'une même 
ondition d'entrée, donnéepar un 
al
ul de perturbations optimales linéaires, pour deux amplitudes initiales. Dansle premier 
as, l'amplitude �nale des stries atteint 1%, 
e 
as est pro
he d'un 
as linéaire.Dans le deuxième, l'amplitude des tourbillons initiaux est multipliée par 10 et l'amplitude�nale des stries vaut 9.4%, les 10% ne sont pas atteints à 
ause de la saturation non-linéaire.L'amplitude est dé�nie par le maximum sur y de la valeur Urms ave
 une moyenne spatialeen z.



76 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALESDans un premier temps on s'intéresse à l'in�uen
e lo
ale des stries, voir �gure 5.7.
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Fig. 5.7 � Quantités intégrales (H, δ1 et θ) pour deux valeurs d'amplitudes de stries, 1%en traits 
ontinus et ≈ 10% en traits dis
ontinus. Le modèle théorique basé sur le mode deStewartson est tra
é en points pour une amplitude de stries de 1%.Sur 
ette �gure 5.7, on a reporté les résultats des 
al
uls pour deux amplitudes ainsique le résultat théorique, linéaire, pour une amplitude de 1%.La dé�nition de l'épaisseur de dépla
ement δ1 est une fon
tion linéaire de U , l'épaisseurde quantité de mouvement θ est une fon
tion quadratique de U . On a don
 :
δ1(Ū) = δ1(U),mais

θ(Ū) 6= θ(U) et H(Ū) 6= H(U).Les valeurs numériques sont présentées dans le tableau 5.2.Tab. 5.2 � Comparaison des di�érentes quantités intégrales.amplitude H(Ū) H(U) δ1(Ū) δ1(U) θ(Ū) θ(U)

1% 2.591 2.591 1.7208 1.7208 0.664 0.664
9.4% 2.50 2.57 1.724 1.724 0.691 0.67Les stries in�uent lo
alement sur les quantités intégrales à travers une déformationtridimensionnelle de l'é
oulement (�gure 5.7). Cet e�et n'est pas intrinsèquement de naturenon-linéaire. Nous allons maintenant aborder un e�et global, purement non-linéaire.Dans le 
as linéaire les tourbillons interagissent ave
 le 
isaillement de la 
ou
he limitepour générer des stries. On a représenté sur la �gure 5.8 les stries obtenue par un 
al-
ul non linéaire ; 
ette �gure est à 
omparer ave
 la �gure 5.4 
orrespondant au 
al
ullinéaire. En prenant en 
ompte les e�ets non linéaires les tourbillons agissent égalementsur les stries pour les déformer : les stries de basse vitesse sont transportées vers le hautet ré
iproquement les stries de haute vitesse sont rappro
hées de la paroi.Pour mieux 
omprendre les e�ets non linéaires, on fait une analyse spe
trale en z.Le spe
tre de Fourier des stries est tra
é sur la �gure 5.9 (à gau
he) pour y = 2.24 δ,
e qui 
orrespond au milieu de la 
ou
he limite, où l'amplitude des stries est maximale.Par intera
tion quadratique entre les modes de Fourier, un mode β = 0 est 
réé. Cemode 
orrespond à une déviation de l'é
oulement de base (∆U(x, y), �gure 5.9 à droite)responsable de la baisse globale du fa
teur de forme H.
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Fig. 5.8 � Coupe transversale dans le plan (y, z) des stries pour une amplitude de 10%.
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Fig. 5.9 � A gau
he, spe
tre de Fourier dans la dire
tion transversale pour le 
as quasi-linéaire (2) et pour le 
as non linéaire (◦). κ désigne l'énergie du mode asso
ié au nombred'onde β. A droite, déviation du pro�l de vitesse (∆U = Ū − UBlasius) 
orrespondant aumode β = 0 du spe
tre de la �gure de gau
he.On peut noter également qu'une diminution de H se traduit par une stabilisation de la
ou
he limite vis-à-vis des instabilités modales (ondes TS). Dans 
e 
as, on peut 
onsidérerque globalement, la 
ou
he limite est stabilisée par la présen
e de stries d'amplitude �nie.5.4 Comparaison ave
 l'expérien
eDans 
ette se
tion on présente les résultats expérimentaux obtenus sur une plaqueplane pla
ée dans un é
oulement à basse vitesse perturbé par une grille de turbulen
e. Cesexpérien
es ont été réalisées par Alain Seraudie de l'ONERA dans la sou�erie subsonique'Juju' du DMAE en o
tobre 2005, et ont fait l'objet d'un rapport interne [17℄. Les résultatsde mesures au �l 
haud sont 
omparés qualitativement à 
eux obtenus par un 
al
ul deperturbation optimale.



78 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALESMoyens de mesureLa maquette est une plaque plane. Elle est équipée d'un bord d'attaque dissymétrique,étudié pour minimiser le pi
 de survitesse généré à l'extrados, et d'un 
orps 
entral. Un voletde bord de fuite métallique permet d'ajuster (minimiser) la survitesse de bord d'attaque.Cette plaque a une longueur utile de 1200 mm, une largeur de 600 mm et une épaisseurde 38 mm (voir �gure 5.10).
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Fig. 5.10 � A gau
he, photo de la plaque plane d'essais. A droite, forme géométrique.La plaque est pla
ée en in
iden
e négative (α = −1�) pour dépla
er la transitionvers l'aval et disposer d'une plus grande zone de mesures en aval du bord d'attaque. Lesévolutions de la vitesse extérieure (mesure) et du fa
teur de forme (
al
ul) sont représentéessur la �gure 5.11. On voit que l'é
oulement est très légèrement a

éléré.
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Fig. 5.11 � Vitesse extérieure (Ue) et fa
teur de forme (H).Une grille de turbulen
e est �xée verti
alement dans le plan de sortie du 
onvergent,à 300 mm en amont du bord d'attaque. Le taux de turbulen
e est de l'ordre de 1.6% auniveau du bord d'attaque de la maquette. Les mesures ont été réalisées à deux se
tionsdi�érentes, x = 350 mm et 450 mm du bord d'attaque. Pour la majorité des mesures lavitesse de l'é
oulement est �xée à 8 m/s. Quelques 
on�gurations à 5 m/s ont été réaliséespour étudier les e�ets de la vitesse de l'é
oulement.



5.4. COMPARAISON AVEC L'EXPÉRIENCE 79Explorations de la 
ou
he limiteLes premières mesures ont 
onsisté à réaliser des sondages de la 
ou
he limite dans leplan médian de la plaque pour U0 = 8 m/s en deux positions longitudinales de la sonde.Les résultats sont reportés (symboles) sur la �gure 5.12 pour la vitesse moyenne et sur la�gure 5.13 pour les pro�ls de �u
tuations rms.
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Fig. 5.12 � Pro�ls moyens de vitesse pour x = 0.350 m et x = 0.450 m (Ue = 8 m/s).
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Fig. 5.13 � Pro�ls rms de vitesse pour x = 0.350 m et x = 0.450 m (Ue = 8 m/s).A 
es expérien
es on a superposé les résultats numériques (traits 
ontinus) donnés parun 
al
ul de 
ou
he limite pour l'é
oulement moyen et un 
al
ul linéaire de perturbationsoptimales pour les pro�ls de vitesse �u
tuante.Les pro�ls de vitesse moyenne 
al
ulés et mesurés se superposent à peu près 
orre
te-ment pour les deux se
tions étudiées (�gure 5.12). Les �u
tuations de vitesse (�gure 5.13)indiquent la présen
e des modes de Klebano� dans la 
ou
he limite, dont on retrouve laforme typique des pro�ls. Le maximum de �u
tuation de vitesse atteint 6% et se situe à
1.9 mm de la paroi pour x = 0.350 m et 2 mm pour x = 0.450 m. Cette altitude 
orres-pond au milieu de la 
ou
he limite (y/δ1 = 1.3). On note une bonne 
orrespondan
e entrel'expérien
e et le 
al
ul, sauf à l'extérieur de la 
ou
he limite où expérimentalement on me-



80 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALESsure la turbulen
e de la grille alors que le 
al
ul donne un niveau nul de �u
tuations. Ceté
art se justi�e par le fait que les �u
tuations de vitesse à l'intérieur et à l'extérieur de la
ou
he limite sont dé
orrélées [6℄. Ce
i s'explique par le fait que leur origine est di�érente, àl'extérieur, on observe des �u
tuations amorties provenant de la grille de turbulen
e, à l'in-térieur il s'agit de stries quasi-stationnaires qui sont ampli�ées selon la dire
tion prin
ipalede l'é
oulement, leur dynamique étant relativement indépendante de l'extérieur.Mesures de vitesse dans la dire
tion transversale de l'é
oulementPour réaliser 
es mesures de vitesse, une sonde mobile a été réglée à une hauteur
onstante dans la 
ou
he limite et dépla
ée en envergure, parallèlement au bord d'attaquede la plaque plane. Les pas élémentaires de dépla
ement étaient de 1 mm. Le �l 
hauda été pla
é au milieu de la 
ou
he limite, 
ette hauteur 
orrespondant au maximum de�u
tuation de vitesse repéré par les sondages pré
édents (�gure 5.13).Les résultats de 
es sondages, moyennés en temps, sont tra
és sur la �gure 5.14 pourla vitesse moyenne. Pour 
haque 
as on donne deux abs
isses de sondage (x = 0.35 met x = 0.45 m) et deux vitesses U0 = 5 m/s (�gure de gau
he) et U0 = 8 m/s (�gurede droite). A titre indi
atif on a également représenté une exploration pour le 
as sansgrille ave
 Ue = 8 m/s et x = 0, 350 m. On a d'autre part véri�é qu'à l'extérieur dela 
ou
he limite les �u
tuations rms étaient 
onstantes en envergure. On n'a don
 pas de
orrélation des �u
tuations entre l'intérieur et l'extérieur de la 
ou
he limite. On peut don
supposer que les stries observées résultent bien d'un mé
anisme naturel d'intera
tion entrela turbulen
e extérieure et le 
isaillement de l'é
oulement moyen.Les variations de vitesse moyenne mesurées sont de l'ordre de 0.5 m/s dans la première
on�guration (U0 = 5 m/s) et elles atteignent 1 m/s pour le se
ond 
as (U0 = 8 m/s).Ces os
illations selon l'envergure sont bien en phase entre les deux stations d'exploration,
e qui est bien représentatif de la présen
e des stries longitudinales dont l'espa
ement sesitue aux alentours de 15 à 20 mm.
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Fig. 5.14 � Evolution de la vitesse moyenne ; pour deux vitesse 5 m/s à gau
he et 8 m/sà droite.Même si la variation n'est pas sinusoïdale, on peut faire une 
omparaison ave
 lesrésultats obtenus par un 
al
ul de perturbations optimales. Sur la �gure 5.15, on tra
e legain maximal d'énergie en fon
tion de l'espa
ement des stries.
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Fig. 5.15 � Gain maximal prévu par la méthode des perturbations optimales pour x =
0.350 m et x = 0.450 m à U∞ = 5 m/s (gau
he) et U0 = 8 m/s (droite).Les stries optimales sont espa
ées de 10 à 15 mm, 
e résultat est en assez bon a

ordave
 les variations observées sur les mesures de la �gure 5.14.Un autre moyen de déterminer l'espa
ement 
ara
téristique entre les stries 
onsiste à
al
uler le 
oe�
ient d'auto-
orrélation entre les signaux de la sonde �xe et 
eux de la sondedépla
ée selon l'envergure. La �gure 5.16 montre la 
orrélation (Ree) entre les signaux desdeux sondes en fon
tion de leur espa
ement transversal (∆z). La sonde �xe est pla
éedans l'axe médian de la plaque plane, l'autre, mobile, est éloignée progressivement de lapremière. Les deux sondes sont pla
ées simultanément à mi-hauteur dans la 
ou
he limite(y = 2 mm) puis à l'extérieur (y = 10 mm).
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Fig. 5.16 � Corrélations pour le 
as ave
 grille x = 450 mm, U0 = 8 m/s. A l'extérieur(y = 10 mm), le signal a été �ltré (�ltre passe-haut f > 100 Hz).Dans la 
ou
he limite (y = 2 mm), la 
orrélation, importante quand les sondes sontpro
hes l'une de l'autre, devient nulle aux alentours de 3 mm. Elle présente un minimumvers 6 mm. Ce minimum peut être interprété 
omme étant la distan
e (moyenne) entredeux stries de signe opposé ; 
'est-à-dire qu'il représente la demi-longueur 
ara
téristique



82 CHAPITRE 5. MÉTHODE DES PERTURBATIONS OPTIMALESévoquée pré
édemment (ou demi-période pour les perturbations optimales). Cette lon-gueur peut également s'interpréter 
omme l'ordre de grandeur du diamètre des tourbillonsles plus dangereux qui vont 
réer, par intera
tion ave
 la 
ou
he limite, des stries de signeopposé. Cette longueur de référen
e (12 mm) est en bon a

ord ave
 les mesures brutes devitesse moyenne de la �gure 5.14 et ave
 les résultats du 
al
ul de perturbations optimales(10− 15 mm). A l'extérieur de la 
ou
he limite (y = 10 mm) seule la turbulen
e de grillesubsiste et la 
orrélation est stri
tement dé
roissante. La 
orrélation ne tend pas vers zéropour de grandes distan
es entre les sondes 
ar une perturbation résiduelle existe dans le
ir
uit de la sou�erie. En e�et pour avoir une zone laminaire su�samment étendue, il afallu travailler à basse vitesse (5 m/s), alors que la vitesse optimale de fon
tionnement dela sou�erie est de l'ordre de 30 m/s.En 
on
lusion on rappellera que dans 
e 
hapitre les perturbations ont été 
al
ulées selonle pire s
énario. La perturbation in
idente est 
elle qui maximise l'énergie des stries à une
ertaine distan
e en aval. Maximiser l'énergie est un 
hoix arbitraire, on pourrait 
her
herà maximiser une autre quantité que l'énergie 
omme le 
isaillement par exemple. Malgréle 
ara
tère arbitraire de 
es 
al
uls, on retrouve 
ertaines 
ar
atéristiques essentielles desstries données par l'expérien
e, 
omme les pro�ls autosemblables et l'évolution en √x del'amplitude.D'autre part une 
omparaison qualitative 
on
ernant plus parti
ulièrement l'espa
ementdes stries montre que 
ette distan
e, qui est le résultat d'un pro
essus de ré
eptivité, esten a

ord ave
 la théorie. Nous reviendrons sur 
e sujet au 
hapitre 7.En�n on peut ajouter que la 
omparaison du 
al
ul et des mesures présente des si-milarités malgré les di�érentes moyennes utilisées (moyenne temporelle pour l'expérien
eet spatiale, en envergure, pour les 
al
uls). Cependant on ne peut pas 
on
lure que 
esmoyennes sont identiques pour 
e problème. Pour répondre à 
ette question on pourraitenvisager des mesures par PIV donnant des résultats simultanés en temps et en espa
e.



Chapitre 6Ré
eptivité à un tourbillonlongitudinalDans 
e 
hapitre nous allons tester le modèle des équations de Navier-Stokes paraboliséessur le 
as d'une intera
tion tourbillon/
ou
he limite. Par intera
tion ave
 le 
isaillementde la 
ou
he limite, un tourbillon longitudinal isolé va 
réer une paire de stries de haute etbasse vitesse. Ce 
as a
adémique a déjà été abordé expérimentalement, 
e qui nous donnerades éléments de validation des 
al
uls.Il existe deux travaux expérimentaux sur 
e problème. Dans les deux 
as le tourbillonlongitudinal est généré par un mi
ro-pro�l d'aile.Un pro�l d'aile agit sur l'air qui l'entoure en le propulsant vers le bas. L'air ainsi dépla
éimprime sur l'aile une for
e de réa
tion dirigée vers le haut : 
'est la portan
e utilisée par lesavions. En 
ontournant les extrémités de la voilure, la masse d'air a
quiert un mouvementde giration. Cela aboutit à la formation d'une paire persistante de tourbillons 
ontra-rotatifs parallèles très intenses. Les tra
es blan
hes que l'on observe souvent dans le 
ielpar beau temps sont la matérialisation des deux tourbillons de sillage d'un avion. Ce sontdes traînées de 
ondensation formées par des 
ristaux de gla
e produits à partir de la
ondensation de la vapeur d'eau 
apturée dans les 
entres dépressionnaires (don
 froids)que 
onstituent les tourbillons de sillage. Lorsque le temps est 
alme, 
es traînées peuventpersister plusieurs minutes, 
e qui prouve la grande robustesse de 
es tourbillons de �uide.Bertolotti et Kendall [14℄ ont étudié la réponse d'une 
ou
he limite à un tourbillon isolégénéré par un mi
ro pro�l-d'aile. Ils ont 
omparé les mesures à des 
al
uls par PSE. Lemodèle numérique ne donne pas de translation du tourbillon par e�et de paroi, les auteursattribuent 
ette la
une aux linéarités des équations. Ils ont une bonne 
orrespondan
e 
al-
ul/mesure sur les valeurs 
rête à 
rête des pro�ls transversaux des stries. Leur 
on
lusionest que l'amplitude des stries 
roît linéairement en x en 
ontraste ave
 l'évolution en √xren
ontrée habituellement ave
 une turbulen
e de grille. Leur expli
ation est que les striesde basse fréquen
e ont une 
roissan
e linéaire et que les stries de haute fréquen
e sontfaiblement 
roissantes. Un spe
tre large bande donnerait ainsi la 
roissan
e en √x.Une étude spe
trale temporelle sur le tourbillon montre que les instationnarités sontdans une gamme inférieure à 2Hz ave
 de faibles amplitudes, l'hypothèses stationnairesemble don
 justi�ée. La valeur du maximum de vitesse azimutale mesurée est de 0.6 m/s,la valeur utilisée pour les simulation est de 0.22 m/s, 
ette valeur a été �xée de façon àavoir une bonne 
orrespondan
e sur les amplitudes des stries. Les auteurs ajoutent que ladé
roissan
e de la vitesse azimutale ne se 
omporte pas en 1/r 
omme 
'est le 
as pour le83



84 CHAPITRE 6. RÉCEPTIVITÉ À UN TOURBILLON LONGITUDINALtourbillon de Lamb-Oseen. Les mesures montrent une dé
roissan
e plus rapide en 1/r2 
equi explique pourquoi les auteurs ont dû sous-estimer l'amplitude du tourbillon.Bertolotti [13℄ a poursuivi ses simulations par PSE en 
al
ulant la réponse d'une 
ou
helimite de Blasius à un perturbation extérieure sous la forme de vorti
ité bi ou tridimen-sionnelle, stationnaire ou non. Il obtient que les perturbations instationnaires ex
itent trèspeu les ondes TS. Par 
ontre la réponse maximale de la 
ou
he limite est obtenue par uneex
itation tridimensionnelle stationnaire, 
ette réponse prenant la forme bien 
onnue destries.Le travail expérimental le plus détaillé sur le sujet a été réalisé par Boiko [18℄ (2002).Ce travail, que nous présentons 
i-dessous, nous fournira une base de données pour validernotre modèle d'équations de Navier-Stokes parabolisées (PNS).6.1 Présentation de l'expérien
e de BoikoBoiko [18℄ a étudié la ré
eptivité d'une 
ou
he limite de Blasius laminaire vis-à-vis d'untourbillon longitudinal, 
'est-à-dire aligné ave
 l'é
oulement prin
ipal. Le tourbillon estgénéré par un mi
ro-pro�l d'aile pla
é à l'extérieur de la 
ou
he limite (voir le s
héma 6.1).L'intensité du tourbillon est 
ontrolée en faisant varier l'angle d'in
iden
e du pro�l d'aile.
����������������������

x
z

y

micro profil

y0

Ω

Ue

x0

Fig. 6.1 � S
hema de l'expérien
e de Boiko (2002).Pour 
ette expérien
e, le taux de turbulen
e vaut Tu =
√

(u′2 + v′2 + w′2)/3U2
e =

0.12% ave
 une 
ertaine anisotropie : u′ = 0.19%, v′ = 0.07% et w′ = 0.06%.L'extrémité inférieure du pro�l est située à une distan
e de y0 = 15 mm de la paroiet x0 = 215 mm du bord d'attaque. Les mesures sont faites pour quatre abs
isses : x =
0.215 0.255 0.345 et 0.480 m, sur une distan
e transversale ±40 mm de part et d'autredu pro�l. Les essais ont été réalisés pour deux vitesses amont U∞ = 5.9 m/s et7.8 m/s.L'épaisseur de dépla
ement (δ1) mesurée, dans le 
as non perturbé (i.e. sans tourbillon),est en bon a

ord ave
 le résultat théorique de Blasius : δ1 = 1.7208

√
(x + xf )ν/Ue. Boikosignale une 
orre
tion xf = 14 mm de l'origine de la 
ou
he limite. Ce léger dé
alage desabs
isses a été pris en 
ompte dans la 
omparaison 
al
ul/expérien
e.La paroi supérieure n'a pas été prise en 
ompte, on s'est assuré néanmoins que la limite

y∞ du domaine est su�sante pour la 
onvergen
e des 
al
uls.



6.2. PRÉSENTATION DES CALCULS 856.2 Présentation des 
al
ulsPour adimensionner les 
ara
téristiques du tourbillon, on se donne une longueur deréféren
e L = 0.55 m. La vitesse 
ara
téristique est la vitesse extérieure, 
onstante, Ue. Cequi nous donne δ =
√

Lν/Ue.La 
ondition d'entrée est donnée par un tourbillon de Bat
helor [11℄ adimensionné :
η(r) = r2/(4(x + xi)) (6.1)

vθ(r) = γ0(1− e−η)/r (6.2)
u(r) = u0/(4(x + xi))e

−η2 (6.3)ave
 r2 = (y − y0)
2 + z2. vθ et u sont respe
tivement la vitesse azimutale et axiale dutourbillon. On a utilisé la transformation de Taylor (t→ x/Ue) sur la variable de similitude

η. Boiko propose pour le sillage u(r), une fon
tion plus 
omplexe qui n'est pas né
essaire.En e�et le sillage étant situé à l'extérieur de la 
ou
he limite, il n'a pas d'in�uen
e sur
elle-
i. Des 
al
uls réalisés sans sillage u ne montrent au
une di�éren
e visible sur lesrésultats dans la 
ou
he limite.Le tourbillon de Bat
helor fait apparaître trois 
onstantes : xi, γ0 et u0 qui sont donnéesdans les tableaux 6.1. Elles sont pro
hes de 
elles données par Boiko [18℄.Tab. 6.1 � Paramètres sans dimension dé�nissant le tourbillon de sillage.
Ue [m/s] γ0 u0 xi5.9 1.8 10−4/δ −1.6 10−7/δ2 −140/L7.8 2.1 10−4/δ −1.6 10−7/δ2 −120/LLes deux 
as étant qualitativement similaires, pour alléger la présentation, seules les�gures 
orrespondant au premier 
as sont présentées.Les paramètres numériques utilisés sont : y∞ = 60, z∞ = 60, Nx = 140, Ny = 160 et

Nz = 180. La divergen
e de la vitesse se situe en-dessous de 10−8.6.3 Comparaison des résultatsLa 
omparaison des résultats se fera en deux étapes. Premièrement il est essentiel des'assurer que la résolution numérique 
apture 
orre
tement l'évolution du tourbillon. Le
orps du tourbillon étant situé hors de la 
ou
he limite, il doit 
orrespondre à la solutionanalytique de Bat
helor. Dans un deuxième temps on détaillera les résultats sur les stries.Validation du tourbillonOn donne i
i quelques notations utiles : ∆U/Ue est l'amplitude maximale du sillage,
Vθ/Ue est la vitesse azimutale maximale, en�n R est la distan
e entre le 
entre du tourbillonet le point où la vitesse azimutale est maximale. Dans les tableaux 6.2 et 6.3 on 
ompare
es quantités sur trois abs
isses di�érentes. Les résultats sont de trois types :� théorique : donnés par la formule analytique du tourbillon de Bat
helor,� numérique : donnés par le modèle des équations de Navier-Stokes parabolisées,� expérimental : donnés par Boiko [18℄.



86 CHAPITRE 6. RÉCEPTIVITÉ À UN TOURBILLON LONGITUDINALTab. 6.2 � Cara
téristiques du tourbillon pour Ue = 5.9 m/s.théorique numérique expérimental
x[m] R[mm] Vθ/U0 ∆U/U0 R[mm] Vθ/U0 ∆U/U0 R[mm] Vθ/U0 ∆U/U00.255 1.2 0.106 -0.135 1.2 0.106 -0.128 1.33 0.115 -0.1430.345 1.6 0.079 -0.076 1.5 0.080 -0.068 2.00 0.069 -0.0630.480 2.1 0.062 -0.046 2.0 0.062 -0.042 2.33 0.050 -0.048Tab. 6.3 � Cara
téristiques du tourbillon pour Ue = 7.8 m/s.théorique numérique expérimental
x[m] R[mm] Vθ/U0 ∆U/U0 R[mm] Vθ/U0 ∆U/U0 R[mm] Vθ/U0 ∆U/U00.255 1.2 0.131 -0.156 1.2 0.131 -0.139 1.33 0.132 -0.1530.345 1.5 0.101 -0.093 1.5 0.102 -0.082 1.66 0.097 -0.0930.480 1.9 0.080 -0.058 1.8 0.080 -0.051 2.00 0.075 -0.059On 
onstate que les valeurs 
al
ulées sont très pro
hes des valeurs attendues (théo-riques). De plus on 
apture relativement bien l'évolution du tourbillon réel (expérimental).Pour avoir une meilleure 
orrespondan
e il faudrait 
ertainement une 
ondition initiale dif-férente de la solution de Bat
helor qui dé
rit théoriquement les tourbillons de sillage loin enaval. Cependant on notera qu'il existe un é
art entre l'amplitude du sillage (∆U) 
al
uléeet théorique. Cette di�éren
e peut être attribuée aux e�ets non linéaires (∆U ∂∆U/∂x)qui ne sont pas pris en 
ompte dans la transformation de TaylorUn autre élément de 
ompraison 
on
erne la translation du tourbillon par intera
tionave
 la paroi. En présen
e d'une paroi, le tourbillon subit une auto-indu
tion : son 
entrese dépla
e sur l'envergure. En supposant un tourbillon image, symétrique par rapportà la paroi, la vitesse de dépla
ement de deux tourbillons 
ontra rotatifs est donnée par

u = γ0/(2y0)U0, en faisant l'hypothèse que la distan
e entre les deux tourbillons 2y0 esttrès grande devant leur rayon R. Sur une distan
e ∆x = 0.265 m, on aurait un dépla
ement
∆z = u∆x/Ue = 1.6 mm. Le 
ode nous donne ∆z = 1 mm.Les vitesses en 
oordonnées 
artésiennes (V, W ) sont liées à la vitesse azimutale vθ parles relations adimensionnées suivantes :

V (y, z) = z/r vθ

√

ReL (6.4)
W (y, z) = −(y − y0)/r vθ

√

ReL) (6.5)(6.6)On 
ompare les pro�ls 
al
ulés aux pro�ls théoriques sur la �gure 6.2. Sur la �gure degau
he on a représenté, en 
oupe horizontale passant par le 
entre du tourbillon, la vitesseazimutale théorique vθ(r) et la vitesse 
al
ulée V (z) (i
i W = 0). De la même manière,sur la �gure de droite sont représentées, en 
oupe verti
ale, la vitesse azimutale et −W (y).L'a

ord est satisfaisant. De plus sur la �gure de gau
he on voit l'e�et de la paroi (y = 0)sur la vitesse du tourbillon : une 
ou
he limite se développe.
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Fig. 6.2 � Solution exa
te du tourbillon de Bat
helor vθ(r), pour x = 0.48 m, 
omparéaux résultats numériques v(z) à gau
he et −w(y) à droite.Validation des striesPour présenter l'in�uen
e du tourbillon sur la 
ou
he limite on tra
e sur la �gure 6.3 lesiso-
ontours des stries (
al
ulées et mesurées) dans le plan (y, z), pour l'abs
isse x = 0.48 m.
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(a) numérique (b) expérimentalFig. 6.3 � Iso-
ontours, équi-espa
és, de la vitesse longitudinale U − Ū pour x = 0.48 m.Les traits 
ontinus représentent la strie de haute vitesse, les traits pointillés la strie de bassevitesse. Note : la dimension transversale est la même dans les deux 
as, pour le 
al
ul ona utilisé un repère orienté, ave
 z variant de −40 mm à +40 mm.Les numériques valeurs extrêmes sont Umin = −0.156 Ue et Umax = 0.147 Ue ; à 
om-parer ave
 les valeurs expérimentales qui sont : Umin = −0.290 Ue et Umax = 0.140 Ue.Nous reviendrons sur 
et é
art quantitatif. Les mesures et les 
al
uls sont 
ependant enbon a

ord qualitatif, on voit nettement les e�ets non linéaires. Par des e�ets linéaires, letourbillon interagit ave
 le 
isaillement de l'é
oulement moyen (Ūy) pour générer une pairede stries de signes opposés. Ensuite par des e�ets non linéaires, le tourbillon agit sur lesstries elles-mêmes en les déformant. La strie de basse vitesse, générée par une �u
tuation



88 CHAPITRE 6. RÉCEPTIVITÉ À UN TOURBILLON LONGITUDINALde vitesse normale positive, est transportée vers le haut. Ré
iproquement, la strie de hautevitesse est tassée sur la paroi. On notera que l'étalement des stries 
al
ulées ne 
orrespondpas exa
tement aux mesures. Cette di�éren
e est 
ertainement la 
onséquen
e d'un é
artentre la vitesse normale du tourbillon 
al
ulée et la vitesse réelle.In�uen
e sur quantités intégralesSur la �gure 6.4 sont représentées les quantités intégrales, 
al
ulées et mesurées, pourl'abs
isse x = 0.48 m. Ces quantités sont lo
ales, i.e. elles dépendent de la 
oordonnéetransversale z.
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(a) numérique (b) expérimentalFig. 6.4 � Quantités intégrales 
al
ulées et mesurées pour x = 0.48 mOn retrouve le 
omportement obtenu à partir d'un 
al
ul de perturbations optimales(
f 
hapitre 5). Le fa
teur de forme lo
al H(z) varie peu, alors que les épaisseurs intégralesvarient inversement au signe de la strie. Le 
al
ul et les mesures sont en bon a

ord qualitatifmais on note un é
art quantitatif, notamment pour l'épaisseur de quantité de mouvement
θ.Etude des pro�ls de vitesse moyennésOn rappelle la dé�nition de la moyenne spatiale :

f̄ =
1

zmax − zmin

∫ zmax

zmin

f(z) dz,et la valeur rms asso
iée :
frms =

√

1

zmax − zmin

∫ zmax

zmin

(
f̄ − f(z)

)2
dz.On prendra, pour être 
ohérent ave
 les mesures, zmax−zmin = 0.08m, même si le domainede 
al
ul s'étale sur zmax − zmin = 0.132m.On dé�nit l'amplitude des stries 
omme le maximum sur y de la �u
tuation rms de lavitesse longitudinale. Sur la �gure 6.5 sont représentées les amplitudes 
al
ulées et mesu-rées.
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Fig. 6.5 � Croissan
e de l'amplitude des stries, le trait 
ontinu 
orrespond au résultatnumérique, les symboles o 
orrespondent à l'expérien
e.D'après le 
al
ul, la 
roissan
e de l'amplitude des stries, est proportionnelle à √x.Cependant d'après Boiko, ou Bertolotti et Kendall [14℄, la 
roissan
e des stries est linéaire.Il est di�
ile d'être 
atégorique puisque la 
ourbe ne 
omporte que 4 points de mesure. Deplus, dans l'arti
le de Boiko, il y a une 
ontradi
tion entre les maxima relevés sur la 
ourbede l'amplitude et les maxima relevés dire
tement sur les pro�ls de urms. D'autre part, sion suppose que, 
ompte tenu du faible taux de turbulen
e, les stries sont inexistantes àl'origine du tourbillon en x = 0.215 m, alors la 
ourbe devrait passer par zéro.On tra
e sur la �gure 6.6 les pro�ls de �u
tuation urms, normalisés par leur valeurmaximale, en fon
tion de la 
oordonnée normale, normalisée par l'épaisseur de dépla
ement(y/δ1(x)).
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Fig. 6.6 � Stries normalisées.On retrouve l'allure auto-semblable des stries. Les pro�ls de vitesse moyenne (non re-présentés) sont quasiment identiques au pro�l théorique de Blasius. Malgré la présen
e destries de grande amplitude, on n'a pas de déviation de l'é
oulement moyen par intera
tionquadratique 
omme on a pu le voir dans le 
hapitre 5.Boiko [18℄ a réalisé une analyse spe
trale sur l'envergure. Il obtient que le nombre



90 CHAPITRE 6. RÉCEPTIVITÉ À UN TOURBILLON LONGITUDINALd'onde optimal est quasi 
onstant, quelle que soit l'abs
isse x, il vaut β ≈ 0.08 mm−1soit Λz ≈ 80 mm, soit la taille du domaine de mesure. Le même problème s'est posé surles 
al
uls, la valeur du β optimal 
orrespond à la taille du domaine. Cependant, d'aprèsles résultats du 
al
ul dans l'espa
e physique, on trouve que la distan
e inter-stries estquasiment 
onstante. Cette distan
e est imposée par le pro�l, en envergure, de la vitessenormale V du tourbillon dans la 
ou
he limite.On peut dire que la séle
tion de 
ette é
helle transversale 
ara
téristique (i.e. la distan
einter stries) est dominée par la ré
eptivité.SynthèseOn a obtenu une bonne 
orrespondan
e qualitative entre les résultats expérimentauxet numériques. On retrouve la position du maximum des stries pour y/δ1 = 1.3 et β ≈
0.086 mm−1. A l'extérieur de la 
ou
he limite, la méthode numérique utilisée donne unebonne évolution du 
orps du tourbillon longitudinal. Le 
al
ul indique que l'amplitude desstries est proportionnelle à √x. Ce point est en désa

ord ave
 l'analyse de Boiko [18℄ ouave
 
elle de Bertolotti et Kendall [14℄.Il reste une erreur importante sur l'amplitude maximale des stries. Si le modèle parabo-lique n'est pas en 
ause, 
ette erreur peut être liée au modèle de Bat
helor utilisé 
omme
ondition initiale. Les 
omparaisons entre les mesures et le tourbillon de Bat
helor sont
orre
tes près du 
entre du tourbillon. Cependant loin du 
entre, notamment près de laparoi, au
une 
omparaison n'est présentée (Boiko [18℄ pré
ise que, dans 
ette région, lesvitesses sont trop faibles pour être mesurées). Or 
'est 
ette partie du tourbillon qui in-teragit ave
 la 
ou
he limite. Le fa
teur deux d'erreur sur l'amplitude des stries pourraits'expliquer par une erreur d'un fa
teur deux sur la vitesse du tourbillon loin du 
entre où
ette vitesse est di�
ilement mesurable.Il faut 
ependant ajouter que les polyn�mes d'Hermite ne donnent pas une pré
isionspe
trale sur la dis
rétisation du tourbillon de Oseen. Cependant l'erreur est faible et
on
entrée dans les angles. D'autres méthodes de dis
rétisation spatiale ont été essayées(Fourier ou les fon
tions sinus 
ardinale), une amplitude �nale de l'ordre de 10% a toujoursété obtenue. Ces méthodes donnent des résultats sensiblement identiques à 
eux présentésdans 
e 
hapitre. Cependant l'utilisation des série de Fourier fait apparaître une vorti
itéparasite sur les bords, 
e qui n'est pas le 
as ave
 les polyn�mes d'Hermite.Les résultats présentés i
i sont basés sur un 
as stationnaire. Boiko et al. [19℄ ont étudié le
as instationnaire en faisant os
iller le pro�l. Les e�ets des instationnarités sont inhibiteurssur le développement des stries. Les os
illations réduisent la 
roissan
e des stries et onobserve rapidement leur dé
roissan
e, 
e qui n'était pas le 
as, du moins dans le domaine demesure, pour le 
as stationnaire. Les pro�ls instantanés des stries montrent un 
hangementde signe au niveau du milieu de la 
ou
he limite. La vitesse de phase est de l'ordre de 0.4 Ue,elle est deux fois plus importante que 
elle des ondes TS.Dans le 
adre de 
ette thèse l'obje
tif était de 
al
uler la ré
eptivité de la 
ou
he li-mite vis-à-vis d'un tourbillon longitudinal. En perspe
tive, les équations de Navier-Stokesparabolisées pourraient être utilisées pour 
al
uler l'évolution spatiale de tourbillons desillage. L'appro
he spatiale est plus réaliste pour simuler le sillage puisque la transforma-tion (linéaire) de Taylor n'est valide que dans les 
as de sillages de très faible amplitude.Le modèle PNS pourrait fournir une solution de base, pour l'étude de l'instabilité de Crowpar exemple, plus réaliste que les modèles analytiques du type Rankine ou Bat
helor.
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Chapitre 7Ré
eptivité à une turbulen
ebidimensionnelleLa mise en éviden
e, par la méthode des perturbations optimales, de mé
anismes d'am-pli�
ation dans la 
ou
he limite ne prouve pas que, lorsque l'é
oulement est soumis àun forçage aléatoire et in
ohérent, 
es mé
anismes soient observés. Le développement desperturbations dans la 
ou
he limite dépend non seulement de la forme des perturbationsextérieures, mais aussi de leur intensité et de leur 
omposition spe
trale. On appelle ré
ep-tivité le mé
anisme dé
rivant le passage de l'extérieur vers l'intérieur, 
'est-à-dire 
ommentla 
ou
he limite digère les �u
tuations de l'é
oulement extérieur. La 
ompréhension de 
epro
essus est don
 
ru
iale dans le déroulement de la transition vers la turbulen
e.Pour répondre à 
ette question, il 
onvient de réaliser une étude numérique de forçagesto
hastique a�n de véri�er si la 
ou
he limite �ltre 
ertaines 
omposantes du bruit eten ampli�e d'autres. Pour reproduire les 
ara
téristiques aléatoires d'une ex
itation tur-bulente, nous avons plusieurs possibilités. On peut utiliser un terme sour
e sto
hastiquedans les équations de 
onservation (voir par exemple Ma
hiels et Deville [80℄). Dans 
e
hapitre on se tourne vers une autre appro
he. En a

ord ave
 le problème aux 
onditionsinitiales des équations de Navier-Stokes parabolisées, nous avons 
hoisi d'imposer un 
hampturbulent bidimensionnel 
omme 
ondition d'entrée.7.1 La turbulen
e bidimensionnelleReynolds proposa une appro
he statistique de la turbulen
e développée en dé
omposantles 
hamps turbulents en une partie moyennée et une partie �u
tuante. Ce
i posa alors unproblème de fermeture des équations de Navier-Stokes réé
rites de 
ette façon, di�
ultéque Prandtl (1925) résolut en remplaçant les moments du premier ordre (produit des�u
tuations de vitesse moyenné) par un terme de vis
osité turbulente 
onstruit à partird'une longueur de mélange 
ara
térisant l'é
helle des �u
tuations de vitesse. En 1921,Taylor remplaça l'idée de longueur de mélange par 
elle de fon
tion de 
orrélation, maissans savoir 
omment relier 
es fon
tions à des grandeurs mesurables.Ce point de vue statistique fut repris par Kolmogorov (1941), Onsager (1945)1 et Hei-senberg (1948). En traitant les 
omposantes de la vitesse 
omme des variables aléatoires ausens de la théorie des probabilités, 
es auteurs établirent que dans la zone inertielle, gamme1On pourra lire l'arti
le de Eyink et Sreenivasan [45℄ sur les idées de Onsager (
ertaines non publiées)sur la turbulen
e. 93



94 CHAPITRE 7. RÉCEPTIVITÉ À UNE TURBULENCE BIDIMENSIONNELLEd'é
helles où l'on suppose que le système a un 
omportement 
onservatif, 
'est-à-dire quel'énergie n'est ni produite ni dissipée mais seulement transférée entre di�érentes é
helles,l'énergie turbulente 
as
ade selon ǫ2/3k−5/3, où ǫ est le taux de transferts d'énergie et k lenombre d'onde. Cette théorie, 
ommunément appelée K41, repose sur trois hypothèses :� la turbulen
e est statistiquement homogène (invariante par translation) et isotrope(invariante par rotation) à petite é
helle,� les propriétés statistiques ne dépendent que de l'énergie dissipée,� dans la zone inertielle l'énergie est transférée sans dissipation et selon un taux 
onstant.Ce modèle explique 
omment les plus gros tourbillons se divisent en plus petits, qui sedivisent à leur tour et ainsi de suite au 
ours de 
ette 
as
ade turbulente, jusqu'à arriverà une é
helle de taille tellement petite que la turbulen
e 
esse et que l'énergie est dissipéesous forme de 
haleur. Cependant aux petites é
helles on observe des é
arts par rapportà la théorie, 
ertainement liés au phénomène d'intermitten
e, 
'est-à-dire à l'apparition,imprévisible, de stru
tures tourbillonnantes violentes.Ces analyses s'appliquent à la turbulen
e 3D, pourtant des exemples de turbulen
e 2Dsont nombreux. On la retrouve dans la dynamique des é
oulements géophysiques à grandeé
helle, rendus bidimensionnels par la faible épaisseur de 
es é
oulements par rapport àleur étendue et par l'e�et 
onjugué d'une strati�
ation stable et d'une forte rotation duréférentiel (un exemple étant la ta
he rouge de Jupiter). On peut l'observer plus simplementdans des expérien
es ave
 des �lms de savon tombant. On peut aussi 
onje
turer que dans
ertains é
oulements tridimensionnels les régions à fort gradient s'organisent en nappes oùle 
omportement est du type turbulen
e bidimensionnelle.Malgré son apparente simpli
ité par rapport au 
as 3D, la turbulen
e bidimensionnellesus
ite des 
ontroverses. En e�et il existe en dimension deux, un mé
anisme de 
as
adeinverse, 
'est-à-dire un transfert d'énergie des petites é
helles qui maintient la turbulen
eà grande é
helle. Von Neumann faisait la remarque que les arguments qui s'appliquent à laturbulen
e 3D devraient s'appliquer au 
as 2D, pourtant leurs signatures spe
trales sontdi�érentes.Krai
hnan (1967) et Bat
helor (1969) proposent que l'énergie se 
omporte suivant deuxlois de puissan
e. Pour les nombres d'onde inférieurs à un 
ertain nombre d'onde d'inje
tion
kinj , l'énergie est proportionnelle à ǫ2/3k−5/3 et pour k > kinj, l'énergie est proportionnelleà η2/3k−3, où ǫ et η sont respe
tivement les taux de transfert d'énergie et d'enstrophie.La 
onservation de l'enstrophie est due à la 
onservation du tourbillon, 
elle-
i provenantdu fait qu'en dimension deux le tourbillon et le gradient de vitesse sont orthogonaux.Ainsi, bloquée par la 
onservation de l'enstrophie, l'énergie, au lieu d'être transférée versles petites é
helles, remonte-t-elle vers les grandes é
helles, donnant lieu à une 
as
adeinverse, 
e que Krai
hnan a interprété 
omme l'apparition d'une vis
osité négative.Un point de vue est de 
onsidérer que 
ette 
as
ade est le résultat de fusions de tour-billons. D'un autre point de vue, la 
as
ade est attribuée au regroupement de tourbillonsde même signe. Ou en
ore la 
as
ade inverse résulte du 
isaillement à grande é
helle quiallonge et amin
it les tourbillons de petite é
helle, 
e qui diminue leur vitesse et transfèreune partie de leur énergie vers les grandes é
helles. C'est 
et amin
issement des tourbillonsqui explique l'idée de vis
osité négative de Krai
hnan.Toutefois, l'idée de turbulen
e bidimensionnelle et de sa remontée de l'énergie versles grandes é
helles fut longue à s'imposer, 
ar on pensait la turbulen
e dire
tement liée àl'étirement des tubes de tourbillon par les gradients de vitesse, mé
anisme qui en dimensiontrois assure le transfert de l'énergie vers les petites é
helles, mais qui est inhibé en dimensiondeux à 
ause de la 
onservation du tourbillon. La turbulen
e bidimensionnelle a 
ependant



7.1. LA TURBULENCE BIDIMENSIONNELLE 95en 
ommun ave
 la turbulen
e tridimensionnelle la dynamique non linéaire à l'origine du
ara
tère 
haotique et imprédi
ible de sa stru
ture ma
ros
opique. Elle est aujourd'hui unsujet a
tif de re
her
he ; on présente trois exemples d'arti
les ré
ents 
onsa
rés à 
e sujet.Rutgers [96℄ a réalisé des mesures d'une turbulen
e 2D for
ée et dé
roissante dans un�lm de savon tombant. La turbulen
e est ex
itée par une rangée de 
ylindres. Près des
ylindres on distingue trois zones dans le spe
tre. Une région en k−3 pour les grandsnombres d'onde, une région intermédiaire en k−5/3 et un maximum pronon
é d'énergie
orrespondant à la moitié de la distan
e inter-
ylindre. Dans le spe
tre, le nombre d'onded'inje
tion de la turbulen
e 
orrespond à la frontière entre les régions des deux 
as
ades.Plus en aval la turbulen
e dé
roît librement et le spe
tre se 
omporte en k−3.Cler
x et van Heijst [34℄ ont simulé une turbulen
e 2D libre dans un 
arré délimité pardes parois. Pour de grands nombres de Reynolds (20000), il existe près des parois une zoneinertielle en k−5/3 suivie d'une dé
roissan
e en k−3. Ce
i est lié à la produ
tion de vorti
itéà petite é
helle près des parois, l'é
helle d'inje
tion (non imposée i
i) étant liée à l'épaisseurde la 
ou
he limite.Amarou
hene et Kellay [1℄ se sont intéressés à l'in�uen
e de polymères solubles sur laturbulen
e 2D. Ces longues 
haînes de molé
ules ont des propriétés étonnantes : ramasséesau repos, elles peuvent s'allonger et s'étirer 
onsidérablement en présen
e de 
isaillement.Une vieille question 
on
erne l'e�et de Toms, 
'est-à-dire la rédu
tion importante de traînéepar e�ets de polymères sur la turbulen
e. Il y a plusieurs réponses possibles, 
es e�etspeuvent venir de la modi�
ation de la rhéologie du �uide, ou en
ore 
es longues 
haînesinterfèrent dans les transferts d'énergie entre les é
helles. Amarou
hene et Kellay [1℄ ontdé
ouvert que les polymères inhibent les transferts d'énergie vers les grandes stru
tures,
e qui réduit leur amplitude dans le spe
tre de densité d'énergie. Les auteurs expliquent 
erésultat surprenant en 
onsidérant que les polymères limitent la fusion des tourbuillons.La dé
roissan
e en k−3 est di�
ile à obtenir numériquement, souvent on observe unedé
roissan
e plus rapide. Les résultats dépendent de la pré
ision de la méthode et de la
ondition initiale.On résoud les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles par la méthode de 
ollo
a-tion, basée sur les séries de Fourier, dé
rite au 
hapitre 3. Le nombre de points est N = 256pour un domaine [20π, 20π]. Le nombre de Reynolds est �xé à Re = 1000.Comme 
ondition initiale, on impose un 
hamp de 200 tourbillons de Oseen :
v =

A0

R0

z − z0

R2

(

1− e−R2
)

w = −A0

R0

y − y0

R2

(

1− e−R2
)ave
 R =

√

(y − y0)2 + (z − z0)2. L'amplitude A0 de 
haque tourbillon est aléatoire et
omprise entre 0 et 0.05. La taille du tourbillon est 
onstante R0 = 2. La position de
haque tourbillon (y0, z0) est aléatoire mais éloignée du bord du domaine d'une distan
ed'au moins 2π pour éviter une in
ompatibilité ave
 les 
onditions aux limites périodiques.A 
haque tourbillon de vorti
ité positive est asso
ié un tourbillon identique, de vorti
iténégative, pla
é aléatoirement. Ainsi la 
ir
ulation totale est nulle.Le 
al
ul est réalisé jusqu'au temps t = 200, ave
 un pas de temps de 5 × 10−2. Onobtient ainsi une bonne 
onvergen
e temporelle sur les résultats.La turbulen
e est 
ontinûment for
ée à une 
ertaine é
helle. On note γ et β, respe
ti-vement les nombres d'onde dans les dire
tion y et z. L'énergie du mode γ = β = 2 estmaintenue 
onstante à 
haque itération. Ces nombres d'onde 
orrespondent à la longueur



96 CHAPITRE 7. RÉCEPTIVITÉ À UNE TURBULENCE BIDIMENSIONNELLEd'inje
tion dé
rite pré
édemment. On tra
e sur la �gure 7.1, l'énergie 
inétique, moyennéedans la dire
tion y, des di�érents modes en fon
tion du nombre d'onde β.
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injFig. 7.1 � Spe
tre de la turbulen
e. βinj 
orrespond à la longueur d'inje
tion.On retrouve la loi en β−5/3 à gau
he de la longueur d'inje
tion suivie d'un 
omportementen β−3. Sur la �gure 7.2, on a représenté le 
hamp de vorti
ité Ω = wy − vz, dans le plan.
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Fig. 7.2 � Champ de vorti
ité, positive (trait 
ontinu) et négative (traits dis
ontinus).



7.2. INFLUENCE SUR LA COUCHE LIMITE 977.2 In�uen
e sur la 
ou
he limiteAu 
hapitre 5 on a étudié la ré
eptivité d'une 
ou
he limite de Blasius vis-à-vis detourbillons sinusoïdaux 
al
ulés par une méthode de perturbations optimales (Lu
hini [78℄et Andersson et al. [2℄). Au 
hapitre 6 on a étudié la ré
eptivité à un tourbillon isolé. On vamaintenant analyser la ré
eptivité d'une 
ou
he limite de Blasius vis-à-vis d'une ex
itationplus 
omplexe.Le 
hamp turbulent bidimensionnel 
al
ulé pré
édemment est utilisé 
omme 
onditiond'entrée des équations de Navier-Stokes parabolisées dé�nies au 
hapitre 2. Dans la di-re
tion transversal on garde une dis
rétisation par la méthode de 
ollo
ation de Fourier(Nz = 256). Dans la dire
tion normale à la paroi on utilise à présent les polyn�mes deChebyshev (Ny = 121) en�n on utilise Nx = 300 points dans la dire
tion de l'é
oulement.On impose une énergie initiale, en x = x0 = 10−2, des perturbations égale à 10. Lesvitesses initiales sont 
al
ulées ave
 les 
onditions de saut dé
rites au paragraphe 2 et dansl'arti
le de Lu
hini et Bottaro [79℄. La pression initiale est imposée nulle.On rappelle les dé�nitions de moyenne spatiale :
Ū =

1

∆z

∫

∆z
U dz ; urms =

√

u′2 avec u′ = U − ŪTout d'abord on regarde l'évolution du taux de turbulen
e dé�ni 
omme :
Tu =

√

1

∆y ∆z

∫ y=y∞

y=δ99

∫ z=20π

z=0

1

2
(v′2 + w′2) dydzoù δ99 désigne la frontière de la 
ou
he limite. L'amplitude des stries est dé�nie 
omme lemaximum sur y du pro�l de urms(x, y). Ces quantités sont représentées sur la �gure 7.3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2.6

2.7

2.8

2.9

3

3.1

3.2

x/L

T
u

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

−3

x/L

m
ax

(u
rm

s)2

Fig. 7.3 � Dé
roissan
e du taux de turbulen
e extérieure (à gau
he) et 
roissan
e del'amplitude, au 
arré, des stries (à droite).On note une brutale 
hute de l'intensité des perturbations extérieures au début du 
al
ul.Ce fait est un artefa
t numérique, l'erreur intervient, d'une part, lors de la proje
tion dela solution initiale sur les points de Chebyshev dans la dire
tion normale. D'autre part larésolution des 
onditions de saut au niveau du bord d'attaque est également une sour
ed'erreur. Ensuite le taux de turbulen
e dé
roît 
omme x−1.1. L'amplitude des stries, dé�nie
omme le maximum de la valeur rms, est proportionnelle à √x.



98 CHAPITRE 7. RÉCEPTIVITÉ À UNE TURBULENCE BIDIMENSIONNELLEOn s'intéresse à présent aux 
orrélations entre les stries u′ et les autres �u
tuations devitesse v′ et w′, voir �gure 7.4.
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Fig. 7.4 � Figure de gau
he, on tra
e la 
orrélation u′u′ , à droite les 
orrélations u′v′ (trait
ontinu) et u′w′ (traits dis
ontinus).Les stries sont fortement 
orrélées aux �u
tuations de vitesse normales à travers le
isaillement. On rappelle que le terme moteur de la 
réation des stries est de la forme
−u′v′ ∂Ū/∂y (voir 
hapitre 5). Cependant on note également que sur la �gure 7.4 les striessont fortement 
orrélées aux �u
tuations de vitesse transversale w′. Ce résultat n'est pasla 
onséquen
e d'un quel
onque mé
anisme de formation des stries. Il est lié à une forte
orrélation entre les vitesses v′ et w′ dans le 
as d'une turbulen
e bidimensionnelle. Dansle 
as plus réaliste d'une turbulen
e tridimensionnelle u′w′ serait 
ertainement négligeabledevant u′v′.Pour une vue globale de l'é
oulement on représente sur la �gure 7.5 deux 
oupes, hori-zontale et verti
ale, du 
hamp des stries u′.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

10

20

30

40

50

60

x

z

0 10 20 30 40 50 60
0

1

2

3

4

5

6

7

8

z

y

Fig. 7.5 � A gau
he, 
hamp de vitesse urms dans le plan horizontal pour y/δ1 = 1.3. Adroite, 
hamp de vitesse urms dans le plan verti
al, pour x/L = 1.On observe sur la �gure 7.5 la fusion de stries de même signe. Ce phénomène est fré-quement observé dans le 
as de paroi 
on
aves (instabilité de Gortler), lire par exempleMitsudharmadi et al. [85℄. I
i 
'est la stru
ture initiale de la turbulen
e bidimensionnelle



7.2. INFLUENCE SUR LA COUCHE LIMITE 99qui impose la répartition transversale des stries. A noter que la largeur transversale dudomaine (i.e. 20π) 
orrespond à une dizaine de stries optimales (βopt = 0.5/δ) 
al
uléesau 
hapitre 5. Sur la �gure 7.5 les stries, au nombre de 5 sont plus larges à 
ause de laprésen
e de grands tourbillons.Dans le 
hapitre 5 sur les perturbations optimales on a vu que l'espa
ement transversaldes stries peut s'expliquer, en partie, 
omme un pro
essus de séle
tion de la 
ou
he limite ;un 
ompromis entre la produ
tion non visqueuse des stries et la di�usion visqueuse. Pourmettre en balan
e l'importan
e relative des deux mé
anismes en jeux (i.e. la ré
eptivité etla séle
tion de la 
ou
he limite d'un 
ertain nombre d'onde β optimal), on fait une analysede Fourier pour 
omparer les résultats ave
 
eux de la théorie linéaire des perturbationsoptimales.On dé�nit le gain Gk asso
ié au nombre d'onde βk :
Gk(x) =

∫

y û′
2
(x, y, βk) dy

∫

y v̂′
2
(x = 0, y, βk) + ŵ′

2
(x = 0, y, βk) dyoù û′,v̂′ et ŵ′ désignent les transformées de Fourier dans la dire
tion z des �u
tuations devitesse. Les 
ourbes du gain pour di�érents nombres d'onde signi�
atifs sont tra
ées sur la�gure 7.6.
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Fig. 7.6 � Evolution du gain Gk pour di�érents modes βk.Le mode optimal β = 0.5 est peu ampli�é, toutefois les modes les plus ampli�és sontpro
hes : β = 0.6 et β = 0.7. La lente 
roissan
e des stries suggère que le pro
essusde ré
eptivité est distribué le long de la plaque plut�t que lo
alisé au niveau du bordd'attaque, 
e qui expliquerait l'émergen
e des stries optimales. Pour x/L = 0.4, le nombred'onde prévu par la méthode des perturbations optimales vaut 0.8, sur la �gure 7.6, lesmodes dominants, pour x/L = 0.4, sont β = 0.8, β = 0.9 et β = 1. On peut noter égalementque si l'évolution des gains n'est pas en parfait a

ord ave
 la théorie des perturbationsoptimales, on retrouve une 
roissan
e de l'amplitude des stries proportionnellle à√x (�gure



100 CHAPITRE 7. RÉCEPTIVITÉ À UNE TURBULENCE BIDIMENSIONNELLE7.3) prévue par Lu
hini [78℄. Ainsi 
ette 
roissan
e algébrique, observée dans toutes lesexpérien
es sur des 
ou
hes limites perturbées par une turbulen
e de grille, est 
ertainementune 
ara
téristique fondamentale de la dynamique des stries.En 
on
lusion on peut dire que la séle
tion de l'é
helle transversale des stries est dominéepar la stru
ture du forçage. Cependant la séle
tion d'une 
ertaine é
helle par la 
ou
helimite n'est pas négligeable.



Chapitre 8Sur la stabilité d'une strieDans les 
hapitres pré
édents nous avons 
her
hé à modéliser les stries. Les 
al
uls nousont permit de mieux 
omprendre leur dynamique dans un é
oulement laminaire. A présenton s'intéresse au dernier stade pré
édant la transition, dans 
e 
hapitre nous allons aborderl'étude des instabilités se superposant à une strie isolée de basse vitesse. En�n on présenteune simulation numérique dire
te pour observer les mé
anismes de régénération des stru
-tures longitudinales. Les résultats seront 
omparés, qualitativement, aux expérien
es deAsai et al. [7℄.8.1 E
oulement de baseAsai et al. [7℄ ont étudié, expérimentalement, la stabilité d'une strie isolée de bassevitesse dans une 
ou
he limite sur plaque plane. La vitesse extérieure, 
onstante, vaut
U∞ = 4 m/s. La strie est le résultat d'un sillage produit derrière une grille pla
ée dansla 
ou
he limite à une distan
e x0 = 50 mm du bord d'attaque. L'utilisation d'une grilleprésente l'avantage, par rapport à une rugosité, de ne pas dé
len
her de déta
hementstourbillonnaires. Les auteurs n'observent pas de tourbillons longitudinaux, 
'est-à-dire quela déviation par rapport à l'é
oulement idéal de Blasius 
onsiste simplement en une striede type sillage.Les auteurs ont étudié l'évolution de perturbations, variqueuses ou sinueuses, ex
itéespar des pulsations au niveau de la paroi, respe
tivement symétriques ou antisymétriquespar rapport au 
entre de la strie (voir �gure 8.1).
Fig. 8.1 � Visualisation du développement de la perturbation symétrique (F = 110 Hz),à gau
he et de la perturbation antisymétrique (F = 60 Hz), à droite, pour y = 3 mm.(Figures provenant de l'arti
le de Asai et al. [7℄).Le taux de 
roissan
e spatiale du mode variqueux est très sensible à la largeur de lastrie et diminue rapidement quand la strie dé
roît. Par 
ontraste le mode sinueux, liéau 
isaillement transversal, est peu sensible à l'amortissement de la strie. Du point de101



102 CHAPITRE 8. SUR LA STABILITÉ D'UNE STRIEvue de la 
ompétition entre les deux type d'instabilité, les auteurs notent que, lorsquela largeur de la strie est étroite et 
omparable à l'épaisseur de la 
ou
he de mélange, lemode antisymétrique (sinueux) est plus instable que le symétrique. Les auteur observentque le mode variqueux mène à des tourbillons de type 'épingle à 
heveux' ave
 une pairede tourbillons longitudinaux 
ontra-rotatifs. Le mode antisymétrique évolue vers un trainde tourbillons quasi-longitudinaux de signes alternés et donne à la strie une apparen
e deméandre.L'épaisseur de dépla
ement au niveau de la grille vaut δ1 = 2.4 mm, le nombre deReynolds asso
ié est Re = U∞δ1/ν = 650. Pour �nir on se donne un temps 
ara
téristique
Tcar = δ1/U∞ = 6 × 10−4 s. Ces quantités nous permettront de dimensionner nos 
al
ulspour les 
omparer aux expérien
es. On s'est basé sur les mesures 
on
ernant la grille de
7.5 mm de large, mais il faut noter que d'autres mesures ont été réalisées ave
 une grillede 5.5 mm.Dans 
ette étude de stabilité linéaire, l'instabilité est pilotée par les stries, 
'est-à-dire par la présen
e d'une perturbation de vitesse longitudinale, et il n'est pas né
essaired'in
lure les deux autres 
omposantes de vitesse dans l'état de base. On dé
ompose don
l'é
oulement de base 
omme une superposition de la solution de Blasius U et de la strie
Us. Il reste maintenant à modéliser 
ette strie à partir des données de Asai et al. [7℄.On 
onsidère la strie 
omme étant 
omposée par deux sillages, dans les dire
tions nor-male et transversale. Nous avons don
 
hoisi l'expression suivante :

Us = − dU

dy

∣
∣
∣
∣
y=0

(

ye−y3/3
)(

e−z2/2
)La 
omparaison entre 
e modèle et les mesures est représentée sur la �gure 8.2.
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Fig. 8.2 � Comparaison entre le modèle (traits 
ontinus) et les mesures (◦). A gau
he,pro�ls selon y en z = 0 et z = 30 mm. A droite pro�ls selon z en y = 1, 3, 4 et 5 mm.On note que pour un meilleur a

ord entre le modèle et les mesures, il apparaît né
essaired'utiliser une fon
tion plus 
omplexe que la forme f(y)g(z). Notamment pour prendre en
ompte le léger pi
 de survitesse qui �anque la strie de basse vitesse. Cela dit, pour lesobje
tifs que l'on se donne dans 
e 
hapitre, liés à la 
ompréhension du phénomène, onne 
her
he pas à reproduire exa
tement les résultats de l'expérien
e. On 
onsidère que 
emodèle de strie 
ontient tous les ingrédients né
essaires pour aborder la déstabilisation del'é
oulement.
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e sur la �gure 8.3 les iso-lignes de la vitesse longitudinale dans le plan verti
al.
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Fig. 8.3 � Iso-lignes de la vitesse longitudinale U dans le plan verti
al (y, z), les niveaux
orrespondent aux valeurs : [0.1 : 0.1 : 0.9] U∞.8.2 Perturbations linéairesOn é
rit les perturbations sous la forme d'ondes progressives, 
'est-à-dire 
omposéesd'une partie enveloppe et d'une partie onde, périodique en temps :
q(x, y, z, t) = q̃(y, z, t) ei(αx−ωt)Nous reviendrons sur l'intérêt pratique d'utiliser 
ette é
riture un peu plus loin. Eninje
tant 
ette forme dans les équations de Navier-Stokes, après linéarisation autour de lasolution de base U(y, z), on obtient le système suivant :

iαu + vy + wz = 0

ut − iωu + iαUu + vUy + wUz = −iαp− α2u + uyy + uzz

vt − iωv + iαUv = −py − α2v + vyy + vzz

wt − iωw + iαUw = −pz − α2w + wyy + wzzCes équations sont asso
iées aux 
onditions aux limites :
u = v = w = 0, pour z = ±∞, y = 0 et y →∞.On a plusieurs possibilités pour 
al
uler 
es perturbations :� par un forçage harmonique à la paroi (problème aux 
onditions aux limites),� par la théorie de stabilité linéaire 
lassique (problème aux valeurs propres),� par la méthode des perturbations optimales (problème aux 
onditions initiales).L'expérien
e de Asai et al. utilise la première possibilité. Nous utiliserons la dernière : lesperturbations sont 
al
ulées par la méthode des perturbations optimales. Cette méthode
ontient entre outre la théorie de stabilité linéaire 
lassique.Une étude de perturbations optimales a été réalisées par H÷p�ner et al. [88℄ dans le 
asd'une 
ou
he limite de Blasius modi�ée par un arrangement périodique de stries, stablesdu point de vue de la théorie de stabilité linéaire 
lassique. Ces stries sont obtenues parsimulation non linéaire de stries optimales.



104 CHAPITRE 8. SUR LA STABILITÉ D'UNE STRIEOn 
her
he la perturbation initiale qui maximise, au temps Topt, l'énergie dé�nie 
omme :
E =

1

2

∫

y

∫

z
(ūu + v̄v + w̄w) dy dzoù •̄ désigne le 
omplexe 
onjugué. La méthode d'optimisation est basée sur les multipli-
ateurs de Lagrange (voir le 
hapitre 5 et l'annexe A). Le problème adjoint s'é
rit :

iαu† + v†y + w†
z = 0

−u†
t + iωu† − iαUu† = −iαp† − α2u† + u†

yy + u†
zz

−v†t + iωv† − iαUv† + u†Uy = −p†y − α2v† + v†yy + v†zz

−w†
t + iωw† − iαUw† + u†Uz = −p†z − α2w† + w†

yy + w†
zzCes équations sont asso
iées aux 
onditions aux limites :

u† = v† = w† = 0, pour z = ±∞, y = 0 et y →∞.Le problème adjoint s'intègre en remontant le temps. Comme 
ondition initiale, à t =
Topt, du problème adjoint on impose : [u† v† w†] = [u v w]. Comme 
ondition initiale, à
t = 0, du problème dire
t on impose : [u v w] = [u† v† w†].La forme q(t)exp(iωt) ne signi�e pas que ω soit un paramètre libre. Le seul paramètrelibre est le nombre d'onde α. La pulsation est liée à 
e nombre d'onde par la vitesse dephase : ω = α c(α). En d'autres termes on ne peut pas imposer à la fois α et ω. La pulsationde l'instabilité est obtenue à partir de l'expression suivante :

ω̃ =
i

2E

∫

y

∫

z
ū

∂u

∂t
+ v̄

∂v

∂t
+ w̄

∂w

∂t
dy dzLa partie réelle de ω̃ donne la pulsation, la partie imaginaire 
orrespond au taux de 
rois-san
e. La pulsation est adapté à 
haque itération dire
t/adjoint : ωn+1 = ωn + Real(ω̃n).Ainsi la forme d'onde progressive permet de simpli�er le post-traitement en dé
omposant laperturbation en une partie os
illante exp(iωt) et une amplitude q(t). Le taux de 
roissan
e,
al
ulé sur l'évolution de l'amplitude, est alors plus pré
is.Les résultats sont obtenus ave
 une dis
rétisation spatiale, basée sur les polyn�mes deChebyshev dans la dire
tion normale (y), Hermite dans la dire
tion transversale (z) etasso
iée un s
héma d'ordre deux en temps. Les paramètres numériques sont :

Ny = 51, y∞ = 10 δ1 = 24 mm,

Nz = 61, z∞ = 5 δ1 = 12 mm,

∆t = 10−2.Le 
ritère d'arrêt des itérations dire
t/adjoint vaut 10−8 ; il porte, soit sur le gain (Gn+1−
Gn)/Gn+1, soit sur taux de 
roissan
e |ω̃n+1

i − ω̃n
i |/|ω̃n+1

i |.On peut distinguer les instabilités selon leurs symétries :� variqueuses : u, v symétriques par rapport au milieu de la strie, w antisymétrique.� sinueuses : u, v antisymétriques par rapport au milieu de la strie, w symétrique.Le mode variqueux résulte d'une instabilité de type Kelvin-Helmholtz sur une in�exiondu pro�l dans la dire
tion normale à la paroi. Le mode sinueux est lié au 
isaillementtransversal. Deux exemples sont donnés sur la �gure 8.4.
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Fig. 8.4 � Iso-
ontours du module de u. A gau
he perturbation variqueuse (symétrique),
Topt = 10, α = 0.85 et F = (2π/ω)/Tcar = 109 Hz. A droite perturbation sinueuse(antisymétrique) Topt = 200, α = 0.31 et F = 39 Hz. On a superposé la ligne 
ritique
U = c (traits dis
ontinus) et la frontière de la 
ou
he limite (traits pointillés).Les perturbations se situent sur la 
ourbe 
ritique de l'é
oulement, i.e. la ligne où lavitesse de phase de l'onde est égale à la vitesse de l'é
oulement de base. Ce résultat est a
omparer ave
 les mesures reproduites sur la �gure 8.5.
Fig. 8.5 � Distribution de l'amplitude des �u
tuations (u′) à x − x0 = 50 mm. (a) Sy-métrique (variqueuse) à F = 110 Hz, representé par des iso-lignes de u′/U∞ = 0.002à 0.018. (b) Anti-symétrique (sinueuse) à F = 60 Hz, representé par des iso-lignes de
u′/U∞ = 0.00025 à 0.00175. (Figure provenant de l'arti
le de Asai et al. [7℄).Les �u
tuations mesurées présentent des iso-
ontours, autours de z = ±5 mm, plusin
urvés près de la paroi par rapport aux 
al
uls. Ce
i est lié à l'absen
e de stries dehaute vitesse dans notre modèle qui auraient pour e�et d'in
urver la 
ourbe 
ritique (U =
c) et don
 de rappro
her les 
ontours de urms de la paroi. Néanmoins la 
omparaison
al
ul/mesures est satisfaisante autour du sillage (z = 0; y ≈ 4 mm).Etude paramétrique sur le nombre d'ondePour 
ommen
er, on réalise une étude paramétrique sur α, représentée sur la �gure 8.6,pour une perturbation optimale 
al
ulée aux temps Topt = 10. On 
hoisit un temps 
ourtpour deux raisons, d'une part pour être 
ohérent ave
 l'hypothèse d'un é
oulement de basegelé, 
'est-à-dire stationnaire. D'autre part la transition vers la turbulen
e se faisant demanière brutale, on peut s'attendre à 
e que les e�ets non linéaires interviennent avant quel'instabilité n'atteigne un 
omportement asymptotique (modal).La vitesse de phase est quasi-
onstante c ≈ 0.49 vis-à-vis du nombre d'onde. De plusles perturbations optimales, aux temps 
ourts, ne sont pas stationnaires, elles ont la formed'ondes progressives, ave
 un 
ertain nombre d'onde optimal. Ce résultat a également étéobtenu par Butler et Farrell [28℄ pour des é
oulements bidimensionnels parallèles (Couette,Poiseuille et Blasius). Aux temps 
ourts 
es auteurs ont obtenu des perturbations optimales
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Fig. 8.6 � A gau
he pulsation (ω) de la perturbation optimale en fon
tion du nombred'onde (α). A droite valeur du gain à t = 10 en fon
tion de α.sous la forme d'ondes obliques (α 6= 0, β). Il faut ajouter que pour de faibles nombre d'onde,
α→ 0, l'hypothèse d'un é
oulement de base parallèle (ou stationnaire) n'est plus véri�ée.Nous allons maintenant nous intéresser à l'évolution de 
es perturbations : 
roissan
eexponentielle (instabilité modale 
lassique) ou algébrique.Croissan
e exponentielle vs algébriquePour une étude modale, on 
her
he le 
omportement asymptotique des perturbations.On utilise Topt = 200 pour la perturbation variqueuse et Topt = 400 pour la perturbationsinueuse. Ces valeurs nous assurent d'une bonne 
onvergen
e sur le taux de 
roissan
e,prouvant que le régime asymptotique (modal) est atteint. On représente sur la �gure 8.7les taux de 
roissan
e en fon
tion de la fréquen
e.
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Fig. 8.7 � Taux de 
roissan
e (adimensionné) des ondes instables en fon
tion de la fré-quen
e. Les ◦ désignent une perturbation sinueuse, les � une perturbation variqueuse.Le taux de 
roissan
e (ωi) des perturbations sinueuses est plus important que 
elui



8.2. PERTURBATIONS LINÉAIRES 107des perturbations variqueuses pour les basses fréquen
es. Cependant aux temps 
ourts lesperturbations les plus ampli�ées sont toujours symétriques (variqueuses). Il est importantde noter que 
es résultats dépendent du modèle de strie utilisé puisque la 
ompétitionsinueux/variqueux dépend des 
isaillements normal et transversal.Sur la �gure 8.8, on représente l'évolution de l'amplitude des perturbations dé�nie
omme le maximum de urms =
√

ūu. Pour 
omparer, qualitativement, nos résultats ave
l'expérien
e de Asai et al., on opère une transformée de Taylor : x = U∞t. Ainsi Topt = 10
orrespond à une abs
isse dimensionnée xopt = 24 mm.
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Fig. 8.8 � Développement de l'amplitude de u, pour di�érentes fréquen
es.Les �u
tuations u′ les plus ampli�ées sur 
ette 
ourbe 
orrespondent à une fréquen
ede 40 Hz, soit un nombre d'onde adimensionné de α = 0.15. Pourtant on se rappelle quel'énergie totale des perturbations est maximale pour un nombre d'onde de l'ordre de 1(�gure 8.6).On peut 
omparer l'évolution de l'amplitude de u′ 
al
ulée ave
 les mesures reportéessur la �gure 8.9.

Fig. 8.9 � (Figure provenant de l'arti
le de Asai et al. [7℄).



108 CHAPITRE 8. SUR LA STABILITÉ D'UNE STRIELes mesures de Asai et al. montrent une fréquen
e optimale pour u′ autours de 110 Hz,qui n'est pas restituée par le 
al
ul. On peut donner deux expli
ations pour justi�er 
ettedi�éren
e. D'une part on peut supposer que nos 
al
uls sont trop di�érents de l'expérien
e :mauvaise modélisation de la strie, méthode des perturbations optimales qui ne 
orrespondpas au forçage de l'expérien
e. D'autre part on peut supposer que les mesures par �l 
haudne restituent pas seulement u′ mais plut�t √u′2 + v′2.Asai et al. [7℄ ont observé des plateaux sur les 
ourbes d'amplitudes des modes variqueux(�gure 8.9) qui seraient liés, d'après les auteurs, aux e�ets non linéaires. Il est possible,d'après nos résultats, que 
es plateaux soient la signature d'une 
roissan
e algébrique desperturbations. Les mesures sur les modes sinueux montrent des niveaux d'amplitude plusfaibles, ave
 une nette 
roissan
e exponentielle, sans plateaux.D'après nos 
al
uls 
es instabilités sinueuses montrent des 
roissan
es algébriques plusfaibles mais des 
roissan
es exponentielles plus importantes par rapport aux instabilités va-riqueuses. Autrement dit, pour 
e modèle de strie, les perturbations les plus ampli�ées auxtemps 
ourts sont symétriques (variqueuses) alors qu'aux temps longs se sont les pertur-bations antisymétriques (sinueuses) qui sont le plus ampli�ées. Il est important d'ajouterque, pour un nombre d'onde α �xé, les perturbations optimales ont la même forme que lesmodes instables. Ce résultat a également été obtenu par H÷p�ner et al. [88℄ pour le 
as destries périodiques en envergure. Si la transition vers la turbulen
e s'opère dès que l'instabi-lité atteint un 
ertain seuil 
ritique, il est né
essaire de prendre en 
ompte le 
omportementtransitoire des perturbations.Pour véri�er l'hypothèse d'un état de base quasi-stationnaire, des 
al
uls ont été réalisésave
 les mêmes 
onditions initiales, mais ave
 une strie amortie au 
ours du temps. La strie
Us est solution du problème de di�usion :

∂Us

∂t
=

1

Re

(
∂2Us

∂y2
+

∂2Us

∂z2

)

.Les résultats sont très peu di�érents du 
as où la strie est gelée en temps.8.3 Simulation numérique dire
teL'étude pré
édente nous a permis de 
al
uler des instabilités linéaires superposées àun modèle de strie de basse vitesse. On a 
hoisit de 
al
uler des perturbations ave
 uneforte 
roissan
e initiale, sus
eptibles de dé
len
her rapidement la turbulen
e. On s'intéressemaintenant à l'évolution non linéaire de 
es perturbations.Nous avons réalisé une simulation numérique dire
te de la transition initiée par un modevariqueux. Le 
ode, développé par l'auteur, est une extension de la résolution des équationsde Navier-Stokes bidimensionnelles au 
as tridimensionnel (voir annexe C). Les paramètresnumériques sont : Ny = 51, y∞ = 10δ1 = 24 mm ; Nz = 63, z∞ = 6δ1 = 14.4 mm. Dans ladire
tion longitudinale on utilise Nx = 64 modes de Fourier. Un s
héma temporel d'ordredeux en temps a été utilisé, asso
ié à un pas de temps de ∆t = 2 10−3. On impose un bruitde fond sur l'é
oulement, jusqu'au temps t = 50, ave
 une amplitude aléatoire inférieureà 10−5. De 
ette manière, les di�érents modes de Fourier se développent à partir d'unniveau plus élevé. La divergen
e évolue autours de 10−14. La dis
rétisation spatiale est
ertainement trop faible pour obtenir des résultats 
omparables à la réalité, néanmoins onespère 
apturer qualitativement l'essentiel des phénomènes mis en jeu.Le nombre de Reynolds, 
omme pré
édemment vaut 650. On initialise la simulation ave
une perturbation optimale en T = 10. Comme pour l'expérin
e de Asai et al., la fréquen
e
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hoisie égale à 110 Hz et l'amplitude, basée sur le maximum de u′,est imposée à 1%. Il s'agit de la perturbation variqueuse-symétrique 
al
ulé pré
édemment(�gure 8.4). Le nombre d'onde asso
ié à 
ette perturbation vaut α0 = 0.8463 ≈ 2 mm−1.Les 
al
uls sont réalisés sur deux périodes spatiales, on a don
 deux familles de mode : lemode α0 et ses harmoniques(i.e. 2α0, 3α0, ...), et le mode α0/2 et ses harmoniques propres(i.e. 3α0/2, 5α0/2, ...). Pour ne pas ex
iter en 
ontinu les instabilités, nous avons 
hoisid'in
lure la strie dans la perturbation initiale. Ainsi le sillage est amorti au 
ours du tempset on a une 
ompétition entre la 
roissan
e des instabilités et la dé
roissan
e de la strie.Dans 
e 
hapitre on utilise une moyenne spatiale sur x :
f̄ =

1

Lx

∫

Lx

f dx,où Lx = 2× 2π
α0

désigne la longueur du domaine. Les �u
tuations sont notées f ′ = f − f̄ .La �u
tuation de vitesse longitudinale initiale est représentée sur la �gure 8.10.

Fig. 8.10 � Flu
tuations de vitesse u′ imposée 
omme 
ondition initiale. Les isosurfa
es
orrespondent à des valeurs de ±20% de la valeur maximale (i.e. |u|max = 1% U∞).On représente la �u
tuation de vitesse longitudinale u′ au temps t = 20 sur la �gure8.11.

Fig. 8.11 � Isosurfa
e de u′ 
orrespondant à ±40% de la valeur maximale (i.e. |u|max =
13.8% U∞), pour t = 20.



110 CHAPITRE 8. SUR LA STABILITÉ D'UNE STRIELes perturbations optimales à t = 0 sont orientées, en suivant la dire
tion de l'é
oule-ment, vers la paroi alors que les perturbations à t = 20 sont orientées vers l'extérieure dela 
ou
he limite, en a

ord ave
 l'étude de H÷p�ner et al. [88℄ ou S
hoppa et Hussain [99℄.L'évolution temporelle de l'énergie des modes de Fourier est représentée sur la �gure8.12.
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Fig. 8.12 � Evolution temporelle de l'énergie des di�érents modes. Le mode α = 0 estreprésenté par un trait dis
ontinu. Le mode α0 et ses harmoniques nα0 sont représentés entraits 
ontinus. En�n les modes α = nα0/2 sont représentés par des pointillés.Dans un premier temps, on observe la 
roissan
e algébrique du mode variqueux et ladé
roissan
e du mode 
onstant α = 0, qui 
orrespond à la di�usion de la strie de bassevitesse. Dans un deuxième temps on observe l'émergen
e des modes nα0/2, 
e qui se traduitpar la perte progressive de la périodi
ité initiale (2π/α0) de l'é
oulement, l'é
oulementdevient apériodique.Un des phénomènes importants observés dans la transition par des perturbations sy-métriques 
on
erne la naissan
e de tourbillons en 'fer à 
heval' 
hevau
hant la strie debasse vitesse. Ces stru
tures sont 
aratérisées par de basses pressions 
e qui permet de lesmettre en éviden
e. Sur la �gure 8.13 on a superposé une isosurfa
e de basse pression à ladéviation de vitesse longitudinale : ∆u = U−UBlasius. La déviation de vitesse ∆u 
ontientle sillage (la strie) en plus de la �u
tuation de vitese (u′).
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Fig. 8.13 � Au temps t = 50, en 
lair : isosurfa
e de ∆u 
orrespondant à −60% de la valeurmaximale (i.e. max|∆u| = 36%), et en noir : isosurfa
e de p′ 
orrespondant à −50% de lavaleur maximale (i.e. max|p′| = 1.7%).Par intera
tions quadratique, les �u
tuations de vitesse ±α 
réent un mode 
onstant(i.e, α = 0), représenté sur la �gure 8.14.
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Fig. 8.14 � Au temps t = 50, ve
teurs (v0, w0) 
orrespondant au mode α = 0 (|v0|max =
2.1% U∞ et |w0|max = 3.5% U∞).Ce mode 
onstant peut s'interpréter 
omme une déviation de l'é
oulement moyen, sus-
eptible de générer d'autres instabilités algébriques et dé
len
her ou a

élérer la transition.Il faut noter que des 
al
uls ave
 un pro�l de strie gelé, i.e. stationnaire, donnent destourbillons similaires à 
eux de la �gure 8.14. On observe que 
es tourbillons longitudinauxtendent à se rappro
her de la paroi au 
ours du temps. Ces stru
tures pourraient 
onstituerune amor
e pour le 
y
le pariétal d'une turbulen
e développée.D'après les résultats pré
édents on peut faire une ébau
he s
hématique du pro
essus detransition : la strie induit la 
roissan
e d'une onde qui, par des e�ets quadratiques (nonlinéaires), déforme l'état de base donnant lieu à de nouvelles ondes instables et ainsi desuite.Pour atteindre un é
oulement turbulent développé, le point de vue le plus 
ouram-ment admis est 
elui proposé par Hopf-Landau, selon lequel l'apparition du 
haos se fait



112 CHAPITRE 8. SUR LA STABILITÉ D'UNE STRIEprogressivement, par ex
itation de pro
he en pro
he dans le spe
tre d'un grand nombrede degrés de liberté, la turbulen
e pleinement développée se dé�nissant alors 
omme unrégime asymptotiquement atteint quand tous les degrés de liberté du système sont ex
i-tés. Les mé
anismes d'ex
itation, peuvent 
orrepondre à un nombre 
roissant de modesinstables qui remplissent le spe
tre, ou à une su

ession de 
roissan
es algébriques, 
ommel'a proposé Grossmann [54℄.Pour 
on
lure 
e 
hapitre, on signalera que Konishi et Asai [74℄ ont étendu l'étudeexpérimentale au 
as de stries de basse vitesse multiples, arrangées périodiquement en en-vergure. Le mode fondamental et le premier sub-harmonique sont ex
ités arti�
iellementpour 
haque type : sinueux ou variqueux. Le développement du mode harmonique est fai-blement dépendant de l'espa
ement des stries. Le mode fondamental, sinueux ou variqueux,est pour sa part très sensible à l'espa
ement des stries. Le point à retenir est que, pour desamplitudes de stries égales, le taux de 
roissan
e est toujours plus faible par rapport au
as pré
édent d'une strie isolée.



Chapitre 9Critère de transitionEn 1928, Frank Whittle publia sa théorie sur les turbines à gaz. Le premier vol réussiave
 
e type de propulsion eut lieu en 1939. Ensuite le développement de 
es turbinesdevient très rapide, et aujourd'hui le 
hamp d'appli
ation dépasse le domaine de la propul-sion aéronautique. Par exemple la produ
tion d'éle
tri
ité dans de grandes turbines peutatteindre plusieurs 
entaines de mégawatts. Une turbine à gaz est 
onstituée de trois par-ties, le 
ompresseur, la 
hambre de 
ombustion et la turbine. L'air après 
ompression estmélangé ave
 un 
arburant, après 
ombustion les gaz 
hauds sont éje
tés au travers de laturbine. Pour obtenir de bons rendements les températures doivent être élevées, il est don
né
essaire de bien 
onnaître les transferts de 
haleur entre l'aube de turbine et le �uideambiant. Ces �ux sont fortement dépendants de la nature laminaire et/ou turbulente de la
ou
he limite qui se développe sur la paroi. En e�et l'agitation turbulente peut augmenterd'un fa
teur trois les �ux de 
haleurs.Ce paragraphe est 
onsa
ré à la prévision de la transition d'une 
ou
he limite soumiseà une turbulen
e extérieure. Ce travail a fait l'objet d'un arti
le [15℄.9.1 Critères empiriques de transition : bibliographieLa plupart des modèles de transition bypass utilise une appro
he turbulente, basée surla fon
tion d'intermitten
e. Le pro
essus de transition peut être in
orporé arbitrairementdans un 
al
ul numérique en modi�ant la vis
osité turbulente, obtenue par un modèle deturbulen
e, ave
 un fa
teur d'intermitten
e (νt → γνt). Par dé�nition γ(x) est égal à 0pour un é
oulement laminaire et 1 pour un é
oulement turbulent. Emmons en 1951 [44℄a proposé une théorie pour dé
rire la relation entre la produ
tion d'un spot turbulentet le fa
teur d'intermitten
e, basée sur des 
onsidérations probabilistiques. Si on supposequ'un spot turbulent est 
réé à un 
ertain point ~x0, par transport/di�usion, il 
ontamineraune 
ertaine région appelée 
�ne d'in�uen
e. Si maintenant on retourne le problème : on
her
he quelle est la fra
tion du temps γ au 
ours de laquelle l'é
oulement en un 
ertain ~xest turbulent. Cette zone est 
ontaminée par un ensemble de point ~x0. Emmons a dérivél'expression suivante : γ(~x) = 1−exp(
∫

Γ ρ(~x0) dV ), où ρ est le taux de produ
tion de spots.En supposant que les spots sont 
réés à l'abs
isse de transition, notée xt, on obtient un Dira
pour la fon
tion de produ
tion : ρ = n δxt , où n 
ara
térise le nombre de spots 
réés. Unefon
tion plus régulière que le Dira
 serait plus réaliste mais il semble qu'on puisse négligerla zone de produ
tion de spots devant la taille de la zone transitionnelle. On obtient alors ladistribution de Narasimha, sous forme adimensionnée : γ(~x) = 1− exp
(
−λ(Rex −Rext)

2
)113



114 CHAPITRE 9. CRITÈRE DE TRANSITIONIl reste alors à déterminer deux paramètres, le nombre de Reynolds du début de transition
Rext et λ qui 
ara
térise la longueur de la zone transitionnelle. Ces deux paramètresdépendent, entre autres, du taux de turbulen
e extérieur Tu et de l'é
oulement moyen.Quand le taux de turbulen
e augmente ou quand l'é
oulement est dé
éléré, la transitionse produit plus t�t, sur une zone plus 
ourte, et ré
iproquement.Fransson et al. [49℄ ont appliqué le modèle de Narasimha à la 
ou
he limite de Blasius.En utilisant leurs résultats expérimentaux et la relation Rex,tr = Rex,γ=0.5 = K Tu2 =
196 Tu2, ils ont obtenu :

λ =
1.52

∆Re2
tr,min

(

1 +
0.33K

∆Retr,min
Tu−2

)−2

,ave
 ∆Retr,min = 3.9 × 104. Mais 
es résultats ne sont valables que pour des é
oulementssans gradient de pression extérieur.Une alternative a été proposée par Suzen et Huang [103℄ en 1999. Dans un premiertemps, les paramètres (xt, λ) sont déterminés en fon
tion du taux de turbulen
e extérieur
Tu pour le 
as sans gradient de pression par des 
orrélations empiriques. Par exemple AbuGhanam et Shaw ont proposé Reθt

= 163+exp(6.91−Tu) et λ = 1.5 10−11 Tu7/4. Les e�etsdu gradient de pression sont alors pris en 
ompte en é
rivant une équation de transportpour la fon
tion d'intermitten
e. Suzen et Huang [103℄ ont ensuite in
lus 
ette équationdans une 
ode 
ou
he limite turbulent en utilisant une vis
osité turbulente 
al
ulée par unmodèle SST de Menter (1994) [83℄. Ils ont testé leur modèle sur la série d'expérien
es T3(T3A, T3B, T3C1, et T3C2). Les 
omparaisons pour le 
oe�
ient de frottement (Cf) et lenombre de Reynolds (Reθ) donnent de bons résultats. Il pourrait être intéressant d'utiliserla fon
tion d'intermitten
e de Narasimha modi�ée par Fransson et al. pour le problèmespé
i�que de la transition bypass.On présente maintenat deux 
ritères pour estimer la transition, adaptés aux 
as de fortstaux de turbulen
e extérieure.Van Driest and Blumer (1963) [41℄ ont postulé que la transition se produit quand lenombre de Reynolds basé sur la vorti
ité atteint un 
ertain seuil. Leur 
ritère prend en
ompte l'in�uen
e d'un gradient de pression extérieur en utilisant la théorie de Pohlhausen.
1690Re−1/2

xt
= 0.312(m + 0.11)−0.528 + 0.73δ2 Re1/2

xt
Tu2,où Rext est le nombre de Reynolds au point de transition basé sur la vitesse extérieurelo
ale, et δ = δ99/xRe

1/2
xt . Le paramètre m est lié au gradient de pression adimensionné. En
on
lusion ils ont indiqué que des 
al
uls préliminaires sur des é
oulements 
ompressiblesdonnent une transition plus en amont quand le nombre de Ma
h augmente, en a

ord ave
les expérien
es. Ils n'ont 
ependant pas donné plus de détails.Utilisant des données expérimentales, sur des 
as sans gradient de pression, Anderssonet al. [2℄ proposent une 
orrélation entre le nombre de Reynolds au point de transition

Rext et le taux de turbulen
e Tu. Pour modéliser le pro
essus de ré
eptivité, l'énergie desstries à l'entrée est supposée proportionnelle au taux de turbulen
e au bord d'attaque.La 
roissan
e de l'énergie des stries est supposée proportionnelle au nombre de Reynoldslongitudinal. Leur 
ritère est alors basé sur une énergie 
ritique :
Tu2Rext = Koù K est une 
onstante. Andersson et al. [2℄, à partir des résultats de Coupland [37℄ notam-ment, proposent la valeur K = 144. Fransson et al. [49℄ ont refait des mesures plus pré
ises



9.2. EQUATION DU MODÈLE ET CRITÈRE DE TRANSITION 115et donnent la valeur K = 196. Il faut noter qu'ils dé�nissent l'abs
isse de transition 
ommele point où la fon
tion d'intermitten
e γ est égale à 0, 5. Cette dé�nition est di�érente de ladé�nition habituelle où on aurait plutot γ ≈ 0, 1. Il faut noter pour 
on
lure que 
e 
ritèrene s'applique pas aux é
oulements ave
 gradient de pression extérieur.On reporte 
es deux 
ritères ainsi que les valeurs expérimentales de Coupland [37℄ etArnal et Juillen [6℄ dans un diagramme (Rext , Tu) sur la �gure 9.1. Sur la 
ourbe on aégalement représenté le 
ritère de Ma
k pour les ondes TS (voir dé�nition dans le 
hapitre4).
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Fig. 9.1 � Comparaison entre les modèles de transition d'Andersson et al. (trait plein), deVan Driest & Blumer (traits dis
ontinus) de Ma
k (pointillés) et les valeurs expérimentales.Les + 
orrespondent aux résultats de Arnal et Juillen, ◦ T3 sans gradient de pression, 3T3 ave
 gradient de pression.Si le 
ritère de Andersson et al. [2℄ donne de bons résultats pour la 
ou
he limitede Blasius, il ne peut être appliqué aux é
oulements ave
 gradient de pression. Dans 
eparagraphe on propose un modèle semi-empirique, basé sur les approximations de 
ou
helimite, qui imite la 
roissan
e des stries et leur in�uen
e sur l'é
oulement moyen. Ce modèlesera 
alibré à partir de 
as sans gradient de pression, ensuite il sera testé sur les 
as ave
gradient de pression.9.2 Equation du modèle et 
ritère de transitionEquation du modèlePour des taux de turbulen
e modérés (1% < Tu < 6%), la 
ontribution de la turbulen
eextérieure dans le bilan de quantité de mouvement ne peut pas être négligée, même avantla transition. Notre appro
he 
onsiste à utiliser des équations de 
ou
he limite pseudo-turbulente dans la zone laminaire. La modélisation est basée sur la triple dé
ompositionintroduite par Reynolds et Hussain (1972) [94℄. Cette triple dé
omposition a depuis étéutilisée, entre autres, par Reau and Tumin [90℄, Bottaro et al. [23℄ et Jang et al. [65℄. Lesquantités instantanées Q = [U V W P ] sont dé
omposées, en une 
omposante moyenne
Q̄ et �u
tuante q′. Cette dernière est elle même dé
omposée en une partie 
ohérente qc et



116 CHAPITRE 9. CRITÈRE DE TRANSITIONune partie aléatoire qr :
Q = Q̄ + q′, avec q′ = qc + qr (9.1)Ave
 Q̄ = [Ū V̄ 0 P̄ ], qc = [uc 0 0 0 0] et qr = [ur vr wr pr]. Une notion importanteest impli
itement présente dans 
ette dé�nition : les parties 
ohérentes et �u
tuantes sontdé
orrélées, ex
epté le terme sour
e des stries : ucvr qui est stri
tement négatif. Pour lapartie 
ohérente on se limite à la �u
tuation de vitesse longitudinale puisque 
'est la seule
omposante ampli�ée par le mé
anisme 'lift-up' dé
rit dans 
ette thèse.Nous allons maintenant 
onstruire un système d'équations pour Q̄ et uc. Pour dé
rirel'é
oulement moyen, on se base sur les équations de Navier-Stokes moyennées (RANS) etadimensionnées, en utilisant les é
helles de 
ou
he limite. Dans la dire
tion prin
ipale del'é
oulement, on utilise une é
helle 
ara
téristique de longueur L, par exemple la 
orde,asso
iée à une e
helle de vitesse Ue(L). Les dire
tions transverses sont adimensionnées parune longueur 
ara
téristique de l'épaisseur de la 
ou
he limite δ =

√

νL/Ue(L), et unevitesse asso
iée Ue(L)/Reδ . Ces é
helles appliquées aux équations moyennées donnent aupremier ordre un système de deux équations indépendantes du nombre de Reynolds etparaboliques dans la dire
tion de l'é
oulement :
Ūx + V̄y = 0,
Ū Ūx + V̄ Ūy = UeUe,x + Ūyy − (ucuc)x − (ucvr)y,

(9.2)asso
ié aux 
onditions aux limites :pour y = 0, U = V = 0, pour y →∞, U → Ue. La 
ondition d'entrée est donnée par la so-lution de similitude de Hiemenz dé
rivant une 
ou
he limite près d'un bord d'attaque. Dans
es équations, on a négligé le terme aléatoire (amorti) (urur)x devant le terme 
ohérent(ampli�é) (ucuc)x.Pour les �u
tuations 
ohérentes (stries) on utilise l'équation de 
onservation de quantitéde mouvement longitudinale parabolisée et linéarisée. Ainsi l'équation pour les stries estobtenue en inje
tant la dé
omposition (9.1) dans les équations de Navier-Stokes et ensoustrayant les équations pour l'é
oulement moyen. En appliquant les é
helles de 
ou
helimite dé
rites pré
édemment, on obtient que la �u
tuation de vitesse 
ohérente (uc) estde l'ordre de Ue(L), alors que la �u
tuation de vitesse aléatoire (vr) est de l'ordre de
Ue(L)/Reδ . L'équation pour la 
omposante uc s'é
rit :

uc,t + Ūuc,x + Ūxuc + V̄ uc,y = uc,yy + uc,zz − Ūyvr. (9.3)asso
ié aux 
onditions aux limites : uc(y = 0) = uc(y → ∞) = 0. Il faut noter i
i queles stries ne peuvent pas être 
réées en l'absen
e de 
isaillement de l'é
oulement moyen,don
 uc tend vers zéro à l'extérieur de la 
ou
he limite. En 
ondition d'entrée on impose :
uc(x = 0, y) = 0.Les perturbations sont dé
omposées en série de Fourier dans les dire
tions homogènes(i.e. en temps et dans la dire
tion transversale). De plus la linéarité des équations permetune analyse mode par mode. Ainsi uc et vr s'é
rivent :

{
uc(x, y, z, t) =

∑∞
m,n ũm,n

c (x, y) exp(iβmz − iωnt)

vr(x, y, z, t) =
∑∞

m,n ṽm,n
r (x, y) exp(iβmz − iωnt)

(9.4)où ω est la pulsation et β le nombre d'onde transversal.



9.2. EQUATION DU MODÈLE ET CRITÈRE DE TRANSITION 117La turbulen
e est supposée homogène et stationnaire en moyenne. On dé�nit la moyenne
omme :
f̄ = lim

T,Z→∞

(
1

T

1

Z

∫

t

∫

z
f dzdt

) (9.5)En analyse mode par mode, les 
orrélations deviennent :
a b =

ω

2π

β

2π

∫

t

∫

z
ã b̃× e2i(βz−ωt) dzdt = ã b̃, (9.6)
e qui implique : ucvr = ũcṽr and ucuc = ũcũc. De la même manière l'é
art type de lavitesse longitudinales s'é
rit : urms = |ũc|.Pour déterminer ω et β on se base sur les résultats de perturbations optimales (
f
hapitre 5) : les stries les plus ampli�ées sont stationnaires (ω = 0) ave
 une largeurproportionnelle à l'épaisseur de 
ou
he limite (β = 0.3/θ(x), ave
 θ l'épaisseur de quantitéde mouvement).Des expérien
es sur des stries induites par une turbulen
e de grille montrent que 
esstries sont e�e
tivement quasi-stationnaires. Cependant leur é
helle transversale est le ré-sultat d'une 
ompétition 
omplexe entre la ré
eptivité au niveau du bord d'attaque, lesé
helles de la turbulen
e extérieure et le développement de la 
ou
he limite (voir Matsu-bara et Alfredsson [82℄). Cependant en augmentant le taux de turbulen
e et su�sammentloin du bord d'attaque, l'é
helle transversale 
ara
téristique tend vers la longueur d'ondeoptimale.En 
on
lusion le système d'équations à résoudre est :

Ūx + V̄y = 0,
Ū Ūx + V̄ Ūy = UeUe,x + Ūyy − (ũcũc)x − (ũcṽr)y,
Ū ũc,x + Ūxũc + V̄ ũc,y = ũc,yy − β2ũc − Ūy ṽr.

(9.7)ave
 β = 0.3/θ(x) et les 
onditions aux limites et 
onditions initiales données pré
édem-ment.Ce ré-arrangement des équations permet d'isoler 
e qui est 
al
ulable numériquement(les stries uc) de 
e qui ne l'est pas (les �u
tations turbulentes et in
ohérentes vr). En
ontrepartie 
e système d'équations n'est pas fermé. Il faut don
 modéliser, ave
 une partd'arbitraire, la �u
tuation de vitesse normale à la paroi vr.Pour modéliser vr on se base sur quelques résultats expérimentaux. Des mesures LDV(Fransson et al. [50℄), PTV (Inasawa et al. [62℄) et des simulations numériques [64℄ montrentque pour des stries de faibles amplitudes, le pro�l v est une fon
tion stri
tement 
roissantedans la 
ou
he limite qui tend vers la valeur moyenne à l'extérieur de la 
ou
he limite. Ena

ord qualitatif ave
 
es résultats, le pro�l est 
hoisi dé
roissant et monotone de l'extérieurvers la paroi :
ṽr(x, y) = A y2e−αy Tu Reδ pour y < δ99

ṽr(x, y) = cst pour y > δ99
(9.8)

δ99 est l'épaisseur lo
ale de 
ou
he limite où la vitesse longitudinale atteind 99% de lavitesse extérieure. Cette fon
tion véri�e les 
onditions aux limites physiques à la paroi :
vr = vr,y = 0. Elle est 
ontinûment dérivable à la frontière vr,y(y = δ99) = 0 en prenant α =
2/δ99. La 
onstante de normalisation est déterminée empiriquement, à partir d'expérien
essur plaque plane sans gradient de pression : A = 0.07. En�n, le pro�l de vr à l'extérieur dela 
ou
he limite n'in�ue pas sur les 
al
uls puisque l'intéra
tion vrŪy est nulle.



118 CHAPITRE 9. CRITÈRE DE TRANSITIONOn peut ajouter que des mesures de vrms par �ls 
hauds 
roisés sont in
orre
ts. L'erreurest liée à un variation transversale de la vitesse longitudinale (Fransson et al. [50℄).Les e�ets de la turbulen
e extérieure (FST) sur l'é
oulement moyen interviennent àtravers l'apport des �u
tuations de vitesse dans le bilan de quantité de mouvement. Letenseur de Reynolds agit 
omme un terme sour
e né
essaire pour reproduire 
orre
tementles 
ara
téristiques de l'é
oulement moyen avant la transition. A noter que le terme detension de Reynolds supplémentaire par rapport aux équations de 
ou
he limite turbulente
(ucuc)x est une 
onséquen
e de l'utilisation des é
helles de Prandtl dans la modélisationdes stries. Cependant 
e terme n'a qu'une faible in�uen
e par rapport à (ucvr)y.Il faut noter que les moyennes expérimentales sont temporelles, alors que les moyennesutilisées dans 
e modèle sont spatiale (i.e. en envergure). On suppose i
i, sans le justi�er,que 
es deux moyennes sont équivalentes.Critère de transitionOn 
her
he un 
ritère simple, 
ohérent ave
 le modèle développé pré
édemment. Le
ritère utilisé dans la suite s'appuie sur l'idée que la turbulen
e ne peut se développer dansla 
ou
he limite que si le rapport entre le terme moteur (−ucvr) et le terme dissipatif (νUy)dépasse un 
ertain seuil déterminé empiriquement :

max
∀y

∣
∣
∣
∣

−ucvr

ν∂U/∂y

∣
∣
∣
∣
= C = 0, 5 pour x = xt (9.9)9.3 In�uen
e des stries sur l'é
oulement moyenCette se
tion a pour but de 
ara
tériser l'in�uen
e des stries sur l'é
oulement moyen,l'évolution de ses quantités intégrales et sa stabilité vis-à-vis des ondes TS. On se pla
edans le 
as d'une 
ou
he limite de Blasius idéale ave
 une vitesse extérieure de 30 m/s. Ilest important de noter que l'étude de stabilité porte i
i sur l'é
oulement moyen Ū(x, y), ilne s'agit pas de stabilité de l'é
oulement tridimensionnel U(x, y, z).
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 Ue = cste = 30 m/s. In�uen
e du taux deturbulen
e Tu sur le fa
teur de forme H (à gau
he). In�uen
e du taux de turbulen
e Tusur le fa
teur N (à droite). Les symboles désignent les points de transition : ◦ transitionTS, 3 transition bypass.



9.4. RÉSULTATS 119Sur la �gure 9.2 à gau
he, on représenté l'évolution du fa
teur de forme H pour di�érentstaux de turbulen
e Tu. A droite on a représenté le fa
teur N des ondes TS, pour ladé�nition, se reporter au 
hapitre 4. Les 
er
les désignent les points de transition estiméspar le 
ritère de Ma
k, appliqué au pro�l idéal de Blasius (transition 
lassique). Les losangesdésignent les points de transition estimés par le 
ritère donné par l'équation 9.9 (transitionbypass).Le fa
teur de forme H n'est pas 
onstant en présen
e de stries, il a une évolution sensible-ment linéaire dé
roissante. Ce
i est 
ohérent ave
 la dé
roissan
e du fa
teur d'ampli�
ation
N . Ainsi l'in�uen
e des stries sur la stabilité de l'é
oulement est ambigu. D'une part lesstries amortissent les ondes TS, d'autres part leur in�uen
e lo
ale sur l'é
oulement peutgénérer de nouvelles instabilités, 
ertainement d'origine in�e
tionnelles. Ce pro
essus dedestabilisation est 
omplexe et né
essite un traitement numérique lourd (étude de stabilité2D).9.4 RésultatsLes résultats de 
e modèle ont été 
omparés aux mesures de Coupland [37℄, qui pré-sentent di�érents é
oulements ave
 ou sans gradient de pression extérieur. Ces mesuresont été faites sur une plaque plane, le gradient de pression étant 
réé par une forme surla paroi supérieure de la veine représentée sur le s
héma 9.3. On élimine ainsi l'in�uen
ede la 
ourbure de paroi longitudinale qui n'est pas négligeable pour le développement destourbillons longitudinaux (
f. instabilité de Goertler).

Fig. 9.3 � Dispositif expérimental de Coupland.Les 
ara
téristiques des di�érents 
as sont présentées dans le tableau 9.1.Dans les �gures qui suivent, les résultats expérimentaux sont représentés par des sym-boles et les 
al
uls en traits pleins. De plus, des résultats 
al
ulés à partir des équationsde 
ou
he limite laminaire sont représentés en traits dis
ontinus, ils 
orrespondent auxéquations (9.7) sans 
ouplage (ie. sans le terme −(ucuc)x − (ucvr)y).



120 CHAPITRE 9. CRITÈRE DE TRANSITIONTab. 9.1 � Expérien
es de Coupland (Rolls-Roy
e)
U∞(m/s) Tu(%) Rextr × 10−3 dP/dxT3A 5.4 3.0 144 0T3B 9.4 6.0 63 0T3A- 19.8 0.9 16000 0T3C1 5.9 6.6 70 6= 0T3C2 5.0 3.0 264 6= 0T3C3 3.7 3.0 267 6= 0T3C4 1.2 3.0 99 6= 0T3C5 8.4 3.0 177 6= 0Plaque plane sans gradient de pression (
as T3A)Le fa
teur de forme H et le nombre de Reynolds basé sur l'épaisseur de quantité demouvement Reθ sont tra
és sur la �gure 9.4. Le fa
teur de forme est un indi
ateur trèssensible qui dé
roît lentement en présen
e de stries et qui dé
roît fortement au moment dela transition.
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Fig. 9.4 � Cas T3A. Fa
teur de frome H (gau
he) et nombre de Reynods basé sur l'épaisseurde quantité de mouvement Reθ (droite).Pour le 
al
ul sans 
ouplage le fa
teur de forme est pro
he de la valeur théorique deBlasius : H = 2, 59. Le 
al
ul ave
 
ouplage 
apture relativement bien la dé
roissan
emesurée. L'in�uen
e du 
ouplage est plus nette sur l'évolution du nombre de Reynolds.Le point de transition donné par le 
ritère est représenté par une ligne verti
ale. Il esten bon a

ord ave
 la valeur estimée par Coupland à partir des mesures (voir le tableauré
apitulatif 9.2).L'in�uen
e des stries sur le 
oe�
ient de frottement Cf est négligeable, les 
al
uls ave
et sans 
ouplage sont tous deux très pro
hes des mesures. Le 
oe�
ient de frottement estlié à l'épaisseur de quantité de mouvement par la relation Cf/2 = dθ/dx. En présen
e destries, la variation sur la dérivée de l'épaisseur de quantitée de mouvement reste faible.Les �u
tuations de vitesse longitudinale mesurées et 
al
ulées sont 
omparées sur la



9.4. RÉSULTATS 121�gure 9.5 pour quatre abs
isses. Les pro�ls auto-semblables des stries sont en bon a

orddans la 
ou
he limite. Les mesures ne tendent pas vers zéro à l'extérieur où on retrouve laturbulen
e extérieure. En e�et le pro�l mesuré 
ontient la partie 
ohérente uc ainsi que lapartie aléatoire ur, mais 
es deux 
omposantes sont, par hypothèse du modèle, dé
orrélées
uruc = 0 ; 
e résultat a été expérimentalement véri�é par Arnal et Juillen [6℄. En d'autrestermes on peut dire que la turbulen
e dans la 
ou
he limite n'est pas un prolongement dela turbulen
e extérieure.On peut noter que le maximum des �u
tuations est situé au milieu de la 
ou
he limitealors qu'il est pro
he de la paroi dans le 
as des ondes TS. Ce maximum atteint des valeursde l'ordre de 10% avant la transition, 
e niveau est supérieur à 
elui obtenu pour uné
oulement turbulent développé qui se situe aux alentours de 7%.
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BlasiusFig. 9.5 � Cas T3A. Pro�ls des �u
tuations de vitesse pour di�érentes abs
isses (gau
he)et déviation de l'é
oulement moyen à x = 0, 195 m (droite).Pour illustrer la distorsion de l'é
oulement de base par les stries, la �gure 9.5 montrela déviation entre l'é
oulement perturbé par rapport à la solution idéale de Blasius pour

x = 0, 195 m. Le 
al
ul est en bon a

ord ave
 l'expérien
e. La turbulen
e extérieure apour e�et d'augmenter la vitesse de l'é
oulement moyen près de la paroi et de diminuer
ette vitesse dans la partie supérieure de la 
ou
he limite. Cette distorsion explique ladé
roissan
e du fa
teur de forme (�gure 9.4) 
omme on l'a vu au 
hapitre 5. Le point oùla déviation s'annulle 
orrespond au maximum du pro�l des stries, il 
orrespond don
 auzéro de la dérivée du tenseur de Reynolds : ∂(ucvr)/∂y = 0 qui est le terme de forçagedominant des équations (9.7).Cou
he limite sur plaque plane ave
 gradient de pression (Cas T3C2)Dans le paragraphe pré
édent, le modèle a été 
alibré sur des 
as a
adémique de 
ou
heslimites du type Blasius. Les deux 
onstantes empiriques étant �xées, il reste maintenant àvéri�er si 
e modèle est prédi
tif : 
'est-à-dire faire des tests pour les 
as ave
 gradient depression.Nous illustrerons les résultats ave
 le 
as T3C3 qui est très pro
he du pré
édent : Tu =
3% et U∞ = 5 m/s. Sur la �gure (9.6), on a représenté l'évolution de la vitesse extérieure. Legradient de pression est initialement négatif (é
oulement a

éléré) puis légèrement positif(é
oulement dé
éléré sur la �n de la plaque), 
ette évolution est une approximation grossière



122 CHAPITRE 9. CRITÈRE DE TRANSITIONdes é
oulements sur des turbo-ma
hines.Dans 
e 
as la phase a

élérée initiale a pour e�et de retarder la transition par 
om-paraison au 
as sans gradient de pression (T3A). Cependant il faut noter que 
et e�etstabilisant sur les stries est très faible par rapport à 
e qu'il serait sur les ondes TS. La�gure 9.6 montre la 
omparaison entre le fa
teur de forme 
al
ulé et mesuré, le modèlesemble bien prendre en 
ompte l'in�uen
e du gradient de pression.
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teur de forme H (droite).L'amplitude maximale des stries ainsi que le nombre de Reynolds Reθ sont tra
és surla �gure 9.7. La 
omparaison entre les mesures et les 
al
uls est satisfaisante. L'amplitudeest quasi-proportionnelle à x1/2 malgré la présen
e d'un gradient de pression.
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Fig. 9.7 � Cas T3C2. Nombre de Reynolds basé sur l'épaisseur de quantité de mouvement
Reθ (gau
he) et amplitude des stries (droite).Ce 
as montre en outre que le passage à un gradient de pression positif dé
len
hebrutalement la transition. Ce
i est un argument en faveur d'une instabilité de type modalesuperposée aux stries, puisque 
e type d'instabilité est très sensible au gradient de pressionextérieur.
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apitulationUn résumé des estimations du point de transition (xt numérique), pour les di�érents
as tests est donné dans le tableau 9.2. On rappelle que les valeurs de 
omparaison (xtexpérimental) sont données par Coupland [37℄. Les 
ourbes 
orrespondantes sont donnéesen annexe B. Tab. 9.2 � Comparaisons des di�érents 
as tests.expérimental numériqueCas U∞ [m/s] Tu [%] xt [m] Reθ,t xt [m] Reθ,tT3A- 19,8 0,9 1,25 894 1,13 875T3A 5,4 3 0,38 267 0,41 266T3B 9,4 6 0,1 188 0,08 134T3C1 5,9 6,6 0,18 195 0,09 131T3C2 5 3 0,8 380 0,53 290T3C3 3,7 3 1,1 435 0,77 300T3C4 1,2 3 1,25 289 1,23 265T3C5 8,4 3 0,32 309 0,31 296Pour le 
as T3C3 la transition a lieu sur un point de dé
ollement. Comme l'a remarquéMorkovin [86℄, pour des taux de turbulen
e Tu ≥ 6%, la transition se produit pour desnombres de Reynolds minimum où la 
ou
he limite turbulente est auto-entretenue i.e. à
Reθ ≈ 190. Il faudrait plut�t parler d'é
oulement transitionnel puisque la turbulen
e, mêmesi elle n'est pas en
ore développée, est trop importante pour parler d'é
oulement laminaire.Pour 
es très fortes perturbations, l'existen
e d'une zone laminaire est dis
utable, on aprobablement une 
ontinuation de la turbulen
e extérieure vers la 
ou
he limite. Pour lesautres 
as le modèle donne une estimation 
orre
te de la transition, même en présen
e degradient de pression.Il reste maintenant a adapter 
e modèle a des 
as de plus en plus réalistes, en l'appliquantaux é
oulements instationnaires et 
ompressibles, pour se rappro
her des 
on�gurationsd'aubes de turbines. Par exemple, un 
as de référen
e intéressant 
on
erne le 'blunt bodyparadox', 
es 
as de transitions pré
o
es sur des 
orps sphériques observés en é
oulementsupersonique. Cette transition se produit dans une région où un fort gradient de pressionfavorable stabilise sans ambiguïté les ondes TS. Dans 
e 
ontexte la transition induitepar des stries instables est une expli
ation plausible. Une autre voie possible pour 
e typede 
ritère 
on
erne la transition dans un é
oulement instationnaire périodique. La zonede turbulen
e se propage au 
ours du temps et on a un nouveau paramètre de 
ontr�lele nombre de Strouhal St. En instationnaire, on distingue trois types de transition, oufrontières, laminaire/turbulent (voir par exemple [98℄) :� (1) transition par instabilités (s
énario 
lassique ou bypass)� (2) transition par 
onve
tion de spot� (3) transition par impa
t de sillage fortement turbulent.
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Chapitre 10Con
lusion10.1 SynthèseCe travail présente une modélisation des stries se développant dans une 
ou
he limitesur plaque plane.Dans une première partie, on a validé les approximations de Prandtl appliquées auxéquations de Navier-Stokes linéarisées dans le 
as d'une 
ou
he limite parallèle.Ensuite 
e modèle est appliqué au 
as non-parallèle. Dans un premier temps, l'étape deré
eptivité est modélisée par une méthode de perturbations optimales pour di�érents modesde Fourier. Les deux 
ara
téristiques essentielles des stries qui ressortent de 
es 
al
uls sontd'une part leur 
roissan
e algébrique et proportionnelle à √Rex et d'autre part leurs pro�lsauto-semblables. De plus l'épaississement de la 
ou
he limite implique que l'enveloppe surles nombres d'onde β des gains est 
roissante et non bornée, 
ontrairement au 
as desé
oulements parallèles ou les stries sont �nalement amorties. Ces résultats sont 
omparésqualitativement ave
 des mesures en sou�erie. Dans un deuxième temps le modèle estappliqué au 
as plus réaliste d'une intera
tion tourbillon/
ou
he limite.A travers nos résultats et la bibliographie, nous avons essayé de dégager quelques résul-tats fondamentaux 
on
ernant la stru
ture des stries et leur déstabilisation.Con
ernant la largeur 
ara
téristique des stries, on peut dire qu'elle est le résultatd'une 
ombinaison entre un mé
anisme de séle
tion de la 
ou
he limite et de la stru
turedes perturbations extérieures. Les 
al
uls de perturbations optimales dégagent un 
ertainnombre d'onde optimal, mais la 
ourbe est relativement plate. Don
 la séle
tion du nombred'onde par la 
ou
he limite est faible et l'espa
ement des stries dans les 
as d'ex
itationturbulente est plus fortement lié à la stru
ture de la turbulen
e extérieure.La question de la déstabilisation des stries reste aujourd'hui ouverte. Les résultats ins-tantanés de DNS montrent qu'au moment de la transition l'amplitude des stries est bienplus grande que les valeurs rms mesurées. Le lissage de l'opération de moyenne masque
ertainement les pro�ls réels, il est don
 di�
ile d'en déduire les mé
anismes de déstabili-sation. Des études à partir de modèles simpli�és de strie, 
omme 
elle réalisée au 
hapitre8, permettent d'isoler des mé
anismes de base de la transition. Il est possible que 
ettetransition soit le résultat d'une amor
e du 
y
le de paroi. Des stru
tures longitudinalesdé
len
hent des instabilités à 
ourtes longueurs d'onde qui, par intera
tion quadratique,régénèrent des stru
tures longitudinales et ainsi de suite jusqu'à maintenir une turbulen
eauto entretenue. Cependant 
es expérien
es 
ontr�lées ne peuvent reproduire la 
omplexitéd'une transition induite par turbulen
e extérieure.Dans le dernier 
hapitre, on a présenté un modèle plus pragmatique pour reproduire125



126 CHAPITRE 10. CONCLUSIONla dynamique des stries et estimer le seuil de transition. Il faut noter que 
e modèle neprétend pas à une des
ription des phénomènes 
omplexes mis en jeu. Les résultats ont été
omparés et validés ave
 des données expérimentales existantes. En parti
ulier 
e modèleest 
apable de prendre en 
ompte les e�ets d'un gradient de pression externe. Ces premiersrésultats sont en
ourageant et il reste maintenant a adapter 
e modèle aux é
oulementsinstationnaires et 
ompressibles, pour se rappro
her des 
on�gurations d'aubes de turbines.10.2 Perspe
tivesUn autre 
as test intéressant n'a pas été abordé dans 
ette thèse. Il s'agit d'une expé-rien
e réalisée par B. Tanguay [105℄ qui 
on
erne la déstabilisation d'une strie de bassevitesse isolée. Une paire de tourbillons 
ontra-rotatifs est 
réée par inje
tion de �uide autravers d'une fente pariétale dirigée selon l'é
oulement. Tanguay a montré que le rapportd'inje
tion (vitesse d'inje
tion/vitesse extérieure) est le paramètre 
lé de 
ette expérien
e.Dès que 
e rapport atteint un seuil, la strie de basse vitesse induite par les tourbillonsse déstabilise. On observe une perturbation os
illante, ave
 une 
roissan
e exponentielle,sous la forme d'un tourbillon de type 'fer à 
heval' qui 
hevau
he la strie. Ensuite, ave
le 
isaillement, le tourbillon évolue vers une forme en épingle à 
heveux', des tourbillonsse
ondaires sont alors générés par l'intera
tion des jambes du tourbillon primaire ave
 laparoi. Il a été montré que 
ette instabilité, initialement 
onve
tive, devient non linéaire-ment absolue. L'évolution de 
ette instabilité aboutit à une transition. Ce type de pro
essuspourrait être abordé ave
 les outils développés dans 
ette thèse. D'une part l'é
oulementde base, tourbillons plus la strie, peut être 
al
ulé à partir des équations PNS, d'autre partla stabilité de 
ette solution peut être traitée ave
 la la théorie de stabilité linéaire.L'utilisation des équations PNS peut permettre également le 
al
ul des instabilités deDean et Goertler dans des 
as où la géométrie est plus 
omplexe, ave
 une 
ourbure inho-mogène dans les deux dire
tions d'espa
e par exemple. De même on peut espérer 
al
ulerl'évolution spatiale de tourbillons de sillages.L'utilisation des équation paraboliques peut également s'envisager via un 
ouplage NS-PNS ; dans des simulations de sillage, derrière une rugosité pariétale par exemple. Larégion pro
he de la rugosité est traitée par des équations de Navier-Stokes ave
 
omme
ondition de sortie les équations parabolisées. En�n le 
omportemnt lointain est résolupar les équations PNS pour un gain de temps très important. Ce type de dé
ompositionde domaine peut 
onduire à une parallélisation des 
al
uls puisque l'information entredomaines est uni-dire
tionnelle.Pour terminer 
e mémoire on rappellera que les stru
tures 
ohérentes, sous forme destries, au sein des é
oulements 
isaillés laminaires ou turbulents présentent des aspe
tsd'universalité. La 
onsidération de 
es stru
tures 
ohérentes nous amènent à un nouveaupoint de vue sur la turbulen
e. L'état laminaire peut être 
onsidéré 
omme un attrateurglobal à bas nombre de Reynolds. Cependant il devient un attra
teur lo
al quand on aug-mente le nombre de Reynolds, son bassin d'attra
tion évoluant 
omme Reγ , ave
 γ < 0.Les solutions non triviales des équations de Navier-Stokes (par exemple des ondes progres-sives superposées à des stries) forment des points selles dans l'espa
e de phase, 
'est-à-diredes points à la fois attra
teurs et répulseurs. La solution physique visite 
es di�érentessolutions au 
ours du temps suivant un hyper-
y
le.
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Annexe ACal
ul des perturbations optimalesCette annexe a pour but de 
omparer les méthodes multimodale et dire
t/adjoint pourles 
al
uls de perturbations optimales. Ces méthodes, utilisées respe
tivement aux 
hapitres4 et 5, sont en pratique très di�érentes mais fondamentalement identiques.Pour 
ommen
er, on exprime les équations de Navier-Stokes linéarisées sous forme dis-
rète :
qt = Lq, q(t = 0) = q0 (A.1)On dé�ni le propagateur P de la 
ondition initiale :

q(t) = Pq0Dans le 
al
ul des perturbations optimales, q0 est a priori in
onnue. On 
her
he alors à
al
uler 
ette 
ondition initiale qui maximise une 
ertaine fon
tion gain dé�nie 
omme :
G(t) =

q(t) · q(t)
q0 · q0où q · q désigne un produit s
alaire, par exemple q · q = q̄T q. On pourrait également utiliser

q · q = q̄T Wq, ave
 W une matri
e diagonale 
ontenant les poids d'intégration ou servantde �ltre. Il est également possible d'utiliser deux dé�nitions de produit s
alaire pour lenumérateur ou le dénominateur du gain.En utilisant le propagateur, le gain se réé
rit sous la forme d'un quotient de Rayleigh :
G(t) =

q0 · PTPq0

q0 · q0Aisni le gain maximal Gmax 
orrespond à la plus grande valeur propre1 du problème :
PTPq0 = Gq0En d'autres termes Gmax est la plus grande valeur singulière de P et la perturbationoptimale q0 est le ve
teur singulier droit asso
ié.On peut noter que Farrell [46℄ et [28℄ a obtenu la forme du quotient de Rayleigh enutilisant les multipli
ateurs de Lagrange. Il a 
her
hé a maximiser l'énergie �nale E(t)sous la 
ontrainte d'une énergie initiale unitaire E(t = 0) = 1.

L = G− λ(E(t = 0)− 1)1
P̄

T
P est auto-adjoint par 
onstru
tion don
 Gmax est réel.133
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⇒ L = q0 · PTPq0 − λ(q0 · q0 − 1)

∂L
∂q0

δq0 = 0⇒ PTPq0 = λq0Le problème étant linéaire, la 
ontrainte d'énergie unitaire peut s'interpréter 
omme une
ondition de normalisation.Pour résoudre un problème de perturbation optimale, on distingue deux méthodes. Soiton 
onstruit le propagateur et la perturbation optimale est 
al
ulée par dé
omposition envaleurs singulières. Soit on intègre numériquement l'équation qt = Lq. C'est-à-dire qu'on
al
ule l'e�et du propagateur sans le 
onstruire expli
itement.� Soient Q et Λ respe
tivement les matri
es des ve
teurs propres et des valeurs propresde l'opérateur L. Par dé�nition, on a la relation Q−1LQ = Λ. Si on suppose que l'en-semble des ve
teurs propres forme une base, toute perturbation peut se dé
omposersur 
ette base sous la forme : q = Qκ, où κ est le ve
teur des poids de proje
tion. Leproblème (A.1) peut alors se mettre sous la forme :
Qκt = LQκ

κt = Λκ

κ = κ0e
ΛtAinsi, dans l'espa
e spe
tral des ve
teurs propres de l'opérateur L, on a une expressionsimple du propagateur, en revenant dans l'espa
e physique :

q = QeΛxQ−1

︸ ︷︷ ︸

=P

q(0)La perturbation optimale est obtenue par une dé
omposition singulière de P. Onouvre i
i une pararenthèse pour interpréter les di�éren
es entre la dé
omposition envaleurs singulières L = UΣV̄ et la dé
omposition sur les ve
teurs propres L = QΛQ−1.Premièrement rappelons que la dé
omposition en valeur singulière de P 
orrespondau problème aux valeurs propre de PTP. Ces deux dé
ompositions permettent d'ex-primer un système algébrique linéaire b = Lx sous la forme d'un système diagonal :
b′ = Σx′ ave
 b′ = Ūb et x′ = V̄ xou
b′ = Λx′ ave
 b′ = Q−1b et x′ = Q−1x,on a don
 deux proje
tions di�érentes pour la dé
omposition en valeurs singulières.De plus les ve
teurs 
olonnes des matri
es U et V sont orthonormaux par 
onstru
tionalors que les ve
teurs de Q ne le sont pas en général.� Si la 
onstru
tion du propagateur est impossible, pour di�érentes raisons (spe
tre
ontinu, problèmes aux dérivées partielles), on doit alors passer par des itérations depuissan
e (power method) :

Pqn(0)→ qn(x)

P̄T qn+1(x)→ qn+1(0)Les 
al
uls sont initiés par q1(0) arbitraire et le 
ritère d'arrêt est basé sur le gainpar exemple. On remarquera que le propagateur adjoint propage pour des tempsdé
roissants.



135On peut montrer que l'itération de puissan
e 
onverge vers le gain maximal. Soient
g les valeurs propres, rangées dans l'ordre dé
roissant, et e les fon
tions propresasso
iées du problème : P̄TPe = g e. On 
her
he e1 
orrespondant à la perturbationoptimale. On projette κ0 sur 
es fon
tions propres : κ0 =

∑

k ckek. On a alors pour
n itérations :

P̄TPκ
(0)
0 =

∑

k

ckP̄TPek

=
∑

k

ckgkek

...

P̄TPκ
(n)
0 =

∑

k

ckg
n
k ek

= gn
1

[

c1e1 +
∑

k

(
gn
k

gn
1

)

ckek

]

≈ λn
1c1e1Don
 la solution de 
e pro
essus d'itération 
onverge bien vers la valeur re
her
hée

e1. Cependant si κ
(0)
0 est orthogonal à e1, on 
onverge vers la deuxième valeur e2. Onpeut ajouter que 
ette méthode 
onverge d'autant plus vite que le rapport g1/g2 estgrand.L'intérêt de 
ette méthode 
'est qu'il n'est pas né
essaire de 
onstruire le propagateur,on peut intégrer dire
tement les problèmes dire
t et adjoint. Cette méthode est fa
ileà mettre en ÷uvre pour des problèmes paraboliques, 
omme 
'est le 
as pour lamodélisation des stries. On fait alors des itérations du problème dire
t (dans le sensdes x 
roissants) et du problème adjoint (dans le sens des x dé
roissants), jusqu'àatteindre le 
ritère d'arrêt :

qn+1
t = Lqn+1, qn+1(0) = pn

0

pn+1
t = −L̄T pn+1, pn+1(tf ) = qn+1(tf )On 
onverge vers le gain maximal à 
ondition, 
omme pré
édemment, que la 
onditionde départ q1(0) ne soit pas orthogonale à la perturbation optimale.
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Annexe BAutres résultats du 
ritère detransitionCette annexe 
ontient des résultats 
omplémentaires au 
hapitre 9. Dans un premiertemps, on présente les �gures asso
iées aux résultats du tableau ré
apitulatif 9.2. Dansun deuxième temps le 
ritère est appliqué aux expérien
es de Arnal et Juillen [6℄ faites àl'ONERA en 1978.
as Rolls-Roy
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es de Arnal et JuillenOn présente i
i les résultats du 
ritère appliqué aux expérien
es de Arnal et Juillenréalisées à l'ONERA, pour plus de détails sur les mesures, on se refèrera au rapport [6℄.Ces essais ont étés réalisés dans une sou�erie de révolution d'un diamètre de 20cm, surun 
ylindre de 6cm de diamètre et environ 1m de longueur pré
édé d'une ogive de 20cm(voir s
héma B.9).

Fig. B.9 � Dispositif expérimental.La vitesse nominale de la sou�erie est de 29m/s. Pour générer la turbulen
e, unegrille est pla
ée à la �n du 
onvergent pour assurer une turbulen
e homogène. On montreque la 
ourbure transversale de la paroi n'a pas d'in�uen
e sur les stries dans le modèledé
rit pré
édemment (i.e. les termes 
orre
teurs apparaissent aux ordre supérieurs dans ledéveloppement en 1/Re), 
ontrairement au 
as de l'instabilité de Goertler où la 
ourbureest longitudinale. Trois 
as ont été testés, premièrement le 
as sans grille (G0) où le tauxde turbulen
e extérieure est très faible (Tu = 0.2%). Ensuite deux 
as ave
 grille (G1,
Tu ≈ 0.7%) et (G2, Tu ≈ 1%). Les paramètres de transition pour 
es trois 
as sontreportés dans le tableau B.1.Tab. B.1 � Expérien
es de Arnal et Juillen (ONERA)

Tu(%) xtr [m] expérimental xtr [m] numériquesans grille G0 0.2 .9grille 1 G1 0.7-0.8 1.05 .88grille 2 G2 1-1.1 .40 .48On remarquera dans le tableau 
i-dessus que l'abs
isse de transition ave
 la grille 1 estlégèrement supérieure à 
elle mesurée sans grille, malgré un taux de turbulen
e extérieursupérieur. On se trouve 
ertainement en présen
e du phénomène de 
ontr�le par stries'modérées', signalé dans la 
on
lusion. Les 
ourbes 
orrespondantes : fa
teur de forme
H, nombre Reynolds et amplitude des stries, sont reportées sur les �gures B.10 pour lagrille 1 et B.11 pour la grille 2. Sur les 
ourbes de H, le trait verti
al 
ontinu repèrel'abs
isse de transition expérimentale, le trait interrompu l'abs
isse théorique. Le 
al
ulestime 
orre
tement l'abs
isse de transition et l'évolution du nombre de Reynolds basésur l'épaisseur de quantité de mouvement, mais surestime, pour des raisons in
onnues,l'amplitude des stries.
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Fig. B.10 � Cas grille 1 (G1).
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Fig. B.11 � Cas grille 2 (G2).
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Annexe CRésolution des équations deNavier-Stokes : du 2D au 3DIl est aisé d'adapter l'algorithme de résolution des équations de Navier-Stokes bidimen-sionnelles dé
rit au 
hapitre 2 au 
as tridimensionnel. La dis
rétisation spatiale s'appuiesur une dé
omposition de Fourier dans la dire
tion de l'é
oulement prin
ipal, donnant unensemble de problèmes elliptiques bidimensionnels dans l'espa
e de Fourier dépendant desdeux autres dire
tions spatiales.
q = [u, v, w, p]T =

Nx∑

k=0

q̂k(y, z, t) eiαkxIl est important de noter que les dérivations selon y et z (dire
tions orthogonales àl'é
oulement prin
ipal) s'opèrent dans l'espa
e physique, selon la méthode de 
ollo
ationdé
rite au 
hapitre 3. Dans la dire
tion de l'é
oulement (x), les dérivations sont 
al
uléesdans l'espa
e spe
tral (Fourier) et le terme de 
onvolution (non linéaire) est 
al
ulé dansl'espa
e physique. On parle de méthode pseudo-spe
trale.On rappelle que, dans l'espa
e spe
tral, les in
onnues sont les poids de proje
tion (
oe�-
ients de Fourier) alors que dans l'espa
e physique, les in
onnues sont les di�érentes valeursde la fon
tion aux points de 
ollo
ation. On 
onstate que les opérations de dérivations sontplus simples à 
al
uler dans l'espa
e de Fourier (∂/∂x → iα×) alors que les termes nonlinéaires sont plus simples à 
al
uler dans l'espa
e physique (∑ q̂ ×∑
q̂ → q × q).Il apparaît né
essaire de faire des allers/retours entre l'espa
e de Fourier (où sont ef-fe
tués les 
al
uls linéaires, mode-par-mode) et l'espa
e physique (où sont 
al
ulées lesdi�érentes 
omposantes du terme non linéaire u∇u).û ifft−−−−−−→ u

↑ ↓
F(u∇u) fft←−−−−− u∇uIl est important de réaliser une opération de de-aliasing en utilisant la règle de Orzag (voir
hapitre 3).L'algorithme peut se synthétiser à l'ordre 1 en temps, de la manière suivante. On suppose
onnues, à un 
ertain instant n∆t, les k 
omposantes de Fourier pour la vitesse et la pression

(ûn
k , p̂n

k). On notera la k-eme 
omposante de l'opérateur nabla dans l'espa
e de Fourier :
∇k = [iαk; ∂y; ∂z]

T . Après avoir 
al
ulé la transformée de Fourier du terme non linéaire145
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F(u∇u), à partir de l'ensemble des modes ûn

k , on obtient un système de Nx équationslinéaires indépendantes, à résoudre mode-par-mode :� étape de prédi
tionũk − ûn
k

∆t
+ F(un∇un)k = −∇k pn

k +
1

Re
∇2

k ũk� étape de proje
tion :
∆pn+1

k = 1/∆t ∇k · ũk +∇2
k pn

kûn+1
k = ũk −∆t∇k (pn+1

k − pn
k)Chaque sous système k est inversé par la te
hnique de diagonalisation su

essive, quis'adapte sans problème au 
as tridimensionnel dans l'espa
e de Fourier. La même appro
hea été utilisée par Serre et al. [100℄ dans le 
as axisymétrique d'une 
avité tournante tridi-mensionnelle.



Etude des stru
tures longitudinales dans la 
ou
he limite laminaireet de leur lien ave
 la transition.Résumé : Ce travail est 
onsa
ré à la modélisation des stries dans une 
ou
he limite lami-naire et à l'étude de leur in�uen
e sur la transition. Dans une première partie, on présenteune modélisation de 
es stru
tures longitudinales en utilisant les équations de Navier-Stokesparaboliques. La résolution numérique est basée sur des s
hémas de proje
tion, de typeChorin-Temam, asso
iés à des méthodes de dis
étisation spe
trales. Ce modèle paraboliqueest appliqué au problème de ré
eptivité de la 
ou
he limite laminaire vis-à-vis de di�érentesperturbations extérieures. La dernière étape du pro
essus de transition vers la turbulen
eest abordée par une étude de stabilité linéaire ainsi qu'une simulation numérique dire
te.En�n on propose un modèle pragmatique pour reproduire la dynamique des stries et esti-mer le seuil de transition 'bypass'. Sur l'ensemble, on a 
her
hé à 
omparer les résultats àdi�érents travaux expérimentaux existants.Mots-
lés : Mé
anique des �uides, transition laminaire-turbulent, stabilité hydrodyna-mique, ré
eptivité, é
oulement de 
ou
he limite, méthodes spe
trales.Analysis of streaky stru
tures in laminar boundary layersand their link to bypass transition.Abstra
t : Streamwise elongated stru
tures, 
alled streaks, are observed in boundarylayers exposed to signi�
ant levels of external perturbations. The e�e
t of these streaks onthe transition pro
ess is investigated in this thesis.The equations for the streaks' dynami
s are obtained using the streamwise parabo-li
 form of the Navier-Stokes equations. The numeri
al resolution is based on proje
tions
hemes asso
iated to spe
tral spatial dis
retization. Simulations of a boundary layer sub-je
t to di�erent external perturbations have been performed. The re
eptivity of the boun-dary layer is studied in detail for di�erent in�ow 
onditions : optimal vorti
es, singletip-vortex and two-dimensional turbulen
e �elds.The breakdown of an isolated streak is investigated by linear stability anaysis and dire
tnumeri
al simulation. The instability, 
hara
terised by a short streamwise wavelength, re-generates streamwise stru
tures by non-linear intera
tions. The streak's breakdown is then
hara
terised by the appearan
e of quasi-streamwise vorti
es following the meanderingof the streak. This me
hanism shows some similarities with the near-wall 
y
le of fullydeveloped turbulent �ows.In the last part, a model is proposed to mimi
 the streaks' dynami
s in laminar boundarylayers subje
t to free-stream turbulen
e. This empiri
al model is then applied to estimatethe bypass transition position.Throughout the thesis, numeri
al results are 
ompared, as mu
h as possible, to existingexperimental data.Key words : Fluid me
hani
s, laminar-turbulent transition, hydrodynami
 stability, re-
eptivity, boundary layer �ow, spe
tral methods.


