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Chapitre 1

Introduction

L’automatisation a fait que les systémes informatiques occupent une place de plus
en plus importante dans la vie quotidienne. On les retrouve dans les systemes de
télécommunications, dans la navigation aérienne, dans les centrales nucléaires, etc.
Les taches qu’ils gerent sont devenues de plus en plus complexes et critiques, dans
le sens que la moindre défaillance peut entrainer de graves dégats financiers et/ou
humains.

Il est donc crucial pour les concepteurs de programmes informatiques de dispo-
ser de méthodes rigoureuses qui leur permettent de s’assurer que leurs applications
remplissent bien les fonctions qui leur sont attribuées, et de détecter les éventuelles
erreurs de leurs programmes avant de les mettre en service. Il est bien str préférable
de détecter ces erreurs le plus tot possible pour que leur correction soit plus simple et
moins colteuse.

1.1 Les différentes méthodes de validation

Il y a principalement deux techniques complémentaires pour valider les systemes :
le test et la vérification. Le test et la simulation consistent a tester le systéeme en
observant son comportement dans différentes situations. Ces méthodes ne sont pas
exhaustives et ne permettent pas de considérer toutes les situations possibles. Elles
peuvent donc aider a trouver des erreurs, mais ne garantissent pas la correction du
systeme.

Quant aux méthodes de vérification, leur but est de vérifier rigoureusement quun
systeme est correct dans toutes les situations. Ces méthodes nécessitent la définition
de modeles mathématiques qui permettent une fidele représentation du systeme et des
propriétés a vérifier. Ces dernieres années, différentes approches de vérification ont été
développées :

— L’approche déductive (approche par preuve assistée) qui consiste & montrer, ma-
nuellement ou a 'aide de systéemes de déduction et d’aide a la preuve automa-
tiques, que le systeme considéré satisfait les propriétés voulues. Cette approche
consiste a poser le probleme de la vérification comme la preuve d’un théoréme et



de mener cette preuve en utilisant un systeme déductif. Des outils basés sur cette
approche ont été développés. Nous pouvons citer a titre d’exemple Isabelle/HOL
[NPWO02], Coq [CH88, HKPM97], et PVS [ORS92]. Cette approche est générale
et peut s’appliquer a différents systémes. Seulement, son inconvénient majeur est
qu’elle demande parfois une intervention non triviale et souvent fastidieuse du
vérificateur.

— Le model-checking qui consiste a vérifier automatiquement que chaque exécution
du programme satisfait la propriété. Cette approche a été introduite dans [QS82,
CES83]. Les algorithmes de model-checking sont souvent basés sur (1) la représen-
tation du programme par un modele précis, qui est souvent un systéme de tran-
sitions étiquetées dont les noeuds représentent les différents états possibles du
programme, et dont les arcs décrivent le passage du programme d’un état a un
autre; et (2) la représentation de la propriété par une formule de logique tem-
porelle telles que les logiques temporelles linéaires [Pnu77, Wol86, Wol93], les
logiques temporelles arborescentes CTL [CES83] et CTL* [Eme90], ou des cal-
culs de points fixes (p-calculs) propositionnels [Koz83]. Le model-checking revient
alors a vérifier que le modele du programme satisfait bien la formule de logique
temporelle décrivant la propriété. Le résultat de 'analyse (entierement automa-
tique) est soit la garantie que le programme est correct, soit un contre-exemple
montrant une mauvaise exécution en cas de détection d’une erreur. Ces contre-
exemples sont particulierement importants pour corriger les erreurs subtiles dans
les systemes complexes.

1.2 Le model-checking

1.2.1 Les systémes finis

Cette these s’inscrit dans le cadre du model-checking. Dans le cas des systémes finis
(a nombre fini d’états), cette approche est maintenant bien établie. Elle a été largement
étudiée et il existe beaucoup d’algorithmes [QS82, CES83, VW86, McM93, Hol94]
qui permettent de répondre a la question : “un systéme fini satisfait-il une certaine
propriété 7. Seulement, I'inconvénient majeur de cette approche est que la complexité
d’un systeme fait qu’il peut avoir un nombre important d’états possibles. C’est ce qu’on
appelle le probléme d’explosion combinatoire des états. Pour contourner ce probleme,
différentes techniques réduisant 1’espace d’états a considérer ont été adoptées :

— La vérification a la volée qui consiste a explorer ’espace des états dans un certain
ordre en espérant qu’en cas d’erreur, celle-ci sera trouvée le plus tot possible
[FJIM92, JJ89]. Cette méthode ne permet pas toujours de réduire 'espace d’états
exploré.

— Les techniques d’ordre partiel [Val91l, GW93, God96] qui consistent & limiter I'ex-
plosion causée par les actions concurrentes. L’idée consiste a n’explorer qu'une
partie des états du systeme, cette partie étant suffisante pour montrer la satis-
faisabilité de la propriété considérée. Par exemple, si le systeme peut exécuter
une ou plusieurs actions dans n’importe quel ordre, et si I'ordre n’affecte pas
la satisfaisabilité de la propriété, alors il est inutile d’explorer tous les ordres



possibles ; et il suffit d’explorer un seul ordre arbitraire.

— Les techniques d’abstraction [CC77, GL93, Lon93] qui consistent & partitionner
I’espace des états. Le modele abstrait a un état abstrait pour chaque partition,
et peut passer d’'un état abstrait a un autre ssi les états concrets correspondants
sont reliés dans le systéme réel. Ceci implique en général une perte d’information,
et le modele obtenu est une sur-approximation du systéme réel. Par exemple,
le systeme abstrait peut utiliser moins de variables que le systeme concret, et
remplacer les arcs oll une variable enlevée est testée par le non-déterminisme pour
simuler toutes les possibilités qui peuvent avoir lieu. Des erreurs artificielles (qui
ne sont pas présentes dans le systéme concret) peuvent alors apparaitre dans le
modele abstrait. Si de telles erreurs sont détectées, ’abstraction doit étre raffinée.

— Les méthodes symboliques [BCMT92, McM93] qui consistent & représenter de
maniere succinte les ensembles d’états en utilisant des structures de données
dédiées a cet effet, au lieu de les énumérer tous. Dans cette approche, I'espace
d’états a explorer n’est pas réduit. L’amélioration réside dans le cout de I'ex-
ploration. Parmi les structures de représentation symbolique bien connues, nous
pouvons citer les BDDs [Bry92, McM93, BCM*92].

Toutes ces techniques ont été implantées dans des outils de vérification performants
qui ont été utilisés avec succes pour la vérification de beaucoup de systéemes industriels.
A titre d’exemple, nous citons SPIN [Hol94], SMV [McM98], Mur¢ [MDIS96], et CADP
[JHAT96].

1.2.2 Les systemes infinis

Dans cette thése, nous nous intéressons & la vérification des systémes infinis (&
nombre infini d’états). En effet, les systémes finis ne sont pas suffisamment puissants
pour modéliser certains aspects présents dans les protocoles et les systemes logiciels
tels que :

— La manipulation de variables non bornées telles que les compteurs, les horloges,

etc.

— Les structures de controle complexes diies par exemple a la création dynamique
de processus et aux appels récursifs de procédures.

— La paramétrisation : beaucoup de systemes sont définis avec des parametres. Il
est alors nécessaire de pouvoir vérifier leur version paramétrée. A titre d’exemple,
plusieurs systemes (tels que les protocoles d’exclusion mutuelle) sont congus pour
des réseaux pouvant comporter un nombre arbitraire de composantes. De tels
systemes sont appelés systemes paramétrés. Pour valider ces protocoles, il faut
vérifier qu’ils sont corrects quelque soit le nombre de composantes (qui est ici le
parametre) dans le réseau.

Malheureusement, 'inconvénient majeur de ces systeémes est que leur probleme de
model-checking n’est pas toujours décidable [EN94, Fin94, HKPV95, CF196, ACaJT96,
AJ96, Esp97al. Ces derniéres années plusieurs efforts ont alors été fournis pour es-
sayer de définir des modeles et des formalismes pour décrire des sous-classes signi-
ficatives de systeémes infinis, et de proposer des méthodes (semi-)algorihmiques qui
permettent d’analyser ces modeles. Nous citons a titre d’exemple les systemes tem-



porisés et hybrides [AD94, ACD90, HNSY94, ACH195, AMP95], les systémes pa-
ramétrés [WL89, CGJ95, KMMT97, ABJN99, JN00, PS00], les réseaux de Petri [Jan90,
HRY91, Jan97, Esp97a, JM95, Fin94], les systémes communicants par files d’attentes
[PP91, AJ96, AK95, CFI96, BQ96, BGI6, ABJ98, AAB9Y), les systémes & pile [Cau92,
BEM97, EHRSO00], etc. Ces techniques sont principalement basées sur la combinaison
de deux méthodes :

— L’abstraction qui consiste a considérer un systeme abstrait qui simule le systeme
concret et qu’il est possible d’analyser. Dans beaucoup de cas, I'abstraction cal-
cule un systeme fini qu’il est possible de valider par les méthodes de vérification
présentées précédemment.

— Les méthodes symboliques (le model-checking symbolique) basées sur la représenta-
tion implicite des ensembles potentiellement infinis de configurations de maniere
finie en utilisant des structures de représentation symbolique. Par exemple, les
DBM sont utilisés pour représenter les ensembles (infinis) de configurations
des systémes a compteurs ou a horloges [Dil89, Yov98], les polyheédres pour
représenter celles des systémes hybrides [HRP94], les automates finis pour celles
des systémes paramétrés [KMMT97], etc.

1.3 Contributions de la thése

L’objectif de ce travail est de définir un cadre général basé sur une approche symbo-
lique qui permet la modélisation et la vérification algorithmique uniforme de plusieurs
classes de systémes infinis & l'aide d’automates et de systémes de réécriture, et d’ap-
pliquer ce cadre a la vérification de deux classes de systemes infinis : les systemes
paramétrés et les programmes récursifs paralleles avec création dynamique de proces-
sus.

1.3.1 Un cadre général de vérification basé sur les automates

Des articles tels que [KMM197, BW98] ont suggéré I'utilisation des automates
comme représentation symbolique pour I’analyse des systémes infinis. Dans cette these,
nous étendons cette idée vers un cadre général qui permet de raisonner de maniere
uniforme sur plusieurs classes de systémes infinis. Nous montrons que ce cadre peut
s’appliquer a la vérification des systéemes paramétrés et des programmes récursifs pa-
ralleles. Nous considérons le probleme du calcul des ensembles des accessibles dans ce
cadre, et nous proposons des algorithmes et des techniques d’accélération générales qui
permettent le calcul de ces ensembles.

Plus précisément, nous représentons les configurations du systéeme par des mots ou
des arbres (de tailles arbitraires), et nous utilisons des classes d’automates de mots
ou d’arbres (ou de maniére équivalente des classes de langages) pour représenter les
ensembles de configurations, et des classes de systemes de réécriture de mots ou de
termes (ou de maniere équivalente, des classes de relations ou de transducteurs de
mots ou d’arbres) pour représenter les actions du systéme, c-a-d. les relations de tran-
sition entre les configurations. Ensuite, les problemes de vérification basés sur ’analyse
d’accessibilité sont réduits au calcul des clotures transitives de langages de mots ou
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d’arbres par des systemes de réécriture. C’est-a-dire au calcul de I’ensemble des acces-
sibles Post% (L), ou L est un ensemble de configurations (représenté par un automate),
et R est un systeme de réécriture qui représente les actions du systeme. Par exemple,
dans ce cadre, la vérification d’une propriété de stureté, exprimant que ’ensemble des
“mauvaises” configurations ne doit pas étre atteint au cours de I’exécution du systeme,
revient & vérifier que l'intersection entre ensemble des accessibles Post’k (Lg) (ou
Ly est un langage représentant les configurations initiales du systeéme) et celui des
mauvaises configurations Lpqq est vide. C’est ce qu’on appelle 'analyse en avant.
Symétriquement, nous pouvons faire une analyse en arriere qui consiste a calculer
un langage représentant I’ensemble des prédécesseurs Pref, (Lyqq) des mauvaises confi-
gurations, et a vérifier que son intersection avec les configurations initiales L est vide.
Ces deux approches étant symétriques, nous considérons ’analyse en avant pour la
discussion qui suit. Pour pouvoir effectuer ces tests, les classes d’automates que nous
considérons doivent satisfaire certaines propriétés de fermeture et de décidabilité. Plus
précisément, nous devont étre capables de décider le vide d’une intersection dans ces
classes.

Cette approche offre un cadre de vérification général et uniforme qui peut s’appli-
quer a tous les systemes dont les ensembles de configurations peuvent étre représentés
par des mots ou des arbres. D’ailleurs, plusieurs approches existantes spécifiques a
des sous-classes particulieres de systemes peuvent étre vues comme des instances de
ce cadre général. Le regular model-checking correspond par exemple au cas ou les en-
sembles de configurations sont représentés par des langages (automates) réguliers de
mots ou d’arbres, et les transitions du systeme sont décrites par des relations régulieres
(ou transducteurs) de mots ou d’arbres.

Pour illustrer cette modélisation, considérons par exemple le “token passing pro-
tocol” qui est un protocole d’exclusion mutuelle défini sur un réseau linéaire pouvant
contenir un nombre arbitraire de processus. Il y a un jeton qui circule de gauche a
droite parmi les processus, et qui permet ’acces a la section critique. Chaque proces-
sus qui détient le jeton le passe (apres avoir éventuellement passé a la section critique)
a son voisin de droite. Initialement, le jeton est chez le processus le plus a gauche. Un
processus a donc deux états : “0” s’il n’a pas le jeton, et “1” s’il ’a. Une configuration
du systéme peut donc étre représentée par un mot sur l’alphabet {1,0}, ot la lettre de
la °™¢ position du mot correspond & 1’état du processus numéro i du systeme. L’en-
semble de configurations initiales du systeme peut donc étre représenté par le langage
régulier 10* qui exprime que le premier processus a le jeton, et qu’a sa droite, il y a
un nombre arbitraire de processus qui ne I'ont pas. De méme, ’action du systeme qui
consiste a faire circuler le jeton de la gauche vers la droite peut étre représentée par la
régle de réécriture R = 10 — 01 qui exprime que le processus qui a le jeton le perd (il
passe de I'état 1 a I’état 0), alors que son voisin de droite le récupere (il passe de I'état
0 a I’état 1). L’ensemble des configurations accessibles est donné par Post} (10*) qui
est égal a 0*10*. Tout le probleme réside dans le calcul automatique de cet ensemble
des accessibles, c-a-d., dans le calcul de Post} (L) pour un systeme de réécriture R et
un langage de mots ou d’arbres L (finiment représenté dans une classe d’automates).
Ce calcul n’étant en général pas possible méme dans le cas régulier (la relation de tran-
sition d’une machine de Turing est une relation réguliere entre les mots), le probleme
principal revient a :



— Déterminer des classes significatives de relations et de langages pour lesquelles il
est possible de calculer de maniere effective Post}, (L) pour toute relation R et
tout langage L des classes considérées.

— Trouver des semi-algorithmes généraux basés sur le calcul itératif de I’ensemble
des accessibles, mais renforcés par des techniques d’accélération de calcul de
point fixe [CC77]. En effet, il est facile de voir qu’une procédure itérative qui
consiste & essayer de calculer 'ensemble des accessibles Post}, (L) en partant de
L et en appliquant itérativement la relation R ne termine jamais (la procédure
termine lorsqu’on aura calculé tous les successeurs, c-a-d. lorsque ’application de
R ne rajoute aucune configuration a 'ensemble calculé). Pour voir ceci, reprenons
I’exemple du “token passing protocol”, et appliquons cette procédure itérative
naive a ’ensemble des configurations initiales. Nous aurons alors la séquence
infinie

10* %010 2 0010* - 00010*10* % 000010* % - ..
et le calcul ne terminera jamais. D’ou le besoin d’utiliser des techniques d’accéléra-
tion qui permettent d’augmenter les chances de convergence du calcul itératif en
ajoutant a chaque étape non seulement les successeurs par de simples transitions,
mais aussi Ueffet de méta-transitions [BW94] correspondant & des séquences de
transitions.

Nous proposons dans ce travail une technique d’accélération semi-algorithmique
(dont la terminaison n’est pas garantie) générale qui peut s’appliquer de maniere
uniforme a I’analyse d’accessibilité de plusieurs classes de systemes. Cette méthode,
appelée élargissement réqulier, est basée sur la comparaison des automates obtenus
par applications successives d’une transformation R a un automate représentant L
dans le but de détecter des croissances dans les structures des automates et deviner
automatiquement un automate qui reconnait la limite Post’r (L). Un test permet de
déterminer si ’ensemble deviné contient tous les accessibles. Ce méme test assure dans
plusieurs cas que 'automate calculé représente exactement I’ensemble des accessibles.
Cette méthode peut également étre appliquée pour calculer itérativement les clotures
transitives de certaines relations régulieres de mots ou d’arbres.

IL’avantage de cette technique d’élargissement régulier est qu’elle peut étre ap-
pliquée uniformément a I'analyse d’accessiblité de tous les systemes qui peuvent étre
décrits dans le cadre du regular model-checking, et ce, quelle que soit la forme des
relations qui les représentent. Nous illustrons ceci en montrant ’applicabillité de cette
méthode dans ’analyse des systemes paramétrés, et de sous classes de programmes
récursifs paralleles. De plus, nous montrons qu’elle est assez puissante pour calculer
précisément les clotures transitives pour plusieurs classes significatives de langages et
de relations pour lesquelles des algorithmes spécifiques existent dans la littérature.

Cette technique est présentée dans les articles [BJNT00, Tou01, BT02].

Dans ce travail, nous appliquons ce cadre général basé sur les automates a la
vérification des (1) systémes paramétrés, et des (2) programmes récursifs paralleles
avec création dynamique de processus. Nos techniques d’élargissement s’appliquent
avec succes dans ces cas. De plus, pour avoir des algorithmes d’analyse exacts, directs,
et efficaces, nous définissons des classes de relations de mots (resp. d’arbres) et des
classes de langages de mots (resp. d’arbres) qui permettent de modéliser ces systémes,
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et pour lesquelles Post) (L) est effectivement calculable pour toute relation R et tout
langage L des classes considérées; ou, de maniere plus générale, nous définissons des
classes significatives de relations de mots (resp. d’arbres) pour lesquelles il est possible
de caractériser les clotures transitives R* pour toute relation R de la classe. Nous utili-
sons, a chaque fois qu’il est possible, les langages réguliers pour analyser ces systemes.
Les programmes récursifs paralleles nous obligent de sortir du cadre régulier et de
considérer des classes plus générales d’automates d’arbres.

1.3.2 Vérification des systéemes paramétrés

Rappelons que les systemes paramétrés sont des systémes pouvant avoir un nombre
arbitraire de processus identiques, chaque processus étant un systeme fini. Un systéme
paramétré peut étre vu comme une famille infinie S = {S,}52, de systémes S, =
P||P||...|| P formés de n processus mis en parallele. De tels systémes apparaissent dans
plusieurs contextes. Par exemple, les protocoles qui gerent les réseaux doivent fonc-
tionner quelque soit le nombre de composantes dans le réseau, etc. Le model-checking
de ces systemes est indécidable [AKS86]. Il y a donc deux solutions pour attaquer ce
probleme : soit se restreindre & des sous-classes décidables, soit considérer des méthodes
incompletes et espérer que pour le systeme qui nous intéresse, I'une de ces méthodes
va pouvoir s’appliquer.

Nous nous plagons dans le cadre du regular model-checking, c-a-d. nous utilisons
les langages réguliers de mots ou d’arbres pour représenter les ensembles de configu-
rations; et les relations régulieres de mots ou d’arbres pour représenter les transitions
du systéme. Pour analyser ces systémes, nous pouvons appliquer notre méthode semi-
algorithmique d’élargissement. De plus, nous proposons des algorithmes spécifiques qui
permettent de traiter des classes de relations régulieres qui permettent typiquement
de modéliser les systemes ou les processus voisins communiquent :

1. Nous considérons tout d’abord les systemes paramétrés linéaires. Nous considérons
la classe des relations de semi-commutations, c-a-d., les relations qui peuvent étre
représentées par des regles de réécriture de la forme ab — ba qui réécrivent ab en
ba. Ces regles sont présentes dans la modélisation des systemes dont les proces-
sus communiquent avec leurs voisins (tel que le “token passing protocol” décrit
plus haut). Il est bien connu que les langages réguliers ne sont pas fermés par ce
genre de relations. Nous définissons alors une classe de langages réguliers de mots
(la classe APC) qui apparait naturellement dans la modélisation des systemes
paramétrés linéaires, et nous montrons que les APC sont effectivement fermés
par semi-commutations. Nous montrons ensuite comment ce résultat peut étre
utilisé pour la vérification des réseaux paramétrés a topologies circulaires. Ces
résultats sont publiés dans [BMTO01].

2. Nous considérons ensuite les systemes paramétrés arborescents. Nous définissons
la classe des Well Oriented Systems, qui est une classe de relations d’arbres qui
permet de modéliser la dynamique des systémes paramétrés a topologie arbores-
cente ou les informations circulent des feuilles vers la racine et vice-versa. Nous
donnons une construction qui permet de calculer R* pour toute relation R de la
classe. Ce résultat fait I’'objet d’une partie de I’article [BT02].



1.3.3 Vérification des programmes récursifs paralleles

Nous considérons les programmes récursifs paralleles avec création dynamique de
processus. Nous supposons que les types infinis des données ont déja été abstraits vers
des types finis par les méthodes classiques d’interprétation abstraite [CC77]. Méme
apres une telle abstraction, le probleme de la vérification de ces programmes est
indécidable en général [Ric53]. Nous obtenons cette indécidabilité des que les pro-
grammes contiennent synchronisation et récursivité [Ram00]. Nous devons alors trou-
ver des modeles analysables qui permettent de représenter des classes significatives de
ces programines.

Ces dernieres années, des classes de systemes de réécriture ont été utilisées pour
la modélisation de classes de programmes. Par exemple, les systémes a pile ont été
considérés pour l'analyse des programmes séquentiels [EK99, ES01], les réseaux de Pe-
tri pour les programmes concurrents non récursifs [BCR01, DBR02], les systémes PA
pour les programmes sans synchronisation [EK99, EP00], etc. Notre but dans cette
these est d’étendre et de généraliser les approches existantes vers des modeles plus
expressifs qui permettent de tenir compte a la fois de la récursivité, du parallélisme,
et de la synchronisation ; et de proposer des méthodes d’analyses symboliques de ces
modeles. Comme le probleme de la vérification des programmes comprenant tous ces
aspects est indécidable, nous sommes obligés de considérer des sur-approximations de
I’ensemble des comportements possibles du programme. Dans ce cas, si ces compor-
tements sont surs, les vrais comportements du systeme le sont aussi. Nous adoptons
dans cette these deux approches : (1) nous considérons des modeles qui ont plus de
comportements que le vrai programme, et nous proposons des méthodes d’analyse
exactes de ces modeles. (2) Nous considérons des modeles dont les comportements
sont précisément ceux du programme, et nous analysons ces systemes par des tech-
niques approximatives (puisque le probléeme de lanalyse exacte de ces systémes est
forcément indécidable) basées sur linterprétation abstraite [CCTT].

Analyse par calcul des accessibles des systemes PRS Dans le cadre de la
premiere approche, nous considérons la classe des systémes de réécriture PRS (Process
rewrite Systems) (un formalisme introduit par Mayr [May98]). Un PRS est un ensemble
fini de regles de la forme ¢ — ¢/, ou t et ¢’ sont des termes construits & partir du
processus nul “0”, un nombre fini de variables (X), la composition séquentielle “-”, et
la composition parallele asynchrone “||”. Les opérateurs “” et “||” sont respectivement
associatif et associatif/commutatif. Plusieurs modeles bien connus peuvent étre vus
comme des sous-classes de PRS tels que les systéemes a pile qui correspondent aux
systemes ou la composition parallele est absente; les réseaux de Petri ou seule la
composition parallele est considérée; les systemes PA dont les regles ne contiennent
que des variables dans leur partie gauche, c-a-d., elles sont de la forme X — ¢; et
les systemes PAD ou seule la composition séquentielle est autorisée dans les parties
gauches des regles.

Nous proposons une traduction automatisable des programmes vers des PRS qui les
modélisent. Les comportements du PRS obtenu sont en général des sur-approximations
de ceux du vrai programme. Nous identifions une classe significative de programmes
pour laquelle cette traduction est exacte. De méme, nous mettons en évidence une



sous classe importante de programmes dont les PRS correspondants peuvent étre ana-
lysés en oubliant 1’associativité/commutativité du “||”. Cette classe de programmes
comprend la récursivité, le parallélisme, la création dynamique de processus, et la syn-
chronisation. Nous proposons alors des méthodes d’analyse de toute la classe de PRS
en oubliant les équivalences structurelles du “||”.

Pour les programmes qui ne font pas partie de cette derniére classe, nous proposons
une transformation qui permet de les abstraire vers des PADs. Les systémes obtenus
modélisent récursivité et retour de résultats de maniere exacte, il n’y a que la synchro-
nisation qui est approximée. Nous proposons alors des méthodes d’analyse exactes qui
tiennent compte de lassociativité du “” et de 'associativité/commutativité du “||”
pour les systemes PAD.

Pour attaquer les problemes d’accessibilité des PRS, il nous faut trouver de “bon-
nes” classes de représentation symbolique des termes de processus pour lesquelles on
sache calculer les ensembles des accessibles. Ceci n’est pas une tache facile puisque les
réseaux de Petri est une sous-classe de PRS, et il est bien connu que I’ensemble des
marquages accessibles des réseaux de Petri n’est pas définissable dans la logique de
Presburger (il est possible de définir des relations exponentielles entre des variables
entieres en utilisant des réseaux de Petri [HP79]). Nous serons alors obligés de nous
restreindre a des sous-classes de PRS. Pour attaquer ce probleme nous proposons deux
approches :

e D’abord, nous représentons les termes de processus par des arbres binaires et les
ensembles réguliers de termes de processus par des automates d’arbres binaires. Dans
ce cas, nous nous heurtons au probleme de l'irrégularité de ’ensemble des accessibles a
cause de 'associativité et /ou la commutativité des opérateurs. Nous adoptons alors une
approche inspirée de [LS98, EP00] qui est basée sur (1) la considération d’équivalences
plus fortes entre les termes obtenues en ignorant certaines propriétés d’associati-
vité/commutativité des opérateurs “” et “||”; et (2) le calcul de représentants des
ensembles des accessibles modulo I’équivalence structurelle considérée, c-a-d., le calcul
d’un ensemble qui contient au moins un terme de chaque classe d’équivalence, au lieu
de calculer tout I’ensemble.

L’idée est basée sur quatres faits. Le premier est que comme nous ’avons mentionné
précédemment, nous avons identifié une classe importante de programmes pour laquelle
il n’est pas nécessaire de considérer I’associativité/commutativité du “||”. Le second
est que calculer des représentants de I'ensemble des successeurs (resp. prédécesseurs)
est suffisant pour résoudre les problemes Postr (L) N L' = 0 et Prekz(L)N L =
() si L est fermé par associativité/commutativité. Le troisitme est que calculer les
accessibles pour des équivalences plus fortes est plus “facile” (par exemple, régulier et
constructible). Et le dernier est que le calcul de représentants peut dans certains cas
se ramener au calcul des accessibles modulo des équivalences plus fortes.

Par conséquent, notre but est de calculer les ensembles des accessibles ou leur
représentants pour les systémes PRS modulo les équivalences suivantes : (1) I’égalité
entre les termes (=), (2) la relation ~q qui tient compte de la neutralité du processus
nul “0” par rapport a “” et “||”, (3) la relation ~ qui consideére en plus ’associativité
du “”, et (4) Péquivalence ~ qui consideére aussi 'associativité/commutativité du “||”.
Etant donnée une de ces équivalences =, nous dénotons par PostL et PreZ les relations
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d’accessibilité modulo =.

Nous donnons des constructions polyndmiales de représentants réguliers des en-
sembles PostZ(L) et PreX(L) lorsque 'opérateur “||” n’est pas considéré associa-
tif/commutatif, ces constructions sont valables pour toute la classe PRS. Nous utili-
sons ces résultats pour 'analyse d’une classe importante de programmes ou récursivité,
parallélisme, création dynamique de processus, et synchronisation sont considérés.

Lorsque toutes les équivalences sont considérées, nous nous restreignons a la classe
PAD. Cette classe est plus générale que celle des systeémes a pile et celle des systemes
PA. L’intérét principal de cette classe est qu’elle permet de modéliser les programmes
paralleles ou les procédures peuvent retourner leurs résultats aux procédures appe-
lantes (ceci est possible avec les systémes & pile, mais pas avec les systémes PA).
Nous montrons que les constructions précédentes permettent de calculer en temps po-
lynémial un représentant de PostZ (L) pour tout langage régulier £, et un représentant
de Pref(L) pour tout langage régulier £ qui est fermé par commutativité du “||”. Si-
non, dans le cas général ou cette propriété de fermeture n’est pas satisfaite, nous
n’avons pas réussi a construire un représentant régulier de cet ensemble. A la place,
nous construisons un représentant non régulier représenté par un automate d’arbres a
compteurs. Heureusement, nous montrons que les automates a compteurs que nous ob-
tenons par notre construction ont de bonnes propriétés, dans les sens que le probleme
du vide de leur intersection avec les langages réguliers est décidable, ce qui permet de
les utiliser comme structure de représentation dans notre cadre.

Ces résultats seront présentés dans [BT03b].

e Notre deuxieme approche est basée sur le fait qu'un systeme PRS peut étre vu comme
I'union d’un systeéme de réécriture préfixe (ou systeme de pile), c-a-d. un systéme dont
les regles ne contiennent que l'opérateur “-”; et d’un systeme de réécriture de mul-
tiensembles (ou réseau de Petri), c-a-d. un systéme dont les régles ne contiennent
que lopérateur “||”. Notre but est donc d’étendre et d’intégrer les approches pour
I’analyse d’accessibilité des systemes a pile et des réseaux de Petri pour avoir une
procédure générale pour les systemes PRS. Notre contribution principale est une
procédure générique qui calcule des automates d’arbres représentant les ensembles
des accessibles des systéemes PRS (ou des sur-approximations de ces ensembles) en in-
voquant des procédures d’analyse des systémes de réécritures préfixe (systéme & pile)
et celles d’analyses de systémes de réécriture de multiensembles (réseaux de Petri).
La procédure d’analyse des systemes de réécritures préfixe pouvant étre considérée
comme fixe (par exemple [Cau92]), la généricité de notre construction vient du fait
qu’elle est paramétrée par une procédure d’analyse des systemes de réécriture de mul-
tiensembles qui utilise des ensembles semilinéaires (ou larithmétique de Presburger)
pour représenter les ensembles de configurations (marquages). Cette procédure peut
étre soit exacte pour une sous classe de systemes de réécriture de multiensembles,
soit approximative (dans le cas général). Les instantiations de notre construction par
des procédures d’accessibilité exactes (resp. approximatives) pour des sous classes de
systemes de réécriture de multiensembles constituent des procédures d’accessibilité
exactes (resp. approximatives) pour les classes correspondantes de PRS (la combinai-
son de ces systémes avec des systémes de réécriture préfixe).

Pour définir notre procédure, nous définissons une classe d’automates d’arbres per-
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mettant de représenter des ensembles (non réguliers) d’arbres ayant des largeurs non
bornées qui sont fermés par commutations des fils de quelques nceuds (ceux corres-
pondant a lopérateur “||”). Cette classe d’automates satisfait toutes les propriétés
de cloture et de décidabilité qui permettent de la considérer comme structure de
représentation symbolique dans notre cadre.

Nous pouvons instancier notre procédure aux systémes PAD pour obtenir un algo-
rithme qui calcule ’ensemble exact des successeurs et des prédécesseurs. Ceci permet le
model-checking des formules EF pour PAD. Comme mentionné plus haut, cette classe
est plus générale que les systemes a pile et que les systémes PA. Ce résultat étend donc
tous les résultats existants concernant des sous-classes de PRS.

De plus, nous montrons que notre construction peut étre instanciée de différentes
manieres pour obtenir différentes procédures approchées d’analyse d’accessibilité qui
peuvent étre appliquées a toute la classe PRS. En fait, notre construction constitue un
cadre unificateur ou tous les résultats d’analyse d’accessibilité symbolique des réseaux
de Petri et des automates & compteurs (ex. [CH78, BW94, DBRO01, FL02]) peuvent
étre intégrées pour analyser les systemes PRS.

Ces résultats font I'objet du rapport de recherche [BT03a].

Analyse des programmes par calcul d’abstractions des langages de chemins
d’exécution Comme nous I’avons mentionné auparavant, les PRS ne permettent de
modéliser la synchronisation que dans certaines situations. Nous considérons dans cette
deuxieme approche des modeles plus expressifs que PRS qui permettent de représenter
de maniere précise les comportements des programmes.

Nous considérons deux classes de programmes : Nous considérons d’abord les pro-
grammes constitués d’un nombre fixe de processus séquentiels concurrents qui peuvent
se synchroniser. Nous modélisons ces programmes par des automates a pile commu-
nicants. Ensuite, nous étendons notre technique au cas avec création dynamique de
processus. Nous modélisons alors les programmes par une algebre de processus “SPA”
qui étend les systemes PA “a-la CCS” par des opérateurs de synchronisation et de
restriction. Contrairement a PRS, ces modeles sont indécidables. Nous sommes donc
obligés de considérer des techniques approximatives pour les analyser.

Pour résoudre le probleme Post’ (L)NL' = (), notre approche est basée sur le calcul
d’abstractions (sur-approximations) des langages de chemins d’exécutions qui meénent
de £ & L', et tester si elles sont vides. Les techniques que nous proposons sont basées
sur (1) la représentation des ensembles de configurations par des automates de mots
ou d’arbres, (2) 'utilisation de ces automates pour poser un systéme de contraintes
dont la plus petite solution caractérise ’ensemble des chemins d’exécution du pro-
gramme, et (3) la résolution de ce systéme de contraintes dans un domaine abstrait.
Nous considérons en particulier (1) les abstractions & chaines finies (c-a-d. dont le do-
maine ne contient pas de chaines infinies), et (2) les abstractions commutatives (c-a-d.
dont les éléments sont des langages fermés par permutation des lettres de ses mots).
Dans le premier cas, le systeme de contraintes peut étre résolu par un calcul itératif,
alors que dans le deuxieme cas, nous utilisons l'algorithme de résolution de systemes
d’inégalités polyndémiales dans les algebres de Kleene commutatives de [HK99]. Nous
proposons différents exemples d’abstractions qui rentrent dans ces deux cadres, et nous
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montrons comment ces différentes abstractions fournissent des algorithmes d’analyse
ayant différents cotits et différents degrés de précision.

I’avantage de notre approche est sa généricité. En effet, elle offre un cadre algébrique
général et uniforme qui peut étre instancié par différentes classes d’abstraction pour
permettre des analyses dont le cotit dépend de la précision désirée.

Ces résultats sont présentés dans les articles [BET03a, BET03b, BET03c].

1.4 Etat de ’art

1.4.1 Regular model-checking

L’idée d’utiliser les automates comme structure de représentation symbolique dans
I’analyse d’accessibilité des systemes infinis a été utilisée dans plusieurs contextes.
Nous pouvons par exemple citer les systemes manipulant des ensembles d’entiers
exprimables par des formules de Presburger [BW00], les automates & pile [BEM97,
FWW97, EHRS00], les systémes manipulant des files d’attente avec ou sans perte
[BG96, BGWW97, BH97, ABJ98, AAB99], etc. Par exemple, dans [ABJ98, AAB99),
il est montré que les ensembles des configurations accessibles des systemes a files d’at-
tentes avec perte peuvent étre effectivement caractérisés par des ensembles réguliers,
ou plus précisément, par une sous-classe d’expressions régulieres appelée SRE. Tous
ces travaux sont cependant spécifiques a des classes particulieres de systémes.

Dans [KMM'97, BW98, Bou01], I'utilisation des automates est proposée comme
un cadre uniforme pour analyse des systémes infinis. Dans [KMM™T97], ce cadre est
proposé pour ’analyse des systémes paramétrés. Seulement, cet article ne propose pas
de techniques d’accélération. Les techniques d’accélération présentées dans [BW9S]
sont spécifiques a des classes particulieres de systemes qui n’incluent pas les systemes
paramétrés et les programmes récursifs paralleles. A notre connaissance, le premier ar-
ticle & avoir utilisé Paccélération dans le cadre des systémes paramétrés est [ABJN99).
Les techniques considérées dans cet article sont spécifiques a des classes particuliéres
de systémes. Plus précisément, les auteurs définissent une classe de relations de mots,
que nous appelons dans ce document context-relations, qui permet de modéliser cer-
tains protocoles d’exclusion mutuelle définis sur des réseaux paramétrés linéaires. Ils
calculent la cloture transitive d’une relation de cette classe. Nous montrons au chapitre
9 que notre technique générale d’élargissement permet de simuler cette construction.

La méthode d’accélération définie dans [PS00] ne s’applique qu’aux relations qui
préservent les structures, et qui ne réécrivent qu’une ou au plus deux positions a
chaque fois. Nos techniques d’élargissement sont plus générales puisqu’elles peuvent
s’appliquer a toutes les classes de relations régulieres. Les méthodes d’accélération de
cet articles ont aussi été utilisées dans [FP01], ou des sous-classes d’automates a pile
déterministes sont proposées comme cadre uniforme plus général que les automates
réguliers pour I'analyse d’accessibilité des systémes paramétrés linéaires.

Des semi-algorithmes généraux qui permettent, en cas de terminaison, le calcul
des clotures transitives des relations régulieres sont présentés dans [BJNT00, JNOO,
DLS01, AJNd02, BLWO03] pour le cas des mots, et dans [DLS01, AJMd02] dans le cas
des arbres. Nous donnons dans le chapitre 9 une comparaison détaillée de ces méthodes
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avec notre technique d’élargissement.

Il y a beaucoup de travaux sur les systemes de réécritures de termes qui préservent
la régularité. Il est indécidable de savoir si un systeme de réécriture de termes préserve
effectivement la régularité [Gil91]. Plusieurs classes de systémes de réécriture qui
préservent effectivement la régularité ont été identifiées. Parmi ces classes nous citons
les systeémes clos [Bra69, DT90], les systémes monadiques linéaires & droite [Sal88],
la classe plus générale des systémes semi-monadiques linéaires [CDGV94], ou celle
plus générale encore des systémes finite path overlapping [TKS00]. L’avantage de notre
technique d’élargissement réside dans le fait que ces résultats sont spécifiques a des
classes de relations bien particulieres, alors que notre méthode peut s’appliquer de
maniere uniforme a tous les systémes réguliers pour essayer, en cas de terminaison,
de calculer la cléture transitive. D’ailleurs, nous montrons que ’élargissement permet
de simuler la construction donnée dans [CDGV94] pour les systémes semi-monadiques
linéaires. Il serait intéressant de voir si notre technique permet également de simuler
la construction de [TKS00].

1.4.2 Vérification des systémes paramétrés

Ces derniéres années, il y a eu beaucoup de travaux sur ce theme. Tous ces travaux

sont essentiellement basés sur I'une de ces cinq approches :

1. Trouver une constante “cut-off” k telle que si les systémes contenant un nombre
de processus inférieur ou égal a k satisfont la propriété, alors il en est de méme des
systemes ayant un nombre plus grand de composantes. C’est I’approche utilisée
par German et Sistla dans [GS92], Emerson et Namjoshi dans [EN95, EN96],
Emerson et Kahlon dans [EK02], Pnueli et al. dans [PRZ01], et Bouajjani et al.
dans [BHV03].

2. L’approche déductive basée sur la recherche d’invariants du systeme. Il y a deux
sortes d’invariants [AJ98] :

(a) Montrer que la propriété ¢ a satisfaire est un invariant du systéme, ce qui
est équivalent a deviner une sur-approximation de I’ensemble des accessibles
et & montrer qu’elle satisfait ¢ [PRZ01, APR101];

(b) Trouver un invariant de réseau [WL89], c-4-d. un processus I dont le com-
portement “contient” les comportements de tous les systemes quelle que
soit leur taille; ce qui veut dire que si I satisfait la propriété, alors tous les
systemes S, de la famille la satisfont. Posons @ < Q' si le comportement
du processus @ est contenu dans celui du processus Q' ; alors 'invariant [

doit satisfaire

P<I et I|IP<I
Cette approche a été considérée dans [KM89, WL89, BCG89, SG89, HLRI7,
CGJ95, AJ9S].

3. L’abstraction vers un systeme fini et 'utilisation des techniques classiques de
vérification des systémes finis pour I’analyse [BBLSO00].

4. La preuve assistée qui consiste en 'utilisation de “theorem provers” tels que PVS
[SOR93], ou 'utilisation de lemmes ou de fonctions d’abstraction fournies par
l'utilisateur [JLI8, GZ98, MP90].
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5. Le regular model-checking. Toutes les techniques présentées dans [KMM™97,
ABJN99, JN00, PS00, AJMd02, AJNd02] ont été appliquées aux systémes pa-
ramétrés. Ces techniques ne couvrent pas les résultats de calcul de clétures tran-
sitives décrits dans cette these.

Des problémes liés aux clotures des langages par semi-commutations ont été étudiés
dans la communauté de la théorie des traces. Le chapitre 12 de [DGR95] donne
une bonne vue d’ensemble sur les différents résultats trouvés. Le probleme que nous
considérons ici est différent. Notre but est d’identifier une sous-classe de langages
réguliers qui est fermée par tous les systémes de semi-commutations, alors que les
résultats classiques de la théorie des traces ont pour but de donner pour une relation
de semi-commutations R donnée, des conditions suffisantes sur les langages réguliers
dont la cloture par R reste réguliere. De plus, ces conditions sur les langages dépend
souvent de la relation R. La complexité de décider si un langage w-régulier est fermé
par commutations a été considérée dans [Mus96, PWW9S].

Les langages APC ont été beaucoup étudiés en logique et en théorie des groupes.
Comme nous allons le voir au chapitre 3, ils correspondent au niveau Yo de la hiérarchie
de la logique de premier ordre obtenue en comptant le nombre d’alternances des quan-
tificateurs. Plus précisément, ces langages correspondent aux formules de la forme
F*V*@, ou ¢ est une formule sans quantificateurs [Tho82]. La classe APC a aussi une
caractérisation algébrique. Elle correspond au niveau 3/2 de la hiérarchie de Strau-
bing. De plus, elle correspond au plus haut niveau de la hiérarchie qui est connu d’étre
décidable [PWI7].

1.4.3 Vérification des programmes récursifs paralleles

Ces dernieres années, il y a eu beaucoup de travaux sur la vérification des pro-
grammes récursifs paralleles. Ces travaux se basent essentiellement sur deux approches
complémentaires :

o L’abstraction (basée sur 'interprétation abstraite [CC77]). Dans cette approche, les
informations concernant les flots de données sont représentées par des éléments d’un
treillis approprié. L’analyse revient alors a des calculs de points fixes dans ces treillis.
Dans ce cadre, beaucoup de travaux sont dédiés a la vérification des programmes
séquentiels ou le parallélisme est absent (I’analyse interprocédurale des programmes
séquentiels). On peut se référer a la thése de Knoop [Kno98] et les références qu’elle
contient.

C’est apres l'article de Taylor [Tay83] que l'analyse des programmes paralléles
a commencé a se développer. Dans son article, Taylor a montré que beaucoup de
problemes de vérification sont NP-complets ou méme PSPACE-complets méme dans
la présence du parallélisme, et il a proposé des algorithmes d’analyse généraux pour
la résolution de différents probléemes.

Seulement, la majorité des travaux qui traitent le parallélisme ne considerent pas
la récursivité [Cor92, Mer91, NA98, BBS00, Yah01], alors que tous nos modeles (PRS,
automates & pile communicants, et SPA) traitent la récursivité de maniére exacte.

D’autres travaux considerent les programmes ou la récursivité et la création dy-
namique de processus sont permis, mais pas la synchronisation entre les composantes
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paralleles [Mo02, SS01]. A notre connaissance, le seul travail qui considere & la fois les
appels des procédures, la synchronisation, et la création dynamique de processus, est
le travail de [DS91]. L’approche proposée dans cet article approxime en méme temps
leffet de la synchronisation et celui de la récursivité, alors que tous les modeles que
nous considérons dans cette these traitent de maniere précise la récursion et n’approxi-
ment que la synchronisation. Une comparaison plus détaillée de nos techniques avec
ces travaux est donnée aux chapitres 7 et 8.

Des références a d’autres travaux de vérification des programmes paralleles se
trouvent dans [Rin01].

o Les méthodes symboliques. Le lien entre 'analyse statique des programmes et le
model-checking a été remarqué dans [Ste91, Sch98, SS98]. Dans [BS95, EK99, ES01],
les systémes a pile ont été proposés comme un modele d’analyse des programmes
séquentiels. Les techniques de vérification des systémes a pile [Wal96, BS97, BEM97,
FWW97, EHRS00], ainsi que les outils dans lesquels ces techniques sont implantées
(tels que Bebop [BR0O0] ou Moped [Sch02]) peuvent alors étre utilisés pour 1’analyse
des programmes séquentiels.

Dans [BCRO1, DBR02], le modele des réseaux de Petri est proposé pour la vérification
des programmes paralleles avec synchronisation et création dynamique de proces-
sus, mais sans récursion (les processus sont des systeémes finis). Cette approche est
généralisée aux programmes avec des communications broadcast dans [FRSB02] en
utilisant des réseaux de Petri avec des transitions de transfert. Les techniques d’ana-
lyse des réseaux de Petri peuvent donc étre utilisées dans ce cadre.

Dans [EK99, EP00], I’algébre de processus PA est proposée pour l'analyse des
programmes sans communication ni entre les processus paralleles, ni entre les processus
séquentiels (pas de retour de valeurs). Dans [LS98, EP00], des techniques d’analyse
d’accessiblité de ces systemes sont proposées. Ces techniques sont basées sur le calcul
d’automates d’arbres réguliers reconnaissants les ensembles des accessibles.

Nos résultats étendent, généralisent, et uniformisent ces approches vers des modeles
plus expressifs qui permettent de considérer des programmes ou récursivité, parallélisme,
et synchronisation sont présents.

Notre approche qui consiste a faire ’analyse d’accessibilité des PRS en calculant des
représentants généralise celle de [LS98, EP00]. Ces travaux considérent la construction
des ensembles des accessibles des systéemes PA sans tenir compte des équivalences struc-
turelles, et montrent que ceci permet d’analyser ces systemes. Nous généralisons cette
approche aux systemes PRS. Nous identifions une classe importante de programmes
que nous pouvons analyser de maniére exacte en oubliant ’associativité/commutativité
du “||”. Ces programmes comprennent la récursivité, le parallélisme, la création dy-
namique de processus, ainsi que la synchronisation. Quant aux programmes qui ne
sont pas dans cette classe, nous les traduisons vers des systemes PAD, et nous propo-
sons des algorithmes précis d’analyse de ces systémes. Ceci généralise les résultats de
[LS98, EP00] & la classe PAD qui englobe & la fois les systémes PA et les systémes &
pile, ce qui permet de tenir compte des résultats de retour entre les procédures (ce qui
ne peut pas étre fait par PA) et du parallélisme (absent dans les systémes & pile). Nos
techniques couvrent les algorithmes relatifs aux automates a pile et aux systémes PA.
Nous donnons des comparaisons plus détaillées avec ces travaux dans les chapitres 5
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et 6.

[Esp02] propose aussi une traduction des programmes vers les systémes PRS sans
donner des méthodes d’analyse de ces systemes. Notre traduction ne traite pas la
synchronisation de la méme maniére que dans [Esp02]. De plus, elle peut s’appliquer
a tous les programmes, contrairement & la traduction proposée dans [Esp02]. Nous
donnons au chapitre 4 une comparaison plus détaillée des deux transformations.

Dans [JRS03], une approche basée sur le calcul d’abstractions des langages de
chemins d’exécutions de systemes a piles a été utilisée dans le cadre de I'analyse in-
terprocédurale des programmes séquentiels, pour résoudre le probleme de propagation
de constantes. La technique proposée dans cet article est similaire a 'approche que
nous considérons pour la vérification des programmes comprenant un nombre fixe de
composants séquentiels concurrents. Nous montrons dans le chapitre 7 que nos tech-
niques s’appliquent aussi dans le cadre considéré dans [JRS03], et nous comparons
notre algorithme de calcul des abstractions de chemins d’exécution a celui donné dans
cet article.

1.4.4 Analyse des PRS

Les systemes de réécriture PRS ont été introduits par Mayr dans sa thése [May98].
Ce dernier a étudié la décidabilité et la complexité de différents problemes de model-
checking de ces systemes par rapport a des formules de logique temporelle. En particu-
lier, il a montré que le probleme d’accessibilité entre deux termes donnés est décidable
pour toute la classe de PRS (en considérant toutes les équivalences structurelles). Le
probléme que nous considérons ici est plus général puisque nous nous intéressons au cal-
cul des ensembles des accessibles, ce qui permet en particulier de résoudre le probléeme
d’accessibilité entre deux termes. Cependant, les résultats que nous proposons sont in-
comparables & ceux de [May98]. En effet, comme le probléme de calculer les accessibles
pour PRS est difficile (les PRS contiennent des réseaux de Petri), nous le résolvons
pour toute la classe de PRS au cas ou les équivalences structurelles du “||” ne sont
pas considérées, et nous montrons que notre résultats peut étre utilisé dans I’analyse
d’une classe importante de programmes. Dans le cas ou toutes les équivalences sont
considérées, nous résolvons le probléme pour la classe PAD, et nous montrons que cette
classe est utile dans la modélisation de tous les programmes.

Comme nous 'avons évoqué précédemment, les systémes de réécriture clos (qui ne
comprennent pas de variables) préservent effectivement la régularité [Bra69, DT90].
Cependant, méme si les systemes PRS sont syntaxiquement des systemes clos, ils ne
le sont pas sémantiquement a cause de l'opérateur “” qui impose une stratégie de
réécriture préfixe. Donc, méme dans le cas ou nous oublions les équivalences struc-
turelles entre les termes, nos résultats ne sont pas couverts par [Bra69, DT90]. Par
contre, les systemes PRS sont équivalents aux systémes de réécriture clos AC obte-
nus en combinant les systémes clos avec les lois d’associativité/commutativité d’un
opérateur [MR9S8]. Pour ces systeémes, le probleme d’accessibilité entre deux termes
est décidable [MR98]. Les auteurs ne proposent cependant pas de construction des
ensembles des accessibles.

Beaucoup d’autres travaux sur des sous-classes de PRS portent sur I’étude de
différentes équivalences (telle que la bisimulation) entre les structures des graphes
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de transitions engendrés par ces classes. Nous citons a titre d’exemple [Hir93, HIM94,
JM95, HIM96, Mol96, Sti96]. D’autres références peuvent étre trouvées dans [May98|.

1.5 Plan de la these

Au chapitre 2., nous rappelons d’abord les définitions des notions d’automates
et de relations que nous allons utiliser tout au long de cette these. Nous définissons
ensuite le cadre de vérification général que nous proposons. Le reste de la these est
ensuite divisé en quatre grandes parties : Le chapitre 3., qui constitue la premiere
partie, est dédié a ’analyse des systemes paramétrés.

La deuxieme partie est consacrée a la vérification des programmes récursifs pa-
ralleles en utilisant les systemes PRS. Le chapitre 4. définit ce formalisme, et décrit
la traduction que nous proposons des programmes vers ce modele. Au chapitre 5.,
nous présentons notre approche d’analyse des PRS par calcul de représentants. Nous
donnons différentes constructions (pour la plupart polynémiales) de représentants des
ensembles des accessibles. Notre deuxieme approche d’analyse de PRS qui consiste &
calculer tout ’ensemble des accessibles est présentée au chapitre 6.

Dans la troisieme partie de cette these, nous présentons notre deuxieme approche
d’analyse des programmes récursifs paralleles, qui est basée sur le calcul d’abstrac-
tions des langages de chemins d’exécutions des programmes. Dans le chapitre 7.,
nous considérons les programmes constitués d’un nombre fixe de processus séquentiels
communicants. Nous montrons comment représenter ces programmes par des auto-
mates a pile communicants, et nous décrivons notre procédure générique de calcul des
abstractions des langages de chemins. Au chapitre 8., nous étendons ces techniques
au cas avec création dynamique de processus.

Nos techniques d’élargissement sont décrites dans la derniére partie de ce docu-
ment, au chapitre 9. Finalement, dans le chapitre 10., nous présentons un bilan
complet des travaux présentés dans cette these, et nous proposons quelques directions
de recherches qui permettraient d’étendre ce travail.

En annexes, nous présentons des exemples de protocoles d’exclusion mutuelle définis
sur des réseaux paramétrés linéaires. Nous montrons comment modéliser ces proto-
coles dans notre cadre, et comment appliquer notre méthode d’élargissement pour les
vérifier.
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Chapitre 2

Un cadre général pour la
vérification des systemes
infinis

Dans ce chapitre, nous présentons un cadre général d’analyse d’accessibilité basé
sur les automates et les relations de mots et d’arbres. Le cadre que nous proposons est
général dans le sens qu'il peut s’appliquer uniformément a plusieurs classes de systemes
infinis, et que beaucoup de travaux existants traitant des classes bien particulieres de
systemes peuvent étre vus comme des instances de notre cadre. Dans cette theése, nous
appliquons ce cadre a la vérification (1) des systeémes paramétrés et (2) des programmes
récursifs paralleles avec création dynamique de processus.

Nous commencons d’abord par rappeler les définitions et les propriétés des auto-
mates et des relations réguliers de mots et d’arbres, et nous présentons ensuite le cadre
général que nous proposons.

2.1 Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons et définissons les outils mathématiques de
base et les diverses notations qui seront utilisés tout au long de ce document.

2.1.1 Langages et relations de mots
2.1.1.1 Langages de mots

Définition 2.1.1
— Un alphabet est un ensemble fini de symboles (ou lettres).
- Un mot w sur un alphabet ¥ = {aq,...,a,} est une séquence de lettres de cet
alphabet.
— Pour tout mot w sur X, pour toute lettre a € ¥, |w|, dénote le nombre d’occur-
rences de la lettre a dans w.
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— Nous notons par € le mot vide.

- ai...ap est un sous mot de w si w est de la forme ugaiuy ... Up_10,U,, les u;

étant des mots.

Etant donnés deux mots x et Yy , nous notons par x.y ou xy leur concaténation.

— Nous notons par ¥* Uensemble de tous les mots sur l’alphabet ¥, et par X+
l’ensemble de tous les mots non vides sur l’alphabet 3.

Définition 2.1.2 (Langage) Nous appelons langage de X* tout sous-ensemble de
¥*. Nous identifions, quand il n’y a pas d’ambiguité possible, les langages sur ¥ ne
comprenant qu’un seul mot par les mots de X.. Nous écrivons alors a* au liew de {a}*.

Définition 2.1.3 (Cloture de Kleene) Soit L un langage, nous définissons pour
tout entier n, L™ par :L°={e} et Vn>0; ["=L.L""!.
Nous définissons les opérations de concaténation itérée * et + par :

r=r et Lt=| L
i>0 i>0

L* est la cloture de Kleene de L, et LT sa cloture positive.

Définition 2.1.4 (Miroir)
Etant donné un langage L, Miroir(L) = {ay...ap, € X* |n>1; ay...a1€L}.

Définition 2.1.5 (Langages réguliers)

Soit 3 un alphabet, la classe des langages réguliers d’alphabet ¥ est la plus petite
classe qui a les propriétés suivantes :

i) le langage O est régulier;

it) le langage réduit au seul mot vide est régulier ;

i11) pour chaque lettre a de X, le langage réduit au seul mot a est régulier ;

iv) si L et L' sont réguliers, il en est de méme pour LUL', L.L', et L*.

Définition 2.1.6 (Expression réguliére)

— Une expression réquliére sur un alphabet 3 est une expression dont les opérandes
sont des lettres de 3 ou le symbole ¢ et les opérateurs sont pris dans l’ensemble
{+,.,%}, ot “+7 et “7 sont binaires et “*” est unaire.

— Une expression réguliére décrit un langage régulier sur ¥ quand on identifie
chaque lettre a de ¥ au langage {a}; € au mot vide et que l'on interpréte
“+7 comme union; “” comme la concaténation des langages et “*” comme
la concaténation itérée.

Définition 2.1.7 (Automate fini de mots) Un automate fini de mots est un quin-
tuplet A=(Q,1%,0,F) ot :

— @ est un ensemble fini d’états,

— I C Q est l’ensemble des états initiaur,

- X est un alphabet fini,
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-0 CQx(ZU{e}) x Q, est un ensemble fini appelé ensemble des transitions de
A. Nous pouvons aussi considérer § comme une application de QxX U {e} vers

Q

- F C Q est l'ensemble des états finaux (accepteurs) de A.
A est dit déterministe si pour tout q¢ € Q, 6(q,€) nexiste pas, et pour tout a € ¥, si
0(q,a) existe alors il est rédwit d un unique élément.

Définition 2.1.8 Soit A=(Q,1,X,,F) un automate fini. Un chemin de A ayant pour
longueur n (ot n>0) est une suite de transitions ((gi, i, gi+1))i=0,...n—1. Ce chemin
méne de l’état qo a l’état q, avec l’étiquette ag...an_1.

Un mot w est reconnu (ou accepté) par A s’il existe un chemin étiqueté par w
qui mene d’un état initial de I a un état final de F. Des arcs étiquetés par € peuvent
apparaitre au cours de ce chemin, méme si les € n’apparaissent pas dans w. L’ensemble
des mots reconnus par A est noté L(A) : le langage reconnu par A.

Théoréme 2.1.1 Un langage de mots est régulier si et seulement si il est reconnu par
un automate fini de mots.

Les langages réguliers satisfont toutes les bonnes propriétés de cloture et de décidabilité.

Proposition 2.1.1 [HU79] La classe des langages de mots réguliers est effectivement
fermée par union, intersection, et complémentation. En plus, le probleme du vide de
ces automates peut étre résolu en un temps linéaire.

2.1.1.2 Relations de mots

Définition 2.1.9 (Relation de mots) Nous appelons “relation sur X*” toute partie
de X* x ¥*. Si R est une relation sur X*, R~ est la relation définie par :

R ={(w,w) € ¥* x * | (w',w) € R}.

Nous notons par Ids- la relation identité sur £* c-a-d., Idy- = {(w,w) € ¥* x X*}.
Une relation R sur 3 préserve les longueurs si pour tout (w,w’) € R, w et w’ ont la
méme longueur.

Nous définissons copy(L) la relation qui recopie les mots de L par :

Notation 2.1.1 (copy(L)) Soit un langage L C X*, copy(L) = {(w,w) € &* x X* |
w € L}.

Définition 2.1.10 Soient w € ¥* et R une relation sur X*. Nous notons
R(w) ={w' € ¥* | (w,w) € R}.

Cette notion est étendue aux langages de maniére standard comme suit : Soit L un
langage régqulier sur ¥ ;

R(L)={w' €¥* | Jw € L, (w,w’) € R}.
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Définition 2.1.11 (Composition) La composition des relations sur X* est l'opération
sur P(X* x X*) définie par : VR, Ry € P(X* X ¥*) : Roo Ry = {(z,y) € ¥* x ¥* |
dz € ¥*%;(z,2) € Ry et (2,y) € Ro}.

Définition 2.1.12 (Cloture transitive) Soit R une relation, pour tout n>0; nous
définissons inductivement la relation R™ par : R =Ids;- et Yn>0; R"=RoR"™!.
L’union Uogz‘gj R? est notée par RS7. Les relations R* et Rt sont définies par :

R =JR et  Rt=|J R
i>0 >0

R* (resp. RY) est la cloture réflexive transitive (resp. transitive) de R.

Définition 2.1.13 (Transducteur de mots) Nous appelons transducteur de mots
tout quintuplet T=(Q,1,%,0,F) ot :
— @ est un ensemble fini d’états,
ICQ est l’ensemble des états initiauz,
— X est un alphabet fini,
- 0CQx ((E U {e}) x Z*) x Q est un ensemble fini appelé ensemble des transitions

de T,
- FCQ est l’ensemble des états finaux de T .
Un chemin de T est une suite de transitions ((qi, (ai,bi),qz‘+1)) telles
1=0,...,n—1

que les a; sont dans ¥ U {e}, et les b; sont dans *. Ce chemin méne de [’état gy a
Uétat q, avec létiquette (ag- - an,bo---by). Siqo € I et q, € F, cette paire est dite
reconnue par le transducteur. Le langage de T, L(T) est l’ensemble de telles paires.

Un transducteur peut étre vu comme un automate avec entrées/sorties. Il lit un mot
en entrée, et en produit un autre en sortie. Une transition de la forme (q, (a,w),q’)7
ol a € XU {e} et w € ¥*, exprime que si le transducteur lit la lettre a € ¥ (ou ne lit
rien du tout si @ = €) en entrée, il écrit le mot w en sortie. Le langage (ou la relation)
reconnu(e) par un transducteur correspond a l’ensemble des paires de mots (wq,ws)
telles que le transducteur produit wq en sortie s’il lit w; en entrée. Une telle relation
est appelée relation réguliére :

Définition 2.1.14 (Relation réguliére) Une relation de mots est dite réguliere si
elle est reconnue par un transducteur de mots.

Etant données deux relations régulieres, il est facile de construire un transducteur
qui reconnait leur composition :

Définition 2.1.15 (Composition de deux transducteurs)

Soient Ty = (Q1,11,%, 61, F1) et To = (Qa, 12, %, 62, F) deux transducteurs de mots.
Nous définissons le transducteur To 0Ty par : Too Ty = (Q1 X Q2,1 X I, X, 6, Fy X Fy)
tel que 0 est l’ensemble des transitions ((ql,qg),(a,w),(q’l,qé)), ot a € XU {e} et
w € X* sont tels qu’il existe u € ¥* t.q. (ql, (a,u),q'l) € 6y et (qg, (u,w),qé) est un
chemin de T5.

22



Il est alors facile de voir que :

Théoréme 2.1.2 Soient Ry et Ry deux relations réguliéres de de ¥*. Soient T, =
(Q1,11,%,01, F1) et Ty = (Qa, I, %, §2, F) deux transducteurs qui leur correspondent.
Alors la relation Ry o Ry est reconnue par le transducteur 75 o 7.

Définition 2.1.16 (Itération d’un transducteur) Soit 7 un transducteur de mots,
T" est défini inductivement par : T' =T, et T" =T oT" 1,

Il est clair que 7™ reconnait R™, ou R est la relation reconnue par 7.
De méme, étant donnés un langage régulier de mots L et une relation réguliere R,
il est facile de construire un automate qui reconnait R(L) :

Définition 2.1.17 (Produit d’un transducteur et d’un automate) Soient A =
(Q1,11,%,01, F1) un automate de mots et T = (Q2, 12, %, 2, F») un transducteur de
mots. Nous définissons lautomate T (A) dont l’ensemble des états initiauz (resp. fi-
nauz) est I1 X Iy (resp. Fy X Fy), et comprenant les transitions de la forme

((Q17 q2)7 w, (qlh qé))l telles que -
- (q27 (G,w),Qé) € 52 et q1 = qll ; ou
— il eziste a € U {e} tel que (q1,a,q}) est un chemin de &y et (g2, (a,w),qb) € ds.

Nous obtenons alors que :

Théoréme 2.1.3 Soient A = (Q1,11,%,01,F1) (resp. T = (Q2, [2, %, d2, F3)) un au-
tomate reconnaissant un langage régulier L, (resp. un transducteur reconnaissant une
relation réguliere R), alors R(L) est reconnu par lautomate T (A).

2.1.2 Langages et relations d’arbres
2.1.2.1 Termes et relations d’arbres

Termes Soit ¥ un alphabet muni d’une fonction arité : ¥ — N. Pour k > 0, ¥, est
I’ensemble des éléments d’arité k. Notons que les ensembles X ne sont pas forcément
disjoints. Les éléments de ¥ sont appelés des constantes.

Soit X = {x1,x2,...} un ensemble dénombrable de symboles appelés variables.
L’ensemble Tx[X] des termes sur ¥ et X" est défini inductivement de la maniére sui-
vante :

— Si f € Xy, alors f € Tx[X],

- Size X, alors z € Ty [X],

- Sik>1, fe€X, etty,... ty € Tx[X], alors f(t1,...,t;) est dans Tx[X].

Nous écrivons Tk, & la place de Tx[()]. Les termes de T sont appelés termes clos.
Un terme ¢ dans Tx[X] est linéaire si chaque variable apparait au plus une fois dans
t. Un terme dans Tx[X] peut étre vu comme un arbre étiqueté ot un noeud interne

IPour simplifier la présentation, nous donnons cette définition informelle des transitions de 7 (A).
Pour donner une définition rigoureuse, il faut considérer un ensemble d’états auxilliaires @, et si
w = aj - an, il faut considérer les transitions ((q1,q2),a1,p1), (Ps, @it1,Pit1); €t (Pr—1,an, (a1, @),
ot les p; sont dans Q.
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ayant n fils est étiqueté par un symbole de X,,, et les feuilles sont étiquetées par des
variables et des constantes. Par conséquent, si ¢ est le terme f(¢1,...,%;), nous posons
racine(t) = f. Dans ce document, nous confondons en général un terme de Tx[X] et
I’arbre qui lui correspond.

Un contexte C' est un terme linéaire de Tx[X]. Soient t1,...,t, des termes de T,
Clt1,...,tn] dénote le terme obtenu en remplagant dans le contexte C' 'occurrence de
la variable x; par le terme t;, et ce pour chaque i tel que 1 < ¢ < n. Nous notons
parfois C par C[z1,...,z,] pour exprimer que C' est un contexte ayant n variables.

Nous définissons la frontiere Front d’un terme clos comme suit :

— Si f € Xy, alors Front(f) = f,

- Sik>1, feXg, etty,... tp €Tx, alors

Front(f(t1,...,tx)) = Front(t) - - Front(ty).

La frontiere d’un terme est la séquence obtenue en concaténant les étiquettes des
différentes feuilles du terme.

Relations d’arbres  Nous définissons maintenant les relations d’arbres :

Définition 2.1.18 (Relation d’arbres) Nous appelons “relation sur Ts,” toute par-
tie de Tsx, x Tx.. Si R est une relation sur Ts, R~ est la relation d’arbres définie
par :

R'={tt)eTexTs| (' ,t) €T}

Nous notons par Idr, la relation identité sur T c-a-d., Idp, = {(¢,t) € Ty x Tx}.
Définition 2.1.19 Soient t € T, et R une relation sur Tx,. Nous notons
Rit)={t' e Tx | (t,V) € R}.

Cette notion est étendue aux langages de maniére standard comme suit : Soit L un
langage régqulier d’arbres sur Ty,

R(L)={t € Ts |3t € L,(t,t') € R}.

La composition de deux relations d’arbres est définie comme précédemment pour le
cas des mots. De méme, la cloture réflexive-transitive d’une relation R est définie par
R* =,>o R", ou R" dénote la composition de R n fois.

2.1.2.2 Automates et transducteurs d’arbres

Dans cette section, nous définissons les automates d’arbres, un formalisme qui
permet de représenter de maniere finie des ensembles réguliers de termes. La théorie des
automates d’arbres est une extension directe de la théorie des automates de mots : un
mot peut étre vu comme un terme sur un alphabet dont tous les symboles sont unaires.
Dans ce travail, nous utilisons principalement des automates d’arbres ascendants non
déterministes :
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Définition 2.1.20 Un automate d’arbres ascendant est un quadruplet A =
(Q,2,F,0) ou Q est un ensemble fini d’états, ¥ est un alphabet muni d’une fonc-
tion d’arité, F C Q est un ensemble d’états finauzx, et § est un ensemble de régles de
la forme

fla,san) — 4 (2.1)
a—q
q—d (2.3)

ot a€ EO; nZ 17 f € Z’ru etq17"'aqnaq7ql € Q
Si @Q est fini, A est appelé un automate d’arbres ascendant fini.

Dorénavant, puisqu’aucune confusion n’est possible, nous utiliserons juste le terme
“automate d’arbres” au lieu de “automate d’arbres ascendant”.

Soit t un terme clos. Une exécution ascendante de A sur t est définie comme suit :
d’abord, un état est associé & chaque feuille en appliquant les régles (2.2), ensuite, pour
chaque noeud, nous devons recueillir les états qui ont été attribués aux fils, et associer
un état au neeud lui-méme en appliquant les régles (2.1). Plus précisément, si pendant
le processus d’attribution des états les sous-termes tq, ..., ¢, sont annotés par les états
q1,---,qn, et si la regle f(ql, .. .,qn) — ¢ est dans d, alors le terme f(t1,...,t,) est
annoté par q. Les regles (2.3) sont appelées les e-régles. Elles permettent d’annoter par
létat ¢’ un nceud qui est déja annoté par 1’état gq. Un terme ¢ est accepté si A arrive
a la racine de t avec un état final.

Formellement, nous définissons la relation —s induite par A comme suit : Soient
t et t' deux termes de Ty, alors t —4 ¢’ si et seulement il existe un contexte
C e TEUQ[X], et

— n termes clos t1,...,t, € T, et une regle f(¢1,...,¢,) — ¢ dans 0 tels que

t=Clf(q1(t1),...,qn(tn))] et ' = Clq(f(t1,...,ts))], ou

— une régle a — ¢ dans 9, telle que t = Cla] et t' = C[q], ou

— une régle ¢ — ¢’ dans ¢, telle que t = C[q] et t' = C[¢'].

Soit —5 le cloture réflexive-transitive de —4. Un terme ¢ est accepté par un état
q € Q ssi t—>5q. Soit L, I'ensemble des termes acceptés par g. Le langage accepté
par 'automate A est L(A) = J{L, | ¢ € F}. Un langage d’arbres est régulier s’il est
accepté par un automate d’arbres fini.

Proposition 2.1.2 [CDG" 97] La classe des langages d’arbres réguliers est effective-
ment fermée par union, intersection, et complémentation. En plus, le probléme du vide
de ces automates peut étre résolu en un temps linéaire.

2.1.2.3 Transducteurs d’arbres

Nous définissons ci-dessous les transducteurs d’arbres, un formalisme qui permet
de représenter finiment des relations réguliéres :
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Définition 2.1.21 Un transducteur d’arbres ascendant est un quintuplet 7 =
(Q, X, X F,5) ot Q est un ensemble fini d’états, ¥ et ¥’ (les ensembles des sym-
boles d’entrée et de sortie) sont des alphabets munis de fonctions d’arité, F C @ est
l’ensemble des états finaux, et § est un ensemble de régles de la forme :

f(ql(xl), e qn(xn)) = q(u),u € Tsv[{z1,...,2n}] (2.4)
q(x) = ¢'(u),u € Tsv[{z}] (2.5
a— q(u),u € Ts

=2
=

0'[:[:@620, n > 1, fEEn, :E,Il,...,l'n,GX, thla"'aQTanq/GQ‘

Dans ce document, nous utilisons juste le terme “transducteur d’arbres” au lieu de
“transducteur d’arbres ascendant”.

Etant donné un terme ¢ en entrée, 7 proceéde comme suit : il commence par rem-
placer quelques feuilles en appliquant les regles (2.6). Par exemple, si une feuille est
étiquetée par a et la régle a — ¢(u) est dans J, alors a est remplacée par ¢(u). Ensuite,
la substitution se fait de maniére ascendante jusqu’a atteindre la racine de ’arbre. Si
la regle f(qi(x1),...,qn(%,)) — q(u) est dans §, alors 7 remplace une occurrence du
sous-arbre f(qi(t1),...,qn(ty)) par le terme q(ulzy < ty,..., 2, < t,]), ou chaque
occurrence de la variable x; dans u est remplacée par t;. De méme, si ¢(z) — ¢'(u)
est dans 0, alors 7 remplace un terme de la forme ¢(t) par ¢'(u[z < t]), ou chaque
occurrence de la variable z dans u est remplacée par t. Le calcul continue jusqu’a la
racine de t.

Plus pécisément, nous définissons la relation —4 induite par 7 comme suit : Soient
t et ¢ deux termes de Txug, alors ¢t —4 t' si et seulement il existe un contexte
Ce TEUQ[X], et

— n termes clos t1,...,t, € T, et une regle f(qi1(x1),...,qn(xn)) — ¢(u) dans &

tels que t = C’[f(ql(tl), .. .,qn(tn))], et t' = C’{q(u[xl —t1]y .. ulx, — tn}))},
ou

— une régle a — ¢(u) dans 6, telle que ¢ = Clal, et t' = C[q(u)], ou

— une regle g(z) — ¢’ dans J, telle que t = Clg(v)], et t' = C’{q'(u[m — v])}

Soit =5 la cloture réflexive-transitive de —4. Le transducteur 7 définit la relation
suivante entre les termes : Ry = {(¢t,t') € Ty x Ty | 3¢ € F,t s q(t)}.

Définition 2.1.22 Un transducteur est linéaire si toutes les parties droites de ses
régles sont linéaires (aucune variable n’apparait plus d’une fois). Une relation d’arbres
est réguliére si elle peut étre représentée par un transducteur linéaire.

Nous nous restreignons aux transducteurs d’arbres linéaires puisqu’ils sont fermés par

composition, ce qui n’est pas le cas pour les transducteurs d’arbres généraux [Eng75,
CDG197] :

Définition 2.1.23 (Composition de deux transducteurs linéaires) Soient T; =
(Q1,5,X,F1,61) et Ty = (Q2, X, X" Fy,02) deux transducteurs d’arbres linéaires.
Nous définissons le transducteur Ty 0Ty par T o Ty = (Q1 X Q2, 2, X" Fy x Fy,0), ot
6 est l'ensemble des régles suivantes :
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hd f((Q1ap1)(x1)7 R (qnapn)('rn)) - (Q7 q/)(t) st :
- f(ql(xl), e qn(xn)) — q(ulziy, ..., z;]) € 01, et
- u[qll ('ril)’ R Q;C(xlk)] i>52 q/(t)7
0t i1,...,i sont des indices disjoints de {1,...,n}, et pp = q; si k = i; et
Pk € Q2 sinon;

o (q1,2)(x) = (41, 40)(t) si qr(x) — g (u(z)) € 01 et u(ga(x)) s, g5(t) ;

o (q1,02)(x) — (q1,5)(t) si qi(z) — ¢i(u) € 61, u € T, et u—>5,¢5(t), et ce
pour tout g2 € Qo ;

o a— (q1,q2)(u) sia— qi(u) €61 et u—>s,q(t).

Soit 7 un transducteur linéaire, nous définissons comme précédemment 'itération 7™
par la composition du transducteur 7 n fois.

Théoréme 2.1.4 Soient T; = (Q1,%,X,F1,01) et To = (Q2,X, X" F5,02) deux
transducteurs d’arbres linéaires. Soient Ry et Ry les relations reconnues par ces trans-
ducteurs. Alors la relation R o Ry est reconnue par le transducteur linéaire 7o o 77

Preuve : La preuve est donnée dans [DLS01]. Elle est valable pour le cas des transduc-
teurs descendants, mais elle peut étre adaptée de maniere directe au cas ascendant. O

De plus, les transducteurs linéaires préservent la régularité :

Définition 2.1.24 (Composition d’un transducteur linéaire et d’un auto-
mate d’arbres) Soit T = (Q2,%,Y, Fy,d2) un transducteur d’arbres linéaire et
A= (Q1,%, F1,01) un automate d’arbres, nous définissons l’automate d’arbres T (A)
comme suit : T(A) = (Q1 X Q2,%, Fy x F5,08), ot § est telle que :
— 0 contient la dérivation u((qil,qgl), e, (qik,qgk)) “5(q,q') si
- f(ql(xl)a .- 'aqn(xn)) —q €0y, et
- f(qll(xl)ﬂ cees q;z(xn)) - q/(u[xin e 7x1k]) €025
= (q1,42) = (q1,42) €6 siqi — q; €01
— & contient la dérivation u((q1,q2)) —=s(q1, qb) si q2(x) — ¢h(u(x)) € b2 ;
— & contient la dérivation uw—5(q1,q5) si q2(x) — ¢h(u) € §a, et u € Ty ;
~ & contient la dérivation u —-;5(q,q') si a — q € 61 et a — ¢'(u) € .

2 .

Théoréme 2.1.5 (Composition d’un transducteur linéaire et d’un automate
d’arbres) Soit T un transducteur d’arbres linéaire et L un langage d’arbres régulier.
alors, Ry (L) est reconnu par lautomate d’arbres T (A).

Preuve :
11 est facile de montrer que dans 7 (.A) nous avons :

Ligg) ={ueTy |FteTs,t € Ly et t 352 g2(u)}

O

2Ici aussi, nous donnons une définition informelle pour simplifier la présentation; Pour obtenir
cette dérivation, nous devons considérer des états auxiliaires qui permettent d’annoter les noeuds
internes du terme u.
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Nous définissons ci-dessous les réétiquetages, une sous-classe de transducteurs d’arbres
linéaires qui préserve la structure de ’arbre en entrée.

Définition 2.1.25 (Réétiquetage) Un transducteur d’arbres est appelé réétiquetage
si ses regles sont de la forme

f(ql(ml),...,qn(a:n)) — q(g(xl,...,a:n)) (2.7)
a— q(b) (2.8)
q(x) — ¢ (2) (2.9)

ot f,g € X, et a,b € Xyg.

La relation définie par un réétiquetage est appelée relation de réétiquetage. Notons
que les relations de réétiquetages préservent la structure de 'arbre en entrée. En effet,
un réétiquetage (Q, X, X', F, §) peut étre vu comme un automate d’arbres sur 'alphabet
produit ¥ x ¥/, ot (X x ¥'),, = X, x X/ . Les regles (2.7) peuvent étre représentées
par f/g(q1,-..,qn) — q, les régles (2.8) par a/b — ¢, et les regles (2.9) par ¢ — ¢’
(ici nous représentons la paire (a,b) par a/b). Par conséquent, si R est une relation
de réétiquetage, et t et ¢’ sont deux termes tels que ¢’ € R*(¢), alors les termes ¢ et ¢/
peuvent étre vus comme deux étiquetages différents du méme arbre u. Considérons le
terme t/t', un autre étiquetage de ’arbre u défini comme suit : Un noeud n est étiqueté
par f/g sin est étiqueté par f (resp. par g) dans ¢ (resp. dans t'). La relation R* peut
étre vue comme ’ensemble de tels termes {t/t' | t' € R*(t)} sur Toxy.

2.1.3 Ensembles semilinéaires, arithmétique de Presburger, et
images de Parikh

2.1.3.1 Ensembles semilinéaires

Un ensemble linéaire est un ensemble de vecteurs d’entiers de la forme
{.’I?EZm | dk1, ... ky EZ,fzﬁo+klﬁl-'-+knﬁn},

ou les ¥; sont des vecteurs dans Z™. Un ensemble semilinéaire est une union finie
d’ensembles linéaires.

Théoreme 2.1.6 [GS66] Les ensembles semilinéaires sont effectivement fermés par
union, intersection, et complémentation.

2.1.3.2 Images de Parikh

Etant donné un mot w sur un alphabet ¥ = {ay,...,a,}, I'image de Parikh de
w est le vecteur d’entiers Parikh(w) = (|w|ay,---,|w|a, ). Cette définition peut étre
généralisée aux langages sur ¥ de maniere standard. Il est bien connu que 'image de
Parikh d’un langage hors-contexte est un ensemble semilinéaire [GS66].
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2.1.3.3 Arithmétique de Presburger

L’arithmétique de Presburger est la logique de premier ordre sur les entiers munie de
I’addition et de I'ordre linéaire standard entre les entiers. Les termes de I'arithmétique
de Presburger sont donnés par :

tu=0|1]a|t—t|t+t,

ou z est une variable appartenant a un ensemble de variables V. L’ensemble des for-
mules de Presburger est défini par :

pu=t<t|-pleVe|Iry

Nous utilisons de maniere standard les abbréviations suivantes : A, =, et V.

Etant donnée une formule ¢, nous dénotons par F'V () I'ensemble de ses variables
libres. Soit FV () = {x1,...,2,}. Un vecteur @ = (uq,...,u,) € Z™ satisfait ¢, si
(@) est vraie, olt (@) est expression obtenue en remplagant dans ¢ les occurrences
des variables x; par u;. Nous écrivons alors @ | . Chaque formule ¢ définit un
ensemble de vecteurs d’entiers [p] = {@ € Z" | @ |= ¢}. Une formule de Presburger ¢
est dite satisfaisable si [¢] # 0.

Il est facile de montrer par induction structurelle sur la formule et en utilisant le
théoreme 2.1.6 que ’ensemble des vecteurs qui satisfont une formule de Presburger est
semilinéaire :

Théoreme 2.1.7 [Har78] Pour toute formule de Presburger ¢, [¢] est un ensemble
semilinéaire. De plus, chaque ensemble semilinéaire S peut étre caractérisé par une
formule de Presburger ¢ telle que S = [¢].

Dans la suite de ce document, nous confondons un ensemble semilinéaire et la
formule de Presburger qui lui correspond. Nous déduisons du théoreme précédent
que le probleme de la satisfaisabilité d’une formule de Presburger est décidable. Plus
précisément, si |¢| est le nombre d’opérateurs dans ¢, nous avons :

Théoréeme 2.1.8 [Pre29, Opp78, FR93] Décider la satisfaisabilité d’une formule de

L . , . ) oD
Presburger nécessite au moins un temps non déterministe double exponentiel (22 )

9200l 20(lel)

7

et peut étre résolu en 2 temps et 2 espace. Ce probléme est NP-complet si
la formule est de la forme Jxq - - Jx,.0, 0t ¢ est une formule sans quantificateurs.

2.2 Un cadre général basé sur les automates

L’utilisation des automates comme structure de représentation dans l’analyse sym-
bolique des systémes infinis a été proposée par plusieurs articles tels que [KMM™97,
BW98]. Nous proposons dans cette section d’étendre cette idée vers un cadre d’ana-
lyse général qui permet de faire I’analyse d’accessibilité de plusieurs systemes infinis
de maniere uniforme.
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2.2.1 Modélisation et probleme d’accessibilité

Nous considérons dans cette these le probleme d’analyse d’accessibilité des systemes
infinis. Comme pour ces systémes nous devons manipuler en général des ensembles
infinis de configurations, nous avons besoin de structures de représentation symboliques
qui permettent de représenter de maniere finie des ensembles potentiellement infinis
de configurations.

Nous considérons ici les systémes dont les configurations peuvent étre modélisées
par des mots ou des arbres, et nous proposons d’utiliser des classes de langages (ou
d’automates) de mots ou d’arbres pour représenter de maniére finie les ensembles
infinis de configurations, et les classes de relations (ou de transducteurs) de mots ou
d’arbres pour décrire de maniere finie comment un ensemble potentiellement infini de
configurations peut évoluer en exécutant les actions du systeme.

Nous considérons les probléemes d’accessibilité suivants : Etant donnés deux en-
sembles de configurations £ et £’ représentés dans la classe de langages considérée, et
une relation R (de la classe des relations considérée) qui représente la dynamique du
systeme ; décider si

Postr(L)N L =0, (2.10)
ou Post’ (L) représente ensemble de tous les successeurs de £ par les actions de R
(Posts, (L) est par définition égal & R*(L)); ou de maniere équivalente, si

Prex(LYNnL =10, (2.11)

ol Pref (L) représente ’ensemble de tous les prédécesseurs de £ par R. Ceci revient
a déterminer s’il existe une configuration de £ qui peut atteindre une configuration de
L' par application itérative de R.

Plusieurs problemes de vérification peuvent étre exprimés de cette fagon. Par
exemple, comme décrit dans l'introduction de la thése, pour vérifier qu'un systéeme
satisfait une propriété de siireté (une propriété exprimant que toutes les configura-
tions accessibles par le systéme sont siires), nous pouvons :

— soit calculer 'ensemble des configurations que le systeme peut atteindre en par-
tant de ses configurations initiales, et vérifier qu’il est inclus dans ’ensemble des
configurations sires : c’est 'analyse en avant,

— soit calculer ’ensemble des prédécesseurs des configurations non sires (dange-
reuses) (c-a-d., 'ensemble des configurations & partir desquelles une configura-
tion non siire est atteinte), et vérifier que I'intersection de cet ensemble et de
I’ensemble des configurations initiales est vide : c¢’est I'analyse en arriere.

Si nous représentons un systeéme par un triplet (Lo, R, Lpad), ol Lo et Lpqq représentent
respectivement ’ensemble des configurations initiales du systéme, et celui des mau-
vaises configurations; et R est une relation de transition entre les configurations qui
décrit les différentes actions faisant passer le systéme d’une configuration a une autre;
I’analyse en avant revient a vérifier que

Post%(ﬁo) NLBag = (Z), (212)
et 'analyse en arriere revient a vérifier que

Pres(Lpad) N Lo = 0. (2.13)
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2.2.2 Choix des classes de langages et de relations

Le probleme qui se pose alors est : quelles classes de relations (ou de transduc-
teurs) et de langages (ou d’automates) faut-il considérer ? La classe la plus naturelle &
considérer est la classe des réguliers puisqu’elle vérifie toutes les bonnes propriétés de
fermeture par les opérations booléennes et de décidabilité du probleme du vide, ce qui
permet de décider la satisfaisabilité des tests (2.10) et (2.11). Seulement, les réguliers ne
sont malheureusement pas assez expressifs pour pouvoir représenter tous les systémes
intéressants. En effet, les actions de communication entre les différentes composantes
du systéme introduisent souvent de l'irrégularité. Elles ne peuvent souvent pas étre
représentées par des relations régulieres de mots ou d’arbres; et méme dans le cas
ou une telle représentation est possible, les relations R obtenues ne préservent pas
toujours la régularité, dans le sens que si £ est un langage régulier, Post} (L) (qui
est par définition égal & R*(L)) ne l'est pas forcément. Nous sommes alors parfois
obligés d’aller au-dela des réguliers et de considérer des classes de langages plus ex-
pressives. Une maniere naturelle d’obtenir de telles classes, c-a-d., des classes plus
expressives que les réguliers et qui restent finiment représentables, consiste & combiner
les automates de mots ou d’arbres classiques avec des contraintes de Presburger. Les
CQDDs [BH97] sont des exemples de telles classes. Dans cette these, nous définissons
de cette maniere des classes d’automates d’arbres que nous utilisons pour analyser les
programmes récursifs paralleles avec création dynamique de processus.

Ces classes considérées doivent cependant satisfaire certaines contraintes. En effet,
pour pouvoir tester la satisfaisabilité du test (2.10), une exigence minimale consiste
a considérer trois classes de langages (finiment représentables par des classes d’auto-
mates) C1, Ca, et Cs qui ne sont pas forcément les mémes, telles que £, Post% (L), et
L' soient respectivement représentables dans Cy, Co, et C3; et telles qu’en plus il est
possible de décider le vide d’une intersection de deux langages appartenant respecti-
vement & Co et Cz. Il est souvent naturel de considérer une seule classe de langages
C dédiée a la représentation des ensembles de configurations, c-a-d., de représenter
L, L', et Post (L) dans la méme classe C. Dans ce cas, pour pouvoir tester (2.10),
on doit savoir décider le vide d’une intersection de deux langages de C. Mais, dans
beaucoup de cas, il n’est pas possible de représenter Post}, (£) dans cette méme classe
C. 11 faut alors caractériser cet ensemble de configurations dans une classe C’ telle que
l’on sache décider le vide de l'intersection de deux langages appartenant & C et C’,
respectivement. Des exigences similaires peuvent étre formulées si nous voulons tester
la satisfaisabilité de (2.11).

2.2.3 Calcul des accessibles

Outre ce probleme de trouver de bonnes classes de représentation symbolique, le
second probleéme principal qui se pose pour pouvoir résoudre les problemes (2.10)
et (2.11) est de pouvoir calculer 'ensemble des successeurs Post} (L), ou celui des
prédécesseurs Prej (£) pour un langage £ donné. Nous considérons dans la discussion
qui suit le probleme de calculer Post (L), le calcul de Pref, (L) étant symétrique.

Le calcul de Post}, (L) n’est en général pas possible puisque la relation de transi-
tion d’une machine de Turing est une relation réguliére entre les mots. Il faut donc soit
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trouver des algorithmes de calcul de cet ensemble spécifiques pour des classes parti-
culieres de langages et de relations; soit trouver des semi-algorithmes qui s’appliquent
a tous les systemes mais dont la terminaison n’est pas garantie.

Dans le premier cas, il s’agit de trouver des classes de relations de mots (resp.
d’arbres) Cp et des classes de langages de mots (resp. d’arbres) C et C’ comme décrites
précédemment, c-a-d., pour lesquelles nous savons décider si 'intersection d’un langage
de C avec un langage de C’ est vide ou non ; telles que pour tout langage £ de la classe
considérée C et toute relation R de la classe Cr, Post} (L) est effectivement caculable
et représentable dans la classe de langages C'.

Dans le cas de ’approche semi-algorithmique, une méthode naive consiste a es-
sayer de calculer I’ensemble des accessibles Post} (£) itérativement en considérant la
séquence croissante (X;);>o telle que

Xo = L
Xiv1 = XiUPOStR(XZ‘)

Le calcul termine quand nous arrivons a un indice k tel que X131 C Xj. Dans ce
cas, Posty, (L) est égal & Xj. Cette procédure commence & partir de 'ensemble de
configurations initiales, et rajoute itérativement a cet ensemble les configurations at-
teintes aprés une étape d’application de R. Le calcul s’arréte quand aucune nouvelle
configuration ne peut étre rajoutée. Pour que ces itérations puissent étre appliquées,
la classe C doit satisfaire des conditions supplémentaires : elle doit étre effectivement
fermée par union et Postr. De méme, pour que cette procédure puisse converger, le
test d’inclusion doit étre décidable dans C.

Seulement, pour les systemes infinis, cette procédure naive ne termine pas dans
presque tous les cas intéressants. Pour augmenter les chances de terminaison de cette
procédure, nous appliquons le principe d’accélération qui consiste a accélérer le calcul
du point fixe en suivant principalement deux approches :

— L’élargissement tel que défini dans la communauté de l'interprétation abstraite
[CCTT] qui consiste & appliquer la procédure ci-dessus en essayant de deviner
la limite a partir des premiers ensembles calculés. Ceci se fait en général en
comparant les langages calculés aux premieres étapes pour essayer de détecter
des croissances et extrapoler a chaque fois qu’une croissance est détectée. Plus
précisément, ce principe consiste a définir un opérateur d’élargissement V et a
calculer la séquence croissante (Z;);>¢ telle que

Zy = L
Zit1 Z; U V(Zl, POStR(Zi))

Le but de V'opérateur V est de deviner les croissances et d’extrapoler. Telles
que définies dans [CCT77], les techniques d’élargissement convergent toujours, et
calculent le plus souvent une sur-approximation de I’ensemble des accessibles.
De plus, Cousot et al. ont introduit ce principe de maniere abstraite et 1’ont
appliqué au cas ou les configurations sont des ensembles d’entiers ou de rééls
[CHT78]. Ils n’ont pas défini cet opérateur dans notre cadre ou les configurations
sont des langages de mots ou d’arbres. Nous proposons dans le chapitre 9 des
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techniques d’extraplation sur les automates réguliers de mots et d’arbres ap-
pelées élargissement régulier qui définissent cet opérateur V dans notre cadre.
A la différence du principe introduit dans [CC77], la méthode que nous propo-
sons ne termine pas toujours puisque ’extrapolation ne se fait pas aveuglément
a chaque fois qu’une croissance est détectée. Nous utilisons un test qui permet
de décider si ’ensemble calculé est un invariant ou pas, et I’extrapolation n’a
lieu que si le test réussit. Ce test permet aussi dans certains cas de garantir que
I’ensemble calculé est exactement égal a ’ensemble des accessibles. Nous mon-
trons a travers des exemples que notre technique permet de traiter de maniere
exacte plusieurs cas intéressants. De méme, nous montrons qu’elle peut simuler
plusieurs constructions de Post’ (L) spécifiques & des classes de langages et de
relations particulieres. L’avantage de notre technique réside dans le fait qu’elle
peut s’appliquer de maniere uniforme & pratiquement tous les systemes modélisés
par des langages et des relations réguliers. Certes, la terminaison n’est pas tou-
jours garantie, mais dans tous les cas que nous avons considérés, cette méthode
s’est bien comportée.

— L’accélération par ajout de méta-transitions [BW94] qui consiste & ajouter a
chaque étape, quand c’est possible, non seulement les successeurs immédiats par
application d’une transition, mais aussi des méta-transitions permettant de calcu-
ler les successeurs obtenus par application d’'un nombre arbitraire de transitions
(ou de séquences de transitions). Cette technique d’accélération consiste a utiliser
des algorithmes spécifiques pour calculer les successeurs par des sous-ensembles
de transitions de R pour aider la procédure ci-dessus & converger. Typiquement,
si R est donnée sous forme d’'un ensemble de relations R = R{ U ---UR,, il
s’agit de regrouper les R; en m + 1 relations R = R’ UR] U---UR,, telles que
pour chaque i, 1 <14 < m et pour chaque ensemble £ de C, Post’,, (L) est effec-
tivement calculable et représentable dans C (dans ce cas, C est dite effectivement
fermée par R), c-a-d., que l'on ait des algorithmes spécifiques qui permettent de
calculer ces ensembles. Et donc le principe de 'accélération dans ce cas consiste
a calculer la séquence croissante (Y;);>¢ telle que

Yo = £
Yipp = YiUPostr (Y;) U Posty, (Y;) U--- U Postr, (Y;)

Observons que dans ce cas, il est important que les ensembles PostX,, (L) soient
également dans la classe C pour que 'on puisse appliquer a Chaqué étape ces
algorithmes spécifiques aux relations R. Le calcul termine quand nous arrivons
a un indice k tel que Yi41 C Yj. Dans ce cas, Posth (L) est égal a Yj,. Cette
procédure ne termine pas toujours, mais elle a plus de chances de converger que
la procédure précédente qui calcule les ensembles X;.

Pour maximiser les chances de convergence de notre semi-algorithme, nous pou-
vons combiner ces deux approches, ce qui revient a calculer 'effet exact d’'une méta-
transition a chaque fois qu’on sait le faire, et extrapoler a chaque fois qu'une crois-
sance est détectée, et que notre test d’invariance est satisfait. Ceci revient a calculer
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la séquence croissante (W;);>o telle que

Wo = L
Wip1 = W;UV(W;, Postr/(W;) U Posty, (W;) U---U Posty, (W)

2.2.4 Applications de ce cadre général

Ce cadre général peut s’appliquer de maniere uniforme a tous les systémes dont
les configurations peuvent étre représentées par des mots ou des arbres. D’ailleurs,
plusieurs travaux existants spécifiques a des systeémes bien particuliers qui utilisent
des structures de représentation symboliques basées sur des classes d’automates finis,
éventuellement combinés avec des contraintes de Presburger, peuvent étre vus comme
des instances de ce cadre. A titre d’exemple, nous pouvons citer les travaux de Boi-
gelot et al. sur les systémes a files d’attente parfaits (sans pertes) qui considerent des
structures de représentation (QDD) basées sur les automates finis [BG96, BGWW?97].
Bouajjani et Habermehl ont proposé des structures plus précises (CQDD), basées
sur une combinaison d’automates finis avec des contraintes arithmétiques linéaires
[BHO7]. Pour les systémes a files d’attente avec perte, Abdulla et al. utilisent une
classe particuliere d’expressions régulieres (SRE) [ABJ98, AAB99]. [FP01] propose une
classe d’automates a pile déterministes pour I’analyse des systémes paramétrés. Les
ensembles de configurations des protocoles cryptographiques peuvent étre modélisés
par des classes d’automates d’arbres [Mon02, GL00, CCM01, GK00]. Les algorithmes
de calcul des ensembles des accessibles des automates a pile présentés par exemple
dans [BEM97, FWW97, EHRS00] rentrent aussi dans ce cadre.

Le cas particulier ou les langages réguliers sont utilisés comme représentation sym-
bolique correspond au reqular model checking [KMM197, BW98, ABJN99, BJNT00].
Ce cadre a, par exemple, été appliqué de maniere intense a la vérification des systemes
paramétrés. Notre méthode générale d’élargissement régulier contribue au développe-
ment de ce cadre. Nous citons également ci-dessous des algorithmes spécifiques que
nous proposons et qui peuvent étre utilisés pour calculer des méta-transitions dans ce
cadre régulier.

Nous proposons dans ce travail d’appliquer ce cadre général a la vérification des (1)
systémes paramétrés, et des (2) programmes récursifs paralleles avec création dyna-
mique de processus. Nous nous plagons, a chaque fois qu’il est possible, dans le cadre du
regular model checking; c-a-d. nous utilisons les langages réguliers pour représenter
les ensembles de configurations de ces systéemes & chaque fois que nous pouvons le
faire. Les programmes récursifs paralleles nous obligent de sortir du cadre régulier et
de considérer des classes plus générales de langages d’arbres. Nous définissons alors
de nouvelles classes d’automates d’arbres qui combinent les automates d’arbres as-
cendants finis avec les contraintes de Presburger, et qui ont de bonnes propriétés de
fermeture et de décidabilité qui permettent de résoudre les problémes (2.10) et (2.11).

Dans le cas des systemes paramétrés linéaires, une configuration peut étre représentée
par un mot dont la i®™¢ lettre correspond & 1’état du %€ processus. Nous représentons
alors les ensembles de configurations potentiellement infinis par des langages réguliers
de mots (voir [KMM™97] et le chapitre 3), et les transformations du systéme par des
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relations régulieres entre les mots. De méme, pour les réseaux paramétrés a topologie
arborescente, une configuration peut étre représentée par un terme (ou un arbre) dont
I’étiquette d’un noeud correspond a 1’état du processus correspondant a ce noeud. Nous
représentons alors un ensemble de configurations par un langage régulier d’arbres, et
les actions du systemes par une relation de réétiquetage (voir [KMM™97] et le chapitre
3). Nous montrons dans le chapitre 9 que notre technique générale d’élargissemenent
régulier peut s’appliquer dans ce cadre pour calculer de maniere exacte les ensembles
des accessibles. De plus, nous proposons des algorithmes spécifiques a des classes parti-
culieres de langages et de relations réguliers qui permettent de modéliser ces systemes
paramétrés :

2.2.4.1 Vérification des systéemes paramétrés

Dans le chapitre 3, nous considérons la classe des relations de semi-commutations,
c-a-d., les relations qui sont une union de relations de la forme

copy(X*)(ab, ba)copy(X*)

Ces relations permettent de modéliser les communications entre les processus voisins
dans les systeémes paramétrés linéaires. Il est bien connu que les langages réguliers ne
sont pas fermés par ce genre de relations. Nous définissons alors une classe de langages
réguliers de mots (la classe APC) qui apparait naturellement dans la modélisation
des systémes paramétrés linéaires, et nous montrons que les APC sont effectivement
fermés par semi-commutations. Puisque dans ce cas les classes C et C’ sont toutes
les deux égales a la classe APC, nous montrons comment nous pouvons utiliser notre
algorithme pour le calcul de méta-transitions (lors de I’application de la procédure
itérative donnée précédemment) pour analyser un controleur d’ascenceur décrit par
une relation de la forme R UR’ ou R est une relation de semi-commutations et R’ est
une relation quelconque.

Dans ce méme chapitre, nous définissons la classe des Well Oriented Systems, qui
est une classe de relations de réétiquetage qui permet de modéliser la dynamique des
systemes paramétrés a topologie arborescente ou les informations circulent des feuilles
vers la racine et vice-versa. Nous donnons une construction qui permet de calculer une
relation de réétiquetage représentant R* pour toute relation R de la classe.

2.2.4.2 Vérification des programmes récursifs paralleles

En ce qui concerne les programmes récursifs avec création dynamique de processus
paralleles, nous considérons deux approches qui peuvent étre vues toutes les deux
comme des instances du cadre général que nous proposons dans cette section.

La premiere approche consiste a modéliser ces programmes par des systemes de
réécriture particuliers dénommés PRS (pour Process Rewrite Systems), et a calculer
les ensembles des accessibles de ce modeéle. Plus précisément, dans cette modélisation,
une configuration décrivant la structure de controle du programme est représentée par
un terme construit a partir du processus nul “0”, de constantes “X”, et des com-
positions séquentielles et paralleles “” et ||” qui sont respectivement associatif et
associatif/commutatif. Dans ce cas, les actions d'un programme sont modélisées par
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les dits PRS. Pour faire 'analyse d’acessibilité de ces systemes, nous proposons deux
méthodes :

1. La premiére consiste a représenter les ensembles de termes par des langages
réguliers d’arbres binaires. Dans ce cas, la régularité n’est plus préservée par
application du systéme PRS, et ce & cause de la commutativité/associativité des
opérateurs séquentiels et paralleles. Nous étudions alors la “limite de régularité”
de ces systémes. Pour ce faire, nous nous contentons parfois de calculer des
représentants des ensembles des accessibles, c-a-d., des ensembles qui contiennent
au moins un terme de chaque classe de ’ensemble des accessibles. Nous référons
au chapitre 5 pour comprendre ['utilitée de calculer de tels ensembles. Nous
proposons alors des algorithmes polynéomiaux qui permettent de calculer des au-
tomates réguliers d’arbres qui reconnaissent : (1) les ensembles des accessibles
quand les équivalences structurelles entre les termes ne sont pas considérées,
(2) des représentants de ces ensembles si seule 'associativité/commutativité du
“l|” n’est pas considérée, (3) des représentants de ’ensemble des successeurs
si toutes les équivalences sont considérées et que le systéme est un PAD (une
sous classe significative de PRS). Lorsque toutes les équivalences sont prises en
compte, nous ne pouvons malheureusemnet pas caractériser des représentants
des ensembles des accessibles pour toute la classe PRS. Nous nous sommes donc
restreints & la sous-classe PAD (qui est déja assez significative). Dans ce cas, cal-
culer des représentants de I’ensemble des prédécesseurs nous fait sortir du cadre
régulier. Nous introduisons alors une classe d’automates d’arbres a compteurs
(les 0-CTA) qui vérifie la bonne propriété que le probleme du vide de linter-
section d’'un langage 0-CTA avec un langage régulier d’arbres est décidable, ce
qui permet d’utilser cette classe pour résoudre le probléme (2.11). Nous donnons
un algorithme qui calcule un 0-CTA qui reconnait un représentant de ’ensemble
de prédécesseurs dans le cas PAD. Les détails sur cette approche se trouvent au
chapitre 5.

2. La deuxiéme méthode consiste a exploiter les propriétés d’associativité/commuta-
tivité des opérateurs séquentiels et paralleles pour représenter un terme par
un arbre a largeur non bornée. Nous introduisons donc une classe d’automates
que nous appelons les CH-automates pour représenter des ensembles de termes
représentés par ce genre d’arbres. Ces automates peuvent étre vus comme une
extension des automates réguliers avec des contraintes de Presburger. Nous mon-
trons que les langages reconnus par ces automates sont effectiement fermés par
les opérations boléennes, et que le probleme du vide est décidable pour cette
classe d’automates, ce qui la rend utilisable dans notre cadre. Nous donnons un
algorithme qui permet de calculer un CH-automate qui reconnait les ensembles
des accessibles pour une sous classe importante de PRS (qui inclut strictement
PAD), et qui peut étre appliqué pour calculer des surapproximations des en-
sembles des accessibles pour toute la classe de PRS. Les détails se trouvent au
chapitre 6.

La deuxiéme approche consiste & résoudre les problemes (2.10) et (2.11) en cal-

culant des abstractions des ensembles de traces d’actions qui menent de £ & £’ dans

36



des modeles qui sont plus puissants que PRS, et qui permettent de modéliser la syn-
chronisation dans les programmes de maniere plus précise que dans PRS. Les modeles
que nous considérons sont (1) les automates & pile communicants. Dans ce cas, nous
représentons les ensembles de configurations d’un automate a pile de maniere sym-
bolique par un automate de mots fini [BEM97, EHRS00]; et (2) les SPA, pour Syn-
chronized PA qui sont des systemes qui étendent PA a-la CCS avec des opérateurs
de synchronisation et de restriction. Dans ce cas, nous représentons, les ensembles de
configurations par des langages réguliers d’arbres binaires, comme fait dans le cas des
systemes PRS. Les détails de cette approche se trouvent aux chapitres 7 et 8.

2.3 Conclusion

Nous avons défini un cadre général pour raisonner de maniére uniforme sur plu-
sieurs types de systémes infinis. En effet, les mots et les arbres sont des structures de
données tres communes et peuvent étre utilisées de maniere naturelle pour représenter
les configurations de plusieurs classes de systemes.

Dans ce cadre, la vérification des systeémes se fait par une analyse d’accessibilité.
Nous avons montré comment ceci peut étre utilisé par exemple pour la vérification des
propriétés de streté. Mais notre cadre peut également étre appliqué a la vérification
des propriétés de vivacité pour les systeémes paramétrés, c-a-d., les propriétés expri-
mant qu’'une “bonne chose” se produit nécessairement lors de ’exécution du systeme

[BINTO0].
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Premiere partie

Analyse des systemes
paramétreés
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Chapitre 3

Analyse des systemes
paramétrés

Un systéme paramétré est un systéme pouvant contenir un nombre arbitraire (non
borné) de processus. Il peut étre vu comme une famille infinie S = {5, }52, de systemes
Sn = P1||P2]|...]| P, formés de n processus identiques mis en paralléle. Le probléme de
la vérification d’un systéme paramétré peut étre formulé comme suit : Etant donnée
une famille S = {5,,}52,, vérifier que pour tout n, le systéme S,, est correct.

Par conséquent, vérifier (2.12) pour un systéme paramétré S revient & tester que

Vn >0, Posty (Ly) N LE.q =0, (3.1)

ou L§, L%,4 €t Ry sont respectivement ’ensemble des configurations initiales, I’en-
semble des “mauvaises” configurations, et la relation de transition du systeme S,.
Nous voyons alors que nous avons affaire a une infinité de probléemes a résoudre.
Puisque les transformations R,, ne s’appliquent qu’aux configurations de taille n (en
préservant leur taille), et que les configurations de deux systémes de tailles différentes
ont forcément des tailles différentes, les transformations R,, ne peuvent étre appliquées
qu’aux configurations du systéme S,,. Donc, résoudre (3.1) revient a vérifier que

Postr(Lo) N Lpaa =0, (3.2)
ouR = U Rn, ﬁoz U 87 et EBad: U ‘C%ad'
n>0 n>0 n>0

Pour attaquer ce probleme, nous devons tout d’abord, comme décrit au chapitre
précédent, trouver de “bonnes” structures de représentation qui permettent de représen-
ter finiment ces ensembles infinis de configurations et de transformations. Nous adop-
tons dans ce chapitre la modélisation de [KMM™197] qui, selon que la topologie du
systeme paramétré en question est linéaire ou arborescente, utilise les langages réguliers
de mots ou d’arbres pour représenter les ensembles infinis de configurations, et les re-
lations régulieres de mots ou de réétiquetage d’arbres pour représenter les ensembles
infinis de transformations. Ensuite, comme expliqué précédemment, le probleme d’ac-
cessibilité (3.2) peut étre résolu de deux manieres : (1) Si la relation R est quelconque,
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nous pouvons appliquer notre méthode d’accélération générale basée sur I’élargissement
et espérer que le calcul va terminer. Nous présentons cette technique au chapitre 9 de ce
document. (2) Sinon, si la relation R peut étre décomposée en I'union de sous-relations
R =R URjU---R! telles que 'on ait des algorithmes spécifiques qui permettent
de claculer les clotures transitives par les R ; nous pouvons utiliser ces algorithmes
pour le calcul de méta-transitions qui peuvent aider la convergence du calcul itératif
de I'ensemble des accessibles.

Le but de ce chapitre est de mettre en évidence des classes de relations et de langages
réguliers qui soient significatives pour la modélisation des systémes paramétrés, et pour
lesquelles il est possible de proposer des algorithmes qui permettent de calculer R*(L£)*
pour toute relation R, et tout langage £ des classes considérées. Ou, de maniere plus
générale, de trouver des classes de relations régulieres telles que ’on sache caractériser
par un transducteur fini la relation R*.

Dans la premiere section, nous considérons les systemes paramétrés linéaires. Nous
montrons d’abord comment les langages et les relations réguliers de mots peuvent
modéliser de tels systemes. Ensuite, nous considérons la classe des relations de semi-
commutations, qui sont les relations de la forme

U copy(X*)(ab, ba)copy(X*).

Ces relations permettent de modéliser les systemes ou chaque processus communique
avec son voisin. Comme ces relations ne préservent pas la régularité, nous intro-
duisons une classe de langages réguliers de mots (la classe APC) et nous montrons
qu’elle est effectivement fermée par semi-commutations. Nous retrouvons cette classe
de maniere naturelle dans la modélisation de la plupart des systémes paramétrés que
nous considérons. Nous montrons que cette classe est effectivement fermée par union et
intersection, ce qui est, comme expliqué au chapitre précédent, important pour que I’al-
gorithme de cléture par semi-commutations puisse étre utilisé de maniere répétée pour
calculer des méta-transitions au cours de la procédure itérative du calcul des acces-
sibles. Nous montrons comment notre résultat peut étre utilisé pour réaliser I’analyse
d’accessibilité d’un controleur d’ascenceur.

A la fin de cette section, nous considérons les systémes paramétrés a topologies
circulaires. Nous représentons les ensembles de configurations de tels systemes par
des langages réguliers de mots circulaires, et nous montrons comment notre résultat
précédent peut étre étendu pour calculer la cloture circulaire d'une APC par semi-
commutations. Les résultats de cette partie ont été publiés dans [BMTO1].

Dans la derniere section, nous considérons les systemes paramétrés a topologies
arborescentes. Nous montrons d’abord comment représenter les ensembles de confi-
gurations et de transformations de ces systéemes par des langages et des relations de
réétiquetage réguliers d’arbres. Ensuite, nous introduisons la classe de relations de
réétiquetage des Well Oriented Systems. Cette classe apparait naturellement dans la
modélisation des systeémes ou les processus communiquent avec leur pere et leurs fils.
Nous montrons que pour toute relation de réétiquetage R dans cette classe, R* est
une relation de réétiquetage effectivement calculable. Ce résultat a fait I’objet d’une
partie de larticle [BT02].

1 Post, (L) est par définition égal & R*(L)

42



3.1 Systémes paramétrés linéaires

3.1.1 Modélisation

Dans le cas ou les processus sont disposés linéairement, une configuration du
systéme S,, peut étre vue comme un mot ej ...e,, de X" (X étant ensemble des états lo-
caux de chaque processus), ol e; représente 1’état du processus i. Et donc, une configu-
ration du systéme S = {S,,}°2 , peut étre considérée comme un mot de ¥* [KMM197].
Par exemple, considérons un systéme formé de trois processus dont chacun peut étre
soit dans ’état a soit dans 1’état b. Le mot aba correspond & une configuration ou les
processus 1 et 3 sont dans 1’état a et le processus 2 dans ’état b. Par conséquent, nous
pouvons utiliser les langages réguliers pour représenter un ensemble de configurations
de la famille S = {5,}5%,. Ainsi, Pexpression réguliére a*ba* représente 1’ensemble
des configurations ou il y a exactement un seul processus dans ’état b et un nombre
arbitraire de processus dans 1’état a.

De méme, puisque les actions d’un programme font passer le systéeme d’une confi-
guration & une autre de méme taille, une action peut étre modélisée par une relation
réguliére qui préserve la longueur (ou de maniere équivalente, une regle de réécriture)
sur X*. Ainsi, dans la relation

copy((a+b)*)(a,b)copy((a+b)*),

a (resp. b) dénote Pétat de la composante modifiée du systeme avant (resp. apres)
I’application de l'action du programme.

Nous illustrons cette modélisation par I'exemple d’un contréleur d’ascenceur. Des
exemples de protocoles d’exclusion mutuelle tels que le bakery algorithm et les proto-
coles de Dijkstra et de Szymanski figurent a la section 9.6 et en annexes.

3.1.1.1 Un controleur d’ascenceur

Nous considérons un controleur d’ascenceur qui a le comportement suivant : A
chaque instant, les usagers peuvent arriver & n’importe quel étage et déclarer leur
intention de monter ou de descendre. L’ascenceur est initialement au rez-de chaussée,
et fait continuellement des va-et-vients entre le rez-de chaussée et le dernier étage :
Quand il est au rez-de chaussée, il monte jusqu’au dernier étage, et quand il arrive a
ce dernier étage, il redescend, etc.

Quand il est en train de monter (resp. de descendre), ascenceur prend toutes les
personnes qui souhaitent monter (resp. descendre) et ignore les autres. Il prendra ces
derniers quand il descendra (resp. montera).

Ce systeme est paramétré puisqu’il peut y avoir un nombre arbitraire d’étages. Si
le nombre d’étages est n, une configuration du systéme peut étre représentée par un
mot de la forme #x1 - - xjyz;11 - x,#, ovy € {AT, Al} et 2; € {L,pT,pl,pll}, pour
i € {1,...,n}. Le symbole correspondant & x; représente 'état du i°™¢ étage : x; = L
¢’il n’y a personne qui attend & cet étage, x; = p] (resp. x; = pl) si & 'étage i il n’y a
que des personnes qui attendent pour monter (resp. pour descendre), et z; = pl| si a
cet étage il y a a la fois des gens qui désirent monter et d’autres qui veulent descendre.
Le symbole correspondant & y permet de déterminer la position de ’ascenceur : Dans
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la configuration ci-dessus, y = A7 (resp. y = A]) exprime que ascenceur est a 1’étage
j+1 (resp. j), et qu’il est en train de monter (resp. de descendre).

L’ensemble de toutes les configurations initiales (pour un nombre arbitraire d’étages)
est 'ensemble Lo = #AT L*#, signifiant que I'ascenceur est initialement au rez-de
chaussée, et qu’il n’y a encore personne aux différents étages.

La dynamique du systéme peut étre modélisée par les relations régulieres (3.3)-
(3.16), ot 5 = {#, L, pl, pl, pll, AT, AL}.

Les relations 3.3, 3.4, 3.5, et 3.6 représentent des substitutions modélisant ’arrivée
des usagers. Appelons les “request”. Les relations 3.7 et 3.8 (resp. 3.12 et 3.13) sont
des semi-commutations modélisant les montées (resp. les descentes) de I’ascenceur.
Appelons ces actions move-up (resp. move-down). Les relations 3.9 et 3.10 (resp. 3.14
et 3.15) représentent ’action de prendre & un certain étages les gens qui désirent monter
(resp. ceux qui veulent descendre). Nous appelons ces actions take-up (resp. take-down).
Enfin, les relations 3.11 et 3.16 représentent les actions de passer de la phase ascendante
a la phase descendante (action up2down), et vice-versa (action down2up).

copy(X*) (L, pT)copy(E*) (3.3)
copy(X7) (L, pl)copy(X7) (3.4)
copy(X*)(pT, p1l)copy(X7) (3.5)

copy () (pl, p1l)copy(X*) (3.6)
copy(X7) (AT L, LAT)copy(X*) (3.7)
copy(X*) (AT pl, pl AT)copy(X*) (3.8)
copy(X7)(AT pl, LAT)copy(X*) (3.9)
copy(X*) (A1 pll, pl AT)copy(X™) (3.10)
copy(X7) (AT #, Al #)copy(X™) (3.11)
copy(X*)(LA], Al L)copy(X™) (3.12)
copy(X7)(pl Al, Al pT)copy(X7) (3.13)
copy(X*)(pl Al, Al L)copy(¥*) (3.14)
copy(X*)(p1l AL, Al p1)copy(X*) (3.15)
copy(X*) (#AL, # A7) copy(X*) (3.16)

3.1.2 Calcul des clétures par semi-commutations

Nous nous intéressons dans cette section aux relations de semi-commutations, c-a-
d., aux relations de la forme

| copy(=7)(ab, ba)copy(57)

telles que a # b. Ces relations peuvent également étre représentées par des regles
de réécriture de la forme ab — ba. Nous retrouvons ces relations naturellement lors
de la modélisation des systemes paramétrés ou les processus voisins communiquent
entre eux. Par exemple, dans le modele du contréleur d’ascenceur, nous voyons que les
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relations 3.7, 3.8, 3.12, et 3.13 sont des semi-commutations qui représentent un genre
de communication entre le “processus” ascenceur et les différents “processus” étages.
Il est donc important, pour ’analyse des systemes paramétrés, d’avoir des algorithmes
qui calculent la fermeture d’un langage régulier par ce genre de relations. Seulement,
il n’est pas difficile de voir que les semi-commutations ne préservent pas la régularité,
et donc que la relation R* ne peut en général pas étre représentée par un transducteur
fini de mots. Considérons par exemple l'ensemble £ = (ab)* et la semi-commutation
R = {ba — ab}. Il s’en suit que R*(L) est I'ensemble non régulier de tous les mots
ayant le méme nombre de a et de b, et tels que tous leurs préfixes ont au moins autant
de a que de b.

Nous introduisons alors une sous-classe de langages réguliers : la classe APC, qui est
une classe significative et importante dans la modélisation des systémes paramétrés.
Elle apparait de maniere naturelle dans les modeles correspondant a tous les systemes
paramétrés linéaires que nous considérons dans cette these. Nous donnons un algo-
rithme qui calcule pour tout langage APC L et toute relation de semi-commutations
R, un langage APC correspondant & R*(L). Comme mentionné dans l'introduction
de ce chapitre, le fait que R*(L) soit aussi un langage APC et que les APC soient
fermés par union est important pour que notre algorithme puisse étre utilisé a plu-
sieurs reprises pour calculer des méta-transitions lors du calcul itératif de ’ensemble
des accessibles. Nous illustrons ceci dans ’analyse du controleur d’ascenceur donné
ci-dessus.

3.1.2.1 Alphabetic Pattern Constraints

Nous définissons dans ce qui suit la classe Alphabetic Pattern Constraints (APC),
et nous montrons qu’elle est fermée par union, intersection, et concaténation, mais pas
par complémentation.

Définition 3.1.1 Soit X un alphabet fini. Une expression atomique sur X est soit une

lettre a de X, soit une expression étoile (a1 +ag + -+ + a,)*, ot ay,as,...,a, € X.
Un produit p sur ¥* est la concaténation (qui peut étre vide) ejes---e, d’expres-
sions atomiques eq,. .., e, sur Y. Nous utilisons € pour représenter le produit vide.

Une “Alphabetic Pattern Constraint” (APC) sur ©* est une expression de la forme
p1+ -+ pn, 0U P1,...,Pn Sont des produits sur X*.

Dans le reste de cette section, nous ne faisons pas de distinction entre une expression
réguliere et le langage qu’ elle définit. Cependant, les entrées des algorithmes que nous
proposons seront, des expressions APC.

Notation 3.1.1 La longueur de p = ey --- ey, dénotée l(p) = n, est le nombre d’ex-
pressions atomiques dans p. Soit une expression APC e =), p;, la longueur de e est
définie par l(e) = max; l(p;). La taille d’une expression est la somme des longueurs de
ses produits. Pour un langage L C X*, nous dénotons par a(L) l’ensemble des lettres
de X2 apparaissant dans les mots de L.

45



Propriétés de cloture et résultats de complexité Il est facile de voir que la
classe des langages APC n’est pas fermée par complémentation. En effet, considérons
par exemple Palphabet ¥ = {a,b} et le langage APC X*aaX* + L*bbX* + bX* 4 Y*a.
Son complémentaire est (ab)* qui n’est pas un langage APC.

La proposition suivante donne quelques propriétés de fermeture de la classe APC.

Proposition 3.1.1 APC est fermée par concaténation, union, et intersection.

Preuve : APC est par définition fermée par concaténation et union.
Soient p; et py deux produits sur X. L’expression APC correspondant a p; N psy
peut étre calculée inductivement comme suit :

p1Nps =
1] sipr=0oupy =0

15 Sipy =cete€ps
oupy=cetec€p;

a(py Nps) si p1 = ap} et p2 = apy

0 sipr = api,pa = bph, et a#b

a(pi N p2) si p1 = ap) et py = A*ph, t.q.ac A
p1 NPl si p1 = ap) et po = A*p), t.q.a ¢ A

C*(prNph)+ sipp = A*pl,pa = B*ph, et C=ANB#0)
C*(p} Np2)

(p1 Nph)+ sipy = A*pl,ps = B*ph, et ANB =10
(P} Np2)

Remarque 3.1.1 L’union et la concaténation sont des operations polynoémiales, tan-
dis que le calcul de lintersection de deuzx langages APC produit une expression de
taille exponentielle. En effet, l'exzemple suivant montre que le pire-cas est exponen-
tiel. Considérons les produits p, = b*(ab*)" et g, = (a*b)"a*, chacun est de taille
2n + 1. Toute expression APC repésentant p, N q, est de taille exponentielle, puisque
PN g ={w € (a+b)"||wla = |wlp =n}.

Nous pouvons montrer les résultats de complexité suivants pour la classe APC :

Théoréme 3.1.1 [BMT01] Les problémes suivants sont PSPACE-complets :

46



— décider si une expression APC sur ¥* est égale a X* ;

— décider linclusion entre des langages dans APC.

De plus, décider si un langage réqulier, donné par une expression réquliére ou un
automate non déterministe, est un langage APC' est aussi PSPACE-complet. Ce méme
probléeme est NLOGSPACE-complet quand [’entrée est un automate déterministe.

Caractérisations des APCs Nous avons défini la classe APC de maniere natu-
relle en observant les modeles des systéemes paramétrés que nous avons considéré. Il
s’est avéré que cette classe de langage existe déja dans la littérature sous d’autres
appellations, et qu’elle a été étudiée de maniere intense dans le cadre de la théorie des
groupes. En effet APC correspond a I’ensemble des expressions définissant les langages
de niveau 3/2 dans la hiérarchie de Straubing-Thérien [PW97]. Dans cette hiérarchie,
le niveau 0 correspond & {¥*, ()} et les niveaux suivants sont définis inductivement
comme suit : le niveau n + 1/2 est la cléture polynémiale du niveau n et le niveau
n+1 est la cloture booléenne du niveau n+1/2, ot la cléture polynémiale d’une classe
C de ¥7T est I'ensemble des langages de X qui sont I'union finie de langages de la
forme LoagLq -« -an, L, t.q. les a; sont des lettres et les L; sont des éléments de C. La
hiérarchie de Straubing-Thérien est stricte.

Il existe aussi un lien avec la X,-hiérarchie de la logique de premier ordre. Cette
hiérarchie est obtenue en comptant le nombre de blocs alternants de quantificateurs
existentiels et universels. Le niveau X,, représente les formules avec n alternances de
blocs de quantificateurs, commengant par un bloc existentiel. Thomas [Tho82] a montré
que le niveau n + 1/2 dans la hiérarchie de Straubing-Thérien correspond précisément
au niveau X, 1. Ainsi, il s’en suit que chaque langage dans APC peut étre défini par
une formule de la forme ¢ = 3*V*¢) o ¢ est sans quantificateurs.

Egalement, APC correspond au fragment suivant de la logique temporelle linéaire
(LTL) :
pu=AloVoloAd| AUy DA O

ou A est de la forme A = a;V---Va,, et O,U, et O sont respectivement les opérateurs
next, until, et always. En effet, chaque APC peut étre décrite par une formule de
ce fragment puisqu'un produit de la forme XjaoXia; - -a,—13} est équivalent & la
formule

EQZ/{(CLQ A O(Zﬂ/[((h A\ O cee (Zn_ll/{(an_l A ODEn)) cee )

Pour I'autre direction, nous pouvons raisonner par induction structurelle sur les for-
mules en utilisant le fait que APC est fermée par union, intersection, et concaténation
(Proposition 3.1.1).

3.1.2.2 Fermeture des APC par semi-Commutations

Nous montrons dans ce qui suit le principal résultat de cette section, qui énonce
que les APC sont effectivement fermés par semi-commutations :

Théoréme 3.1.2 Pour toute expression APC L et toute relation de semi-commutations
R, R*(L) appartient ¢ APC et peut étre effectivement calculée. En plus, la longueur
de lexpression calculée est dans O(I(L)|X]).
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Le reste de cette section est consacré a la description de I’algorithme sous-jacent a ce
théoreme. Puisque chaque langage APC L est une union finie de produits, sa cloture
R*(L) est 'union des clotures de ses produits. Par conséquent, il suffit de montrer
comment calculer effectivement R*(p) pour un certain produit donné p. Pour ceci, nous
utilisons 'opération de R—shuffle définie ci-dessous. L’idée est de calculer R*(e; - - - €,,)
inductivement, c-a-d., calculer d’abord R*(es - - - €,,), et utiliser le fait que R*(e1) = ey.
L’étape d’induction consiste & calculer R*(eL), pour une expression APC fermée par
R L et une expression atomique e. Cette opération est aussi faite inductivement. Pour
ces calculs, nous avons besoin de certaines notations et définitions :

Nous associons a chaque relation de semi-commutations R une relation binaire
irreflexive pr sur les lettres de X, c-4-d., un sous ensemble de ¥ x X\ {(a,a) | a € £}
telle que

R=J copy(S")(ab,ba)copy(s")
(a,b)Epr

La relation pr peut étre étendue aux ensembles comme suit : Pour chaque ensembles
X, YCxy:
(X,)Y)eprsiX xY Cpr.

Nous dénotons par dr la valeur

or =max{[Y||Y C ¥ tq. (Y;a) € pr}.

Nous supposons que pr # 0, ce qui veut dire que dr > 0.

Etant donnés deux mots x et y de ¥*, le R—shuflle de x et y, dénoté by zLLizy,
est ’ensemble des mots de la forme z1y; -+ Tpyn avec £ = x1-- Tpn, Y = Y1 Yn,
xi,y; € X pour tout 1 < ¢ < n et tels que (a(x;), aly;)) € pr pour tout j < i.

L’opération de R—shuffle s’étend aux ensembles X, Y C ¥* comme suit :

XWRY = {allgy |z € X,y € Y}.

Notons que pour tout x,y € ¥*, nous avons R*(xy) = R*(x)LLIgx R*(y). Le lemme
suivant montre comment calculer R*(LC) quand £ et K sont déja R-clos (un langage

L et R-clos si R*(L) = L).
Lemme 3.1.1 Soient L et K deux ensembles fermés par R. Nous avons alors
R*(LK) = LLLRK.
Puisque toute expression atomique est R-close, nous avons :

Lemme 3.1.2 Soient ey, ea,...,e, des expressions atomiques, et soit p = ejea -+ - ey,
un produit, nous avons :

R* (p) = 61|—|—|72(€2|_|J72(‘ .- (6n71|-U7z€n) cee ))

Le lemme précédent permet de calculer R*(p) récursivement. Le lemme 3.1.3 et la
proposition 3.1.2 sont les cas de base de notre algorithme.
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Lemme 3.1.3 Soit E un sous ensemble de 3 et soit une lettre a € 3, nous avons :
E*llga =R*(E*a) = E*aE'"" et alllp E* = R*(aE*) = E""aE*,
ou B'={x € E|(z,a)€pr} et E" ={x € E| (a,x) € pr}.

Preuve : Le fait que E*lliga = R*(E*a) et alLix E* = R*(aE™*) est dii au lemme
3.1.1, puisque E* et a sont clos par R. Les autres égalités sont directes puisque les
symboles de E’ sont précisément les lettres de E qui sont capables de passer & travers
la lettre a, et les symboles de E” sont précisément les lettres de E que la lettre a peut
traverser.

O

Exemple 3.1.1 Considérons le produit p = (e + f + g)*d, et la relation de semi-
commutation Ry définie par la relation binaire pr, = {(f,d), (g,d)}. D’aprés le lemme
précédent, nous avons :

Rilp) =(e+ f+g)'Wr,d=(e+ f+g)"d(f+g)"

La proposition suivante est le plus important résultat technique nécessaire pour
la preuve du théoreme 3.1.2. Elle montre que la R-cléture d'un produit qui consiste
en la concaténation de deux expressions étoiles est une APC. En particulier, notons
que la longueur des produits dans I’expression donnée ci-dessous est bornée par une
constante n qui est polynémiale en |3| et |R|. Plus préciséments, n < g < [X].

Proposition 3.1.2 Soient E et F deuz sous ensembles de 3, nous avons
E*LLigF* =R*(E*F*) =Y E*(Ey+ F\)*--- (B, + F,)"F*,

oun < dr, et la somme est prise sur tous les sous ensembles E; et F; de ¥ qui satisfont
les conditions suivantes :

“0#E.C - CECE,

“0#FRC-CF,CF,

~ (E;, Fj) € pr pour tout 1 < j <i<n.

Preuve : La premiere égalité peut étre obtenue comme précédemment a partir du
lemme 3.1.1 puisque E* et F'* sont clos par R.

Considérons alors la seconde égalité. Il est clair que E*(Ey+Fy)* -+ (Ep+F,)*F* C
R*(E*F*) si E; et F; satisfont (E;, F;) € pr pour tout j < i.

Réciproquement, soit w € E*LLIgF* = R*(E*F*). Nous pouvons écrire w =
UTVI ULV - - - U Usy, AVEC U; € E* v, € F*, et tels que Pon a (a(u;), a(v;)) € pr pour
tout j < 4. Nous pouvons clairement supposer que u;, v; # € pour tout ¢ # 1 et j # m.

Nous définissons inductivement les séquences (k;)1<i<n, (Ei)i<i<n, €t (Fi)i<i<n :

— k= 1, k; :mln{j | ki1 <7< m,v; ¢thl} (l > 1),

- k= a(ukri-l T Um),

- F={yeF|(Ey)€pr}
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Par définition, nous avons E;11 C E; C E, et F; C F;41 C F pour tout i¢. En
plus, (E;, F;) € pr pour tout i, donc (E;, F}) € pr pour tout j < i. Ces deux faits
impliquent bien sir que n < dg. Finalement, nous notons que uy, 1 ---ux,,, € E; et
Uk, ** Uk, —1 € FF, ce qui montre le résultat.

O

Remarque 3.1.2 Dans I’ expression donnée pour R*(E*F*), il suffit de considérer
seulement les expressions étoiles (E; + F;)* telles que E;et F; sont mazimauzx, dans le
sens suivant :

— il neziste pas de lettre b € F\F; telle que (E;,b) € pr,

— il n'existe pas de lettre a € E;_1\F; telle que (a, F;) € pr, ot Ey = E.

Remarque 3.1.3 Notons que la longueur des produits dans Uexpression pour R*(E*F*)
est au plus or + 2.

Exemple 3.1.2 Considérons le produit p = (a+ b+ ¢)*(e+ f + g)*, et la relation de
semi-commutation Ro définie par la relation binaire pr, = {(a,e), (¢, g), (b,e), (b, f)}.
La proposition ci-dessus implique que R3(p) = (a+b+c)*Llr,(e+ f+9)* = (a+b+
o(ctg)(e+f+g9) +(atb+o)(atbte)(b+e+ f)(e+f+9)"

Nous montrons maintenant comment calculer effectivement une APC qui représente
R*(p) = R*(e1e2 - - - €5). Dans le lemme 3.1.3 et la proposition 3.1.2, nous avons montré
le résultat pour n = 2. Supposons maintenant que R*(ex---e,) = > fifo - fx, ot
les f; sont des expressions atomiques. Montrons que R*(ejes---e,), qui est égal &
Seillg(fifa--- fr) appartient aussi & APC. Pour ce faire, nous avons juste besoin
de calculer e1LLIg(f1fa- - fr) et de montrer qu’elle est sous la bonne forme. Nous
distinguons deux cas selon que e; est une lettre ou une expression étoile. Le premier
cas est direct :

Lemme 3.1.4 Soita € ¥ et fi1,..., fn des expressions atomiques, alors

a’u—l'R(flfQ"'fn):Zgl"'gjahjfj+1"'fn
j

tels que, pour tout i < j nous avons :
~si fi = B*, alors g; = {z € B | (a,7) € pr}",
- si fi=beX et (a,b) € pr, alors g; = b.

En plus, hj =€ si f; € &, et hj = f; sinon.

Exemple 3.1.3 Soit R3 une relation de semi-commutation définie par

PRs = {(hva)a (hv 6)}

Le lemme précédent implique que hl g, (a+b+c)*(a+b+e)*(b+e+ f)* =a*h(a+
b+o)(a+b+e) (b+e+ f)*+(at+e)*hla+b+e) (b+e+ f)*.

La proposition suivante généralise le lemme 3.1.3 et la proposition 3.1.2.
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Proposition 3.1.3 Soient E et F' deuz sous ensembles de 3, a € X, et L C X%, nous
avons :

1. E*lg(al) = (E*lWga)(E" LR L), ot E' = {b € E | (b,a) € pr}.
2. E*lUR(F*L) = S (EFLURF)(ELURL).
(B',FlYepr
E'CE,F/'CF
Preuve : La premiere égalité est directe puisque E’ est I’ensemble des lettres de
E capables de traverser a et aprés commuter avec L. Nous montrons maintenant la
seconde identité. L’inclusion D est claire. Réciproquement, soit w € E*LLig F* L, avec
w € zllgyz telsque x € E* |y € F* et z € L. Supposons que w = uv et x = x1T9 avec
u € xRy, v € xolllgz. Soit F' = a(y) et E' = a(z2). Il est clair que (E', F') € pr,
u € E*l g F*, et v € F*LLIRL.
O

Corollaire 3.1.1 Soient E et F' deux sous ensemble de X, et soit L C ¥*, alors
E*LLig(F*L) =Y E*(Ey + F\)"(Ey + F2)* -+ (Ex + F)"(EfLUR L) ,

ot l'union est prise sur tous les sous ensembles F; et F; de X qui satisfont :
B, S CECE,
“0FR G- CFCF,
- (Es, Fj) € pr pour tout 1 < j <i < k.

Preuve : L’inclusion droite-gauche est directe. A partir de la proposition 3.1.3, il
reste & montrer que

(E"Wp F")(E"WRL) €Y E*(Ey + F1)* -+ (Ey + Fi)"(BfLUg L),

ou E' C E et F’' C F sont des sous ensembles satisfaisant (E’, F') € R. La proposition
3.1.2 implique que :

(E*Wr F"™)(E" LR L) = > E*(Ey + F))* -+ (En + F))*F'"(E" g L)

ol la somme est prise sur tous les sous ensembles E; et F; de ¥ satisfaisant :
~0#EB,C--CECE,
C0AFCoCFLCF,
- (Ez,F]’) € pr pour tout 1 < j <i < n.

Il reste alors a montrer que pour de tels sous ensembles F, Fj’ , ils existent deux

séquences (E;); et (F;); satisfaisant les conditions ci-dessus tels que :
E*(By + F))* - (B, + ) F"* (B Wr L) C E*(Ey + F1)* - (Bg + F)* (Ey, WipL)

Ces séquences peuvent étre définies inductivement comme suit :

~ By =E +E, et Fy = F, ot j = max{i | (E; + E') = (E; + E')},
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- Si E:Fl’ alors :
fSil<n,alorsﬂ:El+1+E'etF/’i:1:F;,oﬁj:mzfctx{l+1§i§n|
(Ei + El)iEl+1 + E’z}x;/
- Sll:n, Ei+1:E’etF};+1:F’.
__Alors, nous avons clairement, ExC-CECEOD+F, C-CFE, CF', et
(Ei, Fj) € pr pour tout 1 < j <14 < k puisque (E', F') € pr et (E;, F}) € pr pour
tout 1 <5<t < n.
O

Exemple 3.1.4 Soit Ry la relation de semi-commutations définie par

PRs = {<a’ 6)7 (Ca g)? (b’ 6), (b7 f)7 (a7 d)}

Le corollaire ci-dessus et 'exemple 3.1.2 impliquent que
(@a+b+o)lir,(e+ f+9)"d(f +9)" = (a+b+c)(c+g)"(e+ f+9)"df +9)"+
(a+b+c)"(atbte) (bt+e+f) (e f+9)"d(f+9)"+ (a+b+c)* (atbte) da”(f+g)" .

Résumant les calculs précédents, la proposition 3.1.3 et le corollaire 3.1.1 fournissent
létape de récursion pour calculer E*LLIg(fifa- - fn) :

Proposition 3.1.4 Soit £ C % et soient f1,..., fn des expressions atomiques. Alors
E*LUg(f1fo -+ fn) est égal a Uune des expressions suivantes :

1. Pour une expression étoile f1 = F* :
> E*(Ey+ Fy)* - (Eg + FR)*(BiLUr fa - fn),

ot l'union est prise sur tous les sous ensembles E;, F; satisfaisant E;y1 C E; C
E,0#F;, C Fiy1 CF et (E;, F)) € pr pour tout j <i.
2. Pour une lettre f1 = a :
E*a(E" W fy- - fn),
ou ' ={x € E| (z,a) € pr}.

L’algorithme de calcul de la cloture d’une expression APC > ey ---e, par une
relation de semi-commutation R est le suivant : Nous calculons inductivement

R*(GZ"‘en):Zfl“'fk~

L’étape d’induction est donnée par le lemme 3.1.4, si e; est une lettre. Sinon, pour
e1 = E* nous appliquons la proposition 3.1.4, qui est en soit une étape d’induction.
Il est facile de voir que chaque étape préserve l'inclusion dans APC. Ceci montre le
théoreme 3.1.2.

Corollaire 3.1.2 Soit p un produit de longueur n, alors [(R*(p)) € O(ndr), et
taille(R*(p)) € 90(|Z[nér)
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Preuve : 1l est facile de voir que chaque étape de récursion rajoute au plus dx expres-
sions atomiques dans chaque produit. Puisqu’il existe n étapes de récursion, il s’en suit
que la longueur des produits de I'expression calculée pour R*(p) est au plus O(ndr).
En plus, puisqu'il existe 2/>! + || expressions atomiques différentes, il s’en suit que la
taille de R*(p) est au plus 20U>In9=), a

Nous illustrons le calcul de la cloture d’un produit par une relation de semi-
commutation par I’exemple suivant :

Exemple 3.1.5 Considérons le produit p = h(a+ b+ ¢)*(e+ f + g)*d, et la relation
de semi-commutation R définie par

pr = {(a,€), (h,a), (h,e), (c,g), (b,€), (b, f), (f,d), (g, d), (a,d)}

Alors R*(p) = hLI_IR((a + b+ c)*l_un((e +f+ g)*LURd)). En utilisant les exemples
précédents nous obtenons
R*(p) =a*h(a+b+c) (c+g)(e+ f+g)df+9) +
a*h(a+b+c)*(a+b+e)*(b+e+ f)*(e+ f+g)*d(f+9g)"
a*h(a+b+c)* (a+b+e)da*(f + g)*
(a+e)hle+ f+g) d(f+9)* +
(a+e)*hla+b+e)*b+e+ e+ f+9)d(f+9)" +
(a+e)*h(a+b+e)da*(f +g)*.

Remarque 3.1.4 Observons que APC est le plus haut niveau dans les hiérarchies de
Straubing-Thérien et la hiérarchie ¥, qui est fermée par semi-commutations. En effet,
(ab)* est le complément d’un langage dans APC. Ainsi, il appartient au niveau 2 de
la hiérarchie de Straubing-Thérien, et peut étre décrit par une X3-formule. La cloture
de (ab)* par la relation de semi-commutations donnée par {(a,b), (b,a)} est bien sir
non réguliere (elle est égale a l'ensemble {w € (a 4+ b)* | |w|, = |w|p}).

Nous pouvons montrer que décider si une APC est fermée par une relation de
semi-commutations est PSPACE-complet :

Théoréme 3.1.3 [BMTO01] Le probléme suivant est PSPACE-complet :
Entrée : Une expression APC L sur X et une relation de semi-commutation R C X x 3.

Question : A-t-on R*(L) =L ¥

3.1.2.3 Application : Analyse du contréleur d’ascenceur

Reprenons 'exemple du controleur d’ascenceur vu a la section 3.1.1. Le tableau
3.1 montre les calculs des configurations accessibles du systeme. La premiere colonne
représente ’ensemble de configurations auquels nous appliquons I'action donnée dans
la deuxieme colonne. Les ensembles obtenus sont représentés dans les colonnes 3 et 4.
Puisque ’ensemble des accessibles est une APC, 'image par request® est facilement
calculée (les APC sont effectivement clos par substitutions), et les images par move-up*
et move-down* peuvent étre calculées par notre algorithme. Notons que le fait que la
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Lo | request* #AT (L +pl +pl +p11)*# L,
Ly | move-up* #(L +pl) AT (L +pl +pl +pll)*# Lo
Ly | request* #(L +pl +pl +p11)" AT (L +pT +pl +p1))*# L3
Ls take-up #(L+pl +pl +p1)* (L +pD)AT (L +pT +pl +p1l)*# | € L3
L3 | up2down #(L+pl +pl +p1l)* Al # Ly
L4 | move-down* #(L +pl +pl +pll) Al (L +p1)"# Ls
Ls | request* #(L +pl +pl +p1l)* Al (L +pT +pl +pT))*# Lg
Lo | take-down | #(L +pl +pl +p1))*Al (L +pT)(L +pT +pl +p1)*# | € Le
Le down2up #A1 (L +pl +pl +p1l)*# =L

TAB. 3.1 — Analyse d’accessibilité du controleur d’ascenceur

request™ move-up* take-up

move-up*

@ request™ m move—up*@ request™® LS:D request™®

down2up up2down

request™ C Lg @ Ly
move-down* request™ Umove-down

O O O

take-down move-down™ request™

Fia. 3.1 — Graphe d’accessiblité symbolique du controleur d’ascenceur

fermeture par move-up* reste une APC est crucial pour pouvoir calculer la cléture par
move-down* en appliquant notre algorithme.

Comme montré dans le tableau 3.1, notre algorithme pour les APC a permis de
calculer ’ensemble des accessibles du controleur d’ascenceur. L’analyse précédente per-
met également de calculer une abstraction finie de ce systéme infini. En effet, le tableau
3.1 définit un graphe d’accessiblité symbolique du contrdleur d’ascenceur (figure 3.1).

3.1.3 Systemes paramétrés a topologie circulaire

Dans cette section?, nous considérons des systémes paramétrés a topologie circu-
laire. Dans ce cas, une configuration est représentée par un mot circulaire, c-a-d., un
mot z; ---x, avec la signification que x; suit x,. Ceci signifie que x;---x, et les
mots TpTpy1- - TnpTy---Trp—1 représentent la méme configuration. Ainsi, I’ensemble
de configurations d’un systéme & topologie circulaire est un ensemble de mots £ qui

?Les résultats présentés dans cette section sont diis & Anca Muscholl, et ont été présentés dans
[BMTO1].
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est fermé par conjugaison, c-a-d., tel que £ = Conj(L), ol cette notion de conjugaison
est définie comme suit :

Définition 3.1.2 (Conjugaison) Deuz mots x et y € ¥* sont dits conjugués si
T = wv et y = vu pour certains u,v € X*. Pour un langage L, nous dénotons par
Conj(L) lensemble {uv € T* | vu € L} des conjugués des mots de L. Une classe de
langages C est fermée par conjugaison si £ € C implique que Conj(L) € C.

Considérons par exemple le token ring protocol ot un nombre arbitraire de processus
sont disposés en anneau et font passer un jeton de la gauche vers la droite. Chaque
processus est soit dans 1’état 0 s’il n’a pas le jeton, soit dans I’état 1 s’il ’a. L’ensemble
de configurations du systeme peut donc étre représenté par le langage £ = 0*10*
signifiant qu’a chaque étape, un seul processus détient le jeton. £ est bien fermé par
conjugaison puisque 0*10* = C'onj(0*10*). L’action du systeme qui fait passer le jeton
d’un processus & son voisin de droite peut étre représentée (comme dans le cas du token
passing protocol, qui est la version linéaire de ce protocole décrite dans l'introduction
de la these) par la relation de semi-commutations 10 — 01.

Pour pouvoir analyser ces systéemes a topologie circulaire, il est donc important de
savoir calculer R*(L), pour une relation de semi-commutations R, et un ensemble de
mots circulaires £. C-a-d., pour un ensemble £ fermé par conjugaison. Ceci revient
a calculer R:(L) pour un langage £ quelconque, ot R. est la relation de réécriture
circulaire R, = R* o Conj o R*.

Nous pouvons montrer que la R-cloture circulaire R%(L) de n’importe quel lan-
gage L (pas nécessairement régulier) peut étre obtenue en appliquant alternativement
conjugaison et semi-commutations un nombre fini de fois :

Théoréme 3.1.4 [BMT01] Soit £ C X*, alors R:(L) = R2¥I(L).
Nous obtenons alors que la classe APC est fermée par réécriture circulaire :

Corollaire 3.1.3 Soit £ une expression APC, alors RE(L) est dans APC et peut étre
calculé effectivement.

Preuve : Ceci est dii au fait que R:(L) = Rg‘zl(ﬁ) = (R* o Conj o R*)?*I(L), que
APC est effectivement fermée par semi-commutations (théoréme 3.1.2), et qu’elle est
aussi effectivement fermée par conjugaison. Pour montrer ce dernier point, il suffit de
montrer que pour chaque produit p, 'ensemble des conjugués Conj(p) est une APC.
Soit donc un produit p = e; - - - e,, il est facile de voir que :

Conj(p) = Zei ceepep 1€,
i

tels que :
— e} =e; si e; est une expression étoile,
— el = e si e; est une lettre.
Puisque lexpression précédente est une APC, le résultat suit.
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3.2 Systémes paramétrés a topologies arborescentes

Dans le cas ou les processus sont disposés dans une architecture arborescente, une
configuration est représentée par un arbre étiqueté dont chaque nceud correspond a un
processus, et 1’étiquette de ce noeud correspond a 1’état de controle de ce processus.
Par conséquent, un ensemble de configurations peut étre représenté par un langage
régulier d’arbres [KMM™97]. Typiquement, les actions dans de tels systémes sont des
communications entre les processus et leurs peres et fils. Ces actions peuvent étre vues
comme des transformations qui modifient les étiquettes des arbres, c-a-d., elles peuvent
étre représentées par des relations de réétiquetage.

3.2.1 Exemples de réseaux paramétrés a architecture arbores-
cente

Nous montrons dans cette section deux exemples de modélisation de protocoles
définis sur des sytemes paramétrés ayant une topologie arborescente. Un autre exemple
est donné au chapitre 9.

3.2.1.1 Un algorithme pour calculer le OU

Prenons I'exemple d’un programme booléen, appelé PERCOLATE [KMM197], qui
calcule le OU d’un ensemble de valeurs booléennes : Nous considérons un nombre
arbitraire de processus disposés en une topologie arborescente. Chaque processus a
une variable val appartenant & {0, 1, L}. Initialement, toutes les feuilles ont une valeur
val € {0,1}, et tous les autres nceuds ont val = L. Le but du programme est de faire
passer a la racine la valeur 1 si au moins une des feuilles a val = 1. Une transition du
systeme consiste a associer 1 a un noeud si 'un de ses fils a val = 1, et 0 sinon. Ceci
peut étre modélisé par la relation de réétiquetage Rpercolate qui contient les paires de
termes (¢,t') € Tx, ou ¥ = {0,1, L} tels qu'il existe un contexte C, et quatre termes
tl,tg,t37 et t4 tels que :

b= C[ L1t t2), 1(ts, 1)) ] et ' = C[1(1(tr,12), 1(t5,£4)) ], ou
= O L(1t1,12), 0025, 1)) | et ¢ = C[1(1(t1, 12),0(ts, 1)), ou
b= O L0t 12), 185, 12)) | et ¢ = C[1(0(11,12), 183, 12)) ] o
— b= L0t 12), 005, 12)) ] et ¢ = C[0(0(11,12), 05, 12))

Pour vérifier que ce programme calcule bien le OU des valeurs booléennes disposées
aux feuilles, il faut calculer ’ensemble des accessibles par Rpercoiate de 'ensemble
initial, qui est '’ensemble régulier des termes ayant 1 ou 0 aux feuilles et L dans les
autres neceuds, et vérifier que cet ensemble n’intersecte pas I’ensemble des mauvaises
configurations, c-a-d, I’ensemble régulier des termes qui n’ ont que des 0 aux feuilles
et 1 a la racine; ou qui ont au moins une feuille étiquetée par 1 et 0 a la racine.

96



3.2.1.2 L’arbre de parité [CGJ95]

Ici aussi, nous considérons des arbres binaires ou les feuilles ont les valeurs 0 et 1.
Le programme consiste a calculer la parité de la somme des valeurs aux feuilles et la
transmettre a la racine. Une transition du systéme consiste a attribuer 1 a un nceud si
exactement un de ses fils a la valeur 1, et 0 si les deux ont 0 ou si les deux ont 1 comme
valeurs. Cette transition peut étre représentée par la relation R pqrit¢ qui contient les
paires de termes (¢,t') € Ty, ou ¥ = {0, 1, L} tels qu'il existe un contexte C, et quatre
termes t1,t2,t3, et t4 tels que :

= C{L( (t1,t2), (t3,t4))} et t/ = {0(1(1&171&2),1(123,1&4))}7 ou
t= C{L(l(t ),0(t3,t4))} et t = 0{1(1(t1,t2),0(t3,t4))}7 ou

—t= O[L(o(tl,tg),l(tg,u))} et t/ = [ (o(tl,tQ),l(tg,u))}, ou
t= (t1,12) ) (t1,t2),0(t3,ta)

C[L(o t1,t2),0(t3, t4 } et t/ = [ (0(t1,t2),0(ts3, ta )]

Il s’agit alors de vérifier que la racine est étiquetée par 1 ssi le nombre de feuilles
étiquetées par 1 est impair. Cette propriété est représentable par un automate d’arbres
fini. Donc, comme précédemment, vérifier la correction de cet algorithme peut se faire
en calculant ’ensemble des accessibles par R porite-

3.2.2 Well-Oriented Systems

Nous avons essayé d’étendre le travail précédent aux langages réguliers d’arbres
pour pouvoir calculer I’ensemble des accessibles des systemes a topologies arbores-
centes par des “semi-commutations d’arbres”. En effet, ce genre de relations permet
de modéliser la communication entre pere et fils dans les réseaux a architectures ar-
borescentes. Nous avons alors essayé de trouver une classe significative de langages
réguliers d’arbres (binaires par exemple) analogue aux APCs qui soit effectivement
fermée par “semi-commutations d’arbres”, c-a-d., par des relations de la forme

Rap={(t,t) |t = C’[a(b(tl,tg), t3)],t’ = C[b(a(tl,tg), t3)} U
{t,t) |t = O[a(th b(t27t3))} = C{b(tha(tmt:&))} b

ou C' est un contexte et tq, ts, et t3 sont des termes. Seulement, méme si une telle classe
existe, elle ne serait pas intéressante pour la modélisation des systéemes paramétrés
arborescents. En effet, pour ces systeémes, on distingue souvent les feuilles des autres
neeuds, c-a-d., on s’intéresse souvent aux langages contenant des termes ou toutes les
feuilles sont dans un certain état b et tous les autres noeuds sont dans un autre état a.
Par exemple, on aimerait vérifier si les protocoles décrits ci-dessus sont corrects dans le
cas ou initialement toutes les feuilles ont val = 1 et tous les autres nceuds sont & I’état
L. Seulement, si nous considérons le langage régulier d’arbres dont les termes sont
tels que des feuilles sont étiquetées par b et les noeuds par a (ce langage est reconnu
par Pautomate d’arbres A = (Q, %, F,d) ou Q@ = F = {q}, ¥ = X9 = Xo = {a,b},
et ¢ contient les reégles b — ¢ et a(q,q) — ¢). La fermeture de ce langage par les
semi-commutations R, U Ry, n'est pas réguliere et est égale a I'ensemble des termes
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sur lalphabet {a,b} dont le nombre de nceuds étiquetés par b est égal au nombre de
feuilles.

Pour contourner ce probléeme, nous proposons d’affaiblir la classe de relations
considérée, tout en permettant aux péres/fils de communiquer. Nous introduisons alors
une classe de relations de réétiquetage, appelée la classe des Well-Oriented Systems, qui
est assez significative pour pouvoir modéliser les communications dans ces systémes,
et nous montrons que la cloture réflexive-transitive d’une relation de cette classe est
une relation de réétiquetage qui peut étre effectivement calculée.

3.2.2.1 Définition des Well-Oriented Systems

Plusieurs protocoles et algorithmes paralleles définis sur des réseaux a structure
arborescente satisfont les caractéristiques suivantes : (1) les informations montent des
feuilles vers la racine et vice versa, ce qui veut dire que chaque nocud communique
directement soit avec ses fils soit avec son pere, (2) il existe un nombre fini d’alternances
entre les phases de propagation ascendantes et descendantes des informations (ex., les
demandes sont envoyées par les feuilles, et ensuite les réponses sont envoyées par
la racine, et ainsi de suite), (3) I'état de chaque processus est modifié apres chaque
transmission de l'information, c-a-d., & chaque phase, quand un nceud du réseau est
traversé, il est marqué par une nouvelle étiquette. Ceci correspond par exemple au
marquage des chemins de passage, mémorisation des messages envoyés, etc.

Nous introduisons un modele pour décrire la dynamique de tels réseaux paramétrés
arborescents, qui consiste en des systemes de réécriture de termes appelés well-oriented
systems. Pour simplifier la présentation, nous nous restreignons aux arbres binaires, le
cas général est similaire.

Définition 3.2.1 Soit S = SoUS1 U---US,, ot les S; sont des ensembles finis de
symboles qui sont disjoints.

Un n-phase well-oriented system (n-phase WOS) sur S est un ensemble de régles
de réécriture de la forme :

bla(z1,22),c1(x3,24)) — a(b (z1,22),c1(x3,24)) (3.17)
a(b(z1,22),c1(x3,24)) — V(a(zy,22),c1(23,74)) (3.18)
a(b(z1,22), ca(x3,24)) — V(a(zy,12),a(z3,24)) (3.19)

b(x1,x2) — d(z1,22) (3.20)
bla(xy,x2),c1(x3,24)) —  d(a(z1,22),c1(x3,24)) (3.21)
a(b(x1,x2),c1(x3,24)) —  a(d(z1,22),c1(x3,24)) (3.22)
a(b(xy,x2), c2(x3,24)) —  ald(z1,x2),d(xs,z4)) (3.23)

Ainsi que les formes symétriques de ces régles obtenues en permutant les fils gauches
et droits, ot a,b’,c1 € Siv1, byca € S, et d € Siua, tels que 0 < i < n — 1 pour les
régles (3.17), (3.18), et (3.19), et 0 < i < n — 2 pour les derniéres régles.

Le systeme ci-dessus induit une relation de réétiquetage Rs sur les arbres définie
par : (t,t') € Rs §il existe un contexte C, et :
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— soit une regle b(zq, z2) — d(x1,22) de S, et deux termes uy et us tels que
t = Clb(uy,uz)] et t' = Cld(uq, uz)],

— soit une regle a(b(z1,22), c(xs3,24)) — d(e(z1,22), f(w3,74)) de S, et quatre
termes w1, us, u3z et uy tels que

t = Cla(b(uy,uz),c(us,uq))] et t' = Cld(e(ur,us), f(us, ug))].

Dans la suite, nous ne faisons pas de distinction entre une regle de réécriture d’un
systeme WOS S, et la relation de réétiquetage Rs qui lui correspond.

Intuitivement, une régle (3.17) correspond & la montée de a. Quand a traverse b,
elle prend sa place et étiquette son ancienne place par b pour marquer son chemin.
L’ensemble de ces regles sera dénoté par 7'\’,7T 41 (elles correspondent a la montée des
lettres a de S;;1). De maniére similaire, une regle (3.18) correspond & la descente
de a, et une regle (3.19) correspond au broadcasting de a. L’ensemble de ces régles
sera dénoté par ’R% 41 (elles correspondent & la descente des lettres a de S;11). Finale-
ment, les quatre dernieres regles permettent de passer d’'une phase a une autre. Plus
précisément, les regles (3.20) correspondent & un passage inconditionnel, et les regles
(3.21), (3.22) et (3.23) & un passage conditionnel. Cet ensemble de regles sera dénoté
par R;y1—;+2 (elles correspondent au passage de la phase i+ 1 & la phase i+ 2, c-a-d.,
de la propagation des symboles de S;11 a la propagation des symboles de S;12).

3.2.2.2 Exemples de WOSs

Le systeme Rpercolate donné a la section 3.2.1.1 est un 1-phase WOS ot S = {L},
et §; = {0,1}, et ensemble des régles de rééeriture correspondant a Rpercolate €st
donné par :

1L (W(z1,m2), 1(ws, 24)) — 1(1(x1, 22), 1(x3,24))
L(L(z1, 22),0(2s, 24)) — 1(1(z1, 22), 0(23, 24))
1(0(z1,x2), 1(zs, 24)) — 1(0(z1, z2), 1(z3,24))
1(0(z1,x2),0(x3,24)) — 0(0(x1, z2),0(x3, 24))

De méme, le systeme Rpqrite donné a la section 3.2.1.2 est un 1-phase WOS ou
So = {L}, et S; = {0,1}, et I'ensemble des régles de réécriture correspondant & R parite
est donné par :

1 (1(z1,m2), 13, 24)) — 0(1(z1, 22), 1(z3,24))
1(1(x1,m2),0(x3,24)) — 1(1(x1, 22),0(x3,24))
1(0(x1,22), 1(x3,24)) — 1(0(1, 22), 1(x3,24))
1(0(z1,x2),0(x3,24)) — 0(0(z1, z2),0(x3,24))

3.2.3 Analyser les Well-Oriented Systems

Nous montrons dans cette section que pour tout well-oriented system R, R* est
une relation de réétiquetage réguliere qui peut étre effectivement construite.
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Lemme 3.2.1 Soit R un n-phase well-oriented system. Alors

* * * * * *
R*=R,oR 0R, 10--0R]_p0Ry.

n—1—n

Preuve : L’application d’une des regles (3.17)—(3.23) augmente toujours 'indice des
étiquettes des nceuds de I'arbre auxquels la regle a été appliquée. Cette propriété, avec
le fait que les contextes “c;” sont dans S;1+; assure que la phase i + 1 (a € S;11)
dépend juste des phases précédentes j < i+ 1. Par conséquent, il est facile de voir que
R*=R) oR} OR)_jo0--0Ri_50RS. O

n—1l—n

Donc, pour calculer R*, il suffit de calculer les clotures transitives R;_,, ;, pour
1 <i<netRf pour 1 < ¢ < n. Nous construisons ci-dessous des réétiquetages
correspondant a ces relations.

3.2.3.1 Construction de R}

Nous donnons dans ce qui suit un réétiquetage qui reconnait R ;. Soit A; le réétiquetage
Ai = (Q,S,S,F,(S) OﬁQ = {q}U{QC | ce Si}U{q}()l”qg | a’7bl € Slvb € Si*l}? F= {Q}v
et 0 est 'ensemble des regles de transition suivantes :

(1) a/a — q et a/alq,q) — g, pour tout a € S,

(a2) ¢/c — q. et ¢/c(q,q) — qc, pour tout ¢ € S,

(a3) qo — ¢, pour tout a € S;,

et tel que :

— si RZT contient la regle

bla(x1,x2), c(x3,24)) — a(b/ (21, 22), c(x3,14)),

ot a,b,ceS;, et be S;_1, alors la relation de transition § contient :
(aa) a/b'(a,9) — ¢,
(a5) a/bl — qf,
(046) b/a(QgH QC) — {a,
(az) b/V (g4 qc) — apr
(ag) b/d' (g}, qc) — ¢, si R contient la regle
d(a(zy,z2), e(x3,4)) — a(d'(x1,2), e(x3, 74)),
(avg) a/f’(ql{,,qg) — g%, si R} contient la régle
V' (f(z1,22), g(x3,74)) — ['(V (21, 22), (23, 24)),
(a10) a/f’(ql{,,qg,) — g, si RZL contient la regle
b/(f(Il,ﬂﬂz),Q(ﬂf?,,M)) - f/(b/(thﬁz)vb/(ﬂﬂ:s,m))-

— si R} contient larégle a(b(x1, 2), c(x3, 24)) — V' (a(x1, T2), c(x3, 24)), ot a, b, ¢ €
S;, et b € S;_1, alors la relation de transition § contient :
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(a11)
(e12) b/alg,q) — qz,

(e13) a/V' (g0, 4c) = Gar @/ (40, 0c) = av,
(ara) b/V' (45, 9c) — b,

(a15) b/d' (g%, qe) — ¢4, si ’Rf contient la regle

a(d(z1,22), e(z3,24)) — d' (a(z1,22), e(x3,24)),
(a16) b/f'(qf,q9) — ¢¢, si R} contient la régle

a(f(x1,22),9(w3,24)) — f'(ala1, 72), a(ws, 24)),
(a17) a/h' (¢l qc) — i, si RI contient la regle

h(b' (z1,22), k(x3,24)) — b (K (21, 22), k(23,24)),

— si ’Rf contient la regle a(b(x1, x2), c(xs, z4)) — V' (a(x1,x2),a(xs3, x4)), ot a, b €
S;, et b,c € S;_1, alors la relation de transition § contient :

az1) c/a(q,q) — g5,

ag2) a/b'(qh,q5) = qa, a/V (¢4, q5) — av,

a3) b/ (4h,45) — 4,

as) ¢/V(q5,45) — 45,

asgs) b/d'(¢%,q0) — ¢, ¢/d'(¢%,q.) — ¢, si Rll contient la regle

a(d(z1,22),e(z3,24)) — d (a(z1,22), e(x3,24)),
(c26) b/f'(al,q9) — b, et ¢/ f'(qf,q2) — a5, si R} contient la regle
a(f(z1,22), g(x3,24)) — f'(a(z1,22), alw3, 24)),
(ag7) a/h' (g0, q¢) — ¢b, si R] contient la regle
h(b' (z1,22), k(x3,24)) — b (W (21, 22), k(z3,24)).
Puisque l'ordre entre les fils n’est pas important, ’automate a pour chaque regle de
la forme f/g(q1,q2) — g une regle symétrique f/g(g2,q1) — g qui n’est pas représentée

ci-dessus.
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Intuition. IL’automate ci-dessus reconnait tous les termes de la forme ¢/¢’ tels que ¢
et t’ solent deux termes vérifiant ¢’ € R} (t). L’automate se comporte comme suit : C’est
I’état g qui est 1’état final, et qui reconnait donc ces termes. Les régles «; expriment
que pour tout a € S, a/a € R} puisque a/a € Idrg, et quesi t1/t] € R et ta/th € R,
alors a/a(t1/t],ta/th) € RY.

Un nceud n dans ¢/t est annoté par q,, a € S; si :

— n est étiqueté par a/a (régles o). Ceci veut dire qu’aucune réécriture n’a été
faite & cette place c-a-d., I'étiquette de ce noeud est la méme dans ¢ et t'.

— il existe b € S; tel que n est étiqueté par b/a (régles ag). Ceci veut dire qu’une
réécriture a été faite & ce noeud en appliquant une regle b(a(x1, x2), c(x3, 24)) —
a(b'(x1,2), c(x3,74)). Le nceud n est étiqueté par b dans t et par a dans ¢'.
L’état q. dans la partie gauche de la regle ag impose que b ne peut traverser a
que si son “frere” est c.

— il existe V' € S; tel que n est étiqueté par a/b’. Ceci veut dire qu’une réécriture
a été faite a ce nceud en utilisant soit une regle

a(b(z1,x2), c(23,24)) — V' (a(x1, 22), c(x3,14))
(régles aq3), soit une regle
a(b(z1,22),c(x3,74)) — b (a(z1,22),a(x3,74))

(régles agz). Ce noeud peut aussi étre annoté par gy (régles ags et aas).
Dans tous ces cas, un terme ¢/t’ de racine n est annoté par q, (a € S;) si t/t’ est
dans R} (ceci explique la regle a3), et que n est étiqueté par a soit dans t soit dans ¢/,

[195b] “o

c-a-d., si a cette position il y “avait” ou il y “a” un “a”. Nous avons besoin d’annoter
un tel noeud par ¢, pour savoir quil y a (avait) un “a” & cette position. Ceci est utile
si a est dans le contexte d’une regle de R; (s’il est le frere d’un neeud ol une rééeriture
peut se faire). Notons que les régles aig annotent les noeuds étiquetés par b/a seulement
avec g, et pas avec gp. Ceci est di au fait que b € S;_1, et donc “b” ne peut pas étre
le contexte d’une autre regle dans R;, par conséquent, il est inutile de mémoriser qu’a

cette position nous avions un “b”.

Maintenant, nous expliquons comment l'automate utilise ces regles pour annoter
un terme de R}. Soient trois termes t1, t2, et t3 tels que to € RI(t1) et t3 € RI(t2).
L’automate doit reconnaitre t1 /t3. Soit u 'arbre correspondant & ces termes. Et soient
n1,no et ng trois nceuds de u tels que n1 soit la racine de ny et n3, no étant a gauche
de ng. Il y a plusieurs cas :

— Dans t1, ny est étiqueté par b, no par a, ng par c, et une regle

b(a(z1,22), (w3, 24)) — a(b'(x1,22), c(x3,74))

s’applique a ces trois nceuds pour donner t5. Nous aurons alors que dans to, n; est
étiqueté par a, ny par V', et n3 par c. Ensuite, d’autres réécritures s’appliquent &
to pour obtenir 3. Nous montrons comment l'automate annote ces nceuds pour
le terme tq /t3 :

— Noeud n;. Il y a deux cas :
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1. ny est étiqueté par a dans t3, c-a-d., a ne bouge pas de ce nceud. Dans ce
cas, ny est étiqueté par b/a dans t1/t3, et est annoté en utilisant les regles
ag (nous allons voir que ny est annoté par gy, et n3 par ge).

2. a continue & monter (elle traverse la racine de ni,...) en appliquant la
meéme regle au dessus, ou une regle

d(a(z1,x2), e(x3,24)) — a(d (21, 22), e(x3,24)).

Dans ce cas, ny est étiqueté par b/b’ ou b/d' dans t1/ts, et est annoté en
utilisant les regles ay ou ag.

— Noeud no. Il y a deux cas :

1. ng est étiqueté par " dans t3, c-a-d., b’ ne bouge pas de ce nceud. Dans ce
cas, ng est étiqueté par a/b’ dans t;/ts, et est annoté par ¢f, en utilisant
les regles a4 ou as.

2. b descend (elle traverse un des fils de na,...) en appliquant (par exemple)
une regle

b/(f($1,$2)79($3,$4)) - f/(bl($1,$2),g($3,$4))~

Dans ce cas, ng est étiqueté par a/f’ dans t;/ts, et est annoté par g, en
utilisant les regles ag ou aqg.

— Le nceud ng est annoté par q..
— Dans t1, n1 est étiqueté par a, ne par b, ng par c, et une regle

a(b(z1,2), c(x3,24)) — V' (a(z1,22), c(23,24))

s’applique a ces trois noeuds pour donner t5. Nous aurons alors que dans to, ny est
étiqueté par V', no par a, et ng par c. Ensuite, d’autres réécritures s’appliquent &
to pour obtenir t3. Nous montrons comment I'automate annote ces nceuds pour
le terme tq /t3 :

— Noeud ny. Il y a deux cas :

1. mq est étiqueté par b’ dans t3, c-a-d., b’ ne bouge pas de ce noeud. Dans
ce cas, ny est étiqueté par a/b’ dans t1/ts, et est annoté en utilisant les
régles a13 (nous allons voir que ny est annoté par ¢°, et nz par g.).

2. b continue & monter (elle traverse la racine de nq,...) en appliquant une
regle

h(bl(.’lil, $2), k(.’173, $4)) — b/(h/(l‘l, .’1?2), k(.’173, $4))
Dans ce cas, ny est étiqueté par a/h’ dans t1/ts, et est annoté par qz/, en
utilisant les regles aq7.
— Noeud ns. Il y a deux cas :

1. ngy est étiqueté par a dans t3, c-a-d., a ne bouge pas de ce nceud. Dans ce
cas, ng est étiqueté par b/a dans t1/ts, et est annoté en utilisant les regles
11 OU (12.
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2. a descend (elle traverse un des fils de no,...) en appliquant (par exemple)
une regle

a(d(x1,x2), e(x3,14)) — d'(alz1,22), e(x3,24)).

Dans ce cas, ny est étiqueté par b/d’ dans t;/t3, et est annoté par ¢¢ en
utilisant les regles a4, a5, ou aqg.

— Le nceud ng est annoté par q..
— Dans t1, nq est étiqueté par a, no par b, et ng par c, et une regle

a(b(z1,x2), c(x3,24)) — V' (a(x1,22), a(x3,14))

s’applique & ces trois noeuds pour donner to. Les noeuds de ¢ /t3 sont annotés
comme précédemment en utilisant les régles (ag)—(aar).
Nous montrons que :

Lemme 3.2.2 R} = L(A;).

Preuve : Nous montrons que pour chaque b € S;_1, et chaque a,b’ € S;, nous avons :
(A) Lq = R:a
(B) Ly, ={u € R} | racine(u) € {a/a,a/V/,b/a|be S;_1 US;, b € S;}},
(C) Lygg, est I'ensemble des termes u € Tssxs t.q. il existe une regle

bla(xy, 22), c(x3,24)) — a(V/ (21, 22), c(w3,14)) € RZT

t.q. b/a(u,c/c) € RY, oub/a(c/c,u) € R}.
(D) ng est 'ensemble des termes u € Tsxs t.q. il existe un symbole d, et deux
termes uy et ug dans Tsxs t.q. u = b/d(u1,us), et a/d(uy,us) € R.

. . . k k k
Montrons les inclusions C d’abord. Soit donc u tel que v =5 g, ¥ =5 ga, U —s Gj»

ou u —k>5 ¢°, respectivement. Nous procédons par induction sur k.
— Pour k=1:

— si u —s ¢, alors u est une feuille étiquetée par b/b pour un certain b dans S
(regles aq), c-a-d., u € R},

— sl u —4 ¢, alors u est une feuille étiquetée par a/a (réegles a2), c-a-d., u € R,
et racine(u) = a/a,

— si u —4 g, alors u est une feuille étiquetée par a/b’ et b(a(x1, x2), c(x3,24)) —
a(b/ (21, 22), c(xs, x4)) est une régle de R (régles as). Alors b/a(u,c/c) € R,
et b/a(c/c,u) € RY puisque b(c(xy, z2), a(xs, x4)) — alc(x1,x2),V (x3,24)) est
aussi une regle de RI

— si u —g ¢, alors u est une feuille étiquetée par b/a et , nous avons que a/a
est dans R}.

— Soit k > 1, et soit u tels que :

— u —5 q, alors nécessairement, il existe a € S; tel que :
k—1 . .
1. u =5 ¢4 —s q. Par induction, nous avons que u € L,, C R}, ou
k—1 . . .
2. u=a/a(ur,us) =5 a/alq,q) —s q (régles o). Par induction nous avons

que ug,uz € RY, et donc u = a/a(ui, uz) € R}.
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- u —k>5 G- 11 y a plusieurs cas selon la derniére regle de transition qui a été
appliquée :

1. u = a/a(uy,ug) s aja(q,q) —s qo (régles az). Comme précédemment,
nous pouvons déduire par induction que w € R}. En plus, racine(u) = a/a.

2. Tl existe une régle r = b(a(z1,x2), c(x3, 24)) — a(b'(z1, 22), c(x3,24)) dans
Rg, et u = b/a(uy,us) iy b/algl,qc.) —s qo (régles ag). Par induc-
tion, puisque uy € Lgg, €t uz € Lg,, nous avons que b/a(uy,c/c) € R,
uz € RY, et la racine n de ug est étiquetée par c/c, ¢/d’, ou d/c, pour
de Si_1US;, et d € S;. Supposons que n est étiquetée par d/c avec
d € S;,_1 (les autres cas se traitent de la méme maniere). Soient donc
t1,ta,t3,t],th, et th tels que uy = t1/t) (donc a(t],c) € ’Rf(b(tl,c))), et
uy = d/c(ta/th, ts/ts) (nous avons c(th,ty) € R} (d(ts,t3))). Alors, u =
b/a(uy, uz) = b/a(ty/th,d/c(ts/th, t3/ts)) € R} puisque a(t],c(th,th)) €
R} (b(tl,c(tg,tg))), et b(t1, c(th, th)) € R} (b(tl,d(tg,tg))).

3. Tl existe une régle r = a(b(x1,x2), c(z3,x4)) — V' (a(z1, 22), c(x3,24)) dans
RE, et u=a/b (uy,us) iy a/b' (¢, qe) —s qa (régles ai3). Par induction,
puisque u; € Lg, il existe un symbole e, et des termes t1,ta,t), et th
tels que up = b/e(ty/t],ta/th) et a/e(ty/t),ta/th) € RE. D’un autre coté,
puisque up € L, , nous avons que up € R, et la racine n de up est
étiquetée par c¢/c, ¢/d’, ou d/c, pour d € S;_1 US;, et d’ € S;. Supposons
cette fois que n est étiquetée par ¢/c (les autres cas se traitent de la méme
maniere). Soient donc ts, tq,th, et t) tels que ug = ¢/c(ts/ts, t4/ty). Il Sen
suit que u = a/b’'(u1,u2) € R} puisque

V (e(th, ty), c(ts, th)) € R} (b’ (a(tl,tg),c(t3,t4)))

et
V (aty, t2), c(ts, ts)) € r(a(b(tl,tQ), C(tg,t4)))

4. Le cas ot u = d/b'(uy, uz) iy d/V (g5, qc) —5 q (regles aqs), on b = a
se traite de maniere similaire.

5. Les cas ol une des regles aos est appliquée en dernier se traite de la méme
facon.

. k k . . . .
— Les cas ou u —5 qp et u —; qb se traitent en suivant le méme schéma.

Pour l'autre direction, nous montrons par induction sur k£ que si u € Rf et
racine(u) € {a/a,a/b',b/a | b € S;_1,b € S;}, alors u € L,,, ce qui implique, grace
aux regles as, que u € L.

— si k = 0, alors u est un arbre étiqueté par des a/a pour des lettres a € S. Les

regles aq et o impliquent que u —5 ¢q.
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— si k > 0. Soit alors v € Rf_l, 1,1, et t3 tels que v’ = t1/ty, u = t1/t3, et
t3 € R;(t2). Soit alors r une régle de R; telle que t3 € r(t2). Il y a trois cas selon
la nature de la regle r :

1. r =bla(z1,x2), c(xs3, x4)) — a(b'(x1, 22), c(x3,24)). Soient alors deux contextes
C1 et Cy, trois symboles g1, go, et g3, et huit termes vy, va, v3, v4, V], V5, V5,
et v} tels que

ty =Cp (91 (92(01702),93(03,1)4)));

t2 = G (b(a(v}. )5, 1)) ).

t3 = Cy (a(b’(v’l,vé), c(vh, vé)))

Nous en déduisons que g1 = b puisque b € S;_1, et donc a cet endroit
aucune réécriture n’a été faite par les regles de R;. Il en découle que
a(vy,vh) € RE(ga(vi,v9)) et que c(v,vy) € RE'(g3(vs,va)). Done,
g2/a(vy /v, va/vh) € RETY et gs/c(vs/vh,va/vy) € RETL. Donc, par in-
duction, nous avons que

92/“(”1/1}/1, UQ/Ué) ‘*NS qa—659

et que
g3/c(vs /v, va/Vh) =5 ge—sq.

Il s’en suit par les regles as que
C1/Cs {b/b(gz/a(vl/viavz/vé),93/0(713/05,704/”51))} 5 C1/Cab/b(g, q)]

—5C1/Calap] =5 an.-

Nous notons cette dérivation par (x). Par exemple, si la racine de ¢; ou celle
de to est égale a h. Nous voulons montrer que

u=C1/Cs [b/a(gg/b'(vl/vi,vg/vé),gg/c(vg/vé,v4/vf1))} =5 qh.
pour ce faire, il suffit de montrer que
b/a(ga/V (v1/V], va/v5), g3/ c(vs/v5, va/V})) =5

b/a’(QQ/b/(’Ul/Ullv UQ/’Ué)v QC) _*>5 qb-

Donc, en appliquant les regles ag, il suffit de montrer que
g2/b' (v1 /vy, v2/05) =5 qf-
Ceci dépend de la nature de la lettre g5 :
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— g2 = a, c’est a dire il n’y a pas eu de réécriture a cette place entre ¢1 et
ta. Donc vy /v et vy /vh sont dans R¥~L. 11 s’en suit par induction qu’ils
peuvent étre annotés par ¢, et donc, en appliquant les régles a4 nous
obtenons que :

(a/b' (v1 /v, v2/vh) 5 a/V (¢,9) —s a

— go = d. Il y a trois cas selon la derniére régle qui a été utilisée pour
annoter d/a(v1/v],v2/v5) par g, lors de la dérivation (*) :

(a) Soit c’est une régle ag qui a été appliquée. Dans ce cas, il existe
forcément une regle

r' =d(a(z1,32), e(x3,24)) — a(d' (21, 22), e(x3,74))

dans RI telle que vy /v] 3 q% et vy /v 35 ge. Les rogles ag per-
mettent que 'on ait : d/b’ (vy /v], va/vh) =5 d/V (4%, Ge)— s

(b) Soit c’est une regle a3 qui a été appliquée. Dans ce cas, il existe
forcément une regle

" = d(f(x1,22), e(x3,24)) — f'(d(x1,22), (23, 4))

dans Rll telle que f = a et vy /v} =5 qf; et vy /vy =35 qe. Les regles
17 permettent que I'on ait : d/b (v1 /v}, va /v}) —>5 d/b’(qg, Ge)— 645 -

(c) Le cas ou c’est une des regles aao qui a été appliquée est similaire au
cas précédent.

2. r=a(b(x1,x2),c(x3,24)) — V' (a(x1,22), c(x3,24)). Soient alors deux contextes
Cy et Cy, trois symboles g1, g2, et g3, et huit termes vy, va, v3, vy, V], V), V5,
et v} tels que

ty =Ch (91 (g2(v1,v2), g3(vs, U4)))7

ta = Ca(a(b(0}, 05), (v5,03)) ),
et
t3 = CZ <b/(a(vlla 'Ué), C(’Ué, Uil))) .

Nous en déduisons que go = b puisque b € S;_1, et donc a cet endroit
aucune réécriture n’a été faite par les regles de R;. Il en découle que
b/b(v1 /v, va/vh) —5 q au cours de Pannotation de u/, puisque b € S;_1,
et donc la seule regle possible pour annoter un nceud étiqueté par b/b est
la regle oy : b/b(q,q) — q. Et donc, pour la méme raison,

g1/a(b/b(vr /vy, va/vh), g3/c(vs/vs, va/vh)) =5 g1/ala,qd) —s 4",

o ¢ = ¢ vu la forme des regles, et ¢” est un état de 'automate. Nous
en déduisons que gs/c(vs/vs,va/v)) € R, et plus précisément, nous avons
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que g3/c(vs/vh, va/vh) € RETL, et donc par induction, nous déduisons que
*

g3/c(vs /vy, v4/V)) =5 qe-

Reprenons annotation de u’. Nous avons

u' =5 C1/Calq"] =5 an

pour un certain symbole h. Comme I’étiquette de la racine de u est la méme
que celle de v/, il faut que nous montrons que u —g gj,.

En appliquant les régles a2, nous obtenons :

g1/b (b/a(v1 /vy, v2/v3), g3/ c(vs V5, va/v})) =5 91/V (da, 4c)-

Nous allons montrer que g1 /b'(¢%, q.) —s ¢", auquel cas, nous aurons
u—5 C1/Csq"] =5 qn.

Il y a trois cas selon la nature de g1 :

(a) g1 = a. Dans ce cas ¢" = q, (a/a(q,q) —s qa), €t par a3, nous obtenons
a/b’(qg, qc) =6 qa-

(b) g1 = b. Alors ¢ = ¢© (b/a(q,q) —s ¢°), et par ai4, nous obtenons
b/b/(qg’ qc) 6 qg'

(c) g1 = d. Alors ¢ = q? (d/a(q,q) —s q%), et par a5, nous obtenons
d/b/(qZ, QC) s qg'

. Le cas ou r = a(b(x1,x2),c(x3,24)) — b (a(x1,22),a(xs,x4)) est similaire

au cas précédent.
O

3.2.3.2 Construction de R;

Nous construisons un réétiquetage qui reconnait R;_, ;. Soit le réétiquetage

Ai—»i+1 = (Q7S,Sa F7 6)

ot Q@ ={q}U{qa | a € Si}U{qpa| b€ Si—1,d € Siz1}, F' = {q}, et J est I'ensemble
de regles suivantes :

aj/a — q et a/alq,q) — g, pour chaque a € S,

aja — qq et a/a(q,q) — qq, pour chaque a € S;,

o — ¢, pour chaque a € S;,

b/d — q et b/d(q,q) — g, pour chaque regle b(x1,x2) — d(x1,22) de Ri—ix1,
b/d(qa,q:) — q, pour chaque régle de R;—;y1,

bla(z1,z2), c(x3,24)) — d(a(x1,x2), c(x3,24))

b/d(q,q) — qvja; b/d — qya,
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(v7) a/a(qp/a; ge) — qa Pour chaque régle de R;it1,
a(b(z1, 2), c(x3,24)) — a(d(w1, T2), c(x3, 24))
(7s8) a/a(qy/ds deja) — qa pour chaque reégle de R4
a(b(z1, x2), c(x3,x4)) — al(d(x1,x2),d(x3,24)).

Ici aussi, automate ci-dessus a pour chaque regle de la forme f/g(q1,¢2) — ¢ une
regle symétrique f/g(ga,q1) — ¢ qui n’est pas représentée.

Intuitivement, un nceud est annoté par g, s’il est étiqueté par a/a. Comme précédem-
ment, ces états g, sont utiles pour savoir si la contrainte d’une regle est validée a un
certain point. Puisque ces contraintes appartiennent juste a &;, il suffit de mémoriser
les places des symboles a € S;. Un noeud est annoté par g;/q s'il est étiqueté par b/d
apres Papplication d’une régle de la forme (3.22) ou (3.23). Un nceud annoté par cet
état doit avoir un pere étiqueté avec a/a (les regles v et 7).

Nous montrons que :

Lemme 3.2.3 R}, = L(Ai—it1).

11—

Preuve :
Nous montrons (comme précédemment) que :
—_ *
- L= i—i+1)

~ Ly, ={u € R;_;,, | racine(u) = a/a},
— qu/d = {u = b/d(ul,uQ) | up € Ri_>7j+1,u2 S Ri—>i+1}-

Nous obtenons alors le résultat principal de cette section :

Théoréme 3.2.1 Soit R un well-oriented system, alors R* est une relation de réétique-
tage réguliére et peut étre effectivement représentée par un réétiquetage.

Preuve : Se déduit directement des lemmes 3.2.1, 3.2.2, et 3.2.3. O

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons contribué a étendre I'applicabilité du reqular model
checking a la vérification des systemes paramétrés linéaires et arborescents dans deux
sens. D’abord, nous nous sommes intéressés aux systemes paramétrés linéaires. Nous
avons considéré la classe des relations de semi-commutations, qui est une classe signi-
ficative qui apparait dans la modélisation des systémes ou les communications se font
entre voisins (comme c’est le cas par exemple pour le token passing protocol donné a
I'introdution de la these). Comme ces relations ne préservent pas la régularité, nous
avons défini une sous classe d’expressions régulieres : la classe APC qui est intéressante
pour la modélisation des systémes paramétrés (nous référons a tous les exemples de
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protocoles paramétrés définis sur des structures linéaires donnés dans ce document).
Nous avons montré que cette classe est effectivement fermée par semi-commutations,
ce qui permet 'analyse des systemes paramétrés linéaires modélisés par ces relations.
Nous avons également montré comment ce résultat peut étre utilisé pour la vérification
des systemes paramétrés ayant une topologie en anneau ou l’échange d’informations
se fait entre les voisins.

Selon notre connaissance, c’est la premiere fois qu’il est montré qu’une sous classe
non-triviale de langages réguliers satisfait cette propriété. Comme mentionné précédem-
ment, APC correspond au niveau 3/2 dans la hiérarchie de Straubing-Thérien, et au
niveau Yo dans la hiérarchie des alternances des quantificateurs de la logique de pre-
mier ordre. Nous avons montré que APC correspond au plus haut niveau dans les deux
hiérarchies qui est fermé par semi-commutations.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux systemes
paramétrés arborescents. Nous avons mis en évidence une classe de relations de réétique-
tages (la classe des Well-Oriented Systems ou WOS) qui est intéressante pour la
modélisation des systéemes ou la communication a lieu entre les processus pere et les
processus fils. Nous avons montré que la cloture réflexive-transitive d’une relation de
cette classe est une relation de réétiquetage qui peut étre effectivement construite. Ceci
permet ’analyse des systemes paramétrés qui peuvent étre modélisés par ce genre de
relations. C’est le cas par exemple des protocoles décrits dans la section 3.2.1.
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Deuxieme partie

Vérification des programmes
récursifs paralleles par analyse

d’accessibilité des PRS
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Introduction

Nous nous intéressons dans cette partie et la partie suivante a I'analyse des pro-
grammes avec récursion, création dynamique de processus paralleles, et synchronisa-
tion. Dans cette partie, nous développons notre approche basée sur le modele PRS.
Ce formalisme a été introduit dans [May98]. Il est plus général que les systémes &
pile, les systemes PA, et les réseaux de Petri. Nous proposons donc de le considérer
pour modéliser les programmes récursifs paralleles. En effet, les automates a pile ont
été proposés comme un modele naturel pour les programmes récursifs [EK99, ES01].
Les systemes PA sont utilisés pour abstraire les programmes vers un modele qui ne
tient pas compte de la synchronisation et du retour de résultats aux procédures appe-
lantes [EK99, EP00]. De méme, les résecaux de Petri ont été utilisés pour modéliser les
programmes concurrents avec création dynamique de processus mais sans récursivité
(dans ce cas, chaque processus est un systéme fini, mais le nombre des processus &
un instant donné peut étre arbitrairement grand) [BCR0O1, DBRO02]. Les techniques
d’analyse d’accessibilité symbolique de ces modeles sont donc utilisées pour vérifier
ces programmes. Comme le modele PRS est plus général que ces trois formalismes,
nous définissons des techniques d’analyse d’accessibilité symboliques pour ce modele
qui permettent d’étendre et d’unifier les approches existantes pour les systéemes a pile,
les réseaux de Petri, et les systemes PA. Nous montrons comment utiliser ces tech-
niques dans I'analyse d’accessibilté des programmes concurrents paralleles avec appels
récursifs de procédures, création dynamique de processus, et synchronisation.

Dans le chapitre suivant, nous définissons ce formalisme et nous donnons une
traduction directe automatisable des programmes vers des PRS. Le PRS obtenu a
en général plus de comportements que le programme concret, mais nous identifions
une classe intéressante de programmes appelés programmes bien reliés pour lesquels
notre traduction est exacte. Ces programmes sont plus généraux que la classe des
programmes récursifs paralleles qui ne contiennent pas de synchronisation. Nous don-
nons dans les chapitres 5 et 6 des algorithmes qui permettent 'analyse d’accessibilité
symbolique de ce modele.
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Chapitre 4

Modélisation des programmes
par des PRS

En général, les programmes récursifs paralleles sont modélisés par des parallel flow
graphs (PFG). Nous décrivons ce modele dans la premiere section de ce chapitre.
Ensuite, nous définissons le modele des Process Rewrite Systems (PRS) introduit par
Mayr [May98]. Nous donnons apreés une transformation automatisable qui permet de
passer d'un PFG & un PRS. Le modele obtenu a en général plus de comportements
que le programme originel. Ceci est di au fait que PRS ne permet pas de modéliser la
synchronisation de maniere exacte dans tous les contextes. Cette modélisation permet
d’avoir une analyse “safe”, dans le sens que si le PRS satisfait une propriété de siureté,
alors nous pouvons étre strs que le vrai programme aussi la satisfait.

Pour avoir des résultats précis, nous définissons une classe de programmes que nous
appelons programmes bien reliés pour lesquels notre transformation est exacte. Cette
classe est assez générale puisqu’elle comprend les programmes récursifs ainsi que les
programmes récursifs paralleles sans synchronisation.

Egalement, nous mettons en évidence une autre classe importante de programmes
qui peut étre analysée sans considérer toutes les équivalences structurelles de PRS.
Comme nous allons le voir au chapitre suivant, ceci nous permet d’analyser de manieére
exacte cette classe de programmes.

Nous proposons enfin une traduction qui permet d’abstraire un programme quel-
conque vers un PAD (une sous-classe de PRS qui est plus générale que les systémes
a pile et les systemes PA). Cette abstraction est utile car comme nous allons le voir
aux chapitres suivants, il est toujours possible d’analyser exactement les PAD en te-
nant compte de toutes les équivalences, alors que ce n’est pas toujours le cas pour les
systemes PRS quelconques.

4.1 Parallel low graphs

Dans le cadre que nous considérons, un programme est composé d’un nombre fini
de procédures. Ces procédures peuvent interagir en s’appelant récursivement. Plusieurs
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procédures peuvent étre appelées en parallele. L’exécution de chaque procédure dépend
des valeurs des arguments passées par la procédure appelante. Quand les procédures
appelées terminent, elles retournent leurs résultats a la procédure appelante qui peut
alors poursuivre son exécution jusqu’ici suspendue. L’exécution commence par une
procédure spéciale main qui ne peut pas étre appelée. Les processus paralleles peuvent
se synchroniser par rendez-vous & travers des émissions/réceptions de signaux. Un
processus exécute une action a! s’il émet le signal a a tous les processus qui lui sont
en parallele. a? exprime que le processus attend de recevoir le signal a pour exécuter
une certaine action.

4.1.1 Définition des PFG

Comme dans [Mo02, SS00], nous supposons que de tels programmes sont donnés
sous forme de parallel flow graphs (PFG). Nous supposons que les données de type
infini sont abstraites en des données de type fini en utilisant les techniques standard
d’interprétation abstraite [CCT77]. Le systéme abstrait ainsi obtenu peut avoir plus
d’exécutions que le programme originel. Par conséquent, si notre analyse réussit a
montrer que ce systeéme abstrait est correct par rapport a une propriété de sireté,
nous pouvons déduire que le vrai programme est aussi correct.

Soit alors un ensemble fini de signaux (Sig), et un ensemble fini d’instructions Stmt
(pour statement). Une instruction est :

— soit une instruction de base, c-a-d. une instruction vide skip, ou une affectation
de la forme “v := exp” (ol v est une variable et exp est une expression) ou une
conditionnelle “if-then-else” ;

— soit une émission “a!” d’un signal a de Sig ou une attente de réception “a?” d’un
signal a;

— soit un appel & une procédure “x := call(p)”, o x est une variable. Ceci exprime
que la valeur retournée par p est stockée dans x;

— soit un appel parallele & n procédures “(z1,...,2,) = call(pi||---||pn)”, ol
les x; sont des variables. Comme précédemment, ceci exprime que les valeurs
retournées par les procédures p; sont stockées dans les variables x;.

Un parallel flow graph est un ensemble fini de procédures Proc dont une procédure
spéciale main. A chaque procédure p est associé un control flow graph (CFG) qui
est un graphe dont les nceuds correspondent aux différents points de controle de la
procédure, et dont les arétes (qui expriment le flot de contrdle) peuvent étre étiquetées

par les instructions de la procédure : Une aréte ng nst ng exprime qu’en exécutant
Iinstruction inst, la procédure passe du point de controle ny au point de controle no.
Formellement, un control flow graph est un quadruplet G, = (N,, E,, ep, rp) tels que :

— N, est I’'ensemble des points de controle de la procédure;

- E, C N, x Stmt x N, est ’ensemble des arétes;

— ep est le point d’entrée de la procédure (e, € Np);

— 7, est le point de retour de la procédure (r, € N,).

Pour simplifier la présentation, nous omettons les annotations skip des arétes cor-
respondant aux instructions vides. Nous supposons également que les ensembles des
points de controles des différentes procédures sont disjoints, c-a-d., si p et ¢ sont deux
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Procédure main

€main

T (z1,x2) := call(p1||p2)

o

Tr:=x1 + T2

else ifx>0

Ti=r—y r=x+y
Tmain
€p1 €ps
o)
y = call(pz2) s?
=T 4y (z1,72) = call(p1||pz)
else else

ifx>5 if 122 >0
i gl i x = call(p1)
Tpy Tp2

Procédure pp Procédure p2

FiG. 4.1 — Un exemple de PFG

procédures différentes, alors N, N N, = ). Nous posons N = [|J N, I'ensemble des
pEProc

points de contréle de tout le programme et E = |J E, 'ensemble de toutes les
pEProc
instructions entre ces différents points de controle.

4.1.2 Exemple

La figure 4.1 montre un exemple de PFG. Il y a une procédure main et deux
procédures p; et ps. Ces procédures se synchronisent a travers le signal s. Par exemple,
Uinstruction (x1,x2) := call(p1||p2) exprime que les procédures p; et ps sont appelées
en parallele, et que lorsqu’elles terminent, le résultat de p; est stocké dans x; et celui
de po dans xs.
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4.1.3 Sémantique

Nous définissons la sémantique des PFG en termes d’arbres d’exécutions. Nous
nous basons sur la sémantique présentée dans [Mo02] qui décrit les comportements
des PFG sans synchronisation et nous I’étendons a notre cas ou la synchronisation
est permise. Pour des raisons de simplicité, nous ne tenons compte que des effets des
différentes instructions sur les variables locales. Nous ignorons les variables globales.
Donc, les configurations décrites par la sémantique ne représentent que le controle et
les valeurs des variables locales des procédures. Nous supposons pour simplifier que
toutes les procédures ont le méme ensemble de variables locales.

Dans un programme séquentiel, une configuration est représentée par une séquence
de paires (n,loc) ou n est un nceud de N, et loc un vecteur correspondant aux valeurs
des différentes variables locales atteintes par le programme au nceud n. Cette séquence
modélise une pile d’adresses de retour. Dans les PFG, les procédures peuvent aussi
étre appelées en parallele. Les configurations seront alors des arbres. Chaque nceud
de larbre est étiqueté par une paire (n,loc). Le degré d’un noeud interne de l'arbre
est soit 1 soit k. Les noeuds de degré 1 correspondent aux adresses de retour pour des
appels séquentiels d’'une procédure. Les nceuds de degré k correspondent aux adresses
de retour des appels paralleles p1|| - - - ||pg. Les points de contrdle actifs sont situés aux
feuilles de I'arbre. Donc les transitions qui permettent de passer d’une configuration
a une autre s’appliquent aux feuilles. La configuration initiale du programme est sim-
plement un noeud (epain, loc) correspondant au point d’entrée de la procédure initiale
main du programme et aux valeurs des arguments avec lesquels elle a été appelée.
Pour des raisons de simplicité, nous écrivons un arbre dont la racine est étiquetée par
v et a dans l'ordre Ay, ..., Ay comme sous arbres sous la forme v(Ay, ..., Ag). Les
configurations évoluent au cours de ’exécution de la maniere suivante :

Instruction de base : Nous passons d’une configuration ¢ & une configuration ¢’ en
exécutant une instruction de base n; inst, no du PFG ¢’il existe dans ¢ une feuille ou
n est actif et que ¢’ est obtenu en substituant dans ¢ cette occurrence active (ny,locy)
par (ng,loca), ou locs est le résultat de lapplication de 'instruction inst aux valeurs
locy. Plus précisément, si inst est une instruction vide, alors loco = loc;. Si inst est
une affectation, locs est le résultat de I'application de cette affectation a locy. Si inst
est une conditionnelle “if-then-else”, alors locs = locy si locy satisfait la condition,
sinon la transition n’est pas prise.

Appel d’une procédure : Nous passons d’'une configuration ¢ a une configuration

, x:=call . . . \
¢ en appelant une procédure p : n; —(p)>n2 8’1l existe dans ¢ une feuille ou

ny est actif et que ¢’ est obtenue en substituant cette feuille (n1,loc) par la séquence
(na,loc)((ep, locy)), olt loc, correspond aux valeurs des arguments passés a la procédure
p. Ceci exprime que e, devient actif avec les valeurs loc, et que quand ’exécution de
p termine, c’est ny qui devient actif.

Lorsque p termine, elle doit rendre son résultat a la procédure qui ’a appelée.
Donc une configuration de la forme (ng, loc)((rp, loc})) (ot 7, est le point de retour de
la procédure p) se transforme en (no,loc’), ou loc’ représente les nouvelles valeurs des
variables au point ny. Ces nouvelles valeurs sont telles que si une variable est différente
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de z, sa valeur dans loc’ est la méme que dans loc. Sinon, = prend la valeur retournée
par p. Cette valeur est déterminée a partir de loc;,.

Appel parallele : Nous passons d’une configuration ¢ & une configuration ¢’ en

appelant k procédures pi,...,pr : M1 (@1, zp):Zeall@all-Wlpk) ) 0 4] existe dans e

une feuille ott ny est actif et que ¢’ est obtenue en substituant cette feuille (nq,loc)
par le sous arbre (ns,loc)((ep,,loct), ..., (ep,,locy)) ayant (n2,loc) comme racine et
(epy,loc), ..., (ep,,lock) comme feuilles ; ol loc; correspond aux valeurs des arguments
passés a la procédure p;. Ceci exprime que les e, deviennent actifs avec les valeurs
loc; des variables.

Dans ce cas, quand les p; terminent, elles retournent leurs résultats a no. Donc,

s 7 . / /

comme précédemment, une configuration de la forme (na, loc) ((ry,, loc}), . .., (rp,, loc}))
(les rp, étant les points de retour des procédures p;) se transforme en (ng,loc’), ou loc/
représente les nouvelles valeurs des variables au point ny. Ces nouvelles valeurs sont
telles que les x; prennent les valeurs retournées par les p; (& partir des loc}), et les
autres variables gardent les mémes valeurs qu’elles avaient dans loc.

Synchronisation : Nous passons d’une configuration ¢ & une configuration ¢’ en
4, . . . al a? 5s .
exécutant une action de synchronisation : ny — no et my — mo s’il existe dans ¢
une feuille ol n; est actif et une autre ot m; est actif, et que ¢’ est obtenue en
substituant la feuille (n1,loc) par (ne,loc) et la feuille (mq,loc’) par (mg,loc’).

4.2 Process Rewrite Systems : Définition

Nous définissons dans cette section les Process Rewrite Systems que nous utiliserons
pour modéliser les PFGs.

4.2.1 Syntaxe

Soit Var = {X,Y,...} un ensemble de variables de processus, et 7 un ensemble de
termes de processus ¢ défini par la syntaxe suivante, o X est une constante arbitraire
de Var :

tu=0|X |t t|tt

Intuitivement, 0 est le processus nul et “.” (resp. “||”) dénote la composition séquentielle
(resp. composition parallele asynchrone).

Définition 4.2.1 (Classes de termes de processus) Nous distinguons quatre classes
de termes de processus :

1 Les variables de processus X,

S Les termes qui sont soit le processus nul 0, soit une variable de processus X,
soit une composition séquentielle de variables de processus. De tels termes sont
appelés seq-termes. Puisque “” est associatif, un seq-terme peut étre écrit sous
la forme X1 --- X,.

P Les termes qui sont soit le processus nul 0, soit une variable de processus X, soit
une composition paralléle de variables de processus. De tels termes sont appelés
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paral-termes. Puisque 9|7 est associatif, un paral-terme peut étre écrit sous la

forme Xq|| -+ || Xn-
G Les termes généraux avec des imbrications arbitraires des opérateurs “|” et “”
tels que (X||(Y - Z)) - W.

Il est facile de voir que 1 est une sous classe de S et P, qui sont des sous classes
de G; que S et P sont incomparables; et que SN"P=1U{0}.

Définition 4.2.2 ([May98]) Soient o, € {1,S,P,G}. Un («, 3)-Process Rewrite
System ((a, 3)-PRS) est un ensemble fini de régles de la formel — 7, oul € a * et
r € 8. Un (G,G)-PRS est appelé PRS.

4.2.2 Sémantique

Un PRS R induit une relation de transition —g sur 7 définie par les régles
d’inférence suivantes :

t1—>t2€R. t1—>Rt/1 ) t1—>Rt/1 . t2_’Rt/2 'tINOO , t2—>Rt12

t1 Rt |t —r [ttt SR ot ti]te R G|ttt Rt th

ol ~ est une équivalence entre les termes de processus qui identifie les processus nuls.
Elle exprime la neutralité du processus nul “0” par rapport a “||”, et “.” :

Al: t'ONQO'tNotHON()OHtNot

Nous considérons 1’équivalence structurelle ~ générée par les axiomes Al et les
axiomes suivants :

A2 (t-t)-t"~t-(t'-t") : associativité de “.”,
A3 [t~ t||t : commutativité de “||”,
A4 (NN ~ t]|(#'|]t") : associativité de ‘||”.

Nous dénotons par ~, I"équivalence induite par les axiomes Al et A2, et par ~
I’équivalence induite par les axiomes Al, A3, et A4.

Soit = une équivalence de I'ensemble {=, ~¢, ~g, ~||,~}, olt = correspond & l'iden-
tité entre les termes. Nous dénotons par [t]= la classe d’équivalence modulo = du
terme de processus ¢, c-a-d., [t]= = {t' € T | ¢ = t'}. Cette définition est étendue
aux ensembles de termes de maniere directe. = induit une relation de transition ==
définie comme suit :

Vi,t' e Tt ==prt ssiJu,u' €T tiq. t=u,u—gu, et =t
Soit $E,R la cloture réflexive-transitive de == r. Soient Postr =(t) = {t' € T |
t==grt'}, Prer=(t) ={t' € T |t/ == t}, Posth _(t) ={t' € T |t S=x t'},

et Prep _(t) = {t' € T | ¥ =_ g t}. Soit Posti(t) = Posty (t) et Preyp(t) =
Preg . .(t). Nous écrivons également R(t) pour représenter Postr(t) et R*(t) pour

IDans la définition introduite par Mayr, | doit étre différent de 0. Ici, nous ne considérons pas
cette restriction.
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représenter Post, (t). Ces définitions sont étendues aux ensembles de termes de maniere
standard . Nous omettons I'indice R quand aucune confusion n’est possible.

Etant donné un PRS R, nous dénotons par R~! le PRS obtenu en échangeant
les membres gauches et droits des regles de R. Notons que pour chaque ensemble de
termes de processus £, Pre —(£) = Posty, . _(L).

4.2.3 Forme normale
Nous définissons une forme normale des PRS comme suit :

Définition 4.2.3 Un PRS R est en forme normale ssi toutes les régles de R ont l'une
des deux formes suivantes :

Par-régle t1 —ty ot ty et ta sont de la forme 0, X, ou X||Y ;

Seq-regle t; — 1ty ot ty et ty sont de la forme 0, X, ou X - Y ;

ou X etY sont des variables de processus.

Nous montrons que l'analyse d’accessibilité des PRS peut étre réduite a l'analyse
d’accessibilité des PRS sous forme normale.

Lemme 4.2.1 Soit R un PRS défini sur les variables de Var, et L un ensemble
de termes de processus sur Var. Alors, nous pouvons effectivement calculer un PRS
R’ sous forme normale sur un ensemble de variables Var’ D Var, et deuz relations
réguliéres d’arbres S1 et Sy telles que Posty, (L) est égal aux termes de

Sy (Post;‘z, (S) (L‘)))
qui ne contiennent que des variables de Var.

Preuve :
Ceci découle directement du résultat suivant prouvé dans [May98] :
Soit R un PRS utilisant des variables de Var. Soient ¢; et t5 deux termes
de processus sur Var. Alors, nous pouvons effectivement calculer un PRS
R’ sur un ensemble de variables Var’ O Var, et deux termes t] et t5,
obtenus respectivement par des substitutions de t; et t5, tels que :

1. toutes les regles de R’ sont soit des seq-regles, soit des regles de la
forme Xq|| -+ || Xk — Y1|| - - - ||Yn, olt les X; et les Y; sont des variables
de processus;

2. ty € Posty(t1) <= t4 € Posty, (t}).

Pour obtenir notre lemme, il suffit de voir qu’une regle de la forme
Xall- - I Xk = Yal[ - |[Yn

peut étre simulée par des par-regles : une regle us||us — u peut étre remplacée par les
régles u; — Zy, ug — Za, et Z1||Z2 — u. De méme, une régle u — wuq||ug est simulée
par les regles u — Z1||Z2, Z1 — uq, et Zo — us. O

Nous supposons alors dans les chapitres 5 et 6 consacrés a I'analyse d’accessibilité
des PRS, que les PRS considérés sont sous forme normale.
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PRS (G,G)

/\

PAD (S,G) PAN (P,G)
\Sysj:‘emes (S.5) Réseaux de Petri (P,P)
a Pile

BPA ( BPP (

Systemes finis (1,1)

F1G. 4.2 — La hiérarchie PRS

4.3 Les sous classes de PRS

PRS comprend des classes correspondant a des modeles bien connus de systemes
infinis tels que les systémes & piles, les réseaux de Petri, les algebres de processus BPP,
BPA, PA, etc. Ces classes sont obtenues en considérant différentes restrictions sur les
termes apparaissant dans les membres gauches et droits des regles. La figure 4.2 montre
une description de la hiérarchie des modeles (o, 3)-PRS. Cette hiérarchie est stricte
par rapport & la bisimulation des graphes de transitions générés [May98] 2. Différentes
classes de cette hiérarchie ont été étudiées de maniere intensive ces dernieres années.
Dans [May98|, Mayr donne une bonne vue d’ensemble sur les différents résultats connus
pour ces classes. Nous montrons ci-apres le lien entre ces différents modeéles connus et
les (a, B)-PRS.

4.3.1 (P, P)-PRS = Systémes de réécriture de multiensembles

Un (P, P)-PRS est un PRS dont toutes les reégles sont de la forme X4||---||X; —
Yi||- - -||Y%. Puisque lopérateur “||” est associatif et commutatif, 'unique information
importante codée dans un paral-terme Xi||---|| X} est le nombre d’occurrences de
chaque variable. Par conséquent, chaque paral-terme X||- - - || X} peut étre vu comme
un multiensemble, et un (P, P)-PRS comme un systéme de réécriture de multien-
sembles.

Ces systemes sont aussi équivalents aux réseaux de Petri. En effet, nous pouvons

2Dans la définition introduite par Mayr, les régles PRS sont sous la forme ¢1 2,5 oll @ est une
action.
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traduire un (P, P)-PRS vers un réseau de Petri et vice-versa comme suit : chaque
variable de processus X correspond a une place p du réseau de Petri, et chaque paral-
terme correspond a un marquage. Le nombre d’occurrences d’une variable X dans un
paral-terme correspond au nombre de jetons présents dans la place p. Chaque regle du
(P, P)-PRS correspond & une transition du réseau de Petri. Elle ne peut étre appliquée
que s’il y a assez de variables dans le paral-terme, c-a-d., s’il y a assez de jetons dans
les places correspondantes du réseau de Petri. Dans ce document, nous ne faisons pas
de distinction entre un (P, P)-PRS, un systéme de réécriture de multiensembles, et un
réseau de Petri.

Ces systémes sont utilisés pour modéliser les programmes paralleles concurrents
avec création dynamique de processus et synchronisation, mais sans récursion [BCRO1,
DBRO02].

4.3.2 (5,59)-PRS = Systémes de réécriture préfixe

(S, S)-PRS correspond par définition a la classe des systeémes de réécriture préfixe.
Ces systemes sont équivalents aux automates a pile, qui sont des automates qui mani-
pulent des piles et qui ont des regles de la forme

(p,7) < (g, w)

exprimant que si 'automate est dans 1’état de controle p avec le symbole v en téte de
pile, il peut passer a I’état de controle ¢, dépiler v, et empiler w (voir le chapitre 7
pour la définition formelle des automates & pile).

Les transitions d’'un automate & pile peuvent étre représentées par un (S, 5)-PRS
comme suit : La regle ci-dessus peut étre représentée par la (5, S)-PRS regle

a
Py q-w
Pour l'autre sens, Caucal [Cau92] a montré qu'un (S,S)-PRS est équivalent & un
systeme a pile, dans le sens de I'isomorphisme des systemes de transitions générés.
Ces systemes sont utilisés pour le model-checking des programmes séquentiels

récursifs ayant des variables globales et des appels récursifs de procédures [EK99,
ES01].

4.3.3 (1,5)-PRS = Basic Process Algebra (BPA)

Un (1,5)-PRS est un PRS dont toutes les régles sont de la forme X — X --- X,
c-a~d., ils sont des systemes de réécriture préfixe ou tous les membres gauches des
regles sont des constantes. Ils peuvent étre vus comme des systemes a pile avec un
seul état de controle. Ces modeles sont donc plus faibles que les systemes a pile. Cette

classe est aussi équivalente & la classe des processus hors-contexte [BEIT7], et & celle
des Basic Process Algebra (BPA) de Bergstra et Klop [BKS85].

4.3.4 (1,P)-PRS = BPP

Un (1, P)-PRS est un PRS dont les regles sont de la forme X — Xy]|---[|X;. Ils
sont donc des systemes de réécriture de multiensembles o1 les membres gauches des
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regles sont des constantes. Ces systéemes sont équivalents aux réseaux de Petri sans
synchronisation. Ils sont aussi équivalents aux Basic Parallel Processes (BPP), une
sous classe de CCS introduite par Christensen [Chr93].

4.3.5 (1,G)-PRS = Systémes PA

Ces systemes sont des PRS dont les membres gauches des regles sont des constantes.
Ils peuvent étre vus comme 'union d’'un BPA et d’'un BPP. Le lien entre programmes
paralleles et systémes PA a été établi dans [EK99, EP00], ol les auteurs proposent
d’abstraire un programme paralléle par un systéme PA en oubliant la synchronisation
et les résultats de retour des procédures appelées.

4.3.6 (S,G)-PRS = PAD

Ces systemes correspondent a des PRS dont tous les membres gauches des termes
sont des seg-termes. Le nom de la classe a été introduit par Mayr pour exprimer
que ces systémes sont 'union d’un systeme PA et d’un systéme de réécriture préfixe
(ou systeme PushDown) : PAD=PA+PD. Ces systémes peuvent aussi étre vus comme
I'union d’un BPP et d’un systeme de réécriture préfixe. Nous proposons dans la section
4.4.4 une transformation qui permet de calculer un PAD qui abstrait un programme
parallele récursif. L’absraction que nous proposons est plus précise que celle donnée
dans [EK99, EP00] puisqu’elle tient compte des valeurs de retour des procédures ap-
pelées.

4.3.7 (P,G)-PRS = PAN

Le nom de la classe a été introduit par Mayr pour exprimer que ces systemes com-
prennent a la fois PA et les réseaux de Petri (PN) : PAN=PA+PN. Ces systemes
permettent de modéliser les programmes paralleles avec création dynamique et syn-
chronisation, mais sans variables de retour.

4.3.8 PRS[C]

Comme nous allons nous intéresser au calcul des ensembles des accessibles, nous
pouvons toujours supposer qu'un PRS R est une union d’un systeme de réécriture
préfixe R, et d’un systeme de réécriture de multiensembles R, (lemme 4.2.1). Soit C
une classe de systémes de réécriture de multiensembles, nous définissons PRS|C] comme
la classe des PRS R qui sont 'union d’un systéme de réécriture préfixe et d’un systeme
de réécriture de multiensembles dans C. Par exemple, PRS[BPP] est précisément la
classe PAD.

Etant donnée une classe C de PRS, nous dénotons par co-C la classe duale de C,
qui est la classe de tous les systémes R tels que R~! est dans C. Il est alors clair que
PRS=co-PRS, et il en est de méme pour les classes des systemes de réécriture préfixe
et de multiensembles.
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4.4 Modéliser les PFG par des PRS

Nous montrons dans cette section comment passer d’'un programme donné sous
forme d’'un PFG & un systeme PRS qui a en général plus de comportements que le
programme initial (ce qui permet de s’assurer de la correction de ce dernier par rapport
a une propriété de siireté si le systeme PRS satisfait cette propriété). Nous donnons
des conditions suffisantes que doit satisfaire un PFG d’un programme pour que le
PRS obtenu modélise exactement ses comportements. Nous proposons également une
transformation qui permet d’abstraire un programme quelconque vers un PAD. Cette
abstraction est utile puisque nous donnons dans les chapitres 5 et 6 des algorithmes
de calcul des ensembles des accessibles de ces systemes, ce calcul n’étant pas toujours
possible pour tous les PRS.

4.4.1 Ensemble des termes de processus

Pour modéliser un programme par un PRS, nous procédons comme suit : L’en-
semble des variables de processus Var est 'ensemble de toutes les paires (n,loc) du
programme, et les termes de processus correspondent aux arbres d’exécutions. Plus
précisément, nous associons a chaque arbre d’exécutions un terme de processus défini
de maniere inductive comme suit :

— une feuille (n,loc) de I'arbre est représentée par la variable (n,loc);

— un arbre de la forme (n,loc)(A), oi A est un sous-arbre, est représenté par le
terme t - (n, loc), ol t est le terme correspondant & I’arbre A. Avec la sémantique
de réécriture préfixe du “”, ceci préserve le fait que (n, loc) ne peut pas se réécrire
(n’est pas actif) tant que ¢ n’est pas nul (c-a-d., tant que A n’a pas terminé son

exécution) ;
— un arbre de la forme (n,loc)(As,...,A), ou les A; sont des sous-arbres, est
représenté par le terme (t1]|---||tx) - (n,loc), ou les ¢; sont les termes corres-

(2]

pondant aux arbres A;. Comme le a une stratégie de réécriture préfixe, ceci
exprime aussi que ce sont les ¢; (ou de maniere équivalente les A;) qui s’exécutent
en premier en parallele, et qu’a leur terminaison, (n,loc) devient actif.
Nous disons que n ou (n, loc) est actif dans un terme ¢ ssi il ’est dans ’arbre d’exécutions
correspondant a t.

4.4.2 Ensemble des regles

Avec cette modélisation, la sémantique des PFG, décrite précédemment (dans la
section 4.1) en termes d’arbres d’exécutions, peut étre représentée de maniére directe
par des regles PRS comme suit :

. . 3 t , , N
Une instruction de base ni ——>" ny est représentée par une régle de la forme
(n1,locy) — (ne,locy)

ou locy et locy sont les valeurs des variables avant et apres l'application de cette
instruction.
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z:=call(p)

Un appel récursif nq ngy est représenté par la regle d’appel

(n1,loc) — (ep,locy) - (na,loc)
et la regle de retour de résultat
(rp,locy) - (n2,loc) — (ng,loc’)

ou les valeurs des variables locales sont telles que décrites précédemment, c-a-d., loc,

correspond aux valeurs des arguments passés a la procédure p, loc’p mémorise les valeurs

des variables de p & sa terminaison, et loc’ est tel que les variables différentes de x

gardent leurs valeurs de loc, et x prend la valeur retournée par p et déterminée a partir
/

de loc,,.

(1, wk )i =call(pa]|--|lpx)

Un appel paralléle nq
rallele

no est modélisé par la regle d’appel pa-

(n1,loc) — ((ep17locl)|| e ||(epk,lock)) - (na,loc)

et la regle de retour des résultats

((rp, Loc)] -+« [[(rp Lock)) - (n2, loc) — (2, loc)

Ici aussi les valeurs des variables locales sont telles que définies dans la description de
la sémantique des PFG, c-a-d., loc; correspond aux valeurs des arguments passés a la
procédure p;, loc; sont les valeurs des variables locales de p; & sa terminaison, et loc’
est tel que les z; prennent les valeurs retournées par les p; déterminées & partir de loc/,
et les autres variables gardent leurs valeurs dans loc.

Seulement, pour modéliser la synchronisation représentée par deux instructions de

la forme nq e, my et no a—?>m2 il nous faut une infinité de régles PRS. En effet, ces
instructions expriment que si les deux points ny et no sont actifs, alors ils peuvent se
synchroniser a travers le signal a et passent aux points de controle m; et msy. Donc,
pour représenter ces instructions, nous devons avoir une regle de la forme

(n1,locy)||(na2, locs) — (my,locy)||(ma, locg)?

qui permet aux points paralleles nq, et ny de se synchroniser et d’avancer simul-
tanément. Nous devons aussi avoir la regle

((n1,locy) - (11, 1och)) ||(na, locs) — ((ma,locy) - (11, loch)) ||(m2, loca)

puisque (n1,loc1) et (ng, locz) sont actifs dans le terme ((n1,locy)- (11, loch))||(na, locs).
En fait, nous devons considérer toutes les regles dont le membre gauche est de la forme

((nl7 locy) - (11, locy) -« (I, locgc))H((ng7 locg) - (15, 10c)) -+ (I}, locg,))

puisque dans ces termes (nq,loc1) et (ng,locg) sont actifs. Comme il y a une infinité
de tels termes, nous ne pouvons, dans le cas général, représenter la synchronisation de
maniere exacte par des regles PRS.

Pour contourner ce probleme, nous procédons en deux étapes :

3Comme
et (n2,loc2) sont séparés par des

u”w

est associatif/commutatif, cette régle peut s’appliquer & tous les termes ot (n1,locy)

44”7’
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1. Nous détectons les points du programme pour lesquels il n’est pas possible d’at-
teindre ce nombre infini de situations a partir du point initial du programme.
Plus précisément, nous détectons les points nq,no tels que a chaque fois que
deux occurrences de ni et no sont actives dans un terme accessible ¢, alors elles
apparaissent dans un sous terme de ¢ de la forme

((nl, locy) - (Iy,locy) - - - (I, loc%))H((ng, loca) - (15, loc) - (s, ZOCZ/))

ou k et k' sont bornés par une constante fixée K (les termes sont bien sir
considérés modulo associativité/commutativité du “||”). Pour ces points, la syn-
chronisation peut étre représentée de maniére exacte par les regles PRS sui-
vantes :

((n1,locy) Iy, loch) - - (I, Loch,) ) || ((na, Locg)- (17, loc] ) - - - (I, loc,)) — ((ma, locy)-
(I1,loc}) - - (I, locy) ) || ((m2, loca) - (11, loc) - - - (U}, loc),)) on kK < K.

2. Pour les points qui ne satisfont pas cette condition et qui peuvent se synchroni-
ser, comme nous n’avons aucun moyen de modéliser cette synchronisation, nous
leur permettons d’avancer chacun de son c6té sans communiquer avec ses parte-
naires. Ceci introduit dans le modele des comportements qui n’apparaissent pas
dans le vrai programme, mais évite d’introduire dans le modele des blocages qui
n’existeraient pas dans le vrai programme. Donc si n1 et ny sont deux points
quelconques du programme, nous modélisons les deux instructions n <, my et

ns —“ mo par les deux regles
(ny,locy) — (mq,locy) et (ng,locy) — (ma,locs) (4.1)

qui permettent a chaque point d’avancer tout seul sans se synchroniser.
Comme ces regles introduisent dans le modele des comportements qui n’existent
pas dans le programme, nous pouvons déduire que le vrai programme est correct
par rapport a une propriété de sireté si ce modele I'est. Cette facon de faire est
la seule maniere que nous avons trouvé pour modéliser, quand il est possible, la
synchronisation, tout en évitant d’introduire des blocages.

Dans ce qui suit, nous nous restreignons pour simplifier la présentation a la détection
des points ou la seule situation possible, atteignable a partir du point initial du pro-
gramme, ou 11 et mo sont tous les deux actifs est d’avoir un sous terme de la forme
(modulo associativité/commutativité du “||”)

(n1,locy)]|(na, locs)
C’est-a-dire qu’aucun terme contenant un sous terme de la forme
((n1,locy) - (I1,loch) - - - (g, locy,) ) || (2, loca) - (17, loc!) - - - (4, Locy))

ol k et k' sont > 1 ne peut étre atteint & partir du point de départ du programme. Nous
disons que ces points satisfont la condition Cond. Pour ces points, nous représentons
la synchronisation de maniére exacte par la regle PRS

(n1,locy)||(ne,loca) — (mq,locy)||(ma, locs)
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Nous considérons bien sur les regles 4.1 pour les points qui ne satisfont pas cette
condition. Notre modélisation peut étre étendue de maniere directe aux autres cas (ol
K > 1). Nous proposons dans la section suivante une condition qui permet de détecter
de tels points.

4.4.2.1 DPoints bien reliés

Pour détecter les points du programme qui satisfont la condition Cond, nous
définissons un graphe qui détermine les dépendances entre les différents points du
PFG, et nous donnons une condition statique sur ce graphe qui permet de déterminer
si deux points satisfont Cond. Nous introduisons alors la notion de graphe relationnel
comme suit :

Définition 4.4.1 (Graphe relationnel) Soit G = {G,, | p € Proc} un parallel flow
graph ot G, = (N, E,,ep,rp). Le graphe relationnel G de G est défini comme le
graphe contenant les arétes suivantes :

1. Si (n1,inst,ng) € E, ot inst est une instruction de base, alors (ni,ns) est un

arc de G,

2. Si E contient un arc arc; = (nl,x = call(p),ng), alors (n1,0;), (B, 9,ep) et
(B, d, ng) sont des arcs de G,

3. Si E contient un arc arc; = (ny,(z1,...,xx) = call(p1]|--||pr),n2), alors
(n1,85), (B, 9, 11i), (B, d,n2), (|isep,) pour 1 < j <k sont des arcs de G.

Intuitivement, le graphe relationnel décrit les relations entre les différents points
de controle du programme en explicitant les appels des procédures. Nous expliquons
ci-dessous l'intuition exprimée par les différents arcs de G :

— L’arc (n1,n9) défini au point (1) exprime que le programme peut passer du point
de controle n; au point de controle ny en exécutant une instruction qui n’est pas
un appel de procédures,

— Les arcs définis au point (2) expriment que si du point de contréle nq le pro-
gramme appelle la procédure p et passe a no apres la terminaison de celle-ci,
ceci veut dire que de np, le programme exécute séquentiellement (dans l'arc
(n1,;), “I0;” représente un appel séquentiel) d’abord, la procédure p (cet appel
est représenté par 'arc ([J;, g,ep), ol e, est le point d’entrée de la procédure
p), et ensuite, quand 'exécution de cette procédure aurait terminé, il passe au
point ng (ceci est représenté par l'arc ([J;, d, ng)). Dans ces deux arcs, ([;, g, ep)
et (;,d, na), les indices “g” (pour gauche) et “d” (pour droite) expriment que
d’abord le programme “va & gauche” et exécute p, et ensuite, apres avoir fini
cette exécution, il “va a droite” et passe au point ns.

— Le point (3) exprime que si du point de controle nq le programme appelle les
procédures p1,...,pi en parallele et passe a ny apres la terminaison de celles-ci,
ceci veut dire que de nq, le programme exécute séquentiellement (I’arc (nq,;))
d’abord, les procédures p1, . . ., px en parallele (I'arc (IJ;, g, |:), ou “||;” représente
un appel parallele), et ensuite, quand l'exécution de cet appel parallele aurait
terminé, il passe au point ng (ceci est représenté par larc ([J;, d, ng)). Ici aussi,

[1phi

les indices “g” et “d” expriment que le programme va d’abord a gauche pour

88



exécuter 'appel parallele, et ensuite, quand ce dernier aurait fini, il passe a droite
au point ny. L’appel parallele est représenté par les arcs ([|s,ep,), 1 < j < k.

Nous donnons dans la section 4.4.2.2 un exemple qui illustre la construction des
graphes relationnels associés aux PFGs. Nous définissons maintenant la notion de
points bien reliés comme suit :

Définition 4.4.2 (Points bien reliés) Soit G un parallel flow graph dont l’ensemble
des neeuds est N, et soit G le graphe relationnel associé. Deux points ny et no de N
sont bien reliés ssi si ||; est un ancétre commun a ny et ny dans G, alors tous les
chemins qui ménent de ||; a ny et tous ceux qui ménent de ||; d no sont étiquetés par
des étiquettes o telles que o € d*. 4

Nous avons alors :

Lemme 4.4.1 Soient ny et no deux points bien reliés, et soit t un terme représentant
une configuration atteignable d partir du point initial du programme. Si deux occur-
rences de ny et ny sont actives dans t, alors elles appraissent dans un sous-terme de
t de la forme (ny,locy)||(ne,locs). ®

Preuve : Ceci est di au fait que si deux points ny et ny peuvent étre simultanément
actifs, alors ils ont forcément dans le graphe relationnel G un ancétre commun étiqueté
par || (pour un certain indice k). Soient alors n et n' les deux points tels que l'on ait
dans G les arcs (n, ), (g, g, ||1), et (g, d,n’).

Le fait que les points n; et ny soient bien reliés implique que si sur le chemin
menant de ce noeud “||y” & n; (j € {1,2}) il y a un nceud étiqueté par [J;, alors n;
se trouve sur la branche droite de [J; (le premier arc de cette branche est étiqueté
par “d”). Cette situation exprime que si nj et ng ont été appelés en parallele par
n, et sont donc en train d’étre exécutés en paralltle, alors le point n’ est le premier
point qui est en attente de leur résultat. En effet, un nceud [J; exprime que d’abord
la branche correspondant & “([;,g,mq)---7 est exécutée, et quand cette exécution
termine, le programme exécute la deuxieéme branche “(;,d,mg)---” en fonction du
résultat retourné par la premiere branche. Donc, comme il n’y a pas d’arcs de la forme
“(C;, g,m)” le long de cette branche qui meéne de ||x & nj, il n’y a pas de points qui
sont en train d’attendre le résultat de retour de n; ou ng. Donc, il n’y a pas de points
m; tels que I'on ait un sous-terme de la forme (n;, loc;) - (my,loc) - - -

O

Nous donnons dans la section 4.4.2.2 un exemple qui illustre ce lemme.
Nous déduisons a partir de ce lemme que si deux points sont bien reliés, alors ils
satisfont la condition Cond. De ce fait, nous modélisons la synchronisation par des
N . . . . . a! a?
regles PRS comme suit : si le PFG contient deux instructions nq, — mq et no —— my
alors :

4Nous considérons qu’un arc sans étiquette est annoté par le mot vide e.
5Rappelons que ¢||” est associatif/commutatif, donc (n1,loc1)||(n2,loc2) peut étre considéré
comme sous-terme de (n1,loct)||t'||(n2,loc2), etc.
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— si np et no sont deux points bien reliés, considérer la regle
(n1,loct)||(ne, locy) — (mq,locy)||(ma, locs)
— sinon, considérer les deux regles
(ny,locy) — (mq,locy) et (ng,locg) — (ma,locs)

Observons que si tous les points n1, no du programme pour lesquels il y a des regles
de synchronisation de la forme nj L!>m1 et no a—?>m2 sont bien reliés, alors notre
modélisation du programme par le PRS est exacte, et le PRS considéré n’introduit pas
de comportements supplémentaires dans le modele. Nous définissons alors la classe des
programmes bien reliés comme suit :

Définition 4.4.3 (Programme bien relié) Soit P un programme donné par un pa-
rallel flow graph G. Soit G le graphe relationnel associé a G. P est bien relié ssi si
comprend deuz arcs de la forme (ni,a?,my) et (ng,al,ms), alors les points ny et ng
sont bien reliés dans G.

Nous obtenons alors de maniere directe a partir de notre modélisation et du lemme
4.4.1 que :

Lemme 4.4.2 Soit P un programme bien relié, et soit R le PRS correspondant. Soient
(emain, loc) le point de départ du programme, A un arbre d’exécution, et t le terme
de processus correspondant a A. Alors A représente une configuration accessible du
programme & partir de (epain,loc) ssi il existe une dérivation du PRS R qui méne de
(emain, lOC) 4 t.

Donc dans le cas des programmes bien reliés, le PRS obtenu décrit ezactement la
sémantique du programme telle que présentée dans la section 4.1.

Les programmes séquentiels sans parallélisme sont un cas particulier de programmes
bien reliés. Notons que dans ce cas, notre traduction coincide avec la transformation des
programmes séquentiels vers les automates a pile donnée dans [ES01]. Nous détaillons
cette transformation au chapitre 7.

4.4.2.2 Exemple

Considérons le PFG de la figure 4.3 ou la procédure main appelle deux procédures
p1 et pa en parallele. Ces procédures font appel & une troisieme procédure ps. Les trois
procédures se synchronisent & travers les signaux c et d. Nous représentons & la figure
4.4 le graphe relationnel associé a ce PFG.

Pour illustrer notre modélisation de la synchronisation, nous ne tenons pas compte
des variables locales (pour simplifier la présentation). Donc, nos variables de proces-
sus seront juste les points de controle n. Par exemple, la configuration de départ est
représentée par le point d’entrée ep.in. Nous avons alors parmi les regles PRS qui
modélisent ce PFG les régles suivantes (nous ne considérons que les régles pertinentes
pour expliquer notre modélisation de la synchronisation) :
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€p1

€main

z = call(p3)

(w1, 22) = call(p1]||p2) S0

i c!
S1

l z = call(p3)

Tmain

Tp1

Procédure main .
Procédure py

Procédure pa

Procédure p3

Fic. 4.3 - Un PFG
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€main

F1G. 4.4 — Le graphe relationnel G correspondant au PFG de la figure 4.3
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1. la régle R1 = epain — (€p,||€py) - Tmain correspondant a l'arc suivant du PFG

(w1,22):=call(p1]|p2)
€main main

2. les regles Ry = ep, — e€p, - So et Ry = 1p, - sg — o correspondant & larc
z:=call(p3)
epy — 50
R ! ?

3. la regle R3 = sgllep, — s1||s2 correspondant aux arcs sop— s1 et e, — So
puisque s et e, sont bien reliés dans le graphe relationnel G. En effet, leur
seul ancétre commun étiqueté par ||; est || ; et les seuls chemins qui ménent de

N . d .
[l1 & so et ep, sont respectivement ||; — e,, — [y —s¢ et ||1 — ep, qui sont
respectivement étiquetés par d et e.

> _ . NET) z:=call(ps)
la régle Ry = 51 — ep, - 1p, correspondant a l'arc s ——————=1,,.

5. les regles Rs = sy — 1), et Rg = e,, — s3 puisque nous avons les arcs de

L d? d! .
synchronisation e,, — s3 et s; —1,,, alors que e, et sy ne sont pas bien
reliés. En effet, dans G, ils ont un ancétre commun ||; tel que le chemin qui meéne

N M A4 w0
de ||1 & ey, contient des étiquettes “g”.
N _ ) ]
6. la regle R; = ep, — 1p, correspondant a l'arc ep, — 7p,.
Donc si nous partons du point de départ du programme ey,i,, nous obtenons les
dérivations suivantes :

Ry

enain  —  (€py]|€ps) * Tmain
i ( €ps ||€p2) * Tmain
Pz, ( Tps - 50)||€ps) * Tmain
S50 (solleps) - Teain
Loy (s1]152) - Tnasn
s ((eps * 7p:)l52) * Tmatn
ot ( €ps " Tp Hsz) " "main
Fs, ((33 : rpl)HTpZ) " Tmain

Nous voyons alors que comme sg et e,, sont bien reliés, alors s’ils sont tous les
deux actifs, il y a forcément un sous-terme de la forme sglle,,. Dans ce cas, ces deux
points peuvent se synchroniser de maniére exacte (régle R3). Quant aux points ey,
et so comme ils ne sont pas bien reliés, nous voyons que dans le terme accessible
((eps - Tpy)|182) * Tmain ils sont tous les deux actifs mais pas sous la forme s3||e,,. Donc,
si on n’avait pas considéré les regles R5 et Rg, et qu’a la place, on avait considéré une
regle de la forme sz|lep, — 75,83, elle n’aurait pas pl s’appliquer, et on n’aurait pas
eu le terme ((s3 - 7p,)||7py) * Twain. Donc on aurait eu moins de comportements que le
vrai programme. C’est pour ceci que nous considérons les regles Rs5 et Rg qui peuvent
introduire des comportements supplémentaires (tels que le terme ((ep,7p, )|[7p, ) Tnain),
mais qui assurent que tous les comportements du vrai programme sont obtenus par le

PRS.
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4.4.2.3 Représentation d’'un PFG par un PRS : récapitulation

Nous résumons dans ce qui suit la modélisation que nous avons décrit jusque-la.
Le PRS contient les regles suivantes, pour chaque procédure Il dans Proc :

1. Instruction vide : (ny,loc) — (ng,loc), si ny — ng € Eiy;

2. Affectation : (ny,loc) — (na,loc’), si ny 2 ny € Enp et a est une affectation, ott
loc et loc’ sont les valeurs des variables locales de la procédure II avant et apres
I’affectation ;

3. Conditionnelle “if-then-else” : (ny,loc) — (nag,loc), si ny % ny € Eyp et a est
une conditionnelle “if-then-else”, ou loc est tel que la condition de l'instruction
est satisfaite;

z:=callp

4. Appel récursif : si nq ny € Epp, alors considérer la regle d’appel

(n1,loc) — (ep,locy) - (na,loc)

ol loc, représente les valeurs des arguments passées par la procédure II a la
procédure p, et (nz, loc) mémorise les variables locales de la procédure appelante
IT;

De plus, nous considérons la regle suivante qui modélise le retour de résultat de
la procédure appelée p a II :

(rp,loc)) - (ng,loc) — (ng,loc’)

ou loc; représente les valeurs des variables locales de p a sa terminaison, loc
mémorise les valeurs des variables locales de la procédure II au moment de son
appel a p, et dans loc’ toutes les variables différentes de  ont la méme valeur que
dans loc, alors que = prend la valeur de retour de la procédure p. Cette valeur

est déterminée a partir de loc’p.

(1, ,mk):=call(pa]|--|Ipk)

5. Appel paralléle : sinq ny € Eyp, alors considérer la regle

d’appel parallele

(n1,loc) — ((epl,locl)H e ||(epk,lock)) - (n2,loc)

ou loc; représente les valeurs des arguments passées par la procédure II a la
procédure p;, et comme précédemment, (ns,loc) mémorise les variables locales
de la procédure appelante IT;

Nous considérons également la regle de retour des résultats

((rpy Loc)] -+ [[(rp,. lock)) - (na, loc) — (na2,loc)

ot dans loc/, les variables différentes de z1,...,x, ont les mémes valeurs que
dans loc, et les valeurs des z; sont déterminées & partir des valeurs des loc}. Ces
valeurs correspondent aux résultats de retour des procédures p;.
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. . . a! a?
6. Synchronisation :si ny — my € Em, et ng — mg € Erp,, alors :

(a) Sing et ny sont bien reliés, considérer la regle
(n1,locy)||(na, locg) —(my, locy)||(ms, loch)
(b) sinon considérer les deux regles

(n1,locr) — (my,locy) et (ng,loce) — (ma,locs)

Rappelons qu’en général, le PRS obtenu génere plus de comportements que le vrai
programme, et que dans le cas des programmes bien reliés, notre traduction est exacte
(lemme 4.4.2).

4.4.3 Analyse des PFGs

Le probleme d’analyse des PFGs se réduit souvent a une analyse d’accessibilité
[EK99]. Par exemple, on aimerait savoir si un certain point de contéle est accessible, ou
déterminer les différentes valeurs que peut prendre une certaine variable (ce probleme
est connu sous le nom de “propagation de constantes”), etc. Le probleme consiste alors
a déterminer si un ensemble de configurations est accessible a partir de la configura-
tion initiale du programme qui est représentée par la paire (epain,loc). Comme dans
cette partie nous modélisons les programmes par des PRS, nous allons nous intéresser
a l'analyse d’accessibilité dans ce modele. De par notre modélisation donnée ci-dessus,
cette étude doit se faire modulo toutes les équivalences structurelles entre les termes de
processus, c-a-d., en considérant I’associativité du “” et l'associativité/commutativité
du “||”. En effet, si nous considérons le terme (n1,locy)||(ne,locs)||(ns,locs), alors la
regle de synchronisation (n1,loc1)||(ns,locs) ne peut s’appliquer que modulo associa-
tivité/commutativité du “||”. De ce fait, notre probléme sera dans cette partie de
déterminer si

Postim (Lo)NL=10

ou de maniere équivalente, si

Prem(L)NLy=0

ou L et Ly sont des ensembles de termes de processus représentant des ensembles
de configurations du programme. Le plus souvent Ly est la configuration initiale
(emainy lOC) .

Il s’avere que dans certains cas, nous pouvons ne pas considérer les équivalences
structurelles de l'opérateur “||”. Considérons par exemple les programmes ol le pa-
rallélisme est binaire, c-a-d. ou les appels paralleles sont de la forme

x1,22):=call
(w1,22) (p1llp2) n

ni

Alors en partant de la configuration initiale (epain, loc), nous ne pouvons atteindre que
des termes ou 'opérateur “||” est binaire. En effet, ce sont les régles PRS correspondant
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(z1,%2):=call(p1]||p2)

aux appels paralleles nq no qui introduisent le parallélisme dans les
termes. Dans ce cas, comme ces regles sont de la forme

(n1,loc) — ((epl,locl)||(ep2,l002)) - (ne, loc)

nous ne pouvons avoir qu’'un parallélisme binaire dans les termes. Dans ce cas, il n’est
donc pas possible d’avoir un sous-terme de la forme (n1,locy)||(n2,locs)||(ns,locs).
Donc une regle de synchronisation (n1,locy)||(n2,locs) ne peut s’appliquer qu’a des
sous-termes de la forme ((n1,locy)||(n2,loc2)) - (ns,locs). Cette régle peut alors s’ap-
pliquer sans considérer I’associativité/commutativité du “||”.

Définissons alors cette classe de programmes :

Définition 4.4.4 (Programme & parallélisme binaire) Soient P un programme
donné par un parallel flow graph G. P est a parallélisme binaire ssi les arcs de E
correspondants a des appels paralléles sont de la forme

N :=call
(z1,22):=call(p1||p2) n

ny
Nous obtenons alors de maniere directe d’apres les explications précédentes :

Lemme 4.4.3 Soit P un programme a parallélisme binaire, R le PRS correspondant,
et L un ensemble de termes de processus. Alors

Post;‘a((emain,loc)) Postxy .. ( €main, lOC )

De plus, déterminer si Prely (L) N (épain,loc) = 0 est équivalent a déterminer si

Pre%v"“s (’C) N (emaim lOC) = (Z)

Gréace a ce lemme, nous montrons dans le chapitre suivant qu’il est possible d’ana-
lyser de maniere exacte les programmes a parallélisme binaire.

4.4.4 Abstraction des PFG vers les PAD

Nous proposons une traduction d’'un PFG vers un PAD qui constitue une abstrac-
tion du vrai programme. Notre abstraction consiste & sur-approximer la synchronisa-
tion et a ignorer les résultats de retour des appels paralleles des procédures.

La traduction est définie comme précédemment a part ces deux cas :

Appel paralléle : si nq (@1 zk):=callpall-llpk) , ) Ex, alors considérer la régle d’ap-

pel parallele

(n1,loc) — ((ep17locl)|| e ||(epk,lock)) - (na,loc)

ol loc; représente les valeurs des arguments passées par la procédure II a la procédure
pi, et comme précédemment, (ng,loc) mémorise les variables locales de la procédure
appelante 11 ;

Considérer également les regles suivantes qui modélisent la terminaison des procédures
appelées pour que le controle revienne a la fin au point ns :

(rpm lOC/Z-) —0
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et ce, pour chaque i, 1 <i < k.

. . . a! a? c 1
Synchronisation : si ny — my € Epm, et ng — mg € Eq,, alors considérer les deux
regles

(n1,locy) — (my,locy) et (ng,locs) — (mae,locs)

Cette abstraction que nous proposons est plus précise que la traduction donnée dans
[EK99, EP00] qui modélise un PFG par un systéeme PA. En effet, leur modélisation ne
tient pas compte des résultats de retour des procédures séquentielles. Ceci revient a
considérer la méme traduction que pour PAD & part le cas de I'appel récursif qui est
représenté comme suit :

. :=call c 12 s
si g ——2, ny € Eq, alors considérer la régle d’appel

(n1,loc) — (ep,locy) - (na,loc)

ot loc et loc, sont comme précédemment. Et considérer de plus la regle de terminaison
suivante :
/
(rp,locy,) — 0

Cette abstraction vers PAD que nous proposons est tres utile puisque nous mon-
trons dans les chapitres suivants qu’il est possible d’analyser ces systémes de maniere
exacte en considérant toutes les équivalences structurelles entre les termes de porcessus.

4.4.5 Des programmes concurrents non récursifs vers les (P, P)-
PRS

Ces programmes sont en général modélisés par des systémes de réécriture de mul-
tiensembles ou de maniére équivalente, des réseaux de Petri [BCR01, DBR02]. Les
PFGs que nous avons considérés ne permettent pas de modéliser ces systemes. En

effet, dans le cas des programmes concurrents non récursifs, nous n’avons pas d’appels

, N . . z:=call(p
de procédures, c-a-d., nous n’avons pas les instructions ni _mzealllp) | Ny ou

T1,...,xk):=call
(w1 k) (p1ll-1lpk) n

ni

qui introduisent la récursivité. En effet, ces instructions ont pour effet d’appeler les

procédures p1, . .., px et d’attendre leur terminaison pour pouvoir continuer ’exécution
& partir du point no. A la place, dans ces programmes, la création dynamique de
spawn(p)

processus est introduite par des instructions de la forme n; ——— ny qui expriment
que ni lance le processus p et continue I’exécution a partir de ny indépendamment de
p (c-a-d. sans attendre que p termine). Nous montrons dans cette section comment
notre transformation peut étre étendue pour modéliser cette classe de PFGs par un
(P, P)-PRS (ou de maniére équivalente, un systéme de réécriture de multiensembles
ou un réseau de Petri).

Une instruction n4q _spawn(p) ny peut étre modélisée par la regle PRS suivante :

(n1,loc) — (ep,locy)||(ne, loc)
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W

De méme, comme dans ce cas nous n’avons pas de récursivité, 'opérateur est absent
des termes de processus correspondant aux configurations du programme, et donc les

. . . . a! a? . ~ T
instructions de synchronisation n; — m; et no — mso peuvent toujours étre modélisées
de maniere exacte par la regle

(n1,loct)||(ne,loca) — (mq,locy)||(ma, locs)

Les instructions de base sont représentées de la méme fagon que précédemment, et la
terminaison est représentée par des regles de la forme

(rp,loc) — 0

Avec cette traduction, nous obtenons un (P, P)-PRS modélisant le programme concur-
rent non récursif. Notre transformation coincide avec la transformation bien connue
qui consiste & modéliser une configuration du systeme par un multiensemble en comp-
tant le nombre de processus qui sont dans chaque état (un état peut se voir comme
une paire (n,loc)).

Observons que nous n’avons pas considéré ces instructions “spawn” dans notre
modele de PFG parce qu’en général, en présence d’appels récursifs, les PRS ne per-
mettent pas de modéliser correctement la sémantique de ces primitives 6. En effet,
considérons l'exemple du PFG représenté a la figure 4.5, ou a est une instruction de
base et II est une autre procédure qui n’est pas représentée. Alors le “vrai” programme
peut appeler la procédure p, qui lance le processus II et termine (indépendamment de
la terminaison de II), ce qui permet & linstruction a d’étre exécutée. Ce comporte-
ment ne peut pas étre simulé par le PRS R de la figure 4.6 qui “aurait modélisé” ce
programme. En effet, ce PRS permet les dérivations suivantes :

€main iwp . n&(enﬂrp) n-Senon

Dans le vrai programme, cette dérivation correspond successivement a l'appel de p,
la création de II, et la terminaison de p. Donc, a cette étape, le point n devrait étre
actif, et 'instruction a devrait pouvoir s’appliquer. Ceci n’est pas permis par nos regles
PRS. En effet, dans le terme ery - n, n ne devient actif qu’apres la terminaison de II,
alors que dans le “vrai” programme, n est actif indépendamment de II.

4.5 Conclusion

4.5.1 Résumé

Nous avons défini dans ce chapitre le modele PRS introduit par Mayr [May98].
Nous avons donné une transformation automatisable qui permet de représenter un
PFG par un PRS qui le sur-approxime. Nous avons défini une classe de programmes
pour laquelle notre transformation est exacte. Ces programmes sont plus généraux
que les programmes récursifs paralleéles sans synchronisation. Nous avons réduit 1’ana-
lyse statique des programmes récursifs paralleles a une analyse d’accessibilité dans ce

6Cette conclusion est le résultat d’une discussion que nous avons eu avec Markus Miiller-Olm.
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€main

€p
x = call(p)
n spawn(IT)
a fe)
Tp
Tmain
Procédure main Procédure p

FiG. 4.5 — Un PFG avec l'instruction “spawn”

Rl = €pain — €Ep N
R2 = T — Tnain

Ry = e, —enllrp
Ry = r,—0

Fic. 4.6 — Le PRS qui correspondrait au PFG de la figure 4.5

modele. Cette analyse doit se faire dans le cas général modulo ’associativité du “” et
Passociativité/commutativité du “||”. Nous avons identifié une classe de programmes
appelés les programmes a parallélisme binaire pour lesquels cette analyse d’accessibi-
lité peut se faire sans considérer 'associativité/commutativité du “||”. Ceci permet
d’analyser ces programmes de maniere exacte puisque nous donnons dans le chapitre
suivant des algorithmes polynomiaux qui permettent de faire I’analyse d’accessibilité
modulo ~4 de toute la classe PRS.

Nous avons également donné une traduction qui calcule un PAD qui abstrait le
programme en oubliant la synchronisation et le retour de résultats des procédures
paralleles appelées. Cette transformation est utile puisque, comme nous allons le voir
dans les chapitres suivants, il est possible de calculer de maniere exacte les ensembles
des accessibles pour les PAD modulo toutes les équivalences.

4.5.2 Comparaison avec d’autres traductions

Nous avons montré que dans le cas des programmes séquentiels, les transforma-
tions que nous proposons coincident avec celle de [ES01] qui modélise un programme
séquentiel par un automate a pile; et que dans le cas des programmes concurrents, elle
coincide avec la transformation de [BCR01, DBR02] qui utilise les réseaux de Petri pour
modéliser ces programmes. De plus, ’abstraction vers un PAD que nous proposons est
plus précise que celle vers les systémes PA donnée dans [EK99, EP00] puisqu’elle per-
met de considérer les résultats de retour des appels récursifs non paralleles de maniere
exacte.

La modélisation des programmes récursifs paralleles par des PRS a indépendamment
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été considérée dans [Esp02]. Dans cet article, la synchronisation est traitée de maniére
différente. En effet, nous partons d’un programme quelconque, et nous donnons des
conditions syntaziques suffisantes qui permettent de modéliser la synchronisation de
manieére exacte entre deux points du programme. Si ces conditions ne sont pas satis-
faites, nous considérons des regles PRS qui permettent de sur-approximer l'effet de la
synchronisation. Par contre, dans [Esp02], la traduction ne concerne qu’une classe de
programmes définie par une restriction sémantique de la synchronisation qui introduit
la notion de signal local. Cette restriction consiste a dire que deux instructions de la
forme a! et a? ne peuvent communiquer que si a est un signal local de la méme occur-
rence d'une procédure. Cette restriction impose que dans les programmes considérés,
les synchronisations ne peuvent pas avoir lieu entre les points n; et no dans un terme
de la forme
((n1,locy) - (n/,loc)) || (nz, loca)

alors qu’avec notre modélisation, nous considérons ces programmes et nous proposons
des modeles PRS qui les sur-approximent en permettant a chaque point d’avancer tout
seul sans se synchroniser.
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Chapitre 5

Analyse d’accessibilité des
PRS par calcul de
représentants

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de calcul des ensembles des acces-
sibles pour les systemes PRS. Nous supposons sans perte de généralité que les PRS
auxquels nous avons affaire sont sous formes normales (lemme 4.2.1). Puisque PRS
est un modele puissant qui inclut les réseaux de Petri, la construction précise de ses
ensembles des accessibles est une tache difficile, en particulier parce que les réseaux de
Petri ne préservent pas la semilinéarité (les ensembles des marquages accessibles des
réseaux de Petri ne sont en général pas semilinéaires).

Pour attaquer ce probleme, nous avons tout d’abord besoin de pouvoir représenter
de maniére finie un ensemble potentiellement infini de termes de processus. Pour ce
faire, nous représentons les termes de processus par des arbres binaires puisque l’en-
semble des termes de processus 7 peut étre vu comme Ts,us, ou ¥g = {0} U Var
et X9 = {.,]|}. Nous utilisons alors les automates finis d’arbres sur Xy U Xy pour
représenter des ensembles réguliers de termes de processus. Notre objectif est donc de
calculer Post*(L) et Pre*(L) pour un ensemble régulier de termes de processus L.
Seulement, comme “” est associatif et que “||” est associatif-commutatif, Post*(L) et
Pre* (L) ne sont en général pas réguliers [GD89]'. Pour contourner ce probleme, nous
adoptons une approche basée sur “l’oubli” de certaines équivalences entre les termes
de processus. En effet, le lemme 4.4.3 implique qu’il suffit de considérer ’associativité
du “” pour pouvoir analyser les programmes a parallélisme binaire. De plus, “oublier”
certaines équivalences permet dans certains cas de calculer des représentants des en-
sembles des accessibles. C-a-d., des ensembles qui contiennent au moins un terme de

W

IPour voir ceci, il suffit de considérer I’exemple suivant : Soit £ le langage reconnu par ’automate
fini (Q,%,F,8) ou Q = {¢,d,9x,qv}, F = {q}, o = {X,Y}, o = {-}, et § est ’ensemble des
régles X — gx, Y — qy, (¢x,qv) — @, (¢,q9y) — ¢, et -(gx,q’) — q. Il est alors facile de voir
que [L]~, est 'ensemble non régulier de tous les termes ¢ ayant une frontiere de la forme X"Y™ :
[L]l~, ={t|3In € N, Front(t) = X"Y"}.
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chaque classe des termes accessibles (nous définissons cette notion de maniere plus
formelle dans la section suivante). Ceci permet 'analyse d’accessibilité pour des sous-
classes de systemes PRS. En effet, nous montrons dans la section suivante que calculer
des représentants des accessibles est parfois suffisant pour résoudre les problémes (2.10)
et (2.11).

Cette idée est inspirée de [LS98, EP00], o les auteurs considérent les systemes PA
et construisent les ensembles des accessibles de ces systéemes en oubliant ’associati-
vité du “” et 'associativité/commutativité du “||”; c-a-d. les ensembles Post® (L) et
Pre’(L). Les ensembles obtenus sont alors des représentants de Post*(L) et Pre*(L).
Dans le cas de toute la classe PRS, ceci n’est plus vrai, c-a-d. les ensembles Post* (L) et
Pre* (L) ne sont en général pas des représentants des ensembles Post*(L) et Pre*(L).
Ceci est dii au fait que dans PRS, il y a des regles de la forme X||Y — ¢ (ou XY — ¢)
qui ne sont pas présentes dans les systemes PA, et qui font que I'on ne peut pas se
restreindre a 'identité structurelle entre les termes lors des applications des regles. En
effet, dans ce cas, la régle X||Y — ¢ peut s’appliquer au terme (X||Y)||Z mais pas au
terme équivalent (X||2)||Y.

Nous étendons cette approche aux systémes PAD. Cette classe est plus générale
que les systemes a pile et les systemes PA. L’intérét principal de cette classe est qu’elle
permet de modéliser les programmes paralleles ou les procédures peuvent retourner
leurs résultats aux procédures appelantes (ceci est possible avec les systémes a pile,
mais pas avec les systémes PA). Nous montrons dans la premiere section de ce chapitre
que pour PAD, pour calculer un représentant de Post*(L) ou de Pre*(L), il suffit de
calculer un représentant de PostL(L) ou de Pref(L) pour =€ {=,~q,~s,~}. Le
choix de I’équivalence = a considérer dépend des propriétés de fermeture du langage
L par rapport & l’associativité de “-” et a l’associativité/commutativité de “||”.

Notre but dans ce chapitre sera alors de calculer des représentants de PostL (L) ou
de Pref(L) pour =€ {=, ~g, ~s,~}. D’abord, nous montrons que pour chaque PRS,
les langages réguliers d’arbres sont effectivement fermés par Post® et Pre’. Nous
donnons des constructions polynémiales des automates d’arbres correspondants. Nous
montrons ensuite que ces constructions peuvent étre adaptées au cas de I’équivalence
~q. Ces résultats généralisent ceux de [LS98] concernant la classe des systémes PA. En-
suite, nous considérons le cas de I’équivalence ~,. Nous montrons que des représentants
réguliers des ensembles des accessibles peuvent étre construits en temps polynomial.
Ceci permet ’analyse exacte des programmes a parallélisme binaire.

Dans le cas de I'équivalence ~, nous nous restreignons a la classe des systemes
PAD. D’abord, nous montrons que les constructions précédentes pour les cas des
équivalences ~q et ~4 permettent de calculer en temps polynomial des représentants
réguliers de I’ensemble des successeurs Post*(L). Pour l'ensemble des prédécesseurs,
le probleme est plus délicat & cause de opérateur || qui apparait dans les membres
droits des regles. Dans le cas ou I'ensemble initial est fermé par commutativité du
||, nous montrons que nous pouvons comme précédemment utiliser les constructions
pour les équivalences ~¢ et ~g pour calculer en temps polynomial un représentant
régulier de ’ensemble des prédécesseurs. Si ’ensemble initial est quelconque, nous
n’avons pas réussi a construire un représentant régulier de cet ensemble. Cependant,
nous construisons un représentant non réqgulier caractérisé par un automate d’arbres a
compteurs. Heureusement, nous montrons que la classe d’automates a compteurs que
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nous obtenons par notre construction a de bonnes propriétés : le probleme du vide de
I'intersection de ces langages avec les langages réguliers est décidable, ce qui permet
de résoudre le probleme de vérification (2.11) auquel nous nous intéressons.

Les résultats de ce chapitre seront présentés dans [BT03b].

5.1 Réduire ’analyse d’accessibilité au calcul de
représentants

Nous montrons dans cette section comment le calcul de représentants des ensembles
des accessibles permet dans certains cas de résoudre les problemes (2.10) et (2.11).
Ensuite, nous montrons que pour les systémes PAD calculer des représentants des
ensembles Post*(L) et Pre*(L) peut se faire en “oubliant” certaines équivalences.
Mais d’abord, nous définissons formellement la notion de représentants :

Définition 5.1.1 Un ensemble de termes L est =-compatible si [L]= = L. Un en-
semble de termes L' est un =-représentant de L si [L']= = L.

Il est alors facile de voir que :

Proposition 5.1.1 Soient Ly et Lo deux ensembles de termes de processus, et soit
L) un ~-représentant de l'ensemble Lq. Si Lo est ~-compatible, alors L1 N Lo # O ssi

LN Ly # 0.

Par conséquent, calculer des ~-représentants des ensembles Post*(L) et Pre*(L)
permet de résoudre le probleme d’accessibilité pour PRS. En effet, comme mentionné
au chapitre 2, le probléme se réduit & déterminer si £’ N Reach # 0, ot Reach est égal
a Post*(L) ou Pre*(L); L et £ étant des langages d’arbres représentant des termes
de processus (problémes 2.10 et 2.11). Et donc d’apres la proposition précédente, si £’
est ~-compatible, il suffit de calculer un ~-représentant de ’ensemble Reach.

Notre but est donc de calculer des ~-représentants des ensembles Post*(L) et
Pre*(L) pour un langage régulier de termes de processus L. Il s’avere que pour cer-
taines sous-classes de PRS, notamment la classe PAD, il suffit de calculer des =-
représentants des ensembles Post: (L) et PreX(L), ou =€ {=, ~, ~s, ~}. Nous mon-
trons dans la section suivante les liens qui existent entre ces différents ensembles.

5.2 Liens entre les =-représentants

Comme dans cette section nous allons manipuler les différentes équivalences =
en méme temps, nous allons souvent utiliser les notations completes Posty _(L) et
Preg, —(£), et ce afin d’éviter tout risque de confusion.

De méme, comme nous représentons les termes par des arbres binaires, nous notons
dans tout le reste de ce chapitre un terme de processus t; - to par -(t1, t2), et t1]|t2 par
[|(t1,t2). Nous gardons les notations infixées pour les termes des membres gauches et
droits des regles des systemes PRS.
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5.2.1 Les systemes PA

Nous montrons que si R est un PA, alors Post%’:(ﬁ) est un ~-représentant de
Posty (L), et si L est ~-compatible alors Prey _(L£) est égal a Pre (£). Ces
correspondances ont été remarquées dans [LS98]. Intuitivement, le fait que Posty _(L)
soit un ~-représentant de Posty (L) est dii au fait que les régles d'un systeme PA
sont de la forme X — ¢, et donc les réécritures se font aux feuilles des termes, ce qui
implique que si une regle peut s’appliquer a un terme v modulo ~, alors cette regle peut
aussi s’appliquer a ce méme terme modulo I'identité, puisque les termes ~-équivalents
ont les mémes feuilles (qui ne sont pas forcément ordonnées de la méme maniere).
Le fait que si £ est ~-compatible alors Prey _(£) est égal a Prex (L) découle du
fait que Preg (L) = Posty 1 (L), et les régles de R~! sont de la forme t — X.
L’application de ces regles entraine la substitution d’un sous-terme par une variable,
et n’introduit pas d’opérateurs supplémentaires “||” ou “”. Dong, si le langage initial
est ~-compatible, il le reste apres ’application de R 1.

Proposition 5.2.1 Si R est un PA, alors Posty (L) = [Posty _(L)]~, et si L est
~-compatible alors Prey (L) = Prex _(L).

Preuve : Pour le premier point, il suffit de montrer que Posty (L) C [Posty _(L)]~.
Nous montrons par induction sur k que Postly (L) C [Post _(L)]~. Ceci est vrai
pour k = 0. Considérons alors k > 0 et t € Post® (L). Soient to € Post?™1(L), u, et
u’ tels que u ~ to, u — u', et v’ ~ t. Par induction, nous déduisons qu’il existe un
terme t; ~ tq tel que t; € Post*=1(L). Comme R est un PA, la régle qui s’est appliquée
a u pour donner v’ est de la forme X — s. Donc, u est de la forme C[X] pour un
contexte C, et t1 est aussi nécessairement de la forme C'[X] avec C[X] ~ C'[X].
Donc t; —g C'[s], et C'[s] € Post* (L). Puisque t ~ C'[s], nous obtenons alors que
t € [Posty _(L)]~.
Nous montrons maintenant que si £ est ~-compatible alors Prez (L) = Prex _(L).

Puisque Prey _(£) = Post;‘a,lg(ﬁ), nous montrons par induction sur k£ que

Posth, _, ~(L)= Posth_, (L)

et que Post%,1 _(L) est ~-compatible. Ceci est vrai pour k = 0, soit alors k& > 0.
Puisque Post%__l1 _(L) est ~-compatible, Postk_, _(L) l'est aussi puisque les regles

W

ni A(| |77

de R~! sont de la forme s — X. Donc, il n’y a ni qui sont créés, et le
langage reste ~-compatible.

Soit ¢ € Posth, , _(L). Soient alors ty € Post%__ll,N(ﬁ), u, et u' tels que u ~ to,
u —g-1 u, et v ~ t. Par induction, nous en déduisons qu’il existe un terme t; ~ tg
tel que t; € Post’;a_,ll!:(ﬁ), et donc puisque Post’%_fl’:(ﬁ) est ~-compatible et que
t1 ~ u, u € Post%ill;(ﬁ) et donc u' € Post%,lF(ﬁ), et donc t € Post%,lF(ﬁ)
puisque Postk, _, _(L) est ~-compatible. |

~
)
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5.2.2 Les systemes PAD
5.2.2.1 Liens entre les ~;-représentants et les ~-représentants

Nous montrons que si R est un PAD, alors un ~-représentant de Posty, (L) est
un ~-représentant de Post%!w(ﬁ), et si L est ~|-compatible alors un ~-représentant
de Prex ., (L) est un ~-représentant de Prey (£). Ceci est dit au fait que :

— Les PAD ne contiennent pas de regles de la forme X||Y — ¢ et donc si une regle

peut s’appliquer modulo ~, elle peut aussi s’appliquer modulo ~.

~ Prey, (L) = Posty_, (L), et si R est un PAD, les régles de R™" ne rajoutent

pas de “||” dans les termes. Ainsi, si le langage initial est ~J|—compatible, cette
propriété est maintenue apres I’application des regles de R~".

Proposition 5.2.2 Si R est un PAD, alors Posty (L) = [Posty _ (L)]~, et si £
est ~||-compatible alors Prex (L) = [Prex . (L)]~.

Preuve : Il est clair que [Post?, (L£)]~ C Post’,(L£). L’autre inclusion est die au fait
que les PAD ne contiennent pas de régles de la forme X||Y — t. Nous montrons par
induction sur k que Post¥ (L) C [Post® (L)]~. Ceci est vrai pour k = 0. Soit alors
k > 0 et t € PostF (L). Soient ty € Post’ (L), u, et u’ tels que u ~ tg, u —x ',
et u/ ~ t. Par induction, nous en déduisons qu’il existe un terme t; ~ ty tel que
t1 € Postﬁ:l(ﬁ). Comme R est un PAD, la régle qui s’est appliquée & u pour donner
u est de la forme vy — v9 ol v1 est de la forme X, 0, ou X - Y. Nous considérons dans
ce qui suit le cas (le plus compliqué) ou la régle appliquée est de la forme X - Y — s,
les autres cas se traitent de la méme maniére que dans la preuve précédente. Soit alors
un contexte C' tel que u = C'[ - (X,Y)] et -(X,Y) peut se réécrire dans le contexte
C. Donc t1 ~ C[ - (X,Y)]. Il existe alors un contexte C’[z] tel que Clz] ~ C'[z], la
position z est active dans C’[z] (c-a-d., elle peut se réécrire), et t1 ~ C’[ (X, Y)]
Ceci se montre facilement par induction sur le nombre de fois les axiomes A1-A4 sont
utilisés pour obtenir C’[~ (X, Y)] a partir de t1. Plus précisément, si t; ~ v et n est le
nombre de fois les axiomes A1-A4 sont utilisés pour obtenir v & partir de tq, il s’agit
de montrer par induction sur n que :

— si v est de la forme C[- (X,Y)], alors il existe un contexte C’[z] tel que C[z] ~
C’[z], la position x est active dans C'[z], et t; ~, C'[- (X,Y)];

— si v est de la forme C[~ (X7 (Y, v’))], alors il existe un terme v” ~ v’ et un
contexte C’[z] tels que C[z] ~ C’[z], la position z est active dans C’[x], et
ty ~g C’[~ (X, Y),v”)] ;

~ si v est de la forme C'[ - (X, (0,Y))], alors il existe un contexte C’[z] tel que
Clz] ~ C'[z], la position z est active dans C'[z], et t1 ~, C'[ - (X,Y)].

Donc, t1 ~5 C'[-(X,Y)] tel que -(X,Y’) peut étre réécrit dans le contexte C”. Nous
aurons alors C'[s] € Post®, (L) et C'[s] ~ u puisque v’ = C[s] et C[z] ~ C’'[z]. Donc
t € [Postk, (£)]~.

Montrons maintenant que si £ est ~-compatible alors Prez, (L) = [Prez . (£)]~.
Pour ce faire, nous montrons que Posty, . (L) = [Posty 1, (£)]~. Nous avons déja
que [Posty .  (£)]~ € Posty . (£). Pour I'autre inclusion, nous montrons par in-

duction sur k que si £ est ~|-compatible alors Post;“z_1 . (L) est aussi ~|-compatible
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et Post%,1

k > 0. Puisque Post’,f{}1 (L) est ~-compatible, Post%,lws(ﬁ) I’est aussi puisque

(L) C [Post%,1 . (£)]~. La propriété est vraie pour k = 0, soit alors

les regles de R~! sont de la forme v; — vy olt v est de la forme X, 0, ou X - Y. Donc,
il n’y a pas de “||” qui est créé, et le langage reste ~||-compatible.

Soient tg € Postf{}lyw(ﬁ), u, et u’ tels que u ~ ty, u —r—1 u', et v’ ~ t. Par
induction, nous déduisons qu’il existe un terme ¢t ~ tg tel que t; € Post%illwg (£).Sila
reégle appliquée n’est pas de la forme X||Y — s, nous procédons comme précédemment.
Sinon, il existe un contexte C' tel que v = C[||(X,Y)], v’ = CJs], et t1 ~ C[||(X,Y)].
Comme 'application des axiomes A2 est indépendante de I’application des axiomes A3-
A4; il existe un terme ty tel que to ~|| t1 et ty ~; C[[|(X,Y)]. Comme Post’,f{,llyws(ﬁ)

est ~-compatible, 5 € Past%ﬁll _ (L), et C[s] € Postk, _, ~.(£). Donc

te [POSt%-l7NS (L)~

Nous en déduisons alors que :

Proposition 5.2.3 Si R est un PAD et p un ~4-représentant de Posty .. (L), alors
p un ~-représentant de Posty (L). De plus, si L est ~|-compatible et p’ un ~s-
représentant de Preg, .. (L), alors p’ est un ~-représentant de Prey, . (L).

Preuve : Ceci est une conséquence immédiate de la proposition précédente : Soit
p un ~greprésentant de Posty, (L), donc [p]. = [[p]~.] = [Posty . (L)]~ =
Posty (L). Le cas de Prey (L) est analogue. O

Par conséquent, pour résoudre le probleme d’accessibilité pour un PAD R, il suffit
de calculer un ~g-représentant de Posty _ (L) et, si L est ~|-compatible, un ~-
représentant de Prey , (£).

5.2.2.2 Liens entre les ~,-représentants et les ~gp-représentants

Nous montrons dans ce qui suit qu’étant donné un PRS quelconque R, si L est ~ -
compatible alors Posty (L) est un ~g-représentant de Posty _ (L) et Prey . (L)
est un ~-représentant de Prey _, (L) (Corollaire 5.2.1). Plus précisément, nous définis-
sons la classe des langages Peignés (en particulier, un langage ~s-compatible est
Peigné) et nous montrons que si £ est Peigné, alors pour tout PRS R, Posty (L)
est un ~g-représentant de Posty (L), et Prep (L) est un ~g-représentant de
Prez, . (£) (Théoréme 5.2.1). Nous en déduisons que si R est un PAD et £ est ~-
compatible, alors Posty , (L) est un ~-représentant de Postz, (L£). De plus, si £ est
~-compatible alors Prey _ (L) est un ~-représentant de Prey . (L).

Nous définissons d’abord la notion de langages “Peignés”. Soit ¢ un terme de pro-
cessus, simpo(t) est le terme obtenu en simplifiant tous les 0 de ¢ :

Définition 5.2.1 Soit t un terme de T. Nous définissons le terme simpo(t) inducti-
vement par :
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- simpo(X) = X pour X € Var,

~ simpo(0) = 0,

— soit f € {- ||}, simpo(f(t1,t2)) est égal d :
— f(simpo(t1), simpo(t2)) sity #0 et ty #0,
— simpo(t1) sita =0,
- simpo(ta) sit; =0,
- OSitlthZO,

Cette définition est étendue auz langages de termes de maniére standard.

Etant donné un terme ¢ sans 0, c-a-d. dont toutes les feuilles sont différentes de 0,
Peigne(t) est défini comme le terme ~g-équivalent a t tel que la racine du fils droit
immédiat d’un noeud étiqueté par “” est différente de “.” :

Définition 5.2.2 Soit t un terme de 7 dont toutes les feuilles sont différentes de 0.
Nous définissons inductivement le terme Peigne(t) comme suit :
— Peigne(X) = X, pour X € Var,
— Peigne(||(t1,t2)) = || (Peigne(t1), Peigne(ts)),
- Peigne( . (t1,t2)) est égal a :
— -(Peigne(ty), Peigne(ts)) si racine(ts) # “",

- Peigne(- ( (’517@1);1}2)) sitg = +(v1,v2).
Nous définissons de maniére standard Peigne(L) pour un langage de termes L. Un
ensemble de termes L est Peigné si

Peigne(simpo(L)) C L.

Le terme Peigne (simpo(t)) peut se voir comme étant une forme normale pour tous
les termes qui sont ~¢-équivalents a ¢ :

Proposition 5.2.4 Soient t et t' deux termes de T, alors
— Peigne(simpo(t)) ~ t,
— t ~g t' ssi Peigne(simpo(t)) = Peigne(simpo(t')).

Preuve : Pour le premier point, puisque simpg(t) ~o t, il suffit de montrer que si
to = simpo(t), alors Peigne(ty) ~s to. Ceci se montre facilement par induction struc-
turelle sur tg. Pour le deuxieéme point, 'implication droite-gauche se déduit du point
précédent. Pour l'autre direction, soient ¢ ~g t'. Il est facile de voir que simpo(t) ~s
simpp(t') puisque simpg(t) ~q t et simpo(t') ~o t'. 1l suffit alors de montrer que si u
et u’ sont deux termes dont toutes les feuilles sont différentes de 0 et tels que u ~, v/,
alors Peigne(u) = Peigne(u'). Ceci se montre facilement par induction structurelle
sur u.

O

Par exemple, la figure 5.2.2.2 montre deux termes ~;-équivalents et leur Peigne.

Nous montrons la proposition suivante qui nous sera utile pour la preuve du
théoreme 5.2.1.
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t to ~g t1 Peigne(t;) = Peigne(ts)

F1c. 5.1 — Exemple d’un Peigne de deux termes ~s-équivalents

Proposition 5.2.5 Soient u,u’ € T et a € Act tels que u —x u'. Alors, il existe
v,v' € T tels que Peigne(simpo(u)) ~o v, v =g v, et v’ ~o Peigne(simpo(u)).

Preuve : Ceci se montre facilement par induction structurelle sur u, en considérant a
chaque fois les différents types de regles de R qui peuvent s’appliquer a u pour donner
u’ (régle de type X||Y — Z||[T,ou XY - Z-T,ou X -Y — Z||T, etc.).

O

Nous obtenons alors le résultat suivant basé sur le fait que si £ est Peigné, il le
reste apres l'application d’une regle PRS modulo ~j :

s

Théoréme 5.2.1 Soit R un PRS, si L est Peigné, alors Posty, , (L) = [Posty . (£)]~
et Pre . (L) = [Prex . (L)~

s°

Preuve : Nous montrons que Posty , (£) = [Posty . (£)]~,. L’autre point découle
alors du fait que Prej _(£) = Posty . _(L£). Puisqu’il n’y a aucune confusion concer-
nant R, nous allons omettre I'indice R. Il est clair que [Post’, (L)]~, C Post:, (L).
Pour 'autre direction, nous montrons par induction sur k que si £ est Peigné, alors
Post® (L) est Peigné et Post? (L) C [Post® (L)]~,. La propriété est vraie pour
k = 0. Soit alors k > 0 et t € Post¥ (L). Soient donc ty € Post? (L) et des termes u
et u tels que u ~, tg, u —x u', et u’ ~, t. Par induction, nous déduisons qu’il existe un
terme t; € Post’i;l(ﬁ) tel que t1 ~, tg, et donc que Peigne (simpo(u)) S Postﬁ;l(ﬁ).
En effet, t; € Post? (L) et Post* (L) est Peigné, et donc Peigne(simpo(t1)) €
Postﬁ;l(ﬁ). En plus, tg ~s u ~; t1, et donc Peigne(simpo(u)) = Peigne(simpo(tl))
(Proposition 5.2.4). La proposition 5.2.5 implique alors qu’il existe v,v’ € T tels que
Peigne(simpo(u)) ~o v, v —gr v, et v~ Peigne(simpo(u’)). Ce qui veut dire que
Peigne(simpo(u)) = Peigne(simpo(u’)). Ceci implique que Peigne(simpo(t)) €
Post®, (L) puisque Peigne(simpo(u)) € Post (L) et

Peigne(simpo(u')) = Peigne(simpy(t))

car t ~, u’ (Proposition 5.2.4). Donc, t € [Post®, _(L)]~, puisque t ~; Peigne(simpo(t)).
Nous montrons maintenant que Post®, (L) est Peigné. Soit ¢ € Postk, (L), mon-
trons que Peigne(simpy(t)) € PostE (L). Soient alors t1 € Post® 1(L), u et u' tels
que u ~q t1, u —x u, et u’ ~q t. Puisque Postﬁ;l(ﬁ) est Peigné, Peigne(simpo(u)) €
Postﬁ;l(ﬁ) et la proposition 5.2.5 implique que Peigne(simpo(u’)) € Post’io(ﬁ).
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Donc, Peigne(simpo(t)) € PostE (L) puisque Peigne(simpo(u’)) = Peigne(simpo(t))
car t ~q u'. ]

Comme un langage ~s-compatible est Peigné (proposition 5.2.4), nous obtenons le
corollaire suivant :

Corollaire 5.2.1 Soit R un PRS, si L est ~4-compatible, alors
Posty, ., (L) = [Posty . (L)]~, et Prex . (L) = [Prex . (L)]~,-

s s

Nous obtenons donc grace a la proposition 5.2.2 que :

Proposition 5.2.6 Soit R un PAD, si L est ~g-compatible, alors Post%’w(ﬁ) =
[Posty, . (L)]~, et si L est ~-compatible alors Prey, (L) = [Preg . (L)]~-

5.2.2.3 Conclusion

Il découle des propositions précédentes que pour calculer un ~-représentant de
Post* (L) pour les systemes PAD, il suffit de calculer un ~-représentant de Post?, (L).
Ceci se réduit au calcul de Post?, (L) si L est ~ -compatible.

De la méme maniére, pour calculer un ~-représentant de Pre*(L) pour PAD, il
suffit de calculer un ~-représentant de Pre’, (L) si L est ~-compatible. Si de plus £
est ~,-compatible (c-a-d., £ est ~-compatible), ceci se ramene au calcul de Pre (£).

Nous donnons dans le reste de ce chapitre des constructions polynémiales qui ca-
ractérisent des langages réguliers correspondant a ces ensembles. Si £ ne vérifie pas
ces conditions de compatibilité, nous sommes obligés de raisonner modulo toutes les
équivalences ~. Nous nous attaquons a ce probleme dans la derniére partie de ce
chapitre.

5.3 Accessibilité sans équivalences

Nous montrons dans cette section que pour tout langage régulier £, Posty _(L) et
Prey, _(L) sont effectivement réguliers.

Nous notons par Sub,.(R) ensemble de tous les sous termes des membres droits
des regles de R. Soit Qr = {q: | t € Sub,(R)}, et soit dg 'ensemble suivant de regles
de transition :

— X — gx pour chaque X € Sub,.(R),

- 0—qpsi0e€ Sub.(R),

= l(gx,av) — gx v si X|[Y € Sub,(R),

- (gx,qv) — qx.v si X - Y € Sub.(R).

Il est clair qu’avec %, pour chaque t € Sub,(R), 'état g, accepte {t} (Lq, = {t}).
Soit A = (@, %, F,§) un automate d’arbres fini. Nous définissons l'automate A% =
(Q',X, F',0") comme suit :

- Q' =19,4"",q" | g € QUQr}. Nous dénotons par § tout état dans {q, ¢7, ¢"'}.

- F'={q,q"",q" | q € F},

— ¢ est le plus petit ensemble de régles contenant 6 U dz et tel que pour chaque

71,92, € QUQR :
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1. ¢ — ¢¥ € ¢ pour chaque g € QU Qx,
2. 81 0 5 ¢, alors 0 — ¢ € &,
3. sit; — ty € R, et il existe un état ¢ € Q U Qx tel que t; —4 ¢7, alors :
(a) ¢, = ¢ €7,
( ) nzl N qnzl c 5/ et
(c) qf, = q"" € sity =0,
4. si-(q1,92) — q € 6 Udg, alors :
2)
)
)
|
)

( ’nzl7q'2)4)q 65/

(

(b) (a7, ) — g €
(¢) “(¢f ,q2) = ¢" € ¥,

5. si ||(q1,92) — q € § U g, alors :
(a) [1(g", g5™) — ¢"" €&,

(b) I[(q1,d2) — ¢" €7,
6. siq— ¢ €0,alors ¢ — ¢T €0, et ¢ — g™ .

0" est définie inductivement et peut étre calculée comme la limite d’une séquence
finie d’ensembles croissants de transitions 67 C 65 C ... C J;,, o1 d;; contient au plus
trois transitions en plus que J;. Ces transitions sont rajoutées par les regles d’inference
(3). Cette procédure termine parcequ’il y a un nombre fini d’états dans Q U Qx.

Remarque 5.3.1 Si A ak états et T transitions, alors A% a O(k|Sub,(R)|+|Sub.(R)[*+
T) transitions et 3(k + |Sub,(R)|) états.

Théoréme 5.3.1 Soit L un ensemble régulier de termes de processus, et A = (Q, X, F, )
un automate d’arbres fini qui reconnait L. Alors, Posty _(L) et Prep _(L) sont re-
connus par l'automate d’arbres fini Ay et A% _,, respectivement.

Nous montrons dans ce qui suit que Post%’:(ﬁ) est accepté par Aj. nous en
déduisons que A%, accepte Prey (L) puisque Prex _(£) = Posty 1 _(£). Intui-
tivement, pour chaque ¢ € Q U Qx, 1’état ¢7 accepte les successeurs de Ly (Lyr =
Posty _(Lg)) et I'état g™ accepte les successeurs u de L, qui ont été obtenus a par-
tir des successeurs nuls de Ly : Lynit = Post, _(Posty _(Lg) N {u € T | u ~g 0}).
En particulier, ceci veut dire que pour chaque t € Sub,.(R), Ly = Posty _(t), et
Ly = Posty, _(Posty _(t) N {u € T | u ~¢ 0}). Les régles (1) expriment que
L, C Post;‘a’:(Lq). Les regles (2) marquent les feuilles nulles par I'exposant ™, indi-
quant qu’elles sont nulles. Les régles (3) expriment que si un terme ¢ dans Sub,.(R)
est un successeur d'un terme dans L, alors tous les successeurs de t le sont aussi.
Les noeuds étiquetés par “||” sont annotés par les regles (5). Par exemple, l'intuition
exprimée par les regles (5b) est que si uy € Posty _(Lyg,) et uz € Posty, _(Ly,), alors
||(u1,u2) € Postly _(Ly) si||(q1,q2) — q € U Jdg. Les régles (4) annotent les noeuds
nil

“wn

étiquetés par en respectant la sémantique du “.”. Les états ¢ et ¢"" jouent un role
important pour ces régles. En effet, les régles (4a) et (4c) assurent que le fils droit d'un
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noeud étiqueté par ne peut pas étre réécrit si le fils gauche n’a pas été nul, c-a-d.,
si le fils gauche n’est pas annoté par un état ¢"*'. Finalement, les regles (6) expriment
que si Ly C Ly, alors Posty _(Lg) € Posty _(Lg).

Plus formellement, pour montrer le théoréme 7.6.1, nous montrons les lemmes 5.3.1
et 5.3.2.

Lemme 5.3.1 Pour chaque v € T et chaque ¢ € Q U Qr, nous avons :
~ v 55 q7 = v € Post’ (L),
~ v 55 ¢ = Ju~y 0| v € Post: (u), et u € Post (Ly,).

Preuve : Nous montrons par induction sur i que pour chaque v € 7 et chaque
q € QU Qr, nous avons :
- in;; q' = v € Post’(L,),
- in;; "' = Ju ~o 0 | v € Post (u), and u € Post’ (L,).
Ces points doivent étre montrés simultanément :
— ¢ = 0, alors §(, contient les régles d, dg, en plus des regles (1), (2), (4), (5), et
(6). Donc, il est facile de voir que v i’% q" implique que v € L, et v i% gt
implique que v ~¢ 0 et v € L,
— 4 > 0. Soit v 354 qT une exécution de &/ sur le terme v (le cas ot nous avons
v 354 q™" peut étre résolu de la méme maniere). Soit n ne nombre de transitions
dans 6] \ 0,_; appliquées pendant cette exécution. Dans ce cas, nous dénotons
I'exécution précédente par v LZE g". Nous procédons par induction sur n :
— n = 0, alors seules les regles de d;_; ont été appliquées, et nous obtenons le
résultat par induction sur ;
- n>0.1ly adeux cas :

1. Tl existe un contexte C' et un terme vy € 7 tel que v = Cfv], et

% n—1

v=Clor] Sy Cls')=5,Clsl S, a" (5.1)

1—1

Alors, les régles (3) impliquent qu’il existe nécessairement un terme t;

dans Sub,.(R), et un état p € Q U Qr tels que s’ = qg;, et s =pT.

Par conséquent, nous obtenons par induction sur n que vy € Post: (th1 ),
c-a-d. puisque Lg, =1t :

vy € Post™ (1) (5.2)

Le fait que thl — pT implique qu’il y a un terme u tel que u 354_1 pT, et
u — t1 est une régle de R (regles (3)). Nous déduisons alors par induction
sur ¢ que u € Post™ (L,), et donc

t1 € PostZ(Ly) (5.3)
Ainsi, (5.2) et (5.3) impliquent que
vy € PostZ(L,)

Nous montrons maintenant par induction sur k que v € Post’ (L) :
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— k = 0. Alors la propriété est satisfaite puisque nous avons nécessairement
que v =171 et p=gq.
— k>0.1lya trois cas :

(a)

v 35; C[pT] k;ltgLI q T—>5;71qT. Alors nous obtenons par induction
que v € Post:(Ly ). Ensuite, il y a deux cas : (1) soit il existe un
terme to dans Sub,.(R) tel que ¢’ = qt,, et donc la régle q’T—>5;71qT
a été créée par les régles d’inférence (3). Dans ce cas, nous obtenons
facilement que v € Post™(L,). (2) Ou ¢’ € Q, auquel cas, les regles
(6) impliquent que la régle ¢’ — ¢ existe nécessairement dans §, ce
qui veut dire que Ly € Ly, et donc que

v € PostZ(Ly) C PostZ(L,)

Il existe deux termes vy, et vg, et un contexte C’ tels que

k-1
v ="(v1,v2) =g (C'[p"],v2) =5, (li,la)—s_q"
(Le cas symétrique ot v = -(v1,v2) = -(v1, C'[pT]) est similaire, dans
ce cas le terme vy est nécessairement annoté par un état de la forme

s"”). Nous distinguons deux cas selon la nature des états 1 et Is :

i. Iy est de la forme pI. Alors nécessairement I est de la forme py
(regles (4c)). Ceci veut dire que

Vg € Lp2 (54)
et par induction nous obtenons que
v1 € PostZ(Ly,). (5.5)

Soit donc u1 € Ly, tel que v; € Posti(u;). En plus, puisque
(0T p3)—qT est une regle de ¢, les regles (4c) impliquent que
(p1,p2)—1q g ; g plig q
-(p1, p2)—q est nécessairement une regle de §. Ceci veut dire que
(p1,p2)—q g q
-(u1,v2) € Ly. Comme v = -(v1,v2) € Post*:( . (uhvg)), nous ob-
tenons que :
v € PostZ(Ly)

ii. Iy est de la forme pl. Alors nécessairement, [; est de la forme p}¥
(regles (4a)). Par induction sur ¢ nous obtenons que

vg € PostZ(Ly,) (5.6)

et par induction sur &, nous déduisons qu’il existe un terme u} ~q 0
tel que
uy € Post™(Ly,), et vy € Post® (u}) (5.7)

Soient donc u; € Ly, tel que u) € Post:(uy), et us € Ly, tel que
vy € Post® (uy). En plus, puisque -(p}¥, pd)—qT est une regle de
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o', les regles (4a) impliquent que -(p1, p2)—¢q est nécessairement une
regle de §. Ceci veut dire que -(u1,us) € Lg. Par conséquent, nous
obtenons que

(uy,uz) € Post™(-(uy,uz));
(u},v2) € Post™ (-(u},u2))

puisque uj ~g 0, et donc ug peut étre réécrit, et
v =-(vy,v2) € Post’ (-(u}, v2)).
Donc, v € Post® (-(u1,us2)), et

v € PostZ(Ly)

¢) Il existe deux termes v et vy, et un contexte C' tels que
) q

T] T

* k—1
v =[(v1,v2) =5 [[(C'[p" |, v2) = s (I, 12) =6 q

Ce cas est similaire au cas précédent. Il est méme plus simple puisqu’il
n’est pas nécessaire d’imposer que si I; est de la forme pd', alors Iy
doit étre de la forme p}*. Dans ce cas, nous utilisons les regles (5) au
lieu des regles (4).

2. Tl existe un contexte C tel que v = Cfvy, v9], et

* N k
v = C[’Ul,'UQ] —>5; 0[81,82] —>5;71 qT
tel qu’il existe n’ < n t.q.

x 1 x (n—n')
V1 =g 81 et vy ! S9

Supposons que s; = p! (les autres cas sont similaires). Alors, nous déduisons
par induction que

v1 € PostZ(Ly,), (5.8)

et
vy € PostZ(Ly,). (5.9)

Ensuite, nous pouvons montrer par induction sur k que v € Post® (L,).

O

Lemme 5.3.2 Pour chaque ¢ € Q U Qr, nous avons :
— Post* (Ly) € Ly,
- Post* (Lq N Post™ ({u | u ~g 0})) C Lnir.

113



Preuve : Nous ne montrons que le premier point. Le second peut étre montré de
maniére similaire. Puisque L, C L,r (regles (1)), il suffit de montrer que pour tout
t € Lyr,sit’ € Post(t), alors t’ € Lyr. Soit alors t € Lr, c-a-d. t 25 7. Considérons
le contexte C tel que t = Clt1],t' = C|[ta], et t; — t2 € R. Soit alors p € Q' tel que

t Lé/ C[p] i>5/ qT

(c-a-d., pendant 'annotation de ¢, ¢ est annoté par I’état p). Il y a deux cas :
1. p¢ QUQx. Soit alors ¢’ € QUQRR tel que p = q’T oup= q’ml. Nous considérons
le cas ot p = ¢/ (Iautre cas est similaire) c-a-d. t; -5 ¢'". Les regles (3)
impliquent que ty — 5 a, —s5:¢'" = p. Par conséquent, t' Zsg Clp] S5 47,
2. p € QUQx. Nous devons montrer que t' —5 C[p”] =5 ¢”. Nous procédons par
induction structurelle sur C (le cas ot C est le contexte trivial fait partie du cas

précédent) :
-Iyaun f € {,]|}, et un terme u € 7T tels que C[p] = f(p,u) (le cas
symétrique ot C[p] = f(u,p) est similaire). Prenons par exemple f = ||,

lautre cas peut se traiter de la méme maniere. Soit [ € Q' tel que Cp] =
I[(p, 1) S5 ||(p,1) =5 ¢T. Alors, nécessairement, nous avons grace aux régles
(5b) que C[p"] = ||(p",1) =5 4",

- Ilyaun f € {,]||}, un contexte C’, et un terme u € 7T tels que C[] =

f(C'],u) (le cas symétrique ot C[] = f(u,C’[]) est similaire). Considérons
par exemple le cas ot f = ||, 'autre cas peut se traiter de la méme manieére.
Soient 1,1y € Q U Qg tels que Clp] = ||(C'[p],u) s ||(I1,12) =4 p’T.
(les autres cas ot C[p] —45 ||(IT,13), ...etc peuvent étre traités de la méme

maniére). Alors, les régles (5b) impliquent que nous avons ||(IT,1s) <45 ¢*.

Puisque C’[p] 5 Iy, par induction structurelle sur C’ nous obtenons que
C'[p"] =5 U1 . Par conséquent, Clp™) = [|(C'[p"],u) =5 || 12) =5 ¢
Od

5.4 Accessibilité modulo ~

Modulo ~g, chaque terme ¢ est équivalent aux termes t-0, 0-¢, ¢||0, O||¢, 0- (¢-0),(0-
0)-t, (0]|0)-t, ... etc. Par conséquent, pour faire ’analyse d’accessibilité modulo ~g, en
partant d’un langage initial régulier £ reconnu par un automate fini A = (Q, %, F,J),
nous pouvons procéder comme suit : D’abord, rajouter des termes équivalents a 0
partout dans les termes de L. Ceci peut se faire en considérant un état spécial g,y
qui reconnait tous les termes nuls (tous les termes qui sont équivalents a 0), et en
rajoutant de nouvelles regles qui permettent d’avoir les termes nuls reconnus par ¢,
partout dans les arbres (par exemple, ajouter des regles de la forme ||(q, ¢nui) — ¢,
pour chaque ¢ € Q U Qr). Soit donc Qpuy = Q U Qr U {Gnui}, et Jpuu ensemble
des regles contenant & U dg, et les regles suivantes qui permettent, pour chaque état
q € QU Qr, de rajouter des 0 partout dans les arbres reconnus par q :
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-0— Anull (0 est accepté par Qnull)a
= (Gnutls Gnutt) — qnun (la composition séquentielle de deux termes nuls est un

terme nul),
— (@nuits Gnuit) — Gnuu (la composition paralléle de deux termes nuls est un terme
nul),

= (Gnuit, q) — q (cette regle exprime que -(0,t) ~q t),
— (q, gqnuit) — ¢ (cette regle exprime que -(t,0) ~q t),
— |(gnuii, @) — q (cette regle exprime que |[(0,t) ~q t),
— |1(q, gnutr) — ¢ (cette régle exprime que ||(¢,0) ~g t).

Posty, . (L) est reconnu par 'automate Al = Q! 8, F'L 60 ) tel que 6

null? s Ynull null
est le plus petit ensemble de regles qui contient &y, et tel que :

1. ¢ — q¥ €46, pour chaque q € Quuu;

2. 81 t; — ty € R, et il existe un état ¢ € Qnuu tel que t; in;;m” q”, alors
‘1th —ql ed!

null;
si (q1,q2) = q € Spun, alors <(¢F . q2) — ¢7 € 0l
si |[(q1,42) = q € nunr, alors ||(q] ,q3 ) — ¢7 € 65

. T
si ¢ — ¢ € dpun, alors g1 — ¢ €015

A e

ai, et (q1,q2) — q € Spus ou |[(q1,42) = q € Snurt, ou ||(q2, 1) —

/ : 3 T T.
nuu contient la regle g5 — ¢ ;

. *
si0 —g
null

q € Opuil, alors §

(g d") = 4" €6

=

Comme précédemment, les états g7 reconnaissent les successeurs de L,. Les cing
premiéres régles d’inférence sont exactement celles de la construction de Posty _(L£).
La regle (6) est une regle de simplification, elle exprime que si par exemple ||(q1, g2) —
g, ou -(g1,q2) — ¢ sont des regles de 0y, 0 est un successeur de L, , et u est un
successeur de L, , alors u doit aussi étre un successeur de L,. Les regles (7) expriment
que si uy est un successeur de 0 et us est un successeur de ¢, alors -(ul,uQ) est un
successeur de ¢g. Notons que dans ce cas les états de la forme “¢™” ne sont plus
nécessaires. En effet, ces états étaient utilisés pour respecter la sémantique du point :
si -(q1,42) — ¢ est une régle de 'automate initial, alors nous considérons la regle
(g7, ¢T) — ¢T qui exprime que si u = -(uy,uz) € Ly est tel que ug € Ly, et ug € Ly,
et vy, v2 des successeurs de u et uy respectivement tels que vy # ug ; alors v = -(v1,v2)
est un successeur de w ssi il existe un terme nul u} tel que v} est un successeur de wu;
et v1 est un successeur de u). Dans le cas précédent, vy et vy étaient respectivement
reconnus par les états ¢ et ¢l ; et la regle ci-dessus permettait d’annoter v par
¢T. Maintenant, c’est 1’état qz;u” qui joue le role des états indicés par “” . En effet,
comme u} est nul, il est reconnu par g, et donc vy est reconnu par qgull. Les regles
(7) permettent d’annoter v par ¢i . Comme u} est nul et est successeur de L,,, les
régles de simplification (6) permettent d’avoir la regle de transition ¢7 — ¢, ce qui
permet d’annoter v par ¢©. Nous obtenons alors le résultat suivant :

Théoréme 5.4.1 Soit R un PRS et L un langage régulier d’arbres reconnu par l’au-
tomate A = (Q, %, F,0), alors Uautomate A5 (resp. A;‘Z"_”l) reconnait Posty, ., (L)
(resp. Prex (L)) De plus, ces automates peuvent étre calculés en temps polynomial.
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F1c. 5.2 — Application de la regle X - Y — ¢ modulo ~j

Nous obtenons directement a partir de ce théoreme et de la proposition 5.2.6 que :

Corollaire 5.4.1 Soit R un PAD, alors nous pouvons effectivement calculer en temps
polynomial :

— un ~-représentant réqulier de Post%‘z,N(ﬁ) st L est ~g-compatible ;

— un ~-représentant régulier de Pre}kz’w(ﬁ) si L est ~-compatible.

5.5 Accessibilité modulo ~;

Nous montrons dans cette section que pour chaque langage régulier quelconque
L et chaque PRS R, nous pouvons calculer effectivement des automates d’arbres fi-
nis qui reconnaissent des ~-représentants de Post: . (L) et Prey . (L£). Lorsque
nous considérons l'associativité du “”, la difficulté principale vient du fait que les
réécritures ne se font plus de maniere locale comme dans les cas précédents. En ef-
fet, dans les sections précédentes, une regle X - Y — t est appliquée a un terme u
seulement si -(X,Y") est un sous terme explicite de u. Ceci n’est plus le cas quand les
termes sont considérés modulo ~,. En effet, cette régle doit étre appliquée par exemple

aux termes -(X, -(Y, (Z, T))) et -(X, ( (Y, Z),T)) puisqu’ils sont ~,-équivalent a

De maniere générale, si nous définissons un seg-conterte comme suit, :

Définition 5.5.1 Soit © € X, un seq-contexte est un contexte a une seule variable
Clx] tel que : (1) x est la feuille la plus a gauche de C, et (2) tous les ancétres de la
variable x sont étiquetés par “.”.

Alors, modulo ~;, une régle X - Y — ¢ peut étre appliquée a tous les termes de la
forme (X, C[Y]) pour un seq-contexte C', pour produire un terme qui est ~-équivalent
a C[t]. Nous définissons maintenant la relation (z qui réalise cette transformation pour
un PRS arbitraire. Cette relation est définie comme la plus petite relation sur 7 qui
contient =,z (puisque ~ est plus fine que ~) et telle que pour chaque regle X-Y —

t dans R, chaque contexte C’, et chaque seq-contexte C, (C’ (X, CcY))], ¢’ [C[tﬂ) €
(r. Cette transformation est représentée sur la figure 5.2.

I est facile de voir que (% (L) est un ~g-représentant de Posty . (£). Ainsi, pour
chaque langage d’arbres £, nous avons :
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Proposition 5.5.1 Pour chaque PRSR et langage régulier L, Posty , (L) = [(R(L)]~,
et Pre . (L) = [(r-1(L)]~, -

Notre objectif est donc de calculer (% (£) pour un langage régulier £. Dans le reste de
cette section, nous montrons le théoréme suivant :

Théoréme 5.5.1 Soit £ un langage régulier, alors (% (L) est effectivement régulier.
En plus, a partir d’un automate ayant k états et T transitions qui reconnait L, il est
possible de construire, en un temps polynémial, un automate acceptant (5 (L), ayant
O((k + [Subr(R)|)?|Var|? + 7) transitions et O(k|Var|+ |Sub,(R)||Var|) états.

Nous déduisons alors & partir de ce théoreme et du lemme 4.4.3 que :

Corollaire 5.5.1 Soit P un programme a parallélisme binaire, R le PRS correspon-
dant, L un ensemble de termes de processus, et (epain,loc) la configuration initiale du
programme. Alors il est possible calculer en temps polynomial un ~-représentant de
Post}‘a((emaimloc)). De méme, il est possible de déterminer en temps polynomial si
Pre (L) N (egain, loc) = 0.

Nous obtenons également de maniere directe a partir du théoreme 5.5.1 et de la
proposition 5.2.3 que :

Corollaire 5.5.2 Soit R un PAD, alors nous pouvons effectivement calculer en temps
polynomial :

— un ~-représentant régulier de Posty (L) ;

— un ~-représentant réqulier de Pre;‘zw(ﬁ) si L est ~|-compatlible.

5.5.1 Construction

Soient £ un langage d’arbres régulier, et A = (@, X, F, §) un automate d’arbres qui
reconnait L. Puisque nous considérons aussi la neutralité du 0, soient 411, Gnuir, €t
At = (Qnuit, 3, Fy dnuir) la relation de transitions, 1'état, et 'automate définis dans
la section précédente, respectivement.

Nous définissons 'automate A7 = (Q, S, F, 5) tel que :

- Q = {Qa qT | VIS Qnull} U {(Q»X) ‘ qe Qnull;X € Var},

B F:{qvqT‘qu}v

— § est le plus petit ensemble de regles contenant §,.; et tel que pour chaque
q1,92,q € Qnui, et chaque X, Y, X' € Var :

(1) q—q" €5,
(az) siY Ssqget X Y —teR,alors ¢f — (¢,X) €9,
(a3) sity — to € R et il existe un état ¢ € Qpup tel que :
(a) t1 i>g qT, alors : th2 —qT €4, ou
(b) t i}S (¢,X), alors : ¢f, — (¢,X) € s,
(aq) si-(q1,92) — q € Spuu, alors :
(a) -(af,42) — ¢" €39,
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si 055 (g1, X) alors ¢ — (g, X) €9,

si0 Lg qf alors ¢l — ¢ ¢ 5,

)
)
)

e) si X 55 qf alors (g2, X) — ¢7 €9,
) si X 53 (g1, X') alors (g2, X) — (g, X') €9,
|
)
)

(c) si0 55 qf alors ¢ — ¢ € 5,
(ag) si g — ¢ € Spun, alors g7 — ¢'T € 5, et (¢, X) — (¢, X) € s,
(o) '(qu;uuvqT) - qT € 4.

Notons que les régles d’inférence (a2), (a3), (@), et (as) construisent une séquence
finie d’ensembles croissants de transitions d; C da C ... C d;. Cette procédure termine
parcequ’il y a un nombre fini d’états dans Q.

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 5.5.2 Soit L un ensemble régulier de termes de processus, et soit A =
(Q, %, F,8) un automate d’arbres fini reconnaissant L. Alors, (j5(L) est reconnu par
Uautomate d’arbres A7 .

5.5.2 Intuition

Pour annoter un sous terme ayant la forme décrite dans la partie droite de la figure
5.2, automate devine quand il arrive a la racine du sous terme ¢ qu’a cette position
il y avait un Y qui a été réécrit par la regle X - Y — t. Cette supposition doit étre
validée plus tard, a la racine du seq-contexte C'.

L’idée est la méme que précédemment : g7 reconnait les successeurs de L, par (Rr.
L’automate utilise les nouveaux états (¢, X) pour pouvoir deviner. Un terme u est
annoté par (g, X) s'il existe un seq-contexte C' et une regle r = X - Y — ¢t dans R
tels que C[Y] € L, et automate devine que la regle r a été appliquée a -(X, C[Y])
pour obtenir C[t] d’abord, et ensuite u apres plusieurs réécritures (u € (5 (C[t])). Ceci
veut dire que 8’il existe une regle de 'automate de la forme -(¢’,q) — ¢” telle que
X i>5 q’T (c-a-d. X € (5 (Ly)), alors Pautomate peut valider sa prédiction et déduire
que u € (5 (Lyr). Ceci est exprimé par les réegles (cse). En plus, si X ig (¢, X", ce
qui signifie que 'automate a deviné que X peut étre obtenu a partir de Ly en utilisant
un X’ du voisinage gauche de ¢’, alors il peut valider la prédiction concernant X et
mémoriser la prédiction concernant X', c-a-d., il peut annoter u avec (¢, X'). Ceci
est exprimé par les régles (ayf). Ces prédictions se font & la racine des successeurs du
sous-terme ¢ par les régles (a), et sont remontées & la racine du contexte C' par les
regles (a4b) qui s’assurent que C' est bien un seq-contexte.

Les regles (ag) expriment que sit; — to est une régle de R, et si ¢ est un successeur
de L, alors tous les successeurs de t2 le sont aussi. De méme, si 'automate a deviné
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t3 Noms des noeuds

CRy CRy /\ n3
X A B T /\
Y Z T m n2
Z T t

t1

Fia. 5.3 — Exemple 1

que ¢ est un successeur de Ly (si ¢; est annoté par (g, X)), alors il a aussi deviné que
les successeurs de to sont aussi des successeurs de L,. Les regles (asc), (aad), (asb),
(as¢) et («7) prennent en compte la neutralité de 0 comme c’est le cas dans la section
5.4.

Notons que le point crucial de cette construction est qu’a chaque noeud ’automate
doit mémoriser au plus une prédiction. Ceci est di a la sémantique de 'opérateur “.”
qui assure qu’a chaque nceud, au plus deux réécritures non locales peuvent avoir lieu.
En effet, considérons le nceud étiqueté par Y sur la figure 5.2. Il est d’abord réécrit en
t, et 'automate mémorise X. Ensuite, puisque le voisinage gauche de ce nceud est nul,
une regle ¢ ne peut s’appliquer a cette position sans la faire disparaitre que s’il y a deux
variables Z et W telles que R contient une regle r’ de la forme W-Z — u ol Z est un
successeur de t, et W est un successeur du processus nul 0, c-a-d., W € (5 (0). Dans ce
cas, le terme C[t] de la figure 5.2 peut se transformer d’abord en (W, C[Z]) (puisque
C[t] est équivalent & -(0, C[t]), Z est un successeur de t, et W est un successeur de 0),
et ensuite en Cfu] en appliquant la régle /. Des explications précédentes, on pourrait
croire que pendant ’annotation du sous terme u, I’automate doit faire deux prédictions
puisqu’il doit deviner tout d’abord qu’a la place de « il y avait un Z qui a consommé
un W du voisinage gauche pour appliquer la régle 7/, et ensuite qu’a la place de ce Z il
y avait un Y qui a consommé un X pour appliquer la régle r. Cependant, I’automate
construit ne se comporte pas de cette maniere, puisqu’il ne peut faire qu'une seule
prédiction a la fois (les regles az). Pour pouvoir déterminer que le terme Clu] est
un successeur de (X, C[Y]) en ne faisant qu’une seule prédiction, I’automate observe
que C[u] est aussi un successeur de C[-(W, Z)], qui est successeur de C[-(0,Z2)], et
par conséquent de C[t] (puisqu'il est ~g-équivalent & C[-(0,¢)] et (g contient =, r).
Donc, quand il annote le sous terme u, 'automate détermine que c’est un successeur
de (W, Z), qui est lui-méme successeur de -(0,7), c-a-d., de Z, et donc automate
devine juste que pour obtenir ce Z, un X a été consommé en appliquant la regle r.
Ainsi, une seule prédiction est faite.

5.5.3 Exemple

Soit A = (Q, 3, F, ) un automate d’arbres fini qui reconnait le terme ¢; de la figure
53,00 Q ={q,...,q7}, F = {qr}, et & contient les régles suivantes :

- X—=q,Y = ¢, 72— qT—q,

— +(g3,94) = 45,(q2,95) — g6, -(q1,G6) — qr-
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Soit R le PRS qui contient les reégles Ry : X Y — Aet Ry : A-Z — B. Ry peut
s’appliquer a t; pour le transformer en ¢4, qui peut se transformer en t3 en appliquant
Rs. Pour reconnaitre le terme t3 comme successeur du terme t1, I’automate annote
d’abord les feuilles de t3 : Il annote T" par g4 en utilisant les régles de 'automate A.
Pour annoter ni, il devine qu’a la place de B il y avait un Z qui a été transformé
en utilisant la régle (z,. Puisque 'automate A reconnait Z avec ’état ¢3, automate

¢, annote le noeud no par (g3, A) (régles as), indiquant que ce nceud a “consommé”
un A de son voisinage gauche (c-a-d., la regle A-Z — B a été appliquée). Puisque
-(g3,494) — g5 est une regle de automate A, le nceud ng est annoté par (gs, 4) (regles
ayb), pour exprimer qu’initialement, il y avait un terme de la forme C[Z], pour un
certain seq-contexte C' (ici C[Z] est -(Z,T)), qui est reconnu par g5 et qui a utilisé un
A, comme décrit sur la figure 5.2, pour devenir le terme t3. Maintenant, 'automate
doit valider cette prédiction concernant le A, c-a-d., il doit vérifier qu’il y a bien un
A & gauche de ce noeud. 'automate devine que ce A qui a été consommé du voisinage
gauche provient de I’ application de (r,, c-a-d., que cette variable a pris la place d'un
Y apres avoir consommé un X du voisinage gauche (en utilisant la régle X - Y — A).
Ceci veut dire que Pautomate devine que A peut étre annoté par (g2, X) puisque Y est
reconnu par ¢o (régles as). Puisque (g2, ¢5) — ¢ est une regle de A, nous déduisons
que 'automate a réussi a montrer qu’il y avait bien un A a gauche de ng, pourvu qu’il
y a un X qui a été consommé du voisinage gauche. Le nceud ng est alors annoté par
(g6, X) (régles ayf). Maintenant, il est facile de montrer qu’il y avait un X a gauche
puisque nous avons (g1, ¢s) — ¢z, et X — g1 comme régles de A. Donc, ng est annoté
par ¢Z, exprimant ge t3 est un successeur du terme ¢; (régles age).

Nous allons construire maintenant I’automate .AZR. Pour ce faire, nous allons calcu-
ler les regles 5 (nous ne considérons que les régles dont nous avons besoin pour annoter
les termes de la figure 5.3) :
(r1) De (ay) nous obtenons que g7 — ¢Z est dans 0.
(ro) Puisque Y —5 g2 et X - Y — A est une regle de R, les régles (aq) impliquent
que ¢ — (g2, X) est dans 4.

(r3) Puisque -(g2,q5) — g6 € 0, les reégles (a4b) impliquent que & contient la régle
'((QQ,X),Q;;) - (anX>'

(r4) Puisque -(q1,g6) — g7 € 6 et X —5 qi, les regles (age) impliquent que
(g6, X) — ¢¥ est dans 4.

(rs5) Puisque Z —; g3 et A-Z — B est une regle de R, les régles (ag) impliquent
que g5 — (g3, A) est dans 5.

(r¢) Puisque -(g3,q4) — g5 € 0, les reégles (a4d) impliquent que & contient la rogle
((g3,4),q4) — (g5, A4).

(r7) Puisque -(ga2,q5) — gs € d et A —5 ga —; ¢4 —5 (g2, X), les regles (o f)
impliquent que (g5, A) — (gg, X) est dans 4.

Avec ces regles, tous les termes de la figure (5.3) peuvent étre reconnus comme
successeurs du terme t1. Plus précisément, tous ces termes peuvent étre annotés par
I’état final ¢f comme suit :

— t; est annoté par ¢, puisqu’il est annoté par g (r1).

— Concernant ts, le sous terme -(Z,T) est annoté par g5 en utilisant les regles de

120



5. Ensuite, A est annoté par (g2, X) (en utilisant r9). Grace & (r3), la racine de
ty est annotée par (gg, X ), et ensuite par ¢ grace a (ry).

— Pour t3, T est annoté par g4 et B par (g3, A) (grace a (r5)). Par conséquent,
nous pouvons annoter t3 par (¢s, A) en appliquant (rg), ensuite par (gg, X) en
appliquant (r7), et finalement par g2 grace & (r4).

5.5.4 Preuve du théoréme 5.5.2

Nous montrons que :

Lemme 5.5.1 Pour tout ¢ € QU QR :
- Lyr = (L),
— Lig,x) = {u € T | 3 un seq-contexte C, une régle X -Y — t, t.q. u € (5(C[t]),
et C[Y] € L,}.

Preuve :
= : Nous montrons d’abord les inclusions C. La preuve est fastidieuse et il y a
plusieurs cas a considérer. Nous n’allons considérer que les cas les plus intéressants.
Nous montrons par induction sur ¢ que pour chaque v € 7 et chaque g € Q U Qr,
nous avons :
- i)&: ¢ = veh(Ly),
- i}&- (¢, X) = 3 un seq-contexte C, une regle X -Y — ¢, t.q. v € (5 (C[t]),
et C[Y] € L.
e ; =0, alors 5o contient les regles aq, s, aqa, asb, asa, ag, et ar. Il y a deux cas :
1. Supposons que v — 5 q”. A ce stade de la construction de 4, une telle exécution
ne considere pas les états (¢, X ) . Par conséquent, de par la nature des regles de 50,

il s’en suit que v 1’50 q" ssi v 55, ., . Ceci implique que v € [Ly]~, C & (L),

2. Supposons que v 351 (¢, X). Alors, les regles de 0; \ o sont nécessairement
rajoutées par les régles d’inférence («p). Nous montrons par induction sur k que
v Agl (¢, X) implique 'existence d’un seq-contexte C, un terme ¢ € Sub,.(R), et
une regle X - Y — ¢ dans R tels que v € (5 (C[t]), et C[Y] € Ly :

— La propriété est satisfaite pour k = 3 (le cas de base). En effet, dans ce cas la
seule possibilité est d’avoir une dérivation de la forme suivante :

v=12 -5 qz =5, 14 —5 (0. X)

Alors, nécessairement, grace aux regles (as), il existe une variable Y, et une
regle X - Y — Z dans R tels que YV Lgo q, c-a-d. Y € Ly, et la propriété est
satisfaite avec un C' égal au contexte trivial. Si une telle regle n’existe pas, c-
a-d. si toutes les regles de R de la forme X - Y — ¢ sont telles que ¢ = f(V, W)
(f € {.,1}), alors nous devons commencer l'induction avec k = 4.

— k> 3. llya trois cas :

(a) Il existe t € Sub,(R) tel que

k—1
v =G a =5 (4,X)
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Par induction, nous déduisons que v € (%(¢), et donc, puisque qr —5

1
(¢, X) est une (ag)-reégle, la propriété est satisfaite avec un C égal au
contexte trivial.

(b) 11 existe un état p tel que

k—1
v = (0, X) =35 (¢,X)

Par induction, il s’en suit qu’il existe un seq-contexte C, un terme t €
Sub,(R), et une regle X - Y — ¢ dans R tels que v € ((C[t]), et C[Y] €
Ly. En plus, (p, X) —; (¢, X) implique que p 55 q (les regles (ag)), ce
qui veut dire que L, C L, et C[Y] € L.

(¢) Tl existe deux termes vy et vo, et deux états p; et po tels que

k—1
v = '<U13U2) - 51 '(plapQ) _)81 (Q7X)

Les regles a4 b impliquent qu’il existe une reégle (g1, g2) — g dans 0, telle
que p1 = (g1, X) et p2 = go. Il s’en suit que vy € Ly, , et par induction, qu’il
existe un seq-contexte C, un terme ¢t € Sub,.(R), et une régle X - Y — ¢
dans R tels que vy € (5 (C[t]) et C[Y] € Ly, . Soit donc C” le seq-contexte
C'[z] = -(Clz],v2). Nous avons v € (5(C'[t]), et C'[Y] € L, (puisque
v € Ly,, C[Y] € Lg,, et -(q1,¢92) — ¢ est dans dpu1)-

Notons que les régles ayc et ayf ne peuvent pas étre appliquées a ce stade
puisque 41 ne contient pas encore ces regles.

. <12 N * s 12 N
e i > 0. Considérons le cas ot v —3 g”. Nous n’allons pas considérer le cas ol

v i’& (¢, X), qui peut étre traité de la méme maniere.

Soit donc v = 5, g7 une dérivation de §; sur le terme v. Soit n le nombre de tran-
sitions dans 0; \ b;—1 appliquées pendant cette dérivation. Dans ce cas, nous dénotons
cette dérivation par v i%: ¢T'. Nous procédons par induction sur n :

— n =0, seules les regles de b;_1 sont appliquées, et nous obtenons le résultat par

induction sur 1,
- n>0.1ly adeux cas :

1. Tl existe un contexte C' et un terme v, € 7 tels que v = Clvy], et

1

v =Clv1] i{;:__ C[s']—;.Cls] i)&:q q’ (5.10)

k3
Il y a différents cas selon la nature de s et s’. Par exemple, nous pouvons
traiter le cas ot 8’ = p'” et s = pT de la méme maniere que dans la
preuve du lemme 5.3.1. Dans la suite, nous ne considérons que les deux cas
suivants, les autres cas peuvent se traiter de la méme maniere : D’abord,
nous considérons le cas ot s’ = p'” et s = (p, X). Ensuite, nous traitons le
casou s’ = (p/, X') et s = (p, X).

— s =pT et s = (p, X). Alors, selon la régle d’inférence par laquelle la

régle de transition p’ T—>5 (p, X) a été créée, nous distingons deux cas :

i
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(a) Laregle a été créée par la regle d’inférence azb, alors il existe une regle

t; — t dans R telle que p’ = ¢; et t; i)si—l (p, X). Nous obtenons par
induction sur n que v1 € (5(t), et par induction sur ¢ nous déduisons
qu’il existe un seq-contexte C’, un terme t' € Sub,(R), et une regle
XY — t' dans R tels que 1 € (5 (C'[t']) (ce qui veut dire que
v1 € (R (C'[t']) puisque vy € (L (t) et t1 =t € R), et C'[Y] € Ly,.

(b) La régle a été créée par la régle d’inférence ayc. Soit alors p’ un
état de Qnuu tel que -(p1,p’) — p soit une reégle de 0y, €t t.q.
0 i)&,_l (p1, X). Nous obtenons par induction sur ¢ qu’il existe un
seq-contexte Cp, un terme t' € Sub,.(R), et une regle X -Y — ¢’ dans

n—1

R tels que 0 € (5 (Co[t']) et Co[Y] € Ly, . Puisque vy 5, ", nous
déduisons par induction sur n que v1 € (5 (L, ). Soit donc uq € Ly
tel que v1 € (5 (u1). Soit C le seq-contexte C’[z] = -(Cy[z], u1). Nous
avons que C'[Y] € L, puisque u; € L,y et v1 € (5(C'[t']) (& cause de
la neutralité de 0, puisque -(0,v1) € (L (C'[t'])).

Dans tous ces cas, il existe un seq-contexte C’, un terme t’ € Sub,.(R),

et une régle X - Y — ¢/ dans R tels que v1 € (L(C'[t']) et C']Y] € L,,.

Soit donc u” € L, tel que C’'[Y] = «”. Nous montrons par induction sur

k que v e (h(Ly) :

— k= 1. Alors C est le contexte trivial, et selon les regles a4e, il existe un
état s tel que (s, p) — ¢ est une régle de 6y, et X i>51;1 sT. Ceci veut
dire que X € (% (Ls). Soit alors v’ € Ly tel que X € (& (u'). Puisque
-(s,p) — ¢ est une reégle de dpyy, (v, u”) € Ly. Par conséquent, nous
obtenons

(X, C'Y]) € G (- (w' 1)) € GRlLyg)-

Puisque C’ est un seq-contexte, en appliquant la régle X - Y — ¢ a
-(X, C'Y]), nous obtenons C'[t'], et puisque v € (5 (C’[t']), nous avons
que

v=u1 € (R(-(X,C'[Y])) C (rlLy)

— k> 1.1l y a quatre cas :

(a) v = Cluvy] i)Si Cl(p, X)] k;lgiil 7" =5 qT. Par induction sur k,
nous déduisons que v € (% (Ly ), et les regles asa, aud, asb, asc, et
ag impliquent que v € (5 (Lg).

(b) v = Clvy] i)& Cl(p, X)] k;lgiil (¢,Z) —;5,_, q". Ce cas peut étre
traité comme le cas ou k = 1.

* k—1 . .

(©) v = Clu] 55 Cllp X)] =5, @T,a8) —5,_, a7 Alors il existe

un contexte C7, et un terme vs tels que

k—1

v =Clun] = |[(Ci]a], v2) =5, [|[(Cal(p, X)), v2) =5,

" a) =5, a"
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(le cas ou v = C[v1] = ||(v2, C1[v1]) est symétrique). Nous déduisons
alors par induction sur k que Ci[vi] € (5 (Lg, ), et par induction sur
i que v2 € ((Lg,). Par conséquent, en utilisant les regles asa, nous
obtenons que v € (5 (Ly).
k—1
(d) v = Clvi] =5 Cllp, X)) =5, (" a) =5

1
étre résolu comme le cas précédent.

o g¥. Ce cas peut

- s =(p,X'), et s=(p, X). Nous procédons comme précédemment. Nous
montrons d’abord qu’il existe un seq-contexte C’, un terme t' € Sub,.(R),
et une regle X - Y — ¢’ dans R tels que v; € (L(C'[t]), et C'[Y] €
L,. Ensuite, nous procédons par induction sur k pour montrer que v €
Gh(Ly):

Par induction sur n, nous déduisons qu’il existe un seq-contexte C” et
une regle X' - Y’ — ¢” dans R tels que v1 € (5 (C"[t"]) et C"[Y'] € L.
Puisque (p/, X') — (p, X) est une régle de 6; \ 6;_1, c’est une rogle ayf.
Ceci implique qu’il existe un état p1 € Quuu tel que -(p1,p’) — p est

une reégle de &y, et X’ i>5 (p1,X). Nous obtenons par induction

i—1
sur i qu'il existe un seq-contexte Cy et une regle X - Y — ¢’ dans R
tels que X' € (5 (Colt']) et ColY] € Ly,. Soit C’ le seq-contexte C'[x] =

(Colz],C"[Y']). Nous avons alors que

C'lY] =5 -(p1,p) =5 P,
et v € (& (C'[t']). En effet, vy € (R (C"[t"]), C"[t"] € (r(- (X', C"[Y])),
et -(X',C"[Y"]) € (3 (Colt], C"[Y']). Par conséquent, la propriété est sa-
tisfaite.

2. 1l existe un contexte C tel que v = Clv1, v2],

* T k T
v = C[U1,U2] 35, C[pl,pQ] —>Si_1 q
et il existe n’ < n tel que
« « (n—=n')
v =5, p1 et vg =5, P2
Selon la nature des états p; et ps, nous pouvons montrer en utilisant I’hy-
pothese d’induction (puisque n’ < n, et n —n’ < n) que v € (}(L,). Pour
ce faire, nous procédons comme précédemment par induction sur k.
< : Nous montrons maintenant les inclusions inverses. Nous ne montrons que le
premier point. Le second peut étre montré de manicre similaire. Puisque Ly C Lgr
(les regles o), il suffit de montrer que pour chaque t € Lyr, si t' € (r(t), alors

t' € Lyr. Soit alors t € Lyr, c-a-d. t i»g qT. Le seul cas intéressant est quand nous
appliquons une regle de (g de maniere non locale. Si la régle est appliquée localement,
nous procédons comme dans la preuve du lemme 5.3.2. Soit alors un contexte C, et un
seq-contexte C” tels que t = C[ - (X, C'[Y])],t = C[C'[u]], et X - Y — u € R. Soient

alors p1, p2 € Q tels que
t =5 Cl-(p1,p2)]—=5Clp) =5 4"
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Nous montrons dans ce qui suit que ¢’ Lg qT. Il y a quatre cas selon la nature des
états pp et po.

1. pp = q’lT,pg = ¢h,p = ¢'". Dans ce cas, nous avons que (q1,q5) — ¢ est une
régle 0py. Alors, puisque X i>5 q’lT, il s’en suit que (g3, X) —; g7 (les regles
age), et nous pouvons montrer par induction structurelle sur C’ (en utilisant les
régles aip pour le cas de base ot C” est le contexte trivial, et les régles ayb pour
Pétape d’induction) que C’[u] 35 (¢4, X). Ceci implique que :

t'=C[C'u]] 55 Cllgh, X)]—5C[q"] S5 a"

2. p1 = (¢4, 2), p2 = ¢h,p = (¢', Z). Ce cas est similaire au cas précédent : nous
avons nécessairement que -(qj,q5) — ¢ est une régle de 0, (les régles ayb).
Puisque X i>5 (¢1,72) et (q1,q5) — q est une regle de 1, il Sen suit que
(g5, X) —5 (¢',Z) (les régles auf). Nous montrons comme précédemment par
induction structurelle sur C’ que C'[u] ig (¢4, X). Ceci implique que C'[u] i>g
(¢',Z), et donc que :

t'=C[C'[u)] 55 C[(d,2)] 554"

3. p1=qratt L p2=p= q’T (les regles 7). Soit s un état tel que

Il y a deux cas en fonction de la nature de s :
(a) Il existe un état ¢” tel que s = q”T. Pour montrer que t’ i>5 qT, il suffit
de montrer que u — 54" T Ceci découle directement des regles aga puisque
X .Y — wu est une regle de R, et

T T
(X7 Y) Lg '(QnullTaqH ) 5 qN .

Par conséquent, nous obtenons que

(b) 1l existe un état ¢” et une variable Z tels que s = (¢”, Z). Dans ce cas, il
suffit de montrer que u >3 (¢”, Z). Soit la variable Z, et les état q et '

tels que l'on ait
* _ _ *
Y =5 4—5(d,2') =5 (d",2).
Puisque Y = 5 ¢, nous pouvons montrer comme précédemment que u i 5 q,
et donc, il s’en suit que u =3 (¢”, Z).
(¢) s € Quuu- Dans ce cas, -(X,Y) ig (qnun™, sT) —3 sT. et donc les regles
asa impliquent que w ig sT. Nous devons alors montrer par induction

structurelle sur C’ (comme dans la preuve du lemme 5.3.2) que C'[u] =3
T
q"
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4. p1,72,P € Quun. Alors C'[u] = 5 T, et nous pouvons montrer comme précédem-
ment que C[pT] i>g ¢T par induction structurelle sur C".
O

5.6 Accessiblité modulo ~

Nous déduisons a partir des corollaires 5.4.1 et 5.5.2 que pour la classe PAD, nous
sommes capables de calculer en temps polyndémial des ~-représentants de Post*(L)
pour tout langage régulier £; et des ~-représentants de Pre*(L£) pour tout langage
régulier £ qui est ~|-compatible. Notre but dans cette section est de calculer un ~-
représentant de ’ensemble PT@}E’N(,C) pour un langage régulier £ et un PAD R dans
le cas général ou l'on n’a pas cette condition de compatibilité. Nous ne pouvons mal-
heureusement pas construire un ~-représentant régulier de cet ensemble. Cependant,
nous pouvons construire un ~-représentant non régulier en utilisant des automates
d’arbres a compteurs. Heureusement, nous pouvons montrer que le probleme du vide
des automates a compteurs obtenus par notre construction est décidable. Ceci permet
d’utiliser notre construction pour résoudre le probleme 2.11. Dans ce qui suit, nous
introduisons d’abord cette classe d’automates d’arbres & compteurs, et nous donnons
ensuite notre construction.

5.6.1 Automates d’arbres a compteurs

Nous définissons dans cette section une nouvelle classe d’automates & compteurs qui
étend les automates d’arbres finis avec des compteurs. Nous utilisons ¢ pour représenter
le vecteur (cq,...,¢m), OU €1, ..., ¢ sont m compteurs d’entiers. Nous dénotons par
dim(é) la dimension, m, de ¢.

Définition 5.6.1 Un automate d’arbres & compteurs (ou CTA pour Counter
Tree Automaton ) est un quintuplet A = (Q,%, F,C,0) ou Q est un ensemble fini
d’états, X2 est un alphabet muni d’une fonction d’arité, F C Q est un ensemble d’états
finauz, et & est un ensemble de régles de la forme

A
Flar o) 225 (5.11)
vrai/\ q (512)
q#—/)\>q' (5.13)

ota€Xy,n>0,feX,, q,...,qn,q9,¢ € Q, p est une formule de Presburger telle
que FV(u) = {c1,...,cm}, et X (resp. \’) est une affectation de la forme & := ¢+ k
(resp. de la forme & := E), ot @ dénote la nouvelle valeur du vecteur €, et k est un
vecteur constant de Z™.

Dans la suite, la regle f(q1,...,qn) LN q, ou pu = vrat et A est Vaffectation nulle,
sera représentée par f(qi,...,qn) — ¢. Les régles de la forme f(q1,...,qy) _vrai/A, q,
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vrai/\’ vrai/\ , , N . N
a ———q, ou ¢ ——— ¢’ sont appelées regles non contraintes, alors que les regles

de la forme f(q1,...,qn) LN q ou q LN ¢’ telles que p # vrai sont appelées regles

contraintes.

Un CTA est un automate d’arbres auquel nous associons un ensemble de compteurs.
Les regles (5.11), (5.12), et (5.13) se comportent respectivement comme les régles (2.1),
(2.2), et (2.3) de la définition 2.1.20, sauf que dans ce cas, ’automate annote chaque
noeud par un état et une valeur des compteurs : Comme dans le cas des automates
d’arbres standards, I'automate commence par les feuilles : si une feuille est étiquetée par

la lettre a, ’automate utilise les régles 5.12 pour Pannoter par (g, k). Ensuite, les noeuds

internes sont étiquetés en utilisants les régles 5.11 et 5.13 : si un noeud est annoté par

(¢,0), et siq A q' est une reégle de 'automate, alors ce noeud peut étre annoté par

(¢, 7+ E) si 0 = p. De méme, si les termes tq,...,t, sont respectivement annotés par
(q1,71)y--+,(Gn,Tn), et si Vautomate comprend la regle f(ql, ce, qn) LN q, alors si

01 + -+ U, E p, le terme f(tl,...,tn) peut étre annoté par (q,v1 + -+ - + Uy + E)
L’annotation de ’arbre continue ainsi jusqu’a arriver a la racine. Si cette derniere est
annotée par un état final, alors ’arbre est accepté par 'automate.
Formellement, soit A = (Q,X%, F,é ) un automate d’arbres & compteurs, nous
introduisons un automate d’arbres “standard” A, tel que le langage, £(A), de A est
défini comme étant ’ensemble des termes clos acceptés par A.. Cet automate est donné
par : A. = (Q¢, X, Fi, ;) tel que Q. = Q X Z™, F. = F X 2™, et . contient les regles
de transition suivantes :
- f((ql,v_i),...,(qn,v_,;)) — (q,7) € 6. st flq1,---,qn) By q est dans 6§, ¥ =
S AT iy ' E i, et X est de la forme & := ¢+ k,

- a— (¢q,7) € d. sl a vrai/ g est dans 0, ¥ = k, et \ est une affectation de la
forme & := k,

- (¢,7) — (¢', V') € 0. siq ke ¢ est dans 6, ¥ = T+F, U = p, et X est de la forme
¢ =+ k.

Nous dénotons par —5 la relation —s,.

Théoréme 5.6.1 L’intersection d’un langage régulier d’arbres et d’un langage Te-
connu par un CTA est un langage reconnu par un CTA.

Preuve : Soit A; = (Q1,%, F1, 61) un automate d’arbres fini et Ay = (Q2, X, Fa, Ca, d2)
un CTA. Alors £(A1) N L(A3) est reconnu par le CTA A; x Ay = (Q1 X Q2,%, F1 X
Fy,35,0), ou 0 est Uensemble des regles :

/A . L/
= f((q1.q)), - (as i) 25 (a,d) st flar, ... qn) — g € 81 et f(dh,....q}) =5

q' € b2,
vrai/X N vrai/\
—a—(q,¢)sia—q€d et a——¢q € 0o

A . A
(g, ) 2L (g, q) st g) L g € 6,

= (q1,9) — (q2,9) si 1 — q2 € d1.
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Il est clair que le probleme du vide est indécidable pour les CTAs. Nous introduisons
dans ce qui suit une sous classe décidable. Cette classe correspond aux automates ou
toutes les contraintes non triviales consistent a tester si tous les compteurs sont nuls,
ou correspondent & des affectations qui sont des reset (affectations qui remettent tous
les compteurs & 0).

Définition 5.6.2 Un O-test automate d’arbres & compteurs (0-CTA) est un
CTA dont les régles sont telles que :
— soit laffectation \ est un reset de la forme
— soit u est vrai ou une formule de la forme

Nous montrons le résultat suivant :

Théoreme 5.6.2 L’intersection d’un langage régulier d’arbres et d’un langage re-
connu par un 0-CTA est un langage reconnu par un 0-CTA. En plus, le probléeme
du vide des 0-CTAs est décidable et peut étre résolu en un temps polynémial non-
déterministe.

Preuve :

Le fait que l'intersection d’un langage régulier d’arbres et d’un langage reconnu
par un 0-CTA est un langage reconnu par un 0-CTA s’obtient directement a partir de
la construction du théoréeme 5.6.1.

Nous montrons maintenant que le probleme du vide des 0-CTAs est décidable. Soit
A= (Q,X,F,c0) un 0-CTA. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que @
est 'union disjointe de deux ensembles d’états Qn7 et Qr, ou un état g est dans Q nr

A
ssi toutes les regles de la forme f(qi,...,qn) ke q sont telles que pu = vrat, c-a-d.,

si ces regles sont non contraintes, et un état g est dans Qp ssi toutes les regles de la

A . L = .
forme f(q1,...,qn) ek q sont telles que p est la contrainte ¢ = 0 ou A est I'affectation

¢ := 0, c-a-d., si ces regles sont des regles contraintes du 0-CTA. Un 0-CTA peut étre
transformé en un 0-CTA de cette forme en dupliquant les états qui interviennent (qui
sont la cible) dans les deux types de regles (contraintes et non contraintes).

Le langage accepté par A est vide ssi ’ensemble Acc des états accessibles de A ne
contient pas un état final (un état ¢ est accessible 8l existe au moins un terme clos
t t.q. t—=5q). Soit Acc = AceNT U Acc”, ott AccMT et Acc” sont les ensembles des
états accessibles qui sont dans Qnr et Qr, respectivement. Ces ensembles peuvent
étre calculés itérativement comme suit :

YN
_ ACCE])VT = {q e QNT | da € Eo,a vrﬂ/ S 5}7 ACC(’I; = 05
vrai/\

- Acci\_’ﬂ = AccM U{q € QnT | 3q1,-..,q0 € Acci, f(q1,---,qn) ——q €
0YU{q € Qnr | 3q € Acci, ¢ vrai/A q € 0},

- AcciTJrl = {q € Qr | Proc(q, Accl) est satisfaisable}, ot Proc(q, Accl’) est une
formule linéaire définie ci-dessous.

L’idée est qu'un état ¢ dans Qr est rajouté a Accﬂ_1 ssi il existe un contexte C, n
états g1, ..., qn dans Accl tels que

C[(Q176)37(qn76)] i)(; 85:—0/)\)6q (514)
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ol s est soit de la forme p, soit de la forme f(pi1,...,Pm), OU D,P1,---,Pm € QNT,
f € %, tels que les dérivations C[(q1,0), ..., (¢n, 0)] =5 s n’utilisent que des régles non
contraintes, c-a~-d. que pendant ces dérivations, aucun test n’est réalisé. Ceci est basé
sur le fait que les états q1, ..., g, sont dans Q7, et donc nous sommes siirs que si un
noeud est annoté par I'un de ces états, alors les compteurs sont nuls a ce noeud. La
formule Proc(q, Accl') définie ci-dessous est satisfaisable ssi il existe n états q1, ..., qn
dans Acc! | et un contexte C tels que nous avons (5.14), c-a-d., ssi A admet une
exécution p qui réalise les dérivations de (5.14)2.

Nous définissons maintenant la formule Proc(g, Acel). Nous associons & chaque
regle r de ¢ la variable w, qui correspond au nombre d’applications de r dans p.
D’abord, nous devons exprimer le fait que les w, sont positifs par la formule POS :

/\wr >0
red

Pour chaque régle r de §, nous dénotons par ||, le nombre d’occurrences de 1'état

A
p dans Pensemble {p1,...,pi} si r est une regle de la forme f(p1,...,px) By p.
Pour chaque état p, nous dénotons par :
A
— pT T'ensemble de regles de la forme f(p1,...,pr) e P,

VPN
— p~ ’ensemble de regles de la forme f(p1, ..., pr) e p’ tellesquep € {p1,...,pr}
Soit ér ’ensemble des regles contraintes de 4, c-a-d., des regles étiquetées par
{¢=0/A} ou {u/€:= 0} ol les compteurs sont testés. Nous devons exprimer qu’'une

seule regle de i est utilisée dans p, et que cette regle est nécessairement de la forme

SCZ—O//\n;q ou S“/C;On;q. En plus, puisque ¢ € Q7, nous devons exprimer le fait qu’il

y a une seule regle qui atteind ’état ¢. Ceci est exprimé par la formule ONETEST :
(S w =) (Y w=1)
rEST reqt

Ecrivons maintenant les contraintes entre les w,., ces contraintes doivent exprimer
le fait que pour tout état p € Q N7, il y a une conservation du flot, dans le sens que le

A

nombre de fois qu'un état p € Qnr est créé par les regles f(pl,...,px) e p, est égal
TN

au nombre de fois qu’il est “consommé” par les regles f(p1,...,D,...,Dk) e p’. Ceci

est exprimé par la formule FLOW :
N (D we =3 welrly)
PEQNT reEpt rEPT

En plus, nous devons exprimer que les seuls états de Qr, autres que g, qui peuvent
intervenir dans p sont les états de Acc! , et que ces états ne peuvent qu’étre consommés.
Ceci peut étre exprimé par la formule LEAVES :

/\ (ZwT>O)<:)p€AchT

PEQT rEP—

2Pour simplifier, nous ne considérons ici que le cas o1 'étiquette de la regle contrainte appliquée
pour atteindre g est de la forme &= 0/\. Le cas ol elle est de la forme p/¢:= 0 est similaire.
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Nous devons exprimer maintenant le fait que, pour étre impliqué dans une “vraie”
exécution p, un état p € Q7 doit étre accessible dans p. En effet, si nous considérons

N vrai/ . P .
la regle » = f(p) —/>p7 et si nous supposons que p n’apparait jamais pendant
I’exécution p, alors les contraintes précédentes restent satisfaites méme si nous asso-
cions a w, n’importe quelle valeur. Ceci ne doit pas étre le cas, puisque nous voulons
que les valeurs des w, correspondent aux nombres d’applications des regles r pendant
I’exécution p. Pour contourner ce probléme, nous devons imposer que w,. soit positif ssi

r est de la forme f(p1,...,pr) B p, ou tous les états p1,...,pr sont accessibles dans
Iexécution p. Ceci est exprimé par la formule REACH ci-dessous. Nous allons d’abord
expliquer cette formule.

Soit p une exécution de A qui arrive & la racine de v dans I’état p, ou p € Qnr (p
n’utilise que des régles non contraintes). Considérons un chemin de v tel qu’il existe
deux positions p; < ps sur ce chemin annotées par le méme état p’ pendant I’exécution
p. Soit u (resp. u') le sous terme de v & la position ps (resp. p1). Alors, il existe deux
contextes C' et C’ tels que v/ = C'[u], et v = Cu']. Il est clair que, si nous enlevons
le contexte C’, nous obtenons un terme v = Cfu] dont la racine peut étre annotée
avec 1’état p par 'automate A. Ceci est dii au fait que p ¢ Qr, et Pautomate n’utilise
que des regles non contraintes pendant les dérivations. Par conséquent, les valeurs des
compteurs ne sont pas importantes puisque pendant ’exécution aucun test n’a été
réalisé. Ainsi, si p est accessible dans une exécution p, alors il I'est aussi dans une
autre exécution p’ (obtenue & partir de p) dont les chemins ne contiennent pas deux
positions annotées par le méme état, de telles exécutions p’ sont appelées exécutions
élémentaires . Etant donné un état p, nous définissons ©, comme étant I’ensemble des
exécutions élémentaires 6 qui arrivent a 1’état p apres application de 6. Notons que
pour chaque p € Qnr, O, est fini et peut étre effectivement calculé. Nous définissons
alors la formule REACH suivante :

A (D w>0e(\ A\w>0)

PEQNT TrEPT €O, 7€l

Finalement, si 7’ est la régle qui permet I'annotation de la racine par 1’état g, il
faut exprimer par une formule COUNT que 'accumulation des effets des différentes
régles de p permet Papplication de /. Il y a deux cas :

— Clest une régle ' étiquetée par {€ = 0/\} qui a été utilisée. Dans ce cas, la
valeur de chaque compteur est nulle, et est égale a ’accumulation des différents
effets des différentes regles qui ont été appliquées pendant 'exécution p. Ceci est
exprimé par la formule COUNT :

O=c=> wk
red

ou @ := &+ k, est Daffectation correspondant & la regle 7.

— cest une régle 1’ étiquetée par {p/¢ ;= 0} qui a été utilisée. Dans ce cas, les
valeurs des compteurs satisfont p. Ces compteurs sont égaux a l’accumulation des
différents effets des différentes regles qui ont été appliquées pendant I'exécution
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p. Ceci est exprimé par la formule COUNT :

Zwrk_;‘ Eu

red

ot @ := G+ k,. est Daffectation correspondant a la régle r.
Enfin, la formule Proc(q, Accl’) est donnée par :

Proc(q, AccT) = POS A ONETEST A LEAVES A FLOW A REACH A COUNT.

Nous pouvons décider la satisfaisabilité de cette formule linéaire en un temps NP
comme suit : Toutes les formules POS, ONETEST, LEAVES, FLOW, et COUNT ont une
taille polynémiale, seule la formule REACH peut avoir une taille exponentielle puisqu’il
y a un nombre exponentiel de chemins élémentaires. Au lieu de considérer toute cette
formule, nous pouvons deviner, pour chaque état ¢, le chemin élémentaire 6’ qui permet
d’accéder a ¢, et remplacer REACH par la formule polynémiale :

/\ (Zwr>0)(:>(/\wr>0).

PEQNT TEP™ reg’

Donc, nous obtenons une formule linéaire de taille polynomiale. La satisfaisabilité de
cette formule peut étre décidée dans NP (voir le théoréme 2.1.8).
O

5.6.2 Calcul d’un ~-représentant de Pre; (L) pour PAD

Notre but maintenant est de calculer un ~-représentant de I'’ensemble Prey (L)
pour un langage régulier £ et un PAD R. Pour ce faire, nous définissons une transfor-
mation pg telle que pour tout langage £ et tout PRS R, o (£) est un ~-représentant
de Posty (L) (et donc pf, 1 (L) est un ~-représentant de Prey, (L)), et nous construi-
sons un 0-CTA qui reconnait pX _,(£) pour tout langage régulier £ et PAD R. Nous
supposons que les PAD que nous considérons ne contiennent pas de regles de la
forme 0 — t. Ceci n’est pas restrictif. En effet, les PRS obtenus a partir des pro-
grammes ne contiennent pas ces régles (voir la section 4.4). De plus, les systémes
PRS tels que définis par Mayr ne comprennent pas ces regles. Jusqu’ici nous avons
considéré ce type de regles pour traiter de maniere uniforme les problemes du calcul
des représentants des ensembles Post: _(L) et Prex (L) en exploitant le fait que
Preg (L) = Posty_, _(£). Donc si R contient la régle ¢ — 0 qui modélise la ter-
minaison du processus ¢, R ™! doit contenir la regle 0 — ¢. Dans cette section, nous
n’avons pas besoin de considérer ce type de regles puisque nous ne nous intéressons
qu’au calcul des représentants de Pre;‘zﬁN(ﬁ) pour un PAD R. Nous verrons plus tard
pourquoi nous avons besoin de cette restriction.

Soit R un PRS quelconque, pour définir la transformation @z, nous avons besoin
de la notion de paral-contexte :
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Définition 5.6.3 Un paral-contexte est un contexte Clxy,...,x,] tel que tous les
ancétres des variables x1,...,x, sont étiquetés par “|”.

Modulo ~, la difficulté majeure vient des régles X||Y — t qui peuvent étre appliquées
de maniere non locale. Plus précisément, modulo ~, cette regle peut étre appliquée a
tous les termes de la forme C[X,Y], out C[z1, 23] est un paral-contexte, pour produire
un terme qui est ~-équivalent & C]0,¢]. Pour des raisons techniques, nous introdui-
sons une nouvelle constante spéciale “0” qui est considérée comme ~-équivalente au
processus nul 0, et nous considérons le terme C[0,¢] (qui est ~-équivalent & C[0,1]).
Soit alors 7’ I'ensemble des termes de processus contenant “0”. La différence entre “0”
et “0” est que “0” n’est jamais ni simplifié ni réécrit. Nous introduisons ce nouveau
symbole pour pouvoir préserver la structure de ’arbre apres 'application non locale
d’une regle de la forme X||Y — t. Nous devons donc tenir compte de la présence de
ces “0” dans les termes comme suit : D’abord, nous définissons un null-contezte :

Définition 5.6.4 Un null-contexte est un contexte a une variable C[z] tel que toutes
les feuilles autres que la variable x sont étiquetées par “07.

Ceci veut dire que si Cp est un null-contexte, alors Cy[X] est ~-équivalent & X.
Par conséquent, si C' est un paral-contexte et Cp, C{j sont des null-contextes, alors la
régle X||Y — ¢ doit étre appliquée & tous les termes de la forme C'[Co[X], Cj[Y]] pour
produire un terme ~-équivalent & C[Cy[0], C)[t]]. De la méme maniere, si C est un
seq-contexte, alors une regle de la forme X - Y — ¢ doit étre appliquée a chaque terme
de la forme -(Cy[X],Cs[Y]), pour produire un terme ~-équivalent & -(Co[0], Cs[t]).
Observons que le fils droit C,[Y] ne contient pas de 0. Ceci est di a la stratégie de
réécriture préfixe du “” et au fait que les 0 sont absents du langage initial.

Nous définissons maintenant la relation pr qui réalise ces transformations pour un
PRS arbitraire R. Cette relation est définie comme la plus petite relation sur 7’ qui
contient (r (puisque ~ inclut ~;) et telle que pour tout contexte C’ nous avons :

(A1) Pour toute régle X||Y — ¢ dans R, s’il existe un paral-contexte C et deux

null-contextes Cy et C{ tels que t = C’ {C’ [Co[X],C [Y]]] et
' = ' [ClCo[0], o]

alors (t,t') € pr.

F1a. 5.4 — La regle X||Y — ¢t modulo ~
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(A2) Pour toute régle X - Y — ¢ dans R, s'il existe un seq-contexte C' et un null-
contexte Cy tels que t; = C'[ - (Co[X],C[Y])] et to = C'[ - (Co[0], C[t])], alors
(t1,t2) € pr.

LONEYY

Fic. 5.5 — La régle X - Y — ¢t modulo ~

Pour tout langage £, p% (£) est un ~-représentant de Posty (L) :

Proposition 5.6.1 Pour tout langage d’arbres L et tout PRS R, Post%w(ﬁ) =
[pR (L))~ et Pre (L) = [pR-1(L)]~.

Notre but est alors de calculer p%_,(£) pour un PAD R et un langage régulier
d’arbres £. Nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 5.6.3 Soient L un langage régulier d’arbres et R un PAD, alors g% (L)
peut étre effectivement caractérisé par un 0-CTA. En plus, a partir d’un automate a k
états et T transitions qui2reconnait L, il est possible de construire un O—gTA acceptant
P2 (L) ayant O(2Ver " [Var|? - (k+|Sub.(R71)|)) états, et O(2Verl™ . |Var|*- (k+
|Sub,.(R™Y)|) - |Sub-(R™Y)| + k - |[Var|? -4“/‘“"‘2) transitions.

Tout le reste de cette section est consacré a ’explication et la preuve de ce théoreme.
Nous fixons alors un PAD R et langage régulier d’arbres L.

5.6.3 Principe de la construction

Avant de donner la construction de 'automate & compteurs, nous expliquons son
idée principale qui est basée sur deux cas :
Cas B1 : Voyons d’abord comment les regles de la forme X||Y — t sont traitées.
Soient u et u' deux termes tels que u' € p} _,(u) et il existe un paral-contexte C, n
variables de processus Aq,..., A, n termes ti,...,t,, et n null-contextes C7,...,C/
tels que u = C[C{[A4],...,CL[AL]], et v/ = C[C{[u], ..., Clun]]. v’ est obtenu de
u apres plusieurs réécritures dans les feuilles comme suit : Il existe des termes in-
termédiaires uy, .. ., u},, et une séquence de paires d’indices appartenant a {1,...,n} :
(i1,71),- -, (ig,Jr) ou ces indices ne sont pas nécessairement distincts, mais pour
chaque | < k, iy # ji, tels que ug = u, uj, = v, et u;,; est un successeur de w;
par pr-1 obtenu comme suit : Si u] est de la forme u; = C[C{[s1],...,C}[sn]], ol
les s; sont des termes, alors il existe dans R~! une régle de la forme Z;||Y; — ¢ (ou
Yi||Zi — t) telle que s;, = Y, sj, = Z, et uj,, = C[C][s}],....Chls}]], ot s}, =0,
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s}l =1, et s; = s; pour les autres indices. Ceci veut dire que u;,, est obtenu en

appliquant la regle Z;||Y; — ¢ (ou Y}||Z; — t) aux positions (i, j;) dans le terme wu;.
Observons que ¢ est soit égal a uj,, soit égal & une variable de processus B qui sera
réécrite plus tard & une étape ultérieure I’ > [ (ceci veut dire qu’il existe une regle
B||B" — s (ou B’||B — s) qui peut étre appliquée aux positions (iy/,j;/), ol j; est soit
égal a iy, soit a jy .

L’automate doit reconnaitre le terme u’ comme un successeur de u. Il commence
par annoter les feuilles et remonte jusqu’a la racine. A chaque position ; (resp. j;), il
doit deviner que ce noeud a interagit avec le noeud j; (resp. ¢;) comme décrit ci-dessus.
Il doit mémoriser toutes ces prédictions et les valider quand il arrive & la racine de u’.
Pour mémoriser toutes ces prédictions (il y en a un nombre non borné), lautomate se
comporte de la maniere suivante : Il considere un compteur cx pour chaque variable de
processus X dans Var, et quand il devine qu’aux positions (i;, 7;) une regle Z;||Y; — ¢
(ou Yi||Z; — t) a été appliquée (en transformant le Y; de la position i; en 0, et le Z;
de la position j; en t), il décrémente le compteur cy, a la position ¢; et I'incrémente a
la position j;. En plus, il doit mémoriser & chaque position p € {1,...,n} un graphe
G, dont les arétes sont dans Var U {L} x Var tel que :

- 1L =Y est dans G|, ssi p = ji etup;éf),

— Y, — Yy est dans G ssi p = 4; = j (donc nécessairement u, = 6)

Apres avoir fait toutes ces prédictions aux feuilles, ’automate remonte ce qu’il a deviné
a la racine en annotant les noeuds internes comme suit : Le graphe G, et la valeur des
compteurs devinés a la position p sont remontés jusqu’a la racine du contexte C,, tout
en vérifiant que C’I’, est un null-contexte. Ensuite, ces informations sont remontées a la
racine de C' de la maniére suivante : si le terme v (resp. va) est décoré par le graphe
G1 (resp. G2) et la valeur ¢; des compteurs (resp. ¢2) (nous considérons le vecteur des
compteurs ¢ = (¢x,,...,¢x,, ), o Var = {Xy,..., X;n}), alors ||(v1,v2) est décoré par
G1 UG5 et @ = & + ¢». Notons qu'il existe un nombre fini de tels graphes (au plus
20(|Varl?) graphes possibles).

Le point clé de la construction est que nous montrons que les prédictions faites
par 'automate aux feuilles sont correctes ssi 'automate atteint la racine avec des
compteurs nuls (¢ = 6), et un graphe G ayant un chemin allant du sommet 1 a chaque
sommet de Var intervenant dans au moins une aréte de G (lemmes 5.6.2 et 6.5.2).

De maniére plus précise, soit ¢ un vecteur de |Var| compteurs (dim(é) = |Var|).
Pour associer un compteur & chaque variable de processus X, nous numérotons les
variables de processus de Var de 1 & [Var|. Soit donc Var = {X1, Xa,..., Xjvar}-
Soit X un élément quelconque de Var, nous notons par indice(X) U'indice j tel que
X =X;. La i¢”¢ composante de & correspond au compteur de la variable X;. Soient 15}
(resp. K!) des vecteurs de dimension |Var| ayant 1 (resp. -1) & la i®™¢

des 0 dans les autres composantes, et soit A; (resp. A;) l'affectation & := ¢+ k; (resp.
5
c

composante et

= C+ Eg) Notons que A; (resp. A}) incrémente (resp. décrémente) le compteur
correspondant a la variable Xj;.

Soit G = 2VeruiLxVar pepnsemble des graphes ayant des arétes dans Var U {1} x
Var. Pour valider les prédictions, nous avons besoin de définir la sous classe G. des
graphes G de G ayant un chemin partant du sommet L & chaque sommet de Var
intervenant dans au moins une aréte de G. Soit alors un graphe G € G. Nous définissons
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Noeuds(G) = {X € Var | 3A — X € Gou X — A € G} lensemble des sommets
de Var intervenants dans au moins une aréte de G. G. est I’ensemble des graphes G
ayant un chemin partant de L a chaque variable dans Noeuds(G) :

G.={G € G| VX € Noeuds(G),3 un chemin dans G menant de 1 & X}.

Soit alors (Y]PHZ;) — 8 (ou Z7||Y) — 15 ) )1<j<hp la séquence de régles de R~!

qui ont été appliquées de maniere non locale & la position p, pour p € {1,...,n}, telle
que la regle d’indice j soit la j°¢ régle qui a été appliquée & la position p de maniere non
locale. La méme regle peut apparaitre plusieurs fois dans la séquence, puisqu’une regle
peut s’appliquer plusieurs fois & une position donnée. Nous considérons par convention
de notation que si Y| ZF — ¢} ou Z7||Y}] — t¥ s’applique entre deux positions (dont
l'une est p), alors c’est la position étiquetée par Yjp qui se transforme en 0 (c’est
pour cette raison que nous considérons deux formes de regles qui sont toutes les deux
symétriques : (1) Y[|Z] — t et (2) Z7||Y” — t} pour exprimer que si une régle
X||Y — t a été appliquée a la position p telle que c’est X qui s’est transformé en
0, alors cette régle est de la forme Y| Z] — t%. Si c’est le Y qui s’est transformé
en 0, alors cette regle est de la forme Z7|lY} — 17). Si nous reprenons les séquences
(w)) et (i1,41), 1 <1 < k; ceci veut dire que pour chaque j, 1 < j < h,, il existe

un indice kjp, 1 < kjp, < k tel que kjp < Kkjyi1p, u;cj,p = C[C{[sl},..;,C’;[sn”, et
U, g = C[Ci[s4], ..., CLlsh]] tels que Sin, | = Yy, Sju,, = z3, sgkm =0, s}kjyp =t

s; = s; pour les autres indices, et p = ji, , ou p = iy, . Plus précisément :
— si j # hy, alors p = ji,  puisque 5;, doit étre différent de 0 pour que les autres
regles d’indice supérieur a j puissent étre appliquées a la position p. De plus, si

j =1 alors Siny, = Z¥ = A, : pour que la premiére régle puisse étre appliquée a

la position p, il faut que A, soit égale & Z7 ; sinon, si j > 1 alors Z7 € (3 .+ (t)_;) :

aprés chaque application d’une régle Yjp_lﬂZf_l — t§—1 ou Z]Z’_1||}/JP_1 — tf_l,

Z5_, se transforme en ¢%_,. Apres, pour pouvoir appliquer la régle Y||Z} — tz

ou ZZ7||Y) — 17 & cette position, il faut que ¢_, se transforme d’abord en Z;

par les regles de (r-1.

— Si j = hy, alors :

—si up # 0, alors p = ji, ., Zﬁp € C;‘z,l(t’,';p_l), et u, € C;‘a,l(tzp) : apres
I’application de la derniere régle, nous obtenons tﬁp qui doit alors se transfor-
mer en u, par (g-1. De plus, comme dans le cas précédent, si h, = 1 alors
Sinyp = 77 = Ap;

~ si u, = 0, alors p = ik,, et si by = 1 alors 55, = Y/ = A, (il y a une
seule regle qui est appliquée a la position p pour la réécrire en 6), sinon thp €
(-1 (tﬁpq) : apres I'application de I’avant derniére regle, nous obtenons thA
qui doit alors se transformer en Yfp par (r-1. La derniére regle transforme alors
ce Y,fp en 0.

Soit 1, = indice(Y]"). L’automate décore chaque position p € {1,...,n} par un
graphe G, et une valeur des compteurs v, tels que :
- Siu, # 0, alors
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- vy = 1<z<:h Elj,p : puisque pour chaque j, 1 < j < hy,, p = j; - A la position
S)xnp

p lautomate doit donc incrémenter a chaque fois le compteur de Yjp , ce qui
revient a rajouter a chaque fois le vecteur I_c’lj,p ;
- Gp:{J_—>Yjp|1§j§hp}:puisqueupgé()etpourchaquej,1§j§hp,
P = Jjk; - Le “L” indique que ce noeud est différent de 0.
- Siup = 0, alors :

1. Si hy > 1, puisque pour j < hy, p = ji, , et p= iky,,,p» NIOUS AVODS :

—v = > Elj_p + E{h : L’automate doit incrémenter les compteurs

1<j<h,—1 r
de Yjp pour 1 < j < h, — 1, et décrémenter celui de Y}f’p ;
S G =Y, Y1 <hy -1}

2. Si hp, = 1, alors il y a une seule regle qui s’est appliquée (de maniére non
locale) & cette position et ’a transformée en 0. Nous avons seulement que
P =i, ,, et donc :

~ v, =k, , - L'automate doit décrémenter le compteur de Y,
D> P

- G, =0.
Comme nous l'avons décrit précédemment, ’automate remonte ces prédictions des
feuilles jusqu’a la racine en mémorisant a chaque fois 'union des graphes et la somme
des compteurs. Par conséquent, la racine du contexte C' est décorée par le graphe G =
U Gpetlavaleur du compteur v = ) v,. Il est facile de vérifier que |J G, €

1<p<n 1<p<n 1<p<n

G. et que Y, v, = 0 (par induction sur le nombre de 0 dans le multiensemble
1<p<n

{u1, ..., u,}). De plus, nous montrons que si G € G, et v = 0, alors les prédictions de

I’automate sont correctes. Pour ce faire, nous définissons d’abord la notion de derived
system qui résume tout ce qui précede comme suit :

Définition 5.6.5 Un derived system est un sytéme (A;, u;, Gi,vi, Si)1<i<n tels que
pour chaque i, 1 < i <n, A; est une variable de processus, u; est un terme, G; € G,
v; est une valuation de ¢, et S; est une séquence de régles de R™" de la forme
(17 =& (w1} =),
tels que (nous~posons lji = indice(Y])) :
- Siu; #0, alors :

- Ay =71,
- U = Z klj,w
1<j<h;

S Gi={L =Y |1<j<h},
“ V1< <hi, Zyy € (ra(t5),
- u; € Cz}l(%)
- Siu; =0, alors :
1. Sih; > 1, alors :
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- Ay =73,
-V = Z klj,¢+kl/h.i7
1<j<hi=1 N
SG= (Y Y 1<) <hi—1),
SVL< G <hi—1, Zi € Gha(th),
- Yle € C;z_l(t;”—l)'
2. Sih; =1, alors :

- Ai:Ylif
B Ui:kzh.i’
-Gy =10.

Nous montrons que (voir le lemme 5.6.1) si (A;, u;, Gy, i, Si)1<i<n €st un derived

system tel que |J Gy €Geet S w; =0, alors
1<i<n 1<i<n

W =C[Cw), ..., Chlun]] € s (c[c;[Al], N .,c;[An}]).

Avant de prouver ce résultat, nous montrons d’abord comment sont traitées les regles
de la forme X - Y — ¢.

Cas B2 : Supposons que les termes u et u’ ci-dessus sont tels qu’il existe un indice
m, 1 <m <n tel que u,, = X et Vi # m, u; = 0. Soit C, [z] un seq-contexte. Il est
clair que -(v/, C5[Y]) € g1 (- (u, Cs[Y])) puisque v’ € pk . (u). De plus, puisque u’
est ~-équivalent & X, la régle X - Y — ¢ peut étre appliquée au terme -(u’, Cs[Y]) qui
est égal a

comme décrit sur la figure 5.5 pour donner -(C[C}[0], ..., C,[0]], Cs[t]). Il s’en suit que

(C[C40)......CLI01), Cult]) € o (- (. CL[Y))).

Si nous reprenons les séquences (u]) et (i, 5;), 1 <1 < k;les indices p # m vérifient
les mémes conditions que précédemment. Pour I'indice m, pour chaque j, 1 < j < hyy,,
nous avons m = ji, ., puisque le 0 & cette position est dil & Papplication de la regle
X -Y — t et non aux régles de la forme X'||Y" — #'. De plus :

- Am = ZIna )

= Vj <hm, Zj1q1 € (i1 (t]") (comme précédemment) ;

- Xe (7*%,1(15};1”) : apres avoir appliqué la derniere régle, ¢} se transforme en X

par (r-1.

Pour reconnaitre le terme -(C [C1[0], ..., C4[0]], Cs[t]) comme successeur de -(u, Cs[Y])
par pr-1, Pautomate procede comme suit : Il devine tout d’abord qu’a la position m
il y avait un X qui a été remplacé par un 0 en appliquant la regle X - Y — t. Ce
neeud est alors décoré par le label “—X” pour dire qu’a cette place un X a disparu
en appliquant une regle de la forme ci-dessus. Ensuite, 'automate doit deviner qu’aux
positions (4, 7;) une régle Z;||Y; — t a été appliquée en utilisant des compteurs et des
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graphes comme décrit dans le cas B1. Pendant que l'automate remonte toutes ces
prédictions a la racine, il doit vérifier que tous les sous termes u; ou les réécritures non
locales ont eu lieu sont égaux & 0 (ceci est bien sir crucial pour que la regle X - Y — ¢
puisse étre appliquée comme décrit dans la figure 5.5). Toutes les prédictions qui per-
mettent de deviner que u’ est successeur de u sont validées & la racine du contexte C
comme décrit dans le cas B1. Quant a la prédiction “—X7, elle est validée a la racine
“” du terme, apres avoir vérifié que C[t] est annoté par un état de la forme (g, X)
comme décrit dans la section 5.5.

De maniére plus précise, pour annoter le terme -(C[C1[0], ..., C4[0]], Cst]), auto-
mate décore les positions p de C[C1[0], . .., Cp[0]] qui sont différentes de m de la méme
maniere que précédemment dans le cas B1. Quant a la position m, il la décore tout
d’abord par le label “—X”, et ensuite, par un graphe G, et une valeur des compteurs
vm tels que (puisque pour chaque j, 1 < j < by, m = jg; )

- Um = Z klj,m )

1<j<hm

~ G ={L Y} |1<s<hpy}

Comme précédemment, 'automate remonte ces prédictions des feuilles jusqu’a la
racine en mémorisant & chaque fois I'union des graphes et la somme des compteurs.
Par conséquent, la racine du contexte C est décorée par le label “— X" le graphe

G= |J G, etlavaleur du compteur v = > wv,. Comme dans le cas précédent,
1<p<n 1<p<n
si G € G, et v =0, alors Pautomate valide les prédictions mémorisées dans G et v, et

4

continue a mémoriser la prédiction “—X” qu’il validera a la racine “” du terme.

Nous devons alors montrer que si G € G, et v = 6, alors les prédictions de 'au-
tomate sont correctes. Pour ce faire, nous définissons d’abord la notion de seq-derived
system qui résume les conditions précédentes comme suit :

Définition 5.6.6 Un seq-derived system est un sytéme (X7 (A;,u;, Gy, v, Si, )19;91)
tels que pour chaque i, 1 < i < n, A; est une variable de processus, u; est un terme,
G € G, v; est une valuation de ¢, et S; est une séquence de régles de R~ de la forme
(VilZ = 6 fou i}~ 65)), .
tels que (nous posons l;; = indice(Y})) :
- Sii# m, alors :
1. Si h; > 1, alors :
- Az = Z7i7
- V; = Z klj,i + k;hi,i’

1<j<h;—1
-G ={Y} =Y} |1<j<h;—1},
- Vi <hi—1, Z;?+1 € (o (th),
-V € G, y).
2. Sih; = 1,'alors :
- A= Y1l7

/
lh;,i?
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- G;=0.
- Sii=m, alors :
- Am:Z{n7

- Vj < h’m7 Z;+1 € C‘[*afl(t;n)f
- X ety ).
Nous montrons que (voir le lemme 5.6.1) si (X7 (Ai,ui,Gi,vi,Si,)lggn) est un

seq-derived system tel que |J G; € Geet > wv; =0, alors
1<i<n 1<i<n

Clei], ..., ClulX],...,CLl0)] € pra (C[ClIAL, ... ChlA])).

Lemme 5.6.1 Soient C un paral-contexte, et Ci,...,C} , n null-contextes :
- Soit (A;, ui, Gy, 05, Si)1<i<n un derived system tel que |J G; € Goet >, v; =
T 1<i<n 1<i<n
0, alors

W = C[Ciul,. ., Chlun]] € pi-s (CICHAL, ., ChIAW] )

- Soit (X, (4, us, Gy, 01, Si, )1§1§n) un seq-derived system tel que |J G; € G, et
1<i<n

S v =0, alors

CICI0), .., CrIX],. .., Cal0] € pioms (CLCHAL, ., ChlAW]]).

Preuve : Nous avons tout d’abord besoin de quelques définitions préliminaires. Nous
notons par {{ai,...,a,} le multiensemble contenant ay,...,a,. Soit M un multien-
semble, nous notons par set(M) ’ensemble des éléments dans M. Par abus de notation,
nous notons par | J I'union des multiensembles. Soit G’ ’ensemble des multiensembles
dont les éléments sont dans Var U {1} x Var. G’ peut étre vu comme ’ensemble des
multi-graphes dont les arétes sont dans VarU{_L} x Var, et qui peuvent avoir plusieurs
arétes entre deux sommets donnés. Soit G un multi-graphe de G’. Nous définissons
I'ensemble Noeuds(G) des sommets de G intervenant dans au moins une aréte comme
précédemment. Soit G/ ’ensemble des multi-graphes G de G’ tels qu'il existe un chemin
menant de L & chaque noeud de Noeuds(G).
Nous avons alors de maniere directe :

Proposition 5.6.2 Soient G € G et G' € G’ tels que G = set(G’). Alors G € G, ssi
G egl.

Dans ce qui suit, nous montrons le premier point du lemme 5.6.1, le deuxieme

étant trés similaire. Soient C' un paral-contexte, et C1, ..., C’ n null-contextes. Et soit
(A;, ui, Gy, v;, Si)1<i<n un derived system tel que | G; € Geet > v = 0. Soient
T 1<i<n 1<i<n

(Gi)1<i<n des multi-graphes de G’ définis comme suit :
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7siui#(:),alorsGi:{{J_%YS"|1§s§hi},
— siu; =0, alors :
Losih; >1, G ={Y] —-Y/|1<s<h;—1},

Il est clair d’apres cette définition que pour tout i, 1 < i < n, él = set(G;), et

U él = set( U Gi). Par conséquent, il s’en suit par la proposition 5.6.2 que
1<i<n 1<i<n

pour montrer le lemme, il suffit de montrer quesi |J G; € G.et Y v =0, alors
1<i<n 1<i%n

W = C[Clwl, ..., Cllun)] € gty (O[O{[Al], .. .,c;[An]]).
Soit N le nombre de termes u; qui sont égaux a 0. Nous procédons par induction
sur N :
e NV = 1. Alors nécessairement, n est égal a deux. En effet, N = 1 implique qu'il existe
exactement un vecteur de la forme k’ dans la somme qui calcule v, et puisque v = 0, il
existe aussi exactement un vecteur de la forme k: dans la somme qui calcule v. Donc,
n est soit égal & un ou deux. Supposons que n = 1, alors nécessairemant v, = 0, hy = 2,
et G =G = {{Yl — Y'}. Ceci est dit au fait que v = v; = 0, et donc forcement
0= v = kll T kl , ce qui implique que l1; = I3, et donc que Y1 = Y2 Ceci
contredit le fait que G € G!. Intuitivement, il n’est pas possible d’avoir n = 1 puisque
pour appliquer px-1, nous avons besoin de deux feuilles qui interagissent ensemble.
Par conséquent, n = 2. Soit alors u = C [C}[u1], Ch[us]] tel que un des u; est égal & 0.
Soit par exemple u; = 0 (autre cas est symétrique). Alors :
—h1=1,G1 =0, Ay =Y, et v; = I%M (puisqu’il y a exactement un vecteur de
la, forme E dans la somme qui calcule v),
— Puisque v = v1 +v3 = 6, il s’en suit que vo = Ell,u ce qui veut dire que ho =1
et l11 = li 2, puisque vy est par définition égal a Ell,z- Donc, nous avons que
Y2 =Y}, Gy ={L — Y2}, Ay = ZF, et up € (. (t1) (nous avons dans R~!
la regle R’ : Y2||Z2 — 13 ou R’ : Z2||Y? — 13).
En appliquant la régle R’ & C[C][A1], C5[As]] qui est egal & C[C1[Y{], C41Z3]],
nous obtenons C[C1[0], C5[t3]] (puisque C est un paral-contexte et C1,C}
null-contextes). Puisque uy € (_: (t]), nous obtenons que

sont des

= C[C1[0], Calus]] € pR-1(C[C[A1], C5[Ao]]).
Donc, la propriété est vraie pour N = 1.

e N > 1. Puisque G € G/, il existe nécessairement un indice r, 1 < r < n tel que
P =L =Y, |1<g <h:} (rest un noeud tel que u, est différent de 0, et tel
que la derniere prédiction de I'automate a cette position concerne la variable Y, )

Comme v, = > kl] et va = 0, il existe au moins un indice s tel que v, =
1<]<h

1<X£h kl] .+ kl (et donc u, = 0) et klhs,s = k{hw ; c-a-d. lp, ¢ = lp, ». Soient alors
<<

81,..., 5 des indices tels que Vj,1 < j < k, uy; = 0, Y, = Y;] (c-a-d., lp, r = lh57'7sj)7
y .
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et Gy, = {Y, — Y, |1<g< hs,;} (ce qui veut dire qu’a chaque position s, il y
avait un Y;" qui s’est réécrit en 0). Il y a deux cas selon que k est égal & un ou non
(c-a-d., s'il y a seulement un seul noeud ol Y s’est directement transformé en 0) :

— k = 1. Alors, intuitivement, il y a une regle Yol Zy —ty, (ou Zf ||Yy —t) )
qui s’est appliquée aux positions r et s = s; pour transformer Y, en 0 ala
position s, et Zj en ¢} & la position r. Supposons que 7 < s (Pautre cas est
symétrique). Soit

u' = C[Clwl,...,CLZE ], .., CLY 1. O [un]]
Alors, en appliquant la regle Y, [|Z; — t}, (ou Z}, ||Y;’ — ¢} ), nous obtenons
ClCilu),...,CLth 1,...,CL0]...,Chlun]].

Puisque u, € (5_:(t} ), il s’en suit que u € px_,(u’). Et donc, u' peut étre
réécrit sous la forme :

= C[Ci ... L]

tels que :
- sij¢{r s} ul; = uy,
— 7] a2y
PObODb pour j ¢ {7" s} vi =wvj et G = Gj. Soient G, = {L =Y, [1<g<
—1} by =h. =1, 0= 3 l_c’ljﬂ,. De méme, soit Gy = {1 =V, [1<g<
1<j<h;
hs =1}, R, =hs—1, v, = > Elj_s. 11 est facile de voir que :
1<i<hy
— Y v, =0, puisque Y wv; =0, v, = v sii¢ {rs} v = + /_c'lhyw,
1<i<n 1<i<n '
=, + k’ , et Uy, s =1p, r, ce qui veut dire que klh + k’ L= =0.
- G’ = U G’ est dans G/. En effet, soit V' un sommet de G nous allons
1<i<n

montrer qu’il existe dans G/ un chemin menant de 1 & V. V est aussi un

sommet de G, puisque G’ contient les mémes (hyper)-arétes que G, & part

laréte L — Y, quia été enlevée de G, pour donner G et les arétes Y, =Y/,

1 < g < hg, qui ont été enlevées de G, et ont été remplacées par les arétes

1L =Y, 1< g<hs—1, pour donner GY. Soit p un chemin de G' menant de

1 &V (un tel chemin existe puisque G € G.). Il y a deux cas :

— p ne passe pas par Y, . Il est alors clair que p est aussi un chemin de G'.

— pestdelaforme L —Y) ~» V (ot~ V représente un chemin menant a V).
Alors, puisque k = 1, il s’en suit que les seules arétes sortant de Y} sont les
arétes de G, c-a-d., p est nécessairement de la forme L — Y, — Y/~ V,
1<g<hg—1. Compare a GG, dans G’ nous avons enlevé les arétes J_ - Y,
mais nous avons rajouté les arétes L — Y7 pour tout g, 1 < g < hs — 1.
Donc L — Y~ V est un chemin de G’ qui relie L a V.

Par conséquent, G’ € G.. Soient les séquences de régles (S})1<i<n telles que
-sii¢{r,s}, SI=8

- S = (YJT||ZJ’" — 15 (ou Z7||Y] — 17 ) )1<j<hﬁ7 «
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S SL=(pl1Zs =t ozl — 1))

1<j<hy’
Alors, le systeme (4;, u;, G}, v}, S})1<i<n est un derived system tel que |J G} €
1<i<n
G, et S v, = 0. En plus, le nombre de u} égaux & 0 est N — 1. Nous
1<i<n

déduisons alors par induction que u’' € pi _,(C[C[A1],...,CL[A,]]. Et puisque
u € Pk (u'), nous obtenons que u € i _,(C[C[A1],...,CL[A,]]. Donc, la
propriété est vraie dans ce cas.

k > 1. Pour j, 1 < j < k, nous avons v,, = > Eljs,_ + /;:'2} ~, puisque

1<5<hs, Y T
lhyo =ln, s;- Comme v = 3 wv,ethk>2 v—kl —i—EZ’ + ---. Comme
s 5595 hp,T
1<i<n
v=0,et que v, =k, +---,ily a deux cas :
— soit v, = l;lhw + Elh,r,r + -+, et I'hyper-graphe G, contient au moins deux

arétes 1L — Y}f ;

— soit il existe un indice g # 7 tel que v, = Elhr,r + -+ et 'hyper-graphe G|
contient une aréte Y hy Y, oul =Y.

Dans ces deux cas, I’hyper- graphe G contlent en plus de l'aréte L — Y’ une

autre aréte de la forme Vy =Y, , otV peut étre égale a L. Considérons un tel

sommet V. Il y a deux cas :

(A) VgY}Z"T7 ou il existe un chemin L ~» V; dans G qui ne passe pas par Y .
Dans ce cas, soit s un indice quelconque de {sq, ..., si}.

(B) Tous les chemins menant de L & V, sont de la forme L — Y, ~» V. Il
existe alors 7, 1 < j < k, un indice ¢’ tels que L — Y, — Y;,j ~ V. Soit s
un tel indice s;.

Nous définissons G, hl, v}, et S! comme précédemment dans le cas k = 1. Alors,
S vi=0,etG = | G; € G/. En effet, soit V un sommet de G’. Alors

1<i<n 1<i<n

V est aussi un sommet de G, puisque G’ contient les mémes (hyper)-arétes que

G, a part 'aréte L — Y} qui a été enlevée de G, pour donner G, et les arétes

Y, — Y,fj, 1 < j < hg, qui ont été enlevées de G, et ont été remplacées par les

arétes 1 — Yhsj, pour j, 1 < j < hg— 1, pour donner G. Soit p un chemin de G

menant de L & V' (un tel chemin existe puisque G € G). Il y a deux cas :

— p ne passe pas par Y} . Il est alors clair que p est aussi un chemin de G'.

— pest de la forme L — Y’ ~ V (rappelons que ~+ V représente un chemin
quelconque qui mene a V). Alors :

1. S’il existe un s; # s tel que p est de la forme L — Y," — Y7~ V,
— Dans le premier cas (A), il existe un chemin L ~» Vj, tel que G’ contient
un chemin de la forme L~ V, =Y, — Y3~ V.
— Dans le second cas (B), il existe un chemin Y, ~» V; tel que G” contient
un chemin de la forme L — Y5 ~ Vy = Y;" — Y5~ V.

2. Si p est de la forme L — V" — Y ~ V,alors L — Y7 ~ V est un
chemin de G'.
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Alors, le systeme (A4;, u}, G}, v}, S!)1<i<n est un derived system tel que | G} €

29 Yo

1<i<n
G. et Y v, = 0. En plus, le nombre de u} égaux & 0 est N — 1. Nous
1<i<n
déduisons alors par induction que v’ € pi_, (C[C[A1],...,CL[A,]]. Et puisque
u € P ('), nous obtenons que u € i _(C[C{[A1],...,CL[A,]]. Donc, la

propriété est vraie.
O

5.6.4 Construction

Nous donnons maintenant la construction de I'automate. Soit A = (@, X, F, ) un
automate d’arbres fini qui reconnait le langage régulier £, et soit AZRi (Q %, F,6)

lautomate d’arbres défini dans le théoreme 5.5.1 qui reconnait (%, (£). Nous construi-

sons un automate a compteurs A (Q X, F c, 5) qui se comporte comme décrit
dans la section précédente. Pour reghser tous les types de prédictions décrits plus haut,
Q contient, en plus des états de Q, des états de la forme (g, —X), out ¢ est un état de
Qnuil, pour mémoriser les prédictions “—X”| et des quadruplets de la forme (g, a, G, w)
ou :
— ¢ représente un état de Quy U Qnuyy X Var,
—a € VarU{0}U{L} permet de mémoriser, pour chaque position p € {1,...,n}
si ou u, = 0 (auquel cas G, contient des arétes de la forme Y,fp =Y/, eta= Y}f’p
permet de mémoriser Y}f’p pour construire le graphe G},), ou non (auquel cas G,

contient des arétes de la forme | — Y et a = 1). Soit C’ (O [up,],- -, Cp, [up,]]
un sous terme de u’. A la racine de ce terme la composante “a” est soit égale
a L §’il existe au moins un indice ¢, 1 < i < k tel que u,, # 0, soit égale & 0
si pour tout 4, 1 <i < k up, = 0. Nous avons besoin de cette information pour

vérifier, pendant 'annotation de -(C [C1[0],...,CL[0]], Cs [t]) que tous les sous

termes u; sont égaux a 0.
— @ est un graphe appartenant & 'ensemble G = 2Vt xVar ygry {1} x Var.
- w e {PtU{—X | X € Var} permet de mémoriser les prédictions “—X”. Nous
avons “()” dans cette composante de 1’état si aucune prédiction de cette forme
n’a été faite.

Ces états permettent de stocker ce que 'automate a deviné pour pouvoir les valider
plus tard. Pour valider les prédictions relatives aux regles de la forme X||Y — ¢,
I'automate passe d’un état de la forme (q,a,G,0) & ¢7, et d'un état de la forme
(qv a, Gv _Z) a (qv _Z)

Maintenant, nous sommes préts pour donner la construction de AZ, A;R L=
(Q.%,F.¢ 5) tels que :

- Q= QU{(p,a G,w) | p € Quuit UQnun x Var,a € VarU{0}U{L},G € G,we

{AQ)} U~{ X | X € Var}} U {(pv ) | pe Qnull U Qnull X Var},
- F=F,
~ bestle plus petit ensemble de regles qui contient b et qui satisfait :
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(71) Si X;||X; — t ou X;||X; — t est une regle de R™!, alors :
(a) Si X; 5z q”, alors :

~ vrai/X;

L0 = (Q7Xla®7®) € 87

vrai/\;

i. (gt,a,G,w) =7 (¢g,a,GU{a— X,},w) € 6,ae{L}UVar,
iii. ¢ N (g, L {L — X;),0) €6,
. (g —X) " (g, L{L - X}, -X) €3,

(b) Si X; =5 (g, W), alors :

L0 (W), X1,0,0) €6,
ii. (¢t,a,G,w) eratAs (¢, W),a,GU{a — X;},w) € 6,a € {L}UVar,

iii. g7 "N (¢, W), L {L — X,},0) €4,
. vrai/X; ~
. (Qta _X) _< ((Q7 W)v J—v {J— - Xj}7 _X) € 5;
(72) Si X -Y — t est une régle de R~!, alors :
(a) Si X 5347, alors 0—(q,—X) € 5,
(b) Si X i>g (g, W), alors 6—>((q,W), —X) €é,
(73) ?ipl i>5 pa, alors (p), a, G, w) — (ph,a,G,w) € Set (py,—X) — (ph,—X) €
b, ot p) =qi sipi =q], et p, = (¢, Ws) sipi = (¢, Wi),
(v4) (g,a,G,0) o q’ Eﬁ, et (¢,a,G,—X) =0/ (g,—X) € 5, ol \ est laffec-
tation nulle, @ € {L,0} et G € G,
(v5) Si [l(q1,92) — q € Snun, alors :
(a) H((q17a17G17®)3Qg) - (QaJ—alew) € 87
(b) H(qfv (CI2,G2,G2,@)) - (QaJﬂGQv@) € 87
(C) H((qlaalaGl7®)7 (q23a23G250>) - (Q>J~aGl U G25@> S 87
)

(d) [|((q1,a1,G1,0), (g2, as, G2,0)) — (¢,0,G1 UG2,0) € o, sia; # L et

ag 7£ J_,

(e) H~((Q17J-7G1,*X),(1127a27G2,@)) — (¢, L,G1UGa,—X) €0, siay €
{0} UVar,

(f) H~((Q1,a1,G17®),(1127J-7G2,*X)) — (¢, L,G1UGo,—X) € 4,5l a) €
{0} U Var,

(’76) Si '((11,%) — q € Spuu, alors :

(a) -((ql,—X), ((qg,X),a,G,w)) — (q,a,G,w) € 5, a € Var U {L}, tel
que siw = —2, alors a = 1,

(b) '((QD -X), (q27X)) - qT € ga
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(C) '((Ql, _X)7 ((Q%X>7 _W) — (q, —W) c 8

Notons que A;R—l est un 0-CTA puisque les seules régles contraintes sont les regles
Y4 qui testent si tous les compteurs sont nuls. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 5.6.4 Soit R un PAD, L un ensemble régulier de termes, et A = (@, X, F, §)
un automate d’arbres fini qui reconnait L. Alors, o}, (L) est reconnu par le 0-CTA

. ‘
Af,, ci-dessus.

Avant de prouver ce théoreme, nous expliquons informellement les regles ci-dessus.

5.6.5 Explication des regles

Pour expliquer les regles, nous reprenons les cas précédents Bl et B2 :

5.6.5.1 Cas B1

RappelonSNque dans ce cas nous avons la situation suivante :
— Si up # 0, nous avons :
- Ay = Zf7
V1< j<hy, Z7, € Chral(th),
— up € C;‘z,l(t’;p).

— De plus, Vautomate doit deviner cette valeur des compteurs : v, = > /;:'l].,p,
1<j<h,

et le graphe suivant : G, = {L — Y/ [1<j < hy}.
— Si up =0, alors :
1. Si hp =1, alors :
- A, =Y}
— L’automate doit deviner cette valeur des compteurs : v, =

_’fh’p,p, et le
graphe G, = 0.
2. Si hy, > 1, alors :
- Ay =77,
-V1i<j<h,—1, Zfﬂ € C;g,l(tﬁ),

B Y}fp < C;zfl(tz,,fl)'
— De plus, 'automate doit deviner cette valeur des compteurs :

. - =
'Up - : : klj,p + klhp,p

1<j<h,—1
ainsi que le graphe G, = {Y,fp =Y/ [1<j<h,—1}.

Pour ce faire, 'automate utilise les regles ci-dessus comme suit :
— Si u, # 0, 'automate annote ce terme u, par 'état

((qa,, LAL = Y2 1< < 10), > k).
1<j<h,
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Pour ce faire, il procede comme suit : Comme u,, € (3, (tﬁp), I’automate utilise

les rogles de 0 pour annoter Up par qz; (tﬁp € Sub.(R™1)). Ensuite, comme
.

* . .1 N ses N 7
Z,fp —5 q% , il utilise les regles v;aiii pour passer a l’état
'p

((QZ,II’?7J~7 {J* - Y}fp}7 Q))v Elh,p,p).

Comme Z,’zp € C;‘z,l(tflp_l), nous avons dans 4 la regle q%p —>gq;rip71. Ceci est
di aux régles (asa). En effet, t) € Sub,-(R™1) et puisque Zy € Cralty ),
Z; est aussi dans Sub,.(R™1). Donc en appliquant la régle v3, Pautomate passe
a l'état )
((qt’;p71 , L, {J- - Y}fp}v (Z))a klhp,p)'
Ensuite, il utilise les régles y;aii pour passer a l’état
((qZ}‘:pi1 ) l, {J* - Yfiﬂ 1 - Yhf;_l}v (Z))a klhp,p + klhp,l,p)'

Et ainsi de suite, 'automate utilise les regles précédentes jusqu’a arriver a 1’état

(g, LAL = YP 1< <h}0), Y Fy,),
1<j<hy

et comme Z¥ = A, nous avons ce que nous voulions.
~ Siup,=0

1. Si hp =1, I'automate applique vy;ai pour annoter le 0 & cette position par
7] I
((qY’fp ) thv ®7 ®)7 klhp,p) .
2. Si hy > 1, Pautomate annote ce terme u, par I’état

((‘JAWY}fpa {Y}fp - Yjp [1<j<h,— 1},0), Z Elj,p + E;hp.p).
1<) <hyp—1

Pour ce faire, il applique ;ai pour annoter le 0 & cette position par

((qy’fp 3 Y}fpv ®7 @), El/hp,p) .

P * P . X .5 8 T aT
Comme Y} € CR*l(thp,l)a nous avons dans 4 la regle Oyp =5ty et
P p—

donc en appliquant la regle 3, 'automate passe a ’état
D 7
((Qtip,l ) th ) 07 Q))v klh,p,p) .
Ensuite, il utilise les regles ;aii pour passer a l’état
P P P 7 i
((qu:IFI ’ thv {th - th—1 }a w)v klhpil,p =+ klhp,p)'
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Et nous voyons ici que pour considérer l'aréte thp — Y}fpil du graphe,
I’automate a utilisé I'information stockée dans la deuxiéme composante ex-
primant qu’a cette position Yfp s’est transformé en 0. L’automate va main-
tenant utiliser les regles yjaii et 3 jusqu’a arriver a 1’état

(20, Y2 00 = YP | 1<j<h,—1}0), > K

1<j<h,—1

!
J.p + klhp,p)7

c-a-d. I'état voulu puisque Z7 = A,,.

Apres avoir deviné ceci a chaque position p, toutes ces prédictions sont remontées
a la racine du paral-contexte C' en mémorisant les sommes de tous les compteurs et
l’union des graphes en utilisant les régles ~ysa, vsb, et vsc. La racine de u’ sera alors
annotée par un état de la forme

((q, L, U Gy, 0), Z vp).

1<p<n 1<p<n

Comme montré précédemment, ces prédictions sont correctes ssi  |J Gp € G. et
1<p<n

>ovp = 0. Donc, les regles 4 permettent de valider ce que 'automate a deviné, et
1<p<n

d’annoter le nceud par I’état g7 exprimant que c’est un successeur de L4 par pr-1.

5.6.5.2 Cas B2

Dans ce cas, pour toute position différente de m, I’automate se comporte comme
décrit ci-dessus. Pour la position m, nous avons la situation suivante :
- Ap =277,
= Vi <hm, Zi1 € G (t]),
- X € (Rt ).
— De plus, 'automate doit deviner la valeur du compteur v, = > k, , etle
1<j<hm
graphe G, = {L — Y |1 <5< hy, )

En fait, il doit annoter cette position par I’état

((qu?J—’{J— - ij ‘ 1 S] < hm}a_X)v Z Elj,m)~
1<j<hm

Pour ce faire, il commence par annoter le 0 & cette position par (gx,—X) en utilisant
les régles y2a. Ensuite, puisque X € (1 (t’,fm), nous avons dans J la regle q)T(—>gthZLm,
et donc en appliquant les regles 3, 'automate passe a 1’état (Qt;y ,—X). Ensuite, en
appliquant les regles vjaiv, 'automate passe a 1’état

((QZ;[:n ) J—v {J- - Y}Zi}v _X)’ I_élh,m,m) :

Ensuite, il procede comme décrit dans le Cas B1 jusqu’a arriver a I’état

147



(gzp, LAL =Y 1< <hn},=X), > k).
1<5<hm
ou A,, = Z7".

Comme précédemment, toutes ces prédictions sont remontées a la racine du paral-
contexte C' en mémorisant les sommes de tous les compteurs et 'union des graphes en
utilisant les régles v5d, vse, et ysf. Ces régles assurent que tous les u; sont égaux 0 (la
deuxieme composante “a” est soit 0 soit dans Var). La racine de C[C{[0], ..., C4[0]]
sera alors annotée par un état de la forme

((%L’ U GZN_X)’ Z Up),

1<p<n 1<p<n

o U Gp€Geoet 3 w,=0. Donc, les régles 74 permettent de valider tout ce
1<p<n 1<p<n
que lautomate a deviné, et d’annoter le noeud par I'état (¢, —X).
Maintenant, il faut valider cette prédiction “—X”. Soient alors des états ¢’ et
q" tels que C4[Y] est annoté par ¢', et -(¢,q') — ¢” est une regle de 0pyy. Il y a
alors quatre cas différents en fonction du contexte dans lequel se trouve le terme
(C[ci[0],...,CLI0]], Cs[t]) et des différentes réécritures possibles qu'il pourrait encore
faire :

1. Sile terme -(C'[C1[0],. .., CL[0]], Cs[t]) se transforme en -(C'[C1[0], ..., CL[0]], U)
tel que U € (5, (Cslt]), alors comme vu dans la section 5.5, U est annoté par

(¢', X), et les regles vgb permettent de valider la prédiction “—X” et d’annoter

; T
la racine du terme par ¢”" .

2. Si ce terme se trouve dans un contexte de la forme
(- (clein....cuo).c.n).ciiz)

ou Cl[zr] est un autre seq-context, et Z est une variable tels qu'’il existe une
variable W et une régle dans R~1 de la forme W - Z — ', et tels que Cs[t] se
transforme par les regles de (z-1 en la variable W, nous obtenons alors le terme

auquel nous pouvons appliquer la regle W - Z — ¢’ et obtenir
(- (c1etml.....coo.0). i)

Si nous appelons ce terme 7', 'automate annote 7' comme suit : D’abord, comme
décrit précédemment, nous avons

7 %5 (- ((0.-X).0).Cr).
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Comme C[Y] est reconnu par ¢/, W € (5. (Cs[t]), et X-Y — t est une regle de

R, nous avons & partir du lemme 5.5.1 que W i>5 (¢’, X), et donc les regles
~2b permettent d’annoter 0 par ((q’ , X), fW). Nous aurons alors

T ( (6=, (¢, ), W))vcé[ﬂ)-

Les regles ygc permettent de valider la prédiction “— X" et de garder la prédiction
“—W?”. Nous obtenons alors :

T < (g, -x), (<q’,x>,W)),c;[t']) —;-((¢", = W), C[t]).

Finalement, C[t'] est annoté par un état de la forme (¢, W) (lemme 5.5.1), et
la prédiction “—W?" est validée par les regles ygb.

. 9%l existe un paral-contexte D|x1,...,x;], [ null-contextes Di[x],..., D;[z], et [
variables By, ..., B telles que 'on ait le terme

D

Dl[Bl],...,Dh[~ (O[O{[()},...,C,’L[f)]],cs[t])},...,DZ[BZ}

Supposons que le terme Cs[t] se réécrive en By, par (r-1, et ensuite que ce By,
interagit avec les autres B; en appliquant des regles de la forme X'||Y’ — t' de
maniére non locale comme décrit précédemment (puisque

Dh[. (c[c;[@},...,c;[ﬁ]],x)]

est un null-contexte). Nous obtenons alors un terme de la forme

D[Dl[sl],...,Dh[- (C[C{[(N)],...,C;L[()]],sh)},...,Dl[sl]}.

Comme vu précédemment, & chaque position p, 1 < p <[, 'automate doit deviner
la bonne valeur des graphes et des compteurs v, et G,. Pour annoter la racine
de D, automate se comporte comme précédemment (dans le Cas B1) pourvu

que le terme '(C’[C{ [0],...,C", [GH , sh> soit annoté par un état de la forme

((qlla a, Gha @)7 Uh) .

Pour ce faire, puisque By, ig (¢’, X) (par le lemme 5.5.1, puisque C5[Y] est re-
connu par ¢', By, € (51 (Cslt]), et XY — t est une regle de R~1), en appliquant
les régles v1b (comme étaient appliquées les régles via précédemment), 'auto-

mate annote s, par un état de la forme (((q’,X),a,Gh,@),vh). La prédiction
concernant X sera alors validée par les regles y6a, puisque C'[C] [0],...,C", [f)”
est annoté par (¢, —X), et donc -(C [C1[0], ..., Cul0], sh) est annoté par un état

de la forme

((q”a a, Gha 0)71)}7,)-
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4. Le dernier cas est 8’1l existe une regle W - Z — t’ et un terme de la forme

.(D ,c;m)

pour un seq-contexte C’, et une variable Z, ou D et les D; sont comme précédemment ;
tels que comme précédemment, C;[t] se rééerit en By, qui interagit avec les autres
B; pour donner

Dl[Bl],...,Dh[- (c[c;[()],...,c;[é}],cs[t])],...,Dl[Bl]

D[Dl[sl],...,Dh[- (C[C’{[()],...,C;L[(N)]],sh)},...,Dl[sl]l.

ou sp = W et tous les autres s; sont égaux a 0 de telle maniere & ce que le
contexte

D[Dl[()],...,Dh[- (C’[C’{[()},...,C’,’I[C)H,x)}...,Dl[ﬁ]l

soit un null-contexte. La regle W - Z — t’ peut alors alors s’appliquer a

7C§[Z]>
,Cé[t’})-

Dans ce cas, le 0 souligné est annoté par (g, —W) grace aux regles yza. En-
suite, en appliquant les regles v1a comme précédemment dans le Cas B1 (nous
utilisons vyiaiv & la place de vjaiii), et la regle 1 bii & la fin (en utilisant le fait

-(D [DI[O],...,D,L{. (c[c;[()},...,c;[@]},w)],...,Dl[()]

pour donner

~<DlD1[ﬁ],...,Dh{~ (c[o{[()],...,c;[ﬁ}],@)}...,pl[ﬁ]

que By, ig (¢’, X), Pautomate annote cette position par un état de la forme
(((q’,X),L,Gh, —W)7vh). La prédiction “—X” est validée par les regles vga

puisque C’[C{ [0],...,C", [GH est annoté par (¢, —X), et ensuite, les prédictions
concernant les compteurs, les graphes et “—W?” sont remontées a la racine de
D en vérifiant que tous les s; sont des 0 (ceci se fait en utilisant les regles
v5d, Yse, et v5f). La racine de D est alors annotée par un état de la forme

((p,J_,UGp,—W),va) tels que UG, € Ge, et Y v, = 0. Les regles ~4 per-
mettent alors de valider ces prédictions et de passer a I'état (p, —W). Comme

C![t'] est annoté par un état de la forme (p’, W) (lemme 5.5.1), la prédiction
“—W?” est validée par les regles vgb.

5.6.5.3 Quelques remarques

Observons que le fait que les regles de R~! ne contiennent pas de || dans leur
membre droit est crucial pour que la construction ci-dessus marche. En effet, si ¢’était
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le cas, notre raisonnement précédent basé sur la notion de derived system n’est plus
valable puisqu’au cours d’une dérivation, les paral-contextes auquels les regles de la
forme X||Y — t sont appliquées croissent. En effet prenons I’exemple suivant : R ™!
contient les régles Ry : X||Z — W, W — A||B, et A||Y — D. Considérons le
terme ¢; = [|(||(X,Y),Z). En appliquant Ry, nous obtenons ¢, = |[[(||(0,Y),W).
Ensuite, en appliquant R», nous obtenons t3 = [[(||(0,Y),[|(4, B)), et enfin la regle
R3 nous donne ¢4 = |[(]|(0,0),]|(D, B)). Nous voyons alors que nous sommes partis
d’un paral-contexte Clz1, 2, 23] = ||(||(z1,22),23) (t1 = [|(|[(X,Y),Z)) et nous ob-
tenons un terme t3 = ||(||((~),Y)7 I[(A,B)) = C'lY, A, B], oit C' est le paral-contexte
C'z1, 22, 23] = ||(]|(0,21), ||(z2, 23)), auquel la régle R3 peut s’appliquer.

Voyons maintenant pourquoi est-ce que nous avons besoin de garder la structure
de 'arbre (en termes de nceuds étiquetés par ||”) en remplagant X par 0 et Y par
t en appliquant une régle de la forme X||Y — ¢ (ou Y||X — t), et pourquoi nous
ne procédons pas comme dans la section 5.5 en éliminant tout simplement le noeud
correspondant & X (ou celui de V). Ceci est di au fait que dans ce cas, nous aurons
besoin de regles du méme genre que ayge pour valider et accumuler les prédictions :
Nous aurons besoin d’une régle d’inférence de la forme : Si ||(¢1,¢2) — ¢ est une regle
de lautomate initial, et si X; i»g ((ql, ), v), exprimant que X; peut étre obtenu a
partir de Ly, en faisant des prédictions correspondant aux valeurs v des compteurs,

L2 N . vrai/v+k; .
alors nous devons considérer les régles suivantes (go, ...) _vrai/vths 5(q, ...), exprimant

que si u est un terme reconnu par ((qz, ...),v’), et si X; a été éliminé (si nous ne
considérons pas 0) en utilisant une régle de la forme X;||X; — ¢, alors le terme u
devrait étre reconnu par (((12, )y o4 /_fz) : Pautomate doit mémoriser que X; était
d’abord obtenu apres certaines prédictions correspondant a v, et ensuite il a disparu
(l_c’{) Le probleme est alors que nous avons besoin d’un nombre infini de regles de ce
genre puisqu’il existe un nombre infini de valuations v possibles des compteurs.

C’est pour ces mémes raisons que nous imposons qu’il n’y ait pas de regles de la
forme 0 — u dans R. En effet, dans ce cas, nous n’avons pas de régles de la forme
u — 0 dans R~!, et donc apres avoir réécrit X en 0 et Y en ¢ apres I'application d’une
régle de la forme X||Y — ¢ (ou Y||X — ¢), nous sommes siirs que le terme ¢ ne va
pas étre rééerit en 0 et donc disparaitre (~ tient compte des équivalences ~g). Par
conséquent, a la place de t il y aura toujours soit ¢ soit un successeur de t. C’est ce qui
assure que ’automate peut toujours deviner a cette place qu’il y a eu une application
non locale de la regle X||Y — t.

5.6.6 Exemple

Nous expliquons comment ’automate se comporte concretement sur un exemple :
Soit A = (@, X, F,0) un automate d’arbres fini qui reconnait le terme ¢; de la figure
56,00 Q= {q,...,qu1}, F ={q}, et ¢ contient les régles suivantes :

- X;—q,i€{1,...,510},

= |1(q1,92) — g, 11(g6,93) — a7,-(q7,94) — s,-(q8,95) — o, ||(g9, q10) — q11.

Soit R un PAD tel que R~' contient les regles suivantes :

= Ri: Xu|| X3 — X,
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: Xo|| X — X7,

s X7 - Xy *)X87

1 Xg - X5 — X1,

s X11]| X0 — X2

Xio

I Xa I Xa
X3 X6
X, X 0 Xo

Terme to

PR3

Notation des noeuds

Fia. 5.6 — Exemple

Pour reconnaitre le terme tg comme successeur de t;, 'automate se comporte

comme suit :

— Il devine qu’au neeud nq, il y avait un X7 qui a été réécrit par Ry. ny est alors
annoté par ((q1, X1,0,0), E’l) (le compteur de X; est décrémenté).
— De la méme maniere, il devine qu’au noeud no il y avait un X5 qui a été
réécrit par Ro. ng est alors annoté par ((gz, X2, 0,0), E’Q) (le compteur de Xo

est décrémenté).

— A ng, il devine qu’il y avait un X7 qui a été réécrit par R3. ng est alors annoté
par (¢x,, —Xr). Ensuite, ’automate devine qu’a cette place, il y avait un Xg qui
a été transformé en X7 en utilisant la regle Ro. Le noeud est alors annoté par
((qXG,J_,J_ — Xo, —X7),E2) (le compteur de Xo est incrémenté). Finalement,
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I'automate devine qu’a ce nceud il y avait un X3 qui a été réécrit en X4 en utilisant
R : ce neeud est alors annoté par ((q3,J_, {L - X1,1 — X5}, 7X7),l_£’1 + Eg)
(le compteur de X est incrémenté, et X5 est reconnu par ¢s).

— Le noeud ng est alors annoté par ((qG, 0,0,0),k, + Eé) a cause des annotations

de ny et ny et du fait que ||(¢1,¢2) — ¢ est une régle de 'automate initial. Le 0
dans la deuxiéme composante exprime que le terme ayant ng comme racine est
équivalent & 0, c-a-d., il n’a que des 0 aux feuilles.

— ny est annoté par ((q7,J_, {L - X;,1L — X0}, —Xy), lZ’l + E’Q + k1 + Eg) Ceci
est dii aux annotations de ng et ng et au fait que ||(gs,q3) — g7 est une regle
de 'automate initial. Alors, puisque la valeur du compteur est nulle (Ei + Eé +
ki + ko = 0), et puisque dans le graphe G = {1 — X, L — X5}, il existe
un chemin menant de L & chaque sommet de Noeuds(G) = {X1, Xz}, c-a-d.
G € G, ; les prédictions peuvent étre validée a ce noeud, et ’automate annote ny
par (g7, —X7).

— A ny, Pautomate devine qu’il y avait un Xg qui a été réécrit par Ry4. ny est alors
annoté par (¢x,, —Xg). Ensuite, 'automate devine qu’a cette place il y avait un
X4 qui a été transformé en Xg en utilisant la regle R3. Le nceud est alors annoté
par ((94,X7), —XS) puisque X4 est reconnu par qy.

— Par conséquent, ng est annoté par (gs, —Xs) : la prédiction concernant X7 est
validée.

— A njy, Pautomate devine qu’il y avait un X711 qui a été réécrit par Rs. ns est alors
annoté par ((gx,,, X11,0,0), E/u) (le compteur de X7; est décrémenté). Ensuite,
l'automate devine qu’a la place de ce Xi1, il y avait un X5 qui a été réécrit
par R4. Le nceud est alors annoté par (((Q5, Xs), X11, 0, (Z)), Eil) puisque X5 est
reconnu par gs.

— D’oll, ng est annoté par ((qg,J_,Q,@),E’H> : la prédiction concernant Xg est
validée.

— En ce qui concerne nig, 'automate devine qu’a ce noeud, il y avait un Xio

qui a été réécrit en utilisant R5. Le noeud est donc annoté par ((qlo, 1,{L —
X11},0), EH) : le compteur de X717 est incrémenté.
— Finalement, nq; est annoté par ((qu7 1.{L— X11},0), ki +E’11). Les prédictions

peuvent étre validées puisque ki1 + E’H = 0, et dans le graphe {L — X1}, 1
existe un chemin menant de L & chaque sommet de Noeuds({L — X11}), (c-a-d.,
X11)~

Maintenant, nous calculons les régles d (nous ne considérons que les régles dont
nous avons besoin pour annoter les termes de la figure 5.6) :

(r1) Puisque X1 —; g7 et X1||X3 — Xo est une regle de R™1, les régles iai
impliquent que § contient la regle

~ vrai/\]

- (qlvxlvwaw)
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(ro) Puisque X —5 gd et X»||Xs — X7 est une regle de R™1, les régles viai
impliquent que § contient la regle

07 (g2, X,0,0)
(r3) Puisque X7 5 ¢k (X7 € Sub,(R™1)) et X7-X; — X est une régle de R71,
les regles (2a) impliquent que ¢ contient la regle
0—(qx,, —X7)
(r4) Puisque Xg S ¢k, et Xo||Xs — X7 est une regle de R, les regles yiaiv

impliquent que J contient la regle

"
(qX77 _X7) UT{Z} ’ (QXG, J—v 1L — X?a _X7)
(r5) Puisque X3 ig gl et X1]|X3 — Xg est une régle de R™1, les régles v;aii
impliquent que & contient la regle

vrai/ A
(axp: Lo L — Xa,=X7) "M (gs, L{L — X1, L — X5}, - X7)
(r¢) Puisque X4 %5 qs et X7 - X4 — Xg est une régle de R, les regles (az)
impliquent que 0 contient la régle Xs — (g4, X7). Puisque Xg - X5 — X7 est
une régle de R™1, les régles (72b) impliquent que 0 contient la regle

6 - ((Q4; X7)7 _X8)

(r7) Puisque X5 i}S g5 et Xg- X5 — Xj; est une regle de R™1, les régles ()
impliquent que 5 contient la régle X117 — (g5, X3). Puisque X11]|X10 — X12 est

une regle de R, les régles v1bi impliquent que & contient la régle

~ vrai/\)
0 - ((QS7X8);X11;®7®)
(rs) Puisque X19 —3 giy et X11]|X10 — X12 est une regle de R, les régles 7y aiii
impliquent que § contient la regle

i/ A
qg;m mﬂai/, " (qu;J-aJ— - Xllvm)

(rg) Puisque {L — X3, 1 — X5} € G, les régles (4) impliquent que § contient la
regle

e=0/x
(Q77 J—v {J- - X17 1l — X2}7 _X7) _}/ ((J77 _X7)

(r10) Puisque {1 — X1} € G, les régles (v4) impliquent que § contient la rogle

&=0/\
(QIlaJﬂJ—_}Xllv@)c_) q{l
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(r11) Puisque ||(g1,92) — g6 est une regle de 6, les régles (ysd) impliquent que )
contient la regle

||((Q17 X17 ®7 (Z))a (qQaXQa @7 Q))) - (qﬁa 67 (Z)a @)

(r12) Puisque ||(g6,93) — g7 est une regle de 0, les regles (5 f) impliquent que )
contient la regle

||((QG7 Ga ®7 0)7 (Q?n J—a {J— - Xla 1L — X2}a _X7)) - (Q7a J—7 {J— - le 1 — X2}7 _X7)

(r13) Puisque -(q7,q4) — gs est une régle de 8, les régles (vs¢) impliquent que &
contient la regle

: ((Q77 7X7)7 ((Q4; X7)a 7X8)> - (QSa 7X8)

(r14) Puisque -(gs,q5) — qo est une regle de d, les regles (yga) impliquent que )
contient la regle

'((an —Xg), ((QS7X8)7X11;®7®)) - (qg;X11;®7®)

(r15) Puisque ||(go, q10) — q11 est une regle de 6, les regles (y5¢) impliquent que )
contient la regle

||((q9;X11507®)’ (QI07 JﬂL - X117®)) - ((Z117 JﬂL - Xllaq))

Avec ces regles, tous les termes de la figure (5.6) peuvent étre reconnus comme
successeurs du terme ¢1. Plus précisément, tous ces termes peuvent étre annotés par
I’état final ¢7;. Nous montrons ci-dessous comment le terme tg est reconnu par cet
état :

— ny est annoté par ((q1,X1,0,0), E’l) grace aux regles 7.

— ny est annoté par ((g2, X2,0,0), /%) grace aux regles .
— En utilisant les regles r3, r4, et r5, ng peut étre annoté par

((Q&J—, {L— X1, L — Xo},—X7), k1 + k»)
— ny est annoté par ((q4, X7), —Xs) grace aux regles 7g.
— ng est annoté par (((qs,Xs),Xu,(Z],(Z)),E’H) en utilisant 7.
— 711 annote ng avec ((QS76,®,®)7EI1 + E’Q)
— ny est d’abord annoté par ((q7, 1{L— X1, 1 — X}, —Xy), EQ+E’2+E1+E2) en

utilisant r12, et ensuite par (g7, —X7) en utilisant rg puisque l;’l +/Zg —l—/% “FEQ =0.
— Grace a r13, ng est annoté par (gs, —Xs).

— ng est annoté par ((qQ,Xll,U),(Z)), IZ’H) grace a ri4.

— nqp est annoté par ((qu,J_, {L— X11},0), Eu) grace a rg.

— Finalement n1; est d’abord annoté par ((qu,J_, 1l — X11,®),E11 + Eﬂl) grice
0.

a rqs, et ensuite par qfl en utilisant r1g puisque k11 + kj; =
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5.6.7 La preuve du théoréme 5.6.4

Pour montrer le théoreme 5.6.4, nous montrons les lemmes 5.6.2 et 6.5.2 :

Lemme 5.6.2 Pour chaque u € T', nous avons :

u i>3 ((q,a,G,w),v) alors :

- Siw = 0, il existe un paral-contexte C, n null-contestes C1,...,Cl, et un
derived system (A;,u;, Giyvi, Si)1<i<n tels que v =Y. v, G = | Gy
- 1<i<n 1<i<n

uw=C[Cllu],...,Chlu,]], et C[C{[A1],...,CLIAL]] € p-1(Lq). En plus, si
a =0, alors pour tout i, u; =0, et si a € Var, alors C et C4 sont le contexte
trivial (n=1), et a =Y, .

- Siw = —X, alors a = L et il existe un paral-contexte C, n null-contextes
C1,...,ClL, et un seq-derived system (X, (A, uq, Gy, vy, Si)lgign) tels que v =

S v, G= U Gi,u=C[Ci0),...,CLI0), et C[C}[A1],...,CLIA]] €

1<i<n 1<i<n
@%—1(Lq)-

U i)é (((q,W),a,G’,w),v) alors il existe A € Var tel que A 35 (¢, W) et :

- siw = 0, il existe une séquence de régles S telle que (A,u,G,v,S) soit un
derived system. Siu =0, alors a = thl (n=1), et siu+#0, alorsa = L.

- Siw=—-X, il existe S tel que (X7 (A,u, G, U,S)) soit un seq-derived system.
Dans ce cas, a = 1.

u =5 g7 alors u € pk 1 (Ly).

U 35 (g, —X) alors il existe un paral-contexte C[z], tel que C est aussi un null-

contexte tel que :

~ soit il existe un null-contexte Cylx] tel que u = C[-(Cy[0],0)], et C[-(Co[0], X)] €
pf"a,l(qu), _

— soit u = C[0] et C[X] € pF_1(Lyg)-

U 33 ((q,W), —X) alorsu=0 et X € Lig,w)-

Preuve : Nous procédons par induction sur k, le nombre de fois qu'une regle dans
0\ ¢ est appliquée pendant les dérivations. Nous montrons toutes les propriétés simul-
tanément :

e k. =1. Il y a alors cing cas en fonction de la regle de 5 qui a été appliquée :

La régle viai a été appliquée. Alors u = 0 —; ((q,X;,0,0),v), ot v = k!, Ceci
veut dire qu'il existe une regle X;||X; — t (ou X;||X; — t) telle que X; 55 ¢7.
Il est facile de voir que la propriété est vraie en prenant n = 1, C' et C] sont le
contexte trivial, A; = X;, et hy = 1. En effet, puisque X; i>5 q”', nous déduisons
a partir du lemme 5.5.1 que X; € (5,1 (L) € -1 (Lg)-

Le cas ou la regle v1bi a été appliquée est similaire au cas précédent.

La régle yiaiii a été appliquée. Alors u =5 ¢f —; ((¢, L, {L — X;},0),v), ot
v = k;. Ceci implique qu’il existe une regle Xi||X; — t (ou X;||X; — t) telle que
X; i>5 gT. 11 est facile de voir que la propriété est vraie en prenant n = 1, C
et C] sont le contexte trivial, A; = X, et hy = 1. En effet, puisque X; 35 q7,
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nous avons par le lemme 5.5.1 que X; € (% _1(Lg) € 9f)-1(Lg). En plus, puisque
u —>; g}, nous avons u € G (t).
— Le cas ou la regle 1 biil a ét¢ appliquée est similaire au cas précédent.
— La régle y2a a été appliquée, c-a-d., u = 0 —; (¢, —X). La propriété est vraie
en prenant C' le contexte trivial. En effet, si cette regle a été appliquée, alors
X i>g q", c-a-d., X € Gy (Lg) C o1 (Lg).
— La regle y2b a été appliquée, c-a-d., u —; ((q7 W), —X). Alors nécessairement,
u=0,et X ig (g, W). La propriété est vérifiée.
ok >1.
* Soit u A(g ((q, a,G,w), v). Il y a alors différents cas selon la regle de 'automate qui
a été appliquée a la fin.
— Laregle v aii a été appliquée ala fin : u k;lg ((qt, a,G',w), v’) —s ((q, a,G,w), U)
tel qu'il existe une régle X;[|X; — ¢ (ou X;[|X; — t) telle que X; =5 ¢7,
v=0' 4k, et G=G U {a — X;}. Alors, par induction nous avons :

- Siw = 0, il existe un derived system (A;,u;, Gi, v, Si)1<i<n tel que u =
C[C{[uﬂ,...,C{l[unH,G' =Ujcic, Giy V' = Y v, et C[C{[Aﬂ,...,C{l[AnH S
- 1<i<n

01 (Lq,) = 91 (t). Nous avons que pk _, (t) = (5_.(t) puisque t € Sub,(R™1),
et R™! ne contient aucune régle ayant X||Y dans le coté droit. C-a-d., R~*
ne rajoute pas de “||” dans les termes. Donc, C' et C] sont le contexte trivial
(n =1). En effet, C est le contexte trivial et C] est un null-context, c-a-d., un
contexte qui ne contient que des 0 aux feuilles. Mais les 0 ne sont rajoutés que
lorsque nous avons 'opérateur ||.
Nous allons donc enlever I'indice i. Soit A = Ay € pi_,(t) = (5. (t) (ici
u = 1uy), et soit S une séquence de regles
YillZ; — t5 (ou Zi|IY; = t; ) ) i
telle que :
~ Siu#0,alorsa= 1 et:
- A=7,
=) ki,
1<j<h
-G ={L—-Y,|1<s<h},
V0 < j < h, Zyer € G (1),
— U € (o (tn).
~Siu=0,alorsa=Y), et :
1. Sih>1, alors :
- A= 7, . B
/ /
! 1§j§h_1klj s
-G ={V—-Y,|1<s<h-1},
-V0<j<h-1, Zit1 € C:[szl(tj)a
= Yh € (i (th-1)-
2. Sih=1,alorsa=Y et :
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7A:Y17
r_
- =k,

-G =0.

Considérons la séquence de regles S’ :

/ U / ! ! /

(YJ‘HZJ‘ — t; (ou Zj|[Yj — 1} ) )1§j§h+1

telle que la regle Y7||Z] — ] est la regle X;||X; — t (ou Z1||Y] — ¢} est
la régle XJHXz — t), et pour tout 1 < 5 < h + 1, }/j/ = Y1, Zj/ = Zj-1,
et t; = t;_1. Soient (e ), les indices tels que e,, = indice(Y,,) (e1 = ).
Nous avons v = v/ + k; = v/ + ke, et G = G'U{a — X;}. Soit A’ =
X =21 € (5-1(Lg) € px-1(Lg) (puisque X 55 ¢T). Nous avons déja que
711 € (i (t}), pour tout j, 1 < j < h+ 1. En plus,

Zy= 2= A€l (t)

Dong, puisque ¢ = ¢}, nous avons que pour tout 0 < j < h+1, Z7; € (1 (t)).
— Si u # 0, nous avons :

- U= Z keja

1<j<h+1
- G={L-=Y/|1<s<h+1} (Y{ =X,),
—ue€ Cﬁ,l(tﬁlﬂ), puisque t}, ;= tp.
— Siwu =0, alors :
— V= Z ke_j + kéh,+l’
1<j<h
S G={¥l, — Y| 1<s<h} (a=Ya = Yi,,),
- Y};Jrl € C;kz—l(t/h)'
Done, (A", u,G v,8’) est un derived system, et la propriété est satisfaite.
— Le cas ou w = —Y est similaire.

Laregle v3 a été appliquée a la fin. Alors u k;lg ((q’, a,G,w), 11) —5 ((q, a,G,w), v)
T N * *

parce que ¢ —5q7, c-drd., Gyoi(Lgr) C Cooi (Lg)-

Nous n’allons considérer que le cas ot w = (). L’autre cas est similaire. Par

induction, nous déduisons qu’il existe un derived system (A4;, u;, Gi, v, Si)1<i<n,

un paral-contexte C, et n null-contextes C1,...,C), tels que G = J; -, Gi,

v=Y v, u=C[Ciui],...,Chlun]], et C[Ci[A1],...,Ch[AL]] € ph-1(Ly)
1<i<n

qui est inclu dans g%, (Lg), puisque (51 (Lq) € -1 (Lg).

La regle v5 a été appliquée a la fin. Il existe alors deux cas selon que ce sont

les deux premieres régles qui ont été appliquées ou les autres (dans ce qui suit,

nous n’allons pas tenir compte de la nature de la composante a, qui est facile &

vérifier) :

— Une des regles vs5a ou ;b a été appliquée. Ces regles sont symétriques. Sup-

posons par exemple que la régle vsa a été considérée. Alors

w= |l S (a6 0.0) ¢ ) =5 ((0.0,6.0).0)
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Il s’en suit que ||(¢’, ¢"") — g est une régle de &y, v = v', et G = G’. Prenons
le cas ot w = @ (Pautre cas étant similaire). Par induction, nous avons que
u" € pr_1(Lg), et il existe un derived system (A;, u;, Gy, v, Si)1<i<n, un

paral-contexte C, et n null-contextes C1,...,C), tels que G = |U,;<,, Gi,
v=Y v, u = C[C{[ul], - .,C;L[un]], et
1<i<n

CCT[AL], ..., CL[An]] € PR (Ly)-

Soit D le paral-contexte D[z1,...,z,] = |[|(C[z1,. .., z,],u”). Alors
D[Ci[Ai],..., CLlAn]] € pR-1(Ly),

u = D[C’{[ul], .. .,C’,’l[un]], et (Ai,ui, G4, vi, Si)1<i<n est un derived system

qui satisfait la propriété.
Une des quatre dernieres regles a été appliquée :

w100 &), 0), (0", G "), o) ) = ((a,0,Gw), )

Alors ||(¢',q") — ¢ est une regle de §p, v =0 + 0", G =G UG", et a et
w dépendent des valeurs de a’,a”,w’, et w”. Supposons par exemple que la
regle vsc a été considérée. Nous obtenons par induction qu’il existe des deri-
ved systems (A}, u}, G}, v}, S 1<i<ns €t (A7, uf, GY v}, 8! )1<i<nr, deux paral-

17 Y1 2%
contextes C’ et C”', et n’ + n” null-contextes D, ..., D., et DY,..., D}, tels
!/ I /A / " 1 " __ 1
que G' = U1<i<n’ G, v = > v,G = U1<i<n” G/, v = > v,
== 1<i<n’ == 1<i<n’

W = C'[Di[h), ..., Dl [l )], ' = C (DY), . DYl
c’ [Dll [All]v ceey '/n’ [A;z’}] € p;kz*l(Lq’)ﬂ

et
C"[DY[AY],..., DL [A"]] € ohi(Lgr).

n’’

Posons n = n’ +n”, et C le paral-contexte
Clry, ..., @] = [|(C'x1, -y 2], O [T g1,y -+ oy Tprr])-

Alors, il est facile de voir que u = C [Dl [u1],..., Dy [un]} , et que (A;, uy, Gi, v, Si)1<i<n
est un derived system, ou les nouvelles séquences (J;)1<i<n (O € {D,u, A,S})

sont définies comme suit :

-0;=00si1<i<n,

- 0; =07, sinon.

En plus, nous avons que

C[Di[Ai],..., Dy[AL]] € p-1(Ly)-

Donc, la propriété est satisfaite.
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— La regle yga a été appliquée. Alors

U= '(Ula UH) k;)lg ’ ((q/a _X)7 (((q//7 X)7 a//7 G/Ia w//)’vﬂ)) s ((q’ a, G’ ’LU), U)

1l s’en suit que -(¢',¢") — ¢ est une régle de §p, v = v”, et G = G”. Par
induction, nous déduisons qu'il existe un paral-contexte C’[x ] qui soit aussi un
null-contexte, et un null-contexte Cy tel que Co[0] = ug, u' = C'[-(up,0)], et
C'[-(ug, X)) € 9l 1(Ly) (le cas ot v/ = C'[0], et C'[X] € pl (L) est iden-
tique). Supposons que w = () ('autre cas se traite de la méme maniere), nous
avons par induction qu’il existe A € Var tel que A i>g (¢",X) et il existe une
séquence de regles S telle que (A, u”, G, v,S) soit un derived system.

Soit Cf le null-contexte Clz] = -(u/,z). 1 est facile de voir que (4,u”,G,v,S)
est un derived system tel que u = C{[u”]. En plus, Ci[A] € @ 1 (L,). En effet,
nous avons que A 35 (¢", X), alors le lemme 5.5.1 implique qu’il existe un seq-
contexte Cy[z], une régle X - Y — ¢ dans R~ tels que A € (5, (Cs[t]), et
Cs [Y] S Lqu. Donc,

{(C"[(uo, X)), Cs[Y]) € po-1(Lg)-

Puisque ug est un terme nul, nous pouvons appliquer la regle X - Y — ¢t a ce
terme, et obtenir que

(C'(u0,0)], Cu[t]) € 1 (Ly)

Puisque A € (3, (C;][t]), nous obtenons que

(C'[(u0,0)], A) € pr-1(Ly)-

Observons que dans le terme précédent, le fils droit Cs[t] peut étre réécrit puisque
le fils gauche est nul (ug est nul). Donc, la propriété est satisfaite dans ce cas.

k . . N
* Le cas o1 u — (((q, X),a,G, w),v) peut se traiter de la méme maniere.
. k .
* Soit u — qT. Le cas le plus intéressant est lorsque nous avons :

uk—>1 ((q,a,G,w),v)—3q".

Alors nécessairement, la régle v4 a été appliquée. Nous obtenons que G € Ge, et v = 0.

Par induction, nous déduisons qu’il existe un derived system (A;, u;, G;, vi, Si)1<i<n, un

paral-contexte C', et n null-contextes (C})1<i<n tels que G = J;<;, Gi, v=>_ v,
== 1<i<n

=C[C{[w],...,CLuy]] et
C[CHAL .., CLIAL] € pia(Ly).
En plus, puisque G € G, et v = 6, nous déduisons a partir du lemme 5.6.1 que
u e Pt (C[OA. ..., CLlA)).
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Ceci implique que u € p 1 (Lg).

* Les cas ou u ﬁg (q, fX) et u ﬁ»g ((q,Y),fX) sont faciles a vérifier. Grace aux
regles 74, nous utilisons comme précédemment le lemme 5.6.1 pour traiter le premier
cas. O

Lemme 5.6.3 Soit u € 7', alors u € 95 _.(Ly) = u LS q".

Preuve : Puisque L, C L,r, nous montrons que si v’ i>5 q et u € pr-1(u), alors
uS 3 q". Nous n’allons considérer que les réécritures décrites sur les figures 5.4 et 5.5
puisqu’elles sont les plus pertinentes. Nous pouvons traiter les autres regles comme
nous ’avons fait dans les lemmes précédents qui ne considerent pas 1’équivalence ~. Il
y a deux cas cas selon le type de la regle qui a été appliquée de maniere non locale :
e Une reégle X;||X; — t a été appliquée non localement comme décrit sur la figure 5.4.
Soit alors C' un paral-contexte ; C; et Cy des null-contextes tels que chacun a soit “”
comme racine, soit est le contexte trivial ; et des termes u; tels que chacun est soit une
variable de processus de Var, soit a “” comme racine (c-a-d., comme nous allons le
voir, C' est un paral-contexte “maximal”) tels que :
Cas 1 : soit v’ = Clug, ..., us, C1[Xi], Uiy, - . o, Uiy, Co[XG], Uiy, - -, s, €t

u = C[ul,...,uil,Cl[()},uiz,...,uiS,Cg[t],ui4,...,uiS].

Dans ce cas, il faut montrer que si

C[ula‘";uilvcl[Xi}vui27" '7ui3702[Xj}7ui47" '7ui5] LS qT

alors

C[ul,...,uil,Cl[()],uiz,...,ui3,C’2[t],ui4,...,ui5] i>(§ qT

Cas 2 : soit il existe un contexte C” et un terme " tels que
u’ = C/[ . (C[ul, N ,uil,Cl[Xi],ui2, ce ,uiB,CQ[Xj],uiu ce ,uigj,u”)]
et ~
u = Cl[ . (C[Ul, e ,uil,C’l[O],uiQ, ey Ugg, C'g[t],uu, N ,uis],u”)].
Dans ce cas, il faut montrer que si s est un état tel que
C[ul, e ,uil,Cl[Xi],uiQ, ey uis, CQ[Xj]7u7;4’ e 7%‘5} i>8 S
alors )
C[Ul, e ,uil,Cl[O],uiQ, NN ,UiS,CQ[t},Ui“ NN 7“725} _)8 S
auquel cas, il est facile de déduire que si

u' =5 C'[(s,8)] =5 4"

alors nous avons aussi
* ! / * T
u—5 C'[(s,8")] =54
Dans ce cas, a partir des regles g, aqa, et agb, nous avons que s est soit de la

forme (p, —Z), soit de la forme pT, ou (p, Z).
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1. si s = (p, —Z), le lemme 5.6.2 implique que
C’[ul, . 7ui1701[Xi]7ui2a . 7ui3a OQ[Xj],U,i4’ . 7ui5]
est un terme nul. Nous obtenons donc une contradiction. Par conséquent, s
ne peut pas étre de la forme (p, —Z2).
2. si s = (p, Z), le lemme 5.5.1 implique qu’il existe un seq-contexte C et une
regle Z - T — t' tels que
C[ul, sy Uy Cl[Xi], Ujgs - - -y ui3,Cg[Xj], Ujys - -y Ui5] S C’Tzfl(t/)

et C5[T] € L,. Ceci n’est pas possible puisque R~! ne contient aucune regle
avec l'opérateur “||” dans la partie droite, donc, (3, _, (t') ne contient pas de
nceuds étiquetés par “||”. Ceci contredit le fait que C' n’a que des noeuds
étiquetés par “||”. Donc, s ne peut pas étre de la forme (p, Z).

D’ot, la seule possibilité pour s est d’étre de la forme p”.
Par conséquent, il faut montrer dans les deux cas que si u,u’ et ¢ sont tels que

u = C[ul, N ,uil,Cl[Xi],uiy. . .,ui37CQ[Xj],ui47. . .,ui5] i)(§ qT
alors .
ulc[ulv"'7ui1701[0]5ui27"'aui:s?CQ[t]auiu"'auis] -5 qT
Supposons que pendant la dérivation
u/ = C[u1, N ,uil,Cl[Xi],uiw. . .,ui37CQ[Xj],ui4, “. ,uiS] i)é qT

les régles 74 ont été appliquées plusieurs fois pour valider certaines prédictions a la
volée, et annoter les nceuds internes correspondants avec des états ¢l , et utiliser ensuite
les reégles vsa et v5b pour annoter le reste de I'arbre. Alors, puisque C est un paral-
contexte, ces validations peuvent étre faites plus tard a la racine de 'arbre, et nous
pouvons utiliser les regles ys5c¢ et v5d a la place de ys5a et v5b pour annoter le reste de
I’arbre. Par conséquent, nous supposons que pendant la dérivation ci-dessus, les regles
74 ne sont appliquées qu’a la racine de C. Nous pouvons alors distinguer entre deux
cas (il y en a deux a cause des formes des regles 7s) :
1. Pendant la dérivation ' 5 g7, tous les termes uy, C1[X;], et C2[X;] sont
annotés par des états de la forme p”. Supposons par exemple que C; n’est pas le

contexte trivial, et que Cy est le contexte trivial, les autres cas étant similaires.
Soit alors C1[X;] = (U, Us). Soient ¢, go tels que

C1[X,] = (U1, Us) 5541,

et
ColX;] = Xj =543 -
Alors nécessairement, grace au lemme 5.6.2, nous obtenons que X; € p% _1(Ly,),
ce qui veut dire que X; € (51 (Lg,) puisque les regles de pr-1\(g -1 introduisent
0. D’ou,
Xj i)g qg.
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A partir des regles v, aiii, nous obtenons que
th—>(§<(CI27J_,{J_—>Xi},®),/_€‘i) (5.15)

En ce qui concerne C1[X;], le lemme 5.6.2 implique que C1[X;] € pk 1 (Lg, ). Soit
C41[X;] = -(Uy,Us), alors nous avons nécessairement que U est un terme nul, et
U; = X;. En effet, puisque C7 est un null-contexte, il contient nécessairement
des 0’s et donc, des nceuds étiquetés par “||”. Donc, il existe un terme -(U7, Uj)
dans Ly, tel que -(Uy,Us) € ok (- (U{,U})). A cause de la régle de priorité
de Vopérateur “”, Uj est réécrit d’abord, et ensuite, quand il devient nul, U}
est réécrit. Ce scénario n’est pas possible puisqu’il n’y a pas de regles de la
forme ¢ — 0. Dong, il n’est pas possible de réécrire U; en un terme nul. Par
conséquent, la seule possibilité qui reste est de réécrire Uj jusqu’a obtenir un
terme de la forme D[Z], ou D est un null-contexte. Dans ce cas, s’il existe un
seq-contexte Cs et une variable Y, tels que U} = C,[Y], alors s'il existe une regle
Z Y — t', nous pouvons appliquer comme décrit sur la figure 5.5 et obtenir
(U, C4[t'"]), ot Uy = DI[0]. Puisque U; est nul, C,[t'] peut étre rééerit en Us.
Puisque C1[X;] = -(Uy,Us), et Cy est un null-contexte, C[t'] doit étre réécrit en
Us, qui est supposé étre un terme équivalent a X;, avec éventuellement, quelques
0. Nous pouvons montrer par induction structurelle sur Cs que Uy = X; :

— Cs est le contexte trivial, alors puisque t’ ne peut pas étre réécrit en un

terme contenant des 0 (il n'y a pas de régle avec “||” dans le coté droit).
Par conséquent, t’ doit étre réécrit en X;.
— C4[t'] = -(CL[t'],v) ou C% est un seq-contexte. Alors, par induction, C[t'] peut

seulement étre réécrit en une variable. Puisqu’il ne peut pas devenir nul (pas
de regles de la forme ¢ — 0), v ne peut donc pas étre rééerit tout seul, il doit
attendre (s'il est sous la bonne forme (C?[Z'])) que C'[t'] devienne une variable
X' avec qui il peut interagir en utilisant une regle de la forme X' - 2’ — v'.
Nous obtenons alors, sans introduire de 0, le terme C”[v'] avec C” est un
seq-contexte de teille strictement inférieure a celle de Cs.

Concernant 'annotation de C[X;] = -(Uy, X;), la seule régle qui peut étre ap-

pliquée pour annoter la racine est ygb. Soient donc p; et p tels que -(Uy, X;) i)g
((p1,=2), (p2, Z)). Ceci veut dire que -(p1,p2) — q1 est une régle de dpyn, et
que X; =5 (p2, Z), et donc les régles v1bi impliquent que

0 ( (2, 2), X:,0,0), 7,

Nous déduisons donc, & partir des regles ysa que :

10 = +0.0) 5 (01 -2). (02 2. X0 0.0, ) ) 25 (. X:.0.0).F)

(5.16)
A partir de 5.15 et 5.16, nous pouvons montrer par induction structurelle sur C,
en utilisant les regles vsa et y5b que

w s (0 L AL = Xi3,0),F; + )57

puisque k; + l_e'; =0, et le graphe {1 — X;} € G..
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2. Pendant la dérivation v’ —; ¢7, il y a au moins un terme uy, C1[X;], ou C[Xj]
qui soit annoté par un état de la forme (p, a, G,0).
Alors

u 55 ((q,L,G,0),0) 25 q7

c-a~-d., G € G.. Considérons le cas le moins trivial ot C; n’est pas le contexte
trivial, et ot pendant la dérivation ci-dessus, nous avons (les autres cas sont plus
simples et se traitent en suivant le méme schéma) :

Ci[X:] =5 ((q1,a1,G1,0),v1)

W

Alors, puisque C; a comme racine, la remarque précédente (concernant la
forme de -(Uy,Us)) implique qu’il existe un terme nul wuy tel que C1[X;] =
-(ug, X;). Puisque

(o, Xi) =5 ((q1,a1,G1,0),v1),

et ug contient des 0, les régles yaiii n’ont pas pi étre appliquées & cet endroit,
puisque nous ne pouvons pas avoir -(ug, X;) 5 5 qf . En effet, ceci voudrait dire
que -(ug, X;) € pp_1(t) qui est égal & (5 _,(t) puisque les membres droits des
régles de R™! ne comprennent pas de “||”. Seulement, cet ensemble ne contient
pas de 0 alors que -(ug, X;) en contient. Donc, les seules régles qui ont pi étre
appliquées & cet endroit pour annoter -(ug, X;) par ((ql,al,Gl,(Z)),vl) sont les
regles vga. Ces regles impliquent qu’il existe Z € Var tel que ug Lg (p1,—2),
et que

Xi =; (((p27Z)7a1,G1,@),U1>-

le lemme 5.6.2 implique que a1 = L, et Gy est de la forme {1 — YV, |1 < k < n},
ou les Yy sont tels que S est une séquence de regles de la forme

(quzk oty (or Zi||Yi — ty ) )

1<k<n

telle que si I = indice(Y}), nous avons :
- Zl i’g (p27Z),
- U1 = Z klsv

~ G ={L =Y |1<k<n},
- V0<k< n, Zk+1 € C’[*g—l (tk)v
- X; € C';‘gfl(tn)-

Nous pouvons montrer que

En effet, les régles v, ai impliquent que

164



Puisque X; € (5,1 (tn), nous avons q)T(i Lg qgl , et donc, les regles 3 impliquent
que

((qX7 s Xi; @7 ®)7 E:,)_)S ((qtna Xiv (2)7 Q))a I_é:) .

Des regles 1 aii, nous déduisons que
((Qtani7 ®7 @), E;)Hg((QZn, Xia X’L - Yna ®)7 E: + Eln)
Puisque Vk < n, Zp41 € (51 (tx), nous avons qgk+1 i>5 q;";, et donc

((qzk+1 ) @, Gv (Z))v v)_>$ ((qtk ) 4y Gv (Z))a U)'
Donc, en appliquant successivement les regles 3 et y;aii, nous obtenons que

6 i}g ((anaXiaXi - YTH@)’E; + Eln) i)(i

(qthu{X ‘)Yk|1<k’<n}@ + Z kl

1<s<n

et puisque Z; Lg (p2, Z), les regles ~1bii impliquent que

(g, Xi {X; = Vi | 1 <k <n},0),k -|- Z kl

1<s<n
(02 2). X0 (X = Vi | 1<k <n}0). 4 Y R).
1<s<n
DOHC, nous avons :
055 (2 2), X, {Xs = Vi | 1Sk <nh0) Ko+ > R,
1<s<n

c-a-d.,

05 (2 2), X (i = Vi | 1<k <),0), K+ 01).

Par conséquent, d’apres les regles vga nous obtenons :

o410 = ((ql,X,,{X S Y| 1<k <n}0),k +v1). (5.17)

Nous pouvons faire la méme analyse pour Cs[t]. Nous pouvons montrer que si

Cs[X;] 55 (g2, a2, G2, 0), v2),

alors .
Cg[t] LS ((QQ,CLQ,GQU{L—>Xi},@),’l)2+ki). (518)

Soit uj, —3 (¢, aj. Gy, 0),v;,). En utilisant (5.17), (5.18), et les regles (vs5),
nous pouvons montrer par induction structurelle sur C' que

u s ((g,0,G,0),0 + & + K,
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ouG =G\{L—-Y|1<k<nl-Y ¢ UG, UG)}HU{X;, - Y|
1 <k<n}U{L — X;}. Puisque v = 0, nous obtenons v + k; + &/ = 0. Puisque
G € G., il est facile de vérifier que G’ € G,.. Par conséquent, nous obtenons par

V4 que :
U =5 (((LaaG/v@),G) 3 qT'

3. Notons qu’il n’est pas possible d’avoir un sous arbre annoté par un état de
la forme (p,a, @, —Y) puisque pendant 'annotation de larbre v/, nous devons
arriver a la racine avec I'état ¢7, c-a-d. nous devons nous débarasser de 1’étiquette
—Y. Seulement, ceci ne peut étre fait que par les regles gb, et ces regles ne
peuvent pas étre appliquées ici puisque C' ne contient pas de nceuds étiquetés
avec 7.

e Une regle X -Y — t a été appliquée de maniére non locale comme décrit sur la figure
5.5. Ce cas suit le méme schéma que le cas précédent. Dans ce cas, nous considérons un
C et deux termes u; et ug tels que vy = C1[X] pour un null-contexte C et ug = C5[Y]
pour un seq-contexte Cj tels que v’ = C[-(C1[X],Cs[Y])], et u = C[-(C1[0], Cs[t])]-
Nous avons que v/ — 5 ¢T, et nous voulons montrer que v — 5 gT. Alors, & cause des
régles g et le lemme 5.6.2, nous déduisons que pendant ’annotation de v/, la seule pos-
sibilité est d’avoir C1[X] 5 ¢f, et C5[Y] =5 go. Maintenant, comme précédemment,
nous pouvons montrer en utilisant les regles o, ys€, ¥5f, €t Y6 que u — 3 q" en mon-
trant par induction structurelle sur C; que C1[0] = 5 (q1,—X) (nous avons déja par le
lemme 5.5.1 que Cs[t] =5 (g2, X)). O

5.7 Conclusion

Nous avons considéré dans ce chapitre les systemes PRS avec différentes sémantiques
induites par des équivalences structurelles différentes entre les termes de processus.
Ces équivalences correspondent a la considération de différentes combinaisons des pro-
priétés des opérateurs utilisés (associativité, commutativité, élément neutre).

Lorsque 'opérateur “||” n’est pas considéré comme associatif/commutatif, nous
donnons des constructions polynomiales d’automates d’arbres finis qui reconnaissent
des représentants des ensembles Post: (L) et Pref(L) pour un ensemble régulier
de configurations £, oll = est une équivalence parmi {=, ~g,~s}. Les constructions
données sont valables pour toute la classe PRS et permettent en particulier 'analyse
des programmes a parallélisme binaires. Cette classe de programmes est assez générale.
Elle permet de considérer la récursivité, le parallélisme, la création dynamique de pro-
cessus, et la synchronisation.

Si nous considérons 1’équivalence ~, nous nous restreignons a la classe des systémes
PAD, qui est plus générale que la classe des systemes a pile et celle des systemes PA,
et qui permet de représenter la communication entre les procédures. Nous montrons
que nos constructions précédentes permettent de calculer en temps polynomial des
représentants réguliers de l’ensemble Post™(L£) pour tout langage régulier £, et de
I'ensemble Pre*(L) dans le cas ou L est ~|-compatible. Dans le cas général, nous
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montrons que nous pouvons construire un représentant non régulier de cet ensemble
des prédécesseurs en utilisant des 0-test automates a compteurs. Nous montrons que
ces automates sont fermés par intersection avec les automates d’arbres finis standards,
et que leur probleme du vide est décidable. Ceci permet de les utiliser pour résoudre
les problemes d’accessibilité dans notre cadre.

Ces constructions permettent d’étendre et d’unifier les techniques existantes d’ana-
lyse des systemes & pile et les systemes PA [BEM97, FWW97, LS98, EP00]. D’un
cOté, ces résultats étendent de maniere non triviale les constructions de Post™ (L) et
Pre’ (L) pour les systémes PA données dans [LS98, EP00]. En effet, dans le cas de
PA les constructions sont plus simples puisque les regles sont de la forme X — ¢, et
donc ne peuvent s’appliquer qu’aux feuilles. Donc dans ce cas, il suffit de calculer les
successeurs des variables X et les coller aux feuilles correspondantes dans le langage
initial. La difficulté dans notre cas vient du fait que nous avons, en plus de ces regles,
des regles de la forme X - Y — ¢ (ou X||Y — t) qui peuvent tranformer radicalement
la structure des termes du langage initial.

D’un autre coté, dans le cas des systemes de réécriture préfixe, si les langages
de départ ne comprennent pas de “||”, les constructions que nous donnons pour des
représentants des ensembles Post?, (L) et PreX (L) peuvent étre vues comme de
nouveaux algorithmes de calcul des ensembles des accessibles pour les systemes de
réécriture préfixe (ou les systémes & pile). Ces algorithmes viennent s’ajouter aux
techniques déja existantes [Cau92, BEM97, FWW97, EHRS00].
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Chapitre 6

Calcul de tous les accessibles
pour PRS

L’approche adoptée dans le chapitre précédent permet de résoudre le probleme
d’accessibilité sans considérer les équivalences structurelles du “||” pour toute la classe
PRS. Les constructions données sont polynomiales. Si nous considérons toutes les
équivalences, I'approche précédente permet 'analyse des systemes PAD. La plupart
des algorithmes proposés sont polynomiaux, mais ne permettent pas de caractériser
tout ’ensemble des accessibles. Dans ce chapitre nous nous attaquons au probleme de
construire tout ’ensemble des accessibles (pas juste des représentants de cet ensemble),
dans le cas ou toutes les équivalences structurelles entre les termes sont considérées,
pour des classes de PRS plus générales que les systemes PAD.

Comme un PRS en forme normale peut étre vu comme 'union d’un systeéme de
réécriture préfixe (ou systéme a pile) Ry et d'un systéme de réécriture de multien-
sembles (ou réseau de Petri) R, notre but dans ce chapitre est d’étendre et d’intégrer
les techniques d’analyse d’accessibilité des automates a pile et des réseaux de Pe-
tri pour avoir une procédure générale pour les systemes PRS. Nous proposons une
procédure qui calcule tout ’ensemble des accessibles, et qui est paramétrée par un al-
gorithme €2 qui calcule cet ensemble pour les systemes de réécriture de multiensembles
(réseaux de Petri) en utilisant les ensembles semilinéaires (ou de maniere équivalente,
larithmétique de Presburger) pour la représentation et la manipulation d’ensembles
de paral-termes (ou marquages pour les réseaux de Petri). Comme les réseaux de Pe-
tri ne préservent pas la semilinéarité (les ensembles des marquages accessibles des
réseaux de Petri ne sont en général pas semilinéaires), cet algorithme peut étre soit
ezact (dans le cas ou 2 est instancié par un algorithme qui calcule ezactement un en-
semble semilinéaire représentant les marquages accessibles), mais applicable pour des
classes particulieres de systémes de réécriture de multiensembles (précisément celles
qui préservent effectivement la semilinéarité), ou approzimatif (dans le cas o € est
instancié par un algorithme qui calcule une sur-approximation semilinéaire de 1’en-
semble des marquages accessibles), mais applicable pour tout systéme de réécriture de
multiensembles.
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Notre but est de donner un cadre général générique d’analyse des PRS ou toutes
les techniques d’analyse symbolique pour les réseaux de Petri, qui sont basées sur
I’arithmétique linéaire et les ensembles semilinéaires peuvent étre intégrées, en combi-
naison avec des techniques d’analyse des systemes a pile.

Pour ce faire, au lieu de représenter les termes de processus par des arbres bi-
naires comme dans le chapitre précédent, nous proposons de les représenter par des
arbres ayant des largeurs arbitraires. En effet, un seq-terme X; - X5 - -- X, et un paral-
terme X1||Xs---||X,, peuvent étre représentés par des arbres dont la racine est “”
ou “||” et dont les feuilles sont étiquetées par X1, Xo,..., X, (voir la figure 6). Plus
précisément, le terme -(X7,..., X,,) représente X1 - X5 -+ X,,, et puisque “||” est com-
mutatif, X;[|Xs---[| X, est représenté par I'ensemble de termes ||(X, (1), .-, Xowm)),
oll o est une permutation de ’ensemble {1,...,n}. Nous introduisons alors une classe
d’automates d’arbres (les CH-automates) qui permettent de représenter de maniere
finie un ensemble infini de termes de processus représentés par des arbres a largeur
non bornée. Ces automates combinent les langages réguliers de mots (pour représenter
les ensembles de seq-termes) avec les ensembles semilinéaires, ou larithmétique de
Presburger (pour représenter les ensembles de paral-termes) afin de représenter des
ensembles de termes PRS.

Dans la premiere section de ce chapitre, nous définissons cette classe d’automates
et nous montrons qu’elle satisfait toutes les bonnes propriétés de fermeture par les
opérations booléennes et de décidabilité du probleme du vide. Ensuite, nous donnons
notre procédure générique qui prend en entrée (1) un algorithme Q qui calcule un
ensemble semilinéaire représentant M* (L) pour tout systéme de réécriture de multien-
sembles (ou réseau de Petri) M appartenant & une classe C; et tout ensemble semi-
linéaire de marquages (ou de paral-termes) L, (2) un PRS R dont la partie “réécriture
de multiensembles” R, appartient & la classe C, et (3) un CH-automate reconnaissant
un ensemble £ de termes de processus. L’algorithme nous calcule un CH-automate qui
reconnait Post*(L).

Nous montrons que notre algorithme peut étre appliqué pour calculer ezactement
les ensembles des accessibles dans le cas des systemes PAD, ce qui permet de retrouver
les résultats du chapitre précédent et d’étendre tous les travaux existants sur ’analyse
d’accessibilité des systemes a pile et des systemes PA. De plus, dans ce cas, nous
montrons que notre procédure permet de décider la satisfaisabilité des formules EF
pour les systemes PAD.

Nous montrons enfin qu’en instanciant  par n’importe quelle procédure d’ana-
lyse d’accessibilité (exacte ou approchée) des réseaux de Petri ou des automates &
compteurs qui manipule les semilinéaires, notre technique permet de calculer des sur-
approximations des ensembles dees accessibles pour toute la classe PRS.

Le contenu de ce chapitre fait ’'objet du rapport de recherche [BT03a].
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FiG. 6.1 — Représentation des termes de processus par des arbres a arité arbitraire

6.1 Représentation symbolique des ensembles de
termes de processus

Pour pouvoir reconnaitre des ensembles infinis de termes de processus qui sont
fermés par associativité/commutativité des opérateurs séquentiel et paralléle, nous in-
troduisons dans cette partie une classe d’automates d’arbres qui reconnaissent des en-
sembles d’arbres modulo associativité / associativité-commutativité de certains opéra-
teurs. Ces automates appelés CH-automates (pour Commutative-Hedge-automates)
sont une extension & la fois des automates d’arbres ascendants qui reconnaissent des
arbres a arités fixes (arbres avec largeurs bornées) (voir la définition 2.1.20), et des
Hedge automates qui reconnaissent des arbres ayant des largeurs non bornées en uti-
lisant des contraintes régulieres [BKMWO1]. Les automates que nous introduisons re-
connaissent des langages d’arbres sur des alphabets qui contiennent des symboles avec
arités fixes et d’autres avec arités arbitraires et qui sont fermés par commutativité
et/ou associativité de certains opérateurs. Les contraintes des régles peuvent étre soit
(1) régulieres : nous affectons un état & un noeud étiqueté par un opérateur associatif
si la séquence des états qui annotent ses fils appartient & un certain langage régulier,
ou (2) semilinéaires : nous affectons un état & un nceud étiqueté par un opérateur
associatif/commutatif si 'image de Parikh de la séquence des états qui annotent ses
fils satisfait une certaine formule de Presburger.

Plus précisément, considérons des automates d’arbres “classiques” tels que définis
dans la définition 2.1.20 qui reconnaissent des arbres a largeur fixe. Prenons par
exemple le cas des arbres binaires. Pour reconnaitre un arbre, ’automate doit trouver
une annotation des nceuds par des états telle que (1) la racine de I'arbre soit annotée
par un état final, et (2) qui soit compatible avec les regles de automate de la forme :

— 8oit @ — ¢ pour annoter les feuilles;

— soit f(q1,q2) — g qui permet d’annoter un terme f(t1,t2) avec 'état ¢ si tq et to

sont respectivement annotés par q; et go.
Supposons maintenant que f représente un opérateur associatif. Nous considérons
alors qu’un nceud correspondant a cet opérateur peut avoir un nombre arbitraire de
fils. Par conséquent, nous utilisons des regles d’annotation de la forme f(L) — ¢, ou L
est un langage régulier sur I’alphabet des états de controle de 'automate. Ces regles
permettent d’annoter un arbre f(t1,...,t,) avec ¢ si chaque sous arbre t; est annoté
par un état g; tels que la séquence ¢q; - - - ¢, est dans L. Si nous supposons en plus que f
est associatif et commutatif, ’ordre entre les fils n’est plus important. Par conséquent,
nous utilisons des regles de la forme f(p) — ¢, ol p est une contrainte arithmétique.
Ces regles permettent d’annoter la racine de l'arbre f(¢1,...,t,) avec ¢ si chaque sous
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arbre t; est annoté par un état ¢;, et le nombre d’occurrences de chaque état dans la
séquence q; - - - g, satisfait la contrainte .

Dans ce qui suit, nous donnons d’abord la définition formelle de cette classe d’auto-
mates. Nous montrons ensuite qu’elle est effectivement fermée par toutes les opérations
booléennes, et que son probleme du vide est décidable. Ceci permet de 1'utiliser comme
représentation symbolique pour résoudre nos problemes d’accessibilité. Nous terminons
cette partie par la description d’une classe particuliere de ces automates qui permet
de représenter les ensembles de termes de processus.

6.1.1 Commutative Hedge Automates

Soit ¥ = ¥'UX 4 un alphabet fini, ot ¥’ est un alphabet muni d’une fonction d’arité,
et Y4 est un ensemble fini d’opérateurs associatifs tels que X’ et ¥ 4 sont disjoints.
Pour k > 0, X, est 'ensemble des éléments de X/ d’arité k. Comme les symboles de X 4
sont associatifs, ils peuvent avoir une arité arbitraire. Soit X un ensemble dénombrable
de variables {1, z2,...}. Comme dans le cas des termes & arités fixes, nous définissons
dans ce qui suit ’ensemble Tx[X] des termes sur X et X, et la fonction racine qui
détermine la racine de I'arbre représentant un terme.

Définition 6.1.1 L’ensemble Tx[X] de termes sur ¥ et X est le plus petit ensemble
qui satisfait :
- Si feXoUX, alors f € Tx[X] et racine(f) = f.
- Sik>1,f€X, ett,... tp € Ts[X], alors f(t1,...,tx) est dans Ts[X] et
racine(f(t1, ... ty)) = f.
- Si f € 34, t1,...,tx € Ts[X] pour un certain k > 1, et racine(t;) # f pour
chaque 1 < i <k, alors f(t1,...,tr) est dans Tx[X], et racine(f(tl, .. ,tk)) =
7.

Observons que si f € X4, alors nous ne considérons que les termes de la forme
f(t1,...,tx) tels que pour chaque %, la racine de t; est différente de f. En effet,
puisque f est associatif, f(tl, costict, fUd, e Um) s Ei 1y - e tn) est équivalent au
terme f(tl, . ,ti_l,ul, e ;Umati—Q—I; e ,tn).

Nous dénotons par T% I'ensemble Tx[()]. Les termes de Ty sont appelés termes clos.
Un terme t dans Tx[X] est linéaire si chaque variable apparait au plus une fois dans t.
Un contezte C' est un terme linéaire de Tx[X]. Soient t1, ..., ¢, des termes de Ty, alors
Clt1,...,tn] dénote le terme obtenu en remplagant dans le contexte C' l'occurrence
de la variable z; par le terme t;, pour chaque 1 < ¢ < n. Nous notons parfois C par
Clzy,...,z,] pour exprimer que c’est un contexte & n variables.

¥ 4 peut contenir des opérateurs commutatifs. Nous considérons alors que Y4 =
¥, U, ot ¥ est un ensemble d’opérateurs associatifs et commutatifs. Nous
supposons que X/, et ¥/, ~ sont disjoints.

Définition 6.1.2 Un CH-automate est un quadruplet A= (Q,%, F,A) o :

— Q est l'union d’ensembles finis disjoints d’états Q' U ; Lg] Qy,
€2
- F C Q est un ensemble d’états finauz,

— A est un ensemble de régles de la forme :

172



a—q,o0uqg€Q ,a€Xy; ou

flgr,-.sqn) — q, 00 f€X,,q€Q, et q; €Q; ou
q—q, 0u(q,q)€Q X Q UlUsex, @f X Q ; ou
f(L) = q, 0u feXy, LS (Q\Qy)", et q € Qf; ou

fle) = q, ou f ey, g €Qy, et p est une formule de Presburger telle
que FV(p) ={zq | q € Q\ Qr}.

SANR I T

Un CH-automate induit une relation —a entre les termes, définie comme suit :
t —a t' ssiil existe un contexte C tel que t = Cls], t' = C[s'], et
— il existe a — ¢ dans A tel que s =a et s’ = ¢; ou
— il existe ¢ — ¢’ dans A tel que s=q et s’ =¢'; ou
— il existe f(q1,...,q,) — q dans A tel que s = f(q1,...,qn) et s =¢q; ou
— il existe f(L) — g dans A, ou f € X'y tel que s = f(q1,.--,4qxk), ¢1---qx € L, et
s’ =gq;ou
— il existe f(¢) — gdans A, ou f € X'y tel que s = f(qu,. .., qx), Parikh(q1--- qx) =
p, et s =q.
Soit A la cloture réflexive-transitive de — . Un état q est accessible s’il existe
au moins un terme clos ¢ tel que t - ¢. Un terme clos ¢ est accepté par un état g
sit 5a q. Soit Ly={t]|t %A q}. Un terme clos t est accepté par un CH-automate
A= (Q,%,F,A) ¢l existe un état ¢ dans F tel que t =4 ¢. Le CH-langage de A,
dénoté par L(A), est 'ensemble de tous les termes clos acceptés par A.
Un CH-automate A est déterministe (DCH-automate) ssi pour chaque terme clos
t, il existe au plus un état ¢ tel que t —a ¢. L’automate A est complet si pour chaque
terme clos ¢, il existe un état ¢ tel que t —a g.

6.1.2 Propriétés des CH-automates

Proposition 6.1.1 FEtant donnés un terme clos t et un CH-automate A, nous pouvons
décider si t est accepté par A.

Preuve : Soit un terme ¢, le CH-automate commence aux feuilles. Il annote chaque
feuille a par ensemble des états {q | a — ¢}, et remonte en annotant & chaque fois
chaque sous terme par ’ensemble de tous les états possibles par lesquels ce terme
peut étre annoté. Notons que ceci est possible puisque ’arithmétique de Presburger
est décidable. Le terme est alors accepté ssi 'automate arrive a la racine de t avec un
ensemble d’états contenant un état final. a

6.1.2.1 Déterminiser les CH-automates

Soit A = (@, 2, F, A) un CH-automate. Nous définissons le DCH-automate suivant
Ap = (Qp, %, Fp,Ap) tel que :
B QD:QIDU U QfD7OﬁQID:2QanD :2Qf7
fEXA
~Fp={scQp|snNF#0}, et
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— Ap contient les regles suivantes :
(b)) a —s,a€Xgssis={qgeQ |a>aq},
(bQ) f(817~~~78n) - S,f € X, ssi
s={qeQ |3q1 €51, ,qn € Sn, f(q1,---,qn) 5A q}
(b3) f(L) — s, feX etse 297 ssi
=N U wa)\(U U o)
q

€s f(Ly)—d €A q¢s F(Ly)—d'en
PEIN o' Saa

(bs) f(p) = 8, f € Yye, et s € 297 ssi

e=(N NV we)r (AN )

qEs f(yey)—d' €A qEs fley)—d'er
o' S paq N

ou 6 est une substitution telle que pour chaque q € @,

0(q) ={s€Qp|qes}

et 1 est une substitution telle que pour chaque ¢ € Q,
n(zq) = Z s
s€QD|q€s
ou x, est la variable associée a 1'état g.

Ce processus de déterminisation peut étre vu comme une adaptation de la “subset
construction” standard. L’automate mémorise dans ses états tous les états ou il pour-
rait étre apres avoir lu un certain terme. Ceci permet de regrouper toutes les regles
ayant le méme coté gauche en en seule regle.

Lemme 6.1.1 Ap est un automate déterministe qui reconnait le méme langage que

A.
Preuve : Nous montrons que
tSap,sssis={qeQ|t>aq)

Nous procédons par induction structurelle sur ¢ :
— t =a, pour un a € ¥, alors la propriété se déduit directement des regles (b1),
- t= f(t1,...,tn), pour un f € 3,. D’abord, supposons que

t: f(tl,. atn) LAD f(sla-~-75n) —>AD S.

Il s’en suit par induction que s; = {¢ € Q | t; —a ¢} Donc les regles (by)
impliquent que s = {g € Q | t = ¢}. Pour I'autre direction, soient s = {q €
QltSaq) etsi={qgeQ]t; >a q} Nous avons par induction que pour
chaque i, t; A, s, et par la construction des regles (by), nous déduisons que
f(s1,...,8,) — s est une regle de Ap, et par conséquent, que ¢ i’AD s.
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—t= f(t1,...,tn), pour un f € ¥’,. Supposons que

t: f(t1a7tn) i)AD f(817,,,75n) —>AD S.

Soit alors L tel que s1---s, € L, et f(L) — s une regle de Ap. Les regles (bs3)
impliquent que

t=(N U (U U o)
qES f(Lj)—a' €A q¢s f(Li)—ad' €
PRI o' Saa

Puisque s1 - - s, € L, ceci veut dire que pour chaque ¢ € s, il existe un langage
régulier L;, et une dérivation f(L;) SA g tels que sp---s, € 6(L;), et pour
chaque état ¢ ¢ s il n'y a pas de langage régulier L tel que s1---s, € 0(L%),
et f (L;) 5 A ¢ est une dérivation de A. Par la définition de 6, nous déduisons
qu'il existe n états g; € s; tels que g1 -+ ¢, € Ly, que f(q1,--.,4n) 5A g, et que
pour tous les états p; € s;, et pour chaque état ¢ ¢ s, il n’y a pas de langage L/
tel que py---p, € L}, et f(L%) 5 A ¢ est une dérivation de A. De Pautre coté,
puisque t; i}AD s;, nous obtenons par induction que s; = {g € Q | ¢; Sa q}.
Par conséquent, nous avons que t —a f(qi, .-, qn) 2 A ¢ pour chaque état g
dans s, et qu'il n’y a pas d’état g ¢ s tels que ¢ A g, ce qui veut dire que s est
exactement 1’ensemble {q € Q |t A q}.

Pour Pautre direction, soit s = {g € Q |t —>a ¢}. Nous montrons que t —a, s.
Soit s, = {g € Q| t; 5A q}. Par induction, nous obtenons que t; i)AD s;. Bt
par la définition de s nous déduisons que pour chaque ¢ € s, il existe q; € s;
tel que f(qi,...,qn) —a q, c-a-d., tel que q1---qn € L et f(L) A q pour un
langage régulier L. Ce qui veut dire que pour chaque q € s, il existe un langage
régulier L tel que f(L) A q, et s1---8, € O(L). La définition des regles (b3)
implique que t Sa, f(S1,...,50) —Ap S

- t=f(t1,...,t,), pour un f € ¥, . Ce cas est similaire au cas précédent.

Nous obtenons alors le théoréme suivant :

Théoréme 6.1.1 Soit L un ensemble de termes acceptés par un CH-automate. Alors,
il existe un CH-automate déterministe qui accepte L.

De méme, nous montrons qu'un CH-automate peut étre complété :

Théoréme 6.1.2 Soit A un CH-automate. Alors il existe un CH-automate complet
équivalent a A.

Preuve : Nous construisons un CH-automate complet A, = (Q., %, F., A.) qui re-
connait le méme langage que A en rajoutant les nouveaux états puits ¢, g¢ pour chaque

feXatels que Q. =Q U{q}, (Qc)f = Qs U{qys}, pour chaque f € X4, F, = F, et
A, contient A et les régles suivantes :
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- a — q, 8" il n’y a pas de régles dans A ayant a comme coté gauche,

flar, - san) = ¢, @1y -+, G € Q., s’ il 0’y a pas de régles dans A ayant f(q1,...,qn)
comme cOté gauche,
— Pour chaque f € ¥/,, soient Lq,..., L toutes les contraintes telles qu’il existe

un état ¢ tel que f(L;) — ¢ est une regle de A. Alors A, contient la regle

f(LlU"'ULk)qu

ou L = (Q(‘ \ (Q(‘)f>* \L'

— Pour chaque f € ¥y, soit ¢1, ..., ) toutes les contraintes telles qu’il existe un

état ¢ ou f(pj) — ¢ est une regle de A. Alors si la contrainte \/ ¢, n’est pas
J

équivalente a vrai, A, contient la regle

F(o(p1 Ve Vo) Az =0,0 € (Qo)f)) — ar

Nous expliquons dans ce qui suit I'intuition exprimée par ces regles. Par exemple, pour
f ey, laregle
f(LiU---ULg) — gy

assure que pour chaque terme t = f(t1,...,t,) tel que

t:f(tlv'-'vtn) i)A f(qlv"'7qn)5

il y a deux cas :

1. soit il existe une régle f(L) — ¢ dans A telle que ¢; - - - g, € L, auquel cas, t est
annoté par g,

2. si une telle regle n’existe pas, ¢ est annoté par g;.

De la méme maniere, pour f € ¥/,, larégle f(=(¢1 V-V ) — ¢y assure que pour
chaque terme t = f(t1,...,t,) tel que

t = f(tl,.. 7tn> LA f(Q1,-- -7Qn)a

il y a deux cas :

1. soit il existe une regle f(¢) — ¢ dans A telle que Parikh(q; - - - qn) F ¢, auquel
cas, t est annoté par ¢,

2. si une telle régle n’existe pas, t est annoté par qy.

Notons que si A est déterministe, alors A, reste déterministe. ]

Nous montrons que la classe des CH-langages est effectivement fermée par les
opérations booléennes.

Théoréme 6.1.3 La classe des CH-langages est effectivement fermée par union, in-
tersection, et complémentation.
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Preuve :

Union : Soient L; et Ly deux CH-langages reconnus respectivement par les CH-
automates A; = (Q1, %, F1, A1), et Ay = (Q2, X, F3, Ag). Alors L1 UL est reconnu par
le CH-automate A = (Q, X, F1UF,, AjUA), tel que Q' = Q1UQ%, et Q' = Q1,UQ2;,.
Complémentation : Soit L un CH-language, et soit A = (Q,%, F,A) un CH-
automate complet et déterministe qui reconnait L. Alors, il est facile de voir que

A = (Q,%,F,A) reconnait le complément de L (F dénotes le complément de F,
c-a-d., les états non finaux de A) .

Intersection : Puisque les CH-langages sont fermés par union et complémentation,
et puisque
LiNLy =1Ly ULy,

nous déduisons que CH-languages sont clos par intersection.

Nous donnons aussi une construction directe de l'intersection de deux CH-langages
comme suit :

Soient Ly et Ly deux CH-langages reconnus respectivement par les CH-automates
A = (Q1,%, F1,A1), et Ay = (Q2,%, Fy, As). Alors Ly N Ly est reconnu par le CH-
automate A = (Q,E,Fl x Fa, A), tel que Q° = QY x QY et Qf =Q1; X Qq,, et A est
défini comme suit :

= (a1 q1)s s (@nran)) — (0,d)) € Asi f € By, flar,--,00) — q € Ay, et
flars - an) — 4 € Ag,
— Soit oy la substitution suivante définie sur Q1 :

a1(q) = {(¢;d") | ¢ € Q2},
et soit as la substitution suivante définie sur Qs :
ax(q') = {(a,¢') ¢ € Q1}.
Alors, si f € X4, f(L1) — q1 € Ay, et f(L2) — g2 € Ay, A contient la regle
foa(Ly) Naa(La)) — (q1,92)

— Soit o} la substitution de variables suivante définie sur Q; :

o (xq) = Z Z(q.q")

q'€Q2

et soit f la substitution de variables suivante définie sur Qs :

ah(rg) = D Tga)

qeQ1

Alors, si f € Zac, f(p1) — q1 € Ay, et f(p2) — q2 € Ag, A contient la regle

f(ad(p1) Aas(p2)) = (q1,¢2)
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Finalement, nous montrons que le probleme du vide est décidable pour les CH-
automates :

Théoréme 6.1.4 Le probleme du vide des CH-langages est décidable.

Preuve : Soit A= (Q,%, F,A) un CH-automate. Le langage accepté par A est vide
ssi I’ensemble des états accessibles de A ne contient pas d’état final. Cet ensemble est
le plus petit ensemble qui contient Acc = {q | Ja € Xy,a — q € A}, et qui est fermé
par les regles d’inférence suivantes :
—siqge Accet g — ¢ € A, alors ¢’ € Acc,
— siq,...,qn € Accet il existe une regle f(qi,...,q,) — ¢dans A pour un f € &,
alors q € Acc,
— sl q1,...,qn € Acc et il existe une regle f(L) — ¢ dans A (pour un certain
fex) tel que (g1 + -+ gn)*NL#D, alors g € Acc,
— sl qq,...,qn € Acc et il existe une régle f(¢) — ¢ dans A (pour un f € X'y tel
que la formule
( /\ zg=0)Ngp
a¢{ar,-qn’}

est satisfaisable, alors ¢ € Acc.

Par exemple, la derniére regle implique que si gq,...,q, sont accessibles, et s’il
existe une regle f(p) — ¢ dans A telle qu’il existe des entiers Ny,..., N, tels que
le vecteur ayant N; a la composante correspondant & xg4,,..., N, a la composante
correspondant a x,, , et 0 partout ailleurs satisfait ¢, alors g est aussi accessible. Pour
voir ceci, il suffit de considérer n termes t1, ..., t, tels que t; —a g; (ces termes existent
puisque les ¢; sont accessibles). Alors le terme suivant est accepté par g :

* *
t:f(tla'"7t1a"'7t’n7"'7tn) —A f(Q17~~-7Q1»~~~,(]m~~~>(In) —A(q
——— —— ——— —_——
N, fois N, fois N, fois N,, fois
puisque

Parikh(‘]l"'Q1“‘Qn"'Qn) ': p-
——
N, fois N,, fois

6.1.3 CH-automates pour les termes de processus

Nous représentons les ensembles de termes de processus par des CH-automates. En
effet, nous représentons un terme de la forme tq---t, par -(t1,...,t,), et un terme
de la forme t1]|---||tn par ||(¢1,...,t,). Nous gardons cependant la notation infixée
pour représenter les termes des membres gauches et droits des regles PRS. De ce fait,
I’ensemble 7 des termes de processus peut étre vu comme ’ensemble des termes de T's;
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ou Xy = {0} UVar, ¥y ={.}, et ¥y = {||}. Plus précisément, comme 0 est neutre
par rapport a “” et “||”, nous représentons les termes de processus par des arbres bien
formés, c-a-d., des arbres correspondant a des termes de T qui ont la forme suivante :
0, X € Var, ou -(t1,...,t,) (resp. ||(t1,...,tn)), ot les t; sont des termes bien formés
qui sont soit des variables (dans Var), soit des termes ayant “||” comme racine (resp.
ayant “” comme racine).

Les termes bien formés peuvent étre reconnus par des CH-automates de la forme
A= (Q,%, F,A), ot Q est 'umion disjointe @ = Q" UQ.UQ) tels que Q" est lui-méme
I'union disjointe Q' = Qo U Q_, et A a des regles de la forme :

X — g, ouqeQ_,X eVar;

0 — g, ougeQo;

¢ — ¢,0u(,¢)€QuXxQUQ-XxQ_UQ. xQ.UQ| xQ;
(L) — ot LS (Q\(Q UQ) q€Q;
l[(¢) — g, o g€ Q¢ est une formule de Presburger

telle que F'V(p) ={z, | ¢ € Q\ (Q) UQo)}

Les états de Q. et ()| reconnaissent les termes dont la racine est “” et “||”, respective-
ment. Les états de () _ reconnaissent les termes de Var, et les états de Qg reconnaissent
0.

6.2 Une construction générique des ensembles des
accessibles pour les PRS

Nous proposons dans cette section un algorithme générique qui calcule ’ensemble
des accessibles des systemes PRS et qui est paramétré par une procédure ) d’ana-
lyse d’accessibilté des systemes de réécritures de multiensembles, combinée avec un
algorithme d’analyse des systemes a pile. L’ensemble produit est soit exactement égal
a l’ensemble des accessibles par le PRS si ) calcule un ensemble semilinéaire qui
représente exactement les accessibles par le systéme de réécritures de multiensembles
sous-jacent a R, c-a-d. si ce systeme de réécriture de multiensembles est effectivement
semilinéaire ; soit une sur-approzimation de I’ensemble des accessibles dans le cas ou {2
calcule un ensemble semilinéaire qui représente une sur-approximation des accessibles
par ce systeme de réécritures de multiensembles.

Plus précisément, pour définir la notion de semilinéarité des systemes de réécriture
de multiensembles, nous étendons la notion d’image de Parikh aux ensembles de paral-
termes comme suit : Si ¢ est le paral-terme t = ||(X1, X3,...,X,), nous définissons
Parikh(t) comme étant 'image de Parikh du mot X X5 - - X,, sur Var, c-a-d.,

Parikh(t) = Parikh(X:Xs--- X)

et nous généralisons cette définition aux ensembles de paral-termes de maniere stan-
dard. Un ensemble de paral-termes £ est semilinéare si Parikh(L) est un ensemble
semilinéaire de vecteurs d’entiers.
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Nous définissons alors la notion de classes de systemes de réécriture de multien-
sembles effectivement semilinéaires comme suit :

Définition 6.2.1 Une classe C de systemes de réécriture de multiensembles est ef-
fectivement semilinéaire s’il existe un algorithme Q qui calcule, pour chaque ensemble
semilinéaire de paral-termes L et chaque systeme M € C, un ensemble semilinéaire
Q(M, L) =M*(L).

Dans ce cas, la construction que nous donnons, instanciée avec l’algorithme €,
produit un CH-automate qui représente l’ensemble des accessibles exact pour tout
systeme dans PRS[C]! et tout ensemble de configurations (termes de processus) donné
par un CH-automate. En général, si nous utilisons un algorithme €2 qui construit des
sur-approximations semilinéaires Q(M, £) des ensemble M * (L), notre construction ins-
tanciée par cet algorithme calcule des sur-approximations des ensembles des accessibles
de tout systeme PRS.

Nous fixons pour le reste de cette section un PRS R défini sur un ensemble de
variables Var, tel que R = R, URs ot R, (resp. Rs) est le systeme de réécriture de
multiensemble (resp. le systéme de réécriture préfixe) induit par R. Nous supposons que
R, appartient a une classe de réécriture de multiensembles effectivement semilinéaire
C. Soit alors 2 I'algorithme correspondant qui permet de calculer les ensembles se-
milinéaires Q(M, L) = M*(L) pour tout M € C et tout ensemble semilinéaire de
paral-termes L. Pour des raisons techniques (que nous expliquons dans la sous-section
suivante), nous supposons également que C est fermée :

Définition 6.2.2 Une classe C de systémes de réécriture de multiensembles est fermée
st pour chaque systeme M € C, et chaque variables de processus X,Y, le systéme
MU{X — Y} appartient aussi a C.

Soit £ un ensemble de termes de process reconnu par un CH-automate A =
(Q,%, F,A). Dans la suite de cette section, nous définissons un CH-automate A% =
(@, pIN }~7, ﬁ) qui reconnait Post*(L), ou @ est ensemble des états, F est ensemble
des états finaux, et A Tensemble des regles.

En plus de l'algorithme Q (qui est un parametre de notre construction) qui calcule
les accessibles des systemes de C, notre construction utilise un algorithme qui calcule
les ensembles des accessibles des systemes de réécriture préfixe. C-a-d., nous utilisons
le fait que pour chaque ensemble de seg-termes définissant un ensemble régulier (de
mots) de configurations L, et chaque systéme de réécriture préfixe P, ’ensemble P*(L)
est aussi un ensemble régulier de mots et peut étre construit de maniere effective, en
utilisant par exemple I’algorithme de [Cau92] 2.

6.2.1 Les états de A%}

Nous associons a chaque variable de processus X dans Var un état ¢x qui l'identifie
(Lgx = {X1}). Soit alors Qr I'ensemble des états {gx | X € Var}. Soit ¢ un état de

LRappelons que les systémes de PRS[C] sont les PRS dont les systémes de réécritures de multien-
sembles sous-jacents sont dans C.
2Ici7 nous identifions le seq-terme X7 - ... - X, et le mot X7 ... X,.
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Q U Qr. L’idée est la suivante : Pour déterminer qu’un terme ¢ est un successeur
de L4, Pautomate doit 'annoter avec un des états suivants : (g, —),(¢,0), (g,-), ou
(g,]]) selon la nature de la racine de t. Les états (q,—) et (¢,0) reconnaissent les
successeurs de L, qui sont respectivement dans Var ou nuls (égaux a 0), et les états
(g,-) et (g, ||) reconnaissent les successeurs de L, dont la racine est étiquetée par “” ou
“||”, respectivement. Nous devons distinguer entre les successeurs qui ont des racines
différentes pour nous assurer que les termes acceptés par ’automate ont une “bonne”
structure, dans le sens que la racine d’un fils d’un nceud étiqueté par un “||” (resp.
“7) est différente de “||” (resp. de “”), et qu’'un terme ¢ est soit nul, et par conséquent
égal a 0, soit il ne contient aucune feuille étiquetée par 0. Ceci peut étre assuré, par
exemple, en imposant qu'un nceud annoté par un état (g, ||) ne peut pas avoir un fils
annoté par un état (¢’ ||). De méme, le fils d’un nceud annoté par un état (g, -) ne peut
pas étre annoté par un état (¢’,-). L’ensemble d’états @ est donc défini comme suit,
ou Q=C0QoUQR-UQ UQ tel que décrit dans le paragraphe 6.1.3 :

-~ Qo=QoU{(¢,0) | ¢ € QUQR},

- Q-=Q-UQrU{(g, ) [¢€QUQRr},
- Q =Q U{(g,) |¢€ QUQRr},

- Q=@ U{(g1) 1€ QUQr}.

L’ensemble des états finaux est défini par :

F={q,(¢.-),(¢,0),(¢,"). (a:]]) | ¢ € F}.

6.2.2 Définition des régles de A%

Nous commencons par introduire quelques notions techniques que nous utilisons
dans la définition des regles de 'automate.

6.2.2.1 Forme normale transitive

Comme nous allons le voir plus tard, pour définir I’ensemble des regles de A%,
nous devons caractériser les paral-successeurs (c-a-d., les successeurs qui sont des
paral-termes) par R d’un ensemble de paral-termes, et les seq-successeurs (c-a-d., les
successeurs qui sont des seq-termes) par R d’un ensemble de seg-termes. Soit R'j, le
systeme de réécriture de multiensemble R/, = R, U{X — Y |Y € R*(X)}, et R,
le systéme de réécriture préfixe R's = R;U{X — Y | Y € R*(X)}. Il est facile de
voir que pour un seq-terme ¢ donné (resp. un paral-terme t), R%."(t) est ensemble de
tous les seq-termes qui peuvent étre obtenus en appliquant itérativement R & ¢ (resp.
R;*(t) est ’ensemble de tous les paral-termes qui peuvent étre obtenus en appliquant
itérativement R a t) :

Lemme 6.2.1 Soit un seq-terme t (resp. un paral-terme t), R."(t) est I’ensemble de
tous les seq-termes t' t.q. t' € R*(t) (resp. R;"(t) est U'ensemble de tous les paral-
termes t' t.q. t' € R*(t)).

Le probleme qui se pose alors est de pouvoir calculer ces systemes R, et R;. Bien
str, en théorie, nous pouvons le faire pour tout PRS R en utilisant le résultat de
[May98] qui donne une procédure de décision pour le probleme d’accessibilité entre
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deux termes de processus. D’un point de vue pratique, ceci aurait été tres couteux
puisque la technique de [May98] utilise la procédure de décision pour le probleme
d’accessibilité pour les réseaux de Petri qui est EXPSPACE-difficile. Dans notre cas,
nous pouvons éviter cette complexité. En effet, dans notre cas, ces systémes peuvent
étre calculés effectivement par une procédure itérative comme suit : R, = RS et
R, =R%, ot les sequences (Rf)i>o0 et (R})i>o sont définies par :

- R§ =R, et RE=TR,,

S =RIUVX =Y Y € QRY, X)) et R, =RVU{X =Y | Y € Ri™(X)},

et n est tel que R}, =Ry, et REL =RV .

Notons que les séquences (R$);>o et (RY);>o sont finies puisqu’il existe un nombre
fini de paires (X,Y). Par conséquent, 'indice n existe et est fini.

Notons également que cette procédure est effective puisque R, est dans la classe
C qui est fermée, et donc pour chaque 4, RY est dans C, ce qui permet d’appliquer la
procédure Q & RY dans Q(R?, X). De plus, comme pour tout i, Rf est un systéme
de réécriture préfixe, les algorithmes de [Cau92, BEM97, EHRS00] peuvent alors étre
utilisés pour calculer les R;™(X). Observons aussi que le systeme R;, obtenu est dans
C puisque cette classe est fermée. Nous pouvons donc appliquer 'algorithme €2 pour
calculer les ensembles des accessibles par le systeme R;,

6.2.2.2 Un PRS sur 1’alphabet des états

Les regles des CH-automates que nous manipulons sont de la forme (L) — ¢ ou
[[(¢) — ¢, ou L et ¢ expriment des contraintes sur les séquences d’états. La construction
de I'automate .A% rajoute de nouvelles transitions en modifiant les contraintes qui
apparaissent dans ces reégles en fonction du résultat de ’application des systémes R/,
et R’p (ceci sera expliqué en détails plus tard). Seulement, puisque les contraintes dans
les regles portent sur des séquences sur ’alphabet des états et non sur I’alphabet Var,
nous avons besoin de considérer d’autres systemes de réécriture S, et Ss qui simulent
les regles de R; et R., et qui manipulent des termes ol les états gx remplacent les
variables X.

Soit alors « une substitution définie par a(X) = ¢x, pour tout X € Var. a est
étendue aux termes et aux (ensembles de) regles PRS de maniere standard. Nous
définissons alors les systemes S, et S, comme suit :

Sy = a(R,)U{g—(¢,-);0—(¢,") g€ QUQR}
S, = aR)U{qg—(¢,-);q— (¢,]) ¢ € QUQR}

Pour comprendre le role des reégles supplémentaires (qui ne sont pas obtenues
par substitution), considérons par exemple que X — Y|[|Z € Rj. Alors, en par-
tant de gx le systeme S, permet de dériver ||(¢yv,qz), mais aussi des termes tels
que || ((qY7 ')7 (qZ7 _)) et ||(qY’ (QZ7 )) Avoir le terme ||((QY7 ‘)7 (qu _)) par exemple,
exprime que si t; est un successeur de Y ayant “” comme racine, et si to est un
successeur de Z qui est dans Var, alors ||(t1,t2) est un successeur de X. De maniére
similaire, le terme ||(qY, (qz, )) exprime que pour tout successeur ¢t de Z ayant “”
comme racine, le terme ||(Y,t) est un successeur de X.

Observons que dans le cas du systeme S, la stratégie de réécriture préfixe implique
que les termes de la forme (q,—) et (g,||) n’apparaissent pas n’importe ou dans les
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séquences. En effet, si X — Y - Z € R., alors en partant de gx le systéme S5 permet
de dériver ~((qY7 I, qz) mais pas toujours -((qy, D, (qgz, 7)) En effet, dans ce cas, si
t1 et to sont respectivement des successeurs de Y et Z, il n’est pas toujours vrai que
-(t1,t2) est un successeur de X.

Notons que le systeme S, est dans C puisque R}, I'est et que C est fermée. Par
conséquent, nous pouvons utiliser la procédure €2 pour calculer les ensembles semi-
linéaires de termes d’états accessibles par S,,.

6.2.2.3 L’ensemble des régles de A%

Dans ce qui suit, nous ne faisons pas de distinction entre un ensemble semilinéaire
de paral-termes L et la formule ¢ qui définit Parikh(L).

Nous donnons maintenant une construction inductive de I’ensemble de regles A.
Nous montrons plus tard que cette construction termine. L’intuition exprimée par ces
regles est donnée dans le paragraphe suivant.

Nous définissons A comme le plus petit ensemble de régles contenant A, les régles
X — qx, pour X € Var, et tel que :

(31) Pour chaque état g :
(a) 0— (4,0) € Asig € Qo,

(b) ¢ — (q,—) € Asiqe Q- UQr,
(c) qﬂ(q,H)E&SquQn,et
(d) g—(g,) €Asigeq.

(B2) siqg— ¢ €A, alors :
(a) (¢.) = (¢, ) €A,
(b) (4,0) = (¢,0) € A,
(c) (¢.) = (¢',) € A, et
(d) (¢.1D) = (@, 11) € A.
(Bs) () si (L) = (0,) € &, et {(¢/, ), (¢, |} € L. alors (¢,0) = (4,0), (¢, ) —
(¢,—) et (¢, |]) = (g, |]) sont dans A.
(b) si (L) — (¢,-) € Aet 0 € L, alors 0 — (q,0) est dans A.

(Bs) (a) si|l() = (¢,]]) € A et Uy = ¢ (ol U, est le vecteur ayant 1 dans la com-
posante qui correspond & z, et 0 partout ailleurs), et p € {(¢/,—),(¢',")},

alors (q/70) - <Qﬂ 0)7 (q/7 _) - (qa _) € & et (q/7 ) - (q7 ) €A.
(b) si [|(¢) = (¢,]]) € A et 0 = ¢ (ont O est le vecteur ayant 0 dans toutes les
composantes), alors 0 — (¢,0) € A.

(Bs) (a) S~0it X une variable de processus. SiX 5% (q,—),alors(S%(gx)) — (¢,°) €
Aa et H(Q(Sp7QX)) - (qv H) € A.
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(b) Si0 55 (g,0), alors -(S%(0)) — (g,-) € A, et [[(2(S,,0)) — (q,]]) € A.

(B6) st ||(¢) — p est une regle de A, alors [|(Q(S),¢)) — (p,1]) € A, ol S,, est une
extension de S, égale & (o les éléments g sont des états de QU Qr) :

Sy =5,U{g—qx | X 55 (¢,-)}U{g—0]055 (¢,0)}

(B7) Soit -(L) — p une régle de A, alors -(S;*(a'(L))) — (p,) € A, ol & est la
substitution définie par

o'(¢) ={g} U{ax | X Sa q},

et S’ est une extension de S égale & (ol les éléments g sont des états de QUQR) :

Sl=8,U{g—qx | X 55 (¢.—)}U{g—0]0>5 (¢,0)}

L’ensemble de regles ZN peut étre construit itérativement comme la limite d’une
séquence croissante A; C Ay C .... Apres la création des regles, nous éliminons toutes
les regles qui sont “contenues” dans d’autres regles. Plus précisément, si par exemple
(L) — (¢,-) et -(L") — (q,-) sont deux regles de A telles que L' C L, alors nous ne
gardons que la regle -(L) — (q, ).

Nous montrons ci-dessous que cette procédure termine et produit une séquence
finie de reégles. En effet, les régles (83) et (84) créent des regles de la forme (g,---) —
(¢',--+). Puisqu’il y a un nombre fini de paires (q,q’), il y a un nombre fini de telles
régles. De la méme maniére, les régles (85), (Gs), et (87) ne peuvent étre appliquées
que 8’1l existe une nouvelle paire X, ¢ telle que X — x (¢, —). Puisqu’il y a un nombre
fini de telles paires, ces regles ne peuvent étre appliquées qu'un nombre fini de fois.

Nous obtenons alors le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 6.2.1 Soit C une classe de régles de réécriture de multiensembles fermée et
effectivement semilinéaire, et soit  un algorithme pour calculer les accessibles pour des
systémes dans C. Soient R un systéme PRS[C], L un CH-langage, A = (Q, %, F, A) un
CH-automate qui reconnait L, et Ak Uautomate construit ci-dessus. Alors Post* (L) =

L(AD).

Avant de donner la preuve de ce théoréeme qui est présentée dans la section 6.5,
nous expliquons informellement I'intuition exprimée par ces régles (51)—(57).

6.2.2.4 Intuition
Nous expliquons d’abord ces regles de maniere informelle.

— Les régles (031) : Ces reégles expriment que L, C L,y si ¢ € Q- U Qg,
Lq - L((I»H) siqée QH, Lq - L(q7,) sigeq@., et Lq - L(q70) si g € Qo.
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— Les regles (82) : Ces régles expriment que si Ly C L/, alors tout successeur ¢
de Ly est aussi un successeur de Ly . Il y a quatre regles différentes parce que
t peut étre soit une variable de processus, soit 0, soit un terme ayant “-” (resp.
“”) comme racine.

— Les régles (f5) et (84) : Ce sont des régles de simplification. Les régles (f33)
expriment que si -(X) est un successeur de L, alors X lest aussi, et que si
“(||(t1,-..,tn)) est un successeur de L, alors ||(t1,...,t,) Dest aussi. Et nous
avons la méme chose si -(0) est un successeur de L,. De maniére similaire, les
régles (f4) expriment que si ||(X) est un successeur de L, alors il en est de méme
pour X, et que si |[(+(t1,...,,)) est un successeur de Ly, alors «(t1,. .., t,) est
aussi. Le méme raisonnement est valable si ||(0) est un successeur de Ly,.

— Les regles (05) : Soit t un successeur d'un terme ¢’ qui appartient a L, tel
que l'on ait les dérivations ¢’ = wug Lul R, LUJ = t. Il y a plusieurs
cas en fonction des natures des termes u;. Ces différents cas sont traités par

les regles (B5), (Bs), et (B7). Les reégles (O5) considérent le cas ou pendant

s . R R R . .
les dérivations t' = ug ——>uj ——---—>uy = t, il existe deux termes wuy, et

wy, ayant différentes racines. Dans ce cas, nécessairement, puisque les membres
gauche et droit d’'une méme regle de R sont soit tous les deux des seqg-termes,
soit tous les deux des paral-termes, il existe un indice I, J; < I < Jy tels que
uy = 0, ou uy = X pour une variable X. Soit I le plus grand indice tel que 'on
ait ceci. Considérons d’abord le cas ott X est un successeur de ¢’ (X 53 (g,—)),
et t est un successeur de X (c’est le cas des regles (fsa)). Il y a deux cas selon
la racine de ¢ :

(a) Sitestdelaforme ||(t1,...,tn), alors il existe nécessairement n variables de
processus X1, ..., X, telles que pour chaque ¢, t; est un successeur de X; et
[[(X1,...,X,) est un successeur de X (nous avons forcément par le lemme
6.2.1 que ||(X1,...,X,) € R,"(X)). Pour annoter ¢, l'automate procede
d’une maniere ascendante, il annote d’abord les fils ¢; et ensuite la racine.
Pour chaque 4, puisque t; est un successeur de X, t; est soit annoté par
qx, (s'il est égal & X), soit par (¢x,, —) ou (gx;, ) en fonction de la nature
de sa racine. Il ne peut pas étre annoté par (¢x,,||) puisque son pére est
un neeud étiqueté par “||”. Ensuite, en utilisant ces annotations, 'automate
doit annoter la racine de ¢ avec (g, ||), pour exprimer que ¢ est un successeur
de L, ayant une racine étiquetée par “||”. Pour ce faire, automate doit
avoir une regle de la forme ||(¢) — (q,]|) telle que Parikh(py---pn) E ¢,
oup; € {qx,, (ax;,"), (¢x,, —)}- Plus précisément, la formule ¢ doit étre telle
que pour chaque variables de processus Y7, ...,Y,, telles que ||(Y1,...,Yn)
est un successeur de X (c-a-d. par le lemme 6.2.1, que ||(Y1,...,Yn) €
R, (X)), Parikh(py - - - pm) = @, ot p; € {qv,, (av;,), (qv,, —)}. La formule
¢ peut alors étre obtenue en appliquant itérativement a gx le systeme S,
qui simule R;,. C-a-d., ¢ = S;(gx) = Q(Sp, ¢x)-

Dans le cas o 0 est un successeur de t’ et ¢ est un successeur de 0 (c’est le
cas des reégles (f5b)), nous avons besoin d’avoir la regle ||(¢) — (g,]|), ou
= 5,(0) = Q(S5,,0).

(b) Sitestdelaforme -(¢1,...,tj-1,X;,...,X,), alors il existe nécessairement
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une variable de processus X,_; telle que -(X,_1,Xj,...,X,) est un suc-
cesseur de X (c-a-d. par lemme 6.2.1 que (X;_1, Xj,..., X,) € R." (X)),
t;j_1 est un successeur de X;_1, et -(t1,...,t;_2) est un successeur du pro-
cessus nul 0 (dans le cas séquentiel, nous ne pouvons réécrire que les fils
les plus & gauche). Alors nécessairement, il existe j — 2 variables de pro-
cessus Yi,...,Y;_o et k indices 0 = 41 < -+ < 4 = j — 2 tels que pour
chaque I, 1 <1 <k, (Yj41,...,Ys,,) est un successeur de 0, £; 41 est un
successeur de Y;, 41, et t, = Y}, pour chaque h, i; +1 < h < i;41 (ceci est
da a la stratégie de réécriture préfixe). En d’autres termes, ceci veut dire
que -(tj—1, Xj,..., Xp) est un successeur de X qui peut étre successivement
réécrit en
'(tik—l“l‘l? }/ik—1+27 SRR Yik’tj—h Xj cee 7Xn>

(puisque -(t;, _,+1,Yi,_,+2,...,Ys, ) est un successeur de 0), ensuite en
‘(tik72+1, Y;k72+2, ey nk71’tik71+1’ e aY;kvtjflv Xj, ey Xn)
et ainsi de suite jusqu’a arriver a
'(t17Y27~~~7Y;'2;~~-;tik,1+1;~~~7Yvik7tj717Xj;~~~7Xn)~

Tous ces termes peuvent bien str étre obtenus par R/, (lemme 6.2.1).
Comme dans le cas précédent, I'automate procede d’une maniere ascen-
dante : il annote d’abord X, j < h < n par ¢x,, t;—1 par (gx,_,,—)
ou (gx,_,,||) selon la nature de sa racine, et t,, 1 < h < j — 2 soit par
qv,.s (qv,,—), ou (gy,,||). Ensuite, 'automate doit annoter la racine de t
avec (g,-), pour exprimer que t est un successeur de L, ayant une racine
étiquetée par “”. Pour ce faire, il utilise une reégle de la forme -(L) — (g, -)
t.q. L = S%(qx)-

De manieére similaire, si nous avions que 0 est un successeur de ¢’ et t est
un successeur de 0 (ce cas est traité par les regles (f85b)), alors 'automate
aurait besoin d’une regle de la forme (L) — (g,-) t.q. L = S%(0).

— Les regles (0g) : Soit t un terme de la forme ||(¢1,...,t,) qui est un suc-

cesseur d'un terme ¢’ de la forme [|(t],...,?,) qui appartient & L,. Supposons
L , R R R _

que pendant les dérivations t' = ug—u; —---—>uy = t, chaque terme

LL| ‘77

u; a une racine étiquetée par . Soient alors ¢1,...,q, des états de A tels
que pour chaque indice i, t; € L, et soit p une regle ||(¢) — ¢ dans A telle
que Parikh(qi---qn) E ¢ (cette regle permet & A d’annoter ¢’ par ¢). Alors
nécessairement, il existe des indices distincts i1, ..., %, j1,...,J; appartenant a
{1,...,n} tels que k + 1 = n, et des indices distincts ¢/,...,4}, et ji,...,j; de
{1,...,m} tels que k' +1 =m, et :

— Pour chaque indice h dans {1,...,1}, tj; est un successeur de th

— Pour chaque indice h dans {1,...,k}, X} est un successeur de ¢, ,

- |I(X{,....,X},) est un successeur de ||(X1,...,Xy) (par le lemme 6.2.1, il lest
forcément par R}),

— Pour chaque indice h dans {1,...,k'}, ¢;; est un successeur de Xj,.

186



Ceci veut dire que d’abord, pour chaque h dans {1,...,k}, t a été transformé
en Xj, ensuite ces X; ont interagit ensemble et se sont transformes en des X}
(I[(X1,. .., X},) est un successeur de ||(X71, ..., X)), qui se sont alors transformés
en ti/h .

Pour déterminer que t est un successeur de L,, le CH-automate doit annoter
les fils ¢; comme suit : Il annote ¢;; par (gj,,—), ou (gj,,-) pour h, 1 < h <1
(puisque t;; est un successeur de t’ ), et ti; par (qX/ —) ou (gx;,") pour h,
1<h< k’ Ensuite, il doit annoter la racine de ¢ avec (g, ||) Pour ce faire, il
peut utiliser une nouvelle régle de la forme |[|(¢') — (g, ||), ou ¢’ est la formule
définie dans les regles (), obtenue aprés avoir :

1. substitué dans @ les états g;, par gx, pour chaque ht.q. 1 <h <k, (puisque
X}, est un successeur de t; ),

2. appliqué ensuite itérativement S, & la nouvelle formule.
Cest-a-dire, p = Q(S,,, ¢).

Les régles (87) : Soit ¢ un terme de la forme -(¢1, ..., %, ) qui est un successeur
d’un terme ¢’ de la forme -(¢],...,t) appartenant & L,. Supposons que pendant
les dérivations ' = wug Lul R, B—)UJ = t, chaque terme u; a une racine

w9

étiquetée par . Soient alors q1,...,q, des états de A tels que pour chaque
indice i, t; € Ly, et soit p une reégle -(L) — ¢ dans A telle que ¢1---¢, € L
(cette regle permet & A d’annoter ¢’ avec ¢). Alors nécessairement, il existe deux
indices j appartenant & {1,...,n}, et g appartenant a {1,...,m} tels que
— 0 est un successeur de -(t7,...,t;_;),
— +(t1,...,tg) est un successeur de 0, c-a-d., comme expliqué pour le cas des
regles (s, il existe g variables de processus Y7,...,Y; et K indices 0 = 43 <
- <ig =g — 1 tels que pour chaque H, 1 < H < K, -(Yi, 41,-.-,Yiy,,) est
un successeur de 0, ¢;,,+1 est un successeur de Y;,, 11, et ¢, =Y} pour chaque
hyig+1<h<igyr (ceciest di a la stratégie de rééeriture préfixe), et

L. soit tg41 est un successeur de t;, m — (g + 1) = n — j, et pour tout h,
L<h<(n=7) = tgrren;
2. soit il existe des variables de processus Xy, ..., Xy et X{,..., X}, tels que :
(k) =m—(g+1);
— X est un successeur de t;
— pour chaque h € {1,...,k}, thﬂ X5,
- (X{,...,X]) est un successeur de (X, ..., X)) (par le lemme 6.2.1, il
Pest forcément par R.),
— tg+1 est un successeur de X7,
— pour chaque h t.q. 1 <h <V, tg4n = X}, et
— pour chaque ht.q. 1 <h <m-—(g+1), t;+k+h =tgti/+h-

Ceci veut dire que -(t],...,t,) s’est transformé en -(¢1,...,¢,,) comme suit :
D’abord «(#},...,t;_;) est effacé (se transforme en 0), ensuite : (1) soit ¢} est
rééerit en ty41, ou (2) t; est rééerit en Xo, qui peut interagir avec -(Xy,..., Xk)
(puisque pour chaque h € {1,...,k}, tj,,; = Xj) pour devenir -(X1,..., X))
(-(X{,...,X] ) est un successeur de «(Xo,...,Xk)), et ensuite X/ est transformé
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en ty41. Enfin, dans les deux cas, apres ces rééeritures, -(t1,...,t,) est rajouté
au début de la séquence puisqu’il est un successeur du processus nul 0.
L’automate annote les fils comme suit : pour h, 1 < h < g, t;, est soit annoté par
gy, , ou par (qy;,,—) ou (gy,,||) en fonction de sa nature. Selon que l'on a le cas
1 ou 2, nous avons :

1. tg41 est annoté par (g;, —) ou (g;, ||),

2. outgyy est annoté par (gx;, —) ou (gx, ||), pour 1 < h <1, tg, 4 est annoté
avec gx;, et pour h, 0 <h <m—(g+ U), tg4i4n est annoté avec g;iptp.

Pour annoter la racine de t avec (g, -), 'automate utilise une nouvelle regle de

la forme -(S,"(L)) — (g,-). En effet, le systéme S, permet de simuler toutes

ces étapes sur la séquence d’états ¢ - - - g, comme suit : D’abord, ¢; ---q;—1 est

réécrit en 0 puisque 0 est un successeur de -(t7,...,t;_;). Cette transformation

a lieu en utilisant des regles de la forme (1) ¢; — ¢x si t} se transforme en X ;

(2) gx — 0 ou gx -qy — 0, et (3) des régles ¢; — 0 qui sont dans S’ dans le cas

ol ¢} se rééerit en 0, c-a-d. si 0 —>3(g;,0).

Ensuite, selon les différents cas, nous avons :

1. g; est réécrit en (g;,—) ou (g;,||) en utilisant les regles ¢; — (g;, —) ou

g; — (g;,]]) de Ss. Ceci est utile puisque t,41 est annoté par I'un de ces
deux états.

2. la regle ¢; — qx, est appliquée (puisque Xo est un successeur de t), les
états ;1 sont substitués par gx, (puisque t%ﬂ‘ = Xy),pour h € {1,...,k},

et ensuite les regles de a(R;) sont appliquées. Ceci permet de transformer

ax, - 4x, e qx; - qxy,- Larégle qx; — (gxy, =) ou qx; — (qxy, ) est
ensuite appliquée, puisque t441 est annoté par (gx;, —) ou (gx;,|l)-

Ensuite, comme -(Y7,...,Y;,) est un successeur de 0, gy, - - - qy,. est rajouté au
début de la séquence. La séquence d’états ainsi obtenue annote la séquence de
termes t1,...,tn, et donc en utilisant la regle (S;*(L)) — (q,-), le terme ¢ est

annoté par (g, -).

6.2.3 Complexité de la construction

D’apres leur définition, |R}| = O(|Rs|+ [Var|?) et [R}| = O(|Rp|+ |[Var|?). Donc,
ISs| = O(|Rs| + |[Var|* +|Q|) et |Sp| = O(|R,| + |[Var|* +|Q|). Soit L un langage
régulier de mots reconnu par un automate fini de mots A, |L| représente le nombre
de transitions dans A. Il existe un algorithme qui calcule S;*(L) avec une complexité
polynémiale O (7,(]S], |L)) [Cau92].

Soit ¢ une formule de Presburger et |¢| le nombre d’opérateurs dans . Soit
p(1Spl, [¢]) la taille de S,*(¢), et Sat(|p|) le temps nécessaire pour décider la sa-
tisfaisabilité de ¢ 3.

Soit ny = max{|L|,-(L) — ¢ € A}, n, = max{|¢|,||(¢) — ¢ € A}, et na =
max (ns,n,) ; alors dans Ailya:

O(lel)
3D’apres le théoreme 2.1.8, Sat(|p|) est égale & 22* si ¢ est une formule quelconque, et est

dans NP si ¢ est de la forme 3z - - - Jxy,.¢, ol ¢ est une formule sans quantificateurs.
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(1Q| + [Var) rogles 1.

((1Q1 + [Var))?) regles fa, By, et fa,

(1Q| - |Var| + |Var|?) regles 35,

([Var|- (|Q| + [Var|) - |A]) regles B¢ avant simplification, et O(|A|) régles s
apres simplification puisqu'il suffit de garder la formule ¢’ obtenue en considérant
pour chaque g, toutes les variables X telles que X — x (¢, —), olt A est I'ensemble
de toutes les regles.

- O(|Var|- (|Q| + [Var|) - |A]) regles 87 avant simplification, et O(|A|) régles 37
apres simplification.

En plus, les regles ont les tailles suivantes :

— Chaque regle 31, B2, O3, et 84 a une taille constante.
— Une regle G5 de la forme -(L) — (g, -) a une taille en O(75(]Ss],1)), et une régle
S5 de la forme [|(¢) — (g, ||) a une taille en O (m,(|S,|,1)).

— Une régle B a une taille en O(W,,(|Sp| + |[Var|(|Q| + \Var|),np)).
— Une régle 87 a une taille en O(ﬂ's(|55\ + |[Var|(|Q| + \Var\),ns|Var|)).

-0
-0
-0
-0

En plus, Sat (ﬁp(|5p| + |Var|(|Q|+|Var|), np)) temps est nécessaire pour calculer

une regle (y.

Dans la plupart des cas, calculer S,*(¢) est au moins exponentiel. En plus, décider
si une formule de Presburger est satisfaisable nécessite une triple exponentielle dans
le cas général. Par conséquent, la complexité est dominée par ces procédures. Ainsi,

pour calculer et stocker I'automate, O(ﬂp(\RP\ + |Var|(]Q| + \Var|),nA)) espace et

Sat(ﬂp(\RP\ + [Var|(|Q] + \Var\),nA))) temps sont nécessaires.

6.3 Exemple

Soit A = (Q, X, F, A) un CH-automate qui reconnait le terme ¢; de la figure (6.2),
o Q. = {q}, Q| =0, Q- = {q1,92,43}, F = {q}, et A est I'ensemble suivant de
regles :

A={X —q.Y = q,Z — g, (1q2q3) — ¢}

Soit R le PRS suivant :
- Ri: X — A||A,
- Ra: A||A— D,
- R3:D— F-G.

Nous montrons comment appliquer notre construction pour pouvoir reconnaitre les
termes de la figure 6.2 comme successeurs de t;. Pour ce faire, nous avons besoin de
calculer R et R}, Il est facile de voir que Ry ={X — D,D — F -G} et R, = {X —
D, X — A|[A, A[|A — D} puisque D € R5(X). Soit Qr = {gx,94,9D,9F,qc}. Les
systemes S, et S5 sont définis par :

Sp ={ax — ap,ax — qallaa,qallga — ap} U{qa— (¢,-);(¢,") | e € QUQR}

189



= NS NS
XAY\Z ”YZDYZF%\Z

Terme t; A A Terme t3 Terme 4

Terme t,

Fia. 6.2 — Un exemple

et
Ss={ax — ap.ap — qr -ac}YU{qg — (¢, -); (¢,]]) | ¢ € QUQR}

Nous allons calculer les regles A (nous ne considérons que les régles dont nous
avons besoin pour annoter les termes de la figure (6.2)) : A contient les regles X —
qx,Y — qy, et Z — qz. De plus, elle contient les regles suivantes :

(r1) Les régles (1) impliquent que g1 — (¢1,—) et ¢gp — (¢p, —) sont dans A,
(r2) Puisqus X —x q1 —x (q1,—), les regles (B5) impliquent que |[(¢) — (q1,|)

est dans A, ot p = S;(gx) est la formule

\/ ((l'p:l)/\Vp/|p/7ép,gjp,:0)\/

r€{ax.ap
(ax:=):(ap>—)
(ax,).(ap>)}

((2py + Tp, = 2) AV | p # p1,p2,xp = 0)
pi€{qa,(qa,—).(qa,)}

(r3) Puisque ||(¢) — (q1,]]) est dans A, et @p = ¢ (ol @p est le vecteur ayant 1
dans la composante qui correspond & z,,,, et 0 partout ailleurs), nous obtenons

par les regles (84) que (¢p, —) — (q1,—) est dans A,
(r4) Puisque -(q1g2q3) — ¢q est dans A, X —x ¢1 —x (q1,—), Y —a ¢, et
Z —A g3, les régles (f7) impliquent que

(S (@1 + ax)(@s + av)(as + 02)) ) = ()
est dans A, ot
Sy =8sU{a — ax}.
Ceci veut dire que A contient la régle ‘((Ql +(a1, =) +(qu; ) +ax+ap+(ap, —)+

(ap, ) + arac + (ar, —)ac + (ar,|)ac) (¢2 + av ) (g3 + QZ)) - (q,-).
Avec ces regles, tous les termes de la figure (6.2) peuvent étre reconnus comme
successeurs de t1 par R. En fait, tous ces termes peuvent étre annotés par 1’état final
(g,-) comme suit :

190



— t; peut étre annoté par (g, -) grace a (r4),

— Pour tg, le sous terme ||(A, A) est annoté par (q1,||) grace a (r3), et ensuite ty
est annoté par (g, -) en utilisant (ry4),

— Concernant t3, D est annoté par (¢, —) grace a (r1) et (r3), et ensuite t3 est
annoté par (q,-) grace a (r4),

— Finalement, t, est annoté par (g, -) grace a (ry).

6.4 Applications

6.4.1 Calcul des ensembles des accessibles pour PAD

Corollaire 6.4.1 Soit R un PAD et L un CH-langage reconnu par un CH-automate
A= (Q, X, F,A). Alors Post*(L) et Pre*(L) pewvent étre effectivement représentés
par des CH-automates A' = (Q', %, F',A") ou

nar = O(2(|Rp|+|Var|<|Q|+|Var|>) n M)
Ces automates peuvent étre construits en un temps en

Sat(2(\Rp\+\Var|<\cz\+|Var\>) +M)

De plus, si les formules qui interviennent dans les régles de A sont de la forme
Jx1, ..., 200, 0U @ est sans quantificateurs, alors ces automates peuvent étre construits
en

NTIME(2(IRPHIVMI(IQIHVMI)) +M)

Preuve : Ceci se déduit directement du (1) théoréme précédent, (2) le fait que si
R est un PAD, alors R est un PRS[BPP] et R~! est un PRS[co-BPP] (puisque
Prex (L) = Posty,_, (L)), et (3) le fait que BPP et co-BPP sont des classes de regles de
réécriture de multiensembles fermées et effectivement semilinéaires. En effet, les BPP
sont équivalents aux réseaux de Petri sans communication, et la relation d’accessibilité
d’un réseau de Petri sans communication est effectivement semilinéaire [Esp97b]. Nous
donnons ci-dessous la construction de R* décrite dans [Esp97b] pour pouvoir estimer
la complexité de notre procédure. Une preuve détaillée se trouve dans [Esp97b].

Soit R un BPP sur Var, nous donnons une formule de Presburger ¢z qui ca-
ractérise R*. Plus précisément, si Var = {Xy,..., X, },alors g axy,...,zn, 24, ..., 2,
comme variables libres. La variable x; correspond au nombre d’occurrences initial de
X, et  au nombre d’occurrences de X; apres application de R*. Pour exprimer ceci,

nous écrivons Y (21, ..., Tn, &, ..., 20). SiR ={r1,...,7m}, nous avons :
YR =1, Yms \/ ( /\ z; >0 A /\ z; =0A
Var'CVar X;eVar’ X;¢Var’
R/CR

(Var! ,R')eS

A ai=wi+ > (W(rj,Xi)—W(Xi,rj))yj)

X;eVar r;€R/
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ousir; =X — Z1|| -+ || Zm,alors W(X,r;)) =1, W(Y,r;) =0si X #Y, et W(r;, Z) =
|Zy - Znlz. De plus, S est Pensemble des paires (Var’',R’) telles que si Var’ =
{Y1,..., Y}, alors pour toute variable X qui intervient dans les régles de R’, nous
pouvons & partir du terme ||(Y7,...,Y%) appliquer les régles de R’ et atteindre un
terme ||(Y7{,...,Y},) tel qu'il existe un indice ¢ < k’; ¥/ = X. Notons qu'il est facile de
tester cette condition en temps polynémial en construisant un graphe dont les nceuds
correspondent aux différentes variables X;, et o un arc X — Y exprime qu’il existe
une reégle de R de la forme X — Y||Y1]|---||Yk.

Ceci implique que si £ est un ensemble de paral-termes dont I'image de Parikh
est décrite par une formule ¢(z1,...,x,), alors R*(L) est Pensemble de paral-termes
caractérisés par la formule

Ax1, . T YR(TL, e T, T X)) A (T, )
De méme, R~"(L) est 'ensemble de paral-termes caractérisés par la formule
A, xR (T, T, T T A (. Th)
Donc, dans le cas ot R est un BPP ou un co-BPP, nous avons :
(IRl lel) = le| + O([Var||R[2V IR

Nous en déduisons alors a partir de la section 6.2.3, que
A = O(2(I7€p|+|VM\(|Q|+IVMI)) n nA)
et que ces automates peuvent étre construits en un temps en
Sat(2(\RPH\VMI(\QHIVMI)) +nA)

De plus, si les formules qui interviennent dans les reégles de A sont de la forme
dx1,..., T, oU ¢ est sans quantificateurs, alors les formules obtenues par la procédure
décrite en haut gardent cette forme. Donc, leur satisfaisabilité peut étre testée en un
temps NP par rapport & leur taille (théoréme 2.1.8), c-a-d. en

NTIME(2(|Rp|+|Var|<|Q|+|Var|>) +nA)

6.4.2 Model-checking des formules EF pour les systemes PRS

Nous montrons dans cette section que notre procédure permet le model-checking
des formules EF pour tous les PRS[co-C], ol C est une classe fermée et effectivement
semilinéaire. En particulier, elle permet le model-checking des formules EF pour les
systemes PAD.
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La logique EF est un fragment de la logique temporelle CTL dont les formules sont
définies par la grammaire suivante :

pu=pl-d|oNd| EXS|EFS

oll p est une proposition atomique. FX ¢ exprime qu’il existe un état suivant pour
lequel ¢ est vraie, et EF'¢ exprime qu’il existe une exécution le long de laquelle ¢ est
vraie dans un état futur. Plus précisément, étant donné un PRS R, un ensemble de
termes de processus £ satisfait une formule ¢ si £ C [¢], ou [¢] est un ensemble de T
défini inductivement comme suit :

— [p] est ensemble des termes de processus pour lesquels p est vraie,
[-¢] = T\[¢],

[¢1 A ¢2] = [¢1] N [¢2l,
- [EX¢] = Pre([¢]),

[EF¢] = Pre*([¢])-

Le probléme du model checking d’une formule EF consiste a décider si un ensemble
de termes de processus L satisfait une formule ¢, c-a-d. si £ C [¢]. Nous obtenons
alors :

Proposition 6.4.1 Soit C une classe de systemes de réécriture de multiensembles qui
soit fermée et effectivement semilinéaire. Soit R un PRS[co-C] et ¢ une formule EF.
Etant donnés des CH-automates représentant [p], un CH-automate reconnaissant [@]
peut étre effectivement calculé.

Preuve : La preuve est par induction structurelle sur ¢ :

— Le cas ou ¢ = p est direct.

— ¢ = ¢, alors [¢] = [¢'] qui est un CH-langage effectivement calculable puisque
[¢'] Dest, et les CH-langages sont effectivement fermés par complémentation ;

— ¢ = @1 A o, alors [¢] = [o1] N [¢2], et le résultat est di au fait que les CH-
langages sont effectivement fermés par intersection;

- ¢ = EX¢'. Dans ce cas [¢] = Pre([¢']). I est facile de voir que pour tout PRS
R, et tout ensemble de termes de processus £ reconnu par un CH-automate,
Pre(L) est effectivement reconnu par un CH-automate ;

— ¢ = EF¢'. Dans ce cas [¢] = Pre*([¢']) qui est effectivement représentable par
un CH-automate puisque R~! est un PRS[C], ol C une classe de systemes de
réécriture de multiensembles qui est fermée par rapport a Var et effectivement
semilinéaire (voir le théoréme 6.2.1).

O

Ceci constitue une procédure de décision pour le probleme de model-checking
des formules EF pour les systémes dans PRS[co-C] ou C est une classe de systémes
de réécriture de multiensembles fermée et effectivement semilinéaire : Il s’agit de
construire [¢] et vérifier que £ C [¢].

Puisqu'un PAD est un PRS[co-BPP], et que la classe co-BPP est fermée et effec-
tivement semilinéaire, nous obtenons comme corollaire immédiat de cette proposition
que le model-checking des formules EF est décidable pour PAD :
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Corollaire 6.4.2 Soit R un PAD et ¢ une formule EF. Etant donnés des CH-automates
représentant [p], un CH-automate reconnaissant [¢] peut étre effectivement calculé.

Nous obtenons donc une procédure pour le model-checking des formules EF pour
les systémes PAD. Pour calculer [¢], chaque étape de calcul d’intersection et de Pre
est polynomiale, alors que la complémentation et le calcul du Pre* augmentent expo-
nentiellement les tailles des automates. Si n est le nombre de négations et d’opérations
Pre* dans la formule ¢, la complexité totale de algorithme de calcul de [¢] est donc
en O(tour(n)), o tour(0) = 0 et tour(i + 1) = 2tovr (),

Mayr [May98] a déja montré que le probleme de model-checking des formules EF
est décidable et PSPACE-difficile pour PAD. La procédure de décision qu’il considere
est aussi non élémentaire

6.4.3 Calcul de sur-approximations des ensembles des acces-
sibles

Pour toute la classe de PRS, la construction de lautomate A% peut étre uti-
lisée pour calculer des sur-approximations de ’ensemble des accessibles. En effet,
dans cette construction €2 peut étre instanciée par une procédure qui calcule des
sur-approximations semilinéaires de ’ensemble des accessibles pour des systemes de
réécriture de multiensembles. C-a-d., telles que pour chaque ensemble semilinéaire L
et chaque systéme de réécriture de multiensembles M, Q(M, L) est semilinéaire et
Posty; (L) CQM,L).

Comme exemples de telles procédures, nous pouvons citer la procédure de Karp
et Miller qui calcule I’ensemble de couverture de I’ensemble des accessibles, ou des
procédures qui construisent des invariants linéaires basés sur des contraintes de flot
[EM96], etc. Nous pouvons aussi utiliser des procédures (exactes ou approchées) d’ana-
lyse d’accessibilité des automates & compteurs. Nous pouvons citer par exemple les
procédures basées sur la représentation des contraintes arithmétiques par des po-
lyhedres, et 'utilisation d’opérateurs d’élargissement pour forcer la terminaison du cal-
cul [CH78]. Il y a également des procédures basées sur la représentation des contraintes
arithmétiques par des automates régulier de mots, et 'utilisation de méta-transitions
pour accélérer la convergence du calcul [BW94, BW98], etc [DBRO1, FL02].

Nous pouvons aussi combiner toutes ces différentes procédures. En effet, puisque les
approximations semilinéaires de I’ensemble des accessibles caculées par les différentes
procédures sont en général différentes, leur intersection constitue une approximation
plus précise.

6.5 Preuve du théoréeme 6.2.1

Dans cette section, puisqu’il n’y un pas de confusion possible concernant §2, nous
éerivons simplement Ry (L) & la place de (R, L). Pour montrer le théoréme 6.2.1, il
suffit de montrer les lemmes suivants :

Lemme 6.5.1 Pour chaque terme v, et chaque ¢ € QU Qr nous avons :
- v 5% (¢,0) = v € Post*(Ly), et v =0,
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- v i’l (¢g,—) = v € Post*(Ly), et v € Var,
~ v 5% (¢,]]) = v € Post*(Ly), et racine(v) = ||,
- v 5% (g,7) = v € Post*(Ly), et racine(v) = -.

Preuve :
Nous montrons par induction sur ¢ que pour chaque terme v, et chaque ¢ € QUQxr
nous avons :
(a) [v 3& (¢,—) = v € Post*(Ly), et v € Var],
[v i}&- (¢,0) = v € Post*(L,), et v=0],
(b) v LA_ (q,|]) = v € Post*(Lq), et racine(v) = ||,

7

(¢) v Lgi (q,-) = v € Post*(Ly), et racine(v) = -.

De plus, nous montrons par induction sur ¢ que pour chaque ¢ € QQ U Qr nous
avons : B
(d) si«(L) — (q,-) € A4, alors pour chaque gz, ..., q, tels que q; -+ g, € L, pour
chaque t1,...,t, tels que t; € Post*(Ly,) si q; € {(pj, —), (p;,|])}, et t; € Ly, si
q; € QU Qr, racine(t;) # -, et t; # 0, nous avons -(t1,...,t,) € Post*(Lg),
(e) si||(¢) — (q,]]) € Ay, alors pour chaque g1, . . ., g, tels que Parikh(q -+ - q,)
@, pour chaque t1,...,t, tel que t; € Post*(L,,) si ¢; = {(p;,—),(pj,")}, et
tj € Ly, si q; € QU Qr, racine(t;) # ||, et t; # 0, nous avons [|(t1,...,t,) €
Post*(L,),
Ces points doivent étre montrés simultanément :
e | = 0. Ag contient les regles A, en plus des régles (1) et (82). Il est alors facile de
voir que les propriétés sont satisfaites.

e i > 0. Nous montrons d’abord les propriétés (d) et (e). Pour des raisons de simplicité,
nous ne mentionnons pas la nature des termes ¢; (leurs racines et les informations
indiquant 8’ils sont nuls ou pas) considérées dans les différents points. Cette propriété
concernant les racines peut étre vérifiée facilement.

* Supposons que (L) — (g,) € A; \ A;—1. Il y a plusieurs cas en fonction des regles
d’inférence par lesquelles cette regle a été créée :

1. (L) — (q,-) est la conséquence d’une fs-régle. Soit alors X une variable de
processus telle que L = S¥(¢gx) et X in_l (¢, —). Nous obtenons par induc-
tion que X € Post*(Ly). Soit p1---p, € Si(gx). Soient alors Xi,..., X, tels
que p; = qx,, pj = (gx,,—), ou p; = (qx;,||) (ceci est di a la définition de
S,). Nous déduisons par la définition de Sy que -(X7,..., X,,) € RL"(X), c-a-d.
(X1,...,Xn) € Post*(X). Nous allons montrer la propriété par induction sur le
nombre [ d’états de le forme p; = (¢x;, —) ou p; = (qx;,||) dans p1---py :

— | = 0. La propriété est vraie puisque quj ={X;},
—1>0.1ly adeux cas :

(a) p1 = (¢x,,—) ou p1 = (¢x,,]||)- Nous avons donc nécessairement qx, -
P2 pn € SHax) et p1---pn € Ss(gx, - P2+ pn). Comme le nombre
d’états de la forme p; = (gx;, —) ou p; = (qx;,,||) dans gx, - pa---pn est
I — 1, nous déduisons par induction que pour chaque to,...,t, tels que
t; € Post'(Lyy.) $i by € {(@x,0—) (@x,, D}, ot &5 € Loy = {X,} si
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2.

pj = qx; ; nous avons (X1, t,...,t,) € Post*(X). Par conséquent, pour
chaque terme t; € Post™(Lqy ) (Lgy, = {X1}),

'(tl,tg, e ,tn> € POSt*( . (Xl,tg, [P ,tn>) Q POSt*(X) Q POSt*(Lq)
(b) II existe un indice m > 1 tel que py -+ pm—1 € Q%, et

pm € {(ax,,, ), (@x,.5 1)}

Alors par la définition de S nous obtenons que p1 -+ - Prm—1 = ¢x; - " 4x,,_, €
S¥(0), et que p1---pp € SE(Pm - pn) C S¥(gx). Et nous déduisons du
cas précédent que pour chaque t,,,...,t, tels que t; € Post*(quj) si
pj € {(ax,, =) (ax,, [}, et t; € Loy, = {X;} si p; = qx,, nous avons
(tmy .., tn) € Post*(X). Par conséquent, comme X --- X1 € S(0),
nous avons

'(X17~-~;Xm71;tm;- 7tn) S POSt*(X) - POSt*(Lq).

Ceci montre que la propriété est satisfaite puisque pour j < m, L, =
quj = {XJ}
(L) — (q,-) est la conséquence d’une f7-régle. Soient ¢ - - - ¢, € L, nous allons
montrer que pour chaque ty,...,t, tels que t; € Post*(Ls,) siq; € {(s;,—), (s, P)},
et t; € Ly, si ¢; € QU Qr, nous avons «(t1,...,t,) € Post*(Ly).
Soit alors -(L’) — ¢ une régle de A telle que L = S, "(o/(L')), ot o est la
substitution définie par

o'(s) ={s}U{ax | X Sa s},

et S, est ensemble suivant de seq-regles : S; =S, U{s — ¢x | X 53
(,)}U{s = 0]0 =5  (s.0)}.

Puisque (L) — ¢ est une regle de A, il s’en suit que pour chaque uq,...,u4
tels que uj € Ly, ol p1---py € o/(L'), nous avons -(uy,...,uy) € Ly (dit a la
définition de o).

Supposons ¢; - - g, € S;Flk (O/(L’)). Nous procédons par induction sur k :

i—1

—k=0.Alors q1---q, € (o/ (r )) Nous déduisons de la remarque précédente
que pour chaque ui,...,u, t.q. uj € Lg,, nous avons -(uy,...,u,) € Ly C
Post*(Ly), et la propriété est satisfaite.

—k >0.Alors ¢1---q, € S(’giflk(o/(L’)). Soient pq,...,pp tels que g1 ---q, €

S (p1---pn) et pr---pn € S;Flk_l (o/(L')) Alors par induction sur k, nous

Si—1
déduisons que pour chaque vy, ..., v, tels que v; € Post*(Ls;) si

pj € {(sj, ), (s5, )}
et v; € Ly, sipj € QUQr, nous avons

(v1,...,vp) € Post™(Lg). (6.1)
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Considérons de tels termes v; . Puisque ¢1 -+ - g, € Ss(p1---pr), La définition
des regles de rééeriture préfixe S, implique qu'il y a plusieurs cas selon la
regle de S, | qui a été appliquée :

(a) Il existe un état s € QU Qr tel que py = s et q1-+-qn est (s,—)pa---pn
ou (s, ||)p2 - - - pr. Ceci veut dire que n = h, et ¢g; = p; pour j > 1 (une des
regle p1 — (p1,—) ou p1 — (p1, ||) a été appliquée).

(b) Il existe un état s € Q U Qr et une variable X tels que p1 = set g1+ ¢n
est gxpa - - pp. Ceci veut dire que X 1’5171 (s,—),n=h, et g; =p; pour
j > 1 (laregle p1 — gx a été appliquée).

(c) Tl existe un état s € QU Qg et une variable X tels que p; = s et g1 -~ gy
est pa - -+ pp. Ceci veut dire que 0 Lﬁi—l (5,0),n=h—1,et ¢ =pjt1
pour j > 1 (la regle p; — 0 a été appliquée).

(d) p1--Pm = qx, - -qx,, pour des variables Xi,...,X,,, et q1 - g, est
qvy*qy; Pmt1 o Ph (a-d.m=h—m+1, ¢ = qy;, et Qij = Pm+j
pour j < m. Ce cas correspond a ’application d’une regle gx, ---¢x,, —
Ty, avi-),s

Considérons par exemple les cas (a), (b), et (d), Pautre cas étant similaire :

— Lecas (a) : g1+~ qn est (p1,—)p2---pn ou (p1,[)p2 -+ pn, et p1 € QUQR.

Soit alors v] € Post*(Ly, ), et v1 € Ly, tels que v] € Post*(v1). Alors de
(6.1), nous obtenons que -(v1,vs...,vp) € Post*(L,), et donc

(v}, ve...,v) € Post*(Ly).

~ Lecas (b) : g1+ qn est gxpz - pp tel que X S5 (p1,—), et p1 € QUQx.
Ceci veut dire par induction sur ¢ que X € Post*(L,,). Soit alors vy €
L,, tel que X € Post*(v1). Alors & partir de (6.1), nous obtenons que
(v1,v2...,v1) € Post*(Ly), et donc

«(X,vg...,vp) € Post*(Lyg).

— Lecas (d) : p1-- pm = ax, - gx,,, il s'en suit que v1 = X1,..., 0 = X,
c-a-d. nous avons a partir de (6.1) que

(X1, Xon, Umt1, - - -, 0p) € Post™(Ly).

Puisque ¢x, ---gx,, — qv, - qv; € S5, nous déduisons que X; - - X,, —
Yi---Y, € R., et donc que Y;---Y; € Post*(Xy---X,,). Par conséquent,
(Y1,..., Y, vmg1,...,0n) € Post*(~(X1, ooy Xy Ung1,y - - - ,vh)) C Post*(Lg).
Ceci montre que la propriété est satisfaite.
% Pour la propriété (e), supposons que |[(¢) — (g,]]) € A; \ A;_1. La preuve est
similaire & la preuve précédente, et est méme plus simple puisque c’est pas la peine
d’imposer que les réécritures ont lieu en téte de pile. Les régles 5 ont le méme role
que dans le cas du “”, et les regles g sont analogues aux regles 7.

Nous montrons dans ce qui suit les propriétés (a), (b), et (c). La preuve est fasti-
dieuse et il y a plusieurs cas a considérer. Dans ce qui suit, nous ne traitons que les
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cas les plus intéressants. Soit ¢ un état de @, et soit v — A, ¢ une exécution de Ez sur
le terme v. Soit n le nombre de fois qu'une transition dans ﬁl \ Ei_l est appliquée
pendant cette exécution. Dans un tel cas, nous dénotons ’exécution précédente par

* T , . .
v —3, q- Nous procédons par induction sur n :

e n. = 0, alors seules les regles de EH sont appliquées, et nous obtenons le résultat
par induction sur i,
en >0.Ilya trois cas :

1. il existe un contexte C' et un terme v’ tels que v = C[V'], et
v=CW] S5, Cls] =5, Clsl ®5,_, ¢ (6.2)

Nous montrons la propriété par induction sur k :

— k = 0. Alors C est le contexte trivial, v = v/, et ¢ = s. Il y a différents cas
selon la nature des états s et s’. Par exemple, s’il y a deux états p et p’ dans
QU Qr tels que s’ = (p', —), et s = (p, —), alors nous obtenons par induction
sur n que

v' € Post*(L,) et v € Var (6.3)
Alors le fait que C[(p’, —)] L&_ Cl(p, —)] implique que (p’, —) A, (p, —) est
une nouvelle régle, qui peut étre soit une (f3)-, ou une (B4)-régle. Dans les
deux cas, il est facile de montrer que v" € Post*(L,). Par exemple, supposons
que (p', —) —x, (p, —) est une (B3)-regle. Dans un tel cas, il y a dans A,_1 une
regle de la forme (L) — (p, -) telle que {(p’, —), (p',]])} € L. Nous déduisons de
la propriété (d) que pour chaque t € Post*(L, )NVar, -(t) € Post*(L,), ce qui
veut dire que t € Post*(Ly). Ceci implique que Post* (L, )NVar C Post*(L,),
et nous déduisons que v € Post*(L,). La propriété est donc satisfaite.

— k>0.1lya trois cas :

(a) v iﬁi Cs] k;lgiﬂ q i)gi—l q. Supposons par exemple que ¢ = (g, ||)
et ¢ = (qo,||), les autres cas sont similaires. Alors par induction sur k

nous obtenons que v € Post*(Ly ), et racine(v) = [|. Donc, comme dans

le cas précédent, puisque (g(,||) LZ’—l (go,||]) nous obtenons que v €
Post*(Lg,).

(b) ¢ = (qo,-), et il existe | termes vy, ..., v; tels que v = -(vy,...,v;). Puisque
s ¢ QUQR (n > 0), supposons que s = (p, —) ou s = (p, ||), pour un p € Q.
Soient alors un contexte C’ tel que C[z] = -(v1, ..., Vm—1,C’'[X], Vg1, .-, V1),
et [ états q1,...,q € Q tels que

v="(v1,...,0) =g Cls] = (v1,...,0m-1,C'[s], Vi1, ..., 01) = %

1
(a1, @) =3, (q0,°).

Soient p1,...,p € QUQR tels que ¢; = p; ou ¢; € {(p;, —), (pj ||)}. Alors
par induction sur k£ nous obtenons que v, € Post*(Ly,, ), et racine(vy,) #

m

-. En plus, par induction sur ¢, nous déduisons que pour j # m, v; € Ly,
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sip; € QUQ-, et v; € Post*(Ly,) sinon, et racine(v;) # -. Alors la
propriété est satisfaite grace a la propriété (d), puisque nous obtenons que
v € Post*(Lg,).

(¢) ¢ = (qo,]]), et il existe | termes vy,...,v; tels que v = ||(v1,...,v;), un
contexte C’ tel que

C[‘T] = H(Ulv v 7UM—17C/[1']’U771+1’ v ,’Ul),

l états q1,...,q dans Q' tels que
v=[(vi,...,u) =5, Cls] = l|(vi,. -y V-1, C'[s], Vg1, y0) = x|

1
||(Q1a' --7QZ) _)Ei—l (q03 ||)

Ce cas est similaire au cas précédent. Nous utilisons la propriété (e) au
lieu de la propriété (d).
2. 1l existe un contexte C' et un opérateur f € {-,||} tels que

v=Clf(vr,...,0)] &, Clf@r,-. p)l=5.Cls) S5 g

tels qu'il existe ny < mn,...,ny <n telsque > n;=n-—1,et
1<l
]
Vi 7R, Pj
Soit p; = (g;,4), ou § € {—,-,||}. Alors nécessairement par induction sur n, il

s’en suit que pour chaque j, 1 < j </,

vj € Post™(Lg,), (6.4)
Soit s = (p,f). Selon la nature de l'opérateur f, nous pouvons utiliser les
propriétés (d) ou (e) pour montrer que f(vi,...,v,) € Post*(L,,), ou q €

{(g0, —); (90, 1), (90, )}. Alors nous pouvons montrer comme précédemment par
induction sur k que v € Post*(Ly).

3. Il existe un contexte C' tel que v = Cluy, ..., vy, et
* 1 k
v="Clvy,...,vm] =&, Clp1,---,Pm] =X, , 4
tel qu’il existe ny <n,...,n, <ntelsque > n;=n,et
1<i<m
* T
Vi —A; Py

Soit p; = (gj, ). Alors nécessairement, nous déduisons par induction sur n que
pour chaque j, 1 < j < m,
vj € Post™(Lg,), (6.5)

Alors nous pouvons montrer comme précédemment par induction sur k& que v €

POSt*(qu)v ol qc {(QOa _)a ((107 ||)7 (qO’ )}
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Lemme 6.5.2 Pour chaque ¢ € QU Qr, et chaque v € T},, nous avons :

~ v € Post*(Ly), et racine(v) = ||, alors v € L),
— v € Post*(Ly), et racine(v) = -, alors v € L(g.,
- v € Post*(Lq) N Var, alors v € Ly,
~ v € Post*(Lg), et v =0, alors v € Lg,0).
Preuve :
Nous allons montrer par induction sur k£ que :
~ v € Post*(Ly), et racine(v) = ||, alors v =% (g, ),
— v € Post*(L,), et racine(v) = -, alors v >3 (g, ),

— v € Post*(L,) N Var, alors v >3 (g, —),
~ v € PostF(Ly), et v =0, alors v =% (q,0).

Nous commencons l’induction :

— k= 0. Alors la propriété est satisfaite grace aux regles ().

— k > 0. Soit alors v € Postf(L,), et v' € Postt=(L,) tels que v € Post(v').
Supposons que racine(v) = ||, les autres cas peuvent étre traités de la méme
maniere. Alors il y a trois cas :

1. v/ € Var, et v est obtenu & partir de v’ en appliquant une par-regle. Soit
alors X une variable telle que v = X. Alors nous obtenons par induc-
tion que X € L4 ). Les regles (fs5a) impliquent que [|(p) — (q,[|) est
une regle de K, ou ¢ = S5(qx). Puisque v est obtenu a partir de X
en appliquant une régle de R,, nous déduisons que v = [|[(X1,...,X,,)

ou Parikh(¢x, ---qx,) = Splgx), c-a-d. Parikh(gx, ---q¢x,) E ¢. Par
conséquent, nous avons :

v = ||(X17"'aXn) i)ﬁ ||(QX1,-~-7QXH) —A (Q7 ||)

2. v = 0, et v est obtenu & partir de v’ en appliquant une par-régle. Alors
par induction nous obtenons que 0 € L, ¢y. Les regles (85b) impliquent
que [|(p) — (g,]]), ot ¢ = S7(0). Puisque v est obtenu a patir de 0 en
appliquant une regle de R,, nous déduisons que v = [|(X1,...,X,,) ou
Parikh(gx, - - gx, ) | Sp(0), c-a-d. Parikh(gx, - - - ¢x, ) = ¢. Par conséquent,
nous obtenons comme précédemment que v € L)

3. racine(v') = ||. Alors par induction, nous déduisons que v" € L4 ). Nous
voulons montrer que v est aussi dans L, ). Il y a plusieurs cas selon le type
de la regle qui a été appliquée :

— Une par-regle de la forme

Xl [ X — XA 11X,

a été appliquée, et a rééerit Xq,...,X,, en X{,..., X/,. Alors, il existe
un contexte C' tel que

v =C[|[(X1,..., Xn,v1,...,01)]
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et
v=C[[(X1,..., X}, v1,...,0)]

Il y a deux cas, qui dépendent des valeurs de m et [ :

(a) m > 1oul > 1. Soit alors p1,...,Pn, Pi,-- -, D} €Q,etpeQUQxR
tels que

(X1, X, o) =5 11y Pa 0] =R D
ou
(X1 Xnyorsoecyo) =5 1P1s - Pas P 0) =& (0 ]])
e Supposons que nous avons le second cas. Ceci veut dire que

v =Cl[(Xy, - Xy vn, - w)] 5 Ol D] 25 (a0 1)

Soit alors ¢ une formule telle que ||(¢) — (p, ||) est une régle de A,
et

Parikh(py -+ pap} - D) E ¢

Nous déduisons du lemme 6.5.3 que Parikh(qx; - qx: p} - p) F ¢,
et donc

||(X15 e aXr/rmUlv cee ,Ul) LZ H(QX{a R aq)qnvpllv tee 7p;) *)Z (pa H)

ce qui veut dire que

v=COllI(X7,- -, Xpps 01, 0)] =z Clp, D] =5 (@)
e Supposons que

I(X1s o, Xy v o) 25 01 PP B =& P
Alors nous obtenons aussi de la méme maniere que

v=Cl[(X1s- s Xy v1,- )] =5z Cllps [])]

et nous pouvons alors montrer par induction structurelle sur C' que

Cllp, 1N =z (a.1D-

b)ym =1etl =0 oum=0et!l =1, ce qui veut dire que la
paral-regle qui a été appliquée est de le forme Xi||---|| X, — X
(ou X1q]|---||Xn — 0). Considérons par exemple le premier cas. Soit
alors C’ le contexte tel que

v =C'(|[(X1,..., Xn),ut, .. uy)]

et
v=C'(X,u1,...,uj)]
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*

C'lg] =& (a:11), ou p € {p, (p,|))} pour un p € QU Qr, et
{¢,(¢',+)} pour un ¢’ € Q U Qx.

* Supposons que ¢’ = (¢,-). Comme précédemment, considérons la
rogle de A, [|(¢) — (p,]]) telle que

SOit U/ = Cl[(H(Xl, e ,Xn),ul,. . .,Uj)] LZ Cl[(ﬁ, qi1, - - .,q_j))] %Z
q €

Parikh(gx, - qx, ) E ».

Puisque ¢x € S;(||(¢x,,---,qx,)), nous déduisons du lemme 6.5.3
que le vecteur 4, satisfait ¢, et donc, nous déduisons a partir des

regles (B4) que (¢x,—) — (p,—) est dans ﬁ, et donc que

X =z ax —z (ex,—) —z (p,—)
En plus, soit -(L) — (¢,-) une régle de A telle que pgi---q; € L.
Alors forcément, nous avons que (p,—)gi---¢; € L, ce qui veut

*

dire que v = C'[-(X,u1,...,u;)] —=x C'[-((p,—),q1,---,q)] =&
i) =5 (@)
* Si ¢’ = ¢, nous montrons comme précedemment que
v=C (X u,. )] =5 Ol )]
et ensuite, nous montrons par induction structurelle sur C’ que
C'l(d', )] =5 (g, 1)
— Une seqg-regle de la forme
X=X Xpm
a été appliquée & un terme de la forme
v = C[|(X,v1,. .., 01)]
et a rééerit X en (X1, ..., X,,) pour produire le terme

v=C[|(- (X1,..., Xm),v1,- .., v)].

Supposons comme précédemment qu’il existe des états p1,py,...,p], et
un état p € Q U Qr tels que

||(X,U1,...,’Ul) i)ﬁ H(plaplla- ap;) HZ (p7 H)4

ou p; = (p/,—) ou p; = p’ pour un état p’ dans Q U Qr.

. 3 ;. N * ~ , ~
4Comme expiqué précédemment, le cas ot ||(X,v1,...,v;) — X P peut étre résolu de la méme
maniére en considérant en plus une induction structurelle sur C.
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Alors puisque X — x (p',—), nous déduisons a partir des regles (35) que

'(qX1v' . ~;qu) 53 (p/7 )
A

puisque ¢x, - ¢x, € Si(gx). B
En plus, soit ||(¢) — (p,||) une regle de A telle que

Parikh(pipy - p)) F ¢

Alors les regles (0g) impliquent que Parikh((p',-)p]---p)) E ¢, ce qui
veut dire que
v = C[”((Xh cee 7Xm)vvlv L) 'Ul)] _>Z C[H((QXU ceey qu)vpllv ) 7]9;)] _>£

— Les autres cas ou

U:C[-(Xl,...,Xn,Ul,...,Ul)}

et
v =C[(X,. .., X, v1, 0]
ou
v=C[(X,v1,...,1)]
et

v = O['(H(Xlw--an)arUla- '-avl)]

peuvent étre traités de maniere similaire puisque les regles d’inférence
pour l'opérateur séquentiel sont analogues aux regles pour 'opérateur
parallele. Dans ce cas, nous utiliserons la premieére partie du lemme 6.5.3
a la place de la deuxieme partie utilisée jusqu’a présent.

O

Lemme 6.5.3
o Soit -(X1,..., X, ut, ..., un) —x “(P1s- o Pms Py -5 D7), OU

P PmpPh Py €L

pour un L tel que -(L) — (q,-) soit un régle de A Si Xy X, =YY, € Ry,
alors qy, -+ qv,py - -pl, € L.
o Soit ||[(X1,..., Xm,u1y...,Up) Lg NP1y Pmy DLy -y D), OU

Parikh(py -« pmpy - D)) ¢

pour un ¢ tel que ||(p) — (q,||) soit une régle de A. Si Xy||---[|Xpm — Vil ||Yi €
Rp, alors Parikh(qy, - - qv,p} - D)) = ¢.
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Preuve :

Nous ne montrons que le premier point, le second peut se montrer de la méme
maniere.

Il y a deux cas qui dépendent de comment la régle -(L) — (g, ) a été créée.
Considérons par exemple le cas ou cette régle est le résultat d’une (85)-regle. Soit alors
AcVartel que A iﬁ (q,—), et L = S*(ga). Nous montrons que qy, - - - qy, P} - - P €
L. Nous procédons par induction sur le nombre K d’indices ¢ dans {1,...,m} tels que
Di 7é ax; -

1. K =0, alors p; = qx, pour chaque ¢, 1 < ¢ < m. Alors puisque gy, ---qy, €

Ss(gx, - -+ qx,, ), il est clair & partir de la définition de L que gy, - - - qv, p} - pl, €
L.

2. K > 0. Soit alors ¢ un indice tel que p; = (gp,, —) pour une variable Fj, et
pour chaque j, 1 < j < i, pj = qx;. Alors nécessairement, dii aux regles de
réécriture préfixe Ss, nous déduisons que (g, —)pPit1- - PmpPy D, € L, et
ax, - qx,_, € S5(0). Par conséquent, nous obtenons a partir de la définition de
Ss que gp,pit1- - PmpPy D, € L. En plus, puisque X; i@ (gr,, —), le lemme
(6.5.1) implique que X; € Post*(F;), c-a-d. par la définition de R{ et R;, que
X; € R (F;) (et X; € Ry (Fy)). Il s’en suit que gx, € Ss*(gr,) (notons qu'il est
important ici d’avoir R/, dans la définition de Ss, R4 ne suffit pas puisque X; peut
étre obtenu & partir de F; apres 'application de différentes régles de R et Rp),
et par conséquent que qx,Pi+1 - - PmpP} - -+ D), € L. Puisque ¢x, -+ qx,_, € S¥(0),
nous obtenons que

axy " 4Xs 14X Pit1  PmDy Py € L,

Puisque le nombre des états p; # qx; (de la forme (s, —)) dans

ax; ' 4x;_19X;Pi+1 """ Pm

est inférieur & K, nous déduisons par induction que gy, - - qy,.p} - ph, € L.

Considérons le cas ou la regle -(L) — (g, ) est le résultat d'une (087)-régle. Nous
procédons exactement comme précédemment. La seule différence est que maintenant,
dans 1’étape d’induction, nous devons consiérer aussi le cas ou il y a un indice ¢
tel que p; = (p,—) pour un p dans Q, et pour chaque j, 1 < j < i, p; = qx;-
Alors nécessairement, di aux regles de réécriture préfixe S., nous déduisons que
(P, =)pit1 - pmPy P, € L, et qx, - -qx,_, € S¥(0). Par conséquent, & partir de
la définition de S., nous obtenons que pp;i1---Pmp}---p, € L. En plus, puisque
X; i’l (p, —), la définition de S’ implique que gx, € S.*(p), et par conséquent, que
qx,Pit1 "+ PmPy -+ P, € L. Puisque gx, -+ - qx,_, € S(0), nous obtenons que

Puisque le nombre des états p; # qx, (delaforme (s, —)) dans gx, - - ¢x,_, 4x,Pi+1" " Pm
est inférieur & K, nous déduisons par induction que gy, - - qy, ) - - -0, € L. ]
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6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons représenté les termes de processsus par des arbres a
largeurs non bornés. Nous avons défini une classe d’automates d’arbres pour représenter
des ensembles d’arbres & arités non bornées qui sont fermés par permutations des fils
de certains noeuds (ceux correspondant & l'opérateur “||”). Nous avons montré que
cette classe d’automates est effectivement fermée par toutes les opérations booléennes
et que son probleme du vide est décidable. D’autres classes d’automates similaires aux
noétres ont été indépendamment considérées par d’autres auteurs [Col02, Lug03]. Les
“multiset automata” de [Col02] définissent les mémes ensembles que les nétres, alors
que les “multitree automata” de [Lug03] définissent une classe plus générale qui permet
de compter le nombre de fils égaux.

Nous avons utilisé cette classe d’automates pour calculer les ensembles des ac-
cessibles des systemes PRS. Notre approche constitue un cadre générique ou toutes
les techniques d’analyse symbolique des réseaux de Petri et des automates a comp-
teurs utilisant des contraintes linéaires peuvent étre intégrées, en combinaison avec les
techniques d’analyse d’accessibilité symboliques des systemes a pile. En plus, notre
algorithme permet de dériver des constructions effectives pour des sous-classes signi-
ficatives de PRS. En particulier, il permet de calculer les ensembles des accessibles
pour la classe PAD, et de décider la satisfaisabilité des formules EF pour cette classe.
Comme déja mentionné auparavant, ce résultat étend toutes les techniques d’analyse
des systémes & pile [Cau92, BEM97, FWWO97] et des systéemes PA [LS98, EP00] au
cadre plus général des systemes PAD. Cette classe est importante puisqu’elle permet de
modéliser les programmes récursifs paralleles ou les procédures peuvent communiquer.

L’algorithme présenté dans ce chapitre a plusieurs avantages par rapport a la tech-
nique du chapitre précédent qui a aussi comme conséquence de pouvoir résoudre les
problémes d’accessibilité (modulo toutes les équivalences) pour les systémes PAD :

— cette technique permet toujours de résoudre le probleme d’accessibilité pour les

PAD, alors que 'approche précédente ne peut étre appliquée que si le langage
L’ est ~-compatible;

— elle permet le model-checking des formules EF pour les systéemes PAD, alors que
les algorithmes du chapitre précédent ne le permettent pas;

— cette technique peut s’appliquer a des classes plus générales que les systemes
PAD, et permet d’unifier, d’intégrer, et d’exploiter tous les travaux existants
d’analyse des réseaux de Petri effectivement semilinéaires et des systemes a pile,
pour 'analyse exacte de différentes sous-classes de PRS. Elle offre également un
cadre uniforme qui permet de combiner toutes les techniques existantes d’ana-
lyse des réseaux de Petri et des automates a compteurs pour calculer des sur-
approximations des ensembles des accessibles pour toute la classe PRS [EM96,
CH78, DBRO1, ABS01, FL02].

Cependant, I'avantage majeur de ’autre approche est qu’elle est polynémiale au
meilleur des cas, et qu’au pire des cas elle risque d’étre 1-exponentielle ; alors que ’al-
gorithme présenté dans ce chapitre est, pour les PAD, au meilleur des cas 1-exponentiel
si les formules des regles de 'automate initial sont de la forme 3*¢ ou ¢ est sans quan-
tificateurs; et dans le pire des cas, elle peut étre 4-exponentielle. C’est la complexité
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PRS (G,G)

PAD (S,G) PAN (P,G)

Systemes (S,S) PA (1,G)\_Réseaux de Petri (P,P)

a Pile

BPA (1, BPP (1,P)
Systemes finis (1,1)

FiG. 6.3 — Limites de la décidabilité du model-checking de EF

théorique de notre procédure ; mais dans la pratique, nous pouvons utiliser les tech-
niques d’analyses symboliques des automates a compteurs et des réseaux de Petri qui
se comportent bien.

Finalement, notons que Mayr [May98] a montré que PAD est la classe la plus
générale de la hiéarchie de PRS pour laquelle le model-checking des formules EF est
décidable. La figure 6.3 montre les limites de décidabilité de EF pour cette hiérarchie
[May98]. Le model-checking de EF est décidable pour toutes les classes qui sont en
dessous de la ligne, et indécidable pour toutes celles en dessus. Nous en déduisons
qu’il n’est pas possible, pour les classes en dessus de la ligne, de représenter les en-
sembles des prédécesseurs par des CH-automates. Notre construction pour PAD est
donc “optimale” pour cette hiérarchie.
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Troisieme partie

Analyse des programmes
récursifs paralleles par calcul
d’abstractions des chemins
d’exécutions
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Introduction

Dans la partie précédente, nous avons modélisé les programmes paralleles récursifs
par des PRS. Ce formalisme est certes tres puissant mais ne permet de représenter la
synchronisation de maniére précise que dans certains cas. L’avantage de ce modele est
qu’il est possible de I'analyser de maniére exacte dans plusieurs cas intéressants. Dans
cette partie, nous allons utiliser des modeles plus puissants pour représenter de maniere
plus précise les programmes. Ces formalismes permettent de modéliser récursion et syn-
chronisation de maniere exacte. Plus précisément, nous considérons dans cette partie
deux classes de programmes : (1) les programmes contenant un nombre fixe de pro-
cessus séquentiels concurrents. Nous modélisons ces programmes par des systéemes a
pile communicants; et (2) les programmes ot dynamisme et récursion sont permis.
Nous modélisons ces programmes par des systemes de réécriture qui étendent PA “a-la
CCS” par des opérateurs de synchronisation et de restriction.

Comme P’analyse des programmes devient indécidable dés que 'on considere la
synchronisation et les appels récursifs de procédures [Ram00], les deux modeles que
nous considérons sont indécidables. Nous ne pourrons donc pas résoudre le probléeme
d’accessibilité de maniere exacte dans ces cas. Pour contourner ce probléeme, nous
proposons une approche générale qui permet de résoudre ce probleme d’accessibilité
de maniere abstraite.

Rappelons que le probleme auquel nous nous intéressons est de savoir si

Post*(L)NL =10

ou de maniere équivalente si
Pre*(LYNL=10

ou L et L' sont des ensembles infinis de configurations. Ce probléme consiste a détermi-
ner s'il existe une configuration de £ qui peut atteindre une configuration de £'. Pour le
résoudre, nous pouvons soit (1) calculer, si possible, ’ensemble des accessibles Post* (L)
et vérifier que son intersection avec £’ est vide (ou de maniere équivalente, calculer
Pre*(L') et vérifier qu'il n’intersecte pas £). C’est I’approche que nous avons considéré
jusqu’a présent. Soit (2) calculer 'ensemble des séquences d’actions Paths(L, L) qui
permettent d’accéder & une configuration de £’ & partir d’une configuration de L, et
vérifier s’il est vide :
Paths(L,L") =0

Comme les modeles considérés sont indécidables, nous ne pouvons ni calculer I’en-
semble des accessibles, ni celui des chemins d’exécutions de maniere exacte. Nous

209



adoptons alors une approche basée sur le calcul d’une abstraction a(Paths(E, L )) qui
constitue une sur-approximation de I’ensemble des chemins d’exécutions qui ménent
de £ a L'. Si cette sur-approximation est vide, nous sommes siirs que Paths(L,L’)
I’est aussi.

Nous proposons dans cette partie un cadre algébrique générique, basé sur les
algebres de Kleene, pour le calcul de ces abstractions (sur-approximations). Notre
méthode est basée sur la combinaison des techniques d’analyse d’accessibilité sym-
boliques basées sur les automates avec des algorithmes de résolution de systéemes de
contraintes polynomiales dans des domaines abstraits. Ce cadre peut étre instancié
par différentes classes d’abstraction. Ceci permet d’avoir différents algorithmes d’ana-
lyse ayant différents cotits en fonction de la précision de I’abstraction considérée. Nous
considérons dans ce travail deux classes d’abstractions : (1) les abstractions a chaines
finies, qui sont des abstractions dont le domaine ne contient pas de chaines infinies.
Dans ce cas, le systeme de contraintes peut étre résolu par un calcul itératif de point
fixe. (2) Les abstractions commutatives qui sont des abstractions qui “oublient” l'ordre
entre les différentes actions exécutées. Ces abstractions correspondent aux classes de
langages qui contiennent un mot ssi ils contiennent toutes ses permutations. Dans ce
cas, nous résolvons le systeme de contraintes en utilisant la procédure de [HK99]. Nous
donnons plusieurs exemples d’abstractions utiles qui permettent de faire des analyses
a différents cotits et différentes précisions.
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Chapitre 7

Programmes récursifs
communicants

Nous considérons dans ce chapitre les programmes ayant un nombre fixe de proces-
sus séquentiels concurrents qui tournent en parallele et qui peuvent se synchroniser.
Chaque processus séquentiel pouvant avoir des variables globales, et chaque procédure
pouvant aussi avoir des variables locales. Nous modélisons ces programmes par des au-
tomates a pile communicants. Contrairement & PRS, ce modele permet de représenter
de maniere précise récursion et synchronisation ; mais ne permet pas de considérer le
dynamisme. Comme expliqué dans l'introducion de cette partie, puisque ces modeles
sont indécidables, nous résolvons leur probleme d’accessibilité de maniere abstraite en
calculant des abstractions des chemins d’exécution.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section suivante explique plus en détails le
principe de I'approche considérée dans ce chapitre. La section 7.2 présente le modele
que nous considérons qui est basé sur les automates a pile communicants. La section
7.3 donne des exemples d’abstractions et définit les classes d’abstractions que nous
considérons. La section 7.4 montre comment réduire le probléeme de calculer des lan-
gages de chemins abstraits au calcul de certains ensembles de prédecesseurs/successeurs.
La section 7.5 présente un algorithme générique pour le calcul des prédécesseurs et
donne sa complexité. Un algorithme similaire qui calcule les successeurs est décrit a la
section 7.6.

Le contenu de ce chapitre a été publié dans [BET03a, BET03b]

7.1 Le principe de I’approche

Considérons un programme séquentiel pouvant avoir des procédures récursives, et
soit ¢ une configuration de ce programme. Comme mentionné a la section 4.3.2, et
comme nous allons le décrire avec plus de détails dans la section suivante, un tel pro-
gramme séquentiel peut étre modélisé par un automate a pile. Une configuration du
programme peut donc étre représentée par une paire comprenant un point de controle
et une pile contenant 'information sur les procédures qui ont été appelées mais dont
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I’exécution n’est pas encore terminée. Si nous considérons un chemin d’exécution pos-
sible du programme comme une séquence d’instructions, nous pouvons identifier ’en-
semble de tous les chemins du programme qui meénent & ¢ & partir d’une configuration
initiale ¢y par un langage hors-contexte Paths(cg,c) (et chaque langage hors-contexte
peut étre obtenu de cette maniere), puisque les langages définis par les automates a
pile définissent exactement les langages hors-contextes [HU79]. Par exemple, prenons
un programme qui soit termine immédiatement soit exécute une instruction a, s’ap-
pelle récursivement, exécute une instruction b, et termine. Soit ¢ une configuration
correspondant & la terminaison. Nous avons Paths(co,c) = {a™b™ | n > 0}.

Considérons maintenant un systéme concurrent ayant deux programmes séquentiels
communiquant par rendez-vous comme décrit a la section 4.1. Nous supposons sans
perte de généralité que : (A) Pensemble des signaux Sig est 'union disjointe de deux
ensembles de signaux : les signaux pouvant étre envoyés du processus un au processus
deux, et les signaux pouvant étre envoyés du processus deux au processus un. Nous
pouvons toujours nous ramener a ce cas de figure par un renommage des signaux.
Soit (c1,¢2) une configuration du systéme, ot ¢; (resp. ¢2) est une configuration du
processus 1 (resp. du processus 2). Le probleme est de décider si (c1, c2) est accessible
a partir de la configuration initiale (co1,co2) en tenant compte de la synchronisation.
Une premiere condition nécessaire est que c¢; soit accessible & partir de cp; quand les
synchronisations ne sont pas considérées. De plus, si nous interprétons les chemins
d’exécutions qui menent vers c¢; et co comme des séquences d’instructions de synchro-
nisation comme suit : Les actions de synchronissation a! et a? sont représentées par
a, et toutes les instructions internes qui peuvent étre exécutées par I'un des deux pro-
grammes indépendamment de 'autre sont cachées, c-a-d., elles sont toutes représentées
par une action invisible “7”. Nous obtenons de cette maniére deux langages hors-
contexte Paths(co1,c1) et Paths(coz, ca). Avec cette représentation, (cq,c2) est acces-
sible ssi Paths(co1,c1) N Paths(coz, ¢2) est non vide, c-a-d., s’il existe des chemins des
deux composantes dont la séquence de communication est la méme pour les deux parte-
naires. Observons que ceci est vrai puisque si “a” apparait dans les chemins d’exécution
des deux composantes, alors la condition (A) implique que ce signal a forcément été
envoyé par I'un et regu par I'autre. Malheureusement, puisque le probleme du vide de
Iintersection des langages hors-contexte est indécidable, il n’est pas possible de décider
Paccessibilité de (c1,co) & partir de (co1, co2)-

En général, étant donnés deux ensembles C; x Cs et Cf x C de configurations du
systéme concurrent, il est indécidable de déterminer si une configuration de C7 x Cs
est accessible & partir d'une configuration de C] x C%; c-a-d., il n’est pas possible
de déterminer si Paths(C1,C1) N Paths(CY, Cs) est vide. Comme expliqué dans 1'in-
troduction de cette partie, pour attaquer ce probléeme, nos calculons des abstrac-
tions A(C!, C;) satisfaisant A(C!,C;) D Paths(C/, C;). 1l est clair que si A(C1,Cy) N
A(C4, C2) est vide alors Paths(C1, C1) N Paths(CY, C3) Vest aussi. Donc nous vérifions
si A(C1,Cr)NA(CY, Cy) = 0, et si la réponse est positive, nous déduisons que Cy x Co
n’est pas accessible a partir de C] x Cj.

Le probleme est de trouver des abstractions des langages de chemins qui soient
calculables et pour lesquelles le probleme du vide d’une intersection soit décidable.
Dans ce chapitre, nous donnons un algorithme générique pour le calcul de telles ap-
proximations. Cet algorithme est basé sur (1) les constructions de [BEM97, EHRS00]
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o mo

a! b! a? b?
ni n2 my ma
call mo a?
ns ms
Procédure m Procédure ms

Fic. 7.1 — Un exemple

qui calculent, étant donné un ensemble arbitraire régulier C' de configurations d’un
programme séquentiel, les ensembles pre*(C) et post*(C) des prédeceseurs et succes-
seurs de C. (2) La résolution d’inégalités polynémiales dans des domaines abstraits.
Nous considérons deux classes d’abstractions : les abstractions a chaines finies et les
abstractions commutatives. Nous donnons plusieurs exemples de telles abstractions qui
permettent différentes analyses en fonction du cotit et de la précision désirés.

7.2 Modélisation

Les programmes que nous considérons correspondent & un nombre fixe n de pro-
cessus séquentiels concurrents. Ils peuvent étre représentés par des PFG tels que la
procédure main crée n processus séquentiels en parallele, et tels que les CFG de ces
processus ne contiennent pas d’appels paralleles. Pour simplifier la présentation, nous
supposons que de tels programmes sont donnés sous la forme d’un n-uplet de systémes
de flow graphs, un pour chaque composante séquentielle, ou un systéeme de flow graphs
est un PFG qui modélise les programmes séquentiels, c-a-d., un PFG ne comprenant
pas d’instructions correspondant & des appels paralleles de la forme call(p1]|- - ||pk)-
Nous supposons que les noms des procédures des programmes séquentiels différents
sont disjoints. Nous supposons également que les ensembles S;; des signaux envoyés
du processus i vers le processus j sont disjoints (nous pouvons toujours se ramener a
ce cas par un renommage des signaux).

La figure 7.1 représente une paire de flow graphs qui correspond a un programme ot
deux processus séquentiels sont mis en parallele. Ces processus communiquent par les
signaux a et b. Sur la figure, les points ng, n3, mq, et ms correpondent respectivement
aux points d’entrée et de sortie des procédures m; et 73 @ ex,,Try; €y, €6 Ty

7.2.1 Modele formel : Systemes a pile
Un Systéme a pile (PDS pour PushDown System) est un quintuplet
P = (P, Act, T, co, A)
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ol P est un ensemble fini d’états de contréle, Act est un ensemble fini d’actions, I est
Valphabet de la pile, et A C (P xT') x Act x (P x IT'*) est un ensemble fini de régles de

transition. Si ((p, ), a, (p,w)) € A, nous éerivons (p, y) — (p/,w). Une configuration
de P est une paire (p,w) ot p € P est un point de controle et w € T'* est le contenu de
la pile. Nous supposons sans perte de généralité que toutes les regles de A sont de la
forme (p,~) N (p', w) tel que |w| < 2 (en fait, comme nous le verrons plus tard, les
PDS obtenus & partir des programmes satisfont ces contraintes). cg est la configuration
initiale de P. L’ensemble de toutes les configurations est dénoté par C. Un ensemble
de configurations C' est régulier si pour chaque point de contréle p € P le langage
{w e TIT* | (p,w) € C} est régulier.

Pour chaque action a, nous définissons la relation - C C x C comme suit :

si {q,7) AN (q',w), alors (g,vv) —~(¢’,wv) pour chaque v € I'*; (g,yv) est un
prédécesseur immédiat de (q', wv), et (¢', wv) in successeur immédiat de (g, yv).

La fonction des prédécesseurs pre*: 2¢ — 2¢ de P est définie comme suit : ¢
appartient a pre*(C) si un successeur de ¢ appartient & C. Nous définissons post*(C)
de maniere similaire.

Un Systeme a pile communicant (CPDS pour Communicating PushDown System)
est un n-uplet CP = (Py,...,P,) de systémes & pile sur le méme ensemble d’actions
Act. Pour modéliser la communication, nous supposons que Act contient une action
spéciale T qui représente les actions internes, et que chaque action dans Lab = Act\ {7}
est une action de synchronisation.

Comme expliqué dans la premiere section, 'idée est de représenter toutes les ins-
tructions internes des processus par ’action invisible 7, et les instructions de syn-
chronisation a! et a? par I'étiquette a. Nous ne distinguons par entre a! et a? car
nous supposons que les ensembles des signaux .S;; sont disjoints. Donc, si de par notre
modélisation, deux automates a pile (modélisant deux processus séquentiels concur-
rents) “exécutent” une action a, alors nous sommes surs que l'un des deux processus a
émis le signal a et 'autre ’a recu. Nous utilisons cette modélisation pour pouvoir parler
d’une méme “séquence de synchronisation” de deux automates a pile, et donc réduire
le probleme d’accessibilité & un probléeme d’intersection de langages hors-contextes
comme expliqué dans la premiere section de ce chapitre.

Une configuration globale d’'un CPDS est un n-uplet g = (¢y, ..., ¢,) de configura-
tions de Py, . .. P,. Nous étendons les relations — aux paires de configurations globales

comme suit. Soit g = (¢1,...,¢n) et ¢ = (¢}, ..., c,) des configurations globales :

e n
— g—¢ sl existe 1 <i <n tels que ¢; == ¢] et ¢ = ¢; pour chaque j # i;

— g g ¢l existe des indices i # j tels que ¢; ¢, ¢; <= ¢}, et ¢}, = c; pour

chaque ¢ # k # j.

Comme expliqué ci-dessus, dans ce dernier cas, nous ne pouvons avoir g — g’ ot a
est un signal que si une des composantes (i ou j) émet le signal a et 'autre le regoit.

Etant donné un ensemble G de configurations globales, nous définissons pre*(G)
et post*(G) de maniere standard.

214



7.2.2 Passer d’un n-uplet de systemes de flow graphs a un
CPDS

Etant donné un n-uplet de systemes de flow graphs, nous définissons un CPDS
correspondant comme suit. Nous associons a chacun des n systémes de flow graphs un
systeme a pile. Le CPDS est juste le n-uplet de ces n systemes a pile.

En adoptant la modélisation donnée dans [ESO1], nous associons & un systéme de
flow graphs G; ayant un ensemble de nceuds N; et un ensemble d’arétes F;, le PDS
P = (P, Act,T,cp,A) défini comme suit. P est 'ensemble de toutes les valuations
possibles des variables globales, ou un singleton si le programme n’a pas de variables
globales ou si toutes les variables globales ont été abstraites. Act contient I'action 7 et
une action a pour chaque signal a. I est U'ensemble de toutes les paires (n,v), ou n est
un noeud du flow graph, et v est une valuation des variables locales. La configuration
initiale ¢ est définie par cg = (globy, (€pain,, l0co)), Ol glob, et locy sont les valeurs
initiales des variables globales et locales, et epain; est le noeud initial de la procédure
principale main; du processus i. A contient ’ensemble des regles :

Instruction vide : (glob, (n1,loc)) < (glob, (na,loc)), si ny — ng € E; ;

Affectation : (glob, (n1,loc)) < (glob', (na,loc’)), si ny > ny € By et a est une affecta-
tion, ol glob et glob’ (loc et loc’) sont les valeurs des variables globales (locales) avant
et apres 'affectation ;

Conditionnelle “if-then-else” : (glob, (n1,loc)) < (glob, (ng,loc)), si ny % ny € E; et
a est une conditionnelle “if-then-else”, ou glob et loc sont tels que la condition de
I'instruction est satisfaite ;

, . . call 1 N
Appel récursif : si nq _cali(p) , ny € E;, alors considérer la regle

(glob, (n1,loc)) N (glob, (ep,locy) - (n2,loc)),

ol e, est le point d’entrée de la procédure p, loc, les valeurs des arguments passées
par la procédure appelante a la procédure p, et loc mémorise les variables locales de
la procédure appelante ;

Terminaison :* {glob, (r,,loc)) 5 (glob', €), ot rp est le point de sortie de la procédure
p et glob’ mémorise la valeur retournée par la procédure apres sa terminaison.

. . . a! a? 1 N
Synchronisation : Si nqy — nt € E; ou ny — n} € E; alors considérer la regle
1 1

(globy, (n1,locy)) = (globy, (n),locy)).

La figure 7.1 représente un CPDS a deux PDSs correspondant au programme
séquentiel du c6té droit de la figure 7.2.

LObservons qu’ici, les résultats de retour des procédures appelées sont stockés dans les variables
globales. Ceci est différent de la modélisation que nous avons considéré pour modéliser nos programmes
par des PRS.

Notons que pour les programmes séquentiels, cette traduction vers les automates a pile peut aussi
étre vue comme une traduction vers PRS comme expliqué dans la section 4.3.2.
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N

P = ({p}v {av ba 7-}7 {m07m17m27m3}7 <p7 m0>7 {Tb . .7"5}) ou

r1: (p,mo) ‘% (p,m1) T4 (p,ma) < (p, m3)
ro: (p,mo) — (p,m2) 751 (p,m3) > (p,€)

T3 <P7 m1> < <P7 m0m3>

FiG. 7.2 — Un systeme a pile

7.3 Abstraction des langages de chemin

7.3.1 Analyse d’accessibilité et langages de chemin

Soit (P1,...,P,) un CPDS. Considérons le probléeme de vérifier si un ensemble de
configurations Cy x - - - x C,, est accessible & partir de C] x - - - x C/ . Ce probléme peut
étre réduit au probléme de vérifier le vide de 'intersection de langages hors-contexte.
En effet, '’ensemble des actions visibles Lab est une union disjointe d’ensembles Lab; ;
correspondant aux actions de synchronisation entre chaque paire de systemes P; et
P; (puisque les S;; sont disjoints). Soit L; = Paths(C/,C;) 'ensemble des chemins
menant dans P; d’une configuration de C/ & une configuration de Cj, et soit

i\i = Lz L1 ( U LabLk)*
j,k#i

ou LLI est 'opérateur de shuffle défini comme suit : si v et v deux mots de Lab, alors
ulllv = {ugvugvy -+ - UpUy | U = Uy Up, 0 = V1 -V }

Ceci exprime que nous insérons partout dans tous les chemins de P; des étiquettes
correspondant aux actions de synchronisation entre des paires d’autres processus. Au-
trement dit, nous étendons chaque systéme & pile P; par des boucles (self loops) sur
chaque état de controle étiquetées par des actions de synchronisation entre des paires
d’autres processus. Notons que cette extension n’est faite que lorsque n > 3 (pour
n = 2, nous avons E =1L,).

11 est facile de voir que Cy X --- x C), est accessible & partir de C] x -+ x C/ si et
seulement si

Iin...NL,#0

Comme mentionné dans la premiere section, notre approche pour attaquer ce
probléme (qui est indécidable) est basée sur le calcul d’abstractions A(C’, C') des lan-
gages de chemins Paths(C’,C) des systémes & pile, pour des ensembles donnés de
configurations C’ et C. Une fois des abstractions A(C/, C;) des langages de chemins L;
ont été calculées, nous testons si leur intersection est vide, auquel cas, nous concluons
que Cp X -+ x Cp, n’est pas accessible & partir de C] x --- x CJ.
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Proc : m Proc : mo

no mo
call m; a! a?
ni mi ma
Programme 1 Programme 2

Fia. 7.3 — Un autre exemple

7.3.2 Exemples d’abstractions de langages de chemins

Nous considérons dans ce qui suit quatre exemples d’abstractions. Notons que pour
appliquer notre approche, nous avons besoin d’une représentation finie de A(C’,C).
Donc nous devons calculer un objet abstrait représentant A(C’, C).

Nous décrivons ci-dessous les quatre abstractions que nous considérons de maniere
informelle. Nous donnons les définitions formelles plus tard.

7.3.2.1 Les ensembles d’actions interdites et nécessaires

L’objet abstrait est une paire [F,R], ou F,R C Lab. F (pour Forbidden), est
I’ensemble des actions interdites. Il contient les lettres a qui n’apparaissent dans aucune
séquence de Paths(C’,C). R (pour Required), est ensemble des actions nécessaires.
Tl contient les lettres a qui apparaissent dans toutes les séquences de Paths(C’,C).
[F, R] représente le langage de toutes les séquences qui ne contiennent aucune lettre
de F' et au moins une occurrence de chaque lettre de R. Il est facile de voir que les
langages représentés par [F), Ry] et [F5, Ro] ont une intersection vide si et seulement
si Fy QRQ#(Z)OU Ry ﬂFg#@.

Dans la figure 7.3 nous pouvons utiliser cette abstraction pour déduire qu’aucune
configuration ayant n; et mo comme points de controle n’est accessible : L’action a
est nécessaire pour accéder a ny, mais interdite si nous voulons arriver a mso.

7.3.2.2 Label bitvectors

Dans cette deuxieme abstraction, l'objet abstrait représentant A(C’,C') est un
ensemble B de vecteurs de bits Lab — B. Un vecteur de bits b appartient a B s’il existe
une séquence dans Paths(C’, C) telle que b(a) = 1 si a apparait dans la séquence et
b(a) = 0 sinon.

Dans la figure 7.1 nous pouvons utiliser cette abstraction pour déduire qu’aucune
configuration ayant ns et ms comme points de controle n’est accessible. Puisque les
deux programmes séquentiels n’ont pas de variables, leurs PDSs correspondant ont
chacun un état de contréle pg; et po2. Les alphabets de pile sont I'y = {ng,...,ns},
'y = {mo,...m3}. Les configurations initiales sont co1 = (po1,n0) €t co2 = (Poz, Mo).
Nous dénotons par B(ns) (resp. B(ms)) les ensembles des vecteurs de bits correspon-
dants & 'ensemble Paths(co1, {(po1,nsw) | w € I't}) des séquences qui meénent de cop
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o
al b!
ni n2
b!
n3
Programme 1 Programme 2

Fia. 7.4 — Exemple 3

a une configuration ou le programme 1 est au point de controle ns (resp. I’ensemble
Paths(coz, {{po2, maw) | w € T'5}) des séquences qui ménent de ¢p & une configuration
ol le programme 1 est au point de contréle ms). Nous avons B(ng) = {10,01}, alors
que B(ms) = {11} (les composantes des vecteurs de bits correspondent aux lettres
a,b). Comme B(ns) N B(ms) = ), nous déduisons qu’il n’est pas possible d’atteindre
une configuration ol ng et mg sont tous les deux actifs. Observons que ’abstraction
précédente ne permet pas d’arriver a cette conclusion puisque pour arriver a ng ou a
mgs les actions a et b sont toutes les deux permises.

7.3.2.3 Ordre des premiéres occurrences

L’objet abstrait représentant A(C’, C') est un ensemble W de mots w tels que pour
chaque a € Lab, |w|, <1 (Jw|, dénote le nombre d’occurrences de la lettre a dans w).
Un mot w = ay - - - a,, appartient & W ¢’il existe un chemin dans Paths(C’, C) tel que
I’ensemble des lettres qui apparaissent dans w est précisément égal a {a1,...,a,}, et en
plus, les premieres occurrences de ces lettres dans le chemin apparaissent dans 'ordre
défini par w (c-a-d., pour chaque i < j, a; apparait pour la premiere fois avant a;).
Tester le vide de I'intersection des langages représentés par Wy et Wy est équivalent &
tester le vide de leur intersection en tant qu’ensembles.

Nous pouvons utiliser cette abstraction pour déduire qu’aucune configuration du
programme de la figure 7.4 ayant ns et ms comme points de contréle n’est acces-
sible a partir d’'une configuration initiale. Comme précédemment, puisque les deux
programmes séquentiels n’ont pas de variables, leurs PDSs correspondant ont cha-
cun un état de controle pg; et ppe. Les alphabets de pile sont T'y = {ng,...,ns},
'y = {my,...m3}. Les configurations initiales sont cg1 = {(po1,n0), co2 = (Po2, Mo)-
Nous dénotons par W (ns) et W(mg) les ensembles des mots correspondant &
Paths(cor, {{po1,nsw) | w € T'}) et Paths(coz, {(poz, msw) | w € T'5}). Nous avons
W (n3) = {ab,b}, et W(m3) = {cba,ba}. Puisque W(n3) N W(mgs) =0, il n’y a pas de
séquence de communication commune aux deux programmes séquentiels permettant
d’accéder aux points de controle ng et mg.

Observons que ’abstraction précédente ne permet pas de conclure qu’aucune confi-
guration ou les programmes 1 et 2 sont simultanément aux points de controles ns et
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Proc : m Proc : mo

a?
no mo
mi
call 7 al
a?
ni n2
»
a?
call m al
ns meo
Programme 1 Programme 2

Fia. 7.5 — Un dernier exemple

mg3 n’est accessible. En effet, cette abstraction mémorise 'information que pour arri-
ver a n3 ou a mg, il faut exécuter une séquence d’actions ol a et b sont tous les deux
présents, sans tenir compte de 'ordre dans lequel ces actions sont exécutées, alors que
dans ce cas, 'ordre est important.

7.3.2.4 Les images de Parikh

C’est 'abstraction la plus précise que nous considérons. L’objet abstrait représentant
A(C',C) est 'image de Parikh de Paths(C’,C).

Dans la figure 7.5 nous pouvons conclure qu’aucune configuration ayant ng et mo
comme points de controle n’est accessible : Pour arriver a ng, a doit s’exécuter un
nombre paire de fois; alors que pour atteindre mg, elle doit s’exécuter un nombre
impair de fois.

Il y a plusieurs autres abstractions possibles. Par exemple, nous pouvons combi-
ner les label bitvectors et les images de Parikh : Pour certaines actions, nous nous
intéressons a savoir si elles apparaissent dans la séquence ou non, tandis que pour
d’autres, nous comptons le nombre de leur apparition. De plus, il est parfois utile de
compter modulo un nombre (comme dans le cas de la figure 7.5).

7.3.3 Un cadre formel

7.3.3.1 Préliminaires

Nous rappelons dans ce qui suit quelques définitions standards qui vont nous étre
utiles pour définir notre cadre formel d’abstraction.

Treillis complets et points fixes :

Soit E' un ensemble donné. Un ordre < sur E est une relation dans F x E qui est :
— réflexive : Ve € E,x < x;

— antisymétrique : six < yet y <z, alors z =y;

— transitive : six <y et y < z, alors x < z.
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Définition 7.3.1 (Treillis complets) Soit X une partie de E, y est un majorant
(resp. minorant) de X siVe € X, x <y (resp. y < z). Soit Maj(X) (resp. Min(X))
Uensemble des majorants (resp. minorants) de X. y est un plus grand élément de X
(resp. plus petit élément de X ) siy € X ety est un majorant (resp. minorant) de X .
X admet une borne supérieure UX (resp. une borne inférieure MX ) ssi Maj(X) admet
LUX comme plus petit élément (resp. Min(X) admet MX comme plus grand élément).
(E,<,U,N, L, T) est un treillis complet ssi toute partie X de E admet une borne
inférieure MX et une borne supérieure UX. En particulier, L = ME = U) et T =
UE =M.

Définition 7.3.2 (Fonctions monotones et fonctions continues) Soit f une fonc-
tion de E dans E, f est monotone ssi

r<y= f(z) < f(y)

f est U-continue ssi

VX C E, f(UX) = Ugex f(2)

x € E est un point fixe (resp. pré-point fixe) d’une fonction f ssi = f(x) (resp.

f(z) < ).

Théoréme 7.3.1 (Tarski [Tar55]) Si (F,<,U,M, L, T) est un treillis complet, et si
f est une fonction monotone de E — E, alors f admet un plus petit point fize qui est
aussi son plus petit pré-point fize.

Théoréme 7.3.2 (Kleene) Si (E,<,U,M, L, T) est un treillis complet, et si [ est
une fonction continue de E — E, alors le plus petit point fize de f est égal a

Un f" (L)
avec fO(z) =z, et [ (2) = f(f"(2)).
Abstractions et connexions de Galois :
Notons par L le treillis complet des langages sur Lab, c-a-d.,
L= (2" c.u,n,0, Lab*).
Formellement, une abstraction de £ [CC77] consiste en un treillis abstrait
D=(D,<,un LT

o D est un domaine appelé le domaine abstrait, et une connexion de Galois (a,~y)
entre £ et D, c-a-d., une paire de fonctions o : 259%" — D dite la fonction d’abstraction
et v : D — 289" dite la fonction de concrétisation telles que

Vo e 2 vy e D.a(z) <y <=z CH(y).
Une connexion de Galois assure que pour tout langage L,
L Cy(a(L))

ce qui exprime que la concrétisation de ’abstraction d’un langage L est une sur-
approximation de L. C’est ce qui assure que I’abstraction est correcte.
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7.3.3.2 Notre cadre formel d’abstraction

Notre but est de définir des abstractions de £ telles que (i) le langage de chemins
abstrait a(Paths(C!,C;)) peut étre calculé quand C; et C/ sont réguliers, et (ii) le
vide d’une intersection soit décidable dans le domaine D. Pour ceci, nous considérons
une classe d’abstractions, que nous appelons abstractions de Kleene, pour lesquelles
le treillis D a une bonne structure algébrique. Dans le reste de cette section nous
définissons ces abstractions, et nous montrons dans la section suivante que les quatre
exemples de la section 7.3.2 sont en fait des abstractions de Kleene.

Algeébres de Kleene :

Un semi-anneau idempotent est un quintuplet £ = (K, ®,®,0,1), olt & est une
opération associative, commutative, et idempotente (a®a = a), et ® est une opération
associative. 0 et 1 sont les éléments neutres pour @ et ©, respectivement. 0 est un
élément absorbant pour ® (a @0 = 0 ® a = 0), et ® est distributif par rapport
a @. K est un Lab-semi-anneau si K est généré par 0, 1, et un élément v, pour
chaque a € Lab. Un semi-anneau est fermé si @ peut étre étendu en un opérateur
sur les ensembles infinis énumérables (c-a-d., les sommes infinies énumérables sont
permises), et cet opérateur a les mémes propriétés que @ (il est associatif, commutatif,
idempotent, et ® est distributif par rapport a cet opérateur). Dans les semi-anneaux
fermés, nous pouvons définir ¢’ = 1, a"t = a ® a", et a* = @), ~,a". Rajouter

N

Popération “x” a K le transforme en une algebre de Kleene.

Convention 7.3.1 Dans la suite, nous réservons le terme algébre de Kleene pour les
algébres de Kleene induites par des Lab-semi-anneaux fermés et idempotents.

Soit K une algebre de Kleene avec un domaine K. Pour des raisons techniques que
nous verrons plus tard, nous avons besoin d’introduire la notion de “miroir” z (R
pour Reverse) d'un élément = de K. Cette notion est définie inductivement comme
suit :

- Uf = Vq,

S @oyt=aleyt

- (royt =yt ol et
o (:U*)R — (:ER)*.

Il s’en suit que pour chaque élément x de K, nous avons :

(™) = 2. (7.1)

Abstractions de Kleene :

Un treillis abstrait D = (D, <,U,M, L, T) est compatible avec une algebre de
Kleene K = (K, ®,®,x,0,1) si K = D, et I'ordre, la borne inférieure, et I'opération LI
du treillis abstrait sont donnés par ¢ < y siz®y =y, L = 0, et U = @, respectivement.

Une abstraction de Kleene est une abstraction dans laquelle le treillis abstrait D
est compatible avec I'algebre de Kleene K = (K, ®,®,0,1), et la connexion de Galois
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est donnée par a : 28" — K et v : K — 25907 telles que

a(L) = @ 'Ual @...@/Uan

aj--an€L

v(z) = {a1---an €25 vy, O Ou,, <}

Il est facile de vérifier que () est une connexion de Galois.

Intuitivement, une abstraction de Kleene est telle que les opérations abstraites @,
©®, et x de K correspondent a 'union, la concaténation, et la cloture de Kleene des
langages du treillis £. 0 et 1 sont les objets abstraits correspondant au langage vide
et & {e}, respectivement. L’élément v, est ’'objet abstrait correspondant au langage
{a}. La borne supérieure T € K est 'objet abstrait correspondant au langage Lab*,
et Iopération M correspond a l'intersection des langages dans le treillis £. Si nous
souhaitons calculer «(L) pour un langage L, nous “abstrayons” chaque mot a; ...a,
de L par 'objet vy, ® -+ ® v,,, et nous considérons I'union de ces objets.

Propriétés des abstractions de Kleene :

Nous obtenons directement de la définition de o donnée ci-dessus que pour chaque
Le 2Lab*’

a(miroir(L)) = (a(L))R. (7.2)

De plus, dans une abstraction de Kleene nous avons «(f) = L et v(L) =0, ce qui
implique que

Proposition 7.3.1
VLl,...,Ln.a(Ll)I_I---Ha(Ln):L = Llﬂ“'ﬂLn:@

Preuve : Nous raisonnons par ’absurde. Supposons que «(L1) M...Ma(L,) = L et
que LyN...N L, #0. Soit alors € L1 N...N L,. Donc a(z) = L. Puisque («, ) est
une connexion de Galois, et que a(x) < a(x), il s’en suit que x C y(a(z)) = y(L)

ce qui constitue une contradiction. O

)

Cette propriété est nécessaire pour notre approche : Pour tester le vide de 'intersection
de deux langages hors-contexte, il suffit de tester le vide de I’ intersection de leurs
abstractions.

Abstractions de Kleene particulieres :

Dans ce travail, nous considérons deux familles d’abstractions de Kleene :

— Les abstractions a chaines finies qui sont les abstractions telles que K ne contient
pas de chalne ascendante infinie. Les abstractions finies ou le domaine abstrait
K est fini sont des cas particuliers d’abstractions a chaines finies.

— Les abstractions commutatives qui sont les abstractions ou ® est commutatif. In-
tuitivement, ceci veut dire que ® “oublie 'ordre” entre les lettres. Nous obtenons
ainsi que (K, ®, ®,*,0,1) est une algebre de Kleene commutative.

Nous montrons que notre probleme peut étre résolu dans le cadre de ces deux

abstractions.
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7.3.4 Instances des abstractions

Nous montrons que les quatre exemples de la section 7.3.2 sont soit des abstractions
a chaines finies soit des abstractions de Kleene commutatives. Nous définissons les
algebres de Kleene correspondantes en donnant le domaine, les définitions de @, ®, et
les éléments 1 et 0. Notons que par la convention 7.3.1, opération * est déterminée
par @ et ©.

7.3.4.1 Les ensembles d’actions interdites et nécessaires

L’algebre de Kleene K est définie comme suit :

— K ={0} U{[F,R] € 2L x 2L | F N R = ()},

- [Fl,Rl] D [FQ,RQ] = [F1 Nk, RN RQ],

- [_Fl,Rl] ® [FQ,RQ] = [F1 NFEy, Ry U Rg],

— 0 est par définition neutre pour @ et absorbant pour ®,

— 1= [Lab, 0.
Dans ce cas, K est engendré par les éléments v, de chaque a € Lab, ol v, = [Lab\
{a},{a}]. Le treillis abstrait est obtenu en prenant T = [}, ], et définissant I par :

- [Fl,Rl] M [FQ,RQ] = [_Fl UFy, R U RQ] si (Fl n Rg) U (F2 N Rl) = (Z),

- [Fl,Rl] M [FQ,RQ] =0 SiIlOH7

-~ 0MNz=2M0=0.
Observons que cette abstraction est en méme temps une abstraction a chaines finies
et une abstraction commutative.

7.3.4.2 Label bitvectors

Nous considérons 'algebre de Kleene K donnée par :

1. K = 2lv=Bl ot [Lab — B] est 'ensemble des vecteurs de bits indexés par Lab,

2. &=U,

3. ® = V (opérateur booléen V est étendu aux vecteurs de bits de la maniere

suivante : by V by = b t.q. Va € Lab, b(a) = bi(a) V ba(a)),

4. 0=0,et

5. 1=1{(0,...,0)}.
Il est facile de voir que c’est une algebre de Kleene engendrée par les éléments v, pour
chaque a dans Lab, ou v, est le singleton {b,} donné par b,(a) = 1, et b,(a’) = 0 pour
tout a’ # a, Le treillis abstrait est obtenu en prenant T = 2[£4*—=Bl et M = N. Comme

dans le cas précédent, cette abstraction est a la fois une abstraction a chaines finies et
une abstraction commutative.

7.3.4.3 Ordre des premiéres occurrences

Soit W = {w € Lab* | Va € Lab, |w|, < 1}, c-a-d., 'ensemble des mots ol chaque
lettre apparait au plus une fois. Nous considérons ’algebre de Kleene X donnée par :

1. K =2W;
2. ®=U,
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3. U ®V est 'ensemble des mots u; - vh tels que u; € U et il existe v € V tel que
v} est la projection de vy sur Pensemble des lettres qui n’apparaissent pas dans
Uy,

4. 0=10, et

5. 1= {e}. Il est facile de voir que cette algebre est en effet une algebre de Kleene
engendrée par les éléments v, = {a} pour chaque a dans Lab.

Le treillis abstrait compatible avec K est obtenu en prenant T = W, et M = N.
Observons que cette abstraction est une abstraction a chaines finies puisque K est fini.

7.3.4.4 Images de Parikh

Les éléments abstraits sont des ensembles semilinéaires de vecteurs d’entiers dans
[Lab — N]. Nous considérons l'algebre commutative K donnée par :

1. K est I’ensemble de tous les ensembles semilinéaires,

2. =4,

3. 5108y ={iy + 1y |t € S1,Us € Sa},

4. 0=10, et

5. 1 est un singleton contenant le vecteur qui associe 0 & toutes les lettres de Lab.

Il est facile de voir que K est une algebre de Kleene engendrée par les éléments
vq = {U,} pour chaque a € Lab, ou @,(a) =1 et i,(b) = 0 pour chaque b # a.

Le treillis abstrait est obtenu en prenant ’ensemble de tous les vecteurs de [Lab —
N] comme 1’élément T, et en définissant M comme l'intersection des ensembles semi-
linéaires. Nous utilisons ici le fait que les ensembles semilinéaires sont effectivement
fermés par intersection (par le théoréme 2.1.6). De plus, si nous représentons un en-
semble semilinéaire comme un ensemble de paires (5, {P1,...,Pn}), il est facile de
calculer la représentation de S; & Sa, S1 - Sa, et ST a partir des représentations de Sp
et SQ.

7.4 Calculer les langages de chemins abstraits

Etant donnée une abstraction de Kleene , le langage de chemins abstrait
a(Paths(C’,C)) est un élément particulier de l'algebre de Kleene correspondante.
Nous donnons une procédure générique pour calculer cet élément en fonction des
éléments de base v, qui engendrent l'algebre. Tout au long de cette section, nous
illustrons les différentes étapes de notre construction sur le PDS de la figure 7.2.

7.4.1 K-prédécesseurs et K-successeurs

Nous introduisons dans ce qui suit la notion de K-configuration et K-relation de
transition pour un systeme a pile.
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Nous fixons un automate a pile P = (P, Act,T',co, A) et une algebre de Kleene
(K,®,®,%,0,1) correspondant & une abstraction de Kleene. L’ensemble des expres-
sions de chemins ITg est le sous ensemble de K défini inductivement comme étant le
plus petit ensemble tel que :

~-1c Ik,

— si 7 € [k, alors pour chaque a € Lab, v, ©® 7 € llg.

Etant donnée une expression de chemin 7, nous dénotons par |7| (la longueur de
m) le nombre d’occurrences des éléments de base v, dans 7.

Une K-configuration de P est une paire (¢, 7), ou ¢ est une configuration de P
et m est une expression de chemins sur K. Nous étendons la relation de transition de
lautomate & pile % aux K-configurations comme suit : si ¢ —= ¢’ pour une lettre
a € Lab, alors (¢,77) —k (v, ©7) et (¢, 7) <k (¢c,v, @ m) pour chaque m €
Ik ; en plus, si ¢c— ¢, alors (¢,m) —k (c/,7) et (¢,m) <k (c/,7) pour chaque 7 €
k. (¢,vg © 7) (respectivement (¢/,m)) est un K-successeur immediat de (¢, m) et
(¢, v,O7) (respectivement (c, 7)) est un K-prédécesseur immediat de (¢’, 7). La relation
d’accessibilité en avant (en arriére) sur K = (<) est la cloture réflexive-transitive
de —»g («k).

Etant donné un ensemble de configurations C, nous définissons pre’ (C) (posti (C))
comme l'ensemble des K-configurations (c,7) telles que (¢, 1) <k (¢, 7) ((¢/,1) =k
(¢,m)) pour un ¢’ € C. Intuitivement, un K-prédécesseur (¢’,m) d’une configuration
¢ mémorise dans 7 'information concernant la séquence de lettres qui menent de ¢ a
¢’ (si la séquence est aj ...a,, alors information stockée est vy, © ... ® v,,), et un
K-successeur (¢/, ) d’'une configuration c est tel que m = v,, ®... O v,, sila séquence
ai...a, méne de c a c'.

En d’autres termes, nous avons

preg(c) = {(d,m) | € pre*(c), m € a(Paths(c,c))}
{(d )| ¢ € post*(c), ™ € a(miroir (Paths(c, c’)))}

posti(c)

7.4.2 K-automates

L’approche algorithmique que nous proposons pour calculer a(Paths(C’,C)) est
basée sur le calcul d’automates représentant les images par prey et posty, de langages
réguliers de configurations.

Dans [BEM97, EHRS00|, des automates sont utilisés pour représenter des en-
sembles (qui peuvent étre infinis) de configurations. Nous étendons cette notion aux
K-automates pour pouvoir manipuler des ensembles réguliers de K-configurations.

Définition 7.4.1 Un K-automate pour le PDS P est un quintuplet A = (T, Q, 0, P, F)

ou Q est un ensemble fini d’états, 6 C Q X I' x K x Q est un ensemble de transitions,

P C Q est un ensemble d’états initiauzx, et F C Q est l’ensemble des états finauz.
Nous définissons la relation de transition —C @Q x I'" x K x Q comme la plus

petite relation telle que :

~ si(g,7,6,q) €8 alors g2 g,

-q ﬂq pour chaque q € Q, et
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mo, M1
m2,ms

O s

F1a. 7.6 — Un automate acceptant (p, m3I'™*) = {(p, msw) | w € (mg + ...+ m3)*}

~siq (wi,e1) q" etq" (w2,e2) ¢ alors q (wiwz,e10e2) ’
Un chemin de A est une séquence p = qq ey Q1 Q-1 _Omsen) Gn. Ce chemin

est ausst dénotéparpzqoﬂq, UW=710 Oy, ete=€e1 O -+ Oe,. Nous

dénotons l’expression e par )\((qo, w,q)p). Siw=~vyel, c-a-d., si p correspond a une
transition, nous écrivons simplement e = )\((qo,’y, q)) Ce chemin correspond d une
exécution de A si qo € P. Cette exécution est dite acceptante si ¢, € F'. Dans ce cas,
A accepte la paire ({qo,w), €).

Les automates finis ordinaires peuvent étre vus comme des K-automates dont
toutes les transitions sont étiquetées par 1. De maniere équivalente, ils peuvent &tre
obtenus en éliminant toutes les références a K dans la définition des K-automates. De
ce fait, un automate reconnait I’ensemble des configurations

{{p,w) | p—>qpourpe Petqe F}.

La figure 7.6 montre un automate pour le PDS de la figure 7.2 qui accepte ’ensemble
des configurations (p, msI'™*) = {{p, maw) | w € (mg + ... +mz)*}.

Etant donné un automate A, nous dénotons par Conf(A) l'ensemble des confi-
gurations reconnues par 4. Dans le reste de ce chapitre, nous utilisons les symboles
p,p',p", pi, etc. pour représenter les états initiaux des (K-)automates. Les états arbi-
traires sont dénotés par q,¢q’,q", g;, etc.

7.4.3 Réduction au calcul des images par prej. et postj

Soient C' et C’ deux ensembles réguliers de configurations représentés par des au-
tomates finis, et considérons le probleme de calculer a(Paths(C’, C)). Supposons que
nous sommes capables de calculer un K-automate Ap..x qui reconnait I'ensemble
prej.(C). Alors, nous pouvons construire un K-automate Agrle;( sur I'x K qui est la res-
triction de Apc: aux configurations de C’. Cet automate peut étre facilement construit
par un produit entre A, et I'automate reconnaissant C’. * Alors, a(Paths(C’,C))

)

2Nous considérons le plus petit ensemble de transitions tel que si ¢1 % q) est dans .Apre;( et

(a,e) ’
@ ¢4 est dans A/ alors (q1,92) —— (¢}, 4q%) est dans Agre*K.
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est le K-langage de Age;{, défini comme 'élément de K donné par :

@{61@- —-Oe, | Agrle;( a une exécution acceptante étiquetée par (w,e1®---Oey) }.

Une approche symétrique peut étre adoptée en calculant un automate Apossz re-
connaissant post (C') et se restreindre ensuite & 'ensemble des configurations de C,

obtenant ainsi un K-automate Agost;(. Le K-langage de Agost;( est égal a

@ (mirair (Paths(C', C’)) )

Ensuite, a(Paths(C’,C)) est obtenu en prenant le miroir de ce K-langage puisque
nous avons & partir des équations (7.1) et (7.2) que

R
a(Paths(C',C)) = (a(miroir(Paths(C',C)))) .

N

Par conséquent, nous avons réduit notre probléme de calculer a(Paths(C’, C)) a (i)
construire Ap ez (00 Aposts ), et (ii) construire une représentation finie du K-langage
de Apres. (ou Apostr )-

Le probleme (ii) peut étre résolu en utilisant les techniques standard pour résoudre
des équations linéaires dans des algebres de Kleene (par ex., en utilisant 1’algorithme de
Floyd-Warshall, ou I’élimination de Gauss). En effet, ce probléme est une généralisation
directe du probléme du calcul d’expressions régulieres associées aux automates finis.

Donc, le probleme essentiel a résoudre est comment calculer des K-automates re-
connaissant les images par posty; et prej.. Nous montrons que nous pouvons réduire
ce probleme a celui de résoudre des (in)équations polynomiales.

7.5 Calcul des K-prédécesseurs

Etant donné un ensemble de configurations C' reconnu par un automate 4, nous
. . S *
construisons un K-automate Apm;( qul reconnalt pre K(C). Nous supposons sans perte
de généralité que A n’a pas de transitions menant & un état initial.

7.5.1 Une procédure générique

Nous procédons en deux étapes. D’abord, nous construisons un automate A, .+ qui
reconnait 'ensemble pre*(C'). Ensuite, nous étiquetons les transitions de A, .- par des
éléments adéquats de K.

Pour la premiere étape nous utilisons la procédure de [BEM97, EHRS00], qui
consiste a rajouter des nouvelles transitions a A en appliquant la régle de saturation
suivante :

. a ’ ;) w , . 5
Si (p,v) — (p',w) et p’ —> ¢ est une exécution de l'automate courant,
rajouter une transition (p,~,q).
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mi,ms mi, ms3
ma,mo ma,mo

p ms3, mo
mi, msa

F1a. 7.7 — L’automate représentant pre*((p, msI'*))

Par exemple, la régle de saturation nous permet de rajouter la régle de transition
p -2, p A Pautomate de la figure 7.6, puisque (p,ms) — (p,€) (régle r5) et p—=p.
Ensuite, nous pouvons rajouter p —=2p (regle ry), p—2sp (régle 73), p — q (régle

r3, et p "%, q) etc. Le résultat final est 'automate représenté a la figure 7.7.

La seconde étape consiste a étiqueter les transitions ¢ de Ap..- avec des éléments
I(t) € K. Pour ce faire, nous associons & chaque transition ¢ une variable z; et nous
définissons un ensemble de contraintes sur ces variables dont la plus petite solution
(par rapport & <) correspond aux étiquettes [(t). Dans ces contraintes, v, =1 :

(a1) sit=(q,7,q") est déja une transition de A, alors

i S Tt,
(ag) pour chaque regle (p, ) N (p',v') et chaque q € Q,
Va O T(p' y7.q) < T(piy.q)

(a3) pour chaque régle (p,7) —— (', ),

Vo < T(py,p')

(o) pour chaque regle (p,y) —— (p',7172) et chaque ¢ € Q,

@ (Va © Z(p' 71,0) © T(q/ 72,9)) < Tpv,0)
7EQ

Formellement, si Aprex = (I, @, 9, P, F) est 'automate qui reconnait pre* (Conf(A))
construit par la procédure de [BEM97, EHRSO00], alors A, = (I',Q,d', P, F) ot

& ={(¢.v.e.d) | (a.7,d) €, =1((¢;7,4))}-

Dans le reste de cette section nous prouvons que Ayex reconnait prej, (Conf (A))
Dans la section suivante nous montrons comment calculer les étiquettes I(p,~, q) (no-
tons que la définition que nous avons données n’est pas effective). Avant de présenter
la preuve formelle, nous expliquons brievement et intuitivement ces regles («q)—(ay),
en se basant sur notre exemple.
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(ml,es),(m3,66) (ml,elo), (m3,€9)
(m2,€7),(m07€8) (m2,€11),(m0,€12)

(ms, es), (Mo, €4)
P (ml,el),(mg,eg) @

(24 O xg) @ (x3 ©®3) < 1
Vg ©@r3 < T2
1 < x4
(Ve @) B (v Ox2) < x4
g Qs < Ts
1 < x4
Vg O < @7
(b O a7) ® (Ve ©x5) < 8
I <
I <
1 < an
1 < 9

F1G. 7.8 — Systeme d’inégalités pour le K-automate représentant prej ((p, msI'*))

— Laregle (a1) exprime que si ¢ est une configuration de Conf(.A), alors (c, 1) doit
étre accepté par Ape: ,

— Les regles (a2), (as), et (ay) expriment que pour chaque régle r = (p,7) <
(p',u), si ({(p/,uw), 7) est un K-prédécesseur de Conf(A), alors ((p,yw),v, ® 7)
I’est aussi.

La figure 7.8 montre I’étiquetage obtenu pour I'automate de la figure 7.7, ou nous
avons numéroté les transitions de 1 a 12, et ou les variables x; correspondent a x,.
Nous expliquons brievement quelques unes de ces inégalités. L’inégalité v, ® x3 < xo
exprime que si 7 est une expression de chemin de K telle que ((p,ms), ) est un K-
prédécesseur de ({p, m3T*), 1), alors ((p, ma), v, ® ) lest aussi (régle r4). Puisque les
transitions p —2- q et p —=2 ¢ sont respectivement étiquetées par es et es, il s’en suit
que

T<e3 =1, 07T < es.
Par conséquent, v, ® e3 < es.

De maniere similaire, l'inégalité (x4 ® x9) ® (xg ©® x3) < x7 exprime que si 7
est une expression de chemin de K telle que ((p, moms), 7) est un K-prédécesseur de
({p,m3T*), 1), alors ({p,m1), 7) lest aussi (regle r3). Puisqu’il y a deux chemins menant
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de p & g par mgmg (qui sont respectivement étiquetés par e4 ®eg et eg @es), il s’en suit
que siT <eg®ezoun < ey eg, alors T < e; (puisque e; est I'étiquette du chemin
p— q), ce qui veut dire que eg@ez < e1 et e4Oeg < e, c-a-d., (e4Oeg)D(eg@e3) < ey.

Nous sommes maintenant préts pour énoncer et démontrer notre théoreme princi-
pal :

Théoréme 7.5.1 Etant donnés un PDS P et un ensemble régulier de configura-
tions reconnu par un automate A, le K-automate Apre;( décrit ci-dessus reconnait

pre}. ( Conf (A)) .

Ce théoreme est une conséquence immédiate des lemmes 7.5.1 et 7.5.2 que nous
montrons ci-dessous.

Lemme 7.5.1 Pour chaque configuration (p,v) € Conf(A), si ({p,v),1) <k ((p/,w),T)

pour une expression de chemins w € Iy, alors il eviste e € K tel que w < e et p’ (0:8) q

pour un état final ¢ de Apes. .

Preuve :
Pour montrer ce lemme, il suffit de montrer que si ((p, v), i) =K ((p’7 w), 71') pour

une expression de chemins 7 € I, alors il existe un état final ¢ tel que p = p’ — ¢
est un chemin de Apye« et m < )\((p’,w, q)p).

Nous écrivons ((p,v), 1) &y ((p,w), ) pour exprimer que ({(p',w),n) est un K-

prédécesseur de ((p,v>, 1) obtenu apres k étapes. Nous procédons par induction sur
k:
—k=0.Alors p’ = p, w = v, et 7 = 1. Puisque (p,v) € Conf(A), il existe un
état final ¢ tel que p = p —— ¢ est un chemin de A (et donc de Apre-). Par
conséquent, la regle (1) implique que 1 < A((p,v,q),).

— k> 0. Soit alors p” € P,u € ', 7’ € Ik tel que

((p,v), 1) b s (", u),7") i ((p',w), )

Par hypothése d’induction, nous déduisons qu’il existe un état final ¢ tel que
p=p" - q est une exécution de Ay~ et 7' < M@ u,q),).

Puisque ((p”,u),ﬂ") <:1K ((p’,w),ﬂ'), il existe v € T',wy,u; € I'* et une regle
r= () < (p",u1) de A tels que w = ywy, u = wywy, et T = v, © 7.
Soit alors ¢ € Q tel que p = p” =5 ¢ =5 ¢. Soit py = P’ =5 ¢ la
premiere partie de p, et ps = ¢’ —> ¢ sa seconde partie. Nous obtenons que
7w < )\((p”, U1, q’)pl) @/\((q’, wi, q)pQ). D’apres la regle de saturation, il s’en suit
qu’il existe une transition p’ —— ¢’ dans Apres, ce qui veut dire que p’ = p’ 2,
¢ % q est un chemin dans Ap,..-. A partir des régles (a2), (a3), et (a4), nous
déduisons que

va @ A" u1,4)p,) S M@ 7.d))
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Par conséquent, nous avons que p’ = p’ — ¢ est un chemin de A, (puisque
ywy = w), ol ¢ est un état final, et

T o= v, o
< UU,@)‘((pNaulaql)Pl) Q)‘((q/awh(I)pQ)
< )\((p/7/-y’ q/)) GA((q/awlaQ)[Q)

/\((pla w, Q)p’)

Lemme 7.5.2 Soit pﬂq un chemin de Apre:, alors pour chaque expression de

chemins ™ < e, il existe une configuration (p’,w') telle que p' —— q est un chemin
dans A, et ((p’,w’},I) =g (<p,w>,7r).

Preuve : Nous montrons par induction sur |7| que si m < )\((p, w, q)p) pour un chemin
p=p—> qde Ay, alors il existe une configuration (p’, w’) telle que p’ = g est un
chemin de A et ((p/,w’),1) <k ({p,w), 7).

Soit v € T, wy € T, et ¢’ € Q tels que w = yw; et
2 /7 W1
p=p—4q —q.
Soit 7 une expression de chemin telle que

< A((p, w, Q)p)-

~ |m| =0, c-a-d., 7 = 1. Alors nécessairement, selon les inégalités (o), nous avons
déja p = ¢ dans A. Par conséquent, la propriété est vraie avec p’ = p et w’ = w.
— |m| > 0. Alors 7 satisfait 7 < A((p,7,¢")) ® A((¢,w1,9)p,), o1 p1 =¢ 2L g est
la derniere partie de p. Puisque m # 1, )\((p,’y,q’)) # 1 (puisque la procédure
de saturation rajoute des regles de transition qui partent des états initiaux, et
Pautomate initial ne contient pas d’arétes menant vers des états initiaux), et il
existe une regle r = (p,7) < (p1,u) de A et deux expressions de chemin m; et
T telles que p' = p; —= ¢’ 2% ¢ est un chemin de Ay, T = v, © T © T,

Vg © T < A((p,’yvql))v B! < )\((plvu7ql))7 et mo < )\((qlawlaq)Pl)'
Il s’en suit que

m Ome < )‘((plvuvq/)) ®>‘((q/7w17Q)Pl)
= /\((pl,WUhQ)p')

Puisque |7 @ 73| < ||, hypothése d’induction implique qu’il existe une confi-

guration (p/,w’) telle que p’ 2= ¢ est un chemin dans A, et ((p,w'),1) <k
((pl, uwn ), T @772). En plus, en appliquant r nous obtenons que ({(p1, uwi), 71 ©
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7r2) <K ((p, Yw1), Vg © T O 71'2). Par conséquent, puisque w = yw; et 7 =
Vg ® T ® Ty, nous obtenons

(<p/7 wl>7 i) <K (<p7 ’LU>, 77)

ot (p',w’) est tel que p’ — ¢ est un chemin dans A.

7.5.2 Résolution du systeme d’inégalités

Dans cette section nous considérons le probleme de calculer 1'étiquette I(¢) pour
chaque transition ¢, c-a-d., de résoudre le systeme d’inégalités donné par (aq)—(ay).

Soient t1,t2,...,t, des numéros arbitraires des transitions de Ape~, et soient
x1,..., %y, leurs variables associées. Alors, I(t1),...,I(tmn) est la plus petite solution
d’un systeme d’inégalités de la forme

filer,..,xm) <z, 1<i<m (7.3)
ou les f; sont des mondémes dans K|x1,...,2,,], I'algebre de Kleene des polynomes
sur K dont les indéterminés sont x1,...,z,,. En effet, il suffit d’observer que deux

différentes inégalités de la forme e; < x(p, 5 4) €t €2 < 2y 4) PeUvVent étre remplacées
par 'inégalité e; © ez < Ty ,q)-

Nous montrons comment résoudre ce systeme pour les deux classes d’abstractions
que nous considérons.

7.5.2.1 Abstractions a chaines finies

Soient X = (x1,...,%m) et F la fonction

FX) = (fi(@1,...s@m), o fn(@1, . 2m)).

La plus petite solution de (8.3) est le plus petit pré-point fixe de F. 1l est facile de
montrer que F' est monotone et ®-continue. Par conséquent, le théoreme de Tarski
implique que le plus petit pré-point fixe de F existe et est égal a son plus petit point
fixe, et par le théoreme de Kleene, ce point fixe est égal a :

@D

i>0

Donc, puisque K ne contient pas de chaine ascendante infinie, un calcul itératif du
plus petit point fixe termine toujours. Notons que la longueur des chaines ascendantes
n’est pas nécessairement bornée. Quand une longueur maximale existe, par ex., dans le
cas des abstractions finies, elle donne une borne supérieure sur le nombre d’itérations
de I’algorithme.
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7.5.2.2 Abstractions commutatives

Dans ce cas (K, ®,®,x,0,1) est une algébre de Kleene commutative. Le systéme
d’inégalités (8.3) peut étre résolu en utilisant la procédure élégante donnée par Hopkins
et Kozen dans [HK99]. Pour estimer la complexité de notre algorithme, nous rappelons
la procédure de [HK99] brievement. Pour ce faire, nous avons besoin de quelques
notions préliminaires.

Soit x = (x1,...,2,) un vecteur de n inconnus, soit a = (ay,...,a,) un vecteur
d’éléments de K, et soit f = f1,..., f; un vecteur de polynémes a inconnus x et a
coefficients dans K. Nous écrivons f(a) pour la valeur de f évaluée en a. Le jacobien

of . AN 2174 Af; N 0
de f, 5-(x), est la matrice [ x n dont le (7,7)“"* élément est e (x), ot 7. est

lopérateur différentiel défini par

- g—ﬁ:i, gigvi:()pouri#j,et g—gfi:()pouraeK.

2] 2]
- (fog =gl L
0 9
- (feg=(of) e (Foyg)
o) o

- (M =rog

Alors, la plus petite solution de (8.3) est le point fixe de la chaine ag < a; < ay...
définie par

3

ag = f((_))
ofF
axi1 = &(ak) © ak,

Donc, pour calculer ay ;1 nous évaluons le jacobien au vecteur ag, nous obtenons ainsi
une matrice sur K. Ensuite, nous calculons la cloture de Kleene de cette matrice* en
utilisant par exemple I'algorithme de Floyd-Warshall. Finalement, nous calculons le
produit de la matrice résultante et du vecteur ay.

7.5.3 Exemple

Nous donnons la solution du systeme d’inégalités de la figure 7.8 dans le cas ou
(K,®,®,%,0,1) est une algebre de Kleene commutative. Nous appliquons 1’algorithme
donné dans [HK99], o, par exemple, f1(x) est le mondéme (x4 ® 29) @ (x5 © x3), et
fa(x) est le monéme (v, ®x1) @ (vy @ 22). Le jacobien 2L est une matrice 12 x 12 dont
les éléments sont 0, vg, vy, OU ;. Par exemple, le (1,3)¢"¢ élément de cette matrice est
xg (puisque % = x3), et le (2, 3)°™¢ élément est v, (puisque g—g = v, ). La plus petite
solution, donnée par e; = e5 =eg = V) OV, O Vp, €3 = €6 = €9 = €19 = €]] = €12 = 1,

€2 = €7 =14, et e4 = (U, OVE O Vg O vp) D (Vg © vp).

Il s’en suit que la configuration (p,mg) est étiquetée par ey, exprimant que le
langage Paths({p, mg), (p, m3I'*)) est approximé par e4 = (v, OV: OV, OVp) B (Ve O V).

Pour les trois abstractions commutatives que nous avons considérées, nous obte-
nons :

3Le fait que cette séquence soit une chaine découle facilement des axiomes d’une algébre de Kleene.
4La cléture de Kleene d’une matrice A sur K est définie par A* = @,~ A*.
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— Dans le cadre de 'abstraction “les ensembles d’actions interdites et nécessaires”,
ve = [{b},{a}] et v, = [{a}, {b}], ce qui veut dire que ey = [}, {a, b}]. Ceci montre
que partant de mg, a et b sont tous les deux nécessaires pour atteindre le point
ms.

— Dans le cadre de I'abstraction “label bitvectors”, v, = 10, vy = 01, et e4 = 11.
Ceci exprime que nous devons exécuter au moins un a et un b pour aller de mg
a ms.

— Dans le cadre de 'abstraction “image de Parikh” |, v, = (é), vy = (2), et eq =
{(’f) | k> 1}. Ceci exprime que les chemins menant de mg a mg contiennent un
nombre arbitraire (> 1) de a, et exactement un b.

7.5.4 Complexité de la procédure

Nous déduisons & partir de (a1)—(ay) que le systéme de contraintes a O(|A||Q|+]d])
inégalités sur O(|A||Q| + |d]) variables, o @ et d sont les ensembles d’états et de
transitions de A, et A est 'ensemble de transitions de 'automate a pile. En effet,
lautomate Ap.~ contient les transitions de l’automate initial (J), et les transitions
rajoutées par la regle de saturation. Pour chaque regle de 'automate, la regle de
saturation rajoute au plus |Q| transitions. Nous aurons donc au total O(]A[|Q| +
|6]) transitions. De plus, une transition ¢ de 'automate initial qui ne peut pas étre
rajoutée par la procédure de saturation est étiquetée par 1 (régles aq), c-a-d., I(t) = 1.
Reste alors a déterminer les étiquettes des transitions qui sont vraiment rajoutées par
la procédure, c-a-d., de O(]A||Q|) transitions. Le probléme est donc de résoudre un
systeme ayant O(]A]|Q]) inégalités et O(|A||Q]) variables.

7.5.4.1 Le cas des abstractions a chaines finies

Nous avons O(]A|Q)]) inégalités de la forme

fi($17'~-7xm> S Ty,

ol les f; sont des polynémes ayant O(|Q)|) opérations. Et donc le point fixe peut étre
atteint apres O(h|AHQ|) étapes, ot h est la longueur maximale d’une chaine dans
le treillis abstrait : Il s’agit de partir des f;(0,...,0), et de mettre & jour & chaque
étape ’étiquette correspondant a une variable. Comme chaque variable peut étre mise
a jour au plus h fois, nous avons en tout O(h|AHQ|) étapes. A chaque étape, il faut
effectuer O(|Q|) opérations, et donc le coiit total est O(hc|Al|Q|?), ou ¢ est le cofit
d’une opération du treillis.

Nous étudions avec plus de détails les complexités des différentes abstractions a
chaines finies que nous avons considérées :
Les ensembles d’actions interdites et nécessaires : Puisque [F1, R;] < [Fy, Ro]
si et seulement si F C F} et Ry C Ry, et puisque pour chaque [F, R] € K nous avons
F,R C Lab et FN R = (), la plus longue chaine de K a au plus une longueur égale
a |Lab|. Si les ensembles de lettres sont implémentés comme des vecteurs de bits, les
opérations @ et ® sont calculées en appliquant les opérations OU et ET bit pat bit.
Le cott de ces opérations est O(|Labl). Donc, I'algorithme s’exécute en un temps en

O(|Lab| - |A|QI?).-

234



Label bitvectors : Dans ce cas, 'ordre < est simplement U'inclusion entre les en-
sembles, et donc la plus longue chaine de K a 2790 éléments. Une opération prend
un temps en O(2‘Lab|). Par conséquent, le temps d’exécution du calcul itératif est
20(Labl) | A||Q)?.

Ordre des premiéres occurrences : Comme dans le cas précédent , I'ordre < est
I'inclusion entre les ensembles. La plus longue chaine de K a O(2/%9%") éléments. Une
opération prend un temps en O(2/72%1"), Par conséquent, le temps d’exécution du calcul
itératif est 20(Lel) .| A||Q).

7.5.4.2 Le cas commutatif

La complexité est dominée par 'algorithme de Hopkins-Kozen [HK99], nous en
donnons juste une estimation. La matrice du jacobien a une dimension m x m, ol
m est le nombre de variables du systeme d’inégalités. Comme observé précédemment,
m € O(|A||Q]). La cloture de Kleene de g—i(ak) peut donc étre calculée en O(m?)
@/ ® /*-opérations en utilisant par exemple l'algorithme de Floyd-Warshall.

Il est montré dans [HK99] que pour une algebre de Kleene commutative arbitraire, le
point fixe de la chaine (a;) est atteint apres au plus O(3™) itérations. Puisque chaque
itération nécessite de calculer une cloture de Kleene, la taille des expressions peut
croitre exponentiellement a chaque itération. Donc, la taille maximale d’une expression
peut étre double exponentielle en m, et donc le cotit d’une opération est aussi double
exponentiel en m. Ceci est aussi le facteur dominant dans la complexité totale.

7.5.4.3 Conclusion

De cette analyse, nous déduisons que I’analyse par I’abstraction des ensembles d’ac-
tions interdites et nécessaires a un cout faible, celle qui considere ’ordre des premieres
occurrences des lettres ou les label bitvectors ont des colts acceptables s’il y a peu
de signaux de synchronisation, et ’analyse par image de Parikh peut avoir un cotit
tres élevé dans le pire des cas. Il y a donc un compromis a faire entre la précision de
I’abstraction et le cotit de ’analyse.

Notons que puisque les abstractions des ensembles d’actions interdites et nécessaires
et des label bitvectors sont a la fois des abstractions finies et commutatives, nous
pouvons appliquer soit un calcul itératif du plus petit point fixe, soit 'algorithme
de Hopkins et Kozen. Observons que le nombre d’itérations de ce dernier algorithme
est toujours borné, alors que dans le cas du calcul itératif, ce nombre dépend de la
longueur maximale des chaines du treillis. L’algorithme de [HK99] calcule une sorte
d’accélération de point fixe en introduisant 'opération “x” a chaque itération. Ceci
peut étre vu comme des étapes d’accélération. Ces accélérations peuvent étre utiles
pour les domaines & chaines finies ou les chaines peuvent étre trés longues.

7.6 Calcul des K-successeurs

Nous présentons dans cette section une procédure qui calcule les images posti,.
Elle est légérement plus compliquée que la procédure pour le calcul des images pre*,
mais 'idée principale est la méme. Méme si la complexité de calculer les images posti,
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est plus importante, il s’aveére que les successeurs sont plus utiles dans plusieurs cas
pratiques. En particulier, les K-successeurs de la configuration initiale constituent une
abstraction de tous les chemins d’exécution du programme, qui est utile dans plusieurs
cas.

Etant donné un ensemble régulier de configurations C' reconnu par un automate
A = (T, Qo, do, P, F), nous construisons un K-automate Ap,s¢z qui reconnait post. (C).
Comme dans la section précédente, nous supposons sans perte de généralité que A n’a
pas de transitions menant & un état initial.

Notre algorithme est en deux étapes. D’abord, nous construisons un automate
Apost= = (I, Q, 6, P, F') qui reconnait post*(C), et ensuite nous étiquetons les transi-
tions de cet automate avec des éléments de K pour obtenir Apost;{.

Pour la premiere étape nous appliquons la procédure de [EHRS00]. Cette procédure
construit un automate avec des e-transitions Apge+, en calculant itérativement la
séquence finie A; définie comme suit :

— Ap est automate obtenu a partir de A en rajoutant pour chaque reégle de tran-

sition r € A de la forme (p,~) < (p',7'4") un nouvel état r et une nouvelle

transition (p’,~/,7),
— pour chaque regle (p,7) < (p', €) et chaque état ¢ tel que p ~b; ¢, rajouter la
nouvelle transition p’ ;11 ¢,

— pour chaque regle (p,7) < (p',~') et chaque état ¢ tel que p ~>; ¢, rajouter la

.. %
nouvelle transition p’ —;41 q,
i

— pour chaque regle (p, ) < (p',7'7"") et chaque état g tel que p L, q, rajouter la

nouvelle transition r LM:H q,
oll —; est la relation de transition de A;, et 2, dénote la relation —= o 5 0 -
Observons que 'automate initial A ne contient pas de transitions menant a un état
initial, et la procédure décrite ci-dessus ne rajoute pas de telles transitions. En plus,
toutes les e-transitions rajoutées par cette procédure partent d’un état initial. Par
conséquent, ~b=—- U - o —».

Ensuite, la seconde étape consiste & étiqueter les transitions ¢ de Apost- avec des
éléments h(t) € K définis comme les plus petits éléments satisfaisant les inégalités
suivantes :

(B1) sit=(q,7,q) est déja une transition de Ay, alors 1 < h(t),

(B2) pour chaque régle r = (p,y) <= (p/,~') et chaque état ¢,
va © ' ((p,7:0)) < h((P',750))

(B3) pour chaque regle r = (p,7) < (p', €) et chaque état ¢,

va © W ((p,7,9)) < h((P's€,9))

101

(B4) pour chaque régle r = (p, ) < (p',7'~") et chaque état g,
va O B ((p,7:9)) < h((r,7",9))
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ou h' ((p, v, q)) dénote la somme des étiquettes de tous les chemins de Apyq+ de la

forme p ~> g, c-a-d. (puisque b=—5 U - o0 ) :

W((pv,9) = b((p,7:0)® P (h((p, €q))©® h((q’,%Q)))

q'€EQ

Intuitivement, les inégalités définissant h expriment que, pour chaque regle r =
(p,7) < (9, ), si ((p,yw), 7) est un K-successeur de Conf (A), alors ((p', uw), vy ® )
I’est aussi.

Pour calculer les étiquettes h(t) pour chaque transition ¢, nous procédons comme
dans la section précédente. Nous considérons un numérotage arbitraire des transitions
de Apost= : t1,t2,. .., . Soient alors x4, . ..,z les variables associées a ces transitions.
A partir de (81)—(B4), nous avons que h(ty),...,h(t,) est la plus petite solution d'un
systeme d’inégalités de la forme

gi(x1, . xm) <y, 1<i<m (7.4)

ou les g; sont des mondémes dans K[x1,...,2,]. Ces inégalités peuvent étre résolues
dans les cas des abstractions & chaines finies et des abstractions commutatives de la
méme maniere que pour le cas précédent du calcul des K-prédécesseurs.

Si Apost» = (I',Q, 9, P, F) est Pautomate défini dans [EHRS00] qui reconnait
post*(Conf(A)), alors I'automate construit est défini par Apostz. = (I,Q, 8", P, F) ot

& ={(g7e.d) | (¢,7,d) € d,e=h((a,7.4))}-
Nous montrons que cet automate reconnait post’; (Conf (A)) :

Théoréeme 7.6.1 Etant donnés un PDS P et un ensemble régulier de configurations
reconnu par un automate A, la procédure ci-dessus construit un K -automate Apost;(
qui reconnait posty (Conf (A)).

Ce théoreme est la conséquence immédiate des deux lemmes suivants :

Lemme 7.6.1 Pour chaque configuration (p,v) € Conf(A), si ((p, v), I) =K ((p’,w),w)

alors il existe e € K tel que m < e et p’ () q pour un état final q de Apost;{.

Preuve : Soit (p,v) € Conf(A). Nous montrons que si ((p,v),1) =x ((p,w),7)
alors il existe un état final ¢ tel que p = p’ —— ¢ est un chemin de Aposer et m <
)‘((plv w, Q)P)

Nous écrivons ((p, v},i) :;CK ((p’,w),ﬂ') si ((p’,w),ﬂ') est un K-successeur de
((p7 v), i) apres k étapes. Nous procédons par induction sur k.
— k=0. Alors p’ = p, w = v, et m = 1. Puisque (p,v) € Conf(A), il existe un état
final ¢ tel que p = p —— ¢ est déja un chemin de A (et donc de Apost+). Par
conséquent, les régles (1) impliquent que 1 < )\((p,v, q)p).
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— k > 0. Soit alors p” € P,u € ', 7’ € Il tel que

- k-1 1
(<p, v), 1) =K ((p/lv u), 77/) =K (<p/a w), 7T)
Par hypothése d’induction, il existe un chemin p’ = p” —“ g de Apost~ tel que ¢
est un état final et 7" < A((p”,u,q),).

Puisque ((p”,u), ") = ((p,w),m), il existe v € I, wy,uy € T'* et une regle
(! @ / _ _ _ / .
r=(p’,v) = (p/,w) de A tels que u = yu1, w = wiug, et T = v, © 7. Soit
alors ¢’ € Q tel que p' = p”" b ¢’ 5 q. Soit p1 = p” ~b ¢ et ps = ¢ 5 ¢ les

deux parties de p’. Il y a deux cas selon que |wi| < 2 ou |wy| =2 :

— |wy| < 2. A partir des regles de saturation, il s’en suit qu’il y a une transition

p =% ¢ dans Apost+, ce qui veut dire que p = p’ 2 ¢ M5 g est un chemin

de Apos+. A partir des regles (82) et (83), il s’en suit que
va OM(P"7:0)p1) M@ w1,0))

Par conséquent, puisque wiu; = w, p = p’ LN q est un chemin acceptant de
Apost=, et
T o= v, o
Vg © A((p/laua Q)P’)
= v OM@"7:d)p) ©M(d',u1,0)p,)
M wi,d)) © AM(d' w1, 0)p,)
)\((p’,w,q)p)

IN

IN

— |wy| = 2, soit alors w; = /", Il s’en suit qu’il existe un chemin

;Y v
p—r—gq
dans Aps+, ce qui veut dire que p = p’ e ¢ =% ¢ est un chemin dans
Apost+. Les régles (31) impliquent que 1 < A((p',7/,7)), et & partir des regles
(B4), nous obtenons que

va O XM(0",7:.4)p) < A((r,7",d))

Par conséquent, p = p' —— ¢ est un chemin acceptant de Apost+ (puisque

¥y u1 = wiug = w) et w satisfait :

T = 10uv,o7r
< (p,fy T)@UGQ)\(]),U7Q)P')
= M@ 7.1) ©va © NP7, ) p) ©A(d11.) )
< M@ A7) M, d) © M(d w1, ) p,)
A((

P, w,q),)
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Lemme 7.6.2 Soit p () q un chemin de Apostz. tel que q € Qo, alors pour chaque

expression de chemin m < e, il existe une configuration (p’,w’) telle que p' - q est
un chemin de A, et ((p’,w’),i) =K ((p7 ’LU>,7T).

Preuve : Nous montrons par induction sur |7 que si m < )\((p7 w, q)p) pour un chemin
p=p—qde Ays- tel que g € Qo, alors il existe une configuration (p’, w’) telle que

o LN ¢ est un chemin de A et ((p/,w’),1) =k ({(p,w), 7).

Soit p = p - ¢ un chemin de Apost- tel que ¢ € Qo, et soit m une expression de
chemin telle que 7 < )\((p, w, q)p).

— |7| =0, c-a-d., = 1. Alors nécessairement, selon les inégalités (51), p = p — ¢
est un chemin de A; et donc, il est déja un chemin de A puisque A, contient les
transitions de A et les transitions de la forme p —— r ot r ¢ Q. Il s’en suit que
dans Aj il n’y a pas de chemin menant & un état dans Qg qui passe par un état
r. Le chemin p ne considére alors que des transitions de A. Par conséquent, la
propriété est vraie avec p’ = p et w’' = w.

— |7| > 0. Il y a deux cas :

— Tlexiste y e TU{e}, w1 €T, et ¢ € Q, ot w = yw; et

_ Y ;7 w1
p=pP—q —(¢

tel que m = 7 @ me, M # 1, m < )\((p,'y,q’)), T < )\((q’,wl,q)pl), ol
p1=q —% q est la derniere partie de p.

Comme, 71 # 1, les inégalités (52) et (B3) impliquent qu’il existe une regle
r = (p1,71) N (p,7) de A, un chemin p’ = p; B ¢ =5 ¢ de Apost, tel que

Ve O MP1,71:@)ps) < M(p,7, ")), ot p2 = p1 L5 ¢’ est la premire partie de
ce chemin. Soit donc une expression de chemin 7} < /\((pl, v1,4q") ,,2) telle que
T = Vg O .

Nous avons p' = p; & ¢ % g est un chemin de Aposs-, T Oy < M(p1,7,4) ),
et |7} ® ma| < |7|; donc par induction, il existe une configuration (p’, w’) telle

que p’ N g est un chemin de A et
(<p/a w/>> I) =K (<pla ’71’(1}1>, 77/1 © 7T2)-
En plus, en appliquant r nous obtenons que
((p1,1rwr), m © m2) =K ({(p,yw1),va © T O 72).

Par conséquent, puisque w = yw; et @ = v, © T} @ 72, nous obtenons que

(', w'),1) =K ({p,w), ), ot (p',w') est tel que p’ . ¢ est un chemin de
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— Tlexiste y e T U {e}, w1 € T* et ¢ € Q, ot w = yw; et

Y /Wi
p=pP—q —¢
tel que m < )\((q’,wl,q)pl), ot p1 = ¢ =% ¢ est la derniere partie de p.
Comme 7 # 1, que Aposi» e contient pas de transitions menant vers un état
initial, et que les seules transitions ayant une étiquette différente de 1 sont les
transitions de la forme (s, a,q) oll s est soit un état initial de P, soit un état r
pour une regle 7 de A, il s’en suit qu’il existe une regle r de A telle que ¢/ = r.

De plus, puisque 1 < )\((p,'y,r)), r est de la forme r = (p1,71) < (p,vY') et
p est de la forme
_ al v " w2
p=p—r—4q —>q

tel que = 71 O, oum < A((1,7,¢")) et w2 < A((¢7, w2,9)p,)s p2 = ¢" -
q étant la derniere partie de p. Il s’en suit d’apres les regles de saturations de
lautomate et les contraintes (84) qu’il existe dans Apys¢+ un chemin

Yo w2
pP1~q » q

tel que
Vg © )\((pl,’h, q//)p3) < /\((T7 f)/vq”))

N B Yoy s . . . , .
ol p3 = p1 ~ ¢ est la premiere partie du chemin. Soit donc 7] une expression
de chemin telle que 7} < A((p1,71,4")ps) €t T = va © 7} Nous avons p’ =

7 w .
p1~~ ¢ —> ¢ est un chemin de A5+ et

T O < )\((Ph%wm(I)p/)

Comme |7} ® m2| < ||, nous déduisons par induction qu’il existe une configu-

ration (p’, w’) telle que p’ N g est un chemin de A et
(P, w"), 1) =k ((pr,11ws2), 7] © m2).
En plus, en appliquant r nous obtenons que
((p1,mws), ™ O m2) =k ({p, 77 w2),va © 7] © m2)

c-a-d. ((p/,w'),1) =k ((p,w), ), puisque w = y7'ws et ™ = v, © 7] © m2.
O

7.6.1 Complexité de la procédure

Nous déduisons & partir des régles de saturation que le systéme de contraintes (81)—
(B1) a O((JA|+]Q)|A|+]6]+|Al) inégalités sur O ((|A|+]Q|)|Al+]6]4|A[) variables,
ol Q et  sont les ensembles d’états et de transitions de A, et A est I’ensemble de
transitions de 'automate a pile. En effet, 'automate A,,s~ contient les transitions de
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Pautomate Ay (|6] + |Al), et les transitions rajoutées par la procédure de saturation.
Pour chaque regle de 'automate, la procédure de saturation rajoute au plus |A| + |Q|
transitions. Nous aurons donc au total O((|A| + |Q|)|A| + |8] + |A]) transitions. De
plus, comme dans le cas du pre*, une transition ¢ de 'automate Ag qui ne peut pas étre
rajoutée par la procédure de saturation est étiquetée par 1 (regles 1), c-a-d., h(t) = 1.
Reste alors a déterminer les étiquettes des transitions qui sont vraiment rajoutées par
la procédure de saturation, c-a-d., de O((JA| + |Q|)|Al) transitions. Le probleme est
donc de résoudre un systeme ayant O ((JA| 4+ |Q[)|A[) inégalités et O((|A] + [Q|)|Al)
variables. Dans le cas ou 'abstraction considérée est a chaines finies, il est facile de
voir comme dans le cas du pre*, que le cofit total de calcul de la solution du systeme
d’inégalités est O(he(|A| + |Q))|A[|Q]), ont ¢ et h sont respectivement le coiit d’une
opération , et a longueur maximale d’une chaine dans le treillis abstrait. Dans le cas
commutatif, la méme analyse faite pour le cas du pre* s’applique pour ce cas.

7.7 Conclusion

7.7.1 Résumé

Nous avons présenté une approche générique pour I’analyse statique des programmes
séquentiels concurrents (avec un nombre fixe de processus en parallele). Nous avons
modélisé ces programmes de maniere précise en utilisant les automates a piles commu-
nicants (un automate a pile pour chaque programme séquentiel). Comme le probleme
de la vérification de tels programmes est indécidable [Ram00], Panalyse exacte de ces
systemes n’est pas possible. Avec notre approche, seul l'effet de la synchronisation est
approximé, l'effet des procédures (de la séquentialité) est déterminé de maniére précise.
L’idée est d’analyser chaque systeme séquentiel a part en tenant compte des actions
de synchronisation : si le systéeme contient deux programmes séquentiels concurrents,
alors ces derniers peuvent accéder a une certaine configuration ssi ils effectuent une
séquence d’actions de synchronisation commune. Ceci revient a décider le vide de 'in-
tersection de langages hors-contextes, puisque le langage des chemins d’un automate
a pile est un langage hors-contexte. Ce probleme étant indécidable, nous calculons
des abstractions (sur-approximations) de ces langages de chemins pour lesquelles le
probleme du vide d’une intersection est décidable. Pour calculer ces abstractions, nous
posons un systeme de contraintes qui caractérise I’ensemble des chemins d’exécution
d’un automate a pile, et nous le résolvons dans des domaines abstraits. Nous proposons
quatre abstractions différentes qui permettent de faire des analyses a différents cotts
et précisions.

7.7.2 Autre application

Notre technique peut également étre appliquée dans le cadre de 'analyse inter-
procédurale des programmes séquentiels, pour résoudre le probleme de propagation de
constantes lorsque les affectations présentes dans le programme sont linéaires (de la
forme y := ax + b) [JRS03]. Ce probleéme consiste & déterminer, & un certain point de
controle, les valeurs possibles que peut prendre une certaine variable. Pour résoudre
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ce probleme, Jha, Reps, et Schwoon modélisent un programme séquentiel par un auto-
mate a pile dont chaque régle a un poids (qui est une valeur dans un certain domaine
abstrait D). Chaque poids code une fonction d’affectation relative & la transition du
programme représentée par la regle en question. En d’autres termes, chaque instruction
du programme est représentée par une regle de 'automate a pile. Si 'instruction n’est
pas une affectation, le poids de la régle est 1 (I’élément neutre de la concaténation dans
le domaine abstrait), sinon, ce poids code la fonction d’affectation de l'instruction.

Le probleme est alors réduit au calcul de 'accumulation des effets des regles de
I’automate a pile qui peuvent mener du point initial I du programme a un ensemble de
configurations C'. Si I’accumulation de l'effet de deux fonctions d’affectation est codée
dans le domaine abstrait par une opération de concaténation des poids, le probleme
revient & calculer la concaténation (dans le domaine abstrait) des poids des séquences
des regles qui menent de I a C. Ceci peut donc étre calculé par notre algorithme si
nous interprétons les étiquettes des regles des automates a pile comme des poids.

Dans leur article, Reps et al. ont indépendamment proposé un algorithme qui cal-
cule des abstractions des chemins d’exécutions d’un automate a pile. Leur algorithme
est aussi basé sur le calcul de pre*(C) par la méthode de [BEM97, EHRS00]. Leur tech-
nique étiquette les transitions de cet automate au fur et & mesure de sa construction.
Elle ne peut cependant étre appliquée que dans le cadre des abstractions a chaines
finies. Dans ce cadre, notre technique a la méme complexité que la leur.

7.7.3 Comparaison avec d’autres travaux

Dans le cadre de ’analyse statique des programmes, nous trouvons dans la littérature
plusieurs travaux qui traitent les programmes constitués d’un nombre fini fixé de pro-
cessus finis concurrents. Ces travaux ne considerent pas la récursivité. Dans notre
cadre, ce cas correspond a des automates finis communicants, au lieu des automates
a pile communicants. L’ensemble des chemins d’exécutions est alors régulier, et donc
le probleme du vide de l'intersection de deux ensembles de chemins d’exécutions est
décidable. Dans ce cas, 'approximation est utilisée pour réduire le cout du calcul. Dans
[NA9S], une technique basée sur la définition de “produit faible” d’automates finis a
été introduite pour éviter le probleme d’explosion combinatoire. L’approche de Cor-
bett [Cor92], dans laquelle les ensembles des chemins du programme sont approximés
en utilisant la programmation linéaire est moins précise que notre approximation par
cacul d’images de Parikh, mais elle a un moindre cotit. Dans [Mer91], Mercouroff pro-
pose une approche basée sur le comptage des différentes actions de communication qui
se sont produites dans les différents canaux du systeme. Les approximations calculées
sont moins précises que la notre (celle des images de Parikh) puisqu’elles sont basées
sur un calcul de point fixe qui termine en utilisant des techniques d’extrapolation peu
précises.

A notre connaissance, le seul travail qui considere & la fois la récursivité et la
synchronisation est le travail de [DS91]. L’article fournit une technique approximative
pour déterminer les actions concurrentes : si les actions a et b sont concurrentes, alors il
est possible d’exécuter a avant b ou b avant a. La méthode de [DS91] consiste a calculer
pour chaque action a un ensemble d’actions B (resp. A) qui contient les actions qui ne
peuvent apparaitre qu’avant (resp. apres) 'action a lors d’une exécution. Ce probleme
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peut étre formulé dans notre cadre comme suit : °

Le treillis abstrait a comme éléments des paires (Lab’, D), ou Lab’ C Lab et
D: Lab’ x Lab’ — {none, 12,21, both}. Etant donné un langage de chemins
Paths(C’,C), nous avons a(Paths(C’,C)) = (Lab’, D), ou Lab" est I'ensemble des
actions qui apparaissent dans Paths(C’,C), et

— D(a,b) = none si ab et ba ne sont pas des sous mots de Paths(C’,C);

— D(a,b) = 12 si ab est un sous mot de Paths(C’,C), mais ba ne l'est pas;

— D(a,b) = 21 si ba est un sous mot de Paths(C’,C), mais ab ne l'est pas;

— D(a,b) = both si ab et ba sont tous les deux des sous mots de Paths(C’,C).

Il est facile de définir des opérations @ et ® correspondant a I’'union et la concaténa-
tion des langages. De méme, nous pouvons définir 'opération M correspondant a l’in-
tersection. Puisque le treillis est fini, ’approximation peut étre calculée de maniere
effective. Si nous obtenons que D(a,b) # both, nous en déduisons que a et b ne
peuvent pas étre concurrentes dans un chemin qui meéne de C” & C. Notons que dans
ce cas, le but n’est pas de déterminer si 'intersection des abstractions des langages de
chemins est vide, mais de la calculer.

L’avantage majeur de notre approche par rapport a celle de [DS91] est sa généricité,
puisqu’elle peut s’appliquer dans plusieurs cadres et a plusieurs instances d’abstrac-
tions. Notons cependant que la création dynamique de processus est permise dans
[DS91], alors qu’elle ne l'est pas dans notre cadre. Nous allons voir dans le chapitre
suivant comment étendre ces techniques pour tenir compte du dynamisme.

5Cette traduction est diie & Javier Esparza et est parue dans [BET03a, BET03b].
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Chapitre 8

Extension au cas dynamique

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré les programmes constitués d’un
nombre fixe de processus séquentiels qui tournent en paralléle. Le dynamisme n’est pas
autorisé dans ces programmes. Dans ce chapitre, nous étendons les résultats précédents
au cas des programmes avec création dynamique de processus. Nous introduisons un
troisitme modele (SPA) qui permet de modéliser de maniére précise dynamisme et
synchronisation, sans cependant tenir compte des variables de retour des procédures
appelées. Nous présentons des techniques de calcul d’abstractions des langages de
chemins Paths(L, L") de ces systémes. L’approche que nous développons est, comme
précédemment, basée sur (1) la caractérisation de ’ensemble Paths(L,L’) comme la
plus petite solution d’un systéme de contraintes, et (2) la résolution de ce systéme
dans des domaines abstraits.

Le contenu de ce chapitre fait I’objet du rapport de recherche [BET03c].

8.1 Le modele : systemes PA synchronisés

Nous introduisons dans cette section notre troisieme modele de description des
programmes paralleles récursifs. Ce modele est une sorte d’extension des systemes PA
“4-la CCS” [Mil80] par des opérateurs de synchronisation et de restriction.

8.1.1 Syntaxe

Soit Var un ensemble de variables de processus, et 7 ’ensemble des termes de
processus sur Var. Soit Lab = {a, b, ¢, ...} un ensemble des actions visibles. Soit Sync
et Async deux ensembles disjoints tels que Lab = SyncU Async, et pour chaque action
a € Sync correspond une co-action @ dans Sync telle que @ = a. Soit Act = LabU {7}
I’ensemble de toutes les actions, oll 7 est une action interne spéciale (comme nous
allons le voir, cette action spéciale représentera les rendez-vous (handshakes)).

Définition 8.1.1 Un systeme PA synchronisé (SPA pour Synchronized PA) est un
ensemble fini de régles de la forme X < t,out €T etac Lab.
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Nous définissons I’ensemble des termes de processus restreints comme suit :
T, ={t\S |t T,S C Sync}.
Intuitivement, le terme “t\S” correspond & la restriction du comportement du terme
t aux actions qui ne sont pas dans S. Nous considérons que t\{) est égal a t.

Soit £ un ensemble de termes de processus et S un sous ensemble de Sync, nous
dénotons par £\S 'ensemble {t\S | ¢t € L}.

8.1.2 Sémantique

. Un SPA R induit une relation de transition o sur 7 et une relation de transition
—» sur 7, définies par les regles d’inférence suivantes :

a a a
t1‘—>t2€R t1>—>t/1 t1~00 , t2>—>t/2
01 : - ; Oy - ;O3 -
t1>—>t2 tl't2>—>t/1't2 tl't2>—>t1't/2
t ot ty o tsty o thia,a € Sync
Oa 4 @ ,’ s : T :
ti|[tz = t[lta 5 tallts — talty ta|[ta — ti[[t5
) b tyad Sa¢ S
6.

t\S > 2\

Nous définissons de maniere standard les relations ~— et iu», pour w € Act*.
Chaque équivalence = de {~,=} induit une relation de transition i; sur 7 et

. .o, a 7’ .
une relation de transition —= sur 7,. définies par :

Vit € Tt oo ' ssi Ju, o tels que t = u,u ro ', et v =1t

et
vt,t' e T,t\S S t'\S ssi Ju,u’ tels que t = u, u\S hl w\S, et u' =+t
Ces relations sont étendues aux séquences d’actions de maniere usuelle.
Soient pour t € 7T,
Post’, _[w](t) = {t' € T |t = t'},
et

Post?, _(t) = U Post?, _[w](t).
weAct*
Et pour t € 7,,
Post*, _[w](t) ={t' € T, | t = t'},
et
Post*, _(t)= | Post*, _[w](t).
weAct*
Parfois, nous écrivons simplement Post’ [w](t), Post’. (t), Post*, [w](t), et Post*, (t)
pour désigner respectivement Post, _[w](t), Post’, _(t), Post*, _[w](t),et Post*, _(t).
Ces définitions s’étendent aux ensembles de termes de 7 et 7, de maniere standard.
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8.1.3 SPA vs. PA

Observons que syntaxiquement, un SPA correspond & un systeme PA tel que défini
dans la section 4.3.5. De méme, la relation de transition =— induite par les regles
d’inférence 0;—604 correspond a la sémantique d’un systéme PA. Soient alors

Posth, —[w](t) ={t' e T [t ==t}

et

Postp 4 —(t) = U Postp 4 =[w](t).
weAct*

Par rapport aux notations introduites aux chapitre 4 pour désigner les ensembles des
accessibles par un systéeme PA, nous rajoutons ici I'indice “PA” pour distinguer entre
un systeme SPA et son PA correspondant.

Il est facile de voir que pour tout t € 7, les termes accessibles a partir de t par la
relation —— le sont aussi par 2.

Proposition 8.1.1 Pour toutt € T et =€ {~,=}, nous avons :
Post?, _(t) = Postp, (1)

Preuve : Ceci est dii au fait que les termes obtenus par application de (65) peuvent
aussi étre obtenus par application de (64). m]

8.1.4 Passage d’'un PFG a un SPA

Soit un programme donné par un parallel flow graph G = {G, | p € Proc}. Nous
définissons un SPA qui modélise ce programme. Le systéme obtenu modélise la syn-
chronisation mais oublie les variables globales et les résultats de retour des procédures
appelées. Cet SPA est défini comme suit :

Ensemble des actions : Lab = (Stmt \ {skip}) U {e} est Pensemble des actions du
programme plus 'action silencieuse e, tel que Sync = {a,a | a € Sig} et

Async = {b € Stmt | pa € Sig, b=a! ou b= a?}.

Nous posons par définition que pour tout a € Sig, a = a.

Ensemble des variables de processus : Var est 'ensemble des paires (n, loc) pour
chaque noeud n du PFG, et chaque valuation possible loc des variables locales.

Reégles : Le SPA contient les regles suivantes, pour chaque II dans Proc :

Instruction vide : (n,loc) < (na,loc), si ny — no € By

Affectation : (ny,loc) N (na,loc’), si ny % noy € Fyp et a est une affectation, ou loc et
loc’ sont les valeurs des variables locales de la procédure IT avant et apres I'affectation ;

247



Conditionnelle “if-then-else” : (n1,loc) < (na,loc), si ng % ng € Fry et a est une
conditionnelle “if-then-else”, ou loc est tel que la condition de l'instruction est satis-
faite ;

, L 1 oy R
Appel récursif : si nq Ca—(p)>712 € Er, alors considérer la regle

(ny,loc) < (ep,locy) - (n2, loc),

ou e, est le point d’entrée de la procédure p, loc, les valeurs des arguments passées par
la procédure IT a la procédure p, et loc mémorise les variables locales de la procédure
appelante 11 ;

Terminaison : (r,loc) < 0, ou rrr est le point de sortie de la procédure II.

call(pa]|--|lpk)

Création de processus : Si ny ny € Eyp, alors considérer la regle

(nla ZOC) :; ((el)l’locl)H T H(epkvlock)) : (n27 lOC),

ou ey, est le point d’entrée de la procédure p;, loc; les valeurs des arguments passées
par la procédure II a p;, et loc mémorise les variables locales de la procédure appelante
IT;

Synchronisation :

. a! s 12 N a
— Siny — n) € Eq, considérer la regle (nq,loc) — (nf],loc),

. a? s 12 N a
— Siny — n) € Eq, considérer la regle (nq,loc) — (n],loc).

Observons qu’avec cette modélisation, les regles 05 permettent de modéliser la
synchronisation avec exactitude : si les processus t; et to sont tous les deux actifs, alors
si t; envoie le signal a et que 5 le regoive, ils se synchronisent et avancent tous les
deux. Cependant, les regles 6, permettent a chaque processus d’avancer sans attendre
le processus avec lequel il devrait se synchroniser. Ces regles introduisent donc des
comportements supplémentaires dans le systeme. Pour éviter ceci, une fagon de faire
est de n’appliquer les regles 0,

)
t1>—>t1

: a a
tillte == ti][ta 5 tallty — ta||t)

que si a n’est pas une action de synchronisation, c-a-d., que si a € Async. Avec
la sémantique de SPA, ceci revient a considérer des termes de processus restreints
t\Sync, empéchant ainsi la mauvaise application des regles 04. En effet, les regles 6
n’autorisent a un processus d’avancer indépendamment de son entourage que si 'action
qu’il doit faire n’est pas une action de synchronisation, c-a-d., si elle ne correspond
ni a une émission ni a une réception d’un signal. Donc, pour calculer ’ensemble des
accessibles par le programme d’un ensemble de termes de processus L, il suffit de
calculer
Post*, (L\Sync).
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8.2 Le probleme d’accessibilité pour SPA

Soient R un SPA, et £ et £’ sont deux langages de termes de processus sur 7.
Le probleme que nous nous proposons de résoudre est celui de vérifier s’il existe des
termes de processus t; € L et to € L tels que ta peut étre atteint & partir de ¢;.
Comme expliqué dans le section précédente, ceci revient a vérifier si

Post*, (L\Sync) N L'\ Sync 9. (8.1)

Malheureusement, nous montrons que le probleme d’arrét d’une machine a deux
compteurs peut étre réduit a ce probleme :

Théoréme 8.2.1 Le probléme d’accessibilité (8.1) est indécidable pour SPA.

Preuve : Nous codons le probleme d’arrét d’une machine a deux compteurs. La
réduction est similaire & celle présentée dans [Hab98] utilisée pour montrer I'indécidabilité
du Model-checking de LTL pour les systemes PA.

Soit M une machine a deux compteurs ayant m états. Soit

- Var ={X,Y, X}, X3, X7, X3} U{X{ [ 1 <i < m},

- SyTLC = {il, ig,gl,{g, dl, dg, d_l, 672, 21522, 21, 22},

— Async = {halt,a}.
Soit R le SPA ayant les régles suivantes, ot j € {1,2} et k € {1,...,m} :

1 X < X{||X7[XF,
2. X1 & xi,
3. X7 & X3 X,
4 X3 xgxi,
5. x5 &0,
6. X§ j—J> X, st (sk:¢ji=cj +1; goto sp,) est une instruction,
7. X; fZ—J> Xy, et X fﬁ X},, st Iinstruction suivante existe :
(sg : sic; =0 aller & sp, sinon ¢; :=¢; — 1; aller & sp,)

8. X, 'y

Intuitivement, la variable Xf représente la valeur 0 du compteur j, et le terme
XJ .- X3 - X7 avec n X} représente la valeur n du compteur j. La deuxi¢me régle si-
mule le test d’égalité & 0 du compteur c;, les troisieme et quatrieme régles représentent
I'incrémentation de c;, et la cinquieme regle simule la décrémentation de c¢;. Les trois
dernieres regles simulent le controle fini de la machine. La derniére regle simule I'arrét
de la machine. Les actions 4; et i; répresentent 'incrémentation de ¢;. La synchronisa-
tion entre ces deux co-actions impose que les compteurs ne peuvent étre incrémentés
que si le controle le permet. Cette méme intuition est valable pour les autres actions
ou d; et Jj représentent la décrémentation de c;, et z; et z; le test a zéro de c;.
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Alors il est clair que M s’arréte ssi
Post™, (X\Sync) N L\Sync # 0,

ol L est 'ensemble des termes de la forme t|[t2]|Y, ol ¢; est un terme de la forme
X3+ X3 - X{ qui représente la valeur du compteur j.
O

Pour résoudre le probléeme (8.1), nous le traduisons en un probléme sur les chemins
d’exécution du systeéme. Soient £ et £’ deux ensembles de termes de processus sur 7.
Nous définissons 1’ensemble des séquences d’actions Paths(L, L) par :

Paths(L,L') ={w € Act* | 3t € L,t' € L', € Post’, [w](t)}.

Cet ensemble correspond a tous les chemins d’exécution qui peuvent mener a un terme
dans £’ en partant d’un terme dans £ sans se restreindre aux actions qui ne sont
pas dans Sync, et en appliquant les regles (64) méme quand action a est une action
de synchronisation. Si nous restreignons le comportement des termes aux actions qui
ne sont pas dans Sync, les chemins d’exécution qui permettent d’atteindre £'\Sync
en partant de £\Sync est égal & Paths(L, L") N (Async U {7})*. Par conséquent, le
probléme (8.1) est équivalent & vérifier si

Paths(L, L) N (Async U {r})* =0, (8.2)

En effet, les régles de synchronisation (65) font que deux processus se synchro-
nisent correctement ssi ils exécutent I’action 7. Donc toute occurrence d’une action a
de Sync dans Paths(L, L") correspond & une mauvaise application des régles (64). Plus
précisément, elle correspond a ’exécution par un processus d’une action de synchro-
nisation de Sync sans consulter les autres processus concurrents. Et donc le probleme
revient & trouver un chemin qui meéne de £ a £’ ol ces actions n’appraissent pas, c-a-d.
a tester 8.2.

Seulement, cet ensemble de séquences d’actions Paths(L, L') ne peut pas étre cal-
culé a cause du résultat d’indécidabilité ci-dessus. Comme dans le chapitre précédent,
notre approche consiste alors a calculer une abstraction du langage des chemins
Paths(L, L), c-a-d. une sur-approximation A(L, L") de Paths(L,L'). Si A(L,L") N
(Async U {7})* est vide, nous pouvons conclure que Paths(L, L) N (Async U {7})*
I’est aussi.

Nous définissons une approche générique pour calculer des abstractions de
Paths(L, L") basée sur (1) la caractérisation de I’ensemble Paths(L, L) comme la plus
petite solution d’un systéme de contraintes sur des langages de mots (cette solution
ne peut pas étre calculée en général), et (2) le calcul de la plus petite solution dans un
domaine abstrait pour obtenir une sur-approximation de l'ensemble Paths(L, L’).

8.3 Caractérisation des langages de chemin

Nous expliquons ci-dessous ’approche que nous adoptons pour caractériser
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Paths(L, L") comme la plus petite solution d’un systéme de contraintes sur des lan-
gages de mots. Suivant I’approche adoptée dans le chapitre 5, (1) nous représentons les
termes de processus de 7 par des arbres binaires ou les variables de processus sont les
constantes et les opérateurs “” et “||” sont binaires, (2) nous utilisons les automates
d’arbres binaires pour représenter les ensembles réguliers de termes de processus, et
(3) nous nous restreignons au cas ot L’ est ~-compatible, et nous calculons I’ensemble
des séquences d’exécution {w € Act* | Post’, _[w](L)N L # 0}. En effet, si L' est
~-compatible alors cet ensemble est égal & Paths(L,L') :

Proposition 8.3.1 Si L' est ~-compatible alors
Paths(L,L") = {w € Act* | Post’, _[w](L) N L # 0}

Preuve : L’inclusion D est directe. Pour I'autre direction, il suffit de montrer par

. . . w . . w . A
induction sur |w| que si u —~ v/, alors il existe u” ~ u’ tel que u —— u”. Ceci est dii
au fait que les réécritures se font toujours aux feuilles des arbres (voir la proposition
5.2.1). O

Soient alors £ et £’ deux ensembles réguliers de termes tels que £’ est ~-compatible.
Soient A = (Q, X, F, §) un automate d’arbres fini qui reconnait £, et A’ = (Q', X, F’, ")
un automate qui reconnait £’. Nous supposons sans perte de généralité que @’ est tel
que si s € @', alors il existe un état s"*“ dans @’ qui reconnait ezactement les termes
de Ly qui sont nuls, c-a-d., qui reconnait le langage Ly N {u € 7 | u ~¢ 0}. L’état

Snulln“l null 1

" est bien sir égal & s

Soient Q® = {q; | t est un sous terme des membres des régles de R}, et 6™ l'en-
semble des regles de transitions suivantes :

— X = qx sigx € QF, pour X € Var,

— 1(ae,, ar,) = qe sit =] (t1,t2) et ¢ € QF,

= (G, qe,) = qu sit=-(t1,12) et ¢ € Q%

Il est alors clair que pour tout terme ¢ qui est un sous terme d’un des membres des
régles de R, L,, = {t}. Posons @ = QUQT, A = §UR, Q' = Q'UQR, et A’ = §'USR.
Soient ¢ € Q et s € Q'. Nous définissons le langage de séquences d’exécution A(g, s)
par :

Mg, s) = {w € Act™ | Post?, _[w](L,) N L, # 0}.
Nous avons alors d’apres la proposition 8.3.1 :

Proposition 8.3.2 Si L' est ~-compatible, alors

Paths(L, L") = U A(g, s).

qeEF
seF’

IDe tels états peuvent étre obtenus en calculant le produit de A’ et de ’automate qui reconnait
les termes nuls, et contenant les régles 0 — Gnuit, (Fnuil, fnutt) = Gnutt; et [[(@nutt; Gnutt) = Gnui-
L état (s, qnuy) correspond alors & s¥i,
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Par conséquent, notre but dans cette section est de caractériser les ensembles
(g, s). Pour ce faire, nous posons un systéme de contraintes dont la plus petite solu-
tion correspond a ces ensembles. Pour la définition de ce systeéme, nous avons besoin
de définir des opérateurs sur les séquences d’actions qui correspondent aux opérateurs
de composition séquentielle et parallele sur les termes.

8.3.1 Des opérateurs sur les séquences d’actions

L’opérateur séquentiel correspond a la concaténation (sur les mots) des chemins,
puisque si u; € Post, _[w1](v1) et uz € Post, _[ws](v2), alors soit uy ~ 0, soit u;
est non nul et wy = €. Dans les deux cas, -(u1,uz) € Post’, _[w wg]( . (vl,vg)), ol
wy - wo est le mot obtenu en concaténant w;y et wo. Pour 'opérateur de composition
parallele, nous introduisons I'opérateur de synchronisation défini inductivement sur les
mots comme suit :

ellw = wle=w
awy Tawy = a(wy I aws) + alawy MTws) + 7(wy T we)
aw; Tbwy = a(w; Lbws) + blaw; Tws) sib#a

Avec cette définition, nous avons que si u; est accessible a partir de v avec la séquence
d’actions w1y, et us est accessible a partir de vy avec la séquence d’actions ws, alors
u = ||(u1,uz2) est accesssible & partir de v = ||(v1,v2) avec une séquence d’actions de
wy Hwsy :

Proposition 8.3.3 Soient uy,us,v1,v9 € T, et w € Act*. Alors
[(u1,u2) € Postr, _[w](|[(vi,v2)) ssiil existe w1, wy € Act* t.q. w € wy M wa,uy €
Post?, _[wi](v1), et uz € Post’, _[ws](vz).

Preuve : Nous montrons d’abord la direction =-. Soient alors ui,us,vi,v9 € 7, et
w € Act* tels que
(1, 42) € Post=. _[w](||(v1,v2)).

Nous procédons par induction sur |w| :

— Jw| = 0. Alors w = ¢, et la propriété est satisfaite avec wy = wy = €,u; = vy, et
Ug = V9.

— |w| > 0, c-&-d., w = bw’ pour un b € Act. Soient alors u},u), € T tels que
(a5, w3) € Postz. _[b](|[(va, v2)). et ||(us, uz) € Post?. _[u'](||(u}, ). Nous
déduisons par induction qu’il existe deux séquences w) et wh telles que w' €
wy M wy, up € Postr, _[wi](uy), et up € Post?, _[ws](us). 11y a deux cas en
fonction de la nature de b :

b b
1. b # 7. Alors soit v1 = u] et vy »—>— ub, soit vy = u) et vy »—>— uf. Les deux
cas sont symétriques. Supposons par exemple que nous avons le premier
cas. Soient alors wy = w} et wy = bw). 1l est facile de voir que w € wy [Mws,
uy € Post?, _[wi](v1), et ug € Post?, _[wz](v2).

2. b = 7. Soit alors a € Sync tel que v; —— u) et vy —_ uh. Considérons
w) = aw] et we = aw). Il est facile de voir que w € wy I wy, u; €
Post?, _[wi](v1), et ug € Post}, _[ws](v2).
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Nous montrons maintenant 'autre direction. Soient alors w,wi,ws € Act* et
U, Uz, V1,2 € T t.q. w € wy L ws, uy € Post*HF[wl](vl), et ug € Postl, [wa](ve).

Nous montrons par induction sur |wy |+ |wa| que ||(u1, uz) € Post?, _[w](||(v1,v2)) :
— |wi| + |we| = 0. Alors w = wy = wa = €, et la propriété est satisfaite.
— |ws| + Jwz| > 0. Soit w € wy IT we, nous allons montrer que

[[(u1,u2) € Post’, _[w]([|(v1,v2))

Soient alors w/, w}, b, et b’ tels que wy = bw) et we = Ywh. Les cas olt w; = €
(ou we = €) sont directs puisque dans ce cas wy I wy = wy (w1 Hwy = wy).

’

_ b b
Soient uj et uh tels que vy —— uy, vy == uhy, ug € Post’, _[wi](u}), et uz €

Post?, _[ws](uy). 'y a deux cas en fonction des natures de b et b’ :

1.

b # b. Dans ce cas nous avons wi Il wy = b(w) 1T wy) + b (wy 1T wh).
Soit alors w’ € wj Il wy tel que w = bw’ (le cas ot w = b'w’ pour un
w' dans w; ITwy est symétrique). Comme uy € Post’, _[wi](u)), uz €
Post?, _[ws](uz), et |wi|+ |wa| < |wi|+ |wa|, nous obtenons par induction
que ||(u1,u2) € Post*H;[w'](H(u’l,vg)), ce qui implique que ||(u1,u2) €
Post*HF[w}(H(vl,vz)).

. b/ = b. Dans ce cas, nous avons wi Lwy = b(w) Hws)+b(w; Hwh)+7(w) ITwh)

Soit alors w’ € w] IT wh tel que w = 7w’ (les autres cas se traitent comme
précédemment). Par induction nous déduisons que

[1(u1, uz) € Post?, _[w'](||(u}, u)))

et donc nous obtenons directement que ||(u1,uz) € Post?, _[w](||(v1,v2))

b b
en appliquant les régles 05 puisque v —— u} et vy »—>— ub.
O

8.3.2 Le systeme de contraintes :

Nous associons aux états ¢ € Q et s € Q' des variables (g, s) représentant des sous

ensembles

de Act*, et nous définissons un ensemble de contraintes sur ces variables.

Nous montrons que la plus petite solution de ce systéeme correspond aux ensembles

(g, s). Le
(B1) si

(B2) si

(Bs) si

alors

systeme de contraintes est défini comme suit :
L,N Ly #0, alors
€ €l(q,s)

g1 — ¢o est une reégle de A et que s; — s est une regle de A, alors

Uq1,51) C U(g2,52)

(q1,q92) — ¢ est une regle de A et que -(s1,82) — s est une regle de A’
l(le S?u”) ' 1(427 52) - l(q7 S)
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et
Uq1,81) Cl(g,s)si Ly, N Lgy, #0

(B4) si ||(q1,q2) — ¢ est une régle de A et que ||(s1,52) — s est une régle de A/,
alors

1(q1,s1) I 1(g2,s2) Cl(q,s)
(Bs) si X Ste R, alors

I(g,qx) - a- (g, s) C (g, s)

Nous expliquons ci-dessous l'intuition exprimée par ces regles. Rappelons que les
variables (g, s) devraient représenter les ensembles A(g, s). Les regles (81) expriment
que si Ly N Ly # 0, alors € € A(q,s). Les régles (2) expriment que si L, C L, et
L, C Ly,, alors A(q1,81) C Aga, $2).

Les regles (83) expriment que si -(¢1,¢2) — ¢ est une regle de A, et -(s1,82) — s
est une regle de A’ | alors si uy € Ly, ug € Ls,, v1 € Lg,, et vy € L, sont tels que :

— si ug est nul (u; ~g 0), et donc reconnu par s7% et s'il est accessible & partir de
vy en appliquant la séquence d’actions wy (w; € A(q1, s7%)), et ugy est accessible
a partir de vy en appliquant la séquence d’actions ws (w2 € A(ge, $2)), alors
u = -(uy,uz) (u est dans Lg) est accessible & partir de v = -(v1,v2) (v est dans
L,) en appliquant wiws (wiws € A(g, s)).

— si u; est accessible & partir de v; en appliquant la séquence d’actions w; (w; €
A(q1,51)), et va € Ly, N Lg,, alors u = -(u1,v2) (u est dans L) est accessible a
partir de v = -(v1,v2) (v est dans L) en appliquant wy (w1 € A(g, s)).

Les régles (4) expriment que si ||(qg1, ¢2) — ¢ est une régle de A, et ||(s1, $2) — s est
une regle de A’ alors si uy € L, , ug € Lg,, v1 € Ly,, et va € Ly, sont tels que uq est
accessible & partir de v; en appliquant la séquence d’actions wy (w1 € A(q1, $1)), et ug
est accessible a partir de vo en appliquant la séquence d’actions wy (wa € A(ge, s2)),
alors u = ||(u1,u2) (u est dans L) est accessible & partir de v = ||(v1,v2) (v est
dans L) en appliquant n’'importe quelle séquence d’actions w qui soit dans w; I ws
(w1 Twse C A(g, s)).

Finalement, les régles (f5) expriment que si X est accessible & partir de L, avec
la séquence d’actions wy (w1 € (g, ¢x)), si X <t e R, et il existe un terme u dans
L4 qui peut étre atteint & partir de ¢ avec la séquence wo (wo € A(qy, $)), alors u peut
étre atteint & partir de L, avec la séquence wy - a - wo (w1 - a-ws € A(g, 9)).

8.3.3 Existence du plus petit point fixe :

Nous montrons que la plus petite solution de ’ensemble de contraintes précédent
existe :

Proposition 8.3.4 La plus petite solution de ’ensemble de contraintes (61)—(05) existe.

En effet, soit x1, ...,z un numérotage arbitraire des variables I(q, s), pour ¢ € Q et
s € Q. (B1)-(Bs) est donc un systeme de contraintes de la forme

filxr,...;xzm) Cayy, 1<i<m (8.3)
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ou les fi(x1,...,z,) sont des fonctions construites & partir des variables x; et des
opérateurs -, I, et U. En effet, deux différentes inclusions de la forme e; C x; et
eo C x; peuvent étre remplacées par I'inclusion e; U es C x;.

Soit alors X = (x1,...,%m), et F la fonction

F(X) = (fii,-- s @m)s oo frm (@1, )

La plus petite solution de (8.3) est le plus petit pré-point fixe de F. Soit L le treilli
complet des langages sur Act, c-a-d., £ = (24", C,U,N, 0, Act*). 1l est facile de voir
que les opérateurs - et II sont U-continus. Il s’en suit que F' est monotone et U-continue.
Par conséquent, nous obtenons a partir du théoreme de Tarski que le plus petit pré-
point fixe de F' existe et est égal a son plus petit point fixe, et par le théoreme de
Kleene, nous déduisons que ce point fixe est égal a :

UF@,....0. (8.4)

i>0

Soit (e(q, s)) sco cette solution. Nous montrons que pour chaque g € Q et chaque
seQ’

s € Q' e(q,s) est égal au langage de chemins A(g, s) :

Théoréme 8.3.1 Pour chaque q € Q et chaque s € Q’,
e(q,5) = A(g; 5)-
Preuve : Nous montrons que pour chaque ¢ € Q et chaque s € Q’,
Post?, _[w](Ly) N Ls # 0 < w € e(q,s).

Nous commengons par l'implication =. Soient ¢ € Q, s € Q', w € Act*, et u €
Post?, _[w](Ly) N Ls. Soit alors v € L, tel que u € Post?, _[w](v). Nous procédons
par induction sur |w|.
— |w| =0, alors w =¢, et u € Ly N L, ce qui veut dire que € € e(q, s) (par (51)).
— |w| > 0.1l y a deux cas :

1. La racine de v a été réécrite. Soient alors X <o t € R, wy,ws € Act™ tels
que
X € Post?, _[wi](v),u € Post!, _[ws](t),

et w = wiawsy. Puisque |wi| < |w| et Jwa| < |w|, 'hypothese d’induction
implique que w;y € e(q, ¢x), et wa € e(q:, s). Donc, nous obtenons par (55)
que

w=w;-a wy €elqqx) a-e(q,s) Celq,s)

2. Laracine de v n’a pas été réécrite. Nous procédons par induction structurelle
sur u :
- v = -(v1,v2) et u = -(u1,uz) tels que v1 € Ly, va € Ly, u1 € Ly,
ug € Lg,, ot -(q1,q2) — ¢ est une reégle de A et +(s1, 82) — s est une regle
de A’ tels que :
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— up est équivalent a 0, c-a-d., u; € Ls?uu. Soient alors wy, ws tels que
w = wy - wa, up € Post}, _[wi](v1), et uz € Post*[ws](v2). Par in-
duction structurelle, nous avons que w; € e(qy, sT%!) et wy € e(ga, 52).

Nous obtenons alors par (83) que

w=w; - wy € e(qr,sT) - e(qa, 52) C e(q, 5).
— uy n’est pas équivalent a 0, dans ce cas us = vo € Ly, N Ly, et
uy € Post!, _[w](vy). Par induction structurelle, nous avons que w €
e(q1, $1), et par (f3), nous obtenons que

w € e(qy, s1) C e(g, s).

v = ||(v1,v2) et u = ||(u1,us2). La proposition 8.3.3 implique qu’il existe
wy, ws t.q. w € wy Hws, uy € Postf_);[wl](vl), et ug € POSt:,:[’LUQ](’lQ).
Solent ¢1,¢q2 € Q t.q. |[(g1,¢2) — ¢ est une regle de A, v; € Ly, et
vg € Lg,. En plus, soient s1,s2 € Q' t.q. ||(s1,52) — s est une régle de
A’ telle que uy € Ly, et uy € Lg,. Alors, par induction structurelle nous
déduisons que wi € e(qy, s1) et wy € e(qo, $2), et grace & (B4), il s’en suit
que
w € wy Hwe Ce(qy,s1) e(ga, s2) Ce(q, s).

Considérons I'autre direction. Soit w € e(g, s), montrons que Post’, _[w](Lg) N
L # (0. Puisque les étiquettes e(q, s) sont construites par une procédure de saturation,
nous considérons les ségences (ei(q,s))0<i<n ou eg(q,s) = 0, en(q,s) = elq,s), et

ei(q, s) est I'étiquette obtenue apres la i™¢ itération. Nous montrons par induction
sur 7 que si w € e;(q, s), alors Post!, _[w](Lq) N Ls # 0. Le cas ot i = 0 est direct. De
méme pour le cas ou ¢ = 1, puisque dans ce cas, c’est la regle §; qui s’est appliquée.
Soit alors ¢ > 1. Soit w € e;(g, s), alors :
— soit il existe (¢, s’) tel que w € e;_1(¢, s'), et e;—1(q’,s") C ei(q,s) (regles Ba).
Dans ce cas, nous avons forcément que ¢ — ¢ € A et s — s € A’, et donc
Ly € Ly, et Ly C L. Par induction, nous avons que

Post?, _[w](Lg) N Ly # 0.

Il s’en suit que Post?, _[w](Lg) N Ls # 0 puisque Ly C Lg et Ly C L.
— soit il existe w1, ws tels que w = wywa, et il existe ¢, s1, g2, S2 tels que -(¢1, g2) —

null

q €A, (s1,82) = s €A, wy € ei_1(qu,sT™), w2 € e;i_1(q2,82), w € ei(q,s)
(régles f3). Par induction, nous obtenons que

et

Post”, _[wi](Lg,) N Lgpuu # 0

Post?, _[ws](Lg,) N Ly, # 0.

Soient alors u; et ug tels que

uy € Post’, _[wi](Lg,) N Lpuu
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et

8o+

uy € Post’, _[wa](Lg,) N L
11 est alors clair que (puisque u; ~g 0)
“(u1,u2) € Post?, _[w](Lq) N Ly

— soit il existe ¢q1, 81, g2, S2 tels que (q1,q2) — ¢ € A, (s1,82) — s € A, w €
ei—1(q1,51), et Ly, N Ly, # 0 (regles B3). Soit alors ug € Ly, N L,. Puisque w €
ei—1(q1, 81), nous déduisons par induction qu’il existe u; € Post?, _[w](Lg,) N
L, . Il est alors clair que

(u1,u2) € Post’, _[w](Lg) N Ls.

— soit il existe wy,ws tels que w € wy II we, et il existe ¢q,S1,¢q2, S2 tels que
I(q1,q2) — q € A, [[(s1,82) — s € A", w1 € e;—1(q1,51), et w2 € e;_1(ga, 52)
(régles B4). Par induction, nous obtenons que

POSt*H,:[leLm) N LSl 7é 0

et
Post?, _[wz](Lg,) N Ls, # 0.

Soient alors u; et ug tels que uy € Post?, _[w:](Lg, )NLs, et ug € Post?, _[wa](Lg,)N
L,. Nous obtenons par la proposition 8.3.3 que

|[(u1,u2) € Post?, _[w](Lq) N L

— soit il existe une regle X Ste R, wy,ws tels que w = wyaws, wy € €;-1(¢, 4x),
wy € e;—1(q, s) (régles Bs). Par induction, nous obtenons que

X e Post:’:[wﬂ(Lq)
et qu’il existe u € Ly tel que
u € Post”, _[ws](t).

Il est alors clair que
u € Post?, _[wiaws](Ly,).

8.4 Abstraction des langages de chemins

8.4.1 Le cadre d’abstraction

Le calcul itératif (8.4) de la plus petite solution du systeéme (8.3) ne termine
en général pas (puisque le probleme d’accessiblité est indécidable pour SPA). Donc,
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pour pouvoir résoudre ce probleme, nous calculons des sur-approximations des lan-
gages \(q, s). Pour ce faire, nous procédons comme dans le chapitre précédent : nous
nous plagons dans un treillis abstrait D = (D, <,U,M, L, T) qui est compatible avec
une algebre de Kleene K = (K, ®,®,*,0,1), et nous le relions au treillis concret
L = (24" C,uU,N, 0, Act*) par une connexion de Galois (a,7), c-a-d., une fonction
d’abstraction a : 24" — D, et une fonction de concrétisation v : D — 24¢t” telles
que
Vo € 247 Wy e D. a(z) <y <=z CH(y).

En plus, nous considérons un opérateur ® sur K qui est associatif, commutatif, et
@-continu tel que pour tous z,y dans K, x ® y € K. ® est 'opérateur abstrait qui
correspond a l'opérateur de synchronisation II.

Comme précédemment, nous considérons des abstractions ou K est engendré par
des éléments de base v, pour chaque a € Act (v, est égal & 1). Comme nous précédemment,
v, est Pélément abstrait qui correspond au langage {a}.

Pour définir une connexion de Galois entre les domaines concret et abstrait, nous
considérons une fonction « telle que a({e}) = 1, pour tout a € Act, a({a}) = v,,
et pour chaque langages de mots Lq, La, nous avons «(L; - L2) = a(L1) ® a(Ls),
a(L1 U Ly) = a(Ly) ® a(Ls), et a(Ly IT Ly) = a(L1) ® a(Lsg). 1l s’en suit que

a(l) = @ Vay @+ O g, -
ai-an€l
La fonction de concrétisation v est alors définie comme précédemment :
f'y(gg) = {al...an c 2ACt* |Ua1 @"'Qvan S x}

Il est facile de voir que (a,7) est une connexion de Galois entre £ et D. D’apres la
proposition 7.3.1 nous avons :

VLi,Ls € 2ACt*,Oz(L1) Il a(LQ) =1l=LiNLy=0.

Par conséquent, pour résoudre le probleme (8.2), il suffit de vérifier si

a(Paths(L, L") Na((AsyncU {T})*) 20, (8.5)

ol a(Paths(L, L )) est la plus petite solution du systeme de contraintes suivant :
iy, om) <a;y, 1<i<m, (8.6)
ou f*(x1,...,%,) est une expression obtenue en substituant dans f;(z1,..., %) les

opérations - par ®, II par ®, et U par ¢.

s

Pour résoudre le systéme (8.6), nous considérons des abstractions & chaines
finies, puisque dans ce cas, le calcul itératif du plus petit point fixe termine toujours.

Remarque 8.4.1 Notons que nous ne considérons pas les abstractions commutatives
comme dans le chapitre précédent parce que dans ce cas, nmous devons manipuler
lopérateur ® qui fait que mous n’avons plus affaire a un systeme d’inégalités po-
lynomiales dans des algébres de Kleene. Donc dans ce cas, les résultats de [HK99]
ne s’appliquent plus, et donc nous n’avons pas de moyens pour résoudre les systémes
de contraintes 8.6.
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8.4.2 Instances d’abstractions a chaines finies

Nous reprenons dans cette section les trois abstractions a chaines finies définies au
chapitre précédent, nous définissons 'opérateur ® pour chaque cas, et nous montrons
informellement comment ces abstractions permettent d’analyser les programmes des
figures 77 dans ce nouveau cadre. Nous donnons un exemple complet qui illustre les
différentes étapes de notre procédure dans la section suivante.

8.4.2.1 Les ensembles d’actions interdites et nécessaires :

Dans ce cas, ® est défini par :
[F17R1}®[F2,R2] = [FlﬂFQ, ((R1UR2)0A8ynC)U{a e Ry | ac FQ}U{& € Ry | ac Fl}]

Cette définition exprime qu’étant donnés deux langages de séquences L et Lo, si les
lettres de F; n’apparaissent dans aucune séquence de L; et les lettres de F, n’appa-
raissent dans aucune séquence de Lo, alors L1 11 Ly ne contient aucune lettre de Fi;NF5.
De méme, si a apparait dans toutes les séquences de Ly (resp. La) et que a € Async,
alors a doit apparaitre dans toutes les séquences de Ly IT Lo. Et, si a € Sync et a € Fy
(resp. a € F1), c-a-d., @ n’apparait pas dans les mots de Lo (resp. de Lq), alors a doit
apparaitre dans toutes les séquences de Ly IT Ly. Alors que si a ¢ Fy (resp. a ¢ Fy),
elle peut apparaitre dans Lo (resp. dans Lp) et mener & la simplification de a dans
L1 II Ls. Donc, a n’est pas forcément présente dans les mots de Ly I Lo.

Comme expliqué au chapitre précédent, dans ce cas, le nombre d’itérations a calculer
pour arriver au point fixe est au plus |Act|.

Ezxemple : Considérons l'exemple de la figure 7.3 ou deux processus sont créés en
paralleles pour exécuter les procédures 71 et 5. Nous pouvons utiliser cette abstraction
pour conclure que le programme ne peut pas arriver a une configuration ou 7 est au
point de controle n; et my est au point de contrdle ms : L’action a est nécessaire pour
atteindre nq, mais a est interdite pour atteindre ms. Intuitivement, nous avons

a(Paths(H(no,mo), H(nl,mg))) = a(Paths(ng,n1)) ® a(Paths(mg, ms))

[0, {a}] ® [{a}, 0]
= [0,{a}]

De plus, a((AsyncU {7})*) = [{a, a},0]. Par conséquent,
a(Paths(H(no,mo), [|(n1, mg))) Na((AsyncU{r})*) =0
puisque {@,a} N{a} # 0.

8.4.2.2 Label bitvectors :

Nous définissons ® comme suit : by ® by = b tel que :
- si a € Async, alors b(a) = b1(a) V ba(a);
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— sia € Sync et (by(a) ANba(a@)) V (be(a) Abi(a)) = 0, alors b(a) = bi(a) V ba(a);
si a € Sync et (by(a) Aba(a)) V (ba(a) Abi(a)) =1, alors b(a) € {b1(a)Vbz(a),0};
— gl existe a € Sync, (bi(a) Abz(a)) V (ba(a) Abi(a)) =1, alors :
— si b(a) =0, alors b(7) = 1;
— sib(a) =1, alors b(7) € {b1(7) V ba(7),1}.
— si pour tout a € Syne, (bi(a) Abz(a)) V (ba(a) Abi(a)) =0, alors b(1) = by (1) V
bg (7')
Cette définition exprime qu’étant données deux séquences wi et ws, si a € wy et
a ¢ we, alors a apprait dans la séquence wy IT we, et si a € wy et @ € wy, a peut ne
pas apparaitre dans wq Il wy (dans ce cas, nous aurons 7 qui apparait dans wq I ws).

Dans ce cas, le nombre d’itérations a calculer pour arriver au point fixe est en
20(\Act\).

Ezemple : Pour le programme de la figure 7.1, nous pouvons conclure qu’aucune confi-
guration globale ol 71 est au point ngz et w3 au point mg n’est accessible puisque

a(Paths(H(no,mo), H(ns,m3))) Ma((AsyncU {r})*) = 0.

En effet, a((Async U {7})*) = {00001}, ou les composantes des vecteurs de bits cor-
respondent aux actions a, b, a, b, et T, respectivement. De plus,

« (Paths(H(no, mo), ||(ns, m3))) a(Paths(ng,ns)) @ a(Paths(mo, ms))

{10000, 01000} ® {00110}

ot {10000,01000} ® {00110} est égal A

{10110, 10111, 00111, 10011, 00011,00101,01110,01111,01101}

8.4.2.3 Ordre des premiéres occurrences :

Nous prenons dans ce cas ® = II. Le nombre d’itérations a calculer pour arriver
au point fixe est au plus 204t

Ezemple : Nous déduisons que le programme de la figure 7.4 ne peut pas atteindre la
configuration (n3,ms) puisque a(Paths(H(no, mo), ||(ns, mg))) qui est égal & {ab, b} ®

{ba,cba} ne contient aucune séquence dans (Async U {7})*.

8.5 Un exemple avec création dynamique de proces-
sus

Considérons le PFG de la figure 8.1 qui correspond a un programme ou une

procédure m; s’appelle elle-méme en parallele avec une procédure my. Ces procédures m;

et mo communiquent par des signaux a et b. Nous ne représentons pas ici la procédure
main, nous supposons que le programme commence a partir du point ng.
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Proc : o

Proc : m
no mo
al b!
call m||m

1]|m2 - Yoy

b? a?

.
no ma

Fi1G. 8.1 — Un programme avec création dynamique de processus

Ce programme peut étre modélisé par le SPA R contenant les regles suivantes? :

a
Rl nNg — nNi b
b Ra:mog — m
Ro:ny — 0 a
e Rs:mqy — 0
Rg Ny — 7”L0| |m0

En utilisant ’abstraction des ordres des premieéres occurrences, nous pouvons mon-
trer qu’en partant de ny, il n’est pas possible d’atteindre une configuration ou le point
de contréle m; est actif. Pour ce faire, nous posons £ = {ng} et £ l’ensemble des
termes ou les noeuds internes sont étiquetés par “||”, et qui contiennent au moins une
feuille étiquetée par my (nous ne considérons pas “” dans L’ puisque les régles du SPA
ne font pas intervenir cet opérateur). Notre probléme revient alors & vérifier que

a(Paths(L, L") Ma((AsyncU {T})*) = 0.
C’est & dire, puisque dans ce cas a((AsyncU {7})*) = {7, €}, de vérifier si
a(Paths(L, L") N{r,e} =0

Nous allons appliquer notre procédure pour calculer a(Paths(ﬁ,E’ )) Soit alors
A = (Q,%, F,0) un automate d’arbres fini qui reconnait £, ot Q = F = {p} et § =
ng — p; et soit A’ = (Q', %, F’, ') un automate qui reconnait £’ tel que Q = {s,s1},
F = {s1} et &’ est I’ensemble des regles :

— n — s pour tout n € E = {0, ng, n1,na, Mo, m1};

- mp — 813

- ||(575) -5, ||(5175) — 51, ||(5751) — S1.
$1 reconnait les termes ayant une feuille mq, et s reconnait tous les termes.

Notre but est de calculer a(/\(p, 51)). Pour ce faire, nous allons poser le systeme de
contraintes dont la solution caractérise cet ensemble. Soient alors QR = {@nolimos @nsn €
E}, et 6% I'ensemble des régles de transitions suivantes :

. . . , . . . inst N
2Ici, pour simplifier ’analyse en réduisant le nombre des variables, si n ——r est une aréte du
PFG ou r est un point de retour, nous considérons directement la régle qui modélise la terminaison

inst . ., N inst €
n — 0 au lieu de considérer les regles n — 7 et r — 0.
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- n—q, pourn € F;

- H(%o,meo) — Gng|lmo-
Soient Q = QUQR, A=6Ud%, Q' =Q UQR, et A’ = § U ™. Nous appliquons

les regles (81)—(05) et nous obtenons le systéme de contraintes suivant :

L. l(an 31) inl l(qu,S) - l(Qnonovsl)§

2. U(Gno»5) Tl (Gmo> 51) € Udng|jmo> 51) ;

3. Udng» 8) Wl(gmo» ) S Udng|jmo» 5) 5

4. U(q,Gng) @ Uqn,,q") Cl(q,q'), pour tout ¢ € Q et ¢ € Q';

5. U(q,qn,) - b-1(qo,q") C1(q,q"), pour tout g € Q et ¢’ € Q';

6. 1(q,no) - € Udno|jmo>q') € 1(q,q'), pour tout g € Q et ¢’ € Q'

7. U(q: Gmy) b+ Ugm, - 4') € U(g,q'), pour tout g € Qet ¢' € Q';

8. U(q,m,) @~ 1(qo,q") € (g, q"), pour tout ¢ € Q et ¢’ € Q';

9. € €UpP,Gny); € € Ugn,8), n € E; € € Udng|jmo»5); € € UGmy,51)5 et € € 1(q,q)

pour tout ¢ € Q®

Les contraintes (1), (2), et (3) sont obtenues par (84) puisque ||(qng,Gm,) —
Unollmo € A et [|(s,5) — s, [|(s51,5) — s1, et ||[(s,51) — s1 sont des regles de A’
Les contraintes (4), (5), (6), (7), et (8) sont obtenues en appliquant (85) aux régles
R1, Ra, Rs, Ra, et Ry, respectivement. Les contraintes (9) sont obtenues & partir de
(B1)-

En résolvant ce systéme de contraintes dans le domaine des “ordres des premieéres
occurrences”, nous obtenons que a()\(p, 51)) est égal a I’ensemble des mots suivants :
b, ba, ab, ba, aba, baa, baa, br, abb, abb, bab, at, abba, abba, abab, baba, baab, baab, ata, brb,
arb, abr, bra, bar, atba, abra, arab, abar, arab, brab, brba, batb, babr.

Comme V'intersection de cet ensemble avec {7, e} est vide, nous déduisons que £’
n’est pas accessible a partir de £. Ce qui veut dire qu’il n’est pas possible d’atteindre
le point m; a partir de ng.

8.6 Conclusion

8.6.1 Bilan

Nous avons présenté une approche générique pour I’analyse statique des programmes
concurrents avec récursion et création dynamique de processus. Notre méthode permet
le calcul effectif d’abstractions des langages de chemins d’exécutions des programmes.
Elle est basée sur (1) la caractérisation des langages de chemins comme la plus pe-
tite solution d’un systéme de contraintes, et (2) la résolution de ce systéme dans un
domaine abstrait. Plus précisément, nous nous placons dans le cadre des abstractions
a chaines finies ou un calcul itératif du plus petit point fixe termine. Nous pouvons
instancier ce cadre par des classes d’abstractions différentes selon le cout et la précision
désirés de 'analyse. Nous étendons les abstractions a chaines finis que nous avons pro-
posées dans le chapitre précédent pour qu’elles puissent étre appliquées dans ce cadre
ol le dynamisme est permis.
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La technique présentée dans ce chapitre et celle du chapitre précédent sont basées
sur le méme principe, a savoir, le calcul d’abstractions des langages de chemins d’exécu-
tions des programmes en résolvant des systemes de contraintes dans des domaines
abstraits. Ces deux techniques se completent. En effet, la méthode présentée au cha-
pitre précédent n’autorise pas la création dynamique de processus, mais elle traite la
récursivité de maniere exacte; alors que la technique de ce chapitre considere le dy-
namisme, permet de tenir compte de la récursivité, mais elle abstrait les valeurs des
variables de retour que les procédures appelées doivent rendre aux procédures appe-
lantes. Par conséquent, selon le type du programme que nous devons analyser, et selon
I'information que nous voulons garder, 'une ou 'autre de ces deux techniques peuvent
étre utilisées.

L’avantage majeur de ces deux techniques est leur généricité. En effet, elles offrent
un cadre général et uniforme pour calculer des abstractions des langages de chemins
d’exécutions des programmes. Elles peuvent étre instanciées par n’importe quelle classe
d’abstraction qui soit & chaines finies ou commutative (dans le cas de la technique du
chapitre précédent) pour permettre des analyses graduelles des programmes, ayant
différents couts et différentes précisions. Nous pouvons également instancier nos tech-
niques par n’importe quelle classe d’abstractions, ou essayer de résoudre les systémes
de contraintes directement dans le domaine concret en appliquant un calcul itératif
et en utilisant les méthodes d’élargissement telles que définies dans le cadre de l'in-
terprétation abstraite, pour accélérer le calcul de sur-approximations du plus petit
point fixe [CCT77].

Nous pouvons aussi considérer des séries d’abstractions finies qui peuvent étre
raffinées, telles que par exemple la série infinie des abstractions (4;);>0 qui considérent
I'ordre d’apparition dans le langage des ¢ premieres occurrences de chaque lettre
(notre abstraction de “I’ordre des premieéres occurrences” correspond & la classe A),
et considérer I'une de ces différentes abstractions selon la précision et le cout désirés de
I’analyse. Si nous pensons que le résultat de 'analyse est trop grossier, nous pouvons
toujours le raffiner en considérant une abstraction plus fine de cette série infinie.

8.6.2 Comparaison avec d’autres travaux

Dans [Mo02, SS01], les auteurs proposent d’autres techniques de calcul d’abstrac-
tions des chemins d’exécutions basées sur la résolution d’un systeéme de contraintes dans
un domaine abstrait. L’approche qu’ils proposent ne permet cependant pas de tenir
compte de la synchronisation. De plus, leur technique de construction des systemes de
contraintes est différente des notres. En effet, ils posent leurs contraintes directement
sur le PFG, alors que nos contraintes sont posées a partir d’automates correspondant
aux ensembles de configurations du systeme.

Comme nous 'avons déja dit, a notre connaissance, le seul travail qui considere
récursivité, création dynamique de processus, et synchronisation, est celui de [DS91].
Nous avons montré qu’en considérant une abstraction finie particuliere, la technique
présentée au chapitre précédent permet de mener I'analyse proposée dans cet article.
Il serait intéressant de voir si cette abstraction pourrait étre étendue pour étre utilisée
dans le cadre présenté dans ce chapitre.
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Quatrieme partie

Analyse d’accessibilité par
élargissement
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Chapitre 9

Calcul des accessibles par
élargissement

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté des algorithmes de calcul de
clotures réflexives transitives spécifiques a des sous-classes de relations et de langages
réguliers. Ces algorithmes ne peuvent s’appliquer que si le langage et/ou la relation
considérés appartiennent a ces sous-classes qui sont certes assez significatives pour
modéliser beaucoup de classes de systeémes, mais qui n’apparaissent pas forcément
dans tous les contextes. Nous proposons dans ce chapitre une technique générale
d’accélération appelée élargissement régulier qui peut étre appliquée pour calculer
les ensembles des accessibles indépendamment du type de langages ou de relations
considérés. Plus précisément, étant donnés une relation et un langage réguliers de
mots ou d’arbres, cette technique permet en général, lorsqu’elle termine, de calculer
des sur-approximations de I’ensemble des accessibles, et peut dans certains cas calculer
cet ensemble de maniere précise grace a un test d’invariance.

Etant donnés un langage régulier £ représenté par un automate fini de mots ou
d’arbres A, et une relation réguliere R donnée par un transducteur fini de mots ou
un transducteur d’arbres linéaire 7, la technique que nous présentons est basée sur la
détection de croissances pendant le calcul itératif de la séquence A, 7 (A), T2(A),...
dans le but de deviner automatiquement un automate A’ qui représente ’ensemble
des accessibles R*(L£). Un test permet ensuite de savoir si 'automate deviné corres-
pond & une sur-approximation de I’ensemble des accessibles. Ce méme test permet
dans certains cas de décider si I'automate construit reconnait exactement ’ensemble
des accessibles. L’idée intuitive est la suivante. Prenons par exemple le langage de
mots a*b représenté par 'automate A de la figure 9, et R = copy(a*)(a, b)copy(b*)
la relation réguliere de mots qui réécrit le a le plus a droite en b, et qui est donnée
par le transducteur 7 de la figure 9. En comparant les structures des automates A et
T (A), nous remarquons qu’il y a un “b” qui s’est rajouté a droite. L’idée est alors de
deviner qu’a chaque application de 7, un “b” va se rajouter, et donc extrapoler en ra-
joutant la boucle b* ce qui donne I'automate A’ représenté a la figure 9 qui correspond
précisément a R*(a*b) = a*bb*.
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Fic. 9.1 — Exemple d’élargissement sur les automates de mots

Pour que tout ceci ait un sens, il nous faut définir selon quel critere les structures
des automates sont-elles comparées. Pour ce faire, nous proposons de représenter un
automate de mots ou d’arbres par un hypergraphe dirigé. En particulier, un automate
de mots est représenté par un graphe de maniere standard comme c’est le cas dans
Pexemple présenté ci-dessus, puisque (comme nous allons le voir) un graphe est un
hypergraphe dirigé particulier. Nous comparons ensuite les automates en comparant
les structures des hypergraphes qui leur correspondent par rapport a la bisimulation
observationnelle de Milner [Mil80]. Dans la premiére section de ce chapitre, nous mon-
trons comment représenter un automate de mots ou d’arbres par un hypergraphe
dirigé, et nous définissons la notion de bisimulation entre les hypergraphes. Ensuite,
nous introduisons le principe général de notre méthode d’élargissement qui consiste a
comparer les hypergraphes correspondants a A et 7 (A) ; si nous détectons dans 7 (A)
un hypergraphe A qui s’est rajouté, c-a-d., un hypergraphe A tel que si nous 'enle-
vons nous obtenons un hypergraphe bisimilaire a celui de A ; alors nous itérons A en
fusionnant les sommets d’entrée aux sommets de sortie qui leur correspondent. Dans
I’exemple précédent, la croissance A est le sous-graphe représenté dans le rectangle en
pointillés.

Dans la troisieme partie de ce chapitre, nous montrons que notre technique peut étre
exacte si la relation considérée est bien-fondée et nous donnons certains exemples de
relations de mots et d’arbres qui satisfont cette condition, et pour lesquelles donc notre
technique permet, en cas de terminaison, de calculer I’ensemble exact des accessibles.

Nous montrons ensuite que notre technique est assez générale et qu’elle permet de
calculer les clotures transitives pour plusieurs classes de relations et de langages. Plus
précisément, nous montrons que cette méthode permet de calculer la cloture transitive
de toute context-relation, une classe de relations de mots introduite dans [ABJN99]
pour représenter les systemes paramétrés linéaires. Nous montrons également qu’elle
est capable de calculer la fermeture d’un langage APC par semi-commutations, ce qui
donne un autre algorithme pour le théoreme 3.1.2. Elle peut aussi calculer la cloture
transitive d’un langage régulier par une relation semi-monadique linéaire. Cette classe
de relations introduite dans [CDGV94] définit une classe significative de systemes
de réécriture de termes. Notre technique est aussi capable de calculer Post%:(ﬁ)
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pour tout systeme PRS bien-fondé R et tout langage régulier de termes L. Nous
en déduisons qu’elle peut calculer cet ensemble pour tout systeme PA R. Finalement,
nous montrons qu’elle permet de calculer la cloture réflexive-transitive de tout systeme
WOS en simulant 1’algorithme sous-jacent au théoreme 3.2.1.

Nous montrons ensuite dans la section 9.6 comment appliquer notre technique
d’élargissement a la vérification des systemes paramétrés et des programmes récursifs
paralleles. Avant de conclure, nous comparons notre méthode avec les techniques exis-
tantes.

Le contenu de ce chapitre a été publié dans [BJNT00, Tou01, BT02].

9.1 Hypergraphes dirigés et bisimulation

9.1.1 Représentation des automates par des hypergraphes

Définition 9.1.1 (Hypergraphes dirigés) Soient V un ensemble de sommets et 3
un alphabet muni d’une fonction d’arité comprenant un symbole particulier € d’arité
1. Soient f € ¥, et v,v1,...,v, €V, le n+ 2-uplet (v, f,v1,...,v,) est un hyperarc

dirigé étiqueté par f et connectant dans Uordre v aux sommets vy, ...,v,. Si f € X1,
p et s . f

(v, f,v1) est appelé un arc dirigé. Nous écrivons v = vy, ..., v, pour chaque hyperarc

dirigé (v, f,v1,...,v,), ou juste v si a € .

Un hypergraphe dirigé est une paire G = (V,H) ou V est un ensemble de
sommets et H est un ensemble d’hyperarcs dirigés sur V. Un graphe dirigé est un
hypergraphe dirigé dont tous les hyperarcs dirigés sont des arcs dirigés.

Comme il n’y a pas de risque de confusion, nous utilisons dorénavant les appella-
tions (hyper)graphe et (hyper)arc pour désigner respectivement un (hyper)graphe dirigé
ou un (hyper)arc dirigé.

I1 est bien connu qu’un automate fini de mots A = (Q, I, X, d, F') peut étre représenté
par un triplet (G, I, F), ol G = (Q,0) est le graphe représentant la relation de tran-
sition 9, I est ’ensemble des états initiaux et F' ’ensemble des états finaux. De
maniere analogue, nous proposons de représenter la relation de transition d’un au-
tomate d’arbres fini par un hypergraphe de la maniere suivante : Soit A = (Q, X, F, )
un automate d’arbres fini, la relation de transition d peut étre représentée par I’hyper-
graphe G5 = (Q, Hs), ou Hy est défini par :

- q EN q1,---,qn € Hs pour chaque regle f(ql7 .. .,qn) — ¢ dans 9.

— ¢ € Hs pour chaque régle a — ¢ dans 6.

— q¢ 5 ¢ € Hs pour chaque régle ¢ — ¢/ dans 0.

De cette fagon, un automate d’arbres fini A = (Q, X, F,d) peut étre représenté
par une paire (G, F'), ot G est ’hypergraphe qui représente sa relation de transition §
et I est 'ensemble d’états finaux. Parfois, pour traiter les automates d’arbres et les
automate de mots de maniére uniforme, nous représentons l’automate d’arbres A par

le triplet (G, 0, F).
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9.1.2 Bisimulation d’hypergraphes

Nous introduisons ci-dessous la notion de bisimulation d’hypergraphes. Comme les
automates que nous manipulons ne sont pas forcément déterministes, les hypergraphes
qui les représentent peuvent contenir des e-transitions. Nous considérons donc la bisi-
mulation observationnelle de Milner [Mil80] pour comparer deux hypergraphes. Pour

définir cette relation d’équivalences, nous introduisons la notation v :f> H Vi,...,VU, qui
exprime quil y a des sommets u, uq, ..., u, tels que dans ’ensemble d’hyperarcs H, il
y a un chemin étiqueté par des e-transitions qui méne de v & u, il y a un hyperarc de

la forme u = uq,...,u,, et des chemins étiquetés par des e-transitions qui menent de
u; & v;, pour chaque i, 1 <i<n:

Notation 9.1.1 Soit G = (V, H) un hypergraphe. Nous écrivons v :f>H Viyenn, Uy S’
existe des sommets v°, ... vF ud, ... ,ulfl,u%, oy ubn tels que :
o — a0
v =",
- Vi, 0<i<kviSotleH;
— vkiu?,...,ugeH;

~ V1< <m Tk | U =y et Vi 0 < i < kyul it e H.

Nous pouvons maintenant définir la notion de bisimulation “observationnelle” sur
les hypergraphes. Comme nous n’allons utiliser que cette notion de bisimulation, nous
I’appelons simplement bisimulation d’hypergraphes :

Définition 9.1.2 Soit G = (V, H) un hypergraphe et F C 'V un ensemble de sommets
acceptants. Une bisimulation d’hypergraphes par rapport a F est une relation
binaire symétrique p CV x V telle que pour chaque v,v" € V, (v,v') € p ssi
-veF ssiveF,
- Siv :f>H Viy...,Vp, alors il existe des sommets vy,...,vl, € V tels que v’ :f>H
Vi, ..., ), et pour chaque i € {1,...,n}, (vi,v)) € p. Nous écrivons v ~ v' s’il
eziste une bisimulation d’hypergraphes liant v et v'.

Etant donnés deux automates de mots A = (G,I,F) et A" = (G',I', F'), nous
écrivons A ~ A’ ssi chaque sommet dans I est bisimilaire & un sommet dans I’ par
rapport & F U F’ et vice versa. De méme, étant donnés deux automates d’arbres
A= (G,F)et A = (G',F’), nous écrivons A ~ A’ ssi chaque sommet dans F est
bisimilaire & un sommet dans F’ par rapport & F U F' et vice versa. Par abus de
langage, nous parlons parfois d’hypergraphes bisimilaires si I, I’, F, et F’ (resp. F et
F') sont compris dans le contexte.

9.2 Techniques d’extrapolation sur les hypergraphes

9.2.1 Principe de I’élargissement régulier

Nous décrivons dans cette partie notre principe d’élargissement régulier : nous
comparons un hypergraphe G’ (qui est censé représenter un automate A correspondant
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a un langage £) & un hypergraphe G (qui est censé représenter un automate 7 (A)
correspondant & R(L) ) dans le but de deviner un sous-hypergraphe A de G, un sous-
ensemble Zx de sommets de A, et une partition ¢ des sommets de Za tels que si
nous enlevons A de G, et que nous fusionnons les sommets de Za selon la partition ¢,
nous obtenons un hypergraphe G\ ,A bisimilaire & G'. L’élargissement consiste alors
a calculer I'hypergraphe G[A < A™T] obtenu & partir de G en fusionnant les états
équivalents par rapport & ¢ (sans enlever les hyperarcs de A). Ceci revient a rajouter
des boucles qui permettent d’itérer la croissance A. Intuitivement, deviner la partition
o revient a deviner les états de A qu’il faut fusionner pour obtenir les boucles qu’il
faut rajouter & G pour avoir la limite qui doit correspondre & R*(L). Ci-dessous, nous
définissons formellement les hypergraphes G\,A et G[A «— AT].

Définition 9.2.1 Soit G = (V, H) un hypergraphe. Supposons donnés :

— un sous-hypergraphe de G : A = (Vao,HA) (VA CV et HA C H);

— un sous ensemble Tan de Va ;

— @ : une partition de Ia.
Soit ~, la relation d’équivalence induite par ¢. Nous définissons deux hypergraphes
G\oA et GIA — AT] comme suit :

- G\LA est Uhypergraphe (V', H') tel que
-V = V\VAU{S[@]V, ‘U GZA} et

- H = {v] ER Vi, .0 | Fug ER ViyeooyVp € H t.gov; € V\Va etv, =

vi; ouv; € In et v = Sp,], ),
ot [v], dénote la classe d’équivalence par rapport & ~, du sommet v. Intuitive-
ment, G\, A est Uhypergraphe obtenu de G en enlevant tous les hyperarcs de A,
et en collant les sommets ~-équivalents.

— G|A «— AT est Uhypergraphe (V" ,H") ot :

- V"= (V \IA) U {s[“]w | Ve IA}, et

! f .
- H'"={v) = vi,...,0, |vg = v1,...,0n € H t.q. v} =v; siv; ¢ Ia, et v =

S[v;], Sinon }.
Intuitivement, G[A «— A™] est obtenu en fusionnant les états ~,-équivalents de
A, ce qui rajoute des boucles permettant d’itérer A.

Maintenant, nous pouvons définir I'opération d’élargissement régulier sur les auto-
mates de mots ou d’arbres :

Définition 9.2.2 (Elargissement régulier) Soient deux automates A = (G,I,F)
et A" = (G, I',F"). Etant donnés un sous hypergraphe A de G', un ensemble de som-
mets Ta de A, et une partition ¢ de I, si

(G, I,F) ~ (g/ \9” A,(I’\VA)U{S[U]LP |ve I/QZA},(Fﬂ\VA)U{S[U]w |ve F/QZA})
(9.1)
alors nous définissons lopérateur d’élargissement

V(.A, A/, A, (,0) = (g/[A — A+], (I/\IA)U{S[vb | NS IIQZA}, (F/\IA)U{S[U]LP | RS F/ﬂIA})
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Observons que dans le cas des automates d’arbres ou I et I’ sont vides, I’élargissement
revient a tester si

(G, F) ~ (g’ \o A, (F'\ Va)U {81, | v € F ﬂZA}) (9.2)
Si cette condition est satisfaite, nous définissons l'opérateur d’élargissement d’arbres
V(A A A @) = (G'[A — AT](F'\Za) U{spy, | v € F'NIA})

Remarque 9.2.1 Observons que si nous voulions comparer les automates A et A’
non pas par leur structure mais par les langages qu’ils reconnaissent, nous pouvons
utiliser le méme principe donné ci-dessus en considérant des structures déterministes.

9.2.2 Calcul de R*(£) par élargissement

Soit R une relation réguliere de mots ou d’arbres représentée par un transducteur
de mots ou un transducteur linéaire d’arbres 7 ; et soit £ un langage régulier de mots
ou d’arbres représenté par un automate fini de mots ou d’arbres A. Nous proposons
d’appliquer I'élargissement pour deviner R*(L£) de la maniere suivante : calculer la
séquence A, T (A), T?(A),... ' et comparer & chaque étape 'hypergraphe du nouvel
automate calculé 7*(A) aux hypergraphes des automates précédents 77(A), j < i
dans l'ordre décroissant des indices j. Dés qu'une croissance est détectée entre 7¢(A)
et 7%(A) pour un certain indice k, nous extrapolons et calculons un automate A’
par élargissement comme décrit ci-dessus. Par cette opération, nous devinons que A’
représente I’ensemble des accessibles, ou une sur-approximation de cet ensemble. Pour
nous assurer que nous avons bien deviné, nous vérifions que le langage £’ reconnu par
A’ est invariant par R en testant si :

Si ¢’est le cas, nous arrétons le calcul et déduisons que £’ est une sur-approximation de
I’ensemble des accessibles, sinons nous n’extrapolons pas et nous continuons a comparer
T (A) aux automates 77 (A), pour j < k jusqu’a atteindre I'indice j = 1, auquel cas,
nous passons a litération suivante, nous calculons 7*1(A) et le comparons & ses
prédécesseurs, etc. Nous pouvons simplifier cette procédure en ne comparant le nouvel
automate calculé qu’a son prédécesseur immédiat, c-a-d., en ne comparant a chaque
fois T(A) qua T71(A), si Iélargissement ne peut pas s’appliquer ou si 1’ensemble
calculé ne satisfait pas le test, nous passons & I'itération suivante et calculons 7 +1(A),
etc. Ou encore, nous pouvons fixer une profondeur de comparaison k et ne comparer
THA) qua T9(A), pour i —k < j < i— 1. Si la limite n’a pas été devinée a cette
profondeur, nous passons & litération suivante et calculons 7+ (A), etc.

LCette séquence peut étre calculée en composant & chaque fois par le transducteur 7 comme décrit
dans la définition 2.1.17 si 7 est un transducteur de mots, ou dans la définition 2.1.24 si 7 est un
transducteur linéaire d’arbres. En effet, comme 'opération de produit des automates est associative,
T7(A) est égal & T(T( S T(A) - )).

————

n fois
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Dans la section suivante nous montrons que pour certaines relations, tester £’ =
R(L") U L revient & s’assurer que l'ensemble calculé est ezactement égal & ’ensemble
des accessibles.

Exemple 9.2.1 Soit L = (a + ¢)*(b + d)* un langage représenté par 'automate A
de la figure 9.2, et R la relation de semi-commutation R = copy(X*)(ab, ba)copy(X*)
représentée par le transducteur T de la figure 9.3. Sur les figures, les états initiaux
sont marqués par des fléches entrantes et les états finaux par des doubles cercles. Alors
T(A) qui reconnait le langage R(L) = (a + ¢)*ba(b + d)* et T%(A) qui reconnait le
langage R*(L) = (a + ¢)*b(a + b)a(b+ d)* sont représentés sur les figures 9.4 et 9.5.
Soient G et G' les graphes sous-jacents & ces deux automates.

B
)

b,d
Fic. 9.2 — L’automate A

copy(a + b+ c) copy(a+ b+ c)

T 0Tt

Fic. 9.8 — Le transducteur T

b,d

o
O
O

F1G. 9.4 - L’automate T (A)
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F1G. 9.5 — L’automate T?(A)

En comparant G et G' nous détectons le graphe A défini par les arcs (q2,b,q4)
et (qs,a,qs) comme croissance. Si nous prenons In = {q2,q3,q4,q5} et ¢ la parti-
tion {q2,q3,q4,q5}, nous obtenons un graphe identique ¢ G. Nous appliquons alors
l’élargissement en fusionnant qo,qs3,qa, €t qs5 et mous obtenons un automate qui re-
connait (a+c)*b(a+b)*a(b+d)*. En rajoutant L nous obtenons R*(L) = (a+c¢)*(a+
b)*(b+d)*.

Exemple 9.2.2 (Elargissement d’arbres) Considérons la régle de réécriture sui-
vante : R = a — f(a,b) correspondant d la relation qui réécrit une feuille étiquetée
par a en f(a,b). Cette relation est reconnue par le transducteur d’arbres linéaire
T = (Q,X,5,F)6) tel que Q = {q,4¢a}, F' = {q}, ¥1 = {a,b}, o = {f}, et §
est l’ensemble des régles suivantes :

1. a—qla), b— q(b);

2. a— qa(f(a,b)) ;

3. f(q(z1),qa(x2)) = qu(f(21,22)), f(galz1),q(22)) = qu(f(21,22)) ;
4. fla(ar), q(z2)) — q(f(21,22)).

Intuitivement, les régles (1) et (4) expriment que l'état q reconnait les termes ot
aucune réécriture n'a eu lieu. Alors que l’état q, reconnait les termes ou exactement
une feuille étiquetée par a s’est réécrite en f(a,b). En effet, la régle (2) annote le
terme f(a,b) qui a remplacé une feuille a par q,. Les régles (3) garantissent qu’une
seule feuille s’est réécrite.

Supposons que nous voulions calculer R*(a). Soient A = (Go,{q}), T(A) =
(G1,{q2}), et T*(A) = (Ga2,{q3}) les automates d’arbres reconnaissants a, R(a), et
R?(a). Leurs hypergraphes correspondants sont représentés dans la figure 9.6. En com-
parant Gy et Go, nous détectons une situation d’élargissement ot A est ’hypergraphe

f .
({a1, @2, a3} {as = @2, @1}): Ia = {a3, 01,42}, et ¢ = {{a1}, {a2, a3}}. Par conséquent,
Vopérateur d’élargissement V produit Uautomate (G,{q3}) obtenu en fusionnant les

états qo et qs, ce qui permet de rajouter la boucle représentée en gras. Cet automate
définit précisément R (a). Son union avec (Go,{qo}) correspond a R*(a).

9.2.3 Elargissement et relations transitives

Ce principe peut également étre appliqué pour calculer les clotures transitives des
relations régulieres de mots et des relations de réétiquetages d’arbres, puisque ces
relations peuvent étre vues comme des langages réguliers sur ’alphabet produit ¥ x X
(voir la section 2.1.2.3), et peuvent donc étre représentées par des hypergraphes.
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F1G. 9.6 — Illustration du mécanisme d’élargissement sur les automates d’arbres

Prenons par exemple la relation R = copy(X*)(C, L)copy(X*). Cette relation fait
partie de la modélisation du “ Bakery algorithm” que nous allons décrire plus tard a
la section 9.6. Soit 7 le transduteur de la figure 9.7 qui reconnait R. 72 = (G, I, F)
et 72 = (G, I', F') sont représentés sur les figures 9.8 et 9.9 2. En comparant G et G',
nous détectons la croissance A définie par I'arc (qQ, (C, 1), Q3) telle que Za = {q2,q3}
et ¢ est la partition {qa,qs}. Il est facile de voir que

(G.1,F) ~(G"\o A I', F)

et donc nous pouvons appliquer I’élargissement en fusionnant les états gs et ¢3. Nous ob-
tenons un transducteur qui reconnait copy(X*)(C, L) (copy(E)+(C, L))" (C, L)copy(=*).
En rajoutant cette relation & R, nous obtenons RT = copy(X*)(C, 1) (copy(E) +
(c, )"

F1G. 9.7 — Transducteur 7

2Les “vrais” transducteurs 72 et 72 obtenus en calculant un produit avec 7 comprennent d’autres
branches qui sont identiques, & un renommage d’états pres, aux branches représentées sur les figures.
Nous ne représentons pas ces branches pour des raisons de lisibilité et de simplicité puisque ceci ne
change rien a l’analyse.

275



Fic. 9.9 — Transducteur 72

9.3 Elargissement exact

Nous définissons dans cette section une classe de relations pour laquelle le test
L' =TR(L")U L permet de décider si L' = R*(L).

9.3.1 Relations bien-fondées

Définition 9.3.1 Une relation R est nethérienne (resp. bien-fondée) s’il n'existe pas
de séquence infinie to,ty, . .. telle que pour chaque i > 0, (t;,t;41) € R (resp. (tit1,t;) €

Notons que si R est bien-fondée, alors R ™! est ncethérienne.
Proposition 9.3.1 [FO97] Si R est bien-fondée alors L = R*(L) ssi
L' =R(LHYUL (9.3)

Par conséquent, quand R est bien-fondée, nous pouvons utiliser nos techniques
d’élargissement pour calculer automatiquement des ensembles susceptibles d’étre 1’en-
semble des accessibles, et utiliser le test (9.3) pour vérifier automatiquement qu’'un
ensemble calculé est vraiment égal & R*(L).

Notons que ce test permet aussi de calculer de maniere exacte la relation R* si R
est une relation de mots ou d’arbres bien-fondée :

Proposition 9.3.2 Si R est une relation de mots ou d’arbres bien-fondée, alors R' =
R* ssi

R'=(RoR)UR (9.4)
Preuve : Ceci est di a la proposition 9.3.1; au fait que RoR’ = R1(R'), ot Rq est la

relation définie par Ry = {((¢,t'), (¢,t")) | (¢',t") € R}; et au fait que R* = R}(R).
En effet, il est clair que R, est bien fondée ssi R 'est. O
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9.3.2 Exemples de relations bien-fondées

Nous donnons dans ce qui suit quelques exemples de relations bien-fondées. Pour ces
relations, nous sommes strs qu’en cas de treminaison, nos techniques d’élargissement
nous calcule exactement ’ensemble des accessibles.

9.3.2.1 Des relations de mots bien-fondées
Proposition 9.3.3 Soit R une relation de la forme :

R = Ri(a1,b1)Ra(az, b2).....(an, bn)Rut1; Ri C copy(X*), Vi, j, a; # b;. (9.5)
alors R et R™! sont bien-fondées.

Preuve : Soit R = Ri(a1,b1)Ra(az,bs).....(an, by)Rpns1 tels que pour tout i, R; C
copy(X*) et pour tout i, 7, a; # b;. Soit w € ¥*, (w,w) ¢ R™ puisqu’on ne peut écrire
qu’une seule fois dans un certain endroit, et donc apres un nombre fini de réécritures,
on ne peut jamais retrouver le mot de départ. Donc, R est ncethérienne. Il en est de
méme pour R~ puisque R~! = Ry (b1, a1)Ra(b2,a2).....(bp, an)Rps1- ]

Définition 9.3.2 (Relation unaire simple) Soit R une relation de la forme :

URi-Ri-R? (9.6)
i=1
ot pour tout i, la relation R; est un sous-ensemble de ¥ x . Soit Ry = J;—, Ri- R

est dite relation unaire simple si Rq est acyclique (c-da-d., il n'existe pas a € ¥ tel que
(a,a) € RY ).

Définition 9.3.3 (Semi-commutation simple) Soit R une relation de la forme :

n

URi-Ri-R? (9.7)

i=1
ot pour tout i, la relation R; est un ensemble de paires de la forme (ab,ba) ot a,b € X
et a # b. Soit Ro = J;—; Ri. R est dite semi-commutation simple si Ro est anti-
symétrique.

Définition 9.3.4 (Relation simple) Une relation R est simple si elle est ['union
d’une relation unaire simple et d’une semi-commutation simple.

Lemme 9.3.1 Si R est une relation unaire simple, alors R et R~ sont bien-fondées.

Preuve : Soit w € ¥*, nous montrons que (w,w) € R*. En effet, si & une certaine
position du mot, un symbole a € ¥ est remplacé par un autre symbole b, on ne peut
retrouver a dans cette position que si b a pu étre réécrit en a (peut étre en plusieurs
étapes), ce qui contredit le fait que R est simple. De la méme maniére, nous pouvons
montrer que (w,w) & (R™H)*. ]

277



Lemme 9.3.2 Si R est une semi-commutation simple, alors R et R™! sont bien-
fondées.

Preuve : Soit R = [J;_, R} - R; - R?, et soit Ry = |J;—, R;. Nous montrons que si
Ry est antisymétrique, alors Vw € ¥*, (w,w) ¢ R*. Nous raisonnons par induction
sur la longueur du mot w.

Soit w un mot non vide (si w = ¢, la propriété est triviale puisqu’on ne peut pas
appliquer la semi-commutation & w). Soit w = a.w’. Supposons que (w,w) € R, alors
il existe une séquence o = wy, w1, . . ., wy, telle que wy = w, =wet Vi € {0,...,n—1},
(wi,w;4+1) € R. Deux cas se présentent :

— Le symbole a a la premiére position de w n’est jamais déplacé dans la séquence

o. Ceci veut dire que (w’,w’) € RT, ce qui contredit I'hypothése d’induction
(puisque |w'| < |wl).

— Il existe un indice i < n tel que w; =a-b-u, wir1 =b-a-u, et (a-b,b-a) € R.
Alors, il est facile de voir que a ne peut pas retourner & sa position initiale puisque
(b-a,a-b) € R (R est antisymétrique). De ce fait, il est impossible de retrouver
le mot w a partir de w;.

R antisymétrique implique que R~! I’est aussi, nous pouvons alors montré de la méme
maniere que R~ est ncethérienne. O

Théoréme 9.3.1 Si R est une relation simple, alors R et R~ sont bien-fondées.

Preuve : Soient R. la relation de semi-commutation de R et R, sa relation unaire.
Soit (w,w’) € RT. Nous montrons que w # w’. Il y a deux cas :

1. si (w,w’) € RY ou (w,w’) € RF, alors les lemmes 9.3.1 et 9.3.2 impliquent que
w#w.

2. si (w,w') € (RIRH)TU(RIRH)™ alors w’ # w puisqu’apres avoir appliqué la
relation R, qui remplace certaines lettres par d’autres ; le nombre d’occurrences
des lettres présentes dans le mot va changer puisque R, est acyclique. Ensuite,
il n’est pas possible de retrouver un mot ayant le nombre d’occurrences initial
de chaque lettre puisque R, est acyclique.

O

9.3.2.2 Des relations d’arbres bien-fondées

Théoréme 9.3.2 (WOS) Soit R un well-oriented system, alors R et R~ sont bien-
fondées.

Preuve : Ceci est di au fait qu’apres chaque application d’une régle de R;, le nombre
de nceuds étiquetés par une lettre de S; décroit strictement. a

Théoréme 9.3.3 (Systémes PA modulo =) Soit R un systéme PA qui ne com-
prend pas de séquence de régles de la forme (X; — Xiy1)o<icn telle que X,, = Xo;
alors =_ r est bien-fondée.

278



Preuve : Ceci est di au fait que si ¢ ==  t/, alors nous ne pouvons pas retrouver ¢
a partir de t'. En effet, si t = ¢ ¢/, alors :

— soit la taille de t est strictement inférieure & celle de ¢’ (si ¢’ est obtenu en
appliquant une régle de la forme X — u ot v ¢ Var U {0}) et donc comme les
regles d’un systeme PA ne réduisent pas la taille des termes, nous ne pouvons
pas retrouver t;

— soit t = C[X] et t' = C[0] (si ¢’ est obtenu en appliquant une régle de la forme
X — 0). Dans ce cas, il n’est pas possible de retrouver ¢ puisque dans un systeme
PA il n’y a pas de regles de la forme 0 — ¢;

— soit t = C[X] et t/ = C[Y] (si t’ est obtenu en appliquant une regle de la forme
X — Y). Dans ce cas aussi, nous ne pouvons jamais retrouver ¢ & partir de ¢’
puisqu’il n’existe pas de séquences (X; — X;11)o<i<n telles que X, = Xg = X
et Xl =Y.

O

9.4 Résultats de complétude

Dans cette section, nous montrons comment 1’élargissement permet de calculer,
pour certaines classes de relations et certaines classes de langages réguliers ’ensemble
des accessibles ou, plus généralement, la cloture réflexive-transitive de la relation
en question. Nous commengons la section par les langages de mots. Nous montrons
d’abord que I’élargissement permet de calculer un transducteur de mots qui reconnait
la relation R* pour toute context-relation R, une classe de relations définie dans
[ABJN99] dans le but de modéliser les systémes paramétrés linéaires. Dans la deuxiéme
partie, nous montrons comment 1’élargissement permet de calculer la fermeture d’une
expression APC par semi-commutations. Nous passons ensuite aux langages d’arbres.
Nous montrons d’abord que notre méthode calcule R*(£) pour tout langage régulier
d’arbres L et toute relation semi-monadique linéaire bien-fondée R (les relations semi-
monadiques linéaires ont été définies dans [CDGV94]). Ensuite, nous montrons que
I’élargissement permet de calculer Post;‘a:(ﬁ) pour tout langage régulier d’arbres L,
et tout systeme PRS R tel que =— r est bien-fondé. Nous en déduisons que notre
technique permet de calculer cet ensemble pour tout systeme PA R. Finalement, nous
prouvons que cette méthode calcule le réétiquetage R* pour toute relation WOS R.

9.4.1 Les context-relations

Dans [ABJN99], Abdulla et al. ont introduit une classe de relations réguliéres
unaires simples, que nous appelons ici context-relations, pour laquelle ils caractérisent
R* par un transducteur fini de mots. Dans cette section, nous montrons que nos tech-
niques d’élargissement permettent de calculer un transducteur reconnaissant R* pour
chaque context-relation R. Ce résultat permet d’analyser les protocoles d’exclusion mu-
tuelle de Burns, de Dijkstra, de Szymanski, et le “Bakery algorithm” par élargissement
puisque tous ces protocoles sont décrits par des context-relations (voir la section 9.6
et Pannexe A). Nous commencgons par donner la définition d’une context-relation.
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Définition 9.4.1 Une context-relation est une relation de la forme
R = copy(LL)Rocopy(Lr)

telle que :

— L est un langage régulier qui peut étre accepté par un automate déterministe
de mots ayant un seul état final, et tel que toutes les transitions sortant de l’état
final sont des boucles sur le méme état. La fin de Ly, est 'ensemble de symboles
qui €tiquettent les boucles de U'état final.

- Lg est un langage régulier tel que son langage miroir L, satisfait les conditions
ci-dessus. La fin de Lg est la fin de L.

- RO = {(alvbz) | Vivja a; # b]}

Théoréme 9.4.1 Les techniques d’élargissement permettent de calculer R* pour toute
context-relation R.

Preuve : Soit R = copy(L1)Rocopy(Lr) une context-relation. Soit Xy, (resp. Xr) la
fin de L, (resp. la fin de Lg). Comme dans [ABJN99], nous utilisons les abbréviations
cp pour ¢ € Xy, ¢, pour ¢ € Xy, cg pour ¢ € X et ¢, pour ¢ € Xi. Dans les trans-
ducteurs des figures ci-dessous, nous ne montrons que la partie qui est entre I’état final
qr, d’un transducteur qui recopie les mots de Ly, et I’état initial ¢z d’un transducteur
qui recopie les mots de Lg. En plus des transitions représentées ci-dessous, il y a des
self-loops étiquetées par ¢ = ¢’ € X1 NX g a tous les états. Nous écrivons Ro(c, ') a la
place de (¢, c’) € Ro.

Nous allons montrer que 'élargissement permet de calculer R*. Comme R est
bien-fondée (lemme 9.3.1), nous ne nous préoccupons pas des cas ou 1’élargissement
peut calculer des mauvais ensembles puisque ces cas seront écartés par le test 9.4
(Proposition 9.3.2).

Soit 7T le transducteur de R représenté sur la figure 9.10. Nous calculons 72, 73,
T*, et T° en composant & chaque fois par le transducteur 7 comme décrit & la section
2.1.2.3. Par exemple, les transducteurs 72 et 72 sont représentés sur les figures 9.11
et 9.12. En comparant le transducteur 72 & 7°, nous pouvons deviner une croissance,
extrapoler et obtenir un transducteur 7’. En rajoutant 7 et 72 & 7', nous obtenons
excatement le transducteur de la figure 9.13 qui correspond & R+ [ABJN99).

F1c. 9.10 — Transducteur 7

280



Ro(c, ¢’y A cR

Ro(c.c/)/\cL Ro(c.c/)/\clR

F1c. 9.11 — Transducteur 72

9.4.2 Calcul de la cléture d’une expression APC par semi-
commutations

Rappelons qu’'une expression APC est une somme de produits, ot un produit est
une concaténation de lettres de ¥ et d’expressions étoiles de X, c-a-d. d’expressions
de la forme (a; + - -+ a,)*, ou les a; sont dans ¥ (voir la section 3.1.2.1). Rappelons
également qu’une relation de semi-commutations est une union finie de relations de la
forme copy(X*)(ab, ba)copy(X*).

Dans ce qui suit, nous montrons que les techniques d’élargissement permettent de
calculer la cloture d’une expression APC par semi-commutations. Pour obtenir des
résultats exacts, nous utilisons le test (9.3).

Théoréme 9.4.2 R*(L) peut étre calculé par élargissement pour tout langage APC
L et toute relation de semi-commutations R.

Preuve : Soit une relation de semi-commutations R = U;R;, ou les R; sont des
relations de semi-commutations de la forme

Ri = copy(¥X™)(ab, ba)copy(X*),

et soit £ un langage APC donné sous forme d’une expression APC. Nous supposons
sans perte de généralité que R est bien-fondée. En effet, si ce n’est pas le cas, nous
construisons itérativement un langage APC £’ et une relation de semi-commutations
R/ telles que R’ soit bien-fondée et R*(L) se déduit de R'*(L) de la maniere suivante :
L’ est la limite d’une séquence de langages APC L, L], ... et R’ est la limite d’une
séquence de relations de semi-commutations R{, R}, ... définies comme suit :
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Ro(c, ¢’y A C,L AcR

Rg(c, /) Aepnd e, Rg(e, ') Aep

Ro(c,c/)/\cLAc/L RO(C,CI)ACRAC/R

Ro(c, ¢’y A cp

Ro(e,¢/) Aep, Rg(c,¢/) A cy

Rg(c c)/\clRAc/L

Ro(c,c’) Aep Acy

F1G. 9.12 — Transducteur 73

- Ry=Ret Li=L.

— si la relation de semi-commutations R}, = U;R¥ n’est pas bien-fondée, alors il
existe forcément deux indices i et j tels que RE = copy(X*)(ab, ba)copy(X*) et
7'\’,2€ = copy(X*)(ba, ab)copy(E*) (lemme 9.3.2). Dans ce cas, nous rajoutons deux
lettres aj, et by, a l'alphabet et R}, et L), sont obtenus comme suit :
~ Rj,41 est obtenu & partir de R}, en remplagant R par la relation

copy(E*) (brag, arby)copy(E*),

et en substituant dans toutes les autres relations RF, [ # i, la lettre a par
a + ay et la lettre b par b + by.
~ L}, est obtenu en substituant dans L) toute occurrence de la lettre a par

a + ay et toute occurrence de la lettre b par b + by.
R’ (resp. L) est la limite de la suite (R},) (resp. £},). Il est clair que ces suites sont
finies. Finalement, R*(L) est obtenu en substituant dans R'*(L’), pour chaque k,
toute occurrence de la lettre a; par a et toute occurrence de la lettre by par b. Cette
transformation est basée sur le fait qu'une relation de semi-commutations R peut
s’appliquer une infinité de fois & un mot w, mais ne modifie pas sa longueur. Comme
il y a un nombre fini de mots de longueur |w|, l'idée est de considérer a la place de R
une relation de semi-commutations qui permet de générer a partir de w tous les mots
qui sont aussi produits par R, mais qui ne boucle pas.

Soitalors R = |J  copy(X*)(ab, ba)copy(3*) une relation de semi-commutations
(avb)EP‘R
bien-fondée donnée sous la forme du transducteur de mots 7 = (Q, I, 3,9, F') tel que
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Rg(e, )

Ro(c, ') nel Aeg

Rg(c,c¢’) Acp

Rg(e, ') Aep,

Ro(c, ¢’y A cr A ch

Fic. 9.13 — Transducteur de R+

Q={ar,9r} U{dap | (a,0) € pr}, I ={q1}, F = {qr}, et d est I'ensemble des regles
suivantes :

~ (a1, copy(2), q1) ;

~ (ar, copy(¥),qr) ;

- (qI, ((1,b),qa7b)7 et (qa,b, (b, a),qp) pour chaque (a,b) € pr.

Soit e une expression APC. Comme e est une somme finie de produits, pour montrer
que 'élargissement permet de calculer R*(e), il suffir de montrer qu’il permet de
calculer R*(p) pour un produit p. Soit alors un produit p = ejes - - - e, donné sous la
forme d’un automate A qui préserve la structure du produit, c-a-d., qui comprend un
seul état initial, un seul état final, et une seule “branche” menant de I’état initial &
I’état final et dont 1’étiquette correspond exactement au produit p. Plus précisément,
p peut s’écrire sous la forme Aja;ASas---a,_1A}, ou les A; sont des ensembles de
lettres de ¥ qui peuvent étre vides (dans ce cas, Af =¢€); et les a; € ¥ U {e}. Dans ce
cas, A= (Q,I,X,0,F),ou Q={q; | i <n+1}, I ={q1}, F = {qn}, et § contient les
transitions suivantes : (¢;,a,q;) si a € A;, i <n; et (g, a;,gi+1) pour i < n.

Nous montrons que pendant le calcul itératif de 7(A),72(.A),..., notre principe
d’élargissement peut détecter une situation ou l'extrapolation calcule un automate qui
reconnait exactement la cloture R*(p). Nous ne nous préoccupons pas des cas ou de
mauvaises extrapolations peuvent avoir lieu puisque R est bien-fondée, et donc toutes
les mauvaises extrapolations seront rejetées par le test (9.3).
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Nous savons d’apres la section 3.1.2.2 que R*(p) est une APC. Soient alors des
expressions atomique I telles que

RY(p) =D lily- -1,

ou les lg sont soit des expressions étoiles ou des lettres qui figurent déja parmi les e;
(il existe un indice k tel que I = ey), soit des expressions étoiles qui se sont rajoutées
(voir 'algorithme décrit dans la section 3.1.2.2).

Il est alors facile de voir qu’apres un nombre fini m d’itérations, nous obtenons
un automate 7™ (A) qui contient des branches menant de ’état initial & I’état final
étiquetées par 'y gl'y ;- - U}, 4, c'est a dire qui reconnait R™ (p) = 3° 321" Uy 5+ - U, g

i g
— sil] = ey, alors I'] ; = ey ;
— sinon, si lf = (a1 + -+ apn)¥, l’f’g = b1+ by, ol les b; sont des lettres parmi
{a’lv s ,Clh}-

Apres un nombre supplémentaire fini d’itérations, nous obtenons un automate

7™ (A) qui contient des branches menant de 1’état initial & 1’état final étiquetées par

"i 1" 17 ek N 3 . A m’ _ "i "i "i
" g6l ags 1"k, 4.6 c'est a dire qui reconnait R™ (p) = Zl 1050205 Uk g5
3
ou
<17 "j _ .
—sil; = ey, alors ' | o =ey; .
— sinon, si I} = (a1 + -+ + ap)* et que l’gg = by --- by, il existe une séquence
d’indices q1,...,qr et une suite de séquences de lettres (cf,...,ch.)i1<r<k tels
r)1<r<
que ® pour tout 7, {cf,....cr.} = {a1,...,an} et
nj _ 1 1 2 2 k k
L g =bre byl 'Chgbqﬁrl by, CE Gz bgnch - 'ch’;kaJrl by

/ N 7’ . .

En comparant 7™ (A) & 7™(.A), nous détectons des croissances qui correspondent
aux séquences “cf ---cj,.”. L’élargissement peut alors calculer un automate A’ dont
les branches sont étiquetées par A] jA5 -+ Ap g» ¢-a-d. un automate qui reconnait le

i i i N
langage APC Z > Al g sAS s Ak“gys, ol
i g s
O VA Jo_ .
- silj = ey, alors A7 | = ey;

— sinon, si lg =(a1+--+ap), l’;g =by- by, et

2z _ 1 1 2 2 k k
tas = by - "bq101 . "Chgbq1+1 .. 'qucl Gz bch1 "'Chl;bqk+1 by

alors A7 :bl"'bql(a1+"‘+ah)*bq1+1"'qu(a1+"‘+ah)* ......... bqk(a1+

2,9,8

o) by 1 - by

3on aurait di écrire q1,s,---,Qk,,s Puisque ces indices dépendent de s; et (cf ,..., Chr s)1<r<ks
: , rs)1<r<

puisque ces lettres dépendent aussi de s. Ici, nous omettons cet indexage par s pour des raisons de
lisibilité.
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En effet, considérons par exemple le cas ou k = 1; c-a-d., Z’Z’g = by---by, et
1"} 56 =b1---bgc1 -+~ cprbgyr - by, alors dans le graphe correspondant & 7™ (A), il y
a une partie qui comprend des noeuds v;, 0 < i < I/, et les arcs (v;,biy1,vi41). Clest
la partie qui correspond a z;’ gj = by -+ bps. De méme, dans le graphe correspondant
a Tm,(A), la partie correspondant a l”ims = by -bgcy - cprbgyq -+ - by comprend
des noeuds v;, 0 < @ < A, v}, 1 < i < B, et les arcs (v;,bit1,viq1), (vg,c1,0)),
(V§s Cig1,Vi41)s (Vg bgy1, Vg41). En comparant ces deux parties, nous pouvons détecter
comme croissance le graphe A ayant v, et v}, 1 < ¢ < h” comme noeuds et (vq, c1,v}),
(v}, Ciy1,vj, 1) comme arcs. Si nous prenons Za = {vg} U{v; | 1 <i < A"}, et ¢ la
partition {vg,v] | 1 < ¢ < h”} qui permet de fusionner tous ces états, en enlevant ce
A, nous obtenons exactement by - - - bys, et en extrapolant, c-a-d., en fusionnant tous
ces états, nous obtenons

b1 ---bq(a1 —|—-~-—|—ah)*bq+1-~-bh:.

Il est alors clair qu’il existe une itération m telle que R*(p) est obtenu en calculant
I'union de cet automate A’ avec les automates 7*(A), 0 <i < m/.
O

9.4.3 Relations semi-monadiques linéaires

Nous montrons dans cette section que 1’élargissement permet de calculer R*(L)
pour tout langage régulier d’arbres £ et toute relation semi-monadique linéaire bien-
fondée R. Les relations semi-monadiques linéaires sont définies par :

Définition 9.4.2 (Relations semi-monadiques linéaires [CDGV94]) Un systéme
de réécriture S sur un alphabet ¥ muni d’une fonction d’arité est semi-monadique

linéaire si, pour chaque régle l(xy,...,xx) — r de S, le membre droit r est soit une
variable, soit un terme linéaire f(r1,...,mn) ot f € Xy, et pour tout i, 1 < i < n,
r; est une variable parmi {x1,...,xx} ou un terme clos. Un systéme de réécriture est

clos si toutes ses régles sont de la formel — r ot l et r sont des termes clos.

Un systéme de réécriture semi-monadique linéaire S induit une relation semi-
monadique linéaire Rg sur les termes de Ty, définie par l’ensemble des paires de
termes (t,t') telles qu’il existe un contexte C, des termes uy,...,u dans Tx tels que
t=Cll[x; — wi]] et t' = Crlz; — ug)] ; ot l[zw; — ug] (resp. rlz; «— w;]) est le terme
obtenu en substituant dans | (resp. dans r) chaque occurrence des variables x; par le
terme u;, et ce pour chaque i, 1 <1 < k.

Il est bien connu que les systemes de réécritures clos préservent effectivement la
régularité [Bra69, DT90]. Ce résultat a été étendu aux relations semi-monadiques
linéaires par Coquidé, Dauchet, Gilleron, et Vagvolgyi :

Théoréme 9.4.3 [CDGVI4] Soit S un systéme de réécriture semi-monadique linéaire
surX, Rg la relation qu’il induit, et L un langage régulier d’arbres sur T, alors RE(L)
est un langage régulier d’arbres et est effectivement constructible.
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Preuve : Nous donnons la construction de [CDGV94]. Soit Sub(S) I’ensemble de tous
les sous termes clos des membres droits des regles de S. Soit Qg = {¢: | t € Sub(5)},
et soit dg I’ensemble suivant de régles de transition :

— a — g, pour chaque a € Sub(S) N X,

— Sty @) = Aftrtn) SR, t) € Sub(S).
Il est clair qu’avec dg, pour chaque terme t € Sub(S), I'état g, accepte {t} (L,, = {t}).
Soit A = (@, X%, F,J) un automate d’arbres fini. Nous définissons 'automate A* =
(Q',%, F',§") comme suit :

- Q' =QUQs.

~ F'=F,

— &' est le plus petit ensemble de régles contenant 6 U dg et tel que pour chaque

états ¢,q1,--.,qn € QU Qs :

(1) sil(zi,...,o5) = f(ri,...,r) € Setlqr,...,qx) —s g, alors f(q}, ..., k) —

q est dans 0’ avec ¢} = ¢, sir; =t € Ty, et ¢; = ¢; si rj = x; pour
je {17""k/}’
(ag) sil(zy,...,ox) — ;€ Setlq,...,q) —s g, alors ¢gj — ¢ est dans ¢’

Alors, L(A*) = R5(L). Plus précisément, nous pouvons montrer que pour chaque
état q, L;, = R(Ly) out Ly est le langage reconnu par 'état ¢ dans 'automate A, et
Lfl est le langage reconnu par I’état ¢ dans le nouvel automate construit A*. La preuve
est tres similaire a celle du théoreme 7.6.1.

Od

Nous montrons dans ce qui suit que I’élargissement permet de calculer cet automate.

Théoréme 9.4.4 Soit S un systéeme de réécriture semi-monadique linéaire sur X2, Rg
la relation qu’il induit, et £ un langage régulier d’arbres sur Txy. S’il existe un test qui
permet de décider si un langage donné L' est égal a RE(L), alors RE(L) peut étre
calculé par élargissement.

Preuve : Comme nous avons un test qui permet de décider si un langage donné L’ est
égal & R§(L), nous allons montrer que ’élargissement permet de calculer ’automate
A* décrit dans la preuve ci-dessus sans nous préoccuper des cas ou de mauvaises
extrapolations peuvent étre faites puisque cettes dernieres seront rejetées par le test.
Nous reprenons donc les notations considérées dans la preuve précédente. Comme il
n’y a pas de confusion possible, nous notons la relations R g simplement par R. Il est
facile de voir que R<7(L) est reconnu par 'automate A7 = (Q7, ¥, F7,§7) défini comme
suit (ces automates sont obtenus en composant a chaque fois par un transducteur 7°
représentant R qu’il est facile de décrire, m mais que nous ne représentons pas ici) :
- Q°=QUQs, 8" =0UJds; ,
- @ =@ U{¢" | ¢ € Q7'}. Nous introduisons la notation ¢”” définie par :
¢ =get g = (¢")T;
- FI={q" |qe F/7'};
— &7 est le plus petit ensemble de regles contenant 67! et tel que pour chaque
états g € Q% et q1,...,qn € QI

1. siq — qo € 8 Lalors ¢f — q¢f €67
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2.8 f(qu,...,q0) — ¢7° " €871 alors pour chaque i, 1 <i < n,

f((J1,~~~,Qi71,(J¢T7Qi+1a~~~»Qn) - qTJ € 5j7

3.8 Uy, ymp) — f(ri,...me) €S et Ui, qk) Zsim1 g alors
fdh, . a) — g7’ est dans 67 avec g, =qsir,=te€ Ty, et q, =gq st
rp, =x; pour h € {1,...,k'},

4. sil(zy,.. . 35) = on € S et Uq,. .. qr) -1 g7, alors g — g7 est
dans §7.

Il est alors facile de voir que pour tout ¢ € Q U Qg, L;Tj = RI(Ly) ot L, est le

est le langage reconnu par

langage reconnu par l’état ¢ dans I'automate A, et L; y

’état q7' dans I'automate construit A7. Ceci peut se montrer facilement comme fait
dans la preuve du théoreme 7.6.1. Nous expliquons dans ce qui suit I'intuition exprimée
par les regles (1)—(4) :
— Les régles (1) expriment que si Ly, C Lg,, alors R7(Ly,) € R (Lgy) ;
— Les regles (2) expriment que si f(t1,...,t,) € RI7HL,), et t; € R(t;), alors
flta, ..t tn) € RI(Ly);
— Les regles (3) expriment que si l[(x1, ..., z5) — f(r1,...,7%) € Setl(ty,...,tg) €

ijl(Lq), alors r(uy,...,ur) € Rj(Lq) onup=tsir,=t€Tys, et upb =1t; si
rp, =a; pour h € {1,...,k'};
— De la méme maniére, les régles (4) expriment que si l(z1,...,25) — xp € S et

l(t1,...,tx) € RI7I(L,), alors t, € RI(Ly).

De par les constructions des reégles (3) et («y), pour chaque regle a de la forme

flq1,--,qn) — g rajoutée par (ay), il existe un indice j et des indices iy,..., i, tels
que f(gF™,...,qr"") — ¢ est une regle de d;. Soit m(«) le minimum de tels indices
J.

De méme chaque régle « de la forme ¢; — ¢ rajoutée par (as), il existe des indices
jet k <7 tels que qiTk — ¢ est une régle de 0;. De la méme maniere, soit m(«) le
minimum de tels indices j.

Soit m = maxm(a), le maximum étant pris sur toutes les régles o de ¢’ qui
ont été rajoutées par les régles d’inférence (ay) et (ag). Il est clair que pour chaque
regle de la forme f(q1,...,qn) — ¢ rajoutée par («q), il existe une regle de la forme
f(qf”,...,qu") — ¢T dans 6™. De méme, pour chaque régle de la forme ¢; — ¢
rajoutée par (aw), il existe une regle de la forme qlTk — ¢ dans 6™.

Si nous comparons les hypergraphes G de A° et G’ celui de A™, nous remarquons
des croissances définies par ’hypergraphe A défini par :

- Va=Qm;

— Ha est 'ensemble des hyperarcs définis par les régles de 6™ \ 69

~Ia={qd" |qeQ’,0<i<m}.

Considérons la partition ¢ suivante : {{qu |i>0}|¢g€QUQs}. Iy aautant de
classes que d’états dans Q U Q.
Il est facile de voir que

(G, F) = (9" \¢ A, F)
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Donc, I'élargissement nous calcule
V(A% A™ A p) = (G'[A « AT F)

et il est facile de voir que le nouvel hypergraphe représente exactement ’automate
A*. En effet, dans le nouvel hypergraphe, pour chaque état ¢ de @Q, les états de
la forme ¢” sont remplacés par un état S[gTi] c-a-d. par un état unique que l'on

peut appeler s, puisque pour tout i, [¢] = [¢7 ]. Et donc, puisqu’a chaque regle
de la forme f(q1,...,4,) — ¢ rajoutée par (1), il existe une reégle de la forme
f@F™, ..., qF"") — ¢™" dans 6™, nous aurons aprés fusion des états une regle de
la forme f(sq,,...,8q,) — 8¢ et qu’'a chaque regle de la forme ¢; — ¢ rajoutée par
(), il existe une regle de la forme ¢ R g™’ dans 6™, nous aurons apres fusion des
états une regle de la forme s, — s4. De méme, les regles de la forme f(q1,...,¢n) — ¢
de Q° sont elle aussi remplacées par les régles f(sq,,...,84,) — Sq- 11 y a clairement
un isomorphisme immédiat entre cet hypergraphe et celui de A* : cet isomorphisme
associe a chaque état s, I'état q. O

Nous obtenons le résultat suivant comme conséquence immédiate de ce théoreme :

Corollaire 9.4.1 Soit S un systeme de réécriture semi-monadique lin€aire sur % tel
que la relation qu’il induit Rg est bien-fondée, et L un langage régulier d’arbres sur
Ts,. Alors RE(L) peut étre calculé par élargissement.

Puisque les systemes de réécritures clos sont semi-monadiques linéaires, le corollaire
ci-dessus implique que ’élargissement permet de retrouver le résultat de [Bra69, DT90]
pour les systemes clos s’ils sont bien-fondés :

Corollaire 9.4.2 Soit S un systeme de réécriture clos sur X tel que la relation qu’il
induit Rg est bien-fondée, et L un langage régulier d’arbres sur T,. Alors RE(L) peut
étre calculé par élargissement.

9.4.4 Systemes PRS

Nous montrons dans cette section que I'élargissement permet de calculer Posty, _ (L)
pour tout langage régulier £ et tout systeme PRS R tel que =>— g est bien-fondée.

Théoréme 9.4.5 Soit R un PRS sur Var et L un langage régulier d’arbres sur Var.
S’il existe un test qui permet de décider si un langage donné L' est égal a Post%:(ﬁ),
alors Post%:(ﬁ) peut étre calculé par élargissement.

Preuve : Nous reprenons la construction de A}, donnée dans la section 5.3. Comme
précédemment, puisque nous avons un test qui permet de décider si un langage donné
L est égal a Post}kz’:(ﬁ), nous allons montrer que ’élargissement permet de calculer
I'automate A% sans nous préoccuper des cas ot de mauvaises extrapolations peuvent
étre faites puisque cettes dernieres seront rejetées par le test. Nous reprenons donc
les notations considérées dans la section 5.3. De la méme maniere que précédemment,
il est facile de voir que Post%:(ﬁ) est reconnu par I'automate A7 = (Q7, %, F7, 47)
défini comme suit :
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- Q°=QUQRr, °=5Udg U{0— ¢"" |0 =5 q};
- QI =Q 1 U{¢" |qe I U{g" | qe Q). Comme précédemment, nous
77 T° + TI\T

introduisons les notations ¢7” définie par : ¢ =g et ¢I° = (¢7)7T; et g™
définie par :qniﬂ = g et qnﬂj+1 ::{(qnﬂj)T (qnﬂj)nﬂ (qfﬂ)nﬂ}_

— F={q" |q€ FI71};

— 67 est le plus petit ensemble de regles contenant 67! et tel que pour chaque
états g€ Q% et qq,...,qn € QI L :

1. sit; — ty € R, et il existe un état ¢ € Q U Qr tel que t; —gi—1 qu, k <y,
alors si I + k + 1 = j nous avons :

(a) af, —q" €4,
(b) q{;” — q”“j €, et
(c) thl —>q”“j€5j sit; =0,

2. 81 (q1,92) — q € § U R, alors :
(@) (@ .q3) = ¢ €6, sik+1=j;
() (nzl nzl)_)qniﬁeéj’sik_i_l:j
(c) (qF",q2) — q7" € 0';

3. si|

(a) (g™, @5™) = """ € &, ik +1=j

()”(ql 7QQ)*>q €6Ja81k+l:ja
4. siq—q €671, alors ¢7 — ¢'T € §7, et g™ — g™ € §7.

‘((IhQQ) —qg€edU 573, alors :

Il est alors facile de voir que pour tout ¢ € QU Qr, L;Tj = Post%—a": (Lq) et que

L;nm = U Post%: (Post%:(Lq) N{ueT|ur~y0})
l+k=j

ou L, est le langage reconnu par l'état ¢ dans l'automate A et L;, est le langage
reconnu par 1’état ¢’ dans ’automate construit A7. Ceci peut se montrer facilement
comme fait dans la preuve du théoreme 7.6.1.

Il est clair que pour chaque reégle o de la forme ¢/ — ¢, ¢ — ¢"%, ou ¢ — ¢™"
rajoutée par les regles (3) de la construction de A% donnée dans la section 5.3, il y a un

indice j tel que 67 contient des régles de la forme ¢} T, qT €, "il — " e o7,
1 nil A
ou ' — ¢ € 57 sit; = 0. Soit m() le minimum de tels indices j. Soit

m = max m(a), le maximum étant pris sur toutes les régles « de §’ qui ont été rajoutées
par les regles d’inférence (3) de Aj,.

Si nous comparons les hypergraphes G de A° et G’ celui de A™, nous remarquons
des croissances définies par ’hypergraphe A défini par :

- Va=Qm;

— Ha est I'ensemble des hyperarcs définis par les regles de 6™ \ §°;

~Ia={¢" [q€Q0<i<m}U{¢" € Q" 0<i<m}
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Considérons la partition ¢ suivante : {{qTi |7 >0}, {q"”i |i>0}{q}|qe€ QUQR} ;
c-a-d. pour chaque état ¢ dans Q U Qx il y a trois classes [q], [¢7] = [qTi}, et [¢"] =
[¢""'] pour tout i > 0.

Il est facile de voir comme précédemment que I’hypergraphe calculé par I’élargissement

V(A% A™ A, ¢) représente exactement 'automate A% . O

Nous obtenons le résultat suivant comme conséquence immédiate de ce théoreme :

Corollaire 9.4.3 Soit R un PRS sur Var et L un langage régulier d’arbres sur Var.
st =_ R est bien-fondée, alors Post;‘a:(ﬁ) peut étre calculé par élargissement.

Nous déduisons alors que I’élargissement peut calculer Postk:(ﬁ) pour les systemes
PA :

Théoréme 9.4.6 Soit R un PA sur Var et L un langage régulier d’arbres sur Var,
alors Post}kz’:(ﬁ) peut étre calculé par élargissement.

Preuve : Soit R un systéeme PA. Si =_ x n’est pas bien-fondée, nous calculons un
langage régulier £ et un systéme PA R’ tels que =_ - est bien-fondée et Posty _(L)
est obtenu & partir de Post%‘z,yz(ﬁ’ ) par une simple substitution S. Dans ce cas, puisque
=_ g’ est bien-fondé, le corollaire 9.4.3 implique que I’élargissement permet de cal-
culer Posty, _(L£'). Il ne reste donc qu’a calculer la fermeture de cet ensemble par la
substitution S pour avoir Posty _(L).

Si=_ r n’est pas bien-fondée, alors il existe nécessairement des variables X1, ..., X}
qui ne sont pas forcément tous différents tels que pour tout 1 <[ < k, R contient les
régles R = X; — X411 et Xj, — X3 (d’apres le théoréme 9.3.3). Dans ce cas, nous
considérons de nouvelles variables de processus X/, 1 <[ < k, et nous calculons R’ et
L' de la maniere suivante :

— nous remplagons la régle X — X par la regle X;, — X7 ;

— nous rajoutons les regles X; — X; |, 1 <1 <k;

— nous remplagons dans toutes les regles de R, a part les regles R;, ainsi que dans £
les variables X; par {X;, X]}. Ceci exprime que dans chaque terme apparaissant
dans les membres gauches ou droits des regles de R, une ou plusieurs (ou aucune)
occurrences de la variable X; est remplacée par la variable X/.

Finalement, Post _(L) est obtenu a partir de Post%, _(L') en remplagant toutes les
occurrences de la variable X| par X;.
O

9.4.5 Well-oriented systems

Nous montrons dans cette section que 1’élargissement permet de calculer R* pour
tout WOS R :

Théoréme 9.4.7 Soit R un well-oriented system, alors R* peut étre calculé par élargissement.
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Preuve : Nous montrons que I’élargissement permet de calculer les relations R; pour
chaque 1 < ¢ < m et R, ,; pour chaque 1 < i < n. Nous donnons dans ce qui suit
les détails du calcul de R}, l'autre construction est similaire. Comme R; est bien-
fondée (théoreme 9.3.2), nous montrons que lors du calcul itératif des réétiquetages
des relations R}, il existe une situation ou I’élargissement peut s’appliquer et calculer
un réétiquetage correspondant a R*. Les mauvaises extrapolations seront rejetées par
le test 9.4. Pour simplifier la présentation, nous supposons que R; = Rg . Le cas ou R%
n’est pas vide se traite de la méme maniere.

R; est donnée par le réétiquetage suivant : 4 = (Q,S,S, F,d) ot Q = {q,¢'}U{q. |
ce€StU{gl | a,t €S}, F={¢}, et § est I'ensemble des regles de transition sui-
vantes, ol & chaque régles de la forme f/g(q1, ¢2) — ¢3 correspond une regle symétrique
de la forme f/g(g2,q1) — g3 qui n’est pas représentée :

(1) a/a — q et a/a(q,q) — ¢, pour tout a € S,

(72) ¢/e = qe, ¢/c(g,q) = qc, et gc — g pour tout ¢ € S;,
et tel que si R} contient la régle b(a(z1,22), c(xs, 24)) — a(b/(x1,22), c(z3,24)), ot
a,b/,ce S;, et b e S;_1, alors la relation de transition ¢ contient :

(v3) a/V'(q.q) — gy,

(74) a/b — gy,

(15) b/algy, qc) — d',

(v6) a/alq’,q) — ¢, pour tout a € S,

L’état g reconnait les termes de la forme ¢/t oli aucune réécriture ne s’est produite.
Les états ¢, reconnaissent les termes de la forme ¢/t ol racine(t) = a avec a € S;.
L’état ¢’ reconnailt les termes de la forme ¢/t tels que t' € R;(t).

Si nous composons le réétiquetage ci-dessus avec lui-méme comme décrit dans
la section 2.1.2.3, nous obtenons le réétiquetage A? suivant : A% = (Q', S, S, F’,d)
ot Q) = Q xQ, F' = F x F, et § est 'ensemble des régles de transition ob-
tenues en appliquant la procédure décrite dans la section 2.1.2.3. Si RZT contient
les regles b(a(xy,xa), c(x3,4)) — a(b'(x1,22),c(x3,24)) et d(a(zy,x2),e(xs3,x4)) —
a(d (z1,22), e(xs3,x4)), ot a, b ,c,d' ;e € S;, et b,d € S;_1, alors ¢’ contient :

B1) f1f = lao, il et £/ f([a.4] g, a]) — [90, 1] pour tout f € S avec go, g1 € {g, a5} ;
B2) a/V(lg.ql. [a.dl) — [y dl, a/V" — laf). al;

(61)

(B2)

(83) a/V(lg,q], g d) — la: a ), a/V — [a, 4]

(B4) b/a(lgs,al, [ge,a]) — [d', dl,

(85) b/a(lasql, ge: al) — (¢, gl

(Bs) b/allg, ap], [a: ac]) — la. q'];

(67) b/a(lg: ap), 10 qc]) — [ds '),

(Bs) b/d'([ag, al, lae, ) — [d' a5,

(Bo) b/a(ld', a5l [q,qc]) — ¢, 4],

(Bio) f/f(lddla,d1) — (54, F/f(la.d)1d,¢1) — [d.d, f/f(lg,d),1d,d]) —
¢, ql, f/f([q7 ql,[g:4'l) — lg, ¢'], pour tout f € S,

(B11) [a1,9a] = [q1, 4] et [qa, q1] — [g, 1], avec q1 € {q,qy,4'}.
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En comparant les hypergraphes G de A & G’ celui de A% nous détectons I’hyper-
graphe A comme croissance, ou A est 'hypergraphe défini par les regles (84), (85), (8s),
(Bs), (P11), et une partie des regles (810). Si nous prenons la partition ¢ suivante :
[9a] = {[¢. 4a], [a: 4a], (90, q]} Powr chaque a € S;, [q5] = {[d',ap], a5, al. [9, 5]}, et
[q] ={[¢'. dl,[a.¢'].[¢', ']}, nous vérifions que

(G, F) = (9"\p A F)

et qu’en fusionnant les états de A selon la partition ¢ nous obtenons un réétiquetage
équivalent a celui de R} donné a la section 3.2.3. Intuitivement, en reprenant les regles
(a1)—~(ag) de la section 3.2.3, les états siq, S[q,], €t S(qg,] correspondent respectivement
aux états g, qq, et gj, de la construction de la section 3.2.3. Donc apres fusion des états,
les regles (61) vont donner les régles (a) et () ; les regles (82) et (83) vont donner
les regles (ay) et (as); les regles (O5) vont donner les regles (o) ; les regles (fs) vont
donner les régles (a7) et (ag); les regles ((19) vont donner les reégles (a) ; et les régles
(B11) vont donner les regles (o).

0O

Remarque 9.4.1 Les résultats de complétude donnés dans cette section sont tous
basés sur un test qui permet de déterminer si l’ensemble calculé par notre technique
d’élargissement est égal a l’ensemble des accessibles. Observons qu’avoir un tel test
permet toujours de calculer cet ensemble s’il est régulier : il suffit d’énumérer les au-
tomates finis réguliers jusqu’a ce que le test réussisse. Cette méthode n’est cependant
pas applicable en pratique. De plus, les résultats de cette section montrent que nos
techniques d’élargissement sont assez puissantes et générales pour simuler plusieurs
algorithmes directs de calcul de clotures transitives spécifiques a des classes de rela-
tions et de langages particuliéres. Ceci montre que tous ces algorithmes appliquent de
maniére implicite ce principe d’élargissement. D’ailleurs, nous pensons que ce prin-
cipe est aussi présent dans beaucoup d’autres algorithmes tels que les algorithmes de
calcul des accessibles des automates a pile [BEM97, EHRS00], ou des systémes a file
[BH97, AAB99].

9.5 Calcul d’un graphe d’accessibilité symbolique par
élargissement

Etant donné un systeme défini par un ensemble de configurations initiales Ly et
n relations Rq, ..., R, décrivant chacune une action du systeme ; ’élargissement per-
met, en cas de terminaison, de calculer un graphe d’accessibilité symbolique qui si-
mule le systéme et en constitue donc une abstraction finie. Les nceuds de ce graphe
correspondent aux ensembles des accessibles calculés aux différentes étapes, et les arcs
sont étiquetés par le nom des relations appliquées. L’idée comme décrite au chapitre 2
consiste & décomposer R en m+1 relations R = R'URJU---UR/,, o R’ est elle-méme
une union de relations R;,, ..., R, ; telles que I’on sache calculer les clotures réflexives-
transitives par les R pour tout 1 < ¢ < m (soit par des algorithmes spécifiques, soit
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par élargissement). Il s’agit ensuite d’utiliser ces résultats partiels pour essayer de
calculer R*(Lp). La procédure consiste a partir de Ly et a appliquer a chaque fois
une des relations R;,,...,R;,, ou Ry",...,R.,". Au cours du calcul, nous pouvons
également utiliser 1’élargissement pour accélérer le calcul de I'ensemble des accessibles
de la maniere suivante : nous comparons chaque nouvel ensemble calculé & ses ancétres
dans le graphe pour essayer de détecter des croissances et extrapoler. Si nous trouvons
dans le graphe un chemin de la forme L; =2 Ly - - - =% L}, tel que nous détectons une
croissance entre Lq et Ly, nous extrapolons et vérifions que I’ensemble L} ainsi calculé
est exactement égal & (rp 0---o0r1)*(L1). Si c’est le cas, nous rajoutons au graphe un
noeud étiqueté par L}, et relié au noeud correspondant & L; par un arc étiqueté par
(rh o--- 07«1)*.

Observons qu’avec cette procédure, chaque relation r; peut elle-méme étre la cloture
transitive de compositions d’autres relations. Le probleme qui se pose alors, c’est com-
ment vérifier que L}, = (r o --- o 11)*(L1). Pour ce faire, si rj o --- o1y est bien-
fondée, nous utilisons le test (9.3). Seulement, le probleme qui se pose est que pour
appliquer ce test, nous devons étre capables de calculer 74 o --- o r1(L}), ce qui n’est
pas toujours possible si les r; n’ont pas été caractérisées. En effet, il se pourrait que
Ly =rpo---ory(Ly) ait été calculé en utilisant ’élargissement & plusieurs reprises ; et
le fait que lélargissement ait permis de calculer 7, o -+ o71(L1) ne garantie pas qu’il
saura calculer rj, o---ory(L}). Nous proposons une solution & ce probleme dans le cas
oll pour tout i, r; = 1’} pour une certaine relation 7} que I'on sait caractériser. Dans ce
cas, il y a un autre probléme qui se présente, puisque méme si nous savons caractériser
les 7, tester si L} = 7, o ---or1(L}) U Ly ne nous permet pas de conclure quant a
'exactitude de notre extrapolation. En effet, la relation rp o ---or; =7y o--- 07’}
n’est jamais bien-fondée puisque Ids« C 7'} o --- o7’} et Ids- n’est pas bien-fondée
(pour tout w € ¥*, (w,w) € Ids~). Pour contourner ce probléeme, nous remarquons
que (r'; 0---0r'])* = (r'p, +---+7'1)*, o la relation 7/;, + - - - + 11 est caractérisable
puisque les 7} le sont. Donc, vérifier que L}, = (1, 0---ory)*(L1) revient & vérifier que
Ly = (r'n +---+7'1)*(L1) en appliquant le test (9.3) avec la relation 'y, +--- +1'4
si elle est bien-fondée (elle a des chances de I'étre, contrairement & 7'y o --- o 7'])

Si nous n’avons pas de moyens pour vérifier ’exactitude de notre extrapolation
(si la séquence de relations considérée n’est pas bien-fondée, ou si elle n’est pas ca-
ractérisable), nous pouvons abandonner I'idée de calculer exactement ’ensemble des
accessibles et se contenter d’en calculer une sur-approximation. Dans ce cas, nous
extrapolons a chaque fois que ceci est possible.

9.6 Exemples

Nous avons appliqué notre méthode d’élargissement pour analyser plusieurs proto-
coles d’exclusion mutuelle définis sur des systémes paramétrés linéaires ou arborescents.
Pour le cas linéaire, nous avons considéré ’algorithme du “Bakery” et les protocoles
de Dijkstra, et de Szymanski. Nous montrons dans la premiere partie de cette section
comment traiter I’algorithme du “Bakery”. L’analyse des autres protocoles est décrite
en annexes. Pour le cas arborescent, notre méthode permet de traiter les algorithmes
PERCOLATE et “parité” décrits dans la section 3.2 puisqu’ils sont modélisés par des
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WOS, et élargissement permet de calculer la cloture réflexive-transitive de chaque
WOS (théoreme 9.4.7). Nous considérons également un protocole d’exclusion mutuelle
défini sur une architecture arborescente. Nous décrivons ce protocole dans la deuxieme
partie de cette section.

9.6.1 Le “Bakery algorithm”

9.6.1.1 Description et modélisation de I’algorithme

Processus 1 :
1 :init
W : ticket(i) :=14+max; ticket(j)
pour tout j#i faire
ST (ticket(i)<ticket(j) ou ticket(j) = 0) faire
C: entrer dans C
fSI
fpour
ticket(i) :=0
1 ¢ init

Fic. 9.14 — Le ”Bakery algorithm”

Le fonctionnement de cet algorithme est similaire & celui d’une boulangerie “ba-
kery” : quand un nouveau client arrive, il prend un ticket (avec un numéro ticket(i)).
Il est servi (il entre dans la section critique) quand tous les clients dont le numéro de
ticket est plus petit que ticket(i) (qui étaient arrivés avant lui) le sont déja. C’est-a-
dire qu’a chaque fois, c’est le processus ayant le plus petit indice (qui s’est présenté
le premier) qui entre dans la section critique. Nous représentons les processus par une
séquence dans laquelle les processus en attente sont ordonnés de fagon que le processus
le plus a gauche dans la séquence soit celui qui porte le plus petit indice.

Cet algorithme peut donc étre modélisé selon la figure 9.15, ot un processus est a
Pétat L 8’1l est inactif. Il est & I'état W &'l est en attente (Wait) et est a I'état C 8’1l
est dans la section critique.

Rl N (L,W) CO.

R : copy(X7(C + ))(i W)copy (L"),
R 1 copy(L*) (W, C)copy(X*),
Ry 1 copy(E*)(C, L)copy(X*).

py(L*

Fic. 9.15 — Relations représentant le ”Bakery algorithm”
Notons que la premiere ligne de I'algorithme est représentée par deux relations :
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1. la premiere relation R traite le cas ou 7 est le premier processus qui s’est mani-
festé pour entrer dans la section critique. C’est donc le processus le plus a gauche
qui passe de I'état inactif 1 & I’état d’attente W.

2. la seconde relation Ro exprime le fait que s’il existe des processus en attente ou
dans la section critique, alors le prochain processus qui se manifeste aura le plus
grand indice (ticket) dans la séquence.

La relation R3 exprime que si la section critique est vide, alors le processus qui y
entrerait serait celui qui aurait attendu le plus, c’est-a-dire, celui en attente ayant le
plus petit indice dans la séquence. La relation R4 libere la section critique.

L’ensemble des configurations initiales est représenté par L * et celui des mauvaises
configurations par X*C¥X*CY¥*, c-a-d. les configurations ol au moins deux processus
sont dans la section critique en méme temps.

9.6.1.2 Analyse d’accessibilité du “Bakery algorithm”

L’¢élargissement permet de calculer les clotures transitives des différentes relations
de ce programme de maniere exacte. Nous procédons comme dans la section 9.2.3
ol nous avons calculé sz pour calculer les autres relations. En fait, ces relations
peuvent étre calculées en suivant la preuve du théoreme 9.4.1 puisqu’elles sont toutes
des context-relations. Nous obtenons :

- R;r =Ri = (J-v W)COpy(J_*),

- Ry = copy(E*(C + W)) (L, W)(L, W)*copy(L*),

~ Ry = Ra = copy(L*)(W, C)copy(%*),

~ R = copy(X*)(C, 1) (copy(E) +(C, J_))

Essayons maintenant d’appliquer ’algorithme d’exploration du graphe d’accessibi-
lité symbolique en utilisant ces relations accélérées, mais sans appliquer I’élargissement.
L’analyse d’accessibilité figure au tableau (9.1), ol les deux premiéres colonnes représentent
I’ensemble de configurations auquels nous appliquons la relation donnée dans la troisieme
colonne. L’ensemble obtenu est représenté dans la colonne 4. La colonne 5 indique
quand un ensemble calculé est inclus dans un autre déja calculé.

*

Nous remarquons que le calcul ne s’arrétera pas. En effet, la séquence R40R%o0R5
ajoute toujours un | a gauche du langage considéré puisqu’en partant de L,=1W~* 1 *,
et en appliquant la séquence R4oR50R5 deux fois de suite, nous trouvons Ly=11W*_1*
et Lijp= LL1IW*L1l* etc. Nous voyons bien que ’exécution de cette séquence est
infinie. Nous devons alors appliquer 1’élargissement entre L4 et L7, ce qui donne

L= 1*1W*1* 4 De plus, le test 9.3 est valide puisqu'il est facile de vérifier que

R4 OR;) OR;(L;) UL4 = L/7

et donc comme R4 0R30R5 est bien-fondée, nous sommes strs que I'élargissement ap-
pliqué est exact. En remplagant Ly par L%, nous voyons que l’analyse de Iaccessibilité
termine (tableau 9.2).

411 nous faut bien sfir considérer les automates correspondant & ces langages pour pouvoir appliquer
I’élargissement. Mais nous décrivons ici cette opération sur les langages de manieére informelle.
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Lo 1 T L
I, WL s 1 Lo
Lo | WW*Ll* | Ri| Ly
L; CW*L* | R4| Ls
L, TWH L s Ls
Ly | LWW*L* | R; | Lg
Ls | LCW*L* | Ry | L7
L, | LIWLl® s Ls
Ls | LIWW*L* | R | Lo
Lo | LLCW*L* | Ry | Lio
Lo | LLIW*L* | RS | L

TAB. 9.1 — Analyse de l'accessibilité du “Bakery algorithm” sans élargissement

A présent, nous pouvons valider le “Bakery algorithm” en vérifiant que les mau-
vaises configurations représentées par L*CYX*C'X* ne sont pas accessibles. Nous en
déduisons qur le “Bakery algorithm” satisfait bien la propriété d’exclusion mutuelle.

Lo 1+ R I
I WL R} L,
Lo | WW*L* R; Ly
Ly | CW'L* | Ri+RioR50R; | La
Li| WL R; Ls
Ly | L'"CW* L~ R4 Lo
Lo | " LW L1* CL,

TAB. 9.2 — Analyse d’accessibilité du “Bakery algorithm” avec élargissement

9.6.2 L’arbre arbitre : un protocole d’exclusion mutuelle sur
des architectures arborescentes [ABH"97]

9.6.2.1 Description et modélisation

Le systeme consiste en un nombre arbitraire de processus qui se partagent une
ressource commune. Les processus sont disposés sous forme d’un arbre binaire. Seuls
les processus aux feuilles peuvent avoir la ressource. Le role des autres processus étant
de propager les demandes de leurs fils pour qu’elles atteignent la racine. Les processus
internes arbitrent entre leur deux fils : si les deux demandent la ressource, le pere
choisit I'un des deux de maniére non déterministe. Les gagnants sont ensuite arbitrés
au niveau suivant, et ainsi de suite. Les demandes sont propagées le long de l'arbre
jusqu’a ce que la racine est atteinte. Cette derniére alloue la ressource a (au plus) une
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feuille. Cette permission d’accéder a la ressource se propage le long de I’arbre jusqu’a
une des feuilles (celle qui va accéder a la ressource critique). Quand la ressource est
libérée par le processus qui la détient, le systéme est réinitialisé.
Ce programme peut étre modélisé comme suit : Chaque processus peut étre dans
I'un des états suivants :
— L g’il ne demande pas 'acces a la ressource critique,
— D ¢’il détient une demande d’acces a la ressource critique,
— D’ 'l détient une demande d’acces & la ressource critique, et qu’il a été choisi
par son pere,
— R ¢’il regoit laccord pour accéder & la ressource (s'il est une feuille), ou pour
permettre a 'un de ses fils d’accéder a la ressource.

Initialement, tous les processus sont dans I’état |, a 'exception de quelques feuilles
qui demandent 'accés a la ressource, et qui sont donc dans I’état D. L’ensemble des
configurations initiales L est donc le langage régulier d’arbres reconnu par ’automate

=(Q,X,F,0)ou Q =F ={q}, o = X2 ={L,D,D' | R}, et 0 contient les regles
L —¢ D—gq et Ligq) —q

Les actions du systéme sont représentées par les relations de réétiquetage suivantes.
— R1 est I'ensemble des paires de termes (¢,t') € Tx tels qu'il existe un contexte
C, et trois termes t1,t9, et t3 tels que :

soit t = C{J_(D(tl,tg),tg)} et t/ = { D'(t1,t2),t )}

(
_ soit t = C{L(tg,D(tl,tQ))} et t' = [ (ts, D' (t1, 2 )}
— soit t = C[L(D,t3)] et t' = C[D(D’, t3)],

— soit t = C[L(t3, D)] et t' = C[D(tg,D )]-

Cette relation modélise la propagation ascendante de la demande d’accés a la
ressource : Si un processus est dans 'état D (c-a-d., 8'il demande la ressource),
alors son pere va demander la ressource pour lui : il passe a I'état D, et le
processus lui-méme passe & I’état D’ pour mémoriser qu’il a fait une demande,
et qu’il a été choisi par son pére pour recevoir la ressource. Si les deux fils d’un
méme processus font une demande simultanée, le processus pere doit choisir de
manieére non déterministe 'un des deux et demander la ressource pour lui. C’est
ce processus qui passe a ’état D’.

Observons que cette relation n’est pas un WOS puisque pour que ¢a soit le cas,
il faut que D € S;, L € S;_1, et que la racine de t3 soit dans S;. Or ceci n’est
pas possible puisque la racine de t3 peut étre égale a L.

— Ro est I'ensemble des paires de termes (¢,t') € Ty tels qu’il existe deux sous
termes 1 et to tels que t = D(t1,t2) et ' = R(t1,12). Cette relation exprime que
quand la demande atteint la racine, cette dernieére donne la permission d’acces a
la ressource.

— Rs3 est ensemble des paires de termes (¢,t') € Tx tels qu’il existe un contexte
C et trois sous termes t1,t9, et t3 tels que :

—t= C[R(D’(tl,tg),tg)} ett/ = C[R(R(tl,tz),tg)}, ou
- C[R(tl,D’(tg,tg))} ot t = C[R(tl,R(tQ,tg))}, ou
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— t=C[R(D',t1)] et ¢/ = C[R(R,t1)], ou

~ t=C[R(ty, D")] et t’ = C[R(t1, R)].

Cette relation exprime que la réponse concernant ’allocation de la ressouce se
propage de la racine jusqu’a 'une des feuilles.

9.6.2.2 Analyse d’accessibilité de I’algorithme

Pour montrer que cet algorithme satisfait la propriété d’exclusion mutuelle, il faut
montrer que

R; © R; o RT ('CO) g »Cmute:n

ou Louter est 'ensemble régulier des termes dont au plus une seule feuille est a 1’état
R. Lutes est représenté par Pautomate A = (Qutexs 2y Fruters Omuter) OU Qumuter =
{q1,62,93}, Fruter = {42,303}, Xo = X2 = {L, D, D', R}, et J,putex contient les regles
R—q1;9—a, [(a3,03) — a3, f(q1,43) = @2, et f(q2,q3) — g2, pour tout f € X et
g € ¥\ {R}. L’état ¢, annote la feuille R, 'état g3 reconnait les termes dont aucune
feuille n’est étiquetée par R, et I’état go reconnait les termes ayant une seule feuille
étiquetée par R.

Il est clair que R1, R2 et R3 sont bien-fondées. Nous montrons dans ce qui suit que
I’élargissement permet de construire les clotures réflexives-transitives R}, Rj et Rj.
Dans le réétiquetages ci-dessous, a chaque regle de la forme f/g(q1,g2) — g3 correspond
une régle f/g(q2,91) — g3 qui n’est pas représentée pour simplifier la présentation.

Calcul de Rj.
R1 est donné par le réétiquetage 73 = (Q1,% X X, F1,81), ot Q1 = {q,q9p',¢'}, F1 =
{¢'}, et 7 est 'ensemble des régles suivantes, ot f € X :

- —a flfaq) —aq;

- D/D" = qpr, D/D'(¢,q) — ap';

- L/D(gpr,q) — ¢';

- [/ ) —d.

Le noeud étiqueté par D/D’ o D est réécrit en D’ est annoté par qp.. Le pere de
ce noeud doit étre annoté par ¢’ puisqu’il doit étre étiqueté par L/D.

En composant 7; avec lui-méme, nous obtenons le réétiquetage 7,2 qui reconnait R?

suivant : 72 = (Q1 x Q1, X x X, Fy x F1,57), ot §] est 'ensemble des régles suivantes,
ou feX:

L f/f—la.d, f/f(la.d g, d) = la.q), £/ F(la. 4] @ d)) — g, 4, £/ (I a), [a, q]) —

ld',dl;
2. D/D" — [gp,q], D/D" — [q,qp'];
3. D/D'([¢,4); [¢,4)) — lapr» 4}, D/D'([a, 4], [a,4)) — [g:ap'];
4. 1/D(lgpr, q); [ q)) = ¢ ql, L/D(lg,q0), [a.4]) — [a.4];
5. l/D’(qu .ql) = 145 ap'];
6. D/D'([q, ) — ¢ qp'], D/D'([g,4), (9, 4']) — lap-q'];
7. l/D([QD .4) = 1), L/D(lg. 4, (¢ qp]) — a5 d'];
8. f/f([q’,q] [ ]) —1¢,q), £/f(lg:dl,ld,¢]) — [d ).
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En comparant ’hypergraphe de ce réétiquetage a celui de 77, nous pouvons considérer
la croissance A définie par les regles 4, 5, et 6. Si nous considérons Za = Q1 X @1, et la
partition [¢p/] = {[¢,qp'], (gD, 4, (¢’ ap']; lapr, d'1} et [q) = {[a,dl, (¢, dl, (9, '), [d', d']}
nous obtenons que I'hypergraphe quotient est bisimilaire a 77, I’élargissement nous
donnne alors le réétiquetage 7 = (Q, X x 3, F,0), ot Q = {[gp'],[d]}, F = {[q]}, et &
est 'ensemble des regles suivantes, ou f € X :

= f/f—=ldl, f/f(dl:la]) — la;

- D/D" = qp], D/D'([q], [q]) — lap'];

- L/D([ap’], la]) — [al;

- L/D'(lap'], [q]) — [gp/]-

Ce réétiquetage reconnait exactement R puisque le test 9.4 réussit et que R, est
bien-fondée.

Calcul de Rj3.
Tl est facile de voir que R = R est reconnu par le réétiquetage 7o = (Q2, L x X, Fy, d2),
ou Q2 = {p,p'}, F1 = {p'}, et 3 est Pensemble des regles suivantes, ot f € ¥ :

~ f/f—=up, [/f(p,p) = p;
- D/R‘}p/7 D/R(pap) —)p/_

Calcul de Rj.
L’élargissement permet aussi de calculer de maniere précise R3. Rz est donné par
le réétiquetage 73 = (Q3,% X X, F3,03), ot Q3 = {s,sg,s'}, F3 = {s'}, et O3 est
I’ensemble des regles suivantes, ou f € X :

B f/f_>57 f/f<878)—>5,

- D'/R — sg, D'/R(s,8) — Sgr;

— R/R(sg,s) — ¢;

— FIf(s's) = o

Le noeud étiqueté par D’/R ou D’ est rééerit en R est annoté par si. Le pere de
ce noeud doit étre annoté par s’ puisqu’il doit étre étiqueté par R/R.

En composant 73 avec lui-méme, nous obtenons le réétiquetage 73> qui reconnait R3
suivant : 72 = (Q3 X Q3,3 x X, F3 x F3,84), ol 0% est I'ensemble des régles suivantes,
ou feX:

Lo f/f —ls.sl, f/f([s: 5] [s:8]) = [s, 8], £/ £ ([s,8'). [s, 8]) = [s,8'), /£ ([s", 8], [, 8]) —

[SI,S};
. D'/R — [sg,s|, D'/R — [s,sg];
. D'/R([s,s],[s,s]) = [sr,s];

R T A e
=
~
=
»
B
I
w
o, =,

D'/R([s, s],[s,sr]) — [sr,'];
(I ) = 18,8l

R/R([s, sr),[s,s]) — [s,8];

R/R([sr,5'],[s,s]) — [¢,5];
[ !,
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En comparant ’hypergraphe de ce réétiquetage a celui de 73, nous pouvons considérer
la croissance A définie par les regles 4, 5, 7, et 9. Si nous considérons Za = Q3 X @3,
et la partition [sg] = {[s, sgr], [Sr, s], [Sr, s']} et [s] = {[s, 5], [s', s],[s, 5], [s', ']} ; nous
obtenons que ’hypergraphe quotient est bisimilaire a 73, I’élargissement nous donnne
alors le réétiquetage 7' = (Q,X x X, F,6), on Q = {[sg],[s]}, F = {[s]}, et § est
I’ensemble des regles suivantes, ou f € X :

- f/f_) [S], f/f([s]v[s]) - [S],

— D'/R — [sg], D'/R([s],[s]) — [sr], D'/R([sr], [s]) — [sr];

— R/R([sr],[s]) — [s].

Ce réétiquetage reconnait exactement R puisque le test 9.4 réussit et que Rg est
bien-fondée.

Calcul des accessibles.

En appliquant R50oR50R} a Ly en composant les automates comme décrit dans la
section 2.1.2.3, nous obtenons un automate A’ qui reconnait ’ensemble des accessibles.
Cet automate est défini par : A" = (Q', X, F', ") ou Q' = {q1,92,q3,q4}, F' = {qs}, et
&’ contient les regles suivantes, ou f € ¥\ {R} :

- f=a, fla,q) — a;

- D" —q1, D'(q2,q1) — q1;

= D(g2,q1) — q2;

- R(q2,q1) — @4, R(q2,q1) — qua;

— R(q2,94) — g3;

- R—qq.

Il est facile de vérifier que le langage reconnu par cet automate est inclus dans
Lonutez, c€ qui veut dire que tous les termes accessibles ont au plus une feuille dans
I’état R. Donc, le protocole satisfait la propriété d’exclusion mutuelle.

9.7 Comparaison avec d’autres travaux

9.7.1 Travaux basés sur le principe d’élargissement
9.7.1.1 L’élargissement dans le cadre de l’interprétation abstraite

L’idée de I’élargissement a été proposée dans [CCT7] pour sur-approximer des plus
petits points fixes dans un treillis complet. Elle a été principalement utilisée pour
les domaines manipulant des entiers ou des réels [CH78]. Les techniques considérées
ne se préoccupent pas de l'exactitude du point fixe calculé, et leur convergence est
garantie. Contrairement a la méthode que nous proposons, ou nous appliquons l'idée
de I'élargissement a des langages réguliers, nous considérons un test d’exactitude, et
la terminaison n’est pas assurée.

9.7.1.2 Comparaison avec la technique d’élargissement de [HLR97]

Dans [HLR97], Halbwacks et al. définissent des techniques d’élargissement sur les
automates de mots pour calculer des sous-approximations de plus grands points fixes,
dans le but de calculer des invariants de réseaux pour les systéemes paramétrés linéaires.

300



Leur méthode d’élargissement est différente de la notre dans plusieurs sens. D’abord,
elle n’est définie que sur les automates de mots alors que nous traitons aussi le cas
des arbres. La deuxieme différence réside dans le fait que notre méthode s’applique &
une séquence croissante d’automates pour en calculer une sur-approximation du plus
petit point fixe, alors que leur technique s’applique a des séquences décroissantes pour
en deviner une sous-approximation du plus grand point fixe. De plus, I'esprit de leur
principe d’extrapolation est différent du notre : étant donnés deux automates de mots
A et A’, notre technique est basée sur la détection de croissances afin de rajouter des
boucles qui permettent de rajouter des comportements supplémentaires aux automates
de départ, alors que leur méthode consiste & détecter les états de A’ qui se sont rajoutés
et qui font que certains mots acceptés par A ne le sont plus par A’. Leur opération
d’extrapolation consiste alors a enlever ces états et a rajouter des boucles qui font que
I’automate obtenu a moins de comportements que I’automate initial.

9.7.2 Travaux sur le calcul de clétures transitives
9.7.2.1 Comparaison avec les techniques d’extrapolation de [BLWO03]

Dans un travail récent [BLWO03], une technique d’extrapolation basée sur la com-
paraison des différentes puissances d’un transducteur de mots 7 afin de détecter les
croissances et deviner la limite de l'itération de 7 a été considérée. Cette technique
a été appliquée aux transducteurs représentant des opérations arithmétiques. Cette
méthode, qui a le méme esprit que la notre, présente certaines différences. Une premiere
différence réside dans le fait qu’au lieu de comparer a chaque fois chaque transducteur
avec son successeur immédiat, la technique exposée dans cet article consiste a compa-
rer les transducteurs en suivant une certaine période. En effet, ils ont observé que pour
les transducteurs représentant des opérations arithmétiques, comparer les puissances
successives ne permet pas de détecter des croissances; et que dans ce cas, il est plus
judicieux de comparer les puissances de 7 qui sont puissances de 2, c-a-d., comparer
72 3 72" Notre technique permet aussi de comparer les automates obtenus apres
une certaine période, mais ceci se fait apres avoir comparé l'automate initial a tous
les automates intermédiaires. Donc, dans ce cas des transducteurs arithmétiques, la
méthode de [BLWO03] serait moins cotiteuse.

La deuxieme différence réside dans la maniere de détecter les croissances. Dans
[BLWO3], les auteurs manipulent des automates minimaux, et comparent donc les
langages des automates pour détecter les incréments ; alors que notre méthode consiste
a comparer les structures des automates en utilisant le critere de bisimulation. De plus,
méme si nous considérons des automates minimaux, nos techniques de comparaison ne
sont pas les mémes. En effet, pour comparer 7 & 7', la méthode de [BLWO03] counsiste
a détecter les croissances en déterminant les états de 7 et 7’ qui sont bisimilaires
en arriere (resp. en avant) : ce sont les états d’entrée (resp. de sortie) de l'incrément.
Quant & notre technique, elle consiste & deviner une croissance dans 7, l’enlever,
fusionner les états d’entrée aux états de sortie correspondants, et ensuite vérifier que
lautomate obtenu est bisimilaire & 7. Comme nous fusionnons les états avant de tester
la bisimilarité, nous ne garantissons pas que les états d’entrée ou de sortie équivalents de
l'incrément sont bisimilaires dans 7”. La condition de [BLWO03] est donc plus exigente
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que la notre. Nous pouvons cependant 1'utiliser dans notre cadre comme stratégie de
détection de croissances.

De plus, notre méthode permet d’extrapoler dés qu'une croissance est détectée,
alors que dans [BLWO03], il n’est possible d’extrapoler qu’apres avoir détecté le méme
incrément un nombre fixé k de fois (ce qui revient & comparer k puissances de 7). Ceci
écarte les possibilités d’extrapolation lorsque I'incrément détecté ne peut étre répété
qu’un nombre fixé, inférieur a k, de fois. Il serait intéressant de voir si en appliquant
cette idée, nous pouvons retrouver nos résultats de complétude sans utiliser le test 9.3.

D’un autre coté, les deux techniques d’extrapolation sont différentes : nous extrapo-
lons en fusionnant les états équivalents d’entrée/sortie ; alors que dans [BLWO03], pour
pouvoir extrapoler et permettre a l'incrément d’étre répété un nombre arbitraire de
fois, I'idée est d’ajouter des boucles en rajoutant des arcs entre les états “équivalents”
des différents incréments.

Pour tester l'exactitude de cette extroplation, les auteurs proposent un critere
suffisant basé sur des automates a compteurs. L’idée est de vérifier que tout comporte-
ment du transducteur avec un nombre k£ d’incréments peut étre obtenu en composant
les transducteurs ayant moins de k incréments. Il serait intéressant de comparer ce
critere avec notre test 9.3 valable dans le cas des relations bien-fondées. Une question
intéressante serait par exemple de voir si pour toute relation bien-fondée, le résultat
du test de [BLWO03] est toujours exact.

Il serait intéressant de comparer plus en détails cette technique avec notre méthode
d’élargissement, et de voir s’il est possible d’intégrer les deux techniques. Une possibilité
serait par exemple de pouvoir utiliser le critere suffisant d’exactitude qu’ils proposent
avec notre technique d’élargissement.

9.7.2.2 D’autres techniques basées sur la fusion d’états

D’autres techniques semi-algorithmiques (dont la terminaison n’est pas garantie)
basées sur le calcul du transducteur de la cloture transitive en calculant les premieres
itérations d'un transducteur de mots ou d’arbres 7 ont été considérées dans [BJNT00,
JN00, DLS01, AJMd02, AJNd02]. Ces techniques ne cherchent pas & détecter des
croissances, mais a essayer de calculer le transducteur limite en fusionnant les états
“équivalents” selon certains critéres. Dans [BJNT00, JN0O, AJMd02, AJNd02], il s’agit
de commencer a calculer les différentes itérations en composant avec le transducteur a
itérer 7 tout en gardant trace des séquences d’états obtenues en faisant les produits.
Par exemple, les états du transducteur 72 sont des paires (q,q’) d’états de 7 qui
peuvent étre considérées comme des mots de longueur deux. Les états de 72, sont des
triplets d’états de 7, et peuvent donc étre vus comme des mots de taille trois, etc. Les
auteurs donnent un critere syntaxique sur ces séquences d’états qui permet de collapser
les états de maniere exacte, c-a-d. sans introduire de mauvais comportements. La
méthode a été introduite dans [BJNT00, JNOO, AJNd02] pour le cas de transducteurs
de mots, et a été étendue pour le cas des réétiquetages d’arbres dans [AIJMd02]. Elle
ne peut cependant pas s’appliquer aux relations d’arbres qui changent la structure.
Le semi-algorithme proposé est exact pour toutes les relations régulieres (de mots ou
de réétiquetages d’arbres). Sa terminaison est assurée pour une sous-classe appelée
local-depth qui apparait lors de la modélisation des systemes paramétrés. Par exemple,
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les context-relations sont dans cette classe de relations. Il serait intéressant de voir si
notre méthode d’élargissement permet aussi de calculer la cloture transitive pour cette
classe de relations.

Dans [DLS01] aussi, il s’agit de commencer par calculer les différentes itérations
en composant avec le transducteur a itérer 7 et de comparer les états en utilisant la
notion de bisimulation en avant et en arriére : Une des conditions nécessaires pour que
deux états ¢q1 et g2 soient confondus est que I'un soit bisimilaire en avant & un état ¢, et
que l'autre soit bisimilaire en arriere a ce méme état g. Cette notion de bisimilarité en
avant et en arriere est plus forte que notre test de bisimulation et garantie I’exactitude
de l'opération de fusion. En effet, dans notre cas, nous enlevons la croissance, nous
fusionnons les états, et apres nous testons la bisimilarité, donc deux états qui n’étaient
pas bisimilaires (en avant ou en arriére), peuvent le devenir. La technique exposée est
générale et en cas de terminaison, donne la cloture transitive exacte de 7. Cependant,
nous ne pouvons pas cerner la puissance de cette méthode puisqu’aucun résultat de
complétude n’est démontré.

9.7.2.3 Comparaison avec la méthode de [GKO00]

Genet et Klay [GKO00] ont défini une technique semi-automatique qui peut s’ap-
pliquer pour calculer une sur-approximation de ’ensemble des accessibles R*(L) pour
tout langage régulier d’arbres £ et tout systeme de réécriture de termes R linéaire a
gauche, c-a-d. un systéme contenant des régles de la forme l[z1, ..., z,] — r[z1, ..., 25],
ou [ est un contexte linéaire. La technique utilisée dans cet article est différente de la
noétre. Elle est basée sur la saturation des regles de 'automate A qui reconnait £ comme
suit : sil[zy, ..., x,] — rl21,. .., Ty est une regle de rééeriture de R, et 8'il existe une
dérivation de A qui reconnait I[qy, . .., q,] dans 'état ¢, c-a-d. si l[qy,. .., qn] ——5 q o1
0 est 'ensemble des regles de transition de A; alors il faut rajouter a § des regles qui
permettent d’avoir la dérivation r[qy,. .., q,] —s ¢. Ceci introduit de nouveaux états,
et donc la procédure ne termine presque jamais dans les cas non triviaux. Pour forcer
la terminaison, les auteurs considerent une fonction d’approximation, qui est donnée
par l'utilisateur, et qui amene parfois le calcul a terminer. Cette fonction a pour ef-
fet de réduire le nombre d’états rajoutés a chaque étape. L’ensemble calculé est une
sur-approximation de I’ensemble des accessibles. La précision de cette approximation
dépend de la fonction considérée. La limite principale de cette technique réside dans le
fait qu’elle n’est pas complétement automatique puisqu’elle nécessite l'intervention de
l'utilisateur. Dans [OCKS02], Kouchnarenko et al. ont proposé une version automa-
tique de cette approche en générant des fonctions d’approximation automatiquement.
Ces techniques ont été appliquées pour la vérification de protocoles cryptographiques.

9.8 Conclusion

Nous avons défini dans ce chapitre une technique d’accélération générale basée sur
la détection de croissances au cours du calcul itératif de I’ensemble des accessibles afin
de deviner automatiquement la limite. Cette technique peut étre appliquée de maniere
uniforme indépendamment des classes des relations ou des langages considérées. En
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particulier, elle peut étre utilisée aussi bien pour les relations qui préservent la structure
(dans le cas des systémes paramétrés) que pour celles qui ne la préservent pas (dans le
cas des programmes récursifs paralleles). Nous avons montré que cette technique est
assez puissante pour permettre le calcul des clotures transitives dans le cas de plusieurs
sous-classes significatives de relations régulieres. De méme, nous avons appliqué notre
méthode pour analyser plusieurs systemes tels que des protocoles d’exclusion mutuelle
définis sur des structures linéaires et arborescentes.

Du point de vue théorique, notre technique semble donc étre trés prometteuse pour
la vérification automatique des systémes infinis dont les configurations peuvent étre
représentées par des mots ou des arbres. Il reste a voir si pratiquement elle peut étre
implantée de maniere peu cotiteuse. Il faut donc trouver des structures de données qui
permettent de représenter de maniere compacte les hypergraphes, et qui permettent
surtout de détecter les croissances et de tester la bisimulation entre les hypergraphes de
maniere efficace. Par exemple, il serait intéressant de voir si les structures introduites
dans [Mau99] peuvent étre utilisées dans ce cadre. De plus, il nous faut trouver des
stratégies efficaces qui permettent de réduire de maniere intelligente le nombre de
croissances qui peuvent étre détectées.

Une autre direction de recherche serait d’étendre ces méthodes d’élargissement au-
dela du cadre régulier en combinant les hypergraphes avec des contraintes arithmétiques.
L’idée serait par exemple d’extrapoler en rajoutant des boucles munies de formules de
Presburger exprimant des contraintes arithmétiques sur le nombre de passages par
chaque boucle rajoutée. Intuitivement, si nous partons de a* et que nous obtenons
a*ba*ca*, notre méthode actuelle nous calcule a*b*a*c*a*. Pour étre plus précis, nous
pouvons rajouter I'information qu’a chaque fois, le nombre de b est égal au nombre de
c.
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Chapitre 10

Conclusion

10.1 Bilan

Dans cette these, nous nous sommes intéressés au probleme de model-checking
des systemes infinis. Les contributions principales de ce travail peuvent étre résumées
comme suit :

Accélération et élargissement dans le cadre du Regular Model Checking.
Nous avons défini un cadre général et uniforme dans lequel il est possible de décrire et
d’analyser plusieurs types de systémes infinis. Ce cadre est basé sur la représentation
des ensembles de configurations des systemes par des classes d’automates de mots ou
d’arbres, et de leurs relations de transitions par des systemes de réécriture de mots
ou de termes. Le probleme de la vérification est ensuite réduit & une analyse d’acces-
sibilité qui consiste a calculer les ensembles des accessibles en avant et en arriere. Ce
probléeme étant en général indécidable, nous avons proposé une technique d’accélération
générale appelée élargissement régulier qui permet, en cas de terminaison, de calculer
(une sur-approximation de) ’ensemble des accessibles. Cette méthode est basée sur la
comparaison des différents ensembles obtenus durant le calcul itératif de ’ensemble
des accessibles, et sur I'itération des croissances détectées. Un test permet ensuite de
vérifier que ’ensemble calculé est une sur-approximation de ’ensemble des accessibles.
Ce méme test permet dans certains cas de s’assurer que cet ensemble est exactement
égal a 'ensemble des accessibles. Nous avons montré que ce principe est assez puissant
puisqu’il permet de construire les ensembles des accessibles et les clotures transitives
pour plusieurs classes significatives de relations et de langages pour lesquelles des al-
gorithmes spécifiques ont déja été proposés dans la littérature.

L’avantage principal de cette technique est qu’elle peut étre appliquée aveuglément
a toutes les classes de systemes dont les ensembles de configurations et les relations
de transition peuvent étre représentés par des langages et des relations réguliers de
mots ou d’arbres. Elle peut également étre combinée avec des algorithmes de calculs
de clotures transitives spécifiques a des classes bien particulieres de langages et de
relations.
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Nous avons appliqué ce cadre général a la vérification (1) des systémes paramétrés,
et (2) des programmes récursifs paralleles. Nous avons montré que notre technique
d’élargissement peut s’appliquer dans ces cas. Nous avons également considéré des
classes de langages et de regles de réécritures significatives pour la modélisation de ces
systemes, et nous avons proposé des algorithmes de calcul des accessibles spécifiques
a ces classes de systemes :

Vérification des systémes paramétrés. Dans le cas des systemes paramétrés
linéaires, nous avons considéré les relations de semi-commutations. Ces relations sont
présentes dans la modélisation des systemes paramétrés, puisqu’elles permettent de
modéliser, par exemple, la communication entre les processus voisins. Comme ces re-
lations ne préservent pas la régularité, nous avons considéré une classe d’expressions
régulieres : les expressions APC. Ces expressions apparaissent naturellement dans la
modélisation des systemes paramétrés linéaires. Nous avons montré que cette classe
est effectivement fermée par semi-commutations.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux systemes paramétrés arborescents. Nous
avons mis en évidence une classe de systeémes de réécriture de termes (les WOS) qui
permet de coder la communication entre pere/fils dans un arbre. Nous avons donné
un algorithme qui calcule les clotures transitives des systéemes de cette classe.

Ces deux résultats étendent ’applicabilité du regular model-checking aux systémes
qui peuvent étre représentés par des semi-commutations ou des WOSs.

Vérification des programmes récursifs paralleles. Pour I'analyse de ces pro-
grammes, nous avons proposé deux approches différentes, basées toutes les deux sur
notre cadre de vérification général :

e Dans un premier temps, nous avons considéré les systemes PRS. Nous avons montré
que ce formalisme permet de modéliser les programmes récursifs paralleles. Le modele
obtenu sur-approxime en général les comportements du vrai programme. Nous avons
identifié une classe intéressante de programmes pour laquelle notre traduction est
précise. Nous avons donné des algorithmes exacts d’analyse de ces systemes. Pour ce
faire, nous avons adopté deux approches. La premiere consiste a résoudre le probleme
d’accessibilité de ces systemes en oubliant certaines équivalences structurelles entre
les termes de processus. Nous avons alors proposé des constructions polynomiales de
représentants réguliers des ensembles des accessibles pour toute la classe PRS lorsque le
“||” n’est pas considéré associatif/commutatif. Ces résultats permettent d’analyser une
classe importante de programmes qui comprend la récursivité, la création dynamique
de processus, et la synchronisation. Lorsque toutes le équivalences sont considérées,
nous nous sommes restreints a la classe PAD qui est plus générale que les systémes a
pile et les systeémes PA, et qui permet de modéliser les programmes en tenant compte de
la récursivité, du parallélisme, et des résultats de retour des procédures appelées. Nous
avons montré que nos constructions précédentes permettent de calculer en temps po-
lynomial un représentant régulier de I’ensemble des successeurs si I’ensemble initial est
régulier. Elles permettent aussi de calculer un représentant régulier des prédécesseurs
d’un ensemble de termes régulier et fermé par commutativité du “||”. Dans le cas
général ou 'ensemble de termes ne satisfait pas cette propriété de fermeture, nous

306



avons réussi a calculer un 0-CTA qui correspond & un représentant de ’ensemble des
prédécesseurs. Nous avons également réussi a montré que le probléeme du vide de I'in-
tersection d’un 0-CTA et d’'un automate fini d’arbres est décidable. Ceci permet a notre
résultat d’étre utilisé dans I’analyse symbolique. Ces résultats permettent d’étendre et
d’unifier les techniques d’analyse existantes des systemes PA et des systemes a pile
vers les systemes PRS.

La deuxieme approche consiste a exploiter le fait qu'un PRS peut étre vu comme la
combinaison d’un systeme a pile et d’un réseau de Petri, pour proposer une procédure
générique de calcul de ’ensemble des accessibles. Pour définir cette procédure, nous
avons représenté les ensembles de termes de processus par des ensembles d’arbres a
largeurs non bornées qui sont fermés par commutation des fils des noeuds étiquetés par
“||”. Nous avons introduit la classe des CH-automates qui permet de reconnaitre de tels
ensembles, et nous avons montré que cette classe satisfait toutes les bonnes propriétés
de décidabilité et de fermeture par les opérations booléennes. Ceci permet de 'utili-
ser comme structure de représentation symbolique dans notre cadre. Etant donné un
systeme PRS dont le réseau de Petri sous-jacent est effectivement semilinéaire, et un
ensemble de termes de processus représenté par un CH-automate ; notre procédure per-
met de calculer un CH-automate reconnaissant exactement ’ensemble des successeurs.
En particulier, cette technique permet de calculer les ensembles exacts des successeurs
et des prédécesseurs dans le cas des systemes PAD. Elle permet également le model-
checking des formules EF pour ces systemes qui, rappelons-le, sont plus généraux que
les systemes a pile et les systemes PA et permettent de modéliser les programmes en
tenant compte du parallélisme (qui n’est pas considéré par les automates a pile) et du
retour de résultats aux procédures appelantes (qui n’est pas pris en compte par PA).
Dans le cas général, notre procédure permet de calculer des sur-approximations des
ensembles des accessibles pour toute la classe PRS.

Les deux méthodes que nous avons adoptées ont chacune ses propres avantages.
L’avantage principal de cette deuxieme méthode est qu’elle offre un cadre générique et
uniforme ou toutes les techniques existantes d’analyse des systemes a pile, des réseaux
de Petri et des automates a compteurs peuvent étre exploitées pour calculer des sur-
approximations des ensembles des accessibles pour toute la classe PRS. Concernant
les résultats d’analyse des systemes PAD, avantage principal de la premiere méthode
est qu’elle est souvent polynomiale, alors que la deuxieme méthode est exponentielle.
De plus, un autre avantage de la premiere approche est qu’elle permet d’analyser
de maniere exacte et polynomiale toute la classe PRS si le “||” n’est pas considéré
comme associatif/commutatif. Comme nous l’avons déja mentionné, ceci permet I’ana-
lyse exacte d’une classe importante de programmes ou récursivité, dynamisme, et syn-
chronisation sont considérés.

e La deuxiéme approche consiste a considérer des modeles plus riches que PRS qui
permettent de modéliser de maniere précise les comportements des programmes. Nous
avons considéré deux types de programmes : (1) les programmes comprenant un
nombre fixe de processus séquentiels qui s’exécutent en parallele et qui peuvent se
synchroniser. Nous avons modélisé ces programmes par des automates a pile com-
municants. (2) Les programmes avec création dynamique de processus et récursivité,
mais ol les procédures appelées ne peuvent pas rendre de résultats aux procédures
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appelantes. Nous avons modélisé ces programmes par des SPA.

Ces deux modeles étant indécidables, nous avons proposé de résoudre le probleme
d’accessibilité en calculant des abstractions des langages de chemins d’exécutions. Pour
ce faire, nous avons proposé un cadre générique et uniforme de calcul de ces abstrac-
tions qui est basé sur (1) la représentation des ensembles de configurations par des
automates de mots ou d’arbres, (2) la caractérisation des langages de chemins par un
systéme de contraintes défini a partir de ces automates, et (3) la résolution de ces
contraintes dans un domaine abstrait. L’avantage de ce cadre est qu’il peut étre ins-
tancié par n’importe quelle classe d’abstraction pour donner des techniques d’analyse
ayant différents cotits et différentes précisions.

Avec ces deux approches, nous avons contribué a étendre les techniques de model-
checking pour la vérification automatique des programmes récursifs paralleles. Les
techniques que nous avons proposé étendent les techniques d’analyse existantes pour
pouvoir traiter des classes plus importantes de programmes.

10.2 Perspectives

A la fin de chaque chapitre, nous avons mentionné quelques perspectives spécifiques
au contenu du chapitre. Nous allons maintenant proposer d’autres directions de re-
cherche qui sont plus générales et qui concernent tout le contenu de la these.

Etendre et implanter les techniques d’élargissement. La méthode d’élargisse-
ment que nous avons introduit est, de point de vue théorique, treés prometteuse pour
la vérification des systemes infinis. En effet, elle a permis de calculer les ensembles des
accessibles pour le cas de plusieurs classes significatives de langages et de relations. De
plus, nous ’avons appliquée avec succes a la vérification des systemes paramétrés, et des
programmes récursifs paralleles. I1 serait alors intéressant d’implanter cette technique
dans un outil performant qui pourrait alors s’appliquer de maniere uniforme a tous
les systemes dont les ensembles de configurations sont représentés par des automates
de mots ou d’arbres. Pour ce faire, il nous faut, comme nous I’avons déja mentionné,
trouver des structures de représentation optimales des hypergraphes qui permettent de
tester efficacement la bisimulation, ainsi que des stratégies de détection de croissances
qui réduisent le nombre d’incréments détectées, tout en restant completes dans les cas
intéressants.

De plus, nous aimerions étendre ces techniques d’élargissement au-dela du cadre
régulier, et définir pour ce faire une sorte d’hypergraphes combinés avec des contraintes
linéaires comme fait dans [BH97]. Ceci permettrait d’appliquer cette technique de
maniere exacte dans le cas ol 'ensemble des accessibles n’est pas régulier.

Egalement, dans [Mon02, GL00, CCMO01, GKO00], les automates d’arbres sont uti-
lisés pour modéliser et analyser les protocoles cryptographiques. Il serait intéressant
de voir si nos techniques d’élargissement peuvent s’appliquer dans ce cadre.

Etendre ’applicabilité du cadre général de vérification. Le cadre de vérifica-
tion présenté dans cette thése peut s’appliquer de maniére uniforme a tous les systémes
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dont les configurations peuvent étre représentées par des mots ou des arbres. Il serait
intéressant de 1’étendre a d’autres topologies telles que les grilles ou les graphes en
général. Ceci permettrait de vérifier des classes plus importantes de systémes, notam-
ment les systemes paramétrés dont les processus sont disposés dans une architecture
quelconque, ou les programmes récursifs paralleles manipulant des pointeurs, etc. Pour
ce faire, il faut définir des classes d’automates ou de grammaires (1) qui reconnaissent
des grilles, des DAG, ou d’autres classes de graphes en général ; (2) qui vérifient toutes
les bonnes propriétés de décidabilité et de fermeture nécessaires pour l'analyse d’ac-
cessibilité symbolique; et (3) il faut définir des techniques d’accélération pour ces
nouvelles classes, en essayant par exemple d’étendre le principe de I’élargissement a
ces topologies, ou de trouver des algorithmes de fermeture spécifiques a des classes de
systemes particulieres.

De manieére générale, pour pouvoir appliquer ce cadre de vérification a plus de
systemes, il serait intéressant d’identifier d’autres classes de regles de réécriture de
mots, d’arbres, ou de graphes Cr qui sont significatives dans la modélisation de systemes
infinis ; et de mettre en évidence d’autres classes de langages Cj, de mots, d’arbres, ou
de graphes qui satisfont les propriétés de fermeture et de décidabilité exigées pour
les structures de représentation symboliques; et pour lesquelles on sait proposer des
algorithmes efficaces de calcul de R* ou de R*(L) pour toute relation R de la classe
Cr et tout langage L de la classe Cy,.

D’un autre coté, dans beaucoup de systémes paramétrés, il y a en général deux
sources d’infini : la paramétrisation et les données qui peuvent appartenir a des do-
maines infinis tels que les entiers, les réels, etc. Dans ce travail, nous n’avons tenu
compte que de l'aspect paramétrisation. De méme, les programmes récursifs paralleles
présentent trois sources d’infini : (1) les appels récursifs qui peuvent avoir une profon-
deur arbitraire, (2) la création dynamique de processus qui permet d’avoir un nombre
quelconque de processus en parallele, et (3) les données qui appartiennent en général
a des domaines infinis. Dans les méthodes d’analyse des programmes récursifs pa-
ralleles proposées dans ce travail, nous avons tenu compte des appels récursifs et du
dynamisme, mais nous avons abstrait les domaines des données en des domaines fi-
nis. Parfois, les valeurs exactes de ces données sont intéressantes pour la propriété
que 'on veut vérifier. Il serait alors intéressant d’essayer de combiner les techniques
présentées dans cette these avec les méthodes d’analyse des systémes manipulant des
données de types infinis tels que les compteurs ou les horloges. Plus précisément, il
serait intéressant d’intégrer nos techniques avec les techniques implantées dans HyTech
[HHWT97], Uppaal [BLL'95], Kronos [DOTY95], LASH [las], ou TREX [ABSO1].

Combiner les deux approches d’analyse des programmes récursifs paralléeles.
Nous avons considéré dans ce travail deux approches différentes pour I’analyse des pro-
grammes récursifs paralleéles. L'une modélise le programme de maniére approchée par
des PRS sans tenir toujours compte de la synchronisation (dans le cas général), et
analyse ces systemes de maniere précise en calculant leurs ensembles des accessibles.
L’autre modélise les programmes de maniere précise par des modeles indécidables, et
analyse ces systemes de maniere abstraite en calculant des abstractions des langages
de chemins d’exécutions du systéeme. Il serait alors intéressant de combiner ces deux
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modélisations et ces deux approches pour avoir des modeles et des méthodes d’analyse
plus précis qui permettent d’analyser des classes plus importantes de programmes.

Plus précisément, le modele SPA est une extension de PA qui permet de tenir
compte de la synchronisation. Il serait intéressant de voir si 'on peut définir un modele
“SPAD” (pour Synchronized PAD) qui permettrait d’étendre les systemes PAD en
considérant la synchronisation, et voir si I'on peut combiner la construction donnée
a la section 5.5 avec les techniques appliquées aux SPA pour pouvoir analyser cette
nouvelle classe. Ceci permettrait d’étendre les techniques présentées dans cette these
pour pouvoir traiter de maniere plus précise les programmes avec récursivité, création
dynamique de processus, et possibilité de retour de résultats aux procédures appe-
lantes.

Un passage automatique des systémes vers les modeles. Les traductions que
nous avons proposées des programmes récursifs paralleles représentés par des parallel
flow graphs vers les PRS, les CPDS, ou les SPA peuvent étre facilement automatisées,
ce qui permet a nos techniques d’étre completement automatiques et d’étre utilisées
dans les milieux industriels par des personnes qui ne maitrisent pas la théorie des
langages et des systemes de réécriture. Cependant, les modeles des systemes paramétrés
que nous considérons sont obtenus manuellement. Il serait alors intéressant de définir
des techniques d’abstraction qui permettraient le passage automatique d’un systeme
vers un modele basé sur les automates et les systemes de réécriture.
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Annexe A

Application de la technique
d’élargissement a I’analyse de
protocoles d’exclusion
mutuelle

Nous montrons dans cette annexe comment modéliser les protocoles d’exclusion
mutuelle de Dijkstra et de Szymanski dans notre cadre; et comment analyser ces
protocoles en utilisant notre technique d’élargissement régulier.

A.1 L’algorithme de Dijkstra

A.1.1 L’algorithme

L’algorithme est représenté a la figure A.1. Le principe est le suivant : chaque
processus dispose d’une variable état appartenant & {0, 1,2} pour indiquer s’il souhaite
entrer dans la section critique : état(i)> 0 exprime que le processus i veut entrer dans la
section critique. Le processus qui est pointé par la variable globale tour est prioritaire
pour accéder & la ressource commune, pendant que les autres processus attendent a la
ligne 1b. Dés que état(tour) devient égal & 0, ce qui veut dire que le processus pointé
par tour quitte la section critique, un des processus qui attendent a la ligne 1b va
accéder a la section citique et passe a la ligne 2 et puis 3. La boucle “pour” va tester
s’il y a un seul processus qui a accédé a la ligne 3. Si c’est le cas, ce processus entre a
la section critique, sinon, tous les processus recommencent a partir de la ligne 1a.
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toure {1,...,n}, pouvant étre lue et mise & jour par tous
les processus
Pour chaque processus i, 1<i<n, état(i)€{0,1,2}, initial-
lement =0. La variable état(i) peut étre lue par tous les
processus mais, seul i peut la modifier.
Process 1 :
0 : init
la : état(i) :=1
1b : tantque tour#i faire
ST état(tour)=0 faire
tour =i
ST

ftantque
2 : état(i) =2
3 : pour j#i faire

ST état(j)=2
aller a la
ST

fpour
entrer dans la section critique
sortir de la section critique
état(i) =0

init

Fig. A.1 — L’algorithme de Dijkstra

A.1.2 Modélisation

L’état local de chaque processus i dépend de son état de controle (pc(i)=0,...,3)*, et
de deux variables : état et tour. état pouvant étre égale a 0, 1 ou 2 et tour est, comme
nous venons de ’expliquer, une variable globale qui pointe sur un seul processus a la
fois. Nous posons ¢(i)=0 si tour#i et t(i)=1 si tour=i. Ainsi, I’état d’un processus
peut étre représenté par le vecteur suivant : (pc(i),état(i),t(i)).

En suivant ’algorithme de Dijkstra, un processus peut étre dans I'un des états
suivants :
co = (
o = (
C1 = (
= (
Co = (
ch = (

(

C3 —

Il est clair que la ligne la de l’algorithme peut étre représentée par la relation

Lpc(i) correspond 4 la ligne de 'algorithme dans laquelle se trouve le processus i. Pour simplifier
I’analyse, nous ne faisons pas de distinction entre les lignes la et 1b.
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suivante :
copy(E*) ((co, 1) + (cg, €1)) copy(Z).

Selon la ligne 1b, étant donné un processus ¢ tel que état(i)=1, 'il existe un proces-
sus j qui possede le tour et tel que état(j)=0, alors, i peut s’affecter le tour. Ceci veut
dire que si un processus ¢ est dans 1'état c1, et s'il existe un processus j dans 'état cj,
alors, 7 peut passer de 1'état ¢, a 'état ¢} et j de I'état ¢}, a I'état ¢y (puisqu’il n’y a
qu'un seul processus qui détient le tour).

Cette ligne du programme peut étre représentée par les relations suivantes :

copy(co + c1 + ) *(c1, ch ) copy(co + c1 + ch)*(c), co)copy(co + 1 + ¢)*

et
copy(co + 1 + ¢5)*(ch, co)copy(co + 1 + ¢5)* (e, ¢) ) copy(co + €1 + ¢5)*.

D’apres la ligne 2 de lalgorithme, si un processus i posséde le tour et état(i)=1
alors, état(i)=2. En d’autres termes, si un processus est dans 1’état ¢/, il peut passer &
Pétat co. Ceci est représenté par la relation copy(co+c1+ch)* (¢}, c2)copy(co+c1+ch)*.
Notons que, pour cette derniére relation, les conditions a droite et a gauche de ’endroit
de réécriture ne sont pas représentées par X*. En effet, il faut tenir compte du fait que
tour ne peut pointer que sur un seul processus a la fois. Puisqu’ici tour pointe sur le
processus i qui est & I’état ¢}, tous les processus j & droite et & gauche de i doivent
avoir t(j)=0, c’est-a-dire doivent étre dans I'un des états suivants : cg, ¢; ou c.

Selon la ligne 3 de ’algorithme, si un processus ¢ est dans ’état co et s’il n’existe
aucun autre processus ayant un état=2 (c’est-a-dire si aucun autre processus n’est
dans les états co ou c3), alors, @ peut passer de 1'état co a 1’état cg . Ceci est représenté
par la relation

copy(co + ¢ + 1+ ¢})* (ea, e3)copy(co + ¢ + 1 + )"

Finalement, & sa sortie de la section critique, chaque processus doit mettre son état
a 0 tout en gardant le tour. Ce qui peut étre décrit par la relation :

copy(X*)(es, ) copy(X*).

Ainsi, Palgorithme de Dijkstra peut étre représenté par les relations régulieres
représentées a la figure A.2.

Ry : copy(E*)((co, 1) + (¢, ¢h)) copy(S¥),
Ra : copy(co + 1+ ¢5)* (e, ¢) )eopy(co + c1 + ¢5)
Rs : copy(co + 1 + 02)*(067 co)copy(co + ¢1 + ¢h)
( )
(
(

*(¢p, co)eopy(co + ¢1 + )™,
1

(¢ co
*(C ,C/1> (CO+61 +C/2)*7
Ry : copy(co + a + ch)* (¢}, ca)copy(co + c1 + ¢b)*,

Rs : copy(co + ¢y + 1 + ¢1) (ea, e3)copy(co + ¢ + c1 + 1),

Ry : copy(X*)(cs, cp)copy(E7).

Fic. A.2 — Relations représentant I'algorithme de Dijkstra

La section critique étant représentée par 1’état c3, la propriété d’exclusion mutuelle
peut étre écrite sous la forme suivante : =(X*c3¥X*c3¥*). L’ensemble des configurations
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Lo chenes 1| I
Ly (co+e) (ch+ci)co+e) | Ry | Lo
RE | Ls
Ry | Ly
Lo (CO + Cl)*CQ(CQ + Cl)* R;r Ls
Ls | (co+c1)*ci(co+ 1) colco + ) | Ri C Ly
Ly | (co+c1)*colco+ 1) ch(co+c)” | RY C Ly
Ls (CO + Cl)*Cg(C() + Cl)* Rér Lg
L6 (CO + Cl)*C6(CO + Cl)* CL1

TAB. A.1 — Analyse d’accessibilité de ’algorithme de Dijkstra

initiales est représenté par cjcqcs. En effet, initialement, la valeur de la variable état est
nulle pour tous les processus et la variable globale tour pointe sur un seul processus :
un seul processus est dans P'état cf, et tous les autres dans Iétat cg.

A.1.3 Analyse d’accessibilité du protocole de Dijkstra

Comme fait dans le cas du “Bakery algorithm”, nous calculons & ’aide de 1’élargissement
les relations Rj' Remarquons que toutes les relations de ce protocole sont bien-fondées
(par le théoreme 9.3.1). Nous obtenons :

- Ri = (copy(E) + (co, 1)) ((chy ¢h) + (e cp)) (copy(E) + (co, 1))

- R} =Ro,
- Ri =Rs,
-~ R = Ra,
- R =TRs,
- RE =R,
- RY =Ry,

*

~ R = copy(Z*)(es, ¢) (copy () + (cs, )"

L’analyse d’accessibilité est représentée au tableau A.1 : nous partons de ’ensemble
Lg des configurations initiales, et nous appliquons, successivement, R* ou R*, pour
toutes les relations. Nous obtenons de nouveaux ensembles L; jusqu’a ce qu’aucun
nouvel ensemble ne peut étre généré. Un algorithme automatique calcule, toujours,
R* mais pour des raisons de présentation, nous calculons parfois RT.

Comme dans les tableaux (9.1) et (9.2), dans la premiere et la deuxieéme colonnes,
nous donnons ’ensemble des configurations auquel nous appliquons la relation. Le
choix de la relation figure dans la troisieme colonne et le résultat obtenu dans la colonne
quatre. Si, dans une certaine étape, L; est inclus dans un ensemble déja calculé, les
successeurs de L; ne sont pas pris en compte. Ceci est indiqué dans la colonne 5.

Apres avoir calculé I'ensemble des accessibles, nous vérifions que 'intersection entre
l'union des L; calculés et ensemble des mauvaises configurations (ici X*cg3X*e3X*)
est vide. Nous en déduisons que l'algorithme de Dijkstra satisfait bien la propriété
d’exclusion mutuelle.
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A.2 L’algorithme de Szymanski
A.2.1 Modélisation

Nous considérons ici la modélisation donnée dans [ABJN99]. L’ensemble des états
des processus est X={cy,c2,¢3,¢4,C5,¢6, C7}, OU ¢y représente la section critique; I'en-
semble des configurations initiales est représenté par c1*, et celui des mauvaises confi-
gurations est donné par : X*c; X c;X*. Les relations qui modélisent les transitions du
systéme sont représentées a la figure A.3.

Ry« copy((c1 + ez + ca)")(c1, e2)copy((c1 + 2 + €4)")

Ro : copy(X*)(ca, c3)copy(X*)

R : copy(X*)copy(cz + ¢5 + c6 + cr)copy(E*) (3, ca)copy(E*).

Ry : copy(E*)(cs, ca)copy(X*)copy(cz + cs5 + c6 + c7)copy(E*)

Rs : copy((c1 + ez + ca)™)(es, c5)copy((c1 + ¢35 + ca)™)

R : copy(X*)copy(cs + co + c7)copy(X*)(ca, c5)copy(X*)

Rz : copy(X*)(ca, cs5)copy(X*)copy(cs + ¢ + c7)copy(X*)

Rs : copy((c1 + ca + ¢5 + c6 + ¢7)*)(c5, c6)copy((c1 + ca + ¢5 + c6 + 7))
Ro : copy((c1 + ca + ca)*)(cs, c7)copy(X*)

Rio - copy(E7)(cr, c1)copy(E7)

Fic. A.3 — Modélisation de 'algorithme de Szymanski

A.2.2 Analyse d’accessibilité

Nous montrons dans ce qui suit comment le mécanisme d’élargissement permet
d’analyser le protocole de Szymanski. Nous calculons les R par élargissement puisque
toutes ces relations sont des context-relations (d’apres le théoreme 9.4.1, ’élargissement
permet de calculer les clotures transitives des context-relations). Nous appliquons les
relations obtenues itérativement a I’ensemble des configurations initiales. L’analyse
est représentée au tableau A.2. Nous voyons que ce calcul itératif converge. Il est
alors facile de vérifier que 'intersection des ensembles des accessibles avec celui des
mauvaises configurations est vide. Nous en déduisons que l'algorithme de Szymanski
satisfait bien la propriété d’exclusion mutuelle.
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*

Lo el RrY Ly
Ly (c1 +e2)” R3 Lo
Lo (c1 + co + eg)* RTURS Ls
RT Ly
(c1 +c2 +eg)%ealer +ea +eg+ca) eqler +ea + ez +eq)”
Ls + R Lg
(1 +ca+eg+eq)eqler + e+ ez +eq) ealer +ea +e3)”
Ly (c1 +c3)"es(er +e3)” Ry L
Lg clege] RY Lg
Lg clere] RTO Ly
Ly clere] C Lg
(c1 +c2 +e3)%caler +ea +eg+ca) eqler +ea + ez +eq)”
Lg + Ri Lg
(e1 +ea +eg+eg)¥eqler +ea+ ez +eq) ealer +ea +eg+eg)”
(1 +ca+eg+eqg)¥ealer +eg +c3+eq) eqler +ca+eg+eg)”
Lo + rRT L11
(1 +eg + ez +ecq)eqler +ea+eg+eq) ealer +eg +eg+eq)”
(e1 + e + ez +cq)*(ea +e3)(cy +ea +e3 +eq) cqler +eo 43 +eg)”
Lio + R3 Lio
(c1 +ea+eg+ecq)eqler +ca+eg+eq)”(ea+e3)(eq +ca+eg+eq)”
(e1 + ez +ea)es(er +eg + ca) ealer + ez + ca)”
Ly + R Liz
(c1 4+ c3+cq)"caler + ez +cq) es(eq +eg +cq)”
(c1 +e3 +eq) es(er +e5 +eg +cg)™(cq +ep)(er +e5 +eg +ca)”
Li2 + R7 L3
(c1 +e5+e3+cq)*(eqg +es)er +e5+ez+eg) esler +e3+eg)”
(c1 +e3+eq+eg) es(er +e5+ez+eq) (cqg +e5)(er +e5 4+ ez +cg)™
L3 + R; Lia
(c1 +e5 +eg +cq)(cq +es5)(er +e5 + ez +cq) esler + ez +eq +e5)*
(e1 +ce + c5)*cgler + c5 4 cg)*(cg + c5)(cq + c5 + cg)™
Lia + R;; Lis
(c1 +e5 +eg) (eg + c5)(e1 + 5 + ) egler + cg + c5)™
Lis cier(er + 5 + )" (g + e5)(e1 + e5 + c6) ™ R10 Li6
Lig cier(er +e5 +ep)*(eg + c5)(e1 + e +eg)” Rg Ly7
Li7 cjeier(er +e5 +c6)” Rio Lig
Lig cjerer(er +c5 +c6)” Ry Lig
Lig cfererer(er +e5 +c6)” C Lyt

TAB. A.2 — Analyse d’accessibilité de I’algorithme de Szymanski
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