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Avant-Propos

Ce mémoire est composé de trois parties essentiellement indépendantes, dont le principal
point commun est le recours a des techniques d’analyse harmonique et d’analyse complexe.

La premiere partie est centrée sur I’étude des fonctions harmoniques sur divers domaines.
En particulier, nous nous sommes intéressés aux problemes classiques du comportement au
bord de ces fonctions ainsi qu’a la caractérisation a la Fefferman-Stein de certains espaces
fonctionnels qu’elles définissent.

Dans la deuxieme partie, nous avons étudié des principes d’incertitude qui donnent des
limitations a la concentration simultanée d’une fonction et de sa transformée de Fourier. Ces
principes admettent de multiples formes mathématiques dont les plus célebres sont dues a
Heisenberg-Pauli-Weil et a Hardy. Nos travaux ont consisté soit a donner des formes plus
précises de ces principes, soit a les étendre a des outils de ’analyse temps-fréquence tel que
la transformée de Fourier a fenétre, soit a en donner des versions nouvelles.

La derniere partie de nos travaux concerne les problemes de reconstruction de phase pour
lesquels on cherche a reconstruire le mieux possible une fonction a partir de son seul module
et d’informations a priori. Bien que tres courantes dans de nombreux domaines des sciences
appliquées tels que la cristallographie, la mécanique quantique, le traitement du signal..., ces
questions ont été plutét ignorées par la communauté mathématique pour qui elles constituent
pourtant un défi intéressant. C’est le cas notamment du probléme d’ambiguité radar issu de
la théorie du traitement du signal auquel nous nous sommes plus particulierement intéressés.

Pour conclure cet avant-propos, mentionnons que ces parties, bien qu’essentiellement indé-
pendantes, ont une unité qui dépasse le simple recours a des outils communs. En effet, dans
tous les cas que nous traitons ici, les fonctions ont une “structure” et sont déterminées par
une “information partielle”.

Par exemple, dans la premiere partie, on étudie des fonctions harmoniques (informations
structurelles) sur un domaine. Celles-ci sont entierement déterminées par une valeur au bord
(information partielle). Il s’agit alors de comprendre d’une part comment cette valeur au bord
détermine la valeur de la fonction a l'intérieur du domaine — ce qui conduit a 1’étude des
intégrales de Poisson— et d’autre part, en quel sens la valeur au bord s’obtient comme limite
de la fonction.

Dans le probleme de reconstruction de phase, on dispose a nouveau d’une information
partielle — le module |f| de la fonction inconnue f — et d’une information structurelle —
f peut par exemple étre la transformée de Fourier d’une fonction a support compact. On
cherche alors a savoir si ces deux informations suffisent a déterminer et éventuellement a
reconstruire f. Ce dernier point n’est envisagé ici que sous son aspect théorique, I'aspect
algorithmique restant a développer.

Dans I’étude des principes d’incertitude, la problématique est légerement différente puis-
qu’il s’agit plutot de comprendre dans quelle mesure une information partielle sur j suffit
a déterminer f. Par exemple, si on demande a f et a sa transformée de Fourier f d’étre
extrémement concentrées alors f ne peut étre qu’'une gaussienne. Ceci est par exemple le
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cas lorsque la concentration est mesurée & 1’aide de la dispersion (principe d’incertitude de
Heisenberg), ou par une décroissance rapide (théoreme de Hardy). Le théoréme de Benedicks
implique des restictions encore plus fortes en termes de petitesse du support puisqu’il stipule
que si une fonction f est nulle en-dehors d’un ensemble de mesure positive et si la méme
chose est vraie pour sa transformée de Fourier, alors f est nulle partout. Une version plus
quantitative est due & Amrein et Berthier qui ont montré que, si f et g sont proches endehors
d’un ensemble de mesure positive et si la méme chose est vraie pour leurs transformées de
Fourier, alors f et g sont proches partout.
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Avant-Propos

L’une des propriétés fondamentales des fonctions harmoniques est le fait que la connais-
sance de leur valeur au bord d’un domaine suffit a les connaitre a 'intérieur de celui-ci. Ceci
n’est vrai, bien slir, que sous certaines conditions restrictives. Cette propriété fait ’objet
de tres nombreux travaux en théorie du potentiel, en analyse harmonique, en analyse des
équations aux dérivées partielles et, plus généralement, dans toutes les applications qui 'uti-
lisent de facon centrale. En analyse harmonique elle est, par exemple, le point de départ de
la théorie des espaces de Hardy.

Nous allons étudier les fonctions harmoniques pour certains laplaciens généralisés lorsque
les domaines ont de fortes symétries qui se traduisent par I'invariance sous I’action d’un groupe
de Lie non compact. Par exemple, nous allons nous intéresser aux boules hyperboliques réelles,
complexes ou quaternioniques munies de l'opérateur de Laplace-Beltrami qui sont laissés
invariants respectivement par SO(n, 1), SU(n, 1) et Sp(n,1), ou encore au domaine de Siegel
qui est laissé invariant par le groupe de Heisenberg. Décrivons rapidement les principales
thématiques que nous avons abordées.

Nos premiers travaux sur ce sujet ont porté sur I’étude des espaces fonctionnels associés aux
fonctions harmoniques sur la boule hyperbolique réelle. Ils faisaient suite a leurs homologues
dans le cadre de la boule hyperbolique complexe, et plus particulierement aux travaux de
A. Bonami, J. Bruna et S. Grellier [BBG]. Nous avons ainsi établi la caractérisation de
Fefferman-Stein [GJam]| et la décomposition atomique [Jamb| des espaces de Hardy et de
Hardy-Sobolev de fonctions harmoniques hyperboliques. L’intérét de ces espaces provient
du fait que nombre d’opérateurs d’analyse classique tels que les transformées de Riesz ne
sont pas bornés sur LP lorsque p < 1. Les espaces HP, p < 1 sont alors des substituts sur
lesquels ces propriétés de bornitude sont en général vraies, grace notamment a des propriétés
d’annulation supplémentaires. Ces travaux étant directement issus de la these [Jam2], nous
ne les détaillerons pas d’avantage ici.

Un point remarquable des fonctions harmoniques qui appartiennent aux espaces de Hardy
est qu’elles ont une valeur au bord au sens des distributions et peuvent donc étre reconstruites
a partir de cette distribution a I’aide d’une intégration de Poisson. Au cours des travaux men-
tionnés plus haut, nous avons alors été amenés a caractériser les fonctions harmoniques sur
les boules hyperboliques qui ont une distribution au bord. Ainsi, dans [Jam5], nous avons
montré que ces fonctions étaient précisément celles qui avaient une croissance polynomiale
en la distance au bord, en raison principalement de la compacité du bord de la boule hyper-
bolique. Cela nous a naturellement amené a nous demander ce qui se passait dans le cas des
domaines dont le bord n’est pas compact. Cette question a été résolue récemment dans le
cas du demi-espace RTH euclidien et nous avons étendu ces résultats au cas des extensions
résolubles des groupes de Lie homogenes dans [DDJamPE].

Nous conclurons cette partie par une famille de résultats assez surprenants. Placons nous
p p | p G
d’abord dans le cadre euclidien Rﬁlf ou la boule unité de R™. Dans ce cas, si une fonction
7
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harmonique a une valeur au bord au sens des distributions, alors toutes ses dérivées normales
ont également une valeur au bord au sens des distributions. Par contre, A. Bonami, J. Bruna
et S. Grellier [BBG] ont montré que les fonctions M-harmoniques sur la boule unité de C™
(i.e. harmoniques pour l'opérateur de Laplace-Beltrami de la boule hyperbolique complexe),
seules les n — 1 premieres dérivées normales ont automatiquement une distribution au bord.
De plus, pour que la n-iéme dérivée normale ait une distribution au bord, il faut (et il suffit)
que la fonction soit pluriharmonique (donc qu’elle soit aussi harmonique euclidienne). Nous
avons étendu ce résultat au cas de toutes les boules hyperboliques classiques dans [Jam6]
puis a celui des fonctions harmoniques généralisées sur les extensions de rang 1 du groupe de
Heisenberg (et plus généralement pour les domaines de Siegel de type tube) dans [BBDHJam].

Travaux concernés

Distributions au bord de fonctions harmoniques

[Jamb] * PH. JAMING, Harmonic functions on the real hyperbolic ball I : boundary values
and atomic decompositions of Hardy spaces. Colloquium Mathematicum, 80 (1999), 63-82.

[JamR] * PH. JAMING & M. ROGINSKAYA, Boundary behaviour of M-harmonic functions
and non-isotropic Hausdorff measure. Monatshefte fiir Mathematik, 134 (2002), 217-226.

[GJam] * S. GRELLIER & PH. JAMING, Harmonic functions on the real hyperbolic ball 1T :
Hardy and Lipschitz spaces. Mathematische Nachrichten, 268 (2004), 50-73.

[DDJamPE] E. DAMEK, J. DZIUBANSKI, PH. JAMING & S. PEREZ-ESTEVA, Distributions
that are convolvable with generalized Poisson kernels of solvable extensions of homogeneous
Lie groups. Prépublication, (2006).

Caractérisation des fonctions pluriharmoniques

Un premier résultat sur la caractérisation des fonctions pluriharmoniques dans le cas de
la boule hyperbolique réelle se trouve dans [Jam5]. Nos autres travaux concernant cette
thématique sont :

[Jam6] PH. JAMING, Harmonic functions on classical rank one balls. Bollettino della Unione
Matematica Italiana 4-B, 8 (2001), 685-702.

[BBDHJam| A. BoNami, D. BurACczEWSKI, E. DAMEK, A. HULANICKI & PH. JAMING,

Maximum boundary regularity of bounded Hua-harmonic functions on tube domains. Jour-
nal of Geometric Analysis, 14 (2004), 457-486.

* Travaux non détaillés dans ce mémoire.



Distribution au bord des fonctions harmoniques

1. INTRODUCTION

Pour motiver les résultats de cette section, rappelons quelques points clés de la théorie
des fonctions harmoniques développée du milieu des années 70 au début des années 80. Soit
X = G/K un espace symétrique riemanien de bord B = K/M et soit D(X) l'algebre des
opérateurs différentiels G-invariants sur X. Une des questions fondamentales d’analyse har-
monique est de décrire 'ensemble des vecteurs propres communs des opérateurs de D(X).
Nous renvoyons a l'introduction de [BM] pour I’historique de cette question avant 1975. Une
des principales préocupations était alors la conjecture de Helgason [Hel] qui postulait que ces
fonctions étaient toutes des intégrales de Poisson de fonctionnelles analytiques (encore ap-
pelées hyperfonctions) sur B. Apres des travaux préliminaire de Helgason [He2], Hashizume,
Minemura et Okamoto [Min, HMO], cette conjecture a finalement été résolue affirmativement
par Kashiwara, Kowata, Minemura, Okamoto, Oshima et Tanaka [KKMOOT].

Dans de nombreuses applications, on sait toutefois que la valeur au bord est une distri-
bution. Ceci se produit par exemple pour les fonctions qui appartiennent a un espace HP.
Il s’agit alors de caractériser les fonctions propres communes de D(X) dont la valeur au
bord est une distribution. Dans le cas ou GG est un groupe de Lie semi-simple, cette carac-
térisation a été obtenue en rang 1 par Lewis [Le] et pour un rang quelconque par Oshima
et Sekiguchi [OS] en se basant sur la connaissance de la solution de la conjecture de Helga-
son de [KKMOOT] et a I’aide d’outils de techniques micro-locales avancées développés dans
[SKK, KO]J. Une autre démonstration de cette caractérisation, basée sur des techniques de
décomposition asymptotique et faisant suite a des travaux de Wallach [Wall], a été donnée
par van den Ban et Schlichtkrull [BM]. Dans ce cas, les fonctions harmoniques dont la valeur
au bord est une distribution sont celles qui ont une croissance modérée au bord.

Notons que dans le cas de la boule unité B, de R™, ces faits sont assez faciles a établir.
Par exemple, si u est I'intégrale de Poisson d’une distribution f sur la sphere, la compacité
de celle-ci implique que f est d’ordre fini et la croissance de u, u(z) = O((1—|z|)~4), 4 >0
résulte directement des estimations du noyau de Poisson et de ses dérivées. Inversement, si u
est harmonique sur B, est telle que u(z) = O((1 — |z[)~*) alors, pour tout ¢ € C*(S" 1), la
fonction

Fo) = [ ulr0)e() o0
a une croissance polynomiale et vérifie une équation différentielle de la forme

h(r
F'(r) + T (r) F'(r)= O((l — 7")_0‘)
—-r
et on montre aisément que F' a en fait une limite quand r — 1, c’est-a-dire que u a une
distribution au bord. Le méme raisonnement est d’ailleurs valable dans le cas des boules hy-
perboliques (voir [Jamb] pour le cas réel). On remarque en particulier que dans ces cas, toute
9
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distribution sur S*~! peut étre prolongée en une fonction sur B,, & I’aide d’une intégration
de Poisson.

La question que nous nous posons ici est de savoir quelles distributions sur le bord B
peuvent se prolonger par intégration de Poisson a X et quel sens donner a cette intégration.
On percoit alors une difficulté dans le cas de RIH. En effet, le noyau de Poisson n’étant
pas dans la classe de Schwartz, on ne peut définir 'intégrale de Poisson d’une distribution
tempérée quelconque. Ce probléme est abordé dans le livre de Stein [St, page 89] qui consideére
les distributions bornées f, c’est-a-dire les distributions f telles que f * ¢ est bornée quel que
soit ¢ € S(R™). Il montre alors que non seulement l'intégrale de Poisson de f est bien définie
au sens des distributions, mais aussi que c’est une fonction réguliere.

Cette classe de distributions, qui est bien adaptée a 1’étude des espaces de Hardy qu’elle

contient, peut étre élargie : il est clair que si f € Llloc est tel que

/ @)1+ [22)F dz < +oo,

alors l'intégrale de Poisson de f est bien définie. En fait, en procédant par intégration par

parties, on peut faire porter cette condition sur les dérivées de f. On voit ainsi naturellement

apparaitre I'espace D}, des distributions qui s’écrivent sous la forme f = Z 0% fo avec
finie

fa € L. Ces distributions sont dites intégrables car on peut sans difficulté définir

1) = (fo,1) = /fo.

Elles permettent de définir une convolution qui correspond a la définition usuelle de la convo-
lution lorsque celle-ci a un sens (convolution de fonctions de L' ou de distributions & support
compact) de la fagon suivante : si F,G € S'(R"), on dira que F et G sont S’-convolables si,
pour toute ¢ € S(R™), (¢ G)F € D',. Dans ce cas, on définit

(1.1) (FxG,p) = ((p*G)F,1).

Alvarez, Guzmén-Partida et Pérez-Esteva [AGPPE]| ont alors montré que l'espace des
distributions qui sont S&’-convolables avec le noyau de Poisson était exactement ’espace des
distributions telles que (1 + |x\2)_n7+1 f € D}i. De plus, la S'-convolée de f et du noyau
de Poisson a les propriétés auxquelles on s’attend : elle est bien harmonique et vérifie un
théoreme de Fatou. Enfin, les fonctions harmoniques obtenues de cette facon sont exactement
celles qui vérifient une condition de croissance modérée.

2. CAS DU GROUPE DE HEISENBERG

Nous nous sommes intéressés au méme probléme sur le groupe de Heisenberg H" (ou
ses généralisations naturelles, c’est-a-dire tous les groupes homogenes). Nous prenons ici les
notations standard des deux derniers chapitres du livre de Stein [St]. Plus précisément, H" =
R” x R” x R muni du produit

(z,y, )@y t) = (z+ 2", y+, t +t +2(xy —2'y)).

On fait alors agir R* par dilatations non homogenes a.(z,y,t) = (az,ay,a’t) et on définit
la norme homogene par |(z,y,t)|> = |2|? + |y|? + |¢|. Enfin, on définit les champs de vecteur
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invariants a gauche

Xi—aami—i-Qyiaat, y,-—(;;-%,-;f,i—l,...,n et T—;
Le noyau de Poisson considéré est maintenant relatif & un sous-laplacien invariant »_ X ]2 +yj2
et est bien connu.
Plus généralement, nous nous intéressons a des noyaux qui ont de bonnes propriétés de
décroissance, similaires a celles du noyau précédent. Pour I' > 1, nous dirons que P a la
propriété (Rr) s'il existe C' > 0 tel que

(i) pour tout z € H",

1

S+ l)™T <Pe) <C+ )79

(ii) Pour tout opérateur différentiel de la forme X = 77 Hle XTI, Vi avec j + k/2 +
1/2 =« et tout x € H",

|XP(z)| < C(1 + |z|) "9 T,

(iii) Si on note Py(x) = a?P(a.x), ott a.z désigne la dilatation non homogene sur H”, alors
pour tout k et tout x € H",

](a@a)kPa(a:ﬂ < C'a_ka_Q(l + |az\)_Q_F.

Nous cherchons alors & savoir a quelles conditions sur une distribution f, il est possible de
définir P, * f ou * désigne maintenant la convolution sur le groupe de Heisenberg.

Pour cela, nous avons d’abord considéré les espaces D/Ll (H™) qui sont définis comme dans
le cas euclidien, & ceci pres que les dérivées sont maintenant des dérivées invariantes :

DL (HY) =S f= > X%fa, fo € L'(H")

finie

ot X% désigne un opérateur de la forme X = 77 Hle X; Hézl Y avec j+k/24+1/2 = a.
Nous dirons & nouveau que F est S’-convolable avec G si, pour toute ¢ € S(R"), (¢ *
G)F € D}, (H") et nous définirons alors F * G par la formule (1.1). Notons toutefois que,
contrairement au cas euclidien, cette convolution n’est pas commutative. Il n’est méme pas
clair que G soit S§’-convolable avec F' lorsque F est S’-convolable avec G.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de [DDJamPE] :

Théoréme (Damek et al [DDJamPE, Theorem 4.1}).

Une distribution T' € S’ est S'-convolable avec P, pour a > 0 si et seulement si T € (1 +
Q+r

|z[?) "2 D, (H").
De plus T x P, est une fonction de classe C* en (a,x) qui converge vers T dans S8’ quand
a— 0.

: . . Q+r
Esquisse de démonstration. Pour montrer que T' € (1 + |z|?) > "1 (H™) est §'-convolable

Qtrl

. Q = e
avec PP, il suffit de montrer que, pour toute ¢ € S(H"), (14 |z|?) > (p*P,) est bornée ainsi
que toutes ses dérivées, ce qui résulte d’une inégalité de Petree et d’un simple calcul.
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Pour la réciproque, prenons ¢ € S’(H") valant 1 sur la boule de centre 0 et de rayon 1
et a support dans la boule de rayon 2. D’une part, comme T est S’—cpnvolable avec P,, on
a (¢ *Py)T € D}, (H"). D’autre part, on montre sans peine que ¢ * P, est une fonction de
classe C* dont toutes les dérivées sont bornées et que p*P, > C(1+ |x|2)7%. 11 suffit alors
d’écrire

Q+r 1 < Q+r
T=(+]zf*)" ar——(p* BT € (L+ |o*) ™ D (HY).
(1+[z?) 2 ¢« Pq

On peut alors montrer que 1" * P, est une fonction de la forme

S Aas [ S X0+ )X (Bula) dy
a,

qui est une fonction C* en (z,a). O

De plus, en réécrivant la formule précédente de maniére & éliminer 'inversion P,, on peut
montrer que T * P, est harmonique si P, l'est ([DDJamPE, Corollary 4.3]). Ensuite, pour a
fixé, on montre que, pour tout X, X*(T xP,) € L'((1 + |z[)~9~T dz). Enfin ([DDJamPE,

2y -
Theorem 4.1]) T'* P, converge dans (1 + |z|*)” 2~ D}, vers T' quand a — 0.



Caractérisation de la pluriharmonicité

1. INTRODUCTION

Pour les domaines riemanniens symétriques D = G/K, il est naturel d’étudier les fonc-
tions qui sont harmoniques pour l'opérateur de Laplace-Beltrami du domaine. Par exemple,
si on considere la boule unité de C" comme la boule complexe de rang 1 i.e. 'espace ho-
mogene SU(n,1)/SU(n), alors la notion d’harmonicité naturelle est celle des fonctions M-
harmoniques, c’est-a-dire des fonctions qui sont harmoniques pour le laplacien invariant par
les transformation de Mobius. Plus généralement, on étudie les fonctions harmoniques pour
des familles d’opérateurs G-invariants. Par exemple, sur les domaines de Siegel, on considere
les fonctions qui sont harmoniques pour le systeme de Hua. Parmi ces fonctions harmoniques,
on trouve en général les fonctions pluriharmoniques dont les propriétés sont tres proches de
celles des fonctions harmoniques (euclidiennes) a une variable. Il est alors naturel de se de-
mander si ces propriétés restent valables pour toutes les fonctions harmoniques considérées.

Nous nous sommes intéressés a la caractérisation des fonctions pluriharmoniques parmi
les fonctions harmoniques invariantes a l'aide de leur comportement au bord. La remarque
initiale est la suivante : si u est une fonction harmonique euclidienne sur la boule unité de
C™ qui a une valeur au bord au sens des distributions alors il en va de méme pour toutes
ses dérivées. Qu’en est-il si u est M-harmonique ? Notons d’abord que, d’apres un théoréme
de Frostman (voir [Ru, Theorem 4.4.9]) si u est a la fois harmonique euclidienne et M-
harmonique, alors u est pluriharmonique. La question que nous nous posons est donc de
savoir si une fonction M-harmonique peut avoir un comportement de fonction harmonique
euclidienne sans pour autant étre pluriharmonique. La réponse (négative) a cette question a
été apportée par Bonami, Bruna et Grellier dans [BBG] puis généralisée au cas des boules de
rang 1 dans [Jam6]. Enfin, avec des méthodes proches dans 'esprit mais techniquement assez
différentes, ces travaux ont alors été étendus aux domaines de type tube pour les fonctions
Hua-harmoniques dans [BBDHJam]. Ces derniers travaux prolongeaient ceux de Damek,
Hulanicki, Miiller et Peloso [DHMP] qui ont construit une famille minimale d’opérateurs
invariants sur les domaines de Siegel de type tube permettant de caractériser les fonctions
pluriharmoniques parmi les fonctions de H? (i.e. les fonctions harmoniques ayant une valeur
au bord dans L?).

2. CAS DES BOULES HYPERBOLIQUES

Dans cette section, nous allons montrer que, parmi les fonctions harmoniques invariantes
sur les boules hyperboliques réelles, complexes ou quaternioniques ayant une distribution au
bord, les fonctions “pluriharmoniques” se caractérisent par le fait que leurs dérivées normales
a un certain ordre ont également une distribution au bord. Ces résultats ont été démontrés
dans le cas complexe dans [BBG], dans le cas réel dans [Jamb] et de facon unifiée pour toutes
les boules hyperboliques dans [Jam6].

13
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Commencons par introduire quelques notations. Soit F = R, C ou H (les quaternions) et
soit z — Z (z € F) l'involution canonique sur F. Soit enfin |z|* = 27 et d = dimg F. Pour
n > 1 un entier, considérons la forme quadratique

Q) =z + ...+ |zn)? = |#npa|?

sur F**+1. Soit G la composante connexe de I'identité du groupe des transformations F-linéaires
sur F**+! qui préservent @ et qui sont de déterminant 1 quand F = R ou C. Ainsi pour F = R,
G = SOy(n,1), pour F =C, G = SU(n,1) et pour F = H, G = Sp(n,1). Soit G = KAN la
décomposition d’Iwasawa de G et soit M le centralisateur de A dans K.

Pour z = (z1,...,2,) et ¥y = (y1,...,yn) dans F", soit (z,y) = 191 + ... + TnYn et

|z||* = (z, ). La boule unité B, = {z € F* : |z||* < 1} et son bord $"*! g’identifient
respectivement a G/K et a K/M.
Plus précisément, G/ K s’identifie naturellement & I’hyperboloide Q(x1, ..., Zpn, Tnt1) = —1

par gK ~ g(0,...,0,1) = (sinht.£, cosht) pour un certain ¢ > 0 et £ € S, Ce point est
alors identifié & (tanht)é € B,,. Il est alors facile de voir que G agit transitivement sur B,, et
sur S"~1! par :

91, 20) = (Y1¥py1s - s YnYt)
ou (yla s 7yn7yn+1) = g(xla SRR ) 1)

Soit maintenant v la racine positive simple de (G, A), et soit m; = d(n — 1), mg =d —1
les multiplicités de v et de 2v. Soit p = "5+ + ma, de sorte que p = "7_1, n,2n + 1 selon que
F=R,C ou H.

L’operateur de Laplace-Beltrami de B,, est donné par

1—r’ 2y A2 9 1—r? (1—1r2)?
Dr = =5~ [(L= )N+ (my 4 my = 14 (mp = D) N] + — 5= Ar+ 5= A
0
our = ||, N =r— et A1, Ay sont des opérateurs de dérivation tangentiels qui ont pour

or

vecteurs propres les harmoniques sphériques.
Nous dirons enfin qu’'une fonction u sur B,, a une valeur au bord au sens des distributions
si, pour tout fonction ¢ € C°(S"4~1), l'intégrale

RS EGRES

existe et a une limite quand r — 1.

Théoréme (Jaming [Jam6, Theorem 2.1]).
Soit u une fonction Dp-harmonique qui a une valeur au bord au sens des distributions et soit
k un entier. Alors

— si k < p, N*u a une valeur au bord au sens des distributions,

— si k = p, pour tout ® € C>®(S"4-1),

[, e =0 (log = ).

Remarque.
Dans [Jamb], un résultat similaire a été démontré avec une identification différente de la boule
hyperbolique et de SO(n,1)/SO(n). Comme l'opérateur N n’est pas invariant par SO(n,1),
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I'indice critique dépend de l'identification considérée. Ainsi, dans [Jam5|, I'indice critique p
du théoreme précédent est remplacé par 2p. Néanmoins, le résultat ci-dessus s’en déduit par
un calcul simple, voir[Jame6].

Esquisse de démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur k. On commence par
voir que si u est Dp-harmonique et si u, ..., N¥"1u ont une valeur au bord au sens des
distributions alors, du fait de la Dp-harmonicité de u,

(1 —rH Ny 4 (my +ma — 1+ (my — 2k + 1)r?)NFy
a également une valeur au bord au sens des distributions. Ainsi la fonction v défnie par
Yi(r) = / N*u(r$)®(¢) do(¢) vérifie une équation différentielle de la forme
S§nd—1

(1 — )l (r) + (my 4+ ma — 14 (mg — 2k + 1)) (r) = gr(r)

ol g est une fonction qui a une limite quand r — 1. On résout cette équation :

(1+7r)* i [T gn(s)smtme2 —(p—k)+1
Ui(r) = et (1= 7) ; W(l — )" ds

et le théoreme résulte des propriétés usuelles des intégrales impropres. O

La question se pose alors de savoir si N”u peut avoir une distribution au bord.

Notons d’abord que si F = R et si n est pair, alors p = ”771 n’est pas un entier et la question

n’a pas vraiment de sens. En fait, on peut montrer que A™?u = 0. Le comportement de u
est donc plutot celui d’une fonction harmonique euclidienne. En particulier :

Proposition (Jaming [Jamb, Theorem 3.12], [Jam6, Corollary 2.4]).
Dans le cas F = R et n pair, si u est Dy harmonique et a une valeur au bord au sens des
distributions, alors toutes ses dérivées ont une valeur au bord au sens des distributions.

Les autres cas sont radicalement différents puisqu’on a :

Théoréme (Jaming [Jam6, Propositions 2.2, 2.5 et Theorem 4.3]).
Soit u une fonction Dyp-harmonique avec une valeur au bord au sens des distributions et telle
que NPu ait également une valeur au bord au sens des distributions.

— SiF =R et n est impair, alors u est également euclidienne harmonique ce qui implique
que u est constante.

— Si F = C alors u est également euclidienne harmonique ce qui implique que u est
pluriharmonique.

— si F = H, alors u = u; + ug avec Au; = 0 et A?uy = 0 mais, si uy # 0, alors uy n’est
pas harmonique euclidienne.

Esquisse de démonstration. Celle-ci est basée sur la décomposition de u en harmoniques
sphériques qui, dans le cas F = R, est donnée par

+oo
(2.2) Wr0) = 3 oFilh 1= 5k 5 run(r).

Le facteur oF1(k,1 — 5,k + %,7‘2) est une fonction hypergéométrique de Gauss et c’est ce
facteur qui différencie les fonctions Dgr-harmoniques des fonctions harmoniques euclidiennes.
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Notons que dans le cas ou n est pair, ce facteur est un polynoéme et la proposition précédente
s’en déduit immédiatement.

Le fait que N”u a une valeur au bord au sens des distributions implique qu’une dérivée
d’ordre suffisamment élevé de o F1(k, 1 — 5,k + 3, r2) a une limite quand r — 1. En utilisant
les propriétés des fonctions hypergéométriques, on constate que ceci n’est possible que pour
k = 0. Ainsi, la somme (2.2) se réduit au premier terme et u est constante.

Les autres cas sont similaires. Seuls les parametres des fonctions hypergéométriques qui
apparaissent dans la décomposition en harmoniques sphériques sont différents. O

3. CAS DU GROUPE DE HEISENBERG

Reprenons les notations de [St] et de la section 2 sur le groupe de Heisenberg H". Intro-
duisons les opérations de dérivation complexe sur H"

— 1 1 .
2j=5(&+Y;) 2= 5(& -1,
Nous considérons maintenant le produit semi-direct de H" avec R}, & = H"R; ol 'action
de R sur H” est donnée par a[¢,t] = [a'/2¢, at]. La multiplication de & est donc donnée par

[C7 t a] [777 5, b] = [Ka t] [al/QTIa (IS], Cbb] .

Les champs de vecteurs invariants a gauche sur H" se prolongent a des champs de vecteurs
invariants a gauche sur & de la facon suivante :

X; = al/QXj, Y, = al/Zyj, T =aT, a0y, Z; = al/QZj et Z; = al/zéj.

Introduisons enfin 7,1 = %(’T —i0,) et Zpi1 = %(T —i0,) de sorte que aZ, 1 et aZ, 1
soient invariants a gauche.
On peut identifier & et le demi-plan supérieur de Siegel

n
U =< z¢ crtt Imzn_H > Z ‘Zj‘Q
j=1

Avec cette identification, on définit naturellement les notions de fonctions holomorphes, anti-
holomorphes et pluriharmoniques sur &. Plus précisément :

— F' est holomorphe si 7jF =0pourj=1,...,n+1,

— F est antiholomorphe si Z;F =0 pour j =1,...,n+1,

— F est pluriharmonique si ijjF =0pouwr 1 <j#k<n+1 Zy1Zp1F =0 et
(Z1Zy +2iZp1)F =0 pour k=1,...,n.

Pour a € R nous introduisons alors les opérateurs

Ien _—  — ‘ I, 0 o
Lo=—5 Y (ZZ;+Z;2)) +iaT = -3 > (X7 + ) +iaT
j=1 j=1
qui jouent un role fondamental en analyse complexe. Plus précisément, si on note O le
laplacien au bord de U™ ~ &, alors la restriction de O aux ¢-formes est donnée par L, avec

a = n — 2q, voir [St, Chapitre XIII 1 et 2]. Nous noterons simplement £ = Ly. Enfin nous
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considérons les opérateurs L, qui apparaissent naturellement dans le systeme de Hua sur les
domaines de Siegel de type tube :
Lo = —aa(L 4 nd,) + a*(0? + T?).

On dira qu’une fonction F' est L,-harmonique si L, F' = 0. On notera P le noyau de Poisson
associé a L, i.e. 'unique fonction P® sur H™ telle que F' est L,-harmonique bornée si et
seulement si il existe une fonction f sur H" bornée telle que

F(w,a) = f % P} (w) := /]HI" f(w) P (w™ w) dw.

La fonction f est alors la valeur au bord de F' au sens des distributions : pour toute fonction
p € C®(H"),

[ s do - [ ) a

quand a — 0.
Le premier théoreme que nous avons démontré est le suivant :

Théoréme (Bonami et al [BBDHJam, Theorem 2.1]).
Soit F' une fonction L,-harmonique bornée et soit f sa valeur au bord. Alors

(i) F est holomorphe si et seulement si L, f = 0.
(ii) F est anti-holomorphe si et seulement si L_,,f = 0.
(iii) F est pluriharmonique si et seulement si £L_,L,f = (L2 +n2T2%)f = 0.

Ce théoréme était connu avec des conditions plus fortes sur F' (par exemple [Lav, Grl,
Gr2]). Il n’en reste pas moins que notre résultat nécessite une condition sur F' puisque
F(w,a) = a™*! est L,-harmonique, non pluriharmonique et sa valeur au bord est 0. On peut
toutefois se demander s’il existe des croissances intermédiaires pour lesquelles le théoreme est
encore vrai.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme (Bonami et al [BBDHJam, Theorem 2.7]).
Soit a« > 0 et k le plus petit entier plus grand que na. Soit F' une fonction L,-harmonique
bornée. Supposons que pour toute ¢ € S(H") et tout 0 <p < k+1,

OPF(w,a)p(w) dw| < oo
Hn

sup
a<l

alors F' est pluriharmonique.

Esquisse de démonstration. Celle-ci comprend plusieurs étapes :

1. On montre le résultat pour les fonctions qui ne dépendent pas de la variable centrale t.
Une telle fonction est alors Ay-harmonique sur C* x RT ou

Ao = aa(A —ndy,) + a282
et A est le laplacien euclidien de C". La transformée de Fourier sur C" du noyau de Poisson
Q2 associé est de la forme z(a|¢|?a) ot 2 est une fonction de Legendre ([BBDHJam, Lemma

2.3]). On montre, en suivant le principe de démonstration de la section précédente et en
utilisant les propriétés des fonctions de Legendre qu’une fonction A-harmonique qui a k + 1
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dérivées avec des valeurs au bord est nécessairement constante ([BBDHJam, Proposition
2.4]).

2. On détermine la transformée de Fourier au sens du groupe de Heisenberg du noyau de
Poisson. Celle-ci est reliée aux fonctions hypergéométriques confluentes et aux fonctions de
Hermite ([BBDHJam, Lemma 2.5]).

8. On montre qu'une fonction F' qui vérifie les hypotheses du théoreme a une valeur au
bord qui est orthogonale & une large classe de fonctions ([BBDHJam, Proposition 2.6]). On
utilise pour cela les propriétés des fonctions hypergéométriques confluentes.

4. On se ramene au cas ou la valeur au bord est réguliere. On conclut alors en montrant que
la fonction L,-harmonique G dont la valeur au bord est g = (£2+n2?7?2)f est t-indépendante
et vérifie encore les hypotheses de régularité du théoreme. Ainsi G est constante et cette
constante ne peut étre que 0. Par suite (£2 + n?72)f = 0 et le premier théoréeme donne la
conclusion voulue. g

Notons que le théoreme est optimal :

Théoréme (Bonami et al [BBDHJam, Theorem 2.8]).

Soit o > 0 et k le plus petit entier plus grand que na. Soit F' une fonction L,-harmonique
avec une valeur au bord au sens des distributions. Alors, pour tout p < k, O F a une valeur
au bord au sens des distributions.

La démonstration de ce théoréme est similaire au cas des boules hyperboliques.
Enfin, un résultat similaire est valide sur tous les domaines de Siegel de type tube :

Théoréme (Bonami et ol [BBDHJam, Theorem 3.3]).

Soit D un domaine irréductible symétrique de type tube. Il existe k (dépendant du rang et
de la dimension), tel que si F' est Hua-harmonique et a toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre k
qui sont bornées, alors F' est pluriharmonique.

Ce théoreme se démontre a ’aide du précédent et d’une récurrence sur le rang du domaine.



Perspectives

1. LIMITES PONDEREES D’ INTEGRALES DE POISSON

Les travaux menés dans [JamR] sur les limites pondérées de fonctions harmoniques sur la
boule unité complexe n’ont pas encore atteint leur pleine généralité. Ils devraient s’étendre
sans trop de difficultés a toutes les boules hyperboliques et méme aux fonctions propres du
laplacien. Il est possible qu’ils s’étendent également au cadre des groupes de Lie homogenes
avec des noyaux de type (Rr). Cette question pourrait constituer le point de départ d’'un
travail de these pour un étudiant qui, de surcroit, verrait la 'occasion d’apprendre les bases
de la théorie des fonctions harmoniques sur les groupes homogenes.

2. CARACTERISATION DES INTEGRALES DE POISSON DE DISTRIBUTIONS

Un théoreme de P. Sjogren [Sj] et son extension par J. Alvarez, M. Guzman-Partida et
S. Pérez-Esteva [AGPPE] permettent de caractériser entierement les fonctions harmoniques
euclidiennes qui sont des S&’-convolées de distributions avec le noyau de Poisson euclidien.
Nous avons obtenu des résultats intermédiaires dans le cas des groupes de Lie homogenes,
mais une caractérisation complete nous échappe encore, méme en supposant des propriétés
d’harmonicité explicites. Elle nécessiterait sans doute de développer des outils de théorie du
potentiel.

3. DECOMPOSITION ASYMPTOTIQUE ET PLURIHARMONICITE

Nous avons montré que si F' est L,-harmonique bornée avec une valeur au bord f alors F’
est pluriharmonique si et seulement si £_, L, f = 0. Une condition de croissance est nécessaire
puisque F(w,a) = a"**! n’est pas pluriharmonique. Il est vraisemblable que la croissance
dans cet exemple soit optimale, i.e. que le théoreme reste vrai pour les fonctions dont la
croissance en a soit plus lente que a™**t!. Pour obtenir un tel résultat, un autre schéma de
démonstration est nécessaire, probablement fondé sur le recours a une décomposition asymp-
totique. Une fois celle-ci obtenue, le deuxieme théoréeme de [BBDHJam| doit lui aussi s’étendre
a ’aide d’une décomposition asymptotique. Des calculs préliminaires nous ont montré qu’on
doit pouvoir pondérer la condition de croissance des dérivées de ce théoreme :

P F(w,a)p(w)dw| < oo
Hy

sup a?
a<l

et, pour ¢ bien choisi, on obtiendrait un nouvel indice optimal k' > k qui caractérise une
nouvelle classe de fonctions dont 'identification précise nous échappe encore.
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Applications de I’analyse de Fourier






Avant-Propos

Un fait commun en sciences est qu’il n’est jamais possible de mesurer exactement une
quantité qu’on veut étudier. On cherche alors a reconstruire I'information perdue a partir de
connaissances a priori sur la grandeur considérée.

L’exemple le plus célebre est sans doute le théoréme d’échantillonnage. On mesure un
échantillon {s(kT), k € Z} d’un signal s et on veut reconstruire s (ou du moins une bonne
approximation de s) & partir de cet échantillon. Grace au théoreme fondamental de Shannon,
ceci peut étre fait explicitement si s est supposé a spectre compact, i.e. si sa transformée de
Fourier est & support compact [—£2, Q], a condition que T soit assez petit, 207 <1 :

s(z) = Z s(kT)sincr(x — kT).
kEZ

Evidemment, ceci est une situation idéale et dans le monde réel on ne peut pas mesu-
rer tout ’échantillon. De plus, un signal n’est jamais parfaitement & spectre compact. Il
est toutefois raisonnable de supposer que ’énergie de sa transformée de Fourier est essen-
tiellement concentrée dans un intervalle fini. On se demande alors & quel point la formule
d’échantillonnage approxime f si des échantillons manquent, s’ils sont mesurés avec du bruit
et/ou si le signal n’est pas a spectre parfaitement compact.

Un point clé ici est que le signal s doit étre bien concentré de sorte que la partie non-
mesurée de I'échantillon s(kT'), |k| > ko, ait le moins d’influence possible. Mais, en méme
temps, il faut que la transformée de Fourier de f soit bien concentrée pour que la formule
d’échantillonnage donne une bonne approximation de f. Il se trouve qu’il y a de fortes limita-
tions a cette concentration temps-fréquence, appelées principes d’incertitudes. Un des points
de notre recherche a été de trouver de bonnes formulations mathématiques de ces principes.
Celles-ci peuvent étre des conditions de décroissance rapide (principes de type Hardy), de
controle des moyennes et dispersions (principes de type Heisenberg) ou de petitesse du sup-
port (conditions de type Amrein-Berthier-Benedicks).

Le principe d’incertitude joue aussi un role dans la théorie des signaux radars. En effet, un
radar émet un signal s en direction d’une cible et mesure une quantité A(s) appelée fonction
d’ambiguité radar qui est définie par

A ) = [

s (t + E) s <t — E)ezmyt dt.
R 2

2

Ainsi A(s) est une transformation de s qui mélange convolution (variable x) et transformation

de Fourier (variable y). Physiquement, x est relié au temps de parcours du signal du radar a la

cible puis au temps de retour du signal réfléchi par la cible au radar, donc z est essentiellement

la distance radar-cible, alors que y provient de I’effet Dopler et est relié a la vitesse de la cible

(voir [Jam4] pour les détails). Notons aussi que A(s) est la transformée de Fourier dans R? de

la transformée de Wigner de s. La précision de la mesure du radar dépend de la concentration
23
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de la fonction d’ambiguité pres de I'origine. Un des aspects de notre travail consiste a montrer
que, comme pour le couple (s,5), il y a de fortes limitations & la concentration de A(s).

Notons que A(s) est une forme quadratique en s et que la forme bilinéaire qui lui est
associée est, a des variations mineures prées, un outil commun du traitement du signal appelé
transformée de Fourier a fenétre, et est défini par

Fus(, &) = Fls(-Jw(- — 2)](£).

Heuristiquement, on regarde s & travers une fenétre w qu’on fait glisser (variable x) de sorte
que Fys(x,§) mesure le contenu fréquentiel de ce qu’on voit ainsi (dans la variable £). On
espere alors améliorer la concentration temps-fréquence, i.e. la concentration en (x,€) en
demandant a w d’étre bien concentré en temps et a s d’étre bien concentré en fréquence
ou vice-versa. La motivation initiale de nos travaux sur le principe d’incertitude consiste a
trouver des limitations a cette concentration. Nous avons en particulier obtenu une technique
de transfert des principes d’incertitude de la transformée de Fourier & sa version a fenétre. La
plupart de ces résultats ont été obtenus avec A. Bonami et B. Demange & ’aide de méthodes
d’analyse complexe et d’analyse harmonique réelle. Ces travaux ont ensuite été largement
généralisés par B. Demange dans sa these.

Finalement, nous présentons des généralisations de principes d’incertitude de H. Shapiro.
Dans un manuscrit non publié, il a remarqué que les éléments d’une base orthonormée ne
pouvaient pas étre uniformément bien localisés dans le plan temps-fréquence. Par exemple,
il a démontré a l’aide d’un critéere de compacité qu’il n’existe pas de suite orthonormale
infinie dont tous les éléments ainsi que leurs transformées de Fourier ont des moyennes et des
dispersions majorées par une quantité fixe. Avec A. Powell nous avons, & ’aide de méthodes
combinatoires (et d’un peu de théorie spectrale) donné des bornes sur le nombre d’éléments
d’une suite orthonormée bien localisée en temps-fréquence.

Une autre famille de problemes qui apparait dans de nombreux domaines (optique, cris-
tallographie, mécanique quantique,...) est celui de la reconstruction d’un signal s & partir de
son module |s|. En fait, & cause du bruit, de la transmission dans de la matiere désordonnée,
de la faiblesse de 'appareillage de mesure,... il est courant que la phase du signal soit perdue
lors d’une mesure.

A nouveau, on suppose qu’on dispose d’information a priori sur s, typiquement que s est un
signal & spectre compact (ou dans certains cas que s est une distribution a spectre compact).
D’apres le théoreme de Paley-Wiener, s est une fonction entiere et sa phase n’est donc pas
arbitraire. La théorie des fonctions holomorphes joue ici un role fondamental et permet de
décrire entierement les solutions en dimension 1. L’ensemble des solutions est encore assez
grand et la question d’effectuer d’autres mesures et/ou de modifier le processus de mesure se
pose alors, dans le but d’obtenir 'unicité de la solution. C’est par exemple le cas du probleme
de Pauli en mécanique quantique ou on cherche a déterminer une fonction d’onde f d’une
particule & partir de la densité de probabilité de sa position |f|? et de la densité de probabilité
de son moment |]?|2 Un autre exemple est le probleme de la triple-corrélation que nous avons
étudié avec M. Kolountzakis.

Une question similaire se pose en théorie des radars o I'on demande si |A(s)| détermine s
a quelques transformations élémentaires pres. Ce probleme a été abordé en plusieurs étapes.
Dans la premiere, nous avons abordé le probleme des signaux a support compact et imposé
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des restrictions supplémentaires pour lesquelles I'analyse complexe ne joue plus de role. Puis,
dans des travaux en commun avec A. Bonami, G. Garrigés et J.-B. Poly, en discrétisant
le probleme et en utilisant des outils d’analyse complexe, d’algebre et de combinatoire, nous
montrons que génériquement les solutions du probleme sont triviales mais qu’il y a néanmoins
de larges classes de contre-exemples.
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Principes d’incertitude

1. PRINCIPE D’INCERTITUDE DE HEISENBERG

Dans cette premiere partie, nous commencgons par énoncer les principes d’incertitude dans
lesquels la concentration est mesurée a l'aide de la dispersion. Cette premiere forme du
principe d’incertitude, due a Heisenberg-Pauli-Weil, montre qu’il existe une borne inférieure
a la concentration temps-fréquence et que cette borne est atteinte par les gaussiennes. Nous
présenterons ici une forme un peu généralisée due a De Bruijn qui montre que les fonctions de
Hermite sont des optimaux successifs du principe d’incertitude. Nous terminons par la réponse
a une question formulée par H. Shapiro en montrant que parmi toutes les bases orthonormales,
les fonctions de Hermite sont celles dont les dispersions croissent le plus lentement.

1.1. Principe d’incertitude de Heisenberg.

Introduisons rapidement quelques notations. Pour f € L'(R) N L?(R) nous définissons la
transformée de Fourier par

FIE) = Fe) = /R F(t)e2me ag

et étendons cete définition & tout L2(R) de fagon usuelle. Pour f € L?(R), soit
1
—u(f) = HfH2/ t|f(t)|* dt la moyenne, lorsqu'elle existe, de la mesure | f(t)|? dt.
2 /R

— A%(f) :/ [t — u(f)?|f(t)|? dt sa variance et A(f) = \/A2(f) sa dispersion.
Rd

Les fonctions de Hermite sont définies par

21/4 1 k k
hi(t) = —= (—) e <d> e~ 2t
VE! V2T dt

Rappelons qu’elles forment une base orthonormée de L?(R) de fonctions propres de la trans-
formée de Fourier et de 'opérateur de Hermite

1 d
Hf(t) = <_7T +t2> f(t).
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le premier principe d’incertitude :

Principe d’incertitude de Heisenberg-Pauli-Weil.
Pour tout f € L*(R), A(f)A(f) > ﬁ||f||§ De plus, cette inégalité est une égalité si et
seulement si il existe C' € C, w,a,a € R, tels que

f(t) _ ce2i7rwt€—7ro¢|t—a\2 p.p.

Notons que Heisenberg n’a donné qu’une interprétation physique profonde de ce phénomene
mais n’en a pas fourni de formulation mathématique précise. Cette omission a été réparée
peu apres par Kennard [Ke] et par Weil (qui attribue le résultat a Pauli) [We, Appendix 1].
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La démonstration utilisant la théorie spectrale de 'opérateur de Hermite que nous présentons
ici est classique et se trouve par exemple dans de Bruijn [dBrl].

Démonstration. En remplacant éventuellement f par f(t) = > f(t —a), on peut supposer

~

que u(f) = u(f) =0. De plus, il suffit de démontrer que

NG RN T

avec égalité si et seulement si f = chg. Il suffit alors d’appliquer cette inégalité a fy(t) =
1
VA
énoncée.
Mais alors, en utilisant les liens entre dispersion, opérateur de Hermite et fonctions de
Hermite, on obtient

t
f <)\> et de minimiser le membre de gauche en A pour obtenir le théoréeme sous la forme

~ X2k +1
N(f)+ A% F) = (Hff) =) 5 —Nf )l
k=0

Xoax0+1 1, .09

> - - 2 .

> 3 PP =
k=0

De plus, il n’y a égalité que si (f, hg) = 0 pour tout k # 0, c’est-a-dire si f = chy. O

Cette démonstration nous donne en fait un peu plus. En effet, si f est orthogonal a

ho,...,hp_1, alors
N(f)+ 2%(7) = 2 e

avec égalité si et seulement si f = ch,,. Ceci montre que les éléments de la base de Hermite
sont des optima successifs du principe d’incertitude.

Il existe de nombreuses généralisations du principe de Heisenberg, consistant en particulier
a changer les exposants du poids |t — u(f)| et & considérer des normes LP au lieu de normes
L2, voir [CP] et [Fa] et dans de nombreux contextes, voir par exemple [CRS].

Enfin, précisons que la transformée de Fourier a fenétre vérifie elle aussi un principe d’in-
certitude de type Heisenberg. Il existe de nombreuses versions de ce fait dans la littérature
(par exemple [dBr2, Coh, Fl, Janl, Wx, Wi]). Le plus précis est le suivant :

Théoréme (Bonami-Demange-Jaming [BDJam, Theorem 5.1]).
Pour f,w € L*(R), on a I'inégalité suivante :

4 4
w
(1.3) //R2 ’$‘2’fwf($,y)’2 dz dy //R2 !y\zlfwf(x,y)Ide dy > ||f”L2(]R)|| ”L2(]R).

472

De plus (1.3) est une égalité, avec f et w non nulles si et seulement s’il existe o > 0 et
8,7 € R tels que

flt) = 62mﬁtefozltfw|2/2 et w(t) = ezmﬁte*aﬁﬂ\z/%

La démonstration est basée sur la démonstration classique du principe d’incertitude de
Heisenberg. Notons en particulier qu’il ne peut y avoir égalité que si w = f. Une forme plus
forte a été obtenue dans la thése de Bruno Demange :
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Théoréme (Demange [Del, Théoreme 5.2.2)).
11 existe une constante C' > 0 telle que, pour tous f,w € L?(R), on a I'inégalité suivante :

[ ) PPt @ dody = Ol ol ey

Toutefois la constante optimale C n’est pas connue et on manque d’informations sur les
minimiseurs (dont B. Demange démontre 'existence) lorsque w # f.

1.2. Une version quantitative du théoréme de Shapiro.

Dans une note non publiée, H. Shapiro [Shol] étudiait les propriétés des suites (ay), (by),
(ck), (d) pour lesquelles il existe une base orthonormée (ex) de L?(R) telle que, pour tout
k>0,
pler) = ar, p(er) = by, Aler) = cx, Aléx) = di.

En utilisant un argument de compacité, il a montré que les quatre suites ne pouvaient pas
toutes étre bornées. Ces résultats ont ensuite été améliorés par A. Powell [Po] qui a montré
qu’il n’existe pas de base orthonormale pour laquelle les trois suites p(ex), A(er), A(ér) sont
bornées. Par contre, en modifiant une construction de Bourgain [Bo] il a construit une base
orthonormale telle que u(eg), p(éx), A(ex) étaient toutes bornées.

Cette question était motivée par le développement de I’analyse de Gabor et de la théorie
des ondelettes. Rappelons que

(1) une base de Gabor est une base {gx;}xicz de L*(R) de la forme gy () = e*™g(z—1).
Ainsi p1(gr,;) — oo quand | — oo et p(gr,;) — oo quand k — oo. De plus, le théoreme
de Balian [Bal] et Low [Lo] affirme que si (gx;)x,; est une base orthonormée, alors
A(g)A(g) = +oo. Ce résultat est optimal. En effet, si on remplace la dispersion

‘2

par la mesure de concentration Ay_.(p) = / |z — (@) |*¢|@(x) > dz, alors on peut

R
construire une base de Gabor telle que As_.(g)A2--(g) < 400, voir [CzPo] et les
références de cet article.

(2) une \base d’ondelettes est une base {gy. }x.1ez de L*(R) de la forme gy, () = 2F/2g(2Fz—
). A nouveau p(gr;) — oo quand | — oo, A(gr;) — oo quand k — —oo et
A(gr1) — oo quand k — +o00.

En utilisant la théorie spectrale de 'opérateur de Hermite et en appliquant la technique
de Rayleigh-Ritz, nous avons démontré une version quantitative optimale du théoreme de
Shapiro montrant que les fonctions de Hermite formaient la base la mieux concentrée en
temps-fréquence.

Théoréme (Jaming-Powell [JamP, Theorem 2.3]).
Soit {ey }r>0 une suite orthonormale dans L*(R). Alors, pour tout n > 0,

- (n+1)2
S (A%(er) + A2@) + lulen)? + u(@)?) = T
k=0
De plus, s’il y a égalité pour tout n < ng, alors pour k =0, ... ,ng, e = cxhy avec |cx| = 1.

En particulier, il y a au plus 87C? éléments de la suite pour lesquels A(ey), A(éx), |u(er)],
|p(ér)| sont tous < C.
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2. PRINCIPES D’INCERTITUDE QUALITATIFS

Une autre facon de considérer qu’une fonction est concentrée consiste a demander que son
support soit petit. Il est par exemple bien connu que si une fonction est a support compact,
sa transformée de Fourier est une fonction entiere, dont le support est donc R?. Cela conduit
a introduire les notions suivantes :

Definition.
Soient S, ¥ deux sous-ensembles mesurables de R?. On dit que
— (5, %) est une paire annihilante si,

suppf C S and supp]?C by

implique que f = 0.
— (5,%) est une paire fortement annihilante s’il existe une constante C = C(S,%) telle
que pour toute fonction f € L*(R?),

(2.4) 11l 2@y < CUIFllL2@avs) + 12 eas)-

11 est facile de voir qu'une paire (S, 3) est fortement annihilante si et seulement s’il existe un
constante D = D(S,¥) telle que pour toute fonction f € L?(RY) & spectre dans X,

1l 2y < DI fll 2ra\s)-

Nous venons donc de montrer qu’une paire d’ensembles compacts est faiblement annihi-
lante. Un simple argument d’analyse fonctionnelle permet de montrer qu’une telle paire est
également fortement annihilante (voir [BoDe]). Ceci est un cas particulier d’un théoréme de
Paneah [Pal] (voir aussi [Pa2, Pa3]) et de Logvinenko-Sereda [LS] qui ont introduit la notion
suivante :

Definition.
Soit v > 0, un ensemble E est vy-épais a I’échelle a > 1 si, pour tout x € R,

|E N[z —a,z+ al| > 2va.

On dira plus simplement que E est épais s’il existe v > 0 et a > 1 tels que F soit y-épais a
Péchelle a.

On peut montrer facilement (voir [HJ]) que les éléments d’une paire fortement annihilante
sont des complémentaires d’ensembles épais. D’apres le théoreme de Paneah-Logvinenko-
Sereda, si un ensemble X est compact, alors la réciproque est également vraie. De plus,
ces auteurs ont donné des estimations de la constante C'(S,X) qui ont été ultérieurement
améliorées par Kovrizhkin :

Théoréme (Kovrizhkin [Ko]).
11 existe une constante C' telle que, pour toute fonction f € L*(R) a spectre dans [—1,1] et
pour tout ensemble E ~y-épais a une échelle a > 1, on a

I1£15 < <$>CG/E]f(:U)]2d:c.
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Notons que Havin et Joricke [HJ] ont donné une interprétation en termes d’intégrales de
Poisson de la condition d’épaisseur de S et avaient proposé une démonstration alternative du
théoreme de Logvinenko-Sereda.

On se demande alors ce qui se passe dans le cas o S et 3 sont des ensembles de mesure
finie. Le théoreme de Benedicks (que nous énongons ici sous une forme un peu plus générale)
répond a cette question :

Théoréme (Benedicks [Bel).

Soient S, ¥ deux parties mesurables de RY. On suppose que, pour presque tout z € (0,1)%,
Iensemble (x + Z%) N S est fini et, pour presque tout & € (0,1)¢, 'ensemble (& + Z4) NS est
fini. Alors la paire (S, ) est annihilante.

Démonstration. L’outil essentiel est la formule sommatoire de Poisson, qui implique que

(2.5) e~ 2im(z,8) Z Flx + j)e2imi8) = Z f(§+ )iz

jEZA kezd

Supposons d’abord qu’il existe E C [0, l]d de mesure positive tel que, pour tout x € F,
'ensemble (x4 Z4) N S est vide. Alors le membre de gauche de (2.5) s’annule sur E. Puisque
le membre de droite est un polynome trigonométrique dans la variable x, pour presque tout
&, il est identiquement nul. En particulier

198 = [ 3 Ifernrdg=o

kezd

et on conclut immédiatement dans ce cas.

Démontrons maintenant le cas général. Il est facile de trouver un ensemble E C (0,1)¢ de
mesure positive et un entier N > 0 tel que (z + NZ%) N S soit vide. Nous utiliserons le cas
particulier précédent apres un changement d’échelle. Nous sommes amenés a montrer que,
pour presque tout & € (0, N~1)%, I'ensemble (£+N~1Z4)NY est fini, ce qu’on fait en Iécrivant
comme une réunion finie d’ensembles (&; +Z4) N'Y ol &; = £ + %, j=10,...,N}% O

Dans le cas ou (S5,3) sont des ensembles de mesure finie, on peut montrer qu’ils sont
également fortement annihilants. Ceci a été démontré directement par Amrein-Berthier [AB]
mais peut s’obtenir plus simplement a partir du fait qu’ils sont annihilants et d’un argument
d’analyse fonctionnelle (voir [BoDe]). La question se pose alors de savoir comment la constante
C(S,Y) dépend de S et ¥. En prenant S = ¥ = B(0, R) une boule centrée en 0 et f une
gaussienne, on voit que la constante optimale est de la forme C(S,%) = cemISIENY?  Cette
question est encore ouverte en toute généralité. Mais, en dimension 1, Nazarov a démontré
que C(5,%) < celSIZl ] ce qui donne la croissance optimale & la constante ¢ pres. Nous avons
généralisé ce résultat a la dimension supérieure, mais nous n’obtenons une bonne constante
que si la géométrie de S ou de ¥ est suffisamment proche de celle d’une boule :

Théoréme (Nazarov, d =1 [Na], Jaming [Jam9]).
Il existe une constante C' = C(d) telle que, si S, sont deux ensembles de mesure finie dans
RY, alors pour toute fonction f € L?(RY),

/‘ﬂmmmswmmWWﬂWMMMWW®</ f@)Pdo+ |
R4 R

RA\%
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ot w(S) désigne la largeur moyenne de S.

Ce théoreme se démontre en modifiant ’argument de Benedicks de la fagon suivante : tout
d’abord, il suffit d’établir le théoreme pour les fonctions & spectre dans . On choisit un
réseau de fagon aléatoire (en choisissant de fagon aléatoire une dilatation et une rotation du
réseau standard Z?) et on écrit la formule de Poisson pour ce réseau. Le choix du réseau se
fera de facon a controler le nombre de ses points qui sont dans ¥, ce qui permet de controler
le degré du polynome trigonométrique intervenant dans la démonstration du théoreme de
Benedicks. En méme temps, on contrdle ce polynéme sur une partie £ de (0,1)%. 1l résulte
alors d’un théoreme de Turdn (généralisé par Nazarov puis Fontes-Merz [FM]) qu’on controle
le polynome partout. Les détails se trouvent dans [Jam9].

La démonstration que nous avons esquissée ici ne permet malheureusement pas de donner
la constante que nous supposons optimale, & savoir C'(S, %) = ce™(1¥ IZDY? En examinant la
démonstration attentivement, on se rend compte que ceci provient de I'estimation de Turdn
que nous utilisons, bien que celle-ci soit optimale. On s’apercoit alors que le principe de la
démonstration de Nazarov dépend assez fortement de la géométrie des ensembles S et ¥ (plus
précisément de la géométrie de 'un des deux ensembles) et que, si ces deux ensembles sont
trés dispersés, on ne peut obtenir d’estimation meilleure que C/(S,¥) = ce™51ZD) avec cette
approche.

Une autre direction que nous avons empruntée consiste a comprendre I'influence du réarran-
gement décroissant sur la concentration de la transformée de Fourier. Dans le cas des séries de
Fourier, des résultats ont été obtenus par Montgomery [Mon] dans le cadre L2, montrant que
la part de I’énergie d’une série de Fourier contenue dans un ensemble de mesure positive 3 est
controlée par 1’énergie de la série de Fourier obtenue en réarrangeant les coefficients de facon
décroissante dans un intervalle de méme mesure que X. Dans le cas L', des résultats partiels
ont été obtenus par Donoho et Stark [DS] qui utilisent les propriétés des fonctions “prolates
sphéroidales” que nous reverrons plus loin. Nous cherchons maintenant a étendre ces deux
familles de résultats, ce qui contribuerait peut-étre a apporter une nouvelle compréhension
du théoreme de Nazarov.

Signalons que Shubin, Vakilian, Wolff [SVW] et Demange [De2] ont montré que si ¢ et ¢’
sont deux formes quadratiques non-dégénérées, alors {z € R? : |q(z)| < C} et {z € R? :
|¢'(xz)] < C} forment une paire annihilantes lorsque le parametre C' est assez petit.

Enfin, nous avons montré dans [Jam3, Théoreme 1.1] que la transformée de Fourier a
fenétre non nulle d’une fonction non nulle avait un support de mesure infinie. Ce résultat a
été montré simultanément par Janssen [Jan2] et Wilczok [Wi] et répondait a une question de
Mustard (voir [FoSi]). B. Demange a ensuite modifié I’argument de [Jam3] dans [De3] pour
construire des ensembles fortement annihilants pour la transformée de Fourier a fenétre a
partir de nombreuses paires fortement annihilantes. Par exemple, a partir de ’extension en
dimension 2 du théoréeme de Nazarov, la méthode de [De3] donne immédiatement le corollaire
suivant :

Corollaire.
Soient f,w € L?(R) et S C R? un ensemble de mesure finie. Alors

”nguw”g < CeCmin(|S|2,|S|1/2 w(S)) / | Fuf(, y)|2 dz dy.
R2\S
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3. CONDITIONS DE DECROISSANCE RAPIDE

Nous allons maintenant mesurer la concentration en demandant a une fonction qu’elle
décroisse rapidement a 'infini. Ainsi, une fonction trés concentrée est typiquement la gaus-

sienne e~ T4

2 N -
pour laquelle le parametre a mesure la concentration.

3.1. Principe d’incertitude de Hardy.
Théoréme (Hardy [Hal).
Soit f € L*(R) et soient a,b > 0. Supposons que

(1) pour tout z € R, |f(z)| < C(1 + |z|)Ne ™l

(2) pour tout & € R, [f(§)] < C(1 + [¢)Ve P,
Siab> 1, alors f =0 et si ab =1, alors f(z) = P(x)e*”‘”x?, ou P un polynéme de degré au
plus N.

Ce théoreme a été généralisé a plusieurs reprises et on peut considérer que sa forme optimale

est la suivante :
Théoréme (Demange [Del]).
Soit f € 8'(R%). Supposons que ™ f € S'(R?) et ™8 f € S/(R?) alors f = P(x)e~ (A=),
ot A est une matrice d X d définie positive et P est un polynome.

Esquisse de démonstration pour d = 1. La clé consiste a utiliser la transformée de Bargmann
introduite dans [Barl, Bar2], qui transforme un distribution tempérée f en une fonction
entiere d’ordre 2 via

F(2) = B(f)(2) i= 35 (f(x), e ™),

Notons que F(—iz) = B(f)(—iz) = B(f)(z) En utilisant le fait qu'une distribution tempérée
a un ordre fini, nous obtenons & partir de el f eS8 quil existe C, N tels que

[F(2)] < O(1+ |z Nez It
alors que de e“‘EPfe S’ nous déduisons que
[F(2)] < C(L+ |2y Nez e,

Mais alors, le principe de Phragmen-Lindel6f implique que |F(2)| < C(1 + |z])V qui, avec
le théoreme de Liouville, entraine que F' est un polyndéme. En inversant la transformée de
Bargmann, on montre que f est de la forme voulue. (|

La nouveauté dans la démonstration de B. Demange consiste a rendre explicite le role de la
transformée de Bargmann, ce qui a permis de fortement simplifier ’argument de régularisation
de [BDJam] dans lequel nous avons démontré le résultat suivant :

Corollaire (Bonami-Jaming-Demange [BDJam, Theorem 1.1]).
Soit f € L*(R?) et supposons que

~ da d¢
3.6 // f@)||f(& 2@l < 4o00.
0 R (R
N-d

Alors f = Pe=4%%) o A est une matrice définie positive et P un polynéme de degré < ===.
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Dans le cas d = 1 et N = 0, on trouve ce théoreme dans les oeuvres completes de Beurling
mais la démonstration en avait été perdue. Hormander [HO] en donna une démonstration
(toujours avec d = 1 et N = 0) utilisant un argument de régularisation assez compliqué.
Cet argument a été simplifié dans [BDJam] permettant ainsi d’obtenir le résultat ci-dessus.
B. Demange a ensuite remarqué que nous utilisions la transformée de Bargmann de facon
implicite et qu'on pouvait remplacer la condition sur f (x)f(f) dans (3.6) par une condition
similaire sur F(z,y) :

dz dy
Pz, )2 4
UM@W‘“”” Tzl + )™ =

et sur sa transformée de Fourier dans R%? de F

~ dx dy
F(z,y)|e @)l < +o0.
oo Pl e

Ces travaux se trouvent a l'origine de sa these [Del], dans laquelle il donne de nombreuses
extensions des résultats précédents. En particulier, on peut obtenir des principes d’incer-
titude lorsqu’on remplace la forme quadratique (x,7) sur R?? par certaines autres formes
quadratiques (dont la forme de Lorentz, la parité de la dimension ne jouant plus de role).

1 1
Enfin, notons que [(x,y)| < —|z|’ + —|z|? avec — + — = 1. On peut donc déduire du
p q p q
corollaire précédent une version du théoreme de Hardy avec des poids non gaussiens, mais
ceci ne fournit pas le résultat optimal de Morgan [Mor|. Des conditions similaires avaient
également été obtenues par Gelf’and et Shilov [GS1, GS2] dans leurs recherches des plus
larges classes de distributions pour lesquelles on peut définir la transformée de Fourier.

Dans [BDJam] nous avons établi une version du théoreme de Morgan avec des conditions
intégrales. Le résultat est le suivant :

Théoréme (Bonami-Jaming-Demange [BDJam, Theorem 1.4]).
Soit 1 < p < 2, et q I'exposant conjugué. Supposons que f € L*(RY) vérifie

aP —~ b4
/Rd (@) dz < +o0 etd /R F)le™ T dy < 400

1
avec a, b des constantes positives. Alors f =0 si ab > ‘cos(%)!?
1
Siab < ‘cos(%”)!?, il existe un ensemble dense de fonctions qui vérifient ces conditions.
Par ailleurs, B. Demange a également obtenu une caractérisation complete du cas sous-
critique ab < 1 dans le cas du théoreme de Hardy. Dans ce cas, il a d’abord montré que si une

distribution f € §'(R) vérifiant la condition sous-critique du théoréme de Hardy o fes
et o€’ f €&’ alors f est une fonction qui vérifie la condition ponctuelle

(37) F@) < CO+la)Ne ™ et [f(€) <O+ |ghNe .

On voit aisément que toutes les fonctions de Hermite satisfont (3.7). Inversément, B. Demange
[Ded] a alors montré que les fonctions qui satisfont (3.7) sont des “moyennes” de fonctions de
Hermite. A nouveau le point clé consiste, a ’aide de la transformée de Bargmann, a reformuler
le probleme de caractérisation des fonctions f vérifiant les conditions de décroissance (3.7) en
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un probleme de caractérisation de fonctions holomorphes ayant une croissance bien controlée.
En dimension supérieure, ce probléeme reste partiellement ouvert.

Rappelons enfin que notre motivation premiere était de transférer les principes d’incerti-
tude de la transformée de Fourier a la transformée de Fourier a fenétre. Le résultat corres-
pondant est le suivant :

Théoréme (Demange [Del, De3]).
Soient s,w € L?>(RY) non nulles. Si

|fw(5)($7£)|2 27r|<x,§>\d d
(38) //R]R (T+ | + )V € pde e,

alors il existe a,b € R? tels que s et w soient toutes deux de la forme P(ac)ezz'”a”@e*”””*a”2
avec P un polynome.

Ceci améliore le résultat de [BDJam, Theorem6.1] ot nous avions seulement e™(I#1*+1v1*) 3
la place de e>{®€) dans (3.8).

3.2. Théoreme du parapluie.

Nous allons maintenant montrer que les éléments d’une suite orthonormale de fonctions dans
L? et leurs transformées de Fourier ne peuvent pas étre uniformément majorés par des fonc-
tions fixes de L2. Le point de départ est une réinterprétation du théoreme de Hardy : I’en-
semble des fonctions qui sont bornées par (1 + |z|)Ne ™ ainsi que leurs transformées de
Fourier est un espace de dimension N + 1.
Théoréme (Jaming-Powell [JamP, Theorem 3.7]).
Soient o, € L?(R). Alors il existe N = N(ip,%) tel que, si (e)rer C L*(R) est une famille
orthonormale telle que pour tout k € I, |ex| < ¢ et |ex| <1, alors #1 < N.

Ce théoréme généralise un résultat de H. Shapiro [Shol] qui montrait, & I’aide d’un ar-
gument de compacité, qu’une telle suite était finie sans donner d’estimation du nombre de
termes.

Démonstration. Soient M = max(|¢|, 4], et 0 < & < =577. Définissons

c¢<e>—inf{TeR: / \w<t>\2dts¥u@u§}
[t|>T
et Cy(e) de fagon similaire. Alors, pour T' > maX(C¢(€), C’w(s)), et pour tout k € I,

/ ler(t)*dt < %l¢ll; / [€R ()7 de < %193
[t|>T |E|>T

L’ensemble des fonctions qui vérifient de telles inégalités (a T et € > 0 fixés) a été amplement
étudié par Landau, Pollak and Slepian [LP1, LP2, SP, S1], voir aussi [S2]. En particulier, ils
ont montré que la famille des “fonctions d’onde prolates sphéroidales” (1y)x>0 (une famille de
fonctions propres de I’équation des ondes en coordonnées “prolates sphéroidales”) approxime
bien toutes les fonctions qui vérifient

(3.9) / F)Pdt <e2el; / F(&)12de < 2|y 5.
[t|>T |E|>T
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Plus précisément :

Théoréme (Landau-Pollak [LP2])
Soit d = |4T?| + 1. Alors, pour toute fonction f € L? qui vérifie (3.9),

2 2 2
I~ Baf 2age) < 49| 1113
ou Py est la projection orthogonale sur I’espace engendré par g, ..., ¥q_1.

Soit donc n = 7TMe, on a alors,

pour k € I, |le — Paexl| <n.

d—1
En écrivant Pye,, = Zan,kwk i.e. ap = (ank) € C?, on obtient
k=0
1—n < lan|| = [[Paen| <1
et
(an, am) Paen, Paem)

]P)den —en + én, Pdem —en + €m>
Pyen — en, Paem — em> + <€n, Paem — €m> + <Pd€n — €En, em>
]P)den — €n, ]P)dem - em> + <en - Pdena IP>dem - em) + <Pden — €n,Em — IP)alem>

{
{
{
{

= <]Pden — €n,Em — IP)dem>

a
donc |[{an,am)| < n%. Ainsi les b, = ﬁ sont des vecteurs de la spheére unité de C? tels que
Qn

7]2
1-n2"
appelé un code sphérigue dans C% et il est bien connu qu’il est nécessairement fini. ]

les produits scalaires deux a deux vérifient |(b,, by,)| < Un tel systéeme de vecteurs est

Un commentaire s’impose sur le théoreme de Landau-Pollak. Celui-ci est intimement lié
au théoréme d’échantillonnage de Shannon. Supposons en effet que f € L?(R) soit & spectre
dans [T, T]. Alors f peut étre reconstruit a partir d’un échantillon & l’aide de la formule

kN . k
f(z) = Zf <2T> sinc 7 (a: — 2T> .
keZ
Si f est essentiellement concentrée dans [T, T] alors seuls les 472 valeurs f (%) pour k
tel que % € [-T,T] ont réellement une influence sur la reconstruction de f. Ainsi, l'espace
des fonctions “concentrées” dans [—T,T] et a spectre dans [T, T] doit étre de “dimension”
essentiellement 472. Le théoreme de Landau-Pollak donne une formulation mathématique
précise a ce fait heuristique, mais cela se voit dans la base des {}r=0, . 4—1 et non dans la
base {sincm (w — %)}k:_d/lu.,d/?.

Revenons aux codes sphériques pour lesquels il existe de nombreuses bornes. Par exemple,
en identifiant C? et R??, on obtient que, si |(bn,bm)ca| < @, alors (by, by )pea € [—a,a] ie.
(by) est un [—a, o]-code sphérique dans R??. Appelons N??(«) le nombre maximal d’éléments
d’un [—a, aJ-code sphérique dans R??. Les majorations suivantes sont bien connues :

— si a < 54, alors N?(a) = 2d puisque le code est alors linéairement indépendant (ma-

joration triviale).
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—sia < \/%, alors la méthode de programmation linéaire de Delsarte-Goethals-Siedel

[DGS] donne N%(a) < 2;159,-d.
Ainsi, si ¢ et 1 sont explicitement connues, on peut optimiser le choix de € et de T dans
la démonstration précédente et obtenir des bornes explicites sur #1. Mentionnons les deux

cas suivants :
— Soient ¢ =1 = Ce ™" alors
2 C 1. C?
<24 = — “ln— ).
#I <2+ ﬂamax (1—|—lna5/2,7r—|— 2ln 2a>

De plus, seule la majoration triviale est utilisée. Ce résultat, bien que valable dans le cas
a > 1, est sans intérét puisque le théoreme de Hardy donne une meilleure majoration.

— Soient p =Y = W, p > 1/2, la majoration de comptage de volume donne
20C ﬁ
=
#I <N < 38(W—1)

De plus,

2
2\ 2p-3 .
Ly < 4(82%)91) 7 osip>3/2

2
32(20C)2»—3  sil<p<3/2
ou on utilise la majoration triviale pour la premiere et la majoration de Delsarte et al pour la
seconde. On ne peut espérer démontrer un résultat similaire pour p < 1/2 puisque A. De Ro-
ton, B. Saffari, H. Shapiro & G. Tennenbaum [dRSST] ont construit des bases orthonormales
qui satisfont ces conditions de décroissance pour p = 1/2.

4. PERSPECTIVES DE RECHERCHE

Nos travaux actuels nous conduisent a établir des liens entre principes d’incertitude et
comportement de solutions d’équations aux dérivées partielles. Citons les quelques directions
qui nous semblent les plus prometteuses :

— Notons tout d’abord que le principe d’incertitude de Hardy caractérise le noyau de
la chaleur. De nombreux chercheurs (citons Cowling, Sarkar, Sitaram, Sundari, Thanga-
velu, Trimeche et leurs coauteurs [ACdBS, CSS, CPS, RaS, ST, SaSe, Thl, Th2, BT, KT))
cherchent a caractériser le noyau de la chaleur sur des groupes de Lie et de leurs espaces
homogenes par des propriétés de concentration optimale. Toutefois, les résultats actuels ne
sont que rarement satisfaisants. Une des difficultés provient du recours a ’analyse complexe
qui peut ne plus étre valable dans le contexte plus général des groupes de Lie et de leurs
espaces homogenes. Une démonstration du principe d’incertitude de Hardy a l’aide d’outils
d’analyse des équations aux dérivées partielles et d’analyse réelle constituerait sans doute
une étape importante vers la résolution de ce probleme.

— Un autre point de vue sur les principes d’incertitude a été proposé par les travaux
de Escauriaza, Kenig, Ponce et Vega [EKPV, EKV] sur 'unique continuation des solu-
tions d’équations de la chaleur et de Shrodinger semi-linéaires. Ces auteurs ont notamment
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démontré que les solutions d’équations aux dérivées partielles de ce type satisfont des prin-
cipes d’incertitude “faibles”, c’est-a-dire que les seules solutions qui ont des propriétés fortes
de concentration sont nulles. Une question (sans doute ambitieuse) se pose alors de savoir si
les solutions vérifient des principes d’incertitude forts, c’est-a-dire des versions quantitatives
des résultats de [EKPV, EKV]. Nous cherchons donc des résultats de la forme suivante : si
deux solutions sont proches sur un ensemble suffisamment large a deux temps distincts, alors
elles sont proches partout, pour tous les temps intermédiaires ; ou si deux solutions sont tres
proches a infini a deux temps distincts, alors elles sont proches partout pour tous les temps
intermédiaires. Notons que dans [Jam7], nous avons reformulé sous cette forme les théoremes
de Hardy et de Nazarov pour les solutions des équations de la chaleur et de Shrédinger libres.
Notons enfin que Chanillo [Ch] a adopté un point de vue similaire en généralisant certains
principes d’incertitude au cadre des groupes de Lie en les exprimant en termes de propriétés
de solutions de 1’équation de Shrodinger ou de la chaleur. Un objectif sans doute plus acces-
sible consisterait a comprendre les méthodes de [EKPV, EKV] afin de les étendre au cadre
de certains groupes de Lie tel que le groupe de Heisenberg.



Problemes de reconstruction de phase

1. INTRODUCTION

Rappelons que lorsqu’on souhaite mesurer une quantité physique, il est courant que, du
fait du bruit, de la faible qualité des instruments de mesure, de la transmission du signal
dans de la matiere faiblement ordonnée, voire d’une impossibilité physique... la phase de la
quantité qu’on souhaite mesurer soit perdue. En termes mathématiques, on souhaite connaitre
une grandeur ¢(t) a partir de la seule donnée de |¢(t)], t € R. Posé ainsi, le probleme a
évidemment beaucoup trop de solutions. Aussi essaie-t-on d’utiliser 'information dont on
dispose a priori sur ¢ pour en diminuer I'indétermination. Nous renvoyons a [BN, Hu, Mil]
pour la description de nombreux probléemes de ce type et des techniques de base utilisées
pour les résoudre. R

Une situation typique est celle ot ¢ = f avec f € L?(R?) a support compact, ou f € S’ (R%)
une distribution a support compact. Par exemple, en cristallographie, f est une combinaison
linéaire de masses de Dirac. Nous allons dans un premier temps restreindre notre attention
au probleme en dimension 1 et & des signaux d’énergie finie et de durée finie, i.e. f € L?(R)
a support compact. Le probleme est le suivant :

Probléme 1.
Etant donné f € L*>(R) a support compact, trouver tous les g € L?>(R) & support compact tels

que [f(§)| = [9(&)] pour tout § € R.

Ce probléme a pour solutions triviales g(t) = cf(t — «) et g(t) = ¢f(—t — ) ou ¢ € C avec
el =1et a€R.

Toutefois, il existe bien plus de sglutions, que nous allons maintenant décrire. Soit f €
L?(R), a support dans [—0, 0], alors f est une fonction entiere de type exponentiel o. D’apres
le théoreme de factorisation de Hadamard, on peut écrire

() — Sk az+b 1_1 2/ 2k
f(z) = 2" H( Zk) e

ol a,b € C et les z sont les zéros de f dans C. De plus, ces zéros caractérisent presque f, de

~

sorte que si on connaissait | f(§)| pour tout £ € C on connaitrait entierement f.
Pour circonvenir & cette difficulté, écrivons | f(2)|> = [g(2)|? sous la forme

f(2)f(z) =39(2)9(2), z€R
qui est une égalité de fonctions holomorphes et est donc vraie pour tout z € C. Il en résulte
que tout zéro de g est soit un zéro de f soit le conjugué d’un zéro de f. Pour chaque k, on fait
alors le choix de (j € {zx, z} et on forme le produit de Hadamard & partir de la suite de zéros
ainsi obtenus. Grace a un théoreme de Titschmarch, on sait que ce produit de Hadamard a
de bonnes propriétés de convergence, en particulier, on obtient ainsi une fonction entiere de

type exponentiel. Le théoreme de Paley-Wiener implique alors que la fonction ainsi obtenue
39



40

est la transformée de Fourier d’une fonction g € L?(R) & support compact. En conclusion
(Walther [Walt]), toute fonction de la forme

~ _ Lk _az+b z z2/Ck
z)=2z"¢e 1—— e
9(=) H( Ck)

avec a’ = a +ia, b’ = b+ i3 et pour chaque k, soit (, = z; soit (, = Zx, est une solution du
Probleme 1 et vice versa. Le choix de (i est appelé zéro-flipping dans la littérature.

Notons que les solutions triviales sont obtenues a partir des parametres «, 8 et en choisis-
sant ¢, = 2 quelque soit k et alors g = e f (t — av), soit en choisissant (; = Zx quelque soit
k et alors g = e f(—t — ).

Perspectives de recherche.

— La situation est plus compliquée en dimension supérieure puisqu’on ne dispose plus d’un
théoreme de factorisation convenable. De plus, fpeut étre irréductible mais il n’existe pas de
critére maniable pour en décider ([BN, Ste]). Le seul cas connu est celui des fonctions radiales
ou Lawton [Law] (voir [Hu]) a démontré que la sitution est essentiellement similaire au cas de
la dimension 1. Toutefois sa démonstration utilise des outils tres évolués d’analyse complexe
qui laissent peu d’espoir de généralisation a des cas un peu moins symétriques. Avec S. Madan,
R. Ramat et S.K. Ray, nous essayons de trouver une nouvelle démonstration qui s’adapte
au cas des fonctions K-finies, i.e. des fonctions qui sont des polynoémes trigonométriques
dans la variable angulaire. Toutefois, nous disposons déja d’exemples qui montrent qu’'une
caractérisation complete est hors de portée.

— On peut également poser le probleme 1 en remplacant 'hypothese f,g € L? & support
compact par f combinaison linéaire de masses de Dirac, f =Y a;0,, et g de la méme forme.
On retrouve alors le probleme de la phase en cristallographie, les x; étant les positions des
atomes dans un cristal et les a; le nombre d’électrons dans ’atome situé en x;. La quantité
| f|2, et donc I’autocorrélation f f de f, est alors mesurée lors d’une expérience de diffraction.
On cherche alors a reconstruire f a partir de cette quantité. Ce probleme a été introduit par
Patterson [Patl, Pat2] dans les années 1930 et 1940 et est mentionné dans de nombreux ou-
vrages de cristallographie. Mathématiquement, si a; = 1 pour tout ¢ on cherche a reconstruire
les positions x; & partir de la donnée de toutes les distances |z; — x;| (avec multiplicité), a
réflexion et translation pres. Nous renvoyons & [LSS] pour une présentation de I’état actuel
des connaissances.

Dans le cas particulier ou les positions des atomes sont restreintes a un réseau (cristaux
dits cyclotomiques) le probleme se résume a trouver une suite de N éléments a partir du
module de sa transformée de Fourier discréte. Ce probleme a été entierement résolu par J.
Rosenblatt [Ro|, mais la solution est difficile & utiliser dans la pratique et ne permet pas de
répondre a certaines questions. Mentionnons par exemple les deux problemes suivants qui
restent ouverts :

Question 1 ([RS1, Conjecture 2]).
La proportion de cristaux (cyclotomiques ou non) a k éléments qui ne sont pas déterminés a
réflexion et translation prés par leur autocorélation tend-elle vers 0 avec k ?
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Question 2.
Quel est le nombre maximal de cristaux (cyclotomiques ou non) de k atomes (qui ne sont pas
des translations et/ou des réflexions les uns des autres) qui ont méme autocorélation ?

Cette question est implicite dans [Ro] et a été en partie étudiée dans [LSS].

2. SECONDE MESURE

Dans la pratique, le nombre de solutions est encore trop grand et on essaie de réduire
celui-ci par exemple a ’aide d’une seconde mesure. Voici quelques possibilités :

~ ~

— Si[g()] = [£(€)] et [9(€) —g(§ = b)| = [£(§) — f(§ — b)| pour b assez petit, alors g est
une solution triviale (Mc Donald [Md]).

— Fixons une fonction i € L2(R), h # 0, alors il y a au plus deux solutions & [§(¢)| = |£(€)]
et [g(&) —E(§)| = \f(g) —B(§)| Si de plus ]Rem < I/\Imm avec 0 < v < 1 alors la solution est
unique (Voir Klibanov et al. [KST, Proposition 6.5]). Ce résultat peut servir de fondement &
la méthode de I'atome lourd en cristallographie. Notons toutefois que son équivalent dans le
cas discret est faux (voir [Jam§]).

— W. Pauli [Pa] a posé le probleme suivant : une particule uni-dimensionnelle est-elle
entiérement déterminée par sa position et son moment. Mathématiquement, cela revient a

demander si [§(6)] = [F(€)] et |g| = || implique g = cf.

Des contre-exemples qui sont encore des solutions triviales du probleme de la phase 1 sont
connus de longue date, par exemple [CH, Vo, As]. La famille suivante, obtenue indépendemment
dans Ismagilov [Is] et [Jam4, Theorem 2.5], montre toutefois que la situation est bien plus com-
plexe. En effet, on peut construire des familles de taille arbitraire de solutions du probléme de
Pauli qui sont deux & deux non triviales pour le probleme 1 : soit H € L?(R) & support dans
[0,1/2], et soit ay une suite finie de réels, e = (g1,) € {£1}V. Ecrivons [](1 — iagey sin 3¥¢) =
>~ age™. Alors les fonctions f¢ =Y aj H(t— k) ont toutes méme module et il en va de méme
pour leurs transformées de Fourier. Cet exemple est a la base de certains résultats des deux
prochaines sections.

Perspectives de recherche.

— Les résultats précédents nous conduisent a poser les questions suivantes :
Question 3.
Existe-t-il deux opérateurs T; : L?(R) — L?(R), ayant un sens physique, tels que |Tyf]| et
|T> f| déterminent f a une multiplication par une constante de module 1 prés?

Nos travaux actuels nous conduisent a penser qu’un bon choix de fenétres w1, wo permet de
déterminer f a partir de |Fy, f(0,&)| et de |Fu, f(0,£)| et que pour w bien choisi, |Fy, f(z, )]
détermine f. Les résultats sont liés a 1’utilisation de la transformée de Fourier fractionnaire
dont le module peut étre mesuré dans une expérience de diffraction.

Question 4 (Reichenbach [Re]).
Existe-t-il un opérateur unitaire U : L?(R) — L?(R), ayant un sens physique, tels que |f],
|f| et |U f| déterminent f a une multiplication par une constante de module 1 prés?
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— Le nombre de rotations (ou nombre d’homotopie) d’une fonction f : T — T réguliere,

peut étre définie par
1 dz 1 f'(t)
= — —=— [ —=dt
o) =g /Ff > 2n Jr F(D)

ol I'y est le graphe de f. Comme on a supposé que f prend ses valeurs dans I'ensemble des
nombres complexes de module 1, on obtient

o) = 5= [ S OFBat = i)l

nel

avec la formule de Parseval. On en déduit immédiatement que si f et g sont deux fonctions
dans W1/22 ayant mémes coefficients de Fourier | f(n)| = |g(n)| alors elles ont méme nombre

de rotations p(f) = p(g).

Il est bien connu qu’on peut définir le nombre de rotations de f lorsque f n’est que continue.
La question qui se pose alors (voir Brezis [Bre]) est de savoir si la condition |f(n)| = [§(n)|
implique toujours p(f) = p(g).

Bourgain et Kozma [BK] ont récemment démontré que ce n’est pas le cas si f et g sont
continues alors que Brezis [Bre| avait étendu un résultat de Kahane [Kah] pour montrer que la
réponse est affirmative dans W1/33. La régularité optimale est inconnue. Notons que Bourgain
et Kozma ne pensent pas obtenir de régularité dans leurs contre-exemples et n’en font donc
aucune étude. Par ailleurs, Brezis conjecture que la régularité W1/PP suffit pour n’importe
quel p > 1 (et pas seulement pour 1 < p < 3). L’une des raisons de penser qu'un peu de
régularité suffit est que Bourgain, Brezis et Mironescu [BBM] ont démontré une estimation
de la forme p(f) < Cp|| fllw1/p-

Notons enfin que f et g sont des partenaires de Pauli discrets. S’il semble difficile d’améliorer
les résultats de [BK] et [Bre], il est probable que la compréhension de ces articles permette
de progresser sur le probleme de Pauli.

3. LA TRIPLE-CORRELATION

Dans cette section, nous nous restreignons a des fonctions positives.

Notons que \]?(5) 2= |f* f| ot f(t) = f(—t). Le probleme 1 équivaut donc & demander si
/ g(t)g(t —x)dt = f@)f(t—=x)dt pour presque tout z € R?
Rd R4

implique g(t) = ¢f(+t — a). Comme on suppose ici que f et g sont positives, ¢ = 1.

Un cas particulier de ce probleme apparait en géométrie des convexes. Si F est convexe
compact alors xg* Xg(x) = |[EN(E —x)| est appelé le covariograme de E. G. Matheron [Ma]
s’est demandé si deux ensembles convexes compacts E et F' qui ont méme covariogramme
sont des translatés, i.e. F' = F —a ou des symétriques-translatés, i.e. F' = —F —a. La réponse
est affirmative pour les polygones [Na, Bi] et les convexes & bord C?**-lisses [BSV] du plan.
En dimension au moins 4, la réponse est négative puisqu’il suffit de noter que E = F1 ® F5 et
F = E; ® (—E») ont méme covariogramme. On peut également consulter le livre de Garder
[Ga] pour de nombreux autres problemes du méme type.
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Le probleme qui nous intéresse est légerement différent. Dans certains cas, il est possible
de mesurer la “triple-corrélation” de f :

Ny(w.o)= [ SOt =)f(t = p)a

et on demande alors si celle-ci détermine f a une translation preés. On trouve ce probléeme
en traitement du signal et analyse de texture [AK, CW, Rot| et de facon indépendante en
combinatoire [RS1, RS2] ou f est plutdt la fonction caractéristique d’un ensemble.

Il se trouve qui si nous restreignons notre attention aux fonctions a support compact, alors
la triple-corrélation détermine f & une translation prés. En prenant la transformée de Fourier
dans R de N t, on voit que Ny = Ny équivaut a

R ~ ~ ~

(3.10) 9&)g(mgn+&) = f(E)f(n)f(n+¢) pour tout &7 €R.

~ ~

En prenant £ =1 = 0 dans (3.10) on obtient g(0) = f(0). Puis £ = —n donne |g] = |f|. On
peut donc écrire G(&) = e~2™%(8) f(£). On remet cela dans (3.10) pour obtenir

(€ +n) =)+ ¢(n) pour tout {,n € suppftels que £+ € suppf.

Finalement, comme f est a support compact, fest entiere et son support est donc R%. Par
suite ¢ est de la forme p(§) = (a,§) d’ou il résulte que g(t) = f(t — a). Nous venons de
démontrer la proposition suivante (qui est un peu plus générale dans [JamK]) :

Proposition (Jaming-Kolountzakis [JamK, Theorem 2.2], Rautenbach-Triesch [RT]).
Soit f € LY(R?) positive & support compact. Alors seules les translatées de f sont positives
et ont méme triple-corrélation que f.

Si le spectre de f est lacunaire, la situation est plus compliquée. Par exemple si le spectre
est [—4,—3] U [—1,1] U [3,4], on peut prendre ¢(§) = w& — a; sur [—4, 3], p(§) = w¢ sur
[—1,1] et (&) = w& + ay sur [—4, —3]. La solution générale est la suivante :

Lemme 3.1. (Jaming-Kolountzakis [JamK, Lemma 2.1]).

Soient f,g € L'(R) positives telles que Ny = Ny. Ecrivons supp]?: U I; la décomposition
JET

de suppfA‘ en intervalles ouverts disjoints numérotés de sorte que 0 € Iy, I_; = —1;. Il existe

alors w € R et une suite de réels 0; qui vérifient Og = 0 et O_; = —0; tels que, si x € I},

o(z) = wr + 0.
De plus, s’il existe x,y tels que x € I, y € Iy, x +y € I; alors
(3.11) 0; + 0, = 0.
En particulier, si le support de f est tres lacunaire, on peut démontrer comme pour le
probleme de Pauli qu’il y a beaucoup de solutions :

Proposition (Jaming-Kolountzakis [JamK, Proposition 2.5]).

11 existe une fonction f € LY(R?) pour laquelle il existe une famille non dénombrable de
fonctions qui ne sont pas des translatées les unes des autres et qui ont toutes méme triple-
corrélation.
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En combinatoire, 'attention était restreinte a des fonctions f et ¢ qui sont des fonc-
tions caractéristiques d’ensembles de mesure finie. Il n’est pas évident que de telles fonctions
puissent avoir un spectre lacunaire. Toutefois, Kargaev et Volberg [Kar, KV] ont construit des
ensembles de la forme (J[k — A\x, k+ A ayant un trou dans le spectre. Notons que ce trou n’est
pas assez gros pour que ces ensembles ne soient pas déterminés par leur triple-corrélation :

Proposition (Jaming-Kolountzakis [JamK, Proposition 2.7 and Theorem 2.9]).
Si E est un ensemble de mesure finie et si g € L*(R?) N L®(RY) est tel que N, = N, alors
il existe un ensemble F' tel que g = xF.
De plus, si E est de la forme E = |J[k — A, k + A\g] avec 0 < A\ < 1/2 et (\g) € £, alors il
existe a € R tel que F = E — a.

Dans [JamK] nous avons également considéré des analogues discrets. Nous avons en parti-
culier complété les résultats antérieurs de [GM]. Une solution compléte a ensuite été donnée
lors du stage post-doctoral de T. Keleti & Heraclion, voir [KK].

Perspective de recherche.

— L’utilisation de la transformée de Fourier pour démontrer que des ensembles convexes
compacts a l'aide de leur triple-corrélation parait un peu saugrenue. Un argument plus
géométrique serait souhaitable, ce qui permettrait sans doute d’obtenir des résultats lors-
qu’on ne dispose plus que d’une information partielle sur la triple-corrélation. Par exemple,
on peut se poser la question suivante :

Question 5.
Soit C € R% un ensemble convexe compact. Trouver un ensemble Q C R2? aussi petit que
possible tel que, si D est un ensemble convexe compact tel que Ny, (x,y) = Ny, (z,y) pour
tout (x,y) € Q, alors D est un translaté de C.

Peut-on choisir €} indépendant de C ?

La réponse a cette question viendrait compléter des résultats de Averkov et Bianchi sur le
probleme du covariogramme [AvBi].

— On peut définir un analogue de la triple corrélation sur des groupes non abéliens et
la question de la reconstruction d’un ensemble a partir de celle-ci se pose alors. A notre
connaissance, les seuls travaux entrepris dans cette direction sont ceux de Rosenblatt, Strook
et Taylor [RoST, RoT] pour les groupes compacts, et plus particulierement pour le groupe
des rotations. Dans les autres cas, rien ne semble connu et le recours a I'analyse de Fourier
est bien plus difficile.

4. LE PROBLEME D’AMBIGUITE RADAR

4.1. Le probléme continu.

Nous considérons finalement le probléme suivant dont I'origine se trouve dans la théorie des
signaux radars. Rappelons que la fonction d’ambiguité radar a été définie pour v € L?(R)
par

i (t - E) U (t + g)e_%”ty dt

Aw (o) = [at=5)u(t+3

R
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ou = permet de mesurer la distance de la cible a I’antenne et y la vitesse de la cible. Une
introduction & la physique du probléme se trouve dans [Jam4]. Dans la pratique, la phase de
A(u) ne peut étre mesurée. On pose donc la question suivante :

Probleme 2.
Pour u € L*(R) fizé, trouver tous les v € L*(R) tels que

|A(v)(x,y)| = |A(u)(z,y)| pour tous x,y € R.
On dira que v est un partenaire d’ambiguité de u.

Les solutions triviales du probléme sont v(t) = ce™tu(+t — a) avec |c| = 1, w,a € R.

Dans un premier temps, nous restreignons notre attention aux fonctions a support compact.
Commencons dans cette section par les résultats de [Jam4]. Le premier lemme est un simple
résultat technique qui utilise le fait que A(u) mélange convolution et transformée de Fourier.

Lemme (Jaming [Jam4, Lemma 3.3]).

Si uw est a support compact, alors tout partenaire d’ambiguité v de u est aussi a support
compact. De plus, quitte a translater u et v, on peut supposer que u et v sont tous deux
supportés dans [—«, o] mais dans aucun intervalle plus petit.

Comme A(u)(z,.) est, pour z fixé, une transformée de Fourier d’une fonction a support
compact, on doit donc résoudre une famille de problemes de reconstruction de phase, pa-
ramétrée par x. A premiere vue, le probleme est donc résolu puisqu’il suffit de choisir pour
chaque x des zéros a remplacer par leur complexes conjugués. Toutefois, plusieurs restrictions
s’imposent :

(1) la fonction d’ambiguité est continue, la conjugaison des zéros (zéro-flipping) doit donc
se faire de fagon continue,

(2) toutes les fonctions de L? ne sont pas des fonctions d’ambiguité, il faut donc s’assurer
de conjuguer les zéros de facon a retrouver une fonction d’ambiguité.

En fait, il n’est méme pas évident a priori qu’on puisse conjuguer une partie des zéros.
Nous montrerons dans la prochaine section que cela est possible, mais nous nous concentrons
pour 'instant sur ce qui se passe quand on ne conjugue pas de zéro. En d’autres termes, nous
étudions le probleme suivant :

Probléme 3.

Fizons u € L*(R) a support compact. Déterminer ’ensemble des partenaires d’ambiguité
v € L*(R) (a support compact) de u tels que, pour tout x € R, A(v)(x,-) et A(u)(z,-) ont
meéme zéros complexes. On dit alors que v est un partenaire restreint de u.

Le probleme d’origine se restreint évidemment & celui-ci si A(u) n’a que des zéros réels,
par exemple si u(t) = x[_1 -

La solution du probleme de la phase montre alors qu’il existe deux fonctions a valeurs
réelles , 1 telles que

Av)(,y) = T Au) (2, y).

Par continuité de A(u) et A(v), on peut supposer que ¢, 1 sont continues.
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Comme 1 change l'ordre de la fonction entiere A(v)(x,-) (qui est donné par la taille du
support de v qui est la méme que celle du support de u), on obtient ¢» = 0. On conclut alors
en rendant rigoureux ’argument heuristique suivant :

| MO R R SN )

donc
(=g -3

ou, avec un changement de variables
(4.12) v(t)v(s) = e ut)u(s).

En prenant ¢ = s = 0 on obtient ¢(0) = 0 et |v(0)| = |u(0)|. Quitte & remplacer v par une
solution triviale, on peut donc supposer que v(0) = u(0) (en supposant que 0 est dans le
support de u).

En prenant alors s = 0 on obtient v(t) = ¢?(u(t) qui, remis dans (4.12), donne

p(t —s) = @(t) —p(s)

pour s,t dans le support de u. On se trouve donc dans une situation similaire a celle de la
section précédente. Le résultat général est le suivant :

Théoréme (Jaming [Jam4, Theorem 3.8]).
Tous les partenaires restreints de u sont de la forme

v(t) = ceiw(tﬂ‘*to)ei“’tu(t —a)

avec |c| = 1, a,w € R, ty un point de Lebesgue de u qui est dans le support de u et ¢ une
fonction localement constante qui vérifie

P(t2 —t1) + p(t1 — to) = p(t2 — to)
pour tous tg,t1,ts points de Lebesgue de u qui sont dans le support de u.

Pour obtenir une compréhension approfondie du probleme d’ambiguité nous alons main-
tenant restreindre la classe de fonctions pour lesquelles nous considérons le probleme. Ceci
permet de réduire le probleme continu a un probleme discret.

4.2. Signaux de type “trains d’ondes”.

En traitement du signal radar, il est courant d’utiliser des signaux de type train d’ondes,
c’est-a-dire des signaux de la forme u(t) = ) a;jH(t — j) avec H & support dans [0,1/2]. Il
est alors facile de montrer que, pour y € R, k € Z et k — % <z<k+ %,

(4.13) Au)(z,y) = <Z ajajke%m> A(H)(z — k,y).
JEZ

Nous avons donc proposé le probleme d’ambiguité radar discret dans [GJamP] :
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Probléme 4.
Etant donné a = {a;} € (*(Z), trouver toutes les suites b € (*(Z) telles que, pour tous k € Z
ety € R,
. o
[A@) (k)| = [AB) K, )l ou Ala)(k,y) =D aja—re™ ™.
JEZ

Nous dirons alors que a et b sont des partenaires d’ambiguité (discrets) et nous dirons que

ce sont des partenaires triviaur s’il existe G,w € R et £ € Z tels que

bj = eiﬁ+ijwaj_g, ou bj= ew“jwa_j_g.
Si b est un partenaire de a qui n’est pas trivial, nous dirons que a et b sont des partenaires
étranges.

On montre facilement en utilisant que A(a) et A(b) ont méme support que si a est une
suite finie de longueur N alors b aussi. En d’autres termes, si a est supportée dans {0, ..., N}
avec apay # 0, ce que nous noterons a € S(N), alors b € S(NV) (apres avoir éventuellement
remplacé b par un partenaire trivial).

En utilisant une méthode introduite par Bueckner [Bu] pour le cas continu, on peut refor-
muler ceci comme un probléme combinatoire sur des matrices : soit

aj+k -k sij,k sont de méme parité
dj,k: = 2 2 ,
0 sinon
et soit K, = [d;]
montre alors :

NG RN Nous appellerons K, la matrice d’ambiguité associée a a. On

Proposition (Garrigés-Jaming-Poly [GJamP, Lemme 3.2]).
Deux suites a,b € S(N) sont des partenaires d’ambiguité si et seulement si

KK, = K K,

En d’autres termes, si on note V; (resp. W;) la i-iéme colonne de K, (resp. K}) alors ceci
équivaut a

(4,7) <V’L7VJ> = <Wi7Wj>’
Ezemple : Sia € S§(5), alors K, est donné par
_ 2 -
aj.ag 0 aj.ag

as.ag 0 aj 0 a9.aq
as.ag 0 aj.a 0 aj.a 0 asz.aq
a4.ag 0 ai.as 0 as 0 ai.as 0 a4.aq
as.ag 0 al.a4 0 as.az 0 as.as 0 ai.aq 0 as.ag
ai.as 0 a9.ay 0 as 0 a9.04 0 ai.as
a92.as5 0 asz.a4 0 asz.a4 0 a9.as
as.as 0 aj 0 as.as
ag.a5 0  ag.as

N

A Taide de cette propriété, nous avons démontré le résultat suivant dans [GJamP] :
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Théoréme (Garrigés-Jaming-Poly [GJamP, Theoréme 6.1]).
Lorsque N > 3, presque-toutes et quasi-toutes les suites de S(IN) n’ont pas de partenaire
étrange.

En fait, on peut montrer que I’ensemble des suites ayant des partenaires étrange est une
variété semi-algébrique (non-vide) de dimension réelle au plus 2N + 1. Esquissons mainte-
nant la construction de suites ayant des partenaires étranges. Rappelons que le produit de
Kronecker de deux matrices A = [ai,j]_ N<ij<N et B est la matrice donnée par blocs

a1,1B aLQB N aljnB

agle a272B N agjnB
A®B = .

an1B apn2B ... app,B

Ce produit a les propriétés suivantes :
— (A® B)* = A* ® B*,
— (A® B)(C® D) = (AC) ® (BD).
Le point clé est alors le lemme suivant [GJamP, BGJam)] :
Lemme (Garrigés-Jaming-Poly [GJamP, Lemme 6.6]).
Soient a = (agp,...,an) et b = (bo,...,byr) deux suites finies auxquelles on associe les po-

N M
lynémes P(z) = Zakzk, Qz) = Zbkzk. Soit ¢ = (co,...,ck) la suite des coefficients de
k=0 k=0

K
P(2)Q(z*NH1) = "p2¥, oit K = M(2N +1) + N. Alors K. = K, ® K.
k=0
Nous noterons la suite ¢ définie dans ce lemme par ¢ = a ® b. Rappelons que nous notons
a ~ b sia et bsont des partenaires d’ambiguité. En utilisant les propriétés élémentaires du
produit de Kronecker, on a alors
Proposition (Garrigés-Jaming-Poly [GJamP, Proposition 6.7]).
Soient a,b, c,d quatre suites finies. Si a (resp. b) est un partenaire de ¢ (resp. d) alors a ® b
et ¢ ® d sont des partenaires.
Il est alors facile de construire des partenaires étranges des que N > 4.
Ezemple : Soit a = (1,2), b= (1,2) et ¢ = (2,1), alors a ® b >~ ¢ ® b. Mais
a®b=1(1,2,0,2,4) alors que c®b=(2,4,0,1,2)
donc a ® b et ¢ ® b sont des partenaires étranges. De plus, en remplagant b = (1,2) par
(1,0,...,0,2), cet exemple donne des partenaires étranges de longueur arbitraire.
On peut alors montrer a l'aide de cet exemple que les partenaires étranges ne sont pas si

rares :

Proposition (Bonami-Garrigés-Jaming [BGJam]).
L’ensemble des fonctions qui ont des partenaires étranges est dense dans L?(R).

Enfin, dans certains cas, les solutions du probleme discret fournissent toutes les solutions
du probleme continu pour les trains d’onde.
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Théoréme (Bonami-Garrigés-Jaming [BGJam]).
Soit0 < n < % etu(t) = Z;V:o a;jX(j,j+n () ota = (aog,a1,...,an) € CN+L. Alors (modulo une
transformation triviale) tout partenaire v(t) € L?(R) de u est de la forme v = ijzo biX[j,j+nl»
ot b= (bg,b1,...,bx) € CN*1 est un partenaire de a.

4.3. Signaux de Hermite.
Une seconde discrétisation consiste a restreindre le probleme aux fonctions de Hermite. Ce

probléeme (ou plutot sont équivalent bilinéaire) a été étudié dans [Bu, dBul, dBu2]. Nous
demandons donc :

Probleme 5. ,
Soit u € L*(R) de la forme u(t) = P(t)e ™" avec P un polynéme. Trouver les partenaires
d’ambiguité v de u.

Il y a plusieurs motivations a cela. D’abord, comme dans le cas discret, on peut associer
un opérateur d’ambiguité K, a u et celui-ci est de Hilbert-Schmidt. Bueckner [Bu] a montré
que K, est de rang fini si et seulement si u est une fonction de Hermite. Par ailleurs, la classe
des fonctions de Hermite est stable par transformation triviale. De plus, on peut montrer que
v est aussi une fonction de Hermite (ce qui est en fait une forme du principe d’incertitude de
Hardy pour A(u), voir [BDJam]) :

Proposition (Bonami-Garrigés-Jaming [BGJam)]).

Soit u(t) = P(t)e*”tQ, ou P(t) est un polynéme. Alors, quitte a remplacer v par un partenaire
trivial, v(t) = Q(t)e*”tz, ott Q(t) est un polynéme avec deg P = deg Q).

d

. ; 7.(.2
Soit Hj = (—1)7e™ <dt

—ont? . y -
) e 2™ la base de Hermite (non-normalisée) et écrivons u et v

n

n n n
dans cette base, u = ZajHj et v = ZﬁjHj. Soient alors P = Zajtj, Q= Zﬂjtj, et
§=0

=) =0 j=0
écrivons pour z,y € R, Z = x + iy, Z = x — iy. On montre alors que
"od
Alu)(z,y) = > =P (2)PU)(—2)el2F/4,
— j!
7=0

En développant ensuite |A(u)|?, le probleme d’ambiguité revient & déterminer 3 tel que

2-i—k

2 Wp(k)(—Z)P(j)(Z)P(j)(—Z)P(k’)(Z)

0<jh<n
= 20t oW (—2)0U)(2)0W) (-2)o®) (Z
= ZW (=2)QY(2)QU)(-2)QW(Z).
0<j,k<n

En développant ce polynéme en Z et Z et en comparant les termes de plus haut degré, on
obtient |3,| = |y |. En remplagant v par un partenaire trivial, on suppose alors que 3, = ay,.
En développant davantage, on obtient ensuite

P(Z2)P(-2) = Q2)Q(-2)
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donc les zéros de Q sont obtenus a partir de ceux de P par une symétrie, de sorte qu’on peut
factoriser P(Z) = A(Z)B(Z)C(Z) et Q(Z) = A(Z)B(—Z)C(Z) ou C(Z) est de la forme
ZF(Z2 - )\3) Notre but est de montrer que ni A ni B ne sont paires ou impaires.

Pour un polynéme P, écrivons P(Z) = P(Z)P'(—Z)+ P(—Z)P'(Z). On voit aisément que
P =0 si et seulement si P est soit pair soit impair.

En développant davantage, on obtient enfin

PZYP (~2) + 2w P(2) = Q(2)Q(~2) + B 10(2).

On reformule alors cette condition en termes de A et de B et on constate que les équations
qu’on obtient n’ont de fagon générique pas de solution. On a alors démontré le résultat suivant
[BGJam)] :

Théoréeme (Bonami-Garrigés-Jaming [BGJam]).

—t2/2

Pour presque-tout et quasi-tout polynéme P, u(t) = P(t)e n’a que des partenaires

triviaux.

Ici, pour un degré n fixé, presque-tout se réfere a la mesure de Lebesgue dans C**1, I'espace
des coefficients de P (dans n’importe quelle base) et quasi-tout se réfere a la théorie de Baire.
Il est raisonnable de penser que ce théoreme est valide pour tout polynome. Mais, pour espérer
le démontrer, il faudrait pousser les développements plus loin, et les calculs deviennent alors
inextricables.

Il est intéressant de noter qu’un cas particulier pour lequel il n’y a que des solutions triviales
est celui ou le second coeflicient de P est 0, i.e. au,—1 = 0. Ainsi, en approchant une fonction
f € L? par une fonction de Hermite Poe*’“@/ 2 avec Py de degré n — 2, et on approche alors f
par (Py+ 8Hn)e*”t2/ 2 qui n’a que des partenaires triviaux. En d’autres termes, les fonctions
qui n’ont que des partenaires triviaux sont denses (de méme que celles qui en ont!) :

Corollaire (Bonami-Garrigés-Jaming [BGJam]).
L’ensemble des fonctions qui n’ont que des partenaires triviaux est dense dans L?(R).

Perspective de recherche.

Les signaux radar que nous avons considérés ici vérifient une hypothese restricitive et sont
dits a bandes étroite. Cette hypothese n’est pas valable pour certains types de radars tels que
les sonar qui sont dits a large bande. Dans ce cas, le radar mesure le module de

W(u)(a,7) = ﬁ/ﬂ{u(t)u(a(t — 7)) dt.

Le probleme de savoir si |[W(u)| détermine u & quelques transformations élémentaires prét
se pose donc. En particulier, une discrétisation du probléme pourrait a nouveau apporter
des informations intéressantes sur ’ensemble des solutions, comme l'indiquent les premiers
résultats de [Jam4].
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