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présentée par

Paolo Visco

pour obtenir le grade de

DOCTEUR de l’UNIVERSITÉ PIERRE ET MARIE CURIE
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Mécanique statistique hors d’équilibre et fluctuations dans les
gaz granulaires

soutenue le 12 Juin 2007

devant le jury composé de :
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Résumé

Cette thèse porte sur un système dissipatif modèle, les gaz granulaires. Au moyen de
méthodes issues de la théorie cinétique et des processus stochastiques, nous avons cherché
à déterminer les propriétés statistiques d’observables globales, mimant ainsi la démarche
qui prévaut l’équilibre. Parmi celles-ci, l’énergie qu’il faut fournir au gaz granulaire pour
le maintenir dans un état stationnaire joue un rôle central. Elle est d’intérêt expérimental,
mais elle est aussi pertinente comme mesure de la distance à l’équilibre, et c’est à ce
titre qu’elle est récemment intervenue dans le contexte des relations de fluctuation. Nous
avons complètement caractérisé la distribution de cette énergie injectée dans le système.
Nous avons montré qu’elle ne pouvait être invoquée dans les relations de fluctuation,
mais aussi que la distribution de cette grandeur macroscopique permettait d’obtenir des
informations sur la dynamique microscopique. Plusieurs questions se sont développées
autour de ce travail, dont la pertinence de la notion d’entropie dans un système dissipatif
ou les limitations intrinsèques des relations de fluctuations.

Summary

The present thesis bears on a model dissipative system, namely, granular gases. By
means of kinetic theory and stochastic methods, we have sought to determine the statisti-
cal properties of global observables, thus drawing a parallel with equilibrium approaches.
Among those observables, the energy required to maintain the granular gas in a steady
state plays a central role. It sure is of experimental interest, but it is also relevant as
a measure of how far the system lies from equilibrium. This accounts for its ubiquity
within the framework of fluctuation relations. We have completely characterized the dis-
tribution of the energy injected into the system. While we have ruled out its relevance,
for the granular gas, to fluctuation relations, we have shown that the distribution of this
macroscopic quantity could shed light on microscopic details of the dynamics. This work
triggered a series of questions related to the issue of entropy in a dissipative system or
to intrinsic limitations of fluctuation relations.
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2.2.2 Hiérarchie BBGKY et équation de Boltzmann . . . . . . . . . . . . 19
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Quelques résultats asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3



Table des matières

Cumulants de W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Une solution approchée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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1
Introduction

La physique statistique hors d’équilibre représente un des enjeux majeurs parmi les
grands thèmes qui dominent la recherche scientifique actuelle. Née pour expliquer le
comportement d’objets macroscopiques en partant d’une description microscopique, la
physique statistique a trouvé ses premiers grands succès en reliant les loi de la thermody-
namique aux lois qui gouvernent la dynamique microscopique des systèmes à l’équilibre.
À l’équilibre on est ainsi capable d’attribuer une probabilité à un état donné du système,
et on sait définir des fonctions d’état, qui contiennent la plupart des renseignements
intéressants, d’un point de vue physique. Hors de l’équilibre, tout ceci n’est pas encore
possible, et un formalisme capable de décrire de manière générale et systématique ces
systèmes fait défaut.

On dispose aujourd’hui de très peu de résultats généraux sur la physique hors d’équilibre.
En ce qui concerne les systèmes qui évoluent vers un état d’équilibre, le célèbre théorème

H [16] nous renseigne sur le fait que les variations d’entropie de tels systèmes sont tou-
jours positives (conformément au deuxième principe de le thermodynamique), et s’an-
nulent seulement à l’équilibre1.

Pour les systèmes proches de l’équilibre, une théorie de perturbation peut être mise
en place. En effet, en connaissant l’état d’un système à l’équilibre, on peut avoir accès
au comportement de ce même système sous l’effet d’une petite perturbation. Ceci est
l’objet de la théorie de la réponse linéaire. Cette théorie permet d’aboutir à de nombreux
résultats assez généraux au premier rang desquels on doit placer les travaux d’Einstein
sur le mouvement brownien [47], qui ont montré pour la première fois que les fluctuations
de vitesse d’une particule brownienne à l’équilibre sont reliées à la vitesse moyenne
de cette même particule, lorsqu’elle est mise en mouvement par une force faible. Ce
résultat est une première version du théorème de fluctuation–dissipation, qui relie plus

1Notons toutefois que l’identification entre entropie et fonctionnelle H ne tient que pour les systèmes
dilués ; elle tombe en particulier dès que l’énergie potentielle n’est plus négligeable [77].

5



1 Introduction

généralement la fonction de corrélation d’un système à sa fonction de réponse. Ensuite,
de nombreux travaux ont abouti avec succès à des résultats généraux. On peut citer
les relations de réciprocité d’Onsager [92, 93], les travaux de Callen et Greene [33],
qui constituent la formulation plus connue du théorème fluctuation –dissipation, et la
formule de Green–Kubo [71, 79], qui relie les coefficients de transport à l’autocorrélation
des flux.

Ces résultats sont tous valides pour des systèmes proches de l’équilibre, mais se sont
révélés, dans certains cas, utiles pour la description de systèmes loin de l’équilibre. Afin
de simplifier le problème, on va se placer dans une situation stationnaire, qui ne dépend
pas du temps. Un état stationnaire hors d’équilibre peut être alors obtenu en soumet-
tant le système à l’action d’une force extérieure. Le plus souvent, il suffit de placer le
système entre deux ou plusieurs thermostats, à des températures différentes, ou entre
des réservoirs de particules, à des potentiels chimiques différents. On peut également ap-
pliquer un champ extérieur, comme par exemple un champ électromagnétique, pour des
systèmes de particules chargées, ou appliquer un cisaillement sur un fluide. Le résultat
principal d’une telle force thermodynamique va être l’apparition de flux. Ces flux sont
typiquement des flux de chaleur (dans le cas du système en contact avec plusieurs thermo-
stats) ou de particules, etc, et ils représentent l’essence même de l’état hors d’équilibre.
Dans de telles situations, une théorie phénoménologique de la thermodynamique hors
d’équilibre arrive souvent à décrire ces systèmes hors d’équilibre. Cette théorie, résumée
dans l’ouvrage de référence [40], par De Groot et Mazur, repose essentiellement sur une
hypothèse d’équilibre local. Dans le cadre de cette théorie, on sait entre autre définir une
fonction d’entropie instantanée et établir un principe de production d’entropie minimum
[67].

Dans les dernières années, deux nouvelles approches, à l’origine distinctes, ont ouvert
une nouvelle voie pour l’étude des systèmes hors d’équilibre. Une première approche,
empirique, suggère d’une manière générale l’étude des fluctuations, ainsi que de la fonc-
tion de distribution de la probabilité (pdf), de quantités globales. Une deuxième ap-
proche, motivée au départ par d’importants résultats théoriques, comme le théorème
de fluctuation[62], concerne l’étude de distributions de quantités intégrées pendant des
temps très longs (il s’agit en quelque sorte de quantités extensives en temps, ainsi qu’en
nombre de constituants du système, ou en volume).

1.1 Quantités globales

Traditionnellement, en physique statistique hors d’équilibre, on a plutôt l’habitude
de s’intéresser à des quantités locales, comme le facteur de structure, les fonctions de
corrélations, ou les champs hydrodynamiques. Dans une direction opposée, plusieurs
résultats dans le domaine de la physique statistique hors d’équilibre ont montré que
l’étude des fluctuations de quantités globales peut se révéler utile dans la compréhension
de ces systèmes et dans l’identification de caractères généraux ou universels.

A priori, on entend par quantité globale une quantité qui est le résultat d’une somme
sur tous les constituants élémentaires du système. Il s’agit donc typiquement d’une
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1.1 Quantités globales

somme sur le nombre d’atomes (ou de molécules) du système, ou d’une intégration d’une
certaine densité sur le volume total du système. Dans cette thèse on va aussi s’intéresser
à des quantités intégrées pendant un temps t, qui peuvent également être qualifiées de
“globales”.

Pour des systèmes à l’équilibre, les quantités globales ont une distribution gaussienne.
Ceci est dû au théorème de la limite centrale, qui établit que la somme d’un grand
nombre de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, tend vers
une gaussienne. À l’équilibre, généralement, on a à faire à des systèmes homogènes, qui
présentent des corrélations faibles. On peut donc effectivement considérer les consti-
tuants élémentaires du système comme des variables indépendantes et identiquement
distribuées, ce qui automatiquement autorise l’application du théorème de la limite cen-
trale. Lorsque l’on est dans une situation hors de l’équilibre, ou dans un système cri-
tique, l’homogénéité spatiale peut être perdue, et des corrélations non triviales peuvent
apparâıtre. De ce fait on est confronté, dans ce genre de systèmes, à des fluctuations de
quantités globales qui ne sont pas gaussiennes.

Il peut parâıtre ainsi judicieux d’étudier le comportement statistique des quantités
globales, afin d’accéder à des informations concernant les hétérogénéités spatiales, ou la
présence de corrélations. De plus, le fait de regarder une quantité macroscopique, laisse
espérer que certains aspects, liés aux détails microscopiques du système en considération,
soient minimisées. De cette manière, on pourrait trouver des caractérisations similaires
entre systèmes a priori différents, avec pour but une recherche de phénoménologies uni-
verselles, dans le même esprit que celui adopté, par exemple, lorsque l’on étudie les
transitions de phase.

Afin de mettre en évidence de tels caractères universels, il est aussi indispensable de
représenter les variables dans les bonnes échelles. Le plus souvent, on peut se limiter
à considérer une échelle où la variable d’intérêt a une moyenne nulle et une variance
unité. Parfois, tout de même, le choix d’une variable de moyenne égale à l’unité s’impose
et, d’une manière générale, on ne sait pas prédire à l’avance quel changement il faut
effectuer pour pouvoir accéder aux caractères universels des distributions [101].

Un des exemples, parmi les plus spectaculaires et inattendus, dans l’apparition de
distributions universelles, est sans doute celui de la distribution de Gumbel. Cette dis-
tribution a été observée lors d’une mesure expérimentale de la puissance injectée dans
un fluide, situé entre deux cylindres, et maintenu dans un état turbulent par mouvement
contrarotatif des cylindres [81]. Successivement il a été découvert que l’aimantation totale
dans le modèle XY, au voisinage du point critique, présente exactement la même distri-
bution de probabilité [21]. Plus récemment, il a même été montré que les fluctuations
d’énergie d’un gaz granulaire en refroidissement libre, lorsque il s’approche de l’instabi-
lité de clustering, présentent le même type de fluctuations [24]. Dans tous ces cas, on a
toujours une quantité globale différente. Afin de pouvoir comparer leurs distributions, il
faut utiliser le changement d’échelle suivant :

X̃ =
X − 〈X〉√〈
(X − 〈X〉)2

〉 , (1.1)
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1 Introduction

où X désigne la quantité globale à laquelle on s’intéresse. Il est remarquable qu’avec un
tel changement d’échelle, la superposition entre les distributions se fait naturellement,
sans la nécessité de paramètres ajustables, ce qui rend beaucoup plus simple et claire
l’interprétation des résultats. On peut remarquer également que les trois systèmes cités
ci-dessus sont très différents entre eux : il s’agit d’un système dans un état stationnaire
hors d’équilibre, un système à l’équilibre proche d’une transition de phase, et un système
hors d’équilibre, non-stationnaire, proche d’une instabilité.

La distribution de Gumbel est bien connue en probabilités, puisqu’elle décrit, dans
un ensemble de N variables aléatoires, le comportement statistique de la variable maxi-
mum, lorsque N tend vers l’infini [72]. De ce fait, les résultats décrits ci-dessus ont été
initialement interprétés comme la signature d’un processus de maximalisation, qui do-
minerait la dynamique [96, 39, 73]. Plus récemment, Bertin a montré qu’une somme
de variables aléatoires indépendantes, mais non identiquement distribuées, pouvait être
distribuée suivant une loi de Gumbel généralisée [11]. Une généralisation de ce résultat
à des variables corrélées à également été faite [12]. Ce résultat pourrait expliquer de
manière plus claire l’apparition d’une telle phénoménologie.

D’autres exemples, où le caractère universel des fonctions de distributions de quan-
tités globales joue un rôle, sont résumés par Rácz, dans l’article de revue [101]. Dans ce
même article, on considère l’idée d’établir une “galerie” de distributions d’échelle hors
d’équilibre. Avec un tel programme, l’apparition et l’identification de caractères com-
muns à différents systèmes et différents résultats, aussi bien analytiques que numériques
ou expérimentaux, permettrait d’améliorer la compréhension générale des systèmes hors
d’équilibre et des systèmes critiques.

Une telle galerie est aujourd’hui loin d’être complète, mais de nouveaux éléments y sont
apportés régulièrement [95, 3, 91, 20]. Dans cette thèse on s’intéressera principalement
à des systèmes microscopiquement irréversibles, comme les gaz granulaires, dont on
calculera la distribution de l’énergie totale, et de la puissance injectée et dissipée. En
particulier, on concentrera une partie de notre travail sur la clarification d’un problème,
débattu dans la communauté, concernant l’applicabilité de la “Relation de Fluctuation”
(FR) aux gaz granulaires.

1.2 Relation de Fluctuation

On a vu qu’en physique statistique hors d’équilibre les résultats généraux sont rares.
La Relation de Fluctuation fait désormais partie de ces quelques résultats, avec la par-
ticularité remarquable d’être valide arbitrairement loin de l’équilibre.

Découverte pour la première fois par Evans, Cohen et Morriss [53] lors d’une simulation
numérique d’un fluide cisaillé, la relation de fluctuation peut s’interpréter comme une
version microscopique, ou fluctuante, du deuxième principe de la thermodynamique.
Une définition rigoureuse de l’entropie n’existe cependant pas hors de l’équilibre. Dans
un système hors d’équilibre et par analogie avec la thermodynamique des processus
irréversibles (on entend par là la thermodynamique phénoménologique à la de Groot et
Mazur [40]), on peut tenter d’écrire les variations temporelles de l’entropie S – qui reste
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1.2 Relation de Fluctuation

T1 Système T2

q1 q2

Fig. 1.1: Schéma de système en contact avec deux thermostats à des températures
différentes. Ici on suppose T1 > T2.

à définir – sous la forme :
dS

dt
= σ − 〈Σ〉 . (1.2)

Le premier terme du membre de droite représente la production irréversible d’entropie
du système. C’est une quantité qui est toujours positive, et ne peut être nulle qu’à
l’équilibre. Le deuxième terme est la moyenne de l’entropie que le système a échangé
avec son environnement. Il s’agit d’un terme qui a une interprétation statistique précise,
puisque c’est la moyenne d’une quantité microscopique bien définie. Ce terme est souvent
appelé flux d’entropie, en raison du fait que souvent, son expression est proportionnelle
aux flux physiques (d’énergie, ou de particules) qui traversent le système. Dans ces cas
son expression est de la forme :

Σ =

∫

système
dV∇ · JΣ , (1.3)

où JΣ est le véritable flux d’entropie, qui, sous une hypothèse d’équilibre local, peut s’ex-
primer comme la somme des flux sortants du système, multipliés par leurs affinités respec-
tives. Si par exemple l’on considère un fluide entre deux thermostats à des températures
T1 et T2 différentes, comme schématisé dans la figure 1.1, l’expression du flux d’entropie
sera alors :

〈Σ〉 =

〈
q1(t)

T1
+
q2(t)

T2

〉
, (1.4)

où les crochets 〈. . .〉 représentent une moyenne d’ensemble. Dans l’expression ci-dessus les
quantités qi désignent chacune le flux microscopique total de chaleur entre le thermostat
à la température Ti et le système2. Dans un état stationnaire, le flux de chaleur entrant
dans le système, est égal au flux sortant, ce qui implique que q1 = −q2 ≡ q. De plus, les
variations temporelles d’entropie sont par définition nulles. On aura donc :

σ = 〈Σ〉 =

(
1

T1
− 1

T2

)
〈q(t)〉 > 0 . (1.5)

2Il s’agit donc du flux qi intégré sur la surface (orientée) commune au thermostat i et au système.
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1 Introduction

Le flux d’entropie 〈Σ〉 étant bien défini microscopiquement, il peut alors être mesuré (par
exemple, lors d’une expérience). Une méthode, parmi les nombreuses que l’on pourrait
adopter pour mesurer Σ, consisterait à mesurer une moyenne temporelle3 :

Sτ =
1

τ

∫ τ

0
dtΣ(t) . (1.6)

Lorsque le temps d’intégration τ tend vers l’infini, l’expression ci-dessus tend effec-
tivement vers le flux d’entropie moyen du système. Cependant, on ne peut jamais,
expérimentalement, réaliser une moyenne sur un intervalle de temps infini. Par conséquent,
la quantité Sτ à laquelle on a accès, peut également être considérée comme une quantité
fluctuante. On peut donc s’intéresser à la distribution de la probabilité de Sτ , et à son
comportement au cours du temps τ . C’est précisément le comportement de cette distri-
bution qui fait l’objet de la Relation de Fluctuation, qui établit que, lorsque τ → ∞ :

PS(Sτ = s)

PS(Sτ = −s) = esτ , (1.7)

où PS désigne la probabilité d’avoir une certaine réalisation de Sτ . On voit que, bien qu’en
moyenne 〈Σ〉 > 0, Sτ peut avoir des fluctuations négatives4. Cependant, ces fluctuations
sont “exponentiellement” rares.

Avant de rentrer dans les détails de la Relation de Fluctuation (FR), il est utile d’in-
troduire la notion de fonction de grandes déviations. Il s’agit en fait d’une propriété très
générale qui s’applique à toute somme de variables aléatoires identiquement distribuées,
éventuellement corrélées5, XN =

∑N xi. Dans ces conditions, la densité de probabilité
P (XN ) se comporte, lorsque N → ∞ de la façon suivante :

P (XN = xN) ∼ eNf(x) , (1.8)

où f est une fonction de grandes déviations, qui ne dépend que du paramètre x =
XN/N . La physique statistique d’équilibre repose essentiellement sur cette propriété,
caractéristique de toute quantité extensive. Par exemple, si l’on considère l’énergie totale
E d’un système isolé, d’hamiltonien H, le nombre de configurations ayant une énergie
E donnée s’écrit :

Ω(E,N) =
∑

configurations
microscopiques

δ(E −H)
N→∞∼ eNh(e) , (1.9)

où e = E/N est l’énergie par particule, et h(e) l’entropie intensive du système. De même,
le flux d’entropie Sτ va vérifier la propriété analogue :

PS(Sτ = s) ∼ eτπS(s) , (1.10)

3On suppose que le système est muni d’une dynamique ergodique.
4C’est cette considération qui est à l’origine du titre de la Réf. [53] : “Probability of second law violations

in shearing steady states”
5Il faut remarquer que ces hypothèses sont moins restrictives que les hypothèses nécessaires à l’appli-

cation du théorème de la limite centrale [65, 48].
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1.2 Relation de Fluctuation

où cette fois-ci le temps τ va jouer le rôle du nombre de particules N , et πS le rôle d’une
entropie (par unité de temps). L’introduction des grandes déviations temporelles s’est
révélée fructueuse dans l’étude des systèmes hors d’équilibre [104, 44, 15] : elle permet
une analogie directe avec les fonctions d’état thermodynamiques, tout en donnant un
rôle prédominant à la dynamique, en s’intéressant à des quantités qui dépendent des
histoires du système.

Maintenant que l’on a introduit la notion de grandes déviations, on peut aisément
réécrire l’équation (1.7) sous la forme :

π(s) − π(−s) = s . (1.11)

Souvent en physique statistique, des simplifications surviennent lorsque l’on se place
dans l’ensemble canonique. Un tel changement d’ensemble s’obtient en introduisant une
transformée de Laplace. Si par exemple l’on considère de nouveau le nombre de configu-
rations dans l’ensemble microcanonique, on obtient la fonction de partition à partir de
la transformation :

Z(β,N) =

∫
dEΩ(E,N)e−βE N→∞∼ eNg(β) , (1.12)

où g(β) est proportionnelle à l’énergie libre par particule du système. Par analogie, on
peut définir la fonction intensive (en temps) µS(λ) par :

µS(λ) = lim
τ→∞

1

τ
log P̂S(λ, t) , (1.13)

où P̂S est la transformée de Laplace de PS :

P̂S(λ, t) =

∫
dSeλSPS(S, t) . (1.14)

Dans ce cas on voit que µS(λ) joue un rôle analogue à celui d’une énergie libre, et λ
un rôle analogue à celui d’une température inverse. De plus, en thermodynamique, les
fonctions d’état sont reliées par des transformations de Legendre. Cette relation reste
aussi valable entre πS(s) et µS(λ). La fonction µS est également la fonction génératrice
des cumulants de Sτ (à un facteur τ près). La propriété (1.11) peut se traduire, pour
cette fonction, par une relation de symétrie :

µS(λ) = µS(1 − λ) . (1.15)

Après avoir été découverte de manière heuristique par Evans, Cohen et Morriss [53],
cette relation a été démontrée rigoureusement par Gallavotti et Cohen [62], dans le cadre
de systèmes chaotiques réversibles. Il s’agit, plus précisément, de systèmes uniformément
hyperboliques (ou d’Anosov), qui sont simplement des systèmes où en tout point de
l’espace des phases il existe au moins une direction stable, et une direction instable.
Bien que dans la nature il y ait très peu de systèmes qui vérifient cette propriété (qui
est, par ailleurs, très difficile à prouver), cela a donné une explication rigoureuse de la
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π(q)

〈q〉 q

Fig. 1.2: Exemple de fonction de grandes déviations.

relation de fluctuation, en lui conférant le statut de théorème. Dans ce cadre, la quantité
fluctuante considérée est le taux de contraction de l’espace des phases. De plus, tout
cela a imposé la nécessité d’une hypothèse chaotique : même si un système n’est pas
Anosov (i.e. n’est pas “assez” chaotique), il pourrait se comporter comme s’il l’était.
C’est justement cette hypothèse qui est mise en question dans les premières expériences
(éventuellement numériques) [60, 17, 38, 37] consacrées à la vérification de la FR.

Il y a eu ensuite une généralisation du théorème de Gallavotti–Cohen pour les systèmes
stochastiques. D’abord Kurchan a montré que l’entropie phénoménologique (i.e. la puis-
sance injectée divisé par la température) vérifie cette relation dans des systèmes décrits
par une équation de Langevin [80]. Successivement, Lebowitz et Spohn ont généralisé
ce dernier résultat au cas de systèmes ayant une dynamique markovienne [82]. De nom-
breuses études ont ensuite essayé de sonder (analytiquement, ou expérimentalement)
cette relation sur des systèmes particuliers [117, 64]. L’ensemble de ces approches sup-
pose une certaine réversibilité temporelle. Dans le cas de la démonstration de Gallavotti
et Cohen, la symétrie par renversement du temps est présente dans les équations du
mouvement. Dans le cas des systèmes stochastiques, il y a toujours la nécessité que,
pour chaque trajectoire du système dans l’espace des phases, la trajectoire correspon-
dante renversée dans le temps existe (c’est-à-dire qu’il faut que cette trajectoire ait une
probabilité, aussi faible soit-elle, strictement positive). Il semblerait donc que la symétrie
exprimée par la FR soit une conséquence raffinée de la symétrie par renversement du
temps du système.

Une question importante est alors de savoir si une telle relation pourrait éventuellement
être vérifiée également pour des systèmes dissipatifs, irréversibles6, comme par exemple
les milieux granulaires, ou les systèmes turbulents. Pour ces systèmes, une définition
du flux d’entropie fait défaut. La vérification (éventuelle) de la FR par une quantité

6On entend ici une irréversibilité microscopique, traduite par l’absence d’invariance par renversement
du temps des équations du mouvement
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µ(λ)

ǫ λ

Fig. 1.3: Exemple de fonction génératrice des cumulants µ(λ). La symétrie 1.20 est
déterminée par la la valeur de l’affinité ǫ, qui maintient le système dans un
état hors d’équilibre.

bien précise permettrait donc une possible identification de celle-ci avec le flux d’entro-
pie. Dans cette optique, la FR semble une bonne pierre de touche pour identifier des
candidats possibles pour le flux d’entropie, s’il existe.

Une telle question a été abordée pour la première fois par Aumâıtre et al. [3], dans
plusieurs modèles de systèmes dissipatifs. D’autres études se sont également penchées
sur le sujet [55, 56, 2, 58], sans forcément réussir à obtenir des résultats concluants sur
la question.

Dans de tels systèmes, un état stationnaire est atteint en injectant de l’énergie. Le
système étant irréversible, une partie de l’énergie est dissipée naturellement. Il suffit
donc ici d’un seul “thermostat” pour faire nâıtre un flux d’énergie qui traverse le système.
En l’absence d’une définition rigoureuse du flux d’entropie, l’approche la plus intuitive
suggère d’étudier l’entropie phénoménologique, représentée ici par la puissance injectée
par le thermostat, divisée par la température du système. Ces considérations seront
précisées dans les chapitres suivants.

D’une manière générale, l’entropie phénoménologique est proportionnelle à la puis-
sance injectée, et peut s’écrire :

〈Σ〉 = ǫ 〈Q〉 , (1.16)

où ǫ joue le rôle d’un champ, qui maintient le système dans un état stationnaire hors
d’équilibre. Souvent, on se limite à étudier les propriétés de :

Qτ =
1

τ

∫ τ

0
dtQ(t) =

Sτ

ǫ
, (1.17)

plutôt que celles de Sτ . La quantité Qτ est également intégrée dans le temps, et sa
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fonction de grandes déviations

π(q) = lim
τ→∞

1

τ
logP (Qτ = q) , (1.18)

va vérifier une relation de fluctuation qui s’écrit :

π(q) − π(−q) = ǫq . (1.19)

De même, la relation (1.15) peut se traduire, pour la fonction génératrice des cumulants
de Qτ :

µ(λ) = µ(ǫ− λ) . (1.20)

Un exemple qui représente l’allure typique des fonctions π et µ est exposé dans les figures
1.2 et 1.3. La fonction π(q) est une fonction concave, qui prend sa valeur maximum dans
la valeur la plus probable q = 〈q〉 = 〈Qτ 〉. La fonction µ(λ) est, quant à elle, convexe. Elle
s’annule en λ = 0, comme toute fonction génératrice des cumulants (c’est une condition
imposée par la normalisation de P (Qτ )).

En lien avec une possible Relation de Fluctuation, la détermination de fonctions de
grandes déviations dans les systèmes fortement irréversibles constitue l’un des fils direc-
teurs de cette thèse.
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2
Les gaz granulaires

2.1 Introduction

2.1.1 Les milieux granulaires

Depuis maintenant plusieurs années, les milieux granulaires sont l’objet de nombreuses
études au sein de la communauté scientifique. On parle généralement de milieu gra-
nulaire lorsqu’on a affaire à des systèmes constitués d’un grand nombre de particules
macroscopiques (généralement de taille supérieure au micromètre) de sorte que l’énergie
mécanique typique de chaque grain est beaucoup plus grande que l’échelle d’énergie ther-
mique (d’une manière générale on a mgh ≫ kBT , avec des notations habituelles). De
plus, les grains n’interagissent entre eux que lorsqu’ils sont en contact, et cette interac-
tion est généralement dissipative (i.e. elle ne conserve par l’énergie). Parmi les milieux
granulaires, on distingue aussi plusieurs “phases”, qui comprennent notamment [76] :

– une phase “dense”, caractérisée par des temps de relaxation très grands et des effets
de vieillissement (propriétés qui sont aussi communes aux matériaux vitreux)

– Une phase “liquide”, qui peut être décrite par des équation continues, mais dont la
rhéologie n’est pas newtonienne.

– une phase “gazeuse”, caractérisée par une densité relativement faible. C’est cet état
particulier de la matière en grains qui va être considéré, dans le cadre de cette thèse,
comme un paradigme de système irréversible hors de l’équilibre.

Précisons qu’une telle “classification” n’a rien de systématique, et relève pour l’essentiel
de l’arbitraire.

2.1.2 Le modèle des sphères dures inélastiques

On peut déduire du paragraphe précédent qu’un gaz granulaire est essentiellement un
ensemble de particules macroscopiques, qui interagissent par des interactions de cœur
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2 Les gaz granulaires

dur (collisions). Puisque chaque particule est elle même constituée d’un grand nombre
d’atomes, la dynamique microscopique (à des échelles inférieures à la taille d’un grain)
est extrêmement complexe et implique ondes de choc, radiation, et beaucoup d’autres
phénomènes qu’il serait inutilement compliqué de décrire par des équations physiques.
Cependant, on peut considérer que l’ensemble de ces phénomènes qui ont lieu pendant
une collision produisent simplement un transfert d’énergie sur des modes microscopiques,
qui ne vont jouer aucun rôle dans une description à l’échelle du grain. Une manière très
simple de modéliser une telle collision inélastique consiste à considérer que lors de chaque
collision, une partie de l’énergie cinétique totale de la paire de particules est perdue à
jamais. La trajectoire de chaque particule va ainsi effectuer une réflexion spéculaire. La
loi de collision résultante conserve la quantité de mouvement globale, et s’écrit :

{
v∗

1 = v1 − 1+α
2 (v12 · σ̂)σ̂

v∗
2 = v2 + 1+α

2 (v12 · σ̂)σ̂ ,
(2.1)

où les astérisques se réfèrent aux vitesses post-collisionnelles, v1 et v2 sont les vitesses
des particules engagées dans la collision, v12 = v1 − v2 est leur vitesse relative. Le
vecteur σ̂ est un vecteur unitaire qui rejoint les centres de gravité des deux particules
lorsqu’elles sont en contact (cf. Fig. 2.1). Par la suite on ne considérera que des systèmes
monodisperses, où les particules ont toutes le même diamètre σ et la même masse m. À
défaut d’une spécification précise, ces deux quantités vont être considérées comme égales
à l’unité (elles seront utilisées comme unité respectivement de longueur et de masse).
Dans la loi (2.1) on voit aussi parâıtre un coefficient α appelé coefficient de restitution :
quand α = 1 on retrouve le cas bien connu d’une collision élastique, et pour α = 0 on
a une collision purement inélastique. À partir de la loi de collision qui précède, on peut
aisément vérifier que la quantité de mouvement est préservée après une collision. Par
contre, l’énergie cinétique totale va être réduite d’un facteur

∆E =
1 − α2

4
(v12 · σ̂)2 . (2.2)

Ce modèle de sphères dures inélastiques est une version simplifiée, qui néglige plusieurs
effets (qui sont pris en compte par d’autres modèles), comme par exemple l’effet des
rotations [78, 84, 83, 88, 114], ou le fait que le coefficient de restitution dépend en
fait de la vitesse relative des particules [75, 31]. Cependant, même un tel modèle est
capable de reproduire un grand nombre de phénomènes très riches et variés, comme
l’apparition de structures hétérogènes (clustering) [68, 32, 109], l’effet du Démon de

Maxwell [46, 106, 27, 5], ou encore la non équipartition de l’énergie [88, 118, 57], pour
n’en citer que quelques uns (voir [6] pour une revue complète).

2.1.3 Refroidissement libre et états stationnaires

En raison du caractère dissipatif de la loi de collision, pour un gaz granulaire qui
évolue librement, l’énergie cinétique totale va décrôıtre dans le temps. De ce fait, il ne
peut y avoir d’état stationnaire autre que l’état trivial où toutes les vitesses sont nulles
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v1

v2

v∗
1

v∗
2

σ̂

Fig. 2.1: Exemple de collision inélastique. Le trait en pointillé représente les trajectoires
post-collisionnelles pour une collision élastique.

(dans le repère du centre de masse du système). L’évolution vers un tel état est appelé
le “refroidissement libre”. Dans la limite où la densité est homogène, on sait prédire la
loi temporelle de décroissance de l’énergie (loi de Haff [74]) qui suit une loi de puis-
sance E(t) ∝ t−2. Cependant, on peut montrer qu’un tel état de refroidissement libre
homogène est instable par rapport à des perturbations de grande longueur d’onde [28] :
des amas se forment spontanément dans le système.

Par ailleurs, on peut compenser la perte d’énergie due aux collisions inélastiques par
un apport extérieur. De cette manière, on peut obtenir un état stationnaire, qui va
être intrinsèquement hors d’équilibre. En principe on pourrait imaginer une infinité de
mécanismes d’injection d’énergie (“thermostats”), mais on va commencer à partager
l’ensemble des thermostats en deux grandes familles, différenciées en fonction de l’ho-
mogénéité spatiale de l’état stationnaire. Dans ce travail, nous nous sommes penchés sur
des représentants de chacune de ces deux familles.

Une première famille est représentée par des thermostats pour lesquels l’énergie est
injectée par une condition aux bords. Il s’agit d’un dispositif relativement simple à
réaliser expérimentalement : dans la plupart des expériences on place des grains (par
exemple des billes d’acier) dans une bôıte, et on fait vibrer à haute fréquence soit la
bôıte entière, soit une paroi de la bôıte. Ce type de thermostat est aussi utilisé dans
des simulations numériques, où on utilise parfois une paroi thermique (ou thermostat
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de Maxwell), qui consiste à remplacer la vitesse d’une particule qui touche un bord par
une vitesse tirée au hasard dans une distribution donnée. Puisque l’énergie est injectée
en surface, et dissipée en volume, il ne pourra pas y avoir de compensation locale de la
dissipation. C’est la raison pour laquelle l’état stationnaire, dans ce genre de situation,
ne peut pas être homogène. Généralement les champs de densité et de température vont
dépendre d’une variable d’espace, et vont donc présenter un certain profil spatial.

La deuxième famille de thermostats est en revanche caractérisée par un mécanisme
d’injection locale d’énergie. De cette manière la dissipation peut être compensée locale-
ment par un apport extérieur d’énergie, et on peut obtenir un état stationnaire homogène.
Généralement ce type de forçage est plutôt utilisé dans des simulations numériques, où
on utilise souvent un bruit blanc qui agit sur chaque particule (thermostat stochastique),
ou une force déterministe (qui dépend de la vitesse). Néanmoins les résultats de certaines
expériences sont bien reproduits par de tels modèles. Le dispositif expérimental typique
consiste à placer des grains sur une plaque horizontale qui vibre à haute fréquence, mais
à très faible amplitude. Si cette plaque horizontale est rugueuse, les aspérités vont don-
ner une impulsion aléatoire à chaque particule [97, 102]. Ceci semble bien reproduire les
résultats analytiques obtenus dans le cadre du thermostat stochastique [108, 111, 94],
où un bruit blanc agit sur chaque particule.

2.2 Équations d’évolution

2.2.1 Opérateur d’évolution

L’évolution d’un gaz granulaire peut être décrite à l’aide des nombreux outils que
la théorie cinétique a développés depuis plus d’un siècle. Comme souvent en physique
statistique on commence par définir les variables microscopiques – positions et vitesses
– Ri et Vi pour chaque particule i, et les variables de champ, ri et vi, qui définissent les
sous-espaces propres à chaque particule. La densité de l’espace des phases s’écrit alors
comme une moyenne des configurations microscopiques :

ρ(Γ; t) =

〈
N∏

i=1

δ(Xi − xi)

〉
, (2.3)

où Γ = {r1, · · · , rN ;v1, · · · ,vN}, Xi = {Ri,Vi}, xi = {ri,vi} et les crochets 〈· · · 〉
indiquent une moyenne sur l’ensemble des conditions initiales. L’évolution temporelle de
la densité ρ est régie par une équation linéaire de pseudo–Liouville :

[
∂

∂t
+

N∑

i=1

vi ·
∂

∂ri

]
ρ(Γ, t) =

∑

i6=j

T ijρ(Γ, t) . (2.4)

Le membre de gauche de l’équation qui précède décrit simplement une évolution en
mouvement libre, tandis que le membre de droite prend en compte l’effet de toutes les
collisions possibles entre des particules i et j. Ces collisions sont décrites par l’opérateur
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de collision binaire [52, 26, 110] :

T ij =

∫
dσ̂ Θ(vij · σ̂) vij · σ̂

(
1

α2
δ(rij − σ̂)b∗∗ij − δ(rij + σ̂)

)
. (2.5)

Dans l’opérateur de collision binaire, Θ représente la fonction de Heaviside, et l’opérateur
b∗∗ij remplace les vitesses i et j par leur pendants pré-collisionnels :

b∗∗ij ρ(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vi, . . . ,vj , . . . ,vN ; t) =

ρ(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,v
∗∗
i , . . . ,v

∗∗
j , . . . ,vN ; t) . (2.6)

On obtient l’expression des vitesses pré-collisionnelles en inversant la loi de collision (2.1)
[il suffit en fait juste de remplacer α par 1/α dans (2.1)] :

{
v∗∗

1 = v1 − 1+α
2α (v12 · σ̂)σ̂

v∗∗
2 = v1 + 1+α

2α (v12 · σ̂)σ̂ .
(2.7)

2.2.2 Hiérarchie BBGKY et équation de Boltzmann

Même si on sait formellement écrire une équation d’évolution pour la densité à N
points ρ(Γ), il s’agit d’une équation trop compliquée pour permettre une résolution
analytique ou numérique. Pour simplifier le problème, une première étape consiste à
réécrire l’équation d’évolution (2.4) sous la forme d’un système fermé de N équations
pour les densités réduites à s points

fs(x1, . . . ,xs; t) =
N !

(N − s)!

∫
dx1 . . .dxsρ(Γ; t) , (2.8)

où par définition s ≤ N . En intégrant l’équation (2.4) sur N − s variables xi pour
1 ≤ s ≤ N on obtient ainsi une hiérarchie de N équations, chacune reliant une fonction
à s points fs à une fonction à s + 1 points fs+1. Cet ensemble d’équations prend le
nom de hiérarchie BBGKY (cet acronyme est obtenu à partir des initiales de Born,
Bogoliubov, Green, Kirkwood et Yvon). La plus simple de toutes ces équations est sans
doute la première, qui relie la fonction à 1 point f1 ≡ f à la fonction f2 :

(
∂

∂t
+ v1 ·

∂

∂r1

)
f(x1; t) =

∫
dx2T12f

2(x1,x2; t) . (2.9)

Pour obtenir une équation fermée pour f(x) on a encore besoin d’une équation qui relie
f à f2. Une telle relation de fermeture est donnée par l’hypothèse de chaos moléculaire
(stosszahlansatz). Le point clé de cette hypothèse est le fait que deux particules, avant
une collision, sont supposées décorrélées [70, 103] :

f2(x1,x2) ≃ f(x1)f(x2) . (2.10)
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Si en plus on néglige (ce qui est parfaitement justifié dans la limite diluée) la distance
au contact des centres de masse des deux particules impactantes devant le libre parcours
moyen, on aboutit à l’équation de Boltzmann suivante :

(
∂

∂t
+ v1 ·

∂

∂r1

)
f(r1,v1; t) = J [f |f ] . (2.11)

L’opérateur non linéaire (et non local) J [f |f ] est l’intégrale de collision :

J [f |f ] = σd−1

∫
dv2

∫ ′

dσ̂ (v12 · σ̂)

(
1

α2
f(r1,v

∗∗
1 )f(r1,v

∗∗
2 ) − f(r1,v1)f(r1,v2)

)
,

(2.12)
où la notation

∫ ′
indique que le domaine d’intégration est défini par le demi-espace où

vij · σ̂ > 0.

2.2.3 Équations hydrodynamiques

À partir de l’équation (2.11), on peut écrire des équations hydrodynamiques pour les
champs de densité, de vitesse et de température. Ces champs sont définis comme les
premiers moments de la fonction de distribution à un point :

n(r, t) =

∫
dvf(r,v, t) , (2.13a)

n(r, t)u(r, t) =

∫
dv vf(r,v, t) , (2.13b)

d

2
n(r, t)T (r, t) =

∫
dv
m

2
(v − u)2f(r,v, t) . (2.13c)

Il faut remarquer que ces définitions sont purement cinétiques, en parfaite analogie avec
la théorie cinétique des gaz. Cependant, nous avons affaire ici à des particules macrosco-
piques. De ce fait, l’agitation thermique microscopique, qui est à la base de la définition
de la température thermodynamique, ne joue aucun rôle dans la description statistique
des grains (on rappelle que mgh≫ kBT ). La température définie par l’éq. (2.13c) n’est
donc pas la température thermodynamique habituelle : il s’agit de la température granu-

laire. En projetant l’équation (2.11) sur les premiers moments de la vitesse, on obtient
des équations continues pour les champs hydrodynamiques :

∂tn+ ∇ · (nu) = 0 , (2.14a)

(∂t + u · ∇)ui + (mn)−1∇jPij = 0 , (2.14b)

(∂t + u · ∇ + ζ)T +
2

3n
(Pij∇jui + ∇ · q) = 0 . (2.14c)

Ces équations définissent de manière naturelle l’expression microscopique du tenseur de
pression Pij , du flux de chaleur q, et du taux de refroidissement ζ :

Pij(r, t) =

∫
dvm(vi − ui)(vj − uj)f(r,v, t) , (2.15)
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2.2 Équations d’évolution

q(r, t) =

∫
dv
m

2
(v − u)2(v − u)f(r,v, t) , (2.16)

ζ(r, t) =
(1 − α2)mπ

d−1
2 σd−1

4dΓ
(

d+3
2

)
n(r, t)T (r, t)

∫
dv1

∫
dv2 |v12|3 f(r,v1, t)f(r,v2, t). (2.17)

Toute la difficulté consiste ensuite à obtenir des équations constitutives, s’il en existe,
c’est-à-dire à relier, Pij et q aux différents gradients. À partir de ces équations on peut
effectuer par exemple un développement en série, en puissances des gradients spatiaux
(il s’agit du développement de Chapman-Enskog [35, 103]). En cherchant des solutions
dites “normales”, où la dépendance spatiale de la fonction de distribution n’intervient
qu’à travers les champs hydrodynamiques, on arrive à exprimer la pression, le flux de
chaleur et le taux de refroidissement en fonction uniquement de n, u et T , et de certains
coefficients de transport, qui dans ce cas sont des fonctions du coefficient de restitution
α. On aboutit ainsi à un système d’équations fermé pour les champs hydrodynamiques.
Ces équations pourront être utilisées en particulier dans certains cas d’un gaz chauffé
par des parois, et d’une manière générale dans des cas où l’injection d’énergie est fournie
par des conditions aux bords. Il faut tout de même rappeler que ces équations ne sont
correctes que si les gradients sont faibles. Plus précisément, il faut être a priori dans un
régime hydrodynamique, ce qui veut dire que le libre parcours moyen doit être petit par
rapport aux échelles de longueur typiques des gradients (en d’autres termes, le nombre de
Knudsen, qui est le rapport entre ces deux quantités, doit être petit devant l’unité [25]).

2.2.4 Termes de forçage

Jusqu’à présent on a considéré une équation d’évolution qui ne tient pas compte
d’éventuels termes dus à des mécanismes d’injection d’énergie. L’équation (2.11) peut
donc être utilisée seulement pour décrire un régime de refroidissement libre, ou un
système chauffé par des conditions aux bords. On va maintenant s’intéresser à la manière
de modifier l’équation (2.11) pour tenir compte de forces supplémentaires agissant sur
les particules. Pour cela, on va considérer le cas général d’une force qui s’écrit :

Fth
i = a(vi) + ξi , (2.18)

où a(v) est une force déterministe, qui ne dépend que de la vitesse, et ξ est un bruit
blanc, de moyenne nulle et corrélation

〈
ξi(t)ξj(t

′)
〉

= 2ξ20δ(t− t′)δi,j , (2.19)

où 〈. . .〉 désigne une moyenne d’ensemble. Sur chaque particule va agir une force due aux
collisions en plus de la force du thermostat. Nous avons vu dans le paragraphe précédent
que les changements des fonctions de distribution dus aux collisions étaient bien pris
en compte par l’opérateur de pseudo-Liouville. Pour déterminer l’équation d’évolution
complète, il suffit de rajouter les opérateurs de Fokker-Planck correspondant à la force
(2.18) [107, 63]. On obtient finalement :

[
∂

∂t
+

N∑

i=1

vi ·
∂

∂ri

]
ρ(Γ, t) =

∑

i6=j

T ijρ(Γ, t) +
∑

i

Fiρ(Γ, t) , (2.20)
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avec [107, 63]

Fi =
∂

∂vi
· a(vi) + ξ20

∂2

∂v2
i

. (2.21)

En pratique on va considérer comme forçage soit simplement un bruit blanc (thermostat
stochastique), soit une force de “friction négative”, a = γv, où γ est une constante
positive (thermostat gaussien). L’intérêt du thermostat stochastique tient principalement
au caractère général de la force. De plus, ce type de forçage modélise assez bien des
expériences menées en quasi-2 dimensions [97, 102] (cf aussi le paragraphe 2.2.4). Par
contre, la force de friction négative qui caractérise le thermostat gaussien n’a pas, à
première vue, d’application expérimentale directe. Cependant, lorsque l’on cherche des
solutions à l’équation de Boltzmann pour le refroidissement libre dans un état homogène,
si l’on introduit, comme le suggèrent les simulations numériques, une nouvelle fonction
d’échelle f̃ , définie par

f(r,v, t) =
n

(2T (t))d/2
f̃

(
v√

2T (t)

)
, (2.22)

on s’aperçoit que l’ équation vérifiée par f̃ est exactement la même que celle vérifiée par
un système chauffé par un thermostat gaussien, où le coefficient γ est remplacé par le
taux de refroidissement ζ (cf. (2.17)).

2.2.5 Propriétés des solutions

Même si on ne sait pas obtenir un résultat exact pour les solutions de l’équation
de Boltzmann, on arrive quand même à avoir des résultats qui, bien qu’approximatifs,
reproduisent, avec un très bon accord quantitatif, certaines propriétés des solutions.
En particulier, deux limites bien précises de la pdf de la vitesse nous intéressent : le
comportement autour de la moyenne et le comportement très loin de la moyenne. On se
place dans le cadre d’un forçage homogène, et on s’intéresse à des solutions homogènes
de l’équation de Boltzmann.

Une telle solution est stable pour le thermostat stochastique contrairement au cas du
thermostat gaussien, pour lequel la solution homogène n’est pas stable. On sait que dans
le cas élastique (quand α = 1), la pdf de la vitesse est une gaussienne. On se restreint par
ailleurs à la recherche de solutions isotropes. Pour avoir des renseignements sur la forme
de la distribution quand α < 1, on peut essayer de perturber la solution gaussienne.
Pour cela on introduit d’abord une famille de polynômes orthogonaux par rapport à une
mesure gaussienne, les polynômes de Sonine [35]. On note Sp(x) le polynôme d’ordre p.
L’expression des premiers polynômes est la suivante :

S0(x) = 1 (2.23a)

S1(x) = −x+
1

2
d (2.23b)

S2(x) =
1

2
x2 − 1

2
(d+ 2)x+

1

8
d(d+ 2) (2.23c)
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S3(x) =
1

6
x3 +

1

4
(d+ 4)x2 − 1

8

(
8 + d(d+ 6)

)
+

1

48
d
(
d(d+ 6) + 8

)
. (2.23d)

On peut alors essayer d’exprimer la solution sous la forme :

f(v) = φ(v)

N∑

p=0

apSp

(
v2

2T

)
, (2.24)

où φ est une gaussienne.

En utilisant la relation d’orthogonalité des polynômes de Sonine, on peut déduire
l’expression des coefficients ap en fonction des moments de la vitesse :

ap =

∫
dvf(v)Sp(v

2)∫
dvφ(v)S2

p(v2)
≡
〈
Sp(v

2)
〉

〈
S2

p(v2)
〉
0

, (2.25)

où 〈. . .〉 représente une moyenne sur f et 〈. . .〉0 une moyenne sur φ. À partir de cette
relation, on voit aisément que le coefficient a0 = 1 pour assurer la normalisation, et que
a1 = 0, par définition de la température granulaire T =

〈
v2
〉
/d. La première correction

à la gaussienne vient donc du coefficient a2, qui est relié au quatrième cumulant de la
vitesse.

La solution homogène et stationnaire f doit vérifier l’équation de Boltzmann :

J [f |f ] + Ff = 0 . (2.26)

Pour obtenir une estimation du coefficient a2, on tronque la série (2.24) à l’ordre a2,
et on injecte la série tronquée dans (2.26). Ensuite, on projette l’équation ainsi obtenue
sur les premiers moments de la vitesse, ce qui donne :

∫
dv vpFf = νp , (2.27)

où νp est le moment collisionnel d’ordre p (l’expression des premiers moments collisionnels
est donnée dans l’appendice A) :

νp = −
∫

dvvpJ [f |f ] . (2.28)

En prenant l’équation (2.27) pour p = 2 et p = 4 (en fait, pour p impair les moments
collisionnels sont tous nuls, puisque f est une fonction paire) on a un système d’équations
fermé pour T et pour a2. Cela donne, pour le thermostat stochastique [108] :

T st = m

(
dξ2o

√
π

(1 − α2)Ωdnσd−1

)2/3

(1 + O(a2)) , (2.29)

ast
2 (α) =

16(1 − α)(1 − 2α2)

73 + 56d− 24αd− 105α+ 30(1 − α)α2
, (2.30)
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et, pour le thermostat gaussien :

T gauss = m

(
2
√
πγd

(1 − α2)Ωdnσd−1

)2

(1 + O(a2)) . (2.31)

agauss
2 =

16(1 − α2)(1 − 2α2)

25 + 24d− α(57 − 8d) − 2(1 − α)α2
, (2.32)

où Ωd est l’angle solide en dimension d :

Ωd =
2πd/2

Γ(d/2)
. (2.33)

La troncature de cette série au deuxième terme donne déjà un résultat très satisfaisant
pour la forme de la pdf de la vitesse autour de la moyenne. Pour obtenir une estimation
du comportement de la pdf pour des grandes vitesses (c’est-à-dire le comportement des
queues de la distribution), une autre approche est nécessaire. En fait, si on considère une
particule très rapide, elle va en moyenne plutôt perdre de l’énergie après une collision.
De ce fait, le terme de perte de l’intégrale de collision va être beaucoup plus grand que
le terme de gain. De plus, la vitesse relative |v12| ≃ |v1|, puisqu’on considère que |v1|
est très grand. Finalement, l’intégrale de collision se simplifie en :

J [f |f ] ≃ −β1

ℓ
|v1|f(v1) (2.34)

où ℓ = nσd−1 est une longueur proportionnelle au libre parcours moyen, et

β1 =

∫ ′

dσ̂(v̂12 · σ̂) =
π

d−1
2

Γ
(

d+1
2

) . (2.35)

Dans le cadre de cette approximation, le comportement à grande vitesse est donné, pour
le cas d’un thermostat stochastique, par :

f(v) ∝ exp

(
−2

3

√
β1

ℓξ20
v3/2

)
, (2.36)

et, pour le thermostat gaussien, par :

f(v) ∝ exp

(
−β1

ℓγ
v

)
. (2.37)

On voit donc que, même si le comportement autour de la moyenne est proche de la
gaussienne, les queues sont toujours surpeuplées par rapport à la gaussienne.
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2.3 Fluctuations d’énergie

2.2.6 Molécules de Maxwell et modèles cinétiques

L’équation de Boltzmann pour les sphères dures est une équation intégro-différentielle
non linéaire, et, hormis le cas d’équilibre, où la solution est une gaussienne, on ne sait pas
la résoudre exactement. Afin d’avoir des versions simplifiées de l’équation de Boltzmann,
on va d’abord écrire une forme plus générale de cette équation1 :

∂

∂t
f(v1, t) = nσd−1(2T )

1−ν
2

∫
dv2

∫ ′

(v12 · σ̂)ν
(
α−ν−1f(v∗∗

1 )f(v∗∗
2 ) − f(v1)f(v2)

)
.

(2.38)
Dans le cas élastique (α = 1), le noyau (v12 · σ̂)ν est relié au potentiel d’interaction de
paire U(rij). Par simple analyse dimensionnelle on peut montrer que si U(rij) ∼ 1/rn,
alors l’exposant ν du noyau de collision est relié à l’exposant de la force n par [103] :

ν = 1 − 2(d− 1)

n
. (2.39)

On voit que dans la limite n → ∞ on retrouve bien le cas des sphères dures, où ν = 1.
Il y a cependant d’autres cas, qui sont intéressants à cause de leur simplicité. Le cas le
plus simple est sans doute le cas ν = 0, qui correspond, lorsque α = 1, à un potentiel
d’interaction U(r) ∼ 1/r2(d−1). Ce modèle simple a été introduit pour la première fois
par J.C. Maxwell [86], pour déterminer les coefficients de transport. On peut voir ce
modèle comme une sorte de version “champ moyen” de l’équation de Boltzmann pour
les sphères dures, puisqu’il remplace simplement le noyau de collision vij ·σ̂ par sa valeur
moyenne, qui est la fréquence de collision ω ≡ nσd−1

√
2T . Un autre cas célèbre est le

cas ν = 2 [49], qui est appelé modèle de sphères très dures, puisqu’il correspondrait à
un potentiel d’interaction avec une décroissance plus rapide que le potentiel des sphères
dures. Même si nés dans le cadres de systèmes cinétiques conservant l’énergie, tous
ces modèles s’adaptent très bien à des systèmes granulaires, bien que l’interprétation
physique soit sans doute moins transparente. Le modèle de Maxwell a néanmoins eu
beaucoup de succès dans la littérature [14, 4, 9, 8, 50], en étant plus abordable2, ce qui
a permis d’avoir des résultats analytiques exacts.

2.3 Fluctuations d’énergie

On va maintenant s’intéresser aux fluctuations d’énergie. Compte tenu de la nécessité
de mieux comprendre l’éventuelle importance de la pdf de quantités globales, l’énergie
est sans doute celle qui se prête le mieux (à cause de son sens physique) à une étude
des fluctuations. De plus, au delà de l’intérêt général d’une telle étude pour une “clas-
sification” des distributions hors d’équilibre, des résultats récents [24] montrent que les
fluctuations d’énergie pour un gaz granulaire en refroidissement libre à l’approche de la
transition de “clustering”, sont distribuées suivant une distribution de Gumbel. Cette

1Par souci de simplicité, on va se placer dans le cas homogène où f(r,v, t) ≡ f(v, t)
2Dans ce cas l’intégrale de collision se réduit en effet à un produit de convolution.
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observation renforce l’importance de cette distribution dans des systèmes critiques, et
semble cacher un lien avec l’existence de longueurs de corrélations divergentes.

Deux études récentes s’étaient déjà penchées sur le sujet. D’une part, les travaux
numériques de Aumâıtre et al. [3, 2], qui ont regardé d’un coté la forme de la distribution
de l’énergie , qui est non gaussienne, et d’un autre coté la non extensivité de l’énergie
(et la non intensivité de la température granulaire qui en découle). D’autre part, les
travaux de Brey et al. [23], sur les fluctuations d’énergie dans le cas du refroidissement
libre homogène, montrent que les fluctuations d’énergie sont essentiellement gaussiennes,
avec une variance non-triviale, qui est due à la présence de corrélations entre vitesses. Il
semble donc que les effets non triviaux des fluctuations d’énergie peuvent être attribués
d’une part aux corrélations, et d’autre part, aux hétérogénéités. Dans un premier temps
on va s’intéresser au cas hétérogène, pour essayer de quantifier ces deux contributions.
Dans un deuxième temps, nous nous pencherons sur le cas d’un chauffage homogène, où
seules les corrélations peuvent jouer un rôle.

L’ensemble de ces résultats est publié dans la référence [P6]

2.3.1 Le cas d’un gaz vibré

On considère d’abord le cas d’un gaz chauffé par une paroi vibrante. Le but étant aussi
de comparer les résultats aux simulations de Aumâıtre et al. [3, 2], on va se placer dans
la même configuration d’un gaz granulaire à deux dimensions dans une bôıte dont une
paroi vibre sinusöıdalement, le tout sans gravité (un cliché du système est montré dans la
figure 2.2). Dans ce cadre, le champ de vitesse u(r) est nul. De plus le produit du champ
de température avec le champ de densité (c’est-à-dire la pression) est, dans la limite
diluée, constant. Avec ces simplifications les équations hydrodynamiques (2.13) peuvent
être résolues exactement. Le résultat peut s’exprimer par le profil de température [29],
qui, en raison des symétries du problème, ne dépend que de la distance x par rapport à
la paroi vibrante, et perpendiculairement à celle-ci. On introduit d’abord une nouvelle
échelle de longueur réduite ℓ (à ne pas confondre avec la longueur nσd−1 introduite
précédemment), adimensionnée par le libre parcours moyen λ(x), définie par :

dℓ =
dx

λ(x)
, λ(x) =

[ √
2π

d−1
2

Γ[(d+ 1)/2]
σd−1n(x)

]−1

. (2.40)

Quand x = 0, on a bien ℓ = 0, et quand x = H, on a ℓ = ℓm où :

ℓm =

√
2π

d−1
2

Γ[(d+ 1)/2]
σd−1

∫ H

0
dx n(x) = Cσd−1Nx , (2.41)

où Nx est le nombre de particules par unité de section perpendiculaire à l’axe x (par
exemple, en deux dimensions, Nx = N/L, où L est la largeur du rectangle contenant les
particules). Le profil de température s’écrit alors :

T (ℓ) = T0




cosh
(√

a(α)(ℓm − ℓ)
)

cosh
(√

a(α)ℓm

)




2

. (2.42)
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Fig. 2.2: Un cliché de l’état stationnaire pour un système de N = 1200 particules dans
une bôıte carrée de coté L = H = 86.6σ , à densité moyenne ρ = 0.15.

Le facteur a(α) est une fonction de α qui est déterminée par le développement de
Chapman-Enskog (son expression analytique est donnée dans la Réf. [29]). Les conditions
aux bords utilisées pour aboutir au profil de température sont :

T (ℓ = 0) = T (x = 0) = T0
∂T

∂ℓ

∣∣∣∣
ℓ=ℓm

=
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=H

= 0 . (2.43)

Nous avons confirmé la validité de ce résultat par des simulations de Dynamique Moléculaire,
dont on montre un résultat dans la figure 2.3, qui compare l’expression (2.42) au profil
de température mesuré.

Voilà l’état des lieux tel qu’établi par Brey et al. [29]. Nous avons à ce stade entrepris
une étude des fluctuations d’énergie, afin d’expliquer les résultats observés par Aumâıtre
et al. [2].

Fluctuations d’énergie totale

On va s’intéresser maintenant aux fluctuations d’énergie totale, le but étant de séparer
les contributions dues aux corrélations, des effets dus à l’hétérogénéité du système.
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Fig. 2.3: Profil de température en fonction de la longueur réduite ℓ pour un système
de N = 1000 particules dans un rectangle de hauteur H = 200 σ et densité
ρ σ2 = 0.05, avec un coefficient de restitution α = 0.99. La température est
en unités de la température T0 près de la paroi vibrante. L’encadré montre les
profils de température des composantes x et y, en fonction de la hauteur x. On
observe que la température est effectivement isotrope, hormis pour une petite
région au voisinage de la paroi vibrante, où la description hydrodynamique est
mise en défaut (ici le nombre de Knudsen est grand).

Pour cela, il faut pouvoir estimer la distribution de la vitesse. Quoique celle-ci soit non
gaussienne, les écarts à la gaussienne sont relativement faibles, et de plus parfaitement
contrôlés. On va donc partir de l’hypothèse qu’à une hauteur donnée x (où mieux ℓ, si on
se place dans cette échelle), la pdf de la vitesse est une gaussienne avec une température
T (ℓ) :

f(v, ℓ) =
e−v2/2T (ℓ)

(2πT (ℓ))d/2
. (2.44)

L’énergie e = v2/2 de chaque particule est donc distribuée suivant :

p(e, ℓ) = f 1
T (ℓ)

, d
2
(e) , (2.45)

où fα,ν(x) est une distribution gamma [59] :

fα,ν(x) =
αν

Γ(ν)
xν−1e−αx . (2.46)
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La fonction caractéristique (i.e. la transformée de Fourier) de la distribution gamma est
donnée par :

f̃α,ν(k) =

∫ +∞

−∞
dxeikxfα,ν(x) =

(
1 − ik

α

)−ν

. (2.47)

La quantité macroscopique d’intérêt est la température granulaire, définie comme la
moyenne spatiale de la température locale :

Tg =
1

N

∫

V
n(r)T (r) dr =

1

ℓm

∫ ℓm

0
T (ℓ) dℓ . (2.48)

Afin de calculer la distribution de l’énergie totale, il est utile de diviser le système en
ℓm/∆ℓ couches, de hauteur ∆ℓ. L’avantage d’utiliser l’échelle ℓ est que maintenant dans
chaque couche le nombre de particules Nℓ est constant, puisque dℓ ∝ n(x)dx. De plus
dans chaque couche i la température Ti ≡ T (i∆ℓ) est aussi homogène. Dans une couche
j, l’énergie ǫj est la somme de Nℓ vitesses distribuées suivant une distribution gaussienne
de variance Tj . La distribution de l’énergie pour une couche donnée qj(x) = prob(ǫj = x)
peut s’écrire, si on néglige les corrélations :

qj(x) = f 1
Tj

,Nℓ
d
2
(x) . (2.49)

Finalement, la fonction caractéristique de l’énergie totale E =
∑

j ǫj peut s’écrire comme
le produit des fonctions caractéristiques q̃j :

P̃ (k) =

ℓm/∆ℓ∏

j=0

q̃j(k) =

ℓm/∆ℓ∏

j=0

(1 − ikTj)
−

Nℓd

2 . (2.50)

Puisque le nombre de particules dans chaque couche Nℓ est une fraction connue du
nombre total de particules (Nℓ = N∆ℓ/ℓm), on peut réécrire l’expression (2.50) comme
une somme de Riemann. Dans la limite ∆ℓ → 0 on obtient la fonction caractéristique
de l’ énergie totale, qui s’écrit :

P̃ (k) = exp

(
−Nd

2ℓm

∫ ℓm

0
log (1 − ikT (ℓ)) dℓ

)
. (2.51)

Fluctuations locales d’énergie

Il est aussi intéressant d’étudier les fluctuations d’énergie “locale”, c’est-à-dire les
fluctuations d’énergie pour une couche à une distance x de la paroi vibrante et d’une
épaisseur ∆x (suffisamment faible pour que la densité et la température puissent être
considérées homogènes). On considère toujours que les vitesses sont gaussiennes et in-
dépendantes. Dans ce cas l’énergie ǫ est une somme de N(x) variables aléatoires identi-
quement distribuées, mais leur nombre N(x) fluctue dans le temps. La pdf de l’énergie
locale ǫ(x) peut donc s’écrire :

Pl(ǫ, x) =

∞∑

N(x)=1

Pd(N(x))f 1
T (x)

,N(x) d
2
(ǫ) + Pd(0)δ(ǫ) , (2.52)
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Fig. 2.4: Distribution de l’énergie locale pour un système de N = 100 particules dans
une bôıte carré avec une densité ρσ2 = 0.04 et avec α = 0.95. L’énergie a été
échantillonnée dans une bande d’épaisseur ∆x = 1.66σ, centrée en x = H/2.
La courbe en trait continu est l’estimation analytique de l’équation (2.54).

où Pd est la distribution du nombre de particules à une distance x de la paroi vibrante.
Le deuxième terme dans le membre de droite de l’équation précédente est dû au fait
que lorsqu’il n’y a pas de particules dans la couche la distribution de l’énergie est une
distribution delta. Si les particules sont décorrélées, la distribution Pd devrait être bien
approximée par une Poissonnienne, de moyenne 〈N(x)〉 = n(x)∆x :

Pd(N(x) = i) = e−n(x)∆x (n(x)∆x)i

i!
. (2.53)

Dans le cadre de cette approximation, la pdf locale de l’énergie peut être calculée ana-
lytiquement, ce qui donne, en deux dimensions d’espace :

Pl(ǫ, x) = e
−n(x)∆x− ǫ

T (x)

√
n(x)∆x

T (x)ǫ
I1

(
2

√
n(x)∆x ǫ

T (x)

)
+ 2e−n(x)∆xδ(ǫ) , (2.54)

où In(x) est la fonction modifiée de Bessel du premier type [1]. Pour des dimensions
d’espace supérieures à deux, la somme dans l’éq. (2.52) avec des fluctuations de den-
sité poissonniennes peut s’exprimer en termes de fonctions hypergéométriques. Nous
avons également comparé ce résultat à des simulations de Dynamique Moléculaire (MD),
comme montré dans la figure 2.4. Les cumulants de cette distribution sont, en dimension
générale d :

〈ǫp〉c(x) =
n(x)∆xT p(x)

2p
d(d+ 2) . . . (d+ 2p− 2) , (2.55)
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2.3 Fluctuations d’énergie

où la notation 〈Xp〉c désigne le cumulant d’ordre p de la variable aléatoire X.

Comparaison avec les résultats numériques

Afin d’obtenir une expression analytique pour la pdf de l’énergie totale, il faut calculer
la transformée de Fourier inverse de l’équation (2.51) en utilisant (2.42) comme profil de
température. Ceci ne semble pas possible analytiquement, mais on peut toujours recourir
à des méthodes numériques. Aumâıtre et al. [3, 2] ont montré par des simulations de MD
que la distribution de l’énergie totale a la forme d’une loi du χ2 (i.e. une distribution
gamma, cf. (2.46)), mais avec un nombre de degrés de liberté différent de N × d, et une
température différente de la température granulaire moyenne Tg. Ils ont donc proposé
de définir un nombre de degrés de liberté effectif Nf et une température effective TE tels
que la pdf de l’énergie s’écrive :

Π(E) = f 1
TE

,
Nf
2

(E) . (2.56)

La définition de Nf et TE devient alors :

Nf = 2
〈E〉2c
〈E2〉c

, TE =
〈E2〉c
〈E〉c

. (2.57)

On a déjà montré dans la Fig. 2.3 le bon accord entre le profil de température mesuré
et la prédiction hydrodynamique de l’éq.(2.42). Les points numériques sont le résultat
d’une simulation de dynamique moléculaire dite “événementielle”, avec des conditions
aux bords périodiques dans la direction y (perpendiculaire au forçage), une paroi vibrante
en x0(t) = A sin(Ωt), avec A = 0.25σ (Ω fixe l’échelle de temps), et une paroi solide en
x = H. Dans la figure 2.5 la transformée de Fourier inverse de (2.51) est comparée
avec la composante y de l’énergie totale mesurée dans la simulation, avec un bon accord
numérique. On a limité notre analyse à la seule composante y parce que les déviations par
rapport à la gaussienne pour la pdf de la vitesse sont plus faibles dans cette direction 3, ce
qui est en meilleur accord avec nos hypothèses initiales. Dans la même figure, on a aussi
tracé la fonction Π(E) définie en (2.56), qui a une forme similaire et qui s’ajuste mieux sur
les résultats des simulations. Cependant, on souligne que notre prédiction requiert un seul
paramètre, T0, qui fixe la moyenne de la distribution, alors que déterminer Π(E) nécessite
deux paramètres, qui sont la moyenne et la variance de E. Ceci souligne l’importance de
considérer les hétérogénéités spatiales dans la détermination des fluctuations de l’énergie
totale. En revanche, les corrélations, qui ont été négligées dans nos approximations,
semblent jouer un rôle secondaire.
Notre approche permet aussi d’étudier le comportement des quantités macroscopiques
Nf et TE en fonction des paramètres du système, et en particulier de sa taille. Une
des questions soulevées dans [3, 2] est que l’énergie moyenne n’est pas extensive en la
taille du système. De même, la température granulaire, telle qu’elle est définie, n’est

3on peut voir cela dans l’encadré de la figure 2.5, où l’on a tracé le kurtosis des composantes x et y de
la vitesse, voir aussi [29]

31



2 Les gaz granulaires

200 250 300
Ey

10
-7

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

P
(E

y)

P(Ey)
FFT de l’éq. (2.51)
Π(Ey)
f
1/T

g
, N/2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x / H

0

0.1

0.2 κx

κy
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Fig. 2.3. La courbe en trait continu est la transformée de Fourier inverse de
l’éq.(2.51) (avec d = 1) ; la courbe en tirets est une loi du χ2 avec même
moyenne et variance que les données numériques. La courbe en pointillés est
un χ2 avec pour paramètres la température granulaire et le nombre de degrés
de liberté maximal (N). L’énergie est en unités de la température de la paroi
chauffante T0. L’encadré montre l’excès de kurtosis κi = 〈v4

i 〉/〈v2
i 〉2 − 3 pour

les composantes x et y de la vitesse.

pas intensive. Ceci s’explique en considérant que si l’on injecte de l’énergie en surface,
et qu’elle est dissipée en volume, il est normal que dans la limite où le volume tend
vers l’infini, à densité constante, l’énergie totale moyenne n’est pas proportionnelle à la
taille du système. Pour étudier ce phénomène, on va d’abord donner l’expression des
cumulants de E, telle qu’elle est prédite par l’éq. (2.51) :

〈Ep〉c =
Nd

2ℓm

∫ ℓm

0
T p(ℓ)dℓ . (2.58)

À partir des cumulants on obtient simplement :

Nf =
Nd

ℓm

(∫ ℓm

0 T (ℓ)dℓ
)2

∫ ℓm

0 T 2(ℓ)dℓ
, TE =

∫ ℓm

0 T 2(ℓ)dℓ
∫ ℓm

0 T (ℓ)dℓ
, (2.59)

ce qui montre que TE n’est pas rigoureusement intensive, mais dépend de ℓm, qui est
proportionnel au nombre de couches de particules au repos. Cependant, pour des valeurs
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2.3 Fluctuations d’énergie

de ℓm suffisamment grandes, l’intégrale dans l’éq.(2.58) ne dépend plus de la taille du
système :

∫ ℓm

0
T p(ℓ)dℓ ∼ T p

0

2p
√
a(α)

, (2.60)

de sorte que la température effective TE devient une constante proportionnelle à la
température de la paroi chauffante, alors que le paramètre Nf dépend encore de la taille
du système :

Nf ∼ 1√
a(α)

Nd

ℓm
, TE ∼ T0

2
. (2.61)

On va maintenant comparer comment les résultats de [2] s’inscrivent dans ce cadre,
pour différentes configurations du volume, à diamètre des particules σ fixé, et à densité
ρ = N/(HL) constante (on se place à deux dimensions, comme dans [2]) :

– Si on augmente seulement L, à H constant, N/L est constant, donc ℓm et TE ne
changent pas.

– Si on augmente H, à L constant, alors ℓm ∝ N/L augmente, et donc TE n’est pas
constant. Les variations de TE quand H change sont tout de même faibles, et quand
N est suffisamment grand, TE atteint sa valeur asymptotique qui est T0/2.

– Si H et L sont augmentées au même taux, ℓm augmente encore plus lentement, et
encore une fois, TE n’est pas rigoureusement constante, mais décrôıt lentement vers
sa valeur asymptotique T0/2.

Le comportement deNf dépend aussi de ℓm. À diamètre et densité constants, l’éq.(2.61)
montre que (i) pour une bôıte carrée, puisque ℓm ∝

√
N , on a Nf ∝

√
N , ce qui est

proche du comportement N0.4 observé numériquement [2], et (ii) à L constant, si on aug-
mente la hauteur H, ℓm est proportionnel à N , et Nf est donc une constante. Toutes ces
propriétés sont en accord avec les observations numériques de [2]. Ces résultats montrent
que les anomalies concernant l’intensivité et l’extensivité peuvent s’expliquer par une ap-
proche qui, négligeant les corrélations, se concentre sur les aspects liés aux hétérogénéités,
qui sont décrites approximativement par les profils hydrodynamiques [29]. Le paramètre
crucial dans cette explication est finalement le nombre de couches de particules au re-
pos (qui est proportionnel à ℓm). Si ce nombre est suffisamment grand, la température
effective TE est bien intensive. De plus cette approche permet de décrire le comporte-
ment des fluctuations dans un gaz granulaire vibré. La pdf de l’énergie s’ajuste bien sur
une distribution gamma, qui est la distribution qui décrit les fluctuations d’énergie à
l’équilibre (dans l’ensemble canonique). Cependant on trouve des grandes déviations par
rapport à la théorie des fluctuations d’équilibre, puisque les paramètres de la distribu-
tion gamma (i.e. le nombre de degrés de liberté et la température) ne sont ni le nombre
de degrés de liberté du système, ni la température granulaire. Une autre remarque est
que les corrélations entre vitesses ne jouent pas un rôle primordial dans l’explication
de ces déviations. Afin de caractériser la contribution due à ces corrélations, il est utile
de mesurer les fluctuations d’énergie à une distance x de la paroi vibrante donnée. À
partir de l’expression des cumulants de l’énergie locale (2.55), il est possible de définir
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Fig. 2.6: Densité effective nf (x) divisée par la densité n(x) dans un système carré à
densité constante ρσ2 = 0.04 et avec α = 0.99. Le nombre de degrés de liberté
effectifs correspondant est : Nf/(Nd) = 0.99 (pour N = 100) ; Nf/(Nd) = 0.77
(pour N = 400) ; Nf/(Nd) = 0.63 (pour N = 800) ; Nf/(Nd) = 0.47 (pour
N = 1200).

une “densité effective” :

nf (x) =
d(d+ 2)

d2

〈ǫ〉2
〈ǫ2〉c

. (2.62)

Si les hypothèses de décorrélation et de gaussianité sont satisfaites, alors nf (x) = n(x).
et les déviations à cette égalité sont dues exclusivement aux corrélations et aux effets non
gaussiens. Dans la figure 2.6 on montre plusieurs mesures de nf (x)/n(x) pour différents
systèmes. On observe que systématiquement nf (x) 6= n(x), cependant ces déviations
sont faibles par rapport aux différences entre Nf et N .

2.3.2 Le cas d’un forçage homogène

On va maintenant s’intéresser à l’effet des corrélations entre vitesses. Pour cela, on
va considérer un gaz granulaire dans un état stationnaire homogène. De cette manière,
les effets dus aux hétérogénéités disparaissent, permettant ainsi une mesure précise des
corrélations. Dans une première partie on considérera le cas d’un gaz chauffé par le
thermostat stochastique, et dans une deuxième partie le cas du thermostat gaussien.
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2.3 Fluctuations d’énergie

Thermostat stochastique

Dans le cas d’un forçage par un bruit blanc, on a vu dans 2.2.4 que le système atteint
un état stationnaire homogène, et que l’on sait déterminer avec une bonne précision les
propriétés de la pdf de la vitesse. La température moyenne est donnée par (2.29), et c’est
bien une quantité intensive, l’énergie moyenne 〈E〉 = dNT/2 étant extensive. Cependant
l’énergie est une quantité qui fluctue dans le temps. On va justement s’intéresser à ces
fluctuations, et en particulier à la variance réduite :

σ2
E = N

〈E2(t)〉 − 〈E(t)〉2
〈E(t)〉2 . (2.63)

En utilisant les notations de la partie précédente, on voit que σ2
E ≡ 2N/Nf . Brey et

al. [23] ont calculé, en utilisant les équations cinétiques, une expression analytique pour
σ2

E dans le cas d’un gaz granulaire en refroidissement libre homogène, qui est équivalent
au thermostat gaussien. Cette quantité a aussi été mesurée numériquement pour un gaz
granulaire à une dimension avec un thermostat similaire [34]. Comme première remarque,
on peut s’intéresser à la limite élastique α → 1 de σ2

E . Dans le cas du thermostat gaus-
sien, comme du refroidissement libre, la limite α = 1 correspond à un état d’équilibre
microcanonique, où l’énergie totale est conservée, et donc distribuée suivant une distri-
bution de Dirac. De ce fait, les fluctuations de l’énergie sont strictement nulles. D’autre
part, dans le cas du thermostat stochastique, le bruit va continuer à jouer un rôle, et les
fluctuations seront non triviales même dans la limite élastique.

La distribution empirique de l’énergie peut se mesurer numériquement en utilisant
l’algorithme Direct Simulation Monte Carlo (DSMC). Cet algorithme, introduit par
Bird [13], simule une châıne de Markov dont l’équation mâıtresse associée redonne exac-
tement la première équation de la hiérarchie BBGKY. Un graphe de la distribution
d’énergie est tracé dans la Fig. 2.7. On observe encore une fois une forme qui s’ajuste
bien avec une loi du χ2 de même moyenne et variance. Cependant, le nombre de degrés
de liberté de cette distribution est plus petit que le vrai nombre de degrés de liberté du
système (c’est à dire (N − 1) × d). Ce phénomène peut a priori être dû à deux causes :
la non gaussianité de la pdf de la vitesse, et la présence de corrélations entre vitesses.
Afin de quantifier la portée de chacun de ces effets sur la pdf de l’énergie, il est utile
de calculer la distribution de l’énergie en supposant les vitesses décorrélées (mais non-
gaussiennes). On a vu que tronquer la série de Sonine (2.24) au deuxième ordre donne
déjà une bonne approximation pour la pdf de la vitesse f(v). Dans le cadre de cette
approximation, on peut calculer la fonction caractéristique de l’énergie totale :

P̃N (k) =
1

(1 − ikT )
Nd
2

(
1 +

d(d+ 2)

8
a2

(
1

(1 − ikT )2
− 2

(1 − ikT )
+ 1

))N

, (2.64)

où N est le nombre de particules du système, et a2 est relié au quatrième cumulant
de la distribution de vitesse. À partir de cette expression on déduit les premiers mo-
ments de l’énergie (qui sont donnés par les dérivées successives en k = 0 de la fonction
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Fig. 2.7: Distribution de l’énergie par une simulation Monte Carlo de type DSMC
pour un gaz de N = 100 particules avec un coefficient de restitution α = 0.5
en d = 2 (cercles). Le trait continu représente une distribution gamma de
même moyenne et même variance, qui correspond à un nombre de degrés de
liberté effectif Nf ≃ 174 inférieur au véritable nombre de degrés de liberté
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Fig. 2.8: Tracé de σ2
E en fonction du coefficient de restitution α pour N = 100 (©) et

N = 1000 (�) particules en d = 2, chauffées par le thermostat stochastique. Le
résultat du calcul qui néglige les corrélations (2.66) est tracé en trait continu.
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caractéristique) :

〈E〉 =
d

2
NT ,

〈
E2
〉
− 〈E〉2 =

d

2
NT 2

(
1 +

d+ 2

2
a2

)
, (2.65)

qui donnent accès à une expression pour σ2
E :

σ2
E(décorr.)

=
2

d

(
1 +

d+ 2

2
a2

)
. (2.66)

Comme on devait s’y attendre pour des raisons dimensionnelles, on voit que la température
T n’apparâıt pas dans l’expression de σ2

E , qui ne dépend que du coefficient de restitution
α (et de la dimension d’espace d). Ce résultat est comparé, dans la figure 2.8, à des
résultats de simulations DSMC, pour différentes valeurs de α et pour deux tailles de
système différentes en 2 dimensions. Le désaccord entre le calcul qui suppose les vitesses
décorrélées, et les simulations numériques indique l’importance des corrélations entre vi-
tesses induites par l’inélasticité (en réalité on a aussi négligé les queues non gaussiennes
de la pdf de la vitesse, mais cet effet a des conséquences négligeables pour les premiers
moments de l’énergie). On peut remarquer que lorsque le coefficient de restitution est
proche de la valeur 1/

√
2 (c’est-à-dire quand l’expression de a2 s’annule), alors la valeur

de σ2
E ≃ 1 ≡ 2/d, qui est le même résultat que pour un gaz à l’équilibre en contact avec

un thermostat (i.e. dans l’ensemble canonique, où l’hypothèse d’absence de corrélations
est exacte). Il y a malgré tout lieu de penser qu’il s’agit là d’une cöıncidence, dans la me-
sure où σ2

E ne tend pas vers 1 lorsque α→ 1, limite pour laquelle a2 s’annule également.

On va s’intéresser maintenant à la dépendance de σ2
E avec l’amplitude du bruit ξ20 .

Pour cela, il est utile d’introduire une nouvelle variable d’énergie, exprimée dans une
échelle telle qu’elle ait une moyenne nulle et une variance unité :

Ẽ =
E − 〈E〉√
〈E2〉 − 〈E〉2

. (2.67)

On a tracé dans la figure 2.9 la pdf de cette quantité pour un système de N = 100 parti-
cules avec un coefficient de restitution α = 0.5 et pour différentes valeurs de l’amplitude
du bruit ξ20 . On voit que les données s’ajustent bien sur une seule et unique courbe (qui
a toujours une forme de χ2), ce qui confirme que le bruit a pour unique fonction de
déterminer une échelle de température dans le système. D’autre part, cela implique que
la distribution de Ẽ ne dépend que de α et de N . De plus, puisque σ2

E ne dépend pas du

nombre de particules N (pour N suffisamment grand),
√
〈E2〉 − 〈E〉2 crôıt comme

√
N ,

le théorème de la limite centrale s’applique, et P (Ẽ) tend bien vers une gaussienne dans
la limite N → ∞. À ce propos, la figure 2.10 montre que la pdf de Ẽ pour N = 1000
particules est très proche de la gaussienne (même si la loi du χ2 s’ajuste mieux).

Thermostat gaussien

Dans le cadre du thermostat gaussien, les équations cinétiques sont exactement iden-
tiques au cas du refroidissement libre homogène. On précise que cette équivalence est
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Fig. 2.9: Distribution de l’énergie adimensionnée Ẽ pour α = 0.5, N = 100 particules
en d = 2, et différentes valeurs de l’amplitude du bruit ξ20 . Les simulations ont
été faites soit avec l’algorithme DSMC, soit par dynamique moléculaire, avec
ρσ2 = 0.04.
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Fig. 2.10: Distribution de Ẽ pour α = 0.5, N = 1000 particules, et pour différentes
valeurs de l’amplitude du bruit ξ20 . La courbe en trait continu est une loi du
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E ≃ 1759 degrés de liberté, et qui est très proche de la
distribution gaussienne, tracée ici en tirets.
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est l’expression analytique donnée par l’éq.(2.68).
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Fig. 2.12: Distribution de l’énergie adimensionnée Ẽ pour un coefficient de restitution
α = 0.5. Le système est chauffé par un thermostat gaussien pour N = 100
(©) et 1000 (�) particules. Le trait plein montre une distribution gamma de
moyenne nulle, de variance unité, qui a un nombre de degrés de liberté Nf =
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E . Le trait en tirets est une gaussienne de moyenne nulle et variance
unité.
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vraie non seulement pour l’équation de Boltzmann, mais également pour l’équation de
pseudo–Liouville, et donc pour toute fonction de distribution à n points. De ce fait, il
apparâıt que le thermostat gaussien et le refroidissement libre partagent aussi les mêmes
fluctuations et fonctions de corrélations. On pourra donc comparer les résultats obtenus
pour le refroidissement libre à des simulations DSMC d’un gaz maintenu dans un état
stationnaire et homogène par un thermostat gaussien. Dans le cas du thermostat gaus-
sien, Brey et al. [23] ont obtenu une expression analytique pour la quantité σ2

E définie
en (2.63). Son expression est :

σ2
E =

d(d+ 1)

2
+
d(d+ 2)

4
a2(α) + d2b(α) , (2.68)

où 4 :

b(α) =
4
(
1 − 2α2

) (
1 − 3α+ α2 (α− 1)

)
− (1 − α) (3 − 2α (8 + 5α)) d− 2 (3 + α) d2

2 d (7 + 6 d− α (15 + 2α (1 − α) − 2 d))
.

(2.69)
On remarque que b(α = 1) = −(1 + d)/(2d), de sorte que σ2

E est bien nul dans la limite
élastique. Ce résultat analytique a été obtenu en projetant l’équation de Liouville sur
les modes hydrodynamiques, qui sont donnés par les fonctions propres de l’opérateur de
collision linéarisé. Ces fonctions propres peuvent se calculer dans le cas du thermostat
gaussien, mais pas dans le cas du thermostat stochastique.

Les résultats numériques sont comparés à l’équation (2.68) dans la figure 2.11. Les
simulations ont été faites pour deux tailles de système différentes (N = 100 et N = 1000,
en 2 dimensions), et pour différentes valeurs de α, et les résultats sont toujours en très
bon accord avec l’équation (2.68). La pdf de l’énergie se comporte à nouveau comme une
loi du χ2. Quand le système n’est pas trop grand, N ∼ 100, la pdf de l’énergie s’ajuste
bien sur un χ2 avec une moyenne donnée par (2.31) et une variance donnée par (2.68).
De plus, quand le nombre de particules augmente, la loi du χ2 se rapproche de plus en
plus de la gaussienne. Ces propriétés sont illustrées dans la figure 2.12.

2.3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié les fluctuations de l’énergie cinétique totale pour un gaz
granulaire maintenu dans un état stationnaire hors d’équilibre par différents mécanismes
d’injection d’énergie.

Dans le cas où l’énergie est injectée par une paroi vibrante, le système est hétérogène.
En tirant profit d’une hypothèse d’“équilibre” local, qui suppose que les particules sont
décorrélées, on peut calculer la fonction caractéristique de la distribution de l’énergie.
Cette fonction apparâıt comme étant une fonctionnelle du profil de température, et elle
s’applique donc dans plusieurs cas de conditions aux limites. En utilisant le profil de
température établi par Brey et al. [29], on arrive à expliquer les phénomènes observés

4L’expression qui suit n’est pas exactement la même que celle qui apparâıt dans [23]. Ceci est dû au
fait qu’on utilise ici une expression du coefficient de Sonine a2 légèrement différente, et qui concorde
mieux avec les simulations numériques [89]
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lors de simulations numériques par Aumâıtre et al. [2]. Le résultat ainsi obtenu semble
valable même lorsque l’approximation hydrodynamique n’est pas valable dans l’ensemble
du système5. De plus, on trouve que la température effective définie dans la Réf. [2] n’est
extensive que lorsque le nombre de couches de particules au repos est suffisamment élevé.
Dans ce cas on montre que la température effective est reliée à la température imposée
par la condition aux limites, qui est représentée dans cet exemple par la “température”
de la paroi vibrante. On peut définir également un nombre de degrés de liberté effectifs,
dont on trouve la dépendance par rapport au nombre de degrés de liberté du système. Ce
résultat est lui aussi en accord avec les résultats numériques de la Réf [2]. Tout ceci nous
mène à la conclusion que les problèmes soulevés dans [2], relatifs au comportement non
intensif de la température, et non extensif de l’énergie, s’expliquent finalement lorsque
l’on prend en compte l’hétérogénéité du système.

Dans le cas de gaz granulaires dans un état homogène, la distribution de l’énergie
cinétique totale se comporte comme une loi du χ2, avec un nombre de degrés de liberté
différent (mais proportionnel) au nombre de degrés de liberté total d(N − 1). L’énergie
est donc bien extensive et, de plus, dans la limite où N → ∞, sa distribution tend bien
vers une gaussienne. On a mesuré, par simulation Monte Carlo (méthode DSMC), la
variance σ2

E de l’énergie, qui ne dépend que du coefficient de restitution α. Ces fluctua-
tions non triviales sont essentiellement dues aux corrélations induites par l’inélasticité.
On peut distinguer deux contributions à ces corrélations. D’une part, le comportement
non gaussien de la pdf de la vitesse, qui implique que les composantes euclidiennes de la
vitesse de chaque particule sont corrélées. D’autre part, une contribution de la distribu-
tion à deux points, qui ne se factorise pas exactement en un produit de deux fonctions à
un point. Un calcul analytique de la contribution due à l’aspect non gaussien de la pdf
de la vitesse est possible, et n’est pas en accord avec les simulations numériques. Ceci
montre que les contributions qui proviennent de la distribution à deux points ne sont
pas négligeables. Il faut tout de même remarquer que l’importance de ces corrélations
n’abolit pas la validité de l’équation de Boltzmann. Comme déjà remarqué dans les Réfs.
[51, 23], la fonction de corrélation à deux points g2(v1,v2), définie par :

g2(v1,v2) = f (2)(v1,v2) − f(v1)f(v2) , (2.70)

est toujours d’ordre 1/N . Ceci est confirmé par l’observation que la pdf de l’énergie tend
bien vers une gaussienne, lorsque N → ∞.

Lorsque l’énergie est injectée par le thermostat gaussien, les résultats numériques sont
en très bon accord avec les prédictions de la Réf [23]. Ceci implique en particulier que
l’algorithme DSMC est sensible aux effets provenant de la fonction de corrélation à
deux points. Cet aspect n’était pas prévu dans la formulation initiale de cet algorithme,
destiné à l’origine à résoudre exclusivement l’équation de Boltzmann.

5En particulier, l’approximation hydrodynamique n’est pas valable près de la paroi vibrante, où le gaz
est trop dilué
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3
Puissance injectée, énergie dissipée

3.1 Introduction

On va s’intéresser, dans ce chapitre, à la distribution de l’énergie injectée dans un gaz
granulaire pendant un grand intervalle de temps. Les motivations sont multiples.

Premièrement, il s’agit d’une quantité qui est, sous une hypothèse d’équilibre local,
proportionnelle au flux d’entropie phénoménologique, constitué par la somme des flux
entrant dans le système, divisés par leur force conjuguée respective [40]. Le flux d’entropie
n’étant pas défini d’une manière rigoureuse dans les systèmes irréversibles, il semble
important de consacrer une étude détaillée à cette quantité, afin de vérifier si elle peut
jouer ce rôle. De plus, le flux d’entropie, intégré dans le temps, vérifie, dans les systèmes
thermostatés, la Relation de Fluctuation (FR) (cf. 1.2). Il serait donc utile d’essayer
également d’étudier si les systèmes irréversibles vérifient également cette relation, ou une
relation similaire. De telles tentatives ont déjà été effectuées, dans le cadre de simulations
numériques [3, 2], et d’expériences [58]. Cependant, aucune approche analytique n’a été
proposée pour sonder la question.

D’un point de vue expérimental, l’étude de la puissance injectée, peut aussi se révéler
féconde. Il s’agit d’une quantité relativement facile à mesurer lors d’une expérience. De
plus, elle est souvent égale au travail nécessaire pour maintenir un système dans un état
stationnaire hors d’équilibre. De ce fait, un lien avec la dissipation, qui se produit à
l’intérieur du système, semble possible.

Une grande partie de ce chapitre est consacrée à l’étude d’une éventuelle vérification
de la FR dans les gaz granulaires. La vérification de cette relation nécessite la connais-
sance du flux d’entropie. En l’absence d’une telle définition, l’approche la plus intuitive
consiste à s’intéresser au flux phénoménologique, qui définit le flux d’entropie comme la
puissance injectée divisée par une température. Dans les exemples classiques, comme
le cas d’un fluide en contact avec deux thermostats à des températures différentes,
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cette température est bien déterminée. Il s’agit en fait de l’inverse de la différence des
températures inverses des deux thermostats. En revanche, dans le cas du gaz granulaire
on a une seule échelle de température, la température granulaire. Cette température est
définie de manière cinétique, et ne possède pas toutes les qualités de la température
thermodynamique ordinaire. Une étude de la puissance injectée comme flux d’entropie
pourrait donc également aboutir à une définition d’une nouvelle température, qui aurait
des propriétés plus proches que celles de la température ordinaire.

On peut par ailleurs considérer un système granulaire comme un système entre deux
réservoirs. Même si à un niveau topologique on sort des descriptions ordinaires, où les flux
ont une direction spatiale bien définie, il y a bien un flux d’énergie qui traverse le système.
En moyenne, le flux est dirigé d’un réservoir d’énergie, constitué par le mécanisme d’in-
jection, vers un autre réservoir, où se trouve toute l’énergie dissipée par les collisions. On
peut donc voir un gaz granulaire comme un gaz de sphères dures élastiques, où toutes
les particules sont couplées à deux thermostats qui agissent de manière différente. Si le
système atteint un état stationnaire homogène, on saura définir une température gra-
nulaire constante pour le système. À partir de cette température, on peut déduire les
températures des deux réservoirs. Il suffit pour cela, en analogie avec la thermodyna-
mique habituelle, de connâıtre la température du système lorsqu’il est en contact avec un
seul de ces deux thermostats. Or, on sait que sans dissipation, la température granulaire
va crôıtre indéfiniment, sous l’effet de l’injection d’énergie. En revanche, sans injection
d’énergie, la température granulaire va tendre vers une valeur nulle, sous l’effet de la dis-
sipation. Formellement, on se retrouve en définitive avec un système entre deux réservoirs
qui sont respectivement à température infinie et à température nulle. Même si on ar-
rive à établir une analogie directe avec une situation où l’on est capable de déterminer
le flux d’entropie, le thermostat à température nulle pose problème. La présence d’une
telle température implique systématiquement une divergence du flux d’entropie. Bien
sûr, ceci n’est qu’une image, mais elle a le mérite de mettre en évidence les nombreuses
difficultés que l’on rencontre lorsque l’on essaye d’adosser sa vision du système à celle
de la thermodynamique hors d’équilibre usuelle.

Les résultats présentés dans la suite de ce chapitre sont une synthèse des publications
[P2,P1,P4,P10].

3.2 Puissance injectée

3.2.1 L’expérience de Feitosa et Menon

Description de l’expérience et résultats

On va d’abord commencer par décrire le travail mené par Feitosa et Menon [58]. Il
s’agit d’une expérience en quasi deux dimensions, composée par une bôıte rectangu-
laire (c’est dans la réalité un parallélépipède dont un côté est un peu plus grand que le
diamètre d’une bille), à l’intérieur duquel on a placé quelques centaines de billes en métal
(de diamètre σ ≃ 1.6mm et de masse m ≃ 5mg). Cette bôıte est ensuite vibrée vertica-
lement à très haute fréquence (f = 60Hz), avec une amplitude de 2.6 × σ. Le système
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Fig. 3.1: Gauche : une configuration typique de l’état stationnaire (image issue d’une
simulation de Dynamique Moléculaire avec N = 270 et α = 0.9. Le libre par-
cours moyen est λ ∼ 5.7σ ). Droite : profils de densité (tirets) et de température
(trait continu) du système. Les pointillés démarquent les limites du périmètre
Σ.

atteint ainsi un état stationnaire, très loin de l’équilibre. Les auteurs s’intéressent en-
suite à un sous-système de ce dispositif, qui est constitué par un rectangle imaginaire au
centre de la bôıte. Dans la figure 3.1, qui représente le système entier, le sous-système
est délimité par une ligne en tirets. Cette dernière figure, ainsi que toutes les figures
successives relatives à cette expérience, est en fait le résultat de simulation de Dyna-
mique Moléculaire (MD) que nous avons réalisées afin de reproduire le plus fidèlement
possible les conditions de l’expérience, et dont les résultats sont en parfait accord avec
leur pendants expérimentaux. Le sous-système choisi est suffisamment grand pour qu’il
y ait à l’intérieur un nombre significatif de particules, nécessaire pour une analyse sta-
tistique. De plus, dans cette même figure 3.1 on peut également voir une mesure des
profils de densité et de température du système. Il apparâıt que dans le sous-système
les gradients sont minimum, ce qui suggère que la densité et la température y sont ap-
proximativement homogènes. Les mesures de l’expérience portent sur le flux d’énergie
Qτ traversant le périmètre Σ qui délimite le sous-système d’intérêt en un temps τ . À
partir de ces données, on peut construire l’histogramme de Qτ pour différentes valeurs
de τ . Plus précisément, on a mesuré les histogrammes de la quantité :

qτ =
Qτ

τ
, (3.1)

dont les tracés sont reportés dans la figure 3.2. Il apparâıt clairement que, même si la
moyenne de Q est strictement positive, des fluctuations négatives sont bien présentes.
On constate que plus le temps d’intégration τ augmente, plus la distribution se resserre
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Fig. 3.2: Distribution de la puissance injectée P (qτ ) pour différentes valeurs de τ
(τ = (1, 2, 4, 8, 16, 32) × τmin avec τmin = 0.015/f). Les distributions ont été
déplacées verticalement (en haut les temps les plus courts) pour que le tout
soit plus clair. Les tirets mettent en évidence les queues exponentielles de la
distribution à temps court. La valeur moyenne vaut ici 〈qτ 〉 ≃ 3200mσ2f3.

autour de sa valeur moyenne, et dans la limite τ → ∞, la distribution de qτ tend vers une
distribution de Dirac : P (qτ ) → δ(qτ − 〈Q〉). On peut aussi constater que les queues de
la distribution à faible τ sont exponentielles, avec des préfacteurs différents (ici dénotés
β+ et β−). Vraisemblablement de telles queues exponentielles sont présentes à tout τ ,
mais la faible statistique disponible pour les grandes valeurs de τ ne permet pas de les
observer. Pour les grandes valeurs de τ les échantillons de qτ sont tous concentrés autour
de la moyenne, avec essentiellement des fluctuations gaussiennes (à cause du théorème
de la limite centrale). Cette distribution empirique de la pdf de qτ peut être utilisée pour
essayer de vérifier si la FR semble satisfaite. Dans la figure 3.3 on a tracé le graphe de :

1

τ
log

(
P (qτ )

P (−qτ )

)
(3.2)

en fonction de qτ , pour différentes valeurs de τ . On peut voir que pour les valeurs de τ
les plus grandes parmi celles pour lesquelles on a des événements négatifs, on a une loi
linéaire, comme prévu par la FR. La pente de cette droite est a priori un nombre associé
à une échelle de température inverse. Cependant, il est différent de la seule échelle de
température du problème, qui est la température granulaire inverse βgran = 1/Tg, où
Tg représente cette fois-ci la température moyenne du sous-système d’intérêt (à peu
près homogène dans le sous-système, comme montré dans la figure 3.1). La valeur de
la pente qu’on obtient pourrait donc être utilisée pour définir une nouvelle température
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Fig. 3.3: Tracé de 1/τ log[P (qτ )/P (−qτ )] en fonction de qτ à partir des histogrammes de
la figure 3.2. La ligne en trait continu est une régression linéaire (de pente βeff )
des donnés à τ = 128τmin. La ligne en tirets est une droite de pente βgran =
1/Tg, où Tg désigne la température granulaire du sous-système à l’étude. Dans
l’encadré on peut voir la même fonction tracée pour les données à temps court
(τ = (1, 2, 4, 8) × τmin, en partant du bas vers le haut)

Teff = 1/βeff , βeff désignant la pente de la relation linéaire vérifiée. C’est du moins
la proposition faite par les auteurs de la référence [58]. Il faut aussi souligner que les
temps τ pendant lesquels on intègre le signal ne sont pas beaucoup plus grands que les
temps caractéristiques du système, qui sont : le temps de vol τcoll ≃ 0.5f−1, le temps
de diffusion à l’intérieur du périmètre Σ, τdiff ≃ 0.8f−1, et le temps moyen entre deux
sorties successives du périmètre, τtraversé ≃ 0.04f−1. De plus, la statistique disponible
aux temps longs, ne permet pas de sonder les événements négatifs, de plus en plus rares.
Dans la figure 3.3, il apparâıt que pour les temps les plus grands (pour lesquels on voit
des droites), on atteint à peine une échelle de l’ordre de 〈q〉, ce qui montre que l’on est
en fait dans un régime de faibles valeurs de q, et que donc on est plutôt en train de voir
un développement limité à l’ordre linéaire en qτ , que de vérifier véritablement la FR à
des valeurs arbitraires de qτ [3]. Nous reviendrons sur ce point dans la partie suivante.

47



3 Puissance injectée, énergie dissipée

Une image physique simple

Afin de quantifier les phénomènes décrits dans le paragraphe précédent, il est utile de
commencer par expliciter le flux d’énergie intégrée Qτ comme suit :

Qτ =
1

2

(
n+∑

i=1

v2
i+ −

n−∑

i=1

v2
i−

)
, (3.3)

où n+ est le nombre de particules qui rentrent dans le sous-système en un temps τ ,
et n− le nombre de particules qui en sortent. De même, vi+ est la vitesse de la i-
ème particule entrante, et vi− la vitesse de la i-ème particule sortante. Pour obtenir
très simplement une estimation de la probabilité de Qτ , on va être amené à faire des
hypothèses pour n+ et n−, et pour vi+ et vi−. Bien que très simples, ces hypothèses sont
non seulement physiquement justifiées, mais permettent de capturer toute la physique
du problème, en restituant la phénoménologie observée. On va supposer que les nombres
de particules sortantes ou entrantes sont distribués suivant des lois de Poisson. Ceci
revient à négliger les corrélations entre particules. De plus, le nombre de particules dans
le sous-système est en moyenne constant, puisque l’on est dans un état stationnaire. On
a donc 〈n+〉 = 〈n−〉 = ωtrτ et

Prob(n+ = p) = Prob(n− = p) =
(ωtrτ)

p

p!
e−ωtrτ (3.4)

où ωtr définit naturellement la fréquence de traversée du périmètre Σ. En ce qui concerne
les vitesses des particules, on peut commencer par remarquer que si on suit dans le temps
une particule qui rentre dans le sous-système, elle va typiquement effectuer des collisions
(et donc dissiper de l’énergie) dans le sous-système, avant d’en sortir. À partir de cette
remarque, on déduit que l’énergie moyenne des particules qui rentrent dans le sous-
système est forcément plus grande que l’énergie moyenne des particules qui en sortent.
Cette observation permet de justifier que l’on considère vi+ et vi− comme des variables
aléatoires issues de deux populations différentes de variance respective T+ et T−. De plus
on considère que ces deux populations ont une distribution gaussienne. Ceci, là encore
n’est pas tout à fait vrai ; cependant, à ce degré de description, c’est une hypothèse
raisonnable, les déviations par rapport à la gaussienne étant faibles. On peut dès lors
calculer exactement la fonction caractéristique de Qτ . La probabilité de la somme des
carrés de n variables aléatoires gaussiennes est une distribution gamma, définie en (2.46) ;
on a donc :

Prob

(
Q+ =

n+∑

i

v2
i+

2

)
= f 1

T+
,
n+d

2

(Q+) , Prob

(
Q− = −

n−∑

i

v2
i−

2

)
= f 1

T−
,
n−d

2

(−Q−) .

(3.5)
La transformée de Fourier de la probabilité de Q = Q+ − Q− va être donnée par le
produit des fonctions caractéristiques, sommé sur toutes les réalisations possibles de n+

et n− :

P̃ (z) =

∞∑

n+,n−

P (n+)P (n−)f̃ 1
T+

,
n+d

2

(z)f̃ 1
T−

,
n−d

2

(−z) . (3.6)
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Le résultat de cette somme donne la fonction caractéristique, qui s’écrit :

P̃ (z) = eτµ(z) , (3.7)

avec
µ(z) = ωtr

(
−2 + (1 − T+z)

−d/2 + (1 + T−z)
−d/2

)
. (3.8)

Ce résultat, qui rappelle le comportement à grand temps des grandes déviations, est ici
valable à tout temps. Cependant, µ représente bien la fonction génératrice des cumulants
de Qτ , et ne vérifie aucune symétrie du type µ(z) = µ(cte− z). La FR ne peut donc pas
être vérifiée, du moins dans le cadre de ce modèle simple.

Pour obtenir une forme analytique pour la distribution de la puissance injectée, il fau-
drait inverser la transformée de Laplace (3.7), ce qui n’est pas possible analytiquement.
On peut néanmoins s’intéresser à des cas limites. Une limite intéressante, à cause de
sa simple accessibilité expérimentale, est le comportement à temps court. Dans ce cas,
on peut effectuer un développement limité de l’éq.(3.7) au premier ordre en τ , ce qui
donne :

P̃ (z) = 1 + ωτ
(
−2 + (1 − T+z)

−d/2 + (1 + T−z)
−d/2

)
+ O(τ2) . (3.9)

Le premier terme constant indique une contribution d’un pic de Dirac en espace direct.
De plus, les termes successifs indiquent la présence de queues exponentielles, avec un
coefficient 1/T+ à droite, et un coefficient 1/T− à gauche.

Un lien clair apparâıt ainsi entre les queues exponentielles observés à temps court
(montrées dans la figure 3.2) et le modèle à deux températures. Cela permet aussi de
relier directement les coefficients observées β+ et β− aux deux températures du modèle,
T+ = 1/β+ et T− = 1/β−, ce qui permet enfin de pouvoir mesurer les deux températures
T± expérimentalement.

En ce qui concerne le température effective inverse βeff , on peut aussi essayer de la
relier aux deux températures inverses β±. La fonction de grandes déviations π(q) relative
à la distribution de Qτ dans la limite des temps grands s’obtient par transformation de
Legendre de la fonction génératrice des cumulants. Cette transformation n’est encore
pas réalisable analytiquement, cependant, à partir de l’expression de µ, on peut obtenir
quelques propriétés. Pour commencer, on voit que µ(z) présente deux pôles en z = β+

et en z = −β−. Si on écrit explicitement le lien entre π et µ, cela donne :

π(q) = µ(z∗) + z∗q , où z∗ est tel que
∂µ

∂z
(z∗) = −q . (3.10)

Or, la dérivée première de µ tend vers l’infini lorsque z → −1/T−, et vers moins l’infini,
lorsque z → 1/T+. À partir de cette remarque, on obtient le comportement asymptotique
de π(q) lorsque q tend vers plus ou moins l’infini :

π(q → ∞) ∼ − q

T+
, π(q → −∞) ∼ q

T−
. (3.11)

Ce comportement linéaire pour π(q) correspond à un comportement exponentiel pour
P (Qτ ) déjà présent à temps court. Cependant, aux temps longs le manque de statistique
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empêche l’observation de ces queues exponentielles, qui ne jouent donc pas de rôle dans
l’apparente vérification de la FR. La relation linéaire observée peut par contre s’expliquer
en regardant le comportement de π(q)−π(−q) à faible q. En effectuant un développement
limité on trouve :

π(q) − π(−q) = 2π′(0)q + O(q3) . (3.12)

Premièrement, on remarque que, à cause du caractère impair de la fonction π(q) −
π(−q), le terme d’ordre 2 du développement est nul, ce qui renforce l’idée que pour
pouvoir véritablement vérifier la FR il faut nécessairement avoir une statistique telle
pour que qτ soit suffisamment plus grand que sa valeur typique 〈q〉. Deuxièmement, si
le caractère linéaire observé (expérimentalement et numériquement) pour π(q) − π(−q)
est simplement dû à la faible statistique, alors la pente mesurée βeff peut être reliée aux
deux températures du modèle par :

βeff = 2π′(0) =
T δ

+ − T δ
−

T δ+1
+ + T δ+1

−

, δ =
2

d+ 2
. (3.13)

Ce résultat explique la valeur numérique mesurée expérimentalement dans [58]. En utili-
sant les températures T± mesurées en utilisant la pdf de la puissance injectée, on trouve
que la température effective est environ 5 fois pus grande que la température granulaire,
ce qui est en accord avec les mesures de [58]. De plus, dans la limite élastique, T+ = T−,
et βeff = 0. La température effective ainsi définie diverge à l’équilibre, et ne tend pas
vers la température thermodynamique. On ne peut donc pas assigner à β−1

eff un rôle quel-
conque de température hors d’équilibre, contrairement à ce que proposent les auteurs
de [58].

Même s’il est capable de décrire une grande partie de la phénoménologie observée
dans l’expérience, notre modèle simple échoue à un niveau plus quantitatif. Ceci est dû
essentiellement à deux raisons, qui peuvent cependant facilement être prises en compte.
Premièrement, la température n’est pas isotrope dans le système [22, 87], ce qui conduit
en fait à devoir considérer quatre températures (T x

± et T y
±). Deuxièmement, les particules

traversant le périmètre Σ n’ont pas une distribution gaussienne dans la direction per-
pendiculaire aux parois du périmètre. En réalité, cette distribution est biaisée, puisqu’on
ne s’intéresse qu’aux particules qui traversent une ligne donnée. L’expression de la pdf
de la vitesse pour cette composante v⊥ s’écrit donc plutôt :

f(v⊥) ∝ v⊥e
−

v2
⊥

2T⊥
± . (3.14)

Si l’on considère par contre seulement la composante de la vitesse parallèle au périmètre,
le modèle plus simple à deux températures devrait être opérationnel. C’est ce qui a
été utilisé pour vérifier numériquement la validité, même à un niveau quantitatif de
cette approche. Dans la figure 3.4 on montre la pdf de la puissance injectée transverse
mesurée numériquement. Les coefficients des queues exponentielles sont en parfait accord
avec les températures des particules entrantes et sortantes, mesurées directement lors
de la simulation. De plus, une fois ces deux températures obtenues, on peut évaluer
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Fig. 3.4: Distribution de la puissance injectée transverse, pour des valeurs de τ =
(1, 2, 4, 8) × τmin, avec τmin = 0.00015 f−1 (respectivement cercles, carrés,
losanges et triangles), pour une simulation MD avec N = 270 particules et α =
0.95. Les lignes en trait continu représentent les solutions correspondantes du
modèle à deux températures. Les tirets indiquent les queues exponentielles ∼
exp(∓β±τqτ ). Encadré de gauche : même fonction aux grands temps, pour τ =
6400τmin. Encadré de droite : tracé de (1/τ) log[fq(Qτ )/fq(−Qτ )] en fonction
de q = Qτ/τ pour des grandes valeurs de τ . Ici τ = (1, 2, 4, 8) × τ ′min avec
τ ′min = 3200τmin. Les tirets représentent une droite de pente βeff prédite par
l’éq.(3.13).

numériquement la transformée de Laplace inverse de (3.7), qui est aussi tracée dans la
figure 3.4, est qui est en parfait accord avec la distribution mesurée. On peut aussi voir
que la température effective définie par la pente obtenue en essayant de vérifier la FR
cöıncide avec la température effective prédite par (3.13), ce qui semble confirmer qu’il
s’agit bien d’un effet de faible statistique, qui ne permet pas de sonder un probable
comportement non linéaire pour des plus grandes valeurs de q.

En conclusion, on a vu qu’un modèle phénoménologique très simple était capable de
décrire à un niveau suffisamment précis les propriétés de la pdf de la puissance injectée
pour un gaz granulaire entre deux parois vibrantes. Même si cette étude ne prouve pas
formellement que la FR n’est pas vérifiée, il permet d’expliquer simplement la raison
pour laquelle on voit une relation effectivement linéaire lorsque l’on met cette relation à
l’épreuve. Des preuves plus formelles de la non validité de la FR pour les gaz granulaires
seront données dans la section suivante, concernant un gaz chauffé par un thermostat
stochastique.
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3 Puissance injectée, énergie dissipée

3.2.2 Puissance injectée pour le thermostat stochastique

On s’intéresse ici au flux d’énergie traversant un gaz granulaire chauffé par un ther-
mostat stochastique.

Grandes déviations pour le courant d’énergie

On cherche à obtenir une équation cinétique qui décrit l’évolution de la probabilité
d’obtenir une valeur donnée de la puissance injectée en un temps t. Cette quantité
correspond aussi au travail effectué par la force aléatoire pour maintenir le système dans
un état stationnaire hors d’équilibre. Son expression précise s’écrit :

W(t) =

∫ t

0
dt
∑

i

ξi · vi , (3.15)

où ξ représente toujours un bruit blanc. On va s’intéresser en particulier à la fonction
de grandes déviations π∞(w) définie par :

π∞(w) = lim
t→∞

πt(w) , πt(w) =
1

t
logP (W = wt, t) , (3.16)

où w = W/t est le paramètre intensif (en temps) correspondant à W, et P (W, t) est
la probabilité d’avoir une valeur donnée de W au temps t. On introduit maintenant la
probabilité jointe ρW(Γ,W, t), pour que le système soit dans un état microscopique Γ

et ait une certaine valeur de W au temps t. La probabilité P (W, t) est ainsi reliée à la
densité ρ par :

P (W, t) =

∫
dΓρW(Γ,W, t) . (3.17)

L’observable W croit dans le temps, et on va s’intéresser aux variations temporelles
de la densité ρW(Γ,W, t). Cette densité varie sous l’effet des collisions, qui affectent
exclusivement la variable Γ, et des coups aléatoires du thermostat, qui eux affectent Γ

et W. Une équation d’évolution pour ρW peut donc bien s’écrire naturellement comme
une somme de deux contributions :

∂tρW = ∂tρW

∣∣∣
collisions

+ ∂tρW

∣∣∣
coups

. (3.18)

Dans le membre de droite, le premier terme n’est rien d’autre que l’opérateur de pseudo-
Liouville (2.4) appliqué à ρW qui décrit l’évolution de N sphères dures inélastiques.

La contribution des collisions à W est nulle. Entre deux collisions, l’énergie fournie
par le thermostat à chacune des particules est ∆W = (v(t−i+1)

2 − v(t+i )2)/2, où ti est le
temps de la i-ème collision, et les indices + (−) précisent qu’il s’agit du temps juste après
(avant) l’instant de la collision. Afin de caractériser le rôle du thermostat dans l’évolution
de ρW , il est utile de discrétiser le problème dans l’espace des vitesses, en considérant
que l’effet des coups aléatoires sur la vitesse d’une particule n’est rien d’autre qu’une
marche aléatoire en temps continu. On définit un réseau (hyper-) cubique en dimension
d et de maille élémentaire a. En un temps dt, la particule a une probabilité de sauter
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3.2 Puissance injectée

sur un site voisin avec une probabilité γ dt. On voit clairement que la quantité W est
markovienne, et l’équation mâıtresse qui gouverne l’évolution de la probabilité d’être
dans le site n (qui représente la vitesse discrétisée d’une particule) au temps t, avec une
valeur donnée de W = n(t)2/2 s’écrit :

∂tP (n,W, t) = γ
∑

{a}

(
P

(
n + a,W + n · a +

a2

2
, t

)
+P

(
n − a,W − n · a +

a2

2
, t

))

− 2dγP (n,W, t) . (3.19)

Ici {a} est la base des d vecteurs qui définissent le réseau. On peut obtenir la limite
continue en développant l’équation précédente en puissances de a jusqu’à l’ordre 2, et
considérer ensuite la limite a → 0 avec ξ20 = γa2, et n ≡ v. Ceci donne, si en plus on
considère que le thermostat agit de manière indépendante sur chaque particule :

∂

∂t
ρW

∣∣∣∣
coups

=

N∑

i=1

Fi(vi,W)ρW(Γ,W) , (3.20)

avec :

Fi = ξ20

(
d
∂

∂W + v2
i

∂2

∂W2
+ 2vi ·

∂2

∂vi ∂W
+

(
∂

∂vi

)2
)
. (3.21)

Il est utile, plutôt que de travailler sur une réalisation de W donnée, d’introduire la
transformée de Laplace de ρW par rapport à W, ce qui est l’analogue du passage d’une
description microcanonique à une description canonique. On notera ρ̂W la transformée
de Laplace de ρW :

ρ̂W(Γ, λ, t) =

∫
dWe−λWρW(Γ,W, t) . (3.22)

La propriété (3.17) va avoir aussi son analogue en espace de Laplace :

P̂ (λ, t) =

∫
dWe−λWP (Γ,W, t) =

∫
dΓρ̂W(Γ, λ, t) . (3.23)

De plus, on voit que pour λ = 0 on a ρ̂W(Γ, 0, t) = fN (Γ, t), qui est simplement la
distribution habituelle à N points de l’espace des phases. L’équation d’évolution pour
ρ̂W se déduit directement de l’équation pour ρW . Le terme dû aux collisions va rester
identique, puisqu’il n’agit pas sur W. Le terme dû au bruit va quant à lui s’écrire :

∂

∂t
ρ̂W

∣∣∣∣
coups

=

N∑

i

F̂iρ̂W(Γ, λ, t) , (3.24)

avec
F̂i = ξ20∆vi + 2λξ20vi · ∂vi + ξ20(dλ+ λ2v2

i ) . (3.25)

La propriété de grandes déviations qui définit la fonction π(w) peut également se
traduire en termes du paramètre λ, conjugué de W. Ceci donne :

P̂ (λ, t)
t→∞∼ eµ(λ)t , (3.26)
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où µ(λ) est proportionnelle à la fonction génératrice des cumulants (à temps infini) :

lim
t→∞

〈Wn〉c
t

= (−1)n dnµ(λ)

dλn

∣∣∣∣
λ=0

. (3.27)

De plus, si on inverse la transformée de Laplace de P̂ aux temps grands, par la méthode
du col, on trouve que µ(λ) est relié à la fonction de grandes déviations π∞(w) par une
transformation de Legendre :

π∞(w) = min
λ

(µ(λ) + λw) . (3.28)

L’évolution de ρ̂W est donc gouvernée par une équation fonctionnelle linéaire :

∂

∂t
ρ̂W = Lλρ̂W =

∑

i,j

T ij +
∑

i

F̂iρ̂W . (3.29)

La solution aux grands temps est dominée par la plus grande valeur propre de l’opérateur
linéaire Lλ ; or, on peut voir de l’éq.(3.26) que le comportement aux grands temps est
dominé par la fonction génératrice des cumulants µ(λ). La solution aux grands temps
est donc de la forme :

ρ̂W(Γ, λ, t)
t→∞∼ ρ̃(Γ, λ)eµ(λ)t , (3.30)

où ρ̃(Γ, λ) est la projection du vecteur propre associé à µ sur l’état initial ρ̂W(Γ, λ, t = 0).
Le problème est maintenant réduit au calcul de la plus grande valeur propre d’un

opérateur d’évolution modifié Lλ. Avant de rentrer dans les détails techniques de résolu-
tion (approchée) de cette équation aux valeurs propres, il est utile de faire une remarque
importante à propos de l’équation (3.29). Tout d’abord, cette équation ne conserve pas
la probabilité : d’une manière générale, l’intégrale

∫
dΓρ̂W(Γ, λ, t) varie dans le temps.

Il semble donc a priori injustifié d’interpréter ρ̂W comme une densité de probabilité à N
points, munie donc d’un sens physique analogue à celui des distributions apparaissant
dans l’équation de Liouville ordinaire, ou dans la hiérarchie BBGKY. Cependant, on va
montrer qu’une interprétation physique, en terme d’interactions effectives, de l’éq.(3.29)
est en fait possible. Comme on l’a déjà vu, l’opérateur de collisions binaires T ij décrit
simplement la dynamique de particules effectuant des collisions inélastiques. L’opérateur
F̂ peut se réécrire de la manière suivante :

F̂i = ξ20∆vi + 2λξ20∂vi · vi + ξ20λ
2v2

i − ξ20dλ . (3.31)

Le premier terme, un Laplacien, correspond à l’effet du bruit sur la vitesse des particules.
Le terme suivant, peut être interprété comme l’effet d’une force de friction F = −2λξ2v
(pour λ > 0 il s’agit bien d’une force de friction habituelle, qui amortit le mouvement,
cependant, pour λ < 0, cela va devenir une force qui accrôıt la vitesse, et qui est par
ailleurs du même type que la force employée par le thermostat gaussien). Les deux termes
restant dans l’expression de F̂ peuvent s’interpréter comme décrivant un phénomène de
perte et duplication de particules. Il s’agit en fait de termes qui apparaissent naturelle-
ment si on considère qu’entre t et t + dt chaque particule peut être dupliquée avec une
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probabilité ξ20λv
2dt, et peut être éliminée (si λ > 0, ou encore dupliquée si λ < 0) avec

une probabilité constante ξ20dλ. Finalement, ρ̂W(Γ, λ, t) peut très bien être interprétée
comme une densité de probabilité à N points, correspondant à l’évolution d’un système
de N particules sur lesquelles agit un bruit blanc et une force de friction qui dépend de
λ. De plus, avec un taux dépendant de la vitesse, chaque particule peut disparâıtre, ou
être clonée (suivant le signe de λ). Dans ce cadre, λ ne joue plus que le rôle d’un pa-
ramètre déterminant l’amplitude de ces forces fictives extérieures. De plus, le nombre de
particules total du système n’est pas conservé : son évolution est exponentielle en temps,
et elle aussi dominée par la plus grande valeur propre µ(λ). On a donc N(t) = N0e

µ(λ)t,
ce qui suggère que µ(λ) pourrait également se mesurer numériquement, en simulant le
système décrit plus haut1. De même, l’équation aux valeurs propres

µ(λ)ρ̃(Γ, λ) = Lλρ̃(Γ, λ) (3.32)

peut s’interpréter comme une équation déterminant l’état stationnaire dans un système
où en plus on injecte (ou on enlève) des particules à taux constant µ(λ), de manière à
ce que le nombre de particules soit conservé. Nous avons exploité cette remarque pour
mesurer numériquement la fonction génératrice des cumulants d’une autre quantité : le
nombre de collisions. Ce travail est reporté dans l’appendice C.

Afin de résoudre l’équation aux valeurs propres (3.32), on va construire une hiérarchie
d’équations, dans le même esprit que la hiérarchie BBGKY, pour l’éq.(3.32). Pour cela,
on va définir des “densités à s points”

f̃s(v1, . . . ,vs, λ) =

∫
dvs+1 . . .dvN ρ̃(Γ, λ) . (3.33)

Si en plus on fait une hypothèse supplémentaire de “chaos moléculaire”

f̃2(v1,v2, λ) ≃ f̃1(v1, λ)f̃1(v2, λ) , (3.34)

on peut ainsi aboutir à une équation de Boltzmann modifiée :

µ

N
f̃(v1, λ, t) =ξ20∆v1 f̃ + 2λξ20v1 · ∂v1 f̃ + ξ20(dλ+ λ2v2

1)f̃

+
1

ℓ

∫

v12·σ̂>0
dv2dσ̂v12 · σ̂

[
α−2f̃(v∗∗

1 , λ)f̃(v∗∗
2 , λ) − f̃(v1, λ)f̃(v2, λ)

]
,

(3.35)

où on a désormais noté f̃1 ≡ f̃ . On remarque également que la relation de fermeture
(3.34) a un sens physique bien précis même en espace direct. Si on définit les distributions
à s points de ρW(Γ,W, t)

gs(v1, . . . ,vs,W, t) =

∫
dvs+1 . . .dvN ρ̃(Γ,W, t) . (3.36)

1Une approche numérique semblable a été développée de manière plus générale et systématique dans [66]
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La relation de “chaos moléculaire” exprimée par (3.34) revient alors à préciser que, si
une paire de particules v1 et v2 porte une quantité W de puissance injectée, alors ce fait
est équivalent à ce que la particule 1 porte une fraction W1 et la particule 2 une fraction
W2, avec W1 + W2 = W. En terme de fonctions à 1 point cela donne :

g2(v1,v2,W = W1 + W2, t) ≃
∫

dW1 dW2 g
1(v1,W1, t)g

1(v2,W2, t)δ(W1 + W2 −W) .

(3.37)

Quelques résultats asymptotiques

On va maintenant s’intéresser aux propriétés des solutions de l’équation de Boltzmann
modifiée (3.35) dans quelques cas asymptotiques, notamment dans la limite des grandes
vitesses et dans la limite λ→ ∞.

L’équation (3.35) peut se réécrire :

µ

N
f̃(v1, λ) = ξ20e

−λv2

2 ∆v1

(
e

λv2
1

2 f̃(v1, λ)

)
+ Ĵ [f̃ |f̃ ] . (3.38)

Si maintenant on définit une nouvelle fonction F (v, λ) = exp
(

λv2

2

)
f̃(v, λ), l’équation

ci-dessus s’écrit :
µ(λ)

N
F (v1, λ) = ∆v1F (v1, λ) + Jλ[F |F ] , (3.39)

où

Jλ[F |F ] =
1

ℓ

∫
dv2

∫ ′

dσ̂ (v12 · σ̂) e−
λv2

2
2

(
1

α2
e
−λ

4

“
1

α2 −1
”
(v12·σ̂)2

F (v∗∗
1 , λ)F (v∗∗

2 , λ)

− F (v1, λ)F (v2, λ)

)
(3.40)

est l’intégrale de collision. En utilisant les mêmes arguments introduits par Van Noije
et Ernst [108] on peut avoir accès au comportement des queues de la pdf de la vitesse
f̃(v1, λ). Pour les grandes vitesses v12 ∼ v1, et pour λ > 0 le terme de gain dans
l’intégrale de collision est négligeable, puisque l’argument de son préfacteur exponentiel
est toujours négatif pour 0 < α < 1. Dans cette limite, la solution de (3.39) est de la
forme :

log f̃(v, λ) = −λv
2

2
− 2

3

√
β1

ℓξ20
v3/2 − µ

Nξ20

√
ℓξ20
β1
v1/2 + o(v1/2) , (3.41)

où β1 = π(d−1)/2/Γ((d + 1)/2) est un facteur géométrique, provenant d’une intégration
sur les angles. Ce résultat est significatif puisqu’il montre que les queues de la pdf de la
vitesse sont gaussiennes. On peut remarquer que pour λ = 0 le résultat en exponentielle
étirée de [108] est bien retrouvé (cf. l’éq.(2.36)).

De plus, dans la limite λ→ ∞ le terme de gain de l’intégrale de collision est négligeable.
Dans cette limite, l’équation (3.39) peut s’interpréter comme une équation de Boltzmann
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pour un système de particules qui, interagissant par un potentiel effectif tel que le noyau
de collision soit ∝ (v12 · σ̂) exp (−λv2

2/2), s’annihilent lorsqu’une collision a lieu. Cette
équation de Boltzmann s’écrit :

∂tF = ∆vF −
∫

dv2

∫ ′

dσ̂(v12 · σ̂)e−
λv2

2
2 F (v1)F (v2) . (3.42)

Ceci montre que pour λ grand, µ(λ) est toujours négatif, puisque la densité de particules
(donnée par l’intégrale de F ) décrôıt toujours. Si on considère de plus que µ(λ = 0) = 0
et que µ(λ) est une fonction convexe de λ, il s’ensuit que µ′(λ) < 0 pour tout λ. Or
la fonction de grandes déviations π∞(w) est reliée à µ(λ) par une transformation de
Legendre. On a donc que

π∞(w) = µ(λ∗) + λ∗w , (3.43)

avec
µ′(λ∗) = −w . (3.44)

Cette dernière équation montre clairement que, si µ′(λ) est toujours négatif, alors π∞(w)
n’a pas de solution finie2 pour w < 0. Voilà un argument simple qui montre que la FR
ne peut pas être vérifiée dans ce système.

Cumulants de W
Nous nous attachons ici à un calcul perturbatif des premiers cumulants de W, en

développant l’équation (3.35) au voisinage de λ = 0. On va d’abord introduire une
vitesse adimensionnée c = v/v0(λ), où v0(λ) joue le rôle d’une vitesse thermique :

v2
0(λ) = 2T (λ) =

2

d

∫
dv v2 f̃(v, λ) . (3.45)

Ensuite, on peut définir la fonction d’échelle f(c, λ) = v0(λ)df̃(v, λ), ainsi que ses mo-
ments d’ordre n :

mn(λ) =

∫
dc cnf(c, λ) . (3.46)

En projetant l’équation (3.35) sur les moments de c, on obtient une relation de récurrence :

( µ
N

+ ξ20(2n+ d)λ
)
mn =

ξ20
v2
0

n(n+ d− 2)mn−2 + ξ20λ
2v2

0mn+2 − v0νn, (3.47)

où νn désigne le moment collisionnel d’ordre n :

νn = −
∫

dc cn J [f |f ] . (3.48)

Puisque pour λ = 0 l’éq.(3.35) se réduit à l’équation de Boltzmann habituelle pour un
gaz granulaire, il est naturel de chercher, pour λ proche de 0, des solutions similaires,
approchées par une série en polynômes de Sonine :

f(c, λ) = φ(c)
(
1 + a1(λ)S1

(
c2
)

+ a2(λ)S2

(
c2
))

+ O(a3) . (3.49)

2en toute rigueur, on trouve que π∞(w) = −∞ pour tout w < 0.
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Ici φ(c) = π−d/2 exp(−c2) est une gaussienne. Même dans ce cas, la définition de la
vitesse thermique v0(λ) impose que le premier coefficient a1 soit nul. La méthode qu’on
va utiliser pour calculer les premiers cumulants consiste à prendre l’équation (3.47) pour
n = 0, 2 et 4 afin d’obtenir un système fermé d’équations pour µ, v0 et a2 dans la limite
λ → 0. Les moments collisionnels ont été calculés au premier ordre en a2 [108]. Leur
expression est donnée dans l’appendice A. À l’ordre gaussien (i.e. à l’ordre zéro de la
série de Sonine), la température granulaire du gaz est donnée par :

T0 =

(
2dξ20ℓ

√
π

(1 − α2)Ωd

)2/3

. (3.50)

L’expression des premiers moments est donnée par :

m0 = 1 (3.51a)

m2 = d/2 (3.51b)

m4 =
(1 + a2) d (2 + d)

4
(3.51c)

m6 =
(1 + 3 a2) d (2 + d) (4 + d)

8
. (3.51d)

À l’aide de l’échelle définie par la température granulaire T0, on peut maintenant intro-
duire les variables adimensionnées suivantes :

µ̃ = µ
T0

Ndξ20
, λ̃ = λT0 ,

ṽ2
0 =

v2
0

2T0
, ν̃p =

√
2T 3

0

ξ20
νp .

(3.52)

Ce changement définit naturellement les échelles pertinentes pour les autres quantités
qui nous intéressent. En particulier :

π̃t = πt
T0

Ndξ20
, w̃ =

w

Ndξ20
, W̃ =

W
〈W〉 . (3.53)

L’équation (3.47) s’écrit, pour les variables adimensionnées définies ci-dessus :

(
µ̃d+ (2n+ d)λ̃

)
mn =

n(n+ d− 2)

2ṽ2
mn−2 + 2λ̃2ṽ2mn+2 − ṽν̃n . (3.54)

On résout d’abord l’équation pour n = 0, qui donne le résultat suivant :

µ̃(λ̃) = −λ̃+ λ̃2ṽ2
0(λ̃). (3.55)

Puisque pour λ→ 0 on a que v2
0 = 2Tg + O(λ), il est important de remarquer que si on

restreignait notre analyse à une approximation gaussienne pour P (W, t) (ce qui équivaut
à tronquer µ(λ) à l’ordre λ2), l’éq.(3.55) s’écrirait :

µ

Ndξ20
= λ(λTg − 1) . (3.56)
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Fig. 3.5: Tracé de a
(0)
2 , a

(1)
2 et a

(2)
2 en fonction de α pour des sphères dures inélastiques

chauffées par une force aléatoire pour d = 2 dimensions.

On aurait alors :

µ(λ) = µ

(
1

Tg
− λ

)
, (3.57)

ce qui aurait impliqué que π∞(w) = maxλ{µ(λ) + λw} vérifiât

π∞(w) − π∞(−w) =
w

Tg
. (3.58)

Ceci n’est rien d’autre que la FR. Cependant, les fonctions mn(λ) vont briser cette
apparente symétrie, comme on le verra par la suite. Afin de caractériser plus précisément
la dépendance de µ̃ en λ̃ pour λ̃ petit, il est utile de développer ṽ2

0 et a2 en puissances
de λ̃ :

ṽ2
0(λ̃) = ṽ2(0)

0 + λ̃ṽ2(1)

0 + λ̃2ṽ2(2)

0 + O(λ̃3) (3.59a)

a2(λ̃) = a
(0)
2 + λ̃a

(1)
2 + λ̃2a

(2)
2 + O(λ̃3) (3.59b)

De cette manière on peut trouver une expression pour ṽ2(i)

0

(
a

(i)
2

)
en résolvant l’équation

(3.54) pour n = 2 :

ṽ2(0)

0 =

(
1 − a

(0)
2

8

)
, (3.60)

ṽ2(1)

0 = −4

3
+
a

(0)
2

3
− a

(1)
2

8
, (3.61)
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Fig. 3.6: La courbe en trait continu représente l’expression de µ̃ obtenue dans l’ap-
proximation gaussienne. La courbe en tirets est l’expression de µ̃ obtenue en
résolvant de façon perturbative l’éq.(3.55), jusqu’au 4ème ordre en λ pour d = 2
et α = 0.5. Enfin, la ligne en pointillés représente la même fonction, tronquée
au deuxième ordre en λ.

ṽ2(2)

0 = 2 − a
(0)
2

(
1

12
+
d

3

)
+
a

(1)
2

3
− a

(2)
2

8
. (3.62)

Ensuite, on peut remplacer l’expression de ṽ2
0(λ̃) dans l’équation (3.54) pour n = 4. On

obtient ainsi une expression pour les a
(i)
2 (α) qui sont également tracés dans la figure 3.5 :

a
(0)
2 =

4 (1 − α)
(
1 − 2α2

)

19 + 14 d− 3α (9 + 2d) + 6(1 − α)α2
(3.63)

a
(1)
2 = −4 (1 − α)2

(
−1 + 2α2

) (
31 + 2α2 + 16 d

)

(19 + 14 d− 3α (9 + 2d) + 6(1 − α)α2)2
(3.64)

a
(2)
2 =

A(α)

B(α)
(3.65)

avec

A(α) = 16 (−1 + α)2
(
−1 + 2α2

)
{906+α [−984 + α (85 + 3α (−19 + 6 (−1 + α) α))]+

985 d+ α [−951 + α (−25 + 3α (7 + 6 (−1 + α) α))] d+

(269 + 3α (−75 + 2α (−7 + 3α))) d2} , (3.66)
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et
B(α) = 3 (−19 − 14 d+ 3α (9 + 2 (−1 + α) α+ 2 d))3 . (3.67)

Pour λ = 0 les expressions de v
(0)
0 et de a

(0)
2 cöıncident bien avec les résultats établis

pour les gaz granulaires [108, 89]. Le calcul des cumulants est maintenant possible. En
utilisant la relation (3.27), on obtient :

lim
t→∞

〈Wn〉c
t

= (−1)nNdξ20T
n−1
0 n! ṽ2(n−2)

. (3.68)

De plus, puisque les corrections des coefficients a
(i)
2 sont numériquement petites, comme

montré par la figure 3.5, l’approximation d’ordre 0 (i.e. gaussienne) donne déjà une très
bonne estimation des premiers cumulants. L’expression analytique des cumulants est
alors, dans cette approximation, donnée par :

〈W〉c = tNdξ20 ,
〈
W2
〉
c
= 2tNdξ20T0 ,〈

W3
〉
c
= 8tNdξ20T

2
0 ,

〈
W4
〉
c
= 48tNdξ20T

3
0 .

(3.69)

L’ensemble de ce développement en puissances de λ peut en principe être prolongé
jusqu’à un ordre arbitraire : il suffit pour cela de développer v0 et a2 dans (3.59) jusqu’à
l’ordre souhaité. De plus, il est aussi possible de continuer le développement en polynômes
de Sonine (par exemple à l’ordre a3 [30]). Pour cela il faut par contre prendre en compte
un plus grand nombre d’équations à partir de (3.54) (par exemple jusqu’à n = 6), ce qui
requiert en outre l’expression des moments collisionnels d’ordre plus élevé.

Une solution approchée

On va maintenant s’intéresser à une approche qui permet d’avoir un résultat explicite
pour µ(λ) valable pour tout λ. On a vu dans les paragraphes précédents que la solu-
tion f̃(v, λ) de l’équation aux valeurs propres (3.35) est proche d’une gaussienne, aussi
bien dans la limite des grandes vitesses que dans la limite des faibles valeurs de λ, où
les corrections de Sonine sont effectivement négligeables. Supposer que f̃(v, λ) est une
gaussienne semble donc raisonnable. De plus, cette approximation semble devenir exacte
dans la limite des grandes dimensions. Premièrement, on voit que toutes les corrections

de Sonine, quantifiées par les coefficients a
(i)
2 se comportent, à l’ordre dominant, en 1/d.

De plus, des résultats numériques semblent montrer que l’intégrale de collision s’annule
par une gaussienne, dans la limite d → ∞. Ceci impliquerait que la gaussienne est une
fonction propre exacte de l’opérateur Lλ.

On est donc amené à considérer, dans la limite d→ ∞, que f̃(v, λ) est une gaussienne,
avec une variance qui dépend de λ. Dans ce cadre, la distribution d’échelle f s’écrit :

f(c) =
e−c2

πd/2
, (3.70)

avec c(λ) = v/v0. Avec cette hypothèse il est possible de résoudre l’équation (3.54) et
d’obtenir une expression explicite pour µ(λ). Pour ce faire, on commence par considérer
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3 Puissance injectée, énergie dissipée

l’équation (3.54) pour n = 0, ce qui donne :

µ̃(λ̃) = −λ̃+ λ̃2ṽ2
0(λ̃) , (3.71)

où ṽ2
0(λ̃) peut s’obtenir à partir de (3.54) pour n = 2 :

λ̃2ṽ4 − ṽ3 − 2λ̃ṽ2 + 1 = 0 . (3.72)

La seule solution de cette équation qui vérifie la condition physique que ṽ0(λ = 0) = 1
est :

ṽ2
0(λ̃) =

1 + 4 λ̃3

4 λ̃4
+
b1(λ̃)

2
− 1

2


− 8

λ̃2
+

(
1 + 4 λ̃3

)2

2 λ̃8
+ b2(λ̃) − b3(λ̃) +

b4(λ̃)

4b1(λ̃)




1
2

, (3.73)

avec

b1(λ̃) =

√
λ̃−8

4
+

2

λ̃5
− b2(λ̃) + b3(λ̃) , b2(λ̃) =

4
(

2
3

) 1
3

λ̃3
(
9 +

√
3
√

27 + 256 λ̃3
) 1

3

,

b3(λ̃) =

(
9 +

√
3
√

27 + 256 λ̃3
) 1

3

2
1
3 3

2
3 λ̃4

, b4(λ̃) =
32

λ̃3
−

24
(
1 + 4 λ̃3

)

λ̃6
+

(
1 + 4 λ̃3

)3

λ̃12
.

(3.74)

Cette expression de la vitesse thermique est bien cohérente avec la définition de la
température granulaire quand λ = 0. De plus cette expression décrôıt comme λ−1/2

quand λ → ∞. Ceci signifie que dans la limite λ → ∞ f̃ tend vers une distribution
de Dirac, centrée en 0. Or, le comportement de µ(λ) quand λ tend vers l’infini nous
renseigne sur les événements (rares) pour lesquels on a des faibles valeurs de W. La
connaissance de la fonction propre f̃ nous renseigne par contre sur les configurations
typiques du système, lors de telles réalisations. On en déduit donc par exemple que les
réalisations de W très faible sont caractérisées par des configurations typiques où toutes
les particules ont une vitesse presque nulle.

Le comportement de µ(λ) est tracé dans la figure 3.6. On voit que cette fonction
présente une singularité dans le plan complexe, et une coupure dans la demi-axe négatif

pour λ̃ < − 3
28/3 , à cause du terme

√
27 + 256λ̃3. De plus, à grand λ, le comportement

de cette fonction est donné par :

µ̃(λ̃) ∼ −λ̃ 1
4 . (3.75)

Au voisinage de la singularité (i.e. quand λ̃ = λ0 = − 3
28/3 ) le comportement de la fonction

génératrice est :

µ̃(λ̃) =
3

22/3
− 33/221/6

√
λ̃− λ0 + O(λ̃− λ0) . (3.76)
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Fig. 3.7: Fonction de grandes déviations π̃∞(w̃) dans la limite d = ∞. Cette courbe a
été obtenue à partir d’une transformation de Legendre numérique de l’équation
(3.71).

À partir du comportement à grand λ̃ il est possible de retrouver le comportement de
la queue gauche de la fonction de grandes déviations π∞. D’une manière générale, si
µ(λ) ∼ −λβ pour λ → ∞, on a µ′(λ∗) = −βλβ−1

∗ = −w. Cette égalité nous confirme
que pour β < 1 on est en train de s’intéresser au comportement w → 0+ de la fonction
de grandes déviations. Ce comportement est alors donné par π∞(w) = µ(λ∗) + λ∗w ∼
w

β
β−1 . Un raisonnement analogue permet de déterminer le comportement de π∞ lorsque

w → ∞, à partir du comportement de µ(λ) au voisinage de λ0. En résumé, les queues
de la fonction de grandes déviations sont données par :

π̃∞(w̃ → 0+) ∼ −w̃−1/3 , π̃∞(w̃ → ∞) ∼ −w̃ . (3.77)

Comme on s’y attendait, on voit qu’il n’y a pas d’événements négatifs pour W aux temps
longs. Le graphe de π̃∞(w̃) peut se retrouver par transformation de Legendre numérique
de µ(λ), et il est tracé dans la figure 3.7. Cette fonction de grandes déviations sera
comparée à des simulations numériques dans la figure 3.16.

Grandes déviations pour le modèle de Maxwell

On va maintenant montrer comment calculer la fonction génératrice des cumulants
pour la puissance injectée dans un gaz composé de molécules de Maxwell inélastiques.
Ce modèle, introduit brièvement dans 2.2.6, est analytiquement plus simple, et, comme
on le verra par la suite, permet des simulations numériques plus abouties.

La description, présentée auparavant, en terme d’opérateur d’évolution pour la proba-
bilité jointe ρW(Γ,W) s’applique également au cas des molécules de Maxwell. Dans ce
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3 Puissance injectée, énergie dissipée

cas, la seule différence réside dans l’expression de l’opérateur de collisions binaires. En
procédant de la même manière qu’au paragraphe précédent, on peut aboutir à l’équation
de Boltzmann suivante, qui est l’équivalente de (3.35) :

µ

N
f̃(v, λ, t) =ξ20∆vf̃ + 2λξ20v · ∂vf̃ + ξ20(dλ+ λ2v2)f̃

+ ω0

∫
dv2

∫
dσ̂
[
α−1f̃(v∗∗

1 , λ)f̃(v∗∗
2 , λ) − f̃(v1, λ)f̃(v2, λ)

]
,

(3.78)

où ω0 est la fréquence de collision du gaz.
L’expression des premiers cumulants de W s’obtient suivant la même procédure que

pour les sphères dures. À partir de l’éq.(3.78) on obtient la relation de récurrence :

( µ
N

+ ξ20(2n+ d)λ
)
mn =

ξ20
v2
0

n(n+ d− 2)mn−2 + ξ20λ
2v2

0mn+2 − ω0νn , (3.79)

où les mn sont les moments n-ièmes de la vitesse (cf. (3.46)), et les νn désignent
toujours les moments collisionnels3, qui sont donnés dans l’appendice A. Dans ce cas

la température granulaire à l’ordre gaussien est donnée par T0 =
4dξ2

0
ω0(1−α2)

. On peut

également introduire des variables adimensionnées :

µ̃ = µ
T0

Ndξ20
λ̃ = λT0

ṽ2
0 =

v2
0

2T0
ν̃p =

ω0 T0

dξ20
νp ,

(3.80)

pour lesquelles l’équation pour les moments (3.79) se réécrit :

(dµ̃+ (2n+ d)λ̃)mn =
1

2ṽ2
0

n(n+ d− 2)mn−2 + 2λ̃2ṽ2
0mn+2 − dν̃n . (3.81)

En développant la solution comme une gaussienne multipliée par des polynômes de
Sonine avec troncature au deuxième terme, on obtient, en prenant les trois premières
équations de la hiérarchie (3.81), un système d’équations fermé pour µ̃, ṽ0, et a2. Ces
équations peuvent se résoudre au voisinage de λ = 0 avec l’hypothèse que |a2(λ)| ≪ 1, de
sorte que l’on puisse ne garder que les termes linéaires en a2. Cette solution est donnée
par :

µ(λ) =
1 −

√
1 + 4λ

2
− a2

(2 + d)
(
−1 +

√
1 + 4λ+ 2λ

(
−2 − λ+

√
1 + 4λ

))

4
√

1 + 4λ
+ O(a2

2)

(3.82)
avec

a2(λ) =
−6 (1 − α)2 (1 + α)

(1 + α) (7 + 3 (α− 2) α− 4 d) + 8 (α− 1) (2 + d)
√

1 + 4λ
. (3.83)

3Les moments collisionnels pour les molécules de Maxwell sont différents des moments collisionnels pour
les sphères dures inélastiques, et c’est d’ailleurs la seule différence entre l’éq.(3.79) et l’éq.(3.47).
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2 en fonction de α pour les molécules de Maxwell inélastiques

en d = 2.

En développant cette dernière expression en puissances de λ, on peut accéder aux coef-

ficients a
(i)
2 du développement (3.59). Les premiers coefficients sont tracés dans la figure

3.8. Ces résultats permettent aussi de calculer les cumulants, à partir des dérivées de µ̃ :

〈Wn〉c = Ndξ20T
n−1
0

dnµ̃

dλ̃n

∣∣∣∣
λ̃=0

. (3.84)

Il apparâıt encore que les corrections provenant des coefficients de Sonine sont négligeables
par rapport à l’ordre gaussien. L’expression des premiers cumulants est, à cet ordre :

〈W〉c = tNdξ20 ,
〈
W2
〉
c
= 2tNdξ20T0 ,〈

W3
〉
c
= 12tNdξ20T

2
0 ,

〈
W4
〉
c
= 120tNdξ20T

3
0 .

(3.85)

Le modèle des molécules de Maxwell est aussi utile pour montrer que la limite des
dimensions infinies est effectivement résolue par une fonction propre gaussienne. Afin
de simplifier le produit de convolution que constitue l’intégrale de collision, il est utile
d’introduire la transformée de Fourier de la pdf de la vitesse :

F (k, λ) =

∫
dv eik·vf(v, λ) . (3.86)

Puisque la fonction F (k, λ) est une fonction isotrope du vecteur d’onde k, l’équation
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Fig. 3.9: La courbe en trait continu est la fonction µ̃ pour les molécules de Maxwell,
donnée par l’éq.(3.94). Les tirets représentent µ̃ au quatrième ordre en λ depuis
(3.82) pour d = 2 et α = 0.5. Enfin, les pointillés montrent la même expression
tronquée au deuxième ordre en λ.

(3.78) peut se réécrire :

µ

N
F (k) = −ξ20k2F (k) − λξ20dF (k) − 2λξ20k

∂F (k)

∂k
− λ2ξ20

∂2F (k)

∂k2

+ ω0

〈
F (
√
ξk)F (

√
ηk)
〉

θ
− ω0F (k) , (3.87)

où

ξ = 1 −
(

1 −
(

1 − α

2

)2
)
θ , η =

(
1 + α

2

)2

θ , (3.88)

et les crochets avec un indice θ représentent une moyenne angulaire :

〈f〉θ =

∫ 1

0
dθ
θ−

1
2 (1 − θ)

d−3
2

B
(

1
2 ,

d−1
2

) f(θ) , (3.89)

où B est la fonction Bêta [1]. Si on injecte une solution gaussienne φ(k) = e−
k2T
2 dans

l’équation ci-dessus on obtient la relation suivante :

µ

N
= −ξ20k2 − λdξ20 + 2λk2T + λ2ξ20T − λ2ξ20k

2T 2 + ω0

〈
e−

k2(1−α2)θT
4

〉

θ

− ω0 . (3.90)
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Fig. 3.10: Fonction de grandes déviations π̃∞(w̃) pour le modèle des molécules de Max-
well inélastiques, dans la limite d→ ∞.

Ensuite, on peut développer le terme exponentiel en une série entière. En utilisant le
comportement asymptotique

〈θp〉θ =
Γ(d

2)Γ(p+ 1
2)

Γ(1
2)Γ(p+ d

2)
∼ 1

dp
, (3.91)

valide dans la limite d → ∞, on peut voir que la relation (3.90) est satisfaite pour tout
k, à condition que :

µ(λ)

N
= −λdξ20 + λ2ξ20T (λ) , (3.92)

et que :

T (λ) =
1 + 2λT0 −

√
1 + 4λT0

2λ2 T0
, (3.93)

où T0 est la température granulaire. Finalement, la forme explicite de la fonction génératrice
des cumulants µ est, en utilisant les variables d’échelle définies en (3.80) :

µ̃(λ̃) =
1 −

√
1 + 4 λ̃

2
. (3.94)

Cette fonction, représentée sur la figure 3.9, a un comportement similaire à son analogue
pour le gaz de sphères dures. En particulier, elle présente une coupure dans le demi-
axe négatif (pour λ < −1/4), et elle décrôıt de manière monotone (comme −λ1/2)
quand λ → ∞. De plus, remarquablement, cette fonction est, à un facteur constant
près, identique à la fonction génératrice des cumulants de la puissance injectée dans
les processus de Ornstein-Ulhenbeck, qui a été étudiée en détail par Farago [55, 56].
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L’expression analytique de la fonction de grandes déviations du travail peut se déduire
en calculant la transformée de Legendre de µ̃(λ̃). Ceci donne :

π̃∞(w̃) = −(w̃ − 1)2

4w̃
Θ(w̃) . (3.95)

Cette fonction est tracée dans la figure 3.10. On peut voir que, même dans ce modèle,
il n’y a pas d’événements négatifs, dans la limite des grands temps. La queue gauche de
la fonction de grandes déviations décrôıt de manière hyperbolique (comme −1/4w̃), et
la queue droite décrôıt linéairement.

3.2.3 Simulations numériques

Afin de vérifier la validité des résultats analytiques obtenus dans les paragraphes
précédents, plusieurs approches numériques sont possibles. Avant d’examiner ces ap-
proches, il faut d’abord souligner que l’observation numérique d’une fonction de grandes
déviations est déjà extrêmement difficile pour des systèmes simples et petits (cf. [55] par
exemple). Pour ce qui est des systèmes avec un grand nombre de particules, on peut déjà
prévoir que cela relève du tour de force. Pour optimiser au maximum les performances
numériques, on va utiliser un algorithme DSMC homogène, qui est beaucoup plus rapide
que l’algorithme MD. Le premier but de ces simulations numériques va être d’essayer de
montrer que la FR n’est pas vérifiée pour les gaz granulaires. Pour cela, on va procéder à
des mesures directes de la distribution de w = W/t, p(w, t) ≡ P (wt, t). D’abord, on peut
voir ces distributions pour trois choix différents des paramètres N et ξ20 (à coefficient
de restitution α fixé) dans la figure 3.11. Les valeurs des deux premiers cumulants de la
distribution sont comparées aux valeurs théoriques dans la table 3.1, avec un très bon ac-
cord. Dans la même table on montre également les valeurs de quantités proportionnelles
aux troisième et quatrième cumulants.

Tab. 3.1: Premiers cumulants de W, asymétrie (skewness) σ(t) =

〈W(t)3〉c/
(
〈W(t)2〉c

)3/2
et excès de kurtosis κ(t) = 〈W(t)4〉c/

(
〈W(t)2〉c

)2
de

la distribution P (W, t) pour t = 1 en unités du temps de vol moyen.

N ξ20 〈W(t)〉/t 〈W(t)2〉c/t Nξ20d 2Nξ20dTg

√
t σ(t) t κ(t)

100 0.5 100 20835 100 21052 0.200432 0.355176

100 12.5 2500 13019125 2500 13157900 0.201739 0.361635

200 0.5 199.9 42009 200 42120 0.141589 0.175454

La comparaison avec une gaussienne de même moyenne et variance montre que P (W, t)
n’est pas exactement gaussienne. En particulier, on peut voir des déviations assez im-
portantes pour la queue gauche (positive) de la distribution. Ceci est mis en évidence
dans la figure 3.12. Il est aussi important de remarquer que ces déviations apparaissent
pour des valeurs de W plus grandes que la valeur absolue du minimum de W de la queue
négative. De ce fait, les déviations par rapport à la gaussienne ne peuvent être exploitées
pour la vérification numérique de la FR, montrée dans la figure 3.13.
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Fig. 3.11: Distribution de probabilité de la puissance injectée, p(w, t) ≡ tP (W(t) =
wt, t), avec t = 1 temps de vol moyen et en d = 2. Dans les trois cas le
coefficient de restitution α = 0.9. Les autres paramètres sont : a) N = 100,
ξ20 = 0.5 ; b) N=100, ξ20 = 12.5 ; c) N = 200, ξ20 = 0.5. Les tirets représentent
une distribution gaussienne avec même moyenne et même variance. Ces
distributions ont été obtenues avec un nombre ∼ 1.5 × 109 d’échantillons
indépendants de W(t).
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Fig. 3.12: Rapport entre P (W, t) et une gaussienne de même moyenne et même variance,
pour les mêmes paramètres que ceux de la figure 3.11. Les lignes en pointillés
verticales montrent la partie de la pdf utile pour la vérification de la FR. On
peut ainsi voir que les déviations plus accentuées par rapport à la gaussienne
ne sont pas prises en compte lors de la vérification de la FR.
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Tab. 3.2: Facteur de proportionnalité de la “FR”, βeff , comparé à la température gra-
nulaire inverse β = 1/Tg.

N ξ20 βeff 1/Tg

100 0.5 0.01 0.01

100 12.5 0.0004 0.00038

200 0.5 0.01 0.0095
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Fig. 3.13: Test de la FR à temps fini πt(w)−πt(−w) = βeffw, pour les mêmes choix de
paramètres que dans la figure 3.11. Les valeurs de la pente βeff , obtenues à
partir d’une régression linéaire des points issus des simulations, sont reportées
dans la table 3.2.

Dans la figure 3.13, la relation FR à temps fini πt(w) − πt(−w) = βeffw est testée

pour les mêmes choix de paramètres que plus haut. À ce niveau de résolution numérique,
et pour ce choix de temps (t = 1 temps de vol), la relation semble bien satisfaite. De
plus, comme montré dans la table 3.2, la pente de la droite obtenue correspond à la
température granulaire inverse βeff = 1/Tg. Ceci est cohérent avec le résultat obtenu
dans l’équation (3.58), se limitant à l’approximation gaussienne pour P (W, t). Dans la
figure 3.14 on montre le même tracé, pour des différentes valeurs du temps d’intégration
t (jusqu’à t = 3 temps de vol). Aucune déviation remarquable n’est observée lorsque t est
augmenté. De plus, cette figure illustre bien les difficultés que l’on rencontre lorsqu’on
souhaite vérifier la FR à des temps suffisamment grands : plus t augmente, plus les
événements négatifs sont rares, d’où l’impossibilité d’observer des événements négatifs
pour des temps trop importants.
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Fig. 3.14: Test de la FR πt(w) − πt(−w) = βeffw, pour un système avec N = 100
particules et ξ20 = 0.5, pour différentes valeurs du temps t. Dans ce cas 〈w〉 =
100, ce qui donne une idée des valeurs typiques de w. Les tirets représentent
une droite de pente 1/Tg. Dans l’encadré on montre les pdf correspondantes.

La conclusion principale est que, finalement, il n’y a pas de déviations appréciables,
par rapport à la troncature à l’ordre λ2 de l’expression de µ(λ). Afin de voir de telles
déviations, il faudrait une statistique meilleure de plusieurs ordres de grandeur, ce qui
est difficilement envisageable avec les capacités numériques disponibles.

Un moyen plus simple, qui permet de tester les résultats obtenus analytiquement,
consiste à mesurer directement les premiers cumulants de la distribution de W. Les deux
premiers cumulants sont toujours en très bon accord avec les prédictions théoriques,
conformément au théorème de la limite centrale. Le premier cumulant non trivial est
donc le troisième. On rappelle que pour la distribution gaussienne tous les cumulants
d’ordre supérieur à deux sont nuls. Or ceci n’est pas le cas dans les résultats (3.69). On

a donc mesuré, et tracé dans la figure 3.15, la valeur du troisième cumulant de W̃ en
fonction du temps. On voit que la valeur asymptotique semble converger vers un nombre
qui est en accord avec la prédiction de l’éq.(3.69). Cette figure nous renseigne aussi sur
l’échelle de temps de convergence vers un régime où les grandes déviations semblent
s’appliquer. On voit bien que c’est seulement après un temps de ∼ 50 temps de vol que
la valeur asymptotique est atteinte4. Par contre, on voit bien qu’aux temps courts, le
troisième cumulant est presque nul, ce qui est cohérent avec l’observation d’une pdf de
W̃ presque gaussienne. Afin de rendre évident le manque de statistique dont on dispose
aux temps grands, on a tracé dans la figure 3.16 la fonction de grandes déviations πt(w),

4On rappelle que cette valeur n’est pas triviale, et en tout cas très différente de la valeur nulle, que l’on
aurait dans l’approximation gaussienne pour W.
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Fig. 3.15: Troisième cumulant de W adimensionné,
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différents temps d’intégration. Le temps est exprimé en unités de temps de
vol moyen. On remarque que le temps au bout duquel la valeur asympto-
tique est atteinte est considérablement plus grand que le temps caractéristique
du système, qui est ∼ 1 temps de vol. La ligne horizontale en tirets est la

prédiction analytique de (3.69) :
〈
W̃3
〉

c
= 8.
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Fig. 3.16: Mesure numérique de πt(w) pour un temps de 50 collisions par particule
(cercles). La ligne en trait continu montre l’expression de π∞(w), obtenue à
partir de (3.71), déjà montré dans la figure 3.7.
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Fig. 3.17: p(w, t) ≡ tP (wt, t) pour différentes valeurs de α (à température constante Tg)
pour des molécules de Maxwell inélastiques (en d = 2). Le temps d’intégration
de W est ici t = 1 temps de vol. Les tirets représentent une distribution
gaussienne avec même moyenne et variance. Ces distributions ont été obtenues
à partir de ∼ 4 × 1010 valeurs indépendantes de W.
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Fig. 3.18: p(w, t) (pour t = 1 temps de vol) divisée par une gaussienne de même
moyenne et variance, pour différentes valeurs de α pour des molécules de
Maxwell. Les tirets montrent une régression avec un polynôme de degré 4.
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mesurée à partir de la probabilité de W pour un temps t = 50. Dans ce cas, le régime
où les grandes déviations sont bien représentées est atteint. On voit qu’avec une telle
statistique on n’est pas capable de mesurer une fonction de grandes déviations sur une
plage de valeurs trop éloignée de la moyenne.

Pour les molécules de Maxwell, la phénoménologie et les problèmes rencontrés lors de
l’étude des sphères dures, sont aussi présents. Cependant, l’algorithme DSMC est par
construction optimisé pour simuler des molécules de Maxwell. De ce fait, une statistique
environ 10 fois meilleure est systématiquement obtenue. Dans la figure 3.17 on peut
voir des histogrammes de p(w, t), pour quelques valeurs du coefficient de restitution α.
L’amplitude du bruit ξ20 a été choisie de sorte que la température granulaire Tg ≃ 1.
Dans la figure 3.18 on montre les déviations par rapport à la gaussienne de P (W, t). Ces
déviations sont importantes, mais plus prononcées dans la queue droite de la distribu-
tion, de sorte qu’elles ne sont pas utilisables pour tester la FR. On montre également une
régression avec un polynôme d’ordre 4 (tout comme une correction de Sonine tronquée
à S2), qui reproduit bien les résultats numériques. De plus, on observe que l’ajuste-
ment de ces régressions s’améliore à mesure que α se rapproche de l’unité, ce qui est
réminiscent de la phénoménologie des corrections de Sonine pour la pdf de la vitesse.
Enfin, dans la figure 3.19, on montre un test de la FR. Cette fois-ci, la relation semble
être violée systématiquement. Cette violation se manifeste de deux manières différentes :
premièrement, πt(w) − πt(−w) n’est pas une droite ; et deuxièmement, une régression
linéaire sur cette fonction donne une pente qui est systématiquement plus grande que la
température granulaire inverse. Ces deux caractéristiques sont d’autant plus prononcées
que le coefficient de restitution α est petit, ce qui indique que la cause de cette viola-
tion de la FR est bien l’inélasticité. Il faut préciser que pour obtenir ces résultats, on a
dû accumuler une statistique de 4 × 1010 valeurs indépendantes de W(t), sans quoi on
n’aurait pas pu voir de telles déviations, et la FR aurait été vérifiée, en apparence. Il est
aussi remarquable qu’on puisse voir de telles violations à temps fini, alors qu’à temps
infini, l’absence de fluctuations négatives, empêche une telle observation.

3.2.4 Puissance injectée pour le thermostat gaussien

Nous allons maintenant nous intéresser à la puissance injectée dans un gaz granulaire
chauffé par une force déterministe, de type F = a(v). On va ensuite montrer des résultats
analytiques pour le cas particulier du thermostat gaussien, où F = γv. La puissance
injectée est toujours égale au travail effectué par la force chauffante, et s’écrit :

W =

∫ t

0
dt

N∑

i=1

F(vi) · vi . (3.96)

En introduisant la probabilité jointe ρW(Γ,W, t) on aboutit à l’équation d’évolution
suivante :

∂

∂t
ρW =

∑(
FW

i + T ij

)
ρW (3.97)

où T ij est l’opérateur de collision binaire. Celui-ci reste inchangé, car les collisions n’ont
pas d’effet direct dans l’expression de W. L’opérateur FW

i va en revanche agir sur W.
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Fig. 3.19: Test à temps fini de la FR, πt(w) − πt(−w) en fonction de w, pour t = 1
temps de vol. Les résultats sont issus d’une simulation DSMC de N = 50
molécules de Maxwell inélastiques et plusieurs valeurs de α (à Tg fixé). Les
tirets montrent une droite de pente β = 1/Tg, et les pointillés une régression
linéaire de la courbe avec α = 0.1 près de l’origine. La courbe en trait continu
est une régression avec un polynôme cubique (0.28w + 5.6 · 10−4w2 − 1.1 ·
10−5w3).

Son expression est :

FW
i = − ∂

∂vi
· Fi − vi · Fi

∂

∂W . (3.98)

En introduisant la transformée de Laplace ρ̂W l’équation d’évolution (3.97) se réécrit :

∂

∂t
ρ̂W = L̂W ρ̂W =

∑(
F̂W

i + T ij

)
ρ̂W (3.99)

avec :

F̂W
i = − ∂

∂vi
· Fi − λvi · Fi . (3.100)

Dans l’expression ci-dessus, le premier terme du membre de droite est le terme habituel,
qui décrit l’effet de la force sur chaque particule. Le deuxième terme, lui, décrit les
changements de ρ̂W dus aux changements de W dans le temps. Encore une fois on
peut remarquer que l’équation d’évolution (3.99) peut être interprétée comme décrivant
l’évolution d’un gaz granulaire où toutes les particules sont soumises à une force F, et où
chaque particule peut être annihilée (ou clonée) avec un taux (dépendant de sa vitesse)
λvi ·Fi. Ceci confirme que la fonction ρ̂W peut être considérée comme une distribution
à N points pour ce système qui a une dynamique modifiée. Il en va évidemment de
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Fig. 3.20: Fonction génératrice des cumulants µ(λ) pour le thermostat gaussien (trait
continu) et pour le thermostat stochastique (tirets).

même pour la fonction propre ρ̃W correspondante à la plus grande valeur propre µ(λ)
de L̂W . On peut ainsi établir une hiérarchie de type BBGKY et, en faisant l’hypothèse
de chaos moléculaire, déjà exprimée dans l’éq.(3.34), on peut aboutir à une équation de
type Boltzmann. Dans le cas particulier du thermostat gaussien, cette équation s’écrit :

µ(λ)f̃(v1, λ) = −γ∂v1 ·
(
v1f̃(v1, λ)

)
− λγv2

1 f̃(v1, λ) + J [f̃ |f̃ ] , (3.101)

où f̃(v, λ) est la distribution réduite à un point de la fonction propre ρ̃W(Γ, λ). Une
bonne estimation de la valeur propre µ(λ) peut être obtenue en injectant une solution
f̃(v, λ) gaussienne, avec une température dépendante de λ. En effectuant les changements
d’échelle suivants :

µ̃ = µ/(Nγ), λ̃ = λTgd/2, (3.102)

on obtient une expression pour µ̃(λ̃) qui s’écrit :

µ̃(λ̃) = −1 + 2 λ̃−
√

1 + 4 λ̃

2 λ̃
. (3.103)

Le comportement qualitatif de cette fonction est finalement assez proche du comporte-
ment de µ(λ) dans le cas du thermostat stochastique (ces deux fonctions sont comparées
dans la figure 3.20). Pour λ̃ < λc = −1/4 il y a une coupure dans l’axe réel de λ̃, et pour
λ̃→ ∞ la fonction décrôıt vers une valeur asymptotique constante. Ces comportements
sont décrits, plus en détail, par :

µ̃(λ̃)
λ̃→−1/4∼ 1 − 2

√
1 + 4λ̃+ O(λ̃) , µ̃(λ̃)

λ̃→∞∼ −1 +
1√
λ̃

+ O(
1

λ̃
) . (3.104)
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Fig. 3.21: Fonction de grandes déviations π(w) pour le thermostat gaussien (trait
continu) et pour le thermostat stochastique (tirets).

Ces comportements permettent de trouver l’allure de la fonction de grandes déviations
π(w) dans les queues :

π̃(w̃)
ew→0+

∼ −1 +
3

22/3
w̃1/3 + O(w̃2/3) , π̃(w̃)

ew→∞∼ − w̃
4

+ O(
√
w̃) . (3.105)

On voit que la queue gauche de la distribution de W est exponentielle, comme dans le
cas du thermostat stochastique. Cette propriété est due à la coupure de µ(λ) dans le
demi-axe négatif. Pour les faibles valeurs de w, π(w) tend vers une valeur finie, ce qui
implique qu’il y a une probabilité finie d’avoir une valeur nulle (à dW près) de W. Ce
comportement est qualitativement différent du comportement de la fonction de grandes
déviations pour le thermostat stochastique. Il est déterminé par le comportement de
µ(λ) pour λ grand, qui semble être plus sensible aux détails microscopiques du modèle.
Une comparaison de la fonction de grandes déviations pour le thermostat stochastique
et le thermostat gaussien est illustrée dans la figure 3.21.

Ce résultat montre l’intérêt que peut susciter l’étude de quantités globales. On voit en
effet que la distribution de la puissance injectée pour ces différents modèles permet de
souligner certains aspects communs à tous ces modèles, comme l’absence d’événements
négatifs, ou la décroissance exponentielle de la queue positive. De même, les aspects liés
aux détails microscopiques sont aussi bien représentés, en particulier par le comporte-
ment de la pdf pour des faibles valeurs de la puissance injectée, ou par le coefficient
qui intervient dans la décroissance exponentielle de la queue positive. Ceci peut donc se
révéler utile, dans la recherche de signatures d’une dynamique microscopique particulière
lors de l’étude d’une quantité globale.
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3.3 Énergie dissipée

Nous allons maintenant étudier le lien entre l’énergie injectée par la force extérieure,
afin de maintenir le système dans un état stationnaire hors d’équilibre, et l’énergie dis-
sipée par les collisions inélastiques.

3.3.1 Grandes déviations pour l’énergie dissipée

Le formalisme développé dans 3.2.2, qui définit un opérateur d’évolution pour la puis-
sance injectée, peut s’appliquer d’une manière générale, à toute quantité intégrée dans
le temps. On va s’intéresser ici à l’énergie dissipée par les collisions inélastiques. Lors
d’une collision, l’énergie perdue par le couple de particules qui participe à la collision est
∆E = 1−α2

4 (vij · σ̂)2. L’énergie dissipée en un temps t peut donc s’écrire :

D(t) =
∑

i<j

∑

k

∫ t

0
dt′

(vij(t
k) · σ̂)2

4

(
1 − α2

)
δ(t′ − tkij) , (3.106)

où tkij est l’instant de la k–ème collision entre les particules i et j. On introduit maintenant
la probabilité jointe ρD(Γ,D, t) d’être dans une configuration Γ à l’instant t, en ayant
dissipé une énergie D depuis l’instant 0. L’équation d’évolution pour D s’écrit alors :

∂

∂t
ρD(Γ,D, t) =

N∑

i

F th
i ρD(Γ,D, t) +

N∑

i<j

T̃ijρD(Γ,D, t) = LdissρD(Γ,D, t) , (3.107)

avec

T̃ij = σd−1

∫

vij ·σ̂>0
dσ̂(vij · σ̂)

(
1

α2
δ(rij − σ̂)b̃∗∗ij − δ(rij + σ̂)

)
. (3.108)

L’opérateur b̃∗∗ s’écrit :

b̃∗∗ij g (v1, . . . ,vi, . . . ,vj , . . . ,vN , h(Γ)) =

g

(
v1, . . . ,v

∗∗
i , . . . ,v

∗∗
j , . . . ,vN , h(Γ) − (vij · σ̂)2

4

(
1

α2
− 1

))
. (3.109)

On voit que cet opérateur b̃∗∗ij , qui est l’analogue de l’opérateur b∗∗ décrit dans l’éq.(2.6),
non seulement remplace les vitesses i et j par leurs valeurs précollisionnelles correspon-
dantes, mais remplace également D par sa valeur avant la collision. Enfin, l’opérateur
F th décrit simplement l’effet d’un thermostat homogène sur l’ensemble des particules.
Son expression est :

F th,st
i = ξ20

∂2

∂v2
i

, F th,det
i = − ∂

∂vi
· Fi , (3.110)

respectivement pour une force stochastique ou déterministe.
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En introduisant la transformée de Laplace :

ρ̂D(Γ, κ, t) =

∫
dD e−κDρD(Γ,D, t) , (3.111)

l’équation d’évolution (3.107) s’écrit alors :

∂

∂t
ρ̂W(Γ, κ, t) =

N∑

i

F th
i ρ̂D(Γ, κ, t) +

N∑

i<j

T̂ij ρ̂D(Γ, κ, t) = L̂dissρ̂D(Γ, κ, t) . (3.112)

Dans ce cas l’opérateur T̂ , associé à l’opérateur de collision, s’écrit :

T̂ij = σd−1

∫

vij ·σ̂>0
dσ̂(vij · σ̂)

(
1

α2
δ(rij − σ̂)e

−κ
(vij ·σ̂)2

4

“
1

α2 −1
”

b∗∗ij

− δ(rij + σ̂)

)
. (3.113)

3.3.2 Lien avec l’énergie injectée

Le lien entre l’énergie injectée et l’énergie dissipée peut s’exprimer simplement par
l’équation de bilan d’énergie du système :

∆E(t) = E(t) − E(0) = W(t) −D(t) . (3.114)

Afin de clarifier les notations, on rappelle que l’on sait écrire une équation d’évolution
pour des probabilités jointes ρD et ρW :

∂

∂t
ρD = LDρD =

∑
(Fi + T̃ij)ρD , (3.115)

∂

∂t
ρW = LWρW =

∑
(FW

i + T ij)ρW . (3.116)

Afin de noter le lien que la relation (3.114) impose aux deux opérateurs LD et LW , il est
utile de remarquer que, pour une fonction f quelconque :

b∗∗ij f(Γ,W − ∆E) = b̃∗∗ij f(Γ,W − ∆E) , (3.117)

ce qui implique que

T ijf(Γ,W − ∆E) = T̃ijf(Γ,W − ∆E) . (3.118)

De plus, on a :
FWf(Γ,W − ∆E) = Ff(Γ,W − ∆E) . (3.119)

Cette dernière relation est vraie pour les thermostats stochastiques et déterministes. À
partir de ces relations on vérifie aisément que :

LWρW(Γ,W − ∆E, t) =
∑

(F + T̃ij)ρW(Γ,W − ∆E, t) = LDρW(Γ,D, t) . (3.120)
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En introduisant les transformées de Laplace ρ̂W et ρ̂D, la relation (3.114) se traduit, en
termes des opérateurs d’évolution de ρ̂W et ρ̂D par :

L̂Weλ∆E ρ̂W(Γ, λ, t) = eλ∆EL̂Dρ̂W(Γ, λ, t) . (3.121)

Cette dernière équation donne l’identité suivante :

L̂W = eλ∆EL̂De−λ∆E , (3.122)

qui prouve que L̂D et L̂W ont exactement le même spectre. De plus, les fonctions propres
associées à une valeur propre donnée de L̂W seront égales aux fonctions propres (associées
à la même valeur propre) de L̂W multipliées par un facteur eλ∆E . En d’autres termes,
si ψn(Γ, λ) est une fonction propre de LW avec une valeur propre µn(λ) :

L̂Wψn(Γ, λ) = µn(λ)ψn(Γ, λ) , (3.123)

alors la fonction eλ∆Eψn sera fonction propre de L̂D avec la même valeur propre :

L̂Deλ∆Eψn(Γ, λ) = µn(λ)eλ∆Eψn(Γ, λ) . (3.124)

Puisque nous nous intéressons plus précisément à la plus grande valeur propre des
opérateurs L̂W et L̂D il est évident, d’après ce qui précède, qu’elles seront égales. De cette
égalité il devrait suivre systématiquement une égalité des fonctions de grande déviations
de W et de D. Cette égalité semble également suggérée par l’équation de bilan (3.114).
On voit dans cette équation, que le membre de gauche (i.e. ∆E(t)), n’est en fait qu’un
terme de bord. Les deux quantités W et D sont des quantités extensives en temps. Toutes
les deux sont une intégrale temporelle d’une quantité stationnaire, et leurs cumulants
sont tous des fonctions linéaires en temps (du moins quand t→ ∞). Par contre, le terme
∆E(t) est clairement stationnaire en temps (on se place toujours dans un état station-
naire). Si par exemple on considère la même équation (3.114) divisée par le temps :

∆E

t
=

W
t

− D
t

= w − δ , (3.125)

on voit clairement que, dans la limite t → ∞, le membre de gauche va devenir de plus
en plus petit, alors que les deux termes du membre de droite vont rester stationnaires.
Ceci implique qu’à temps infini on devrait avoir :

w ≃ δ , (3.126)

ce qui suggère encore que les fonction de grandes déviations de W et de D sont en fait
les mêmes. Or, ceci n’est pas toujours le cas, car ∆E/t, même si très petit (en moyenne),
reste une quantité fluctuante, et peut donc a priori avoir des grandes fluctuations, et
briser l’égalité (3.126). Cette brisure se manifeste typiquement par l’apparition de singu-
larités [55, 113, 18, 115, 99, 116, 98], et va être étudiée plus en détail dans le chapitre 4.
Ici on va juste donner quelques arguments intuitifs qui permettent de prévoir quand ces
singularités apparaissent. Pour cela, il faut se pencher sur la statistique du terme de bord
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∆E, et de sa probabilité P(∆E). Si les quantités W ou D sont échantillonnées dans l’état
stationnaire, l’invariance par translation dans le temps impose que E(0) et E(t) (pour t
suffisamment grand) sont distribuées de la même manière. Il s’ensuit que P(∆E) est une
fonction symétrique par rapport à l’origine. Puisque l’on est en train de s’intéresser à
des situations dans lesquelles la quantité ∆E/t pourrait avoir une fluctuation d’ordre t,
lorsque t est très grand, il est important de se focaliser sur les queues de la distribution
P, qui caractérisent les événements rares. On va supposer par la suite que les queues de
P ont un comportement en exponentielle étirée, avec un exposant θ :

P(∆E)
|∆E|→∞∼ e−|∆E|θ . (3.127)

Même si ∆E n’est pas une quantité extensive en temps, on peut toujours écrire le
changement d’échelle que l’on utilise pour déterminer une fonction de grandes déviations.
Ceci revient finalement à s’intéresser à la probabilité d’avoir une fluctuation de ∆E
d’ordre t. On peut donc définir une “fonction de grandes déviations” pour l’énergie, qui
s’écrit, en fonction de l’exposant θ :

ζ(ǫ) = lim
t→∞

1

t
logP(∆E = ǫt) =





0 , si θ < 1

−|ǫ| , si θ = 1

−∞ , si θ > 1 .

(3.128)

On voit que la valeur de l’exposant θ = 1 joue un rôle limite dans le comportement
de la fonction ζ. Pour θ > 1, une fluctuation d’ordre t est strictement impossible dans
la limite t → ∞, et dans ce cas W et D devraient avoir la même fonction de grandes
déviations. En revanche on voit que pour θ = 1, il n’en est pas ainsi : la probabilité d’avoir
une fluctuation d’ordre t décrôıt exponentiellement avec t, mais n’est pas strictement
nulle. Pour θ < 1 la décroissance est lente, et la fonction ζ ne permet pas d’avoir des
informations supplémentaires. Il faut aussi remarquer que si on définit la transformée de
Laplace P̂ de P, le changement d’échelle qui donne habituellement la fonction génératrice
des cumulants, est toujours nul, indépendamment de θ :

lim
t→∞

1

t
log P̂ = 0 ∀θ . (3.129)

Ceci explique pourquoi le terme de bord ∆E ne joue aucun rôle dans l’expression de la
plus grande valeur propre µ(λ) de L̂W et L̂D. On pressent déjà que le problème va venir
justement du processus qui permet de passer de la transformée de Laplace à l’espace
direct. Dans 3.2.2 on a vu que le lien entre la fonction de grandes déviations π et la fonc-
tion génératrice des cumulants µ est une transformée de Legendre. Ce résultat s’obtient
simplement en utilisant la méthode du col pour inverser la transformation de Laplace.
Le contour d’intégration est alors choisi par défaut le long d’une droite (de Bromwich),
et on suppose que le plan complexe ne présente pas de singularités, ni de coupures5. Or

5Plus généralement, la transformation de Legendre reste valable tant que les coupures/singularités sont
bien présentes dans l’expression de µ(λ).
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la transformée de Laplace d’une distribution avec des queues exponentielles, présente
systématiquement des singularités, voire des coupures : l’intégrale

∫
d∆E ez∆EP(∆E) (3.130)

n’est pas définie pour tout z, lorsque P décrôıt exponentiellement. Ceci donne une in-
dication claire sur le fait que, lorsque le terme de bord est distribué avec des queues à
décroissance exponentielle (ou plus lente encore), il est possible qu’il y ait des singula-
rités, et que les fonctions de grandes déviations de W et D ne soient pas les mêmes.

D’après l’étude des fluctuations d’énergie de la section 2.3, on voit que pour les gaz
granulaires la distribution de l’énergie se comporte comme une distribution gamma, et
a donc des queues exponentielles. Cependant, la distribution gamma, lorsque le nombre
de degrés de liberté tend vers l’infini, se comporte comme une gaussienne (comme prévu
par le théorème de la limite centrale). Les queues de la distribution deviennent donc
exponentielles qu’à partir d’une échelle typique d’énergie qui est d’ordre N . On peut
donc penser que, à la limite thermodynamique, le problème des singularités ne se pose
pas. Cependant, en toute rigueur, la limite thermodynamique doit se faire en considérant
les grandes déviations en N également. Il faudrait donc considérer par exemple que :

ζ(ǫ) = lim
N→∞

lim
t→∞

1

Nt
logP(∆E = ǫNt) , (3.131)

ce qui fera encore réapparâıtre la décroissance exponentielle de la pdf de l’énergie. Ceci
dit, il reste vrai que, si on se place à une échelle de temps fixée, en augmentant le nombre
de particules du système, les queues exponentielles de la pdf de ∆E vont se voir de moins
en moins.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre on s’est intéressé à la statistique de la puissance injectée dans un gaz
granulaire. Cette quantité représente le travail fourni par le thermostat pour maintenir
le système dans un état stationnaire pendant un temps t.

Dans un premier temps, on a considéré les résultats d’une expérience menée par Feitosa
et Menon [58], où la distribution de puissance injectée a été mesurée et semble vérifier
la Relation de Fluctuation. Afin d’expliquer ce résultat, nous avons introduit un modèle
simplifié, qui reproduit l’ensemble de la phénoménologie observée. En particulier, ce
modèle permet un calcul analytique de la fonction de distribution de la probabilité de
la puissance injectée et en explique le comportement typiquement non gaussien. Dans
le cadre de ce modèle, on montre également que la Relation de Fluctuation n’est pas
vérifiée.

Dans un deuxième temps, on s’est intéressé à la puissance injectée dans des gaz gra-
nulaires chauffés par une force homogène. Ce type de modèle permet une description
microscopique précise du système. On peut ainsi calculer explicitement la distribution
de puissance injectée pour différents modèles de gaz granulaires, ce qui permet de mettre
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en évidence des caractéristiques communes entre ces différents modèles. En particulier,
on trouve que la fonction de grandes déviations de la puissance injectée n’a pas de
partie négative, ce qui implique que la Relation de Fluctuation n’est pas vérifiée par ces
modèles. On essaye également de rendre explicite cette absence de vérification par des
simulations numériques. Pour le modèle plus pertinent des sphères dures inélastiques, le
manque de statistique empêche d’obtenir un résultat numérique qui permette d’observer
les grandes déviations. De ce fait, la distribution de puissance injectée est essentiellement
gaussienne et la Relation de Fluctuation parâıt satisfaite. En revanche, pour le modèle des
molécules de Maxwell inélastiques, on arrive à accumuler une statistique plus importante
qui permet de montrer explicitement que la Relation de Fluctuation n’est pas vérifiée.

Enfin, on s’est intéressé à la statistique de la puissance dissipée lors des collisions. Cette
quantité est reliée à la puissance injectée par une simple équation de bilan d’énergie. On a
réussi à traduire ce lien en termes de distributions de probabilité de la puissance dissipée
injectée, ce qui nous permet de montrer rigoureusement que l’énergie dissipée a la même
fonction génératrice des cumulants que l’énergie injectée. On annonce également que
cette égalité n’implique pas systématiquement qu’énergie injectée et énergie dissipée ont
la même fonction de grandes déviations : des problèmes pourraient apparâıtre lors de
l’inversion de la transformée de Laplace.

L’ensemble de ces résultats est obtenu grâce à un formalisme en termes d’opérateurs
d’évolution qui est appliqué avec succès à la théorie cinétique. Cette application permet,
d’une part, de développer de nouveaux outils dans le cadre de la théorie cinétique.
D’autre part, elle constitue un moyen efficace pour calculer explicitement une fonction
de grandes déviations dans des systèmes complexes, composés par un grand nombre
de particules. De plus, une généralisation directe permet d’étudier d’autres types de
modèles, ou également la fonction de grandes déviations d’autres quantités intégrées
dans le temps.

Au terme de cette étude, nous concluons que la puissance injectée ne vérifie pas une
Relation de Fluctuation. Ceci pourrait simplement impliquer que la puissance injectée
ne joue pas un rôle de flux d’entropie pour les gaz granulaires. Malgré cela, il en res-
sort que c’est une quantité dont l’étude peut se révéler fructueuse, d’un point de vue
phénoménologique. Il s’agit en fait d’une quantité globale dont la distribution semble
présenter des caractéristiques “robustes”, qui semblent indépendantes des détails du
modèle, comme la force chauffante, et d’autres caractéristiques qui sont au contraire
“sensibles” à ces détails. Ces dernières peuvent se révéler utiles dans des applications
phénoménologiques, en permettant l’identification de détails microscopiques à partir de
mesures de quantités globales.
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4
Fonctionnelle d’action et singularités

4.1 Introduction

4.1.1 État des lieux

Nous avons étudié, dans le chapitre précédent, la distribution de la puissance injectée
dans un gaz granulaire. Le propos était de tester si cette quantité vérifie la Relation
de Fluctuation (FR) et nous avons montré que ce nést pas le cas. Bien entendu, la
dynamique microscopique des gaz granulaires est irréversible, ce qui est une différence
essentielle avec le cadre dans lequel la FR a été établie, mais quoi qu’il en soit, il est
légitime de rechercher des quantités qui présentent cette propriété pour les gaz granu-
laires.

C’est l’objectif du présent chapitre, qui constitue une synthèse des références [P5, P3,
P7].

4.1.2 Et la fonctionnelle H ?

Afin d’examiner le plus grand nombre de quantités physiques susceptibles de jouer le
rôle du flux d’entropie hors d’équilibre, il semble opportun de considérer la fonctionnelle
H de Boltzmann. C’est après tout par ce résultat fondateur que la physique statistique
hors d’équilibre a fait un de ses premiers pas. De plus, la théorie des gaz granulaires s’est
développée essentiellement dans le cadre de la théorie cinétique des gaz, en utilisant de
nombreux résultats et outils établis bien avant.

Pour fixer les idées, on s’intéressera au cas d’un gaz granulaire chauffé par une force
stochastique. Comme déjà discuté dans l’introduction générale, une des caractéristiques
principales de l’entropie repose sur la séparation de ses variations en deux termes, d’in-
terprétation distincte. On va commencer par considérer l’entropie de Shannon pour la
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distribution à une particule (qui est, à un facteur près, la fonctionnelle H introduite par
Boltzmann) :

S(t) ≡ −kB

∫
dv1f(v1, t) log

(
f(v1, t)

ehd

)
, (4.1)

où e et h sont des constantes de normalisation. La limite d’équilibre est ici équivalente à
la limite élastique (α→ 1) avec l’amplitude du bruit ξ20 qui tend simultanément vers zéro,
de sorte que la température granulaire du gaz soit finie. Dans cette limite, la fonctionnelle
S définie ci-dessus vérifie le théorème H :

dS

dt
> 0 . (4.2)

L’évolution de f(v, t) étant gouvernée par l’équation de Boltzmann :

∂f

∂t
= J [f |f ] + ξ20

∂2

∂v2
f = 0 , (4.3)

où J est l’intégrale de collision (2.12), et le laplacien décrit la diffusion des particules
dans l’espace des vitesses (cf. l’éq.(2.21). À partir de l’équation de Boltzmann on déduit
ainsi l’évolution temporelle de S :

dS

dt
= −kB

∫
dv1

∂f(v1, t)

∂t
log

(
f(v1, t)

ehd

)

= −kB

∫
dv1J [f |f ] log

(
f(v1, t)

ehd

)

−kBξ
2
0

∫
dv1

∂2

∂v2
1

f(v1, t) log

(
f(v1, t)

ehd

)
. (4.4)

L’idée est maintenant d’examiner le membre de droite de l’équation ci-dessus, afin
de distinguer deux termes séparés, dans le même esprit qu’en thermodynamique des
processus irréversibles [40]. La séparation habituelle comprend un terme de source et un
terme de flux :

dS

dt
= σirr + σflux . (4.5)

Ici σirr > 0 est le taux de production d’entropie irréversible du système, et σflux =
−
∫
V dV∇·JS décrit l’effet de forces extérieures conduisant le système dans un état hors

d’équilibre. En thermodynamique hors d’équilibre, JS est la somme des courants (de par-
ticules, d’énergie, etc.) qui traversent le système. De plus σirr peut souvent s’exprimer
comme une forme bilinéaire des flux et de leurs affinités respectives. Ces résultats sont
justifiés par une hypothèse d’équilibre local, qui ne peut être adoptée dans le cas présent.
Les collisions étant dissipatives, l’irréversibilité du système apparâıt déjà à l’échelle mi-
croscopique de la particule, ce qui suggère que même localement le système ne peut pas
être considéré comme étant à l’équilibre. La séparation (4.5) est alors moins justifiée, et
l’identifications des deux termes σirr et σflux devient complètement arbitraire.

86



4.1 Introduction

L’analogie avec le cas d’équilibre suggère une expression pour le flux d’entropie qui
est la suivante :

σirr =
kBσ

d−1

4

∫
dv1dv2dσ̂Θ(σ̂ · v12)σ̂ · v12

× (f∗∗1 f∗∗2 − f1f2) log

(
f∗∗1 f∗∗2

f1f2

)
+ ξ20

∫
dv

(∇vf)2

f
. (4.6)

Le premier terme du membre de droite est choisi par analogie avec le théorème H. Le
deuxième terme est choisi par analogie avec les processus standard de diffusion. Pour ces
processus la diffusion a lieu dans l’espace des positions. L’opérateur laplacien s’annule
alors à l’équilibre, puisque le système devient spatialement homogène. Ici, par contre, ce
terme s’annule à l’équilibre en raison du fait que, dans cette limite, l’amplitude du bruit
décrôıt vers zéro. Cette expression de σirr apparâıt comme la somme de deux termes
positifs, et a donc elle même cette propriété, qui lui est nécessaire. De plus, ce terme
s’annule uniquement à l’équilibre, c’est-à-dire quand α = 1 et ξ20 = 0. Il respecte donc
les pré-requis minimum nécessaires à l’identification de la source d’entropie.

D’autre part, l’expression du terme de flux est maintenant fixée :

σflux =
kBσ

d−1

4

∫
dv1dv2dσ̂Θ(σ̂ · v12)σ̂ · v12 × f1f2 log

[
(f∗∗1 f∗∗2 )(f1f2)

1−α2

(f∗1 f
∗
2 )2−α2

]
, (4.7)

où l’on a utilisé les notations simplifiées f1,2 = f(v1,2, t) et f∗∗1,2 = f(v∗∗
1,2, t). La fonction-

nelle ci-dessus est négative pour une grande classe de fonctions test, et en particulier dans

l’état stationnaire, où elle prend une valeur σflux ∼ −1−α2

ℓ T
1/2
0 . Cependant, dans l’esprit

de la thermodynamique des phénomènes irréversibles, la séparation (4.5) est motivée par
une distinction précise du processus qui conduit le système hors de l’équilibre. Cette dis-
tinction n’est pas prise en compte par l’identification (arbitraire) de la source d’entropie
(4.6). On aurait par ailleurs pu choisir de ne retenir que le premier terme de l’expression
(4.6) de la production d’entropie. De cette manière, le terme σflux aurait contenu deux
termes, correspondants à la dissipation et à l’injection de l’énergie. Cependant, avec un
tel choix le flux d’entropie aurait perdu la propriété d’être une fonctionnelle négative.

Un autre choix qui peut être fait, est une séparation, plus pragmatique d’un point de
vue technique, qui consiste à isoler le mécanisme d’injection d’énergie. Dans cette optique
on peut identifier un terme de production d’entropie du “système”, qui ne comprend que
les collisions inélastiques, et un terme “extérieur”, qui correspond à l’injection d’énergie :

dS

dt
= σsyst + σext . (4.8)

Dans ce cas le terme σext est toujours positif. Par conséquent, dans l’état stationnaire
le terme σsys est négatif, ce qui suggère que l’effet de désordre dû aux collisions est
compensé par la dissipation, qui a tendance à aligner les particules dans une même
direction. De plus, un calcul perturbatif (présenté dans la Réf. [10], et retranscrit dans
l’appendice B) permet de montrer que l’extrémalisation de ces deux fonctionnelles ne
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permet pas de retrouver des propriétés de la solution stationnaire f (i.e. la température
et le coefficient de Sonine a2).

Une approche en terme de fonctionnelle H ne semble pas permettre l’identification
d’une quantité susceptible de représenter le flux d’entropie du système. Une autre ap-
proche possible, inspirée par des résultats issus de la théorie des processus de Markov,
est présentée dans le paragraphe suivant.

4.1.3 Fonctionnelle d’action

Dans le cadre des processus de Markov, une définition précise de flux d’entropie a
été proposée par Lebowitz et Spohn [82]. Cette définition repose sur la comparaison de
chaque trajectoire du système dans l’espace des phases avec la même trajectoire, mais
renversée dans le temps. Cette comparaison ne peut avoir lieu dans un gaz granulaire,
parce que pour chaque trajectoire qui contient au moins une collision, la trajectoire
renversée dans le temps n’existe pas. Ceci est simplement dû au caractère microscopi-
quement irréversible du gaz granulaire : si une paire de particules exécute une collision
en dissipant une certaine énergie, la trajectoire renversée dans le temps supposerait que
le même couple de particules, avec des vitesses renversées, gagne de l’énergie après avoir
effectué une collision. Cependant le système est dans un état stationnaire, invariant par
translation dans le temps. On pourrait donc penser qu’il existe un “coarse graining”
qui puisse rendre le système “comme s’il était réversible”. Parmi les nombreux moyens
d’obtenir un tel lissage (cf. par exemple [19]), le plus simple semble de se restreindre au
sous-espace propre à une seule particule. En effet, si on suit la trajectoire d’une parti-
cule qui évolue dans un gaz granulaire, une trajectoire correspondante renversée dans
le temps existe toujours. Si l’on se place dans un état homogène (et dilué), on peut
considérer comme seul degré de liberté pertinent la vitesse v de la particule. Chaque
trajectoire sera donc constituée d’une succession de valeurs v1, v2 . . .vn de la vitesse,
qui n’est modifiée que lors d’une collision. De plus, pour toute transition v1 → v2, sur-
venue après une collision avec une autre particule de vitesse u1, la trajectoire renversée
existe toujours : il suffit pour cela que la collision ait lieu avec une autre particule, de
vitesse u2. Cette vitesse doit être telle que précisément v2 → v1 à l’issue de la collision.

La pdf de la vitesse P∗(v, t) du traceur évolue suivant l’équation mâıtresse :

dP∗(v, t)

dt
=

∫
dv1P∗(v1)K(v1 → v) −

∫
dv1P∗(v)K(v → v1), (4.9)

oùK(v1 → v)dv est la probabilité par unité de temps pour qu’une particule, initialement
avec une vitesse v1, ait une transition vers un état de vitesse v.

Dans de telles conditions Lebowitz et Spohn [82] ont introduit les deux fonctionnelles

88



4.1 Introduction

d’action suivantes :

W (t) =

n(t)∑

i=1

log
K(vi → v′

i)

K(v′
i → vi)

, (4.10a)

W (t) = log
P∗(v1)

P∗(v′
n(t))

+

n(t)∑

i=1

log
K(vi → v′

i)

K(v′
i → vi)

(4.10b)

= log
P(v1 → v2 → ...→ vn(t))

P(vn(t) → vn(t)−1 → ...→ v1)
.

Dans l’expression ci-dessus, l’indice i indique le nombre de collisions subies par le traceur,
vi sa vitesse juste avant la i-ème collision et v′

i sa vitesse post-collisionnelle. De plus, n(t)
est le nombre de collisions effectuées en un temps t. On a également utilisé la notation
P(v1 → v2 → ... → vn) pour noter la probabilité d’observer une séquence de collisions

donnée. Ces deux fonctionnelles ne diffèrent que d’un terme log P∗(v1)
P∗(v′

n(t)
)
, qui ne dépend

que de l’état initial et de l’état final. Contrairement à W et W , il s’agit d’un terme
stationnaire en temps. On va donc se référer à cette quantité en tant que “terme de
bord”. Ces fonctionnelles vérifient un certain nombre de propriétés [82] :

– W s’annule lorsque le bilan détaillé est vérifié (i.e. à l’équilibre). Par contre, W (t) =
0 ne s’annule que si les taux de transition sont parfaitement symétriques (i.e.K(vi →
vi+1) = K(vi+1 → vi)), comme à l’équilibre microcanonique.

– À grand temps 〈W 〉 =
〈
W
〉
≥ 0, le signe d’égalité n’étant valable qu’à l’équilibre.

De plus, quand le temps t tend vers l’infini, W (t)
t ≃ W

t .
– Si on considère l’entropie de Shannon S(t) = −

∫
dvP∗(v, t) logP∗(v, t) associée à la

pdf P∗, on a alors :
d

dt
S(t) = R(t) −A(t) (4.11)

où R(t) ≥ 0, A(t) est linéaire par rapport à P∗, et 〈W (t)〉 ≡
∫ t
0 dt′A(t′). Cette

dernière remarque suggère que W peut s’interpréter comme la contribution d’une
seule trajectoire au flux d’entropie.

– La fonction de grandes déviations π(w) = limt→∞
1
t log f t

W (tw) associée à la proba-
bilité f t

W (x) d’avoir W (t) = x au temps t vérifie la FR : π(w) − π(−w) = w.
– La pdf f t

W
(x) d’avoir W (t) = x au temps t vérifie la FR à tout temps : π(w, t) −

π(−w, t) = w, où cette fois-ci π(w, t) = 1
t log f t

W
(tw).

Ainsi, on peut montrer rigoureusement que la fonctionnelle W vérifie à tout temps la
relation de fluctuation. D’autre part, W et W ne diffèrent que par un terme de bord, qui
devrait devenir négligeable dans la limite de grand temps. C’est par cette remarque que
l’on déduit que W vérifie également la FR, mais cette fois-ci seulement dans la limite
de temps infini, lorsque le terme de bord est négligeable. On voit dans (4.11) que les
variations temporelles d’entropie peuvent (toujours de manière arbitraire) se séparer en
un terme de source (R) et un terme de flux (A). Le terme de flux apparâıt alors comme
la valeur moyenne de la fonctionnelle W , qui joue le rôle d’un flux microscopique, et qui
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4 Fonctionnelle d’action et singularités

vérifie par construction la FR. Cependant l’interprétation physique de W ne permet pas
une identification simple avec les courants physiques (i.e. d’énergie, de particules, etc.)
qui participent habituellement à l’expression de l’entropie phénoménologique.

Cependant, ces fonctionnelles d’action sont bien définies, et peuvent être mesurées. Par
exemple, l’évolution d’un traceur dans un bain de particules granulaires peut être suivie
de manière très précise, même expérimentalement (on pourrait par exemple imaginer
le même dispositif utilisé, dans un contexte de turbulence, dans [90]). En adoptant ce
point de vue lagrangien, on pourrait mesurer empiriquement les taux de transition, ou
les calculer à partir des équations cinétiques. Ensuite, pour chaque trajectoire suivie, on
peut mesurer un échantillon de W . Ceci permettrait une mesure du flux d’entropie dans
un système loin de l’équilibre.

4.2 Relation de fluctuation pour un traceur granulaire

On va maintenant montrer comment, à partir d’une équation de Boltzmann pour le
traceur, on peut obtenir l’expression des taux de transition K(v → v′). On pourra ainsi
définir les expressions de W et W , pour ensuite mesurer la fonction de distribution de
la probabilité de ces deux quantités, et tester la Relation de Fluctuation.

4.2.1 Équation mâıtresse et taux de transition

On considère l’évolution d’une particule marquée, de masse M , dans un bain mono-
disperse de particules de masse m thermalisé à une certaine température, et avec une
distribution de vitesse stationnaire P (v). Le traceur interagit avec les particules du bain
via des collisions inélastiques. La loi de collision entre le traceur et une particule du bain,
de vitesse V s’écrit :

v′ = v −m
1 + α

m+M
[(v − V) · ω̂]ω̂ , (4.12)

où v et v′ représentent la vitesse du traceur avant et après une collision. Le vecteur ω̂ est
un vecteur unitaire dirigé suivant l’axe qui relie le centre de masse du traceur au centre
de masse de la particule du bain, lorsque celles-ci sont en contact. Les trois paramètres
impliqués dans la loi de collision (4.12) peuvent se réduire à un seul paramètre effectif :

m
1 + α

m+M
≡ 1 + α′

2
, avec α′ =

m−M + 2mα

m+M
. (4.13)

On pourra donc considérer par la suite que le traceur est une particule de masse m, et
qu’il interagit avec un coefficient de restitution α qui peut être éventuellement négatif.
L’évolution de la pdf de la vitesse du traceur est gouvernée par une équation de Boltz-
mann linéaire, qui s’écrit :

dP∗(v, t)

dt
=

1

ℓ

∫
dv1

∫
dv2

∫ ′

dω̂|(v1 − v2) · ω̂|P∗(v1)P (v2)×
{
δ

(
v − v1 +

1 + α

2
[(v1 − v2) · ω̂]ω̂

)
− δ(v − v1)

}
. (4.14)
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4.2 Relation de fluctuation pour un traceur granulaire

La distribution de vitesse du traceur P∗ ne dépend que de α et de la distribution des
vitesses du bain P . Dans cette description, les interactions entre les particules du bain
ne sont pas explicites, mais sont cachées dans l’expression de P . Si par exemple on
suppose que le bain est constitué de particules granulaires chauffées par un thermostat
stochastique, l’effet de l’inélasticité sera contenu dans la distribution P au travers de la
valeur du coefficient de Sonine a2.

À partir de l’équation (4.14) on déduit, par identification avec l’équation mâıtresse
(4.9), l’expression des taux de transition :

K(v1 → v′
1) =

1

ℓ

∫
dv2

∫
dω̂Θ(v12 · ω̂)|v12 · ω̂|P (v2)×

δ

{
v′

1 − v1 +
1 + α

2
[v12 · ω̂]ω̂

}
. (4.15)

En utilisant que pour un vecteur en d dimensions r = rr̂ on a δ(r − r0) = 1
rd−1
0

δ(r −
r0)δ(r̂ − r̂0), l’expression ci-dessus se réécrit :

K(v1 → v′
1) =

1

ℓ

∫
dv2

∫
dω̂Θ(v12 · ω̂)

|v12 · ω̂|
∆vd−1

P (v2)δ(σ̂ + ω̂)×

δ

(
∆v +

1 + α

2
|v12 · ω̂|

)
, (4.16)

où ∆v et σ̂ sont définis par v′
1 − v1 = ∆v σ̂. Ensuite, intégrant sur ω̂ on obtient :

K(v1 → v′
1) =

1

ℓ

∫
dv2Θ(v12 · σ̂)

|v12 · σ̂|
∆vd−1

P (v2)δ

(
∆v +

1 + α

2
|v12 · σ̂|

)
. (4.17)

En notant par v2σ la composante de v2 parallèle à σ̂, et par v2τ le vecteur dans l’hyper-
plan à d− 1 dimensions perpendiculaire à σ̂, l’expression ci-dessus se réécrit :

K(v1 → v′
1) =

1

ℓ

∫
dv2σdv2τΘ(v12 · σ̂)

|v12 · σ̂|
∆vd−1

P (v2σ,v2τ )×

δ

(
∆v +

1 + α

2
|v12 · σ̂|

)
. (4.18)

Enfin, en intégrant sur dv2σ, on obtient l’expression suivante, pour les taux de transition :

K(v → v′) =

(
2

1 + α

)2 1

ℓ
|∆v|2−d

∫
dv2τP [v2(v,v

′,v2τ )]. (4.19)

On voit que les taux de transition ne font intervenir que la distribution des composantes
parallèles à σ̂ des vitesses des particules du bain.
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4 Fonctionnelle d’action et singularités

Exemples : bain gaussien et corrections de Sonine

On va maintenant étudier les taux de transition dans deux cas intéressants, l’un par
simplicité, l’autre par sa pertinence physique. Le cas le plus simple, consiste à considérer
que la distribution du bain est une gaussienne. On suppose donc que les particules du bain
interagissent entr’elles par des collisions élastiques, et avec le traceur par des collisions
inélastiques. Ce modèle a déjà été étudié par Martin et Piasecki [85], qui ont trouvé que
la pdf de la vitesse du traceur est une gaussienne, avec une température différente de la
température du bain. Si on suppose :

P (v) =
1

(2πT )d/2
exp

(
− v2

2T

)
, (4.20)

où T est la température du bain, alors le taux de transition K(v → v′) s’écrit :

K(v → v′) =

(
2

1 + α

)2 1

ℓ
|∆v|2−d 1√

2πT
e−

v2
2σ
2T . (4.21)

Un autre cas intéressant consiste à prendre pour la distribution de vitesse du bain
une gaussienne multipliée par un polynôme de Sonine. Cet exemple décrirait avec une
bonne approximation une situation où le traceur évolue dans un bain de particules
inélastiques maintenues dans un état stationnaire homogène par des mécanismes d’in-
jection extérieurs. On sait dans ce cas que la pdf de la vitesse n’est pas gaussienne, et
qu’elle est bien approximée par une gaussienne multipliée par un polynôme de Sonine.
Dans ce cas on aurait :

P (v) =
1

(2πT )d/2
exp

(
− v2

2T

)(
1 + a2S

d
2

(
v2

2T

))
, (4.22)

où Sd
2 est le deuxième polynôme de Sonine (cf. éq.(2.23c)), où l’on a explicité la dépendance

par la dimension d. À partir de l’expression de P ci-dessus, on obtient le taux de tran-
sition suivant :

K(v → v′) =

(
2

1 + α

)2 1

ℓ
|∆v|2−d 1√

2πT
e−

v2
2σ
2T

(
1 + a2S

d=1
2

(
v2
2σ

2T

))
. (4.23)

On va maintenant s’intéresser au rapport entre le taux d’une transition v → v′ et le
taux de la transition inverse v′ → v. Dans une telle transition, le vecteur σ̂ change de
signe. De plus, v2σ(v,v′) 6= v2σ(v′,v). Finalement, on trouve :

K(v → v′)

K(v′ → v)
=

∫
dv2τP [v2(v,v

′)]∫
dv2τP [v2(v′,v)]

≡ P [v2σ(v,v′)]

P [v2σ(v′,v)]
. (4.24)

On peut remarquer que ce rapport dépend de la pdf du bain, P , et ne dépend pas
explicitement du coefficient de restitution α. En introduisant la notation v2σ = v2σ(v,v′),

v′2σ = v2σ(v′,v) et v
(′)
σ = v(′) · σ̂, on trouve que :

(v′2σ)2 = v2
2σ + (vσ + v′σ)2 − 2v2σ(vσ + v′σ) , (4.25)
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4.2 Relation de fluctuation pour un traceur granulaire

ce qui implique :

∆2 = (v2σ)2 − (v′2σ)2 = −∆ − 2
1 − α

1 + α
∆ = −3 − α

1 + α
∆ , (4.26)

où ∆ = v2
σ − (v′σ)2 ≡ |v|2 − |v′|2, c’est-à-dire l’énergie cinétique perdue par le traceur

lors d’une collision. Quand α = 1, alors ∆2 = −∆, ce qui exprime la conservation de
l’énergie. À partir de ces considérations, on déduit que :

– Dans la cas gaussien :

log
K(v → v′)

K(v′ → v)
=

∆

2T
+ 2

1 − α

1 + α

∆

2T
=

3 − α

1 + α

∆

2T
. (4.27)

– Dans l’approximation de Sonine :

log
K(v → v′)

K(v′ → v)
=

3 − α

1 + α

∆

2T
+ log

{
1 + a2S

d=1
2

[
( 2

1+α
(v′

σ−vσ)+vσ)
2

2T

]}

{
1 + a2Sd=1

2

[
( 2

1+α
(vσ−v′

σ)+v′
σ)

2

2T

]} . (4.28)

Dans le cas où P (v) est une gaussienne, on peut remarquer que l’équation :

P∗(v)K(v → v′) = P∗(v
′)K(v′ → v) , (4.29)

admet une gaussienne pour solution :

P∗(v) =
1

(2πT ′)d/2
e−

v2

2T ′ avec T ′ =
α+ 1

3 − α
T 6= T . (4.30)

L’expression ci-dessus est la solution de l’équation de Boltzmann trouvée par Martin
et Piasecki [85]. On peut voir qu’elle satisfait le bilan détaillé, exprimé par l’équation
(4.29). Il apparâıt donc que, même si on est en dehors de l’équilibre thermodynamique
(T 6= T ′, il n’y a donc pas d’équipartition de l’énergie), le bilan détaillé est vérifié pour
le système traceur, on est donc à l’équilibre1. Ceci est un artifice dû à la simplicité du
modèle : il n’est pas réaliste que la distribution d’un gaz granulaire soit gaussienne. Dès
que la pdf P (v) cesse d’être gaussienne, le bilan détaillé est violé, et un flux W non nul
apparâıt.

4.2.2 Résultats numériques

L’évolution de la particule traceur peut être simulée par un algorithme Monte Carlo,
essentiellement inspiré par l’algorithme DSMC. Le temps sera mesuré en unités du temps
de vol moyen τc. Dans un premier moment, on a vérifié le bon accord entre les prédictions
théoriques des taux de transition, et les taux de transition mesurés empiriquement lors
d’une simulation numérique. Ces résultats sont présentés dans la figure 4.1, où l’on a
tracé la loi marginale de K, pour la composante de la vitesse parallèle à σ̂ (cf. [100] pour
plus de détails sur ce point).

1Ceci n’est plus vrai dès que le traceur n’est pas sphérique, comme montré dans [114].
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Fig. 4.1: Mesure des taux de transition lors d’une simulation Monte Carlo en 2 di-

mensions. On montre une section de la fonction K̃(uσ, u
′
σ) pour uσ = −0.1,

uσ = 0.9 et uσ = 3.5. Cette fonction représente la loi marginale des taux de
transition pour les vitesses dans la direction σ̂. Dans la figure de gauche, le
bain a une pdf gaussienne, est les collisions sont élastiques (équilibre). Dans
la figure de droite, le bain a une pdf constituée par une gaussienne multipliée
par un polynôme de Sonine, de paramètre a2 = 0.1 (ce qui correspond à une
valeur de α proche de 0).

Lorsque la pdf du bain est gaussienne, le résultat (4.30) est bien vérifié. Par contre,
lorsque la pdf du bain est une gaussienne multipliée par un polynôme de Sonine, on
n’est pas capable d’obtenir une solution exacte de l’équation de Boltzmann linéaire
correspondante. Cependant, l’observation numérique montre que, lorsque le coefficient
a2 est petit devant l’unité (ce qui est souvent le cas, pour un gaz granulaire), la pdf de
la vitesse se comporte de manière similaire :

P∗(v) ≃ e−
v2

2T∗

(2πT∗)d/2

(
1 + a∗2S

d
2

(
v2

2T∗

))
, (4.31)

où T∗ ≃ T ′ = α+1
3−αT , et a∗2 < a2. Le rapport entre la température T∗ du traceur et la

température T du bain est toujours de l’ordre de 1 + a∗2, et le coefficient a∗2 est toujours
plus petit que le coefficient a2 qui est lui-même petit devant l’unité. De plus, a∗2 est une
fonction croissante de a2, et ne semble pas dépendre de la température du bain T . On
peut considérer le coefficient a2 comme un paramètre qui permet de conduire le système
hors d’équilibre, tout comme l’inélasticité.

On peut maintenant s’intéresser aux fonctionnelles d’action. Les distributions de pro-
babilité de W et W peuvent être mesurées empiriquement, pour une valeur finie de la
durée τ de la trajectoire. On va plus précisément simuler une seule longue trajectoire (de
durée > Nτ), et on va échantillonner N réalisations de W (τ) et W (τ) le long de cette
trajectoire. De plus, l’ensemble des N sous-trajectoires de durée τ , le long desquelles W
et W sont mesurées, ne se superposent jamais. À partir de ces échantillons, on construit
les histogrammes f τ

W et f τ
W

. On va particulièrement s’intéresser à la FR, que l’on testera
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4.2 Relation de fluctuation pour un traceur granulaire

en se servant de la fonction suivante :

asτ (W ) = log f τ (W ) − log f τ (W ) . (4.32)

Pour la distribution f τ
W

, la fonction asτ (W ) devrait être, pour toute valeur de τ , une
droite de pente 1. En revanche, pour f τ

W , la fonction asτ (W ) n’est linéaire que dans
la limite τ → ∞. Une vérification de la relation de fluctuation pour W demanderait
que la vérification de la relation linéaire as(W ) = W soit observée au moins jusqu’à
des valeurs de W d’ordre 〈W 〉. Les mesures de W peuvent s’effectuer directement, en
utilisant l’expression des taux de transition. En ce qui concerne les mesures de W , on a
en principe besoin de la pdf P∗(v), afin de pouvoir mesurer le terme de bord qui apparâıt
dans l’expression de W . On va pour cela utiliser l’expression approximative (4.31) pour
P∗. Les paramètres T∗ et a∗2 sont alors mesurés en même temps que W et W .

Dans la figure 4.2 on montre les mesures de asτ (W ) et de asτ (W ) pour différentes
valeurs de τ et de a2. On mesure également la moyenne 〈w〉 = limτ→∞W (τ)/τ . Cette
quantité représente le taux de production d’entropie, et nous renseigne “quantitative-
ment” sur la distance à l’équilibre. Ainsi, 〈w〉 est nul lorsque a2 est nul, crôıt lorsque
α décrôıt, et crôıt lorsque a2 crôıt. On rappelle également que cette propriété est aussi
valable pour W , puisque cette quantité a la même moyenne de W .

La pdf de W (τ), montrée dans les encadrés de la figure 4.2 est fortement non gaus-
sienne. Les queues ont un comportement exponentiel, surtout à faible valeur de τ et
lorsque l’on est proche de l’équilibre. À plus grand temps, et plus loin de l’équilibre, la
situation est différente, et la statistique de W mesurée est essentiellement gaussienne.
L’interprétation de cette observation requiert une certaine prudence. Lorsque l’on ob-
serve la distribution d’une somme de variables aléatoires, il n’existe pas de principe
clair qui permette de déterminer le seuil à partir duquel on entre dans un régime de
grandes déviations. Plus précisément, le théorème de la limite centrale est automatique-
ment contenu dans le principe des grandes déviations, en tant que comportement limite
autour de la moyenne. Pourtant, si on s’intéresse par exemple à la pdf f τ

W tracée en bas
à droite dans la figure 4.2, on n’est pas capable d’affirmer avec certitude si son allure
gaussienne est due au théorème de la limite centrale, ou s’il s’agit bien de la fonction de
grandes déviations, qui est vraiment quadratique. De plus, à ce stade, on ne dispose pas
de plus de statistique que dans les graphes de la figure 4.2. Le dernier graphe de cette
figure ne viole pas la FR. Cependant, la plage de valeurs de W sur laquelle la FR est
vérifiée, est environ la moitié de l’échelle typique 〈W 〉. À ce stade, la conclusion est que
ces données ne sont pas probantes quant à la vérification, par W , de la FR.

En ce qui concerne la fonctionnelle W (τ) l’interprétation est bien plus simple. La
distribution deW s’écarte toujours de la gaussienne, mais ne présente pas d’aussi grandes
déviations que fW . De plus, la FR est toujours vérifiée avec grande précision, sauf à
l’équilibre, lorsque la FR perd son sens, et asτ (W ) = 0.

Comme déjà mentionné précédemment, les deux fonctionnelles définies en (4.10) ne
diffèrent que d’un terme de bords. On s’attend à ce que les fonctions de grandes déviations
de W et de W soient les mêmes, ce qui impliquerait également que leurs distribu-
tions de probabilités respectives soient quasiment les mêmes [54, 18]. Afin de quan-
tifier l’éventuelle convergence des pdf de W et W vers une unique distribution, on a
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Fig. 4.2: Vérification de la FR pour W (τ) (carrés) et pour W (τ) (cercles). Chaque ligne
est formée de deux graphes qui montrent les résultats pour un choix donné
de α et a2 : à droite pour des temps courts, et à gauche pour des temps
longs. La première ligne montre les résultats dans le cas d’équilibre où a2 = 0.
En descendant, on s’éloigne de plus en plus de l’équilibre. Dans les encadrés
on montre les probabilités fW et fW , avec une régression de fW avec une
gaussienne en trait plein. La ligne en tirets est une droite de pente 1..
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comparé la convergence des premiers cumulants vers leur valeur asymptotique. Dans
l’encadré A de la figure 4.3 on peut voir que les moyennes 〈W 〉 et

〈
W
〉

convergent vers
une même valeur en moins de 100 temps de vol. Dans les encadrés B et C de cette
même figure on s’intéresse au deuxième cumulant. On peut remarquer que le temps de
convergence est ici plus grand de plus d’un ordre de grandeur. Il est remarquable que ce
temps de convergence est d’autant plus long que l’on s’approche de l’équilibre (ceci est
bien visible dans l’encadré C). Enfin, on a essayé de quantifier la possibilité d’observer
numériquement une vérification de la FR pour une valeur de τ où les cumulants res-
pectifs ont convergé vers une même valeur. L’obstacle principal à une telle vérification
est la difficulté d’observer des événements négatifs, ou des événements qui s’écartent
de la moyenne d’une valeur qui est du même ordre que celle-ci. De plus, on a vu que
pour les grands temps la partie “mesurable” de fW est essentiellement gaussienne, ce
qui implique une décroissance rapide des queues de la distribution. D’un point de vue
numérique, les réalisations les plus faibles de W que l’on mesure sont situées environ
5 écarts-types en dessous de la moyenne. Une condition pratique pour que l’on puisse
effectivement mesurer des événements négatifs est donc que 5

√
〈W 2(τ)〉c ≫ 〈W (τ)〉. À

ce propos, on a tracé dans l’encadré D de la figure 4.3 le rapport entre 5
√

〈W 2(τ)〉c et

〈W (τ)〉. On peut voir que, dès que le temps de convergence entre
〈
W 2
〉
c

et
〈
W

2
〉

c
est

atteint, la probabilité d’observer des événements négatifs devient moindre.

On va maintenant discuter un autre argument, qui pourrait expliquer la lenteur de
la convergence des cumulants de W (τ). Cette explication repose sur des conséquences
“catastrophiques” que pourrait avoir le terme de bord sur la distribution de W . En
regardant les premiers graphes de la figure 4.2, on peut remarquer que les queues ex-
ponentielles de la distribution de W ne semblent pas disparâıtre à grand temps. Ceci
suggère que le distribution de W “se souvienne” de ses fluctuations à temps court. Si on
reprend l’expression (4.28), dont W est la somme sur une trajectoire donnée, on peut
remarquer que :

W (t) =
3 − α

1 + α

|v1|2 − |vn(t)|2
2T

+
∑

log
1 + a2...

1 + a2...
, (4.33)

où, par souci de simplicité, on n’a pas réécrit explicitement les contributions venant du
coefficient de Sonine a2. Dans la somme des différences d’énergie ∆ les vitesses s’éliminent
terme à terme, et il ne reste, tout compte fait, qu’une contribution de l’énergie initiale
et l’énergie finale, c’est-à-dire encore un terme de bord. Il est évident ensuite que, à
l’ordre a2, la pdf de ce terme, qui est une différence de deux énergies, a des queues
exponentielles. Ce terme est donc le terme dominant des fluctuations de W à faible
temps, et il semble parfois même dominer le comportement à grand temps. Ceci dépend
en fait des fluctuations des termes successifs, contenant les coefficients de Sonine. Ces
termes sont très faibles lorsque l’on est proche de l’équilibre, ce qui explique pourquoi le
terme de bord domine dans ce cas, même à temps long. Plus on s’éloigne de l’équilibre,
plus ces termes deviennent importants, et ce n’est que très loin de l’équilibre que les
effets du terme de bord semblent s’effacer.

La situation est complètement différente lorsque l’on s’intéresse aux fluctuations de
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Fig. 4.3: Cumulants de W (τ) (symboles en blanc) et de W (symboles noirs) pour

différents choix des paramètres a2 et α. A) Moyenne de W et W en fonction
du temps τ . B) Deuxièmes cumulants de W et W en fonction de τ . C) Rapport
entre le deuxième cumulant de W et le deuxième cumulant de W . D) Rapport
entre 5

√
〈W (τ)2〉c et 〈W (τ)〉. Quand ce rapport est petit devant 1, la probabi-

lité d’observer des fluctuations négatives de W (τ) est extrêmement faible. Le
temps est ici exprimé en unités du temps de vol moyen τc.

W . Dans ce cas, le terme de bord discuté ci-dessus s’élimine exactement avec le terme de
bord supplémentaire qui apparâıt dans la définition deW . Si on se place dans l’hypothèse
que la pdf P∗ est bien approximée l’expression (4.31), on peut voir que :

log
P∗(v1)

P∗(vn(t))
≈

−|v1|2 + |vn(t)|2
2T∗

≈ 3 − α

1 + α

−|v1|2 + |vn(t)|2
2T

. (4.34)

Dans cette approximation, la différence entre ce terme et le premier terme de (4.33) est
du même ordre qu’un seul des termes successifs, dus aux corrections de Sonine. Cette
observation explique l’absence de queues exponentielles dans la pdf de W .

L’influence des termes de bord ne se fait pas seulement sentir au niveau numérique,
mais aussi sur un plan théorique. Même avec une précision numérique infinie, les queues
exponentielles de W seraient toujours présentes, ce qui serait dû essentiellement à la

98
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présence de singularités [54, 55, 113, 18].

La compréhension des mécanismes associés motive l’étude d’un modèle simple et exac-
tement soluble, qui fait l’objet de la section suivante.

4.3 Un exemple exactement soluble : le cas d’une particule

brownienne entre deux thermostats

Afin d’illustrer plus précisément le rôle des singularités dans la détermination d’une
fonction de grandes déviations et dans les restrictions à la Relation de Fluctuation,
on utilisera un modèle simple, initialement introduit par Derrida et Brunet à des fins
pédagogiques [42] .

On considère une particule en contact avec deux bains thermiques, à des températures
différentes T1 et T2. La vitesse v(t) de la particule évolue suivant l’équation de Langevin
suivante :

mv̇ = −(γ1 + γ2)v + ξ1(t) + ξ2(t) , (4.35)

avec 〈ξi〉 = 0 et

〈ξi(t)ξj(t′)〉 = 2γiTiδijδ(t− t′) = 2Diδijδ(t− t′) , (4.36)

où la constante de Boltzmann est considérée égale à 1. Une telle équation décrit la
dynamique de systèmes en apparence très différents. Par exemple, la dynamique d’une
tige dont les extrémités sont au contact de bains thermiques différents (ce qui représente
une variation du modèle introduit par Van den Broeck et al. [41]), comme illustré dans
la figure 4.4. De même, un autre modèle, constitué de deux particules browniennes sur-
amorties, reliées par un ressort (Brownian transducers [69, 112]), est décrit par la même
équation différentielle. Enfin des analogies en termes de circuits électriques, dans le même
esprit que [36], peuvent donner lieu à d’autres modèles, également décrits par cette même
équation de Langevin.

En toute rigueur, la dynamique de la particule est une dynamique d’équilibre. En effet,
dans l’équation (4.35), la somme des bruits gaussiens est à nouveau un bruit gaussien, de
variance D = D1 +D2 et de viscosité γ = γ1 +γ2. La pdf de la vitesse de la particule est
donc une gaussienne de variance T0 = D/γ. Cependant, pour notre propos, il est utile
de distinguer les deux thermostats, afin de s’intéresser au flux de chaleur qui s’écoule
d’un thermostat (par exemple le thermostat 1), vers la particule, en un temps t. Cette
quantité est exactement le travail total fourni par le thermostat, qui s’écrit :

Qi =

∫ t

0
dτ v(τ)Fi , avec Fi = ξi(τ) − γiv(τ) , (4.37)

où i = 1, 2. La pdf de la puissance injectée P (Q1, t) est l’objet central de notre étude,
ainsi que sa fonction de grandes déviations, qui s’écrit :

π(q) = lim
t→∞

1

t
lnP (qt, t) , (4.38)
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T
2

T
1

Fig. 4.4: Schéma du modèle, inspiré par [41], décrit par l’équation de Langevin 4.35.
Les deux particules sont contraintes à se déplacer le long de l’axe horizontal,
et elles sont en contact avec des bains à températures différentes.

où q = Q1/t est le flux moyenné sur un temps t. En particulier, on s’intéressera à la
vérification de la FR :

π(q) − π(−q) = ǫq, (4.39)

où ǫ = 1
T2

− 1
T1

joue le rôle d’un champ extérieur, qui pilote le flux de chaleur. Dans la
suite, on va également s’intéresser à la relation de fluctuation limitée à un intervalle fini
(c’est-à-dire pour |q| < q∗, où q∗ est une constante qui dépend du système), en analogie
avec la phénoménologie des systèmes déterministes [61, 18]. On désignera cette dernière
relation comme Relation de Fluctuation Étendue (EFR), en empruntant le vocabulaire
de Van Zon et Cohen [113]. D’une manière générale, la Relation de Fluctuation est
supposée être vérifiée par le flux d’entropie S = Q1/T1 + Q2/T2, qui ne diffère de ǫQ1

que par un terme de bords. Par conséquent, en suivant [18], Q1 au moins, devrait vérifier
une Relation de Fluctuation Étendue.

On va maintenant s’intéresser directement à P (Q1, t) et à sa fonction de grandes
déviations. Les techniques utilisées sont proches de celles employées dans la section 3.2.
On introduit d’abord la probabilité jointe ρ(v,Q1, t), que la particule ait une vitesse v et
une valeur Q1 au temps t. La pdf P (Q1, t) s’obtient ainsi par intégration sur la vitesse.
On définit également la transformée de Laplace :

ρ̂(v, λ, t) =

∫
dQ1 e−λQ1ρ(v,Q1, t) , (4.40)

qui vérifie :

– ρ̂(v, 0, t) = f(v, t), où f(v, t) est la pdf de la vitesse de la particule brownienne.
– P̂ (λ, t) =

∫
dvρ̂(v, λ, t), où P̂ (λ, t) est la transformée de Laplace de P (Q1, t) .
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La fonction ρ̂(v, λ, t) vérifie l’équation de Fokker–Planck :

∂

∂t
ρ̂(v, λ, t) = Lλρ̂(v, λ, t) , (4.41)

où2

Lλ = D
∂2

∂v2
+ (γ + 2λD1)

∂

∂v
v + (D1λ

2 + γ1λ)v2 −D1λ . (4.42)

Afin d’obtenir une solution de l’équation ci-dessus, on remarque d’abord que l’équation
aux valeurs propres :

Lλfn(v, λ) = µn(λ)fn(v, λ) (4.43)

est résolue par :

µn(λ) =
γ

2
(1 − (1 + 2n)η) , (4.44)

fn(v, λ) =
e
− v2

2T (λ)

√
2πT (λ)

Hn

(
v√

2T ∗(λ)

)
/
√

2nn! , (4.45)

où :

η =

√
1 +

4λ

γ2
(γ2D1 − γ1D2 − λD1D2) , (4.46)

T (λ) =
2D

γ(1 + η) + 2λD1
, T ∗(λ) = T0/η , (4.47)

et Hn(x) représente le polynôme d’Hermite d’ordre n [1]. On peut remarquer que tout
le spectre vérifie la symétrie :

µn(λ) = µn(ǫ− λ) , (4.48)

ce qui est réminiscent de la “conjugate pairing rule” [45]. Si π(q) était exactement la
transformée de Legendre de la plus grande valeur propre µ0(λ), alors cette dernière
relation aurait impliqué que π(q) vérifie la FR [82]. La solution de l’équation (4.41),
pour une condition initiale donnée, s’écrit :

ρ̂(v, λ, t|v0) =

∞∑

n=0

eµn(λ)tCn(λ|v0)fn(v, λ) , (4.49)

où Cn(λ|v0) est la projection de la n-ème fonction propre sur l’état initial, qui a été ici
choisi comme étant une distribution de Dirac centrée en v = v0.

Afin de simplifier les notations, on va poser toutes les échelles égales à 1 (i.e. γ = D =
T0 = 1), et on introduit :

γ̃1 =
γ1

γ
=

1 + ∆γ

2
, γ̃2 =

γ2

γ
=

1 − ∆γ

2
, (4.50)

2L’expression de cet opérateur se trouve de manière analogue à celle présentée en 3.2.2
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D̃1 =
D1

D
=

1 + ∆D

2
, D̃2 =

D2

D
=

1 − ∆D

2
, (4.51)

où ∆γ et ∆D prennent des valeurs entre −1 et 1. Donc, quand T1 = T2, on a ∆γ = ∆D.
En intégrant ρ̂ sur la vitesse, on obtient une expression de P̂ (λ, t) pour une vitesse initiale
v0 donnée :

P̂ (λ, t|v0) = e
t
2

(
cosh(ηt) + (λ(1 + ∆D) + 1)

sinh(ηt)

η

)− 1
2

× exp

(
v2
0

2

(
λ(1 + ∆γ + (1 + ∆D)λ)

1 + λ(1 + ∆D) + η coth(ηt)

))
. (4.52)

Le comportement à grand temps de P̂ (λ, t) est clairement dominé par P̂ (λ, t) ∼ eµ0(λ)t,
où µ0(λ) est la plus grande valeur propre de l’opérateur d’évolution Lλ. Ce résultat avait
déjà été trouvé dans la référence [42]. L’expression de µ0 présente deux coupures sur
l’axe réel, pour λ > λ+ et λ < λ−, avec :

λ± =
∆D − ∆γ

1 − ∆D2
±
√

1 − 2∆D∆γ + ∆γ2

(1 − ∆D2)2
. (4.53)

Cependant, il est possible de voir que le préfacteur sous-dominant qui apparâıt dans
l’expression (4.52) présente une coupure supplémentaire, pour λ < λ∗−, où, dans la limite
de temps infini :

λ∗− = − 1 + ∆γ

1 + ∆D
. (4.54)

Ces coupures n’existent que pour ∆γ > 0, et impliquent que la queue droite de la
fonction de grandes déviations π(q) décrôıt linéairement, avec une pente différente de la
pente que l’on aurait eu si π(q) avait été déterminée par la transformation de Legendre
de µ0(λ). C’est précisément la présence de cette coupure que peut être à l’origine des
phénomènes décrits dans la section précédente.

Cette coupure supplémentaire peut se comprendre qualitativement en considérant le
bilan d’énergie du système, exprimé par l’équation :

∆E(t) = E(t) − E(0) = Q1 +Q2 , (4.55)

où Q2 représente le travail effectué par le thermostat à la température T2 sur la particule,
et est défini par l’équation (4.37). Intuitivement on pourrait penser que pour un temps
grand le terme de bord ∆E devient négligeable, et que donc Q1 et Q2 ont la même fonc-
tion de grandes déviations. Cependant, dans plusieurs exemples [55, 56, 113, 100, 18], on
a remarqué que ce terme peut jouer un rôle, même à temps infini, lorsque la distribution
du terme de bord, à savoir ∆E, présente des queues exponentielles. Dans de tels cas, Q1

etQ2 n’auraient pas systématiquement la même fonction de grandes déviations. Ici la dis-
tribution de l’énergie est clairement exponentielle. De plus, à condition initiale v0 fixée,
seule la queue positive de la distribution de ∆E sera exponentielle. C’est précisément
cette queue qui va affecter l’expression de la fonction de grandes déviations de Q1, par
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Fig. 4.5: Diagramme qui schématise l’apparition des coupures supplémentaires en λ =
λ∗±. Les lignes en trait plein séparent les régions de l’espace des paramètres

pour lesquelles P̂ (λ) a différents domaines de définition sur l’axe réel. La ligne
en tirets montre la valeur des paramètres pour lesquels T1 = T2.

la présence de la coupure supplémentaire (qui apparâıt dans un terme sous-dominant en
temps). D’autre part, si la condition initiale est échantillonnée sur l’état stationnaire,
la distribution de ∆E est symétrique, et les deux queues seront exponentielles. De ce
fait, une coupure supplémentaire est susceptible d’apparâıtre. L’effet de cette coupure
supplémentaire affecterait la queue négative de la fonction de grandes déviations.

Lorsque la condition initiale v0 est échantillonnée dans l’état d’équilibre, on trouve :

P̂ (λ) =

∫
dv0 e−

v2
0
2 P̂ (λ|v0) = e

t
2×

(
cosh(ηt) +

sinh(ηt)

η
(1 − λ(∆γ + ∆D(λ− 1) + λ))

) 1
2

. (4.56)

Dans la limite de temps infini, cette expression présente toujours une coupure pour
λ < λ∗−, quand ∆γ > 0. De plus, une nouvelle coupure apparâıt pour ∆D > ∆γ/2 et
pour λ > λ∗+, où :

λ∗+ =
1 + 2∆D − ∆γ

1 + ∆D
. (4.57)

Ces coupures sont schématisées dans un diagramme dans la figure 4.5. La transformée de
Laplace (4.56) peut être inversée en utilisant la transformation de Legendre seulement
dans la région où :

max(λ−, λ
∗
−) < λ < min(λ+, λ

∗
+) . (4.58)
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Fig. 4.6: Diagramme schématisant les domaines de validité de la Relation de

Fluctuation et de la Relation de Fluctuation Étendue.

Pour ces valeurs de λ, on obtient, après transformation de Legendre :

πc(q) = −
1 − ∆D2 + 2q(∆γ − ∆D) +

√
(1 + ∆γ2 − 2∆γ∆D)(1 + 4q2 − ∆D2)

2(1 − ∆D2)
.

(4.59)
Dans les cas où les coupures de P̂ (λ) sont données par λ+ et λ−, alors l’expression ci-
dessus est correcte pour toute valeur de q, et la EFR est vérifiée. Cependant, si la coupure
droite (resp. gauche) est déterminée par λ∗− (resp. λ∗+), La transformée de Legendre de
µ0(λ) n’est correcte que pour q < q+ = µ′0(λ

∗
−) (resp. q > q− = µ′0(λ

∗
+)). Dans ces cas,

l’expression de π(q) à l’extérieur de l’intervalle (q−, q+) est une droite : π(q) = α + βq.
Les coefficients α et β peuvent être déterminés en utilisant la condition de continuité
de π(q) et de sa dérivé première (cette condition, qui rappelle que la phénoménologie
observée est analogue à une transition de phase du deuxième ordre, est suggérée par la
référence [55], qui est un cas particulier de ce modèle). Par exemple, dans la région où
∆γ > 0 et ∆D > ∆γ/2, on a :

π(q) =





πl(q) q < q−

πc(q) q− < q < q+

πr(q) q > q+ ,

(4.60)

avec :

q− =
∆D

2
− 1

2(2∆D − ∆γ)
, q+ =

1

2∆γ
− ∆D

2
, (4.61)
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Fig. 4.7: Graphe tridimensionnel de q∗ en fonction des paramètres du système. Dans
la région où q∗ = ∞ la Relation de Fluctuation est vérifiée. La Relation de
Fluctuation Étendue est vérifiée partout ailleurs, sauf dans la région démarquée
par une ligne en trait plein, à l’intérieur de laquelle q∗ = 0, et la Relation de
Fluctuation Étendue cesse d’être valable.

πl(q) = −(1 + 2∆D − ∆γ)(1 + ∆D − 2q)

2(1 + ∆D)
, (4.62)

πr(q) = −(1 + ∆γ)(1 + ∆D + 2q)

2(1 + ∆D)
. (4.63)

Le comportement de π(q) dans les autres régions peut s’obtenir de manière similaire. Si
une coupure apparâıt en λ∗−, alors pour q > q+ la fonction π(q) est donnée par πr(q). De
manière analogue, si une coupure supplémentaire apparâıt en λ∗+, alors, pour q < q−,
on a π(q) = πl(q). La FR est satisfaite exclusivement lorsque π = πc(q). En revanche, la
EFR est satisfaite dans tous les cas où q− < 0 < q+ (cf. le diagramme de la figure 4.6).
Dans ce cas, la borne q∗ est le minimum de |q−| et |q+|, et elle est tracée dans la figure
4.7.

Il y existe également une région dans l’espace des paramètres (quand ∆γ < 2∆D −
1/∆D) où 0 < q− < q+. Dans ce cas q∗ = 0, et ni la FR ni la EFR ne sont vérifiées. En
particulier, on trouve que pour q petit :

π(q) − π(−q) = πl(q) − πl(−q) = ζq , |q| < q− , (4.64)

où ζ = 4/T0 − 2/T1 (une illustration est donnée par la figure 4.8).
On va maintenant exposer une dernière remarque, à propos de l’importance de l’échantil-

lonnage des conditions initiales. Lorsque les deux températures T1 et T2 sont identiques,
il est clair que le flux moyen 〈Q1〉 est nul, et que π(q) = π(−q) (i.e. les fluctuations de Q
sont symétriques). En revanche, si la fonction de grandes déviations π(q|vo) est mesurée
avec une condition initiale v0 fixée, on aurait π(q|v0) 6= π(−q|v0), à cause de la coupure
supplémentaire. Ceci donnerait la (fausse) impression qu’un flux non nul traverse le
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Fig. 4.8: Fonction de grandes déviations π(q) pour ∆D = 0.75 et ∆γ = −0.5. La
ligne en pointillés montre πC(q), qui vérifie la FR. Dans l’encadré on montre
la fonction π(q)− π(−q). La ligne en pointillés est une droite de pente ǫ, et la
ligne en tirets est une droite de pente ζ.

système, même si les deux thermostats sont à la même température. Bien sûr, si π(q) est
mesuré en échantillonnant les conditions initiales dans l’état stationnaire, une nouvelle
coupure apparâıt. Cette coupure va précisément restaurer la symétrie π(q) = π(−q).
Ceci peut se comprendre par une remarque simple : la queue droite de π(q|v0) est do-
minée par les événements avec une condition finale “énergétique”, où l’énergie a des
grandes fluctuations [55]. Si la condition initiale est fixée, d’éventuelles conditions ini-
tiales énergétiques sont interdites, ce qui conduit à l’apparition d’un flux non physique.
En revanche, si les conditions initiales sont données par l’état stationnaire, la présence
de conditions initiales énergétiques compenserait, en moyenne, les conditions finales cor-
respondantes, en rétablissant ainsi la symétrie des flux.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a étudié plusieurs quantités susceptibles de représenter le flux
d’entropie hors d’équilibre. L’identification d’une telle grandeur constituerait un progrès
substantiel, et pourrait impliquer par exemple l’existence d’un principe de production
d’entropie extremum. De plus, cette quantité pourrait vérifier la Relation de Fluctuation,
ainsi que toutes les propriétés (relations de Green-Kubo, relations d’Onsager) qui en
découlent.

Une première étape s’est concrétisée par l’étude de la fonctionnelle H. D’une part, le
théorème H, ainsi que les premiers pas de la physique statistique hors d’équilibre, ont
pris corps dans le cadre de la théorie cinétique des gaz. D’autre part, tous les outils de
cette théorie ont trouvé une application quasi-systématique dans la description des gaz
granulaires. Une telle étape semble donc nécessaire, afin de vérifier si, en partant de la
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fonctionnelle H, une identification du flux d’entropie s’avère possible. Nous avons dû
répondre par la négative.

Une deuxième approche s’est appuyée sur les propriétés des fonctionnelles d’action,
pour des processus markoviens. Il s’agit d’une fonctionnelle bien précise, qui n’est mal-
heureusement pas définie pour les systèmes microscopiquement irréversibles. Avec un co-

arse graining simple, tout de même, on arrive à contourner ce problème, en s’intéressant à
l’évolution d’une particule marquée : le traceur. En adoptant ce point de vue lagrangien,
les fonctionnelles d’action introduites par Lebowitz et Spohn [82] sont bien définies. Pour-
tant, leur signification physique directe reste mystérieuse, et significativement éloignée
des quantités qui, habituellement, jouent le rôle de flux d’entropie. On peut mesurer
ces quantités lors d’expériences numériques, et essayer de vérifier la FR, dont la validité
devrait être garantie. On trouve cependant que des restrictions à cette relation appa-
raissent. Ceci est dû à la présence d’un terme de bord qui, a priori négligeable, se révèle
crucial. Cette violation de la FR semble, en l’absence d’arguments analytiques solides,
impossible à confirmer d’une manière définitive par un résultat empirique.

Afin d’apporter une réponse sans équivoque, on s’est intéressé à un modèle sim-
plifié : une particule brownienne en contact avec deux bains thermiques. Dans le cadre
de ce modèle, la fonction de grandes déviations du flux d’entropie peut être calculée
exactement, et on montre qu’en raison de possibles conditions initiales ou finales trop
énergétiques, la Relation de Fluctuation n’est pas vérifiée.
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5
Conclusion générale et perspectives

Dans cette thèse, on s’est intéressé à une classe de systèmes pour lesquels il n’existe
quasiment aucun résultat général : les systèmes microscopiquement irréversibles, qui ne
conservent pas l’énergie, et brisent ainsi la symétrie par renversement du temps. Parmi
ces systèmes les gaz granulaires sont un exemple simple, dont l’intérêt est multiple.
D’une part, il s’agit de systèmes simples à réaliser expérimentalement. D’autre part,
une description analytique permet d’utiliser et d’élargir les nombreux outils développés
auparavant, dans le cadre de la théorie cinétique. L’application de la théorie cinétique à
une description des gaz granulaires s’est révélée fructueuse, et a permis la compréhension
d’un certain nombre de phénomènes nouveaux.

Dans cette thèse, on a porté une attention particulière à l’étude de quantités suscep-
tibles d’avoir un lien étroit avec le flux d’entropie hors d’équilibre. Une telle quantité
n’a pas de définition précise pour les systèmes hors d’équilibre. Son identification se-
rait donc importante, afin d’établir une description des systèmes hors d’équilibre en des
termes analogues à la description féconde mise en place pour les systèmes à l’équilibre.
Une propriété récemment découverte, dont jouit le flux d’entropie, est la Relation de
Fluctuation. Cette relation, valide pour des systèmes chaotiques et stochastiques, avec
une dynamique réversible, n’a pas encore d’équivalent pour les systèmes irréversibles.
Elle constitue donc une bonne pierre de touche, en tant que propriété susceptible d’être
vérifiée par le flux d’entropie.

Dans une première étape, on s’est intéressé à la distribution de puissance injectée,
qui heuristiquement pourrait s’interpréter en tant qu’entropie phénoménologique. En ce
qui concerne l’interprétation des résultats expérimentaux de Feitosa et Menon [58], un
modèle phénoménologique est capable de montrer de manière convaincante que, malgré
les apparences, la puissance injectée ne vérifie par la Relation de Fluctuation. Dans un
modèle similaire, une approche microscopique peut être développée, et menée à terme.
Pour ce faire, un formalisme en termes d’opérateurs d’évolution est mis en place, et
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adapté avec succès à la théorie cinétique. L’aboutissement d’une telle approche est un
résultat explicite pour la fonction de grandes déviations de la puissance injectée. Ce
résultat, qui confirme que la Relation de Fluctuation n’est pas vérifiée, garde tout de
même un intérêt important, en s’inscrivant dans l’ensemble très varié des distributions
de quantités globales. On arrive également à éclaircir le lien entre injection et dissipation
d’énergie, en montrant que la distribution de ces deux quantités est la même.

Une autre étape naturelle dans la recherche d’une identification du flux d’entropie, est
l’étude de la fonctionnelleH. Dans ce cas, on évoque plusieurs possibilités qui permettent
une identification (arbitraire mais physiquement motivée) du flux d’entropie. En essayant
d’utiliser cette quantité comme étant à l’origine d’un principe variationnel, de la même
manière qu’en thermodynamique phénoménologique, il apparâıt qu’une telle approche
ne permet pas une identification claire du flux d’entropie.

Enfin, on s’est intéressé à la définition de flux d’entropie proposée par Lebowitz et
Spohn dans le cadre des processus de Markov. Cette quantité n’est pas définie dans le
cas des gaz granulaires, à cause de l’irréversibilité microscopique. Cependant, on peut
détourner ce problème en s’intéressant à la dynamique d’un traceur, évoluant dans un
bain hors d’équilibre. On arrive alors à déterminer le flux d’entropie, et à le mesurer dans
des simulations numériques. On s’aperçoit pourtant que cette quantité ne vérifie pas tout
à fait la Relation de Fluctuation. On soupçonne, à l’origine de cet échec, la présence
d’un terme de bord temporel qui, en apparence négligeable, joue un rôle important. Afin
d’éclaircir l’importance d’un tel terme, on s’est intéressé à un modèle simple de particule
brownienne couplée à deux thermostats. Ce modèle permet une solution analytique du
problème, et met en lumière les conséquences du terme de bord, qui apparaissent sous
la forme de singularités et de coupures dans le plan complexe.

L’ensemble de ces résultats permet de comprendre les difficultés que l’on rencontre
lorsqu’on essaye de définir une entropie pour des systèmes irréversibles.

Dans des modèles exactement solubles, comme le modèle simple introduit en 4.3, ou
comme des modèles de gaz sur réseau entre deux réservoirs [43], on voit clairement que,
lorsque l’une des températures (ou un des potentiels chimiques) s’annule, la distribution
du flux microscopique n’a pas de partie négative, exactement comme la distribution de
puissance injectée dans un gaz granulaire. Ceci est cohérent avec le fait que, dans de
tels cas, le “champ” ǫ ≡ 1/T2 − 1/T1 diverge, et la Relation de Fluctuation n’est plus
vérifiée. Tout ceci suggère que finalement les systèmes microscopiquement irréversibles
ont des propriétés qui semblent comparables aux propriétés de systèmes en contact avec
un thermostat à température nulle. De plus, le flux d’entropie permet en quelque sorte
de quantifier la “flèche du temps”. Ceci est particulièrement manifeste dans l’expression
de la fonctionnelle d’action, qui compare explicitement la probabilité d’une trajectoire
donnée dans l’espace des phases, à la probabilité de la même trajectoire renversée dans
le temps. Or, dans les modèles de gaz granulaires, la direction de la flèche du temps
est déjà inscrite dans les équations du mouvement. Un modèle de gaz granulaire où ce
problème n’apparâıt pas, est le modèle où le coefficient de restitution α n’est plus une
constante mais une variable aléatoire [7]. Dans ce cas, si la distribution de α permet des
valeurs de α > 1, la dynamique (stochastique) du système va être (microscopiquement)
réversible, et des quantités comme la fonctionnelle d’action auront un sens. On pour-
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rait alors penser à s’intéresser à l’expression de la fonctionnelle d’action, et à son lien
éventuel avec, par exemple, l’énergie échangée par les particules lors des collisions. De
plus, un tel modèle permettrait d’étudier la limite où le système devient microscopique-
ment irréversible (en particulier, la limite où la distribution du coefficient de restitution
tend vers une distribution de Dirac, centrée sur une constante entre 0 et 1). Dans ce
cas, on pourrait essayer de trouver un moyen (par exemple un changement d’échelle) qui
permet d’éliminer la divergence de l’entropie.

D’autres perspectives envisageables concernent le développement de l’étude de grandes
déviations temporelles. Indépendamment des liens éventuels avec la Relation de Fluc-
tuation, les fonctions de grandes déviations semblent être un bon outil pour comprendre
la phénoménologie des systèmes hors d’équilibre. Dans cette direction, le développement
d’algorithmes qui permettent de mesurer des fonctions de grandes déviations est essen-
tiel. On a vu dans la section 3.2.2 que l’opérateur qui gouverne l’équation d’évolution
de la transformée de Laplace de la probabilité de la puissance injectée peut s’interpréter
comme un opérateur qui décrit une dynamique modifiée. En simulant cette dynamique
modifiée, il serait alors possible d’avoir accès numériquement à la fonction génératrice
des cumulants d’une quantité intégrée pendant un temps infini. Ceci représenterait bien
sûr un gain de temps significatif. On a effectué de telles simulations dans le cas d’une
quantité légèrement plus simple que la puissance injectée : le nombre de collisions. Cette
étude est présentée dans l’appendice C, et conduit au résultat a priori contre-intuitif
que la statistique collisionnelle d’une particule marquée, dans un fluide de sphères dures
à l’équilibre, n’est pas poissonnienne. Des algorithmes similaires, dans le même esprit,
ont été développés pour les processus de Markov [66].
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A
Moments collisionnels

Dans cette appendice on donnera l’expression des premiers moments collisionnels pour
le gaz de sphères dures inélastiques, et pour les molécules de Maxwell inélastiques.

A.1 Sphères dures inélastiques

Dans le cas du gaz de sphères dures inélastiques, les moments collisionnels sont donnés
par :

νp = −
∫

dv1v
p
1J [f |f ] =

∫
dv1

∫
dv2

∫ ′

dσ̂vp
1(v12·σ̂)

[
1

α2
f(v∗∗

1 )f(v∗∗
2 ) − f(v1)f(v2)

]
.

(A.1)

Dans l’approximation de Sonine, on a

f(v) = exp

(
− v2

2T

)(
1 + a2S2

(
v2

2T

))
. (A.2)

Dans ce cas, l’expression des premiers moments collisionnels est donnée par [108] :

ν2 = (1 − α2)
Ωd

ℓ
√
π
T 3/2

{
1 +

3

16
a2

}
, (A.3)

ν4 = 2(1 − α2)
Ωd

ℓ
√
π
T 5/2 {T1 + a2T2} , (A.4)

avec

T1 = d+
3

2
+ α2 (A.5)

T2 =
3

32
(10 d+ 39 + 10α2) +

(d− 1)

(1 − α)
. (A.6)
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A.2 Molécules de Maxwell inélastiques

Dans le cas des molécules de Maxwell, les moments collisionnels sont donnés par :

νp = −ω0

∫
dv1

∫
dv2

∫ ′

dσ̂vp
1

[
1

α2
f(v∗∗

1 )f(v∗∗
2 ) − f(v1)f(v2)

]
. (A.7)

Dans l’approximation de Sonine, leur expression est [105] :

ν2 = ω0T
1 − α2

4
, (A.8)

et

ν4 = ω0T
2 1 − α2

32
(T1 + a2T2) , (A.9)

avec :
T1 = 2(5 + 3α2 + 4d) , (A.10)

T2 = 3α2 − α(17 + 4d) − 3(3 + 4d)

1 − α
. (A.11)
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Stationary state of a heated granular gas :

fate of the usual H-functional

On reporte dans cette appendice la publication P5 dans son intégralité.
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Abstract

We consider the characterization of the nonequilibrium stationary state of a randomly driven granular gas in terms of an

entropy-production-based variational formulation. Enforcing spatial homogeneity, we first consider the temporal stability

of the stationary state reached after a transient. In connection, two heuristic albeit physically motivated candidates for the

nonequilibrium entropy production are put forward. It turns out that none of them displays an extremum for the

stationary velocity distribution selected by the dynamics. Finally, the relevance of the relative Kullbach entropy is

discussed.

r 2006 Elsevier B.V. All rights reserved.

Keywords: Granular gas; Entropy production; H-theorem; Nonequilibrium stationary state

1. Introduction

Apart from being the subject of intense experimental activity, granular gases are also a particularly fertile

testing ground for new theoretical ideas and problems, especially within the field of nonequilibrium statistical

physics. One such a problem is the role of entropy production as a Lyapunov functional for nonequilibrium

steady states. This problem has its roots in the fifties, in the works of the Brussels group around Prigogine [1]

on the minimum entropy production theorem. The limitations of this theorem, that relies essentially on the

linear response formalism (i.e., has a domain of validity that is restricted to close-to-equilibrium situations),

were rather clear already at that time, and a first extension to far-from-equilibrium situations was

proposed under the form of the phenomenological ‘‘general evolution criterion’’ of Glansdorff and Prigogine

(see Ref. [2] and references therein).
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Since then, there was steady effort, and a huge body of literature, in the search for a variational principle for

steady states that are arbitrarily far from equilibrium. Several candidates for a ‘‘nonequilibrium entropy

production’’ with extremal properties at stationarity were proposed in different contexts, and at various levels

of coarse-graining of the description—from the microscopic to the phenomenological ones. Some success was

encountered for Markovian systems described by a master equation for the probability distribution function

(pdf) of the microstates—starting with the pioneering work of Jiu-li et al. [3], and intensively studied

afterwards (see, e.g., Refs. [4,5] to cite only a few). Also, a connection between the phase space contraction rate

in dissipative, externally driven systems and an entropy production rate was established in some cases, see e.g.,

[6] for a critical discussion. An extension of Jaynes’ maximum entropy inference principle (MaxEnt) to

nonequilibrium situations was proposed [7], and illustrated recently on several examples [8]. The resulting

picture is, however, rather confusing and sometimes even contradictory (e.g., some of the above-mentioned

papers speak of a ‘‘maximum’’ entropy production rate at stationarity, while others refer to a ‘‘minimum’’).

One of the main difficulties of nonequilibrium statistical mechanics is the scarcity of solvable models, on the

basis of which one could, eventually, get some clarification on these controversial points. The purpose of the

present work is to consider such a solvable model, namely a granular gas modeled as an assembly of inelastic

hard-spheres with constant restitution coefficient, in which energy is injected by means of random forces acting

independently upon the particles. The balance between dissipation and the random kicks allows the system to

reach a nonequilibrium steady state (NESS). In a Boltzmann equation description, one can compute (in some

perturbative expansion) the single-particle pdf. This model is widely used and very successful in explaining

many features of granular systems (see, e.g., Refs. [9–11]). One of the question is thus whether this model is

also appropriate in describing thermodynamical properties of granular systems—in particular, the entropy

production rate and its eventual relationship with the relaxation to NESS. We propose two heuristic—albeit

physically motivated—candidates for the nonequilibrium entropy production rate, as functionals of the pdf,

and we discuss their extremal properties in NESS. Such a granular gas has a strong ‘‘built-in’’ irreversible

element at the very level of the grain dynamics, which is represented by the inelasticity of the collisions.

However, one may ask whether in the limit of a very weak inelasticity (i.e., for steady states that are arbitrarily

‘‘close to equilibrium’’) one could recover a kind of ‘‘minimum entropy production theorem’’ in a stochastic

formulation—an equivalent of that described in Ref. [3]. We will also address this point here.

In the next section we are introducing the model, and in Section 3 we study the nonequilibrium steady state

and its linear stability. Section 4 is devoted to the discussion of the nonequilibrium entropy production issue,

and the behavior of the relative Kullback entropy. We conclude in Section 5 with a brief discussion of the

limitations of this model as far as describing the thermodynamics.

2. The model

We consider a granular gas of inelastic hard spheres in dimension dX2, uniformly heated by a stochastic

thermostat, as described in detail in Refs. [9,10]. The particles undergo binary inelastic collisions, modeled

through a constant restitution coefficient a 2 ½0; 1� that is meant to characterize the degree of inelasticity; the

limit a ¼ 1 corresponds to perfect elastic collisions, while a ¼ 0 corresponds to the perfect inelastic ones. Each

particle i (of mass m) is subjected to an external Gaussian white noise force niðtÞ; these forces are uncorrelated
for different particles, and homogeneous in space,

hxi;aðtÞxj;bðt0Þi ¼ m2x20dijdabdðt� t0Þ; a;b ¼ 1; . . . ; d. (1)

We describe the system at the level of the kinetic theory, and for simplicity, without affecting the overall

conclusions, we shall concentrate on the spatially homogeneous case. For the single particle distribution

function f ðr; v1; tÞ ¼ f ðv1; tÞ, the Boltzmann equation reads then:

qtf ðv1; tÞ ¼ wI ½f ; f � þ x20
2

q
2

qv21
f ðv1; tÞ. (2)

The extra term ðx20=2Þðq2=qv21Þf ðv1; tÞ accounts for the change in the distribution function caused by the random

‘‘kicks’’ the external thermostat is applying on the grains. It corresponds to an injection of energy at constant
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rate dx20=2 per unit mass. w is the pair correlation function at contact and

I ½f ; f � ¼ sd�1

Z

R
d
dv2

Z
dbryðbr � v12Þðbr � v12Þ

1

a2
b�1 � 1

� �
f ðv1; tÞf ðv2; tÞ (3)

represents the inelastic two-particle collision operator. Here, s is the diameter of the hard spheres; br is a unit

vector joining the centers of the particles at contact; v12 ¼ v1 � v2; yð. . .Þ is the Heaviside step-function; and

b�1 is an operator that restitutes the pre-collisional velocities, i.e.,

b�1v1 ¼ v��1 ¼ v1 �
1þ a

2a
ðv12 � brÞbr, (4a)

b�1v2 ¼ v��2 ¼ v2 þ
1þ a

2a
ðv12 � brÞbr. (4b)

Note that the post-collisional velocities are

bv1 ¼ v�1 ¼ v1 �
1þ a

2
ðv12 � brÞbr, (5a)

bv2 ¼ v�2 ¼ v2 þ
1þ a

2
ðv12 � brÞbr. (5b)

3. Scaling solution and stationary state

3.1. Scaling solution of Boltzmann’s equation

It turns out to be convenient to introduce the pdf ef of rescaled velocities c ¼ v=vT :

f ðv; tÞ ¼ n

vT ðtÞd
ef ðc; tÞ, (6)

where n is the number particle density and

vT ðtÞ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2kBTðtÞ

m

r
(7)

is the thermal velocity associated to the kinetic temperature of the particles,

d

2
kBTðtÞ ¼ 1

n

Z

R
d
dv

m

2
v2f ðv; tÞ (8)

(kB is Boltzmann’s constant).

For inelastic collisions, ef ðc; tÞ is different from a Gaussian

fðcÞ ¼ 1

pd=2
e�c2 , (9)

and it is customary to characterize its deviation from a Gaussian through a series development in terms of

Sonine polynomials Snðc2Þ, which, in practice, is truncated to the first non-zero term [11]

ef ðc; tÞ ¼ fðcÞ½1þ a2ðtÞS2ðc2Þ�, (10)

where

S2ðc2Þ ¼
1

2
c4 � d þ 2

2
c2 þ dðd þ 2Þ

8
. (11)

The possible explicit temporal dependence of ef ðc; tÞ appears through the time-dependent coefficient a2ðtÞ of the
Sonine polynomial S2ðc2Þ.
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For consistency of the description, it is found that the kinetic temperature TðtÞ and the coefficient a2ðtÞ obey
a set of two coupled nonlinear first-order differential equations:

dTðtÞ
dt

¼ mx20
kB

�
ffiffiffiffiffiffiffi
kB

pm

r
nwsd�1ð1� a2ÞSd

d
T3=2ðtÞ 1þ 3

16
a2ðtÞ þ

9

1024
a22ðtÞ

� �
, (12)

da2ðtÞ
dt

þ 2mx20
kBTðtÞ a2ðtÞ þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
kBTðtÞ
pm

r
4nwsd�1ð1� a2ÞSd

dðd þ 2Þ 1þ 3

16
a2ðtÞ þ

9

1024
a22ðtÞ

� �
1þ dðd þ 2Þ

8
a2ðtÞ

� �

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2kBTðtÞ

pm

r
4nwsd�1Sd

dðd þ 2Þ
1� a2

1þ a2
þD1a2ðtÞ þD2a

2
2ðtÞ

� �
. ð13Þ

Here, Sd ¼ 2pd=2=Gðd=2Þ is the surface of the unit-radius sphere in dimension d, G being Euler’s Gamma

function. Eq. (12) follows from the definition (8) of the kinetic temperature, while Eq. (13) is obtained from the

limit of vanishing velocities of the Boltzmann (2), see Ref. [12]. The coefficients D1 and D2 are given,

respectively, by [12]

D1 ¼
1� 2d � d2

8
þ 1

8ð1þ a2Þ3
½2ð1þa2Þ2ðd2 � 2d � 5Þ þ 4ðd � 1Þða� 1Þ2ð1þ a2Þ þ 8ða4 þ 6a2 þ 1Þ�,

(14)

D2 ¼
dðd þ 2Þ

64
þ 1

32ð1þ a2Þ5
½12a3ð1þ a2Þðd � 1Þðd � 2Þ � 4a2ð1þ a4Þð24þ 4d � d2Þ

þ 4að1þ a6Þðd þ 6Þðd � 1Þ � ð1þ a8Þð26þ 28d þ 9d2Þ�. ð15Þ

3.2. Stationary state

In the asymptotic limit, the granular system will reach a stationary state, that results from the balance

between the energy injection by the external thermostat, and the energy dissipation through inelastic collisions

between the particles. The stationary temperature T0 is thus related both to the restitution coefficient a and to

the amplitude x20 of the Gaussian thermostat. Or, to state it differently, in order to ensure a given value of T0

(for a fixed value of a), as resulting from the stationary form of Eq. (12), one has to tune the amplitude x20 of

the stochastic thermostat to

x20 ¼
nwsd�1ð1� a2ÞSd

d
ffiffiffi
p

p kBT0

m

� �3=2

1þ 3

16
a20 þ

9

1024
a220

� �
. (16)

Here, a20 is the stationary value of the coefficient of the first correction to the Gaussian. Its expression can be

obtained from the stationary form of Eq. (13) and it is the solution of the third-order nonlinear equation (see, e.g.,

Ref. [11] for a discussion concerning the relevance of the corresponding three roots in the case of a force-free system):

ð1� a2Þ 1þ 3

16
a20 þ

9

1024
a220

� �
1þ a20

ðd þ 2Þðd þ 4Þ
8

� �

¼
ffiffiffi
2

p 1� a2

1þ a2
þD1a20 þD2a

2
20

� �
. ð17Þ

The coefficient a20 can be obtained in a closed analytical form through a Taylor expansion of the above

equation. It was however shown in previous works [12,10] that there are some ambiguities from this

linearization procedure that may affect a20. We therefore chose the linearizing scheme that yields the closest

result to the Monte Carlo simulations of Ref. [12]:

a20 ¼ � 16ð1� a2Þð1þ a2Þð1�
ffiffiffi
2

p
þ a2Þf16

ffiffiffi
2

p
þ 13þ 4dð3

ffiffiffi
2

p
þ 1Þ þ 2d2ð

ffiffiffi
2

p
� 1Þ

þ a2ð�75þ 44d � 2d2Þ � a4½16
ffiffiffi
2

p
� 3þ 2dðd þ 6Þð

ffiffiffi
2

p
� 1Þ� þ a6ð�5þ 4d þ 2d2Þg�1. ð18Þ
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Considering instead the expression derived by van Noije and Ernst [9] would not alter the following

discussion. Note that a20 becomes zero in the elastic limit a ¼ 1, when the stationary probability distribution

recovers trivially the Gaussian, equilibrium shape.

The corresponding stationary pdf is therefore

f 0ðvÞ ¼
n

vdT0

ef 0ðcÞ ¼
n

vdT0

fðcÞ½1þ a20S2ðc2Þ�, (19)

where vT0
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2kBT0=m

p
is the stationary value of the thermal velocity.

3.3. Linear stability analysis of the stationary state

The stability of the aforementioned steady state has not been investigated in the literature, even if the

hydrodynamic-like equations have been derived recently for the (dilute) system considered here [13]. A

complete linear stability analysis (and its eventual comparison with the existing results for the homogeneous

cooling state [14]) is a tedious task, and a separate research subject that we shall not address here further.

Instead, we shall consider a simplified version of it, in which the homogeneity of the state is not affected by the

perturbations. This will by no mean influence our general conclusions.

Let us then consider small deviations of the temperature and of the coefficient a2 from their stationary values,

T ¼ T0ð1þ dyÞ; a2 ¼ a20 þ da2, (20)

with jdyj51; jda2j5ja20j.
The linearized evolution equations of these perturbations result from Eqs. (12) and (13),

d

dt
ðdyÞ ¼ � mx20

kBT0

3

2
dyþ 3=16þ ð9=512Þa20

1þ ð3=16Þa20 þ ð9=1024Þa220
da2

� �
, (21)

d

dt
ðda2Þ ¼ � mx20

kBT0

a20dyþ
d þ 4

2
þ 4

d þ 2
1þ a20

dðd þ 2Þ
8

� �
3

16
þ 9

512
a20

� �"((

�
ffiffiffi
2

p

1� a2
ðD1 þ 2D2a20Þ

#
1þ 3

16
a20 þ

9

1024
a220

� ��1
)
da2

)
. ð22Þ
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Fig. 1. The eigenvalues of the linear stability matrix for the stationary state as a function of a for d ¼ 2 and 3. The eigenvalues are

measured in units t�1
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In Fig. 1, we have represented the two eigenvalues of the corresponding stability matrix as a function of the

restitution coefficient a, for both d ¼ 2 and 3 cases.

One notices that the two eigenvalues are strictly negative for ao1, which indicates the stability of the

stationary state with respect to small perturbations in the temperature and in the shape of the pdf (in the

scaling form). We emphasize again that spatial homogeneity has been enforced here. As expected, in the elastic

limit a ¼ 1 one of the eigenvalues becomes zero (while the other one remains negative)—which corresponds to

the temperature becoming a marginal mode, and to a relaxation of the distribution function to its equilibrium

Gaussian shape.

4. Entropy production

We now turn to the issue of entropy. For our homogeneous system, we consider the Shannon information

entropy

SðtÞ � �kB

Z

R
d
dv1f ðv1; tÞ ln

f ðv1; tÞ
ehd

� �
(23)

(with Euler’s number e, Planck’s constant h, and ehd the volume of the semiclassical elementary

phase-space cell). It is known that in the elastic limit a ¼ 1 (and in the absence of an external drive)

this reduces to the appropriate expression of the usual thermodynamic entropy and leads to the classical

‘‘H-theorem’’. We now consider the time evolution of SðtÞ as governed by the Boltzmann equation (2),

which reads

dS

dt
¼ � kB

Z

R
d
dv1

qf ðv1; tÞ
qt

ln
f ðv1; tÞ
ehd

� �
¼ �wkB

Z

R
d
dv1I ½f ; f � ln

f ðv1; tÞ
ehd

� �

� kBx
2
0

2

Z

R
d
dv1

q
2

qv21
f ðv1; tÞ ln

f ðv1; tÞ
ehd

� �
. ð24Þ

As mentioned in the Introduction, we wish to introduce a heuristic—albeit physically motivated—entropy

production functional that, hopefully, displays extremal properties in NESS. We shall propose two

approaches. But before proceeding further, we would like to remind the reader the status of dS=dt within the

framework of phenomenological thermodynamics as discussed in standard textbooks [15–17], as well as some

of its extensions to stochastic systems [3–5]. Entropy variations are usually split into two parts:

dS

dt
¼ sirr þ sflux, (25)

where sirrX0 is the entropy production arising due to the dissipative processes that take place inside the

system (that is positively defined according to the second principle of thermodynamics), while the entropy flux

sflux ¼ �
R
V
dVr � JS accounts for the external forces driving the system into a nonequilibrium state (the

related contribution is often reduced to boundary terms). The ‘‘art’’ of phenomenological thermodynamics

precisely bears on JS and on how to decompose it in terms of the energy, particle, momentum, chemical, etc.,

currents. This is done, usually, on the basis of the local equilibrium hypothesis. In a similar way, sirr often

appears as a bilinear form in the fluxes running through the system and the conjugate affinities. In the near-to-

equilibrium regime, the fluxes are usually proportional to the conjugated affinities, with the Onsager

coefficients as proportionality factors, and one recovers Prigogine’s minimum theorem for sirr under the

hypothesis of time-reversibility of the underlying microscopic dynamics.

However, in view of the local character of the energy injection mechanism, as well as of the spatial

homogeneity of the system, the situation is completely different in the case we are considering. Indeed, unlike

the above-mentioned ‘‘conventional’’ NESS, there are neither macroscopic, however weak, currents running

across the system, nor the related phenomenological Onsager response coefficients. Therefore, the separation

into ‘‘source’’ and ‘‘flow’’ for the entropy variation is much more tricky.
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First approach: A first proposed choice of the ‘‘entropy production’’ is

sirr ¼
kBws

d�1

4

Z
dv1 dv2 dbryðbr � v12Þbr � v12ðf ��1 f ��2 � f 1 f 2Þ ln

f ��1 f ��2
f 1f 2

� �
þ x20

2

Z
dv

ðrvf Þ2

f
, (26)

the form of the first r.h.s. term being simply chosen by analogy with the elastic-limit case. The second term has

been chosen by analogy with standard diffusion processes. In those processes this term vanishes at equilibrium

because the gradients disappear. Note, however, that here the diffusion process happens in the velocity space,

and thus the vanishing of this term at equilibrium is not due to the system becoming homogeneous in v-space,

but because of the energy source strength x20 being tuned to 0. The above sirr appears to be the sum of two

positive definite terms, and it is therefore also positive definite. Furthermore, sirr can only be zero at

equilibrium, namely when both the energy source (the random kicks) and the energy sink (the dissipative

collisions) are tuned to zero. In that respect, it fulfills the properties expected from standard phenomenological

thermodynamics.

On the other hand, the form of the entropy flux sflux is now constrained to be

sflux ¼
kBws

d�1

4

Z
dv1 dv2 dbryðbr � v12Þbr � v12 f 1f 2 ln

ðf ��1 f ��2 Þðf 1f 2Þ1�a2

ðf �1f
�
2Þ

2�a2

" #
, (27)

where we have used the shorthand notations f 1;2 ¼ f ðv1;2; tÞ, respectively f ��1;2 ¼ f ðv��1;2; tÞ for the distribution

functions corresponding to the pre-collisional velocities (4). The above functional of f is negative for a large

class of trial functions, and must definitely assume a negative value sflux�� ðð1� a2Þ=‘ÞT1=2
0 in the steady state

(‘�1=wsd�1 is the mean free path). However, aside from conveying the shrinking of phase space volumes, we

must dismiss both sirr and sflux as relevant candidates for an extremum-entropy functional. Indeed, in the

spirit of phenomenological thermodynamics, the splitting of dS=dt into sirr and sflux is motivated by the desire

to isolate the driving processes (the source and sink referred to above) from the irreversible processes inside the

system. However, there is no simple and univoque manner to do so, and definitely this first choice is not

accomplishing this physically motivated requirement. It must be noted that the last term of Eq. (26) could

have also chosen as a part of sflux, which would then have featured both the source and the sink, at the price of

abandoning its negative definiteness.

Second approach: We now propose an alternative and perhaps more pragmatic route, which consists in

isolating as the only driving mechanism the random kicks provided by the thermostat. The inelastic collisions,

viewed above as an energy sink, are now incorporated into a term describing the system’s intrinsic dissipative

microscopic dynamics. Along these lines we henceforth write that

dS

dt
¼ ssyst þ sext. (28)

The first contribution ssyst corresponds to the entropy production inside the system, i.e., it comes from the

changes of the particles velocities during the binary inelastic collisions,

ssyst ¼
kBws

d�1

2

Z

R
d
dv1

Z

R
d
dv2

Z
dbryðbr � v12Þðbr � v12Þf 1f 2 ln

f 1f 2
f �1f

�
2

� �
, (29)

where we have used the shorthand notation f �1;2 ¼ f ðv�1;2; tÞ for the distribution functions corresponding to the

post-collisional velocities (5). Of course, in the limit of elastic collisions a ¼ 1 the expression of ssyst reduces to

the usual positive-definite expression of the hard-disk gas that enters the H-theorem. However, in general ssyst
does not have a definite sign. One can imagine the entropy production inside the system as resulting from two

antagonist (although actually undissociated) mechanisms, namely a generic disordering effect of any particle

collisions (e.g., that is also present for elastic hard spheres) in dX2, and an ordering effect due to the inelastic

character of the collisions (i.e., to the reduction of the translational agitation of the particles). Depending on

the actual shape of the distribution function, one of these two mechanisms may prevail on the other, thus

determining the sign of the instantaneous value of ssyst.

The second contribution sext is determined by the effect of the thermostat on the distribution function of the

particles of the system. It corresponds to an energy injection into the system, and to a disordering effect of the
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particles velocities (through ‘‘random kicking’’), and therefore, as expected, is always a positively defined

quantity,

sext ¼
kBx

2
0

2

Z

R
d
dv

1

f ðv; tÞ ½=vf ðv; tÞ�2. (30)

Introducing the dimensionless quantities

essyst;ext ¼
2ssyst;ext

wsd�1vT0
n2

, (31)

one obtains the expressions for the dimensionless time-dependent entropy production sources:

essyst ¼
TðtÞ
T0

� �1=2 Z

R
d
dc1

Z

R
d
dc2

Z
dbr yðbr � c12Þðbr � c12Þ ef ðc1; tÞef ðc2; tÞ ln

ef ðc1; tÞef ðc2; tÞ
ef ðc�1; tÞef ðc�2; tÞ

" #
, (32)

respectively,

esext ¼
T0

TðtÞ

� �
ð1� a2ÞSd

2d
ffiffiffiffiffiffi
2p

p 1þ 3

16
a2ðtÞ þ

9

1024
a22ðtÞ

� � Z

R
d
dc

1

ef ðc; tÞ
½=c
ef ðc; tÞ�2. (33)

In the stationary regime at temperature T0 one has, obviously, essyst ¼ �esext � �es0. The quantity es0 is positive
and decaying monotonously with a, as illustrated in Fig. 2. Note that es0 is nonzero as long as the collisions are

inelastic, i.e., as long as the stationary probability distribution is non-Gaussian. Note also the negativity of

essyst in the stationary state—the ordering effect due to the inelastic character of the collisions prevails on the

generic disordering effect of the collisions.

Let us now address the question whether the entropy production (as a whole, or one of its parts essyst or esext)
can play the role of some kind of ‘‘nonequilibrium potential’’ for the system, i.e., whether or not it can account

for the linear stability of the stationary state of the system. The particular case of the quasi-elastic limit

� � 1� a51 is especially interesting, given that the stationary state is close to equilibrium. One might then

expect a priori that a ‘‘minimum entropy production theorem’’ (in the spirit of the ‘‘extended Prigogine

theory’’ [3]) might be valid in this case.

Consider thus small perturbations of the temperature and of the coefficient a2 around their stationary

values, as in Eq. (20). A Taylor development of the entropy production terms essyst and esext leads to nonzero
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Fig. 2. The dimensionless stationary entropy production es0 as a function of a in d ¼ 2 and 3.
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linear contributions in the perturbations dy and da2,

essyst � ð�es0Þ ¼ � dy
es0
2

� �
þ da2

Z

R
d
dc1

Z

R
d
dc2

Z
dbryðbr � c12Þðbr � c12Þef 0ðc1Þef 0ðc2Þ

S2ðc21Þ
1þ a20S2ðc21Þ

�(

þ S2ðc22Þ
1þ a20S2ðc22Þ

� S2ðc�21 Þ
1þ a20S2ðc�21 Þ

� S2ðc�22 Þ
1þ a20S2ðc�22 Þ

�

þ S2ðc21Þ
1þ a20S2ðc21Þ

þ S2ðc22Þ
1þ a20S2ðc22Þ

� �
ln
ef 0ðc1Þef 0ðc2Þ
ef 0ðc�1Þef 0ðc�2Þ

" #)
þOðdy2; da22; dyda2Þ, ð34Þ

respectively,

esext � ðes0Þ ¼ � dyðes0Þ þ da2
3=16þ ð9=512Þa20

1þ ð3=16Þa20 þ ð9=1024Þa220
es0 þ

ð1� a2ÞSd

2d
ffiffiffiffiffiffi
2p

p 1þ 3

16
a20 þ

9

1024
a220

� �(

�
Z

R
d
dc

2ð=c
ef 0ðcÞÞ � ½=cðe�c2S2ðc2ÞÞ�

pd=2ef 0ðcÞ
� ð=c

ef 0ðcÞÞ2 ðe�c2S2ðc2ÞÞ
pd=2ef

2

0 ðcÞ

" #)
þOðdy2; da22; dyda2Þ.

ð35Þ
The total entropy production essyst þ esext also contains linear terms in the perturbations dy and da2.

The same holds true even in the quasielastic limit � � 1� a51, when one can evaluate explicitly to Oð�2Þ the
expression of the coefficients of the perturbations. More precisely,

esext � ð�es0Þ ¼ �dy
es0
2

� �
� da2

ffiffiffi
2

p
pðd�1Þ=2

Gðd=2Þ 2ðd � 1Þ a20 þ
4d þ 5

8
� þOð�2Þ

� �
,

essyst � es0 ¼ �dy ðes0Þ þ da2
3

16
es0 þ Oð�2Þ

� �
, (36)

where the stationary values are

es0 ¼
2
ffiffiffi
2

p
pðd�1Þ=2

Gðd=2Þ � þ Oð�2Þ (37)

and

a20 ¼ �
ffiffiffi
2

p
ð
ffiffiffi
2

p
� 1Þ

d � 1
� þ Oð�2Þ. (38)

The meaning of this result is that the entropy production as defined above cannot be used for a variational

description of the relaxation of the system towards the stationary state, not even in the quasi-elastic limit.

One may argue that the choice of the definition of the entropy production inside the system might be

inappropriate, since it refers only to the translational degrees of freedom, and it does not take into account

properly the internal degrees of freedom of the particles—that are, in fact, responsible for the inelastic

character of the collisions. The description of the inelasticity through a constant restitution coefficient a might

thus be incompatible with a thermodynamic description of the system in terms of entropy production. We note

that it is known that such a model, although being a useful approximation which captures important physical

effects, is in fact incompatible with basic mechanical laws (see, e.g., Ref. [11], Chapter 3).

Let us now discuss briefly another issue that recently drew some attention, see Refs. [18,19], namely that of

the Kullback relative entropy, defined as

SRðtÞ ¼ � kB

Z

R
d
dvf ðv; tÞ ln f ðv; tÞ

f 0ðvÞ

� �

¼ � kBn

vdT

Z

R
d
dcfðcÞ½1þ a2S2ðc2Þ� ln

vdT0

vdT

1þ a2S2ðc2Þ
1þ a20S2ðc2Þ

 !
. ð39Þ
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SRðtÞ is a measure of the ‘‘distance’’ between the actual pdf f ðv; tÞ and its stationary profile f 0ðvÞ, and, of
course, is equal to zero at the stationary state. Following Ref. [19], one can parametrize SRðtÞ through the two

sets of parameters, fg1 ¼ a2ðtÞ; g2 ¼ TðtÞg for the nonstationary state, respectively fg10 ¼ a20; g20 ¼ T0g for the
stationary pdf. Considering as above (Section 3.3) small deviations of the temperature and of the coefficient a2
(that result in a small deviation df ðv; tÞ of the pdf) from their stationary values, one finds:

dSR � � kB

2

Z

R
d
dv

1

f 0ðvÞ
½df ðv; tÞ�2 ¼ � 1

2

X

i;j¼1;2

F ijdg1dg2p0, (40)

where dg1 ¼ da2, dg2 ¼ T0dy, and F ij is the positively defined Fisher information matrix [20]

F ij ¼ kB

Z

R
d
dvf 0ðvÞ

q ln f 0ðvÞ
qgi0

� �
q ln f 0ðvÞ

qgj0

 !
. (41)

It looks therefore as if this relative entropy has the required property of extremum at the steady state (and

monotonous exponential asymptotic relaxation towards it). This property has already been demonstrated for

other types of nonequilibrium stochastic systems (e.g., in Ref. [18], the one-dimensional Ornstein–Uhlenbeck

and Rayleigh processes, noise-perturbed harmonic oscillator, dichotomous noise). The question arises about

its relationship with the thermodynamic entropy production; in Ref. [19] it was shown that in the case of the

usual Smoluchowski diffusion the Kullback entropy time-variation rate coincides with the Shannon entropy

production rate. However, some further case-studies (in particular, on systems described by kinetic

Boltzmann-like equations) are necessary before generalizing this important conclusion to other none-

quilibrium situations. In particular, although very appealing, the Kullback entropy does not reduce to the

usual H-functional in the limit of an elastic gas of particles relaxing to equilibrium. Besides that, computing

Kullback entropy requires the knowledge of the steady-state pdf, while the expected approach would be to

define a proper Lyapunov functional of the system from which to deduce the stationary state.

5. Conclusions

We illustrated on the well-known model of a randomly driven granular gas with constant restitution

coefficient the difficulties that one encounters when trying to construct a variational principle for NESS based

on an ‘‘entropy production’’. Two approaches were proposed for the interpretation of the entropy balance

equation in terms of ‘‘sources’’ and ‘‘flows’’, but none of them lead to the formulation of such a principle. The

main reason for this failure seems to be the intrinsic irreversible microscopic dynamics of the granular gas.

Modeling the internal degrees of freedom of the grains (that are responsible for the inelasticity of the

collisions) through a constant restitution coefficient is thus not appropriate for a thermodynamic description.

This shows thus a major limitation of this model. A further step in the rather involved question of the

refinement of the description would be the use of random restitution coefficients (as done, e.g., in Ref. [21]).

These are meant to describe the possible flow of energy (at the collision) both towards and from the internal

degrees of freedom to the translational degrees of freedom. Such a model, however, cannot be treated

analytically, and no simple analytic conclusions can be therefore drawn on the fate of the corresponding H-

functional. Numerical results are left for further studies.

Moreover, the problem of the Kullback relative entropy, its monotonous relaxation to the steady state, and

its relationship with the thermodynamic entropy production of a nonequilibrium system represent a very

promising direction for further studies.
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[13] V. Garzò, J.M. Montanero, Physica A 313 (2002) 336.

[14] J.J. Brey, J.W. Dufty, C.S. Kim, A. Santos, Phys. Rev. E 58 (1998) 4638.

[15] S.R. de Groot, P. Mazur, Non-equilibrium Thermodynamics, Dover, New York, 1984.

[16] H.J. Kreuzer, Phenomenological Thermodynamics and its Statistical Foundations, Clarendon Press, Oxford, 1986.

[17] P. Résibois, M. de Leener, Classical Kinetic Theory of Fluids, Wiley Interscience, New York, 1977.
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2 Laboratoire Matière et Systèmes Complexes (CNRS UMR 7057), Université Denis Diderot (Paris VII), 10 rue Alice
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We investigate the probability distribution function of the free flight time and of the number
of collisions in a hard sphere gas at equilibrium. At variance with naive expectation, the latter
quantity does not follow Poissonian statistics, even in the dilute limit which is the focus of the
present analysis. The corresponding deviations are addressed both numerically and analytically.
In writing an equation for the generating function of the cumulants of the number of collisions,
we came across a perfect mapping between our problem and a previously introduced model: the
probabilistic ballistic annihilation process [Coppex et al., Phys. Rev. E 69 11303 (2004)]. We ex-
ploit this analogy to construct a Monte-Carlo like algorithm able to investigate the asymptotically
large time behavior of the collisional statistics within a reasonable computational time.

I. INTRODUCTION

Despite the great interest that the hard sphere gas has
triggered since the early days of statistical physics, there
are still, to this day, simple questions which have not
been deeply investigated yet. In this paper we address
one such question: what is the probability of having a
given number of collisions in a time t? Apart from the
simplicity of the question, relevant in its own right, the
collisional statistics of the hard sphere gas turns out to
be useful in several purposes, such as the estimation of
transport coefficients or the characterization of the dissi-
pation in the closely related granular gases.

In a low density hard sphere gas at equilibrium,
the velocities of two colliding particles are uncorrelated
just before the collision: this is the molecular chaos
(strosszahlansatz) statement. This remark could naively
lead to the conclusion that collisions are uncorrelated
random events, implying therefore that the number of
collision is simply a Poisson random variable. However,
even if molecular chaos is exactly verified, the collision
number is not a Poisson random variable. This fact has
been already noticed in the literature (see e.g. [1]) but
to our knowledge, has resisted analytical investigations.
It is our purpose here to fill this gap.

The reason for the non-Poissonian behavior alluded to
above is that the probability for a collision to take place
depends on the scattering cross section of the colliding
pair (which depends on the relative velocity g of the col-
liding pair). Namely, for the hard sphere gas, the proba-
bility of a collision behaves roughly as g ·σ̂Θ(g ·σ̂), where
σ̂ is a unitary vector joining the centers of mass of the two
particles at contact (directed along the apse line). For a
gas made up of particles interacting through a potential
other than the hard-sphere potential, the probability of
having a “collision” is of course different, which affects
the distribution of the number of collisions. Of partic-
ular interest is the gas of particle interacting through a
pair potential V (r) ∼ 1/r2(d−1), where d is the space di-
mension. Such particles are known as Maxwell molecules

[2] and lead to a velocity independent probability of hav-
ing a collision. Within this model, it then appears that
the collisions are truly uncorrelated random events, and
hence that the number of collision is a Poisson random
variable.

In the next section we report some results concerning
the free flights time distribution of a hard sphere gas.
In section III we present some analytical results on the
statistics of the number of collisions, and in section IV
we show the results of numerical simulations.

II. FREE FLIGHTS TIME DISTRIBUTION

A. General results

We consider a hard sphere gas in d dimensions com-
posed of N particles of equal mass m and equal diameter
σ. The gas is thermalized at some temperature T0 in a
homogeneous state of (constant) density ρ, so that the
one point distribution function of the system is a Gaus-
sian:

φ(r,v) ≡ φ(v) = ρ(2πT0)
−d/2 exp

(
− v2

2T0

)
. (1)

If one decides to follow the evolution of one particle
among the N , then the velocity probability distribution
function (pdf) of that particle will evolve accordingly to
the homogeneous linear Boltzmann equation:

∂

∂t
f(v1, t) =

1

ℓ

∫
dv2

∫ ′

dσ̂ v12 · σ̂ [f∗∗1 φ∗∗2 − f1φ2] , (2)

where ℓ = (σd−1ρχ)−1 is a length proportional to the
mean free path denoted l below and v12 = v1 −v2 . The
factor χ is the pair correlation function at contact and is
the so called Enskog correction factor [3]. In the dilute
limit where the molecular chaos assumption is justified,
it tends to unity. Moreover, the primed integral means
that the integration has to be performed in the domain
for which v12 · σ̂ > 0. Finally, we are employing the
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short-hand notation f∗∗i ≡ f(v∗∗
i , t), where the two star

superscript refers to the precollisional velocity:

v∗∗
1 = v1 − (v12 · σ̂)σ̂ , v∗∗

2 = v2 + (v12 · σ̂)σ̂ . (3)

In this framework the evolution of our tagged particle is
exactly a Markov process. The probability of hopping
from a state with velocity v to another state of velocity
in a narrow interval dv′ around v′ and in a time interval
dt is given by W (v′|v)dv′dt, where

W (v′|v) =
1

ℓ
|v′ − v|2−d(2πT0)

−1/2 exp

{
− 1

2T0
×

[
v′2 − v2 + v ·

(
v′ − v

|v′ − v|

)]}
(4)

is the transition rate density per unit time (see e.g. [4]).
For any general Markov process the probability of leaving
a given configuration Γ in a time interval dt is r(Γ)dt,
where

r(Γ) =

∫
dΓ′W (Γ′|Γ) . (5)

This is simply the loss term of the Linear Boltzmann
equation 2, and it reads for the hard sphere gas:

r(v) =
ω√
2

(
v2

dT0
1F1

(
1

2
, 1 +

d

2
,− v2

2T0

)
+

e−
v
2

2 T0 1F1

(
d− 1

2
,
d

2
,
v2

2T0

))
, (6)

where 1F1 is the confluent hyper-geometric function of
the first kind [5], and ω is the collision frequency of the
gas:

ω =

∫
dvφ(v)r(v) =

2π
d−1

2

√
T0

Γ(d/2)
. (7)

From the Markovian property it follows that the proba-
bility of having a given velocity v for a given time t and
making a collision exactly at time t is exponential:

PFFT (t|v) = r(v) exp (−r(v)t) . (8)

The probability density of the free flight time follows:

PFFT (t) =

∫
dvφcoll(v)PFFT (t|v) , (9)

where φcoll(v) is the velocity pdf of the colliding particles
(i.e. obtained sampling the velocity of the particle only
on collision):

φcoll(v) =
r(v)

ω
φ(v) , (10)

where the normalization factor ω is exactly the collision
frequency of the gas. The free flights time distribution for
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FIG. 1 Free flights time distribution of a hard disc gas. The
circles and squares correspond to the results of Molecular Dy-
namics (MD) and Direct Simulation Monte-Carlo (DSMC)
methods. MD simulations in all this work are shown at den-
sity ρ = 0.01σ−2. The full line is the numerical integration of
Eq. (9). The dot-dashed line shows the asymptotic large time
behavior of Eq. (11), and the dashed line is the exponential
distribution, which leads to the Poisson distribution. Time is
measured in units of the mean free time (ω = 1).

hard spheres was already investigated in [6], but the au-
thors used the equilibrium velocity distribution φ instead
of the on collision velocity distribution φcoll as a weight in
(9), and hence obtained an incorrect result (this issue is
further commented in Appendix A). Two measurements
of the free flights time distribution in an event driven
molecular dynamic simulation of hard spheres and in a
Direct Simulation Monte Carlo (DSMC) [7] are shown in
Fig. 1, together with the expression of Eq. (9). The
agreement is excellent. The molecular dynamics simu-
lations are performed at a low density (ρσ2 = 10−2) to
ensure that molecular chaos holds, whereas the DSMC
technique relies by construction on the molecular chaos
approximation, and can therefore be considered as pro-
viding a ρ→ 0 benchmark. Figure 1 also provides a com-
parison with the exponential law that would hold for a
constant r(v), as is the case for Maxwell molecules. The
latter expectation [ω exp(−ωt)] is seen to hold at early
times, but significantly fails at large t, a time regime
that we investigate in more details in the next section.

B. Large time and high dimension analysis

A simple exact analytical expression for the free flights
time distribution seems to be hard to extract (mainly
because of the particular behavior of the hyper-geometric
function involved in the expression of the collision rate
r(v)). In order to get a simpler approximated result one
has to look at limiting cases. For large times, the integral
involved in Eq. (9) can be estimated through the saddle-
point approximation (a.k.a. method of steepest descent,
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see e.g. [8]), yielding:

PFFT (t) ∼ exp

(
− ωt√

2

)
ω

2

(
1 − 2

d
+

ωt√
2d

)−d/2

. (11)

The above function is plotted in Fig. 1, and seen to be in
very good agreement with our numerical data provided
t is large enough. Note that expression (11) does not
provide a normalized probability (a feature visible on Fig.
1), but only an asymptotic expansion.

Besides, a way to get an explicit expression for the
collision rate r(v) is to investigate the infinite dimension
limit. In this case the saddle-point approximation yields:

r(v) ≃ ω√
2

√
1 +

v2

2T0d
. (12)

A detailed derivation of this result is given in Appendix
B.

C. Free path length distribution

From the knowledge of the free flights time distribu-
tion, it is straightforward to compute the distribution of
the free path length. In fact, for a particle with a velocity
v, the length covered in a time t is x = |v|t = vt. There-
fore, the conditional distribution of free path length is
obtained as:

PFPL(x|v) =
1

v
PFFT

( x
v

∣∣∣v
)

=
r(v)

v
exp

(
−r(v)

v
x

)
. (13)

The free path length distribution can be obtained aver-
aging the above expression with the weight φcoll:

PFPL(x) =

∫
dvφcoll(v)PFPL(x|v) . (14)

Although the conditional probability of free path length
is very similar to the conditional probability of free flights
time, the step of averaging over the collisional velocity
distribution may drastically change the shape of the dis-
tribution. A case worthy of attention is discussed in Ap-
pendix C, for Maxwell molecules: the free flights time
distribution is a pure exponential, while the free path
length distribution has a stretched exponential decay. In
the case of hard particles, the dominant large path be-
havior remains exponential, as for the free flights time.
Nevertheless, the leading exponential prefactor changes.
The free flights time distribution is dominated by e−r(0)t,
where r(0) is the minimum of the function r(v). In the
case of free path length, the dominant exponential be-
havior is eAx, where A is the minimum of r(v)/v, which
takes place in the limit v → ∞:

A = lim
v→∞

r(v)

v
=

1

l
√

2
=

π
d−1

2

ℓΓ(d+1
2 )

, (15)
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FIG. 2 Plot of the free path length distribution from MD
simulations (at density ρ = 0.01σ−2) and from a numerical
integration of Eq. (14). In the inset, the dashed line is the
dominant exponential term, Eq. (16).

where l = 〈v〉/ω is the mean free path. This yields:

PFPL(x) ∼ e
x

√

2l , (16)

(here the ∼ should be understood as an equivalence be-
tween the logarithms in the large x limit). Unfortunately
this expression only gives the behavior of the dominating
exponential term, which is visible only at a length scales
significantly larger than the mean free path. Hence, if
one analyzes the result of MD simulations as in Fig. 2,
one sees that there are sub-leading (algebraic) terms in
the asymptotic behavior, which still play a role and that
are responsible for the mismatch between Eq. (16) and
MD data in Fig. 2. A similar feature holds for the free
flight time distribution: upon neglecting the algebraic
sub-dominant correction in Eq. (11), the agreement dis-
played at late times in the inset of Fig. 1 would be spoilt.

III. THE NUMBER OF COLLISIONS

A. Uncorrelated approach

After having shown how the probability of the time
between two subsequent collisions behaves, our interest
goes to the probability of the sum of many such times,
and in particular, the probability of having N collisions
in a time t. The time interval t in which the N colli-
sions take place can be decomposed in a sum of N + 1
(correlated) times:

t = tin + t1 + · · · + tN−1 + tf . (17)

We are considering that a given particle begins a trajec-
tory with a given initial velocity, and then waits a time tin
before it makes a collision and gets a new velocity. Dur-
ing a time t1, it then flies freely, before colliding again
etc. The successive behavior of the particle’s trajectory
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will be a sequence of collisions, spaced by other free flight
times t2, t3, . . . , tN−1, until the last N -th collision, which
will be followed by a final time interval tf which is not
ended with a collision. The free flight times t1 to tN−1

are of course distributed following the probability PFFT

given by Eq. (9). We will denote by Pin and Pf the pdf of
tin and tf , although their precise statistics are irrelevant
for our purposes, as becomes clear below.

If one would assume these N + 1 times to be uncorre-
lated, then the probability P (N , t) of having N collisions
in a time t could be deduced from the knowledge of the
free flight time probability as follows. We first introduce
the Laplace transform:

P̃ (z) =

∫
dt e−ztP (t) , (18)

where P can be either PFFT , Pin, or Pf . The Fourier
Transform of P (N , t) can hence be expressed as:

P̃ (N , z) = P̃in(z) P̃FFT (z)N−1 P̃f (z) . (19)

Of course, since PFFT cannot be computed analytically,

a closed form expression for P̃ (N , z) is not available. One
interesting limit to analyze the behavior of the probabil-
ity of the number of collisions is that of large times. The
expression of P (N , t) is then given by:

P (N , t) =

∫
dz eztP̃in(z) P̃FFT (z)N−1 P̃f (z) . (20)

To get an asymptotic solution of the above integral one
has to make explicit the large time behavior of N . In
particular, since the number of collisions increases with
time (linearly, on average), one can define a time inten-
sive counterpart to N , a fluctuating collision rate, which
we denote by n ≡ N/t. The integral of Eq. (20) then
reads:

P (N , t) =

∫
dz exp

(
t(z + n ln(P̃FFT (z))) + O(1)

)
.

(21)
Finally, when t→ ∞, the above probability behaves as:

P (N , t) ∼ eπ(n)t , (22)

where π(n) is a large deviation function, and is related

to P̃FFT through the following relation:

π(n) = min
z

(z + n ln(P̃FFT (z))) . (23)

B. Large time behavior

The result of the previous subsection leads to an ap-
proximate evaluation of the large deviation function of
the number of collisions that neglects temporal correla-
tions. We will now investigate this large deviation func-
tion keeping into account these correlations. Let us define
the joint probability f(v,N , t) of having a velocity v and

having suffered N collisions up until time t. In a homo-
geneous state, the time evolution of the above defined
probability is governed by a slightly different form of the
linear Boltzmann equation:

∂tf(v1,N , t) =

∫
dv2

∫ ′

dσ̂(v12 · σ̂)×

[f(v∗∗
1 ,N − 1, t)φ(v∗∗

2 ) − f(v1,N , t)φ(v2)] , (24)

The function φ(v) still represents the one point velocity
pdf of the gas, which is in equilibrium. Moreover, since
the particle whose collisions we are counting has the same
velocity pdf, we deduce that:

∞∑

N=0

f(v,N ) = φ(v) . (25)

It is useful to introduce the generating function of f as:

f̂(v, λ, t) =

∞∑

N=0

e−λN f(v,N , t) . (26)

It is straightforward to see that f̂ evolves according to

∂tf̂(v1, λ, t) =

∫
dv2

∫
dσ̂Θ(v12 · σ̂)(v12 · σ̂)×

[e−λf(v∗∗
1 , λ, t)φ(v∗∗

2 ) − f(v1, λ, t)φ(v2)] . (27)

The large time behavior of the solution of the above equa-
tion is dominated by the largest eigenvalue µ(λ) of the
evolution operator:

µ(λ)f̃(v1, λ) = Lλf̃(v1, λ) =∫
dv2

∫
dσ̂Θ(v12 · σ̂)(v12 · σ̂)×

[e−λf̃(v∗∗
1 , λ)φ(v∗∗

2 ) − f̃(v1, λ)φ(v2)] , (28)

where f̃ denotes the eigenfunction of Lλ associated with
µ:

f̂(v, λ, t) ∝ eµ(λ)tf̃(v, λ). (29)

Moreover, since P̂ (λ) ∼ eµ(λ)t, one sees that µ(λ) is pro-
portional to the cumulant generating function:

〈N p〉c = t(−1)p ∂
pµ

∂λp

∣∣∣∣
λ=0

. (30)

Furthermore, P (N ) ∼
∫

dλeλN P̂ (λ), and hence, apply-
ing the saddle point method for t→ ∞, one has that

P (N , t) ∼ exp(tπ(n)) , (31)

where n = N/t and the large deviation function π is
related to µ through a Legendre transform:

π(n) = min
λ

(µ(λ) + λn) . (32)
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1. Large λ behavior

Before trying to solve Eq. (28) extending the meth-
ods of kinetic theory, we shall first provide exact results,
which can be extracted from the analysis of asymptoti-
cally large values of λ. The evolution operator appearing
in Eq. (28) can be cast in the form:

Lλ = L0 + e−λL1 , (33)

where

L0f̃(v1, λ) = −
∫

dv2

∫ ′

dσ̂(v12 · σ̂)f̃(v1, λ)φ(v2) =

− r(v1)f̃(v1, λ) , (34a)

L1f̃(v1, λ) =

∫
dv2

∫ ′

dσ̂(v12 · σ̂)f̃(v∗∗
1 , λ)φ(v∗∗

2 ) .

(34b)
For large values of λ, the coefficient e−λ plays the role
of a small parameter, and therefore the eigenvalue equa-
tion (28) can be solved in perturbation theory. We will
therefore try to get an expression of µ(λ) for large λ of
the form:

µ(λ) ≃ µ(0) + e−λµ(1) + O(e−2λ) . (35)

At the zero-th order, the largest eigenvalue of Lλ is given
by the maximum of the function −r(v), whose expression
is written in Eq. (6). The maximum of this function
occurs at v = 0, and

µ(0) = −r(0) = − ω√
2
. (36)

The eigenfunction associated with this eigenvalue is in-
deed a delta function, centered in v = 0. In order to get
the first order correction to the eigenvalue (36) one has to
project the zero-th order eigenfunction on the operator
proportional to the small parameter:

µ(1) =

∫
dv1 L1δ(v1) =

ω√
2
. (37)

Finally one finds that for large λ the largest eigenvalue
µ behaves like:

µ(λ) ∼ ω√
2
(e−λ − 1) + O(e−2λ) , (38)

and hence, the probability of having N collisions behaves,
for values of N small with respect to its average 〈N〉 =
ωt, as a Poisson distribution with a frequency equal to
ω/

√
2:

P (N ) ∼ e
− ωt

√

2

N !

(
ωt√

2

)N

, for N ≪ ωt . (39)

For such a distribution the large deviation function π
easily follows:

π(n) = n− n log(n
√

2/ω) − ω/
√

2 (40)

The result obtained in Eq. (39) is compatible with the
large time behavior embodied in Eq. (11): the time
derivative of the probability of having N = 0 collisions is
of course (minus) the free flight time distribution func-
tion. We emphasize that both results (39) and (11) hold
for large times. In addition, we note that the only space
dimension dependence involved is through ω [see Eq.
(7)].

2. An approximate solution

In order to get an approximate expression for the
largest eigenvalue µ(λ) we will suppose the associated

eigenvector f̃(v, λ) to be a Gaussian with a given tem-
perature T (λ). We expect that this approximation will
provide accurate results for small values of λ, given that
for λ = 0 f̃(v, 0) is exactly a Gaussian with a temper-
ature T0, but it is not a priori a systematic approxima-
tion for larger values of λ. Projecting the Boltzmann-like
equation (28) onto the first two velocity moments of the
eigenfunction we want to compute, we are left with two
closed equations for µ(λ) and for T (λ):

µ(λ) = ν0 , µ(λ)dT (λ) = ν2 , (41)

where the νn are the collisional moments (the expression
of the first ones is given in the Appendix D):

νn =

∫
dv1

∫
dv2

∫ ′

dσ̂vn
1 (v12 · σ̂)×

[
f̃(v∗∗

1 , λ)φ(v∗∗
2 ) − f̃(v1, λ)φ(v2)

]
. (42)

Solving simultaneously Eqs. (41), one obtains:

µ(λ) = − ω√
2
(1 − e−λ)

√
1 +

T (λ)

T0
, (43a)

T (λ) =

√
2T0√

1 + eλ
. (43b)

One may notice that this result satisfies some of the pre-
vious requirements obtained from the asymptotic large λ
analysis. In particular µ(∞) = −ω/

√
2, as in the pre-

vious subsection. Moreover, the fictitious temperature
T (λ) vanishes for infinite λ, meaning that the eigenfunc-
tion associated with µ does indeed tend towards a delta
function. Nevertheless, while these features concerning
the zero-th order perturbation results of the previous sec-
tion are fulfilled, the behavior of Eq. (43) is different at
the next order. In fact, one can see from Eq. (43) that,
for λ→ ∞:

µ(λ) ∼ − ω√
2
− ω

√
e−λ

2
+ O(e−λ) , (44)

to be compared with Eq. (38). This is a deficiency of the
Gaussian approximation.
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FIG. 3 Plot of π(n) obtained in several fashions (ω = 1).
The solid line has been obtained from the numerical Legen-
dre Transform of µ(λ) from Eq. (43). The dashed line corre-
sponds to the uncorrelated result obtained in Eq. (23), while
the dot-dashed and the dotted lines are respectively the large
deviation functions of the Poisson distribution of average 1
and 1/

√
2.

In order to get an expression of π(n) one should com-
pute the Legendre Transform of µ(λ). This seems not fea-
sible analytically, but can be achieved numerically. The
function π(n) is plotted in Fig. 3, together with the re-
sult of uncorrelated estimation of Eq. (23), as well as

two Poisson distributions, of average ω and ω/
√

2. One
can see that the two estimations carried out are in very
close agreement, apart from a slight difference in the be-
havior of the right tail. Moreover, the two new results
presented here are clearly different from the Poisson dis-
tribution [denoted Poisson(1) since ω = 1 in Fig. (3)],
which is narrower, and underestimates extreme events,
characterized by either very few or many collisions with
respect to typical realizations.

3. Sonine perturbation and cumulants

We now further exploit the property that for λ = 0
the solution of the Boltzmann equation (28) is exactly a
Gaussian. This incites us, for λ close to 0, to search for
a solution f̃(v, λ) as a small perturbation of a Gaussian
distribution. One of the most widely used expansions in
kinetic theory is the Sonine polynomials expansion 1. In
practice this expansion consists in looking for solutions
expressed as a Gaussian times a series of Sonine polyno-

1 For a general treatment of Sonine polynomials in kinetic theory,
see e.g. [9] and references therein.

mials, denoted Sn(x):

f̃(v, λ) = (2π)−d/2 exp

(
− v2

2T

) ∞∑

n=0

anSn

(
− v2

2T

)
.

(45)
The first Sonine polynomials are:

S0(x) = 1 , (46a)

S1(x) = −x+
d

2
, (46b)

S2(x) =
1

2
x2 − d+ 2

2
x+

d(d+ 2)

8
. (46c)

These polynomials have the property of being orthogo-
nal with respect to a Gaussian measure in dimension d.
From this property, it follows that the coefficient of the
series (45) a0 = 1 and that a1 = 0. Hence, the first non-
trivial correction to the Gaussian approximation comes
from the term proportional to a2 in the expansion (45).
The procedure, in order to get an estimate of the coeffi-
cient a2 consists in solving a closed system of equations
obtained projecting the equation (28) onto the first ve-
locity moments :

µ(λ)mn = νn , (47)

where:

mn(λ) =

∫
dvf̃(v, λ) , (48)

and νn(λ) denotes the collisional moment of order n de-
fined in Eq. (42). Truncating the expansions (45) up to
the second Sonine polynomial, one gets for the moments
mn:

m0 = 1 , m2 = dT (λ) , (49a)

m4 = d(d+ 2)T 2(λ) (1 + a2(λ)) . (49b)

The expression of the first collisional moments in the So-
nine approximation is given in the Appendix D. Hence,
taking the moment equation (48) for n = 0, 2 and 4 gives
a closed system of equations for µ(λ), T (λ) and a2(λ).
This system can be solved perturbatively expanding its
solutions in power series around λ = 0. The cumulants
of N obtained by means of the latter expansion are re-
markably accurate. The expansion of µ(λ) up to the 3rd

order in λ gives access to the first three cumulants, which
read:

〈N〉c
ωt

= 1 , (50a)

〈N 2〉c
ωt

=
9

64

(
8 +

1

4d+ 3

)
, (50b)

〈N 3〉c
ωt

=
28d(64d(320d+ 729) + 35775) + 257391

8192(4d+ 3)3
,

(50c)

As can be noted from these values, already the variance
of the number of collisions deviates by more than 12.5%
from its Poisson value (equal to unity).
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FIG. 4 The circles are the numerical measurements of µ(λ)
for the Maxwell model. The solid line is the generating func-
tion of the Poisson distribution. The inset shows the same
data, shifted vertically by one (in such a way that µ(λ) + 1 is
always positive), in semi-logarithmic scale.

IV. NUMERICAL RESULTS

In this section we compare the theoretical results ob-
tained in the previous sections against numerical simula-
tions. Two kind of simulation approaches are worked out.
First, we have constructed a Monte Carlo algorithm in
order to solve the eigenvalue equation (28), and second,
we have performed Molecular Dynamics (MD) simula-
tions measuring the statistics of the number of collisions
suffered by each particle.

4. Monte Carlo approach

In order to derive an algorithm describing Eq. (28), it
is useful to rewrite this equation in the form:

µ(λ)f̃(v, λ) = e−λI[f̃ |φ] + (1 − e−λ)A[f̃ |φ] , (51)

where

I[f |g] =

∫
dv

∫ ′

dσ̂(v12 · σ̂)[f∗∗1 g∗∗2 − f1g2] , (52)

is the collision integral describing the elastic collision be-
tween two particles having respectively a velocity pdf f

and g. We are using the short-hand notation f
(∗∗)
i ≡

f(v
(∗∗)
i ). The functional A[f |g] is the loss term of the

above collision integral. It actually describes the statis-
tics of hard spheres which annihilate after each collision:

A[f |g] = −
∫

dv

∫ ′

dσ̂(v12 · σ̂)f1g2 . (53)

In the context of the nonlinear Boltzmann Equation, i.e.
when φ = f̃ in Eq. (51), and for positive values of λ,
the rhs of Eq. (51) exactly describes the time evolution

-4 -2 0 2 4
λ

0

50

100

150

µ(
λ)

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-0.5

0.0

0.5

1.0 Monte Carlo
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Sonine
Poisson(1/√2)

FIG. 5 Numerical measurement of µ(λ) for the hard-sphere
model. The circles are the results of Monte Carlo simulations.
The solid line is the theoretical prediction in the framework
of the Gaussian approximation. The dashed line is the the-
oretical prediction (obtained solving numerically (48) in the
framework of the first Sonine correction). Finally the dot-
ted line is the generating function of a Poisson distribution of
parameter ω/

√
2, which should asymptotically dominate for

large λ (see Fig. 6). The inset shows a zoom near λ = 0 of
the same data.
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FIG. 6 Same data as in Fig. 5 divided by the generating
function of a Poisson distribution of parameter ω/

√
2.

of the velocity pdf of the probabilistic ballistic annihi-
lation process. This model, introduced in [10], consists
in a system of N particles which move ballistically, and
interact when at contact. The interaction may be an
elastic collision, with probability e−λ, or an annihilation
(with probability 1 − e−λ). In the context of the linear
Boltzmann equation, this process can be extended in the
following way. Consider a set of N independent systems,
one of each is just a single particle, characterized by its
velocity vi(t), (i = 1, . . . , N) assuming spatial homogene-
ity. If each of these systems (particles) evolves in a hard
sphere gas (in the thermodynamic limit) thermalized at
temperature T0, with a one point velocity pdf φ, and can
both collide elastically (with probability e−λ), or anni-
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FIG. 7 Temperature of the eigenfunction f̃(v, λ) measured
in Monte Carlo simulations. The solid and dashed lines are
the predictions of the Gaussian and Sonine approximations
respectively.
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FIG. 8 Coefficient a2 measured in a Monte Carlo simulation.
The dashed line corresponds to the numerical solution of the
system (49), which is correct only for small values of a2.

hilate (with probability 1 − e−λ), then, the reduced one
point velocity pdf g(v, t) = 〈ΣN

i δ(v − vi(t))〉 will verify
the Boltzmann Equation

∂g(v, t)

∂t
= Lλg(v, t) . (54)

Since N(t) =
∫

dvg(v, t) is the number of particles at
time t, and since we know that for long times g(v, t) ∼
eµt, it is clear that for long times one has that N(t) ∼
N0e

µt. Note that so far this is valid only for positive
λ. Moreover, the particles can only annihilate or collide;
then the total number of particles can only decrease, and
hence µ must be negative. The above observations al-
ready provide a numerical tool for measuring µ(λ) as
the decay rate of the total number of particles. The
main difficulty, which we have successfully addressed,
with the above algorithm is that the number of parti-
cles constantly decreases, and there is no steady state

but the trivial state N = 0. In order to set this situation
right we have introduced an external source of particles
(systems), acting in such a way that the total number of
particles is conserved. If every time that an annihilation
takes place, a new particle is inserted, as the clone of
one of the N − 1 remaining particles (chosen uniformly
among this population), then the evolution equation of
g(v, t) will read:

∂tg(v, t) = Lλg(v, t) + sg(v, t) , (55)

where s is a constant rate. At late times, if the above
equation has a steady state, the largest eigenvalue of the
operator Lλ + s will be zero, and hence one has that
µ(λ)+s = 0. Finally one can measure µ(λ) simply as the
steady state average of the number of particles injected
by the external source.

So far, we showed how to construct a Markov chain in
order to simulate the eigenvalue equation (28) for pos-
itive values of λ. For negative values of λ the proce-
dure is almost identical. Introducing a new time scale
t̃ = (2e−λ − 1)t Eq. (54) can be rewritten as:

∂t̃g(v, t̃) =
e−λ

2e−λ − 1
I[g|φ] − e−λ − 1

2e−λ − 1
A[g|φ] . (56)

All the previous physical interpretations and remarks
still hold, except that now instead of having annihilation
(with probability (e−λ − 1)/(2e−λ − 1)), one has dupli-
cation (or cloning). Hence µ(λ) will be positive, and one
can add an external source in order to remove particles
when new particles are created. Summarizing, the algo-
rithm proceeds as follows:

(o) The velocity of the N particles are stored in a N×d
matrix. A scalar s is set to 0. A (small) time step
dt is chosen.

(i) A particle is chosen randomly with uniform proba-
bility. Its velocity is denoted v1.

(ii) An eventual interaction is accepted with a proba-
bility ∝ v12 · σ̂Θ(v12 · σ̂)×dt, where σ̂ is a random
direction in d dimensions, and v2 a d-dimensional
zero-mean Gaussian random variable of variance
T0. In practice, dt has to be chosen in such a way
that |v12 · σ̂|dt is always smaller than (or equal to)
one.

(iii) When the interaction is accepted, if λ > 0 (resp.
λ < 0), the particle will have a post-collisional ve-

locity v∗
1 with probability e−λ

(
resp. e−λ

2e−λ−1

)
) or

will be removed (resp. duplicated) otherwise.

(iv) If the particle has been removed (resp. duplicated)
in step (iii), one of the N − 1 remaining particles is
chosen randomly and uniformly, and is duplicated
(resp. removed). s is increased by 1.

(v) Time is increased by an amount dt (resp. dt̃).
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(vi) Back to (i).

This algorithm bears some similarities with the approach
proposed in [11], also intended to directly measure large
deviation functions. Nonetheless, the version proposed
here is more inspired by some variants of the DSMC algo-
rithm for systems which do not conserve the total number
of particles [12]. In order to check the reliability of the al-
gorithm we have first performed some simulations in the
case of Maxwell molecules, where the number of collisions
is exactly distributed following the Poisson distribution
(cf. the Introduction). The measurements of µ(λ) for
this particular model are shown in Fig. 4, together with
the generating function of the Poisson distribution, and
are in perfect agreement. In the simulations the temper-
ature scale is set by the temperature of the heat bath T0,
which we set to unity. The time scale is set by the mean
free time, which we also set to unity. Therefore in the
simulation data the mean collision frequency is ω = 1.
In the case of the hard-sphere model, a measurement of
the largest eigenvalue µ(λ) is shown in Fig. 5. One can
see that the numerical results are in very good agreement
both with the Gaussian and the Sonine approximations.
Figure 6 shows the large λ behavior of µ(λ) divided by
the prediction (38). Also in this case, a good agreement
between the numerical data and the theoretical predic-
tions is found. In the framework of the above described
Monte Carlo algorithm it is also possible to measure the
stationary velocity pdf g(v, t = ∞, λ) which is equal to

the eigenfunction f̃(v, λ) associated with µ(λ). Hence
one can also compare the analytical predictions for the
temperature T (λ) and for the Sonine coefficient a2(λ)
with the Monte Carlo results, see Figs. 7 and 8. In Fig.
7, one can see the temperature T (λ). Here the Gaussian
approximation is already able to capture the general be-
havior of this “effective” temperature, and for small val-
ues of λ the Sonine corrections compare very well with
the simulation data. In Fig. 8, one can see the coeffi-
cient a2 as a function of λ. As expected, for small values
of λ the expansion carried out in the previous section
correctly describes the result of the simulations.

5. Molecular Dynamics

The most direct way to measure the large deviation
function of the number of collisions N is of course to
count it in a (numerical) experiment, and then construct
its probability distribution function. To this end, we have
performed Molecular Dynamics (MD) simulations of a
two dimensional hard-disk gas of N = 103 particles of
diameter σ = 1 at density ρ = N/V = 10−3σ−2 and
10−2σ−2. The particles evolve in a square box with pe-
riodic boundary conditions, and the time is measured in
mean free time units, in such a way that 〈N〉 = t. We
measured the statistics of the number of collisions N suf-
fered by each particle. The value of the first cumulants
is reported in Table I, together with the Poisson predic-
tion, as well as the results from the Gaussian and Sonine

0 1 2 3
n

-2

-1

0

π(
n)

t=10, ρ=0.001
t=50, ρ=0.001
t=10, ρ=0.01
t=50, ρ=0.01
Gaussian
approximation
Poisson

FIG. 9 Large deviation function π(n) of the number of colli-
sions N suffered by each single particle. The solid line is the
result in the framework of the Gaussian approximation, and
the dashed line is the large deviation function of the Poisson
distribution, of average 1: π(n) = n − n log n − 1.

TABLE I Cumulants for the number of collisions N from MD
simulations, and comparison with the Gaussian and Sonine
approximations (time is measured in units of the mean-free
time).

〈N〉c/t 〈N 2〉c/t 〈N 3〉c/t

t = 10 1. 1.1228 1.1282

t = 50 1. 1.1354 1.1045

Poisson 1 1 1

Gaussian 1 1.125 1.1289

Sonine 1 1.1377 1.1073

approximations. It seems that, when time increases, the
cumulants converge towards a value which is close to the
Sonine predictions. However, it must be noted that even
if increasing time makes finite time corrections smaller,
the statistics become poorer and poorer. Figure 9 shows
two measurements of the large deviation function of the
number of collisions for two different times, t = 10 and
t = 50 (with σ = 1 and T0 = 1). The agreement with
the results from the Sonine approximation is very good,
while the Gaussian order already provides a reliable es-
timation.

V. CONCLUSION

We have shown that the collisional statistics of the
hard sphere gas exhibits clear deviations from the Pois-
son distribution. These deviations have been consistently
quantified both analytically and numerically. Interest-
ingly, the present formalism can be extended to the study
of out of equilibrium systems, such as granular gases,
where the question of the collisional statistics has been
the focus of recent interest [14, 15, 16]. In particular,
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the strong effect of dissipation on the distribution of free
flight times reported in [15] calls for further investiga-
tions. In addition, if one considers a gas of inelastic
smooth hard spheres, kept in a steady state by a velocity
independent force (as e.g. a vibrating wall of the con-
tainer, or a stochastic force acting independently on each
particle), then the phase space volume of the system has
been reduced, after a time t, by a factor (1−α)N (t), where
α is the coefficient of normal restitution [13]. Hence one
sees that in this non-equilibrium system, the number of
collisions can be exactly identified, up to a constant pref-
actor, with the integrated phase space contraction rate.
This quantity has already been the subject of many works
in non-equilibrium statistical mechanics, and is often in-
timately related with the irreversible entropy production
(see e.g. [17] and references therein).
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APPENDIX A: Comment on the free flights time

distribution

We shall give here some supplementary arguments on
the incorrectness of Eq. (9), when used with a Gaussian
weight φ, instead of the weight φcoll defined in Eq.(10).
We shall refer to this (wrong) distribution as PW

FFT :

PW
FFT (t) =

∫
dvφ(v)P (t|v) . (A1)

A first argument bears on the inconsistency between the
above relation and the definition of the collision fre-
quency ω = 〈r(v)〉, where the brackets denote an av-
erage over a Gaussian weight. Indeed, the average time
τ between two subsequent collisions (mean free time) of
a given particle is equal to the inverse of the collision fre-
quency: τ = 1/〈r(v)〉. Besides, from Eq. (A1) the mean
free time τ is obtained as:

τ =

∫ ∞

0

dt tPW
FFT (t) =

〈
1

r(v)

〉
6= 1

〈r(v)〉 . (A2)

Hence we see that expression (A1) is in contradiction
with the definition of the collision frequency. On the
other hand, the counterpart of Eq. (A2) with the distri-
bution provided by (9) and (10), yields

τ =

∫ ∞

0

dt t

∫
dv

r2(v)

ω
e−r(v)t φ(v) =

1

〈r〉 , (A3)

which the required relation.
Second, expression (A1) explicitly slightly differs from

the correct free flight time distribution in two limiting
cases.

• At small values of t, PW
FFT behaves as:

PW
FFT (t) ∼ 〈r(v)〉 − 〈r(v)2〉t+ O(t2) , (A4)

while the true distribution behaves as

PFFT (t) ∼ 〈r(v)2〉
ω

− 〈r(v)3〉
ω2

t+ O(t2) , (A5)

so that even the value in t = 0 is different, although
this difference is numerically small (see also Fig.
10). For instance, in d = 2 one has:

〈r(v)2〉
ω2

≃ 1.06354 (A6)

and

〈r(v)3〉
ω3

≃ 1.21204 . (A7)

• The large time behavior of the probability also
slightly differs from Eq. (11):

PW
FFT ∼ exp

(
− ωt√

2

)
2

d−1

2 ω

(
2 − 2

d
+

√
2ωt

d

)−d/2

.

(A8)
In the above expression, the leading exponential
term remains the same as in Eq. (11), since it
is only determined by the minimum of the func-
tion r(v). Nonetheless, the subleading prefactor is
slightly different, as it can be appreciated in Fig.
10.

APPENDIX B: Saddle-point approximation for the collision

rate

In this appendix we show how to recover Eq. (12) with
the saddle point method. We first note that r(v) can be
expressed as the difference of two different integrals:

r(v) = Ωd−1(I1(v) − I2(v)) , (B1)

where

I1(v) =

∫ +∞

−∞

dv2σ

∫ π

0

dθ sin θd−2(v cos θ)×

Θ(v cos θ − v2σ)φ(v2σ) , (B2)

I2(v) =

∫ +∞

−∞

dv2σ

∫ π

0

dθ sin θd−2v2σ×

Θ(v cos θ − v2σ)φ(v2σ) . (B3)

For the first integral it is more convenient to perform first
the integration over the angle θ, which leads to:

I1(v) =
v

d− 1

∫ +∞

−∞

dv2σ

(
1 −

(v2σ

v

)2
) d−1

2

φ(v2σ) .

(B4)



11

0 1 2 3 4
ω t

0

0.5

1

10 20
10

-8

10
-6

10
-4

10
-2

DSMC
P

FFT

P
W

FFT
Eq A7

FIG. 10 Free flights time distribution of a hard disc gas.
The circles corresponds to the results of Molecular Dynamics
(MD) simulations at density ρ = 0.01σ−2. The full line is
the numerical integration of Eq. (9). The dashed line is the
numerical integration of P W

FFT , and the dotted line its large
time behavior described by Eq. (A8). The inset shows the
same data in semi-logarithmic scale, where it is possible to
note that at large times the prediction of P W

FFT is always
above the true distribution. Time is measured in units of the
mean free time (ω = 1).

Then, defining the rescaled variables ṽ = v/
√

2T0d and
ṽ2σ = v2σ/

√
2T0d one finds, to leading order in d:

I1(ṽ) ≃ ṽ

√
T0

π

∫ +∞

−∞

dṽ2σ ×

exp

[
d

(
−ṽ2

2σ +
1

2
ln

(
1 −

(
ṽ2σ

ṽ

)2
))]

. (B5)

When d is very large, the above integral is dominated
by the maximum of the function inside the exponential,
which turns out to be located in ṽ2σ = 0. One can then
perform a series expansion around ṽ2σ = 0 up to the
second order. This results in a Gaussian integral which
is easily integrated, and yields:

I1(ṽ) ≃
√
T0

d

2ṽ2

√
1 + 2ṽ2

. (B6)

For what concerns the second integral involved in the
expression of r(v) the simplest is to first perform the
integration over v2σ; one hence obtains, to leading order
in d:

I2(ṽ) = −
√
T0

2π

∫ π

0

exp
[
d
(
−ṽ2 cos2 θ + ln sin θ

)]
.

(B7)
The only maximum of the function in the exponential
between 0 and π is in θ = π/2. Then, expanding as
usual this function around the maximum up to the second
order, and extending the range of integration from −∞
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FIG. 11 Free path length distribution for Maxwell molecules
in two dimensions. The circles are the result of a DSMC
simulation, while the solid line is the numerical integration of
Eq. (C3). The dashed line is the large length approximation
of Eq. (C4). All data are reported in units of mean free path.

to +∞, one finds:

I2(ṽ) ≃
√
T0

d

1√
1 + 2ṽ2

. (B8)

Finally, noting that Γ(d/2)/Γ((d − 1)/2)
d→∞∼

√
d
2 , Eq.

(12) follows.

APPENDIX C: Free path length distribution for Maxwell

molecules

In this appendix, we investigate the free path length
distribution for Maxwell molecules. As already men-
tioned, in this case the collision rate is a constant, ω,
independently of the velocity of the particle. It follows
then that the free flight time probability is exponential:

PM
FFT (t|v) = PM

FFT (t) = ωe−ωt . (C1)

Besides, the free path length distribution for a given ve-
locity v reads:

PM
FPL(x|v) =

ω

v
exp

(
−ω
v
x
)
, (C2)

and the free path length distribution is simply the aver-
age of the above probability over a Gaussian weight (for
Maxwell molecules the on collision distribution φcoll is
still a Gaussian):

PM
FPL(x) =

∫
dvφ(v)PM

FPL(x|v) . (C3)

This last expression can be expressed analytically in
terms of Meijer G-functions [5], but here we shall fo-
cus only on the large length behavior, for which simpler
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expressions are available. In particular, the saddle point
approximation gives:

PM
FPL(x) ∼

√
2ωΓ

(
d−1
2

)
√
T3(d−1)/2Γ

(
d
2

) exp

(
−3

(
ωx√
T

)2/3
)

×1 F1

(
d− 1

2
,
1

2
,
3

2

(
ωx√
T

)2/3
)
, (C4)

which leads to a stretched exponential behavior at large
x (∼ exp−x2/3) (cf Fig. 11).

APPENDIX D: Collisional moments

We provide here the expressions of the first collisional
moments, defined by Eq. (42), for f̃ a Gaussian, and a
Gaussian multiplied by a Sonine Polynomial. We note

ν(0)
n =

∫
dv1v

n
1Lλ

e−
v
2
1

2T

(2πT )d/2
, (D1)

ν(1)
n =

∫
dv1v

n
1Lλ

e−
v
2
1

2T

(2πT )d/2
S2

(
v2

2T

)
. (D2)

Hence in the Gaussian approximation one has νn ≡ ν
(0)
n ,

while in the Sonine approximation νn ≡ ν
(0)
n + a2ν

(1)
n .

The expressions of the first ν
(i)
n are:

ν
(0)
0 = −

((
e−λ − 1

) √
T + T0√

2π

)
(D3)

ν
(0)
2 =

T 2 + 2T T0 + 2T0
2 − eλ T (3T + 2T0)

eλ
√

2π
√
T + T0

(D4)

ν
(0)
4 =

{√
π
(
−
(
eλ T 2

(
8T 2 + 12T T0 + 3T0

2
))

+ T0
2
(
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