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Résumé

Cette thése propose d’étudier la robustesse des commandes issues de la théorie des jeux adap-
tée aux systémes multientrées, multiobjectifs. De fagon générale les stratégies avec une structure
d’information en boucle ouverte présentent des propriétés faibles de robustesse et ne peuvent étre dé-
terminées qu’a posteriori. Des exemples exhibent certaines limites. Les stratégies avec une structure
d’information en boucle fermée sont beaucoup plus ardues & déterminer. Dans le cas d’une straté-
gie de Nash, un nouvel algorithme utilisant le manque de confiance est présenté pour résoudre les
équations couplées algébriques de type Riccati. Pour une stratégie de Stackelberg avec une structure
d’information en boucle fermée les conditions nécessaires et suffisantes sont déterminées et appliquées
au probléme de commande mixte Hg / Hoo. Enfin une extension a des systémes comportant des in-
certitudes paramétrées meéne & la résolution itérative d’une association non convexe de problémes
d’optimisation.
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Rnxm

Acronymes

SDP
LMI
Co
diag(zx)

ensemble des réels.

ensemble des vecteurs réels de dimension n.
ensemble des matrices réelles de taille n X m.
ensemble des entiers naturels.

ensemble des complexes.

partie réelle du complexe z.

partie imaginaire du complexe z.

{z € C | Re(z) O0}.

matrice nulle de taille n X m.

matrice carrée nulle.

matrice identité de taille n.

transposée de la matrice M.

inverse de la matrice M.

spectre de la matrice M.

trace de la matrice M.

rang de la matrice M.

noyau de ’application associée & la matrice M.
plus grande valeur singuliére de la matrice M.
norme Ho d’un signal ou d’un systéme.
norme Hso d’un signal ou d’un systéme.

dérivée partielle du vecteur y par rapport au temps.

dérivée partielle du vecteur y par rapport au vecteur zx.

Probléme Semi-Défini (Semi-Definite Problem,).

Inégalité Matricielle Linéaire (Linear Matriz Inequality).
ensemble Convexe.
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Introduction générale

1 Préambule

Le défi de ’Automatique porte désormais sur la maitrise de systémes de plus en plus complexes.
En particulier, cette complexité réside dans le fait que les systémes actuels sont soumis & 1’action de
multiples commandes décentralisées, au lieu d’une seule globale. Les systémes interconnectés sont un
exemple caractéristique. Cette évolution des systémes & traiter traduit une volonté de rendre plus
souple la mise en place des commandes et surtout un impératif de vérifier un cahier des charges de
plus en plus contraignant, rassemblant de nombreuses performances, de natures diverses. De nouvelles
solutions technologiques introduisant les réseaux informatiques dans les systémes sont mises en place.
De nouveaux sujets de recherche apparaissent alors autour de la commande collaborative en réseaux.

Théorie de la commande et optimisation sont souvent associées pour résoudre des problémes de
décision dans les systémes complexes. Cependant, il peut étre difficile, voire impossible de formuler le
probléme de détermination de telles commandes comme un probléme d’optimisation. La théorie des
jeux est le cadre naturel pour gérer ce type de probléme d’optimisation multientrée et multiobjectif.
La notion d’équilibre permet de réaliser un compromis entre les niveaux de performances imposés.

La richesse de la théorie des jeux est de présenter de nombreux avantages ou souplesses, comme
les différentes stratégies, les différentes structures d’informations et la conservation du caractére mul-
tiobjectif du probléme d’optimisation, contrairement & la plupart des commandes classiques.

La difficulté est pourtant de ne pas considérer uniquement 'aspect performance de la synthése
des lois de commande. Effectivement une loi de commande idéale en performance, déterminée & partir
d’un modéle peut ne pas présenter les mémes performances sur le systéme réel, qui présente toujours
des différences -au moins 1égéres- par rapport a ce modéle. Pour éviter cela, une certaine robustesse
doit étre assurée, afin de rendre ces lois applicables en pratique.

Par ailleurs, le domaine de la commande robuste est trés largement développé, mais pour les pro-
blémes monocritéres, voire faux multicritéres (se reformulant en problémes monocritéres). Ce cadre
d’étude traite cependant rigoureusement des incertitudes, par une bonne introduction des incertitudes
dans les modéles.

L’idée, ici, est de rapprocher les deux domaines de la commande robuste et de la théorie des jeux,
afin de combiner leurs points forts.

Un certain nombre de questions générales se posent alors et constituent le fil conducteur de cette
thése. La théorie des jeux permet de synthétiser des commandes issues de compromis en performance.
Est-il alors possible de concevoir des commandes robustes & partir des techniques de la théorie des
jeux ? Dans l'affirmative, comment spécifier les degrés de robustesse, lors de la formulation du pro-
bléme d’optimisation dans ce cadre?



2 INTRODUCTION GENERALE

Aussi la théorie des jeux semblant étre souple, en termes de performance, dans la gestion décentra-
lisée des systémes, la question de I’éventuelle robustesse naturelle des stratégies telles que la stratégie
de Nash ou la stratégie de Stackelberg par exemple se pose. Est-il possible, a priori de garantir un
certain degré de robustesse de ces commandes ?

La théorie des jeux est-elle un cadre adapté a la gestion du compromis entre robustesse et per-
formance? En particulier, doit-on nécessairement affecter a un objectif un réle de robustesse et a
un autre un role de performance? Ou bien est-il possible de combiner dans chacun des objectifs un
aspect de robustesse et un aspect de performance ?

La théorie des jeux et la commande robuste sont déja associées pour les problémes de rejet de
perturbation. Cependant, le modéle du systéme est supposé connu et si des incertitudes sont intro-
duites, elles le sont a travers des joueurs supplémentaires agissant sur un systéme certain. Malgré
quelques tentatives, la théorie des jeux reste liée & la théorie de la commande optimale qui s’adapte
mal avec les modéles incertains introduits en commande robuste. La finalité affichée de ce travail est
de voir comment étendre le champ applicatif de cette théorie aux systémes présentant des incertitudes
paramétrées.

L’objectif de cette thése est d’approfondir ce questionnement, d’essayer d’y apporter des réponses,
et surtout d’offrir & ’automaticien des méthodologies et outils directement applicables, afin de gérer
de facon souple le compromis robustesse-performance.



2. PRESENTATION DU DOCUMENT 3

2 Présentation du document

Outre cette introduction générale, ce document est constitué de 7 chapitres et d’une conclusion
générale. L’organisation du travail de thése s’appuie sur le questionnement donné précédemment.

Chapitre 1 : aprés un bref historique, la théorie des jeux, la définition d’un jeu, de la structure
d’information et les principales stratégies sont précisées. Ces notions seront amplement utilisées
dans le reste du mémoire.

Chapitre 2 : la stratégie de Nash avec une structure d’information en boucle ouverte est étudiée.
Aprés un rappel sur les équations de Riccati associées et leur résolution, une étude de la robus-
tesse de cette stratégie est proposée. Une application & la commande d’une suspension magné-
tique & 4 pobles est présentée.

Chapitre 3 : la stratégie de Stackelberg avec une structure d’information en boucle ouverte est
traitée dans ce chapitre. La mise en équation pour le leader et le suiveur méne & la résolution
d’équations couplées de Riccati. La robustesse des solutions obtenues est examinée. Un exemple
d’application & la commande d’une suspension magnétique & 3 poéles est proposée. Le choix
de cette application a pour objectif de mieux faire ressortir les similitudes et les différences
avec I’exemple du chapitre 2. Une extension & des jeux linéaires quadratiques, comportant des
pondérations temporelles exponentielles est exploitée pour obtenir des résultats sur la possibilité
d’assurer une marge de stabilité au systéme commandé.

Chapitre 4 : I'objet de ce chapitre porte sur la stratégie de Nash avec une structure d’information
en boucle fermée. La mise en équation méne & des équations couplées de type Riccati, d’un autre
genre comparées a celles rencontrées dans les deux chapitres précédents. Plusieurs propriétés
intéressantes des solutions de ces équations sont mises en avant. La principale difficulté étant la
résolution de ces équations, ce chapitre rassemble divers algorithmes de résolution numérique.

Chapitre 5 : la stratégie de Stackelberg en boucle fermée est un probléme d’optimisation beaucoup
plus compliqué. Ce chapitre approfondit les conditions nécessaires pour le leader et le suiveur, &
I’aide des commandes singuliéres. Grace a la théorie des temps focaux, les conditions suffisantes
d’optimalité d’un tel probléme sont proposées. L’ensemble de ces conditions méne & un résultat
d’existence de solution de la stratégie de Stackelberg en boucle fermée.

Chapitre 6 : de fagon détaillée, le probléme de commande mixte Hg / Hoo est abordé dans le cadre
d’une stratégie de Stackelberg en boucle fermée. Le raisonnement du chapitre 5 est appliqué.

Chapitre 7 : une généralisation du cadre de la théorie des jeux aux systémes comportant des in-
certitudes paramétrées est amorcée. Un lien entre les équations couplées de type Riccati pour
les systémes certains et 1’association de problémes d’optimisation non convexes sous contraintes
de type inégalités linéaires matricielles pour les systémes incertains est établi. Un algorithme
itératif permettant une résolution numérique est proposé, dans le cadre de systémes incertains
de représentation polytopique.

Une conclusion générale présente un bilan de ces trois années de recherche ainsi qu'une ouverture des
possibilités de recherche aprés cette thése.



INTRODUCTION GENERALE




Chapitre 1
Introduction a 'optimisation multicritére

1x 142857
=142857

La théorie des jeux est I’étude formelle des problémes de décision liés aux conflits et/ou a la
coopération entre deux ou plusieurs agents. Elle offre un cadre naturel pour traiter les problémes de
décision multicritére. Il s’agit d’un probléme d’optimisation dont le cahier des charges est composé de
divers objectifs, qui peuvent étre de natures différentes, traduits sous forme de critéres a minimiser. Ce
chapitre présente les principaux outils, définitions et notations de la théorie des jeux qui sont utilisés
dans ce mémoire. Ce chapitre reprend des éléments du chapitre 5 "Commande optimale multicritére :
introduction a la théorie des jeux" de 'ouvrage en frangais [AKJ04].

1.1 Un peu d’Histoire

L’un des premiers exemples, parmi d’autres, de I’analyse formelle par la théorie des jeux est I’étude
du duopole par Antoine Cournot en 1838. Sans développer 'idée en profondeur, Emile Borel propose
en 1921 de formaliser le bluff dans le jeu de poker, dans le cadre d'un systéme d’information im-
parfait. L’'un des premiers articles véritablement théoriques "theory of parlor games" (Théorie des
jeux de société) est di & John Von Neumann en 1928, qui est fortement influencé par Borel, dont il
cite un article de 1927. Von Neumann établit dans cet article le théoréme du minimax, qui s’énonce
de la fagon suivante : tout jeu & somme nulle et & deux joueurs, qui ont fait leurs choix dans des
ensembles finis de stratégies pures, comporte au moins un équilibre en stratégie mixte. Une stratégie
mixte étant une distribution de probabilités affectée par un joueur & 'ensemble des stratégies pures,
sachant que les stratégies pures sont des variables certaines. La théorie des jeux acquiert ses lettres de
noblesse a la parution du livre de John Von Neumann et Oskar Morgenstern "Theory of Games and
Economic Behavior" [NM44]. Ils proposent de rationaliser le choix des individus en univers incertain
par la maximisation de l’espérance d’une fonction de la richesse nette, appelée fonction d’utilité de
Von Neumann et Morgenstern. Cela permet de comprendre le phénoméne de coalition entre les indi-
vidus. Selon les auteurs, cette théorie de l'utilité est appropriée pour ’étude des choix individuels et
collectifs. En plus des jeux proprement dits, les problémes de comportement économique et ceux de
I’organisation sociale sont considérés. L’objectif étant de critiquer le concept de concurrence pure et
parfaite. Les applications portant aussi bien sur ’économie, que sur le domaine militaire. Par exemple,
I’armée américaine a demandé & John Von Neumann de réaliser une étude sur ’'attitude & adopter
lors de la Guerre Froide : fallait-il attaquer en premier ou attendre d’étre attaqué pour minimiser les
pertes américaines ?

John F. Nash, en 1950, défend le postulat d’un total individualisme des joueurs en définissant
un équilibre qui porte son nom [Nas50]. Il démontre dans [Nas51] qu'un jeu fini posséde toujours au
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moins un équilibre (en stratégies mixtes, ou sinon avec la convexité des critéres) ou tous les joueurs
choisissent une action qui est la meilleure pour eux, a la condition que les autres joueurs choisissent
aussi cet équilibre. Les applications de la théorie des jeux non-coopératifs sont trés nombreuses et
variées, qu’elles soient économiques, en politique de guerre, en télécommunications, en automatique
bien évidemment. L’importance des applications en économie de cette branche de la théorie des jeux
a été couronnée par ’attribution du Prix Nobel d’économie en 1994 & John Nash, John Harsanyi et
Reinhard Selten. Un deuxiéme Prix Nobel d’économie vient de récompenser en 2005 Thomas Schelling
et Robert Aumann. Schelling pour son explication des conflits économiques tels que les guerres des
prix et les guerres commerciales et Aumann pour son oeuvre plus mathématique des jeux répétés.

Les jeux dynamiques et en particulier les jeux différentiels ont été étudiés en premier par Ru-
fus Isaacs en 1965 [Isa75]. Cette étude a été développée initialement pour résoudre les problémes de
poursuite-évasion. Diverses contributions de Wendell Helms Fleming [Fle61, Fle64|, Pravin Varaiya
[VL69] ainsi que de Robert J. Elliott and Nigel Kalton [EK72] peuvent étre citées, ainsi que celle
d’Avner Friedman [Fri71]. Les équilibres de Nash [Nas50] et des équilibres de Stackelberg, définis par
I’économiste von Stackelberg [vS34] (traduction en anglais [vS52]), engendrent au début des années
1970 une littérature importante pour la conception de nouvelles commandes en automatique. On peut
citer par exemple [Cas69, CC72, SC73b, SC73a, SH69b, SH69a, Ho70].

Pour plus de précisions sur les applications en économie, il est possible de se référer a [Bag84|,
ou bien [DJLS00, AH94|. Il est possible aussi de citer des articles sur les applications militaires
[SC75, ST94, SL95].Parmi les applications en télécommunications, voir [LSC05, SNM*05, MWO01]

1.2 Définitions et concepts fondamentaux

Lorsque plusieurs contréleurs agissent sur un méme systéme, il est naturel qu’un critére spécifique
soit associé & chaque controleur afin de mesurer 'efficacité de la commande locale. C’est le cas par
exemple dans les systémes complexes composés de plusieurs sous-systémes interconnectés. On obtient
ainsi un probléme de commande optimale multicritére. Pour résoudre ce nouveau probléme, une
premiére approche consiste & se ramener 3 une formulation classique avec un seul critére : il est alors
nécessaire de définir une fonction dite d’utilité globale traduisant le bon fonctionnement du systéme
complet. On se limite souvent & construire le nouveau critére global par une somme pondérée des
critéres locaux J;, soit

N
=1

ou N est le nombre de controleurs (ou de critéres) locaux et les coefficients de pondération u; tra-
duisent I"importance accordée a telle ou telle action.

Lorsque les différents controleurs agissant sur un méme systéme possédent des objectifs de nature
différente, voire antagonistes, il devient difficile de définir une fonction d’utilité globale comme cri-
tére unique. Chaque controleur essaie alors d’optimiser son propre critére en fonction des informations
dont il dispose sur le systéme et sur la réaction des autres contréleurs. Un tel probléme d’optimisation
multicritére est appelé un jeu. En temps continu, on parle d’un jeu différentiel (I’équation dynamique
traduisant 1’évolution du systéme est une équation différentielle). Lors de cette thése, il a été choisi
de n’étudier que la formulation en temps continu. Le temps discret n’a pas été abordé. Dans le cas
des jeux différentiels, la terminologie utilisée pour désigner les contrdleurs devient un peu différente :
on emploie indifféremment les termes décideurs, joueurs ou agents. La théorie des jeux qui s’intéresse
a 1’étude des problémes de décision liés aux conflits et/ou a la coopération entre deux ou plusieurs
agents offre un cadre naturel pour traiter les problémes de décision multicritére.
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Deux grandes classes de jeux peuvent étre distinguées :

— Les jeux coopératifs : dans ce cas, les joueurs coopérent en formant des coalitions. La commande
optimale monocritére peut étre considérée comme un cas particulier des jeux coopératifs ou tous
les joueurs optimisent un seul critére.

— Les jeux non-coopératifs : les objectifs des décideurs sont différents, voire contradictoires.
Chaque joueur cherche & optimiser son critére en fonction des informations dont il dispose.
Cette classe de jeux s’inspire directement des travaux de John F. Nash [Nas50| et des jeux &
somme nulle, dont le principal théoréme sur le minmax est d & John Von Neumann en 1928.

Dans la classe des jeux non-coopératifs, le jeu & somme nulle représente un cas extréme o I’ob-
jectif d’'un joueur est diamétralement opposé & celui de son concurrent. Ainsi, si les critéres associés
aux deux joueurs sont respectivement J; et Jo, on a J; = —Jy. Cest le cas typique d'un jeu de
poursuite-évasion ou le critére est la distance qui sépare les deux joueurs, ou le temps de capture (voir
[HBB65, Isa75| pour plus de détails sur les jeux de poursuite-évasion). Le jeu dynamique & somme
nulle est intimement lié & un probléme de rejet de perturbation comme défini dans le cadre Heo-
L’équivalence entre les deux problémes a été démontrée dans [BB95]. Il est supposé que la commande
doit pouvoir contrer la perturbation dans le cas le plus défavorable. Le probléme peut étre formulé
comme un jeu a somme nulle.

Le cas général est celui d'un jeu & somme non-nulle, ou chaque joueur "i", (: = 1,2,--- ,N)
cherche & minimiser son critére J;. Les objectifs sont ainsi variés mais pas entiérement antagonistes.
La quasi-totalité du travail de thése a porté sur les jeux & somme non-nulle non-coopératifs.

La présence de plusieurs critéres modifie totalement le mode d’approche pour résoudre le pro-
bléme d’optimisation dynamique et déja la définition d’une solution optimale n’est pas aisée. En effet,
chaque joueur doit choisir une commande pour minimiser son critére en fonction des informations
disponibles et en tenant compte de la réaction supposée rationnelle des autres joueurs ou décideurs.
Ainsi, la ligne de conduite d’un joueur est déterminée par une stratégie qui définit son action. L’opti-
misation de chaque critére se fait alors au sens de la stratégie retenue par le joueur. Plusieurs solutions
peuvent étre définies en fonction des informations disponibles et/ou utilisées pour la détermination
des commandes. Aussi, méme en définissant rigoureusement le cadre de la classe de solution (stra-
tégie, informations disponibles...), plusieurs solutions peuvent encore étre admises. Le passage d'un
probléme d’optimisation monocritére & un joueur & un probléme d’optimisation multicritére & plu-
sieurs joueurs permet de se placer dans un cadre d’étude beaucoup plus large. Le fil conducteur est
d’utiliser cette richesse pour 1’étude et/ou ’analyse de la robustesse de ces systémes.

Nous définissons désormais un jeu différentiel.

Définition 1.1 (Jeu différentiel). Soit N un entier positif. L objet suivant
FN : (T,X,Uiaui;®i5f5$03ni,Ji)izl,_",N (12)

est appelé un jeu différentiel, si pour tout i = 1,--- , N, les propriétés suivantes sont vérifiées :
— T est un intervalle réel,
- X et U; sont des espaces euclidiens de dimensions finies,
— f est une application définie sur X x Uy x Us X --- X Uy X T a valeur dans X définissant
Uéquation différentielle

dz(t)
dt

= f(x(t),ur(t),uz(t), - ,un(t),t), =z(to) ==z € X, (1.3)

— ®; est un sous-ensemble de l’ensemble des applications {p;|p; : T x X — U;},
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- n; est une application T — X, avec la propriété
ni(t) C {z(s)[s € T,s < t}, (1.4)

= Ui ={i(mi(")|pi € i},

— J; est une fonction & valeur réelle Uy X --- x Uy — R.

X, T, U;, U;, ®;, n; et J; sont respectivement désignés comme ’espace d’état ou horizon temporel,
I’espace des temps, I’espace des valeurs de commande, 1’espace de commande, ’ensemble des stratégies
de commandes possibles, la structure d’information et le critére. Nous appellerons action du joueur
i la commande u;(t) = ;(t,n:i(t)).

Définition 1.2 (Commande admissible). Une commande u; € U; est dite admissible, si u; est
une commande mesurable de [to,ts] — Uj.

Remarque 1.3. Cette définition est considérée afin de me pas définir un N-uplet de commandes
admissibles, ce qui rendrait plus difficile la définition d’un équilibre de Nash par exemple.

Théoréme 1.4. Soit I'y un jeu différentiel ¢ N joueurs. Si la fonction f vérifie les hypothéses
sutvantes

- flz,uy, -+ ,un,t) est continue sur X x Uy x --- x Uy X T.

— Il eziste k > 0, tel que

|f(‘7"aula"' 7uN7t)| Sk‘(l-l—'.’])'), (15)
pour tout (z,u1, -+ ,un,t) € X x Uy X - xUn X T,
— La fonction f est Lipschitz continue par rapport aux variables x, ui,--- ,un.

— @;i(t, ) est continue par rapport a t et uniformément Lipschitzienne par rapport & x.
Alors il existe un horizon temporel non vide T' C T tel que toute commande continue par morceaus
ui(-),i =1,--+ , N soit admissible et génére une trajectoire unique.

Remarque 1.5. Cette condition de Lipschitz peut étre trop restrictive dans les jeur & N joueurs
[Bag84]. Dans un jeu & deux joueurs, si un joueur souhaite restreindre sa stratégie a étre lipschitzienne,
Uautre joueur peut étre capable de l'exploiter. Cela apparait clairement dans les jeux de poursuite-
évasion. Cependant les stratégies non-lipschitziennes sont difficiles & formaliser mathématiquement.
Voir par exemple [CL55] pour plus de détails.

Le critére associé au joueur "i" est de la forme

ty
Ji = Kig (zg,t7) + / Li (2(t), us (t), - un (2), ) dt, (1.6)

to

ou x5 = x(ts). Le critére représente l'intérét du joueur. La fonction L; correspond au critére ins-
tantané, alors que la fonction Kj;; correspond au critere terminal. De facon a pouvoir déterminer
simplement des commandes u; = ;(t,m;(t)), nous faisons des hypothéses supplémentaires sur les
fonctions K;r et L;.

Hypothése 1.6.
~ Lij(z,u1,--- ,un,t) a la méme régularité que f.
— K;f(z,t) est contindment dérivable par rapport a toutes ses variables.

Le comportement rationnel du joueur ¢ consiste donc & minimiser J;. L’optimisation du critére J;
dépend des informations disponibles au joueur ":i". Ce point est expliqué dans la section suivante.
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1.2.1 Diverses structures d’information

La stratégie adoptée par le joueur "i" (i = 1,2,--- ,N) dépend de l’ensemble des informations

disponibles. L’ensemble des informations disponibles pour le joueur ¢ se décompose en deux catégories :
les informations publiques ou de base et I'information 7;. L'information publique est ’ensemble Z;
défini par

T = {{Jj}j=1,- N, f(), w0} - (1.7)

Il s’agit de la connaissance de tous les critéres J;, la fonction f(-) caractéristique du systéme et de
son état initial zg. Aussi le joueur i dispose d’un certain nombre de mesures, notées 7;(t) de I’état du
systéme.

L’information compléte disponible & chaque joueur est donc
7 U’I]i(t). (18)

A partir de cet ensemble d’informations le joueur ¢ est capable de déterminer sa stratégie ;. Le
critére J; étant déterminé par ’ensemble des ¢;, nous le noterons J;(¢1, -+, onN).

Ainsi, le joueur connait le modéle du systéme, 1’état initial, son critére et certaines valeurs de
I’état 7;(t). Selon la nature des informations disponibles, on distingue principalement trois types de
stratégies : avec une structure d’information en boucle ouverte, en boucle fermée, et en échantillonnée.
D’autres stratégies peuvent étre définies en considérant des structures d’informations assez sophisti-
quées [BO95|.

1.2.1.1 Structure d’information en boucle ouverte

Pour ce type de stratégie, I’ensemble des informations se réduit a Z; (1.7).

Définition 1.7 (Information en boucle ouverte). Dans un jeu différentiel a N joueurs, 'y sur
un horizon temporel T, la structure d’information du joueur i est dite en boucle ouverte si

mi(t) = {zo}, VIET. (1.9)

Aucune mesure de I’état du systéme n’est disponible pendant I'intervalle d’optimisation 7. N'ayant
pas acceés a des mesures de 1’état pour juger de la qualité de la stratégie adoptée, les joueurs s’engagent
ainsi "en aveugle" & partir de leur connaissance du modéle du systéme et de I’état initial. 11 s’agit
plutot d’un engagement de la part des joueurs de maintenir leur stratégie pendant la durée du jeu.
Comme il sera explicité plus tard, les commandes associées ici ne peuvent étre que fonction du temps,
et indépendantes de ’état mesuré. En pratique, I’état prédéterminé, exprimé & partir de ’état initial
connu et de la matrice de transition du systéme permettra de faciliter ’écriture de la commande. La
différence est cruciale, dés que le systéme est modélisé de facon peu précise, ou que celui-ci comporte
des incertitudes ou qu’il est soumis & divers bruits.

Comme nous le verrons dans la suite, la détermination numérique d’'une commande en boucle
ouverte pourra se mettre sous forme d’un schéma de simulation sous forme de retour d’état. Néanmoins
I’état intervenant dans ce schéma de simulation est un état prédéterminé par le calcul et n’est en aucun
cas 1’état instantané réel du systéme. Il ne s’agit donc pas d’'une commande par retour d’état, au sens
classique de ’automatique. Dans le cas ou il n’y a pas d’ambiguité, dans la suite de ce mémoire, il
sera utilisé ’expression "stratégie de Nash en boucle ouverte", pour alléger les notations. Il faudra
alors comprendre boucle ouverte en terme de structure d’information.
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1.2.1.2 Structure d’information en boucle fermée

Dans ce cas, en plus des informations définies dans 'information de base (1.7), la valeur de I’état
z(t) a 'instant ¢ est incluse dans I'information disponible.

Définition 1.8 (Information en boucle fermée (sans mémoire)). Dans un jeu différentiel a
N joueurs, I'ny sur un horizon temporel T, la structure d’information du joueur i est dite en boucle
fermée si

ni(t) = {zo,z(t)}, VteT. (1.10)

Ainsi, la mesure de 1’état instantané du systéme est disponible pour le joueur. Ceci permet de
concevoir une commande fonction de I'état z(t) mesuré et de mieux apprécier l'effet de sa stratégie
sur 1’évolution du systéme et sur la valeur du critére associé & chaque décideur.

Dans la littérature [BO95], cette structure d’information en boucle fermée est généralement quali-
fite de "sans mémoire". Effectivement seule la valeur de I’état & I'instant considéré est connue. On lui
oppose la structure d’information en boucle fermée avec mémoire. Alors 7; comprend aussi ’ensemble
des valeurs de l’état avant 'instant ¢

Définition 1.9 (Information en boucle fermée (avec mémoire)). Dans un jeu différentiel a
N joueurs, U'y sur un horizon temporel T, la structure d’information du joueur i est dite en boucle
fermée avec mémoire si

ni(t) ={z(s)|s e T,s <t}, VteT. (1.11)
Dans ce manuscrit seule la structure d’information en boucle fermée sans mémoire est considérée.

Notons que dans un probléme de commande optimale déterministe monocritére, les trajectoires
de I’état et de la commande sont identiques pour des solutions en boucle ouverte ou en boucle fermée
(systéme non perturbé). Il n’en est plus de méme pour un probléme multicritére.

1.2.1.3 Structure d’information échantillonnée

Cette stratégie représente une situation intermédiaire entre les deux cas précédents car 1’état
z(t) est supposé mesurable a M instants discrets ¢,, entre ¢y et t;. Ces mesures sont utilisées pour
réactualiser ’action du joueur; il s’agit d’appliquer une stratégie en boucle ouverte dont le point de
départ ou 1’état initial est donné par une mesure.

Définition 1.10 (Information échantillonnée). Dans un jeu différentiel @ N joueurs, Ty sur un
horizon temporel T, la structure d’information du joueur ¢ est dite en échantillonnée si

ni(t) = {z(tp)|ty <t <tgr1}, VEET etty <ty <---<tg, une subdivision finie de T. (1.12)

1.3 Définitions des principales stratégies

Pour optimiser son critére un joueur doit tenir compte de la réaction des autres joueurs & sa propre
stratégie. En fonction du degré de coopération ou de compétition, de méfiance, voire d’animosité,
plusieurs types de stratégies peuvent étre définis. Nous donnons ici les définitions des principales
stratégies utilisées pour la commande des systémes.
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1.3.1 Stratégie Min-Max

Lorsqu’un joueur ne connait pas la réaction de ses adversaires, ni la fagon dont ils choisissent leurs
stratégies, il peut minimiser son critére en supposant qu’ils jouent tous contre lui. En d’autres termes,
le joueur "¢" choisit une stratégie pour contrer la réaction la plus défavorable des autres joueurs. Le
joueur "7" applique alors une stratégie dite du Min-Max.

Définition 1.11 (Min-Max). En notant o = (1, ,Pi-1,Pit1, " 1 PN), une stratégie ¢; €
®,, (1=1,2,--- ,N), est définie comme la stratégie Min-Maz, si pour tout {¢1,p2, -+ ,on} € P1 X

ce X Dy,
MaAXp ;5 €®1 XX By 1 XPiq1 XXy Ji (‘Pla R 7(PN) (1 13)
< MaXep He@1xXPi 1XPip1 XXy Ji (o1, @iy -, 0N). '
C’est-a-dire
MAXy €@y xx ;g x @iy x @y Ji (P15 1 Piy ", ON) (1.14)
= MiNy, e, MAXp_ e®y x-x ;1 x®ip1x®y Ji (P17 1 Pir ", ON) - '

Notons que seul le critére du joueur "7" est nécessaire pour déterminer la stratégie Min-Max. Ceci
est équivalent & un jeu a somme nulle avec deux joueurs ou l'adversaire du joueur ":" choisit toutes
les commandes u; (j # ©) et essaie de maximiser J;. La stratégie Min-Max traduit une absence totale
de confiance entre les décideurs et la commande obtenue tente de contrer la pire des situations. Elle
méne souvent & des solutions peu satisfaisantes dans le cas d’un jeu & somme non-nulle car elle ne

tient pas compte des stratégies réelles des autres joueurs.

Cette stratégie du Min-Max est 1'une des premiéres a avoir été formalisée. Un théoréme d’existence
a été obtenu par John Von Neumann. Pour plus de détails, on peut se référer a [NM44]. Comme nous
le verrons dans la suite, cette stratégie est restreignante par rapport a la stratégie de Nash. Nous ne
nous attacherons plus dans ce mémoire & cette stratégie.

1.3.2 Stratégie de Pareto

L’optimum de Pareto que nous allons définir correspond & une situation ou la valeur du critére
d’un joueur ne peut pas étre diminuée sans augmenter la valeur du critére d’un autre joueur. Cette
stratégie a été formalisée par le sociologue et économiste italien Vilfredo Pareto [Par96] en 1896.

Définition 1.12 (Stratégie optimale de Pareto). Une stratégie ¢ = {@}, b, -+, o} € @1 x
-+-X®y est dite optimale de Pareto ou bien non-inférieure si pour toute stratégie 6 = {01,64,--- ,0n} €
(I)l X ==X @N

Une solution qui n’est pas optimale de Pareto est dite dominée. Effectivement il existe alors une
solution que les joueurs préféreront s’ils agissent de fagon rationnelle.

La solution ¢P ainsi obtenue est dite non-inférieure car il n’existe pas de solution améliorant si-
multanément tous les critéres. L’ensemble des solutions non-inférieures est appelé ensemble optimal
de Pareto.

Théoréme 1.13. Pour tout N uplet (1, - ,0n) tel que,

Vi=1,---,N, B>0, Y Bi=1, (1.16)
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définissons le critére
N
Ta(e) =Y Bidi(p)- (1.17)
i=1

Toute solution optimale du probleéme d’optimisation monocritére de critére Jg est optimale de
Pareto pour le jeu différentiel Ty .

Démonstration. Soit une stratégie ¢ = {¢1, -+ ,on} € ®1 X -+ X &y minimisant le critére Jg.
Effectuons un raisonnement par I’absurde. Supposons que ¢ soit dominée. Alors il existe une stratégie
0=1{61,02,--- ,0n} € D1 x --- X Dy, telle que

Ji(0) < Ji(¢P),Yi=1,--- N, (1.18)

di € {1,--- ,N}, Ji(g) < Ji((pp). (1.19)

En sommant ces critéres (avec les pondérations vérifiant (1.16), on obtient alors la contradiction :

To(0) < pmin . Js(e). (1.20)

De ce fait, une solution du probléme d’optimisation monocritére de critére Jg est optimale de Pareto.
O

Dans le cadre général, toute solution optimale de Pareto n’est pas obtenue par I'optimisation d’un
critere de la forme Jg. Il faut ajouter pour cela une condition de convexité globale de chacun des
critéres.

Théoréme 1.14. Soit I'ny un jeu différentiel a N joueurs. Si tous les critéres Jj(ui,--- ,un) sont
globalement convezes, alors toutes les stratégies optimales de Pareto peuvent étre obtenues par la réso-

lution d’un probléme d’optimisation monocritére de critére Jg pour un certain N-uplet (B1,--- ,0n)
vérifiant (1.16).

Démonstration. Des illustrations pour les jeux a deux joueurs sont données dans [Ho70]. Une démons-
tration dans le cas général est donnée dans [PC67, Zad63]. On peut aussi la trouver dans [Tak06] O

Le choix des coefficients de pondération indique l'importance accordée a 1’action de tel ou tel
joueur. Cela suppose que les joueurs ont pu négocier et s’entendre sur les coefficients de pondération
attribués. Cela constitue aussi une richesse par le degré de liberté supplémentaire amené par le choix
de ces coefficients.

1.3.3 Stratégie de Nash

Lorsque la coopération entre les joueurs est difficile, une stratégie de Nash, dite non coopérative,
devient une solution intéressante car elle procure une certaine sécurité aux joueurs.

Définition 1.15 (Réaction rationnelle). Soit un jeu différentiel Ty a N joueurs. On note p(_;) =
(1, 3 Qic1, Qit1, s ON) € D1 X+ X Dj_1 X Dyyq X -+ X By La stratégie ¢; € ®; du joueur i
est dite une réponse rationnelle contre les stratégies ;) si

Ji(p1, Qi1 Gis i1, on) = Jilo(—i) @) < Jilpr, - on) = Jile—ay, i), Vi € D4
(1.21)
On note R;(p(—i)) l'ensemble des réponses rationnelles du joueur i contre les stratégies p(_;).
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Définition 1.16 (Equilibre de Nash). Soit 'y un jeu différentiel ¢ N joueurs. Un ensemble de
stratégies {@], @5, + , N} € P1 X -+ X By est dit de Nash, si

¢r € Ri (@lLyy) Vi=1,- . (1.22)
En d’autres termes,
Le mot équilibre est utilisé pour indiquer que les joueurs en choisissant {¢7,--- , ¢} n’ont plus

intérét & modifier leur stratégie.

D’aprés cette définition, il est clair que dans un équilibre de Nash un joueur ne peut pas améliorer
son propre critére s’il dévie unilatéralement de cette stratégie. Un joueur a donc intérét a maintenir
cet équilibre. De plus, il faut noter la symétrie dans les roles des décideurs; ces réles sont interchan-
geables, tous les joueurs sont égaux et décident simultanément de la stratégie a suivre. Une solution
de Nash pénalise toute déviation d’un seul joueur. Cependant, si une coalition apparait entre deux ou
plusieurs joueurs, il est possible que cette alliance méne & une amélioration des critéres des joueurs
concerneés.

Pour les jeux statiques, il est possible d’énoncer le théoréme d’existence d’équilibres de Nash, da
a Nash [Nas50], qui utilise le théoréme du point fixe de Kakutani [Kak41].

Théoréme 1.17 (Théoréme d’existence de Nash). Soit un jeu différentiel 'y a N joueurs. Siles
espaces euclidiens ®; (i =1,--- , N ) sont fermés, bornés et convexes et les critéres J; : D1 x---x Py —
R sont continus par rapport & tous leurs arguments et convezes en u; (localement convezes) pour tout
uj € ®j,j=1,---,N, j#1i. AlorsT'y admet un équilibre de Nash (en stratégies pures).

Remarque 1.18. Il est a noter qu’un tel théoréme ne s’applique pas pour les jeux différentiels.

La notion d’équilibre de Nash, ainsi que ses raffinements [Ben74| (destinés & sélectionner une
stratégie de Nash, parmi celles possibles) et extensions ont eu un impact important sur I’étude des
problémes économiques. C’est dans ce domaine qu’on trouve les principales applications de cette théo-
rie [Pet90, AH94|.

En reprenant les schémas de [Ho70], il est possible de visualiser dans le cas d’un jeu a deux joueurs
a somme non nulle, I’équilibre de Nash statique (¢1 et @9 ne sont pas des fonctions mais uniquement
des scalaires). Sur la figure 1.1, sont représentés en traits pleins les lignes isocritéres des critéres J; et
Jo. On peut noter que dans le cas général, les minima globaux de J; et Jy ne sont pas obtenus pour
le méme couple de stratégie (¢1,2). La notion de minimum global ne tient plus dans le cas multicri-
tére. Pour définir les équilibres de Nash, il faut commencer par tracer les graphes des ensembles des
réactions rationnelles des deux joueurs R et R (en pointillés sur la figure 1.1). Toute intersection
de ces deux tracés est un équilibre de Nash. Ici il n’y a qu’une seule intersection.

Pour des critéres plus atypiques, on comprend facilement que les ensembles Rq et Ro peuvent
étre disjoints (et il n’y a pas d’équilibre de Nash pour le systéme) ou peuvent admettre plusieurs
intersections (et il existe alors plusieurs équilibres de Nash liés & ce systéme). Ces observations restent
valables (mais sont plus difficiles & mettre en évidence) dans le cas des jeux différentiels.

Sur la figure 1.2, quatre contre-exemples sont indiqués. Sur les figures 1.2.a et 1.2.d, il n’y a au-
cune intersection entre les ensembles de réactions rationnelles. Sur la figure 1.2.b, il y a une infinité
d’intersections, un nombre fini sur la figure 1.2.c.
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©2

J1 constant

-~ Ra(p1)

Jo constant
Po === =

¥

FIGURE 1.1 — Construction géométrique pour les équilibres de Nash statiques

Malgré le théoréme 1.17 d’existence d'une stratégie de Nash pour un jeu différentiel a critéres
convexes, rien n’assure l'unicité de cette stratégie, comme le montre la figure 1.2. Il s’agit d’un point
délicat. Effectivement dans un jeu si tous les joueurs souhaitent utiliser une stratégie de Nash, ils
doivent au préalable se mettre d’accord sur quelle stratégie de Nash ils souhaitent se fixer. Si les
joueurs ne se mettent pas d’accord sur 1’équilibre qu’ils souhaitent réaliser, ils risquent d’utiliser cha-
cun des stratégies associées & différents équilibres de Nash. Cela a un effet désastreux car il ne s’agit
plus d’une stratégie de Nash.

En comparant les stratégies de Nash et du min-max, il est mis en évidence qu’il est plus avantageux
pour un joueur d’utiliser sa stratégie de Nash que sa stratégie min-max, sous la condition que les autres
joueurs utilisent également leur stratégie de Nash.

il s @l) = mind; (Of, - 0f 1,00 01+ > ON)
< Jz (@T,"' a‘P?—la@ia‘p;‘—}-la"‘ a(p*N) . (1'24)

1.3.4 Stratégie de Stackelberg

Le concept de base de I’équilibre de Stackelberg [vS34] est présenté ici pour un jeu a deux joueurs.
Contrairement & une stratégie de Nash, un des joueurs posséde une situation privilégiée : c’est le
"leader", tandis que 'autre joueur est le "suiveur". On considére ici, et dans tout le reste de ce mé-
moire, que le joueur 2 est le leader. Dans une stratégie de Stackelberg, le leader déclare sa stratégie
@9 le premier. Le suiveur (joueur 1) doit choisir une stratégie ¢; qui tient compte de la stratégie ¢
annoncée par le leader. Dans un premier temps nous donnons la définition générale de 1’équilibre de
Stackelberg, puis dans un second temps, une écriture simplifiée.
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Y2 ©2
Ri(p2)
Ra(p1)
Roa(p1)
Ri(p2)
a) o1 b) o1
Y2 ©2

Ri(p2)
Ra(p1) / Ro(p1)

Ry (902) /,Rq ((,02)

C) ©1 ©1

FIGURE 1.2 — Exemples particuliers d’équilibres de Nash statiques

Définition 1.19. Soit un jeu différentiel T's, a4 2 joueurs. En reprenant la définition 1.15 de l’ensemble
des réactions rationnelles du suiveur Ri. Un équilibre de Stackelberg noté (¢i*, p5*) est défini par

P17 € Ry (#5")

et (1.25)

max Jo (p1,95") < max Jo(p1,92), Yoz € Do
p1ER1(5*) p1ER1(p2)

L’idée est donc simple; le leader connait la réaction rationnelle du suiveur et profite de cette in-
formation pour optimiser son critére tandis que le suiveur essaie de minimiser son propre critére pour
une stratégie w9 donnée. Le leader a donc un roéle prépondérant dans le jeu, on peut considérer qu’il
occupe le niveau supérieur de la décision. Compte tenu du biais dans la structure d’information qui
favorise le leader, les roles des deux joueurs ne sont pas symétriques et ne décident pas simulanément
de leur stratégie contrairement a 1’équilibre de Nash.

Théoréme 1.20. Soit I'y un jeu différentiel. Si ®1 et o sont deux espaces compacts et si les critéres

J1 et Jo sont continus sur ®1 X ®o, et si de plus il existe une famille finie d’applications continues
Tk) : Dy = @ (k=1,--- ,K), telles que

Ri(¢2) = {¢1 €y | ¢ =T® (go), k=1, ,K}, (1.26)
alors T'y admet un équilibre de Stackelberg avec le joueur 2 comme leader.

Démonstration. On se reporte a [BO95, Theorem 4.8]. O
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Si de plus il est supposé que 'ensemble des réactions rationnelles est composé d’une seule stratégie,
il existe une application

T : @2 — @1
1.27
2 — 1 =T(¢p2) (1.27)
Une stratégie de Stackelberg avec le joueur 2 comme leader doit satisfaire alors
Jo (T (937) ,057) < 2 (T (p2) s p2), V2 € 0o, (1.28)
o =T (p5%), (1.29)
et pour le suiveur (par définition de l’application T'), on a
J1 (T((PQ),(PQ) < Ji ((Pl,QDQ), V(pl €d; et 9 € D, fixeé. (130)

Pour montrer que la stratégie de Stackelberg favorise le leader, il est possible de la comparer &
celle de Nash. Si {¢7, ¢5} représente une stratégie de Nash, on peut écrire pour le suiveur (joueur 1)
dans le cas de 'existence de I’application T' définie par (1.27)

J1 (01, 95) < Ji(e1,95), Vo1 € @1. (1.31)

L’application T vérifie donc
Ji (91, 93) = J1 (T (¢3) , ¢3) - (1.32)

En utilisant la définition de la stratégie de Stackelberg, il vient

J2 (T (927) 5 937) < J2 (7, 95) - (1.33)

Ainsi, pour le leader, une stratégie de Stackelberg est équivalente, sinon meilleure, qu’une stratégie
de Nash quelconque. Pour le suiveur, une stratégie de Stackelberg peut étre meilleure, dans certains
cas uniquement que celle de Nash.

Afin de mieux visualiser la notion d’équilibre de Stackelberg, le cas statique (¢1 et @2 sont sca-
laires) est utilisé. On reprend certains schémas de [BO95], inspirés du cas de la stratégie de Nash
[Ho70]. A partir des lignes d’isoniveau pour le critére J; (figure 1.3), il est possible de tracer le lieu de
I’ensemble des réponses rationnelles R;. Un équilibre de Stackelberg avec le joueur 2 comme leader
correspond & l’ensemble des couples (¢}, ¢5*), pour lesquels ’ensemble des réponses rationnelles est
tangent & une ligne d’isocritére du critére J,. Notons que le lieu des réponses rationnelles du leader
n’est pas nécessaire.

La hiérarchie naturelle qui apparait dans la stratégie de Stackelberg permet de la rapprocher
d’une structure de commande & deux niveaux. Quand plus de deux joueurs sont engagés, on peut
considérer plusieurs cas : un seul leader et plusieurs suiveurs, plusieurs leaders et plusieurs suiveurs,
une structure de décision multi-niveaux avec un ou plusieurs joueurs par niveau, etc. Le degré de
difficulté du probléme posé croit trés rapidement en fonction du nombre de joueurs.

Plusieurs cas d’étude et des applications de la stratégie de Stackelberg en sciences économiques
sont décrits dans [Bag84, DJLSO00].

1.4 Jeux différentiels linéaires-quadratiques

Les jeux différentiels linéaires-quadratiques (systéme linéaire et critéres quadratiques) sont souvent
étudiés dans la littérature a cause de leur simplicité relative. Dans cette thése, seul ce type de jeux
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-~ Ra(p1)
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P2 -
Jo constant

| 1

FIGURE 1.3 — Construction géométrique d’un équilibre de Stackelberg statique.

différentiels est étudié, afin de permettre une comparaison avec le probléme linéaire - quadratique
monocritére classique [AM89, KS72|. Pour N joueurs, le jeu différentiel I'y est défini dans ce cas par

T = [to, t], X =R, U;=NR". (1.34)

L’entier n est la dimension de l’espace d’état, et les r; les dimensions des espaces d’entrée. Les
temps % et ¢y sont respectivement les instants initial et final du jeu.

La dynamique est linéaire et vaut :

N
dz(tt) = Ax(t) + Z_Zl Bju;(t), (to) = o, (1.35)

avec z(t) € R" et u;(t) e R, (4 =1,2,--- ,N).

”i”

La fonction coiit associée au joueur est donnée par

1 1 [t N
J; = iﬁKifzf +3 / a7 (1) Qum(t) + Y ul (t)Riju;(t) | dt, (1.36)
tO j:l

en notant x5 = z(ty).
Toutes les matrices de pondérations sont symétriques et les matrices R;; sont inversibles pour
1=1,2,---,N.

L’évolution de l'état z(t) du systéme est donc influencée par N agents par l'intermédiaire des
commandes u;. Les jeux linéaires-quadratiques sont assez largement utilisés car ils représentent un
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intérét particulier dans des problémes macroéconomiques comme la recherche de politiques stabili-
santes a court terme ou la coordination de politiques entre pays [Pin77] et [DJLS00]. On trouve aussi
des applications dans les problémes de poursuite [HBB65|. Il faut avouer aussi que considérer une
classe plus large de jeux différentiels méne & des problémes qui sont extrémement difficiles & résoudre.

Le choix de traiter principalement des jeux différentiels linéaires-quadratiques a été fait compte
tenu de leur importance et de leur simplicité. En effet, beaucoup de systémes physiques ou écono-
miques ont une dynamique linéaire, ou bien qui peut étre correctement approchée par son modéle
linéarisé tangent. Aussi la classe des critéres quadratiques regroupe les problémes ou l'on cherche &
minimiser 1’énergie des diverses commandes, 1’énergie de I’état, mais aussi les problémes de poursuite
de trajectoire en minimisant l'intégrale d’un terme de la forme [z(t) — z4(t)]7 [£(t) — z4(t)], ot z4(t)
est la trajectoire désirée. De plus, la simplicité (relative) des jeux linéaires quadratiques permet d’ap-
pliquer les résultats théoriques obtenus, en exploitant pleinement les propriétés et les interprétations
pratiques. Ce choix permet aussi d’intégrer assez commodément des modéles de systémes présentant
des incertitudes structurées.

1.5 Conclusion

Ce chapitre présente les notions fondamentales de la théorie des jeux, notions qui sont utilisées
dans ’ensemble de ce manuscrit de thése. Aprés un rapide historique, les principales structures d’in-
formation sont détaillées. Les définitions des principales stratégies sont présentées, en particulier les
stratégies de Nash et de Stackelberg. Le cadre des jeux linéaires-quadratiques est défini. L’essentiel des
concepts de la théorie des jeux qui sont utiles pour la suite étant posé, il devient possible d’examiner
la robustesse des commandes issues de la théorie des jeux.



Chapitre 2

Stratégie de Nash avec structure
d’information en boucle ouverte
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Parmi les différentes structures d’information, la structure d’information en boucle ouverte est la
plus simple. Lors du travail de cette thése, la premiére stratégie étudiée a donc été la stratégie de
Nash en boucle ouverte. La stratégie de Nash est une solution sécurisante quand un décideur ne peut
pas, ou ne souhaite pas collaborer avec ses concurrents. Comme cela a été expliqué précédemment, la
caractéristique principale de la stratégie de Nash est qu’un joueur ne peut pas améliorer unilatérale-
ment son critére en modifiant sa commande tant que les autres joueurs appliquent leurs stratégies de
Nash.

Dans ce chapitre, la mise en équations de la stratégie de Nash en boucle ouverte est présentée, tout
d’abord dans le cas général, puis rapidement dans le cas linéaire-quadratique. Le reste du chapitre
se limite au cadre linéaire-quadratique. La mise en équation meéne alors a des équations couplées de
Riccati. Il est rappelé comment il est possible de résoudre ce type d’équations (différentielles et algé-
briques). Dans le cas d’équations algébriques couplées de Riccati, il est mis en évidence que plusieurs
solutions peuvent étre admissibles. Afin de sélectionner une solution, une étude de la robustesse des
commandes issues de la stratégie de Nash est proposée. Cette étude montrera en quoi cette robustesse
est limitée. Enfin un exemple d’utilisation pour des systémes pratiques de la stratégie de Nash en
boucle ouverte est présenté. Ici le systéme est une suspension magnétique a 4 électroaimants.

2.1 Mise en équations

Considérons un jeu différentiel & N joueurs, ou le joueur "i" (i = 1,2,--- , N) doit déterminer une
commande u;(t) pour minimiser le critére J; donné par

tf
Ji:Kif (mf,tf)+/t L; (z(t)aul(t)a"' ,'U'N(t)at)dt, (2'1)
ot zy = z(ts) et sous la contrainte
) — § @lt),u (), walt), - un(0). 2)

On suppose ici que la structure d’information dans le jeu est du type boucle ouverte. Les conditions
nécessaires du premier ordre que doit satisfaire une stratégie de Nash dans un jeu différentiel ont été

19
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déduites par Case [Cas69]. Starr et Ho [SH69b| ont présenté des résultats identiques en utilisant une
autre approche qui permet d’englober aussi les conditions nécessaires pour la stratégie de Nash avec
une structure d’information en boucle fermée. De facon & pouvoir conserver le caractére synthétique
de ce manuscrit sur ses différentes parties, nous présentons ici I’approche de Starr et Ho.

Le Hamiltonien associé au joueur "i" (1 =1,2,--- , N) s’écrit

Hi(maula"' 7uNa¢ia¢§7t) :¢;Li (SE,’U,l,--- ,UN,t)-F?pin(.T,Ul,"' ,U'N,t)a (23)

ou i(t) € R™ est le vecteur d’état adjoint du probléme d’optimisation du joueur "i", associé a

la contrainte dynamique (2.2) et 97 > 0 un scalaire positif, associé au critére instantané L;. Les
conditions nécessaires d’un équilibre de Nash sont données dans [SH69b|, et proviennent du Principe
du Minimum de Pontryagin [PBGM62]

di; 0H;
— 2.4
dt oz’ (24)
avec comine condition de transversalité
JOKir(xy,t
Yilty) = 1 Ohiylasty) f)- (2.5)

Oz

Le vecteur (W(tf)’w) - (@3%@

est non nul. Le probléme d’optimisation est de type normal et comme il est déterminé & la constante
multiplicative prés 17, il est possible de normaliser le vecteur d’état adjoint ; avec 17 = 1.

5 ) étant non nul car I’état final est libre, le scalaire 17

La commande u;(t) = u}(t,1;(t)) = w (¢, o) minimise

Hi (I,’U,T (t)a o auffl(t)aui(t)’u;a—l(t)’ e ’U*N(t)a"pi(t)at) . (2'6)

Ces conditions nécessaires générales sont appliquées au cas des systémes linéaires-quadratiques
multicritéres. La dynamique est donc de la forme

dz(t)
dt

N
= Az(t) + Y _ Biui(t),  2(to) = o, (2.7)

et les critéres purement quadratiques

N
" (1)Qiz(t) + Y ul (t)Riju(t) | dt. (2.8)

=1

1 5 1 [t
Ji = §$fKif$f+ §/t0

Pour une structure d’information en boucle ouverte, I’application directe des conditions nécessaires
meéne donc a
dipi(t)

e —Qiz(t) — ATypy(t). (2.9)

Pour la condition de minimisation de ’Hamiltonien H; par u;, on recherche «; parmi les solutions de
la condition du premier ordre :

OH;
ou;

Comme R;; est inversible, la seule solution (minimisant donc I’Hamiltonien H;) est

0. (2.10)

u; (t) = ~ Ry BT i(t). (2.11)
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L’état final étant libre, les vecteurs d’état adjoints vérifient la condition de transversalité
Tpi(tf) = Kifxy. (2.12)

En injectant les commandes u} (t) de la forme (2.11) dans les équations (2.9) et (2.7), il est possible
de représenter le probléme de la fagon linéaire suivante

z(t) A =S5 --- —Sy z(t) z(t)
d (t) -Q1 AT V% P1(2) P1(t)
dt : = : . : = Mn,Bo : , (2.13)
P (t) -Qn  Op —AT PN (t) o (t)
avec
Si = BiR;;' B}, (2.14)
et 0, la matrice carrée nulle de taille n. Les conditions aux limites se résument de la facon suivante
z(to) T
P1(ty) Kz
: ! = f ! (2.15)
Y (ty) Kyjzy

Il s’agit donc d’un probléme dit "aux deux bouts" comme les conditions aux limites portent en
méme temps sur les conditions initiales et sur les conditions finales.

Il est & noter que pour le cas N = 1, on retrouve la matrice Hamiltonienne caractéristique des
problémes linéaires-quadratiques monocritéres.

La section suivante indique comment résoudre ce type de probléme grace & des équations couplées
de type Riccati.

2.2 Equations couplées (ou équation) de Riccati

Comme pour le cas monocritére linéaire-quadratique, les équations nécessaires (2.13) étant regrou-
pées sous forme d'un systéme linéaire, et les conditions aux limites étant linéaires en z(t) ou z(ty), il
est clair que la solution (z(t), 1 (t), -+ ,%¥n(t)) continiiment dérivable est linéaire en z(tg) = zo. Il est
toujours possible de poser les matrices carrées X (t), II;(t),--- ,Ix(t) de taille n X n et contintiment
dérivables telles que

z(t) = X(t)zo, i(t) =;(¢)xo, Vi=1,---,N. (2.16)

Dans le cas ot X(t) n’est pas inversible sur [to,%y], il n’existe pas de solution & ce probléme

d’optimisation. Dans ce cas, il est possible de se reporter aux explications du cas monocritére linéaire-
quadratique [Ber83].

Dans le cas ou X (t) est inversible sur l'intervalle [t,%y], il est alors possible de poser

Pi(t) = Ki(t)z(2), (2.17)

en prenant K;(t) = IL;(¢) X ~1(t) e R™" Vi=1,--- ,N.
En utilisant les équations (2.9) et (2.7), on montre aisément que les matrices K;(¢) doivent satisfaire
(i=1,2,---,N)
N
AT ()~ Ki(H)A - Qs+ Ki() 3 S5 (0), (218)
7j=1

dK;(1)
dt
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avec
Ki(t;) = Kif- (2.19)

Il est & noter dés maintenant que le probléme aux deux bouts, par cette linéarité entre I’état z(t)
et les vecteurs d’état adjoints 1;(t) méne & un probléme de résolution & un seul bout. Effectivement
il est possible d’intégrer numériquement & partir de ¢ = ¢y les N équations différentielles (2.18) en
temps rétrograde jusqu’a t = tp, l'instant initial. Dans le cas ou l'intégration de ces équations non-
linéaires explose, il est possible de montrer que la matrice X (¢) est non inversible et qu’il n’existe pas
de solution au probléme d’optimisation. Ces équations différentielles couplées faisant intervenir des
termes quadratiques sont appelées équations différentielles couplées de Riccati.

Il est possible de remarquer qu’avec un tel couplage ces équations sont asymétriques (si une solu-
tion existe, elle n’est pas de fagon générale symétrique).

Les couplages quadratiques présents dans les N équations (2.18) sont trés particuliers et per-
mettent de regrouper ces équations sous la forme d’une seule équation différentielle de Riccati rec-
tangulaire

4 K, —AT 0y, K, K,
wl = S il IR
Ky 0, —AT Ky Ky
Q1 ( K; K,
- 1+ | S Sy 1l |, (2.20)
QN Ky Ky
avec les conditions aux limites
Ki(ty) Kif
: = : (2.21)
Kn(ty) Kny

Cette réécriture met encore mieux en évidence le fait que cette équation est dissymétrique et
rectangulaire comme les termes linéaires & droite et a gauche du vecteur étendu ne sont pas de
méme dimension. On peut noter aussi que les coefficients matriciels de I’équation (2.20) sont des
sous-matrices blocs de la matrice caractéristique My, go, définie par (2.13)

LA T8 e 9N
_Ql i _AT_ On
Mn,Bo = o (2.22)
_QN E On _AT
La stratégie de Nash en boucle ouverte est donc obtenue en appliquant les commandes
uf(t) = =Ry B Ki(t)¢(t, to)zo, (2.23)
ou ¢(t, ) est la matrice de transition du systéme. Elle vérifie
dg(t, to) S
= A28 | ltto), Bt 1) =T, (2.24)
7j=1

ou I, est la matrice identité de taille n. Notons que ¢(t,tg) est introduite pour éviter ’apparition de
’état courant z(t) dans ’expression de la commande (). Ainsi la structure d’information en boucle
ouverte est respectée. D’ailleurs, les conditions nécessaires & satisfaire auraient changé si les joueurs
pouvaient utiliser I’état dans leur commande. Nous le verrons plus avant dans ce mémoire, avec la
structure d’information en boucle fermée.
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2.3 Remarques générales sur 1’équilibre de Nash

Un certain nombre de commentaires sont faits ici sur ’équilibre de de Nash.

2.3.1 Cohérence intertemporelle des stratégies de Nash

Pour obtenir les commandes issues d’une stratégie de Nash, nous avons utilisé un calcul varia-
tionnel. Ici on fait 'hypothése que x(t) est solution unique de la contrainte dynamique (2.2) pour des
commandes fixées u;(t). Si 'on considére une commande issue d’une stratégie de Nash s’appliquant
a un jeu d’instant initial ¢y et de valeur initiale z(¢g) = o, la question est de savoir si la restriction
de cette commande sur lintervalle [ti,tf], avec 'instant ¢; vérifiant ¢; > o, est optimale pour le
méme probléme d’optimisation mais sur 'horizon [ti,ty]. Les solutions étant obtenues par une in-
tégration rétrograde des équations (2.18), la commande restreinte est bien optimale sur [t1,¢f]. On
dit alors que la commande est cohérente intertemporellement ou en anglais "time consistent", voir
[DJLS00] pour plus de détails. De maniére plus générale, toutes les stratégies de Nash sont cohérentes
intertemporellement.

2.3.2 Différence entre équilibre et solution des équations de Riccati

La recherche d’un équilibre de Nash pour un jeu linéaire-quadratique passe par la résolution
de conditions nécessaires (2.13). Les conditions nécessaires linéaires sont reformulées en équations
couplées différentielles de Riccati. Néanmoins une solution de ces équations ne méne pas toujours a
un équilibre de Nash, en particulier quand on passe & un horizon infini (¢; — 400). Eisle dans [Eis82]
reprend le formalisme de Lukes et Russel [LR71| et indique en terme d’opérateur des conditions
d’existence et des conditions d’unicité des solutions de (2.13).

2.3.3 Conditions d’existence et d’unicité d’un équilibre de Nash

En revanche, il est possible sous une condition de convexité des critéres d’obtenir un résultat sur
I'existence d’un équilibre. Le théoréme 2.1 reprend le théoréme [Kre03, Theorem 2.13|

Théoréme 2.1. Soit un jeu différentiel Uy & N joueurs, vérifiant les conditions de converité

R’i’i > O’ria
QZZOTL, 3 V‘lzl, aN (225)
Kif > 0p

Supposons aussi que les équations (2.18) avec les conditions auz limites (2.19) admettent une solution
sur [to,tf], alors le jeu 'y admet un unique équilibre de Nash donné par

uf(t) = —R;' BT K;(t)z*(t), (2.26)
ot z*(t) est solution de l’équation
N
B(t) = [ A=) SiK;(t) | =(t), (2.27)
j=1

et ce pour toute condition initiale x(ty).

Eisele présente dans [Eis82| une approche par la fonction valeur pour déterminer un équilibre de
Nash, qui utilise aussi les conditions de convexité.

La condition de convexité (2.25) n’est pourtant pas une condition nécessaire de ’existence et
de I'unicité d’un équilibre de Nash. En particulier pour les jeux & deux joueurs & somme nulle, la
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condition de convexité (2.25) ne peut pas étre vérifiee pour les deux critéres comme J; = —Js et il
peut exister un équilibre de Nash. Kremer dans [Kre03| propose des conditions moins fortes que la
convexité stricte.

Théoréme 2.2. Soit un jeu différentiel I'n a N joueurs, vérifiant
R; >0, i=1,---,N. (2.28)
Supposons que les équations différentielles de Riccati standards
E; = -ATE; — E;A — Qi + EiSiE;, avec Ei(t;) = K; (2.29)

admettent une solution sur Uhorizon [to,ts] pouri =1,--- ,N et supposons que les équations différen-
tielles de Riccati couplées (2.18) admettent une solution sur [to,tf], alors le jeu Ty admet un unique
équilibre de Nash donné par

uj(t) = —R;'BY K;(t)z*(t), (2.30)

7

ot £*(t) est solution de l’équation
N
.’B(t) =|A- Z SjKj(t) .’L‘(t), .’I?(to) = Zg- (2.31)
7j=1

La démonstration de ce théoréme 2.2 s’inspire de [Kre03, theorem 1.29] et est détaillée dans
[Feu94].

Lukes et Russel dans [LR71| proposent une condition d’existence et d’unicité des équilibres de
Nash sous la forme de l'inversibilité d’une matrice d’opérateurs. Cette condition est néanmoins trés
délicate a utiliser en pratique.

2.4 Reésolution des équations différentielles de Riccati couplées rec-
tangulaires

Les conditions nécessaires pour un équilibre de Nash en boucle ouverte peuvent s’exprimer sous

la forme d’une équation de type Riccati rectangulaire. Cette section présente divers résultats pour

résoudre les équations de type Riccati couplées rectangulaires. Il est possible de retrouver ces résultats
dans [AKF1J03].

On appelle une équation de Riccati généralisée, une équation différentielle de la forme
W = Moy (t) + Maa(t)W — W M1 (t) — W Mi2(t)W, (2.32)

ou les matrices M1 (t) € R*"™™, Mia(t) € R*™™ Mo (t) € R™*™ et Moo(t) € R™*™ sont continues
par morceaux. A cette équation différentielle de Riccati rectangulaire, on associe la matrice

M) = | el A | e remem, (2.33)

2.4.1 Linéarisation d’une équation de Riccati rectangulaire

Une équation de Riccati rectangulaire est une équation différentielle non linéaire que 1’on peut
linéariser, sous certaines conditions, par un changement de variables non linéaire, soit Y () € R(ntm)xn
vérifiant

Y(t) = MO)Y (). (2.34)

Pour cela on utilise le lemme de Radon, dont nous donnons deux versions.
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Lemme 2.3 (de Radon, version 1).

1. Soit I, la matrice identité de dimension n et W(t) € R™*™ une solution de (2.32) sur un
intervalle A C R, avec W (ty) = Wy. Si Q(t) € R™*™ est la solution unique pour tout t € A du
probléeme différentiel suivant

Q(t) = (Mi1(t) + M ()W (1)) Q(2),
{ Qlto) = In, (2.35)

et P(t) = W(t)Q(t) € R™* " alors Y(t) = ( ?’Eg ) définit pour tout t € A une solution de
I,

(2.32) avec Y (ty) = ( w )

2. SiY(t) = ( ggg ) est une solution de (2.34) sur un intervalle A C R tel que det Q(t) # 0

pour tout t € A alors
W. A— Cmxn

t P(H)Q () = W) (2.36)

est solution de (2.34) avec W (to) = P(to)Q ™' (to).

En théorie des jeux ou en théorie du controle, le calcul variationnel méne souvent & un probléme
différentiel dont les conditions aux limites portent sur les conditions initiales et sur les conditions

finales sous la forme
i (5 ) =m0 (5)= [0 vl (), o

z(ty) = zo € R”,
{ p(t(;) = I{Of.’L‘(tf) e R, (2.38)

avec

La deuxiéme version du lemme de Radon donne une condition pour passer d’'un probléme aux
deux bouts de la forme (2.32) & un probléme & un seul bout.

Lemme 2.4 (de Radon, version 2). Sile probléme a un bout

{ W = Mo (t) + M22(t)W — WMn(t) — WM12(t)W, (2‘39)
W(tO) = Omxna
admet une solution W sur l'intervalle [to,ts] et si

det (KW (ty) — In) #0, (2.40)

alors le probléme aux deuz bouts (2.87) et (2.38) admet une unique solution.

On peut noter qu’Engwerda dans [Eng98b] ne fait que proposer une autre écriture de la condition
(2.40).

Dans le cas d’horizon fini pour les critéres, une solution analytique d’une équation différentielle
de Riccati rectangulaire est possible. Nous ne la détaillons pas ici étant donné que nous ne 'utilise-
rons pas. Son expression, sa démonstration ainsi que des propriétés sont présentées dans [AKFIJ03,
Chapitre 6].



26 CHAPITRE 2. STRATEGIE DE NASH AVEC STRUCTURE D’INFORMATION EN BOUCLE OUVERTE

2.4.2 Cas de critéres a horizon infini

Dans certaines applications, l'instant terminal ¢; de I'horizon des critéres peut étre trés grand
par rapport a l'instant initial ¢y ou bien par rapport aux temps caractéristiques de la dynamique
du systéme, ou mal connu. Travailler sur un horizon infini (t; — +o00, & to fixé) constitue alors la
meilleure approximation pour ce probléme. La présence du terme cofit final n’a plus de sens, car il
n’y a plus d’instant final. Pour ce qui concerne les critéres quadratiques, une autre raison permet de
supprimer ce terme de coflit final : si le systéme est stabilisé par ’application des commandes,

tf1—1>I—I|—loo$(tf) =0, (2.41)

ce qui annule ces termes de cott final. Les critéres deviennent donc

Ji = +OOLZ' (.’I?(t), u1 (t), U,Q(t), ree ,UN(t), t) dt, (2.42)

ou bien plus particuliérement pour les critéres quadratiques

| i =
J= 1 /t (1) Qua(t) + 3 ul (8) Ryjus(t) | dt. (2.43)

2
0 7j=1

11 est alors intéressant de regarder comment les résultats obtenus précédemment sont modifiés en
tenant compte de 1’horizon infini des critéres. La formalisation du probléme reste toujours valable,
en revanche quelle que soit la stratégie utilisée, on peut chercher des solutions aux équations diffé-
rentielles de Riccati rectangulaires (2.32) qui soient constantes. Dans ce cas particulier ces équations
différentielles de Riccati rectangulaires deviennent des équations algébriques (les termes dérivés sont
remplacés par des matrices nulles de taille adaptée).

Ce passage & la limite est trés délicat. Effectivement méme s’il est possible d’associer un équilibre
de Nash & un ensemble d’équations couplées différentielles de Riccati, aucun théoréme pour I'instant
ne permet de savoir s’il est possible d’associer un équilibre & des équations couplées algébriques de
Riccati. Dans la suite, nous nous limitons aux jeux différentiels & deux joueurs. Les équations couplées
algébriques de Riccati sont alors

N
O =—ATK; - KiA- Qi+ K; Y S;K;, Vi=1,2. (2.44)
j=1

La fin de ce paragraphe reprend un résultat présenté dans [Eng05b]. Il nécessite la définition d’une
solution fortement stabilisante.

Définition 2.5 (solution fortement stabilisante). Soit (K1, K2) une solution des équations de
Riccati couplées algébriques (2.44) pour N = 2. Cette solution est appelée

— stabilisante, si A\(A — S1K; — S2K»s) C C<,

— fortement stabilisante, si elle est stabilisante et si

K8, — AT K15y >
A < Ky, KySy — AT ) cC (2.45)

Nous verrons plus en détail dans un paragraphe suivant (paragraphe 2.5.2.1) d’oi provient cette
matrice. Les deux théorémes suivants sont proposés dans [Eng05b|.

Théoréme 2.6. Si les équations (2.44) pour N = 2, admettent une solution fortement stabilisante,
alors cette solution est unique.
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Théoréme 2.7. Un jeu différentiel linéaire-quadratique & 2 joueurs a un unique équilibre de Nash en
boucle ouverte pour toute condition initiale xy si et seulement si

— les équations (2.44) admettent une solution fortement stabilisante,

— les équations de Riccati standards

0, = ATEZ' + E,A—ES;E;+@Q;, i=1,2, (2.46)

admettent une solution E; stabilisante.
De plus, unique équilibre est donné par les commandes :

ot &(t,tg) est la matrice de transition vérifiant
£t to) = (A = S1K1 — SaKo)E(t,10),  £(to, o) = In (2.48)

Les conditions de ce dernier théoréme sont extrémement contraignantes (la condition "fortement
stabilisante" est assez rarement vérifiée). L’objectif ici est d’étudier, méme dans le cas général (sans
condition "fortement stabilisante"), quelles propriétés conservent ces équations couplées algébriques
de Riccati. Dans ce sens, la section suivante propose de résoudre les équations algébriques de Riccati
rectangulaires en détail, afin de résoudre les équations algébriques couplées de type Riccati issues des
stratégies de Nash ou de Stackelberg avec une structure d’information en boucle ouverte.

2.5 Résolution des équations algébriques de Riccati rectangulaires

On s’intéresse ici & la résolution des équations algébriques de Riccati rectangulaires correspondant
a (2.32)
Omxn = Mag + Mo W — WM — WMo W, (2.49)
ou les matrices M1 € R"*"™ Mig € R**™ My € R™X" of Mgy € R™*™ gont constantes. A cette
équation algébrique de Riccati rectangulaire est associée la matrice

M Mu]
Mo Mgy |7

On propose plusieurs approches possibles pour représenter les différentes solutions de (2.49) :
d’abord par la limite t; — +o00 de la solution de (2.32) et ensuite par les espaces invariants de la
matrice M (2.50).

M = [ (2.50)

2.5.1 Passage a la limite de la représentation des solutions de I’équation diffé-
rentielle

Si 'on reprend le contexte de la théorie des jeux, les équations algébriques de Riccati rectangu-
laires sont obtenues par le passage a la limite de ’horizon des critéres. Une méthode pour obtenir
les solutions algébriques & ces équations est donc de déterminer d’abord les solutions différentielles et
d’en prendre la limite pour £y — +oc.

Malheureusement les solutions ainsi obtenues dépendront des conditions aux limites de facon sen-
sible. Nous verrons en particulier dans la suite que sous certaines conditions il sera trés difficile par
ce passage a la limite de décrire I’ensemble des solutions algébriques de fagon numérique. Nous privi-
légierons par la suite la méthode algébrique utilisant les espaces invariants de M sans passer par une
approche différentielle.

Autre difficulté, les équations couplées différentielles de Riccati sont non-linéaires a cause de leurs
termes quadratiques. Ces équations sont connues comme pouvant exploser. Méme s’il est possible
de définir une solution aprés un temps fini d’explosion [AKFIJ03], il est extrémement difficile alors
numériquement de I’obtenir.
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2.5.2 Meéthode de résolution par les espaces invariants de M

Dans cette section, pour simplifier la lecture, nous allons travailler sur la résolution des équations
algébriques de Riccati couplées dues & la stratégie de Nash en boucle ouverte en se limitant aux jeux
différentiels & deux joueurs (N = 2).

[ -AT o0, K, K, Q1 K, K,
O2nxn = |: 0, _AT :| ( K, - K, A—- 0, + K, [ S S ] K, ) (2.51)
La méthode reste tout & fait valable pour la résolution des équations algébriques de Riccati couplées
(que nous définirons dans le prochain chapitre) dues a la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte

—AT 0, Op K, K, Q1 K, K,

O3nxn = | 0n —AT Qi K, |-| Ko |A—| Q2 |+| K2 |[S1 S2 0 ]| K2 |,
-8 S A P P On P P

(2.52)

ol So1 = BlRl_llRle_lle.
Pour plus de détails, on pourra se référer a [AKFIJ03, chapitre 6].

2.5.2.1 Propriétés des valeurs propres de la matrice du systéme asservi

En appliquant les commandes (2.23) au systéme, on obtient la contrainte dynamique (2.24). Les
valeurs propres de la matrice (A — S1 K7 — S92 K>) ne sont pas arbitraires quand K et K, sont solutions
des équations algébriques de Riccati associées & My po. Effectivement en utilisant un changement
de base, on obtient

I, 0, O, I, 0, 0, A— 5K — SK, -5 -89
-Ki I, 0 |Mnpo | Ki I, 0, | = 0n K5 — AT K15,
-K, 0, I, K, 0, I, 0n, K25, K18y — AT

(2.53)
Les deux matrices nulles dans la premiére colonne proviennent du fait que K7 et Ky sont solutions
des équations algébriques couplées de type Riccati issues de la stratégie de Nash en boucle ouverte.

Les valeurs propres de (A — S1K; — S2K>) appartiennent donc a ’ensemble des valeurs propres
de M N,BO-

Remarque 2.8. La matrice triangulaire par blocs (2.53) fait apparaitre la matrice intervenant dans la
définition d’une solution fortement stabilisante. Il est alors possible de voir que les équations couplées
algébriques de Riccati associées a My o admettent une solution fortement stabilisante, si My Bo
admet ezactement n valeurs propres dans C< et 2n dans CZ. A notre connaissance, la structure
de My go n’est pas suffisamment forte pour obtenir des conditions a priori pour garantir une telle
distribution des valeurs propres.

2.5.2.2 Correspondance entre les solutions des équations algébriques de Riccati cou-
plées et certains espaces invariants de My go

Théoréme 2.9 (page 306 de [AKFIJ03] ).

1. Soit K = ( gl ) une solution des équations de Riccati couplées issues de la stratégie de Nash
2
In
en boucle ouverte. S (K1,Ks9) = Im | K; est alors un sous-espace invariant de My po et

K>
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(A= S51K1 — S2K>) est la matrice de restriction de My po a S (K1, Ka) par rapport a la base
I,

définie par les colonnes de | K,
K>

2. Soit S (K1, K3) un sous-espace invariant de My po alors ( ) est solution des équations

1
K,
algébriques de Riccati issues de la stratégie de Nash en boucle ouverte.
Il y a donc correspondance entre I’ensemble des solutions des équations de Riccati issues de la
stratégie de Nash en boucle ouverte et I’ensemble des sous-espaces invariants de My o de la forme
S (K1, K3).

L’équation (2.49) issue de la stratégie de Nash en boucle ouverte posséde un nombre fini de

solutions ng < n ), ou bien si My o admet des valeurs propres multiples, une infinité indé-

nombrable.
X
Si My Bo a un espace invariant de dimension n de la forme S = | Y; | avec det X = 0, alors §
Yo

ne correspond pas & une solution finie de (2.49), mais & une équation particuliére appelée équation de
Riccati étendue [AKFIJ03, chapitre 3]. On dit alors que S correspond a une solution infinie de (2.49).

X
A partir de tous les espaces invariants S = | Y} = (Vyy,- " ,Vp,) OU det X # 0, on peut
Yo
construire une solution finie & (2.49) de la forme

( 2 ) = ( 2 )Xl. (2.54)

Cette solution (2.54) est dite la solution de (2.49) associée aux valeurs propres de My go
Avis o, Ayy liées aux vecteurs propres iv,,--- ,Vy,. La difficulté n’est pas de trouver les espaces
invariants de My, Bo, mais de savoir si X est inversible. Le théoréme suivant donne des conditions
nécessaires pour l'inversibilité des la matrice X.

Théoréme 2.10 (Inversibilité de X). Une condition nécessaire pour linversibilité de la matrice X
est que chaque valeur propre Ay, -+, Ayy S0it un mode commandable des paires (A, By) et (A, Bs).

Malheureusement, contrairement au cas monocritére, ou il est possible de donner des conditions a
priori sur le choix des valeurs propres pour assurer que la matrice X soit inversible [Kué¢72], a notre
connaissance aucune condition suffisante n’existe pour les jeux & au moins 2 joueurs.

On peut trouver une démonstration et plus de détails dans [AKFIJ03, AKFJ93] ou [AKJ04].

2.5.2.3 Choix des valeurs propres

Pour déterminer les solutions de (2.49), il faut déterminer les vecteurs propres de My, po associées
& toutes ses valeurs propres et en choisir n tels que X soit inversible. Il faut donc choisir n valeurs
propres parmi les 3n de My po. Il peut donc exister plusieurs solutions finies possibles au nombre de

3n . R , - .
ng < n ) Ces solutions peuvent étre réelles ou complexes, stabilisantes ou non pour le systéme

(2.24).
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L’objectif de la détermination de commande étant de stabiliser le systéme (2.24) et de conserver
une commande réelle, nous fixons des régles supplémentaires pour le choix des n valeurs propres de

Mn.Bo-

1. Si l’on choisit une valeur propre complexe non réelle, il faut choisir aussi son complexe conjugué,
afin d’obtenir une solution de (2.24) qui soit réelle.

2. Si l’on souhaite obtenir une commande stabilisante pour (2.24), il est nécessaire de choisir des
valeurs propres a partie réelle négative.

Si 'on désigne par r le nombre de valeurs propres de My go a partie réelle négative, le nombre de
solutions réelles et stabilisantes est inférieur ou égal a ( :L ) . Ce nombre r est fixé par les matrices qui

composent la matrice My po. Néanmoins la matrice caractéristique My o n’étant ni Hamiltonienne
ni symplectique, il ne semble pas possible de déterminer une loi générale pour la valeur de r pour la
stratégie de Nash en boucle ouverte. La valeur r dépendra du cas numérique étudié. Une étude plus
approfondie pour la valeur de r est effectuée dans la partie 2.6.1. Malgré ces contraintes, il peut étre
possible d’obtenir plusieurs solutions stabilisantes et réelles & I’équation (2.24). Ceci laisse donc un
degré de liberté supplémentaire au concepteur de la commande. Un critére de choix entre les diverses
solutions stabilisantes réelles peut étre I’étude de la robustesse du systéme (2.24). Cette question est
étudiée dans la partie 2.6.2.

2.5.2.4 Une éventuelle solution particuliére

Parmi toutes les solutions possibles (réelles, complexes, stabilisantes, non-stabilisantes, etc) il
peut, sous une certaine condition exister une solution particuliére & (2.49). A une permutation prés,
les valeurs propres de My, po sont notées A, --- , A3, telles que

Re(>\1) S Re()\g) S et S Re(>\3n). (2.55)

Définition 2.11. La matrice My o est dite dichotomiquement séparable si

Re(An) < Re(Ap+1)- (2.56)
X* v*

Si dans ce cas, (v1, - ,v) = | Yy | et que det X* # 0, alors la solution W* = ( Yl* ) (x*) !
Yy )

est appelée solution dichotomique de (2.49).

Notons que si la solution dichotomiquement séparable existe, c’est la seule que ’on peut définir
comme correspondant aux n valeurs propres les plus & gauche dans le plan complexe des valeurs
propres de My go.

Ici nous écartons le probléme d’explosion dans 'intégration des équations couplées différentielles
de Riccati. Ces temps finis d’explosions sont en nombre fini [AKFIJ03, p. 310]. Il est possible de définir
une solution sur ’horizon temporel sauf en ces temps d’explosion. Numériquement il sera cependant
difficile d’obtenir ces solutions.

Dans la stratégie de Nash en boucle ouverte, sur un horizon fini, on intégre les équations (2.32) a
partir de 'instant ¢ avec les conditions finales associées, en remontant le temps jusqu’a I'instant #g.
En reprenant le raisonnement de la commande monocritére de [AM89, section 3.1], on peut montrer
que la limite pour ¢y — +oc obtenue est indépendante de ’origine des temps %o, parce que le systéme
et les commandes obtenues pour un horizon infini sont stationnaires. La méme limite peut donc étre
obtenue & t; fixé pour {9 — —oo. La limite cherchée peut étre obtenue en utilisant le temps inverse
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T =ty — t, et de déterminer la limite pour 7 — +o00. Contrairement au cas monocritére, la limite
obtenue dépendra des conditions "initiales", fonctions de Ky et Kyy. Ces deux matrices ne sont plus
définies pour le probléme & horizon infini.

Remarque 2.12. D’aprés [AKF1J03/], si My po est dichotomiquement séparable, le bassin d’attrac-

tion de la solution dichotomique W* (définition 2.11) de ’équation (2.49) est ouvert et dense dans
(Cann.

Cette remarque montre qu’il sera trés difficile d’obtenir par intégration d’autres solutions que la
solution dichotomiquement séparable W*, pour les matrices My po dichotomiquement séparables.

2.6 Limites de la boucle ouverte pour I’étude de la robustesse

Dans les sections précédentes, il a été montré que la stratégie de Nash en boucle ouverte meéne
& des équations couplées de type Riccati, dont on connait une méthode de résolution, & la condition
numérique que la matrice X soit inversible. Néanmoins ces stratégies en boucle ouverte sont assez
limitées en terme de robustesse. Cette section s’attache a discuter de ces limites.

2.6.1 Des solutions pas toujours stabilisantes

Dans la section précédente, il a été mis en évidence le fait que ’équation de Riccati rectangulaire
(2.49) issue de la stratégie de Nash en boucle ouverte peut admettre plusieurs solutions, dont certaines
réelles et stabilisantes.

Un premier travail de la thése a été de déterminer s’il n’était pas possible de trouver des conditions
suffisantes sur les matrices du probléme (A4, B;, Q; et R;j, (4,7 = 1,2)) qui garantissent l'existence
d’au moins une solution stabilisante et réelle.

Le cas particulier d’une quasi-coopération entre N joueurs, en dimension n a été étudié dans
[AK86, AKBS86]|. La quasi-coopération correspond & des systémes ou les matrices de pondération Q;
sont multiples les unes des autres par un scalaire. Il existe alors pour chaque joueur ¢ un scalaire
«; € R vérifiant

a1Q1 = aaQa =+ = anyQn- (2.57)

Dans le cas d'un systéme a 2 joueurs, il est possible de simplifier la quasi-coopération en (pour
inclure le cas @ = 0) :

a1 = Q9 ou bien Q1 = aQs. (2.58)

Pour un systéme quasi-coopératif, il existe au moins une solution réelle et stabilisante. Une réso-
lution analytique existe alors dans ce cas.

Le cas particulier
a151 = 0(252, (2.59)

avec (a1, ap) € R, méne & un résultat similaire.

Il est & noter que les jeux & objectif identique et les jeux & somme nulle sont des cas particulier des
jeux quasi-coopératifs. Les résultats des jeux quasi-coopératifs s’appliquent donc & ces classes particu-
liéres. Les jeux scalaires (n = 1) sont aussi des jeux quasi-coopératifs. Les résultats de [AK86, AKB86|
englobent donc le cas scalaire étudié dans [Eng98b, Eng98a.

A notre connaissance, aucun résultat n’existe dans le cas général de dimension n > 1, excluant les
jeux quasi-coopératifs. Nous proposons des contre-exemples en dimension n = 2, 3,4 possédant des
propriétés fortes, mais ne menant pas a l’existence d’une solution admissible.
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|

o |

3.5775
—0.3547

—0.3997
—0.4706

—0.3547
0.7385

—0.0323
—0.4124

:|a Bl

| o]

[ —0.6097
— | -1.7334
1.0661 1.6755
1.6755 4.1314

| o]

Les valeurs propres de la matrice caractéristique My po sont alors

—2.3422;
2.3558;
0.1643
0.1643
0.0393;
0.4306.

+0.3802i;
—0.3802i;

|\

:|, Ri1 =Ry =1>0.

Il n’existe donc pas de solution réelle et stabilisante pour ce systéme. Pourtant des conditions
classiques fortes en automatique sont réalisées sur ce systéme. Effectivement les paires (A4, Bp) et
(A, By) sont commandables, les paires (Q1,A) et (Q2,A) sont observables. Les matrices Q1 et Q2
sont définies positives.

On donne aussi un contre-exemple de dimension n = 3 et un de dimension n = 4.

0.5671
0.0176
0.8067

A=

1.4947 1.4408
Q1 = | 1.4408 1.4576
0.7010 0.7549

0.6801
0.3378
0.2563

0.7010
0.7549
0.4246

|

0.0456
0.5623 |,
0.1548

.

0.5744
0.6910 |,
0.3457

B =

1.4652
0.7210
1.5044

0.7210
0.7156
0.8900

By =

1.5044
0.8900 |,
2.2905

Les valeurs propres de la matrice caractéristique My po sont alors

0.1184
0.0077
0.9492
0.0087

2.8267
0.9268
2.4642
0.6269

Q1=

0.8623
0.3947
0.4904
0.5697

0.9268
0.5294
0.8324
0.0770

0.1883
0.1157
0.1087
0.5682

2.4642
0.8324
2.3028
0.4838

—3,5274;
—1,3854;
0, 0950
0, 0950
0, 0064
0, 0064
0,0434
0,0434
3, 5633.

0.9285
0.7610
0.9721
0.5046

0.6269
0.0770
0.4838 |’
0.3019

+0, 43184;
—0,4318i;
+0, 44123;
—0,4412i;
+0, 48754;
—0, 48754;

0.8488
0.3991
0.8057
0.8394

2.1328
0.7981
1.6010
2.3652

Q2

0.7981
1.3794
1.5203
1.2217

1.6010
1.5203
2.0018
2.0486

0.9160
0.7953 |,
0.9344

Ri1 =Ry =1>0.

0.1507
0.9923
0.6821 |’
0.4623

2.3652
1.2217
2.0486
2.7530
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Les valeurs propres de la matrice caractéristique My po sont alors

4.5258;

—4.4974;

—1.6368;

—1.4224;
0.6774 +0.16173;
0.6774 —0.16173;
0.0766 +0.60021;
0.0766 —0.60021;
0.0071 +40.34977;
0.0071 —0.3497:;
0.1912 +40.28273;
0.1912 —0.28273.

Il serait possible de penser que les contre-exemples indiqués ici sont des cas particuliers, étant
donné que les matrices By et By sont des matrices composées d’une seule colonne et que les matrices
S1 et Sy sont donc de rang 1. Pour éliminer ce doute, le contre-exemple suivant, en plus des conditions
fortes précédentes (paires (A, B1) et (A, By) commandables, paires (Q1, A) et (Q2, A) observables et
matrices @1 et Qo définies positives), a des matrices By et By carrées de taille n et inversibles. On
vérifie bien que les matrices S; et Sy sont définies positives.

| —1.0586  0.2546 B — —-0.2491 -0.8201 B, — 2.3649 1.4024
| 04889 —1.1950 |’ "7 1 0.6806 1.0524 |’ 27| —1.0659 —0.3651 |’

01 = 5.5038 0.9885 0 = 4.4395 —5.4761
L= 1 0.9885 0.5659 | 27 | —5.4761 10.3393 |’

01

Les valeurs propres de la matrice caractéristique My po sont alors

R11:R22=[1 0:|>0.

—9.3448;
9.3695;
0.4858 +1.1142i;
0.4858 —1.1142i;
0.8282;
0.4291.

Pourtant il n’existe pas de solution stabilisante pour ce systéme. Malgré une résolution relative-
ment aisée, les équations couplées de type Riccati issues de la stratégie de Nash en boucle ouverte
n’admettent donc pas toujours de solution stabilisante.

Remarque 2.13. Etant en structure d’information en boucle ouverte, seules les matrices S1 et So
interviennent. Il n’est donc pas réducteur de considérer Ri1 = Rgog = Iy > 0. Il est effectivement
possible de prendre la racine carrée d’une matrice Ry;; > 0 et de Uinjecter dans les valeurs des matrices
B;.

I1 faut cependant atténuer cette conclusion négative. Ces contre-exemples ont été difficiles & trou-
ver. Ils ont été trouvés grice & un programme de test systématique sur des matrices engendrées
aléatoirement. Ce programme a effectué un nombre important de boucles avant d’obtenir ces contre-
exemples. Parmi les contre-exemples trouvés, aucun indice de forme générale n’a été trouvé. La grande
majorité des systémes admettent une (voire un trés grand nombre) de solution(s) stabilisante(s).
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2.6.2 Choix des solutions guidé par la robustesse

Dans 'une des parties précédentes, il a été mis en évidence que plusieurs solutions stabilisantes de
I’équation algébrique (2.51), issue de la stratégie de Nash en boucle ouverte peuvent exister. Dans le
cas ou la matrice caractéristique My po est dichotomiquement séparable, la solution dichotomique
est une solution particuliére. Comme il a été vu, pendant longtemps les solutions constantes étaient
obtenues par intégration. Hors la solution dichotomique (placement de péle menant a la dynamique
stable la plus rapide) ayant un bassin d’attraction dense dans C?"*", c’est quasiment la seule solution
que 'on puisse obtenir par cette méthode. A tort, la solution dichotomique est souvent considérée
comme "LA" solution d’une équation de Riccati rectangulaire. De ce fait, généralement cette solution
dichotomique est utilisée pour obtenir les commandes du systéme étudié. Méme si les solutions des
équations couplées algébriques de Riccati ne sont pas nécessairement associées a un équilibre de Nash,
la question de savoir si elles conservent certaines propriétés en terme de robustesse se pose. En parti-
culier une question fondamentale s’est posée en début de thése : est-ce que choisir systématiquement
la solution dichotomique est le meilleur choix en terme de robustesse ?

La suite de ce paragraphe s’attache & examiner si la solution dichotomique est le meilleur choix
en terme de robustesse. Cette question a été abordée comme le premier rapprochement entre théorie
des jeux et robustesse dans le cadre de la thése.

De facon a départager les différentes solutions admissibles (commandes réelles et stabilisantes), il
est possible de calculer les valeurs des critéres Ji et Jo pour chacun des choix des valeurs propres.
Cependant il n’est pas toujours possible de classer les solutions en comparant les valeurs des critéres
pour chaque équilibre. Effectivement il n’est pas possible de fagon générale de déterminer une relation
d’ordre pour les différents couples de valeurs (J1, J2), sans rompre la symétrie des roles hiérarchiques.
En privilégiant la valeur du critére J; par rapport a la valeur du critére Js, il est possible d’obtenir
une relation d’ordre pour classer les couples (Ji, J2)

Jp > J{,
(Jl, JQ) Z (J{, Jé) si ou (2.60)
Ji = {,et Jo > Jé.

Néanmoins cette relation d’ordre ne conserve pas l'interchangeabilité des joueurs 1 et 2. Elle ne
convient pas pour la stratégie de Nash, si l’on souhaite conserver son esprit.

En outre les valeurs scalaires des critéres ne rendent pas compte du comportement dynamique du
systéme bouclé. Nous proposons de départager les différentes solutions en analysant la robustesse de
chacune. L’argument de sélection est la marge de module M,,, c’est-a-dire que ’on cherche la solution
ayant la plus faible norme H, [DF99, DS81] de la fonction de sensibilité S du schéma de simulation
permettant de déterminer la commande représenté sur la figure 2.1.

+ + 13
[B,, B,] /
_ + :
A
R;'BTK;
Ry BTK,

FIGURE 2.1 — Schéma de simulation permettant la définition de la fonction de sensibilité
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Il est & noter que sur la figure 2.1, ce n’est pas l'asservissement du systéme réel, d’état z(t) qui
est représenté, mais bien un schéma de simulation portant sur 1’état prédéterminé £(t), qui permet
de déterminer numériquement les commandes u;(t) en boucle ouverte. Ce schéma de simulation ne
fait que représenter I’équation différentielle

£(t) = (A = S1 K1 — S2K)E(t),  &(to) = wo- (2.61)

1 1
ISl sup{7(S(s)) [Re(s) > 0}
ou o(-) désigne la plus grande valeur singuliére d’une matrice. Comme il n’existe pas de relation

directe entre les valeurs propres de la matrice caractéristique My po et les valeurs singuliéres de la
fonction de sensibilité 7 (S (s)), la comparaison est faite numériquement.

M,

(2.62)

Le contre-exemple suivant pour n = 4 a été présenté dans [JAK04b]

0 0 0 0 2 1
0 -3 10 12 1 4
A=19 o 3 5 [PB=| 1 [iB=] 5|5

2 2

1 0 0 -3

et
Ci=[1112];C=[1 -11 2];

Q1= Cf % C1; Q2 = CF xCy;
Ri1 =2; Ry1 = R12 = 0; Ry = 1.

Les valeurs propres de la matrice My po sont alors

A2 = +12,4904;
A1 = +4,8446  +4,8728i;
Ao = +4,8446  —4,8728i;
Xo = +4,5469  +2,1794i;
As = +4,5469  —2,1794i;
A7 = +4,4416;

Xe = +2,6350;

Xs = —5,2176;

A = —6,0062  +4,6247i;
A3 = —6,0062 —4,62473;
X2 = —10,1190;

A = —12,0011.

On peut tout d’abord remarquer que My, go pour cet exemple est bien dichotomiquement sépa-
rable, car Ay < 5. D’aprés les regles de sélection des valeurs propres de My, go, sil’on sélectionne une
valeur propre complexe, il faut sélectionner aussi son complexe conjugué. Comme il faut choisir n = 4
valeurs propres parmi les r = 5 valeurs propres a partie réelle négative (A; & As), il est obligatoire
de prendre le couple de valeurs propres complexes (A3 et A4). Il reste alors a prendre deux valeurs
propres parmi {A1, A2, A5}. Il y a donc 3 solutions admissibles aux équations de Riccati algébriques
dans ce cas-la, qui permettent d’avoir (A — S1K; — S2K>) stable et réelle. Pour ces trois solutions
possibles, nous donnons la distribution des valeurs propres et nous calculons la norme ||S|| . Dans la
suite nous nommerons les trois solutions de la fagon suivante

cas a) 1 {A1, A2, A3, A1}

cas b) : {A1, A3, A4, A5}
cas ¢) : {A2, A3, A4, A5}
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Il est & noter que le cas a) est la solution dichotomique du systéme. Les distributions correspondant
aux cas a), b) et c) sont respectivement représentées sur les figures 2.2, 2.3 et 2.4.

5 T 4
®
af 1
3F |
2t X s
ir |
% oF ® ® x XX X f
al 1
b < 1
3l 1
b 1
®
5 s s s % ;

!
1
o
!
N
o
!
o
o
o

10 15

FIGURE 2.2 — Distribution des valeurs propres pour le cas a). (x : valeurs propres de My po et o :
valeurs propres sélectionnées)
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FIGURE 2.3 — Distribution des valeurs propres pour le cas b). (x : valeurs propres de My po et o :
valeurs propres sélectionnées)
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Im(A)

o

7
X
®
®
X
X
X

i

-15 -10 -5 0

FIGURE 2.4 — Distribution des valeurs propres pour le cas c). (x : valeurs propres de My, go et o :
valeurs propres sélectionnées)

Numériquement on obtient alors

[Salloe = 32;
||Sb||oo = 190597
[Sellos = 3.8

L’analyse de cet exemple nous montre que ||S;||, est la plus faible des normes, donc qui maximise
la marge de module.

La solution dichotomique n’est donc pas, au sens de la marge de module, la solution stabilisante et
réelle la plus robuste issue de la stratégie de Nash avec une structure d’information en boucle ouverte.

Méme si ce contre-exemple permet de répondre & la question du choix systématique de la solu-
tion dichotomique, il ne permet pas de dégager une intuition sur la méthodologie & employer pour
sélectionner a priori la meilleure solution des équations de Riccati rectangulaires en terme de marge
de module. Le lien entre les valeurs propres de la matrice caractéristique My go et les valeurs sin-
guliéres de la fonction de sensibilité 7 (S (s)) semble trop complexe pour conclure. Un autre choix
que la marge de module comme argument de sélection vis-a-vis de la robustesse peut étre fait. Cet
autre choix permettrait peut-étre de conclure sur une méthodologie a priori. C’est encore un champ
d’investigation ouvert & notre connaissance. L’important ici était de trouver un contre-exemple et de
réfuter le choix systématique de la solution dichotomiquement séparable.

La section suivante propose une application de la commande issue de la stratégie de Nash en
boucle ouverte pour une suspension magnétique active. La solution dichotomique est sélectionnée si
elle existe. Elle est comparée a la commande LQ classique.

2.7 Exemple d’une suspension magnétique non-linéaire

Ici les résultats publiés dans [JFPAKO05] sont présentés sur ’application d’une suspension magné-
tique active présentant des symétries simples dans la disposition des électroaimants, en forme de croix.
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Les suspensions magnétiques sont des solutions élégantes pour éviter les frottements mécaniques
et 'utilisation de lubrifiants pour les rotors tournant & grande vitesse. Il existe deux types de suspen-
sions magnétiques : les passives, faisant intervenir des aimants magnétiques permanents et les actives,
faisant intervenir des électroaimants. L’impossibilité de commander des aimants permanents conduit
a 'utilisation d’un systéme de suspension magnétique active pour stabiliser la position du rotor. Aussi
le théoréme de Earnshaw montre qu’il n’existe pas de 1évitation stable avec une réalisation compre-
nant uniquement des aimants permanents [MY86].

Le grand nombre d’applications des suspensions magnétiques actives explique la diversité des
modélisations (linéaires et non-linéaires) et des approches de commandes, il est possible de citer
Papproche par backstepping [dQD96]|, par platitude [LLP96a, Pon96|, par modulation de largeur
d’impulsions [Hal90], par bifurcation non-linéaire [ME93|, par modes glissants [RDD96, CKS93a] et
par commande LQ [Zhu00|. Certaines de ces approches nécessitent des calculs en temps réels, ou
n’utilisent qu'un seul critére global. Ici une approche par la théorie des jeux avec la stratégie de Nash
en boucle ouverte permet de conserver une approche multicritére et une détermination hors ligne des
lois de commande. Cette détermination de lois de commande se fait sur un modéle linéarisé tangent.
Les commandes obtenues sont appliquées sur le modeéle non-linéaire, autour d’un point d’équilibre.

2.7.1 Modéle du systéme magnétique

Ici le probléme de stabilisation d’une suspension magnétique active représentée sur la figure 2.5
est considéré. Ce systéme magnétique est composé d’un rotor plan représenté par un disque en coupe
et de deux couples d’électroaimants statoriques (le premier couple pour la direction y et le second
pour la direction ).

F3 _63

Fy

FIGURE 2.5 — Vue d’ensemble du systéme de suspension magnétique active
y 1% g

Pour chaque direction, on ne peut pas considérer un seul électroaimant, car celui-ci ne peut qu’at-
tirer et pas repousser un rotor métallique (sans aimantation). Le rotor est soumis & quatre forces
attractives Fi, Fy, F3 et Fy générées par les quatre électroaimants statoriques, parcourus respective-
ment par les courants 41, %9, %3 et i4. Ces courants sont imposés par les circuits électriques de tension



2.7. EXEMPLE D’UNE SUSPENSION MAGNETIQUE NON-LINEAIRE 39

e1, eo, e3 et eq. Les circuits magnétiques présentent des inductances L1, Ly, Ls et L4 non-linéaires a
cause de l'entrefer de longueur variable ainsi que des forces contre-électromotrices notées By, Ba, Bs
et B4.

Les commandes du systéme sont les tensions ey, es, ez et e4. On suppose qu’il existe un ensemble
de capteurs permettant de mesurer les positions x et y, les vitesses & et 9 et les courants i1, 12, i3 €t

i4. Le systéme peut se séparer en sous-systéme mécanique et sous-systéme électrique.

Suivant la direction ¥ ; le sous-systéme mécanique est donné par

d?y . .
m@ :Fl(yazl) +F2(y522)a (263)
ol m represente la masse du rotor, alors que le sous-systéme électrique est donné par
di d
Ll(yail)ﬁ + 7+ Bl(y’il)d_?; = e, (2.64)
ds d
Ls(y, 22)5 + r2i2 + Ba(y, ZZ)d_ZZ = e, (2.65)

ou 11 et ro sont les résistances sur ce couple d’électroaimants statoriques.

En supposant que le circuit magnétique est linéaire (il n’y a pas de saturation magnétique) et
négligeant les effets de bord et les fuites, les flux magnétiques ®; et ®2 dans les entrefers sont donnés

par
Loty

@ 1) = 2.
_ Lg:
Da(y,i2) = 10 (2.67)

avec Ly et k des constantes positives dépendant de la construction du systéme. Ce modéle n’est valable
que pour les configurations ol le rotor ne touche pas les bords de la partie métallique statorique, soit

—k< —go<y<go <Kk, (2.68)

avec go la valeur de 'entrefer quand le rotor est & la position ¥y = 0. A noter que k& > gy car nous
supposons que la perméabilité magnétique des électro-aimants est finie.

Les forces F; et Fy sont données par un calcul des travaux virtuels

. o [ o\’

R = o [ e nir=50 () 2.0
. ) i2 ’i2 2

Patyeia) = 5 [ a1t =~ (2) (2.10

Les inductances sont définies par

~0%®(y,i1) Lo

L i) = = 2.71
, 0%4(y, %2) Ly
et les forces contre-électromotrices par
0P ) 2Lgi
Bi(y,in) = 22alwh) __2loi 2.73)

oy  (k-2y)”
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_ 8@2(:{/,2@) _ —2L0i2

B2 y;Z.Q = = . 274
(v 32) y (k +2y)° (274)
En combinant ces équations, le systéme complet dans la direction y vérifie
(&Y _ Lo\ Lo i )
diz m \k-2 m \k+2y) "’
d’il k— 2y . 1 dy
¢ 0 = — -2 -~ 2.75
dt L, )@ ni) =225 | & (2.75)
dig k+ 2y ) 19 dy
=2 = - 2 .
| Az To (o2 = roi2) + 2| 1= %y ) dt
De la méme facon, dans la direction z, le sous-systéme mécanique est donné par
d’z . .
M = Fs(z,i3) + Fu(z,i4), (2.76)
alors que le sous-systéme électrique est donné par
di d
L3(-’E,’i3)£ + r3i3 + B3($ai3)d—j = e3, (2.77)
. dig . . dx
L4(LE,Z4)E + ra14 + B4($, Z4)E = ey4, (278)

ou r3 et r4 sont les résistances pour le couple d’électroaimants selon la direction z.

Faisant les mémes hypothéses que pour la direction ¥, le systéme dans la direction x est représenté
par

(d’z Lo i3 \° Lo ia \?
dt2  m \k-2z m \k+2z) "’
d’i3 k—2x . ’i3 dz
kR _ —9 - 2.79
9 T I (e3 — 13i3) o) @ (2.79)
dig k+2x ) 14 dz
G _ - 2 er
| o, )2 W

Les valeurs nominales des paramétres du systéme sont données dans le tableau 2.1.

‘ Paramétre ‘ Valeur nominale ‘

m 2 kg
k 0.0020125 m
Ly 0.0003 H.m
T 1Q
T2 1Q
T3 19
T4 1Q

TABLEAU 2.1 — Paramétres du systéeme.

2.7.2 Modéle linéarisé tangent

Les deux ensembles d’équations physiques (2.75) et (2.79) sont indépendants, mais de méme
structure. Les vecteurs d’état associés sont respectivement

21 Yy zZ5 x
z ] 2 T

= 2 =1 Y|, e s 1= 71, (2.80)
23 11 27 3

24 19 zg 14
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pour la direction y et la direction z. Les commandes sont les tensions e, ez, e3 et e4. Dans la suite
seul le systéme selon la direction y est étudié. Le modeéle non-linéaire (affine en les entrées) devient a
partir de (2.75)

- - )
0 0
Z1 0 0 Lo ( 3 )2_@ 4 i
9 kE— 2z el m \k— 2z m \ k+ 2z
. = 0 + k— 2,21 z3
<3 Ly €2 - rizg — 2 22
z k4 22 Ly k—22z
4 1
0 ( L ) k—2a 92 2 2 z
i 0 J Lo 224 k27 2

(2.81)
Il a été montré dans [Pon96] que le systéme est commandable. Ici on ne considére que le modéle
linéarisé tangent autour d’un point d’équilibre, afin de déterminer plus simplement les commandes.
Elles seront par la suite utilisées sur le modéle non-linéaire.
Les points d’équilibre du systéme (2.81) sont !

( o k riea — roe1g
w=g——"—
2 riex + 12610’
220 = Oa
4 €10 (282)
230 = —,
71
e
4y = —-
\ T

Stabiliser le rotor autour de la position y = 0 impose le point d’équilibre

(2.83)
z30 = 240 = Ip.

{ 210 = 220 = 0,
En utilisant les notations z; = zjo + Z; et ej = ejo+€&; (1 <i <4 et 1< j <2), la linéarisation
tangente de (2.81) est
dz

5 = A%+ B+ Bt (2.84)
ou _ -
0 1 0 0
813 Ly 0 2I13Ly, 2I2Ly
k3 k2 mk2
a=| "0 2k b T (285)
o, D k
0 T2
0 m— 0 =2
i k Ly |
et
0 0 N
0 0 2
Bi=| k |, Bo=| o |, z2=| 2 |. (2.86)
Lo k 7
0 Lo 4

Le systéme (2.84) est commandable (les paires (4, By) et (A, Bs) sont commandables) si et seule-
ment si le courant Iy vérifie Iy # 0. Il s’agit du courant de prémagnétisation.

1] existe deux autres solutions mathématiquement pour z1o, mais les solutions ne sont pas physiques.
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2.7.3 Approche par la théorie des jeux

Chaque entrée €, et és doit minimiser son propre objectif, qui s’écrivent sous la forme de critéres
(respectivement Jy et Jo). Ici les critéres Jy et Jo peuvent s’écrire sous la forme

1 +oo 52
Ji (€1,62) = —/ (ETng + T—l) dt,
t 1

2
1 0-|—OO 'éQ (287)
~ o~ ~T =~ 2
J2 (61,62) = —/ (Z QQZ + —> dt,
2 to T2
ou
0 0 0 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0m 0 0
Q=19 Li(z10) 0 @=10 00 o0 (2.88)
0 0 0 0 0 0 0 Lo(z10)

Les critéres (2.87) incluent ’énergie cinétique %mg}Q, I’énergie électromagnétique dans ’entrefer
%Lj (210)1? et I’énergie correspond a 'effet Joules é? /7, autour du point d’équilibre (1 < j < 2). Pour
z10 = 0, la relation suivante est vérifiée

Ly (210) = La(z10) = %- (2.89)

Il est & remarquer que les paires (Q1, A) et (Q2, A) sont observables.

Le probléme présentant une hiérarchie identique pour les deux entrées, la stratégie de Nash avec
une structure d’information en boucle ouverte est choisie, afin de trouver un compromis entre ces
critéres (2.87). La paire (€},€3) correspond & un équilibre de Nash si les relations suivantes sont

vérifiées
Ji(e7,e3) < Ji (é1,¢€5),
1(~1 ~2) = J1 (~1 ~2) (2.90)
Ja (€1,€5) < Ja (€7, é2) .
Les conditions nécessaires pour un équilibre de Nash en boucle ouverte sont
OH,;
9z, ~°
& ., 1<j<?, (2.91)
i = O0H;
Y
ou ; est le vecteur d’état adjoint associé & la contrainte dynamique (2.84), et H; le Hamiltonien
L é? T (A3 ~ ~

Ainsi, on obtient comme commande optimale

e; = —R1 BTy,
G4 =—fbiv (2.93)
€y = _RQBQ ¢23
avec )
Z=AZ — 5191 — Sathy,
Y1 =—C1Z— ATy, ; (2.94)
o = —Qo7 — ATy,
ou bien
d z z
- =N 2.
T P1 P1 (2.95)

po o
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avec
A =8 =S
Mnpo=| -Q1 —-AT 0 ) (2.96)
Q2 0 AT

ou S; =r;B;Bj (1<j<2).

En faisant I’hypothése de 'existence de K7 et K tel que 11 = K1Z et 1o = Kz, les matrices K1
et K9 sont solutions des équations de type Riccati couplées

ATK + K1A+ Q1 — K151K1 — K15:K2 = 0,

T (2.97)
At Ky + KoA + Q2 — KoS1K1 — K9S2K9 = 0.
Le systéme asservi a donc une dynamique de la forme
dz. ~
di == (A - SlKl - SQKQ) Ze- (298)

Quand la matrice caractéristique My po est dichotomiquement séparable, la solution dichotomi-
quement séparable (menant & la dynamique A — S1K; — S9K>) la plus rapide) est sélectionnée. Les
commandes sont alors de la forme

& =—R{BTK,3
{ L 171 e (2.99)

& = —RoBI Koz,
ou Z. est donné par (2.98). Les commandes ainsi obtenues sont appliquées sur le systéme non-linéaire

(2.81), comme le montrent les simulations numériques dans le paragraphe suivant.

2.7.4 Comparaison numérique

En premier lieu, afin d’évaluer Defficacité des commandes issues de la stratégie de Nash en boucle
ouverte, une comparaison avec la commande LQ est présentée sur le modéle linéaire

dz ~ €1
—=A B, B - 2.100
a z+ [ 1 D2 ] [ & ] ( )
avec le critére, dont les matrices de pondérations sont
L0
R=0Q:1+Q2, R= [ 0oL ] (2.101)
T2

La matrice H correspond & la matrice Hamiltonienne associée & la commande LQ

(2.102)

_ pp-1pT
H:[A BRB].

-Q _AT

Ici la matrice My, o étant dichotomiquement séparable, on choisit la solution menant & la dyna-
mique la plus rapide. Pour la commande LQ, la solution stable est naturellement sélectionnée (figure
2.6).
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FIGURE 2.6 — Distribution des valeurs propres

La simulation met en évidence la stabilisation de la position du centre du rotor autour de sa
position d’équilibre, avec une position initiale y(0) = 0.45gy au repos. En premier lieu, la simulation

considére une connaissance exacte des parameétres du systéme (2.1).

sélectionnées pour les commandes de Nash et LQ

Position of the rotor in m

[T
— Nash

FIGURE 2.7 — Position du rotor pour les commandes LQ et de Nash,

Timeins.

des paramétres et une position initiale au repos y(0) = 0.45gp.

18 2

avec

une connaissance exacte
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0.08

o
o
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0.04

Current I1in A.

0.02

— - 11LQ
— |1 Nash

1

Timeins.

12

14

16

18 2

Current 12in A.

FiGURE 2.8 — Courants I et Is pour les commandes L.QQ et de Nash, avec

1

Timeins.

12

1.4

des parameétres et une position initiale au repos y(0) = 0.45g.

16

une connaissance exacte

Il faut noter que sur la figure 2.7, les commandes LQ et de Nash ménent quasiment a la méme
réponse. De plus la position du centre du rotor reste dans l'entrefer (—go < y(t) < go). Ces deux
solutions sont donc acceptables pour cette position initiale. Les commandes LQ et de Nash semblent
mener & des solutions équivalentes. Le reste du paragraphe s’attache & comparer le comportement des
commandes LQ et de Nash sur des systémes, dont les paramétres ne sont pas correctement connus. La
simulation suivante tient compte d’une erreur de +20% sur tous les parameétres de (2.1), a I’exception

de go-

x10™

12

101

Position of the rotor in m

[T
— Nash

Timeins.

FIGURE 2.9 — Position du rotor pour les commandes LQ et de Nash, avec 20% d’erreur sur les

parameétres et une position initiale au repos y(0) = 0.45¢.



46 CHAPITRE 2. STRATEGIE DE NASH AVEC STRUCTURE D’INFORMATION EN BOUCLE OUVERTE

Current 11 in A.

Timeins.

Current 12 in A.

Timeins.

FIGURE 2.10 — Courants I; et Iy pour les commandes LQ et de Nash, avec 20% d’erreur sur les
parameétres et une position initiale au repos y(0) = 0.45¢,.

Notons que sur la figure 2.9, la commande LQ n’est pas admissible, du fait que la position y du
centre du rotor n’est pas tout le temps dans U'entrefer [—go; go]- Au contraire, la commande de Nash
est physiquement admissible et fait intervenir de plus faibles courants que la commande LQ. Dans ce
cas, il est mis en évidence que la commande issue de la stratégie de Nash en boucle ouverte peut étre
plus robuste & une incertitude sur les paramétres que la commande classique LQ.

Enfin une carte des positions initiales et vitesses initiales correspondant & des trajectoires ad-
missibles pour les commandes issues de la stratégie de Nash en boucle ouverte est présentée (Figure
2.11).

0.1{
0.0S[[
0.06 - ll
0.04|- ]I

0.0:

M~
llllll

]

Initial speed error in m/s
o

-0.04-

-0.08-

-0.1 L L L L I I L
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6
Initial position error in m -4

-0.06 - “11
8

FiGuRrE 2.11 — Carte des positions et vitesses initiales pour des trajectoires admissibles pour les
commandes issues de la stratégie de Nash en boucle ouverte.

Selon cette figure, plus la position initiale est importante, plus la vitesse initiale doit étre grande
et de sens opposé pour que la trajectoire soit physiquement admissible, en restant dans ’entrefer.
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2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, la stratégie de Nash avec une structure d’information en boucle ouverte, stratégie
la plus simple, a été étudiée. Sa mise en équations méne & la résolution d’équations couplées de Riccati,
différentielles dans le cas de critéres d’horizon fini, ou algébriques dans le cas de critéres d’horizon
infini. Il est rappelé comment résoudre ce type d’équations. Dans le cas de critéres d’horizon infini,
plusieurs solutions peuvent étre admissibles. Un argument de robustesse est utilisé pour sélectionner
parmi ces éventuelles solutions la meilleure d’entre elles. Ici I’argument de robustesse sélectionné est la
marge de module. Il est montré que cette sélection n’est pas triviale, méme si la solution particuliére,
dite dichotomique, existe. Ce point est mis en valeur grace & des contre-exemples. Parmi les autres
limites de cette stratégie, il est montré que, malgré des hypothéses fortes, rien ne semble garantir
l'existence d’une solution admissible (c’est-a-dire menant & un systéme stable avec une commande
réelle). Enfin un exemple d’application de la stratégie de Nash en boucle ouverte a la commande de
suspension magnétique active (4 électroaimants) illustre ce chapitre.
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Chapitre 3

Stratégie de Stackelberg en boucle
ouverte

3x 142857
—=428571

Une fois la stratégie de Nash avec une structure d’information en boucle ouverte étudiée, la stra-
tégie de Stackelberg avec les mémes conditions est somme toute assez simple. Effectivement elles
présentent beaucoup de similitudes. Ce chapitre est consacré & la stratégie de Stackelberg en boucle
ouverte. D’abord la mise en équation et les conditions nécessaires pour le suiveur, puis pour le leader
sont établies. Cette mise en équation aboutit & des équations couplées de Riccati, dont la résolution
est connue. Comme pour la stratégie de Nash, certaines limites en terme de robustesse sont mises
en avant. La stratégie de Stackelberg génére des commandes de bonne qualité, comme le montre
I’exemple de la commande d’une suspension magnétique active a trois électroaimants. La fin de ce
chapitre étudie les propriétés de la stratégie de Stackelberg dans le cadre plus large des jeux linéaires-
quadratiques incluant une pondération temporelle exponentielle.

La stratégie de Stackelberg est une solution adaptée aux jeux ou les joueurs n’ont pas accés aux
mémes informations. Comme pour la définition donnée en 1.3.4, nous nous limitons aux jeux & deux
joueurs. Le joueur 2 appelé leader posséde dans sa structure d’information celle du joueur 1 appelé
suiveur. Le leader connait la réaction rationnelle du suiveur et va l’utiliser pour minimiser son propre
critére. Contrairement & la stratégie de Nash, les roles des joueurs ne sont pas interchangeables. Le
jeu de Stackelberg est donc plus compliqué que celui de Nash & cause de ce biais de 'information.
En fonction de la structure d’information dans le jeu, plusieurs stratégies de Stackelberg peuvent étre
définies menant & des commandes différentes. Ici dans ce chapitre, seule la stratégie de Stackelberg en
boucle ouverte est traitée. La stratégie de Stackelberg en boucle fermée, qui est un probléme beaucoup
plus ardu, est étudiée spécifiquement au chapitre 5.

Considérons un jeu différentiel & 2 joueurs, ou le joueur "i" (i = 1,2) doit déterminer une com-
mande u;(¢) pour minimiser le critére J; donné par

tf

to

ot x5 = z(tf) et sous la contrainte dynamique

&(t) = f (z(t), ur (t), ua(t),1). (3:2)

On recherche des commandes u; continues appartenant & U; ouvert. Dans la suite, nous présentons
l’approche de Chen et Cruz [CC72] et Simaan et Cruz [SC73b, SC73a| par un calcul variationnel sur

49
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les critéres. Contrairement & la stratégie de Nash, les deux problémes d’optimisation ne sont pas
symétriques, il faut donc traiter ’optimisation pour le suiveur puis celle pour le leader, étant donné
que le leader utilise la réaction rationnelle du suiveur pour établir sa commande.

3.1 Conditions nécessaires pour le suiveur

Le probléme d’optimisation du suiveur est d’aprés la définition (1.25) identique au probléme
d’optimisation d’un joueur de la stratégie de Nash. On associe au suiveur ’Hamiltonien suivant

H1($7u17u27¢177/](f’t) = djiLl (waulau%t) + ,(pclrf (.’L',’LLl,UQ,t) ’ (33)

ou P1(t) € R™ est le vecteur d’état adjoint de méme taille que le vecteur d’état z(t) associé a
la contrainte dynamique (3.2) et 9§ un scalaire positif lié au critére instantané Li. Les conditions
nécessaires pour le suiveur en boucle ouverte sont alors

dyn 0H,
ekt St 4
dt Oz’ (3-4)
avec la condition de transversalité
JOKif(zr,t
dalty) = gy ALED L), (35)

Oy

comme la condition finale est libre, le vecteur (11(tf),%]) ne peut pas étre nul. Le probléme est de
type normal (95 # 0) et il est alors possible de normaliser le vecteur d’état adjoint 1; en posant
1 = 1. u1(t) = u1(t,m1(¢)) = ui*(¢) minimise

Hl ($au1;u;*(t)a¢17t) . (36)

On peut reformuler cette minimisation au premier ordre par

OH{(t)
ouq

=0, (3.7)

comme 1’ensemble U; est un espace ouvert. On considére que cette derniére équation permet d’obtenir
I’expression de la commande u}*(¢), en fonction de 1 (t) et us*(¢). Il est alors possible d’obtenir par
substitution

E2($a¢17u27t) = LQ(wauT*aUQat)a (38)

flx,1,u2,t) = f(z,ul™, ug,t). (3.9)

On retrouve bien les conditions nécessaires de la stratégie de Nash en boucle ouverte (2.4) pour
le suiveur. Il n’en est pas de méme pour le leader.

3.2 Conditions nécessaires pour le leader

Pour le leader, le probléme d’optimisation est plus compliqué. Effectivement il doit tenir compte
de la réaction rationnelle du suiveur. Le leader doit donc minimiser son critére (3.1), sous plusieurs
contraintes : la contrainte dynamique du systéme (3.2) et les contraintes de la réaction du suiveur
(3.4). La condition (3.7) permet de substituer la commande u}* dans le probléme pour le suiveur et
elle n’est alors plus considérée comme contrainte. Le probléme du leader porte donc sur un systéme

x
dynamique augmenté ( ) composé des vecteurs z et 9

1
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Pour le leader du jeu de Stackelberg en boucle ouverte, on associe I’'Hamiltonien suivant

Hali e, 2, 03) = 3 (o, t) 4+ 94 F o) 07 (<50) . @0

Les vecteurs colonnes 92(t) € R", v(t) € R" sont les vecteurs d’état adjoints liés respectivement
aux contraintes dynamiques (3.2), (3.4). ¥$ est quant & lui, un scalaire positif

Les équations nécessaires pour le leader en boucle ouverte sont données par le Principe du Mini-

x
mum de Pontryagin appliqué au systéme augmenté ( ) [PBGMT74, LM67].

1
dyo(t) _  O0H,

=T (3.11)
dy(t) ~ OH,
i (3.12)

x

Une partie des valeurs initales et finales du vecteur d’état augmenté (
1

) est imposée par la

0Ky (z fit f)
Oz
'état initial 2(0) = . Nous pouvons formaliser ces conditions en définissant deux ensembles M et

M, [PBGMT74, LM67].

condition de transversalité pour le probléme d’optimisation du suiveur 1 (t5) = et par

.’E(tf)
N Mo, = x My, .
<¢N”> <¢ND)€ ’ <¢wﬂ) %2%%32 € M (3.13)
M0:{£E0}XR'“:{<;1>‘F0<;1>:$—$0:0}, (3.14)
et
() (2 )]

Les variétés tangentes T{;,) Mo et T(y,) My sont définies par

Ty Mo = {(0,0) ER*™ | € R" }, (3.16)
“ 0K 4 (3,1
7,y = (5, p2K0E ) | g egel (3.17)
(tr) oz
Les conditions de transversalité s’écrivent (voir [Tre05, p. 104])
Pa(to)
( L Ty Mo, (3.18)
7(to)
OK1f(xy,ty)
Dot (@ g5ty
( 2( f) ) - A° aiL‘f 1 T(tf)Mla (319)
(tr) 0
et ménent a
7(0) =0, (3.20)
cOKof(zr,t O?Kir(xy,t
volty) =y B2 @rty) Ky @pty) (3.21)

2
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Remarque 3.1. Ici, sans aucune autre considération, il n’est pas possible de déduire si le probléme
est de type normal ou anormal. Effectivement le vecteur d’état adjoint augmenté est en t =ty

08K2f(xf,tf) _ 82K1f(:vf,tf)

¢2(tf) ¢2 D) 7(tf)
v(tr) | = Oz @) Oz} i (3.22)

Selon la valeur de y(tf) (nulle ou non), il est possible de décider si le probléme est anormal ou normal.
Et donc s’il est possible de poser 5 = 1 ou non. Dans le cas linéaire-quadratique, nous n’étudierons
que le cas normal.

La commande u3*(t) = u2(t,n2(t)) doit minimiser ’Hamiltonien Hp, soit au premier ordre

OH,(t)
8uQ

= 0. (3.23)

3.2.1 Cas d’un jeu linéaire-quadratique

On considére un jeu différentiel linéaire-quadratique défini par les équations (2.7) et les critéres
(2.8). L’application des conditions nécessaires pour une stratégie de Stackelberg en boucle ouverte
méne pour le suiveur &

ui*(t) = —Ryy B 41 (1), (3.24)
dﬁft) — _Qua(t) — ATy (1), (3.25)
avec

Yi(ty) = Kigzy, (3.26)

et pour le leader
u3*(t) = —Ryy By (1), (3.27)
Woll) — —Qua(t) ~ ATyolt) + Qur(), (3.28)
Pa(ty) = Kopzp — Kipy(ty), (3-29)
TG 0191 0) + S1902(0) + A0 (3.30)

On peut résumer ces équations en y injectant les commandes u7* et u5* pour formuler le probleme

par une seule équation différentielle linéaire

z(t) A —S; —S2  0Op z(t) z(t)

d "/11 (t) _ _Ql —-A 0p On, "7[)1 (t) _ ¢1 (t)

G| o) | 7] - 00 —AT Q|| w) | TMEEO| g |- GBSV
v(t) 0, —Sa S1 A v(t) v(t)

ou S;; = BjRj_leinj_lejT et S; = 8S; = BiRi_ilBiT, pour 4,5 = 1,2. Et les conditions aux limites

J)'(t()) i)

1(tf) _ Klf.’Ef
Palty) | | Kopzp— Kipy(ty) |- (3.32)
’Y(t()) On,l

Remarque 3.2 (JAKBS85]). La matrice caractéristique Mg po est Hamiltonienne.
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Démonstration. En notant la matrice

02n I2n :|
= , 3.33
J [ _I2n O2n ( )
et en découpant la matrice Mg po de la facon suivante
A =S -5 0,
_Ql _AT ! On On
M = | R , 3.34
S50 =\, T, T TATTG, (339
On —521 . Sl A
il est facile de vérifier que
IMs o " = —M§ po. (3.35)
La matrice Mg po est donc Hamiltonienne. O

On peut noter que la matrice Mg po est réelle et Hamiltonienne. Ses valeurs propres admettent
donc l’origine comme centre de symétrie dans le plan complexe.

3.2.2 Remarques sur la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte

On peut noter que la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte est un prolongement naturel de
la commande optimale classique. Elle représente une étape supplémentaire qui succede a la stratégie
de Nash en boucle ouverte. La difficulté des problémes d’optimisation augmente en conséquence et la
détermination des lois devient ardue.

3.2.2.1 Incohérence intertemporelle des stratégies de Stackelberg

Pour obtenir les commandes issues d'une stratégie de Stackelberg, nous avons utilisé un calcul
variationnel. Cependant contrairement a une stratégie de Nash, un des vecteurs d’état adjoint posséde
une condition de transversalité au temps ¢ = ty3. De ce fait, si ’on considére un sous-jeu sur ’horizon
[t1,tf], avec t1 €]to, [, la restriction d’une stratégie de Stackelberg de ’horizon [ty,ts] n’est pas
une stratégie de Stackelberg sur I’horizon restreint [t,%;], & cause de la valeur y(¢;) obtenue par
intégration de (3.12) du probléme sur [tg,ty]. Cette valeur n’est effectivement pas nulle a priori. La
restriction & un sous-jeu d’'une commande issue de la stratégie de Stackelberg n’est pas optimale. La
programmation dynamique n’est pas utilisable pour déterminer les commandes issues de la stratégie
de Stackelberg.

3.2.2.2 Conditions d’existence d’un équilibre de Stackelberg

Comme pour une stratégie de Nash, il est possible sous une condition de convexité des critéres
d’obtenir un résultat sur ’existence de 1’équilibre de Stackelberg. Soit

Ry > 0y, Ras > 0,
Ql > Ona ) Q2 > Ona ) et R21 > 07‘1’ (336)
Ky > 0y, Koy > 0y,

la condition de convexité pour la stratégie de Stackelberg. Si toutes les matrices de (3.36) vérifient
les inégalités de (3.36) et sont symétriques, alors l’existence et 1'unicité d'un équilibre de Stackelberg
sont garantis. Il s’agit de conditions suffisantes et non de conditions nécessaires. Effectivement par
exemple, la condition de convexité stricte (3.36) ne s’applique pas pour les jeux a somme nulle, qui
peuvent admettre un équilibre de Stackelberg. Simaan et Cruz dans [SC73b, SC73a] proposent une
démonstration de ce point en indiquant une condition suffisante moins contraignante.

Il est possible de déterminer des conditions d’existence d’un équilibre de Stackelberg qui soient
moins fortes que des conditions de convexité. On propose de se reporter a [FJLO1]. Cet article propose
aussi des conditions d’unicité d’un équilibre de Stackelberg.
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3.3 Résolution sous forme d’équations couplées de Riccati

Ce paragraphe reprend des éléments de [AKFIJO03].

Comme pour la commande monocritére et la commande issue de la stratégie de Nash, on suppose
qu’il existe une relation linéaire entre les vecteurs d’état adjoint 1 (t), ¥o(t) et y(t) et 'état z(t) a
travers des matrices carrées Ki(t), Ko(t) et P(t) soit

P1(t) = Ki(D)z(t), ¢a(t) = Ka(t)x(t), (1) = P(t)x(t). (3.37)

En utilisant les équations de (3.31), on peut montrer que ces matrices doivent vérifier les équations
différentielles suivantes

2
dff;t @ _ _ ATK (1) — K1(t)A — Q1 + K1 (t) J; S;K;(t), (3.38)
2
dKC'lzt(t) = —ATK(t) — Ka(t)A — Q2 + Q1P(t) + Ka(t z:: (3.39)
2
dl;—it) = AP(t) — P(t)A — Sa1K1(t) + S1Ko(t 2:: (3.40)
Ki(ty) = Kiy, (3.41)
KZ(tf) = K2f_K1fP(tf), (342)
P(to) = On. (3.43)

Ce systéme différentiel est un probléme aux deux bouts. Il est possible de le résoudre numérique-
ment par des méthodes de tir [Tre05].

Comme pour la stratégie de Nash en boucle ouverte, il est possible de réécrire cette série d’équa-
tions sous la forme d’une équation de Riccati rectangulaire

q [ K AT o0, 0,71 [/ K K,
il S = 0, —AT @ Ky | -| Ko | A (3.44)
P —521 Sl A J P P
Q1 K, K,
| Q|+ | K2 |[S1 S 0, ]| Ko |, (3.45)
0, P P

avec les conditions aux limites suivantes

Ki(ty) Ky
Kolty) | = [ Koy —KigPp) | (3.46)
P(to) 0,

On peut noter que les matrices de pondération de cette équation de Riccati rectangulaire sont les
matrices blocs issues de Mg go

(3.47)
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La stratégie de Stackelberg en boucle ouverte est donc obtenue en appliquant les commandes
ui(t) = —Ry;' B Ki(t)$(t, to)xo. (3.48)
La matrice de transition ¢(t,tg) veérifie

do(t, t
L) _ (4 5106,0) ~ 25600 0 0). 9(0,0) = T (3.49
Notons que ¢(t,tg) est introduite pour éviter ’apparition de ’état courant z(t) dans l'expression

de la commande (3.48). Ainsi, la structure d’information en boucle ouverte est bien respectée.

3.4 Résultats sur la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte

Les parties précédentes de ce chapitre ont permi d’établir les conditions nécessaires d’une stratégie
de Stackelberg en boucle ouverte. Ces conditions se traduisent par des équations couplées de Riccati.
Certaines limitations sont maintenant mises en évidence. Une stratégie de Stackelberg en boucle
ouverte pour les critéres d’horizon infini ne méne pas toujours a l’existence d’au moins une solution
admissible, mais quand leur nombre est important, il est difficile de choisir la meilleure solution en
terme de robustesse. Un exemple sur une suspension magnétique a trois électroaimants est présenté,
suivie des liens entre stratégie de Stackelberg boucle ouverte et a—stabilité.

3.4.1 Des solutions pas toujours admissibles

Le fait que la matrice caractéristique Mg po soit Hamiltonienne (théoréme 3.2) indique que I'on
peut séparer ses valeurs propres en deux groupes de méme taille : les valeurs propres a partie réelle
négative et celles & partie réelle positive. Néanmoins en terme de nombre de solution admissible,
c’est-a-dire menant & une dynamique asservie réelle et stable, ce fait est trompeur. Il ne faut pas en
conclure qu’il existe toujours une solution admissible issue d’une stratégie de Stackelberg en boucle
ouverte. Effectivement il est possible de construire un contre-exemple trés simple, en considérant le
cas scalaire

a=1; bi=1; by=1; (3.50)

Tl =T12 =T21 =T22 = 15 (3.51)
1

n=Le=s;. (3.52)

La matrice caractéristique Mg o vaut alors

1 -1 -1 0
-1 -1 0 0
Mspo=| 1 0 -1 1| (3.53)
2
o -1 1 1

dont les valeurs propres sont
Ay =151  +0.214;
A3 =151  —0.213
Ao = -—1.51 +40.213;
A1 = —1.51 —0.21s.

Pour obtenir une solution réelle et stable, il faut sélectionner une valeur propre réelle stable, ou
bien des valeurs propres complexes de partie réelle négative avec leurs valeurs propres conjuguées. Ici
le systéme étant scalaire, il ne faut sélectionner qu’une seule valeur propre. Il est alors impossible de
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choisir A\ ou Ay comme ce sont des valeurs complexes.

Ce type de contre-exemple ne peut intervenir que dans le cas d’'une dimension n impaire, et pour
des matrices caractéristiques n’admettant pas de valeur propre réelle. Comme le montre le contre
exemple suivant.

0.5201  0.9313 1.3408 0.6937 —0.0917
A= 0.4870 0.1636 —0.2106 [, By = | —0.5629 |, By= | 0.5455 |,
—0.0046 2.9537 —1.2174 —1.1921 —0.2536
0.4812 —0.3905 -0.8270 0.0084 —0.0500 0.0233
Si =] —0.3905 0.3168 0.6710 |, S =521 =| —0.0500 0.2976 —0.1383
—0.8270 0.6710  1.4212 0.0233 —0.1383 0.0643
3.0365 —0.5359  1.4047 1.1782  —0.9450 —1.0346
Q1= | —0.5359 0.7416 —0.4578 |, Q2= | —0.9450 3.8223  2.9770
1.4047 —0.4578 0.9852 —1.0346 2.9770  2.4285

Les valeurs propres de la matrice caractéristique Mg po sont alors

—2.0427 +1.6003i;
—2.0427 —1.6003i;
2.0427 +1.6003i;
2.0427 —1.6003i;
—1.0048 +1.3432i;
—1.0048 —1.3432i;
—1.2148 40.14913;
—1.2148 —0.14913;
1.0048  +1.3432;;
1.0048 —1.3432;;
1.2148  +0.14913;
1.2148 —0.1491;.

Il n’est alors pas possible effectivement de choisir 3 valeurs propres menant & une dynamique réelle
et stabilisante. Il faudrait nécessairement une valeur propre réelle négative.

Dans le cas d’un systéme de dimension 7n paire, il est toujours possible d’obtenir une solution
admissible.

Contrairement au cas d’une stratégie de Nash, il est possible ici d’atténuer ce constat négatif.

Effectivement ici le probléme d’optimisation du leader porte sur un systéme d’état augmenté ( j ) .
1

Il est possible alors de considérer le systéme comme étant ce systéme augmenté et pas celui portant
uniquement sur z. Alors en réarrangeant les conditions nécessaires linéaires, on obtient [Fre| :

T A 0, -5y =5 T
d -y On A —Sl 521 -
— = | R SEEEFLEES . 3.54
dt | e —Q2 —Q1; -AT 0, () (3:54)
Ll —Q1 0, : 0r, —AT Ll

Avec les conditions aux limites

(S )=(%) (k) -l wl(5e) e
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Remarque 3.3. La matrice apparaissant dans (3.54) est aussi Hamiltonienne.

En notant :

-~ | A 0, & | S22 St A | Q2 @1 = _ | Koy Kif
A_[On A]’S_[SH 521]’62_[621 On]’Kf_[Klf On ] (3:56)

il est possible d’énoncer le théoréme tiré de [Fre].

Théoréme 3.4. Si l’équation différentielle de Riccati standard de variable V (t) € R2x2n
V=AV+VAT +VQV - S, V(t) = Oay, (3.57)

admet une solution sur [to,tr] et que

det (ILn — KV (t7)) #0, (3.58)
alors il existe au moins un équilibre de Stackelberg.

De ce fait, en ne considérant que 1’équation algébrique de Riccati, il est toujours possible de
sélectionner 2n valeurs propres (réelle ou complexe, mais avec leur conjugué), afin de toujours obtenir
une solution admissible. Ceci est néanmoins la solution d’un probléme qui est 1égérement différent du
probléme initial qui ne considére que le systéme d’état x.

3.4.2 Choix des solutions guidé par la robustesse

Dans le cas ou plusieurs solutions admissibles (menant & une dynamique réelle et stabilisante), la
question du meilleur choix en terme de robustesse se pose. En particulier, comme pour la stratégie
de Nash en boucle ouverte, il est mis en avant que le choix de la solution dichotomique (quand elle
existe) n’est pas toujours le plus judicieux.

De la méme maniére que pour la stratégie de Nash en boucle ouverte, I’argument de la marge de
module est utilisé comme terme de robustesse. Il est rappelé que la marge de module M, est définie
a partir de la fonction de sensibilité S(s)

L ! (3.59)

Mo = 8l s (r (S ) Re(s) > 0}

ou 7 (-) désigne la plus grande valeur singuliére d’une matrice.
Encore une fois, comme il n’existe pas de relation directe entre les valeurs propres de la matrice
caractéristique Mg po et les valeurs singuliéres de la fonction de sensibilité 7 (S (s)), la comparaison

est faite numériquement.

Considérons l'exemple suivant

-1 0 0 0 1 1
0o -5 0 0 2 2
A=l 0 35 2 2 |1 BiE|q |5 BEig 0
0 -0.75 —05 —4 0 2
Ci=[1111]; GC=[1-111];

Qi =CICi; Qy=0CFCy; Ri1=1/3; Ry =Ria=0; Ryp=1.
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Le nombre de solutions admissibles est de 14. La matrice Hamiltonienne Mg go est dichotomi-
quement séparable. La solution dichotomique (figure 3.1) est associée & une norme [|S(s)||o valant
3,9416.

X X
0.8 T
0.6 —
04r o
0.2r- ® : S

S of ® & X X R 8

S02f ® X
—0al ,
-0.6- o
o8l ,
X X
-1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
-10 -8 -6 -4 - 0 4 6 8 10
Re()

FIGURE 3.1 — Disposition des valeurs propres de Mg po(.) et valeurs propres de la solution dichoto-
mique (o).

Pour I'ensemble des solutions admissibles, les extrémes pour la norme ||S(s)|/c valent 1,8402
et 56,46. La meilleure solution est celle associée a cette plus faible valeur. Ce n’est pas la solution
dichotomique comme 'indique la figure 3.2.

1

X X
0.8 1
061 1
04f 1
02r xX
S or X @K ® X X )
02l @ X
04l ]
-06f 1
o8l ]
X X
-1 L L L L L L L L L
“io -8 6 -4 - 0 4 6 8 10
Re(r)

FIGURE 3.2 - Disposition des valeurs propres de Mg po(.) et valeurs propres de la solution optimale

().

Comme il a été indiqué précédemment, le lien entre les valeurs singuliéres de la fonction de
sensibilité et les valeurs propres de la matrice caractéristique étant compliqué, aucun algorithme a
priori n’a pu étre déterminé afin de sélectionner la solution optimale avant le calcul de toutes les
solutions de facon numérique.
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3.4.3 Exemple d’une suspension magnétique non-linéaire

Ici le cas d'une suspension magnétique active est proposé. Néanmoins en utilisant le nombre mi-
nimum d’électroaimants, c’est-a-dire trois, pour pouvoir stabiliser dans les deux directions le rotor, la
stratégie de Nash n’est plus naturelle. Suivant l’article [JP05], la stratégie de Stackelberg est utilisée
pour respecter la hiérarchie naturelle des entrées du systéme.

La commande est déterminée sur le modéle linéarisé tangent avec un critére défini pour chaque
entrée. Elle est ensuite appliquée au modéle non-linéaire autour du point d’équilibre étudié.

Aprés avoir donné le systéme magnétique non-linéaire étudié et avoir défini ’ensemble des points
d’équilibre admissibles, le modéle linéarisé sera présenté. La résolution des équations couplées algé-
briques de Riccati issues de la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte déterminera les commandes
& appliquer sur le systéme non-linéaire. Une série de simulations permettra une comparaison avec la
commande LQ.

3.4.3.1 Modéle du systéme

La configuration la plus répandue pour les suspensions magnétiques comporte un nombre pair de
poles [CKS93b, JFPAKO05, LLP96b]| afin de simplifier le modeéle, en faisant ’hypothése que chaque
paire de poles correspond & un circuit magnétique indépendant. Néanmoins ces configurations né-
cessitent un nombre élevé d’amplificateurs de puissance et impliquent des pertes importantes. La
configuration envisagée ici correspond au nombre de pdles minimal permettant de commander hori-
zontalement et verticalement le rotor [CH02, HC03, HC02], soit trois poles, comme l'indique la figure
3.3. Le centre du rotor est repéré par les variables de positions x et y.

FIGURE 3.3 — Suspension magnétique comportant 3 péles commandée en courant.

Le pole « k » k € {1,2,3} de surface S posséde N enroulements traversés par un courant i
qui créent les flux ®; dans les entrefers. En négligeant les fuites magnétiques grace a la présence
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d’une armature reliant les différents poéles, en considérant la perméabilité infinie dans le matériau
magnétique, le schéma équivalent magnétique est donné par la figure 3.4

Ni, b1

A

IN@ _ 62

_lN@ — 61
N,

FIGURE 3.4 — Circuit magnétique équivalent.

Les flux vérifient alors la contrainte

En fonction des courants les flux s’expriment par

( Py — N(R2 + R3)i1 — Roiz — R3ia
! RiRy + RiRs + RoRs
(R1 + R3)io — R3i1 — Ryis
¢ &9 =N 3.61
2 RiRy + RiR3 + RoR; (3.61)
B (R2 + Rz)ig — Ryig — Roiy
O3 =N
\ RiRy + R1R3 + RoR3
ol les reluctances sont aprés développement limité
r 1
Ri=—(y—-
= S( 0—¥)
1
{ Ry=—=(2p+ 3z +7), (3.62)
poS
11
Ry = ———(2lp — V3
| Bs uwQ(o V3z +y),

Les forces magnétiques qui agissent sur le rotor I’attirent toujours vers le pdle correspondant et
ont pour amplitude
@2
= k .
2[105
Le principe fondamental de la dynamique appliqué au rotor de masse m projeté sur 1’axe horizontal
et I’axe vertical donne

Fy (3.63)

fo =m& = (F3 — Fy) cos 30°, (3.64)
fy =miy = —(F3 + Fy)sin30° + F; — mg. .

Le modéle est trés fortement non-linéaire pour deux raisons. D’une part comme pour tout élec-
troaimant, la force magnétique fait apparaitre les courants sous forme quadratique et d’autre part, la
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configuration choisie fait que les trois courants vont venir modifier les trois flux (ce qui n’est pas le cas
pour une configuration avec quatre poles étudiée au chapitre précédent). Le modéle de représentation
d’état choisi est le suivant

Z1 x
=2 =" (3.65)
Z3 Yy
24 ]
soumis a _ _
zZ2
fo
z=f=| ™M (3.66)
Z4
fy
L m

L’objectif du probléme est de commander le systéme non-linéaire (3.66) pour les courants de telle
sorte que le rotor revienne & sa position centrale. L’état d’équilibre est donc z.; = 0. En réinjectant
cette valeur dans le modeéle non-linéaire (3.66), on obtient les relations suivantes sur les courants

fo =0 = (i2eq — i3¢q) (12eq + 13eq — 2%1¢q) = 0. (3.67)
Pour avoir des courants réels, la seule solution est
ineq = ieq- (3.68)
L’autre contrainte portant sur f, donne en tenant compte de (3.68), et en posant
v = wSN?, (3.69)

f,=0= % (ieq — i1eq) — mg = 0. (3.70)
0

. . . . 6m
13eq = 12eq) 1leq = 12¢q T 10\/ Tg (3.71)

La famille de points d’équilibre peut donc étre paramétrée par le courant ig.,. Seule la solution
« + » dans (3.71) est retenue pour i1¢4. Il est & noter que ce modéle non-linéaire ne dépend pas du
parameétre igy des points d’équilibre, étant donné que les flux a I’équilibre n’en dépendent pas. On
affecte a i2¢q la valeur qui minimise les pertes proportionnelles a

Soit

Teq + Toeq + 3egy (3.72)

. 2mg . ) [2mg
Z%eq =2y Wa 12eq = 13eq — —lo W (3.73)

A partir du modéle non-linéaire (3.66), il est possible de déterminer le modéle linéarisé tangent
autour des points d’équilibre (3.72)

soit

Z = A% + Byi; + Byio + Bsis, (3.74)
avec
01 0 0
li 0 0 0
— 0

A=10 0 1| (3.75)

00 2 o

lo
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0 0
0 1/ 1/
B = 0 . By=| o 027” . By=| hbV2m (3.76)
1 /2
T\ 3 1 /v 1 /v
0 mn [ lo} 6m | I\ 6m
La matrice A posséde deux valeurs propres doubles
L et ]2 (3.77)
lo Iy

Le systéme linéarisé est donc instable. Les paires (A, By) ont une matrice de commandabilité de
rang 2, alors que la taille de la matrice A est 4. Néanmoins la paire (A, [Bi, Be, Bs]) reste comman-
dable. Ainsi aucune entrée ne peut-elle a elle seule commander I’ensemble du systéme linéarisé, alors
qu’une action coopérative des trois entrées le permet. La théorie des jeux permet ainsi de gérer la
coordination des différentes entrées, qui n’agissent que localement sur le systéme.

3.4.3.2 Application de la Stratégie de Stackelberg

L’approche proposée pour contrdler la suspension magnétique est une commande issue de la théo-
rie des jeux. Effectivement les différents courants 71, 7s, 73 peuvent étre considérés comme les joueurs,
qui agissent sur un systéme dynamique et tendent & minimiser un critére qui leur est propre. Contrai-
rement & la suspension magnétique a 4 poles ol la symétrie permet d’utiliser la stratégie de Nash
[JEPAKO5], ici les roles des joueurs pour la suspension & 3 pdles ne sont pas interchangeables : la
stratégie hiérarchisée de Stackelberg est donc proposée.

Chaque courant d’entrée 7 doit optimiser son propre cahier des charges, ce qui peut étre traduit
comme la minimisation d’un critére. Ici, les critéres prennent la forme de critéres quadratiques sur un
horizon infini (devant stabiliser rapidement 1’état vers 1’état d’équilibre nul, le temps final des critéres
peut étre considéré comme infini)

L 1 [t 7 -2
Ji ('Ll,'LQ, 23) = 5 (Z Qrz + Rkkzk) dt. (3.78)
to
Par exemple, pour avoir une interprétation physique, on peut poser
000 O 0 0 0 O
000 0 0 m 0 0 4ry
Q=500 0l @=@={000 0] Rka%- (3.79)
m
00 0 m 0 0 0 )

Ces critéres ne font intervenir que des termes énergétiques quadratiques (cinétique et électroma-
gnétique dans 'entrefer). Dans (2 apparait un terme 0} exprimant une minimisation plus importante

de I’énergie cinétique horizontale par rapport a celle verticale. Il faut noter que la paire (Q1, A) donne
une matrice d’observabilité de rang 2 uniquement, alors que les paires (Q2, A) et (Q3, A) sont obser-
vables.

Les joueurs 2 et 3 étant les seuls & pouvoir agir sur la dynamique linéarisée horizontale, ils imposent
leur commande et le joueur 1 agissant uniquement sur la verticale s’adapte alors aux conséquences
des commandes des joueurs 2 et 3 sur la dynamique linéarisée verticale. Ce systéme constitue donc
un jeu de Stackelberg possédant deux leaders : 2 et 3 (qui entre eux jouent un jeu de Nash) et un
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suiveur : 1.

L’ensemble des réactions rationnelles du suiveur est défini par
Ri (i2,33) = {i1 | J1(i1,%2,%3) < J1(01,%2,%3), Vi1 } (3.80)

Il est alors possible de définir un équilibre de Stackelberg & deux leaders et un suiveur (7},75,73)
[AKS6]

7€ R (35,73), (3.81)

sup J2 (51, f;, i;) < sup JQ (51, §2, i;) ,ViQ, (3.82)
i1€R1 (73,73) i1 €R1 (i2,75)

sup J2 (51, 5;, i;) < sup J2 (il,ig, 53) ,Vi;),. (3.83)
i1€R1(73,73) i€R1 (73,i3)

Les conditions nécessaires pour un tel équilibre de Stackelberg, avec les critéres, sont décrites dans
[AKS86]. Si l’on pose 9y, le vecteur d’état adjoint du joueur k associé a la contrainte dynamique (3.74),
alors la condition nécessaire pour le suiveur s’écrit

= —Q1z — ATy (3.84)

Si l’on pose k1 le vecteur d’état adjoint du leader k associé a la contrainte du suiveur 1 (3.84),
les conditions nécessaires pour les leaders sont ici

Yo = —QoZ — AT9hs + Q1y21,
{ Y3 = Qa7 — AToh3 + Q1y31- (385)

Yo1 = Sa29p2 + A1,
: 3.86
{ Y31 = S3tp3 + Avsi. (386)

ou Sy = BkR,;lekT. Les courants sont alors donnés par
ik = — R Bi . (3.87)

Ces équations différentielles peuvent se mettre sous forme matricielle en posant 1’état augmenté

S
P1
W= | ¥ (3.88)
Y21

)3
[ Y31

dw —Q2 0, AT Q'

Ici on ne recherche (pour simplifier) que les solutions d’une famille particuliére, ou les vecteurs
d’état adjoints sont linéaires en 1’état

Y = Kgz,  v31=Puz, vy = Pz, (3.90)
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on obtient des équations de Riccati couplées différentielles

( Ky = -KIA—ATK, — Q1 + K181K| + K15, K» + K1 53K,

Ky = KA — ATK) — Q + K281 K1 + K2S2Ko + K2S3K3 + Q1 Pan,

{ Py = APy — Pyy A+ S1 Ko + Py S1K1 + Py1So Ko + Po1 3K, (3.91)
Ky = —K3A - ATK3 — Q3 + K351 K1 + K352Ko + K353K3 + Q1 Py,

[ P51 = AP3; — P3; A + 81Ky + P31 81K + P31 52Ky + P31S3K3.

Ces équations non-linéaires sont linéarisables par le lemme de Radon gréace & la matrice M g 3pgles-
Pour des critéres a horizon infini, on peut chercher les solutions constantes aux équations (3.91) qui
deviennent alors algébriques. Une méthode de détermination de ces solutions algébriques est d’étudier
les espaces invariants de la matrice Mg 3ps1es- Les commandes a appliquer sont alors de la forme

i = —R, ' Bi &(t,t0) 0, (3.92)

avec

E(t to) = (A — S1K1 — SoKo — S3K3)E(t,t0),  E(t,t) = I (3.93)

Le spectre de (A - S1K1 — S9 Ky — SgKg) est inclus dans celui de la matrice Mg 3psles- Etant
donné que Q2 = @3, ce jeu différentiel correspond & une quasi-coopération entre les deux leaders 2 et
3 de rapport 1. Le changement de base

Ig 03 03
T = 0s Ig Og (394)
0g Ig Iy

sur la matrice Mg 3psles fait apparaitre une propriété de symétrie sur les valeurs propres de Mg 3pgles

[ A =81 —(S5+83) 0, =S3 0, ]
__in___iéT_J______Qﬂ ______ Q_n__'___p_n______()_@__
N -1 _ _QQ On E _AT Ql On On
TMsaporesT = O O p S AL O 0n (3.95)
On On I On On I _AT Ql
L On On On On: Sl A .

Cette matrice est triangulaire supérieure par blocs et les matrices blocs sur la diagonale sont
hamiltoniennes. Le spectre de la matrice réelle Mg 3p61es posséde donc l'axe réel et ’axe imaginaire
comme axes de symétrie dans le plan complexe.

Iy’

quadruples pour la matrice Mg 3peles, mais les vecteurs propres associés pour la matrice Mg 3peles
possédent leurs 4 premiers éléments nuls, ils ne permettent pas d’obtenir une solution algébrique aux
équations de Riccati. Malgré cela, il existe plusieurs solutions aux équations de Riccati couplées. Avec
les données numeériques de la table 3.1, toutes les valeurs propres de la matrice Mg 3psles Sont réelles.
Il existe 68 solutions menant & une dynamique linéaire stable et réelle en tenant compte de la structure
des vecteurs propres de la matrice Mg 3ps1es- Dans la suite on ne sélectionne que la solution menant
a la dynamique la plus rapide (solution dichotomique).

Les deux valeurs propres doubles de A sont — lg et (/2 a cause de la structure de By et Q1
V o

Par la suite les commandes (3.92) sont appliquées sur le modéle non-linéaire de la suspension
(3.66) dans la section suivante avec les données numériques
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Paramétre ‘ Valeur nominale ‘

m 0,6325 kg

g 9,81 m.s~!
7 471077 Hm™!
lo 9,45.10""m
S 4.10~*m?
N 300

TABLEAU 3.1 — Valeurs nominales des parameétres.

3.4.3.3 Simulations

La commande LQ est utilisée comme commande de référence pour évaluer la commande issue de
la stratégie de Stackelberg, avec les pondérations suivantes (par exemple)

Ri 0 0
RQ=0Q1+Q@2+Qs, e R=| 0 Ry 0 |. (3.96)
0 0 Ry

Le critére global de la commande LQ est alors la somme des trois critéres. La figure 3.5 montre
la stabilisation du centre du rotor pour une position initiale au repos (indiquée par un +) ainsi que
les trajectoires pour les commandes LQ (en pointillés) et issue de la stratégie de Stackelberg (en trait
plein). Le cercle qui apparait dans la figure 3.5, défini par (3.97), délimite I’ensemble des positions
admissibles pour que le rotor ne touche pas les électroaimants.

o2+ y? <13 (3.97)

Position y normalisée par I'entrefer IO

i i
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position x normalisée par I'entrefer Io

FIGURE 3.5 — Trajectoires pour une commande LQ et une issue de la stratégie de Stackelberg (z(0) =
0,8 lan(O) =0,1 ZO)
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La figure 3.6 indique positions et vitesses pour la stratégie de Stackelberg et commande LQ), alors
que la figure 3.7 indique les courants qu’il faut appliquer.

0.8 0.01

—_— ><ILo
o6t - = XLy pour LQ 0

0.4 1 -0.01

0.2 N : -0.02

0 — -0.03

-0.2 -0.04
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15

temps ens temps ens

o
N}

0.2 0.015

—_— y/L0 —_— Vy
- - y/L0 pour LQ 0.01 - Vy pour LQ

0.005

-0.005

-0.05 -0.01
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2

temps ens temps ens

FIGURE 3.6 — Position et vitesse pour une commande LQ et une issue de la stratégie de Stackelberg
(IE(O) = 07 8 lan(O) = 07 1 lO)
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-1.5 Il Il Il Il Il Il Il Il L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Temps en's.
1 T
— i1 pour LQ
- i2 pour LQ ||
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c
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£ of :
g
3 e T ] ] - -
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’
p
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0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
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FIGURE 3.7 — Courants pour une commande LQ et une issue de la stratégie de Stackelberg (z(0) = 0,8
lo, y(0) = 0,1 o).

Pour les courants sur la figure 3.7, on peut remarquer que ’on retrouve bien les courants d’équilibre
apres le transitoire. La stabilisation se produit en moins d’un dixiéme de seconde. Les courants a
appliquer pour la stratégie de Stackelberg sont du méme ordre de grandeur que pour la commande
LQ. La figure 3.8 propose ’ensemble des positions initiales au repos qui ménent & une trajectoire
admissible (respectant (3.97) a tout instant). L’ensemble du domaine est stabilisé, pour la commande
LQ et la commande issue de Stackelberg.
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FIGURE 3.8 — Ensemble des positions initiales au repos des trajectoires admissibles (LQ : o; Stackel-
berg : .).

Cependant si I'on prend en compte des vitesses initiales non nulles, la stratégie de Stackelberg
peut étre préférable & la commande LQ, comme le montre la figure 3.9.

0.8
0.6
0.4

0.2

Position y normalisée par I'entrefer IO
o

i i i i
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position x normalisée par I'entrefer Io

-1

FIGURE 3.9 — Exemples de trajectoires avec vitesses initiales (LQ : pointillés; Stackelberg : trait
plein).

La figure 3.10 montre ’ensemble des positions initiales avec une vitesse initiale horizontale de
+0, 1m.s~! des trajectoires stabilisées. La commande de Stackelberg est meilleure que la commande
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LQ dans ce cas.

Position y normalisée par I'entrefer I(J

Position x normalisée par I'entrefer I0

FIGURE 3.10 — Ensemble des positions initiales avec vitesse horizontale des trajectoires admissibles
(LQ : o; Stackelberg : .).

3.5 Stratégie de Stackelberg pour les jeux incluant des critéres qua-
dratiques & pondération temporelle

Pour la fin de ce chapitre, une extension des jeux linéaires-quadratiques est étudiée. Cette partie
rassemble les résultats de [JAK04a, Jun06a, Jun06b|. On considére un jeu différentiel & deux joueurs,
sur un horizon infini, de contrainte linéaire

T (t) = Ax (t) + Bijug (t) + Bousg (t) , T (t()) = x, (3.98)

ouz € R, u; € Upg; CR™ (i € {1,2} et n, r; € N, Upq,; est 'ensemble des commandes admissibles
u;) et avec les critéres (pour ¢ € {1,2}) incluant un taux de pondération temporelle «;

1 . I
Ji = Eacg:e?“lthifa:f + 2 /t e2ait (a:TQim + u?Rilul + ugRiqu) dr, (3.99)
0

ot zy = x (t7). Toutes les matrices de pondération sont constantes et symétriques avec Q; = CZ-T Ci >
0, Kjy >0, R;j >0 (i # j) et Ry > 0. Les matrices C; sont supposées de rang plein C; € R™*".
De facon a simplifier la preuve du théoréme 3.13, il est supposé que m1 < ro. Le coefficient constant
a; € R correspond & un taux de pondération temporelle.

Ce probléme a déja été étudié dans la littérature dans le cadre de la stratégie de Nash en boucle
ouverte [AKJO03|. Ici il est étudié dans le cadre de la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte. Pour
a1 = ag =0, il a déja été vu dans la premiére partie de ce chapitre (aussi voir [AKB85, AKF1J03]),
que cette stratégie est caractérisée par une matrice Hamiltonienne notée Mg po, définie par (3.31).
Dans le cas général, a; € R et as € R, cette propriété de caractérisation par une matrice Hamilto-
nienne ne tient plus.
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L’objectif, ici, est double : d’abord étudier le cas général, ol aucune hypothése n’est faite sur les
valeurs aq et as et examiner les propriétés et la structure de la matrice caractérisant les conditions
nécessaires (paragraphe 3.5.1). Ensuite des conditions suffisantes, assez faibles, sont proposées pour
assurer un degré d’a-stabilité du systéme asservi.

Le cas de la commande linéaire-quadratique classique, incluant un taux de pondération temporelle
a a été complétement étudié (voir [AMS89] par exemple).

La catégorie des critéres (3.99) tenant compte d’une pondération temporelle peut rassembler plu-
sieurs applications. En économie par exemple «; < 0 modélise le taux d’escompte (ou "discount rate"
en anglais) comme on peut le voir dans [DJLS00, CW]|, [Bag84, p. 77]. En automatique, généralement
a; > 0, afin d’essayer d’assurer une stabilité asymptotique de degré a > 0, définie par

lim e™z(t) = 0. 1
Jim e z(t) =0 (3.100)
Pour a > 0, une convergence dans une enveloppe exponentielle est garantie et pour a = 0, les critéres
(3.99) sont purement quadratiques, et on retrouve la définition de la stabilité asymptotique.

Dans la suite, plus aucune hypothése n’est faite sur le signe des coefficients «a; et a9, afin de
permettre 1'utilisation dans ces divers champs applicatifs, sans restriction. L’utilisation de coefficients
différents @1 # a9 dans les critéres (3.99) permet de modéliser des objectifs de degré de stabilité
différents, ou par exemple, des taux d’escompte de différents pays.

La fin du chapitre est organisée de la facon suivante. Dans le paragraphe suivant, les conditions
nécessaires sont modifiées, ainsi que les équations couplées de Riccati, pour tenir compte des valeurs
quelconques de aq et ao. La matrice caractéristique est particuliérement étudiée, notamment les pro-
priétés de symétrie de la distribution de ses valeurs propres. Enfin, le dernier paragraphe proposera
des conditions suffisantes faibles, utiles dans le cadre de I’a-stabilité.

3.5.1 Mise en équations

Les conditions nécessaires pour une stratégie de Stackelberg en boucle ouverte sont bien connues
depuis [SC73b, SC73a|. Elles sont rappelées au début de ce chapitre. Dans [DJLS00, chapter 5], il
est possible de trouver une forme plus explicite, correspondant aux critéres incluant une pondération
temporelle sous forme exponentielle.

Les conditions nécessaires sont valables pour des matrices de pondération dans les critéres, qui
dépendent du temps ¢. L’inconvénient est que la matrice caractéristique Mg po dépend aussi du
temps. Néanmoins un changement de variable sur les vecteurs d’états adjoints permet de rendre cette
matrice caractéristique indépendante du temps.

Rappelons que le vecteur 1, est le vecteur d’état adjoint du suiveur, associé & la contrainte
dynamique (3.98) et que les vecteurs 1o et 7 sont les vecteurs d’états adjoints du leader, associés
respectivement a la contrainte dynamique (3.98) et & la réaction rationnelle du suiveur R(:).

Ainsi en effectuant les changements de variables suivants :

Pi(t) e (1), (3.101)
Po(t) +— e 2%y (t), (3.102)
Y(t) — emHemaiyy), (3.103)
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les commandes (uj*,u3*) associées a la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte sont de la forme

u**(t) = =R BT (1),
{ (1) 1}1 1T 1(t) (3.104)
u3* (t) = —Ryy By a(t).
avec
_z' T
1 Py
. =M , 3.105
¢2 Q102 ¢2 ( )
¥ Y
et les conditions de transversalité
x (to) =Xy,
¢1 (tf) :Klfwfa
3.106
) (tf) :Kgfivf—Klf’y(tf), ( )
Y (tO) =0,
ou
A -5 —Ss On
_ -1 —AT — 2011 O 0n
Ma1a2 - _Q2 On —AT _ 2052[71 Ql (3107)
On —521 Sl A - 2(02 - al)In

On rappelle que les notations S;; = BjRj_leinj_lef et S; = S;; sont utilisées.

La nouvelle matrice My, 4, définie par (3.105), (en association avec les conditions terminales
(3.106)) est caractéristique des conditions nécessaires de la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte
avec des critéres possédant une pondération temporelle exponentielle. Il s’agit encore une fois d’un
probléme aux deux bouts. Notons que pour oy = ag = 0, nous retrouvons bien le cas des jeux linéaires
quadratiques sans termes croisés et la matrice caractéristique Mg po définie par (3.31).

My, = Moo = Ms,Bo- (3.108)

Avoir des coefficients a; et as non nuls ne change rien au fait que les conditions nécessaires sont
aussi suffisantes si les critéres sont convexes sur I’horizon fini (¢; fini) [SC73b, SC73a]. Cependant cet
argument est assez restrictif. Le but avoué étant de stabiliser le systéme dynamique (3.98) avec une
commande issue de la stratégie de Stackelberg, nous n’insisterons plus sur le lien (avec une structure
d’information en boucle ouverte) entre ces commandes et un éventuel équilibre de Stackelberg.

La principale contribution ici sera d’étudier les propriétés de la nouvelle matrice caractéristique
My, o,- Rappelons, dans le paragraphe, suivant une maniére de résoudre le probléme aux deux bouts
associé a ces conditions nécessaires.

3.5.2 Détermination de la stratégie de Stackelberg
3.5.2.1 Critéres sur un horizon fini

A T’aide du méme raisonnement que pour la détermination d’une stratégie de Nash, les équations
des conditions nécessaires pouvant se mettre sous forme linéaire, et les conditions de transversalité
étant linéaires en xg, les vecteurs d’état adjoint sont de la forme linéaire en I’état x. Notons K (t) €
R™*" Ky (t) € R**™ et P (t) € R**™ veérifiant

Pi(t) = Ki(t)z(t),
P2 (t) = Kx(t)z (), (3.109)
() = P()z ()
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On obtient ainsi les équations différentielles couplées de Riccati

K1 = — (AT +2a11,) K1 — K1A — Q1 + K1 51K + K153 Ky,
Ky, = - (AT + 20{2[n) Ky — KoA— Qo+ QP+ KyS1 K1 + KoSo Ko, (3110)
P = (A -2 (042 — 041) In) P—PA+ PS K1+ PS3Ky — So1 K1 + S1Ko,
avec
K, (tf) = Klf,
Ky (tr) = Koy — K1 P (tf), (3.111)
P (to) = 0.

Dans ce cas, les commandes issues de la stratégie de Stackelberg peuvent se reformuler en

wi* (t) = —RyBY Ky (8) € (8, to) 2o,
{ u; (t) = —R;‘;Béf Ko (t) € (t, to) 2o, (3.112)
ol '
{Llg om0 a0 19

Ces commandes ne sont pas des fonctions de l'état z (¢), mais bien uniquemement de ’état pré-
déterminé £ (t,%g) zo, fonction du temps, déterminée par le modeéle du systéme.

Les équations couplées de Riccati (3.110) sont caractérisées par la matrice My, q,. Effectivement
en utilisant les sous-matrices

AL =S %2 On
= J_\_Jl_MZ —Q1 —A" - 2011y 0 0,
Ma1a2 - [ M3 : M4 :| —Q2 i On _AT _ 2042171 Ql s (3114.)
Op, =851 S1 A—2(as — 1),

nous pouvons réécrire les équations (3.110) en une seule équation de Riccati non symétrique

Ky K, K, K, K,
Ky = My Ky — Ky My + M3 — K Ms Ky (3115)
P P P P P

3.5.2.2 Critéres a horizon infini

Ce paragraphe s’attache & 1'étude du cas particulier de critéres & horizon infini (¢ — 400). En ne
recherchant que des commandes stabilisantes, les critéres terminaux dans (3.99) n’ont plus de sens,
ainsi que les conditions de transversalité associées (3.106).

Aussi en se placant sur un horizon infini, il est possible de ne rechercher que les solutions constantes
de (3.115), en remplacant le membre de gauche par une matrice nulle de taille adaptée. Cette équation
non-symétrique de Riccati devient alors algébrique.

Une méthode pour trouver toutes les solutions Ki, Ko et P de I’équation algébrique de Riccati,
est d’étudier les espaces invariants de la matrice My, o, [AKFLJ03, JAKO4a]. Nous rappelons ici cer-
taines conditions nécessaires (théoréme 3.10) a 'existence de solutions a ces équations. Ces conditions
nécessaires peuvent aussi bien s’appliquer dans le cas particulier a; = ag = 0. La démonstration que
nous rappelons ici a été publiée dans [JAK04a]. Elle nécessite deux définitions et trois lemmes que
nous indiquons.
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Définition 3.5 (Mode non-commandable). X est appelé mode non-commandable (de rang 1) de
la paire (A, B) s’il existe un vecteur y € C* \ {0} tel que

ATy =Xy
BTy =0

Définition 3.6 (Mode non-observable). X est appelé mode non-observable (de rang 1) de la paire
(A, Q) s’il existe un vecteur y € C* \ {0} tel que

{ Ay = Ay
Qy=0
0
Lemme 3.7. Il existe y € C* \ {0} tel que g est un vecteur propre de My, o, associé a X\ est
0
équivalent a — (21 + \) est un mode non-commandable de la paire (A, By).
0 —Sgy 0
, - y ~ATy — 201y Y Bfy=0
. = O
Démonstration. My, q, 0 0 A 0 & { ATy = — (201 +\) y
0 —Sa1y 0
0
Lemme 3.8. Il existe y € C* \ {0} tel que 2 est un vecteur propre de My, o, associé a \ est
0
équivalent ¢ — (2a2 + A) est un mode non-commandable des paires (A, B1) et (A, Bg).
: 0 AN
Démonstration. M, = =A < { Bly=0 O
Q1o y —ATy —2a0y Yy A%:::/J _ (20&2 n A) y
0 Sly 0
0
Lemme 3.9. I eziste y € C* \ {0} tel que 8 est un vecteur propre My, q, associé a \ est
Y
équivalent ¢ (2 (ag — a1) + A) est un mode non-observable de la paire (A, Q1).
0 0 0
, | o] 0 o Qy =0
Démonstration. My, q, 0 | = Oy =A 0 |& { Ay = (2(as — 1) + Ny
y Ay —2(a2 — i)y y

O

Théoréme 3.10 (Conditions nécessaires d’existence). Soit un sous-espace invariant de la ma-
trice My, a,, associé auz valeurs propres Ay, , -+ , Ay, . Des conditions nécessaires a l’existence d’une
solution finie & l’équation algébrique de Riccati (3.115) sont d’éviter les vecteurs propres de My, q,
des formes suivantes :

ow O

(3.116)

ow © O
e O O O

o

C’est-a-dire, choisir Ay, ,--+ , Ay, telles que
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1. —(2a1 + Ay;) est un mode commandable de (A, By).
2. —(2ag + \y;) est un mode commandable de (A, By) ou (A, Bz).
3. (2(ag — a1) + Ay;) est un mode observable de (A, Q7).

Si K1, Ky et P sont solutions constantes de (3.115), alors le spectre de (A — S1K; — SoK>) est
inclus dans celui de My, q,-

3.5.3 Symétrie Hamiltonienne non apparente

De ce paragraphe, une propriété de symétrie de la distribution des valeurs propres de la matrice
My, o, est mise en valeur.

Théoréme 3.11 (Symétrie). La matrice (My,a, + @2lsy) est Hamiltonienne.

Démonstration. De fagon a mettre en évidence la structure Hamiltonienne de la matrice My, q,, on
pose les matrices

B B2 ~ CQ Omgxn
Aal,az — _Ql —AT+(a2—2a1)In :| ) C [ 0

B= m
[ Onxcr rixn Ry BT

La matrice M, q, vérifie

Au, 0 —BR;, BT
Ma1a2 + CU2I4n = T |: Im Om XTr :| bl T . (3117)
—C 2 X —A
07'1 XMmo R21 a1,a2
En notant J = [ O;" 52" ], (remarquons que J' = —J = J 1), Il est possible de vérifier que
—42n 2n

jT (Ma1a2 + a214n) «7 = — (Malaz + a214n)T

ce qui prouve que (My,q, + @2l4y,) est une matrice Hamiltonienne. Il est bien connu que pour une
matrice Hamiltonienne si A est une valeur propre, alors —\ en est aussi une. Pour notre cas, la matrice
(My, 0y + @2l4,) est Hamiltonienne réelle. De ce fait, la matrice My, o, admet le point (—ag;0) comme
centre de symétrie de la distribution des valeurs propres de My, o, dans le plan complexe. O

Remarque 3.12. Cette propriété de symétrie ne dépend que de oo, le taur de pondération temporelle
du leader. En particulier, elle est indépendante du terme a1, tauz de pondération temporelle du suiveur.
La structure hiérarchique du jeu autorise le leader & imposer son taux de pondération temporelle au
systéme (3.98).

En notant A, (k € {1,--- ,4n}) les 4n valeurs prores de M,,q,, & une permutation prés, nous
avons
Re ()\1) S e S Re ()\Qn) S — Q9 S Re (A2n+1) S e S Re ()\4n) . (3.118)
3.5.4 Conditions suffisantes pour obtenir une stricte as—stabilité

Dans le cas particulier a; = ag = 0, la relation
Re ()\gn) <0< Re (A2n+1) . (3.119)

est imposée si [AKB85],
— les paires (C1, A) et (Cq, A) sont détectables,
— la paire (A4, By) est stabilisable.
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L’objectif ici est de déterminer des conditions suffisantes pour assurer
Re ()\Qn) < —a9 < Re ()\2n+1) . (3.120)
pour toute valeur de a1 et de as.
Théoréme 3.13 (Stricte as—stabilité). Pour tout couple (ai,as) € R2, la relation (3.120) est
vérifiée sous les conditions suffisantes suivantes
i. la paire (C1, A+ (2a1 — ag)I,) n’admet pas de mode inobservable imaginaire,
it. la paire (Ca, A + agly,) n’admet pas de mode inobservable imaginaire,
iti. la paire (A + (21 — ag)I,, B1) n'admet pas de mode incommandable imaginaire,
iv. et de plus, si ay # ag le triplet (A+agl,, Bo, C1) n'admet pas de zéro de transmission imaginaire.

11 est rappelé ici que mq < 79 est imposé.

La preuve nécessite ['utilisation de deux lemmes.

P —-DR™'D
Lemme 3.14. En supposant que R > 0 et W > 0, la matrice Hamiltonienne T R T
—E*WE -P
n’admet pas de valeur propre imaginaire si
— la paire (E, P) n’admet pas de mode inobservable imaginaire.

- la paire (P, D) n’admet pas de mode incommandable imaginaire.

Ce lemme est bien connu dans le cadre du probléme linéaire-quadratique classique. On peut trouver
une preuve, par exemple dans [AKFIJ03, p. 59].

Lemme 3.15 (Inégalité du rang d’un produit de matrice). Soit Uy et Us des matrices de tailles
g X w et wx p. Alors en notant p(Uy) le rang de la matrice Uy,

p(U1) + p(U2) — w < p(U1U2) < min (p(U1), p(Uz)) - (3.121)
Notons qu’en anglais, cette inégalité s’appelle "linégalité de Sylvester”.

Une démonstration de ce lemme se trouve, par exemple, dans [Che84].

Démonstration. Afin d’éviter les valeurs propres imaginaires de la matrice Hamiltonienne (Mg, o, + @214,),
le lemme 3.14 et les tests d’observabilité et de commandabilité de Hautus sont utilisés. La matrice
(Mg, a, + @2lyy,) définie par (3.117) n’admet pas de valeur propre imaginaire si pour tout w € R

- p([ flal,m —twlyy, B ]) = 2n,

-p|[------ - = 2n.
C
La premiere égalité est d’abord étudiée.
A+ aol, —iwl, —ByR{'BT
flal,az —wl, —Q1 —AT 4 (g — 21 —iw) I,
Py~~~ -~ T = P
C Co On
| 07"1 XN Rl_llB;F |
[ A+ ol — iwl, | On ]
Cy | On
— p ————————————————————————————————————————————————————————
—Q1 —AT 4+ (a0 — 2001 — iw) 1,
| O Ry BT ]
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Les conditions ii) et iii) du théoréme 3.13 ménent a p | [--->------ = 2n.

Maintenant la condition sur la paire (Aal,az, — twlyy, B) est étudiée.

It . S . A + ((12 - iw)In —Sl : B2 .
[ Aa1,a2 - ZWI2H ' B ] - |: _Ql _AT + (052 o 2@1 _ zw)In : Onxrz - UlUZ,
avec ,
T R o € R2nx(@ntm), (3.122)
0,1 —CT —AT + (ag — 201 —iw)I,
et ,
A + (052 - iw)In B2 E —Sl
e=| O Omuxra i Omuxn | €RETITION, (3.123)
On 0n><7‘2 I’fl

La condition i) dans le théoréme 3.13 donne p(U;) = 2n, et la condition iv) donne p(Usz) = 2n + mq
(en se souvenant que my < r3).

L’inégalité de Sylvester (lemme 3.15) permet d’écrire p(U1Us) = 2n.

Remarque 3.16. Il est a noter que dans le cas a1 = ag = «, la condition iv) sur le zéro de trans-
mission est superflue. La matrice Aa,a est Hamiltonienne. Par le lemme 3.1/, les deur conditions
(C1, A+ aly,) n’admet pas de mode inobservable imaginaire et (A+ al,) n’admet pas de mode incom-
mandable imaginaire sont suffisantes pour garantir que fia,a — twlyy, est inversible pour tout w € R
et que p ([ fla,a —iwlsy, B ]) = 2n, sans autre considération sur le triplet (A + aly,, By, C1).

O

Remarque 3.17. La condition iv) peut étre interprétée en théorie des jeuz. Ce triplet correspond a
un couplage entre les joueurs. L’action du leader (matrice Bg) sur le systéme (matrice A) peut étre
vue par le suiwveur (matrice C1). En d’autres termes, le leader est capable d’imposer sa commande
désirée au suiveur, grdace a sa position hiérarchique privilégiée.

Remarque 3.18. Il est a noter, méme pour oy et ag quelconques, qu’aucune hypothése sur la paire
(A, By) n’est faite. La commandabilité ou simplement la stabilisabilité du leader n’influence pas ce
résultat. Preuve encore du role privilégié du leader.

3.6 Conclusion

Les différents aspects de robustesse des commandes issues de la stratégie de Stackelberg avec
une structure d’information en boucle ouverte sont étudiés dans ce chapitre. Aprés avoir donné les
conditions nécessaires, pour le suiveur et pour le leader, permettant de déterminer ces commandes.
Il est montré comment résoudre les équations couplées de Riccati associées. Méme si rien n’assure
I’existence de solutions menant & un asservissement stable et réel, généralement de telles solutions
existent en grand nombre. La sélection de la meilleure solution en terme de robustesse est assez
délicate et ne peut se faire que numériquement pour 'instant. Néanmoins, 'utilisation de la stratégie
de Stackelberg en boucle ouverte sur des applications comme la suspension magnétique est pourtant
un bon compromis, par rapport aux commandes classiques. Enfin, ce chapitre se termine par une étude
détaillée des propriétés de la matrice caractéristique dans le cas plus général des critéres incluant des
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pondérations temporelles sous forme exponentielle. Ce chapitre achéve 1’étude avec une structure en
boucle ouverte dans ce mémoire.



Chapitre 4

Stratégie de Nash en boucle fermée

4x 142857
—=571428

Un élément essentiel dans le domaine de la commande robuste est la commande de type mixte
Ho | Hoo [ZGBDY94, DGKF89, DZGBY4, Doy78]. Ce type de commande consiste & minimiser un critére
sous la forme d’une norme Ho, sous une contrainte traduite par une norme de type Hqo. La commande
mixte Ho / Hoo sera présentée plus en détail dans le chapitre 6. La recherche de cette commande se
formulant comme un probléme de décision multicritére, une idée assez naturelle est d’utiliser le cadre
de la théorie des jeux. Limebeer, Anderson et Hendel dans [LAH94| sont les premiers & traiter ce
probléme dans ce cas en utilisant la stratégie de Nash.

L’idée générale, reprise dans [FS97] et [CZ01] est de considérer un jeu différentiel & deux joueurs
de somme non nulle. Un joueur traduit I’action de la commande & appliquer et son critére correspond
a la norme Ho qu’il faut minimiser. I’autre joueur traduit I’action de la perturbation et son critére
correspond & la norme Ho , qu’il cherche & maximiser. A I'équilibre, cette perturbation est donc celle
dans le pire des cas dans le sens de la norme H .

En revanche, les "bonnes" propriétés pour la commande mixte He / Hoo dans [LAH94| ne sont pas
obtenues & l’aide de la structure d’information en boucle ouverte, mais grace a la structure d’infor-
mation en boucle fermée. La stratégie de Nash en boucle fermée a donc une utilisation directe dans
le probléme de commande mixte Ho / Hoo, en étant une de ses reformulations possibles.

Ce chapitre est consacré a I’étude d’une stratégie de Nash avec une structure d’information en
boucle fermée. La détermination des commandes associées & un équilibre de cette stratégie méne &
la résolution d’équation de type Riccati d’un nouveau genre, oil le couplage des termes quadratiques
est trés fortement non-linéaire. Ces équations sont difficiles & résoudre. Aprés la mise en place de ces
équations, et la présentation des principales propriétés de leurs solutions, ce chapitre s’attache tout
particuliérement & des algorithmes numériques itératifs permettant de résoudre ces équations.

4.1 Intérét et mise en équations

Le cadre de la structure d’information en boucle ouverte pour la stratégie de Nash conduit & des
équations de type Riccati couplées qui peuvent se réécrire sous forme d’une seule équation de Riccati
rectangulaire. Cette équation de Riccati rectangulaire est relativement aisée & résoudre dans le cas
ou elle est algébrique. Néanmoins comme le chapitre précédent ’a mis en valeur, cette facilité de
résolution se paye en manque de propriétés intéressantes.

77
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En revanche, la structure d’information étudiée, en boucle fermée pour la stratégie de Nash méne
& des équations de Riccati fortement couplées qui sont beaucoup plus ardues & résoudre. Néanmoins,
une fois ces équations résolues, les solutions sont trés riches en propriétés.

Cette richesse en propriétés a généré un nombre important de publications dans la littérature
sur cette stratégie de Nash en boucle fermée. Dans les premiéres, on peut citer celles de Starr et Ho
[SH69b, SH69a|, celle de Foley et Schmitendorf [FS71] et celle de Lukes et Russel [LR71]. Aussi le cas
linéaire quadratique est particuliérement étudié par Krikelis et Rekasius [KR71]. En particulier dans
cet article, la premiére méthode de type Newton est présentée pour résoudre les équations couplées
de type Riccati algébriques issues de la stratégie de Nash en boucle fermée.

Comme dans le chapitre précédent, nous suivons ’approche de Starr et Ho [SH69b, SH69a| pour
déterminer les commandes associées & un équilibre de Nash avec une structure d’information en boucle
fermée. Considérons un jeu différentiel & N joueurs, ou le joueur "i" (4 = 1,2,--- , N) doit déterminer
une commande u;(t) pour minimiser le critére J; donné par

tf
Ji = Kig (z5,1f) +/t Li (z(t),u1(t),- - ,un(t),?) dt, (4.1)
ot x5 = z(ts) et sous la contrainte
T @0, u1 0, 0200, w9 42)

La fonction f est supposée continiment dérivable par rapport & chacune de ses variables. Dans la
suite, on se limite a la recherche de commandes u;(t,7;(t)) = u; (¢, 2(t)) qui soient continGment déri-
vables par rapport & chacune de ses variables. De ce fait, nous ne tenons pas compte des commandes
discontinues en 1’état et donc des commandes de type représailles. Ce type de commande discontinue
permet au leader de forcer le suiveur & jouer la commande qu’il souhaite.

Le Hamiltonien associé au joueur "i" (1 =1,2,--- , N) s’écrit

Hi(Iaula"' auN7¢17t) :LZ (Iaula"' 7'U'N7t) +¢;Ff (waula"' auNat)a (43)

ol ¥;(t) € R est le vecteur colonne d’état adjoint du probléme d’optimisation du joueur "i", associé

a la contrainte dynamique (4.2). Notons que ce probléme d’optimisation étant de type normal, le
critére instantané L; a une pondération normalisée & 1 dans le Hamiltonien H;(t). Les conditions
nécessaires d’un équilibre de Nash sont données dans [SH69b|

dyi  0H; i ou;(z,0)\" oH,(1) 44
dt Oz Oz ouj '
=1
j#Ei
avec comme condition de transversalité
BKZ-f (iL‘f, tf)
() = ——— -2 4.5
Wilty) = SHEEL, (1.5
et la commande u;(t) = u}(z,t) minimise
H'i (.’L‘(t), UT ('Ta t)a Tty u;—l(wa t)a Ug, u;—l—l(‘wa t)a Tt au}k\l(l‘a t)a ¢i(t)a t) - (46)

Par rapport & un probléme de commande optimale classique monocritére, le terme de sommation
dans 1’équation traduit la prise en compte par le joueur "¢" des réactions des autres joueurs. Ainsi,
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pour N = 1, ce terme disparait, comme en boucle ouverte. Il faut donc noter que pour N =1 (pro-
bleme LQ), les notions de structure d’information en boucle ouverte ou en boucle fermée coincident.
La détermination des commandes associées passe par la résolution d’une seule équation de Riccati
standard. Néanmoins ici pour un nombre de joueurs N > 1, il faut prendre en compte ces termes de
couplages entre les commandes, comme les commandes optimales sont fonctions du temps et aussi de

ou; (z,1)
“ o 7

z
Ces conditions nécessaires générales sont appliquées au cas des systémes linéaires-quadratiques
multicritéres. La dynamique est donc de la forme

mesure instantané ¢ u eme u; (z,t). Donc ici a priori
la mesure instantanée de ’état du systéme u; (x,%). Donc ic

dz(?) = Ax(t) + iBiUz‘, z(ty) = xo, (4.7)
dt —
et les critéres quadratiques sans termes croisés
1 1 [t il
Ji = Ercr‘jrf’Kif:Bf + 5/1:0 T (1) Qi (t) + jzlu;‘-r(t)Rijuj(t) dt. (4.8)

A partir de la condition (4.6), on obtient ’expression de la commande optimale en fonction des
vecteurs d’état adjoints

uf(t) = —R;'Bfi(t), Vi=1,2,---,N. (4.9)
Les conditions nécessaires se réécrivent alors en
N s\ 1
dyi _ o ry Ouj\" OH;
dt Qiz = A4 Z ( ox ou; (4.10)
=1
j#i
N o, T
= —Qx— AT'(ﬁZ- 4+ Z (8—1‘J> BjRj_jl (—Rij + Rjj) Rj_le]T’lﬁj (4.11)
=1
j#i
N o) T
= —Qiz—ATyi+ > (a—;> (=Sij + Sij) i (4.12)
j=1
j# i
AT ‘9% G N
= Qiz — A" + Z Szg + S]J) 7/)]7 (4-13)
(4.14)

avec S;;j = BjRj_leinj_le;‘-r et S; = BiRZ-_ilBZ-T . Ces équations sont associées aux conditions de
transversalité (comme l'extrémité z(t;) = zf est libre)

pi(ty) = Kipxy. (4.15)
Les conditions aux limites se résument de la fagon suivante

z(to) Zo

P1(ty) _ Kiyzy (4.16)

Y (ty) Knyzy
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Il s’agit donc d'un probléme dit "aux deux bouts" comme les conditions aux limites portent en
méme temps sur les conditions initiales et sur les conditions finales.

La section suivante indique comment résoudre ce probléme grace a des équations couplées de type
Riccati.

4.2 Equations couplées de type Riccati d’un autre genre

0Y;

Les conditions nécessaires (4.14) sont difficiles a résoudre, & cause de la présence des termes —=.

Meéme si la possibilité de résolution par des commandes non-linéaires a été envisagée [Bag74], comlg“vne
dans le cas monocritére ou des stratégies en boucle ouverte, il est fait une hypothése de simplification
pour restreindre la classe d’étude. Il est supposé que les vecteurs d’état adjoints sont linéaires par
rapport au vecteur d’état. On pose alors

Pit) = Ki(t)z(t), Vi=1,2,--- N. (4.17)

Ici pour des raisons d’allégement des écritures, la méme notation "K;" est utilisée que pour la
stratégie en boucle ouverte. A part au moment de la discussion entre boucle ouverte et boucle fermée,
il n’y a pas de confusion sur l'interprétation, en fonction de la partie boucle ouverte ou boucle fermée.

En injectant cette forme dans les équations nécessaires, ces équations se reformulent en Vi =
1,2,--- ,N

N
Ki=-KA—-A"K; - Q; - > (K;S;;K; — K;S;K; — K;S;K;), Ki(ty) = K. (4.18)
=1

Les commandes optimales associées 4 la stratégie de Nash en boucle fermée sont alors de la forme
d’un retour d’état mesuré (en accord avec la définition de la structure d’information en boucle fermée)

uj(t) = —R;;'BY K;(t)z(2). (4.19)
Il est possible de trouver plus de détails dans [FJAK96].

Les couplages de type quadratique qui sont présents dans (4.18) sont fortement non-linéaires. Le
lemme de Radon ne permet pas de réécrire ces équations sous la forme d’une seule équation de Riccati
de type rectangulaire. A notre connaissance, il n’existe pas de méthode générale et systématique pour
résoudre ces équations, comme les équations de Riccati couplées de type boucle ouverte.

Certains résultats existent cependant sur ces équations. Il est possible de référer & [AKFIJ03] afin
d’obtenir des informations plus détaillées. En particulier dans [LR71], Lukes et Russel étudient 'uni-
cité d’une commande par retour d’état linéaire (si elle existe). La possible existence de commandes
non-linéaires a été étudiée dans [Bag74, BO95|. Des conditions suffisantes pour l'existence locale des
solutions de (4.18) sur un horizon fini sont obtenues dans [PC79b, PC80]. On peut citer aussi [PO84].
Diverses méthodes de résolution ont été proposées. Certaines seront détaillées dans la suite de ce
chapitre. Ici nous ne citerons que ’approche par le portrait de phase dans le cas scalaire de [WSE95],
ou bien l'approche par séries dans [CC71, OP77].

Dans le cas d’horizon infini pour les critéres quadratiques (4.8), c’est-a-dire qu’a ¢ fixé, ty — +oo,
la méthode de résolution est identique. Néanmoins, pour les mémes raisons citées pour le passage & un
horizon infini pour les stratégies en boucle ouverte, le colt terminal n’a plus de sens dans les critéres
(4.8). Les conditions de transversalité (4.15) ne tiennent plus. Les équations différentielles couplées
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de type Riccati (4.18) deviennent algébriques et il devient possible de ne rechercher que les solutions
constantes
N
0, = —KZA — ATKz — QZ — Z (st’inj — KzS]KJ — K]S]KZ) y Vi = 1,2,--- ,N. (420)
j=1

4.3 Propriétés des solutions des équations de type Riccati

Les équations différentielles couplées de type Riccati issues d’une stratégie de Nash en boucle fer-
meée (4.18) présentent certaines propriétés intéressantes, qui en particulier ne sont pas vérifiées dans
le cas général pour la stratégie de Nash en boucle ouverte.

En premier lieu, il est possible de voir que les équations différentielles (4.18) sont symétriques en
K;. Cest-a-dire que si les K;(t) sont solutions de (4.18), alors K () en sont aussi solutions. A la
condition supplémentaire que les K;f soient symétriques, les solutions de (4.18) sont symétriques. Il en
sera donc de méme pour les solutions des équations algébriques (4.20), étant donné que les conditions
terminales K¢ n’interviennent plus.

En second lieu, il est possible de faire un rapprochement entre les valeurs de K;(tg) et les valeurs
optimales des critéres J;*, comme pour le probléme d’optimisation LQ (a un seul critére).

Théoréme 4.1 ([FJAK96]). Soit K;(t) des solutions des équations différentielles de type Riccati
(4.18). Les valeurs des critéres optimauz sont alors données par
1
JZ* = Engi(tO)wo- (4.21)
Démonstration. Pour plus de clarté, la dépendance en temps des grandeurs est sous-entendue. En
utilisant les équations différentielles (4.18), on obtient

d )
— |z Kz = o Kiz+z Kiz+ 12 KT .
5 Tk iT'K TR TR, 4.22

N N
= .’I,'T AT—ZKij K, + K; A—szKj
i=1

=1
N
~KiA— ATK; — Q; — Z (K;SijKj — K;S;K; — K;S;K;) |z (4.23)
j=1
N
= —z7 Q; + ZKjSinj x. (4.24)
j=1
En intégrant cette égalité, il vient
ty d
.’L'T(tf)Kzf.'E(tf) — .’ET(to)Ki(to)a}(to) = / a [.’I}TKZZE] de (425)
to
ty [ N
= —/ z! Q; + ZKjRinj x| dt (4.26)
to ]:1
L’identification de J;* donne alors
1 1 [t il ] 1
JF = EwT(tf)Kifx(tf) + 5/ o' |Qi+ ) KjRyK;| x| dt = E:EE‘)FKi(tO)wO. (4.27)
to :1
] =
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Ce lien est d’une grande importante. Effectivement il permet d’exprimer analytiquement le critére
pour les équilibres de Nash en boucle fermée directement & partir de la valeur intégrée des K;(tp).
Pour les systémes d’horizon infini, les solutions des équations algébriques présentent la méme pro-
priété. Cette propriété est la généralisation directe de I’expression du critére optimal pour le probléme
classique LQ. Elle permettra aussi de pouvoir plus facilement intégrer dans le modéle la valeur des
critéres par l'utilisation des équations (4.20) dans le cas d’horizon infini. Si I’on interpréte la valeur
optimale des critéres comme le grammien d’observatibilité du systéme, I’équation de type Riccati
(4.20) peut alors étre considérée comme une équation de Lyapunov implicite.

On notera que pour la stratégie de Nash avec une structure d’information en boucle ouverte, il
n’existe pas & notre connaissance d’expression simple générale pour exprimer la valeur des critéres.
Le plus simple en pratique est alors de déterminer les matrices K; de la stratégie de Nash en boucle
ouverte et de calculer le grammien d’observatibilité associé aux critéres. Cependant ici I’équation de
Lyapunov associée a ce grammien, ne coincide pas avec les équations (4.20).

4.4 Différence entre les stratégies de Nash en boucle ouverte et en
boucle fermée

Il est clair en observant les équations de type Riccati associées a des stratégies de Nash en boucle
fermée (4.18) et en boucle ouverte (2.18) que les solutions ne peuvent étre que différentes dans le cas
général. Ceci montre la différence entre les deux types de stratégies. Cependant ce n’est pas I'unique
différence.

Une autre différence concerne le champ d’application de chaque stratégie. Contrairement & la
boucle ouverte, ol les joueurs ne peuvent pas changer leur commande dans U'intervalle [to,%f], en
boucle fermée, les joueurs peuvent interagir de facon permanente sur cet intervalle de temps. Les
joueurs sont alors considérés comme intelligents, dans le sens o1 ils sont capables d’adapter leur com-
mande en fonction de I’état du systéme.

Le nombre de solutions liées & ces équations n’est pas identique non plus. Effectivement en stra-
tégie de Nash en boucle ouverte, et sous la condition suffisante qu’une solution existe, le probléme
admet une solution unique [Bag84|. Ce qui n’est pas le cas en boucle fermée, méme dans le cadre
linéaire-quadratique [Bag77, Meh82].

On peut noter qu’une stratégie de Nash en boucle ouverte peut étre considérée comme une stra-
tégie en boucle fermée particuliére ol la mesure de I’état est limitée a 'instant initial ¢5. En effet,
la structure d’information en boucle ouverte est incluse dans la structure d’information en boucle
fermée. Une stratégie en boucle ouverte est aussi une stratégie en boucle fermée, mais 'inverse n’est
pas vrai [San74].

Il faut aussi lutter contre une mauvaise intuition. Effectivement, avoir une stratégie en boucle
fermée ne veut pas dire nécessairement que les valeurs des critéres vont étre améliorées [Wit71]. Il
existe méme des cas ol la perte d’information pour un joueur entraine une amélioration de son critére

[WCT9].
4.5 Algorithmes de résolution numérique des équations de Riccati
de Nash en boucle fermée

Les équation différentielles couplées de type Riccati de la forme (4.18) ne sont pas a notre connais-
sance des équations différentielles que I’on peut résoudre de facon systématique, mis & part une mé-
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thode numérique d’intégration. En revanche, il existe plusieurs algorithmes numériques qui permettent
de résoudre de fagon itérative, les équations algébriques (4.20) associées. Cette partie est consacrée
a I’étude de ces algorithmes. Pour des raisons de lisibilité évidentes, ’étude se limite au cas de jeux
différentiels linéaires-quadratiques de somme non nulle & deux joueurs (N = 2) sur un horizon infini.
Les algorithmes qui vont suivre ont donc comme objectif de résoudre les deux équations couplées
algébriques de type Riccati

Ni(K1,K2) = Oy, (4.28)
No(K1, K2) = Op. (4.29)

ol
Nl(Kl,KQ) = —ATK1 —Ki1A— Q1+ K151K1+ K1S:Ky + K9oSo K1 — K9S19Ko, (430)
No(K1,Ko) = —ATKy — KyA— Qo+ K2SoKo + Ky $1 Ky + K151 Ky — K1 S K. (4.31)

4.5.1 Algorithmes "classiques"

La difficulté de résolution des équations algébriques couplées (4.28) et (4.29) provient principa-
lement de certains termes quadratiques. Le point commun des algorithmes suivants, est d’éviter les
termes quadratiques "génants pour la résolution", en les fixant & l'itérée précédente et en injectant
ces termes quadratiques "fixes" soit dans les termes constants ();, soit dans les termes linéaires A7 K;;
ou K;A. Il faut signaler que ce constat est a posteriori. Rien n’indique qu’il est & I'origine de la mise
au point de ces algorithmes.

Le reste du chapitre présente donc quatre algorithmes différents. Les trois premiers indiqués ci-
dessous sont déja existants. Le quatriéme et dernier a été élaboré durant cette thése.

Algorithme 1 : l'algorithme de Gajic et al. [GS93], le plus ancien utilise & chaque itérée la résolution
d’équations découplées de type Lyapounov.

Algorithme 2 : le deuxiéme algorithme est di & Abou-Kandil et al. [FJAK96]. Il permet la résolu-
tion de (4.28) et (4.29), en utilisant la résolution en paralléle de deux équations découplées de
type Riccati standards.

Algorithme 3 : le troisiéme est di a Cherfi et al. [CCAKO05]. Il permet une augmentation de la
vitesse de convergence de ’algorithme 2, en réinjectant directement le calcul de K7 dans celui
de K, a la méme itérée. Les équations de Riccati standard sont toujours découplées.

Algorithme 4 : ce dernier algorithme a été élaboré durant cette thése [JPAKO06]. Il est fondé sur
une interprétation de la théorie des jeux en introduisant la notion de manque de confiance. Son
intérét réside dans l'utilisation a chaque étape de la résolution d’une équation de type Riccati
rectangulaire. Cela permet de conserver un couplage entre les équations. Deux versions seront
données en s’inspirant des algorithmes 2 et 3 : paralléle et réinjecté.

Pour plus de lisibilité, les mémes notations seront utilisées pour présenter les divers algorithmes, en
particulier le numéro de l'itérée sera indiqué en exposant entre parenthéses (exemple K l(c) est la valeur
de l'itérée "c € N" de la matrice K7). Les algorithmes possédent la méme structure, tout d’abord
une phase d’initialisation, I’élaboration des solutions & chaque itérée, et ’évaluation de ’erreur pour
obtenir le critére d’arrét.

4.5.1.1 Algorithme de Gajic et al.

Cet algorithme a été publié par Gajic et Shen [GS93]. Il propose d’approcher les équations couplées
de type Riccati (4.28) et (4.29) par des équations découplées de type Lyapounov a chaque itération.

Algorithme 1 (Gajic et al.). Fizer un niveau d’erreur mazimale €.
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— Sélectionner les valeurs initiales Kfo) € R™*™ et Kéo) € R™*™ telles que
A-5 K9 — g,k (4.32)

soit stable.
— A chague itérée c € N*, on obtient les solutions K§c) et KQ(C) de la maniére suivante. On résout

(¢)

l’équation de type Lyapounov standard, d’inconnue K

— c— T c 4 c— c—
0, = (A— Si K — g, K 1)) K+ k) (A ~ 51K — gkl 1))
K Vg kD 4 gkleVg, k) 1+ Q. (4.33)
)

Ensuite on résout en paralléle, I’équation de type Lyapounov standard, d’inconnue Kéc

T
0n = (4-8iKY - 5k{Y) K+ K (4- 1KY - s,k 7Y)
K V8K + KV gy kY 4 Qs (4.34)

~ Le calcul de Uerreur se fait a chaque itérée c en évaluant la quantité (N1(-,-) et Na(-,-) étant
définis par les relations (4.30) et (4.31)

€© = max {HM (k1 &) HOO , HN2 (51, &) HOO} . (4.35)

L’algorithme s’arréte a la condition
) <e. (4.36)

Cet algorithme approche les équations de Riccati (possédant des termes quadratiques) par des
équations de type Lyapounov, qui sont affines. Ici I’ensemble des termes quadratiques des équations
(4.28) et (4.29) sont modifiés avec les itérées précédentes, de facon a les intégrer soit dans les termes
linéaires, soit aux termes constants. L’algorithme n’a pas un bon comportement. L’approche d’équa-
tions quadratiques par des équations affines est trop grossiére.

Gajic impose [GS93] que les paires (A, B;) et (Q;, A) (i = 1,2) soient stabilisables et détectables
respectivement. Cela assure ’existence de conditions initiales K §0) et Kéo) vérifiant (4.32). Des condi-
tions fortes doivent étre imposées de facon a garantir la stabilité de la matrice (A —S1K 56) — SgKéC))
a chaque itérée (cf. [Che05] pour plus de détails a ce sujet).

Cherfi, dans sa thése [Che05] a proposé certaines conditions suffisantes, mais fortes, qui per-
mettent d’assurer la convergence de cet algorithme. Ces conditions correspondent & des conditions de
(c)

. . c 2 . N
monotonie des solutions K f ) et K5”. On peut néanmoins trés souvent observer une convergence sans
monotonicité des itérées (convergence oscillante amortie), méme si ces conditions ne sont pas vérifiées.

De plus aucune preuve de convergence dans les cas relativement généraux n’existe. Pour toutes
ces raisons, nous n’aborderons plus cet algorithme dans la suite de la thése.
4.5.1.2 Algorithme de Abou-Kandil et al.

Cet algorithme a été publié dans [FJAK96]. Une version détaillée peut se trouver dans [AKFIJ03].
Il propose d’utiliser des équations de type Riccati standard découplées pour approcher les équations
(4.28) et (4.29).

Algorithme 2 (Abou-Kandil et al.). Fizer un niveau d’erreur mazimale €.
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— Sélectionner les valeurs initiales K{O) € R¥*™ et Kéo) € R*X™

(¢)

— A chaque itérée c € N*, on obtient les solutions K|~ et Kéc) de la maniére suivante. On résout
()

en paralléle les deur équations de Riccati standard, d’inconnues K;~ pour la premiére et Kéc)
pour la deuzieme.

N e . o
o = (A= ST K K (450
K98 K + KTV @, (4.37)

T
0n = (4-siKY) K+ K (a-siK(7Y)
~ K98,k + KV 8y KTV 4 . (4.38)

— Le calcul de Uerreur se fait  chaque itérée ¢ en évaluant la quantité (N1(-,-) et Na(-,-) étant
définis par les relations (4.30) et (4.31)

€© — max {HM (19, &) Hoo , HN2 (K17, &) Hw} . (4.39)
L’algorithme s’arréte a la condition
) <e. (4.40)
Comme choix naturel pour les valeurs initiales K {0) et Kéo), nous proposons ici, dans une mesure
de simplification

0)

K9 =9, K\ =0,. (4.41)

Les conditions naturelles indiquées dans [AKFIJ03, p. 341] : les solutions définies positives de

—ATKO — k94 - @+ kY5, k" = o, (4.42)
~ATE — KA - Q+ KPVSKY = o, (4.43)

ne sont que les valeurs obtenues aprés une itérée.

Une condition est imposée pour trouver & chaque itération des valeurs K {C) et Kéc) définies posi-

tives a chaque itérée "c" : les paires (A, B1) et (A, B2) sont stabilisables. Cette condition faible est

valable pour toutes les itérées (indépendante de 'indice de l'itération "c"), contrairement a ’algo-

rithme 1, qui nécessite une vérification a chaque itérée.

Aucune preuve de convergence de cet algorithme n’existe & notre connaissance. Méme si en pra-
tique, la convergence est vérifiée dans la plupart des cas. Une preuve de convergence ne semble
effectivement pas facile a déterminer, si elle existe. Comme le montreront certains exemples numé-
riques, les équations de Riccati algébriques issues de la stratégie de Nash en boucle fermée peuvent
admettre plusieurs solutions. La non-unicité de ces solutions n’aide pas a la construction d’une preuve
de convergence des algorithmes.

4.5.1.3 Algorithme de Cherfi et al.

Cet algorithme a été publié dans [CCAKO5|. II est possible de trouver plus de détails dans la
theése [Che05]. I ne s’agit que d’une modification de l'algorithme 2. Au lieu de traiter les équations
de Riccati standards en paralléle, le résultat de la premiére est réinjecté dans la deuxiéme avant de
la résoudre. Comme nous le montrerons sur divers exemples, cette modification permet quasiment de
diviser par deux le nombre d’itérations pour le méme niveau d’erreur e. L’initialisation, & cause de

)

e . , . 0
cette réinjection n’est nécessaire que sur Ké .
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Algorithme 3 (Cherfi et al.). Fizer un niveau d’erreur mazimale €.
— Sélectionner la valeur initiale K§ € R,

— A chaque itérée c € N*, on obtient les solutions K£C) et KQ(C) de la maniére suivante. On résout

(¢)

d’abord l’équation de Riccati standard, d’inconnue K,

T
0n = (A=K ) KO+ K9 (a- 5K
~K9s K9 1 KV kY + @, (4.44)

(¢)

A ce moment K, est fizé, et peut étre réinjecté, comme mise a jour dans l'autre équation de

Riccati standard, de seule inconnue Kéc)

T
0. = (4-sK) K+ K (4- sk
~KO8KS + K955 K 4 Qo (4.45)

— Le calcul de Uerreur se fait a chaque itérée ¢ en évaluant la quantité (N1(-,-) et Na(-,-) étant
définis par les relations (4.30) et (4.31)

0 (i (OO (O
L’algorithme s’arréte a la condition
9 <e. (4.47)

4.5.2 Nouvelle notion : le manque de confiance

A partir des algorithmes précédents, nous pouvons voir se dégager une certaine évolution de 1'uti-
lisation d’approximations de plus en plus sophistiquées pour les équations de type Riccati issues de
la stratégie de Nash en boucle fermée : des équations découplées de type Lyapounov, des équations
découplées de type Riccati standard. L’idée ici est de poursuivre cette évolution en proposant comme
approximation, la résolution d’une seule équation de Riccati rectangulaire. Cela permet de conser-
ver, aspect inédit par rapport aux autres algorithmes, le couplage dans la résolution des équations.
Les équations de Riccati rectangulaires étant caractéristiques de la structure d’information en boucle
ouverte, durant la thése il a donc été proposé de faire un lien entre les structures d’information en
boucle ouverte et en boucle fermée pour la stratégie de Nash, afin d’obtenir un nouvel algorithme de
résolution. Ce lien a été établi grace & une nouvelle notion en théorie des jeux : le manque de confiance.

Si chaque joueur peut disposer d’une observation (a définir : soit une observation indirecte de
l’état, sous des conditions d’observabilité des paires (Q);, A) par exemple) des conséquences de I’action
des autres joueurs, il peut alors éventuellement en déduire I'action des autres joueurs. Chaque joueur
pourrait alors modifier sa commande.

Aussi certains joueurs peuvent mentir, et ne pas utiliser la commande qu’ils annoncent. Une in-
formation supplémentaire est alors nécessaire pour connaitre au mieux ’action des autres joueurs.

Dans ces deux cas, chaque joueur a intérét & prendre en considération une commande de 'autre
joueur qui n’est pas annoncée. Nous restreignons le choix possible des commandes a ’ensemble des
retours d’état statiques. On notera G; le retour d’état du joueur "¢". N’ayant que peu d’information
sur le systéme, la structure d’information en boucle ouverte est tout indiquée. Ainsi le probléme
d’optimisation est le suivant. Le joueur 1 voit la structure du systéme, avec comme commande pour
le joueur 2 un retour d’état statique Go (figure 4.1).
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—Gy

Uy

FI1GURE 4.1 — Structure vue par le joueur 1

Le critére du joueur 1 devient alors

1 [T
J = 5/ (.TT [Ql + G§R12G2] z+ U{Rllul) dr, (4.48)
to

avec la contrainte dynamique associée
I = (A — BQGQ) T + Biu. (4.49)

De son coté, le joueur 2 voit la structure du systéme, avec comme commande pour le joueur 1 un
retour d’état statique Gy (figure 4.2).

U9 N

-G,

FI1GURE 4.2 — Structure vue par le joueur 2

Le critére du joueur 2 devient alors

1 [roo
Jo = 5/ (JIT [QQ + G{RglGl] T + ’U/gRQQUQ) dT, (4.50)
t

0
avec la contrainte dynamique associée
T = (A — BlGl) T+ BQU,Q. (4.51)

La structure d’information étant en boucle ouverte, il est possible selon les précédents chapitres,
d’obtenir une équation de Riccati rectangulaire associée a la matrice caractéristique

[ I A e S = T
Mnygo = | —Q1 — GTR12Gs (ByGy — A)T 0 (4.52)
—Q2 — G Ry1G | 0 (B1G1 — A)T

L’équation de Riccati rectangulaire (de variables K7 et K3) a résoudre est alors

N ((A—BZGQ)T 0 )[Kl]

0 (A-B,Gy)" Ky
K Q1+ GJ R12Go )
A
* [ Ko ] + ( Q2 + GT Ry Gy

_[?](SI SQ)|:§;:|. (4.53)
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Comme il a été vu dans le chapitre 2, cette équation de Riccati rectangulaire est relativement
aisée & résoudre.

Notons, point important, que si les matrices de retour d’état considérées G et Go sont définies
par

Gy = R 'BIK, (4.54)
Gy = Ry BIK,, (4.55)

alors l’équation de Riccati rectangulaire (4.53) est une représentation implicite des équations algé-
briques de type Riccati issues de la stratégie de Nash en boucle fermée (4.28) et (4.29).

Cette remarque permet de construire un algorithme itératif de résolution de (4.28) et (4.29). En
effet, & chaque itération, nous proposons de remettre & jour les matrices G; et Ga, selon (4.54) et
(4.55) avec les matrices K et Ko obtenues a l'itérée précédente. L’algorithme est explicité dans le
paragraphe suivant.

Le manque de confiance peut constituer un cadre d’étude intéressant afin d’avoir la possibilité de
réagir a une autre trajectoire, non annoncée par le joueur concurrent.

4.5.2.1 Algorithme issu de la notion de manque de confiance en théorie des jeux
La notion nouvelle de manque de confiance permet de construire l’algorithme suivant

Algorithme 4 (Manque de Confiance). Fizer un niveau d’erreur mazimale €.

(0) _

— Sélectionner les valeurs initiales K|’ = Kéo) = 0,.
— A chagque itérée c € N*, effectuer la mise a jour

GV = RyBTETY, (4.56)
GV = RyBIK{™. (4.57)
Résoudre ’équation de Riccati rectangulaire.
T
o = ({0 V)
2n X T
o 0 (4-BiGEY) Ky
M (6577) RuG™
I K§C) ] Q2+ (ch—l)) R G:(LC—I)
i Kgc) K(C)
_ S, S ! 4.58
i Kéc) - ( 1 2 ) KZC) ( )

()

En supposant qu’a chaque itération, la matrice caractéristique MNBO soit dichotomiquement
séparable, la solution dichotomiquement séparable est sélectionnée. ’

— Le calcul de Uerreur se fait a chaque itérée ¢ en évaluant la quantité (N1(-,-) et Na(-,-) étant
définis par les relations (4.30) et (4.31)

0= (0 (KOO o (RORO)L)
L’algorithme s’arréte a la condition
) <. (4.60)
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Il faut noter qu’ici nous supposons que la matrice caractéristique ./\;lg\c,) o ©st dichotomiquement
séparable & chaque itération "¢". Cette hypothése permet de déterminer une solution & sélectionner.
Mais d’autres solutions de cette équation (4.58) existent, méme si la matrice caractéristique n’est
pas dichotomiquement séparable. L’hypothése n’est 14 que pour une raison pratique de calcul. Nous
reviendrons sur ce point dans la comparaison des algorithmes.

En nous inspirant de 1’idée de réinjection de l'algorithme 3 par rapport a l’algorithme 2, nous
(c)

proposons ici une variante de ’algorithme 4, en calculant K, et en réinjectant dans G; avant le calcul

de Kéc). Ce nouvel algorithme est baptisé algorithme "manque de confiance rapide" ou algorithme 5.

4.5.2.2 Comparaison des algorithmes

En premier lieu, certaines comparaisons de structures entre les différents algorithmes sont possibles
(tableau 4.1).

Algorithmes Eq. Riccati symétriques | Eq. Riccati découplées | Reéinjection
Abou-Kandil et al. Oui Oui Non
Cherfi et al. Oui Oui Oui
Manque de confiance Non Non Non
Manque de confiance rapide Non Non Oui

TABLEAU 4.1 — Comparaison des structures des algorithmes

De fagon & comparer le comportement des divers algorithmes, nous les testons ici sur des exemples
réputés difficiles de la littérature.

L’outil de comparaison pour les divers algorithmes est I’erreur par itération (9, défini de la méme
maniére pour tous les algorithmes. Un méme objectif d’erreur € = 1075 est fixé pour les exemples
suivants.

En remarquant que les équations de Riccati rectangulaires & résoudre & chaque itération dans les
algorithmes de type "manque de confiance" ne sont pas symétriques, nous utilisons aussi le taux de
symétrie d’une matrice défini par

M — M7
M e R¥" — 17 — M Jl» (4.61)
[
Exemple 1
Cet exemple est tiré de [AKFLJ03, p. 342].
20 50
A=| o5 15 )3 S12=51=0;
18 18 4 8
Sl_(lS 18)’ 52_(8 16)’ (462)

8 2 8 2
Q1:(2 4>; Q2=<2 14>

Il est particuliérement atypique. Les équations algébriques couplées de type Riccati associées &
la stratégie de Nash en boucle fermée admettent plusieurs couples de solutions. Quatre couples de
solutions ont été obtenus par Jank et Kun [JK98|, par une méthode d’optimisation.
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() _ [ 2.0139 0.0704 (o) | 0.6342 —0.1188 |
Kia = [ 0.0704 14959 |* K2a =| _o1188 02994 |’ (4.63)
(o) _ [ 0.2989 0.06868 (o) _ [ 3.1659 0.43560 |
Kip _[0.06868 01362 |* 26 = | 043560 2.3835 |’ (4.64)
(o) _ [ —1.4501 0.037882 5 _ —0.1793 —~1.817 x 107* | (4.65)
Le ™1 0.037882 0.13624 |’ “2¢ | —1.817x107* —03435 ’ '
(00) _ —0.11991 —0.1311 x 1072 () _ [ —0.60076 —1.2321 |
Kia' = [ —0.1311 x 1072 2.6932 » Koa = | 12391 0.084834 | (4.66)

Les matrices apparaissant dans les couples (K g’;), Ké?:)) et (Kﬁf), Kéof)) sont définies positives.

Celles dans le couple (K &;o), KQ(?:)) sont définies négatives. Et les matrices du couple (K ﬁ;), Kéo(;))
ne sont pas définies. Il faut remarquer que la matrice de dérive (A — SlKﬁf) — SgKéif)) est stable,
ainsi que (A — 51K§°b°) — SQKéof)). (A — SlKﬁf) — SgKé,oco)) est instable. La matrice de dérive

(A - S1K I(O;) — SQKéO;)) a une valeur propre de partie réelle négative et une de partie réelle positive.

Tous les algorithmes proposés convergent vers la premiére solution (K {if), KQ(?;))
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FIGURE 4.3 — Erreur €© par itération c.

Exemple 2 : [LAH94]|

AZQ; Blzl; 32:3;
Q1=-9; Q2=+9;
Rig=—1; Rp1 =0; Ry =1,
Ri1 = 72; avec v = 0.8

(4.67)
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FIGURE 4.4 — Taux de Dissymétrie par itération ¢ pour les algorithmes 4 et 5.

Exemple 3 : [Ger89]

I
10

|
15

Numéro d'itération ¢

K™ = —1.4145; K™ =

0
0
0

5.78¢ 2

0
0
0

0

0 3.04e~ 1

0

Bi=[0 0 0 053 —039 —0.11 |

0

0
0
0
0

0

7.48¢1

-1
0
0

20

1.5718

0

4.80e=° 0
1.10e* 0

0
0

0

Bo=[0 0 0 042 0.11 -0.44 |
Qi =2diag([ 23 1.7 03 1.1 0.85 1.4])

Qo =2diag([05 1 15 2 2 1])
Ry = 1.5;

Ry =1,

5.26
2.60
13.95
9.17
| 9.90

Ry = 2;

[ 19.40 5.26

15.48
4.05
5.76
9.95
5.57

2.60
4.05
16.84
—6.90
-7.30
—4.20

13.95
5.76
—6.90
28.51
23.30
23.15

25

0

1.73¢7* |

Roy =27

9.17
9.95
—7.30
23.3
30.20
21.62

9.90
5.57
—4.20
23.15
21.62
24.30

(4.68)

(4.69)

(4.70)
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[ 9.73 290 131 753 7.73 6.86
290 1219 410 190 4.09 2.22
(o) _ | 1.31 410 24.51 -8.63 -9.01 -1.14

Ky = 753 190 -8.63 26.74 25.72 20.61 (4.71)
773 4.09 -9.01 25.72 3043 19.00

| 6.86 2.22 —-1.14 20.61 19.00 28.76 |

Il est & noter qu’un autre avantage des méthodes du type "manque de confiance" par rapport
aux autres algorithmes est qu’a chaque itérée, il est possible de sélectionner une solution parmi un
nombre important. Cela laisse la porte ouverte & un grand nombre de limites possibles. En particulier
pour U'exemple 1, tiré de [AKFIJ03, p. 342], il est possible d’atteindre la solution définie négative

(Kﬁf), Kéf?), en sélectionnant & chaque itérée les valeurs propres menant a la dynamique la plus
instable.

Une perspective de recherche est alors d’utiliser cet algorithme modifié par un choix plus complexe

des valeurs propres a chaque itérée, afin d’atteindre les solutions indéfinies comme (K§°;),K§°;)).

Résultat qui n’est atteignable par aucun des algorithmes (sous leur forme actuelle) présentés dans ce
chapitre.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, la stratégie de Nash avec une structure d’information en boucle fermée est
étudiée. Son intérét ici est qu’elle est utilisée dans la littérature pour modéliser des problémes de
robustesse de type commande mixte Hg / Hoo- La mise en équations de cette stratégie meéne a des
équations couplées de type Riccati plus difficiles & résoudre, mais qui présentent des propriétés assez
riches. En particulier la nouvelle notion en théorie des jeux baptisée manque de confiance conduit &
la construction d’un nouvel algorithme de résolution numérique, utilisant les équations couplées de
Riccati en boucle ouverte pour résoudre les équations couplées de type Riccati en boucle fermée. Un
état de ’art et une comparaison des divers algorithmes existants sont présentés.
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Chapitre 5
Stratégie de Stackelberg en boucle fermée

5x 142857
=714285

5.1 Introduction

Contrairement 3 la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte, étudiée précédemment, la stratégie
de Stackelberg avec une structure d’information en boucle fermée est un probléme d’optimisation
réputé trés ardu et largement ouvert. Ce chapitre propose une résolution compléte de cette stratégie.
Il est le fruit d'une collaboration [JTAKO6¢|, avec Emmanuel Trélat, Maitre de Conférences & 1’Uni-
versité Paris-Sud 11, Orsay, et maintenant Professeur des Universités a Orléans.

Dans ce chapitre, 1’étude est restreinte a des jeux de somme non nulle & deux joueurs (un leader
et un suiveur), en temps continu.

Dans le cas d’une structure d’information en boucle fermée, les commandes associées & la stra-
tégie de Stackelberg sont des fonctions non seulement du temps mais aussi de la valeur instantanée
mesurée de I’état du systéme. La difficulté principale provient de la présence de la dérivée partielle
de la commande du leader par rapport & ’état du systéme dans 1’expression de la réaction rationnelle
du suiveur. Les techniques utilisées pour la structure d’information en boucle ouverte ne peuvent pas
s’appliquer telles quelles ici.

Divers auteurs ont proposé différentes approches détournées pour éviter cette difficulté majeure
[BO95|. Le premier moyen, introduit dans [BS79] pour les systémes & temps discret, est repris pour
les systémes a temps continu dans [BO80]. La premiére étape est de considérer optimisation du
critére du leader, par une "équipe optimale". En d’autres termes le leader et le suiveur s’associent
pour minimiser le critére du leader. Sous certaines hypothéses, garantissant d’atteindre la borne, il
existe une représentation paramétrique des commandes du leader et du suiveur. La deuxiéme étape
consiste & déterminer les paramétres menant & la minimisation du critére du suiveur. On peut trouver
dans [BO80] des conditions permettant de forcer la commande du suiveur obtenue par le probléme
"d’équipe optimale" & appartenir a ’ensemble des réactions rationnelles du suiveur. Quand le leader
est capable d’influencer suffisamment le critére du leader, avec certaines conditions additionnelles, le
leader peut atteindre la borne inférieure de son propre critére [Tol81]. Cela peut étre interprété en
théorie des jeux, comme une menace du leader sur le suiveur. On peut citer aussi une approche par
les modes glissants [CDS96].

Une autre possibilité consiste & expliciter I’ensemble des réactions rationnelles du suiveur et & uti-

liser cet ensemble comme une contrainte supplémentaire dans le probléme d’optimisation du leader.
Le probléme d’optimisation du leader ainsi obtenu est non classique. Ce qui entraine que le Principe

95
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du Minimum de Pontryagin ne s’applique pas tel quel. Afin de résoudre ce type de probléme non
classique, une méthode variationnelle est proposée dans [PC79al, mais en ne considérant que le cas
normal (le cas anormal n’est pas mentionné). En outre, dans [Med78] , il est mis en avant que cette
technique ne méne pas a une solution pour toute valeur de I’état initial. Une méthode proposée pour
éviter cet écueil est de considérer un vecteur d’état initial aléatoire, de densité de probabilité unifor-
mément répartie sur la sphére unité et de remplacer le critére par son espérance sur ce vecteur d’état
initial.

Dans ce chapitre, nous prouvons de facon rigoureuse les conditions nécessaires pour la stratégie de
Stackelberg en boucle fermée en restreignant les commandes & des retours d’état continiment déri-
vables par rapport a I’état dans le méme esprit que [PC79a] mais en considérant tous les cas possibles.
De plus, en utilisant la théorie des temps focaux, nous obtenons des conditions suffisantes pour le
probléme d’optimisation dans le cadre des jeux différentiels linéaires-quadratiques, sans terme croisé.
Comme nous le montrerons, méme si le résultat final de [PC79a]| (réduit au cas linéaire-quadratique)
est correct, certains arguments pour déterminer les conditions nécessaires sont erronés ou peu précis.
De plus, ici une extension, ajoutant au critére du leader une pondération sur le Jacobien de la com-
mande du leader permet d’associer & tout état initial une trajectoire optimale.

Dans ce chapitre, aprés une formulation détaillée de la stratégie de Stackelberg en boucle fermée,
les conditions nécessaires sont décrites d’abord pour le suiveur, puis pour le leader. Une propriété de
dégénérescence, liée & 'omnipotence du leader est mise en avant. Les conditions sont développées pour
le cas linéaire-quadratique sans terme croisé. A partir de ce cas, les conditions suffisantes pour les
deux joueurs et donc pour le jeu sont établies en utilisant la théorie des temps focaux. L’association de
ces conditions nécessaires et suffisantes permet d’assurer l'existence de trajectoires optimales. Enfin
une extension modifiant le critére du leader est proposée pour permettre d’obtenir une trajectoire
optimale & partir de tout vecteur d’état initial.

5.2 Préliminaires : la stratégie de Stackelberg en boucle fermée

Soit ty > 0. Considérons le jeu différentiel a deux joueurs, d’horizon fini, associé¢ au systéme
commandé

z(t) = f (¢, z(t), u1(t, z(t)), ue(t, z(t))), x(0) = o, (5.1)

oil le vecteur d’état z(t) est dans R", f est de classe C', la commande ¢ — uy (¢, z(t)) et t — ua(t, z(t))
des deux joueurs sont des fonctions vectorielles de dimensions respectives mq et mgy appartenant
aux ensembles des commandes admissibles U; et Us. Ici, Uy (resp. Us) représente un sous-espace
ouvert de L£>([0,t7], R™ ) (resp. de £2([0,s],R™?)) tel que, pour chaque couple de commandes
(u1,u2) € Uy X U, la trajectoire associée z(-), solution de (5.1), est bien définie sur [0,%;]. Les deux
critéres définis comme des fonctions & valeurs réelles sur U; X Us, sont

tf

Ji(ui,u2) = gl(x(tf))—i—/o L1(t,x(t),ul(t,x(t)),uQ(t,w(t)))dt, (5.2)
t

To(u,up) = gz(a:(tf))+/OfLz(t,m(t),ul(t,m(t)),vz(t,a:(t)))dt. (5.3)

Le joueur, qui choisit la commande uq (¢, z(t)), est le leader de la stratégie de Stackelberg et cherche
a minimiser le critére J; et ’autre joueur, qui choisit la commande w1 (¢, z(t)), est le suiveur et cherche
4 minimiser le critére Jj.



5.3. CONDITIONS NECESSAIRES 97

L’ensemble des réactions rationnelles du suiveur est noté
Rl : (I)Q — Z/ﬁ

— R = el
¥2 1(802) {UI ! u1 €Uy

up = arg inf Jy(u1,92) } . (5-4)

Définition 5.1. Le couple de commandes (uf*,u3*) associé a la stratégie de Stackelberg est défini par
le probléme de minimisation

us' = argmin  max Ja(u1, p2). (5.5)
2Dy U1ER1(p2)

{ ui” € Ra(uy"),

Remarque 5.2. La commande ui* est définie sur Uy, étant donné qu’a une commande u3* firée, le
probléme d’optimisation pour le suiveur est un probléme d’optimisation & un seul joueur. La commande
optimale du suiveur alors obtenue avec une structure d’information en boucle ouverte coincide avec
celle obtenue avec une structure d’information en boucle fermée.

Dans le cadre d’une structure d’information en boucle fermée, les commandes issues de la stratégie
de Stackelberg dépendent du temps t et du vecteur d’état x(t). La difficulté majeure est la présence
us*

de la dérivée partielle dans les conditions nécessaires du suiveur. Sans cette dépendance, c’est-

7z
a-dire que u3* n’est fonction que du temps ¢, la structure d’information est en boucle ouverte et la
stratégie de Stackelberg a déja été étudiée dans le chapitre 3.

k%

u
Afin d’éviter la difficulté de la présence de la dérivée partielle —2— dans les conditions nécessaires

du suiveur, diverses alternatives sont proposées dans [BO95|. La pregrvniére approche est de déterminer
un probléme équivalent de coopération, menant a la minimisation globale du critére du leader en
considérant libres les commandes u; et uo, et obtenir une représentation particuliére de la commande
du leader induisant la minimisation du critére du suiveur [BO80]. La deuxiéme approche consiste a
déterminer la réaction rationnelle du suiveur et les conditions nécessaires du leader pour un probléme
d’optimisation portant sur 1’état augmenté incluant état et vecteur d’état adjoint du suiveur. Dans
[PC79a], ce probléme est étudié avec une méthode variationnelle. Cette méthode n’y est pas appro-
fondie et ne méne pas & toutes les solutions. Dans ce chapitre, une approche fondée sur le Principe
du Minimum de Pontryagin est proposée pour déterminer rigoureusement les conditions nécessaires.
Ensuite, la théorie des temps focaux est utilisée pour obtenir les conditions suffisantes.

5.3 Conditions nécessaires

La premiére étape pour déterminer les commandes associées & la stratégie de Stackelberg est
d’établir les conditions nécessaires. A cause de la hiérarchie entre les deux joueurs, les conditions
nécessaires doivent étre établies d’abord pour le suiveur et ensuite pour le leader.

5.3.1 Pour le suiveur

La premiére équation de (5.5) implique que, pour une commande fixée u3*, la commande u}*
minimise Jj(u1,u5*). Il est possible de le reformuler en un probléme d’optimisation classique

#(t) = [tz un (b z(2)), us* (¢, 2(1)),  2(0) = o,

in J: 5.
min 1(u1,u3")

(5.6)
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Le Hamiltonien H; associé & ce probléme (5.6) est donné par
Hy =pif +piLy, (5.7)

ol p1 est un vecteur ligne avec le méme nombre de composantes que le vecteur d’état z, et p] > 0 est
un scalaire constant. Les conditions nécessaires proviennent du Principe du Minimum de Pontryagin

[PBGM74]

BHI o _ af o%

8’[1,1 = 0= p1 8’11,1 +p1 6’(1,1 ’ (5.8)
.o dl of | Of Ous*\ (0L 0L Ouy’
b= dr ! (8:1: + Ous Ox P15z + Ouy Oz )’ (5.9)

Il est & noter qu’il n’y a pas de terme TN Jans (5.9) & cause de (5.8). Comme l'état final z(ts) est

T
libre, ces équations différentielles (5.8) sont associées & la condition de transversalité

pi(ty) = pi’w. (5.10)

De plus, (pi(tf),pS) est nécessairement non nul. Alors de (5.9) et (5.10), il vient p; # 0. Il est
possible de normaliser le vecteur d’état adjoint par pf = 1, car (p1(ty),p]) est défini & une constante
multiplicative preés.

5.3.2 Pour le leader

En supposant que ’équation (5.8) puisse étre résolue (par le Théoréme des Fonctions Implicites),
on peut noter S une solution possible

ui(t) = S(t, z(t), p1(t), u3" (2(2), 1)) (5.11)

Cette hypothése est faible et naturelle, car le leader, qui posséde une position hiérarchique privilégiée

par rapport au suiveur, peut imposer au suiveur la commande qu’il souhaite. En outre s’il existe
2

0°H
a > 0 tel que 8—21 > al, alors il est possible de déterminer cette commande w1 (¢, z), continiiment
U

1
dérivable par rapport & ses variables.

Le leader connait la réaction rationnelle du suiveur, c’est-a-dire qu’il connait la fonction S. Ainsi
le leader cherche & minimiser son propre critére, oul uq est remplacé par la fonction S.

Remarque 5.3. Si léquation (5.8) admet plusieurs solutions, alors l’étude peut étre faite en ap-
pliquant le raisonnement a chacune d’elles (au moins grace au Théoréme des Fonctions Implicites).
Dans le cas linéaire-quadratique, il existe une solution unique et globale (voir le paragraphe 5.3.5).

En utilisant les notations

Lo(t, z,p1,u2) = Lo(t, z, S(t, z,p1,u2),us) (5.12)
et

t
To(uz) = /0 " ot 2(8), pr (), ua(t, 2(0)))dt + ga(a(t))), (5.13)

le probléme suivant est & considérer

in J. 14
g, Tete) .
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sous les deux contraintes dynamiques

& = [flt2), S (1), p1(t), uz(t, 2(1))), ua (¢, (1))
= f(t,.T(t),pl(t),’u,g(t,.’li(t))) (515)

o= _pl(t)g_ﬁ(tax(t)a S(t’ x(t)apl (t)’UQ(ta x(t)))’UZ(ta .'I:(t)))

~ 5, (Ha(t), St z(t),p1(t), ua(t, 2(1))), ua(t, (1))

i gL 1,20, 50,20, p1(0),walt,2(0) a1 () 2 1, 2(0)
0L Oug

_8—’21,2(t’ 'T(t), S(t,.’l?(t),pl (t)a u2(ta .’L'(t))), U'Q(ta .’E(t)))%(t, .’L'(t))

c’)ug

= Fu(t,2(t),p1(t), ua(t, 2(8)) + Faa(t, 2(8), p1.(2), u2(t, 2(2))) 5~ (¢, 2(t),  (5.16)

0
et z(0) = zo, pi(ty) = %(m(tf)) Notons

Li(t, z(t), p1(t), ua(t, z(t))) = L1(t, z(t), S(¢, z(t), p1(t), u2(t, 2(t))), ua(t, (1)),
Fp = —plg—i - %, et Fyy = —p1§—j2 - g—i;

Proposition 5.4. Les conditions nécessaires pour le leader dans le jeu composé des deux contraintes
dynamiques (5.15) et (5.16) et du critére (5.13) sont

0 = MFy=) (p186—,52 + %) : (5.18)
A= —Alg—f — o (‘9521 + a;fuz,y)T - /\°88—f;, (5.19)
do = —,\lg—j1 — X (a(,;"’ll %uz,y>T - A°g—f;12. (5.20)

ot A1 € R™ et Ay € R" sont les vecteurs d’état adjoints lignes respectivement associés auxr dynamiques

0
(5.15) et (5.16), et \° > 0 est une constante scalaire. La notation ugy = %
Y

représente le Jacobien

de la commande ua(t,y) par rapport a la deuziéme variable y.

0
A cause de la présence du Jacobien ugy = % dans la dynamique (5.16), le probléme d’optimisa-

tion ne correspond pas au cadre classique du Principe du Minimum de Pontryagin, qui ne peut donc
pas étre appliqué tel quel. Nous proposons dans la suite deux approches différentes pour résoudre ce
type de probléme non classique. La premiére approche est fondée sur une représentation affine de la
commande du leader. Ce qui permet de revenir & I'application classique du Principe du Minimum de
Pontryagin. La seconde est fondée sur une étude variationnelle générale qui n’est autre qu’une version
du Principe du Minimum de Pontryagin adaptée au systéme (5.16).
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5.3.2.1 Premiére preuve de la proposition 5.4

Le probléme d’optimisation associé aux dynamiques (5.15) et (5.16) et au critére (5.13) peut étre

z
reformulé comme un probléme d’optimisation auxiliaire en notant z = ( s | € R
P

2(t) = F(t,2(t), ua(t, h(2(1))), uay (¢, h(2(1))),

min J(ug) =/0fL(t,z(t)au2(t,h(z(t)))aUZ,y(t,h(z(t))))dt—|—g(h(z(tf))), (5.21)

0
ol Ug y = Bin est le Jacobien de uo par rapport 4 la seconde variable de ug, et h(z) = h((z?,p1)T) =z

est une projection. Il est important de noter que us n’est pas une fonction de ’ensemble des compo-
santes du vecteur d’état augmenté (z”,p1)7, mais seulement de sa projection .

Le lemme suivant donne & ce probléme d’optimisation auxiliaire une formulation équivalente et
plus standard.

Lemme 5.5. Le probléme de commande optimale

z(t) = F(t,Z(t)%uQ(t, h(2(t))), ug,y (t, h(2(1)))),

PO i) = [ 20,200,000 20) uny BN+ g0G0), O
est équivalent au probléme classique de commande optimale
2(t) = F(t, 2(t), wa (t), wa(t)),
PN min g = [ 200,200,010, wn0)at + 90007 52
Aussi, les commandes optimales respectives de ces problémes sont reliées par
us(t,y) = (wa(t), (y — h(z2(1)))) + w1 (). (5.24)

Démonstration. Soit us(t,y) la commande optimale du probléme (P;), associée a la trajectoire z(-).
Alors en utilisant w1 (t) = ua(t, h(2(t))) et wa(t) = ugy(t, h(2(t))), les commandes (w1, ws) générent
pour le probléme (P,) la méme trajectoire z(-). Donc inf J < inf J.

D’un autre coté, si (wy,ws) est le couple de commandes optimales pour le probléme (P), associé &
la trajectoire z(-), alors la commande uga(t,y) = wa(t)(y — h(z(t))) + w1 (t) génére la méme trajectoire
z(+), et alors inf J < inf J.

Donc, inf J = inf J.

Les deux problémes d’optimisation sont équivalents, dans le sens que si la trajectoire est optimale
pour un probléme, alors elle est aussi optimale pour 'autre et les valeurs des critéres coincident. Les
commandes optimales associées sont reliées par (5.24). O

Remarque 5.6. Ici, il est choisi une représentation affine de ua(t,y), mais d’autres choiz sont
possibles, comme dans [PC79a]. Ce choiz permet de restreindre la recherche d’une commande optimale
uniquement au terme wy de (5.24), le long de la trajectoire optimale, comme le terme wo n’apparait
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plus dans Uexpression de la commande. C’est-a-dire que le long de la trajectoire optimale, la commande
est uniquement fonction du temps t.

Ce lemme permet une application direction du Principe du Minimum de Pontryagin avec 1’'Ha-
miltonien suivant, pour obtenir les conditions nécessaires (A € R?" représente le vecteur ligne d’état
adjoint associé a ’état z € R2" et A\° > 0 une constante scalaire) :

H = \F(t,z,w1,ws) + A°L(t, z, w1, ws). (5.25)
Les équations s’écrivent
OH
— = = AF, + \°L 2
8’1111 O u + (73] (5 6)
OH o
: dH oF oL
= 82 - T2 2
A dz A 0z A 0z (5:28)
On utilise les notations supplémentaires A = (A(, o) € R?™. Alors

( f(tawaplaUZ) ) . (529)
(F21 (taxaplau2) + F22(taxap17 U2)u2,y)T

Le Hamiltonien (5.25) prend la forme

F(t, Z, U, uz) =

H = \if + Xo(Fa1 + Faougy)” + X°La(t, ,p1, ua). (5.30)

Les conditions nécessaires (5.26), (5.27), (5.28) peuvent se réécrire en
B?Zy = 0= MF, =) (plé?—,j; + g—z) : (5.32)
A= —Alg—i — X (5;;21 + 8£2uQ,y>T - A°%—%, (5.33)

Cela prouve la proposition 5.4.

5.3.2.2 Deuxiéme preuve de la proposition 5.4

. . ou .
Les conditions nécessaires (5.16) font apparaitre le terme 8—2 Le probléme d’optimisation pour
i

x
le leader est non classique. Définissons 1'état augmenté Z = | pl € R>"*1 on 2° est le cott

°

instantané associé au critére du leader satisfaisant ’
i° = Ly(t,z,p1,u2),  z°(0) =0. (5.35)

Le systéme augmenté admet la dynamique
f(t,z,p1,us)

7 = ﬁ’(t, Z,u,ug) = (le(t,x,pl,qg) + FQQ(t,,’]J,pl,Ug)’U,Q,y)T , (5.36)

LQ(ta xaplaU’?)
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ol ug = uz(t, h(Z)) est une fonction du temps ¢ et de la projection h(Z) = z.

La résolution de ce type de probléme requiert la définition de ’application entrée-sortie et des
commandes singuliéres.

‘ i i T } h 1 ce- tl au temps tf du Systéme (5 36) avec l)ét(lt ’L'n’&-t’i(ll Z ESt
l’application 0
EZO,tf : I/{Q C L ([O,tf] X R ,RHLQ) —_— RZn—l—l

wy > Zuyt) (5.37)

0t Zy, est la solution de (5.36), associée & ug, issue de Zy. Ici Uy représente l’espace ouvert des
commandes uy € L([0,t7] x R*,R™2) tel que la solution Z,,(-) de (5.36), associée G ug et issue de
Zy, est définie sur [0,ty].

Notons que, si F est de classe C 1 alors Ez, est aussi de classe cl.

Pour calculer la premiére dérivée de Fréchet, considérons une commande fixe dus de Us et notons
Z + 07 la trajectoire associée a la commande ug + dug [Tre05, LM67]. Un développement de Taylor
de F méne a

d(Z+62Z)
odt
F(t, Z 4 6Z,us(t,h(Z + 62Z)) + Sua(t,h(Z + 62)),u2,(t, M(Z + 6Z))T + (5'[]12)y(t, h(Z + 5Z))T)
(5.38)
De plus un développement de Taylor de la commande uo donne
ug(t, (Z+0Z)) = uo(t,h(Z)+hz(Z)6Z +0(0Z))
= ua(t,h(2)) +u2y(t,h(Z))hz(Z)6Z + 0(6Z)
Par combinaison de ces deux développements de Taylor, on obtient, au premier ordre,
d(67) - . - - .
—~ = F70Z + Fyyus,yhz0Z + Fyy0us + Fy, jusyyhz0Z + Fy, dus, (5.39)
= ( ~Z + Fuzug,yhz + Fuz,y’u,g,yyhz) 07 + Fu2 dug + Fu“j 5u%:y (540)
“ _ N~ ——
A B ¢
En utilisant la matrice de transition M vérifiant M = AM et M(0) = Id, il vient que
tf
Ay, () - buy = 6Z(ty) = M(ty) / M (5) (B(s)ous(s) + C(s)3uf (s) ) ds. (5.41)
0

Définition 5.8. Une commande uy € Us est dite singulicre sur [0,1f] si la premiére différentielle de
Fréchet de l’application entrée-sortie n’est pas surjective.

Une caractérisation des commandes singuliéres est maintenant proposée. Si u est singuliére, alors
il existe un vecteur ¢ € R2**+1 4 £ 0 tel que

’lﬁ . dEZO,tf (U2)6u2 = O, Y (5’21,2. (5.42)
Définition 5.9. Une commande singuliére est dite de corang 1 si
codim Im dEx,t,(u2) = 1.

En d’autres termes, 1 est lunique vecteur (& un scalaire multiplicatif prés) vérifiant (5.42).
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Soit 9(t) = M (t;)M~*(t), alors

Y=—9pA=—9¢ (FZ + Fyyugyhz + Fw,yug,yyhz) ) (5.43)

La relation (5.42) est vérifiée pour chaque commande dug, et

tf
/0 9 (1) (BW)sus(t,2) + C(1)5E, (1,2) ) dt = 0. (5.44)

Cette relation est satisfaite pour toutes les commandes dus, fonctions de ¢t et x. En particulier, elle est
aussi vérifiée pour les commandes dus fonctions uniquement du temps. Pour ce type de commande,
la derniére relation devient

ty
/ $(0) (BWsus(t))dt = 0. (5.45)
0
Cela implique que, presque partout sur [0,t¢]

»(t) B(t) = 0. (5.46)

La relation (5.44) peut se simplifier en

/0 " o) (Cwon,(t.2))at = o. (5.47)

De ce fait, presque partout sur [0,%¢], il vient
P(t) C(t) = 0. (5.48)

Remarque 5.10. Cette propriété tient uniquement car le temps est un argument de la commande
uz. Si les commandes admissibles sont des retours d’état purs, les relations (5.46) et (5.48) ne sont
plus valables. La condition (5.45) dans ce cas donne une contrainte reliant B(t) et C(t).

Remarque 5.11. Remarquons aussi que ce résultat permet d’affirmer qu’il est possible de se contenter
des deux premiers termes du développement de uo en y sa deuxieme variable, c’est-a-dire avoir une
stratégie affine en l’état x.

Soit H = ) F(t,Z,ug,us,y) I'Hamiltonien associé¢ & ce probléme d’optimisation. Les derniéres
équations peuvent se réécrire comme une caractérisation Hamiltonienne d’une commande singuliére
presque partout sur [0,%f] :

Z = F(t,Z,us,ugy) = ((99—11/{’ (5.49)
o= -9 (FZ+Fuzu2,yhz+ﬁu2,yu2,yyhz) = —(;—Z, (5.50)
g—i = (t)B() = 0, (5.51)
8(11 = Y(t)C(t) = 0. (5.52)

Lemme 5.12. Si une commande us est optimale pour le probléme d’optimisation composé des dy-
namiques (5.15) et (5.16) et du critére (5.13), alors elle est singuliére pour la dynamique augmentée
(5.36).

On peut trouver une preuve dans [BC03].
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En notant ¢ = ( A A2 A° ), on obtient

0 = ,\1(;9—];+A2<%Z?+%u2,yy+x°g—i, (5.53)
0 = MFEy = Ag( gj +g—§;>, (5.54)
Moo= —Algf o (a£1+8£2u2,y)T—/\°%—%, (5.55)
o = gh (G Gt 55

qui sont les conditions nécessaires de la proposition 5.4.

5.3.3 Conditions de transversalité

Une partie des valeurs initiales et finales du vecteur d’état augmenté z est imposée par la condition
de transversalité pour le probléme d’optimisation du suiveur (5.10) et par I’état initial z(0) = xo.
Nous pouvons formaliser ces conditions en définissant deux ensembles M et M.

( 2(0) >:( %o )EM ( x(ty) >: o(tr) o 557
pT(0) p7(0) "\ i) 99 (1y(a(t4)) ) |

ox
ou
z z
M() = {.’L‘()} x R* = T FO T =T —Ty= 0 y (558)
51 hy
z T Og1
My = f ( > = =~ (h(2(tf))) —p1 = 0} : (5.59)
{ ( i ) pi ) 97
Les variétés tangentes T}, )Mo et T} f)Ml sont définies par
T, Mo = {(0,0) ER" | €R" }, (5.60)
et
0*
Ty M {(ﬂﬁ 91) |ﬁeR"}. (5.61)
Les conditions de transversalité s’écrivent (voir [Tre05, p. 104])
A0) L T, Mo, (5.62)
009
Atp) =227 (ha(tp) L Tuep M, (5.63)
et ménent a
X2(0) =0, (5.64)

Mlt) = X 9 a(t1)) + Xalt) 5 % (1)) =0, (5.65)
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5.3.4 Propriété de dégénérescence

Avec une hypothése supplémentaire faible, le leader cherche une commande optimale sans tenir
compte de la réaction rationnelle du suiveur, alors les roles hiérarchiques des joueurs semblent dispa-
raftre. Cette stratégie de Stackelberg méne a I’omnipotence du leader, qui est capable d’imposer sa
volonté & ’autre joueur et peut ne pas se soucier de la réaction rationnelle du suiveur.

Proposition 5.13. L’égquation (5.18) implique que Ao = 0 ou Foe = 0 (ou les deux). Sous la condition
supplémentaire que la matrice de taille mo X Mo

o ( of  oL\"
8u2 ( Buz + 8u2) (566)
soit inversible, alors
Ao = 0. (5.67)

Démonstration. La preuve est faite par un raisonnement par ’absurde. Le terme )\TFQQ dans (5.18)

0
est le produit d'un vecteur colonne (A3) et d’un vecteur ligne Fpy = pl—f + —, car Az est un

8 (5] BUQ

vecteur d’état adjoint ligne. Le fait que ce produit soit nul induit que toutes les composantes de Ag
ou de F5 sont nulles (ou les deux).

L
En supposant que Ay # 0, alors Foy = plﬁ + — OLy = 0. Si de plus
8 BuQ
OFy 0 0 f 0Ly
aUQ N 8UQ ( Buz 8’&2) (5-68)

est inversible, alors le Théoréme des Fonctions Implicites appliqué & la fonction Fby par rapport a la
variable ug permet d’écrire, localement le long de la trajectoire, la commande

Uz = u2(t7$ap1)' (569)
Le systéme en (z,p1) peut se réécrire en

i = f(t,z,p1,us(t,z,p1)) (5.70)
I.Jl F (t7$7p17u2(t7$7p1))7 car F22 =0. '

Comme les dynamiques et le critére sont indépendants de us 4y, nous pouvons déduire que toute com-
mande ug , est extrémale pour le probléme d’optimisation. Mais la relation (5.17) est une contrainte
sur ug . De ce fait

Xo = 0. (5.71)
O

Remarque 5.14. Le fait que Ao = 0 signifie que le leader ne tient pas compte de la réaction rationnelle
de suiveur. Cela semble étre en contradiction avec la hiérarchie des positions des joueurs entre le leader
et le suiveur. En fait, le leader ne tient pas compte de la réaction rationnelle du suiveur, car il impose

2 . )
inversible

2
8uz

sa volonté au suiveur. Le leader est omnipotent par rapport au suiveur. La condition

formalise la puissance du leader sur le suiveur.
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5.3.5 Le cas linéaire-quadratique pur

Dans ce paragraphe, les résultats précédents sont spécifiés dans le cas linéaire-quadratique. Consi-
dérons la contrainte dynamique linéaire

T = Az 4+ Biui + Bouo (5.72)
et les critéres quadratiques
Ti(ug,up) = % /0 Y (T Qu + uT Ryyuy + o Ruyup) di + %x(tf)TKl alty),  (5.73)
To(ur,us) = % / Y (5T Qo + T Ry + u Roytip) di + %w(t N Kopalty),  (5.74)
’ (5.75)

ou les matrices Q;, R;; et K;y sont symétriques pour i,5 € {1,2}, et Ryo et Ry sont inversibles.

5.3.5.1 Conditions nécessaires pour le suiveur

L’Hamiltonien associé au suiveur (contrainte dynamique (5.72) et critére (5.74)) est

1
Hy = p1(Az + Biuy + Bausg) + E(wTQlw + uf Ryjuy + ud Rigus). (5.76)
Appliquant les relations (5.8) et (5.9), nous obtenons
. dH1 T 8'[112 T 8u2
= —— = —pA— —p1By— —uy Rio— 5.77
D1 e A —z" Q1 —p1By oy Y2 fteg s (5.77)
pi(ty) = az(tp) Ky, (5.78)
0H
—— = 0 = pB; +ul Ry (5.79)
Bul
Comme Ry est inversible par hypothése, la commande optimale est
w1 = =Ry Bl p{ = S(t,z,p1,u2). (5.80)

5.3.5.2 Conditions nécessaires pour le leader

Dans le cas linéaire-quadratique pur, il vient

f(t,z,p1,us) = Az + Bouy — BiR\'BYpT, (5.81)
Fy (t’ T, P1, 'u'2) = —-p1A- xTQla (5.82)
Foo(t, @, p1,us) = —p1By —uj Ras. (5.83)

En injectant ’expression de la commande optimale du suiveur (5.80), le coit instantané du leader
peut s’écrire

~ 1 _
Lo(t, z,p1,u2) = 2 (:ETQQ.QT + ’ugRQQ’UQ +plBlR1_11R21RHIB?p1) . (5.84)
Les conditions nécessaires (5.17), (5.18), (5.19), (5.20) ménent &
OH dug\ T -
T 2 0= MBy a2 a° 5.85
P, 0 1B — Xy < P ) Ris + Auj Ryo, (5.85)
0H
= 0 = —)3 (p1B2 +ul Rio), (5.86)
Ouay
).\1 = —XMA+ Q1 — /\OxTQQ, (5.87)
. o T
d2 = MBiRGBT + ) (A + B, (%)) — A°p1 B R Ry R} BT, (5.88)

X = 0, (5.89)
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avec les conditions de transversalité

Mty) = Nx(t)TKayp — Xo(t)Kiy, (5.90)
A2(0) = 0. (5.91)
of | oLy .. . . .
De la proposition 5.13, et en supposant que 8— 1 50 + — i = Ry soit inversible, il est possible
2

de déduire que Ay = 0.

Comme le vecteur (A1, A2,A°) & t = tf ne peut pas étre nul, et a cause de la condition de trans-
versalité (5.90), il est possible de poser \° = 1.

e (5.85), on peut déduire de l'inversibilité de Rao, que
uy = —Ryy BEAT. (5.92)
De plus, I’équation (5.88) devient, avec Ay = 0,
MBiR'BY — p1BiR} Ra1 R;' B = 0. (5.93)

Supposant que le rang de B; soit maximal, c’est-a-dire, rang By = m; (le nombre de composantes de
la commande u1), cette relation donne

)\131 :plBlRilRQl. (5.94)

Dans cette expression, la commande optimale u;, donnée par (5.80) peut étre reconnue. La commande
optimale wq vérifie donc aussi
R21U,1 = —B?)\? (595)

Si Ry est inversible, alors la commande u; admet deux expressions :
_ TA\T 1
= R B A = _Rll B1 p1 (596)
Nous rassemblons les conditions nécessaires obtenues dans le théoréme suivant.

Proposition 5.15. Pour zg # 0, si les matrices Q;, R;j et K;p sont symétriques, si R11 > 0, Rgo > 0,
Rio, et Ry sont inversibles et si rang By = my (B; est de rang plein), alors les commandes issues
de la stratégie de Stackelberg avec une structure d’information en boucle fermée sont

ups = —RyyBa\, (5.97)
ui = —RyBip] = —Ry'BI), (5.98)

&t = Az + Byuj + Baug, z(0) = =z, (5.99)
mo= —pA—3"Qi— (piBs+ulRio) %“2 pilty) = 27Ky, (5.100)
M o= -MA-17Q2,  M(ty) =17 Ky, (5.101)
MB; = piBiR;'Ra. (5.102)

A ce stade, deux cas sont & considérer pour obtenir des conditions nécessaires : p; Ba +ul Rj2 = 0
et p1Bo + us TRy # 0. Le premier cas est d’abord étudié, et il est mis en évidence qu’il méne -sous de
faibles hypothéses- & une solution, qui peut étre écartée. Le deuxiéme cas est ensuite étudié et il est
montré que c’est un cas intéressant.
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5.3.5.3 Cas p1By+ul Ry =0
Dans ce paragraphe, on suppose que

p1By +uj Ria = 0. (5.103)

Lemme 5.16. Sous ’hypothése (5.103), si la paire (Q2, A) est observable, et si au moins une des
paires (A, B1) ou (A, Ba) est commandable, alors

z(t) = AT (t) = p1 () =0, Vi€ [0,ty]. (5.104)
Cela signifie que la seule trajectoire optimale est identiquement nulle.

Remarque 5.17. Les équations (5.104) impliquent en particulier, que x(0) = 0. Si z(0) = zy # 0,
alors il n’existe pas de trajectoire optimale issue de xy.

Démonstration. Avec la condition
p1 By + u2TR12 =0, (5.105)

ou . . .
le terme 8—2 n’apparait plus dans les conditions nécessaires (5.99)-(5.102). Dérivant par rapport au
T

. . .. . ou
temps la relation (5.105) ne permet pas d’obtenir des conditions nécessaires portant sur 8—2
i

Néanmoins s’il est supposé que Rio est inversible, la commande uo admet deux représentations
ug = —Ryy B M\ = —R;,' B3 pi . (5.106)

A partir de cette relation et de (5.102), les conditions nécessaires sur z(¢s) sont développées par
des dérivées successives par rapport au temps.

A Bi — p1Bi1R{' Ry1 =0,
{ )\1B2R2_§R12 —1;7132 = 0. (5.107)
Ces deux relations peuvent se réécrire pour chaque instant ¢ € [0,%7] comme
0 0
( T M p1 ) By BQR2_21R12 = 0. (5.108)
| —BiRRyy  —By
B

En injectant (5.105) dans les dynamiques de z, A1 et p1, on obtient le systéme différentiel autonome
suivant

afl =\ (=) A" ~Q; -
p” A;‘ = ,\;“ ~ByRyy Bl — BiR;'BT —-A 0 (5.109)
b1 b R 0 0 -4
A
La dérivée d’ordre k de (5.108) par rapport au temps, au temps ¢ = ¢y, donne
[ aT(ty) aT(tf)Kop 2T(ty)K1y | A*B=0, VkeN (5.110)

Supposant que la paire (A, B) soit commandable, ces conditions impliquent que z(ty) = 0. Mais
le systéme linéaire autonome portant sur z, A1 et pi avec les conditions terminales z(t;) = AT (tf) =
p¥(ty) = 0 impose, par une intégration rétrograde de (5.109) que

z(t) = M\ (t) = pf (t) =0, Vte[0,tf]. (5.111)
La seule trajectoire optimale dans ce cas est la trajectoire identiquement nulle. O

Les conditions suffisantes sont développées dans la suite pour assurer que la paire (A, B) soit
commandable.
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Proposition 5.18. Supposons que

— la paire (Q2, A) est observable,

— au moins une des paires (A, B1) ou (A, Bs) est commandable,
alors la paire (A, B) est commandable.

Démonstration. La preuve utilise les tests de commandabilité et d’observabilité de Hautus. La paire
(A, B) est commandable si et seulement si la matrice

[A—al !B ] (5.112)

est de rang plein, pour chaque a € C. La preuve consiste & montrer que tous les vecteurs lignes
T T

(2 7 21 ) vérifiant
(2 21 ng)[.A—aIiB]:O, (5.113)

sont nuls. En développant ’équation (5.113), on obtient

—2Qy = 2I(A-al,), (5.114)
—27Q1 = Z(A-al), (5.115)
21 (AT —al,) = 23 (BeRyy By + BiRy'BY), (5.116)
Z;Bl = Z;BlRl_llRQl, (5.117)
2 BoRyy'Riy = 21 Bs. (5.118)
En multipliant par z; ’équation (5.114) et par z9 1’équation (5.116), on obtient
—Z,{QQZl = zzT(A —aly)z = zg (B2R2_21Bg + B1R2_1131T) 29 (5.119)

Le premier terme est semi-défini négatif, et le dernier terme est semi-défini positif, de ce fait les
deux sont nuls. Il vient

7 Q2=0, 2 By=0, 2z B =0. (5.120)

Injectant ces relations dans (5.114), (5.118), on obtient

A(AT —al,) =0, 2IQy=0, (5.121)
ZA(A—al,)=0, zZB =0, zB,=0, (5.122)
A(A-al,)=0, z1B; =0, zIB,=0. (5.123)

Les relations (5.121) correspondent au test d’observabilité de Hautus de la paire (Q2, A), les rela-
tions (5.122) au test de commandabilité de Hautus de la paire (A, By) ou de (4, Bs). Les hypothéses
de commandabilité et d’observabilité ménent & la nullité des composantes 21, z9 et z3. O

Remarque 5.19. Cela signifie que le cas particulier p; By +u3 Rio = 0 peut étre écarté avec quelques
hypothéses faibles sur le systéme. Le leader doit étre capable d’observer le systéeme (paire (Q2, A) obser-
vable) et au moins l'un des joueurs est capable de le commander ((A, B1) ou (A, By) commandable).
Une fois de plus, il est mis en évidence que les joueurs n’ont pas la méme position hiérarchique.

Nous pouvons ainsi supposer que

p1Bs +uj Ria # 0. (5.124)
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5.3.5.4 Cas plBQ + ’uan 75 0

La relation (5.102) est équivalente aux deux relations suivantes : (5.102) au temps ¢t = tf et sa
dérivée par rapport au temps, c’est-a-dire,

Al(tf)Bl = IET(tf)KQfBl = p1(tf)B1R1_11R21 = .’ET(tf)KlfBlRl_llel, (5.125)
et
MB1 = p1BiR; Ry (5.126)
= (MA+2"Q2) By (5.127)
ou _
= (plA +27Q1 + (p1B2 + uj Rya) (a—;)) B1R'Ry. (5.128)
Ainsi
ou _
(plBQ + UgR12) <8—262> B; = ()\1A + .1‘TQ2) BlR211R11 - (plA + !ETQl)Bl. (5.129)

De plus, (5.102) est équivalent &

(BT Koy — Ror Ry BT K1y )a(ty) =0,

ou _ (5.130)
(plB2 + UgR12) (a—;> By = (AlA + .TTQQ) BlR211R11 — (plA + .TTQl)Bl.
L’équation (5.129) permet de déduire une expression de %, car p1 By + ung #0
T aUQ '
(p1 B2 + uj Ri2) T ) =12 + ws, (5.131)
avec .
_ B
we = ((MA+127Q2) BiRy 'Rt — (mA + xTQl)Bl)—HBllHQ’ (5.132)

et (wh)” € Ker(BY) (arbitraire).

La contrainte (5.125) traduit une contrainte sur ’ensemble des conditions initiales zy € R", &
partir desquelles une trajectorie optimale peut étre engendrée.

Lemme 5.20. Les solutions optimales existantes sont associées a un ensemble de valeurs de xqg inclus
dans un sous-espace de R™ de codimension my (au pire).

Démonstration. Ici, il est possible de chercher une solution optimale en supposant que le vecteur
d’état adjoint A1 (¢) est linéaire par rapport a l’état z(t).

M) = Ky (t)z(2). (5.133)
La matrice Ko(t) € R**™ vérifie
Koz + Ko (Az — (BoRyy By + B1Ry' BY) Koz) = —AT Koz — Q. (5.134)
Nous pouvons imposer I'équation différentielle suivante

{ Ky = —KyA — ATK, — Qo + Ky (BaRyy BY + B1 Ry BY) Ko, (5.135)

Ks(ty) = Koy.
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Réciproquement, 'existence d’une solution est assurée classiquement par un raisonnement "& la Ric-
cati" et par unicité de la trajectoire optimale. Cela est justifié a posteriori dans la suite par 1'utilisation
de la théorie des temps focaux.

En réinjectant AT = Koz dans (5.96) et (5.106), I’état x(¢) vérifie la contrainte dynamique

{ i(t) = (A — (BoRyy BY + B Ry BT) Ka(t)) x(t) = Au(t), (5.136)

z(0) = xo.

Soit M(t) la matrice de transition associée & (5.136). Alors z(t) = M (t)zo. Donc la contrainte (5.125)
devient
(BT Koy — RyyRy' BT K1) M(ts)zo = 0. (5.137)

C’est une condition de codimension m4 (au pire) sur 1’état initial zg. O
De plus, dans ce cas la trajectoire optimale est unique, mais elle est atteinte par toutes les com-

0
mandes qui vérifient la relation (5.129). Une trajectoire optimale induit plusieurs %

Le fait que chaque condition initiale ne génére pas une trajectoire optimale explique 1’idée dans
[Med78] de supposer que I’état initial est aléatoire, de loi uniforme sur la sphére unité et de remplacer
le critere d’optimisation par sa valeur moyenne, en moyennant sur les états initiaux.

Remarque 5.21. Dans le cas d’un probléme d’optimisation sans critére terminal, la relation (5.125)
ne réduit pas l’ensemble des conditions initiales xo associées a des trajectoires optimales.
Nous rassemblons tous les résultats précédents dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.22. Si
- Zo #:0;
- Qi, R;j et K;; sont symétriques,
— R11 >0, Rog > 0 et Ryo et Ro1 sont inversibles,
~ la paire (Q2,A) est observable,
— au moins une des paires (A, B1) ou (A, By) est commandable,
~ rang B1 = my (B; est de rang plein),
alors la trajectoire optimale vérifie les conditions nécessaires

up(t, 2(t)) = Ry BYK()a(t),  wi(t,z(t)) = — Ry BT Kx(t)a(t), (5.138)
avec
i(t) = (A — (BoRyy By + BiRy' B ) Ks(t))z(t), z(0) = o, (5.139)
ou )
Ky = —KyA— ATKy — Qo — Ko(B2Ry, BY + BiRy' BY)Ka, Ka(ty) = Koy (5.140)
de plus M vérifie
ou _
(p1B2 + ’u,ng)a—;Bl = (>\1A + $TQ2)B1R211R11 - (plA + .’L‘TQl)Bl, (5.141)
ou 5
. u
p1=-pA—2"Q1 — (p1B2 + UQTRlz)a—;a pi(ty) =z (t;) Ky, (5.142)
et
(Bf Koy — Ry Ry}' B K15)z(t;) = 0. (5.143)

Dans la section suivante, la théorie des temps focaux permet d’obtenir les conditions suffisantes
pour une stratégie de Stackelberg avec une structure d’information en boucle fermée.
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5.4 Conditions suffisantes

Dans ce paragraphe, afin d’obtenir les conditions suffisantes, la théorie des temps focaux est
utilisée. Il s’agit bien des temps focaux et non conjugués, comme 1’état final z(¢s) est libre. Les
conditions suffisantes sont d’abord développées pour le leader, puis pour le suiveur dans le cas des
jeux purement linéaires quadratiques.

Remarque 5.23. Pour une présentation plus détaillée des points focauz et des points conjugués, il
est possible de se reporter a [Ber83, Car99].

5.4.1 Conditions suffisantes pour le leader
Le probléme d’optimisation pour le leader est

T
pT = Q1w —w" (p1B2 +uj Ri2)" . (5.144)
Jo(ug) = = fo (z Tsz + ul Rogus + p1 B1 Ry Ry Ry BT pT) dt + 57 T(ty)Kagpz(ty),

avec z(0) = zg et p1(tf) = 27 (tf)Kap. Quand p1 By + ul Ri2 # 0, la commande w est dite en anglais
"cheap" [BCO03], et p; peut étre considérée comme une commande. Plus exactement y = Byp! est
considéré comme une commande. Alors le probléme (5.144) peut se réécrire en

i= Az — BlR;1 y + Byu,
(5.145)

1
JQ u2, = — fO ( TQQ.’E + UgRQQUQ + yTRl_llelRﬁly) dt + EIET(tf)KQf:E(tf).

Remarque 5.24. Notons que le probléme linéaire-quadratique avec les commandes (ug,y) peut étre
relié a l'approche optimale d’équipe de [BO80[. Dans cette référence, la premiére étape dans la re-
cherche d’un équilibre de Stackelberg est d’obtenir un minimum du critére du leader, par une coopéra-
tion collective entre le leader et le suiveur. Alors la commande du suiveur est modifiée pour atteindre
le minimum du suiveur.

Le probléme linéaire-quadratique correspond a trouver le couple de commandes optimales (u2,y).
Une condition nécessaire pour 'existence de ces commandes optimales est Rl_llRle_l1 > 0. Clest
équivalent a la condition Rp; > 0, comme R;; est définie positive. Une condition suffisante, quand #;
est petit, est que Re1 > 0. Dans la suite, Rg; > 0 est imposé.

Pour caractériser les temps focaux, et en prenant
us = —Rypy BJ A, y=RuRy'BI, (5.146)
nous considérons le systéme variationnel

{ §i: = ASz — (BoRyy BY + Bi Ry BT) AT,

A = —-MA—62TQ. (5.147)

Nous cherchons le premier temps focal noté ¢, > 0 (voir [BFT06]), tel qu’il existe une solution
(6x, A1) verifiant (z(0) = ¢ étant fixé)

z(0) =
5.148
{ A1 (te ) aT () Koy (5.148)
C’est équivalent a
K@) — oo, (5.149)
t— te
1<t
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ou K(t) est la solution de I’équation différentielle de Riccati

{ K=KA+ATK + Q— K (BQR52IBQT + BlR51lBlT) K, (5.150)

K(0) = Kyy.

Le premier temps focal ¢, est le temps fini d’explosion de ’équation de Riccati (5.150). La matrice
K (t) peut étre vue comme la matrice K5(t) aprés un changement de temps ¢ € [0,%7] — (7 —1).

Lemme 5.25. Si Roo > 0 et Ro1 > 0 alors t. > 0.

Démonstration. De I’équation (5.144), on tire
t
z(t) = ezy — / elt=9)4 (B1R{'y(s) — Baus(s)) ds. (5.151)
0
A un t; > 0 fixé, pour tout ¢ € [0,%;], il existe des scalaires constants Cj, > 0 vérifiant

le@)ll < Cillzoll + Cov/is [(/Of ||y<s>||2ds)é+(/0tf ||uQ(s)||2ds)§]. (5.152)

A partir de cette expression, on obtient

/ z (8)Q2x(s)ds
0

ty ty
< 03||a:o||2+c4t%(/ ly(s)IPds+ [ ||u2(s)||2ds>
0 0

ty ty
+%W+%ﬁ/ M@W@+@ﬁ/|@@W@ (5.153)
0 0

De plus, en supposant que Ry > 0 et R1_11R2131_11 >0,

Y

b T b 2
/'W@mwmms %/IM@HM (5.154)
0 0

Y

tf T —1 —1 tf 2
/0 yT ()R Rt Rjy(s)ds|| > G /0 ly(s)12ds. (5.155)

En reprenant ces inégalités, il est possible de calculer une borne inférieure pour le critére Jo(ug,y)

R ty ty
2J3(u2,y) > (Cs—(Cy+ Cs)t}) [/0 ||UQ||2dS+/0 ||y||2ds] (5.156)

+aT (t) Koga(ty) — Csllmol* — Csty. (5.157)

Pour t; assez petit

Cs
tr <y 5.158
T=\Ci+Cs (5.158)
Le critére Ja(u,y) admet une borne inférieure finie, et donc 0 < ¢ 7 <te O

Remarque 5.26. En outre, si Q2 > 0, alors ’équation (5.150) admet une solution sur [0,4o0]. Il
n’existe pas de temps fini d’explosion pour cette équation, et donc il n’y a pas de premier temps focal
(te = +00).
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5.4.2 Conditions suffisantes pour le suiveur

Le probléme d’optimisation pour le suiveur est

& = Az + Biui + Boua(t,z), z(0) =z,
N R T T 1 K (5.159)
J1 = 3 fO (.’II Qiz + uy Risug + uy R11u1) dt + 5:17 (tf) 1f:17(tf).
avec
ur = —Ryy' Bip{, (5.160)
ou 5
. U
p1=-p1A—z Q1 — (p1B2 + uj Rio) 8—;a pi(ty) = " (t5) Ky (5.161)
Le systéme variationnel, le long de la trajectoire z(-) est
. Oug —1pTs T
(5.’1}' = AJ.T + BQ%JZE — B1R11 Bl 5p1 y (5162)
. T T 0%uy
0pr = —0p1A—dx" Q1 — (PlB2 + u3 R12) W&K
BUQ T 8u2
— | ;B —0 Ry | —. 5.163
(pl 2+(8m -’E) 12) oz ( )
T . N 82“2
avec 0z(0) = 0 et dp1(ty) = dz” (ty)Kiy. Ici ua(t, z) est affine par rapport a I’état z, donc e 0.
L’équation (5.163) se réécrit alors en
. T 8?1/2 T 811/2
(5])1 = —(SplA — 0z Ql — 5p132 + — R12 - (5.164)
ox ox

Un temps focal &, caractérise 1’existence d’une solution (dz,dp;1) telle que dz(0) = 0 et dp1(t.) =

u
szt (1) Ky - Pour chaque choix du terme 8—352’ il existe un premier temps focal t..

5.4.3 Conditions suffisantes pour la stratégie de Stackelberg

Les conditions suffisantes assurant ’existence d’une trajectoire optimale sont rassemblées dans le
théoréme suivant.

Théoréme 5.27. Supposons que
- 20 7é 0;
— Qi, Rij et K;p sont symétriques,
- Ri1 >0, Ryo >0, Ris >0, et Ryy inversible,
la paire (Q2, A) est observable,
— au moins l'une des paires (A, B1) ou (A, Bs) est commandable,
- rang B1 = my (B est de rang plein).

Soit wh une fonction du temps t telle que wh € (BIT)J', et soit
T* = min (¢,t,) > 0. (5.165)

Pour tout ty < T, il existe une solution unique de l’équation différentielle de Riccati (5.135). Notons
x(t, o) la solution de l’équation (5.136), et soit

H = {.’I)O e R” | (B;‘FKQf — R21R1_1131‘,1K1f) .’L‘(tf,w()) = 0} . (5.166)
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Alors, pour tout zg € H, il existe une unique solution optimale du probléme d’optimisation sur [0,1]
associée a w). Les commandes optimales (u1,us2) associées vérifient (5.131) et de plus

uy (t,z(t)) = — Ry B3 Ko (t)z(t), ug(t, z(t)) = — Ry B Ko (t)z(t). (5.167)
En outre, pour tout o ¢ H, il n’existe pas de solution optimale partant de xy.

Remarque 5.28. De ce fait, le théoréme 5.27 offre un résultat d’existence de solutions optimales au
sens d’une stratégie de Stackelberg, ce qui est nouveau.

Remarque 5.29. Les conditions suffisantes sont développées dans le cas linéaire-quadratique pur. Le
résultat est global. Il est possible, de méme, par un raisonnement similaire, d’exprimer des conditions
suffisantes dans le cas général de critéres non-linéaires (non limités au cas quadratique). Néanmoins
elles ne sont pas développées ici, car leurs expressions sont plus techniques et aussi car elles ne ménent
qu’a un résultat local [BFTO06, chap. 9].

Remarque 5.30. Le fait que seuls les états initiaur xo € H puissent générer une trajectoire optimale
peut aussi se comprendre avec la contrainte que les commandes u; soient contindiment dérivables par
rapport a l’état x. Le résultat aurait été différent en considérant des commandes qui puissent étre
discontinues en l’état. Hypothése qui est faite dans les jeur utilisant la notion de représaille du leader
sur le suiveur, si le suiveur n’agit pas comme le leader le souhaite.

0
5.4.4 Extension : pondération de gt dans les critéres

o0x

Le probléme d’optimisation est dégénéré, car pour chaque xo € H, il peut exister une infinité de
us*

choix pour le terme . Un moyen pour rendre unique ce choix est d’inclure une pondération sur

k%
le terme —2- dans le critére J, du leader (ce n’est pas nécessaire dans le critére du suiveur). Alors le

i
leader tient compte d’une restriction sur le Jacobien de sa commande. Le leader n’est plus omnipotent.

Le nouveau critére du leader est alors

1 tf mi au] a'u,j
Jo(u,ug) = 5/ 27 Qaz + uf Ryruy + uld Rooug + Z (b;) R, ( &CQ) Y
0 .
J=1

1
+§$(tf)TK2f$(tf)a (5.168)

ot u} sont les my composantes de la commande, et R; € R**" (Vj = 1,--- ,ms2) sont des matrices

symétriques et définies positives.

Il n’y a pas de changement pour le suiveur. Cependant les conditions nécessaires pour le leader
sont modifiées comme suit

OH dus\ "
Ty 0 = MBy— A\ (%) Ris + A°uj Roo, (5.169)
OH ol
5y . = = ()\2 (ng{ + R12u2)j + %Rj> . (5170)
’ j:]-z'"zm2

Les autres conditions nécessaires (5.19) et (5.20) sont inchangées. Les équations (5.169) et (5.169)
sont faciles & résoudre, sans considération de cas particuliers. Dans ce cadre de travail, Ao n’est plus
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identiquement nul. On obtient un probléme d’optimisation non-linéaire. Le calcul méne au résultat
de [PCT79a]. Plus précisément de (5.170), on tire

j %%
Ouy

2~ ((BQT P+ Rigus) AQR].—l) . (5.171)

J=1,-yma

Afin de simplifier comme dans [PC79al, il est supposé que R; = R >0, Vj = 1,--- ,my. Alors

% = (B3 pl + Rigus) oR™*. (5.172)
En réinjectant cette expression dans l’équation (5.169),
Rogus = —BIAT + Ry BIpT MoR™IN] + R%us o R 1AT, (5.173)
ou bien
(Roz — MR N R%) ug = —BI N + R12BI pI MR 1A, (5.174)

Remarque 5.31. Pour t = 0, \2(0) = 0, alors Rys — \aR™!M\IR2, = Ryy > 0 est inversible. Pour
t > 0 assez petit, la matrice Rag — A2(t)R™AT (t)R2, est inversible.

Tant que Rog — A2(t)R™IA\L () R, est inversible, la commande optimale vérifie
_ -1 _
up = (Roa — MR 'A\JR%) ™ (=BIXT + Ri2B3 pl MaR™1AY) (5.175)
Le probléme d’optimisation non linéaire devient

& = Az — BiRy!'Bip]

+By (Raz — MR AT R2,) ™ (= BIAT + Ry BIpT AR IAT) (5.176)
. 2 _
pr = —-p1A—3"Q1 — |p1Ba +uj Ria| AR, (5.177)
M= —MA+ Q- 17Qs, (5.178)
/.\2 = AlBlRfllB{ + A2 (AT + R*I)Q (p1B2 + ugng) Bg)

—p1B1Ry Ry Ry B (5.179)

avec les conditions aux limites

z(0) = =0, (5.180)
pity) = «" (1)K, (5.181)
Mty) = a"(tr) Koy — dolts) Ky, (5.182)
A2(0) = 0. (5.183)

0
Remarque 5.32. Si R = vI et v — 400, on obtient a la limite P42 — 0 et on reconnait les

z
conditions nécessaires pour une stratégie de Stackelberg avec une structure d’information en boucle

ouverte. Notons que pour obtenir ce résultat, seul une pondération infinie sur oz est nécessaire sur
T

le critére du leader.

Ces conditions sont des conditions nécessaires. Comme précédemment, la théorie des temps focaux
méne & des conditions suffisantes associées & la stratégie de Stackelberg en boucle fermée, incluant

ou
une pondération pour 2 dans le critére du leader & un zo € R* donné. Pour 2y plus petit que le

z
temps focal global du systéme, il existe seulement une trajectoire optimale partant de g, solution de

(5.176)-(5.183), associée a la commande optimale (ug, %) (5.175), (5.172).
T
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la stratégie de Stackelberg avec une structure d’information en boucle fermée est
étudiée en détail. Le cadre de travail est restreint aux jeux & deux joueurs. La présence du Jacobien
de la commande du leader constitue une difficulté majeure pour résoudre ce probléme d’optimisation.
Les conditions nécessaires pour le suiveur et leader sont décrites. La stratégie de Stackelberg dégénére,
avec une hypothése supplémentaire faible, traduisant le fait que le leader est omnipotent par rapport
au suiveur. La théorie des temps focaux permet de fournir des conditions suffisantes pour le probléme
d’optimisation & deux joueurs. Le cas linéaire-quadratique pur est utilisé pour illustrer ce résultat.
Une extension est proposée pour permettre ’existence d’une trajectoire optimale partant de toute
condition initiale, en incluant une pondération du Jacobien de la commande du leader dans son propre
critére. Le chapitre suivant est une utilisation directe de ce chapitre dans le cas de la synthése d’une
commande mixte Hy / Hoo-



118 CHAPITRE 5. STRATEGIE DE STACKELBERG EN BOUCLE FERMEE




Chapitre 6

La commande mixte Hy / Hoo par la
stratégie de Stackelberg

6x 142857
=857142

6.1 Introduction

Le probléme de commande robuste a été intensivement étudié ces récentes années pour réaliser un
compromis entre des spécifications traduites par des normes Ho et Hoo [BH89, ZGBD94, DZGBY4|.
En fait, un niveau prédéterminé pour la norme H,, ne peut pas étre garanti avec une commande
purement Ho[Doy78]. Plusieurs approches ont été proposées pour résoudre ce probléme de commande
mixte Ha / Hoo- Cela inclut les approches par les équations de Riccati de type non-standard [BH89],
par la paramétrisation de Youla [Sch95], 'optimisation convexe [KR91], ou encore par une interpré-
tation entropique [MGL91]... L’approche par retour d’état a été traitée dans [RK91|, alors qu’un
compromis entre les commandes purement Ho et H, est proposé dans [HHK97].

Dans ce chapitre, le probléme de commande robuste mixte He / Hoo est formulé comme un jeu
différentiel de Stackelberg. Une approche par la théorie des jeux a déja été proposée pour résoudre
ce probléme de commande mixte Hy / Hoo [LAH94, FS97, CZ01] & l'aide de la stratégie de Nash.
Néanmoins, & cause de la symétrie entre les joueurs dans la stratégie de Nash, un joueur cherche a
minimiser la norme Ho et le deuxiéme joueur est associé & la perturbation dans le pire des cas en
terme de norme H . Il s’agit d’un compromis entre les normes Hs et Hoo et non d’une d’optimisation
sous contrainte.

Dans la stratégie de Stackelberg, la hiérarchie entre le leader et le suiveur conduit & la minimisa-
tion de la norme Ho par le leader sous une contrainte sur la norme H, associée au suiveur. Le biais
d’information dans un tel jeu est approprié pour résoudre ce type de probléme d’optimisation sous
contrainte. Le modeéle utilisé ici a été introduit dans [ZGBD94, DZGBY4].

Ce chapitre, qui reprend les publications [JTAKO06a, JTAKO06b]|, est organisé de la fagon suivante.
Le probléme de commande mixte Ha / Hoo est tout d’abord formulé. Les conditions nécessaires pour
déterminer une commande issue de la stratégie de Stackelberg dans ce cadre sont données. La théorie
des temps focaux est utilisée pour obtenir les conditions suffisantes de I'existence de telles commandes.
Un exemple illustre cette approche du probléme pour terminer ce chapitre.

Afin de rendre plus claire la lecture de ce chapitre, qui utilise le méme raisonnement que le chapitre
précédent, certains éléments déja définis ou utilisés pourront étre reformulés ici.

119
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6.2 Formulation du probléme de commande mixte Hy / Ho

Pour la définition des normes des signaux et du systéme, il est possible de se reporter a [DFT90,
ZDGY6] par exemple.

Définition 6.1 (Norme # sur un horizon fini). Soit un signal s(t) € L2([to,f]). Sa norme Hs
est définie par

ty
508 00 = [ s s(0. (6.1
0

En considérant un systéme X, d’entrée e(t) et de sortie s(t), il est possible de définir la norme H
sur un horizon fini.

Définition 6.2 (Norme H,, sur un horizon fini). La norme Hoo induite par la norme Ho, d’un
systéme X sur un horizon fini [to,ts] est définie par

||S 2,[t0,tf]

[pa] = T
conltosts] eer2(lto ts]) |1€ll2,ftots]

Remarque 6.3. Soit v > 0. Alors en posant

t
oo = / ") e(t) — s(t)Ts(0)] dt, (6.3)

to

on établit que
12 lloo,ft0,t5] < ¥ == Joo > 0. (6.4)

Considérons maintenant le systéme décrit par la figure 6.1

z(t) = Az(t) + BooWso(t) + Bows(t) + Bu(t) = f(z, weo, we,u),

Zoo(t) = Cooz(t) + DooWoo(t) + Dooyu(t), (6.5)
z9(t) = Cax(t) + Doyult),

2(t) = x(t),

avec z(t) € R, wa(t) € R, weo(t) € R, u(t) € R, 2o(t) € R™, et zo0(t) € R™. Les matrices A,
By, B2, B, Cxo, C2, Do, Doy €t Doy, sont des matrices constantes, de dimensions appropriées. Beso
est supposée de rang plein.

w2 —= — <2

Woo =7 > = Zeo

u X
-K

FIGURE 6.1 — Structure du systéme.

Par souci de simplicité la sortie z pour le retour de sortie est supposée égale a I’état x. A wy, = 0,
I’entrée wo et la sortie zo correspondent & un canal et & wy = 0, 'entrée wq, et la sortie zo, corres-
pondent & un autre canal. Ce dernier canal est utilisé pour définir la norme Ho, du systéme.
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Définition 6.4 (Probléme posé). Le probléme de synthése, qui est proposé ici, est de déterminer,
d une entrée wa(t) fizée, une commande par retour d’état u(x,t) stabilisant le systéme (6.5) et mini-
misant ’énergie de la sortie zo sous la contrainte, que la norme Hoo est inférieure a un niveau fizé
v, ¢’est-a-dire

11161{1 || 22 ||2,[to,tf]

u(t) = u*(z,t)  tel que o 1200l l2,(t0,/]
soumis a sup T
Woo EWoo ||w00||2,[t0,tf]

Les ensembles admissibles pour les entrées u, we et weo sont respectivement U = Ez([to,tf] X
R?,R™), Wy = L2([to, 5], R™?), et Woo = L2([to, tf] x R, R,

6.3 Application de la stratégie de Stackelberg

6.3.1 Définition

Soit
T (11, oo, w3) = % /t T L (2a(t) + 20T () Ryweo(t)] dt = /t Y Lo w e w)dt,  (6.6)
avec
Ly = %(mT(t)CgCQm(t) + 237 (t)CF Doyu(t) + u® (t) DI, Doyu(t) + o?wl (t) Rywes (1)), (6.7)

R, = v — DZ;DOO > 0, pour 7 > 7(Dy), la plus grande valeur singuliére de la matrice D,

“ T 2, T t

[ 22 (£) 200 (8) + 7?0 (Hweo (8)] dt = / Loo(z,u,weo)dt,  (6.8)
to

1 [t

Joo(u,wooan) = 5/
to
avec

1
Ly = —( — 27 CL Coor + wL (v*I — DI Do) weo — uTDoTouDoouu)
—JUTC’OTODOOwoo - :ETCOTODoouu — wg’ODgDoouu,

ol (), zoo(*) et 2z2(-) sont les solutions de (6.5).

Le critére Jo défini par (6.6) est, au terme correctif a?wZ, () Rywoo(t) prés, associé a I'énergie de
la sortie zo du systéme (6.5). Pour a # 0, Jy est convexe par rapport a weo.

Le critére Jy défini par (6.8) est associé a la norme Ho, du systéme (6.5), selon la remarque 6.3.
La borne inférieure de Jy, sur we € Woo est soit finie (et atteinte) soit est égale & —oo, en fonction
des valeurs de 7 et surtout du temps final ;. En fait, en notant ¢, le premier temps focal du systéme
(voir la partie 6.4), alors inf Jo, > 0 si tf < t., et inf Jo = —o00 si tf > t..

La commande optimale v = «** minimise la norme Hg , quand we = w}}, la pire des entrées
au sens de la norme H,, est appliquée. La stratégie de Stackelberg est bien adaptée pour gérer ce
type de probléme de minimisation sous contrainte. Le leader agit en choisissant la commande u et le
suiveur en choisissant la commande wy.

A une commande @ du leader, il est possible de définir ’ensemble des réactions rationnelles du
suiveur R (@), qui est ’ensemble des entrées admissibles weo, qui ménent & la borne inférieure de
Joo (T, Woo).-

Roo (@) = {woo ‘ Weo = arg inf Joo(ﬂ,woo)}. (6.10)
Weo
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L’équilibre de Stackelberg (u**,w}s) pour ce probléme d’optimisation s’écrit donc

Wiy € Reo(u™™),

Jo (™, weo) < Jo (u,we0),  Yu € L2([to, 7], R"),
By 0T 0) < B T ) V€ £t )

(6.11)

(voir [SC73b, SC73a] et chapitre 1).

Le systéme différentiel (6.5) posséde trois entrées u, we et Woo. U €t W, sont considérées comme les
deux commandes des deux joueurs du jeu & somme non nulle. L’entrée we n’est pas un joueur au sens
strict, mais est considérée comme une perturbation. Le cadre de travail est la structure d’information
en boucle fermée, a l'instar de [LAH94|, v™* = u*™*(z,t) € U et w} = wii(z,t) € Wy sont des
fonctions implicites du temps ¢ et de I'état .

6.3.2 Conditions nécessaires pour le suiveur

Résoudre le probléme du point de vue du suiveur correspond & déterminer ’ensemble des réactions
rationnelles R (+). Il s’agit d’un probléme d’optimisation standard, qui peut étre résolu par ’appli-
cation du Principe du Minimum de Pontryagin. On définit ’Hamiltonien (voir [PBGM74, PBGM62|)
Hy =93 Loo + 90 f, ol le vecteur ligne 1o, € R" est le vecteur d’état adjoint associé & la contrainte
dynamique (6.5) et le scalaire 92, > 0 & L, le colit instantané de J . Les conditions nécessaires qui
doivent étre satisfaites par le suiveur peuvent s’écrire le long de la solution

B0 = VLT + vl (1) = O, (612)
butt) = 5 (20 + 5205 0) —vmt0 (L0 + 05 0). 613

De plus, comme ’état final est libre, la condition de transversalité donne 9o (tf) = 0.
Cela implique que 93, # 0. Sans perte de généralité, et par souci de normalisation, on pose ¥3, = 1.

Les conditions (6.12) et v > &(D«) impliquent, que R, est inversible et que I’entrée optimale w}}
(la pire des entrée au sens de la norme #H, pour une commande u) est donnée par

wi(t) = —R, ' [-DL Cooz(t) — DL Dooyu(t) + BLYL ()] = S(z,u, Poo)- (6.14)

Y

On introduit les notations suivantes
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= I+ DyR;'DL,
= DI Do, + a2DgquR1;1DOTODOOU,
= Ry+a’Dl Dy, U"'D! Dy,
= B+ BoR,'DL Doy,
= By +a?BUT'DL D,
= D;,Co+a’D} DRy D, Co,
(DL Dy, ,U™'C, — DL Cx),
BU'B"
Soo + ofETU*lDOTouDOOR;lB;,
BooR;'BL,
= Soot+ ?QBOOR;1DOTODMU—1DQUDOOR;13§O,
— S)\ + —QBN_IBT,
(0%
= CfC + o’ CLDog Ry DL,Coe - C,U~'C,,
Q — a?Co N 1Cw,

Wl Uy Q)
oo OO v 8 8 8 v g S'mxwz QQ%
I

= A+ BxR,'DL Cw,
A §0057 BaoR; T,
et
FL(z,u,%0) = o CLW,Coo +u' DL, W,Coo — YA,
F020 (-7"’ u, 'Qboo) = xTCgovawu + UTDauW'yDoou - Q/Jooﬁa
F@(t),u(t), oo (t), w2(t)) = Az(t) + Bu(t) — Seothle(t) + Bawa(t)
Alors
E(t) = f(@(t),ut), Yoo (t),wa(t)),  z(to) = xo, (6.15)
ok \ T
Voo = (Féo(x,u,woo) + Fﬁo(x,u,ww)%) » - Yeolty) =0, (6.16)
et
~ 1 T 1 T
Loo(-Ta Uu, ono) = _5 (Coo-'E + Doouu) W’y (Coox + Doouu) + §¢wsm¢ma
‘EQ("Eauaqpooan) = L2(.’E,’U,,S(.’E,’U,,’(poo),w2).

6.3.3 Principe du Minimum de Pontryagin pour une classe particuliére

La minimisation de Jo soumise & (6.15) et (6.16) n’est pas un probléme d’optimisation standard.
k%

Par souci de lisibilité, dans la suite u—, le Jacobien de u(t,y) par rapport & la deuxiéme variable
sera noté u,. Pour résoudre ce type demprobléme, du point de vue du leader, I’état augmenté X est
introduit. Cet état augmenté X comporte I’état z, le vecteur d’état adjoint 9L, et le cotit instantané
z°, vérifiant #° = Lo.

x f
X=| L | eR"", X=F(tX,uu,)=| FT +ul FZ ], (6.17)
z° L2

avec les conditions aux limites

2(0) = z0, YPoolty) =0, 2°(0) =0, (6.18)
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ot u = u(t, h(X)) = u(t,z), avec h(X) =h ( 27 oo z°T )T = .
Il est montré dans la suite que chaque commande optimale u** pour le probléme d’optimisation
du leader (minimiser Jy sous les contraintes (6.15) et (6.16)) est une commande singuliére pour le

systéme (6.17). Ce point crucial permet l'adaptation du Principe du Minimum de Pontryagin au pro-
bléme (6.17).

On rappelle la définition de 'application entrée-sortie et d’une commande singuliére (voir [LM67,
Tre05, BCO3]).

Définition 6.5. L’application entrée-sortie au temps ty du systéme (6.17) avec l’état initial X¢ est
Uapplication
Exot,: U= L%([0,tf] x R* R") — R2nHL

u s Xu(ty), (6.19)

ot X, (-) désigne la trajectoire solution de (6.17) associée a la commande u tel que X, (ty) = Xo.

Si la fonction F' dans (6.17) est de classe CP, p > 1, alors 'application entrée-sortie Ex, ; est
aussi de classe CP.

Pour déterminer la dérivée de Fréchet de Ex ,, considérons la commande du telle que u+du € U.

Soit X la trajectoire associée & u et X + 6 X celle associée & u + Ju. Par définition on obtient

d(X + 6X)

n = F(t, X +6X,u(t,h(X + 6X)) + du(t, (X + §X)),

wy (t, h(X + X)) T + uy (¢, (X +6X))T). (6.20)
Un développement en série de Taylor donne

d(6X)
dt

= ASX + Bou+ Céu, (6.21)
ot A= (Fx + Fyuyhx + Fy uyyhx), B=TF, et C = F,,.
Soit M (t), la matrice de transition liée a A(t), c’est-a-dire la solution du probléme de Cauchy
M(t)=A@t)M(t),  M(0)=1. (6.22)
Alors,
SX(tr) = M(ty) /O tf M~L(s) (B(s)au(s) + é(s)au;{(s))ds, (6.23)
et le résultat suivant découle naturellement.

Lemme 6.6. La dérivée de Fréchet de Ex,, au point u € U est donnée par
ty - -
dBxqy, (u) - du = M(ty) / M (s) (B(s)ou(s) + C(s)0ul (5) ) ds. (6.24)
0

Définition 6.7. Soit u € U, la commande u est dite singuliére sur [0,tf] si la dérivée de Fréchet
dEx,t,(u) n’est pas surjective.

Si la commande u est singuliére, alors il existe un vecteur ligne ¢ € R2**1/{0} tel que

() = 0. (6.25)
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Le vecteur ligne p(t) = oM (t;)M~'(t) vérifie alors

p(t) = —p(A®),  plty) =¢. (6.26)

A partir de (6.24), (6.25) et (6.26) il vient
/ tfp(t) (B(t)éu(t, (X)) + C(t)oul (¢, h(X))) dt = 0, (6.27)
0

pour chaque du(t, h(X)). En particulier, considérant uniquement les commandes du(t), (6.27) devient

p(t)B(t) =0, et p(t)C(t) =0, presque partout sur [to,%].

Définissons I'Hamiltonien Hy(t, X, u, uy,p) = pF(t, X, u, uy). Alors la commande singuliére u(t, h(X))
est caractérisée par

X = @7 p: —pA = _@a

Op dx 6.98
O B = 0, 22— pw)éw) = o (029
ou P =0 By, P -

Cette caractérisation Hamiltonienne est utilisée dans la suite pour déterminer les conditions né-
cessaires pour le leader.

6.3.4 Conditions nécessaire pour le leader

Lemme 6.8. Si la commande u** est optimale pour le probléme défini par (6.15) - (6.16) et (6.6),
alors elle est singuliére sur [0,t7] pour le systéme augmenté (6.17).

Démonstration. Soit X la trajectoire, solution du systéme (6.17), associée a la commande u et issue de
Xo = (zt, 9L 1, 0)T. Si u est optimale pour Jo, ’état final X (¢f) vit a la frontiére de Exqt; (U). Ainsi

00,07
I'application entrée-sortie Ex, ¢, n'est pas ouverte en u, et il vient grace au Théoréme des Fonctions
Implicites que la commande u est singuliére pour le systéme (6.17) sur [0,%y]. O

L’Hamiltonien Hs associé a Jo sous la contrainte (6.17) peut étre réécrit en
~ T o5
Hy=Xif+ X (Folo + Fgouw) + A\° Lo, (6.29)

en posant p(t) = (Ai(t), A2(t), A°(t)), avec les vecteurs lignes A1(t) € R?, Ao(t) € R" et le scalaire
A°(t) € R La caractérisation Hamiltonienne de la commande singuliére méne a

oH, . Of OFL oF% \T 0L, _
e A%“Q( o Taw ) A5, =0 (6.30)
% = MFZ =, (6.31)
Y
_— of oFL oF% \T 0L,
)\1 = —Ala - )\2 ( o + O Uy) - E, (632)
_— of oFL oF% \' 0L,
Ay = —)\181000—)\2 (8’(ﬁoo+a’l/loouy> - A 81/100’ (633)
A =0 (6.34)

De (6.34), on obtient que A°(t) = A° est constant. D’apres les conventions du Principe du Mini-
mum de Pontryagin, on pose A° > 0.
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6.3.5 Conditions de transversalité

Comme l’état initial 2(0) = o et de la valeur finale du vecteur d’état adjoint 1. (ty) = 0 sont
fixés, le vecteur d’état adjoint augmenté (A1, Ao, A\°) doit vérifier les conditions de transversalité

Ma(0) =0, Ai(ty) =0. (6.35)

(voir par exemple [Tre05, page 104] pour plus de détails)

6.3.6 Deégénérescence de la stratégie de Stackelberg
La condition (6.31) implique que Ay = 0, ou bien F2 =0 (ou encore les deux).
Proposition 6.9. Si la matrice

OFZ
ou

= DL, (I 4+ DooR,'DL) Dooy = DL, Wy Dooy, (6.36)

est inversible, alors Ay = 0. Dans ce cas, la stratégie de Stackelberg dégénére, 4 cause de l'ommnipotence
du leader.

Démonstration. La preuve se fait par un raisonnement par ’absurde. Suppons que As # 0. Alors

2
o)

F2 = 0. Comme est inversible, il s’ensuit grace au Théoréme des Fonctions Implicites que,

u
localement autour de la trajectoire, u = u(t, z, o).

Alors, le systeéme (6.15) - (6.16) s’écrit

‘i = f($a¢Mau(ta$a¢m))a wOO = Folo(.’L','Zpoo,U(t,CL‘,’lpoo)) (637)

Ces dynamiques et le critére Jy sont tous les deux indépendants de uy. De ce fait, toute commande
uy est optimale. Ce qui est contradictoire avec (6.30). O

Le fait que Ao = 0 signifie que le leader ne tient pas compte de la réponse rationnelle du suiveur,
représentée par 1’évolution du vecteur d’état adjoint 1, pour minimiser son propre critére Jo. La
stratégie de Stackelberg avec une structure d’information en boucle fermée semble perdre globalement
sa structure hiérarchique. En fait la condition (6.36) indique que, si le critére du suiveur dépend suffi-
samment de la commande u, alors le leader est capable d’imposer au suiveur la commande qu’il désire.
Méme si la hiérarchie semble disparaitre, le leader est omnipotent par rapport au suiveur. Dans un
certain sens, cela peut justifier 'approche par la stratégie de Nash de [LAH94| pour un probléme de
commande mixte Ho / Hoo-

6.3.7 Calcul des commandes optimales

Comme le vecteur d’état adjoint (Ai(ts), A2(tf), A°) = (0,0, X°) doit étre non nul, & une normali-
sation prés, il est supposé dans la suite que A\° = 1.

De (6.30), il est possible de déduire I’expression des commandes optimales
u* = U 'Cuz—U'B A +?U"' DL, DoR; ' BLYL. (6.38)

Injectant cette expression dans les dynamiques (6.15), il vient

f = Az — S5 — Syl + Bows. (6.39)
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Grace a (6.32), on obtient
A = —ATAT — Qo — ?CL Ry BLYL = g7 (2, M, ¥o0). (6.40)
L’évolution de % (6.16) donne désormais
Yoo = Fog (A1, Yhoo) + Fig (5 Aty Yoo )ty (6.41)
avec FL (2, M\, Poo) = FL (T, u** (2, M, Po0), ¥oo), €6 F2 (%, A1, %o0) = F2 (2,0 (2, M, Po0); Yoo)-
A partir de A2 = 0, la relation (6.33) se transforme en la contrainte
SEN — 0?5 ypL — a2BooR;1600w =0. (6.42)

Remarque 6.10. Si o = 0, alors la condition nécessaire (6.42) devient MSs = 0. En particulier,
en tenant compte de la condition de transversalité (6.35), la premiére et deuziéme dérivée de cette
relation donnent ent =ty

2T (t1)Q8% =0, et T (t7)(QA — AQSw) = wl (t7) B2QSwe- (6.43)
Ces conditions sont des contraintes supplémentaires & respecter.

La relation (6.43) est une relation au temps ty entre l'entrée wo et l’état x. Cette condition
nécessaire n’est en général pas vérifiée, d’autant plus que wo est considérée comme une perturbation.
Pour résumer, le cas a« = 0 ne méne pas a des solutions intéressantes pour le probléme de commande
mizte Ho /Hoo. Ce résultat justifie le terme correctif aZwQvaoo dans le critére Jo associé a la norme
Ho, qui assure la convexité par rapport & la commande u pour a # 0. Dans la suite, on suppose que

a # 0.

En dérivant la relation (6.42) par rapport au temps ¢, il est clair que (6.42) est équivalent aux
relations suivantes

27 (t;)Co0 = 0, (6.44)
- Ou** _ _ 1 4 - sr~T
P25 BoRy'NR;'BL, = v = (@g o — Pl = [TCh,). (6.45)

La relation (6.44) implique que chaque valeur initiale zy n’est pas associée & un point de départ
d’une trajectoire optimale. La condition initiale £y d’une trajectoire optimale doit appartenir & un
sous-espace de R" de codimension 7, 0ll 7, = rang C,. La contrainte (6.45) méne a

~ (9 *% B
Fgog—xBoo = vBo(BLBw) 'R,N 'R, (6.46)
et de plus
o OU™ T -1 -1 T —1pT T\T
Fopr € By (BiBx) RyN'Ry(BLBsx) BL + (KerBL) . (6.47)

*3k

Méme si la trajectoire optimale est unique, ’expression du terme n’est pas unique.

*3%

ox

f, la commande u**(t,z) ne dépend pas de I’entrée instantanée wy(t), méme si I’évolution de u**(t,z)
dépend de wsy(t).

et

Remarque 6.11. wy n’est pas laction d’un joueur, mais une perturbation. Contrairement a
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Remarque 6.12. Une idée pour lever cette difficulté de détermination de la commande optimale
est de considérer une seule entrée et une seule sortie, c’est-a-dire ne considérer qu’un seul canal de
performance (wy = W €t 22 = 20 ) comme il est fait dans [LAH9/]. Mais cette approche est beaucoup
moins générale naturellement.

Remarque 6.13. Pour faciliter la recherche d’une commande optimale, une restriction de la classe
des commandes optimales est imposée. En choisissant une représentation affine, comme dans [PC79a])
de uw**(t,y)

u*(ty) =uy (y— z(t)) +u(?), (6.48)

k3%

ox

il est possible d’éviter la détermination exacte de le long de la trajectoire optimale z(t).

6.3.8 Résolution par une équation de Riccati

De (6.42), et en supposant que By, soit de rang plein,
Yoo = (%Alé - mTﬁzo)N*IRv(BgoBoo)*lBgo. (6.49)
En injectant cette relation dans (6.39) et (6.40), on obtient
i(t) = A@®)z(t) = S () + Bawa(t), AT(8) = —Q)z(t) — AT@N (). (6.50)

De la méme facon que dans un probléme Linéaire-Quadratique classique, il est possible d’exprimer
A1(t) sous la forme
M (t) = Ky (t)z(t) + ha(2). (6.51)

Aussi, il est clair que si la matrice K (t) € R™*™ et le vecteur colonne hi(t) € R" vérifient

Ki(t) = —-Ki(t)At) - AR)TK1(t) — Q(t) + K1(¢)S(t) K1 (t), (6.52)
hi(t) = —Ki(t)St)hi(t) + AT (t)hi(t) + K1(t) Bawa(t), (6.53)

avec les conditions terminales
Kl(tf) =0, h’l(tf) =0, (6.54)

alors A1 (t) défini par (6.51) est solution de I’équation différentielle (6.50) associée aux conditions aux
limites (6.35).

L’équation (6.52) est une équation de Riccati standard, qui peut étre linéarisée par le lemme
de Radon (voir les lemmes 2.3 et 2.4). A une entrée ws donnée, les deux équations (6.52) et (6.53)
peuvent étre résolues par une intégration en temps rétrograde & partir des conditions finales (6.54).

6.4 Conditions suffisantes

Afin d’obtenir les conditions suffisantes de ce probléme, des éléments de la théorie des temps fo-
caux sont rappelés (voir par exemple [BFT06, chapitre 9] pour plus de détails).

Remarque 6.14. Les conditions de restriction sur l’ensemble des états initiaur xo engendrant des
trajectoires optimales, vues au chapitre précédant ne tiennent plus, comme les critéres Jo et Jo ne
comportent pas de critéres terminaut.
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Définition 6.15. Le systéme variationnel

d [ 6z A -8 oz
dt < 2 ) - [ -Q -AT ] ( oxnT ) (6.5
est appelé équation de Jacobi. Le champ de Jacobi, J(t) = (02T (t),6A1(t)), est une solution non-

triviale de (6.55).

La matrice de transition associée & (6.55) est notée ¢(t), et
dz(t) ) ( 6z(0) > [ P1(t)  ¢a(t) ] ( 6z(0) )
= ¢(¢ = . 6.56
(it ) =0 (s ) =L wo ] (a0 (6:56)
Définition 6.16. Le premier temps conjugué (ou focal, comme Uextrémité finale est libre) t. est le

premier temps positif pour lequel il existe un champ de Jacobi tel que 6z(0) = dz(t.) = 0.

Il est équivalent de dire que rang ¢y (t.) < n.

Les résultats suivants sont standards en théorie Linéaire-Quadratique (voir [BFT06, chapitre 9]).

Proposition 6.17. Le premier temps conjugué t. correspond au premier temps fini d’explosion de
léquation de Riccati (6.52).

Démonstration. La solution de 'équation de Riccati (6.52) est donnée par
Ky(t) = da(t)y " (1). (6.57)

Le premier temps conjugué t. est le premier temps auquel ¢o(t.) n’est pas inversible, c’est-a-dire,
|K1(t)|| = +o0, quand ¢t — t,. O

Proposition 6.18. Les solutions du Principe du Minimum de Pontryagin sont optimales avant leur
premier temps conjugué. La commande (6.38) avec A1(t) donné par ’équation de Riccati (6.52) est
optimale si et seulement si cette équation admet une solution définie sur [0,ty].

Grace a ces résultats, les conditions nécessaires sont aussi suffisantes. Avant le premier temps
conjugué, la commande optimale -si elle existe- est unique.

6.5 Exemple

Posons i i
-0.2 0.4 -1
A4 = [0.6 —1.4]’ Bo=| o] Pe = 2],
1 -3 [ 2 ] 16
T
Cx = [3 -15], B = | 45| Doow = [15],

avec les parameétres o = 1, v = 15, et ¢ty = 10.

Les coefficients de K; sont indiqués sur la figure 6.2.
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FIGURE 6.2 — Coefficients de K;(t).
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FIGURE 6.3 — Coefficients de hq ().

Connaissant K7 et la perturbation ws(t), il est possible de calculer les composantes du vecteur
hi(t), par intégration rétrograde. Pour

1
wo(t) = isin (2%10%) exp (—10}) ,
f f

hi est représenté sur la figure 6.3.
La commande optimale u**(t) et I’état z(t) sont représentés respectivement sur les figures 6.4 et
6.5.

Les critéres optimaux sont alors

||z00||2,[t0,tf]

Jo=4,2  Jy =89; = 81,3 < 72 = 225.

||w00||2,[t0,tf]

De plus, si Q est semi-définie positive, alors il est possible de démontrer des propriétés supplé-
mentaires.
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Commande u(t).
T

0.25

Tempsens.

FIGURE 6.4 — Commande optimale u**(t).

Etat
T

Temps ens.

FIGURE 6.5 — Coefficients de z(t).

Proposition 6.19. Si Q > 0, alors la solution K1(t) de (6.52) est symétrique et semi-définie positive.

Démonstration. Voir [AKF1J03, Théoréme 4.1.6], en observant que Ki(t;) =0, 5 >0et @ >0. O
Proposition 6.20. Si Q > 0, alors t, = +oc.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer [AKF1J03, Corollaire 3.6.7, Exemple 3.6.8], en observant que
Ki(tf) =0,Q>0et S>0. O

Proposition 6.21. Si Q > 0, et si Ki(t) converge vers une limite K{° quand t — +oo, alors
(A — SK{”) est stable.

Démonstration. En prenant la limite de (6.52), on obtient une équation de Lyapunov
K®(A—SKX®) 4+ (A - SKXP)TK® = —Q — KPSKX® < 0. (6.58)

Le résultat provient du fait que K{° est symétrique et semi-définie positive. ]
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Dans le cas ou la matrice Q est semi-définie positive et en raisonnant en temps rétrograde, il
semble que Kj(t) converge. La proposition 6.21 implique que hi(t) diverge exponentiellement (de
facon rétrograde en temps). Comme 'horizon est fini, hq(t) reste borné, mais peut avoir des valeurs
importantes. De ce fait les composantes de I’état x peuvent aussi étre importantes. Il est a craindre
ainsi des valeurs trés importantes pour les critéres Jo et Juo.

De maniére générale, on ne connait pas de conditions pour assurer que ) soit semi-définie positive,
méme si de forts soupgons pésent, comme il est montré dans la suite.

Proposition 6.22. La matrice Q peut se mettre sous la forme
~ My M C
_ T oT pD.R-! 11 12 2
-t new [ 8 )i} o
M

ou

My = I-DyU ' [U+a?’DL DN 'DL Do, | U DY,
My, = —2DyU'e?DL, Do [R7'—N7' Ry, (6.60)
My; = 20*(2R,—N)[R,'-N'R,.

Lemme 6.23. La matrice N vérifie
R, < N < 2R,. (6.61)

Démonstration. La premiére inégalité provient directement de la définition de la matrice N. La
deuxiéme inégalité est donnée par Lemme d’Inversion Matricielle

2R, — N = R,-a’D. Dy,U "' Doy Do
_ -1
- R’Y (R’Y + aQDZoDwu(DguDQU) 1DoouDoo) R’y
> 0. (6.62)

O

D’apres le lemme 6.23, le terme My, est défini positif. Pour l'instant, méme si de forts soupgons
portent sur le signe de @, il n’a pu étre prouvé que dans le cas scalaire que @) est semi-définie positive.

Proposition 6.24. Dans le cas particulier scalaire, r =n =1, meg =mo =1l et roo =19=1, M
admet une valeur propre nulle et une positive.

Démonstration. Posons 8 = DL D, et n = Dy, la matrice M s’exprime alors par

( 2014,54
My = o B2 " o2
(#+ %) ( e2)
y
o' B3
< R, (6.63)
M12 = ( O£2/82 )
") ()
ot 3202
My = ( Q;Q)BZ .
Py )
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Soit
o g
20°0 R2 R
M = 55 55 g v (6.64)
2 OO0 (o) | 20
[ B
20432 — B
- 232 2 a2 Ry [R_ - - (6.65)
772 + % 772 + 2% -1 v
R, R, i
B
La colonne | R, | étant & coefficients réels, la matrice M posseéde 0 et un terme positif comme
-
valeurs propres. O

Proposition 6.25. Dans le cas scalaire, T =n =1, Mmoo =ma =1 et oo =72 =1, Q est semi-définie
positive.

6.6 Conclusion

Ce chapitre analyse le probléme de commande mixte Ho / Hoo d'un systéme multicanaux. Le cadre
utilisé est la stratégie de Stackelberg, munie d’une structure d’information en boucle fermée. Cette
stratégie est bien adaptée pour gérer plusieurs critéres, ayant des positions hiérarchiques différentes.
Les conditions nécessaires sont proposées et ménent & une équation de Riccati différentielle. 11 est mis
en avant qu’une stratégie de Stackelberg dégéneére globalement, & cause de ’omnipotence du leader
sur le suiveur. Utilisant la théorie des temps focaux, les conditions suffisantes sont données en terme
de temps fini d’explosion de la solution de 1’équation de Riccati.
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Chapitre 7

Stratégie de Nash pour les systémes avec
incertitudes paramétrées

7x 142857
=999999

7.1 Introduction

Jusqu’a présent dans ce mémoire, les incertitudes ont été considérées comme des dynamiques né-
gligées, ou des perturbations. L’équation dynamique représentant le modéle du systéme a, quant a
elle, des coefficients constants. Un des points durs de la recherche en Automatique est la synthése,
qui ne soit pas trop contrainte, de commandes robustes pour des systémes ayant des incertitudes
structurées. Ce chapitre tente d’élargir le champ d’application de la commande par la théorie des
jeux aux systémes avec des incertitudes paramétriques. Plusieurs tentatives en ce sens sont & noter
dans la littérature. Un moyen de traiter des incertitudes est d’interpréter I’écart au modéle nominal
comme un joueur fictif supplémentaire [CSA97, vdBES03]. Cela raméne le probléme & un jeu avec un
joueur supplémentaire (que l'on peut appeler perturbation), dont le critére traduit le fait que ’écart
a considérer est celui du pire des cas. Aussi dans [vdBES03], pour prendre en compte 'incertitude,
deux extensions des définitions des équilibres sont proposées : une formulation de contrainte douce, en
ajoutant une pondération sur le joueur fictif dans les critéres, formulation inspirée de [BB73, BB95],
et une formulation de contrainte forte qui considére seulement une énergie bornée pour ’entrée du
joueur fictif.

Dans le cas des jeux linéaires-quadratiques a somme nulle, incluant des incertitudes structurées,
des conditions suffisantes, garantissant pour chaque joueur une valeur donnée pour leur critére, sont
proposées dans [AMP02]. Ces conditions sont fondées sur ’existence d’une solution & un ensemble
d’équations de Riccati paramétrées de fagon adéquate.

Une autre contribution provient d'une extension de I’équilibre de Nash [TY91] : I'e-équilibre de
Nash. En particulier pour des perturbations d’énergie finie, la valeur des critéres s’éloigne de la va-
leur nominale d’une distance qui est croissante par rapport a I’énergie de cette pertubation [LP06].
Cependant les équations associées ne sont pas simples & résoudre et nécessitent la connaissance sur
tout ’horizon de la perturbation.

L’idée principale ici est de reformuler les équations couplées de type Riccati associées & 1’équilibre
de Nash en boucle fermée en un ensemble de problémes d’optimisation non convexes couplés. Cette
formulation faisant intervenir des Inégalités Matricielles Linéaires (ou LMI pour Linear Matrix In-
equalities) comme contraintes, facilite I’extension & une représentation polytopique des incertitudes

135
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structurées. Cette extension ménera a l'obtention de bornes supérieures pour les critéres aux équilibres.

Ainsi, aprés un rapide rappel de la stratégie de Nash en boucle fermée pour les systémes certains,
une nouvelle formulation de ’équilibre de Nash sous forme de problémes d’optimisation non convexes
couplés est proposée. Cette nouvelle formulation est alors étendue aux systémes polytopiques incer-
tains afin d’obtenir des bornes supérieures des équilibres. Un algorithme itératif est alors présenté
pour synthétiser une commande vérifiant toutes les contraintes, liées & chaque sommet du polytope.
Enfin un exemple illustre les résultats obtenus.

Ce chapitre reprend 'article [JCPAK(6] soumis pour publication dans une revue.

7.2 Rappel : équilibre de Nash pour les systémes certains

Considérons un jeu différentiel linéaire-quadratique a deux joueurs de somme non nulle, sur un
horizon infini

{ i (t) = Az (t) + Bruy (t) + Baus (1), (7.1)

z (o) = o,
ott z(t) € R, u; € L2 ([ty, +oo[,R") (i,5 € {1,2} vérifiant i # j et n,r; € N*) et avec les critéres
1 [ 7 T T
J; = 2 t (x Qiz + uj Rjjui + uy RiQ’U,g) dr. (7.2)
0

Toutes les matrices intervenant dans les critéres sont constantes et symétriques avec @; > 0, R;; > 0
et R;; = D;TDZ > 0.

En supposant qu’il existe une symeétrie entre les roles des joueurs et que donc les joueurs ont le
méme niveau hiérarchique, un équilibre de Nash en boucle fermée est étudié ici. La paire (u},u3)
correspondant & un équilibre de Nash vérifie, pour toute commande (u1, u2), selon les chapitres pré-

cédents ; .
UL, us) > uy, us),
Lt 2 o &
Il est rappelé que les commandes u; dans ce cadre sont données par
ui(t) = =Ry ' B Pa(t), (74)
ou (P, P,) verifie les équations couplées algébriques de type Riccati
0, = N1(Pr1, P2), (7.5)
On = No(P1, P2), (7.6)
ou
Ni(Py,P) = — A"Py — PLA — Q1 — P2S12Ps + P3S: Py + P1S, Py + PLSI P, (7.7)
No(P1,Py) = — ATPy — PyA— Q3 — P1So1 Py + PiS1 Py + PoS1 Py + P2So P, (7.8)

ou Sij = BjR;leinj_lef, et S; = BiRi_ilBZT-

Les équations (7.5) et (7.6) sont trés difficiles a résoudre comme il a été indiqué dans le chapitre
4. Pour plus de détails il est possible de se référer & [Eng0ba]. La dynamique en boucle fermée est

alors
T=(A—-51P — S2P)z. (7.9)
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La matrice (A — S1P, — SoP») est stablesi P; > 0 et P, > 0. Effectivement en rassemblant certains
termes quadratiques dans les termes linéaires, on obtient les équations de Lyapounov suivantes.

(A—S81P, — S3P) Py + P (A— S1P, — $oPy) = —Q; — P,S15P, — P S| P, < 0, (7.10)
(A—S1 P, — S3P) Py + Py (A— S1PL — S3Py) = —Qy — P1So1 P, — P,S, P < 0. (7.11)

La valeur des critéres & 1’équilibre est donnée par
Ji(u,uy) =z} Pixg. (7.12)

7.3 Formulation d’un équilibre de Nash grace a des problémes cou-
plés d’optimisation non convexes

Dans ce paragraphe, une nouvelle formulation des conditions suffisantes de 1’équilibre de Nash est
proposée sous la forme d’une association de problémes couplés d’optimisation non convexes. Cette
nouvelle formulation faisant intervenir des inégalités linéaires matricielles (LMI) au lieu d’équations
couplées de type Riccati, elle est particuliérement intéressante pour étudier les systémes incertains,
comme il sera montré plus tard.

Théoréme 7.1. Si les problémes couplés d’optimisation non-convexe 111 et Ily suivant admettent un
couple de solution (W1, Ws) tel que W1 > 0 et Wy > 0, alors (Wfl, W{l) est solution des équations
couplées de type Riccati (7.5) et (7.6).

Iy (variables v, W1 et Y1, a Ko fizé) : Minimiser 1, sous les contraintes

W1 >0, (7.13)
T
Y1 Ty >
[ s Wi ] >0, (7.14)
1,2
Ma By, By (Y1, W1, K2) <0, (7.15)
(7.16)
IIy (variables yo, Wy et Ya, a K1 fixé) : Minimiser ya, sous les contraintes
Wa > 0, (717)
T
2T | 1
[330 Wa ] >0, (7.18)
2,1
M(A,BI,B2)(Y'2,W2,K1) S O, (719)
sous les conditions de couplage
K ="ZW;!, Ky=Y.W," (7.20)
Les notations dans le théoréme 7.1 sont, pour tout 4,5 = 1,2, tel que 7 # j
1
o, — | (Qi+KjR;Kj)? D, = [ Onxrs ] (7.21)
’ Omxn ’ ’ D; ’
sz,Bl,Bz)(Yi’ Wi, Kj) =
( BiY; + V"B + Wi(A + BiK;)" + (A+ B;K;)W; ) (C;Wi+ D,Y;)" (7.22)

La notation (Q; + K]TRZ-J-KJ-)% représentant la racine carrée matricielle de la matrice (Q; +
K] Ri;K;)
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Démonstration. La preuve utilise les éléments de [BEFB94, section 6.2.1] et [BEFB94, section 7.4.1].
Les deux problémes d’optimisation non convexes du Théoreme 7.1 étant symétriques, seule la preuve
pour le premier probléme correspondant & la premiére inégalité de (7.3) est considérée. En posant

z21=Cnz+ D, u (7.23)

il est possible d’interpréter le critére Ji (u1, Kox) comme ’énergie du vecteur z1, appelé sortie du sys-
téme (7.1), quand la commande ug = Koz, avec Ko constant, est appliquée. On suit le raisonnement
de [BEFBY4, section 7.4.1], qui étudie le probléme de borne supérieure de 1’énergie de sortie d’un sys-
téme linéaire incertain polytopique. Supposons qu’il existe une fonction quadratique Vi (§) = {TWI_ e
telle que

Wi >0, (7.24)

d
3 Vie®) < -zl a, (7.25)
pour chaque z et z; satisfaisant (7.1) et (7.23). On obtient que ’énergie de sortie n’excéde pas

1 =z Wy 0, (7.26)
sous les contraintes W7 > 0 et (7.15).

Cette borne est atteinte pour le retour d’état u; = Kz, avec K1 = Y1W1_1, c’est-a-dire

{ Jl(ul,KQJZ) <7, Vu € L2 ([to, -I-OO),R”) , (7 27)

Ji(Kiz, Koz) = 1.

En appliquant la commande u; = Kjz, la contrainte (7.25) est équivalente, en utilisant le lemme
de Schur, aux BMI (7.15).

Chercher la borne supérieure en énergie consiste 4 minimiser z§ W; 'z ou de fagon équivalente
[BEFB94, p.8| & minimiser 7; sous la condition (7.14). O

Remarque 7.2. Comme pour les solutions des équations (7.5) et (7.6), les solutions des problémes
non convezes Ily et Ty sont difficiles a trouver. Cependant, si on considére que la matrice K; est
constante (i,j € {1,2},i # j), alors le probléme II; devient un probléme semidéfini (Semi-Definite
Program SDP), que l’on sait résoudre. Cela peut induire un algorithme itératif, semblable a [AKFI1J03,
p. 340], pour résoudre alternativement les problémes I1; et Il en actualisant les valeurs K; et Ko.
Notons qu’il n’existe pas a ce jour dans la littérature de preuve de convergence d’un tel algorithme.

Remarque 7.3. Les solutions du probléme d’optimisation non-conveze associant I1; et Il ne sont pas
nécessairement uniques, de la méme maniére que les solutions des équations couplées de type Riccati
(7.5) et (7.6).

Ce type de formulation est tout a faire adéquate pour étendre le cadre la stratégie de Nash aux
systémes présentant des incertitudes. C’est I’objet de la fin de ce chapitre.

7.4 Bornes supérieures des critéres pour un systéme incertain

Considérons un systéme dynamique incertain linéaire, d’incertitude notée A décrit par un modéle
N —polytopique. Le systéme (7.1) devient

{ & (t) = ANz (t) + Bi(Mua (t) + Ba(Nuz (¢), (7.28)

z (tg) = xo.
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L’état initial xy est supposé connu. On note alors

N
[AQ) Bi(%) Be(N) ] =) M| Ac Bix Bog |, (7.29)
k=1
avec
N
A=A, ,An) EA= {)\ Ak € [0,1],VE € {1,--- ’N}’E’\k = 1}. (7.30)
k=1
On pourra noter le systéme sous la forme
A(N) Ay An
By ()\) € Co Bl,l R Bl,N . (731)
By(X) By 1 Bo

ot Co désigne ’ensemble convexe de N sommets.
Toutes les matrices de pondérations dans les critéres J;, définis par (7.2), sont connues. On étend
la notation J;(uy,us) en J;(ui,ug,\), quand le paramétre X est appliqué au systéme (7.28).

Pour chaque X fixé, nous supposons qu'il est possible de trouver un équilibre (non nécessairement
unique) de Nash comme défini dans le paragraphe 7.2, mais les commandes associées sont fonctions
implicites du parameétre A

{ J1 (ug,ul(X), A) > J1 (uf(N),u3(N), A), (7.32)
1 2

Jo (uf (M), u2, A) > Ja (uf(A),u

Il faut noter que, par définition, le vecteur de paramétre A\ est inconnu. La modélisation utilisée
ne contraint pas les parameétres \; a étre constants. Ils peuvent donc varier en fonction du temps.
Les matrices du systéme A(X), B1(\) et Bo(\) peuvent varier a U'intérieur du polytope (7.31) ou bien
étre égales & une valeur constante dans ce méme polytope. Ainsi, ’objectif, ici, est de garantir que
la valeur optimale des critéres soit plus faible qu'une certaine borne supérieure et aussi proche que
possible de I'optimum, méme si le paramétre A est inconnu. C’est-a-dire trouver 4] et 43, qui vérifient

Ty (@5, 0) 2 1 (@i (0, w50, ) )

Ty (5,5, X) > Jo (ui(N),u3(A), ), VA € A. |
Remarque 7.4. Il faut noter que le couple (4}, %) ne correspond pas & un équilibre de Nash. Ce couple
de commande permet d’obtenir des majorants des critéres associés aur équilibres, indépendemment de
la valeur de Uincertitude A € A. De plus cette borne supérieure est construite sur l’analyse des équations
couplées de type Riccati (7.5) et (7.6) et non sur la valeur des critéres. Cette borne supérieure est
donc commune a tous les équilibres, s’il en existe plusieurs, alors méme qu’il n’existe pas de relation
d’ordre entre ces équilibres.

7.5 Algorithme itératif

La procédure itérative pour résoudre les problémes II; et Ily, est désormais adaptée pour trai-
ter le cas des systémes incertains. L'idée de base est de résoudre successivement chaque probléme
I1;, en répétant dans les contraintes inégalités (7.15) et (7.19) pour chaque sommet du polytope
Co (Ak,B1,Bay), et en adaptant & chaque étape les matrices K; ou Ky avec les conditions de
couplage (7.20). L’algorithme est alors le suivant

Algorithme 5.
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Initialisation : Poser Ko = Op,xn.

Etape 1 : Résoudre le SDP, de variables v1, W1 et Vi

I1; : Minimiser 1, sous les contraintes

Wi >0, (7.34)
T

Y1 Ty >

[ 2o Wi ] 20, (7.35)
1,2

M(Al,Bl,l,Bz,l)(Yl’Wl’KQ) <0, (7.36)
1,2

M(AN,Bl,N,Bz,N)(YI’ W1, K3) < 0. (7.37)

Calculer K1 = Ylel.
Etape 2 : Résoudre le SDP, de variables o, Wy et Ys

Iy : Minimiser o, sous les contraintes

W2 >0, (7.38)
T

[ Z(2) ;22 ] 20, (7.39)

M?All,Bl,l,Bz,l)(Y?aW2aK1) <0, (7.40)

?,IN,Bl,N,Bz,N)(YQ’ Wa, K1) < 0. (7.41)

Calculer Ko = YQWQ_I.

Etape 3 : Répéter les étapes 1 et 2, tant que les LMI (7.84-7.41) ne sont pas simultanément vérifiées.

Quand l'algorithme s’arréte, les derniéres variables sont notées v;, Y;*, W;* et K. Les commandes
optimales @] et @5 sont données alors par

@ (t) = Kia(). (7.42)

Remarque 7.5. Les valeurs obtenues par cet algorithme dépendent de la condition initiale Ko choisie.
En modifiant cette valeur initiale, 'algorithme peut ne pas sortir de la boucle ou bien fournir une
nouvelle valeur. Dans ce chapitre cette dépendance n’est pas étudiée en détails et seule la valeur
initiale Ko = Op,xp est considérée.

Remarque 7.6. Pour un systéme certain (un seul sommet), l'algorithme est ’association de pro-
blemes d’optimisation, dont la solution est donnée & chaque étape par une équation de Riccati simple.
De plus, les variables optimales Y;* sont données par Y;* = —Ri_ilBiT. Cet algorithme simplifié est une
version de l'algorithme classique [AKFIJ03, p. 340/, vu au chapitre 4, utilisant & chaque étape des
SDP.

Remarque 7.7. Dans l’état actuel, aucune preuve de convergence de cet algorithme n’existe, méme
st des conditions de faisabilité pour les SDP a chaque étape peuvent étre mises en avant.
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7.6 Propriétés des solutions

Théoréme 7.8 (Stabilité). Quand les commandes 47 et 45 (7.42) sont appliquées, la matrice d’évo-
lution
A () = AN) + Bi(\KT + Bo(\ K (7.43)

est Hurwitz pour tout A € A. En outre, le systéme commandé en boucle fermée correspondant est
stable.

Démonstration. En réarrangeant les inégalités (7.36-7.37) et en utilisant le lemme de Schur, on obtient
une inégalité de Lyapunov

(A )T (W)~ + (W) 7H(A (V) < —Qi — (KT RaK; — (K;)T Ry K < 0. (7.44)

Le résultat s’obtient alors par le fait que (W;)~! est définie positive. Méme si ) varie, la fonction de
Lyapunov associée implique la stabilité du systéme. O

Le théoréme 7.8 garantit I’existence de J; et Jo pour chaque vecteur A en appliquant les commandes
af(t) = Kfz(t). C’est-a-dire que les valeurs de ces critéres positifs sont finies.

Théoréme 7.9 (Borne supérieure des critéres). Quand les commandes u}(t) = K}z(t) sont
appliquées

Ji(uf, uf) < 2§ Gi(\)zo < 7,
ot G;(\) est obtenue par la résolution de I’équation algébrique de Riccati
A NG (A) + G (N A*(\) = —(Q; + (K7) TRy K} + (KJ)TRi;K}). (7.46)
Démonstration. En injectant cette derniére équation dans (7.44), on obtient
AN = GiN) + (W)™ = Gi(A)A* () < 0.
Comme la matrice A*()) est stable, on a alors
W™ > Gi(v,
ce qui implique
7 =25 (W) w0 > 23 Gi(M)mo. (7.47)
O

On obtient alors les majorations suivantes

Ji (ui(X),u3(X), 8) < Ji(ai, a3, A) = 25 Gi(\)zo <7,

A connu Approximation supérieure Borne supérieure
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7.7 Illustration

Dans ce paragraphe, on considére comme exemple une extension de [AKFIJ03, p. 341] en incluant
un modéle polytopique composé de trois sommets.

—0.0466  0.0271  0.0188 —0.4555

A = 0.0282 —1.1100 —0.0076 —4.0208
0.1002  0.1855 —0.7170  1.3229 |~
0 0 1 0
—0.0266  0.0271  0.0188 —0.4555
4 = 0.0682 —0.9100 0.0124 —4.0208
0.1002  0.3855 —0.6970  1.3229 |~
0 0 1 0
—0.0366  0.1271  0.0188 —0.4555
1 0.0582 —1.0000 1.0024 —4.0208
3= 0.1002  0.4855 —0.6070  1.4229 |~
0 0 1 0
0.3422 0.5422
By — 2.8447 By, — 3.2447
: —5.0200 |’ : —6.0200 |’
0 0
( 4.4422 \ ( 0.1761
Biy— 1.0447 By, — | 76922
; —4.5200 |° , 5.2900 |-
0 ) 0
0.1761 0.3761
B _ | —74922 B _ | —7.5922
22 4.6900 |> 723 4.8900
0 0

Les matrices de pondération sont données par
Q1 = diag(3.5;2;4;5), Q2 = diag(1.5;6;3;1),
Ri1=1; Ri3=0.25; Ry =0.6; Ry =2,
zo=(0 0 1 1)T.
L’algorithme s’arréte au bout de 4 itérations. On obtient

v = 20.1675, 5 = 14.0375,
Ki = ( —0.4031 —0.0102 0.2365 0.4423 ),
K; = (07224 1.5634 —0.4907 —1.9850 ).

Les performances des commandes (4}, %%) sont mises en avant sur les figures 7.1 et 7.2. Sur ces
figures sont représentées les surfaces des trois éléments des inégalités (7.45), pour chaque A € A. Les
inégalités sont bien vérifiées.

Sur les figures 7.3 et 7.4 sont représentées les différences positives entre J; (%}, %5, A) et o3 Gi(\)o-
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22

FIGURE 7.1 — Performances sur le critére J;.

16

FIGURE 7.2 — Performances sur le critére Js.

7.8 Conclusion

Dans ce chapitre, la stratégie de Nash avec une structure d’information en boucle fermée est
étendue au cas des systémes incluant des incertitudes. Cette notion méne & des bornes supérieures
des critéres des équilibres de Nash. A partir de la reformulation d’un équilibre de Nash en terme de
problémes couplés d’optimisation non convexes, I’extension pour les systémes incertains polytopiques
correspond & vérifier les contraintes pour tous les sommets du polytope. Un algorithme itératif est
proposé pour rechercher numériquement une solution & un tel probléme. Cependant, les distances
entre les deux surfaces sur les figures 7.1 et 7.2 ne peuvent pas encore étre estimées (et donc réduites).
Il s’agit ici d’une premiére tentative d’extension de la stratégie de Nash aux systémes incertains. Une
perspective est d’ameéliorer les contraintes LMI en évitant de rechercher un I/Vi_1 commun pour chaque
sommet du polytope.
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Conclusion générale

1 Bilan des contributions

La théorie des jeux est un cadre souple et adapté pour gérer les systémes multientrées, multiob-
jectifs. La richesse des stratégies utilisables est importante (stratégies de Nash, de Stackelberg, en
boucle ouverte, en boucle fermée...). La question de la robustesse naturelle des commandes issues de
la théorie des jeux se pose alors. Ce cadre de synthése de commande méne-t-il & la résolution d’équa-
tions couplées de Riccati ou de type Riccati, qui peuvent admettre un nombre élevé de solutions. Des
arguments sont alors nécessaires pour distinguer ces solutions. L’étude de la robustesse naturelle ou
a priori des commandes issues de la théorie des jeux est donc une problématique décisive pour la
validation de ce type de commande et le développement de ce cadre de travail.

Cette thése propose d’établir les prémices du lien entre théorie des jeux et robustesse. Les diffé-
rentes stratégies principales sont étudiées. Il est mis en avant, ici, qu’elles sont trés inégales vis-a-vis
de la robustesse.

Les stratégies en boucle ouverte, plus simples, peuvent étre efficaces en pratique, comme le
montrent les exemples de commandes de suspensions magnétiques. Elles présentent cependant cer-
taines limitations. En particulier, des contre-exemples montrent que des conditions fortes sur le sys-
téme ne suffisent pas pour assurer ’existence d’au moins une solution admissible aux équations al-
gébriques couplées de Riccati. Néanmoins, il faut noter le cas intéressant en terme d’a-stabilité de
la stratégie de Stackelberg en boucle ouverte sur les systémes de critéres quadratiques incluant une
pondération temporelle exponentielle.

A Topposé des stratégies en boucle ouverte, les stratégies en boucle fermée, présentent plus de
propriétés intéressantes. Elles sont cependant plus ardues & déterminer. Des algorithmes numériques
performants (expérimentalement, vu qu’aucune démonstration de convergence n’est disponible, pour
aucun des algorithmes), par rapport & ceux existants, sont proposés pour résoudre les équations cou-
plées de type Riccati issues de la stratégie de Nash en boucle fermée.

Une part importante de la thése s’attache a la stratégie de Stackelberg en boucle fermée. Ici les
conditions nécessaires sont approfondies et des conditions suffisantes sont obtenues. Rassemblées, elles
permettent d’offrir des conditions d’existence des solutions issues de cette stratégie. Le cas linéaire
quadratique est tout particulierement détaillé. Une application majeure de cette stratégie est la com-
mande mixte Ho / Hoo-

Enfin le dernier chapitre propose une extension de la théorie des jeux aux systémes présentant
des incertitudes paramétrées. Dans les faits, une représentation polytopique de 'incertitude est choi-
sie, afin d’établir des passerelles entre égalités de type Riccati du cas certain & une association de
problémes couplés d’optimisation non convexes, avec contraintes sous forme d’inégalités linéaires ma-
tricielles, dans le cas incertain. Un algorithme itératif est ici proposé pour déterminer numériquement
une commande permettant un niveau garanti pour les différents critéres.

145
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Cette thése a permis de défricher les enchevétrements entre théorie des jeux et robustesse, en
répondant & certaines des questions & l'origine de ce travail. Néanmoins le sujet reste encore trés
largement ouvert. Des perspectives de prolongement de ce travail sont déja envisagées. Une liste loin
d’étre exhaustive est proposée dans le paragraphe suivant.

2 Perspectives

Les orientations possibles du futur travail de recherche peuvent étre classées en deux catégories :
les perspectives de prolongement et les perspectives d’ouverture. Les perspectives de prolongement
correspondent aux tentatives de répondre aux questions ouvertes présentées dans tout le manuscrit,
alors que les perspectives d’ouverture correspondent & ’étude de questions qui n’ont pas encore été
abordées dans ce mémoire. Il est ainsi possible de citer les perspectives éventuelles suivantes.

Perspectives de prolongement :

— Un approfondissement des conditions suffisantes pour assurer 1’existence d’une solution admis-
sible pour la stratégie de Nash en boucle ouverte est engagé.

— Dans la majorité des cas, plusieurs solutions sont issues des stratégies en boucle ouverte. La
recherche d’une méthodologie pour effectuer un placement de poles a priori est & considérer.
L’idée étant, a partir d’'une dynamique linéaire donnée, de choisir les matrices de pondérations
dans I’ensemble des critéres, afin de permettre un placement prédéfini de tous les poles pour le
systéme asservi, comme dans [MTP88|.

— Un rapprochement entre les techniques de linéarisation robuste par bouclage [Fra06, FBPGO06]
et celles de la théorie des jeux est programmé.

— Les applications des résultats de la stratégie de Stackelberg & 1’économie constituent un travail
conséquent.

— Les algorithmes pour résoudre les équations couplées de type Riccati issues de la stratégie de
Nash en boucle fermée, sont & perfectionner encore. Plusieurs aspects aussi sont & creuser,
comme les preuves de convergence, ainsi que le développement des algorithmes pour atteindre
les autres solutions non définies.

— Dans ce mémoire, seul le temps continu a été considéré. Un travail conséquent est possible en
transposant les résultats aux systémes & temps discret.

Perspectives d’ouverture :

— Un champ applicatif particulier, les systémes linéaires positifs, semble trés intéressant en terme
de théorie des jeux. Certains résultats [PJ06] sont trés prometteurs dans ce domaine.

— Meéme si le cadre des jeux différentiels de dynamique non linéaire a été abordé, un approfondis-
sement est envisagé, par exemple, en tenant compte de saturations (approche polytopique ou
de secteur).

— Une exploration détaillée du domaine des systémes interconnectés présage de résultats motivants
[RCLO5].

— Enfin le travail qui semble le plus important maintenant est d’essayer d’appliquer le plus pos-
sible ces techniques de commandes et ces résultats a des systémes réels, afin de convaincre les
utilisateurs de leur pertinence. Et par la-méme, de vulgariser la commande robuste des systémes
par la théorie des jeux.
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3 Publications et communications présentées dans cette thése

Les travaux effectués durant cette thése ont donné lieu aux publications et communications sui-
vante :

Publications soumises a des revues :

1. M. Jungers, E. Trélat et H. Abou-Kandil. Commande mixte H9 / Hoo : une approche par la
stratégie de Stackelberg. Soumis.

2. M. Jungers, E. Trélat et H. Abou-Kandil. A Stackelberg Game Approach to mized Ho /Hoo
control. Soumis.

3. M. Jungers, E. Trélat and H. Abou-Kandil. Stackelberg strategy with closed-loop information
structure. Soumis.

4. M. Jungers. On Linear-Quadratic Stackelberg games with Time Preference Rate. Soumis.

5. M. Jungers, E. B. Castelan, E.R. De Pieri and H. Abou-Kandil. Bounded Nash Equilibrium
for uncertain linear systems. Soumis.

Chapitre de livre :

1. H. Abou-Kandil et M. Jungers. Commande optimale, chapitre Commande optimale multicri-
tére : introduction a la théorie des jeux. Hermeés, 2004.

Conférences avec actes :

1. M. Jungers et H. Abou-Kandil. Robustesse de différentes commandes issues de la stratégie
de Nash. Conférence Internationale Francophone en Automatique, Douz, Tunisie, en frangais,
Novembre 2004.

2. M. Jungers et H. Abou-Kandil. Properties of coupled Riccati equations in Stackelberg games
with time preference rate. IFAC Symposium on System, Structure and Control, Oaxaca, Mexico,
December 2004.

3. M. Jungers, A.L.D. Franco, E.R. De Pieri and H. Abou-Kandil. Nash strategy applied to
active magnetic bearing control. 16" IFAC World Congress, Praha, Czech Republic, July 4-8
2005.

4. M. Jungers et E.R. De Pieri. Stratégie de Stackelberg appliquée a la commande d’une suspen-
sion magnétique 3 poles. Journées Doctorales Modélisation Analyse Commande des Systémes,
Lyon, France, en frangais, Septembre 2005.

5. M. Jungers, E.R. De Pieri and H. Abou-Kandil. Solving coupled algebraic Riccati equations
from closed-loop Nash strategy, by lack of truct approach. 138" IFAC Control Applications of
Optimisation, Cachan, France, April 26-28, 2006.

6. M. Jungers. Jeux différentiels LQ de Stackelberg avec une pondération temporelle commune.
Conférence Internationale Francophone en Automatique, Bordeaux, France, en francais, Mai
2006.
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