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OPÉRATEURSMATHÉMATIQUES

u · v = uivi Produit scalaire des vecteursu etv

||u|| =
√

u · u Norme du vecteuru

[u ⊗ v]ij = uivj Produit tensoriel des vecteursu etv
¯̄A TenseurAij

df/dϕ Dérivée totale def par rapport àϕ

d2f/dϕ2 Dérivée seconde totale def par rapport àϕ

∂f/∂ϕ Dérivée partielle def par rapport àϕ

∂2f/∂ϕ2 Dérivée seconde partielle def par rapport àϕ

∇f Gradient def

∇ · u Divergence deu

∇2f Laplacien def

E{f} ouf Moyenne d’ensemble def

T {f} Moyenne temporelle def

FT{f} ou f̂ Transformée de Fourier def

< · > Filtre URANS, LES ou TLES

f = O(g) f équivalent àg au voisinage de zéro (limy→0 f/g = 1)

f ∝ g f proportionnel àg (f/g = constante )

|a| Module du nombre complexea

SYMBOLES LATINS

A0 = Lz/h Rapport d’aspect de la marche

A1 Constante du modèle EB-RSM

bij Tenseur d’anisotropie dans la méthodologie RANS

b̃ij Tenseur d’anisotropie dans la méthodologie PITM

Blog Constante de la loi logarithmique

Cf = 2τp/(ρU
2
0 ) Coefficient de frottement

Cg = ∆S/∆m Constante supérieure à 2

CK Constante de Kolmogorov
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Cs Constante de Smagorinsky

CS Constante du modèle de transport turbulent

CL Constante du modèle EB-RSM

CT Constante du modèle EB-RSM

Cε1
Constante de l’équation de la dissipation

C ′
ε1

Constante du modèle EB-RSM

Cε2
Constante de l’équation de la dissipation

C∗
ε1

Coefficient modifié de l’équation de la dissipation

C∗
ε2

Coefficient modifié de l’équation de la dissipation

Cµ Constante du modèlek–ε

DP
ij Tenseur de transport par la pression fluctuante

DP = 1
2
DP

kk = 1
2
φ∗

kk Terme de transport par la pression fluctuante

DP
SGS = 1

2
φ∗

kkSGS Terme de transport par la pression de sous-maille

DT
ij Tenseur de transport turbulent

DT = 1
2
DT

kk Terme de transport turbulent

DT
ijSGS

Tenseur de transport turbulent par les échelles de sous-maille

DT
SGS = 1

2
DT

kkSGS Terme de transport turbulent par les échelles de sous-maille

Dν
ij Tenseur de diffusion moléculaire

Dν = 1
2
Dν

kk Terme de diffusion moléculaire

Dν
ijSGS

Tenseur de diffusion moléculaire pour les échelles de sous-maille

Dν
SGS = 1

2
Dν

kkSGS Terme de diffusion moléculaire pour les échelles de sous-maille

E0 = H2/H1 Taux d’expansion de la marche

ES Spectre spatial d’énergie fluctuante

ET Spectre temporel eulérien d’énergie fluctuante

Fij = φ∗
ij − εij + εw

ij Variable de la théorie de la relaxation elliptique

fij = Fij/k Variable de la théorie de la relaxation elliptique

fk = km/k Ratio énergie modélisée/énergie fluctuante totale

fp = Pm/P Ratio production modélisée/production totale

fr Facteur de raffinement du maillage dans chaque direction

fSGS Fonction de retour à l’isotropie des petites échelles

f1 = 1/T1 Fréquence caractéristique dushedding

fε = εm/ε Ratio dissipation modélisée/dissipation totale

G∆S
Filtre spatiale utilisé en LES

G∆T
Filtre temporel utilisé en TLES

h Hauteur de marche

h0 Demi-hauteur de canal
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H = 2h0 Hauteur totale de canal

H1 Hauteur du canal amont dans l’écoulement de marche

H2 Hauteur du canal aval dans l’écoulement de marche

k = 1
2
uiui Énergie fluctuante totale en décomposition RANS

kLES Énergie résolue explicitement en LES

km Moyenne d’ensemble de l’énergie filtrée en URANS ou LES

kr Énergie résolue explicitement en URANS

kSGS = 1
2
τjjSGS Énergie filtrée en LES

k′′ = 1
2
〈u′′i u′′i 〉 Énergie filtrée en URANS

L = k3/2/ε Échelle intégrale de longueur de la turbulence

lm = Ky Longueur de mélange

l+m = Ky+ Longueur de mélange en unité pariétale

Lp Longueur de corrélation des effets de paroi

LSGS Longueur de corrélation de sous-maille des effets de paroi

lr1 Longueur moyenne de recirculation principale

lr2 Longueur moyenne de recirculation secondaire

Lz Largeur du canal dans l’écoulement de marche

Lη = ν3/4ε−1/4 Échelle de longueur de Kolmogorov

n Vecteur unitaire normal à la paroi

Ncell Nombre de cellules du maillage

nε Exposant de la loi de décroissance en turbulence de grille

P ∗ Pression instantanée

P = P ∗ Moyenne d’ensemble de la pression

p = P ∗ − P ∗ Fluctuation de pression en décomposition RANS

Pij Tenseur de production de l’énergie cinétique fluctuante totale

P = 1
2
Pkk Terme de production de l’énergie cinétique fluctuante totale

PijSGS Tenseur de production de l’énergie de sous-maille

PSGS = 1
2
PkkSGS Terme de production de l’énergie de sous-maille

Pm = PSGS Moyenne d’ensemble de la production de l’énergie de sous-maille

Pe Nombre de Peclet local

Re Nombre de Reynolds

Reτ Nombre de Reynolds basé sur la vitesse de frottement

ReT = k2/(νε) Nombre de Reynolds turbulent

Rij = uiuj Tenseur de Reynolds

Sij Tenseur de déformation basé sur le champ moyen RANS

S̃ij Tenseur de déformation basé sur le champ filtré URANS ou LES
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sij Tenseur de déformation basé sur le champ fluctuant RANS

St1 = δω/(T1Ush) Nombre de Strouhal caractéristique dushedding

St2 = h/(T2U0) Nombre de Strouhal caractéristique duflapping

t Variable temps

T = k/ε Échelle intégrale temporelle de la turbulence

Tp Temps de corrélation des effets de paroi

TSGS Temps de corrélation de sous-maille des effets de paroi

T1 Temps caractéristique dushedding

T2 Temps caractéristique duflapping

Tη =
√

ν/ε Échelle temporelle de Kolmogorov

Uc Vitesse de convection des structures issues dushedding

U∗
i Vitesse instantanée (U∗, V ∗,W ∗)

Ui = U∗
i Moyenne d’ensemble de la vitesse (U, V,W )

Ũi =< U∗
i > Vitesse filtrée en URANS ou LES (Ũ , Ṽ , W̃ )

U0 Vitesse maximale en entrée de la marche

Ush = U0/2 Vitesse de cisaillement

ui = U∗
i − U∗

i Fluctuation de vitesse en décomposition RANS (u, v, w)

u′i = Ũi − T {Ũi} Vitesse fluctuante à grande échelle en URANS ou LES (u′, v′, w′)

u′′i = U∗
i − Ũi Vitesse résiduelle en décomposition URANS ou LES (u′′, v′′, w′′)

uτ =
√
τp/ρ Vitesse de frottement

U+ = U/uτ Vitesse moyenne en unité pariétale

x = (x, y, z) Vecteur position
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Principaux axes de modélisation

Malgré une recherche intensive depuis plus d’un siècle appliquée aux écoulements en ré-

gime turbulent, leur modélisation reste un grand défi à relever encore aujourd’hui. Trois

axes principaux de simulation se dégagent : la simulation numérique directe, la simulation

des grandes échelles et la modélisation purement statistique. Selon la théorie de Kolmogo-

rov [99], l’agitation turbulente est composée de structures tourbillonnaires dont les tailles

sont réparties de façon continue sur une plage d’échelles delongueur, bornée supérieu-

rement par la géométrie de l’écoulement, et inférieurementpar l’échelle de Kolmogorov,

siège de la dissipation visqueuse. La simulation numériquedirecte (DNS en anglais, pour

Direct Numerical Simulation) 1 consiste à résoudre explicitement toutes les échelles de la

turbulence en résolvant numériquement les équations de Navier-Stokes. Le champ tridimen-

sionnel et instationnaire obtenu décrit de façon fiable et précise l’agitation turbulente, car

aucune modélisation n’est pratiquée. La simulation des grandes échelles (LES en anglais,

pour Large Eddy Simulation) consiste à résoudre les équations filtrées de Navier-Stokes.

Le champ obtenu est également tridimensionnel et instationnaire, mais il caractérise uni-

quement les structures tourbillonnaires aux grandes échelles. Les petites échelles, qui ont

un comportement plus universel, sont modélisées. La LES résout ainsi explicitement une

partie des échelles turbulentes (les grandes échelles) alors qu’une autre partie (les petites

échelles) est modélisée. La modélisation statistique considère l’agitation turbulente comme

un processus purement stochastique. Toutes les échelles dela turbulence sont modélisées.

Les grandeurs instantanées (vitesse, pression, température, etc.) sont décomposées en une

1On utilisera les sigles anglo-saxons par commodité.

1
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Stratégie Dépendance enRe Empirisme Maillage Pas de temps Disponibilité

RANS Faible Fort 107 103 1985

LES Moyenne Faible 1011.5 106.7 2070

DNS Forte Aucun 1016 107.7 2080

TAB. 1.1 – Évaluation, selon Spalart [173], des stratégies de calcul et de leur disponibilité

pour les applications industrielles en aérodynamique externe.

partie moyenne et une partie fluctuante, suivant la décomposition proposée par Reynolds à la

fin du XIXème siècle. L’introduction de cette décompositionet l’application de l’opérateur

moyenne statistique2 aux équations instantanées de Navier-Stokes permettent d’obtenir les

équations RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes).

Les différentes approches présentées ci-dessus n’ont pas les mêmes objectifs concernant

les informations obtenues sur l’écoulement traité, ni ne requièrent les mêmes exigences en

matière de coût de calcul. Par exemple, la DNS fournit des informations précises concer-

nant l’écoulement : topologie, corrélations spatio-temporelles, fréquences caractéristiques,

champs moyens, statistiques de la turbulence,etc.Une estimation du ratio entre les échelles

dissipatives et les échelles les plus énergétiques montre que le nombre de points dans chaque

direction est de l’ordre deRe3/4 en turbulence homogène [150]. La turbulence étant tridi-

mensionnelle et instationnaire, le coût du calcul est proportionnel àRe3. Dans un écoule-

ment industriel, le nombre de Reynolds est typiquement de l’ordre de plusieurs millions,

rendant la DNS hors de portée avec la puissance et la capacitémémoire des machines ac-

tuelles et dans les soixante années à venir [173]. A faibles nombres de Reynolds, la DNS

reste un outil formidable pour la recherche fondamentale etla compréhension de divers mé-

canismes de la turbulence.

Au contraire, un calcul RANS est peu dépendant du nombre de Reynolds et peu gourmand

en temps CPU, mais ne fournit qu’une information limitée : champs moyens et statistiques

en un point de la turbulence uniquement. Les modèles RANS présentent par ailleurs un fort

degré d’empirisme, les rendant peu fiables dans certains types d’écoulement. La LES est

à mi-chemin entre la DNS et la modélisation RANS en ce qui concerne les informations

obtenues sur l’écoulement et le coût de calcul. Le tableau (1.1) compare les exigences de la

DNS, de la LES et de la modélisation RANS. Cette dernière reste largement utilisée dans le

monde industriel pour son coût de calcul faible, pour des écoulements à grand nombre de

Reynolds.

2La moyenne statistiqueest également dénomméemoyenne d’ensembleoumoyenne de Reynolds.
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1.2 Modélisation RANS

Les équations RANS font apparaître des corrélations inconnues que sont les tensions de

Reynolds. L’obtention des champs moyens nécessite alors unmodèle de fermeture pour

celles-ci. La première grande classe de modèles de turbulence sont ceux basés sur la visco-

sité turbulente (EVM en anglais, pourEddy Viscosity Model), également appelémodèle au

premier ordre. La seconde classe des modèles de turbulence résout des équations de trans-

port pour les tensions de Reynolds. Elle est qualifiée demodèle aux tensions de Reynolds

(RSM en anglais, pourReynolds-Stress Model) oumodèle au second ordre.

1.2.1 Modèles à viscosité turbulente

Dans un modèle EVM linéaire, l’anisotropie des tensions de Reynolds est supposée être

proportionnelle au tenseur de déformation du champ moyen, suivant la relation de Boussi-

nesq. Le coefficient de proportionnalité est un scalaire ayant les dimensions d’une viscosité,

et est appeléeviscosité turbulente. Cette loi de comportement du « matériau turbulent » est

analogue à celle d’un fluide visqueux newtonien, mais pose denombreux problèmes de mo-

délisation. Elle induit, par exemple, une réponse instantanée de la turbulence à une variation

du champ moyen. Ce résultat est faux : l’étude de l’effet d’une contraction axisymétrique

sur une turbulence homogène montre qu’il existe un temps d’adaptation de la turbulence

et que cette dernière possède une mémoire de son passé [150]. Par ailleurs, les modèles

EVM linéaires induisent une très mauvaise reproduction de l’anisotropie de la turbulence,

rendant impossible la prédiction des effets de cette anisotropie sur l’écoulement, comme par

exemple la génération d’écoulements secondaires en conduite de section carré. En outre,

dans le cadre de simulations instationnaires, Carpy [25] et Carpy & Manceau [26] ont mon-

tré que les modèles EVM linéaires donnent une dynamique complètement fausse, du fait que

les tensions de Reynolds et le tenseur de déformation sont toujours alignés, d’après l’hypo-

thèse de Boussinesq. La production de la turbulence est doncsurestimée, entraînant une trop

forte diffusivité turbulente, et les structures cohérentes sont très vite dissipées. D’autres dé-

fauts sont à signaler tels que l’insensibilité à une rotation d’ensemble ou à la courbure des

lignes de courants [176, 110].

Pour corriger ces défauts, des modèles EVM non-linéaires ont vu le jour [170, 14, 101,

155]. Leur principe est d’utiliser une loi de comportement non-linéaire pour le « matériau

turbulent » , en faisant apparaître des termes quadratiquesou cubiques en gradient de vitesse

moyenne. Les modèles EVM non-linéaires sont ainsi plus sujets aux instabilités numériques.
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Le point commun à tous modèles EVM (linéaires ou non-linéaires) est de définir la viscosité

turbulente à partir de deux variables indépendantes, pour lesquelles on résout des équations

de transport. Le modèle le plus célèbre est sans doute le modèle linéairek–ε proposé par

Launder & Spalding [115], dans les années 1970. Comme l’indique son nom, celui-ci résout

des équations de transport pour l’énergie cinétique fluctuantek et la dissipation visqueuse

ε. Ce modèle a eu un formidable succès à l’époque dans les écoulements cisaillés et il est

encore largement utilisé dans l’industrie pour sa robustesse et sa simplicité. Par la suite, une

multitude de modèles EVM a vu le jour. On peut, par exemple, citer les modèlesk−ω [188],

q − ζ [64] ou encorek − τ [178].

1.2.2 Modèles aux tensions de Reynolds

L’équation de transport des tensions de Reynolds fait apparaître quatre corrélations incon-

nues : les termes detransport turbulent, de transport par la pression, dedissipationet la

corrélationpression-déformation. Ces termes seront explicités au chapitre2. La modélisa-

tion des trois premiers termes est très similaire à un modèleEVM. Le terme depression-

déformation, étant de trace nulle, disparaît de l’équation de l’énergiecinétique fluctuante. Il

est ditredistributif car il ne crée pas ni ne détruit l’énergie cinétique fluctuante. Par exemple,

la partie lente du terme de pression redistribue l’énergie fluctuante de la composante riche

vers les composantes pauvres des tensions de Reynolds, tendant ainsi vers l’isotropisation

de la turbulence. On verra qu’il a une importance primordiale dans les écoulements de paroi.

De nombreux modèles quasi-homogènes, c’est-à-dire valables loin des paroi, ont été pro-

posés : Rotta+IP3 [157, 141], modèle QI de Launderet al. [112], modèle SSG de Speziale

et al. [179], modèle JM de Jones & Musonge [87], etc.

Les modèles RSM ont montré une supériorité indéniable concernant la prédiction de l’ani-

sotropie (cas des ondes de chocs, zones proches des parois, décollement,etc.) et des écoule-

ments soumis à une rotation d’ensemble [176, 110, 70]. Par ailleurs, le terme de production

est un terme exact dans les modèles RSM et ne nécessite donc pas de modèle. Puisque la

supériorité des modèles RSM est prouvée, pourquoi ne pas utiliser systématiquement ce ni-

veau de modélisation ? Une idéea priori est d’invoquer un coût de calcul élevé car il faut

résoudre six équations de transport pour chaque composantedu tenseur de Reynolds, au lieu

d’une seule pour l’énergie cinétique fluctuante dans les modèles EVM. Cela n’est pas tout à

fait vrai : l’expérience montre généralement une augmentation du temps de calcul de l’ordre

de 30% par rapport à l’utilisation d’un modèle EVM, avec le même maillage [70, 8]. En

3IP signifieIsotropisation de la Production. Le modèle Rotta+IP est également dénommé LRR.
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réalité, si les modèles RSM n’ont pas la faveur des ingénieurs, c’est principalement dû à

des difficultés numériques rencontrées lors de leur utilisation. Les progrès en analyse numé-

rique ont permis d’élaborer des schémas précis et stables, applicables à des configurations

géométrique complexes et des maillages non-structurés.

1.3 Modélisation des effets de paroi

Les écoulements de jet et de couche de mélange, et quelques cas d’école comme la tur-

bulence de grille ou la turbulence homogène cisaillée, sontdits libres par opposition aux

écoulements de paroi. La plupart des écoulements réels ou industriels font intervenir des

parois : écoulement autour d’un véhicule ou d’un profil d’aile (écoulements ditsexternes),

ou écoulement confiné par des parois solides, comme dans une conduite ou une chambre

de combustion (écoulements ditsinternes). La paroi est à l’origine de phénomènes énergé-

tiques importantes qui sont caractérisés au niveau moyen par la production turbulenteet la

dissipation visqueuse. La production « alimente » la turbulence car c’est un phénomène de

conversion de l’énergie cinétique du mouvement moyen en énergie cinétique turbulente. La

dissipation tend au contraire à faire diminuer l’intensitéde la turbulence en transformant son

énergie cinétique en énergie interne. Son maximum est atteint à la paroi même d’après les

résultats de DNS [140]. L’influence de la paroi se fait sentir sur toute la couche limite par

le biais de phénomènes de transport : diffusion moléculaire, transport turbulent et transport

par la pression.

Par ailleurs, dans un cadre industriel, les quantités intéressantes sont souvent celles qui se

mesurent à la paroi même : coefficients de pression et de frottement pour calculer la portance

et la force de traînée exercées sur un corps, nombre de Nusselt pour calculer les échanges

thermiques entre solide et fluide. Des études [126] ont montré que, même avec un modèle

thermique très simple, le champ thermique peut être bien prédit si le modèle de turbulence

reproduit avec précision le champ dynamique. Il est donc nécessaire de bien modéliser la

zone de proche paroi pour prédire correctement ces quantités ainsi que la turbulence dans

toute la couche limite. Cependant, la résolution des équations de transport jusqu’à la pa-

roi nécessite des maillages très raffinés, avec suffisammentde points dans la sous-couche

visqueuse pour capter les très forts gradients de cette zone. Le coût du calcul peut deve-

nir prohibitif dans les applications industrielles. L’utilisation des lois de paroi a l’avantage

de ne pas nécessiter l’intégration des équations jusqu’à laparoi. Ces modèles, qualifiés de

haut-Reynolds, consiste à placer la première maille à la paroi dans la zone logarithmique

où les différentes grandeurs moyennes suivent un comportement « universel », c’est-à-dire
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indépendant du nombre de Reynolds. En réalité, ce comportement « universel » n’est qu’une

approximation du premier ordre : la correction au second ordre fait apparaître une dépen-

dance en fonction du nombre de Reynolds [183]. En ce qui concerne le nombre de Nusselt

par exemple, les lois de paroi donnent des résultats totalement erronés dès que l’écoulement

n’est plus parallèle à la paroi (jet impactant) ou lorsque les conditions aux limites thermiques

varient brutalement [109]. D’autre part, les lois de paroi doivent être ajustées d’unécoule-

ment à un autre : le cas de la convection naturelle le long d’une plaque plane nécessite des

lois de paroi particulières [190]. So & Yoo [171] recensent de nombreuses autres situations

pour lesquelles les lois de paroi sont complètement inadaptées : gradient de pression ad-

verse, séparation, relaminarisation, transpiration, écoulement tridimensionnel.

Pour éviter l’utilisation des lois de paroi, de nombreux efforts ont été dirigés depuis une

trentaine d’années vers l’intégration des équations jusqu’à la paroi. Ces modèles sont dits

bas-Reynolds. L’idée principale est de simuler l’effet de celle-ci à l’aide de fonctions d’amor-

tissement empiriques. Van Driest [185] fut sans doute le premier à proposer une telle fonc-

tion. Elle a servi de base à un grand nombre de modèles. D’autres fonctions empiriques

ont ensuite été proposées et dépendent en général du nombre de Reynolds turbulent [74,

151, 171, 89, 104] ou du paramètre d’aplatissement de Lumley [116], mais elles n’ont pas

de caractère universel et font souvent intervenir explicitement la distance à la paroi, les

rendant difficile à utiliser sur une géométrie complexe. L’inconvénient des modèles RSM

bas-Reynolds classiques est qu’ils découlent de modèles haut-Reynolds, basés sur des hy-

pothèses de quasi-homogénéité locale (faible gradient de vitesse moyenne) et de localité du

terme de pression. La première n’est plus valable dans les situations fortement inhomogènes,

ce qui est le cas à proximité d’une paroi. On verra également que le terme de pression est

non-local. Pour développer des modèles RSM bas-Reynolds, on introduit des corrections

empiriques ou des termes dits d’écho de paroi[65] pour correctement simuler les effets de

paroi.

Durbin [47, 48] propose une approche tout à fait différente, qui évite l’introduction de termes

empiriques et non-linéaires en résolvant six équations différentielles supplémentaires dites

derelaxation elliptique, pour chaque composante du tenseur de Reynolds. L’influencede la

paroi se fait alors sentir à travers l’opérateur elliptiquequi préserve le caractère non-local de

la pression. Cette approche s’est révélée prometteuse maispose des problèmes d’instabilités

numériques et de coût de calcul. Des modèles simplifiés et plus robustes ont été proposés.

Par exemple, le modèle EVMv2–f a donné de bons résultats en écoulement de canal [47],

mais souffre des mêmes défauts que les autres modèles EVM linéaires, et donne de mauvais
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résultats dans le cas des jets impactants multiples par exemple [184]. Des modèles RSM

basés sur une pondération elliptique ont été récemment proposés [131, 128]. La prise en

compte des effets de paroi sur la turbulence sera un aspect important de la thèse.

1.4 Structures cohérentes et calcul instationnaire

1.4.1 Instationnarités à grande échelle

Les instabilités naturelles existant dans le sein d’un écoulement sont à l’origine de l’exis-

tence de structures organisées dans les écoulements laminaires. Il est par exemple bien connu

que l’instabilité de Kelvin-Helmholtz est à l’origine de structures tourbillonnaires dans une

couche de mélange plane. La théorie classique de la turbulence considère celle-ci comme

étant la superposition d’un champ moyen déterministe et prédictible par les équations de

Navier-Stokes moyennées, et d’un champ chaotique, considéré comme aléatoire et décrit

par des modèles statistiques. A partir de la fin des années 1960, et grâce aux développe-

ments technologiques en électronique, optique et informatique, de nouvelles méthodes ont

été mise en œuvre pour dégager, au sein de l’agitation turbulente, des éléments structurels

d’organisation. L’expérience de Brown & Roshko [23] en 1974 a mis en évidence, dans

une couche de mélange plane turbulente (Re = 106), l’existence de structures organisées

à grandes échelles, bidimensionnelles et d’axes perpendiculaires à la direction de l’écoule-

ment, et ayant une échelle temporelle beaucoup plus longue que celle caractérisant la turbu-

lence de fond. Ces structures, ditescohérentes4, avaient été auparavant mises en évidence

dans les écoulements pariétaux [97, 36]. Leurs caractéristiques (forme, taille, temps de vie,

énergie,etc.) varient d’un écoulement à un autre, mais leur persistance spatio-temporelle,

même en situation de turbulence pleinement développée à grand nombre de Reynolds, est

aujourd’hui largement reconnue et leur procure un caractère déterministe et prédictible. Les

structures cohérentes peuvent avoir un impact important sur l’écoulement [16] et être à l’ori-

gine d’effets indésirables tels que la génération de bruit,la fatigue thermique du matériau

ou des problèmes de résonance [101]. Leur prise en compte dans les modèles de turbulence

doit permettre d’obtenir des prédictions plus fiables.

4On tentera de donner une définition des structures cohérentes au chapitre2.
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1.4.2 Modélisation instationnaire

Dans un cadre industriel, la possession d’informations concernant les instationnarités des

grandeurs globales est cruciale dans de nombreux domaines :prédiction et contrôle du bruit

ou du frottement en aéronautique ou dans le transport terrestre [10, 86, 100], problème de

résonance dû à l’injection pariétale en aérospatiale [101], fatigue du matériau due aux pics

de température,etc.Comme on l’a déjà mentionné, la DNS et la LES permettent d’obtenir

ce type d’informations en résolvant explicitement les structures cohérentes à grande échelle.

Cependant, ces simulations sont très coûteuses en temps CPUde par la présence de parois

dans l’écoulement et de leur forte dépendance au nombre de Reynolds, et sont donc diffici-

lement applicables dans des configurations industrielles.Au contraire, un modèle RANS est

peu gourmand en temps CPU mais il est incapable de donner une information instationnaire,

par essence. En effet, dans la majorité des cas, les écoulements sont statistiquement station-

naires (canal, sillage, jet, couche de de mélange, marche descendante,etc.) et le champ

résolu correspond à la moyenne temporelle par ergodicité. Ainsi, le champ résolu est indé-

pendant du temps et ne contient aucune information instationnaire.

Depuis les années 1990, une multitude de méthodologies instationnaires et peu coûteuses, en

comparaison à la LES, a vu le jour : VLES (Very Large-Eddy Simulation) [177], LNS (Limi-

ted Numerical Scales) [13, 12], DES (Detached Eddy Simulation) [77, 11, 103], URANS

(Unsteady Reynolds-Averaged Navier-Stokes) [83, 17, 108, 42, 156, 107], SDM (Semi-

Deterministic Model) [6, 102, 101], SAS (Scale-Adaptative Simulation) [134, 135], PANS

(Partially Averaged Navier-Stokes) [68, 67, 66], PITM (Partially Integrated Transport Mo-

del) [166, 28], filtre additif RANS/DNS [59, 61], etc. Cette liste n’est pas exhaustive et

donne un aperçu de l’intense activité de recherche dans le domaine de la modélisation insta-

tionnaire. D’autres méthodologies instationnaires sont présentées dans le livre de Sagautet

al. [160].

Le point commun à la plupart de ces modèles est de partir d’un modèle RANS et de le

modifier sur des bases plus ou moins empiriques pour tenter derésoudre les structures insta-

tionnaires à grande échelle. Ainsi, une part de l’énergie est résolue tandis qu’une autre partie

est modélisée, similairement à une LES. La question du filtrage et de la décomposition ré-

sultante devra être soulevée dans ces types d’approches instationnaires.

Certains de ces modèles sont qualifiés demodèles hybrides RANS-LESdans la mesure où

certaines zones de l’écoulement sont simulées par un modèleRANS et d’autres zones par un

modèle LES. En écoulement de paroi, par exemple, la zone RANSse trouvera typiquement

à proximité des parois, alors que la zone LES sera effective dans des zones loin des parois où
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dominent des structures à grande échelle. On parlera en particulier demodèle hybride RANS-

LES à transition continueou non-zonal5 quand les zones RANS et LES ne sont pas définies

de façon explicite, signifiant que le passage de l’un à l’autre se fait de façon automatique par

le modèle, et que celui-ci est compatible avec les deux limites RANS et DNS. De nombreux

auteurs ([181, 15] par exemple) proposent une méthodologie zonale qui consiste à imposer

explicitement une frontière RANS-LES. Un modèle adéquat est alors utilisé dans chaque

zone. La difficulté d’une telle approche réside dans les conditions aux frontières entre les

zones RANS et LES. Au delà des instabilités de calcul aux premiers instants de la simula-

tion, dues à la convergence des statistiques, il est facile d’obtenir les champs moyens à partir

de la LES et de les fournir à la zone RANS. Il est beaucoup plus complexe de construire

un champ turbulent chaotique à partir du modèle RANS, pour ensuite le fournir à la zone

LES. On pourra se référer à la thèse de Sergent [169] pour plus de détails sur le sujet. Cette

thèse a préféré se tourner vers les modèles à transition continue pour leur simplicité de mise

en œuvre. Une critique justifiée de tels modèles est la suivante : les formalismes RANS et

LES sont très différents par leur nature, car l’opérateur RANS correspond à une moyenne

d’ensemble alors que l’opérateur LES est un filtrage spatial; quelle est donc la signification

d’un modèle hybride à transition continue ? On tentera d’apporter des éléments de réponse à

cette question. Ci-dessous sont présentées succinctementles quelques voies de modélisation

instationnaire proposées par divers auteurs.

1.4.2.1 Modèles hybrides

Les modèles présentés ci-dessous sont qualifiés d’hybridesdans la mesure où ils sont com-

patibles avec les deux limites extrêmes RANS et DNS.

• VLES. Ce sigle fut sans doute initialement introduit par Childs &Nixon [34], puis re-

pris par Speziale [177]. Ce dernier propose de calculer les tensions de Reynolds classiques

par un modèle RANS et de les pondérer par une fonction empiriquefk ∈ [0, 1] dépendant

du rapport entre la taille locale de maille∆m et l’échelle de KolmogorovLη selon

Rij =

[

1 − exp

(

−ζ∆m

Lη

)]q

︸ ︷︷ ︸

fk

RRANS
ij (1.1)

où ζ et q sont des constantes. Lorsque la taille de maille est de l’ordre de l’échelle de Kol-

mogorov, les tensions de ReynoldsRij tendent vers zéro et le modèle tend alors vers une

5Seamless modelen anglais.
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DNS. Si la taille de maille est trop grande, on retrouve le modèle RANS. La VLES peut donc

être qualifiée de modèle hybride. La formulation (1.1) montre quefk est, par définition, le

ratio de l’énergie modélisée1
2
Rii et de l’énergie totale1

2
RRANS

ii donnée par le modèle RANS.

• LNS. Cette méthode hybride est directement inspirée de la VLES et diffère de celle-ci

dans la forme du coefficient de pondérationfk. Dans la formulation (1.1), la fonction de

pondérationfk est maintenant donnée par le ratio de la viscosité de sous-maille νT LES don-

née par un modèle LES, et de la viscosité turbulenteνTRANS donnée par un modèle RANS :

fk = min

(

1,
νT LES
νTRANS) (1.2)

• DES. La DES consiste à remplacer empiriquement dans les équations RANS la longueur

caractéristique de la turbulenceLRANS par

LDES = min (LRANS, CDES∆m) (1.3)

où CDES est une constante empirique de l’ordre de l’unité dépendantdu modèle de tur-

bulence, et∆m une taille caractéristique locale de la maille. Si la taillede maille est trop

grande pour capturer des structures, on aLDES = LRANS et la DES fonctionne alors exacte-

ment comme le modèle RANS. C’est ce qui se passe en proche paroi. Loin de la paroi, on a

LDES = CDES∆m, et le modèle devient un modèle de sous-maille : la DES fonctionne alors

comme une LES. La DES est un modèle hybride simple à mettre en œuvre et elle a montré

qu’elle est capable de capturer les structures instationnaires à grande échelle [77, 103, 11].

• PANS. Cette méthodologie est basée sur un modèle RANS dans lequella constanteCε2

de l’équation de la dissipation est, suivant certaines hypothèses, modifiée selon

C∗
ε2

= Cε1
+ fk(Cε2

− Cε1
) (1.4)

où fk est le ratio de l’énergie modélisée par l’énergie totale. Ceparamètre intervient éga-

lement dans les méthodologies VLES et LNS. Par définition, ona fk ∈ [0, 1] et la relation

(1.4) montre queC∗
ε2

6 Cε2
. En contrôlant la valeur defk, l’utilisateur peut diminuer l’in-

tensité turbulente en augmentant la dissipation, et permettre ainsi aux structures cohérentes

de se développer. Ce modèle est hybride : la limite DNS correspond àfk = 0 et la limite

RANS àfk = 1. Cependant, le filtrage et la décomposition résultante ne sont pas définis de

façon explicite, tout comme en VLES, LNS ou DES. Ce modèle sera présenté plus en détails

au chapitre6.
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• PITM . L’approche PITM s’inspire des modèles RANS multi-échelles [161, 162, 163, 29]

et aboutit à une forme similaire au modèle PANS. La vision spectrale de la turbulence, utili-

sée dans le modèle PITM, permet de prendre en compte la variation de la position de la cou-

pure dans le spectre d’énergie pour être compatible avec lesdeux limites extrêmes RANS

et DNS. C’est un des rares modèles hybrides connus à ce jour oùle filtrage est explicite,

permettant de séparer de façon claire les échelles résoluesdes échelles modélisées par l’uti-

lisation d’un filtre à coupure spectrale. Ce modèle sera présenté plus en détails au chapitre6.

• Filtre additif RANS/DNS . Germano [59] et Germano & Sagaut [61] proposent d’in-

troduire un filtre additifF0, linéaire et préservant les constantes, selon

F0 = aI + (1 − a)E (1.5)

oùI est l’opérateur identité etE la moyenne d’ensemble. Poura = 0, le filtreF0 est égal à

la moyenne d’ensemble et l’on retrouve la limite RANS. Poura = 1, le filtrage ne modifie

pas les équations instantanées : on atteint donc la limite DNS. Les valeurs intermédiaires

dea permettent d’effectuer une LES plus ou moins bien résolue. Les équations de Navier-

Stokes filtrées parF0 sont déduites : elles font apparaître les tensions de Reynolds classiques

calculables par un modèle RANS et un terme supplémentaire dépendant des fluctuations à

grande échelle (résolues) du champ de vitesse filtrée. Cetteapproche est encore formelle

dans le sens où aucun test numérique n’a été réalisé. Un lien remarquable existe avec les

modèles VLES, LNS, PANS et PITM. En effet, le coefficienta est lié au paramètrefk par

a =
√

1 − fk (1.6)

On voit donc que le ratio de l’énergie modélisée par l’énergie totale est un paramètre impor-

tant pilotant toutes ces approches hybrides, à l’exceptionde la DES.

1.4.2.2 Autres approches

Les modèles présentés ci-dessous ne sont pas qualifiés d’hybridesdans la mesure où ils ne

sont pas compatibles avec la limite DNS.

• URANS. La méthodologie URANS, également appelée T-RANS (Time-dependent RANS

ou aussiTransient RANS) par certains auteurs [73, 90], consiste simplement à résoudre les

équations RANS avec une prise en compte du terme instationnaire∂/∂t et sans modification

de la valeur des constantes empiriques. Or dans un écoulement statistiquement stationnaire,
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le terme∂/∂t est nul. Au fur et à mesure d’une simulation avec une marche entemps, il

doit tendre vers zéro de telle sorte que la solution URANS et RANS soient identiques. Des

tests ont montré de façon surprenante que les simulations URANS sont capables de capturer

des structures cohérentes à grande échelle dans divers types d’écoulement, avec le bon ordre

de grandeur du nombre de Strouhal : sillage [82, 83, 17, 143, 27, 54], marche descendante

[108, 42], jets co-axiaux compressibles [156], injection de fluide par paroi poreuse [101].

De façon générale, la solution URANS moyennée dans le temps est plus réaliste que la so-

lution RANS, par exemple dans la prédiction des longueurs moyennes de recollement dans

les écoulements décollés, et donne les fréquences caractéristiques à un coût faible comparé

à la LES [82, 83]. De ce fait, cette méthodologie s’est répandue dans le monde industriel.

En réalité, la décomposition utilisée ne peut plus être celle proposée par Reynolds, mais

sera considérée comme un filtre (cf. chapitre5). L’URANS n’est pas un modèle hybride à

proprement parler car elle n’est pas compatible avec la limite DNS.

•SDM. Ce modèle, également dénommé OES (Organized Eddy Simulation) [79], ressemble

de près à l’URANS sauf que la valeur des constantes du modèle RANS sont modifiées. Par

exemple, la constanteCµ intervenant dans la définition de la viscosité turbulente vaut 0.09

classiquement dans un modèle RANS, et est diminuée à 0.02 [102] ou 0.06 [6] dans le mo-

dèle SDM sur l’écoulement de marche descendante. On diminueainsi la viscosité turbulente

pour permettre aux structures cohérentes de se développer.Ha Minh & Kourta [102] justi-

fient cette diminution deCµ : la valeur classique est calibrée par mesure expérimentalede

k/u2
τ dans la zone logarithmique, qui est une zone en équilibre spectral. Dans un écoulement

hors-équilibre où existent des structures cohérentes, cette valeur peut être remise en cause.

Récemment, la mesure expérimentale deCµ sur un profil NACA àRe = 105 par l’utilisa-

tion d’une moyenne de phase a montré que ce coefficient est quasiment constant, de l’ordre

de 0.02 [79]. Cette valeur permet en fait de prendre en compte, dans les modèles EVM li-

néaires, le déphasage entre le tenseur d’anisotropie et de déformation.

• SAS. La méthodologie SAS est basée sur un modèle EVM avec des équations de transport

sur l’énergie et l’échelle de longueur. On ajoute un terme source dans l’équation concernant

l’échelle de longueur. Ce terme additionnel est fonction durapport entre l’échelle intégrale

et celle de Von KármánKS/U ′′ oùS =
√

2SijSij etU ′′ = ||∇2U||. L’idée est d’adapter les

échelles du modèle en fonction de la courbure du profil de vitesse, de manière à promouvoir

la génération de structures instationnaires dans les zonesà profil de vitesse inflexionnel. Ce

modèle a donné de bons résultats dans une cavité acoustique et une chambre de combustion

[134].
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1.4.3 Quel choix de modélisation instationnaire ?

Les modèles instationnaires à plus faible coût que la LES sont nombreux. Des choix sont

à faire dans le cadre de cette thèse. Les méthodologies VLES,LNS et DES n’ont pas de

fondements théoriques, et la zone grise de transition entrele modèle RANS et LES reste

floue. A l’heure actuelle, la modélisation SDM manque de généralité dans le choix de la

valeur deCµ, et semble ne pas s’appliquer avec des modèles RSM où ce coefficientCµ n’in-

tervient pas. Cette thèse s’est tournée, dans un premier temps, vers la modélisation URANS

pour plusieurs raisons. D’abord, celle-ci a été largement testée, à partir des années 1990,

dans divers types d’écoulement : sillage, jet, couche de mélange, marche descendante. Elle

a donné de nombreux succès dans la prédiction des fréquencescaractéristiques et des quan-

tités moyennes, et est largement utilisé aujourd’hui dans l’industrie aéronautique ou auto-

mobile. Par ailleurs, sa simplicité de mise en œuvre à partird’un code RANS pré-existant est

également un point fort. Au-delà des résultats pratiques obtenus, cette méthodologie reste

cependant entouré d’un certain flou. Quelle est la décomposition URANS entre le champ ré-

solu et modélisé ? Quelle est la validité d’un modèle RANS appliqué dans la méthodologie

URANS ? Cette thèse tentera d’apporter des éléments de réponse. On verra que les résultats

obtenus avec l’URANS ne sont pas satisfaisants, ce qui amènera à l’étude du modèle PITM.

1.5 Objectifs de l’étude

1.5.1 Démarche générale

Cette thèse, effectuée au sein duLaboratoire d’Études Aérodynamiquesde Poitiers, s’inscrit

dans le cadre de la compréhension et de la prédiction de la dynamique des écoulements pré-

sentant des instationnarités naturelles, dues à des mécanismes intrinsèques à l’écoulement.

L’objectif de ce travail est d’améliorer la prédiction de lastructure des écoulements insta-

tionnaires à partir de méthodes avancées à plus faible coût qu’une LES classique, telles que

modélisation URANS et hybride RANS-LES. La question du niveau de modélisation a été

soulevée par la thèse de Carpy [25]. Celle-ci a montré, dans le cas d’un écoulement statis-

tiquement périodique tel que le jet pulsé, que les modèles classiques RSM sont capables

de capturer les structures instationnaires à grande échelle, sans modification particulière

des constantes. Les modèles linéaires EVM, beaucoup trop diffusifs, donnent une dyna-

mique complètement fausse. Par ailleurs, La prise en comptedes effets de paroi dans les

modèles RSM, sans lois de paroi ou fonctions d’amortissement, sera un objectif primordial
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de cette thèse, tout en gardant à l’esprit que le modèle résultant devra être simple, robuste,

peu coûteux en temps CPU et facilement applicable à des géométries complexes, critères

indispensables pour une utilisation industrielle.

1.5.2 Organisation du manuscrit

Le manuscrit fait l’objet de sept chapitres, en comptant le présent chapitre d’introduction.

Le chapitre 2 présente la physique complexe de proche paroi et les effets induits par la paroi

sur la turbulence à prendre en compte dans un modèle bas-Reynolds.

Le chapitre 3 s’intéresse à la modélisation des effets de paroi par relaxation elliptique. Il

est bien connu que le modèle original de Durbin [47, 48] est instable numériquement. La

nécessité d’aboutir à un modèle RSM bas-Reynolds, simple etrobuste, a conduit à étudier

le modèle à pondération elliptique EB-RSM, proposé initialement par Manceau & Hanjalić

[131] puis modifié par Manceau [128].

Le chapitre 4 présenteCode_Saturne[4] et les schémas numériques utilisés. Ce code a été

développé parÉlectricité de Franceet mis à disposition duLaboratoire d’Études Aérodyna-

miquesdans le cadre d’un partenariat6. Le modèle EB-RSM, implémenté dansCode_Saturne,

est validé en écoulement de canal pour une large gamme de nombre de Reynolds.

Le chapitre 5 présente le formalisme de l’URANS ainsi que lesdéfinitions possibles du filtre

URANS. Les résultats du modèle EB-RSM, appliqué à la marche descendante dans le cadre

de la méthodologie URANS, sont analysés. Dans le cadre de la modélisation instationnaire,

cet écoulement académique présente plusieurs mécanismes physiques complexes et pose de

nombreux problèmes de modélisation. Malgré ce que l’on pensait depuis l’article de Lasher

& Taulbee [108], on montrera que l’URANS n’est pas adapté à ce type d’écoulement. Une

explication détaillée des comportements observés sera donnée.

La nécessité de développer de nouveaux modèles instationnaires mène au chapitre 6 à se

tourner vers les modèles hybrides RANS-LES. Parmi ceux-ci,le modèle PITM, proposé par

Schiestel & Dejoan [166] avec un modèle EVM, puis Chaouat & Schiestel [28] avec un

modèle RSM, est un des rares modèles hybrides où la coupure est clairement définie. Une

question importante est soulevée : quelle est la signification d’un modèle hybride à transition

continue dans un écoulement inhomogène lorsqu’on s’approche de la paroi et que l’on passe

du modèle LES au modèle RANS ? Pour concilier les formalismesRANS et LES, certains

auteurs [153, 38, 39] ont proposé la TLES (Temporal Large Eddy Simulation) qui consiste à

6 Code_Saturnevient récemment de passer enopen source.
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utiliser un filtrage temporel au lieu d’un filtrage spatial classiquement effectué dans le for-

malisme de la LES. Selon la largeur du filtre temporel, les deux limites RANS et DNS sont

formellement vérifiées. Un travail théorique est mené dans le cadre de la TLES pour abou-

tir au modèle T-PITM (Temporal Partially Integrated Transport Model) qui donne un cadre

théorique cohérent aux modèles hybrides RANS-LES à transition continue en écoulement

inhomogène, tels que les écoulements de paroi. Enfin, un modèle hybride à pondération el-

liptique, alliant le modèle bas-Reynolds EB-RSM à la méthodologie PITM, est développé. Il

pose de nombreuses questions au niveau de la modélisation, questions auxquelles on tentera

de répondre. Les résultats en écoulement de canal àReτ = 395 seront présentés.

Le chapitre 7 clôt ces travaux de thèse par une conclusion générale et les perspectives pos-

sibles.



Chapitre 2

Physique de proche paroi

Les écoulements réels font généralement intervenir des parois. Il est donc nécessaire de

bien comprendre les effets induits par la paroi sur la turbulence, pour pouvoir les modéliser

correctement. Ce chapitre s’intéresse à la phénoménologiede proche paroi, et présente les

effets de paroi qui peuvent être de nature très différente. La dernière section présente les

lois dites « universelles » de la turbulence, permettant d’aboutir aux lois de paroi qui sont

utilisées dans les simulations haut-Reynolds. On verra également leurs limitations. Dans

le présent chapitre, ainsi que les chapitres3 et 4, on s’intéressera plus particulièrement à

l’écoulement de canal plan, d’axe longitudinalx et transversez. La direction normale à la

paroi est notéey. Les composantes de la vitesse sont notées(U, V,W ).

2.1 Phénoménologie

Il est aujourd’hui admis que des éléments structurels d’organisation existent au sein de l’agi-

tation turbulente, même à très haut nombre de Reynolds. Il est difficile de donner une défini-

tion objective et précise de ces structures, qualifiées decohérentes. Hussain [80] propose par

exemple la définition suivante : « une structure cohérente est une masse de fluide turbulente,

connexe et à grande échelle, et dont la vorticité évolue en corrélation de phase sur l’ensemble

de son étendue spatiale ». Cette définition reste qualitative. En pratique, la mise en évidence

de ces structures fait intervenir des moyennes conditionnelles qui font intervenir la subjec-

tivité de l’expérimentateur [5]. Une définition plus objective et quantitative est donnée par

Lumley [125] : il assimile la structure cohérente à une combinaison des modes propres les

plus énergétiques de la décomposition POD (Proper Orthogonal Decomposition).

Pour les écoulements pariétaux, l’expérience [97] et, plus récemment, les simulations numé-

16
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FIG. 2.1 – Vue schématique des tourbillons enΩ ou en épingle à cheveux [76].

riques [93, 92, 138, 94] ont montré l’existence destreaks1 dans la région pariétale (y+ < 40),

très allongés dans la direction de l’écoulement. La distance entre lesstreaksvarie aléatoire-

ment de80 à120, en unité pariétale (adimensionnées parν/uτ ), indépendemment du nombre

de Reynolds, et leur longueur peut atteindre1000 [95, 97]. Lesstreakscorrespondent à des

zones de basse vitesse, comparée à la vitesse moyenne longitudinale locale, alors que la

zone entre lesstreakssont des zones de haute vitesse. Unstreaka tendance à s’éloigner

lentement de la paroi, mais en un point donné (typiquementy+ ≈ 10), il se déstabilise et

s’éloigne beaucoup plus rapidement de la paroi (u < 0, v > 0). Ce phénomène est ap-

pelééjection. Aux streaksà basse vitesse sont associés destourbillons en épingle à cheveux

(hairpin vorticesen anglais), dont les jambes sont des tourbillons contra-rotatifs disposés de

part et d’autre desstreaks. Ces tourbillons sont d’une extension longitudinale bien moindre

que celles desstreaks, et sont inclinés de 45° par rapport à la paroi [138, 94]. Leur tête,

qui relie les deux jambes, est pincée à la base et quasi-circulaire, prenant une forme enΩ

(ou en fer à cheval) pour des nombres de Reynolds modérés et ressemblant à des épingles à

cheveux pour des nombres de Reynolds plus élevés [76] (cf. fig. (2.1)).

Du fluide s’éloignant de la paroi par le phénomène d’éjection, la conservation de la masse

1Stries en français. On utilisera par commodité les termes anglo-saxon.
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nécessite un écoulement vers la paroi dans une autre région.Corino & Brodkey [36] ont

identifié des régions à haute vitesse (u > 0) où le fluide se dirige vers la paroi (v < 0).

Cet évènement est dénommésweep(balayage). Il existe une très forte corrélation entre les

sweepset les éjections, et l’ensemble des phénomènes décrits ci-dessus (sweep, formation

desstreakset des tourbillons en épingle à cheveux, éjection) forment un processus désigné

par le termeexplosion(burst en anglais). Il semble que ce sont lessweepsqui provoquent

le déclenchement de tout le processus d’explosion. Les phénomènes d’éjection et desweep

ont un rôle important dans la production de la turbulence, ceque l’on montre au paragraphe

suivant.

2.2 Lien entre structures instantanées et champ moyen

On introduit la décomposition classique de Reynolds des variables instantanées (U∗
i , P ∗) en

partie moyenne et fluctuante

U∗
i = Ui + ui (2.1)

P ∗ = P + p (2.2)

oùUi = U∗
i etP = P ∗ sont respectivement les moyennes d’ensemble de la vitesse et de la

pression instantanée. Le champ instantané d’un écoulementde fluide newtonien est régi par

les équations de Navier-Stokes2, sans forces volumiques ni rotation d’ensemble

∂U∗
i

∂t
+ U∗

j

∂U∗
i

∂xj
= −1

ρ

∂P ∗

∂xi
+ ν

∂2U∗
i

∂xj∂xj
(2.3)

et par l’équation de conservation de la masse (ou équation decontinuité), qui s’écrit pour un

écoulement incompressible

∂U∗
i

∂xi
= 0 (2.4)

En appliquant la moyenne d’ensemble aux équations de Navier-Stokes et en introduisant la

décomposition de Reynolds, on obtient

∂Ui

∂t
+ Uj

∂Ui

∂xj
= −1

ρ

∂P
∂xi

+ ν
∂2Ui

∂xj∂xj
− ∂Rij

∂xj
(2.5)

2On utilisera la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés, sauf indication contraire.
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avecRij = uiuj le tenseur de Reynolds3. L’équation de continuité devient

∂Ui

∂xi
= 0 (2.6)

Le champ moyen est également incompressible. Par soustraction des équations du champ

instantané et du champ moyenné, on obtient l’équation des fluctuations de vitesse

∂ui

∂xi
= 0 (2.7)

∂ui

∂t
+

∂

∂xk

(
uiuk − uiuk + Uiuk + Ukui

)
= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂2ui

∂xk∂xk
(2.8)

Les équations de transport des tensions de Reynolds se déduisent de l’équation (2.8)

∂uiuj

∂t
+ Uk

∂uiuj

∂xk
︸ ︷︷ ︸

Cij

= ν
∂2uiuj

∂xk∂xk
︸ ︷︷ ︸

Dν
ij

−∂uiujuk

∂xk
︸ ︷︷ ︸

DT
ij

−1

ρ
ui
∂p

∂xj
− 1

ρ
uj
∂p

∂xi
︸ ︷︷ ︸

φ∗
ij

−uiuk
∂Uj

∂xk
− ujuk

∂Ui

∂xk
︸ ︷︷ ︸

Pij

− 2ν
∂ui

∂xk

∂uj

∂xk
︸ ︷︷ ︸

εij

(2.9)

où Cij , Dν
ij, D

T
ij, φ

∗
ij, Pij et εij sont appelés respectivement terme de convection, de dif-

fusion moléculaire, de transport turbulent, de corrélation vitesse-gradient de pression (ou

plus simplement terme de pression), de production de la turbulence et de dissipation vis-

queuse. L’équation de l’énergie cinétique fluctuantek = 1
2
uiui s’obtient de l’équation (2.9)

par contraction des indices

∂k

∂t
+ Uj

∂k

∂xj

= ν
∂2k

∂xj∂xj
︸ ︷︷ ︸

Dν

−1

2

∂uiuiuj

∂xj
︸ ︷︷ ︸

DT

−1

ρ

∂puj

∂xj
︸ ︷︷ ︸

DP

−uiuj
∂Ui

∂xj
︸ ︷︷ ︸

P

− ν
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj
︸ ︷︷ ︸

ε

(2.10)

avecP = 1
2
Pii, ε = 1

2
εii etD = Dν + DT + DP . Les phénomènes d’éjection et desweep

participent tous les deux à la production d’énergie turbulente. Lors d’unsweep, du fluide

3De façon plus exacte, le tenseur de Reynolds est−ρuiuj .
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venant de l’extérieur vient impacter la paroi (v < 0) et provoque localement une fluctuation

de vitesseu > 0. Il crée donc de l’énergie turbulente sur la composanteu2 du tenseur de

Reynolds. Il en est de même pour le phénomène d’éjection (v > 0) de fluide à basse vitesse

(u < 0). Dans un écoulement de canal pleinement développé, le seulterme intervenant dans

la production turbulente estP11

P =
1

2
P11 = −uv∂U

∂y
> 0 (2.11)

Puisque le gradient de vitesse moyenne est positif, et queu et v sont de signe contraire pen-

dant unsweepou une éjection, la production turbulente est positive. De plus, les éjections

sont responsables d’un fort transport turbulent. En effet,si elles produisent de l’énergie tur-

bulente versy+ ≈ 12 (maximum de production), le fluide éjecté continue sur son élan à

s’éloigner de la paroi, contribuant ainsi au transport turbulent. La déstabilisation du fluide

éjecté par les gradients de vitesse instantanée provoque des mouvements chaotiques dont les

plus violents peuvent impacter la paroi [36], contribuant ainsi également au transport turbu-

lent en direction de la paroi. Corino & Brodkey [36] définissent ainsi trois zones différentes

dans l’écoulement :

– y+ < 5 : c’est une zone passive mais absolument pas laminaire car ony trouve des

mouvements désordonnés dus à l’influence de la zone au-dessus d’elle ;

– 5 < y+ < 70 : c’est une zone active, siège du phénomène d’explosion à l’origine de la

production turbulente ;

– 70 < y+ : cette zone contient de nombreux tourbillons originaires de la zone active, dont

la taille croît au fur et à mesure qu’ils s’éloignent de la paroi.

On voit donc que les événements qui ont lieu près de la paroi sont riches et complexes, et les

structures cohérentes qui leur sont associées jouent un rôle déterminant : ils sont à l’origine

de la production de la turbulence et influence une grande partie de l’écoulement par transport

turbulent.

2.3 Effets induits par la paroi

Le but de cette section est de recenser les effets les plus importants induits par la paroi sur

les grandeurs moyennes. On classera ceux-ci en deux catégories qui correspondent à des

phénomènes physiques de nature différente : les effets visqueux et les effets inviscides.
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2.3.1 Effets visqueux

2.3.1.1 Cisaillement moyen

La condition d’adhérence à la paroi fait apparaître un fort gradient de vitesse moyenne qui

est à l’origine de la production de la turbulence. L’écoulement est fortement inhomogène

dans la direction normale à la paroi, faisant apparaître desphénomènes de transport. Dans

les modèles RSM, dans lesquels on résout les équations de transport du tenseur de Reynolds,

le terme de productionPij est exact et ne nécessite aucune modélisation.

2.3.1.2 Amortissement visqueux

La condition d’adhérence des vitesses fluctuantes entraîneune chute de la turbulence à l’ap-

proche de la paroi où l’énergie cinétique turbulente est dissipée en chaleur. Ainsi4,u = O(y)

etw = O(y). Il en résulte l’apparition d’inhomogénéités, qui génèrent des phénomènes de

transport turbulent. Dans une couche limite, l’effet de la viscosité se fait sentir progressive-

ment dans des zones de plus en plus éloignées de la paroi, par l’intermédiaire de la diffusion

moléculaire.

2.3.1.3 Effet bas-Reynolds

Lorsque le nombre de Reynolds turbulentReT = k2/νε est suffisamment élevé, les gros

tourbillons, qui sont les plus énergétiques, et les petits,qui sont le siège de la dissipa-

tion, correspondent à des échelles séparées de plusieurs ordres de grandeur. Cette séparation

d’échelle permet de considérer que les grosses structures ne sont pas influencées par la vis-

cosité moléculaire et que les structures dissipatives sontisotropes [99]. Lorsque le nombre

de Reynolds turbulent décroît, les échelles des tourbillons énergétiques et dissipatifs com-

mencent à se recouvrir mutuellement : la viscosité se fait sentir sur les grosses structures et

les petites structures, influencées par les grandes, ne sontplus isotropes.

4 La notationf = O(g) signifie quef est équivalent àg au voisinage de0, c’est-à-direlimy→0 f/g = 1.
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2.3.2 Effets inviscides

2.3.2.1 Echo de paroi

En prenant la divergence de l’équation (2.8) des fluctuations de vitesse pour un fluide in-

compressible, on montre que la pression fluctuante obéit à une équation de Poisson

1

ρ
∇2p = −2

∂Ui

∂xj

∂uj

∂xi
− ∂2

∂xi∂xj
(uiuj − uiuj) (2.12)

La pression fluctuante peut être décomposée en trois contributions [150]

p = p(r) + p(s) + p(h) (2.13)

La pressionp(r) est définie par







1

ρ
∇2p(r) = −2

∂Ui

∂xj

∂uj

∂xi(
∂p(r)

∂y

)

y=0

= 0
(2.14)

et elle est appeléepression rapidecar elle répond instantanément à une variation du gradient

du champ moyen. A l’inverse, la partielentep(s) dépend uniquement des fluctuations de

vitesse







1

ρ
∇2p(s) = − ∂2

∂xi∂xj
(uiuj − uiuj)

(
∂p(s)

∂y

)

y=0

= 0
(2.15)

La contribution harmoniquep(h) vérifie l’équation de Laplace et porte la condition aux li-

mites inhomogène sur la pression fluctuante







∇2p(h) = 0
(
∂p(h)

∂y

)

y=0

= µ

(
∂2v

∂y2

)

y=0

(2.16)

La condition aux limites associée à (2.16) découle d’une étude asymptotique [150] de l’équa-

tion (2.8). Les données DNS de Mansouret al. [133] révèlent que la pression harmonique5

5 La pression harmonique est dénomméepression de Stokesdans Mansouret al. [133].
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est négligeable dans le bilan des tensions de Reynolds, ce qui permet de supposer une condi-

tion de réflexion totale à la paroi sur la pression fluctuante

(
∂p

∂y

)

y=0

= 0 (2.17)

On considère un écoulement dans un domaineΩ borné par une plaque plane infinie située

eny = 0. La solution de l’équation de Poisson (2.12) s’écrit [132]

p(x) = −
∫

Ω

∇2p(x′)
( 1

4π||x′ − x|| +
1

4π||x′∗ − x||
)

dx′ (2.18)

oùx′∗ représente l’image dex′ par symétrie par rapport à la paroi. La condition de réflexion

totale (2.17) permet d’éliminer une intégrale de surface qui devrait apparaître dans (2.18).

On peut faire deux remarques. D’abord, la pression en un point du domaine dépend de la

vitesse sur l’ensemble du domaine : elle est dite non-locale. Puis, tout se passe comme si

la pression était influencée par la turbulence dans le domaine et par son image par symétrie

par rapport à la paroi, d’où l’appellationécho de paroi, par analogie avec l’acoustique. Le

fluide étant incompressible, l’écho est instantanée. La corrélation pression-déformationφij

se déduit de l’équation (2.18)

ρφij(x) = 2psij = −
∫

Ω

2sij(x)∇2p(x′)
( 1

4π||x′ − x|| +
1

4π||x′∗ − x||
)

dx′ (2.19)

où sij est le taux de déformation fluctuant

sij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

(2.20)

Le termeφij se décompose naturellement en une partie rapide et lente, découlant de la défi-

nition (2.13), et il est non-local et est sujet à l’écho de paroi. La non-localité de la pression

fait que la présence de la paroi est ressentie partout dans l’écoulement, même si cette der-

nière est éloignée. Poury+ > 5 en écoulement de canal, les données DNS [140] montrent

queφ11 < 0, φ22 > 0 etφ33 > 0 : la corrélation pression-déformation redistribue l’énergie

de la composante riche (u2) vers les pauvres (v2 etw2), ayant ainsi tendance à rétablir l’iso-

tropie de la turbulence. Cependant, en très proche paroi (y+ < 5), on remarque queφ11 > 0,

φ22 < 0 etφ33 > 0 : la composante pauvrev2 redonne de l’énergie vers la composante riche

u2 et atténue ainsi le retour à l’isotropie. Launderet al. [112] expliquent ce phénomène par

l’écho de paroi. Manceauet al.[132] montrent que cette conclusion est erronée car l’écho de

paroi ne peut qu’amplifier la fluctuation de pression et la corrélation pression-déformation.
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La cause de ce phénomène est l’effet de blocage de la paroi surla composante normale des

tensions de Reynolds. Cet effet est présenté au paragraphe suivant.

2.3.2.2 Effet de blocage

La condition d’imperméabilité de la paroi impose la condition aux limitesv = 0. Les fluc-

tuations normales à la paroi sont donc bloquées par celle-ci. L’équation de continuité impose

∂v/∂y = 0. Ainsi, v = O(y2) alors que la viscosité imposeu = O(y) et w = O(y) : la

valeurrms6 dev subit un amortissement bien plus fort que celui deu etw, et la turbulence

atteint près de la paroi un état limite à deux composantes. Entrès proche paroi (y+ < 5),

v2 alimenteu2 etw2, ce qui a tendance à atténuer le retour à l’isotropie. Ceci est un effet

de la pression. Pour bien le comprendre, on peut imaginer un instant que le fluide est com-

pressible. Une fluctuation de vitesse en direction de la paroi crée une augmentation de la

pression (compression du fluide près de la paroi). Le fluide sedétend ensuite et distribue

l’énergie dev2 dans toutes les directions. C’est ensuite l’amortissementvisqueux qui inter-

vient pour réduireu2 et w2. Lorsque la compressibilité tend vers zéro, l’effet de blocage

devient instantané, alors que l’amortissement visqueux nel’est pas. Dans les simulations,

l’effet de blocage est reproduit si l’on impose explicitement la condition d’incompressibilité

sur les vitesses fluctuantes, ce qui n’est pas possible pour un calcul RANS. On verra com-

ment la relaxation elliptique impose cet effet par l’intermédiaire du terme de pression dans

l’équation des tensions de Reynolds.

2.3.3 Conséquences pour la modélisation

Les effets induits par la paroi ont une influence sur la turbulence sur des échelles de lon-

gueur très différentes, selon leur nature (effets visqueuxou inviscides). Les effets visqueux

se manifestent dans une région très proche de la paroi, d’unetaille proportionnelle à la

sous-couche visqueuse, tandis que les effets non-visqueuxse font sentir jusque dans la zone

logarithmique [71]. On pourra se reporter au paragraphe2.5 pour une définition précise

de ces zones. L’approche bas-Reynolds qui cherche à reproduire l’impact de la paroi sur

l’écoulement grâce à des fonctions d’amortissement dépendant uniquement deReT est in-

suffisante. Il est nécessaire d’introduire également une information sur la présence de la

paroi pour prendre en compte les effets inviscides induits par la géométrie. Une dépendance

directe avec la distance à la paroi doit être évitée car difficile à appliquer sur des géométries

6 La valeurrms(root-mean square) d’une variable aléatoireφ est définie parφrms =

√

(φ − φ)2
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complexes. On verra que les méthodes à relaxation elliptique ont l’avantage de ne pas faire

explicitement intervenir la distance à la paroi.

2.4 Conditions aux limites et étude asymptotique

A la paroi, la viscosité et la condition d’imperméabilité imposent :







Ui = 0 ∀i
uiuj = 0 ∀i, ∀j
k = 0

(2.21)

Une étude asymptotique de l’équation (2.10) de l’énergie cinétique fluctuante montre que

les termes dominants en proche paroi sont la dissipation et la diffusion visqueuse [126]

ε = ν
∂2k

∂y2 + O(y) (2.22)

A la paroi, on a donc

(ε)y=0 = ν

(
∂2k

∂y2

)

y=0

(2.23)

Numériquement, il est difficile d’imposer cette condition qui fait intervenir une dérivée se-

conde, pouvant poser des problèmes d’instabilité. Asymptotiquement, l’équation (2.23) est

équivalente à

(ε)y=0 = 2ν lim
y→0

k

y2
(2.24)

Une étude asymptotique de l’équation des tensions de Reynolds [126], pour un canal plan,

montre que

φ∗
ij = εij −Dν

ij + O(yn) (2.25)

avecn > 3 quelle que soit la valeur des indicesi et j. Le tableau (2.1) donne le com-

portement asymptotique des différents termes de l’équation des tensions de Reynolds. Tout

modèle de turbulence, pour être valable en proche paroi, se doit de respecter l’équilibre

(2.25). Sinon, il n’est pas possible d’obtenir les bons comportements asymptotiques des dif-

férentes tensions de Reynolds et de prédire correctement lalimite à deux composantes de la

turbulence en proche paroi.
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DT
ij φ∗

ij Pij εij − Dν
ij εij Dν

ij

u2 O(y3) O(y) O(y3) O(y) O(1) O(1)

v2 O(y5) O(y2) 0 O(y2) O(y2) O(y2)

w2 O(y3) O(y) 0 O(y) O(1) O(1)

uv O(y4) O(y) O(y4) O(y) O(y) O(y)

TAB. 2.1 – Comportement asymptotique des différents termes de l’équation des tensions de

Reynolds en écoulement de canal.

2.5 Lois universelles

Dans le cas d’un écoulement le long d’une plaque plane, bidimensionnelle en moyenne, et à

un nombre de Reynolds suffisamment grand, on peut montrer queles différentes grandeurs

moyennes de l’écoulement suivent un comportement universel, c’est-à-dire indépendant du

nombre de Reynolds. Les résultats qui suivent sont exposés en détail dans Pope [150]. On

retrace ici les grandes lignes pour un écoulement de canal pleinement turbulent, de demi-

hauteurh0. L’intégration analytique des équations de Navier-Stokesmoyennées, possible

dans ce cas, montre que la contrainte totaleτtot, somme de la contrainte visqueuseτν = µ∂U
∂y

et de la contrainte de cisaillement turbulenteτt = −ρuv, varie linéairement en fonction de

la distancey à la paroi [150]

τtot(y) = µ
∂U

∂y
− ρuv = τp

(

1 − y

h0

)

(2.26)

avecτp = (τtot)y=0 = µ(∂U/∂y)y=0 la contrainte de cisaillement pariétale. On définit la

vitesse de frottementuτ selon

τp = ρu2
τ (2.27)

L’écoulement de canal turbulent est entièrement déterminépar la variabley et trois para-

mètres :ν, h0 et uτ . Deux paramètres indépendants et sans dimension peuvent être cons-

truits : η = y/h0 et y+ = yuτ/ν. L’idée qui se cache derrière ce choix est quey+ est

l’échelle appropriée dans la zone interne (η ≪ 1), alors queη est l’échelle correcte dans

la zone externe (y+ ≫ 1). Une analyse dimensionnelle simple montre que le gradientde la

vitesse moyenne peut s’écrire

dU

dy
=
uτ

y
F0

(
y+, η

)
(2.28)
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oùF0 est une fonction à déterminer. Il serait plus naturel de déterminer la forme de la vitesse

moyenne. Cependant, la quantité importante, au niveau dynamique, est le gradient de vitesse

moyenne. Celui-ci détermine, en effet, la production et la contrainte visqueuse. En zone

interne (η ≪ 1), on peut supposer que la fonctionF0 ne dépend plus deη et le gradient de

vitesse s’écrit

dU

dy
=
uτ

y
F (y+) (2.29)

avec

F (y+) = lim
η→0

F0

(
y+, η

)
(2.30)

On poseU+ = U/uτ . L’équation (2.29) donne

dU+

dy+
=

1

y+
F (y+) (2.31)

d’où finalement, par intégration

U+ = fw(y+) =

∫ y+

0

1

y′
F (y′)dy′ (2.32)

Puisque la demi-hauteur du canal n’intervient pas, la fonction fw est universelle, c’est-à-dire

indépendante du nombre de Reynolds, non seulement en écoulement de canal, mais aussi en

écoulement de conduite ou dans une couche limite pleinementturbulente. On va maintenant

déterminer la forme defw pour les faibles et grandes valeurs dey+.

2.5.1 Sous-couche visqueuse

Par définition deU+, y+ etuτ , on peut écrire

τν = τpf
′
w(y+) =⇒ f ′

w(0) = 1 (2.33)

La fonctionfw ne dépendant que de la variabley+, sa dérivéef ′
w est définie sans ambiguïté.

La condition d’adhérence à la paroi imposefw(0) = 0. Ainsi, pour de faibles valeurs dey+,

le développement limité defw(y+) donne

U+ = y+ + O(y+2
) (2.34)
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En réalité, une étude plus précise montre que le prochain terme non-nul est d’ordrey+4

[150]. Ainsi, en très proche paroi,U+ est une fonction linéaire dey+. Cette zone s’appelle

la sous-couche visqueuseet elle est dominée par la contrainte visqueuse. La figure (2.2)

montre le profil deU+ issu d’une simulation DNS àReτ = 395 etReτ = 590 [140], où

Reτ = h0uτ/ν. La valeur communément admise pour la zone linéaire esty+ < 5.

2.5.2 Zone logarithmique

La zone logarithmique est définie par le recouvrement des zones oùy+ ≫ 1 etη ≪ 1. Dans

l’équation (2.28), F0(y
+, η) ne dépend ni dey+ ni de η et vaut une constante notéeK−1.

L’équation (2.28) s’écrit alors

dU+

dy+
=

1

Ky+
(2.35)

Après intégration, on obtient une loi logarithmique

U+ =
1

K ln y+ +Blog (2.36)

avecK la constante de Von Kármán etBlog une autre constante, déterminées par l’expérience

et/ou la DNS. Cette zone, dominée par la contrainte de cisaillement turbulente, est appelée

zone logarithmiqueou plus simplementzone log. Elle correspond ày+ > 30 d’après la DNS

[140] (cf. fig. (2.2)) et ày/h < 0.3 approximativement [150]. On peut également montrer

que, dans cette zone, on a les relations suivantes :

−uv = u2
τ

k = u2
τCµ

−1/2

ε = P

P =
u3

τ

Ky

(2.37)

avecCµ = 0.09, déterminé par l’expérience. Ces relations peuvent être très utiles pour

calibrer des modèles de turbulence.

2.5.3 Zone tampon

On appellezone tamponla zone intermédiaire entre la sous-couche visqueuse, dominée par

la contrainte visqueuse, et la zone logarithmique, dominéepar la contrainte turbulente. Elle
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correspond à la zone5 < y+ < 30. Il n’existe pas de théorie générale donnant la forme

du profil de vitesse moyenne dans cette zone. Cependant, dansle cadre d’une hypothèse

de longueur de mélange, Van Driest [185] donne une solution élégante. La contrainte de

cisaillement s’écrit dans ce cas

τt = ρνT
∂U

∂y
= ρl2m

(
∂U

∂y

)2

(2.38)

On posel+m = lmuτ/ν. Après adimensionnalisation, la contrainte totale s’écrit

τtot

τp
= 1 − y+

Reτ
=
∂U+

∂y+
+

(

l+m
∂U+

∂y+

)2

(2.39)

C’est une équation du second degré en∂U+/∂y+ dont la résolution donne∂U+/∂y+, puis

U+ après intégration. Dans la limite des grands nombres de Reynolds (y+ ≪ Reτ ), on a

τtot ≈ τp et

U+ =

∫ y+

0

2

1 +
√

1 + 4l+m
2

dy′ (2.40)

Il faut estimer la longueur de mélangel+m dans la zone tampon. En zone logarithmique, elle

est donnée parl+m = Ky+ [150]. Van Driest [185] choisit d’utiliser cette relation mais en uti-

lisant une fonction d’amortissementfa pour que la longueur de mélange diminue lorsqu’on

s’approche de la paroi. Il propose de façon empirique

l+m = Ky+
(

1 − e−y+/A+
)

︸ ︷︷ ︸

fa

(2.41)

où A+ = 26. La fonction fa est appeléefonction d’amortissement de Van Driest. Les

constantesA+ etBlog de la loi logarithmique ne sont pas indépendantes. La valeurA+ = 26

correspond àBlog = 5.3 [150]. L’intégration numérique de l’équation (2.40) avec l’utilisa-

tion de la loi (2.41) permet de déduire la forme du profil de vitesse dans la zone tampon. La

figure (2.2) montre un accord remarquable avec la DNS.
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FIG. 2.2 – Profil de vitesse moyenneU+ en fonction dey+, pourReτ = 395 etReτ = 590.

◦ DNS [140] ; − − − loi linéaire (2.34) ; − · −· loi logarithmique (2.36) avecK = 0.41 et

Blog = 5.3 ; —– loi de Van Driest (2.40).

2.5.4 Validité du comportement universel

Le comportement de la vitesse moyenne et de la turbulence dans les différentes zones d’un

canal est qualifié d’universel dans la mesure où il ne dépend pas du nombre de Reynolds.

Ces lois sont également valables dans un écoulement de conduite ou une couche limite tur-

bulente. Ainsi, dans les simulations qualifiées dehaut-Reynolds, on peut utiliser la technique

des fonctions de paroi, qui consiste à appliquer, en un pointà l’intérieur de la zone logarith-

mique, des conditions aux limites dérivées des lois (2.36) et (2.37). Cette technique a l’avan-

tage d’éviter un maillage très raffiné en paroi. Cependant, le comportement universel n’est

valable que sous certaines hypothèses : grand nombre de Reynolds, écoulement bidimen-

sionnel en moyenne, paroi plane et écoulement parallèle à laparoi. Pour des écoulements

fortement tridimensionnels et décollés comme la marche descendante ou les jets impac-

tants, les lois universelles ne s’appliquent plus. Tennekes & Lumley [183] montrent qu’en

présence d’un gradient de pression, favorable ou adverse, les lois obtenues précédemment
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ne sont que des approximations au premier ordre par rapport au gradient de pression. Par

exemple, les paramètresK etBlog de la loi logarithmique sont alors dépendants du nombre

de Reynolds. Il existe d’autres types d’écoulements pour lesquels les lois « universelles » ne

sont plus valables : aspiration ou soufflage à la paroi, rotation d’ensemble, forces de flotta-

bilité. La raison principale est qu’il n’y a plus unicité deséchelles de longueur et de vitesse :

ν/uτ et uτ dans la zone de proche paroi ;h0 et uτ dans la zone centrale. Pour les écoule-

ments décollés, de nouvelles lois de paroi ont été proposées. Breueret al. [22] proposent

par exemple de construire une nouvelle vitesse de frottement à partir deτp et du gradient de

pression longitudinal. Ces lois manquent toutefois d’universalité car elles s’appliquent à un

type d’écoulement donné.

2.6 Conclusions du chapitre

La phénoménologie de proche paroi, en régime turbulent, a montré une grande richesse et

complexité des phénomènes physiques. Leurs conséquences,comme la production ou le

transport turbulent par exemple, apparaissent très importantes au niveau moyen. Les effets

de paroi sur la turbulence, qu’ils soient visqueux ou inviscides, ainsi que les comportements

asymptotiques qu’ils induisent, doivent être correctement pris en compte dans un modèle

bas-Reynolds. Un effet crucial à reproduire est l’effet de blocage de la paroi sur la compo-

sante normale des tensions de Reynolds. Cet effet, non-local et instantané, est due à l’incom-

pressibilité du champ fluctuant, et il est à l’origine de l’atténuation du retour à l’isotropie.

Les modèles bas-Reynolds classiques sont souvent basés surles mêmes hypothèses que les

modèles haut-Reynolds, telles que localité du terme de pression et quasi-homogénéité de la

vitesse, hypothèses non valables au voisinage de la paroi [126, 132]. Il est nécessaire de dé-

velopper de nouvelles approches pour prendre en compte les effets de paroi, tout en restant

simple, le plus général possible et abordable dans un cadre industriel.
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Tout calcul RANS nécessite un modèle de fermeture pour les tensions de Reynolds. Dans le

cadre des modèles RSM, l’équation de transport (2.9) est résolue pour chaque composante

du tenseur de Reynolds. Dans cette équation, le terme de productionPij est exact, contrai-

rement aux modèles à viscosité turbulente, ainsi que le terme de diffusion visqueuseDν
ij .

Seules trois termes sont à modéliser : le terme de pressionφ∗
ij , de dissipationεij et de diffu-

sion turbulenteDT
ij . Dans le cas du canal, les modèles RANS classiques ont des difficultés

à reproduire correctement le comportement asymptotique dev2 en y4 (y est la direction

normale à la paroi, la paroi étant elle-même située eny = 0). Le résultat est une suresti-

mation dev2 dans la sous-couche visqueuse et la zone tampon, et conjointement une sous-

estimation du pic deu2. La raison d’un tel comportement est que les modèles bas-Reynolds

classiques découlent en général des modèles haut-Reynolds, basés sur des hypothèses de

localité du terme de pression et de quasi-homogénéité de la vitesse, non-valides en proche

paroi [126, 132]. Ils nécessitent l’introduction de termes correctifs pour prendre en compte

les effets de paroi tels que fonction d’amortissement et termes d’écho de paroi [126]. Ces

termes sont empiriques, non-universels, et peuvent avoir une grande influence sur le type

de solution obtenue, comme par exemple une relaminarisation non physique [158]. Durbin

[47, 48] propose une nouvelle approche pour prendre en compte l’effet de blocage de la

paroi dans les modèles RANS : la relaxation elliptique. Ellepermet d’éviter l’utilisation de

fonctions d’amortissement. Ce chapitre présente cette théorie et les hypothèses utilisées. Le

modèle initial étant trop complexe et instable pour être utilisé dans l’industrie, des modèles

simplifiés et plus robustes sont proposés.

32
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3.1 La relaxation elliptique

3.1.1 Terme de pression

Classiquement, on décompose le terme de pressionφ∗
ij en deux contributions

φ∗
ij =

1

ρ
p
(∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

︸ ︷︷ ︸

φij

−1

ρ

∂

∂xk
(puiδjk + pujδik)

︸ ︷︷ ︸

Dp
ij

(3.1)

La première contributionφij est de trace nulle en écoulement incompressible. Elle n’inter-

vient donc pas dans le bilan de l’énergie cinétique turbulente : c’est un terme de redistribu-

tion d’énergie entre les composantes du tenseur de Reynolds. L’origine physique du terme

Dp
ij est la moyenne de la puissance des forces de pression fluctuante dans le mouvement

fluctuant. Ce terme apparaît sous la forme d’une divergence :il ne correspond pas à une

création d’énergie, mais plutôt à un transport d’énergie entre différentes régions. C’est pour-

quoi il est abusivement appelé terme dediffusion par la pression. La décomposition (3.1)

permet d’introduire deux termes de signification physique simple pour mieux comprendre le

rôle deφ∗
ij . Cependant cette décomposition n’est pas unique comme l’a noté Lumley [124],

qui propose la décomposition suivante

φ∗
ij = −1

ρ

(

ui
∂p

∂xj

+ uj
∂p

∂xi

)

+
2

3ρ

∂

∂xk

ukpδij
︸ ︷︷ ︸

dev(φ∗
ij)

− 2

3ρ

∂

∂xk

ukpδij
︸ ︷︷ ︸

Dp′

ij

(3.2)

avecdev(φ∗
ij) la partie déviatrice deφ∗

ij définie par

dev(φ∗
ij) = φ∗

ij −
1

3
φ∗

kkδij (3.3)

Par définition,dev(φ∗
ij) est de trace nulle : c’est un terme redistributif commeφij précédem-

ment. EtDp′

ij est un terme de diffusion par la pression. La non-unicité d’une telle décompo-

sition en partie redistributive et diffusive, ainsi que divers arguments plaident également en

défaveur de la décomposition (3.1) ou (3.2). Speziale [175] note que les termes ainsi intro-

duits ne sont pas indépendants de la rotation du repère dans la limite de la turbulence à deux

composantes. De plus, la décomposition (3.1) introduit des comportements asymptotiques

difficiles à reproduire. Par exemple, dans l’équation dev2, les développements asympto-

tiques deφ22 etDp
22 s’écrivent [126]
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φ22 = A(x, z, t)y +B(x, z, t)y2 + O(y3) (3.4)

Dp
22 = −A(x, z, t)y + C(x, z, t)y2 + O(y3) (3.5)

On voit que chacun de ces termes se comporte eny au voisinage de la paroi, alors que

leur somme se comporte eny2. La décomposition (3.2) fait apparaître le même type de

problème. Il est donc préférable de modéliserφ∗
ij sans introduire de décomposition, même

si la signification physique de ce terme est moins claire que celle des deux termes de sa

décomposition. Loin des parois, ladiffusion par la pressionest en général négligeable, etφ∗
ij

représente essentiellement la redistribution d’énergie entre composantes. Près des parois,φ∗
ij

doit équilibrer la différence entre la dissipation et la diffusion moléculaire (équation (2.25)).

On modélise donc directement le termeφ∗
ij défini par

ρφ∗
ij = −ui

∂p

∂xj
− uj

∂p

∂xi
(3.6)

On a vu que la pression fluctuante obéit à une équation de Poisson (équation (2.12)). On en

déduit que le gradient de pression obéit également à une équation de Poisson

∇2 ∂p

∂xk
= ρ

∂

∂xk

(

− 2
∂Ui

∂xj

∂uj

∂xi
− ∂2

∂xi∂xj
(uiuj − uiuj)

)

(3.7)

On a vu que l’on peut supposer à la paroi une condition de réflexion totale sur la fluctua-

tion de pression (équation (2.17)). On étend ce résultat au gradient de pression fluctuante.

On suppose, à la paroi, une condition de Neumann homogène surle gradient de pression

fluctuante

(
∂

∂y

∂p

∂xk

)

y=0

= 0 (3.8)

On peut ainsi négliger les intégrales de surface dans la solution de∂p/∂xk qui s’écrit, en

utilisant le formalisme de Green [52, 132]

∂p

∂xk

(x) =

∫

Ω

∇2 ∂p

∂xk

(x′)GΩ(x,x′) dx′ (3.9)

oùGΩ est une fonction de Green associée à l’opérateur∇2 dans le domaineΩ. L’équation

intégrale deφ∗
ij s’en déduit
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ρφ∗
ij(x) =

∫

Ω

Ψij(x,x
′)GΩ(x,x′) dx′ (3.10)

avec

Ψij(x,x
′) = −ui(x)∇2

∂p

∂xj

(x′) − uj(x)∇2
∂p

∂xi

(x′) (3.11)

Cette équation fait intervenir des corrélations en deux points. Dans le cadre des modèles

de fermeture en un point de la turbulence, comme les modèles RANS, on doit modéliser

Ψij(x,x
′) en fonction deΨij(x

′,x′). La relation linéaire la plus générale liant la corrélation

en deux pointsΨij(x,x
′) à la corrélation en un pointΨij(x

′,x′) est

Ψij(x,x
′) = Ψkl(x

′,x′)fijkl(x,x
′) (3.12)

Le tenseurfijkl d’ordre quatre contient 81 coefficients dont la modélisation serait trop com-

plexe, sinon impossible. On se contente d’un tenseur d’ordre zéro c’est-à-dire un scalaire

f(x,x′) tel que

Ψij(x,x
′) = Ψij(x

′,x′)f(x,x′) (3.13)

ce qui implique que l’effet non-local de la pression soit le même pour toutes les composantes

φ∗
ij. En utilisant des résultats de DNS en écoulement de canal àReτ = 590 [140], Manceau

et al.[132] ont montré que les fonctions de corrélations sont similaires en ce qui concerne

leurs formes et leurs évolutions au travers du canal, mais que l’échelle de corrélation dépend

de la composante. On ne peut pas résoudre ce problème de façonsimple, en définissant par

exemple une longueur de corrélation pour chaque composante, car le modèle ne serait plus

invariant par changement de repère. On pourra se reporter à Manceau [126] et Manceau

et al. [132] pour une discussion approfondie sur le sujet. Durbin [47] propose de prendre

simplement

f(x,x′) = e−r/Lp (3.14)

où r = ||x− x′|| etLp est une longueur de corrélation des effets de pression. La fonction

de corrélationf , modélisée par (3.14), est isotrope. En réalité, elle est asymétrique dans la

direction normale à la paroi et jusque dans la région logarithmique. Une conséquence de

cette erreur de modélisation est l’amplification deφ∗
ij dans la zone logarithmique qui peut

être corrigée en modifiant le modèle pour prendre en compte l’anisotropie de la fonction de
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corrélation [126, 132, 129, 130] . Si l’on suppose queΩ = R×R
+×R (domaine semi-infini

limité par une paroi eny = 0), alors une fonction de Green associée à l’opérateur∇2 dans

ce domaine vaut [52, 132]

GΩ(x,x′) = − 1

4πr
− 1

4πr∗
(3.15)

où r∗ = ||x − x′∗||, x′∗ étant le symétrique dex′ par rapport à la paroi. Ainsi, l’équation

intégrale (3.10) deφ∗
ij s’écrit

ρφ∗
ij(x) = −

∫

Ω

Ψij(x
′,x′)

(
e−r/Lp

4πr
+
e−r/Lp

4πr∗

)

︸ ︷︷ ︸

MΩ

dx′ (3.16)

On montre que la fonction de Green de l’espaceΩ associée à l’opérateur∇2 − 1/L2
p vaut

[132]

GΩ(x,x′) = −e
−r/Lp

4πr
− e−r∗/Lp

4πr∗
(3.17)

Si le point courantx′ est loin de la paroi, alors on ar ≪ r∗, signifiant que le terme d’écho est

négligeable dans les relations (3.16) et (3.17), et finalementMΩ ≃ GΩ. Si le point courant

x′ est en proche paroi, alors on ar ≃ r∗, montrant que les termes d’echo dans (3.16) et

(3.17) sont quasiment égaux et queMΩ ≃ GΩ. Ansi, on peut supposerMΩ ≃ GΩ quelle

que soit la position du point courantx′ dans le domaine. En supposant queLp est constant

dans tout le domaine, le produit de convolution (3.16) peut être inversé, montrant queφ∗
ij est

solution de

∇2φ∗
ij(x) − 1

L2
p

φ∗
ij(x) =

1

ρ
Ψij(x,x) (3.18)

En écoulement homogène, le terme en laplacien disparaît. Ainsi, le membre de droite de

l’équation (3.18), qui est inconnu, peut être modélisé par n’importe quel modèle quasi-

homogèneφh
ij, valable loin des parois, tel que

φ∗
ij − L2

p∇2φ∗
ij = φh

ij (3.19)

Les modèles pourφh
ij sont nombreux : modèle Rotta+IP [157, 141], modèle SSG de Spe-

zialeet al. [179], modèle QI de Launderet al. [112], modèle JM de Jones & Musonge [87],
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etc.L’équation différentielle (3.19) est connue sous le nom d’équation de relaxation ellip-

tique. En pratique, la longueur de corrélation n’est pas constante et le passage de l’équation

globale (3.16) à l’équation locale (3.18) n’est pas exact. Les conséquences de cette erreur

d’inversion sont difficiles à évaluer. Cependant, on voit intuitivement que la variation deLp

et l’asymétrie de la fonction de corrélationf sont liées. Il est possible de travailler dans un

espace transformé dans lequelLp est constant, ce qui permet d’aboutir à de nouvelles formes

de l’équation de relaxation elliptique [126, 132].

En conclusion, le terme de pression est solution d’une équation différentielle linéaire et el-

liptique, qui permet de prendre en compte l’effet non-localde la pression. Les conditions aux

limites, présentées en détail à la section (3.1.3), vont permettre d’imposer un comportement

correct deφ∗
ij à la paroi et le caractère elliptique de l’équation (3.19) permet de « raccorder »

la zone de proche paroi à la zone lointaine, où le modèleφh
ij est valable.

3.1.2 Terme de dissipation

Les modèles classiques font intervenir une fonction de pondération qui permet de basculer

de εw
ij , le tenseur de dissipation en proche paroi et fortement anisotrope, àεh

ij, le tenseur

de dissipation loin des parois. Ces fonctions dépendent en général du nombre de Reynolds

turbulent [74, 151, 171, 89, 104] ou du paramètre d’aplatissement de Lumley [116], et n’ont

pas de caractère universel. C’est pourquoi Durbin [48] propose de résoudre également une

équation elliptique pour modéliserεij, du type

(εij − εw
ij) − L2

p∇2(εij − εw
ij) = εh

ij − εw
ij (3.20)

avec la condition aux limites
(
εij − εw

ij

)

y=0
= 0. Il n’y a là aucun fondement théorique,

tout comme l’utilisation des fonctions de pondération dansles modèles classiques. Loin des

parois, on peut supposer une forme isotrope de la dissipation

εh
ij =

2

3
εδij (3.21)

En ce qui concerneεw
ij, la première proposition est due à Rotta [157]

εw
ij =

uiuj

k
ε (3.22)

Le comportement asymptotique à la paroi du tenseur de dissipationεij est donné par Launder

& Reynolds [113] :
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ε11

ε

k

u2
= 1 ;

ε22

ε

k

v2
= 4 ;

ε33

ε

k

w2
= 1 ;

ε12

ε

k

uv
= 2 (3.23)

Le modèle de Rotta donne un comportement asymptotique erroné pour les composantesε22

etε12. Par exemple, pour corriger ces défauts, Launder & Reynolds[113] proposent la forme

suivante

εw
ij = Fε

ε

k
(uiuj + uiuknjnk + ujuknink + ukulnknlδij) (3.24)

où

Fε =

(

1 +
5

2
nlnm

ulum

k

)−1

(3.25)

La fonctionFε est introduite de telle sorte queεw
ij se contracte bien en2ε, et il tend vers

1 quand on s’approche de la paroi. Par simplicité, on utilisera le modèle de Rotta [157]

tout au long de ce manuscrit. Dans l’équation des tensions deReynolds intervient le terme

φ∗
ij − εij . Par linéarité de l’équation de relaxation elliptique, il suffit donc de résoudre une

seule équation de relaxation elliptique pourFij = φ∗
ij − (εij − εw

ij)

Fij − L2
p∇2Fij = φh

ij − εh
ij + εw

ij (3.26)

avec les conditions aux limites(Fij)y=0 = 0.

3.1.3 Conditions aux limites

3.1.3.1 Bilan asymptotique dev2

Une propriété importante de la turbulence à reproduire par un modèle est la limite à deux

composantes de la turbulence en proche paroi. Il est donc nécessaire de respecter l’équilibre

du bilan dev2 en zone de proche paroi (équation (2.25)). Cet équilibre s’écrit à l’ordre

dominant

φ∗
22 +Dν

22 − ε22 = 0 (3.27)

soit en utilisantFij et le modèle de Rotta [157] pourεw
ij
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F22 =
ε

k
v2 − ν

∂2v2

∂y2 = O(y2) (3.28)

La section précédente montre que le modèle de Rotta donne un comportement asymptotique

erroné pour la composanteε22. Cependant, pour obtenir le bon comportement dev2, l’es-

sentiel est de respecter l’équilibre (3.28), même siεw
22 n’est pas correctement modélisé. La

condition(F22)y=0 = 0 n’est pas suffisante. On introduit le tenseurfij défini par

fij =
Fij

k
(3.29)

tel quef22 = O(1) en proche paroi. Une étude asymptotique montre que [126]

(f22)y=0 = −20ν2

ε
lim
y→0

v2

y4
(3.30)

La condition aux limites (3.30) permet d’assurer l’équilibre (3.28) et donc d’obtenir le bon

comportement dev2 à la paroi. Désormais, on résout une équation elliptique nonpas pour

Fij mais pourfij

fij − L2
p∇2fij =

1

k

(
φh

ij − εh
ij + εw

ij

)
(3.31)

C’est l’équation (3.31) qui sera résolue conjointement aux équations de transportdes ten-

sions de Reynolds, dans lesquellesφ∗
ij − εij sera modélisée parkfij − εw

ij. Les conditions

aux limites sur lesfij sont précisées à la section suivante. On ne peut pas,a priori, passer

de l’équation (3.26) à l’équation (3.31) par linéarité de l’équation de relaxation elliptique,

cark varie dans le domaine. Une justification théorique est cependant donnée par Manceau

[126] si l’on choisit la fonction de corrélationf selon

f(x,x′) =
k(x)

k(x′)
e−r/Lp (3.32)

3.1.3.2 Comportement asymptotique des tensions de Reynolds

L’équilibre en proche paroi (équation (2.25)) s’écrit avec les notations nouvellement intro-

duite

kfij = εw
ij −Dν

ij (3.33)
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soit avec le modèle de Rotta pourεw
ij

ν
∂2uiuj

∂y2 − uiuj

k
ε = −kfij (3.34)

En utilisantε/k = 2ν/y2 (condition (2.24)) et en se limitant au premier terme des dévelop-

pements asymptotiques, l’équation (3.34) s’écrit

ν
∂2uiuj

∂y2 − uiuj
2ν

y2
= −εy

2

2ν
fij (3.35)

En notant queε et fij sont d’ordre 1 dans la zone de proche paroi, la solution de cette

équation différentielle est

uiuj = By2 +
A

y
− ε

20ν2
y4fij (3.36)

où B et A sont deux constantes d’intégration qui dépendent des indicesi et j. La condition

d’adhérence à la paroi imposeA = 0 pour touti et j, et la solution s’écrit

uiuj = By2 − ε

20ν2
y4fij (3.37)

La condition aux limites sur lesfij fixera le bon comportement asymptotique des tensions

de Reynolds. Il convient ici de distinguer les différentes tensions de Reynolds.

• Composantev2 : il faut imposerB = 0 pour avoir le bon comportement asymptotique de

v2 eny4. On en déduit

(f22)y=0 = −20ν2

ε
lim
y→0

v2

y4
(3.38)

On retrouve bien la condition aux limites (3.30).

• Composantesu2 etw2 : on veut un comportement eny2 ; l’équation (3.37) montre que

cette condition est vérifiée quelle que soit la valeur deB (B 6= 0), (f11)y=0 ou (f33)y=0. Par

commodité, on prendra

(f11)y=0 = (f33)y=0 = 0 (3.39)
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• Composanteuv : on veut un comportement eny3. Or il n’y a pas de terme d’ordrey3

dans l’équation (3.37). Si on imposeuv = Cy3 dans (3.35), on arrive à

(f12)y=0 = −8ν2

ε

uv

y4
= O(y−1) (3.40)

Ce type de condition surf12 peut entraîner des instabilités numériques, en raison des grandes

valeurs que peut prendre(f12)y=0. C’est pourquoi on préfère utiliser la condition aux limites

qui annuleB, d’où l’on déduit

(f12)y=0 = −20ν2

ε
lim
y→0

uv

y4
(3.41)

Ainsi, on sous estimeuv (comportement eny4 au lieu dey3). Ce défaut est relativement

mineur : dans un canal par exemple,uv extrait de l’énergie de l’écoulement moyen pour

alimenter la composanteu2, à travers le terme de productionP11. Or son trop fort amortis-

sement est sensible uniquement dans la sous-couche visqueuse, où la production est négli-

geable. Il est donc préférable de sous-estimeruv dans cette région.

• Composanteuw : en canal, ce terme est nul, mais il se comporte de façon générale

eny2. On impose(f13)y=0 = 0 comme pour(f11)y=0 et (f33)y=0.

• Composantevw : de la même manière queuv, vw se comporte eny3. Il n’y a donc

pas de condition aux limites de Dirichlet appropriée, et pareillement àuv, on sous-estime

vw en appliquant la condition suivante

(f23)y=0 = −20ν2

ε
lim
y→0

vw

y4
(3.42)

3.1.3.3 Récapitulatif des conditions aux limites surfij

La condition aux limites surf22 est exacte, et celle surf11, f33 et f13 est arbitraire. La

condition surf12 etf23 tend à sous-estimeruv etvw.
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(f11)y=0 = 0

(f22)y=0 = −20ν2

ε
lim
y→0

v2

y4

(f33)y=0 = 0

(f12)y=0 = −20ν2

ε
lim
y→0

uv

y4

(f13)y=0 = 0

(f23)y=0 = −20ν2

ε
lim
y→0

vw

y4

(3.43)

3.2 La pondération elliptique

Le modèle de Durbin reste difficile à utiliser dans un cadre industriel. En effet, en plus de

la résolution des équations des tensions de Reynolds (six équations) et de la dissipation

(une équation), il nécessite la résolution de six équationssupplémentaires (équations des

fij) pour prendre en compte les effets de paroi (essentiellement l’effet non-local de blocage

de la paroi) . De plus, les conditions aux limites sur lesfij enuiuj/y
4 posent des problèmes

de stabilité numérique, et nécessitent un couplage des tensions de Reynolds et desfij , ce

qui augmente la complexité de l’implémentation du modèle dans un code. C’est pourquoi

Durbin a introduit le modèle à viscosité turbulentev2–f [47, 49], qui ne résout plus que

quatre équations pour les variablesk, ε, v2 etf22. La viscosité turbulente est calculée selon

νT = CSv2Tp (3.44)

Cette relation est à comparer avec le modèle (3.54) de Daly & Harlow [40] en écoulement

de canal. L’échelle de tempsTp sera explicitée par la suite. L’équation de transport dev2 est

résolue conjointement à l’équation elliptique portant surf22 pour prendre en compte l’effet

de blocage de la paroi. Dans le cas d’un canal, la variablev2 représente bien la tension de

Reynolds normale à la paroi. Dans un cadre plus général, il nefaut pas voirv2 comme une

composante tensorielle mais plutôt comme une échelle scalaire permettant de prendre en

compte l’effet de blocage de la paroi. Malgré les succès de cemodèle, il hérite des mêmes

problèmes que les modèles à viscosité turbulente, et donne de mauvais résultats dans le

cas des jets impactants multiples par exemple [184]. La section qui suit présente le modèle

à pondération elliptique EB-RSM [131, 128] (Elliptic Blending Reynolds-Stress Model) 1.

1Le sigle EBM pourElliptic Blending Modeln’a pas été utilisé pour éviter les confusions avec le modèle

de combustionEddy Breakup Model.
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Ce modèle RSM, basé sur la relaxation elliptique, a l’avantage d’être plus robuste et de ne

résoudre qu’une équation supplémentaire pour prendre en compte les effets de paroi.

3.2.1 Terme de pression

Les équations sur lesfij sont quelque part redondantes car l’échelle de longueur ne dépend

pas de la composante résolue. L’idée est donc d’introduire un coefficient de pondération

α ∈ [0; 1] et un entier positifp tels que [128]

φ∗
ij = (1 − αp)φw

ij + αpφh
ij (3.45)

Les exposantsw et h se rapportent respectivement à la valeur de la variable en zone de

proche paroi et à la zone quasi-homogène (loin de la paroi). En supposant que l’écoule-

ment est limité par une seule paroi eny = 0, le coefficient de pondération doit vérifier les

conditions aux limites suivantes :

lim
y→0

α = 0 (3.46)

lim
y→∞

α = 1 (3.47)

Ainsi, en proche paroi, on aφ∗
ij = φw

ij et loin de la paroiφ∗
ij = φh

ij. Pour prendre en compte

l’effet non-local de blocage de la paroi, une équation différentielle elliptique et linéaire est

proposée pourα, similaire à l’équation (3.31) portant sur lesfij dans la relaxation elliptique

α− L2
p∇2α = 1 (3.48)

Si l’échelle de longueurLp est prise constante, en première approximation, une solution

analytique existe en écoulement de canal

α(y) = 1 − e−y/Lp (3.49)

On retrouve bien les conditions aux limites (3.46) et (3.47).

Le choix deφw
ij doit se faire d’une telle manière que la prédiction deφ∗

ij − εij = kfij − εw
ij

soit correcte. Pour être consistent avec le modèle de Durbin, φw
ij/k doit tendre vers(fij)y=0
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(conditions aux limites (3.43)), ce qui mène à :

φw
11 =

5

2

ε

k
v2 , φw

22 = −5
ε

k
v2 , φw

33 =
5

2

ε

k
v2 ,

φw
12 = −5

ε

k
uv , φw

13 = 0 , φw
23 = −5

ε

k
vw

(3.50)

Plusieurs remarques s’imposent :

– tout comme la limite def22 à la paroi, la valeur deφw
22 est exacte et permet de bien prendre

en compte l’effet de blocage de la paroi sur la composante importantev2 ;

– comme pour le modèle de Durbin,uv et vw ont un comportement asymptotique eny4 au

lieu dey3. Ceci peut être évité en prenantφw
12 = −2

ε

k
uv etφw

23 = −2
ε

k
vw. Cette voie a

été testée par Manceau & Hanjalić [131], mais a donné paradoxalement de plus mauvais

résultats en écoulement de canal (Reτ = 590) ;

– les conditions aux limites surf11, f33 et f13 sont arbitraires et ont été prises nulles par

simplicité. Le choix de prendreφw
11 = φw

33, et tel que la trace deφw
ij soit nulle, a donné de

meilleurs résultats que de prendreφw
11 = φw

33 = 0. Ceci ne signifie pas que c’est unique-

ment la partie redistributive du terme de pression qui est modélisé. Il faut se rappeler que

les conditions aux limites sur lesfij découlent de l’équilibre entre la diffusion visqueuse,

la dissipation et le terme de corrélation vitesse-gradientde pression. Ainsi,φw
ij contient

bien le terme de diffusion par la pression pour la composantev2 mais il est supposé être

négligeable ou assimilé de façon classique au modèle de diffusion turbulente, pour les

composantesu2 etw2.

La relation (3.50) donnantφw
ij peut s’écrire de façon plus générale, indépendamment du

repère choisi [131]

φw
ij = −5

ε

k

(

uiuknjnk + ujuknink −
1

2
ukulnknl (ninj + δij)

)

(3.51)

oùn est un vecteur unitaire normal à la paroi. Puisqueα est nul à la paroi, le gradient deα

est un vecteur orthogonal à la paroi. La normale peut donc être calculée par

n =
∇α

||∇α|| (3.52)

Cette relation est bien définie partout à l’intérieur du domaine. La normale ne peut pas être

définie si∇α = 0, mais ceci a lieu certainement suffisamment loin de la paroi où la normale

n’a plus d’intérêt. La définition (3.52) a de nombreux avantages :
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– elle évite la discontinuité du vecteur normal dans un coin anguleux comme sur la marche

descendante ;

– la normale est sensible au rayon de courbure de la paroi, pour une géométrie complexe ;

– il n’est pas utile de déterminer la paroi la plus proche, quipeut d’ailleurs être multiple,

comme par exemple quand on se place sur la bissectrice au coinde la marche. La rela-

tion (3.52) prend en compte automatiquement toutes les parois présentes dans le domaine,

contrairement aux définitions usuelles qui font intervenirla paroi la plus proche.

3.2.2 Modèle complet

Le modèle EB-RSM modélise le terme de pressionφ∗
ij . Il reste d’autres termes à modéliser :

– terme de pression quasi-homogèneφh
ij, valable loin des parois ;

– transport turbulentDT
ij ;

– tenseur de dissipationεij ;

– échelle de longueurLp dans l’équation (3.48) de relaxation elliptique ;

– choix de la valeur de l’entierp intervenant dans l’équation de pondération (3.45).

3.2.2.1 Terme de pression quasi-homogène

Le modèle de Rotta [157] est souvent utilisé pour la partie lente du terme de pression. C’est

un modèle linéaire de retour à l’isotropie. Pour la partie rapide, on peut utiliser le modèle

IP [141] (Isotropisation de la Production). On évitera d’utiliser des modèles étendus au

bas-Reynolds dans lesquels on a ajouté des fonctions d’amortissement ou des termes non-

linéairesad hoc, car ce serait contraire à l’esprit de la relaxation elliptique. Dans ce manus-

crit, on utilise le modèle SSG [179], qui s’écrit

φh
ij = −

(

g1 + g∗1
P

ε

)

εbij +
(

g3 − g∗3
√

bklbkl

)

kSij

+ g4k

(

bikSjk + bjkSik −
2

3
blmSlmδij

)

+ g5k (bikΩjk + bjkΩik) (3.53)

avecbij , Sij et Ωij respectivement les tenseurs d’anisotropie, de déformation et de rotation

du champ moyen, définis à la section (3.2.3). La valeur des constantes est également donnée
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à la section (3.2.3). Le modèle SSG original fait intervenir un terme supplémentaire non-

linéaire implicite enbij . Ce terme a été supprimé ici pour des raisons de stabilité numérique.

3.2.2.2 Transport turbulent

On utilise, de façon classique, le modèle à gradient généralisé de Daly & Harlow [40], qui

s’écrit

DT
ij =

∂

∂xl

(
CS

σk
ulumTp

∂uiuj

∂xm

)

(3.54)

avecCS = 0.21 etσk = 1. L’échelle de tempsTp est donnée par l’équation (3.59).

3.2.2.3 Terme de dissipation

Le tenseur de dissipationεij est également pondéré selon

εij = (1 − αp)εw
ij + αpεh

ij (3.55)

De même que le modèle original de Durbin, on utilise le modèle(3.22) de Rotta [157]

pour εw
ij, et de façon classique, la forme isotrope (3.21) pour εh

ij. L’équation exacte de la

dissipation, détaillée par exemple dans Chassaing [30] ou Schiestel [165], fait intervenir

des corrélations inconnues trop complexes à modéliser terme à terme. Par analogie avec

l’équation de transport de l’énergie fluctuante, l’équation empirique de la dissipation s’écrit

∂ε

∂t
+ Uj

∂ε

∂xj
︸ ︷︷ ︸

Cε

= C ′
ε1

P

Tp
︸ ︷︷ ︸

Pε

−Cε2

ε

Tp
︸ ︷︷ ︸

εε

+
∂

∂xl

(
CS

σε
ulumTp

∂ε

∂xm

)

︸ ︷︷ ︸

Dε
T

+ ν
∂2ε

∂xj∂xj
︸ ︷︷ ︸

Dε
ν

(3.56)

avecCε, Pε, εε, Dε
T etDε

ν respectivement le terme de convection, de génération deε, de

destruction deε, de transport turbulent et de diffusion moléculaire. Le transport turbulent

est donné par le modèle de Daly-Harlow [40]. La constanteC ′
ε1

est modifiée pour prendre

en compte l’augmentation de la génération de la dissipationprès de la paroi. Initialement,

Durbin [49] propose de façon empirique

C ′
ε1

= Cε1

(

1 + 0, 1
P

ε

)

(3.57)
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Lien & Kalitzin [123] proposent de remplacerP/ε par
√

k/v2 dans la formulation (3.57).

Cette modification a un avantage : en canal, ce terme se comporte en1/y, et donc forceC ′
ε1

à

tendre versCε1
loin des parois. Manceau [128] généralise la formulation de Lien & Kalitzin

[123] selon

C ′
ε1

= Cε1

(

1 + A1(1 − αp)

√

k

uiujninj

)

(3.58)

Cette formulation force égalementC ′
ε1

à tendre versCε1
loin des parois carα tend vers 1. La

valeur des constantes de l’équation de la dissipation est donnée à la section (3.2.3). Suffisam-

ment loin des parois,Tp est égale à l’échelle de temps de la turbulence. Dans (3.56) apparaît

1/Tp qui peut poser des instabilités numériques en zone de procheparoi carlim
y→0

Tp = 0. On

borne doncTp par l’échelle de temps de Kolmogorov

Tp = max

(
k

ε
, CT

√
ν

ε

)

(3.59)

avecCT = 6. Pour la calibration de la constanteCT , on peut se reporter à Durbin [47]. Le

modèle est peu sensible à la valeur deCT : en pratique, l’échelle de Kolmogorov ne devient

prépondérante sur l’échelle de la turbulence que dans la sous-couche visqueuse (y+ < 5).

3.2.2.4 Échelle de longueur

L’échelle turbulente classiquek3/2/ε est utilisée mais elle tend vers zéro à la paroi. Pour

éviter une singularité de l’équation de relaxation elliptique, elle est bornée par l’échelle de

Kolmogorov

Lp = CL max

(
k3/2

ε
, Cη

ν3/4

ε1/4

)

(3.60)

avecCL = 0.161 et Cη = 80. On peut se reporter à Durbin & Laurence [50] pour la

calibration des constantes. Le choix (3.60) pour l’échelle de corrélation des effets de pression

est justifié par Manceauet al. [132] par une analyse des données DNS de Moseret al. [140]

àReτ = 590.
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3.2.2.5 Choix de l’entierp

A partir de testsa priori utilisant la base de données DNS de Moseret al.[140] àReτ = 590,

αp peut se mesurer en inversant la formule (3.45), pour la composante la plus importantev2

αp =
φ∗

22 − φw
22

φh
22 − φw

22

(3.61)

Le coefficient de pondération étant nul à la paroi, le premierterme de son développement

asymptotique est eny, ce qui signifieα = O(y). Une étude asymptotique (cf. tableau (3.1))

montre queαp = O(y2) et doncp = 2. La figure (3.1) corrobore ce résultat. C’est donc ce

choix qui a été retenu. Le tableau (3.1) montre que le comportement asymptotique en proche

paroi deεw
ij est similaire àεij alors que celui deφw

11 etφw
33 est faux en comparaison àφ∗

ij . On

verra que cette erreur de modélisation en proche paroi sur les composantesu2 etw2 n’a pas

d’incidence en pratique.

φ∗
ij φw

ij φh
ij εij εw

ij εh
ij

u2 O(y) O(y2) O(1) O(1) O(1) O(1)

v2 O(y2) O(y2) O(1) O(y2) O(y2) O(1)

w2 O(y) O(y2) O(1) O(1) O(1) O(1)

uv O(y) O(y) O(y) O(y) O(y) 0

TAB. 3.1 – Comportement asymptotique du terme de pression et de dissipation en écoule-

ment de canal : valeur exacte pourφ∗
ij et εij ; modèle (3.51) pourφw

ij, modèle (3.53) pour

φh
ij ; modèle (3.22) pourεw

ij et modèle (3.21) pourεh
ij .

3.2.3 Formulation complète du modèle EB-RSM

On récapitule ci-dessous la formulation complète du modèleEB-RSM proposé par Manceau

[128], avec la valeur des constantes associées et les conditionsaux limites.

φ∗
ij = (1 − α2)φw

ij + α2φh
ij (3.62)

εij = (1 − α2)εw
ij + α2εh

ij (3.63)
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FIG. 3.1 – DNS de Moseret al. [140] en écoulement de canal àReτ = 590. (a)◦ coefficient

de pondérationαp calculéa priori par la relation (3.61) ; —– coefficient de pondérationα2

calculé selon l’équation (3.48) où Lp est donnée par la DNS. (b) Même figure en échelle

logarithmique.

α− L2
p∇2α = 1 (3.64)

φw
ij = −5

ε

k

(

uiuknjnk + ujuknink −
1

2
ukulnknl (ninj + δij)

)

(3.65)

n =
∇α

||∇α|| (3.66)

φh
ij = −

(

g1 + g∗1
P

ε

)

εbij +
(

g3 − g∗3
√

bklbkl

)

kSij

+ g4k

(

bikSjk + bjkSik −
2

3
blmSlmδij

)

+ g5k (bikΩjk + bjkΩik) (3.67)

bij =
uiuj

2k
− 1

3
δij (3.68)

Sij =
1

2

(
∂Ui

∂xj
+
∂Uj

∂xi

)

(3.69)
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Ωij =
1

2

(
∂Ui

∂xj
− ∂Uj

∂xi

)

(3.70)

εw
ij =

uiuj

k
ε (3.71)

εh
ij =

2

3
εδij (3.72)

∂ε

∂t
+ Uj

∂ε

∂xj
= C ′

ε1

P

Tp
− Cε2

ε

Tp
+

∂

∂xl

(
CS

σε
ulumTp

∂ε

∂xm

)

+ ν
∂2ε

∂xj∂xj
(3.73)

C ′
ε1

= Cε1

(

1 + A1(1 − α2)

√

k

uiujninj

)

(3.74)

Tp = max

(
k

ε
, CT

√
ν

ε

)

(3.75)

Lp = CL max

(
k3/2

ε
, Cη

ν3/4

ε1/4

)

(3.76)

DT
ij =

∂

∂xl

(
CS

σk

ulumTp
∂uiuj

∂xm

)

(3.77)

g1 = 3.4 ; g∗1 = 1.8 ; g3 = 0.8 ; g∗3 = 1.3 ; g4 = 1.25 ;

g5 = 0.4 ; Cε1
= 1.44 ; Cε2

= 1.83 ; CS = 0.21 ; σε = 1.15 ;

A1 = 0.03 ; σk = 1 ; CL = 0.161 ; Cη = 80 ; CT = 6

TAB. 3.2 – Valeur des constantes du modèle EB-RSM.

Ui = 0 ; uiuj = 0 ; ε = 2ν
k

y2
; α = 0

TAB. 3.3 – Conditions à la paroi du modèle EB-RSM.



3.3. Analyse critique du modèle EB-RSM 51

3.3 Analyse critique du modèle EB-RSM

3.3.1 Améliorations apportées

• Non-localité. Le caractère non-local de la pression est reproduit par l’équation (3.48)

de relaxation elliptique concernant le coefficient de pondération, et permet de prendre en

compte l’effet de blocage sur la composante normale des tensions de Reynolds. Celui-ci est

l’expression de l’incompressibilité du fluide au niveau fluctuant et est reproduit correctement

à la paroi, en particulier sur la composantev2, grâce à l’imposition d’un équilibre correct

entre la diffusion moléculaire, la dissipation et le terme de pression.

• Non-utilisation de l’hypothèse quasi-homogène. L’un des principaux points faibles des

modèles classiques est l’utilisation de l’approximation du gradient de vitesse par son dé-

veloppement limité à l’ordre zéro dans l’expression intégrale du terme rapide de pression.

Cette hypothèse n’est valide que poury+ > 40 [18] et oblige donc à introduire des correc-

tions très fortes pour pouvoir intégrer les modèles classiques jusqu’à la paroi. Cependant,

dans les modèles à relaxation elliptique et à pondération elliptique, cette hypothèse n’est

utilisée que dans le terme quasi-homogèneφh
ij, valable loin des parois. Laurence & Dur-

bin [117] ont comparé les solutions données par l’équation de relaxation elliptique portant

surf22 avec deux modèles comme terme source : le modèle Rotta+IP [157, 141] et le mo-

dèle cubique de Craft & Launder [37]. Alors que ces deux modèles donnent des résultats

très différents, les prédictions sont identiques poury+ < 25 quand ils sont utilisés comme

terme source dans l’équation de relaxation elliptique. Ceci montre que les conditions aux

limites sont suffisamment fortes pour imposer le bon comportement des tensions de Rey-

nolds dans la sous-couche visqueuse et une partie de la zone tampon, et que l’hypothèse de

quasi-homogénéité influence peu l’écoulement dans la sous-couche visqueuse et une partie

de la zone tampon.

• Simplicité et robustesse. Tous les modèles basés sur la théorie de la relaxation ellip-

tique ont l’avantage de ne pas faire intervenir explicitement la distance à la paroi et donc

de pouvoir s’appliquer à des géométries complexes. Cependant, le modèle original de Dur-

bin est instable et nécessite la résolution de six équationsdifférentielles supplémentaires.

Pour cette raison, Manceau & Hanjalić [131] proposent le modèle RSM à pondération ellip-

tique qui ne résout plus qu’une seule équation supplémentaire. Il résout en plus le problème

de l’amplification de la redistribution dans la zone logarithmique noté par certains auteurs

[189, 126, 132, 129]. Le modèle de Manceau & Hanjalić [131] présente néanmoins certains
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défauts [128] :

– instabilités numériques dues à la non-linéarité de la fonction de pondération elliptique

pour le tenseur de dissipation ;

– mauvais comportement de la fonction de pondération loin des parois où il ne tend pas

exactement vers 1 ;

– mauvais comportement des termes non-linéaires dans un repère en rotation, menant à des

profils de vitesse faux à faible nombre de rotation, et faisant exploser le calcul à plus grand

nombre de rotation.

Un des objectifs principaux de la nouvelle version du modèleEB-RSM, proposé par Man-

ceau [128], était d’améliorer la stabilité en se débarrassant des non-linéarités. C’est ce qui a

été fait. D’abord, la fonction de pondération dans l’équation de la dissipation dans le modèle

original de Manceau & Hanjalić [131] a été remplacée parα2. Puis, le terme non-linéaire

de la partie lente du terme de pression dans le modèle SSG a étéretiré. Le modèle EB-RSM

modifié est beaucoup plus robuste que le modèle original, ce que l’on montrera par des

tests en canal au chapitre suivant, et il peut être facilement implémenté dans un code RANS

pré-existant, utilisant des modèles RSM. Il est également plus simple et intuitif, puisque la

valeur deα2 donne une quantification directe des effets de paroi.

3.3.2 Problèmes non-résolus

Dans l’élaboration du modèle de Durbin, présenté dans ce chapitre, de nombreux éléments

des modèles classiques ont été repris, et par conséquent, certains problèmes en découlent.

Tout d’abord, l’équation de transport de la dissipation visqueuse est pratiquement la même, à

part le fait que l’échelle se temps est bornée inférieurement par l’échelle de Kolmogorov. On

rappelle que cette équation est empirique et calquée sur l’équation de transport de l’énergie

cinétique turbulente. Cependant, Parneixet al. [145] ont montré, à partir d’une base de

données DNS, que cette équation joue formidablement bien son rôle dans l’écoulement sur

une marche descendante (Re = 5100), dans le cadre d’une simulation RANS stationnaire.

Le cas de la marche descendante, dont l’intensité de la recirculation est sous-estimée par

les modèles classiques, n’est pas mieux résolu par le modèlede Durbin [98, 144, 145].

L’hypothèse mise en cause est la modélisation des corrélations triples par un simple modèle

de gradient généralisé. De même, le rétablissement de la couche limite en aval de la bulle

de recirculation est toujours trop lent par rapport à l’expérience [49]. Ce défaut est commun

à tous les modèles de turbulence [49], qu’ils soient du premier ordre (modèle EVM) ou du

second ordre (modèle RSM).
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3.4 Conclusions du chapitre

Le modèle à relaxation elliptique de Durbin [47, 48] reproduit l’effet non-local de la pres-

sion, par le biais d’une équation différentielle linéaire et elliptique pour le terme de corré-

lation vitesse-gradient de pression. Contrairement aux modèles bas-Reynolds classiques qui

utilisent les hypothèse de localité du terme de pression et de quasi-homogénéité de la vitesse,

il n’utilise pas de fonctions d’amortissement ou de termes non-linéaires empiriques et non-

universels ajoutés dans les équations de transports. Manceauet al. [132] ont montré que les

hypothèses, introduites au départ de manière intuitive parDurbin, sont globalement consis-

tantes avec les données de DNS en canal. Le modèle à relaxation elliptique reste cependant

difficile à utiliser dans un cadre industriel car, en plus de la résolution de six équations sup-

plémentaires associées auxfij, il est instable.

Dans le cadre des modèles RSM, un modèle simplifié, découlantde la théorie de la re-

laxation elliptique, a été proposé par Manceau [128] : le modèle à pondération elliptique

EB-RSM, beaucoup plus intuitif et robuste que le modèle original de Manceau & Hanjalić

[131]. Remarquant que les équations sur lesfij sont redondantes du fait que la longueur

de corrélation est indépendante de la composante, ce modèlene résout qu’une seule équa-

tion différentielle linéaire et elliptique sur le coefficient de pondération. Il sera implémenté

dansCode_Saturneet validé en écoulement de canal pour une large gamme de nombre de

Reynolds, au chapitre suivant. Il a également été testé dansun canal en rotation par Man-

ceau [128]. Il est stable et donne de très bons résultats, même pour de forts taux de rotation.

Le modèle EB-RSM a aussi été testé par Thielenet al. [184] dans le cas de jets multiples

impactant sur une paroi plane où il a montré une meilleure prédiction que le modèlev2–f

concernant le nombre de Nusselt.

Enfin pour terminer la conclusion de ce chapitre, on signale qu’un modèle algébrique ex-

plicite a été obtenu à partir du modèle EB-RSM [127]. Il a l’avantage de ne résoudre que

trois équations de transport (k − ε − α) où α est le coefficient de pondération elliptique.

Il donne de très bons résultats dans un écoulement de canal pour différents nombres de

Reynolds [127]. La thèse d’Oceni, en cours auLaboratoire d’Études Aérodynamiques, à

Poitiers, consiste entre autre à tester et améliorer ce modèle algébrique dans d’autres types

d’écoulements.



Chapitre 4

Méthodes numériques

La mise en équation pour modéliser et résoudre un écoulementturbulent aboutit à un sys-

tème d’équations aux dérivées partielles non-linéaires etcouplées. Ces équations sont im-

possibles à résoudre analytiquement dans le cas général, etc’est pourquoi l’on fait appel

aux simulations numériques où la solution du problème est approximée. Selon les méthodes

numériques utilisées, différents degrés de précision et derobustesse sont atteints. Le lecteur

pourra se reporter à Ferziger & Perić [53] pour une revue détaillée des méthodes numé-

riques existantes. Dans ce manuscrit, les simulations sonteffectuées avecCode_Saturne[4],

développé parÉlectricité de France. Code_Saturneest un code parallélisé, écrit en volumes

finis pour maillage structuré ou non-structuré. La méthode des volumes finis est très inté-

ressante en mécanique des fluides dans la mesure où elle conserve les quantités résolues,

par construction, et peut s’appliquer à des géométries complexes grâce à l’utilisation de

maillages non-structurés. Ce chapitre présente la méthodedes volumes finis et les schémas

numériques utilisés. Le modèle EB-RSM, implémenté dansCode_Saturnedurant la thèse,

est ensuite validé en écoulement de canal pour une large gamme de nombre de Reynolds.

4.1 La méthode des volumes finis

De façon générale, l’équation de transport d’une quantitéφ en écoulement incompressible

s’écrit en notation vectorielle

∂

∂t
(ρφ)

︸ ︷︷ ︸

a

+∇· (ρφU)
︸ ︷︷ ︸

b

= ∇· (Γ∇φ)
︸ ︷︷ ︸

c

+Sφ (4.1)

54
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oùU est le vecteur vitesse,ρ la masse volumique du fluide,Γ le coefficient de diffusion etSφ

un terme source. Les termesa, b etc sont respectivement les termes instationnaire, convectif

et de diffusion. Le principe de la méthode des volumes finis est de découper le domaine de

calcul en un nombre fini de volumes de contrôle (ou cellules) de centreI et de volumeΩI .

Les équations de conservation sont intégrées sur chaque volume de contrôle selon

∂

∂t

∫

ΩI

ρφdΩ +

∫

ΩI

∇· (ρφU) dΩ =

∫

ΩI

∇· (Γ∇φ) dΩ +

∫

ΩI

Sφ dΩ (4.2)

Le théorème de la divergence, appliqué au terme de convection et de diffusion, permet de

transformer les intégrales de volume en intégrales de surface

∂(ρIφIΩI)

∂t
+

∫

SI

φ(ρU · n) dS =

∫

SI

Γ(∇φ) · n dS + SφI
ΩI (4.3)

oùn est le vecteur unitaire normal extérieur à la surfaceSI entourant le volume de contrôle

ΩI , etφI est la valeur moyenne deφ sur la cellule, supposée localisée au centre de gravité

du volume de contrôle. DansCode_Saturne, les variables sont colocalisées et calculées au

centre de gravité de la cellule.

4.2 Terme de convection

Le terme de convection est très sensible aux schémas numériques utilisés. De nombreux

schémas ont été proposés pour éviter les instabilités numériques dues à ce terme. Les deux

schémas utilisés dansCode_Saturnesont le schémadécentré amont(UDS pourUpwind-

Difference Scheme) d’ordre 1 en espace, et le schémacentré(CDS pourCentral-Difference

Scheme) d’ordre 2 en espace [53]. Est également disponible un schéma amont linéaire du

second ordre (schéma SOLU,Second Order Linear Upwind), mais qui ne sera pas utilisé

dans le présent travail. D’autres schémas convectifs plus élaborés et de précision plus élevée

existent, comme par exemple le schéma QUICK [120] ou UMIST [121], mais leur implé-

mentation dans un code non-structuré peut poser quelques difficultés dues aux interpolations

nécessaires.

La figure (4.1) montre une configuration générale de deux cellules adjacentes internes au

domaine, de centreI et J . Le pointF est le centre de gravité de la surface de contactSIJ

entre les deux cellules. Le pointO est l’intersection de(IJ) avec la surfaceSIJ . Les points
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FIG. 4.1 – Configuration générale de deux cellules adjacentesI etJ internes au domaine.

I ′ etJ ′ sont respectivement les projections deI etJ sur la droite passant parO et normale

à la surfaceSIJ . Le terme de convection est calculé par

∫

SI

φ(ρU · n) dS ≈
∑

J∈VI

φIJmIJ (4.4)

oùVI est l’ensemble des cellules dans le voisinage de la cellule de centreI, etφIJ la valeur

deφ sur la surfaceSIJ . Par définition, on a

φIJ =
1

SIJ

∫

SIJ

φ dS (4.5)

L’approximation du second ordre en espaceφIJ ≈ φF est utilisée. La relation (4.4) montre

qu’il faut interpolerφ au pointF à partir de sa valeur connue au centre des cellulesI et J .

Le flux de massemIJ à travers la surfaceSIJ est calculé selon

mIJ = (ρIJUIJ · nIJ)SIJ (4.6)

oùnIJ est le vecteur unitaire normal à la surfaceSIJ allant deI versJ , etρIJUIJ la valeur

au pointF de la quantité de mouvement.
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4.2.1 Schéma décentré amont

Pour le schéma décentré amont [53], la valeur deφ au pointF est donnée par

mIJφIJ =
1

2

[

(mIJ + |mIJ |)φI + (mIJ − |mIJ |)φJ

]

(4.7)

ce qui donneφIJ = φI simIJ > 0 etφIJ = φJ simIJ < 0. Cette méthode d’interpolation

est simple, stable, bornée, mais introduit une diffusion numérique importante (cf. chapitre

5, section (5.5)). A moins que le maillage ne soit très raffiné, le schéma amont introduit des

erreurs importantes quand la direction de l’écoulement n’est pas parallèle au maillage.

4.2.2 Schéma centré

Le schéma centré pondère les valeurs deφI etφJ selon

φIJ = αIJφI + (1 − αIJ)φJ (4.8)

où le facteur de pondération est défini parαIJ = FJ ′/I ′J ′. Pour un maillage uniforme, on

obtientαIJ = 1/2. Ce schéma peut introduire des oscillations numériques dans la solution

(cf. chapitre5, section (5.5)) et poser des problèmes de stabilité numérique. Il sera utilisé

pour les calculs URANS, LES et hybrides RANS-LES qui nécessitent des schémas non-

diffusifs et un degré de précision au moins d’ordre 2.

4.2.3 Reconstruction du flux

Les schémas amont et centré, disponibles dansCode_Saturne, sont implémentés avec une

correction dans le cas de maillage non-orthogonal. On parlede non-orthogonalité du mail-

lage lorsqueβ 6= 0 oùβ est l’angle entre la normalenIJ et le vecteurIJ joignant les centres

des cellules. En supposant que le gradient deφI est connu au centreI de la cellule (cf.

paragraphe (4.4)), la valeur deφ au pointI ′ est approximée par

φI′ = φI + II′ · (∇φ)I (4.9)

Selon le schéma convectif choisi, on remplaceφI etφJ parφI′ etφJ ′ dans les relations (4.7)

et (4.8).
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4.3 Terme de diffusion

Le terme de diffusion est approximé selon

∫

SI

Γ(∇φ) · n dS ≈
∑

J∈VI

ΓIJ(∇φ)IJ · nIJSIJ (4.10)

La viscositéΓIJ au pointF est calculée par interpolation linéaire de sa valeur connueau

pointI etJ

ΓIJ = αIJΓI + (1 − αIJ)ΓJ (4.11)

oùαIJ = FJ ′/I ′J ′. Le gradient normal deφ au pointF est approximé par

(∇φ)IJ · nIJ ≈ φJ ′ − φI′

I ′J ′
(4.12)

4.4 Calcul des gradients

Cette section présente le calcul du gradient de la variableφ au centreI du volume de

contrôle. Deux méthodes sont disponibles dansCode_Saturne: une méthode dite standard

et une méthode dite des moindes carrés, plus rapide que la première mais beaucoup moins

robuste. Pour plus de détails sur cette dernière méthode, lelecteur pourra se reporter à Ar-

chambeauet al. [4]. On présente ci-dessous la première technique, plus coûteuse en temps

de calcul mais plus robuste, utilisée lorsque le maillage est non-orthogonal. On peut écrire

par définition

(∇φ)I =
1

ΩI

∫

ΩI

∇φ dΩ (4.13)

et en utilisant le théorème de la divergence, on obtient

(∇φ)I =
1

ΩI

∑

J∈VI

∫

SIJ

φnIJ dS (4.14)

En utilisant la définition (4.5) et l’approximation du second ordre en espaceφIJ ≈ φF , on a

(∇φ)I =
1

ΩI

∑

J∈VI

φFnIJSIJ (4.15)
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Le calcul du gradient deφ au centreI de la cellule nécessite donc d’interpoler la valeur de

φ au pointF à partir de sa valeur au centre des cellules. Pour cela, on effectue un dévelop-

pement limité au premier ordre deφF selon

φF ≈ φO + OF · (∇φ)O (4.16)

On estimeφO et (∇φ)O par

φO = αIJφI + (1 − αIJ)φJ (4.17)

(∇φ)O =
1

2

(
(∇φ)I + (∇φ)J

)
(4.18)

oùαIJ = FJ ′/I ′J ′. On obtient finalement

(∇φ)I =
1

ΩI

∑

J∈VI

nIJSIJ

(

αIJφI + (1 − αIJ)φJ +
1

2
OF ·

(
(∇φ)I + (∇φ)J

)
)

(4.19)

L’inversion de ce système implicite par une méthode itérative permet d’obtenir le gradient

de la variable au centre de la cellule.

4.5 Résolution des équations

Le terme source est décomposé en une partie expliciteAI et une partie impliciteBIφI selon

SφI
= AI +BIφI (4.20)

Pour chaque élément de volume, l’équation discrétisée résultant de l’équation continue (4.3)

s’écrit alors

ΩIDIφI +
∑

J∈VI

[

φIJmIJ − ΓIJ
φ′

J − φ′
I

I ′J ′
SIJ

]

= ΩIAI (4.21)

où DI inclut la dérivée temporelle ainsi que le terme source implicite. L’équation (4.21)

mène à un système linéaire du typē̄E0X = F0 de tailleNcell, oùNcell est le nombre de

cellules du maillage ;F0 est le second membre de (4.21) et X le vecteur des inconnues



60 Chapitre 4. Méthodes numériques

φI (1 6 I 6 Ncell). Le système linéaire est multiplié de chaque côté par une matrice de

préconditionnement̄̄P . On obtient donc un système linéairē̄EX = F, où ¯̄E = ¯̄P ¯̄E0 et

F = ¯̄PF0. Cette méthode permet d’augmenter la prédominance diagonale de la matrice

résultante¯̄E, de stabiliser le calcul et d’augmenter la vitesse de convergence. Un algorithme

itératif de Jacobi est utilisé pour inverser la matrice¯̄E.

4.6 Discrétisation temporelle

On s’intéresse ici à la résolution de l’équation de continuité, de quantité de mouvement et de

l’équation de transport d’un scalairea. Par souci de simplicité, on ne prend pas en compte

les termes turbulents pour l’instant. En écoulement incompressible, le système s’écrit vec-

toriellement







∇·u = 0

ρ
∂u

∂t
+ ∇ · (ρu ⊗ u) = −∇P + ∇ · (µ∇u) + Su

ρ
∂a

∂t
+ ∇ · (ρua) = ∇ · (µa∇a) + Sa

(4.22)

où [u ⊗ v]ij = uivj par définition, etSφ est le terme source associé à la variableφ. La

discrétisation temporelle du système (4.22) se fait par une méthode ditefractionnée[4], qui

peut être associée à l’algorithme SIMPLEC [53] pour la résolution de l’équation de Pois-

son concernant la pression. Soit∆t le pas de temps etφ(n) la valeur supposée connue de la

variableφ(t) à l’instantt = t(n). La résolution temporelle de l’instantt = t(n) à l’instant

t = t(n+1) = t(n) + ∆t se fait en trois étapes.

• La première étape consiste à prédire la vitesse en résolvantle système (4.22) avec un

gradient de pression explicite. La valeur d’une variable quelconqueφ obtenue à la fin de

cette première étape est notéeφ∗. Le terme source de l’équation de quantité de mouvement

est décomposé selonSu = A + ¯̄Bu de telle sorte qu’il puisse être partiellement implicité.

Le système (4.22) s’écrit alors
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P ∗ = P (n)

ρ
u∗ − u(n)

∆t
+ ∇ · (ρu∗ ⊗ u(n) − µ∇u∗) = −∇P (n) + A(n) + ¯̄B(n)u∗

a∗ = a(n)

(4.23)

La résolution de ce système permet d’obteniru∗. Ce champ ne vérifie pas la condition

∇·u∗ = 0.

• La seconde étape consiste à corriger la vitesse en apportantune correction au gradient

de pression, tout en négligeant les variations du terme source et des termes de convection et

de diffusion. Le système s’écrit alors







∇·u∗∗ = 0

ρ(u∗∗ − u∗) = −∆t∇(P ∗∗ − P ∗)

a∗∗ = a∗
(4.24)

En pratique, on prend la divergence de la deuxième équation du système pour obtenir une

équation de Poisson sur l’incrément de pressionδP = P ∗∗ − P ∗







∇· (ρu∗) = ∆t∇2(P ∗∗ − P ∗)

ρ(u∗∗ − u∗) = −∆t∇(P ∗∗ − P ∗)

a∗∗ = a∗
(4.25)

La résolution de ce système permet d’obtenirP ∗∗ puisu∗∗. Le champ de vitesse corrigée

u∗∗ vérifie maintenant∇·u∗∗ = 0.

• La troisième étape consiste à résoudre l’équation de transport pour le scalairea. Le terme

source est également décomposé selonSa = Aa +Baa. Le système à résoudre s’écrit







ρu(n+1) = ρu∗∗

P (n+1) = P ∗∗

ρ
a(n+1) − a∗∗

∆t
+ ∇ · (a(n+1)ρu∗∗ − µa∇a(n+1)) = Aa

(n) +Ba
(n)a(n+1)

(4.26)
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FIG. 4.2 – Configuration générale d’une celluleI au bord du domaine.

Quand un modèle de turbulence est utilisé, la résolution du champ turbulent se fait entre

les étapes 2 et 3. Dans un modèle RSM, les équations de chaque composante des tensions

de Reynolds sont traitées de la même manière que l’équation concernant le scalairea (terme

instationnaire, de convection, de diffusion et terme source). La dépendance par rapport aux

autres variables turbulentes est explicite : ainsi chaque équation est résolue indépendam-

ment.

4.7 Conditions aux limites

La figure (4.2) montre la configuration générale d’une celluleI au bord du domaine. Trois

types de conditions aux limites peuvent être choisis : condition de Dirichlet, de Neumann

ou condition périodique.

4.7.1 Condition de Dirichlet

Cette condition est typiquement utilisée en entrée ou à la paroi. Elle consiste à imposer la

valeur de la variable au pointF selon

φF = φDir (4.27)

où φDir est imposé par l’utilisateur. Par exempleφDir = 0 à la paroi pour la vitesse et les

tensions de Reynolds.
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4.7.2 Condition de Neumann

Cette condition consiste à imposer la valeur du flux à la surface de bord. DansCode_Saturne,

cette condition s’écrit

φF = (∇φNeu) · I′F + φI′ (4.28)

où ∇φNeu est la valeur imposée du flux par l’utilisateur. Elle est typiquement utilisée en

sortie ou dans un plan de symétrie, où l’on impose une condition de Neumann homogène

(∇φNeu = 0).

4.7.3 Condition périodique

Cette condition est utile lorsqu’on veut simuler un écoulement turbulent pleinement déve-

loppé et suppose la répétition des propriétés de l’écoulement dans une direction donnée.

L’utilisateur indique le type de périodicité (translationet/ou rotation) et indique la valeur du

vecteur de translation et/ou l’angle de rotation. La figure (4.3) permet de bien expliquer la

mise en œuvre de la périodicité dansCode_Saturne. On considère un maillage monodimen-

sionel composé de quatre cellules numérotées de 1 à 4. Des cellules fictives, nommées1 bis

et 4 bis, sont créées aux bords du domaine, dans le cas d’une périodicité de translation : les

variables de la cellule1 biset 4 bisprennent respectivement les mêmes valeurs que celles

de la cellule numéro 1 et 4.

1 2 3 44 bis 1 bis

FIG. 4.3 – Mise en œuvre de la périodicité dansCode_Saturne.
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4.8 Validation du modèle EB-RSM en canal

Durant la thèse, le modèle EB-RSM a été implémenté dansCode_Saturne, puis validé, pour

une large gamme de nombre de Reynolds, dans un écoulement de canal de demi-hauteur

h0. Une première comparaison est faite avec un code 1D pour trouver les erreurs de codage.

Une deuxième phase de validation consiste à comparer les résultats à la DNS de Moser

et al. [140] pour les faibles nombres de Reynolds (Reτ 6 590) ou à l’expérience de Wei &

Willmarth [187] pour des nombres de Reynolds plus élevés. La première maille à la paroi est

placée eny+
1 < 1. Une condition de périodicité est imposée dans les directions homogènes.

On montre facilement que la quantité qui se conserve par périodicité n’est pas la pression

moyenneP mais la quantitéP∗ définie par

P∗ = P −Kpx (4.29)

où Kp < 0 est le gradient de pression longitudinal etx la position longitudinale dans le

canal. L’équilibre entre les forces de pression et de viscosité montre que

Kp = −ρu
2
τ

h0
(4.30)

Les équations (4.29) et (4.30) montrent que le gradient de pression moyenne s’écrit

−∂P
∂x

= −∂P
∗

∂x
+
ρu2

τ

h0

(4.31)

Le terme sourceρu2
τ/h0 est donc ajouté dans l’équation longitudinale de quantité de mouve-

ment pour compenser le gradient de pression. Pour tester la robustesse du modèle, l’initia-

lisation se fait brutalement, en imposant des profils homogènes partout dans l’écoulement,

comme le montre le tableau (4.1).

La figure (4.4) présente le profil de vitesse moyenne, qui est très satisfaisant dans la zone

logarithmique. L’erreur maximale sur la vitesse débitanteest de 3%. La figure (4.5) donne

les tensions de Reynolds ainsi que le tenseur d’anisotropiepourReτ = 590. La position des

pics et leur valeur sont très satisfaisantes. La limite à deux composantes de la turbulence

est reproduite en proche paroi, avec la valeur limite cruciale b22 = −1/3. La figure (4.6)

montre l’influence deφw
ij etφh

ij dans le terme de pressionφ∗
ij. On voit que le modèle SSG,

seul, se comporte de façon erronée en s’approchant de la paroi, mais que les conditions aux

limites φw
ij et la pondération (3.62) permettent d’obtenir des résultats proches de la DNS.

La dissipation est également satisfaisante (cf. figure (4.7)) : le plateau versy+ ≃ 10 est ce-

pendant difficile à reproduire. Dans le modèle EB-RSM, la valeur deα2 donne directement
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une estimation des effets de paroi (cf. équation (3.62)). La figure (4.8) montre qu’au delà de

y+ = 100 les effets de paroi sont quasiment négligeables puisqueα2 > 95%.

On peut dès à présent faire quelques remarques qui servirontau chapitre6. En inversant

la relation (3.49), on peut écrire

Lp(y) = − y

ln (1 − α)
(4.32)

Une valeur moyenne deLp(y) est calculée sur toute la hauteur du canal selon

Lp =
1

h0

∫ h0

0

Lp(y) dy = 0.056h0 (4.33)

Des testsa posteriori montre que la relation (3.49) est bien vérifiée pourLp ≃ 0.04h0,

comme le montre la figure (4.8).

On écrit maintenant la relation (3.49) avec la variabley+ , ce qui donne

α(y+) = 1 − exp

(

− h0y
+

ReτLp

)

(4.34)

On s’attenda priori queα(y+) soit indépendant du nombre de Reynolds, ce qui est vérifié

a posteriorisur la figure (4.9). On en déduit queReτLp/h0 est une constante indépendante

du nombre de Reynolds. Ainsi, en connaissant la valeur deLp pour un nombre de Reynolds

donné, on peut déduire sa valeur pour n’importe quel nombre de Reynolds. Cette remarque,

ainsi que la relation (3.49) peuvent être très utiles pour imposera priori la valeur deα,

comme on le verra au chapitre6.

U = 20uτ ; uv = −u2
τ ; ε = 14u3

τ/h0 ; α = 1

u2 = 2/3I2
Uu

2
τ ; v2 = 2/3I2

Uu
2
τ ; w2 = 2/3I2

Uu
2
τ ;

TAB. 4.1 – Conditions initiales de l’écoulement de canal àReτ = 590 pour les variables

non nulles. L’intensité initiale de la turbulenceIU est imposée à 7%.
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FIG. 4.4 – Profil de vitesse moyenne prédit par le modèle EB-RSM, pour une large gamme

du nombre de Reynolds. Les profils sont décalés vers le haut pour plus de lisibilité. Com-

paraison avec la DNS [140] pour Reτ 6 590 et l’expérience [187] pour des nombres de

Reynolds plus élevés.
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FIG. 4.5 – Profil des tensions de Reynolds et de l’anisotropie prédites par le modèle EB-

RSM, pourReτ = 590. Comparaison avec la DNS [140]. ◦ u2, 2 v2, △ w2, ∗ uv.
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FIG. 4.7 – Profil de la dissipation prédit par le modèle EB-RSM, pourReτ = 590. Compa-

raison avec la DNS [140].
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FIG. 4.8 – Profil du coefficient de pondérationα2 prédit par le modèle EB-RSM, pour

Reτ = 590. Comparaison avec la loi (3.49), avecLp = 0.04h0 = 24ν/uτ .
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FIG. 4.9 – (a) Coefficient de pondérationα en fonction dey+ pour différents nombres de

Reynolds (toutes les courbes sont confondues). (b) Coefficient de pondérationα en fonction

dey/h0 pour différents nombres de Reynolds.



Chapitre 5

Simulations URANS

Dans un cadre industriel, il est nécessaire de posséder des informations instationnaires

concernant l’écoulement. Elles sont cruciales, par exemple, pour la prédiction des pics de

force, en études de fatigue thermique, pour les interactions fluide/structure, ou encore la pré-

diction du bruit généré par l’écoulement autour d’un corps.Il y a encore vingt ans, seules

la DNS et la LES fournissaient une information sur l’instationnarité. La DNS résout toutes

les échelles de la turbulence et son coût de calcul est proportionnel àRe3. Dans un écou-

lement industriel, le nombre de Reynolds est typiquement del’ordre de plusieurs millions,

rendant la DNS hors de portée avec la puissance et la capacitémémoire des machines ac-

tuelles, et à venir dans les soixante ans [173]. Une alternative possible est la LES. Le nombre

de points nécessaires pour une LES avec résolution pariétale est de l’ordre deRe1.8 [150].

Cette contrainte mène à qualifier ce type de LES de QDNS (Quasi-Direct Numerical Si-

mulation), car le maillage en proche paroi est quasiment aussi raffinéque dans une DNS.

Le coût du calcul devient vite prohibitif dans les applications industrielles. L’utilisation des

lois de paroi [148, 22] a l’avantage de ne pas nécessiter l’intégration des équations jusqu’à

la paroi et permet de diminuer le coût de calcul qui devient proportionnel àRe0.5, ce qui

reste encore élevé. Il faut donc trouver d’autres alternatives, moins coûteuses que la DNS

et la LES. Récemment, une multitude de simulations instationnaires a vu le jour (cf. cha-

pitre1). Parmi tous ces types de simulations instationnaires, on trouve l’URANS (Unsteady

Reynolds-Averaged Navier-Stokes). Cette méthodologie consiste à résoudre les équations

modèles RANS en prenant en compte le terme instationnaire∂/∂t dans toutes les équa-

tions. Des tests ont montré, de façon surprenante, que les simulations URANS sont capables

de capturer des structures instationnaires à grande échelle dans divers types d’écoulement,

avec le bon ordre de grandeur du nombre de Strouhal. De façon générale, la solution URANS

moyennée dans le temps est plus réaliste que la solution RANS[83]. De ce fait, cette mé-

70
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thodologie s’est répandue dans le monde industriel. L’objectif de ce chapitre est de l’ap-

pliquer à un cas test présentant de fortes instationnaritésnaturelles, dues à des mécanismes

intrinsèques à l’écoulement, tout en s’intéressant à la modélisation des effets de paroi avec

le modèle EB-RSM. La marche descendante est un écoulement académique complexe qui

offre ces deux aspects. Lasher & Taulbee [108] ont montré en 1992 que les modèles RSM,

dans le cadre des simulations URANS, sont capables de capturer le lâcher tourbillonnaire,

avec un nombre de Strouhal correct. Ce résultat est en partieà l’origine du développement

des simulations URANS dans l’industrie.

A l’heure actuelle, il faut savoir qu’il n’existe pas de consensus général concernant la mé-

thodologie URANS. Ce chapitre présente d’abord cette méthodologie selon la vision de

l’auteur, suivie d’une analyse critique. Les résultats surla marche descendante sont ensuite

étudiés. La base de données expérimentales de Driver & Seegmiller [44] et Driveret al.[45]

a été choisie pour les comparaisons expérience/simulation. Différents modèles RANS seront

testés sur la marche : le modèle bas-Reynolds EB-RSM [128] sera comparé au modèle stan-

dardk–ε linéaire [115] et au modèle standard au second ordre LRR [112], avec utilisation de

lois de paroi. On tentera de répondre à la question suivante :la méthodologie URANS est-

elle capable de prédire quantitativement, et de façon fiable, les fréquences caractéristiques et

l’amplitude de l’énergie contenue dans les structures à grande échelle, dans un écoulement

cisaillé décollé tel que la marche descendante ?

5.1 Définition de l’URANS

Dans une simulation RANS, la variable instantanée génériqueA∗ est décomposée en une

moyenne d’ensembleA∗ et une fluctuationa = A∗ −A∗ selon

A∗(x, t) = A∗(x, t)
︸ ︷︷ ︸moyenne d'ensemble+ a(x, t)

︸ ︷︷ ︸�utuation (5.1)

Cette décomposition est la décomposition classique de Reynolds. Pour une expérience qui

peut se répéterN fois de façon identique, la moyenne d’ensemble est définie par

A∗(x, t) = lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

A∗(n)(x, t) (5.2)

oùA∗(n) est la mesure deA∗ à lanième réalisation. Dans un premier temps, l’URANS peut
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se définir par la continuité d’un calcul RANS dans un écoulement statisquement périodique,

dans lequel les instationnarités sont imposées par les conditions aux limites. Un exemple

d’un tel écoulement est le jet pulsé à une fréquence donnée [56]. Dans ce cas, la moyenne

d’ensemble est exactement équivalente à une moyenne de phase, définie par

〈A∗〉 (x, t) = lim
N→∞

1

N + 1

N∑

n=0

A∗(x, t+ nT1) (5.3)

où T1 est la période du phénomène. La moyenne de phase, notée〈·〉, peut être considérée

comme un filtre de convolution temporel, dont le noyau est un peigne de Dirac [57]. Le

champ instantané filtré par la moyenne de phase dépend du temps, et il est donc nécessaire

de garder le terme au dérivée partielle temporelle∂/∂t dans les équations moyennées. Toute

variable instantanéeA∗ est décomposée selon [81, 80, 162]

A∗(x, t) = Ã(x, t) + a′′(x, t) (5.4)

avec par définition

Ã = 〈A∗〉 la variable filtrée (résolue)

a′′ = A∗ − 〈A∗〉 la fluctuation résiduelle

La décomposition (5.4) est dénomméedécomposition double, et elle est exactement équiva-

lente à la décomposition (5.1) de Reynolds, où̃A n’est autre que la moyenne d’ensemble,

équivalente à une moyenne de phase dans un écoulement statistiquement périodique. La va-

riable filtrée est elle-même décomposée en une moyenne temporelleA et une fluctuationa′

par rapport à cette moyenne

Ã(x, t) = A(x)
︸ ︷︷ ︸moyenne temporelle+ a′(x, t)

︸ ︷︷ ︸�utuation ohérente (résolue) (5.5)

La fluctuationa′ est qualifiée decohérentecar elle posséde un caractère périodique. La

moyenne temporelleA = T {A∗} peut se définir par

T {A∗} = lim
T→∞

1

T

∫ t

t−T

A∗(x, t′) dt′ (5.6)

On obtient ainsi unedécomposition triplede la variable instantanée

A∗(x, t) = A(x) + a′(x, t)
︸ ︷︷ ︸

Ã(x, t)

+a′′(x, t) (5.7)
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On décompose donc la vitesse et la pression instantanée selon

U∗
i = Ui + u′i

︸ ︷︷ ︸

Ũi

+u′′i (5.8)

P ∗ = P + p′
︸ ︷︷ ︸

P̃
+p′′ (5.9)

La moyenne de phase est un filtre de convolution linéaire, préservant les constantes et

commutant avec les dérivées spatiales et temporelle. Elle vérifie les propriétés suivantes

[81, 162] :

T {〈A∗〉} = 〈T {A∗}〉 = T {A∗}, 〈a′B∗〉 = a′ 〈B∗〉 , 〈T {A∗}B∗〉 = T {A∗} 〈B∗〉 ,
T {a′} = 0, T {a′′} = 〈a′′〉 = 0, 〈a′〉 = a′, (5.10)

T {〈〈A∗〉B∗〉} = T {〈A∗〉 〈B∗〉} = T {〈A∗〉B∗}

oùA∗ etB∗ sont des grandeurs instantanées quelconques. Une conséquence importante de

ces propriétés est que la moyenne de phase est idempotente, c’est-à-dire

〈〈A∗〉〉 = 〈A∗〉 (5.11)

Il en découle que la partie filtréẽA et la fluctuation résiduellea′′ sont décorrélées [80, 162] :

〈

Ãa′′
〉

= 0 (5.12)

Pour illustrer la décomposition (5.7), la figure (5.1) montre un exemple de champ instantané

de vitesse, et la figure (5.2), les divers champs issus de la décomposition double et triple.

Dans le cas d’un écoulement statistiquement stationnaire,tel que le canal plan, les sillages

derrière un obstacle ou la marche descendante, la moyenne d’ensemble est équivalente à

la moyenne temporelle, par ergodicité. La moyenne d’ensemble est donc indépendante du

temps. En pratique, la méthodologie URANS consiste à résoudre les équations modèles

RANS tout en gardant le terme instationnaire∂/∂t. Ce terme devrait être nul si la vitesse

résolue correspond à la moyenne d’ensemble. Or, dans des écoulements présentant des insta-

tionnarités naturelles dues à des mécanismes intrinsèquesà l’écoulement, tels que la marche

descendante ou les écoulements de sillage, les expériencesnumériques [17, 54, 82, 83, 27]
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FIG. 5.2 – Champ de vitesse filtré̃Ui et moyenUi en fonction du temps.
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montrent que la solution URANS peut donner une vitesse résolue qui dépend du temps, si-

gnifiant que ce n’est plus la décomposition (5.1) de Reynolds qui est utilisée dans la décom-

position des variables instantanées. Selon la vision de l’auteur, la décomposition URANS

peut s’interpréter comme l’application d’un filtre spatio-temporel implicite aux variables

instantanées, ce filtre étant impliqué par l’introduction d’un modèle de turbulence dans les

équations. La largeur du filtre est de l’ordre de grandeur de l’échelle intégrale (de longueur

ou de temps). L’idée essentielle est que ce filtre, toujours noté〈·〉, doit extraire les structures

organisées à grande échelle pour les calculer explicitement, tandis que la fluctuation, repré-

sentative de l’agitation turbulente, est modélisée. Toutes les propriétés de la moyenne de

phase et les décompositions résultantes, présentées dans cette section, sont supposées être

également valables pour le filtre implicite. Il est important de noter que, dans la décomposi-

tion double, la variable filtrée (résolue) peut dépendre du temps, même pour un écoulement

statistiquement stationnaire.

A l’heure actuelle, il n’existe pas de consensus satisfaisant sur la décomposition URANS et

du filtrage associé, dans un cadre général. Par exemple, par analogie avec le formalisme de

la LES ou de la TLES (cf. chapitre6), on peut considérer la décomposition URANS comme

étant issue de l’application d’un filtre spatial ou temporelaux variables instantanées, impo-

sant une coupure1 dans le spectre d’énergie. Dans une LES ou une TLES, la taillede filtre

est liée à la taille locale de maille ou au pas de temps, alors que dans l’URANS, elle est liée

à l’échelle intégrale de longueur ou de temps, donnée par le modèle de turbulence utilisé.

Les simulations RANS modélisent tout le spectre d’énergie,signifiant que la part d’énergie

résolue explicitementkr est nulle : la coupureκc est nulle. La décomposition URANS im-

plique une coupure non-nulle. L’énergiekr correspondant à la zone[0, κc] est résolue expli-

citement, alors que l’énergiekm correspondant à la zone[κc,∞] est modélisée. Il est difficile

de quantifier explicitement la position de la coupure. Cependant, l’expérience montre que

les simulations URANS ne peuvent capturer que les structures aux échelles les plus grandes,

signifiant que la coupure se trouve dans les très grandes échelles2. Ainsi, un calcul URANS

donne une solution instationnaire dans un écoulement de sillage [17, 54, 82, 83, 27], alors

que dans un écoulement de couche-limite par exemple, l’URANS est incapable de capter les

streaks, fines structures en proche paroi, et la solution URANS dégénère naturellement vers

une solution RANS. Une quantité importante est le ratiokr/k : il montre la part d’énergie

1On parlera de nombre d’onde de coupureκc ou de fréquence de coupureωc selon que l’on utilise un

filtrage spatial ou temporel (cf. chapitre6).
2On parlera destructures aux échelles les plus grandesou destructures à très grandes échellespour

qualifier les échelles les plus énergétiques, de l’ordre de l’échelle intégrale.
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résoluekr par rapport à l’énergie fluctuante totalek, et permet de se faire une idée approxi-

mative sur la position de la coupure dans le spectre.

Ha Minh [70] considère que l’URANS est unemodélisation semi-déterministe(SDM pour

Semi-Deterministic Model) : pour un écoulement statistiquement stationnaire présentant ce-

pendant des instationnarités naturelles à grande échelle (sillage, couche de mélange, marche

descendante,etc.), Ha Minh [70] considère que l’écoulement est la superposition de struc-

tures déterministes que l’on cherche à résoudre explicitement, et d’une turbulence de fond

considérée comme aléatoire, et que l’on modélise par des méthodes statistiques. Ainsi, la

décomposition URANS aboutit à la superposition de deux spectres d’énergie : le premier

caractérise les structures cohérentes alors que le second caractérise la turbulence de fond.

Cette approche ne fait pas intervenir de coupure. Suivant l’approche SDM, on ne considère

plus l’écoulement comme étant statistiquement stationnaire, mais comme un écoulement

statistiquement instationnaire : la moyenne d’ensemble, équivalente alors à une moyenne de

phase, permettrait d’extraire la partie déterministe qui est une fonctiona priori de l’espace

et du temps, et il devient absolument nécessaire de garder leterme∂/∂t dans les équations

moyennées.

Lorsque le phénomène est pseudo-périodique, on ne peut plusappliquer la moyenne de

phase. On utilise alors une moyenne diteconditionnelle, pouvant se définir par

〈A∗〉 (x, t) = lim
N→∞

1

N + 1

N∑

n=0

A∗(x, t+ tn) (5.13)

où les instantstn doivent être choisis judicieusement, de telle manière à caractériser les

phénomènes instationnaires auxquels on s’intéresse. Ce choix est en réalité très subjectif et

se fait par des méthodes conditionnelles [5] : par exemple, les instantstn sont sélectionnés

quand la valeur de la vorticité est supérieure à une valeur seuil donnée.

Cette vision de l’URANS, proposée par Ha Minh, n’est pas adoptée par l’auteur car la

moyenne d’ensemble, définie par (5.2), donne expérimentalement une quantité indépendante

du temps dans les écoulements présentant des instationnarités naturelles à grande échelle,

tels que la marche descendante ou les écoulements de sillage.

En pratique, le coefficientCµ du modèlek–ε est diminué de sa valeur classiqueCµ = 0.09

àCµ = 0.02 [102] ou Cµ = 0.06 [6] selon les cas, et permet ainsi de diminuer la viscosité

turbulente et de capturer les structures cohérentes. Le modèle OES [79] (Organized Eddy

Simulation) adopte la même philosophie que l’approche SDM et opte plutôt pour la valeur

Cµ = 0.02. Cette diminution deCµ est justifiée par ces différents auteurs du fait que la
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valeur classique de ce coefficient provient d’une calibration dans une turbulence proche de

l’équilibre, valeur pouvant être remise en cause dans le casd’un écoulement instationnaire,

hors équilibre.

Pour des raisons de clarté, on utilisera dorénavant le vocabulaire suivant :

– un calcul RANS est un calcul où la moyenne d’ensemble correspond à une moyenne

temporelle, et utilisant des modèles classiques dans un contexte stationnaire, c’est-à-dire

sans le terme instationnaire∂/∂t dans les équations moyennées ;

– un calcul URANS est un calcul instationnaire, c’est-à-dire avec une prise en compte du

terme∂/∂t dans les équations, utilisant des modèles classiques RANS et sans modifi-

cation, tel que pratiqué abondamment dans l’industrie. Il peut s’agir indifféremment de

calculs dans le cas d’écoulements statistiquement périodiques où la partie résolue corres-

pond à la moyenne de phase, ou de calculs en écoulement statistiquement stationnaire

pour lequel le modèle implique un filtre spatio-temporel implicite. Néanmoins, cette vi-

sion de l’URANS se distingue de la LES car la largeur du filtre est liée à l’échelle intégrale

donnée par le modèle, et l’on n’utilise pas un modèle de sous-maille classique, mais un

modèle avec des équations de transport. La définition de la décomposition URANS et

du filtre correspondant reste encore aujourd’hui une question ouverte. Par la suite, on

supposera que ce filtre est un opérateur linéaire implicitement imposé par le modèle de

turbulence, et capable d’extraire les structures cohérentes aux très grandes échelles et qui

ont un temps de vie long par rapport à l’échelle de la turbulence de fond. La section (5.3)

discute de l’utilisation de la méthodologie URANS dans un écoulement statistiquement

périodique ou stationnaire ;

– pour les calculs instationnaires utilisant des modèles modifiés, on utilisera les sigles pro-

posés par les différents auteurs eux-mêmes (SDM [6, 102, 70], OES [79], SAS [135, 134],

etc.).

5.2 Équations du mouvement en URANS

L’application du filtre implicite, discuté à la section précédente, aux équations de Navier-

Stokes et l’introduction de la décomposition (5.4) pour la vitesse et la pression instantanée,

permettent d’obtenir les équations du mouvement, qui s’écrivent pour un écoulement incom-
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pressible
∂Ũi

∂xi
= 0 (5.14)

∂Ũi

∂t
+ Ũj

∂Ũi

∂xj

= −1

ρ

∂P̃
∂xi

+ ν
∂2Ũi

∂xj∂xj

− ∂
〈
u′′i u

′′
j

〉

∂xj

(5.15)

Pour obtenir ces équations, on suppose que le filtre implicite commute avec les dérivées

spatiales et temporelle, et qu’il est idempotent, dont la conséquence est la propriété (5.12).

Ces équations sont formellement identiques aux équations RANS pour un écoulement sta-

tistiquement instationnaire. Le terme
〈
u′′i u

′′
j

〉
est appelétenseur de Reynolds incohérentet

il représente l’influence de la turbulence de fond (modélisée) sur le champ filtré (résolu).

La résolution du champ filtré nécessite un modèle de fermeture pour le tenseur de Reynolds

incohérent. Son équation de transport s’écrit [80, 162]

∂
〈
u′′i u

′′
j

〉

∂t
+ Ũk

∂
〈
u′′i u

′′
j

〉

∂xk
︸ ︷︷ ︸

C̃ij

= ν
∂2
〈
u′′i u

′′
j

〉

∂xk∂xk
︸ ︷︷ ︸

D̃ν
ij

−∂
〈
u′′i u

′′
ju

′′
k

〉

∂xk
︸ ︷︷ ︸

D̃T
ij

− 2ν

〈
∂u′′i
∂xk

∂u′′j
∂xk

〉

︸ ︷︷ ︸

ε̃ij

−1

ρ

〈

u′′i
∂p′′

∂xj

〉

− 1

ρ

〈

u′′j
∂p′′

∂xi

〉

︸ ︷︷ ︸

φ̃∗
ij

−〈u′′i u′′k〉
∂Ũj

∂xk
−
〈
u′′ju

′′
k

〉 ∂Ũi

∂xk
︸ ︷︷ ︸

P̃ij

(5.16)

Cette équation est formellement identique à l’équation destensions de Reynolds dans la mé-

thodologie RANS. Les termes̃Cij, D̃ν
ij, D̃

T
ij, φ̃

∗
ij, P̃ij et ε̃ij sont respectivement la convection

par le champ filtré, la diffusion moléculaire, le transport par la turbulence de fond, le terme

de pression, la production de la turbulence de fond par le champ filtré, et la dissipation

visqueuse. En pratique, on utilise par extension un modèle RSM issu de la méthodologie

RANS, sans modifications particulières, pour modéliser lescorrélations inconnues que sont

les termesD̃T
ij, φ̃

∗
ij, et ε̃ij. Cette hypothèse sera discutée à la section (5.3).

L’énergie cinétique fluctuante totale s’écrit par définition

k =
1

2
(u′i + u′′i )(u

′
i + u′′i ) (5.17)

En utilisant la propriété (5.12), on voit qu’une partie de l’énergie cinétique fluctuante totale

est résolue et une autre modélisée :
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k = kr
︸︷︷︸énergie résolue+ km

︸︷︷︸énergie modélisée (5.18)

avec

kr =
1

2
u′iu

′
i =

1

2

(

Ũi − Ui

)(

Ũi − Ui

)

(5.19)

km = k′′ =
1

2
〈u′′i u′′i 〉 =

1

2
u′′i u

′′
i (5.20)

oùk′′ = 1
2
〈u′′i u′′i 〉. Une écriture plus pratique pour calculerkr est donnée par

kr =
1

2
ŨiŨi −

1

2
UiUi (5.21)

Le point de vue de Germano [58], présenté en détail au chapitre6, à la section (6.1.1.2),

permet de ne pas utiliser l’hypothèse d’idempotence du filtre implicite. Pour cela, il introduit

les moments centrés généralisés, définis par les relations (6.23) et (6.24). Les équations du

mouvement restent formellement identiques et s’écrivent3

∂Ũi

∂t
+ Ũj

∂Ũi

∂xj

= −1

ρ

∂P̃
∂xi

+ ν
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− ∂τijSFS

∂xj

(5.22)
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(5.23)

avec

τijSFS = τ(U∗
i , U

∗
j ) =

〈
U∗

i U
∗
j

〉
− 〈U∗

i 〉
〈
U∗

j

〉
(5.24)

Les corrélations inconnues̃DT
ij , ε̃ij et φ̃∗

ij sont supposées être modélisées par un modèle

RANS, sans modification particulière des constantes empiriques. L’énergie cinétique fluc-

tuante totale est exactement donnée par

k = kr + kSFS (5.25)

3L’équation de continuité filtrée ne varie pas et n’est donc pas reproduite.
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oùkr est défini par (5.21) et

kSFS =
1

2
τiiSFS (5.26)

Le termekSFS contient implicitement le terme croisé〈u′iu′′i 〉, qui est nul si le filtre implicite

est idempotent.

5.3 Analyse critique de l’URANS

• Légitimité de l’URANS dans un écoulement statistiquement périodique. Carpy &

Manceau [26] se sont intéressés à un écoulement statistiquement périodique : le jet pulsé

[56]. Dans ce cas, la moyenne d’ensemble est équivalente à une moyenne de phase, et l’ap-

proche URANS est exactement équivalente à l’approche RANS où l’on garde le terme ins-

tationnaire∂/∂t dans les équations moyennées. L’utilisation d’un modèle RANS classique

dans ce contexte instationnaire est justifié si le temps caractéristique des instationnarités est

bien supérieur à l’échelle temporelle de la turbulencek/ε. Dans l’expérience du jet pulsé

[56], les échelles temporelles ne sont séparées que d’un ordre de grandeur. Les modèles

linéaires à viscosité turbulente donnent une dynamique complètement fausse, du fait que

les tensions de Reynolds et le tenseur de déformation sont supposés être toujours alignés,

d’après l’hypothèse de Boussinesq. La production de la turbulence est donc surestimée,

entraînant une trop forte diffusivité turbulente, et les structures cohérentes sont très vite dif-

fusées. Au contraire, les modèles RSM sont capables de reproduire la dynamique globale

de l’écoulement sans modifications particulières des équations et des constantes empiriques,

bien que la séparation des échelles temporelles ne soit pas nette.

Par ailleurs, les modèles RANS se basent sur une hypothèse d’unicité des échelles de temps

et de longueur de la turbulence, et en particulier, ils supposent que ces échelles peuvent se

calculer à partir de la dissipationε. Cette hypothèse n’est plus valide pour les écoulements

fortement instationnaires, hors-équilibres. Pour cette raison, certains auteurs [161, 162, 29,

163, 24, 21] ont proposé des modèles multi-échelles.

• Légitimité de l’URANS dans un écoulement statistiquement stationnaire. Au-delà de

la définition précise de la décomposition URANS dans un écoulement statistiquement sta-

tionnaire, une question fondamentale se pose : est-il légitime d’utiliser des modèles RANS

(stationnaires) dans le cadre de la méthodologie URANS (instationnaire) ? Il est souvent dit

que les modèles RANS sont calibrés pour des écoulements stationnaires [6]. Cette affirma-

tion est vraie pour les coefficientsCµ et σε qui sont calibrés par l’expérience et/ou la DNS
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en écoulement de canal, et en référence à la zone logarithmique qui est une région en équi-

libre spectral. De nombreux autres coefficients sont calibrés en écoulement instationnaire.

On peut citer, par exemple, le coefficient du terme lent de pression dans le modèle de Rotta,

calibré en turbulence homogène initialement anisotrope. Le coefficient du terme rapide de

pression dans le modèle IP est estimé par la théorie RDT (Rapid Distorsion Theory), qui se

place à la limiteSk/ε → ∞ où S =
√

2SijSij . Les coefficientsCε1
et Cε2

sont calibrés

respectivement en turbulence décroissante de grille et en turbulence homogène cisaillée (cf.

chapitre6, section (6.2.4) pour plus de détails). Chaouat & Schiestel [28] montrent que le

coefficientCε2
de l’équation de la dissipation dépend en fait des variablesdynamiques et

du spectre d’énergie (cf. chapitre6). La valeurCε2
= 1.83 proposée dans le modèle EB-

RSM, ou la valeur classiqueCε2
= 1.92 du modèlek–ε, est en fait un compromis pour

donner les meilleurs résultats pour une large gamme d’écoulements. Ainsi, les équations

RANS peuvent posséder intrinsèquement une information instationnaire pour un écoule-

ment donné, qui se manifeste en URANS par l’ajout du terme∂/∂t. L’ajout de ce degré de

liberté change la nature et le comportement des équations URANS par rapport aux équations

stationnaires RANS. En se référant formellement à la théorie de la stabilité linéaire [43], on

permet ainsi à la solution stationnaire RANS de bifurquer vers une solution instationnaire

URANS.

Il n’y a pasa priori de raisons pour que les variables RANS et celles moyennées dans le

temps issues d’une simulation URANS soient identiques. Destestsa posterioricorroborent

ce résultat : la solution instationnaire URANS moyennée dans le temps donne des résultats

plus proches de l’expérience que la solution stationnaire RANS [17, 27, 42, 83, 143, 54].

Ceci s’explique par le fait qu’une simulation URANS résout explicitement une partie du

spectre d’énergie, correspondant aux structures cohérentes, et diminue ainsi l’empirisme par

rapport à un modèle RANS où toutes les structures sont modélisées.

Dans les écoulements cisaillés décollés, les instationnarités ne sont pas imposées par les

conditions aux limites mais par des instabilités intrinsèques à l’écoulement. L’instabilité

bien connue de Kelvin-Helmholtz est à l’origine du lâcher tourbillonnaire dans la couche

cisaillée et des instationnarités à grande échelle dans l’écoulement de marche descendante.

Dans ces écoulements, les échelles de la turbulence et du lâcher tourbillonnaire sont du

même ordre de grandeur, et il est donc difficile de justifier l’utilisation de l’URANS en théo-

rie.

• Comportement de l’URANS au raffinement du maillage. L’URANS fut sans doute

la première méthodologie instationnaire peu coûteuse, mise en œuvre de façon intensive
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dans divers type d’écoulement à partir des années 1990. A la grande différence de la LES

et des modèles hybrides à proprement parler4, la taille de la maille n’intervient pas dans

les modèles URANS. Le raffinement du maillage permet de résoudre de mieux en mieux les

structures cohérentes, par diminution des erreurs numériques. Le raffinement ne joue pas sur

la physique, dans le sens où le modèle ne résout pas plus de structures. La coupure est im-

posée implicitement et une fois pour toute par les équationsmodèles. Ainsi, le raffinement

du maillage ne permet pas à l’URANS d’atteindre la limite DNS, contrairement à la LES et

aux modèles hybrides.

5.4 La marche descendante

5.4.1 Physique de l’écoulement de marche descendante

La marche descendante est un cas académique d’écoulement cisaillé décollé. Ce type d’écou-

lement présente de fortes instationnarités et a largement été étudié par le passé [19, 51, 45,

119, 96, 32]. Bien que le point de décollement soit fixé par la géométrie,la marche re-

groupe tout un ensemble de mécanismes physiques complexes :lâcher tourbillonnaire dans

la couche cisaillée ; appariemment et convection de ces structures vers l’aval ; interaction

des structures avec la paroi ; battement à basse fréquence dela zone de recirculation et de la

couche cisaillée ; rétablissement de la couche limite aprèsle point d’impact, dans la zone de

relaxation. Malgré les similitudes notées avec une couche de mélange plane [5], la marche

présente des aspects plus compliqués par la présence de la paroi, de la zone de recirculation,

et du fait que la couche cisaillée soit incurvée.

L’expérience [5, 45, 119] met en évidence deux fréquences caractéristiques. Les nombres

de Strouhal associés sont notésSt1 pour la haute fréquence etSt2 pour la basse fréquence.

Le premier caractérise le lâcher tourbillonnaire dans la couche cisaillée, phénomène appelé

sheddingen anglais. La seconde fréquence est caractéristique des battements de la couche

cisaillée, phénomène appeléflappingen anglais. Par la suite, on utilisera par commodité les

termes anglo-saxons.

• Shedding. Le sheddingest issu des instabilités bien connues de Kelvin-Helmholtzdans la

couche cisaillée. Le StrouhalSt1 caractérisant ce phénomène est défini par

St1 =
f1δω
Ush

(5.27)

4Dans l’introduction, on a défini un modèle hybride comme étant compatible avec les deux limites extrêmes

RANS et DNS.



5.4. La marche descendante 83

où f1 est la fréquence caractéristique dushedding, Ush = U0/2 la vitesse de cisaillement et

δω l’épaisseur locale de vorticité définie par

δω(x) = U0

(

max
y

∂U

∂y
(x, y)

)−1

(5.28)

où U0 est la vitesse maximale au centre du canal amont. L’épaisseur de vorticité donne

l’ordre de grandeur des structures tourbillonnaires issues de l’instabilité de Kelvin-Helmholtz.

• Flapping. Certaines structures issues du décollement sont convectées vers l’aval, d’autres

impactent la paroi autour du point de recollement et d’autres sont absorbées vers la zone de

recirculation. Selon Kiya & Sasaki [96], le flappingest dû à une accumulation de structures

tourbillonnaires dans la zone de recirculation. Quand le montant de vorticité devient trop im-

portant dans cette zone, elle explose et laisse échaper un vortex conduisant à une longueur

de recirculation plus courte. Les structures temporairement piégées dans la recirculation

peuvent remonter vers la couche cisaillée pour être de nouveau convectées vers l’aval. La

basse fréquence présente dans l’écoulement est associée auretour de ces structures vers la

couche cisaillée. Leflappingsemble être la cause des fluctuations de la longueur de recolle-

ment autour de sa valeur moyenne, ces fluctuations pouvant atteindre 30% [6].

De nombreux paramètres peuvent influencer les caractéristiques moyennes de l’écoulement

de marche descendante :

– état (laminaire ou turbulent) de la couche limite arrivantsur la marche ;

– épaisseurδ de la couche limite arrivant sur la marche ;

– nombre de Reynolds en entrée défini parRe = U0h/ν où h est la hauteur de marche et

U0 la vitesse maximale au centre du canal amont ;

– intensité turbulente en entrée de la marche ;

– taux d’expansion défini parE0 = H2/H1 oùH1 etH2 sont les hauteurs du canal amont

et aval respectivement ;

– rapport d’aspect défini parA0 = Lz/h oùLz est l’envergure du canal.

On pourra se reporter à Adams & Johnston [1, 2], Ha Minh [69], Isomoto & Honami [85],

Ötügen [191] et Brederode & Bradshaw [20] pour une étude précise de l’influence de ces

différents paramètres.

La marche descendante reste encore aujourd’hui un challenge car elle pose de nombreux

problèmes de modélisation : prédiction du coefficient de frottement, de la longueur moyenne
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de recollement, des vitesses et des tensions de Reynolds dans la zone de recirculation ; pré-

diction des fréquences caractéristiques (sheddinget flapping) ; prédiction correcte du réta-

blissement de la vitesse et des tensions de Reynolds après lerecollement. L’application du

modèle EB-RSM, dans la méthodologie URANS, permettra de tester d’une part l’apport du

modèle à pondération elliptique dans la prédiction des quantités pariétales, et d’autre part

sa capacité à capturer les fréquences caractéristiques ainsi que l’énergie contenue dans les

structures instationnaires à grande échelle.

5.4.2 Choix de l’expérience de Driver & Seegmiller [44]

Les bases de données expérimentales datant d’avant 1981 sont inutilisables [108] à cause

de l’utilisation exclusif de fils chauds dans la zone de recirculation, où l’intensité de la tur-

bulence, basée surU0, peut atteindre 30% à 40%. Le temps de réponse d’un fil chaud n’est

pas adapté à de tels niveaux de turbulence, et par ailleurs, le fil chaud n’est pas sensible à

la direction de la vitesse. L’expérience de Driver & Seegmiller [44] a été réalisée en 1985

et avait été proposée auparavant comme un cas test pour l’évaluation des modèles de tur-

bulence à la conférence de Stanford en 1981. Les vitesses instantanées sont mesurées par

LDV (Laser Doppler Velocimeter). Le coefficient de frottement est mesuré par la méthode

dite ducoin d’huile. Elle consiste à mesurer, par interférométrie laser, l’épaisseur d’un film

d’huile sur la paroi et de remonter ainsi à la contrainte pariétale. Les incertitudes sont esti-

mées à±15% dans la zone de recirculation et±8% partout ailleurs. Selon Lasher & Taulbee

[108], la hauteur de marcheh ne doit pas dépasser10% de la hauteurH1 du canal amont,

ce qui revient à dire que le taux d’expansionE0 = H2/H1 doit être typiquement inférieur

à1.10. Dans le cas contraire, les effets de pression dominent sur les effets de la turbulence.

C’est ainsi que Chieng & Launder [33] prédisent correctement la longueur de recirculation,

avec un modèlek–ε, quandE0 ≈ 2, mais la sous-estiment de30% quandE0 est plus pe-

tit. L’expérience de Driver & Seegmiller [44] est choisie pour plusieurs raisons : nombre

de Reynolds suffisamment élevé, conditions d’entrée bien définies, taux d’expansion égal à

1.125, rapport d’aspect suffisamment grand pour négliger les effets des parois latérales, fré-

quences caractéristiques disponibles. Le tableau (5.1) récapitule les diverses caractéristiques

de l’expérience. Une base de données DNS de la marche descendante existe [118], mais le

nombre de Reynolds est faible (Re = 5100), à cause des contraintes imposées par ce type

de simulation. Certains effets bas-Reynolds peuvent apparaître et mener à des conclusions

qui ne sont pas valables pour les écoulements où le nombre de Reynolds est beaucoup plus

élevé.
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Nombre de Reynolds Re = U0h/ν = 37500

Épaisseur de couche limite en entrée δ = 1.5h

Épaisseur de quantité de mouvement en entrée θ ≃ 0.154h

Taux d’expansion E0 = H2/H1 = 1.125

Rapport d’aspect A0 = Lz/h = 12

Recirculation principale moyenne lr1 = 6.26h

Recirculation secondaire moyenne lr2 ≈ h

Temps caractéristique dushedding T1 ≃ 10h/U0

Temps caractéristique duflapping T2 ≈ 33h/U0

TAB. 5.1 – Divers caractéristiques de l’expérience de Driver & Seegmiller [44]. Les fré-

quences caractéristiques ont été mesurées par Driveret al. [45].

5.4.3 Configuration numérique

Soit respectivementx ety des vecteurs unitaires dans la direction longitudinale et normale

à la paroi. La marche est placée enx/h = 0, et l’entrée est enx/h = −4. La sortie est

enx/h = 40. La paroi inférieure est eny/h = 1 avant la marche, puis eny/h = 0 après

la marche. La paroi supérieure est donc eny/h = 9 pour avoir un taux d’expansion égal à

E0 = 1.125. Les calculs sont effectués avecCode_Saturne[4], développé parÉlectricité de

France. Trois modèles de turbulence sont testés. Le modèle bas-Reynolds EB-RSM [128]

sera comparé aux modèles haut-Reynoldsk–ε [115] (modèle EVM linéaire) et LRR [112]

(modèle RSM), avec utilisation de lois de paroi standards. Le modèle EB-RSM est basé

sur la théorie de la relaxation elliptique, et reproduit l’effet de blocage de la paroi, effet

crucial et non-local. Les dérivées spatiales sont approximées par un schéma centré, d’ordre

2 en espace. L’avancement en temps se fait par un schéma Eulerimplicite, d’ordre 1 en

temps. La convergence en temps est soigneusement vérifiée. Pour cela, deux pas de temps

différents sont testés :∆t = 0.1h/U0 et ∆t = 0.01h/U0, représentant un écart de deux à

trois ordres de grandeur avec le temps caractéristique dushedding. Les résultats au niveau

instantané et moyen sont identiques. L’indépendance de la solution en fonction du maillage

doit également être vérifiée. Six maillages différents, numérotés de 1 à 6, sont utilisés pour

les calculs haut-Reynolds (k–ε et LRR), le maillage 1 étant la référence. La première maille

à la paroi du maillage le plus raffiné (maillage 6) est à la limite de la validité des lois de

paroi. Cependant, dans la bulle de recirculation, la vitesse de frottement étant nulle au point

de rattachement, on saita priori que la première maille à la paroi ne sera pas dans la zone

de validité de ces lois. Ce problème est inhérent aux simulations haut-Reynolds et ne peut

être évité. Six maillages, numérotés de 7 à 12, sont également utilisés pour les calculs bas-

Reynolds, avec le modèle EB-RSM, le maillage 7 étant la référence pour ce modèle. Leurs



86 Chapitre 5. Simulations URANS

caractéristiques sont données dans le tableau (5.2) et (5.3), où Ncell est le nombre total

de points, ety+
1 est la distance du premier point à la paroi, en unités pariétales5 ; fr est

le facteur de raffinement dans chaque direction par rapport au maillage de référence. Par

exemple, le maillage 6 possède quatre fois plus de points dans chaque direction par rapport

au maillage 1.

Maillage 1 2 3 4 5 6

fr 1 1.5 2 2.5 3 4

Ncell 1396 3396 5970 9842 14234 25154

y+
1 150 100 75 60 50 37

TAB. 5.2 – Caractéristiques des maillages pour les modèles haut-Reynolds (k–ε et LRR).

Maillage 7 8 9 10 11 12

fr 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Ncell 3954 5936 7920 10816 13838 17256

y+
1 3 2.5 2.1 1.9 1.6 1.5

TAB. 5.3 – Caractéristiques des maillages pour le modèle bas-Reynolds EB-RSM.

5.4.4 Conditions d’entrée

Il est bien connu que les écoulements cisaillés et décollés sont très sensibles au condition

amont. Une attention particulière est portée aux conditions d’entrée qui ne sont pas celles

d’un canal pleinement développé. Une simulation de canal endéveloppement, à débit im-

posé, est donc effectuée avec chaque modèle pour extraire les différentes quantités du mo-

dèle. Pour les simulations haut-Reynolds, on place la première maille à la paroi eny+ = 50,

et pour les simulations bas-Reynolds, eny+ = 0.5. On choisit la position longitudinale où le

profil de vitesse correspond le mieux au profil expérimental en entrée de la marche. La figure

(5.3) compare les profils de vitesse ainsi obtenus à l’expérience, pour les trois modèles de

turbulence utilisés. Différents paramètres d’entrée sontrésumés dans le tableau (5.4).

Avec les modèles haut-Reynolds, il a été difficile d’obtenirsimultanément le bon frottement

et la bonne épaisseur de couche-limite (à 99%), contrairement au modèle EB-RSM. Bien que

5Les unités pariétales sont adimensionnées par la vitesse defrottement en entrée de la marche (x/h = −4).
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Cf δ/h θ/h Q/(ρh2U0) Umax/U0

Expérience 0.00288 1.50 0.154 7.5074 1

k–ε 0.00368 1.98 0.196 7.4827 0.999

LRR 0.00280 1.73 0.187 7.4944 0.999

EB-RSM 0.00284 1.56 0.179 7.5070 0.999

TAB. 5.4 – Valeur en entrée de la marche (x = −4h) du coefficient de frottementCf , de

l’épaisseur de couche limiteδ, de l’épaisseur de quantité de mouvementθ, du débitQ et de

la vitesse maximaleUmax au centre du canal. Comparaison avec l’expérience [44].

ce dernier prédise correctement le frottement et l’épaisseur de couche limite, un désaccord

important existe avec l’expérience sur la valeur de l’épaisseur de quantité de mouvementθ,

définie par

θ =

∫ h+
H1
2

h

U(y)

U0

(

1 − U(y)

U0

)

︸ ︷︷ ︸

g(y)

dy (5.29)

La fonctiong(y) est tracée sur la figure (5.4). Elle montre queg(y) présente un pic important

en proche paroi, où la mesure expérimentale est difficile, d’où les désaccords observés avec

le modèle EB-RSM, concernant l’épaisseur de quantité de mouvement. Les figures (5.5)

et (5.6) donnent les profils des tensions de Reynolds et de l’énergieturbulente, en entrée

de la marche. Les ordres de grandeurs sont bien respectés. Onremarque qu’une turbulence

résiduelle existe au centre du canal, dans l’expérience. Isomoto & Honami [85] ont montré

que la longueur de recollement est peu sensible au profil de vitesse d’entrée mais dépend

fortement de l’intensité maximale de la turbulenceIU dans la zoney+ < 50 : la longueur

moyenne de recirculation principalelr1 diminue de deux fois la hauteur de marche quand

IU passe de 0.25% à 7%. Il est donc important de bien modéliser les effets de paroi pour

bien prédirelr1. La mesure expérimentale la plus proche de la paroi est ày+ = 142. Aucune

comparaison n’est donc possible dans la zoney+ < 50 entre simulation et expérience.
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FIG. 5.3 – Demi-profil de vitesse, en entrée de la marche, obtenu avec les trois modèles de

turbulencek–ε, LRR et EB-RSM. Comparaison avec l’expérience [44].

1 2 3 4 5
y/h

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

U
/U

0(1
-U

/U
0)

EB-RSM
Expérience
k-ε
LRR

FIG. 5.4 – Allure de la fonctiong(y) défini par la relation (5.29), selon le modèle de turbu-

lence. Comparaison avec l’expérience [44].
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FIG. 5.5 – Demi-profil des tensions de Reynolds, en entrée de la marche, obtenu avec les

modèles LRR (- - - -) et EB-RSM (——). Comparaison avec l’expérience [44]. ◦ u2, 2 v2 ,

⋄ uv.
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FIG. 5.6 – Demi-profil de l’énergie turbulente, en entrée de la marche, obtenu avec les trois

modèles de turbulencek–ε, LRR et EB-RSM. Comparaison avec l’expérience [44] où on a

fait l’hypothèsew2 ≃ 1/2(u2 + v2).
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5.4.5 Écoulement instantané

Quel que soit le maillage utilisé ou le schéma de discrétisation spatiale du terme convectif,

le modèlek–ε linéaire donne une solution stationnaire, comme le montre la figure (5.7) : la

vitesse résolue est indépendante du temps. De façon générale, les modèles EVM linéaires

sont plus diffusifs que les modèles RSM ou EVM non-linéaires. En effet, l’hypothèse de

Boussinesq, qui suppose l’alignement du tenseur d’anisotropie et du tenseur de déforma-

tion, surestime la production turbulente, ce qui a tendanceà transformer l’énergie résolue

en énergie modélisée [25, 26]. A l’inverse, les modèles RSM donnent une solution très dé-

pendante du schéma numérique et du maillage. Une solution stationnaire est obtenue avec

le schéma décentré amont, quel que soit le maillage ou le modèle RSM utilisé. On verra à

la section (5.5) que ce schéma introduit une diffusion numérique importante. Les simula-

tions instationnaires nécessitent un schéma non-diffusifpour le terme convectif, comme par

exemple un schéma centré. Avec un tel schéma et un maillage similaire à Lasher & Taulbee

[108], la solution est instationnaire, conformément aux résultats de ces auteurs. Il faut noter

que le maillage le plus grossier de cette étude (maillage 1 pour les modèles haut-Reynolds)

est similaire au maillage le plus raffiné utilisé par Lasher &Taulbee [108].

La figure (5.7) montre l’évolution temporelle de la vitesse longitudinale résolue en un point

de la couche cisaillée (x/h = 2; y/h = 1) où peuvent exister des structures cohérentes

à grande échelle. Le signal de vitesse résolue est sinusoïdale et mono-fréquentielle. L’am-

plitude des oscillations avec le modèle LRR est plus élevée qu’avec le modèle EB-RSM,

signifiant une part plus grande d’énergie dans les structures résolues avec le modèle LRR.

La période mesurée est de l’ordre deT1 = 5h/U0 avec le modèle EB-RSM etT1 = 10h/U0

avec le modèle LRR. Le tableau (5.5) donne, en fonction du modèle RSM et du maillage,

le nombre de Strouhal. Celui-ci, mesuré dans la couche cisaillée avec les modèles RSM, est

proche de la valeur expérimentaleSt1 ≃ 0.20 associée aushedding[45]. Il faut néanmoins

garder à l’esprit que ce phénomène est large-bande dans l’expérience. Il peut être visualisé

sur la figure (5.8) par isocontours positives du critèreQ défini par [46]

Q = −1

2

∂Ũi

∂xj

∂Ũj

∂xi
=

1

2
(Ω̃ijΩ̃ij − S̃ijS̃ij) (5.30)

Le paramètreQ est le terme source de l’équation de Poisson sur la pression résolue selon

∇2P̃ = 2ρQ. Une valeur positive deQ correspond donc à un minimum de la pression,

caractéristique de la présence possible d’une structure tourbillonnaire. Les isocontours des

fluctuations de vitesse verticale résoluev′ permettent également de mettre en évidence le

shedding(cf. figure (5.8)).
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Le signal de vitesse résolue étant très cohérent, et même mono-fréquentiel, la mesure de la

vitesse de convectionUc des structures issues dusheddingpeut se faire très simplement. En

effet, il suffit de mesurer le déphasage∆τ du signal de vitesse résolue entre deux points dans

la couche cisaillée. Pour cela, sept capteurs sont placés eny = h et répartis uniformément de

x = h àx = 7h, avec un pas d’espace égal àh. Le déphasage entre deux points consécutifs

est constant et estimé à∆τ ≃ 2.0h/U0. La vitesse de convection est donnée parUc = h/∆τ .

Celle-ci est indépendante de la position longitudinale et égale àUc ≃ 0.5U0, comme men-

tionnée par l’expérience [96]. Une animation a montré que, contrairement à l’expérience

[96], ces structures ne sont pas capturées par la zone de recirculation. Par conséquent, le

flappingn’est pas reproduit car celui-ci est dû à l’accumulation desstructures tourbillon-

naires issues dusheddingdans la zone de recirculation et qui viennent perturber la couche

cisaillée [96].

Bien que la simulation URANS ne puisse pas prédire leflapping, elle capture leshedding,

avec une bonne estimation du nombre de Strouhal et de la vitesse de convection des struc-

tures cohérentes. Qu’en est-il de l’amplitude de l’énergiecontenue dans ces structures ?

Pour répondre à cette question, on mesure pour chaque maillage l’évolution longitudinale

du paramètreM(x) défini par

M(x) = max
y

(
kr(x, y)/k(x, y)

)
(5.31)

Ce paramètre est défini comme étant la valeur maximale du ratio énergie résolue/énergie

totale dans un plan vertical àx fixé, et caractérise l’énergie contenue dans les structures

cohérentes de la couche cisaillée, issues dushedding. La figure (5.9) montre, pour le mo-

dèle EB-RSM, l’évolution longitudinale du paramètreM(x) pour chaque maillage. Pour le

maillage grossier (maillage 7), les structures à grande échelle, résolues, contiennent une part

très limitée de l’énergie fluctuante totale : le paramètreM est inférieur à 5% partout dans la

couche cisaillée, signifiant que plus de 95% de l’énergie estmodélisée. Dans un écoulement

de sillage, les tests numériques réalisés par Lardeau & Leschziner [107] montrent que le

raffinement du maillage permet de capturer de mieux en mieux les structures cohérentes,

par diminution des erreurs numériques, augmentant ainsi lapart de l’énergie résolue par

rapport à l’énergie fluctuante totale, jusqu’à atteindre une limite asymptotique6. On pourrait

s’attendre au même comportement dans le cas de la marche. Au contraire, la figure (5.9)

met en évidence une réduction drastique de l’énergie résolue de plusieurs décades quand

6L’URANS n’est pas compatible avec la limite DNS qui correspondrait à 100% d’énergie résolue par

rapport à l’énergie fluctuante totale.
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Maillage 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

St1 0.14 0.14 0.14 0.16 0.16 – 0.14 0.15 0.18 0.21 0.21 –

TAB. 5.5 – Nombre de Strouhal caractéristique dusheddingdans la couche cisaillée (x/h =

2, y/h = 1), adimensionné par l’épaisseur locale de vorticité et la vitesse de cisaillement.

Sensibilité au maillage. Modèle LRR (maillage 1 à 6) et modèle EB-RSM (maillage 7 à 12).

Les maillages 6 et 12 donnent une solution stationnaire.

on raffine le maillage, et finalement une solution stationnaire pour le maillage le plus raf-

finé (maillage 12). En réalité, une animation, montrant la visualisation du critèreQ sur le

maillage 12, a mis en évidence un état transitoire de la solution : lesheddingexiste bien et les

structures résolues contiennent une part importante de l’énergie fluctuante totale ; certaines

des structures issues dusheddingsont captées dans la zone de recirculation, remontent vers

l’amont et viennent perturber la couche cisaillée, au niveau de la marche ; d’autres structures

sont convectées vers l’aval, tout en s’appariant. Ces phénomènes sont corroborés par l’expé-

rience [96]. Cette solution transitoire existe sur des durées longues, pouvant atteindre vingt

fois l’échelle caractéristique dushedding. Au-delà, les structures diffusent et la solution

devient stationnaire.

La figure (5.10) montre l’évolution longitudinale du paramètreM(x) pour le modèle LRR.

Le premier maillage est trop grossier pour capturer les structures tourbillonnaires issues du

shedding. Pour les autres maillages, on observe les mêmes tendances qu’avec le modèle EB-

RSM. Il est important de noter que les conclusions de Lasher &Taulbee [108], opposées aux

résultats donnés dans cette section, sont dues au fait que leurs maillages n’étaient pas suffi-

samment raffinés pour accéder à la solution stationnaire.

Ainsi, les modèles EVM linéaires doivent être évités dans les simulations instationnaires,

car ils surestiment la production turbulente et dissipent rapidement l’énergie des structures

cohérentes. Les modèles RSM (haut-Reynolds ou bas-Reynolds) associés à la méthodologie

URANS, donnent le bon ordre de grandeur du nombre de Strouhalcaractéristique dushed-

ding, mais sont incapables de prédire avec fiabilité l’amplitudedes oscillations à grande

échelle, car trop dépendante du maillage. La section (5.5) donne une discussion plus dé-

taillée sur le sujet et propose une explication des comportements observés.
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FIG. 5.7 – Evolution temporelle de la vitesse longitudinale filtréeŨ , dans la couche cisaillée

(x/h = 2, y/h = 1). Comparaison des modèlesk–ε (maillage 4), LRR (maillage 4) et EB-

RSM (maillage 10).

FIG. 5.8 – Visualisation dusheddingavec le modèle EB-RSM. Gauche : isocontours posi-

tives du critèreQ. Droite : isocontours des fluctuations de vitesse verticalerésoluev′. Les

pointillées indiquent une valeur négative.
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FIG. 5.9 – Evolution longitudinale, après la marche, du paramètreM(x) défini par la relation

(5.31). Modèle EB-RSM. Le maillage 12 donne une solution stationnaire (M(x) = 0).
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FIG. 5.10 – Evolution longitudinale, après la marche, du paramètreM(x) défini par la rela-

tion (5.31). Modèle LRR. Le maillage 6 donne une solution stationnaire(M(x) = 0).
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5.4.6 Écoulement moyen

Lorsque la solution est instationnaire, l’énergie contenue dans les structures résolues est tel-

lement faible que la solution URANS moyennée dans le temps est indiscernable d’une so-

lution RANS stationnaire. Les différences notées entre deux maillages sont essentiellement

dues aux erreurs numériques et non à la nature stationnaire/instationnaire de la solution.

Une quantité importante pour l’ingénieur est le coefficientde frottement moyenCf , lié à la

viscosité cinématique du fluide et le cisaillement moyen à laparoi

Cf =
2ν

U2
0

(
∂U

∂y

)

y=0

= 2

(
uτ

U0

)2

(5.32)

Pour un calcul bas-Reynolds, la position du premier point à la paroi dans la sous-couche

visqueuse (y+
1 < 5), où le profil de vitesse est linéaire, permet d’écrire

Cf =
2ν

U2
0

U1

y1

(5.33)

où U1 et y1 sont les mesures au premier point à la paroi. Pour un calcul haut-Reynolds,

le premier point à la paroi se trouve typiquement dans la zonelog (y+
1 ≈ 50), où la loi

logarithmique est supposée valable. On rappelle que cette loi s’écrit en ce point

U1

uτ

=
1

K ln
(y1uτ

ν

)

+Blog (5.34)

La résolution numérique de cette équation, par la méthode des tangentes de Newton, fournit

la vitesse de frottementuτ . Les figures (5.11), (5.12) et (5.13) montrent l’évolution duCf

en fonction de la position longitudinale, pour les trois modèles de turbulence testés. Le pic

observé enx/h = 0 est du à la dépression locale qui existe autour de ce point, caracté-

ristique d’une expansion brutale du canal, et qui a tendanceà accélérer le fluide en proche

paroi. Le frottement est très dépendant du maillage pour lesmodèles haut-Reynolds, qui

donnent dans tous les cas, une très mauvaise prédiction dansla zone de recirculation. Para-

doxalement, le modèlek–ε donne de meilleurs résultats que le LRR. Le modèle EB-RSM

améliore considérablement le coefficient de frottement dans le bulbe de recirculation, mais

donne les mêmes résultats que le LRR après le rattachement. Alving & Fernholz [3] ont

montré que leCf s’établi, c’est-à-dire devient indépendant de la positionlongitudinale et

égal à sa valeur en couche limite canonique, au delà de cinq fois la longueur de recirculation

en partant du point de rattachement, ce qui correspond àx/h ≈ 37. Le modèle EB-RSM

montre qu’il s’établi au-delà dex/h ≃ 20, beaucoup plus rapidement que l’expérience.
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Les longueurs moyennes de recirculation primairelr1 et secondairelr2 sont définies par les

points qui annulent le coefficient de frottement, et sont calculées par interpolation linéaire.

Les tableaux (5.6), (5.7) et (5.8) donnent ces longueurs pour les trois modèles de turbulence

et pour différents maillage. Le modèlek–ε ne capte pas la recirculation secondaire, et la

longueur de recirculation principale est très dépendante du maillage. Le maillage le plus raf-

finé la sous-estime de 16% par rapport à l’expérience. Ce comportement est bien connu des

modèles EVM linéaires [5, 108, 44]. La diffusion turbulente et la contrainte de cisaillement

sont surestimées, entrainant un fort taux d’expansion de lacouche cisaillée et un recollement

prématuré. La première maille à la paroi du maillage raffiné (maillage 6) est à la limite de

la zone de validité des lois de paroi, et pose des problèmes sur la valeur duCf en entrée,

défaut que l’on ne verra pas avec le modèle LRR. Les modèles RSM sont moins sensibles au

maillage et captent la recirculation secondaire, si le maillage est suffisamment fin. La valeur

expérimentale de la longueur moyenne de recirculation secondaire est assez imprécise, car

une seule mesure deCf est disponible dans cette zone. Elle est de l’ordre de grandeur de

la hauteur de marche, comme l’indiquent les modèles RSM (cf.tableaux (5.7) et (5.8)). Le

modèle LRR sous-estime la longueur de recirculation principale de 24%, alors qu’elle est

prédite à 4% près par le modèle EB-RSM. Il est important de noter que les coefficients de

frottement obtenus avec le modèle EB-RSM, avec les différents maillages, sont confondus,

montrant que les résultats en proche paroi sont peu sensibles à un déraffinement raisonnable

du maillage. Ceci est très intéressant pour des applications industrielles, où les maillages

sont souvent « grossiers ». Ce point avait déjà été noté par Manceau & Hanjalíc [131] en

écoulement de canal où la première maille à la paroi était placée eny+ = 5. On rappelle que

la première maille à la paroi ici est eny+ = 3 pour le maillage le plus grossier (maillage 7).

La figure (5.14) montre le comportement de la normale à la paroi au coin de la marche, cal-

culée selon la relation (3.52). On voit qu’elle s’adapte automatiquement et de façon continue

à la géométrie, et qu’elle est incliné à 45° lorsqu’on se trouve sur la bissectrice, prenant na-

turellement en compte les deux parois.

Les figures (5.15) et (5.16) donnent les profils de vitesse moyenne et de l’énergie fluctuante

totale pour les trois modèles de trubulence, sur le maillagele plus raffiné (maillage 12 pour

l’EB-RSM et maillage 6 pour les modèles haut-Reynolds). Paradoxalement, le modèlek–ε

prédit des meilleurs profils que les modèles RSM. En outre, lemodèle LRR est supérieur

à l’EB-RSM, pour lequel les profils sont décevants dans la zone de recirculation : le bulbe

de recirculation est plus épais par rapport à la réalité expérimentale. Ces résultats montrent

que les lois de paroi des modèles haut-Reynolds, non valables pour l’écoulement de marche,
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FIG. 5.11 – Evolution longitudinale du coefficient de frottement moyen, avec le modèle

haut-Reynoldsk–ε. Sensibilité au maillage et comparaison avec l’expérience[44].
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FIG. 5.12 – Evolution longitudinale du coefficient de frottement moyen, avec le modèle

haut-Reynolds LRR. Sensibilité au maillage et comparaisonavec l’expérience [44].
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FIG. 5.13 – Evolution longitudinale du coefficient de frottement moyen, avec le modèle bas-

Reynolds EB-RSM (toutes les courbes sont quasiment confondues). Sensibilité au maillage

et comparaison avec l’expérience [44] et les modèles haut-Reynolds.

Maillage 1 2 3 4 5 6

lr1/h 4.16 4.71 4.96 5.13 5.20 5.23

lr2/h – – – – – –

TAB. 5.6 – Longueurs moyennes de recirculation pour le modèle haut-Reynoldsk–ε. Sensi-

bilité au maillage.

Maillage 1 2 3 4 5 6

lr1/h 4.55 4.72 4.72 4.75 4.75 4.76

lr2/h – – – 0.46 0.59 0.49

TAB. 5.7 – Longueurs moyennes de recirculation pour le modèle haut-Reynolds LRR. Sen-

sibilité au maillage.
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Maillage 7 8 9 10 11 12

lr1/h 6.49 6.50 6.51 6.50 6.52 6.52

lr2/h 0.92 0.87 0.83 0.82 0.81 0.80

TAB. 5.8 – Longueurs moyennes de recirculation pour le modèle bas-Reynolds EB-RSM.

Sensibilité au maillage.
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FIG. 5.14 – Comportement du vecteur unitaire normal à la paroi, au coin de la marche,

calculé selon la relation (3.52).
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induisent des erreurs de modélisation qui se compensent et vont dans le « bon sens », pour

aboutir finalement à des profils acceptables. L’impact de la paroi sur l’écoulement est très

important dans toute la zone de recirculation. Par ailleurs, bien que le coefficient de frot-

tement s’établisse rapidement, la couche limite après le recollement retourne à sa forme

canonique très lentement. Ce point a été noté expérimentalement par Songet al. [172]. Ils

montrent que la zone interne (y+ < 100) s’établit beaucoup plus rapidement que la zone ex-

terne (y+ > 100). Les simulations montrent un rétablissement de la vitesseplus lent par rap-

port à l’expérience. Ce défaut est commun à tous les modèles de turbulence (bas-Reynolds

ou haut-Reynolds, EVM ou RSM) [49]. Les interactions des structures tourbillonnaires is-

sues dusheddingavec la couche limite aval, après le point de rattachement, sont encore mal

comprises. La compréhension de ces phénomènes complexes pourraient apporter des élé-

ments de réponse au recouvrement lent de la couche limite dans la zone de relaxation.

Les lignes de courant moyennes sont données sur la figure (5.17) et (5.18). Elles confirment

que le modèlek–ε ne capte pas la zone de recirculation secondaire, au coin de la marche,

contrairement aux modèles RSM. Cependant, ces derniers présentent un comportement er-

roné autour du point de recollement : les lignes de courant rebroussent chemin vers la zone

de recirculation pour repartir vers l’aval en proche paroi (cf. figure (5.18)). Ce comportement

est également noté par Lasher & Taulbee [108] et dont la cause, selon eux, est la valeur trop

faible de la constante intervenant dans le terme lent de pression du modèle de Rotta [157]

qu’ils utilisent. Pour le terme de pression, le modèle EB-RSM utilise le modèle (3.51) en

proche paroi et le SSG [179] en zone lointaine. Parneixet al.[145] n’ont pas noté l’anomalie

des lignes de courant avec le modèle original à relaxation elliptique, mais le nombre de Rey-

nolds de l’écoulement est très bas (Re = 5100). Hanjalíc [72] remarque ce comportement

anormal avec le modèle SSG et suggère que la raison est une surestimation de l’échelle

de longueur de la turbulence autour du point d’impact. Il propose d’utiliser la correction

de Yap, qui consiste à introduire un terme sourcead hocdans l’équation de la dissipation,

uniquement actif autour du point d’impact :

Sε = max

[

0.83
ε2

k

(
k3/2

ε

1

Cdd
− 1

)(
k3/2

ε

1

Cdd

)2

, 0

]

(5.35)

où d est la distance à la paroi etCd = Cµ
−3/4K ≃ 2.5. Lorsque l’échelle de longueur

de la turbulence est surestimée, le terme source augmente eta tendance à faire augmenter

la dissipation. L’effet est de diminuer l’énergie turbulente et de faire décroître l’échelle de

longueur, pour la ramener à une valeur d’équilibre. L’inconvénient du modèle de Yap est
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FIG. 5.15 – Profil de vitesse moyenne selon le modèle de turbulence, pour les positionsx/h

suivantes : -4, -2, 1, 3, 5, 6, 7, 10, 12, 15, 16, 20, 32.◦ expérience [44], —— EB-RSM

(maillage 12),−−− LRR (maillage 6),· · − · · k–ε (maillage 6).

qu’il fait apparaître explicitement la distance à la paroi,ce qui est contraire à l’essence du

modèle EB-RSM. Des tests ont cependant été effectués et ont toujours montré l’anomalie

observée précédemment sur les lignes de courant. Le modèlek − ε − α [127] donne une

piste intéressante. Il fait apparaître un invariant particulier, dénomméinvariant d’impactqui

est défini parI2
0/S

2 où

I0 =

(

ninj −
1

3
δij

)

Sij (5.36)

S =
√

2SijSij (5.37)

Cet invariant est nul quand l’écoulement est parallèle à la paroi, comme en écoulement de

canal par exemple, et atteint sa valeur maximaleI0
2/S2 = 1/3 pour un point d’impact

axisymétrique (cas d’un jet axisymétrique impactant sur une paroi plane). Un modèle basé

sur cet invariant pourrait peut-être corriger l’anomalie des lignes de courant.
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FIG. 5.16 – Profil de l’énergie turbulente selon le modèle de turbulence, pour les positions

x/h suivantes : -4, -2, 1, 3, 5, 6, 7, 10, 12, 15, 16, 20, 32.◦ expérience [44] (w2 ≈ 1/2(u2 +

v2)), —— EB-RSM (maillage 12),−−− LRR (maillage 6),· − −· k–ε (maillage 6).

FIG. 5.17 – Modèles haut-Reynolds (maillage 6). Lignes de courant moyennes. Gauche :

modèlek–ε. Droite : modèle LRR.

FIG. 5.18 – Modèle bas-Reynolds EB-RSM (maillage 12). Gauche : lignes de courant

moyennes. Droite : zoom autour du point d’impact.
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5.5 Explication du comportement stationnaire / instation-

naire

On présente ci-dessous quelques rappels fondamentaux sur les schémas décentré amont et

centré, pour expliquer le comportement observé sur le type de solution obtenue (station-

naire/instationnaire), selon le maillage utilisé. On s’intéresse à une équation monodimen-

sionnelle de convection/diffusion pour une variableφ quelconque :

ρUc
dφ

dx
= Γ

d2φ

dx2
(5.38)

où la vitesse de convectionUc > 0, la masse volumiqueρ du fluide et le coefficient de diffu-

sionΓ sont supposés constants. On suppose, sans manque de généralité, que le problème est

défini sur l’intervalle[0, 1], avec les conditions aux limitesφ(0) = 0 etφ(1) = 1. L’équation

différentielle ordinaire (5.38) se résout analytiquement :

φ(x) =
exρUc/Γ − 1

eρUc/Γ − 1
(5.39)

Quel est le comportement du schéma centré pour ce type de problème ? L’équation différen-

tielle (5.38) discrétisée avec un tel schéma donne sur un maillage régulier [53]

ρUc
φi+1 − φi−1

2∆x
= Γ

φi+1 − 2φi + φi−1

∆x2
(5.40)

soit après simplifications

(2 − Pe)φi+1 − 4φi + (2 + Pe)φi−1 = 0 (5.41)

oùPe est le nombre local de Peclet défini par

Pe =
ρUc∆x

Γ
(5.42)

Le nombre de Peclet est le ratio entre le terme de convection et de diffusion. Si la variableφ

est la vitesse, alors le nombre de Peclet et le nombre de Reynolds basé sur la taille de maille

sont équivalents. L’équation algébrique (5.41) admet une solution exacte [146] :

φi = C1 + C2

(
2 + Pe

2 − Pe

)i

︸ ︷︷ ︸

ζ

(5.43)
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où les constantesC1 et C2 sont déterminées par les conditions aux limites. La variable au

point i s’écrit donc comme une loi en puissance. On voit que siPe > 2 alors le terme entre

parenthèses est négatif, et selon la parité de la puissance,le termeζ est positif ou négatif,

entraînant des oscillations dans la solution. Pour éviter ces oscillations, il faut prendre une

maille∆x suffisamment petite de telle sorte quePe < 2 partout dans le domaine. Un autre

moyen de les éviter est d’utiliser un schéma décentré amont pour le terme de convection. Le

problème (5.38) s’écrit dans ce cas

ρUc
φi − φi−1

∆x
= Γ

φi+1 − 2φi + φi−1

∆x2
(5.44)

dont la solution exacte est [146]

φi = C1 + C2 (1 + Pe)i

︸ ︷︷ ︸

ζ

(5.45)

Le termeζ est toujours positif, quelle que soit la valeur du nombre de Peclet, et les os-

cillations numériques disparaissent. La figure (5.19) illustre le comportement des schémas

amont et centré avec un maillage homogène constitué de 11 nœuds. On voit que les oscilla-

tions numériques existant avec le schéma centré deviennentimportantes lorsque la variable

x s’approche de 1, zone où la solution analytique présente un fort gradient.

FIG. 5.19 – Solution de l’équation (5.38) de convection/diffusion 1D, avecPe = 50 et un

maillage uniforme composé de 11 nœuds. Gauche : schéma centré. Droite : schéma amont.

—— solution exacte,· · · · · · solution calculée. Tiré de Ferziger & Perić [53].
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L’inconvénient du schéma amont est qu’il est peu précis (schéma d’ordre 1 en espace) et

introduit une diffusion numérique importante. En effet, onpeut écrire

φi − φi−1

∆x
=
φi+1 − φi−1

2∆x
− φi+1 − 2φi + φi−1

2∆x
(5.46)

L’équation aux différences (5.44) donne

ρUc
φi+1 − φi−1

2∆x
=

(

Γ +
ρUc∆x

2

)
φi+1 − 2φi + φi−1

∆x2
(5.47)

Ainsi, le schéma amont a un double effet stabilisateur : en plus d’éviter les oscillations

numériques, il introduit une diffusion numérique artificielle Γnum = ρUc∆x/2 qui aura ten-

dance à dissiper l’énergie des structures tourbillonnaires. Ces résultats simples expliquent

pourquoi l’on obtient une solution stationnaire avec l’utilisation d’un schéma amont pour le

terme de convection, quel que soit le modèle de turbulence oule maillage.

Dans la réalité expérimentale concernant l’écoulement de marche descendante, les pertur-

bations (infinitésimales) au sein de l’écoulement sont incontrôlables et jouent le même rôle

que les erreurs numériques. La théorie de la stabilité linéaire [43] analyse l’influence de ces

petites perturbations sur l’écoulement et permet de démontrer que l’écoulement de marche

descendante est absolument instable dans la zone de recirculation, et que la fréquence du

sheddingest directement reliée à la forme du profil de vitesse moyenneet à la position du

point d’inflexion [186]. En extrapolant à l’écoulement de marche les résultats précédents

concernant le schéma centré, le nombre local de Peclet peut être suffisamment grand sur

un maillage grossier pour que les oscillations numériques existent. Elles peuvent ainsi ex-

citer le mode le plus instable de la couche cisaillée, dont laconséquence est leshedding.

Pour vérifier cette hypothèse, on s’intéresse plus particulièrement à l’équation de quantité

de mouvement, dans la zone de couche limite en amont de la marche. Pour un écoulement

en régime turbulent, la diffusion turbulente doit également être prise en compte dans la défi-

nition du nombre de Peclet local. Dans les modèles RSM, la viscosité turbulente est donnée

par le modèle (3.54) à gradient généralisé de Daly & Harlow [40] :

νT ij =
CS

σk
Tp

〈
u′′i u

′′
j

〉
(5.48)

En supposant que la diffusion a essentiellement lieu dans ladirection normale à la paroi, on

peut estimer la viscosité totaleνtot selon
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νtot = ν +
CS

σk
Tp

〈
v′′2
〉

(5.49)

et le terme de diffusionDt par

Dt =
νtotU

∆y2
(5.50)

En supposant que la convection a essentiellement lieu dans la direction longitudinale, on

peut estimer le terme de convectionC par

C =
U2

∆x
(5.51)

Dans une couche limite turbulente bidimensionnelle, le nombre de Peclet local peut donc

être estimé par

Pe(x, y) =
C
Dt

=
U∆y2

νtot∆x
(5.52)

Le point le plus sensible aux perturbations numériques est le point d’inflexion du profil de

vitesse moyenne, d’après la théorie de la stabilité linéaire. La hauteur de la ligne de courant

amont passant par ce point a été déterminée ày+ ≃ 15, avec le modèle EB-RSM. La figure

(5.20) montre, poury+ = 15 et selon le maillage, l’évolution longitudinale du nombre de

Peclet local, dans une région très proche de la marche, où lesgradients sont importants,

pouvant entraîner l’existence d’oscillations numériques. Elle suggère que, pour un maillage

grossier, le nombre de Peclet est suffisamment grand pour générer des oscillations numé-

riques près de la marche, qui excitent à leur tour la fréquence propre de la couche cisaillée,

pour aboutir à une solution instationnaire. Si le maillage est trop raffiné, ces oscillations

disparaissent et la solution est stationnaire. Le même résultat est obtenu qualitativement

avec le modèle LRR (cf. figure (5.21)), à part que le premier maillage est trop grossier pour

capturer les structures cohérentes, qui sont vite diffusées. La position du point d’inflexion

est dans la zone tampon et n’est pas accessible avec les maillages réalisés pour les calculs

haut-Reynolds, où le premier point à la paroi se trouve dans la zone log. On a choisi arbi-

trairement une hauteur de l’ordre dey+ ≈ 150 pour tracer l’évolution du nombre de Peclet

local et pouvoir faire des comparaisons entre différents maillages. La figure (5.22) tente de

mettre en évidence ces oscillations numériques sur le profilde vitesse moyenne. Pour cela,

on trace l’évolution longitudinale de la dérivée de la vitesse moyennedU/dx. On voit effec-

tivement que ces oscillations existent, et qu’elles diminuent avec le raffinement du maillage,
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surtout dans la zone proche de la marche, où les gradients sont importants. Ainsi, obte-

nir une solution instationnaire est un artifice numérique, qui rend la méthodologie URANS

peu fiable pour prédire l’amplitude des oscillations à grande échelle, dans l’écoulement de

marche. Cependant, si le maillage est suffisamment raffiné pour que les erreurs numériques

deviennent négligeables sur le profil de vitesse moyenne, tout en étant suffisantes pour obte-

nir une solution instationnaire, alors le nombre de Strouhal est peu dépendant du maillage,

car il correspond au mode le plus instable de la couche cisaillée. C’est ce que montre le

tableau (5.5).

Un dernier test a été effectué. Une perturbation ponctuelleδŨ et δṼ est imposée sur les

deux composantes de la vitesse, du type

δŨ = δṼ = AU0 cos (2πfpt) (5.53)

Le tableau (5.9) montre les différentes valeurs testées pour l’amplitudeA et la fréquence

fp, et le type de solution obtenue ;x0 est la position de la perturbation, où0+ représente le

premier point après la marche, à la hauteury/h = 1. L’imposition d’une fréquence autre

que celle dusheddingdonne une solution stationnaire. Dans le cas contraire, la solution

est instationnaire mais dépend fortement de l’amplitude etde la position de la perturbation,

comme le montre la figure (5.23). Le casx0 = −h permet aux perturbations de s’amplifier à

l’approche de la marche et d’obtenir une énergie plus élevéedans les structures résolues, de

l’ordre de 1% à 10% de l’énergie fluctuante totale, selon l’amplitude imposée. Du fait que

l’énergie résolue reste faible par rapport à l’énergie totale, les champs moyens ne sont pas

améliorés par rapport au cas stationnaire. Ce type de perturbation a également été utilisé par

Khorramiet al. [91] pour obtenir une solution instationnaire sur un profil d’aile.

Comment peut-on expliquer cette différence de comportement de l’URANS entre les écou-

lements de sillage, où le raffinement permet de résoudre de mieux en mieux les structures

cohérentes, et les écoulements de marche descendante, où lasolution est en réalité station-

naire ? Une explication possible serait que, dans les écoulements de sillage, les structures

tourbillonnaires, transportées vers l’aval, sont suffisamment énergétiques pour ne pas être

diffusées par la viscosité turbulente du modèle URANS. Cecirevient à dire que la coupure,

imposée implicitement par les équations modèles URANS, se trouve à une échelle inférieure

à celle des structures issues dushedding. Dans l’écoulement de marche, la paroi joue un rôle

fondamental : les structures interagissent avec elle, et leur taille et leur énergie est plus petite

par rapport à un écoulement de sillage. De ce fait, le modèle URANS dissipe l’énergie de
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FIG. 5.20 – Gauche : détermination de la hauteur de la ligne de courant amont passant par le

point d’inflexion du profil de vitesse moyenne, avec le modèleEB-RSM. Droite : évolution

longitudinale du nombre de Peclet local, dans une région très proche de la marche, avec le

modèle EB-RSM. Sensibilité au maillage.◦ maillage 7 (grossier),2 maillage 9,⋄ maillage

12 (raffiné).

ces structures, et la fréquence de coupure se trouve dans lestrès grandes échelles, proche de

la valeur zéro. La bifurcation vers la solution instationnaire URANS n’a pas lieu, et l’on ob-

tient ainsi une solution RANS stationnaire. La théorie PITM[166, 28], présentée au chapitre

6, montre qu’un défaut de la méthodologie URANS provient de l’équation de la dissipation

et plus particulièrement de la valeur du coefficientCε2
.
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FIG. 5.21 – Evolution longitudinale du nombre de Peclet local eny+ = 150, avec le modèle

LRR. Sensibilité au maillage.

0

0,2

Maillage 12

0

0,2

h/
U

0 d
U

/d
x

Maillage 9

-0,1 -0,08 -0,06 -0,04 -0,02 0
x/h

0

0,2

Maillage 7 (grossier)

(raffiné)

FIG. 5.22 – Evolution longitudinale de la dérivée de la vitesse moyenne, dans une région

très proche de la marche, avec le modèle EB-RSM. Sensibilitéau maillage.



110 Chapitre 5. Simulations URANS

A fph/U0 x0/h Solution St1

5% 0.20 -1 instationnaire 0.20

21% 0.20 -1 instationnaire 0.20

21% 0.20 0+ instationnaire 0.20

21% 0.03 0+ stationnaire –

21% bruit blanc 0+ stationnaire –

TAB. 5.9 – Caractéristiques des perturbations imposées et typede solution obtenue.
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FIG. 5.23 – Evolution longitudinale, après la marche, du paramètreM(x) défini par la re-

lation (5.31), en fonction de l’amplitudeA et de la positionx0 de la perturbation, avec

fp = 0.20Uo/h. Modèle EB-RSM.
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5.6 Conclusions du chapitre

Conclusions concernant la méthodologie URANS sur la marche. Au-delà de la ques-

tion toujours ouverte de la décomposition URANS et du filtrage associé, l’utilisation d’un

schéma suffisamment précis pour les termes convectifs (au moins d’ordre 2) permet dans

un premier temps d’aboutir à une solution instationnaire avec les modèles RSM, sans au-

cune modification des constantes et du modèle, et sans introduction volontaire de perturba-

tions. Lesheddingest capté, avec le bon ordre de grandeur du nombre de Strouhalassocié

(St1 ≃ 0.20) et de la vitesse de convection (Uc = 0.5U0), résultats conformes à Lasher &

Taulbee [108] et à l’origine de la diffusion dans le milieu industriel descalculs URANS.

Cependant, l’énergie des structures résolues est inférieures à 5% de l’énergie fluctuante to-

tale pour le maillage le plus grossier. On s’attend à ce que leraffinement du maillage aug-

mente cette valeur, comme dans les écoulements de sillage [107]. L’effet est tout à fait le

contraire : on obtient une solution stationnaire lorsque lemaillage est suffisamment raffiné.

Il a été montré que les erreurs numériques, dans la région de la marche où les gradients sont

importants, peuvent être suffisamment amplifiées pour exciter le mode le plus instable de la

couche cisaillée, lorsque le nombre local de Peclet est élevé, ce dernier quantifiant les effets

d’inertie par rapport aux effets diffusifs. Ce résultat suggère que la méthodologie URANS

n’est pas appropriée pour les écoulements cisaillés décollés tels que la marche. Une raison

possible est que, la coupure étant imposée implicitement par les équations modèles, il n’est

pas possible de contrôler la part d’énergie résolue par rapport à l’énergie fluctuante totale.

De nouvelles méthodologies doivent être développées pour pouvoir contrôler ce paramètre.

Ce sera l’objet du prochain chapitre.

Conclusions concernant le modèle bas-Reynolds EB-RSM. Le modèle EB-RSM améliore

considérablement le coefficient de frottement et la longueur de recirculation, par rapport aux

modèles haut-Reynolds. Ces quantités sont peu sensibles à un déraffinement raisonnable du

maillage, ce qui est intéressant dans un cadre industriel oùles maillages sont souvent « gros-

siers ». Les profils de vitesse moyenne et de l’énergie fluctuante sont cependant très déce-

vants dans la zone de recirculation. Après le point de recollement, le rétablissement de la

couche limite est plus lent que l’expérience. Ce défaut est commun à tous les modèles de tur-

bulence. Les mécanismes d’interaction entre les structures issues dusheddinget la couche

limite se développant en aval sont encore mal connus, mais pourraient expliquer ce défaut.

La résolution explicite des structures instationnaires à grandes échelles par une approche

hybride RANS-LES pourrait permettre de corriger ce défaut.



Chapitre 6

Modèle hybride RANS-LES

Le chapitre précédent a montré que l’URANS est incapable de prédire, de façon fiable,

l’énergie contenue dans les structures résolues à grande échelle pour un écoulement cisaillé

décollé, tel que la marche descendante. Il est primordial dedévelopper de nouvelles métho-

dologies pour réaliser des simulations instationnaires. La LES est capable de calculer avec

fiabilité un champ turbulent pour des écoulements où les modèles RANS échouent. Cepen-

dant, elle est coûteuse en temps CPU, d’autant plus pour les écoulements de paroi. Les lois

de parois [148, 22] permettent de diminuer ce coût mais souffrent d’empirismeet de manque

d’universalité. A l’inverse, les modèles RANS sont capables de prédire avec précision les

écoulements attachés et en proche paroi. L’idée des modèleshybrides est de conjuguer les

avantages de chaque type de simulation : une simulation RANSest effectuée en proche paroi

ou dans une zone « inintéressante » pour l’ingénieur, où un modèle RANS suffit à donner les

ordres de grandeurs des champs moyens et des statistiques dela turbulence ; une simulation

LES est effectuée loin des parois ou dans une zone où des structures cohérentes à grande

échelle peuvent prédominer et avoir un impact important surl’écoulement. Deux approches

différentes existent. La première, qualifiée dezonale, consiste à imposer explicitement la

frontière RANS-LES, qui sera typiquement dans la zone logarithmique pour un écoulement

pariétal. La difficulté de cette approche a déjà été discutéedans l’introduction, à la section

(1.4.2). Une autre méthode consiste a effectuer une transition continue entre la zone RANS

en proche paroi et la zone LES loin des parois. On parle alors de modèlenon-zonalou à

transition continue. Cette méthode consiste à utiliser des équations formellement identiques

pour les zones RANS et LES, avec l’utilisation de certains paramètres, que l’on explicitera

par la suite, pour faire cette transition. Durant la thèse, on s’est intéressé à une telle métho-

dologie, car elle semble beaucoup plus simple à mettre en œuvre dans un cadre industriel.

Une question fondamentale se pose : les formalismes RANS et LES sont très différents, dans
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la mesure où l’opérateur RANS est une moyenne d’ensemble, équivalente à une moyenne

temporelle pour un écoulement statistiquement stationnaire, alors que la LES classique se

base sur un filtrage spatial. Quelle est alors la signification d’un tel modèle hybride ? C’est

pour concilier les formalismes RANS et LES que certains auteurs [38, 39, 152, 153] ont

proposé la TLES (Temporal Large Eddy Simulation), qui est une simulation LES basée sur

un filtrage temporel. Les équations de la TLES sont formellement identiques à une LES spa-

tiale classique. Lorsque la largeur du filtre tend vers l’infini, le filtre tend vers la moyenne

temporelle pour aboutir à une approche RANS, et lorsqu’elletend vers zéro, le filtre tend

vers une distribution de Dirac pour aboutir à une approche DNS [57]. Pour les valeurs inter-

médiaires de la taille du filtre, on obtient une LES plus ou moins bien résolue.

Ce chapitre s’intéresse d’abord au formalisme de la LES et dela TLES. Deux modèles

hybrides non-zonaux sont ensuite présentés : le modèle PANS(Partially-Averaged Navier-

Stokes) [68, 67, 66] et PITM (Partially Integrated Transport Model) [166, 28]. Ces deux

méthodologies permettent de contrôler la part d’énergie résolue par rapport à l’énergie fluc-

tuante totale. Elles consistent à apporter les modifications nécessaires à l’équation de la

dissipation, pour diminuer le niveau de turbulence et permettre aux structures cohérentes de

se développer. Elles aboutissent finalement à une formulation identique de l’équation de la

dissipation, avec un coefficientCε2
modifié, mais leur approche est totalement différente.

L’approche PANS reste entourée d’un certain flou dans la mesure où le filtrage est implicite.

Au contraire, le modèle PITM définit clairement le filtrage utilisé pour séparer les échelles

résolues des échelles modélisées, et étant basé sur la théorie spectrale de la turbulence, il

permet de prendre en compte de façon continue les variationsde la position de la coupure

dans le spectre d’énergie, respectant ainsi les deux limites extrêmes RANS et DNS.

Le modèle PANS a donné des résultats satisfaisants dans des écoulements de sillage [68, 66]

et de jet [67], mais n’a pas subi de calibration précise dans un écoulement académique.

Le modèle PITM, calibrés en turbulence homogène isotrope [166], a donné des résultats

encourageants dans des écoulements de canal [28, 166] et de canal avec injection pariétale

[28]. Plus récemment, ce modèle a été appliqué dans un problème de convection thermique

en régime turbulent, à grand nombre de Rayleigh, et a donné debons résultats [90].

La théorie PITM, dérivée en turbulence homogène anisotrope, est généralisée aux écoule-

ments inhomogènes par Chaouat & Schiestel [29], en utilisant le concept d’espace homo-

gène tangent, qui repose sur une hypothèse d’homogénéité locale de la vitesse moyenne.

Comme indiqué au chapitre3, cette hypothèse est forte pour les écoulements pariétaux.

Dans ce chapitre, pour concilier les formalismes RANS et LESdans les écoulements inho-
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mogènes, tels que les écoulements de paroi, sans faire appelà l’hypothèse d’homogénéité

locale, et donner une justification théorique aux modèles hybrides à transition continue,

l’approche temporelle de la TLES est adaptée à la méthodologie PITM pour aboutir à la

formulation T-PITM (Temporal Partially Integrated Transport Model).

La fin de thèse s’est focalisée sur le développement d’un modèle hybride à pondération

elliptique, alliant le modèle bas-Reynolds EB-RSM à la méthodologie PITM et T-PITM. De

nombreuses questions de modélisation apparaissent, auxquelles on tentera de répondre. Les

résultats en écoulement de canal àReτ = 395 seront présentés.

6.1 Présentation de la LES

Dans une simulation LES, les structures tourbillonnaires aux grandes échelles, tridimen-

sionnelles et instationnaires, sont explicitement résolues, tandis que l’influence des petites

échelles est modélisée, car ces échelles ont, dans une certaine mesure, un caractère plus

universel. En terme de coût de calcul, la LES est à mi-chemin entre la DNS et les modèles

RANS, et est motivée par les limitations de chacune de ces approches. Puisque les structures

à grande échelle sont explicitement résolues, on s’attend àce que la LES soit plus fiable et

précise que les modèles RANS, pour des écoulements où dominent des structures instation-

naires aux grandes échelles, tels que les écoulements décollés. Quatre étapes conceptuelles

sont nécessaires en LES :

– une opération de filtrage est définie pour décomposer les variables instantanées en la

somme d’une variable filtrée (ou résolue) et d’une variable de sous-filtre. La variable

filtrée, qui est tridimensionnelle et instationnaire, représente la dynamique des structures

aux grandes échelles ;

– l’équation d’évolution des variables filtrées est déduitedes équations de Navier-Stokes.

Elle fait apparaître la contrainte de sous-maille1 τijSGS qui représente les effets des petites

échelles sur les grandes. De façon plus exacte, on devrait parler de tenseur de sous-filtre

τijSFS (Sub-Filter Scaleen anglais) caractérisant les effets des structures filtrées sur les

structures résolues. Cette remarque faite, on conservera par la suite l’appellation classique

par conformité à l’usage en la matière ;

– une relation de fermeture est nécessaire pour modéliser lacontrainte de sous-maille. Le

modèle le plus simple est un modèle à viscosité turbulente, tel que le modèle de Smago-

rinsky que l’on présentera par la suite. L’objectif premierd’un modèle LES est de prendre

1Sub-Grid Scaleen anglais, d’où le sigleSGS par la suite.
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en compte le transfert d’énergie des grandes échelles vers les petites ;

– les équations filtrées sont résolues numériquement pour obtenir les variables filtrées.

Des distinctions sont à faire sur les variantes de la LES. On considère tout d’abord un écou-

lement sans parois. Dans une LES bien résolue, le champ de vitesse filtrée doit contenir

plus de80% [150] de l’énergie cinétique turbulente2 partout dans l’écoulement. Pope [150]

parle de LES dite « grossière » quand le maillage et la largeurdu filtre sont trop grossiers

pour résoudre80% de l’énergie turbulente. Bien que ce type de LES soit moins coûteuse en

temps de calcul, le nombre d’onde de coupure peut se trouver dans la zone productive du

spectre et la simulation devient très dépendante de la modélisation de la contrainte de sous-

maille. Il est essentiel de développer des modèles plus complexes basés sur des équations

de transport, pour correctement prendre en compte la production turbulente, la redistribution

par la pression et le temps de réponse de l’écoulement à une perturbation extérieure. Pour un

écoulement pariétal, la même distinction se fait entre la LES et la LES « grossière », loin des

parois. En zone de proche paroi, si le maillage et la largeur de filtre permettent de résoudre

plus de 80% de l’énergie, alors la simulation est qualifiée deLES avec résolution pariétale.

Une telle simulation nécessite un maillage très raffiné en proche paroi et le coût de calcul va-

rie selonRe1.8 [150], ce qui est inaccessible pour un écoulement industriel à grand nombre

de Reynolds. Une alternative est l’utilisation de lois de parois [148, 22], qui permettent un

maillage plus grossier en proche paroi, mais souffrent d’empirisme et de non-universalité.

6.1.1 LES spatiale

6.1.1.1 Formalisme

Soit G∆S
un filtre spatial passe-bas de largeur∆S. Ce filtre est appliqué à une variable

instantanéeφ quelconque (vitesse, pression, température,. . .). La variable filtrée〈φ〉 est

donnée par le produit de convolution [159]

〈φ〉 (x, t) =

∫

Ω

G∆S
(x − r)φ(r, t) dr (6.1)

oùΩ est le domaine défini par l’écoulement. De façon plus générale, le filtre peut dépendre

du temps. Pour préserver les constantes, il doit vérifier la condition de normalisation

2Cette valeur est arbitraire mais permet de fixer les idées.
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Nom du filtre Fonction Fonction de transfert

Général G∆S
(r) Ĝ∆S

(κ) =

∫ +∞

−∞

eiκrG∆S
(r) dr

Boîte
1

∆S

H(∆S/2 − r)
sin (κ∆S/2)

κ∆S/2

Gaussien

(
6

π∆S
2

)1/2

exp

(

− 6r2

∆S
2

)

exp

(

−κ
2∆S

2

24

)

Coupure spectrale
sin (πr/∆S)

πr
H(π/∆S − κ)

TAB. 6.1 – Définition de filtres homogènes les plus couramment utilisés dans le formalisme

de la LES. La fonction de Heaviside est notéeH.

∫

Ω

G∆S
(x − r) dr = 1 (6.2)

La vitesse et la pression instantanée se décomposent ainsi en une partie filtrée et une fluc-

tuation aux petites échelles

U∗
i (x, t) = Ũi(x, t) + u′′i (x, t) (6.3)

P ∗(x, t) = P̃(x, t) + p′′(x, t) (6.4)

où Ũi = 〈U∗
i 〉 et P̃ = 〈P ∗〉. La fluctuation aux petites échelles s’obtient par soustraction de

la variable instantanée et de la variable filtrée. On peut décomposer la vitesse filtrée en une

moyenne temporelleUi = T {Ũi} et une fluctuation aux grandes échellesu′i = Ũi − T {Ũi}
telle que

Ũi(x, t) = Ui(x) + u′i(x, t) (6.5)

Le tableau (6.1) donne les filtres homogènes, c’est-à-dire indépendants dex, les plus utili-

sés : filtre boîte (boxou top-hat filter), filtre gaussien et filtre à coupure spectrale (spectral

cutoff filter). De façon générale, le filtre n’est pas idempotent, c’est-à-dire 〈〈U∗
i 〉〉 6= 〈U∗

i 〉,
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ce qui entraîne〈u′′i 〉 6= 0. Seul le filtre à coupure spectrale vérifie ces propriétés. Ondéfinit

le nombre d’onde de coupureκc par la relation

κc =
2π

∆S
(6.6)

La largeur du filtre est directement liée à la taille locale dela maille selon [41, 168, 167]

∆S = Cg∆m (6.7)

où ∆m = (∆x∆y∆z)1/3 etCg est une constante. Intuitivement, on voit bien que la simu-

lation ne peut pas capturer des structures plus petites que la taille de maille. En réalité, le

théorème de Shannon, en théorie du signal, impose la contrainteCg > 2. Cette constante

dépend en pratique des schémas numériques [62, 159].

6.1.1.2 Equations filtrées

L’opération de filtrage (6.1) des équations de Navier-Stokes donne les équations du mouve-

ment qui s’écrivent pour un écoulement incompressible

∂Ũi

∂xi
= 0 (6.8)

∂Ũi

∂t
+ Ũj

∂Ũi

∂xj
= −1

ρ

∂P̃
∂xi

+ ν
∂2Ũi

∂xj∂xj
− ∂τijSGS

∂xj
(6.9)

où τijSGS est le tenseur des contraintes de sous-maille. Il représente l’influence des petites

échelles (non-résolues) sur la dynamique des grandes échelles. Il est défini par

τijSGS =
〈
U∗

i U
∗
j

〉
− 〈U∗

i 〉
〈
U∗

j

〉
(6.10)

En introduisant la décomposition (6.3), la contrainte de sous-maille s’écrit

τijSGS =
〈

ŨiŨj

〉

− ŨiŨj

︸ ︷︷ ︸

Lij

+
〈

Ũiu
′′
j

〉

+
〈

u′′i Ũj

〉

︸ ︷︷ ︸

Cij

+
〈
u′′i u

′′
j

〉

︸ ︷︷ ︸

Rij

(6.11)

Les tenseursLij, Cij etRij sont dénommés respectivementtenseur de Léonard, tenseur des

termes croiséset tenseur de Reynolds de sous-maille. Le tenseurLij peut être calculé expli-

citement lors de la simulation et ne nécessite pas de modèle.Il caractérise les interactions
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grandes échelles/grandes échelles ;Cij caractérise les interactions grandes échelles/petites

échelles, etRij les interactions petites échelles/petites échelles. Si lefiltre est idempotent,

comme le filtre à coupure spectrale, le seul terme non-nul estle tenseur de Reynolds de

sous-maille. En pratique, le tenseur de Léonard et les tenseurs croisés sont généralement

négligeables devant le tenseur de Reynolds de sous-maille.Bien que la sommeLij + Cij

ainsi que le tenseurRij soient invariants par changement de repère galiléen, les tenseursLij

etCij , pris séparément, ne le sont pas [174]. Cette décomposition a donc été abandonnée et

le tenseurτijSGS est modélisé dans son ensemble.

L’obtention des équations du mouvement est basée sur une hypothèse de commutativité

entre le filtre et les dérivées. Celle-ci est vraie lorsque lalargeur du filtre est homogène. Les

écoulements fortement inhomogènes, comme les écoulementsde paroi, nécessitent l’usage

de filtre variable dans l’espace. Ce type de filtre ne commute plus avec les dérivées spatiales

qu’en générant une erreur, dite de commutation. Ghosal & Moin [63] montrent que cette

erreur est du second ordre en la largeur de filtre. Elle est en général négligée.

L’équation d’évolution des fluctuations aux petites échellesu′′i s’obtient par soustraction

des équations (2.3) et (6.9) :

∂u′′i
∂xi

= 0 (6.12)

∂u′′i
∂t

+
∂

∂xk

[

u′′k

(

Ũi + u′′i

)

+ Ũku
′′
i − τikSGS

]

= −1

ρ

∂p′′

∂xi

+ ν
∂2u′′i
∂xk∂xk

(6.13)

On en déduit l’équation exacte des tensions de Reynolds de sous-maille :

∂Rij

∂t
+

〈

Ũk

∂u′′i u
′′
j

∂xk

〉

= −∂
〈
u′′i u

′′
ju

′′
k

〉

∂xk
+

〈

u′′j
∂τikSGS

∂xk

〉

+

〈

u′′i
∂τjkSGS

∂xk

〉

+ ν
∂2Rij

∂xk∂xk
− 1

ρ

〈

u′′i
∂p′′

∂xj

〉

− 1

ρ

〈

u′′j
∂p′′

∂xi

〉

−
〈

u′′i u
′′
k

∂Ũj

∂xk

〉

−
〈

u′′ju
′′
k

∂Ũi

∂xk

〉

− 2ν

〈
∂u′′i
∂xk

∂u′′j
∂xk

〉

(6.14)

A partir d’ici, deux points de vue sont possibles. Le premierconsiste à supposer le filtre

idempotent (filtre à coupure spectrale), alors que le secondutilise le formalisme de Germano

[58] en introduisant les moments centrés généralisés.
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• Premier point de vue : filtre idempotent

Dans ce cas, on aLij = Cij = 0 et τijSGS = Rij . L’équation de transport deRij est

alors formellement identique à l’équation des tensions de Reynolds en méthodologie RANS

ou à celle des tensions de Reynolds incohérentes en méthodologie URANS :

∂Rij

∂t
+ Ũk

∂Rij

∂xk
︸ ︷︷ ︸

CijSGS

= −∂
〈
u′′i u

′′
ju

′′
k

〉

∂xk
︸ ︷︷ ︸

DT
ijSGS

+ ν
∂2Rij

∂xk∂xk
︸ ︷︷ ︸

Dν
ijSGS

− 2ν

〈
∂u′′i
∂xk

∂u′′j
∂xk

〉

︸ ︷︷ ︸

εijSGS

−1

ρ

〈

u′′i
∂p′′

∂xj

〉

− 1

ρ

〈

u′′j
∂p′′

∂xi

〉

︸ ︷︷ ︸

φ∗
ijSGS

−Rik
∂Ũj

∂xk
−Rjk

∂Ũi

∂xk
︸ ︷︷ ︸

PijSGS

(6.15)

Les termesCijSGS, DT
ijSGS

, Dν
ijSGS

, φ∗
ijSGS

, PijSGS et εijSGS sont respectivement le terme

de convection par le champ filtré, le transport par les échelles de sous-maille, la diffusion

moléculaire, le terme de pression partielle, la productionpartielle par le champ filtré et la

dissipation visqueuse partielle. Dans un modèle où l’on résout les équations de transport des

tensions de Reynolds de sous-maille, les corrélations inconnues (φ∗
ijSGS

, DT
ijSGS

et εijSGS)

devront être modélisées. Les tensions de Reynolds habituelles sont données par

Rij = τijLES + Rij (6.16)

où le tenseurτijLES est calculé explicitement lors de la simulation selon

τijLES = (Ũi − Ui)(Ũj − Uj) = ŨiŨj − UiUj (6.17)

L’équation de l’énergie de sous-maille s’obtient par contraction des indices libres :

kSGS =
1

2
Rii (6.18)
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∂kSGS

∂t
+ Ũk

∂kSGS

∂xk
︸ ︷︷ ︸

CSGS

= −1

2

∂ < u′′i u
′′
i u

′′
k >

∂xk
︸ ︷︷ ︸

DT
SGS

+ ν
∂2kSGS

∂xk∂xk
︸ ︷︷ ︸

Dν
SGS

−1

ρ

∂ 〈p′′u′′i 〉
∂xi

︸ ︷︷ ︸

DP
SGS

−Rij
∂Ũi

∂xj
︸ ︷︷ ︸

PSGS

− ν

〈
∂u′′i
∂xk

∂u′′i
∂xk

〉

︸ ︷︷ ︸

εSGS

(6.19)

La relation (6.16) montre que l’énergie fluctuante totale est la somme des énergies résolues

et modélisées

k = kLES
︸︷︷︸énergie résolue + km

︸︷︷︸énergie de sous-maille (modélisée) (6.20)

où

kLES =
1

2
τiiLES (6.21)

km = kSGS (6.22)

• Second point de vue : formalisme de Germano [58]

On introduit les moments centrés généralisés définis par

τ(f, g) = 〈fg〉 − 〈f〉 〈g〉 (6.23)

τ(f, g, h) = 〈fgh〉 − 〈f〉 τ(g, h) − 〈g〉 τ(h, f) − 〈h〉 τ(f, g) − 〈f〉 〈g〉 〈h〉 (6.24)

oùf , g eth sont des variables instantanées quelconques. Par définition, on a

τijSGS = τ(U∗
i , U

∗
j ) (6.25)

Germano [58] montre que l’équation du tenseur de sous-maille s’écrit exactement
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∂τijSGS

∂t
+ Ũk

∂τijSGS

∂xk
︸ ︷︷ ︸

CijSGS

= −∂τ(U
∗
i , U

∗
j , U

∗
k )

∂xk
︸ ︷︷ ︸

DT
ijSGS

+ ν
∂2τijSGS

∂xk∂xk
︸ ︷︷ ︸

Dν
ijSGS

− 2ντ

(
∂U∗

i

∂xk

,
∂U∗

j

∂xk

)

︸ ︷︷ ︸

εijSGS

−1

ρ
τ

(

U∗
i ,
∂P ∗

∂xj

)

− 1

ρ
τ

(

U∗
j ,
∂P ∗

∂xi

)

︸ ︷︷ ︸

φ∗
ijSGS

−τikSGS

∂Ũj

∂xk

− τjkSGS

∂Ũi

∂xk
︸ ︷︷ ︸

PijSGS

(6.26)

Les tensions de Reynolds habituelles sont données par

Rij = τijLES + τijSGS (6.27)

où τijLES et τijSGS sont définis par les relations (6.17) et (6.25). La relation (6.20) reste

vraie, oùkSGS est l’énergie de sous-maille généralisée

kSGS =
1

2
τiiSGS (6.28)

La contraction de (6.26) permet d’obtenir son équation de transport

∂kSGS

∂t
+ Ũj

∂kSGS

∂xj
︸ ︷︷ ︸

CSGS

= −1

2

∂

∂xj

τ(U∗
i , U

∗
i , U

∗
j )

︸ ︷︷ ︸

DT
SGS

+ ν
∂2kSGS

∂xj∂xj
︸ ︷︷ ︸

Dν
SGS

−1

ρ
τ

(

U∗
i ,
∂P ∗

∂xi

)

︸ ︷︷ ︸

DP
SGS

−τijSGS

∂Ũi

∂xj
︸ ︷︷ ︸

PSGS

− ντ

(
∂U∗

i

∂xj
,
∂U∗

i

∂xj

)

︸ ︷︷ ︸

εSGS

(6.29)

Tous ces résultats sont formellement identiques à la première approche présentée ci-dessus

et à l’approche URANS. Ils sont valables quel que soit le filtre, du moment qu’il est linéaire,

qu’il préserve les constantes et qu’il commute avec les dérivées spatiales et temporelle. Ces

propriétés sont vérifiées par la moyenne de phase et les filtres LES proposés précédemment

en turbulence homogène. Supposer que le filtre est idempotent est un cas particulier de la

formulation générale de Germano [58]. En général, le tenseur de Reynolds de sous-maille est

prépondérant sur les tenseurs croisés et le tenseur de Léonard. A la limite RANS, les équa-

tions (6.26) et (6.29) sont également valides pour la moyenne d’ensemble, bien que celle-ci

ne puisse pas être considérée comme un filtre de convolution (voir par exemple [57]). Dans
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ce cas, le tenseur de sous-maille tend vers le tenseur de Reynolds et la vitesse filtrée tend

vers sa moyenne d’ensemble.

Le formalisme de Germano [58], qui sera adoptée par la suite pour sa généralité, permet

ainsi de concilier les approches RANS, URANS et LES. Dans le cadre des modèles où l’on

résout les équations de transport du tenseur de sous-maille, les corrélations inconnues, que

sont les termesDT
ijSGS

, φ∗
ijSGS

et εijSGS, devront être modélisées.

6.1.1.3 Modèle de Smagorinsky

De nombreux modèles LES existent. On peut entre autres citerle modèle ADM (Approxi-

mate Deconvolution Model) [180], les modèles basés sur la similarité des échelles (Scale

Similarity Model) [7], les modèles à viscosité spectrale [35, 122, 105, 106] ou encore les

modèles à viscosité turbulente exprimés dans l’espace physique, tels que celui de Smago-

rinsky [159] ou les modèles à fonction de structure [122, 105]. Cette liste n’est pas exhaus-

tive. Pour plus de détails, on pourra se reporter par exempleà Sagaut [159]. On présente

dans cette section le modèle de Smagorinsky, qui fut sans doute le premier modèle LES,

proposé dans les années 1960, et reste encore aujourd’hui très utilisé. Ce modèle se base sur

l’hypothèse de Boussinesq

τijSGS − 2

3
kSGSδij = −2νTSGS

S̃ij (6.30)

où S̃ij est le tenseur de déformation basé sur le champ de vitesse filtré. Pour construire la

viscosité turbulente de sous-mailleνTSGS
, il est nécessaire d’avoir une échelle de vitesse

VSGS et de longueurLSGS telle que

νTSGS
∝ VSGSLSGS (6.31)

L’échelle de longueur est naturellement donnée par la largeur de filtreLSGS = ∆S . L’échelle

de vitesse peut se construire selon

VSGS ∝
√

kSGS ∝ (∆SFSGS)1/3 (6.32)

où FSGS est le flux d’énergie des grandes échelles vers les petites. On utilise l’hypothèse

d’un spectre en équilibre local (autour de la coupure) oùFSGS = PSGS. D’après la définition
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dePSGS et l’hypothèse de Boussinesq, on peut écrire

PSGS = 2νTSGS
S̃ijS̃ij (6.33)

On en déduit finalement

νTSGS
= (Cs∆S)2

√

2S̃ijS̃ij (6.34)

où Cs est une constante empirique, dénomméeconstante de Smagorinsky. Elle peut être

estimée en faisant l’hypothèse que le spectre d’énergie suit la loi (6.78) de Kolmogorov. On

obtient

Cs =
1

π

(
2

3CK

)3/4

≈ 0.17 (6.35)

oùCK ≃ 1.5 est la constante de Kolmogorov. En pratique, cette valeur deCs convient assez

bien pour réaliser une LES de turbulence homogène isotrope,mais doit être corrigée empi-

riquement pour d’autres configurations d’écoulement. Par exemple, en canal plan, certains

auteurs [137] recommandent de réduire considérablement la constante deSmagorinsky en

prenantCs = 0.065. De plus, la viscosité turbulente doit diminuer au fur et à mesure que

l’on s’approche de la paroi. On utilise pour cela la fonctiond’amortissement de Van Driest

[185] (cf. relation (2.41)) :

νTSGS
= (Cs∆S)2

√

2S̃ijS̃ij

(

1 − e−y+/A+
)2

(6.36)

La nécessité de procéder à ce type de calage indique le manqued’universalité et constitue

une importante faiblesse du modèle. Pour corriger ces problèmes, Germanoet al. [60] pro-

pose une procédure dynamique pour calculer, en chaque pointet à chaque instant, la valeur

du paramètreCs. Les résultats en canal [147] ont montré que la viscosité turbulente tend

vers zéro dans un écoulement laminaire ou lorsqu’on s’approche de la paroi, avec le bon

comportement asymptotiqueνTSGS
= O(y3). Néanmoins, le modèle de Smagorinsky néces-

site un maillage raffiné, de telle sorte que le nombre d’onde de coupure se trouve dans la

zone inertielle. Afin d’utiliser des maillages plus grossiers, il est nécessaire de développer

des modèles plus complexes basés sur des équations de transport et permettant de prendre en

compte les processus physiques importants tels que production, effets de pression (primor-

dial pour les écoulements pariétaux) et temps de réponse de l’écoulement à une perturbation

extérieure.
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6.1.2 LES temporelle

La volonté d’unifier entre autre les formalismes RANS et LES apoussé certains auteurs [38,

39, 152, 153] à développer une LES basée sur un filtrage temporel. Ce type de formalisme

est dénommé TLES pourTemporal Large-Eddy Simulation. Il consiste à appliquer un filtre

linéaire, noté< · >, à une variable instantanéeφ. La variable filtrée< φ > s’obtient par le

produit de convolution [153]

〈φ〉 (x, t) =

∫ t

−∞

G∆T
(τ − t)φ(x, τ) dτ (6.37)

où ∆T est la largeur du filtre temporel. Puisque la conséquence ne peut jamais précéder la

cause, l’approche temporelle de la TLES nécessite l’utilisation d’un filtre causal, c’est-à-dire

faisant intervenir uniquement le passé de l’écoulement jusqu’à l’instant présent. De façon

générale, le filtre doit vérifier la propriété suivante [153]

G∆T
(t) =

1

∆T
g

(
t

∆T

)

(6.38)

où le noyaug est une fonction intégrable telle que

g(s) > 0,

∫ 0

−∞

g(s) ds = 1, g(0) = 1 (6.39)

Ces propriétés impliquent que le filtre conserve les constantes et que

lim
s→−∞

g(s) = 0 (6.40)

et suffisent pour que le filtre tende vers une distribution de Dirac lorsque la largeur du filtre

tend vers zéro

lim
∆T→0

G∆T
(t) = δD(t) (6.41)

Deux exemples simples et utiles de filtre temporel sont donnés par l’utilisation des fonctions

exponentielle et de Heaviside pour le noyau. Dans le premiercas, on a

g(s) = exp(s) =⇒ G∆T
(t) =

1

∆T

exp

(
t

∆T

)

(6.42)
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et la variable filtrée s’obtient par

〈φ〉 (x, t) =
1

∆T

∫ t

−∞

exp

(
τ − t

∆T

)

φ(x, τ) dτ (6.43)

Dans le second cas, le noyau et le filtre s’écrivent

g(s) = H(s + 1) =⇒ G∆T
(t) =

1

∆T
H(t+ ∆T ) (6.44)

et la variable filtrée s’obtient par

〈φ〉 (x, t) =
1

∆T

∫ t

t−∆T

φ(x, τ) dτ (6.45)

D’après le formalisme de Germano [58], la décomposition de la variable instantanée en

partie filtrée et résiduelle (cf. équation (6.3)) et les équations filtrées (cf. équations (6.9) et

(6.26)) sont formellement identiques à l’approche spatiale et nesont donc pas reproduites

ici. Le termeSGS devrait néanmoins être remplacé parSFS, pour Sub-Filter Scale, en

toute rigueur. Par souci de simplicité des notations, on gardera le termeSGS. Un problème

soulevé par la TLES est le déphasage introduit par les filtresproposés ci-dessus. En effet,

dans la cas du noyau exponentiel par exemple, sa fonction de transfert est donnée par

Ĝ∆T
(ω) =

∫ 0

−∞

eiωtG∆T
(t) dt =

1

1 + iω∆T

(6.46)

Contrairement aux filtres proposés pour l’approche spatiale (cf. section (6.1.1)), la fonction

de transfert des filtres TLES est complexe et introduit ainsiun déphasageΦ donné par

tan Φ = −ω∆T (6.47)

L’introduction d’un déphasage est inhérente à la TLES du fait qu’on utilise un filtre causal

[152]. De plus, lorsque la largeur de filtre croit, on voit que le filtre amortit de plus en plus

l’amplitude du signal auquel il est appliqué, carlim∆T →∞ |Ĝ∆T
| = 0.

Quel est le comportement des équations filtrées lorsque la largeur de filtre tend vers les

deux valeurs limites zéro et l’infini ? Dans le premier cas, ilest facile de montrer que la
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variable filtrée n’est pas modifiée par rapport à la variable instantanée :

lim
∆T→0

〈φ〉 (x, t) =

∫ t

−∞

lim
∆T→0

G∆T
(τ − t)φ(x, τ) dτ

=

∫ t

−∞

δD(τ − t)φ(x, τ) dτ = φ(x, t) (6.48)

Ainsi, quand la largeur de filtre tend vers zéro, l’opérationde filtrage appliquée à l’équation

de Navier-Stokes redonne les équations instantanées, ce qui signifie que les contraintes de

sous-maille sont nulles et que l’on effectue une DNS. Une autre façon de démontrer que la

limite DNS est atteinte, lorsque la largeur de filtre est nulle, est d’écrire

lim
∆T →0

τijSGS = lim
∆T→0

(〈
U∗

i U
∗
j

〉
− 〈U∗

i 〉
〈
U∗

j

〉)
= U∗

i U
∗
j − U∗

i U
∗
j = 0 (6.49)

Cette limite est également valable pour l’approche spatiale, puisque le filtre tend vers une

distribution de Dirac spatiale quand sa largeur tend vers zéro [174].

Que se passe-t-il maintenant lorsque la largeur du filtre tend vers l’infini en TLES ? On

choisit par commodité le noyau utilisant la fonction de Heaviside mais les résultats qui

suivent restent vrais avec le noyau exponentiel. On peut écrire

lim
∆T→∞

〈φ〉 (x, t) = lim
∆T →∞

1

∆T

∫ t

t−∆T

φ(x, τ) dτ = T {φ} (6.50)

Le membre à droite est par définition la moyenne temporelle deφ. Si l’écoulement est

statistiquement stationnaire, la moyenne temporelle est équivalente à une moyenne d’en-

semble, par ergodicité. En conclusion, pour un tel écoulement, la variable filtrée tend vers

sa moyenne d’ensemble, quand la largeur de filtre tend vers l’infini :

lim
∆T→∞

〈φ〉 = φ (6.51)

En conséquence, la vitesse filtrée tend vers sa moyenne d’ensemble, la fluctuation aux

grandes échellesu′i tend vers zéro et la fluctuation de sous-mailleu′′i tend vers la fluctuation

ui qui prend en compte toutes les échelles de la turbulence (décomposition RANS). On peut

calculer la limite des contraintes de sous-maille lorsque la largeur de filtre est suffisamment

grande :

lim
∆T →∞

τijSGS = lim
∆T →∞

(〈
U∗

i U
∗
j

〉
− 〈U∗

i 〉
〈
U∗

j

〉)
= U∗

i U
∗
j − U∗

i U
∗
j (6.52)
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Le membre de droite est par définition le tenseur de Reynolds,et on a donc

lim
∆T →∞

τijSGS = Rij (6.53)

Le formalisme de la TLES permet ainsi d’atteindre les deux limites RANS et DNS lorsque

la largeur de filtre tend respectivement vers l’infini et verszéro.

En LES classique, on peut montrer que l’on tend vers une moyenne spatiale quand la largeur

de filtre devient suffisamment grande. Cette moyenne n’a de sens que si l’écoulement est

statistiquement homogène, et dans ce cas, elle est équivalente à une moyenne d’ensemble,

par ergodicité. Ainsi, la LES spatiale tend également vers la limite RANS pour de grandes

valeurs de largeur de filtre. Le tableau (6.2) récapitule ces résultats. En pratique, les écou-

lements stationnaires en moyenne sont plus nombreux que lesécoulements homogènes, et

c’est le cas par exemple des écoulements de canal et de marchedescendante, auxquels on

s’intéresse. Le formalisme de la TLES offre ainsi un cadre plus cohérent pour les métho-

dologies hybrides RANS-LES non-zonales. Le modèle hybridePITM, présenté par la suite,

sera adapté au formalisme de la TLES pour justifier théoriquement les modèles hybrides à

transition continue.

Un modèle de déconvolution approchée [180] a été adapté à la TLES par Pruettet al. [154].

Les résultats en canal àReτ = 590 sont satisfaisants, mais la fréquence de coupure est choi-

sie proportionnelle à l’inverse du pas de temps et donc constante partout dans l’écoulement.

Ce choix n’est pas optimal dans la mesure où la coupure se situe dans les très hautes fré-

quences au centre du canal, sans doute au-delà de l’échelle de Kolmogorov. Une question

cruciale est de savoir comment choisir la largeur de filtre defaçon optimale en écoulement

inhomogène. En LES spatiale, le maillage, qui est discret par nature, « échantillonne » le

signal dans la mesure où l’on approche le signal continu par un signal discret. Le choix le

plus naturel est de faire dépendre la largeur de filtre de la taille locale de maille, selon la

relation (6.7) par exemple. En TLES, il n’y a pas de choix naturel. Une première idée est de

la faire dépendre des variables dynamiques de l’écoulement: production, vitesse, pression,

vorticité, anisotropies, échelles de Kolmogorov ou de la turbulence,etc.Ce choix3 permet

de découpler la physique de l’écoulement et le numérique (maillage). Une proposition empi-

rique est donnée à la section (6.2.7). Il faut néanmoins garder en tête qu’un filtrage temporel

implique un filtrage spatial et inversement [159]. Certains auteurs [183, 182, 159] proposent

une relation de dispersion explicite, de la formeω = f(κ) que l’on verra par la suite. Dans

3En théorie, la largeur de filtre en LES spatiale peut également dépendre des variables dynamiques. Ce

choix n’est pas utilisé en pratique.
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ce cas, on peut explicitement relier la fréquence de coupureau nombre d’onde de coupure

et donc à la taille locale de maille.

LES ∆S → 0 DNS

∆S → ∞ RANS si écoulement homogène

TLES ∆T → 0 DNS

∆T → ∞ RANS si écoulement stationnaire

TAB. 6.2 – Limite atteinte en fonction des valeurs de la largeur de filtre en LES et TLES.

6.2 Modèle hybride non-zonal

6.2.1 Comportement aux limites RANS et DNS

Les résultats du chapitre précédent, concernant l’URANS sur la marche descendante, ont

montré qu’il faut développer des modèles qui soient capables de contrôler le ratio énergie

résolue / énergie totale. Pour cela, dans le cadre d’une approche spatiale de la LES, le spectre

de la turbulence est découpé en deux zones[0, κc] et [κc,∞], oùκc est le nombre d’onde de

coupure. Les structures de la zone[0, κc] sont résolues explicitement tandis que celles de

la zone[κc,∞] sont modélisées. Dans une approche temporelle de la TLES, lespectre est

formellement découpé de la même manière : on définit deux intervalles[0, ωc] et [ωc,∞], où

ωc est la fréquence de coupure, avec[0, ωc] la zone résolue et[ωc,∞] la zone modélisée. Les

résultats présentés dans cette section ne dépendent pas du type d’approche utilisée dans le

formalisme de la LES (spatiale ou temporelle). Par commodité, on s’intéresse à l’approche

spatiale, sachant que les raisonnements sont directement transposables à l’approche tempo-

relle.

Les modèles hybrides auxquels on va s’intéresser font tous intervenir les paramètresfk,

fε etfp définis par

fk =
km

k
(6.54)

fε =
εm

ε
(6.55)

fp =
Pm

P
(6.56)
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où k, ε et P sont respectivement l’énergie cinétique fluctuante totale, la dissipation totale

et la production totale, associées à la zoneκ ∈ [0,∞]. On définitkm = kSGS, εm = εSGS,

et Pm = PSGS. Les termeskSGS, εSGS et PSGS sont respectivement l’énergie cinétique

fluctuante partielle (ou de sous-maille), la dissipation partielle et le taux de production de

l’énergie fluctuante partielle, associés à la zoneκ ∈ [κc,∞]. Les quantités partielles sont

précisément définies à l’équation (6.29). On verra à la section (6.2.3) que le termePm est la

somme d’une production par le champ moyen et d’un terme de transfert spectral au nombre

d’ondeκc. Par définition,fk, fε et fp sont dans l’intervalle[0, 1] et sont imposés implicite-

ment par la coupure. Dans le cas où la coupure est hors de la zone dissipative du spectre, par

exemple dans la zone inertielle, on afε ≃ 1, car la dissipation visqueuse est un processus

dominant essentiellement aux petites échelles de la turbulence.

La limite RANS est atteinte lorsque tout le spectre d’énergie est modélisé, c’est-à-dire

κc = 0. Par définition, toutes les quantités partielles moyennes (km, εm, Pm, etc.) tendent

vers leur valeur totale (k, ε, P , etc.) 4. On a alors

lim
RANS

fk = lim
RANS

fε = lim
RANS

fp = 1 (6.57)

On tend vers la limite DNS lorsque la coupure se trouve dans lazone dissipative et est

du même ordre de grandeur ou plus petite que l’échelle de Kolmogorov, ce qu’on note

formellementκc → ∞, à grand nombre de Reynolds. Toutes les quantités partielles tendent

alors vers zéro, et tout le spectre d’énergie est résolu explicitement. Dans ce cas, on a

lim
DNS

fk = lim
DNS

fε = lim
DNS

fp = 0 (6.58)

Les valeurs intermédiaires du nombre d’onde de coupure permettent d’effectuer une LES

plus ou moins bien résolue.

Les modèles hybrides présentés dans ce chapitre se focalisent sur l’équation de la dissi-

pation. On suppose que la forme classique de l’équation modèle de la dissipation est vraie

dans la méthodologie RANS. Elle s’écrit en turbulence homogène

dε

dt
= Cε1

Pε

k
− Cε2

ε2

k
(6.59)

On suppose également que l’équation de la dissipation de sous-maille puisse se mettre sous

la forme
4En TLES, on aωc = 0 à la limite RANS, etωc → ∞ à la limite DNS.
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dεm

dt
= C∗

ε1

Pmεm

km

− C∗
ε2

ε2
m

km

(6.60)

où les coefficientsC∗
ε1

et C∗
ε2

sont modifiés par rapport àCε1
et Cε2

. Pour que l’équation

(6.60) redonne sa forme classique RANS, on doit nécessairement avoir les limites suivantes

lim
RANS

C∗
ε1

= Cε1
(6.61)

lim
RANS

C∗
ε2

= Cε2
(6.62)

On s’intéresse maintenant à la limite DNS. Dans la zone dissipative, la production par le

champ moyen étant négligeable,Pm est uniquement un terme de transfert spectral. En sup-

posant que l’énergie entrant dans la zone dissipative par transfert spectral est immédiatement

dissipée par la viscosité, on peut écrire

lim
DNS

Pm

εm
= 1 (6.63)

avec

lim
DNS

Pm = lim
DNS

εm = 0 (6.64)

On justifiera plus rigoureusement la relation (6.63) à la section (6.2.3). De plus, à la limite

DNS, la coupure est à tout instant du même ordre de grandeur, voire plus petite, que l’échelle

de Kolmogorov, signifiant

lim
DNS

εm = 0 ∀t =⇒ lim
DNS

dεm

dt
= 0 (6.65)

L’utilisation de (6.63) et (6.65) dans (6.60) montre que

lim
DNS

(C∗
ε1
− C∗

ε2
)
ε2

m

km

= 0 (6.66)

Rien n’assure quelimDNS ε
2
m/km = 0. Par conséquent, la limite suivante doit être imposée :

lim
DNS

(C∗
ε1
− C∗

ε2
) = 0 (6.67)
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ωc κc fk fε fp C∗
ε1

C∗
ε2

DNS ∞ ∞ 0 0 0 – C∗
ε1

RANS 0 0 1 1 1 Cε1
Cε2

TAB. 6.3 – Limite RANS et DNS des paramètres pilotant les modèleshybrides non-zonaux.

La valeur deC∗
ε1

est indéterminée à la limite DNS.

Le tableau (6.3) récapitule les limites RANS et DNS des paramètres pilotantles modèles

hybrides non-zonaux. Si l’équation (6.60), supposéea priori, peut être justifiée alors tout

modèle hybride RANS-LES doit vérifier les limites (6.61), (6.62) et (6.67), pour être consis-

tant avec les deux limites RANS et DNS. Les modèles PANS, PITMet T-PITM, présentés

aux paragraphes suivants, explicitent la valeur des nouveaux coefficients.

6.2.2 Modèle PANS

6.2.2.1 Dérivation du modèle PANS

Le modèle PANS a été proposé par Girimajiet al. [68] en 2003. Il consiste à introduire

intuitivement les paramètresfk et fε, définis par les relations (6.54) et (6.55), pour gérer

la transition RANS-LES. L’équation modèle de la dissipation peut s’écrire en turbulence

homogène cisaillée

dε

dt
= Cε1

Pε

k
− Cε2

ε2

k
(6.68)

On peut écrire cette équation en introduisant les variablesde sous-maille

d

dt

(
εm

fε

)

= Cε1

fk

fpfε

Pmεm

km
− Cε2

fk

f 2
ε

ε2
m

km
(6.69)

Le paramètrefp est en réalité imposé parfk (ouκc), et une relation de fermeture entrefp et

fk est nécessaire. La dérivation temporelle de la définition (6.54) defk, ainsi que l’utilisation

des équations (2.10) et (6.29) en turbulence homogène, permettent d’écrire de façon exacte

dfk

dt
=

1

k
(Pm − εm − fk(P − ε)) (6.70)

En turbulence homogène cisaillée, après un temps suffisamment long, on peut supposer que

le paramètrefk atteint une valeur limite constante dans le temps [68]. La relation (6.70)
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permet alors de déduire

dfk

dt
= 0 =⇒ fp = fε

ε

P
+ fk

(

1 − ε

P

)

(6.71)

Les limites RANS et DNS defp sont consistantes (cf. tableau (6.3)). En utilisant les défini-

tionsε = εm/fε etP = Pm/fp, la relation de fermeture (6.71) peut s’écrire en fonction des

variables partielles

1

fp
=

1

fk

(

1 − εm

Pm

)

+
1

fε

εm

Pm
(6.72)

En supposant égalementfε constant dans le temps, l’introduction de (6.72) dans l’équation

(6.69) donne finalement

dεm

dt
= C∗

ε1

Pmεm

km
− C∗

ε2

ε2
m

km
(6.73)

avec

C∗
ε1

= Cε1
(6.74)

C∗
ε2

= Cε1
+
fk

fε

(Cε2
− Cε1

) (6.75)

L’équation (6.73) est formellement identique à l’équation de la dissipationutilisée dans les

modèles RANS, sauf que le coefficientCε2
est modifié enC∗

ε2
. On peut d’ailleurs considérer

l’approche RANS comme un cas particulier de la méthodologiePANS oùfk = fε = 1. Les

contraintes (6.61) et (6.62) sont facilement vérifiées à la limite RANS. A la limite DNS, en

utilisant la contrainte (6.63) et la relation (6.71) de fermeture surfp, on peut écrire

fk

fε
=
fk

fp

ε

P
=
fk

fε

[

1 +
fk

fε

(
P

ε
− 1

)]−1

(6.76)

La résolution de cette équation, où l’inconnue estfk/fε, permet de déduire

lim
DNS

fk

fε

= 0 (6.77)

Comme on pouvait le deviner intuitivement, cette dernière relation signifie que l’énergie de

sous-maille tend vers zéro à la limite DNS plus rapidement que la dissipation de sous-maille.

Et finalement, la contrainte (6.67) est vérifiée. Ainsi, le modèle PANS est consistant avec les
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deux limites extrêmes RANS et DNS. En pratique, le nombre de Reynolds étant élevé, la

limite DNS ne sera jamais atteinte et ce n’est d’ailleurs pasl’objectif des méthodes hybrides.

En conséquence, on pourra supposerfε ≃ 1 (c’est-à-dire εm ≃ ε), impliquant que la cou-

pure est en dehors des échelles dissipatives.

La relation (6.75) montre queC∗
ε2

6 Cε2
: par rapport à un modèle RANS, le terme de

destruction de la dissipation dans le modèle PANS est plus petit, entraînant une suresti-

mation de la dissipation moyenne de sous-mailleεm. Par conséquent le tenseur moyen de

sous-mailleτijSGS et l’énergie moyenne de sous-maillekm sont diminués. Pour bien com-

prendre l’influence de la relation (6.75), on considère un modèlek–ε haut-Reynolds où la

viscosité turbulente moyenne de sous-maille est donnée parνTSGS
≃ Cµk

2
m/εm et la pro-

duction partielle moyenne parPm = 2νTSGS
S̃ijS̃ij . On voit donc que la diminution dekm

implique une diminution deνTSGS
, ce qui permettra aux structures cohérentes de se dévelop-

per. D’autre part,Pm diminue, entrainant une diminution deεm qui revient ainsi à sa valeur

d’équilibre égale à la dissipation totaleε si la coupure est en dehors de la zone dissipative

(fε = 1). Dans un modèle RSM, le tenseur de sous-maille est diminué,aboutissant qualita-

tivement aux mêmes comportements. On peut voir quelque similitude avec le modèle DES

où la dissipation est augmentée par l’intermédiaire de la diminution de l’échelle de longueur

du modèle RANS (cf. chapitre1).

6.2.2.2 Mise en œuvre pratique du modèle PANS

L’équation (6.73) de la dissipation est écrite avec les variables de sous-maille moyennée, au

sens d’une moyenne d’ensemble. Or, l’équation (6.26) du tenseur de sous-maille fait appa-

raître la quantitéεijSGS, qui est une quantité filtrée et non moyennée. On a donc besoind’une

équation de la dissipation non pas sur la quantitéεijSGS mais surεijSGS. Le modèle PANS

permet, par l’intermédiaire de la relation (6.75), de prédire les quantités moyennes de sous-

maille (km, Pm etεm) pour adapter l’intensité moyenne de la turbulence à la zonemodélisée

du spectre d’énergie. On peut supposer qu’en utilisant la relation (6.75) dans l’équation des

grandeurs filtrées, l’effet obtenu sera en moyenne le même, c’est-à-dire quekSGS fluctuera

autour d’une valeurkm qui s’adaptera à la coupure spectrale. Ainsi, en pratique, on résout

l’équation (6.26) du tenseur de sous-maille et une équation de transport deεSGS, obtenue en

remplaçant dans (6.73) les variables moyennes (km, Pm, εm, etc.) par leur homologue filtré

(kSGS, PSGS, εSGS, etc.).

Par ailleurs, la théorie PANS étant faite en turbulence homogène, il faut incorporer les termes

de transport (convection et diffusion) pour un écoulement quelconque. On verra comment
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écrire ces termes plus en détails à la section (6.3).

La mise en œuvre pratique du modèle PANS est aisé dans un code RANS pré-existant, avec

une méthode numérique instationnaire. Il suffit juste d’apporter les modifications nécessaires

au coefficientCε2
. Il a été testé par Girimaji [66] dans un écoulement de sillage derrière un

cylindre carré àRe = 10000, avec un modèle haut-Reynoldsk–ε classique. L’auteur choisit

fε = 1 et une valeur constante pourfk est prescrite partout dans l’écoulement. Ses résultats

montrent que le modèle PANS, avecfk = 0.4, capture plus de structures que l’URANS

(avec le même maillage), et permet la tridimensionnalisation de l’écoulement, contrairement

à l’URANS.

6.2.2.3 Choix des paramètresfk et fε

La formulation (6.75) nécessite la connaissance préalable des paramètresfk et fε. Le choix

de prendrefk constant dans l’écoulement n’est évidemment pas optimal etil est même im-

possible dans un calcul bas-Reynolds : à la paroi, le modèle hybride doit tendre vers sa limite

RANS ( fk → 1), alors que loin des parois,fk doit diminuer pour résoudre explicitement

une partie du spectre. Comme proposé par Schiestel & Dejoan [166], un moyen judicieux

d’imposer le paramètrefk est d’utiliser la loi de Kolmogorov, valable dans la zone inertielle

(κL→ ∞ etκLη → 0), à grand nombre de Reynolds

ES(κ) = CKε
2/3κ−5/3 (6.78)

Le spectre spatial d’énergie turbulenteES sera défini au paragraphe (6.2.3). On en déduit

km =

∫ ∞

κc

ES(κ) dκ =
3

2
CKε

2/3κ−2/3
c (6.79)

On introduit le nombre d’onde de coupure adimensionné par l’échelle de longueur de la

turbulence

ηc0 = κc
k3/2

ε
=
LRANS

LLES
(6.80)

Ce paramètre peut s’interpréter comme le ratio de la longueur caractéristique des plus gran-

des échelles de la turbulence (k3/2/ε) par la longueur caractéristique de la coupure de la LES

(κ−1
c ). Avec cette définition, le paramètrefk s’écrit
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fk =
1

β0

ηc
−2/3
0 (6.81)

où en théorieβ0 = 2/(3CK).

A grand nombre de Reynolds, on peut supposer que la coupure est en dehors des échelles

dissipatives, signifiantfε ≃ 1. Pour des écoulements à faible nombre de Reynolds, la cou-

pure peut se situer dans les échelles dissipatives, signifiant qu’une partie de la dissipation

est résolue et que par conséquentfε 6= 1. Une estimation defε se fait de façon similaire

en utilisant une loi analytique caractérisant le spectre d’énergie dans la zone dissipative. En

effet, la dissipation de sous-maille est donnée par

εm =

∫ ∞

κc

2νκ2ES(κ) dκ (6.82)

oùES(κ) est donné, par exemple, par la loi de Heisenberg-Chandrasekhar, Kovasznay ou

Pao [159]. Ce dernier, étant le plus réaliste, s’écrit

ES(κ) = CKε
2/3κ−5/3 exp

(

−3CK

2
(κLη)

4/3

)

(6.83)

On obtient dans ce cas

fε = exp

(

−3CK

2
(κcLη)

4/3

)

(6.84)

Cette formulation est compatible avec les deux limites RANSet DNS. Contrairement à la

formulation (6.81) defk, c’est l’échelle de Kolmogorov qui intervient dans la formulation

defε, puisque la dissipation est un processus caractéristique des petites échelles.

Si la taille locale de maille∆m est suffisamment petite pour résoudre toutes les échelles dela

turbulence jusqu’aux échelles de Kolmogorov, alors le modèle doit se comporter comme une

DNS. Ceci implique que les nombres d’onde de coupureκc et ηc0 tendent vers l’infini. La

relation (6.81) est consistante avec la limite DNS, puisque l’on obtient dans ce casfk → 0.

Si la taille locale de maille est trop grande pour résoudre les plus grandes échelles de la

turbulence (k3/2/ε), alorsκc etηc0 tendent vers zéro, et le modèle doit se comporter comme

une simulation RANS. Or la relation (6.81) n’est pas consistante avec la limite RANS, car

elle donnefk → ∞, au lieu de donnerfk → 1. La raison en est que la loi de Kolmogorov
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n’est plus valable quand le nombre d’onde de coupure tend vers zéro. On verra plus en dé-

tails à la section (6.3.3) comment choisirfk quand on s’approche de la limite RANS.

La spécification (6.81) nécessite la connaissancea priori de l’échelle de la turbulencek3/2/ε.

On peut, dans un premier temps, effectuer une simulation RANS pour obtenir l’énergie to-

tale k et la dissipationε, et utiliser ces valeurs dans la formule (6.81), pour initialiser le

calcul PANS. Puis, au fur et à mesure de la simulation PANS, onmesure l’énergie totalek

et l’énergie moyenne de sous-maillekm, pour obtenir finalementfk = km/k. C’est ensuite

cette valeur qui est utilisée dans la relation (6.75) pour calculer le coefficientC∗
ε2

. Cette

approche dynamique peut poser des problèmes d’instabiliténumérique et être sensible aux

erreurs statistiques dans le processus de calcul des moyennes, surtout si l’écoulement ne

présente pas de directions homogènes. Une approche plus robuste est de toujours utiliser,

dans le calcul defk, les valeurs RANS pour l’échelle de la turbulence. Le dangerd’une telle

approche est de sous-estimer la valeur defk, « forçant » le modèle à vouloir résoudre plus

de structures que la taille locale de maille ne peut supporter.

L’approche de Girimajiet al.[68] est intéressante et consistante avec les deux limites RANS

et DNS. Elle donne de meilleurs résultats que l’URANS dans les écoulements de sillage

[68, 67, 66] et de jet [67]. L’approche PITM [166, 28] permet d’aboutir à la même formu-

lation pour l’équation de la dissipation, par une vision spectrale de la turbulence et donne

ainsi un cadre plus formel.

6.2.3 Modèle PITM

Le modèle PITM a été proposé initialement par Schiestel & Dejoan [166] avec un modèle

EVM, puis par Chaouat & Schiestel [28] avec un modèle RSM. L’idée essentielle du modèle

PITM est de prendre en compte les variations temporelle du nombre de coupure adimen-

sionnéηc0 = κck
3/2/ε dans le spectre, pour être compatible avec les deux limites extrêmes

RANS et DNS. La théorie est faite en turbulence homogène cisaillée et s’inspire des modèles

multi-échelles [161, 162, 163, 29], utilisant la théorie spectrale de la turbulence. L’équation

d’évolution du spectre spatial d’énergie s’obtient par transformée de Fourier, puis moyenne

sur une coquille sphérique dans l’espace des nombres d’onde, de l’équation des corrélations

de vitesse en deux points. On peut démontrer que le spectre spatial d’énergieES vérifie

[78, 161, 159]

∂ES

∂t
(t, κ) = −λijAij(t, κ) + B(t, κ) − 2νκ2ES(t, κ) (6.85)
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où λij est le tenseur des gradients de vitesse moyenne, supposé constant en turbulence ho-

mogène cisaillée, etAij l’intégrale sur une coquille sphérique, dans l’espace des nombres

d’onde, de la transformée de Fourier du tenseur des corrélations de vitesse en deux points.

Les trois termes à droite de cette équation représentent la production turbulente par la vitesse

moyenne, le transfert spectral et la dissipation visqueuse. Le terme de transfert est la somme

du transfert rapide par le gradient du champ moyen et du transfert lent dû aux interactions

triadiques non-linéaires et non-locales. Le spectre spatial d’énergie turbulenteES est défini

par

ES(t, κ) =
1

2
Aii(t, κ) (6.86)

avec

Aij(t, κ) =

∫

R3

Aij(t,κ
′)δD(||κ′|| − κ) dκ′ (6.87)

Aij(t,κ) = FT

{

ui(x, t)uj(x + r, t)
}

(6.88)

oùFT{g} est la transformée de Fourier de la fonctiong. La dépendance par rapport au temps

ne sera plus notée explicitement pour simplifier les notations. L’intégration de l’équation

(6.85) sur un intervalle quelconque de nombre d’onde[κ1, κ2] donne

d

dt
k[κ1,κ2] = P[κ1,κ2] − ε[κ1,κ2] + J (κ1) − J (κ2) (6.89)

où

k[κ1,κ2] =

∫ κ2

κ1

ES(κ) dκ (6.90)

P[κ1,κ2] = −
∫ κ2

κ1

λijAij(κ) dκ (6.91)

ε[κ1,κ2] =

∫ κ2

κ1

2νκ2ES(κ) dκ (6.92)

Q(κ) = −
∫ κ

0

B(κ′) dκ′ =

∫ ∞

κ

B(κ′) dκ′ (6.93)

J (κ) = Q(κ) − ∂κ

∂t
ES(κ) (6.94)
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FIG. 6.1 – Pour un intervalle quelconque[κ1, κ2], l’énergie turbulente partielle associée

k[κ1,κ2] varie en fonction de la production partielle par le champ moyenP[κ1,κ2], la dissipation

visqueuse partielleε[κ1,κ2], et du flux netJ (κ1) − J (κ2) (cf. équation (6.89)).

Les termesk[κ1,κ2] , P[κ1,κ2] et ε[κ1,κ2] sont respectivement l’énergie turbulente partielle, la

production partielle de la turbulence par le champ moyen et la dissipation partielle, associées

à la zone[κ1, κ2]. Le termeJ est un flux spectral et fait intervenir la variation temporelle du

nombre d’onde, car de façon générale [161, 9]

∫ κ

0

∂ES

∂t
(κ′) dκ′ =

∂

∂t

∫ κ

0

ES(κ′) dκ′ − ES(κ)
∂κ

∂t
(6.95)

De façon implicite, la théorie PITM suppose que le filtre est une coupure spectrale, bien que

la pratique montre plutôt une allure gaussienne. On définit trois intervalles[0, κc], [κc, κd]

et [κd,∞] où κc est le nombre d’onde de coupure etκd un nombre d’onde tel queκd > κc

(cf. figure (6.1)). PuisqueJ (0) = 0 et J (∞) = 0, l’équation (6.89) donne sur les trois

intervalles définis précédemment

d

dt
k[0,κc] = P[0,κc] − ε[0,κc] −J (κc) (6.96)

d

dt
k[κc,κd] = P[κc,κd] − ε[κc,κd] + J (κc) −J (κd) (6.97)

d

dt
k[κd,∞] = P[κd,∞] − ε[κd,∞] + J (κd) (6.98)

aveck[0,κc] = kLES par définition. La somme terme à terme de (6.96), (6.97) et (6.98)
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redonne l’équation de l’énergie fluctuante totale en turbulence homogène

dk

dt
= P − ε (6.99)

avec, par définition

k[0,κc] + k[κc,κd] + k[κd,∞] = k[0,∞] = k (6.100)

P[0,κc] + P[κc,κd] + P[κd,∞] = P[0,∞] = P (6.101)

ε[0,κc] + ε[κc,κd] + ε[κd,∞] = ε[0,∞] = ε (6.102)

L’équation de l’énergie fluctuante totale peut également sedéduire de (6.96) en prenant la

limite où la coupure se situe dans la zone dissipative, ce quel’on note formellementκc → ∞
à grand nombre de Reynolds. La somme terme à terme de (6.97) et (6.98) permet de déduire

l’équation de l’énergie de sous-maille

dkm

dt
= P[κc,∞] − εm + J (κc) (6.103)

avec, par définition

k[κc,κd] + k[κd,∞] = k[κc,∞] = km (6.104)

P[κc,κd] + P[κd,∞] = P[κc,∞] (6.105)

ε[κc,κd] + ε[κd,∞] = ε[κc,∞] = εm (6.106)

L’équation moyennée (6.29) de l’énergie de sous-maille, déduite dans l’espace physique,

donne en turbulence homogène

dkm

dt
= Pm − εm (6.107)

La comparaison de (6.103) et (6.107) montre que

Pm = P[κc,∞] + J (κc) (6.108)

où



140 Chapitre 6. Modèle hybride RANS-LES

P[κc,∞] = −τijSGS

∂Ui

∂xj

(6.109)

Ainsi, Pm est la somme d’un terme de production par le champ moyenP[κc,∞] et d’un flux

spectralJ (κc) au nombre d’onde de coupure. Par définition, on a

Pm = PSGS = −τijSGS

∂Ũi

∂xj

(6.110)

L’introduction de (6.109) et (6.110) dans (6.108) permet de déduire une formulation expli-

cite deJ (κc) :

J (κc) = −τijSGS

∂u′i
∂xj

(6.111)

En plaçantκd dans la zone dissipative, la production partielle par le champ moyenP[κd,∞] et

l’énergie turbulente partiellek[κd,∞] associées à la zone[κd,∞] sont négligeables et l’équa-

tion (6.98) montre alors queε[κd,∞] ≃ J (κd). En faisant tendre la coupureκc versκd,

l’équation (6.108) donnePm ≃ J (κc) = J (κd) ≃ ε[κd,∞] = ε[κc,∞] = εm. La vision spec-

trale de la turbulence permet ainsi de démontrer la relation(6.63).

Dans tout ce qui suit, on choisit la position deκd dans le spectre de telle sorte que l’énergie

turbulente partielle associée à la zone[κd,∞] soit négligeable. Pour cela, on suppose que

les nombres d’ondeκd etκc sont liés par la relation dimensionnelle suivante

κd = κc + ζm
εm

k
3/2
m

(6.112)

Le paramètreζm peut dépendre du nombre de Reynolds mais ne dépend pas explicitement du

temps, par hypothèse. Il est choisi suffisamment grand de telle sorte que l’énergie turbulente

partielle associée à la zone[κd,∞] soit négligeable. La dérivation temporelle de la relation

(6.112) et l’utilisation de (6.103) et (6.108) donnent

dεm

dt
= C∗

ε1

Pmεm

km

− C∗
ε2

ε2
m

km

(6.113)

avec
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C∗
ε1

=
3

2
(6.114)

C∗
ε2

=
3

2
+

km

(κd − κc)εm

(
∂κc

∂t
− ∂κd

∂t

)

(6.115)

Cette relation est valable quelle que soit la position de la coupure dans le spectre. A la limite

RANS oùκc = 0 à chaque instant, et par conséquent∂κc/∂t = 0, on obtient

Cε1
=

3

2
(6.116)

Cε2
=

3

2
− k

εκd

∂κd

∂t
(6.117)

En pratique, Chaouat & Schiestel [28] choisissent la valeurCε1
= 1.45 pour être compatible

avec le modèle de Launder & Shima [114]. On discutera ce point à la section suivante. La

comparaison des lois (6.115) et (6.117) permet d’écrireC∗
ε2

sous la forme suivante :

C∗
ε2

= Cε1
+
fk

fε

(

1 − κc

κd

)−1
(

Cε2
− Cε1

+
k

εκd

∂κc

∂t

)

(6.118)

Les limites RANS et DNS deC∗
ε2

sont cohérentes. En supposant que les variations tempo-

relles de la coupure sont faibles, on obtient la relation

C∗
ε2

= Cε1
+
fk

fε

(

1 − κc

κd

)−1

(Cε2
− Cε1

) (6.119)

On peut supposerκc ≪ κd si le nombre de Reynolds de l’écoulement est suffisamment

grand. On retrouve alors la formulation PANS, mais avec une approche spectrale de la tur-

bulence et un cadre plus formel :

C∗
ε2

= Cε1
+
fk

fε
(Cε2

− Cε1
) (6.120)

avecfε ≃ 1 si la coupure est en dehors de la zone dissipative, hypothèsevalable à grand

nombre de Reynolds. Le paramètrefk est imposé selon la relation (6.81). Elle est consistante

avec la limite DNS, comme on l’a mentionné précédemment, mais pas avec la limite RANS,
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puisque le nombre d’onde de coupure n’est plus dans la zone inertielle et que la loi de

Kolmogorov n’est plus valable. De façon empirique, Schiestel & Dejoan [166] proposent

fk(x, t) =
1

1 + β0ηc
2/3
0

(6.121)

Les limites RANS et DNS sont ainsi respectées. On discutera ce choix à la section (6.3).

6.2.4 A propos de l’équation de la dissipation

On peut se demander si la valeur3/2 prédite par la théorie PITM pour le coefficientCε1
, et

proche de sa valeur classiqueCε1
= 1.44, a un fondement théorique. Cette section tente de

répondre à cette question.

6.2.4.1 Calibration des coefficientsCε1
etCε2

En turbulence homogène, l’équation de l’énergie cinétiquefluctuante s’écrit de façon exacte

dk

dt
= P − ε (6.122)

On suppose que la forme classique de l’équation de la dissipation est vraie et qu’elle est

donnée par

dε

dt
= Cε1

Pε

k
− Cε2

ε2

k
(6.123)

oùCε1
etCε2

sont deux coefficients à déterminer par l’expérience et/ou la DNS. En turbu-

lence de grille, la production est nulle et le système d’équation pour l’énergie fluctuante et

la dissipation s’écrit







dk

dt
= −ε

dε

dt
= −Cε2

ε2

k

(6.124)

On montre que l’énergie turbulente et la dissipation décroissent en fonction du temps selon

une loi en puissance [150]
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k(t) = k0

(
t

t0

)−nε

(6.125)

ε(t) =
nεk0

t0

(
t

t0

)−(nε+1)

(6.126)

où t0 est un temps de référence arbitraire,k0 la valeur de l’énergie turbulente à cet instant et

nε =
1

Cε2
− 1

⇐⇒ Cε2
= 1 +

1

nε

(6.127)

Le coefficientCε2
se calibre par les données expérimentales concernant la turbulence de

grille. Les valeurs expérimentales pournε se situent dans l’intervalle[1.15, 1.45], et Moha-

med & LaRue [136] suggèrent que la plupart des données expérimentales sont consistantes

avec la valeurnε ≃ 1.3, ce qui donneCε2
≃ 1.77.

La calibration du coefficientCε1
se fait en turbulence homogène cisaillée où l’échelle de

tempsT = k/ε de la turbulence et le ratioP/ε atteignent une valeur d’équilibre au bout

d’un temps suffisamment long [150]. En utilisant les équations (6.122) et (6.123), on a dans

ce cas

(
dT

dt

)

∞

= (Cε2
− 1) − (Cε1

− 1)

(
P

ε

)

∞

= 0 (6.128)

d’où

Cε2
− 1

Cε1
− 1

=

(
P

ε

)

∞

≈ 1.7 (6.129)

Cette relation permet de calibrer le coefficientCε1
, connaissant celle deCε2

grâce à la turbu-

lence de grille. On obtientCε1
= 1.45 avecCε2

= 1.77. En turbulence homogène cisaillée,

on peut calculer la solution de l’équation de l’énergie et dela dissipation, qui s’écrit

k(t) = k0 exp

{[(
P

ε

)

∞

− 1

]
t

T∞

}

(6.130)

ε(t) = ε0 exp

{[

Cε1

(
P

ε

)

∞

− Cε2

]
t

T∞

}

(6.131)

où k0 et ε0 sont la valeur de l’énergie et de la dissipation à l’instant initial, ce dernier étant

choisi de telle sorte queT etP/ε soient constants dans le temps. On voit donc que l’énergie



144 Chapitre 6. Modèle hybride RANS-LES

fluctuante et la dissipation croissent indéfiniment au fur età mesure du temps. Cette solution

analytique sera utile à la section suivante.

6.2.4.2 Première approche de l’équation de la dissipation

Soitψ une variable caractéristique des grandes échelles de la turbulence, commeL ouT par

exemple. Pour une turbulence en équilibre spectral, la macro-échelleψ peut se définir en

fonction deε etk selon la relation générale

ψ(k, ε) = kaε−b (6.132)

où a et b sont des constantes positives. La dérivation temporelle dela relation (6.132) et

l’utilisation de (6.122) permet d’exprimer, en turbulence homogène, la dérivée temporelle

deε selon

dε

dt
=
a

b

Pε

k
− ε2

k

(
a

b
+

1

b

εb−1

ka−1

dψ

dt

)

(6.133)

Pour retrouver la forme classique (6.123) de l’équation de la dissipation, il suffit de po-

ser, comme le suggèrent Schiestel & Dejoan [166] et Chaouat & Schiestel [28] dans le cas

particulier oùψ = L







Cε1
=
a

b

Cε2
=
a

b
+

1

b

εb−1

ka−1

dψ

dt

(6.134)

La relation (6.134) montre que la valeur deCε1
dépend directement dea etb, c’est-à-dire de

la variableψ choisie. On verra un peu plus loin les conséquences de ce résultat. On calcule

Cε2
par la relation (6.134). En turbulence de grille, la définition (6.132) et les équations

(6.125) et (6.126) permettent d’obtenir la relation (6.127), quelles que soient les valeurs de

a et b. En turbulence homogène cisaillée, la définition (6.132) et les équations (6.130) et

(6.131) donnent

Cε2
=

a

b
+

G
b

exp

{[(
P

ε

)

∞

− 1 − Cε1

(
P

ε

)

∞

+ Cε2

]
t

T∞

}

(6.135)

où l’on pose



6.2. Modèle hybride non-zonal 145

G = a

[(
P

ε

)

∞

− 1

]

− b

[

Cε1

(
P

ε

)

∞

− Cε2

]

(6.136)

En utilisantCε1
= a/b, le termeG s’écrit plus simplement selon

G = bCε2
− a (6.137)

On considère séparément les deux casψ = L = k3/2/ε et ψ = T = k/ε, en turbulence

homogène cisaillée.

• Choix ψ = L : ce cas correspond àa = 3/2 et b = 1. D’après la relation (6.134), on

aCε1
= a/b = 3/2, résultat similaire à Schiestel & Dejoan [166] et Chaouat & Schiestel

[28]. On rappelle que la dérivation temporelle de la relationκd = κc + ζmεm/k
3/2
m permet

à ces auteurs de déduire la valeurCε1
= 3/2, valeur provenant de l’exposant dekm dans

l’échelle de longueurk3/2
m /εm. D’après la relation (6.134), on a

Cε2
=

3

2
+

1√
k

dL

dt
(6.138)

La relation (6.135) permet d’écrire

Cε2
=

3

2
+ G exp

{[(
P

ε

)

∞

− 1 − Cε1

(
P

ε

)

∞

+ Cε2

]
t

T∞

}

(6.139)

oùG = Cε2
−3/2 6= 0. Le coefficientCε2

étant constant, la relation (6.139) montre que l’ar-

gument de l’exponentiel est nécessairement nul. On retrouve la relation (6.129) et l’équation

(6.139) est identiquement vérifiée.

• Choix ψ = T : ce cas correspond àa = 1 et b = 1. D’après la relation (6.134), on a

Cε1
= a/b = 1 et

Cε2
= 1 +

dT

dt
(6.140)

En turbulence homogène cisaillée, puisquelimt→∞
dT
dt

= 0, on aCε2
= 1, et le terme

G = Cε2
− 1 est donc identiquement nul. Bien que Launder [111] ait proposé un modèle

pour l’équation de la dissipation avecCε1
= 1.0 etCε2

fonction des invariants du tenseur

d’anisotropie, les valeursCε1
= Cε2

= 1 posent un problème d’ordre théorique. En effet,

la valeurCε1
= 1 implique queCε2

= 1 pour garantir la compatibilité avec la turbulence
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homogène cisaillée (cf. équation (6.128)). Or, la valeurCε2
= 1 n’est pas consistante avec

la turbulence de grille, car dans ce cas il faudrait que la valeur denε soit infinie (cf. relation

(6.127)), signifiant une décroissance instantanée de la turbulence. Les valeursCε1
= Cε2

= 1

sont donc inacceptables.

6.2.4.3 Seconde approche de l’équation de la dissipation

Le paragraphe (6.2.4.2) montre que, dans le cas oùψ = L, le choix des valeurs deCε1
etCε2

selon (6.134) est cohérent avec la turbulence de grille et la turbulence homogène cisaillée,

mais que ce n’est plus le cas quandψ = T . On propose, dans ce paragraphe, un choix des

valeurs deCε1
et Cε2

compatible avec la turbulence de grille et la turbulence homogène

cisaillée, quelle que soit la variableψ. Pour retrouver l’équation empirique (6.123) de la

dissipation, à partir de la relation (6.133), il faut écrire

a

b

Pε

k
= Cε1

Pε

k
−
(

Cε1
− a

b

) P

ε

ε2

k
(6.141)

Cette relation triviale introduit un degré de liberté puisque le coefficientCε1
est indéterminé.

Sa valeur est donnée par l’expérience et/ou la DNS. Le secondterme, à droite de l’égalité

(6.141), participe au terme de destruction de la dissipation, et l’équation (6.133) donne alors

la forme classique (6.123) en posant

Cε2
=
a

b
+
(

Cε1
− a

b

) P

ε
+

1

b

εb−1

ka−1

dψ

dt
(6.142)

avecCε1
quelconque, c’est-à-dire que sa valeur est indépendante dela variableψ choisie.

On va montrer que cette nouvelle formulation pourCε2
est consistante avec la turbulence de

grille et la turbulence homogène cisaillée, quelle que soitla variableψ choisie. Le résultat

est immédiat en turbulence de grille, car le terme de production disparaît et l’on retrouve la

formulation (6.134) avecCε1
quelconque. On a vu que la relation (6.127) était identique-

ment vérifiée quelles que soient les valeurs dea et b, c’est-à-dire quel que soit le choix de

la variableψ. En turbulence homogène cisaillée, on étudie les deux cas séparément.

• Choix ψ = L. D’après la relation (6.142), on a

Cε2
=

3

2
+

(

Cε1
− 3

2

)
P

ε
+

1√
k

dL

dt
(6.143)
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Partant de la définitionL = k3/2/ε, et utilisant les équations (6.130) et (6.131), on aboutit à

Cε2
=

3

2
+

(

Cε1
− 3

2

)(
P

ε

)

∞

+

[

Cε2
− 3

2
−
(
P

ε

)

∞

(

Cε1
− 3

2

)]

exp

{

M t

T∞

}

(6.144)

où l’on pose

M = Cε2
− 1 −

(
P

ε

)

∞

(Cε1
− 1) (6.145)

Le coefficientCε2
étant constant en fonction du temps, la relation (6.144) montre que le

termeM est nul, ce qui permet de retrouver la formule (6.129), et l’équation (6.144) est

identiquement vérifiée quelle que soit la valeur deCε1
. La valeurCε1

= 3/2 proposée par

Schiestel & Dejoan [166] et Chaouat & Schiestel [28] est un cas particulier.

• Choix ψ = T . D’après la relation (6.142), on a

Cε2
= 1 + (Cε1

− 1)
P

ε
+
dT

dt
(6.146)

En turbulence homogène cisaillée, on retrouve la relation (6.129) de façon immédiate.

En conclusion, la relation triviale (6.141) permet d’obtenir des valeurs deCε1
etCε2

com-

patibles avec la turbulence de grille et la turbulence homogène cisaillée, et quelle que soit

la variableψ choisie. La section suivante propose une modification de la théorie PITM pour

tenir compte du nouveau choix de la valeur deCε2
donnée par la relation (6.142).

6.2.5 Reformulation du modèle PITM

La section (6.2.4) montre qu’il est possible d’obtenir une valeur deCε1
plus générale que

celle donnée par Schiestel & Dejoan [166] et Chaouat & Schiestel [28] (Cε1
= 3/2 selon

ces auteurs). Pour cela, on écrit

3

2

Pmεm

km

= C∗
ε1

Pmεm

km

−
(

C∗
ε1
− 3

2

)
Pm

εm

ε2
m

km

(6.147)

Cette relation, identiquement vérifiée, introduit un degréde liberté puisqueC∗
ε1

est inconnu.

Il peut a priori dépendre du nombre d’onde de coupure, tout en atteignant la valeurCε1
à la

limite RANS. La formulation (6.115) donne alors



148 Chapitre 6. Modèle hybride RANS-LES

C∗
ε2

=
3

2
+

(

C∗
ε1
− 3

2

)
Pm

εm
+

km

(κd − κc)εm

(
∂κc

∂t
− ∂κd

∂t

)

(6.148)

Cette relation, valable quelle que soit la position de la coupure dans le spectre, permet

d’écrire à la limite RANS (κc = 0 ∀t =⇒ ∂κc/∂t = 0)

Cε2
=

3

2
+

(

Cε1
− 3

2

)
P

ε
− k

εκd

∂κd

∂t
(6.149)

La comparaison de (6.148) et (6.149) donne

C∗
ε2

=
3

2
+

(

C∗
ε1
− 3

2

)
Pm

εm

+
fk

fε

(

1 − κc

κd

)−1 [
k

εκd

∂κc

∂t
+ Cε2

− 3

2
−
(

Cε1
− 3

2

)
P

ε

]

(6.150)

En utilisant l’hypothèseκc ≪ κd, valable à grand nombre de Reynolds, et en supposant que

les variations temporelles de la coupure sont négligeables, on a

C∗
ε2

=
3

2
+

(

C∗
ε1
− 3

2

)
Pm

εm
+
fk

fε

[

Cε2
− 3

2
−
(

Cε1
− 3

2

)
P

ε

]

(6.151)

= C∗
ε1

Pm

εm
+
fk

fε

(

Cε2
− Cε1

P

ε

)

+
3

2

[

1 +
fk

fε

(
P

ε
− 1

)

− Pm

εm

]

︸ ︷︷ ︸

N

(6.152)

Cette nouvelle formulation, plus complexe que (6.120), reste difficile à utiliser en pratique

du fait que la production totaleP n’est pas connue au début de la simulation. Une relation

explicite entreP et Pm est nécessaire pour aboutir à une formulation plus pratique. En

utilisant la relation de fermeture (6.72) surfp = Pm/P , on montre que le termeN est nul,

et on aboutit finalement à une nouvelle formulation pourC∗
ε2

:

C∗
ε2

= Cε1
+
fk

fε

(Cε2
− Cε1

) +
Pm

εm

(
C∗

ε1
− Cε1

)
(6.153)

En introduisant la relation (6.153) dans l’équation (6.113) de la dissipation écrite avec les

variables partielles, on obtient
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dεm

dt
= Cε1

Pmεm

km
−
[

Cε1
+
fk

fε
(Cε2

− Cε1
)

]
ε2

m

km
(6.154)

Le degré de liberté, introduit initialement par l’inconnueC∗
ε1

, disparaît de l’équation (6.154).

Cette formulation de l’équation de la dissipation de sous-maille est finalement identique à

celle donnée par Schiestel & Dejoan [166] et Chaouat & Schiestel [28], mis à part que le

coefficientCε1
peut prendre une valeur quelconque, variant selon le modèlede turbulence

utilisé. En fait, le choixCε1
= 1.45, utilisé par Chaouat & Schiestel [28], revient à négliger

le termeN dans l’équation (6.152). On utilisera par la suite la valeurCε1
= 1.44 avec le

modèle EB-RSM.

6.2.6 Modèle T-PITM

Le modèle PITM est basé sur une approche spatiale de la LES. Cependant, une question se

pose dans la mesure où les formalismes RANS et LES sont différents : l’opérateur RANS est

une moyenne d’ensemble alors que celui de la LES est un filtre spatial. Dans un écoulement

pariétal, quelle est alors la signification précise d’un modèle hybride RANS-LES quand on

s’approche de la paroi et que l’on passe du formalisme LES au formalisme RANS ? On a vu

à la section (6.1.1) que la TLES, basée sur un filtrage temporel, offre un cadre plus cohérent

pour les modèles hybrides RANS-LES non-zonaux. Le but de cette section est d’apporter

une justification théorique à ce type de modèle, en combinantle formalisme de la TLES à la

méthodologie PITM pour aboutir finalement à la formulation T-PITM (Temporal Partially

Integrated Transport Model).

6.2.6.1 Équation d’évolution du spectre temporel

A la connaissance de l’auteur, il n’existe pas d’étude précise sur l’équation d’évolution du

spectre temporel, car l’approche temporelle de la turbulence ne s’est pas révélée pertinente

jusqu’à maintenant. Cette section donne sa définition et sonéquation d’évolution en turbu-

lence stationnaire inhomogène, écoulement où l’on est assuré de l’existence de la transfor-

mée de Fourier temporelle [139]. On décompose les variables instantanées en une moyenne

temporelle et une fluctuation, selon la décomposition de Reynolds. On noteφA la variable

φ prise à l’instanttA, et φB la variableφ prise à l’instanttB. Les variablestA et tB sont

supposées indépendantes. On écrit l’équation (2.8) des fluctuations de vitesse pouruiA et on

la multiplie parujB. On écrit ensuite l’équation (2.8) pourujB et on la multiplie paruiA.

Puis on somme les deux équations obtenues pour aboutir à
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Uk
∂

∂xk
(uiAujB) = −ujB

∂uiA

∂tA
− uiA

∂ujB

∂tB
− ukAujB

∂Ui

∂xk
− uiAukB

∂Uj

∂xk

− uiA

∂

∂xk
(ujBukB − ujBukB) − ujB

∂

∂xk
(uiAukA − uiAukA)

− ujB

ρ

∂pA

∂xi
− uiB

ρ

∂pB

∂xj
+ νujB

∂2uiA

∂xk∂xk
+ νuiA

∂2ujB

∂xk∂xk
(6.155)

L’écoulement étant supposé stationnaire, la vitesse moyenne ne dépend pas du temps et donc

UkA = UkB = Uk. En effectuant le changement de variable(tA, tB) 7−→ (t, τ), où t = tA et

τ = tB − tA, on a

∂

∂tA
=

∂

∂t

∂t

∂tA
+

∂

∂τ

∂τ

∂tA
=

∂

∂t
− ∂

∂τ
(6.156)

∂

∂tB
=

∂

∂t

∂t

∂tB
+

∂

∂τ

∂τ

∂tB
=

∂

∂τ
(6.157)

Les variablestA et tB étant supposées indépendantes, on peut écrire

−ujB

∂uiA

∂tA
− uiA

∂ujB

∂tB
= − ∂

∂tA
(uiAujB) − ∂

∂tB
(uiAujB) = − ∂

∂t
(uiAujB) (6.158)

La dernière égalité s’obtient en utilisant les relations (6.156) et (6.157). La condition d’in-

compressibilité du champ fluctuant à tout instant et un peu d’algèbre montrent que

uiA

∂

∂xk
ujBukB + ujB

∂

∂xk
uiAukA =

∂

∂xk
(uiAukAujB) + (ukB − ukA)uiA

∂ujB

∂xk
(6.159)

De même, on montre que

νujB

∂2uiA

∂xk∂xk

+ νuiA

∂2ujB

∂xk∂xk

= ν
∂2uiAujB

∂xk∂xk

− 2ν
∂uiA

∂xk

∂ujB

∂xk

(6.160)

On définit
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Qi,j(x, τ) = uiAujB (6.161)

Sik,j(x, τ) = uiAukAujB (6.162)

Ti,j(x, τ) =
1

2
(ukA − ukB)uiA

∂ujB

∂xk
(6.163)

K(p),j(x, τ) = pAujB (6.164)

Ki,(p)(x, τ) = uiApB (6.165)

Di,j(x, τ) = ν
∂uiA

∂xk

∂ujB

∂xk

(6.166)

Dans toutes ces définitions, les indices avant et après la virgule se rapportent respectivement

aux instantstA et tB. L’indice p dansK(p),j etKi,(p) se rapporte à la pression et n’est pas un

indice tensoriel. Par définition, on a

Qi,j(x, 0) = Rij(x) (6.167)

Ti,j(x, 0) = 0 (6.168)

Di,j(x, 0) =
1

2
εij(x) (6.169)

En prenant la moyenne temporelle de l’équation (6.155) et en utilisant les relations (6.158),

(6.159) et (6.160), on obtient

Uk
∂Qi,j

∂xk
= −∂Ui

∂xk
Qk,j −

∂Uj

∂xk
Qi,k −

∂Sik,j

∂xk
+ 2Ti,j + ν

∂2Qi,j

∂xk∂xk
− 2Di,j

− 1

ρ

(
∂Ki,(p)

∂xj
+
∂K(p),j

∂xi

)

+
1

ρ

(

pB
∂uiA

∂xj
+ pA

∂ujB

∂xi

)

(6.170)

En utilisant la condition d’incompressibilité du champ fluctuant à tout instant, on montre

que

1

ρ

(

pB
∂uiA

∂xi
+ pA

∂uiB

∂xi

)

= 0 (6.171)

et la contraction des indices libres donne

1

2
Uj
∂Qi,i

∂xj
= P + D

T + Ti,i + D
ν −Di,i + D

P (6.172)
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où l’on a posé par commodité

P(x, τ) = −1

2
(Qi,j +Qj,i)

∂Ui

∂xj

(6.173)

D
T (x, τ) = −1

2

∂Sik,i

∂xk

(6.174)

D
P (x, τ) = − 1

2ρ

∂

∂xj

(
Kj,(p) +K(p),j

)
(6.175)

D
ν(x, τ) =

ν

2

∂2Qi,i

∂xj∂xj
(6.176)

Les termesDT , D
P etDν sont des termes de transport dûs aux inhomogénéités spatiales. Par

définition, on a

P(x, 0) = −uiuj
∂Ui

∂xj

= P (x) (6.177)

D
T (x, 0) = −1

2

∂uiuiuk

∂xk

= DT (x) (6.178)

D
P (x, 0) = −1

ρ

∂puj

∂xj

= DP (x) (6.179)

D
ν(x, 0) = ν

∂2k

∂xj∂xj

= Dν(x) (6.180)

On peut facilement vérifier que le choixA = B (c’est-à-dire τ = 0), dans l’équation

(6.172), redonne l’équation (2.10) de l’énergie cinétique fluctuante, en turbulence station-

naire.

Dans un tel écoulement, on peut introduire la transformée deFourier temporellêφ d’une

variableφ quelconque selon

φ(x, τ) =

∫

ω

e−iωτ φ̂(x, ω) dω (6.181)

Le domaine d’intégration surω est [−∞,+∞] de façon générale. Contrairement à l’ap-

proche spatiale, l’approche temporelle ne pose pas de problème particulier avec les condi-

tions aux limites dans l’espace (paroi par exemple). Elle posera un problème dans le cas

d’écoulement statistiquement instationnaire. Par définition, on a

Rij(x) = Qi,j(x, 0) =

∫

ω

Q̂i,j(x, ω) dω (6.182)
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On définit le spectre temporel d’énergie turbulenteET par

ET (x, ω) =
1

2
Q̂i,i(x, ω) (6.183)

Le spectre temporel est la demi-trace de la transformée de Fourier des corrélations de fluc-

tuations de vitesse à deux instants différents, prises au même point. L’énergie turbulente

totale s’obtient par intégration du spectre sur toutes les valeurs admissibles de la fréquence

k(x) =

∫

ω

ET (x, ω) dω (6.184)

L’introduction des transformées de Fourier dans l’équation (6.172) aboutit à

Uj
∂ET

∂xj
= P̂ + D̂

T + T̂j,j + D̂
ν − D̂j,j + D̂

P (6.185)

avec

P̂(x, ω) = −1

2
(Q̂k,j + Q̂j,k)

∂Uj

∂xk
(6.186)

D̂
T (x, ω) = −1

2

∂Ŝkj,k

∂xj

(6.187)

D̂
P (x, ω) = − 1

2ρ

∂

∂xj

(

K̂j,(p) + K̂(p),j

)

(6.188)

D̂
ν(x, ω) = ν

∂2ET

∂xj∂xj
(6.189)

Les relations (6.168), (6.169), (6.177), (6.178), (6.179) et (6.180) dans l’espace physique

impliquent dans l’espace spectral
∫

ω

T̂i,j(x, ω) dω = 0 (6.190)
∫

ω

D̂i,j(x, ω) dω =
1

2
εij(x) (6.191)

∫

ω

P̂(x, ω) dω = P (x) (6.192)
∫

ω

D̂
T (x, ω) dω = DT (x) (6.193)

∫

ω

D̂
P (x, ω) dω = DP (x) (6.194)

∫

ω

D̂
ν(x, ω) dω = Dν(x) (6.195)

En intégrant l’équation (6.185) sur toutes les valeurs admissibles de la fréquence, on obtient
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l’équation (2.10) de l’énergie cinétique fluctuante. Le termeT̂i,j est un flux spectral dû aux

interactions triadiques non-linéaires et non-locales. Ilreprésente le transfert d’énergie des

structures à basse fréquence (grandes échelles) vers les structures à haute fréquence (petites

échelles). Il peut être également à l’origine dubackscatter(transfert d’énergie des structures

à haute fréquence vers les structures à basse fréquence), bien que ce phénomène soit assez

rare. Contrairement à l’approche spatiale, l’approche temporelle ne fait pas apparaître de

terme rapide de transfert, dépendant directement du champ moyen. Dans une turbulence sta-

tistiquement instationnaire, on pourrait montrer qu’il apparaît un terme de transfert rapide,

dépendant directement du champ moyen (au sens d’une moyenned’ensemble), en effectuant

un développement limité de la vitesse moyenne autour deτ = 0. Cette méthode est similaire

à l’approche spatiale en turbulence inhomogène [29].

On écrit formellement l’équation (6.185) du spectre temporel sous la forme

Uj
∂ET

∂xj
(x, ω) = P̂(x, ω) − D̂(x, ω) + F̂(x, ω) + D̂(x, ω) (6.196)

où P̂, D̂ et F̂ sont respectivement les termes de production par le champ moyen, de dissi-

pation visqueuse et de transfert spectral. Le termeD̂ correspond à la somme de la diffusion

moléculaire, du transport turbulent et du transport par la pression. Ces différents termes

s’écrivent

D̂(x, ω) = D̂j,j(x, ω) (6.197)

F̂(x, ω) = T̂j,j(x, ω) (6.198)

D̂(x, ω) = D̂
T (x, ω) + D̂

ν(x, ω) + D̂
P (x, ω) (6.199)

6.2.6.2 Formulation du modèle T-PITM

Maintenant que l’on a défini le spectre temporel et que l’on possède son équation d’évo-

lution, une démarche similaire à la théorie PITM peut être suivie. On découpe le spectre

temporel en trois zones[0, ωc], [ωc, ωd] et [ωd,∞] où ωc est la fréquence de coupure etωd

une fréquence telle queωd > ωc. L’intégration de l’équation (6.196) sur un intervalle quel-

conque[ω1, ω2] donne

Ui
∂

∂xi
k[ω1,ω2] = P[ω1,ω2] − ε[ω1,ω2] + J (ω1) − J (ω2) +D[ω1,ω2] (6.200)
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où

k[ω1,ω2] =

∫ ω2

ω1

ET (ω) dω (6.201)

P[ω1,ω2] =

∫ ω2

ω1

P̂(ω) dω (6.202)

ε[ω1,ω2] =

∫ ω2

ω1

D̂(ω) dω (6.203)

D[ω1,ω2] =

∫ ω2

ω1

D̂(ω) dω (6.204)

F(ω) = −
∫ ω

0

F̂(ω′) dω′ =

∫ ∞

ω

F̂(ω′) dω′ (6.205)

J (ω) = F(ω)− Ui
∂ω

∂xi

ET (ω) (6.206)

La dépendance par rapport à la variable d’espace ne sera plusnotée explicitement pour

simplifier les notations. Les termesk[ω1,ω2] , P[ω1,ω2], ε[ω1,ω2] etD[ω1,ω2] sont respectivement

l’énergie turbulente partielle, la production partielle de la turbulence par le champ moyen, la

dissipation visqueuse partielle et la diffusion partielle, associées à la zone[ω1, ω2]. Le terme

J contient un terme de flux spectral et un terme de transport quifait intervenir la variation

spatiale de la fréquence. PuisqueJ (0) = 0 etJ (∞) = 0, l’équation (6.200) donne sur les

trois intervalles définis précédemment

Uj
∂

∂xj
k[0,ωc] = P[0,ωc] − ε[0,ωc] −J (ωc) +D[0,ωc] (6.207)

Uj
∂

∂xj
k[ωc,ωd] = P[ωc,ωd] − ε[ωc,ωd] + J (ωc) −J (ωd) +D[ωc,ωd] (6.208)

Uj
∂

∂xj
k[ωd,∞] = P[ωd,∞] − ε[ωd,∞] + J (ωd) +D[ωd,∞] (6.209)

aveck[0,ωc] = kLES par définition. La somme terme à terme des équations (6.207) et (6.208)

et (6.209) redonne l’équation (2.10) de l’énergie cinétique fluctuante en turbulence station-

naire

Ui
∂k

∂xi
= P − ε+D (6.210)
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avec, par définition

k[0,ωc] + k[ωc,ωd] + k[ωd,∞] = k[0,∞] = k (6.211)

P[0,ωc] + P[ωc,ωd] + P[ωd,∞] = P[0,∞] = P (6.212)

ε[0,ωc] + ε[ωc,ωd] + ε[ωd,∞] = ε[0,∞] = ε (6.213)

D[0,ωc] +D[ωc,ωd] +D[ωd,∞] = D[0,∞] = D (6.214)

L’équation de l’énergie fluctuante totale peut également sedéduire de (6.207) en prenant

la limite où la coupure se situe dans la zone dissipative, ce que l’on note formellement

ωc → ∞ à grand nombre de Reynolds. La somme terme à terme de (6.208) et (6.209)

permet de déduire l’équation de l’énergie de sous-maille

Uj
∂km

∂xj
= P[ωc,∞] − εm + J (ωc) +D[ωc,∞] (6.215)

avec, par définition

k[ωc,ωd] + k[ωd,∞] = k[ωc,∞] = km (6.216)

P[ωc,ωd] + P[ωd,∞] = P[ωc,∞] (6.217)

P[ωc,∞] + J (ωc) = Pm (6.218)

ε[ωc,ωd] + ε[ωd,∞] = ε[ωc,∞] = εm (6.219)

D[ωc,ωd] +D[ωd,∞] = D[ωc,∞] (6.220)

L’équation moyennée de l’énergie de sous-maille (6.29), déduite dans l’espace physique,

donne en turbulence stationnaire

Ui
∂km

∂xi
= Pm − εm +Dm (6.221)

où l’on a posé

Dm = DT
m +Dν

m +DP
m +DC

m (6.222)

DT
m = DT

SGS ; Dν
m = Dν

SGS ; DP
m = DP

SGS ; DC
m = − ∂

∂xi
u′ikSGS (6.223)
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La comparaison de (6.215) et de (6.221) montre que

D[ωc,∞] = DT
m +Dν

m +DP
m +DC

m = Dm (6.224)

Dans tout ce qui suit, on choisit la position deωd dans le spectre de telle sorte que l’énergie

turbulente partielle associée à la zone[ωd,∞] soit négligeable. Pour cela, de manière simi-

laire à l’approche PITM, on suppose que les fréquencesωd et ωc sont liées par la relation

dimensionnelle suivante

ωd = ωc + χm
εm

km

(6.225)

Le paramètreχm peut dépendre du nombre de Reynolds mais ne dépend pas explicitement

de l’espace, par hypothèse. Il est choisi suffisamment grandde telle sorte que l’énergie

turbulente partielle associée à la zone[ωd,∞] soit négligeable. La dérivée convective de

(6.225) par le champ moyen et l’utilisation de (6.215), (6.218), et (6.224) donne

Uj
∂εm

∂xj
=

Pmεm

km
− C∗

ε2

ε2
m

km
+Dεm

(6.226)

avec

C∗
ε2

= 1 +
km

(ωd − ωc)εm

(

Uj
∂ωc

∂xj

− Uj
∂ωd

∂xj

)

(6.227)

Dεm
=

εm

km
Dm (6.228)

Le termeDεm
est un terme de diffusion dont on ne s’occupe pas pour l’instant, car il n’a

pas une importance primordiale sur la théorie, contrairement aux termes de génération et de

destruction de la dissipation de sous-maille. On verra par la suite comment modéliser les

termes de diffusion. L’approche T-PITM semble donnerC∗
ε1

= 1 dans un premier temps.

Pour remédier à ce problème et retrouver l’équation classique de la dissipation (cf. section

(6.2.4)), on écrit trivialement

Pmεm

km
= C∗

ε1

Pmεm

km
−
(
C∗

ε1
− 1
) Pm

εm

ε2
m

km
(6.229)

Cette relation introduit un degré de liberté supplémentaire puisqueC∗
ε1

est inconnu. Ce coef-

ficient peut dépendre de la fréquence de coupure et tend nécessairement versCε1
à la limite

RANS. Dans la relation (6.229), le second terme à droite de l’égalité devient un terme de
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destruction de la dissipation. La réécriture de l’équation(6.226) permet d’obtenir une nou-

velle formulation pourC∗
ε2

C∗
ε2

= 1 +
(
C∗

ε1
− 1
) Pm

εm

+
fk

fε

k

(ωd − ωc)ε

(

Uj
∂ωc

∂xj

− Uj
∂ωd

∂xj

)

(6.230)

En supposant quelimDNS fk/fε = 0, cette nouvelle formulation est cohérente carC∗
ε2

tend

bien versC∗
ε1

à la limite DNS. A la limite RANS (ωc = 0 ∀x =⇒ ∂ωc/∂xj = 0), cette

relation permet d’obtenir

Cε2
= 1 + (Cε1

− 1)
P

ε
− k

εωd
Uj
∂ωd

∂xj
(6.231)

La comparaison des lois (6.230) et (6.231) permet d’écrireC∗
ε2

sous la forme suivante

C∗
ε2

= 1 +
(
C∗

ε1
− 1
) Pm

εm
+

fk

fε

(

1 − ωc

ωd

)−1(
k

εωd

Uj
∂ωc

∂xj

+ Cε2
− 1 − (Cε1

− 1)
P

ε

)

(6.232)

Les limites RANS et DNS sont vérifiées. On supposera que la variation spatiale de la fré-

quence de coupure est faible, pour négliger le terme de convection. En écoulement de canal

par exemple, ce terme est exactement nul. A grand nombre de Reynolds, on peut supposer

ωc ≪ ωd. La relation (6.232) se simplifie alors en

C∗
ε2

= 1 +
(
C∗

ε1
− 1
) Pm

εm

+
fk

fε

(

Cε2
− 1 − (Cε1

− 1)
P

ε

)

(6.233)

= C∗
ε1

Pm

εm
+
fk

fε

(

Cε2
− Cε1

P

ε

)

+ 1 +
fk

fε

(
P

ε
− 1

)

− Pm

εm
︸ ︷︷ ︸

N

(6.234)

Cette relation est très similaire à l’approche spatiale PITM (cf. (6.152)). De même, une

relation de fermeture surfp, liantP etPm, est nécessaire. La dérivée convective par le champ

moyen defk, et l’utilisation des équations (2.10) et (6.215) concernantk et km, permettent

d’écrire de façon exacte, en turbulence stationnaire

Uj
∂fk

∂xj
=

1

k
(Pm − εm +Dm − fk(P − ε+D)) (6.235)
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En canal, le terme de convection est exactement nul. Dans un cadre plus général, les termes

de transport (convection et diffusion) étant impossible à manipuler théoriquement, on se

place dans une zone en équilibre spectral où ils sont négligeables. On obtient alors la relation

de fermeture surfp

1

fp

≃ 1

fk

(

1 − εm

Pm

)

+
1

fε

εm

Pm

(6.236)

Cette relation est identique à celle donnée par Girimajiet al. [68] (équation (6.72)) en tur-

bulence homogène cisaillée. L’introduction de (6.236) dans (6.234) montre queN est nul,

et on aboutit finalement à la même formulation que l’approchePITM pour l’équation de la

dissipation de sous-maille (relation (6.154)).

6.2.6.3 Estimation du paramètrefk dans l’approche T-PITM

La formulation (6.153), valable également en T-PITM, nécessite l’estimation du paramètre

fk. Pour cela, on se réfère à la loi de Kolmogorov dans la zone inertielle, écrite pour le

spectre temporel. Il convient ici de distinguer le spectre lagrangien de son homologue eulé-

rien, auquel on s’intéressera plus particulièrement. On supposerafε ≃ 1, signifiant que la

coupure est en dehors des échelles dissipatives, hypothèsevalable à grand nombre de Rey-

nolds.

• Spectre lagrangien

Le spectre lagrangien est la transformée de Fourier des corrélations temporelles de la vi-

tesse lagrangienne. Inoue [84] a été le premier à supposer que le spectre temporel suit une

loi universelle dans la zone inertielle et à donner sa forme.En supposant que celle-ci ne

dépend que de la dissipation et de la fréquence, une analyse dimensionnelle montre qu’elle

est donnée par [84, 182, 142, 31]

ET (ω) = C1εω
−2 (6.237)

oùC1 est une constante de l’ordre de l’unitéa priori. Sa mesure par simulation numérique

a donnéC1 ≈ 0.94 [88] ou C1 ≈ 0.80 [55]. Sa mesure en couche limite atmosphérique a

donnéC1 ≈ 0.6 ± 0.3 [75].
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• Spectre eulérien

Le spectre eulérien est la transformée de Fourier des corrélations temporelles de la vitesse

eulérienne. Celui-ci a un comportement tout à fait différent de son homologue lagrangien

à cause de la convection. Dans la zone inertielle, l’observateur verra les petites structures,

correspondant aux hautes fréquences, être emportées, balayées aléatoirement par les grandes

échelles plus énergétiques [183, 182]. Cet effet est similaire à l’effet Doppler pour les ondes

acoustiques ou électromagnétiques. En se plaçant dans un écoulement où la vitesse moyenne

de convection est nulle, la plus haute fréquence du spectre eulérien sera de l’ordre de gran-

deur de
√
k/Lη, oùLη = ν3/4ε−1/4 est l’échelle de longueur de Kolmogorov. La plus haute

fréquence du spectre lagrangien est donnée par l’échelle deKolmogorov
√

ε/ν. On voit que

le ratio de la fréquence eulérienne par rapport à son homologue lagrangien est de l’ordre

deRe1/4
T [183, 182]. A faible nombre de Reynolds, l’effet Doppler est donc faible. A des

nombres de Reynolds plus élevés, le spectre eulérien est beaucoup plus large que son ho-

mologue lagrangien. Selon Tennekes [182], si la contribution principale d’une structure à

la fréquenceω à l’énergie turbulente est due à l’advection par les grandeséchelles, on peut

écrire dans la zone inertielle

ω ∝ κ
√
k (6.238)

En utilisant cette relation de dispersion dans la loi de Kolmogorov pour le spectre spatial,

Tennekes [182] déduit la forme du spectre eulérien dans la zone inertielle

ET (ω) = C0ε
2/3k1/3ω−5/3 (6.239)

oùC0 est une constante de l’ordre de l’unitéa priori. Cette forme du spectre eulérien a été

confirmée par plusieurs auteurs [142, 31, 88]. Kaneda [88] donne une estimation théorique

de la valeur de la constanteC0 ≈ 0.4. L’intégration du spectre eulérien permet d’obtenir

l’énergie partielle

km =

∫ ∞

ωc

C0ε
2/3k1/3ω−5/3 dω =

3

2
C0ε

2/3k1/3ωc
−2/3 (6.240)

On en déduit

fk(x, t) =
1

β1

ξc
−2/3 (6.241)
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oùβ1 = 2/(3C0) et ξc est la fréquence de coupure adimensionnée selon

ξc = ωc
k

ε
=
TRANS

TTLES

(6.242)

Le paramètre sans dimensionξc s’interprète comme le ratio de l’échelle de temps des plus

grandes échelles de la turbulence (k/ε) par l’échelle de temps caractéristique de la TLES

(ω−1
c ).

En supposant une relation de dispersion eulérienne de la formeω ∝ κ
√
k [183, 182], les

formulations PITM et T-PITM pourfk sont identiques : les approches spatiale et temporelle

aboutissent finalement au même résultat, avec des hypothèses différentes. Les simulations

PITM en canal, réalisées par Schiestel & Dejoan [166] et Chaouat & Schiestel [28], peuvent

s’interpréter comme des simulations T-PITM, où le formalisme de la TLES permet d’avoir

une vision cohérente des méthodes hybrides RANS-LES à transition continue dans un écou-

lement inhomogène, tel que les écoulements de paroi. Dorénavant, on ne différenciera plus

les modèles PITM et T-PITM car leur formulation est identique en pratique. On parlera plus

simplement de modèle PITM quelle que soit l’approche (spatiale ou temporelle).

6.2.7 Choix de la fréquence de coupure dans l’approche temporelle

Dans l’approche spatiale classique, le nombre d’onde de coupure est directement relié à

la taille locale de maille. Cependant, d’autres possibilités existent théoriquement, comme

l’utilisation de variables dynamiques (échelles de la turbulence, production, vitesse,etc.), ce

qui permettrait par ailleurs de découpler le numérique (maillage) et la physique. En TLES, il

n’y a pas de « candidats naturels » pour définir la fréquence decoupure. On pourrait penser

au pas de temps, mais il demeure le même partout dans l’écoulement, dans une simulation

instationnaire. Il faut alors utiliser une fonction de pondération pour faire varier la fréquence

de coupure dans l’écoulement, par exemple la faire tendre vers zéro à la paroi, et la placer

dans la zone inertielle, loin des parois. Cette fonction de pondération doit faire intervenir,

explicitement ou implicitement, la distance à la paroi. En s’inspirant du modèle EB-RSM,

on pourrait prendre, de façon empirique

ωcT = ξ1α
b T

∆t
+ ξ2(1 − αb)

Tη

∆t
(6.243)

oùα est le coefficient de pondération elliptique (contenant implicitement la distance à la pa-

roi), T = k/ε l’échelle temporelle des plus grandes échelles de la turbulence etTη =
√

ν/ε
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l’échelle temporelle de Kolmogorov ;b, ξ1 et ξ2 sont des constantes. En pratique, on peut

supposer que∆t est de l’ordre de grandeur du temps caractéristique des structures de la

zone inertielle, signifiantTη ≪ ∆t ≪ T à grand nombre de Reynolds. A la paroi, puisque

α = 0, on aωcT ∝ Tη/∆t ≪ 1, ce qui permet d’obtenir une valeur suffisamment faible de

la coupure pour aboutir à la limite RANS (ωc → 0). Loin des parois, puisqueα = 1, on a

ωcT ∝ T/∆t ≫ 1, ce qui permet d’obtenir une valeur suffisamment grande de lacoupure

pour effectuer une LES (ωc dans la zone inertielle).

Une autre tentative de réponse, déjà esquissée à la section précédente, est d’utiliser une rela-

tion de dispersion explicite, comme celle proposée par Tennekes [182] (cf. relation (6.238))

qui se place dans un écoulement où la vitesse de convection moyenne est nulle. Des études

théoriques plus poussées doivent être réalisées dans cettedirection, pour un écoulement plus

réaliste.

Dans une simulation pratique, on adoptera l’approche spatiale PITM : le nombre d’onde

de coupure est alors relié directement à la taille de maille locale, de façon classique. On

gardera en tête que la formulation T-PITM est identique si onutilise la relation de dispersion

ω ∝ κ
√
k pour calculer le paramètrefk dans l’approche temporelle.

6.3 Développement d’un modèle hybride à pondération el-

liptique. Calibration en canal (Reτ = 395)

On propose d’utiliser le modèle bas-Reynolds EB-RSM pour modéliser le tenseur de sous-

maille et le taux de dissipation. Dans toutes les équations,les grandeurs totales (k, Pij , Rij ,

εij, etc.) sont remplacées par leur homologue partielle (kSGS, PijSGS, τijSGS, εijSGS, etc.).

Pour un écoulement inhomogène, les termes de convection et de diffusion doivent être pris en

compte. Il faut se rappeler que les équations de la théorie PITM s’écrivent avec les variables

partielles moyennes (km, Pm, εm, etc.). Le passage aux équations écrites avec les variables

partielles (kSGS, PSGS, εSGS, etc.) a déjà été discuté à la section (6.2.2.2). L’hypothèse forte

des modèles hybrides est d’utiliser un modèle RANS pour calculer les corrélations incon-

nues que sont les termesDT
ijSGS

, φ∗
ijSGS

etεijSGS dans l’équation du tenseur de sous-maille.

Cette hypothèse n’a pas de fondements théoriques, dans la mesure où les structures modé-

lisées par un modèle RANS et LES différent par leur nature. Lasection (6.3.5) donne une

justification de l’utilisation d’un modèle RANS (Rotta+IP)pour le terme de pression partiel

φ∗
ijSGS

, en utilisant une base de données DNS. Par ailleurs, à grand nombre de Reynolds, la

coupure se situe en général dans la zone productive ou inertielle du spectre d’énergie et est

bien séparée des échelles dissipatives, signifiant queεijSGS ≃ εij. Dans ce cas, l’utilisation
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d’un modèle RANS pour le termeεijSGS est totalement justifiée. Le passage de l’équation

concernantεijSGS à l’équation surεijSGS a déjà été discuté à la section (6.2.2.2).

Plusieurs questions se posent et méritent réflexions :

– comment écrire les termes de transport et choisir l’échelle temporelle de corrélation de

sous-maille des effets de paroi dans l’équation de la dissipation du modèle à pondération

elliptique, associé à la méthodologie PITM ?

– quelle est la valeur optimale du coefficientβ0 dans la définition du paramètrefk ?

– comment choisir le paramètrefk lorsqu’on s’approche de la paroi ?

– dans le modèle RANS EB-RSM, l’équation elliptique (3.48) simule l’effet de blocage de

la paroi. Celui-ci reflète la condition d’incompressibilité du fluide pour les échelles non-

résolues. Dans un modèle hybride où les structures à grandeséchelles sont résolues, la

condition d’incompressibilité est imposée explicitementsur ces structures, par la résolu-

tion de l’équation de continuité. L’effet de blocage de la paroi doit en conséquence être

diminué pour simuler la condition d’incompressibilité uniquement sur les échelles modé-

lisées. Dans la méthodologie PITM, il faut donc que l’échelle de corrélation des effets de

pression soit diminuée. Comment la modifier ?

– la théorie générale de la turbulence [99, 78] stipule que les petites échelles retournent à

l’isotropie plus vite que les grandes. Est-il alors nécessaire de modifier le terme lent de

pression, qui est à l’origine du retour à l’isotropie ? Et si oui, comment ?

Les paragraphes qui suivent tentent d’apporter des éléments de réponse. Le développe-

ment du modèle EB-RSM dans la méthodologie PITM se fait en écoulement de canal à

Reτ = 395, basé sur la demi-hauteurH/2. Cet écoulement de paroi académique a été choisi

pour pouvoir faire des comparaisons avec les résultats de Chaouat & Schiestel [28]. Les

dimensions du canal sont4H ∗ H ∗ 2H en longueur, hauteur et envergure, correspondant

à trois fois la longueur moyenne desstreakset seize fois leur largeur moyenne. Des condi-

tions périodiques sont imposées dans les directions longitudinales et transverses. Un terme

source de gradient de pression2ρu2
τ/H est rajouté sur l’équation de quantité de mouvement

longitudinale (cf. chapitre4, section (4.8)). Deux maillages, homogènes dans les directions

longitudinale et transverse, sont utilisés : leurs caractéristiques sont données dans le tableau

(6.4). Pour le maillage 1, la première maille à la paroi est placéeeny+
1 = 1.5 et la distance

des mailles au centre du canal vaut∆y+
c = 40 (en unité pariétale). Pour le maillage 2, les

directions homogènes sont raffinées d’un facteur 2, et le maillage dans la direction normale

à la paroi est similaire au maillage 1, sauf que la première maille à la paroi est placée en
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Maillage Nx Ny Nz Ncell ∆x+ y+
1 ∆y+

c ∆z+

1 (grossier) 32 54 32 55296 100 1.5 40 50

2 (raffiné) 64 42 64 172032 50 3 40 25

TAB. 6.4 – Caractéristiques des deux maillages utilisés pour l’adaptation du modèle EB-

RSM à la méthodologie PITM.

y+
1 = 3. Une LES classique est effectuée avec le modèle dynamique deSmagorinsky, pour

initialiser le champ de vitesse dans le calcul PITM. Le spectre initial de la turbulence pos-

sède ainsi une large gamme d’échelles et permet de convergerplus vite vers la solution. Les

variables turbulentes sont initialisées à partir d’une simulation RANS. Celle-ci permet éga-

lement d’estimera priori l’échelle intégrale de la turbulencek3/2/ε dans la formulation de

fk. L’avancement dans le temps se fait par un schéma de Crank-Nicolson. La discrétisation

spatiale se fait par un schéma centré pour les vitesses, et unschéma décentré amont pour les

variables turbulentes (τijSGS et ε).

Une remarque importante en pratique doit être signalée. Lesfluctuations à grande échelle

du champ de vitesse filtrée (résolue) peuvent être très importantes, contrairement à un calcul

RANS où la vitesse résolue est la moyenne d’ensemble, impliquant une fluctuation à grande

échelle nulle. Pour des raisons de stabilité numérique, avec un modèle EVM, Schiestel &

Dejoan [166] proposent de moyenner dans les directions homogènes et/oudans le temps la

viscosité de sous-maille. D’après une communication personnelle de B. Chaouat, dans le

cas d’un modèle de sous-maille avec équations de transport des tensions de Reynolds, il est

nécessaire de moyenner le terme de productionPijSGS dans les directions homogènes, afin

que le modèle puisse répondre aux fluctuations à grande échelle. Dans le cas contraire, tous

les calculs effectués pendant la thèse ont abouti à une solution RANS partout dans l’écoule-

ment. Cette pratique a maintenant été abandonnée par Chaouat & Schiestel [28]. En effet, B.

Chaouat a proposé, dans une communication personnelle trèsrécente, une autre technique

numérique de stabilisation consistant à moyenner uniquement des termes associés au champ

turbulent modélisé (énergie cinétique fluctuante partielle, échelle de longueur ou de temps

de la turbulence de sous-maille). Cette nouvelle approche numérique a été connue de l’au-

teur qu’en fin de thèse et n’a donc pu être testée. Pour des raisons de stabilité numérique

avec le terme rapide de pression du modèle SSG [179], il est également indispensable de

moyenner dans les directions homogènes les tenseursS̃ij et Ω̃ij , qui dépendent directement

du champ de vitesse filtrée. Sinon, le calcul diverge.
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6.3.1 Équation modèle de la dissipation

Pour un écoulement inhomogène, les termes de transport doivent être pris en compte. Les

termes de convection et de diffusion moléculaire sont exacts et ne nécessitent donc pas de

modèle. Dans le modèle EB-RSM, on rappelle que le terme de pression n’est pas décomposé

en une partie redistributive et un transport par la pression; il est modélisé dans sa totalité.

Il reste à modéliser le terme de diffusion turbulente. On utilise, par extension, le modèle de

Daly & Harlow [40] où les nombres de Prandtl de l’énergie de sous-maille et de la dissipa-

tion sont supposés garder leur valeur RANS. L’équation de ladissipation de sous-maille du

modèle EB-RSM se met sous la forme

∂εSGS

∂t
+ Ũj

∂εSGS

∂xj
= C ′

ε1

PSGS

TSGS
− C∗

ε2

εSGS

TSGS
+

∂

∂xl

(

νδlm +
CS

σε
τlmSGSTSGS

)
∂εSGS

∂xm

(6.244)

avec

C ′
ε1

= Cε1

(

1 + A1(1 − α2)

√

kSGS

τijSGSninj

)

(6.245)

C∗
ε2

= C ′
ε1

+
fk

fε

(
Cε2

− C ′
ε1

)
(6.246)

TSGS = max

(
kSGS

εSGS
, CT

√
ν

ε

)

(6.247)

La relation (6.246) suppose que la coupure est bien séparée des échelles dissipatives, hypo-

thèse valable en pratique à grand nombre de Reynolds, signifiantfε ≃ 1. Dans la formulation

(6.246), Cε1
a été remplacé parC ′

ε1
par cohérence avec le modèle EB-RSM. En pratique, on

ne verra pas de différences : en proche paroiC∗
ε2

≃ Cε2
et loin des paroisC ′

ε1
≃ Cε1

. La

valeur de la constanteCT n’est pas modifiée, car l’échelle de temps de Kolmogorov n’est

prédominante que dans la sous-couche visqueuse [47], où le modèle PITM est sensé se com-

porter comme un modèle RANS, en pratique.

6.3.2 Choix de la constanteβ0

La constanteβ0, intervenant dans le paramètrefk, peut être déduite analytiquement de la loi

de Kolmogorov. On obtient

fk(x, t) =
1

β0

(

κc
k3/2

ε

)−2/3

(6.248)
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où en théorieβ0 = 2/(3CK). La constante de Kolmogorov, déterminée par l’expérience et

la DNS, se trouve dans l’intervalle[1.4, 2.1]. Cette dispersion est due essentiellement à la

difficulté de mesurer la dissipation et d’obtenir un nombre de Reynolds suffisamment élevé

[149]. On a doncβ0 ∈ [0.3, 0.5]. La plupart des auteurs utilisent souvent la valeurCK ≃ 1.5

correspondant àβ0 ≃ 0.44. En pratique, cette constante peut dépendre du modèle de tur-

bulence et des schémas numériques utilisés. En effet, les modèles linéaires EVM étant plus

diffusifs que les modèles RSM, il faut augmenter la valeur deβ0, de telle sorte à diminuer

fk etC∗
ε2

, et diminuer implicitement la viscosité turbulente. Le tableau (6.5) donne la valeur

deβ0 choisie par différents auteurs et pour divers types d’écoulement. Girimajiet al. [67]

et Basuet al. [11] ne proposent pas de tests systématiques pour calibrer la constante, et les

résultats de Basuet al. [11] sur la marche descendante ne sont pas convaincants. Schiestel

& Dejoan [166] et Chaouat & Schiestel [28] font des tests systématiques, en turbulence de

grille et en canal, pour choisir la valeur optimale deβ0. Schiestel & Dejoan [166] proposent

β0 = 0.37, en utilisant un modèlek–ε. Avec un modèle RSM, Chaouat & Schiestel [28]

prennentβ0 = 0.15.

Le schéma numérique peut également jouer un rôle important dans le choix de la constante

β0. De façon générale, le nombre d’onde de coupure est défini parles relations (6.6) et (6.7),

c’est-à-dire κc = 2π/(Cg∆m) où ∆m est la taille de maille. Le théorème de Shannon im-

plique queCg > 2. De façon classique, on prendCg = 2, mais Ghosal [62] a montré que,

dans ce cas, avec un schéma centré d’ordre 2 en espace pour lestermes convectifs, les er-

reurs numériques (essentiellementaliasing) peuvent être plus beaucoup importantes que les

contraintes de sous-maille, pour une large bande de nombre d’onde. Dans ce cas, la modé-

lisation influe peu sur le champ de vitesse résolue, et il devient illusoire de vouloir résoudre

les structures jusqu’à la taille correspondant au nombre d’onde de Nyquistκc = π/∆m.

AvecCg = 4, les erreurs numériques et les contraintes de sous-maille sont du même ordre

de grandeur, et ces dernières ne dominent d’un ou deux ordresde grandeur qu’à partir de

Cg = 8. Dans ce cas, le coût du calcul est multiplié par(8/2)4 = 256 par rapport au cas où

Cg = 2. Une alternative est de choisirCg = 2 mais d’utiliser des schémas aux différences

plus précis d’ordre 4, voire 8 [62], ou des schémas spectraux. Ces schémas sont cependant

difficiles à implémenter pour un maillage complexe non-structuré.

En utilisant les définitions (6.6) et (6.7), le paramètrefk s’écrit, si la coupure se situe dans

la zone inertielle

fk(x, t) =
1

β0

(
2π

Cg∆m

k3/2

ε

)−2/3

=
1

β ′
0

η−2/3
c (6.249)
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où l’on pose par définition

ηc =
π

∆m

k3/2

ε
(6.250)

et

β ′
0 = β0

(
2

Cg

)2/3

6 β0 (6.251)

En pratique, la valeur théoriqueβ0 doit être modifiée enβ ′
0 6 β0. Le tableau (6.6) donne la

valeur de la constante modifiée en fonction du paramètreCg, en prenantβ0 = 0.44. Avec

un schéma centré, on voit qu’il faut prendreβ ′
0 ∈ [0.18; 0.28]. Des tests sont effectués au

paragraphe suivant, pour calibrer cette constante.

Auteurs Configuration Modèle Valeur deβ′
0

Girimaji et al. [67] JetRe = 11500 k–ε bas-Reynolds 0.14

Basuet al. [11] Marche

Re = 37500

k–ε bas-Reynolds 0.74

Schiestel & Dejoan [166] Turbulence de

grille + Canal

Reτ = 590

k–ε bas-Reynolds 0.37

Chaouat & Schiestel [28] CanalReτ = 395 RSM bas-Reynolds 0.15

TAB. 6.5 – Valeur choisie deβ ′
0 par différents auteurs et pour divers types d’écoulement.

Cg 2 4 6 8 10

β′
0 0.44 0.28 0.21 0.18 0.15

TAB. 6.6 – Valeur de la constante modifiéeβ ′
0 en fonction du paramètreCg.

6.3.3 Choix du paramètrefk en proche paroi

Le calcul du paramètrefk = km/k se fait en utilisant la loi de Kolmogorov, valable unique-

ment dans la zone inertielle. On obtient

fk(x, t) =
1

β ′
0

η−2/3
c (6.252)
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FIG. 6.2 – Estimation en canal (Reτ = 395) du nombre d’onde adimensionnéηc et deβ ′
0η

2/3
c ,

avecβ ′
0 = 0.15. Gauche : maillage 1 (grossier). Droite : maillage 2 (raffiné).

avecηc le nombre d’onde de coupure adimensionné par l’échelle de laturbulence (cf. rela-

tion (6.250)). La figure (6.2) montre l’évolution deηc en fonction dey+, selon le maillage.

L’échelle intégrale de la turbulencek3/2/ε est obtenue par un pré-calcul RANS, avec le mo-

dèle EB-RSM. Bien que le maillage devienne de plus en plus raffiné lorsqu’on s’approche

de la paroi,ηc diminue pour atteindre la valeur nulle à la paroi, signifiantque l’échelle inté-

gralek3/2/ε diminue plus vite que la taille de maille : le modèle se comporte bien comme

un modèle RANS en proche paroi, et un modèle LES loin des parois. Loin des parois, on

peut supposer que le maillage est tel que le nombre d’onde de coupure se trouve bien dans

la zone inertielle. Plus on s’approche des parois, plus cette hypothèse devient fausse et la

formulation (6.252) doit être remise en cause. Girimaji [66] ne donne aucune indication sur

la façon de choisirfk lorsqu’on s’approche de la paroi. Schiestel & Dejoan [166] ainsi que

Chaouat & Schiestel [28] proposent de façon empirique

fk(x, t) =
1

1 + β ′
0η

2/3
c

(6.253)

Cette formulation sera notée CS1. Les limites RANS et DNS sont ainsi vérifiées. Néan-

moins, la constanteβ ′
0 est faible et la fonctionx 7→ x2/3 augmente assez lentement. Loin

des parois, et avec un maillage « grossier » (ηc faible), il se peut que le termeβ ′
0η

2/3
c ne soit

pas dominant par rapport à1, comme le montre la figure (6.2).

En pratique, Chaouat & Schiestel [28] adimensionnent le nombre d’onde de coupure par la

longueur de mélangeKy, ce qui leur évite d’effectuer un calcul RANS pour estimerk3/2/ε.
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La formulation (6.253), s’écrit dans ce cas

fk(x, t) =
1

1 + βNN 2/3
c

(6.254)

oùβN est une nouvelle constante et

Nc =
π

∆m
Ky (6.255)

Cette nouvelle formulation sera notée CS2. Dans la zone logarithmique, en utilisant les

lois (2.37), on montre quek3/2/ε = Cµ
−3/4Ky, d’où l’on déduit la valeur de la nouvelle

constante

βN = Cµ
−1/2β ′

0 (6.256)

Avec le modèle RSM de Launder & Shima [114], Chaouat & Schiestel [28] proposent de

prendreβN = 0.5, ce qui correspond àβ ′
0 = 0.15. Un autre défaut de la formulation (6.253)

est son gradient important en proche paroi :fk diminuant trop vite quand on s’éloigne de

la paroi, la transition vers la zone LES se fait très près de laparoi (cf. figure (6.3)). Une

alternative simple est de prendre

fk(x, t) = min

(

1;
1

β ′
0

η−2/3
c

)

(6.257)

Cette formulation sera notée MIN. Pour les mêmes raisons queprécédemment, le terme

1/β ′
0η

−2/3
c peut être très grand, loin des parois, et aboutir àfk = 1 dans une majeure par-

tie de l’écoulement, comme le montre la figure (6.3) : avecβ ′
0 = 0.15, on afk = 1 pour

y+ < 100.

Une autre idée est de se baser sur un spectre analytique. Celui de Von Karman [78] a l’avan-

tage d’être intégrable analytiquement, et s’écrit

ES(κ) = CKε
2/3κq

(
(
CKε

2/3
)m−1

m+q + κm−1

)−
m+q

m−1

(6.258)

Pour retrouver la loi de Kolmogorov dans la zone inertielle (κ suffisamment grand), il faut

prendrem = 5/3. En turbulence de grille, on montre que le coefficientCε2
et le paramètre

q sont liés par la relation [166]

Cε2
=

3q + 5

2(q + 1)
(6.259)
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Avec Cε2
= 1.83, on obtientq ≃ 2.0. L’intégration partielle du spectre de Von Karman

permet d’obtenir la formulation suivante, notée VK :

fk(x, t) = 1 −
(

1 +
2

3(q + 1)β ′
0

η−2/3
c

)− 3

2
(q+1)

(6.260)

Pour les grandes valeurs deηc, on retouve la formulation (6.252). L’inconvénient de cette

méthode est de pré-supposer la forme du spectre pour les grandes échelles, qui n’ont pas de

caractère universel.

On propose plutôt d’utiliser le coefficient de pondération du modèle EB-RSM pour faire la

transition entre la zone de proche paroi, oùfk → 1, et la zone lointaine, oùfk → 1/β ′
0η

−2/3
c ,

selon la relation

fk(x, t) = (1 − αc) + αc 1

β ′
0

η−2/3
c (6.261)

où c est un réel à déterminer. En proche paroi, on suppose∆x = O(1), ∆z = O(1) et

∆y = O(y), signifiant∆m = O(y1/3). En conséquence, on aαcη
−2/3
c = O(yc−16/9), en

utilisant les comportements asymptotiques suivants :k = O(y2), ε = O(1) et α = O(y).

Pour avoir un comportement asymptotique cohérent en procheparoi (fk → 1), il faut donc

prendrec > 16/9. Le choix le plus simple est de prendrec entier, et doncc = 2. La relation

de pondération pourfk est ainsi similaire aux relations de pondération concernant le terme

de pression et de dissipation (cf. équations (3.62) et (3.63)). En proche paroi, la relation

(6.261) peut donner des valeurs légèrement supérieures à l’unité.Pour y remédier, on prend

la formulation

fk(x, t) = min

[

1, (1 − α2) + α2 1

β ′
0

η−2/3
c

]

(6.262)

Cette formulation sera notée EB. Le tableau (6.7) récapitule les différentes formulations

possibles du paramètrefk.

Les figures (6.3) et (6.4) montrent, selon le maillage, le profil defk imposéa priori en

utilisant l’échelle de longueur de la turbulencek3/2/ε et le coefficient de pondérationα is-

sus d’une simulation RANS, pour les différentes formulations (CS1, CS2, MIN, VK et EB).

Les formulations CS1 et VK sont similaires, ainsi que les formulations MIN et EB. Ces deux

dernières permettent d’imposer un gradient plus souple en proche paroi : avecβ ′
0 = 0.20,

fk = 1 jusqu’ày+ ≃ 20, puisfk diminue quand on s’éloigne de la paroi.
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La figure (6.5) montre le profil des contraintes résolueτ+
11LES, modéliséeτ+

11SGS et totale

τ+
11LES + τ+

11SGS avec les formulations CS1 et EB pourfk. L’exposant+ signifie que les

quantités sont données en valeur pariétale (adimensionnées paruτ pour la vitesse, etν/uτ

pour les longueurs). Le coefficient de pondérationα est imposéa priori par un pré-calcul

RANS. D’abord, on voit que le modèle se comporte comme espéré: la partie modélisée

domine en proche paroi ; au centre du canal, elle diminue et c’est la partie résolue qui de-

vient prépondérante. Dans la formulation CS1,fk diminue trop vite quand on s’éloigne des

parois ; en conséquence, la partie résolue est dominante presque partout dans l’écoulement.

Au final, les tensions de Reynolds sont fortement surestimées. La formulation EB pourfk a

donc été choisie par la suite.

Pour tester l’influence de la constante empiriqueβ ′
0, des simulations sont effectuées sur une

large gamme de valeur allant de0.10 à 0.60. La valeur0.60 est au-delà de la valeur théo-

rique maximale admissible, qui vaut0.44, et permet de voir le comportement du modèle. La

figure (6.6) montre l’influence de la constante empiriqueβ ′
0 avec la formulation EB pourfk.

Plus elle est grande, plus la partie résolue augmente, commeon pouvait s’y attendre. Pour

β ′
0 = 0.10, la formulation EB donnefk = 1 partout (solution RANS). Pourβ ′

0 ∈ [0.15, 0.25]

les résultats sont semblables. Au-delà, la partie résolue devient prépondérante presque par-

tout dans l’écoulement, et les tensions de Reynolds sont fortement surestimées. Le choix

optimum s’est avéré êtreβ ′
0 ≃ 0.20.

Les figures (6.7), (6.8), (6.9) et (6.10) montrent les contraintes résolue, modélisée et to-

tale, avec la formulation EB pourfk et β ′
0 = 0.20. Le coefficient de pondération elliptique

est toujours imposéa priori par un pré-calcul RANS. De façon globale, on voit que la par-

tie modéliséeτijSGS est dominante en proche paroi et diminue loin des parois, où la partie

résolueτijLES devient prépondérante. L’effet du raffinement du maillage est d’augmenter la

partie résolue des contraintes et de diminuer la partie modélisée. Le total reste quasiment

constant. On peut considérer que les statistiques sont bienconvergées lorsque les profils

moyens sont symétriques de part et d’autre du canal, et lorsque la tension de Reynoldsuv

est linéaire au centre du canal (cf. section (2.5)). Le coefficient de pondération elliptique

étant imposéa priori par un pré-calcul RANS, on surestime l’effet de blocage : la compo-

santeu2 est fortement surestimée, alors que la composantev2 est sous-estimée. On verra

plus loin comment choisir l’échelle de corrélation des effets de paroi dans la version PITM

de l’EB-RSM.
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Les figures (6.11) et (6.12) dévoilent que l’énergie turbulente totale est surestiméeen proche

paroi, et que le profil defk mesuréa posterioriest très différent de sa valeur imposéea priori

par la formulation (6.262). Cette remarque est également vraie pour les formulationsCS1,

VK et MIN. On parlera defk a priori lorsquefk est imposé par la relation (6.262) où α

et k3/2/ε sont donnés par un calcul RANS, et defk a posterioriquandfk est calculé à la

fin de la simulation par le ratiokSGS/(kSGS + kLES), où kLES est l’énergie turbulente ré-

solue à grande échelle. A la paroi,fk a posteriorin’atteint pas la valeur unité, mais est de

l’ordre de0.9 pour le maillage grossier, et0.6 pour le maillage raffiné : les structures réso-

lues explicitement loin de la paroi ont une influence importante sur l’écoulement de proche

paroi. Au centre du canal,fk vaut 20% pour le maillage 1 et est nul pour le maillage 2,

signifiant que l’on y effectue une quasi-DNS. A partir d’une simulation RANS EB-RSM,

le tableau (6.8) donne, en fonction du maillage, au centre du canal et en unités pariétales,

la valeur de la dissipationε+, l’échelle de KolmogorovL+
η = (ε+)

−1/4, le nombre d’onde

correspondant au début de la zone dissipativeκ+
ε ≈ 2π/L+

η /60 [150] et la coupureκ+
c es-

timé parκ+
c = 2π/(Cg∆

+
m) oùCg = 6.5 (correspondant àβ ′

0 = 0.20), ainsi que l’énergie

totalek+ et partiellek+
m = 3/2CK(ε+/κ+

c )2/3 calculée par la loi de Kolmogorov. Le para-

mètrefk est ensuite estimé parfk = k+
m/k

+. On remarque que le nombre d’onde de coupure

et celui caractérisant les échelles dissipatives ne sont pas séparés de façon nette et sont du

même ordre de grandeur. La formulation (6.120) n’est donc plus valable, carκc et κd sont

du même ordre de grandeur. En réalité, la coupure se trouve dans la zone dissipative, signi-

fiant qu’une partie de la dissipation est résolue et par conséquentfε 6= 1. Le calcul PITM

donnantεm, on calculea posteriorile ratio dissipation de sous-maille / dissipation totale par

fε = ε+
mPITM/ε+RANS. Sur le maillage grossier, on obtientfε ≃ 30%, et sur le maillage raffiné

fε ≃ 10%, signifiant que70% ou90% de la dissipation est en fait résolue selon le maillage.

La coupure étant dans la zone dissipative, il est plutôt rassurant de trouver une faible valeur

pourfk etfε a posteriori, signifiant que l’on effectue une quasi-DNS au centre du canal. On

aurait pu utiliser un maillage tel que la coupure au centre ducanal ait été bien séparée des

échelles dissipatives. Dans ce cas, le maillage aurait été trop grossier pour pouvoir résoudre

correctement les structures.

En conclusion, la figure (6.12) et le tableau (6.8) montrent que les effets bas-Reynolds sont

importants dans le casReτ = 395, et il est difficile de vérifier l’hypothèse de validité du

modèle (6.120) qui suppose une bonne séparation de la coupure et deκd, ainsi que l’exis-

tence de la zone inertielle où s’applique la loi de Kolmogorov. En utilisant par exemple la loi

(6.83) de Pao pour le spectre, valable lorsque la coupure est dans la zone dissipative, on peut

obtenir une estimation plus réaliste de l’énergie de sous-maille, au centre du canal. Pour le
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maillage raffiné, on aboutit àfk ≃ 20%, alors que la loi de Kolmogorov donnefk ≃ 50%

(cf. figure (6.12)). Bien que les hypothèses de validité du modèle (6.120) ne soient pas

remplies, ce dernier semble se comporter correctement. En pratique, aux grands nombres

de Reynolds, l’hypothèse précédente sera vérifiée et la limite DNS ne sera jamais atteinte.

D’ailleurs, l’objectif d’un modèle aussi complexe, basé sur des équations de transport, n’est

pas d’atteindre la limite DNS, mais plutôt d’effectuer une LES sur maillage grossier, avec

une coupure placée dans la zone productive ou inertielle. Lacalibration du modèle à des

nombres de Reynolds plus élevés aurait cependant été très coûteuse en temps CPU.

La figure (6.13) montre que le profil de vitesse moyenne est surestimée dans la zone lo-

garithmique et au centre du canal. On verra que ce défaut est dû au choix de l’échelle

de corrélation des effets de paroi. Les figures (6.14) et (6.15) montrent lesstreaks, struc-

tures pariétales très allongées dans la direction longitudinale (cf. chapitre2), pour les deux

maillages. Sur le maillage raffiné, les structures sont plusréalistes : on devine les structures

enΩ inclinées environ à 45° par rapport à la paroi. Ces figures montrent que le raffinement

permet de tendre vers une LES mieux résolue.

Acronyme Formulation

CS1 fk =
1

1 + β ′
0η

2/3
c

CS2 fk =
1

1 + βNN 2/3
c

MIN fk = min

(

1;
1

β ′
0

η−2/3
c

)

VK fk = 1 −
(

1 +
2

3(q + 1)β ′
0

η−2/3
c

)− 3

2
(q+1)

EB fk = min

(

1; (1 − α2) + α2 1

β ′
0

η−2/3
c

)

TAB. 6.7 – Différentes propositions semi-empiriques pour le choix defk.
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FIG. 6.3 – Profil du paramètrefk imposéa priori en utilisant l’échelle de longueurk3/2/ε

et le coefficient de pondérationα issus d’une simulation RANS. Maillage 1. Gauche :

β ′
0 = 0.15 (les formulations MIN et EB sont confondues). Droite :β ′

0 = 0.20. Se reporter

au tableau (6.7) pour la signification des sigles.
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FIG. 6.4 – Même légende que la figure (6.3). Maillage 2.

ε+ L+
η κ+

ε κ+
c k+

m k+ fk

Maillage 1 0.0018 4.8 0.022 0.016 0.52 0.78 0.66

Maillage 2 0.0018 4.8 0.022 0.026 0.38 0.78 0.49

TAB. 6.8 – Comparaison, selon le maillage, de la valeur defk au centre du canal donnéea

priori par le modèle RANS EB-RSM, en utilisant la loi de Kolmogorov.
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FIG. 6.5 – Influence de la formulation defk. Maillage 1,β ′
0 = 0.20 et coefficient de pon-

dérationα imposé par un calcul RANS. Composanteu2 des contraintes résolues, modélisée

et totales. Comparaison avec la DNS [140]. Gauche : formulation CS1. Droite : formulation

EB.
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FIG. 6.6 – Influence de la valeur deβ ′
0. Maillage 1, formulation EB pourfk, et coefficient

de pondérationα imposé par un calcul RANS. Composanteu2 des contraintes résolue, mo-

délisée et totale. Comparaison avec la DNS [140]. Gauche :β ′
0 = 0.20. Droite :β ′

0 = 0.60.
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FIG. 6.7 – Composanteu2 du profil des contraintes résolue, modélisée et totale. Comparai-

son avec la DNS [140]. Formulation EB pourfk (β ′
0 = 0.20) et coefficient de pondérationα

imposé par un calcul RANS. Gauche : maillage 1. Droite : maillage 2.
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FIG. 6.8 – Même légende que la figure (6.7). Composantev2.
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FIG. 6.9 – Même légende que la figure (6.7). Composantew2.
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FIG. 6.10 – Même légende que la figure (6.7). Composanteuv.
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FIG. 6.11 – Profil de l’énergie turbulente résolue, modélisée ettotale. Gauche : maillage 1.

Droite : maillage 2.
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FIG. 6.12 – Comparaison du profil defk imposéa priori avec sa valeur mesuréea posteriori

lors de la simulation. Gauche : maillage 1. Droite : maillage2.
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FIG. 6.13 – Profil de vitesse moyenne selon le maillage.

FIG. 6.14 – Visualisation desstreakspar isocontours positives du critèreQ. Maillage 1.

Coloration selon la vitesse longitudinale résolue.
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FIG. 6.15 – Visualisation desstreakssur la paroi inférieure par isocontours positives du

critèreQ. Maillage 2. Coloration selon la vitesse longitudinale résolue.
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6.3.4 Échelle de corrélation des effets de paroi

Les structures à grandes échelles étant explicitement résolues, la condition d’incompressibi-

lité est donc imposée sur ces structures par la résolution del’équation de continuité. L’effet

de blocage de la paroi doit être appliqué uniquement sur les échelles de sous-maille modéli-

sées, ce qui revient à dire que l’échelle de sous-maille de corrélation des effets de pression,

notéLSGS, doit être diminuée dans le modèle à pondération elliptique. L’idée est de toujours

résoudre une équation linéaire et elliptique sur le coefficient de pondération, selon

α− L2
SGS∇2α = 1 (6.263)

Une proposition simple et intuitive pour définirLSGS est de prendre

LSGS = CL max

(

k
3/2
SGS

εSGS
, Cη

ν3/4

ε1/4

)

(6.264)

sans modification des constantesCL etCη. L’échelle de la turbulencek3/2/ε est remplacée

par l’échelle de sous-maillek3/2
SGS/εSGS, caractérisant la plus grande taille des structures

modélisées. D’après la section (4.8), du chapitre3, on peut supposer que la relation (3.49)

est approximativement correcte en canal, ce qui permet d’effectuer des tests en imposantα

selon

α(y) = 1 − exp

(

− y

LSGS

)

(6.265)

Le calcul RANS donneL ≃ 0.03H. Un test est effectué en imposantLSGS = 0.02H. Dans

tous ces tests, on utilise la formulation EB pourfk (équation (6.262)) où β ′
0 = 0.20. Les

figures (6.16) et (6.17) montrent le profil des tensions de Reynolds normales et de l’énergie

turbulente totale. L’effet de blocage de la paroi étant diminué, le pic deu2 est moins impor-

tante que dans le casL = 0.03H (cf. figures (6.7)), et l’énergie modélisée est redistribuée

essentiellement vers la composantev2. La figure (6.18) montre que la vitesse moyenne est

sous-estimée dans la zone logarithmique et au centre du canal. On voit donc qu’il existe une

valeur deLSGS comprise dans l’intervalle[0.02H, 0.03H ], qui permet d’obtenir le bon profil

de vitesse. Quelle valeur prendre dans cet intervalle ?

Les variations de la valeur deLSGS joue essentiellement sur la redistribution. En prenant

les valeurs dekSGS et εSGS données par le calcul PITM de la section (6.3.3), on calcule en

chaque point la longueur de corrélationLSGS(y) selon la relation (6.264). On en déduit sa
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valeur moyenne dans tout le canal :LSGS ≃ 0.05H, ce qui n’est pas dans le bon intervalle.

En réalité, la constanteCη a une valeur élevée et c’est l’échelle de Kolmogorov qui domine

partout dans le canal. Il faut donc diminuer l’influence de l’échelle de Kolmogorov. L’échelle

partielle de la turbulencek3/2
SGS/εSGS est diminuée d’un facteurf 3/2

k /fε par rapport à sa

valeur totalek3/2/ε. On propose ainsi de prendre

LSGS = CL max

(

k
3/2
SGS

εSGS
, Cη

f
3/2
k

fε

ν3/4

ε1/4

)

(6.266)

A la limite où fk et fε tendent vers l’unité, on obtient la formulation RANS. A la limite

DNS, on obtientLSGS = 0, signifiantα = 1 partout : ce résultat est cohérent car toutes

les structures étant résolues explicitement, la conditiond’incompressibilité est imposée ex-

plicitement et il n’y a plus d’effets de paroi à prendre en compte dans le modèle. On voit

d’ailleurs que la formulation (6.264) est inconsistante avec la limite DNS.

Une valeur moyenne calculée dans tout le canal selon la formulation (6.266) donneLSGS ≃
0.025H, valeur admissible. Un test est effectué avec cette valeur imposéea priori. La fi-

gure (6.18) montre que le profil de vitesse moyenne est amélioré, mais présente encore

des défauts en zone logarithmique. Un calcul complet est effectué en résolvant maintenant

l’équation elliptique (6.263) avecLSGS donnée par (6.266). Les résultats, concernant les

tensions de Reynolds normales et l’énergie turbulente, sont visibles sur les figures (6.19),

(6.20), (6.21) et (6.22). La composanteu2, ainsi que l’énergie turbulente, sont surestimées

partout dans le canal pour le maillage grossier, alors quev2 est sous-estimée. Sur le maillage

raffiné, la composanteu2 est sensiblement améliorée, maisv2 présente paradoxalement une

sous-estimation partout dans le canal. La composantew2 est toujours prédite de façon sa-

tisfaisante. La figure (6.23) montre quefk a posterioriest de l’ordre de 90% à la paroi et

20% au centre du canal, pour le maillage grossier, signifiantque 80% de l’énergie y est ré-

solue. Pour le maillage raffiné,fk a posteriorivaut 80% à la paroi et est nul au centre du

canal. La figure (6.24) montre le profil de vitesse moyenne, en comparaison avec la DNS

[140], un calcul RANS avec le modèle EB-RSM, et un calcul LES avec le modèle dyna-

mique de Smagorinsky. Ce dernier surestime le débit et montre l’inaptitude de ce modèle à

donner des résultats acceptables sur un maillage « grossier», conclusion similaire à celle de

Temmermanet al.[181]. Sur le maillage 1, le modèle PITM donne un résultat satisfaisant en

association avec le modèle EB-RSM. Sur le maillage 2, la vitesse moyenne est sous-estimée,

montrant que des efforts doivent être poursuivis dans le choix de l’échelle de corrélation des

effets de paroi dans le cadre hybride.
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FIG. 6.16 – Influence de la longueur de corrélation. CasLSGS = 0.02H. Maillage

1, formulation EB pourfk. Profil des contraintes résolue, modélisée et totale. Gauche :

composanteu2. Droite : composantev2.
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FIG. 6.17 – Influence de la longueur de corrélation. CasLSGS = 0.02H. Maillage 1, for-

mulation EB pourfk. Gauche : profil des contraintes résolue, modélisée et totale, pour la

composantew2. Droite : profil de l’énergie turbulente modélisée, résolueet totale.
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FIG. 6.18 – Profil de vitesse moyenne. Influence de la longueur de corrélation. Comparaison

des casLSGS = 0.020H etLSGS = 0.025H avec la DNS [140]. Maillage 1, formulation EB

pourfk.
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FIG. 6.19 – Influence de la longueur de corrélation avec la formulation (6.266). Formulation

EB pourfk. Composanteu2 des contraintes résolue, modélisée et totale. Gauche : maillage

1. Droite : maillage 2.
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FIG. 6.20 – Même légende que la figure (6.19). Composantev2.
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FIG. 6.21 – Même légende que la figure (6.19). Composantew2.
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FIG. 6.22 – Influence de la longueur de corrélation avec la formulation (6.266). Formulation

EB pourfk. Énergie turbulente résolue, modélisée et totale. Gauche :maillage 1. Droite :

maillage 2.
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FIG. 6.23 – Influence de la longueur de corrélation avec la formulation (6.266). Formulation

EB pourfk. Comparaison du profil defk imposéa priori avec sa valeur mesuréea posteriori

lors de la simulation. Gauche : maillage 1. Droite : maillage2.
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FIG. 6.24 – Influence de la longueur de corrélation avec la formulation (6.266). Profil de vi-

tesse moyenne selon le maillage. Comparaison avec la DNS [140], un calcul RANS (modèle

EB-RSM) et une LES classique (modèle dynamique de Smagorinsky).
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6.3.5 Terme de pression

La théorie générale de la turbulence [99, 78] stipule que les petites échelles retournent à

l’isotropie plus vite que les grandes. Est-il nécessaire demodifier le terme de pression pour

prendre en compte cet effet et mieux prédire l’anisotropie ?Et si oui, comment ? En utilisant

une base de données DNS pour différents types d’écoulements(turbulence homogène ci-

saillée, décroissance de grille, déformations simples et déformations successives), Schiestel

[165, 164] a cherché à vérifier la validité du modèle Rotta+IP [157, 141] appliqué à une

tranche spectrale[κm−1, κm]. Le terme modélisé de pression s’écrit alors

φh
ij

(m)
= −C(m)

1

ε(m)

k(m)

(

τij
(m) − τ

(m)
kk

3
δij

)

− C
(m)
2

(

Pij
(m) − P

(m)
kk

3
δij

)

(6.267)

où l’exposant(m) se rapporte à la tranche spectrale[κm−1, κm] ; C(m)
1 etC(m)

2 sont mainte-

nant des « constantes » dépendant de la tranche spectrale considérée. Schiestel [165, 164] a

montré que le modèle (6.267) reproduit qualitativement les tendances de la DNS, et a me-

suré les paramètresC(m)
1 (partie lente du terme de pression) etC

(m)
2 (partie rapide du terme

de pression) :C(m)
2 est globalement constant alors queC(m)

1 est une fonction croissante du

nombre d’onde, pour l’ensemble des écoulements considérés. Ainsi, Chaouat & Schiestel

[28] proposent de modifier uniquement le terme lent de pression selon

φh
ijSGS

= −C1fSGS
εSGS

kSGS

(

τijSGS − τkkSGS

3
δij

)

− C2

(

PijSGS − PkkSGS

3
δij

)

(6.268)

oùC1 etC2 sont les constantes du modèle Rotta+IP, égales à leur valeurRANS. La fonction

fSGS doit être croissante par rapport au paramètreηc, afin d’augmenter le retour à l’isotropie

aux petites échelles. Chaouat & Schiestel [28] proposent de façon empirique

fSGS =
1 + γη2

c

1 + η2
c

> 1 (6.269)

où γ = 1.5 est une constante nécessairement supérieure à l’unité. Cette formulation sera

notée P-CS1. A la paroi, le paramètreηc tend vers zéro etfSGS tend vers l’unité, redonnant

un modèle RANS. Loin des parois, le paramètreη2
c est suffisamment grand devant l’unité

etfSGS tend versγ, signifiant que les petites échelles tendent plus vite vers l’isotropie d’un

facteurγ > 1. En pratique, Chaouat & Schiestel [28] utilisent le nombre d’onde de coupure

Nc, adimensionné parKy. Cette formulation sera notée P-CS2.
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Avec le modèle SSG [179], valable loin des parois, on propose de modifier le terme de

pression similairement à (6.268) selon

φh
ijSGS

= −fSGS

(

g1 + g∗1
PSGS

εSGS

)

εSGS b̃ij +

(

g3 − g∗3

√

b̃klb̃kl

)

kSGSS̃ij

+ g4kSGS

(

b̃ikS̃jk + b̃jkS̃ik −
2

3
b̃lmS̃lmδij

)

+ g5kSGS

(

b̃ikΩ̃jk + b̃jkΩ̃ik

)

(6.270)

où les tenseurs̃bij , S̃ij et Ω̃ij sont définis à la section (6.3.6). Un inconvénient de la formu-

lation (6.269) est son gradient important en proche paroi (cf. figure (6.25)) : des tests ont

montré qu’avec cette formulation l’énergie résolue augmente très vite dès qu’on s’éloigne

de la paroi. Similairement à la formulation (6.262) de fk, on propose alors la formulation

P-EB

fSGS = max

[

1, (1 − αb) + αb γη2
c

1 + η2
c

]

(6.271)

avecb un réel positif quelconque. En proche paroi,ηc etαb tendent vers zéro : on retrouve

la formulation RANS, puisquefSGS → 1. Loin des parois,ηc ≫ 1 etαb tend vers l’unité ;

la fonctionx 7→ x2 augmentant rapidement, on afSGS → γ. Le tableau (6.9) récapitule

les différentes formulations defSGS. La figure (6.25) donne l’allure de la fonctionfSGS

dans le canal, selon les formulations P-CS1, P-CS2 et P-EB (b = 2 et b = 0.5), et selon

le maillage. Dans le cadre du modèle EB-RSM, la formulation en proche paroi du terme

de pressionφw
ijSGS

n’est pas modifié car en proche paroi le modèle est sensé tendre vers sa

limite RANS. Dans un premier temps, on choisitb = 2 pour avoir une formulation similaire

àfk (cf. relation (6.262)). Aucun effet significatif n’a été noté sur la redistribution et le profil

de vitesse. On a donc choisib = 0.5 pour augmenter plus rapidement la valeur defSGS en

fonction de la distance à la paroi, par rapport au casb = 2. Un test est effectué avec la

formulation P-EB oùb = 0.5 etγ = 1.5.

Les figures (6.26) et (6.27) montrent que le pic deu2 n’est pas amélioré de façon signifi-

cative, contrairement àv2. La composantew2 est peu sensible à la modification du terme

de pression (cf. figure (6.28)). La contrainte de cisaillement est donnée sur la figure (6.29) :

au centre du canal, la partie modélisée tend plus vite vers zéro que dans le cas où la fonc-

tion fSGS n’est pas utilisée. Cette tendance se remarque également sur les tensions nor-

males. Pourquoi a-t-on cet effet ? La fonctionfSGS a tendance à augmenter le terme de
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pressionφh
12SGS et donc le tenseur de sous-mailleτ12SGS. Or on aτ12SGS < 0, signifiant que

τ12SGS augmente à partir de valeurs négatives et tend vers zéro. La production de sous-maille

PSGS ≃ −τ12SGS∂Ũ/∂y diminue en conséquence, signifiant que l’énergie de sous-maille

kSGS et les tensions de sous-maille décroissent. Ainsi, la partie résolue de l’énergie aug-

mente. L’effet principal n’est pas sur la redistribution entre composantes diagonales mais

plutôt sur la contrainte de cisaillement. Cet effet, non désiré au départ, « force » le modèle

à se comporter comme une DNS. Les figures (6.30) et (6.31) montrent que l’énergie turbu-

lente et le paramètrefk ne sont pas modifiés de façon significative. La figure (6.32) montre

le profil de vitesse moyenne. Il est peu sensible à la modification du terme de pression sur le

maillage grossier, mais on note une amélioration sur le maillage raffiné.

En conclusion, la modification du terme de pression ne donne pas de résultats satisfaisants

avec le modèle EB-RSM, à part une légère amélioration de la valeur du pic dev2 et du profil

de vitesse moyenne. On choisit donc de ne pas utiliser la fonction fSGS par la suite. Une

étude plus poussée devra être effectuée concernant la formede la fonctionfSGS(ηc), la valeur

de la constanteγ, ainsi qu’une éventuelle modification possible du terme de pressionφw
ijSGS

en proche paroi. Cette dernière voie s’avère difficile dans la mesure où l’on ne différencie

pas le terme lent et rapide de pression dans le modèle EB-RSM.

Acronyme Formulation

P-CS1 fSGS =
1 + γη2

c

1 + η2
c

P-CS2 fSGS =
1 + γN 2

c

1 + N 2
c

P-EB fSGS = max

(

1; (1 − αb) + αb γη2
c

1 + η2
c

)

TAB. 6.9 – Différentes propositions empiriques pour le choix dela fonctionfSGS. Chaouat

& Schiestel [28] proposentγ = 1.5.
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FIG. 6.25 – Allure de la fonctionfSGS en fonction dey+, avecγ = 1.5. Se reporter au

tableau (6.9) pour la signification des sigles. Gauche : maillage 1. Droite : maillage 2.
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FIG. 6.26 – Influence de la fonctionfSGS (formulation P-EB avecb = 0.5). Formulation

EB pourfk. Composanteu2 du profil des contraintes résolue, modélisée et totale. Gauche :

maillage 1. Droite : maillage 2.
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FIG. 6.27 – Même légende que la figure (6.26). Composantev2.
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FIG. 6.28 – Même légende que la figure (6.26). Composantew2.

0 200 400 600 800

y
+

-0,5

0

0,5

τ 12
+

DNS
SGS
LES
Total

0 200 400 600 800

y
+

-0,5

0

0,5

τ 12
+

DNS
SGS
LES
Total

FIG. 6.29 – Même légende que la figure (6.26). Composanteuv.
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FIG. 6.30 – Influence de la fonctionfSGS (formulation P-EB avecb = 0.5). Formulation

EB pourfk. Profil de l’énergie turbulente résolue, modélisée et totale. Gauche : maillage 1.

Droite : maillage 2.
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FIG. 6.31 – Influence de la fonctionfSGS (formulation P-EB avecb = 0.5). Formulation EB

pourfk. Comparaison du profil defk imposéa priori avec sa valeur mesuréea posteriori

lors de la simulation. Gauche : maillage 1. Droite : maillage2.
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FIG. 6.32 – Influence de la fonctionfSGS (formulation P-EB avecb = 0.5). Formulation

EB pourfk. Profil de vitesse moyenne.
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6.3.6 Formulation complète du modèle hybride

Le gradient de la fonctionfk, en zone pariétale, a une importance primordiale dans la qualité

des résultats. C’est pour mieux le contrôler qu’on propose la formulation (6.262), qui est

une pondération des valeurs théoriques defk en proche paroi et en zone lointaine. Cette

formulation a l’avantage de ne pas faire intervenir explicitement la distance à la paroi et reste

cohérent avec l’esprit du modèle EB-RSM. La valeur optimalede la constante estβ ′
0 = 0.20.

Le calcul de l’échelle de corrélation des effets de paroi a été modifié selon la relation (6.266),

pour les raisons données au paragraphe (6.3.4). Une étude plus appronfondie devra être

réalisée pour ce terme, en utilisant par exemple les donnéesDNS en canal.

En pratique, la simulation d’un écoulement de canal nécessite de moyenner, dans les direc-

tions homogènes et/ou dans le temps, le terme de production partielle ainsi que les tenseurs

de déformation et de rotation, pour des raisons de stabiliténumérique et de temps de réponse

du modèle aux variations rapides du champ de vitesse filtrée.Selon une communication per-

sonnelle très récente de B. Chaouat, une autre technique numérique de stabilisation consiste

à moyenner uniquement des termes associés au champ turbulent modélisé (énergie cinétique

fluctuante partielle, échelle de longueur ou de temps de la turbulence de sous-maille). Cette

nouvelle approche numérique a été connue de l’auteur qu’en fin de thèse et n’a donc pu être

testée.

On présente ci-dessous la formulation choisie du modèle EB-RSM dans la méthodologie

PITM, pour des écoulements à grand nombre de Reynolds, où la coupure est bien séparée

des échelles dissipatives de plusieurs ordres de grandeur.On gardera à l’esprit quefε ≃ 1,

signifiantεSGS ≃ ε. Dans une simulation pratique, on remplaceraε parεSGS dans les équa-

tions (6.288) et (6.289).

φ∗
ijSGS

= (1 − α2)φw
ijSGS

+ α2φh
ijSGS

(6.272)

εijSGS = (1 − α2)εw
ijSGS

+ α2εh
ijSGS

(6.273)

α− L2
SGS∇2α = 1 (6.274)

φw
ijSGS

= −5
εSGS

kSGS

(

τikSGSnjnk + τjkSGSnink −
1

2
τklSGSnknl (ninj + δij)

)

(6.275)

n =
∇α

||∇α|| (6.276)
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φh
ijSGS

= −
(

g1 + g∗1
PSGS

εSGS

)

εSGS b̃ij +

(

g3 − g∗3

√

b̃klb̃kl

)

kSGSS̃ij

+ g4kSGS

(

b̃ikS̃jk + b̃jkS̃ik −
2

3
b̃lmS̃lmδij

)

+ g5kSGS

(

b̃ikΩ̃jk + b̃jkΩ̃ik

)

(6.277)

b̃ij =
τijSGS

2kSGS
− 1

3
δij (6.278)

S̃ij =
1

2

(

∂Ũi

∂xj
+
∂Ũj

∂xi

)

(6.279)

Ω̃ij =
1

2

(

∂Ũi

∂xj
− ∂Ũj

∂xi

)

(6.280)

εw
ijSGS

=
τijSGS

kSGS

εSGS (6.281)

εh
ijSGS

=
2

3
εSGSδij (6.282)

∂εSGS

∂t
+ Ũj

∂εSGS

∂xj
= C ′

ε1

PSGS

TSGS
− C∗

ε2

εSGS

TSGS
+

∂

∂xl

(

νδlm +
CS

σε
τlmSGSTSGS

)
∂εSGS

∂xm

(6.283)

C ′
ε1

= Cε1

(

1 + A1(1 − α2)

√

kSGS

τijSGSninj

)

(6.284)

C∗
ε2

= C ′
ε1

+ fk

(
Cε2

− C ′
ε1

)
(6.285)

fk = min

[

1,
(
1 − α2

)
+ α2 1

β ′
0

η−2/3
c

]

(6.286)

ηc =
π

(∆x∆y∆z)1/3

k3/2

ε
(6.287)
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TSGS = max

(
kSGS

εSGS
, CT

√
ν

ε

)

(6.288)

LSGS = CL max

(

k
3/2
SGS

εSGS

, Cηf
3/2
k

ν3/4

ε1/4

)

(6.289)

DT
ijSGS

=
∂

∂xl

(
CS

σk
τlmSGSTSGS

∂τijSGS

∂xm

)

(6.290)

g1 = 3.4 ; g∗1 = 1.8 ; g3 = 0.8 ; g∗3 = 1.3 ; g4 = 1.25 ; g5 = 0.4 ;

Cε1
= 1.44 ; Cε2

= 1.83 ; CS = 0.21 ; σε = 1.15 ; A1 = 0.03 ; σk = 1.0 ;

CL = 0.161 ; Cη = 80 ; CT = 6 ; β ′
0 = 0.20

TAB. 6.10 – Valeur des constantes du modèle EB-RSM dans la méthodologie PITM.

Ũi = 0 ; τijSGS = 0 ; εSGS = 2ν
kSGS

y2
; α = 0

TAB. 6.11 – Conditions à la paroi.

6.4 Conclusions du chapitre

La nécessité d’effectuer des simulations instationnaires, à plus faible coût qu’une LES clas-

sique, a conduit à s’intéresser aux modèles hybrides RANS-LES, et en particulier à la mé-

thodologie PITM. La formulation PITM originale [166, 28] aboutit àCε1
= 3/2. Durant

la thèse, une approche plus générale a été proposée où la valeur de ce coefficient est quel-

conque, assurant ainsi la compatibilité avec la limite RANSdu modèle utilisé pour la turbu-

lence de sous-maille.

La théorie PITM, établie en turbulence homogène anisotrope, est généralisée aux écoule-

ments inhomogènes par le concept d’espace homogène tangent[29], qui repose sur une hy-

pothèse d’homogénéité locale de la vitesse moyenne. Afin d’éviter l’utilisation d’une telle

hypothèse, qui est forte pour les écoulements de paroi, et offrir un cadre plus cohérent pour

les modèles hybrides RANS-LES à transition continue dans les écoulements inhomogènes,
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l’approche temporelle de la TLES a été adaptée à la méthodologie PITM et a permis d’abou-

tir à la formulation T-PITM. Suivant certaines hypothèses,les approches PITM et T-PITM

sont totalement équivalentes dans leur formulation.

Le modèle à pondération elliptique, adapté à la méthodologie hybride PITM, a donné des

résultants encourageants en écoulement de canal àReτ = 395 : les statistiques de la turbu-

lence sont satisfaisantes, mais le profil de vitesse moyennedevra être amélioré, notamment

par l’intermédiaire d’un meilleur choix de l’échelle de corrélation des effets de paroi. Des

problèmes de stabilité numérique, et de manque de temps pourles résoudre, n’a pas permis

de tester cette nouvelle voie de modélisation dans l’écoulement de marche descendante, à

grand nombre de Reynolds.

Une question fondamentale se pose encore : quelle est la validité d’un modèle RANS adapté

aux modèles hybrides, car les structures modélisées par un modèle RANS sont différentes,

par essence, de celles modélisées par un modèle LES ? Par exemple, le modèle de Daly &

Harlow [40] appliqué au transport des échelles de sous-maille n’a pas de fondements théo-

riques. En ce qui concerne le terme de pression, comme proposé par Chaouat & Schiestel

[28], le terme lent devrait être modifié pour prendre en compte leretour plus rapide à l’iso-

tropie des petites échelles par rapport aux grandes. Cette modification, testée avec le modèle

EB-RSM, n’a pas donné de résultats satisfaisants et n’a doncpas été retenue dans la formu-

lation finale de l’EB-RSM, dans la méthodologie PITM. L’utilisation d’une base de données

DNS, par exemple en turbulence homogène ou en canal, peut donner des indications sur

les modifications à apporter aux modèles RANS pour les appliquer dans un cadre hybride

RANS-LES.
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Conclusions et perspectives

L’objectif de cette thèse était de prendre en compte les instationnarités naturelles à grande

échelle dans les écoulements décollés et à un coût plus faible que la LES, tout en s’intéres-

sant à la modélisation des effets de paroi par des modèles statistiques au second ordre.

Dans une approche statistique RANS, l’inconsistance des modèles classiques bas-Reynolds,

basés sur des hypothèses fortes non-valables en écoulementde paroi, telles que localité de

la pression et quasi-homogénéité de la vitesse, a conduit à s’intéresser à de nouvelles ap-

proches. Dans la continuité de la théorie de la relaxation elliptique, proposée par Durbin

[47, 48], un modèle simplifié et plus robuste a été suggéré par Manceau & Hanjalić [131],

puis modifié par Manceau [128]. Ce modèle, dénommé EB-RSM, résout une seule équa-

tion différentielle linéaire et elliptique sur le coefficient de pondération. Celui-ci permet de

passer du comportement des variables turbulentes en procheparoi à leur comportement loin

des parois. Le caractère elliptique de cette équation permet de conserver la non-localité du

terme de pression apparaissant dans l’équation des tensions de Reynolds, et modélise l’effet

de blocage de la paroi sur la composante normale de la vitessefluctuante. Cet effet inviscide

est la conséquence de l’incompressibilité du champ fluctuant.

Le modèle EB-RSM a été implémenté dansCode_Saturne, développé parÉlectricité de

France, puis validé en écoulement de canal pour une large gamme de nombre de Reynolds.

Les résultats sont très satisfaisants, tant au niveau du champ moyen que des statistiques de

la turbulence. En particulier, la limite à deux composantesde la turbulence est prédite en

proche paroi. Par ailleurs, le modèle a l’avantage de ne pas faire intervenir explicitement la

distance à la paroi et peut donc s’appliquer à une géométrie complexe.

196
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Le modèle EB-RSM a ensuite été appliqué à l’écoulement de marche descendante, dans la

méthodologie URANS, qui consiste à résoudre les équations RANS avec un avancement en

temps. Au-delà de la définition générale de la décompositionURANS et du filtrage associé

qui reste encore aujourd’hui une question ouverte, il a été montré que le type de solution

(stationnaire/instationnaire) est très dépendant du numérique. Sur un maillage « grossier »,

les erreurs numériques en amont de la marche peuvent être suffisantes pour exciter le mode

le plus instable de la couche cisaillée. La solution est alors instationnaire : lesheddingest

capté avec le bon ordre de grandeur du nombre de Strouhal et dela vitesse de convection

des structures, résultats conformes à Lasher & Taulbee [108], à l’origine de la diffusion des

calculs URANS dans le monde industriel. Mais sur un maillageplus raffiné, les erreurs nu-

mériques deviennent insuffisantes et l’on aboutit finalement à une solution stationnaire. Le

paramètre important, déterminant le type de solution obtenue, est le nombre de Peclet local.

Celui-ci quantifie les effets convectifs par rapport aux effets diffusifs. Cependant, même sur

les maillages les plus raffinés, l’existence d’une solutioninstationnaire en régime transitoire

a été mise en évidence. Cette phase transitoire dure relativement longtemps, pouvant at-

teindre vingt fois le temps caractéristique dushedding. Au-delà, la solution tend vers un état

stationnaire. Ce travail a montré que l’URANS n’est pas capable de donner de façon fiable

une information instationnaire sur l’écoulement de marchedescendante, notamment en ce

qui concerne l’énergie contenue dans les structures résolues. Une raison possible est que

la séparation échelles résolues/échelles modélisées n’est pas définie de façon claire : aucun

paramètre, apparaissant explicitement dans les équationsURANS, ne permet de contrôler le

ratio énergie résolue/énergie modélisée.

En ce qui concerne le modèle à pondération elliptique EB-RSM, on a noté une amélioration

considérable du coefficient de frottement et de la longueur moyenne de recirculation prin-

cipale, par rapport aux modèles haut-Reynolds standards. Il a également montré une faible

sensibilité à un déraffinement raisonnable du maillage en proche paroi. Cet aspect, déjà noté

par Manceau & Hanjalić [131] en canal, est important pour une utilisation industrielle, où

les maillages sont souvent « grossiers ».

La nécessité de développer de nouvelles méthodologies pourréaliser des simulations insta-

tionnaires, a conduit à s’intéresser aux modèles hybrides.Contrairement à l’URANS, ceux-

ci font intervenir explicitement dans les équations le ratio énergie résolue/énergie modélisée,

et sont compatibles avec les deux limites extrêmes RANS et DNS. Le choix s’est porté sur le

modèle PITM, proposé par Schiestel & Dejoan [166] avec un modèle EVM, puis Chaouat &

Schiestel [28] avec un modèle RSM. Ce modèle définit de façon claire la séparation échelles
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résolues/échelles modélisées, par l’utilisation d’un filtre à coupure spectrale. Les auteurs

cités ci-dessus aboutissent à une équation de la dissipation formellement identique à l’ap-

proche RANS, mais écrite avec les variables de sous-maille :le coefficientCε2
est modifié

enC∗
ε2

et devient une fonction de la position de la coupure dans le spectre d’énergie, et la

valeurCε1
= 3/2 est déduite. Cependant, Chaouat & Schiestel [28] choisissent en pratique

la valeurCε1
= 1.45 pour être compatible avec le modèle de turbulence de Launder& Shima

[114]. Pendant la thèse, une approche plus générale a été proposée où la valeur du coefficient

Cε1
est quelconque, afin de garantir la compatibilité avec le modèle utilisé pour la turbulence

de sous-maille.

Une critique justifiée des modèles hybrides à transition continue est souvent faite, dans la

mesure où les formalismes RANS et LES sont différents par essence : l’opérateur RANS cor-

respond à une moyenne d’ensemble, équivalente à une moyennetemporelle pour un écoule-

ment statistiquement stationnaire, alors que l’opérateurLES est un filtrage spatial. La TLES,

simulation aux grandes échelles basée sur un filtrage temporel, offre un cadre formel plus

cohérent pour les modèles hybrides à transition continue, dans les écoulements stationnaires

inhomogènes. Selon la largeur du filtre temporel, les deux limites RANS et DNS sont for-

mellement atteintes. La méthodologie PITM, adaptée à l’approche TLES, a permis d’aboutir

à la formulation T-PITM. Suivant certaines hypothèses, lesapproches PITM et T-PITM sont

totalement équivalentes dans leur formulation.

Le développement d’un modèle hybride à pondération elliptique a été entreprise. De nom-

breuses questions furent soulevés : forme et influence du paramètre énergie modélisée/éner-

gie totale en proche paroi, choix des nouvelles constantes empiriques, choix de la longueur

de corrélation des effets de paroi. La modification du terme lent de pression, pour modéliser

le retour à l’isotropie plus rapide des petites échelles, n’a pas apporté d’améliorations nettes,

et a donc été abandonnée. Les résultats en canal àReτ = 395 sont satisfaisants concernant

les statistiques de la turbulence, mais le profil de vitesse moyenne présente des défauts dûs

au choix de l’échelle de corrélation des effets de paroi. Uneétude plus appronfondie devra

être réalisée dans cette direction. Le modèle se comporte bien en mode RANS en proche

paroi et en mode LES loin des parois. Le transfert d’énergie des échelles modélisées vers

les échelles résolues est bien reproduit quand on raffine le maillage. L’application de ce mo-

dèle à d’autres écoulements académiques (sillage, jet, marche descendante,etc.) permettra

de tester cette nouvelle voie de modélisation instationnaire.
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Plusieurs points restent à être élucidés. L’application pratique du modèle PITM en canal

nécessite de moyenner le terme de production partiellePSGS dans les directions homogènes

et/ou dans le temps. Sinon, le calcul dégénère vers une solution RANS partout dans l’écou-

lement. Cet artifice semble être de nature purement numérique, selon les très récentes com-

munications personnelles de B. Chaouat, qui propose une autre méthode de stabilisation

numérique basée sur la moyenne de termes uniquement liés à laturbulence de sous-maille.

L’approche temporelle de la LES demeure encore immature carle choix de la fréquence

de coupure reste un problème crucial. Dans une LES spatiale classique, le nombre d’onde

de coupure est directement relié à la taille de maille. En TLES, l’équivalent serait le pas

de temps, mais étant le même partout dans l’écoulement, on nepourrait pas prendre en

compte les variations de la coupure dans le spectre, selon larégion de l’écoulement, sans

introduire une distance à la paroi. On pourrait, par exemple, calculer la fréquence de coupure

en se basant sur les variables dynamiques (vitesse, vorticité, production, échelles de temps,

etc.), tout comme on pourrait le faire théoriquement en LES spatiale. Une proposition a

été faite en basant la fréquence de coupure sur le coefficientde pondération elliptique et

les échelles temporelles de Kolmogorov et de la turbulence.Une autre tentative de réponse

serait d’utiliser une relation de dispersion explicite, comme celle proposée par Tennekes

[182] valable pour un écoulement moyen au repos. Une recherche théorique dans cette voie

pourrait donner des réponses intéressantes.

Enfin, la validité d’un modèle RANS appliqué dans un contextehybride n’est à l’heure

actuelle pas justifiée. Schiestel [164] a cependant montré, à partir de données DNS, que le

modèle Rotta+IP donne qualitativement les bonnes tendances et que les « constantes » sont

en fait des fonctions de la coupure, d’où la modification empirique du terme lent proposée

par Chaouat & Schiestel [28], sans amélioration nette dans le modèle EB-RSM. Des efforts

dans cette voie devront être faits. L’application du modèlede Daly & Harlow [40] pour

le terme de transport par la turbulence de sous-maille devraégalement être justifiée par

l’utilisation d’une base de données DNS, en canal par exemple.
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