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1.5.2 Etude des opérateurs At . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.5.3 Preuve du Théorème 1.5.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.5.4 Preuve de la Proposition 1.5.1 . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.5.5 Preuve du Lemme 1.5.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Introduction

L’objectif d’un problème de diffusion inverse ou d’un problème inverse
de valeurs aux bords est de reconstruire la structure d’un objet à partir
des données de diffusion, ou à partir des données de valeurs aux bords. Ces
problèmes sont posés naturellement dans les domaines de la physique nucléaire,
de la géophysique, de la médecine, etc...

Dans cette thèse, on considère l’équation de Newton-Einstein pluridimen-
sionnelle dans un ouvert Ω de R

n, n ∈ N, n ≥ 2 :

ṗ(t) = −∇V (x(t)) +
1

c
B(x(t))ẋ(t), (0.0.1)

p(t) =
ẋ(t)

√

1− |ẋ(t)|2
c2

,

où t ∈ R, x(t) ∈ Ω, p(t) ∈ R
n, ẋ = dx

dt
, ṗ = dp

dt
, V ∈ C2(Ω̄,R) et B = (Bi,k) ∈

C1(Ω̄, An(R)) vérifie la condition de fermeture suivante :

∂Bi,k

∂xl
(x) +

∂Bl,i

∂xk
(x) +

∂Bk,l

∂xi
(x) = 0, (0.0.2)

pour tous x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω̄ et i, k, l = 1 . . . n (An(R) désigne l’ensemble
des matrices antisymétriques réelles). L’ouvert Ω sera soit R

n, soit un domaine
D ouvert borné de R

n, strictement convexe au sens fort, de frontière de classe
C2. Si Ω = R

n, alors on supposera aussi que V et B vérifient les conditions
suivantes de décroissance :

|∂jxV (x)| ≤ β|j|(1 + |x|)−(α+|j|), (0.0.3)

|∂j′x Bi,k(x)| ≤ β|j′|+1(1 + |x|)−(α+|j′|+1), (0.0.4)

pour x ∈ R
n, |j| ≤ 2, |j′| ≤ 1 (j, j′ ∈ N

n) où α > 1 est une constante réelle et
les β|j| sont des constantes réelles positives.

Pour l’équation (0.0.1), l’énergie

E = c2
√

1 +
|p(t)|2
c2

+ V (x(t)) (0.0.5)

est une intégrale première du mouvement.

1



2 INTRODUCTION

Si n = 3 alors l’équation (0.0.1) est l’équation de mouvement d’une par-
ticule de masse m = 1 et de charge e = 1 dans un champ électromagnétique
statique externe décrit par (V,B) (voir [Ein07] ou section 17 de [LL71]). Dans
cette équation x est la position de la particule, p son impulsion, et t désigne le
temps et la constante c est la vitesse de la lumière.

Dans cette thèse, on étudie le problème de diffusion inverse (Ω = R
n) pour

l’équation (0.0.1) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) (voir Problème 2 formulé ci-
dessous), et un problème inverse de valeurs aux bords (Ω = D) pour l’équation
(0.0.1) (voir Problème 4 formulé ci-dessous).

Pour le problème de diffusion inverse pour l’équation pluridimensionnelle
(0.0.1), on a obtenu, en particulier, les résultats suivants.

L’asymptotique aux hautes énergies des données de diffusion pour
l’équation (0.0.1) détermine de manière unique, par des formules explicites,
le champ extérieur (i.e. le champ électromagnétique décrit par (V,B)) (Jolli-
vet 2005).

À énergie fixée suffisamment grande, les données de diffusion déterminent
de manière unique le champ extérieur lorsque celui-ci est aussi supposé à sup-
port compact (Jollivet 2006, 2007).

Pour le problème inverse de valeurs aux bords pour l’équation pluridimen-
sionnelle (0.0.1), nous avons obtenu les résultats suivants.

À énergie fixée suffisamment grande, les données de valeurs aux bords
déterminent de manière unique le champ extérieur (Jollivet 2006, 2007). De
plus si le champ extérieur est uniquement électrique ou gravitationnel (B ≡ 0)
alors, à énergie fixée suffisamment grande, les données de diffusion déterminent
de manière unique et de façon stable le champ extérieur (Jollivet 2006).

Par ailleurs, dans le cadre de la mécanique classique non relativiste, on
dispose de résultats analogues pour l’équation de Newton non relativiste dans
un champ électromagnétique

ẍ(t) = −∇V (x(t)) +B(x(t))ẋ(t), (0.0.6)

où t ∈ R, x(t) ∈ Ω, ẋ = dx
dt
, n ≥ 2. (L’énergie E = |ẋ(t)|2

2
+ V (x(t)) est une

intégrale première du mouvement pour (0.0.6).) Pour le problème de diffusion
inverse pour l’équation (0.0.6) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), l’asympto-
tique aux hautes énergies des données de diffusion détermine de manière unique
le champ extérieur par des formules explicites. Si B ≡ 0, alors ce résultat a
d’abord été obtenu par [Nov99]. De plus, à énergie fixée suffisamment grande,
les données de diffusion déterminent de manière unique le champ extérieur,
lorsque le champ extérieur est aussi supposé à support compact (Jollivet 2007).
Si B ≡ 0, alors ce dernier résultat a d’abord été obtenu par [Nov99].

Pour le problème inverse de valeurs au bord pour l’équation de Newton
multidimensionnelle non relativiste (0.0.6), on a montré qu’à énergie fixée suffi-
samment grande les données de valeurs au bord déterminent de manière unique
le champ extérieur (Jollivet 2007). Si B ≡ 0, alors ce résultat a d’abord été
obtenu par [GN83].
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L’ensemble de ces résultats ont été obtenus en généralisant et en
développant des résultats et des méthodes des travaux de Novikov [Nov99]
et de Gerver-Nadirashvili [GN83]. La généralisation de résultats de [GN83]
a nécessité la généralisation et le développement de méthodes de travaux de
Muhometov-Romanov [MR78], Beylkin [Bey79] et Bernstein-Gerver [BG80]
sur le problème de la détermination d’une métrique riemannienne à partir de
son hodographe (i.e. à partir de la donnée des longueurs des géodésiques entre
tout couple de points frontière).

Nous allons maintenant détailler la structure de la thèse en donnant les
principaux résultats, les méthodes utilisées et les commentaires historiques
nécessaires.

Dans le premier chapitre de cette thèse, on rappelle quelques résultats sur
le problème de diffusion directe sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4). On établit
le résultat suivant.

Théorème 0.0.1. Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), on a :
(i) pour tout (v−, x−) ∈ Bc ×R

n, v− 6= 0, il existe une unique solution de
l’équation (0.0.1) telle que

x(t) = v−t+ x− + y−(t), (0.0.7)

où ẏ−(t)→ 0, y−(t)→ 0, quand t→ −∞ ;
(ii) pour presque tout (v−, x−) ∈ Bc × R

n, v− 6= 0,

x(t) = v+t+ x+ + y+(t), (0.0.8)

où v+ = v− + asc(v−, x−), x+ = x− + bsc(v−, x−), ẏ+(t)→ 0, y+(t)→ 0
quand t→ +∞ (on note Bc la boule euclidienne ouverte de centre 0 et
de rayon c).

On définit l’opérateur de diffusion S : Bc×R
n → Bc×R

n pour l’équation
(0.0.1) par les formules

S(v−, x−) = (v− + asc(v−, x−), x− + bsc(v−, x−)).

On note D(S) l’ensemble de définition de S. Les données asc(v−, x−),
bsc(v−, x−), (v−, x−) ∈ D(S), sont les données de diffusion pour l’équation
(0.0.1).

En mécanique classique, pour l’étude de la diffusion directe, on peut citer
les travaux de Simon [Sim71], Herbst [Her74], Yajima [Yaj82], Loss-Thaller
[LT87] et le livre [DG97]. Notons que le Théorème 0.0.1, sous des conditions
sur B plus fortes que les conditions (0.0.4), a été obtenu par Yajima [Yaj82].

Le Théorème 0.0.1 peut se démontrer en répétant les preuves de résultats
donnés dans [Yaj82]. La preuve donnée dans le chapitre 1 du Théorème 0.0.1
correspond à la façon dont on aborde le problème de diffusion inverse aux
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hautes énergies dans le chapitre 2, et diffère de la preuve que l’on obtiendrait
en répétant la preuve de certains résultats donnés dans [Yaj82].

En s’appuyant sur les résultats de Simon [Sim71] et de Loss-Thaller [LT87],
on peut démontrer l’analogue du Théorème 0.0.1 pour l’équation (0.0.6) : il
suffit de remplacer Bc par R

n dans l’énoncé du Théorème 0.0.1. On peut ainsi
définir l’opérateur de diffusion Snr pour l’équation (0.0.6) de la même manière
que l’on a défini S (voir [Jol07a]).

On peut alors formuler de manière précise le problème de diffusion directe
(Problème 1 ci-dessous) et le problème de diffusion inverse (Problème 2 ci-
dessous) pour l’équation (0.0.1) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) :

Problème 1 : étant donnés V,B, trouver l’opérateur de

diffusion S ;

Problème 2 : étant donné S, trouver V,B.

En remplaçant S par Snr dans les deux problèmes précédents, on obtient les
problèmes de diffusion directe et de diffusion inverse pour (0.0.6).

En dimension n = 1, des problèmes inverses pour l’équation de Newton
non relativiste ont été étudiés par Abel [Abe26], Keller [Kel76] et Astaburuaga-
Fernandez-Cortés [AFC91] et un problème inverse pour l’équation de Newton
relativiste a été étudié par Funke-Ratis [FR90]. En ce qui concerne le
problème de diffusion inverse en dimension 1 sous les conditions (0.0.3) pour
les équations (0.0.1) et (0.0.6), il n’est pas possible de déterminer le champ
extérieur à partir des données de diffusion : que ce soit en mécanique classique
relativiste ou non relativiste, il existe des potentiels V1, V2 distincts qui
vérifient les conditions (0.0.3) et qui ont le même opérateur de diffusion.

Dans le chapitre 2 on s’intéresse au problème de diffusion inverse pluri-
dimensionnelle aux hautes énergies. On obtient, en particulier, le Théorème
suivant qui donne, en particulier, l’asymptotique aux hautes énergies de la
première composante de l’opérateur de diffusion S pour l’équation (0.0.1).

Théorème 0.0.2 ([Jol05b]). Soit (θ, x) ∈ TS
n−1 := {(θ′, x′) ∈ S

n−1 ×
R
n | θ′x′ = 0}, et soit r une constante positive telle que 0 < r ≤ 1, r < c/

√
2.

Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), on a :

lim
s→c
s<c

s
√

1− s2

c2

asc(sθ, x) =

∫ +∞

−∞
F (τθ + x, cθ)dτ, (0.0.9)
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et
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
F (τθ + x, sθ)dτ − s

√

1− s2

c2

asc(sθ, x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ n322α+7(1 + 1
c
)2c

α(α− 1)( s1√
2
− r)4

(0.0.10)

×
β̃2( c√

2
+ 1− r)2

√

1 + s2

4(c2−s2)
(1 + |x|√

2
)2α−1

,

pour tout s1 < s < c, où β̃ = max(β1, β2), F (x, v) = −∇V (x) + 1
c
B(x)v pour

tout (x, v) ∈ R
n × R

n (s1 = s1(c, n, β1, β2, α, |x|, r) est défini à la fin de la
section 2.3).

On a aussi l’asymptotique aux hautes énergies de bsc et une estimation
explicite entre bsc et son asymptotique (Théorème 2.1.1, [Jol05b]).

En utilisant les méthodes de reconstruction d’une fonction à partir de sa
transformée de rayons X (voir [Rad17, GGG80, Nat86, Nov99] ou la section
A.3 de l’annexe) et en utilisant l’asymptotique trouvée pour asc, on obtient, en
particulier, que le champ extérieur peut être reconstruit à partir de l’asymp-
totique aux hautes énergies de l’opérateur de diffusion S (Proposition 2.1.1).
La possibilité de déterminer le champ extérieur à partir de l’asymptotique aux
hautes énergies de bsc est aussi étudiée (Proposition 2.1.2).

Pour B ≡ 0, le problème de diffusion inverse pour l’équation de Newton
non relativiste pluridimensionnelle a été étudié par Novikov [Nov99] sous les
conditions (0.0.3). En développant la méthode de Novikov [Nov99], on a étudié
le problème de diffusion inverse pour l’équation de Newton-Einstein pluridi-
mensionnelle d’abord dans le cas B ≡ 0 sous les conditions (0.0.3) ([Jol05a]),
puis dans le cas général sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) ([Jol05b]). Dans
[Jol07a], on étudie le problème de diffusion inverse pour l’équation de New-
ton non relativiste pluridimensionnelle dans un champ électromagnétique et
sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4). À notre connaissance, le problème de diffu-
sion inverse pour une particule dans un champ électromagnétique avec B 6≡ 0,
en mécanique classique ou classique relativiste, n’a pas été considéré dans la
littérature avant le travail [Jol05b].

En mécanique quantique le problème de diffusion inverse pour une par-
ticule dans un champ électromagnétique B 6≡ 0 a été considéré, en particu-
lier, dans [HN88], [ER95], [Ito95], [Jun97], [ER97], [Nic97], [Ari97], [Hac99],
[WY05] (concernant les résultats donnés dans la littérature sur ce problème
pour B ≡ 0, voir, de plus, [Fad56], [EW95], [Nov05] et les références données
dans [Nov05]).

Le Théorème 0.0.2 a été obtenu en développant une méthode de l’article
de Novikov [Nov99]. Fixons v− ∈ Bc\{0}, x− ∈ R

n. On remarque tout d’abord
que si y− désigne la déflection par rapport au mouvement libre, qui apparait
dans (0.0.7), alors, pour y−, l’équation (0.0.1) prend la forme d’un système
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équations intégrales

(y−(t), ẏ−(t)) = Av−,x−(y−, ẏ−)(t), (0.0.11)

pour tout t ∈ R. Pour 0 < r ≤ 1, on étudie l’opérateur Av−,x− sur l’espace
métrique

Mr = {(f, h) ∈ C(R,Rn)2 | ‖(f, h)‖∞ := max(sup
t∈R

|f(t)−th(t)|, sup
t∈R

|h(t)|) ≤ r},

muni de la norme ‖.‖∞.
Sous certaines conditions sur v− et x− et r, on obtient des estimations et,

en particulier, des estimations de contraction sur Av−,x− (Lemmes 2.2.1, 2.2.2
et 2.2.3). Les conditions, que l’on impose à v− et x− et r, impliquent l’inégalité
|v−| >

√
2r. Cette dernière inégalité implique que si (y−, ẏ−) ∈Mr alors l’angle

Θ(t) entre v− et v− + ẏ−(t) est strictement inférieur à π
4

(Θ(t) ∈ [0, π] et
|v−||v− + ẏ−(t)| cos(Θ(t)) = v− ◦ (v− + ẏ−(t))). Ainsi on étudie une diffusion
aux petits angles.

A partir des estimations obtenues sur Av−,x− et en tenant compte de
l’égalité (0.0.11), on étudie la déflection y− (Théorème 2.3.1). On obtient ainsi
et notamment le Théorème 0.0.2.

En ce qui concerne le cas de la mécanique classique non relativiste on a le
résultat suivant (voir [Jol07a]) qui donne, en particulier, l’asymptotique aux
hautes énergies de la première composante de l’opérateur de diffusion Snr pour
l’équation (0.0.6) (ce résultat est l’analogue du Théorème 0.0.2).

Théorème 0.0.3 ([Jol07a]). Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), on a

lim
s→+∞

anrsc (sθ, x) =

∫ +∞

−∞
B(τθ + x)θdτ, (0.0.12)

et

lims→+∞ s

(

anrsc (sθ, x)−
+∞
∫

−∞
B(τθ + x)θdτ

)

= −
+∞
∫

−∞
∇V (τθ + x)dτ +

+∞
∫

−∞
B(τθ + x)(

s
∫

−∞
B(σθ + x)θdσ)ds (0.0.13)

+
∑n

i=1 θi

(

+∞
∫

−∞
∇Bj,i(x+ τθ) ◦

τ
∫

−∞

σ
∫

−∞
B(ηθ + x)θdηdσdτ

)

j=1...n

,

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1, θ = (θ1, . . . , θn), où ◦ désigne le produit scalaire usuel

sur R
n.

Et de la même façon que pour (0.0.10), on a une estimation explicite
entre anrsc et son asymptotique aux hautes énergies [Jol07a]. On a aussi obtenu
l’asymptotique aux hautes énergies de bnrsc [Jol07a]. Du Théorème 0.0.3, on
obtient, en particulier, le résultat suivant.
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Théorème 0.0.4 ([Jol07a]). Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), l’asympto-
tique aux hautes énergies de l’opérateur de diffusion Snr détermine de manière
unique, par des formules explicites, (V,B).

On obtient le Théorème 0.0.3 en modifiant légèrement la méthode de No-
vikov [Nov99]. Fixons v− ∈ R

n et x− ∈ R
n, v− 6= 0. Si y− désigne la déflection

par rapport au mouvement libre, alors (y−, ẏ−) est un point fixe d’un opérateur
Anrv−,x− . Pour 0 < r ≤ 1 et R > 0, on étudie l’opérateur Anrv−,x− sur l’espace
métrique

Mnr
R,r = {(f, h) ∈ C(R,Rn)2 | sup

t∈R

|f(t)− th(t)| ≤ r, sup
t∈R

|h(t)| ≤ R},

muni de la norme ‖.‖∞ définie précèdemment.
En imposant les conditions v−x− = 0 et |v−| >

√
2R, on obtient des

estimations sur Anrv−,x− et des estimations et estimations de contraction sur

(Anrv−,x−)2 ([Jol07a]). L’inégalité |v−| >
√

2R implique que si (y−, ẏ−) ∈ MR,r

alors l’angle Θ(t) entre v− et v−+ ẏ−(t) est strictement inférieur à π
4

: on étudie
une diffusion aux petits angles.

À partir des estimations obtenues sur (Anrv−,x−)2 et en tenant compte de
l’égalité (0.0.11), on étudie la déflection y− et on obtient ainsi et notamment
le Théorème 0.0.4 [Jol07a].

Dans le chapitre 3, on étudie le problème de diffusion inverse à énergie fixée
(Problème 2* ci-dessous) et un problème inverse de valeurs au bord (Problème
4 ci-dessous) pour l’équation (0.0.1) .

Commençons par formuler le problème de diffusion inverse à énergie fixée.
Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) et pour E > c2 on considère l’opérateur
SE défini comme la restriction de l’opérateur de diffusion S à l’ensemble

{(v−, x−) ∈ D(S) | |v−| = c

√

(

E−V (x−)
c2

)2

− 1}. L’opérateur SE est appelé

opérateur de diffusion à énergie fixée E de l’équation (0.0.1). Le problème de
diffusion inverse à énergie fixée (formulé à nouveau dans la section 3.1) est le
suivant :

Problème 2* : étant donné SE à énergie fixée E, trouver V et B.

Formulons maintenant le problème inverse de valeurs au bord qui nous
intéresse. On étudie l’équation (0.0.1) dans un domaine D ouvert borné de
R
n, strictement convexe au sens fort, de frontière de classe C2. Pour l’équation

(0.0.1) dans D, on peut démontrer qu’à énergie fixée E suffisamment grande
(i.e. E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D)), les solutions x d’énergie E ont les pro-
priétés suivantes (section 3.2, section 3.6) :

pour chaque solution x(t) il existe t1, t2 ∈ R, t1 < t2, tels que
x ∈ C3([t1, t2],R

n), x(t1), x(t2) ∈ ∂D, x(t) ∈ D pour t ∈]t1, t2[,
x(s1) 6= x(s2) pour s1, s2 ∈ [t1, t2], s1 6= s2;

(0.0.14)
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pour tout couple de points distincts (q0, q) ∈ D̄2, il existe une et une
seule solution x(t) = x(t, E, q0, q) telle que x(0) = q0, x(s) = q pour un
certain s > 0.

(0.0.15)
Soient q0, q deux points distincts de D̄. Par sV,B(E, q0, q) on désigne le temps
en lequel x(t, E, q0, q) atteint q à partir de q0. Par k0,V,B(E, q0, q) on désigne
le vecteur vitesse ẋ(0, E, q0, q). Par kV,B(E, q0, q) on désigne le vecteur vitesse
ẋ(sV,B(E, q0, q), E, q0, q). Les données k0,V,B(E, q0, q), kV,B(E, q0, q), q0, q ∈ ∂D,
q0 6= q, sont les données de valeurs au bord.

On peut alors formuler de manière précise un problème direct de valeurs
au bord (Problème 3 ci-dessous) et le problème inverse de valeurs au bord
correspondant (Problème 4 ci-dessous) pour l’équation (0.0.1) dans D :

Problème 3 : étant donnés V,B, trouver kV,B(E, q0, q), k0,V,B(E, q0, q)

pour tous q0, q ∈ ∂D, q0 6= q ;

Problème 4 : étant donnés kV,B(E, q0, q), k0,V,B(E, q0, q) pour tous q0,

q ∈ ∂D, q0 6= q, à énergie fixée E suffisamment grande, trouver V et B.

Pour le Problème 4, on a le résultat d’unicité suivant.

Théorème 0.0.5 ([Jol07b]). À énergie fixée E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D),
les données de valeurs au bord kV,B(E, q0, q), (q0, q) ∈ ∂D × ∂D, q0 6= q,
déterminent de manière unique V,B.

À énergie fixée E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D), les données de valeurs au
bord k0,V,B(E, q0, q), (q0, q) ∈ ∂D×∂D, q0 6= q, déterminent de manière unique
V,B.

Le Théorème 0.0.5 est rappelé dans la section 3.1 (Théorème 3.1.1).
Pour le Problème 2*, on a le résultat d’unicité suivant.

Théorème 0.0.6 ([Jol07b]). Soit D un domaine ouvert borné de R
n, stric-

tement convexe au sens fort, de frontière de classe C2. On suppose D donné.
Soient V ∈ C2

0(D,R), B ∈ C1
0(D,An(R)), B vérifiant (0.0.2). Alors à énergie

fixée E > E(V,B,D), l’opérateur de diffusion à énergie fixée E, SE, détermine
de manière unique (V,B).

Le Théorème 0.0.6 est formulé de manière différente dans la section 3.1
(Théorème 3.1.2). Le Théorème 0.0.6 se déduit du Théorème 0.0.5 en faisant le
lien entre les données de diffusion et les données de valeurs au bord lorsque le
champ extérieur est à support compact (Proposition 3.2.1) et en imposant des
propriétés sur la constante E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D) introduite précèdemment
(Propriétés (3.1.7) et (3.2.3)).

La formulation non relativiste des Problèmes 4 et 2* et des Théorèmes
0.0.5 et 0.0.6 est valable (voir [Jol07b]). En adaptant la preuve des Théorèmes
0.0.5 et 0.0.6, on peut obtenir la preuve des Théorèmes 0.0.5 et 0.0.6 dans leur
formulation non relativiste (voir [Jol07b]).
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Pour B ≡ 0 et n = 3, Firsov [Fir53] (voir aussi le problème 7 de la
section 18 de [LL60]) et Keller-Kay-Shmoys [KKS56] ont étudié le problème
de diffusion inverse à énergie fixée pour l’équation de Newton non relativiste
pour le cas d’un potentiel radial décroissant en |x|. Pour B ≡ 0 et n ≥ 2,
la formulation non relativiste du Problème 4 a été étudié dans [GN83]. En
utilisant le principe de Maupertuis, [GN83] déduit les résultats d’unicité (ana-
logues au Théorème 0.0.5) et de stabilité pour ce problème de valeurs au bord
à partir de résultats sur le problème de la détermination d’une métrique rie-
mannienne isotrope à partir de son hodographe (i.e. à partir de la donnée
des longueurs des géodésiques entre tout couple de points frontière) (sur ce
problème de géométrie, nous renvoyons à [MR78], [Bey79] et [BG80]). Pour
B ≡ 0 et n ≥ 2, Novikov [Nov99] a donné, en particulier, le lien entre le
Problème 2* (non relativiste) et le problème inverse de valeurs au bord à
énergie fixée de Gerver-Nadirashvili (Problème 4 non relativiste). Pour B ≡ 0
et n ≥ 2, en développant l’approche de [GN83] et de [Nov99], l’auteur [Jol06] a
étudié les Problèmes 4 et 2*. Dans [Jol06] des résultats d’unicité et de stabilité
sont obtenus. Dans [Jol07b] on a étudié les Problèmes 4 et 2* ainsi que leur
formulation non relativiste. Les sections 3.1-3.6 du chapitre 3 sont extraites de
[Jol07b].

Concernant des analogues des Théorèmes 0.0.5, 0.0.6 et de la Proposition
3.2.1 pour le cas B ≡ 0 dans le cadre de la mécanique quantique nonrelati-
viste, voir [Nov88], [NSU88], [Nov05] et les références citées dans ces papiers.
Concernant un analogue du Théorème 0.0.6 dans le cas B ≡ 0 en mécanique
quantique relativiste, voir [Iso97]. Concernant des analogues des Théorèmes
0.0.5, 0.0.6 dans le cas B 6≡ 0 en mécanique quantique non relativiste, voir
[ER95], [NSU95] et les références citées dans ces papiers.

L’équation (0.0.1) dans D est l’équation d’Euler-Lagrange pour un certain
lagrangien auquel on associe l’hamiltonien H, indépendant du temps, donné
par

H(P, x) = c2
(

1 + c−2|P − c−1A(x)|2
)1/2

+ V (x), P ∈ R
n, x ∈ D, (0.0.16)

où A est un potentiel magnétique C1 du champ magnétique B sur D̄. En ap-
pliquant le principe de Maupertuis, les solutions d’énergie E sont des extrema
d’une certaine fonctionnelle A.

À énergie E suffisamment grande (E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D)), la fonc-
tionnelle A, prise le long des trajectoires de (0.0.1) d’énergie E, définit l’action
réduite S0V,A,E à énergie fixée E associée à l’hamiltonien H. On étudie la
régularité de l’action réduite S0V,A,E et on exprime sa différentielle en fonction
de A et des données k0,V,B(E, q0, q), kV,B(E, q0, q), q0, q ∈ D̄, q0 6= q (Proposi-
tion 3.3.1).

Ensuite (voir sous-section 3.3.4), on considère deux couples de champs
extérieurs (V1, B1) et (V2, B2). À partir des données kVi,Bi

(E, q0, q), q0, q ∈ D̄,
q0 6= q, et des actions réduites S0Vi,Ai,E, i = 1, 2, on construit une 2n−1 forme
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différentielle Φ1 intégrable sur ∂D × D et une 2n − 2 forme différentielle Φ̃0

intégrable sur ∂D × ∂D.
Enfin, des propriétés sur la différentielle des actions réduites S0Vi,Ai,E,

i = 1, 2, on déduit l’égalité

∫

∂D×D
Φ1 =

∫

∂D×∂D
Φ̃0 (Lemme 3.3.1). (0.0.17)

Cette égalité et les propriétés de Φ̃0 et de Φ1 permettent d’obtenir le Théorème
0.0.5 (Proposition 3.3.2, Lemme 3.3.1 et Théorème 3.3.1). Quand B ≡ 0,
l’égalité (0.0.17) et les propriétés de Φ̃0 et de Φ1 donnent aussi la stabilité de
V à partir des données de valeurs au bord ([Jol06]).

Quand B ≡ 0, alors pour A ≡ 0, l’action réduite S0V,A,E à énergie fixée
E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D) est la distance riemannienne pour la métrique

riemannienne rV,E(x)|dx| dans D̄, où rV,E(x) = c

√

(

E−V (x)
c2

)2

− 1, x ∈ D̄.

Dans ce cas, le Problème 4 devient équivalent au problème suivant de recons-
truction, à partir de son hodographe, d’une métrique isotrope (ici rV,E(x)|dx|)
à la métrique euclidienne |dx| ([Jol06]) :

Problème 5 : étant donnés S0V,A,E(q0, q) pour tous q0, q ∈ ∂D, q0 6= q,

touver rV,E.

Muhometov-Romanov [MR78], Beylkin [Bey79] et Bernstein-Gerver [BG80]
ont étudié le problème de la détermination d’une métrique riemannienne
isotrope à partir de son hodographe. Quand B ≡ 0, et V1, V2 ∈ C3 et
∂D ∈ C∞, l’égalité (0.0.17) apparâıt dans [Bey79, BG80].

À l’heure actuelle, l’affirmation suivante est une conjecture.

Conjecture. Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), à énergie fixée E >
E(V,B), l’opérateur de diffusion SE à énergie fixée E pour l’équation (0.0.1)
détermine de manière unique (V,B).

Dans le cas B ≡ 0, cette conjecture dans sa formulation non relativiste
est la conjecture A énoncée dans [Nov99].

Dans les chapitres 1 et 2, on considérera l’équation (0.0.1) sous les condi-
tions (0.0.3)-(0.0.4) sans (0.0.2) qui n’est pas utile pour établir le Théorème
0.0.1. Cette remarque vaut aussi pour le cas non relativiste et l’analogue non
relativiste du Théorème 0.0.1.

Dans l’annexe A, on donne les preuves de résultats non démontrés dans
les chapitres 1 et 2, et on rappelle des résultats connus et utilisés dans les
chapitres 1 et 2.
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Notations

Soit n ∈ N, n ≥ 1. Tout le long de cette thèse,
– on note An(R) l’ensemble des matrices réelles antisymétriques de taille
n× n ;

– on note ◦ le produit scalaire usuel sur R
n ;

– on note |j| la longueur de tout multi-indice j = (j1, . . . , jn) ∈ N
n, i.e.

|j| =∑n
k=1 jk ;

– pour tout ouvert Ω de R
n, on note Ω̄ la fermeture topologique de Ω ;

– pour tout ouvert Ω de R
n, on note Fmag(Ω̄) l’ensemble des champs

magnétiques C1 sur Ω̄, i.e. Fmag(Ω̄) = {B′ ∈ C1(Ω̄, An(R)) | ∂
∂xi
B′
k,l(x)+

∂
∂xl
B′
i,k(x) + ∂

∂xk
B′
l,i(x) = 0, x ∈ Ω̄, i, k, l = 1 . . . n, B′ = (B′

i,k)} ;

– pour c ∈]0,+∞[, on note Bc la boule euclidienne ouverte de R
n de

centre 0 et de rayon c, i.e. Bc = {x ∈ R
n | |x| < c}.
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Chapitre 1

Problème de diffusion directe

1.1 Introduction

Considérons l’équation de Newton-Einstein

ṗ(t) = −∇V (x(t)) +
1

c
B(x(t))ẋ(t), (1.1.1)

p(t) =
ẋ(t)

√

1− |ẋ(t)|2
c2

,

où t ∈ R, x(t) ∈ R
n, p(t) ∈ R

n, ẋ = dx
dt
, ṗ = dp

dt
, V ∈ C2(Rn,R) et B = (Bi,k) ∈

C1(Rn, An(R)) (n ∈ N, n ≥ 1). Pour l’équation (1.1.1), l’énergie

E = c2
√

1 +
|p(t)|2
c2

+ V (x(t)) (1.1.2)

est une intégrale première du mouvement.

Si n = 3 et B ∈ Fmag(R3) alors l’équation (1.1.1) est l’équation de
mouvement d’une particule de masse m = 1 et de charge e = 1 dans un
champ électromagnétique statique externe décrit par (V,B) (voir [Ein07] ou
section 17 de [LL71]). Dans cette équation x est la position de la particule, p
son impulsion, et t désigne le temps et la constante c est la vitesse de la lumière.

On suppose que V et B vérifient les conditions (1.1.3)-(1.1.4) ci-dessous

|∂jxV (x)| ≤ β|j|(1 + |x|)−(α+|j|), (1.1.3)

|∂j′x Bi,k(x)| ≤ β|j′|+1(1 + |x|)−(α+|j′|+1), (1.1.4)

pour x ∈ R
n, |j| ≤ 2, |j′| ≤ 1 (j, j′ ∈ N

n) où α > 1 est une constante
réelle et les β|j| sont des constantes réelles positives. Le potentiel V et
le champ B sont alors dits de courte portée. Sous les conditions (1.1.3),

13
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on obtient, en particulier que V est borné sur R
n ; ainsi, en utilisant la

conservation de l’énergie, on obtient que pour toute solution x(t), t ∈]t−, t+[,
de l’équation (1.1.1), il existe une unique solution de l’équation (1.1.1)
définie pour tout temps et qui prolonge x(t), t ∈]t−, t+[. Désormais, dans ce
chapitre, on ne considérera que les solutions de (1.1.1) définies pour tout temps.

Dans ce chapitre on étudie le problème de diffusion directe pour l’équation
de Newton-Einstein (1.1.1) sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4). Le Théorème
1.1.1 suivant est le résultat principal de ce chapitre. Il établit l’existence et
donne quelques propriétés de l’opérateur de diffusion pour l’équation (1.1.1).

Théorème 1.1.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a
(i) pour tout (v−, x−) ∈ Bc ×R

n, v− 6= 0, il existe une unique solution de
l’équation (1.1.1) telle que

x(t) = v−t+ x− + y−(t), (1.1.5)

où ẏ−(t)→ 0, y−(t)→ 0, quand t→ −∞ ;
(ii) pour presque tout (v−, x−) ∈ Bc × R

n, v− 6= 0,

x(t) = v+t+ x+ + y+(t), (1.1.6)

où |v+| = |v−|, ẏ+(t)→ 0, y+(t)→ 0 quand t→ +∞ ;
(iii) l’ensemble D(S) = {(v−, x−) ∈ Bc × R

n | v− 6= 0, la solution x(t)
de (1.1.1) vérifiant (1.1.5) vérifie aussi (1.1.6)} est un ouvert de Bc ×
R
n et son complémentaire dans Bc × R

n est de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, i.e. Mes((Bc × R

n)\D(S)) = 0 ;
(iv) l’opérateur S : D(S) → R(S), (v−, x−) 7→ (v+, x+) a les propriétés

suivantes : S est de classe C1 sur D(S) et S préserve la mesure de
Lebesgue.

La preuve du Théorème 1.1.1 est donnée dans la sous-section 1.6.3.
L’opérateur S défini dans l’item iv du Théorème 1.1.1 est appelé

l’opérateur de diffusion pour l’équation (1.1.1).

Le problème de diffusion directe pour l’équation de Newton non relativiste
avec B ≡ 0 a été étudiée (en dimension n = 3) par Simon [Sim71] dans le
cas où V est à courte portée (sous des conditions plus faibles que (1.1.3)) et
par Herbst [Her74] dans le cas où V est à longue portée. La diffusion directe
en mécanique classique non relativiste pour un problème à 2 ou N corps
(sans champ B) est traité dans la monographie de Derezinski-Gérard [DG97].
Loss-Thaller [LT87] ont étudié (en dimension n = 3) le problème de diffusion
directe pour l’équation de Newton non relativiste avec V ≡ 0 et B ∈ Fmag(R3)
à longue portée. S’appuyant sur le travail de Simon [Sim71], Yajima [Yaj82]
a étudié le problème de diffusion directe pour l’équation (1.1.1) en dimension
n = 3 avec V satisfaisant (1.1.3) et B ∈ Fmag(R3) vérifiant des hypothèses un
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peu plus forte que (1.1.4). Pour l’étude de la diffusion directe en mécanique
quantique non relativiste pour le problème à 2 ou N corps (sans champ
B), nous renvoyons à la monographie de Derezinski-Gérard [DG97] et aux
références contenues dans ce livre. Pour la théorie générale de la diffusion
directe en mécanique quantique, nous renvoyons à la monographie de Yafaev
[Yaf92].

Le Théorème 1.1.1 peut se démontrer en reprenant sans modification les
preuves de certains résultats obtenus dans [Yaj82]. Nous donnons une preuve
légèrement différente à celle que l’on obtiendrait en répétant la preuve de
certains résultats de [Yaj82] (voir paragraphe 1.3.2).

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 1.2, on rappelle cer-
taines propriétés de l’équation (1.1.1), on introduit des notations, on donne
des estimées sur la force F et sur l’accroissement d’une fonction g qui jouera
un rôle important dans les deux chapitres suivants. Dans la section 1.3, on
démontre en particulier le premier item du Théorème 1.1.1 en transformant
l’équation (1.1.1) en une équation intégrale et en étudiant l’opérateur associé à
cette équation intégrale ; le premier item du Théorème 1.1.1, une fois prouvé,
permet de définir les opérateurs d’ondes Ω± pour l’équation (1.1.1). Dans la
section 1.4 on étudie les solutions non bornées de l’équation (1.1.1) d’énergie
E > c2 ; les résultats établis dans cette section permettent de donner une
autre description des images des opérateurs d’ondes Ω±. Dans la section 1.5,
on établit d’autres propriétés des opérateurs d’ondes, notamment la propriété
de conservation de la mesure de Lebesgue. Dans la section 1.6, en utilisant
notamment la conservation de la mesure (de Lebesgue) par Ω±, on montre que
les images de Ω±, notées RanΩ±, sont égales modulo un ensemble de mesure
nulle, puis on démontre le Théorème 1.1.1. La section 1.7 conclue le chapitre.

1.2 Préliminaires

1.2.1 Le flot différentiel associé à (1.1.1)

Pour x ∈ R
n et v ∈ R

n, on note F (x, v) le vecteur de R
n

F (x, v) = −∇V (x) +
1

c
B(x)v. (1.2.1)

L’équation (1.1.1) est une équation différentielle du second ordre. Il est
équivalent de considérer le système différentiel autonome suivant

˙(x
p

)

= X(x, p), où X(x, p) =







p
r

1+
|p|2
c2

F (x, p
r

1+
|p|2
c2

)






, pour x, p ∈ R

n. (1.2.2)
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Le champ de vecteur X a les propriétés suivantes

X = (X1, . . . , X2n) ∈ C1(Rn × R
n,Rn × R

n), (1.2.3)

0 =
n
∑

j=1

(

∂Xj

∂xj
(x, p) +

∂Xn+j

∂pj
(x, p)

)

, (1.2.4)

pour tous x = (x1, . . . , xn), p = (p1, . . . , pn) (la définition de X et la régularité
de V et B donne (1.2.3) ; pour tout x ∈ R

n, B(x) ∈ An(R), ce qui implique
(1.2.4)).

En utilisant (1.2.3) et la conservation de l’énergie (1.1.2) et en utilisant
le fait que V est borné sur R

n (dû à (1.1.3)), on obtient que par tout point
(x0, p0) ∈ R

n ×R
n passe une unique solution ψ(t, x0, p0) := (x(t), p(t)), t ∈ R,

de (1.2.2). L’application ψ est appelé flot associé à (1.1.1) et ψ est de classe
C1 sur R× R

n × R
n.

Pour t ∈ R, le flot au temps t, noté ψt, est défini par

ψt(x, p) = ψ(t, x, p), pour tout (x, p) ∈ R
n × R

n ; (1.2.5)

et par théorème de Liouville (on utilise (1.2.4)), on a

ψt ∈ C1(Rn × R
n,Rn × R

n) préserve la mesure de Lebesgue. (1.2.6)

De plus on rappelle que le flot ψ a la propriété d’additivité :

ψt(ψs(x, p)) = ψt+s(x, p), pour tous (x, p) ∈ R
n × R

n, s, t ∈ R. (1.2.7)

1.2.2 Une fonction C∞ g : R
n → Bc

La fonction g : R
n → Bc définie par

g(x) =
x

√

1 + |x|2
c2

, x ∈ R
n, (1.2.8)

est un C∞ difféomorphisme de R
n sur Bc, et son inverse est la fonction de

classe C∞ g−1 : Bc → R
n donnée par

g−1(x) =
x

√

1− |x|2
c2

, x ∈ Bc. (1.2.9)

Dans le Lemme 1.2.1 suivant, on donne quelques propriétés sur la croissance
de g.
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Lemme 1.2.1. La fonction g a les propriétés suivantes :

|∇gi(x)|2 ≤
1

1 + |x|2
c2

, (1.2.10)

|g(x)− g(y)| ≤ √
n sup
ε∈[0,1]

1
√

1 + |εx+(1−ε)y|2
c2

|x− y|, (1.2.11)

|∇gi(x)−∇gi(y)| ≤
3
√
n

c
sup
ε∈[0,1]

1

1 + |εx+(1−ε)y|2
c2

|x− y|, (1.2.12)

pour tous x, y ∈ R
n et tout i = 1 . . . n, où g = (g1, . . . , gn).

La preuve du Lemme 1.2.1 est donnée dans la section A.1 de l’Annexe.

Dans ce chapitre, on utilisera les inégalités suivantes qui se déduisent
immédiatement de (1.2.10)-(1.2.12) :

|∇gi(x)|2 ≤ 1, (1.2.13)

|g(x)− g(y)| ≤ √
n|x− y|, (1.2.14)

|∇gi(x)−∇gi(y)| ≤
3
√
n

c
|x− y|, (1.2.15)

pour tous x, y ∈ R
n et tout i = 1 . . . n, où g = (g1, . . . , gn).

Pour démontrer les principaux résultats de ce chapitre (construction des
opérateurs d’ondes, étude des solutions non bornées d’énergie E < c2, et
construction de l’opérateur de diffusion), il n’est pas utile d’avoir des estimées
aussi précises sur l’accroissement de g. Mais on les utilisera pour donner des
estimations explicites.

Les inégalités (1.2.10)-(1.2.12) seront utilisés dans les chapitres 2 et 3.

1.2.3 Estimées sur la force

Dans ce paragraphe on donne des estimées sur la force F définie par (1.2.1).

Lemme 1.2.2. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a

|F (x, v)| ≤ β1n(1 + |x|)−(α+1)(1 +
1

c
|v|), (1.2.16)

∣

∣

∣

∣

∂Fi
∂xk

(x, v)

∣

∣

∣

∣

≤ √
nβ2(1 +

|v|
c

)(1 + |x|)−(α+2), (1.2.17)

∣

∣

∣

∣

∂Fi
∂vk

(x, v)

∣

∣

∣

∣

≤ β1

c
(1 + |x|)−(α+1), (1.2.18)
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|F (x, v)− F (x′, v′)| ≤ (1.2.19)

nβ1
1

c
sup
ε∈[0,1]

(1 + |(1− ε)x+ εx′|)−(α+1)|v′ − v|

+n3/2β2 sup
ε∈[0,1]

[

(1 + |(1− ε)x+ εx′|)−(α+2)(1 +
1

c
|(1− ε)v + εv′|)

]

|x′ − x|,

pour tous x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, v = (v1, . . . , vn) ∈ R

n, et x′, v′ ∈ R
n et tous

entiers i, k = 1 . . . n, où F = (F1, . . . , Fn) est définie par (1.2.1).

Preuve du Lemme 1.2.2. L’inégalité (1.2.16) se déduit de (1.2.1) et (1.1.3)-
(1.1.4). De plus de (1.2.1), on a

∂Fi
∂xk

(x, v) = − ∂2

∂xi∂xk
V (x) + 1

c

∑n
l=1

∂Bi,l

∂xk
vl, (1.2.20)

∂Fi
∂vk

(x, v) = 1
c
Bi,k(x), (1.2.21)

pour tous x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, v = (v1, . . . , vn) ∈ R

n et i, k = 1 . . . n.
L’inégalité (1.2.17) se déduit de (1.2.20) et (1.1.3)-(1.1.4). L’inégalité (1.2.18)
se déduit de (1.2.21) et (1.1.4). L’inégalité (1.2.19) se déduit de (1.2.17)-
(1.2.18).

1.3 Construction des opérateurs d’ondes

Dans cette section on montre le résultat suivant.

Théorème 1.3.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :
i) pour tout (x−, p−) ∈ R

n × R
n, p− 6= 0, l’équation (1.1.1) admet une

unique solution zx−,p− telle que

lim
t→−∞

zx−,p−(t)− x− − g(p−)t = 0, (1.3.1)

lim
t→−∞

żx−,p−(t)− g(p−) = 0 ; (1.3.2)

ii) l’opérateur Ω+ : R
n × (Rn\{0})→ R

n × R
n defini par

Ω+(x, p) = (zx,p(0), g−1(żx,p(0))) pour tout (x, p) ∈ R
n × (Rn\{0})

(1.3.3)
est un C1 difféomorphisme sur son image (notée RanΩ+).

Remarque 1.3.1 : le premier item du Théorème 1.3.1 est exactement le
premier item du Théorème 1.1.1.

Il est encore vrai que sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :
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iii) pour tout (x+, p+) ∈ R
n × R

n, p+ 6= 0, l’équation (1.1.1) admet une
unique solution ux+,p+ telle que

lim
t→+∞

ux+,p+(t)− x+ − g(p+)t = 0, (1.3.4)

lim
t→+∞

u̇x+,p+(t)− g(p+) = 0 ; (1.3.5)

iv) l’opérateur Ω− : R
n × (Rn\{0})→ R

n × R
n defini par

Ω−(x, p) = (ux,p(0), g−1(u̇x,p(0))) (1.3.6)

est un C1 difféomorphisme sur son image (notée RanΩ−).
Les assertions iii) et iv) ci-dessus se démontrent de la même manière que

les assertions i) et ii). Les opérateurs Ω− et Ω+ définis par (1.3.3) et (1.3.6)
sont ce qu’on appelle les opérateurs d’ondes pour l’équation (1.1.1).

Pour démontrer le premier item du Théorème 1.3.1, on transforme l’équa-
tion (1.1.1) avec conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) en temps t = −∞ en une
équation intégrale (sous-section 1.3.2). On est alors amené à étudier l’opérateur
associé à cette équation intégrale (sous-section 1.3.3). Le Théorème 1.3.1 est
démontré dans la sous-section 1.3.4.

1.3.1 Notations

Soit T ∈ R. On considère l’espace métrique complet

XT = {(f, h) ∈ C(]−∞, T ],Rn)× C(]−∞, T ],Rn) | ‖(f, h)‖∞,T < +∞},

muni de la norme ‖ ‖∞,T définie par

‖(f, h)‖∞,T = sup
t∈]−∞,T ]

|f(t)|+ sup
t∈]−∞,T ]

|h(t)|, for (f, h) ∈ XT .

On note MT la boule unité fermée de XT :

MT = {(f, h) ∈ XT | ‖(f, h)‖∞,T ≤ 1}. (1.3.7)

Et on note BT la boule unité ouverte de XT :

BT = {(f, h) ∈ XT | ‖(f, h)‖∞,T < 1}. (1.3.8)

On note Σ0 l’ensemble {(x, p) ∈ R
n × R

n | p 6= 0}.
Dans le Lemme 1.3.1 suivant, on donne quelques estimées relatives à l’en-

semble Σ0×XT , T ∈ R. L’estimée (1.3.10) et la continuité de F sur R
n×R

n (F
est définie par (1.2.1)) montre que l’opérateur A introduit dans la sous-section
suivante est bien défini.
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Lemme 1.3.1. Soient (p, x) ∈ Σ0, T < +∞, (f, h) ∈ XT . Alors sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :

|x+ g(p)s+ f(s)| ≥ (|g(p)||s|)/2, (1.3.9)

|F (x+ g(p)s+ f(s), g(p) + h(s))| ≤ β1n(2 +
1

c
‖(f, h)‖∞,T ) (1.3.10)

×(1 + (|g(p)|/2)|s|)−(α+1),

pour tout s ≤ min(−2(‖(f,h)‖∞,T +|x|)
|g(p)| , T ).

Preuve du Lemme 1.3.1. On a |x + g(p)s + f(s)| ≥ |g(p)||s| − |f(s)| − |x|
pour tout s ≤ T . Ainsi par définition de ‖‖∞,T , on obtient l’estimée (1.3.9)

pour s ≤ −2(‖(f,h)‖∞,T +|x|)
|g(p)| . Par définition de ‖‖∞,T et en utilisant le fait que

|g(p′)| ≤ c pour tout p′ ∈ R
n, on obtient

|g(p) + h(s)| ≤ c+ ‖(f, h)‖∞,T

pour tout s ≤ T. Cette dernière inégalité avec (1.3.9) et (1.2.16) donne (1.3.10).

1.3.2 Une équation intégrale

Soit T ∈ R. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on définit l’opérateur A :
Σ0 ×XT → XT par

Ax,p(f, h) := A(x, p, f, h) = (A1
x,p(f, h), A

2
x,p(f, h)) (1.3.11)

où

A1
x,p(f, h)(t) =

∫ t

−∞
A2
x,p(f, h)(s)ds,

A2
x,p(f, h)(t) = g(p+

∫ t

−∞
F (g(p)s+ x+ f(s), g(p) + h(s))ds)− g(p),

pour tout t ≤ T et tout (f, h) ∈ XT . (On devrait écrire AT au lieu de A, mais
cela alourdirait les notations.)

Soit (f, h) ∈ XT . La fonction Ax,p(f, h) ∈ XT vérifie

Ax,p(f, h) ∈ C2(]−∞, T ],Rn)× C1(]−∞, T ],Rn),

Ȧ1
x,p(f, h)(t) = A2

x,p(f, h)(t), pour tout t ∈]−∞, T ].

La Proposition 1.3.1 suivante lie les solutions zx−,p− de (1.1.1) vérifiant les
conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) et les points fixes de Ax−,p− . La preuve de la
Proposition 1.3.1 est immédiate.
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Proposition 1.3.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a

i) pour tout (x−, p−) ∈ Σ0, si zx−,p− est une solution de (1.1.1) qui vérifie
les conditions initiales au temps t = −∞ (1.3.1)-(1.3.2), alors pour tout
T ∈ R

(zx−,p−(t)− x−g(p−)t, żx−,p−(t)− g(p−)), t ∈]−∞, T ],

appartient à XT ,

et

(zx−,p−(t)− x−g(p−)t, żx−,p−(t)− g(p−)) = Ax−,p−(zx−,p− , żx−,p−)(t),
(1.3.12)

pout tout t ∈]−∞, T ] ;
ii) pour tout T ∈ R et tout (x−, p−) ∈ Σ0, si (f, h) ∈ XT vérifie (f, h) =
Ax−,p−(f, h) alors la fonction zx−,p−(t) = x−+g(p−)t+f(t), t ∈]−∞, T ],
appartient à C2(]−∞, T ],Rn) et vérifie les conditions initiales (1.3.1)-
(1.3.2) et zx−,p− est une solution de l’équation (1.1.1).

L’équation intégrale (1.3.12) qui ramène l’étude de l’existence et l’unicité
des solutions de (1.1.1) vérifiant les conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) à l’étude
de l’existence et l’unicité des points fixes d’un opérateur (ici A) n’est pas celle
utilisée dans [Yaj82]. C’est essentiellement en cela que diffère la preuve du
Théorème 1.1.1, que l’on donne dans ce chapitre, à celle que l’on obtiendrait
en répétant les preuves de résultats de Yajima [Yaj82].

1.3.3 Propriétés de l’opérateur A

Le Théorème 1.3.2 ci-dessous donne des propriétés de l’opérateur A. Dans
ce Théorème, on désigne L(E ,F) l’ensemble des applications linéaires continues
de l’espace de Banach E dans l’espace de Banach F , et on munit L(E ,F) de
la norme ‖.‖L(E,F) définie par

‖L‖L(E,F) = sup
v∈E,‖v‖E=1

‖L(v)‖F ,

pour tout L ∈ L(E ,F), où ‖.‖E (resp. ‖.‖F) est la norme considérée sur E (resp.
sur F). Si E = F et ‖.‖E = ‖.‖F , alors L(E) := L(E ,F) et ‖.‖L(E) := ‖.‖L(E,F).
On rappelle que MT est défini par (1.3.7) ; sur R

n×R
n, on considère la norme

produit |.|∞ définie par |(x, y)|∞ = max(|x|, |y|) pour tous x, y ∈ R
n.

Théorème 1.3.2. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :

i) l’opérateur A est de classe C1 sur Σ0 ×XT pour tout T ∈ R ;
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ii) l’opérateur A vérifie les inégalités

sup
(f,h)∈MT

‖A(x, p, f, h)‖∞,T ≤ C(x, p, T ), (1.3.13)

sup
(f,h)∈MT

‖ ∂A

∂(f, h)
(x, p, f, h)‖L(XT ) ≤ D1(x, p, T ), (1.3.14)

sup
(f,h)∈MT

‖ ∂A

∂(x, p)
(x, p, f, h)‖L(Rn×Rn,XT ) ≤ D2(x, p, T ), (1.3.15)

où

C(x, p, T ) =
2n3/2β1(1 + 1

c
)(α− 1)−1

min( |g(p)|
2

4
, |g(p)|

2
)(|g(p)||T |/2 + 1)(α−1)

, (1.3.16)

D1(x, p, T ) = n3 16β1(1 + 1
c
) + 8β2(1 + c)

c(α− 1) min
k=1...3

( |g(p)|
2

)k(1− |g(p)|
2
T )α−1

,(1.3.17)

D2(x, p, T ) = n5/2 (c−1β1 + 2
√
nβ2) (α− 1)−1

min( |g(p)|
2
, |g(p)|

2

4
)(1− |g(p)|

2
T )α−1

, (1.3.18)

pour tout (x, p) ∈ Σ0 et tout T ∈]−∞, 0] tels que T ≤ −2(|x|+1)
|g(p)| , où l’on

note par ∂A
∂(x,p)

(x, p, f, h) ∈ L(Rn×R
n, XT ) (resp. par ∂A

∂(f,h)
(x, p, f, h) ∈

L(XT )) la différentielle partielle de A au point (x, p, f, h) par rapport à
(x, p) (resp. par rapport à (f, h)).

Nous ne donnons pas la preuve du Théorème 1.3.2. La preuve du Théorème
1.3.2 s’obtient par des calculs directs.

Remarque 1.3.2. Pour tout compact K de R
n ×R

n, avec K ⊆ Σ0, on a

sup
(x,p)∈K

max(C(x, p, T ), D1(x, p, T ), D2(x, p, T ))→ 0, quand T → −∞.

(1.3.19)

1.3.4 Preuve du Théorème 1.3.1

Soit (x, p) ∈ Σ0. Soit δ ∈]0,+∞[ tel que B̄((x, p), δ) := {(x′, p′) ∈ R
n ×

R
n | max(|x′ − x|, |p′ − p|) ≤ δ} ⊆ Σ0. On note B((x, p), δ) := {(x′, p′) ∈

R
n × R

n | max(|x′ − x|, |p′ − p|) < δ}.
De (1.3.19), (1.3.13)-(1.3.15), on déduit qu’il existe Tx,p ∈]−∞, 0[ tel que

‖A(x′, p′, f, h)‖T,∞ ≤
1

2
, (1.3.20)

‖A(x′, p′, f ′, h′)− A(x′, p′, f, h)‖T,∞ ≤
1

2
‖(f − f ′, h− h′)‖T,∞, (1.3.21)

pour tout T < Tx,p, pour tout (x′, p′) ∈ B((x, p), δ) et tous (f, h), (f ′, h′) ∈ BT .
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Fixons T < Tx,p. En utilisant les Lemmes A.2.2 et A.2.3 énoncés dans la
sous-section A.2 de l’Annexe A, on obtient que

Ax′,p′ : BT → XT admet un unique point fixe (yx′,p′ , wx′,p′)(1.3.22)

pour tout (x′, p′) ∈ B((x, p), δ) ;

Afix : B((x, p), δ)→ BT , (x
′, p′) 7→ (yx′,p′ , wx′,p′), est de (1.3.23)

classe C1 sur B((x, p), δ)

(on rappelle que Ax′,p′(f
′, h′) := A(x′, p′, f ′, h′)).

La Proposition 1.3.1 et (1.3.22) prouvent le premier item du Théorème
1.3.1.

De plus on a

Ω+(x′, p′) = ψ−T (g(p′)T + x′ + yx′,p′(T ), g−1(g(p′) + wx′,p′(T ))) (1.3.24)

pour tout (x′, p′) ∈ B((x, p), δ) et T < Tx,p où ψ−T est défini par (1.2.5).
De (1.3.23), (1.3.24) et de la régularité de g et ψ, on obtient que

Ω+ est de classe C1 sur B((x, p), δ). (1.3.25)

On veut montrer que

∂Ω+

∂(x, p)
(x, p) est un isomorphisme de L(Rn × R

n), (1.3.26)

où l’on note par ∂Ω+

∂(x,p)
(x, p) la différentielle de Ω+ au point (x, p). En utilisant

le fait que ψt est un C1 difféomorphisme de R
n × R

n sur R
n × R

n pour tout
t ∈ R, et en utilisant (1.3.24), on obtient que démontrer (1.2.3) est équivalent
à démontrer l’existence de T < Tx,p tel que

∂GT

∂(x, p)
(x, p) est un isomorphisme de L(Rn × R

n), (1.3.27)

où GT : B((x, p), δ) → R
n × R

n, (x′, p′) 7→ (g(p′)T + x′ + yx′,p′(T ), g(p′) +
wx′,p′(T )). De (1.3.15), (1.3.21) et du Lemme A.2.3 (voir (A.2.7)) énoncé dans
la sous-section A.2 de l’Annexe A, on obtient :

‖∂(yx,p, wx,p)

∂(x, p)
‖L(Rn×Rn,XT ) ≤ 2D2(x, p, T )→ 0, quand T → −∞, (1.3.28)

où D2(x, p, T ) est défini par (1.3.18). L’estimée (1.3.28) et la définition de GT

prouvent que ∂GT

∂(x,p)
(x, p) est un isomorphisme de L(Rn × R

n) pour T < Tx,p,

|T | suffisamment grand, ce qui implique (1.3.26).
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Finalement on a démontré que Ω+ est de classe C1 sur Σ0 et que sa
différentielle en tout point de Σ0 est un isomorphisme de L(Rn × R

n), ce qui
implique par théorème d’inversion locale que

Ω+ est un C1 difféomorphisme local en tout point de Σ0. (1.3.29)

Enfin par unicité du problème de Cauchy pour (1.1.1) avec données initiales
au temps t = 0 et par définition de Ω+, on obtient que

l’opérateur Ω+ est injectif sur Σ0. (1.3.30)

Le deuxième item du Théorème 1.3.1 se déduit alors de (1.3.29)-(1.3.30).

1.4 Solutions non bornées d’énergie E > c2

Dans cette section, on étudie les solutions de (1.1.1) qui sont non bornées
(pour les temps positifs) et d’énergie E > c2. On montre, en particulier, qu’une
solution x(t) de (1.1.1) non bornée (pour t ∈ [0,+∞[) d’énergie E > c2 a,
en module, une croissance au moins linéaire en temps (voir Lemme 1.4.1 de
la sous-section 1.4.1). Puis, en utilisant ce résultat, on montre que les solu-
tions x(t) de (1.1.1) non bornées (pour t ∈ [0,+∞[) et d’énergie E > c2

sont exactement les solutions x(t) de (1.1.1) qui peuvent s’écrire sous la forme
x(t) = x+ + tv+ + y+(t) où v+ 6= 0, y+(t)→ 0 and ẏ+(t)→ 0 quand t→ +∞
(voir Lemme 1.4.2 de la sous-section 1.4.2). Le Lemme 1.4.1 est démontré dans
la sous-section 1.4.3.

On a des résultats similaires aux résultats des Lemmes 1.4.1 et 1.4.2 pour
l’étude des solutions non bornées pour les temps négatifs et d’énergie E > c2.

Les résultats de cette section (et leurs analogues pour t = −∞) seront
utilisés dans la section 1.6 (sous-section 1.6.2) pour démontrer en particulier
l’égalité entre RanΩ+ et RanΩ− modulo un ensemble de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, ce qui permettra de définir l’opérateur de diffusion.

1.4.1 Une borne inférieure

Dans le Lemme 1.4.1 suivant, on montre, en particulier, qu’une solution
x(t) de (1.1.1) non bornée (pour t ∈ [0,+∞[) d’énergie E > c2 a, en module,
une croissance au moins linéaire en temps.

Lemme 1.4.1. Soient E ∈ R et (q, p) ∈ R
n × R

n tels que

E = c2
√

1 +
|p|2
c2

+ V (q). (1.4.1)

Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), si E > c2 alors il existe Rq
E > 0, CE > 0

tels que s’il existe T > 0 tel que |ψ1(T, q, p)| > Rq
E alors :
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pour tout t ∈ [T,+∞[, |ψ1(t, q, p)| ≥ Rq
E ; et il existe T ′ et un voisinage

ouvert U de (q, p) tels que

|ψ1(t, q, p)| ≥ CE|t|, (1.4.2)

pour tout t ≥ T ′. (On rappelle que ψ1 est la première composante du flot ψ
associé à l’équation (1.1.1) et défini dans la sous-section 1.2.1.)

La preuve du Lemme 1.4.1 est donnée dans la sous-section 1.4.3.

1.4.2 Comportement en temps t =∞
Dans le Lemme 1.4.2 suivant, on montre que les solutions x(t) de (1.1.1)

non bornées (pour t ∈ [0,+∞[) et d’énergie E > c2 sont exactement les solu-
tions x(t) de (1.1.1) qui peuvent s’écrire sous la forme x(t) = x+ + tv+ + y+(t)
où v+ 6= 0, y+(t)→ 0 and ẏ+(t)→ 0 quand t→ +∞.
Lemme 1.4.2. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), soient (q, p) ∈ R

n × R
n et

E = c2
√

1 +
|p|2
c2

+ V (q).

On suppose que E > c2 et

limt→+∞|ψ1(t, q, p)| = +∞,

où ψ1 désigne la première composante du flot ψ associé à l’équation (1.1.1) et
défini dans la sous-section 1.2.1. Alors il existe un unique (x+, p+) ∈ R

n ×R
n

tel que
ψ1(t, q, p) = x+ + g(p+)t+ y+(t), t ∈ R,

où y+(t)→ 0, ẏ+(t)→ 0 quand t→ +∞. De plus

p+ = ψ2(t, q, p) +

∫ +∞

t

F (ψ1(t, q, p), g(ψ2(t, q, p)))dτ, (1.4.3)

x+ = ψ1(t, q, p)− g(p+)t (1.4.4)

+

∫ +∞

t

[

g

(

p+ −
∫ +∞

σ

F (ψ1(t, q, p), g(ψ2(t, q, p)))dτ

)

− g(p+)

]

dσ,

pour t ∈ [0,+∞[ (où les intégrales convergent absolument).

Preuve du Lemme 1.4.2. Comme E > c2 on peut appliquer le Lemme 1.4.2 à
ψ1(t, q, p), t ∈ R. Ainsi il existe CE > 0, T ′ > 0 tels que

|ψ1(t, q, p)| ≥ CE|t|, t ∈ [T ′,+∞[. (1.4.5)

En utilisant (1.4.5), (1.2.16) et |∂ψ1

∂t
(t, q, p)| < c, on obtient

|F (ψ1(τ, q, p),
∂ψ1

∂τ
(τ, q, p))| ≤ 2nβ1(1 + CE|τ |)−(α+1), (1.4.6)
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pour tout τ ∈ [T ′,+∞[. L’équation (1.1.1) donne

ψ2(s, q, p) = ψ2(t, q, p) +

∫ s

t

F (ψ1(τ, q, p), g(ψ2(τ, q, p)))dτ, (1.4.7)

ψ1(s, q, p) = ψ1(t, q, p) (1.4.8)

+

∫ s

t

g

(

ψ2(t, q, p)) +

∫ σ

t

F (ψ1(τ, q, p), g(ψ2(τ, q, p)))dτ

)

dσ,

pour tous s, t ∈ R, t ≤ s.
Soit t ∈ [0,+∞[. Soient

p+ = ψ2(t, q, p) +

∫ +∞

t

F (ψ1(τ, q, p), g(ψ2(τ, q, p)))dτ, (1.4.9)

x+ = ψ1(t, q, p)− g(p+)t (1.4.10)

+

∫ +∞

t

[

g

(

p+ −
∫ +∞

σ

F (ψ1(τ, q, p), g(ψ2(τ, q, p)))dτ

)

− g(p+)

]

dσ

(les vecteurs p+ et x+ sont bien définis grâce à (1.4.6), (1.2.14)).
On étudie z(s) − x+ − g(p+)s. De (1.4.8), (1.4.9), (1.2.14) et (1.4.6), on

déduit

|∂ψ1

∂s
(s, q, p)− g(p+)| ≤ 2n3/2β1

∫ +∞

s

(1 + CE|τ |)−(α+1)dτ

≤ 2n3/2β1

αCE(1 + CEs)α
, (1.4.11)

pour tout s ≥ max(T ′, t).
Soit s ≥ max(T ′, t). De (1.4.8) et (1.4.10), on obtient

ψ1(s, q, p)− x+ − g(p+)s

= −
∫ +∞

s

[

g(p+ −
∫ +∞

σ

F (ψ1(τ, q, p), g(ψ2(τ, q, p)))dτ)− g(p+)

]

dσ,

d’où, en utilisant (1.2.14) et (1.4.6), on obtient

|ψ1(s, q, p)− x+ − g(p+)s| ≤ 2n3/2β1

α(α− 1)C2
E(1 + CEs)α−1

. (1.4.12)

Les estimations (1.4.11) et (1.4.12) prouvent le Lemme 1.4.2.

1.4.3 Preuve du Lemme 1.4.1

Par continuité de V , il existe un voisinage ouvert U1 de (q, p) tel que

|q′ − q| ≤ 1, (1.4.13)
1

2
(E − c2) ≤ Eq′,p′ − c2 ≤

5

4
(E − c2), (1.4.14)
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pour tout (q′, p′) ∈ U1, où Eq′,p′ = c2
√

1 + |p′|2
c2

+ V (q′).

Pour (q′, p′) ∈ U1, on définit la fonction Iq′,p′ ∈ C2(R, [0,+∞[) par

Iq′,p′(t) =
1

2
|ψ1(t, q

′, p′)|2. (1.4.15)

En dérivant deux fois Iq′,p′ et en utilisant l’équation (1.2.2) et la conservation
de l’énergie (1.1.2), on obtient

İq′,p′(t) = g(ψ2(t, q
′, p′)) ◦ ψ1(t, q

′, p′), (1.4.16)

Ïq′,p′(t) =

c2
[

(

Eq′,p′−V (ψ1(t,q′,p′))

c2

)2

− 1

]

(

Eq′,p′−V (ψ1(t,q′,p′))

c2

)2 (1.4.17)

− 1

c2
(ψ2(t, q

′, p′) ◦ ψ1(t, q
′, p′))

×ψ2(t, q
′, p′) ◦ F (ψ1(t, q

′, p′), g(ψ2(t, q
′, p′)))

(1 + |ψ2(t,q′,p′)|2
c2

)
3
2

+
F (ψ1(t, q

′, p′), g(ψ2(t, q
′, p′))) ◦ ψ1(t, q

′, p′)
√

1 + |ψ2(t,q′,p′)|2
c2

,

pour tout t ∈ R (où ◦ désigne le produit scalaire usuel sur R
n).

Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a V (x) → 0, et
sup y∈Rn

|y|<c
|x||F (x, y)| → 0 quand |x| → +∞. Soit Rq

E > 0 tel que

Rq
E > |q|+ 1, (1.4.18)

2 sup
y∈Rn

|y|<c

|F (x, y)||x| ≤ 1

2

c2
[

(

E−c2
4c2

+ 1
)2

− 1

]

(

3(E−c2)
2c2

+ 1
)2 , si |x| ≥ Rq

E, (1.4.19)

|V (x)| ≤ E − c2
4

, si |x| ≥ Rq
E. (1.4.20)

On suppose désormais qu’il existe T > 0 tel que |ψ1(T, q, p)| > Rq
E. Par

continuité de ψT , il existe un voisinage ouvert U2 de (q, p), U2 inclu dans U1,
tel que

|ψ1(T, q
′, p′)| > Rq

E, pour tout (q′, p′) ∈ U2. (1.4.21)

Soit (q′, p′) ∈ U2. On va montrer que |ψ1(t, q
′, p′)| > Rq

E pour tout t ∈
[T,+∞[. De (1.4.13) et (1.4.18), on a |q′| = |ψ1(0, q

′, p′)| ≤ 1 + |q| = 1 +
|ψ1(0, q, p)| < Rq

E. On en déduit (en utilisant aussi (1.4.21)) que

tq
′,p′

2 := sup{t ∈ [0, T ]||ψ1(t, q
′, p′)| = Rq

E} ∈]0, T [.
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Soit cq′,p′ ∈]tq
′,p′

2 , T [ tel que

|ψ1(T, q
′, p′)| − |ψ1(t

q′,p′

2 , q′, p′)| = (T − tq′,p′2 )
d

dt
|ψ1(t, q

′, p′)||t=cq′,p′ . (1.4.22)

Compte tenu de la définition de tq
′,p′

2 et de (1.4.21), on remarque que

|ψ1(σ, q
′, p′)| > Rq

E pour tout σ ∈]tq
′,p′

2 , T ]. (1.4.23)

En utilisant (1.4.21), la définition de tq
′,p′

2 et de Iq′,p′ , et en utilisant (1.4.22)
on obtient aussi

İq′,p′(cq′,p′) > 0. (1.4.24)

Supposons qu’il existe t ∈]T,+∞[ tel que |ψ1(t, q
′, p′)| ≤ Rq

E. Alors de
(1.4.23) on déduit

tq
′,p′

3 := inf{s ∈]cq′,p′ ,+∞[||xq′,p′(s)| = Rq
E} ∈]cq′,p′ , t] (1.4.25)

et on a tq
′,p′

3 ∈]tq
′,p′

2 ,+∞[ (car cq′,p′ > tq
′,p′

2 ). De plus on a, par définition de Iq′,p′

et de tq
′,p′

3 (et en utilisant (1.4.23) appliqué à σ = cq′,p′),

İq′,p′(t
q′,p′

3 ) = lim
h→0+

|ψ1(t
q′,p′

3 , q′, p′)|2 − |ψ1(t
q′,p′

3 − h, q′, p′)|2
2h

≤ 0. (1.4.26)

On s’intéresse à la croissance de İq′,p′ sur [cq′,p′ , t
q′,p′

3 ]. Par définition de

tq
′,p′

2 , tq
′,p′

3 et de (1.4.23), on a

|ψ1(t, q
′, p′)| ≥ Rq

E, pour t ∈ [tq
′,p′

2 , tq
′,p′

3 ]. (1.4.27)

De (1.4.27), (1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.20), on déduit

Ïq′,p′(t) ≥
1

2

c2
[

(

E−c2
4c2

+ 1
)2

− 1

]

(

3(E−c2)
2c2

+ 1
)2 , (1.4.28)

pour tout t ∈ [tq
′,p′

2 , tq
′,p′

3 ]. On obtient que İq′,p′ est strictement croissante sur

[cq′,p′ , t
q′,p′

3 ], ce qui contredit (1.4.24) et (1.4.26).

Nécessairement

|ψ1(t, q
′, p′)| > Rq

E, pour tout t ∈ [T,+∞[. (1.4.29)

On définit

tq
′,p′

1 = inf{t ∈ [0,+∞[||ψ1(u, q
′, p′)| ≥ Rq

E pour tout u ∈ [t,+∞[}. (1.4.30)
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Comme q′ < Rq
E, on a tq

′,p′

1 > 0 ; et on déduit de la définition de tq
′,p′

1 que

İq′,p′(t
q′,p′

1 ) = lim
h→0+

|ψ1(t
q′,p′

1 , q′, p′)|2 − |ψ1(t
q′,p′

1 − h, q′, p′)|2
2h

≥ 0 (1.4.31)

En utilisant (1.4.29), (1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.20) et (1.4.31), on obtient

Ïq′,p′(t) ≥
1

2

c2
[

(

(E−c2)
4c2

+ 1
)2

− 1

]

3(E−c2)
2c2

+ 1

Iq′,p′(t) ≥
1

4

c2
[

(

E−c2
4c2

+ 1
)2

− 1

]

3(E−c2)
2c2

+ 1
(t− tq′,p′1 )2 + İq′,p′(t

q′,p′

1 )(t− tq′,p′1 )

+Iq′,p′(t
q′,p′

1 )

≥ 1

4

c2
[

(

E−c2
4c2

+ 1
)2

− 1

]

3(E−c2)
2c2

+ 1
(t− tq′,p′1 )2 (1.4.32)

pour tout t ∈ [tq
′,p′

1 ,+∞[.
Soit

CE :=
1

2

√

√

√

√

√

1

2

c2
[

(

E−c2
4c2

+ 1
)2 − 1

]

3(E−c2)
2c2

+ 1
. (1.4.33)

De tq
′,p′

1 < T, (1.4.32) et (1.4.33), on déduit

|ψ1(t, q
′, p′)| ≥ 2CE(t− tq′,p′1 ) ≥ 2CE(t− T ) ≥ 2(1− T/t)CEt,

pour tout t ∈ [T,+∞[. �

1.5 Propriétés des opérateurs d’ondes

Dans cette section, on donne quelques propriétés des opérateurs d’ondes
Ω± définis dans la section 1.3. Le résultat principal de cette section est le
Théorème 1.5.1 suivant.

Théorème 1.5.1. Pour tout t ∈ R, on note ψt(0) le flot au temps t du mouve-
ment libre, i.e.

ψt(0)(q, p) = (q + tp, p), pour tout (q, p) ∈ R
n × R

n.

Sous les conditions (1.1.3) et (1.1.4), on a :
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i) les opérateurs d’ondes vérifient

Ω±w = lim
t→∓∞

ψ−tψt(0)w

pour tout w ∈ Σ0 (les limites sont en fait uniformes sur tout compact
de Σ0), où ψ−t est le flot au temps −t associé à l’équation (1.1.1) et
défini par (1.2.5) ;

ii) les opérateurs Ω± préserve la mesure de Lebesgue ;
iii) pour tout s ∈ R,

ψsΩ± = Ω±ψs(0).

Il est encore vrai que les dérivées partielles de ψ−tψt(0) convergent uni-

formément sur tout compact K de Σ0 vers les dérivées partielles de Ω± quand
t→ ∓∞.

Le deuxième item du Théorème 1.5.1 sert d’argument pour montrer que
la mesure de Lebesgue de (Rn×R

n)\D(S) est nulle, où D(S) est l’ensemble de
définition de l’opérateur de diffusion S de l’équation (1.1.1) (voir sous-section
1.6.3).

La propriété du premier item correspond à la définition et à la propriété
d’isométrie des opérateurs d’ondes de la mécanique quantique pour la diffusion
à courte portée (voir [RS79]). La propriété du troisième item correspond aussi
à une propriété des opérateurs d’ondes de la mécanique quantique pour la
diffusion à courte portée (voir [RS79]).

Dans la sous-section 1.5.1, on introduit quelques notations et des
opérateurs At. Dans la sous-section 1.5.2, on étudie ces opérateurs (Propo-
sition 1.5.1, Lemme 1.5.2, Proposition 1.5.2) et dans la sous-section 1.5.3, on
démontre le Théorème 1.5.1. Dans les sous-sections 1.5.4 et 1.5.5, on démontre
la Proposition 1.5.1 et le Lemme 1.5.2 .

1.5.1 Notations

Soit T < 0. Pour tout (x, p) ∈ Σ0 et t ∈]−∞, T ], on définit l’application
Atx,p : XT → XT par

Atx,p(f, h) = (A1,t
x,p(f, h), A

2,t
x,p(f, h)), (1.5.1)

où

A1,t
x,p(f, h)(s) = Y (s− t)

∫ s

−∞
Y (τ − t)A2,t

x,p(f, h)(τ)dτ,

A2,t
x,p(f, h)(s) = g(p+

∫ s

−∞
Y (τ − t)F (g(p)τ + x+ f(τ), g(p) + h(τ))dτ)

−g(p),
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pour (f, h) ∈ XT , et s ∈]−∞, T ] (Y désigne la fonction de Heaviside : Y (t) = 1
si t > 0 ; Y (t) = 0 si t ≤ 0). Ainsi on a

A1,t
x,p(f, h)(s) =







∫ s

t
[g(p+

∫ σ

t
F (g(p)τ + x+ f(τ), g(p) + h(τ))dτ)− g(p)]dσ,

si s ∈ [t, T ] ;
0, si s ≤ t ;

(1.5.2)

A2,t
x,p(f, h)(s) =







g(p+
∫ s

t
F (g(p)τ + x+ y(τ), g(p) + z(τ))dτ)− g(p),

si s ∈ [t, T ] ;
0, si s ≤ t ;

(1.5.3)
pour (f, h) ∈ XT .

Remarque 1.5.1. Pour tout (f, h) ∈ XT , la fonction Atx,p(f, h) appartient
en fait à C1(]−∞, T ],Rn)× C(]−∞, T ],Rn) et Atx,p(f, h) vérifie

Ȧ1,t
x,p(f, h)(s) = A2,t

x,p(f, h)(s),

pour tout s ≤ T. De plus un point fixe (ytx,p, w
t
x,p) de Atx,p décrit la déflection

par rapport au mouvement libre à partir du temps t et du point de l’espace des
phases (x+ g(p)t, p), i.e. z(s) = x+ g(p)s+ ytp,x(s), t ≤ s ≤ T, est la solution
de l’équation (1.1.1) qui satisfait les conditions initiales au temps t suivantes :
z(t) = x+ g(p)t et g−1(ż(t)) = p.

Pour tout compact K de Σ0, on définit deux constantes aK ≥ 0, bK > 0
par

aK = sup
(x,p)∈K

|x|, (1.5.4)

bK = inf
(x,p)∈K

|g(p)|. (1.5.5)

On utilisera l’estimation suivante.

Lemme 1.5.1. Soit K un compact de Σ0, et soit T ≤ −2(aK+1)
bK

. Alors on a

|g(p)τ + x+ f | ≥ bK
2
|τ |, (1.5.6)

pour tout (x, p) ∈ K, f ∈ R
n, |f | ≤ 1, τ ∈]−∞, T ].

Dans l’utilisation ultérieur du Lemme 1.5.1, le réel f qui apparâıt dans
(1.5.6) sera la valeur en τ de la première composante de « (f, h) ∈MT ».

Preuve du Lemme 1.5.1. Soit K un compact de Σ0, et soient T ≤ −2(aK+1)
bK

,
(x, p) ∈ K, τ ∈]−∞, T ]. De l’inégalité |y| ≤ 1, on obtient

|g(p)τ + x+ y| ≥ |g(p)||τ | − |x| − 1, (1.5.7)

ce qui donne, par définition de aK , bK ,

|g(p)τ + x+ y| ≥ bK |τ | − aK − 1. (1.5.8)

De (1.5.8) et T ≤ −2(aK+1)
bK

, τ ≤ T, on déduit (1.5.6).
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1.5.2 Etude des opérateurs At

La Proposition 1.5.1 suivante donne des propriétés de contraction sur MT

pour les opérateurs At, pour t ≤ T , et pour l’opérateur A défini dans la section
1.3.2 par (1.3.11) dans le cas T ≤ 0, |T | suffisamment grand.

Proposition 1.5.1. Soit K un compact de Σ0, et soit T ≤ −2(aK+1)
bK

. Sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a les estimations suivantes :

sup
(x,p)∈K

(y,w)∈MT

‖Atx,p(y, w)‖∞,T ≤ C(K,T ), (1.5.9)

sup
(x,p)∈K

(y,w)∈MT

‖Ax,p(y, w)‖∞,T ≤ C(K,T ), (1.5.10)

pour tout t ≤ T, où

C(K,T ) =
2n3/2β1(1 + 1

c
)

(α− 1) min(
b2K
4
, bK

2
)(bK |T |/2 + 1)(α−1)

. (1.5.11)

De plus,

sup
(x,p)∈K

‖Atx,p(y, w)−Atx,p(y′, w′)‖∞,T ≤ D(K,T )‖(y−y′, w−w′)‖∞,T , (1.5.12)

pour tous t ≤ T, (y, w), (y′, w′) ∈MT ;

sup
(x,p)∈K

‖Ax,p(y, w)−Ax,p(y′, w′)‖∞,T ≤ D(K,T )‖(y−y′, w−w′)‖∞,T , (1.5.13)

pour tous t ≤ T, (y, w), (y′, w′) ∈MT , où

D(K,T ) =
4n2β̃(1 + 1

c
)

(α− 1) min( bK
2
,
b2K
4

)(1− bK
2
T )α−1

, (1.5.14)

où β̃ = max(β1, β2).

La Proposition 1.5.1 est démontrée dans la sous-section 1.5.4.
En utilisant la Proposition 1.5.1 et le fait que

lim
T→−∞

C(K,T ) = 0,

lim
T→−∞

D(K,T ) = 0,

pour tout compact K de Σ0, on obtient :

Corollaire 1.5.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), pour tout compact K

de Σ0, il existe TK ≤ −2(aK+1)
bK

tel que les applications Atx,p et Ax,p sont des

applications 1
2
-contractantes de MT pour tout (x, p) ∈ K et tout t ≤ TK.
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Soit T < 0. Pour tous (x, p) ∈ Σ0, t ≤ T , un point fixe (ytp,x, w
t
p,x) de

Atx,p décrit la déflection par rapport au mouvement libre à partir du temps t
et du point de l’espace des phases (x+ g(p)t, p), i.e. z(s) = x+ g(p)s+ ytp,x(s),
t ≤ s ≤ T, est la solution de l’équation (1.1.1) qui satisfait z(t) = x+ g(p)t et
g−1(ż(t)) = p.

Nous allons démontrer que pour tout compactK de Σ0 et pour tout T < 0,
|T | suffisamment grand, le point fixe de Atx,p converge vers le point fixe de Ax,p
quand t → −∞ et que cette convergence est uniforme sur K et en t. Nous
aurons besoin du Lemme 1.5.2 suivant.

Lemme 1.5.2. Soient K un compact de Σ0, T ≤ −2(aK+1)
bK

et t ≤ T. Sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a

sup
(x,p)∈K

(u,v)∈MT

‖Atx,p(u, v)− Ax,p(u, v)‖∞,T ≤ 2C(K, t), (1.5.15)

où C(K, t) est défini par (1.5.11).

Le Lemme 1.5.2 est démontré dans la sous-section 1.5.5.
Soit K un compact de Σ0 et soit T < 0 choisi comme dans le Corollaire

1.5.1. Pour tout (x, p) ∈ K et tout t ≤ T, on note (yx,p, wx,p) le point fixe de
Ax,p dans MT et on note (ytx,p, w

t
x,p) le point fixe de Atg(p),x dans MT .

Proposition 1.5.2. Soit K un compact de Σ0. Sous les conditions (1.1.3)-

(1.1.4), si T ≤ −2(aK+1)
bK

est choisi comme dans le Corollaire 1.5.1 alors on
a

sup
(x,p)∈K

‖(ytx,p − yx,p, wtx,p − wx,p)‖∞,T ≤ 4C(K, t), (1.5.16)

pour tous t ∈]−∞, T ], où C(K, t) est défini par (1.5.11).

Preuve de la Proposition 1.5.2. Soient t ∈]−∞, T ], (x, p) ∈ K. Par définition
de (ytp,x, z

t
p,x) et (yp,x, zp,x), il vient

‖(ytx,p − yx,p, wtx,p − wx,p)‖∞,T = ‖Atx,p(ytx,p, wtx,p)− Ax,p(yx,p, wx,p)‖∞,T

≤ ‖Atx,p(ytx,p, ztx,p)− Atx,p(yx,p, wx,p)‖∞,T (1.5.17)

+‖Atx,p(yx,p, zx,p)− Ax,p(yx,p, zx,p)‖∞,T .

En utilisant (1.5.17), (1.5.15) (appliqué à « (u, v) »= (yp,x, zp,x)) et en utilisant
le fait que Atx,p est une application 1

2
-contractante (Corollaire 1.5.1), on obtient

‖(ytp,x − yp,x, ztp,x − zp,x)‖∞,T ≤
1

2
‖(ytp,x − yp,x, ztp,x − zp,x)‖∞,T + 2C(K, t),

ce qui démontre (1.5.16).
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1.5.3 Preuve du Théorème 1.5.1

On conserve les notations utilisées dans la Proposition 1.5.2. Soit K un
compact de Σ0, et soit T ≤ −2(aK+1)

bK
choisi comme dans le Corollaire 1.5.1.

Par la Proposition 1.5.2 (et en utilisant la remarque 1.5.1 de la sous-section
1.5.1), nous obtenons

sup
(x,p)∈K

|ytx,p(T − 1)− yx,p(T − 1)| ≤ 4C(K, t) −→
t→−∞

0, (1.5.18)

sup
(x,p)∈K

|ẏtx,p(T − 1)− ẏx,p(T − 1)| ≤ 4C(K, t) −→
t→−∞

0. (1.5.19)

De plus, pour tout (x, p) ∈ Σ0

Ω+(x, p) = (x+ yx,p(0), g−1(g(p) + ẏx,p(0)))

= ψ−T+1ψT−1(x+ yx,p(0), g−1(g(p) + ẏx,p(0)))

= ψ−T+1(x+ g(p)(T − 1) + yx,p(T − 1), (1.5.20)

g−1(g(p) + ẏx,p(T − 1))).

Ainsi en utilisant (1.5.18)-(1.5.20) et la continuité des fonctions ψ−T+1,
g−1 et g, on déduit que

ψ−T+1(x+ g(p)(T − 1) + ytx,p(T − 1), g−1(g(p) + ẏtx,p(T − 1))) (1.5.21)

converge vers Ω+(x, p) ((x, p) ∈ K) uniformément sur K, quand t→ −∞.
De plus pour tout t ≤ T − 1 et tout (x, p) ∈ K

(x+ g(p)(T − 1) + ytx,p(T − 1), g−1(g(p) + ẏtx,p(T − 1)))

= ψ−t+T−1(x+ g(p)t+ ytx,p(t), g(p) + ẏtx,p(t))

= ψ−t+T−1(x+ g(p)t, g(p))

= ψ−t+T−1ψt(0)(x, p) (1.5.22)

En utilisant (1.5.21), (1.5.22) et l’additivité du flot ψt (ψt+s = ψsψt pour
tous s, t ∈ R), on obtient (i). Le (ii) vient de (i) et du théorème de Liouville.
Le (iii) vient de (i) et de la continuité de ψs et de l’additivité des flots ψt(0), ψ

t.
�

1.5.4 Preuve de la Proposition 1.5.1

SoitK un compact de Σ0, et soient T ≤ −2(aK+1)
bK

, (x, p) ∈ K, (y, w) ∈MT ,
s ∈ [t, T ]. De (1.5.3), (1.2.14) et (1.2.16), on déduit

|A2,t
x,p(y, w)(s)| ≤ 2n3/2β1(1 +

1

c
)

∫ s

t

(1 +
bK
2
|τ |)−(α+1)dτ (1.5.23)

≤ 2n3/2β1(1 +
1

c
)

∫ T

−∞
(1 +

bK
2
|τ |)−(α+1)dτ. (1.5.24)
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De (1.5.2) et (1.5.23), on obtient

|A1,t
x,p(y, w)(s)| ≤

∫ s

t

|A2,t
x,p(y(τ), w(τ))|dτ, (1.5.25)

≤ 2n3/2β1(1 +
1

c
)

T
∫

−∞

σ
∫

−∞

(1 +
bK
2
|τ |)−(α+1)dτdσ.(1.5.26)

Les estimations (1.5.24) et (1.5.26) impliquent (1.5.9) ; l’estimation (1.5.10)
s’obtient de la même manière en remplaçant t par−∞ dans (1.5.23) et (1.5.25).

Soient (y, w), (y′, w′) ∈ MT . En utilisant (1.5.3), (1.2.14), (1.2.19), et en
utilisant la convexité de MT (si (f, h) ∈MT et (f ′, h′) ∈MT et ε ∈ [0, 1], alors
((1− ε)f + εf ′, (1− ε)h+ εh′) ∈MT ) et en utilisant (1.5.6), on obtient

|A2,t
x,p(y, w)(s)− A2,t

x,p(y
′, w′)(s)| =

∣

∣

∣

∣

g(p+

∫ s

t

F (g(p)τ + x+ y(τ),

g(p) + w(τ))dτ)− g(p+

∫ s

t

F (g(p)τ + x+ y′(τ), g(p) + w′(τ))dτ)

∣

∣

∣

∣

≤ 2n2β2(1 +
1

c
)

∫ s

t

(1− bK
2
τ)−(α+2)|y(τ)− y′(τ)|dτ

+
1

c
n3/2β1

∫ s

t

(1− bK
2
τ)−(α+1)|w(τ)− w′(τ)|dτ

≤ [2n2β2(1 +
1

c
)

∫ s

−∞
(1− bK

2
τ)−(α+2)dτ

+
1

c
n3/2β1

∫ s

−∞
(1− bK

2
τ)−(α+1)dτ ]‖(y − y′, w − w′)‖∞,T

≤ 4n2β̃(1 + 1
c
)

α bK
2

(1 + bK
2
|s|)α‖(y − y

′, w − w′)‖∞,T , (1.5.27)

pour tout s ∈ [t, T ] , où β̃ = max(β1, β2). De (1.5.2) et (1.5.27), il vient aussi

|A1,t
x,p(y, w)(s)− A1,t

x,p(y
′, w′)(s)| ≤

∫ s

t

|A2,t
x,p(y, w)(τ)− A2,t

x,p(y
′, w′)(τ)|dτ,

≤ 4n2β̃(1 + 1
c
)

α(α− 1)
b2K
4

(1 + bK
2
|s|)α−1

‖(y − y′, w − w′)‖∞,T (1.5.28)

pour tout s ∈ [t, T ]. Les estimations (1.5.27) et (1.5.28) donnent (1.5.12). De
la même manière, on obtient (1.5.13) en remplaçant t par −∞ dans (1.5.27)
et (1.5.28). �
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1.5.5 Preuve du Lemme 1.5.2

Soient K un compact de Σ0 et T ≤ −2(aK+1)
bK

. Soient (x, p) ∈ K, t ≤ T et
(u, v) ∈MT . De (1.5.3), (1.3.11), on a

|A2,t
x,p(u, v)(s)− A2

x,p(u, v)(s)| ≤ (1.5.29)
∣

∣

∣

∣

g(p+

∫ s

t

F (g(p)τ + x+ u(τ), g(p) + v(τ))dτ)

− g(p+

∫ s

−∞
F (g(p)τ + x+ u(τ), g(p) + v(τ))dτ)

∣

∣

∣

∣

,

pour tout s ∈ [t, T ]. En utilisant (1.5.29), (1.2.14), (1.2.16) et (1.5.6), on obtient

|A2,t
x,p(u, v)(s)− A2

x,p(u, v)(s)| ≤
√
n|
∫ t

−∞
F (g(p)τ + x+ u(τ), g(p) + v(τ))dτ |

≤ 2n3/2β1(1 +
1

c
)

∫ t

−∞
(1 +

bK
2
|s|)−α−1ds

≤ 2n3/2β1(1 + 1
c
)

α bK
2

(1 + bK
2
|t|)α . (1.5.30)

pour tout s ∈ [t, T ].
De plus, de (1.5.2), (1.3.11), on a

|A1,t
x,p(u, v)(s)− A1

x,p(u, v)(s)| (1.5.31)

≤
∣

∣

∣

∣

∫ s

t

[

g(p+

∫ σ

t

F (g(p)τ + x+ u(τ), g(p) + v(τ))dτ)

− g(p+

∫ σ

−∞
F (g(p)τ + x+ u(τ), g(p) + v(τ))dτ)

]

dσ

∣

∣

∣

∣

+|A1
x,p(u, v)(t)|,

pour tout s ∈ [t, T ]. On utilise (1.5.10) pour estimer le second terme à droite
de l’inégalité (1.5.31). On utilise (1.2.14) et (1.2.16) pour estimer le premier
terme à droite de l’inégalité (1.5.31). On obtient

|A1,t
x,p(u, v)(s)− A1

x,p(u, v)(s)|

≤ √n|t− s|
∫ t

−∞
|F (g(p)τ + x+ u(τ), g(p) + v(τ))|dτ + C(K, t)

≤ 2n3/2β1(1 +
1

c
)|t− s|

∫ t

−∞
(1 +

bK
2
|τ |)−(α+1)dτ + C(K, t)

≤ 2n3/2β1(1 + 1
c
)|t− s|

α bK
2

(1 + bK
2
|t|)α

+ C(K, t), (1.5.32)

pour tout s ∈ [t, T ]. Ensuite de (1.5.32) et de l’inégalité |s− t| ≤ |t| pour tout
s ∈ [t, T ], on déduit
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|A1,t
x,p(u, v)(s)− A1

x,p(u, v)(s)| ≤
2n3/2β1(1 + 1

c
)

α
b2K
4

(1 + bK
2
|t|)α−1

+ C(K, t), (1.5.33)

pour tout s ∈ [t, T ].
De (1.5.10), (1.5.3) et (1.5.2), on a

|A2,t
x,p(u, v)(s)− A2

x,p(u, v)(s)| = |A2
x,p(u, v)(s)| ≤ C(K, t), (1.5.34)

|A1,t
x,p(u, v)(s)− A1

x,p(u, v)(s)| = |A1
x,p(u, v)(s)| ≤ C(K, t), (1.5.35)

pour tout s ≤ t.
Les formules (1.5.11), (1.5.30), (1.5.33), (1.5.34) et (1.5.35) donnent

(1.5.15).
�

1.6 L’opérateur de diffusion

Dans cette section on rappelle tout d’abord un résultat sur les systèmes
dynamiques que l’on énonce dans notre cadre (sous-section 1.6.1). Puis en
utilisant ce résultat, on démontre la complétude asymptotique, i.e. l’égalité
entre les images des opérateurs d’ondes modulo un ensemble de mesure nulle
(sous-section 1.6.2). Enfin on démontre le Théorème 1.1.1 (sous-section 1.6.3).

1.6.1 Rappel

Considérons B l’ensemble des points (q, p) de l’espace des phases R
n×R

n

en lesquels passe une trajectoire bornée de (1.1.1), et considérons B± l’ensemble
des points (q, p) de l’espace des phases R

n×R
n en lesquels passe une trajectoire

de (1.1.1) bornée uniquement au voisinage de t = ±∞, i.e.

B = {(q, p) ∈ R
n × R

n | sup
t∈R

|ψt(q, p)| < +∞}, (1.6.1)

B+ = {(q, p) ∈ R
n × R

n | sup
t∈[0,+∞[

|ψt(q, p)| < +∞}, (1.6.2)

B− = {(q, p) ∈ R
n × R

n | sup
t∈]−∞,0]

|ψt(q, p)| < +∞}, (1.6.3)

où ψt est le flot au temps t de l’équation (1.1.1) défini par (1.2.5).
L’ensemble B est inclu dans l’ensemble B±. Les notations B et B± sont

empruntées à [DG97].
Comme le flot ψt au temps t de l’équation (1.1.1) conserve la mesure de

Lebesgue, on a le résultat suivant.
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Théorème 1.6.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), l’ensemble B±\B est de
mesure de Lebesgue nulle.

Preuve du Théorème 1.6.1. On note µ la mesure de Lebesgue sur R
n × R

n.
On va montrer que µ(B+\B) = 0 (de la même manière on montrerait que
µ(B−\B) = 0). Pour m ∈ N, on pose

B+
m := {(q, p) ∈ R

n × R
n | sup

t∈[0,+∞[

|ψt(q, p)| ≤ m},

Bm := {(q, p) ∈ R
n × R

n | sup
t∈R

|ψt(q, p)| ≤ m}.

Comme ψ0(q, p) = (q, p) pour (q, p) ∈ R
n×R

n, les ensembles B+
m et Bm sont des

compacts de R
n × R

n pour tout m ∈ N. De plus on a les propriétés suivantes

∪m∈NBm = B ; (1.6.4)

∪m∈NB+
m = B+ ; (1.6.5)

ψk(B+
m) ⊆ B+

m, pour tous k,m ∈ N ; (1.6.6)

∩k∈Nψ
k(B+

m) ⊆ Bm, pour tout m ∈ N (1.6.7)

(les propriétés (1.6.4)-(1.6.5) proviennent des définitions (1.6.1)-(1.6.2) ; les
propriétés (1.6.6) et (1.6.7) se déduisent de la définition de B+

m et Bm et de la
propriété d’additivité (1.2.7) du flot ψ).

De (1.6.4) et (1.6.5), on a B+\B ⊆ ∪m∈N (B+
m\Bm) . Montrons que pour

tout m ∈ N µ(B+
m\Bm) = 0, ce qui impliquera µ(B+\B) = 0 par l’inclusion

précédente.
Soit m ∈ N. De (1.6.7) on a

B+
m\Bm ⊆ ∪k∈N

(

B+
m\ψk(B+

m)
)

, (1.6.8)

Comme le flot ψt au temps t conserve la mesure de Lebesgue, on a

µ(ψk(B+
m)) = µ(B+

m), pour tout k ∈ N. (1.6.9)

La mesure de B+
m étant finie (car B+

m est un compact de R
n × R

n), (1.6.9) et
(1.6.6) donnent

µ(B+
m\ψk(B+

m)) = 0, pour tout k ∈ N. (1.6.10)

De (1.6.8) et (1.6.10), on déduit µ(B+
m\Bm) = 0.

1.6.2 Complétude asymptotique

Soient A et B deux parties de R
n × R

n. On dit que A et B sont égaux
modulo un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue si A\B et
B\A sont de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue. On a le résultat suivant.
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Théorème 1.6.2. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), les ensembles RanΩ+,
RanΩ− et (Rn×R

n)\B sont égaux modulo un ensemble de mesure nulle (pour
la mesure de Lebesgue sur R

n×R
n), où Ω± sont les opérateurs d’ondes associés

à l’équation (1.1.1) et définis par (1.3.3) et (1.3.6).

L’égalité des images des opérateurs d’ondes modulo un ensemble de mesure
nulle est ce qu’on appelle la complétude asymptotique par analogie avec la
théorie de la diffusion en mécanique quantique (voir [RS79]).

Preuve du Théorème 1.6.2. Ici, on ne démontrera que l’égalité entre (Rn ×
R
n)\B et RanΩ+ modulo un ensemble de mesure nulle. L’égalité entre (Rn ×

R
n)\B et RanΩ− (modulo un ensemble de mesure nulle) se démontrerait de la

même manière.
Par conservation de l’energie (1.1.2) et par définition de B−, on obtient

l’égalité suivante

{(q, p) ∈ R
n × R

n|limt→−∞|ψ1(t, q, p)| < +∞} = B− (1.6.11)

(on rappelle que V est bornée sur R
n).

SoitME=0 la sous-variété de R
n × R

n de dimension 2n− 1 définie par

ME=0 = {(q, p) ∈ R
n × R

n | c2
√

1 +
|p|2
c2

+ V (q) = 0}.

L’ensembleME=0 est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue de R
n×R

n.
Par le Lemme 1.4.2 (ou plutôt son analogue en t = −∞), on a

RanΩ+ = {(q, p) ∈ R
n × R

n|limt→−∞|ψ1(t, q, p)| = +∞}\ME=0. (1.6.12)

De (1.6.11)-(1.6.12) et de l’inclusion B ⊆ B−, on obtient

(Rn × R
n)\RanΩ+ = B ∪

(

B−\B
)

∪ME=0

De cette dernière égalité et du Théorème 1.6.1, on déduit que les ensembles
((Rn × R

n)\B)∩((Rn×R
n)\RanΩ+) et RanΩ+∩B sont de mesure de Lebesgue

nulle.

1.6.3 Preuve du Théorème 1.1.1

Le (i) du Théorème 1.1.1 est exactement le (i) du Théorème 1.3.1 que l’on
a démontré dans la sous-section 1.3.4.

On considère la fonction Φ : R
n × R

n → Bc × R
n définie par

Φ(q, p) = (g(p), q), pour tout (q, p) ∈ R
n × R

n. (1.6.13)

La fonction Φ est un difféomorphisme de classe C∞ de R
n × R

n sur Bc × R
n.
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Soit D(S) l’ensemble défini par

D(S) = Φ((Ω+)−1
(

RanΩ+ ∩ RanΩ−)).

Du (ii) du Théorème 1.3.1, on déduit que RanΩ± est un ouvert de R
n×R

n et
que

D(S) est aussi un ouvert de R
n × R

n. (1.6.14)

De plus, du (ii) du Théorème 1.5.1 et du Théorème 1.6.2 (et en utilisant aussi
que Φ est un difféomorphisme), on déduit que

le complémentaire de D(S) dans Bc × R
n est de mesure (1.6.15)

nulle pour la mesure de Lebesgue de Bc × R
n.

Par définition de D(S) et de Ω± et par (1.6.15), on obtient le (ii) du
Théorème 1.1.1. Par définition de D(S) et de Ω±, on obtient

D(S) = {(v−, x−) ∈ Bc × R
n | v− 6= 0, la solution x(t)de (1.1.1)

vérifiant (1.1.5) vérifie aussi (1.1.6)},
et de (1.6.14)-(1.6.15), on obtient le (iii) du Théorème 1.1.1.

On considère l’application S : Bc × R
n → Bc × R

n définie par

Sw = Φ((Ω−)−1Ω+(Φ−1(w))), pour tout w ∈ D(S).

La régularité de Φ et le (ii) du Théorème 1.3.1 prouve que S est de classe C1

sur D(S). Par définition de Ω± et de Φ, S est l’opérateur de diffusion tel qu’il
est défini au (iv) du Théorème 1.1.1. Il reste à démontrer que S préserve la
mesure de Lebesgue.

Soit S̃ : Φ−1(D(S))→ R
n × R

n définie par

S̃w = (Ω−)−1Ω+(w), pour tout w ∈ Φ−1(D(S)).

Par le (ii) du Théorème 1.3.1 et le (ii) du Théorème 1.5.1, on obtient que

S̃ préserve la mesure de Lebesgue. (1.6.16)

On note S̃ = (S̃1, S̃2). Soit (x, p) ∈ R
n × R

n, p = (p1, . . . , pn). Désignons
par JΦ(x, p) le déterminant jacobien de Φ en (x, p) ∈ R

n × R
n. On note On

la matrice nulle carrée de taille n× n et In la matrice identité carrée de taille
n× n. De (1.6.13), on a

JΦ(x, p) =

(

0n γ(x, p)
In 0n

)

,

où

γ(x, p) =
1

(1 + |p|2
c2

)
3
2

(

(1 + |p|2/c2)In − δ(x, p)
)

,

δ(x, p) =
1

c2
(p1p . . . pnp) .



1.7. CONCLUSION 41

Comme le rang de δ(p, x) est au plus 1, on obtient

det JΦ(x, p) = (1 +
|p|2
c2

)−
3n
2

[

(1 +
|p|2
c2

)n − |p|
2

c2
(1 +

|p|2
c2

)n−1

]

= (1 +
|p|2
c2

)−
n
2
−1,

Ainsi si (x, p) ∈ Φ−1(D(S)) alors par conservation de l’énergie on obtient les
égalités |S̃1(p, x)| = |p| et det Jφ(S̃(p, x)) = det Jφ(p, x), ce qui avec (1.6.16)
implique la propriété de conservation de la mesure de Lebesgue pour S.

1.7 Conclusion

Les conditions (1.1.3)-(1.1.4) sont les conditions sous lesquelles on étudiera
le problème de diffusion inverse pour l’équation (1.1.1) mulitidimensionnelle
(n ≥ 2) aux hautes énergies (chapitre 2) et à énergie fixée (chapitre 3). Sous
ces conditions, on a étudié dans ce chapitre le problème de diffusion directe
pour l’équation (1.1.1) et on a établi l’existence et les propriétés de l’opérateur
S (défini par l’item iv du Théorème 1.1.1).

On peut étudier le problème de diffusion directe pour l’équation (1.1.1)
sous les conditions usuelles suivantes (plus générales que (1.1.3)-(1.1.4)) : il
existe un entier N ≥ 2 tel que V est de classe CN sur R

n et B est de classe
CN−1 sur R

n (à valeurs dans An(R)) et

|∂jxV (x)| ≤ β|j|(1 + |x|)−(α+|j|), (1.7.1)

|∂j′x Bi,k(x)| ≤ β|j′|+1(1 + |x|)−(α+|j′|+1), (1.7.2)

pour tous x ∈ R
n, |j| ≤ N, |j′| ≤ N − 1 (j, j′ ∈ N

n) où α > 1 est une
constante réelle et les β|j| sont des contantes réelles positives. Alors on peut
montrer, en particulier, que l’opérateur de diffusion S est de classe CN−1. (Les
conditions (1.7.1)-(1.7.2) impliquent que l’opérateur A défini par (1.3.11) est
de classe CN−1 sur Σ0×XT pour tout T ∈ R ; alors les opérateurs d’ondes Ω±

sont des CN−1 difféomorphismes sur leur image.) Les conditions (1.7.1)-(1.7.2)
sont un peu plus générales que celles sous lesquelles Yajima [Yaj82] a étudié
le problème de diffusion directe pour l’équation (1.1.1) en dimension 3 et pour
B ∈ Fmag(R3).

De même, on peut étudier le problème de diffusion directe pour l’équation
(1.1.1) sous les conditions suivantes (plus faibles que (1.1.3)-(1.1.4)) : V ∈
C1(Rn,R) et B ∈ C(Rn, An(R)), et

|∂jxV (x)| ≤ β0(1 + |x|)−α−|j|, (1.7.3)

|Bi,k(x)| ≤ β1(1 + |x|)−α−1, (1.7.4)

|∇V (x)−∇V (y)| ≤ β2(1 + min(|x|, |y|))−α−1|x− y|, (1.7.5)

|Bi,k(x)−Bi,k(y)| ≤ β2(1 + min(|x|, |y|))−α−1|x− y|, (1.7.6)
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pour tous x, y ∈ R
n, |j| ≤ 1, où α > 1 est une constante réelle et les β|j| sont des

constantes réelles positives. Sous ces conditions, le Théorème 1.1.1 reste vrai
à l’exception de la régularité de l’opérateur de diffusion S : sous les conditions
(1.7.3)-(1.7.6) l’opérateur S est continu et n’est plus a priori de classe C1.
Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6) le flot ψ (défini au début de la section 1.2)
est continu sur R× R

n × R
n (et n’est plus a priori de classe C1), et le flot au

temps t, ψt, préserve la mesure de Lebesgue. Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6)
la Proposition 1.3.1 reste vraie et l’opérateur A défini par (1.3.11) est continu
sur Σ0 × XT , T ∈ R, et pour tout compact K de Σ0, l’opérateur A restreint
à K ×MT est une contraction par rapport à sa variable vivant dans MT pour
TK suffisamment petit ; dès lors, sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6) le Théorème
1.3.1 reste vrai à l’exception de la régularité de l’opérateur d’onde Ω+ : sous
les conditions (1.7.3)-(1.7.6) les opérateurs d’ondes sont des homéomorphismes
sur leurs images. Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), les Lemmes 1.4.1 et 1.4.2
restent vrais (on peut utiliser ces deux lemmes pour montrer que les images
des opérateurs d’ondes sont des ouverts de R

n × R
n ; la continuité du flot ψ

et des estimations similaires à (1.4.11) et (1.4.12) permettent, par exemple,
de démontrer que l’application inverse des opérateurs d’ondes est continue).
Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), le Théorème 1.5.1 reste vrai ainsi que les
Lemmes 1.5.1 et 1.5.2, la Proposition 1.5.1 (avec de légères modifications) et le
Corollaire 1.5.1, et la preuve du Théorème 1.5.1 est similaire à celle donnée sous
les conditions (1.1.3)-(1.1.4). Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), les résultats de
la section 6 restent vrais, et leur preuve est inchangée. Les conditions (1.7.3)-
(1.7.6) sont similaires aux conditions sous lequelles Simon [Sim71] a traité le
problème de diffusion directe pour l’équation de Newton non relativiste (avec
B ≡ 0).

En ce qui concerne une étude possible du problème de diffusion directe
pour l’équation (1.1.1) sous des conditions de longue portée sur le potentiel V
ou le champ B, nous renvoyons aux travaux de Herbst [Her74], Loss-Thaller
[LT87], ou encore au livre de Derezinski-Gérard [DG97] et aux références conte-
nues dans ce livre.



Chapitre 2

Problème de diffusion inverse

aux hautes énergies

N. B. : l’essentiel de ce chapitre (hormis la section 8) est tiré de [Jol05a,
Jol05b].

2.1 Introduction

2.1.1 Rappel

Soient V ∈ C2(Rn,R), B = (Bi,k) ∈ C1(Rn, An(R)), n ≥ 2. Nous
considérons l’équation de Newton-Einstein

ṗ = F (x, ẋ), F (x, ẋ) = −∇V (x) +
1

c
B(x)ẋ, (2.1.1)

p =
ẋ

√

1− |ẋ|2
c2

, ṗ =
dp

dt
, ẋ =

dx

dt
, x ∈ C1(R,Rn).

Nous supposons que le potentiel V et le champ B vérifient les conditions

|∂jxV (x)| ≤ β|j|(1 + |x|)−(α+|j|), (2.1.2)

|∂j′x Bi,k(x)| ≤ β|j′|+1(1 + |x|)−(α+|j′|+1), (2.1.3)

pour x ∈ R
n, |j| ≤ 2, |j′| ≤ 1 (j, j′ ∈ N

n) où α > 1 est une constante réelle et
les β|j| sont des constantes réelles positives non nulles (V et B sont alors dits
à courte portée).

Nous rappelons que si n = 3 et B ∈ Fmag(R3) alors l’équation (2.1.1)
est l’équation de mouvement d’une particule de masse m = 1 et de charge
e = 1 dans un champ électromagnétique statique externe décrit par (V,B)
(voir [Ein07] ou section 17 de [LL71]). Dans cette équation x est la position
de la particule, p son impulsion, et t désigne le temps et la constante c est la
vitesse de la lumière.

43
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Pour l’équation (2.1.1) l’énergie

E = c2
√

1 +
|p(t)|2
c2

+ V (x(t))

est une intégrale première du mouvement (remarquons que (1/c)B(x)ẋ est
orthogonal à la vitesse ẋ de la particule).

Nous rappelons le résultat principal du premier chapitre (Théorème 1.1.1).
Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a : pour tout (v−, x−) ∈ Bc×R

n, v− 6= 0,
l’équation (2.1.1) a une unique solution x ∈ C2(R,Rn) telle que

x(t) = v−t+ x− + y−(t), (2.1.4)

où ẏ−(t)→ 0, y−(t)→ 0, quand t→ −∞ ; de plus pour presque tout (v−, x−) ∈
Bc × R

n, v− 6= 0,
x(t) = v+t+ x+ + y+(t), (2.1.5)

où v+ 6= 0, |v+| = |v−|, v+ =: a(v−, x−), x+ =: b(v−, x−), ẏ+(t)→ 0, y+(t)→ 0,
quand t→ +∞.

L’opérateur S : Bc × R
n → Bc × R

n défini par les formules

v+ = a(v−, x−), x+ = b(v−, x−) (2.1.6)

est appelé opérateur de diffusion pour l’équation (2.1.1). On appelle les données
a(v−, x−), b(v−, x−), les données de diffusion pour l’équation (2.1.1).

Désignons par D(S) l’ensemble de définition de S ; et désignons par R(S)
l’image de S (par définition, si (v−, x−) ∈ D(S), alors v− 6= 0 et a(v−, x−) 6= 0).

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), l’opérateur S a les propriétés suivantes :
D(S) est un ouvert de Bc × R

n et Mes((Bc × R
n)\D(S)) = 0 pour la mesure

de Lebesgue sur Bc × R
n induite par la mesure de Lebesgue sur R

n × R
n ;

l’opérateur S : D(S) → R(S) est continu et préserve la mesure de Lebesgue ;
et par conservation de l’énergie a(v−, x−)2 = v2

− pour tout (v−, x−) ∈ D(S).

2.1.2 Une écriture des données de diffusion

Si V (x) ≡ 0 et B(x) ≡ 0, alors a(v−, x−) = v−, b(v−, x−) = x−, (v−, x−) ∈
Bc × R

n, v− 6= 0. Par conséquent on décide d’écrire les données de diffusion
a(v−, x−), b(v−, x−) sous la forme

a(v−, x−) = v− + asc(v−, x−),
b(v−, x−) = x− + bsc(v−, x−),

(v−, x−) ∈ D(S) (2.1.7)

(on rappelle que V et B sont à courte portée). On utilisera le fait que sous
les conditions (2.1.2)-(2.1.3), l’opérateur S est uniquement déterminé par sa
restriction àM(S) = D(S) ∩M, où

M = {(v−, x−) ∈ Bc × R
n|v− 6= 0, v− ◦ x− = 0}

où ◦ désigne le produit scalaire usuel sur R
n (en effet si x ∈ C2(R,Rn) vérifie

l’équation (2.1.1) alors, pour tout t0 ∈ R, y(t) = x(t+ t0), t ∈ R, vérifie aussi
l’équation (2.1.1)).
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2.1.3 La transformée de rayons X

Soit

TS
n−1 = {(θ, x) | θ ∈ S

n−1, x ∈ R
n, θ ◦ x = 0},

où S
n−1 est la sphère unité de R

n.

Nous utiliserons la transformée de rayons X, que l’on définit comme suit :
pour toute fonction f ∈ C(Rn,Rm) vérifiant

|f(x)| = O(|x|−β), quand |x| → ∞, pour un réel β > 1,

on appelle transformée de rayons X de f , la fonction de C(TS
n−1,Rm), notée

Pf , et définie par

Pf(θ, x) =

∫ +∞

−∞
f(tθ + x)dt, (θ, x) ∈ TS

n−1.

Concernant la théorie sur la transformée de rayons X, on renvoie à la section
A.3 de l’annexe et aux références données dans cette section A.3.

2.1.4 Résultats principaux

Dans ce chapitre les résultats principaux consistent en des estimations
pour une diffusion aux petits angles pour les données de diffusion asc et bsc (et
pour les solutions de diffusion) pour l’équation (2.1.1), et en l’application de
ces asymptotiques et estimations au problème de diffusion inverse aux hautes
énergies pour l’équation (2.1.1). Nos résultats principaux incluent, en parti-
culier, le Théorème 2.1.1, et les Propositions 2.1.1, 2.1.2, formulés ci-dessous
dans cette section et les Théorèmes 2.3.1, 2.3.2 donnés dans la Section 2.3.

Théorème 2.1.1. Soit (θ, x) ∈ TS
n−1, et soit r une constante positive telle

que 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a

lim
s→c
s<c

s
√

1− s2

c2

asc(sθ, x) =

∫ +∞

−∞
F (τθ + x, cθ)dτ, (2.1.8)

et

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
F (τθ + x, sθ)dτ − s

√

1− s2

c2

asc(sθ, x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ n322α+7(1 + 1
c
)2c

α(α− 1)( s1√
2
− r)4

(2.1.9)

×
β̃2( c√

2
+ 1− r)2

√

1 + s2

4(c2−s2)
(1 + |x|√

2
)2α−1

,
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pour tout s1 < s < c, où s1 = s1(c, n, β1, β2, α, |x|, r) est défini à la fin de la
section 2.3 ;

lim
s→c
s<c

s2

√

1− s2

c2

bsc(sθ, x) =

∫ 0

−∞

∫ τ

−∞
F (σθ + x, cθ)dσdτ (2.1.10)

−
∫ +∞

0

∫ +∞

τ

F (σθ + x, cθ)dσdτ + PV (θ, x)θ,

et
∣

∣

∣

∣

∣

∣

bsc(sθ, x)
√

1− s2

c2

− 1

c2
PV (θ, x)θ +

1

s2

∫ +∞

0

∫ +∞

τ

F (σθ + x, sθ)dσdτ

− 1

s2

∫ 0

−∞

∫ τ

−∞
F (σθ + x, sθ)dσdτ

∣

∣

∣

∣

≤ C2

√

1− s2

c2
(2.1.11)

pour tout s2 < s < c, où C2 = C2(c, n, β0, β1, β2, α, |x|, r) et s2 = s2(c, n, β1, β2,
α, |x|, r) sont définis à la fin de la section 2.3.

On démontre le Théorème 2.1.1 à partir du Théorème 2.3.1 et du
Théorème 2.3.2 donnés dans la Section 2.3.

Considérons les fonctions vectorielles w1(V,B, θ, x) et w2(V,B, θ, x), (θ, x)
∈ TS

n−1, qui apparaissent dans le côté droit des égalités (2.1.8) et (2.1.10) :

w1(V,B, θ, x) =

∫ +∞

−∞
F (τθ + x, cθ)dτ (2.1.12)

w2(V,B, θ, x) =

∫ 0

−∞

∫ τ

−∞
F (σθ + x, cθ)dσdτ (2.1.13)

−
∫ +∞

0

∫ +∞

τ

F (σθ + x, cθ)dσdτ + PV (θ, x)θ.

Remarque 2.1.1. En utilisant en particulier que B est antisymétrique en
tout point de R

n, on voit que les vecteurs w1(V,B, θ, x), w2(V,B, θ, x) sont
orthogonaux à θ pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1.

Désignons par w̃1(V,B) la fonction de R
n\{0} × R

n dans R
n définie par

w̃1(V,B)(y, x) = −|y|
∫ +∞

−∞
∇V (sy + x)ds+

∫ +∞

−∞
B(sy + x)yds

= |y|w1(V,B,
y

|y| , x−
xy

|y|2y), (2.1.14)

pour tous y ∈ R
n\{0}, x ∈ R

n. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), w̃1(V,B) =
(w̃1(V,B)1, .., w̃1(V,B)n) ∈ C1(Rn\{0} × R

n,Rn).
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Pour tout i, k = 1..n, i 6= k, on désigne par Vi,k la sous-variété de dimen-
sion n de R

n × R
n définie par

Vi,k = {(θ, x) ∈ TS
n−1|θ = (θ1, . . . , θn), θj = 0, j = 1 . . . n, j 6= i, j 6= k}.

(2.1.15)

Proposition 2.1.1. Soit (V,B) ∈ C2(Rn,R)×C1(Rn, An(R)). Si (V,B) vérifie
(2.1.2)-(2.1.3), alors w1(V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 détermine
de manière unique (V,B) et on a les formules suivantes :

P (∇V )(θ, x) = −1

2
(w1(V,B, θ, x) + w1(V,B,−θ, x)), (2.1.16)

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1 ;

et

PBi,k(θ, x) = θk
1

2
(w1(V,B, θ, x)i − w1(V,B,−θ, x)i) (2.1.17)

−θi
1

2
(w1(V,B, θ, x)k − w1(V,B,−θ, x)k),

pour tous (θ, x) ∈ Vi,k, i, k = 1..n, i 6= k ;
de plus si B appartient à Fmag(Rn) alors

P (Bi,k)(θ, x) =
1

2

[

∂

∂yk
(w̃1(V,B))i(y, x) +

∂

∂yk
(w̃1(V,B))i(−y, x)(2.1.18)

− ∂

∂yi
(w̃1(V,B))k(y, x)−

∂

∂yi
(w̃1(V,B))k(−y, x)

]

|y=θ
,

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1, i, k = 1..n, i 6= k.

Remarque 2.1.2. En utilisant les formules (2.1.16), (2.1.17), et les méthodes
de reconstruction d’une fonction à partir de sa transformée de rayons X (voir
section A.3), Bi,k et V peuvent être reconstruits à partir de w1(V,B, θ, x) donné
pour tout (θ, x) ∈ Vi,k, i, k = 1..n, i 6= k.

Proposition 2.1.2. Soit (V,B) ∈ C2(Rn,R)×C1(Rn, An(R)). Si (V,B) vérifie
(2.1.2)-(2.1.3), alors :

(i) w2(V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1 ne détermine pas de

manière unique V ;
(ii) pour n = 2, w2(V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 ne
détermine pas de manière unique B ;

(iii) pour n ≥ 3, si B 6∈ Fmag(Rn) alors w2(V,B, θ, x) donné pour tout
(θ, x) ∈ TS

n−1 ne détermine pas de manière unique B ;
(iv) pour n ≥ 3, si B ∈ Fmag(Rn) alors w2(V,B, θ, x) donné pour tout

(θ, x) ∈ TS
n−1 détermine de manière unique B.
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Dans la section 2.4 (voir Proposition 2.4.4) et dans le cas oùB ∈ Fmag(Rn),
on donne une formule ((2.4.21)) qui montre que, pour n = 3, la transformée de
Fourier des dérivées partielles premières de B peut être reconstruite à partir
de w2(V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1, et on donne une formule
((2.4.22)) qui montre que pour n ≥ 4 la transformée de rayons X de B peut
être reconstruite à partir de w2(V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1.

Les Propositions 2.1.1, 2.1.2, sont démontrées dans la section 2.4.

A partir de (2.1.8), (2.1.16) et (2.1.17), et à partir des formules d’inversion
de la transformée de rayons X pour n ≥ 2 (voir section A.3 de l’annexe)
nous obtenons que asc détermine de manière unique ∇V et B aux hautes
énergies. De plus, pour n ≥ 2, les méthodes de reconstruction de f à partir de
Pf (voir section A.3 de l’annexe et les références données dans cette section
A.3) permettent de reconstruire ∇V et B à partir de la composante vitesse
a de l’opérateur de diffusion aux hautes énergies. La formule (2.1.10) et la
Proposition 2.1.2 montrent que le premier terme de l’asymptotique de bsc ne
détermine pas de manière unique le potentiel V quand n ≥ 2 et B quand
n = 2 ou n ≥ 3 si B 6∈ Fmag(Rn), mais qu’il détermine B quand n ≥ 3 et
B ∈ Fmag(Rn).

On peut préciser (i) et (ii) de la Proposition 2.1.2 : F. Nicoleau nous a fait
remarqué que la fonction vectorielle w2(V,B, θ, x), (θ, x) ∈ TS

n−1, détermine
de manière unique V modulo les potentiels radiaux quand n ≥ 2 (voir section
A.4 de l’annexe), et que w2(V,B, θ, x), (θ, x) ∈ TS

n−1, détermine de manière
unique B modulo les champs radiaux quand n = 2 (voir section A.4 de l’an-
nexe).

Le problème de diffusion inverse pour l’équation de Newton multidimen-
sionnelle, pour des potentiels V ∈ C2 vérifiant (2.1.2) et B ≡ 0, a été étudié
pour la première fois par Novikov [Nov99]. Novikov a prouvé deux formules qui
lient les données de diffusion aux hautes énergies aux transformées de rayons
X de −∇V et de V . En développant l’approche de Novikov [Nov99], l’au-
teur a généralisé ces deux formules au cas relativiste sans champ magnétique
[Jol05a]. En développant ce travail, nous obtenons le Théorème 2.1.1. Notons
que Gerver-Nadirashvili [GN83] ont étudiée pour la première fois un problème
inverse au bord et aux hautes énergies pour l’équation de Newton classique
multidimensionnelle dans un domaine borné strictement convexe.

À notre connaissance, le problème de diffusion inverse pour une parti-
cule dans un champ électromagnétique en mécanique classique relativiste et
non relativiste n’a pas été considéré avant [Jol05b] (concernant les résultats
donnés dans la littérature sur ce problème pour B ≡ 0 voir [Nov99], [Jol05a]
et les références données dans ces articles). Cependant, en mécanique quan-
tique le problème de diffusion inverse pour une particule dans un champ
électromagnétique B 6≡ 0 a été considéré, en particulier, dans [HN88], [ER95],
[Ito95], [Jun97], [ER97], [Nic97], [Ari97], [Hac99], [WY05] (concernant les
résultats donnés dans la littérature sur ce problème pour B ≡ 0, voir, de



2.2. UNE APPLICATION CONTRACTANTE 49

plus, [Fad56], [EW95], [Nov05] et les références données dans [Nov05]).

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.2 on transforme
l’équation différentielle (2.1.1) avec conditions initiales (2.1.4) en un système
d’équations intégrales de la forme (y−, ẏ−) = Av−,x−(y−, ẏ−). Ensuite on étudie
l’opérateur Av−,x− sur un espace convenable et on donne des estimations et
des estimations de contraction sur Av−,x− (Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3). Dans la
Section 2.3 on donne des estimations et l’asymptotique pour la déflection y−(t)
(définie dans (2.1.4)) et pour les données de diffusion asc(v−, x−), bsc(v−, x−)
(définie par (2.1.7)) (Théorèmes 2.3.1 et 2.3.2). De ces estimations et de
ces asymptotiques, on déduit les deux formules (2.1.8) et (2.1.10) quand les
paramètres c, βm, α, n, v̂−, x− sont fixés et |v−| augmente (où β|j|, α, n
sont les constantes apparaissant dans (2.1.2)-(2.1.3), βm = max(β0, β1, β2);
v̂− = v−/|v−|). Dans ces cas sup |θ(t)| décrôıt, où θ(t) désigne l’angle entre les
vecteurs ẋ(t) = v− + ẏ−(t) et v−, et nous sommes dans le cas d’une diffusion
aux petits angles. Remarquons que, sous les conditions du Théorème 2.3.1, sans
hypothèses supplémentaires, on a l’estimation sup |θ(t)| < 1

4
π et nous sommes

alors déjà dans le cas d’une diffusion plutôt aux petits angles (concernant le
terme « diffusion aux petits angles », voir Section 20 de [LL60]). Le Théorème
2.1.1 provient des Théorèmes 2.3.1 et 2.3.2. Dans la section 2.4 on prouve les
Propositions (2.1.1), (2.1.2). Dans la section 2.5, on introduit des estimations
utiles pour la preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 et du Théorème 2.3.2. Dans
la section 2.6, on prouve les Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3. Dans la section 2.7,
on prouve le Théorème 2.3.2. Enfin, dans la section 2.8, en guise de conclusion
du chapitre, on utilise les résultats obtenus dans les sections 2.2, 2.3, pour
donner des estimations et l’asymptotique du temps de retard pour l’équation
(2.1.1) toujours dans le cas d’une diffusion aux petits angles (Théorèmes 2.8.1
et 2.8.2) ; et on s’intéresse à la question de la reconstruction de V, B à partir de
l’asymptotique aux hautes énergies du temps de retard pour l’équation (2.1.1)
(Proposition 2.8.1).

2.2 Une application contractante

Transformons l’équation différentielle (2.1.1) en un système d’équations
intégrales. Rappelons tout d’abord que la fonction g : R

n → Bc definie par
(1.2.8),

g(x) =
x

√

1 + |x|2
c2

, x ∈ R
n

a, en particulier, les propriétés suivantes :

|g(x)− g(y)| ≤ √n|x− y|, pour tout x, y ∈ R
n, (2.2.1)
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et g est un C∞ difféomorphisme de R
n sur Bc, et son inverse est donné par

g−1(x) =
x

√

1− |x|2
c2

, x ∈ Bc.

Si x vérifie l’équation différentielle (2.1.1) et les conditions initiales (2.1.4),
alors x satisfait le sytème d’équations intégrales

x(t) = v−t+ x− +

t
∫

−∞



g



g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (x(s), ẋ(s)))ds



− v−



 dτ, (2.2.2)

ẋ(t) = g(g−1(v−) +

∫ t

−∞
F (x(s), ẋ(s))ds), (2.2.3)

où F (x, ẋ) = −∇V (x) + 1
c
B(x)ẋ, v− ∈ Bc\{0}.

Pour y−(t) défini dans (2.1.4), ce système d’équations intégrales devient

(y−(t), u−(t)) = Av−,x−(y−, u−)(t), (2.2.4)

où u− = ẏ− et

Av−,x−(f, h)(t) = (A1
v−,x−(f, h)(t), A2

v−,x−(f, h)(t))

A1
v−,x−(f, h)(t) =

t
∫

−∞



g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)− v−



 dτ,

A2
v−,x−(f, h)(t) = g(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)− v−,

pour v− ∈ Bc\{0}, x− ∈ R
n.

De (2.2.4), (2.1.2)-(2.1.3), (2.2.1) (appliqué à « x »= g−1(v−)+
∫ τ

−∞F (v−s+

x−+y−(s), v− +ẏ−(s))ds et « y »= g−1(v−)) et de y−(t) ∈ C1(R,Rn), |y−(t)|+
|ẏ−(t)| → 0, quand t→ −∞, il vient en particulier que

(y−(t), ẏ−(t)) ∈ C(R,Rn)× C(R,Rn)
et |ẏ−(t)| = O(|t|−α), |y−(t)| = O(|t|−α+1), as t→ −∞, (2.2.5)

où v− ∈ Bc\{0} et x− ∈ R
n sont fixés.

On considère l’espace métrique complet

MT,r = {(f, h) ∈ C(]−∞, T ],Rn)× C(]−∞, T ],Rn)| ‖(f, h)‖T ≤ r},

où ‖(f, h)‖T = max

(

sup
t∈]−∞,T ]

|h(t)|, sup
t∈]−∞,T ]

|f(t)− th(t)|
)

(2.2.6)



2.2. UNE APPLICATION CONTRACTANTE 51

(où pour T = +∞, ] −∞, T ] doit être remplacé par ] −∞,+∞[). De (2.2.5)
on a, à T < +∞ fixé,

(y−(t), ẏ−(t)) ∈MT,r pour un réel r dépendant de y−(t) et de T. (2.2.7)

Soit le réel z1(c, n, β1, α, rx, r) défini comme l’unique solution de l’équation

z1
√

1− z21
c2

− 2α+4β1n(2 + r/c)

α(z1/
√

2− r)(rx/
√

2 + 1)α
= 0, z1 ∈]

√
2r, c[, (2.2.8)

où rx et r sont des réels positifs tels que 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2.

Lemme 2.2.1. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a : si (f, h) ∈ MT,r,
0 < r ≤ 1, r < c/

√
2, x− ∈ R

n, v− ∈ Bc, |v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r),
v− ◦ x− = 0, alors

‖Av−,x−(f, h)‖T ≤ ρT (c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r) (2.2.9)

=
1

(α− 1)
√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))

× 2α+1n3/2β1(2 + r/c)(|v−|/
√

2 + 1− r)
(|v−|/

√
2− r)2(1 + |x−|/

√
2− (|v−|/

√
2− r)T )α−1

pour T ≤ 0 ;

‖Av−,x−(f, h)‖T ≤ ρ(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r) (2.2.10)

=
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))

× 2α+2n3/2β1(2 + r/c)(|v−|/
√

2 + 1− r)
(α− 1)(|v−|/

√
2− r)2(1 + |x−|/

√
2)α−1

pour T ≤ +∞ ; si (f1, h1), (f2, h2) ∈ MT,r, 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2, |v−| < c,
v− ◦ x− = 0, |v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r), alors

‖Av−,x−(f2, h2)−Av−,x−(f1, h1)‖T ≤ λT (c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r)‖(f2−f1, h2−h1)‖T ,
(2.2.11)

λT (c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r) =
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))

×
2α+3n2β̃(1 + 1

c
)( |v−|√

2
+ 1− r)2

(α− 1)( |v−|√
2
− r)3(1 + |x−|√

2
− ( |v−|√

2
− r)T )α−1

pour T ≤ 0 ;

‖Av−,x−(f2, h2)−Av−,x−(f1, h1)‖T ≤ λ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r)‖(f2−f1, h2−h1)‖T ,
(2.2.12)
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λ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r) =
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))

×22α+73n7/2β̃(1 + β̃)(1 + 1/c)3(|v−|/
√

2 + 1− r)3

(α− 1)(|v−|/
√

2− r)4(1 + |x−|/
√

2)α−1

pour T ≤ +∞, où β̃ = max(β1, β2).

Remarquons que

max

(

ρT (c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r)
r

, λT (c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r)
)

≤ µT (c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r) (2.2.13)

=
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))

× 2α+3n2β̃(1 + 1/c)(|v−|/
√

2 + 1− r)2

r(α− 1)(|v−|/
√

2− r)3(1 + |x−|/
√

2− (|v−|/
√

2− r)T )α−1

pour T ≤ 0 ;

max

(

ρ(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r)
r

, λ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r)
)

≤ µ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r) (2.2.14)

=
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))

×22α+73n7/2β̃(1 + β̃)(1 + 1/c)3(|v−|/
√

2 + 1− r)3

r(α− 1)(|v−|/
√

2− r)4(1 + |x−|/
√

2)α−1

pour T ≤ +∞, où β̃ = max(β1, β2), 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2, |v−| < c, |v−| ≥ z1,
v− ◦ x− = 0.

En utilisant le Lemme 2.2.1 et les estimations (2.2.13)-(2.2.14), nous ob-
tenons le résultat suivant.

Corollaire 2.2.1. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2,
x− ∈ R

n, v− ∈ Bc, |v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r), v− ◦ x− = 0, on a :
si µT (c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r) < 1, alors Av−,x− est une application contrac-

tante de MT,r pour T ≤ 0;
si µ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r) < 1, alors Av−,x− est une application contrac-

tante de MT,r pour T ≤ +∞.

En prenant en compte à la fois (2.2.7), le Lemme 2.2.1, le Corollaire 2.2.1
et le lemme A.2.1 (énoncé dans la section A.2 de l’annexe), on étudie la solution
(y−(t), u−(t)) de l’équation (2.2.4) dans MT,r.

On utilisera aussi les résultats suivants (Lemmes 2.2.2 et 2.2.3).
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Lemme 2.2.2. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), (f, h) ∈ MT,r, 0 < r ≤
1, r < c/

√
2, x− ∈ R

n, v− ∈ Bc, |v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r), v− ◦ x− = 0, on
a :

|A2
v−,x−(f, h)(t)| ≤ ζ−(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, t)

=
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))
(2.2.15)

× n3/2β12
α+1(2 + r/c)

α(|v−|/
√

2− r)(1 + |x−|/
√

2− (|v−|/
√

2− r)t)α
,

|A1
v−,x−(f, h)(t)| ≤ ξ−(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, t)

=
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))
(2.2.16)

× n3/2β12
α+1(2 + r/c)

α(α− 1)( |v−|√
2
− r)2(1 + |x−|√

2
− ( |v−|√

2
− r)t)α−1

,

pour tout t ≤ T, T ≤ 0 ;

A1
v−,x−(f, h)(t) = kv−,x−(f, h)t+ lv−,x−(f, h) +Hv−,x−(f, h)(t), (2.2.17)

où

kv−,x−(f, h) = g(g−1(v−)+

∫ +∞

−∞
F (v−s+x−+f(s), v−+h(s)) ds)−v−, (2.2.18)

lv−,x−(f, h) =
∫ 0

−∞

[

g(g−1(v−) +

∫ τ

−∞
F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s)) ds)− v−

]

dτ

+

∫ +∞

0

[

g(g−1(v−) +

∫ τ

−∞
F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s)) ds)

−g(γ(v−) +

∫ +∞

−∞
F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s)) ds)

]

dτ, (2.2.19)
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|kv−,x−(f, h)| ≤ 2ζ−(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, 0), (2.2.20)

|lv−,x−(f, h)| ≤ 2ξ−(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, 0), (2.2.21)

|Ḣv−,x−(f, h)(t)| ≤ ζ+(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, t) (2.2.22)

=
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))α(|v−|/
√

2− r)

× n3/2β12
α+1(2 + r/c)

(1 + |x−|/
√

2 + (|v−|/
√

2− r)t)α
,

|Hv−,x−(f, h)(t)| ≤ ξ+(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, t) (2.2.23)

=
1

√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))α(α− 1)(|v−|/
√

2− r)2

× n3/2β12
α+1(2 + r/c)

(1 + |x−|/
√

2 + (|v−|/
√

2− r)t)(α−1)
,

pour T = +∞, t ≥ 0.

On peut voir que le Lemme 2.2.2 donne, en particulier, des estimations et
l’asymptotique de

Av−,x−(f, h)(t) = (A1
v−,x−(f, h)(t), A2

v−,x−(f, h)(t)) quand t→ ±∞.

Lemme 2.2.3. Soient T = +∞, 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2, x− ∈ R
n, v− ∈ Bc,

|v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r), v− ◦ x− = 0, et soit (y−, u−) ∈ MT,r une solution
de (2.2.4). Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a

|kv−,x−(y−, u−)− kv−,x−(0, 0)| ≤ ε′a(c, n, β1, β̃, α, |v−|, |x−|, r)

=
n2β̃(1 + 1

c
)(|v−|/

√
2 + 1− r)

( |v−|√
2
− r)2(1 + |x−|/

√
2)α

(2.2.24)

×2α+4ρ(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r)
α
√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))
,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

kv−,x−(y−, u−)
√

1− |v−|2
c2

−
∫ +∞

−∞
F (x− + v−s, v−) ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ εa(c, n, β1, β̃, α, |v−|, |x−|, r) (2.2.25)

=
2α+4n3/2β̃(1 + 1

c
)(|v−|/

√
2 + 1− r)

α(|v−|/
√

2− r)2(1 + |x−|/
√

2)α
ρ(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r),
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|lv−,x−(y−, u−)− lv−,x−(0, 0)| ≤ εb(c, n, β1, β̃, α, |v−|, |x−|, r) (2.2.26)

=
22α+7n7/2β̃(1 + β̃)( |v−|√

2
+ 1− r)2

α(α− 1)(|v−|/
√

2− r)4(1 + |x−|/
√

2)α−1

×3(1 + 1/c)3ρ(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r)
√

1 + |v−|2/(4(c2 − |v−|2))
,

où kv−,x− et lv−,x− sont définis par (2.2.18)-(2.2.19) et ρ est défini par (2.2.10).

La preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3, est donnée dans la section 2.6.

2.3 Diffusion aux petits angles

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), pour tout (v−, x−) ∈ Bc ×R
n, v− 6= 0,

l’équation (2.1.1) a une unique solution x ∈ C2(R,Rn) de conditions initiales
(2.1.4). Considérons la fonction y− apparaissant dans (2.1.4). Cette fonction
décrit la déflection par rapport au mouvement libre.

En utilisant le Corollaire 2.2.1, le lemme A.2.1, et les Lemmes 2.2.2 et
2.2.3, on obtient le résultat suivant.

Théorème 2.3.1. Supposons les conditions (2.1.2)-(2.1.3) vérifiées. Soient
β̃ = max(β1, β2), 0 < r ≤ 1, r < c/

√
2, x− ∈ R

n, v− ∈ Bc, |v−| ≥
z1(c, n, β1, α, |x−|, r), v− ◦ x− = 0 où z1 est défini par (2.2.8). Supposons
µ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r) < 1 où µ est défini par (2.2.14). Alors la déflection
y−(t) vérifie :

(y−, ẏ−) ∈MT,r, T = +∞; (2.3.1)

|ẏ−(t)| ≤ ζ−(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, t), (2.3.2)

|y−(t)| ≤ ξ−(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, t) pour t ≤ 0; (2.3.3)

y−(t) = asc(v−, x−)t+ bsc(v−, x−) + h(v−, x−, t), (2.3.4)

et
∣

∣

∣

∣

∣

∣

asc(v−, x−)−





g−1(v−) +
∫ +∞
−∞ F (v−s+ x−, v−)ds

√

1 +
|g−1(v−)+

R +∞
−∞ F (v−s+x−,v−)ds|2

c2

− v−





∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε′a(c, n, β1, β̃, α, |v−|, |x−|, r), (2.3.5)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

asc(v−, x−)
√

1− |v−|2
c2

−
∫ +∞

−∞
F (v−s+ x−, v−)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ εa(c, n, β1, β̃, α, |v−|, |x−|, r),

(2.3.6)

|bsc(v−, x−)− lv−,x−(0, 0)| ≤ εb(c, n, β1, β̃, α, |v−|, |x−|, r), (2.3.7)
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|asc(v−, x−)| ≤ 2ζ−(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, 0), (2.3.8)

|bsc(v−, x−)| ≤ 2ξ−(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, 0), (2.3.9)

|ḣ(v−, x−, t)| ≤ ζ+(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, t), (2.3.10)

|h(v−, x−, t)| ≤ ξ+(c, n, β1, α, |v−|, |x−|, r, t), (2.3.11)

pour tout t ≥ 0, où lv−,x−(0, 0) (resp. ε′a, εa, εb, ζ−, ζ+, ξ− et ξ+) est défini
dans (2.2.19) (resp. (2.2.24), (2.2.25), (2.2.26), (2.2.15), (2.2.22), (2.2.16) et
(2.2.23)).

Soit β̃ = max(β1, β2) et soit rx un réel positif. Soient les réels z =
z(c, n, β̃, α, rx, r) et z2 = z2(c, n, β1, α, rx) définis comme les solutions (uniques)
des équations suivantes

µ(c, n, β̃, α, z, rx, r) = 1, z ∈]
√

2r, c[, (2.3.12)

z2
√

1− z22
c2

− 16β1n

α(z2/
√

2)(1 + rx/
√

2)α
= 0, z2 ∈]0, c[, (2.3.13)

où µ est défini par (2.2.14), et r est un réel positif tel que 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2.
On utilisera les observations suivantes.
(I) Soient 0 < r ≤ 1, r < c/

√
2, 0 ≤ σ

s1
√

1− s21
c2

− 2α+4β1n(2 + r/c)

α(s1/
√

2− r)(σ/
√

2 + 1)α
>

s2
√

1− s22
c2

− 2α+4β1n(2 + r/c)

α(s2/
√

2− r)(σ/
√

2 + 1)α

pour tous réels s1, s2 tels que
√

2r < s2 < s1 < c.
(II) Soient 0 < r ≤ 1, r < c/

√
2, σ ∈]

√
2r, c[,

σ
√

1− σ2

c2

− 2α+4β1n(2 + r/c)

α(σ/
√

2− r)(s1/
√

2 + 1)α
>

σ
√

1− σ2

c2

− 2α+4β1n(2 + r/c)

α(σ/
√

2− r)(s2/
√

2 + 1)α

pour tous réels s1, s2 tels que 0 ≤ s2 < s1.
(III) Soient x un réel positif, β̃ = max(β1, β2) et soit r un réel tel que

0 < r ≤ 1, r < c/
√

2, alors pour tout réel s ∈]
√

2r, c[ on a

µ(c, n, β̃, α, s, |x|, r) < 1⇔ s > z(c, n, β̃, α, |x|, r).

Les observations (I) et (II) impliquent que z1(c, n, β1, α, s2, r) > z1(c, n, β1, α,
s1, r) pour tous réels s1, s2 tels que

√
2r < s2 < s1 < c quand c, β1, α, n, r

sont fixés.
Le Théorème 2.3.1 donne, en particulier, des estimations pour le

phénomène de diffusion et une asymptotique de la composante vitesse de
l’opérateur de diffusion lorsque c, β1, β2, α, n, v̂−, x− sont fixés (où v̂− =
v−/|v−|) et |v−| crôıt ou, e.g., lorsque c, β1, β2, α, n, v−, x̂− sont fixés et
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|x−| crôıt. Dans ces cas supt∈R |θ(t)| décrôıt, où θ(t) désigne l’angle entre
ẋ(t) = v− + ẏ−(t) et v−, et on est dans le cas d’une diffusion aux petits
angles. Remarquons que déjà sous les conditions du Théorème 2.3.1, sans hy-
pothèses supplémentaires, on a l’estimation supt∈R |θ(t)| < 1

4
π et on est dans

le cas d’une diffusion aux angles plutôt petits. Le Théorème 2.3.1 avec (2.3.7)
donnera l’asymptotique de la composante espace de configuration b(v−, x−) de
l’opérateur de diffusion si l’on peut étudier l’asymptotique de lv−,x−(0, 0). C’est
le sujet du Théorème 2.3.2.

Théorème 2.3.2. Fixons c, n, β0, β1, α, |x|. Alors il existe une constante
Cc,n,β0,β1,α,|x| telle que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

lv,x(0, 0)
√

1− |v|2
c2

− 1

c2
PV (v̂, x)v̂ +

1

|v|2
∫ +∞

0

∫ +∞

τ

F (σv̂ + x, v)dσdτ

− 1

|v|2
∫ 0

−∞

∫ τ

−∞
F (σv̂ + x, v)dσdτ

∣

∣

∣

∣

≤ Cc,n,β0,β1,α,|x|

√

1− |v|
2

c2
(2.3.14)

pour tous v ∈ Bc, |v| ≥ z2(c, n, β1, α, |x|), v ◦ x = 0, où v̂ = v/|v|.

La preuve du Théorème 2.3.2 est donnée dans la Section 2.7.
Comme nous l’avons mentionné dans l’Introduction, le Théorème 2.1.1

se déduit des Théorèmes 2.3.1, 2.3.2. De plus, les constantes C2, s1, s2, qui
apparaissent au Théorème 2.1.1, sont données explicitement par

s1 = max(z(c, n, β̃, α, |x|, r), z1(c, n, β1, α, |x|, r)),
s2 = max(z(c, n, β̃, α, |x|, r), z1(c, n, β1, α, |x|, r), z2(c, n, β1, α, |x|)),

C2 = Cc,n,β0,β1,α,|x| +
3n5β̃2(1 + β̃)23α+13(1 + 1/c)4( c√

2
+ 1− r)3

(α− 1)2( s2√
2
− r)6(1 + |x|√

2
)2α−2

,

où Cc,n,β0,β1,α,|x| est la constante apparaissant au Théorème 2.3.2 et z, z1, z2

sont définis par (2.3.12), (2.2.8), (2.3.13) et β̃ = max(β1, β2).
En utilisant les Théorèmes 2.3.1 et 2.3.2, nous pouvons obtenir l’asymp-

totique et des estimations pour des fonctions s’exprimant à l’aide de a(v−, x−)
et b(v−, x−) lorsque l’on considère de la diffusion aux petits angles. Nous
considérerons notamment le cas du temps de retard dans la Section 2.8.

2.4 Preuves des Propositions 2.1.1, 2.1.2

Dans cette section, on démontre les Propositions 2.1.1, 2.1.2. Nous com-
mençons par introduire de nouvelles notations (sous-section 2.4.1) puis nous
démontrons la Proposition 2.1.1 (sous-section 2.4.2) et la Proposition 2.1.2
(sous-section 2.4.3).
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2.4.1 Des fonctions vectorielles

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3) et pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1 on définit

les vecteurs w3(B, θ, x), w4(B, θ, x) et w5(V, θ, x) par

w3(B, θ, x) =

∫ +∞

−∞
B(x+ σθ)θdσ, (2.4.1)

w4(B, θ, x) =

∫ 0

−∞

∫ τ

−∞
B(x+ σθ)θdσdτ −

∫ +∞

0

∫ +∞

τ

B(x+ σθ)θdσdτ,(2.4.2)

w5(V, θ, x) = PV (θ, x)θ (2.4.3)

−
∫ 0

−∞

∫ τ

−∞
∇V (x+ σθ)dσdτ +

∫ +∞

0

∫ +∞

τ

∇V (x+ σθ)dσdτ.

On définit w̃3(B) : R
n\{0} × R

n → R
n par

w̃3(B)(y, x) = |y|w3(B,
y

|y| , x−
xy

|y|2y), (2.4.4)

pour tous x ∈ R
n, y ∈ R

n\{0}. De (2.4.4), (2.4.1), on a

w̃3(B)(y, x) =

∫ +∞

−∞
B(x+ σy)ydσ, (2.4.5)

pour tout (x, y) ∈ R
n × R

n\{0}. De (2.1.3), on déduit w̃3(B) = ((w̃3(B))1, ..,
(w̃3(B))n) ∈ C1(Rn\{0} × R

n,Rn).
On définit w̃4(B) : R

n\{0}×R
n → R

n par w̃4(B)(y, x) = |y|w4(B,
y
|y| , x−

x.y
|y|2y) pour tous x ∈ R

n, y ∈ R
n\{0}. De (2.1.3) et (2.4.2), on déduit que

w̃4(B)(y, x) =

∫ −xy

|y|2

−∞

∫ τ

−∞
B(x+ σy)ydσdτ −

∫ +∞

−xy

|y|2

∫ +∞

τ

B(x+ σy)ydσdτ, (2.4.6)

et w̃4(B) = (w̃4(B)1, .., w̃4(B)n) ∈ C1(Rn\{0} × R
n,Rn).

2.4.2 Preuve de la Proposition 2.1.1

Pour démontrer la Proposition 2.1.1, nous aurons besoin du résultat sui-
vant.

Proposition 2.4.1. Soit B ∈ C1(Rn, An(R)) vérifiant (2.1.3). Alors
w3(B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 détermine de manière unique le
champ B, et on a

PBi,k(θ, x) = θkw3(B, θ, x)i − θiw3(B, θ, x)k (2.4.7)

pour tout (θ, x) ∈ Vi,k, i, k = 1..n, i 6= k où Vi,k est la sous-variété de dimen-
sion n de R

n × R
n définie par (2.1.15) ; de plus si B ∈ Fmag(Rn) alors

PBi,k(θ, x) =

(

∂

∂yk
(w̃3(B))i(y, x)−

∂

∂yi
(w̃3(B))k(y, x)

)

|y=θ
, (2.4.8)

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1, i, k = 1..n, i 6= k.
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La question de la détermination de B à partir de w3 a été étudiée sous
des conditions différentes de B dans [Nic97], [Jun97], [Ito95]. Cependant, à
notre connaissance, les formules (2.4.7)-(2.4.8) ne sont pas données dans la
littérature.

Preuve de la Proposition 2.4.1. Commençons par démontrer (2.4.7). On rap-
pelle que w3(B, θ, x)i =

∑n
j=1

∫ +∞
−∞ Bi,j(tθ + x)θjdt, pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1,
i, k = 1..n, i 6= k. Ainsi θkPBi,k(θ, x) = w3(B, θ, x)i pour tout (θ, x) ∈ Vi,k,
i, k = 1..n, i 6= k. Cette dernière égalité implique (2.4.7) (θ2

i +θ2
k = 1 pour tout

(θ, x) ∈ Vi,k, θ = (θ1, . . . , θn)).
Démontrons maintenant (2.4.8). Sous les conditions (2.1.3) et de (2.4.5)

on déduit

∂

∂yk
(w̃3(B))i(y, x) =

∫ +∞

−∞
Bi,k(ty + x)dt (2.4.9)

+
n
∑

j=1

∫ +∞

−∞
t
∂Bi,j

∂xk
(ty + x)yjdt

pour tous (y, x) ∈ R
n\{0} × R

n et i, k = 1..n. Soient i, k = 1..n. Comme
B ∈ Fmag(Rn), on a

∂

∂xi
Bj,k(x) +

∂

∂xk
Bi,j(x) +

∂

∂xj
Bk,i(x) = 0 pour tout x ∈ R

n.

Ainsi en utilisant aussi (2.4.9), on obtient
(

∂

∂yk
(w̃3(B))i(y, x) −

∂

∂yi
(w̃3(B))k(y, x)

)

|y=θ

= 2PBi,k(θ, x) +

∫ +∞

−∞
t

n
∑

j=1

∂

∂xj
Bi,k(tθ + x)θjdt, (2.4.10)

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1, θ = (θ1, . . . , θn) où P désigne la transformée de

rayons X. En intégrant par partie l’intégrale du côté droit de (2.4.10), on
obtient les formules (2.4.8).

Finalement en utilisant les formules d’inversion de la transformée de rayons
X (voir par exemple la formule (A.3.10) de la section A.3 de l’annexe) et
en utilisant (2.4.7) (ou (2.4.8) et (2.4.4) si B ∈ Fmag(Rn)), on obtient que
w3(B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 détermine de manière unique le
champ B.

La Proposition 2.4.1 est démontrée.

Maintenant, nous sommes prêts pour démontrer le Proposition 2.1.1.
Soit (θ, x) ∈ TS

n−1. On remarque que
∫ +∞

−∞
B(τ(−θ) + x)(−θ)dτ = −

∫ +∞

−∞
B(τθ + x)θdτ (2.4.11)
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et on rappelle que
P (∇V )(−θ, x) = P (∇V )(θ, x). (2.4.12)

De (2.1.12), (2.4.1) et (2.4.11)-(2.4.12), on obtient la formule (2.1.16) et la
formule suivante

w3(B, θ, x) =
1

2
(w1(V,B, θ, x)− w1(V,B,−θ, x)), (2.4.13)

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1. De (2.1.16) et de résultats sur la transformée de

rayons X (voir Section A.3 de l’Appendice), on obtient que w1(V,B, θ, x) donné
pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 détermine de manière unique ∇V et donc V (V
vérifie (2.1.2)). De (2.4.13) et de la Proposition 2.4.1, on obtient aussi que
w1(V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 détermine de manière unique B.
De plus de (2.4.13) on a

w̃3(B)(y, x) =
1

2
(w̃1(V,B)(y, x)− w̃1(V,B)(−y, x)),

pour tout y ∈ R
n\{0}, x ∈ R

n. En utilisant cette dernière formule et (2.4.8) de
la Proposition 2.4.1, on obtient (2.1.18) si B ∈ Fmag(Rn). En utilisant (2.4.13)
et (2.4.7), on a (2.1.17).

La Proposition 2.1.1 est démontrée. �

Pour conclure cette section, on rappelle le procédé suivant qui est basé sur
la formule (2.1.17) et qui permet de reconstruire Bi,k à partir de w1(V,B, θ, x)
donné pour tout (θ, x) ∈ Vi,k, où les indices i, k = 1..n, i 6= k, sont fixés (Vi,k
est défini par (2.1.15)). Soient i, k = 1 . . . n, i 6= k. La formule (2.1.17) donne
l’intégrale de Bi,k sur toute droite du plan affine Y d’espace vectoriel tangent
Yi,k = {(x′1, . . . , x′n) ∈ R

n|x′j = 0, j 6= i, j 6= k}. Maintenant, pour reconstruire
Bi,k en un point x′ ∈ R

n, on considère dans R
n le plan Y contenant x′ et dont

l’espace vectoriel tangent est Yi,k. On interprète TS
n−1 comme l’ensemble de

tous les rayons de R
n et on considère dans TS

n−1 le sous-ensemble TS
1(Y )

constitué de tous les rayons reposant sur Y . On restreint alors PBi,k à TS
1(Y )

et on reconstruit Bi,k(x
′) à partir de ces données en utilisant les méthodes

de reconstruction de f à partir de Pf pour n = 2 (voir, par exemple, la
formule (A.3.10) de la Section A.3). (Si B ∈ Fmag(Rn), on peut aussi utiliser
la formule (2.1.18) pour reconstruire Bi,k à partir de w1(V,B, θ, x) donné pour
tout (θ, x) ∈ TS

n−1.)

2.4.3 Preuve de la Proposition 2.1.2

Avant de démontrer la Proposition 2.1.2, on démontre tout d’abord les
Propositions 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.4 données ci-dessous. La Proposition 2.4.2 est
en fait exactement la proposition 1.1 de [Jol05a].

Proposition 2.4.2. Le vecteur w5, défini par (2.4.3), vu comme fonction du
potentiel V vérifiant (2.1.2) et de (θ, x) ∈ TS

n−1 a les propriétés simples sui-
vantes :



2.4. PREUVES DES PROPOSITIONS 2.1.1, 2.1.2 61

1. sous les conditions (2.1.2), pour tout potentiel V le vecteur w5(V, θ, x)
est orthogonal à θ ;

2. il existe un potentiel V qui satisfait (2.1.2) et pour lequel w5(V, θ, x)
n’est pas nulle pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 ;
3. pour tout potentiel radial V satisfaisant (2.1.2), on a
w5(V, θ, x) = 0 pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1.

Remarque 2.4.1. F. Nicoleau nous a fait remarqué que pour V satisfai-
sant (2.1.2), si w(V, θ, x) = 0 pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 alors V est radial (voir
Proposition A.4.1 de la sous-section A.4.2 de l’annexe).

Preuve de la Proposition 2.4.2. Le premier item vient immédiatement de
l’égalité

d

dt
V (tθ + x) = ∇V (tθ + x) ◦ θ, pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1, t ∈ R.

On démontre le deuxième item. Considérons

V (x) =
x1

(1 + |x|2)β , pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, β > 1.

Soit (θ, x) ∈ TS
n−1. En utilisant (2.4.3) et en utilisant que θ◦x = 0, on obtient

par calcul direct

w5(V, θ, x) = −4βθ1|x|2
∫ +∞

0

∫ +∞

τ

s

(1 + s2 + |x|2)β+1
dsdτ

6= 0 si et seulement si x 6= 0 et θ1 6= 0,

où ◦ désigne le produit scalaire usuel de R
n.

On démontre le troisième item. Soit V un potentiel radial (i.e. V prend la
forme m(|x|)) satisfaisant (2.1.2) (e.g. V (x) = (1 + |x|2)−β où β > 1

2
). Alors

m ∈ C1(]0,+∞[,R) et ∇V (x) = m′(|x|) x
|x| . Soit (θ, x) ∈ TS

n−1 et soit θ⊥ un
vecteur orthogonal à θ. Un calcul direct donne

−∇V (sθ + x) ◦ θ⊥ = m′(
√

s2 + |x|2) x ◦ θ⊥
√

s2 + |x|2

pour tout s ∈ R. Ainsi en utilisant aussi (2.4.3), on obtient

w5(V, θ, x) ◦ θ⊥ = 0. (2.4.14)

Le troisième item est alors conséquence du premier item et de la formule
(2.4.14).

La Proposition 2.4.2 est démontrée.



62 CHAPITRE 2. DIFFUSION INVERSE AUX HAUTES ÉNERGIES

Proposition 2.4.3. Sous les conditions (2.1.3), et si B ∈ Fmag(Rn) alors :

n
∑

j=1

θj [θkPBi,j(θ, x) − θiPBk,j(θ, x)]− PBi,k(θ, x) = (2.4.15)

∂

∂xi
w̃4(B)k(θ, x)−

∂

∂xk
w̃4(B)i(θ, x),

n
∑

j=1

θj [θkPBi,j,l(θ, x)− θiPBk,j,l(θ, x)]− PBi,k,l(θ, x) = (2.4.16)

w̃4(B)i,k,l(θ, x),

pour tous (θ, x) ∈ TS
n−1, i, k, l = 1 . . . n, où P désigne la transformée de rayons

X et où w̃4(B)m,r,l(θ, x) = ∂
∂xl

(

∂
∂xm

w̃4(B)r − ∂
∂xr
w̃4(B)m

)

(θ, x), Bm,r,l(x) =
∂
∂xl
Bm,r(x), pour tous θ ∈ S

n−1, x ∈ R
n, m, r = 1 . . . n (on rappelle que w̃4(B)

est défini par (2.4.6)).

Remarque 2.4.2. Soient n = 3, l = 1 . . . n. La formule (2.4.16) donne en
fait

θ ◦ (−PB2,3,l(θ, x), PB1,3,l(θ, x),−PB1,2,l(θ, x)) =

θ ◦ (w̃4(B)2,3,l(θ, x),−w̃4(B)1,3,l(θ, x), w̃4(B)1,2,l(θ, x)), (2.4.17)

pour tout (θ, x) ∈ TS
2, où ◦ désigne le produit scalaire usuel sur R

3.

Preuve de la Proposition 2.4.3. Sous les conditions (2.1.3), de (2.4.6) on a

∂

∂xk
w̃4(B)i(y, x) = − yk

|y|2
n
∑

j=1

yj

∫ +∞

−∞
Bi,j(σy + x)dσdτ (2.4.18)

+
n
∑

j=1

yj

{

∫ − x◦y

|y|2

−∞

∫ τ

−∞

∂

∂xk
Bi,j(σy + x)dσdτ

−
∫ +∞

− x◦y

|y|2

∫ +∞

τ

∂

∂xk
Bi,j(σy + x)dσdτ

}

pour tous (y, x) ∈ R
n\{0} × R

n et i, k = 1 . . . n. Soient i, k, l = 1 . . . n. De
(2.4.18), il vient

∂

∂xk
w̃4(B)i(θ, x)−

∂

∂xi
w̃4(B)k(θ, x)

= −θk
n
∑

j=1

θj

∫ +∞

−∞
Bi,j(σθ + x)dσdτ + θi

n
∑

j=1

θj

∫ +∞

−∞
Bk,j(σθ + x)dσdτ

+
n
∑

j=1

θj

{∫ −x◦θ

−∞

∫ τ

−∞
[
∂

∂xk
Bi,j(σθ + x)− ∂

∂xi
Bk,j(σθ + x)]dσdτ

−
∫ +∞

−x◦θ

∫ +∞

τ

[
∂

∂xk
Bi,j(σθ + x)− ∂

∂xi
Bk,j(σθ + x)]dσdτ

}

(2.4.19)
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pour tous x ∈ R
n, θ ∈ S

n−1, θ = (θ1, . . . , θn). Comme B ∈ Fmag(Rn), on a

∂

∂xk
Bi,j(x)−

∂

∂xi
Bk,j(x) =

∂

∂xj
Bi,k(x), x ∈ R

n, j = 1 . . . n. (2.4.20)

Soit θ ∈ S
n−1. En utilisant (2.4.19), (2.1.3) et (2.4.20), on obtient (2.4.15). Sous

les conditions (2.1.3), la fonction hi,k,θ définie par hi,k,θ(x) = ∂
∂xk

w̃4(B)i(θ, x)

− ∂
∂xi
w̃4(B)k(θ, x), x ∈ R

n, vérifie hi,k,θ ∈ C1(Rn,R) et (2.4.16) est conséquence
immédiate de (2.4.15).

La Proposition 2.4.3 est démontrée.

Proposition 2.4.4. Soit B ∈ Fmag(Rn) satisfaisant (2.1.3). Si n = 2 alors
w4(B, θ, x) (défini par (2.4.2)) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1 ne détermine
pas de manière unique le champ magnétique B.

Si n ≥ 3 alors w4(B, θ, x) (défini par (2.4.2)) donné pour tout (θ, x) ∈
TS

n−1 détermine de manière unique le champ magnétique B. De plus on a les
égalités suivantes : si n = 3 alors

(−FB2,3,l(p),FB1,3,l(p),−FB1,2,l(p)) = (2.4.21)

(2π)−3/2

2
∑

j=1



θjp ◦





∫

Π
θ
j
p

e−iy◦pw̃4(B)2,3,l(θ
j
p, y)dy,

−
∫

Π
θ
j
p

e−iy◦pw̃4(B)1,3,l(θ
j
p, y)dy,

∫

Π
θ
j
p

e−iy◦pw̃4(B)1,2,l(θ
j
p, y)dy







 θjp,

pour tout p ∈ R
3\{0} et pour toute famille orthonormale {θ1

p, θ
2
p} du plan Πp,

où Πp′ désigne le plan vectoriel {y ∈ R
3|y ◦ p′ = 0} pour tout p′ ∈ R

3\{0}, et
F désigne la transformée de Fourier classique sur L1(R3) (i =

√
−1 et w̃4(B)

est définie par (2.4.6)) ;
si n ≥ 4 alors

PBj,k(θ, x) =
∂

∂xk
w̃4(B)j(θ, x)−

∂

∂xj
w̃4(B)k(θ, x) (2.4.22)

pour tout (θ, x) ∈ Ṽj,k, où Ṽj,k est la sous-variété de dimension (2n − 4) de
R
n×R

n définie par Ṽj,k = {(θ, x) ∈ TS
n−1|θ = (θ1, ..., θn), θj = θk = 0} (w̃4(B)

est définie par (2.4.6)).

Remarque 2.4.3. F. Nicoleau nous a fait remarqué que si n = 2 et si B ∈
Fmag(Rn) satisfait (2.1.3) et vérifie w4(B, θ, x) = 0 pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1

alors B est radial (voir Proposition A.4.2 de la sous-section A.4.3 de l’annexe).

Preuve de Proposition 2.4.4. Considérons d’abord le cas n = 2. Soit ξ ∈
C1(R+,R) et soit

B(x) =

(

0 ξ(|x|2)
−ξ(|x|2) 0

)

6≡ 0
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tels que B satisfasse (2.1.3) (e.g. ξ(t) = 1
(1+t)σ , t ∈ R

+, σ > 1 ou ξ(t) = e−t,

t ∈ R
+). On définit w6(B, θ, x) =

∫ 0

−∞
∫ τ

−∞ξ(|σθ+x|2)dσdτ −
∫ +∞

0

∫ +∞
τ

ξ(|σθ+

x|2)dσdτ, pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1. Soit (θ, x) ∈ TS

n−1. En utilisant |σθ +
x|2 = σ2 + |x|2, on obtient w6(B, θ, x) = 0. De cette égalité et de (2.4.2) on
obtient w4(B, θ, x) = w6(B, θ, x)(θ2,−θ1) = 0 (θ = (θ1, θ2)).

Supposons désormais n ≥ 3. On distinguera le cas n = 3 du cas n ≥ 4.
Considérons tout d’abord le cas n ≥ 4. Soient j, k = 1 . . . n, j 6= k. L’égalité
(2.4.15) implique (2.4.22). Soit x′ ∈ R

n. Comme n ≥ 4, la dimension de l’espace
vectoriel Hj,k = {(x1, . . . , xn) ∈ R

n|xj = xk = 0} est plus grande ou égale à
2. Soit {e1, e2} une famille orthonormale de Hj,k. Soit Y le plan affine de R

n

qui passe par x′ et dont l’espace vectoriel tangent est engendré par {e1, e2}.
De (2.4.22), on déduit que l’intégrale de Bj,k sur toute droite de Y est connue
à partir ∂

∂xk
w̃4(B)j(θ, x)− ∂

∂xj
w̃4(B)k(θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ Ṽj,k. Ainsi

en utilisant des résultats sur l’inversion de la transformée de rayons X, P ,
(voir (A.3.10) de la Section A.4 de l’Appendice), on obtient que Bj,k |Y peut

être reconstruit à partir de ∂
∂xk

w̃4(B)j(θ, x)− ∂
∂xj
w̃4(B)k(θ, x) donné pour tout

(θ, x) ∈ Ṽj,k (où Bj,k |Y désigne la restriction de Bj,k à Y ). Ainsi Bj,k(x
′) peut

être reconstruit à partir de ∂
∂xk

w̃4(B)j(θ, x)− ∂
∂xj
w̃4(B)k(θ, x) donné pour tout

(θ, x) ∈ Ṽj,k.
Maintenant on considère le cas n = 3. Soit l = 1 . . . 3. Sous les conditions

(2.1.3), Bj,k,l ∈ L1(R3) pour tous j, k = 1 . . . 3. Soit p ∈ R
3. À partir de

(2.4.17), on obtient

θ ◦ (−FB2,3,l(p),FB1,3,l(p),−FB1,2,l(p)) = (2.4.23)

(2π)−3/2θ ◦
(∫

Πθ

e−iy◦pw̃4(B)2,3,l(θ, y)dy, −
∫

Πθ

e−iy◦pw̃4(B)1,3,l(θ, y)dy,

∫

Πθ

e−iy◦pw̃4(B)1,2,l(θ, y)dy

)

pour tout θ ∈ S
2 tel que θ ◦ p = 0. Pour démontrer que (2.4.23) implique

(2.4.21), on aura besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.4.1. Sous les conditions (2.1.3),

(−FB2,3,l(p),FB1,3,l(p),−FB1,2,l(p)) ◦ p = 0, pour tout p ∈ R
3.

Le Lemme 2.4.1 et (2.4.23) implique (2.4.21).

Soient m, r = 1, 2, 3 m 6= r. En utilisant l’injectivité de la transformée de
Fourier et en utilisant (2.4.21), on obtient que Bm,r,l est déterminé de manière
unique par w4(B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1. Comme Bm,r s’annule
à l’infini, on déduit que Bm,r est déterminé de manière unique par w4(B, θ, x)
donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1.

La Proposition 2.4.4 est démontrée.
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Preuve du Lemme 2.4.1. On définit λ : R
3 → R par

λ(p) = (−FB2,3,l(p),FB1,3,l(p),−FB1,2,l(p)) ◦ p, p = (p1, p2, p3) ∈ R
3.

(2.4.24)
À partir de maintenant F désignera la transformée de Fourier des distri-

butions tempérées. Considérons la jauge transverse A de B définie par

A(x) = −
∫ 1

0

sB(sx)xds pour tout x ∈ R
n.

On note A(x) = (A1(x), . . . ,An(x)), x ∈ R
n. Sous les conditions (2.1.3) et par

définition de A, on a

Bi,k(x) =
∂Ak

∂xi
(x)− ∂Ai

∂xk
(x), (2.4.25)

|Ai(x)| ≤ β(1 + |x|)−1, (2.4.26)

pour tout x ∈ R
n et tous i, k = 1 . . . n, où β est une constante réelle positive.

De (2.4.26), on déduit que Ai définit une distribution tempérée de S ′(R3) pour
tout i = 1 . . . n. De (2.4.25) et (2.4.24) on déduit

< λ(p), φ > = < p1plp2FA3 − p1plp3FA2 − p2plp1FA3

+p2plp3FA1 + p3plp1FA2 − p3plp2FA1, φ >

= 0 (2.4.27)

pour tout φ ∈ S(R3). Comme Bm,r,l ∈ L1(R3), FBm,r,l est une fonction conti-
nue sur R

3 pour tous m, r = 1, 2, 3. Ainsi λ est continu sur R
3. De la continuité

de λ et de (2.4.27), on obtient que λ ≡ 0.
Le Lemme 2.4.1 est démontré.

Finalement nous sommes prêts pour démontrer la Proposition 2.1.2. On
commence par démontrer le troisième item de la Proposition 2.1.2. Soit n ≥ 3
et soient j, k, l trois entiers compris entre 1 et n et distincts deux à deux. Soit
β > α+2

2
. On pose h(y) = (1 + |y|2)β et on considère le champ B′ = (B′

i1,i2
) ∈

C1(Rn, An(R)) vérifiant les conditions (2.1.3) et défini par

B′
j,k(y) =

yl
h(|y|) , B

′
k,l(y) =

yj
h(|y|) , B

′
j,l(y) = − yk

h(|y|) , (2.4.28)

et B′
i1,i2

(y) = 0 si i1 6∈ {j, k, l}, pour tout y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n. Alors

w4(B
′, θ, x) ≡ 0, pour tout (θ, x) ∈ S

n−1. (2.4.29)

(voir début de la preuve de la Proposition A.4.2 donnée dans la sous-section
A.4.3 de l’annexe pour plus de détails). Le troisième item de la Proposition
2.1.2 est démontré.
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On remarque que

w4(B, θ, x) =
1

2
(w2(V,B, θ, x) + w2(V,B,−θ, x)), (2.4.30)

w5(V, θ, x) =
1

2
(w2(V,B, θ, x)− w2(V,B,−θ, x)), (2.4.31)

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1 (où w4 et w5 sont définis par (2.4.2), (2.4.3)).

Les items (i), (ii) et (iv) de la Proposition 2.1.2 se déduisent alors des
égalités (2.4.30)-(2.4.31), et des Propositions 2.4.2, 2.4.4. �

2.5 Préliminaires pour les preuves principales

2.5.1 Estimations de la force F et de la fonction g.

On rappelle les estimations vérifiées par F sous les conditions (2.1.2)-
(2.1.3), et déjà présentées au premier chapitre (voir (1.2.16), (1.2.19)) :

|F (x, v)| ≤ β1n(1 + |x|)−(α+1)(1 +
1

c
|v|), (2.5.1)

|F (x, v)− F (x′, v′)| ≤ nβ1
1

c
sup
ε∈[0,1]

(1 + |(1− ε)x+ εx′|)−(α+1)|v′ − v|(2.5.2)

+n3/2β2 sup
ε∈[0,1]

[

(1 + |(1− ε)x+ εx′|)−(α+2)(1 +
1

c
|(1− ε)v + εv′|)

]

|x′ − x|,

pour tous x, v, x′, v′ ∈ R
n et tous i, k = 1 . . . n, où F est définie par (1.2.1).

On rappelle que la fonction g : R
n → Bc définie au premier chapitre (voir

(1.2.8)) par

g(x) =
x

√

1 + |x|2
c2

, x ∈ R
n,

est un C∞ difféomorphisme de R
n sur Bc, et son inverse est la fonction de

classe C∞, g−1 : Bc → R
n, donnée par

g−1(x) =
x

√

1− |x|2
c2

, x ∈ Bc ;

la fonction g vérifie aussi les inégalités suivantes (voir Lemme 1.2.1) :

|∇gi(x)|2 ≤
1

1 + |x|2
c2

, (2.5.3)

|g(x)− g(y)| ≤ √
n sup
ε∈[0,1]

1
√

1 + |εx+(1−ε)y|2
c2

|x− y|, (2.5.4)

|∇gi(x)−∇gi(y)| ≤
3
√
n

c
sup
ε∈[0,1]

1

1 + |εx+(1−ε)y|2
c2

|x− y|, (2.5.5)
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pour tous x, y ∈ R
n et tout i = 1 . . . n, où g = (g1, . . . , gn).

2.5.2 Estimations d’intégrales

Nous utiliserons les estimations suivantes. Pour tous a > 0, b > 0, β > 1,

t
∫

−∞

(a+ b|s|)−β ds =
1

(β − 1)b(a− bt)β−1
, pour tout t ≤ 0, (2.5.6)

t
∫

−∞

(a+ b|s|)−β ds ≤ 2

(β − 1)baβ−1
, pour tout t ≥ 0. (2.5.7)

Pour tous a > 0, b > 0, β > 2,

t
∫

−∞

τ
∫

−∞

(a+ b|s|)−β ds dτ =
1

(β − 2)(β − 1)b2(a− bt)β−2
, pour tout t ≤ 0,

(2.5.8)
t
∫

0

t
∫

τ

(a+ bs)−β ds dτ ≤ 1

(β − 2)(β − 1)b2aβ−2
, pour tout t ≥ 0. (2.5.9)

Pour tous a ≥ 1, b > 0, β > 2,

t
∫

−∞

(a+ b|s|)−β(1 + |s|) ds ≤ b+ 1

(β − 2)b2(a− bt)β−2
, pour tout t ≤ 0, (2.5.10)

t
∫

−∞

(a+ b|s|)−β(1 + |s|) ds ≤ 2
b+ 1

(β − 2)b2aβ−2
, pour tout t ≥ 0. (2.5.11)

Pour tous a ≥ 1, b > 0, β > 3,

t
∫

0

t
∫

τ

(a+ bs)−β(1 + s) ds dτ ≤ b+ 1

(β − 3)(β − 2)b3aβ−3
, pour tout t ≥ 0.

(2.5.12)
La preuve de ces estimations ne présente pas de difficultés.

2.5.3 À propos de z1(c, n, β1, α, |x−|, r)
Supposons c, n, β1, α, |x−|, r fixés (avec 0 < r ≤ 1, r < c/

√
2).

Considérons la fonction d’une variable réelle σ :]
√

2r, c[→ R de classe C∞
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et définie par

σ(s) =
s

√

1− s2

c2

− 2α+4β1n(2 + r/c)

α(s/
√

2− r)(|x−|/
√

2 + 1)α
.

La fonction σ est une fonction strictement croissante (sa dérivée est
une fonction strictement positive), d’où l’on a à la fois unicité du réel
z1(c, n, β1, α, |x−|, r) défini dans la section 2.2 (par (2.2.8)) et l’observation
(I) de la section 2.3.

2.5.4 À propos de MT,r, 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2

Lemme 2.5.1. Soient (f, h), (f1, h1), (f2, h2) ∈ MT,r, v− ∈ Bc\{0}, x− ∈ R
n

tels que v− ◦ x− = 0, |v−| >
√

2r. Alors

ε(f1, h1) + (1− ε)(f2, h2) ∈MT,r, pour tout 0 ≤ ε ≤ 1, (2.5.13)

2(1 + |x− + v−s+ f(s)|) ≥ (1 + |x−|/
√

2 + (|v−|/
√

2− r)|s|), pour tout s ≤ T,
(2.5.14)

∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞
F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds

∣

∣

∣

∣

≤ β1n2α+2(2 + r/c)

α(|v−|/
√

2− r)(|x−|/
√

2 + 1)α
,

(2.5.15)



1 +
1

c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

g−1(v−) + ε1

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds+ ε2

u
∫

w

F (v−s

+x− + f2(s), v− + h2(s))ds|2
)−β ≤ (1 +

|v−|2
4(c2 − |v−|2)

)−β, (2.5.16)

pour tous u, t ∈] − ∞, T ], w ∈ [−∞, u], β > 0, −1 ≤ ε1, ε2 ≤ 1,
(f1, h1), (f2, h2) ∈MT,r et si |v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r), |v−| < c.

Preuve du Lemme 2.5.1. Compte tenu de la définition de MT,r, (2.5.13) est
immédiat. L’estimation (2.5.14) se déduit des estimations

2(1 + |x− + v−s+ f(s)|) ≥ 2 + |x− + v−s+ f(s)| ≥ 2 + |x− + v−s| − |f(s)|,
|x− + v−s| ≥ |x−|/

√
2 + |s||v−|/

√
2, car v− ◦ x− = 0,

|f(s)| ≤ |f(s)− sh(s)|+ |s||h(s)| ≤ (1 + |s|)‖(f, h)‖T
≤ r(1 + |s|) ≤ 1 + r|s|,

pour tous x− ∈ R
n, v− ∈ Bc, avec v− ◦ x− = 0, et pour tous (f, h) ∈ MT,r,

s ≤ T . L’estimation (2.5.1) avec (2.5.14) et (2.5.7) et |v−| ≤ c donne (2.5.15).
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L’estimation (2.5.15) donne, en particulier, pour tous u, t ∈] − ∞, T ], w ∈
[−∞, u], −1 ≤ ε1, ε2 ≤ 1, (f1, h1), (f2, h2) ∈MT,r

|g−1(v−) + ε1

∫ t

−∞
F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds

+ε2

∫ u

w

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds|

≥ |g−1(v−)| − β1n2α+3(2 + r/c)

α(|v−|/
√

2− r)(|x−|/
√

2 + 1)α

=
|v−|

√

1− |v−|2/c2
− β1n2α+3(2 + r/c)

α(|v−|/
√

2− r)(|x−|/
√

2 + 1)α

≥ c|v−|
2
√

c2 − |v−|2
, si |v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r), |v−| < c,

ce qui prouve l’estimation (2.5.16).

2.6 Preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3

2.6.1 Preuve du Lemme 2.2.1

La propriété

Av−,x−(f, h) ∈ C(]−∞, T ],Rn)2 pour tout (f, h) ∈MT,r (2.6.1)

(0 < r ≤ 1, r < |v−|/
√

2) se déduit de (2.1.2)-(2.1.3), (2.2.1) (appliqué à
« x »= g−1(v−) +

∫ τ

−∞ F (v−s + x− + f(s), v− + h(s))ds et « y »= g−1(v−)) et
de la définition de Av−,x− donnée au début de la section 2.2.

Désormais on fixe un réel r et on fixe v− ∈ Bc, x− ∈ R
n tels que 0 < r ≤ 1,

r < c/
√

2, |v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r), v− ◦ x− = 0. Considérons

A1
v−,x−(f, h)(t) =

t
∫

−∞

[

g(g−1(v−) +
τ
∫

−∞
F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)− v−

]

dτ,

A2
v−,x−(f, h)(t) = g(g−1(v−) +

t
∫

−∞
F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)− v−,

(2.6.2)
pour tout (f, h) ∈MT,r. Tout d’abord donnons une estimation de A2

v−,x−(f, h).
Remarquons que g(g−1(v−)) = v−. De (2.6.2), (2.5.4) (appliqué à « x »=

g−1(v−) +
∫ t

−∞ F (v−s + x− + f(s), v− + h(s))ds et « y »= g−1(v−)), (2.5.1),
(2.5.14) et de (2.5.16) on a

|A2
v−,x−(f, h)(t)| ≤ n3/2β12

α+1(2 + r/c)
√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

∫ t

−∞
(1+|x−|/

√
2+(|v−|/

√
2−r)|s|))−(α+1)ds.

(2.6.3)
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L’inégalité (2.6.3) combinée avec (2.5.6) donne une estimation de
A2
v−,x−(f, h)(t) pour t ≤ 0. L’inégalité (2.6.3) combinée avec (2.5.7) donne

une estimation de A2
v−,x−(f, h)(t) pour t ≤ T .

Maintenant nous allons estimer A1
v−,x−(f, h)(t)− tA2

v−,x−(f, h)(t).

De (2.6.3), (2.5.8) et (2.5.6), on a

|A1
v−,x−(f, h)(t)| ≤

n3/2β12
α+1(2 + r/c)( |v−|√

2
− r)−2

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

α(α− 1)(1 + |x−|√
2
− ( |v−|√

2
− r)t)α−1

,

(2.6.4)

|tA2
v−,x−(f, h)(t)| ≤ n3/2β12

α+1(2 + r/c)α−1(|v−|/
√

2− r)−2

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

(1 + |x−|/
√

2− (|v−|/
√

2− r)t)α−1

(2.6.5)
pour tout t ≤ T, t ≤ 0. De (2.6.4)-(2.6.5), on déduit

|A1
v−,x−(f, h)(t)− tA2

v−,x−(f, h)(t)|

≤ n3/2β12
α+1(2 + r/c)(|v−|/

√
2− r)−2

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

(α− 1)(1 + |x−|/
√

2− (|v−|/
√

2− r)t)α−1
,(2.6.6)

pour tout t ≤ T, t ≤ 0.

Pour tout t ≤ T, t ≥ 0, on remarque que

A1
v−,x−(f, h)(t)− tA2

v−,x−(f, h)(t) = (2.6.7)

A1
v−,x−(f, h)(0) +

t
∫

0



g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s),

v− + h(s))ds)− g(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)



 dτ.

Pour estimer A1
v−,x−(f, h)(0) on utilise l’estimation (2.6.4), i.e.

|A1
v−,x−(f, h)(0)| ≤ n3/2β12

α+1(2 + r
c
)

√

1 + |v−|2
(4(c2−|v−|2))

α(α− 1)( |v−|√
2
− r)2(1 + |x−|√

2
)α−1

. (2.6.8)

On estime le second terme de droite de (2.6.7) de la manière suivante : de
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(2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.9), on a
∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0



g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)

−g(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)



 dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
√
n

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

∫ t

0

∣

∣

∣

∣

∫ τ

t

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds

∣

∣

∣

∣

dτ

≤ n3/2β12
α+1(2 + r

c
)

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

α(α− 1)(|v−|/
√

2− r)2(1 + |x−|/
√

2)α−1
(2.6.9)

pour tout 0 ≤ t ≤ T. De (2.6.7)-(2.6.9), on déduit

|A1
v−,x−(f, h)(t)− tA2

v−,x−(f, h)(t)|

≤ n3/2β12
α+2(2 + r/c)(|v−|/

√
2− r)−2

√

1 + |v−|2
(4(c2−|v−|2)

α(α− 1)(1 + |x−|/
√

2)α−1
(2.6.10)

pour tout t ≤ T et 0 ≤ t. En utilisant (2.6.3) et (2.5.6), et en utilisant (2.6.6),
on obtient (2.2.9). En utilisant (2.6.3) et (2.5.7), et en utilisant (2.6.10), on
obtient (2.2.10).

Nous allons démontrer l’estimation (2.6.16) donné ci-dessous. Considérons
A2
v−,x−(f2, h2)(t) − A2

v−,x−(f1, h1)(t) pour (f1, h1), (f2, h2) ∈ MT,r (on rappelle

que 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2, |v−| < c, |v−| ≥ z1(c, n, β1, α, |x−|, r), v− ◦ x− = 0).
On a

A2
v−,x−(f2, h2)(t)− A2

v−,x−(f1, h1)(t) =

g(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds)

−g(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds) (2.6.11)

pour tout t ≤ T. De (2.6.11), (2.5.4) et (2.5.16), on déduit l’inégalité suivante

|A2
v−,x−(f2, h2)(t)− A2

v−,x−(f1, h1)(t)| ≤ (2.6.12)

√
n

√

1 + |v−|2
(4(c2−|v−|2))

t
∫

−∞

|F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))

−F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))|ds,
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pour tout t ≤ T. De (2.5.13), (2.5.14) et (2.5.2), on a

|F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))− F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))|
≤ n3/2β22

α+2(2 + r/c)(1 + |x−|/
√

2 + (|v−|/
√

2− r)|s|)−(α+2) (2.6.13)

×|f2(s)− f1(s)|+
nβ12

α+1

c
(1 + |x−|/

√
2 + (|v−|/

√
2− r)|s|)−(α+1)

×|h2(s)− h1(s)|,

pour tout s ≤ T . De plus

|f2(s)− f1(s)| ≤ (1 + |s|)‖(f2, h2)− (f1, h1)‖T , (2.6.14)

|h2(s)− h1(s)‖T ≤ ‖(f2, h2)− (f1, h1)‖T , (2.6.15)

pour tout s ≤ T. Ainsi de (2.6.12)-(2.6.15), on obtient

|A2
v−,x−(f2, h2)(t)− A2

v−,x−(f1, h1)(t)| ≤
n2β22

α+2(2 + r/c)‖(f2, h2)− (f1, h1)‖T
√

1 + (|v−|2/(4(c2 − |v−|2)))

×
∫ t

−∞
(1 + |x−|/

√
2 + (|v−|/

√
2− r)|s|)−(α+2)(1 + |s|)ds (2.6.16)

+
n3/2β12

α+1‖(f2, h2)− (f1, h1)‖T
c
√

1 + (|v−|2/(4(c2 − |v−|2)))

∫ t

−∞
(1 +

|x−|√
2

+ (
|v−|√

2
− r)|s|)−(α+1)ds

pour tout t ≤ T .

Nous allons démontrer les estimations (2.6.19) et (2.6.34) données ci-
dessous. De (2.6.16), (2.5.10) et (2.5.6), on a

|A1
v−,x−(f2, h2)(t)− A1

v−,x−(f1, h1)(t)| ≤
n2β̃

√

1 + |v−|2
(4(c2−|v−|2))

×
(1 + 1

c
)2α+3( |v−|√

2
+ 1− r)‖(f2, h2)− (f1, h1)‖T

α(α− 1)( |v−|√
2
− r)3(1 + |x−|√

2
− ( |v−|√

2
− r)t)α−1

, (2.6.17)

pour tout t ≤ T, t ≤ 0, où β̃ = max(β1, β2). De (2.6.16), (2.5.10) et (2.5.6),
on a

|t||A2
v−,x−(f2, h2)(t)− A2

v−,x−(f1, h1)(t)| ≤
n2β̃

√

1 + (|v−|2/(4(c2 − |v−|2)))

× (1 + 1
c
)2α+3(|v−|/

√
2 + 1− r)‖(f2, h2)− (f1, h1)‖T

α(|v−|/
√

2− r)3(1 + |x−|/
√

2− (|v−|/
√

2− r)t)(α−1)
, (2.6.18)
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pour tout t ≤ T, t ≤ 0. Ainsi de (2.6.17), (2.6.18), on déduit

|A1
v−,x−(f2, h2)(t)− A1

v−,x−(f1, h1)(t)

−t(A2
v−,x−(f2, h2)(t)− A2

v−,x−(f1, h1)(t))| ≤
n2β̃

√

1 + |v−|2
(4(c2−|v−|2))

×
(1 + 1

c
)2α+3( |v−|√

2
+ 1− r)‖(f2, h2)− (f1, h1)‖T

(α− 1)( |v−|√
2
− r)3(1 + |x−|√

2
− ( |v−|√

2
− r)t)(α−1)

(2.6.19)

pour tout t ≤ T, t ≤ 0.
Pour 0 ≤ t ≤ T , en utilisant (2.6.7) on obtient

|A1
v−,x−(f2, h2)(t)− A1

v−,x−(f1, h1)(t)− t(A2
v−,x−(f2, h2)(t)− A2

v−,x−(f1, h1)(t))|

≤ |A1
v−,x−(f2, h2)(0)− A1

v−,x−(f1, h1)(0)|

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0



g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds)

−g(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds)

−g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds)

+g(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds)



 dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.(2.6.20)

De (2.6.17), on a

|A1
v−,x−(f2, h2)(0)− A1

v−,x−(f1, h1)(0)|

≤
n2β̃(1 + 1

c
)2α+3( |v−|√

2
+ 1− r)‖(f2, h2)− (f1, h1)‖T

√

1 + |v−|2
(4(c2−|v−|2))

α(α− 1)( |v−|√
2
− r)3(1 + |x−|√

2
)α−1

. (2.6.21)

Afin d’estimer le second terme de droite de (2.6.20), on estimera

t
∫

0



gj(g
−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds)

−gj(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds)
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−gj(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds) (2.6.22)

+gj(g
−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds)



 dτ

pour tous 1 ≤ j ≤ n et 0 ≤ t ≤ T .
Soient 1 ≤ j ≤ n, 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ τ ≤ t. Remarquons que

gj(g
−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds)

−gj(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds)

−(gj(g
−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds)

−gj(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds))

= ∆1
j,t(τ) + ∆2

j,t(τ) (2.6.23)

où

∆1
j,t(τ) =

∫ τ

t

(F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))− F (v−s+ x− (2.6.24)

+f1(s), v− + h1(s)))ds ◦
∫ 1

0

∇gj



g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s),

v− + h2(s))ds+ ε

τ
∫

t

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds



 dε,

∆2
j,t(τ) =

∫ τ

t

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds (2.6.25)

◦
∫ 1

0



∇gj(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds

+ε

τ
∫

t

F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))ds)
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−∇gj(g−1(v−) +

t
∫

−∞

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds

+ε

τ
∫

t

F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))ds)



 dε,

où ◦ désigne le produit scalaire usuel sur R
n.

Pour estimer (2.6.24) on utilise tout d’abord (2.5.3), puis (2.5.2), (2.5.16),
(2.5.14) et (2.6.14)-(2.6.15), et on obtient

|∆1
j,t(τ)| ≤

n3/2β22
α+2(2 + r/c)

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

‖(f2 − f1, h2 − h1)‖T

×
∫ t

τ

(1 + |x−|/
√

2 + (|v−|/
√

2− r)s)−(α+2)(1 + s)ds

+
nβ12

α+1

c
√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

∫ t

τ

(1 + |x−|/
√

2 + (|v−|/
√

2− r)s)−(α+1)ds

×‖(f2 − f1, h2 − h1)‖T . (2.6.26)

Ainsi de (2.5.9) et (2.5.12), on a

∫ t

0

|∆1
j,t(τ)|dτ ≤

n3/2β̃2α+3(1 + c−1)( |v−|√
2

+ 1− r)
√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

α(α− 1)( |v−|√
2
− r)3(1 + |x−|√

2
)α−1

×‖(f2 − f1, h2 − h1)‖T , (2.6.27)

où β̃ = max(β1, β2). Pour estimer (2.6.25), on utilise d’abord (2.5.5), puis
(2.5.16), et on obtient

|∆2
j,t(τ)| ≤

∫ t

τ

|F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))|ds
[

3c−1
√
n

(1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

)

×
1
∫

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

−∞

(F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))− F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s)))ds

+ε

τ
∫

t

(F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))− F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s)))ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dε



 .

(2.6.28)
On utilisera
∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

−∞

(F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))− F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s)))ds



76 CHAPITRE 2. DIFFUSION INVERSE AUX HAUTES ÉNERGIES

+ε

τ
∫

t

(F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))− F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s)))ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2

t
∫

−∞

|(F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))−F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s)))|ds,

(2.6.29)
pour tout 0 ≤ ε ≤ 1 (on rappelle que τ ≤ t).

De (2.6.28), (2.6.29), on déduit

|∆2
j,t(τ)| ≤

6
√
n

c(1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

)

∫ t

τ

|F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))|ds

×
t
∫

−∞

|(F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))− F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s)))|ds.

(2.6.30)
En utilisant (2.5.2), (2.5.14), (2.6.14)-(2.6.15), (2.5.7) et (2.5.11), on obtient

t
∫

−∞

|F (v−s+ x− + f2(s), v− + h2(s))− F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))|ds

≤ n3/2β̃2α+4(1 + 1/c)(|v−|/
√

2 + 1− r)
α(|v−|/

√
2− r)2(1 + |x−|/

√
2)α

‖(f2 − f1, h2 − h1)‖T . (2.6.31)

En utilisant (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.9), on obtient

t
∫

0

t
∫

τ

|F (v−s+ x− + f1(s), v− + h1(s))|dsdτ ≤
nβ12

α+1(2 + r/c)

α(α− 1)( |v−|√
2
− r)2(1 + |x−|√

2
)α−1

.

(2.6.32)
De (2.6.30)-(2.6.32), on déduit

∫ t

0

|∆2
j,t(τ)| ≤

3n3β̃222α+6(1 + 1
c
)(2 + r

c
)( |v−|√

2
+ 1− r)

c(1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

)α2(α− 1)( |v−|√
2
− r)4(1 + |x−|√

2
)2α−1

×‖(f2 − f1, h2 − h1)‖T . (2.6.33)

De (2.6.20), (2.6.21), (2.6.23), (2.6.27) et (2.6.33), on a

|A1
v−,x−(f2, h2)(t)− A1

v−,x−(f1, h1)(t)− t(A2
v−,x−(f2, h2)(t)− A2

v−,x−(f1, h1)(t))|
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≤
n2β̃2α+3(1 + 1

c
)( |v−|√

2
+ 1− r)

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

α(α− 1)( |v−|√
2
− r)3(1 + |x−|√

2
)α−1

×



2 +
3

c
√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

n3/2β̃2α+3(2 + r
c
)

α( |v−|√
2
− r)(1 + |x−|√

2
)α





×‖(f1 − f2, h1 − h2)‖T ,
ce qui implique

|A1
v−,x−(f2, h2)(t)− A1

v−,x−(f1, h1)(t)− t(A2
v−,x−(f2, h2)(t)− A2

v−,x−(f1, h1)(t))|

≤ n7/2β̃(1 + β̃)3(1 + 1/c)322α+7(|v−|/
√

2 + 1− r)2

√

1 + (|v−|2/(4(c2 − |v−|2)))α(α− 1)(|v−|/
√

2− r)4(1 + |x−|/
√

2)α−1

×‖(f1 − f2, h1 − h2)‖T . (2.6.34)

En utilisant (2.6.16), (2.5.6), (2.5.10) et (2.6.19), on obtient (2.2.11). En utili-
sant (2.6.16), (2.5.7), (2.5.11) et (2.6.34), on obtient (2.2.12). On a démontré
le Lemme 2.2.1. �

2.6.2 Preuve du Lemme 2.2.2

Les estimations (2.2.15) et (2.2.16) sont conséquences immédiates de
(2.6.3), (2.5.6) et (2.6.4).

De (2.5.1), (2.5.14), (2.5.7) et de |v−| ≤ c, on obtient que l’intégrale

+∞
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds

converge absolument pour tout (f, h) ∈ MT,r. De plus, en utilisant (2.5.4),
(2.5.16), puis (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.8), on a pour tout u > 0

∫ +∞

u

∣

∣

∣

∣

∣

∣

g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v−s+ h(s))ds)

−g(g−1(v−) +

+∞
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dτ

≤ n3/2β12
α+1(2 + r

c
)

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

+∞
∫

u

+∞
∫

τ

(1 + |x−|/
√

2 + (|v−|/
√

2− r)s)−(α+1)dsdτ

≤ n3/2β12
α+1(2 + r/c)(1 + |x−|/

√
2 + (|v−|/

√
2− r)u)−(α−1)

√

1 + |v−|2
4(c2−|v−|2)

α(α− 1)(|v−|/
√

2− r)2
. (2.6.35)
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Ainsi on peut réécrire A1
v−,x− sous la forme

A1
v−,x−(f, h)(t) = t



g(g−1(v−) +

+∞
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)− v−





+

0
∫

−∞



g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)− v−



 dτ

+

+∞
∫

0



g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)

−g(g−1(v−) +

+∞
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)



 dτ

−
+∞
∫

t



g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)

− g(g−1(v−) +

+∞
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)



 dτ (2.6.36)

et on obtient alors (2.2.17) et (2.2.18)-(2.2.19), où

Hv−,x−(f, h)(t) =

+∞
∫

t



g(g−1(v−) +

+∞
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)

−g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)



 dτ. (2.6.37)

Les formules (2.6.37) et (2.6.35) donnent (2.2.23). En utilisant (2.6.37), (2.5.4),
(2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.6), on obtient (2.2.22).

En utilisant (2.2.18), (2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.7), on obtient
(2.2.20).

On écrit

lv−,x−(f, h) = A1
v−,x−(f, h)(0) +

+∞
∫

0



g(g−1(v−) +

τ
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s),

v− + h(s))ds)− g(g−1(v−) +

+∞
∫

−∞

F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)



 dτ.

(2.6.38)
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En utilisant (2.6.38), (2.6.8) et (2.6.35), on obtient (2.2.21).
Finalement on a démontré le Lemme 2.2.2. �

2.6.3 Preuve du Lemme 2.2.3

En utilisant (2.2.4) et (2.2.10), on obtient

‖(y−, u−)− (0, 0)‖T = ‖(y−, u−)‖T ≤ ρ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r), T = +∞.

En utilisant (2.2.18), (2.6.11) avec (2.6.16) et (2.5.11) (T = +∞ et t→ +∞),
on obtient (2.2.24).

De (2.6.38), on a

|lv−,x−(y−, u−)− lv−,x−(0, 0)| ≤ |A1
v−,x−(y−, u−)(0)− A1

v−,x−(0, 0)(0)| (2.6.39)

+

∣

∣

∣

∣

lim
t→+∞

{∫ t

0

[

g(g−1(v−) +

∫ τ

−∞
F (v−s+ x− + y−(s), v− + u−(s))ds)

−g(g−1(v−) +
∫ t

−∞ F (v−s+ x− + y−(s), v− + u−(s))ds)

−g(g−1(v−) +
τ
∫

−∞
F (v−s+ x−, v−)ds) + g(g−1(v−) +

t
∫

−∞
F (v−s+ x−, v−)ds)

−
(

g(g−1(v−) +
∫ +∞
−∞ F (v−s+ x− + y−(s), v− + u−(s))ds)

−g(g−1(v−) +
t
∫

−∞
F (v−s+ x− + y−(s) + u−(s))ds)

)

+ (g(g−1(v−)

+
+∞
∫

−∞
F (v−s+ x−)ds)− g(g−1(v−) +

t
∫

−∞
F (v−s+ x−)ds)

)]

dτ

}∣

∣

∣

∣

.

En utilisant (2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.6), on obtient

t

∣

∣

∣

∣

g(g−1(v−) +
+∞
∫

−∞
F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)

−g(g−1(v−) +
t
∫

−∞
F (v−s+ x− + f(s), v− + h(s))ds)

∣

∣

∣

∣

−→
t→+∞

0,

(2.6.40)

pour tous t > 0, (f, h) ∈MT,r.
De (2.6.39) et (2.6.40), on obtient

|lv−,x−(y−, u−)− lv−,x−(0, 0)| ≤ |A1
v−,x−(y−, u−)(0)− A1

v−,x−(0, 0)(0)| (2.6.41)

+
∣

∣

∣
limt→+∞

{

∫ t

0

[

g(g−1(v−) +
∫ τ

−∞ F (v−s+ x− + y−(s), v− + u−(s))ds)

−g(g−1(v−) +
∫ t

−∞ F (v−s+ x− + y−(s), v− + u−(s))ds)− g(g−1(v−)

+
∫ τ

−∞ F (v−s+ x−, v−)ds) + g(g−1(v−) +
∫ t

−∞ F (v−s+ x−, v−)ds)
]

dτ
}∣

∣

∣
.

En utilisant (2.6.21)-(2.6.23), (2.6.27) et (2.6.33), et en utilisant l’inégalité
‖(y−, u−)‖T ≤ ρ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r), T = +∞, et (2.6.41), nous obtenons
(2.2.26).
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Nous allons maintenant démontrer (2.2.25). Tout d’abord

v− + kv−,x−(y−, u−) = g(g−1(v−) +

∫ +∞

−∞
F (v−s+ x− + y−(s), v− + u−(s))ds).

(2.6.42)
En utilisant l’intégrale première du mouvement E, nous avons |v−| = |v− +
kv−,x−(y−, u−)|, et en appliquant g−1 à l’égalité (2.6.42), nous obtenons

kv−,x−(y−, u−)
√

1− |v−|2/c2
=

∫ +∞

−∞
F (v−s+ x− + y−(s), v− + u−(s))ds. (2.6.43)

De (2.6.43), (2.6.13), (2.6.14)-(2.6.15), (2.5.7) et (2.5.11) et de ‖(y−, u−)‖T ≤
ρ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r), T = +∞, nous obtenons

∣

∣

∣

∣

∣

∣

kv−,x−(y−, u−)
√

1− |v−|2/c2
−

+∞
∫

−∞

F (v−s+ x−, v−)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
+∞
∫

−∞

|F (v−s+ x− + y−(s), v−

+u−(s))− F (v−s+ x−, v−)|ds

≤
n3/2β̃2α+4(1 + 1

c
)( |v−|√

2
− r + 1)

α( |v−|√
2
− r)2(1 + |x−|√

2
)α

×ρ(c, n, β̃, α, |v−|, |x−|, r).

Finalement, on a démontré le Lemme 2.2.3. �

2.7 Preuve du Théorème 2.3.2

On suppose toujours que les constantes α, n, c, β1, β2 sont fixées. On fixe
(θ, x) ∈ TS

n−1.
On utilisera l’inégalité suivante
∣

∣

∣

∣

1

s

∫ u

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

≤ 2β1n

α(s/
√

2)(1 + |x|/
√

2− u/
√

2)α
, (2.7.1)

pour tous s ∈]0, c[ et u ∈]−∞, 0] ; et on utilisera l’inégalité

∣

∣

∣

∣

1

s

∫ +∞

u

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

≤ 2β1n

α(s/
√

2)(1 + |x|/
√

2 + u/
√

2)α
, (2.7.2)

pour tous s ∈]0, c[ et u ∈ [0,+∞[.
Commençons par démontrer (2.7.1) (la preuve de (2.7.2) est tout à fait

similaire à celle de (2.7.1)).
Comme θ ◦ x = 0 et |θ| = 1, on a

|x+ wθ| ≥ |x|/
√

2 + |w|/
√

2, (2.7.3)
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pour tout w ∈ R. L’estimation (2.7.1) se déduit alors de (2.5.1), (2.7.3) et
(2.5.6).

Avant de démontrer le Théorème 2.3.2, nous aurons besoin de trois lemmes
(Lemmes 2.7.1, 2.7.2, 2.7.3) que l’on énonce et que l’on démontre ci-dessous.

Lemme 2.7.1. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), il existe une fonction
g̃c,n,β0,β1,α,|x| :]−∞, 0]→ [0,+∞[ intégrable sur ]−∞, 0] telle que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(1 + δ1(c, θ, x, s, u))
− 1

2 − 1−
V (x+ uθ)

√

1− s2

c2

c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ g̃c,n,β0,β1,α,|x|(u)(1− s2/c2), (2.7.4)

pour tous u ∈] −∞, 0], s ∈ [z2(c, n, β1, α, |x|), c[, où z2 est défini par (2.3.13)
et

δ1(c, θ, x, s, u) =

−2V (x+ uθ)
√

1− s2

c2
+

1− s2

c2

s2

∣

∣

∣

∣

u
∫

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2

c2
≥ −3

4
,

(2.7.5)
pour tous u ∈]−∞, 0], s ∈ [z2(c, n, β1, α, |x|), c[.
Preuve du Lemme 2.7.1. Soient s ∈]0, c[, s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|) et u ∈]−∞, 0].
De (2.7.1) et de la définition de z2(c, n, β1, α, |x|) (voir (2.3.13)), on obtient

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sθ
√

1− s2

c2

+
1

s

u
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ s

2
√

1− s2/c2
. (2.7.6)

En développant le carré de la norme on obtient :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

sθ
√

1− s2

c2

+
1

s

u
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
s2

1− s2

c2

− 2V (x+ uθ)
√

1− s2/c2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

s

u
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

(2.7.7)

(remarquons que (B(x)y) ◦ y = 0 pour tous x, y ∈ R
n, où ◦ désigne le produit

scalaire usuel sur R
n). En utilisant (2.7.6) et (2.7.7), on obtient

δ1(c, θ, x, s, u) =

1 + 1
c2

∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

∫ u

−∞ F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2

1 + s2

c2−s2
− 1

≥
1 + s2

4(c2−s2)

1 + s2

c2−s2
− 1 ≥ −3/4. (2.7.8)
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De plus, de la définition de δ1(c, θ, x, s, u), et de (2.1.2)-(2.1.3), (2.5.1), (2.7.1),
(2.5.6) et de l’hypothèse s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|), s < c, on a

|δ1(c, θ, x, s, u)| ≤
√

1− s2/c2

[

β02(1 + |x|/
√

2− u/
√

2)−α

c2

+

√

1− z2(c,n,β1,α,|x|)2
c2

β2
1n

28(1 + |x|√
2
− u√

2
)−2α

z2(c, n, β1, α, |x|)2c2α2



 .(2.7.9)

En utilisant le développement de Taylor de la fonction ] − 1,+∞[→ R,
δ 7→ (1 + δ)−1/2 en δ = 0, on a,

(1 + δ1(c, θ, x, s, u))
− 1

2 − 1− V (x+uθ)
q

1− s2

c2

c2
= −1− s2

c2

2s2c2

∣

∣

∣

∣

u
∫

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2

+3
4

∫ 1

0
(1− w)(1 + wδ1(c, θ, x, s, u))

−5/2dw δ1(c, θ, x, s, u)
2. (2.7.10)

On estime le premier terme du côté droit de (2.7.10) grâce à (2.5.1), (2.7.1),
(2.5.6). On estime le second terme du côté droit de (2.7.10) en utilisant (2.7.8)
et (2.7.9). En utilisant aussi l’inégalité s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|), on obtient fina-
lement
∣

∣

∣

∣

∣

∣

(1 + δ1(c, θ, x, s, u))
− 1

2 − 1−
V (x+ uθ)

√

1− s2

c2

c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (1−s2/c2)g̃c,n,β0,β1,α,|x|(u)

où

g̃c,n,β0,β1,α,|x|(u) =
8n2β2

1

c2z2(c,n,β1,α,|x|)2α2(1+|x|/
√

2−u/
√

2)2α

+45/2 3
2c4

[

β0(1 + |x|/
√

2− u/
√

2)−α

+

√
1−z2(c,n,β1,α,|x|)2/c24β2

1n
2(1+|x|/

√
2−u/

√
2)−2α

z2(c,n,β1,α,|x|)2α2

]2

.

Finalement, on a démontré le Lemme 2.7.1.

Lemme 2.7.2. Soit β un réel strictement positif et soit s ∈]0, c[, s ≥ z2(c, n,
β1, α, |x|). Alors il existe un nombre réel strictement positif kβ,c,n,β1,α,|x| tel que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

1 +
1− s2/c2

s2c2

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2
)−β

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (1− s2/c2)kβ,c,n,β1,α,|x|.

Preuve du Lemme 2.7.2. On définit

δ2(c, θ, x, s) =
1− s2/c2

s2c2

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2

≥ 0. (2.7.11)
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En utilisant (2.7.1)-(2.7.2) et l’inégalité s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|), on obtient

δ2(c, θ, x, s) ≤ (1− s2/c2)
32n2β2

1

c2z2(c, n, β1, α, |x|)2α2(1 + |x|/
√

2)2α
. (2.7.12)

En utilisant le développement de Taylor de la fonction ] − 1,+∞[→ R, δ 7→
(1 + δ)−β en δ = 0, et en utilisant (2.7.11), on obtient

(1 + δ2(c, θ, x, s))
−β − 1 = −βδ2(c, θ, x, s)

∫ 1

0

(1 + wδ2(c, θ, x, s))
−(β+1)dw.

(2.7.13)
De (2.7.11)-(2.7.13), on a

|(1 + δ2(c, θ, x, s))
−β − 1| ≤ βδ2(c, θ, x, s) ≤ (1− s2/c2)kβ,c,d,β1,α,|x|,

où

kβ,c,n,β1,α,|x| =
32βn2β2

1

c2z2(c, n, β1, α, |x|)2α2(1 + |x|/
√

2)2α
.

Finalement, on a démontré le Lemme 2.7.2.

On suppose toujours que (θ, x) ∈ TS
n−1, et que les constantes α, n, c, β1,

β2 sont fixées. Soient s ∈]0, c[, s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|), u ∈ [0,+∞[. On définit

A(c, θ, x, s, u) = (1 + t(c, θ, x, s, u))−1/2 , (2.7.14)

où

t(c, θ, x, s, u) =

1 + 1
c2

∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

∫ u

−∞ F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2

1 + 1
c2

∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

∫ +∞
−∞ F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2 − 1. (2.7.15)

En développant le carré des normes qui apparaissent au dénominateur et au
numérateur de la fraction du côté droit de (2.7.15), on obtient

t(c, θ, x, s, u) =
−2V (x+ uθ)

√

1− s2/c2 + 1−s2/c2
s2

∣

∣

∣

∫ +∞
u

F (x+ τθ, sθ)dτ
∣

∣

∣

2

(

1 + (1−s2/c2)
s2c2

∣

∣

∣

∫ +∞
−∞ F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

2
)

c2

−

2(1−s2/c2)
s2

+∞
∫

u

F (x+ τθ, sθ)dτ ◦
+∞
∫

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

(

1 + (1−s2/c2)
s2c2

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2
)

c2

, (2.7.16)

où ◦ désigne le produit scalaire sur R
n.
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Lemme 2.7.3. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), il existe une fonction
hc,n,β0,β1,α,|x| : [0,+∞[→ [0,+∞[ intégrable sur [0,+∞[ telle que pour tous
s ∈]0, c[, s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|), u ∈ [0,+∞[, on a

∣

∣

∣

∣

∣

A(c, θ, x, s, u)− 1− V (x+ uθ)

√

1− s2/c2

c2

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (1− s2/c2)hc,n,β0,β1,α,|x|(u).

Preuve du Lemme 2.7.3. On cherche tout d’abord une borne supérieure sur
t(c, θ, x, s, u). On a

∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

u
∫

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

≥
∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

+∞
∫

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

1
s

∫ +∞
u

F (x+ τθ, sθ)dτ
∣

∣

∣ . (2.7.17)

De (2.7.1)-(2.7.2), on a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sθ
√

1− s2/c2
+

1

s

+∞
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ s
√

1− s2/c2
− 4β1n

α(s/
√

2)(1 + |x|/
√

2)α
.

(2.7.18)
En utilisant d’abord (2.7.2) puis l’inégalité s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|) et (2.7.18),
on a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

s

+∞
∫

u

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2β1n

(s/
√

2)α(1 + |x|/
√

2)α

≤ 1

6





s
√

1− s2

c2

− 4β1n

α s√
2
(1 + |x|√

2
)α





≤ 1

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sθ
√

1− s2

c2

+
1

s

+∞
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,(2.7.19)

et de (2.7.17) et (2.7.19), on obtient

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sθ
√

1− s2

c2

+
1

s

u
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ 5

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sθ
√

1− s2

c2

+
1

s

+∞
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(2.7.20)
En utilisant (2.7.15) et (2.7.20), on a

t(c, θ, x, s, u) ≥ 25

36
− 1 = −11

36
. (2.7.21)
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On cherche maintenant une borne supérieure pour t(c, θ, x, s, u). Le côté
droit de (2.7.16) est une soustraction de deux fractions dont le dénominateur
est plus grand que c2, ce qui implique

|t(c, θ, x, s, u)| ≤ 1

c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2V (x+ uθ)

√

1− s2

c2
+

1− s2

c2

s2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

u

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

−2(1− s2

c2
)

s2

+∞
∫

u

F (x+ τθ, sθ)dτ ◦
+∞
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (2.7.22)

où ◦ désigne le produit scalaire sur R
n. Ainsi, en utilisant (2.1.2), (2.7.1)-

(2.7.2), on obtient

|t(c, θ, x, s, u)| ≤ c−2
√

1− s2/c2
[

2β0(1 + |x|/
√

2 + u/
√

2)−α

+

√

1− z2(c, n, β1, α, |x|)2/c2

z2(c, n, β1, α, |x|)2

n2β2
18

α2(1 + |x|/
√

2 + u/
√

2)2α
(2.7.23)

+

√

1− z2(c, n, β1, α, |x|)2/c2

z2(c, n, β1, α, |x|)2

n2β2
132

α2(1 + |x|/
√

2 + u/
√

2)α(1 + |x|/
√

2)α

]

.

En utilisant (2.7.14), (2.7.21), et le développement de Taylor de la fonction
]− 1,+∞[→ R, δ 7→ (1 + δ)−1/2 en δ = 0, et en utilisant (2.7.16), on obtient

∣

∣

∣

∣

∣

A(c, θ, x, s, u)− 1− V (x+ uθ)
√

1− s2/c2

c2

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1

2
t(c, θ, x, s, u) +

3

4

1
∫

0

(1− w)(1 + w t(c, θ, x, s, u))−
5
2dw t(c, θ, x, s, u)2

−V (x+ uθ)
√

1− s2/c2

c2

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

V (x+ uθ)
√

1− s2

c2

c2






1−



1 +
1− s2

c2

c2s2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

−∞

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2



−1






∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

2(1−s2/c2)
s2

+∞
∫

u

|F (x+ τθ, sθ)|dτ
+∞
∫

−∞
|F (x+ τθ, sθ)|dτ

(

1 + (1−s2/c2)
s2c2

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2
)

c2
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+
1

2

1−s2/c2
s2

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

u

F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2

(

1 + (1−s2/c2)
s2c2

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

−∞
F (x+ τθ, sθ)dτ

∣

∣

∣

∣

2
)

c2

+
3

8
(
25

36
)−

5
2 t(c, θ, x, s, u)2. (2.7.24)

On utilise le Lemme 2.7.2, les conditions (2.1.2) et le fait que s ≥ z2(c, n, β1, α,
|x|) pour estimer le premier terme du côté droit de l’inégalité (2.7.24). Afin
d’estimer les deuxième et troisième termes du côté droit de l’inégalité (2.7.24),
on utilise le fait que le dénominateur est plus grand que c2, et on utilise aussi
(2.7.1)-(2.7.2), et le fait que s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|). On estime le quatrième
terme du côté droit de l’inégalité (2.7.24) par (2.7.23). Ainsi on obtient

∣

∣

∣

∣

∣

A(c, θ, x, s, u)− 1− V (x+ uθ)
√

1− s2/c2

c2

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (1− s2/c2)hc,n,β0,β1,α,|x|(u),

où

hc,n,β0,β1,α,|x|(u) =

1

c2
(1 + |x|/

√
2 + u/

√
2)−α

{

β0k1,c,n,β1,α,|x|
√

1− z2(c, n, β1, α, |x|)2/c2

+
4β2

1n
2

α2z2(c, n, β1, α, |x|)2

(

(1 + |x|/
√

2 + u/
√

2)−α + 4(1 + |x|/
√

2)−α
)

+
3

2c2
(
25

36
)−

5
2

[

β0(1 + |x|/
√

2 + u/
√

2)−α/2

+
4n2β2

1

√

1− z2(c, n, β1, α, |x|)2/c2

z2(c, n, β1, α, |x|)2α2(1 + |x|/
√

2 + u/
√

2)α/2

×
(

(1 + |x|/
√

2 + u/
√

2)−α + 4(1 + |x|/
√

2)−α
)]2
}

.

Finalement, on a démontré le Lemme 2.7.3.

Preuve du Théorème 2.3.2. On suppose que les constantes α, n, c, β1 et β2

sont fixées. Soit (θ, x) ∈ TS
n−1 et soit s ∈]0, c[, s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|). On va

étudier l’asymptotique de lsθ,x(0, 0) qui est défini par la formule (2.2.19).

Tout d’abord, on cherche l’asymptotique de

0
∫

−∞



g(g−1(sθ) +

τ
∫

−∞

F (usθ + x, sθ)du)− sθ



 dτ.
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Par les changements de variables sucessifs « τ »= sτ , puis « u »= su, on obtient

0
∫

−∞



g(g−1(sθ) +

τ
∫

−∞

F (usθ + x, sθ)du)− sθ



 dτ

=

0
∫

−∞













θ√
1−s2/c2

+ 1
s2

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

√

1 + c−2

∣

∣

∣

∣

sθ
q

1− s2

c2

+ 1
s

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

2
− θ













dτ. (2.7.25)

En développant le carré de la norme qui apparâıt au dénominateur de la frac-
tion sous l’intégrale du côté droit de l’égalité (2.7.25), ce dénominateur devient



1 + c−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sθ
√

1− s2/c2
+

1

s

τ
∫

−∞

F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2



−1/2

=

(1 + δ1(c, θ, x, s, τ))
−1/2(1− s2/c2)1/2, (2.7.26)

où δ1 est défini par (2.7.5). On définit

Λ1(θ, x, s) =

∣

∣

∣

∣

(1− s2/c2)−
1
2

0
∫

−∞

[

g(g−1(sθ) +
τ
∫

−∞
F (usθ + x, sθ)du)− sθ

]

dτ

−c−2
∫ 0

−∞V (τθ + x)dτθ − s−2
∫ 0

−∞
∫ τ

−∞F (uθ + x, sθ)dudτ
∣

∣

∣
. (2.7.27)

De (2.7.25)-(2.7.27), on a

Λ1(θ, x, s) ≤
0
∫

−∞

∣

∣

∣(1 + δ1(c, θ, x, s, τ))
− 1

2 − 1− c−2V (τθ + x)
√

1− s2/c2
∣

∣

∣

×
(

1√
1−s2/c2

+ s−2
τ
∫

−∞
|F (uθ + x, sθ)|du

)

dτ

+
0
∫

−∞

∣

∣

∣

∣

(1 + 1
c2
V (τθ + x)

√

1− s2

c2
)

(

θ
q

1− s2

c2

+ 1
s2

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

)

− θ√
1−s2/c2

− c−2V (τθ + x)θ − s−2
τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

dτ. (2.7.28)

On estime la première intégrale du côté droit de (2.7.28) en utilisant le
Lemme 2.7.1. Par conséquent en développant le premier produit sous la se-
conde intégrale de la forme

∫ 0

−∞ située du côté droit de (2.7.28), on obtient

Λ1(θ, x, s) ≤
√

1− s2

c2

0
∫

−∞

[

g̃c,n,β0,β1,α,|x|(τ)

(

1 + 1
s2

√

1− s2

c2

τ
∫

−∞
|F (uθ + x,

sθ)|du) +

∣

∣

∣

∣

V (τθ+x)
s2c2

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

]

dτ. (2.7.29)



88 CHAPITRE 2. DIFFUSION INVERSE AUX HAUTES ÉNERGIES

On définit |V |∞ = supy∈Rn |V (y)|. En utilisant (2.7.29), (2.1.2), (2.7.1)-(2.7.2)
et (2.5.8), et le fait que s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|), on a

Λ1(θ, x, s) ≤
√

1− s2/c2
[(

1 +

√
1−z2(c,n,β1,α,|x|)2/c2
z2(c,n,β1,α,|x|)2

β1n2
√

2

α(1+|x|/
√

2)α

)

×
∫ 0

−∞ g̃c,n,β0,β1,α,|x|(τ)dτ + β1n4|V |∞
z2(c,n,β1,α,|x|)2c2α(α−1)(1+|x|/

√
2)α−1

]

. (2.7.30)

Maintenant, on cherche l’asymptotique de

+∞
∫

0



g(g−1(sθ) +

τ
∫

−∞

F (usθ + x, sθ)du)− g(g−1(sθ) +

+∞
∫

−∞

F (usθ + x, sθ)du)



 dτ.

Par les changements de variables « τ »= sτ , puis « u »= su, on a

+∞
∫

0



g(g−1(sθ) +

τ
∫

−∞

F (usθ + x, sθ)du)

− g(g−1(sθ) +

+∞
∫

−∞

F (usθ + x, sθ)du)



 dτ

=

+∞
∫

0













θ√
1−s2/c2

+ 1
s2

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

√

1 + c−2

∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

2

−
θ√

1−s2/c2
+ 1

s2

+∞
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

√

1 + c−2

∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

+∞
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

2













dτ. (2.7.31)

On étudie tout d’abord le dénominateur de la première fraction qui est sous
l’intégrale de (2.7.31). De (2.7.15) et (2.7.14), on a

(

1 + c−2

∣

∣

∣

∣

sθ
q

1− s2

c2

+ 1
s

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

2
)− 1

2

=

(

1 + c−2

∣

∣

∣

∣

sθ
q

1− s2

c2

+ 1
s

+∞
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

2
)− 1

2

A(c, θ, x, s, τ).(2.7.32)
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On définit

Λ2(c, θ, x, s) :=

∣

∣

∣

∣

(1− s2/c2)−
1
2

+∞
∫

0

[

g(g−1(sθ) +
τ
∫

−∞
F (usθ + x, sθ)du)

−g(g−1(sθ) +
+∞
∫

−∞
F (usθ + x, sθ)du)

]

dτ

−c−2
∫ +∞

0
V (τθ + x)dτθ + s−2

∫ +∞
0

∫ +∞
τ

F (uθ + x, sθ)dudτ
∣

∣

∣
. (2.7.33)

De (2.7.31)-(2.7.33), on déduit

Λ2(c, θ, x, s) ≤ Λ2,1(c, θ, x, s) + Λ2,2(c, θ, x, s), (2.7.34)

où

Λ2,1(c, θ, x, s) :=
+∞
∫

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(1− s2

c2
)−

1
2






1 +

˛

˛

˛

˛

˛

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

+∞
R

−∞
F (uθ+x,sθ)du

˛

˛

˛

˛

˛

2

c2







− 1
2

×
(

A(c, θ, x, s, τ)− 1− V (τθ + x)

q

1− s2

c2

c2

)

×
(

θ
q

1− s2

c2

+ 1
s2

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

)∣

∣

∣

∣

dτ,

(2.7.35)

Λ2,2(c, θ, x, s) :=
+∞
∫

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(1− s2

c2
)−

1
2











1 +

˛

˛

˛

˛

˛

˛

sθ
r

1− s2

c2

+ 1
s

+∞
R

−∞
F (uθ+x,sθ)du

˛

˛

˛

˛

˛

˛

2

c2











− 1
2

×
[(

1 + V (τθ + x)

q

1− s2

c2

c2

)(

θ
q

1− s2

c2

+ 1
s2

τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

)

−
(

θ√
1−s2/c2

+ 1
s2

+∞
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

)]

− V (τθ+x)
c2

θ

+ 1
s2

+∞
∫

τ

F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

dτ.

(2.7.36)
Commençons par estimer Λ2,1(c, θ, x, s).

Du Lemme 2.7.3 et de (2.7.35), on a

Λ2,1(c, θ, x, s) ≤
√

1− s2

c2

(

1 + 1
c2

∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

+∞
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

2
)− 1

2

×
(

1√
1−s2/c2

+ 1
s2

+∞
∫

−∞
|F (uθ + x, sθ)|du

)

+∞
∫

0

hc,n,β0,β1,α,|x|(τ)dτ. (2.7.37)
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De plus, en développant le carré de la norme apparaissant dans le premier
terme ci-dessous, on a











1 +

∣

∣

∣

∣

sθ√
1−s2/c2

+ 1
s

+∞
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

2

c2











− 1
2

=
√

1− s2/c2



1 +
1− s2/c2

s2c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

−∞

F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2



− 1
2

(2.7.38)

≤
√

1− s2/c2. (2.7.39)

En utilisant (2.7.37)-(2.7.39), (2.7.1), (2.7.2), et le fait que s ≥
z2(c, n, β1, α, |x|), on obtient

Λ2,1(c, θ, x, s) ≤
√

1− s2/c2

(

1 +
β1n
√

1− z2(c, n, β1, α, |x|)2/c24
√

2

z2(c, d, β1, α, |x|)2α(1 + |x|/
√

2)α

)

×
∫ +∞

0

hc,n,β0,β1,α,|x|(τ)dτ. (2.7.40)

Estimons maintenant Λ2,2(c, θ, x, s).
De (2.7.36) et (2.7.38), on a

Λ2,2(c, θ, x, s) ≤
+∞
∫

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

1 + 1−s2/c2
s2c2

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

2
)− 1

2

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

×
∣

∣

∣

∣

− 1
s2

+∞
∫

τ

F (uθ + x, sθ)du+ V (τθ+x)
c2

θ

+

√
1−s2/c2
s2c2

V (τθ + x)
τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

dτ

+
∫ +∞

0

∣

∣

∣

∣

√
1−s2/c2
s2c2

V (τθ + x)
τ
∫

−∞
F (uθ + x, sθ)du

∣

∣

∣

∣

dτ. (2.7.41)

Ainsi en utilisant le Lemme 2.7.2, les conditions (2.1.2), et (2.5.1), (2.7.3),
(2.5.6), (2.5.7) et (2.7.1)-(2.7.2), et le fait que s ≥ z2(c, n, β1, α, |x|), on obtient

Λ2,2(c, θ, x, s) ≤
√

1− s2/c2
[

k1/2,c,n,β1,α,|x|
√

1−z2(c,n,β1,α,|x|)2/c2
(α−1)(1+|x|/

√
2)α−1

×
(

nβ14
z2(c,n,β1,α,|x|)2α + β0

√
2

c2
+

nβ0β18
√

1−z2(c,n,β1,α,|x|)2/c2
z2(c,n,β1,α,|x|)2c2α(1+|x|/

√
2)α

)

+ nβ0β18

z2(c,n,β1,α,|x|)2c2α(α−1)(1+|x|/
√

2)2α−1

]

. (2.7.42)
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De (2.2.19), (2.7.27), (2.7.30), (2.7.33), (2.7.35)-(2.7.36), (2.7.40) et
(2.7.42), on déduit qu’il existe Cc,n,β0,β1,α,|x| telle que

∣

∣

∣

∣

lsθ,x(0,0)√
1−s2/c2

− 1
c2
PV (θ, x)θ + 1

s2

∫ +∞
0

∫ +∞
τ

F (x+ uθ, sθ)dudτ

− 1
s2

∫ 0

−∞
∫ τ

−∞ F (x+ uθ, sθ)dudτ
∣

∣

∣
≤ Λ1(c, θ, x, s) + Λ2(c, θ, x, s)

≤ Cc,n,β0,β1,α,|x|
√

1− s2/c2. (2.7.43)

L’estimée (2.3.14) se déduit de (2.7.43). Finalement, on a démontré le
Théorème 2.3.2.

2.8 À propos du temps de retard

Comme nous l’avons déjà mentionné dans la section 2.3, en utilisant les
Théorèmes 2.3.1 et 2.3.2 nous pouvons obtenir l’asymptotique et des esti-
mations pour des fonctions s’exprimant à l’aide de a(v−, x−) et b(v−, x−)
lorsque l’on considère de la diffusion aux petits angles. Dans cette section,
nous considérons notamment le cas du temps de retard. Nous rappelons la
définition du temps de retard, puis nous en donnons une estimation et une
asymptotique dans le cas de la diffusion aux petits angles (sous-section 2.8.1).
Nous montrons que l’asymptotique trouvée pour le temps de retard détermine
de manière unique le potentiel scalaire V et nous montrons aussi que cette
asymptotique détermine de manière unique le champ B si B est magnétique
(i.e. B ∈ Fmag(Rn)), mais qu’elle ne détermine pas de manière unique B si
B 6∈ Fmag(Rn) et n ≥ 3 (Proposition 2.8.1 de la sous-section 2.8.2). Dans la
sous-section 2.8.3, on démontre la Proposition 2.8.1.

2.8.1 Définition, estimation, asymptotique

Le temps de retard τ(v−, x−) est défini pour tout (v−, x−) ∈ D(S) par

τ(v−, x−) =
v− ◦ x− − a(v−, x−) ◦ b(v−, x−)

|v−|

=
−v− ◦ bsc(v−, x−)− x− ◦ asc(v−, x−)

|v−|2
(2.8.1)

−asc(v−, x−) ◦ bsc(v−, x−)

|v−|2
.

Commençons par rappeler le sens physique de τ(v−, x−). Soit (v−, x−) ∈
D(S). Désignons par x(t) la solution de (2.1.1) vérifiant les conditions initiales
(2.1.4). Pour un réel R ≥ |x(0)|, on pose

T (v−, x−, R) = sup{t ∈ [0,+∞[ | ∀u ∈ [0, t] |x(u)| ≤ R}
− inf{t ∈]−∞, 0] | ∀u ∈ [0, t] |x(u)| ≤ R}.
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Autrement dit, pour tout R ≥ |x(0)|, T (v−, x−, R) désigne la durée pendant
laquelle la solution x(t) appartient à la boule euclidienne fermée de R

n centrée
en 0 et de rayon R, cette durée étant calculée relativement au temps t = 0.
Alors on a

τ(v−, x−) = lim
R→+∞

(

T (v−, x−, R)− 2R

|v−|

)

, (v−, x−) ∈ D(S). (2.8.2)

Remarquons que si V ≡ 0 et B ≡ 0, alors τ(v−, x−) = 0 pour tout
(v−, x−) ∈ Bc × R

n, v− 6= 0.
En utilisant la définition du temps de retard donnée par (2.8.1), et en

utilisant les Théorèmes 2.3.1, 2.3.2, nous obtenons le Théorème suivant qui
donne une estimation du temps de retard τ dans le cas d’une diffusion aux
petits angles.

Théorème 2.8.1. Supposons les conditions (2.1.2)-(2.1.3) vérifiées. Soient
(θ, x) ∈ TS

n−1 et β̃ = max(β1, β2), 0 < r ≤ 1, r < c/
√

2. Soit s ∈]0, c[ tel que
s ≥ s2(c, n, β1, β2, α, |x|, r), où s2 est défini à la fin de la section 2.3. Alors on
a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s
√

1− s2

c2

τ(sθ, x)− 1

s2





+∞
∫

−∞

x ◦ ∇V (ηθ + x)dη − 1

c

+∞
∫

−∞

x (B(ηθ + x)sθ) dη





∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ εb(c, n, β1, β̃, α, s, |x|, r)
√

1− s2

c2

+ Cc,n,β0,β1,α,|x|

√

1− s2

c2
(2.8.3)

+
|x|εa(c, n, β1, β̃, α, s, |x|, r)

s
+

8
√

2ξ−(c, n, β1, α, s, |x|, r, 0)β1n

s2α(1 + |x|/
√

2)α

+
2ξ−(c, n, β1, α, s, |x|, r, 0)εa(c, n, β1, β̃, α, s, |x|, r)

s
,

où C est la constante apparaissant dans (2.3.14) et εa, εb, ξ− sont définis par
(2.2.25), (2.2.26), (2.2.16).

Le Théorème 2.8.1 donne, en particulier, une asymptotique du temps de
retard lorsque c, β1, β2, α, n, v̂−, x− sont fixés (où v̂− = v−/|v−|) et |v−| crôıt
ou, e.g., lorsque c, β1, β2, α, n, v−, x̂− sont fixés et |x−| crôıt. En particulier,
du Théorème 2.8.1, et de (2.2.25), (2.2.26), (2.2.16), on a

Théorème 2.8.2. Soient (θ, x) ∈ TS
n−1. Supposons les conditions (2.1.2)-

(2.1.3) vérifiées. Alors on a

lim
s→c
s<c

s3

√

1− s2

c2

τ(sθ, x) =

+∞
∫

−∞

x ◦ ∇V (ηθ + x)dη −
+∞
∫

−∞

x (B(ηθ + x)θ) dη. (2.8.4)
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2.8.2 Détermination du champ de force

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3) et pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1, on note

W (V,B, θ, x) le réel

W (V,B, θ, x) =

∫ +∞

−∞
x ◦ ∇V (ηθ + x)dη −

∫ +∞

−∞
x (B(ηθ + x)θ) dη (2.8.5)

(W (V,B, θ, x) est le membre de droite de (2.8.4)). On s’intéresse à la ques-
tion de la reconstruction de V,B à partir de W (V,B, θ, x) donné pour tout
(θ, x) ∈ TS

n−1, i.e. à la question de la reconstruction de V,B à partir de
l’asymptotique aux hautes énergies trouvée pour le temps de retard (voir
(2.8.4)). Avant d’énoncer la Proposition 2.8.1 qui répond à cette question,
nous introduisons de nouvelles fonctions W1, W2 et W̃2.

Pour V satisfaisant (2.1.2) et pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1, on définit le réel

W1(V, θ, x) par

W1(V, θ, x) =

∫ +∞

−∞
x ◦ ∇V (ηθ + x)dη ; (2.8.6)

et pour B ∈ C1(Rn, An(R)) satisfaisant (2.1.3) et pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1, on

définit le réel W2(B, θ, x) par

W2(B, θ, x) =

∫ +∞

−∞
x(B(ηθ + x)θ)dη. (2.8.7)

Les relations entre les fonctions W , W1 et W2 sont

2W1(V, θ, x) = W (V,B, θ, x) +W (V,B,−θ, x),
−2W2(B, θ, x) = W (V,B, θ, x)−W (V,B,−θ, x), (2.8.8)

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1.

Sous les conditions (2.1.3), on définit la fonction W̃2 : R
n× (Rn\{0})→ R

par

W̃2(x, y) = −2W2(B,
y

|y| , x−
x ◦ y
|y|2 y), pour tout (x, y) ∈ R

n × (Rn\{0}).
(2.8.9)

Sous les conditions (2.1.3), on a W̃2 ∈ C1(Rn × (Rn\{0}),R) et

W̃2(x, y) =

∫ +∞

−∞
x(B(ηy + x)y)dη, pour tout (x, y) ∈ R

n × (Rn\{0}).
(2.8.10)

Nous pouvons désormais énoncer la Proposition 2.8.1.

Proposition 2.8.1. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a :
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1. le réel W (V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1 détermine de

manière unique V , et on dispose de l’égalité suivante

PV (θ, x) = −
∫ +∞

1

1

q
W1(V, θ, qx)dq, (2.8.11)

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1, x 6= 0 ;

2. si B ∈ Fmag(Rn), le réel W (V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1

détermine de manière unique B et on dispose des égalités suivantes

si n = 2, PB1,2(θ, qθ
⊥) = −1

q
W2(B, θ, qθ

⊥) (2.8.12)

pour tout θ = (θ1, θ2) ∈ S
1, q ∈ R, q 6= 0 où θ⊥ = (−θ2, θ1) ;

si n ≥ 2, PBi,k(θ, x) = −
∫ +∞

1

[

θk
∂W̃2

∂xi
(qx, θ)− θi

∂W̃2

∂xk
(qx, θ)

]

dq,

(2.8.13)
pour tout (θ, x) ∈ Vi,k, où i, k sont deux entiers distincts compris entre
1 et n, et Vi,k est définie par (2.1.15) ;

3. si B 6∈ Fmag(Rn), le réel W (V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1

ne détermine pas de manière unique B.

Remarque 2.8.1. Si n = 2, on remarque que C1(Rn, An(R)) = Fmag(Rn).
Autrement dit, en dimension n = 2, tout champ B ∈ C1(R2, A2(R)) est
magnétique.

En tenant compte du Théorème 2.8.2, de la Proposition 2.8.1 et des
égalités (2.8.8) et de la définition donnée par (2.8.9), et en tenant compte aussi
des formules d’inversion de la transformée de rayons X, P , (voir annexe, sec-
tion A.3, formule (A.3.10)), on obtient que l’asymptotique aux hautes énergies
trouvée pour le temps de retard détermine de manière unique le potentiel
scalaire V et détermine de manière unique le champ B si B est magnétique
(i.e. B ∈ Fmag(Rn)), mais qu’elle ne détermine pas de manière unique B si
B 6∈ Fmag(Rn) et n ≥ 3.

2.8.3 Preuve de la Proposition 2.8.1

On commence par démontrer le premier item. Pour cela, compte tenu des
propriétés d’inversion de la transformée de rayons X (voir section A.3), il suffit
de démontrer (2.8.11). Soit (θ, x) ∈ TS

n−1, x 6= 0. On considère φθ,x : R→ R,
défini par

φθ,x(q) = PV (θ, qx) =

∫ +∞

−∞
V (ηθ + qx)dη (2.8.14)
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pour tout q ∈ R. Sous les conditions (2.1.2), on a φθ,x ∈ C1(R,R) et

dφθ,x
dq

(q) =

∫ +∞

−∞
x ◦ ∇V (ηθ + qx)dη, (2.8.15)

pour tout q ∈ R. De (2.1.2), on a

|V (ηθ + qx)| ≤ β0(1 +
√

η2 + |qx|2)−α ≤ β02
α
2 (1 + |η|+ |qx|)−α,

pour tout η ∈ R, ce qui implique |φθ,x(q)| ≤ β02
α+2

2
1

α−1
(1 + |qx|)−α+1, et

|φθ,x(q)| → 0, quand |q| → +∞. (2.8.16)

De (2.8.14)-(2.8.16), on obtient

PV (θ, x) = φθ,x(1) = −
∫ +∞

1

1

q

∫ +∞

−∞
(qx) ◦ ∇V (ηθ + qx)dη. (2.8.17)

L’égalité (2.8.11) se déduit de (2.8.17) et (2.8.6)

Démontrons maintenant le deuxième item. Pour cela, compte tenu des
propriétés d’inversion de la transformée de rayons X (voir section A.3), il suffit
de démontrer (2.8.13).

Sous les conditions (2.1.2) et de (2.8.10), on a

∂W̃2

∂xl
(x, y) =

n
∑

j=1

∫ +∞

−∞
Bl,j(ηy + x)dηyj +

n
∑

m,j=1

∫ +∞

−∞

∂Bm,j

∂xl
(ηy + x)dηxmyj,

(2.8.18)
pour tout (y, x) ∈ (Rn\{0})× R

n, l = 1 . . . n.

Soient i et k deux entiers distincts compris entre 1 et n. Soit (θ, x) ∈ Vi,k.
Comme B(x′) est une matrice antisymétrique pour tout x′ ∈ R

n, et comme
(θ, x) ∈ Vi,k, de (2.8.18) on obtient

θk
∂W̃2

∂xi
(x, θ)− θi

∂W̃2

∂xk
(x, θ) =

∫ +∞

−∞
Bi,k(ηθ + x)dη (2.8.19)

+
n
∑

j=1

[∫ +∞

−∞

∂Bj,i

∂xi
(ηθ + x)dηxjθiθk −

∫ +∞

−∞

∂Bj,i

∂xk
(ηθ + x)dηxjθ

2
i

]

+
n
∑

j=1

[∫ +∞

−∞

∂Bj,k

∂xi
(ηθ + x)dηxjθ

2
k −

∫ +∞

−∞

∂Bj,k

∂xk
(ηθ + x)dηxjθiθk

]

.

En remplaçant θ2
i par 1− θ2

k dans (2.8.19) et en remplaçant θ2
k par 1− θ2

i dans
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(2.8.19), on obtient

θk
∂W̃2

∂xi
(x, θ)− θi

∂W̃2

∂xk
(x, θ) =

∫ +∞

−∞
Bi,k(ηθ + x)dη (2.8.20)

+
n
∑

j=1

xjθk

∫ +∞

−∞

[

θi
∂Bj,i

∂xi
(ηθ + x) + θk

∂Bj,i

∂xk
(ηθ + x)

]

dη

−
n
∑

j=1

xjθi

∫ +∞

−∞

[

θi
∂Bj,k

∂xi
(ηθ + x) + θk

∂Bj,k

∂xk
(ηθ + x)

]

dη

+
n
∑

j=1

xj

∫ +∞

−∞

[

∂Bj,k

∂xi
(ηθ + x)− ∂Bj,i

∂xk
(ηθ + x)

]

dη.

On remarque que

θi
∂Bj,i

∂xi
(ηθ + x) + θk

∂Bj,i

∂xk
(ηθ + x) =

d

dη
Bj,i(ηθ + x), (2.8.21)

θi
∂Bj,k

∂xi
(ηθ + x) + θk

∂Bj,k

∂xk
(ηθ + x) =

d

dη
Bj,k(ηθ + x), (2.8.22)

pour tout η ∈ R (on rappelle que (θ, x) ∈ Vi,k). De (2.8.20)-(2.8.22) et comme
B ∈ Fmag(Rn), on a

θk
∂W̃2

∂xi
(x, θ)−θi

∂W̃2

∂xk
(x, θ) =

∫ +∞

−∞
Bi,k(ηθ+x)dη+

n
∑

j=1

xj

∫ +∞

−∞

∂

∂xj
Bi,k(ηθ+x)dη.

(2.8.23)
On considère la fonction W̃2x,θ : R→ R définie par

W̃2x,θ(q) = q

∫ +∞

−∞
Bi,k(qx+ ηθ)dη, (2.8.24)

pour tout q ∈ R. Sous les conditions (2.1.3), W̃2x,θ ∈ C1(R,R) et

dW̃2x,θ

dq
(q) =

∫ +∞

−∞
Bi,k(qx+ηθ)dη+q

n
∑

j=1

∫ +∞

−∞
xj

∂

∂xj
Bi,k(ηθ+qx)dη, (2.8.25)

pour tout q ∈ R. De (2.8.25) et (2.8.23), on a

θk
∂W̃2

∂xi
(qx, θ)− θi

∂W̃2

∂xk
(qx, θ) =

dW̃2x,θ

dq
(q), (2.8.26)

De (2.1.3),

|W̃2x,θ(q)| ≤ |q|β1

∫ +∞

−∞
(1 + |qx+ ηθ|)−α−1dη

≤ β1|q|2
α+1

2

∫ +∞

−∞
(1 + |q||x|+ |η|)−α−1dη

≤ β1
|q|2α+3

2

α(1 + |q||x|)α ≤ β1
2

α+3
2

α|x|(1 + |q||x|)α−1
, (2.8.27)
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pour tout q ∈ R. De (2.8.27), on a W̃2x,θ(q)→ 0 quand |q| → +∞, ce qui avec
(2.8.26) et (2.8.24) donne (2.8.13).

Pour démontrer le troisième item, il suffit d’exhiber un champ B non nul
vérifiant (2.1.3) pour lequel W2(B, θ, x) = 0 pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1, où W2

est défini par (2.8.7). On considère le cas n ≥ 3 (voir Remarque 2.8.1 et le
deuxième item de la Proposition 2.8.1). Considérons par exemple le champ
B ∈ C1(Rn, An(R)) défini par

B1,2(y) =
y1y3

h(|y|) , B1,3(y) =
−y1y2

h(|y|) , B2,3(y) =
y2

1

h(|y|) , (2.8.28)

Bj,k(y) = 0, pour tout j, k = 1 . . . n, j 6∈ {1, 2, 3}, (2.8.29)

pour tout y ∈ R
n, où h est la fonction de [0,+∞[ dans R définie par h(t) = (1+

t2)β, t ∈ [0,+∞[, β étant une constante réelle positive vérifiant β > α+3
2
. Alors

B vérifie les conditions (2.1.3) ; et pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1 (θ = (θ1, . . . , θn),

x = (x1, . . . , xn)), on a

W2(B, θ, x) =

∫ +∞

−∞
x(B(ηθ + x)θ)dη = (x̄× θ̄) ◦ w(θ, x), (2.8.30)

où × désigne le produit vectoriel de vecteurs dans R
3 et x̄ = (x1, x2, x3),

θ̄ = (θ1, θ2, θ3) et

w(θ, x) =

(∫ +∞

−∞
B2,3(ηθ + x)dη,−

∫ +∞

−∞
B1,3(ηθ + x)dη,

∫ +∞

−∞
B1,2(ηθ + x)dη

)

. (2.8.31)

Comme B1,2(ηθ + x) = (ηθ1+x1)(ηθ3+x3)

h(
√
η2+|x|2)

pour tout η ∈ R, on obtient

∫ +∞

−∞
B1,2(ηθ + x)dη =

(

∫ +∞

−∞

η2

h(
√

η2 + |x|2)
dηθ1

)

θ3

+

(

∫ +∞

−∞

1

h(
√

η2 + |x|2)
dηx1

)

x3.

De la même manière on calcule la deuxième et la troisième composantes de
w(θ, x) et on obtient

w(θ, x) =

(

∫ +∞

−∞

η2

h(
√

η2 + |x|2)
dηθ1

)

θ̄ +

(

∫ +∞

−∞

1

h(
√

η2 + |x|2)
dηx1

)

x̄,

ce qui, avec (2.8.30), prouve que W2(B, θ, x) = 0. �
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Chapitre 3

Problèmes inverses à énergie

fixée

N. B. : les sections 3.1-3.6 de ce chapitre sont extraites de [Jol07b]. Dans
la section 3.7, on complète l’article [Jol07b] en présentant une preuve de la
Proposition 3.3.2 et des formules (3.3.9)-(3.3.10) formulées dans la Proposition
3.3.1.

3.1 Introduction

3.1.1 Relativistic Newton equation

Consider the Newton-Einstein equation in a static electromagnetic field
in an open subset Ω of R

n, n ≥ 2,

ṗ = −∇V (x) + 1
c
B(x)ẋ,

p = ẋ
r

1− |ẋ|2
c2

, (3.1.1)

where x = x(t) is a C1 function with values in Ω, ṗ = dp
dt
, ẋ = dx

dt
, and

V ∈ C2(Ω̄,R) (i.e. there exists Ṽ ∈ C2(Rn,R) such that Ṽ restricted to Ω̄ is
equal to V), B ∈ Fmag(Ω̄) where Fmag(Ω̄) is the family of magnetic fields on
Ω̄, i.e. Fmag(Ω̄) = {B′ ∈ C1(Ω̄, An(R)) | B′ = (B′

i,k),
∂
∂xi
B′
k,l(x) + ∂

∂xl
B′
i,k(x) +

∂
∂xk

B′
l,i(x) = 0, x ∈ D̄, i, k, l = 1 . . . n} and An(R) denotes the space of n× n

real antisymmetric matrices.

By ‖V ‖C2,Ω we denote the supremum of the set {|∂jxV (x)| | x ∈ Ω,
j = (j1, .., jn) ∈ N

n,
∑n

i=1 ji ≤ 2} and by ‖B‖C1,Ω we denote the supremum of
the set {|∂jxBi,k(x)| | x ∈ Ω, i, k = 1 . . . n, j = (j1, .., jn) ∈ N

n,
∑n

i=1 ji ≤ 1}.
The equation (3.1.1) is an equation for x = x(t) and is the equation of

motion in R
n of a relativistic particle of mass m = 1 and charge e = 1 in

an external electromagnetic field described by V and B (see [Ein07] and, for

99
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example, Section 17 of [LL71]). In this equation x is the position of the particle,
p is its impulse, t is the time and c is the speed of light.

For the equation (3.1.1) the energy

E = c2
√

1 +
|p(t)|2
c2

+ V (x(t)) (3.1.2)

is an integral of motion. We denote by Bc the euclidean open ball whose radius
is c and whose centre is 0.

In this paper we consider the equation (3.1.1) in two situations. We study
equation (3.1.1) when

Ω = D where D is a bounded strictly convex in the strong sense
open domain of R

n, n ≥ 2,with C2 boundary.
(3.1.3)

And we study equation (3.1.1) when

Ω = R
n and |∂j1x V (x)| ≤ β|j1|(1 + |x|)−α−|j1|, x ∈ R

n, n ≥ 2,
|∂j2x Bi,k(x)| ≤ β|j2|+1(1 + |x|)−α−1−|j2|, x ∈ R

n,
(3.1.4)

for |j1| ≤ 2, |j2| ≤ 1, i, k = 1 . . . n and some α > 1 (here j is the multiindex
j ∈ N

n, |j| =∑n
i=1 ji and β|j| are positive real constants).

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.3), we consider boundary
data. For equation (3.1.1) under condition (3.1.4), we consider scattering data.

3.1.2 Boundary data

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.3), one can prove that at
sufficiently large energy E (i.e. E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D)), the solutions x
at energy E have the following properties (see Properties (3.2.1) and (3.2.2)
in Section 3.2 and see Section 3.6) :

for each solution x(t) there are t1, t2 ∈ R, t1 < t2, such that
x ∈ C3([t1, t2],R

n), x(t1), x(t2) ∈ ∂D, x(t) ∈ D for t ∈]t1, t2[,
x(s1) 6= x(s2) for s1, s2 ∈ [t1, t2], s1 6= s2;

(3.1.5)

for any two distinct points q0, q ∈ D̄, there is one and only one solution
x(t) = x(t, E, q0, q) such that x(0) = q0, x(s) = q for some s > 0.

(3.1.6)
Let (q0, q) be two distinct points of ∂D. By sV,B(E, q0, q) we denote the time
at which x(t, E, q0, q) reaches q from q0. By k0,V,B(E, q0, q) we denote the
velocity vector ẋ(0, E, q0, q). By kV,B(E, q0, q) we denote the velocity vector
ẋ(sV,B(E, q0, q), E, q0, q).We consider k0,V,B(E, q0, q), kV,B(E, q0, q), q0, q ∈ ∂D,
q0 6= q, as the boundary value data.

Remark 3.1.1. For q0, q ∈ ∂D, q0 6= q, the trajectory of x(t, E, q0, q) and
the trajectory of x(t, E, q, q0) are distinct, in general.
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Note that in the present paper we always assume that the aforementioned
real constant E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D), considered as function of ‖V ‖C2,D and
‖B‖C1,D, satisfies

E(λ1, λ2, D) ≤ E(λ′1, λ
′
2, D) if λ1 ≤ λ′1 and λ2 ≤ λ′2, (3.1.7)

for λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2 ∈ [0,+∞[.

3.1.3 Scattering data

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.4), the following is valid (see
[Yaj82]) : for any (v−, x−) ∈ Bc×R

n, v− 6= 0, the equation (3.1.1) has a unique
solution x ∈ C2(R,Rn) such that

x(t) = v−t+ x− + y−(t), (3.1.8)

where ẏ−(t)→ 0, y−(t)→ 0, as t→ −∞; in addition for almost any (v−, x−) ∈
Bc × R

n, v− 6= 0,
x(t) = v+t+ x+ + y+(t), (3.1.9)

where v+ 6= 0, |v+| < c, v+ = a(v−, x−), x+ = b(v−, x−), ẏ+(t)→ 0, y+(t)→ 0,
as t→ +∞.

For an energy E > c2, the map SE : SE × R
n → SE × R

n (where SE =

{v ∈ Bc | |v| = c

√

1−
(

c2

E

)2}) given by the formulas

v+ = a(v−, x−), x+ = b(v−, x−), (3.1.10)

is called the scattering map at fixed energy E for the equation (3.1.1) under
condition (3.1.4). By D(SE) we denote the domain of definition of SE. The
data a(v−, x−), b(v−, x−) for (v−, x−) ∈ D(SE) are called the scattering data
at fixed energy E for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4).

3.1.4 Inverse scattering and boundary value problems

In the present paper, we consider the following inverse boundary value
problem at fixed energy for the equation (3.1.1) under condition (3.1.3) :

Problem 1 : given kV,B(E, q0, q), k0,V,B(E, q0, q) for all q0, q ∈ ∂D,
q0 6= q, at fixed sufficiently large energy E, find V and B.

The main results of the present work include the following theorem of unique-
ness for Problem 1.

Theorem 3.1.1. At fixed E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D), the boundary data
kV,B(E, q0, q), (q0, q) ∈ ∂D × ∂D, q0 6= q, uniquely determine V,B.

At fixed E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D), the boundary data k0,V,B(E, q0, q),
(q0, q) ∈ ∂D × ∂D, q0 6= q, uniquely determine V,B.
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Theorem 3.1.1 follows from Theorem 3.3.1 given in Section 3.3.

In the present paper, we also consider the following inverse scattering
problem at fixed energy for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4) :

Problem 2 : given SE at fixed energy E, find V and B.

The main results of the present work include the following theorem of unique-
ness for Problem 2.

Theorem 3.1.2. Let λ ∈ R
+ and let D be a bounded strictly convex in

the strong sense open domain of R
n with C2 boundary. Let V1, V2 ∈ C2

0(Rn,R),
B1, B2 ∈ C1

0(Rn, An(R)) ∩ Fmag(Rn), max(‖V1‖C2,D, ‖V2‖C2,D, ‖B1‖C1,D, ‖B2

‖C1,D) ≤ λ, and supp(V1) ∪ supp(V2) ∪supp(B1) ∪ supp(B2) ⊆ D. Let SµE be
the scattering map at fixed energy E subordinate to (Vµ, Bµ) for µ = 1, 2. Then
there exists a nonnegative real constant E(λ,D) such that for any E > E(λ,D),
(V1, B1) ≡ (V2, B2) if and only if S1

E ≡ S2
E.

Theorem 3.1.2 follows from Theorem 3.1.1, (3.1.7) and Proposition 3.2.1
of Section 3.2.

Remark 3.1.2. Note that for V ∈ C2
0(Rn,R), if E < c2 + sup{V (x) | x ∈

R
n} then SE does not determine uniquely V.

Remark 3.1.3. Theorems 1.1 and 1.2 give uniqueness results. In this
paper we do not prove and do not obtain stability results for Problem 1 and
for Problem 2.

3.1.5 Historical remarks

An inverse boundary value problem at fixed energy and at high energies
was studied in [GN83] for the multidimensional nonrelativistic Newton equa-
tion (without magnetic field) in a bounded open strictly convex domain. In
[GN83] results of uniqueness and stability for the inverse boundary value pro-
blem at fixed energy are derived from results for the problem of determining an
isotropic Riemannian metric from its hodograph (for this geometrical problem,
see [MR78], [Bey79] and [BG80]).

Novikov [Nov99] studied inverse scattering for nonrelativistic multidimen-
sional Newton equation (without magnetic field). Novikov [Nov99] gave, in
particular, a connection between the inverse scattering problem at fixed energy
and Gerver-Nadirashvili’s inverse boundary value problem at fixed energy. De-
veloping the approach of [GN83] and [Nov99], the author [Jol06] studied an
inverse boundary problem and inverse scattering problem for the multidimen-
sional relativistic Newton equation (without magnetic field) at fixed energy. In
[Jol06] results of uniqueness and stability are obtained.

Inverse scattering at high energies for the relativistic multidimensional
Newton equation was studied by the author (see [Jol05a], [Jol05b]).
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As regards analogs of Theorems 3.1.1, 3.1.2 and Proposition 3.2.1 for
the case B ≡ 0 for nonrelativistic quantum mechanics see [Nov88], [NSU88],
[Nov05] and further references therein. As regards an analog of Theorem 3.1.2
for the case B ≡ 0 for relativistic quantum mechanics see [Iso97]. As regards
analogs of Theorems 3.1.1, 3.1.2 for the case B 6≡ 0 for nonrelativistic quantum
mechanics, see [ER95], [NSU95] and further references given therein.

As regards results given in the literature on inverse scattering in quantum
mechanics at high energy limit see references given in [Jol05b].

3.1.6 Structure of the paper

The paper is organized as follows. In Section 3.2, we give some properties
of boundary data and scattering data and we connect the inverse scattering
problem at fixed energy to the inverse boundary value problem at fixed energy.
In Section 3.3, we give, actually, a proof of Theorem 1.1 (based on Theorem
3.1 formulated in Section 3). Section 3.4 is devoted to the proof of Lemma
3.3.1 and Theorem 3.3.1 formulated in Section 3.3. Section 3.5 is devoted to
the proof of Lemma 3.2.1 and Proposition 3.3.1 formulated in Section 3.2 and
in Section 3.3. Section 3.6 is devoted to the proof of Properties (3.2.1) and
(3.2.2).
Acknowledgement. This work was fulfilled in the framework of Ph. D. thesis
research under the direction of R.G. Novikov.

3.2 Scattering data and boundary value data

3.2.1 Properties of the boundary value data

Let D be a bounded strictly convex open subset of R
n, n ≥ 2, with C2

boundary.
At fixed sufficiently large energy E (i.e. E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D)

≥ c2 + supx∈D̄ V (x)) solutions x(t) of the equation (3.1.1) under condition
(3.1.3) have the following properties (see Section 3.6) :

for each solution x(t) there are t1, t2 ∈ R, t1 < t2, such that
x ∈ C3([t1, t2],R

n), x(t1), x(t2) ∈ ∂D, x(t) ∈ D for t ∈]t1, t2[,
x(s1) 6= x(s2) for s1, s2 ∈ [t1, t2], s1 6= s2, ẋ(t1) ◦N(x(t1)) < 0
and ẋ(t2) ◦N(x(t2)) > 0, where N(x(ti)) is the unit outward
normal vector of ∂D at x(ti) for i = 1, 2;

(3.2.1)

for any two points q0, q ∈ D̄, q 6= q0, there is one and only one solution
x(t) = x(t, E, q0, q) such that x(0) = q0, x(s) = q for some s > 0;
ẋ(0, E, q0, q) ∈ C1((D̄ × D̄)\Ḡ,Rn), where Ḡ is the diagonal in D̄ × D̄;

(3.2.2)
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where ◦ denotes the usual scalar product on R
n (and where by “ẋ(0, E, q0, q) ∈

C1((D̄×D̄)\Ḡ,Rn)” we mean that ẋ(0, E, q0, q) is the restriction to (D̄×D̄)\Ḡ
of a function which belongs to C1((Rn × R

n)\∆) where ∆ is the diagonal of
R
n × R

n).

Remark 3.2.1. If B ∈ C1(D̄, An(R)) and B 6∈ Fmag(D̄) (where An(R)
denotes the space of n× n real antisymmetric matrices), then at fixed energy
E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D) solutions x(t) of equation (3.1.1) under condition
(3.1.3) also have properties (3.2.1), (3.2.2) (see Section 3.6).

We remind that the aforementioned real constant E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D,
D), considered as function of ‖V ‖C2,D and ‖B‖C1,D, satisfies (3.1.7). In ad-
dition, real constant E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D) has the following property : for

any C2 continuation Ṽ of V on R
n, and for any B̃ ∈ C1(Rn, An(R)) such that

B̃ ≡ B on D̄, one has

E(‖Ṽ ‖C2,Dx0,ε
, ‖B̃‖C1,Dx0,ε

, Dx0,ε)→ E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D), as ε→ 0,
(3.2.3)

where Dx0,ε = {x0 + (1 + ε)(x− x0) | x ∈ D} for any x0 ∈ D and ε > 0 (note
that Dx0,ε is a bounded, open, strictly convex (in the strong sense) domain of
R
n with C2 boundary).

Let E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D). Consider the solution x(t, E, q0, q) from
(3.2.2) for q0, q ∈ D̄, q0 6= q. We define vectors kV,B(E, q0, q) and k0,V,B(E, q0, q)
by

kV,B(E, q0, q) = ẋ(sV,B(E, q0, q), E, q0, q),

k0,V,B(E, q0, q) = ẋ(0, E, q0, q),

where we define s = sV,B(E, q0, q) as the root of the equation

x(s, E, q0, q) = q, s > 0.

For q0 = q ∈ D̄, we put sV,B(E, q0, q) = 0.
Note that

|k0,V,B(E, q0, q)| = c

√

1−
(

E−V (q0)
c2

)−2

,

|kV,B(E, q0, q)| = c

√

1−
(

E−V (q)
c2

)−2

,

(3.2.4)

for (q, q0) ∈ (D̄ × D̄)\Ḡ.
Using Properties (3.2.1) and (3.2.2), we obtain

Lemma 3.2.1. At fixed E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D), we have that
sV,B(E, q0, q) ∈ C(D̄ × D̄,R), sV,B(E, q0, q) ∈ C1((D̄ × D̄)\Ḡ,R) and
kV,B(E, q0, q) ∈ C1((D̄ × D̄)\Ḡ,Rn).



3.2. SCATTERING DATA AND BOUNDARY VALUE DATA 105

We consider kV,B(E, q0, q), k0,V,B(E, q0, q), q0, q ∈ ∂D, q0 6= q as the boun-
dary value data.

Remark 3.2.2. Note that if x(t) is solution of (3.1.1) under condition
(3.1.3), then x(−t) is solution of (3.1.1) with B replaced by −B ∈ Fmag(D̄)
under condition (3.1.3). Hence the following equalities are valid : at fixed E >
E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D),

k0,V,B(E, q0, q) = −kV,−B(E, q, q0), (3.2.5)

kV,B(E, q0, q) = −k0,V,−B(E, q, q0), (3.2.6)

sV,B(E, q0, q) = sV,−B(E, q, q0), (3.2.7)

for q0, q ∈ D̄, q0 6= q.

3.2.2 Properties of the scattering operator

For equation (3.1.1) under condition (3.1.4), the following is valid (see
[Yaj82]) : for any (v−, x−) ∈ Bc × R

n, v− 6= 0, the equation (3.1.1) under
condition (3.1.4) has a unique solution x ∈ C2(R,Rn) such that

x(t) = v−t+ x− + y−(t), (3.2.8)

where ẏ−(t)→ 0, y−(t)→ 0, as t→ −∞; in addition for almost any (v−, x−) ∈
Bc × R

n, v− 6= 0,
x(t) = v+t+ x+ + y+(t), (3.2.9)

where v+ 6= 0, |v+| < c, v+ = a(v−, x−), x+ = b(v−, x−), ẏ+(t) → 0, y+(t)
→ 0, as t→ +∞.

The map S : Bc × R
n → Bc × R

n given by the formulas

v+ = a(v−, x−), x+ = b(v−, x−) (3.2.10)

is called the scattering map for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4).
The functions a(v−, x−), b(v−, x−) are called the scattering data for the equa-
tion (3.1.1) under condition (3.1.4).

By D(S) we denote the domain of definition of S ; by R(S) we denote the
range of S (by definition, if (v−, x−) ∈ D(S), then v− 6= 0 and a(v−, x−) 6= 0).

The map S has the following simple properties (see [Yaj82]) : D(S) is
an open set of Bc × R

n and Mes((Bc × R
n)\D(S)) = 0 for the Lebesgue

measure on Bc × R
n induced by the Lebesgue measure on R

n × R
n ; the map

S : D(S)→ R(S) is continuous and preserves the element of volume ; for any
(v, x) ∈ D(S), a(v, x)2 = v2.

For E > c2, the map S restricted to

ΣE = {(v−, x−) ∈ Bc × R
n | |v−| = c

√

1−
(

c2

E

)2

}
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is the scattering operator at fixed energy E and is denoted by SE.
We will use the fact that the map S is uniquely determined by its restric-

tion toM(S) = D(S) ∩M, where

M = {(v−, x−) ∈ Bc × R
n|v− 6= 0, v−x− = 0}.

This observation is based on the fact that if x(t) satisfies (3.1.1), then x(t+ t0)
also satisfies (3.1.1) for any t0 ∈ R. In particular, the map S at fixed energy
E is uniquely determined by its restriction to ME(S) = D(S) ∩ME, where
ME = ΣE ∩M.

3.2.3 Relation between scattering data and boundary

value data

Assume that

V ∈ C2
0(D̄,R), B ∈ C1

0(D̄, An(R)), B ∈ Fmag(D̄). (3.2.11)

We consider equation (3.1.1) under condition (3.1.3) and equation (3.1.1) under
condition (3.1.4). We shall connect the boundary value data kV,B(E, q0, q),
k0,V,B(E, q0, q) for E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D) and (q, q0) ∈ (∂D × ∂D)\∂G,
to the scattering data a, b.

Proposition 3.2.1. Let E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D). Under condition
(3.2.11), the following statement is valid : sV,B(E, q0, q), kV,B(E, q0, q), k0,V,B(E,
q0, q) given for all (q, q0) ∈ (∂D × ∂D)\∂G, are determined uniquely by the
scattering data a(v−, x−), b(v−, x−) given for all (v−, x−) ∈ ME(S). The
converse statement holds : sV,B(E, q0, q), kV,B(E, q0, q), k0,V,B(E, q0, q) given for
all (q, q0) ∈ (∂D× ∂D)\∂G, determine uniquely the scattering data a(v−, x−),
b(v−, x−) for all (v−, x−) ∈ME(S).

Proof of Proposition 3.2.1. First of all we introduce functions χ, τ− and τ+
dependent on D.

For (v, x) ∈ R
n\{0} × R

n, χ(v, x) denotes the nonnegative number of
points contained in the intersection of ∂D with the straight line parametrized
by R→ R

n, t 7→ tv+x. As D is a strictly convex open subset of R
n, χ(v, x) ≤ 2

for all v, x ∈ R
n, v 6= 0.

Let (v, x) ∈ R
n\{0} × R

n. Assume that χ(v, x) ≥ 1. The real τ−(v, x)
denotes the smallest real number t such that τ−(v, x)v+ x ∈ ∂D, and the real
τ+(v, x) denotes the greatest real number t such that τ+(v, x)v + x ∈ ∂D (if
χ(v, x) = 1 then τ−(v, x) = τ+(v, x)).
Direct statement. Let (q0, q) ∈ (∂D × ∂D)\∂G. Under conditions (3.2.11) and
from (3.2.1) and (3.2.2), it follows that there exists an unique (v−, x−) ∈
ME(S) such that

χ(v−, x−) = 2,
q0 = x− + τ−(v−, x−)v−,
q = b(v−, x−) + τ+(a(v−, x−), b(v−, x−))a(v−, x−).
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In addition, sV,B(E, q0, q) = τ+(a(v−, x−), b(v−, x−))− τ−(v−, x−) and kV,B(E,
q0, q) = a(v−, x−) and k0,V,B(E, q0, q) = v−.
Converse statement. Let (v−, x−) ∈ME(S). Under conditions (3.2.11), if χ(v−,
x−) ≤ 1 then (a(v−, x−), b(v−, x−)) = (v−, x−).

Assume that χ(v−, x−) = 2. Let

q0 = x− + τ−(v−, x−)v−.

From (3.2.1) and (3.2.2) it follows that there is one and only one solution of
the equation

k0,V,B(E, q0, q) = v−, q ∈ ∂D, q 6= q0. (3.2.12)

We denote by q(v−, x−) the unique solution of (3.2.12). Hence we obtain

a(v−, x−) = kV,B(E, q0, q(v−, x−)),
b(v−, x−) = q(v−, x−)− kV,B(E, q0, q(v−, x−))(sV,B(E, q0, q(v−, x−))

+τ−(v−, x−)).

Proposition 3.2.1 is proved.

For a more complete discussion about connection between scattering data
and boundary value data, see [Nov99] considering the nonrelativistic Newton
equation (without magnetic field).

3.3 Inverse boundary value problem

In this Section, Problem 1 of Introduction is studied.

3.3.1 Notations

For x ∈ D̄, and for E > V (x) + c2, we define

rV,E(x) = c

√

(

E − V (x)

c2

)2

− 1.

At E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D) for q0, q ∈ D̄ × D̄, q0 6= q, we define the
vectors k̄V,B(E, q0, q) and k̄0,V,B(E, q0, q) by

k̄V,B(E, q0, q) =
kV,B(E,q0,q)

r

1− |kV,B(E,q0,q)|2

c2

,

k̄0,V,B(E, q0, q) =
k0,V,B(E,q0,q)

r

1− |k0,V,B(E,q0,q)|2

c2

.
(3.3.1)

and k̄V,B(E, q0, q) = (k̄1
V,B(E, q0, q), . . . , k̄

n
V,B(E, q0, q)), k̄0,V,B(E, q0, q) =
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(k̄1
0,V,B(E, q0, q), . . . , k̄

n
0,V,B(E, q0, q)). Note that from (3.2.4), it follows that

|k̄V,B(E, q0, q)| = rV,E(q),
|k̄0,V,B(E, q0, q)| = rV,E(q0).

(3.3.2)

For B ∈ Fmag(D̄), let Fpot(D,B) be the set of C1 magnetic potentials for
the magnetic field B, i.e.

Fpot(D,B) := {A ∈ C1(D̄,Rn) | Bi,k(x) = ∂
∂xi

Ak(x)− ∂
∂xk

Ai(x), x ∈ D̄,
i, k = 1 . . . n}.

(3.3.3)

(The set Fpot(D,B) is not empty : take, for example, A(x) = −
∫ 1

0
sB(x0 +

s(x− x0))(x− x0)ds, for x ∈ D̄ and some fixed point x0 of D̄.)

3.3.2 Hamiltonian mechanics

Let A ∈ Fpot(D,B). The equation (3.1.1) in D is the Euler-Lagrange

equation for the Lagrangian L defined by L(ẋ, x) = −c2
√

1− ẋ2

c2
+ c−1A(x) ◦

ẋ− V (x), ẋ ∈ Bc and x ∈ D, where ◦ denotes the usual scalar product on R
n.

The Hamiltonian H associated to the Lagrangian L by Legendre’s transform

(with respect to ẋ) is H(P, x) = c2 (1 + c−2|P − c−1A(x)|2)1/2
+V (x) where

P ∈ R
n and x ∈ D. Then equation (3.1.1) in D is equivalent to the Hamilton’s

equation
ẋ = ∂H

∂P
(P, x),

Ṗ = −∂H
∂x

(P, x),
(3.3.4)

for P ∈ R
n, x ∈ D.

For a solution x(t) of equation (3.1.1) in D, we define the impulse vector

P (t) =
ẋ(t)

√

1− |ẋ(t)|2
c2

+ c−1A(x(t)).

Further for q0, q ∈ D̄, q0 6= q, and t ∈ [0, s(E, q0, q)], we consider

P (t, E, q0, q) =
ẋ(t, E, q0, q)

√

1− |ẋ(t,E,q0,q)|2
c2

+ c−1A(x(t, E, q0, q)), (3.3.5)

where x(., E, q0, q) is the solution given by (3.2.2). From Maupertuis’s prin-
ciple (see [Arn78]), it follows that if x(t), t ∈ [t1, t2], is a solution of (3.1.1)
in D with energy E, then x(t) is a critical point of the functional A(y) =
∫ t2
t1

[rV,E(y(t))|ẏ(t)|+ c−1A(y(t)) ◦ ẏ(t)] dt defined on the set of the functions

y ∈ C1([t1, t2], D), with boundary conditions y(t1) = x(t1) and y(t2) = x(t2).
Note that for q0, q ∈ D, q0 6= q, functional A taken along the trajectory



3.3. INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM 109

of the solution x(., E, q0, q) given by (3.2.2) is equal to the reduced action
S0V,A,E

(q0, q) from q0 to q at fixed energy E for (3.3.4), where

S0V,A,E
(q0, q) =

{

0, if q0 = q,
∫ s(E,q0,q)

0
P (s, E, q0, q) ◦ ẋ(s, E, q0, q)ds, if q0 6= q,

(3.3.6)
for q0, q ∈ D̄.

3.3.3 Properties of S0V,A,E
at fixed and sufficiently large

energy E

The following Propositions 3.3.1, 3.3.2 give properties of S0V,A,E
at fixed

and sufficiently large energy E.

Proposition 3.3.1. Let E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D). The following
statements are valid :

S0V,A,E
∈ C(D̄ × D̄,R), (3.3.7)

S0V,A,E
∈ C2((D̄ × D̄)\Ḡ,R), (3.3.8)

∂S0V,A,E

∂xi
(ζ, x) = k̄iV,B(E, ζ, x) + c−1Ai(x), (3.3.9)

∂S0V,A,E

∂ζi
(ζ, x) = −k̄i0,V,B(E, ζ, x)− c−1Ai(ζ), (3.3.10)

∂2S0V,A,E

∂ζi∂xj
(ζ, x) = −∂k̄

i
0,V,B

∂xj
(E, ζ, x) =

∂k̄jV,B
∂ζi

(E, ζ, x), (3.3.11)

for (ζ, x) ∈ (D̄ × D̄)\Ḡ, ζ = (ζ1, .., ζn), x = (x1, .., xn), and i, j = 1 . . . n. In
addition,

max(|∂S0V,A,E

∂xi
(ζ, x)|, |∂S0V,A,E

∂ζi
(ζ, x)|) ≤M1, (3.3.12)

|∂
2S0V,A,E

∂ζi∂xj
(ζ, x)| ≤ M2

|ζ − x| , (3.3.13)

for (ζ, x) ∈ (D̄ × D̄)\Ḡ, ζ = (ζ1, .., ζn), x = (x1, .., xn), and i, j = 1 . . . n, and
where M1 and M2 depend on V, B and D.

Proposition 3.3.1 is proved in Section 5.
Equalities (3.3.9) and (3.3.10) are known formulas of classical Hamiltonian

mechanics (see Section 46 and further Sections of [Arn78]).

Proposition 3.3.2. Let E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D). The map νV,B,E :
∂D ×D → S

n−1, defined by

νV,B,E(ζ, x) = − kV,B(E, ζ, x)

|kV,B(E, ζ, x)| , for (ζ, x) ∈ ∂D ×D, (3.3.14)
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has the following properties :

νV,B,E ∈ C1(∂D ×D, Sn−1),
the map νV,B,E,x : ∂D → S

n−1, ζ 7→ νV,B,E(ζ, x), is a
C1 orientation preserving diffeomorphism from ∂D onto S

n−1

(3.3.15)

for x ∈ D (where we choose the canonical orientation of S
n−1 and the orien-

tation of ∂D given by the canonical orientation of R
n and the unit outward

normal vector).

Proposition 3.3.2 follows from (3.1.1), (3.1.2) and properties (3.2.1),
(3.2.2).

Remark 3.3.1. Taking account of (3.3.9) and (3.3.10), we obtain the
following formulas : at E > E(‖V ‖C2,D, ‖B‖C1,D, D), for any x, ζ ∈ D̄, x 6= ζ,

Bi,j(x) = −c
(

∂k̄jV,B
∂xi

(E, ζ, x)− ∂k̄iV,B
∂xj

(E, ζ, x)

)

, (3.3.16)

Bi,j(x) = −c
(

∂k̄j0,V,B
∂xi

(E, x, ζ)− ∂k̄i0,V,B
∂xj

(E, x, ζ)

)

. (3.3.17)

3.3.4 Results of uniqueness

We denote by ω0,V,B the n − 1 differential form on ∂D × D obtained in
the following manner :

- for x ∈ D, let ωV,B,x be the pull-back of ω0 by νV,B,E,x where ω0

denotes the canonical orientation form on S
n−1 (i.e. ω0(ζ)(v1, .., vn−1) =

det(ζ, v1, .., vn−1), for ζ ∈ S
n−1 and v1, .., vn−1 ∈ TζSn−1),

- for (ζ, x) ∈ ∂D ×D and for any v1, .., vn−1 ∈ T(ζ,x)(∂D ×D),

ω0,V,B(ζ, x)(v1, .., vn−1) = ωV,B,x(ζ)(σ
′
(ζ,x)(v1), .., σ

′
(ζ,x)(vn−1)),

where σ : ∂D×D → ∂D, (ζ ′, x′) 7→ ζ ′, and σ′
(ζ,x) denotes the derivative (linear

part) of σ at (ζ, x).
From smoothness of νV,B,E, σ and ω0, it follows that ω0,V,B is a continuous

n− 1 form on ∂D ×D.
Now let λ ∈ R

+ and V1, V2 ∈ C2(D̄,R), B1, B2 ∈ Fmag(D̄), such that
max(‖V1‖C2,D, ‖V2‖C2,D, ‖B1‖C1,D, ‖B2‖C1,D) ≤ λ. For µ = 1, 2, let Aµ ∈
Fpot(D,Bµ).

Let E > E(λ, λ,D) where E(λ, λ,D) is defined in (3.1.7). Consider β1, β2

the differential one forms defined on (∂D × D̄)\Ḡ by

βµ(ζ, x) =
n
∑

j=1

k̄jVµ,Bµ
(E, ζ, x)dxj, (3.3.18)

for (ζ, x) ∈ (∂D × D̄)\Ḡ, x = (x1, . . . , xn) and µ = 1, 2.
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Consider the differential forms Φ0 on (∂D×D̄)\Ḡ and Φ1 on (∂D×D̄)\Ḡ
defined by

Φ0(ζ, x) = −(−1)
n(n+1)

2 (β2 − β1)(ζ, x) ∧ dζ(S0V2,A2,E
− S0V1,A1,E

)(ζ, x)

∧
∑

p+q=n−2

(ddζS0V1,A1,E
(ζ, x))p ∧ (ddζS0V2,A2,E

(ζ, x))q, (3.3.19)

for (ζ, x) ∈ (∂D × D̄)\Ḡ, where d = dζ + dx,

Φ1(ζ, x) = −(−1)
n(n−1)

2

[

β1(ζ, x) ∧ (ddζS0V1,A1,E
(ζ, x))n−1

+β2(ζ, x) ∧ (ddζS0V2,A2,E
(ζ, x))n−1 − β1(ζ, x) (3.3.20)

∧(ddζS0V2,A2,E
(ζ, x))n−1 − β2(ζ, x) ∧ (ddζS0V1,A1,E

(ζ, x))n−1
]

,

for (ζ, x) ∈ (∂D × D̄)\Ḡ, where d = dζ + dx.
Consider the C2 map incl : (∂D×∂D)\∂G→ (∂D×D̄)\Ḡ, (ζ, x) 7→ (ζ, x).
From (3.3.8), (3.3.12) and (3.3.13), it follows that Φ0 is continuous on

(∂D× D̄)\Ḡ and incl∗(Φ0) is integrable on ∂D× ∂D and Φ1 is continuous on
(∂D × D̄)\Ḡ and integrable on ∂D × D̄ (where incl∗(Φ0) is the pull-back of
the differential form Φ0 by the inclusion map incl).

Lemma 3.3.1. Let λ ∈ R
+ and E > E(λ, λ,D). Let V1, V2 ∈ C2(D̄,R),

B1, B2 ∈ Fmag(D̄) such that max(‖V1‖C2,D, ‖V2‖C2,D, ‖B1‖C1,D, ‖B2‖C1,D) ≤
λ. For µ = 1, 2, let Aµ ∈ Fpot(D,Bµ). The following equalities are valid :

∫

∂D×∂D
incl∗(Φ0) =

∫

∂D×D̄
Φ1; (3.3.21)

1

(n− 1)!
Φ1(ζ, x) = (rV1,E(x)nω0,V1,B1(ζ, x) + rV2,E(x)nω0,V2,B2(ζ, x)

−k̄V1,B1(E, ζ, x) ◦ k̄V2,B2(E, ζ, x) (3.3.22)

×
(

rV1,E(x)n−2ω0,V1,B1(ζ, x) + rV2,E(x)n−2

×ω0,V2,B2(ζ, x))) ∧ dx1 ∧ .. ∧ dxn,
for (ζ, x) ∈ ∂D ×D.

Equality (3.3.21) follows from regularization and Stokes’ formula. Proof
of Lemma 3.3.1 is given in Section 3.4.

Taking account of Lemma 3.3.1, Proposition 3.3.2 and Remark 3.3.1, we
obtain the following Theorem of uniqueness.

Theorem 3.3.1. Let λ ∈ R
+ and E > E(λ, λ,D). Let V1, V2 ∈ C2(D̄,R),

B1, B2 ∈ Fmag(D̄) such that max(‖V1‖C2,D, ‖V2‖C2,D, ‖B1‖C1,D, ‖B2‖C1,D) ≤
λ. For µ = 1, 2, let Aµ ∈ Fpot(D,Bµ). The following estimate is valid :

∫

D

(rV1,E(x)− rV2,E(x))
(

rV1,E(x)n−1 − rV2,E(x)n−1
)

dx ≤

Γ(n
2
)

2π
n
2 (n− 1)!

∫

∂D×∂D
incl∗(Φ0). (3.3.23)



112 CHAPITRE 3. PROBLÈMES INVERSES À ÉNERGIE FIXÉE

In addition, the following statements are valid :
if kV1,B1(E, ζ, x) = kV2,B2(E, ζ, x) for ζ, x ∈ ∂D, ζ 6= x, then V1 ≡ V2 and

B1 ≡ B2 on D̄ ; if k0,V1,B1(E, ζ, x) = k0,V2,B2(E, ζ, x) for ζ, x ∈ ∂D, ζ 6= x, then
V1 ≡ V2 and B1 ≡ B2 on D̄.

Proof of Theorem 3.3.1 is given in Section 3.4.
If B1 ≡ 0, B2 ≡ 0 and V1, V2, and D are smoother than C2, then Lemma

3.3.1 and Theorem 3.3.1 follow from results of [Bey79] and [GN83].

3.4 Proof of Theorem 3.3.1 and Lemma 3.3.1

Using Lemma 3.2.1, (3.2.4), Propositions 3.3.1, 3.3.2 and Lemma 3.3.1,
we first prove Theorem 3.3.1.

Proof of Theorem 3.3.1. From (3.3.22) and Proposition 3.3.2 and definition of
ω0,Vµ,Bµ , µ = 1, 2, it follows that

1

(n− 1)!

∫

∂D×D̄
Φ1 = (3.4.1)

∫

D

rV1,E(x)n
∫

Sn−1

(

1 +
w ◦ k̄V2,B2(E, ζ1,x(w), x)

rV1,E(x)

)

dσ(w)dx

+

∫

D

rV2,E(x)n
∫

Sn−1

(

1 +
k̄V1,B1(E, ζ2,x(w), x) ◦ w

rV2,E(x)

)

dσ(w)dx,

where dσ is the canonical measure on S
n−1, and where ◦ denotes the usual

scalar product on R
n, and where for x ∈ D and w ∈ S

n−1 and µ = 1, 2,
ζµ,x(w) denotes the unique point ζ of ∂D such that w = νVµ,Bµ,E,x(ζ). Hence
using Cauchy-Bunyakovski-Schwarz inequality and (3.3.2) and the equality
∫

Sn−1 dσ(w) = 2π
n
2

Γ(n
2
)
, we obtain

1

(n− 1)!

∫

∂D×D̄
Φ1 ≥

2π
n
2

Γ(n
2
)

∫

D

(rV1,E(x)− rV2,E(x))(rV1,E(x)n−1 − rV2,E(x)n−1)dx.

(3.4.2)
Estimate (3.4.2) and equality (3.3.21) prove (3.3.23).

Now assume that kV1,B1(E, ζ, x) = kV2,B2(E, ζ, x) for ζ, x ∈ ∂D, ζ 6= x.
Then from (3.3.1) and (3.3.18), it follows that the one form incl∗(β2−β1)(ζ, x)
is null for any ζ, x ∈ ∂D, ζ 6= x. Hence from (3.3.19), it follows that the 2n−2
form incl∗(Φ0)(ζ, x) is null for any ζ, x ∈ ∂D, ζ 6= x. Thus using (3.3.23), we
obtain

∫

D
(rV1,E(x)− rV2,E(x))(rV1,E(x)n−1− rV2,E(x)n−1)dx ≤ 0, and as n ≥ 2,

this latter inequality implies that

rV1,E ≡ rV2,E on D̄. (3.4.3)

Thus V1 ≡ V2.
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Using (3.4.3) and the equality |k̄Vi,Bi
(E, ζ, x)| = rVi,E(x) for i = 1, 2, x ∈ D

and ζ ∈ ∂D, and using (3.4.1), we obtain that

1

(n− 1)!

∫

∂D×D̄
Φ1 =

1

2

2
∑

i=1

∫

D

rVi,E(x)n−2

∫

Sn−1

∣

∣k̄V1,B1(E, ζi,x(w), x)

−k̄V2,B2(E, ζi,x(w), x)
∣

∣

2
dσ(w)dx.

As
∫

∂D×D̄ Φ1 = 0 (due to (3.3.21)), we obtain that for any x ∈ D, and any

w ∈ S
n−1, k̄V1,B1(E, ζ1,x(w), x) = k̄V2,B2(E, ζ1,x(w), x). At fixed x ∈ D, we know

that ζ1,x is onto ∂D. Hence the following equality is valid

k̄V1,B1(E, ζ, x) = k̄V2,B2(E, ζ, x), ζ ∈ ∂D, x ∈ D. (3.4.4)

From (3.4.4) and (3.3.16), it follows that B1 ≡ B2 on D.
Now assume that k0,V1,B1(E, ζ, x) = k0,V2,B2(E, ζ, x) for ζ, x ∈ ∂D, ζ 6= x.

Then using (3.2.5) and replacing Bi by −Bi, i = 1, 2, in the proof, we obtain
(V1, B1) ≡ (V2, B2).

Using Lemma 3.2.1, (3.2.4), Propositions 3.3.1, 3.3.2, we prove Lemma
3.3.1.

Proof of Lemma 3.3.1. We first prove (3.3.22). Let U be an open subset of
R
n−1 and φ : U → ∂D such that φ is a C2 parametrization of ∂D. Let φ0 : U×

D → ∂D×D, (ζ, x) 7→ (φ(ζ), x). We work in coordinates given by (U×D,φ0).
Let µ, µ′ = 1, 2. On one hand from definition of ω0,Vµ,Bµ , definition of νVµ,Bµ,E,x

and (3.3.2), we obtain

ω0,Vµ,Bµ(ζ, x) ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn = (−1)nrVµ,E(x)−n (3.4.5)

×det

(

k̄Vµ,Bµ(E, ζ, x),
∂k̄Vµ,Bµ

∂ζ1
(E, ζ, x), . . . ,

∂k̄Vµ,Bµ

∂ζn−1

(E, ζ, x)

)

dζ1 ∧ . . . ∧ dζn−1 ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn

for ζ ∈ U and x ∈ D and µ = 1, 2.
On the other hand straightforward calculations give (ddζS0Vµ,Aµ,E

(ζ, x) =
∑

m1=1..n
m2=1..n−1

∂2S0Vµ,Aµ,E

∂xm1∂ζm2
(ζ, x)dxm1 ∧ dζm2)

βµ
′
(ζ, x) ∧ (ddζS0Vµ,Aµ,E

(ζ, x))n−1 = (−1)
(n−1)(n−2)

2 (n− 1)! (3.4.6)

×det

(

k̄Vµ′ ,Bµ′ (E, ζ, x),
∂2S0Vµ,Aµ,E

∂ζ1∂x
(ζ, x), . . . ,

∂2S0Vµ,Aµ,E

∂ζn−1∂x
(ζ, x)

)

dζ1 ∧ . . . ∧ dζn−1 ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

for ζ ∈ U , x ∈ D. Note that due to (3.3.2) and Proposition 3.3.2, k̄Vµ,Bµ(E, ζ, x)
is orthogonal to ∂

∂ζm
k̄Vµ,Bµ(E, ζ, x), m = 1 . . . n − 1, and that (k̄Vµ,Bµ(E, ζ, x),
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∂
∂ζ1
k̄Vµ,Bµ(E, ζ, x), . . . , ∂

∂ζn−1
k̄Vµ,Bµ(E, ζ, x)) is a basis of R

n. Hence from (3.4.5),

(3.4.6) and (3.3.9), we obtain

βµ
′
(ζ, x) ∧ (ddζS0Vµ,Aµ,E

(ζ, x))n−1 = −(−1)
n(n−1)

2 (n− 1)!rVµ,E(x)n (3.4.7)

×
k̄Vµ′ ,Bµ′ (E, ζ, x) ◦ k̄Vµ,Bµ(E, ζ, x)

rVµ,E(x)2
ω0,Vµ,Bµ(ζ, x) ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

for ζ ∈ U , x ∈ D. Definition (3.3.20) and equality (3.4.7) proves (3.3.22).

We sketch the proof of (3.3.21). Let ε ∈]0, 1[ and x0 ∈ D. We consider

Dε = {x0 + ε(x− x0) | x ∈ D}. (3.4.8)

As D is a strictly convex (in the strong sense) open domain of R
n, with C2

boundary, it follows that Dε is also a strictly convex (in the strong sense) open
domain of R

n, with C2 boundary, and in addition, as 0 < ε < 1,

D̄ε ⊆ D, (3.4.9)

dist(∂D, ∂Dε) = (1− ε)dist(∂D, x0). (3.4.10)

where dist(∂D, ∂Dε) = inf{|x − y| | x ∈ Dε, y ∈ ∂D} and dist(∂D, x0) =
inf{|y − x0| | y ∈ ∂D} > 0.

For M and N two finite-dimensional oriented C2 manifold (with or wi-
thout boundary), we consider on M× N the differential product structure
induced by the already given differential structures ofM and N and we consi-
der the orientation of M× N given by the already fixed orientation of M
and of N . The orientation of ∂Dε is given by the unit outward normal vector
and ∂D × D̄ε is a C2 manifold with boundary ∂D × ∂Dε (which is a C2 ma-
nifold without boundary). Let inclε ∈ C2(∂D × ∂Dε, ∂D × D̄ε) be defined by
inclε(ζ, x) = (ζ, x), (ζ, x) ∈ ∂D × ∂Dε. Here we omit the details of the proof
of the following statement :

∫

∂D×D̄ε
Φ1 →

∫

∂D×D̄ Φ1 and
∫

∂D×∂Dε
incl∗ε(Φ0) →

∫

∂D×∂D incl
∗(Φ0) as ε → 1−. These statements follow from (3.3.12), (3.3.13)

and (3.3.9). We shall prove that

∫

∂D×D̄ε

Φ1 =

∫

∂D×∂Dε

incl∗ε(Φ0). (3.4.11)

For µ = 1, 2, let S0µ ∈ C2((Rn × R
n)\{(x, x) | x ∈ R

n},R) such that
S0µ(ζ, x) = S0Vµ,Aµ,E

(ζ, x), (ζ, x) ∈ (D̄ × D̄)\Ḡ (from (3.3.8), it follows that
such a function S0µ exists). Let δε = dist(∂D, ∂Dε). Let W1,δε be the open
subset ∂D + B(0, δε

2
) = {x + y | x ∈ ∂D, y ∈ R

n, |y| < δε
2
} and let W2,δε be

the open subset Dε + B(0, δε
2
) = {x + y | x ∈ Dε, y ∈ R

n, |y| < δε
2
}. Note

that W1,δε is an open neighborhood of ∂D which does not intersect W2,δε which
is an open neighborhood of D̄ε. Hence S0µ ∈ C2(W1,δε ×W2,δε ,R) and there
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exists a sequence of functions (S0µ,m) such that

S0µ,m ∈ C3(W1,δε ×W2,δε ,R), (3.4.12)

sup
(x,y)∈∂D×D̄ε
α=(α1,α2)∈N2

|α|=α1+α2≤2

|∂
|α|(S0µ,m − S0µ)

∂xα1∂yα2

(x, y)| → 0, as m→ +∞. (3.4.13)

Fix m ∈ N. Let µ = 1, 2. We define the differential one-form, βµm on
(∂D × D̄ε) by

βµm(ζ, x) = dxS0µ,m(ζ, x)− 1

c

n
∑

j=1

Aj
µ(x)dxj, (3.4.14)

for (ζ, x) ∈ ∂D × D̄ε and x = (x1, . . . , xn) and Aµ(x) = (A1
µ(x), . . . ,A

n
µ(x))

and where d = dζ + dx is the De Rham differential operator on ∂D × D̄ε.
We define the continuous differential 2n− 2 form Φ0,m on ∂D × D̄ε by

Φ0,m(ζ, x) = −(−1)
n(n+1)

2 (β2
m − β1

m)(ζ, x) ∧ dζ(S02,m − S01,m)(ζ, x)

∧
∑

p+q=n−2

(ddζS01,m(ζ, x))p ∧ (ddζS02,m(ζ, x))q, (3.4.15)

for ζ ∈ ∂D, x ∈ D̄ε, where d = dζ +dx is the De Rham differential operator on
∂D × D̄ε. We define the continuous differential 2n− 1 form Φ1,m on ∂D × D̄ε

by

Φ1,m(ζ, x) = −(−1)
n(n−1)

2

[

β1
m(ζ, x) ∧ (ddζS01,m(ζ, x))n−1 + β2

m(ζ, x)

∧(ddζS02,m(ζ, x))n−1 − β1
m(ζ, x) ∧ (ddζS02,m(ζ, x))n−1

−β2
m(ζ, x) ∧ (ddζS01,m(ζ, x))n−1

]

, (3.4.16)

for (ζ, x) ∈ ∂D × D̄ε.
From (3.4.14)-(3.4.16), (3.3.9), (3.4.13), it follows that

∫

∂D×D̄ε

Φ1,m →
∫

∂D×D̄ε

Φ1, as m→ +∞, (3.4.17)

∫

∂D×∂Dε

incl∗ε(Φ0,m) →
∫

∂D×∂Dε

incl∗ε(Φ0), as m→ +∞. (3.4.18)

If we prove that
∫

∂D×D̄ε
Φ1,m =

∫

∂D×∂Dε
incl∗ε(Φ0,m), then formula (3.4.11) will

follow from (3.4.17) and (3.4.18).
From (3.4.12), it follows that

ddζS0µ,m is a C1 form on ∂D × D̄ε, (3.4.19)

d(ddζS0µ,m) = 0, (3.4.20)
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where d is the De Rham differential operator on ∂D × D̄ε. From (3.4.14), it
follows that

dβµm(ζ, x) = −ddζS0µ,m(ζ, x)− 1

c

∑

1≤j1<j2≤n
Bµ
j1,j2

(x)dxj1 ∧ dxj2 , (3.4.21)

for (ζ, x) ∈ ∂D × D̄ε and x = (x1, . . . , xn) (Bµ
j1,j2

(x) denotes the elements of
Bµ(x)). From (3.4.19)-(3.4.21), it follows that Φ0,m is C1 on ∂D× D̄ε and that

dΦ0,m(ζ, x) = (−1)n−1Φ1,m(ζ, x) + ω(ζ, x), (3.4.22)

ω(ζ, x) = (−1)
n(n+1)

2
1

c

∑

1≤j1<j2≤n
(B2

j1,j2
(x)−B1

j1,j2
(x))dxj1 ∧ dxj2

∧dζ(S02,m − S01,m)(ζ, x) ∧
∑

p+q=n−2

(ddζS01,m(ζ, x))p ∧ (ddζS02,m(ζ, x))q,

for (ζ, x) ∈ ∂D × D̄ε and x = (x1, . . . , xn). Note that as Bµ, µ = 1, 2, is
continuously differentiable on D̄, then the 2-form defined on ∂D × D̄ε by
∑

1≤j1<j2≤n(B
2
j1,j2

(x)−B1
j1,j2

(x))dxj1 ∧ dxj2 , (ζ, x) ∈ ∂D× D̄ε is also C1. Note

that (D̄ε is a n-dimensional C2 manifold and (3.4.20))

ω(ζ, x) = dω̃(ζ, x), (3.4.23)

where

ω̃(ζ, x) = (−1)
n(n+1)

2
(S02,m − S01,m)(ζ, x)

c

∑

1≤j1<j2≤n
(B2

j1,j2
(x)−B1

j1,j2
(x))

dxj1 ∧ dxj2 ∧
∑

p+q=n−2

(ddζS01,m(ζ, x))p ∧ (ddζS02,m(ζ, x))q, (3.4.24)

for (ζ, x) ∈ ∂D × D̄ε and x = (x1, . . . , xn). Since ∂Dε is a (n− 1)-dimensional
C2 manifold, it follows that

incl∗εω̃(ζ, x) = 0 (3.4.25)

for (ζ, x) ∈ ∂D × ∂Dε. Using (3.4.22), (3.4.23), (3.4.25), we obtain by Stokes’
formula the equality

∫

∂D×D̄ε
Φ1,m =

∫

∂D×∂Dε
incl∗ε(Φ0,m).

3.5 Proof of Lemma 2.1 and Proposition 3.1

3.5.1 Continuation of (V,B) and notations

Let Ṽ ∈ C2(Rn,R) be such that Ṽ ≡ V on D̄ and ‖Ṽ ‖C2,Rn < ∞. Let

B̃ ∈ C1(Rn, An(R)) (where An(R) denotes the space of real antisymmetric
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matrices) such that B̃ ≡ B on D̄ and ‖B̃‖C1,Rn <∞. Let ψ be the flow for the
differential system

ẋ =
p

√

1 + p2

c2

, (3.5.1)

ṗ = −∇Ṽ (x) +
1

c
B̃(x)

p
√

1 + p2

c2

,

for x ∈ R
n and p ∈ R

n (it means that a solution of (3.5.1), (x(t), p(t)), t ∈
]t−, t+[, which passes through (x0, p0) ∈ R

n × R
n at time t = 0, is written as

(x(t), p(t)) = ψ(t, x0, p0) for t ∈]t−, t+[). For equation (3.5.1), the energy

E = c2
√

1 +
|p(t)|2
c2

+ Ṽ (x(t)) (3.5.2)

is an integral of motion.
Under the conditions on Ṽ and B̃, ψ is defined on R × R

n × R
n and

ψ ∈ C1(R×R
n×R

n,Rn×R
n), and a solution x(t), t ∈]t−, t+[, of (3.1.1) which

starts at q0 ∈ D at time 0 with velocity v is written as x(t) = ψ1(t, x,
v

q

1− v2

c2

),

t ∈]t−, t+[ (we write ψ = (ψ1, ψ2) where ψi = (ψ1
i , . . . , ψ

n
i ) ∈ C1(R × R

n ×
R
n,Rn), i = 1, 2).

For v ∈ R
n and x ∈ R

n, we define the vector F (x, v) of R
n by

F (x, v) = −∇Ṽ (x) +
1

c
B̃(x)v. (3.5.3)

For x ∈ R
n and E > c2 + Ṽ (x), we denote by rṼ ,E(x) the positive real number

rṼ ,E(x) = c

√

√

√

√

(

E − Ṽ (x)

c2

)2

− 1, (3.5.4)

and we denote by S
n−1
x,E the following sphere of R

n of center 0

S
n−1
x,E = {p ∈ R

n||p| = rṼ ,E(x)}. (3.5.5)

3.5.2 Growth estimates for a function g

Consider the function g : R
n → Bc defined by

g(x) =
x

√

1 + |x|2
c2

(3.5.6)

where x ∈ R
n. This function was considered for example in [Jol05a].
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We remind that g has the following simple properties :

|∇gi(x)|2 ≤
1

1 + |x|2
c2

, (3.5.7)

|g(x)− g(y)| ≤ √
n sup
ε∈[0,1]

1
√

1 + |εx+(1−ε)y|2
c2

|x− y|, (3.5.8)

|∇gi(x)−∇gi(y)| ≤
3
√
n

c
sup
ε∈[0,1]

1

1 + |εx+(1−ε)y|2
c2

|x− y|, (3.5.9)

for x, y ∈ R
n, i = 1 . . . n, and g = (g1, . . . , gn). The function g is an infinitely

smooth diffeomorphism from R
n onto Bc, and its inverse is given by g−1(x) =

x
r

1− |x|2
c2

, for x ∈ Bc.

3.5.3 Proof of Lemma 3.2.1

For q0, q ∈ D̄, q0 6= q, let t+,q0,q = sup{t > 0 | ψ1(t, q0, k̄0,V,B(E, q0, q))∈
D}. From Properties (3.2.1) and (3.2.2), it follows that k0,V,B(E, ., .) is conti-
nuous on (D̄× D̄)\Ḡ and for q0, q ∈ D̄, q0 6= q, and any s1, s2 ∈ [0, t+,q0,q[, s1 6=
s2, ψ1(s1, q0, k̄0,V,B(E, q0, q)) 6= ψ1(s2, q0, k̄0,V,B(E, q0, q)) and N(q+)◦ ∂

∂t
ψ1(t, q0,

k̄0,V,B(E, q0, q))|t=t+,q0,q is positive, where q+ = ψ1(t+,q0,q, q0, k̄0,V,B(E, q0, q))
(and where ◦ denotes the usual scalar product on R

n). Using also continuity of
ψ1, one obtains that sV,B(E, q0, q) is continuous on (D̄×D̄)\Ḡ. Then we obtain
that sV,B(E, q0, q) ∈ C1((D̄ × D̄)\Ḡ,R) by applying implicit function theo-
rem on maps mi : R× ((Rn × R

n)\∆), (t, x, y)→ yi − ψi1(t, x, k̃0,V,B(E, x, y)),
i = 1 . . . n, where ∆ = {(x, x) | x ∈ R

n} and k̃0,V,B(E, ., .) is a C1 continua-
tion of k̄0,V,B(E, ., .) on (Rn × R

n)\∆ (such a continuation exists thanks to
(3.2.2), and note that for any q0, q ∈ D̄, q 6= q0, k̄V,B(E, q0, q) 6= 0). Note that
kV,B(E, q0, q) = g(ψ2(sV,B(E, q0, q), q0, k̄0,V,B(E, q0, q))), q0, q ∈ D̄, q0 6= q. It
remains to prove that sV,B(E, q0, q) is continuous on G = {(q′, q′) | q′ ∈ D̄}.
Let q0 = q ∈ D. Let (q0,m) and (qm) be two sequences of points of D̄
such that q0,m 6= q0 for all m and q0,m goes to q0 and qm goes to q = q0
as m → +∞. Let R = lim supm→+∞ sV,B(E, q0,m, qm) ∈ [0,+∞]. We shall
prove that R = 0. Assume that R > 0. Note that by conservation of energy

|k̄0,V,B(E, q0,m, qm)| ≤ c

√

(

E+‖V ‖∞
c2

)2

− 1. Using definition of R and compact-

ness of the closed ball of R
n whose radius is c

√

(

E+‖V ‖∞
c2

)2

− 1 and whose

centre is 0, we obtain that there exist subsequences of q0,m and qm (respecti-
vely still denoted by q0,m and qm) such that

lim
m→+∞

sV,B(E, q0,m, qm) = R, (3.5.10)

k̄0,V,B(E, q0,m, qm) converges to some k ∈ R
n. (3.5.11)
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Using conservation of energy, we obtain that

|k| = c

√

(

E − V (q0)

c2

)2

− 1. (3.5.12)

Using (3.5.11) and (3.5.10) and continuity of ψ1, we obtain that

ψ1(t, q0, k) = lim
m→+∞

ψ1(t, q0,m, k̄0,V,B(E, q0,m, qm)), for all t ∈ [0, R[. (3.5.13)

For all m and t ∈ [0, sV,B(E, q0,m, qm)[, ψ1(t, q0,m, k̄0,V,B(E, q0,m, qm)) ∈ D̄.
Hence using (3.5.13), we obtain that

ψ1(t, q0, k) ∈ D̄, t ∈ [0, R[. (3.5.14)

In addition,

ψ1(0, q0, k) = q0 ∈ D. (3.5.15)

Then R 6= +∞ (otherwise this would contradict (3.2.1), in particular the fact
that the solution of (3.1.1) under condition (3.1.3) with energy E, which starts
at time 0 at q0 = ψ1(0, q0, k), reaches the boundary ∂D at a time t+ > 0 and
satisfies the estimate ∂ψ1

∂t
(t+, q0, k) ◦N(ψ1(t+, q0, k)) > 0) .

Using continuity of ψ1 and limm→+∞ q0,m = q0, limm→+∞ qm = q0,
limm→+∞ sV,B(E, q0,m, qm) = R, limm→+∞ k̄0,V,B(E, q0,m, qm) = k and the defi-
nition of sV,B(E, q0,m, qm), we obtain that

ψ1(R, q0, k) = lim
m→+∞

ψ1(sV,B(E, q0,m, qm), q0, k̄0,V,B(E, q0,m, qm))

= lim
m→+∞

qm = q0. (3.5.16)

Properties (3.5.16), (3.5.15), (3.5.14) and (3.2.1) imply R = 0, which contra-
dicts the assumption R > 0. Finally we proved that sV,B(E, ., .) ∈ C((D̄ ×
D̄)\∂G,R).

Let x0 ∈ D. From (3.2.3), it follows that for sufficiently small positive ε, E
is greater than E(‖Ṽ ‖C2,Dx0,ε

, ‖B̃‖C1,Dx0,ε
, Dx0,ε) whereDx0,ε = {x0+(1+ε)(x−

x0) | x ∈ D}. Hence one obtains that solutions of energy E for equation (3.5.1)
in Dx0,ε also have properties (3.2.1) and (3.2.2) ; and replacing V , B, and D by
Ṽ , B̃ and Dx0,ε above in the proof, one obtains that sṼ ,B̃(E, ., .) is continuous

on (D̄x0,ε × D̄x0,ε)\{(q, q) | q ∈ ∂Dx0,ε} (sṼ ,B̃(E, q′0, q
′), (q′0, q

′) ∈ D̄x0,ε × D̄x0,ε,

are defined as sV,B(E, q0, q), (q0, q) ∈ D̄ × D̄, are defined in Subsection 2.1).
Now, using also D̄ ⊆ Dx0,ε and the equality sV,B(E, q0, q) = sṼ ,B̃(E, q0, q) for

q0, q ∈ D̄, one obtains sV,B(E, ., .) ∈ C(D̄×D̄,R) (the equality sV,B(E, q0, q) =
sṼ ,B̃(E, q0, q) for q0, q ∈ D̄, follows from the fact that if (x(t), p(t)) is solution
of (3.5.1) in D, then (x(t), p(t)) is also solution of (3.5.1) in Dx0,ε).

Lemma 3.2.1 is proved. �
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3.5.4 Proof of Proposition 3.3.1

From Lemma 3.2.1, ψ ∈ C1(R × R
n × R

n,Rn × R
n), A ∈ C1(D̄,Rn), it

follows that S0V,A,E
∈ C(D̄×D̄,R) and S0V,A,E

∈ C1((D̄×D̄)\Ḡ,R). Equalities
(3.3.9) and (3.3.10) are known equalities (see Section 46 and further Sections of
[Arn78]). Statements (3.3.8), (3.3.11), (3.3.12) follow from (3.3.9) and (3.3.10).
We shall prove (3.3.13). We omit indices V,B for sV,B, k̄0,V,B and k̄V,B where k̄0, k̄

are defined by (3.3.1). Using the equality y−x =
∫ s(E,x,y)

0
∂ψ1

∂t
(t, x, k̄0(E, x, y))dt

and estimate |∂ψ1

∂t
(t, x, k̄0(E, x, y))| ≤ c, we obtain

|y − x| ≤ cs(E, x, y), for all x, y ∈ D̄, y 6= x. (3.5.17)

Derivating equality ψ1(s(E, x, y), x, k̄0(E, x, y)) = y with respect to yi, we
obtain that

ei = (
∂ψj1
∂k̄

(s(E, x, y), x, k̄0(E, x, y)) ◦
∂k̄0

∂yi
(E, x, y))j=1..n (3.5.18)

+
∂s

∂yi
(E, x, y)

∂ψ1

∂s
(s(E, x, y), x, k̄0(E, x, y)),

for any x, y ∈ D̄, x 6= y and where (e1, . . . , en) is the canonical basis of R
n

(and where ◦ denotes the usual scalar product on R
n). For t ∈ R, x ∈ D̄,

and k ∈ R
n and j = 1..n the following equality is valid : ψj1(t, x, k) =

xj + tgj(k)+
∫ t

0

[

gj(k +
∫ s

0
F (ψ1(σ, x, k), g(ψ2(σ, x, k)))dσ)− gj(k)

]

ds. Hence
we obtain that for t ∈ R, x ∈ D̄, k = (k1, . . . , kn) ∈ R

n, and j = 1..n,

∂ψj1
∂kl

(t, x, k) = t
∂gj
∂kl

(k) +

∫ t

0

[

∂gj
∂kl

(k +

∫ s

0

F (ψ1(σ, x, k), g(ψ2(σ, x, k)))

dσ)− ∂gj
∂kl

(k)

]

ds+

∫ t

0

∇gj(k +

∫ s

0

F (ψ1(σ, x, k), g(ψ2(σ, x, k)))dσ) ◦
∫ s

0

∂

∂kl
F (ψ1, g(ψ2))|(σ,x,k)dσds, (3.5.19)

for any l = 1..n. Define

R = sup
(x′,y′)∈D̄

s(E, x′, y′),

M3 = sup
t∈[0,R],x′∈D̄,l=1...n

|k|≤c

v

u

u

t

 

supx′∈D̄ E−V (x′)
c2

!2

−1

| ∂
∂kl

F (ψ1, g(ψ2))|(t,x′,k)|,

M4 = max(M3,
√
n‖V ‖C2,D + n‖B‖C1,D).
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Then using (3.5.19) and growth properties of g, we obtain that

|∂ψ
j
1

∂kl
(s(E, x, y), x, k̄0(E, x, y))− s(E, x, y)

∂gj
∂kl

(k̄0(E, x, y))|

≤M4s(E, x, y)
2(1 +

3
√
n

c
), (3.5.20)

for x, y ∈ D̄, x 6= y and j, l = 1..n. where k̄0 is defined by (3.3.1).

Let x, y ∈ D̄, x 6= y. Using the identity

k̄(E, x, y) = k̄0(E, x, y) +

∫ s(E,x,y)

0

(

−∇V (ψ1(s, x, k̄0(E, x, y)))

+
1

c
B(ψ1(s, x, k̄0(E, x, y)))g(ψ2(s, x, k̄0(E, x, y)))

)

ds,

we obtain the following estimate

|k̄(E, x, y)− k̄0(E, x, y)| ≤M5s(E, x, y), (3.5.21)

where M5 =
√
n‖V ‖C2,D + n‖B‖C1,D. Using (3.3.2), we obtain that

k̄0(E, x, y) ◦
∂k̄0

∂yi
(E, x, y) =

1

2

∂|k̄0|2
∂yi

(E, x, y) = 0, (3.5.22)

for i = 1..n. From (3.3.2), (3.5.21) and (3.5.22), it follows that

| k̄(E, x, y)|k̄(E, x, y)| ◦
∂k̄0

∂yi
(E, x, y)| ≤ 1

|k̄(E, x, y)| |(k̄(E, x, y)− k̄0(E,

x, y)) ◦ ∂k̄0

∂yi
(E, x, y)|+ 1

|k̄(E, x, y)| |k̄0(E, x, y) ◦
∂k̄0

∂yi
(E, x, y)|

≤ c−1

(

(

infx′∈D̄ E − V (x′)

c2

)2

− 1

)− 1
2

M5s(E, x, y)|
∂k̄0

∂yi
(E, x, y)|, (3.5.23)

for i = 1..n.

Let (v1, . . . , vn−1) be an orthonormal family of R
n such that ( k̄(E,x,y)

|k̄(E,x,y)| , v
1,

. . . , vn−1) is an orthonormal basis of R
n. Note that using definition of g and

(3.5.22), we obtain

(∇gj(k̄0(E, x, y)) ◦
∂k̄0

∂yi
(E, x, y))j=1..n = (3.5.24)

(

1 +
|k̄0(E, x, y)|2

c2

)−1/2
∂k̄0

∂yi
(E, x, y), i = 1..n.
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Hence using (3.5.24), (3.5.20) and (3.5.18) (and k(E, x, y) ◦ vh = 0), we obtain

s(E, x, y)|∂k̄0

∂yi
(E, x, y) ◦ vh| =

√

1 +
|k̄0(E, x, y)|2

c2
s(E, x, y)

×|(∇gj(k̄0(E, x, y)) ◦
∂k̄0

∂yi
(E, x, y))j=1..n ◦ vh|

≤
√

1 +
|k̄0(E, x, y)|2

c2

[

nM4s(E, x, y)
2(1 +

3

c
)|∂k̄0

∂yi
(E, x, y)|

+ |(∂ψ
j
1

∂k
(s(E, x, y), x, k̄0(E, x, y)) ◦

∂k̄0

∂yi
(E, x, y))j=1..n ◦ vh|

]

=

√

1 +
|k̄0(E, x, y)|2

c2

[

nM4s(E, x, y)
2(1 +

3

c
)|∂k̄0

∂yi
(E, x, y)|+ |vhi |

]

≤ supx′∈D̄ E − V (x′)

c2
(nM4(1 +

3

c
)s(E, x, y)2|∂k̄0

∂yi
(E, x, y)|+ 1),(3.5.25)

for i = 1 . . . n. Let M6 = c−1
(

(c−2 infx′∈D̄(E − V (x′)))
2 − 1

)− 1
2
M5 + c−2×

supx′∈D̄(E−V (x′))(nM4(1+ 3
c
)+1). From (3.5.23) and (3.5.25), it follows that

s(E, x, y)|∂k̄0

∂yi
(E, x, y)| ≤ √nM6(1 + s(E, x, y)(s(E, x, y)|∂k̄0

∂yi
(E, x, y)|)),

(3.5.26)
for i = 1 . . . n.

Using uniform continuity of s(E, ., .) on D̄×D̄, we obtain that there exists
some η > 0 such that if x, y ∈ D̄, |x−y| < η, then

√
nM6s(E, x, y) ≤ 1

2
. Then,

using (3.5.26), we obtain that s(E, x, y)|∂k̄0
∂yi

(E, x, y)| ≤ 2
√
nM6, for x, y ∈ D̄,

|x−y| < η and i = 1..n. Now using the continuous differentiability of k̄0(E, ., .)

on (D̄ × D̄)\Ḡ, we obtain that |∂k̄0
∂yi

(E, x, y)| ≤ M ′
i

s(E,x,y)
for x, y ∈ D̄, x 6= y and

where M ′
i = max(2M6

√
n,R supx′,y′∈D̄,|x′−y′|≥η |∂k̄0∂yi

(E, x, y)|). Putting M2 =

supi=1..n cM
′
i and using (3.5.17) and (3.3.11), we obtain (3.3.13). �

3.6 Proof of Properties (3.2.1) and (3.2.2)

In this Section we first consider solutions x(t) of (3.5.1) in an open boun-
ded subset Ω of R

n (see Subsection 3.6.1) and we give properties of these solu-
tions at fixed and sufficiently large energy (see Subsections 3.6.3 and 3.6.4) (Ω
should be thought as an open neighborhood of D). Using these properties we
prove Properties (3.2.1) and (3.2.2) (see Subsection 3.6.5). Subsections 3.6.6,
3.6.7, 3.6.8, 3.6.9 are devoted to the proof of Propositions 3.6.1, 3.6.2, 3.6.3,
3.6.4 formulated in Subsection 3.6.4.

We keep notations of Subsections 3.5.1, 3.5.2.
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3.6.1 Additional notations

Let Ω be a bounded open subset of R
n with frontier ∂Ω. We define a

positive number δ(Ω) by

δ(Ω) = sup
x∈Ω
|x|. (3.6.1)

We consider the following equation in Ω :

ṗ = F (x, ẋ), p =
ẋ

√

1− |ẋ|2
c2

, x ∈ Ω, p ∈ R
n. (3.6.2)

where the force F (x, ẋ) = −∇Ṽ (x) + 1
c
B̃(x)ẋ is defined by (3.5.3). For the

equation (3.6.2), the energy E = c2
√

1 + |p(t)|2
c2

+ Ṽ (x(t)) is an integral of
motion.

Note that if x(t), t ∈]t−, t+[, is a solution of (3.6.2) which starts at x0 ∈ Ω
at time 0 with velocity v then x(t) = ψ1(t, x0, g

−1(v)), t ∈]t−, t+[, where the
function g is defined by (3.5.6) and where ψ = (ψ1, ψ2) is the flow of the
differential system (3.5.1). We obtain, in particular, x(t)→ ψ1(t±, x0, g

−1(v)),
as t→ t±, and ẋ(t)→ g(ψ2(t±, x0, g

−1(v))), as t→ t±.
We denote by Λ the open subset of R × Ω × R

n where the flow of the
differential system (3.6.2) is defined, i.e.

Λ = {(t, x, p) ∈ R× Ω× R
n | ∀s ∈ [0, t] ψ1(s, x, p) ∈ Ω},

where ψ = (ψ1, ψ2) is the flow of the differential system (3.5.1).
For E > c2 + supx∈Ω Ṽ (x), we denote by VE the following smooth 2n− 1-

dimensional submanifold of R
2n

VE = {(x, p) ∈ Ω× R
n | |p| = rṼ ,E(x)}, (3.6.3)

where rṼ ,E(x) is defined by (3.5.4).

For E > c2 + supx∈Ω Ṽ (x), we also consider the map ϕE ∈ C1(Λ ∩
(]0,+∞[×VE) ,Ω× Ω), defined by

ϕE(t, x, p) = (x, ψ1(t, x, p)), for (t, x, p) ∈ Λ ∩ (]0,+∞[×VE) . (3.6.4)

3.6.2 Estimates for the force F

We define the nonnegative real number β(Ṽ , B̃, Ω) by

β(Ṽ , B̃,Ω) = max









sup
x∈Ω

α∈(N∪{0})n
|α|≤2

|∂αx Ṽ (x)|, sup
x∈Ω

α′∈(N∪{0})n
|α′|≤1

|∂α′
x B̃i,j(x)|









. (3.6.5)
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The following estimates are valid :

|F (x, v)| ≤ nβ(Ṽ , B̃,Ω)(
1

c
|v|+ 1), (3.6.6)

|F (x, v)− F (x′, v′)| ≤ n3/2β(Ṽ , B̃,Ω)

[

|x− x′|
(

1 +
|v′|
c

)

+
1

c
|v′ − v|

]

,

(3.6.7)
for x, x′ ∈ Ω and v, v′ ∈ R

n.

3.6.3 Some constants

For x ∈ Ω and E > c2 + supx′∈Ω V (x′), we define the following real
constants

C1 = 2c2 + sup
x′∈Ω

(

Ṽ (x′) + 8|x′|
(

|∇Ṽ (x′)|+
∑

i,j=1...n

|B̃i,j(x
′)|
))

, (3.6.8)

C2 = c2

√

1 +
800n2β(Ṽ , B̃,Ω)2δ(Ω)2

c4
+ sup

x′∈Ω
Ṽ (x′), (3.6.9)

C3 = C4

(

1 + 5δ(Ω)C5e
5δ(Ω)C5

)

(3.6.10)

C4 =

(

1 +
10
√

2n2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
e

10
√

2δ(Ω)n2β(Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x)

)

(3.6.11)

×10n2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)

(

5δ(Ω) +
600n3/2δ(Ω)2β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
+ 24

)

+
20
√

2n5/2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
e

10
√

2δ(Ω)n2β(Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x) +
40n3/2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

c2
√

(

E−Ṽ (x)
c2

)2

− 1

,

C5 =

(

1 +
10
√

2n2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
e

10
√

2δ(Ω)n2β(Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x)

)

(3.6.12)

×20n2β(Ṽ , B̃,Ω)δ(Ω)

E − Ṽ (x)

(

1 +
120n3/2β(Ṽ , B̃,Ω)δ(Ω)

E − Ṽ (x)

)

,

C6 = inf
x′∈Ω

(
√

1−
(

c2

E − Ṽ (x′)

)2

− 20n2β(Ṽ , B̃,Ω)δ(Ω)

E − Ṽ (x′)

)

,(3.6.13)

C7 = inf
x′∈Ω

(

1− 5(n+ 1)1/2n2δ(Ω)

E − Ṽ (x′)
(3.6.14)

×β(Ṽ , B̃,Ω)e

10n3/2β(Ṽ ,B̃,Ω)δ(Ω)

E−Ṽ (x′)

0

@1+2cn1/2e

10n3/2β(Ṽ ,B̃,Ω)δ(Ω)

E−Ṽ (x′)

1

A

×
[

12
√
n+ 1 + 10

√
nδ(Ω)

])

.
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Now assume that Ω is a bounded strictly convex (in the strong sense)
open domain of R

n with C2 boundary. Let χΩ be a C2 defining function
for Ω, i.e. Ω = χ−1

Ω (] − ∞, 0[) and ∂Ω = χ−1
Ω ({0}) and for all x ∈ ∂Ω

∇χΩ(x) 6= 0 and the Hessian matrix HessχΩ(x) of χΩ at x satisfies the in-
equality HessχΩ(x)(v, v) > 0 for all v ∈ Tx∂Ω, v 6= 0 (where Tx∂Ω ⊆ R

n is
the tangent space of ∂Ω at x ∈ ∂Ω). For E > c2 + supx∈Ω Ṽ (x), we define the
real constant C8(E, Ṽ , B̃, Ω) by

C8 = C10(Ω)



1−
(

c2

E − supy∈Ω Ṽ (y)

)2


− 2nC9(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − supy∈Ω Ṽ (y)
, (3.6.15)

where C9(Ω) and C10(Ω) are the two positive real numbers defined by

C9(Ω) = sup
x∈∂Ω
|∇χΩ(x)|, (3.6.16)

C10(Ω) = inf
x∈∂Ω, v∈Sn−1∩Tx∂Ω

|HessχΩ(x)(v, v)|. (3.6.17)

Note that from (3.6.10)-(3.6.15), it follows that

supx∈ΩC3(E, x, Ṽ , B̃,Ω)→ 0, as E → +∞,
C6(E, Ṽ , B̃,Ω)→ 1 > 0, as E → +∞,
C7(E, Ṽ , B̃,Ω)→ 1 > 0, as E → +∞,
C8(E, Ṽ , B̃,Ω)→ C10(Ω) > 0, as E → +∞.

(3.6.18)

When Ω is strictly convex in the strong sense with C2 boundary, then
one can relate an upper bound for the real constant E(‖Ṽ ‖C2,Ω, ‖B̃‖C1,Ω,Ω)
(mentioned in Subsection 3.2.1) with constants C1, C2, supx∈ΩC3, C6, C7 and
C8 (see Subsections 3.6.4 and 3.6.5).

Remark 3.6.1. We remind that Ṽ is a C2 continuation of V on R
n and

that B̃ ∈ C1(Rn, An(R)) is such that B̃ ≡ B on D̄. Note that from (3.6.8)-
(3.6.15) it follows that C1(Ṽ , B̃, D), C2(Ṽ , B̃, D), supx∈D C3(E, x, Ṽ , B̃,D),
C6(E, Ṽ , B̃,D), C7(E, Ṽ , B̃,D) and C8(E, Ṽ , B̃,D) depend only on (V,B) and
D.

3.6.4 Properties of the first component of the flow of

(3.6.2) at fixed and sufficiently large energy E

The following Proposition 3.6.1 gives an upper bound for living time for
solutions of (3.6.2) with energy E when E is sufficiently large.

Proposition 3.6.1. Let

E ≥ C1(Ṽ , B̃,Ω), (3.6.19)
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where C1 is defined by (3.6.8). Let x :]t−, t+[→ Ω be a solution of (3.6.2) with
energy E, where t± ∈ R ∪ {±∞}. Then the following statement holds : t−, t+
are finite and they satisfy the following estimate

|t+ − t−| ≤
5δ(Ω)

c
, (3.6.20)

where δ(Ω) is defined by (3.6.1).

A proof of Proposition 3.6.1 is given in Subsection 3.6.6.

For E ≥ C1(Ṽ , B̃,Ω) (C1 is defined by (3.6.8)) and for (x, p) ∈ VE, we
define the real numbers t+,x,p and t−,x,p by

t+,x,p = sup{t > 0 | (t, x, p) ∈ Λ}, (3.6.21)

t−,x,p = inf{t < 0 | (t, x, p) ∈ Λ}. (3.6.22)

The following Proposition 3.6.2 gives, in particular, a one-to-one property
of the map ϕE defined by (3.6.4).

Proposition 6.2. Let

E ≥ max(C1(Ṽ , B̃,Ω), C2(Ṽ , B̃,Ω)), (3.6.23)

where constants C1 and C2 are defined by (3.6.8) and (3.6.9). Let x ∈ Ω and
let p1, p2 ∈ S

n−1
x,E (defined by (3.5.5)). Then the following estimate is valid :

||ψ1(t1, x, p1)− ψ1(t2, x, p2)| − |t1v1 − t2v2|| ≤ C3|t1v1 − t2v2|, (3.6.24)

for (t1, t2) ∈ [0, t+,x,p1 [×[0, t+,x,p2 [, where vi = pi
r

1− p2
i

c2

, i = 1, 2, and where

C3 = C3(E, x, Ṽ , B̃,Ω) is defined by (3.6.10).

A proof of Proposition 3.6.2 is given in Subsection 3.6.7. We remind that

sup
x∈Ω

C3(E, x, Ṽ , B̃,Ω)→ 0, as E → +∞ (see (3.6.18)). (3.6.25)

Taking account of (3.6.25) and the equality ψ1(0, x, p) = x for any (x, p) ∈ VE
and taking account of Proposition 3.6.2, we obtain that at fixed and sufficiently
large energy E the map ϕE defined by (3.6.4) is one-to-one and its range is
included in (Ω× Ω)\{(x, x) | x ∈ Ω}.

The following Proposition 3.6.3 is proved in Subsection 3.6.8.

Proposition 3.6.3. Assume that

E ≥ C1(Ṽ , B̃,Ω),

E ≥ c2
√

1 + 400n2β(Ṽ ,B̃,Ω)2δ(Ω)2

c4
+ supx∈Ω Ṽ (x),

min(C6(E, Ṽ , B̃,Ω), C7(E, Ṽ , B̃,Ω)) > 0,

(3.6.26)
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where C1, C6 and C7 are defined by (3.6.8), (3.6.13) and (3.6.14). Then the
map ϕE defined by (3.6.4) is a local C1 diffeomorphism at any point (t, x, p) ∈
Λ ∩ (]0,+∞[×VE) .

Now assume that Ω is a bounded strictly convex (in the strong sense) open
domain of R

n with C2 boundary. Let χΩ be a C2 defining function for Ω. For
E > c2 + supx∈Ω Ṽ (x), real constant C8(E, Ṽ , B̃,Ω) is defined by (3.6.15) with
respect to χΩ.

The following Proposition 3.6.4 gives a surjectivity property of the map
ϕE defined by (3.6.4) at fixed and sufficiently large energy E.

Proposition 3.6.4. Let

E ≥ C1(Ṽ , B̃,Ω),

E ≥ c2
√

1 + 400n2β(Ṽ ,B̃,Ω)2δ(Ω)2

c4
+ supx∈Ω Ṽ (x),

min(C6(E, Ṽ , B̃,Ω), C7(E, Ṽ , B̃,Ω), C8(E, Ṽ , B̃,Ω)) > 0.

(3.6.27)

where C1, C6, C7 and C8 are defined by (3.6.8), (3.6.13), (3.6.14) and (3.6.15).
Then (Ω × Ω)\{(x, x) | x ∈ Ω} is included in the range of the map ϕE

defined by (3.6.4).

A proof of Proposition 3.6.4 is given in Subsection 3.6.9.
Taking account of Propositions 3.6.2, 3.6.3, 3.6.4, we obtain, in particular,

that at fixed and sufficiently large energy E the map ϕE defined by (3.6.4) is
a C1 diffeomorphism from Λ ∩ (]0,+∞[×VE) onto (Ω× Ω)\{(x, x) | x ∈ Ω}.

Now we are ready to prove Properties (3.2.1) and (3.2.2).

3.6.5 Final part of the proof of Properties (3.2.1) and

(3.2.2)

Let χD be a C2 defining function for D, i.e. χD ∈ C2(Rn,R) and
D = χ−1

D (] − ∞, 0[), and ∂D = χ−1
D ({0}), and for all x ∈ ∂D ∇χD(x) 6=

0 and the Hessian matrix HessχD(x) of χD at x satisfies the inequality
HessχD(x)(v, v) > 0 for all v ∈ Tx∂D, v 6= 0 (where Tx∂D ⊆ R

n is the
tangent space of ∂D at x ∈ ∂D).

Let x0 ∈ D. For ε > 0, we define the open neighborhood Ωε of D̄ by
Ωε = {x0 + (1 + ε)(x′ − x0) | x′ ∈ D}. Then Ωε is also a bounded strictly
convex in the strong sense open domain of R

n with C2 boundary and the map
χΩε ∈ C2(Rn,R) defined by χΩε(x) = χD(x0 + x−x0

1+ε
), x ∈ R

n, is a C2 defining
function for Ωε. In addition, note that

x ∈ ∂Ωε ⇔ x0 + x−x0

1+ε
∈ ∂D,

∇χΩε(x) = (1 + ε)−1∇χD(x0 + x−x0

1+ε
), x ∈ R

n,

HessχΩε(x) = (1 + ε)−2HessχD(x0 + x−x0

1+ε
), x ∈ R

n,

supx∈Ωε

(

inf{|x− y| | y ∈ D̄}
)

= ε sup{|x− x0| | x ∈ D} −→
ε→0+

0.

(3.6.28)
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Note also that Ωε2 ⊆ Ωε1 if 0 < ε2 < ε1.
Let E > c2 + supx∈D V (x). Assume that

E > max(C1(Ṽ , B̃, D), C2(Ṽ , B̃, D)),

supx∈ΩC3(E, x, Ṽ , B̃,D) < 1,

min(C6(E, Ṽ , B̃,D), C7(E, Ṽ , B̃,D), C8(E, Ṽ , B̃,D)) > 0,

(3.6.29)

where C1, C2, C3, C6, C7 and C8 are defined by (3.6.8), (3.6.9), (3.6.10),
(3.6.13), (3.6.14) and (3.6.15) (taking account of (3.6.18), we obtain that if
E is sufficiently large, then (3.6.29) is satisfied).

Let ε > 0. We denote by Λε the open subset of R × Ωε × R
n defined by

Λε = {(t, x, p) ∈ R × Ω × R
n | ∀s ∈ [0, t] ψ1(s, x, p) ∈ Ωε}, and we denote

by VE,ε the following smooth 2n − 1-dimensional submanifold of R
2n VE,ε =

{(x, p) ∈ Ωε × R
n | |p| = rṼ ,E(x)}. From (3.6.28) and continuity of ∂αx Ṽ and

∂α
′

x B̃ for α, α′ ∈ (N ∪ {0})n, |α| ≤ 2, |α′| ≤ 1, and from (3.6.8)-(3.6.15), it
follows that

Ci(Ṽ , B̃,Ωε)→ Ci(Ṽ , B̃, D), as ε→ 0+, for i = 1, 2,

sup
x∈Ωε

C3(E, x, Ṽ , B̃,Ωε)→ sup
x∈D

C3(E, x, Ṽ , B̃,D), as ε→ 0+,

Ci(E, Ṽ , B̃,Ωε)→ Ci(E, Ṽ , B̃,D), as ε→ 0+, for i = 6, 7, 8.

Taking also account of (3.6.29) and Propositions 6.2, 6.3, 6.4, we obtain that
there exists ε0 > 0 such that

ϕεE : Λε ∩ (]0,+∞[×VE,ε)→ Ωε × Ωε, (t, x, p) 7→ (x, ψ1(t, x, p)), is a
C1 diffeomorphism from Λε ∩ (]0,+∞[×VE,ε) onto (Ωε × Ωε)\{(x, x) |
x ∈ Ωε} for any ε ∈]0, ε0[.

(3.6.30)
Let q0, q ∈ D̄, q0 6= q. Let ε1 ∈]0, ε0[. From (3.6.30), it follows that there

exists an unique pε1 ∈ S
n−1
q0,E

and an unique positive real number tε1 such that
q = ψ1(tε1 , q0, pε1) and (tε1 , q0, pε1) ∈ Λε1 . Consider the function m ∈ C2(R,R),
defined by m(t) = χD(ψ1(t, q0, pε1)), t ∈ R. Derivating twice m, we obtain

m̈(t) = HessχD(ψ1(t, q0, pε1))(g(ψ2(t, q0, pε1)), g(ψ2(t, q0, pε1))) (3.6.31)

+

(

1 +
|ψ2(t, q0, pε1)|2

c2

)−1/2

∇χD(ψ1(t, q0, pε1)) ◦ F (ψ1(t, q0, pε1),

g(ψ2(t, q0, pε1)))−
ψ2(t, q0, pε1) ◦ F (ψ1(t, q0, pε1), g(ψ2(t, q0, pε1)))

c2
(

1 +
|ψ2(t,q0,pε1 )|2

c2

)3/2

×∇χD(ψ1(t, q0, pε1)) ◦ ψ2(t, q0, pε1),

for t ∈ R, where g is the function defined by (3.5.6) and ◦ denotes the usual
scalar product on R

n (we used (3.5.1)). In addition, note that using the fact



3.6. PROOF OF PROPERTIES (3.2.1) AND (3.2.2) 129

that χD is a C2 defining function of D, we obtain that for t ∈ R

ψ1(t, q0, pε1) ∈ D ⇔ m(t) < 0,

ψ1(t, q0, pε1) ∈ ∂D ⇔ m(t) = 0.

Assume that there exists some s ∈]0, tε1 [ such that ψ1(s, q0, pε1) 6∈ D (i.e.
m(s) ≥ 0). Let s0 = sup{s′ ∈ [0, s] | ψ1(s

′, x, pε1) ∈ D̄}. Hence

ψ1(s0, q0, pε1) ∈ ∂D, (i.e. m(s0) = 0), (3.6.32)

m(t) ≤ 0, for t ∈ [0, s0]. (3.6.33)

The Taylor expansion of m at s0 is given by

m(t) = ṁ(s0)(t− s0) +
1

2
m̈(s0)(t− s0)

2 + o((t− s0)
2), t ∈ R. (3.6.34)

Hence if ṁ(s0) < 0 then (3.6.34) contradicts (3.6.33). In addition, if ṁ(s0) = 0,
then ψ2(s0, q0, pε1) ∈ Tψ1(s0,q0,pε1 )∂D, and from (3.6.32), (3.6.31), (3.5.2), and
the estimates (3.6.6), |g(ψ2(t, q0, pε1))| < c, and definition (3.6.15), it follows
that m̈(s0) ≥ c2C8(E, Ṽ , B̃,D) > 0 (we used (3.6.29)). Hence if ṁ(s0) =
0, then m̈(s0) > 0, and (3.6.34) contradicts (3.6.33). We finally prove that
ṁ(s0) > 0. Using also the equalitym(s0) = 0, we obtain that there exists ε′ > 0
such that s0+ε

′ < tε1 and m(s0+ε
′) > 0 which implies that ψ1(s0+ε

′, q0, pε1) 6∈
D̄. Then, due to supz∈Ωε

inf{|z − z′| | z′ ∈ D̄} → 0 as ε → 0, there exists
ε2 ∈]0, ε1[ such that ψ1(s0 + ε′, q0, pε1) 6∈ Ωε2 and using also (3.6.30), we obtain
that there exists (pε2 , tε2) ∈ S

n−1
q0,E
×]0,+∞[ such that (pε2 , tε2) 6= (pε1 , tε1) and

(tε2 , q0, pε2) ∈ Λε2 and q = ψ1(tε2 , q0, pε2), which contradicts unicity of (pε1 , tε1).
We finally proved that

ψ1(s, q0, pε1) ∈ D for all s ∈]0, tε1 [. (3.6.35)

Now consider

t2 = sup{t ∈]0,+∞[ | ψ1(s, q0, pε1) ∈ D for all s ∈]0, t]}, (3.6.36)

t1 = inf{t ∈ R | ψ1(s, q0, pε1) ∈ D for all s ∈ [t, tε1 [} (3.6.37)

(using Proposition 6.1 and (3.6.29), we obtain that t2 and t1 are real numbers

that satisfy t2 − t1 ≤ 5δ(D)
c

). Then for i = 1, 2, the Taylor expansion of m at ti
is given by

m(t) = ṁ(ti)(t− ti) +
1

2
m̈(ti)(t− ti)2 + o((t− ti)2), t ∈ R. (3.6.38)

Hence if ṁ(t2) < 0 then (3.6.38) contradicts the fact that ψ1(s, q0, pε1) ∈ D for
all s ∈ [0, t2[. In addition, if ṁ(t2) = 0, then ψ2(t2, q0, pε1) ∈ Tψ1(t2,q0,pε1 )∂D,
and from (3.6.32), (3.5.2), and the estimates (3.6.6), |g(ψ2(t, q0, pε1))| < c, and
definition (3.6.15), it follows that m̈(t2) ≥ c2C8(E, Ṽ , B̃,D) > 0 (we used
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(3.6.29)). Hence if ṁ(t2) = 0, then m̈(t2) > 0, and (3.6.38) contradicts the
fact that ψ1(s, q0, pε1) ∈ D for all s ∈ [0, t2[. We finally prove that ṁ(t2) > 0.
We similarly obtain the estimate ṁ(t1) < 0. We proved that ṁ(t2) > 0 and
ṁ(t1) < 0, i.e.

∂ψ1

∂t
(t, q0, pε1)|t=t1 ◦N(t1) < 0,

∂ψ1

∂t
(t, q0, pε1)|t=t2 ◦N(t2) > 0,

(3.6.39)

where N(ti) =
∇χD(ψ1(t,q0,pε1 ))

|∇χD(ψ1(t,q0,pε1 ))| , i = 1, 2.

Statement (3.6.35) with (3.6.39) and (3.6.30) (with “ε = ε1”) proves
(3.2.1) and (3.2.2). �

3.6.6 Proof of Proposition 3.6.1

We denote ẋ(t)
r

1− ẋ(t)2

c2

by p(t) for t ∈]t−, t+[.

Let I(t) = 1
2
|x(t)|2, for t ∈]t−, t+[. Derivating twice I and using (3.6.2),

we obtain

Ï(t) =
p(t)2

1 + p(t)2

c2

+
1

√

1 + p(t)2

c2

F



x(t),
p(t)

√

1 + p(t)2

c2



 ◦ x(t) (3.6.40)

− p(t) ◦ x(t)
c2(1 + p(t)2

c2
)3/2

p(t) ◦ F



x(t),
p(t)

√

1 + p(t)2

c2





for t ∈]t−, t+[, where ◦ denotes the usual scalar product in R
n. From the

estimate |p(t)|
r

1+
p(t)2

c2

< c, t ∈]t−, t+[, and from (3.6.40) and (3.5.2), it follows that

Ï(t) ≥ c2
(

1− 1

(
E−Ṽ (x(t))

c2
)2

)

− 2
|x(t)|(|∇Ṽ (x(t))|+

P

i,j=1...n |B̃i,j(x(t))|)
E−Ṽ (x(t))

c2

, for t ∈]t−, t+[,

which with (3.6.19) implies

Ï(t) ≥ c2

2
, (3.6.41)

for t ∈]t−, t+[.
Let t, s ∈]t−, t+[, s ≤ t. From (3.6.41) and the equality I(t) = I(s) +

İ(s)(t− s) +
∫ t

s

∫ τ

s
Ï(σ)dσdτ, it follows that

I(t)− I(s) ≥ İ(s)(t− s) +
c2

4
(t− s)2. (3.6.42)

Using (3.6.1) and the estimate |ẋ(s)| < c, we obtain İ(s) = x(s) ◦ ẋ(s) ≥
−|x(s)||ẋ(s)| ≥ −cδ(Ω). Using (3.6.1), we obtain I(t) − I(s) = 1

2
(|x(t)|2 −

|x(s)|2) ≤ δ(Ω)2. From (3.6.42) and the two latter inequalities, it follows that

0 ≥ −δ(Ω)2−cδ(Ω)(t−s)+ c2

4
(t−s)2, which implies that t−s ≤ δ(Ω)

c
(2
√

2+2) <
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5δ(Ω)
c

(the roots of −δ(Ω)2− cδ(Ω)X+ c2

4
X2 are (δ(Ω)/c)(2±2

√
2)). As t→ t+

and s → t−, the latter inequality proves (3.6.20). Proposition 3.6.1 is proved.
�

3.6.7 Proof of Proposition 3.6.2

Throughout this Subsection, we denote by γx,pi
(t) the point of R

n defined
by

γx,pi
(t) = ψ1(t, x, pi),

for any t ∈ R and i = 1, 2, where ψ = (ψ1, ψ2) is the flow of the differential
system (3.5.1).

From (3.5.1), it follows that

γx,pi
(t) = x+ tvi +

∫ ti

0

(

g(pi +

∫ σ

0

F (γx,pi
(τ), γ̇x,pi

(τ))dτ)

−g(pi)) dσ (3.6.43)

for t ∈ [0, t+,x,pi
[ and i = 1, 2, where t+,x,pi

is defined by (3.6.21) for i = 1, 2.
From (3.6.43), it follows that

|t1v1−t2v2|−∆(t1, t2) ≤ |γx,p1(t1)−γx,p2(t2)| ≤ |t1v1−t2v2|+∆(t1, t2) (3.6.44)

where

∆(t1, t2) =

∣

∣

∣

∣

∫ t1

0

(

g(p1 +

∫ σ

0

F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))dτ)− g(p1)

)

dσ (3.6.45)

−
∫ t2

0

(

g(p2 +

∫ σ

0

F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))dτ)− g(p2)

)

dσ

∣

∣

∣

∣

,

for t1 ∈ [0, t+,x,p1 [ and t2 ∈ [0, t+,x,p2 [. We shall look for an upper bound of
∆(t1, t2), t1 ∈ [0, t+,x,p1 [ and t2 ∈ [0, t+,x,p2 [, t2 ≤ t1.

First case : v1 ◦ v2 ≤ 0. Using (3.5.8), we obtain that
∣

∣

∣

∣

∫ ti

0

(

g(pi +

∫ σ

0

F (γx,pi
(τ), γ̇x,pi

(τ))dτ)− g(pi)
)

dσ

∣

∣

∣

∣

(3.6.46)

≤ √n
∫ ti

0

sup
ε∈[0,1]

(

1 + c−2

∣

∣

∣

∣

pi + ε

∫ σ

0

F (γx,pi
(s), γ̇x,pi

(s))ds

∣

∣

∣

∣

2
)−1/2

×
∫ σ

0

|F (γx,pi
(s), γ̇x,pi

(s))|dsdσ,

for i = 1, 2. From (3.6.6) and (3.6.20) and from the estimate |g(ψ2(s, x, pi))| ≤
c, it follows that

∫ σ

0

|F (γx,pi
(s), γ̇x,pi

(s))|ds ≤ 10nδ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

c
. (3.6.47)
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for σ ∈ [0, ti], i = 1, 2. Using pi ∈ S
n−1
x,E and (3.6.47) and (3.6.23), we obtain

∣

∣

∣

∣

pi + ε

∫ σ

0

F (γx,pi
(s), γ̇x,pi

(s))ds

∣

∣

∣

∣

≥ 1

2
rṼ ,E(x), (3.6.48)

for ε ∈ [0, 1] and σ ∈ [0, ti]. From (3.6.47), (3.6.48) and (3.6.46), it follows that

∣

∣

∣

∣

∫ ti

0

(

g(pi +

∫ σ

0

F (γx,pi
(s), γ̇x,pi

(s))ds)− g(pi)
)

dσ

∣

∣

∣

∣

≤ ti
20n3/2cδ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
, (3.6.49)

for i = 1, 2. Using v1 ◦ v2 ≤ 0, we obtain that |vi|si ≤ |s1v1 − s2v2| for i = 1, 2
and for s1 ≥ 0, s2 ≥ 0. Using this latter inequality and (3.6.45) and (3.6.49)

and equality |vi| = c

√

1−
(

E−Ṽ (x)
c2

)−2

, we obtain

∆(t1, t2) ≤ 40c−1n3/2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)rṼ ,E(x)−1|t1v1 − t2v2|.

Second case : v1 ◦ v2 ≥ 0.
From (3.6.45), it follows that

∆(t1, t2) ≤ ∆1(t1, t2) + ∆2(t1, t2), (3.6.50)

where

∆1(t1, t2) =

∣

∣

∣

∣

∫ t1

t2

(

g(p1 +

∫ σ

0

F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))dτ)− g(p1)

)

dσ

∣

∣

∣

∣

(3.6.51)

∆2(t1, t2) =

∣

∣

∣

∣

∫ t2

0

[

g(p1 +

∫ σ

0

F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))dτ)− g(p1) (3.6.52)

−
(

g(p2 +

∫ σ

0

F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))dτ)− g(p2)

)]

dσ

∣

∣

∣

∣

.

An upper bound for ∆1(t1, t2). Using (3.6.51) and (3.5.8), we obtain that

∆1(t1, t2) ≤
√
n(t1 − t2)

∫ t1

t2

|F (γx,p1(s), γ̇x,p1(s))|ds (3.6.53)

× sup
ε∈[0,1]

σ∈[0,t1]

(

1 + c−2

∣

∣

∣

∣

p1 + ε

∫ σ

0

F (γx,p1(s), γ̇x,p1(s))ds

∣

∣

∣

∣

2
)−1/2

.

In the same manner than in the first case (v1 ◦ v2 ≤ 0), we obtain

∆1(t1, t2) ≤ (t1 − t2)
20n3/2cδ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
. (3.6.54)
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Note that from |v1| = |v2| and ti ≥ 0, i = 1, 2, it follows that |v1|(t1 − t2) ≤
|t1v1 − t2v2|. Using this latter inequality with (3.6.54), we obtain

∆1(t1, t2) ≤
20n3/2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

crṼ ,E(x)
|t1v1 − t2v2| (3.6.55)

(we use the equality |v1| = c

√

1−
(

E−Ṽ (x)
c2

)−2

).

An upper bound for ∆2(t1, t2). Note that gj(pi+
∫ σ

0
F (γx,pi

(τ), γ̇x,pi
(τ))dτ)

−gj(pi) =
∫ 1

0
∇gj(pi + ε

∫ σ

0
F (γx,pi

(τ), γ̇x,pi
(τ))dτ)◦

∫ σ

0
F (γx,pi

(s), γ̇x,pi
(s))ds dε

for i = 1, 2 and j = 1..n, where g = (g1, . . . , gn). Hence

∆j
2(t1, t2) ≤

∫ t2

0

∆2,1,j(σ)dσ +

∫ t2

0

∆2,2,j(σ)dσ, (3.6.56)

where ∆2(t1, t2) = (∆1
2(t1, t2), . . . ,∆

n
2 (t1, t2)) and

∆2,1,j(σ) =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

[

∇gj(p1 + ε

∫ σ

0

F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))dτ)−∇gj (3.6.57)

(p2 + ε

∫ σ

0

F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))dτ)

]

◦
∫ σ

0

F (γx,p1(s), γ̇x,p1(s))dsdε

∣

∣

∣

∣

,

∆2,2,j(σ) =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

∇gj(p2 + ε

∫ σ

0

F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))dτ)◦ (3.6.58)

∫ σ

0

[F (γx,p1(s), γ̇x,p1(s))− F (γx,p2(s), γ̇x,p2(s))] dsdε

∣

∣

∣

∣

for σ ∈ [0, t2] and j = 1 . . . n.
We first look for an upper bound for ∆2,1,j(σ). Since v1 ◦v2 ≥ 0, we obtain

p1 ◦ p2 ≥ 0. Using this latter inequality and the equality p2
1 = p2

2, we obtain
that

|µp1 + (1− µ)p2| =
√

µ2p2
1 + (1− µ)2p2

2 + 2µ(1− µ)p1 ◦ p2

≥
√

µ2p2
1 + (1− µ)2p2

2 ≥
1√
2
|p1| =

rṼ ,E(x)√
2

, (3.6.59)

for any µ ∈ [0, 1].
From (3.6.47) and (3.6.59) and (3.6.23), it follows that
∣

∣

∣

∣

µp1 + (1− µ)p2 + µǫ

∫ σ

0

F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))dτ + (1− µ)ǫ

×
∫ σ

0

F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))dτ

∣

∣

∣

∣

≥ |µp1 + (1− µ)p2| −
10nδ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

c

≥ 1

2
√

2
rṼ ,E(x), (3.6.60)
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for µ, ǫ ∈ [0, 1]. From (3.5.1), it follows that

γ̇x,pi
(σ) = g(pi +

∫ σ

0

F (γx,pi
(τ), γ̇x,pi

(τ))dτ)

for σ ∈ [0, ti], i = 1, 2. Using this latter equality and (3.5.8), we obtain

|γ̇x,p1(σ)− γ̇x,p2(σ)| ≤ (3.6.61)

√
n sup
µ∈[0,1]

(

1 + c−2|µp1 + (1− µ)p2 + µ

∫ σ

0

F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))dτ

+ (1− µ)

∫ σ

0

F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))dτ |2
)−1/2

×|p1 − p2 +

∫ σ

0

(F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))− F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))) dτ |

for σ ∈ [0, t2].
Note that from (3.6.7) and the inequality |γ̇x,p2(τ)| ≤ c, it follows that

|F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))− F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))| ≤ (3.6.62)

n3/2β(Ṽ , B̃,Ω)(2|γx,p1(τ)− γx,p2(τ)|+
1

c
|γ̇x,p1(τ)− γ̇x,p2(τ)|),

for τ ∈ [0, t2].
Using (3.6.60)-(3.6.62), we obtain

|γ̇x,p1(σ)− γ̇x,p2(σ)| ≤ 23/2
√
nc2

E − Ṽ (x)

[

|p1 − p2|+ n3/2β(Ṽ , B̃,Ω) (3.6.63)

(

2

∫ σ

0

|γx,p1(τ)− γx,p2(τ)|dτ +
1

c

∫ σ

0

|γ̇x,p1(τ)− γ̇x,p2(τ)|dτ
)]

,

for σ ∈ [0, t2].
We shall use the following Gronwall’s lemma.

Gronwall’s lemma. Let a > 0 and let φ ∈ C([0, a], [0,+∞[) be a conti-
nuous map and let A,B ∈ [0,+∞[ be such that φ(t) ≤ A+B

∫ t

0
φ(s)ds for all

t ∈ [0, a]. Then φ(t) ≤ AeBt for all t ∈ [0, a].

Taking account of (3.6.63), Gronwall’s lemma and (3.6.20), we obtain that

|γ̇x,p1(σ)− γ̇x,p2(σ)| ≤ 23/2
√
nc2

E − Ṽ (x)

[

|p1 − p2|+ 2n3/2β(Ṽ , B̃,Ω) (3.6.64)

∫ σ

0

|γx,p1(τ)− γx,p2(τ)|dτ
]

e
10

√
2δ(Ω)n2β(Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x) ,

for σ ∈ [0, t2].
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From (3.5.9) and (3.6.57), it follows that

∆2,1,j(σ) ≤ (3.6.65)

3
√
n

c

∫ 1

0

sup
µ∈[0,1]

(

1 +
1

c2

∣

∣

∣

∣

µp1 + (1− µ)p2 + µǫ

∫ σ

0

F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))dτ

+ (1− µ)ǫ

∫ σ

0

F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))dτ

∣

∣

∣

∣

2
)−1

×|p1 − p2 + ε

∫ σ

0

(F (γx,p1(τ), γ̇x,p1(τ))− F (γx,p2(τ), γ̇x,p2(τ))) dτ |

×
∫ σ

0

|F (γx,p1(s), γ̇x,p1(s))|dsdε,

for σ ∈ [0, t2].

From (3.6.6) and the estimate |γ̇x,p1(s)| ≤ c, it follows that

∫ σ

0

|F (γx,p1(s), γ̇x,p1(s))|ds ≤ 2nβ(Ṽ , B̃,Ω)σ. (3.6.66)

for σ ∈ [0, t1].

From (3.6.65), (3.6.60), (3.6.66) and (3.6.62) and (3.6.64), it follows that

∆2,1,j(σ) ≤ 48n3/2c3β(Ṽ , B̃,Ω)

(E − Ṽ (x))2

(

|p1 − p2|σ + n3/2β(Ṽ , B̃,Ω)σ (3.6.67)

(

2

∫ σ

0

|γx,p1(τ)− γx,p2(τ)|dτ +
23/2
√
nc

E − Ṽ (x)

(

|p1 − p2|σ + 2n3/2β(Ṽ , B̃,Ω)

∫ σ

0

∫ s

0

|γx,p1(τ)− γx,p2(τ)|dτds
)

× e
10

√
2δ(Ω)n2β(Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x)

))

for σ ∈ [0, t2].

From |v1| = |v2| and t2 ≤ t1, it follows that |v1 − v2|σ ≤ |v1 − v2|t2 ≤
|t1v1−t2v2|, for σ ∈ [0, t2]. Note that using these latter estimates and pi ∈ S

n−1
x,E ,

i = 1, 2, we obtain

|p1 − p2|σ ≤
E − Ṽ (x)

c2
|t1v1 − t2v2|, (3.6.68)

for σ ∈ [0, t2].

Using (3.6.68), the estimate
∫ σ

0

∫ s

0
|γx,p1(τ)−γx,p2(τ)|dτds ≤ σ

∫ σ

0
|γx,p1(τ)
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−γx,p2(τ)|dτ and σ ≤ 5δ(Ω)
c

(due to (3.6.20)) and (3.6.67), we obtain

∆2,1,j(σ) ≤
(

1 +
10
√

2n2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
e

10
√

2δ(Ω)n2β(Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x)

)

×
(

48n3/2cβ(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
|t1v1 − t2v2| (3.6.69)

+
480n3c2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)2

(E − Ṽ (x))2

∫ σ

0

|γx,p1(τ)− γx,p2(τ)|dτ
)

for σ ∈ [0, t2].
We look for an upper bound for ∆2,2,j(σ), σ ∈ [0, t2], defined by (3.6.58).

Using (3.6.58), (3.5.7), and (3.6.48), and using (3.6.62), (3.6.64) and (3.6.68),
we obtain

∆2,2,j(σ) ≤
(

1 +
10
√

2n2δ(Ω)β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
e

10
√

2δ(Ω)n2β(Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x)

)

×4n3/2c2β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)

∫ σ

0

|γx,p1(τ)− γx,p2(τ)|dτ (3.6.70)

+
25/2n2cβ(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
e

10
√

2δ(Ω)n2β(Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x) |t1v1 − t2v2|,

for σ ∈ [0, t2].
Note also that from (3.6.44), it follows that

∫ σ

0
|γx,p1(τ)−γx,p2(τ)|dτ ≤

∫ σ

0
∆

(τ, τ)dτ+ σ2

2
|v1−v2|, for σ ∈ [0, t2]. Hence using also σ ≤ 5δ(Ω)

c
(due to (3.6.20))

and σ|v1 − v2| ≤ |t1v1 − t2v2|, we obtain

∫ σ

0

|γx,p1(τ)− γx,p2(τ)|dτ ≤
∫ σ

0

∆(τ, τ)dτ +
5δ(Ω)

2c
|t1v1 − t2v2|, (3.6.71)

for σ ∈ [0, t2]. Note that t2 ≤ 5δ(Ω)
c

and note that from positiveness of ∆ it

follows that
∫ t2

0

∫ σ

0
∆(τ, τ)dτdσ ≤ t2

∫ t2
0

∆(τ, τ)dτ. Hence using (3.6.71), we
obtain
∫ t2

0

∫ σ

0

|γx,p1(τ)−γx,p2(τ)|dτdσ ≤
5δ(Ω)

c

∫ t2

0

∆(τ, τ)dτ +
25δ(Ω)2

2c2
|t1v1− t2v2|,

(3.6.72)
for σ ∈ [0, t2].

Combining (3.6.50), (3.6.55), (3.6.69), (3.6.70) and (3.6.72), we obtain

∆(t1, t2) ≤ C4(E, x, Ṽ , B̃,Ω)|t1v1 − t2v2|+ cC5(E, x, Ṽ , B̃,Ω)

∫ t2

0

∆(τ, τ)dτ,

(3.6.73)
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for t1 ∈ [0, t+,x,p1 [ and t2 ∈ [0, t+,x,p2 [, t1 ≥ t2 and where C4 and C5 are defined
by (3.6.11) and (3.6.12).

Let t1 ∈ [0, t+,x,p1 [ and t2 ∈ [0, t+,x,p2 [, t1 ≥ t2. Estimates (3.6.73) and
|v1 − v2|σ ≤ |t1v1 − t2v2|, σ ≤ t2, give in particular

∆(σ, σ) ≤ C4|t1v1 − t2v2|+ cC5

∫ σ

0

∆(τ, τ)dτ (3.6.74)

for σ ∈ [0, t2]. Using (3.6.74) and using Gronwall’s lemma (formulated above)

and σ ≤ 5δ(Ω)
c

, we obtain

∆(σ, σ) ≤ C4e
5δ(Ω)C5|t1v1 − t2v2|, (3.6.75)

for σ ∈ [0, t2].

Using (3.6.75) and (3.6.73) and t2 ≤ 5δ(Ω)
c

, we obtain ∆(t1, t2) ≤
C3(E, x, Ṽ , B̃,Ω)|t1v1 − t2v2|, for t1 ∈ [0, t+,x,p1 [ and t2 ∈ [0, t+,x,p2 [, t1 ≥ t2.

Proposition 3.6.2 is proved. �

3.6.8 Proof of Proposition 3.6.3

We shall work in local coordinates. We consider the following infinitely
smooth parametrizations of S

n−1, φi,± : Bn−1(0, 1)→ S
n−1, i = 1 . . . n, defined

by

φi,±(w) = (3.6.76)














(

w1, . . . , wi−1,±
√

1−∑n−1
l=1 w

l2, wi, . . . , wn−1

)

, if 1 ≤ i ≤ n− 1,
(

w1, . . . , wn−1,±
√

1−∑n−1
l=1 w

l2

)

, if i = n

for w = (w1, . . . , wn−1) ∈ Bn−1(0, 1) and where Bn−1(0, 1) denotes the unit
Euclidean open ball of R

n−1 of center 0.
Let (t0, x0, p0) ∈ Λ∩ (]0,+∞[×VE), p0 = (p1

0, . . . , p
n
0 ). Then (t, x0, p0) ∈ Λ

for all t ∈ [0, t0]. As Λ is an open subset of R×R
n×R

n, there exists ε > 0 such
that {(t, x, p) ∈ R×R

n×R
n | −ε < t < t0+ε, max(|x−x0|, |p−p0|) < ε} ⊆ Λ.

We denote by B(x0, ε) the Euclidean open ball of R
n of center x0 and radius

ε. Let (U, φ) be an infinitely smooth parametrization of an open neighborhood
of p0

|p0| in S
n−1, and k = 1 . . . n such that

U is an open subset of Bn−1(0, 1), (3.6.77)

|pk0| ≥ n−1/2|p0|, (3.6.78)

if ± pk0 > 0 then φ(w) = φk,±(w) for all w ∈ U, (3.6.79)

(t, x, rṼ ,E(x)φ(w)) ∈ Λ, for (w, t, x) ∈ U×]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε). (3.6.80)
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Consider Q ∈ C1(]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε)× U,Ω) defined by

Q(t, x, w) = ψ1(t, x, rṼ ,E(x)φ(w)), (t, x, w) ∈]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε)× U,
(3.6.81)

where ψ = (ψ1, ψ2) is the flow of the differential system (3.5.1). Let w0 ∈ U be
such that φ(w0) = p0

|p0| . We shall prove that (∂Q
∂t

(t0, x0, w0),
∂Q
∂w1 (t0, x0, w0), . . . ,

∂Q
∂wn−1 (t0, x0, w0)) is a basis of R

n.
Note that from (3.6.2), it follows that

Q(t, x, w) = x+ tg(rṼ ,E(x)φ(w)) +

∫ t

0

[

g
(

rṼ ,E(x)φ(w) (3.6.82)

+

∫ σ

0

F (Q(s, x, w),
∂Q

∂s
(s, x, w))ds

)

− g(rṼ ,E(x)φ(w))
]

dσ,

for w ∈ U and (t, x) ∈]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε) (where g, rṼ ,E and F are defined
by (3.5.6), (3.5.4) and (3.5.3)).

We shall prove (3.6.84).
Using (3.6.82) we obtain

∂Q

∂t
(t, x, w) = g(rṼ ,E(x)φ(w)) +

[

g
(

rṼ ,E(x)φ(w) (3.6.83)

+

∫ t

0

F (Q(s, x, w),
∂Q

∂s
(s, x, w))ds

)

− g(rṼ ,E(x)φ(w))

]

,

for w ∈ U and (t, x) ∈] − ε, t0 + ε[×B(x0, ε). Combining (3.6.83), (3.6.26),

(3.5.8), (3.6.6) and estimates |∂Q
∂t

(t, x, w)| ≤ c, t ≤ 5δ(Ω)
c

, it follows that

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂t
(t, x, w)− g(rṼ ,E(x)φ(w))

∣

∣

∣

∣

≤ 4n3/2c2β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
t, (3.6.84)

for w ∈ U and (t, x) ∈ [0, t0 + ε[×B(x0, ε).
We shall prove (3.6.95). Let i = 1 . . . n − 1. Let Xi ∈ C(] − ε, t0 +

ε[×B(x0, ε)× U,Rn) be defined by

Xj
i (s, x, w) =

n
∑

l=1

(

∂Fj
∂x′l

(x′,
∂Q

∂s
(s, x, w))|x′=Q(s,x,w)

∂Ql

∂wi
(s, x, w) (3.6.85)

+
∂Fj
∂y′l

(Q(s, x, w), y′)|y′= ∂Q
∂s

(s,x,w)

∂Q̄l

∂wi
(s, x, w)

)

,

for j = 1 . . . n, (s, x, w) ∈] − ε, t0 + ε[×B(x0, ε) × U, and where Xi =
(X1

i , . . . , X
n
i ) and Q̄ ∈ C1(]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε)× U,R) is defined by

Q̄(s, x, w) = g(ψ2(s, x, rṼ ,E(x)φ(w))) =
∂Q

∂s
(s, x, w), (3.6.86)

for (s, x, w) ∈]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε)× U.
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From (3.6.5), and (3.5.3), it follows that

|Xi(σ, x, w)| ≤ β(Ṽ , B̃,Ω)n

(

2
√
n

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(σ, x, w)

∣

∣

∣

∣

+ c−1

∣

∣

∣

∣

∂Q̄

∂wi
(σ, x, w)

∣

∣

∣

∣

)

,

(3.6.87)
for (σ, x, w) ∈]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε)× U.

We shall estimate Q̄. Note that from (3.6.2), it follows that Q̄l(s, x, w) =
gl(rṼ ,E(x)φ(w) +

∫ s

0
F (Q(σ, x, w), Q̄(σ, x, w))dσ), for (s, x, w) ∈] − ε, t0 +

ε[×B(x0, ε) × U and l = 1 . . . n. From this latter equality and (3.6.85), it
follows that

∂Q̄l

∂wi
(s, x, w) = ∇gl

(

rṼ ,E(x)φ(w) +

∫ s

0

F (Q(σ, x, w),

Q̄(σ, x, w))dσ
)

◦
(

rṼ ,E(x)
∂φ

∂wi
(w) +

∫ s

0

Xi(σ, x, w)dσ

)

,

for (s, x, w) ∈]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε)× U. Hence
∣

∣

∣

∣

∂Q̄j

∂wi
(s, x, w)− rṼ ,E(x)∇gj(rṼ ,E(x)φ(w)) ◦ ∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

≤ (3.6.88)

rṼ ,E(x)

∣

∣

∣

∣

(

∇gj
(

rṼ ,E(x)φ(w) +

∫ s

0

F (Q(σ, x, w),

Q̄(σ, x, w))dσ
)

− ∇gj
(

rṼ ,E(x)φ(w)
))

◦ ∂φ
∂wi

(w)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∇gj
(

rṼ ,E(x)φ(w) +

∫ s

0

F (Q(σ, x, w), Q̄(σ, x, w))dσ

)

◦
∫ s

0

Xi(σ, x, w)dσ

∣

∣

∣

∣

,

for j = 1 . . . n and (s, x, w) ∈]−ε, t0 +ε[×B(x0, ε)×U. We estimate the second
term of the sum on the right-hand side of (3.6.88) by using (3.5.7), (3.6.6),

(3.6.26) and s ≤ 5δ(Ω)
c
, and (3.6.87). We estimate the first term of the sum

on the right-hand side of (3.6.88) by using (3.5.9) and (3.6.6), (3.6.26) and

s ≤ 5δ(Ω)
c
, and the estimate

∫ s

0
F (Q(σ, x, w), Q̄(σ, x, w))dσ ≤ 2nβ(Ṽ , B̃,Ω)s,

for (s, x, w) ∈]− ε, t0 + ε[×B(x0, ε)× U. We obtain
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Q̄

∂wi
(s, x, w)−

rṼ ,E(x)
(

E−Ṽ (x)
c2

)

∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2n
√
nc3β(Ṽ , B̃,Ω)

(

12
√
n+ 1

)

×
rṼ ,E(x)

(

E − Ṽ (x)
)2 |

∂φ

∂wi
(w)|s+

2c2β(Ṽ , B̃,Ω)n
√
n

E − Ṽ (x)

(∫ s

0

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(σ, x, w)

∣

∣

∣

∣

dσ

×2
√
n+ c−1

∫ s

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Q̄

∂wi
(σ, x, w)−

rṼ ,E(x)
(

E−Ṽ (x)
c2

)

∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dσ



 ,
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for (s, x, w) ∈ [0, t0 + ε[×B(x0, ε)× U (note that
(

E−Ṽ (x)
c2

)−1
∂φ
∂wi (w)

=
(

∇gj(rṼ ,E(x)φ(w)) ◦ ∂φ
∂wi (w)

)

j=1...n
).

From Gronwall’s lemma (formulated in Subsection 3.6.7) and t0+ε ≤ 5δ(Ω)
c
,

it follows that

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Q̄

∂wi
(s, x, w)−

rṼ ,E(x)
(

E−Ṽ (x)
c2

)

∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2c2n3/2β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
e

10δ(Ω)β(Ṽ ,B̃,Ω)n3/2

E−Ṽ (x) (3.6.89)

×
[

c
(

12
√
n+ 1

) rṼ ,E(x)

E − Ṽ (x)

∣

∣

∣

∣

∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

s+ 2
√
n

∫ s

0

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(σ, x, w)

∣

∣

∣

∣

dσ

]

,

for (s, x, w) ∈ [0, t0 + ε[×B(x0, ε)× U.
From (3.6.86), it follows that Q(s, x, w) = x+

∫ s

0
Q̄(σ, x, w)dσ, for (s, x, w)

∈ [0, t0 + ε[×B(x0, ε)× U. Hence ∂Q
∂wi (s, x, w) =

∫ s

0
∂Q̄
∂wi (σ, x, w)dσ, for (s, x, w)

∈ [0, t0 + ε[×B(x0, ε)× U. This latter equality and (3.6.89) imply

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(s, x, w)−

rṼ ,E(x)
(

E−Ṽ (x)
c2

)

∂φ

∂wi
(w)s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2c2n3/2β(Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)
(3.6.90)

e
10δ(Ω)β(Ṽ ,B̃,Ω)n3/2

E−Ṽ (x)

[

c
(

12
√
n+ 1

) rṼ ,E(x)

E − Ṽ (x)

∣

∣

∣

∣

∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

s2

2

+2
√
n

∫ s

0

∫ τ

0

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(σ, x, w)

∣

∣

∣

∣

dσdτ

]

,

for (s, x, w) ∈ [0, t0 + ε[×B(x0, ε)× U.
Note that

∫ s

0

∫ τ

0

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(σ, x, w)

∣

∣

∣

∣

dσdτ ≤ s

∫ s

0

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(σ, x, w)

∣

∣

∣

∣

dσ (3.6.91)

≤ 5δ(Ω)

c

∫ s

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(σ, x, w)− σ

rṼ ,E(x)
(

E−Ṽ (x)
c2

)

∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dσ

+
5rṼ ,E(x)δ(Ω)

c
(

E−Ṽ (x)
c2

)

∣

∣

∣

∣

∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

s2

2
,

for (s, x, w) ∈ [0, t0 + ε[×B(x0, ε)× U (we used that t0 + ε ≤ 5δ(Ω)
c

).

Let

C ′
3(E, x, Ṽ , B̃,Ω) = 20cn2β(Ṽ , B̃,Ω)δ(Ω)e

10δ(Ω)β(Ṽ ,B̃,Ω)n3/2

E−Ṽ (x) (3.6.92)
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C ′
4(E, x, Ṽ , B̃,Ω) = 2c2n3/2β(Ṽ , B̃,Ω)e

10δ(Ω)β(Ṽ ,B̃,Ω)n3/2

E−Ṽ (x) (3.6.93)

×



c
(

12
√
n+ 1

) rṼ ,E(x)

E − Ṽ (x)
+

10rṼ ,E(x)
√
nδ(Ω)

c
(

E−Ṽ (x)
c2

)



 ,

C ′
5(E, x, Ṽ , B̃,Ω) = C ′

4(E, x, Ṽ , B̃,Ω)e
C′

3(E,x,Ṽ ,B̃,Ω)

E−Ṽ (x) , (3.6.94)

for x ∈ Ω.
From (3.6.90)-(3.6.94) and Gronwall’s lemma (formulated in Subsection

3.6.7), it follows that

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wi
(s, x, w)−

rṼ ,E(x)
(

E−Ṽ (x)
c2

)

∂φ

∂wi
(w)s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C ′
5(E, x, Ṽ , B̃,Ω)

E − Ṽ (x)

∣

∣

∣

∣

∂φ

∂wi
(w)

∣

∣

∣

∣

s2

2

(3.6.95)
for (s, x, w) ∈ [0, t0 + ε[×B(x0, ε)× U.

Now we assume without loss of generality that the integer k in (3.6.78) is
n, and pn0 > 0. We remind that w0 ∈ U is defined by φ(w0) = p0

|p0| . We shall

prove (3.6.101).
From (3.6.79), it follows that

∂φ

∂wl
(w0) = el −

wl0
√

1− |w0|2
en, (3.6.96)

| ∂φ
∂wl

(w0)| ≤
√

1 + n, (3.6.97)

for l = 1 . . . n − 1 and where (e1, . . . , en) is the canonical basis of R
n and

w0 = (w1
0, . . . , w

n−1
0 ) (for (3.6.97), we used the estimate

pn
0

|p0| ≥ n−1/2 which

implies that 1− |w0|2 ≥ 1
n

and we used |wl0| ≤ |w0| < 1, l = 1 . . . n− 1 and we
used (3.6.96)). In addition, using (3.6.96), we obtain

|
n−1
∑

l=1

µl
∂φ

∂wl
(w0)| ≥ |(µ1, . . . , µn−1)| , (3.6.98)

for all (µ1, . . . , µn−1) ∈ R
n−1.

Using the fact that φ(w0) ∈ S
n−1 is orthogonal to ∂φ

∂wl (w0), l = 1 . . . n− 1,
and using (3.6.98), we obtain

|µ1φ(w0) +
n−1
∑

l=1

µl+1
∂φ

∂wl
(w0)| =

√

√

√

√µ2
1 + |

n−1
∑

l=1

µl+1
∂φ

∂wl
(w0)|2 ≥ n−1/2

n
∑

l=1

|µl|,

(3.6.99)
for all (µ1, . . . , µn) ∈ R

n.
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Note that
∣

∣

∣

∣

∣

λ1
∂Q

∂t
(t0, x0, w0) +

n−1
∑

l=1

λl+1
∂Q

∂wl
(t0, x0, w0)

∣

∣

∣

∣

∣

≥ (3.6.100)

∣

∣

∣

∣

∣

λ1g(rṼ ,E(x0)φ(w0)) +
n−1
∑

l=1

λl+1

c2rṼ ,E(x0)t0

E − Ṽ (x0)

∂φ

∂wl
(t0, x0, w0)

∣

∣

∣

∣

∣

−|λ1|
∣

∣

∣

∣

∂Q

∂t
(t0, x0, w0)− g(rṼ ,E(x0)φ(w0))

∣

∣

∣

∣

−
n−1
∑

l=1

|λl+1|
∣

∣

∣

∣

∣

∂Q

∂wl
(t0, x0, w0)−

c2rṼ ,E(x0)t0

E − Ṽ (x0)

∂φ

∂wl
(t0, x0, w0)

∣

∣

∣

∣

∣

,

for (λ1, . . . , λn) ∈ R
n.

We estimate the first term on the right-hand side of (3.6.100) by using

(3.6.99) (note that g(rṼ ,E(x0)φ(w0)) =
c2rṼ ,E(x0)

E−Ṽ (x0)
φ(w0)). We estimate the se-

cond term and third term on the right-hand side of (3.6.100) by using (3.6.84)

and (3.6.95) and (3.6.97). Using also the estimate t0 ≤ 5δ(Ω)
c

, we finally obtain
∣

∣

∣

∣

∣

λ1
∂Q

∂t
(t0, x0, w0) +

n−1
∑

l=1

λl+1
∂Q

∂wl
(t0, x0, w0)

∣

∣

∣

∣

∣

≥ |λ1|
cC6√
n

+t0

n−1
∑

l=1

|λl+1|
c2rṼ ,E(x)C7√
n(E − Ṽ (x))

,

(3.6.101)
for (λ1, . . . , λn) ∈ R

n. This latter inequality and (3.6.26) and t0 > 0 imply that
the family

(

∂Q
∂t

(t0, x0, w0),
∂Q
∂w1 (t0, x0, w0) , . . . ,

∂Q
∂wn−1 (t0, x0, w0)

)

is free. Then
using inverse function theorem, it follows that ϕE is a local C1 diffeomorphism
at (t0, x0, p0).

Proposition 3.6.3 is proved. �

3.6.9 Proof of Proposition 3.6.4

Before proving Proposition 3.6.4, we shall first prove the following Lemma
3.6.1.

Lemma 3.6.1. Assume that

E ≥ C1(Ṽ , B̃,Ω),

C8(E, Ṽ , B̃,Ω) > 0,
(3.6.102)

where C1 and C8 are defined by (3.6.8) and (3.6.15).
Let x ∈ Ω and p ∈ S

n−1
x,E . Then

ψ2(t+,x,p, x, p) ◦N(ψ1(t+,x,p, x, p)) > 0, (3.6.103)

where t+,x,p is defined by (3.6.21) and ψ = (ψ1, ψ2) is the flow of the differential
system (3.5.1), and where N(y) denotes the unit outward normal vector of ∂Ω
at y ∈ ∂Ω (◦ denotes the usual scalar product on R

n).
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Proof of Lemma 3.6.1. Consider the function m ∈ C2(R,R) defined by

m(t) = χΩ(ψ1(t, x, p)), t ∈ R, (3.6.104)

where χΩ is a C2 defining function for Ω (see definition of C8, (3.6.15)). Deri-
vating twice (3.6.104) and using (3.5.1), we obtain

m̈(t) = HessχΩ(ψ1(t, x, p))(g(ψ2(t, x, p)), g(ψ2(t, x, p))) (3.6.105)

+

(

1 +
|ψ2(t, x, p)|2

c2

)−1/2

∇χΩ(ψ1(t, x, p)) ◦ F (ψ1(t, x, p),

g(ψ2(t, x, p)))−
ψ2(t, x, p) ◦ F (ψ1(t, x, p), g(ψ2(t, x, p)))

c2
(

1 + |ψ2(t,x,p)|2
c2

)3/2

×∇χΩ(ψ1(t, x, p)) ◦ ψ2(t, x, p),

for t ∈ R and where g is the function defined by (3.5.6). The Taylor expansion
of m at t+,x,p is given by

m(t) = ṁ(t+,x,p)(t− t+,x,p) +
1

2
m̈(t+,x,p)(t− t+,x,p)2 + o((t− t+,x,p)2), t ∈ R.

(3.6.106)
and we recall that

ψ1(t+,x,p, x, p) ∈ ∂Ω, (i.e. m(t+,x,p) = 0), (3.6.107)

m(t) ≤ 0, for t ∈ [0, t+,x,p]. (3.6.108)

Hence if ṁ(t+,x,p) < 0 then (3.6.106) contradicts (3.6.108). If ṁ(t+,x,p) = 0,
then ψ2(t+,x,p, x, p) ∈ Tψ1(t+,x,p,x,p)∂Ω, and from (3.6.105), (3.6.107), (3.5.2), and
the estimates (3.6.6), |g(ψ2(t, x, p))| < c, and definition (3.6.15), it follows that
m̈(t+,x,p) ≥ c2C8(E, Ṽ , B̃,D) > 0 (we used (3.6.29)). Hence if ṁ(t+,x,p) = 0,
then m̈(t+,x,p) > 0, and (3.6.106) contradicts (3.6.108).

We finally prove that ṁ(t+,x,p) > 0.
Lemma 3.6.1 is proved.

Now we are ready to prove Proposition 3.6.4.
Let x ∈ Ω. As n ≥ 2, the set Ω\{x} is connected and we shall prove that

the set

Ax = {y ∈ Ω\{x} | there exists p ∈ S
n−1
x,E and t > 0 such that (t, x, p) ∈ Λ

and ψ1(t, x, p) = y}

is a closed and open nonempty subset of Ω\{x} (where ψ = (ψ1, ψ2) is the
differential flow of (3.5.1)). Then we will have Ax = Ω\{x}, which will prove
Proposition 3.6.4.

Note that Ax is nonempty since for p ∈ S
n−1
x,E , (0, x, p) ∈ Λ and ∂ψ1

∂t
(t, x,

p)|t=0 = g(p) 6= 0. Hence there exists ε > 0 such that (ε, x, p) ∈ Λ and
ψ1(ε, x, p) 6= ψ1(0, x, p) = x.
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Note also that Ax is an open subset of Ω\{x}. Let y ∈ Ax. Then there
exists p ∈ S

n−1
x,E and t > 0 such that (t, x, p) ∈ Λ and ψ1(t, x, p) = y. From

(3.6.27) and Proposition 3.6.3, it follows, in particular, that there exists an
open neighborhood U ⊆ Ω\{x} of y such that U ⊆ Ax.

It remains to prove that Ax is a closed subset of Ω\{x}. Consider a se-
quence (yk) of points of Ω\{x} which converges to some y ∈ Ω\{x} as k → +∞.
For each k, there exists pk ∈ S

n−1
x,E and tk > 0 such that (tk, x, pk) ∈ Λ and

ψ1(tk, x, pk) = yk. (3.6.109)

From Proposition 3.6.1, it follows that tk ∈ [0, 5δ(Ω)
c

] for all k. Using compact-

ness of [0, 5δ(Ω)
c

] and compactness of S
n−1
x,E , we can assume that (tk) converges

to some t ∈ [0, 5δ(Ω)
c

] and that (pk) converges to some p ∈ S
n−1
x,E . Using (3.6.109)

and continuity of ψ1, we obtain

y = lim
k→+∞

yk = lim
k→+∞

ψ1(tk, x, pk) = ψ1(t, x, p). (3.6.110)

Note that t > 0 since y 6= x. Let s ∈ [0, t[. Then using that tk → t as k → +∞,
we obtain that there exists a rank Ns such that s < tk for k ≥ Ns. Hence
(s, x, pk) ∈ Λ for k ≥ Ns and, in particular, ψ1(s, x, pk) ∈ Ω for k ≥ Ns. Hence
we obtain that

ψ1(s, x, p) = lim
k→+∞

ψ1(s, x, pk) ∈ Ω̄, for s ∈ [0, t[. (3.6.111)

Using Lemma 3.6.1 with (3.6.110) (y ∈ Ω) and (3.6.111), we obtain that
(t, x, p) ∈ Λ ∩

(

]0,+∞[×{x} × S
n−1
x,E

)

and ψ1(t, x, p) = y. Hence y ∈ Ax.
Proposition 3.6.4 is proved. �

3.7 Complément

Dans cette Section, on complète l’article [Jol07b] en rajoutant des preuves
de résultats non démontrés dans [Jol07b].

3.7.1 Preuve des formules (3.3.9)-(3.3.10)

On ne va démontrer que (3.3.10), l’égalité (3.3.9) se démontrant de la
même manière. On omet les indices V , B de s(E, ., .) défini au début de la
Section 2, et de k̄0(E, ., .) et k̄(E, ., .) définis par (3.3.1) ; et S0E

désignera
désormais l’action réduite définie par (3.3.6) et que l’on a noté auparavant
S0V,A,E

.

De (3.5.1), on déduit que ∂ψ1

∂t
= g(ψ2) ∈ C1(R× R

n × R
n) et que

∂

∂ζi

∂ψ1

∂t
(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ =

∂

∂ζi
g(ψ2)(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ , (3.7.1)

ψ1(t, ζ, k̄0(E, ζ, x)) = ζ +

∫ t

0

g(ψ2(s, ζ, k̄0(E, ζ, x)))ds, (3.7.2)
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pour tout t ∈ R et tous x = (x1, . . . , xn) ∈ D̄, ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ D̄, x 6= ζ, où
ψ = (ψ1, ψ2) désigne le flot de (3.5.1).

De (3.7.2), il vient

∂

∂ζi
ψ1(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ = ei +

∫ t

0

∂

∂ζi
g(ψ2)(s, ., k̄0(E, ., x))|ζds

pour tout t ∈ R et ζ, x ∈ D̄, ζ 6= x, où (e1, .., en) est la base canonique de R
n.

Ainsi pour tous ζ, x ∈ D̄, ζ 6= x l’application, qui associe à un réel t le vecteur
de R

n ∂
∂ζi
ψ1(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ , est de classe C1 et

∂

∂t
(
∂

∂ζi
ψ1(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ) =

∂

∂ζi
g(ψ2)(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ

=
∂

∂ζi

∂ψ1

∂t
(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ , t ∈ R.(3.7.3)

En dérivant ψ1(s(E, ζ, x), ζ, k̄0(E, ζ, x)) = x par rapport à ζi, on obtient
que

0 =

(

∂

∂ζi
ψ1(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ

)

|t=s(E,ζ,x)
+
∂t

∂ζi
(E, ζ, x)

∂ψ1

∂t
(s(E, ζ, x), ζ, k̄0(E, ζ, x)),

(3.7.4)
pour tout ζ, x ∈ D̄, ζ 6= x.

Soient ζ, x ∈ D̄, ζ 6= x. De (3.3.6), on obtient

∂S0E

∂ζi
(ζ, x) = P (s(E, ζ, x), ζ, k̄0(E, ζ, x)) ◦ ∂ψ1

∂t
(s(E, ζ, x), ζ, k̄0(E, ζ, x))

× ∂s
∂ζi

(E, ζ, x) +
∫ s(E,ζ,x)

0
∂
∂ζi
P (t, ., k̄0(E, ., x))|ζ ◦ ∂ψ1

∂t
(t, ζ, k̄0(E, ζ, x))dt

+
∫ s(E,ζ,x)

0
P (t, ζ, k̄0(E, ζ, x)) ◦ ∂

∂ζi
(∂ψ1

∂t
(t, ., k̄0(E, ., x)))|ζdt.

(3.7.5)
En utilisant (3.7.3) et en intégrant par partie, on obtient :

∫ s(E,ζ,x)

0
P (t, ζ, k̄0(E, ζ, x)) ◦ ∂

∂ζi
(∂ψ1

∂t
(t, ., k̄0(E, ., x)))|ζdt

= P (s(E, ζ, x), ζ, k̄0(E, ζ, x)) ◦ ( ∂
∂ζi
ψ1(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ)|t=t(E,ζ,x)

−Pi(0, ζ, k̄0(E, ζ, x))

−
∫ s(E,ζ,x)

0
∂P
∂t

(t, ζ, k̄0(E, ζ, x)) ◦ ( ∂
∂ζi
ψ1(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ)dt,

(3.7.6)

où P (0, ζ, k̄0(E, ζ, x)) = (P1(0, ζ, k̄0(E, ζ, x)), . . . , Pn(0, ζ, k̄0(E, ζ, x))) (on a
utilisé l’égalité ψ1(0, ζ

′, k′) = ζ ′, ζ ′ ∈ R
n et k′ ∈ R

n, pour obtenir
∂
∂ζi
ψ1(0, ., k̄0(E, ., x))|ζ = ei).

En utilisant (3.7.4)-(3.7.6), on a

∂S0E

∂ζi
(ζ, x) = −Pi(0, ζ, k̄0(E, ζ, x)) (3.7.7)

+

∫ s(E,ζ,x)

0

[

∂

∂ζi
P (t, ., k̄0(E, ., x))|ζ ◦

∂ψ1

∂t
(t, ζ, k̄0(E, ζ, x))

− ∂P

∂t
(t, ζ, k̄0(E, ζ, x)) ◦ (

∂

∂ζi
ψ1(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ)

]

dt.
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De (3.3.4), on a

∂

∂ζi
P (t, ., k̄0(E, ., x))|ζ ◦

∂ψ1

∂t
(t, ζ, k̄0(E, ζ, x))

−∂P
∂t

(t, ζ, k̄0(E, ζ, x)) ◦ (
∂

∂ζi
ψ1(t, ., k̄0(E, ., x))|ζ) =

∂

∂ζi
H(P (t, ., k̄0(E, ., x)), ψ1(t, ., k̄0(E, ., x)))|ζ , (3.7.8)

pour tout t ∈ [0, s(E, ζ, x)], où H est l’Hamiltonien défini au début de la
sous-section 3.3.2. On remarque que

H(P (t, ζ ′, k̄0(E, ζ
′, x)), ψ1(t, ζ

′, k̄0(E, ζ
′, x))) = E, (3.7.9)

pour tout t ∈ R, ζ ′ ∈ D̄, ζ ′ 6= x. De (3.7.7)-(3.7.9), on obtient

∂S0E

∂ζi
(ζ, x) = −Pi(0, ζ, k̄0(E, ζ, x)), (3.7.10)

ce qui, avec (3.3.5), implique (3.3.10).

3.7.2 Preuve de la Proposition 3.3.2

Dans cette sous-section χD désigne une fonction définissante de D, i.e.
χD ∈ C2(Rn,R), D = χ−1

D (] −∞, 0[), ∂D = χ−1
D ({0}), et pour tout x′ ∈ ∂D

∇χD(x′) 6= 0 et la matrice Hessienne de χD au point x′, notée HessχD(x′),
vérifie l’inégalité HessχD(x′)(v, v) > 0 pour tout v ∈ Tx′∂D, v 6= 0 (où
Tx′∂D ⊆ R

n est l’espace vectoriel tangent à ∂D au point x′ ∈ ∂D).
Fixons x ∈ D. Avant de démontrer la Proposition 3.3.2, on démontre le

Lemme 3.7.1 ci-dessous.
Pour v ∈ S

n−1 on note sx(v) le nombre réel strictement négatif défini par

sx(v) = sup{s < 0 | ψ1(s, x,−rE(x)v) ∈ ∂D}. (3.7.11)

où ψ = (ψ1, ψ2) est le flot de (3.5.1), et où l’on note désormais par rE le réel
rV,E défini au tout début de la sous-section 3.3.1.

Lemme 3.7.1. L’application sx est de classe C1 sur S
n−1. De plus on a :

βx(v) = ∇χD(ψ1(sx(v), x,−rE(x)v))◦ ∂ψ1

∂t
(t, x,−rE(x)v)|t=sx(v) < 0, (3.7.12)

pour tout v ∈ S
n−1, où ◦ désigne le produit scalaire usuel sur R

n.

Preuve du Lemme 3.7.1. L’estimée (3.7.12) vient de la Propriété (3.2.1). La
continuité de sx vient alors de (3.7.12) et de la continuité de ψ1. En utilisant à
nouveau (3.7.12) et à l’aide du théorème des fonctions implicites, on obtient que
sx est de classe C1 sur S

n−1 (on applique le théorème des fonctions implicites
à la fonction m(s, v) = χD(ψ1(s, x,−rE(x)v)), s ∈ R, v ∈ S

n−1).
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Démontrons la Proposition 3.3.2. On omet l’indice V,B.
Par le Lemme 3.2.1, l’application νE est C1 sur ∂D×D. L’application νE,x

est un C1 difféomorphisme de ∂D sur S
n−1 : l’application µE,x : S

n−1 → ∂D
définie par

µE,x(v) = ψ1(sx(v), x,−rE(x)v), v ∈ S
n−1, (3.7.13)

est de classe C1 sur S
n−1 (car ψ1 ∈ C1(R× R

n × R
n,Rn) et on utilise aussi le

Lemme 3.7.1) et µE,x est l’inverse de νE,x.
Il reste à démontrer que µE,x préserve l’orientation (ce qui prouvera

que νE,x préserve aussi l’orientation). Nous aurons besoin des fonctions Φ ∈
C1([0, 1] ×S

n−1,Rn) et χ̄D ∈ C1(]0, 1]× (D̄\{x}),R) définies par :

Φ(ε, v) = ψ1(εsx(v), x,−rE(x)v), ε ∈ [0, 1], v ∈ S
n−1 ; (3.7.14)

χ̄D(ε, y) = χD(ψ1(−
s(E, y, x)

ε
, x, k̄(E, y, x))), ε ∈]0, 1], y ∈ D̄\{x}. (3.7.15)

On remarque que de la définition de sx et de (3.2.1), on a

Φ(ε, v) ∈ D̄\{x}, (3.7.16)

pour tous ε ∈]0, 1] et v ∈ S
n−1.

Soit v0 ∈ S
n−1 et U un ouvert de R

n−1 et φ : U → S
n−1 une pa-

ramétrisation lisse de S
n−1 dans un voisinage ouvert de v0 et qui respecte

l’orientation de S
n−1 (i.e. det(φ(w), ∂φ

∂w1
(w), . . . , ∂φ

∂wn−1
(w)) > 0 pour tout

w ∈ U). Il s’agit de démontrer

det

(

∇yχD(y)|y=µE,x(φ(w)),
∂

∂w1

µE,x(φ(w)), . . . ,
∂

∂wn−1

µE,x(φ(w))

)

> 0,

(3.7.17)
pour w ∈ U.

En utilisant (3.7.16), on définit l’application J ∈ C(]0, 1]× U,R) par

J(ε, w) = det

(

∇yχ̄D(ε, y)|y=Φ(ε,φ(w)),
∂

∂w1

Φ(ε, φ(w)), . . . ,
∂

∂wn−1

Φ(ε, φ(w))

)

(3.7.18)
pour tout ε ∈]0, 1] et w = (w1, . . . , wn−1) ∈ U. On a l’égalité suivante
démontrée ci-dessous :

J(1, w) = det

(

∇yχD(y)|y=µE,x(φ(w)),
∂

∂w1

µE,x(φ(w)), . . . ,
∂

∂wn−1

µE,x(φ(w))

)

(3.7.19)
pour w = (w1, . . . , wn−1) ∈ U ; ainsi démontrer (3.7.17) revient à démontrer
J(1, w) > 0, pour tout w = (w1, . . . , wn−1) ∈ U. Pour cela, en utilisant la
continuité de J , il suffit de montrer J(ε, w) 6= 0 pour tous ε ∈]0, 1], w ∈ U , et
de montrer que pour tout w ∈ U , J(ε, w) > 0 pour ε ∈]0, 1] assez petit.
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Démontrons tout d’abord (3.7.19). De la définition de s(E, y, x) et
k(E, y, x), on obtient

ψ1(−s(E, y, x), x, k̄(E, y, x)) = y, (3.7.20)

pour tout y ∈ D̄\{x}. En utilisant (3.7.20) et (3.7.15) on obtient χ̄D(1, y) =
χD(y), y ∈ D̄\{x}. Ainsi, en utilisant (3.7.18) et en remarquant que Φ(1, v) =
µE,x(v) pour tout v ∈ S

n−1, on obtient (3.7.19).
Démontrons que J(ε, w) 6= 0 pour tous ε ∈]0, 1], w ∈ U, ce qui revient à

démontrer que les n vecteurs de R
n

C1(ε, w) = ∇yχ̄D(ε, y)|y=Φ(ε,φ(w)) (3.7.21)

Cj+1(ε, w) =
∂

∂wj
Φ(ε, φ(w)), j = 1 . . . n− 1, (3.7.22)

sont linéairement indépendants pour tous ε ∈]0, 1] et w ∈ U (Cm(ε, w), m =
1 . . . n, sont les colonnes de J(ε, w)). Pour cela , on démontre tout d’abord que
les vecteurs C2(ε, w), . . . , Cn(ε, w) sont linéairement indépendants pour tous
ε ∈]0, 1] et w ∈ U ; puis on démontre que le vecteur C1(ε, w) est non nul et
orthogonal à Cj+1(ε, w) pour tous j = 1 . . . n− 1, ε ∈]0, 1] et w ∈ U .

Soit ε ∈]0, 1]. On remarque que

k(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w)) = −rE(x)φ(w), w ∈ U. (3.7.23)

En dérivant (3.7.23) par rapport à wi, i = 1 . . . n− 1, on obtient

(

∇yk̄
j(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w)) ◦

∂

∂wi
Φ(ε, φ(w))

)

j=1..n

= −rE(x)
∂φ

∂wi
(w), w ∈ U,

(3.7.24)
où ◦ désigne le produit scalaire usuel sur R

n. Soit w ∈ U . Comme
( ∂φ
∂wi

(w))i=1...n−1 est une famille libre de vecteurs de R
n, (3.7.24) prouve que

(Ci+1(ε, w))i=1...n−1 = ( ∂
∂wi

Φ(ε, φ(w)))i=1...n−1 est une famille libre de vecteurs
de R

n.
De (3.7.14) et (3.7.15) et de la définition de sx et des propriétés de χD, on a

χ̄D(ε,Φ(ε, φ(w))) = χD(ψ1(sx(φ(w)), x, −rE(x)φ(w))) = 0, pour tous ε ∈]0, 1],
w ∈ U . Ainsi en dérivant cette égalité par rapport à wj, j = 1 . . . n− 1 et par
rapport à ε, on obtient

0 =
∂

∂wj
χ̄D(Φ(ε, φ(w))) = C1(ε, w) ◦ Cj+1(ε, w), (3.7.25)

0 =
∂

∂ε
χ̄D(ε,Φ(ε, φ(w))), (3.7.26)

pour tous w = (w1, . . . , wn−1), ε ∈]0, 1], j = 1 . . . n − 1. L’égalité (3.7.25)
montre que C1 est orthogonal à Cj+1, j = 1 . . . n − 1 ; donc, il nous reste à
démontrer que C1(ε, w) 6= 0 pour tous ε ∈]0, 1] et tous w ∈ U.
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De (3.7.21), (3.7.15) et (3.7.26), on a

C1(ε, w) ◦ ∂

∂ε
Φ(ε, φ(w)) =

∂

∂ε
χ̄D(ε,Φ(ε, φ(w)))− ∂

∂ε
χ̄D(ε, y)|y=Φ(ε,φ(w))

= − ∂

∂ε
χ̄D(ε, y)|y=Φ(ε,φ(w)), (3.7.27)

pour tous ε ∈]0, 1], w ∈ U .
De (3.7.15), on déduit

∂

∂ε
χ̄D(ε, y) =

s(E, y, x)

ε2
(3.7.28)

×∇χD(ψ1(−
s(E, y, x)

ε
, x, k̄(E, y, x))) ◦ ∂

∂s
ψ1(s, x, k̄(E, y, x))s=− s(E,y,x)

ε

,

pour tous ε ∈]0, 1], y ∈ D̄\{x}. De (3.7.28) et (3.7.12), on a

∂

∂ε
χ̄D(ε, y)|y=Φ(ε,φ(w)) =

−sx(φ(w))

ε2
βx(φ(w)) < 0, (3.7.29)

pour ε ∈]0, 1], w ∈ U , où βx est défini par (3.7.12). De (3.7.29) et (3.7.27), on
obtient que C1(ε, w) 6= 0, pour tous ε ∈]0, 1], w ∈ U.

Finalement on a montré que J(ε, w) 6= 0 pour tous ε ∈]0, 1] et w ∈ U .
Maintenant démontrons qu’à w ∈ U fixé, J(ε, w) > 0 pour ε ∈]0, 1] suffisam-
ment petit. Fixons w ∈ U. On note r′E(x) le réel

r′E(x) =
rE(x)

√

1 + rE(x)2

c2

.

On a les égalités suivantes que l’on démontre plus bas :

∂

∂wi
Φ(ε, φ(w)) = −εr′E(x)

[(

∂

∂wi
sx(φ(w))

)

φ(w) + sx(φ(w))
∂φ

∂wi
(w)

]

+ o(ε),

(3.7.30)
pour tous i = 1 . . . n− 1 et ε→ 0+ ;

∂χ̄D
∂yi

(ε, y)|y=Φ(ε,φ(w)) =
1

ε



−βx(φ(w))

r′E(x)
φi(w) (3.7.31)

+

√

1 + rE(x)2

c2

sx(φ(w))
∇χD(ψ1(sx(φ(w)), x,−rE(x)φ(w)))

◦
(

∂ψj1
∂k

(sx(φ(w)), x, k)|k=−rE(x)φ(w) ◦ (ei − φi(w))φ(w)

)

j=1...n

+ o(1)



 ,
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pour tous i = 1 . . . n et ε → 0+, où (e1, . . . , en) désigne la base canonique de
R
n.

De (3.7.18), (3.7.30) et (3.7.31), il vient

J(ε, w) = εn−2r′E(x)n−1 (∆(w) + o(1)) (3.7.32)

quand ε→ 0+, où

∆(w) = det (∆1(w),∆2(w), . . . ,∆n(w)) (3.7.33)

et

∆1(w) = (∆1
1(w), . . . ,∆n

1 (w)),

∆m
1 (w) = −βx(φ(w))

r′E(x)
φm(w) +

√

1 + rE(x)2

c2

sx(φ(w))

×∇χD(ψ1(sx(φ(w)), x,−rE(x)φ(w))) ◦
(

∂ψj1
∂k

(sx(φ(w)), x, k)|k=−rE(x)φ(w)

◦ (em − φm(w))φ(w)

)

j=1...n

, m = 1, .., n,

∆i+1(w) = −
(

∂

∂wi
sx(φ(w))

)

φ(w)− sx(φ(w))
∂φ

∂wi
(w)

pour tout i = 1 . . . n− 1.
On note Gram(φ)(w) la matrice de Gram de taille n − 1 et d’éléments

∂φ
∂wi

(w)◦ ∂φ
∂wj

(w), i, j = 1 . . . n−1. Comme ( ∂φ
∂w1

(w), . . . , ∂φ
∂wn−1

(w)) est une famille

libre de vecteurs de R
n, il vient que Gram(φ)(w) est une matrice symétrique

définie positive. De l’inversibilité de Gram(φ)(w), on obtient, en particulier,
qu’il existe (µ1, . . . , µn−1) ∈ R

n−1 tel que







∂
∂w1

s(φ(w))
...

∂
∂wn−1

s(φ(w))






= Gram(φ)(w)







µ1
...

µn−1






. (3.7.34)

On remarque que χD(ψ1(sx(φ(w′)), x,−rE(x)φ(w′))) = 0 pour tout w′ ∈
U. En dérivant cette égalité par rapport à wi, on obtient

0 = βx(φ(w))
∂

∂wi
sx(φ(w))− rE(x)∇χD(ψ1(sx(φ(w)), x, (3.7.35)

−rE(x)φ(w))) ◦
(

∂ψj1
∂k

(sx(φ(w)), x, k)|k=−rE(x)φ(w) ◦
∂φ

∂wi
(w)

)

j=1...n

.
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De (3.7.33), (3.7.35) et en utilisant le fait que φ(w) est orthogonal à
∂φ
∂wm

(w), m = 1 . . . n− 1, on obtient

det

(

φ(w),
∂φ

∂w1

(w), . . . ,
∂φ

∂wn−1

(w)

)

∆(w) = det(M(w)), (3.7.36)

où

M(w) =

(

−βx(w)
r′E(x)

t∇wsx(φ(w))
βx(w)

r′E(x)sx(φ(w))
∇wsx(φ(w)) −sx(φ(w))Gram(φ(w))

)

et ∇wsx(φ(w)) (resp. t∇wsx(φ(w))) est le vecteur colonne (resp. vecteur ligne)
de coordonnées ∂

∂wi
sx(φ(w)), i = 1 . . . n − 1. En utilisant (3.7.36) et (3.7.34)

(M1 ←M1 +
∑n

j=2 µj−1Mj
βx(w)

r′E(x)sx(φ(w))2
oùMj désigne la je colonne deM),

on obtient l’égalité

det

(

φ(w),
∂φ

∂w1

(w), . . . ,
∂φ

∂wn−1

(w)

)

∆(w) = (3.7.37)

(−βx(w))(−sx(w))n−1|Gram(φ)(w)|
r′E(x)

(

1 +
1

sx(φ(w))2

n−1
∑

j=1

µj
∂

∂wj
sx(φ(w))

)

De plus, en utilisant (3.7.34), on obtient

n−1
∑

j=1

µj
∂

∂wj
sx(φ(w)) =

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

j=1

µj
∂φ

∂wj
(w)

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (3.7.38)

En utilisant (3.7.37), (3.7.38), l’inégalité |Gram(φ)(w)| > 0 et le fait que la
paramétrisation (U, φ) respecte l’orientation de S

n−1, on obtient finalement
∆(w) > 0 et on déduit alors de (3.7.32) l’inégalité J(ε, w) > 0 pour ε ∈]0, 1]
assez petit.

Démontrons les développements limités (3.7.30) et (3.7.31), ce qui
achèvera la preuve de la Proposition 3.3.2.

De (3.7.14), on obtient

∂

∂ε
Φ(ε, φ(w))|ε=0 = sx(φ(w))

∂ψ1

∂s
(s, x,−rE(x)φ(w))|s=0 = −r′E(x)sx(φ(w))φ(w).

(3.7.39)
En utilisant (3.7.39) et le fait que Φ ∈ C1([0, 1]× S

n−1),Rn, on a

∂

∂ε
Φ(ε, φ(w)) = −r′E(x)sx(φ(w))φ(w) + o(1), ε→ 0+, (3.7.40)

Φ(ε, φ(w)) = x− εr′E(x)sx(φ(w))φ(w) + o(ε), ε→ 0+. (3.7.41)

De (3.3.9) et (3.3.13), il vient
∣

∣

∣

∣

∂k̄

∂yi
(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w))

∣

∣

∣

∣

≤M ′
2

1

|Φ(ε, φ(w))− x| ,
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pour ε ∈]0, 1], i = 1 . . . n, M ′
2 =
√
nM2 où M2 est la constante apparaissant

dans (3.3.13). Ainsi en utilisant aussi (3.7.41), on obtient

∂k̄

∂yi
(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w)) = O(

1

ε
), ε→ 0+, (3.7.42)

pour tout i = 1 . . . n.
De (3.5.1), il vient

ψj1(t, x, k) = x+ gj(k)t+

∫ t

0

[gj(k +

∫ τ

0

F (ψ1(σ, x, k), (3.7.43)

g(ψ2(σ, x, k)))dσ)− gj(k)]dτ
pour tout t ∈ R et k ∈ R

n, j = 1 . . . n. Ainsi en dérivant (3.7.43) par rapport
à kl et en utilisant l’accroissement de ∇g, on obtient

∂ψj
1

∂kl
(εsx(φ(w)), x, k)|k=−rE(x)φ(w) = εsx(φ(w))

∂gj

∂kl
(k)|k=−rE(x)φ(w) + o(ε)

=
(

1 + rE(x)2

c2

)−1/2 (

δlj −
r′E(x)2

c2
φj(w)φl(w)

)

εsx(φ(w)) + o(ε),

(3.7.44)
pour tous j, l = 1 . . . n, quand ε→ 0+, où δlj = 0 si j 6= l et δlj = 1 si j = l (δlj
désigne le symbole de Kronecker).

En utilisant (3.7.44) et l’égalité φ(w) ◦ ∂φ
∂wi

(w) = 0 (|φ(w′)| = 1 pour tout
w′ ∈ U), on obtient

(

∂ψj1
∂k

(εsx(φ(w)), x, k)|k=−rE(x)φ(w) ◦
∂φ

∂wi
(w)

)

j=1...n

= εsx(φ(w))

(

1 +
rE(x)2

c2

)−1/2
∂φ

∂wi
(w) + o(ε), (3.7.45)

pour tout i = 1 . . . n, ε→ 0+.
En utilisant (3.7.44), (3.7.42) et le fait que ∂k̄

∂yi
(E, y, x)y=Φ(ε,φ(w)) est or-

thogonal à −rE(x)φ(w) = k̄(E, y, x)y=Φ(ε,φ(w)) (|k̄(E, y, x)| = rE(x) qui est
indépendent de y ∈ D̄, y 6= x), on obtient

(

∂ψj
1

∂k
(εsx(φ(w)), x, k)|k=−rE(x)φ(w) ◦ ∂k̄

∂yi
(E, y, x)y=Φ(ε,φ(w))

)

j=1...n

=
(

1 + rE(x)2

c2

)−1/2

sx(φ(w))ε ∂k̄
∂yi

(E, y, x)y=Φ(ε,φ(w)) + o(1), ε→ 0+,

(3.7.46)
pour tout i = 1 . . . n.

En dérivant (3.7.20) par rapport à yi, on obtient que

− ∂

∂yi
s(E, y, x)

∂ψ1

∂s
(s, x, k̄(E, y, x))|s=−s(E,y,x)

+

(

∂ψj1
∂k

(y, x, k)|k=k̄(E,y,x) ◦
∂k̄

∂yi
(E, y, x)

)

j=1...n

= ei, (3.7.47)
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pour tous i = 1 . . . n et y ∈ D̄, y 6= x.
Ainsi en utilisant aussi (3.7.46) et (3.7.40), on obtient

− ∂
∂yi
s(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w))(−r′E(x)φ(w) + o(1))

+εsx(φ(w))
(

1 + rE(x)2

c2

)−1/2
∂k̄
∂yi

(E, y, x)y=Φ(ε,φ(w)) + o(1) = ei,
(3.7.48)

pour tous i = 1 . . . n et ε→ 0+.
En prenant le produit scalaire du côté gauche de (3.7.48) avec φ(w) et

en utilisant le fait que ∂k̄
∂yi

(E, y, x)y=Φ(ε,φ(w)) est orthogonal à −rE(x)φ(w), on
obtient

− ∂

∂yi
s(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w))(−r′E(x) + o(1)) + o(1) = φi(w),

pour tous i = 1 . . . n et ε→ 0+ où φ(w) = (φ1(w), . . . , φn(w)). D’où l’on a

∂

∂yi
s(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w)) =

φi(w)

r′E(x)
+ o(1), (3.7.49)

pour tous i = 1 . . . n et ε→ 0+.
En utilisant (3.7.48) et (3.7.49), on a

ε
∂k̄

∂yi
(E, y, x)y=Φ(ε,φ(w)) =

√

1 + rE(x)2

c2

sx(φ(w))
(ei − φi(w)φ(w)) + o(1) (3.7.50)

pour tous i = 1 . . . n et ε→ 0+.
De (3.7.14), il vient

∂
∂wi

Φ(ε, φ(w)) = ε ∂
∂wi

(sx(φ(w)))∂ψ1

∂s
(s, x,−rE(x)φ(w))|s=εsx(φ(w))

−rE(x)
(

∂ψj
1

∂k
(εsx(φ(w)), x, k)|k=−rE(x)φ(w) ◦ ∂φ

∂wi
(w)
)

j=1..n
,

(3.7.51)

pour tous ε ∈ [0, 1] et i = 1 . . . n − 1. Le développement limité (3.7.30) se
déduit de l’égalité (3.7.51) et de (3.7.40), (3.7.45).

De (3.7.15), il vient

∂χ̄D
∂yi

(ε, y)|y=Φ(ε,φ(w)) = ∇χD(ψ1(sx(φ(w)), x,−rE(x)φ(w))) (3.7.52)

◦
[

−1

ε

∂s

∂yi
(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w))

∂ψ1

∂s
(s, x,−rE(x)φ(w))|s=sx(φ(w))

+

(

∂ψj1
∂k

(sx(φ(w)), x, k)|k=−rE(x)φ(w) ◦
∂k̄

∂yi
(E, y, x)|y=Φ(ε,φ(w))

)

j=1..n



 ,

pour tous ε ∈]0, 1] et i = 1..n. Le développement limité (3.7.31) se déduit de
l’égalité (3.7.52) et de (3.7.50), (3.7.49), (3.7.12).
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Annexe A

Compléments

A.1 Preuve du Lemme 1.2.1

De (1.2.8), on obtient

gi(x) =
xi

√

1 + |x|2/c2
∂

∂xj
gi(x) = − xixj

c2(1 + |x|2/c2) 3
2

, (A.1.1)

∂

∂xi
gi(x) =

1

c2(1 + |x|2/c2) 1
2

− x2
i

c2(1 + |x|2/c2) 3
2

, (A.1.2)

pour tous x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, i, j = 1 . . . n, j 6= i.

De (A.1.1) et (A.1.2),

n
∑

j=1

| ∂
∂xj

gi(x)|2 =
1 + 2|x|2/c2 + |x|4/c4 − 2x2

i /c
2 − |x|2x2

i /c
4

(1 + |x|2/c2)3
,

≤ 1

1 + |x|2
c2

,

pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n et tout i = 1 . . . n, ce qui implique (1.2.10) et

(1.2.11).

Soit i, j, l ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ l ≤ n, l 6= i et j 6= i. On a

|∇gi(x)−∇gi(y)| ≤ sup
ε∈[0,1]

(
n
∑

m=1

| ∂
∂xm
∇gi((1− ε)x+ εy)|2) 1

2 |x− y|

= sup
ε∈[0,1]

(
n
∑

m,k=1

| ∂2

∂xm∂xk
gi((1− ε)x+ εy)|2) 1

2 |x− y|, (A.1.3)
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pour tout x, y ∈ R
n ; et de (A.1.1)-(A.1.2) on a aussi

∂2

∂xi2
gi(x) = 3

xi
c2

[

x2
i /c

2 − (1 + |x|2/c2)
(1 + |x|2/c2) 5

2

]

, (A.1.4)

∂2

∂xj∂xi
gj(x) =

xj
c2

[

3x2
i /c

2 − (1 + |x|2/c2)
(1 + |x|2/c2) 5

2

]

, (A.1.5)

∂2

∂xj∂xl
gj(x) = 3

xixjxl
c4

1

(1 + |x|2/c2) 5
2

, (A.1.6)

∂2

∂xj2
gj(x) =

xi
c2

3x2
j/c

2 − (1 + |x|2/c2)
(1 + |x|2/c2) 5

2

, (A.1.7)

for x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n.

En utilisant (A.1.4)-(A.1.7) on obtient

n
∑

l=1

| ∂2

∂xi∂xl
gi(x)|2 =

−12x4
i /c

2 − 3x4
i |x|2/c4 + 8x2

i (1 + |x|2/c2)2

c4(1 + |x|2/c2)5

+
|x|2(1 + |x|2/c2)2 − 6|x|2x2

i (1 + |x|2/c2)/c2
c4(1 + |x|2/c2)5

≤ 9

c2
1

(1 + |x|2
c2

)2
, (A.1.8)

n
∑

l=1

| ∂2

∂xj∂xl
gi(x)|2 =

−12
x2

i x
2
j

c2
− 3

x2
i x

2
j |x|2
c4

+ (x2
i + x2

j)(1 + |x|2
c2

)2

c4(1 + |x|2
c2

)5

≤ 1

c2(1 + |x|2/c2)2
, (A.1.9)

pour x ∈ R
n et tout i, j ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, et j 6= i. Les inégalités

(A.1.3) et (A.1.8)-(A.1.9) prouvent (1.2.12). �

A.2 Application contractante dans un espace

de Banach

Dans ce paragraphe, on rappelle des résultats standards concernant les
points fixes d’applications contractantes dans un espace de Banach.

Lemme A.2.1. Soit (X, e) un espace métrique complet. Soit f : (X, e) →
(X, e) une application strictement contractante de (X, e) dans lui-même, i.e.
il existe un réel K tel que 0 ≤ K < 1 et

e(f(x), f(y)) ≤ Ke(x, y), pour tous x, y ∈ X. (A.2.1)

Alors il existe un et un seul y ∈ X tel que f(y) = y.
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Démonstration. On commence par démontrer l’unicité du point fixe. Soient x
et y deux points de X tels que f(x) = x et f(y) = y. Alors

e(x, y) = e(f(x), f(y)) ≤
(A.2.1)

Ke(x, y).

Comme K < 1, on en déduit que e(x, y) = 0, i.e. x = y.
On démontre maintenant l’existence du point fixe. Soit x un point quel-

conque de X. On définit la suite (xn) de points de X par

x0 = x,
xn+1 = f(xn), pour tout n ∈ N.

(A.2.2)

Soient p, n ∈ N, n < p. En utilisant (A.2.1) et (A.2.2), on a

e(xn, xp) ≤
p−1
∑

i=n

e(xi, xi+1) ≤
(

p−1
∑

i=n

Ki

)

e(x0, x1)

≤
( ∞
∑

i=n

Ki

)

e(x0, x1) = Kn 1

1−Ke(x0, x1) −→
(n,p)→+∞

0.

Finalement, la suite (xn) est une suite de Cauchy deX ; or (X, e) étant complet,
on en déduit que (xn) est convergente. Soit y sa limite. Par passage à la limite
dans (A.2.2) (f est continue par (A.2.1)), on obtient f(y) = y.

Si (E , ‖.‖E) et (F , ‖.‖F) sont deux espaces de Banach, on notera L(E ,F)
l’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F , et on notera
‖.‖L(E,F) la norme sur L(E ,F) définie par

‖L‖L(E,F) = sup
v∈E,‖v‖E=1

‖L(v)‖F .

Si E = F et ‖.‖E = ‖.‖F , alors L(E) := L(E ,F) et ‖.‖L(E) := ‖.‖L(E,F).

Lemme A.2.2. Soit (E , ‖.‖E) un espace de Banach. Soit BE(0, 1) := {x ∈
E | ‖x‖E < 1}. Soit f : BE(0, 1) → BE(0, 1). Supposons qu’il existe deux réels
positifs K,K ′ tels que K < 1, K ′ < 1 et

|f(x)| ≤ K ′, (A.2.3)

|f(x)− f(x′)| ≤ K|x− x′|, (A.2.4)

pour tout x, x′ ∈ BE(0, 1). Alors il existe un et un seul y ∈ BE(0, 1) tel que
f(y) = y.

Preuve du Lemme A.2.2. On considère l’application h : B̄E(0, K
′) →

B̄E(0, K
′), x 7→ f(x), où B̄E(0, K

′) est la boule fermée de (E , ‖.‖E) dont le
centre est 0 et le rayon est K ′ (i.e. B̄E(0, K

′) = {x ∈ E | ‖x‖E ≤ K ′}). De
(A.2.3) et (A.2.4), on déduit que h est K-contractante sur B̄E(0, K

′). Ainsi
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(lemme A.2.1) h admet un unique point fixe (noté x0) dans B̄E(0, K
′). Par

définition de h, x0 est aussi point fixe de f , et si y ∈ BE(0, 1) est un point fixe
de f , alors en utilisant (A.2.3) on a y ∈ B̄E(0, K

′) et g(y) = f(y) = y, ce qui
par définition de x0 implique y = x0.

Lemme A.2.3. Soit Ω (resp. Ω′) un ouvert d’un espace de Banach (E , ‖.‖E)
(resp. (E ′, ‖.‖E ′)). Soit C : Ω×Ω′ → Ω′ une application de classe C1 sur Ω×Ω′.
On suppose qu’il existe une constante réelle positive K telle que K < 1 et

‖C(x, y1)− C(x, y2)‖E ′ ≤ K‖y1 − y2‖E ′ , (A.2.5)

pour tous x ∈ Ω et y1, y2 ∈ Ω′. Si

pour tout x ∈ Ω, il existe un et un seul f(x) ∈ Ω′ vérifiant C(x, f) = f,
(A.2.6)

alors l’application f : Ω→ Ω′, x 7→ f(x), est de classe C1 sur Ω et

‖∂f
∂x

(x)‖L(E,E ′) ≤
‖∂C
∂x

(x, y)‖L(E,E ′)|y=f(x)

1−K (A.2.7)

pour tout x ∈ Ω, où l’on note ∂f
∂x

(x) la différentielle de f au point x et ∂C
∂x

(x, y)
est la différentielle partielle de f au point (x, y) par rapport à y.

Preuve du Lemme A.2.3. Soit x ∈ Ω et soit y ∈ Ω′. On note ∂C
∂y

(x, y) la

différentielle partielle de C en (x, y) par rapport au point y ∈ Ω′ (∂C
∂y

(x, y) ∈
L(E ′)). De (A.2.5), on obtient ‖∂C

∂y
(x, y)‖L(E ′) ≤ K < 1. Comme (L(E ′), ‖.‖L(E ′))

est un espace de Banach, on a :

IE ′ − ∂C
∂y

(x, y) est inversible dans L(E ′) (A.2.8)

(IE ′ est l’application identité de E ′).
On considère l’application de classe C1 J : Ω × Ω′ → E ′, (x, y) 7→ y −

C(x, y). On a ∂J
∂y

(x, y) = IE ′ − ∂C
∂y

(x, y) où l’on note ∂J
∂y

(x, y) la différentielle

partielle de J au point (x, y) par rapport à y ∈ Ω′. Finalement par (A.2.6),
(A.2.8) et par le théorème des fonctions implicites, la fonction f est de classe
C1 sur un voisinage ouvert de x dans Ω (pour tout z ∈ Ω, J(z, f(z)) = 0) et
on a

∂f

∂x
(x) = −(IE ′ − ∂C

∂y
(x, y)|y=f(x))

−1∂C
∂x

(x, y)|y=f(x),

d’où, avec l’inégalité ‖∂C
∂y

(x, y)‖L(E ′) ≤ K < 1, on obtient (A.2.7).
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A.3 La transformée de rayons X

Dans cette section on rappelle la définition de la transformée de rayons X
pour des fonctions assez régulières et assez décroissantes à l’infini (conditions
(A.3.1)). Puis on rappelle quelques propriétés de la transformée de rayons
X et on donne une formule d’inversion de la transformée de rayons X (voir
(A.3.10)-(A.3.12)) qui apparâıt dans [FN91] et qui diffère des formules d’in-
version apparaissant, par exemple, dans [Rad17, Nat86].

Considérons

TS
n−1 = {(θ, x) | θ ∈ S

n−1, x ∈ R
n, θ ◦ x = 0},

où S
n−1 est la sphère unité de R

n. On interprète TS
n−1 comme l’ensemble

des droites orientées de R
n : on pense (θ, x) ∈ TS

n−1 comme la droite de R
n

orientée par θ et passant par x.
La transformée de rayons X, P , est l’application qui, à toute fonction f

vérifiant

f ∈ C(Rn,Rm), |f(x)| = O(|x|−β), quand |x| → +∞, pour un réel β > 1,
(A.3.1)

associe la fonction Pf ∈ C(TS
n−1,Rm) définie par

Pf(θ, x) =

∫ +∞

−∞
f(tθ + x)dt, (θ, x) ∈ TS

n−1. (A.3.2)

Les propriétés de la transformée de rayons X et notamment le problème
de reconstruction d’une fonction à partir de sa transformée de rayons X ont été
largement étudiés. Pour des références beaucoup plus complètes sur ce sujet
que cette courte section, nous renvoyons à [Rad17, GGG80, Nat86, FN91]. Il
est possible de définir la transformée de rayons X pour des fonctions moins
régulières que (A.3.1), mais ici, quand on considérera Pf , on supposera
toujours que f vérifie (A.3.1).

La propriété la plus simple de P est

Pf(θ, x) = Pf(−θ, x), (θ, x) ∈ TS
n−1.

Le Lemme A.3.1 ci-dessous donne d’autres propriétés de P .

Lemme A.3.1. Soit m ∈ N et soient

f ∈ Cm(Rn,R), (A.3.3)

|f(x)| ≤ e(f)(1 + |x|)−δ(0), (A.3.4)

∂jxf(x) = O(|x|−δ(|j|)) quand |x| → ∞ pour |j| ≤ m, (A.3.5)

δ(s) > 1 + s, s = 0, . . . ,m. (A.3.6)
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Alors
Pf ∈ Cm(TSn−1,R) (A.3.7)

et, en particulier,

|Pf(θ, x)| ≤ 2
√

2e(f)

(δ(0)− 1)(1 + |x|/
√

2)δ(0)−1
(A.3.8)

pour (θ, x) ∈ TS
n−1,

∂jyPf(θ, Aθy) = O(|y|1−δ(|j|)) quand |y| → ∞ (A.3.9)

pour |j| ≤ m, pour θ ∈ S
n−1, y ∈ R

n−1, où Aθ est une isométrie linéaire de
R
n−1 sur Xθ = {x ∈ R

n | θ ◦ x = 0} (en tant que sous-espace de R
n).

Pour reconstruire f à partir de Pf , pour n = 2, on a les formules suivantes
(voir [Nov99, FN91])

f(x) = − ∂

∂x1

I2(x) +
∂

∂x2

I1(x), (A.3.10)

Ij(x) =

(

1

2π

)2 ∫

S1

θj

(

p.v.

∫ +∞

−∞

r(θ, q)

xθ⊥ − qdq
)

dθ, j = 1, 2, (A.3.11)

r(θ, q) = Pf(θ, qθ⊥), (A.3.12)

où θ = (θ1, θ2), θ
⊥ = (−θ2, θ1), et dθ désigne la mesure euclidienne canonique

sur S
1.

De plus,

I1(x) = Im
(

1
2π

∫ ∫

R2

f(y)
y1+iy2−(x1+ix2)

dy1dy2

)

,

I2(x) = Re
(

1
2π

∫ ∫

R2

f(y)
y1+iy2−(x1+ix2)

dy1dy2

)

.
(A.3.13)

En utilisant le Lemme A.3.1 et quelques propriétés de la transformée de Hilbert
H,

Hr(s) =
1

π
p.v.

∫ +∞

−∞

r(q)

s− qdq,

on montre que :
1) sous les conditions (A.3.3)-(A.3.6) avec m = 0, n = 2, Pf détermine

Ij(x) par les formules (A.3.11), (A.3.12) comme fonction de Lploc(R
2) pour tout

p ≥ 2 ;
2) sous les conditions (A.3.3)-(A.3.6) avec m = 1, n = 2, Pf détermine

Ij(x) par les formules (A.3.11), (A.3.12) comme fonction de C(R2).

Pour reconstruire f à partir de Pf en dimension n ≥ 3, on se ramène
à la dimension 2. Explicitons. Pour reconstruire f en un point x′ ∈ R

n on
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considère dans R
n un plan Y contenant x′. On considère dans TS

n−1 le sous-
ensemble TS

1(Y ), ensemble de tous les rayons reposant sur Y . On restreint
Pf à TS

1(Y ) et on reconstruit f(x′) à partir de ces données en utilisant les
méthodes de reconstruction de f à partir de Pf pour n = 2.

A.4 Compléments de la Proposition 2.1.2

Dans cette section on complète les items (i) et (ii) de la Proposition 2.1.2
énoncée dans la section 2.1 (ce faisant on complète aussi les Propositions 2.4.2
et 2.4.4). Dans la sous-section A.4.1, on introduit deux applications linéaires
Φ0 et Φ1. Dans la sous-section A.4.2, on étudie le noyau de Φ0 (Proposition
A.4.1). De la Proposition A.4.1 on déduit que le vecteur w2(V,B, θ, x) donné
pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1, détermine de manière unique V modulo les potentiels
radiaux quand n ≥ 2, ce qui complète l’item (i) de la Proposition 2.1.2 (où w2

est défini par (2.1.13)). Dans la sous-section A.4.3, on étudie le noyau de Φ1

(Proposition A.4.2). De la Proposition A.4.2 on déduit, en particulier, que le
vecteur w2(V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1, détermine de manière
unique B modulo les champs radiaux quand n = 2, ce qui complète l’item (ii)
de la Proposition 2.1.2.

Comme nous l’avons déjà mentionné dans la section 2.1, ou encore dans
la section 2.4, nous devons à F. Nicoleau l’idée de la preuve de la Proposition
A.4.1, ainsi que la détermination modulo un champ magnétique radial de B à
partir de w2(V,B, θ, x) donné pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1, quand n = 2 (première
partie de l’énoncé de la Proposition A.4.2).

A.4.1 Deux applications linéaires Φ0, Φ1

Pour k ∈ N et pour une fonction f ∈ Ck(Rn,R), on désigne par Nk(f)
l’élément de [0,+∞] défini par

Nk(f) := sup
x∈Rn

j∈Nn,|j|≤k

(1 + |x|)α+|j||∂jxf(x)|. (A.4.1)

Désignons par C1
sh(R

n, An(R)) l’ensemble

C1
sh(R

n, An(R)) := {B′ = (B′
i,k) ∈ C1(Rn, An(R)) | sup

i,k=1...n
N1(B

′
i,k) <∞}.

(A.4.2)
Désignons par C2

sh(R
n,R) l’ensemble

C2
sh(R

n,R) := {V ′ ∈ C1(Rn,R) | N2(V
′) <∞}. (A.4.3)

De plus on note C2
rad(R

n,R) l’ensemble des fonctions de classe C2 de R
n

dans R qui sont radiales, i.e.

C2
rad(R

n,R) := {Ṽ ∈ C2(Rn,R) | ∃m ∈ C([0,+∞[,R)∀x ∈ R
nṼ (x) = m(|x|)} ;

(A.4.4)
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et on note C1
rad(R

n, An(R)) l’ensemble des fonctions de classe C1 de R
n dans

An(R) qui sont radiales, i.e.

C1
rad(R

n, An(R)) := {B′ ∈ C1(Rn, An(R)) | ∃m ∈ C([0,+∞[, An(R))

∀x ∈ R
nB′(x) = m(|x|)}. (A.4.5)

On considère l’application Φ0 : C2
sh(R

n,R)→ C(TS
n−1,Rn) définie par

Φ0(V )(θ, x) = −PV (θ, x)θ +

∫ 0

−∞

∫ τ

−∞
∇V (x+ σθ)dσdτ

−
∫ +∞

0

∫ +∞

τ

∇V (x+ σθ)dσdτ, (A.4.6)

pour tous V ∈ C2
sh(R

n,R) et (θ, x) ∈ TS
n−1.

On considère l’ application linéaire Φ1 : C1
sh(R

n, An(R)) → C(TS
n−1,Rn)

définie par

Φ1(B)(θ, x) =

∫ 0

−∞

∫ τ

−∞
B(x+ σθ)θdσdτ −

∫ +∞

0

∫ +∞

τ

B(x+ σθ)θdσdτ, (A.4.7)

pour tous B ∈ C1
sh(R

n, An(R)) et (θ, x) ∈ TS
n−1.

Lemme A.4.1. Les applications Φ0 et Φ1 vérifient :

Φ0(V )(θ, x) = −PV (θ, x)θ −
∫ +∞

−∞
τ∇V (x+ τθ)dτ, (A.4.8)

Φ1(B)(θ, x) = −
∫ +∞

−∞
τB(x+ τθ)θdτ, (A.4.9)

pour tous V ∈ C2
sh(R

n,R), B ∈ C1
sh(R

n, An(R)) et (θ, x) ∈ TS
n−1.

Preuve du Lemme A.4.1. L’égalité (A.4.8) s’obtient de (A.4.6) par une inté-
gration par parties. L’égalité (A.4.9) s’obtient de (A.4.7) par une intégration
par parties.

A.4.2 Le noyau de Φ0

On a la Proposition suivante.

Proposition A.4.1. Pour tout n ∈ N, n ≥ 2, l’application Φ0 vérifie : kerΦ0 =
C2
sh(R

n,R) ∩ C2
rad(R

n,R).

Preuve de la Proposition A.4.1. Pour n ∈ N, n ≥ 2, de (A.4.8), on obtient

C2
sh(R

n,R) ∩ C2
rad(R

n,R) ⊆ kerΦ0.

(voir Proposition 2.4.2).
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Il nous reste à démontrer que pour n ∈ N, n ≥ 2,

kerΦ0 ⊆ C2
sh(R

n,R) ∩ C2
rad(R

n,R). (A.4.10)

L’idée et la preuve de l’inclusion (A.4.10) est dûe à F. Nicoleau.
Commençons par démontrer l’inclusion dans le cas n = 2. Soit V ∈ kerΦ0.

On désigne par Vang la fonction de C1
sh(R

n,R) définie par

Vang(x) = x2∂x1V (x)− x1∂x2V (x), (A.4.11)

pour tout x = (x1, x2) ∈ R
2.Montrons que Vang ≡ 0, ce qui, par passage aux co-

ordonnées polaires, prouvera que V ∈ C2
rad(R

n,R). Comme Vang ∈ C1
sh(R

n,R),
il suffit de démontrer que sa transformée de rayons X est nulle.

Soit (θ, x) ∈ TS
1, θ = (θ1, θ2), x = (x1, x2). Comme V ∈ kerΦ0, on obtient

en utilisant (A.4.8)

0 =

∫ +∞

−∞
τ∇V (x+ τθ)dτ − PV (θ, x)θ. (A.4.12)

En utilisant tout d’abord (A.4.11), puis (A.4.12), on a

P (Vang)(θ, x) =

+∞
∫

−∞

((x2 + τθ2)∂x1V (x+ τθ)− (x1 + τθ1)∂x2V (x+ τθ)) dτ

=

+∞
∫

−∞

(x2∂x1V (x+ τθ)− x1∂x2V (x+ τθ)) dτ. (A.4.13)

Comme (θ, x) ∈ TS
1, il existe q ∈ R tel que x = q(−θ2, θ1). Donc en utilisant

(A.4.13), il vient

P (Vang)(θ, x) = q

∫ +∞

−∞
θ ◦ ∇V (q(−θ2, θ1) + τθ)dτ

= q

∫ +∞

−∞

d

dτ
V (q(−θ2, θ1) + τθ)dτ,

i.e. (V ∈ C2
sh(R

n,R)) P (Vang)(θ, x) = 0.
Considérons maintenant le cas n ≥ 3. Soient w1, w2 ∈ R

n tel que |w1| =
|w2|. Il s’agit de démontrer que V (w1) = V (w2). Si w1 = w2, alors V (w1) =
V (w2). Si w1 6= w2, on considère le plan P passant par 0, w1 et w2. On considère
VP ∈ C2

sh(R
2,R) définie par

VP (y1, y2) = V (y1w1 + y2w2), pour tout (y1, y2) ∈ R
2. (A.4.14)

On a, en utilisant (A.4.14) et (A.4.8)

−
+∞
∫

−∞
τ∇VP (y + τθ′)dτ = −

(

+∞
∫

−∞
τw1 ◦ ∇V (y1w1 + y2w2 + τθ′1w1 + τθ′2w2)dτ ,

+∞
∫

−∞
τw2 ◦ ∇V (y1w1 + y2w2 + τθ′1w1 + τθ′2w2)dτ

)
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= − 1
|w1| (w1 ◦ Φ0(V )(θ′1ŵ1 + θ′2ŵ2, y1ŵ1 + y2ŵ2),

w2 ◦ Φ0(V )(θ′1ŵ1 + θ′2ŵ2, y1ŵ1 + y2ŵ2)) ,

pour tout y = (y1, y2) ∈ R
2 et θ′ = (θ′1, θ

′
2) ∈ S

1, y ◦ θ′ = 0, où ŵi = wi

|wi| ,
i = 1, 2. Comme V ∈ kerΦ0, cette dernière égalité donne

−
+∞
∫

−∞

τ∇VP (y + τθ′)dτ = 0, (A.4.15)

pour tout y ∈ R
2 et θ′ ∈ S

1, y ◦ θ′ = 0. En utilisant (A.4.15) et (A.4.8) pour
le cas de la dimension 2, et en utilisant le fait que l’inclusion (A.4.10) est
démontrée dans le cas de la dimension 2, on obtient que VP ∈ C2

rad(R
2,R) et,

en particulier, on obtient

V (w1) = VP ((1, 0)) = VP ((0, 1)) = V (w2).

A.4.3 Le noyau de Φ1

On a la Proposition suivante.

Proposition A.4.2. Si n = 2, alors

kerΦ1 = C1
sh(R

n, An(R)) ∩ C1
rad(R

n, An(R))

= C1
sh(R

n, An(R)) ∩ C1
rad(R

n, An(R)) ∩ Fmag(Rn).

Si n ≥ 3, l’ensemble C1
sh(R

n, An(R)) ∩ C1
rad(R

n, An(R)) est inclu dans
kerΦ1 mais n’est pas égal à kerΦ1.

Remarque A.4.1. Pour n = 2, il est vrai que C1(R2, A2(R)) = Fmag(R2).
En effet soit f ∈ C1(R2,R) et soit F ∈ C1(R2,R2) la fonction définie par

F (x) = −
∫ 1

0

sf(sx) (x2,−x1) ds, x = (x1, x2) ∈ R
2.

Alors pour tout x = (x1, x2) ∈ R
2,

f(x) =
∂F2

∂x1

(x)− ∂F1

∂x2

(x), x = (x1, x2) ∈ R
2,

où F = (F1, F2).

Preuve de la Proposition A.4.2. Le cas n = 2 vient du Lemme suivant et de
(A.4.9).
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Lemme A.4.2. Soit n ∈ N, n ≥ 2. Soit f ∈ C1
sh(R

n,R). Alors

f ∈ C1
rad(R

n,R)⇔
∫ +∞

−∞
τf(x+ τθ)dτ = 0, pour tout (θ, x) ∈ TS

n−1.

Le Lemme A.4.2 est démontré plus bas.
Considérons le cas n ≥ 3. En utilisant (A.4.9), l’inclusion C1

sh(R
n, An(R))∩

C1
rad(R

n, An(R)) ⊂ kerΦ1 est immédiate. Montrons que kerΦ1 6=
C1
sh(R

n, An(R)) ∩C1
rad(R

n, An(R)).
Soient j, k, l trois entiers compris entre 1 et n et distincts deux à deux. Soit

β > α+2
2

. On pose h(y) = (1 + |y|2)β et on considère le champ B = (Bi1,i2) ∈
C1
sh(R

n, An(R)) défini par

Bj,k(y) =
yl

h(|y|) , Bk,l(y) =
yj

h(|y|) , Bj,l(y) = − yk
h(|y|) , (A.4.16)

et Bi1,i2(y) = 0 si i1 6∈ {j, k, l}, pour tout y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n. Alors B 6∈

C1
rad(R

n, An(R)) et B ∈ kerΦ1. En effet, soit (θ, x) ∈ TS
n−1, θ = (θ1, . . . , θn),

x = (x1, . . . , xn). On note Φ1(B)(θ, x) = (Φ1
1(B)(θ, x), . . . ,Φ1(B)n(θ, x)). Alors

de la définition de B et de (A.4.9), on a Φm
1 (B)(θ, x) = 0 si m 6∈ {j, k, l}, et

Φj
1(B)(θ, x) =

n
∑

i=1

∫ +∞

−∞
τθiBj,i(x+ τθ)dτ

=

∫ +∞

−∞
τθkBj,k(x+ τθ)dτ −

∫ +∞

−∞
τBj,l(x+ τθ)θldτ

=

∫ +∞

−∞
τ

xl + τθl

h(
√

|x|2 + τ 2)
θkdτ −

∫ +∞

−∞
τ

xk + τθk

h(
√

|x|2 + τ 2)
θldτ

= 0,

et, de la même manière, Φk
1(B)(θ, x) = Φl

1(B)(θ, x) = 0.

Preuve du Lemme A.4.2. Le sens ⇒ est immédiat.
On démontre le sens ⇐ (l’idée de la preuve est dûe à F. Nicoleau).

Commençons par traiter le cas où n = 2. Soit f ∈ C1
sh(R

2,R). Supposons
∫ +∞
−∞ τf(x+ τθ)dτ = 0 pour tout (θ, x) ∈ TS

1, ce qui revient à supposer

∫ +∞

−∞
τf(q(−θ2, θ1) + τθ)dτ = 0, pour tous q ∈ R, θ = (θ1, θ2) ∈ S

1. (A.4.17)

Considérons la fonction fang ∈ C(R2,R) définie par

fang(x1, x2) = x2∂x1f(x)− x1∂x2f(x), pour tout x = (x1, x2) ∈ R
2. (A.4.18)

Montrons que fang ≡ 0, ce qui, par passage aux coordonnées polaires, prouvera
que f ∈ C1

rad(R
n,R). Comme fang ∈ C(Rn,R) et fang(x) = O(|x|−α) quand

|x| → ∞, il suffit de démontrer que sa transformée de rayons X est nulle.
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En dérivant (A.4.17) par rapport à q, on obtient

∫ +∞

−∞
τ(−θ2, θ1) ◦ ∇f(q(−θ2, θ1) + τθ)dτ = 0, (A.4.19)

pour tous q ∈ R, θ = (θ1, θ2) ∈ S
1.

Soient q ∈ R et θ = (θ1, θ2) ∈ S
1. De la définition de fang, on a

Pfang(θ, q(−θ2, θ1)) = q

∫ +∞

−∞
θ ◦ ∇f(τθ + q(−θ2, θ1))dτ (A.4.20)

+

∫ +∞

−∞
τ(θ2,−θ1) ◦ ∇f(τθ + q(−θ2, θ1))dτ.

On remarque que

∫ +∞

−∞
θ ◦ ∇f(τθ + q(−θ2, θ1))dτ =

∫ +∞

−∞

df

dτ
(τθ + q(−θ2, θ1))dτ = 0 (A.4.21)

(on a utilisé le fait que f(x) → 0 quand |x| → ∞, dû à f ∈ C1
sh(R

2,R)). De
(A.4.19), (A.4.20) et (A.4.21), on obtient Pfang(θ, q(−θ2, θ1)) = 0.

Considérons maintenant le cas n ≥ 3. Supposons

∫ +∞

−∞
τf(x+ τθ)dτ = 0 (A.4.22)

pour tout (θ, x) ∈ TS
n−1. Soient w1, w2 ∈ R

n tel que |w1| = |w2|. Il s’agit de
démontrer que f(w1) = f(w2). Si w1 = w2, alors f(w1) = f(w2). Si w1 6= w2,
on considère le plan P passant par 0, w1 et w2. On considère fP ∈ C2

sh(R
2,R)

définie par

fP (y1, y2) = f(y1w1 + y2w2), pour tout (y1, y2) ∈ R
2. (A.4.23)

On a, en utilisant (A.4.23) et (A.4.22)

−
∫ +∞

−∞
τfP (y + τθ′)dτ = −

∫ +∞

−∞
τf(y1w1 + y2w2 + τ(θ′1w1 + θ′2w2))dτ = 0,

pour tout y = (y1, y2) ∈ R
2 et θ′ = (θ′1, θ

′
2) ∈ S

1, y◦θ′ = 0. Alors en utilisant ce
qui a été démontré dans le cas de la dimension 2, on obtient que fP est radiale
et, en particulier, on obtient f(w1) = fP ((1, 0)) = fP ((0, 1)) = f(w2).
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Résumé.

Nous étudions le problème de diffusion inverse et un problème inverse de valeurs
au bord pour l’équation de Newton-Einstein pluridimensionnelle décrivant
le mouvement d’une particule classique relativiste dans un champ externe
électromagnétique (ou gravitationnel) statique. Le cas d’une particule clas-
sique non relativiste est aussi considéré. Nous supposons que le champ externe
est suffisamment régulier et suffisamment décroissant à l’infini. Tout d’abord
on rappelle (et on développe) des résultats donnant l’existence et des pro-
priétés de l’opérateur de diffusion. Puis on obtient, en particulier, l’asympto-
tique aux hautes énergies de l’opérateur de diffusion, et on montre que cette
asymptotique détermine de manière unique (par des formules explicites) le
champ externe. Enfin on obtient un théorème d’unicité à énergie fixée pour
le problème inverse de valeurs au bord, et on en déduit, en particulier, qu’à
énergie fixée suffisamment grande l’opérateur de diffusion détermine de manière
unique le champ externe lorsque celui-ci est aussi supposé à support compact.
Les résultats de cette thèse ont été obtenus en développant, en particulier, des
méthodes de [Gerver-Nadirashvili, 1983] et [R. Novikov, 1999].

Mots-clés : équation de Newton-Einstein ; problèmes de diffusion inverse ;
problèmes inverses de valeurs au bord ; problème cinématique inverse ; dyna-
mique dans un champ électromagnétique ou gravitationnel.

Abstract.

We consider the inverse scattering problem and an inverse boundary value
problem for the multidimensional Newton-Einstein equation describing the
motion of a classical relativistic particle in a static external electromagnetic
(or gravitational) field. The nonrelativistic case is also considered. The external
field is assumed to be sufficiently regular with sufficient decay at infinity. First
we recall (and develop) some results stating the existence and properties of the
scattering map. Then we obtain, in particular, the high energies asymptotics of
the scattering map, and we show that the external field is uniquely determined
(by explicit formulas) from this asymptotics. We finally obtain an uniqueness
theorem at fixed energy for the inverse boundary value problem. From this
result we deduce, in particular, that at fixed and sufficiently large energy the
scattering map uniquely determines the external field when this one is also
assumed to be compactly supported. The results of this Ph. D. Thesis were
obtained by developing, in particular, methods of [Gerver-Nadirashvili, 1983]
and [R. Novikov, 1999].

Key words : Newton-Einstein equation ; inverse scattering problems ; inverse
boundary value problems ; inverse kinematic problem ; dynamics in electroma-
gnetic or gravitational field.


