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Introduction

L’objectif d’'un probleme de diffusion inverse ou d’un probleme inverse
de valeurs aux bords est de reconstruire la structure d'un objet a partir
des données de diffusion, ou a partir des données de valeurs aux bords. Ces
problémes sont posés naturellement dans les domaines de la physique nucléaire,
de la géophysique, de la médecine, etc...

Dans cette these, on considere I’équation de Newton-Einstein pluridimen-
sionnelle dans un ouvert Q2 de R*, n € N;n > 2:

1

p(t) = =VV(x(t)) + —Bla(t))i(t), (0.0.1)
__a)
p(t) = —eor

ot R, z(t) €U pt) ERY &=L p=2V e C*QR) et B=(B;) €

t
dt>

CH(Q, A, (R)) vérifie la condition de fermeture suivante :

0B, i, 0B, ; 0By,

—(z) + ~(x) + ~(x) =0,

0x1< ) 0xk( ) axi( )

pour tous * = (z1,...,2,) € Qet ik, [ =1...n (A,(R) désigne I'ensemble
des matrices antisymétriques réelles). L’ouvert € sera soit R"™, soit un domaine
D ouvert borné de R", strictement convexe au sens fort, de frontiere de classe

C?. Si Q = R", alors on supposera aussi que V et B vérifient les conditions
suivantes de décroissance :

OV (@) < By + )=, (0.0.3)
102 Bige(w)| < By (L+ J])” m+u\+n’ (0.0.4)

(0.0.2)

pour z € R", || <2, || <1 (j,7/ € N") ot @ > 1 est une constante réelle et
les (3; sont des constantes réelles positives.
Pour I"équation (0.0.1), I'énergie

REGE

E=¢ 5
c

+V(2(t) (0.0.5)

est une intégrale premiere du mouvement.
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Si n = 3 alors ’équation (0.0.1) est I’équation de mouvement d’une par-
ticule de masse m = 1 et de charge e = 1 dans un champ électromagnétique
statique externe décrit par (V, B) (voir [Ein07] ou section 17 de [LL71]). Dans
cette équation x est la position de la particule, p son impulsion, et ¢t désigne le
temps et la constante c est la vitesse de la lumiere.

Dans cette these, on étudie le probléeme de diffusion inverse (€2 = R™) pour
I'équation (0.0.1) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) (voir Probleme 2 formulé ci-
dessous), et un probléme inverse de valeurs aux bords (2 = D) pour I’'équation
(0.0.1) (voir Probleme 4 formulé ci-dessous).

Pour le probleme de diffusion inverse pour 1’équation pluridimensionnelle
(0.0.1), on a obtenu, en particulier, les résultats suivants.

L’asymptotique aux hautes énergies des données de diffusion pour
I’équation (0.0.1) détermine de maniere unique, par des formules explicites,
le champ extérieur (i.e. le champ électromagnétique décrit par (V, B)) (Jolli-
vet 2005).

A énergie fixée suffisamment grande, les données de diffusion déterminent
de maniere unique le champ extérieur lorsque celui-ci est aussi supposé a sup-
port compact (Jollivet 2006, 2007).

Pour le probleme inverse de valeurs aux bords pour I’équation pluridimen-
sionnelle (0.0.1), nous avons obtenu les résultats suivants.

A énergie fixée suffisamment grande, les données de valeurs aux bords
déterminent de maniére unique le champ extérieur (Jollivet 2006, 2007). De
plus si le champ extérieur est uniquement électrique ou gravitationnel (B = 0)
alors, a énergie fixée suffisamment grande, les données de diffusion déterminent
de manieére unique et de fagon stable le champ extérieur (Jollivet 2006).

Par ailleurs, dans le cadre de la mécanique classique non relativiste, on
dispose de résultats analogues pour I’équation de Newton non relativiste dans
un champ électromagnétique

#(t) = —VV(2(t) + Bla(t)i(t), (0.0.6)

ot eR, z(t) € Q & =9% n>2 (Lénergic £ = % + V(z(t)) est une
intégrale premiere du mouvement pour (0.0.6).) Pour le probléeme de diffusion
inverse pour ’équation (0.0.6) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), 'asympto-
tique aux hautes énergies des données de diffusion détermine de maniere unique
le champ extérieur par des formules explicites. Si B = 0, alors ce résultat a
d’abord été obtenu par [Nov99]. De plus, a énergie fixée suffisamment grande,
les données de diffusion déterminent de maniere unique le champ extérieur,
lorsque le champ extérieur est aussi supposé a support compact (Jollivet 2007).
Si B = 0, alors ce dernier résultat a d’abord été obtenu par [Nov99].

Pour le probleme inverse de valeurs au bord pour I’équation de Newton
multidimensionnelle non relativiste (0.0.6), on a montré qu’a énergie fixée suffi-
samment grande les données de valeurs au bord déterminent de maniere unique
le champ extérieur (Jollivet 2007). Si B = 0, alors ce résultat a d’abord été
obtenu par [GN83].



L’ensemble de ces résultats ont été obtenus en généralisant et en
développant des résultats et des méthodes des travaux de Novikov [Nov99)
et de Gerver-Nadirashvili [GN83]. La généralisation de résultats de [GN83|
a nécessité la généralisation et le développement de méthodes de travaux de
Muhometov-Romanov [MR78], Beylkin [Bey79] et Bernstein-Gerver [BG80)]
sur le probleme de la détermination d’une métrique riemannienne a partir de
son hodographe (i.e. a partir de la donnée des longueurs des géodésiques entre
tout couple de points frontiere).

Nous allons maintenant détailler la structure de la these en donnant les
principaux résultats, les méthodes utilisées et les commentaires historiques
nécessaires.

Dans le premier chapitre de cette these, on rappelle quelques résultats sur
le probleme de diffusion directe sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4). On établit
le résultat suivant.

Théoréme 0.0.1. Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), on a :
(i) pour tout (v_,z_) € B, x R", v_ # 0, il existe une unique solution de
Iéquation (0.0.1) telle que

x(t) =v_t+x_ +y_(1), (0.0.7)

ot Y_(t) = 0, y_(t) — 0, quand t — —o0;
(il) pour presque tout (v_,x_) € B. x R™, v_ # 0,

z(t) = vyt +xp +yo(t), (0.0.8)

0U vy = V- + ase(v_,x_), x4 =T + bse(v_,x_), 4 (t) — 0, y4(t) — 0
quand t — 400 (on note B. la boule euclidienne ouverte de centre 0 et
de rayon c).

On définit 'opérateur de diffusion S : B, x R" — B. x R" pour I’équation
(0.0.1) par les formules

S(v_,z_) = (v- + ase(v_,x_), - + bse(v_,2_)).

On note D(S) lensemble de définition de S. Les données as.(v_,x_),
bsc(v_,z_), (v_,xz_) € D(S), sont les données de diffusion pour I’équation
(0.0.1).

En mécanique classique, pour I’étude de la diffusion directe, on peut citer
les travaux de Simon [Sim71], Herbst [Her74], Yajima [Yaj82], Loss-Thaller
[LT87] et le livre [DGI7]. Notons que le Théoreme 0.0.1, sous des conditions
sur B plus fortes que les conditions (0.0.4), a été obtenu par Yajima [Yaj82].

Le Théoreme 0.0.1 peut se démontrer en répétant les preuves de résultats
donnés dans [Yaj82]. La preuve donnée dans le chapitre 1 du Théoreme 0.0.1
correspond a la fagon dont on aborde le probleme de diffusion inverse aux
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hautes énergies dans le chapitre 2, et differe de la preuve que 'on obtiendrait
en répétant la preuve de certains résultats donnés dans [Yaj82].

En s’appuyant sur les résultats de Simon [Sim71] et de Loss-Thaller [LT87],
on peut démontrer I'analogue du Théoreme 0.0.1 pour I’équation (0.0.6) : il
suffit de remplacer B, par R™ dans 1’énoncé du Théoreme 0.0.1. On peut ainsi
définir 'opérateur de diffusion S™ pour I’équation (0.0.6) de la méme maniere
que l'on a défini S (voir [Jol07a]).

On peut alors formuler de maniere précise le probleme de diffusion directe
(Probleme 1 ci-dessous) et le probleme de diffusion inverse (Probleme 2 ci-
dessous) pour I’équation (0.0.1) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) :

Probleme 1 : étant donnés V, B, trouver l'opérateur de
diffusion S ;

Probleme 2 : étant donné S, trouver V, B.

En remplacant S par S™ dans les deux problemes précédents, on obtient les
problemes de diffusion directe et de diffusion inverse pour (0.0.6).

En dimension n = 1, des problemes inverses pour 1’équation de Newton
non relativiste ont été étudiés par Abel [Abe26], Keller [Kel76] et Astaburuaga-
Fernandez-Cortés [AFC91] et un probléme inverse pour 1’équation de Newton
relativiste a été étudié par Funke-Ratis [FR90]. En ce qui concerne le
probleme de diffusion inverse en dimension 1 sous les conditions (0.0.3) pour
les équations (0.0.1) et (0.0.6), il n’est pas possible de déterminer le champ
extérieur a partir des données de diffusion : que ce soit en mécanique classique
relativiste ou non relativiste, il existe des potentiels Vi, V5 distincts qui
vérifient les conditions (0.0.3) et qui ont le méme opérateur de diffusion.

Dans le chapitre 2 on s’intéresse au probleme de diffusion inverse pluri-
dimensionnelle aux hautes énergies. On obtient, en particulier, le Théoreme
suivant qui donne, en particulier, I’'asymptotique aux hautes énergies de la
premiere composante de 'opérateur de diffusion S pour I’équation (0.0.1).

Théoréme 0.0.2 ([Jol05b]). Soit (§,x) € TS := {(#,2)) € S"! x
R™ | 02" = 0}, et soit r une constante positive telle que 0 < r < 1, 7 < ¢/v/2.
Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), on a :

+oo
lim ;asc(sﬁ, x) = / F(10 + z, c)dr, (0.0.9)
s<c 1 —_ i_z —o0



et
+00 322a+7 1+ 1)\2

/ F(10 4 x,s0)dr — Lasc(sé’, z)| < " ( . ) C4 (0.0.10)
. — afa—1)(Z% -1

B (G +1—r)
1+ gy (1 + )2

pour tout s; < s < ¢, ot f = max(fy, %), F(x,v) = =VV(z)+ 1B(z)v pour
tout (z,v) € R* x R™ (s1 = si(¢,n, f1, B2, v, |x|,7) est défini a la fin de la
section 2.3).

On a aussi 'asymptotique aux hautes énergies de by. et une estimation
explicite entre by. et son asymptotique (Théoreme 2.1.1, [JolO5b]).

En utilisant les méthodes de reconstruction d’une fonction a partir de sa
transformée de rayons X (voir [Radl7, GGG80, Nat86, Nov99] ou la section
A.3 de I'annexe) et en utilisant ’asymptotique trouvée pour ag., on obtient, en
particulier, que le champ extérieur peut étre reconstruit a partir de 'asymp-
totique aux hautes énergies de 'opérateur de diffusion S (Proposition 2.1.1).
La possibilité de déterminer le champ extérieur a partir de 'asymptotique aux
hautes énergies de by, est aussi étudiée (Proposition 2.1.2).

Pour B = 0, le probleme de diffusion inverse pour I’équation de Newton
non relativiste pluridimensionnelle a été étudié par Novikov [Nov99] sous les
conditions (0.0.3). En développant la méthode de Novikov [Nov99], on a étudié
le probleme de diffusion inverse pour I’équation de Newton-Einstein pluridi-
mensionnelle d’abord dans le cas B = 0 sous les conditions (0.0.3) ([Jol05al),
puis dans le cas général sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) ([Jol05b]). Dans
[Jol07a], on étudie le probleme de diffusion inverse pour 1’équation de New-
ton non relativiste pluridimensionnelle dans un champ électromagnétique et
sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4). A notre connaissance, le probleme de diffu-
sion inverse pour une particule dans un champ électromagnétique avec B # 0,
en mécanique classique ou classique relativiste, n’a pas été considéré dans la
littérature avant le travail [Jol05b].

En mécanique quantique le probleme de diffusion inverse pour une par-
ticule dans un champ électromagnétique B # 0 a été considéré, en particu-
lier, dans [HN88], [ER95], [I1t095], [Jun97], [ER97], [Nic97|, [Ari97|, [Hac99],
[WYO05] (concernant les résultats donnés dans la littérature sur ce probleme
pour B = 0, voir, de plus, [Fad56], [EW95], [Nov05] et les références données
dans [Nov05]).

Le Théoreme 0.0.2 a été obtenu en développant une méthode de I'article
de Novikov [Nov99]. Fixons v_ € B.\{0}, z_ € R™. On remarque tout d’abord
que si y_ désigne la déflection par rapport au mouvement libre, qui apparait
dans (0.0.7), alors, pour y_, I’équation (0.0.1) prend la forme d’un systéme
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équations intégrales

(y-(t),9-(t) = Ay__(y-,9-)(1), (0.0.11)

pour tout ¢ € R. Pour 0 < r < 1, on étudie I'opérateur A, , sur I'espace
métrique

My = {(£:h) € CRR" | |(F. D)l := masx(sup £ () ~th(D)] sup |h(1))) <}

muni de la norme ||.|sc-

Sous certaines conditions sur v_ et x_ et r, on obtient des estimations et,
en particulier, des estimations de contraction sur 4, , (Lemmes 2.2.1, 2.2.2
et 2.2.3). Les conditions, que I'on impose a v_ et x_ et r, impliquent 'inégalité
lv_| > +/2r. Cette derniere inégalité implique que si (y_,9_) € M, alors 'angle
O(t) entre v_ et v_ + y_(t) est strictement inférieur a § (O(t) € [0,7] et
lv_|Jv= + §—(t)] cos(O(t)) = v_ o (v— + y_(t))). Ainsi on étudie une diffusion
aux petits angles.

A partir des estimations obtenues sur A, , et en tenant compte de
I'égalité (0.0.11), on étudie la déflection y_ (Théoreme 2.3.1). On obtient ainsi
et notamment le Théoreme 0.0.2.

En ce qui concerne le cas de la mécanique classique non relativiste on a le
résultat suivant (voir [Jol07a]) qui donne, en particulier, 'asymptotique aux
hautes énergies de la premiere composante de l'opérateur de diffusion S™ pour
I'équation (0.0.6) (ce résultat est I'analogue du Théoreme 0.0.2).

Théoréme 0.0.3 ([Jol07a]). Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), on a

+oo
liin a (s, z) = / B(7160 + x)fdr, (0.0.12)
et
+0o0
limg 4o S <a?§(59,x) — [ B(0 + x)HdT)
+o00 +o00 S
=— [VV(r0+z)dr+ [B(r0+ z)( [ B(c0 + z)0do)ds (0.0.13)
+00 T O
+> 0.0 ( JVBji(x+70)o [ [B(n+ x)ﬁdndach) :
—00 —00—00 j=1..n
pour tout (0,x) € TS*™, 0 = (0y,...,0,), ou o désigne le produit scalaire usuel
sur R™.

Et de la méme facon que pour (0.0.10), on a une estimation explicite
entre a? et son asymptotique aux hautes énergies [Jol07a]. On a aussi obtenu
I'asymptotique aux hautes énergies de b7 [Jol07a]. Du Théoreme 0.0.3, on
obtient, en particulier, le résultat suivant.



Théoréme 0.0.4 ([Jol07a]). Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), l'asympto-
tique aux hautes énergies de l'opérateur de diffusion S™ détermine de maniere
unique, par des formules explicites, (V, B).

On obtient le Théoreme 0.0.3 en modifiant 1égerement la méthode de No-
vikov [Nov99]. Fixons v_ € R" et x_ € R", v_ # 0. Si y_ désigne la déflection
par rapport au mouvement libre, alors (y_, y_) est un point fixe d’un opérateur
A, Pour 0 <r < 1et R >0, on étudie I'opérateur A7" . sur I'espace
métrique

M, = {(f.h) € CR.R) | sup £(1) — th(t) < r.sup (8] < R},

muni de la norme ||, définie précedemment.

En imposant les conditions v_x_ = 0 et |[v_| > /2R, on obtient des
estimations sur A7" | et des estimations et estimations de contraction sur

(Arr . )% ([Jol07a]). L’inégalité |v_| > +/2R implique que si (y_,j-) € Mg,
alors I’angle ©(t) entre v_ et v_+¢_(t) est strictement inférieur a § : on étudie
une diffusion aux petits angles.

A partir des estimations obtenues sur (Ap" . )? et en tenant compte de

I'égalité (0.0.11), on étudie la déflection y_ et on obtient ainsi et notamment
le Théoreme 0.0.4 [Jol07a).

Dans le chapitre 3, on étudie le probleme de diffusion inverse a énergie fixée
(Probleme 2* ci-dessous) et un probléme inverse de valeurs au bord (Probleme
4 ci-dessous) pour l'équation (0.0.1) .

Commencons par formuler le probleme de diffusion inverse a énergie fixée.
Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) et pour E > ¢® on considére I'opérateur
Sg défini comme la restriction de l'opérateur de diffusion S a l’ensemble
{(v_,z2) € D(S) | |v-| = C\/<&2@)>2 — 1}. L'opérateur Sg est appelé

C

opérateur de diffusion a énergie fixée F de 1’équation (0.0.1). Le probleme de
diffusion inverse a énergie fixée (formulé a nouveau dans la section 3.1) est le
suivant :

Probléme 2%* : étant donné Sg a énergie fixée E, trouver V et B.

Formulons maintenant le probleme inverse de valeurs au bord qui nous
intéresse. On étudie I’équation (0.0.1) dans un domaine D ouvert borné de
R™, strictement convexe au sens fort, de frontieére de classe C%. Pour 1’équation
(0.0.1) dans D, on peut démontrer qu’a énergie fixée E suffisamment grande
(i.e. E > E(||V]lc2.p; ||Bllct.p, D)), les solutions = d’énergie E ont les pro-
priétés suivantes (section 3.2, section 3.6) :

pour chaque solution z(t) il existe t1,ty € R, t; < to, tels que
€ C3([ty, t2), R"), x(t1), z(t2) € OD,x(t) € D pour t €]ty,ts[,  (0.0.14)
x(s1) # x(sq) pour sy, Se € [t1,ta], 51 # So;
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pour tout couple de points distincts (qo,¢q) € D?, il existe une et une
seule solution z(t) = z(t, F, qo, q) telle que x(0) = o, z(s) = ¢ pour un
certain s > 0.
(0.0.15)
Soient gy, ¢ deux points distincts de D. Par sy 5(E, qo, q) on désigne le temps
en lequel z(t, E, qo, q) atteint ¢ a partir de go. Par ko v5(E, qo,q) on désigne
le vecteur vitesse (0, E, qo, q). Par ky g(E, qo,q) on désigne le vecteur vitesse
t(sv,s(E, 9, q), £, q0,q). Les données ko v,5(E, q, q), kv,5(E, 90, q), q,q € ID,
qo 7 q, sont les données de valeurs au bord.
On peut alors formuler de maniere précise un probleme direct de valeurs
au bord (Probleme 3 ci-dessous) et le probleme inverse de valeurs au bord
correspondant (Probleme 4 ci-dessous) pour 'équation (0.0.1) dans D :

Probléme 3 : étant donnés V, B, trouver kv g(E, qo,q), kov.s(E,q,q)

pour tous qg,q € 0D, qo # q ;

Probleme 4 : étant donnés ky 5(E, qo0,q), kov.s(E,q,q) pour tous qo,

q € 0D, qy # q, a énergie fixée F suffisamment grande, trouver V et B.

Pour le Probleme 4, on a le résultat d’unicité suivant.

Théoréme 0.0.5 ([Jol07b)). A énergie firtée E > E(|V|c.p, | Bller.p, D),
les données de valeurs au bord kyp(E,q,q), (¢q0,q) € 0D x dD, qy # q,
déterminent de maniére unique V, B.

A énergie fizée E > E(|[Vllc2.p: | Bllct.p, D), les données de valeurs au
bord kov.g(E, qo.q), (qo.q) € 0D x 0D, qy # q, déterminent de maniére unique
V. B.

Le Théoreme 0.0.5 est rappelé dans la section 3.1 (Théoreme 3.1.1).
Pour le Probleme 2*, on a le résultat d’unicité suivant.

Théoréme 0.0.6 ([JolO7b]). Soit D un domaine ouvert borné de R", stric-
tement conveze au sens fort, de frontiére de classe C*. On suppose D donné.
Soient V € CZ(D,R), B € C}(D, A,(R)), B vérifiant (0.0.2). Alors a énergie
fixée E > E(V, B, D), Uopérateur de diffusion a énergie fizée E, Sg, détermine
de maniere unique (V, B).

Le Théoreme 0.0.6 est formulé de maniere différente dans la section 3.1
(Théoreme 3.1.2). Le Théoreme 0.0.6 se déduit du Théoreme 0.0.5 en faisant le
lien entre les données de diffusion et les données de valeurs au bord lorsque le
champ extérieur est a support compact (Proposition 3.2.1) et en imposant des
propriétés sur la constante E(||V||c2.p, || B|lct.p, D) introduite précedemment
(Propriétés (3.1.7) et (3.2.3)).

La formulation non relativiste des Problemes 4 et 2* et des Théorémes
0.0.5 et 0.0.6 est valable (voir [Jol07b]). En adaptant la preuve des Théoremes
0.0.5 et 0.0.6, on peut obtenir la preuve des Théoremes 0.0.5 et 0.0.6 dans leur
formulation non relativiste (voir [Jol07b]).



Pour B = 0 et n = 3, Firsov [Fir53] (voir aussi le probleme 7 de la
section 18 de [LL60]) et Keller-Kay-Shmoys [KKS56] ont étudié le probleme
de diffusion inverse a énergie fixée pour ’équation de Newton non relativiste
pour le cas d'un potentiel radial décroissant en |z|. Pour B = 0 et n > 2,
la formulation non relativiste du Probleme 4 a été étudié dans [GN83]. En
utilisant le principe de Maupertuis, [GN83] déduit les résultats d'unicité (ana-
logues au Théoreme 0.0.5) et de stabilité pour ce probleme de valeurs au bord
a partir de résultats sur le probleme de la détermination d’une métrique rie-
mannienne isotrope & partir de son hodographe (i.e. a partir de la donnée
des longueurs des géodésiques entre tout couple de points frontiere) (sur ce
probleme de géométrie, nous renvoyons a [MR78], [Bey79] et [BG80]). Pour
B = 0 et n > 2, Novikov [Nov99] a donné, en particulier, le lien entre le
Probleme 2* (non relativiste) et le probleme inverse de valeurs au bord a
énergie fixée de Gerver-Nadirashvili (Probleme 4 non relativiste). Pour B = 0
et n > 2, en développant I'approche de [GN83] et de [Nov99], 'auteur [Jol06] a
étudié les Problemes 4 et 2*. Dans [Jol06] des résultats d’unicité et de stabilité
sont obtenus. Dans [Jol07b] on a étudié les Problemes 4 et 2* ainsi que leur
formulation non relativiste. Les sections 3.1-3.6 du chapitre 3 sont extraites de
[Jol07D].

Concernant des analogues des Théoremes 0.0.5, 0.0.6 et de la Proposition
3.2.1 pour le cas B = 0 dans le cadre de la mécanique quantique nonrelati-
viste, voir [Nov88], [NSU8S|, [Nov05] et les références citées dans ces papiers.
Concernant un analogue du Théoreme 0.0.6 dans le cas B = 0 en mécanique
quantique relativiste, voir [Is097]. Concernant des analogues des Théorémes
0.0.5, 0.0.6 dans le cas B # 0 en mécanique quantique non relativiste, voir
[ER95], [NSU95] et les références citées dans ces papiers.

L’équation (0.0.1) dans D est I’équation d’Euler-Lagrange pour un certain
lagrangien auquel on associe 'hamiltonien H, indépendant du temps, donné
par

H(P,x)=c (1+c 2P~ c ' A))

+V(x), PeR" €D, (0.0.16)
ol A est un potentiel magnétique C* du champ magnétique B sur D. En ap-
pliquant le principe de Maupertuis, les solutions d’énergie E sont des extrema
d’une certaine fonctionnelle A.

A énergie E suffisamment grande (E > E(|V||c2.p, || Bllc1.p, D)), la fonc-
tionnelle 4, prise le long des trajectoires de (0.0.1) d’énergie E, définit I’action
réduite Soy A g a énergie fixée E associée a I'hamiltonien H. On étudie la
régularité de 'action réduite Spy o g et on exprime sa différentielle en fonction
de A et des données kov.z(E,q0,9), kv.s(E,q0,9), q,q € D, qo # q (Proposi-
tion 3.3.1).

Ensuite (voir sous-section 3.3.4), on considere deux couples de champs
extérieurs (V, By) et (Va, By). A partir des données kv, B.(E,q0,9), qo,q € D,
go # ¢, et des actions réduites Soy; a, g, ¢ = 1,2, on construit une 2n — 1 forme
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différentielle ®; intégrable sur 9D x D et une 2n — 2 forme différentielle &,
intégrable sur 0D x 0D.

Enfin, des propriétés sur la différentielle des actions réduites Soy; a, p,
1= 1,2, on déduit ’égalité

/ o :/ ®o (Lemme 3.3.1). (0.0.17)
0DxD 0D x0D

Cette égalité et les propriétés de ®, et de ®; permettent d’obtenir le Théoreme
0.0.5 (Proposition 3.3.2, Lemme 3.3.1 et Théoreme 3.3.1). Quand B = 0,
Pégalité (0.0.17) et les propriétés de @, et de ®; donnent aussi la stabilité de
V' a partir des données de valeurs au bord ([Jol06]).

Quand B = 0, alors pour A = 0, 'action réduite Spya g a énergie fixée
E > E(||V|lc2.p, |Bllcr.p, D) est la distance riemannienne pour la métrique

_ 2 _
riemannienne ry g(z)|dz| dans D, ou ryg(z) = c\/(E‘c—Z(x)) —1,x € D.

Dans ce cas, le Probleme 4 devient équivalent au probleme suivant de recons-
truction, a partir de son hodographe, d’une métrique isotrope (ici ry,g(x)|dz|)
a la métrique euclidienne |dz| ([Jol06]) :

Probleme 5 : étant donnés Soy A 1(qo, ¢) pour tous qo,q € 0D, q # q,

touver ry g.

Muhometov-Romanov [MR78], Beylkin [Bey79] et Bernstein-Gerver [BG80]
ont étudié le probleme de la détermination d’une métrique riemannienne
isotrope & partir de son hodographe. Quand B = 0, et V;,V, € C? et
0D € C, I'égalité (0.0.17) apparait dans [Bey79, BG80].

A Theure actuelle, I'affirmation suivante est une conjecture.

Conjecture. Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), a énergie fizée E >
E(V,B), Uopérateur de diffusion Sg a énergie firée E pour l’équation (0.0.1)
détermine de maniere unique (V, B).

Dans le cas B = 0, cette conjecture dans sa formulation non relativiste
est la conjecture A énoncée dans [Nov99].

Dans les chapitres 1 et 2, on considérera I’équation (0.0.1) sous les condi-
tions (0.0.3)-(0.0.4) sans (0.0.2) qui n’est pas utile pour établir le Théoreme
0.0.1. Cette remarque vaut aussi pour le cas non relativiste et ’analogue non
relativiste du Théoreme 0.0.1.

Dans ’annexe A, on donne les preuves de résultats non démontrés dans
les chapitres 1 et 2, et on rappelle des résultats connus et utilisés dans les
chapitres 1 et 2.
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Notations

Soit n € N, n > 1. Tout le long de cette these,

on note A, (R) 'ensemble des matrices réelles antisymétriques de taille
nxn;

on note o le produit scalaire usuel sur R";

on note |j| la longueur de tout multi-indice j = (ji,...,7,) € N”, i.e.
jl = Zzzl Ik 3

pour tout ouvert 2 de R™, on note {2 la fermeture topologique de €2 ;
pour tout ouvert 2 de R™, on note fmag(Q) I’ensemble des champs
magnétiques C! sur 0, i.e. Frne(Q) = {B' € CY(Q, A, (R)) | %B,’%l(x)—i—
a=Bl (1) + 2B, (x) = 0,2 € Qi k,l=1...n, B'=(B},)};

pour ¢ €]0, 400, on note B, la boule euclidienne ouverte de R™ de

centre 0 et de rayon ¢, i.e. B, = {x € R" | |z| < c}.
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INTRODUCTION



Chapitre 1

Probleme de diffusion directe

1.1 Introduction

Considérons 1'équation de Newton-Einstein

§(t) = ~VV(a(0) + - Bla(0)i (1), (1.1.1)

i(t

T ~~—

ot €R, z(t) R p(t) eR", &=L p=2L Ve CHR"R)et B=(Biy) €

CHR", A,(R)) (n € N, n > 1). Pour 'équation (1.1.1), I'énergie

+ V(z(t)) (1.1.2)
est une intégrale premiere du mouvement.

Sin = 3 et B € Fpu(R?) alors I'équation (1.1.1) est Déquation de
mouvement d'une particule de masse m = 1 et de charge e = 1 dans un
champ électromagnétique statique externe décrit par (V, B) (voir [Ein07] ou
section 17 de [LL71]). Dans cette équation x est la position de la particule, p
son impulsion, et ¢ désigne le temps et la constante c est la vitesse de la lumiere.

On suppose que V' et B vérifient les conditions (1.1.3)-(1.1.4) ci-dessous

02V ()]
107 Bix()|

B (1 + ) =D, (1.1.3)

<
< By (L4 f2])” i -, (1.1.4)

pour x € R" |j] < 2, |7/ < 1 (4,5/ € N") ot @ > 1 est une constante
réelle et les [3); sont des constantes réelles positives. Le potentiel V' et
le champ B sont alors dits de courte portée. Sous les conditions (1.1.3),

13
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on obtient, en particulier que V' est borné sur R"; ainsi, en utilisant la
conservation de 1’énergie, on obtient que pour toute solution x(t), t €Jt_, .|,
de l'équation (1.1.1), il existe une unique solution de I’équation (1.1.1)
définie pour tout temps et qui prolonge z(t), t €]t_,t,[. Désormais, dans ce
chapitre, on ne considérera que les solutions de (1.1.1) définies pour tout temps.

Dans ce chapitre on étudie le probleme de diffusion directe pour I’équation
de Newton-Einstein (1.1.1) sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4). Le Théoreme
1.1.1 suivant est le résultat principal de ce chapitre. Il établit I'existence et
donne quelques propriétés de I'opérateur de diffusion pour I’équation (1.1.1).

Théoréme 1.1.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a
(i) pour tout (v_,x_) € B, x R", v_ # 0, il existe une unique solution de
I’équation (1.1.1) telle que

z(t) =v_t+x_ +y_(1), (1.1.5)

ot y—(t) — 0, y_(t) — 0, quand t — —o0 ;
(ii) pour presque tout (v_,x_) € B. x R™, v_ # 0,

x(t) = vt +xy +y.(t), (1.1.6)

o o] = Jo_, 54 (£) = 0, 4 (£) — O quand t — +oo0;

(iii) ensemble D(S) = {(v_,z_) € B. x R" | v_ # 0, la solution x(t)
de (1.1.1) vérifiant (1.1.5) vérifie aussi (1.1.6)} est un ouvert de B, X
R™ et son complémentaire dans B. x R™ est de mesure nulle pour la
mesure de Lebesque, i.e. Mes((B. x R")\D(S)) =0,

(iv) Dopérateur S : D(S) — R(S), (v—,x_) — (v, x4) a les propriétés
suivantes : S est de classe C* sur D(S) et S préserve la mesure de
Lebesque.

La preuve du Théoreme 1.1.1 est donnée dans la sous-section 1.6.3.
L’opérateur S défini dans litem iv du Théoreme 1.1.1 est appelé
lopérateur de diffusion pour I’équation (1.1.1).

Le probleme de diffusion directe pour I’équation de Newton non relativiste
avec B = 0 a été étudiée (en dimension n = 3) par Simon [Sim71] dans le
cas ou V est a courte portée (sous des conditions plus faibles que (1.1.3)) et
par Herbst [Her74] dans le cas ou V' est a longue portée. La diffusion directe
en mécanique classique non relativiste pour un probleme a 2 ou N corps
(sans champ B) est traité dans la monographie de Derezinski-Gérard [DGI7].
Loss-Thaller [LT87] ont étudié (en dimension n = 3) le probleme de diffusion
directe pour 'équation de Newton non relativiste avec V =0 et B € Fy,0y(R?)
a longue portée. S’appuyant sur le travail de Simon [Sim71], Yajima [Yaj82]
a étudié le probleme de diffusion directe pour I’équation (1.1.1) en dimension
n = 3 avec V satisfaisant (1.1.3) et B € F,,0,(R?) vérifiant des hypothéses un
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peu plus forte que (1.1.4). Pour I’étude de la diffusion directe en mécanique
quantique non relativiste pour le probleme a 2 ou N corps (sans champ
B), nous renvoyons a la monographie de Derezinski-Gérard [DG97] et aux
références contenues dans ce livre. Pour la théorie générale de la diffusion
directe en mécanique quantique, nous renvoyons a la monographie de Yafaev
[Yaf92].

Le Théoreme 1.1.1 peut se démontrer en reprenant sans modification les
preuves de certains résultats obtenus dans [Yaj82]. Nous donnons une preuve
légerement différente a celle que 'on obtiendrait en répétant la preuve de
certains résultats de [Yaj82] (voir paragraphe 1.3.2).

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 1.2, on rappelle cer-
taines propriétés de I'équation (1.1.1), on introduit des notations, on donne
des estimées sur la force F' et sur I'accroissement d’une fonction g qui jouera
un role important dans les deux chapitres suivants. Dans la section 1.3, on
démontre en particulier le premier item du Théoreme 1.1.1 en transformant
I’équation (1.1.1) en une équation intégrale et en étudiant I'opérateur associé a
cette équation intégrale ; le premier item du Théoreme 1.1.1, une fois prouvé,
permet de définir les opérateurs d’ondes QF pour I'équation (1.1.1). Dans la
section 1.4 on étudie les solutions non bornées de I’équation (1.1.1) d’énergie
E > c?; les résultats établis dans cette section permettent de donner une
autre description des images des opérateurs d’ondes . Dans la section 1.5,
on établit d’autres propriétés des opérateurs d’ondes, notamment la propriété
de conservation de la mesure de Lebesgue. Dans la section 1.6, en utilisant
notamment la conservation de la mesure (de Lebesgue) par QF, on montre que
les images de QF, notées RanQ)*, sont égales modulo un ensemble de mesure
nulle, puis on démontre le Théoreme 1.1.1. La section 1.7 conclue le chapitre.

1.2 Préliminaires

1.2.1 Le flot différentiel associé a (1.1.1)
Pour z € R"™ et v € R", on note F(z,v) le vecteur de R

Flz,0) = —VV(z) + %B(x)v. (1.2.1)

L’équation (1.1.1) est une équation différentielle du second ordre. Il est
équivalent de considérer le systeme différentiel autonome suivant

p
v \ iz .
» = X(z,p), ou X(z,p) = P ey | pour z,p € R". (1.2.2)

T, -
\/ 1+
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Le champ de vecteur X a les propriétés suivantes

X = (Xi,...,X9,) € CH{R" x R",R" x R"), (1.2.3)
" [(0X; X4
= 1.2.4
0 Z (8% (2,p) + o, (a:,p)> , (1.2.4)
J=1

pour tous x = (z1,...,%,), p = (p1,--.,ps) (la définition de X et la régularité
de V et B donne (1.2.3); pour tout x € R", B(z) € A,(R), ce qui implique
(1.2.4)).

En utilisant (1.2.3) et la conservation de I’énergie (1.1.2) et en utilisant
le fait que V' est borné sur R" (da a (1.1.3)), on obtient que par tout point
(70, p0) € R™ X R™ passe une unique solution ¢ (t, xg, po) := (x(t), p(t)), t € R,
de (1.2.2). L’application v est appelé flot associé a (1.1.1) et ¥ est de classe
C! sur R x R™ x R™.

Pour t € R, le flot au temps ¢, noté ¢!, est défini par

V' (x,p) = Y(t, z,p), pour tout (x,p) € R" x R ; (1.2.5)
et par théoreme de Liouville (on utilise (1.2.4)), on a
Yt e CHR™ x R",R™ x R") préserve la mesure de Lebesgue. (1.2.6)
De plus on rappelle que le flot ¢ a la propriété d’additivité :
V(Y (2, p)) = " (z, p), pour tous (z,p) € R” x R", s,t € R. (1.2.7)
1.2.2 Une fonction C* ¢g: R" — B,
La fonction g : R — B, définie par

g(zr) = ———, v € R", (1.2.8)

est un C* difféomorphisme de R™ sur B,, et son inverse est la fonction de
classe C* ¢g=': B, — R" donnée par
g (1) = ———=, v € B.. (1.2.9)

Dans le Lemme 1.2.1 suivant, on donne quelques propriétés sur la croissance
de g.
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Lemme 1.2.1. La fonction g a les propriétés suivantes :

1

Vgi(z)? < T (1.2.10)
l9(x) = g(y)| < v/n sup =|z —y|, (1.2.11)
e€l0,1] \/1+ |€x+1 &)yl
3vn 1
Vgi(z) = Vagi(y) < . 621[%)1?1] = ‘EH(';_EW lz —y|, (1.2.12)

pour tous x,y € R" et tout i =1...n, ot g =(g1,...,9n)-
La preuve du Lemme 1.2.1 est donnée dans la section A.1 de I’Annexe.

Dans ce chapitre, on utilisera les inégalités suivantes qui se déduisent
immédiatement de (1.2.10)-(1.2.12) :

Vgi(x)|?
l9(z) — g(y)|
Vgi(z) — Vai(y)

1, (1.2.13)
Vvnlr —yl, (1.2.14)

3\F|x . (1.2.15)

IAINA

IA

y)|

pour tous z,y € R" et tout i =1...n, 00 g = (g1,...,7n)-

Pour démontrer les principaux résultats de ce chapitre (construction des
opérateurs d’ondes, étude des solutions non bornées d’énergie £ < c?, et
construction de I'opérateur de diffusion), il n’est pas utile d’avoir des estimées
aussi précises sur l'accroissement de g. Mais on les utilisera pour donner des
estimations explicites.

Les inégalités (1.2.10)-(1.2.12) seront utilisés dans les chapitres 2 et 3.

1.2.3 Estimées sur la force

Dans ce paragraphe on donne des estimées sur la force F' définie par (1.2.1).

Lemme 1.2.2. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a

P(z,0)] < (L + Ja]) =@ 0(1 4+ 2 ~lv), (1.2.16)
BZ(:""W = \/552(1+‘%|)(1+|35D 2, (1.2.17)
OF, ) ,

3o, T V)| S 2 — (14 [af) 7 (1.2.18)
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]F(x v) — F(2/,0")] < (1.2.19)

nBi= sup (14 |(1 = e)o + 2o/} —of
€ e€l0,1]

1
+1%26, sup |(1+|(1 —e)x +ex)~ (1 + 2|1 — e)v+&']) | |2/ — 2],
e€[0,1] ¢

pour tous x = (x1,...,2,) € R", v = (vq,...,v,) € R", et 2’0" € R" et tous
entiers i,k =1...n, ou F' = (Fy,..., F,) est définie par (1.2.1).

Prewve du Lemme 1.2.2. L'inégalité (1.2.16) se déduit de (1.2.1) et (1.1.3)-
(1.1.4). De plus de (1.2.1), on a

oF; 9B,

S (0) = g V(x) + L Py, (1.2.20)

oF;

a—vk(x,v) = IBin(z), (1.2.21)
pour tous z = (z1,...,2,) € R", v = (v1,...,v,) € R" et i,k = 1...n

L'inégalité (1.2.17) se déduit de (1.2.20) et (1.1.3)-(1.1.4). L'inégalité (1.2.18)
se déduit de (1.2.21) et (1.1.4). L’inégalité (1.2.19) se déduit de (1.2.17)-
(1.2.18). u

1.3 Construction des opérateurs d’ondes
Dans cette section on montre le résultat suivant.

Théoréeme 1.3.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :
i) pour tout (x_,p_) € R* x R", p_ # 0, I’équation (1.1.1) admet une
unique solution z, , telle que

thm Zy p () —x_ —g(p_)t = 0, (1.3.1)
dim 2, (8) —g(p-) = 0; (1.3.2)

i) Dopérateur QF : R™ x (R"\{0}) — R" x R™ defini par
Q" (2,p) = (22(0), 97 (22(0))) pour tout (x,p) € R x (R”\{(O}) |
1.3.3

est un C* difféomorphisme sur son image (notée Ranf)™ ).

Remarque 1.3.1 : le premier item du Théoreme 1.3.1 est exactement le
premier item du Théoreme 1.1.1.

Il est encore vrai que sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :
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iii) pour tout (z,,py) € R™ x R™, p+ # 0, I"équation (1.1.1) admet une
unique solution u,, , telle que

tl}frn Uy py (T) — 24 — g(py)t = 0, (1.3.4)
dim iy, (1)~ gpy) = 0 (1.5

iv) Topérateur 2~ : R" x (R"\{0}) — R™ x R" defini par

Q7 (,p) = (uap(0), 97" (112,(0))) (1.3.6)

est un C! difféomorphisme sur son image (notée Ran{)™).
Les assertions iii) et iv) ci-dessus se démontrent de la méme maniére que
les assertions i) et ii). Les opérateurs Q= et QT définis par (1.3.3) et (1.3.6)
sont ce qu’on appelle les opérateurs d’ondes pour 1’équation (1.1.1).

Pour démontrer le premier item du Théoreme 1.3.1, on transforme 1’équa-
tion (1.1.1) avec conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) en temps ¢ = —oo en une
équation intégrale (sous-section 1.3.2). On est alors amené a étudier 'opérateur
associé a cette équation intégrale (sous-section 1.3.3). Le Théoréme 1.3.1 est
démontré dans la sous-section 1.3.4.

1.3.1 Notations
Soit T' € R. On considere 'espace métrique complet
X = {(fv h) S C(] - OO7T]7RR) X O(] - OO,T],R”) | “(fa h)Hoo,T < +OO}?

muni de la norme || || définie par

(s )lloer = sup  |f()|+ sup |h(t)], for (f,h) € Xp.

t€]—o00,T] te]—o0,T]

On note My la boule unité fermée de X :

My ={(f.h) € Xp | [|(f. h)lloc < 1} (1.3.7)

Et on note By la boule unité ouverte de X :

Br ={(f,h) € Xz | I(f, W)]lsor <1} (1.3.8)

On note Xy l'ensemble {(z,p) € R™ x R™ | p # 0}.

Dans le Lemme 1.3.1 suivant, on donne quelques estimées relatives a ’en-
semble ¥y x Xr, T € R. L’estimée (1.3.10) et la continuité de F' sur R* x R™ (F
est définie par (1.2.1)) montre que I'opérateur A introduit dans la sous-section
suivante est bien défini.
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Lemme 1.3.1. Soient (p,x) € X, T < 400, (f,h) € Xr. Alors sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :

[z +g(p)s+ f(s)l = (g()lls])/2, (1.3.9)
|F(z +g(p)s + f(s),9(p) + h(s))| < Bm(2+%||(f7h)||ooz) (1.3.10)
<(1+ (lg(p)l/2)Is]) Y,

_ 20N tle) 7y

pour tout s < min( o] ,

Prewve du Lemme 1.3.1. On a |z + g(p)s + f(s)| > |g(p)||s| — |f(s)| — |z
pour tout s < T'. Ainsi par définition de |||, on obtient I'estimée (1.3.9)
201 oo, 2 +1])

lg(p)!
lg(p')| < ¢ pour tout p’ € R™, on obtient

pour s < — . Par définition de |||l et en utilisant le fait que

l9(p) + h(s)| < ¢+ [[(f, M) lloo,r

pour tout s < T Cette derniere inégalité avec (1.3.9) et (1.2.16) donne (1.3.10).
O]

1.3.2 Une équation intégrale
Soit T' € R. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on définit 'opérateur A :
Yo X X — Xp par

Aup(f, h) = Az, p, f,h) = (A}, (f,h), A2 (f, ) (1.3.11)

AL (fh)() = / A2 (f. 1) (s)ds,

A2 (f () = glp+ / Fla(p)s + + £(s), g(p) + h(s))ds) — g(p).

—00

pour tout t < T et tout (f,h) € Xp. (On devrait écrire Az au lieu de A, mais

cela alourdirait les notations.)
Soit (f,h) € Xp. La fonction A, ,(f, h) € Xp vérifie

Ax,p(ﬁ h) S 02(] o OO>T]7RH) X Cl(] o OO,T],R"),
i1 2
Ax,p(f? h) (t) = Ax,p(fu h)(t)7 pour tout ¢ 6] — 00, T]
La Proposition 1.3.1 suivante lie les solutions z, ,_de (1.1.1) vérifiant les

conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) et les points fixes de A, , . La preuve de la
Proposition 1.3.1 est immédiate.
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Proposition 1.3.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a

i) pour tout (x_,p_) € X, si 25, est une solution de (1.1.1) qui vérifie
les conditions initiales au temps t = —oo (1.3.1)-(1.3.2), alors pour tout
TeR

(ze_p () —2_g(p-)t, 20 p (1) — g(p-)), t €] — 00, T],
appartient a X,

et

(2o p (t) =2 g(p )t 2 p (1) —9(p-)) = Ax_p (22 p s 22 p )(1),
(1.3.12)
pout tout t €] — o0, T ;

ii) pour tout T € R et tout (v_,p_) € Xy, si (f,h) € Xp vérifie (f,h) =
A, o, (f.h) alors la fonction z,_, (t) = z_+g(p-)t+f(t), t €]—o0,T],
appartient ¢ C*(] — oo, T|,R") et vérifie les conditions initiales (1.3.1)-
(1.3.2) et z,_, est une solution de ’équation (1.1.1).

L’équation intégrale (1.3.12) qui ramene I’étude de l'existence et I'unicité
des solutions de (1.1.1) vérifiant les conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) a I’étude
de Dexistence et I'unicité des points fixes d’un opérateur (ici A) n’est pas celle
utilisée dans [Yaj82]. C’est essentiellement en cela que differe la preuve du
Théoreme 1.1.1, que 'on donne dans ce chapitre, a celle que I'on obtiendrait
en répétant les preuves de résultats de Yajima [Yaj82].

1.3.3 Propriétés de 'opérateur A

Le Théoreme 1.3.2 ci-dessous donne des propriétés de 'opérateur A. Dans
ce Théoreme, on désigne L(E, F) 'ensemble des applications linéaires continues
de I'espace de Banach £ dans 'espace de Banach F, et on munit £(&, F) de
la norme |||/ #) définie par

[Llleer = suwp [[L()]#,
vel,|lvlle=1

pour tout L € L(E,F), ou ||.||¢ (resp. ||.||7) est la norme considérée sur & (resp.
sur F). Si€ = Fet ||.|le = ||.||#, alors L(E) := L(E,F) et ||.||ze) == ||-lzee.2)-
On rappelle que My est défini par (1.3.7) ; sur R” x R™, on considere la norme
produit |.|o définie par |(z, )| = max(|z|, |y|) pour tous z,y € R".

Théoréme 1.3.2. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :
i) lopérateur A est de classe C* sur Xg x Xp pour tout T € R ;
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ii) Uopérateur A vérifie les inégalités

sup [|A(z,p, f, M)l < Clz,p,T), (1.3.13)
(f;h)eM

sup || (Z‘,p, f)h>H£(XT) S Dl(f)f,p,T)7(1314)

A
(tmemr O(fh)

0A
(z,p, f, D) cnxrrxp) < Do(x,p,T),(1.3.15)

B 2n323, (14 ) (e — 1)
C’(ZE,p,T) mln(lg(i)2 |g(p )(| ( )||T|/2—|— )(oa—l)’ (1316)
5 1651( —i—%) 862(1 +¢)
Di(z,p,T) = n 1) min (40T (1~ Ty -,(1.3.17)
Do(wp.T) = 32 Pt 2vndy)(a— 1) (1.3.18)

)] W) (] B@lT)at

min (L2 o,

pour tout (x,p) € 3y et tout T €] — 00, 0] tels que T' < —2(||;(|$|1), ou l'on
note par %(m,p, f,h) € LIR® x R™, X71) (resp. par %(w,p, fih) €
L(X7)) la différentielle partielle de A au point (z,p, f,h) par rapport a

(z,p) (resp. par rapport a (f,h)).

Nous ne donnons pas la preuve du Théoreme 1.3.2. La preuve du Théoreme
1.3.2 s’obtient par des calculs directs.

Remarque 1.3.2. Pour tout compact K de R" x R", avec K C ¥, on a

sup maX(C(x,p, T)aDl(xap7 T>7D2(xap7 T)) - 07 quand T — —o0.

(z,p)EK
(1.3.19)
1.3.4 Preuve du Théoreme 1.3.1
Soit (x,p) € p. Soit § €]0, +oo[ tel que B((z,p),d) := {(z',p') € R" x
R" | max( — al. i - pl) < 8} C To. On note B{(z.p).0) = (7)) €

R™ < R™ | max(|z" — x|, |[p" — p|) < }.
De (1.3.19), (1.3.13)-(1.3.15), on déduit qu’il existe T}, €] — 00, 0[ tel que

—_

1AG" P f W)l oo < 5 (1.3.20)

1
1A P ) = A0 fo W) e < SICF = Foh = D) ll7ee, (1.3:21)
pour tout 7" < T, ,,, pour tout (2, p') € B((x,p), ) et tous (f, h), (f', ') € Br.
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Fixons T' < T, ,. En utilisant les Lemmes A.2.2 et A.2.3 énoncés dans la
sous-section A.2 de I’Annexe A, on obtient que

Ay o Br — Xr admet un unique point fixe (Y, war ) (1.3.22)
pour tout (z',p) € B((z,p),9) ;

A B((x,p),0) = By, (2',p") = (Yo pr, War ), est de  (1.3.23)
classe C' sur B((x, p),§)

(on rappelle que Ay (f', 1) == A2, o/, f', 1))).

La Proposition 1.3.1 et (1.3.22) prouvent le premier item du Théoréme
1.3.1.

De plus on a
O (2, p) =0 T (9T + 2" + yw  (T), 97 (9(0) + war y (T)))  (1.3.24)

pour tout (z/,p') € B((x,p),d) et T < Ty, ot =71 est défini par (1.2.5).
De (1.3.23), (1.3.24) et de la régularité de g et v, on obtient que

Q" est de classe C* sur B((z,p),0). (1.3.25)

On veut montrer que

ot
x,p) est un isomorphisme de L(R"™ x R"), 1.3.26
) (R x RY) (1.3.26)
ot 'on note par Bézi};) (z,p) la différentielle de Q* au point (z, p). En utilisant

le fait que ¥* est un C* difféomorphisme de R"™ x R" sur R” x R™ pour tout
t € R, et en utilisant (1.3.24), on obtient que démontrer (1.2.3) est équivalent
a démontrer I'existence de T < T}, ,, tel que

Gy
d(z,p)

(x,p) est un isomorphisme de L(R" x R"), (1.3.27)

ou Gr : B((z,p),0) — R" x R", (a',p) — (9(0") T + 2" + yo w(T), 9(p') +
Wy (T)). De (1.3.15), (1.3.21) et du Lemme A.2.3 (voir (A.2.7)) énoncé dans
la sous-section A.2 de ’Annexe A, on obtient :

” a(y%',p? w-l’,p)
d(z,p)

ou Dy(x,p,T) est défini par (1.3.18). L’estimée (1.3.28) et la définition de Gr

prouvent que %(m, p) est un isomorphisme de L(R"” x R™) pour T' < T}, ,,

| 2nxrr xp) < 2Do(x,p,T) — 0, quand 7" — —oo,  (1.3.28)

|T| suffisamment grand, ce qui implique (1.3.26).
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Finalement on a démontré que Q7 est de classe C! sur Yy et que sa
différentielle en tout point de ¥y est un isomorphisme de L£(R" x R™), ce qui
implique par théoreme d’inversion locale que

Q" est un O difféomorphisme local en tout point de Y. (1.3.29)

Enfin par unicité du probleme de Cauchy pour (1.1.1) avec données initiales
au temps t = 0 et par définition de Q*, on obtient que

I'opérateur QT est injectif sur 3. (1.3.30)

Le deuxieme item du Théoreme 1.3.1 se déduit alors de (1.3.29)-(1.3.30).

1.4 Solutions non bornées d’énergie £ > ¢?

Dans cette section, on étudie les solutions de (1.1.1) qui sont non bornées
(pour les temps positifs) et d’énergie £ > ¢*. On montre, en particulier, qu'une
solution x(¢) de (1.1.1) non bornée (pour ¢t € [0,+o0o[) d’énergie E > ¢ a,
en module, une croissance au moins linéaire en temps (voir Lemme 1.4.1 de
la sous-section 1.4.1). Puis, en utilisant ce résultat, on montre que les solu-
tions z(t) de (1.1.1) non bornées (pour t € [0,+o00[) et d’énergie E > ¢?
sont exactement les solutions x(t) de (1.1.1) qui peuvent s’écrire sous la forme
x(t) = x4y +tvy +yi(t) ot vy #0, yy(t) — 0 and §4(t) — 0 quand t — +oo
(voir Lemme 1.4.2 de la sous-section 1.4.2). Le Lemme 1.4.1 est démontré dans
la sous-section 1.4.3.

On a des résultats similaires aux résultats des Lemmes 1.4.1 et 1.4.2 pour
I'étude des solutions non bornées pour les temps négatifs et d’énergie E > 2.

Les résultats de cette section (et leurs analogues pour ¢ = —o0) seront
utilisés dans la section 1.6 (sous-section 1.6.2) pour démontrer en particulier
Iégalité entre RanQ2™ et Ran2~ modulo un ensemble de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, ce qui permettra de définir 'opérateur de diffusion.

1.4.1 Une borne inférieure

Dans le Lemme 1.4.1 suivant, on montre, en particulier, qu’une solution
z(t) de (1.1.1) non bornée (pour ¢ € [0, +oo[) d’énergie F > ¢? a, en module,
une croissance au moins linéaire en temps.

Lemme 1.4.1. Soient E € R et (q,p) € R™ x R™ tels que
E=c 1+W+V() (1.4.1)
= > q). 4.

Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), si E > ¢* alors il existe R, > 0, Cg > 0
tels que s’il existe T > 0 tel que |1(T, q,p)| > RL alors :
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pour tout t € [T,+oo[, |1(t,q,p)| > RL; et il existe T' et un voisinage
ouvert U de (q,p) tels que

[1(t, q,p)| > Crlt], (1.4.2)

pour tout t > T'. (On rappelle que 1 est la premiére composante du flot v
associé a l’équation (1.1.1) et défini dans la sous-section 1.2.1.)

La preuve du Lemme 1.4.1 est donnée dans la sous-section 1.4.3.

1.4.2 Comportement en temps t = oo

Dans le Lemme 1.4.2 suivant, on montre que les solutions z(t) de (1.1.1)
non bornées (pour t € [0, +oc|) et d’énergie E > ¢® sont exactement les solu-
tions x(t) de (1.1.1) qui peuvent s’écrire sous la forme z(t) = x4 + tvy + y, (¢)
ouvy #0,y,(t) — 0 and ¢, (t) — 0 quand t — +o0.

Lemme 1.4.2. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), soient (q,p) € R™ x R" et

Ip?

E=¢c41+ 5
c

+ V(q).

On suppose que E > c* et

mt_)+oo|¢1<t7 Q7p)| = +OO’

ot 1 désigne la premiére composante du flot ¢ associé a l’équation (1.1.1) et
défini dans la sous-section 1.2.1. Alors il existe un unique (x4 ,py) € R™ x R
tel que

Uit ¢, p) = 24 4 g(p+ )t + Y+ (1), t €R,
ot y+(t) — 0, y(t) — 0 quand t — +o0. De plus

P+ = wQ(t7Q7p) +/t+oo F(d}l(t7Q7p)7g<w2(t7%p>>>d7—7 (143)
zy = di(t,q,p) — g(ps+ )t (1.4.4)

+/t+°° {g (p+ B /:OO F(%(tq,p),g(%(t,q,p)))d7> —g(p+)] do,

pour t € [0, +oo[ (ou les intégrales convergent absolument).

Preuve du Lemme 1.4.2. Comme E > ¢* on peut appliquer le Lemme 1.4.2 &
1(t, q,p), t € R. Ainsi il existe Cg > 0, T" > 0 tels que

[Ga(t,4,p)| > Cilt], ¢t € [T, +o0]. (1.4.5)
En utilisant (1.4.5), (1.2.16) et |22 (¢, ¢, p)| < ¢, on obtient

|F'(¥1(7, 4, p), %(ﬁq,p))l < 2061 (1 + Cg|r]) =Y, (1.4.6)
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pour tout 7 € [T”, +00|. L’équation (1.1.1) donne

Ua(5,4: D) = alt, 4, p) + / " F@(r,,p). g(a(r 0, p)))dr,  (14T)
1/’1(& Q7p) = 77/}1 (ta (Lp) (148)
[ (w2<t,q,p>>+ [ Pntran). st q,pde) o,

pour tous s,t € R, t < s.
Soit ¢ € [0, 4o00[. Soient

+o0
pe = o)+ / Fn(74,p), 9(talr, 0,p)))dr, (1.49)

= Uit q,p) — glp)t (1.4.10)

+ / h [9 (p+ - / N F(wl(ﬂq,p),g(%(ﬂq,p)))df) - g<p+>} do

(les vecteurs py et x4 sont bien définis grace a (1.4.6), (1.2.14)).
On étudie z(s) — 4 — g(p+)s. De (1.4.8), (1.4.9), (1.2.14) et (1.4.6), on
déduit
Iy

ng%m—ﬂmn

IN

+oo
2’23, / (1+ Cg|r|)~tVdr

2713/251
aCg(1+ Cgs)’

(1.4.11)

pour tout s > max(7",t).
Soit s > max(7",t). De (1.4.8) et (1.4.10), on obtient

V1(s,q,p) — x4 — g(py)s

-/ .- [ Pl (7, 0.0, 9(a(r,0,0)r) — glp2)] do

d’ou, en utilisant (1.2.14) et (1.4.6), on obtient

|91 (s )— 2y —g(py)s| < 20525, (1.4.12)
S . 4.
Les estimations (1411) et (1412) pI"OUVGHt le Lemme 1.4.2. ]

1.4.3 Preuve du Lemme 1.4.1
Par continuité de V, il existe un voisinage ouvert U; de (g, p) tel que
¢ —ql < 1, (1.4.13)
%w—ﬁ)g @W—éggw—ﬁy (1.4.14)
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pour tout (qlap/) € U17 ol Eq’,p’ — C \/ 1 + |p + V( )

Pour (¢/,p’) € Uy, on définit la fonctlon Iq/,p/ € C*(R, [0, +oo[) par

1
Ly (8) = Sl (8¢ PP (1.4.15)

En dérivant deux fois I,y et en utilisant '’équation (1.2.2) et la conservation
de Iénergie (1.1.2), on obtient

fyp(t) = g(hs(t.q.p)) o ti(t,q,p), (1.4.16)
02 |:<Eq/7p/vgéll(t»q/’1’/))>2 o 1:|

P — 1.4.17

q ,p( ) <Eq/7p/V(¢l(t7q/vp/)))2 ( )

—é (a(t, ¢, ") o (L, d', 1))
et d 1) o F((t, 4, ), 9(v2(t, ¢ 1))
(1+|¢2tqp 2 )%
F((t,q,p'),g(a(t,q',p'))) o i(t, ¢, p')

+ ! /)12 ’
1+ Iwz(th,p )|

pour tout t € R (ou o désigne le produit scalaire usuel sur R").

Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a V(z) — 0, et
SUp yean |z||F (z,y)] — 0 quand |z| — +o0. Soit R%L > 0 tel que

y|<c

R, > gl +1, (1.4.18)
2 E—c2 2
()
2sup |[F(z,y)||lz] < 5 s—, si |z| > R}, (1.4.19)
yERT (3(E—c2) 1)
lyl<e 202 +
B — 2
V)| < = © . si|z| > RY. (1.4.20)

On suppose désormais qu'’il existe 7' > 0 tel que |[¢1(T,q,p)| > R%. Par
continuité de ¥7 il existe un voisinage ouvert U, de (g, p), U, inclu dans Uy,

tel que
|01(T,q',p')| > R, pour tout (¢',p') € Us. (1.4.21)

Soit (¢',p') € Us. On va montrer que |[¢1(t,¢',p")] > RYL pour tout ¢ €
[T, +oo[. De (1.4.13) et (1.4.18), on a |¢'| = |[v1(0,¢,p")] < 1+ ¢ = 1+
[1¥1(0,¢,p)| < RE. On en déduit (en utilisant aussi (1.4.21)) que

tg/’p/ = sup{t € [0, T)||v1(t, ¢, p")| = RL} €]0,T].
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Soit ¢gr €lt?? ] tel que
ro g0 1 q.p d ro
(T4 = [ )] = (T = 7)< a9y (14:22)
Compte tenu de la définition de tg"p " et de (1.4.21), on remarque que

11 (o, ¢, p')| > R% pour tout o €]td ¥, T]. (1.4.23)

En utilisant (1.4.21), la définition de 4% et de I, et en utilisant (1.4.22)
on obtient aussi

Iy (cq ) > 0. (1.4.24)

Supposons qu'il existe ¢ €]T, +oo[ tel que [1(t,¢,p')] < RE. Alors de
(1.4.23) on déduit

t3? = inf{s €leyp, +oo[l|zy y(s)| = RE} €leg p. 1] (1.4.25)

et on a ?Egl,’p’ €ty ? +oo| (car ¢y > 4. De plus on a, par définition de I/
et de t37 (et en utilisant (1.4.23) appliqué & 0 = ¢y ),

. 2% . |¢1(tql’p/7 q/7p/)‘2 - |¢1<tql7pl - ha q/7p/)‘2
Ly (") = Jim === T

<0. (1.4.26)

. oo
On s’intéresse a la croissance de I, sur [cy . t4"]. Par définition de
AN oo/
t3?, 3" et de (1.4.23), on a

[ (t, ¢, p)| > RY, pour t € [t7 147, (1.4.27)
De (1.4.27), (1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.20), on déduit
2 E—c? 2
c {( s +1> —1]

1
— 3 ,

(1.4.28)

pour tout ¢ € [t4% t2¥]. On obtient que I, est strictement croissante sur
e s t57], ce qui contredit (1.4.24) et (1.4.26).

Nécessairement
[1(t, ¢, p")| > RL, pour tout t € [T, +o00]. (1.4.29)
On définit

17" = inf{t € [0, +oo[|[¢1(u,¢',p')| = R pour tout u € [t,+o00[}. (1.4.30)
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Comme ¢’ < R%, on a t‘{/’p "> 0; et on déduit de la définition de t‘f/’p " que

j (tq'7p') — lim |¢1(t({ P 7q/7p/)|2 - |¢1(t({ R h7 q,ap,)|2
qp'\"1 -

> 1.4.31
h—0 2h 20 (1.4.31)

En utilisant (1.4.29), (1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.20) et (1.4.31), on obtient

I 2
(%) - 1}
f/, /(f) Z — =
q.,p 2 3(]5270—202) 4 1
2 E—c2 2
1 C ( 462 + 1) N 1 ! . / !
lop®) = 3 (t =t Ly (1) — 1)
2c2 +1

- (t — 97?2 (1.4.32)

pour tout ¢ € [t +-o00].

Soit
2 E—c? 2
1 ]1¢ [( o 1) —1}
Cpi=—=-.|= . 1.4.33

De t7 < T, (1.4.32) et (1.4.33), on déduit
[ (t, ¢, p')| = 2CE(t — t97) > 205(t — T) > 2(1 — T/t)Cht,

pour tout ¢ € [T, +o0]. O

1.5 Propriétés des opérateurs d’ondes

Dans cette section, on donne quelques propriétés des opérateurs d’ondes
(* définis dans la section 1.3. Le résultat principal de cette section est le
Théoreme 1.5.1 suivant.

Théoreme 1.5.1. Pour tout t € R, on note wfo) le flot au temps t du mouve-
ment libre, i.e.

oy (g, p) = (q+tp,p), pour tout (q,p) € R" x R™.

Sous les conditions (1.1.3) et (1.1.4), on a :
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i) les opérateurs d’ondes vérifient
Prw = tginoo Qb_tl/ﬂ(SO)w

pour tout w € Xy (les limites sont en fait uniformes sur tout compact
de Xqg), ot 7" est le flot au temps —t associé a l’équation (1.1.1) et
défini par (1.2.5) ;

ii) les opérateurs QF préserve la mesure de Lebesque ;

iii) pour tout s € R,

sOx _ Ox,/S
PoOE = OFp.

Il est encore vrai que les dérivées partielles de Qb*t@/}’(‘/o) convergent uni-
formément sur tout compact K de ¥ vers les dérivées partielles de QF quand
t — Foo.

Le deuxieme item du Théoreme 1.5.1 sert d’argument pour montrer que
la mesure de Lebesgue de (R™ x R")\D(.S) est nulle, ot D(S) est I'ensemble de
définition de l'opérateur de diffusion S de 1’équation (1.1.1) (voir sous-section
1.6.3).

La propriété du premier item correspond a la définition et a la propriété
d’isométrie des opérateurs d’ondes de la mécanique quantique pour la diffusion
a courte portée (voir [RS79]). La propriété du troisieme item correspond aussi
a une propriété des opérateurs d’ondes de la mécanique quantique pour la
diffusion a courte portée (voir [RS79]).

Dans la sous-section 1.5.1, on introduit quelques notations et des
opérateurs A’. Dans la sous-section 1.5.2, on étudie ces opérateurs (Propo-
sition 1.5.1, Lemme 1.5.2, Proposition 1.5.2) et dans la sous-section 1.5.3, on
démontre le Théoreme 1.5.1. Dans les sous-sections 1.5.4 et 1.5.5, on démontre
la Proposition 1.5.1 et le Lemme 1.5.2 .

1.5.1 Notations

Soit T < 0. Pour tout (z,p) € ¥ et t €] — 00, T, on définit 'application
Al o Xp — Xp par

AL L(f, h) = (AJL(f, h), AZL(f, 1)), (1.5.1)

ou

AR = Vo0 [ V- 045000

— 00

AL (fh)(s) = glp+ / Y(r =t)F(g(p)T + 2+ f(7),9(p) + h(7))dr)

—0o0

—9(p),
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pour (f,h) € Xr, et s €] —00,T] (Y désigne la fonction de Heaviside : Y'(¢) = 1
sit>0;Y(t)=0sit<0). Ainsi on a

oo+ [ Flgp)m + 2+ f(7),9(p) + h(7))dr) — g(p)]do,
Ai’jo(f, h)(s)=< siselt,T];
0, sis<t;
(1.5.2)
g+ [7 Flg(p)m + 2 +y(1),9(p) + 2(7))dr) — 9(p),
Ai’fu(f, h)(s) =< sise[t,T];
0, sis<t;
(1.5.3)
pour (f,h) € Xr.

Remarque 1.5.1. Pour tout (f, h) € Xp, la fonction A, (f, h) appartient
en fait a C*(] — 0o, T],R") x C(] — 00, T],R") et AL (f,h) vérifie

A (f h)(s) = AZ,(f h)(s),
pour tout s < T. De plus un point fixe (y. ,,w} ) de AL  décrit la déflection
par rapport au mouvement libre a partir du temps ¢ et du point de I'espace des
phases (z + g(p)t, p), i.e. 2(s) =z + g(p)s + y,, .(s), t < s < T, est la solution
de I’équation (1.1.1) qui satisfait les conditions initiales au temps ¢ suivantes :
2(t) = x4+ g(p)t et g1 (2(1)) = p.
Pour tout compact K de ¥y, on définit deux constantes ax > 0, b > 0

par
ax = sup |z, (1.5.4)
(z,p)eK
bxy = inf . 1.5.5
= it o) (155

On utilisera 'estimation suivante.

Lemme 1.5.1. Soit K un compact de Y, et soit T' < —2(“+K+1). Alors on a

b
97+ + f1 = 7], (1.5.6)

pour tout (x,p) € K, f e R" |f| <1, 7 €] — 00, T].

Dans l'utilisation ultérieur du Lemme 1.5.1, le réel f qui apparait dans
(1.5.6) sera la valeur en 7 de la premiére composante de « (f,h) € My ».

Preuve du Lemme 1.5.1. Soit K un compact de X, et soient T' < —2(%:“1),
(x,p) € K, T €] — 00, T]. De I'inégalité |y| < 1, on obtient
l9(p)T + =z +y| > lgp)lIT] — =] — 1, (1.5.7)
ce qui donne, par définition de ax, by,
l9(p)7 +x +y| > bk || —ag — 1. (1.5.8)

De (1.5.8) et 7' < —24) 7 < T\ on déduit (1.5.6). O
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1.5.2 Etude des opérateurs A’

La Proposition 1.5.1 suivante donne des propriétés de contraction sur My
pour les opérateurs A?, pour t < T', et pour I'opérateur A défini dans la section
1.3.2 par (1.3.11) dans le cas T' < 0, |T'| suffisamment grand.

Proposition 1.5.1. Soit K un compact de X, et soit T' < _2(%;1)_ Sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a les estimations suivantes :

sup  ||AL (v, w)|leor < C(K,T), (1.5.9)

(z,p)EK
(y,w)eMp

sup || Az p(y, )|l < C(K, T), (1.5.10)

(z,p)EK
(y,w)eEMp

pour tout t < T, ou

2n®23; (14 1)
(o — 1) min( %, %) (bye| T /2 + 1) (D)

O(K,T) = (1.5.11)

De plus,
sup || Ay, (v, w) — Ay (v, W) loer < DK, D) (y =y, w—w) [, (1.5.12)

(z,p)eK

pour tous t < T, (y,w), (v, w') € Mr;

S [ Awp(y, 0) = Aup (i, W) |oor < DU Ty =y, w—w)loo,r, (1.5.13)
x,p)E

pour tous t < T, (y,w), (v, w') € My, ot
4n*j(1 l)

(@ — 1) min(%, %)(1 — teT)a-1’

D(K,T) = (1.5.14)

ot B = max(fy, (2).

La Proposition 1.5.1 est démontrée dans la sous-section 1.5.4.
En utilisant la Proposition 1.5.1 et le fait que

lim C(K,T) = 0,

T——o00

lim D(K,T) = 0,

T——oc0

pour tout compact K de Xy, on obtient :

Corollaire 1.5.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), pour tout compact K
de o, il existe T < M tel que les applications A p €t Agp sont des
applications %—contmctantes de My pour tout (z,p) € K et tout t<Tgk.
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Soit T < 0. Pour tous (z,p) € Yo, t < T, un point fixe (y ., w) ) de
A;p décrit la déflection par rapport au mouvement libre a partir du temps ¢
et du point de I'espace des phases (z + g(p)t,p), i.e. 2(s) = 2+ g(p)s + ¥, .(s),
t <s<T,est lasolution de 'équation (1.1.1) qui satisfait z(t) = z + g(p)t et
g (2(1) = p.

Nous allons démontrer que pour tout compact K de ¥y et pour tout 7" < 0,
|T| suffisamment grand, le point fixe de A;,p converge vers le point fixe de A, ,
quand t — —oo et que cette convergence est uniforme sur K et en t. Nous
aurons besoin du Lemme 1.5.2 suivant.

Lemme 1.5.2. Soient K un compact de 3, T < —2(%;1) et t <T. Sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a

sup || A}, (u,v) — Ay p(u,v) |lser < 20(K, 1), (1.5.15)
(ilv];)eez\ff;

ou C(K,t) est défini par (1.5.11).

Le Lemme 1.5.2 est démontré dans la sous-section 1.5.5.

Soit K un compact de ¥ et soit T' < 0 choisi comme dans le Corollaire
1.5.1. Pour tout (x,p) € K et tout t < T, on note (yxp, w,p) le point fixe de
Ay p dans My et on note (y; ,,w; ) le point fixe de Ay ) dans Mr.

Proposition 1.5.2. Soit K un compact de ¥o. Sous les conditions (1.1.3)-
(1.14), si T < _2(%?1) est choisi comme dans le Corollaire 1.5.1 alors on
a
U [(Yhp = Yo Whpy = Wap) oo < AC(K 1), (1.5.16)
(z,p)eK

pour tous t €] — oo, T, ot C(K,t) est défini par (1.5.11).

Preuve de la Proposition 1.5.2. Soient t €] — oo, T, (z,p) € K. Par définition

de (y;x’ Zztwc) et (yp,nm Zp,x), il vient
|| (yivp = Yazp, W t wﬂ?,p) ”OO T — ||At ,p(yz,pv t ,p) - Aﬂi,p(ym,p; w:mp) ||OO,T
< HAmp(yx,pv :cp) At (yx,p7wl":p)HOO,T (1517)

+HAz p(y:t,pv Zrp) — Aw,p(yx,p’ Zap) |00, T

En utilisant (1.5.17), (1.5.15) (appliqué a « (u,v) »= (Yp., 2p)) €t en utilisant
le fait que A  est une application %—Contractante (Corollaire 1.5.1), on obtient

1
||(y;,z — Ypas Z;Z,z — Zpa)|loo < 5”(31;, — Ypas % p, — Zpa)|loor + 2C(K, 1),

ce qui démontre (1.5.16). O
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1.5.3 Preuve du Théoreme 1.5.1

On conserve les notations utilisées dans la Proposition 1.5.2. Soit K un
compact de Y, et soit T" < % choisi comme dans le Corollaire 1.5.1.
Par la Proposition 1.5.2 (et en utilisant la remarque 1.5.1 de la sous-section
1.5.1), nous obtenons

sup |ye (T —1) —yop(T —1)| < 4C(K,t) — 0, (1.5.18)

(:ﬂ,p)GK t——o00
sup |9 ,(T = 1) = 9.,(T = 1)| < 4C(K,t) — 0. (1.5.19)
(z,p)EK t——o00

De plus, pour tout (x,p) € X

O (z,p) = (T4 ep(0), 97 (9(p) + 125(0)))
= YT @+ y,,(0), _1( () + 92,,(0)))
= T+1(x+g( T —1) + y, (T — 1), (1.5.20)
97 (9(p) + Gup(T )))

Ainsi en utilisant (1.5.18)-(1.5.20) et la continuité des fonctions =7+
g ! et g, on déduit que

T @+ g)(T = 1) + 4, (T = 1), (g(p) + 4, (T = 1)) (1.5.21)

converge vers Q1 (z,p) ((z,p) € K) uniformément sur K, quand ¢t — —o0.
De plus pour tout ¢t < T — 1 et tout (z,p) € K

(x+g(PNT = 1) +y. (T =1),9(9(p) + 4., (T = 1)))

= T @+ g(p)t + ut (1), 9(p) + 4L, (1))

=y @+ g(p)t 9(p))

=~ (, p) (1.5.22)
En utilisant (1.5.21), (1.5.22) et l'additivité du flot ¢* (' = %" pour

tous s,¢ € R), on obtient (i). Le (ii) vient de (i) et du théoreme de Liouville.
Le (iii) vient de (i) et de la continuité de ¢* et de 'additivité des flots ), 9".
U

1.5.4 Preuve de la Proposition 1.5.1

Soit K un compact de X, et soient T' < 2(%“) (z,p) € K, (y,w) € Mr,
€ [t,T]. De (1.5.3), (1.2.14) et (1.2.16), on déduit

|AZ (y,w)(s)| < 2n3/251(1+%)/8( +—|TD @tbdr  (1.5.23)
t

1 T
< 2n3/251(1+5)/ (1 +—| N~etdr. (1.5.24)

—0o0
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De (1.5.2) et (1.5.23), on obtient

A < [ 1A, wdr (1525
< 23261 + - //1+—H )~ drdo.(1.5.26)

Les estimations (1.5.24) et (1.5.26) impliquent (1.5.9); Pestimation (1.5.10)
s’obtient de la méme manieére en remplagant ¢ par —oo dans (1.5.23) et (1.5.25).

Soient (y,w), (y/,w’) € Mp. En utilisant (1.5.3), (1.2.14), (1.2.19), et en
utilisant la convexité de My (si (f,h) € My et (f',h') € My et e € [0,1], alors
(1—e)f +ef, (1 —e)h+¢ch') € My) et en utilisant (1.5.6), on obtient

A2 (4 w)(s) — AL (of ') (5)] = 'g<p + [ Pl +a+ 000,
4(p) + w(r))dr) — g(p + / CFlg(p)r 44y (7)., g(p) + ! (r))dr)

# b
<1+ ) [ (1= ) -y (7)o

w22 [ (=2 @ () - w(ldr
< [2n*Ba(1 + %) /

5 b
(1-— §T>7(a+2)d7'

1 B b
ot [ (= ey - w0

An?B(1 + 1)
T ool (1 4+ )

1y =y, 0 — w)loo,r, (1.5.27)

pour tout s € [t,T] , ot 3 = max(B;, §;). De (1.5.2) et (1.5.27), il vient aussi

A (5, w)(s) — AV (3, w')(s)] < / A2y w) () — ALy ') ()|

23(1+_) / /
-y, w—-w oo, T .5.28
Sa(a_l) AT Iy —y Nloo, (1.5.28)

pour tout s € [t,T]. Les estimations (1.5.27) et (1.5.28) donnent (1.5.12). De
la méme maniére, on obtient (1.5.13) en remplacant ¢ par —oo dans (1.5.27)
et (1.5.28). O



36 CHAPITRE 1. PROBLEME DE DIFFUSION DIRECTE

1.5.5 Preuve du Lemme 1.5.2

Soient K un compact de Xy et T' < —2(%{“). Soient (z,p) € K, t <T et
(u,v) € Mp. De (1.5.3), (1.3.11), on a

A2 (u,0) () = A2 (u,0)(s)] < (1.5.29)

‘g<p v " F(gp)r + o+ u(r), g(p) + o(r))dr)

Y

T / " F(g()r + 2+ u(r), g(p) + v(r))dr)

o0

pour tout s € [t, T]. En utilisant (1.5.29), (1.2.14), (1.2.16) et (1.5.6), on obtient
¢
AT (u,0)(s) — A7, (u,v)(s)] < \/ﬁl/ Flg(p)m + 2 +u(r), 9(p) + v(7))dr|

1 t b
< W1+ ) / (1+ 2|5l tds

2n3/2ﬁ1(1 + %)
(1 + Bt

(1.5.30)

pour tout s € [t,T].
De plus, de (1.5.2), (1.3.11), on a
]Aglcfo(u,v)(s) — Aivp(u,v)(s)\ (1.5.31)
[ oo+ [ Fawir -4 ute), o) + ot

<

oo+ [ P+ utr)g) +v<7>>dr>} do

—00

+H Az (u,v) ()],

pour tout s € [t,T]. On utilise (1.5.10) pour estimer le second terme a droite
de I'inégalité (1.5.31). On utilise (1.2.14) et (1.2.16) pour estimer le premier
terme a droite de l'inégalité (1.5.31). On obtient

AL, 0)(s) — AL (u, 0)(s)]
< Vil - s / Fg(p)7 + 2+ u(r), g(p) + v())ldr + C(K, 1)

1 t b
< 2n3/251(1+z)\t—s|/ (1+7K\r|)—(a+1)dT+C(K,t)
2323, (1 + %)\t — 5]

QB (1 + 5| ¢])e

+ C(K, 1), (1.5.32)

pour tout s € [t,T]. Ensuite de (1.5.32) et de 'inégalité |s —t| < |¢| pour tout
s € [t,T], on déduit
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2n®23, (14 1)

AL (u,v) (s —Al u,v)(s 5
’ x7p( )( ) ( )( )‘ abTK(l_i_bTK‘tDafl

IN

+C(K,t),  (1.5.33)

pour tout s € [¢,T].
(1

De (1.5.10), (1.5.3) et (1.5.2), on a
| A2 (u,0)(s) — A2 (u,0)(s)] = |A2,(u,0)(s)| < C(K,t), (1.5.34)
|AL (u,0)(s) — AL (u,0)(s)| = |AL (u,0)(s)| < C(K,t), (1.5.35)

pour tout s < ¢.
Les formules (1.5.11), (1.5.30), (1.5.33), (1.5.34) et (1.5.35) donnent
(1.5.15).

1.6 L’opérateur de diffusion

Dans cette section on rappelle tout d’abord un résultat sur les systemes
dynamiques que I'on énonce dans notre cadre (sous-section 1.6.1). Puis en
utilisant ce résultat, on démontre la complétude asymptotique, i.e. I’égalité
entre les images des opérateurs d’ondes modulo un ensemble de mesure nulle
(sous-section 1.6.2). Enfin on démontre le Théoreme 1.1.1 (sous-section 1.6.3).

1.6.1 Rappel

Considérons B I'ensemble des points (g, p) de 'espace des phases R x R”
en lesquels passe une trajectoire bornée de (1.1.1), et considérons B* I'ensemble
des points (g, p) de I'espace des phases R" X R"™ en lesquels passe une trajectoire
de (1.1.1) bornée uniquement au voisinage de t = +o0, i.e.

B = {(g,p) €eR" xR"| Sup ¥ (q,p)| < 400}, (1.6.1)
€
BT = {(¢g,p) e R" x R" | [soup []wt(q,p)] < +o0}, (1.6.2)
te|0,+00
B~ = {(qg,p) eR" xR" | isup ; 10 (q, p)| < +o0}, (1.6.3)
te]—oo,

ou 9" est le flot au temps ¢t de 'équation (1.1.1) défini par (1.2.5).
L’ensemble B est inclu dans ensemble B*. Les notations B et B* sont
empruntées a [DGI7].
Comme le flot 9" au temps ¢t de 'équation (1.1.1) conserve la mesure de
Lebesgue, on a le résultat suivant.
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Théoréme 1.6.1. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), l'ensemble BX\B est de
mesure de Lebesgue nulle.

Preuwve du Théoréme 1.6.1. On note p la mesure de Lebesgue sur R” x R™.
On va montrer que u(BT\B) = 0 (de la méme maniére on montrerait que
uw(B~\B) = 0). Pour m € N, on pose

Bl :={(¢,p) e R* xR" | sup [v'(g,p)] <m},
te[0,+o00[

By = {(q:p) €R" x R" | sup [v*(q,p)| < m}.
€

Comme ¥°(q, p) = (q,p) pour (¢, p) € R"xR", les ensembles B, et B,, sont des
compacts de R™ x R™ pour tout m € N. De plus on a les propriétés suivantes

UmerndBn = B (1.6.4)
UnenB: = BT (1.6.5)
Y*(BF) C B, pour tous k,m € N ; (1.6.6)
Mren?®(B) € By, pour tout m € N (1.6.7)

(les propriétés (1.6.4)-(1.6.5) proviennent des définitions (1.6.1)-(1.6.2); les
propriétés (1.6.6) et (1.6.7) se déduisent de la définition de B et B,, et de la
propriété d’additivité (1.2.7) du flot ).

De (1.6.4) et (1.6.5), on a BT\B C Upen (B;h\B) . Montrons que pour
tout m € N u(B:\B,,) = 0, ce qui impliquera u(B*\B) = 0 par I'inclusion
précédente.

Soit m € N. De (1.6.7) on a

B \B C Ugen (B \U*(B)) (1.6.8)
Comme le flot 1! au temps t conserve la mesure de Lebesgue, on a
w(W*(BH)) = u(B), pour tout k € N. (1.6.9)

La mesure de B}, étant finie (car B}, est un compact de R™ x R"), (1.6.9) et
(1.6.6) donnent
w(BI\W*(B)) = 0, pour tout k € N. (1.6.10)

De (1.6.8) et (1.6.10), on déduit u(B;-\B,,) = 0. O

1.6.2 Complétude asymptotique

Soient A et B deux parties de R” x R™. On dit que A et B sont égaux
modulo un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue si A\B et
B\ A sont de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue. On a le résultat suivant.
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Théoréme 1.6.2. Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), les ensembles RanQ™,
RanQ)~ et (R" x R")\B sont égaur modulo un ensemble de mesure nulle (pour
la mesure de Lebesque sur R" xR™), ou Q* sont les opérateurs d’ondes associés
a Uéquation (1.1.1) et définis par (1.3.3) et (1.3.6).

L’égalité des images des opérateurs d’ondes modulo un ensemble de mesure
nulle est ce qu’on appelle la complétude asymptotique par analogie avec la
théorie de la diffusion en mécanique quantique (voir [RS79]).

Preuve du Théoréme 1.6.2. Ici, on ne démontrera que 1'égalité entre (R™ X
R™)\B et RanQ" modulo un ensemble de mesure nulle. 1’égalité entre (R" X
R™)\B et RanQ2~ (modulo un ensemble de mesure nulle) se démontrerait de la
meme maniere.

Par conservation de I'energie (1.1.2) et par définition de B~, on obtient
I’égalité suivante

{(¢,p) € R" x R"[lim_wo[th1 (£, ,p)| < +00} = B~ (16.11)

(on rappelle que V' est bornée sur R™).
Soit Mpg—q la sous-variété de R" x R™ de dimension 2n — 1 définie par

2
M=o ={(g.p) ER" xR" | *|/1+ “';—l +Vig) = 0}.

L’ensemble M g_, est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue de R” x R™.
Par le Lemme 1.4.2 (ou plutdt son analogue en t = —o00), on a

RanQ" = {(¢,p) € R" x R"[lim;_,_oo |1 (¢, ¢, )| = +00}\Mp—o. (1.6.12)
De (1.6.11)-(1.6.12) et de l'inclusion B C B, on obtient
(R* x R")\RanQ2" = BU (B~\B) UMz

De cette derniere égalité et du Théoreme 1.6.1, on déduit que les ensembles
((R™ x R"\B)N((R"xR™)\RanQ") et RanQ2™ N B sont de mesure de Lebesgue
nulle. [

1.6.3 Preuve du Théoreme 1.1.1

Le (i) du Théoreme 1.1.1 est exactement le (i) du Théoreme 1.3.1 que 'on
a démontré dans la sous-section 1.3.4.
On considere la fonction @ : R” x R" — B. x R™ définie par

®(q,p) = (9(p),q), pour tout (¢,p) € R" x R™. (1.6.13)

La fonction ® est un difféomorphisme de classe C* de R™ x R" sur B, x R".
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Soit D(S) 'ensemble défini par
D(S) = (")~ (Ran2™ NRanQ27)).

Du (ii) du Théoreme 1.3.1, on déduit que RanQ* est un ouvert de R™ x R™ et
que
D(S) est aussi un ouvert de R" x R". (1.6.14)

De plus, du (ii) du Théoreme 1.5.1 et du Théoreme 1.6.2 (et en utilisant aussi
que ¢ est un difféfomorphisme), on déduit que
le complémentaire de D(S) dans B, x R" est de mesure (1.6.15)
nulle pour la mesure de Lebesgue de B, x R".
Par définition de D(S) et de QF et par (1.6.15), on obtient le (i) du
Théoreme 1.1.1. Par définition de D(S) et de OF, on obtient
D(S) ={(v_,z_) € B, x R" | v_ # 0, la solution z(t)de (1.1.1)
vérifiant (1.1.5) vérifie aussi (1.1.6)},

et de (1.6.14)-(1.6.15), on obtient le (iii) du Théoreme 1.1.1.
On considere 'application S : B, x R® — B, x R™ définie par

Sw=®((Q7) ' (@ H(w))), pour tout w € D(S).

La régularité de @ et le (ii) du Théoréme 1.3.1 prouve que S est de classe C*
sur D(S). Par définition de QF et de ®, S est opérateur de diffusion tel qu’il
est défini au (iv) du Théoreme 1.1.1. Il reste a démontrer que S préserve la

mesure de Lebesgue.
Soit S: ®71(D(S)) — R™ x R™ définie par

Sw = (7)1 (w), pour tout w € ®~(D(S)).
Par le (ii) du Théoreme 1.3.1 et le (ii) du Théoreme 1.5.1, on obtient que
S préserve la mesure de Lebesgue. (1.6.16)

On note S = (51, 55). Soit (x,p) € R" x R, p = (p1,...,pn). Désignons
par Jg(z,p) le déterminant jacobien de ® en (z,p) € R" x R™. On note O,
la matrice nulle carrée de taille n x n et I,, la matrice identité carrée de taille
n x n. De (1.6.13), on a

ou

1 2/ 2
Y(z,p) = m (L4 Ipl?/A) L, = 0(2,p))

c2

1
d(xz,p) = = (P1D- .. pap) -
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Comme le rang de §(p, ) est au plus 1, on obtient

|p‘2 —3n ’p|2 n |p‘2 ‘p|2 n—
det Jp(z,p) = (1+c—2) 2 (1—|—?) —?(14—?) 1
|p‘2 _n_
— (1 _|_ 0_2) 2 1’

Ainsi si (z,p) € ®(D(S)) alors par conservation de I'énergie on obtient les
égalités |S1(p,x)| = |p| et det J4(S(p,z)) = det Jy(p,x), ce qui avec (1.6.16)
implique la propriété de conservation de la mesure de Lebesgue pour S.

1.7 Conclusion

Les conditions (1.1.3)-(1.1.4) sont les conditions sous lesquelles on étudiera
le probleme de diffusion inverse pour ’équation (1.1.1) mulitidimensionnelle
(n > 2) aux hautes énergies (chapitre 2) et a énergie fixée (chapitre 3). Sous
ces conditions, on a étudié dans ce chapitre le probleme de diffusion directe
pour I’équation (1.1.1) et on a établi I'existence et les propriétés de I'opérateur
S (défini par 'item iv du Théoréme 1.1.1).

On peut étudier le probleme de diffusion directe pour I’équation (1.1.1)
sous les conditions usuelles suivantes (plus générales que (1.1.3)-(1.1.4)) : il
existe un entier N > 2 tel que V est de classe CV sur R” et B est de classe
CN=1 sur R™ (a valeurs dans A, (R)) et

00V (z)] < By + |w]) =D,
09 B (z)] < Biypea(L+ [z]) D, (1.7.2)

pour tous z € R" |j| < N, |j/| < N—1 (5,7 € N*) ot @ > 1 est une
constante réelle et les (3);| sont des contantes réelles positives. Alors on peut
montrer, en particulier, que l'opérateur de diffusion S est de classe CV 1. (Les
conditions (1.7.1)-(1.7.2) impliquent que l'opérateur A défini par (1.3.11) est
de classe CN~1 sur Xy x X pour tout 7' € R ; alors les opérateurs d’ondes QF
sont des CV~! difféomorphismes sur leur image.) Les conditions (1.7.1)-(1.7.2)
sont un peu plus générales que celles sous lesquelles Yajima [Yaj82] a étudié
le probleme de diffusion directe pour I’équation (1.1.1) en dimension 3 et pour
B € Finag(R?).

De méme, on peut étudier le probleme de diffusion directe pour I’équation
(1.1.1) sous les conditions suivantes (plus faibles que (1.1.3)-(1.1.4)) : V €
CHR™,R) et B € C(R™, A,(R)), et

V(@) < A+ )V, (173)
Biu(e)| < G+ [e) (LT
V(@) = V()] < B+ min(lal, [y) e -yl (L75)
Biae) = Bua(w)] < Aol +min(fal, [y) e =yl (L7.0)
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pour tous z,y € R, |j| <1, ot > 1 est une constante réelle et les ;) sont des
constantes réelles positives. Sous ces conditions, le Théoreme 1.1.1 reste vrai
a 'exception de la régularité de 'opérateur de diffusion S : sous les conditions
(1.7.3)-(1.7.6) l'opérateur S est continu et n’est plus a priori de classe C.
Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6) le flot ¢ (défini au début de la section 1.2)
est continu sur R x R™ x R™ (et n’est plus a priori de classe C*), et le flot au
temps t, ¢, préserve la mesure de Lebesgue. Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6)
la Proposition 1.3.1 reste vraie et 'opérateur A défini par (1.3.11) est continu
sur Xg X Xp, T € R, et pour tout compact K de X, 'opérateur A restreint
a K x Mr est une contraction par rapport a sa variable vivant dans My pour
Tk suffisamment petit ; des lors, sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6) le Théoreme
1.3.1 reste vrai a Iexception de la régularité de l'opérateur d’onde Q* : sous
les conditions (1.7.3)-(1.7.6) les opérateurs d’ondes sont des homéomorphismes
sur leurs images. Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), les Lemmes 1.4.1 et 1.4.2
restent vrais (on peut utiliser ces deux lemmes pour montrer que les images
des opérateurs d’ondes sont des ouverts de R" x R™; la continuité du flot v
et des estimations similaires a (1.4.11) et (1.4.12) permettent, par exemple,
de démontrer que I'application inverse des opérateurs d’ondes est continue).
Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), le Théoreme 1.5.1 reste vrai ainsi que les
Lemmes 1.5.1 et 1.5.2, la Proposition 1.5.1 (avec de légeres modifications) et le
Corollaire 1.5.1, et la preuve du Théoreme 1.5.1 est similaire a celle donnée sous
les conditions (1.1.3)-(1.1.4). Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), les résultats de
la section 6 restent vrais, et leur preuve est inchangée. Les conditions (1.7.3)-
(1.7.6) sont similaires aux conditions sous lequelles Simon [Sim71] a traité le
probleme de diffusion directe pour I’équation de Newton non relativiste (avec
B=0).

En ce qui concerne une étude possible du probleme de diffusion directe
pour ’équation (1.1.1) sous des conditions de longue portée sur le potentiel V'
ou le champ B, nous renvoyons aux travaux de Herbst [Her74|, Loss-Thaller
[LT87], ou encore au livre de Derezinski-Gérard [DGI7] et aux références conte-
nues dans ce livre.



Chapitre 2

Probleme de diffusion inverse
aux hautes énergies

N. B. : I'essentiel de ce chapitre (hormis la section 8) est tiré de [Jol05a,
Jol05b].

2.1 Introduction

2.1.1 Rappel
Soient V€ C*R",R), B = (Bix) € C'R",A,(R)), n > 2. Nous

considérons ’équation de Newton-Einstein

1
p = F(z,1), F(z,2) = -VV(x)+ EB(:B)x', (2.1.1)
x . dp . dx
= L =2 i L (R R
p — Tt o ¢ € C(R,RT)

c2
Nous supposons que le potentiel V' et le champ B vérifient les conditions

01V ()]
07 Bix(x)]

B (1 + Ja) =D, (2.1.2)

<
< By (1 +|z])” O(H] +0, (2.1.3)

pour z € R™, 7] <2, [5/| <1 (4,5 € N") ou v > 1 est une constante réelle et
les f3; sont des constantes réelles positives non nulles (V' et B sont alors dits
a courte portée).

Nous rappelons que si n = 3 et B € Fpuy(R?) alors I'équation (2.1.1)
est I'équation de mouvement d’une particule de masse m = 1 et de charge
e = 1 dans un champ électromagnétique statique externe décrit par (V, B)
(voir [Ein07] ou section 17 de [LL71]). Dans cette équation z est la position
de la particule, p son impulsion, et ¢ désigne le temps et la constante c est la
vitesse de la lumiere.

43
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Pour I’équation (2.1.1) I’énergie

£)12
E=c\/1+ —‘pg +V(2(t))
est une intégrale premiere du mouvement (remarquons que (1/c)B(z)% est
orthogonal a la vitesse @ de la particule).
Nous rappelons le résultat principal du premier chapitre (Théoreme 1.1.1).
Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a : pour tout (v_,z_) € B.xR", v_ # 0,
I’équation (2.1.1) a une unique solution z € C*(R,R") telle que

x(t) =v_t+x_+y_ (1), (2.1.4)

ouy_(t) — 0,y_(t) — 0, quand t — —oo; de plus pour presque tout (v_,z_) €
B, x R", v_ #0,

z(t) = vit + xyp +y4(t), (2.1.5)
owvy # 0, [vi] = [v_|, vy =t alv_,z-), x4 = b(v_, ), g (t) — 0, y4(t) =0,
quand t — 4o00.

L’opérateur S : B, x R™ — B, x R™ défini par les formules

vy =a(v_,x_), xy =bv_,x_) (2.1.6)

est appelé opérateur de diffusion pour ’équation (2.1.1). On appelle les données
a(v_,z_), b(v_,x_), les données de diffusion pour 'équation (2.1.1).
Désignons par D(S) 'ensemble de définition de S'; et désignons par R(.S)
I'image de S (par définition, si (v_,z_) € D(S5), alorsv_ # 0 et a(v_,z_) # 0).
Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), 'opérateur S a les propriétés suivantes :
D(S) est un ouvert de B, x R" et Mes((B. x R")\D(S)) = 0 pour la mesure
de Lebesgue sur B. x R" induite par la mesure de Lebesgue sur R" x R";
lopérateur S : D(S) — R(S) est continu et préserve la mesure de Lebesgue;
et par conservation de I'énergie a(v_,z_)? = v? pour tout (v_,z_) € D(S).

2.1.2 Une écriture des données de diffusion

SiV(x)=0et B(x)=0,alorsa(v_,z_)=v_,blv_,x_)=z_, (v_,z_) €
B. x R" v_ # 0. Par conséquent on décide d’écrire les données de diffusion
a(v_,z_),b(v_,z_) sous la forme

a(v_,xz_) =v_ + ag.(v_,x_),

b(?),,x,) =x_ + bsc(Uf, 1-7), (U—a CL’_) € D<S) (2.1.7)

(on rappelle que V' et B sont a courte portée). On utilisera le fait que sous
les conditions (2.1.2)-(2.1.3), 'opérateur S est uniquement déterminé par sa

restriction a M(S) = D(S) N M, ou
M={(v_,z_) € B xR"v_ #0,v_ox_ =0}

ot o désigne le produit scalaire usuel sur R™ (en effet si x € C?*(R,R") vérifie
I'équation (2.1.1) alors, pour tout to € R, y(t) = x(t + to), t € R, vérifie aussi
I'équation (2.1.1)).
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2.1.3 La transformée de rayons X

Soit
TS" ' ={(0,2) |0 € S" ', x € R" Hox =0},

o1 S"! est la sphére unité de R™.
Nous utiliserons la transformée de rayons X, que 'on définit comme suit :
pour toute fonction f € C'(R", R™) vérifiant

|f(z)| = O(|z|™7), quand |z| — oo, pour un réel 8 > 1,

on appelle transformée de rayons X de f, la fonction de C(TS"1, R™), notée
Pf, et définie par

Pf(f,x) = - ft0+z)dt, (0,z) € TS .

—00

Concernant la théorie sur la transformée de rayons X, on renvoie a la section
A.3 de I'annexe et aux références données dans cette section A.3.

2.1.4 Résultats principaux

Dans ce chapitre les résultats principaux consistent en des estimations
pour une diffusion aux petits angles pour les données de diffusion as. et by. (et
pour les solutions de diffusion) pour I’équation (2.1.1), et en l'application de
ces asymptotiques et estimations au probleme de diffusion inverse aux hautes
énergies pour 1'équation (2.1.1). Nos résultats principaux incluent, en parti-
culier, le Théoreme 2.1.1, et les Propositions 2.1.1, 2.1.2, formulés ci-dessous
dans cette section et les Théoremes 2.3.1, 2.3.2 donnés dans la Section 2.3.

Théoréme 2.1.1. Soit (0,z) € TS" !, et soit r une constante positive telle
que 0 <7 < 1,7 < c/V2. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a

“+oo
lim Lasc(s& x) = / F(16 + z, c)dr, (2.1.8)
e 1 — 2 ~o0
et
+o0 322a+7 1 1y2
/ F(10 4 z,s0)dr — Lasc(sé’, z)| < " ( S:L ) C4 (2.1.9)
. — afa—1)(Z% -1

PlHm+1-r1)
1+ gy (1 + )2
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pour tout s < s < ¢, ot 51 = s1(c,n, B, B, , ||, 1) est défini a la fin de la
section 2.8 ;

2

lim ——— bse(s0,x) / F(o0 + z,cl)dodr (2.1.10)

s—c

s<c 1_%
C

+oo +oo
- / / F(00 + 2, c0)dodr + PV (0,20,
0 T
et

1 +o0o p+oo
bio(s0,7) LPV(6.2)0+ / / F(o0 + x, 0)dodr
1-%

/J F(o0+ z,s0)dodr| < Cop /1 — — (2.1.11)

pour tout sy < s < ¢, ou Cy = Cy(c,n, By, B, B2, v, |z], 1) et s = sa(c,m, B, Pa,
a,|z|,r) sont définis a la fin de la section 2.5.

On démontre le Théoreme 2.1.1 a partir du Théoreme 2.3.1 et du
Théoreme 2.3.2 donnés dans la Section 2.3.

Considérons les fonctions vectorielles wy (V) B, 0, x) et wo(V, B, 0, x), (0, )
€ T'S"!, qui apparaissent dans le coté droit des égalités (2.1.8) et (2.1.10) :

+o00o
w1 (V,B,0,z) = / F(r0 + z,c0)dr (2.1.12)
wo(V,B,0,x) = / / F(00 + z, cf)dodr (2.1.13)
+oo +oo
- / / F(of + x,cl)dodr + PV (0, z)0.
0 T

Remarque 2.1.1. En utilisant en particulier que B est antisymétrique en
tout point de R™, on voit que les vecteurs wy(V, B, 6, x), we(V, B,#,x) sont
orthogonaux a 6 pour tout (6,z) € TS" .

Désignons par w,(V, B) la fonction de R"\{0} x R™ dans R" définie par

+o0 +oo
w1 (V,B)(y,x) = —ly| VV(sy—irx)ds—l—/ B(sy + z)yds
Y oy
ylw (V, B, —,x — —=y), 2.1.14

pour tous y € R"\{0}, z € R™. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), w(V, B) =
(11 (V, B)1, .., 1w (V, B),) € CY(R"\{0} x R",R™).



2.1. INTRODUCTION 47

Pour tout ¢,k = 1..n, i # k, on désigne par V;, la sous-variété de dimen-
sion n de R™ x R™ définie par

Vi =1{00,2) e TS" 0= (0y,...,0,), 0, =0,j=1...n,j #1i,j #k}.
(2.1.15)

Proposition 2.1.1. Soit (V, B) € C*(R",R)xC*(R", A,,(R)). Si (V, B) vérifie
(2.1.2)-(2.1.3), alors wy(V, B,0,x) donné pour tout (6,x) € TS"' détermine
de maniere unique (V, B) et on a les formules suivantes :

P(VV)(0,2) = —%(wl(V, B.0,2) +wi (V. B, —0, ), (2.1.16)

pour tout (0,z) € TS"!;
et

PBZJC(Q,ZE) = «9k (w1<‘/,B,0,ZL‘)i—wl(V,B,—Q,I‘)i) (2117)
1

—91§(w1(V, B, 9, I)k — wl(V, B, —9,$)k),
pour tous (8,x) € Vg, i,k =1..n, i #k;

de plus si B appartient d Fpag(R™) alors

P(B;y)(0,2) = % aiyk(?ﬁl(v,B))i(y,x)—l-%(lﬁl(‘/,B))i(—y,x)@.llS)

0

y; 0 (w1(V, B))k(—y, x) 7

0yi ly=0

(w2 (V, B))e(y, v) —

pour tout (0,x) € TS* ', i,k =1.n, i # k.

Remarque 2.1.2. En utilisant les formules (2.1.16), (2.1.17), et les méthodes
de reconstruction d’une fonction a partir de sa transformée de rayons X (voir
section A.3), B, ;, et V peuvent étre reconstruits a partir de wy (V, B, 0, x) donné
pour tout (6,x) € Vi, i,k =1..n, i # k.

Proposition 2.1.2. Soit (V, B) € C*(R",R)xC'(R", A,(R)). Si (V, B) vérifie
(2.1.2)-(2.1.3), alors :
(1) wa(V,B,0,z) donné pour tout (0,x) € TS" ' ne détermine pas de
maniére unique V ;
(ii) pour n = 2, wo(V,B,0,x) donné pour tout (0,x) € TS" ' ne
détermine pas de maniere unique B ;
(111) pour n > 3, si B & Fpag(R™) alors we(V, B, 0, x) donné pour tout
(0,x) € TS*! ne détermine pas de maniére unique B ;
(iv) pour n > 3, si B € Fpaq(R™) alors we(V, B,6,x) donné pour tout
(0,x) € TS"™! détermine de manicre unique B.
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Dans la section 2.4 (voir Proposition 2.4.4) et dans le cas ot B € F,04(R"),
on donne une formule ((2.4.21)) qui montre que, pour n = 3, la transformée de
Fourier des dérivées partielles premieres de B peut étre reconstruite a partir
de wy(V, B, 0, z) donné pour tout (6,z) € TS, et on donne une formule
((2.4.22)) qui montre que pour n > 4 la transformée de rayons X de B peut
étre reconstruite a partir de wo(V, B, 6, x) donné pour tout (6,z) € TS .

Les Propositions 2.1.1, 2.1.2, sont démontrées dans la section 2.4.

A partir de (2.1.8), (2.1.16) et (2.1.17), et a partir des formules d’inversion
de la transformée de rayons X pour n > 2 (voir section A.3 de l'annexe)
nous obtenons que az. détermine de maniere unique VV et B aux hautes
énergies. De plus, pour n > 2, les méthodes de reconstruction de f a partir de
Pf (voir section A.3 de 'annexe et les références données dans cette section
A.3) permettent de reconstruire VV et B a partir de la composante vitesse
a de Popérateur de diffusion aux hautes énergies. La formule (2.1.10) et la
Proposition 2.1.2 montrent que le premier terme de ’asymptotique de b,. ne
détermine pas de maniere unique le potentiel V quand n > 2 et B quand
n=2oun > 3si B¢ Fn,u(R"), mais qu'il détermine B quand n > 3 et
B € Frnag(R™).

On peut préciser (i) et (ii) de la Proposition 2.1.2 : F. Nicoleau nous a fait
remarqué que la fonction vectorielle wo(V, B, 0, z), (0,x) € TS"!, détermine
de maniére unique V' modulo les potentiels radiaux quand n > 2 (voir section
A.4 de T'annexe), et que wy(V, B,0,x),(0,z) € TS, détermine de manicre
unique B modulo les champs radiaux quand n = 2 (voir section A.4 de I’an-
nexe).

Le probleme de diffusion inverse pour 1’équation de Newton multidimen-
sionnelle, pour des potentiels V' € C? vérifiant (2.1.2) et B = 0, a été étudié
pour la premiere fois par Novikov [Nov99]. Novikov a prouvé deux formules qui
lient les données de diffusion aux hautes énergies aux transformées de rayons
X de —VV et de V. En développant 'approche de Novikov [Nov99|, I'au-
teur a généralisé ces deux formules au cas relativiste sans champ magnétique
[JolO5a]. En développant ce travail, nous obtenons le Théoreme 2.1.1. Notons
que Gerver-Nadirashvili [GN83] ont étudiée pour la premiere fois un probleme
inverse au bord et aux hautes énergies pour 1’équation de Newton classique
multidimensionnelle dans un domaine borné strictement convexe.

A notre connaissance, le probleme de diffusion inverse pour une parti-
cule dans un champ électromagnétique en mécanique classique relativiste et
non relativiste n’a pas été considéré avant [Jol05b] (concernant les résultats
donnés dans la littérature sur ce probleme pour B = 0 voir [Nov99], [Jol05a]
et les références données dans ces articles). Cependant, en mécanique quan-
tique le probleme de diffusion inverse pour une particule dans un champ
électromagnétique B # 0 a été considéré, en particulier, dans [HN88|, [ER95],
[Tt095], [Jun97], [ER97], [Nic97], [Ari97], [Hac99], [WY05] (concernant les
résultats donnés dans la littérature sur ce probleme pour B = 0, voir, de
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plus, [Fad56], [EW95], [Nov05] et les références données dans [Nov05]).

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.2 on transforme
I'équation différentielle (2.1.1) avec conditions initiales (2.1.4) en un systéme
d’équations intégrales de la forme (y_,y_) = A, . (y—,y—). Ensuite on étudie
l'opérateur A, , sur un espace convenable et on donne des estimations et
des estimations de contraction sur A, , (Lemmes 2.2.1,2.2.2, 2.2.3). Dans la
Section 2.3 on donne des estimations et 'asymptotique pour la déflection y_(t)
(définie dans (2.1.4)) et pour les données de diffusion as.(v—,z_), bse(v_,z_)
(définie par (2.1.7)) (Théorémes 2.3.1 et 2.3.2). De ces estimations et de
ces asymptotiques, on déduit les deux formules (2.1.8) et (2.1.10) quand les
parametres ¢, Bm, o, n, U_, v_ sont fixés et [v_| augmente (ou G, o, n
sont les constantes apparaissant dans (2.1.2)-(2.1.3), 8, = max(8y, 01, 52);
v_ =wv_/|v_|). Dans ces cas sup |0(t)| décroit, ou 0(t) désigne I’angle entre les
vecteurs @(t) = v_ + y_(t) et v_, et nous sommes dans le cas d'une diffusion
aux petits angles. Remarquons que, sous les conditions du Théoreme 2.3.1, sans
hypotheéses supplémentaires, on a 'estimation sup |6(t)| < }lw et nous sommes
alors déja dans le cas d’une diffusion plutot aux petits angles (concernant le
terme « diffusion aux petits angles », voir Section 20 de [LL60]). Le Théoreme
2.1.1 provient des Théoremes 2.3.1 et 2.3.2. Dans la section 2.4 on prouve les
Propositions (2.1.1), (2.1.2). Dans la section 2.5, on introduit des estimations
utiles pour la preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 et du Théoreme 2.3.2. Dans
la section 2.6, on prouve les Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3. Dans la section 2.7,
on prouve le Théoreme 2.3.2. Enfin, dans la section 2.8, en guise de conclusion
du chapitre, on utilise les résultats obtenus dans les sections 2.2, 2.3, pour
donner des estimations et I’asymptotique du temps de retard pour ’équation
(2.1.1) toujours dans le cas d'une diffusion aux petits angles (Théoremes 2.8.1
et 2.8.2) ; et on s’intéresse a la question de la reconstruction de V, B a partir de
lasymptotique aux hautes énergies du temps de retard pour 1’équation (2.1.1)
(Proposition 2.8.1).

2.2 Une application contractante

Transformons [’équation différentielle (2.1.1) en un systeme d’équations
intégrales. Rappelons tout d’abord que la fonction g : R — B, definie par
(1.2.8),

a, en particulier, les propriétés suivantes :

9(x) — g(y)| < Vnlx -y, pour tout z,y € R™, (2.2.1)
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et g est un C'*™ difféomorphisme de R™ sur B,, et son inverse est donné par

g (z) = L, x € B,.

||
1-— =

Si « vérifie I’équation différentielle (2.1.1) et les conditions initiales (2.1.4),
alors x satisfait le syteme d’équations intégrales

z(t) =v_t+xz_+ / [g (gl(v) + /F(m(s),x’(s)))ds) - v] dr, (2.2.2)

—0o0 —00

t

3(0) = glg 7 (0) + [ Flats)i(s))ds) (2.23)

—00

ou F(x,&) = —VV(x)+ tB(z)&, v_ € B:\{0}.
Pour y_(t) défini dans (2.1.4), ce systeme d’équations intégrales devient

(Y- (), u-(1)) = Av_o_(y—, u_)(1), (2.2.4)
ouu_ =1y_ et
A o (D)) = (Ao (£R)@), A, (f,P)(?))
Ay L (D)) = / 9lg(vo) + / F(v_s+x_ + f(s),v_ + h(s))ds) —v_| dr,

t

A2 () = glg )+ / F(o_s+z_+ f(s),v_ + h(s))ds) — v_,

—00

pour v_ € B\{0}, z_ € R"™.

De (2.2.4), (2.1.2)-(2.1.3), (2.2.1) (appliqué a « x »= g~ (v_)+ [ _F(v_s+
r_+y_(s),v_ +y_(s))dset « y»=g H(v_)) et dey_(t) € CLR,R™), |y_(¢)|+
|y_(t)| — 0, quand t — —o0, il vient en particulier que

(y-(1),9-(1)) € C(R,R") x C(R, R")

et [i-(6)] = O] ). ly-(0)] = O(ft| 1), ast — —oo,  **7)

ouv_ € B\{0} et xz_ € R" sont fixés.
On considere ’espace métrique complet

M, = {(f.h) € C( - 00, T}, R") x C(] — o0, T, RY)| ||(f. 1)}z < r},
ot I(f, )l = max (| sup_[h(t)], sup |f(t) — th(t)]

te]—o0,T te]—oo,T]

(2.2.6)
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(ou pour T' = 400, | — 00, T] doit étre remplacé par | — oo, +00[). De (2.2.5)
on a, a T < +oo fixé,

(y—(t),y-(t)) € My, pour un réel r dépendant de y_(t) et de T.  (2.2.7)

Soit le réel z;(c, n, 81, @, ry, 1) défini comme 1'unique solution de 1’équation

2 B 2043 (2 +1/c)
R YN o ET

C

=0, 2 €]V2rc], (2.2.8)

oll r,, et r sont des réels positifs tels que 0 < r < 1, r < ¢/V/2.

Lemme 2.2.1. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a : si (f,h) € Mry,,
0<r <1 r<c/V2 2 € R, v_ € B, |v_| > z(e,n, B, a,|o_]|,r),
v_ox_ =0, alors

”Av_,x_ (L) < pr(e,n, B, a,lv_|,|z_|,T) (2.2.9)
1
(@ = Dy/1+ -2/ (4(2 = [v_]?)
20H10323 (2 4+ r/e) (|l | V2 + 1 — 1)
(lo-1/v2 = )21+ o |/V2 = (Jo-|/V2 = r)T)>!

X

pour T'< 0

”Avﬂmf(fvh)”T < p(c,n,ﬁl,oz,|v_|,|x_|,r) (2210)
1

V142 (42 = Jv_P?))
y 20420323 (2 +r/c)(Ju_|/vV2 + 1 —7)
(= D)(Jv-|/vV2 = r)2(1 + |z_|/V/2)21

pour T < +00; si (fi,h), (fo,he) € My, 0 <7 <1, 7<¢/V2, [v| <e,

v_ox_ = 07 |U—| > Zl(c,n,ﬁl,a, |I‘_|,T)7 alors
”Av_,z_ (f27 h2)_Av_,:1:_ (fl; hl)HT S AT(Q”?B: «, |U*’7 |£U,’, T)H(fQ_fl? h2_h1)HT7
(2.2.11)
1

Ar(e,n, B,a, o], |z—|,r) = V1+ [ 2/ (4( = v 7))
2:4in25(1 + (I 41— r)?
lv_

om0 P B

pour T'< 0

14w o (far ho)=Au_o (1, 0)llr < Men, B, a o], ||, v)|[(fo=f1, ha—ha) |1,
(2.2.12)
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1
VI [ P/~ o)
220473072 3(1 4 B)(1 + 1/e)(Jo_| /V2 + 1 — 1)}
(@ —1)(jo-|/v2 = )1+ |z_| /V2)o

pour T < +00, ot = max (01, 52).

Ae,n, B, a, o], |x_],r)

Remarquons que

max (pT<Ca naﬁlv «, |U—|7 |‘T—|7T)
T

,AT(C,”,B,O[, |U—|7 |.Z’_’,T)>

< prle,n, By [o_|, 2|, 7) (2.2.13)
1

VAT @ )
x 220231 + 1/¢)(Jo| V2 + 1 — 1)’
rla— (o |/VZ— 1P+ e |/V2 = (0| /V2 - r)T)"

pour T'< 0;

(P(Ca n, 617 a, ”U—’a ‘l'_‘,T')
max
r

7A(C’ n’ B? a) |U—|’ |x_|7r))

< ple,n, B,a, |v_|, z_],r) (2.2.14)
1
VI P = o)
T4 B+ o /VE 1
ria =1)(Jv-|/vV2 =)t (1 + |z_|/v2)
pour T < 400, ol 3 = max(By, ), 0 <r <1, r<c/V2 [v_| <e, |v_| > 2,
v_ox_ =0.

En utilisant le Lemme 2.2.1 et les estimations (2.2.13)-(2.2.14), nous ob-
tenons le résultat suivant.

Corollaire 2.2.1. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), 0 <r < 1,7 < ¢/V2,
x_ €R" v_ € By, |v_| > z(c,n, Br,a, |z_|,7),v_02_ =0, on a :

si pr(c,n, 3, a, lo_|,|z_|,r) <1, alors A,_,_ est une application contrac-
tante de Mr, pour T < 0;

si p(e,n, B, a, [v_|,|z_|,r) < 1, alors A,_,_ est une application contrac-
tante de Mr, pour T < +o00.

En prenant en compte a la fois (2.2.7), le Lemme 2.2.1, le Corollaire 2.2.1
et le lemme A.2.1 (énoncé dans la section A.2 de 'annexe), on étudie la solution
(y—(t),u—(t)) de I'équation (2.2.4) dans Mr,.

On utilisera aussi les résultats suivants (Lemmes 2.2.2 et 2.2.3).
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Lemme 2.2.2. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), (f,h) € Mp,, 0 < r <
1, r<c¢/V2, 2 €R* v_ € B, |v_| > zi(c,n, B, |z_|,7), v_0x_ =0, on
a:

AL = (L] < C(en, Brya o], o], 1)

= L (2.2.15)

VIt -P/(A(e = [o-]))
" n3/23,2071(2 4+ r/c)
ajo-|/V2 =)+ e |/vV2 = (Jv-] V2 = r)t)
Ao (LR < &(en, Bra, vl o], 1)
1

= 2.2.16
VIHTe B = o P) 2210
% n3/23,20%1(2 +r/c)
ala — 1)('”—\/%' —r)2(1+ |ff_\/—§\ _ (% _ T)t)o‘_1’

pour tout t < T, T <0

Ay o (Fh)(E) =k o (f D)+ 1o o (f,R)+Hy o (f,R)(E),  (2.2.17)

koo (f h) = g(gl(v>+/_+ooF(vs+x+f(8),v+h(s)) ds)—v_, (2.2.18)
lbow (fih) =
/_ {g(g_l(v_) —1—/_ Fo_s+x_+ f(s),v_ + h(s))ds) — U_:| dr

# [ ot e+ [ Rt g0 s ne)a

—0o0

—g(y(vo) + /_+OOF(U_3 +x_ + f(s),v_ + h(s)) ds)] dr, (2.2.19)
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ko u (R < 2C- (e, By e [u-], 2,7, 0), (2.2.20)
Moa (£ R <26 (esn, By, 0 o], |2-], 7, 0), (2.2.21)
Hy_o_(f,R)(®)] < Clen, Bi,a, o], |z_|,r 1) (2.2.22)
1
VT R/AE = o P)a(lv-|/vV2 - 7)
y n3/2512a+1(2—|—r/c)
(L4 2| /vV2+ (Jv-|/vV2 = r)t)e
[Hy o (fR)@)] < &len, Bryas|v|, |z—| 1) (2.2.23)
1
VI - P/AE@ = o-P))a(a — 1)(Jo-| /2 —1)?
y n3/25120‘+1(2+r/c)

(14 |2-1/V2+ (Jo-|/v2 = r)t)le=t)’

pour T' = 400, t > 0.

On peut voir que le Lemme 2.2.2 donne, en particulier, des estimations et
I’asymptotique de

Av_a (f 1)) = (A,_, (fB)(1), Ay, (f,h)(t)) quand ¢ — oo,

Lemme 2.2.3. Soient T = 400, 0 <r <1, r < c/\/§, r_ € R", v_ € B,,
lv_| > z1(e,n, Br,an x|, 1), v_ox_ =0, et soit (y_,u_) € Mg, une solution
de (2.2.4). Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a

|k7v7,z7 (y—’u—) - kvi,wf (Oa O)| < 5;(Can7ﬁ1757 Q, |U—|7 |:E_|,1“)
nQﬂN(l + %)(|U_|/\/§+ 1—7r)

(= (L eIV
20t p(e,n, B, a, |, |z_]|,7)

a/T+ [P/ = 7))

(2.2.24)

ko o — U— iy
LII;) - /F(J:_ +v_s,v_)ds
1 _ v— —

2

o0
C

< eqle,n, B, By o, v, Jx_|, ) (2.2.25)

2032 5(1 4+ D) (v | /V2+1—7)
= o p(C,?’L,ﬁl,OJ, |’U,|,’.CC,’,T>,

o[-l /V2 =) (L + |2-|/v2)
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oz (y—yu_) =1, o (0,0)] < ep(e,n ﬁl, can o], |x_],r) (2.2.26)
220+ T2B(1 + B) (155 + 1 —r)?
ala = 1)(Jo-|/V2 =) (1 + |z_|/vV2)?
30+ 1/ plecn B o Ja |7
VI [v_2/(4( = Jv_]?))

ouk, , etl, . sontdéfinis par (2.2.18)-(2.2.19) et p est défini par (2.2.10).

9

La preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3, est donnée dans la section 2.6.

2.3 Diffusion aux petits angles

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), pour tout (v_,z_) € B, x R", v_ # 0,
’équation (2.1.1) a une unique solution z € C*(R,R") de conditions initiales
(2.1.4). Considérons la fonction y_ apparaissant dans (2.1.4). Cette fonction
décrit la déflection par rapport au mouvement libre.

En utilisant le Corollaire 2.2.1, le lemme A.2.1, et les Lemmes 2.2.2 et
2.2.3, on obtient le résultat suivant.

Théoreme 2.3.1. Supposons les conditions (2.1.2)-(2.1.3) vérifiées. Soient
B = max(By,f), 0 < r < 1, r < ¢/V2, o € R*, v_ € B, |v_| >
z1(e,n, B, |x_|,r), v_ox_ = 0 ou 2z est défini par (2.2.8). Supposons
w(e,n, By, lu_|, |z_|,r) < 1 ot p est défini par (2.2.14). Alors la déflection
y_(t) vérifie :

(y—,y-) € Mr,, T = +o0; (2.3.1)
G- < C e B o ], t), (2.32)
ly-(O) < &-(e;n, b, a ||, |z—|,r,t) pour t <05 (2.3.3)
y—(t) = asc(v_,x_)t 4+ bse(v_,z_) + h(v_,z_,1), (2.3.4)
et
)+ [P F(oos+a_,v_)ds
CLSC(U_,JI ) — U_
\/1 1(U7)+fj§: (v_s+z_,v_)ds|?
S€;(67n751767 ,|U_|,|QT_|,T), (235)
+oo
asc(v_, / Fluo_s+x_,v_)ds| < eqle,n, by, B, e, [o_|, |x_|,7),

_ P2
2

|bsc(v—7 l’_) - lv,,z, (07 0)' S 56(67 n, 617 B? «, |U—|7 |I_’, 7"), (237)
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lasc(v_,z_)] < 2(_(¢,m, b, |v_]|,|z_]|,T0), (2.3.8)
|bse(v_,z_)| < 2&_(e,m, By, a,|v_], |z_]|,7,0), (2.3.9)
\h(v_,z_,t)| < Coleyn, B, o, o |, |z_],7t), (2.3.10)
|h(v_,z_,t)] < &i(e,n, B, an|v],|z_|, 1), (2.3.11)

pour tout t > 0, ot I, , (0,0) (resp. €, €4, €, (—, Cs, € et 1) est défini
dans (2.2.19) (resp. (2.2.24), (2.2.25), (2.2.26), (2.2.15), (2.2.22), (2.2.16) et
(2.2.23)).

Soit B = max(01, F2) et soit 7, un réel positif. Soient les réels z =
z(e,m, By, e, 1) et 29 = z9(c,m, (1, o, 1) définis comme les solutions (uniques)
des équations suivantes

ple,n, Boa,zre,r) =1, z €]V2r ¢, (2.3.12)

29 B 1661n
2 a1V

C

=0, 23 €]0, ], (2.3.13)

ot est défini par (2.2.14), et 7 est un réel positif tel que 0 < r < 1,7 < ¢/v/2.
On utilisera les observations suivantes.
(I) Soient 0 < r < 1,7 <¢/v2,0< 0

s1 20H131n(2 +r/c) % 2043 n(2 +r/c)
1o a(s1/V2 —r)(c/vV2+ 1) -3 asa/V2 —1)(o/V2+ 1)

C C

pour tous réels sy, sy tels que V2 < sy < 81 < c.
(I1) Soient 0 <7 < 1, r < ¢/V/2, 0 €]v/2r,¢],

o 20483 1n(2 +1/c) o 2013 (2 +1/c)

2 AN NN e alo/VE - s/VIE )

pour tous réels sq, 53 tels que 0 < s < 1.
(III) Soient z un réel positif, = max(f;, B2) et soit r un réel tel que
0<r<1,r<c/V2, alors pour tout réel s €]v/2r,c[ on a

p(c,n,ﬁ,a, s, |z, r) <1& s> z(c,n,B,Oz, ||, 7).

Les observations (I) et (II) impliquent que zi(c,n, 51, «, s2,7) > z1(e,n, By, a,
s1,7) pour tous réels sy, sy tels que V2r < sy < 51 <cquand ¢, B, o, n, T
sont fixés.

Le Théoreme 2.3.1 donne, en particulier, des estimations pour le
phénomene de diffusion et une asymptotique de la composante vitesse de
lopérateur de diffusion lorsque ¢, (31, (2, o, n, v_, x_ sont fixés (on O_ =
v_/|v_]) et |v_| croit ou, e.g., lorsque ¢, (1, Ba, a, m, v_, T_ sont fixés et
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|z_| croit. Dans ces cas sup,cp |0(t)| décroit, ou 6(¢) désigne l'angle entre
(t) = v_ + y_(t) et v_, et on est dans le cas d'une diffusion aux petits
angles. Remarquons que déja sous les conditions du Théoreme 2.3.1, sans hy-
potheses supplémentaires, on a 'estimation sup,cp |0(¢)| < iﬁ et on est dans
le cas d’une diffusion aux angles plutot petits. Le Théoreme 2.3.1 avec (2.3.7)
donnera 'asymptotique de la composante espace de configuration b(v_,z_) de
I'opérateur de diffusion si I'on peut étudier 'asymptotique de [, , (0,0). C’est
le sujet du Théoreme 2.3.2.

Théoréme 2.3.2. Fizons ¢, n, By, pi, o, |z|. Alors il existe une constante
Cc,n,/307ﬁ1,a,|x\ telle que

/ 1 1 +oo p+oo
v,m(oae) N —PV(@,QJ)@ + / / F(O‘f} —|—.I‘,U)d0'd7'
0

[ _LE bE 2 EE
1 0 T
“ToE /J F(o0 + z,v)dodr

pour tous v € Be, |v] > za(c,n, b1, a, |z|), voxr =0, ou 0 = v/|v|.

|v]?
< Ocvn’ﬁ0,517a,|£ﬂ| 1—? (2.3.14)

La preuve du Théoreme 2.3.2 est donnée dans la Section 2.7.

Comme nous I’avons mentionné dans I'Introduction, le Théoreme 2.1.1
se déduit des Théoremes 2.3.1, 2.3.2. De plus, les constantes Cs, s1, so, qui
apparaissent au Théoreme 2.1.1, sont données explicitement par

= max(z(c,n,@,a, ||, 1), z1(e, m, B, a, |z|, 7)),
sy = max(z(c,n, B, a,lz|, 1), z1(c,n, B, a, |z|,T), 22(c,n, B, a, |z])),
3n5ﬂ2(1 6)23"‘“3(1 +1/c)? ( +1—7)3

Cy = Cc,n,ﬁo,ﬁhaym + z
(v —1)2 ( —7)8 (1+|72‘*)2a 2

ol Cen By,81,0,2 €t la constante apparaissant au Théoreme 2.3.2 et z, 21, 2
sont définis par (2.3.12), (2.2.8), (2.3.13) et 3 = max(B3,, fa).

En utilisant les Théoremes 2.3.1 et 2.3.2, nous pouvons obtenir I'asymp-
totique et des estimations pour des fonctions s’exprimant a l’aide de a(v_, z_)
et b(v_,x_) lorsque l'on considere de la diffusion aux petits angles. Nous
considérerons notamment le cas du temps de retard dans la Section 2.8.

2.4 Preuves des Propositions 2.1.1, 2.1.2

Dans cette section, on démontre les Propositions 2.1.1, 2.1.2. Nous com-
mengons par introduire de nouvelles notations (sous-section 2.4.1) puis nous
démontrons la Proposition 2.1.1 (sous-section 2.4.2) et la Proposition 2.1.2
(sous-section 2.4.3).
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2.4.1 Des fonctions vectorielles

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3) et pour tout (6,z) € TS"! on définit
les vecteurs w3(B, 0, x), wy(B, 0, z) et ws(V, 0, x) par

+o0o
ws(B,0,x) = / B(x + 00)0do, (2.4.1)
+o00 +oo
wy(B,0,x) = / / x + o0)0dodr — / / (x + 00)0dodr,(2.4.2)
ws(V,0,z) = PV(0,x)0 (2.4.3)

+o00o p+o0o
— / / VV(z + ob)dodr + / VV(x + of)dodr.
—00J —c0 0 T
On définit w3(B) : R"\{0} x R" — R" par
. T
(B),2) = lyhes(B, = ), (24.4)

vl Iy
pour tous x € R", y € R"\{0}. De (2.4.4), (2.4.1), on a

w3(B)(y,x) = /_+OO B(z + oy)ydo, (2.4.5)

pour tout (x,y) € R® x R"\{0}. De (2.1.3), on déduit w3(B) = ((w3(B))1, -,
(155(B))a) € CHR™{0} x R", R").

On définit iy (B) : R"\{0} x R* — R" par wy(B)(y, #) = |y|wa(B, {4, —
%y) pour tous z € R", y € R"\{0}. De (2.1.3) et (2.4.2), on déduit que

) +oo
/lyl / x + oy)ydodr —/ / B(z + oy)ydodr, (2.4.6)
LA

et wy(B) = (wy(B)1, .., ws(B),) € CH(R"\{0} x R" R").

2.4.2 Preuve de la Proposition 2.1.1

Pour démontrer la Proposition 2.1.1, nous aurons besoin du résultat sui-
vant.

Proposition 2.4.1. Soit B € CYR", A,(R)) wvérifiant (2.1.3). Alors
ws3(B,0,x) donné pour tout (0,x) € TS" ' détermine de maniére unique le
champ B, et on a
PB“C(@, .T}) = 91&[)3(3, 6, LU)Z — Giwg(B, 9, Sl])k (247)
pour tout (0,x) € Vg, i,k =1.n, i #k otV est la sous-variété de dimen-
sion n de R™ x R"™ définie par (2.1.15) ; de plus si B € Fpqq(R™) alors
0 , . o, .
PB(0.0) = (G (B 0) ~ 5 (B(B(na)) . (249
Yk Yi ly=0

pour tout (0,z) € TS, i,k =1..n, i # k.
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La question de la détermination de B a partir de w3 a été étudiée sous
des conditions différentes de B dans [Nic97], [Jun97], [Ito95]. Cependant, a
notre connaissance, les formules (2.4.7)-(2.4.8) ne sont pas données dans la
littérature.

Preuve de la Proposition 2.4.1. Commengons par démontrer (2.4.7). On rap-
pelle que w3(B, 0, x); = Y77, fj;o B; ;(t0 + x)0;dt, pour tout (0,x) € TS"!,
i,k = 1.n, 1 # k. Ainsi 0,PB; (0, v) = ws(B,0,z); pour tout (0,z) € V4,
i,k =1.n, 1 # k. Cette dernicre égalité implique (2.4.7) (67 + 6% = 1 pour tout
(0,2) € Vig, 0= (01,...,0,)).

Démontrons maintenant (2.4.8). Sous les conditions (2.1.3) et de (2.4.5)
on déduit

J . oo
7 (B))ily, ) = / Bia(ty + x)dt (2.4.9)
Yk —0o0
"ot 9B, .
t——L(t dt
Jr;/_oo Sty + )y,
pour tous (y,z) € R"\{0} x R™ et i,k = 1..n. Soient i,k = 1..n. Comme
B € Finag(R"), on a
0 0 0 "
%Bj’k(x) + 8—%313(@ + a—x]BkZ(x) = 0 pour tout z € R".

Ainsi en utilisant aussi (2.4.9), on obtient

o g .
(a_%(w3(3))i(y7x) ~ (w3(B))k<y,IL‘))|y0

J

=
pour tout (#,z) € TS™ ', 0 = (61,...,60,) ot P désigne la transformée de
rayons X. En intégrant par partie intégrale du coté droit de (2.4.10), on
obtient les formules (2.4.8).

Finalement en utilisant les formules d’inversion de la transformée de rayons
X (voir par exemple la formule (A.3.10) de la section A.3 de l'annexe) et
en utilisant (2.4.7) (ou (2.4.8) et (2.4.4) si B € Fy,44(R™)), on obtient que
w3(B,0,x) donné pour tout (6,r) € TS" ! détermine de maniere unique le
champ B.

La Proposition 2.4.1 est démontrée. m

Maintenant, nous sommes préts pour démontrer le Proposition 2.1.1.

Soit (6, x) € TS™ 1. On remarque que

400 +o0o
/ B(t(—0) + z)(—0)dr = —/ B(70 4 x)0dr (2.4.11)

o) —0o0



60 CHAPITRE 2. DIFFUSION INVERSE AUX HAUTES ENERGIES

et on rappelle que
P(VV)(=0,z) = P(VV)(0,x). (2.4.12)

De (2.1.12), (2.4.1) et (2.4.11)-(2.4.12), on obtient la formule (2.1.16) et la
formule suivante

1
w3(B,0,z) = §(w1(V, B,0,z) —w(V,B,—0,x)), (2.4.13)

pour tout (f,x) € TS"!. De (2.1.16) et de résultats sur la transformée de
rayons X (voir Section A.3 de I’Appendice), on obtient que wy (V, B, 0, ) donné
pour tout (6,z) € TS" ! détermine de maniere unique VV et donc V (V
vérifie (2.1.2)). De (2.4.13) et de la Proposition 2.4.1, on obtient aussi que
wy(V, B, 0, x) donné pour tout (A, z) € TS"! détermine de maniere unique B.
De plus de (2.4.13) on a

Bo(B)(y:2) = 5@V, B)y, 2) = iV, B) (=, 2)),

pour tout y € R"\{0}, € R™. En utilisant cette derniere formule et (2.4.8) de
la Proposition 2.4.1, on obtient (2.1.18) si B € F,44(R™). En utilisant (2.4.13)
et (2.4.7), on a (2.1.17).

La Proposition 2.1.1 est démontrée. Il

Pour conclure cette section, on rappelle le procédé suivant qui est basé sur
la formule (2.1.17) et qui permet de reconstruire B, a partir de wy(V, B, 0, x)
donné pour tout (0, z) € Vi, ou les indices i,k = 1..n, i # k, sont fixés (V;
est défini par (2.1.15)). Soient i,k = 1...n, ¢ # k. La formule (2.1.17) donne
I'intégrale de B, sur toute droite du plan affine ¥ d’espace vectoriel tangent
Yie = {(z},...,2,) € R*|z} = 0,75 # i,j # k}. Maintenant, pour reconstruire
B, en un point 2’ € R™, on considere dans R™ le plan Y contenant 2’ et dont
'espace vectoriel tangent est Y. On interprete T7S™! comme Iensemble de
tous les rayons de R" et on considere dans TS"! le sous-ensemble TS'(Y)
constitué de tous les rayons reposant sur Y. On restreint alors PB;;, a TS'(Y)
et on reconstruit B, i(2’) a partir de ces données en utilisant les méthodes
de reconstruction de f a partir de Pf pour n = 2 (voir, par exemple, la
formule (A.3.10) de la Section A.3). (Si B € Fpuee(R™), on peut aussi utiliser
la formule (2.1.18) pour reconstruire B;j, a partir de wy(V, B, 0, x) donné pour
tout (0,z) € TS"'.)

2.4.3 Preuve de la Proposition 2.1.2

Avant de démontrer la Proposition 2.1.2, on démontre tout d’abord les
Propositions 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.4 données ci-dessous. La Proposition 2.4.2 est
en fait exactement la proposition 1.1 de [Jol05a].

Proposition 2.4.2. Le vecteur ws, défini par (2.4.3), vu comme fonction du
potentiel V vérifiant (2.1.2) et de (6,x) € TS™™! a les propriétés simples sui-
vantes :
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1. sous les conditions (2.1.2), pour tout potentiel V' le vecteur ws(V, 0, x)
est orthogonal a 0 ;

2. il existe un potentiel V' qui satisfait (2.1.2) et pour lequel ws(V, 0, x)
n’est pas nulle pour tout (0,z) € TS"™!;

3. pour tout potentiel radial V' satisfaisant (2.1.2), on a
ws(V,0,x) =0 pour tout (0,z) € TS" .

Remarque 2.4.1. F. Nicoleau nous a fait remarqué que pour V satisfai-
sant (2.1.2), si w(V,0,z) = 0 pour tout (A, z) € TS ! alors V est radial (voir
Proposition A.4.1 de la sous-section A.4.2 de ’annexe).

Preuve de la Proposition 2.4.2. Le premier item vient immédiatement de
I’égalité
d

EV(t@ + ) =VV(td+x) 00, pour tout (6,z) € TS" !, t€R.

On démontre le deuxieme item. Considérons

Vi) = — 1 5 pour tout & = (21,...,z,) €R", § > 1.

(14 [2]?)

Soit (0, z) € TS™!. En utilisant (2.4.3) et en utilisant que fox = 0, on obtient
par calcul direct

+oo +oo
_ 2 5
ws(V,0,2) = —4(36,|x| /0 /T e ‘x’2)ﬁ+1d8d7
# 0 si et seulement si z # 0 et 01 # 0,

ou o désigne le produit scalaire usuel de R".

On démontre le troisieme item. Soit V' un potentiel radial (i.e. V prend la
forme m(|z])) satisfaisant (2.1.2) (e.g. V() = (14 |z[*)™" ou 8 > 3). Alors
m € C'(]0,+oo[,R) et VV(z) = m/(|z[) 5. Soit (0,z) € TS"" et soit 6+ un
vecteur orthogonal a #. Un calcul direct donne

xoft
V$?+ |x|?

pour tout s € R. Ainsi en utilisant aussi (2.4.3), on obtient

—VV(s0 +x) 00 = m/(y/s2 + |z|2)

ws(V,0,2) 06+ = 0. (2.4.14)

Le troisieme item est alors conséquence du premier item et de la formule
(2.4.14).
La Proposition 2.4.2 est démontrée. O
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Proposition 2.4.3. Sous les conditions (2.1.3), et si B € Fpqy(R™) alors :

j=1
J J
8xiw4(3)k(9’x) - a_ka4<B)i(97x),

Z [0:PB;;(0,2) — 0;PBy. (0, 2)] — PBiy(0,2) = (2.4.16)

=1
Wa(B)ijea(0,2),

pour tous (0,x) € TS™ ', i, k,l =1...n, ou P désigne la transformée de rayons

X et 0t wa(B)mra(0,7) = (r%( 2 w4(B)r iy (B )m) 0,2), Bypi(z) =

OTm

%Bm,r(x), pour tous § € S"1 x € R", m,r = 1...n (on rappelle que 1w, (B)

est défini par (2.4.6)).

Remarque 2.4.2. Soient n = 3, [ = 1...n. La formule (2.4.16) donne en
fait

o (—PBz,:s,l(@,ZU)7P31,3,1(9,33), —PBLQ,Z(@,ZU)) =
0o (1174(B)2’37l(0, CL’), —1174(.8)17371(‘9, (L‘), ’(174(3)172’[(0, ZE)), (2417)

pour tout (6,x) € T'S?, ol o désigne le produit scalaire usuel sur R3.

Preuve de la Proposition 2.4.3. Sous les conditions (2.1.3), de (2.4.6) on a

0
G_mw4(B)i(y’ = |y|2 Z Y; / B; j(oy + x)dodr (2.4.18)
e [T
+ Z Yj N B; j(oy + x)dodr

+oo
/ / 0 ”(aerx)dadT}

Tyl?

pour tous (y,z) € R™\{0} x R" et i,k = 1...n. Soient i,k,l = 1...n. De
(2.4.18), il vient

0 o0
a—kazl(B)i(G,x) - 6miw4(B)k(0’x)
n +00 n “+o00
= —szej/ BZJ(O'H‘F%)dO'dT‘i‘ezZQJ/ Bk’j(O'e‘i‘ﬂf)dO'dT

=1

—xo6 )
+ZG {/ / B; (08 + z) — ax‘Bk,j(UG‘i‘x)]dUdT

+oo a
/ 9/ Dy, Bijlo0 +x) = @x,BkJ(ff@ﬂ)]dadT} (2.4.19)
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pour tous z € R", § € S !, = (y,...,0,). Comme B € F,,,,(R"), on a

0 0 0
—DB, i(x) — — By (x) = —B; ,reR" j=1...n. 2.4.20
5 Bu(0) = 5 Bu(a) = 5L B, s € R =T (2420
Soit # € S*~!. En utilisant (2.4.19), (2.1.3) et (2.4.20), on obtient (2.4.15). Sous
les conditions (2.1.3), la fonction h; e définie par h; () = a%kull(B)i(@,x)
— 2y (B)(0, z), z € R", vérifie h; 9 € C'(R™,R) et (2.4.16) est conséquence
immédiate de (2.4.15).

La Proposition 2.4.3 est démontrée. O

Proposition 2.4.4. Soit B € F,,,,(R") satisfaisant (2.1.3). Sin = 2 alors
wy(B,0,z) (défini par (2.4.2)) donné pour tout (0,x) € TS" ' ne détermine
pas de maniere unique le champ magnétique B.

Sin > 3 alors wy(B,0,x) (défini par (2.4.2)) donné pour tout (0,x) €
TS 1 détermine de maniére unique le champ magnétique B. De plus on a les
égalités suivantes : st n = 3 alors

(_7:32,371(19)7731,371(29)7 —3':31,2,l(p)) = (2.4.21)
2

223" |0l o / &P 5, By (62, y)dy,

HJ
J

J=1 0}
pour tout p € R3\{0} et pour toute famille orthonormale {0;, 912)} du plan I1,,
ou I, désigne le plan vectoriel {y € R?|y o p’ = 0} pour tout p' € R*\{0}, et
F désigne la transformée de Fourier classique sur LY(R?®) (i = /=1 et w4(B)
est définie par (2.4.6));
stn >4 alors

€15 (B)15.0(03, y)dy, / e By (B)12u(0, y)y | | 65,

J J
Gp Gp

0 0
PB;(0,z) = a—mwél(B)j(Q,x) — 8—%w4(B)k(9,x) (2.4.22)
pour tout (0,x) € %’k, o Vi est la sous-variété de dimension (2n — 4) de
R"xR" définie par V;, = {(0,x) € TS" 110 = (04, ...,0,),0; = 0, = 0} (w4(B)
est définie par (2.4.6)).

Remarque 2.4.3. F. Nicoleau nous a fait remarqué que sin = 2 et si B €
Fonag(R™) satisfait (2.1.3) et vérifie wy(B,0,z) = 0 pour tout (0,z) € T'S"*
alors B est radial (voir Proposition A.4.2 de la sous-section A.4.3 de 'annexe).

Preuve de Proposition 2.4.4. Considérons d’abord le cas n = 2. Soit £ €

CHRT,R) et soit
Blx) = ( 0 §<|x!2)) 40
—&(lzP) 0
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tels que B satisfasse (2.1.3) (e.g. &(t) = ﬁ,t eERY, o >1oul(t) =e,

t € R*Y). On définit we(B, 0,2) = [°_ [T _&(|o0+a|?)dodr — [, [F2¢(|lo0+
x|?)dodr, pour tout (0,z) € TS" L. Soit (§,z) € TS !. En utilisant |06 +
z|? = 0% + |z|?, on obtient wg(B,0,z) = 0. De cette égalité et de (2.4.2) on
obtient wy (B, 0, x) = we(B,0,z)(02, —01) =0 (0 = (6, 06)).

Supposons désormais n > 3. On distinguera le cas n = 3 du cas n > 4.
Considérons tout d’abord le cas n > 4. Soient j,k = 1...n, j # k. L’égalité
(2.4.15) implique (2.4.22). Soit 2’ € R"™. Comme n > 4, la dimension de I'espace
vectoriel Hj;, = {(z1,...,2,) € R"z; = x;, = 0} est plus grande ou égale a
2. Soit {ey, €2} une famille orthonormale de H;j. Soit Y le plan affine de R”
qui passe par z’ et dont I'espace vectoriel tangent est engendré par {e;,es}.
De (2.4.22), on déduit que l'intégrale de B, sur toute droite de Y est connue
a partir 8%16164(3)]-(9,‘%) - %UM(B);C(Q,:E) donné pour tout (8, z) € V;. Ainsi
en utilisant des résultats sur l'inversion de la transformée de rayons X, P,
(voir (A.3.10) de la Section A.4 de I’Appendice), on obtient que Bj,k‘y peut

étre reconstruit a partir de %/ULL(B)]'(H, x)— %UM(B)]C(Q, x) donné pour tout
(0,2) € V; (on Bj )y désigne la restriction de Bjy & Y). Ainsi Bj (') peut
étre recozlstruit a partir de %uﬁ(B)j(e, x)— %1174(B)k(0, x) donné pour tout
(9, .17) S Vﬁk.

Maintenant on considere le cas n = 3. Soit [ = 1...3. Sous les conditions
(2.1.3), Bjx: € L'Y(R?) pour tous j,k = 1...3. Soit p € R3. A partir de
(2.4.17), on obtient

0o (=FBa31(p), FBi31(p), —F Bi2:(p)) = (2.4.23)

(2m)73/%0 o </ e Py (B)as(0,y)dy, —/ e~y (B)13.(6, y)dy,
IIg Iy

/ G_iyOpUh(B)l,zl(ea y)dy)
Iy

pour tout # € S? tel que # o p = 0. Pour démontrer que (2.4.23) implique
(2.4.21), on aura besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.4.1. Sous les conditions (2.1.3),
(=FBa3.(p), FB13:(p), —FBi2:(p)) op = 0, pour tout p € R>.

Le Lemme 2.4.1 et (2.4.23) implique (2.4.21).

Soient m,r = 1,2,3 m # r. En utilisant 'injectivité de la transformée de
Fourier et en utilisant (2.4.21), on obtient que B,,,; est déterminé de maniere
unique par wy(B, 0, z) donné pour tout (6,z) € TS . Comme B,,, s’annule
a 'infini, on déduit que B,,, est déterminé de maniére unique par wy(B, 0, )
donné pour tout (0, z) € TS L.

La Proposition 2.4.4 est démontrée. O
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Preuve du Lemme 2.4.1. On définit X : R® — R par

A(p) = (=FBasu(p), FBisi(p), —FBi2.:(p)) o p, p = (p1,p2,ps) € R,
(2.4.24)
A partir de maintenant F désignera la transformée de Fourier des distri-
butions tempérées. Considérons la jauge transverse A de B définie par

1
A(z) = —/ sB(sx)xds pour tout = € R".
0
On note A(z) = (Ay(z),..., A, (z)), z € R"™ Sous les conditions (2.1.3) et par

définition de A, on a

0A, 0A,;
Ox; %)~ Oxy, (z),
|Ai(z)] < B+ Iz, (2.4.26)

Bin(z) = (2.4.25)

pour tout z € R™ et tous i,k = 1...n, ou 3 est une constante réelle positive.
De (2.4.26), on déduit que A; définit une distribution tempérée de S'(R?) pour
tout i =1...n. De (2.4.25) et (2.4.24) on déduit

<Ap),p> = < pippaFAs — pipipsFAy — popip1 FA3
+popipsF AL + pspip1 F Ao — pspipaF AL, ¢ >
— 0 (2.4.27)

pour tout ¢ € S(R?). Comme By, ,; € L}(R?), FB,,,; est une fonction conti-
nue sur R? pour tous m,r = 1,2, 3. Ainsi A est continu sur R3. De la continuité
de X et de (2.4.27), on obtient que A = 0.

Le Lemme 2.4.1 est démontré. O]

Finalement nous sommes préts pour démontrer la Proposition 2.1.2. On
commence par démontrer le troisieme item de la Proposition 2.1.2. Soit n > 3
et soient j, k, [ trois entiers compris entre 1 et n et distincts deux a deux. Soit

B> 222 On pose h(y) = (1 + [y[*)? et on considere le champ B’ = (B}, ,,) €
C(R", A, (R)) vérifiant les conditions (2.1.3) et défini par
Y Yj Yk
(T M (71 R (7 N
et B ;,(y) =0sidy & {j,k, 1}, pour tout y = (y1,...,y,) € R". Alors
wy(B',0,r) =0, pour tout (§,z) € S"*. (2.4.29)

(voir début de la preuve de la Proposition A.4.2 donnée dans la sous-section
A.4.3 de 'annexe pour plus de détails). Le troisieme item de la Proposition
2.1.2 est démontré.
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On remarque que

1

wy(B,0,z) = §(w2(V,B,9,x)—l—wg(V,B,—H,x)), (2.4.30)
1

ws(V,0,x) = §(w2(V,B,9,.T)—’LU2(MB,—9,ZC))7 (2.4.31)

pour tout (6,x) € TS"™! (ol wy et ws sont définis par (2.4.2), (2.4.3)).
Les items (i), (ii) et (iv) de la Proposition 2.1.2 se déduisent alors des
égalités (2.4.30)-(2.4.31), et des Propositions 2.4.2, 2.4.4. O

2.5 Préliminaires pour les preuves principales

2.5.1 Estimations de la force F' et de la fonction g.

On rappelle les estimations vérifiées par F' sous les conditions (2.1.2)-
(2.1.3), et déja présentées au premier chapitre (voir (1.2.16), (1.2.19)) :

F(z,0)] < Bin(1 4+ [2]) - (1 + 1|v|) (2.5.1)

|F(x,v) — F(2',0")| < nﬁl— sup (14 [(1 — &)z +ez’|) "tV — v[(2.5.2)
C e€l0,1]

1
+n3/%3, sup {(1 + (1 =)z +e2|)" DA+ =|(1 —e)v + )| |2/ — ],
€€[0,1] c

pour tous z,v,x’',v" € R" et tous i,k = 1...n, ou F est définie par (1.2.1).
On rappelle que la fonction g : R® — B, définie au premier chapitre (voir

(1.2.8)) par N
9(x) = ———,
1+

est un C* difféomorphisme de R"™ sur BC, et son inverse est la fonction de
classe C*, g~! : B, — R", donnée par

r eR",

g Hr)= ————, 7€ B, ;

la fonction g vérifie aussi les inégalités suivantes (voir Lemme 1.2.1) :

1
Vgi(z)]* < T (2.5.3)
14

1

lg(x) —g(y)| < V/n sup lz—yl, (2.5.4)
c€[0,1] \/1 \sx+(1 e)yl?
N 1
Vgi(x) = Vaiy)] < sup el -yl (255)

C eef0) 14+ |EI+(02
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pour tous z,y € R" et tout i =1...n, 00 g = (g1,...,n)-

2.5.2 Estimations d’intégrales
Nous utiliserons les estimations suivantes. Pour tous a > 0, b >0, 5 > 1,

t

_ 1
/(a +bls|) ™ ds = (6= Dpla— b1 pour tout t < 0, (2.5.6)
/ 2
/(Cl + b’s‘)iﬁ ds S W, pour tout ¢ Z 0. (257)
— 1)ba
Pour tous a > 0,6 >0, 3 > 2,
t T 1
bls|)? dsdr = tout ¢ < 0
//(a—l— |s]) sdr (6—2)(5—1)b2(a—bt)5—2’pour out t <0,
(2.5.8)

t 1
1

//(a +bs) P ds dr < B=2)(7 = iPar2 pour tout t > 0.  (2.5.9)

0 7

Pour tousa > 1,0 >0, § > 2,

t

/ (a+bls)) P (1 + |s]) ds <

—00

b+1
(8 —2)b*(a — bt)

55 pour tout ¢ <0, (2.5.10)

t

b+ 1
/(a + b|8|)_ﬁ(1 —I— |S|) dS S QMW, pour tout ¢ Z O (2511)
— a
Pour tous a > 1,0 > 0, 8 > 3,
b+1

3, pour tout ¢ > 0.

a s)7P s) as dT
o//( HOTE ) b i S G

(2.5.12)
La preuve de ces estimations ne présente pas de difficultés.

2.5.3 A propos de zl(c,n,ﬁboé, |$—|,7“)

Supposons ¢, n, (i, «, |z_|, r fixés (avec 0 < r < 1, r < ¢/V2).
Considérons la fonction d’une variable réelle o :]v/2r,c[— R de classe C*™
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et définie par

s 2013 n(2 +r/c)

1—2  a(s/VZ-r)(a-|/V2+ D)

o(s) =

La fonction o est une fonction strictement croissante (sa dérivée est
une fonction strictement positive), d’ou l'on a a la fois unicité du réel
z1(¢,n, B, a, |x_|,r) défini dans la section 2.2 (par (2.2.8)) et I'observation
(I) de la section 2.3.

2.5.4 A propos de Mrp,, 0<r<1,r<c/V2

Lemme 2.5.1. Soient (f,h), (fi,h1), (f2,ha) € Mr,, v_ € B\{0}, z_ € R"
tels que v_ox_ =0, [v_| > \/2r. Alors

e(fi,h1) + (1 —€)(f2, ha) € My, pour tout 0 < e <1, (2.5.13)

21+ |z_ +v_s+ f(s)]) > A+ |z_|/V2+ (Jo_|/V2 = 1)|s]), pour tout s < T,

(2.5.14)

' / ; Plus-ta+ J(5)v-+ h(s))ds| < —— fgj)ﬁ; (/;g s
(2.5.15)

1+ 6—12 g v )+ e /tF(v_s + 2+ f1(s),v_ + hi(s))ds + &2 /uF(v_s
+x_ + fols),v_ + h2(s))ds|2)_ﬁ < (1+ %)—ﬂ, (2.5.16)

pour tous u,t €] — 00, T], w € [—oo,ul, f > 0, =1 < g1,69 < 1,
(f17h1)7(f27h2) S MTJ’ et s ‘U*‘ = 21<C7n7617a7 |'T*|77,)7 |IU*| <c.

Preuve du Lemme 2.5.1. Compte tenu de la définition de Mr,, (2.5.13) est
immédiat. L’estimation (2.5.14) se déduit des estimations

20+ |z +v_s+ f(s)|]) = 24|z +v_s+ f(s)| =2+ |x_ +v_s|—|f(s)],
le_ +v_s| > |x_|/\/§+|3||v_]/\/§, car v_ox_ = 0,
1f()] < 1f(s) = sh(s)| + |s[|h(s)] < (L + [sDI[(f. h)[|~
<

r(1+]s]) <1+r|s|,

pour tous x_ € R", v_ € B,, avec v_ o x_ = 0, et pour tous (f,h) € Mr,,
s < T. L’estimation (2.5.1) avec (2.5.14) et (2.5.7) et |v_| < ¢ donne (2.5.15).
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L’estimation (2.5.15) donne, en particulier, pour tous u,t €] — 00, T], w €
[—OO,U], _]- S 1,82 S ]-7 (f17h1)7 (f?ah2> S MT,T‘

97 () + e / Flo_s+ -+ fils), v + ha(s))ds

+e /u F(v_s+x_ + fa(s), v + ha(s))ds|
B1n2°T3(2 + 1 /c)

> g (vo)| — Oz(|U_|/\/§ - r)(‘a}_l/\/i-i- 1)
v_| pin2°3 (2 +1/c)

VI P2 alfo-|/v2—r)(|lz—|/V2 + 1)

clu_|
2/c2 — [u_|?’

ce qui prouve l'estimation (2.5.16). O

si o] > z1(em, B, o), o] <

2.6 Preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3

2.6.1 Preuve du Lemme 2.2.1
La propriété
Ay_o (f,h) € C(] — 00, T],R™)? pour tout (f,h) € Mr, (2.6.1)

(0<7r <1, 7 < |v|/vV2) se déduit de (2.1.2)-(2.1.3), (2.2.1) (appliqué &
«xwv=g (o) + [T Floos+z_+ f(s),v- + h(s))ds et « y »= g~ (v_)) et
de la définition de A, , donnée au début de la section 2.2.

Désormais on fixe un réel r et on fixe v_ € B, x_ € R" telsque 0 < r < 1,
r<c/V2, lu_| > zi(e,n, Bi,a, x_|,r), v_ o x_ = 0. Considérons

t

Ao (D)) = [ |9(g7 (v-) +f F(v_s+x_+ f(s),v_ + h(s))ds) —v_| dr,

—00
t

AL L (f () =997 (v-) + [ F(o-s+z-+ f(s),0- + h(s))ds) — v-,

(2.6.2)

pour tout (f, h) € Mr,. Tout d’abord donnons une estimation de A2 . (f,h).

Remarquons que g(g~'(v_)) = v_. De (2.6.2), (2.5.4) (appliqué a « = »=

g )+ [ F(oos 4+ + f(s),v- 4+ h(s))ds et «yr= g '(v)), (2.5.1),
(2.5.14) et de (2.5.16) on a

42 o) < AR [ e o) s
It e

(2.6.3)
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L’inégalité (2.6.3) combinée avec (2.5.6) donne wune estimation de
2 (f,h)(t) pour ¢ < 0. L’inégalité (2.6.3) combinée avec (2.5.7) donne
une estimation de A7, (f,h)(t) pour t < T.
Maintenant nous allons estimer A}, (f, h)(t) —tA2_, (f.h)(t).

De (2.6.3), (2.5.8) et (2.5.6), on a

Ay (FR)()] < /23,2041 (2 +r/c)(% )

[v—|?

L+ memele = D+ B = (4 =t

n3232011(2 4+ r/c)a (Ju| /V2 — r) 2
b (Lt o |/VE — (o /¥~ r)t)et

tAS . (F,h)(0)] <

(2.6.5)
pour tout ¢t < T, t < 0. De (2.6.4)-(2.6.5), on déduit
Ay (fl)() AT, (f h)(1)]
S W22+ 0/ 0|/ VE - 1) (260
L =l (o — D+ [a_ | /VE = (Jo_| V2 = r)t)-
pour tout ¢t < T, t < 0.
Pour tout ¢t < T, t > 0, on remarque que
v a (FLR)(8) = AT, (f,h)(t) = (2.6.7)
v (LR)O)+ [ g(g7 (o) + [ Flos +a_ + f(s),
[l

t

v_ + h(s))ds) — g(g " (v_) + / Fv_s+x_+ f(s),v_+ h(s))ds)| dr.

Pour estimer A}, (f,h)(0) on utilise estimation (2.6.4), i.e

(f,m)(0)] < nY2627 (2 4 )
O s ale — Dt - 21+ e

|AL . (2.6.8)

On estime le second terme de droite de (2.6.7) de la maniere suivante : de
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(2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.9), on a

[ oo e+ [ s vam b g0+ hs)ds)

t

glg (0 + / F(o_s+a_+ f(s),0+ h(s))ds) | dr

Fo_s4+z_+ f(s),v_ 4+ h(s))ds| dr

77/3/26 2a+1(2 4 f)

(2.6.9)
L+ d=Emala — Do |/V3 - 21+ 2| /v3)e-!
pour tout 0 < ¢ < T. De (2.6.7)-(2.6.9), on déduit
Ay o (£, h)(8) = tAT . (f,h)(t)]
B e V-t

L+ ﬁ (@ =11+ || /v2)t

pour tout t < 7T et 0 < t. En utilisant (2.6.3) et (2.5.6), et en utilisant (2.6.6),
on obtient (2.2.9). En utilisant (2.6.3) et (2.5.7), et en utilisant (2.6.10), on
obtient (2.2.10).
Nous allons démontrer l'estimation (2.6.16) donné ci-dessous. Considérons
o (fo, ho) () — A2, (f1,ha)(t) pour (fi,h1), (fa, ha) € Mp, (on rappelle
que 0 <r <1, 7<c/V2 v | <ec v | > z(e,n, B, z_|,7r), v_ox_ = 0).
On a

. T_ (f27h2)(t) - A12}_,:E_ (fh h’l)(t) =

t

oo~ (v ) + / Flo_s+a + fals), v + ha(s))ds)

—g(g H(v_) + / F(v_s+x_+ fi(s),v_ + hi(s))ds) (2.6.11)

pour tout ¢ < T. De (2.6.11), (2.5.4) et (2.5.16), on déduit I'inégalité suivante
AL o (fe ha)(8) — AT, (fr,n)(B)] < (2.6.12)

t

Vi ﬁF(vs—l—x + fa(s),v- + ha(s))

— P
\/1jL @ v 7)) —oo

—F(v_s+x_ + fi(s),v— + hi(s))|ds,
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pour tout ¢ < T. De (2.5.13), (2.5.14) et (2.5.2), on a
|Fv_s+x_ + fos),v_ + ha(s)) — Flv_s+x_ + f1(s),v_ + hi(s))]
< 23222 1)L+ o VI + (- /VE = 1)Js) D (2,6.13)
nop OH_l 1
x| fa(s) = fi(s)] + 6 (L4 |/ V2 + (ju-|/V2 = 7)|s)) =+
lhas) — ha(s)]

pour tout s < T'. De plus

| f2(s) — fi(s)]
|ha(s) = ha(s)|r

pour tout s < 7. Ainsi de (2.6.12)-(2.6.15), on obtient

(14 |s)[|(f2, h2) = (f1, ha)]| 7, (2.6.14)

<
< |[(fe, h2) = (f1, h) I, (2.6.15)

A2, (farha)(t) — A2, (f1,ha)(1)] <
n?Bo2°12(2 + /)| (fo, ha) — (fr, b))l
V1 ([v-[2/(4(2 = [v_]?)))

x/_ (14 |z_|/V2 + (lo_|/V2 = 7)|s]) "D (1 + |s])ds (2.6.16)

3/262°‘“||(fz,h2) (bl [ ol ool
bt T e ) /oo”ﬁ V2

pour tout ¢t < T

Nous allons démontrer les estimations (2.6.19) et (2.6.34) données ci-
dessous. De (2.6.16), (2.5.10) et (2.5.6), on a

+ (5 —)ls) "

n?p
\/1 + @@y
(1+ 12003 (B 11— )[|(f2, h2) = (f1, Bl
ala — 1)(% —7r)3(1+ Iw_\/%\ — (% —r)t)et

’Ai_,x_ <f27h2)<t) fhhl

x , (2.6.17)

pour tout t < T, t < 0, ott 3 = max(fy, 52). De (2.6.16), (2.5.10) et (2.5.6),
on a

2 2 7123
A 2, ho — A . (i, <
AL o ()0 = 2 o)) < s

St D203 (Ju_| /2 + 1 = 7)||(fa, ho) — (fhhl)HT
allo_|/vV2 — )31+ |z_|/v2 — (Jo_|/v2 — r)t) @D

(2.6.18)
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pour tout ¢ < T, t < 0. Ainsi de (2.6.17), (2.6.18), on déduit
|A11),,z, (f27 h2)(t) - Azlp T (flﬂ hl)( )

AL o )0) A2 (R )E)] < ——
\/1 A@E—T )
(14 D203 (Bl 1 — ) [[(f2, ha) = (1. h) |1

X
(0= (& — (1 + B = (B — -y

pour tout t < T,t < 0.
Pour 0 <t < T, en utilisant (2.6.7) on obtient

AL o (fasha)(t) — Ao (frha) () — (A2, (f2.he)(t) — A2, (f1,h)(2))]

(2.6.19)

<A, o (f2.h2)(0) — AL, (f1,h1)(0)]

t

/ [g(gl(v) + / Fv_s +x_ + fo(s),v- + ha(s))ds)

T

+
0

—0o0

t

—glg M) + / F(o_s+ 2+ fols),v_ + hals))ds)

—00
T

gl ) + / Flos+a + fi(s), v+ hi(s))ds)

—00

(2.6.20)

+g(g™ (v-) + / Flo_s +z_+ fi(s),v-+ h1(8))d5)] dr

—00

De (2.6.17), on a

Ao (F2h2)(0) = Ay, (fiha)(0)
%(1 +5 >2a+3<‘“¢' 1= 1)) = ()l

= o_| o] yar
\/1+(4c2| myele - DG -1+ F)

Afin d’estimer le second terme de droite de (2.6.20), on estimera

(2.6.21)

t

/ |:gj(gl(v) + / Flo_s+a + fals), v+ ha(s))ds)

0

T

—00
t

—gi(g " (vo) + / Fo_s+x_ + faos),v_ + ha(s))ds)

—00
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T

—gi(g7 (v_) + / Fv_s+x_ + fi(s),v_ + hi(s))ds) (2.6.22)

—0o0
t

4097 0-) [ Plos o+ fils), o+ (s))ds) | dr

—00

pourtous 1 < j<net0<t<T.
Soient 1 <7< n,0<t<T,0<7 <t Remarquons que

T

w(a7 o) + [ Floms 2+ fo(s) v+ ha(s))ds)

gy (o) + / F(o_s +2_ + fo(s),v_ + hals))ds)

—0o0
T

~(g5(g " (0) + / Flo_s+z_ + fi(s),v_ + hu(s))ds)

t

gy (o) + / F(o_s+ 2+ fi(8), 0 + ha(s))ds))

= Al (1) + A?;(T) (2.6.23)
Al (1) = /tT(F(vs +ax_ + fo(s),v_ + ha(s)) — Fvo_s+z_  (2.6.24)

t

+f1(8),v—+h1(8)))d80/0 Vy; (gl(v)+/F(vS+w+fz(S),

—00

v_ ~+ ha(s))ds + 5/F(v_s +x_ + fos),v_ + hg(S))dS) de,

t

A% (1) = /tT F(u_s+x_ + fi(s),v_ + hi(s))ds (2.6.25)

1
/

V(g (vo) + / Fo_s+x_ + fos),v_ + ha(s))ds

—|—5/F(v_s + - + fos), v + ha(s))ds)

t
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t

~Vgylg )+ [ Plos ot fil) o+ h(s))ds

—0o0

—I—S/F(U_S +x_ + fi(s),v- + hl(s))ds)} de,

t

ou o désigne le produit scalaire usuel sur R”.
Pour estimer (2.6.24) on utilise tout d’abord (2.5.3), puis (2.5.2), (2.5.16),
(2.5.14) et (2.6.14)-(2.6.15), et on obtient

n3/2522a+2(2 + T’/C)

v—[?

1+ em

|A54(7)] 1(f2 = f1,ha = ha)|z

X /t(1 o |/V2 4 (Jo_|/V2 = 7)s) "D (1 + 5)ds

/t(1 + 2 |/V2+ (Jo_|/V2 —r)s) " Dds

x[[(fa = fi, ha — ha) |7 (2.6.26)
Ainsi de (2.5.9) et (2.5.12), on a

! 3232003 (1 4+ ) (Bl + 1 - 1)

’ 1+ 4(c2‘1i_|1‘,_|2)04(04 - 1)(% —r)P(l+ %)a_l
x[[(fa = fi, he = ha) |7, (2.6.27)

max(fy, f2). Pour estimer (2.6.25), on utilise d’abord (2.5.5), puis
2.5.16), et on obtient

@}
=
w0

I

2 ' 3ctvn
AN [0 ta s A0+ ma)lds | =
X / /(F(v_s +x_ + fos),v_ + ha(s)) — Fv_s +x_ + fi(s),v_ + hi(s)))ds

T

+e /F(vs + -+ fas),v= + ha(s)) — F(v_s +x_ + fi(s),v_ + hi(s)))ds| de

(2.6.28)
On utilisera

t

/(F(vs ba+ fo(s) v+ ha(s) — F(o_s+ 2+ fi(s), v + hi(s)))ds

e}
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T

+e /(F(v_s +x_ + fo(s),v_ + hao(s)) — F(v_s +x_ + fi(s),v_ + hi(s)))ds

t

t

<9 ﬁ(F(vs Fa ot o), v 4 () — F(u_s+a + fi(s), v+ ha(s)))|ds,

(2.6.29)
pour tout 0 < e <1 (on rappelle que 7 < t).

De (2.6.28), (2.6.29), on déduit

6\/_

lv_|2
(1 + 4(c?— \1‘1

A, ()] <

/|Fv S+ 2+ fi(5), 0 + a(s))]ds

X /|(F(vs + x4+ fa(s),v- + ha(s)) — F(v_s +x_ + fi(s),v_ + hi(s)))|ds.

(2.6.30)
En utilisant (2.5.2), (2.5.14), (2.6.14)-(2.6.15), (2.5.7) et (2.5.11), on obtient

/|F(v_3 +x_ + fos),v_ + ha(s)) — F(v_s+z_ + fi(s),v_ + hy(s))|ds

_ B2 (14 1) (o | V2 + 1)

2 — fi,ha — ha)||r. 2.6.3
(o V2= 2+ [V 2] v (2631)

En utilisant (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.9), on obtient

nB12H (2 +1r/c)

ala — 1)(% —7)2(1 + |‘T_\/—§|)a—1
(2.6.32)

/ ﬂF(v_s Lol fi(s), v+ ha(s))|dsdr <
0T

De (2.6.30)-(2.6.32), on déduit

3n3[F292046(1 4 Ly gyl g
1+m)a2(a—l)(\/‘§—r)4(1+7‘2)2a—1
x[[(fo = fi, he = ha) |7 (2.6.33)

De (2.6.20), (2.6.21), (2.6.23), (2.6.27) et (2.6.33), on a

AL o (fosha)(8) — Ay, (fiha) () —t(A2 . (f2ohe)(®) — A2, (fi,ha)(2))]



2.6. PREUVE DES LEMMES 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 7

n2F203(1+ Hy(lel 41— )

%
v_|? o v -
1+ qaslmata — (2 — )31 + 2])ya
3 n3/232043(9 4 ¢
o 2 lv—| 6 ( xC)|
L+ ey 0~ + )"

x|[(fr = fas b1 — ho)lT,

ce qui implique

AL o (fasha)(t) — Ao (frha) () — (A2, (f2.he)(t) — A2, (f1,h)(2))]

W1+ B0+ 102 (o VB + 1= 1)?
\/1+ (Jo-[2/(4(c = [o-P)))ala = 1)(Jo-|/V2 = r)(1 + |z-] /v/2)o~!
X[|(fr = fas ha = ha)|l7. (2.6.34)

En utilisant (2.6.16), (2.5.6), (2.5.10) et (2.6.19), on obtient (2.2.11). En utili-

sant (2.6.16), (2.5.7), (2.5.11) et (2.6.34), on obtient (2.2.12). On a démontré
le Lemme 2.2.1. U

2.6.2 Preuve du Lemme 2.2.2

Les estimations (2.2.15) et (2.2.16) sont conséquences immédiates de
(2.6.3), (2.5.6) et (2.6.4).
De (2.5.1), (2.5.14), (2.5.7) et de |v_| < ¢, on obtient que I'intégrale

+oo

/ F(o_s +x_ + f(s),v_ + h(s))ds

—0o0

converge absolument pour tout (f,h) € Mry,. De plus, en utilisant (2.5.4),
(2.5.16), puis (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.8), on a pour tout u > 0

T

/ h g(gl(v)—l—/F(vs—ira:+f(s),vs—|—h(s))ds)

—00

+o0

—g(g ™ (v) + / F(u_s+x_+ f(s),v_ + h(s))ds)| dr

—00

/ o . “+o00+00
n3 2/612 +1|<2|2_|' c) / ﬂl + |LU_|/\/§+ <|’U_|/\/§— T)S)_(a+1)d8d7'

1+m u T
) n323,2071(2 +r/c)(1 + |z_|/V2 + (Ju_| /2 — r)u) (@ l). (2.6.35)
< I B _
L gempemale = Dle-1/v2 —r)?
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Ainsi on peut réécrire Al sous la forme

V_, T

+o00
A}}ﬂxf(f, h)(t) =t [g(gl(v) + / Flo_s4+z_+ f(s),v_ + h(s))ds) — v]

—0o0

+/ g(g™ (v-) + / F(v_s+x_+ f(s),v_ + h(s))ds) v] dr

—oo L —00

+oo [ T

+/ g(gl(v)—i—/F(vs—i—x—i—f(s),v—i—h(s))ds)

0 L —00

400
—g(g™ (v-) + / F(v_s+x_+ f(s),v_ + h(s))ds)] dr

—00

_ / [g(gl(v) + / Fo_s+xz_+ f(s),v_+ h(s))ds)

t —00

—g(g v+ / Flo_s+x_ + f(s),v- + h(s))ds)] dr (2.6.36)

—0o0

et on obtient alors (2.2.17) et (2.2.18)-(2.2.19), ou

—+o00

Hy o (f,]h)(t) = /

t

—+o00

[g<gl<v> 4 [ Ploms o+ f(s) 0 + b))

— 00

T

gl () + / F(o_s +2_+ f(s),v_ + h(s))ds)

—00

Les formules (2.6.37) et (2.6.35) donnent (2.2.23). En utilisant (2.6.37), (2.5.4),
(2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.6), on obtient (2.2.22).

En utilisant (2.2.18), (2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.7), on obtient
(2.2.20).

On écrit

dr. (2.6.37)

lv,x(f,h)—Ai_,x_(f,h)(U)Jr/ {g(gl(v)Jr/F(vSﬂLerf(S)?

0

—00

v_ + h(s))ds) — g(g " (v_) + / Flo_s+z_ + f(s),v_ + h(s))ds)] dr.

(2.6.38)
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En utilisant (2.6.38), (2.6.8) et (2.6.35), on obtient (2.2.21).

Finalement on a démontré le Lemme 2.2.2. O

2.6.3 Preuve du Lemme 2.2.3
En utilisant (2.2.4) et (2.2.10), on obtient
H(yfvu*) - (07 O)HT = H(yfau*)HT < p(C, naBaaa ‘U*‘a ’$*’7T)7 T = +oo.

En utilisant (2.2.18), (2.6.11) avec (2.6.16) et (2.5.11) (T' = +o0 et t — +00),
on obtient (2.2.24).
De (2.6.38), on a

lo o (y—sus) = Lo w (0,0)] < AL, (y-,u-)(0) — A,_,_(0,0)(0)] (2.6.39)

+

i { | t e+ [ Fles a0+ u(9)as)

t——+o00 — oo

—g(g7 (v )+ [l Fos+o_ 4y (s),v- + u-(s))ds)

—g(g7(v_) ~|—_fF(v_s +x_,v_)ds)+ g(g~(v_) +_fF(v_s +x_,v_)ds)
~(olg M0 + [T Floos + o +y(s), 0 +u_(s))ds)

ol )+ [P-s () +u(9)d9) + ol 00)

—+00

+ Fls+ o )ds) —glo7(0) +ip<v_s + x_>d8>)} d}‘ |

En utilisant (2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.6), on obtient

tlglg 1w ) + [F(vs+az + f(s),0 + h(s))ds)
~oo (2.6.40)

— 0,
t——+o0

—g(g7t(v_) +_ftF(v_s +x_ + f(s),v- + h(s))ds)

pour tous t > 0, (f,h) € Mr,.
De (2.6.39) et (2.6.40), on obtient

lo o (y—ru-) = Lo (0,0)] < A, . (y—,u-)(0) — A, , (0,0)(0)] (2.6.41)

+ [limy_, 4 oo {fot [g(g_l(v,) + [T F(o_s+x_+y_(s),v- +u_(s))ds)

—9(g7 () + [ Floms + a4 y-(s),v- +u-(s))ds) — g(g" (v-)

+ [ Fu_s+x_,v_)ds) + g(g~ " (v-) + ffoo Flo_s+ax_, U_)ds)] dT}‘ :
En utilisant (2.6.21)-(2.6.23), (2.6.27) et (2.6.33), et en utilisant I'inégalité

I(y—,u)||lr < ple,n, B, e, [u_|, |z_|,r), T = 400, et (2.6.41), nous obtenons
(2.2.26).
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Nous allons maintenant démontrer (2.2.25). Tout d’abord

+oo
vtk a (Y u) =g (vo) + / Fo_s+a_ 4+ y_(s),v- 4+ u_(s))ds).
B (2.6.42)
En utilisant l'intégrale premiere du mouvement E, nous avons |v_| = |v_ +
ko o+ (y_,u_)|, et en appliquant g~ & I'égalité (2.6.42), nous obtenons
kU T ) - +oo
(Yo u) Flu_s+2_ +y_(s),0_ +u_(s))ds.  (2.6.43)
V1= |v_|?/c? —o0

De (2.6.43), (2.6.13), (2.6.14)-(2.6.15), (2.5.7) et (2.5.11) et de [|(y_,u_)[|lr <
ple,n, By, lv_|,|z_|,r), T =400, nous obtenons

+oo +o0
]j;_lw—_ﬁzi’\:/cz — [Flo_s+z_,v_)ds| < /|F(v_s+$_ +y_(s),v_
) fu,(s)) — F(v_s+x_,v_)|ds
w2320 (1 + (I —r 4 1)
S el rpas B
xple,n, B, a,|v_|, |z_]|,7).
Finalement, on a démontré le Lemme 2.2.3. U

2.7 Preuve du Théoreme 2.3.2

On suppose toujours que les constantes «, n, ¢, B1, B2 sont fixées. On fixe
(0,2) e TS* 1.

On utilisera I'inégalité suivante

1 /u 2ﬁ1n

- F(x+70,s0)dr| < , 2.7.1

L R O TR Yy T
pour tous s €]0,c[ et u €] — 00,0]; et on utilisera 'inégalité

1/+OO 2ﬁ1n

- F(x+760,s0)dr| < , 2.7.2

S 0 S VeV T v T

pour tous s €]0,c[ et u € [0, +o00].

Commencons par démontrer (2.7.1) (la preuve de (2.7.2) est tout a fait
similaire a celle de (2.7.1)).

Comme foxz =0et || =1,0na

|z +wb] > |z|/V2 + |w|/V2, (2.7.3)
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pour tout w € R. L’estimation (2.7.1) se déduit alors de (2.5.1), (2.7.3) et
(2.5.6).

Avant de démontrer le Théoreme 2.3.2, nous aurons besoin de trois lemmes
(Lemmes 2.7.1, 2.7.2, 2.7.3) que I'on énonce et que 'on démontre ci-dessous.

Lemme 2.7.1. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), il eziste une fonction

Gen,Bo, x| 2| — 00,0] — [0, 400 intégrable sur | — oo, 0] telle que
L V(x4 ub)y/ z;
(14>61(C707$737u))75 —-1- 2
c
< Gem o proofe) (W) (1 = 82/¢%), (2.7.4)

pour tous u €] — 00,0], s € [z2(c,n, b1, a,|z]), [, ot 29 est défini par (2.3.13)
et

2
=2V (z 4+ ub)/1 — i—z + 1;;2

c2

)dT

51(0,9,23,8,U) =
pour tous u E] - oo,O], ENS [2’2(0,”,51,@7 |$|)>C[

Preuve du Lemme 2.7.1. Solent s €]0,c[, s > 23(c,n, f1, o, |x]) et u €] — 00, 0].
De (2.7.1) et de la définition de z9(c, n, 81, «, |x|) (voir (2.3.13)), on obtient

82
02

En développant le carré de la norme on obtient :

/ (x +70,s0)dr| > . — (2.7.6)

2y/1—s%/c?

2
2
(z + 70, 50)d B s 2 V(x + ub)

/1 iz / N 1—%_\/1—32/02

” 2

1
+ —/F(x+7’49,30)d7' (2.7.7)
s

—00

(remarquons que (B(x)y) oy = 0 pour tous z,y € R™, ou o désigne le produit
scalaire usuel sur R"). En utilisant (2.7.6) et (2.7.7), on obtient

2

1 s6 1 [ru
1_'_6_2 \/m"“fi F(:C‘FTG,SQ)CZT
o(c,0,z,s,u) = - -1

62732

L+ 4(02825 2)
1+

v

—1>-3/4. (2.7.8)

62_32



82 CHAPITRE 2. DIFFUSION INVERSE AUX HAUTES ENERGIES

De plus, de la définition de d1(c, 8, x, s,u), et de (2.1.2)-(2.1.3), (2.5.1), (2.7.1),
(2.5.6) et de 'hypothese s > z5(c, n, B, a, |x]), s < ¢, on a

101(c, 0,2, 5,u)] < m[ﬁﬂ(lﬂxl/\c/f—u/\/ﬁ)a

[ ]

ZZ(C7 n, 617 «, |‘/L’|)2020[2

+

En utilisant le développement de Taylor de la fonction | — 1, +oo[— R,
S (1+8)"Y2end=0,ona,

s2 _ﬁ u 2
(14 01(c,0,z, s,u))_% -1- V(HUHC)Q e —;S;f [F(x+ 70, s0)dr

+3 fol(l —w)(1 +wdi(c,0,z,s,u)">?dw §,(c,0, v, s,u)? (2.7.10)

On estime le premier terme du coté droit de (2.7.10) grace a (2.5.1), (2.7.1),
(2.5.6). On estime le second terme du c6té droit de (2.7.10) en utilisant (2.7.8)
et (2.7.9). En utilisant aussi I'inégalité s > z3(c,n, 01, «, |x]), on obtient fina-
lement

n V(z + ub) — i—i Y o
(1+061(c,0,2,5,u)) 2 —1— =2 < (1=57/¢")Genpo.61.0)al (1)
ol
~ 8n2ﬁ2
Geinspooetel (W) = o G o et LR VE—a VB
+45/23: [Bo(1 + |z]/vV2 — u/V2) ™
n V1=z2(em,Br,00]a))? /248302 (14| /V2—u/v/2) =22 ’
zg(c,n,ﬂ17a,\w|)2a2
Finalement, on a démontré le Lemme 2.7.1. O]

Lemme 2.7.2. Soit 3 un réel strictement positif et soit s €]0,c[, s > z(c,n,
Br, o, |z|). Alors il existe un nombre réel strictement positif kg cn g, a2 tel que

<1+1—82/02

52¢c2

+o0
/ F(x+70,s8)dr

—0o0

N
) — 1| < (1= */A)kgenpraal-

Preuve du Lemme 2.7.2. On définit

2

1 — 2/.2
1=s/c > 0. (2.7.11)

52¢c2

+o00
da(c,0,x,s) = / F(x+ 76, s0)dr

o)
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En utilisant (2.7.1)-(2.7.2) et l'inégalité s > z9(c, n, f1, @, |z|), on obtient

2/ 2 32n2ﬁf
do(c,0,x,5) < (1 —s7/c) . (2.712)
Aza(e,n, B, @, [])2a?(1 + |z]/v/2)%
En utilisant le développement de Taylor de la fonction | — 1, +oo[— R, § —

(1+6)P en d =0, et en utilisant (2.7.11), on obtient

1
<]‘ + (52(0,0,[[‘, S))_B —1= _552(6707x78>/ (]. + w52(079,$,3>>_(6+1)dw.
0

(2.7.13)
De (2.7.11)-(2.7.13), on a

|(1 4 d2(c, 0, x, s))_ﬁ — 1] < Bda(c,0,2,5) < (1 — 32/02)k57c7d7517a,|x‘,

ou
3208n% 32
Az(e,n, Br, o, |z|)2a2(1 + |z]/v/2)%

Finalement, on a démontré le Lemme 2.7.2. O

kg.c.n.p1,00|2] =

On suppose toujours que (6, z) € TS" 1, et que les constantes «, n, ¢, 31,
Bo sont fixées. Soient s €]0,c[, s > 29(c, n, B1, @, |z|), u € [0, +00[. On définit

Ale,0,x,s,u) = (1 +t(c, 0, s, u))_l/z, (2.7.14)
ol
2
1+ 4 | ——=L— 41" F(x+70,s0)dr
C 1_52 C2 S —0o0
t(c,0,x,s,u) = / 5 — 1. (2.7.15)

\/1sz +1 fj;o F(z +70,s0)dr

En développant le carré des normes qui apparaissent au dénominateur et au
numérateur de la fraction du coté droit de (2.7.15), on obtient

1+ %

C

+o0 2
[ F(x+76,s0)dr

—2V(xz +ub)\/1 — s2/c* + 1_85#

<1 L 0o

t(c,0,x,s,u)

52¢2

+oo 2 2
[ F(x+760,s0)dr| |c

2(1—s2 /2 +o00 +o0
s /O [F(x+ 716, 50)dT o [F(x + 70, 50)dr

2
c?

, (2.7.16)

1 2 /02 oo
14 =g5e) ‘ [F(z+70,s0)dr

—00

ou o désigne le produit scalaire sur R”.
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Lemme 2.7.3. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), il existe une fonction
Pen o prael & [0, +00[— [0, 400 intégrable sur [0,4o00] telle que pour tous
$ 6]070[7 s 2 22(C7n7ﬁ17a7 |$|)7 u € [0,—{—00[, on a

/T 52 /2
A(e,0,x,s8,u) — 1 —V(x+ uQ)—S/C

2 <(1- 32/02)hc7n,ﬁo,ﬁ17aa\x|(u)-

Preuwve du Lemme 2.7.3. On cherche tout d’abord une borne supérieure sur
t(c,0,z,s,u). On a

+ 3 fo—i—TQs@ + 3 fo—i—T@s@)d

m Vi 52/C2
— L [T F(x + 70, S@)dT‘ : (2.7.17)
De (2.7.1)-(2.7.2), on a
s6 1 S 451n
———+ - [F(x+70,s0)dT| > — .
V1—s2/c? S/ (@ +76,56)dr VI=s2/  a(s/V2)(1 +|x]/v2)"

(2.7.18)
En utilisant d’abord (2.7.2) puis 'inégalité s > z(c,n, 01, a, |z|) et (2.7.18),
on a
1T
- /F(.CE+T(9, sf)dr| <
s

u

2/6171
(s/V2)a(1 + [zl /v2)

< 1 S 461n
=~ 6 I |z| o
1
< 6\/782 / (x + 70, s0)dr| (2.7.19)
C2

et de (2.7.17) et (2.7.19), on obtient

5
\/732 / (x + 76, s0)d 6 \/752 / (x4 70, s0)d
c? 2
(2.7.20)
En utilisant (2.7.15) et (2.7.20), on a
2 11
t(c,0,x,s,u) > % 1=——. (2.7.21)

36 36
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On cherche maintenant une borne supérieure pour t(c, 0, x, s, u). Le coté
droit de (2.7.16) est une soustraction de deux fractions dont le dénominateur
est plus grand que ¢, ce qui implique

“+o00

1 52 1—%;
lt(c,0,z,s,u)| < =z =2V (x +ub)y/1 — 2T /F(x + 70, s0)dr
2 —+oo —+oo
21-5) F 0, s0)d F 0, s6)d 2.7.22
= (x + 76, s0)dT o (x + 70, s0)dr|, (2.7.22)

ou o désigne le produit scalaire sur R". Ainsi, en utilisant (2.1.2), (2.7.1)-
(2.7.2), on obtient

t(c,0,2,5,u)| < c?y/1—s2/c? [Qﬁo(l + |z /V2 + u/V2)™

\/1 — z(e,n, By, o, |x])?/c? n’fi8 (2.7.23)
e proc el a2(1+ [2l/V3 + u/ VD -~
\/1 — z(e,n, By, o, |x])?/c? n* ;32

a(en fuajz)? a2(1+ 2] /V2+u/V2)o (1 + |2]/v2)~

En utilisant (2.7.14), (2.7.21), et le développement de Taylor de la fonction
] —1,400[—= R, §— (1 +3)"/2 en § = 0, et en utilisant (2.7.16), on obtient

1% 0)\/1 — s%2/c?
Ac,0,x,s,u) — 1 — (z + ) /e

c2

1

1 3 5
= —§t(c, 0,z,s,u) + 2 /(1 —w)(14+w t(c,0,z,s,u)) " 2dw t(c,0,x,5,u)?

c
Vi(r+uf)y/1 -5 11— y
< > 1—|1+ 02326 /F(x + 70, s0)dr

o0

2(1-s2/2) [ too
WD) [|F(x+ 70, s0)|dr f|F(m+T«9,39)|dT

u
2
02

s2¢2

<1+%'fF (x4 70, s0)dr
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2

1—s2/c? e
1 p JF(x+ 76, s0)dr 3 o5
v _5
5 +oo 2 8(%) t(C,Q,ZyS,u)Z' (2 724)
(1 + (1;‘3—262) [F(x+70,s0)dr ) c?

On utilise le Lemme 2.7.2, les conditions (2.1.2) et le fait que s > z9(c, n, (1, @,
|z|) pour estimer le premier terme du coté droit de I'inégalité (2.7.24). Afin
d’estimer les deuxieéme et troisieme termes du coté droit de 'inégalité (2.7.24),
on utilise le fait que le dénominateur est plus grand que 2, et on utilise aussi
(2.7.1)-(2.7.2), et le fait que s > z(e,n, f1,a,|z|). On estime le quatriéme
terme du coté droit de 'inégalité (2.7.24) par (2.7.23). Ainsi on obtient

14 0)r/1 — s2/c2
A(C,Q,aﬁ,s’u)_l_ (SL'—i—u)\/T

2 < (1 - 52/62)h07nﬂ0,5170¢:\1|(u)a

ou

Pen 60,61 0002 (1) =

1 —

S Lol /Y2 0/ V2 { By T = 2200, B o] P2
4/32n?

06222<C, n, 617 «, |I’D

g () E Bl o)V + u/VB)

An*Bi\/1 — za(e,n, B, o, |2])?/
_l’_
ale,n, By o, [2))202(1 + |2]/vV2 + u/V2)/?

X ((1 ) /V2 4+ u/V2) T+ 41+ yx\/\/é)*a)] 2} .

> ((1 ] /V2 4 u/V2) T+ 4(1 + |x|/\/§),a>

Finalement, on a démontré le Lemme 2.7.3. O

Preuve du Théoréme 2.3.2. On suppose que les constantes «, n, ¢, 31 et (o

sont fixées. Soit (6, 7) € TS" ! et soit s €]0,¢c[, s > 22(c,n, B1,a,|z]). On va

étudier 'asymptotique de I ,(0,0) qui est défini par la formule (2.2.19).
Tout d’abord, on cherche I'asymptotique de

0 T

/ g(g7"(s0) + / F(usf + x, s0)du) — s6 | dr.

—00 —00
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Par les changements de variables sucessifs « 7 »= s7, puis « u »= su, on obtient

0 T

/ g(g7"(s0) + /F(us@ + x,s0)du) — sO| dr

—00 —00

) /0 \/l_esw%-s%_{OF(u@jo,se)du

—o0 —2
\/1+c \/1—

En développant le carré de la norme qui apparait au dénominateur de la frac-
tion sous l'intégrale du c6té droit de I’égalité (2.7.25), ce dénominateur devient

— 0| dr. (2.7.25)

+1 fF (uf + z, sﬁ)du

oy —1/2
I+c / (uf + z, s6)du =
\/1 — 32/02
(14 61(c, 0,2, 5,71)" 21 —52/(: )2, (2.7.26)

ou d; est défini par (2.7.5). On définit

A(0,z,s) = ‘(1 — s%/c?) 2 fo {g(g_l(SQ) +_fTF(u59 + z, 80)du) — 39} dr

—0o0

—c? fBOOV(Te + 2)d70 — 572 fEOOfIOOF(UH +z, s@)dudT) . (2.7.27)

De (2.7.25)-(2.7.27), on a

0 1
A(O,2,8) < [ ‘(1 +01(c,0,2,8,7)) 2 —1—c V(70 + 2)/1 — 32/02‘

X (W+s_2 [1F(ub + z, 59)|du) dr

(14 V(10 +2) 1—‘2—2)(%+§2 fF(u0+x,50)du>

+f

T dr.  (2.7.28)

On estime la premiere intégrale du coté droit de (2.7.28) en utilisant le
Lemme 2.7.1. Par conséquent en développant le premier produit sous la se-
conde intégrale de la forme ffoo située du coté droit de (2.7.28), on obtient

(009 T E Hpnito) (1341 F JiFan s

s0)|du) +

———L — — W (0 + )0 — 572 [F(ud + z,s0)du

79”) fF (uf + x, s6)du

] dr. (2.7.29)
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On définit [V|o = sup,ega [V (y)|. En utilisant (2.7.29), (2.1.2), (2.7.1)-(2.7.2)
et (2.5.8), et le fait que s > z3(c,n, By, a, |x]), on a

2 2 \/1*22(6,%,,@1,&,|$‘)2/C2 /8 ’I'L2\/§
M(0,2,5) < 152/ [(1 R CE NN ) R (R YV

0 G Bind|V] oo
X S Gem el ()7 + IV (27.30)

Maintenant, on cherche 'asymptotique de

/ g(g7(s0) + /F(us@ 4, 80)du) — g(g~ ' (s0) + /F(usé’ + x,80)du) | dr.

Par les changements de variables « 7 »= s7, puis « u »= su, on a

+o00o T
/ g(g7(s0) + /F(us@ + x,50)du)
0 -0
+o00
— g(g"(s0) + /F(use + x,s0)du) | dr
+oo \/liw%—s%_{OF(uQ—l—x,s@)du

2

-/ Jroe

+o0
0 1
+ % [F(uf + z,s0)du
\/1—s2/c? 5

— - dr. (2.7.31)

+oo
\/1—1—0—2 0+ 1 [F(ub+x,s0)du

£/ 1—82/c?
On étudie tout d’abord le dénominateur de la premiere fraction qui est sous
I'intégrale de (2.7.31). De (2.7.15) et (2.7.14), on a
2) -

2
) Alc,0,x,s,7).(2.7.32)

\/fzw + %_&F(u@ + x, s0)du

D=

41 [F(ub+ z,s6)du

+oo
0+ 1 [F(ub + z, s0)du
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On définit

MAo(c,0,2,8) = |(1 — s2/c2) 2 J;[OO {g(g_l(se) +_fT F(usf + z, sf)du)

—g(g7'(s0) + [ F(usb + z, s@)du)} dr
—c 2 0+°o V(70 + 2)dT0 + s>

f:oo F(uf + x, s@)dudT‘ . (2.7.33)
De (2.7.31)-(2.7.33), on déduit

Ao(c,0,2,5) < Agq(c,0,x,8) + Aao(c, 0, z, s) (2.7.34)
ou

Mople.biws) = [ |0-52)73 |1+
0

vt

o=

f F(uf+x,30)du

02

X <A(c, 0,2,8,7)—1—=V(r0 + x)

0 1
X =
(7

—+ 5 [ F(u9+x,39)du)

dr,
(2.7.35)
o\
+1 fooF(ue-i-x,sO)d
+oo 2,_1 17% é—oo
Aos(c,0,2,8) = f (1—i—2) 2 | 1+ c ~
0
iz
X [(1+V(79+x) 0232) (\/19 =+ % fF (ud + z, sﬁ)du)
9 1 o ) o 7'9+:L‘)
_<\/m+8—2_fF(u6+x,39 )] 6
“+o0o
5 [ F(uf + z,s0)du|dr.
(2.7.36)
Commencons par estimer Aq1(c, 0, z,s).
Du Lemme 2.7.3 et de (2.7.35), on a

+00 2\
A271(c,9,x,s)§\/1—i—§<1+§2 \/m%—%_{OF(u@jo,sQ)du )
+00
X<\/1lsﬁ > f|Fu9+w s0) |du>

fh'cnﬁo ﬁ1o¢\x|( )dT (2737)

N|=
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De plus, en développant le carré de la norme apparaissant dans le premier
terme ci-dessous, on a

ol

2. —

W—i— f F(uf + z, s6)du

1+ 02
+o00 2 _%
1— 2/.2
=+/1—1s2/c? 1++2/C /F(uQ—l—x,sG)du (2.7.38)
s2c

iy (2.7.39)

En utilisant (2.7.37)-(2.7.39), (2.7.1), (2.7.2), et le fait que s >
z9(c, n, 1, av, |x]), on obtient

AQ 1(C 0,x S) < m( ﬁln\/l Z2 G n 617 |$|)2/024\/_>

(e, d, Br, o, |z))2a(l + |o] /V2)°

“+oo
x /0 he,n, 0,810l (T)dT. (2.7.40)

Estimons maintenant Aso(c, 0, x, s).

De (2.7.36) et (2.7.38), on a

+00
Aga(c,0,2,8) < [ (1+1 AL )du

0

—5 fF (ub + x, s0)du + 79“)0

dr

: lszzz/c V(T + x) fF(uH + x, s6)du

dr. (2.7.41)

52¢2

‘Vl lia V(r0+z) [F(uf+ z,s0)du

Ainsi en utilisant le Lemme 2.7.2, les conditions (2.1.2), et (2.5.1), (2.7.3),
(2.5.6), (2.5.7) et (2.7.1)-(2.7.2), et le fait que s > z3(e, n, (1, a, |z|), on obtient

2 B) k1/2,c,n,ﬁ ,a,\z|\/17Z2(Cvn7ﬁlvar‘x|)2/c2
Aaz(e,6.2,8) < /1= 82/ { (e D(CHal V)T

y ( YV Y. nﬁoalsw_m(c,n,gl,Q,W/@)

2(en,B1,0,]z])2a z2(e;n,B1,0,| 7)) 22 a(1+|z|/v/2)®

nBoB18
Zz(c,n,ﬁl70«|I\)20201(@—1)(1+\$|/\/§)2°"1} ’ (2'7'42)
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De (2.2.19), (2.7.27), (2.7.30), (2.7.33), (2.7.35)-(2.7.36), (2.7.40) et
(2.7.42), on déduit qu'il existe Cen,po,Br0.z| telle que

Ll LPV(O.0)0+ 5 f) [ Fla -+ b, s6)dudr

_si2 fi)oofjoo F(z +uf, SQ)dUdT‘ <Ai(c, 0,2, 5) + Na(c, 0,2, 5)
< Cenfoprafal v/ 1 — 82/ (2.7.43)

L’estimée (2.3.14) se déduit de (2.7.43). Finalement, on a démontré le
Théoreme 2.3.2. O

2.8 A propos du temps de retard

Comme nous 'avons déja mentionné dans la section 2.3, en utilisant les
Théoremes 2.3.1 et 2.3.2 nous pouvons obtenir 'asymptotique et des esti-
mations pour des fonctions s’exprimant a l'aide de a(v_,x_) et b(v_,x_)
lorsque 'on considere de la diffusion aux petits angles. Dans cette section,
nous considérons notamment le cas du temps de retard. Nous rappelons la
définition du temps de retard, puis nous en donnons une estimation et une
asymptotique dans le cas de la diffusion aux petits angles (sous-section 2.8.1).
Nous montrons que I'asymptotique trouvée pour le temps de retard détermine
de maniere unique le potentiel scalaire V' et nous montrons aussi que cette
asymptotique détermine de maniere unique le champ B si B est magnétique
(i.e. B € Finag(R™)), mais qu’elle ne détermine pas de maniere unique B si
B & Frnag(R™) et n > 3 (Proposition 2.8.1 de la sous-section 2.8.2). Dans la
sous-section 2.8.3, on démontre la Proposition 2.8.1.

2.8.1 Définition, estimation, asymptotique
Le temps de retard 7(v_,z_) est défini pour tout (v_,z_) € D(S) par

v_ox_ —a(v_,x_)oblv_,z_)

T(v_,x_) = o]
_ —v_o bsc(v_, x_) —ZI_o asc(v—7x—) (2 ] 1)
- -2 a
_asc(v—v CL‘_) © bsc(?}_, I_)
v

Commencons par rappeler le sens physique de 7(v_,z_). Soit (v_,x_) €
D(S). Désignons par z(t) la solution de (2.1.1) vérifiant les conditions initiales
(2.1.4). Pour un réel R > |z(0)|, on pose

T(w_,z_,R) = sup{t € |0,+o0[ | Vu € [0,t] |z(u)] < R}
—inf{t €] — 00,0] | Vu € [0,t] |z(u)| < R}.
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Autrement dit, pour tout R > |z(0)], T'(v_,z_, R) désigne la durée pendant
laquelle la solution x(t) appartient & la boule euclidienne fermée de R™ centrée
en 0 et de rayon R, cette durée étant calculée relativement au temps ¢ = 0.
Alors on a

T(v_,z_)= lim <T(v_,x_,R) - ﬁ) , (v_,xz_) € D(9). (2.8.2)

R fo_|

Remarquons que si V= 0 et B = 0, alors 7(v_,z_) = 0 pour tout
(v_,z_) € B, xR" v_ #£0.

En utilisant la définition du temps de retard donnée par (2.8.1), et en
utilisant les Théoremes 2.3.1, 2.3.2, nous obtenons le Théoreme suivant qui
donne une estimation du temps de retard 7 dans le cas d’une diffusion aux
petits angles.

Théoreme 2.8.1. Supposons les conditions (2.1.2)-(2.1.3) vérifies. Soient
(0,2) € TS™ ' et B = max(B,3), 0 <r < 1,7 < ¢/V/2. Soit s €]0,c[ tel que
s > sole,m, By, B, o, ||, 1), 0t o est défini a la fin de la section 2.3. Alors on

“+o00 “+00

/x o VV(nf + z)dn — ! /x (B(nf + z)s8) dn

1
7(s0,z) — —
52 C
T2 00 —00

€p c,n,ﬁ,ﬁ,a,s,x,r 52
< ( : 3 | | )+CC,7Z,[30,/31,O¢7\$| 1—- g (2'8'3)
1-3%
c

’.CC‘&TG(C,n,ﬁl,ﬂ,O[,S, |Q3‘, ) 8\/_£ (C n 61705787 ‘LU| T O)ﬁln
+
S s2a(1+ |z]/v2)°
+25—(C7n7ﬁ1>a7$7 |$‘7T70)5a(canaﬁlaﬁva7s7 ’$|, )

S

?

ot C est la constante apparaissant dans (2.3.14) et e,, ey, £ sont définis par
(2.2.25), (2.2.26), (2.2.16).

Le Théoreme 2.8.1 donne, en particulier, une asymptotique du temps de
retard lorsque ¢, 31, B, a, n, _, x_ sont fixés (ot v_ = v_/|v_|) et |v_]| croit
ou, e.g., lorsque ¢, By, o, a, m, v_, T_ sont fixés et |x_| croit. En particulier,
du Théoreme 2.8.1, et de (2.2.25), (2.2.26), (2.2.16), on a

Théoréme 2.8.2. Soient (,z) € TS" . Supposons les conditions (2.1.2)-
(2.1.3) vérifiées. Alors on a

+oo +oo
3
lim A T(s6,x) = /x o VV(nf + z)dn — /:c (B(nh + x)0)dn. (2.8.4)
s<c 1 82

2 —00 —00
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2.8.2 Détermination du champ de force

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3) et pour tout (f,z) € TS""!, on note
W(V,B,0,x) le réel

+oo +o0

W(V,B,0,z) = / xoVV(nd + z)dn — / z(B(nd +x)0)dn (2.8.5)

—00 —00

(W(V,B,0,x) est le membre de droite de (2.8.4)). On s’intéresse a la ques-
tion de la reconstruction de V, B a partir de W (V, B, 0,z) donné pour tout
(0,7) € TS™ ! ie. & la question de la reconstruction de V, B & partir de
l'asymptotique aux hautes énergies trouvée pour le temps de retard (voir
(2.8.4)). Avant d’énoncer la Proposition 2.8.1 qui répond a cette question,
nous introduisons de nouvelles fonctions Wy, W5 et W.

Pour V satisfaisant (2.1.2) et pour tout (f,z) € TS"', on définit le réel
Wi(V, 0, z) par

+o0o
Wi(V,0,x) :/ xoVV(nl +z)dn ; (2.8.6)
et pour B € C1(R", A, (R)) satisfaisant (2.1.3) et pour tout (0, z) € TS"!, on
définit le réel Wy(B, 0, x) par

“+oo

Wy(B,0,z) = / x(B(nd + z)0)dn. (2.8.7)

—0o0
Les relations entre les fonctions W, Wi et W, sont

2WA(V,6,2) = W(V, B,0,) + W(V, B, ~0,2), 255)
—QWQ(B,Q,ZU) :W(‘/,B,Q,Jf)—W(‘/,B,—Q,ZII), o
pour tout (6,z) € TS" 1. )
Sous les conditions (2.1.3), on définit la fonction Wy : R™ x (R"\{0}) — R
par
. y xo

Wa(z,y) = —2Wo(B, =,z — yy), pour tout (z,y) € R" x (R"\{0}).

yl™ P
] (2.8.9)
Sous les conditions (2.1.3), on a W, € CH(R"™ x (R™\{0}),R) et

WaGe) = [ Bl + 2)n, pour tout (z,9) € B x (R\(0}),

(2.8.10)
Nous pouvons désormais énoncer la Proposition 2.8.1.

Proposition 2.8.1. Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a :
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1. le réel W(V,B,0,z) donné pour tout (0,z) € TS" ' détermine de
maniere unique V', et on dispose de [’égalité suivante

+o00
PV (0,x) = —/ 1W1(V,9,qa:)dq, (2.8.11)
1 q

pour tout (0,2) € TS 2 #0;
2. 8i B € Fnag(R™), le réel W(V, B,0,x) donné pour tout (0,z) € TS"!
détermine de maniere unique B et on dispose des égalités suivantes

1
sin=2, PBia(0,q0") = —5W2(B, 0,q0") (2.8.12)

pour tout 0 = (01,0,) €S, ¢ €R, ¢ #0 ot 6+ = (—64,0,) ;

OW. oW

+00
sin>2, PB;y(0,z) = /1 [9k o
(2.8.13)
pour tout (0,x) € Vi, ot i,k sont deuzx entiers distincts compris entre
1 et n, et V; ) est définie par (2.1.15) ;
3. 8t B & Frag(R™), le réel W(V, B,6,z) donné pour tout (6,z) € TS"*

ne détermine pas de maniere unique B.

Remarque 2.8.1. Si n = 2, on remarque que C'(R™, A,(R)) = Fpnae(R™).
Autrement dit, en dimension n = 2, tout champ B € C'(R? Ay(R)) est
magnétique.

En tenant compte du Théoreme 2.8.2, de la Proposition 2.8.1 et des
égalités (2.8.8) et de la définition donnée par (2.8.9), et en tenant compte aussi
des formules d’inversion de la transformée de rayons X, P, (voir annexe, sec-
tion A.3, formule (A.3.10)), on obtient que 'asymptotique aux hautes énergies
trouvée pour le temps de retard détermine de maniere unique le potentiel
scalaire V' et détermine de maniere unique le champ B si B est magnétique
(i.e. B € Fiag(R™)), mais qu’elle ne détermine pas de maniére unique B si

B & Frag(R™) et n > 3.

2.8.3 Preuve de la Proposition 2.8.1

On commence par démontrer le premier item. Pour cela, compte tenu des
propriétés d’inversion de la transformée de rayons X (voir section A.3), il suffit
de démontrer (2.8.11). Soit (#,x) € TS™!, x # 0. On considere ¢y, : R — R,
défini par

+oo
0ale) = PVO.00) = [ V(0 + sy (2814)

—0o0
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pour tout ¢ € R. Sous les conditions (2.1.2), on a ¢y, € C*'(R,R) et

d¢0,a§ o too
d (q) = z o VV (nf + qz)dn, (2.8.15)

[e.9]

pour tout ¢ € R. De (2.1.2), on a

V(06 + qz)| < Bo(1+ /112 + |qu[?) ™ < Bo2% (L + ] + gz )™
pour tout n € R, ce qui implique |¢g.(q)] < Bo 2i L(1+ |gz|)=o*!, et
|#0,:(q)] — 0, quand [g| — +o0. (2.8.16)

De (2.8.14)-(2.8.16), on obtient

+oo +oo
PV(0,2) = ¢p.(1 / 1/ (qz) o VV (0l + qx)dn. (2.8.17)

L’égalité (2.8.11) se déduit de (2.8.17) et (2.8.6)

Démontrons maintenant le deuxieme item. Pour cela, compte tenu des
propriétés d’inversion de la transformée de rayons X (voir section A.3), il suffit
de démontrer (2.8.13).

Sous les conditions (2.1.2) et de (2.8.10), on a

oW T, " [t 9B,
3; (z,y) = / Byj(ny + x)dny; + > / o1, L(ny + ) dnwmy;,

j=1 m,j=1

(2.8.18)
pour tout (y,z) € (R"\{0}) xR", I=1...n
Soient i et k deux entiers distincts compris entre 1 et n. Soit (6, x) € V; .
Comme B(z') est une matrice antisymétrique pour tout ' € R™, et comme
(0,2) € Vig, de (2.8.18) on obtient

8W 8W +oo
0 0.0) = 0.5 2 (2.0) = / Bi(nf + )dn (2.8.19)
n +oo OB, y too aB
i Z [/ 3; (06 + )y 0:6 — / Oxy, = (10 + x)dnz;6; }
j=1 —00 1 oo
" +o0 0B +o0o OB
+Z {/ 8;k(n9+x)dnxﬂk / aw k(06 + x)dna,0; ek} ,
Jj=1 > v —o0

En remplacant 67 par 1 — 67 dans (2.8.19) et en remplacant 67 par 1 — 67 dans
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(2.8.19), on obtient

+oo
ek%‘fz (2,0) — 6,272 5W2 Gt = / Bix(nf + x)dn (2.8.20)
8B i OB;,
OB, 1
_Zx] { S0+ ) + 07 (7794—:76)](177
+oo a 83]71
On remarque que
G 0+ @) + O 2 (0f +2) = -Banf +a),  (28.21)
0B, OB, d
0 0 - o j . .
8931 "0 + x) + O o k(0o + x) dan(ne +1z), (2.8.22)

pour tout € R (on rappelle que (0, z) € V; ;). De (2.8.20)-(2.8.22) et comme
B € Fray(R™), on a

8W2 3W2 +o00 +oo
Oy, o (x, 6)—‘91'8—%(%,0) = /_Oo i k(no+x) dn+z a:]/ B; i (nf+x)dn.
(2.8.23)
On considere la fonction WQx g : R — R définie par
Warsle) =a [ Bualao +v0)dn (2.8.24)
pour tout ¢ € R. Sous les conditions (2.1.3), ngg € C'(R,R) et
dWa, g oo
d (q) = /_Oo ik (qr+n0) dn+q2/ Bix(nf+qx)dn, (2.8.25)
pour tout ¢ € R. De (2.8.25) et (2.8.23), on a
8W2 aWQ dWQmB
O 0)—0,—— 0 : 2.8.2
o, 4. 0) = Oy =lax, 0) = =5 = (4), (2.8.26)
De (2.1.3),
Woro@l < lald [ (14 fao -+ npl)
otl e —a—1
< Bilgl22 (1 + lgllz| + [nl)=*dn
y ]2““’00 o3
< B—1 < b (2.8.27)

a(l +[gllz))* = alz|(1+ (gl |z[)*
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pour tout ¢ € R. De (2.8.27), on a ng,g(q) — 0 quand |q| — +o0, ce qui avec
(2.8.26) et (2.8.24) donne (2.8.13).

Pour démontrer le troisieme item, il suffit d’exhiber un champ B non nul
vérifiant (2.1.3) pour lequel W(B,6,x) = 0 pour tout (6,z) € TS"!, ot W,
est défini par (2.8.7). On considere le cas n > 3 (voir Remarque 2.8.1 et le
deuxiéme item de la Proposition 2.8.1). Considérons par exemple le champ
B € CYR™, A,(R)) défini par

Y193 —Y1Y2 y?
Bral) = 3y oW =gy P50 =gy B8

B;i(y) =0, pour tout j,k=1...n, j &{1,2,3}, (2.8.29)

pour tout y € R", ou h est la fonction de [0, +-00[ dans R définie par h(t) = (1+
t2)8.t € [0, 40|, B étant une constante réelle positive vérifiant 3 > O‘T”’ Alors
B vérifie les conditions (2.1.3); et pour tout (6,z) € TS"™! (0 = (64,...,0,),
xr=(x1,...,2,)), 0on a

“+oo
Wy(B,0,z) = / x(B(nf + 2)0)dn = (z x 0) o w(f, x), (2.8.30)
o x désigne le produit vectoriel de vecteurs dans R3 et 7 = (x1,79,73),

0= (01,‘92,93) et

+o0 +oo
w(f,r) = (/ By 3(nf + x)dn, — / By 3(n + x)dn,

o0 — 00

/ T Buand + x)dn> | (2.8.31)

—00

(nf1+x1)(nb3+x3)

h(y/m?+|z[?)

400 +o00 2
Ui
Bua(nf +2)dy = ( / —dwl) s
/—oo —00 h(\/ﬁQ + ‘iL"Q)

oo |

De la méme maniere on calcule la deuxieme et la troisieme composantes de
w(f, x) et on obtient

Comme Bja(nf + x) = pour tout n € R, on obtient

w(®,z) = /+m”—2d9 g+ /M;d:ﬂ %
I VANV o e W) )T

ce qui, avec (2.8.30), prouve que Wy(B,0,z) = 0. O
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Chapitre 3

Problemes inverses a énergie
fixée

N. B. : les sections 3.1-3.6 de ce chapitre sont extraites de [Jol07b]. Dans
la section 3.7, on complete l'article [JolO7b] en présentant une preuve de la
Proposition 3.3.2 et des formules (3.3.9)-(3.3.10) formulées dans la Proposition
3.3.1.

3.1 Introduction

3.1.1 Relativistic Newton equation

Consider the Newton-Einstein equation in a static electromagnetic field
in an open subset 2 of R", n > 2,

p=-VV(z)+ +B(z)t,
p=——, (3.1.1)
1- 1212
. . . . . - d s dx
where = z(t) is a C' function with values in Q, p = 2, & = % and

V € C*(Q,R) (i.e. there exists V € C*(R",R) such that V restricted to Q is
equal to V), B € Fpag(Q) where F,0,(2) is the family of magnetic fields on
Q, Le. Frag(Q) = {B' € C(, A,(R)) | B' = (B,), %B,’ﬁ’l(x) + a%le{,k(x) +
%B{ﬂ»(m) =0, z€D, ik, l=1...n} and A,(R) denotes the space of n x n
real antisymmetric matrices.

By ||V|lc2q we denote the supremum of the set {|0.V(x)| | z € ,
J = (1, Jn) € NS0 ji < 2} and by || B||c1o we denote the supremum of
the set {|0IB;x(z)] |z €, ,k=1...n, 5= (j1,..,7n) € N", D" 5 <1}

The equation (3.1.1) is an equation for # = x(t) and is the equation of
motion in R™ of a relativistic particle of mass m = 1 and charge e = 1 in
an external electromagnetic field described by V' and B (see [Ein07] and, for
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example, Section 17 of [LL71]). In this equation z is the position of the particle,
p is its impulse, ¢ is the time and c is the speed of light.
For the equation (3.1.1) the energy

p()[>

E=c*/1+ 5
c

+V(x(t) (3.1.2)

is an integral of motion. We denote by B, the euclidean open ball whose radius
is ¢ and whose centre is 0.

In this paper we consider the equation (3.1.1) in two situations. We study
equation (3.1.1) when

Q2 = D where D is a bounded strictly convex in the strong sense

open domain of R"*, n > 2, with C? boundary. (3.1.3)
And we study equation (3.1.1) when
— R”™ J1 < B —a—|j1] n >
Q=R"and [07'V (x)| < B, (1 + |=]) , t€R™ n>2 (3.1.4)

102 Bi ()| < Bjaper (1 + Jz) 71712z e R™,

for |j1| < 2,]j2| < 1,4,k =1...n and some a > 1 (here j is the multiindex
JeN" |j| =", ji and §; are positive real constants).

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.3), we consider boundary
data. For equation (3.1.1) under condition (3.1.4), we consider scattering data.

3.1.2 Boundary data

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.3), one can prove that at
sufficiently large energy E (i.e. E > E(||V||c2.p, | Bllct.p, D)), the solutions x
at energy F have the following properties (see Properties (3.2.1) and (3.2.2)
in Section 3.2 and see Section 3.6) :

for each solution x(t) there are t1,t; € R, t; < ty, such that
x € C3([ty, ta], R™), x(t1), z(t2) € OD,x(t) € D for t €]ty, ta], (3.1.5)
x(s1) # x(sg) for sy, 89 € [t1,ta], $1 # Sa;

for any two distinct points g, ¢ € D, there is one and only one solution
x(t) = z(t, F, qv, q) such that x(0) = go, z(s) = ¢ for some s > 0.
(3.1.6)
Let (qo, q) be two distinct points of 9D. By sy g(E, qo, q) we denote the time
at which z(t, E, qo,q) reaches ¢ from qo. By kovp(E,q,q) we denote the
velocity vector (0, E, qo,q). By kv.s(E,q,q) we denote the velocity vector

'i‘(SV,B(E? qo, Q)u E7 qo, q) We consider kO,V,B(‘E’ qo, Q)7 kV,B<E7 qo, Q>7 qo, q € aD?
qo # q, as the boundary value data.

Remark 3.1.1. For qy,q € 9D, qo # q, the trajectory of z(t, F, qo, q) and
the trajectory of x(t, E, q, qo) are distinct, in general.
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Note that in the present paper we always assume that the aforementioned
real constant E(||V||¢c2.p, [|Bllct.p, D), considered as function of ||V||c2 p and
| Bl|ct,p, satisfies

E(M, Ao, D) < E(N:, Ny, D) if Ay < X, and Ay < A}, (3.1.7)

for Ay, Ao, A1, A, € [0, 400/

3.1.3 Scattering data

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.4), the following is valid (see
[Yaj82]) : for any (v_,z_) € B.xR", v_ # 0, the equation (3.1.1) has a unique
solution = € C*(R,R") such that

z(t) =v_t+xz_ +y_(1), (3.1.8)
where _(t) — 0, y_(t) — 0, ast — —oo; in addition for almost any (v_,z_) €
B.xR", v_ %0,

x(t) = vyt +xy + yo (1), (3.1.9)
where vy # 0, [y | < ¢, vy =a(v_,z-), 1 = bv_,z_), Y+ (t) = 0, y4(¢) — 0,

as t — 4o00.
For an energy E > 2, the map Sg : Sp X R® — Sp x R" (where Sp =

{veB.||v=c/1- (%)2}) given by the formulas
vy =alv_,x_), x4 =blv_,z_), (3.1.10)

is called the scattering map at fixed energy E for the equation (3.1.1) under
condition (3.1.4). By D(Sg) we denote the domain of definition of Sg. The
data a(v_,z_), b(v_,z_) for (v_,z_) € D(Sg) are called the scattering data
at fixed energy E for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4).

3.1.4 Inverse scattering and boundary value problems

In the present paper, we consider the following inverse boundary value
problem at fixed energy for the equation (3.1.1) under condition (3.1.3) :

Problem 1 : given ky 5(E, q,q), kov.s(E,q,q) for all qo,q € 0D,
Qo # q, at fixed sufficiently large energy E, find V' and B.

The main results of the present work include the following theorem of unique-
ness for Problem 1.

Theorem 3.1.1. At fited E > E(||V||c2.p, ||Bllct,p, D), the boundary data
kv.s(E, q.q), (q,q) € 0D x 0D, qo # q, uniquely determine V, B.

At fized E > E(||V||c2.p, || Bllcr.p, D), the boundary data ko v s(E, qo,q),
(qo,q) € 0D x 0D, qo # q, uniquely determine V, B.



102 CHAPITRE 3. PROBLEMES INVERSES A ENERGIE FIXEE

Theorem 3.1.1 follows from Theorem 3.3.1 given in Section 3.3.
In the present paper, we also consider the following inverse scattering
problem at fixed energy for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4) :

Problem 2 : given Sg at fixed energy F, find V and B.

The main results of the present work include the following theorem of unique-
ness for Problem 2.

Theorem 3.1.2. Let A € R* and let D be a bounded strictly convex in
the strong sense open domain of R" with C* boundary. Let V1, Vy € CZ(R", R),
By, By € CHR, Au(R)) N Frnay(R), max((|Vi ez, [Vallew, s | Bulles o, | B
lo1.p) < A, and supp(V1) U supp(V2) Usupp(B1) U supp(Bz) € D. Let S be
the scattering map at fived energy E subordinate to (V,,, B,) for iy =1,2. Then
there exists a nonnegative real constant E(\, D) such that for any E > E(\, D),
(V1, By) = (Va, Bo) if and only if St = S%.

Theorem 3.1.2 follows from Theorem 3.1.1, (3.1.7) and Proposition 3.2.1
of Section 3.2.

Remark 3.1.2. Note that for V € C2(R",R), if E < ¢ +sup{V(z) |z €
R™} then Sg does not determine uniquely V.

Remark 3.1.3. Theorems 1.1 and 1.2 give uniqueness results. In this
paper we do not prove and do not obtain stability results for Problem 1 and
for Problem 2.

3.1.5 Historical remarks

An inverse boundary value problem at fixed energy and at high energies
was studied in [GN83] for the multidimensional nonrelativistic Newton equa-
tion (without magnetic field) in a bounded open strictly convex domain. In
[GN83] results of uniqueness and stability for the inverse boundary value pro-
blem at fixed energy are derived from results for the problem of determining an
isotropic Riemannian metric from its hodograph (for this geometrical problem,
see [MR78], [Bey79] and [BG80]).

Novikov [Nov99] studied inverse scattering for nonrelativistic multidimen-
sional Newton equation (without magnetic field). Novikov [Nov99] gave, in
particular, a connection between the inverse scattering problem at fixed energy
and Gerver-Nadirashvili’s inverse boundary value problem at fixed energy. De-
veloping the approach of [GN83] and [Nov99], the author [Jol06] studied an
inverse boundary problem and inverse scattering problem for the multidimen-
sional relativistic Newton equation (without magnetic field) at fixed energy. In
[Jol06] results of uniqueness and stability are obtained.

Inverse scattering at high energies for the relativistic multidimensional
Newton equation was studied by the author (see [Jol05a], [Jol05b]).
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As regards analogs of Theorems 3.1.1, 3.1.2 and Proposition 3.2.1 for
the case B = 0 for nonrelativistic quantum mechanics see [Nov88], [NSU8S],
[Nov05] and further references therein. As regards an analog of Theorem 3.1.2
for the case B = 0 for relativistic quantum mechanics see [Is097]. As regards
analogs of Theorems 3.1.1, 3.1.2 for the case B # 0 for nonrelativistic quantum
mechanics, see [ER95], [NSU95] and further references given therein.

As regards results given in the literature on inverse scattering in quantum
mechanics at high energy limit see references given in [Jol05b].

3.1.6 Structure of the paper

The paper is organized as follows. In Section 3.2, we give some properties
of boundary data and scattering data and we connect the inverse scattering
problem at fixed energy to the inverse boundary value problem at fixed energy.
In Section 3.3, we give, actually, a proof of Theorem 1.1 (based on Theorem
3.1 formulated in Section 3). Section 3.4 is devoted to the proof of Lemma
3.3.1 and Theorem 3.3.1 formulated in Section 3.3. Section 3.5 is devoted to
the proof of Lemma 3.2.1 and Proposition 3.3.1 formulated in Section 3.2 and
in Section 3.3. Section 3.6 is devoted to the proof of Properties (3.2.1) and
(3.2.2).

Acknowledgement. This work was fulfilled in the framework of Ph. D. thesis
research under the direction of R.G. Novikov.

3.2 Scattering data and boundary value data

3.2.1 Properties of the boundary value data

Let D be a bounded strictly convex open subset of R”, n > 2, with C?
boundary.

At fixed sufficiently large energy E (i.e. E > E(|Vlc2p, ||Bllct.p, D)
> ¢® 4 sup,.p V(z)) solutions x(t) of the equation (3.1.1) under condition
(3.1.3) have the following properties (see Section 3.6) :

for each solution z(t) there are t,ty € R, t; < to, such that

x € C3([ty,ta], R"), z(t1), 2(t2) € OD, x(t) € D for t €ty, ts],

x(81) # x(sq) for s1, 59 € [t1,12], 51 # 2, 2(t1) o N(x(t1)) <0 (3.2.1)
and & (t2) o N(z(ty)) > 0, where N(xz(t;)) is the unit outward

normal vector of 0D at x(t;) for i = 1,2;

for any two points g, q € D, q # qo, there is one and only one solution

z(t) = z(t, I, o, q) such that z(0) = qo, x(s) = ¢ for some s > 0;

(0, E, qo,q) € C*((D x D)\G,R"), where G is the diagonal in D x D;
(3.2.2)
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where o denotes the usual scalar product on R” (and where by “&(0, E, qo, q) €
CY((Dx D)\G,R"™)” we mean that i(0, E, qo, q) is the restriction to (D x D)\G
of a function which belongs to C'((R™ x R")\A) where A is the diagonal of
R™ x R™).

Remark 3.2.1. If B € CY(D, A,(R)) and B € F0y(D) (where A,(R)
denotes the space of n X n real antisymmetric matrices), then at fixed energy
E > E(||V|lc2.p, || Bllct,p, D) solutions z(t) of equation (3.1.1) under condition
(3.1.3) also have properties (3.2.1), (3.2.2) (see Section 3.6).

We remind that the aforementioned real constant E(||V||c2 p, || Bllc1.p,
D), considered as function of ||V||c2p and ||B||c1 p, satisfies (3.1.7). In ad-
dition, real constant E(||V||c2.p, ||B|lc1.p, D) has the following property : for
any C? continuation V of V on R”, and for any B € C'(R", A, (R)) such that
B = B on D, one has

E(IVllc2.00y .+ 1 Bllcn sy - Do) = E(IV 2.0, | Bllcr.p, D), as ¢ — 0,
(3.2.3)
where D, . = {zo+ (1 +¢)(x — x¢) | x € D} for any zp € D and € > 0 (note
that D,, . is a bounded, open, strictly convex (in the strong sense) domain of
R" with C? boundary).
Let E > E(||V|lc2.p, || Bllct.p, D). Consider the solution z(t, E, o, ¢) from
(3.2.2) for o, q € D, qo # q. We define vectors ky g(E, qo, ¢) and kov.5(FE, qo, q)
by

kV,B<E7QOJQ) = i(SV,B(E,QOaQ);Ey%;Q)a
kO,V,B(an07Q) = $<Oaan07Q)>

where we define s = sy g(E, qo, ¢) as the root of the equation
x(saanm(Z) =q, $> 0.

For go =q € Dv we pUt SV,B(E7QO7Q) = 0.
Note that

—2

ko, (B, 40, )| = c\/l e
-2
[kv.5(E, 40, 9)| = c\/l - (Ex)

for (¢, q0) € (D x D)\G.

Using Properties (3.2.1) and (3.2.2), we obtain

Lemma 3.2.1. At fizted E > E(||V||c2.p, |Bllct.p, D), we have that
SV,B(E,C](),(]) € C(D i( DLIR),;SV,B(Ey qO,Q) € Ol((D X D)\G,R) and
kV,B(E7QO7q) € Cl((D X D)\G7Rn)

(3.2.4)
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We consider kv,p(E, qo,q), kov,8(E,q0,q), q0,q € 0D, qo # q as the boun-
dary value data.

Remark 3.2.2. Note that if z(¢) is solution of (3.1.1) under condition
(3.1.3), then x(—t) is solution of (3.1.1) with B replaced by —B € Fy,44(D)
under condition (3.1.3). Hence the following equalities are valid : at fixed £ >

E([Vllc2.p, I1Bllcr,p, D),

kfo,MB(quo,Q) = —kV,—B(E,q,CJo), (3.2.5)
kve(E,q,q9) = —kov-8(E,q q), (3.2.6)
SV,B(E>QO7Q> = SV,fB(EJ], ), (3.2.7)

for qo,q € D, qo # q.

3.2.2 Properties of the scattering operator

For equation (3.1.1) under condition (3.1.4), the following is valid (see
[Yaj82]) : for any (v_,x_) € B. x R" wv_ # 0, the equation (3.1.1) under
condition (3.1.4) has a unique solution z € C*(R,R") such that

x(t) =v_t+x_ +y_(t), (3.2.8)

where y_(t) — 0, y_(t) — 0, ast — —oo; in addition for almost any (v_,z_) €
B, x R”, v_ %0,
z(t) = vpt + x4 +y4 (D), (3:2.9)

where Ut 7é 07 ‘U+‘ <6 v = G(U,,l’,), LTy = b(v,,x,), er(t) - 07 er(t)
— 0, as t — 4o00.
The map S : B, x R" — B, x R" given by the formulas

vy =alv_,x_), v4 =b(v_,z_) (3.2.10)

is called the scattering map for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4).
The functions a(v_,z_), b(v_,z_) are called the scattering data for the equa-
tion (3.1.1) under condition (3.1.4).

By D(S) we denote the domain of definition of S'; by R(S) we denote the
range of S (by definition, if (v_,z_) € D(S), then v_ # 0 and a(v_,xz_) # 0).

The map S has the following simple properties (see [Yaj82]) : D(S) is
an open set of B. x R™ and Mes((B. x R")\D(S)) = 0 for the Lebesgue
measure on B, x R" induced by the Lebesgue measure on R" x R™; the map
S :D(S) — R(S) is continuous and preserves the element of volume ; for any
(v,z) € D(S), a(v,x)? = v2

For E > 2, the map S restricted to

Sp={(_,2_) € BexR" | |u_| = ¢y/1 — (0—2)2}
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is the scattering operator at fixed energy E and is denoted by Sg.
We will use the fact that the map S is uniquely determined by its restric-
tion to M(S) = D(S) N M, where

M={(v_,z_) € B. xR"v_ #0,v_z_ =0}

This observation is based on the fact that if z(¢) satisfies (3.1.1), then z(t+1t¢)
also satisfies (3.1.1) for any ¢y € R. In particular, the map S at fixed energy
E is uniquely determined by its restriction to Mg(S) = D(S) N Mg, where
Mp =3pN M.

3.2.3 Relation between scattering data and boundary
value data

Assume that
V € C3(D,R), B € Cy(D,Au(R)), B € Frag(D). (3.2.11)

We consider equation (3.1.1) under condition (3.1.3) and equation (3.1.1) under
condition (3.1.4). We shall connect the boundary value data kv g(E,qo,q),
kov,5(E,qo,q) for E > E(||V|c2,p, | Bllc1,p, D) and (¢, q0) € (9D x OD)\OG,
to the scattering data a, b.

Proposition 3.2.1. Let E > E(||V||c2p, ||Bllct.p, D). Under condition
(3.2.11), the following statement is valid : sy, g(E, qo,q), kv.s(E, o, q), kov.5(E,
qo,q) given for all (q,q0) € (0D x OD)\OG, are determined uniquely by the
scattering data a(v_,x_), bv_,x_) given for all (v_,z_) € Mg(S). The
converse statement holds : sy g(E, qo,q), kv.s(E, qo,q), kov.s(E, q,q) given for
all (q,q0) € (0D x OD)\OG, determine uniquely the scattering data a(v_,x_),
b(v_,z_) for all (v_,x_) € Mg(S).

Proof of Proposition 3.2.1. First of all we introduce functions y, 7 and 7
dependent on D.

For (v,z) € R™\{0} x R", x(v,z) denotes the nonnegative number of
points contained in the intersection of 0D with the straight line parametrized
by R — R",t — tv+x. As D is a strictly convex open subset of R", x(v, ) < 2
for all v,z € R", v # 0.

Let (v,z) € R"\{0} x R™. Assume that x(v,z) > 1. The real 7_(v,x)
denotes the smallest real number ¢ such that 7_ (v, z)v+ 2 € 9D, and the real
T+ (v, z) denotes the greatest real number ¢ such that 7, (v,z)v + x € 9D (if
X(v,x) =1 then 7_(v,z) = 74 (v, x)).

Direct statement. Let (qo,q) € (0D x OD)\0G. Under conditions (3.2.11) and
from (3.2.1) and (3.2.2), it follows that there exists an unique (v_,z_) €
Mg(S) such that

X(vo,zo) =2,
o =T— + T,(U,, :L',)U,,
g=0bv_,x_)+ 1 (alv_,z_),b(v_,x_))a(v_,z_).
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In addition, sy.g(E,qo,q) = 74 (a(v_,x_),b(v_,z_)) — 7_(v_,z_) and ky p(FE,
q,q) = a(v_,z_) and kov,s(E, q,q) = v_.
Converse statement. Let (v_,x_) € Mg(S). Under conditions (3.2.11), if x(v_,
x_) <1 then (a(v_,z_),b(v_,z_)) = (v_,z_).

Assume that x(v_,z_) = 2. Let

Qo=a_+7_(v_,2_)V_.

From (3.2.1) and (3.2.2) it follows that there is one and only one solution of
the equation

kov,p(E, q0,q) = v—, q € D, q # qo. (3.2.12)
We denote by ¢(v_,z_) the unique solution of (3.2.12). Hence we obtain

a(v_,z_) = kyps(FE,q,q(v_,z_)),
q

b(U_,le'_) = (U_,Zl'f ) kV,B(E7q07Q(U—’x-))(SV,B<E7quQ(U—7$—))
+7_(v_,x_)).
Proposition 3.2.1 is proved. O]

For a more complete discussion about connection between scattering data
and boundary value data, see [Nov99] considering the nonrelativistic Newton
equation (without magnetic field).

3.3 Inverse boundary value problem

In this Section, Problem 1 of Introduction is studied.

3.3.1 Notations
For x € D, and for E > V(x) + ¢, we define

ryp(z) = C\/(E_C—QV(‘”))Q 1

At E > E(|Vlcp, | Bllcrp, D) for go,q € D x D, qo # ¢, we define the
vectors ky.p(E, qo,q) and kov,5(E, q,q) by

_ k E
kV,B(E’ Qqu) = 7ki(3(zoqz)q)l27
- BB a0 l”
ko, VB(EQU q) (3.3.1)
ko VB E 40,4 \/ \kQVB(E 90,9)12 '
and %V’B(quoj ) (k?vB(E qo, q ),. k: (E do; q )) kOVB(E q0,9 )_
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(kg v.5(E.q0:9), -, kv 5(E,q,q))- Note that from (3.2.4), it follows that

|]%VB(E7 qo, q)‘ = TVE(Q)a
T ’ 3.3.2
|k07V,B(E? do, q)’ = TV,E(QO)- ( )

For B € Fpuuy(D), let Foot(D, B) be the set of C' magnetic potentials for
the magnetic field B, i.e.

Foot(D, B) :={A € C'(D,R") | Bix(z) = 52-Ax(x) — 52-Ai(z), z € D,
i,k=1...n}.
(3.3.3)
(The set Fpot(D, B) is not empty : take, for example, A(z) = — fol sB(xo +
s(x — xg))(x — xo)ds, for x € D and some fixed point x of D.

3.3.2 Hamiltonian mechanics

Let A € Foot(D,B). The equation (3.1.1) in D is the Euler-Lagrange
equation for the Lagrangian L defined by L(i,z) = —c*y/1 — i—j +c'A(z) o
&t —V(z), & € B. and x € D, where o denotes the usual scalar product on R".
The Hamiltonian H associated to the Lagrangian L by Legendre’s transform
(with respect to @) is H(P,z) = (14 ¢ 2|P — ¢ 'A(2)[?)"?* +V(z) where
P € R" and = € D. Then equation (3.1.1) in D is equivalent to the Hamilton’s

equation

T = g—g(P,x),

P onp (3.3.4)

for Pe R", x € D.
For a solution z(t) of equation (3.1.1) in D, we define the impulse vector

Py = —D A ).

/1 — e

Further for qo,q € D, qo # ¢, and t € [0, s(E, qo, q)], we consider

l’(t, EaQOaQ)

\/1 _ #tBao.q)?
c2

where x(., E, qo, q) is the solution given by (3.2.2). From Maupertuis’s prin-
ciple (see [ArnT78]), it follows that if x(t), t € [t1,1s], is a solution of (3.1.1)
in D with energy F, then x(t) is a critical point of the functional A(y) =
ttf [rve(y)|y@)] +cA(y(t)) o y(t)] dt defined on the set of the functions
y € CY([t1,t5], D), with boundary conditions y(t;) = z(t1) and y(ts) = x(ts).
Note that for ¢o,q € D, qo # ¢, functional A taken along the trajectory

P(t7E7QO7Q) = +071A(x(t7E7QO7Q))7 (335)
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of the solution z(., E, qo,q) given by (3.2.2) is equal to the reduced action
Sov.a.5(q0,q) from go to q at fixed energy E for (3.3.4), where

S ) { 0, if go = ¢,
q 7q = S(£,490, y 1
Ov,a,p \40 O(E 90:9) P(S,E7 QO7Q) Ol’(S,E, QO7Q)dS7 if do % q(’ )
3.3.6

for qo,q € D.

3.3.3 Properties of &, , , at fixed and sufficiently large
energy F

The following Propositions 3.3.1, 3.3.2 give properties of Sp,, , ,, at fixed
and sufficiently large energy F.

Proposition 3.3.1. Let E > E(||V||c2.p, ||Bllct.p, D). The following
statements are valid :
SOV,A,E € C(D X D,R),
SOV,A,E € 02(([) X D)\Ga R)?

dS B
5;:?"’5 (G, 2) = ki (B, ¢ 2) + ¢ Ag(z), (3.3.9)
aS B
(092&]5 (¢, 2) = —koy (B, ¢, x) = A(Q), (3.3.10)
8280V,A,E 812767va al;j{f,B
00T, (¢, r) = — D, (B, ¢ z) = 3 (E,C,z), (3.3.11)

for (¢,2) € (D x D\G, € = (¢1y Gy @ = (21,0 20), and i,j = 1...n. In

addition,

8SOV,A,E
9G;

aSOV,A,E

max(|

(€, 2)], | (¢, z)|) < My, (3.3.12)

aQSOVAE
P bnlint i 71' S ,
“acar, ©N =10

(3.3.13)

for (¢,z) € (D x D\G, ¢ = (C1,..,6), © = (21,..,70), and 1,7 = 1...n, and
where My and My depend on 'V, B and D.

Proposition 3.3.1 is proved in Section 5.
Equalities (3.3.9) and (3.3.10) are known formulas of classical Hamiltonian
mechanics (see Section 46 and further Sections of [Arn78)).

Proposition 3.3.2. Let E > E(||V||c2.p,||Bllct.p, D). The map vvpp :
0D x D — S" 1 defined by

]{ZV7B(E, g,l‘)

Thvs(B, ¢ o) 77 ) €OD XD, (3.3.14)

vy e(( 1) =
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has the following properties :

Vv.B,E € 01(8D X D,Sn_l),
the map vwpp.: 0D — S (—wvypr(( ), is a (3.3.15)
C! orientation preserving diffeomorphism from 0D onto S*!

for x € D (where we choose the canonical orientation of S~ and the orien-
tation of 0D given by the canonical orientation of R™ and the unit outward
normal vector).

Proposition 3.3.2 follows from (3.1.1), (3.1.2) and properties (3.2.1),
(3.2.2).

Remark 3.3.1. Taking account of (3.3.9) and (3.3.10), we obtain the
following formulas : at E > E(||V||c2.p, || Bllc1.p, D), for any =, ( € D, x # (,

Ok} ki
Bij(x) = —c (ﬁ(lﬂ,c,x)— a;’?(E,m)), (3.3.16)
i J
ok} ki
Bij(x) = —c (%(E,x,o— ;;’B(E,x,g)). (3.3.17)
¢ J

3.3.4 Results of uniqueness

We denote by wg v p the n — 1 differential form on 0D x D obtained in
the following manner :

- for x € D, let wyp, be the pull-back of wy by vyp g, where wy
denotes the canonical orientation form on S™™' (i.e. wo(¢)(v1,..,vp 1) =
det(C, v1, .., vp-1), for ¢ € SV and vy, .., v,-1 € TeS™ ),

- for (¢,x) € D x D and for any vy, .., v,—1 € T(¢ (0D x D),

WO,V,B(C; LU)(’Ul, ) ,Unfl) = wV,B,ZE(C)(O—EC,w)<U1)7 ) Uzg,z) (UTL*1>>7

where 0 : 0D x D — 0D, (¢, 2') — ¢, and 0, ) denotes the derivative (linear
part) of o at ((,x).

From smoothness of vy g g, 0 and wy, it follows that w v, is a continuous
n — 1 form on 0D x D.

Now let A € Rt and Vi,Vy € C*(D,R), By, By € Frnayl(
max(||Villc2,p, [Valle2.0, | Billerp, 1 Ballerp) < A For =1
}_Pot<D7 BM)'

Let E > E(\ A, D) where E(\, \, D) is defined in (3.1.7). Consider 3!, 3?
the differential one forms defined on (9D x D)\G by

D), such that
2, let A, €

8¢, x) = Y K, g, (B, ¢ x)da;, (3.3.18)
j=1

for (¢,x) € (0D x D)\G, v = (z1,...,7,) and = 1,2.
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Consider the differential forms ®, on (9D x D)\G and ®; on (0D x D)\G
defined by

Bo((,x) = —(=1)" 7 (82— B1)(C ) Ade(Soy,a, 5 — Sovare) (G )
A Z (ddCSOVI,Al,E<C7x))p/\(ddcsovz,Az,E(<7x>>q7 (3'3'19)
p+g=n—2

for (¢,z) € (OD x D)\G, where d = d; + d,,
n(n—1)

CI)l(C, I) = _(_1> ? [61(C7 I) N (ddCS(]vl,Al,E (C?x))n_l
+0%(C, ) A (ddSoy, a, (G, 2))" ™ = B(C, ) (3.3.20)
/\(ddC‘Sovz,Az,E (C? x))nil - ﬁ2(<7 :l:) A (ddC’SOvl,AI,E<C7 x>>n71} )

for (¢,x) € (0D x D)\G, where d = d; + d,.
Consider the C% map incl : (0D xdD)\0G — (0D x D)\G, (¢, x) — (¢, z).
From (3.3.8), (3.3.12) and (3.3.13), it follows that @, is continuous on
(0D x D)\G and incl*(®y) is integrable on 9D x dD and ®; is continuous on
(0D x D)\G and integrable on dD x D (where incl*(®,) is the pull-back of
the differential form @, by the inclusion map incl).

Lemma 3.3.1. Let A € RT and £ > E(\, A\, D). Let V1,V; € C?*(D,R),
Bi, By € Finag(D) such that max(||Vil[c2,p. [|Vallcz,p, [ Billor,ps | B2ller,n) <
A For p=1,2, let A, € Fpou(D, B,,). The following equalities are valid :

/ incl”(®o) = / Dy (3.3.21)
0D x0D dDxD
1
(n . 1)'(I)1<C7:C) = (TV1,E<$)nw0,V1,B1 (C,x) + TVQ,E(LE)nWO,VQ,BQ(Cyl')
_lj”lvl,Bl(Evér’vm) o EVQ,BQ(E7C7:L‘) (3322)

X (rvi,e(@)"*wouy,B (¢ ) + rvpp(x)" 2

XWovy.8,(C, ) ANdxy A A dxy,
for (¢,x) € 0D x D.

Equality (3.3.21) follows from regularization and Stokes’ formula. Proof
of Lemma 3.3.1 is given in Section 3.4.

Taking account of Lemma 3.3.1, Proposition 3.3.2 and Remark 3.3.1, we
obtain the following Theorem of uniqueness.

Theorem 3.3.1. Let A € R and E > E(A\, A\, D). Let Vi, Vs € C?*(D,R),
By, By € Finag(D) such that max(||Vil[c2,p, [|Vallc2,p, [ Biller,p | B2ller,n) <
A For p=1,2, let A, € Fpour(D, B,,). The following estimate is valid :

/D(Tvl,E(JE) — ry,5(2)) (rv,e(@)" ™ — 1y p(e)" ) de <

r'G)

—_— mel™ (Pg). 3.3.23
27T7(7’L— 1)' /3D><3D2nc ( 0) ( )
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In addition, the following statements are valid :

Zf le,Bl<E7€7x> = kV2,BQ(Ea Q,ZL‘) fOT’ C,ZL‘ € aD) g% X, then ‘/1 = ‘/2 and

Bl = BQ on D ; Z.](‘]{‘10,‘/1731 (?a Cax) = kO,V27B2(E7C7x) fOT gax € aDa C 7& Z, th@’ﬂ
Vi=V, and By = By on D.

Proof of Theorem 3.3.1 is given in Section 3.4.
If B=0, B, =0 and Vi, V5, and D are smoother than C?, then Lemma
3.3.1 and Theorem 3.3.1 follow from results of [Bey79] and [GN83].

3.4 Proof of Theorem 3.3.1 and Lemma 3.3.1

Using Lemma 3.2.1, (3.2.4), Propositions 3.3.1, 3.3.2 and Lemma 3.3.1,
we first prove Theorem 3.3.1.

Proof of Theorem 3.3.1. From (3.3.22) and Proposition 3.3.2 and definition of
Wo,v,.,B,, 4= 1,2, it follows that

/Drvl,E(iﬂ)n /Snl (1+ w o ky, B, (F, Cl,x(w)>x>> do(w)da

Tvl,E(»’U)

+/D7"V27E(m)” /Sn—l (1 + wi,5 (F, Ga(w), @) o w) do(w)dz,

TVQ,E(if)

where do is the canonical measure on S* ', and where o denotes the usual
scalar product on R", and where for #+ € D and w € S" ! and p = 1,2,
Cuz(w) denotes the unique point ¢ of D such that w = vy, p, g.(¢). Hence
using Cauchy-Bunyakovski-Schwarz inequality and (3.3.2) and the equality

Jonor do(w) = ?Ef), we obtain
2

! 2 K )" Hdx
i = 2 fir) - s = e
(3.4.2)

Estimate (3.4.2) and equality (3.3.21) prove (3.3.23).

Now assume that ky, g, (E,(,z) = ky,p,(E,(,x) for (,x € 0D, ( # x.
Then from (3.3.1) and (3.3.18), it follows that the one form incl*(3* — 3')(¢, x)
is null for any ¢,z € 9D,  # x. Hence from (3.3.19), it follows that the 2n — 2
form incl*(®y)(¢, z) is null for any ¢,z € 0D, ¢ # x. Thus using (3.3.23), we
obtain [, (rv,,g(x) — rvs,e(x))(rv,e(@)" " —rye(c)"')de <0, and as n > 2,
this latter inequality implies that

B =Ty, on D. (3.4.3)

Thus V; = V.
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Using (3.4.3) and the equality |ky, ,(E, (,x)| = v, g(x) fori = 1,2,2 € D
and ¢ € 0D, and using (3.4.1), we obtain that

2
1 1 _
i L = A fonster [ it
_l;V%BQ (E7 Ci,x (w>: 33) ’2 da(w)dm

As [, p®1 = 0 (due to (3.3.21)), we obtain that for any z € D, and any
w € S"L kv, B (B, Go(w), 2) = kyy p,(E, (12 (w), 7). At fixed z € D, we know
that (; , is onto 9D. Hence the following equality is valid

kv, 5, (E,C,x) = kyyp,(E, ¢, x), ¢ €0D, x € D. (3.4.4)

From (3.4.4) and (3.3.16), it follows that B; = By on D.

Now assume that ko v, g, (E,(,x) = kov,.5,(E,(,x) for (,z € 0D, ( # x.
Then using (3.2.5) and replacing B; by —B;, ¢ = 1,2, in the proof, we obtain
(Vi, By) = (Va, By). O

Using Lemma 3.2.1, (3.2.4), Propositions 3.3.1, 3.3.2, we prove Lemma
3.3.1.

Proof of Lemma 3.3.1. We first prove (3.3.22). Let U be an open subset of
R and ¢ : U — 0D such that ¢ is a C? parametrization of dD. Let ¢q : U x
D — 0D x D, (¢,z) — (¢(C), ). We work in coordinates given by (U x D, ¢y).
Let p, i/ = 1,2. On one hand from definition of wo,v,,B,, definition of vy, B, E .
and (3.3.2), we obtain

wovagu(g, ) Ndxy A ... ANdz, = (—1)”TVH7E(m)_” (3.4.5)

- Ok Ok
xdet (kVH,BM(E7C7$)7 %(Ea Cax)a R ﬁ(Ea Cax))

for(eUandz € D and p=1,2.
On the other hand straightforward calculations give (dd¢Soy, o, (¢, %) =

8280\/,4,AM,E
Z my=L..n W(Cv m)dmrm N de2)

mo=1..n—1

B¢, @) A (ddSoy, 4, 5(C,2))" = (1)

7 62SOVH,AH,E 8280Vu,Au,E
x det kVH/,BH/(Evgvx)uW(gux)v”'uw<<.7x)

dcl/\/\dgn_l/\dl'l/\/\dfbn,

(n=1)(n—2)
2

(n—1)!  (3.4.6)

for ( € U, x € D. Note that due to (3.3.2) and Proposition 3.3.2,_/;:‘/“’3# (B, ¢, )
is orthogonal to %kVM,BH(E, ¢,z), m=1...n—1, and that (ky, ,(E,(, ),
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%%VmBu<Ev ¢,x), ..., %%VPABH(E7 ¢, x)) is a basis of R”. Hence from (3.4.5),

(3.4.6) and (3.3.9), we obtain

n(n—1)

5 () A (e, oG 0))" = —(=1) 5 (0 — Dl p(@)" (347
" I_CV;L”BM’ (E, C, fL‘) o I_CVH,BH (E7 C) l‘)

TV#’E($)2

wo,v,,B, (G, ) Ndxy A A day,

for ( € U, x € D. Definition (3.3.20) and equality (3.4.7) proves (3.3.22).
We sketch the proof of (3.3.21). Let € €0, 1] and 2y € D. We consider

D. ={xy+¢e(x —z0) | x € D}. (3.4.8)

As D is a strictly convex (in the strong sense) open domain of R", with C?
boundary, it follows that D, is also a strictly convex (in the strong sense) open
domain of R", with C? boundary, and in addition, as 0 < ¢ < 1,

D.C D, (3.4.9)
dist(0D,0D.) = (1 — e)dist(0D, xy). (3.4.10)

where dist(0D,0D.) = inf{|z —y| | x € D., y € 0D} and dist(0D,x,) =
inf{|y — zo| | y € 0D} > 0.

For M and N two finite-dimensional oriented C? manifold (with or wi-
thout boundary), we consider on M x N the differential product structure
induced by the already given differential structures of M and A and we consi-
der the orientation of M x N given by the already fixed orientation of M
and of N. The orientation of 9D, is given by the unit outward normal vector
and 0D x D, is a C? manifold with boundary D x D, (which is a C? ma-
nifold without boundary). Let incl. € C*(0D x 0D.,dD x D.) be defined by
incle(¢,z) = (¢, ), ((,x) € ID x ID,.. Here we omit the details of the proof
of the following statement : fanDE ®1 — [,p.p 1 and fanaDg incli(®y) —
Jopxap incl*(®g) as e — 17. These statements follow from (3.3.12), (3.3.13)
and (3.3.9). We shall prove that

/ ¢, = / incl(Po). (3.4.11)
8Dx D, ODx0D,

For p = 1,2, let S, € C*((R* x R")\{(z,z) | = € R"},R) such that
S0.(C,2) = Soy, 4, 5(C2), (C2) € (D x D)\G (from (3.3.8), it follows that
such a function Sy, exists). Let d. = dist(0D,0D.). Let Wi be the open
subset 0D + B(O,%) ={z+y|2z€dD, yeR", |y <%} andlet Wos be
the open subset D, + B(O,%) ={z+y|xe D, yeR" |y < %5} Note
that W 5. is an open neighborhood of D which does not intersect W5 5. which
is an open neighborhood of D,. Hence Sy, € C?*(Wys. x Was.,R) and there
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exists a sequence of functions (Sy, ) such that

Soﬂ,m € C3(Wl’5€ X W2,557R>7 (3412)
5"0“(80# w—S0,)
sup | ’

(z,y)€0D X De 8xalaya2
a=(ay,ap)eN?
la|=a1+ag<2

(x,y)| = 0, as m — +o0. (3.4.13)

Fix m € N. Let u = 1,2. We define the differential one-form, 3}, on
(0D x D.) by

8 (Cx) = dxsom(g,x)—%ZAg;(x)dxj, (3.4.14)
j=1

for (¢,x) € dD x D, and © = (21,...,2,) and A, (z) = (AL (2),..., An(z))
and where d = d¢ + d,, is the De Rham differential operator on 9D x D..
We define the continuous differential 2n — 2 form @, on 0D x D, by

n(n+1)

Dom(Cx) = —(=1)" 2 (8L = BLC @) Ade(Sos,, — Sop)(C, )
A (ddeS,, (¢ x) A (ddeSo,, (¢ x))",  (3.4.15)

ptg=n—2

for ( € dD, x € D., where d = d; +d, is the De Rham differential operator on
0D x D.. We define the continuous differential 2n — 1 form @, ,, on 9D x D,
by

By (C,1) = —(—=1)"% [BL(C2) A (ddcSo,.,. (¢, 2))" " + B (C, )
A(ddSo,.,, (¢, )" = BL(C,2) A (ddeSo,, (C, 7))
—B2.(C, %) A (ddcSo,,, (¢, )" (3.4.16)

for (¢,x) € D x D..
From (3.4.14)-(3.4.16), (3.3.9), (3.4.13), it follows that

/ oy, — ®,, asm — 400, (3.4.17)
9D x D, ODx D

/ incl(®o,m) — incll(®g), asm — +oo. (3.4.18)
0D XD, ODx0D,

If we prove that [, 5 ®Pim = [5pyap, inCli(Pom), then formula (3.4.11) will
follow from (3.4.17) and (3.4.18).
From (3.4.12), it follows that

dd;S,,, is a C" form on 0D x D, (3.4.19)
d(dd:Sy,,,,) = 0, (3.4.20)
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where d is the De Rham differential operator on 9D x D.. From (3.4.14), it
follows that

1
g, (¢ ) = —dd¢S,, . (¢, ) — P Z Bj . (x)dz; Ndvy,,  (3.4.21)

1<]1<]2<TL

for ((,x) € D x D, and & = (z1,...,2,) (Bj, j,(z) denotes the elements of

Ji.J2

B, (z)). From (3.4.19)-(3.4.21), it follows that @, is C* on D x D, and that

dPo (¢ ) = (—=1)" 11, (¢, 1) + w((, 7)), (3.4.22)
W) = ()N (B ()~ Bl (@), Ad,

1<ji1<j2<n

Ad{(‘soz,m 801 m) C? /\ Z ddC‘Sol m(C? ))p A (ddC802,m(C7 x))q7

p+q=n—2

for ((,z) € D x D, and x = (21,...,2,). Note that as B, p = 1,2, is
continuously differentiable on D, then the 2-form defined on 9D x D. by
Zl§j1<j2§n(B]21 () — B]l1 g (@))dzy, ANdxj,, (¢ x) € 0D x D; is also C'. Note

that (D, is a n-dimensional C? manifold and (3.4.20))
w(C, x) = dw (¢, x), (3.4.23)

where

5(Coa) = (1) B Z S0 (G0 sy pr )

cC Ji,J2 J1,J2

1<j1<j2<n

drj, Ndrj, N> (ddeS,, (C,2)P A (ddeSs,, (¢, )", (3.4.24)

p+q=n—2

for (¢,z) € D x D, and x = (21, ..., x,). Since D, is a (n — 1)-dimensional
C? manifold, it follows that

incllo(C,z) =0 (3.4.25)
for (¢,z) € 9D x 0D.. Using (3.4.22), (3.4.23), (3.4.25), we obtain by Stokes’

formula the equality [, 5 P1m = [ypyop. Nl (Pom)- O

3.5 Proof of Lemma 2.1 and Proposition 3.1

3.5.1 Continuation of (V| B) and notations

Let V € C?(R",R) be such that V =V on D and ||V |c2gn < 0o. Let
B € CY(R", A,(R)) (where A,(R) denotes the space of real antisymmetric
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matrices) such that B = B on D and || B||¢1 ge < 00. Let ¢ be the flow for the
differential system

=t (3.5.1)
1+ 5
~ 1 -~
p=—VV()+-Blx)———,
C 1 + p?

for # € R™ and p € R™ (it means that a solution of (3.5.1), (z(t),p(t)), t €
Jt_,ty[, which passes through (zo,pg) € R" x R™ at time ¢t = 0, is written as
(x(t),p(t)) = ¥(t, xg,po) for t €]t_,t.[). For equation (3.5.1), the energy

PO | -
E=c/1+ 2 V(z(t)) (3.5.2)
is an integral of motion. B 3
Under the conditions on V and B, 9 is defined on R x R™ x R™ and
P € CHRxR"x R", R" x R"), and a solution z(t), t €]t_,t,[, of (3.1.1) which
starts at go € D at time 0 with velocity v is written as x(t) = (¢, z, #),
1_v?

tE€lt_ t.] (we write ¥ = (¢by, ) where ¥ = (4},...,9") € CY(R x R" x
R™ R"), i =1,2).
For v € R" and = € R", we define the vector F'(z,v) of R" by

B(x)v. (3.5.3)

F(x,v) = -VV(z) + %

For z € R" and E > ¢® 4+ V(x), we denote by 7y () the positive real number

ryp(t) =c (E_—QV(”T)> -1, (3.5.4)

c

and we denote by S;‘E the following sphere of R™ of center 0
Spp = {p € R"|lp| = r p(2)}. (3.5.5)

3.5.2 Growth estimates for a function g

Consider the function g : R"™ — B, defined by

g(x) = (3.5.6)

1+

c2

where x € R™. This function was considered for example in [Jol05a].
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We remind that g has the following simple properties :

1
Vgi(a)? < IR (3.5.7)

1
l9(z) —g(y)] < /n sup lz—yl, (3.5.8)

e€[0,1] \/1+ \€$+(12—5)y|2
N 1

Vgi(z) — Vai(y)] < sup =zt — s (3.5.9)

C 01+ %

forz, y e R, i=1...n,and g = (g1,-..,9n). The function ¢ is an infinitely
smooth diffeomorphism from R™ onto B,, and its inverse is given by ¢~ (z) =
ﬁ, for x € B..

1— ==

2

3.5.3 Proof of Lemma 3.2.1

For qo,q € D, qo # ¢, let ty 404 = sup{t > 0 | ¥1(t, o, kov,5(E, 0, 9))€
D}. From Properties (3.2.1) and (3.2.2), it follows that ko v p(E,.,.) is conti-

nuous on (D x D)\G and for qy,q € D, qo # ¢, and any s1, s2 € [0, 40.4], S1 #
s2, 1(s1, o, kov,5(E, qo, 0)) # 1(s2, @0, kov,5(E, q0,q)) and N(qy)o o1 (t, o,
/fo,v,B(E,C]oaQ))\t:tJr,qo,q is positive, where q; = ¥1(t1 40,4, 90, ko,v.8(E, q,q))
(and where o denotes the usual scalar product on R™). Using also continuity of
11, one obtains that sy g(E, o, q) is continuous on (D x D)\G. Then we obtain
that sy.5(E, q, q) € C*((D x D)\G,R) by applying implicit function theo-
vem on maps m; : R x (" x RN\A), (t,2,4) — 4 — v (1,2, ko, (E, 2, 1)),
i =1...n, where A = {(z,z) | € R"} and koy5(E,.,.) is a C' continua-
tion of koyp(E,.,.) on (R® x R")\A (such a continuation exists thanks to
(3.2.2), and note that for any qo,q € D, q # qo, kv.s(E, qo,q) # 0). Note that
kv.s(E,q0,q0) = g(¢2(sv.8(E, q0,9); 90, kov.s(E, 9,9))); 9,9 € D, qo # q. 1t
remains to prove that sy p(E, qo,¢) is continuous on G = {(¢,¢') | ¢ € D}.
Let g9 = ¢ € D. Let (gom) and (gn) be two sequences of points of D
such that go,, # qo for all m and qo,, goes to gy and ¢, goes to ¢ = qo
as m — +oo. Let R = limsup,, ... sv,5(E, qom,qm) € [0,4+00]. We shall
prove that R = 0. Assume that R > 0. Note that by conservation of energy

_ 2
\kov.B(E, Gom, @m)| < q/(%) — 1. Using definition of R and compact-

2
ness of the closed ball of R® whose radius is C\/ <%) — 1 and whose

centre is 0, we obtain that there exist subsequences of ¢, and ¢, (respecti-
vely still denoted by ¢o,, and ¢,,) such that
liril sv.e(E, qom, qm) = R, (3.5.10)

kov.s(E, Go.m,qm) converges to some k € R". (3.5.11)
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Using conservation of energy, we obtain that

= (B Sw) 3512

Using (3.5.11) and (3.5.10) and continuity of ¢, we obtain that

V1(t, qo, k) = ml—1>I—I|-1c>o U1(t, goms ko,v,5(E, qom, @m)), for all t € [0, R[. (3.5.13)

For all m and ¢ € [0,5v8(E,qom,@m)l, ¥1(t; qo.m; kov.s(E,dom,dm)) € D.
Hence using (3.5.13), we obtain that

Ui(t,q0, k) € D, t € [0, R]. (3.5.14)

In addition,

Then R # +oo (otherwise this would contradict (3.2.1), in particular the fact
that the solution of (3.1.1) under condition (3.1.3) with energy F, which starts
at time 0 at go = 11(0, qo, k), reaches the boundary 0D at a time ¢, > 0 and
satisfies the estimate %(Q, do, k) o N(¢1(t4,qo, k)) > 0) .

Using continuity of ¢y and lim,, .1 qo.m = o, iMy— 400 Gm = qo,
limy, 4o SV.B(E, Qoms Gm) = R, iy, 4 oo kov.5(E, qo.m; @m) = k and the defi-
nition of sy g(E, qom, ¢m), we obtain that

1/J1(R7 qu) = ml_ig_loowl(sv,B(EaQO,m7Qm)7QOa%O,V,B(E7QO,m7Qm))
= hrﬂ Im = qo- (3.5.16)

Properties (3.5.16), (3.5.15), (3.5.14) and (3.2.1) imply R = 0, which contra-
dicts the assumption R > 0. Finally we proved that sy p(E,.,.) € C((D x
D)\OG, R).

Let 2o € D. From (3.2.3), it follows that for sufficiently small positive e, E
is greater than E(HXN/HCQ,DIM, HBHC%DIO@ D,, ) where D, . = {zo+(1+¢)(z—
xg) | * € D}. Hence one obtains that solutions of energy E for equation (3.5.1)
in D,, . also have properties (3.2.1) and (3.2.2) ; and replacing V', B, and D by
V, B and D,, . above in the proof, one obtains that S(/’B(E7 .,.) is continuous
on (Dmo,e X Dﬂco,a)\{(%Q) | q € aDmo,E} (SV,B(E7Q67Q,)7 (Q67q/) € Dyye X Dy e,
are defined as sy g(FE, q,q), (q0,q) € D x D, are defined in Subsection 2.1).
Now, using also D C D,, . and the equality sy g(E,qo,q) = sy 5(F, qo,q) for
o, ¢ € D, one obtains sy p(E,.,.) € C(D x D,R) (the equality sy g(E, qo,q) =
sy 5(F, qo,q) for qo, ¢ € D, follows from the fact that if (x(t), p(t)) is solution
of (3.5.1) in D, then (x(t),p(t)) is also solution of (3.5.1) in D, .).

Lemma 3.2.1 is proved. [l
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3.5.4 Proof of Proposition 3.3.1

From Lemma 3.2.1, ¢ € C'(R x R" x R* R" x R"), A € C'(D,R"), it
follows that Sy, , , € C(Dx D,R) and Sy, , ,, € C*((D x D)\G,R). Equalities
(3.3.9) and (3.3.10) are known equalities (see Section 46 and further Sections of
[Arn78]). Statements (3.3.8), (3.3.11), (3.3.12) follow from (3.3.9) and (3.3.10).
We shall prove (3.3.13). We omit indices v, for sy, ko.v.p and ky, g where kg, k
are defined by (3.3.1). Using the equality y—x = OS(E ) 81/’1 L(t,x, ko(E, z,y))dt
and estimate |%(t, z, ko(E,x,y))| < ¢, we obtain

ly — 2| < cs(E,x,y), forall z,y € D, y # x. (3.5.17)

Derivating equality v, (s(E,z,y),z, ko(E,z,y)) = y with respect to y;, we
obtain that

] k
o = (B ) RlE ) 0 G B )t (3515
+g—;(E,$,y)%(S(E,x,y),x,ko(E,x,y)),

for any z,y € D, x # y and where (ey,...,e,) is the canonical basis of R"
(and where o denotes the usual scalar product on R"). For t € R, x € D,
and k € R" and j = 1.n the following equality is valid : o/ (¢t,z,k) =
x; + tg;(k —l—fo [9;(k + [ F(¢1(0,2, k), g(¢2(0, x, k)))do) — g;(k)] ds. Hence
we obtain that fort € R, v € D, k = (ky,...,k,) € R", and j = 1..n,

o

St =00+ [ S [Pt b.gia(oa )

dr) = 500 s+ [yt [ Frlon 00, gl k) o

e,
/%F(?ﬂl, (Qﬂg))‘(g’x’k)ddds, (3.5.19)

for any [ = 1..n. Define

R= sup s(E,2,y),
(z'y")eD

0
Mz = sup

te[0,R],x’€D,l=1...n 8k

su ~E-V(z')\2
‘leC\J <w2¥> 1
c

M4 = IIl&X(Mg, \/ﬁ”V”027D -+ nHB||C1’D).

F(1, 9(¥2)) 1t 1),
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Then using (3.5.19) and growth properties of g, we obtain that

ol

(. ), 2 Fol . ,) = (. 0,) 22 (Rl B )

Ok
< Mys(E, z,y)*(1 + &_) (3.5.20)

for 1,y € D, v # y and j,1 = 1..n. where kq is defined by (3.3.1).
Let z,y € D, x # y. Using the identity

3 7 (Bx,y) B
k(E,x,y) = ko(E,x,y) +/0 (=VV W (s, 2, ko(E, z,y)))
—Bwl(s,x,/m(E,x,y>>>g<wz<s,x,ko<E,x,ym) ds,

we obtain the following estimate
\k(E,z,y) — ko(E,2,y)| < Mss(E, z,y), (3.5.21)
where Mz = v/n||V|c2.p + n||Bl|c1.p- Using (3.3.2), we obtain that

Ok 1 0|ko?
E =

ko(E,z,y) o (E,z,y) =0, (3.5.22)

for i = 1..n. From (3.3.2), (3.5.21) and (3.5.22), it follows that

k(Ewy) Ok L
’|E‘(E z,y)l Oy (B, z,9)| < I%(E,x,y)|‘(k(E’ ,_Z/) ko(E,
Ok, . -

P gy (B gy ) o gy (B

inf .5 E—V(&)\> Ok

g((D —) ‘1> Mys(B, 7,9)| 5 (B, 7,9)], (3.5.23)
C ayi

fori=1..n.

Let (v),...,v"1) be an orthonormal family of R” such that (S8 1

=L
k(Ezy) "
...,v"" 1) is an orthonormal basis of R". Note that using definition of g and
(3.5.22), we obtain

(Vygi(ko(E,x,y)) 0 ak? (E,2,Y))j=1.n = (3.5.24)

— _/2
ko (B, z,y)[>\ ™ dko
1+ 20 I E = 1.n.
(+ 2 83/@( T Y), 1 n
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Hence using (3.5.24), (3.5.20) and (3.5.18) (and k(E, z,y) o v" = 0), we obtain

‘%0<E7 z, y)|2
02

ok,
S(E,w,y)la—;(E,x,y)ovhlz\/1+ s(E,z,y)

k
o g_y(Z(Eu .CC, y))j=1” © Uh’

ko(E, z,y)|? 3, Ok
< e
< \/1 + 5 nMys(E,z,y)*(1+ c)|8yi (£, 2,y)|

X|<vgJ<%O<E7 €, y))

kg

1

,l/}]

+ ’( ( (E,x,y),x,ko(E,x,y))o (E’xvy))j=1~-novh’

ko(E,xz,y)[? 3
— \/1_’_% {an;S(E,:L‘,y)Q(l—i—EN

suppep £ —V(2') Ok
c? OYi

(2

oD . + ot

< (nMy(1+ %)S(E,x,y) 9% (B 2, )|+ 1),(3.5.25)

1
fori=1...n. Let Mg =c! ((c_2 infep(E— V() — 1) * Mg+ ¢ 2x
sup,ep(E =V (2))(nMy(1+2)+1). From (3.5.23) and (3.5.25), it follows that

Ok Ok
LB, 2,y)| < VaMs(1+ (B, 2,y)(s(E,2,y)|

E
s( ,x,y)|ayi 0,

(B, z,y)])),

(3.5.26)

fori=1...n
Using uniform continuity of s(F,.,.) on D x D, we obtain that there exists
some 7 > 0 such that if z,y € D, |z —y| <7, then \/nMgss(E,z,y) < i. Then,
using (3.5.26), we obtain that s(E,x y)|akO (E,z,y)| < 2/nMs, for 2,y € D,
|z —y| < nand i = 1..n. Now using the continuous differentiability of ko(E, ., .)
on (D x D)\G, we obtain that |8k0(E x,y)| < Emy for x,y € D, x # y and

where M = max(2Mg\/n, RSUD,/ yrcp 2r—yr >0 ]‘%0 (E,z,y)|). Putting My, =
sup,_; ,, ¢cM! and using (3.5.17) and (3.3.11), we obtain (3.3.13). O

3.6 Proof of Properties (3.2.1) and (3.2.2)

In this Section we first consider solutions z(t) of (3.5.1) in an open boun-
ded subset Q of R™ (see Subsection 3.6.1) and we give properties of these solu-
tions at fixed and sufficiently large energy (see Subsections 3.6.3 and 3.6.4) (2
should be thought as an open neighborhood of D). Using these properties we
prove Properties (3.2.1) and (3.2.2) (see Subsection 3.6.5). Subsections 3.6.6,
3.6.7, 3.6.8, 3.6.9 are devoted to the proof of Propositions 3.6.1, 3.6.2, 3.6.3,
3.6.4 formulated in Subsection 3.6.4.

We keep notations of Subsections 3.5.1, 3.5.2.
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3.6.1 Additional notations

Let 2 be a bounded open subset of R™ with frontier 9€2. We define a
positive number 6(2) by
d(2) = sup |z|. (3.6.1)

e

We consider the following equation in €2 :

p=F(z,i), p= ——0r z€Q, peR". (3.6.2)

|[?
1 - C_2

where the force F(x, i) = —VV(z) + %B(:L‘)l‘ is defined by (3.5.3). For the

equation (3.6.2), the energy F = ¢*y/1+ lp(c;gw + V(z(t)) is an integral of
motion.

Note that if z(t), t €]t_,t,[, is a solution of (3.6.2) which starts at zo € Q
at time 0 with velocity v then x(t) = 1 (t,zo, 97 (v)), t €]t_,t,[, where the
function g is defined by (3.5.6) and where ¥ = (¢1,19) is the flow of the
differential system (3.5.1). We obtain, in particular, z(t) — 1 (t+, zg, g (v)),
ast — to, and #(t) — g(¢a(ts, mo, g 1 (v))), as t — tu.

We denote by A the open subset of R x 2 x R™ where the flow of the
differential system (3.6.2) is defined, i.e.

A={(t,z,p) e Rx QA x R" | Vs €[0,t] ¥1(s,z,p) € Q},

where ¢ = (11, 1) is the flow of the differential system (3.5.1).
For E > ¢* +sup,.q V (), we denote by Vg the following smooth 2n — 1-
dimensional submanifold of R?"

Ve ={(7,p) €2 xR" | |p| = T\?,E(l’)}a (3.6.3)

where 7y () is defined by (3.5.4).

For E > ¢ + sup,cq V(z), we also consider the map ¢p € C'(AN
(]0, +00[xVE) , Q2 x Q), defined by

ep(t,z,p) = (x,1(t,x,p)), for (t,z,p) € AN (]0,+oo[xVE). (3.6.4)

3.6.2 Estimates for the force F
We define the nonnegative real number (‘N/, B, Q) by

B(V,B,Q) =max [ sup [0°V(z)], sup [0¥Bi(z)]|. (3.6.5)

[139) zeQ
ae(NU{0})" o’ e(Nu{o}hn
lo| <2 la!|<1
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The following estimates are valid :
F(z,v)| < nB(V, B, Q)(%w +1), (3.6.6)
|F(z,v) — F(z',v")] <n®2B(V,B,Q) {|x — 2/ (1 + |U—|) + %W - v|} :
for x, 2’ € Q and v,v’ € R™.

3.6.3 Some constants

For z € Q and E > ¢ + sup,cq V(2'), we define the following real
constants

C) = 2¢® + sup (V(x’) + 8| (|Vf/(:v')| + Z |]§”(x’)|>) ,(3.6.8)

' e

ij=1..n
800n23(V, B, Q)26()? -
Cy = 02\/1 + 20 il 7c4 %) + sup V(2'), (3.6.9)
z'eQ)
Cy = Cy (1 + 56(Q)C5e™ V%) (3.6.10)
2 7 B 10v/25(2)n?B(V, B,Q)
0 < 10/2n 5( JB(V. B,Q) wsatonac ) (36.11)
— V(z)
10n25 B(V,B < | 600n*/25(9)25( V.B,Q) )
V(x ) E V()
20\/_ n5/25 Q)B(V,B B 5o 40n3/25 ,B,Q

E—-V(z)

V(x) \/( )

2 7 R 10v25(Q)n?B8(V,B,2)
‘. ( 10v2n 5( )V, B, Q) /g ) (3.6.12)
V(z)
20n26( B,Q)é(Q) <1+120n3/25(~ 5 9)5(Q)>
V() V(z) ’
2 2 23(V. B
Co = inf [4/1— <C—> 2 ﬁ(v 5, Do) (3.6.13)
eQ E— V() — V()
1/2,,2
z'eQ O V(.’L'/)
s 10n%/28(7,8,9)5(2)
o W(l—l—%nlme E-V(a) )
xB(V,B,Q)e

x [12v/n+1+10v/né(Q)]) .
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Now assume that 2 is a bounded strictly convex (in the strong sense)
open domain of R" with C? boundary. Let yq be a C? defining function
for Q, ie. Q = x5'(] — 00,0]) and 9Q = x5'({0}) and for all z € 99
Vxa(z) # 0 and the Hessian matrix Hessyq(z) of xq at x satisfies the in-
equality Hessxq(x)(v,v) > 0 for all v € T,0Q, v # 0 (where 7,002 C R" is
the tangent space of dQ at 2 € 9Q). For E > ¢ + sup,.q V (), we define the
real constant Cs(E,V, B, Q) by

2 )2 _2n09(9)ﬁ(‘7’f379>, (3.6.15)

CS — Clo(Q) 1 - ~
E —sup,cq V(y) E —sup,eq V(y)

where Cy(£2) and C10(§2) are the two positive real numbers defined by

Co(Q)) = sup |Vxal(z)l, (3.6.16)

€002

Q) = inf H . 6.1
Co(2) et Ueléln_lmnm| essxa(z)(v,v)] (3.6.17)

Note that from (3.6.10)-(3.6.15), it follows that

sup,eq Cs3(E,z,V,B,Q) — 0, as E — +o0,
CG(E: ‘773,9) —1>0, as £ — +o0,
Cr(E, V,B,Q) —1>0, as £ — 400,
(78(l;7i}71§7gl) - (710(£2) >0, as £ — +o0.

(3.6.18)

When ( is strictly convex in the strong sense with C? boundary, then
one can relate an upper bound for the real constant E(||V|¢2.q,|Blcr.qa, Q)
(mentioned in Subsection 3.2.1) with constants Cy, Cy, sup,cq Cs, Cs, C7 and
Cy (see Subsections 3.6.4 and 3.6.5).

Remark 3.6.1. We remind that V is a C? continuation of V on R” and
that B € C'(R", A,(R)) is such that B = B on D. Note that from (3.6.8)-
(3.6.15) it follows that Cy(V,B, D), Co(V,B, D), sup,cp Cs(E,z,V, B, D),
Cs(E, V, B, D), C7(F, V, B, D) and Cy(E, V, B, D) depend only on (V, B) and
D.

3.6.4 Properties of the first component of the flow of
(3.6.2) at fixed and sufficiently large energy F

The following Proposition 3.6.1 gives an upper bound for living time for
solutions of (3.6.2) with energy E when FE is sufficiently large.

Proposition 3.6.1. Let

E>Cy(V,B,Q), (3.6.19)
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where Cy is defined by (3.6.8). Let x :Jt_,t.[— Q be a solution of (3.6.2) with
energy E, where ti. € RU {£o00}. Then the following statement holds : t_t,
are finite and they satisfy the following estimate

50(£2)

it —t | < , (3.6.20)
C

where 6(S2) is defined by (3.6.1).
A proof of Proposition 3.6.1 is given in Subsection 3.6.6.

For E > C\(V,B,Q) (Cy is defined by (3.6.8)) and for (z,p) € Vg, we
define the real numbers ¢, ,, and t_ , , by

tiwp = sup{t>0](t,z,p) € A}, (3.6.21)
t_zp = Inf{t <0] (¢, x,p) € A} (3.6.22)

The following Proposition 3.6.2 gives, in particular, a one-to-one property
of the map g defined by (3.6.4).

Proposition 6.2. Let
E > max(C,(V, B,Q),Cy(V, B,Q)), (3.6.23)

where constants Cy and Cy are defined by (3.6.8) and (3.6.9). Let x € Q and
let p1,ps € S;LfEl (defined by (3.5.5)). Then the following estimate is valid :

|11 (t1, 2, p1) — Y1(te, 2, p2)| — [tivr — tava|| < Caltivg — tavs], (3.6.24)

for (t1,t2) € [0,t4 25, [X[0, 14 2p,[, where v; = —2— i = 1,2, and where

—
nw‘s'd

Cy = Cs(E,z,V, B, Q) is defined by (3.6.10).
A proof of Proposition 3.6.2 is given in Subsection 3.6.7. We remind that

sup C5(E,z,V,B,Q) — 0, as E — 400 (see (3.6.18)). (3.6.25)

e

Taking account of (3.6.25) and the equality ¢, (0, x, p) = x for any (z,p) € Vg
and taking account of Proposition 3.6.2, we obtain that at fixed and sufficiently
large energy E the map ¢p defined by (3.6.4) is one-to-one and its range is
included in (Q x Q)\{(z,z) | z € Q}.

The following Proposition 3.6.3 is proved in Subsection 3.6.8.
Proposition 3.6.3. Assume that

E 2 Cl<va B7Q)7
B> CQ\/l N 400n25(\7£,9)26(9)2 + SUp,cq f/(@) (3.6.26)

min(Cs(E,V, B,Q),C7(E,V,B,Q)) > 0,
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where Cy, Cg and Cy are defined by (3.6.8), (3.6.13) and (3.6.14). Then the
map ¢ defined by (3.6.4) is a local C' diffeomorphism at any point (t,x,p) €
AN (]0, +o00[xVE).

Now assume that 2 is a bounded strictly convex (in the strong sense) open
domain of R™ with C? boundary. Let xyq be a C? defining function for Q. For
E > 4 sup,.q V(z), real constant Cs(E,V, B, Q) is defined by (3.6.15) with
respect to xgq.

The following Proposition 3.6.4 gives a surjectivity property of the map
g defined by (3.6.4) at fixed and sufficiently large energy F.

Proposition 3.6.4. Let
E > Cy(V,B,Q),

E> \/1 + 400n26(\7,£,ﬂ)26(9)2 + SUp,cq V(x), (3.6.27)
min(Cs(E,V, B,Q),C7(E,V,B,Q),Cs(E,V,B,Q)) > 0.

where Cy, Cg, C7 and Cys are defined by (3.6.8), (3.6.13), (3.6.14) and (3.6.15).
Then (2 x Q\{(z,z) | * € Q} is included in the range of the map pg
defined by (3.6.4).

A proof of Proposition 3.6.4 is given in Subsection 3.6.9.

Taking account of Propositions 3.6.2, 3.6.3, 3.6.4, we obtain, in particular,
that at fixed and sufficiently large energy E the map ¢p defined by (3.6.4) is
a C' diffeomorphism from A N (]0, +00[xVg) onto (Q x Q)\{(z,x) | z € Q}.

Now we are ready to prove Properties (3.2.1) and (3.2.2).

3.6.5 Final part of the proof of Properties (3.2.1) and
(3.2.2)

Let xp be a C? defining function for D, ie. xp € C*R",R) and
D = xp!(] — 00,0[), and 9D = x;'({0}), and for all # € 9D Vyp(x) #
0 and the Hessian matrix Hessyp(z) of xp at x satisfies the inequality
Hessxp(x)(v,v) > 0 for all v € T, 0D, v # 0 (where T,0D C R™ is the
tangent space of 0D at x € 9D).

Let 9 € D. For ¢ > 0, we define the open neighborhood €2, of D by
Qe = {xo+ (1 +¢)(@ — ) | 2 € D}. Then (2. is also a bounded strictly
convex in the strong sense open domain of R" with C? boundary and the map
xa. € C*(R",R) defined by xq.() = xp(ro + 52), v € R, is a C? defining
function for €2.. In addition, note that

x € 00 & xo + 2 € 0D,
Vxa.(r) = (1+¢)7'Vxp(zo + F2), € R,

Hessxo.(v) = (1 +¢)?Hessxp(zo + 52), = € R",

SUp,cq. (inf{|lz —y| | y € D}) = esup{|z — zo| | z € D} - 0.

(3.6.28)
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Note also that €2, C Q. if 0 < &g < €.
Let E > ¢ + sup,.p V(x). Assume that

E > max(Cy(V, B, D),Cy(V, B, D)),
sup,eq Cs3(E, , V.B,D) < 1, o (3.6.29)
min(Cs(E, V, B, D), C+(E,V, B, D),Cs(E,V, B, D)) > 0,

where Cy, Cy, C5, Cs, C7 and Cg are defined by (3.6.8), (3.6.9), (3.6.10),
(3.6.13), (3.6.14) and (3.6.15) (taking account of (3.6.18), we obtain that if
E is sufficiently large, then (3.6.29) is satisfied).

Let ¢ > 0. We denote by A, the open subset of R x 2. x R" defined by
Ac = {(t,z,p) e RxQ xR"| Vs € [0,t] ¢1(s,2z,p) € .}, and we denote
by Vg the following smooth 2n — 1-dimensional submanifold of R*" Vg, =
{(z,p) € Qe xR" | |p| = 1y p(x)}. From (3.6.28) and continuity of 9V and
9% B for a, o' € (NU{0})™, |a| < 2, || < 1, and from (3.6.8)-(3.6.15), it
follows that

Ci(V,B,Q.) — Cy(V,B,D), as ¢ — 07, fori=1,2,

sup Cs(E,x,V,B,Q.) — supCs(E,z,V,B, D), as ¢ — 0%,
e xeD

Ci(E,V,B,Q.) — Ci(E,V,B,D), ase — 0", fori=6,7,8.

Taking also account of (3.6.29) and Propositions 6.2, 6.3, 6.4, we obtain that
there exists £9 > 0 such that

0% Ac N (J0, +00[xVE ) — Qe X Qo (t,2,p) — (x,901(t, 2, p)), is a

C! diffeomorphism from A, N (]0, +oo[x Vg ) onto (2 x Q)\{(z,z) |

x € Q.} for any € €]0,¢q].

(3.6.30)

Let qo,q € D, qo # q. Let 1 €]0,¢e0[. From (3.6.30), it follows that there
exists an unique p., € S” & and an unique positive real number f., such that
q = ¥1(tey, qo, pe,) and (te,, qo, Pe,) € Ac,. Consider the function m € C?*(R, R),
defined by m(t) = xp(¥1(t, qo, ps,)), t € R. Derivating twice m, we obtain

m<t> = HGSSXD(¢1 (tv qO?p&l))(g(¢2(t7 QO7p€1))7 g(¢2(t7 qupél))) (3631)

t? y I€1 2 71/2
+ (1+ ‘w2( Ci(;p )‘ ) VXD(¢1(t7q0ap61))OF(wl(t7QO7p61)v

Ya(t, o, pey) © F (¥1(t, qos ey )> 9(102(1, qo, Pey)))
2 ( |¢2 tqo [¥2(t,90,p¢, ) |* )3/2

xVxp (1 (t, QO7p€1)) o ot qo, Pey ),

g(¢2(t7 QO7p51)))

for t € R, where g is the function defined by (3.5.6) and o denotes the usual
scalar product on R™ (we used (3.5.1)). In addition, note that using the fact
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that xp is a C? defining function of D, we obtain that for t € R

wl(taqmpsl) € D g m(t) < 07
U1(t, o, pe,) € 0D < m(t) = 0.

Assume that there exists some s €]0, ., [ such that 1(s,qo,p-,) € D (i.e.
m(s) > 0). Let so = sup{s’ € [0, s] | ¥1(s',x,p:,) € D}. Hence

V180, qo; e, ) € OD, (i.e. m(sg) = 0), (3.6.32)
m(t) <0, for t € [0, o). (3.6.33)

The Taylor expansion of m at sq is given by
1
m(t) = m(so)(t — s¢) + §Th(80)(t —50)2 +o((t—s0)%), t €R. (3.6.34)

Hence if i (sg) < 0 then (3.6.34) contradicts (3.6.33). In addition, if r2(s¢) = 0,
then (50, G0, Pey) € Ty (spuq0.02)0D; and from (3.6.32), (3.6.31), (3.5.2), and
the estimates (3.6.6), |g(¥2(t, qo, pe,))| < ¢, and definition (3.6.15), it follows
that 7n(sg) > 2Cs(E,V, B,D) > 0 (we used (3.6.29)). Hence if r(sq) =
0, then m(sg) > 0, and (3.6.34) contradicts (3.6.33). We finally prove that
m(sg) > 0. Using also the equality m(sg) = 0, we obtain that there exists ¢’ > 0
such that so+¢" < t., and m(so+¢’) > 0 which implies that ¥ (so+¢€', o, pe, ) €
D. Then, due to sup,c, inf{|z — 2/| | 2/ € D} — 0 as & — 0, there exists
g9 €]0, e[ such that ¥ (so+¢€', qo, pe,) & 2, and using also (3.6.30), we obtain
that there exists (pe,,t.,) € Sgo_éx]o,qLoo[ such that (pe,,te,) # (e, te,) and
(teys G0, Dey) € Ae, and ¢ = Y1 (te,, qo, Pe, ), Which contradicts unicity of (pe,, t., )-
We finally proved that

1(8,qo,pe,) € D for all s €]0,t.,|. (3.6.35)
Now consider

ty = sup{t €]0,4+o00[ | ¥1(s,qo,ps,) € D for all s €]0,¢]}, (3.6.36)
ty, = inf{t € R| ¢1(s,q,ps) € D for all s €t t.,[} (3.6.37)

(using Proposition 6.1 and (3.6.29), we obtain that ¢ and ¢; are real numbers
that satisfy t5 —t; < M). Then for ¢ = 1,2, the Taylor expansion of m at ¢;

is given by ’
m(t) = L)t — 1) + %m(ti)(t ) to((t—t))), tER. (3.6.38)

Hence if m(ty) < 0 then (3.6.38) contradicts the fact that 11 (s, o, p,) € D for
all s € [0,t3. In addition, if 7(t2) = 0, then ¥u(t2, g0, Pey) € Ty (ta.g0.p0,) 9D,
and from (3.6.32), (3.5.2), and the estimates (3.6.6), |g(¢2(t, g0, p=,))| < ¢, and
definition (3.6.15), it follows that 7i(ty) > 2Cs(E,V, B,D) > 0 (we used
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(3.6.29)). Hence if m(ty) = 0, then m(ty) > 0, and (3.6.38) contradicts the
fact that 11 (s, qo, p,) € D for all s € [0,13]. We finally prove that 7m(ts) > 0.
We similarly obtain the estimate m(t;) < 0. We proved that m(ty) > 0 and
m(ty) <0, ie.

Gt o, P2y )=ty © N (1) < 0

a 07p61 |t tl ) 3639

1/’ (t q07p61)|t to ON( ) 07 ( )

where N (t;) = vXD(wl(t’qO’psl)) i=1,2
¢ |VXD(wl(t:Qpr51))|7 T

Statement (3.6.35) with (3.6.39) and (3.6.30) (with “c = £,”) proves
(3.2.1) and (3.2.2). O

3.6.6 Proof of Proposition 3.6.1

We denote L)UZ’ by p(t) for t €]t_,t][.
1-20°

Let I(t) = 3|z(t)[?, for ¢t €]t_,t,[. Derivating twice I and using (3.6.2),
we obtain

iy = 2O g, 20

L+5 1+ 282 RV

ox(t) (3.6.40)

for ¢t €]t_,t,[, where o denotes the usual scalar product in R". From the

estimate ‘p(t)(l — <6 t €]t_,t], and from (3.6.40) and (3.5.2), it follows that
1424
z |2 (IVV @)+ jo1...n [Bis (1)
I(t) = ¢ (1 - (Efvgw)))g - ( T 7@ . )a for ¢ €]t t.],
62 c

which with (3.6.19) implies

I(t) > (3.6.41)

c
5
for t €]t_,t,[.

Let t,s € t_,t+[ s < t. From (3.6.41) and the equality I(t) = I(s) +

] )t —s +f f I(o)dodr, it follows that

I(t) — I(s) > I(s)(t —s) + CZQ(t —5)2. (3.6.42)

Using (3.6.1) and the estimate |i(s)| < ¢, we obtain I(s) = z(s) o @(s) >
—lz(s)]]@(s)| > —cd(Q). Using (3.6.1), we obtain I(t) — I(s) = 3(lz(t)* —
lz(s)|?) < §(Q)% From (3.6.42) and the two latter inequalities, it follows that
0> —3(Q)2—cd(Q)(t—s)+< (t—s)?, which implies that t—s < 2@ (2,/242) <
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M@ (the roots of —5(Q)% —cd(Q)X + 5 X2 are (6(Q)/c)(2+2v/2)). Ast — t,
and s — t_, the latter inequality proves (3.6.20). Proposition 3.6.1 is proved.
O

3.6.7 Proof of Proposition 3.6.2

Throughout this Subsection, we denote by 7, . (t) the point of R™ defined
by
’yx,pi (t) = ,lvbl (ta xvpi)a
for any ¢t € R and i = 1,2, where ¢ = (11,15) is the flow of the differential

system (3.5.1).
From (3.5.1), it follows that

S0 - / i (gm- n / T F (o (7). A (1))
—9(pi)) do (3.6.43)

for t € [0,t4 [ and @ = 1,2, where t, , ,, is defined by (3.6.21) for i = 1,2.
From (3.6.43), it follows that

\tlvl—tgvﬂ—A(tl,tg) S h/il?,m <t1>—’}/‘r’p2(t2)| S |t1’U1—t2U2’+A<t1,t2> (3644)

where

A(th t2) =

/Otl (g<p1 * /OJ F (a1 (7); Faps (7)) dT) —g(p1)> do (3.6.45)
[ (st [ PO ) = at) ) do

Y

for t, € [0,t4 4, [ and t3 € [0,14 4 p,[- We shall look for an upper bound of
A(tl,tg), tl € [O,t_,_,%m[ and t2 € [O,t.;_’x,m[, t2 S tl.
First case : vy o vy < 0. Using (3.5.8), we obtain that

(3.6.46)

/ (g@i + [ POw () Fa (i) - g(p») do

2) —-1/2

<[Pl (9. (5) sl
0

t; o
<+n sup} (1 + ¢ |p; +5/0 F(Yapi (8), Yo p; (8))ds

0 e€[0,1

for i = 1,2. From (3.6.6) and (3.6.20) and from the estimate |g(12(s, z, p;))| <
¢, it follows that

10n6(Q)B(V, B, Q)

C

(3.6.47)

/OU |E (Yapi (8), Y (8))]ds <
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for o € [0,;], i = 1,2. Using p; € S} and (3.6.47) and (3.6.23), we obtain

1
> §T‘77E(x>’ (3.6.48)

i + 5/F(%c,pi(3)»7x,pi(3))ds
0

for e € [0,1] and o € [0, ¢;]. From (3.6.47), (3.6.48) and (3.6.46), it follows that

/ (g(pi i / F(api(5): Ao (5))ds) = g<pi>) do

. 20n3/2c5(Q)B(V, B, Q)
- E—V(x)

(3.6.49)

for i = 1,2. Using vy o vy < 0, we obtain that |v;|s; < [s1v1 — sgve| for i = 1,2
and for s; > 0, so > 0. Using this latter inequality and (3.6.45) and (3.6.49)

N2
and equality |v;| = C\/l — (E*Z(@) , we obtain

A(tl, tg) < 40671713/26(9)5(‘7, B, Q)T"ZE(.’E)ilytlUl — t2’U2’.

Second case : v 0vg > 0.
From (3.6.45), it follows that

where

Al(thtg) == (3651)

/:(g(pl + /0;(%4»1 (7)s Y (7))dT) — g(pl)) do

Aoltn,ta) = / 2 [gm T / T F o () Ao (7)) — g(p1) (3.6.52)

- (g(” * / F (Vs (7): e (7)) dT) — g(pz>)} do

An upper bound for Ay(ty,ts). Using (3.6.51) and (3.5.8), we obtain that

Ayt t2) < Vn(t — 1) / 1 [F (Va1 (5), Yo (8)) |l (3.6.53)

to
2> —-1/2

In the same manner than in the first case (v; o vy < 0), we obtain

— / F (o (), 3 (5))ds
0

£€1[0,1]
oel0,tq

X sup (1—1—02
]

20n32c5(Q)B(V, B, Q)

Aq(ti,te) < (1 —ta) 7 f/(:v)

(3.6.54)
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Note that from |v;| = |vs] and ¢; > 0,¢ = 1,2, it follows that |vy|(t; — t2) <
|tyv1 — tavs|. Using this latter inequality with (3.6.54), we obtain

Ayt ta) < 20n3/25(Q) B(V, B, Q)
o j

tiv; —t 3.6.55
CTV,E(Qf tiv1 2Vs| ( )

02
An upper bound for Aq(ty,t2). Note that g;(p; + foa F(Yap; (T)s A ps (7))dT)

—9;(pi) fo Vg;(pi + 5fo (Yaups (75 Ve s (T))dT)Ofoa F(Vap; (5), Yap (8))ds de
for i = 1,2 and j = 1..n, where g = (g1, ..., gn). Hence

— N -2
(we use the equality |v,| = c\/l - (E—_V(CC)> ).

to t2
A%(fl,tg) S / A2,1,j<0)d0 +/ AQQJ(O’)dO’, (3656)
0 0

where Ag(ty,ta) = (Aj(t1,t2), ..., AY(t1,12)) and

Ay (o) =

{ng p1 +6/ F(Yap, (7); Y, (7))dT) — Vg; (3.6.57)
0

(s + ¢ /OUme()%pz(r)) >] / F (o (), (5))dsde]| |

AQZJ

/ V(s + ¢ / F o (T)s Arpa(7))dr)o (3.6.58)

/0 T Caan (), 301 (5)) — F(apa(5) g (5))] dse

foro €[0,ty)and j=1...n

We first look for an upper bound for A, j(o). Since v; ovy > 0, we obtain
p1 o py > 0. Using this latter inequality and the equality p? = p3, we obtain
that

upr + (1 = p)pa| = \//ﬂp% + (1= p)?p3 + 2p(1 — p)p1 o pe

TV,E('T)

1
_\/u i+ (1 — p)?ps > \/§|pl| 5 ( )

for any p € [0,1].
From (3.6.47) and (3.6.59) and (3.6.23), it follows that

\upl 0=t e [ POy () A )7 + (1= e
0

10n6(Q)B(V, B, Q)

c

7 ro p(@), (3.6.60)

(e

F(Ya s (T), Yapa (T) )T

x > |pp1 + (1 — p)pe| —

o

| V
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for u, € € [0, 1]. From (3.5.1), it follows that
() = g(pi + / F (o (), Fpe (7))

for o € [0,t;], i = 1,2. Using this latter equality and (3.5.8), we obtain

o (0) = Fopn ()] < (3.6.61)
i s (1 e papr + (1= s + / F(tp, (7)o (7))
1e0,1 0

~1/2

+ =) [ P, <T>,%,p2<f>>df|2)
xIps — p2 + / (F o (D) Ao (1)) = F(a(1)s e (7)) ]

for o € [0, 9.
Note that from (3.6.7) and the inequality |¥,,,(7)| < ¢, it follows that

|E (Vo (T), Y21 (7)) = F (Y2 (T), Yo (7)) ] < (3.6.62)
n3/25<‘7’ 37 Q) (2|'7:v7p1 (T) — Vz,p2 (T)l + %H/x,m (T) - '%c,m (T)D’

for 7 € [0, t5].
Using (3.6.60)-(3.6.62), we obtain

23/2\/562
E—V(z)

(2 Pan(®) = sl + % [ () = sumt0lir )|

Y1 (0) = Yo (0)] < [|p1 —po| +0°2B(V, B,Q) (3.6.63)

for o € [0, t9].
We shall use the following Gronwall’s lemma.

Gronwall’s lemma. Let a > 0 and let ¢ € C([0,al, [0, +00]) be a conti-
nuous map and let A, B € [0, +oo[ be such that ¢p(t) < A+ B f; o(s)ds for all
t € [0,a]. Then ¢(t) < AePt for all t € [0, al.

Taking account of (3.6.63), Gronwall’s lemma and (3.6.20), we obtain that

23/2, /nc?

Wx,m(‘j) - ;Ya:,pz (0)| < E— ‘7(1})

[\pl —pa| +203%3(V, B,Q) (3.6.64)

10v/25(Q)n28(V,B,Q)

/ |’Vm,p1<7') — Ya.,po (T)|d7':| e E—V () :
0

for o € [0, t5].



3.6. PROOF OF PROPERTIES (3.2.1) AND (3.2.2) 135
From (3.5.9) and (3.6.57), it follows that

Az 5(0) < (3.6.65)

3 ! 1
vn / sup (1 +—=
C Jo uefo,] c

i1+ (1= w)pa + e / F Yoy (7), A, (7))
0

y

X[p1 —pa +e /0 (F Ol (0 (1) = Fagn (1), n (7)) ]

(- / " F(opa(r), A (1))

x / F (o (5), Ay ()| sl
0

for o € [0, t5].
From (3.6.6) and the estimate |, ,,(s)| < ¢, it follows that

[ 1O (9 A (5D < 203(7. B0 (3.6.66)

for o € [0,t4].
From (3.6.65), (3.6.60), (3.6.66) and (3.6.62) and (3.6.64), it follows that

A8n*233(V, B, Q .
Agyi(o) < = F BV, : ) (\pl — polo +032B(V, B, Qo (3.6.67)
(£ —V(x))
o 23/2 /nc - =
(2 h/ﬂﬁ,pl (7—) — Yx,po (T)‘dT + —\”/_ (‘pl - pZ‘O_ + 2713/25(‘/, Ba Q)
0 E—V(z)
g s 10J§5(Q)n?,8(\7,§,9)
[ [ a0 = emtrilaras ) w852 )
o Jo
for o € [0,1,].
From |vi| = |ug| and ¢y < ¢y, it follows that |v; — va|o < |vg — valty <

|t1v1 —tavs|, for o € [0, t5]. Note that using these latter estimates and p; € SZE,
1 = 1,2, we obtain

E—-V(x
[p1 — palo < T()|t11)1 — tay], (3.6.68)

for o € [0, t3].
Using (3.6.68), the estimate foa fos Varpn (T) = Vo (T)|dTds < & foa Ve pr (T)
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Y (T)|d7 and o < 222 2 (due to (3.6.20)) and (3.6.67), we obtain

1 2 / B.Q) 10vz@n26(7.5.9)
A2,1,3'(0') < O\/_n 5( )~ (V ! )@ E—V(z)
— V()
48n3/2¢B(V, B,

[ 48n¥eB(v, )|t1v1 byl (3.6.69)

E-V(z)
480n3c*3(Q)B(V, B, Q /
xr 1 x dT
(E - v (2))? o (7) = Yapa ()]
fOI' oS [OJ t2]

We look for an upper bound for Ay (o), o € [0,%5], defined by (3.6.58).
Using (3.6.58), (3.5.7), and (3.6.48), and using (3.6.62), (3.6.64) and (3.6.68),

we obtain

10/2n28(0)3(V. B. Q) 10v25(@)n26(V.5.9)
Agpj(o) < |1+ V2o )~ﬁ( - )e BV ()
E—-V(z)
4n32c23(V, B, Q) /"
— w1 (T) — Yapo (T)|dT (3.6.70
s [ ) <l (3670
25/277/205(‘7’ 379) 10v/26(2)n2 (V. B.2)
= e E-V(x) |t11)1 - t2U2|,
E—-V(x)
for o € [0, t5].
Note also that from (3.6.44), it follows that [J Vs, ) 7,; p(T)dr < [T A
(7, 7)dT+% 2 |v; — s, for o € [0, ¢,]. Hence using also o < 2 (due to (3.6.20))
and o|v; — ve| < [tjv; — tava], we obtain
55(€2
/ [V (T) = Varpo (T)|dT < / A(T,7)dT + 2(0 )]tlvl —tovg],  (3.6.71)
for o € [0,ts]. Note that ty < # and note that from positiveness of A it

follows that f Jy A(r,7)drdo < ty fo (1,7)dr. Hence using (3.6.71), we
obtain

Q) [ 256(12)
[ [ e =rmilirds < 2D [ a3+ 0 0, — ],
0
(3.6.72)

for o € [0, t5].
Combining (3.6.50), (3.6.55), (3.6.69), (3.6.70) and (3.6.72), we obtain

to

A(tl, tg) S C4(E, x, ‘7, B, Q)|t1’01 — t2112| + CC5(E, xZ, ‘7, B, Q) / A(T, T)dT,
0
(3.6.73)
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for t; € [0,t4 4, [ and ty € [0, 4 4 p,[, t1 > to and where Cy and C; are defined
by (3.6.11) and (3.6.12).

Let t1 € [0,t4 4, [ and to € [0,t4 4,,[, t1 > to. Estimates (3.6.73) and
|v1 — valo < [t1v1 — tawg|, 0 < t9, give in particular

A(o,0) < C4|t1v1—tgvg\+cC’5/ A(T,7)dT (3.6.74)
0

for o € [0, t5]. Using (3.6.74) and using Gronwall’s lemma (formulated above)

and o < @, we obtain

A(O', O') S 04656((2)05 ’tl’Ul — thz’, (3675)

for o € [0, t5].
Using (3.6.75) and (3.6.73) and ty < @, we obtain A(t,ty) <
Cs(E,x,V, B, Q)[t1v; — tyvy|, for t1 € [0,t4 2p,[ and ty € [0, 11 4], t1 > to.
Proposition 3.6.2 is proved. U

3.6.8 Proof of Proposition 3.6.3

We shall work in local coordinates. We consider the following infinitely
smooth parametrizations of S"™!, ¢; 4+ : B, 1(0,1) — S"!, i = 1...n, defined
by

Gix(w) = (3.6.76)

- / 12 _ : .
why w1 =S Wl wt L w 1), if1<i<n-—1,
1 nfli 1 n—1_ 72 if 1 =
wh, o wv -y wt ), ifi=n

for w = (w',...,w"') € B,_1(0,1) and where B,_1(0,1) denotes the unit
Euclidean open ball of R"! of center 0.

Let (to, zo,po) € AN (]0, +00[xVE), po = (P}, - - -, pa). Then (¢, 29, po) € A
for all t € [0, t]. As A is an open subset of R x R™ x R", there exists ¢ > 0 such
that {(t,z,p) € RxR"XR" | —¢ < t < ty+¢, max(|x—zo|, [p—po|) < e} C A.
We denote by B(xg,e) the Euclidean open ball of R™ of center xy and radius
e. Let (U, ¢) be an infinitely smooth parametrization of an open neighborhood

of 2% in S*=! and k = 1...n such that

3.6.77
] = n™"2|pol, 3.6.78

U is an open subset of B,_1(0,1), ( )
(3.6.78)
if +ph >0 then ¢(w) = ¢p+(w) for all w € U, (3.6.79)
(3.6.80)

(t,z, 1y p(v)d(w)) € A, for (w,t,x) € Ux]| —¢,to + [x B(wg, ). (3.6.80
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Consider Q € C'(] —¢,ty + e[x B(wg, ) x U, Q) defined by

Qt,z,w) = i(t, v, 1y p(x)p(w)), (t,z,w) €] — &,y + e[xB(wo,e) x U,

(3.6.81)
where 1) = (¢, @Z)g) is the flow of the dlfferentlal system (3.5. 1) Let wy € U be
such that ¢(wy) = £%. We shall prove that ( (tg,azo,wo), Fows (to,xo,wo)

%(to, T, Wp)) 18 a ba31s of R™.
Note that from (3.6.2), it follows that

Qt,z,w) = x +tg(ry p(r)p(w)) + /0 [g (r‘y,E(xM(w) (3.6.82)

+ [P %s,x,w))ds) — 4lry 5 (@)0(w))] do,

for w € U and (t,z) €] — &,t9 + g[x B(x0,¢) (where g, ry ; and F are defined
by (3.5.6), (3.5.4) and (3.5.3)).

We shall prove (3.6.84).

Using (3.6.82) we obtain

%(t’x’w) = 9(ry p(@)(w)) + [g (ry p)d(w) (3.6.83)
+ [ FQs ). G0 w)ds ) = gy plodotw)]

for w € U and (t,z) €] — ¢, g +8[><B(a:0, £). Combining (3.6.83), (3.6.26),
(3.5.8), (3.6.6) and estimates |8t (t,z,w)| <e t < ( )it follows that

9Q
ot

(V. B.O), (3.6.84)
Tt 6.

t,r,w ry plr)o(w =
T tt,0) = oyl < PP
for w € U and (t,z) € [0,tg + ¢[x B(xg )

We shall prove (3.6.95). Let i = 1.
e[x B(zg,€) x U,R™) be defined by

n—1 Let X; € C( — e, to +

; "\ (OF; , 0Q oQ
X/ (s,z,w) = Z ( (2, %(s,x,w))|x/:Q(s7x,w)a—wi(s,x,w) (3.6.85)

!
T
=1 al

oF; . o0
+ ayZ(Q(S’wi)ay)W %?(sxw 8 i(s X w))

for j = 1...n, (s,z,w) €] — e,ty + ¢[xB(xp,e) x U, and where X; =
(X ..., X)) and Q € CY(] — &,tg + €[x B(x0,¢) x U,R) is defined by

_ 50

Qs,z,w) = g(w2(8,$,T97E(IB)¢(w))) = g(s,x,w), (3.6.86)

for (s,z,w) €] — e,to + e[xB(xg, &) x U.
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From (3.6.5), and (3.5.3), it follows that

| X;(o,z,w)| < ﬁ(f/, Q)n <

-1

%0
2 (0.w)]).
(3.6.87)

(Ja; w)'—i—c

for (o, 2, w) €] — ¢t + e[x B(wg, ) x U. )
We shall estimate Q Note that from (3.6.2), it follows that Q;(s,x,w) =

gl(TVE ) + fo (o, x,w),@(a,x,w))da), for (s, z,w) €] — e,ty +
[xB(xo,e) x U and l = 1...n. From this latter equality and (3.6.85), it
follows that
0Q,

99 (s.2.w) = Vg (w( jotw) + [ Qo)

Ol w))d )o(rVE % /Xaxwda),

for (s,z,w) €] —¢,ty + e[xB(zg,e) x U. Hence

0Q);
az

(5:0,0) = g (Vs pa)ow) 0 S (w)] < (3688)

(Vs (vt + [ Fl@oa0)

TXZE(x)

Qlo.a,w))da) = Vg (rg p(2)ow)) o 5% )

forj=1...nand (s,z,w) €] —¢,to+e[xB(xg, ) x U. We estimate the second
term of the sum on the right-hand side of (3.6.88) by using (3.5.7), (3.6.6),
(3.6.26) and s < @, and (3.6.87). We estimate the first term of the sum
on the right-hand side of (3.6.88) by using (3.5.9) and (3.6.6), (3.6.26) and
s < &CQ), and the estimate fos F(Q(o,z,w),Q(0,z,w))do < Znﬁ(f/,B,Q)s,
for (s,x,w) €] —e,ty + e[x B(xg,&) x U. We obtain

oQ ry p(T)  O¢

%(S,J],w) — W@wz( w)| < 2nv/nc*B(V, B, Q) (12\/5—1— 1)

c2

T\?,E@ )

" (E - V(x))

2c2@g,£3, Q)ny/n </0

—V(x)
da) ,

0
122 (s +

TV,E(@ ¢

(E—V(x)) ow?
(/.2

s 8@
ow?

x2y/n 4 ¢ /

0

(w)

(0,2, w) —
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for (s,z,w) € [0,ty + €[x B(xg,€) X U (note that <E_V())—1 ;fz( )
= (Vg;(ry p(@)d(w)) o g (w)) _ ).

From Gronwall’s lemma (formulated in Subsection 3.6.7) and ty+¢& <
it follows that

55(5)

oQ ry p(T) O 2¢n323(V, B, ) 1067, B.n/2
%(S,.T, )_Wawz@lﬂ < E—V( ) @ (3689)
X [c (12v/n +1) ETV_Eé:z; (?aj; (w)‘ s (o, z,w) da} ,

for (s,z,w) € [0,ty + e[x B(xg, &) x U.

From (3.6.86), it follows that Q(s, z,w) = :I:—i—fos (0, z,w)do, for (s, z,w)
€ [0,ty + e[x B(zg,e) x U. Hence %(s,x,w} 0 gfz (0, z,w)do, for (s,x,w)
€ [0,tg + e[x B(xo,e) x U. This latter equality and (3.6.89) imply

203/26(V . B, Q)
8—Q(s,x,w) — L(x) 0¢ (w)s| < 2™ 2G(V, ) (3.6.90)
ow' (E Vx)) ow' E—V(z)
105(2)8(V,B.2)n3/2 ry p(x) | 0 52
BV () 12 1 228 ' >
‘ [c< V1) U )| 5
(o, 2,w) dO’dT} ,
for (s,xz,w) € [0,ty + e[x B(xg, &) x U.
Note that
°10Q
< .0.
3w (o, z,w)|dodr < s D (o,z,w)|do  (3.6.91)

CQ) /OS gg (0,2, w) — 0—(‘7’5(%)) 55;( )| do

+5T\7,E($)5(Q) ¢
C<E—‘Z(ﬂc)> ow’

for (s,x,w) € [0,ty + e[x B(xg,€) x U (we used that tg+ ¢ <
Let

(w)

S
2 )

56(Q2) )

106(Q)B(V,B,0)n3/2

C4y(E,z,V,B,Q) =20en’8(V,B,2)6(Q)e -7 (3.6.92)
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106(Q)B(V,B,02)n3/2

Ci(E,x,V,B,Q) = 20*%3(V,B,Q)e 7 7V@ (3.6.93)
ro m(x 10re o(z)4/nd(2
« 6(12\/54-1) V,E~( ) V,E( )~\/_< ) :
E—V(x) c (E—g(z))
o o C4(E,x,V,B,Q)
Ci(E,z,V,B,Q) = CyE,x,V,B,Qe V@& | (3.6.94)

for z € Q.
From (3.6.90)-(3.6.94) and Gronwall’s lemma (formulated in Subsection
3.6.7), it follows that

82

Q) ry p(®) 9¢ Ci{(E,xz,V,B,Q) | 8¢
%(S,%w) - mw(w)s < ‘awi (w)

2
(3.6.95)
for (s, xz,w) € [0,to + e[x B(xg, ) x U.

Now we assume without loss of generality that the integer k in (3.6.78) is
n, and pj > 0. We remind that wy € U is defined by ¢(wy) = ipep- We shall
prove (3.6.101).

From (3.6.79), it follows that

0¢p w!

%(/LUO) = € — /—1 _0|w0|26n7 (3696)

0

2 wol < vITm, (3.6.97)
for I = 1...n — 1 and where (ey,...,e,) is the canonical basis of R" and
wy = (wg,...,wy™ ") (for (3.6.97), we used the estimate > n~'/2 which

implies that 1 — |wy|* > + and we used |wj| < |wo| <1,1=1...n—1 and we
used (3.6.96)). In addition, using (3.6.96), we obtain

n—1 a¢
D g (W) = (s ) (3.6.98)

=1

for all (pu1,. .., pn_1) € R
Using the fact that ¢(wg) € S*~! is orthogonal to %(wo), l=1...n—1,
and using (3.6.98), we obtain

n—1 n—1 n
3} 0 _
(o) + 3 i s o)l = ||+ 13 o () = a3 ],
=1 =1 =1

(3.6.99)
for all (p1,...,u,) € R™
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Note that

0

Q
Al En — (o, o, wo) +IZ;)\H-1

9Q
Ol

(to, o, wo)| >

7 )toa

oQ
BN —— (to, w0, wo) — Q(T\?,E(%W(wo))‘

— 0
= Pl
=1

—[ A1

c*ry p(wo)to D¢
E— V(.ﬁlﬁ'o) ouw'

Q
w(to,xo,wo) — (to, zo, wo)| s

for (A,...,\,) € R™
We estimate the first term on the right-hand side of (3.6.100) by using

C2T’“’ T
(3.6.99) (note that g(ry p(zo)d(wo)) = Ef‘f(io(;%(wo)). We estimate the se-
cond term and third term on the right-hand side of (3.6.100) by using (3.6.84)

and (3.6.95) and (3.6.97). Using also the estimate ¢, < 55(9 we finally obtain

a@ n—1

Cr

nz Aro o )
> ‘)\1\ +toz ‘>\l+1’ 2

(3 6 101)
for (A,...,\,) € R™. This latter inequality and (3.6.26) and to > 0 imply that
the family (%—?(to,ajo,wo), 5.7 (to, To, wo) , ..,%(to,xo,wo)) is free. Then
using inverse function theorem, it follows that o is a local C! diffeomorphism
at (to, To, Po)-

Proposition 3.6.3 is proved. U

9,
AM—— 5 (to, zo, wo) + Z )\l+1a—3(t0, o, Wo)

=1

V()

3.6.9 Proof of Proposition 3.6.4

Before proving Proposition 3.6.4, we shall first prove the following Lemma
3.6.1.

Lemma 3.6.1. Assume that
E > C\(V,B,9),
Cs(E,V,B,Q) >0,
where Cy and Cg are deﬁned by (3.6.8) and (3.6.15).
Let x € Q and p € S; 5. Then
V2(tywp @, p) © N(¥1(ts 2,7, 0)) > 0, (3.6.103)

where t ;. is defined by (3.6.21) and 1 = (1, 12) is the flow of the differential
system (3.5.1), and where N(y) denotes the unit outward normal vector of 02
at y € 0 (o denotes the usual scalar product on R™).

(3.6.102)
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Proof of Lemma 3.6.1. Consider the function m € C%(R,R) defined by

m(t) = xa(U1(t,z,p)), t €R, (3.6.104)

where xq is a C? defining function for Q (see definition of Cy, (3.6.15)). Deri-
vating twice (3.6.104) and using (3.5.1), we obtain

m(t) = Hessxa(v1(t, z,p))(9(¥2(t, 2, p)), g(vha(t, 2, p)))  (3.6.105)

o (10 BN gy ) o P,
Ua(t, 2, p) o F (¥ (t, 2, p), g(¥a(t, ,p)))

2 (1 + W#”)m

xVxa(¥1(t, ,p)) o a(t, x,p),

for ¢t € R and where g is the function defined by (3.5.6). The Taylor expansion
of m at t; ., is given by

9(Wa(t, 2,p))) =

) 1.
m(t) = m(tJr,x,p) (t— t+,x,p) + _m<t+,w,p)(t - t+,x,p)2 +o((t — t+,x,p)2): teR.

2
(3.6.106)
and we recall that
U1 (tyap, x,p) € 09, (ie. m(ty ., =0), (3.6.107)
m(t) <0, fort € [0,ty 4, (3.6.108)

Hence if m(t4 ) < 0 then (3.6.106) contradicts (3.6.108). If m(ty ) = 0,
then Y2 (t4 2., 7,0) € Ty (102002 and from (3.6.105), (3.6.107), (3.5.2), and
the estimates (3.6.6), |g(v2(t, z,p))| < ¢, and definition (3.6.15), it follows that
ity wp) > ACs(E,V, B,D) > 0 (we used (3.6.29)). Hence if (t; ,,) = 0,
then m(ty ;) > 0, and (3.6.106) contradicts (3.6.108).

We finally prove that m(t; ,,) > 0.

Lemma 3.6.1 is proved. [

Now we are ready to prove Proposition 3.6.4.
Let z € Q. As n > 2, the set Q\{z} is connected and we shall prove that
the set

A, = {y e Q\{x} | there exists p € SZE and t > 0 such that (t,z,p) € A
and wl(ta Jf,p) = y}

is a closed and open nonempty subset of Q\{z} (where ¢ = (¢1,19) is the
differential flow of (3.5.1)). Then we will have A, = Q\{x}, which will prove
Proposition 3.6.4.

Note that A, is nonempty since for p € 82}317 (0,z,p) € A and %(t,m,
P)i=o = g(p) # 0. Hence there exists ¢ > 0 such that (e,z,p) € A and
1/)1(57‘%‘7]?) 7é %(07%19) = L.
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Note also that A, is an open subset of Q\{x}. Let y € A,. Then there
exists p € SZ;EI and t > 0 such that (¢,x,p) € A and (¢, z,p) = y. From
(3.6.27) and Proposition 3.6.3, it follows, in particular, that there exists an
open neighborhood U C Q\{z} of y such that U C A,.

It remains to prove that A, is a closed subset of Q\{x}. Consider a se-
quence (yx) of points of Q\{x} which converges to some y € Q\{z} as k — +oc.
For each k, there exists p; € SZfEl and t; > 0 such that (¢, z,px) € A and

From Proposition 3.6.1, it follows that ¢; € |0, @] for all k. Using compact-
ness of [0, @] and compactness of SZE, we can assume that (¢;) converges
to some ¢ € [0, &CQ)] and that (px) converges to some p € S . Using (3.6.109)
and continuity of 1, we obtain

Note that ¢ > 0 since y # x. Let s € [0, ¢[. Then using that t; — ¢ as k — 400,
we obtain that there exists a rank N, such that s < t, for £k > N,. Hence
(s,z,pr) € A for k > N and, in particular, 1 (s, z,p) € €2 for kK > N,. Hence
we obtain that

U1(s,z,p) = klirf V1(s,z,pr) € Q, for s € [0,1]. (3.6.111)
Using Lemma 3.6.1 with (3.6.110) (y € Q) and (3.6.111), we obtain that

(t,z,p) € AN (]0, +oo[x{z} x SZ_EI) and 1 (t,x,p) = y. Hence y € A,.
Proposition 3.6.4 is proved. U

3.7 Complément

Dans cette Section, on complete I'article [Jol07b] en rajoutant des preuves
de résultats non démontrés dans [Jol07b].

3.7.1 Preuve des formules (3.3.9)-(3.3.10)

On ne va démontrer que (3.3.10), I’égalité (3.3.9) se démontrant de la
méme maniere. On omet les indices y, g de s(F,.,.) défini au début de la
Section 2, et de ko(E,.,.) et k(E,.,.) définis par (3.3.1); et Sy, désignera
désormais l'action réduite définie par (3.3.6) et que 'on a noté auparavant

SOV,A,E'
De (3.5.1), on déduit que % = g(1)2) € CH(R x R™ x R") et que
0 Oy 7 0 .
—(t,. b = . E. 7.1
8<z ot (ta 7k0( y 7$>>\C aCig(dJQ)(t’ ’kO( ) >$))\C> (37 )

il CRo(B Ca)) = ¢+ /Otg%(s,g,;;o@,g,x)))ds, (3.72)
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pour tout t € R et tous x = (x1,...,2,) € D, ( = ({1,...,() € D, o # ¢, ot
Y = (¢1,12) désigne le flot de (3.5.1).
De (3.7.2), il vient

_ o
(9611/}1( ) ,ko(E,.,ZE))K = ez+/0 (9(1

pour tout t € Ret (,x € D, { # x, ou (ey, .., e,) est la base canonique de R™.

Ainsi pour tous (,z € D, ;é x application, qui associe a un réel ¢ le vecteur
de R" @/}1( o ko(E, ., ), est de classe C" et

9(¢2)(S» ) ];’O(Ea ) :E))de

0 0 )
at(aczwl( ’ >k0( l‘))K) = agl (w2>< ) 7k0(E;-,$))K
8 Oy -
B ¢ ai (t, . ko(E, ., 2))ic, t € R.(3.7.3)

En dérivant 1 (s(E, ¢, x), ¢, ko(E,(, x)) = x par rapport & (;, on obtient
que

ot oYy —
(agwl(a 7k0( ))K)t S(ECI)—i_a_Ci(E’C’ ) ot ( (E Ca ) C,k’o(E,C,l’)),

(3.7.4)

pour tout (,z € D, { # .
Soient ¢,z € D, ¢ # z. De (3.3.6), on obtient
a;?EE (¢.x) = P(s(E,,2), . kolE, ¢, x)) 0 2 (s(E, (), Fol(E, (. 2))
2(B,.Cx)+ [;7 ZP(t k(B . 2)c 0 B (1, ¢, ko(B, ¢, x))dt
+ fo ECl’ (ta C7 k0<E7 C?'T)) © %(%( ) kO(Ev " )))Kdt

(3.7.5)
En utilisant (3.7.3) et en intégrant par partie, on obtient :
S P ¢ ko(B, G ) 0 2 (B (t, . ko(E, ., 2))) ot
= P( (E_Ca ) C kO(E Cv )) (agiwl( ) ,k’o( x))|§)|t:t(E,C,x) (3 76)
~P(0.¢FalE.C.2)) -

— JSEET L1 ¢ k(B¢ x)) o (2 (t, . ko(E, ., x)) )t
01\1 P(07 C> kO(E7 C7$)) = (P1(07 Ca k0<E7 C?x))a 2. >Pn(0> C? ];‘O(Ea C,fE))) (OH a
utilisé I'égalité 1,1(0, (", k') = ¢, (" € R et &' € R", pour obtenir
%1/)1(0, .y l{fo(E, ,I))‘C = 62').

En utilisant (3.7.4)-(3.7.6), on a

oS _
agE (C.x) = —P(0,¢ ko(E, ¢, 7)) (3.7.7)

s(E.(w) 0 _ Gwl
_|_/0 {aQP(t,.,ko( T))ic 0 —— o (t, ¢, ko(E, ¢, )
(9P

0@2%( ) 7k0( l‘))\() dt.



146 CHAPITRE 3. PROBLEMES INVERSES A ENERGIE FIXEE

De (3.3.4), on a

%P(t, W ko(E, . @) o %(t, C ko(E, ¢ )
0
DGR C) o (ot BB, ))) =
5 Pt Fal B, ) e Fa( By (379

pour tout t € [0,s(E,(,x)], ou H est 'Hamiltonien défini au début de la
sous-section 3.3.2. On remarque que

H(P(t,{ ko(E, (' x)), 1 (t, ¢ ko(E, (' 2))) = E, (3.7.9)
pour tout t € R, ¢’ € D, ' # x. De (3.7.7)-(3.7.9), on obtient
aggoE (C,ZE) - _Pi<0’ G, ko(Ev Cax))) (3710)

ce qui, avec (3.3.5), implique (3.3.10).

3.7.2 Preuve de la Proposition 3.3.2

Dans cette sous-section xp désigne une fonction définissante de D, i.e.
xp € C?(R",R), D = xp'(] — 00,0]), 9D = x5'({0}), et pour tout 2’ € OD
Vxp(z') # 0 et la matrice Hessienne de xp au point z’, notée Hessyp(z'),
vérifie l'inégalité Hessxp(z')(v,v) > 0 pour tout v € T,0D, v # 0 (ou
T..0D C R™ est I'espace vectoriel tangent a 0D au point 2’ € D).

Fixons x € D. Avant de démontrer la Proposition 3.3.2, on démontre le
Lemme 3.7.1 ci-dessous.

Pour v € S"~! on note s,(v) le nombre réel strictement négatif défini par

s.(v) = sup{s <0 | ¥1(s,z, —rg(x)v) € OD}. (3.7.11)

ou ¢ = (¢1,1s) est le flot de (3.5.1), et ou 'on note désormais par rg le réel
rv,p défini au tout début de la sous-section 3.3.1.

Lemme 3.7.1. L’application s, est de classe C' sur S*~'. De plus on a :

Oin
ot

pour tout v € S*1, ou o désigne le produit scalaire usuel sur R™.

Be(v) = Vxp(1(s.(v), z, —rg(x)v))o (t, 2, —rE(2)V) =, () <0, (3.7.12)

Preuve du Lemme 3.7.1. L'estimée (3.7.12) vient de la Propriété (3.2.1). La
continuité de s, vient alors de (3.7.12) et de la continuité de ¢;. En utilisant a
nouveau (3.7.12) et al’aide du théoreme des fonctions implicites, on obtient que
s, est de classe C' sur S"™! (on applique le théoréme des fonctions implicites
a la fonction m(s,v) = xp(¥1 (s, x, —rg(z)v)), s € R,v € S*71). O
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Démontrons la Proposition 3.3.2. On omet l'indice v, p.

Par le Lemme 3.2.1, Papplication vg est C* sur 9D x D. L’application vp
est un C! difféomorphisme de dD sur S"~! : 'application pug, : S*"* — 90D
définie par

pEL(v) =1 (s.(v), 2, —rp(r)v), v €S (3.7.13)

est de classe C* sur S"7! (car ¢; € CYR x R™ x R",R") et on utilise aussi le
Lemme 3.7.1) et pp, est I'inverse de vg .
Il reste a démontrer que pg, préserve lorientation (ce qui prouvera

que v, préserve aussi l'orientation). Nous aurons besoin des fonctions ¢ €
C([0,1] xS" 1 R") et xp € C'(]0,1] x (D\{z}),R) définies par :

(e, v) = 1 (es.(v), x, —rp(x)v), € €]0,1], v € S" ! ; (3.7.14)

s(E,y,x)

)ZD(an) = XD(¢1<_ ’xﬂk(anax))% € 6]07 1]7 Yy € D\{ZE} (3715)

On remarque que de la définition de s, et de (3.2.1), on a
(e, v) € D\{x}, (3.7.16)

pour tous € €]0,1] et v € S"71.

Soit vy € S" ! et U un ouvert de Rt et ¢ : U — S*"! une pa-
ramétrisation lisse de S"~! dans un voisinage ouvert de vy et qui respecte
l'orientation de S"! (i.e. det(¢(w),;—i(w),...,afil(w)) > (0 pour tout
w € U). Il s’agit de démontrer

0 0
det (VyXD (y) ly=pE . ($(w))> a_MNE,x(¢(w))a

uE,x<¢<w>>) -0,
(3.7.17)

...,awnil

pour w € U.
En utilisant (3.7.16), on définit I'application J € C(]0, 1] x U, R) par

J(€, w) = det (VyXD(E, y)|y:¢(5,¢(w)), aiwl(l)(e, gb(w)), ceey %ﬂ_lfb(s, gb(w)))
(3.7.18)

pour tout ¢ €]0,1] et w = (wy,...,w,—1) € U. On a 'égalité suivante

démontrée ci-dessous :

J(l,w) =d 0 0

(1) = et (VX0 (0Dt (0D 5 (0 )

(3.7.19)

pour w = (wy,...,w,—1) € U; ainsi démontrer (3.7.17) revient a démontrer

J(1,w) > 0, pour tout w = (wy,...,w,—1) € U. Pour cela, en utilisant la

continuité de J, il suffit de montrer J(e,w) # 0 pour tous ¢ €]0,1], w € U, et
de montrer que pour tout w € U, J(g,w) > 0 pour ¢ €]0, 1] assez petit.
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Démontrons tout d’abord (3.7.19). De la définition de s(F,y,z) et
k(E,y,z), on obtient

Ui(—s(B,y,2), 2, k(E,y,7)) = v, (3.7.20)

pour tout y € D\{z}. En utilisant (3.7.20) et (3.7.15) on obtient Yp(1,y) =
xp(y), y € D\{x}. Ainsi, en utilisant (3.7.18) et en remarquant que ®(1,v) =
pE.(v) pour tout v € S*™1, on obtient (3.7.19).

Démontrons que J(g,w) # 0 pour tous € €]0, 1], w € U, ce qui revient a
démontrer que les n vecteurs de R”

Ci(e,w) = VyXn(&Y)y=a( o) (3.7.21)
0 .
Cj+1(€,w) = 87 (8, (b('ll))), J = 1...n— 1, (3722)
J

sont linéairement indépendants pour tous € €]0,1] et w € U (Cy,(g,w), m =
1...n, sont les colonnes de J(eg,w)). Pour cela , on démontre tout d’abord que
les vecteurs Cy(e,w),...,Cph(e,w) sont linéairement indépendants pour tous
e €]0,1] et w € U; puis on démontre que le vecteur C(g,w) est non nul et
orthogonal & Cj11(e,w) pour tous j =1...n—1, ¢ €]0,1] et w € U.

Soit € €]0, 1]. On remarque que

E(E,y, o) y=a@sw) = —Te(x)o(w), we U. (3.7.23)
En dérivant (3.7.23) par rapport a w;, ¢ = 1...n — 1, on obtient

_. 0 0
(Vyk](E, Yy T) jy=d(e,6(w)) © a—wi@(& ¢(w))) = —TE(w)a,i (w), weU,

j=1l..n
(3.7.24)

ol o désigne le produit scalaire usuel sur R”. Soit w € U. Comme
(g—i(w))izlmn_l est une famille libre de vecteurs de R™, (3.7.24) prouve que
(Ci1(6,w))iz1. mo1 = (8%1_(1)(5, d(w)))i=1..n—1 est une famille libre de vecteurs
de R"™.

De (3.7.14) et (3.7.15) et de la définition de s, et des propriétés de xp, on a
Xn(&; ®(e, o(w))) = xp(Y1(s2(P(w)), x, —re(z)d(w))) = 0, pour tous & €0, 1],
w € U. Ainsi en dérivant cette égalité par rapport a w;, 7 =1...n — 1 et par
rapport a €, on obtient

0 = %XD(@(s,qzﬁ(w))):C’l(e,w)o i+1(e,w), (3.7.25)
0 = %XD(S,q)(s,gb(w))), (3.7.26)

pour tous w = (wy,...,w,_1), € €]J0,1], j = 1...n — 1. L’égalité (3.7.25)
montre que C; est orthogonal a Cj11, j = 1...n — 1; dong, il nous reste a
démontrer que Ci(g,w) # 0 pour tous € €]0,1] et tous w € U.
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De (3.7.21), (3.7.15) et (3.7.26), on a

19) 0 0
01(5710)0%‘1’(6, p(w)) = gxlv(&q’(& Cb(w)))_EXD(gyy)ly=¢(s,¢(w))
0
=~ X0(E Yy=atsw)); (3.7.27)

pour tous € €]0, 1], w € U.
De (3.7.15), on déduit

0 E
%XD(s,y) = % (3.7.28)
Vxon (-2ELD o kB, a) o Tn(s,a, KBy, ), __atse

pour tous € €]0,1], y € D\{z}. De (3.7.28) et (3.7.12), on a

9 _ —sa(0(w))

EXD(&Z/)@:%@(@) = 2 Bz (p(w)) <0, (3.7.29)

pour ¢ €0, 1], w € U, ou f3, est défini par (3.7.12). De (3.7.29) et (3.7.27), on
obtient que C4(e,w) # 0, pour tous € €]0,1], w € U.

Finalement on a montré que J(g,w) # 0 pour tous ¢ €]0,1] et w € U.
Maintenant démontrons qu’a w € U fixé, J(e,w) > 0 pour ¢ €]0, 1] suffisam-
ment petit. Fixons w € U. On note 7 (x) le réel

/ (Z’) _ TE(x)

1 + TE(Z')Q

On a les égalités suivantes que 'on démontre plus bas :

o 0w) = —erp(o) | (o0l ) olu) + sa(6w) 3 (0)]| + o),
(3.7.30)
pourtousi=1...n—lete— 0";
%(E,y)y=¢(s,¢<w>> = é {—ﬁi(,j((;;))cbi(w) (3.7.31)
1+ 2
—G-WVXD(%M(%@(W)) y Ly _TE(ZE)Cb(w)))
o (%ﬁ(&r((b(w»?%k)lk:—rE(z) (w) o (e; — ¢i(w))p(w )> » +0(1)] )
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pour tous i = 1...n et ¢ — 07, ou (eq,...,e,) désigne la base canonique de
e (3.7.18), (3.7.30) et (3.7.31), il vient

J(e,w) = "2y (2)" " (A(w) + o(1)) (3.7.32)
quand € — 0T, ou

A(w) = det (Ay(w), Ag(w), ..., Ay(w)) (3.7.33)

et

Aipr(w) = — (68

pour touti=1...n—1.

On note Gram(¢)(w) la matrice de Gram de taille n — 1 et d’éléments
0 0 - 0 p) -
a—l‘i(w)oa—fj(w), i,7=1...n—1. Comme (ﬁ(w), e awil (w)) est une famille
libre de vecteurs de R”, il vient que Gram(¢)(w) est une matrice symétrique
définie positive. De l'inversibilité de Gram(¢)(w), on obtient, en particulier,

quil existe (py, ..., pn_1) € R"! tel que

72—s(p(w)) 11
: = Gram(¢)(w) | : |. (3.7.34)
8wi_1 s(p(w)) fhn—1

(w)

sx<¢<w>>) 6(1) — s2(6(w))

i ow;

On remarque que xp(¢1(s.(d(w')), z, —re(z)p(w’))) = 0 pour tout w' €
U. En dérivant cette égalité par rapport a w;, on obtient

0 = 5x(¢(w))aiw8m(¢(w))—TE(w)VxD(wl(sxw(w)),x, (3.7.35)

—rg(r)p(w))) o (%—f@ﬂﬂ@),x, k) jk=—rp (2)p(w) © gj@ (w)> :
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De (3.7.33), (3.7.35) et en utilisant le fait que ¢(w) est orthogonal a

a%n(w), m=1...n— 1, on obtient
det <¢(w), ;—i(w), e ajf_l (w)> A(w) = det(M(w)), (3.7.36)
" A0 Vusa(@(w))
w) — ()
M) (m%vwsm(w)) —sx<¢<w>>Gram<¢<w>>>

et Visz(d(w)) (resp. 'V s.(o(w))) est le vecteur colonne (resp. vecteur ligne)
de coordonnées 88 Sz(p(w)), i = 1...n — 1. En utilisant (3.7.36) et (3.7.34)

(My = My + 370, - 1/\4]W olt M; désigne la j° colonne de M),
on obtient 'égalité

det (qb(w), ;—jl(w), Ce ajf_l (w)> Alw) = (3.7.37)
() (s (1)) Gramn(6) (w) R
(@) (1 S 2", ”)

De plus, en utilisant (3.7.34), on obtient

n—1 a n—
; Mja—wj Z Hjo— 8wj

En utilisant (3.7.37), (3.7.38), I'inégalité |Gram(¢)(w)| > 0 et le fait que la
paramétrisation (U, ¢) respecte l'orientation de S*7!, on obtient finalement
A(w) > 0 et on déduit alors de (3.7.32) I'inégalité J(e,w) > 0 pour € €]0, 1]
assez petit.

Démontrons les développements limités (3.7.30) et (3.7.31), ce qui
achevera la preuve de la Proposition 3.3.2.

De (3.7.14), on obtient

D (e o))eco = 50(0(0)) 22 (5,7, (@) mo = —rlp ()52 (0(u) ).

(3.7.39)

(3.7.38)

En utilisant (3.7.39) et le fait que ® € C*([0,1] x S*1),R™, on a

) = —1r(@)s:(d(w)d(w) +o(1), e — 07, (3.7.40)
) = x—ery(z)sy(d(w))d(w) + oe), e — 0. (3.7.41)
3.3.13), il vient

Ok , 1

ay, & ¥ Petescn| < Mafg Gy o
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pour € €]0,1], i = 1...n, My = \/nM, o M, est la constante apparaissant
dans (3.3.13). Ainsi en utilisant aussi (3.7.41), on obtient

ok 1
By, ) y=aeony = O(2), € =07, (3.7.42)

pour touti=1...n
De (3.5.1), il vient

Wt o k) = ot g+ / g5k + / CF(da(ona, k), (37.43)

9(Wa(0, 2, k)))do) — g;(k)]dr

pour tout t € R et k € R", 7 = 1...n. Ainsi en dérivant (3.7.43) par rapport
a k; et en utilisant 1’accroissement de Vg, on obtient

31,/21 (52(D(W)), 2, ) ftm—rg (w)0w) = 52 () 52 () jt=—rg (w)6w) + 0(E)
_ re@?\ Y (0 rp@)?
= (1) T (0 gy (w)n(w) ) esa(élw) + of),

(3.7.44)
pour tous j,l =1...n, quand ¢ — 0", 0115;- =0sij#let 55»: lsij=I (5;
désigne le symbole de Kronecker).
En utilisant (3.7.44) et I'égalité ¢(w) o ( ) =0 (J¢(w’)| = 1 pour tout
w' € U), on obtient

ol 0
< ai: (es2(p(w)), @, k) jh=—rp(2)p(w) © 851 (w)> 3

c ow;

()2 V2
= e8,(p(w)) <1 + (2) > 0¢ (w) + o(e), (3.7.45)

pour tout i =1...n,e — 0. .
En utilisant (3.7.44), (3.7.42) et le fait que %(E Y, ) y=d(e,p(w)) €St OI-

thogonal & —rg(z)p(w) = k(E,y, )y—a(ow) (]k(E y,z)| = re(x) qui est
indépendent de y € D, y # x), on obtient

o7 i
<%(€Sﬂc(¢<w))v x, k)lszrE(x)qb(w) o g_;(Ea Y, $)y=<1>(s,¢(w))>j_1 "

~1/2 _
- (1 + %{:)2) se($(w))e 55 (B, Y, ¥)y=a(eow)) + o(1), € = 0%,
(3.7.46)
pour touti=1...n
En dérivant (3.7.20) par rapport a y;, on obtient que

0 Iy

E y Y, T ) (S x, k(E Y, ))|8=*3(E’yal“)

(W ok
j=1l..n
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pour tousi=1...nety € D, y # .
Ainsi en utilisant aussi (3.7.46) et (3.7.40), on obtient

—505( B, 4, ) jy= (e () (1 (2) p(w) + 0(1))

N2 (3.7.48)
+esg(P(w)) (1 + %) (B, Y, %) yma(e o)) + 0(1) = €,
pour tousi=1...nete — 0%.
En prenant le produit scalaire du coté gauche de (3.7.48) avec ¢(w) et
en utilisant le fait que § (E Y, T)y=d(e,p(w)) St orthogonal a —rg(z)¢(w), on
obtient

$(E, Y, ) y=a(c.o0) () +0(1)) +o(1) = ¢i(w),

_ayi
pour tousi1=1...nete — O+ ol gb(w) _ (¢1(w)7 o ,an(UJ)) Dot I'on a
Y ¢i(w)
E - = 1 74
5’y2-$( Yy T) ly=(e b)) () +o(1), (3.7.49)

pour tousi=1...nete — 0%.
En utilisant (3.7.48) et (3.7.49), on a

o ==

=9y, b Dy=atet) = (@) i — ¢i(w)(w)) +o(1)  (3.7.50)

pour tousi=1...nete — 0%.
De (3.7.14), il vient

52:0(2, 6(w)) = 255 (52 (6(w))) 52 (5, 2, 7 p() (1)) s=essotu)
—rp(w) (G (e82(6(0)), 2 ) kmmrpwrorw) © 22 ()

(3.7.51)

)
j=1l.n

pour tous € € [0,1] et i« = 1...n — 1. Le développement limité (3.7.30) se
déduit de 'égalité (3.7.51) et de (3.7.40), (3.7.45).
De (3.7.15), il vient
IXp
;& Ww=teow) = Vxo(1(s:(0(w)), 2, —rp(z)ew))) — (3.7.52)

1 0s o
O{ 58 —(E,y, )|y <I>(e,¢(w))¥(saxa_TE(x)gb(w))b:sm(qﬁ(w))

o ok
+ (a—l;(sx(ﬁé(w))w, E) k=—rp(@)s(w) © a0, (Euy7x)y<1>(a,¢(w))> ,

j=1l.n

pour tous € €]0, 1] et ¢ = 1..n. Le développement limité (3.7.31) se déduit de
I'égalité (3.7.52) et de (3.7.50), (3.7.49), (3.7.12).
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Annexe A

Compléments

A.1 Preuve du Lemme 1.2.1

De (1.2.8), on obtient

Xy

VT
0 Tyl
2 olx) = — ) A1
amjg( ) ERERNIEE: (A.L1)
0 1 x?
——gi(x) = - — : T (A.1.2)
0x; A1+ |z]2/c2)z A1+ |z2/3)?

pour tous = (x1,...,2,) ER", i,j=1...n, j #1.
De (A.1.1) et (A.1.2),

S0 e Ll a2t~ o
2V, (0 + [P/ ’
1
—
1412

C

pour tout = (21,...,x,) € R" et tout i = 1...n, ce qui implique (1.2.10) et
(1.2.11).
Soit i,7,l eN, 1 <i<n, 1<j<n, 1<I<n,l#ietj#i Ona

. 0

Vai(x) = Vo) < sup (3 |5—Vai((1 = e)a +y)]*)2|w — o]
e€lo,1] . 0 a-Tm

= s (3 (1= <)o + )P — (ALY

_66[01?1] i axmaxkgl y y? c

155
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pour tout z,y € R"; et de (A.1.1)-(A.1.2) on a aussi

02 z; |22/c* — 1+ [zf2/c?) ]

i (1+[z[?/c?)2 |

0? z; | 3z3/c* — (1+ 1z[2/¢2) ]
¥ gi(x) = U2 i , A.L5
8%8:@9]( ) c? [ (1+ |2|2/c?)z (A.L5)

0? TiT0) 1
——; = 3! =, A.16
T TR P (A16)
i x; 375 /¢ — (1 + |z[*/c?)
5 59i(r) = S5— — (A.L.7)
Tj < (4 z?/e)e

for v = (z1,...,2,) € R™
En utilisant (A.1.4)-(A.1.7) on obtient

i| 02 o 122/ = 3af|xP /et + 8aF(1 + |z]?/c?)?
Ox (‘3xlgl B A1+ |z|?/c)°

|2 (1 + |2*/c*)? — 6z (1 + |a]*/c?) /c®

' A1+ [aP [
9 1
< 2 . (A.1.8)
@1+ 5y
n —12” 37l 4 (@2 4 22)(1+ 22
Z| ——gi(z)]" = ¢ T <
= 8x]8xl A1+ \wl )?
1
(A.1.9)

A1+ |22 /)

pour x € R" et tout 4,5 e N, 1 <7 <n, 1 <j <mn,etj+#i Lesinégalités
(A.1.3) et (A.1.8)-(A.1.9) prouvent (1.2.12). O

A.2 Application contractante dans un espace
de Banach

Dans ce paragraphe, on rappelle des résultats standards concernant les
points fixes d’applications contractantes dans un espace de Banach.

Lemme A.2.1. Soit (X,e) un espace métrique complet. Soit f : (X,e) —
(X, e) une application strictement contractante de (X, e) dans lui-méme, i.e.
il existe un réel K tel que 0 < K <1 et

e(f(x), f(y) < Ke(x,y), pour tous z,y € X. (A.2.1)

Alors il existe un et un seul y € X tel que f(y) =v.
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Démonstration. On commence par démontrer 'unicité du point fixe. Soient x
et y deux points de X tels que f(z) =z et f(y) = y. Alors

e(z,y) =e(f(x), fly) < Ke(z,y).
(A2.1)

Comme K < 1, on en déduit que e(x,y) =0, i.e. z = y.
On démontre maintenant I'existence du point fixe. Soit x un point quel-
conque de X. On définit la suite (x,,) de points de X par

Lo =T,

Tni1 = f(z,), pour tout n € N, (A.2.2)

Soient p,n € N, n < p. En utilisant (A.2.1) et (A.2.2), on a

p—1
e(xn, 1) < Y el i) < (ZK> e(zo, 1)
=n

1
< <ZK1> e(xo, 1) K"l_Ke(:UO,xl) — 0.

(n,p)—+o0

Finalement, la suite (z,,) est une suite de Cauchy de X ; or (X, e) étant complet,
on en déduit que (z,) est convergente. Soit y sa limite. Par passage a la limite
dans (A.2.2) (f est continue par (A.2.1)), on obtient f(y) = y. O

Si (&, ||-lle) et (F,||.||7) sont deux espaces de Banach, on notera L(E,F)
I’espace vectoriel des applications linéaires continues de £ dans F, et on notera
|.Ilze,7) la norme sur £(&, F) définie par

ILlleer = sup  |[L(v)]|F.
Vel [lv[e=1
Si€=Fet|.|e=]|lx alors £(E):=LE F) et ||llcce) == |- ce.)-

Lemme A.2.2. Soit (£,].||¢) un espace de Banach. Soit Bg(0,1) = {x €
E | |lz|le < 1}. Soit f: Be(0,1) — Bg(0,1). Supposons qu’il existe deux réels
positifs K, K' tels que K <1, K' <1 et

[/ ()]
|f(z) = f(2)]

pour tout x,x’' € Bg(0,1). Alors il existe un et un seul y € Bg(0,1) tel que
fy) =y

Preuve du Lemme A.2.2. On considere lapplication h : Bg(0,K') —
Be(0,K"), x — f(z), ot Be(0, K') est la boule fermée de (&,].|l¢) dont le
centre est 0 et le rayon est K’ (i.e. Bg(0,K') = {z € £ | ||z]le < K'}). De
(A.2.3) et (A.2.4), on déduit que h est K-contractante sur Bg(0, K'). Ainsi

K’ (A.2.3)

<
< Kz -2, (A.2.4)
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(lemme A.2.1) h admet un unique point fixe (noté z) dans Bg(0, K'). Par
définition de h, z( est aussi point fixe de f, et si y € Bg(0, 1) est un point fixe
de f, alors en utilisant (A.2.3) on a y € Be(0, K') et g(y) = f(y) = y, ce qui
par définition de zy implique y = xg. [

Lemme A.2.3. Soit Q0 (resp. ') un ouvert d’un espace de Banach (€, ||.||¢)

(resp. (E',]|-|le") ). Soit C : Qx Q' — Q' une application de classe C* sur 2 x €Y.
On suppose qu’il existe une constante réelle positive K telle que K <1 et

IC(x, 1) — Clz,y2)ler < Kllyr — w2ller, (A.2.5)
pour tous x € ) et y1,y» € Q. Si

pour tout x € Q, il existe un et un seul f(x) € Q" vérifiant C(x, ) = f,

(A.2.6)
alors Uapplication f: Q — ' x— f(z), est de classe C' sur Q) et
ac
of 152 @ W)l eeen s
5, @ leeen < T p=l@) (A.2.7)

pour tout x € 2, ot l'on note %(m) la différentielle de f au point x et g—g(x, Y)
est la différentielle partielle de f au point (x,y) par rapport a y.

Preuve du Lemme A.2.3. Soit x € Q et soit y € . On note g—g(m,y) la
différentielle partielle de C en (x,y) par rapport au point y € (g—g(a;,y) €
L(E")). De (A.2.5), on obtient ||g—§(x,y)||£(5/) < K < 1. Comme (L(E), ||.|zen)
est un espace de Banach, on a :

Ier — Z—C(a:, y) est inversible dans £(&') (A.2.8)
)

(I¢ est I'application identité de &’).

On considere 'application de classe C* J : Q x ' — &', (z,y) — y —
C(z,y). On a g—;(x,y) = Ie — %(m,y) ou 'on note g—‘;(x,y) la différentielle
partielle de J au point (z,y) par rapport a y € €. Finalement par (A.2.6),
(A.2.8) et par le théoreme des fonctions implicites, la fonction f est de classe
C' sur un voisinage ouvert de x dans  (pour tout 2z € Q, J(z, f(z)) = 0) et
on a

of ac _,0C
. =g — = =f(z a =f(x)>
5y (1) = (e 9 (@ Y)y=1)" 5, (@ Y)y=r@)

d’on, avec 'inégalité Hg—g(x,y)ﬂg(g/) < K < 1, on obtient (A.2.7).
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A.3 La transformée de rayons X

Dans cette section on rappelle la définition de la transformée de rayons X
pour des fonctions assez régulieres et assez décroissantes a I'infini (conditions
(A.3.1)). Puis on rappelle quelques propriétés de la transformée de rayons
X et on donne une formule d’inversion de la transformée de rayons X (voir
(A.3.10)-(A.3.12)) qui apparait dans [FN91] et qui differe des formules d’in-
version apparaissant, par exemple, dans [Rad17, Nat86].

Considérons

TS = {(6,2) | 0 € ", z € R", foz =0},

ol S"! est la sphere unité de R™. On interpréte TS"! comme 1l’ensemble
des droites orientées de R™ : on pense (6, z) € TS" ! comme la droite de R"
orientée par # et passant par x.

La transformée de rayons X, P, est 'application qui, a toute fonction f
vérifiant

fe O R™), |f(z)| = O(|z|™?), quand |z| — 400, pour un réel 3 > 1,

(A.3.1)
associe la fonction Pf € C(TS" ', R™) définie par
+o0o
Pf(0,r) = f(t0 +x)dt, (0,r) € TS™ . (A.3.2)

Les propriétés de la transformée de rayons X et notamment le probleme
de reconstruction d’une fonction a partir de sa transformée de rayons X ont été
largement étudiés. Pour des références beaucoup plus completes sur ce sujet
que cette courte section, nous renvoyons a [Rad17, GGG80, Nat86, FN91]. Il
est possible de définir la transformée de rayons X pour des fonctions moins
régulieres que (A.3.1), mais ici, quand on considérera Pf, on supposera
toujours que f vérifie (A.3.1).

La propriété la plus simple de P est
Pf(0,2) = Pf(~0,1), (6,7) € TS
Le Lemme A.3.1 ci-dessous donne d’autres propriétés de P.

Lemme A.3.1. Soit m € N et soient

f e C™R"R), (A.3.3)
£(@)] < e(f)(1+ [2]) ), (A3.4)
& f(x) = O(|z| WY quand |x| — oo pour |j] < m, (A.3.5)
is)>14+s, s=0,...,m. (A.3.6)
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Alors
PfeC™TS" ' R) (A.3.7)

et, en particulier,

2v/2e(f)

IS GO D+ Jal vy 438
pour (0,z) € TS" 1,
P f(0, Agy) = O(ly|"*)  quand |y| — oo (A.3.9)

pour |j| < m, pour 0 € S*71, y € R*"™, ou Ay est une isométrie linéaire de
R"™! sur Xo ={x € R" | Qox =0} (en tant que sous-espace de R™).

Pour reconstruire f a partir de Pf, pour n = 2, on a les formules suivantes
(voir [Nov99, FNO1])

fz) = —(%1]2(9:) + 8%211(:[;), (A.3.10)
I(x) - (%)2/5 0, (p,v,/_:o :;(f—’f)qdq) @, j=12  (A3.11)
r(0,q) = Pf(0,¢0"), (A.3.12)

ot = (01,6,), 0+ = (—05,6,), et df désigne la mesure euclidienne canonique
sur St.

De plus,
‘[1 (‘/L‘) = Im % f fR2 y1+iy2f;(?321+’i$2)dy1dy2 )
IQ(.%) = R’e % f fRQ y1+iy2‘f;(51.z)‘1+ix2)dyldy2
En utilisant le Lemme A.3.1 et quelques propriétés de la transformée de Hilbert

H
1 oo
Hr(s) = —p.v./ r(4) dq,
T _

© S—4¢q

(A.3.13)

Y

on montre que :

1) sous les conditions (A.3.3)-(A.3.6) avec m = 0, n = 2, Pf détermine
I;(z) par les formules (A.3.11), (A.3.12) comme fonctlon de LPOC(RQ) pour tout
p=2;

2) sous les conditions (A.3.3)-(A.3.6) avec m = 1, n = 2, Pf détermine
I;(x) par les formules (A.3.11), (A.3.12) comme fonction de C(R?).

Pour reconstruire f a partir de Pf en dimension n > 3, on se ramene
a la dimension 2. Explicitons. Pour reconstruire f en un point 2’ € R™ on
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considere dans R™ un plan Y contenant 2’. On considere dans 7'S"! le sous-
ensemble T'S'(Y), ensemble de tous les rayons reposant sur Y. On restreint
Pf a TSYY) et on reconstruit f(z’) & partir de ces données en utilisant les
méthodes de reconstruction de f a partir de Pf pour n = 2.

A.4 Compléments de la Proposition 2.1.2

Dans cette section on complete les items (i) et (ii) de la Proposition 2.1.2
énoncée dans la section 2.1 (ce faisant on compléte aussi les Propositions 2.4.2
et 2.4.4). Dans la sous-section A.4.1, on introduit deux applications linéaires
®y et @;. Dans la sous-section A.4.2, on étudie le noyau de ®, (Proposition
A.4.1). De la Proposition A.4.1 on déduit que le vecteur ws(V, B, 0, ) donné
pour tout (A, z) € TS"!, détermine de mani¢re unique V modulo les potentiels
radiaux quand n > 2, ce qui complete l'item (i) de la Proposition 2.1.2 (ot wy
est défini par (2.1.13)). Dans la sous-section A.4.3, on étudie le noyau de &,
(Proposition A.4.2). De la Proposition A.4.2 on déduit, en particulier, que le
vecteur wo(V, B, 0, z) donné pour tout (6,z) € TS" !, détermine de manicre
unique B modulo les champs radiaux quand n = 2, ce qui complete U'item (ii)
de la Proposition 2.1.2.

Comme nous 'avons déja mentionné dans la section 2.1, ou encore dans
la section 2.4, nous devons a F. Nicoleau 'idée de la preuve de la Proposition
A.4.1, ainsi que la détermination modulo un champ magnétique radial de B a
partir de wy(V, B, 6, ) donné pour tout (0, z) € TS" !, quand n = 2 (premiere
partie de I’énoncé de la Proposition A.4.2).

A.4.1 Deux applications linéaires &, ®;

Pour k € N et pour une fonction f € C*(R",R), on désigne par Ny(f)
I'élément de [0, +o00] défini par

Ni(f) = sup  (1+ |2Vl f(w)]. (A4.1)
S i<
Désignons par Cl, (R", A,,(R)) ensemble
Can(R", An(R)) := {B' = (Bj}) € C'(R", Au(R)) | sup Ny(Bj;) < oo}.
i,k=1..m
(A.4.2)
Désignons par C?, (R™, R) ensemble
C% (R" R) := {V' € C'(R",R) | No(V') < o0}. (A.4.3)
De plus on note C2 ,(R™, R) Pensemble des fonctions de classe C? de R"
dans R qui sont radiales, i.e.
Cr4(R",R) := {V € C*(R",R) | Im € C([0, +00[, R)Vx € R"V (x) = m(|z)} ;
(A.4.4)
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et on note C! ,(R", A,(R)) 'ensemble des fonctions de classe C!' de R™ dans
A, (R) qui sont radiales, i.e.

ct(R" AL(R)) = {B € C'R" A,(R)) | Im € C([0, +o0[, A, (R))
Vo € R"B'(z) = m(|z])}. (A.4.5)

On considere lapplication @ : C2, (R",R) — C(TS""!,R") définie par
0 T
O0(V)(0,2) = —PV(0,2)0 +/ /VV(:B + o0)dodr
400 p+o0 e
- / VV(x + ob)dodr, (A.4.6)
0 T
pour tous V € C?% (R",R) et (0,z) € TS" .

On considere 1" application linéaire ®; : CL (R", A,(R)) — C(TS"',R")
définie par

d(B)(0,x) = /_io/;]f(:r + 08)0dodr — /0+OO/T+OJOB($ + 00)0dodr, (A.4.7)

pour tous B € CL (R", A,(R)) et (6,z) € TS" .

Lemme A.4.1. Les applications ®q et &1 vérifient :

O0(V)(0,2) = —PV(0,2)0 — /+00 TVV (x + 70)dr, (A.4.8)
. —o0
o (B)0,z) = — / TB(x + 70)0dr, (A.4.9)

pour tous V € C? (R",R), B € CL (R", A,(R)) et (§,x) € TS" .

Prewve du Lemme A.4.1. L’égalité (A.4.8) s’obtient de (A.4.6) par une inté-
gration par parties. L’égalité (A.4.9) s’obtient de (A.4.7) par une intégration
par parties. ]

A.4.2 Le noyau de 9
On a la Proposition suivante.

Proposition A.4.1. Pour toutn € N, n > 2, 'application ®q vérifie : ker®y =

Co(R™,R) N C7,(R™,R).

Preuve de la Proposition A.4.1. Pour n € N, n > 2, de (A.4.8), on obtient
CL(R",R) N C74(R", R) C kerd,.

(voir Proposition 2.4.2).
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Il nous reste a démontrer que pour n € N, n > 2,
ker®, C C2 (R", R) N C2 ,(R", R). (A.4.10)

L’idée et la preuve de l'inclusion (A.4.10) est due a F. Nicoleau.
Commencons par démontrer I'inclusion dans le cas n = 2. Soit V' € ker®,.
On désigne par V,,, la fonction de C}, (R",R) définie par

Vang(2) = 220,V (x) — 210,V (2), (A.4.11)

pour tout z = (z1,x2) € R% Montrons que Vang = 0, ce qui, par passage aux co-
ordonnées polaires, prouvera que V € C2,,(R™ R). Comme V,,, € CL (R", R),
il suffit de démontrer que sa transformée de rayons X est nulle.

Soit (6, z) € TS, 0 = (61, 65), x = (x1,23). Comme V € ker®, on obtient
en utilisant (A.4.8)

+oo
0= / TVV(x + 70)dr — PV (0, 2)0. (A.4.12)

o0

En utilisant tout d’abord (A.4.11), puis (A.4.12), on a

“+o00

P(Vang)(0,2) = /((:172 + 702)0,, V(z + 70) — (21 + 7601)0.,V (z + 70)) dr
_iooo
= /($25x1V($ +70) — 210,V (x + 70)) d. (A.4.13)

Comme (0, z) € TS, il existe ¢ € R tel que x = g(—65,60;). Donc en utilisant
(A.4.13), il vient

PU)0.) = a [ 00 TV (b2, 1) + 0)dr

oo g
= 0 Vla=6) + o)

Le. (V€ C%(R",R)) P(Vang)(0,2) = 0.

Considérons maintenant le cas n > 3. Soient wy,wy € R™ tel que |wy| =
|ws|. 11 s’agit de démontrer que V(wy) = V(wsy). Si wy = we, alors V(w;) =
V(wg). Siwy # wy, on considere le plan P passant par 0, w; et wy. On considere
Vp € C% (R?,R) définie par

Vp(yl, y2> = V(y1w1 —+ wag), pour tout (yh yg) S R2. (A414)
On a, en utilisant (A.4.14) et (A.4.8)

+00 +oo
— [7VVp(y + 78")dT = — ( [ Twy o VV (y1wy + yows + 70wy + T0hws)dr

—+oco
[ Tws o VV (y1wy + yows + 701w1 + T@éMg)dT)

—0o0
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= — = (wy 0 Po(V) (0111 + Oytba, y1161 + y2b2),

© ]
wy 0 Oo(V')(01001 + 05102, yr10y + yaria))

pour tout y = (y1,%2) € R* et ¢ = (01,6;) € S', yo ' =0, ot w; = 35,
1=1,2. Comme V € ker®,, cette derniere égalité donne

+o0o
- /TVVp(y + 70")dT = 0, (A.4.15)

—00

pour tout y € R et ' € S', y o # = 0. En utilisant (A.4.15) et (A.4.8) pour
le cas de la dimension 2, et en utilisant le fait que l'inclusion (A.4.10) est

démontrée dans le cas de la dimension 2, on obtient que Vp € C? ,(R* R) et,
en particulier, on obtient
V(wi) = Vp((1,0)) = Ve((0,1)) = V(wy).
O

A.4.3 Le noyau de 9,

On a la Proposition suivante.

Proposition A.4.2. Sin =2, alors

kerd; = CL(R", A,(R))NC!

rad

= Cu(R" A, (R))NC,

rad

(R, A, (R))
(R, Ap(R)) N Frag (R™).

Sin > 3, l'ensemble CL (R", A,(R)) N C}!

1 a(R™ AL(R)) est inclu dans
ker®, mais n'est pas égal a ker®.

Remarque A.4.1. Pour n = 2, il est vrai que C*(R?, A3(R)) = Fpnaq(R?).
En effet soit f € C1(R%* R) et soit F € C'(R? R?) la fonction définie par

F(z) = —/0 sf(sz) (zg, —x1) ds, = (x1,2) € R

Alors pour tout x = (1, z2) € R?,

_OF, . OF,

2 2
f(z) o, x o, (), x = (x1,22) € R,
ot F = (F\, F).

Preuve de la Proposition A.4.2. Le cas n = 2 vient du Lemme suivant et de
(A.4.9).



A.4. COMPLEMENTS DE LA PROPOSITION 2.1.2 165
Lemme A.4.2. Soit n € N, n > 2. Soit f € CL, (R",R). Alors
+o0o
fecC! (R"R) < / 7f(x + 70)dr = 0, pour tout (0,r) € TS

Le Lemme A.4.2 est démontré plus bas.

Considérons le cas n > 3. En utilisant (A.4.9), I'inclusion C, (R", A,,(R))N
Cl (R" A, (R)) C  ker®; est immédiate. Montrons que kerd;
CI(R™, A,(R)) NCLy(R", Ay (R)).

Soient j, k, [ trois entiers compris entre 1 et n et distincts deux a deux. Soit
B> 222 On pose h(y) = (1+ |y[*)? et on consideére le champ B = (B, ;,) €
CL(R", A,(R)) défini par

Bl =y B = gy B0 =g (4419

et By, i, (y) = 0sidy & {j,k, 1}, pour tout y = (y1,...,y,) € R". Alors B ¢
Cl (R A,(R)) et B € ker®,. En effet, soit (0,z) € TS, 0 = (64,...,0,),

x = (z1,...,7,). Onnote ®,(B)(0,z) = (®1(B)(0,z),...,P1(B)"(0,z)). Alors
de la définition de B et de (A.4.9), on a 7"(B)(0,x2) =0si m & {j, k, 1}, et

Yi
|

WB)O2) = 3 / 0,8, 4 + 70)dr
=1 Y~

+00 +oo
= / 70, B, i (x + 70)dT — / TBj(x + 76)0,dr

[e.9] —00

/+°° x+ 70, 0.d /+°° g + 1O 0d

= T——————Opdr — T— = f,dr
o WP+ " o (TP

et, de la méme maniere, ®%(B)(0,2) = ®L(B)(0,2) = 0. m

Preuve du Lemme A.J.2. Le sens = est immédiat.

On démontre le sens < (Iidée de la preuve est die a F. Nicoleau).
Commengons par traiter le cas ou n = 2. Soit f € C} (R? R). Supposons
fj;o 7f(z + 70)dT = 0 pour tout (0, x) € TS!, ce qui revient & supposer

+oo
/ 7f(q(—05,0,) +70)dT = 0, pour tous g € R, = (0;,0,) € S'. (A.4.17)

Considérons la fonction f,,, € C(R? R) définie par
fang (21, 22) = 290, f(2) — 210y, f (), pour tout x = (21, 72) € R%. (A.4.18)

Montrons que funy = 0, ce qui, par passage aux coordonnées polaires, prouvera
que f € C!,(R"R). Comme fuy € C(R",R) et fony(x) = O(Jz|™*) quand
|z| — oo, il suffit de démontrer que sa transformée de rayons X est nulle.
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En dérivant (A.4.17) par rapport a ¢, on obtient

“+oo
/ 7(—03,61) o Vf(q(—62,6,) + 70)dT = 0, (A.4.19)
pour tous ¢ € R, 6 = (0,6,) € S'.

Soient g € R et § = (61,6,) € S*. De la définition de fu,y, on a

—+00

Pfang<97 Q(_92, 61)) == Q/ fo Vf(Te -+ Q(—eg, 91))d7’ (A420)

—00

+oo
+/ T(eg,—el) OVf(79+q<—62,91))d7

o0

On remarque que

+00 too g
/ 0oV f(r0+q(—0y,0,))dr = / d—f(7'9+q(—02,01))d7 =0 (A4.21)
— 00 —00 T
(on a utilisé le fait que f(z) — 0 quand |z| — oo, di a f € CL (R?* R)). De
(A.4.19), (A.4.20) et (A.4.21), on obtient P f,,,(0, q¢(—02,0:)) = 0.
Considérons maintenant le cas n > 3. Supposons

/+OO T7f(x +710)dT =0 (A.4.22)

o0

pour tout (0,z) € TS" . Soient wy,wy € R™ tel que |w;| = |wsyl|. 1 sagit de
démontrer que f(wy) = f(ws). Si wy = we, alors f(wy) = f(ws). Si wy # wy,
on considere le plan P passant par 0, w; et wy. On considere fp € C? (R R)
définie par

fr(yi,y2) = f(yawr + yows), pour tout (yi,ys) € R2. (A.4.23)

On a, en utilisant (A.4.23) et (A.4.22)

+00 +oo
— / Tfp(y + 7'9’)6[7’ = — / Tf(y1w1 + Yowo + T(@’lwl + (9,2?1)2))6[7' = 0,
pour tout y = (y1,42) € R* et 0’ = (07,0,) € S*, yo# = 0. Alors en utilisant ce

qui a été démontré dans le cas de la dimension 2, on obtient que fp est radiale
et, en particulier, on obtient f(w;) = fp((1,0)) = fp((0,1)) = f(w2). O
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Résumé.

Nous étudions le probleme de diffusion inverse et un probleme inverse de valeurs
au bord pour l'’équation de Newton-Einstein pluridimensionnelle décrivant
le mouvement d'une particule classique relativiste dans un champ externe
électromagnétique (ou gravitationnel) statique. Le cas d’une particule clas-
sique non relativiste est aussi considéré. Nous supposons que le champ externe
est suffisamment régulier et suffisamment décroissant a l'infini. Tout d’abord
on rappelle (et on développe) des résultats donnant l'existence et des pro-
priétés de I'opérateur de diffusion. Puis on obtient, en particulier, I’asympto-
tique aux hautes énergies de 'opérateur de diffusion, et on montre que cette
asymptotique détermine de maniere unique (par des formules explicites) le
champ externe. Enfin on obtient un théoreme d'unicité a énergie fixée pour
le probleme inverse de valeurs au bord, et on en déduit, en particulier, qu’a
énergie fixée suffisamment grande I'opérateur de diffusion détermine de maniere
unique le champ externe lorsque celui-ci est aussi supposé a support compact.
Les résultats de cette these ont été obtenus en développant, en particulier, des
méthodes de [Gerver-Nadirashvili, 1983] et [R. Novikov, 1999].

Mots-clés : équation de Newton-FEinstein; problemes de diffusion inverse;
problemes inverses de valeurs au bord; probléme cinématique inverse; dyna-
mique dans un champ électromagnétique ou gravitationnel.

Abstract.

We consider the inverse scattering problem and an inverse boundary value
problem for the multidimensional Newton-Einstein equation describing the
motion of a classical relativistic particle in a static external electromagnetic
(or gravitational) field. The nonrelativistic case is also considered. The external
field is assumed to be sufficiently regular with sufficient decay at infinity. First
we recall (and develop) some results stating the existence and properties of the
scattering map. Then we obtain, in particular, the high energies asymptotics of
the scattering map, and we show that the external field is uniquely determined
(by explicit formulas) from this asymptotics. We finally obtain an uniqueness
theorem at fixed energy for the inverse boundary value problem. From this
result we deduce, in particular, that at fixed and sufficiently large energy the
scattering map uniquely determines the external field when this one is also
assumed to be compactly supported. The results of this Ph. D. Thesis were
obtained by developing, in particular, methods of [Gerver-Nadirashvili, 1983]
and [R. Novikov, 1999].

Key words : Newton-Finstein equation ; inverse scattering problems ; inverse
boundary value problems; inverse kinematic problem ; dynamics in electroma-
gnetic or gravitational field.



