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Introdu
tion généraleLa so
iété a
tuelle 
onnaît des problèmes é
ologiques de premier plan liés au développementde ses infrastru
tures, à l'essor industriel et à la proximité humaine en milieu urbain. Laprise de 
ons
ien
e de 
es problèmes a motivé la promulgation de lois 
omme la � loi bruit �,qui met en appli
ation depuis 1992 des mesures préventives et 
orre
tives pour la rédu
tiondes nuisan
es sonores dans tous les se
teurs d'a
tivité. Malgré 
ette initiative politique, uneenquête de l'INSEE d'o
tobre 20021 rapporte que le bruit reste la nuisan
e prin
ipale res-sentie en ville et que 54% des français se dé
larent gênés lorsqu'ils sont 
hez eux. Les originesdu problème se situent sans doute à un niveau te
hnologique ; les solutions a
tuelles sontinsu�santes ou pour le moins inabouties et requièrent un e�ort de re
her
he supplémentairepour parvenir à une rédu
tion signi�
ative du bruit environnant.Le travail de thèse présenté dans 
e mémoire et réalisé au LMA2 à Marseille est une 
ontri-bution en la matière. Il s'intéresse plus spé
i�quement au 
ontr�le passif du bruit et desvibrations par le biais de traitements amortissants en élastomère. Au premier abord, le
hoix d'un tel matériau est 
riti
able, tant son utilisation massive et semble-t-il maîtriséen'a pas permis de régler le problème toujours a
tuel du bruit des transports. La première�nalité de 
e travail 
on
erne don
 l'analyse des potentialités des traitements en élastomèrepour la rédu
tion de bruit, notamment dans les basses fréquen
es où ils sont 
onsidérésinopérants. Bien que destinés initialement à augmenter l'amortissement stru
turel, nous enanalysons l'e�
a
ité tant du point de vue dynamique que du point de vue a
oustique. Cedernier point a d'ailleurs très peu été traité dans la littérature s
ienti�que.Ce travail de thèse possède également une dimension beau
oup plus fondamentale en ma-tière de 
ontr�le passif. Il y a été mené une étude physique approfondie des mé
anismesdissipatifs spé
i�ques aux stru
tures 
omposites en aluminium/élastomère qui a 
onduità la 
ara
térisation générale des systèmes dynamiques amortis (modes 
omplexes, homo-généité de l'amortissement, 
ouplage multiphysique). L'analyse physique étant intimementliée aux méthodes de résolution, elle nous a amené à développer une plateforme de résolu-tion numérique pré
ise et rapide de problèmes généraux de dynamique amortie en régimeinstationnaire, qui pallie la plupart des problèmes des outils a
tuels.Le mémoire de thèse se dé
ompose en six 
hapitres.Le premier 
hapitre présente les aspe
ts fondamentaux de la rédu
tion de bruit et du 
ontr�lepassif ainsi que la notion d'amortissement, au travers d'un exposé sur les dis
iplines quil'étudient, sur sa mesure, sur les matériaux dissipatifs et sur 
ertaines solutions te
hnolo-1Institut National de la Statistique et des Etudes E
onomiques2Laboratoire de Mé
anique et d'A
oustique 1



2 Introdu
tion généralegiques destinées à amortir les vibrations stru
turelles. L'analyse modale par une méthodesans 
onta
t d'une plaque en aluminium traitée ave
 des pat
hes en élastomère 
ontraintfournit un 
adre expérimental plus spé
i�que à l'étude. Les résultats obtenus montrent quel'e�
a
ité du traitement est restreinte aux moyennes et hautes fréquen
es et que son po-sitionnement a une in�uen
e déterminante sur l'amortissement total. D'où la question :
omment en 
onnaître a priori la position optimale ? Et surtout, peut-on attendre de la partde traitements en élastomère des performan
es plus intéressantes en basses fréquen
es ?Le deuxième 
hapitre 
on
erne l'étude générale de systèmes vibratoires amortis en régimetemporel/fréquentiel instationnaire par le biais des transformées intégrales. La formulationvariationnelle à valeurs 
omplexes du problème de dynamique dans le vide est d'abord é
rite.Elle 
onduit après dis
rétisation par la méthode des éléments �nis à un système matri
ielsymétrique, 
omplexe et dépendant de la fréquen
e. Une analyse bibliographique détailléeprésente ensuite les te
hniques a
tuelles destinées à traiter un tel système. La méthode dé-veloppée emploie la transformée inverse de Lapla
e et a né
essité au préalable le 
al
ul dessolutions libres de l'opérateur appelées solutions de résonan
e. Ces solutions sont 
al
uléesd'une part par un solveur 
omplexe dédié au problème dont le développement est présentéau 
hapitre trois, et d'autre part par une routine itérative 
lassique dont nous amélioronsla 
onvergen
e par une méthode de perturbation. Le 
hapitre présente en�n des résultats
omparatifs de simulation montrant la très nette supériorité des performan
es de l'algo-rithme �nal à 
elles d'algorithmes 
lassiques implémentant la méthode de résolution dire
teou la méthode de résolution modale. Une version algorithmique spé
iale dont la pré
isionest validée par un 
al
ul 
omparatif de puissan
e a
oustique permet d'obtenir des temps de
al
ul de l'ordre de 
eux d'un système non amorti. La méthode ne formule pas d'hypothèseparti
ulière sur la forme de l'amortissement, et utilise simplement les données brutes fré-quentielles 
ara
térisant le matériau.Le troisième 
hapitre a pour objet la résolution numérique du problème aux valeurs propreslinéaire 
omplexe symétrique et l'inversion matri
ielle. Nous avons opté de la 
onserverdans un 
hapitre séparé du deuxième 
hapitre étant donné le travail spé
i�que qu'il a sus-
ité et son propos numérique. La première partie du 
hapitre 
ontient une présentation desdi�érentes méthodes de 
al
ul des solutions propres et justi�e le 
hoix de la bibliothèqued'algorithmes ARPACK, qui date du milieu des années 90. Les routines qu'elle propose im-plémentent la méthode d'Arnoldi destinée aux matri
es générales et né
essitent une routined'inversion matri
ielle performante. La suite du 
hapitre étudie les performan
es numériquesde di�érentes solutions algorithmiques qui utilisent alternativement les méthodes d'inver-sion itératives ou les méthodes d'inversion par résolution dire
te. Les résultats justi�ent
lairement l'emploi d'une formulation généralisée du problème aux valeurs propres et d'uneméthode de résolution dire
te par méthode frontale et renumérotation.Le quatrième 
hapitre s'intéresse à la physique de l'amortissement par 
ouplage. On montredans une première partie la façon dont le 
ouplage thermoélastique dissipe l'énergie vibra-toire dans l'aluminium. Une méthode originale par perturbation et modélisation du 
hampthermique fournit des résultats validés par l'expérien
e, ainsi que des éléments d'analysepermettant de valider et de 
ritiquer le modèle thermoélastique de référen
e de Zener. Ladeuxième partie s'intéresse au 
ouplage �uide/stru
ture, dont il dé
oule deux sour
es poten-tielles de dissipation. La première est liée au frottement visqueux de l'air sur les bords d'une



3plaque en 
onditions libres ; l'évaluation semi-analytique de l'é
oulement de l'air, 
isaillé,montre que sa 
ontribution à l'amortissement total est négligeable. La deuxième sour
e dedissipation est due au rayonnement a
oustique. L'amortissement qui en résulte est modéliséepar une méthode de perturbation traitant le 
ouplage vibroa
oustique. Deux algorithmessont �nalement validés par 
omparaison ave
 les données fournies par la 
ommisison C-Valor3 ; le premier modélise le 
omportement vibroa
oustique de stru
tures amorties planesba�ées et le deuxième de stru
tures amorties planes non ba�ées.Le 
inquième 
hapitre traite de la vis
oélasti
ité des matériaux. Les aspe
ts théoriques etphysiques de la vis
oélasti
ité sont développés dans le 
as pré
is des matériaux élastomèreet aluminium. L'état a
tuel des 
onnaissan
es né
essite dans les deux 
as une identi�
ationde l'amortissement vis
oélastique. L'identi�
ation de l'amortissement vis
oélastique dansl'aluminium est réalisée en substituant l'amortissement thermoélastique modélisé à l'amor-tissement total mesuré sur une plaque en aluminium. La démar
he fournit des résultats d'unegrande pré
ision étant donné le niveau très bas de dissipation dans l'aluminium. L'identi�-
ation des 
ara
téristiques de l'élastomère est e�e
tuée par une méthode itérative indire
teà partir de deux expérien
es di�érentes : la première, basée sur une poutre 
ouverte par untraitement en élastomère 
ontraint permet d'estimer le module de sto
kage du matériau ; ladeuxième, basée sur des mesures �nes d'amortissement de plaque traitée en 
onditions auxlimites libres, permet d'estimer son module de perte. L'étude se poursuit dans le 
adre del'étude du 
ollage des traitements en élastomère étudiés et montre l'importan
e des 
ara
té-ristiques de la zone interfa
iale séparant la stru
ture vibrante et l'élastomère. Il est montréqu'un 
ollage très rigide est sus
eptible d'augmenter signi�
ativement l'amortissement de laplupart des modes de �exion.Le sixième et dernier 
hapitre a pour objet l'optimisation du traitement amortissant destru
tures a
adémiques (poutre, plaque). Il a été pensé pour obtenir des règles élémen-taires et extrapolables en matière de traitement amortissant à partir d'études paramétriquessimples. Il est destiné à la 
ompréhension physique du 
omportement de tels systèmes ets'adresse 
lairement aux ingénieurs qui font usage des traitements amortissants pour réduirele bruit. Le 
hapitre se dé
ompose en plusieurs parties. La première présente quelques étudespréalables sur l'in�uen
e du maillage, des dimensions stru
turelles et des 
onditions aux li-mites sur les résultats. Des règles élémentaires 
on
ernant les traitements en élastomère
ontraint sont ensuite dé�nies dans le 
adre de l'étude d'une poutre en
astrée. Il est ensuitequestion de l'optimisation e�e
tive du traitement d'une plaque et d'une poutre en
astrées.Le 
hapitre se termine en�n sur l'étude de traitements spé
i�ques : inserts en élastomère,traitements non 
ontraints et systèmes résonants.Naturellement, la le
ture de 
e mémoire peut s'e�e
tuer suivant l'ordre naturel des 
ha-pitres. Néanmoins, le 
hapitre trois, qui ne présente que des aspe
ts numériques du 
al
uldes modes propres, peut être omis dans un premier temps sans que 
ela ne nuise à la 
om-préhension du reste du manus
rit. De même, le sixième 
hapitre peut être abordé sans
onnaissan
e théorique très approfondie, dans la mesure où il présente et 
ommente uni-quement des résultats de simulation numérique. La le
ture du 
hapitre deux sur l'étude dessystèmes amortis en revan
he est un prérequis indispensable à la le
ture du 
hapitre quatresur l'amortissement par 
ouplage.3Commission de Validation des Logi
iels en Vibro-A
oustique
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6 Chapitre 1. Rédu
tion du bruit et des vibrations1.1 Introdu
tionL'objet de 
e 
hapitre est de présenter les aspe
ts fondamentaux de la rédu
tion de bruitainsi que les notions physiques dont il est question tout au long de la thèse. Après avoirabordé dans une première partie la notion de 
ontr�le et exposé un 
ertain nombre de so-lutions te
hnologiques 
omme 
elle du traitement externe amortissant, les fondements du
ontr�le passif sont analysés dans une deuxième partie au travers d'un exposé général surl'amortissement. Les dis
iplines qui l'étudient, les matériaux dissipatifs, la linéarité des phé-nomènes dissipatifs et la mesure de l'amortissement font partie des thèmes évoqués. L'étudemodale expérimentale d'une stru
ture traitée ave
 des pat
hes en polymère 
ontraint, quenous avons réalisée par le biais d'une méthode sans 
onta
t ave
 un vibromètre laser etun haut-parleur, est présentée dans une troisième partie. Les 
on
lusions de l'étude nousamènent ensuite à spé
i�er dans une dernière partie le 
adre et les grandes lignes de notredémar
he de modélisation de l'amortissement, dont le détail est présenté dans les 
hapitressuivants.1.2 Un aperçu des te
hnologies a
tuellesLe respe
t de l'environnement et la quête de 
onfort sont à la base de normes de plus enplus restri
tives et d'un e�ort de re
her
he soutenu dans divers se
teurs (transports, génie
ivil) destinés à réduire le bruit et les vibrations pour des raisons dire
tes (nuisan
es etgênes sonores) et indire
tes (fatigue liée au bruit, ex
ès de poids du traitement a
oustiquedes véhi
ules). La notion de 
ontr�le s'ins
rit naturellement dans la re
her
he d'une maîtrisede l'environnement sonore et vibratoire. Le terme dès lors, est employé de façon extensivedans le jargon des dynami
iens et des a
ousti
iens. On parle ainsi de 
ontr�le passif lorsqu'ils'agit de réduire les vibrations ou le bruit par des moyens passifs (travail stru
turel sur lesmatériaux et la géométrie), 
'est-à-dire sans l'usage de matériel éle
trique, et de 
ontr�le a
tiflorsqu'au 
ontraire 
ontr�leurs, mi
ros, lames piézoéle
triques entres autres sont employés.1.2.1 Les 
ontr�les a
tif et passif1.2.1.1 Le 
ontr�le passifLes réalisations exploitant les te
hniques passives sont omniprésentes (joints en polymère,amortisseurs, revêtements poreux dans les véhi
ules). Elles se basent sur la redistribution etla dissipation de l'énergie d'un système en manipulant masse, rigidité et amortissement. La�nalité est d'obtenir un niveau d'énergie vibratoire ou a
oustique minimum dans une zonedélimitée : rédu
tion de l'énergie vibratoire aux points d'a

ro
he d'une suspension sur un
hâssis, rédu
tion de l'énergie a
oustique au niveau des oreilles. Citons à 
e titre quelquesexemples parmi tant d'autres de stru
tures modélisées et optimisées pour la rédu
tion desvibrations :
• les parebrises, sandwi
hes à trois 
ou
hes ave
 un 
oeur vis
oélastique (D'Haene et Lu[29℄),
• les pneus, stru
tures 
omplexes ave
 des �laments de renfor
ement en textile de hautmodule, métal ou verre, en
astrés dans une matri
e de bas module en 
aout
hou
 (Geng,



1.2. Un aperçu des te
hnologies a
tuelles 7Popov et Cole [43℄),
• Les t�les sandwi
h, ave
 un �lm vis
oélastique en polymère (Landier, Mer
ier et Berveiller[63℄),
• Les doubles vitrages (�ltrage mé
anique et dissipation vis
o-thermique du fait de la proxi-mité des vitres, pompage et 
isaillement de l'air, Önsay [119℄).Le 
ontr�le passif repose sur la 
onnaissan
e des mé
anismes dissipatifs sus
eptibles d'être
ontr�lés et de réduire le niveau vibratoire ou a
oustique. Au
un phénomène n'est a prioriex
lu et peut 
ontribuer avantageusement à l'amortissement total : vis
oélasti
ité des mé-taux, vis
oélasti
ité des polymères, thermoélasti
ité, dissipation par rayonnement a
oustiqueen sont quelques exemples. Notons qu'il existe une distin
tion qualitative essentielle entreles 
ontr�les passifs vibroa
oustique et vibratoire ; si le 
ontr�le passif vibratoire a pour�nalité de maximiser toutes les 
omposantes de l'amortissement sans distin
tion au
une, le
ontr�le passif vibroa
oustique vise à les maximiser toutes, sauf une : il s'e�or
e de mini-miser simultanément la 
omposante d'amortissement liée au 
ouplage �uide stru
ture, quenous nommerons amortissement a
oustique. La maximisation de l'amortissement total ré-duit l'amplitude du mouvement vibratoire, tandis que la minimisation de l'amortissementa
oustique réduit le transfert d'énergie vibratoire à l'air ambiant sous forme de bruit1.L'histoire du 
ontr�le passif n'est pas ré
ente. En témoignent des ouvrages de référen
e
omme 
elui de Rayleigh [107℄ qui date du XIXème siè
le, ou en
ore l'ouvrage un peu plusré
ent de Cremer et He
kl ([26℄, édition originale de 1966). Ce dernier donne une base qua-litative dans l'analyse des pro
essus de dissipation et de redistribution d'énergie, ainsi quedes éléments quantitatifs analytiques. Thermoélasti
ité, vis
oélasti
ité et atténuation (dansles 
onnexions stru
turelles, au niveau des variations de se
tion d'une poutre) sont abordées,et des réalisations pratiques sont présentées (traitements vis
oélastiques lo
aux à l'e�
a
itélarge bande atta
hés à une stru
ture, systèmes résonants agissants sur une bande étroite).L'analyse théorique qui y est faite est toujours d'a
tualité et les traitements envisagés restenttrès pertinents. Il n'en demeure pas moins que la quanti�
ation des di�érents phénomènesde dissipation et d'atténuation est assez limitée et que de grands progrès ont été réalisésdepuis ave
 le développement de l'outil numérique.1.2.1.2 Le 
ontr�le a
tif et semi-a
tifSi l'usage du 
ontr�le passif est ré
urrent dans l'industrie, 
elui du 
ontr�le a
tif est moinssystématique. Citons en a
oustique des appli
ations 
omme le 
asque anti-bruit, et des dé-veloppements aboutis dans les environnements 
los (pot d'é
happement, 
o
kpit d'avionet d'héli
optère) ; les suspensions hydrauliques a
tives font partie des appli
ations en dy-namique les plus répandues. Le 
ontr�le a
tif fait en
ore l'objet d'intenses re
her
hes, enparti
ulier dans le domaine vibratoire où il est 
ouplé alors à des études sur les matériauxdits intelligents (matériaux piézoéle
triques, alliages à mémoire de forme, matériaux éle
-trostri
tifs, magnétostri
tifs, �uides éle
trorhéologiques). L'énergie introduite, généralementéle
trique, permet de 
ontr�ler 
ertaines 
ara
téristiques du matériau, 
omme la rigidité etl'amortissement pour les matériaux éle
trorhéologiques. Par ailleurs, notons que des mé-1à amplitude vibratoire �xée.



8 Chapitre 1. Rédu
tion du bruit et des vibrationsthodes hybrides de 
ontr�le semi-a
tif ont également été développées pour tirer pro�t desdeux appro
hes de 
ontr�le. La dis
ussion 
omparative sur la performan
e des di�érentesformes de 
ontr�le est toujours ouverte. Nous l'aborderons dans le 
adre plus spé
i�que destraitements externes à une stru
ture.1.2.2 Le 
ontr�le par traitement externeL'intérêt pour les traitements externes, dont témoigne une littérature très abondante, n'estpas nouveau ; mais 
omme il s'agit d'une solution à la fois pratique, éprouvée, et au poten-tiel en
ore important, les industriels 
omme les 
her
heurs s'évertuent en
ore et toujours àdévelopper de nouvelles extensions.Les traitements externes, qui par un pro
édé d'adhésion ou de �xation ont été intégrésà une stru
ture, sont sous la forme la plus 
lassique de deux types, tous deux passifs (�-gure 1.1). Le premier est 
ara
térisé par une seule 
ou
he de matériau, distribuée sur toutela surfa
e de la struture, ou appliquée lo
alement sous la forme d'un pat
h. Généralementen polymère, elle se déforme prin
ipalement en extension-
ompression lorsque la stru
turevibre en �exion. Le deuxième, plus populaire par
e que plus e�
a
e, dénommé PCLD pourl'amortissement qu'il 
onfère (Passive Constrained Layer Damping), 
omporte quant à luideux 
ou
hes. La première 
ou
he est en métal et vient 
ontraindre la deuxième 
ou
he, enpolymère, qui adhère à la stru
ture. L'ensemble forme un 
omposite lamellé ou sandwi
h àtrois 
ou
hes (lorsque le traitement est uniformément distribué), dont le 
oeur est solli
itéessentiellement en 
isaillement lorsque la stru
ture subit des déformations de �exion. Le po-lymère est en partie protégé de l'oxygène et de l'ozone qui parti
ipent à son vieillissement,
ara
térisé par une dégradation des propriétés mé
aniques, des dur
issements lo
aux, et des
raquelures.PSfrag repla
ements MétalPolymère PolymèreStru
ture Stru
tureFig. 1.1 � Traitements externes en polymère non 
ontraint et 
ontraint (PCLD).Les avantages de 
es traitements sont nombreux : robustes, peu 
hers, ils peuvent être ap-pliqués a posteriori sur des développements préexistants, et sont très e�
a
es à moyenneet haute fréquen
e. Leur in
onvénient majeur provient de leur relative ine�
a
ité en bassefréquen
e, à laquelle s'adjoint une très grande sensibilité à la température, 
e qui ne les rendguère attra
tifs pour des appli
ations sous des environnements 
hangeants.Dans la gamme des traitements passifs externes, il est à noter également l'existen
e de trai-tements dénommés MCLD (Magneti
 Constrained Layer Damping, étudié notamment parRuzzene, Oh et Baz [111℄) dont le 
on
ept est d'exploiter la for
e de répulsion ou d'attra
-tion exer
ée entre eux par une série de pat
hes bi
ou
hes, dans lesquels la 
ou
he inférieureest en polymère, et la 
ou
he supérieure 
onstituée d'un aimant. L'aimant parti
ipe à l'aug-mentation de la déformation longitudinale des pat
hes en induisant un 
hargement tensile



1.3. Quelques généralités sur l'amortissement 9lorsque dans la �exion, les pat
hes se rappro
hent ou s'éloignent (�gure 1.2). Une alterna-
PSfrag repla
ements AimantsPolymèreStru
tureFig. 1.2 � Traitement MCLD. Montage en attra
tion.tive a
tive à 
es traitements passifs existe, il s'agit du traitement ave
 lame piézoéle
trique.Comparativement plus 
her et moins �able, il semble 
omplémentaire en étant surtout ef-�
a
e en basses fréquen
es. D'où l'idée de développer des traitements hybrides, béné�
iantdes qualités des deux traitements. Bien qu'altérant un peu l'e�
a
ité de la 
ou
he ICL/ACL(Intelligent / A
tive Constrained Layer), le polymère 
onstitue une sé
urité en 
as de panne.De nombreuses variantes de traitement hybride existent. Whiteman et Ferri [111℄ en 
itentde deux types : les traitements ACLD (A
tive Constrained Layer Damping), dans lesquelsune lame piézoéle
trique 
ontraignante est déformée a
tivement pour solli
iter au maximumle polymère, et les traitements APDC (A
tive Piezoele
tri
 Damping Composite) 
onstituésde tiges piézo
éramiques en
astrées dans l'épaisseur d'une matri
e polymérique adhérant àune paroi vibrante qui sont a
tivées éle
triquement pour 
ontr�ler l'amortissement de 
om-pression. Park et Baz [99℄ envisagent même des 
on�gurations stru
turelles à quatre 
ou
hesave
 un traitement ACLD tri
ou
he 
ollé, 
omprenant une 
ou
he en polymère entourée pardeux 
ou
hes piézoéle
triques. Les auteurs 
onstatent un amortissement de l'ordre de quatrefois plus élevé pour le premier mode dans le 
as a
tivé ACLD que dans le 
as non-a
tivé(solution PCLD), deux fois plus élevé pour le deuxième mode.1.3 Quelques généralités sur l'amortissement1.3.1 L'amortissement en physiqueL'amortissement émane de phénomènes très variés qui rendent di�
ile la prise en 
ompte
omplète des sour
es de dissipation. Une s
ien
e de l'amortissement n'existe pas à pro-prement parler, du moins pour l'instant. De 
e fait, il existe des di�éren
es de vision etd'appro
he sensibles dans les bran
hes de la physique 
on
ernées par l'amortissement. Unepartie du travail a été inspirée par des le
tures dans des domaines variés. D'autres domainesa
tifs en la matière ont été omis dans 
e 
ourt aperçu illustatif (génie 
ivil, dynamique,physique des polymères).1.3.1.1 La physique des matériauxEn physique des matériaux, dont nous présenterons quelques études au � 1.3.2, la démar
hela plus ré
urrente est expérimentale et basée sur l'analyse des pro
essus de fabri
ation autravers d'essais ave
 des pendules de torsion pla
és dans une en
einte dont la tempéra-ture est 
ontr�lable. L'en
einte est parfois pla
ée sous vide, 
e qui permet de s'a�ran
hirde l'amortissement �uide (amortissement visqueux et amortissement par rayonnement), et
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tion du bruit et des vibrationspartiellement de l'amortissement thermoélastique (solli
itation en 
isaillement, matériauinhomogène). Des modèles qualitatifs sont employés pour interpréter les expérien
es (mo-dèle de Granato Lü
ke pour l'amortissement des dislo
ations [48℄, modèle de S
hoe
k) ; desorte qu'au
une modélisation n'est envisageable sans identi�
ation préalable de quantitésma
ros
opiques (module de 
isaillement, 
oe�
ient de Poisson). L'utilisation des méthodesd'homogénéisation telles que la loi des mélanges, le volume représentatif élémentaire estfréquente ; au même titre que la dé�nition de modèles vis
oélastiques équivalents, et de laméthode d'énergie de déformation modale (MSE), qui est une sorte de loi des mélangesappliquée à l'énergie de déformation des di�érents matériaux mis en jeu.1.3.1.2 L'interférométrieL'un des domaines les plus proli�ques en la matière semble sans doute être 
elui des inter-féromètres et des systèmes éle
tromé
aniques à é
helle mi
ros
opique2 ou nanos
opique3.A
tionneurs rapides et pré
is, jauges diverses 
himiques, a

éléromètres, magnétomètres,
alorimètres, �ltres mé
aniques, sont des exemples de MEMS. De 
on
eption à basse puis-san
e, ils sont totalement intégrés dans les semi-
ondu
teurs. La maîtrise des mé
anismesd'amortissement pour réduire la dissipation dans les interféromètres revêt une importan
esingulière. L'augmentation du fa
teur de qualité permet en e�et de diminuer les erreursde le
ture en augmentant stabilité, sensibilité et rapport signal/bruit (d'où le nom de fa
-teur de qualité), et de réduire la puissan
e requise. Dans le 
as des interféromètres à ondesgravitationnelles, les appareils doivent déte
ter les petits dépla
ements d'une masse libresuspendue, dont le mouvement est assimilable à 
elui d'un pendule. Ils utilisent pour 
elades miroirs optiques sujets à un bruit vibratoire lié au 
oe�
ient d'expansion thermique et àl'agitation thermique. Cette dernière est alimentée par la dissipation de l'énergie vibratoirequ'il 
onvient de réduire au minimum, au même titre que le 
ouplage thermoélastique.1.3.1.3 L'a
oustique instrumentaleL'a
oustique instrumentale est également un domaine de la physique très a
tif dans l'étudede la dynamique des systèmes amortis. Né
essitant une analyse �ne de la vibration desinstruments, la dis
ipline parti
ipe aux développements a
tuels en matière de dynamiquenon-linéaire et de dynamique amortie. Citons un travail de référen
e sur les 
ordes présentépar Valette et Cuesta [120℄, que nous 
iterons à nouveau dans l'analyse d'une stru
turesuspendue par des �ls. Une re
her
he systématique et quantitative de l'amortissement estégalement faite par Chaigne et Lambourg [20℄ dans le 
adre de la synthèse sonore. Les mo-dèles d'amortissement que les auteurs présentent sont par 
onséquents utilisables dans ledomaine temporel. Trois 
omposantes prin
ipales sont distinguées et modélisées : l'amor-tissement thermoélastique, l'amortissement vis
oélastique et l'amortissement par rayonne-ment. Seul l'amortissement vis
oélastique est obtenu par identi�
ation. Pour une plaque enaluminium (dont nous nous servirons ultérieurement), suspendue par des �ls, il est 
on
luque l'amortissement par rayonnement a
oustique est prépondérant au dessus de la fréquen
ede 
oin
iden
e, tandis que l'amortissement thermoélastique est la 
omposante prin
ipale del'amortissement en basse fréquen
e.2MEMS.3NEMS.



1.3. Quelques généralités sur l'amortissement 111.3.2 Les matériaux amortissantsCe paragraphe donne un aperçu pratique, non exhaustif de matériaux possèdant des qua-lités amortissantes. Outre 
ette 
ara
téristique, le 
hoix d'un matériau relève bien entendud'un 
ompromis 
omplexe, au sein duquel la rigidité, la légèreté, pour ne 
iter que quelquespropriétés, pondèrent la dé
ision. On trouvera un 
omplément d'information spé
i�que àl'aluminium dans le 
hapitre 5 sur la vis
oélasti
ité.La plupart des publi
ations 
on
erne les matériaux 
omposites, en parti
ulier les 
ompo-sites à matri
e métallique4. Xu et S
hmauder [132℄ notamment, proposent une appro
hequantitative pour modéliser l'interfa
e des matériaux MMC, ave
 un modèle non-linéairede plasti
ité lo
ale (autour des parti
ules, dont la forme optimum est étudiée). C'est unpendant à l'appro
he qualitative mi
romé
anique des dislo
ations. Il apparaît un seuil de
hargement mé
anique dans le modèle 
ara
térisant sa non-linéarité ; lorsqu'il est fran
hi,la dissipation devient beau
oup plus importante. Toutefois, des zones plastiques peuventapparaître pour des 
ontraintes faibles en dessous de la limite élastique, donnant lieu à de ladissipation à bas niveau de déformation. En 
on
lusion, l'auteur pré
onise l'augmentationde la fra
tion volumique des parti
ules, ou l'augmentation de leur module de rigidité pouraugmenter l'amortissement.Les 
omposites à matri
e métallique ave
 un 
hargement de parti
ules5, sont étudiés parde nombreux auteurs. Sastry, Krishna et U
hil [112℄ s'intéressent à l'ajout de parti
ulesd'aluminite dans des matri
es en alliage de zin
-aluminium grâ
e auxquelles les propriétésd'amortissement et de rigidité sont a

rues. Trois 
omposantes d'amortissement prin
ipalessont invoquées : l'amortissement interfa
ial lié à la di�éren
e de 
oe�
ient d'expansionthermique entre les parti
ules et la matri
e d'une part (engendrant lo
alement une aug-mentation de la densité de dislo
ation) et aux 
ara
téristiques d'adhésion interfa
iale ma-tri
e/parti
ule d'autre part (modélisée par le modèle S
hoe
k idéalisant l'interfa
e par unefrontière visqueuse), l'amortissement thermoélastique, et l'amortissement intrinsèque à lamatri
e. Wang, Zhang et Yang [123℄ s'intéressent aux PMMC à parti
ules de 
éramique età matri
e d'aluminium SiCP /Al, en dé
omposant l'amortissement en deux 
omposantes :la première 
orrespond à l'amortissement des di�érentes phases et la deuxième à l'amortis-sement dû à la dissipation énergétique liée à la déformation lo
ale mi
ro-plastique. Cettedeuxième est modélisée par le biais d'une méthode de volume représentatif (RVE, méthoded'homogénéisation). Un seuil d'amplitude est identi�é, en dessous duquel l'amortissementest indépendant de l'amplitude. Le lien qualitatif est dressé entre le modèle numérique deplasti
ité et la théorie des dislo
ations de Granato-Lü
ke, dont la densité augmente ave
l'amplitude du 
hargement. Srikanth et Gupta [115℄ re
ensent l'ensemble des mé
anismesdissipatifs présents dans les 
omposites PMMC de magnésium ave
 parti
ules de SiC, dansle 
adre d'une expérien
e de tige 
ir
ulaire suspendue, en donnant des expressions de l'amor-tissement visqueux, de l'amortissement plastique (fon
tion de la fra
tion volumique de lazone plastique), de l'amortissement lié aux parti
ules fragiles et dures qui ont pour e�etd'augmenter la densité de dislo
ation (modèle de Granato-Lü
ke).Les 
omposites à �bre sont également l'objet d'intenses re
her
hes. Une étude numérique4MMC.5PMMC.
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tion du bruit et des vibrationstridimensionnelle de 
omposites à �bres vis
oélastiques basée sur la méthode énergétique estréalisée par Yin-Tao, Liang-Jin et Ting-Qing [134℄. La dis
ussion porte parti
ulièrement surl'in�uen
e de l'orientation des �bres sur l'amortissement ; les auteurs montrent que l'amor-tissement est sujet à des variations allant du simple au dé
uple. L'in�uen
e des �bres dansles matériaux plastiques est traité par Hufenba
h et al [58℄. Les auteurs font une analyseanisotrope de l'amortissement (théorie de Timoshenko et méthode énergétique) apportépar un renfor
ement en �bres (verre, aramide, 
arbone) et distinguent trois 
omposantesd'amortissement : les 
omposantes d'amortissement axiale, transverse et de 
isaillement.D'autres types de 
omposite sont à l'étude. Finegan et Gibson [39℄ soulignent l'intérêt re-présenté par les 
omposites de polymère : densité basse, raideur et amortissement élevéssont des qualités désirables exploitées sur les véhi
ules spatiaux. Les auteurs présentent uneétude de l'in�uen
e de la fra
tion volumique des �bres, dont l'augmentation réduit l'amor-tissement, et de la fra
tion volumique de leur revêtement, dont l'augmentation 
onduit àun a

roissement de l'amortissement. Leur travail s'appuie sur une analyse mi
romé
aniquelinéaire par éléments �nis sur un élément de volume représentatif (RVE) et sur la méthoded'énergie de déformation modale (MSE).La maîtrise des alliages, du pro
édé de fabri
ation et du traitement thermique des métaux(trempe, re
uit) est essentielle pour obtenir des matériaux résistants et amortissants. Xie,S
haller et Jaquerod [131℄ fournissent une étude expérimentale 
omparative de trois alliagesd'aluminium du 
ommer
e (de 
uivre, magnésium, 
uivre/magnésium/Zin
) en utilisant unpendule de torsion et en mesurant le dé
rément en os
illation libre d'é
hantillons de petitetaille (1 × 4 × 100mm3). Une expli
ation qualitative de leurs propriétés amortissantes enfon
tion de la température, du pro
essus de fabri
ation (temps de re
uit), de l'amplitudede solli
itation, illustrée par de nombreux résultats expérimentaux, est proposée dans le
adre de la théorie des dislo
ations. L'inverse du fa
teur de qualité, qui est une mesure del'amortissement, est selon les auteurs de l'ordre de Q−1 ≈ (0, 3 ± 0, 05)×10−3 pour l'alliageAlCu autour de 3000 Hz à température ambiante, de Q−1 ≈ (0, 45 ± 0, 05) × 10−3 pour le
omposé AlMgZnCu et de Q−1 ≈ (0, 5 ± 0, 05) × 10−3 pour l'alliage AlMgSi.Les matériaux poreux sont des matériaux dont l'usage est ré
urrent, notamment en ar-
hite
ture et dans l'automobile, où ils tapissent les surfa
es pour des raisons de 
onfort,notamment a
oustique. Les mé
anismes d'amortissement et d'absorption sont �nement dé-
rits dans le travail de thèse de Jaouen [61℄. Trois e�ets sont distingués : les e�ets dissipatifsstru
turaux (dont font partie le rayonnement a
oustique et les pertes au travers des fron-tières), les e�ets visqueux et les e�ets thermiques. Wang, Zhu, Hou et Li [122℄ se fo
alisentsur la porosité des 
omposites 
arbone/
arbone (matri
e de 
arbone ave
 �bres de 
arbone),en exploitant une loi 
onstitutive d'amortissement dé
rite par Q−1 ≈ ρ/(1 − ρ), où ρ est laporosité. L'augmentation de la dissipation est quasi linéaire ave
 la porosité lorsque 
ettedernière est faible.Les 
éramiques de bois, matériaux é
ologiques poreux, peuvent présenter une option in-téressante si des propriétés de re
y
labilité sont re
her
hées. Xian-qing, Tong-xiang, Di etRen-jieRed [130℄ s'interrogent sur la nature de leur amortissement. Obtenues à partir dedé
hets de bois, papier, et 
onsidérablement améliorées par in�ltration sous haute pressiond'un alliage de magnésium, leurs propriétés mé
aniques et amortissantes sont supérieures
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elles des 
éramiques 
onventionnelles. L'analyse des auteurs est la suivante : l'amortis-sement intrinsèque des 
éramiques de bois et l'amortissement par dislo
ation de la matri
esont jugés prépondérants à basse température, tandis que l'amortissement interfa
ial est
onsidéré 
omme prin
ipal à haute température.En�n, parmi les matériaux non 
omposites 
ouramment employés, 
itons le béton et lesable, utilisés pour alourdir et amortir à très bon mar
hé les ma
hines outil, ou pour amor-tir les stru
tures en génie 
ivil (
as du sable). Dans un autre registre, 
itons également lesmatériaux ferromagnétiques (Harris et Crede [55℄), qui disposent de qualités amortissantessupérieures à leurs homologues non-ferromagnétiques à bas et moyen niveau de 
ontraintes,et 
onstantes sur toute la plage fréquentielle des appli
ations de l'ingénierie.1.3.3 L'amortissement non-linéaireL'essentiel du travail repose sur une appro
he linéaire de l'amortissement, qui a été validéepar l'expérien
e. Cela tient à la nature du système étudié et au niveau d'ex
itation a
ous-tique 
onsidéré 
omme relativement bas. Notons néanmoins que les polymères possèdent engénéral deux types de non-linéarité : une en dépla
ement, liée au phénomène d'hyperélasti-
ité, et une liée à l'état variable du polymère, 
onnue sous le nom d'e�et Mullins. La rigiditédu matériau neuf est élevée et diminue sous solli
itation ; elle se stabilise �nalement aprèsquelques 
y
les à une valeur d'usage utilisée pour la modélisation.Nombreux sont les auteurs qui se sont intéressés à la fois à la dynamique non linéaireet à l'amortissement. Les deux domaines sont 
orrélés, dans la mesure où l'amortissementaugmente signi�
ativement ave
 l'amplitude de vibration (pour de hauts niveaux de solli-
itation) au même titre que les non-linéarités. Ils sont ratta
hés dire
tement dans le 
as dela fri
tion (
itons le phénomène de sti
k slip des essuie-gla
es). Une 
lassi�
ation 
ourantepeut être trouvée dans l'ouvrage sur les vibrations non linéaires de Nayfeh et Mook [95℄.Trois 
as de for
e d'amortissement f sont présentés :
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

f = −µ ẋ
|ẋ| Amortissement par frottement de Coulomb

f = −µẋ Amortissement visqueux
f = −µẋ|ẋ| Amortissement quadratique (1.1)où x est le dépla
ement. L'amortissement par frottement de Coulomb est à l'origine d'unedé
roissan
e temporelle en a− bt. A l'amortissement visqueux, indépendant de l'amplitude,est asso
iée une dé
roissan
e exponentielle. L'amortissement quadratique en�n, proportion-nel à l'amplitude, donne une dé
roissan
e en 1/(a + bt). Tous trois appartiennent à une
atégorie générale où la for
e est dé�nie par fd (x, ẋ) = aẋ|ẋ|θ−1, la valeur de θ déterminantun modèle spé
i�que (Kareem et Gurley [65℄). L'é
riture générale de la for
e sous la formed'une loi en puissan
e trouve une justi�
ation expérimentale : la dissipation dans les maté-riaux est souvent identi�ée en puissan
e de la 
ontrainte, la puissan
e variant de 2 à plusde 3 suivant le niveau de solli
itation.Dans le domaine du 
ontr�le, l'amortissement par frottement o�re de très grandes possibili-tés dans l'exploitation du 
ara
tère dissipatif des 
onne
tions entre les stru
tures. Certaines
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tion du bruit et des vibrations
onne
tions semblent être à privilégier : les boulons plut�t que les rivets, la soudure quantà elle étant en
ore moins amortissante. Une étude sur une poutre boulonnée est présentéenotamment par Esteban et Rogers [33℄. Les auteurs s'intéressent spé
i�quement à la notionde lo
alisation énergétique due aux dis
ontinuités in
arnées par les boulons par le biais d'uneappro
he propagative et du prin
ipe de 
orrespondan
e.Whiteman, Ferri [126℄ présentent l'étude d'une poutre en
astrée libre, sur laquelle s'appliqueune for
e de frottement de Coulomb pon
tuelle générée par ses mouvements transversaux.Utilisant la méthode de la balan
e harmonique, un amortissement vis
oélastique équivalentest dé�ni dès lors que le mouvement est stabilisé, 
'est-à-dire pour un 
ertain niveau dedépla
ement. Notons par ailleurs deux études portant sur l'amortissement interfa
ial. Ma-lyshev [86℄ s'intéresse à l'amortissement interfa
ial entre deux 
ou
hes d'une même poutresus
eptibles de glisser l'une sur l'autre, ave
 un frottement de type 
oulomb agissant entreelles. Hansen et Spies [53℄ étudient le même système en introduisant une 
ou
he adhésiveentre les 
ou
hes de taille négligeable. Le frottement est supposé proportionnel à la vitessede glissement.Notons que des méthodes semi-a
tives ont été élaborées en exploitant la dissipation parfrottement plut�t que par vis
oélasti
ité. Cette alternative a notamment été étudiée parGaul et Nits
he [42℄ sous la forme d'un joint semi-a
tif liant deux plaques, remplaçant une
onnexion à boulon. Coexistent alors une dissipation naturelle et une dissipation a
tivée éle
-triquement par dilatation du matériau piézoéle
trique, dont la for
e normale va augmenter,engendrant un e�ort tangentiel par frottement de Coulomb a

ru.1.3.4 La mesure de l'amortissementIl existe di�érentes façons de quanti�er l'amortissement. Les mesures ne sont pas toujourséquivalentes et illustrent les di�
ultés inhérentes à l'étude de la dissipation. L'obtention desmesures d'amortissement est expliquée en détail dans l'ouvrage de Zener [135℄ qui a valeurde référen
e en matière d'anélasti
ité des métaux. Le livre de Cremer, He
kl et Ungar [26℄ estun autre ouvrage de référen
e sur l'amortissement ; il di�ère du livre de Zener dans la façonde 
onstruire les mesures de l'amortissement à partir du 
al
ul de la propagation d'ondesamorties dans les poutres. L'objet de 
e paragraphe est de rappeler dans un premier tempsles mesures 
ourantes puis d'établir un lien entre 
elles-
i et 
elles dé
oulant d'un formalismematri
iel propre aux méthodes numériques 
omme la méthode des éléments �nis.1.3.4.1 Les mesures 
lassiquesEn vibrations for
ées, la détermination de l'amortissement d'une éprouvette peut être ef-fe
tuée en mesurant le retard de phase δ entre la for
e appliquée et le dépla
ement mesuré.C'est la méthode de référen
e pour de nombreux auteurs 
omme Zener ou Cremer et al.Zener en déduit 
e qu'il nomme le frottement intérieur tan δ et Cremer et al 
e qu'ilsappellent le fa
teur de perte η . Dans les deux 
as il s'agit de la tangente du dé
alage dephase entre for
e et dépla
ement en solli
itation for
ée :
tan δ = η (1.2)Cette valeur peut être introduite dans la loi de 
omportement fréquentielle d'un matériau
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ontrainte σ̃ à la déformation ǫ̃. La loi de 
omportement σ̃ = Ẽ ǫ̃ faitapparaître le module 
omplexe Ẽ donné par :
Ẽ = E (1 + i η) = E (1 + i tan δ) (1.3)Trois méthodes indire
tes appro
hées sont alternativement employées pour évaluer le frot-tement intérieur : la méthode spe
trale de largeur de bande à -3dB, la méthode évaluant la
apa
ité spé
i�que d'amortissement et la méthode fondée sur le dé
rément logarithmique.Laméthode spe
trale de largeur de bande à -3dB est basée sur la mesure de la varia-tion de fréquen
e ∆f = f2−f1 autour d'un pi
 de résonan
e, où f1 et f2 sont les fréquen
espour lesquelles l'amplitude de vibration est réduite de moitié par rapport à l'amplitude àla fréquen
e de résonan
e. Zener pré
onise une solli
itation à amplitude 
onstante pour lapro
édure expérimentale dont la fréquen
e varie lentement. En se basant sur des 
al
uls detorsion d'une éprouvette d'essai, Zener établit que si le frottement intérieur est petit parrapport à l'unité, il est donné à la fréquen
e de résonan
e f par l'expression :

tan δ ∼ ∆f

f
√

3
(1.4)L'énergie de déformation ∆E dissipée dans un 
y
le divisée par l'énergie de déformationmaximum permet de dé�nir la 
apa
ité spé
i�que d'amortissement Ψ qui est aussiune mesure de l'amortissement. L'énergie de déformation dissipée 
orrespond à l'aire del'hystérèse apparaissant dans un graphique 
ontrainte-déformation 
onstruit à partir d'es-sais 
y
liques en solli
itation for
ée. Zener montre que pour un frottement intérieur faible,on a :

tan δ ∼ 1

2π

∆E

E
=

Ψ

2π
(1.5)La méthode du dé
rément logarithmique ∆ permet également de mesurer le frotte-ment intérieur lorsque 
elui-
i est petit devant l'unité :

tan δ ∼ ∆
π (1.6)où ∆ est le logarithme du rapport de deux amplitudes su

essives mesurées sur une éprou-vette en solli
itation libre. Cremer et al obtiennent le même résultat. Ils suggèrent unemodi�
ation de la formule si l'amortissement est grand :

tan δ ∼ ∆

π
√

1+(∆/2π)2 (1.7)1.3.4.2 Les mesures basées sur le problème aux valeurs propres matri
ielConsidérons à présent le problème aux valeurs propres asso
ié à un système vibratoire amortigénéral
(Kr + iKi − λM)u = 0 , (1.8)
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tion du bruit et des vibrationsoù Kr et Ki sont des matri
es de rigidité symétriques dé�nies semi-positives, M est unematri
e de masse symétrique dé�nie positive, (λ, u) est un 
ouple propre 
omplexe, et i lenombre imaginaire. Le ve
teur propre 
omplexe6 peut se dé
omposer en parties réelle etimaginaire u = ur + iui. Il est possible de dé�nir la notion d'énergie modale dès lors qu'un
ouple propre véri�e la relation (1.8). Il faut alors multiplier l'équation du problème auxvaleurs propres par un ve
teur de dépla
ement à gau
he. Pour les 
al
uls de 
ette se
tionil peut être arbitraire tant qu'il ne rend pas l'égalité énergétique indéterminée ; par sou
ide 
ohéren
e ave
 les 
al
uls de puissan
e sous solli
itation périodique7 nous optons pourle transposé 
onjugué de u qui s'é
rit uH = uT
r − iuT

i . Remarquons que la diagonalisation8d'un tel système matri
iel né
essite de multiplier à gau
he par uT . Le 
al
ul donne la valeurpropre 
omplexe λ sous la forme du rapport des énergies modales élastique et vis
oélastiquesur l'énergie modale d'inertie :
λ =

uHKru+ iuHKiu

uHMu
=
uT

r Krur + uT
i Krui + i

(
uT

r Kiur + uT
i Kiui

)

uT
r Mur + uT

i Mui
(1.9)Tous les termes sont des s
alaires réels homogènes à une énergie, positifs ou éventuellementnuls (termes asso
iés aux matri
es de rigidité dans le 
as des modes de 
orps rigide). Lanature 
omplexe des ve
teurs propres fait apparaître deux 
ontributions énergétiques pour
haque matri
e, l'une asso
iée à la partie réelle du ve
teur, l'autre à sa partie imaginaire.Etablissons à présent le lien entre le frottement interne tan δ et la valeur propre λ. Dans le
as où le modèle d'amortissement s'applique à l'ensemble des degrés de liberté du système9,on a Ki = tan δ Kr. Par 
onséquent,

tan δ = uHKiu /u
HKru = Im (λ) /Re (λ) ∼ 2 Im (ω) /Re (ω) (1.10)où Im (λ) désigne la partie imaginaire de λ, Re (λ) sa partie réelle et ω la pulsation 
omplexedu système. On en déduit la 
apa
ité spé
i�que d'amortissement Ψ :

Ψ = ∆E/E = Im (λ) / (2π Re (λ)) (1.11)Nous dé�nissons don
 la 
apa
ité spé
i�que d'amortissement Ψ à partir du ratio de l'énergiedissipée par l'énergie élastique réversible (
omme le pré
onisent Cremer et al) plut�t quepar l'énergie de déformation maximum.La mesure de l'amortissement α qui a �nalement retenu notre attention et qui sera 
onstam-ment employée dans 
e mémoire est simplement basée sur la partie imaginaire de la pulsa-tion modale. Elle est reliée aux valeurs propres λ 
al
ulées par le solver aux valeurs propres :
α = Im (ω) = Im

(√
λ

) (1.12)Si la partie réelle de la pulsation se mesure en rad.s−1, la partie imaginaire est homogène6La notion de 
omplexité des modes sera dis
utée dans le 
hapitre 2, � 2.3.2.7Le 
al
ul de puissan
e sera présenté au 
hapitre 4, � 4.3.3.9.8Nous aborderons la question de la diagonalisation au 
hapitre 3, � 3.2.9Modèle d'amortissement dit homogène.
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i�que 17à l'inverse d'un temps ; α a don
 pour unité le Hz. Lorsque le mode 
onsidéré est un modede résonan
e, 
'est-à-dire un mode propre de l'opérateur asso
ié au problème vibroa
ous-tique 
omplet, 
ette quantité est dire
tement a

essible par l'expérien
e ; il s'agit en e�et del'argument des exponentielles dé
roissantes exp−Im(ω)t qui 
ara
térisent les solutions tran-sitoires après un 
ho
 par exemple.Etablissons le lien entre α et le dé
rément logarithmique en introduisant la période d'os
il-lation T. Le dé
rément s'é
rit :
∆ = log 10

exp (−αt)
exp (−α (t+ T ))

= αT (1.13)On véri�e que :
tan δ ∼ ∆ /π = 2α/Re (ω) (1.14)1.4 Etude d'un traitement spé
i�que (fourni par la SMAC)1.4.1 Des pat
hes en polymère 
ontraintL'étude expérimentale validant les méthodes numériques a été largement basée sur l'étuded'un traitement amortissant fabriqué par la so
iété SMAC à Toulon. Le traitement en ques-tion est un traitement externe se présentant sous la forme de plaques lamellées tri
ou
hes(adhésif/polymère/alu) de 1,7 mm d'épaisseur dé
oupables ; l'adhésif permet une appli
a-tion des pat
hes sur une stru
ture vibrante à la fois rapide et aisée. La stru
ture d'un pat
hest présentée dans la �gure 1.3.

PSfrag repla
ements Aluminium PolymèreAdhésif0,5 mm0,2 mm1 mm
Fig. 1.3 � Pat
h 
ontraint de la SMAC.Il est fait usage des pat
hes dans di�érents se
teurs industriels 
omme 
elui de l'aéronau-tique, les phases de 
on
eption et de développement passées. Il a don
 la forme d'un traite-ment externe utilisé a posteriori.1.4.2 Une première expérien
eL'étude dynamique de phénomènes aussi 
omplexes que l'atténuation et la dissipation desondes né
essite d'envisager avant toute tentative de modélisation l'étude expérimentale d'un



18 Chapitre 1. Rédu
tion du bruit et des vibrationssystème donné, simple mais représentatif, qui puisse ensuite guider l'e�ort de modélisation etservir de référen
e ultérieurement pour valider la modélisation. L'une des questions 
entralesa 
on
erné la prise en 
ompte éventuelle dans le modèle de non linéarités en dépla
ement.Les solli
itations a
oustiques étant très faibles, elles justi�ent en pratique une appro
helinéaire ; néanmoins les polymères sont 
ara
térisés par un 
omportement hyperélastiquefortement non linéaire même à bas niveau de 
hargement. L'expérien
e doit don
 permettrede justi�er l'une des deux hypothèses.Il a don
 été envisagé d'étudier une stru
ture a
adémique : une plaque �ne re
tangulaire enaluminium sur laquelle ont été 
ollés les pat
hes en polymère 
ontraints présentés au pa-ragraphe pré
édent. Quatre 
on�gurations di�érentes ont été testées pour obtenir quelqueséléments expérimentaux de 
omparaison des traitements :
• plaque sans traitement,
• plaque ave
 un pat
h 
ollé en son 
entre,
• plaque ave
 un pat
h de même taille 
ollé dans un 
oin,
• plaque ave
 deux pat
hes de même taille pla
és aux deux positions pré
édentes.La �gure 1.4 montre la disposition et la taille des traitements dans la dernière 
on�gura-tion. Il est à remarquer en outre qu'une tentative a été faite d'e�e
tuer une analyse modalesur la plaque 
ouverte intégralement, mais les résultats se sont révélés tout à fait inexploi-tables (tout au moins ave
 la méthode que nous expliquons par la suite), les résonan
esétant rarement observables du fait du très fort amortissement. L'obje
tif de l'analyse mo-

PSfrag repla
ements6,9 
m 8,9 
m35,0 
m
40,0 
m

Fig. 1.4 � Plaque ave
 traitement par pat
h en polymère 
ontraint.dale est de 
onnaître l'amortissement et la fréquen
e des modes de la stru
ture, en essayantde s'a�ran
hir au maximum de l'atténuation et de la dissipation aux frontières. Il a don
 étéprivilégié de suspendre la plaque par deux �ls en nylon �ns, en
astrés et 
ollés après perçage



1.4. Etude d'un traitement spé
i�que 19de la plaque (la question de l'amortissement des �ls de suspension, que nous négligerons, estévoquée au � 1.5.3). L'in
onvénient de telles 
onditions aux limites provient de l'ex
itationaisée de modes rigides, le système n'étant bloqué que dans la dire
tion de la gravité. Uneméthode sans 
onta
t a don
 été retenue, par ex
itation a
oustique (haut-parleur) et parmesure ave
 un vibromètre laser à balayage. Matériel et 
on�guration expérimentales sontré
apitulés dans la �gure 1.5. Voi
i quelques remarques liées à l'utilisation de pat
hes enpolymère :
• les pat
hes ont été 
ollés 48h avant que ne débute l'expérien
e,
• la température ambiante n'a pas été 
ontr�lée et a subi immanquablement des �u
tua-tions de quelques degrés au 
ours d'une expérien
e de plusieurs heures,
• il a été tenté de minimiser l'e�et Mullins (phénomène de non linéarité d'un polymèrevierge : la rigidité initiale, importante, dé
roît après plusieurs 
y
les de solli
itation versune valeur stabilisée d'usage) en pro
édant au début de l'expérien
e à l'ex
itation de lastru
ture à haut niveau a
oustique ; mais au
une quanti�
ation de son in�uen
e n'a étépré
isément faite.

Fig. 1.5 � Représentation s
hématique de l'expérien
e et du matériel utilisé.Une attention systématique a été portée sur le voltage d'entrée. Il a notamment été réduitdans les basses fréquen
es pour ménager le haut-parleur dont l'ex
avité est en 1/f2 et dansle 
as des ex
itations de type bruit blan
 pour lesquelles la dynamique de 
rête est grande.Le niveau a été augmenté dans les hauts registres, variant �nalement de 0,4V à 1,5V environ.Par ailleurs, il a été dé
idé de n'ex
iter le système vis
oélastique qu'à une seule fréquen
epour fa
iliter l'analyse et d'éviter la méthode usuelle de mesure de largeur de bande à −3dB.Cette méthode, bien que pratique, a pour hypothèse que le système étudié est peu sensibleà la fréquen
e sur la bande de mesure ∆f et restreint son appli
ation aux matériaux faible-



20 Chapitre 1. Rédu
tion du bruit et des vibrationsment vis
oélastiques. La pro
édure s'est déroulée en deux étapes :
• dans une première étape, la fréquen
e des modes de résonan
e a été repérée par une ex-
itation large bande,
• dans une deuxième étape, l'amortissement de 
ha
un de 
es modes a été déduit de l'obser-vation de la dé
roissan
e temporelle après ex
itation sinusoïdale à la fréquen
e du mode,puis arrêt brusque de 
elle-
i.Les modes de résonan
e 
orrespondent à la fréquen
e des maximas de la fon
tion de ré-ponse fréquentielle lorsque la stru
ture est soumise à une ex
itation de type bruit blan
. Lesmodes de résonan
e, qui ne sont autres que les os
illations libres du système 
ouplé, serontau 
oeur d'une méthode de résolution de dynamique amortie parti
ulièrement e�
a
e pré-sentée au 
hapitre 2. Dans la première étape, la résolution fréquentielle a été 
hoisie de 0,25Hz, le fenêtrage de type Hanning, et 30 moyennes ont été 
al
ulées par bande fréquentielle.L'identi�
ation des fréquen
es a été répétée pour di�érents points de mesure. Le repéragepré
is des modes a né
essité une deuxième phase au 
ours de laquelle la bande fréquentielled'étude initialement très large a été rempla
ée par plusieurs bandes de taille modérée, defaçon à 
on
entrer l'énergie du signal autour des modes et à ne pas ex
iter les modes avoi-sinants. Rappelons qu'une 
ondition su�sante pour repérer les modes de résonan
e est quele spe
tre d'ex
itation soit plat autour de 
es modes. Dans la deuxième étape, deux pointsprès des bord et 
oin (où l'amplitude de vibration est su�samment importante pour tousles modes, les 
onditions aux limites étant libres) ont été systématiquement utilisés pour lamesure de l'amortissement.Après arrêt de l'ex
itation, l'amplitude du dépla
ement dé
rit une exponentielle dé
rois-sante, dont l'argument est aisément observable par le biais d'une fon
tion de l'analyseurpermettant de représenter en é
helle logarithmique l'enveloppe du signal. Les 
ourbes obte-nues s'apparentent toujours pré
isément à une droite, sauf rarement lorsqu'interfèrent desmodes très pro
hes perturbant le signal temporel de dé
roissan
e. Ce
i nous amène à dif-férents 
onstats, si 
e n'est que la méthode est robuste et pré
ise (les mesures répétées endi�érents points étant toujours très 
on
ordantes) :
• Les solutions temporelles en exp iωt ave
 ω ∈ C peuvent être utilisées 
omme fon
tionsde Ritz pour le problème de vibrations libres amorties
• Le système est linéaire pour les 
hargements a
oustiques employés, la pente de la droitemesurée étant 
onstante au 
ours de la dé
roissan
e temporelle de l'amplitudeIl est à noter que les résultats de 
e type de mesure, pré
ise d'une part, et 
ara
térisantl'amortissement à une seule fréquen
e d'autre part, n'est utilisable que pour 
ertaines plagesd'amortissement. S'il n'y a pas de limite inférieure a priori, le 
as d'un amortissement trèsfort pose un double problème :
• La dé
roissan
e est très brève (rendant la mesure déli
ate) et requiert d'augmenter autantque possible l'ex
itation initiale
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• Le système ex
itateur à bobine et éle
troaimant 
onstitue un système masse ressort amor-tisseur qui peut ne pas s'arrêter aussi promptement que le système étudié 
esse de vibrer1.4.3 Analyse des résultatsLes résultats se présentent sous la forme de déformées modales (�gures 1.6 et 1.7), spe
tres deréponse, et de signaux temporels de dé
roissan
e en é
helle logarithmique, et 
omprennentune trentaine de modes jusqu'à 900 Hz.

Fig. 1.6 � Déformée modale mesurée à 124,4 Hz.

Fig. 1.7 � Déformée modale mesurée à 795,6 Hz.L'amortissement mesuré est l'amortissement total : il prend en 
ompte l'ensemble des phéno-mènes de dissipation et d'atténuation. Dans 
ette 
on�guration spé
i�que, deux termes sont



22 Chapitre 1. Rédu
tion du bruit et des vibrationsprépondérants : l'amortissement vis
oélastique du polymère et l'amortissement thermoélas-tique de l'aluminium. Leur analyse, ainsi que 
elle d'autres 
omposantes 
omme l'amortisse-ment par 
ouplage �uide/stru
ture (
'est-à-dire par rayonnement a
oustique et par vis
ositéde l'air) ou 
omme la vis
oélasti
ité de l'aluminium est faite dans les 
hapitres 4 et 5. L'amor-tissement des �ls, négligé, est évoqué au � 1.5.3.La �gure 1.8 montre l'amortissement des premiers modes pour les quatre 
on�gurationsétudiées.Quelques remarques viennent immédiatement à l'esprit :
• l'amortissement de la plaque sans traitement en basse fréquen
e n'est pas négligeable de-vant 
elui des autres 
on�gurations traitées. Toutefois, il minore l'ensemble des résultats,
• l'amortissement de la 
on�guration ave
 deux pat
hes majore l'ensemble des résultats,
• il existe souvent des modes pour lesquels le traitement ave
 un seul pat
h est aussi amor-tissant que le traitement ave
 deux pat
hes.Il se dégage de 
es remarques une 
on
lusion forte : il semblerait qu'un traitement soit plusou moins e�
a
e suivant la façon dont il est appliqué, et a priori, pour 
ertains modes,qu'une rédu
tion du poids des traitements de moitié puisse 
onduire à des résultats opti-mums.Ces 
on
lusions, toutefois, ne se pla
ent que dans le 
adre d'une analyse vibratoire simple.Elles sont satisfaisantes du point de vue du dynami
ien, mais pas du point de vue du vibroa-
ousti
ien : l'amortissement étant l'amortissement total, il 
ontient notamment l'amortisse-ment par rayonnement a
oustique. Or, plus 
et amortissement est important, plus l'amor-tissement total est élevé ; mais plus il est élevé, plus l'énergie vibratoire est transmise parrayonnement à l'air, plus la pression a
oustique, et don
 le bruit, sont importants. Nousverrons du reste plus tard que 
et amortissement est très faible dans le 
as d'une plaquesuspendue sous solli
itation basse fréquen
e (en-dessous de la fréquen
e de 
oin
iden
e).La �gure 1.10 montre l'amortissement de la plaque seule et la �gure 1.11 l'amortissement dela plaque ave
 deux pat
hes auquel on a substitué 
e premier. La pro
édure est destinée àne garder que la 
ontribution relative des pat
hes et montre l'e�
a
ité du polymère lorsquela fréquen
e augmente.La modi�
ation des fréquen
es de résonan
e est relativement faible et le signe du dé
alagefréquentiel est négatif, 
e qui montre que les pat
hes apportent un e�et de masse prépon-dérant devant l'e�et de rigidité. Nous verrons que 
ela n'est pourtant pas toujours le 
as.La �gure 1.9 montre la variation en pour
entage de la fréquen
e de résonan
e des trois
on�gurations traitées par rapport à la 
on�guration de la plaque sans pat
h prise 
ommeréféren
e.
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PSfrag repla
ements

Plaque nuePat
h 
entréPat
h 
oinDeux pat
hes
Amortissemen
t(Hz)

Fréquen
es (Hz)012
345
67

(1,1) (2,0) (0,2) (2,1) (3,0) (2,2) (3,1) (0,3) (1,3)
(3,2)

43,4 62,3 93,8 111,8 191,1 218,4 226,1 248,1 288,0 352,3Fig. 1.8 � Amortissement des dix premiers modes ave
 quatre 
on�gurations de traitement.Plaque libre de dimensions 35
m × 40
m × 0,2 
m.

PSfrag repla
ementsPlaque nuePat
h 
entréPat
h 
oinDeux pat
hesAmortissement (Hz)Fréquen
es (Hz)01234567(1,1)(2,0)(0,2)(2,1)(3,0)(2,2)(3,1)(0,3)(1,3)(3,2)43,462,393,8111,8191,1218,4226,1248,1288,0352,3

(%)
Fréquen
es (Hz)

0-1-2-3-4-5-6 (1,1)
(2,0)

(0,2) (2,1) (3,0)(2,2) (3,1) (0,3) (1,3) (3,2)
43,4 62,3 93,8 111,8 191,1 218,4 226,1 248,1 288,0 352,3Fig. 1.9 � Variation de fréquen
e de la résonan
e des 
as traités par rapport au 
as de plaqueseule.
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tion du bruit et des vibrationsPSfrag repla
ements

Amortissemen
t(Hz)

Fréquen
es (Hz)0 0 100 200 300 400 500 600 700 800 9000,51,0
1,52,02,5

Fig. 1.10 � Amortissement de la plaque seule.PSfrag repla
ements

Amortissemen
t(Hz)

Fréquen
es (Hz)0 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900510
1520
2530

Fig. 1.11 � Amortissement de la plaque ave
 deux pat
hes auquel a été soustrait l'amortis-sement de la plaque seule.



1.5. La modélisation de l'amortissement 251.5 La modélisation de l'amortissementCette expérien
e nous a permis d'observer la dissipation d'un point de vue ma
ros
opique,l'amortissement apparaissant 
omme une quantité �globale�. Il importe à présent de dé�nirune méthode de modélisation pour la quanti�er, 
ar son r�le est fondamental dans la réponsestru
turelle. L'une des démar
hes a
tuelles, à laquelle nous sous
rivons, est de distinguer
ha
une des 
omposantes de l'amortissement, 
ar leur existen
e émane souvent de mé
a-nismes très di�érents. Pour pré
iser l'appro
he de la modélisation par 
omposante, nousnous intéresserons dans un premier temps aux 
lassi�
ations possibles de l'amortissement.Cette analyse nous amène à dé�nir deux 
atégories fondamentales que sont l'amortisse-ment vis
oélastique10 et l'amortissement par 
ouplage11, dont la nature est très di�érente.Les di�
ultés inhérentes à la modélisation de 
es deux 
atégories seront ensuite présentées.L'amortissement aux limites du domaine sera en�n abordé, et il sera expliqué de façon quali-tative à partir d'une analyse bibliographique pourquoi l'amortissement des �ls de suspensionest négligé dans l'expérien
e de plaque suspendue.1.5.1 Une 
lassi�
ation possible des amortissementsOn note dans la littérature des essais fréquents de 
lassi�
ation de l'amortissement, dontvoi
i un exemple :
• Amortissement matériau, ou intrinsèque, lié à l'inhomogénéité et à l'imperfe
tion duréseau 
ristallin, à la présen
e d'atomes étrangers, de pré
ipités, de dislo
ations asso-
iées ma
ros
opiquement à la plasti
ité ; amortissement lié à la vis
oélasti
ité des ma
ro-molé
ules de polymère,
• Amortissement interfa
ial dû aux phénomènes de fri
tion, d'adhésion, de pompage, dethermovis
oélasti
ité,
• Amortissement par 
ouplage, 
omprenant les amortissements thermoélastique, piézoéle
-trique, magnétique et par rayonnement a
oustique.De telles tentatives de 
lassi�
ation se heurtent néanmoins à de nombreuses di�
ultés.L'amortissement thermoélastique, par exemple, est sus
eptible d'appartenir aux trois 
a-tégories : traduisant un 
ouplage entre les équations dynamique et thermique, il peut êtreprépondérant à l'interfa
e de deux matériaux 
ondu
teurs, mais peut aussi s'apparenter àun amortissement matériau dans le 
as d'une plaque subissant des déformations de �exion,et dont l'épaisseur est �xée ; le modèle rhéologique de Zener est alors bien adapté à sa des-
ription.Nous opterons pour une 
lassi�
ation séparant simplement l'amortissement par 
ouplagetraité au 
hapitre 4 et l'amortissement vis
oélastique abordé au 
hapitre 5. Bien qu'arbi-traire et spé
i�que à notre 
adre d'étude, il existe des di�éren
es fondamentales entre 
esdeux 
atégories d'amortissement. La modélisation de l'amortissement par 
ouplage né
es-site la prise en 
ompte d'un domaine supplémentaire : domaine �uide en vibroa
oustique,domaine thermique en thermoélasti
ité, domaine frontalier pour traiter le 
ouplage aux10Traité au 
hapitre 5.11Traité au 
hapitre 4.
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onditions aux limites. La dé�nition d'un domaine est parti
ulièrement ardue et né
essitesouvent des hypothèses fortes restreignant le 
adre de validation expérimental (
onditions deSommerfeld en a
oustique, de �ux nul en thermoélasti
ité, de transmission énergétique nulleaux 
onditions aux limites). La modélisation par 
ouplage né
essite également la 
ompré-hension d'un phénomène dé
rit par une équation supplémentaire (équation de propagation,équation thermique, équation dynamique d'un système supplémentaire 
ouplé au systèmeprin
ipal au niveau des 
onditions aux limites). La modélisation de l'amortissement vis
o-élastique est une modélisation lo
ale, sus
eptible de 
e fait d'être utilisée pour la plasti
ité,le frottement se
 et tous les phénomènes dissipatifs à l'é
helle mi
ros
opique. L'équationde dynamique in
lut un terme supplémentaire dissipatif, qui introduit éventuellement un
omportement non linéaire en dépla
ement.Remarquons que 
ette distin
tion n'est pas sans rappeler 
elle faite par Cremer et al [26℄ ausujet de la dissipation et de l'atténuation12. Tous deux 
onduisent à une rédu
tion d'ampli-tude vibratoire en parti
ipant à l'amortissement stru
turel. La dissipation est un pro
essusau 
ours duquel le mouvement ma
ros
opique est transformé en 
haleur : plasti
ité, vis-
oélasti
ité, vis
osité de l'air, fri
tions de tous types, sont des exemples de phénomènes à
ara
tère dissipatif. La redistribution d'énergie ou l'atténuation sont liées à la façon dontl'énergie va être véhi
ulée et répartie dans un 
ertain système. Elles sont atta
hées à lanotion de sous-système, de réservoir énergétique et de 
ouplage entre sous-système. L'atté-nuation géométrique par exemple, est un exemple 
ourant de redistribution énergétique :l'énergie d'une onde divergente se répartit au fur et à mesure de sa propagation dans unespa
e de plus en plus important. C'est le 
as de la lumière solaire arrivant sur la Terre dontl'énergie n'a pas été dissipée, mais uniquement atténuée sur son par
ours spatial.Remarquons en�n que l'amortissement thermoélastique ou l'amortissement par vis
ositéaérienne relèvent à la fois des phénomènes de dissipation et de redistribution : l'énergievibratoire est d'abord transmise dans un autre sous-système par transdu
tion (les énergiesthermique et a
oustique résultent de la transmission sans dissipation de l'énergie vibratoirepar 
ouplage thermoélastique et �uide / stru
ture), puis elle est dissipée au sein de 
essous-systèmes. La dissipation �gure expli
itement dans les équations physiques asso
iées à
es sous-systèmes (l'équation de la 
haleur et l'équation de Navier-Stokes).1.5.2 Les di�
ultés de la modélisation de l'amortissementLa di�
ulté de la modélisation de l'amortissement est multiforme. Nous en distinguons troisaspe
ts essentiels :
• Un aspe
t mathématique lié à la non-stationnarité des pro
essus, pour lesquels la notiond'énergie, d'inversion des opérateurs non auto-adjoints est déli
ate, pour les des
riptionsfréquentielle 
omme temporelle. L'un des points forts de la fomulation énergétique et dela méthode de résolution du 
hapitre 2 
on
erne leur aptitude à prendre en 
ompte toutamortissement linéaire général 
omme tel, sans faire d'extrapolation à partir du 
as non-amorti12Le terme de redistribution d'énergie serait sans doute plus approprié.
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• Un aspe
t physique dans la modélisation de la dissipation. Les phénomènes mi
ros
o-piques à 
e titre, ne sont 
onnus que qualitativement la plupart du temps (vis
oélasti
itédes métaux, des polymères) et né
essitent en
ore un travail d'expérimentation pour dé-gager des lois ma
ros
opiques (ex
eptions faites de la thermoélasti
ité et de la vis
osité�uide, qui né
essitent seulement l'usage de quelques 
onstantes expérimentales à 
ara
tèrebien dé�ni, et qui sont disponibles dans la littérature)
• Un deuxième aspe
t physique 
on
ernant la modélisation de l'atténuation. La délimita-tion d'un système par le biais des 
onditions aux limites idéalisées est souvent irréaliste. Siles 
onditions de �ux thermique nul sont satisfaisantes autour d'une plaque en aluminiumdans l'air, au même titre que les 
onditions de Sommerfeld en milieu aérien in�ni, le sys-tème dynamique est souvent borné de façon arbitraire (pour des raisons de modélisationphysique et de taille du modèle numérique) à la limite d'un sous-système identi�é quenous pensons isolé, mais qui ne l'est pas, ni dynamiquement, ni thermiquement.L'amortissement en revan
he peut fa
iliter la modélisation, à bien des égards :
• Les solutions propres du problème amorti sont uniformément dé
roissantes (en référen
eà l'expérien
e du � 1.4.2 et à des 
ontributions théoriques 
omme 
elle de Park et al [100℄)et à énergie �nie. Elles forment une 
lasse de solution plus large et plus simple à traitermathématiquement que les solutions non-amorties
• L'amortissement réduit les e�ets non linéaires et les e�ets d'endommagement
• Une modélisation �ne de l'amortissement peut fournir des 
ritères pour délimiter un sys-tème sur une frontière appropriéeEn l'état a
tuel de la modélisation, 
e dernier point demeure inexploité, bien qu'étant toutà fait pertinent à notre sens. Prenons un seul exemple : la modélisation d'une voiture dansles hautes fréquen
es. Les prédi
tions dynamiques se limitent a
tuellement à un 
ertain seuilfréquentiel, pour des raisons numériques. Or, s'il est vrai que l'ensemble de la stru
ture est
ouplé en basses fréquen
es, il existe néanmoins un dé
ouplage entre les éléments stru
turelsdans les hautes fréquen
es du fait de l'amortissement. Nous pensons que la 
ompréhensiondes mé
anismes de dissipation, asso
iée à un travail d'analyse des 
ouplages et de sous-stru
turation13, est une piste à envisager pour dépasser les limites a
tuelles.1.5.3 L'amortissement aux limites du domaine : 
as des �ls de suspensionAyant pris le parti de modéliser les di�érentes sour
es de dissipation, l'expérien
e menée surune plaque suspendue nous a 
onduit à nous interroger sur l'amortissement aux limites dudomaine au niveau des �ls de suspension. Nous présentons i
i une analyse bibliographiquede l'amortissement des �ls et des paramètres qui l'in�uen
ent puis justi�ons notre 
hoix dene pas prendre en 
ompte l'amortissement aux limites du domaine.13Par le biais de la méthode CMS par exemple (Component Mode Synthesis).



28 Chapitre 1. Rédu
tion du bruit et des vibrations1.5.3.1 Quelques référen
es bibliographiquesLa littérature à 
e sujet est assez fournie. L'une des raisons est liée au fait que l'étude des�ls de suspension revêt une importan
e 
onsidérable pour l'amélioration des inféromètres,assimilés à des pendules. Il est fait la distin
tion entre le mode pendule en ω0 ≈
√

g
l (où lest sa longueur, g la gravité) et les modes supérieurs appelés modes violon, que l'on peut
al
uler à partir de l'équation de la 
orde.Une expression de l'amortissement du pendule Q−1

p est retrouvée systématiquement dans lalittérature sur l'interférométrie laser (Rowan et al [110℄, Gretarsson et al [49℄)
Q−1

p = Q−1
mat(ω)

n
√
TEI

mgl
(1.15)La formule est 
al
ulée à partir de la tension T des n �ls de suspension de longueur l et demoment quadratique I, de la gravité g, du module d'élasti
ité E, de la masse m du pendule ;elle ne prend en 
ompte que la �exion lo
ale du �l près du point d'atta
he (
elle du �l prèsde la masse est négligée). La valeur est multipliée par deux si la masse ne peut pas tournerdans le plan d'os
illation. Elle pré
onise l'utilisation de grands �ls de suspension. Rowanet al ajoutent à 
e modèle une 
ontribution thermoélastique basée sur le modèle de Zener.Gretarsson et al 
onsidèrent de plus une perte matériau supplémentaire qu'ils 
onsidèrentliée à la surfa
e des �ls, du fait que la formule ne soit pas véri�ée par l'expérien
e pourde faibles diamètres de �l. Celle-
i pré
onise en e�et une diminution de son diamètre quiintervient dans l'expression du moment quadratique I = d4π/64.L'une des études théorique et expérimentale les plus pertinentes, développant l'appro
hepar 
omposantes, est sans doute 
elle menée par Valette et Cuesta [120℄ au sujet des 
ordesde guitare. Un ensemble large de paramètres est pris en 
ompte dans la modélisation de la
orde (non-linéarités, rigidité, amortissement). Seul l'e�et des 
onditions aux limites dansla dissipation et l'atténuation des vibrations n'est pas pris en 
ompte. Trois 
omposantesd'amortissement sont identi�ées : l'amortissement thermoélastique (jugé assez faible mais
onstant sur tout le domaine fréquentiel), l'amortissement vis
oélastique des métaux (jugéimportant dans le domaine des moyennes et hautes fréquen
es), et l'amortissement parvis
osité aérienne (prépondérant en basse fréquen
e).1.5.3.2 Le 
hoix du �lNous poursuivons 
e paragraphe par une analyse des 
ara
téristiques (géométrie, matériau)des �ls de suspension de façon à 
e que leur amortissement soit négligeable et non in
lusdans la modélisation de la dissipation du système.La longueur Les arguments visant à réduire la dissipation pour des raisons dynamiquessont souvent en 
ontradi
tion ave
 
eux visant à réduire l'amortissement du matériau. Lemouvement de la plaque impose un dépla
ement aux �ls ; il est don
 préférable que les �lssoients les plus 
ourts possibles pour que l'énergie de déformation moyenne qui leur estasso
iée soit faible en regard à l'énergie de déformation totale. En première approximation,l'énergie de déformation moyenne est en e�et une fon
tion linéaire de la longueur. Il estnéanmoins montré que les �ls 
ourts sont plus dissipatifs ; Valette et Cuesta évaluent une



1.5. La modélisation de l'amortissement 29augmentation de l'ordre de 10-20 % de l'amortissement d'une 
orde lorsqu'elle est réduitede 1 m à 63 
m, du fait selon les auteurs des pertes thermiques aux extrémités, en
astréesen l'o

urren
e, qui sont prépondérantes pour les petites 
ordes. Il semble �nalement rai-sonnable de 
hoisir une longueur 
ourte de �l mais pas trop pour pallier les in
onvénientspré
édemment 
ités et pour éviter à tout prix que la 
orde ne soit trop solli
itée en ten-sion/extension, 
ar une dépendan
e non-linéaire à l'amplitude de vibration du bord de laplaque est alors introduite. Il est importe en�n d'e�e
tuer un ajustement de la longueurretenue en tenant 
ompte du 
omportement modal de la 
orde et en veillant à 
e que sesmodes soient éloignés de 
eux de la plaque.La se
tion On privilégie la se
tion la plus �ne possible pour réduire l'amortissement dumode de pendule (équation (1.15)). Un tel 
hoix rend la rigidité transverse du �l plus faiblesi tant est que 
elle-
i ne soit pas de toutes façons négligeable par rapport à la rigidité dueà la tension du �l14.La se
tion ne semble pas avoir de r�le majeur sur la dissipation liée aux modes �exion. Lafor
e longitudinale est 
onstante quelle que soit la se
tion (du fait d'un poids stru
turelinvariable) et le dépla
ement de l'extrémité du �l est �xé en première approximation par lavibration de la plaque : la rédu
tion de se
tion augmente la tension, dé
ale les fréquen
esde �exion vers le haut du spe
tre mais ne modi�e pas la for
e de rappel exer
ée par la 
ordesur la plaque. Le volume de la 
orde diminue de la même façon que sa tension augmente, lerapport de l'énergie de déformation de la 
orde par rapport à 
elle du système entier restedon
 
onstante.Considérons à présent les mé
anismes de dissipation du �l. L'amortissement thermoélas-tique donné par le modèle de Zener et repris par Valette et Cuesta [120℄ est dé�ni par deuxparamètres : le premier est la position fréquentielle du pi
 de Debye thermoélastique (en
1/r2) et le deuxième la valeur de l'angle de perte15 en 1/fr2, où 2r est la hauteur d'unese
tion re
tangulaire appro
hant au mieux la se
tion 
ir
ulaire du �l et f la fréquen
e 
onsi-dérée. Lorsque la hauteur de la se
tion varie dans un rapport de deux, la position du pi
est multipliée par quatre, mais l'angle de perte reste 
onstant. L'énergie de déformationétant 
onstante lorsque la se
tion varie la méthode d'énergie de déformation modale nousindique que l'amortissement thermoélastique est également in
hangé. Les physi
iens étu-diant les MEMS et la miniaturisation 
onnaissent bien 
e problème : le régime fréquentieloù la stru
ture est la plus amortissante 
orrespond à la plage d'utilisation du système etse dépla
e à mesure que l'on miniaturise. La miniaturisation n'apporte au
un e�et positif apriori en matière d'amortissement thermoélastique.L'amortissement vis
oélastique présent dans les 
ordes métalliques apporte une 
ontributionhaute fréquen
e qui diminue si la tension augmente, 
e qui est le 
as si la se
tion est réduite(Valette et Cuesta [120℄). L'amortissement par frottement visqueux dans l'air est évalué parles mêmes auteurs à l'aide de la solution de Stokes d'un é
oulement laminaire alternatifautour d'une 
ylindre, solution qui donne Q−1 = η+2r

√
πηρairf

ρfilf
, où η est le 
oe�
ient de vis-
osité de l'air, ρair la densité de l'air, ρfil la densité de la 
orde, r son rayon, f la fréquen
e14Les 
ordes idéalisées, 
ontrairement aux poutres, n'ont pas de rigidité transverse.15Cette formule appro
hée permet d'évaluer l'angle de perte thermoélastique lié aux mouvements de�exion du �l dans le 
as où la fréquen
e du pi
 de relaxation thermoélastique est plus basse que la fréquen
edes modes 
onsidérés.



30 Chapitre 1. Rédu
tion du bruit et des vibrationsde solli
itation.En 
onlusion, la rédu
tion de se
tion diminue l'amortissement du mode de pendule, l'amor-tissement visqueux aérien, l'amortissement vis
oélastique du matériau, mais ne modi�e nil'amortissement thermoélastique ni l'énergie de déformation des modes de �exion.Le matériau Naturellement, il 
onvient d'opter pour un matériau peu dissipatif : peuvis
oélastique, peu 
ondu
teur de 
haleur. On peut également prendre note de l'analyse deCremer et al [26℄ 
on
ernant la transmission des ondes longitudinales entre deux poutressemi-in�nies et qui suggère d'introduire une forte rupture d'impédan
e des ondes asso
iéesaux deux milieux. L'impédan
e des ondes longitudinales dans une poutre in�nie est donnéepar Z = S
√
ρE où S est la se
tion, E le module de Young et ρ la densité du matériau.Le 
hoix de �ls de se
tion �ne, de densité et rigidité faibles par rapport à la plaque permetdon
 de réduire en partie le transfert énergétique entre les deux milieux.1.5.3.3 Un amortissement négligéL'analyse bibliographique pré
édente nous a poussé à ne pas in
lure de dissipation asso
iéeaux �ls et à la frontière du système. Nous invoquons trois raisons :

• La rigidité transverse des �ls, s'apparentant plus à une 
orde qu'à une poutre, est faible.De 
e fait, les mouvements transverses liés à la �exion de la plaque ne subiront qu'unefor
e de rappel très faible de la part des �ls (liée au poids de la plaque pour le modependule, et à la tension des �ls pour les modes violon). Les �ls représentent en outre unequantité de matière très inférieure à 
elle de la plaque. En 
on
lusion, en se référençantà la méthode énergétique, il semble que l'énergie dissipée par un système peu rigide, detaille très mesurée, et modérément amorti, soit tout à fait négligeable devant les autressour
es de dissipation
• La di�
ulté de la modélisation physique de la dissipation : malgré l'existen
e de quelquesrésultats dans la littérature, il est déli
at de proposer un modèle satisfaisant sans étudeapprofondie du matériau et des jon
tions. A notre sens d'ailleurs, il est autant de sour
esde dissipation au point d'a

ro
he des �ls dans la plaque (ou sur le 
adre qui les supporte),dues aux 
on
entrations de 
ontrainte et aux gradients thermiques importants au sein dumétal, qu'au sein des �ls
• La di�
ulté de la modélisation physique de l'atténuation : la limite du système étudié nes'arrête pas à l'extrémité des �ls. Le 
ouplage ave
 l'extérieur n'est pas modélisable : ilfaudrait pour 
ela modéliser le domaine extérieur ; l'amortissement par dissipation dansle �l ne peut 
onstituer au demeurant qu'une approximation minorant les pertes réelles(d'autant plus mauvaise du reste que les �ls seront peu dissipatifs)Ewins [34℄ fait une distin
tion entre les 
onditions aux limites suspendues réalisant une
ondition d'appui perpendi
ulaire au mouvement de la plaque (�ls dans le plan de la plaque),et 
elles réalisant un appui parallèle à 
e mouvement (�ls qui ne sont pas dans le plan dela plaque). Seul le premier 
as peut représenter des 
onditions libres pour les mouvementsde �exion et garantit un 
ouplage plaque/�l faible. Notons pour 
on
lure qu'une expérien
erelativement simple d'étude des points d'a

ro
he des �ls sur l'amortissement d'une plaque



1.6. Bilan et 
on
lusions du 
hapitre 31suspendue peut permettre de quanti�er leur in�uen
e. Elle 
onsiste simplement à faire varierles points d'atta
he des �ls et à observer leur in�uen
e sur l'amortissement total.1.6 Bilan et 
on
lusions du 
hapitreCe 
hapitre d'introdu
tion s'est intéressé aux aspe
ts généraux de la rédu
tion de bruit,notamment par méthode passive. Il a été dé
idé de privilégier la modélisation séparée desmé
anismes de dissipation jugés prépondérants plut�t que d'e�e
tuer une modélisation �glo-bale� de l'amortissement. Deux types généraux d'amortissement ont été distingués : l'amor-tissement vis
oélastique et l'amortissement par 
ouplage. Les di�
ultés de leur modélisationa été présentée ; le premier, aux 
ara
téristiques lo
ales, né
essite a priori un travail d'iden-ti�
ation du 
omportement matériau (vis
oélasti
ité, plasti
ité, fri
tion) ; le deuxième, aux
ara
téristiques globales, né
essite d'étendre le domaine d'étude et d'in
lure des phénomènesphysiques supplémentaires (thermoélasti
ité, a
oustique). Une étude spé
i�que 
on
ernantune plaque traitée ave
 des pat
hes en polymère nous a fourni quelques éléments d'analysesur le 
omportement des stru
tures 
omposites en métal/polymère 
omme la linéarité endépla
ement. Basée sur une méthode d'analyse modale sans 
onta
t utilisant un vibromètrelaser et un haut-parleur 
omme sour
e ex
itation, elle a permis une mesure pré
ise par dé-
rément logarithmique de l'amortissement stru
turel total ave
 une 
ontribution dissipativeau niveau de la frontière du domaine jugée négligeable du fait des 
onditions aux limitesde type suspendues. Les données d'amortissement seront exploitées dans les pro
hains 
ha-pitres pour valider une méthode générale de modélisation sus
eptible de 
onvenir en réalitéà des stru
tures à amortissement linéaire général très variées.
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34 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortie2.1 Introdu
tionCe 
hapitre 
on
erne l'étude générale de systèmes vibratoires amortis et propose une mé-thode pré
ise et rapide pour les 
al
uls de réponse temporelle et fréquentielle. Le 
as d'unestru
ture amortie en aluminium/polymère est étudié, mais l'algorithme se prête à la mo-délisation de systèmes à amortissement linéaire tout à fait généraux. Le 
hapitre se dé
lineen trois volets. Le premier volet (� 2.2) établit une formulation variationnelle adaptée auxéquations non auto-adjointes. En optant pour une modélisation dynamique basée sur la mé-thode des éléments �nis, la démar
he 
onduit à l'équation matri
ielle suivante é
rite dansle domaine de Lapla
e :
[
s2M + sKV (s) +KE

]
ũ(s) = F (s) + sI0 + V0 (2.1)M est la matri
e de masse, KE la matri
e de rigidité élastique, sKV (s) la matri
e de rigiditévis
oélastique à 
oe�
ients 
omplexes dépendante de la fréquen
e, F (s) l'ex
itation du sys-tème et I0, V0 des termes résultant des 
onditions initiales en dépla
ement et en vitesse. ũ(s)est le dépla
ement dans le domaine de Lapla
e. Le deuxième volet de l'étude 
on
erne laforme spé
i�que des matri
es employées dans l'équation (2.1) et à 
e que nous nommons les
ara
téristiques spatiales du problème (� 2.3) : la 
inématique du problème, la modélisationde la quasi-in
ompressibilité et l'inhomogénéité de l'amortissement liée à la forme spé
i�quede la matri
e sKV (s) sont abordés.Le troisième et dernier volet 
on
erne la résolution du problème matri
iel (2.1). Il se dé
lineen trois parties. La première partie (� 2.4) est bibliographique et présente les façons les plus
ourantes d'inverser l'opérateur vis
oélastique ainsi que les méthodes standards permettantde traiter les deux problèmes 
entraux de la modélisation en dynamique amortie : l'inhomo-généité1 de l'amortissement (problème à 
ara
tère spatial) et la dépendan
e fréquentielle.La dépendan
e fréquentielle se traduit par l'absen
e d'une relation d'orthogonalité entre lesmodes valable sur tout le spe
tre ; il en existe seulement une à fréquen
e �xée dont l'inté-rêt est limité. La deuxième partie de 
e volet (� 2.5) présente la méthode que nous avonsretenue, basée sur le 
al
ul de la transformée de Lapla
e inverse pour obtenir la solutiontemporelle et sur l'appli
ation d'une transformation de Lapla
e supplémentaire pour obtenirla solution fréquentielle. Elle né
essite une routine 
al
ulant les solutions propres de l'opéra-teur à fréquen
e �xée ainsi qu'une routine itérative et/ou de perturbation pour 
al
uler lesmodes de résonan
e qui sont les solutions libres du système (ou solutions propres de l'opé-rateur non linéaire). Le théorème des résidus peut alors être utilisé simplement et donnel'expression analytique de la réponse temporelle du système. La démar
he permet ainsi derésoudre les deux problèmes 
lassiques pré
édemment évoqués. La troisième partie proposedes résultats de simulation numérique 
omparant les performan
es d'algorithmes issus desméthodes standards et de notre méthode pour des 
on�gurations d'amortissement variées.2.2 La formulation du problème2.2.1 La formulation variationnelle 
lassiqueL'une des di�
ultés majeures des problèmes de dynamique amortie 
on
erne l'é
riture d'uneformulation variationnelle adéquate pour la résolution. Elle réside dans le fait que l'opérateur1Les di�érents points d'une stru
ture à amortissement inhomogène ne sont pas amortis de la même façon.



2.2. La formulation du problème 35d'amortissement n'est pas auto-adjoint et que le système n'est pas 
onservatif. Utiliser lessolutions du problème physique 
omme quantités duales (
hamp admissible) en dynamiquenon amortie permet ave
 le formalisme usuel de 
onstruire une fon
tionnelle énergétique ausens physique. Mais elle n'aboutit pas à un problème variationnel 
orre
tement formulé : lafon
tionnelle tend vers zéro à mesure que le temps s'é
oule et le 
al
ul des solutions qui laminimisent ou la rendent stationnaire n'a pas de sens.2.2.1.1 Les formulations variationnelles en vis
oélasti
itéOn trouve dans la littérature une extrapolation de la plupart des théorèmes de l'élasti
itéau 
as de la vis
oélasti
ité (Gurtin, Biot, Christensen), tel que le théorème de ré
ipro
ité deMaxwell-Betti, ainsi que des exemples de fon
tionnelles basées sur des lois vis
oélastiques gé-nérales dont la variation s'annule en satisfaisant les équations du problème. Un théorème deminimum est proposé par Christensen [23℄ dans le 
as harmonique. Il impose des 
onditionsde positivité sur les parties réelle et imaginaire du module 
omplexe de 
isaillement. Mal-heureusement il se limite 
omme de nombreux autres théorèmes au 
as quasi-élastique. Deplus, la démonstration est basée sur l'hypothèse d'un 
oe�
ient de Poisson réel : elle reposedon
 sur l'hypothèse d'homogénéité de l'amortissement du matériau, que nous évoqueronsplus tard au � 2.3.2 ; une seule loi dissipative s'applique de façon uniforme à l'ensemble du
hamp de dépla
ement, 
onduisant à un 
hamp réel et au 
adre 
lassique de la dynamiqueamortie proportionnellement.D'après Christensen, la démar
he la plus rigoureuse né
essite l'emploi de tels théorèmes(théorème de stationnarité ou de minimum). Il note toutefois que 
es théorèmes sont délais-sés en général au pro�t d'une formulation 
omparable à la formulation élastique 
lassique,du fait des 
as limités qu'ils sont sus
eptibles de traiter. Cette formulation repose sur l'ap-pli
ation dire
te des transformations intégrales (Lapla
e, Fourier, Carson) sur les équationsde la dynamique. Les théorèmes variationnels d'élasti
ité sont alors réinterprétés 
ommethéorèmes variationnels de vis
oélasti
ité ave
 les variables transformées du domaine fré-quentiel 
omplexe (la démar
he est présentée dans l'ouvrage de Soize et Ohayon [98℄). Laseule modi�
ation 
on
erne l'utilisation du produit s
alaire 
omplexe plut�t que réel. Nousverrons qu'asso
iée à l'hypothèse de séparation des variables d'espa
e et de temps, 
etteappro
he 
onduit à la résolution séparée d'un problème non auto-adjoint spatial à opéra-teur symétrique 
omplexe dans le domaine de Lapla
e et à un problème temporel dont larésolution par transformation intégrale inverse 
onduit à la réponse temporelle.2.2.1.2 Formulation variationnelle ave
 les équations adjointesLa façon la plus rigoureuse d'é
rire une formulation énergétique 
onsiste à 
onstruire l'es-pa
e dual des dépla
ements dits admissibles à partir des solutions du problème adjoint, quel'on se pla
e dans le domaine temporel ou dans le domaine fréquentiel. C'est la méthodeemployée par Tasi [117℄ par exemple, pour 
al
uler la dissipation thermoélastique dans lesplaques à partir de l'équation de di�usion. Tasi dé
rit l'introdu
tion d'une équation adjointed'�infusion �, pour reprendre ses mots, dont les solutions 
roissent dans le temps dans lamême proportion que les solutions physiques dé
roissent. En 
ombinant les deux 
hamps ilrésulte un système 
onservatif. D'autres auteurs ont re
ours à un système adjoint. Utilisantle formalisme de la mé
anique lagrangienne, Morse et Feshba
h [91℄ introduisent un systèmemiroir dé
rit par la 
oordonnée x∗ et doté d'une fri
tion négative. En supposant l'énergie du
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onservée, 
'est-à-dire l'énergie 
onjointe du système physique de 
oordonnée
x et du système miroir de 
oordonnée x∗, la fon
tion de Lagrange obtenue est invariante. Ilen résulte deux équations di�érentielles de deuxième ordre de Lagrange,

{
Mẍ∗ − Cẋ∗ +Kx∗ = 0
Mẍ+ Cẋ+Kx = 0

(2.2)Les paramètres M,K,C sont asso
iés respe
tivement à la masse, à la la rigidité et à l'amor-tissement des deux os
illateurs. L'hamiltonien est donné par H = Mẋẋ∗ +Kẋẋ∗. x dé
roîtlorsque x∗ 
roît, H reste don
 
onstant.La 
onstru
tion d'un opérateur adjoint est présentée dans l'ouvrage de Mar
huk [87℄ dansle 
adre des équations aux dérivées partielles. Muni d'un produit s
alaire réel ou 
omplexe,d'une équation et de 
onditions aux limites du problème aux frontières, l'intégration parpartie de l'équation multipliée à un 
hamp adjoint fait apparaître une équation adjointe.Prenons l'exemple des ondes amorties. L'opérateur d'amortissement 
ombiné à l'opérateurde rigidité s'é
rit A = ∂2

∂x2 + ∂3

∂x2∂t
+ ∂2

∂t2
et son opérateur adjoint A∗ = ∂2

∂x2 − ∂3

∂x2∂t
+ ∂2

∂t2
. L'opé-rateur adjoint a été 
onstruit de façon à respe
ter l'identité de Lagrange que nous énon
eronsau � 2.11. Elle requiert de satisfaire les 
onditions aux limites et les 
onditions initiales dusystème physique d'une part, et 
elles anti-
ausales du système adjoint d'autre part. Les so-lutions libres du système physique ont une dépendan
e temporelle en exp (±iωt− αt), alorsque les solutions du problème adjoint ont une dépendan
e en exp (±iωt+ αt). Dans le 
assans amortissement, l'équation est auto-adjointe ; les solutions libres physiques et adjointessont 
onfondues.Nous verrons au 
hapitre 3 � 3.2 que la 
onstru
tion d'une base matri
ielle adjointe permetde réaliser un automorphisme : base physique et base adjointe permettent de réaliser uneproje
tion orthogonale dans le même espa
e que l'espa
e initial. Lorsque les bases physiqueet adjointe sont 
al
ulées à partir du problème spé
i�que des valeurs propres (problème auxvaleurs propres physique dit à droite, et problème aux valeurs propres adjoint dit à gau
he),la proje
tion orthogonale a la parti
ularité de diagonaliser les matri
es de rigidité et demasse. Remarquons en�n qu'il existe une te
hnique pour s'a�ran
hir très simplement de la
onstru
tion du problème adjoint dans le 
as des systèmes vibratoires amortis sous solli
i-tation stationnaire. Le système dissipatif reste auto-adjoint du fait d'un apport énergétiquequi 
ompense la perte exa
tement. Les solutions physiques de dépla
ement x(t) sont égalesaux solutions adjointes. Le travail de dissipation ∆E est 
al
ulé en 
al
ulant le travail de lafor
e ex
itatri
e F , et ramené à une période, vaut

∆E =

∫ 2π/ω

0
F (t) ẋ (t) dt =

∫ 2π/ω

0
Re

(

F̃
)

Re
(
˙̃x
)
dt (2.3)Cette te
hnique reste néanmoins spé
i�que aux systèmes stationnaires et n'est pas utilisabledans le 
as général.2.2.2 Formulation variationnelle retenueLa forme variationnelle retenue est 
omparable à l'appro
he généralement utilisée en vis
o-élasti
ité. Les équations sont d'abord é
rites dans le plan fréquentiel 
omplexe par le biais dela transformée de Lapla
e. Cette te
hnique permet de s
inder le problème temporel en deux



2.2. La formulation du problème 37sous-problèmes : un problème non auto-adjoint spatial é
rit dans le domaine fréquentiel etun problème de 
al
ul de réponse temporelle. L'objet du paragraphe 
on
erne 
e premieren employant un formalisme basé sur le traitement des équations non auto-adjointes, plut�tque la méthode 
lassique des résidus pondérés (Soize et Ohayon [98℄). Si les deux méthodesaboutissent au même résultat, 
elle que nous employons permet d'établir de façon rigoureusele 
hamp adjoint2.2.2.2.1 Constru
tion du 
hamp adjointNous présentons dans 
e qui suit un formalisme général permettant de 
al
uler le 
hampajoint. Tout opérateur de dynamique amortie se dé
ompose dans le domaine de Lapla
e enun opérateur d'inertie L et un opérateur de rigidité vis
oélastique A. Le problème fréquen-tiel s'é
rit






(L(s) −A(s)) ũ (s) = f̃ (s)
A(s) = σ̃ij,j(s)
L(s) = s2ρ

(2.4)L'obtention de telles équations à partir des équations temporelles est spé
i�é pour notre
as d'étude au � 2.2.2.3. ρ est la densité, σ̃ij(s) le tenseur des 
ontraintes et f̃(s) une for
eex
itatri
e. On a introduit l'espa
e ve
toriel des fon
tions ũ(s) 
omplexes dé�nies sur ledomaine Ω, 
ontinues, dérivables en tout point intérieur du domaine, quadratiquement som-mables ave
 leurs dérivées première et se
onde. Les quantités étant 
omplexes, on se dote duproduit s
alaire 
omplexe ave
 la 
onvention de notation de sommation des indi
es muets
(ũ, ṽ) =

∫

Ω ũi
¯̃vi dΩ. Les fon
tions ũ sont en partie déterminées par des 
onditions aux li-mites en dépla
ement sur la frontière Σũ et en 
ontrainte sur la frontière disjointe Σσ̃(ũ). On�te du domaine d'étude Ω la frontière sur laquelle le dépla
ement ũ(s) est 
onnu. Notons

D(A) l'ensemble des fon
tions satisfaisant l'ensemble des 
onditions formulées : il s'agit dudomaine de dé�nition de l'opérateur (L−A). L'obje
tif du paragraphe est de 
onstruire le
hamp adjoint w̃(s) dont nous savons uniquement qu'il satisfait l'équation non-homogènesuivante
(L∗(s) −A∗(s)) w̃ (s) = p̃ (s) (2.5)Le se
ond membre p̃(s) est une for
e d'ex
itation qui ne né
essite pas d'être déterminéedans le 
as d'étude présent. La 
onstru
tion de l'espa
e adjoint 
onsiste à déterminer lesopérateurs L∗(s) et A∗(s) ainsi que des 
onditions que le 
hamp adjoint w̃ (s) doit véri�er.Elle s'opère en deux étapes. Premièrement, une formulation énergétique est introduite àpartir de la formulation forte par le biais du produit s
alaire de l'équation physique parun 
hamp adjoint, pour l'instant indéterminé. Des intégrations par partie su

essives sont
onduites jusqu'à faire apparaître une formulation faible adjointe. La deuxième étape, moins
lassique, né
essite la satisfa
tion de l'identité de Lagrange qui garantit l'orthogonalité desproje
tions. Intéressons-nous pour 
ommen
er à l'opérateur de rigidité A. Introduisons le
hamp adjoint w̃(s), et intégrons par partie la quantité s
alaire (Aũ(s), w̃(s)) :2Champ 
inématiquement admissible 
omplexe.
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(Aũ(s), w̃(s)) =

∫

Ω σ̃ij,j (ũ (s)) w̃i (s) dΩ

=
∫

Σσ̃(ũ)
σ̃ij (ũ (s))nj w̃i (s) dΣ −

∫

Ω σ̃ij (ũ (s)) w̃i,j (s) dΩ
(2.6)Le domaine Σσ̃(ũ) sur lequel la 
ontrainte est �xée apparaît expli
itement. La linéaritédes équations 
onstitutives vis
oélastiques et les propriétés du produit s
alaire 
omplexe
onduisent à l'égalité suivante :

σ̃ij (ũ (s)) w̃i,j (s) = σ̃ij (w̃ (s)) ũi,j (s) (2.7)Nous avons introduit la notation σ̃ij = A pour désigner l'opérateur transposé de σ̃ij = A.Ce résultat général se démontre assez simplement dans le 
as d'un matériau vis
oélastiqueisotrope dont la loi 
onstitutive est donnée dans le domaine de Lapla
e3 par
σ̃ij (ũ (s)) = δij s λ̃ (s) ũ(k,k) (s) + 2 s µ̃ (s) ũ(i,j) (s) (2.8)En e�et, on a :

σ̃ij (ũ (s)) w̃(i,j) (s) =
[

δij s λ̃ (s) ũ(k,k) (s) + 2 s µ̃ (s) ũ(i,j) (s)
]

w̃i,j (s)

=
[

δij s λ̃ (s) w̃(k,k) (s) + 2 s µ̃ (s) w̃(i,j) (s)
]

ũi,j (s)

=
[

δij s λ̃ (s) w̃(k,k) (s) + 2 s µ̃ (s) w̃(i,j) (s)
]

ũi,j (s)

= σ̃ij (w̃ (s)) ũ(i,j) (s)

(2.9)
Après intégration par partie, la relation (2.6) devient

(Aũ(s), w̃(s)) =
∫

Σσ̃(ũ)
σ̃ij (ũ (s)) nj w̃i (s) dΣ −

∫

Sσ̃(w̃)
σ̃ij (w̃ (s))nj ũi (s) dS

+
∫

Ω ũi (s) σ̃ij,j (w̃ (s)) dΩ (2.10)Enonçons à présent l'identité de Lagrange. Muni de l'opérateur physique A et de l'opérateuradjoint A∗ indéterminé, l'identité de Lagrange s'é
rit
(Aũ(s), w̃(s)) = (ũ(s),A∗w̃(s)) (2.11)L'identité est véri�ée par 
onstru
tion si3L'obtention de l'équation est détaillée au � 2.2.2.3.
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





(ũ(s),A∗w̃(s)) =
∫

Ω ũi (s) σ̃ij,j (w̃ (s)) dΩ

∫

Σσ̃(ũ)
σ̃ij (ũ (s)) nj w̃i (s) dΣ =

∫

Sσ̃(w̃)
σ̃ij (w̃ (s))nj ũi (s) dS

(2.12)La première équation permet d'identi�er l'opérateur adjoint. On a A∗ = σ̃ij,j = A par
onstru
tion. Intéressons-nous à présent au domaine de dé�nition du 
hamp adjoint D(A∗).L'ex
lusion au préalable de la solution inhomogène du domaine Ω a 
onduit à l'ex
lusion dela frontière Σũ sur laquelle toute intégrale est à valeur nulle ; 
ela revient à 
onsidérer quele 
hamp adjoint, dit 
inétiquement admissible, est nul sur Σũ.La deuxième équation fait apparaître les 
onditions aux limites de 
ontrainte super�
ielleque le 
hamp adjoint doit véri�er. C'est le 
as si on 
hoisit d'une part Σσ̃(ũ) = Sσ̃(w̃) et sid'autre part on prend w̃ (s) = ũ (s) sur Σσ̃(ũ).Intéressons-nous à présent à l'opérateur d'inertie L = ρs2. Il a été obtenu après que latransformée de Lapla
e a permis d'extraire les 
onditions initiales de dépla
ement inhomo-gènes et les a pla
ées dans le se
ond membre f̃(s) de l'équation générale. Le traitement deséquations en est grandement fa
ilité. L'identité de Lagrange s'é
rit
(Lũ(s), w̃(s)) = (ũ(s),L∗w̃(s)) (2.13)







(Lũ(s), w̃(s)) =
∫

Ω ρ s2 ũi (s) w̃i (s)

(ũ(s),L∗w̃(s)) =
∫

Ω ũi (s) (ρs2)∗ w̃i (s)

(2.14)On en déduit que L∗ =
(
ρs2

)∗
= (ρs2) = L. Au
une nouvelle 
ondition n'appararaît sur le
hamp adjoint. Finalement, la linéarité des opérateurs permet d'é
rire l'identité de Lagrangepour l'opérateur 
omplet L −A :

((L(s) − A(s)) ũ(s), w̃(s)) = (ũ(s), (L∗(s) − A∗(s)) w̃(s)) (2.15)Cette égalité est dé�nie pour un s �xé, 
'est-à-dire à une fréquen
e �xée. Une extension au
as de s variable né
essite une expression analytique des opérateurs en fon
tion de s par lebiais d'un modèle d'amortissement paramétrique.2.2.2.2 La 
ondition de biorthogonalitéL'identité de Lagrange garantit l'orthogonalité des proje
tions. Dans le 
as où les solutionsphysiques sont solutions du problème aux valeurs propres, la proje
tion orthogonale permetde dé
oupler le système et d'établir des propriétés de biorthogonalité. Les équations du pro-blème aux valeurs propres physique et adjoint s'é
rivent :
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





[L(λm(s), s) − A(s)] ũm (s) = 0

[
L(µk(s), s) − A(s)

]
w̃k (s) = 0

(2.16)
(λm(s), ũm(s)) est un 
ouple propre de l'équation physique et (µk(s), w̃k(s)) un 
ouplepropre de l'équation adjointe. Le problème aux valeurs propres ainsi dé�ni est un problèmeaux valeurs propres non linéaire dépendant du paramètre s. On remarque qu'en 
onjugantla deuxième équation on obtient les mêmes opérateurs que dans l'équation physique. Par
onséquent, λm(s) = µm(s) ∀m ∈ {1, ..., N} : les valeurs propres du problème physiqueet adjoint sont égales. On remarque de plus que ũm(s) = w̃m(s). Cette 
ara
téristique estretrouvée dans le 
as matri
iel des opérateurs symétriques 
omplexes, forme dis
rète duproblème présent. E�e
tuons à présent le produit s
alaire de la première équation de (2.16)par le 
hamp adjoint 
onjugué et le produit s
alaire du 
hamp physique par la deuxièmeéquation 
onjuguée de (2.16). La soustra
tion des deux quantités s
alaires donne :
(Aũm(s), w̃k(s)) − (ũm(s),Aw̃k(s)) = (L(λm(s)) ũm(s), w̃k(s)) − (ũm(s),L(λk(s)) w̃k(s))

= λm(s)(ρũm(s) , w̃k(s)) − λk(s)(ũm(s) , ρ w̃k(s))(2.17)
(Aũm(s), w̃k(s)) − (ũm(s),Aw̃k(s)) = (λm(s) − λk(s)) (ρũm(s) , w̃k(s)) (2.18)Le premier terme est nul du fait de l'identité de Lagrange. Le deuxième 
onduit à la 
ondi-tion de biorthonormalité. Si les valeurs propres λm(s) et λk(s) ne sont pas 
onfondues, alors

(ρũm(s) , w̃k(s)) =

{
0 k 6= n
1 k = n

(2.19)Il est don
 possible de dé�nir la base d'un système amorti 
onstruit à fréquen
e �xée quivéri�e des propriétés de biorthonormalité. L'une des di�
ultés liées à l'étude des matériauxvis
oélastiques apparaît i
i très 
lairement : un opérateur vis
oélastique a une base modaledi�érente pour 
haque valeur di�érente du paramètre s.2.2.2.3 Les équations fréquentiellesRevenons aux équations temporelles ayant permis d'aboutir à la forme générale donnée parl'équation (2.4) en pré
isant leur forme spé
i�que dans le 
as d'une stru
ture 
omposite
onstituée de deux matériaux isotropes. L'un est vis
oélastique et o

upe le domaine ΩV ,l'autre élastique et o

upe ΩE . Le domaine total ΩE + ΩV est noté Ω. L'équation de ladynamique et les deux équations 
onstitutives s'é
rivent :



2.2. La formulation du problème 41






ρüi (t) = σij,j (t) + fi (t) dans Ω

σV
ij (t) = δij

(

λV (t)u(k,k) (0) +
∫ t
0 λ

V (t− τ)
∂u(k,k)(τ)

∂τ dτ
) dans ΩV

+ 2
(

µV (t)u(i,j) (0) +
∫ t
0 µ

V (t− τ)
∂u(i,j)(τ)

∂τ dτ
)

σE
ij (t) = λE δij u(k,k) (t) + 2 µE u(i,j) (t) dans ΩE

(2.20)
La deuxième relation 
onstitutive 
orrespond au 
as isotrope vis
oélastique. L'équation
onstitutive vis
oélastique fait apparaître des fon
tions de relaxation isotrope µV (t) et
λV (t) 
omparables aux paramètres de Lamé µE et λE du 
as élastique. Pour des raisonsde 
ommodité de le
ture, la dépendan
e spatiale est impli
ite. Nous notons par u(i,j) =
(ui,j + uj,i) /2 = ǫi,j la partie symétrique du tenseur ui,j égale au tenseur de déformation in-�nitésimale dans le 
adre de l'hypothèse des petites perturbations (Germain et Muller [44℄).S'ajoutent pour 
ompléter le problème deux 
onditions aux limites de dépla
ement et de
ontrainte imposés sur les domaines respe
tifs Σũ et Σσ̃(ũ), ainsi que deux 
onditions ini-tiales sur le dépla
ement et la vitesse.







ui (t) = gi (t) sur Σũ

σijnj (t) = hi (t) sur Σσ̃(ũ)

ui (0) = ui0

u̇i (0) = u̇i0

(2.21)Les équations sont transformées dans le domaine de Lapla
e, 
e qui fait apparaître expli
i-tement les 
onditions initiales ; les variables sont dé�nies pour des temps positifs ou nuls.La transformée de Lapla
e s'é
rit
L [fi (t)] = f̃i (s) =

∫ ∞

0
fi (t) exp−st dt (2.22)et s'applique aux fon
tions 
ontinues par mor
eaux pourvu que leur 
roissan
e ne soit pasexponentielle, 
'est-à-dire telles que

∃ α / lim
t→∞

e−αtfi (t) = 0 (2.23)On a :






L [üi (t)] = s2ũi (s) − s ui0 − u̇i0 (Ω)

σ̃V
ij (s) = L

[

σV
ij (t)

]

= s
[

δij λ̃
V (s) ũ(k,k) (s) + 2 µ̃V (s) ũ(i,j) (s)

]

(ΩV )

σ̃E
ij (s) = L

[

σE
ij (t)

]

= λE δij ũ(k,k) (s) + 2 µE ũ(i,j) (s) (ΩE)

(2.24)Les équations équations lo
ales dynamiques sont données dans le domaine de Lapla
e par






s2ρV ũi (s) − σ̃E
ij,j (s) = f̃i (s) + s ρV ui0 + ρV u̇i0 ( ΩV )

s2ρEũi (s) − σ̃V
ij,j (s) = f̃i (s) + s ρE ui0 + ρE u̇i0 ( ΩE)

(2.25)



42 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortie2.2.2.4 Les équations de GalerkinIl 
onvient à présent d'utiliser les éléments pré
édents pour 
onstruire une formulation spé-
i�que à notre problème, basée sur la méthode des éléments �nis. On e�e
tue le produits
alaire des équations (2.25) dépendantes de la variable ũ(s) par une fon
tion de pondération
w̃(s) (
hamp adjoint), puis on intègre sur l'ensemble du domaine. La démar
he est similaireà la méthode des résidus pondérés par un dépla
ement 
omplexe véri�ant les 
onditionsaux limites homogènes en dépla
ement (appartenant don
 à l'espa
e de variation). La di�é-ren
e provient de la dépendan
e en s de w̃(s) qui n'existe normalement pas dans la méthodeusuelle. Le domaine 
omplet est Ω et 
omprend le domaine asso
ié au matériau élastiqueisotrope ΩE et le domaine asso
ié au matériau vis
oélastique isotrope ΩV . Après intégrationpar parties, la formulation faible s'é
rit

s2M (ũ(s), w̃(s)) + sKV (ũ(s), w̃(s), s) + KE (ũ(s), w̃(s))

= F
(

f̃(s), w̃(s)
)

+ H
(

h̃(s), w̃(s)
)

+ s I0 (u0, w̃(s)) + V0 (u̇0, w̃(s))
(2.26)On a introduit dans (2.26) les opérateurs de masse M, de rigidité vis
oélastique KV (s),de rigidité élastique KE , l'opérateur des for
es volumiques F , 
elui des for
es surfa
iques

H apparaissant expli
itement au 
ours de l'intégration par parties et les opérateurs liés aux
onditions initiales en dépla
ement et en vitesse I0 et V0.






M (ũ(s), w̃(s)) =
∫

ΩV
ρV ũi (s) w̃i (s) dΩV

+
∫

ΩE
ρE ũi (s) w̃i (s) dΩE

KV (ũ(s), w̃(s), s) =
∫

ΩV
λ̃V (s) ũ(k,k) (s) w̃(m,m) (s)

+ 2 µ̃V (s) ũ(i,j) (s) w̃(i,j) (s) dΩV

KE (ũ(s), w̃(s)) =
∫

ΩE
λE ũ(k,k) (s) w̃(m,m) (s)

+ 2 µE ũ(i,j) (s) w̃(i,j) (s) dΩE

F
(

f̃(s), w̃(s)
)

=
∫

Ω f̃i (s) w̃i (s) dΩ

H
(

h̃(s), w̃(s)
)

=
∑3

i=1

∫

Γhi

h̃i (s) w̃i (s) dΓhi
(indi
es non muets)

I0 (u0, w̃) =
∫

ΩE
ρE ui0 w̃i (s) dΩE +

∫

ΩV
ρV ui0 w̃i (s) dΩV

V0 (u̇0, w̃) =
∫

ΩE
ρE u̇i0 w̃i (s) dΩE +

∫

ΩV
ρV u̇i0 w̃i (s) dΩV

(2.27)

La méthode numérique 
onsiste ensuite à 
onstruire une approximation des espa
es aux-quels les solutions w̃ et ũ appartiennent. Pour 
e faire, la méthode de Bubnov - Galerkinà la base de la méthode des éléments �nis est utilisée pour dé
omposer la solution testappro
hée ũh(s) en deux parties dépendantes de la fréquen
e ũh(s) = ṽh(s) + g̃h(s). ṽh(s)
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e dis
ret que w̃h (espa
e de variation ou de pondération). g̃h(s)
orrespond à une solution parti
ulière, 
onnue ; l'espa
e de variation ne peut in
lure defon
tions modélisant 
e type de solution, 
ar 
elles-
i le rendraient non linéaire. La solution
g̃h(s) est don
 pla
ée dans le se
ond membre. Les équations de Galerkin pour le problèmede la dynamique amortie s'é
rivent

s2 M
(
ṽh(s), w̃h(s)

)
+ s KV

(
ṽh(s), w̃h(s), s

)
+ KE

(
ṽh(s), w̃h(s)

)

= −s2 M
(
g̃h(s), w̃h(s)

)
− s KV

(
g̃h(s), w̃h(s), s

)
− KE

(
g̃h(s), w̃h(s)

)

+ F
(

f̃h(s), w̃h(s)
)

+ H
(

h̃h(s), w̃h(s)
)

+ s I0

(
uh

0 , w̃
h(s)

)
+ V0

(
u̇h

0 , w̃
h(s)

)(2.28)Les solutions ṽh(s) du problème, dites admissibles, sont 
elles de l'espa
e de variation. Lasolution 
omplète prend en 
ompte, de plus, les termes de frontière ave
 dépla
ement imposéqui ont été ex
lus de 
et espa
e. Les solutions sont representées par des séries de fon
tions
hapeau 
ara
téristiques de la méthode des éléments �nis (MEF). A 
haque fon
tion est as-so
ié un degré de liberté A, et 
ha
une est dé
omposée en deux fa
teurs, l'un NA (x) spatial,et l'autre diA (s) fréquentiel. Ce dernier n'est pas dé
onne
té de toute notion spatiale : il estspé
i�que au degré en question (
ette forme est tout à fait similaire à l'appro
he temporelle).Ce
i permet notamment de modéliser l'amortissement inhomogène pour lequel 
haque degréde liberté peut avoir sa propre dépendan
e vis-à-vis de la fréquen
e. L'ensemble des indi
esdes degrés de liberté, N au total, est noté η ; l'ensemble des indi
es des degrés de libertéasso
iés à la surfa
e à dépla
ement imposé est noté ηgi
. Les solutions s'é
rivent :







ṽh
i (x, s) =

∑

B∈η−ηgi
NiB (x) d̃iB (s)

g̃h
i (x, s) =

∑

C∈ηgi
NiC (x) g̃iC (s)

w̃h
i (x) =

∑

A∈η−ηgi
NiA (x) c̃iA (s)

(2.29)Les di�érents termes du se
ond membre ont été projetés dans la base des fon
tions de basedes éléments �nis. Nous utilisons la notation expli
ite NiA mais la même fon
tion est utiliséepour 
haque dire
tion de l'espa
e (NiA = NA∀i ∈ {1, 2, 3}). L'introdu
tion de 
es solutions
onduit à une simpli�
ation du fait de la bilinéarité des opérateurs. Les 
oe�
ients c̃iA (s)de w̃h
i (x) peuvent être éliminés, transformant le problème énergétique s
alaire en problèmeve
toriel :

∑3
i=1

∑N
B=1

[
s2M + sKV (s) + KE

]
(NkA, NiB) d̃iB (s)

= −
[
s2 M + sKV (s) + KE

] (
NkA, g̃

h(s)
)

+ F
(

NkA, f̃
h (s)

)

+ H
(

NkA, h̃
h (s)

)

+ s I0

(
NkA, u

h
0

)
+ V0

(
NkA, u̇

h
0

)

(2.30)
Les termes dépendants de (NkA, NiB) dé�nissent un lien entre les degrés kA et iB (liende rigidité vis
oélastique, de rigidité élastique ou d'inertie suivant l'opérateur 
on
erné).Ils 
onstituent les 
oe�
ients d'un système matri
iel, dont la solution u(s) est 
omposée
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oe�
ients d̃iB . Nous serons amené à étudier des 
on�gurations stru
turelles ave
 des
onditions aux limites homogènes telles que g̃h(s) = 0, h̃h (s) = 0. Le problème matri
ielaura don
 la forme �nale suivante :
[
s2M + sKV (s) +KE

]
u(s) = F (s) + sI0 + V0 (2.31)2.3 Le problème spatial2.3.1 Modélisation du 
hamp 
inématiqueIl existe de très nombreuses façons de représenter un 
hamp de dépla
ement sous forme dis-
rète, suivant le degré de pré
ision exigé et l'e�
a
ité de l'outil de résolution du problèmedis
ret. Nous résumons i
i, de façon très su

inte, trois tendan
es générales 
on
ernant lamodélisation 
inématique des 
omposites strati�és ave
 un 
oeur en élastomère. La première,toujours utilisée pour ses résultats éprouvés et simples à exploiter, est la plus an
ienne : ils'agit de l'appro
he analytique (modèle RKU, modèle d'Oberst). La deuxième est extrè-mement répandue, aussi bien dans la littérature s
ienti�que que dans le 
adre industriel :elle se base sur des 
inématiques de plaque. En�n, nous exposons notre modèle, qui re�èteune troisième tendan
e, visant à privilégier des 
inématiques ri
hes, tridimensionnelles, audétriment de la qualité du 
onditionnement du problème numérique et de la rapidité derésolution.2.3.1.1 Modèles 
inématiques ren
ontrésModèles analytiques Les premiers modèles qui sont apparus pour modéliser l'amortisse-ment de lamellés vis
oélastiques étaient analytiques. Cremer et al [26℄ proposent notammentun 
ertain nombre d'expressions modélisant l'amortissement de stru
tures simples. L'expé-rien
e d'Oberst, dont la �nalité est l'identi�
ation des 
ara
téristiques vis
oélastiques d'unélastomère adhèrant à une poutre 
antilever, se base également sur des approximations ana-lytiques permettant de déduire l'angle de perte du matériau en fon
tion de la fréquen
e àpartir des quantités mesurées (fréquen
e, amortissement stru
turel). Le modèle RKU, dunom de ses auteurs Ross, Kerwin et Ungar, est tout aussi utilisé. Basé sur l'hypothèse d'unmodule dans les 
ou
hes extérieures non amorties bien supérieur au module de la 
ou
he
entrale vis
oélastique, mais aussi sur le prin
ipe d'équivalen
e et sur la méthode d'éner-gie de déformation modale (� 2.4.2.2), il fournit des approximations de l'amortissement destru
tures 
omposites à trois 
ou
hes ave
 
oeur vis
oélastique. La des
ription détaillée dumodèle est donnée dans l'arti
le de Teng et Hu [118℄.Cinématique de plaque Dans le 
adre des traitements externes ou de l'étude des 
om-posites multi
ou
hes, les méthodes basées sur une simpli�
ation du 
hamp 
inématiqueave
 l'introdu
tion d'enri
hissements pour tenir 
ompte de l'épaisseur ou de l'inhomogé-néité (théorie des plaques de Love-Kir
hho� enri
hie, dépla
ement zig-zag entre les 
ou
hes,prise en 
ompte de l'inertie transverse, ...) 
onstituent la très grande majorité des déve-loppements. Sisemore et Darvennes [114℄ proposent par exemple une étude basée sur une
inématique simple dé
rivant le 
omportement d'une poutre à trois 
ou
hes, permettantde distinguer l'amortissement de 
ompression lié au pin
ement et à l'étirement des 
ou
hesamortissantes (modèle de Douglas et Yang), et l'amortissement plus 
lassique de 
isaille-ment (modèle de Mead et Markus basé sur une équation di�érentielle du 6ème ordre du
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ement transverse). L'avantage d'une telle appro
he est lié au 
oût faible de la résolu-tion et par 
onséquent, à son aptitude à résoudre de très gros ou de très nombreux systèmes(en optimisation par exemple). Elle se prête notamment parti
ulièrement bien aux appli-
ations industrielles. On peut néanmoins formuler deux 
ritiques à son égard. D'une part,elle impose dès le départ au traitement amortissant un éventail de formes assez limité, etne rend 
ompte que de 
ertains mouvements (mouvements de �exion dans une dire
tiondonnée). D'autre part, 
omme en témoignent de nombreux arti
les, la qualité du modèlenumérique ne permet pas lors d'une 
onfrontation à l'expérien
e de faire une distin
tion
laire entre l'erreur de modélisation 
inématique et l'erreur de modélisation physique del'amortissement.2.3.1.2 Modèle 
inématique et numérique retenuUn modèle EF 3D quadratique 
omplet La stratégie adoptée pour le 
al
ul de lavibration amortie d'une stru
ture de géométrie simple de type plaque ou poutre 
onsiste àmodéliser �nement les phénomènes dissipatifs au détriment de la rapidité du 
ode de 
al
ul.Nous visons en e�et la 
ompréhension physique de l'amortissement, plus que la mise à l'essaid'une méthode numérique. Un modèle robuste et ri
he sus
eptible d'intégrer des routinesannexes (thermoélasti
ité, frottement visqueux) et permettant de modéliser à la guise des
on�gurations de traitement amortissant parti
uliers est privilégié. Le 
hoix s'est porté surun modèle à élément �ni quadratique à vingt-sept noeuds 
omposé de quatre-vingt-un de-grés de liberté. La base polynomiale quadratique de l'élément étant 
omplète la 
onvergen
ede la MEF est très bonne. Le seuil fréquentiel au-dessus duquel l'approximation réalisée parla méthode est ina

eptable est plus élevé que le seuil fréquentiel dans le 
as des élémentslinéaires.Le tableau 2.1 et la �gure 2.1 présentent les résultats d'une étude 
omparant les performan
esde l'élément à vingt-sept noeuds à 
elles des éléments solides C3D8 linéaire à huit noeudset C3D20 quadratique à vingt noeuds (non-
omplet) du 
ode éléments �nis ABAQUS. Le
as d'étude 
on
erne une poutre en
astrée libre4 dont la densité de maillage varie suivant lalongueur. Les 
on�gurations utilisant des éléments quadratiques ont un élément par se
tiontandis que la 
on�guration utilisant les éléments linéaires possède 2x2 éléments par se
tion.La tableau 2.1 représente la fréquen
e de di�érents modes en fon
tion du nombre d'éléments.Les résultats du tableau montrent 
lairement la supériorité des éléments quadratiques pourles problèmes de �exion. Ils mettent en éviden
e le problème de blo
age 
ara
téristique deséléments linéaires. La �gure 2.1 
ompare plus pré
isément les deux éléments quadratiquesen représentant la fréquen
e en fon
tion du nombre de noeuds, proportionnel au nombred'in
onnues. On remarque que l'élément quadratique développé et l'élément à vingt noeudsd'ABAQUS 
onvergent de façon similaire en ra�nant le maillage. L'élément à vingt noeudsreprésente un 
ompromis pré
ision/légèreté un peu plus favorable que 
elui de notre élémentpour la �exion d'une poutre. Nous estimons 
ependant que l'élément à vingt-sept noeuds,plus 
oûteux, est bien adapté à la modélisation de stru
tures 
omposites et à l'optimisationde telles stru
tures5.4Poutre de dimensions 3
m × 7
m × 1m, E = 70GPa, ρ = 2700 kg.m−3, ν = 0,3.5L'optimisation géométrique requiert l'évaluation d'une fon
tionnelle peu altérée par la méthode de dis-
rétisation et don
 de très bonnes qualités de 
onvergen
e pour des maillages variables (légèrement distordus)et des 
hamps de déformation 
omplexes.
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Fig. 2.1 � Etude de la 
onvergen
e numérique en fon
tion du nombre de noeuds. Comparai-son de l'élément solide quadratique C3D20 (ABAQUS) ave
 l'élément développé à 27 noeuds.Un élément par se
tion de poutre (1 × 1).



2.3. Le problème spatial 47Nombre d'éléments 5 10 20 60 1001er mode C3D8 102.87 56.06 34.88 25.29 24.35de C3D20 25.49 25.04 24.86 24.78 24.77�exion Elément 27 25.14 24.89 24.80 24.76 24.763ème mode C3D8 1651.1 953.19 602.39 438.84 422.78de C3D20 493.73 441.34 432.75 430.73 430.49�exion Elément 27 482.71 438.4 431.59 430.41 430.321er C3D8 1276.2 1276.3 1275.7 1275.1 1275.1mode C3D2 1282.1 1277.9 1276.0 1275.2 1275.1d'extension Elément 27 1282.0 1277.7 1275.9 1275.1 1275.11er mode C3D8 485.15 476.47 472.55 470.66 470.4de C3D20 581.59 578.25 577.22 576.73 576.64torsion Elément 27 581.45 578.00 576.92 576.60 576.57Tab. 2.1 � Comparaison des 
ara
téristiques de 
onvergen
e fréquentielle de la MEF asso
iéeaux trois éléments C3D8 (ABAQUS), quadratique C3D20 (ABAQUS) et quadratique à 27noeuds (
ode développé)Modélisation de l'in
ompressibilité Lorsque que le 
oe�
ient de Poisson tend vers0,5, la prédi
tion des 
ontraintes est mauvaise. Celles-
i sont sous-estimées. Le 
oe�
ientde Lamé λ devient très grand 
e qui provoque de nombreux problèmes numériques.
λ = νE

(1+ν)(1−2ν) lim ν → 0,5 λ → ∞ (2.32)Une formulation mixte séparant la partie déviatorique de la déformation (laquelle est expri-mée par des variables de dépla
ement) de la partie volumique (modélisée par le biais d'unevariable de pression, égale à la pression hydrostatique lorsque ν = 0, 5) est pré
onisée.D'un point de vue numérique on distingue les modèles à pression 
ontinue u/p-
 (Bathe [7℄)et les modèles à pression dis
ontinue u-p (
as quasi-in
ompressibles, v < 0, 5). Ces premiersimpliquent que la variable de pression modale soit partagée par les éléments adja
ents. Par
onséquent la matri
e de rigidité élémentaire entière ave
 ses entrées supplémentaires liéesaux variables de pression doit faire l'objet d'un assemblage élément �ni. Les formulationsu-p, quant à elles, sont à l'origine d'éléments �nis à noeud de pression interne, qui ne sontpas partagés par les éléments voisins. La matri
e élémentaire générée est alors rédu
tible. Laméthode numérique qui en dé
oule est rapide et simple à implémenter : seuls les 
oe�
ientsdes matri
es élémentaires issues de la formulation 
lassique en dépla
ement sont altérés. Ladimension de 
es dernières n'est pas modi�ée 
ar les variables de pression n'apparaissent pasexpli
itement 
omme degré de liberté. Le pro
essus d'assemblage 
lassique n'est pas modi�énon plus. Ce type de formulation né
essite en revan
he d'utiliser un maillage su�samment�n pour obtenir une pré
ision satisfaisante ainsi que la 
ontinuité de la pression entre leséléments.



48 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortieL'élément in
ompressible retenu pour le polymère est l'élément à vingt-sept noeuds de dé-pla
ement et à quatre noeuds de pression dis
ontinue. La jon
tion entre les éléments asso
iésà des matériaux di�érents ne né
essite don
 pas de ra

ordement spé
i�que, 
e qui garantitla possibilité d'étudier des 
on�gurations de traitement amortissant très variées. Les qualitésde 
onvergen
e de 
et élément sont louées par Bathe6. Il véri�e les 
onditions inf-sup garan-tissant la stabilité et la 
onvergen
e ainsi que le bon équilibre entre le nombre de degrés deliberté de dépla
ement et 
eux de pression d'un élément mixte. Il faut en e�et un nombrede degrés de liberté de pression su�sant pour modéliser la pression 
orre
tement, mais pastrop élevé toutefois pour éviter le blo
age lorsque des degrés de liberté en dépla
ement fontdéfaut. L'élément 
onstruit permet en outre d'étudier le 
as quasi-in
ompressible, tout enétant adapté au 
as 
ompressible 
lassique. C'est dans 
e 
adre que la mise en oeuvre in-formatique a été validée : en 
omparant les résultats des deux formulations mixte et endépla
ement, dans le 
as d'un matériau 
ompressible, l'aluminium. Cette 
ara
téristiquenous a permis de valider la mise en oeuvre informatique. Nous avons simplement estimé lafréquen
e de vibration d'une plaque libre en aluminium de dimensions 35
m × 40
m × 2mmpour laquelle l'énergie de déformation en 
ompression n'est pas négligeable. Le tableau 2.2illustre la grande similarité des résultats obtenus par les deux formulations.Formulation Formulation E
arten dépla
ement quasi-in
ompressible relatifFréquen
e (Hz) Fréquen
e (Hz) (%)46,3358 46,3366 0,001763,2587 63,2595 0,001389,2677 89,2686 0,0010114,4822 114,4887 0,0057126,1756 126,1840 0,0067185,0322 185,0414 0,0050220,0711 220,0996 0,0129227,450 227,4761 0,0115240,4852 240,4924 0,0030281,3451 281,3718 0,0095Tab. 2.2 � Comparaison des fréquen
es données par la formulation en dépla
ement et laformulation quasi-in
ompressible. Plaque libre en aluminium de dimensions 35
m × 40
m
× 0,2 
m.2.3.2 Des
ription spatiale de l'amortissement2.3.2.1 Introdu
tionUn modèle d'amortissement linéaire général possède deux 
ara
téristiques fondamentales :6Convergen
e en O(h3) pour le dépla
ement et en O(h2) pour les 
ontraintes, où h est la taille 
ara
té-ristique du maillage.
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• une 
ara
téristique fréquentielle et temporelle,
• une 
ara
téristique spatiale.La 
ara
téristique fréquentielle et temporelle s'exprime au travers des modèles 
lassiques(modèles à dérivées temporelles entières, modèles à dérivées temporelles fra
tionnaires oubasés sur des données fréquentielles brutes). La 
ara
téristique spatiale est liée au fait quel'amortissement 
on
erne 
ertaines zones ou dire
tions de l'espa
e données, ou bien 
ertainsdegrés de liberté (pour les sytèmes dis
rets). L'amortissement par 
ouplage ave
 le �uide,par exemple, est lo
alisé au niveau des surfa
es extérieures de la stru
ture. L'amortissementthermoélastique est aussi lo
alisé, dans la mesure où il existe uniquement dans les mouve-ments de 
ompression. La variété des lois de dissipation dans une stru
ture 
omposite est àla base d'une notion qualitative : il s'agit de la notion d'homogénéité ou de proportionnalitéde l'amortissement. Un amortissement est 
onsidéré homogène (ou proportionnel) lorsquele modèle fréquentiel vis
oélastique 
ara
térisant la dissipation s'applique à l'ensemble de lastru
ture. C'est le 
as par exemple d'un matériau polymère dont le 
oe�
ient de Poisson estréel et 
onstant. Le 
omportement vis
oélastique est alors déterminé par le seul module deYoung, 
omplexe et dépendant de la fréquen
e. Cela n'est plus le 
as en revan
he lorsque 
emême matériau est inséré dans une stru
ture métallique : l'amortissement est dit inhomo-gène, ou non-proportionnel, 
ar 
ertaines zones de la stru
ture sont amorties di�éremment.La nature inhomogène de l'amortissement apparaît numériquement dans la forme parti-
ulière de la matri
e d'amortissement du sytème vibratoire et expérimentalement ave
 lesmodes 
omplexes. Un mode 
omplexe est identi�able lorsqu'il existe un dé
alage de phasespatial entre les di�érents points de la stru
ture. Dans le 
as d'une 
orde par exemple, lespoints de la 
orde n'atteignent pas né
essairement l'amplitude maximum simultanément.Les 
omposantes du ve
teur propre asso
ié à 
e type de mouvement possèdent 
ha
une unephase spé
i�que.L'inhomogénéité implique en outre que la matri
e d'amortissement ne peut être diagonali-sée par la base de la stru
ture non-amortie dé�nie par les matri
es de masse et de rigidité.Les solveurs 
lassiques pour matri
es réelles symétriques des 
odes EF industriels sont don
inappropriés au 
as inhomogène. Cette impossibilité n'est pas tant liée aux 
oe�
ients 
om-plexes de la matri
e d'amortissement qu'à sa forme spé
i�que7. Illustrons 
ette idée à l'aided'un exemple. Prenons le 
as d'un opérateur d'amortissement linéaire 
ombinant plusieursdérivées temporelles C =

∑N
i

∂i

∂ti
αi. L'équation d'un système vibrant doté d'un tel opérateurex
ité par une for
e f̃(s, x) s'é
rit dans le domaine de Lapla
e sous la forme

ρs2ũ(s, x) +
N∑

i

siαiũ(s, x) + kũ(s, x) = f̃(s, x) (2.33)où les 
onstantes de densité ρ et de rigidité k sont réelles. En posant S2
k = s2k +(

∑N
i si

kαi)/ρ,le problème aux valeurs propres s'é
rit sous une forme 
omparable au 
as non amorti,
ρS2

kũ(x) + kũ(x) = 0 (2.34)7Dans le 
as d'un amortissement homogène, la matri
e est diagonalisable par la base du système non-amorti bien qu'ayant des 
oe�
ients 
omplexes.



50 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortieoù Sk est imaginaire pur, 
e qui 
orrespond à une pulsation réelle. En dé
omposant l'équa-tion en partie imaginaire et partie réelle, il vient Re(ũk(x)) = βkIm(ũk(x)), où βk estune 
onstante réelle. Cette égalité 
ara
térise les modes réels, dé�nis à une 
onstante mul-tipli
ative 
omplexe près. La partie imaginaire n'apporte pas d'information supplémentairepar rapport à la partie réelle et le ve
teur propre peut être transformé en un ve
teur stri
te-ment réel après normalisation. L'exemple montre dans le 
as d'un modèle d'amortissementfréquentiel général induisant des pulsations propres 
omplexes (ωk ∈ C, sk = iωk) qu'unedistribution homogène de 
et amortissement dans l'espa
e 
onduit à des ve
teurs réels. C'estégalement le 
as des systèmes de type masse-amortisseur-ressort qui ne possèdent qu'un seuldegré de liberté et par 
onséquent un amortissement sans 
ara
téristique spatiale. Notonsqu'une distribution d'amortissement inhomogène est une 
ondition né
essaire à l'apparitionde modes 
omplexes. Notons aussi que la distin
tion entre un amortissement homogène etinhomogène est simplement qualitative.On trouve souvent dans la littérature s
ienti�que un amortissement dé
rit par un modulede Young sous la forme de E(1 + iη) ave
 un 
oe�
ient de Poisson réel. La distribution del'amortissement est de 
e fait homogène : il est don
 tout à fait envisageable d'utiliser unefon
tion η (s) beau
oup plus �élaborée� que la simple 
onstante η, sans pour autant quela résolution du problème en soit a�e
tée. Les ve
teurs propres ne sont pas altérés et lesvaleurs propres λa du système amorti sont simplement données à partir des valeurs propresdu système non amorti λn par
λa = (1 + iη (s))λn (2.35)Le modèle est valide si ν est réel, le matériau homogène, la stru
ture non 
omposite et les
onditions aux limites non dissipatives.2.3.2.2 L'amortissement homogèneLe modèle d'amortissement homogène le plus 
onnu est sans doute le modèle d'amortis-sement de Rayleigh (Bathe [7℄). Disponible dans la plupart des 
odes EF industriels, ilrepose sur une é
riture spé
i�que de la matri
e d'amortissement C 
omme 
ombinaison desmatri
es de masse M et de rigidité K.
C = αM + βK (2.36)La base des ve
teurs du système non-amorti diagonalisant simultanément K et M dia-gonalise C aussi. Les ve
teurs propres du système amorti sont par 
onséquent égaux auxve
teurs propres du système non-amorti. La solution du problème aux valeurs propres ave
un amortissement de Rayleigh s'é
rit :

[
K + sC + s2M

]
u =

[
K + sαM + sβK + s2M

]
u

=
[
(1 + sβ)K +

(
s2 + sα

)
M

]
u = 0

(2.37)
[

K +
(

s2+sα
1+sβ

)

M
]

u =
[
K + S2M

]
u = 0 (2.38)



2.3. Le problème spatial 51Les valeurs propres ωk (sk = iωk) du système amorti sont 
al
ulées à partir des valeurspropres réelles Ωk (Sk = iΩk) du système non amorti.
Ω2

k =
ω2

k − iωkα

1 + iωkβ
(2.39)Le modèle d'amortissement de Rayleigh est très limité. La 
atégorie large des amortissementhomogènes à laquelle il appartient permet pourtant, sans e�ort numérique supplémentaire,d'utiliser des "lois" vis
oélastiques fréquentielles tout à fait variées. En 
onservant le forma-lisme pré
édent, il est possible par exemple de rempla
er les 
oe�
ients α et β, 
onstantsdans le modèle de Rayleigh, par des fon
tions 
omplexes de la pulsation tout à fait arbitraires

α(ω) et β(ω). La stru
ture de la matri
e d'amortissement est 
onservée, tout 
omme la na-ture homogène de l'amortissement. Les fréquen
es propres, qui dépendent de la pulsation,sont alors dé�nies de façon analytique à partir de 
elles du système non-amorti :
Ω2

k (ω) = ω2
k

(
1−iα(ω)/ωk

1+iβ(ω)ωk

) (2.40)On remarque que la proportionnalité permet de simpli�er les di�
ultés liées à la 
omplexitédes 
oe�
ients et à la dépendan
e fréquentielle à la fois. Caughey et Kelly ont apporté une
ontribution majeure dans la 
ompréhension des systèmes vibratoires amortis et dans l'étudede l'homogénéité de l'amortissement. Ils ont énon
é des 
onditions sur les matri
es de masse,de rigidité et d'amortissement né
essaires et su�santes pour que les modes soients réels,
'est-à-dire pour que l'amortissement soit réel. Elles 
on
ernent la stru
ture des matri
esd'amortissement, 
'est-à-dire la nature spatiale de l'amortissement, et sont indépendantes dumodèle d'amortissement fréquentiel/temporel. Dans le 
as général du problème aux valeurspropres (K − λM)u = 0 où M est réelle symétrique dé�nie positive (inversible) et K sedé
ompose en une partie réelle Kr et une partie imaginaire Ki, la 
ondition de Caughey etKelly d'existen
e de ve
teurs propres réels à un fa
teur multipli
atif 
omplexe près s'é
rit
KrM

−1Ki = KiM
−1Kr. La démonstration 
onsiste à séparer les parties réelle et imaginairede l'équation du problème aux valeurs propres 
omplexe en formant deux équations réelles.Parties imaginaire et réelle sont alors égales si les ve
teurs propres du système matri
iel

(Kr,M) sont égaux aux ve
teurs propres de (Ki,M). Dans le 
as du problème stantard où
M = I, la 
ondition se réduit à KrKi = KiKr et signi�e que Kr et Ki partagent les mêmesve
teurs propres. Dans le 
as d'une matri
e symétrique 
omplexe K, véri�er la 
onditionde Caughey et Kelly revient à véri�er que KiM

−1Kr est symétrique8. Cette 
ondition estvéri�ée par les matri
es K normales9. Dans le 
as standard, de telles matri
es véri�ent ene�etKHK = KKH , 
e qui est équivalent àKrKi = KiKr. Dans le 
as généralisé, la matri
e
K doit être telle que KHM−1K = KM−1KH . Cette égalité est véri�ée par les matri
eshermitiennes et en parti
ulier par les matri
es symétriques réelles.2.3.2.3 Extensions et limites du modèle d'amortissement homogèneCaughey et Kelly ont également proposé une extension au modèle d'amortissement de Ray-leigh en dé�nissant la série matri
ielle suivante :

C = M
∑r−1

k=0 αk

[
M−1K

]k (2.41)8KiM
−1Kr =

`

KiM
−1Kr

´T .9Les matri
es normales in
luent les matri
es hermitiennes et symétriques réelles.



52 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortieElle aboutit à un amortissement plus général que 
elui modélisé par (2.39). D'autres auteurs
omme Adhikari [3℄, [2℄ se sont aussi intéressés à l'amortissement homogène. L'hypothèsed'amortissement homogène permet en 
on
lusion une identi�
ation très pré
ise et peu 
oû-teuse par le biais de fon
tions 
omplexes de la fréquen
e à partir de mesures d'amortissement.Elle n'est valable néanmoins que si l'amortissement est "su�samment homogène", lorsquepar exemple un polymère est étudié seul, ave
 l'hypothèse d'un 
oe�
ient de Poisson réel.Un tel modèle est inadapté s'il est avéré expérimentalement que les déformées modales ontune phase spatiale variable. Cette phase peut en outre avoir des 
onséquen
es notables dansle 
al
ul de rayonnement a
oustique. Dans le 
as pratique a
adémique que nous avons ap-préhendé, 
elui d'une plaque en aluminium ave
 des pat
hes de polymère 
ontraints, unmodèle d'amortissement homogène est inadapté : tant pour modéliser la dissipation parrayonnement a
oustique que pour modéliser l'amortissement vis
oélastique. Deux positionsde pat
h di�érentes peuvent 
onduire à des amortissements très di�érents sans pour autantque la fréquen
e du mode ne soit modi�ée de façon notable, 
e que ne peut traduire unmodèle homogène d'amortissement. Seul l'amortissement thermoélastique peut être modé-lisé dans 
ertains 
as par un amortissement homogène. Nous privilégierons toutefois uneappro
he modélisant le 
ouplage thermoélastique plut�t qu'une appro
he visant à identi�erun modèle d'amortissement homogène équivalent (� 4.2).2.4 Résolution du problème dans le domaine de Lapla
eNous nous sommes intéressés à la formulation générale du problème et à 
ertains as-pe
ts de la modélisation spatiale. Nous nous tournons à présent vers la résolution du pro-blème (2.1) 
onstruit dans le domaine de Lapla
e et en parti
ulier à l'inversion de l'opé-rateur A =
[
s2M + sKV (s) +KE

]. Cette opération est bien sûr essentielle dans larésolution dire
te mais elle est tout aussi importante dans la résolution du problème auxvaleurs propres. Deux 
hoix vont 
onditionner la résolution numérique : 
elui de l'opérateurà inverser (opérateur éventuellement di�érent de A) et 
elui de la méthode d'inversion.L'inversion d'un opérateur est sans doute l'étape la plus 
oûteuse de la résolution numérique.Pour di�érentes raisons, il peut être opportun de 
hoisir un opérateur ne 
orrespondant pastout à fait à l'opérateur A. C'est le 
as en dynamique non-linéaire, lorsque seul l'opérateur li-néarisé (dé�ni à une valeur �xée du paramètre 
ontr�lant la non linéarité) peut être inversé.C'est le 
as en dynamique amortie, lorsque le solveur n'est pas en mesure d'inverser desmatri
es à 
oe�
ients 
omplexes : l'opérateur inversé est alors la partie réelle de A. L'opé-rateur retenu n'étant pas né
essairement égal à A, l'inversion n'est pas exa
te : di�érentesméthodes (méthode de pertubation, méthode itérative) sont alors envisagées pour 
orrigerl'approximation initiale. Une inversion inexa
te se traduit dans le 
adre de l'appro
he mo-dale par un mauvais dé
ouplage des modes (les modes 
al
ulés n'étant pas pré
isément 
euxde l'opérateur) et par l'apparition de 
oe�
ients de 
ouplage intermodal.Cette partie 
on
erne plus spé
i�quement l'étude des di�
ultés numériques de résolutionliées à la vis
oélasti
ité. Nous nous intéressons dans un premier temps aux méthodes d'in-version 
lassiques. Deux méthodes sont présentées : la méthode modale et la méthode derésolution dire
te, qui sont toutes deux employées après dis
rétisation de l'axe fréquentiel,fréquen
e par fréquen
e. Le traitement des opérateurs obtenus dans le 
adre de la vis
oélas-
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ité est ensuite abordé et plus spé
i�quement les méthodes existantes destinées à prendreen 
ompte l'inhomogénéité de l'amortissement, ainsi que la dépendan
e fréquentielle de lamatri
e de rigidité. Le paragraphe débou
he en�n sur une méthode exploitant les modes derésonan
e pour laquelle nous avons opté. La méthode permet d'obtenir les réponses tempo-relle et fréquentielle exa
tes en levant l'ensemble des di�
ultés liées à la vis
oélasti
ité. Desappli
ations numériques montrent en�n l'e�
a
ité de l'algorithme �nal de résolution, par
omparaison ave
 les méthodes 
lassiques. Le traitement numérique des 
ouplages thermoé-lastique et �uide/stru
ture est développé dans le 
hapitre 4 et s'appuie sur 
ette plate-formesus
eptible de résoudre des problèmes tout à fait généraux.2.4.1 Inversion de l'opérateur2.4.1.1 Résolution dire
teLa résolution dire
te 
onsiste à 
al
uler (en référen
e à l'équation (2.1)) :
u(s) =

[
s2M + sKV (s) +KE

]−1
(F (s) + sI0 + V0) (2.42)Un tel 
al
ul ne peut être e�e
tué sous 
ette forme qu'à fréquen
e �xée. Il est don
 d'autantplus 
oûteux que l'ex
itation 
onsidérée est de bande large. Les méthodes numériques d'in-version sont étudiées et testées (pour les plus 
ourantes d'entre elles) dans le 
hapitre 3. Lesrésultats obtenus nous amènent à privilégier une résolution dire
te par fa
torisation 
omplète(méthode frontale ave
 renumérotation par partition multiniveau) plut�t que par méthodeitérative. Les performan
es des méthodes itératives sont en e�et altérées par le mauvais
onditionnement des matri
es lié au 
hoix de fon
tions d'interpolation quadratiques dans laméthode des éléments �nis.2.4.1.2 Résolution modaleLa résolution par méthode modale né
essite de résoudre le problème aux valeurs proprestiré de l'équation (2.1) sans se
ond membre

[
s2k(s)M + sKV (s) +KE

]
uk(s) = 0 (2.43)Le 
al
ul des éléments propres sk(s), uk(s) ne peut se faire qu'à s �xé par les solveurslinéaires. La symétrie des matri
es 
omplexes employées a pour 
onséquen
e les relations debiorthonormalité suivantes :







uT
i (s)Muj(s) = δij

uT
i (s)

[
sKV (s) +KE

]
uj(s) = −s2j(s) δij

(2.44)On 
her
he ensuite la solution de l'équation (2.1) au travers d'une solution générique w(s) =
∑N

i αi(s)ui(s) 
onstituée d'une 
ombinaison des modes 
al
ulés. En multipliant à gau
hepar un ve
teur propre uT
j (s), il vient

uT
j (s)

[
s2M + sKV (s) +KE

]
N∑

i

αi(s)ui(s) = uT
j (s) [F (s) + sI0 + V0] (2.45)



54 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortieLa relation de biorthonormalité permet de déduire
αj(s) =

uT
j (s) [F (s) + sI0 + V0]

s2 − s2j(s)
(2.46)La solution, dépendante de la fréquen
e et 
al
ulée à s �xé, s'é
rit �nalement

w(s) =

N∑

i

uT
i (s) [F (s) + sI0 + V0]

s2 − s2i (s)
ui(s) (2.47)Un tel 
al
ul ne présente pas beau
oup d'intérêt par rapport à la résolution dire
te, dans lamesure où la résolution dire
te ne né
essite qu'une seule inversion matri
ielle et n'e�e
tueau
une tron
ature10. La méthode modale né
essite quant à elle plusieurs inversions matri-
ielles, même lorsqu'un seul 
ouple propre est 
her
hé, et ne prend en 
ompte qu'une partiedu spe
tre. Elle "�ltre" en e�et la partie haute fréquen
e mal modélisée par la MEF quiapparaît dans la réponse 
al
ulée par la méthode dire
te. Elle fournit néanmoins des 
ara
-téristiques modales pertinentes pour l'analyse du système. Nous verrons au � 2.5.1 que laméthode utilisant les modes de résonan
e permet non seulement d'obtenir la réponse tem-porelle analytique, mais aussi la réponse fréquentielle du système en remédiant à la plupartdes la
unes de l'appro
he modale 
lassique en vis
oélasti
ité.2.4.2 Traitement numérique de l'amortissement non homogèneDans le domaine de Lapla
e, les matri
es de rigidité vis
oélastiques ont des 
oe�
ients
omplexes, alors que la plupart des solveurs industriels ne sont adaptés qu'aux matri
esréelles symétriques. Le problème peut être 
ontourné si l'amortissement est de type homo-gène. Lorsque l'amortissement n'est pas homogène, plusieurs méthodes sont envisageables :une méthode de pertubation, la méthode de l'énergie de déformation modale (MSE11), laméthode utilisant l'espa
e des phases et les méthodes introduisant des 
oordonnées de dis-sipation (méthode GHM12 et ADF13).2.4.2.1 Méthode par perturbationLa méthode la plus simple, dans le 
as d'un amortissement non homogène, 
onsiste à suppri-mer purement et simplement les termes de 
ouplage intermodaux qui apparaissent lorsque lamatri
e d'amortissement est projetée dans la base des modes du système non amorti. Seulela partie dite proportionnelle ou homogène de l'amortissement est retenue et les ve
teurspropres sont 
eux du 
as sans amortissement.Rayleigh [107℄ et Woodhouse [129℄ parmi d'autres ont étudié des s
hémas de perturba-tion, sous l'hypothèse d'un amortissement faible, permettant de tenir 
ompte des termesextradiagonaux. Leur appro
he est modale et né
essite des te
hniques de développementen série autour d'un petit paramètre. Elle apporte une extension du 
as bien maîtrisé des10La résolution dire
te prend en 
ompte la partie statique de la réponse liée aux modes des hautes fré-quen
es.11Modal Strain Energy analysis.12Golla Hughes Ma
Tavish.13Anelasti
 Displa
ement Field.
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e 55systèmes non amortis à 
elui des systèmes faiblement amortis en permettant au travers d'ex-pressions simples de dégager un sens physique appré
iable. Elle requiert l'utilisation d'outilsnumériques 
lassiques aisément disponibles (solveur EF usuel). Le 
adre théorique de 
etteappro
he relève de l'analyse matri
ielle, et en parti
ulier de l'étude du 
onditionnementdes matri
es et de la sensibilité d'un problème matri
iel aux erreurs. Le résultat prin
ipaldu développement au premier ordre s'énon
e de la façon suivante (Las
aux et Théodor [74℄).Soit λk une valeur propre simple de la matri
e diagonalisable K et λk(ǫ) 
elle de K + ǫCtelle que lim ǫ→ 0 λk(ǫ) = λk. Pour ǫ su�samment petit, on a :






λk(ǫ) = λk + ǫ (v∗k C uk) + O
(
ǫ2

)

uk(ǫ) = uk + ǫ
(
∑N

i=1i6=k
v∗i C uk

λk −λi
ui

)

+ O
(
ǫ2

)
(2.48)Dans le 
as des matri
es symétriques 
omplexes, les ve
teurs à gau
he (adjoints) vk sonttels que v∗k = uT

k . Notons qu'au
un 
ritère quanti�ant ǫ ne �gure dans les ouvrages a
a-démiques ; le domaine de validité de l'approximation n'est don
 pas 
lairement établi. Lesrelations (2.48) restent en outre valables dans le 
as du problème aux valeurs propres géné-ralisé si l'on utilise des ve
teurs propres uk normalisés par la masse.La matri
e de perturbation ǫC peut prendre di�érentes formes. Rayleigh l'asso
ie à lamatri
e d'amortissement ; dans le 
as vis
oélastique ǫC = i Im (sKv (s)) (équation (2.1)).Les ve
teurs propres à droite uk et à gau
he vk sont don
 
eux du système non-amorti.La relation (2.48) montre qu'une matri
e d'amortissement 
onstituée de termes imaginairespurs a�e
tera uniquement la partie imaginaire des valeurs propres modales. Par ailleurs toutmode 
omplexe uk(ǫ) s'é
rit 
omme la somme du mode réel uk asso
ié et d'une 
ombinaisonde tous les autres modes réels. Cette 
ombinaison est imaginaire pure si la matri
e d'amor-tissement a des termes imaginaires purs. Les modes pro
hes parti
ipent davantage à 
ette
ombinaison. En outre, plus la perturbation est importante, plus la partie imaginaire desmodes le sera. Si la matri
e d'amortissement est diagonalisable par (K,M) le terme résul-tant de la 
ombinaison est nul et l'amortissement est homogène ou proportionnel. D'autresauteurs font usage d'une matri
e de perturbation di�érente. Chung et Lee [69℄ la dé�nissentpar exemple 
omme la partie non-proportionnelle de la matri
e d'amortissement, qui vientperturber le système amorti proportionnellement. Les auteurs soulignent la pré
ision de laméthode par 
omparaison ave
 la méthode 
onventionnelle utilisant la matri
e d'amortisse-ment entière 
omme matri
e de perturbation.2.4.2.2 La méthode MSELa méthode d'énergie de déformation modale MSE (Modal Strain Energy) est très largementutilisée. Basée sur le prin
ipe d'équivalen
e, elle se prête bien au 
adre de l'homogénéisation.Dans un premier temps, un amortissement matériau, fon
tion éventuelle de la fréquen
e,est a�e
té à une portion délimitée ou sous-système de la stru
ture vibratoire. Cette portionpeut se réduire à un degré de liberté seul. L'amortissement stru
turel de la MSE est ensuitedé�ni 
omme la somme des énergies de déformation modale des sous-systèmes, dans la basedu système non-amorti, pondérées par leur amortissement matériau respe
tif, divisée par lasomme des énergies de déformation. La MSE est don
 d'une 
ertaine façon 
omparable àune loi des mélanges basée sur les énergies de déformation.



56 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortiePour dégager la nature de l'approximation, intéressons-nous au 
as général d'un systèmematri
iel 
onstituté de N sous-systèmes de masseM q et de rigidité 
omplexeKq = Kq
r +iKq

i .Le problème aux valeurs propres de 
ouple propre (λj, uj) s'é
rit alors :
(
∑N

q [Kq
r ] + i

∑N
q [Kq

i ] − λj
∑N

q [M q]
)

{uj} = {0} (2.49)Après multipli
ation à gau
he par le ve
teur adjoint uT
j , la valeur propre est donnée par desquantités s
alaires 
omplexes, homogènes à des énergies,

λj =
PN

q uT
j [Kq

r ]uj + i
PN

q uT
j [Kq

i ]uj
PN

q uT
j [Mq]uj

(2.50)L'amortissement est dé
rit par l'énergie spé
i�que d'amortissement modale Ψj (présentéeau � 1.3.4.2), qui est égale au rapport des parties imaginaire et réelle de la valeur propre :
Ψj =

PN
n uj[Kn

i ]uj
PN

n uj [Kn
r ]uj

(2.51)La méthode MSE repose don
 sur deux hypothèses. D'une part, un 
oe�
ient d'amortisse-ment est attribué à 
haque partie du système : 
ette démar
he n'est a priori envisageable quepour des amortissements à 
ara
tère lo
al. L'amortissement liée à la vis
oélasti
ité 
ommeà la plasti
ité, se prêtent bien à la MSE ; il serait en revan
he très déli
at, voire impossible,de modéliser un amortissement non lo
al 
omme le 
ouplage �uide stru
ture ave
 une mé-thode d'homogénéisation de 
e type. D'autre part, si la méthode est exa
te ave
 les ve
teurspropres exa
ts, elle est utilisée en général ave
 les ve
teurs propres du système non-amorti.L'approximation est don
 
orre
te tant que les ve
teurs en question ne sont pas trop di�é-rents des ve
teurs exa
ts.Parmi les études utilisant la MSE, Finegan et Gibson [39℄ présentent un travail d'homogé-néisation sur une 
ellule représentative (élément de volume représentatif RVE). Les auteursestiment l'amortissement stru
turel d'un 
omposite à �bres η 
omme une 
ombinaison del'angle de perte (ηf , ηm, ηc) et de l'énergie de déformation modale (Wf ,Wm,Wc) de troisparties distin
tes (�bres, matri
e et 
ou
he revêtant les �bres) du 
omposite :
η =

ηf Wf+ηcWc+ηmWm

Wf+Wc+Wm
(2.52)Ma et He [85℄ proposent une extension de la MSE appliquée au 
as de la vibration en �exiond'une plaque sandwi
h (théorie des plaques multi-
ou
hes ave
 prise en 
ompte de l'inertietransverse). Une solution asymptotique de l'équation 
omplexe basée sur un développementen série d'un petit paramètre (fa
teur de perte du matériau vis
oélastique) est 
her
hée etfournit une expression des ve
teurs et des valeurs propres 
omplexes. Le premier terme dudéveloppement 
orrespond à l'approximation de la MSE.2.4.2.3 Méthode de l'espa
e des phasesParmi les méthodes exa
tes, 
'est-à-dire prenant en 
ompte l'inhomogénéité sans approxi-mation (sans l'hypothèse 
ourante de petit amortissement), la plus répandue est sans doute
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elle utilisant l'espa
e des phases. La méthode, présentée par exemple dans l'ouvrage deHurty et Rubinstein [60℄, aboutit au 
al
ul exa
t des modes 
omplexes. Geng et al [43℄l'utilisent dans le 
ontexte de l'étude des pneus et présentent ensuite une façon de 
al
ulerles solutions temporelles par le biais de l'intégrale de Duhamel. Considérons le système ma-tri
iel 
lassique de dimension N de dynamique amortie suivant :
mq̈ + cq̇ + kq = Q (2.53)Les N équations 
omplexes sont tranformées en 2N équations par adjon
tion d'un systèmetrivial mq̇ = mq̇

[
0 m
m c

]{
q̈
q̇

}

+

[
−m 0
0 k

] {
q̈
q̇

}

=

{
0
Q

} (2.54)Ce système s'é
rit également Aẏ+By = Y , où A et B sont des matri
e symétriques réelles.La résolution du problème aux valeurs propres asso
ié permet de déduire simplement valeurspropres et ve
teurs propres 
omplexes initiaux. L'in
onvénient d'une telle méthode est qu'elledouble la taille du système à résoudre. Son avantage réside dans son adaptabilité aux solversEF existants. L'appro
he que nous retenons utilise également la base de l'opérateur non-adjoint. C'est 
ependant une appro
he entièrement 
omplexe, qui ne né
essite don
 pas dedoubler la taille du système 
omme pour réé
rire un nombre 
omplexe sous la forme dedeux nombres réels. La di�
ulté se situe au niveau de la résolution numérique du problèmeaux valeurs propres que nous évoquons dans le pro
hain 
hapitre. Elle né
essite l'utilisationde l'algorithme d'Arnoldi, qui est une extension de l'algorithme de Lan
zos aux matri
esquel
onques, dont font naturellement partie les matri
es 
omplexes symétriques.2.4.2.4 Méthode introduisant des 
oordonnées de dissipationCertaines méthodes numériques 
omme la méthode GHM (Golla Hughes Ma
 Tavish [47℄)ou ADF (Anelasti
 Displa
ement Field [79℄) exploitent la nature analytique du modèle vis-
oélastique14 pour transformer le problème matri
iel 
omplexe en un problème matri
ieléquivalent, réel et indépendant de la fréquen
e. Un modèle vis
oélastique simple ou dé-
omposable en éléments simples (modèle à fra
tion rationnelle, modèle généralisé) permetd'introduire des 
oordonnées dites de dissipation 
ara
térisant un 
hamp intermédiaire. Les
oordonnées de dissipation qvj s'é
rivent à partir des 
oordonnées 
lassiques q en faisantapparaître expli
itement les dépendan
es fréquentielle et 
omplexe. Un modèle à fra
tionrationnelle issue d'une série de Prony et 
onduisant à un module de rigidité 
omplexe de laforme
G (s) = G∞ −

N∑

j=1

Gj

s+ ωj
(2.55)né
essite par exemple d'introduire N 
oordonnées de dissipation dé
rites par

qvj = − Ej

s+ ωj
q (2.56)14La di�éren
e prin
ipale entre le modèle GHM et le modèle ADF provient du modèle vis
oélastiqueutilisé. Le modèle GHM est représenté 
omme une série de mini-os
illateurs à amortisseur.



58 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortieLa relation expli
ite entre variables permet d'étendre le problème matri
iel, opération inversede la 
ondensation statique, et d'extraire ainsi les dépendan
es fréquentielle et 
omplexe.Tout 
omme pour la méthode de l'espa
e des phases, l'in
onvénient réside dans la tailledu système transformé, mais aussi dans sa forme réelle non-symétrique. Le nombre de va-riables asso
iées au polymère est multiplié par trois dans le 
as d'un modèle à p�le unique.Or, Kergoulay [66℄ estime qu'un nombre minimum de 
inq p�les est requis pour modéliser
orre
tement le 
omportement dynamique d'un élastomère.2.4.3 Traitement numérique de la dépendan
e fréquentielleL'inversion et la réponse stru
turelle sont 
al
ulés à partir de l'opérateur linéarisé 
onstruiten �xant la fréquen
e d'étude. Cette appro
he né
essite d'e�e
tuer un 
al
ul lourd, fréquen
epar fréquen
e. Pour pallier 
et in
onvénient di�érentes appro
hes sont envisageables. Unepremière appro
he 
onsiste à é
rire le problème matri
iel ave
 une dépendan
e fréquentielleexpli
ite par le biais d'un modèle d'amortissement donné (modèle rhéologique, à dérivéesfra
tionnaires). Il est alors possible �d'extraire� la dépendan
e fréquentielle du systèmeen introduisant des variables portant 
ette dépendan
e (
oordonnées de dissipation). Al-ternativement, il est possible d'utiliser un solveur non linéaire exploitant la dépendan
efréquentielle expli
ite. On 
onsultera par exemple l'arti
le de Leung [81℄ qui propose uneméthode traitant les problèmes aux valeurs propres matri
iels polynomiaux.L'utilisation des méthodes itératives est fréquente pour résoudre les problèmes non linéairesainsi que des 
ombinaisons de méthodes itératives et de méthodes de perturbation. La MSP(Multi-step Perturbation) en parti
ulier est une méthode de réanalyse présentée par Raviet al [106℄. Elle se prête à l'introdu
tion d'une perturbation sous la forme d'un amortis-sement ou d'une modi�
ation stru
turelle légère. Les 
ara
téristiques de la stru
ture mo-di�ée sont obtenues à partir de la stru
ture originelle sans nouvelle résolution 
omplète.A 
haque itération est e�e
tuée une mise à jour des ve
teurs à partir des derniers itérés,jusqu'à 
onvergen
e. La dépendan
e fréquentielle peut également être appréhendée par lebiais des méthodes de perturbation présentées au � 2.4.2.1 ave
 une matri
e de perturba-tion dé�nie par la variation de la matri
e de rigidité 
onstruite à deux fréquen
es di�érentes
ǫC = (s+ǫ)KV (s+ǫ)−sKV (s). Nous avons implémenté 
ette te
hnique pour a

élérerla 
onvergen
e du 
al
ul des modes de résonan
e dont nous présentons l'étude au pro
hainparagraphe ; il résulte de 
ette te
hnique des gains 
onsidérables en temps de 
al
ul.2.5 Modes de résonan
e et réponse temporelle2.5.1 Les modes de résonan
eIl existe une alternative aux appro
hes dé
rites dans le paragraphe pré
édent, utilisant lesmodes de résonan
e, qui permet de traiter de façon e�
a
e la dépendan
e fréquentielle desopérateurs. La méthode, formulée dans le 
as présent ave
 la transformée de Lapla
e, estbasée sur les travaux de Filippi et al [38℄. L'un des avantages de la méthode réside dansla possibilité d'obtenir de façon exa
te les réponses temporelle et fréquentielle de systèmestrès variés (Mattei et al [88℄). Les modes de résonan
e sont asso
iés aux éléments propresde l'opérateur non linéarisé, et 
ontrairement aux modes propres, ils ne dépendent pas dela fréquen
e. Nous les notons ave
 un 
hapeau pour les distinguer. Ils satisfont l'équation
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[
ŝ2iM + ŝiK

V (ŝi) +KE
]
ûi = 0 ∀i ∈ {1, N} (2.57)Les modes de résonan
e sont déterminés à l'aide d'une routine itérative e�e
tuant des appelsrépétés à un solveur aux valeurs propres symétrique 
omplexe. A l'étape k + 1 le solveur
al
ule le 
ouple propre (sk+1

i , uk+1
i ) du système matri
iel 
onstruit à sk

i :
[

(sk+1
i )2 M + (sk

i )K
V (sk

i ) +KE
]

uk+1
i = 0 (2.58)Le s
héma itératif doit être répété pour 
ha
un des modes de résonan
e re
her
hés. La valeurinitiale de l'algorithme est prise à 0 Hz, sauf si éventuellement quelques informations sur le
omportement vibratoire stru
turel sont disponibles. Au 
ours du pro
essus, le solveur estréglé pour 
al
uler quelques valeurs propres en plus, dont le sur
oût est modeste15, de façonà anti
iper sur le pro
hain mode de résonan
e à 
al
uler et à 
onnaître une estimation de safréquen
e qui initialise la routine itérative. En général, dans les 
as que nous avons étudiés,seules deux itérations su�sent à atteindre la 
onvergen
e, dé�nie lorsque la variation dumodule de la fréquen
e de résonan
e est inférieure à une toléran
e de 0, 001%.La 
onvergen
e peut être a

élérée en introduisant une estimation plus pré
ise de la fré-quen
e de résonan
e initiale par le biais de la méthode de perturbation présentée au � 2.4.2.1.Supposons que l'algorithme ait déjà 
onvergé vers le mode de résonan
e i (ŝi, ûi). Pour al-léger les é
ritures, notons f0 la fréquen
e asso
iée à 
e mode 
onnu. L'algorithme a 
al
uléplusieurs valeurs propres autres que 
elle asso
iée à ŝi ; il dispose notamment d'une valeurappro
hée si+1(f0) de ŝi+1 asso
iée au mode de résonan
e i+ 1. Cette estimation peut êtreaméliorée par perturbation en utilisant la matri
e de vis
oélasti
ité ∆KV 
omme suit :







ŝ2i+1 ≈ s2i+1(f0) + uT
i+1(f0) ∆KV ui+1(f0)

∆KV = si+1(f0)K
V (si+1(f0)) − ŝiK

V (ŝi)
(2.59)Des 
omparaisons numériques entre l'algorithme sans perturbation (notéV1) et l'algorithmeave
 perturbation (noté V2) sont présentées au � 2.6. Les gains de temps sont importants,et les résultats identiques, le 
ritère de 
onvergen
e étant le même dans les deux 
as.2.5.2 La solution temporelle2.5.2.1 La nature des solutions propresLa transformée de Lapla
e, dé�nie par

L [fi (t)] = f̃i (s) =

∫ ∞

0
fi (t) exp−st dt (2.60)véri�e f̃i (s) = f̃i (s). Cette propriété a des 
onséquen
es importantes sur la nature des15L'in�uen
e du nombre de valeurs re
her
hées sur le 
oût numérique est présentée dans la �gure 3.2.



60 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortiesolutions de l'équation aux valeurs propres. En 
onjugant, il vient :
[
s2iM + siKV (si) +KE

]
ui(si) = 0

[

s2iM + siKV (si) +KE
]

ui(si) = 0

(2.61)D'après (2.27) KV (si) = KV (si) et ui(s) = ui(si)Par 
onséquent
[
s2iM + siK

V (si) +KE
]
ui(si) = 0 (2.62)Le résultat s'énon
e de la façon suivante : si si est une solution du problème aux valeurspropres, alors si est aussi solution. En outre, il ne semble a priori pas que −si soit solutionsauf dans le 
as sans amortissement pour lequel −si = si, 
e qui est le 
as des modes rigides(ŝi = 0).2.5.2.2 Le théorème des résidusIl nous importe de déterminer la solution temporelle à partir du dépla
ement 
al
ulé dans ledomaine de Lapla
e sous la forme d'un développement en série de modes propres (éq. (2.47)).Notons que la propriété de biorthogonalité des modes propres16, qui n'existe pas entre lesmodes de résonan
e, a don
 bien été exploitée pour obtenir 
ette expression.

w(s) =
N∑

i

uT
i (s) [F (s) + sI0 + V0]

s2 − s2i (s)
ui(s) (2.63)Nous dé
omposons pour 
ela le ve
teur d'ex
itation en une partie fréquentielle et une par-tie spatiale que nous supposons indépendante de la fréquen
e F (s) = Ψ(s)φ. La partiefréquentielle Ψ(s) est la transformée de Lapla
e de ψ(t). Le dépla
ement s'é
rit don


w(s) = Ψ(s)

N∑

i

uT
i (s)φui(s)

s2 − s2i (s)
+

N∑

i

uT
i (s)sI0ui(s)

s2 − s2i (s)
+

N∑

i

uT
i (s)V0ui(s)

s2 − s2i (s)
(2.64)L'obtention du dépla
ement dans le domaine temporel né
essite le re
ours à la transforméeintégrale inverse dite de Mellin-Fourier, ou formule de Bromvit
h.

L−1
[

f̃ (s)
]

= Y (t) f (t) =
1

2πi

∫ C+i∞

C−i∞
f̃ (s) estds (2.65)

Y (t) est la fon
tion de heaviside. L'abs
isse de valeur C est supposée supérieure à l'abs
issede 
onvergen
e absolue de f̃ (s). Nous nous intéressons dans un premier temps à l'intégrationde w1(s), transformée de Lapla
e de w1(t), dé�nie par
w1(s) =

uT
j (s)φuj(s)

s2 − s2j(s)
(2.66)16La propriété de biorthogonalité des modes à la valeur de paramètre s est démontrée au � 2.2.2.2
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e et réponse temporelle 61La formule d'inversion s'é
rit
Y (t) w1(t) =

1

2πi

∫ C+i∞

C−i∞
w1(s) e

st ds =
1

2πi

∫

Γ

uT
j (s) φuj (s)

s2 − s2j(s)
est ds (2.67)

PSfrag repla
ements C Γŝj

ŝj

i∞

−i∞Fig. 2.2 � Contour d'intégration dans leplan 
omplexe.

Le domaine d'intégration, transformé i
i en 
on-tour Γ (
ontour semi-
ir
ulaire dans la �gure 2.2),est altéré en vertu du théorème de Cau
hy selonlequel ∫

Γ g(s)ds = 0 pour toute fon
tion g(s)holomorphe dé�nie sur un domaine Ω 
ontenantla 
ourbe fermée Γ. Le 
hoix du 
ontour Γ estjusti�é par la 
onnaissan
e a priori de la posi-tion des p�les de la fon
tion à intégrer. Noussupposerons à 
e titre qu'à 
haque mode de ré-sonan
e 
al
ulé par l'algorithme 
orrespondentdeux résidus asso
iés à deux p�les simples 
onju-gués l'un de l'autre, notés ŝj et ŝj.Nous invoquons à présent le théorème des rési-dus 
on
ernant l'intégration d'une fon
tion ho-lomorphe sur Ω \
{
ŝj, ŝj

}, Ω étant dé�ni pourdes abs
isses supérieures à l'abs
isse de 
onver-gen
e de la fon
tion.La solution temporelle s'é
rit :
Y (t) w1(t) = Res(φ, ŝj) + Res(φ, ŝj) (2.68)Les résidus sont donnés par

Res(φ, ŝj) = lims→ŝj
(s− sj (s))

uT
j (s) φuj(s)

s2−s2
j (s)

est

= lims→ŝj

uT
j (s)φ uj(s)

s+sj(s)
est =

ûT
j φ ûj

2ŝj
eŝjt

Res(φ, ŝj) = Res(φ, ŝj)

(2.69)
Par 
onséquent

Y (t) w1(t) = Re

[
ûT

j φ ûj

ŝj
eŝjt

] (2.70)La solution temporelle 
omplète s'é
rit pour t ≥ 0 :
w(t) =

∑N
j=1Re

[
ûT

j
φûj

ŝj
ψ(t) ∗ eŝj t + ûT

j

(

I0 + V0

ŝj

)

ûj e
ŝjt

] (2.71)



62 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortieCette expression fournit une solution exa
te, très rapide à 
al
uler 
ar analytique et validepour tout système linéaire à amortissement général. La routine itérative utilisée pour 
al
ulerles modes de résonan
e rend très aisée l'intégration par le théorème des résidus, 
omparée à
elle que né
essiterait un modèle d'amortissement. En e�et, même simple, 
elui-
i 
onduiraità des expressions polynomiales au dénominateur de l'équation (2.63) plus élaborées et plusdi�
iles à intégrer.2.5.3 Une solution fréquentielle alternativeIl existe une solution fréquentielle alternative à 
elle utilisant les modes propres donnée parl'équation (2.47), que l'on peut obtenir par appli
ation de la transformée de Lapla
e surl'expression temporelle du dépla
ement (2.71). Le 
al
ul donne
w(s) = 1

2

∑N
j=1

{[

ûT
j

φΨ(s)+ ŝj I0 + V0

ŝj (s−ŝj)
ûj

]

+

[

û
T

j

φΨ(s) + ŝjI0 + V0

ŝj (s−ŝj)
ûj

]}
(2.72)L'avantage dé
isif de 
ette expression non-appro
hée de la réponse fréquentielle devant 
elledonnée par l'équation (2.63) est liée à l'indépendan
e des ve
teurs de résonan
e vis-à-vis dela fréquen
e. Il est inutile de pro
éder à une dis
rétisation de l'axe fréquentiel et au 
al
uld'une nouvelle base pour 
ha
un de ses points 
omme le né
essite la résolution de (2.63).2.6 Réponse fréquentielle : 
omparaison numériqueL'objet de 
e paragraphe 
on
erne la 
omparaison des méthodes présentées, à savoir la ré-solution dire
te, la résolution par méthode modale et la résolution par série de modes derésonan
e. Cette dernière méthode existe sous trois versions. La première, notée V1, utilisela routine itérative 
lassique exposée au � 2.5.1. La deuxième, notée V2, exploite la méthodede perturbation (2.59) pour faire 
onverger plus vite la méthode itérative. La valeur initialede 0 Hz prise par défaut rend la 
onvergen
e en moins de trois itérations di�
ile ; ave
 laméthode de perturbation deux itérations su�sent dans la plupart des 
as étudiés. Pour lesmodes suivants, dont une estimation est 
onnue (le solver 
al
ule plusieurs valeurs propres),un réajustement est e�e
tué par la même méthode de perturbation, de sorte qu'une seuleitération su�t plut�t que deux. La troisième version, notée V3, 
onsiste à ne 
al
uler qu'unseul problème aux valeurs propres en 
onstruisant le système à une fréquen
e 
entrale. Lemilieu de la bande fréquentielle d'ex
itation est un 
hoix 
orre
t. La méthode de perturba-tion est alors utilisée pour réajuster l'ensemble des valeurs propres aux valeurs de résonan
eet l'ensemble des ve
teurs propres de façon à 
e qu'ils soient une approximation 
orre
te desve
teurs de résonan
e.Un pas fréquentiel de 1 Hz est utilisé pour les 
al
uls par résolution dire
te et par mé-thode modale. Le pas est adaptatif dans le 
as du 
al
ul par les modes de résonan
e :il suit une loi quadratique autour de la fréquen
e de résonan
e 
onsidérée, de sorte qu'ilvaut par exemple 0,7 Hz près 
e 
elle-
i, 1,67 Hz à 100 Hz, et 4,5 Hz à 200 Hz de la fré-quen
e de résonan
e. Cette stratégie permet une résolution supérieure dans les zones deforte amplitude, 
omparée aux méthodes modale et de résolution dire
te, et une rédu
tion



2.6. Réponse fréquentielle : 
omparaison numérique 63de temps de 
al
ul de l'ordre de 3,5 dans la routine 
al
ulant la réponse. Dans le 
as d'unbruit blan
 remarquons que la méthode basée sur les modes de résonan
e fournit pré
isémentla position des maximums de vibration puisqu'ils sont lo
alisés aux fréquen
es de résonan
e.L'étude a 
on
erné une plaque en
astrée en aluminium de dimensions 35
m × 40
m etCas peu amorti Cas très amortiMaillage de la plaque 20 × 20 20 × 20Nombre d'éléments 480 1600Nombre d'in
onnues 16173 43947Nombre de 
oe�
ients matri
iels 2236977 7377561Tab. 2.3 � Cara
téristiques numériques des deux 
as étudiés de plaque en
astrée peu amortieou très amortie.de 2mm d'épaisseur. La plaque est ex
itée au point (x = 0,8 × largeur, y = 0,5 × lon-gueur) ; le dépla
ement vibratoire de la stru
ture est observé au point (x = 0,8 × largeur,y = 0,8 × longueur). L'ex
itation est un bruit blan
 allant de 0 Hz à 1000 Hz. Deux 
on�-gurations de traitement ont été retenues : une 
on�guration peu amortie ave
 un pat
hvis
oélastique 
ontraint situé au 
entre de la plaque (voir 
hapitre 1) et une 
on�gurationtrès amortie ave
 un pat
h 
ontraint 
ouvrant la stru
ture. Le maillage est 
onstitué de 20éléments dans la largeur et la longueur et de deux éléments dans l'épaisseur du polymère. Letemps CPU a été estimé pour 
ha
une des méthodes, mais dans la mesure où il est relatif, letemps minimum a servi de référen
e pour normaliser les durées de 
al
ul. Pour 
ha
une des
on�gurations, di�érents éléments de la résolution sont présentés : le nombre de résolutionsde système, le nombre de fa
torisations numériques.2.6.1 Le 
as peu amortiLes 
ara
téristiques numériques des di�érentes méthodes utilisées sont présentées dans letableau 2.4. Les symboles V1, V2 et V3 
orrespondent aux trois versions du programmeutilisant les modes de résonan
e. Le nombre 999 est asso
ié au nombre de pas fréquentielsutilisés dans les méthodes né
essitant un opérateur linéarisé (dis
rétisation régulière de l'axefréquentiel tous les 1 Hz). Il s'agit don
 aussi du nombre de fa
torisations requis par les mé-thodes dire
te et modale 
lassique.Un exemple de fon
tion de réponse fréquentielle (module et phase) est représenté dans les�gures 2.3 et 2.4. Les résultats du 
al
ul utilisant les modes propres ne sont pas représentés,
elui-
i est tout au plus aussi pré
is que le 
al
ul par résolution dire
te, et moins rapide. Le
al
ul par résolution dire
te (
ourbe bleue) nous sert de référen
e pour évaluer la qualité del'ensemble des résultats. Les résultats de V1 et V2 sont absolument identiques puisque lemême 
ritère de 
onvergen
e s'applique aux deux routines : ils sont représentés par une seule
ourbe, la 
ourbe rouge. Les résultats de V3 sont représentés par la 
ourbe verte. La versionV3 est basée sur un 
al
ul appro
hé ; nous avons don
 représenté la di�éren
e en pour
entageentre les valeurs propres obtenues par V1 et 
elles obtenues par V3 pour e�e
tuer une
omparaison plus �ne (�gure 2.5). L'approximation faite par V1 est de très bonne qualité,
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2.6. Réponse fréquentielle : 
omparaison numérique 65Modes de résonan
eDire
te Modes propres V1 V2 V3Temps CPU normalisé 191.4 295.4 15.7 9.6 1.0mémoire max. (MB) 86 91 112 112 112Nombre de fa
torisations 999 999 31 16 1Nombre de résolutions 999 1921 1921 976 60Tab. 2.4 � Comparaison des méthodes de 
al
ul de réponse fréquentielle pour le 
as peuamorti : résolution dire
te, résolution modale 
lassique et algorithmes V1, V2 et V3.
PSfrag repla
ements
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es (Hz)Fig. 2.5 � Erreur relative du 
al
ul des valeurs propres par l'algorithme à perturbation V3par rapport aux valeurs propres 
al
ulées par l'algorithme itératif V1. Cas peu amorti.ave
 une erreur de 9% maximum sur l'amortissement en basse fréquen
e et moins de 1 % surles trois quarts du spe
tre. L'erreur 
ommise a�e
te dire
tement l'amplitude des maximasde la réponse, mais ramenée à un niveau (log10) dans la �gure 2.3, elle est imper
eptible.L'erreur sur la fréquen
e est tout à fait négligeable.2.6.2 Le 
as très amortiLes 
ara
téristiques numériques des di�érentes méthodes appliquées à une 
on�guration trèsamortie sont présentées dans le tableau 2.5.Les �gures 2.6 et 2.7 représentent un exemple de réponse fréquentielle (amplitude et phaserespe
tivement). On 
onstate que l'amortissement augmente ave
 la fréquen
e, 
e qui appa-raît normal pour une stru
ture amortie par un polymère. L'é
art relatif entre la méthodeutilisant les modes de résonan
e version V2 (ou V1 aux résultats identiques) et la versionV3 est représentée dans la �gure 2.8. La 
ourbe représentative de l'é
art montre qu'à 500 Hz,
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2.6. Réponse fréquentielle : 
omparaison numérique 67Modes de résonan
eDire
te Modes propres V1 V2 V3CPU normalisé 403.5 485.7 31.5 20.9 1.0mémoire max. (MB) 413 425 454 455 457Nombre de fa
torisations 999 999 51 31 1Nombre de résolutions 999 26095 3289 1938 63Tab. 2.5 � Comparaison des méthodes de 
al
ul de réponse fréquentielle pour le 
as trèsamorti : résolution dire
te, résolution modale 
lassique et algorithmes V1, V2 et V3.
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al
ul des valeurs propres par l'algorithme à perturbation V3par rapport aux valeurs propres 
al
ulées par l'algorithme itératif V1. Cas très amorti.fréquen
e servant de point de référen
e à la méthode de perturbation, l'é
art relatif est nul.L'erreur aux fréquen
es supérieures est faible ; en revan
he les résultats se dégradent un peudans les basses fréquen
es ave
 une erreur maximum d'environ 16%. Dans 
ertains 
as ilest don
 souhaitable d'avoir plusieurs points de référen
e pour la méthode de perturbationplut�t qu'un seul (suivant la forme des données vis
oélastiques) ; dans la 
on�guration étu-diée a
tuelle, des points de référen
e pla
és par exemple tous les 500 Hz 
onstitueraient sansdoute un bon 
hoix.L'ensemble des données présentées (temps de 
al
ul, fon
tion de réponse fréquentielle), enrésumé, montre la grande e�
a
ité ainsi que la pré
ision de la méthode utilisant les modes derésonan
e, pour des 
as faiblement amortis ou très amortis. Le temps de 
al
ul est de deuxà trois ordres plus réduit que le temps de 
al
ul ave
 la méthode fréquentielle de référen
edans le 
as amorti, la résolution dire
te. La di�éren
e observée entre la réponse 
al
ulée parrésolution dire
te et 
elle 
al
ulée par notre méthode est liée au fait que seule la méthode de



68 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortierésolution dire
te estime la 
ontribution statique des modes de haute fréquen
e. Cette priseen 
ompte est visible autour de 850 Hz dans la �gure 2.6 notamment ; nous avons observédans une autre simulation dont les résultats ne sont pas présentés i
i que la di�éren
e seréduit en prenant davantage de modes de résonan
e ; en tout état de 
ause la disparité desrésultats apparaît surtout au niveau des anti-résonan
es pour lesquelles la 
onnaissan
e pré-
ise de l'amplitude de vibration est d'un intérêt limité. Par ailleurs, la méthode des modesde résonan
e donne parfois des résultats plus justes que la méthode de résolution dire
te auniveau des maximums des sytèmes peu amortis, du fait qu'une résolution de 1 Hz n'est pastoujours su�sante.2.6.3 Comparaison des di�érentes méthodes de 
al
ul : étude de la puis-san
e a
oustiqueLes �gures pré
édentes qui représentent le dépla
ement en un point de la stru
ture ne per-mettent pas vraiment de juger si l'approximation du dépla
ement est 
orre
te. Il est en outrepossible que la méthode de perturbation n'estime pas les ve
teurs de résonan
e de façon sa-tisfaisante. Nous avons don
 dé
idé de valider 
ette méthode en 
omparant la puissan
ea
oustique rayonnée (� 4.3.3.9) 
al
ulée par la méthode des modes de résonan
e itérativeV1 prise 
omme référen
e à la méthode des modes de résonan
e ave
 perturbation V3.L'avantage de la puissan
e a
oustique est double : elle donne d'une part une informationsur la qualité générale des déformées modales en e�e
tuant une intégration spatiale ; ellenous servira d'autre part d'indi
ateur de bruit, ultérieurement. L'in�uen
e du solveur sur
et indi
ateur est don
 une information 
apitale.L'étude menée a utilisé les deux 
on�gurations du paragraphe pré
édent : une 
on�gurationpeu amortie ave
 un pat
h situé au 
entre d'une plaque en aluminium en
astrée (�gure 2.9)et une 
on�guration très amortie ave
 une plaque intégralement 
ouverte d'un pat
h enpolymère 
ontraint (�gure 2.10). Dans les deux 
as l'hypothèse de plaque ba�ée est utilisée.L'analyse détaillée des 
al
uls a
oustiques sera donnée au 
hapitre 4. Les résultats montrenti
i que les deux versions V1 et V3 estiment une puissan
e a
oustique tout à fait similaire,pour le 
as faiblement amorti 
omme pour le 
as très amorti. Le solveur V3 nous sembledon
 validé pour le 
al
ul dynamique en général, mais aussi pour la vibroa
oustique.2.7 Bilan et 
on
lusions du 
hapitreNous nous sommes intéressés dans 
e 
hapitre aux spé
i�
ités de la modélisation dyna-mique de stru
tures amorties : formulation du problème, modélisation spatiale et méthodesde résolution destinées à traiter la dépendan
e fréquentielle et l'inhomogénéité de l'amor-tissement. Cette étude a débou
hé sur le développement d'un algorithme de 
al
ul de ré-ponse fréquentielle et temporelle instationnaire pré
is et rapide, s'a

ommodant de touttype d'amortissement linéaire et sus
eptible d'utiliser les données brutes 
ara
téristiques dumatériau. L'algorithme se stru
ture de la façon suivante. Les modes de résonan
e, solutionslibres de la stru
ture amortie, sont 
al
ulés les uns à la suite des autres par le biais d'unemodélisation par éléments �nis utilisant des éléments solides à 27 noeuds ave
 une formu-lation in
ompressible pour les élastomères, d'un solveur aux valeurs propres 
omplexe etd'une routine itérative dont la 
onvergen
e est a

élérée par perturbation. La méthode deperturbation peut éventuellement être utilisée seule et 
onduire à une variante très rapide
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70 Chapitre 2. Résolution d'un problème de dynamique amortieet assez pré
ise qui ne né
essite qu'une seule et unique résolution du problème aux valeurspropres. La qualité des solutions de l'ensemble des algorithmes a été validée par 
omparaisonave
 des algorithmes basés sur les méthodes standard (résolution dire
te, méthode modale).La version très rapide a été validée par un 
al
ul de puissan
e rayonnée validant la pré
isiondu 
al
ul des modes 
omplexes.En résumé, la 
ombinaison originale de méthodes déjà existantes fournit un algorithmede résolution générale sans hypothèse lourde dont la rapidité peut être du même ordre degrandeur que 
elle des algorithmes traitant les problèmes non amortis.
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72 Chapitre 3. La résolution numérique du problème aux valeurs propres3.1 Introdu
tionCe 
hapitre 
on
erne l'étude du problème aux valeurs propres matri
iel résultant de la mé-thode numérique présentée au 
hapitre 2. La résolution de 
e problème tient une pla
e toutà fait 
entrale dans l'algorithme de modélisation vibroa
oustique �nal et a né
essité denombreux développements avant qu'une solution satisfaisante ait pu être obtenue. Nous luia

ordons don
 en toute logique une pla
e importante dans 
e re
ueil. Le 
hapitre aborde lesspé
i�
ités du problème matri
iel symétrique 
omplexe 
onstruit ave
 des fon
tions d'inter-polation quadratiques, notamment les problèmes de la diagonalisation (� 3.2) et du 
ondi-tionnement. Il dresse ensuite un panorama large des méthodes existantes pour en 
al
ulerles valeurs propres (� 3.3). La plupart d'entre elles né
essite une routine d'inversion dont ilest question dans la suite du 
hapitre (� 3.4). Le problème de la renumérotation des équa-tions est également abordé. Des résultats 
omparatifs illustrent en dernière partie (� 3.5)la performan
e des di�érents algorithmes développés (routines itératives et routine dire
te)et montrent la supériorité nette de la solution numérique retenue, basée sur les méthodesd'Arnoldi, de disse
tion multiniveau et de résolution dire
te.3.2 Diagonalisation3.2.1 Notions sur la diagonalisationLa résolution des équations de dynamique amortie par la méthode des éléments �nis 
onduità un système matri
iel 
reux, symétrique, 
omplexe. L'appro
he modale, 
'est-à-dire la re-
her
he des valeurs propres du système et la 
onstru
tion de sa réponse à une ex
itationsous la forme d'une série de modes requiert préalablement l'étude de la diagonalisation de
e système. Classiquement, le traitement numérique des équations de vibration non-amortie
onduit à un système de matri
es symétriques réelles, sous-
atégorie des matri
es hermi-tiennes, qui sont diagonalisables. La preuve s'établit par appli
ation du théorème de dé
om-position triangulaire de S
hur1 A = UTUH , où UH est la matri
e tranposée 
onjuguée de U,matri
e unitaire, et T est une matri
e triangulaire supérieure. Comme A est hermitienne2par hypothèse, la matri
e triangulaire T véri�e né
essairement T = TH : elle ne peut êtreque diagonale. Du reste, 
ette propriété 
on
erne aussi bien le 
as du problème aux valeurspropres standard que généralisé. La symétrie et dé�nie positivité de la matri
e de massepermet en e�et la transfomation d'un système généralisé en un système standard équivalentpar dé
omposition de Cholesky. Contrairement au 
as réel, la propriété de symétrie d'unsystème matri
iel 
omplexe n'est pas su�sante pour prouver que 
elui-
i est diagonalisable.Donnons l'exemple de la matri
e symétrique 
omplexe
[

1 + 2i 1
1 1

] (3.1)de valeur propre double 1+ i de multipli
ité géométrique deux, mais de ve
teur propre asso-
ié de multipli
ité algébrique un. Le sous-espa
e asso
ié est de dimension 1 ; les multipli
itésgéométrique et algébrique étant di�érentes, le système n'est pas diagonalisable.Les appli
ations générales que nous 
onsidérons, représentées matri
iellement, réalisent un1Théorème valable dans le 
as général pour toute matri
e 
arrée A.2A = AH .



3.2. Diagonalisation 73automorphisme en asso
iant à un ve
teur de dépla
ement de l'espa
e ve
toriel 
omplexe dedimension CN un ve
teur de for
e appartenant également à CN . La base de représentationmatri
ielle initiale est asso
iée aux 
oordonnées physiques ou degrés de liberté du systèmedis
rétisé par éléments �nis, mais elle peut être 
hangée en e�e
tuant une proje
tion ortho-gonale de la forme A′ = S−1AS, où A est la matri
e initiale, A′ la matri
e transformée,et S la matri
e de 
hangement de base. Cette relation de transformation, valable pour lesautomorphismes, permet d'exprimer la même appli
ation dans des bases di�érentes. A et
A′ sont dites semblables et partagent les mêmes valeurs propres.La diagonalisation est un type spé
i�que de proje
tion orthogonale réalisée dans l'espa
edes valeurs propres. La matri
e du 
hangement de base S transformant A dans la base des
oordonnées modales est 
onstituée des ve
teurs propres à droite de A 
al
ulés en résolvantle problème aux valeurs propres dit à droite. La matri
e S−1 inverse de S ou adjointe à S est
onstituée des ve
teurs à gau
he3 de A 
al
ulés en résolvant le problème aux valeurs propresdit à gau
he. La stru
ture de A peut parfois jouer un r�le notable dans la simpli�
ation dela résolution de 
es deux problèmes ; elle permet en e�et de dé�nir des relations de symétrie
onduisant à la résolution d'un seul d'entre eux. La matri
e adjointe S−1 se déduit alorssimplement de S.3.2.2 Cal
ul de la base adjointeLes problèmes aux valeurs propres à droite et à gau
he s'é
rivent de la façon suivante

{
(K − λM) u = 0
vH (K − λM) = 0

(3.2)Dans le 
as des matri
es hermitiennes, telles que K = KH et M = MH , la base adjointe sedéduit aisément. Nous avons d'une part λ = λ du fait des relations
detK − λM = detKT − λMT = 0 = detKT − λMT = detKH − λMH = detK − λM(3.3)D'autre part, la transposition hermitienne du problème à gau
he permet d'é
rire

(
KH − λMH

)
v =

(
K − λM

)
v = (K − λM) v = 0 (3.4)On en déduit que les ve
teurs à gau
he sont égaux aux ve
teurs propres à droite et que la baseadjointe S−1 né
essaire à diagonalisation se 
al
ule simplement à partir de S ave
 la relation

S−1 = SH . La symétrie d'un système matri
iel 
omplexe permet d'obtenir des relations toutaussi simpli�
atri
es 
on
ernant la base adjointe. La transposition du problème à gau
hedébou
he sur u = v. La matri
e adjointe S−1 se déduit de la matri
e de 
hangement de baseave
 S−1 = ST 6= SH (l'utilisation de SH 
omme base adjointe 
onduit à une mauvaisediagonalisation). Notons qu'au
une dédu
tion ne peut être faite sur la nature des valeurset ve
teurs propres, qui sont don
 
omplexes dans le 
as général. Dans le 
as 
lassique desmatri
es réelles symétriques, à la fois hermitiennes et symétriques 
omplexes, les valeurset ve
teurs propres sont réels 
ar S−1 = SH = ST . Un ve
teur propre à droite dé�ni àune 
onstante multipli
ative 
omplexe près dans le problème à droite ne peut être queréel lorsque le problème à gau
he est également pris en 
ompte, après normalisation par lamatri
e de masse par exemple.3Les ve
teurs à gau
he 
onjugués forment les lignes de S−1.
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ation pratique du dé
ouplageEn pratique seuls 
ertains modes sont 
onsidérés 
omme d'intérêt. Il peut s'agir des modesde basse fréquen
e, ou des modes qui sont 
ompris dans une bande fréquentielle donnée. Dèslors, à défaut de prouver que le système est diagonalisable a priori, la simple véri�
ation aété faite que les ve
teurs asso
iés aux valeurs propres de multipli
ité supérieure à un ne sontpas eux-mêmes redondants ; au
un 
as problématique de système non diagonalisable n'a étéobservé au 
ours de nos simulations. Cette démar
he n'est pas entièrement satisfaisante 
artous les modes interviennent de façon pondérée dans la réponse d'un système. Toutefois,véri�er que le système est bien diagonalisable pour les 
ouples 
al
ulés et les utiliser ensuitepour 
al
uler la réponse du sytème revient à e�e
tuer une tron
ature 
lassique en analysemodale. La di�éren
e est que nous n'avons au
une 
onnaissan
e a priori du sous-espa
e omispar la tron
ature.3.3 Le problème aux valeurs propres3.3.1 Introdu
tionIl existe de très nombreuses méthodes destinées à résoudre le problème matri
iel aux valeurspropres. La plupart sont exposées dans les ouvages de Bathe [7℄, Hughes [59℄, Las
aux [75℄.Parmi 
es méthodes, 
ertaines s'appliquent à la forme standard (K − λI)u = 0, d'autres àla forme généralisée du problème aux valeurs propres (K − λM) u = 0, où K est assimilableà la matri
e de rigidité, M à la matri
e de masse et (λ, u) est un 
ouple propre. Dans notre
as toutefois, les deux formes sont équivalentes dans la mesure où la matri
e de masse Mest symétrique dé�nie positive. La fa
torisation de Cholesky, dé
omposant M en un produitd'une matri
e triangulaire L par sa transposée M = LLT permet en e�et de réé
rire leproblème généralisé sous la forme L (
L−1KL−T − λI

)
LTu = 0 et 
onduit à la résolutiondu problème (

K̃ − λI
)

v = 0 où K̃ = L−1KL−T , v = LTu.Certaines méthodes se fo
alisent sur l'obtention des ve
teurs propres (méthode d'itérationinverse), d'autres sur les valeurs propres (bisse
tion, sé
ante). Dès lors qu'un élément d'un
ouple propre (λ, u) a été obtenu il est assez simple de déduire l'autre élément. Le quotientde Rayleigh est utilisé pour 
al
uler une valeur propre λ à partir du ve
teur propre asso
ié
u. Dans le 
as présent où K, M sont symétriques, il est donné par :

λ =
uTKu

uTMu
(3.5)On obtient un ve
teur propre asso
ié à une valeur propre par la méthode d'itération inverse(utilisée dans les méthodes d'itération de sous-espa
e et la méthode de Ja
obi). Certainesméthodes 
al
ulent les 
ouples propres les uns après les autres (méthode de la sé
ante,bisse
tion, d'itération inverse), d'autres plusieurs simultanément (sous-espa
e, Lan
zos, Ar-noldi), d'autres en
ore, appartenant aux méthodes de 
al
ul par transformation, déterminenttoutes les valeurs. Dans 
ette dernière 
atégorie entrent les méthodes de tridiagonalisation(transformation de Householder, Givens) permettant de réaliser une étape du pro
essus dediagonalisation.
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al
ulant un seul 
ouple propre à la foisLes méthodes de la sé
ante ou de la bisse
tion sont basées sur le polyn�me 
ara
téristique
p (λ) = det (K − λM). Il est possible, plut�t que d'évaluer expli
itement ses 
oe�
ients,de 
al
uler sa valeur pour di�érents λ, en e�e
tuant une fa
torisation triangulaire LU de
K−λM , où L est une matri
e à diagonale unitaire. Le déterminant est alors égal au produitdes éléments diagonaux de U . L'algorithme de la méthode de la sé
ante est un algorithmeitératif 
al
ulant un nouvel itéré λk+1 à partir des deux pré
édentes valeurs propres λk, λk−1et des deux pré
édentes valeurs du polyn�me p (λk), p (λk−1). L'algorithme de la bisse
tionutilise quant à lui la suite de Sturm pour déterminer le nombre de valeurs propres inférieuresen module à une valeur �xée λ. Pour deux valeurs de λ di�érentes, il est alors possible de
onnaître le nombre de valeurs propres 
omprises dans l'intervalle délimité par 
es deuxvaleurs. Une rédu
tion systématique de l'intervalle est faite par di
hotomie jusqu'à 
e qu'ilentoure de façon satisfaisante la valeur propre re
her
hée. La 
onvergen
e de la méthodeest faible ; elle ne présente de réel avantage que dans le 
as où des valeurs propres sonttrès pro
hes (
on�guration déli
ate pour 
ertains méthodes 
omme la méthode de Lan
zos
lassique).La méthode d'itération de ve
teur repose sur le fait que la multipli
ation répétée d'unematri
e K par un ve
teur initial u0 fournit un ve
teur 
olinéaire au ve
teur propre del'élément dominant u de K.

limKNu0 = u (3.6)La te
hnique est aisément extrapolable à la re
her
he d'éléments propres appartenant aubas du spe
tre (méthode d'itération inverse) ou à une zone dé�nie du spe
tre (méthoded'itération inverse ave
 dé
alage). Dans 
e dernier 
as, le plus général, on introduit undé
alage spe
tral σ. Le problème aux valeurs propres s'é
rit alors
(K − σM − (λ− σ)M) u = 0 (3.7)Don
 (

1

λ− σ
I − (K − σM)−1M

)

u =
(

ΛI − K̃
)

u = 0 (3.8)où
K̃ = (K − σM)−1M (3.9)L'obtention de l'élément dominant (Λ, u) de K̃ permet de déduire la valeur propre λ = 1

Λ +σla plus pro
he en module de σ. Chaque itération pro
ède au 
al
ul de uk+1 = K̃uk en 
al-
ulant d'abord y = Mu puis en inversant (K − σM) uk+1 = y. Cette dernière étape est laplus 
oûteuse. Un dilemme se présente en outre dans la mesure où l'algorithme 
onverged'autant mieux que la distan
e |λ − σ| est réduite, 
e qui rend la matri
e K − σM mal
onditionnée, voire singulière dans le 
as limite où λ = σ. L'ouvrage de Théodor et Las-
aux [74℄ donne quelques éléments à 
e sujet et pré
onise la re
her
he d'un dé
alage σ leplus pro
he de la valeur propre re
her
hée, 
ar l'erreur grandissante 
ommise par la routined'inversion sur le ve
teur propre est telle que le ve
teur résidu lui demeure 
olinéaire. Si ledé
alage est mal 
hoisi, les algorithmes sont sus
eptibles de mal 
onverger ou de 
onvergervers des valeurs inattendues. Il est à noter en outre, que le dé
alage peut être employé pourrendre une matri
e semi-dé�nie positive (matri
e de rigidité singulière à 
ause de 
onditions
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riture du problème aux valeurspropres sous la forme (3.8) est fréquente, en parti
ulier ave
 la méthode d'Arnoldi que nousemploierons, 
ar elle permet une 
onvergen
e plus rapide vers les éléments dominants.L'in
onvénient des te
hniques 
al
ulant une seule valeur appartenant à l'extrémité du spe
tre(la méthode de la sé
ante 
onverge vers la valeur la plus basse du spe
tre, la méthode del'itération vers la plus haute), tient au fait qu'une dé�ation doit ensuite être e�e
tuée pour
al
uler la valeur suivante, de façon à 
e que 
ette dernière soit la nouvelle valeur extrême duspe
tre. La dé�ation 
onsiste à retirer le sous-espa
e asso
ié à la valeur propre déjà 
al
ulée(utilisation de l'algorithme de Gram-S
hmidt). Or, le 
hoix d'une méthode de résolution duproblème aux valeurs propres est dire
tement lié au nombre d'inversions et de fa
torisationsqu'il faut a

omplir. Cette étape, 
ommune à toutes les méthodes, est en e�et l'étape la plus
oûteuse. C'est pourquoi la plupart des méthodes pré
édemment exposées sont délaissées engénéral au pro�t des méthodes 
al
ulant plusieurs valeurs propres simultanément. Certainesd'entre elles sont présentées au paragraphe suivant dans le 
adre général de l'analyse deRayleigh-Ritz.3.3.3 Méthodes 
al
ulant plusieurs 
ouples propres à la fois3.3.3.1 L'analyse de Rayleigh-RitzL'analyse de Rayleigh-Ritz forme un 
adre 
ommun à des méthodes aussi variées que la
ondensation statique, la méthode CMS (Component Mode Synthesis), la méthode d'ité-ration par sous-espa
e ou la méthode de Lan
zos. Elle 
onsiste à re
her
her les élémentspropres d'une matri
e appelée matri
e de Rayleigh de taille très inférieure à la dimensiondu problème, obtenus après proje
tion orthogonale dans une base qui est spé
i�que à 
ha-
une des méthodes. Ces éléments sont appelés éléments de Ritz. Les méthodes itératives(Lan
zos, sous-espa
e) font une estimation de plus en plus pré
ise de la matri
e de proje
-tion au �l des itérations, jusqu'à 
onvergen
e. Le sous-espa
e formé par les ve
teurs de Ritz
al
ulés appro
he alors de façon satisfaisante le sous-espa
e des ve
teurs propres re
her
hés.Les éléments propres de Ritz permettent de déduire une estimation des éléments propres dela matri
e originelle ; les valeurs propres 
al
ulées majorent les valeurs exa
tes. Le reste duparagraphe présente quelques méthodes de 
al
ul des valeurs propres utilisant la pro
édurede Rayleigh-Ritz. Elles di�èrent dans la 
onstru
tion de la base de proje
tion orthogonale.3.3.3.2 La méthode de 
ondensation statiqueLa méthode de 
ondensation statique 
onsiste à 
on
entrer la masse d'une stru
ture enquelques degrés spé
i�ques, sans que le résultat ne soit modi�é. La dé�nition de N degréssans masse 
onduira à une rédu
tion de N la taille du système. La pré
ision de la solution,néanmoins, n'est pas estimable a priori.3.3.3.3 La méthode CMSLa méthode CMS (Component Mode Synthesis) est destinée spé
ialement aux stru
turesde grande taille, sus
eptibles d'être dé
omposées en sous parties. Cha
une d'elle est étudiéeséparément ave
 des 
onditions aux limites simpli�ant le 
ouplage réel entre les sous parties.Les ve
teurs propres des sous parties sont alors 
ombinés pour 
réer un 
hargement R. Lesve
teurs fon
tion de base de Ritz sont ensuite 
al
ulés à partir de la résolution du problème



3.3. Le problème aux valeurs propres 77statique KΨ = R, dans lequel K est la matri
e de rigidité globale du système. Il n'est paspossible d'estimer a priori la pré
ision du 
al
ul.3.3.3.4 La méthode d'itération par sous-espa
eLa méthode d'itération par sous-espa
e (Bathe [7℄), tout 
omme la méthode de Lan
zos,plus rapide, est programmée dans la plupart des 
odes industriels. Les deux méthodes sontrestreintes au 
as des matri
es symétriques réelles et don
 au modèle d'amortissement pro-portionnel. La méthode du sous-espa
e est une extension de la méthode d'itération, appli-quée non pas à un ve
teur initial, mais à un ensemble de ve
teurs linéairement indépendants,formant un sous-espa
e H0. A la k-ième itération, le sous-espa
e de même dimension que lesous-espa
e initial s'é
rit Hk = KkH0. Au 
ours du pro
essus, un travail d'orthogonalisationdoit être e�e
tué à 
haque itération, sans lequel tous les ve
teurs tendraient vers la mêmedire
tion dominante. La matri
e de Rayleigh, proje
tion de K dans le sous-espa
e de Hk, aune forme qui devient triangulaire au �l des itérations. Les éléments diagonaux sont les va-leurs propres dominantes de K, 
lassés par ordre de module. La taille m du sous-espa
e doitêtre supérieure au nombre p de valeurs propres 
her
hées. Bathe suggère le 
hoix suivant :
m = min (2p, p+ 8).3.3.3.5 La méthode de Lan
zosLa méthode de Lan
zos 
onstruit un espa
e de ve
teurs orthonormés qk dont la taille aug-mente à 
haque itération, par le biais du s
héma







Kq1 = α1q1 + β1q2
... = ...
Kqk = βk−1qk−1 + αkqk + βkqk+1

(3.10)Les ve
teurs qk+1 sont dé�nis à partir de qk et qk−1 seulement. La proje
tion de A dans l'es-pa
e de Krylov Hm = E (q1,Kq1, ...,Kqm−1) 
onstruit a une forme tridiagonale (la méthodede Lan
zos, initialement, était une méthode de tridiagonalisation). L'intérêt parti
ulier de
ette 
onstru
tion réside notamment dans la propriété d'orthogonalité des n itérés qk parrapport à tous les pré
édents, propriété 
ara
téristique des espa
es de Krylov, exploitéeégalement dans la méthode de gradient 
onjugué. Il reste à 
al
uler les éléments propres dusous-espa
e de petite taille formé ; 
es éléments, appelés éléments de Ritz, sont 
al
ulés parla méthode QR, ou alternativement par la méthode de bisse
tion. Lorsque la méthode a
onvergé, après un 
ertain nombre d'itérations, les éléments propres de A sont dédu
tiblesdes éléments de Ritz. L'algorithme initial de Lan
zos toutefois, est instable et sensible auxerreurs d'arrondi. L'instabilité dépend de la pré
ision ma
hine et de la répartition des valeurspropres. Les 
omposantes de qk+1 n'étant obtenues qu'à partir des 
omposantes qk et qk−1,les nouveaux itérés peuvent 
ontenir en partie, à nouveau, des ve
teurs déjà 
al
ulés aux-quels ils sont supposés être normaux. Cette proportion va augmenter jusqu'à la résurgen
ede valeurs propres déjà 
al
ulées. Il est par 
onséquent requis de réorthogonaliser le nouvelitéré par rapport à 
ertains ve
teurs 
onsidérés 
omme 
orre
ts. Les nombreuses versionsde l'algorithme de Lan
zos di�èrent essentiellement dans la stratégie de réorthogonalisationadoptée (Hughes [59℄). Il existe une généralisation de la méthode de Lan
zos destinée àtraiter le problème des valeurs propres multiples pour lesquelles l'algorithme 
lassique n'estpas adapté : 
'est la méthode de Lan
zos par blo
s.



78 Chapitre 3. La résolution numérique du problème aux valeurs propres3.3.3.6 La méthode d'ArnoldiLa méthode a été également généralisée dans le 
as des matri
es quel
onques et en parti
u-lier 
elui des matri
es symétriques 
omplexes que l'on obtient en dynamique des stru
turesamorties, ave
 un modèle d'amortissement général : il s'agit de la méthode d'Arnoldi. Ladi�éren
e entre les méthodes de Lan
zos et d'Arnoldi tient au fait que l'espa
e de Krylov en-gendré, dans lequel la matri
e K est projetée, 
onfère à la matri
e de Rayleigh une forme deHessenberg supérieure. L'algorithme QR est ensuite employé pour 
al
uler les éléments deRitz. Tout 
omme dans la plupart des implémentations de l'algorithme de Lan
zos, une sta-tégie de redémarrage est adoptée lorsqu'il y a perte d'orthogonalité. C'est le 
as par exemplelorsque les modes de 
orps rigide ont été 
al
ulés. L'espa
e engendré est invariant par K(qk+1 n'est alors pas dé�nie) et requiert un redémarrage de l'algorithme avant que le premiermode vibratoire ne soit 
al
ulé. Un ve
teur initial orthogonal au sous-espa
e pré
édent, enl'o

uren
e 
elui des modes rigides, doit être utilisé. Le redémarrage peut aussi être employédans une stratégie générale pour 
ontr�ler et limiter la taille 
roissante de l'espa
e de Krylov.Si la méthode d'Arnoldi seule est envisageable dans le 
as des matri
es 
omplexes symé-triques, il 
onvient de noter que 
ertaines méthodes de perturbation asso
iées à un solveurréel sont sus
eptibles de donner un résultat 
omparable (ave
 l'hypothèse fréquente d'unamortissement faible). Les méthodes d'Arnoldi et de Lan
zos et leurs algorithmes asso
iéssont alors pla
és en 
on
urren
e ; leur 
omparaison n'est pas dénuée d'intérêt. Le 
al
ulen m étapes de valeurs propres d'un système matri
iel de taille n, possédant c termes parligne non nuls, aura un 
oût de mn(c+ 3 +m) dans le 
as d'Arnoldi, légèrement supérieurau 
oût mn(c + 5) de la méthode de Lan
zos (Las
aux [75℄). Le 
oût de l'algorithme dela triangularisation QR, en outre, doit être 
omparé lorsqu'il s'applique à une matri
e deHessenberg ou à une matri
e tridiagonale.3.3.4 Méthodes de 
al
ul par transformationLes méthodes 
al
ulant toutes les valeurs propres d'une matri
e telles que la méthode deJa
obi et l'algorithme QR sont 
ouramment employées, tant que la matri
e reste de taillemodérée. Elles sont parti
ulièrement adaptées au 
al
ul des éléments de Ritz des matri
es deRayleigh obtenues dans le 
adre de l'analyse de Rayleigh-Ritz. Si les méthodes utilisant lapro
édure de Rayleigh-Ritz sont basées sur une proje
tion orthogonale sur une base réduite,les méthodes de Ja
obi, QR ou de triadiagonalisation sont basées quant à elles sur unetransformation semblable, modi�ant su

essivement la matri
e originelle, jusqu'à 
e qu'ellesoit diagonale ou tridiagonale.3.3.4.1 La méthode de Ja
obiLa méthode de Ja
obi 
lassique, adaptée au problème standard, emploie des transformationspar rotation permettant d'éliminer les uns après les autres les éléments extra-diagonaux. Plu-sieurs algorithmes utilisant 
ette méthode di�èrent suivant le 
ritère de 
hoix de 
es termesextra-diagonaux (élimination systématique des termes les uns après les autres4, éliminationdes termes de plus grand module ou des termes dépassant un seuil variable). Si 
ertainstermes annulés dans un premier temps peuvent réapparaître au 
ours du pro
essus itératif,la méthode 
onverge néanmoins, et 
e linéairement puis quadratiquement au-dessus d'un4Ordre naturel.
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ertain nombre d'itérations. Il existe, en outre, une forme généralisée de la méthode deJa
obi pour le problème aux valeurs propres généralisé (Bathe [7℄).3.3.4.2 L'algorithme QRL'algorithme QR est basé sur la méthode d'orthogonalisation de Gram-S
hmidt. Moins 
oû-teux et plus rapide, il est préféré aux algorithmes issus de la méthode de Ja
obi. Comparableà la méthode de l'itération d'un sous-espa
e appliquée à l'espa
e entier, la méthode QR esten vérité une méthode de triangularisation : elle dé
ompose K en une matri
e unitaire etune matri
e triangulaire, la matri
e triangulaire 
ontenant les valeurs propres de K sur sadiagonale. La méthode est très performante dès lors que K est petite et stru
turée : elleest don
 tout à fait adaptée à la re
her
he des valeurs propres des matri
es de Rayleightridiagonales de faible taille obtenues par le biais de l'algorithme de Lan
zos, tout 
omme
elles de la matri
e de Rayleigh de type Hessenberg supérieure 
onstruite par la méthoded'Arnoldi lorsque sont re
her
hées les valeurs propres d'une matri
e générale.3.3.4.3 Les méthodes de tridiagonalisationLes méthodes de tridiagonalisation par transformation les plus 
ourantes sont 
elles deHouseholder et de Givens (Las
aux [74℄). Sous leur forme 
lassique, elles s'appliquent auxmatri
es symétriques 
olonne après 
olonne (la transformation préservant la symétrie) ; tousles éléments sont annulés ex
epté 
eux de la diagonale et de la première sous-diagonale.La méthode de Givens est une méthode de transformation par rotation qui di�ère de laméthode de Ja
obi, dans la mesure où la matri
e de rotation est di�érente d'une part, et lestermes annulés restent nuls d'autre part. Plus rapide que la méthode de Householder dansle 
as des matri
es 
reuses stru
turées (à bande étroite par exemple), elle n'est pas, à soninstar, une méthode itérative : le nombre d'étapes de 
al
ul est �xé à l'avan
e. Des versionsmodi�ées des algorithmes de Givens et Householder permettent de transformer une matri
egénérale en matri
e de Hessenberg supérieure (matri
e triangulaire supérieure ave
 sous-diagonale inférieure). Les versions 
lassiques, basées sur des matri
es symétriques réelles sontutilisées en 
ombinaison ave
 l'algorithme de Lan
zos, qui 
onstruit des matri
es de Rayleightridiagonales. Les versions modi�ées, basées sur des matri
es générales, sont requises dansle 
as de la méthode d'Arnoldi ave
 matri
es générales. Méthodes de bisse
tion, Ja
obi etsurtout QR sont ensuite utilisées pour 
al
uler les valeurs propres à partir de la matri
etridiagonale ou de Hessenberg.3.3.5 Le 
hoix d'un algorithmeDe toutes les méthodes présentées dans 
e 
hapitre, la méthode d'Arnoldi exposée au � 3.3.3.6est la seule qui puisse traiter les matri
es symétriques 
omplexes issues de la MEF dans ledomaine de Lapla
e. Notre 
hoix algorithmique s'est don
 porté sur les routines de la biblio-thèque ARPACK, implémentant la méthode d'Arnoldi, qui sont sus
eptibles de résoudre desproblèmes aux valeurs propres matri
iels de forme générale. Ces routines sont néanmoinsplus adaptées aux matri
es stru
turées 
omme 
elles issues de la méthode des éléments �nis.L'algorithme prin
ipal se base sur une variante de la pro
édure d'Arnoldi nommée IRAM5,qui se réduit à la variante de la pro
édure de Lan
zos IRLM6 lorsque le système est réel sy-5Impli
itly Restarted Arnoldi Method.6Impli
itly Restarted Lan
zos Method.
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luses dans le logi
iel MATLAB ; en revan
he, ànotre 
onnaissan
e, rares sont les 
odes éléments �nis industriels qui disposent d'algorithmesde solveur 
omplexe implémentant la méthode d'Arnoldi ou toute autre méthode similaire.L'algorithme d'ARPACK utilisé peut traiter les valeurs multiples sans grande di�
ultépar le biais de te
hniques de dé�ation. Une méthode de redémarrage impli
ite est employée,qui permet une gestion très e�
a
e de l'espa
e de mémoire et de traiter par 
onséquent desproblèmes de grande taille. Des formulations très variées peuvent être envisagées : formula-tion du problème aux valeurs propres standard ou formulation du problème généralisé pourproblème réel ou 
omplexe, symétrique ou non symétrique. Di�érents paramètres 
omme lataille du sous-espa
e de la matri
e de Rayleigh ou le 
ritère de 
onvergen
e sont réglés parl'utilisateur ; leur étude numérique est présentée au � 3.5.2.L'une des 
ara
téristiques du programme est son interfa
e de 
ommuni
ation inverse ; desretours fréquents au programme prin
ipal appelant sont e�e
tués pour réaliser des opéra-tions variées, à la 
harge de l'utilisateur. Ce dernier doit don
 fournir un 
ertain nombre deroutines supplémentaires (
omme 
elle de l'inversion matri
ielle) sus
eptibles d'être a
tivéessuivant la valeur du paramètre de 
ontr�le de l'interfa
e. L'interfa
e de 
ommuni
ation in-verse garantit don
 la �exibilité maximum dans la représentation et le sto
kage des matri
es,et a

roît l'intera
tion ave
 l'utilisateur qui peut notamment 
ontr�ler la 
onvergen
e.3.4 Inversion d'une matri
e symétrique 
omplexeLa résolution dire
te du problème de réponse fréquentielle et la résolution du problèmeaux valeurs propres requièrent une routine sus
eptible d'inverser une matri
e symétrique
omplexe. Le 
adre spé
i�que de l'inversion est évoqué au � 3.4.1 sur le 
onditionnementdu problème matri
iel résultant de la méthode des éléments �nis. Deux types de méthoded'inversion existent : les méthodes dire
tes, dont le nombre d'opérations est �xé à l'avan
e,et les méthodes itératives, qui déterminent une solution appro
hée satisfaisant un 
ritère de
onvergen
e à l'issue d'un pro
essus itératif. Di�érents algorithmes relevant des méthodesitératives ont été testés et sont présentés au � 3.4.2. La méthode dire
te, �nalement retenue,est présentée au � 3.4.3.3.4.1 Conditionnement du problème d'inversionRappelons brièvement la forme générale du problème de résolution auquel nous sommes
onfrontés. La méthode numérique des éléments �nis appliquée à l'étude dynamique d'unestru
ture amortie 
onduit à un problème aux valeurs propres de la forme (K − λM) u = 0, oùK est la matri
e de rigidité, symétrique, 
omplexe, éventuellement singulière, non-dé�nie,et M est la matri
e de masse, symétrique, dé�nie positive, réelle. Les matri
es K et M
onstruites par le programme EF sont de grande taille, ont une stru
ture similaire à 
elled'une matri
e tridiagonale par blo
s lorsque le maillage a une forme de grille régulière etque la numérotation se fait ligne par ligne. Les blo
s, asso
iés aux éléments 3D à 27 noeudsutilisés, sont d'une taille très importante (81 par 81) 
orrespondant au nombre de degrésde liberté par matri
e élémentaire en 
onditions libre libre. Ils traduisent une 
onne
tivitélo
ale dense au sein de 
haque élément et d'une 
ertaine manière la ri
hesse de l'approxi-mation, mais expliquent également le très mauvais 
onditionnement du problème inverse.



3.4. Inversion d'une matri
e symétrique 
omplexe 81Le 
onditionnement du problème inverse 
on
erne la sensibilité du problème Ku = b auxerreurs introduites dans K et b, dont les erreurs d'arrondi. Le nombre de 
onditionnement
cond(K) = ‖K‖‖K−1‖ exprime la qualité du 
onditionnement pour 
e problème. C'estun paramètre 
entral dans la vitesse de 
onvergen
e des méthodes de résolution à gra-dient 
onjugué notamment, mais il apparaît également essentiel dans d'autres problèmesmatri
iels. Son expression, s'il est asso
ié à la norme eu
lidienne, s'é
rit pour les matri
essymétriques :

cond2(K) = ‖K‖2‖K−1‖2 =
max |λi|
min |λi|

(3.11)Par 
onséquent, un système possédant des modes rigides tels que min |λi| = 0 ou une 
onne
-tivité lo
ale dense, sera mal 
onditionné pour l'inversion. D'ailleurs, le 
hoix d'un modèleEF basé sur une famille 
omplète de fon
tions d'interpolation quadratiques a des réper-
ussions tout à fait notables sur la résolution du problème aux valeurs propres, du fait deson in�uen
e 
onsidérable sur la 
onne
tivité du système. Un modèle EF quadratique pré-
isément n'est pas équivalent à un modèle linéaire possédant le même nombre de noeuds.Prenons l'exemple d'un élément linéaire solide à huit noeuds ; 
haque noeud est lié à sonplus pro
he voisin, soit sept en tout, alors que pour un élément quadratique, la rigiditélo
ale est 
onstruite à partir des 26 noeuds voisins. La taille des matri
es élémentaires estainsi beau
oup plus grande dans 
e dernier 
as (taille de 81 plut�t que de 24 en 3D) ; entermes de 
oe�
ients matri
iels, même la 
ombinaison de huit éléments linéaires né
essitebeau
oup moins de mémoire qu'un seul élément quadratique (deux fois moins environ).Outre le problème de mémoire, le problème est moins bien 
onditionné du fait de l'exis-ten
e de modes de haute fréquen
e qui sont des artefa
ts du pro
essus de dis
rétisation(Hughes [59℄). Présents quel que soit l'élément utilisé, les modes de haute fréquen
e 
onsti-tuent la grande majorité du spe
tre et n'ont pas de réalité physique, alors que les modesrestants de basse fréquen
e (1% du spe
tre environ) fournissent à eux seuls l'approxima-tion de la solution 
ontinue. Dès lors que l'ordre des polyn�mes de Lagrange est assezélevé, les matri
es deviennent très mal 
onditionnées ; les polyn�mes de T
heby
he�, à 
etitre, peuvent être privilégiés. Cela ne préjuge en rien pour autant des qualités de l'élémentquadratique à 
onverger vers une solution 
orre
te en moyenne fréquen
e ; il est à 
e titresupérieur à l'élément linéaire.Le deuxième élément essentiel 
on
ernant l'inversion matri
ielle est lié au sto
kage 
hoisi.Si un sto
kage 
reux est utilisé pour réduire la mémoire requise, l'inversion né
essite unefa
torisation7 dont il résulte une matri
e triangulaire qui dans le meilleur des 
as a le mêmenombre de termes que la matri
e symétrique fa
torisée ; mais du fait de la numérotation
hoisie8, il s'opère un phénomène de remplissage ave
 l'apparition de termes matri
iels ini-tialement nuls. Pour éviter la 
réation d'une mémoire auxiliaire trop importante et pouréviter en partie les 
al
uls supplémentaires o

asionnés, 
ertains algorithmes ont des straté-gies de renumérotation des équations. En 
e qui 
on
erne notre étude, la renumérotation estimpérative : si la numérotation ligne par ligne est employée 
lassiquement pour numéroter7Fa
torisation 
omplète pour la résolution dire
te et fa
torisation in
omplète pour les méthodes itérativesles plus performantes8Les numérotations 
lassiquement utilisées pour les surfa
es re
tangulaires quadrillées sont la numérota-tion ligne par ligne qui donne une stru
ture tridiagonale par blo
 ou en damier (Las
aux [75℄).



82 Chapitre 3. La résolution numérique du problème aux valeurs propresles noeuds d'une plaque dis
rétisée, des termes matri
iels très éloignés de la diagonale appa-raissent. Ils sont liés au traitement amortissant lo
alisé et peuvent provoquer un remplissagematri
iel très important du fait de leur position.3.4.2 Les méthodes itérativesNous avons testé di�érents algorithmes disponibles dans la bibliothèque NAG qui utilisentdes méthodes de résolution itérative et les sous-espa
es de Krylov : méthode RGMRES (Res-tarted Generalized Minimum Residual), méthode CGS (Conjugate Gradient Squared), Po-lynomial Stabilized bi-
onjugate gradient (Bi-CGSTAB(l)), méthode TFQMR (Transpose-Free Quasi-minimal Residual). La plupart des méthodes itératives sont très dépendantes du
onditionnement de la matri
e à inverser. C'est la raison pour laquelle un pré
onditionneurest souvent employé. Celui-
i né
essite un e�ort numérique supplémentaire : son utilisationrésulte don
 d'un 
ompromis entre 
et e�ort et le gain en termes de 
onvergen
e de la mé-thode itérative. Le pré
onditionneur détermine une approximation de la matri
e à inverser,approximation dont il e�e
tue l'inversion ou la fa
torisation. La plupart des pré
ondition-neurs sont don
 pour la plupart des routines d'inversion ou de fa
torisation (ILU, Ja
obi,SSOR). Prenons l'exemple d'un pré
onditionneur e�e
tuant une fa
orisation de Cholesky in-
omplète. Il 
al
ule la matri
e triangulaire à diagonale unité L et la matri
e diagonale D quifournissent une approximation de la matri
e symétrique rélle A sous la forme A ≈ LDLT . Leproblème d'inversion Ax = b s'é
rit ensuite sous la forme suivante destinée à une pro
édureitérative : {
B = A− LDLT

LDLTxj+1 = b−Bxj (3.12)Si la fa
torisation est 
omplète, le 
onditionnement de la matri
e (LDLT )−1A = I estoptimal et vaut un, la méthode itérative 
onverge en une seule itération. La pro
édurerevient don
 dans 
e 
as à une résolution dire
te du problème. L'in
onvénient majeur de lafa
torisation 
omplète est que la matri
e triangulaire 
onstruite peut parfois né
essiter unespa
e mémoire 
onsidérable, du fait du remplissage matri
iel, auquel est asso
ié égalementun 
oût de 
al
ul lié aux termes supplémentaires non nuls. Les stratégies utilisées lors de lafa
torisation in
omplète 
on
ernent essentiellement la limitation de 
ette taille, en imposantpar exemple un pro�l limité à la matri
e triangulaire L.3.4.3 Les méthodes dire
tesLes méthodes itératives sont souvent plus e�
a
es pour traiter l'inversion des matri
esgrandes et 
reuses, mais des problèmes de 
onvergen
e importants liés au 
onditionnementdu problème nous ont amené à étudier des algorithmes de résolution dire
te. Plusieurs al-ternatives sont proposées dans la bibliothèque SPARSEPAK, basées sur des stratégies derenumérotation et de sto
kage des matri
es di�érentes : l'algorithme RCM (Cuthill-M
Keeinverse) utilisant un sto
kage du pro�l, l'algorithme QMD (quotient de degré minimum) àsto
kage 
reux et l'algorithme ND (nested disse
tion) né
essitant un sto
kage 
reux. Tousproposent des 
onstru
tions du graph asso
ié aux matri
es ; quelques détails sont donnéspour l'algorithme Cuthill-M
Kee et de degré minimum dans Las
aux [74℄.La méthode frontale e�e
tuant simultanément élimimination et assemblage, utilisée en 
om-binaison ave
 l'algoritme ND, a été retenue. L'algorithme général se dé
ompose en troisétapes. La première 
onsiste à e�e
tuer la 
onstru
tion du graphe, au 
ours d'un pro
essus



3.5. Comparaison numérique 83de minimisation et de séparation, et à dé�nir une numérotation adaptée. Au 
ours de ladeuxième étape est e�e
tuée une fa
torisation symbolique ou logique, pendant laquelle lerepérage indi
iel des termes 
omplexes de la matri
e à inverser est e�e
tué (remplissage destables de 
onne
tivité) ; la mémoire né
essaire pour sto
ker 
ette matri
e est évaluée. Dansune troisième étape, les sous-matri
es sont assemblées. Dans la méthode frontale, assem-blage et élimination sont e�e
tués simultanément9, 
e qui permet de limiter les transfertsde données et le sto
kage temporaire.L'algorithme METIS est utilisé alternativement à l'algorithme ND, au 
ours de la premièreétape ; il s'agit d'un algorithme de partition multi-niveau basé aussi sur la méthode ND,dont l'usage est varié. Il permet de partitionner des graphes grands et irréguliers, issus degrands maillages par exemple, pour la parallélisation d'un 
al
ul ; le dé
oupage doit être telque l'e�ort numérique est équitablement réparti entre les pro
esseurs et la 
ommuni
ationde données entre 
eux-
i limitée. Il permet aussi, naturellement, de limiter le remplissage desmatri
es en proposant une renumérotation adaptée. L'algorithme possède de très nombreuxparamètres réglables, mais les valeurs par défaut se sont avérées tout à fait satisfaisantes.3.5 Comparaison numérique3.5.1 Comparaison des di�érents solveurs aux valeurs propresLe développement d'un solveur aux valeurs propres e�
a
e a né
essité de 
omparer denombreuses routines et variantes. Nous présentons i
i l'analyse 
omparative de trois solveursdi�érents. Le premier solveur, baptisé Solveur 1, est basé sur la forme régulière standarddu problème aux valeurs propres. Cette forme est obtenue en e�e
tuant une fa
torisationde Cholesky M = LLT de la matri
e de masse :
[
K − λLLT

]
u = L

[
L−1K L−T − λ I

]
LT u (3.13)L'algorithme ARPACK est paramétré de façon à 
her
her les valeurs propres les plus bassesde l'opérateur L−1K L−T . L'opérateur n'a pas besoin d'être inversé : 
'est l'avantage de 
etteforme, relativement simple à implémenter. L'in
onvénient réside dans le fait que l'algorithmed'Arnoldi 
onverge mal vers les basses valeurs du spe
tre. La fa
torisation de Cholesky este�e
tuée ave
 la bibliothèque NAG et utilise la stratégie de Markowitz du 
hoix des pointsde pivot pour limiter le remplissage.Le deuxième solveur, nommé Solveur 2, utilise la forme généralisée ave
 inversion-dé
alagedu problème dont l'obtention est présentée au � 3.3.2. La routine prin
ipale utilisant AR-PACK fait des appels répétés à une sous-routine 
al
ulant le produit K̃x = (K − σM)−1Mx,où σ est un paramètre de dé
alage du spe
tre. La parti
ularité du Solveur 2 tient à la te
h-nique d'inversion par méthode itérative. Quatre méthodes (RGMRES, CGS, Bi-CGSTAB(l),TFQMR) ont été testées, ave
 quatre types de pré
onditionnement : Ja
obi, SSOR, ILU etsans pré
onditionneur. Des routines implémentant 
es méthodes sont disponibles dans labibliothèque NAG, mais présentent l'in
onvénient majeur d'utiliser un s
héma de sto
kage9A 
haque étape de l'élimination de Gauss, pendant laquelle une variable donnée est éliminée de 
ha
unedes équations du système, seules quelques sous-matri
es interviennent en plus d'une sous-matri
e assem-blée à l'étape pré
édente. L'assemblage 
onsiste à sommer toutes 
es sous-matri
es pour l'étape suivante ;l'élimination peut être e�e
tuée simultanément plut�t qu'à la �n de l'assemblage 
omplet.



84 Chapitre 3. La résolution numérique du problème aux valeurs propresnon-symétrique. Di�érents essais 
onduisant à la divergen
e des méthodes nous ont fait ob-server la mauvaise qualité du 
onditionnement du problème : seul l'algorithme utilisant lepré
onditionneur ILU a 
onvergé. Les méthodes itératives, dotées de 
e pré
onditionneur,ont toutes des performan
es 
omparables ; nous avons don
 dé
idé de ne représenter que lavariante CGS/ILU.Le troisième solveur (Solveur 3) utilise la même forme du problème aux valeurs propres. Lemode de résolution est en revan
he très di�érent 
ar il exploite la méthode de résolution di-re
te frontale ave
 une renumérotation utilisant la méthode de partition multiniveau METIS.Les résultats numériques sont extraits de simulations e�e
tuant une résolution unique duproblème aux valeurs propres. Le système matri
iel a été 
onstruit en modélisant une plaquede dimensions 35
m×40
m×2mm en 
onditions libres 
omportant un pat
h de 10
m × 10
msitué dans un 
oin et dont nous avons fait varier la densité du maillage. La 
onstru
tion dusystème matri
iel ainsi que le dé
alage spe
tral σ ont été évalués à la fréquen
e de 45 Hz,
'est-à-dire très près de la fréquen
e du premier mode de �exion. Le tableau 3.1 présente les
ara
téristiques de temps de 
al
ul et de mémoire maximum requise des trois solveurs pour
inq dis
rétisations de plaque di�érentes. Les valeurs 
omprennent le temps et la mémoirerequis pour la 
onstru
tion des problèmes matri
iels en fon
tion du nombre de degrés deliberté ou nombre d'in
onnues ; le 
oût numérique de 
ette étape est toutefois négligeabledevant le 
oût de la résolution. Le tableau montre 
lairement un niveau de performan
eNombre d'in
onnues 387 891 1971 3051 4851Temps de Solveur 1 7.62 171.56 2105.19 8249.6 35450.6
al
ul Solveur 2 0.74 6.20 31.25 101.62 348.69(en s) Solveur 3 0.15 0.42 1.14 2.32 4.16Mémoire Solveur 1 1 53 245 579 1453maximum Solveur 2 0.98 0.98 59 91 150(MB) Solveur 3 1 1 15 23 36Tab. 3.1 � Comparaison des performan
es des trois solveurs développés.di�érent pour 
haque solveur, en terme de mémoire 
omme en terme de temps de 
al
ul.On remarque en outre que le Solveur 3 est parti
ulièrement lent et 
oûteux en terme demémoire : il ne fon
tionne qu'en 
onstruisant un sous-espa
e10 de la même taille que lamatri
e d'étude. L'algorithme QR travaille don
 sur la matri
e entière, 
'est-à-dire dans une
on�guration pour laquelle il est peu performant. Les performan
es de la routine d'inver-sion par résolution frontale dire
te ave
 renumérotation étant bien meilleures en terme demémoire et de temps de 
al
ul que les autres routines, nous retiendrons don
 le Solveur 3pour les simulations à venir.3.5.2 Le solveur aux valeurs propres à résolution dire
teNous proposons i
i une étude plus approfondie des 
ara
téristiques du Solveur 3. Les per-forman
es du solveur sont illustrées par la �gure 3.1, qui présente le temps de 
al
ul, la10Sous-espa
e asso
ié à la matri
e de Rayleigh.



3.5. Comparaison numérique 85mémoire maximum requise et le nombre de 
oe�
ients matri
iels en fon
tion du nombred'in
onnues du problème.
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Fig. 3.1 � Performan
es du solveur développé retenu fon
tion du nombre d'in
onnues.Outre des 
ritères de 
onvergen
e que nous n'étudions pas i
i, ARPACK a pour paramètresd'entrée prin
ipaux le nombre de valeurs propres re
her
hé et la taille du sous-espa
e asso
iéà la matri
e de Rayleigh (� 3.3.3.1). Nous présentons i
i une étude 
ourte de 
es paramètres.Le tableau 3.2 montre l'in�uen
e du nombre de valeurs propres demandé sur le temps de 
al-
ul du solveur pour deux 
on�gurations de maillage di�érentes (15 × 15 et 30 × 30). La tailledu sous-espa
e a été �xée à 20 pour toutes les 
on�gurations numériques étudiées ; le pro-blème a été résolu en e�e
tuant 21 résolutions de système pour 
ha
une des 
on�gurations.Les valeurs de temps présentées ne tiennent 
ompte que du temps né
essité par le solveuraux valeurs propres et 
elui des routines d'inversion auxquelles il fait appel. Le tableau metNombre de val. pr. re
her
hées 1 2 3 4 5Temps de Maillage (15 × 15) 4.349 4.392 4.508 4.708 4.729
al
ul (s) Maillage (30 × 30) 21.214 21.979 22.249 22.819 23.090Tab. 3.2 � In�uen
e du nombre de valeurs propres requises sur le temps de 
al
ul.en éviden
e que le nombre de valeurs propres re
her
hé n'altère quasiment pas le temps de
al
ul du solveur, tout au moins dans les 
as que nous avons testés lorsque 
e nombre restetrès faible par rapport à la taille de la matri
e. La �gure 3.2 représente l'in�uen
e de la tailledu sous-espa
e sur le temps de 
al
ul, le nombre d'inversions et de redémarrages de l'algo-rithme. Elle montre 
lairement qu'il existe une taille de sous-espa
e optimale pour réduire le



86 Chapitre 3. La résolution numérique du problème aux valeurs proprestemps de 
al
ul. Il importe de façon prioritaire ne pas le sous-dimensionner, 
ar l'algorithme
onnaît alors quelques di�
ultés (perte d'orthogonalité entre les ve
teurs propres 
al
ulés)et doit e�e
tuer de nombreux redémarrages qui sont très 
oûteux numériquement.PSfrag repla
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e de la taille du sous-espa
e sur le temps de 
al
ul de l'algorithme derésolution du problème aux valeurs propres.Notons en�n que la vitesse de 
onvergen
e est très dépendante de la distan
e entre le dé
a-lage introduit σ et la valeur propre 
her
hée. Si nous n'avons pas remarqué que l'introdu
tiond'un ve
teur initial appro
hant la solution modi�e beau
oup la qualité de la 
onvergen
e,nous avons remarqué en revan
he qu'il était primordial de dé�nir un dé
alage qui soit leplus pro
he de la valeur de résonan
e re
her
hée. Au 
ours du pro
essus itératif de re
her
hedes solutions libres, le dé
alage est don
 réajusté en permanen
e.3.6 Bilan et 
on
lusions du 
hapitreL'objet du 
hapitre a 
on
erné le développement d'un solveur 
omplexe adapté au problèmematri
iel issu de la dis
rétisation par éléments �nis d'un problème de dynamique formulédans le plan fréquentiel. L'analyse des di�érentes méthodes matri
ielles nous a amené àprivilégier la méthode d'Arnoldi et plus spé
i�quement la bibliothèque ARPACK. Crééedans les années 90, elle met à disposition des algorithmes adaptés aux problèmes stru
turésde grande taille qui implémentent l'IRAM11. Di�érentes routines d'inversion matri
ielleappelées par ARPACK au 
ours de la résolution du problème aux valeurs propres ont parailleurs été testées. Le 
onditionnement du problème est tel qu'il a été opté d'utiliser uneméthode de résolution dire
te frontale (bibliothèque SPARSEPAK) ave
 renumérotationdes équations matri
ielles par une méthode d'optimisation de partition de graphe ND1211Impli
itly Restarted Arnoldi Method.12Nested Disse
tion.



3.6. Bilan et 
on
lusions du 
hapitre 87multiniveau (bibliothèque METIS). Cette méthode a été préférée aux méthodes itérativesbasées sur l'espa
e de Krylov (méthode de type CGS ave
 pré
onditionnement ILU) qui sontpourtant re
onnues 
omme étant très e�
a
es pour traiter les grandes matri
es issues de lamodélisation par éléments �nis. L'algorithme �nal utilise la forme généralisée ave
 inversion-dé
alage du problème aux valeurs propres dont la vitesse de 
onvergen
e est guidée par ledé
alage spe
tral introduit et la taille du sous-espa
e de la matri
e de Rayleigh �xée parl'utilisateur. A taille de sous-espa
e �xée, il a été observé que le nombre de valeurs propresre
her
hé n'altère que très peu le temps de 
al
ul.
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90 Chapitre 4. Amortissement par 
ouplage4.1 Introdu
tionL'objet de 
hapitre 
on
erne l'étude de l'amortissement par 
ouplage, dont la nature estdi�érente de 
elle de l'amortissement vis
oélastique (traité au 
hapitre 5). L'amortissementpar 
ouplage tient sa spé
i�
ité à l'existen
e d'un phénomène supplémentaire (thermique,a
oustique, vis
osité de l'air) sus
eptible d'altérer le 
omportement dynamique dominant endé
alant les fréquen
es de résonan
e et en augmentant l'amortissement. Il né
essite la priseen 
ompte éventuelle d'un domaine (milieu aérien) et de lois supplémentaires (équation ther-mique, a
oustique ou dé
rivant les é
oulements visqueux) 
omprenant un terme de 
ouplageave
 les équations de dynamiques. Les obje
tifs de 
e 
hapitre 
omme 
eux du 
hapitre surl'amortissement vis
oélastique sont multiples. Il est question de 
al
uler les amortissementsprépondérants de l'expérien
e de plaque suspendue présentée au � 1.4.2. La seule quantitéexpérimentale a

essible pour la validation est en e�et l'amortissement total, somme des
omposantes d'amortissement. L'étude du 
ouplage a
oustique permet par ailleurs d'éva-luer la puissan
e a
oustique rayonnée et la performan
e des traitements amortissants pourla rédu
tion de bruit.Le 
hapitre se dé
ompose 
omme suit. L'amortissement thermoélastique est modélisé dansune première partie (� 4.2). La méthode de résolution a été développée de façon à favoriserla 
omparaison ave
 le modèle de référen
e de Zener. Elle utilise à la fois le programme demodélisation dynamique (programme EF et solveur) présenté au 
hapitre 2 et une repré-sentation du 
hamp thermique en série de Fourier ; le 
ouplage est traité par le biais d'unepro
édure itérative en trois étapes ave
 perturbation. Le modèle, validé par l'expérien
e,permet d'e�e
tuer une analyse 
ritique du modèle de Zener ; des simulations numériques
on
ernant une plaque sont également présentées pour observer et 
ommenter l'in�uen
ede 
ertains paramètres tels que l'épaisseur ou les 
onditions aux limites sur la dissipationthermoélastique et le dé
alage fréquentiel des modes.Le 
ouplage �uide/stru
ture est ensuite abordé dans une deuxième partie à travers la mo-délisation de l'é
oulement visqueux sur les bords d'une plaque libre (� 4.3.2) et le 
al
uldu rayonnement de stru
tures planes ba�ées ou non ba�ées (� 4.3.3). L'amortissement parvis
osité de l'air est estimé à partir d'un 
al
ul analytique appro
hé de l'é
oulement le longd'un demi-plan dans une 
on�guration bidimensionnelle et des solutions vibratoires estiméesdans le vide. La modélisation du 
hamp a
oustique est réalisée par le biais d'une méthodede perturbation pour traiter le 
ouplage vibroa
oustique et nous amène à dé�nir un amor-tissement a
oustique lié à la perte d'énergie vibratoire par rayonnement. Une 
omparaisondu modèle aux données numériques fournies par la 
ommission de validation des logi
iels devibroa
oustique C-Valor (� 4.3.4) permet de le valider.4.2 Amortissement thermoélastiqueHabituellement non intégré dans la modélisation dynamique, le 
ouplage thermoélastiqueapparaît pourtant expli
itement dans les équations thermomé
aniques fondamentales. Si letraitement des équations de la mé
anique dé
ouplées du 
hamp thermique1 est grandementfa
ilité, il n'en demeure pas moins que 
e 
ouplage modi�e les 
ara
téristiques dynamiquesstru
turelles. Pour 
ertaines 
on�gurations géométriques et 
ertains matériaux le 
ouplage1Conditions isothermes.



4.2. Amortissement thermoélastique 91thermoélastique est même la 
ause première de dissipation [135℄. C'est le 
as notamment dela plaque en aluminium suspendue que nous avons étudiée au 
hapitre 1.4.2.1 La thermoélasti
ité4.2.1.1 Base physique et thermodynamiqueIl existe deux pro
essus thermodynamiques 
ouplés : un pro
essus élastique réversible et unpro
essus irréversible produit par un transfert de 
haleur par 
ondu
tion des zones les plus
haudes vers les zones les plus froides. Conséquen
e du se
ond prin
ipe de la thermodyna-mique, de l'entropie est 
réée, signi�ant qu'une partie de l'énergie mé
anique a été 
onvertieen 
haleur. Lorsqu'un matériau est solli
ité dans un pro
essus adiabatique réversible, l'hé-térogénéité du 
hamp de déformation 
rée une distribution de température. Les gradientslo
aux et la 
ondu
tivité thermique du matériau initient alors un �ux, dé
rit par la loi deFourier, qui permet au solide de retrouver son état d'équilibre. Les équations thermoélas-tiques 
ouplées sont obtenues en développant l'expression de l'énergie libre en fon
tion de lavariation de température et des prin
ipaux invariants du tenseur des déformations autourd'un état de référen
e sans 
ontraintes à la température2 TA. Ce formalisme utilise don
 les
onstantes isothermes du matériau.Les équations 
lassiques dé
ouplées ont pour solution des ondes élastiques non disper-sives non amorties, et des ondes thermiques très amorties et dispersives. Les équations
ouplées quant à elles, ont pour solution des ondes quasi-élastiques dispersives et amorties,et des ondes quasi-thermiques. La dé
omposition non unique du 
hamp de dépla
ement enla somme d'un terme irrotationnel et d'un terme sans divergen
e (théorème de Clebs
h-Helmholtz) permet de montrer que les ondes transverses sont dé
ouplées des phénomènesthermiques. Par 
onséquent, seules les solli
itations de �exion et d'extension/
ompressionfont apparaître un 
ouplage entre le 
hamp mé
anique et le 
hamp thermique. Ce 
onstatjusti�e 
lairement l'emploi ré
urrent des pendules de torsion pour mesurer la vis
oélasti
itédes métaux indépendamment de tout e�et thermoélastique3.La notion vis
oélastique de temps de relaxation apparaît naturellement dans la théoriethermoélastique et justi�e l'usage éventuel d'un modèle rhéologique équivalent. On dis-tingue deux régimes, suivant que le pro
essus de 
ondu
tion pendant l'espa
e d'une périodede vibration parvient à équilibrer les inégalités de température (régime isotherme ou re-laxé) ou non (régime adiabatique ou non relaxé). La zone 
harnière est 
ara
térisée par unparamètre dépendant du matériau et de la géométrie (fréquen
e ou temps de relaxationthermoélastique). En régime adiabatique, le 
hamp thermique et mé
anique sont en phase ;en régime isotherme, ils sont déphasés de 90�. Dans la zone de transition, ils sont déphasésde 45�et l'amortissement est maximum.La nature du 
ouplage dépend beau
oup de l'onde élastique étudiée, même si le pro
es-sus de dissipation est similaire. Si les ondes de 
isaillement ne sont pas 
ouplées au 
hampthermique, le 
ouplage thermoélastique introduit par des ondes longitudinales et 
elui pardes ondes de �exion est qualitativement di�érent. Lifshitz et Roukes [84℄ soulignent en e�etque la distan
e entre les zones froides et 
haudes d'une stru
ture di�ère grandement sui-2Une des
ription thermodynamique très détaillée est présentée dans le livre de Nowa
ki [97℄.3Ex
eption faite des matériaux inhomogènes solli
ités lo
alement en 
ompression.



92 Chapitre 4. Amortissement par 
ouplagevant l'onde 
onsidérée ; reliée en première approximation à la dimension transversale pourles ondes de �exion4, la distan
e 
ara
téristique est proportionnelle à une demie longueurd'onde dans le 
as d'une onde de 
ompression. Conséquen
e notable dans 
e dernier 
as,les temps de relaxation thermique en haute fréquen
e sont très 
ourts et le pro
essus estisotherme (ou relaxé), alors qu'en basse fréquen
e le pro
essus est adiabatique : 
'est exa
-tement l'inverse des ondes de �exion.Un 
ertain nombre de distan
es et de temps de relaxation liés au 
ouplage thermoélastique
ara
térisent la propagation d'une onde dans une plaque in�nie. Les fréquen
es 
ara
té-ristiques asso
iées forment un spe
tre de relaxation dis
ret qui se trouve davantage altéréen présen
e de 
onditions aux limites. C'est la raison pour laquelle la plupart des modèlesreposent sur une des
ription géométrique simpli�ée ; le 
as des plaques in�nies est en outreré
urrent en thermoélasti
ité. Mentionnons le modèle de Zener, 
ouramment utilisé, qui neretient pour dé
rire le 
hamp thermique que le premier mode transversal, auquel est asso-
iée une seule et unique distan
e, la distan
e transverse. Par 
onséquent, seuls les transfertsthermiques suivant l'épaisseur sont pris en 
ompte ; les transferts dans le plan de la plaque
omme l'in�uen
e des 
onditions aux limites sur le pourtour de la plaque sont négligés.4.2.1.2 Les équations du matériau isotropeLes équations 
ouplées de la théorie 
lassique de la thermoélasti
ité (CCT) ave
 la loi de
onstitutive de Fourier s'é
rivent après linéarisation de l'équation thermique sous la formetensorielle suivante :






σij = δij λ ǫkk + 2µ ǫij − δij (3λ+ 2µ) α (T − TA) (dynamique)
k T,mm = ρ cV Ṫ + α TA ˙σkk (thermique)(4.1)où λ, µ sont les 
onstantes de Lamé, T est la température, σij le tenseur des 
ontraintes,

ǫij le tenseur des déformations, TA la 
onstante de température ambiante, ρ la densitédu matériau, k la 
ondu
tivité thermique, cV la 
haleur spé
i�que par unité de volume àdéformation 
onstante, α le 
oe�
ient linéaire d'expansion thermique, δij le symbole deKrone
ker. La première équation est appelée loi de Duhamel/Neumann et généralise la loide Hooke en donnant une expression de la 
ontrainte en fon
tion de la température et dela déformation. La deuxième équation est l'équation de thermique 
ouplée au 
hamp dedéformation.4.2.1.3 Théorie généralisée de la thermoélasti
itéLa loi de Fourier dé
rit un pro
essus de di�usion asso
ié à la 
ondu
tion thermique. L'hy-pothèse est la suivante : le �ux de 
haleur est proportionnel au gradient de température.Il en résulte un 
omportement 
onsidéré 
omme non réaliste (A
henba
h [1℄) : le 
hampthermique s'étend instantanément à l'in�ni et génère une petite déformation avant le frontd'onde ; en d'autres termes, une petite perturbation thermique (liée par exemple à l'e�etthermoélastique) a�e
te instantanément tout point du 
orps : la vitesse de propagation de4Zener utilise la distan
e 
ara
téristique h/π dans son modèle, où h est l'épaisseur.



4.2. Amortissement thermoélastique 93la perturbation est in�nie. On parle en analyse transitoire d'e�et pré
urseur. La loi de Fou-rier a été modi�ée en introduisant la dérivée temporelle du �ux de 
haleur, transformantl'équation parabolique 
lassique en équation de type propagatif hyperbolique. Les ondesthermiques sont d'ailleurs appelées " se
ond son " 
ar deux fronts d'onde se propagent.Deux appro
hes modi�ent la théorie 
lassique de la thermoélasti
ité et sont à la base de lathéorie généralisée de la thermoélasti
ité. La première porte le nom de modèle LS (élaboréeen 1967 par Lord & Shulman) ; une 
onstante de temps est introduite pour la relaxation dela propagation thermique. La deuxième est imputable à Green et Lindsay et porte le nomde modèle GL ; deux 
onstantes gouvernent la relaxation thermique et thermomé
anique.Parmi les arti
les traitant du sujet, Verma [121℄ présente une étude de la propagation desondes planes thermoélastiques dans une plaque �ne in�nie homogène dans le 
ontexte de lathéorie GL. L'auteur propose une 
omparaison de la réponse à un 
ho
 thermique 
al
uléeen temporel par les trois théories (CCT, LS , GL) ave
 la transformée de Lapla
e et uneméthode d'éléments de frontière.4.2.1.4 Hypothèses 
ourantesLes hypothèses et te
hniques ré
urrentes fa
ilitant la résolution analytique ou numériquesont les suivantes :
• utilisation de la loi de Fourier de 
ondu
tion thermique,
• linéarisation de l'équation de la 
haleur, en supposant les �u
tuations de températurepetites par rapport à la température de référen
e TA, 
'est-à-dire T − TA << TA,
• rempla
ement de Ṫ et ˙σkk par ∂T

∂t et ∂σkk

∂t (hypothèse de variation in�nitésimale des quan-tités autour d'un état de référen
e),
• omission du terme d'inertie (régime quasi-statique dé
rit par l'équation de Lamé/Clapeyron),
• adoption d'une géométrie de plaque in�nie,
• hypothèse d'un 
hamp thermique monodimensionnel 
onduisant à un gradient transversal(hypothèse de Zener pour la �exion d'une poutre min
e),
• hypothèse de �ux thermique nul traduisant l'isolation thermique par rapport à l'extérieur.La justi�
ation est fondée sur le fait qu'à température ambiante, la puissan
e thermiquerayonnée par la surfa
e (loi de Stephan/Boltzmann) est très inférieure à l'é
hange de 
ha-leur dû à la 
ondu
tivité thermique.4.2.2 Etat de l'art4.2.2.1 Le modèle de ZenerZener s'est intéressé à l'amortissement des métaux dans les années 30 et en parti
ulier àl'amortissement thermoélastique d'une poutre sur appui de type Euler-Bernoulli. L'approxi-



94 Chapitre 4. Amortissement par 
ouplagemation qu'il dé
rit est 
onsidérée 
omme une référen
e en la matière et apparaît de façonré
urrente dans la littérature. Zener a montré en e�e
tuant une dé
omposition du 
hamp detempérature en modes transverses5 que 98, 6% de la relaxation est asso
iée au premier modetransverse thermique. Son modèle fournit un temps de relaxation unique asso
ié aux pro
es-sus thermiques, qui est le temps de di�usion le long d'une distan
e transverse 
ara
téristique
d donnée par d = h/π, où h est l'épaisseur. Le temps de relaxation τ vaut

τ = d2 cV / k (4.2)où k est la 
ondu
tivité thermique et cV la 
haleur spé
i�que par unité de volume à déforma-tion 
onstante. L'approximation 
onduit au modèle solide standard ou modèle rhéologiquede Zener6 et à la dé�nition d'un 
oe�
ient de fri
tion interne Q−1 donné par






Q−1 = ∆E
ωτ

1+(ωτ)2

∆E = Ea − Ei

Ea Ei
= E α2 TA

cV

(4.3)où Ea est le module adiabatique dit non relaxé, Ei le module isotherme relaxé et cV la
apa
ité 
alori�que par unité de volume. La valeur E du module de Young est la valeurisotherme utilisée par défaut (E = Ei). Cette valeur est valide en basse fréquen
e alors quela valeur adiabatique doit être privilégiée en haute fréquen
e. Le modèle d'amortissementdé�ni est un modèle homogène : le fa
teur de perte 
al
ulé s'applique sans distin
tion au
uneà toutes les zones de la stru
ture sans tenir 
ompte du 
hamp de déformation spé
i�que. Ilen résulte l'absen
e de 
ara
tère dissipatif " modal ". Notons en�n que l'approximation du
hamp thermique est utilisable sur des stru
tures di�érentes d'une poutre (une plaque parexemple) ave
 des 
onditions aux limites dynamiques variées.4.2.2.2 Eléments bibliographiques supplémentairesNous donnons à présent quelques éléments bibliographiques destinés à illustrer le 
ontexteet la �nalité des études a
tuelles portant sur la thermoélasti
ité. Chaigne et Lambourg [20℄étudient l'amortissement thermoélastique d'une plaque en 
onditions libres, analytiquement(modèle de Zener) et expérimentalement, ave
 di�érents matériaux et épaisseurs de plaque.Il est montré et véri�é que lorsque l'épaisseur augmente, l'amortissement thermoélastiquediminue7 en 1
h2 . Le 
ara
tère modal de l'amortissement, lié à son inhomogénéité, apparaît
lairement dans les résultats d'analyse modale d'une plaque en 
onditions aux limites libres.En 
e qui 
on
erne les méthodes de résolution de problèmes de thermoélastique, on pourra
onsulter Tasi [117℄ qui fait référen
e à un système adjoint permettant de formuler une é
ri-ture énergétique adéquate, ou Chadwi
k [18℄ qui présente la solution du problème dans le
as d'un 
orps in�ni 3D pour ensuite l'extrapoler au 
as de stru
tures de dimension �nie.Notons que le problème de thermoélastique peut être posé de façon inverse. Dimarogonas etSyrimbeis [30℄ proposent par exemple une méthode pour déterminer les 
ara
téristiques vi-bratoires d'une plaque à partir de mesures de thermographie infrarouge. Contrairement à la5Approximation monodimensionnelle.6Modèle présenté au � 5.2.5.1.7Les résultats numériques de la �gure 4.10 et un 
al
ul de passage à la limite basé sur le modèle deZener montrent que 
ette assertion n'est valable que pour les modes situés bien au-dessus de la fréquen
e
ara
téristique.



4.2. Amortissement thermoélastique 95démar
he de Zener, le 
hamp de température est 
onsidéré 
omme bidimensionnel : 
onstantsuivant l'épaisseur et variable dans les deux dire
tions horizontales. Il est mentionné que leslignes nodales vibratoires 
oin
ident ave
 les lignes nodales de température pour les plaquestrès �nes seulement.L'étude bibliographique de la thermoélasti
ité montre que l'interférométrie et les systèmeséle
tromé
aniques de petite é
helle8 font partie des domaines les plus a
tifs en la matière.Citons Cagnoli et al [15℄, Lifshitz et Roukes [84℄, Lifshitz [83℄, Gretarsson et al [49℄ parmibeau
oup d'autres auteurs dont l'objet d'étude 
on
erne souvent les �ls de suspension dedéte
teurs d'onde gravitationnelle. Lifshitz et Roukes [84℄ par exemple 
al
ulent une expres-sion exa
te de l'amortissement thermoélastique des poutres �nes re
tangulaires à partir dela forme exa
te du 
hamp de température transversal.4.2.3 Modèle retenu4.2.3.1 Le traitement du 
ouplage par perturbationLe modèle retenu, appliqué à l'étude d'une plaque en aluminium obéissant à des 
onditionsaux limites thermiques de �ux nul, repose sur la résolution des équations thermoélastiques
ouplées (4.1) par méthode de perturbation.L'algorithme est 
onstitué de trois étapes :Résolution de l'équation dynamique ave
 l'équation 
onstitutive1 σij = δijλǫkk + 2µǫijReprésentation de σkk sous la forme d'une série de FourierRésolution modale de l'équation de la 
haleur ave
 se
ond membre2 kT,mm − ρcV
∂T
∂t = αTA

∂σkk

∂tDédu
tion d'une 
ontrainte thermique et d'une matri
e des 
ontraintes thermiques
σth

ij = −(3λ+ 2µ) α (T − TA) δij

8NEMS, MEMS.
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ouplageCal
ul de l'énergie Eth de déformation thermoélastique3 Eth =
∫

V ǫii σ
th
kkDédu
tion des valeurs propres λth du système thermoélastique

λth = λ+ Eth (après normalisation par la masse)L'énergie est obtenue par proje
tion de la matri
e des 
ontraintes thermiques dans la base dusystème non 
ouplé. La valeur propre modi�ée par le 
ouplage thermoélastique est obtenuepar perturbation à l'aide de la relation (1.9). Cette méthode s'implémente assez simplementà l'aide des routines 
al
ulant la vibration d'une stru
ture non amortie de forme parallépi-pédique re
tangle. La représentation des 
ontraintes de 
ompression σkk sous la forme d'unesérie de Fourier tridimensionnelle (étape 1) est l'étape la plus 
oûteuse en temps de 
al
ul.Elle permet de déduire le 
hamp de température (étape 2) représenté également sous laforme d'une série de fon
tions sinusoïdales. Ces fon
tions satisfont l'équation de la 
haleurpour une géométrie parallépipèdique re
tangle ave
 des 
onditions thermiques de �ux nulsur les frontières. Le détail du 
al
ul est présenté dans le pro
hain paragraphe. En�n, un
hamp de 
ontraintes puis une énergie de déformation thermiques sont déduits dans l'étape3 (Batoz et Dhatt [8℄). L'énergie, 
al
ulée pour un mode dont le ve
teur est normalisé parla masse, apparaît dire
tement sous la forme d'une perturbation du système dynamiquedé
ouplé.L'intérêt de la méthode réside dans le fait que les équations peuvent être traitées séparé-ment : le terme de 
ouplage 
onstitue un se
ond membre simple pour l'équation thermique etune 
ontrainte supplémentaire pour l'équation dynamique. La méthode ne né
essite qu'uneseule et unique résolution du problème aux valeurs propres. En�n, elle permet de faire uneanalyse pré
ise des modes thermiques parti
ipant à la dissipation thermoélastique, et don
de véri�er la validité de la méthode de Zener qui ne 
onserve dans le 
hamp de températureque le premier mode transversal.4.2.3.2 La résolution de l'équation de la 
haleurL'équation de la 
haleur linéarisée s'é
rit :
k T,mm − ρ c

∂T

∂t
= αTA

∂σkk

∂t
(4.4)Les 
onditions aux limites sont des 
onditions de �ux thermique nul aux bords de la plaque(de largeur l, épaisseur e, longueur L) :







∂T
∂x (x = 0, y, z, t) = ∂T

∂x (x = l, y, z, t) = 0

∂T
∂y (x, y = 0, z, t) = ∂T

∂y (x, y = L, z, t) = 0

∂T
∂z (x, y, z = 0, t) = ∂T

∂x (x, y, z = e, t) = 0

(4.5)



4.2. Amortissement thermoélastique 97Nous omettrons la dépendan
e spatiale pour des raisons de lisibilité. Les 
onditions ini-tiales sont données par
{

Ti = T (0)
σkki = σkk (0)

(4.6)La transformée de Lapla
e des termes ave
 dérivée de l'équation de la 
haleur les fait appa-raître expli
itement :
{

L
[

∂T
∂t

]
= s T̃ (s) − Ti

L
[

∂σkk

∂t

]

= s σ̃kk (s) − σkki
(4.7)L'équation de la 
haleur utilisée pour le 
al
ul des solutions libres du problème thermoélas-tique 
ouplé s'é
rit dans le domaine de Lapla
e ave
 des 
onditions initiales homogènes :

k T̃,mm (s) − ρ c s T̃ (s) = αTA s σ̃kk (4.8)Le 
hamp de température solution est 
her
hé sous la forme d'une série de Fourier
T̃ (s) =

∑

m,n,q

Tmnq (s) cos (mπx/l) cos (nπy/L) cos (qπz/e) (4.9)Cette solution est exa
te pour un domaine parallépipédique re
tangulaire dont un 
oin estpla
é à l'origine (0, 0, 0) ave
 des 
onditions aux limites de �ux nul sur les bords. Notonsque la dépendan
e fréquentielle est spé
i�que à 
haque mode, 
e qui permet de modéliser
orre
tement l'inhomogénéité de l'amortissement. Un amortissement homogène 
omme lemodèle de Zener aurait été modélisé quant à lui par une seule fon
tion fréquentielle f (s)
ommune à tous les modes telle que Tmnq (s) = Pmnq f (s) . Les valeurs propres de l'opéra-teur de l'équation (4.8) sont données par la loi de dispersion
smnq = −kπ

2

ρc

((m

l

)2
+

(n

L

)2
+

(q

e

)2
) (4.10)En é
rivant la 
ontrainte de 
ompression σ̃kk sous la forme d'une série de Fourier,

σ̃kk =
∑

m,n,q

Amnq cos (mπx/l) cos (nπy/L) cos (qπz/e) (4.11)on déduit les 
oe�
ients de la série (4.9) dé�nissant le 
hamp de température
Tmnq (s) =

αTA s Amnq

ρ c (smnq − s)
(4.12)Ce résultat permet de déduire la 
ontrainte thermique qui s'exer
e sur le système, dontl'expression s'é
rit dans le domaine de Lapla
e sous la forme :

σth
ij (s) = −(3λ+ 2µ) α (T̃ (s) − TA) δij (4.13)



98 Chapitre 4. Amortissement par 
ouplageLa température de référen
e ou température ambiante TA est une 
omposante modale sta-tique asso
iée au mode (m = 0, n = 0, q = 0). On peut asso
ier à σth
ij (s) une matri
e de
ontraintes thermiques ainsi qu'une énergie modale thermique Eth en projetant 
ette ma-tri
e dans la base des modes du système dé
ouplé. Si la base est orthonormalisée l'énergie
al
ulée 
orrespond à un terme de perturbation de la valeur propre du système dé
ouplé.4.2.4 Résultats numériquesL'étude numérique a porté sur la plaque en aluminium suspendue de l'expérien
e présentéeau � 1.4.2. La �nalité es
omptée est d'obtenir des éléments de validation de la méthode,de mettre en relief la pré
ision du modèle de Zener dans di�érentes 
on�gurations, et de
omprendre davantage le mé
anisme de dissipation thermoélastique par le biais de la re-présentation modale. Les 
ara
téristiques de la simulation sont présentées dans le tableauré
apitulatif 4.1.Dimensions 35cm× 40cm× 2mmMaillage x × y × z 30 × 30 × 3Module de Young 70 MPaCoe�
ient de Poisson 0, 3Densité de l'aluminium 2700 kg.m−3Nombre de modes thermiques x × y × z 10 × 10 × 6Coef. linéaire d'expansion thermique α 23, 0 10−6 K−1Température ambiante TA 295, 15 KChaleur massique à pression 
onstante Cp 900, 0 J/(K.kg)Condu
tivité thermique k 237, 0 W/(m.K)Tab. 4.1 � Cara
téristiques des simulations thermoélastiques.Le 
al
ul des 
oe�
ients de la série de Fourier est e�e
tué par proje
tion des 
ontraintes de
ompression volumique 
al
ulées sans 
ouplage dans la base modale thermique. Une étudenon présentée i
i montre que la 
ontrainte de 
ompression après proje
tion est enta
héed'une erreur pro
he de 3-4% dans le 
as libre. La tron
ature modale (dix modes thermiquessuivant x et y, six modes suivant z) et le nombre de points d'intégration 
hoisis nous ont don
semblé su�sants. La tron
ature e nous a don
 semblé su�sante. Le 
al
ul d'intégration, ef-fe
tué élément par élément, est d'autant plus lourd que le nombre de modes thermiques estélevé. La méthode numérique qui en résulte n'est pas rapide, mais fa
ilite l'interprétation etla 
omparaison ave
 le modèle de référen
e de Zener. Nous pré
onisons 
lairement l'utilisa-tion d'une formulation élément �ni ave
 des degrés de liberté thermiques pour obtenir desperforman
es numériques plus intéressantes (Lepage et Golinval [78℄).4.2.4.1 Comparaison ave
 l'expérien
eLa première étude numérique 
on
erne la 
omparaison de l'amortissement9 thermoélastiquemodélisé à l'amortissement total mesuré, dans le 
as où la plaque est en 
ondition libre. La9L'amortissement représenté s'exprime en Hz et est dé�ni par la relation (1.12).



4.2. Amortissement thermoélastique 99�gure 4.1 représente 
es deux quantités ainsi que leur di�éren
e. Notre première remarque
on
erne le 
ara
tère modal marqué des deux amortissements, qui témoigne 
lairement deleur nature inhomogène. On remarque par ailleurs que la di�éren
e obtenue entre amor-tissement mesuré et amortissement modélisé est représentée en bonne approximation parune droite qui peut être représentative d'un amortissement résiduel vis
oélastique. Il s'agità notre sens d'un élément indéniable de validation. Le fa
teur de perte10 vis
oélastique del'aluminium est en e�et souvent 
onsidéré 
omme 
onstant dans la littérature sur l'amor-tissement. Nous proposons une analyse plus détaillée de l'amortissement vis
oélastique del'aluminium ainsi qu'une identi�
ation au � 5.3.2.3.PSfrag repla
ements
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Fig. 4.1 � Comparaison de l'amortissement thermoélastique modélisé et de l'amortissementexpérimental. Plaque libre de dimensions 35 
m × 40 
m × 0,2 
m.La �gure 4.2 montre la 
omposition modale du 
hamp thermique asso
ié aux quatre pre-miers modes vibratoires. On note que le mode thermique dominant varie suivant le modedynamique 
onsidéré ; les résultats indiquent que le 
hamp thermique est très variable dansle plan de la plaque. On note également la prédominan
e de la 
omposante modale no 2dans la dire
tion transverse (z) en adéquation ave
 l'analyse de Zener du 
hamp thermique.4.2.4.2 In�uen
e des 
onditions aux limites mé
aniquesNous nous intéressons dans 
e paragraphe à l'in�uen
e des 
onditions aux limites mé
a-niques sur le 
omportement dissipatif de la stru
ture. Ses autres 
ara
téristiques demeurentin
hangées. Les résultats sont 
onfrontés à 
eux obtenus ave
 le modèle d'amortissementde Zener présenté au � 4.2.2.1. Ce dernier, homogène, s'applique simplement sans prise en
ompte des 
onditions aux limites et indépendamment du 
hamp de déformation. Le seulparamètre stru
turel à ajuster est l'épaisseur. La �gure 4.3 représente l'amortissement en10Cal
ulé en divisant l'amortissement en Hz par la pulsation réelle, fois deux.
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ontribuant le plus à l'amortissement thermoélastique. Repré-sentation en % de l'amortissement total 
al
ulé ave
 tous les modes thermiques. Plaque librede dimensions 35 
m × 40 
m × 0,2 
m.Hz et la �gure 4.4 le fa
teur de perte déduit en divisant l'amortissement par la pulsationréelle ; une trentaine de modes ont été 
al
ulés pour 
ha
une des 
on�gurations. Nous re-marquons une très grande similarité de nos résultats ave
 
eux du modèle de Zener dansle 
as des 
onditions aux limites d'en
astrement et d'appui. Les résultats sont en revan
hetrès di�érents dans le 
as des 
onditions aux limites de type libre ave
 une erreur parfoissupérieure à 100%, le modèle de Zener majorant nos résultats.Pour analyser la disparité des résultats nous avons représenté le rapport de l'énergie dedéformation de 
ompression sur l'énergie de déformation totale (�gure 4.5). Cette démar
heest 
lassiquement utilisée dans la méthode d'énergie de déformation modale MSE11. Il fautalors pondérer le résultat par un 
oe�
ient d'amortissement dépendant de la fréquen
emais indépendant de la déformation pour obtenir la valeur de l'amortissement modal. Lediagramme à barres 4.5 montre un lien 
lair entre 
e ratio et l'amortissement modélisé.Dans le 
as des 
onditions aux limites d'appui ou d'en
astrement 
e ratio a une valeur �xeindépendante du mode et des 
onditions aux limites. L'emploi d'un modèle d'amortissementhomogène 
omme le modèle de Zener est alors pleinement justi�é.Nous avons poursuivi l'étude de l'in�uen
e des 
onditions aux limites en étudiant le dé
alagefréquentiel entre le 
as dynamique 
ouplé et le 
as dynamique sans 
ouplage thermoélas-tique. La �gure 4.6 montre que 
e dé
alage est une fon
tion linéaire de la fréquen
e dans le
as des 
onditions aux limites d'appui et d'en
astrement, et qu'il est appro
hé grossièrementpar une droite dans le 
as libre où le 
ouplage est à la fois moins fort et dépendant du mode.11Méthode présentée au � 2.4.2.2.
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4.2. Amortissement thermoélastique 103Nous avons également étudié la 
omposition modale du 
hamp thermique asso
ié au premiermode dynamique et à 
ha
une des 
onditions aux limites 
lassiques. Les résultats obtenussont représentés dans le diagramme 4.7. On remarque que la 
omposition modale est trèsdi�érente suivant les 
onditions aux limites, en parti
ulier dans les 
as sur appui et en
astréalors que la déformée modale vibratoire des deux 
on�gurations est assez pro
he.
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Fig. 4.7 � Modes thermiques 
ontribuant le plus à l'amortissement thermoélastique du pre-mier mode de vibration. Représentation en % de l'amortissement total 
al
ulé ave
 tous lesmodes thermiques. Plaque appuyée, en
astrée, libre de dimensions 35 
m × 40 
m × 0,2
m.4.2.4.3 In�uen
e de l'épaisseurLa troisième partie de l'étude numérique a 
on
erné l'in�uen
e de l'épaisseur de la plaquepla
ée en 
onditions libres. Quatre épaisseurs di�érentes ont été étudiées : 1 mm, 2 mm,3 mm et 4 mm. Les résultats du 
al
ul 
on
ernent le dé
alage fréquentiel (�gure 4.8) etl'amortissement en Hz (�gure 4.9) des trente premiers modes.Les résultats 
on
ernant le dé
alage fréquentiel montrent qu'il peut être modélisé en premièreapproximation par une droite indépendante de l'épaisseur. Il existe néanmoins une 
ertainedispersion autour de 
ette droite. Par ailleurs on remarque dans la �gure 4.9 que l'amor-tissement thermoélastique est très dépendant de l'épaisseur de la plaque et qu'il augmente
onsidérablement lorsque l'épaisseur diminue. La représentation adoptée de l'amortissement(en Hz) permet d'observer un seuil fréquentiel à partir duquel l'amortissement se stabiliseautour d'une valeur 
onstante, sauf semble-t-il dans le 
as d'une plaque d'épaisseur de 1 mmpour lequel 
e 
omportement est moins �agrant. Ce
i peut être interprété par le modèle deZener, dans lequel la fréquen
e 
ara
téristique dépend de l'épaisseur h en ∼ 1/h2 : elle estde l'ordre de 140 Hz pour la 
on�guration de 1 mm et de 17 Hz pour la plaque de 4 mm.Il est à noter que l'é
helle de représentation de la �gure ne permet pas de bien appré
ier la
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m, Epaisseur0,1 - 0,2 - 0,3 - 0,4 
m.stabilisation de l'amortissement du 
as d'épaisseur de 1 mm aux alentours de 140 Hz.Il est tentant, pour un mode donné, de 
al
uler le ratio de l'amortissement d'une 
on�-guration par 
elui d'une autre 
on�guration de façon à quanti�er le r�le de l'épaisseur. Nousavons représenté 
e ratio " modal " dans la �gure 4.10. L'amortissement de la plaque de1 mm a été pris 
omme référen
e, et la valeur des ratios a été représentée à la fréquen
edes fréquen
es modales de 
ette même 
on�guration. On remarque que la valeur des ratiosse stabilise au dessus d'une 
ertaine fréquen
e. On trouve dans la littérature une approxi-mation dé�nissant la dépendan
e de l'amortissement thermoélastique en ∼ 1 / h2, h étantl'épaisseur de la stru
ture. Un rapport d'épaisseur de 3 
onduit alors à un ratio d'amor-tissement modal de 0, 11 et un rapport de 2 un ratio d'amortissement modal de 0, 25 : 
esvaleurs sont pro
hes des valeurs respe
tives de 0, 13 et 0, 29 que la simulation 
al
ule dansles hautes fréquen
es.4.3 Amortissement par 
ouplage �uide/stru
tureL'étude du 
ouplage �uide/struture relève d'une double �nalité. Il s'agit d'une part de mo-déliser �nement le 
omportement vibratoire amorti et d'autre part de modéliser la puissan
ea
oustique rayonnée pour l'utiliser 
omme indi
ateur de bruit. Deux amortissements, liésau 
ouplage �uide/stru
ture, peuvent être prépondérants : l'amortissement par frottementvisqueux et l'amortissement par rayonnement a
oustique. L'amortissement par frottementvisqueux est évalué numériquement à partir des routines de modélisation dynamique pré-sentées au 
hapitre 2 et d'un 
al
ul d'é
oulement visqueux analytique. Le 
ouplage vibroa-
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ouplage
oustique est traité ave
 une méthode de perturbation permettant d'évaluer l'e�et du �uidesur la stru
ture. L'amortissement 
al
ulé, que nous nommerons amortissement a
oustiqueou amortissement par rayonnement a
oustique, quanti�e d'une 
ertaine façon l'intensité desé
hanges énergétiques entre les milieux solide et �uide indépendamment de toute solli
ita-tion.4.3.1 La nature du 
ouplage �uide/stru
ture4.3.1.1 Présentation du problèmeLe 
ouplage �uide /stru
ture d'une plaque baignant dans un milieu aérien fait intervenir lesmé
anismes 
lassiques 
ouplés de transfert d'énergie. Il est toutefois possible de faire unedistin
tion raisonnable entre trois sour
es de dissipation prépondérantes :
• la dissipation thermoélastique,
• la dissipation par vis
osité aérienne,
• la dissipation par rayonnement a
oustique.Les phénomènes mis en jeu appartiennent au 
adre de la vis
othermoélasti
ité et ne sontpas aisément modélisables. Toutefois, étant donnée la nature des 
as idéalisés étudiés et
elle des lois 
onstitutives mises en jeu, le problème nous semble physiquement bien posé.La relation pression/vitesse dans l'air utilise en e�et des 
onstantes physiques disponibles,
ontrairement à 
elles mises en jeu dans les matériaux polymères ou métalliques qui doiventfaire l'objet d'une re
her
he expérimentale poussée. Les 
onditions aux limites d'adhésionpour un �uide visqueux ou de 
ontinuité des e�orts à l'interfa
e sont également simples etformulées de façon univoque. En�n, le domaine d'étude a
oustique idéalisé est délimité defaçon expli
ite par le biais de 
onditions de non-retour des ondes.4.3.1.2 Dissipation thermoélastiqueDeux 
onditions doivent être réunies pour que les e�ets de la thermoélasti
ité soient no-tables : la présen
e de gradients de température importants et d'une forte 
ondu
tibilité.Ces 
onditions sont réunies au sein de l'aluminium. A l'interfa
e aluminium/air où la tem-pérature d'une plaque en �exion est maximum, les é
hanges thermiques sont en fait peunombreux. Le fort gradient thermique n'est pas en mesure de 
ompenser la 
ondu
tibi-lité très faible entre les milieux solide et �uide. On peut s'en 
onvain
re en observant les
onstantes de temps très grandes mises en jeu dans le refroidissement d'un objet métallique
hau�é. La 
ondition de �ux thermique nul est d'ailleurs 
omparable à la 
ondition idéaliséede paroi réverbérante en a
oustique ; la pression est maximum sur la paroi alors qu'au-
une énergie n'est transmise. Les phénomènes de thermoélasti
ité à l'interfa
e ont don
 éténégligés.4.3.1.3 Dissipation par vis
osité et par rayonnementLes travaux de Valette et Cuesta [120℄ sur l'amortissement des 
ordes montre que la dis-sipation par vis
osité de l'air ne saurait être négligée dans un modèle vibroa
oustique re-lativement �n. Les auteurs montrent en e�et que le 
isaillement de l'air est le mé
anisme



4.3. Amortissement par 
ouplage �uide/stru
ture 107d'amortissement prépondérant des 
ordes dans les basses fréquen
es. De la même façon queValette et Cuesta l'ont fait, nous avons traité le 
as de la vis
osité séparément du 
as a
ous-tique. La démar
he semble peu rigoureuse tant il semble que les phénomènes de 
ompressionde l'air et de vis
osité sont intimement liés. Nous avons obtenu une justi�
ation satisfaisantede 
ette appro
he a posteriori, après avoir quanti�é un e�et visqueux négligeable et don
fort probablement négligeable aussi dans le 
as réel, 
ouplé.Suivant le 
as étudié nous traitons de façon di�érente l'équation d'Euler :
• Dans le 
as a
oustique l'air est supposé être un �uide parfait adiabatique 
ompressible. On
onsidère des mouvements de petite �u
tuation autour d'une position de repos, permet-tant de linéariser l'équation d'Euler et de dé�nir une relation thermodynamique simpleentre pression et vitesse. Ces hypothèses 
onduisent à l'équation des ondes sans dissipation
• Dans le 
as visqueux, l'hypothèse d'in
ompressibilité et la 
on�guration géométrique bi-dimensionnelle utilisée pour représenter le problème permettent de 
onserver le termenon-linéaire de l'équation d'Euler et de 
al
uler la dissipation visqueuse générée par 
eté
oulement4.3.2 Amortissement par vis
osité4.3.2.1 Introdu
tionLa vis
osité aérienne dissipe de l'énergie dans les mouvements de 
isaillement (vis
ositédynamique) et dans les mouvements de 
ompression (deuxième vis
osité). Cette deuxième
ontribution est négligée. La première se manifeste dans les zones où les mouvements de
isaillement sont les plus importants : 
'est le 
as du pourtour d'une plaque en 
onditionlibre-libre. La vis
osité dynamique a pour 
onséquen
e la génération d'une onde de 
isaille-ment très vite amortie dans l'air, qui témoigne d'une transmission d'énergie vibratoire.Les phénomènes de vis
othermo
ondu
tion peuvent devenir prépondérants lorsque le solide
hasse l'air, 
e qui dépend de la forme de la stru
ture, ou lorsqu'un é
oulement important seproduit parallèlement à la surfa
e solide. Ils apparaissent notamment dans les 
avités de pe-tite taille (stru
ture d'un pneu, double vitrage, 
onduite de rayon faible, instruments à vent).Le travail de Valette et Cuesta [120℄, déjà évoqué, reprend le raisonnement de Stokes. Il
onsiste à prendre en 
ompte les e�ets dissipatifs de l'air en faisant l'hypothèse d'un é
ou-lement laminaire à faible nombre de Reynolds autour d'un 
ylindre. L'utilisation du modèleest justi�ée par les résultats expérimentaux des auteurs. Nous employons quant à nous unformalisme repris de Landau et Lifs
hitz [73℄, qui permet d'évaluer le frottement visqueuxrésultant de l'os
illation d'une surfa
e dans son plan, ainsi qu'une approximation permettantde tenir 
ompte du bord (os
illation d'un demi-plan). Contrairement à la solution de Blasius(Cousteix [24℄) qui 
on
erne le 
al
ul de 
ou
he limite laminaire in
ompressible (é
oulementparallèle à un demi-plan), les termes non-linéaires sont négligés devant les termes d'inertie.La solution de Blasius 
onduit à une 
ou
he limite d'épaisseur variable, nulle d'abord puisqui grossit le long du demi-plan jusqu'à stabilisation, alors que le modèle que nous étudions
onduit à une 
ou
he limite d'épaisseur 
onstante, 
ara
téristique d'un é
oulement établi,valable a priori pour une plaque su�samment longue. Le modèle tient 
ompte des for
esd'inertie (négligées dans la solution de Blasius) et donne un amortissement linéaire, alors
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ouplagequ'il serait non linéaire en in
luant des termes d'inertie dans les équations de 
ou
he limitede Prandtl.4.3.2.2 Modélisation de l'é
oulement le long d'un plan in�niLa méthode s'appuie sur la géométrie bidimensionnelle représentée dans la �gure 4.11. Lebord est assimilé à une ligne in�nie Γ (plaque in�niment épaisse) e�e
tuant des mouvementsdans son plan suivant z dé
rits par l'amplitude u(t), notée ũ(s) après passage dans le planfréquentiel ave
 la transformée de Lapla
e. Les 
omposantes vi(x, y, z, t) (i ∈ {1, 2, 3}) duPSfrag repla
ements u (t)Γx yzFig. 4.11 � Modélisation 2D de l'é
oulement au bord d'une plaque en 
onditions libre libreen mouvement de �exion.ve
teur vitesse d'une parti
ule sont re
her
hées. Après utilisation de la transformée de La-pla
e, les équations d'un �uide visqueux in
ompressible s'é
rivent






ṽi,i = 0 (Equation de 
ontinuité)
ρf (sṽi − vi(0) + ṽj ṽi,j) = −1

ρ p̃,i + ν ∆ṽi (Equation d'Euler) (4.14)L'in
ompressibilité est traduite par l'équation de 
ontinuité. La symétrie du problème ave
l'hypothèse d'é
oulement établi (le système est invariable par translation du repère le longde la paroi) induisent une dépendan
e des di�érentes quantités en la variable x uniquement,
ṽ(x, y, z, s) = ṽ(x, s) notamment. Par ailleurs, les mouvements dans le �uide sont entière-ment liés au 
ouplage ave
 la stru
ture, par 
onséquent vi(0) = 0. Les 
onditions aux limitesd'adhésion s'énon
ent ainsi :

{
ṽ1(0, s) = ṽ2(0, s) = 0
ṽ3(0, s) = ũ(s)

(4.15)On déduit de la symétrie du problème et de l'in
ompressibilité que ṽ1,1 = 0. En vertu des
onditions aux limites, ṽ1 = 0. De 
e fait, le terme non linéaire s'annule ṽj ṽi,j = ṽ1 ṽi,1 = 0.Séparons les 
omposantes ve
torielles de l'équation d'Euler. Il vient
{

p̃,1 (x, s) = 0
s ṽ3 (x, s) = ν ṽ3,11 (x, s)

(4.16)On déduit de la première ligne que la pression est 
onstante. La deuxième équation est uneéquation du même type que l'équation de la 
haleur. La séparation de la solution en fa
teursspatial et fréquentiel 
onduit à une représentation fréquentielle homogène en ũ(s) (fa
teurhomogène déterminé par la 
ondition aux limites d'adhésion). Le fa
teur spatial est pris en
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eikx et 
onduit à l'équation homogène :

(
k2ν + s

)
ṽ3 (x, s) = 0 (4.17)Ave
 s = iω, la solution homogène �nale s'é
rit







k = i
√

s
ν =

√
ω
2ν (1 + i)

ṽ3 (x, s) = e−
√

s
ν

x ũ(s) = e−
√

ω
2ν

(1+i) x ũ(s)

(4.18)Elle se traduit par l'existen
e d'une onde transversale qui est très vite amortie dans le �uide.La profondeur de pénétration de l'onde est dé�nie par δ =
√

2ν
ω . Une valeur de δ =

√
ν
2ωest utilisée pour les é
oulements le long d'un 
ylindre (Valette et Cuesta [120℄). Dans l'ou-vrage de Cousteix [24℄, la solution de Blasius modélisant un é
oulement sur un demi-plan(plut�t qu'un plan in�ni), sans inertie, de vitesse ue, prenant en 
ompte la non-linéaritédes équations, donne une estimation de la 
ou
he limite dont l'épaisseur est variable sui-vant z : δ = 5 z√

Rx
= 5

√
νz
ue
. Les di�érents résultats sont homogènes en 
e qui 
on
erne ladépendan
e à la vitesse d'é
oulement et à la fréquen
e, mais di�èrent dans le 
oe�
ientde proportionnalité et la dépendan
e à z. Une illustration de l'épaisseur de 
ou
he limitedans le 
as de la solution de Blasius et dans le 
as du modèle de Landau et Lifs
hitz quenous reprenons est présentée dans la �gure 4.12. Une 
ontrainte tangentielle de 
isaillementPSfrag repla
ements uu ee (t)(t) xx yy zz

Fig. 4.12 � Cou
he limite obtenue ave
 la solution de Blasius (demi-plan, é
oulement sta-tionnaire non périodique) et ave
 le modèle de Landau et Lifs
hitz (plan in�ni, é
oulementpériodique).
σ̃f

31 (x, s) apparaît dans le �uide :
σ̃f

31 (x, s) = η ṽ3,1 (x, s) = −
√

s
ν e−

√
s
ν

x ũ(s) (4.19)Il en résulte une 
ontrainte de 
isaillement transverse σ31(z, s) sur toute la ligne interfa
iale
Γ dans le solide, la normale à la paroi étant orientée suivant x et la for
e suivant z :

σ̃31(z, s) = σ̃31 (s) = −
√

s
ν

ũ(s) sur Γ (4.20)Dans le 
as de l'os
illation d'un demi-plan, il existe une for
e de frottement supplémentaireliée au bord, équivalente à un a

roissement d'aire balayée par le demi-plan de δ/2 (Landauet Lifs
hitz [73℄). En guise de 
orre
tion également, Valette et Cuesta, reprenant le modèlede Stokes dans [120℄, ajoutent à la solution trouvée un terme supplémentaire basé sur le
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ouplagefait que la 
ou
he limite δ est de taille 
omparable au rayon du 
ylindre étudié (il s'agiraitdans notre 
as de l'épaisseur du bord). Cette modi�
ation est lourde de 
onséquen
es 
arelle introduit une résistan
e non nulle en basse fréquen
e, qui semble être la 
ause prin
ipaled'amortissement pour les 
ordes de guitare dans 
e registre. L'approximation de Landau etLifs
hitz que nous utilisons, du reste, ne 
onduit pas à un tel résultat.4.3.2.3 Résolution numériqueDeux méthodes de résolution ont été testées. La première a 
onsisté à intégrer la 
ontraintevisqueuse, formulée en termes de dépla
ement dans l'équation (4.20), dans la formulationéléments �nis. La deuxième a 
onsisté à 
onsidérer l'énergie de la for
e visqueuse 
omme unterme de perturbation : une première étape permet d'établir fréquen
es et modes propresdans le vide. L'énergie visqueuse est alors 
al
ulée à partir de 
es résultats, puis in
luse
omme un terme supplémentaire dans le problème aux valeurs propres é
rit sous formeénergétique.Les résultats numériques de modélisation de l'amortissement visqueux sur les bords d'uneplaque libre 
orrespondant à la plaque utilisée dans le 
hapitre 1 au � 1.4.2 sont présen-tés dans la �gure 4.13. Les deux méthodes de résolution donnent des résultats numériquesidentiques, la vis
osité exerçant une in�uen
e très mesurée sur la vibration de la plaque. Onnote en outre que le nombre d'itérations né
essaire à la 
onvergen
e vers les fréquen
es derésonan
e du système vibratoire ave
 frottement visqueux est très faible : une seule itéra-tion su�t pour 
ha
un des modes. La variation fréquentielle des modes, qui sert de 
ritèred'arrêt pour la méthode itérative, n'a d'ailleurs pas été représentée, 
ar elle est tout à faitnégligeable. De même, l'amortissement visqueux est de plusieurs ordres inférieur à l'amor-tissement total mesuré (de l'ordre de 10−7, 
omparé à l'unité) : on peut don
 
onsidérer quepour la stru
ture étudiée, le frottement aérien visqueux est tout à fait négligeable.
PSfrag repla
ements

Fréquen
es (Hz)
Amortissemen
t(Hz)

× 10-7

0234
567
8910
11

100 200 300 400 500 600 700 800Fig. 4.13 � Amortissement visqueux 
al
ulé sur les bords d'une plaque libre de dimensions35 
m × 40 
m × 0,2 
m.
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ture 1114.3.3 Amortissement par rayonnement a
oustique4.3.3.1 Introdu
tionInduit par les mouvements stru
turels normaux à la surfa
e solide, le 
ouplage vibroa
ous-tique est responsable d'un é
hange d'énergie bilatéral entre les milieux solide et �uide. Il estdéduit des 
onditions aux limites de 
ontinuité de vitesse normale, ainsi que des équationsde l'a
oustique, lesquelles sont basées sur la 
ompressibilité de l'air et l'hypothèse de petites�u
tuations pour la linéarisation.Pour traiter 
e 
ouplage, une méthode de perturbation basée sur l'approximation de �uide lé-ger est employée. Permettant d'estimer la puissan
e sonore rayonnée, elle permet égalementde 
onnaître l'in�uen
e de l'air sur la vibration stru
turelle (modi�
ation de la pulsationpar masse ajoutée, modi�
ation des déformées modales - ve
teurs propres 
omplexes -). Lanormale de la plaque est orientée suivant la dire
tion z. La surfa
e supérieure est notée S+,la fa
e inférieure S−.4.3.3.2 Les équations a
oustiquesLes équations a
oustiques temporelles 
omprennent l'équation de la propagation des ondes,des équations de 
ouplage, des 
onditions aux limites et des 
onditions initiales. La trans-formée de Lapla
e de l'équation des ondes s'é
rit
∆p̃ (s) − s2

c2
p̃ (s) = f̃ (s) − sp0 − ṗ0 (Ωa) (4.21)où p0 et ṗ0 sont les 
onditions initiales et f̃ (s) un terme d'ex
itation. La 
ondition auxlimites de 
ouplage entre la plaque et le �uide, exprimant l'égalité du gradient de pressionà l'a

élération normale de la plaque, s'é
rit :

p̃,3 (s) = −ρfs
2ũ (s) + su0 + u̇0 (Σz+ ∪ Σz−) (4.22)

4.3.3.3 La représentation intégrale de la pressionLa démar
he permettant d'obtenir une représentation intégrale de la pression, bien adaptéeaux espa
es in�nis ou semi-in�nis, est 
onstituée de deux étapes. La première 
onsiste àé
rire une formule de ré
ipro
ité pour un opérateur donné, en temporel ou en fréquentiel.La deuxième 
onsiste à parti
ulariser la solution du problème adjoint, telle qu'elle véri�e
ertaines 
onditions aux limites et l'équation ave
 ex
itation pon
tuelle.L'opérateur A = ∆ − s2

c2 est l'opérateur auto-adjoint de l'équation de Helmholtz. La formulede ré
ipro
ité de Green est obtenue après multipli
ation de l'équation par un 
hamp adjointet intégration par parties sur l'ensemble du domaine :
∫

Ω p̃ (M,s) ∆G̃(M,M0, s) − G̃(M,M0, s) ∆p̃ (M,s) dΩ

=
∫

Σ G̃(M,M0, s) ∂np̃ (M,s) − ∂nG̃(M,M0, s) p̃ (M,s) dS

(4.23)
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ouplageLe signe du membre de droite dépend du sens de la normale au domaine. La normale esti
i orientée vers l'intérieur du domaine. La formule de représentation intégrale de Greenest obtenue en parti
ularisant le 
hamp adjoint, tel qu'il véri�e la solution élémentaire duproblème ave
 sour
e unitaire pon
tuelle en M
(

∆Q − s2

c2

)

G (Q,M) = δM (Q) (4.24)
G (Q,M) est le noyau de Green, et est dé�ni de façon unique dès lors que les 
onditions auxlimites ont été �xées, et vaut

G (Q,M, s) = − eik(s)|QM|

4π|QM | (4.25)où k(s) = −i s / c. Inséré dans la formule de ré
ipro
ité, le noyau de Green 
onduit à lareprésentation de Green de la pression : l'opérateur de l'équation de Helmholtz a été inversé.
p̃ (M,s) =

∫

Ω G (Q,M, s)
(

f̃ (Q, s) − sp0(Q) − ṗ0(Q)
)

dΣ(Q)

+
∫

Σ ∂n(Q)p̃(Q, s) G(Q,M, s) − p̃(Q, s) ∂n(Q)G(Q,M, s) dΣ(Q)

(4.26)La solution est 
omposée de deux 
hamps. Le premier 
orrespond au 
hamp en milieu in�ni
réé par la sour
e f̃ (Q, s) et les 
onditions initiales non homogènes −sp0(Q) − ṗ0(Q) enl'absen
e d'obsta
le. Le deuxième 
orrespond au 
hamp 
réé par la ré�exion, la di�ra
tionet le rayonnement de 
et obsta
le ; il est 
onstitué d'une distribution de sour
es de pression(sour
es monopolaires) et d'une distribution de sour
es de vitesse (sour
es dipolaires).4.3.3.4 Cas d'une plaque plane non ba�éeL'étude a
oustique 
on
erne les stru
tures relativement min
es (poutre, plaque), ba�ées ounon ba�ées, e�e
tuant des mouvements vibratoires variés (�exion, extension-
ompression,torsion). L'originalité du 
al
ul réside dans la prise en 
ompte du pin
ement de la stru
ture,et dans le fait que les bords de la stru
ture relativement min
e ne sont pas né
essairementparallèles. La géométrie de la 
on�guration est présentée dans la �gure 4.14. Il est à noterque des 
al
uls similaires, 
on
ernant des stru
tures min
es non ba�ées, sont présentés dansles arti
les de Laulagnet [76℄, C�té, Atalla et Guyader [27℄, et Atalla, Ni
olas et Gauthier[5℄.Le bord du domaine est 
onstitué d'une frontière Sinf englobant la stru
ture. La représen-tation de Green de la pression permet de la pla
er à une distan
e arbitrairement grande,de sorte que les 
onditions de Sommerfeld relatives au fait que les ondes se propagent àl'in�ni sans être ré�é
hies peuvent être appliquées. Ces 
onditions sont automatiquementsatisfaites par les solutions élémentaires G et ∂nG en milieu in�ni. Nous formulons en outrel'hypothèse que les bords latéraux de la stru
ture n'ont pas d'in�uen
e sur le rayonnement.Par 
onséquent, seules les fa
es supérieure S+ et inférieure S− vont 
ontribuer au 
hampa
oustique. Dans le 
adre de la re
her
he de solutions propres, la représentation intégralede la pression en un point M0 du volume aérien s'é
rit :



4.3. Amortissement par 
ouplage �uide/stru
ture 113PSfrag repla
ements
M-M+MM0 z n+

n-
ninf SS-S+ Sinf

Fig. 4.14 � Con�guration a
oustique.
p̃ (M0, s) =

∫

S+
∂n(M+)p̃+(M+, s) G(M0,M+, s) dS(M+)

−
∫

S+
p̃+(M+, s) ∂n(M+)G(M0,M+, s) dS(M+)

+
∫

S−
∂n(M−)p̃−(M−, s) G(M0,M−, s) dS(M−)

−
∫

S−
p̃−(M−, s) ∂n(M−)G(M0,M−, s) dS(M−)

(4.27)Une distin
tion est faite entre les points M , M+, M− situés à la même position (x, y) maisà des hauteurs di�érentes : sur le plan neutre (zM = 0), sur la surfa
e S+ (zM+ = +h/2) etsur la surfa
e S− (zM− = −h/2) respe
tivement. La stru
ture étant plane, les normales en
M+ etM− intérieures au volume �uide sont opposées, n(M+) = − n(M−) = z. L'hypothèsede stru
ture relativement min
e 
onsiste à 
onsidérer que les solutions élémentaires G et
∂nG sont telles que

G(M0,M+, s) ≈ G(M0,M−, s) ≈ G(M0,M, s)
∂z(M+)G(M0,M+, s) ≈ ∂z(M−)G(M0,M−, s) ≈ ∂z(M)G(M0,M, s)

(4.28)L'intégration surfa
ique est e�e
tuée sur la surfa
e médiane S, sur laquelle les points M+et M− sont repérés par le point M . La pression en M0 vaut
p̃ (M0, s) =

∫

S (∂z p̃−(M,s) − ∂z p̃+(M,s)) G(M0,M, s) dS(M)
+

∫

S (p̃−(M,s) − p̃+(M,s)) ∂z(M)G(M0,M, s) dS(M)
(4.29)En dé�nissant le potentiel de double 
ou
he µ̃(M,s) = p̃+(M,s) − p̃−(M,s), il vient

p̃ (M0, s) =
∫

S (∂z p̃−(M,s) − ∂z p̃+(M,s)) G(M0,M, s) dS(M)
−

∫

S µ̃(M,s) ∂z(M)G(M0,M, s) dS(M)
(4.30)Cette représentation est appelée représentation indire
te de la pression (Filippi et al [37℄,Bonnet [12℄) par potentiels de simple 
ou
he (premier terme) et double 
ou
he (deuxièmeterme). Le potentiel de simple 
ou
he est 
ara
téristique d'un rayonnement de type mono-polaire qui est souvent négligé dans le 
as des plaques planes non ba�ées (Laulagnet [76℄,C�té et Atalla [5℄). Cette approximation est valable pour les mouvements de �exion sans
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ement, les fa
es S+ et S− restant parallèles. Le potentiel de double 
ou
he µ̃(M,s), 
a-ra
téristique d'un rayonnement de type dipolaire, est égal au saut de pression pariétale enM .La représentation intégrale indire
te (4.30) fait apparaître une in
onnue µ̃(M,s) déterminéeen exploitant la 
ondition aux limites de 
ouplage sur les fa
es de la plaque. Pour 
e faire,la dérivée normale de la pression sur S est 
al
ulée au sens des distributions, en plaçant M0sur une fa
e extérieure de la plaque (fa
e supérieure par exemple).
∂z(M0)p̃ (M0, s) =

∫

S (∂z p̃−(M,s) − ∂z p̃+(M,s)) ∂z(M0)G(M0,M, s) dS(M)

− P.F. ∫S µ̃(M,s) ∂z(M0)∂z(M) G(M0,M, s) dS(M) (4.31)La deuxième intégrale est divergente, elle est à prendre au sens de la partie �nie de Ha-damard (P.F.). La première intégrale, faiblement singulière, est prise au sens des valeursprin
ipales de Cau
hy ([37℄). Son 
al
ul, pour le 
as spé
i�que d'une stru
ture plane �nie,est présenté dans l'annexe A, dans laquelle la singularité est levée au 
ours du passage àla limite M0 → S. En utilisant les 
onditions aux limites de 
ouplage vibroa
oustique,
{
∂z p̃+(M,s) = −ρf s

2 u+(M,s)
∂z p̃−(M,s) = −ρf s

2 u−(M,s)
(4.32)le 
al
ul donne

−ρfs
2u+ (M0, s) = ρfs

2 (u−(M0, s) − u+(M0, s)) / 2
− P.F. ∫S µ̃(M,s) ∂z(M0)∂z(M) G(M0,M, s) dS(M)

(4.33)
ρfs

2 u−(M0,s)+u+(M0,s)

2
= P.F. ∫

S
µ̃(M,s) ∂2

z G(M0,M, s) dS(M) (4.34)L'équation est une équation de Fredholm de première espè
e que nous résolvons par uneméthode de 
ollo
ation à un point présentée dans l'annexe B. Les éléments de frontièredéveloppés utilisent un domaine 
orrespondant à la fa
e extérieure des éléments �nis solides ;le même maillage est utilisé. On retrouve dans l'équation (4.34) les résultats établis (Laula-gnet [76℄) si les dépla
ements sur la fa
e supérieure et inférieure sont égaux. Le résultat estidentique en faisant tendre M0 vers la fa
e inférieure S− plut�t que vers la fa
e supérieure
S+ dans le 
al
ul présent. Dans le 
as parti
ulier de mouvements symétriques par rapportau plan neutre (
ompression-extension d'une poutre, modes de Lamb symétriques), pourlesquels u−(M,s) = − u+(M,s), la densité de double 
ou
he est nulle : le rayonnementest alors purement monopolaire. Dans le 
as où le pin
ement de la stru
ture n'est pas nul,une 
ontribution monopolaire s'ajoute au terme dipolaire à la valeur réduite. C'est le 
as destru
tures vibrant dans des modes qui ne sont pas des modes de �exion (modes de 
ompres-sion par exemple), et de stru
tures solli
itées en �exion dont l'épaisseur n'est pas très faiblepar rapport à la plus grande dimension ; 
e
i explique l'emploi en début de paragraphe dela dénomination de "stru
ture assez min
e".4.3.3.5 Cas d'une plaque plane ba�éeL'approximation de plaque ba�ée 
on
erne le rayonnement ou la ré�exion d'ondes sur uneplaque lorsque 
elle-
i est prolongée dans son plan par un ba�e in�ni. L'approximation, dont
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oule la formule de Rayleigh (Fahy [35℄), est valable en toute rigueur en espa
e semi-in�ni.Elle est basée sur une hypothèse de symétrie autour du plan de la plaque. La véri�
ationde la symétrie est réalisée en introduisant des sour
es images dans l'espa
e semi-in�ni non-étudié et impli
itement un dépla
ement vibratoire u− tel que u−(M,s) = − u+(M,s).Le rayonnement est alors purement monopolaire : il est inutile de résoudre l'équation deFredholm (4.34).4.3.3.6 Le problème vibratoire asso
iéNous reprenons le formalisme du 
hapitre de vibration amortie. Les équations du 
ouplageexpriment la 
ontinuité de la 
ontrainte normale. En utilisant la transformation de Lapla
e,il vient






σ̃33 (M,s) = p̃ (M,s) sur S+

σ̃33 (M,s) = −p̃ (M,s) sur S−

(4.35)Cette équation, in
luse dans la formulation faible (2.26), fait apparaître un opérateur P (w̃, p̃(s))
omparable à l'opérateur H(

w̃, h̃(s)
) asso
ié aux 
onditions aux limites de 
ontraintes. Ennotant w la 
omposante du dépla
ement dans la dire
tion normale z à la stru
ture, il vient

P (w̃, p̃(s)) =
∫

S+
w̃(M0) p̃ (M0, s) dS −

∫

S−
w̃(M0) p̃ (M0, s) dS (4.36)Notons que la quantité w̃(M0) 
ontient en
ore une large part d'indétermination que nous nepouvons pas lever pour l'instant. Plus tard, dans le 
adre du 
al
ul de puissan
e a
oustique,nous lui 
onfèrerons la forme de la vitesse 
onjuguée au point M0. D'après le 
al
ul del'annexe A permettant de simpli�er la représentation intégrale indire
te (4.30) lorsque M0appartient à la fa
e supérieure,

p̃ (M0, s) = −µ̃(M0, s) / 2

+ ρf s
2

∫

S G(M0,M, s) (w̃+(M,s) − w̃−(M,s)) dS(M)
(4.37)Le signe devant µ devient négatif si M0 est situé du 
�té des z négatifs. Par 
onséquent

P (w̃, p̃(s)) =
∫

S
− (w̃+(M0, s) + w̃−(M0, s)) µ̃(M0, s) / 2

+ ρf s
2

∫

S

∫

S
(w̃+(M0, s) − w̃−(M0, s))

×G(M0,M, s) (w̃+(M,s) − w̃−(M,s)) dS(M) dS(M0)(4.38)Les termes de rayonnement dipolaire et monopolaire parti
ipent au 
ouplage vibroa
ous-tique. Ce dernier, habituellement, est négligé pour les stru
tures �nes. Quelques expli
ationssur l'intégration du terme monopolaire sont données dans l'annexe C. La di�
ulté d'unetelle intégration réside dans le 
ara
tère singulier de la double intégrale de surfa
e et dansla né
essité d'avoir un élément de frontière déformable (non né
essairement re
tangulaire)pour tolérer une grande variété de 
on�gurations géométriques.
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ouplageDans le 
as de l'approximation ba�ée w̃+ = −w̃−. L'équation (4.38) s'é
rit alors
P (w̃, p̃(s)) = 4ρf s

2
∫

S

∫

S
w̃+(M0, s) G(M0,M, s) w̃+(M,s) dS(M) dS(M0)(4.39)On retrouve l'expression énergétique asso
iée à un saut de pression 
al
ulé à partir de l'in-tégrale de Rayleigh (Hamdi [80℄, 
hapitre 9). Dans le 
as général, le problème aux valeurspropres matri
iel prend la forme suivante :

w̃T (s)
[
s2M + sKV (s) +KE

]
ũ(s) − P h(w̃, ũ, s) = w̃T (F (s) + sI0 + V0) (4.40)où P h(w̃, ũ, s) est l'approximation dis
rète de P (w̃, p̃(s)). Le terme de pression P h(w̃, ũ, s)n'est pas un se
ond membre, mais un terme de 
ouplage : la pression a
oustique peut don
ex
iter la stru
ture, mais la stru
ture peut également transmettre une partie de l'énergievibratoire à l'air. Le 
ouplage altère les solutions propres de la plaque (fréquen
es de ré-sonan
e, amortissement, déformées modales). Il est à noter que le problème pourrait êtretraité sous forme matri
ielle, en in
luant la partie a
oustique asso
iée à P h(w̃, ũ, s) dans lapartie vibratoire (du moins les termes de 
hamp monopolaire dépendant expli
itement et di-re
tement du dépla
ement). Cela 
onduirait néanmoins à des matri
es quasiment remplies,dans la mesure où l'ensemble des points appartenant à la frontière sont liés et interagissentdans le pro
essus de rayonnement, 
onfèrant une 
onne
tivité dense aux matri
es ; pourdes stru
tures élan
ées, 
es points représentent en e�et la grande majorité des degrés deliberté. Alternativement, on peut privilégier une formulation énergétique et 
onserver sépa-rés les termes de vibration dans le vide et de 
ouplage a
oustique : 
ette forme va de pairave
 la résolution par méthode de perturbation présentée au � 4.3.3.8 ; on peut également
onstruire un terme de 
ouplage �uide stru
ture sous forme ve
torielle et l'utiliser 
ommese
ond membre : 
ette démar
he s'asso
ie naturellement à la méthode itérative que nousprésentons à présent.4.3.3.7 Réponse vibroa
oustique par méthode itérativeLa méthode itérative requiert la 
onstru
tion d'un ve
teur de 
hargement a
oustique Ph

vec(ũ, s)
al
ulé à partir de l'équation (4.37). Le problème de réponse fréquentielle s'é
rit
[
s2M + sKV (s) +KE

]
ũ(s) = F (s) + sI0 + V0 − Ph

vec(ũ, s) (4.41)En �xant la fréquen
e d'étude asso
iée à s, on peut envisager l'utilisation d'une méthodeitérative asso
iée à la méthode de résolution dire
te. La première étape 
onsiste à 
al
ulerle 
hamp de dépla
ement dans le vide en résolvant
ũ1(s) =

[
s2M + sKV (s) +KE

]−1 {F (s) + sI0 + V0} (4.42)L'étape j + 1 utilise les dépla
ements 
al
ulés à l'étape j pour 
ontruire le ve
teur de 
har-gement a
oustique Ph
vec(ũj , s).

ũj+1(s) =
[
s2M + sKV (s) +KE

]−1 {
F (s) + sI0 + V0 − Ph

vec(ũj , s)
} (4.43)
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ture 117A la 
onvergen
e, à fréquen
e �xée, le ve
teur 
ontient le dépla
ement vibratoire du sys-tème vibroa
oustique amorti. La méthode est e�
a
e si l'inversion matri
ielle et le ve
teurde 
hargement a
oustique sont rapides à 
al
uler, et si la 
onvergen
e est rapide. La mé-thode semble séduisante ; notre algorithme s'est révélé toutefois très insatisfaisant (résultatserronés, 
ara
téristiques de 
onvergen
e mauvaises).4.3.3.8 Méthode de perturbationLa méthode de perturbation présente l'avantage de 
onserver séparées les di�érentes 
om-posantes modales parti
ipant au rayonnement. Il s'agit de la méthode que nous retiendrons.Elle 
onsiste à introduire un paramètre ǫ de pondération du 
ouplage, dont la valeur varieentre ǫ = 0 pour le 
as dé
ouplé et ǫ = 1 pour le 
as 
ouplé. Il eût été possible de le dé�nir
omme le ratio de la densité du �uide par 
elle de la stru
ture (méthode basée sur l'approxi-mation de �uide léger) et d'obtenir des développements identiques à 
eux présentés i
i, maisen altérant les matri
es pré
édemment dé�nies. Le problème aux valeurs de résonan
e tiréde l'équation (4.40) s'é
rit :
w̃T

[
sk(ǫ)

2M + sk(ǫ)K
V (sk(ǫ)) +KE

]
ũk(ǫ) = ǫP h(w̃, ũk(ǫ), sk(ǫ)) (4.44)Le dépla
ement w̃ est indéterminé pour l'instant. L'opérateur dis
ret P h est 
onstruit ave
l'hypothèse de plaque ba�ée (équation (4.39)) ou l'hypothèse de plaque non ba�ée (équa-tion (4.38)).Fréquen
es de résonan
e Dérivons l'équation (4.44) par rapport à ǫ. Il vient

w̃T
[
sk(ǫ)

2M + sk(ǫ)K
V (sk(ǫ)) +KE

]
∂
∂ǫ (ũk(ǫ))

+w̃T
[

∂
∂ǫ

(
sk(ǫ)

2
)
M + ∂

∂ǫ

(
sk(ǫ)K

V (sk(ǫ))
)]

ũk(ǫ)

= P h(w̃, ũk(ǫ), sk(ǫ)) + ǫ ∂
∂ǫ

(
P h(w̃, ũk(ǫ), sk(ǫ))

)

(4.45)
En faisant tendre ǫ vers zéro, et en notant que (sk(0), ũk(0)) est le 
ouple propre véri�antl'équation du problème aux valeurs de résonan
e dans le vide, on obtient

w̃T
[

∂
∂ǫ

(
sk(0)

2
)
M + ∂

∂ǫ

(
sk(0)K

V (sk(0))
)]

ũk(0) = P h(w̃, ũk(0), sk(0)) (4.46)L'égalité est véri�ée quel que soit w̃, mais suivant le 
hoix, peut aboutir sur une formeindéterminée. Nous avons opté pour w̃ = ũk(0) par simpli
ité et par sou
is d'homogénéitéave
 le 
al
ul de puissan
e a
oustique (� 4.3.3.9). Après normalisation des ve
teurs par lamasse, il vient
∂sk(0)

∂ǫ = P h(ũk(0), ũk(0), sk(0)) /
[

2sk(0) + ũk(0)
∂

∂sk(0)

(
sk(0)K

V (sk(0))
)
ũk(0)

](4.47)La pulsation perturbée du système 
ouplé vaut sk(ǫ) = sk(0) + ǫ ∂sk(0)
∂ǫ .
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ouplageDans le 
as où ǫ = 1,
sk(1) = sk(0) + P h(ũk(0), ũk(0), sk(0))

/
[

2sk(0) + ũk(0)
∂

∂sk(0)

(
sk(0)K

V (sk(0))
)
ũk(0)

] (4.48)Cette solution donne une approximation de la valeur propre des modes de résonan
e dela stru
ture 
ouplée au �uide et montre l'in�uen
e du polymère sur le 
ouplage vibroa
ous-tique. Le 
ouplage �uide stru
ture altère les fréquen
es vibratoires en les dé
alant (premierterme du dénominateur). Le se
ond terme du dénominateur apporte une 
orre
tion vis
o-élastique liée à 
e dé
alage. Si les modes propres dé�nis en 
onstruisant la matri
e de rigiditéà une pulsation donnée asso
iée à s sont re
her
hés, alors la solution, dépendante de s, estdonnée par l'expression
sk(1, s) = sk(0, s) + P h(ũk(0), ũk(0), sk(0, s)) /2sk(0, s) (4.49)La 
orre
tion vis
oélastique présente dans l'expression de la fréquen
e de résonan
e (4.48)n'apparaît naturellement plus.Ve
teurs de résonan
e Examinons à présent l'in�uen
e du 
ouplage sur les ve
teurs derésonan
e. Reprenons l'équation (4.45) en �xant ǫ = 0.

w̃T
[
sk(0)

2M + sk(0)K
V (sk(0)) +KE

]
∂
∂ǫ (ũk(0))

= P h(w̃, ũk(0), sk(0)) − w̃T
[

∂
∂ǫ

(
sk(0)

2
)
M + ∂

∂ǫ

(
sk(0)K

V (sk(0))
)]

ũk(0)

(4.50)L'opérateur apparaissant dans le premier membre dé�nit un espa
e de dimension N-1 auquelle ve
teur propre ũk(0) rendant 
et opérateur singulier n'appartient pas. Une dé
ompositiondans la base de 
et opérateur peut être evisagée sous la forme suivante :
∂
∂ǫ (ũk(0)) =

∑N
i=1,i6=k αiũi(0) (4.51)Cette dé
omposition est similaire à 
elle de l'équation (2.48). Par 
onséquent :

w̃T
[
sk(0)

2M + sk(0)K
V (sk(0)) +KE

]
∂
∂ǫ (ũk(0))

= w̃T
∑N

i=1,i6=k αi

[(
sk(0)

2 − si(0)
2
)
M + sk(0)K

V (sk(0)) − si(0)K
V (si(0))

]
ũi(0)(4.52)En 
hoisissant w̃ = ũi(0), les propriétés de biorthonormalité permettent de déduire les 
o-e�
ients αi :

αi = P h(ũi(0), ũk(0), sk(0))

/
(
sk(0)

2 − si(0)
2 + ũH

i (0)
[
sk(0)K

V (sk(0)) − si(0)K
V (si(0))

]
ũi(0)

)(4.53)
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ture 119Le ve
teur de résonan
e du système 
ouplé est donné pour une valeur ǫ = 1

ũk(1) = ũk(0) +
∑N

i=1,i6=k αiũi(0) (4.54)Dans le 
as où les modes propres dé�nis à la valeur s sont re
her
hés, les 
oe�
ients dé-pendent également de s. On a
αi(s) = P h(ũi(0, s), ũk(0, s), sk(0, s)) /

(
sk(0, s)

2 − si(0, s)
2
) (4.55)Les termes de 
ouplage intermodal apparaissant dans l'expression des ve
teurs de résonan
esont 
al
ulés par l'algorithme développé. Plusieurs essais numériques nous ont montré queleur 
ontribution était tout à fait négligeable du fait de la nature faible du 
ouplage �uide-stru
ture12. Leur 
al
ul étant très 
oûteux en terme de temps de 
al
ul ils ont été systéma-tiquement omis.4.3.3.9 Puissan
e a
oustiquePour e�e
tuer un travail de rédu
tion de bruit, il importe d'avoir à disposition un indi
ateursus
eptible de quanti�er le bruit rayonné par une stru
ture. En l'état de nos développements,la puissan
e semble être l'indi
ateur le plus approprié : il est à la fois simple à employer et apriori relativement pertinent d'un point per
eptif. La puissan
e a
oustique est en outre lar-gement utilisée dans les normes européennes de mesure du bruit13. La puissan
e a
oustiqueinstantanée Pa(t) se 
al
ule à partir de l'expression suivante :

Pa(t) =
∫

S p(t,M) v(t,M) dM (4.56)où S est une surfa
e entourant la sour
e, p(t,M) la pression a
oustique au point M et
v(t,M) la vitesse a
oustique au point M. On a vu au 
hapitre 2 � 2.5.2 qu'il est aisé de
al
uler la vitesse a
oustique en fon
tion du temps (la vitesse a
oustique s'identi�ant à lavitesse vibratoire sur la frontière S). L'utilisation de l'équation d'Helmholtz, en revan
he,ne permet pas de dé�nir un lien simple entre les des
riptions temporelle et fréquentielle dela pression. Il existe deux alternatives pour éviter de 
al
uler les quantités temporelles. Lapremière né
essite d'intégrer l'équation (4.56) sur un domaine temporel in�ni. On dé�nitalors une énergie totale ET par le biais de la relation de Parseval, énergie qui est indépen-dante de toute des
ription :

ET =
∫ ∞
−∞

∫

S p(t,M) v(t,M)dMdt =
∫ ∞
−∞

∫

S p̃(ω,M) ṽ(ω,M)dMdω (4.57)La relation de Parseval permet de relier vitesse et pression à leur transformée intégralerespe
tive. p̃(ω,M) et ṽ(ω,M) sont des fon
tions à partie réelle paire et à partie imagi-naire impaire de la pulsation, 
ar transformées de Fourier de fon
tions réelles. Il en va demême pour le produit de 
es deux quantités. Par 
onséquent, l'intervalle d'intégration pourle 
al
ul de ET étant symétrique, ET est une quantité réelle. La deuxième alternative faitl'hypothèse forte que les variables du système ont une dépendan
e temporelle périodique. Lapuissan
e est alors 
al
ulée 
omme la moyenne de la puissan
e instantanée sur une période :12Ce
i est en partie dû à la densité faible de l'air par rapport à 
elle de l'aluminium.13Séries de normes EN ISO 3740 et EN ISO 9614.
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Pa = 1

T

∫ T
0

∫

S p(t,M) v(t,M) dM dt =
∫ ∞
−∞

∫

S p̃(ω,M)ṽ(ω,M) dM dω (4.58)On a alternativement
Pa = 1

T

∫ T
0

∫

S p(t,M) v(t,M) dM dt =
∫ ∞
0

∫

S
1
2Re

[
p̃(ω,M)ṽ(ω,M)

]
dM dω(4.59)L'annexe D présente l'ensemble des détails du 
al
ul permettant d'établir 
ette relation.Des 
al
uls d'intensité similaires sont exposés dans la littérature (Lesueur [80℄, Pier
e [103℄).Outre l'intégration surfa
ique, la di�éren
e réside dans la prise en 
ompte de variables dontl'expression fréquentielle est poly
hromatique.La puissan
e a
oustique du plan 
omplexe se déduit simplement de l'opérateur dis
ret

P h(w̃, ũ) 
onstruit à partir de l'hypothèse de plaque ba�ée (équation (4.39)) ou de l'hypo-thèse de plaque non ba�ée (équation (4.38)). Le dépla
ement ũ est le dépla
ement vibratoire
al
ulé à partir de la série de modes de résonan
e (2.72) (voir � 2) et des expressions desmodes et fréquen
es de résonan
e (équations (4.48) et (4.54)). D'après (4.58), la quantité w̃est déterminée expli
itement : il s'agit de la vitesse 
onjuguée, en d'autres termes w̃ = iωũ.Les résultats sont �nalement exprimés en termes de niveau de puissan
e a
oustique par lebiais de l'expression
LP = 10 log10

Pa

Pa
ref (4.60)où Pa

ref = 10−12W (Pier
e [103℄).4.3.4 Validation numérique et optimisation du modèle4.3.4.1 Validation du 
as ba�é ave
 Mathemati
aLe programme de vibroa
oustique 
al
ulant les modes de résonan
e d'une plaque ba�ée
omprend une routine de modélisation par éléments �nis, un solver pour problème auxvaleurs propres et une routine de 
al
ul du 
ouplage vibroa
oustique. Il a fait l'objet d'unevalidation en 
onfrontant les 
ara
téristiques des modes de résonan
e 
al
ulées (fréquen
eet amortissement modaux) à 
elles obtenues par des routines é
rites dans l'environnementMathemati
a par P.-O. Mattei en se basant sur des solutions vibratoires analytiques (Mauryet Mattei [89℄). Ces routines sont basées sur une méthode de perturbation de type �uideléger sur laquelle notre algorithme repose également. Cette étude 
omparative est don
 unevalidation de la mise en oeuvre informatique plut�t que de la méthode vibroa
oustique. Lessolutions de référen
e vibratoires sont les solutions analytiques exa
tes. Le 
as spé
i�qued'étude 
on
erne une plaque en aluminium sur appui dont les 
ara
téristiques sont résuméesdans le tableau 4.2. La 
omparaison des résultats (tableau 4.3) montre que les solutionsvibratoires sont très bien évaluées et que la méthode de perturbation appliquée au 
as non-ba�é a été 
orre
tement mise en oeuvre.
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ture 121Dimensions 35 × 40 × 0, 2 cmModule de Young 70 MPaCoe�
ient de Poisson 0, 3Densite de l'aluminium 2700 kg.m−3Densite de l'air 1, 3 kg.m−3Vitesse du son 340 m.s−1Maillage 30 × 30Tab. 4.2 � Comparaison des solutions vibroa
oustiques 
al
ulées par Mathemati
a et par le
ode développé. Cara
téristiques du problème de plaque ba�ée en aluminium sur appui.Mode 1 2 3 4 5Frequen
e Code développé 69.72 160.55 188.39 278.97 312.42dans le vide Mathemati
a 69.77 160.53 188.32 279.08 311.80(Hz) E
art relatif (%) 0.07 0.01 0.04 0.04 0.2Frequen
e Code développé 67.18 157.68 185.24 275.47 308.74dans l'air Mathemati
a 67.21 157.62 185.16 275.57 308.12(Hz) E
art relatif (%) 0.04 0.04 0.04 0.04 0.2Amortissement Code développé 1.975 0.298 0.428 0.103 2.791a
oustique Mathemati
a 1.977 0.298 0.428 0.105 2.785(Hz) E
art relatif (%) 0.13 0.00 0.10 1.43 0.20Tab. 4.3 � Comparaison des solutions vibroa
oustiques 
al
ulées par Mathemati
a et par le
ode développé. Fréquen
e et amortissement a
oustique des 
inq premiers modes.4.3.4.2 Validation ave
 les 
al
uls de référen
e C-ValorIl existe en Fran
e une 
ommision de validation des logi
iels de vibroa
oustique, la 
ommi-sion C-Valor, qui met à disposition de nombreux 
as 
omparatifs d'étude vibroa
oustiquenumérique ou expérimentale. On peut don
 ainsi quanti�er la pré
ision d'un algorithme enle 
onfrontant à des résultats de référen
e émanant de méthodes diverses. L'existen
e de 
esdonnées de référen
e est d'autant plus appré
iable qu'il ne semble pas exister de solution deréféren
e analytique simple pour les 
as que nous avons étudiés.Deux validations numériques ont été e�e
tuées. Les données générales des deux études sontrésumées dans le tableau 4.4. La première 
on
erne la 
on�guration a
oustique de plaqueba�ée en partie validée au paragraphe pré
édent. Une plaque en a
ier de dimensions 1 m
× 1 m × 1 mm est pla
ée sur appuis et ex
itée au point (x = 0,7 m, y = 0,2 m) par unbruit blan
. La quantité observée est la densité de puissan
e a
oustique rayonnée dans unseul des deux espa
es semi-in�nis ; un 
al
ul de puissan
e totale né
essite d'intégrer 
ettequantité sur l'axe fréquentiel entier (de −∞ à +∞, annexe D). Notre 
al
ul s'est basé surl'expression P h du 
as ba�é (relation (4.39)) et sur la méthode de perturbation présen-tée au � 4.3.3.8. L'amortissement a
oustique a été 
al
ulé en 
onsidérant que la stru
turerayonne dans les deux espa
es semi-in�nis. Les 
odes de 
al
ul dont les résultats sont donnés
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PSfrag repla
ements
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Fig. 4.15 � Puissan
e a
oustique rayonnée par une plaque en a
ier ba�ée sur appui dedimensions 1m × 1m × 1mm. Comparaison ave
 les données fournies par la 
ommission devalidation des logi
iels de vibroa
oustique C-Valor.

PSfrag repla
ements020406080100120140160180200-10-15-20-25-30-35-40-45-50-55-60-70Fréquen
es (Hz)Puissan
e a
oustique(10 log10(W))GaussCode développéLVA

0 50 100 150 200 250 300-140-130-120-110-100-90-80-70-60-50

Fréquen
es (Hz)
Puissan
ea
o
ustique (10 ×log10(W

))
GaussCode développéStra
o RayonFig. 4.16 � Puissan
e a
oustique rayonnée par une plaque en a
ier non ba�ée sur appui dedimensions 1 m × 1 m × 1 
m. Comparaison ave
 les données fournies par la 
ommissionde validation des logi
iels de vibroa
oustique C-Valor.



4.4. Bilan et 
on
lusions du 
hapitre 123Module de Young 200 MPaCoe�
ient de Poisson 0, 3Densite de l'aluminium 7800 kg.m−3Densite de l'air 1, 2 kg.m−3Vitesse du son 340 m.s−1Maillage 60 × 60

tan δ 0, 01Tab. 4.4 � Cara
téristiques des 
as d'étude C-Valor.proviennent du GAUS14 et du LVA15. La �gure 4.15 présente permet d'e�e
teur une 
om-paraison des trois 
al
uls. On note une grande similarité entre les résultats, aussi bien en 
equi 
on
erne la hauteur des pi
s de puissan
e a
oustique que leur positionnement fréquentiel.La deuxième 
on�guration a
oustique 
on
erne une plaque libre non ba�ée de dimensions1 m × 1 m × 10 mm ex
itée au point (x = 0,7 m, y = 0,2 m) par un bruit blan
. La quantitéobservée est la densité de puissan
e a
oustique rayonnée dans l'espa
e in�ni. Le 
ode quenous avons développé se base sur la méthode de perturbation présentée au � 4.3.3.8 et surl'expression P h du 
as non ba�é (relation (4.38)). Deux 
al
uls di�érents, l'un négligeant la
ontribution monpolaire, l'autre la prenant en 
ompte, ont été e�e
tués. Les résultats sontindisso
iables : les termes monopolaires du rayonnement liés au pin
ement sont don
 totale-ment négligeables dans le 
as présent, malgré l'épaisseur importante de la plaque. Le résultatde notre 
al
ul ainsi que 
elui réalisé dans la même 
on�guration par le GAUS et par laso
iété Stra
o S.A. (Compiègne) ave
 logi
iel Rayon sont représentés dans la �gure 4.16. Lagrande similarité des résultats nous amène à 
on
lure que le programme développé est valideaussi bien pour les 
on�gurations ba�és et que non ba�ées. Le 
al
ul en 
on�guration nonba�ée permet d'étudier le rayonnement de la plaque libre suspendue par des �ls ayant faitl'objet d'une expérien
e d'analyse modale (� 1.4.2) ; le 
al
ul en 
on�guration ba�ée noussera utile dans le 
hapitre 6 d'optimisation pour traiter des 
as de rayonnement pratiques.4.4 Bilan et 
on
lusions du 
hapitreNous nous sommes intéressés dans 
e 
hapitre à l'étude de l'amortissement par 
ouplage dansles stru
tures élan
ées en métal. Deux 
omposantes d'amortissement ont fait l'objet d'uneattention parti
ulière : l'amortissement par 
ouplage thermoélastique dans l'aluminium etl'amortissement par 
ouplage �uide-stru
ture. Le modèle de résolution thermoélastique dé-veloppé utilise une représentation du 
hamp de température en série de Fourier et traitele 
ouplage entre l'équation de la dynamique et l'équation thermique par perturbation. La
onfrontation au modèle de référen
e de Zener et à l'expérien
e de plaque suspendue pré-sentée au � 1.4.2 valide notre méthode, et permet par ailleurs de formuler quelques 
ritiques
on
ernant la qualité du modèle de Zener dans le 
as de la vibration d'une plaque libre.L'hypothèse d'homogénéité sous-ja
ente au modèle de Zener n'est d'ailleurs pas validée parl'expérien
e qui montre le 
ara
tère modal de l'amortissement dans l'aluminium. Il semble14Groupe d'A
oustique de l'Université de Sherbrooke15Laboratoire Vibration et d'A
oustique de l'Institut National des S
ien
es Appliquées de Lyon



124 Chapitre 4. Amortissement par 
ouplageen revan
he que le modèle de Zener soit tout à fait adapté à l'estimation de l'amortissementdans le 
as des 
onditions aux limites en appui et en
astrées.L'amortissement par 
ouplage �uide-stru
ture se dé
ompose en une 
omposante visqueuse,liée au 
isaillement de l'air sur les bords d'une plaque libre, et une 
omposante a
oustiqueliée à la transformation de l'énergie vibratoire en bruit. La première a été estimée négli-geable. La deuxième a été traitée par une méthode de perturbation et par la modélisationdu 
hamp a
oustique rayonné dans les 
as ba�é et non ba�é. Les modèles ont fait l'objetd'une validation numérique par le biais des données fournies par la 
ommission de validationdes logi
iels de vibroa
oustique C-Valor.
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126 Chapitre 5. L'amortissement vis
oélastique5.1 Introdu
tionCe 
hapitre s'intéresse à la dissipation vis
oélastique, au sens large, émanant de pro
essustransformant lo
alement l'énergie en 
haleur. La base mathématique et le 
adre de validitéde la vis
oélasti
ité sont exposés dans un premier temps, puis le modèle vis
oélastique im-pli
ite développé au 
hapitre 2 est 
ommenté et 
omparé aux modèles 
lassiques (� 5.2).La nature physique de la vis
oélasti
ité est ensuite présentée pour les matériaux aluminiumet polymère (� 5.3). Une 
ourte synthèse des 
onnaissan
es et limites a
tuelles en matièrede modélisation des lois de 
omportement matériau nous amène à dé�nir deux méthodesd'identi�
ation. La première, au � 5.3.2.4, 
onduit à une estimation de la vis
oélasti
ité del'aluminium ; elle se base à la fois sur les résultats expérimentaux d'amortissement d'uneplaque suspendue simple en aluminium présentés au 
hapitre 1 et sur le modèle de thermoé-lasti
ité présenté au 
hapitre 4.La deuxième expérien
e d'identi�
ation, présentée dans la dernière partie du 
hapitre (� 5.4),tente d'évaluer les 
ara
téristiques du polymère employé dans les pat
hes amortissants enélastomère 
ontraint présentés au � 1.4, en se basant sur deux expérien
es di�érentes, l'uneétant plus adaptée à l'identi�
ation de la dissipation au sein des pat
hes et l'autre plus adap-tée à l'identi�
ation de la rigidité de l'élastomère. Une méthode itérative permet de 
ombinerl'information émanant des deux expérien
es. L'expérien
e met en exergue l'importan
e del'adhésion entre l'aluminium et le polymère, et débou
he en réalité sur l'identi�
ation des
ara
téristiques dynamiques et amortissantes d'un matériau 
omposite formé du polymère,de l'adhésif et de l'aluminium des pat
hes. Le 
hapitre se termine sur une étude de l'in�uen
edu 
ollage entre l'élastomère et l'aluminium sur l'amortissement stru
turel (� 5.4.4).5.2 La modélisation vis
oélastique5.2.1 La vis
oélasti
itéLa vis
oélasti
ité 
ara
térise la 
apa
ité de 
ertains 
orps �uides ou solides à sto
ker unepartie de l'énergie tout en en dissipant une autre partie sans 
onservation. Ces deux 
om-portements 
ombinés pla
ent tout matériau réaliste à mi-
hemin entre les deux idéalisationsque sont 
elle du matériau parfaitement élastique et 
elle du �uide visqueux de Newton.Les phénomènes liés à la vis
oélasti
ité sont variés (dépendan
e fréquentielle, �uage, dissi-pation), et sont traités extensivement dans de nombreux ouvrages de référen
e tels que 
eluide Christensen [23℄, Persoz [101℄, Ferry [36℄ ou de Fung [40℄.Si le terme de vis
oélasti
ité est spé
i�que à la mé
anique, les équations vis
oélastiques
omportent une dépendan
e temporelle autre qu'inertielle dont l'étude est 
ommune à di�é-rents domaines (traitement du signal, éle
tri
ité, ...). En mé
anique, en outre, 
es équationsne formalisent pas le 
omportement des seuls polymères : elles modélisent l'amortissementd'une façon générale, lorsque la dissipation lo
ale1 peut être 
ara
térisée par une loi 
onsti-tutive introduisant une dépendan
e temporelle entre les quantités duales de 
ontrainte etde déformation. Ainsi, l'in�uen
e de la plasti
ité sur la dynamique d'une stru
ture peut êtreprise en 
ompte à l'aide des outils vis
oélastiques si les hypothèses de l'homogénéisation1Le terme lo
al signi�e que la dissipation en un point dépend ex
lusivement des pro
essus dissipatifs misen jeu en 
e point. Des mé
anismes de dissipation lo
ale peuvent toutefois 
onduire à un amortissementinhomogène.



5.2. La modélisation vis
oélastique 127sont véri�ées et que le 
omportement général est linéaire. Il est alors possible de dé�nir unamortissement lo
al homogène.L'amortissement thermoélastique (� 4.2) peut également être représenté par des opérateursvis
oélastiques dans le 
as des stru
tures min
es 
ar la dissipation thermoélastique émaned'un pro
essus lo
al dans le plan de la stru
ture. Les hypothèses formulées par Zener lui per-mettent de transformer les deux équations thermoélastiques 
ouplées en une seule équationdynamique ave
 un terme de dissipation, après avoir e�e
tué un travail d'homogénéisationdans la dimension transverse rendant le pro
essus de dissipation lo
al. L'approximationqu'il formule est telle que le modèle d'amortissement homogène in
lut l'épaisseur 
ommeparamètre géométrique ; il n'est don
 pas intrinsèque à proprement parler et ne modélisel'amortissement qu'en �exion et basse fréquen
e. Mais il témoigne des extrapolations aiséespermises par les modèles vis
oélastiques.L'amortissement a
oustique se prête di�
ilement aux analogies vis
oélastiques, sauf au-dessus de la fréquen
e de 
oin
iden
e. La pression a
oustique en un point résulte en e�etd'interféren
es 
onstru
tives et destru
tives résultant du rayonnement ou de la di�ra
tionde zones distantes. En haute fréquen
e en revan
he, le rayonnement relève d'un pro
essusde plus en plus lo
al qui rend possible une modélisation équivalente vis
oélastique.5.2.2 Les opérateurs vis
oélastiquesDeux formalismes sont employés pour modéliser la vis
oélasti
ité linéaire. Tous deux per-mettent de rendre 
ompte des e�ets vis
oélastiques (e�et de mémoire, dépendan
e fréquen-tielle, dé
alage de phase entre les quantités duales, dissipation). Le premier utilise des opé-rateurs à dérivée temporelle A =
∑

i αi
∂i

∂ti
dé
linés à des ordres di�érents, et en 
ombinaisonave
 les opérateurs 
lassiques tel que l'opérateur de rigidité. Le deuxième emploie des opéra-teurs de 
onvolution dont le noyau est appelé fon
tion de retard, héréditaire ou de relaxation.Tous deux 
ara
térisent di�éremment un 
omportement qui peut être équivalent, symboliséalors par un même modèle rhéologique. L'équivalen
e des deux formalismes est analyséepar Christensen [23℄ à l'aide de la transformée de Lapla
e. Opérateurs à dérivée temporelleou opérateurs de 
onvolution sont en outre aussi bien employés ave
 les modèles à dérivéespartielles (ou intégrales) entières que fra
tionnaires. On les retrouve invariablement dans leséquations 
onstitutives ou dans les équations di�érentielles, après que la loi 
onstitutive aété introduite dans les équations de mouvement, ave
 des variables s
alaires ou matri
ielles.5.2.2.1 Opérateur à dérivées partiellesL'opérateur à dérivées partielles adjoint à l'opérateur de rigidité 
onduit à des équations
onstitutives générales du type :

I∑

i

αi
∂iσ (t)

∂ti
=

J∑

j

βj
∂jǫ (t)

∂tj
(5.1)La notation tensorielle a été retirée pour des raisons de lisibilité. Ce modèle est a

eptabled'un point de vue thermodynamique si J ≥ I. La transformée de Lapla
e dé�nie par

Lσ (t) = σ̃ (s) =

∫ ∞

0
σ (t) exp−st dt (5.2)
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oélastiqueest appliquée à l'équation 
onstitutive (5.1). Il vient :
P (s) σ̃ (s) − 1

s

∑I
i αi

∑i
m smσi−m (0) = Q (s) ǫ̃ (s) − 1

s

∑J
j βj

∑j
n s

nσj−n (0) (5.3)Ave







P (s) =
∑I

i αi s
i

Q (s) =
∑J

j βj s
j

(5.4)L'équation (5.3) fait apparaître les termes modélisant la partie transitoire initiale de façonexpli
ite, ainsi que des termes en σ̃ (s) et ǫ̃ (s) liés au régime for
é non stationnaire. I 
ondi-tions initiales instaurant une dépendan
e entre 
ontrainte et déformation sont à véri�er.L'ordre des dérivées temporelles des 
onditions initiales varie entre 0 et I − 1, raison pourlaquelle en pratique un ordre maximum de deux est retenu. Ce 
hoix ne requiert en e�etque les 
onditions mé
aniques 
lassiques portant sur le dépla
ement et la vitesse. Une alter-native intéressante peut être de privilégier les opérateurs de 
onvolution grâ
e auxquels les
onditions initiales sont spé
i�ées de façon 
lassique quelle que soit la 
omplexité du modèle.L'opérateur à dérivées partielles permet de 
onstruire un spe
tre d'amortissement 
onstituéd'une série de pi
s de Debye 
onformes à une 
ertaine réalité physique : 
haque pi
 estasso
ié à un mé
anisme de relaxation et à une 
onstante de temps ou fréquen
e 
ara
té-ristique. L'opérateur temporel à puissan
e frationnaire permet d'obtenir une distributionplut�t qu'une série, et pour des valeurs de puissan
e inférieures à un, une dépendan
e fré-quentielle moins pronon
ée que les modèles à dérivée entière d'ordre bas.Le module de rigidité 
omplexe est 
al
ulé à partir des termes indépendants des 
onditionsinitiales en σ̃ (s) et ǫ̃ (s), et s'é
rit sous la forme d'une série de Padé
Ẽ (s) =

P (s)

Q (s)
=

∑I
i αi s

i

∑J
j βj sj

(5.5)5.2.2.2 Opérateur de 
onvolutionL'opérateur de 
onvolution traduit plus expli
itement l'e�et de mémoire, qui à un instantdonné, manifeste la dépendan
e de la réponse à des 
hargements antérieurs dont l'impor-tan
e respe
tive est pondérée par un noyau nommé fon
tion de relaxation ou fon
tion deretard. Dans le 
as isotherme général tridimensionnel, la dépendan
e de la valeur a
tuelledu tenseur des 
ontraintes σij (t) sur l'histoire 
omplète des 
omposantes du tenseur desdéformations ǫij (t) est exprimée par une fon
tionnelle linéaire, dont une forme 
on
rètepeut être obtenue ave
 le théorème de représentation de Riesz :
σij (t) = ǫkl ∗ dEijkl =

∫ ∞

0
ǫkl (t− s) dEijkl (s) ds (5.6)Ce type de 
onvolution est dénommé 
onvolution de Stieltjes et repose sur le fait que ǫij (t)est 
ontinue en fon
tion du temps, et sur le fait que le tenseur Eijkl (t) est nul en moinsl'in�ni (il est même pris nul i
i sur tout l'axe réel négatif). Une forme alternative est obtenue
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oélastique 129en supposant la 
ontinuité de Eijkl (s) et de sa dérivée, ainsi que la nullité de la déformationpour les temps négatifs :
σij (t) = Eijkl (0) ǫkl (t) +

∫ t

0
ǫkl (t− s)

dEijkl

ds
(s) ds (5.7)La fon
tion Dira
 relative à la part élastique du module Eijkl (s) a été extraite et apparaîtdans le terme de gau
he. Une dis
ontinuité de ǫij (t) peut être tolérée en 0 et 
onduit par
ommutativité des intégrales de Stieltjes à

σij (t) = Eijkl (t) ǫkl (0) +

∫ t

0
Eijkl (t− s)

dǫkl

ds
(s) ds (5.8)Le noyau Eijkl (t) est 
omparable au tenseur des 
onstantes de rigidité usuel. Il possède lesmêmes symétries majeure et mineures, et peut être réduit sous l'expression de deux fon
tionss
alaires indépendantes dans le 
as des matériaux isotropes (
omparables aux paramètresde Lamé). Il est même en pratique réduit en
ore en ne 
onservant qu'une seule et uniquefon
tion de relaxation, en supposant par exemple que le 
oe�
ient de Poisson est réel. Laloi 
onstitutive (5.8) peut être formulée dans le domaine de Lapla
e et s'é
rit alors :

σ̃(s) = s Ẽijkl(s) ǫ̃(s) (5.9)où σ̃(s), ǫ̃(s) et Ẽijkl(s) sont les transformées de Lapla
e de la 
ontrainte, de la déforma-tion et du tenseur des rigidités respe
tivement. Dans le 
as isotrope, la transformation faitapparaître un module de rigidité s
alaire semblable à Ẽ(s) dans l'équation (5.5), dont l'ex-pression 
lassique s'é
rit en séparant les parties réelle et imaginaire
Ẽ(s) = Ẽ′(s) + i Ẽ′′(s) (5.10)où Ẽ′(s) est le module de sto
kage et Ẽ′′(s) le module de perte. L'angle de perte (appa-raissant dans les relations (1.14)) est le déphasage entre la 
ontrainte et la déformation ensolli
itation stationnaire. Il est don
 donné par

η(s) = arctan
(

Ẽ′′(s)/Ẽ′(s)
)

≈ Ẽ′′(s)/Ẽ′(s) (5.11)Notons que l'approximation donnée par la relation (5.11) introduit une erreur supérieure à
20% lorsque module de sto
kage et module de perte sont égaux.5.2.3 Transformées et prin
ipe d'équivalen
eLa des
ription fréquentielle des matériaux est fournit des informations indispensables. Elleest obtenue en introduisant des solutions de Ritz pour la partie temporelle d'un problèmesous la forme de fon
tions sinusoidales de la fréquen
e ou de série de Fourier, ou par le biaisdes transformées intégrales de Lapla
e, de Fourier ou de Carson (Persoz [101℄). Les trans-formées permettent une représentation tout à fait équivalente entre le domaine temporelet le domaine fréquentiel, sans altération de l'information transitoire notamment. L'une deleurs limitations 
on
erne l'invariabilité des 
onditions aux limites, qui les rend par exempleinappropriées dans les problèmes de 
onta
t. Christensen [23℄ apporte toutefois quelques
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oélastiquealternatives pour pallier 
e problème. Des 
as d'étude transitoire utilisant les deux transfor-mées sont présentés par Morse et Ingard [92℄. Nous utilisons pour notre part la transforméede Lapla
e (
omme dans les développements du 
hapitre 2 notamment) 
ar elle permet detenir 
ompte expli
itement des 
onditions initiales mais aussi la transformée de Fourier dontl'usage en 
onjon
tion ave
 les séries du même nom est plus 
ohérent.L'un des avantages de la représentation fréquentielle d'un problème vis
oélastique résidedans le fait qu'elle lui 
onfère une forme tout à fait 
omparable à 
elle d'un problème d'élas-ti
ité statique. Les produits de 
onvolution notamment sont transformés en simples produitsdans le domaine fréquentiel. L'analogie porte le nom de prin
ipe d'équivalen
e, ou prin
ipede 
orrespondan
e, et permet de 
alquer la modélisation numérique dynamique sur la mo-délisation statique. Par exemple, la matri
e de rigidité en dynamique amortie obtenue parla méthode des éléments �nis est similaire à la matri
e de rigidité 
al
ulée en statique, à
e
i près que le module de Young est rempla
é par un module 
omplexe dépendant de lafréquen
e. Le prin
ipe d'équivalen
e fa
ilite la résolution des problèmes de dynamique enintroduisant un formalisme familier, mais o

ulte une partie de l'information en simpli�antl'expression de la transformée de Fourier, en omettant notamment la partie transitoire dela réponse.5.2.4 Les hypothèses de la vis
oélasti
itéUn 
ertain nombre d'hypothèses mathématiques et thermodynamiques donnent un supportthéorique à l'é
riture de lois 
onstitutives vis
oélastiques :
• Hypothèse des petites perturbations supposant que les déformations sont petites
• Linéarité de la fon
tionnelle dé
rivant σij (t) en fon
tion de ǫij (t) et ǫij (t− s)

• Continuité de ǫij (t)

• Prin
ipe de perte de mémoire
• Travail élastique positif
• Travail dissipatif positif
• Axiome de non-rétroa
tivitéL'hypothèse des petites perturbations permet d'exprimer la déformation 
omme une fon
tionlinéaire du dépla
ement, et de ne retenir que la seule variable de temps dans les équationsde 
onvolution (la dépendan
e spatiale des dérivées temporelles est négligée).L'hypothèse de linéarité de la fon
tionnelle représentant le tenseur des 
ontraintes en fon
-tion de la valeur a
tuelle du tenseur des déformations ǫij (t) (supposé 
ontinu) et de sesvaleurs passées ǫij (t− s) permet d'utiliser le théorème de représentation de Riesz de lafon
tionnelle sous la forme d'une intégrale de Stieltjes. Ce
i revient revient à utiliser le prin-
ipe de superposition de Boltzman.
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oélastique 131Le prin
ipe de perte de mémoire2, basé sur un fondement thermodynamique, s'énon
e dela façon suivante. Si la valeur a
tuelle d'une variable est basée sur l'histoire 
omplète d'uneautre variable, alors l'hypothèse de perte de mémoire implique que la valeur 
ourante dela première variable dépend plus de l'histoire ré
ente de la deuxième variable que de sonhistoire éloignée. En termes mathématiques le prin
ipe est satisfait si les 
omposantes dutenseur d'élasti
ité sont des fon
tions dé
roissantes du temps dont la dérivée est de plus enplus faible à mesure que le temps s'é
oule :
∣
∣
∣
∣

dEijkl

dt

∣
∣
∣
∣
t=t1

≤
∣
∣
∣
∣

dEijkl

dt

∣
∣
∣
∣
t=t2

< 0 ∀t2 ≤ t1 (5.12)Les 
onditions thermodynamiques de travail et de dissipation positifs peuvent être formu-lées dans le domaine temporel et dans le domaine fréquentiel. Elles sont véri�ées dans ledomaine fréquentiel dès lors que le module de sto
kage est positif et que le module de perteest négatif3, de façon à 
e que l'énergie soit e�e
tivement dissipée et non gagnée.Certaines hypothèses en�n sont inhérentes à l'outil mathématique de représentation uti-lisé. La transformation de Fourier du module de rigidité, quantité réelle dans le domainetemporel, a né
essairement une partie réelle paire et une partie imaginaire impaire. Ce
iex
lut en outre la possibilité (en tout état de 
ause non physique) d'une partie imaginairenon nulle dans le 
as statique à 0 Hz, 
omme l'a souligné Crandall [25℄, et malgré le fait que
ertains modèles d'amortissement 
lassiques 
omme 
elui de Rayleigh puissent s'en a

om-moder.La transformée de Fourier requiert en�n la véri�
ation de 
onditions portant sur les par-ties réelle et imaginaire de la solution pour s'assurer qu'elle est bien 
ausale. L'axiome denon-rétroa
tivité est alors véri�é : l'a
tion d'un 
hargement en t0 altère la réponse pour destemps t tels que t ≥ t0.5.2.5 Quelques exemples de modèles vis
oélastiques analytiques5.2.5.1 Modèles rhéologiques élémentairesLe 
omportement vis
oélastique peut être modélisé en première approximation par des mo-dèles rhéologiques simples 
ara
térisés par une équation 
onstitutive di�érentielle et unereprésentation s
hématique 
onstituée de masses, ressorts et amortisseurs. La présentationdétaillée de tels modèles fait l'objet de nombreux ouvrages (Persoz [101℄). La �gure 5.1représente les plus 
lassiques d'entre eux : modèle de Kelvin-Voigt, modèle de Maxwell etmodèle de Zéner. La transformée de Fourier permet de déduire aisément le module de rigi-dité fréquentiel 
omplexe des équations 
onstitutives di�érentielles.Le modèle de Zener a déjà été utilisé au � 4.2.2.1 
ar il permet une des
ription simpleet �ne de l'amortissement thermoélastique. Il permet une des
ription appro
hée relative-ment 
orre
te des 
omportements de �uage et de relaxation à la fois. Il permet aussi de2Fading memory.3Le signe requis du module de perte dépend de la 
onvention de signe 
hoisie. La 
onvention dont il estfait usage tout au long de la thèse est 
elle d'une dépendan
e temporelle en exp(−iωt). Ce 
hoix apparaîtexpli
itement dans l'expression des transformées intégrales utilisées.



132 Chapitre 5. L'amortissement vis
oélastique
G

G

G1

G2

PSfrag repla
ements
Kelvin-Voigt Maxwell Zener

E σ = E ǫ + η ǫ̇ ǫ̇ = 1

η
σ + 1

E
σ̇ σ + η

E2

σ̇ = η E1 + E2

E2

ǫ̇ + E1 ǫ

η

η

η

Fig. 5.1 � Quelques modèles rhélogiques élémentaires.dé
rire qualitativement le 
ouplage physique (vibroa
oustique, thermoélasti
ité, vis
oélasti-
ité) entre deux variables ou deux phénomènes en introduisant une fréquen
e 
ara
téristiquedite aussi de relaxation. Cette fréquen
e est assimilable à la fréquen
e de 
oin
iden
e en vi-broa
oustique4, ou à la fréquen
e de relaxation en thermoélasti
ité5, et sépare deux zonesfréquentielles distin
tes (zones adiabatique et isotherme en thermoélasti
ité, par exemple)dans lesquelles une variable (ou un phénomène) devan
e l'autre variable (ou l'autre phéno-mène). Dans 
es deux zones les variables sont soit en phase soit en opposition de phase,tandis qu'elles sont en quadrature de phase à la fréquen
e 
ara
téristique.5.2.5.2 Séries de Prony-Diri
hletLes modèles élémentaires sont parfois in
apables de rendre 
ompte de 
ertains 
omporte-ments vis
oélastiques 
omplexes. On a don
 souvent re
ours a des 
ompositions d'élémentssimples aboutissant à des modèles généralisés. Le modèle de Maxwell généralisé est obtenupar exemple en mettant en parallèle des modèles élémentaires de Maxwell. En ajoutant unressort supplémentaire en parallèle pour que le matériau ne �ue pas indé�niment, 
'est-à-dire pour que le matériau soit un solide, on obtient le modèle de représentation le plusgénéral pour la fon
tion de relaxation. Il est dé
rit par le biais de séries de Prony-Diri
hletque l'on retrouve 
ouramment employées dans des 
odes industriels tels que ABAQUS ainsique dans la littérature sur l'amortissement (Yi et Sze [133℄). La fon
tion de relaxation E (t)s'exprime 
omme une somme d'exponentielles dé
roissantes :
E (t) = E∞ +

N∑

i=1

Ei exp−αiτ (5.13)où le module instantané E∞ et le module à long terme6 E0 sont liés par E∞ = E0−
∑N

i Ei.La transformée de Fourier s'é
rit alors
E (ω) =

E∞
iω

+
N∑

i=1

Ei
1

iω − αi
(5.14)4Fréquen
e à laquelle ondes vibratoires et ondes a
oustiques sont les plus 
ouplées.5Fréquen
e à laquelle ondes vibratoires et ondes thermiques sont les plus 
ouplées.6Le module instantané E∞ est la valeur du module de sto
kage lorsque la fréquen
e tend vers l'in�ni, etle module à long terme E0 est la valeur du module de sto
kage lorsque la fréquen
e tend vers zéro.
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oélastique 1335.2.5.3 Modèles à dérivées temporelles fra
tionnairesLes modèles généralisés né
essitent beau
oup de termes pour modéliser �nement le 
ompor-tement vis
oélastique et 
onduisent à un 
oût numérique important, dans le 
as notammentdes méthodes à 
oordonnée de dissipation (� 2.4.2.4). Les dérivées temporelles fra
tionnairesforment une alternative intéressante grâ
e à laquelle il est possible d'obtenir une très bonneadéquation entre les données expérimentales brutes et un modèle à peu de termes, en parti-
ulier dans le 
as des matériaux au 
omportement vis
oélastique peu pronon
é. Les dérivéesfra
tionnaires 
onduisent à un spe
tre de relaxation 
ontinu 
onstitué d'une distribution demé
anismes dissipatifs alors que les modèles 
lassiques ne peuvent donner qu'un spe
tre derelaxation dis
ret. Des arguments physiques basés sur les théories molé
ulaires dé
rivant le
omportement vis
oélastique fournissent également une justi�
ation de leur emploi (Bagleyet Torvik [6℄). L'in
onvénient majeur des modèles à dérivées temporelles fra
tionnaires re-lève des s
hémas temporels lourds qu'ils né
essitent d'employer, du fait de la non-lo
alité desopérateurs. L'e�ort 
al
ulatoire et de sto
kage est bien supérieur aux méthodes à dérivéesentières, et augmente de façon importante au fur et à mesure de l'in
rémentation tempo-relle (S
hmidt et Gaul [113℄). Un autre in
onvénient, dont 
ertaines formulations peuvents'a�ran
hir, relève des 
onditions initiales à ordre fra
tionnaire, non physiques, qu'il faut
onsidérer (Enelund [32℄).
5.2.6 Modèle vis
oélastique adoptéUn modèle vis
oélastique possède trois 
ara
téristiques prin
ipales : il doit modéliser pré
isé-ment le 
omportement amortissant et dynamique d'un matériau, mais il doit aussi permettreun passage aisé entre les domaines fréquentiels et temporels et 
onduire à des résolutions tem-porelles ou fréquentielles peu 
oûteuses en temps de 
al
ul. Les méthodes introduisant des
oordonnées de dissipation (� 2.4.2.4), par exemple, tirent béné�
e de la formulation analy-tique de modèles vis
oélastiques pour résoudre le problème matri
iel 
omplexe et dépendantde la fréquen
e ave
 les outils 
lassiques de la modélisation dynamique (solveur réel). Lesmodèles à dérivées fra
tionnaires permettent des identi�
ations soignées mais né
essitent enrevan
he des s
hémas numériques lourds et 
oûteux pour la résolution temporelle : la dé�ni-tion ou le 
hoix d'un modèle résulte toujours d'un 
ompromis entre 
es trois 
ara
téristiques.Nous proposons au 
hapitre 2 une méthode utilisant la transformée de Lapla
e et la transfor-mée de Lapla
e inverse grâ
e à laquelle le passage entre les domaines ainsi que la résolutiondes problèmes fréquentiel et temporel se fait analytiquement dans le 
as d'un système tout àfait général. De 
e fait, la méthode se substitue en grande partie au modèle vis
oélastique ;tout au moins, utiliser un modèle dans notre 
as ne relève d'au
une né
essité. Les don-nées expérimentales brutes ou des expressions polynomiales simples fon
tion de la fréquen
epeuvent 
onvenir à notre modélisation. La méthode a tous les avantages des méthodes ana-lytiques : elle est pré
ise et rapide à la fois, tout en étant très générale. Les hypothèses
lassiques de la vis
oélasti
ité énumérées au � 5.2.4 s'appliquent, et sont pour la plupartvéri�ées par les données expérimentales (positivité du module de sto
kage, négativité dumodule de perte).
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oélastique5.3 Les matériaux vis
oélastiques5.3.1 La nature de la vis
oélasti
itéLa vis
oélasti
ité a une origine physique souvent o

ultée, 
ar les modèles ma
ros
opiquesmathématiques asso
iés à un travail d'identi�
ation expérimentale se substituent pratique-ment à son étude approfondie. La dissipation vis
oélastique se traduit à l'é
helle mi
ros
o-pique par la transformation d'un mouvement général périodique d'un ensemble de molé
ulesvibrant de 
on
ert en un mouvement aléatoire d'agitation thermique. Elle est asso
iée à unpro
essus de re
onstru
tions internes de la stru
ture à di�érentes é
helles, durant lequelles 
hangements de 
onformation su

essifs produisent un travail dissipatif sous l'e�et des
ontraintes lo
ales. La re
onstru
tion atomique dans un milieu 
ristallin est asso
iée auxdéfauts pon
tuels et au mouvement des dislo
ations. Dans les polymères, le phénomène derelaxation après déformation est in
arné par la re
onformation des 
haînes ou des maillonsde 
haîne. Le dé
alage de phase entre 
ontrainte et déformation 
orrespond au temps né-
essaire pour que se produisent les réarrangements molé
ulaires.5.3.2 Les métauxLes métaux présentent un 
omportement vis
oélastique dont la nature s'explique par uneanalyse physique du réseau 
ristallin. Di�érents ouvrages traitent de 
e sujet 
omme 
eluide Gittus [45℄ ave
 un 
hapitre sur la vis
oélasti
ité dans les métaux, Persoz [101℄, et lelivre de métallurgie de Cahn [16℄. L'en
y
lopédie en ligne Wikipédia présente également desrésumés 
lairs et pertinents en la matière. L'étude bibliographique dont nous exposons i
i les
on
lusions traite des matériaux métalliques en général, puis se fo
alise plus spé
i�quementsur l'aluminium. Di�érentes données sur son amortissement sont présentées, ainsi que destraitements spé
i�ques pour a

roître ses 
apa
ités dissipatives.5.3.2.1 La stru
ture des matériaux 
ristallinsLe 
omportement ma
ros
opique d'un matériau métallique résulte de sa nature atomique,mais aussi de sa stru
ture 
ristalline. Cette stru
ture est 
onstituée d'un empilement régu-lier d'atomes, d'ions, de molé
ules. Le réseau formé n'est pas parfait : il présente un 
ertainnombre de défauts pon
tuels (la
unes, présen
e d'un atome étranger entre deux atomes duréseau7, ou à la pla
e d'un atome du réseau), linéaires (dislo
ations), bidimensionnels (jointde grain, à l'interfa
e entre deux 
ristaux dans une stru
ture poly
ristalline), tridimension-nels (pores, pré
ipités). Les défauts, dont la présen
e et la nature dépendent fortement dela formule 
himique et du pro
édé de fabri
ation, ont une in�uen
e remarquable sur le 
om-portement du métal (
ondu
tivité, rigidité, amortissement). Ils sont également dépendantsde l'environnement dire
t auquels ils sont soumis (
hargement mé
anique, thermique). Latempérature en outre, est sus
eptible d'extraire les atomes de leur empla
ement respe
-tif, 
'est le phénomène thermiquement a
tivé de di�usion. On parle en outre de di�usioninterstitielle d'atomes étrangers, de di�usion la
unaire. Parmi les défauts mentionnés, lesdislo
ations semblent tenir un r�le tout à fait 
entral dans les phénomènes de plasti
itéet d'amortissement des matériaux 
ristallins. L'é
oulement plastique notamment, est o

a-sionné par un réarrangement du réseau 
ristallin : il est produit par une propagation de7Défaut interstitiel.
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Fig. 5.2 � Déformation lo
ale du réseau 
ristallin solli
ité en 
isaillement : apparition d'unedislo
ation 
oin.dislo
ations. Il y a lo
alement rupture des liaisons atomiques du fait d'un 
hargement mé-
anique, glissement puis re
ollement à une distan
e interatomique des lèvres de 
oupure. Lepro
essus 
onduit à un relâ
hement des 
ontraintes né
essaires au dépla
ement. La surfa
eformée par les lèvres est bordée par une dis
ontinuité linéaire : il s'agit de la dislo
ation. Laparti
ularité du phénomène de glissement est qu'il ne né
essite qu'une 
ontrainte relative-ment faible, 
ontrairement à la 
ontrainte que né
essiterait le dépla
ement d'un pan entierentier du réseau 
ristallin le long de deux plans atomiques. La dislo
ation peut égalementse dépla
er en dehors de son plan de glissement, mais le phénomène (la montée) ne peuts'opérer qu'à température élevée, grâ
e à la di�usion de la
unes ou d'atomes interstitiels.L'illustration d'une dislo
ation de type 
oin est donnée dans la �gure 5.2. Deux quantitésla dé�nissent : sa ligne, en général 
ourbe, et son ve
teur de Burgers, qui représente latranslation du réseau (sa norme peut être par exemple une distan
e interatomique). Parailleurs, elle doit débou
her sur un défaut, par exemple sur une autre dislo
ation. Elle peutégalement se refermer sur elle même et former une bou
le de dislo
ation. Di�érents typesde point d'a

ro
he existent : les points d'an
rage forts (aux interse
tions du réseau desdislo
ations), et les points d'an
rage faible (au niveau des impuretés et des intersti
es). Ilest à noter (Gittus [45℄) que l'intera
tion ave
 les atomes d'impuretés dépend des atomesen question et du type de dislo
ation (intera
tion forte pour les dislo
ation 
oin, faible pourles intera
tions vis). Dans un régime de solli
itation stationnaire, les dislo
ations sont 
onti-nuellement 
réées et détruites (par annihilation par exemple de deux dislo
ations de signeopposé). En moyenne le nombre moyen est stable (Cahn [16℄), le pro
essus de génération etde destru
tion 
ontr�lé par la di�usion des la
unes entre les dislo
ations étant équilibré.5.3.2.2 L'amortissement dans les métauxDeux mé
anismes asso
iés aux dislo
ations parti
ipent à la dissipation d'énergie. Le premierest un mé
anisme de glissement et de déta
hement des dislo
ations des points d'a

ro
hefaible, qui doivent pour 
e faire fran
hir les barrières énergétiques du réseau périodique. Lesdislo
ations subissent en e�et la répulsion ou alternativement l'attra
tion d'atomes étran-gers ou d'autres dislo
ations lors de leur mouvement, dont il résulte une for
e 
omparableà une for
e de frottement8. Le glissement des dislo
ations, rendu possible par de fortes sol-li
itations, rend 
ompte de l'é
oulement plastique et de la vis
oélasti
ité non linéaire desmétaux. Il est illustré par le quatrième s
héma de la �gure 5.3. L'amortissement Q−1
NL qui en8La for
e dite de Peierls-Nabarro est responsable de l'é
hau�ement lors de la déformation plastique.
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oélastiquerésulte est quanti�é par un modèle de référen
e pour de nombreux physi
iens des matériaux,le modèle de Granato-Lü
ke [48℄ :
Q−1

NL ≈ C2
ǫ0

exp (−C3/ǫ0) (5.15)où C2 et C3 sont des 
onstantes matériau, et ǫ0 l'amplitude de déformation. Sous solli
ita-tion plus forte en
ore, lors d'un é
rouissage par exemple, les dislo
ations retenues par lespoints d'a

ro
he forte se multiplient en formant des bou
les 
on
entriques (mé
anisme deFrank-read illustré par le sixième s
héma de la �gure 5.3). Les points d'a

ro
he forte ne
èdent qu'à des niveaux beau
oup plus élevés ave
 une a
tivation thermique : le réseau desdislo
ations se dépla
e alors 
omme une entité propre (phénomène de montée).Le deuxième mé
anisme dissipatif est dû aux impuretés et défauts9 sus
eptibles de migrervers les dislo
ations par di�usion et de les épingler : seule la partie 
entrale de 
es dernièrespeut alors se mouvoir en se 
ourbant (deuxième et troisième s
héma de la �gure 5.3). Ladislo
ation est alors 
omparée dans la théorie de Granato-Lü
ke à une 
orde vibrante, dontle 
omportement dynamique est dé
rit par une équation du deuxième ordre ave
 une tensione�e
tive (terme de rigidité) et un frottement visqueux (terme d'amortissement). Un trans-fert d'énergie vibratoire s'opère alors de la stru
ture vers les dislo
ations qui le dégradent en
haleur. Ce deuxième mé
anisme dépend de la fréquen
e et rend 
ompte de la vis
oélasti
itélinéaire des métaux à basse amplitude de déformation. L'amortissement Q−1
L qui en résulteest donné par

Q−1
L ≈ C1ρL2f2

b2
(5.16)où C1 est une 
onstante matériau, f la fréquen
e, L la longueur de bou
le de dislo
a-tion, ρ la densité de dislo
ation, b le ve
teur de Burgers. La longueur des bou
les et ladensité de dislo
ation favorisent l'amortissement à bas niveau de 
ontraintes. Finalement,l'amortissement total du modèle de Granato-Lü
ke est donné par la somme des deux termes

Q−1 = Q−1
L +Q−1

NL.
PSfrag repla
ementsBas niveau de 
ontraintes
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Fig. 5.3 � Pliant à bas niveau de 
ontrainte les lignes de dislo
ations se déta
hent despoints d'a

ro
he faible sous solli
itation forte. LL longueur de dislo
ation entre les pointsd'a

ro
he faibles, LN longueur du réseau de dislo
ation.9Points d'a

ro
he faible.
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oélastiques 137Ces formules qualitatives simpli�
atri
es donnent des 
omportements en partie retrouvéspar l'expérien
e. D'après Su et al [116℄ toutefois, la des
ription fréquentielle donnée parle modèle du solide standard10 
onvient davantage au domaine ultra-sonore. Le modèle àlongueur de bou
le de dislo
ation unique proposé par l'auteur dé
rit un pi
 de Debye gou-verné par une seule 
onstante de relaxation. La valeur maximum de l'amortissement se situealors autour de 10 − 100MHz. Valette et Cuesta [120℄ font le 
onstat expérimental quel'amortissement par dislo
ation dans les 
ordes de guitare dépasse les autres 
omposantesd'amortissement (�uide visqueux et thermoélastique) dans la partie haute du registre au-ditif. Le modèle linéaire d'amortissement de la théorie de Granato-Lü
ke en f2 (où f estla fréquen
e) leur semble valide. Johnson [64℄ souligne toutefois que 
ertains résultats res-tent non expliqués, même lorsqu'une distribution des longueurs de bou
le de dislo
ation(
onstituant une généralisation de la théorie) est utilisée. Du reste, le modèle ne tient pas
ompte du mouvement d'autres défauts, 
omme 
elui des atomes intersti
iels, qui pourtantparti
ipent à la dissipation d'énergie dans les matériaux 
ristallins. La dissipation dans lesjoints de grain en parti
ulier peut avoir une in�uen
e prépondérante dans les matériauxpoly
ristallins. On 
onsultera l'ouvrage de référen
e de Zener [135℄ pour obtenir une ana-lyse détaillée de nombreux mé
anismes de relaxation au sein des métaux (relaxation des
ontraintes à travers les joints de grain, à travers les joints de ma
le).Les résultats de notre analyse bibliographique, dont des 
ompléments portant sur l'alu-minium sont présentés au paragraphe suivant, montrent que le 
omportement dissipatif desmétaux n'est 
onnu que de façon qualitative. Des essais expérimentaux sont né
essairespour la modélisation des lois de 
omportement. La théorie permet toutefois de 
omprendrel'in�uen
e globale de l'environnement et des traitements sur l'amortissement des métaux.On sait par exemple que la température fait diminuer l'amortissement des matériaux homo-gènes en diminuant la 
on
entration des dislo
ations et des défauts par di�usion. Elle estsus
eptible au 
ontraire de favoriser l'amortissement des matériaux inhomogènes possèdantde multiples 
oe�
ients d'expansion, 
ar la 
on
entration des dislo
ations est a

rue à lajointure des di�érentes phases. En 
e qui 
on
erne les traitements thermiques, le pro
édé dere
uit fait diminuer l'amortissement du fait de la température ; la trempe11 le réduit éga-lement en favorisant l'apparition de défauts pon
tuels et don
 de points d'a

ro
he légerspour les dislo
ations au détriment de pré
ipités (Xie et al [131℄, Gittus [45℄). La longueurdes bou
les de dislo
ation se trouve réduite. L'é
rouissage12, en�n, introduit des dislo
ationsen grand nombre qui favorisent l'amortissement. Au-dessus d'un 
ertain seuil, leur glisse-ment est ralenti par une répulsion à distan
e du réseau de dislo
ations agrandi, qui rend lematériau plus dur mais ne modi�e plus sa 
apa
ité dissipative.5.3.2.3 L'aluminiumNotre travail 
on
erne plus spé
i�quement l'aluminium, matériau qui 
onstitue la plaque del'expérien
e présentée au � 1.4 et les pat
hes vis
oélastiques 
ontraints (
omposites en poly-mère/aluminium). Ses nombreuses qualités (légèreté, re
y
labilité, résistan
e à l'oxydation)en font un métal parti
ulièrement prisé dans l'industrie des transports. Notons que s'il est10Modèle de Zener ave
 une dépendan
e à la fréquen
e f en f

1+f2 .11La trempe est un traitement thermique au 
ours duquel le métal 
haud est plongé dans un �uide qui lerefroidit subitement.12L'é
rouissage est un traitement dur
issant e�e
tué par martelage par exemple, qui 
rée une déformationplastique permanente.



138 Chapitre 5. L'amortissement vis
oélastiquesouvent admis que l'aluminium est un matériau isotrope, il n'en demeure pas moins qu'ils'agit d'une hypothèse forte, du fait du pro
édé de fabri
ation de stru
tures élan
ées tellesque les plaques et poutres. Les résultats de la modélisation thermoélastique et vibroa
ous-tique13 d'une plaque suspendue non ba�ée dont les 
ara
téristiques sont résumées dans letableau 5.1 sont présentés dans le tableau 5.2. Ils montrent que les 
ouplages dé
alent lessolutions vibratoires 
al
ulées dans le vide. Toutefois, 
es dé
alages ne sont pas en mesured'expliquer la di�éren
e obtenue par rapport à l'expérien
e. Nous expliquons 
ette disparitépar l'in
ertitude sur l'épaisseur et sur les 
ara
téristiques anisotropes du matériau, que nousn'avons pas 
her
hé à prendre en 
ompte. Pour obtenir plus de détails sur 
e sujet on pourrase référer au travail de Lambourg [72℄ sur l'identi�
ation des 
ara
téristiques anisotropes deplaques. Dimensions 35 
m × 40 
m × 2Module de Young 65 MPaCoe�
ient de Poisson 0, 3Densité de l'aluminium 2700 kg.m−3Densité de l'air 1, 3 kg.m−3Vitesse du son 340 m.s−1Tab. 5.1 � Cara
téristiques du problème de plaque non ba�ée en 
onditions libres.Mode 1 2 3 4 5 6Fréquen
e vide (Hz) 45.411 61.996 87.485 112.202 123.663 181.345De
alage a
oustique (Hz) -0.368 -0.516 -0.815 -0.779 -0.819 -1.443De
alage thermoélastique (Hz) +0.008 +0.078 +0.344 +0.132 +0.160 +0.687Fréquen
e résultante (Hz) 45.051 61.558 87.014 111.555 123.004 180.589Frequen
e mesurée (Hz) 43.375 62.25 93.75 111.75 124.375 191.125Erreur (%) 3.8 -1.1 -7.5 -0.2 -1.1 -5.7Tab. 5.2 � Résultats fréquentiels de la modélisation vibroa
oustique et thermoélastique d'uneplaque en aluminium non ba�ée en 
onditions libres.L'un des in
onvénients de l'aluminium, du moins dans le 
adre de la rédu
tion du bruit, estlié à sa 
apa
ité dissipative très faible ; les données sur l'amortissement de l'aluminium sontd'ailleurs rares et variables, tant il semble di�
ile ave
 un tel matériau de mesurer autre
hose que le bruit de mesure ou l'amortissement du ban
 d'essai. Les études sur l'amor-tissement de l'aluminium se pla
ent pour la plupart dans le 
adre de la métallurgie et dela physique des matériaux. Les essais sont souvent restreints aux basses fréquen
es, maisl'in�uen
e de la température est en revan
he bien quanti�ée. De nombreux auteurs ont ob-13Les 
al
uls thermoélastique et vibroa
oustique ont été e�e
tués séparément, mais on peut supposer rai-sonnablement que les phénomènes a
oustique et thermique sont dé
ouplés du fait que tous deux altèrent trèspeu les solutions vibratoires dans le vide, et que les dé
alages fréquentiels respe
tifs peuvent s'additionner.
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oélastiques 139servé une dépendan
e exponentielle de l'amortissement à la température aux alentours deun hertz (Wei et al [125℄, Bremnes, Carreño-Morelli et Gremaud [14℄). A 
et amortissementrégulier de fond s'ajoutent des maximums d'amortissement14 à des températures spé
i�quesdans le 
as des alliages et 
omposites. Il existe notamment un pi
 à 18�C noté PC dansla littérature (Bremnes et al) lié à l'intera
tion entre les dislo
ations et les impuretés. Ildisparaît dans les aluminiums très purs. Gu et al [50℄ font état d'un pi
 d'amortissementdans l'aluminium poly
ristallin de grande pureté autour de 300�C à 1 Hz, Harms et al [54℄d'un pi
 de relaxation dans le joint de grain de l'aluminium pour des températures ne dé-passant pas 350�C. Sa position dépend aussi de la fréquen
e : à 78�C il est lo
alisé à 120 Hz,et à 158�C à 4700 Hz15. L'auteur établit que le pro
esus de relaxation est thermiquementa
tivé et représentable par une loi d'Arrhénius dont il estime l'énergie d'a
tivation. L'auteurobserve également un pi
 à haute température qu'il asso
ie à la relaxation de di�usion auniveau de la triple jon
tion du joint de grain. Un amortissement de l'ordre de Q−1 ∼ 0, 0005à 4000 Hz et 50�C est observé ave
 un essai de torsion.Jia [62℄ mesure un amortissement variant linéairement ave
 la température de Q−1 = 0, 005à température ambiante à plus de Q−1 ∼ 0, 03 à 300�C. Rivière [108℄ étudie l'aluminiumpoly
ristallin et observe une augmentation de l'amortissement entre 10−4 Hz et 10−2 Hzpuis une stabilisation aux alentours du Hz. L'auteur trouve Q−1 ∼ 0, 008 à 0,001 Hz et
Q−1 ∼ 0, 003 à 0,01 Hz à température ambiante. Wei et al [125℄ mesurent des valeurs defri
tion interne de l'aluminium de l'ordre de Q−1 ∼ 0, 001 à 1 Hz à température ambiante,et de Q−1 ∼ 0, 006 à 1 Hz pour l'aluminium 4N7. Wang et al [123℄ ont mesuré un amortis-sement en basses fréquen
es à température ambiante de l'ordre de Q−1 ∼ 0, 0036.5.3.2.4 Identi�
ation de la dissipation vis
oélastique de l'aluminiumLa théorie mi
romé
anique n'étant pas à même de fournir des lois 
onstitutives su�sam-ment pré
ises pour la modélisation, les modèles employés, pratiquement, sont 
eux que l'onretrouve dans le 
adre général de la vis
oélasti
ité (modèles rhéologiques, dérivées fra
tion-naires ou entières) et sont 
onstruits par identi�
ation ave
 des données expérimentales.Pour notre part, nous avons �nalement opté de quanti�er l'amortissement vis
oélastiqueaprès soustra
tion de l'amortissement thermoélastique modélisé aux valeurs d'amortisse-ment total mesurées dans l'expérien
e de plaque suspendue, et de 
onfronter le résultat à lalittérature.Le modèle vibroa
oustique de plaque non ba�ée présenté au � 4.3.3.4, qui utilise les donnéesdu tableau 5.1, fournit des valeurs d'amortissement résumées dans le tableau 5.3. Ces résul-tats numériques montrent 
lairement que le 
ouplage �uide stru
ture, en basses fréquen
es,dans le 
as libre, provoque un e�et d'ajout de masse mais pas de dissipation par rayon-nement. Par ailleurs, nous négligeons l'amortissement des 
onditions aux limites pour lesraisons évoquées au � 1.5.3.3, et rappelons que l'é
oulement visqueux aérien a une in�uen
enégligeable (voir les 
al
uls du � 4.3.2) sur la dynamique de la plaque.Les résultats de la modélisation thermoélastique de la plaque suspendue sont présentés14Pi
 de Debye.15Résultats issus de tests en �exion de poutres 
antilever miniatures peu amortissantes en sili
ium, d'épais-seur 20-60 µm, et re
ouvertes d'un �lm d'aluminium �n d'épaisseur 40-250 nm.
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oélastiqueMode 1 2 3 4 5 6Fréquen
e vide (Hz) 45.411 61.996 87.485 112.202 123.663 181.344Fréquen
e air (Hz) 45.043 61.480 86.670 111.422 122.845 179.901Amortissement a
oustique (Hz) 0.0000 0.0001 0.0025 0.0000 0.0000 0.0005Tab. 5.3 � Cara
téristiques du problème de plaque non ba�ée en 
onditions libres.dans la �gure 5.4. La di�éren
e entre l'amortissement (en Hz) total mesuré et l'amortis-sement thermoélastique 
al
ulé fait 
lairement apparaître une droite, qui donne quelquesmotifs de satisfa
tion quant à la pré
ision et à la validité de la méthode de modélisationthermoélastique. Le modèle de Zéner, en outre, ne 
onvient pas bien à la 
on�guration deplaque libre et n'aurait pas permis une extra
tion de 
ette qualité.
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Fig. 5.4 � Comparaison de l'amortissement thermoélastique modélisé et de l'amortissementexpérimental. Plaque libre de dimensions 35
m × 40
m × 0,2 
m.L'identi�
ation par la méthode des moindres 
arrés de la pente de la droite permet dedéterminer l'amortissement vis
oélastique dans l'aluminium :
tan δalu = ηalu ∼ Q−1 ∼ 0, 0004 (5.17)Exprimé ainsi sous la forme d'un fa
teur de qualité, l'amortissement est quasiment 
onstanten fon
tion de la fréquen
e. Sa valeur minore l'ensemble des données re
ueillies au para-graphe pré
édent, et semble 
ohérente ave
 les résultats de Cremer [26℄ qui rapporte desvaleurs de l'ordre de ηalu ∼ 0, 0001. Il est très di�
ile d'interpréter les variations faiblesd'amortissement autour de la droite identi�ée. Dans la mesure où le système étudié est trèspeu dissipatif, il est fort probable qu'elles soient surtout liées aux in
ertitudes de mesureexpérimentale et de le
ture.



5.3. Les matériaux vis
oélastiques 1415.3.3 Les polymères5.3.3.1 Cara
téristiques généralesLes polymères industriels, 
lassés d'après leurs propriétés thermomé
aniques (thermoplas-tiques, thermodur
issables, élastomères), sont synthétisés par voie 
himique par une réa
tionde polymérisation qui 
onduit à la formation de ma
romolé
ules, dites à l'état amorphe. Laréa
tion établit des liaisons 
ovalentes entre de petites molé
ules éventuellement di�érentesappelées monomères. Les grandes 
haînes formées, en
hevêtrées, sont en mouvement perpé-tuel du fait de l'agitation thermique. Elles sont sus
eptibles de glisser les unes par rapportaux autres sous solli
itation et forment un 
omposé qui s'apparente à un �uide vis
oélastique.Une opération de vul
anisation doit être e�e
tuée de façon à améliorer 
es 
ara
téristiquesen provoquant la réti
ulation du polymère. Des liaisons 
ovalentes s'établissent alors entreles grandes 
haînes et bloquent leur mouvement, 
onduisant à la formation d'une véritablema
romolé
ule.Les élastomères sont des polymères aux propriétés 
omparables à 
elles du 
aout
hou
 na-turel. Leur forte 
apa
ité amortissante les rend parti
ulièrement attra
tifs pour la rédu
tiondes vibrations, et explique l'usage extensif qui en est fait dans l'industrie des transports.Outre l'hyperélasti
ité, l'une des autres 
ara
téristiques spé
i�ques des élastomères est leurgrande sensibilité aux fa
teurs environnementaux (température, pré
ontrainte, fréquen
e desolli
itation). Elle rend leur utilisation parfois déli
ate du fait de la variabilité et de l'im-prédi
tibilité de leur 
omportement, voire problématique dans les milieux à températuretrès basse (
as de l'aéronautique). La température 
onditionne dire
tement l'état généraldans lequel l'élastomère se trouve, qui peut être de trois types : vitreux, 
aout
houtiqueou vis
oélastique. Tous trois sont asso
iés à des 
ara
téristiques distin
tes, illustrées parla �gure 5.5, qui représente de façon s
hématique le module de sto
kage et la tangente del'angle de perte de l'élastomère à di�érentes températures, l'ensemble des autres variablesa�e
tant l'état du matériau étant �xées.Dans l'état vitreux, à basse température, les ma
romolé
ules sont pratiquement �gées etles seules os
illations possibles sont atomiques. Le module de sto
kage de l'élastomère estélevé et sa 
apa
ité dissipative faible. Pour des températures un peu plus élevées, les 
haînessont sus
eptibles de se mouvoir davantage en subissant des re
onformations lo
ales, en par-ti
ulier dans la zone 
harnière vis
oélastique 
entrée sur la température dite de transitionvitreuse et notée Tg. La fréquen
e 
ara
téristique des os
illations molé
ulaires 
orrespondalors à la fréquen
e �xée de l'expérien
e : l'amortissement matériau est maximum et lemodule de sto
kage, dé
roissant, présente une in�exion. Au-dessus de 
ette température,les molé
ules retrouvent rapidement leur 
onformation d'équilibre sans qu'une dissipationimportante d'énergie ne se produise. Le module de sto
kage est dans 
e 
as stable et faible,et les pertes peu élevées.Les variables d'environnement de pression et fréquen
e que nous avons pris le soin de ��xer�dans 
e 
ourt des
riptif 
onditionnent en réalité tout autant l'état de l'élastomère que latempérature. Il existe même une relation spé
i�que entre elles, énon
ée par le prin
ipe desuperposition fréquen
e/température ; 
e prin
ipe a été étendu par 
ertains auteurs à lapré
ontrainte. On trouvera dans la thèse de Kergoulay [66℄ des éléments de validation ex-périmentale de 
ette extension. Nous 
onsidérerons pour notre part que la pré
ontrainte
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oélastique
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kage et de tan delta en fon
tion de latempérature, toutes les autres variables étant �xées.est nulle dans les systèmes amortissants étudiés ; le prin
ipe d'adhésion des pat
hes utilisés(� 1.4) nous semble justi�er 
ette hypothèse.Le prin
ipe de superposition fréquen
e/température permet de relier les deux variables detempérature et de fréquen
e sous la forme d'une seule appelée variable réduite, dont la formeest expli
itée dans la loi WLF (du nom de ses auteurs William, Landel et Ferry [127℄). Selon
ette loi, appli
able aux matériaux homogènes non 
ristallins dans la zone de transitionvitreuse, il existe des 
ombinaisons des variables duales fréquen
e/température donnant des
ara
téristiques d'amortissement et de rigidité identiques. Un polymère 
haud et solli
itéà haute fréquen
e pourra par exemple être aussi rigide et dissipatif qu'un polymère froidsolli
ité en basse fréquen
e. De même, autour d'un état de référen
e, �xer la fréquen
e etaugmenter la température (
omme nous l'avons fait à l'instant) revient exa
tement à �xer latempérature et à diminuer la fréquen
e. Le prin
ipe de superposition explique notammentque les 
ourbes représentatives du module de sto
kage et de perte tra
ées en fon
tion de latempérature (à fréquen
e �xée) soient le symétrique des 
ourbes représentatives des modulestra
ées en fon
tion de la fréquen
e (à température �xée).5.3.3.2 Modélisation physiqueLa modélisation physique du 
omportement vis
oélastique a été étudiée par de nombreuxauteurs. Une synthèse bibliographique dense est présentée sur le sujet dans la thèse deBonnet [13℄. On distingue les modèles phénoménologiques 
ara
térisant le 
omportementhyperélastique des élastomères à l'aide des invariants du tenseur des déformations (mo-dèle de Mooney-Rivlin par exemple) et de mesures expérimentales. Les modèles statistiquesquant à eux sont basés sur la stru
ture molé
ulaire et les mé
anismes mi
ros
opiques de dé-formation ave
 représentation statistique du réseau des 
haînes molé
ulaires (utilisant parexemple la distan
e entre les extrémités d'une 
haîne). Tous les modèles 
onduisent à une



5.3. Les matériaux vis
oélastiques 143expression de l'énergie de déformation dé
rivant le polymère à des températures supérieuresà la température de transition vitreuse.Dans l'ouvrage de Bergen [10℄, Lee explique que la théorie fondamentale initiale est la théo-rie 
inétique de l'élasti
ité 
aout
houteuse, sur laquelle se sont ensuite ajoutés di�érentsdéveloppements théoriques. Selon 
ette théorie la 
omplian
e d'équilibre d'un 
aout
hou
vul
anisé est dire
tement proportionnelle à la longueur des ponts formés au 
ours de la ré-ti
ulation. Une résistan
e visqueuse s'exerçant sur les segments des 
haînes, proportionnelleà leur longueur, explique qualitativement l'origine de la dépendan
e fréquentielle vis
oélas-tique ; l'augmentation du module ave
 la fréquen
e est justi�ée par le fait que des segments
ontinûment plus 
ourts sont in
lus dans le mouvement durant l'é
helle de temps expé-rimental. A haute fréquen
e, la théorie de di�usion d'Eyring (exposée dans Persoz [101℄)explique que seuls les segments de 
haîne 
omposés de quelques maillons16 peuvent se dé-pla
er. Des réajustements minimes se produisent (modi�
ation des angles et longueur desliaisons, 
hangement des distan
es intermolé
ulaires). Le mouvement peut s'ampli�er à me-sure que la fréquen
e diminue (ou que la température augmente), les segments étant alors enmesure de di�user et le 
entre de gravité des 
haînes de se mouvoir. Notons pour 
on
lure laremarque de Lee [10℄ au sujet de la modélisation a
tuelle ; selon lui, la théorie est sus
eptiblede prédire la forme de la 
ourbe des modules, sans détail, à moins d'un ordre de di�éren
e,dans la zone vis
oélastique. Les 
onnaissan
es qualitatives qu'elle apporte ne peuvent don
pas rempla
er une étape d'identi�
ation des 
ara
téristiques du matériau.5.3.3.3 Données de référen
e de l'élastomère Sma
taneNous nous sommes appuyés dans un premier temps sur des données matériau issues de testssur vis
oanalyseur réalisés par l'entreprise Metravib à la demande de la so
iété Sma
. Levis
oanalyseur de Metravib peut mesurer la rigidité dynamique de spé
imens de forme va-riée et dans des états diverses (solides, pâtes, liquides), par le biais d'essais de 
isaillement,de tension-
ompression ou de �exion sous solli
itation for
ée. Les essais peuvent 
ouvrir delarges bandes fréquentielles et de température, et donnent la possibilité d'étudier l'in�uen
ede l'amplitude de solli
itation sur le 
omportement du matériau. Les données fournies 
a-ra
térisent le 
omportement fréquentiel de l'élastomère des pat
hes présentés au � 1.4 ets'expriment sous la forme de polyn�mes d'ordre trois. Le module de sto
kage est représentédans la �gure 5.6 et la tangente de l'angle de perte dans la �gure 5.7. Le module de 
isaille-ment 
omplexe est donné en fon
tion de la fréquen
e par les expressions :
∣
∣
∣
∣
∣
∣

X = log10(f)

log10(G̃(f)) = 6, 004 + 0, 095 X + 0, 001 X2 + 0, 013 X3
(5.18)On en déduit le module de rigidité par le biais de la relation Ẽ(f) = G̃(f)

2 (1 + ν)Ces résultats d'identi�
ation ne fournissent pas le 
oe�
ient de Poisson 
omplexe. Nousnous sommes inspirés des travaux de Mousavi et al [93℄ et de Giovagnoni [90℄ pour pouvoiren dé�nir une valeur raisonnable. Les résultats expérimentaux de Mousavi et al [93℄, ba-sés sur une appro
he propagative, montrent que le 
oe�
ient de Poisson du polypropylèneest approximativement 
onstant en fon
tion de la fréquen
e ; 
eux de Giovagnoni [90℄, qui16Un maillon est 
onstitué de deux atomes.
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5.4. Identi�
ation des 
ara
téristiques dynamiques d'un polymère 145portent sur des élastomères, donnent un 
oe�
ient de Poisson faiblement 
omplexe ave
 unepartie imaginaire inférieure à 1% de la partie réelle. Nous avons �nalement 
hoisi de prendreun 
oe�
ient de Poisson réel �xé à la valeur de ν = 0, 4875 dans l'ensemble des simulationsde la thèse. Cette valeur est assez arbitraire mais 
ara
térise 
orre
tement le 
omportementquasi-in
ompressible du matériau.5.4 Identi�
ation des 
ara
téristiques dynamiques d'un poly-mère5.4.1 Introdu
tionLes données matériau disponibles nous ont permis de faire une étude numérique simulantle 
omportement de la stru
ture étudiée dans l'expérien
e présentée au � 1.4.2. La 
om-paraison de l'amortissement17 vis
oélastique modélisé à l'amortissement expérimental estprésentée dans la �gure 5.8, dans le 
as des trois 
on�gurations de traitement testées. Pour
ha
une d'entre elles, l'amortissement expérimental est obtenu en soustrayant à l'amortis-sement total mesuré l'amortissement de la plaque sans traitement. Il est supposé que lessour
es d'amortissement autres que la vis
oélasti
ité du polymère (thermoélasti
ité, 
ou-plage �uide/stru
ture) engendrent une dissipation similaire que la plaque soit traitée ounon, et que l'amortissement de l'aluminium des pat
hes est négligeable. Les résultats duPSfrag repla
ements Pat
h 
entréPat
h 
oinDeux pat
hesModèle

Expérien
e Mode0
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1
1

2 2

2 2
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Fig. 5.8 � Comparaison de l'amortissement modélisé et de l'amortissement expérimentalapporté par les pat
hes pour trois 
on�gurations de traitement par pat
h. Plaque libre dedimensions 35
m × 40
m × 0,2 
m.diagramme nous font remarquer la grande similitude de l'allure de l'amortissement entre le17Amortissement donné par l'expression (1.12).
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oélastiquemodèle et l'expérien
e. Quantitativement, néanmoins, les résultats sont très di�érents : ilsemble exister un rapport de proportionnalité entre les valeurs expérimentales et les valeursnumériques.Deux études ont été menées pour pouvoir analyser 
es disparités, et pour disposer d'unmodèle 
onforme à l'expérien
e. La première a 
onsisté à déterminer des 
ara
téristiquesmatériau dans le 
adre d'une expérien
e d'identi�
ation, et à véri�er que l'identi�
ationétait satisfaisante pour des 
on�gurations variées. La deuxième s'est fo
alisé sur l'étude plusspé
i�que du 
ollage, dont la nature altère 
onsidérablement les 
apa
ités dissipatives destraitements en polymère.5.4.2 Les méthodes d'identi�
ationLa 
onnaissan
e de la physique des polymères est telle qu'il n'est pas possible à l'heure a
-tuelle de s'a�ran
hir d'une expérien
e d'identi�
ation vis
oélastique. L'obje
tif d'une telleexpérien
e est de déterminer la fon
tion de relaxation Gijkl (t) ou le module 
omplexe dépen-dant de la fréquen
e G̃ijkl (ω) du matériau. Deux appro
hes distin
tes permettent de diviserles méthodes d'identi�
ation dans le registre qui nous intéresse, en dessous de 20kHz : l'ap-pro
he vibratoire et l'appro
he propagative. Elles ont été longtemps 
omplémentaires maissont à présent en 
on
urren
e du fait qu'elles 
ouvrent des gammes de fréquen
es en partiesimilaires.5.4.2.1 Appro
he vibratoireMéthode dire
te La méthode dire
te 
onsiste à étudier un é
hantillon de matériau dansun dispositif tel que les mesures dynamiques 
ara
térisent dire
tement son 
omportement.La DMA (Dynami
 Me
hani
al Analysis), qui utilise éprouvettes, ma
hine de tra
tion, 
ap-teurs d'e�ort et de dépla
ement pla
és en série, est sans doute la méthode dire
te la plusrépandue. La large variété de 
hargements possibles est illustrée par la �gure 5.9 dans laquellesont représentées des éprouvettes de 
isaillement double et de tra
tion/
ompression. L'iden-ti�
ation de modules faiblement anisotropes est même envisageable. Notons néanmoins quela mesure n'est pas vraiment dire
te 
ar l'éprouvette forme un 
omposite 
onstitué de métalet de polymère vul
anisé ; elle est en outre partiellement 
ouplée au reste du ban
 d'essaipar le biais de la �xation rigide.
PSfrag repla
ementsCisaillement simple Cisaillement double Tra
tion / CompressionFig. 5.9 � Exemples d'éprouvette d'essai.La dépendan
e temporelle du 
hargement est en partie 
ontr�lable. On peut ainsi réaliserdes essais de �uage ou de relaxation en imposant une déformation ou une 
ontrainte instan-
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ation des 
ara
téristiques dynamiques d'un polymère 147tanée18. Les essais de relaxation permettent théoriquement de déduire les 
ara
téristiqueshaute fréquen
e du matériau, mais des limitations pratiques restreignent l'identi�
ationaux très basses fréquen
es de l'ordre du hertz. La première raison provient de la di�
ultéd'imposer une déformation très rapide. La deuxième raison est liée au fait que les 
ara
téris-tiques hautes fréquen
es du matériau s'expriment dans l'instant bref qui suit l'appli
ationdu 
hargement, rendant toute tentative d'identi�
ation déli
ate voire impossible. Les essais
y
liques sont don
 en général préférés aux essais de �uage ou de relaxation. Ils semblentmême adaptés à la 
ara
térisation des non linéarités du matériau en dépla
ement (Rousseauet al [109℄).L'une des appli
ations du prin
ipe de superposition évoqué au � 5.3.3.1 
on
erne les mé-thodes d'identi�
ation des 
ara
téristiques dynamiques. L'étude d'un élastomère sur unema
hine d'essai étant di�
ile sur une large gamme de fréquen
e, l'élastomère est pla
é dansune en
einte 
limatisée dans laquelle la température est réglable. Il est alors solli
ité sur uneplage fréquentielle étroite située en basse fréquen
e. Le prin
ipe de superposition permetalors d'extrapoler les résultats et de déterminer le 
omportement de l'élastomère dans leshautes fréquen
es.Méthode indire
te La méthode vibratoire indire
te 
onsiste à utiliser un système réso-nant dont le 
omportement vibratoire permet de déduire les 
ara
téristiques vis
oélastiquesdu matériau. L'une des méthodes indire
tes les plus 
onnues est la méthode de la poutred'Oberst. Elle repose sur l'étude d'une poutre 
antilever en �exion sur laquelle le polymèreà 
ara
tériser adhère. Un 
al
ul analytique d'identi�
ation est fait à partir de la réponse dela poutre ex
itée à son extrémité (Garibaldi et Onah [41℄).L'avantage prin
ipal des méthodes indire
tes réside dans la gamme fréquentielle qu'ellespeuvent 
ouvrir. La solli
itation étant aisément modulable 
ette gamme s'étend des bassesfréquen
es (de l'ordre du Hz) jusqu'aux moyennes fréquen
es (de l'ordre du millier de Hz).Elles 
on
urren
ent de 
e fait les méthodes propagatives. Contrairement aux méthodes di-re
tes, le 
hargement du matériau testé est 
omplexe et varié : sur une stru
ture en �exion,un traitement externe simple en élastomère subit surtout des e�orts de tra
tion/extension ;dans un traitement 
ontraint l'élastomère est essentiellement solli
ité en 
isaillement. Lesmesures doivent être traitées par des outils de modélisation qui permettent de déduire les
ara
téristiques fondamentales du polymère.L'un des in
onvénients de la méthode est lié aux la
unes des modélisations existantes qui
onduisent à des hypothèses fortes : 
onditions aux limites non-dissipatives idéalisées, stru
-ture de référen
e non-dissipative. Un deuxième in
onvénient 
on
erne le fait que les valeursde module 
al
ulées sont asso
iées aux seules fréquen
es de résonan
e du système. On palliele problème en 
hangeant 
ertains paramètres vibratoires 
omme la longueur de la poutredans l'expérien
e d'Oberst pour obtenir une dis
rétisation fréquentielle su�sante.5.4.2.2 Appro
he propagativeLes méthodes propagatives reposent sur l'étude de la propagation des ondes dans des é
han-tillons en élastomère assimilables à des stru
tures monodimensionnelles. Les 
ara
téristiques18Dé�nition théorique idéalisée de l'essai.
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oélastiquevis
oélastiques sont déduites de la vitesse de phase et du 
oe�
ient d'atténuation en fon
tionde la fréquen
e à partir de mesures en di�érents points. Certaines méthodes tolèrent la su-perposition des é
hos grâ
e à la modélisation de la ré�exion aux extrémités des é
hantillonsqui peuvent être par 
onséquent de taille assez 
ourte (Lemerle [77℄). D'autres en requièrentla séparation et né
essitent l'utilisation de barres longues (Méthode d'impulsion séparée deBlan
 [11℄). Les méthodes ave
 superposition d'é
ho né
essitent trois mesures indépendantesdes ondes quasi-longitudinales ou de torsion, ou deux en utilisant les 
onditions au limites.Hillström et al [57℄ ont mené une étude sur la multipli
ation des points de mesure disposésaléatoirement sur la barre, et ont montré qu'un tel dispositif 
onduit à la rédu
tion de l'er-reur à 
ertaines fréquen
es 
ritiques. Di�érentes formes d'ex
itation peuvent être envisagées.Hillström et al ont utilisé une ex
itation par impa
t axial ave
 pendule ou pistolet à air.Cette dernière permet d'atteindre des fréquen
es de solli
itation assez élevées (de 100 Hzà 10 kHz). L'un des in
onvénients de la méthode mentionné par Lemerle [77℄ 
on
erne le
oût de fabri
ation des barres. Par ailleurs, l'extrapolation au modèle non-linéaire sembledéli
ate. En�n, les méthodes a
tuelles, du fait de la géométrie 
ylindrique et de l'approxi-mation monodimensionnelle, ne permettent pas de mesurer l'anisotropie des matériaux. Ilest possible de mesurer deux fon
tions de relaxation isotropes indépendantes tout au plus ;on notera à 
e titre l'étude de Mousavi et al [93℄ qui 
on
erne la mesure du 
oe�
ient dePoisson 
omplexe par le biais d'impa
ts axiaux et de torsion.5.4.3 Méthode d'identi�
ation adoptéeLa méthode employée relève des méthodes vibratoires indire
tes utilisant un système ré-sonant. Son originalité réside dans l'utilisation de l'outil de modélisation développé auquelest adjointe une routine de gradient 
onjugué. L'analyse de la sensibilité du système à desdonnées perturbées simulant les erreurs de mesure nous a 
onduit à étudier deux systèmesdi�érents. Le premier est une poutre 
antilever largement 
ouverte par un pat
h destiné àmesurer le module de sto
kage de l'élastomère. Le deuxième système est une plaque suspen-due peu 
ouverte par le traitement destinée à mesurer la 
apa
ité dissipative de 
e polymère.La méthode a l'avantage de fournir des résultats bruts ave
 une erreur relative aux in
er-titudes expérimentales. Elle a été mise en oeuvre sans méthode de lissage ou de rédu
tiond'erreur par multipli
ation des mesures de façon à quanti�er 
lairement sa pré
ision. Notonsqu'elle n'utilise pas de loi de 
omportement a priori 
omme dans les identi�
ations baséessur le prin
ipe de superposition température/fréquen
e.5.4.3.1 Etude de sensibilitéLe matériau élastomère utilisé est à la fois très peu rigide, relativement léger, et très dissi-patif en regard à l'aluminium. Les 
onséquen
es physiques sont les suivantes :
• La dissipation est essentiellement due au polymère, et 
e d'autant plus que la fréquen
ede solli
itation est élevée
• L'in�uen
e de l'élastomère sur la dynamique du système résonant auquel il adhère est trèsfaible du fait de ses 
ara
téristiques mais aussi par
e qu'il est en quantité bien inférieureà la quantité de matériau de la stru
ture
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ation des 
ara
téristiques dynamiques d'un polymère 149L'étude d'une plaque suspendue traitée ave
 des pat
hes en élastomère présentée au � 1.4.2nous a fourni des résultats très satisfaisants pour la mesure de la dissipation grâ
e à laméthode de dé
rément et grâ
e aux 
onditions aux limites suspendues. Elle est en revan
hetout à fait insu�sante pour 
ara
tériser le module de sto
kage de l'élastomère : une étudenumérique annexe nous a montré qu'une variation des fréquen
es modales mesurées bieninférieure à l'erreur de le
ture (de l'ordre du 
entième de Hz) pouvait 
onduire à des résul-tats d'identi�
ation du module de sto
kage très di�érents voire erronés (module négatif).La rigidité du polymère, en quantité faible, n'a quasiment pas d'in�uen
e sur les fréquen
esde résonan
e de la plaque suspendue.Il nous a don
 fallu provilégier un autre système qui soit bien 
onditionné pour le problèmed'identi�
ation du module de sto
kage. Notre 
hoix s'est porté sur une poutre 
antilever
ouverte à 91% par un pat
h en élastomère 
ontraint. La stru
ture 
omposite formée pos-sède les avantages suivants :
• elle possède une extrémité libre qui nous évite les problèmes de dilatation thermique etde pré
ontrainte importants des poutres en
astrées-en
astrées,
• ses modes de résonan
es en �exion sont régulièrement espa
és, et la première résonan
eest aux alentours de 4 Hz,
• tous ses modes sont ex
itables et mesurables en plaçant les dispositifs de mesure et d'ex-
itation à l'extrémité de la poutre,
• ses déformées sont assimilables à des 
ombinaisons de quart de longueur d'onde et nerequièrent pas une dis
rétisation parti
ulièrement �ne (le huitième mode de �exion situéautour de 600 Hz n'a que deux longueurs d'onde spatiales)L'in
onvénient prin
ipal de 
e système 
on
erne l'identi�
ation du module de perte. Dansla méthode de la poutre d'Oberst, un module de perte 
omposite est identi�é : il prend en
ompte la dissipation liée à l'en
astrement et la dissipation du métal de la stru
ture. Cessour
es d'amortissement peuvent être prépondérantes en basses fréquen
es. Par ailleurs,une étude numérique basée sur l'identi�
ation simultanée du module de sto
kage et dumodule de perte nous a montré que l'erreur sur la mesure de l'amortissement a une in�uen
efaible sur la détermination du module de sto
kage, et qu'une erreur sur la mesure de lafréquen
e in�uen
e assez peu le module de perte. Nous avons don
 opté de mener deuxétudes séparées : la première est basée sur la poutre en
astrée pour identi�er le module desto
kage ; la deuxième s'appuie sur les résultats de l'expérien
e de plaque suspendue (� 1.4.2)pour identi�er le module de perte.5.4.3.2 Méthode numériqueLes deux systèmes résonants portent des informations 
omplémentaires en partie dé
orré-lées qui justi�ent leur étude séparée. Néanmoins, le module de perte in�uen
e légèrement lesfréquen
es de résonan
e. Nous avons opté de prendre en 
ompte 
ette in�uen
e en utilisantune méthode itérative.La première étape de la méthode itérative se fo
alise sur la poutre 
antilever. Une rou-
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oélastiquetine de gradient 
onjugué minimise pour 
haque mode de résonan
e la di�éren
e entre lafréquen
e modale expérimentale modi�ée fStruc
modif et la fréquen
e modale 
al
ulée par le sol-veur 
omplexe en faisant varier le module de sto
kage de l'élastomère. Le module de perteest 
onsidéré nul. La fréquen
e modale expérimentale mesurée fStruc

exp est transformée en
fStruc

Modif pour limiter les erreurs de modélisation liées par exemple à l'anisotropie du métal.Un léger dé
alage égal à la di�éren
e entre les fréquen
es modales 
al
ulées fAlu
EF et lesfréquen
es mesurées fAlu

exp de la 
on�guration sans traitement est appliqué aux fréquen
esmodales mesurées fStruc
exp sur la 
on�guration ave
 traitement :

fStruc
Modif = fStruc

exp + fAlu
EF − fAlu

exp (5.19)Ce dé
alage est dû à la très grande sensibilité de la routine d'identi�
ation aux variationsde fréquen
e : 
'est une façon simple de limiter les erreurs d'identi�
ation liées à la disparitédes résultats entre la modélisation par éléments �nis et les mesures expérimentales lorsqu'iln'y a pas de pat
h. Cette disparité (parfois quelques Hz) peut être supérieure aux erreursde le
ture tolérables par la méthode (de l'ordre du Hz). Des valeurs dis
rètes du module desto
kage sont déduites à partir desquelles une interpolation du troisième ordre en fréquen
eest 
onstruite.La deuxième étape se base sur les résultats de l'expérien
e de plaque suspendue. La routinede gradient 
onjugué minimise la di�éren
e entre l'amortissement expérimental modi�é etl'amortissement vis
oélastique 
al
ulé en faisant varier le module de perte de l'élastomère.La valeur du module de sto
kage est donnée par l'interpolation polynomiale 
al
ulée dansl'étape pré
édente. Sa valeur, pour un mode donné, est sus
eptible de varier au 
ours del'étape de minimisation par gradient 
onjugué : les variations du module de perte altèrentla fréquen
e de résonan
e, qui altère à son tour le module de sto
kage. La 
ontinuité dumodule de perte est requise pour que l'algorithme 
onverge 
orre
tement et justi�e le 
al
ulintermédiaire d'une interpolation polynomiale.L'amortissement expérimental modi�é est 
al
ulé en soustrayant l'amortissement mesuréde la plaque sans traitement à l'amortissement mesuré de la plaque traitée. Nous supposonsdon
 que l'amortissement de la plaque est peu altéré par le traitement et que l'amortis-sement de l'aluminium présent dans les pat
hes est négligeable devant l'amortissement del'élastomère. La première hypothèse nous semble raisonnable : l'amortissement par 
ouplage�uide/stru
ture est négligeable (�gure 5.3) ; le 
hamp de déformation en 
ompression de laplaque, peu altéré par la présen
e des pat
hes employés, justi�e l'hypothèse d'un amortis-sement thermoélastique in
hangé. La deuxième hypothèse nous semble moins fondée, dansla mesure où la 
ou
he �ne en aluminium re
ouvrant l'élastomère est sus
eptible d'avoir unamortissement thermoélastique non négligeable.La troisième étape 
onsiste en une répétition de la première étape pour a�ner l'identi�-
ation du module de sto
kage. Elle né
essite au préalable une interpolation polynomiale dumodule de perte réalisée à partir des valeurs dis
rètes obtenues dans la deuxième étape.Nous avons initié une quatrième étape 
alquée sur la deuxième ave
 les valeurs a�nées dumodule de sto
kage, mais elle n'a résulté en au
un 
hangement dans les valeurs identi�éesdu module de perte : trois étapes su�sent pour la 
onvergen
e de la méthode. Les valeursdu module de perte sont les valeurs dis
rètes obtenues à la �n de la deuxième étape. Les
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ation des 
ara
téristiques dynamiques d'un polymère 151valeurs du module de sto
kage sont les valeurs dis
rètes obtenues à la �n de la troisièmeétape. Les interpolations polynomiales de 
es modules ont don
 seulement servi aux étapesintermédiaires de 
al
ul.5.4.3.3 Pro
édure expérimentaleNous nous intéressons i
i à la phase expérimentale de la méthode et plus spé
i�quementà l'étude de la poutre 
antilever ; l'expérien
e de plaque suspendue a déjà été présentéeau � 1.4.2. La grande quantité de polymère favorise le bon 
onditionnement du problèmed'identi�
ation du module de sto
kage, mais rend l'étude expérimentale plus déli
ate. Lastru
ture étant très amortie, elle est di�
ile à ex
iter et présente des amplitudes de mou-vement très faibles dans le régime des hautes fréquen
es ; le repérage des maximums duspe
tre est déli
at. Pour obtenir des amplitudes de vibration importantes quel que soit lemode, ex
itation et mesure ont été e�e
tuées à l'extrémité de la poutre. Cette solution nerésoud pas tous les problèmes : les dépla
ements asso
iés au premier mode sont importantset visibles, mais au
une résonan
e n'est mesurable au-dessus de 600 Hz. C'est la limite
laire de la méthode ave
 
ette stru
ture ; elle peut être a

rue en employant une poutreplus 
ourte par exemple.L'ex
itation requise doit avoir un spe
tre relativement plat autour des fréquen
es de ré-sonan
e ; des ex
itations de type bruit blan
 ou de type Dira
 semblent don
 satisfaisantes.Trois te
hniques ont été essayées :
• la te
hnique du marteau à 
ho
. L'ex
itation s'est avérée insu�sante pour ex
iter lesmodes de moyenne et haute fréquen
e et sans doute trop forte pour le premier mode,
• la te
hnique du pot vibrant. L'ex
itation est satisfaisante, les spe
tres d'ex
itation pou-vant être réduits à des bandes étroites et le gain adapté au registre,
• la te
hnique de l'éle
troaimant, détaillée dans la thèse de Pérignon [104℄. Elle possède lesmêmes avantages que la te
hnique du pot vibrant tout en ne 
réant pas de 
onta
t dire
tave
 la poutre. Au
une pré
ontrainte liée à l'atta
he du système n'est don
 présente. Lesystème d'étude est néanmoins altéré par la présen
e d'un petit aimant 
ollé sur l'extré-mité de la poutre.Nous présentons dans la suite les résultats obtenus ave
 le troisième type d'ex
itation, quinous a semblé le plus adapté. Les mesures ont été réalisées par vibrométrie laser ave
 le laserpolyte
 monopoint OFV303 et le 
ontr�leur OFV3001. La génération du signal et l'a
qui-sition ont été réalisées par le système paragon HP3566A/67A. Un ampli�
ateur (INTERMRisoplus) et un �ltre en série ont été utilisés pour �ltrer les 
omposantes fréquentielles horsmesure du signal, en parti
ulier en basse fréquen
e. La 
on�guration de l'expérien
e estreprésentée dans la �gure 5.10. La poutre a été en
astrée par serrage ave
 deux 
ales main-tenues par des vis.La méthode numérique né
essite uniquement les fréquen
es de résonan
e situées au niveaudes maximums de la réponse spe
trale vibratoire. L'expérien
e a don
 
onsisté à repérer 
esmaximums. Pour 
e faire, la fon
tion de réponse fréquentielle et la 
ohéren
e ont été me-surées dans des bandes reserrées autour des modes de résonan
e observables, pour fo
aliser
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Fig. 5.10 � Géométrie de la poutre 
antilever traitée ave
 un pat
h.l'énergie du signal d'ex
itation. Le niveau d'ampli�
ation a souvent été pro
he du maximumtoléré par le système19, sauf dans le 
as des deux premiers modes pour lesquels le niveau aété réduit, 
ar le dépla
ement de l'extrémité de la poutre est très important.La sensibilité du laser a été systématiquement adaptée au mode et prise à la valeur maximumsans saturation (indiquée par un voyant), variant ainsi de 1mm/s à 25mm/s (des hautesvaleurs fréquentielles vers les basses, respe
tivement). Une résolution fréquentielle très �nea été retenue, permettant de réaliser des mesures à ±0, 06 Hz. 30 a
quisitions moyennéesont été faites pour 
haque mode. Les 
ohéren
es obtenues sont ex
ellentes.5.4.3.4 RésultatsLa �gure 5.11 résume les résultats d'identi�
ation du module de sto
kage. Les valeurs deréféren
e du matériau sont représentées, ainsi que les identi�
ations des étapes 1 et 3 de laméthode itérative. Une étude de sensibilité est également in
luse ; elle montre les variationsdu module de sto
kage identi�é lorsqu'une perturbation de -2%, -1%, +1% et +2% a étéintroduite dans les fréquen
es de résonan
e identi�ées expérimentalement. L'étude montreque le système reste assez sensible aux erreurs de le
ture malgré le dimensionnement réa-lisé. On observe par ailleurs que le module de perte identi�é (étape 2) et pris en 
omptedans l'étape 3 altère légèrement l'identi�
ation du module de sto
kage en provoquant unerédu
tion de sa valeur. Le module de perte parti
ipe don
 à la rigidité du matériau. Notonsque les valeurs identi�ées sont bien inférieures aux valeurs de référen
e.La �gure 5.12 présente les résultats d'identi�
ation du module de perte basés sur le modulede sto
kage identi�é à l'étape 1 et sur les valeurs d'amortissement stru
turel mesurées dansl'expérien
e de plaque suspendue. Il s'agit de l'étape 2 de la méthode itérative. L'identi�
a-tion a été e�e
tuée pour les trois 
on�gurations de traitement (pat
h 
entré sur la plaque,pat
h situé dans le 
oin de la plaque, 
as ave
 deux pat
hes). Les résultats montrent unetendan
e générale satisfaisante permettant d'identi�er le module de perte ; il y a toutefoispour 
ertains modes des disparités marquées. Ces disparités peuvent résulter du mauvais
onditionnement du système et de sa sensibilité aux erreurs de le
ture ou de l'impré
ision dela modélisation. Pour faire la part des 
hoses, la �gure 5.14 présente une étude de sensibilitémontrant qu'une erreur de 1% sur la le
ture de la valeur de l'amortissement 
onduit à des19Le fran
hissement du seuil est indiqué par une diode.
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910Fig. 5.11 � Partie réelle du module de Young du polymère SMACTANE identi�ée en fon
tionde la fréquen
e à partir de l'expérien
e de poutre 
antilever.erreurs d'identi�
ation relativement peu importantes. Les variations de la valeur du modulede perte suivant la 
on�guration sont don
 dues à un problème de modélisation : l'amortis-sement de l'aluminium des pat
hes peut expliquer en partie la disparité des résultats. Nousretiendrons dans la suite les valeurs estimées à partir de la 
on�guration à deux pat
hes.La 
omparaison entre les valeurs identi�ées et les valeurs de référen
e nous amène à penserque l'identi�
ation e�e
tuée n'est pas 
elle d'un matériau homogène : le matériau identi�éest un matériau 
omposite 
onstitué du polymère et de la 
olle. Il n'en demeure pas moinsque les valeurs identi�ées permettent d'obtenir des résultats de modélisation 
on
ordantsave
 l'expérien
e (�gure 5.15) ; les 
ara
téristiques obtenues en se basant sur la 
on�gura-tion à deux pat
hes permettent de modéliser très 
orre
tement l'amortissement de toutesles 
on�gurations.5.4.4 Etude du 
ollageL'objet de 
e paragraphe 
on
erne l'infuen
e du 
ollage, qui est sus
eptible semble-t-il defaire varier l'amortissement stru
turel d'un fa
teur de 2. Nous avons don
 pro
édé 
ommesuit : nous avons introduit une épaisseur de 
olle de 0, 2mm entre la stru
ture et le polymère,de densité égale à 
elle de l'élastomère. La valeur de la rigidité de la 
olle a été augmentéede façon 
ontinue, depuis des valeurs très basses (Ecolle = 10000Pa) jusqu'à des valeurstrès hautes supérieures à la valeur du module de l'aluminium. Les valeurs de l'élastomèreutilisées sont les valeurs de référen
e. Les �gures 5.16, 5.17 et 5.18 présentent la valeur del'amortissement stru
turel 
al
ulé en fon
tion de la variation du module de la 
olle pour lesdeux premiers modes de la plaque suspendue (à 46 Hz et 62 Hz) et pour le sixième mode (à186 Hz environ), respe
tivement. La 
on�guration étudiée est 
elle d'un pat
h unique 
entrésur la plaque.
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oélastiqueOn observe que la min
e 
ou
he de 
olle a une in�uen
e 
onsidérable sur les valeurs ob-tenues. On note notamment qu'une 
olle très rigide est à privilégier pour les trois modesreprésentés. Une rigidité semblable à 
elle de l'aluminium permettrait de multiplier par sixla valeur de l'amortissement stru
turel ; un tel matériau, à la fois très rigide et aussi dissipa-tif que l'élastomère, n'existe malheureusement pas à l'heure a
tuelle. Il est en outre possiblede déterminer la valeur de la rigidité de la 
olle en se référant aux valeurs d'amortissementexpérimentales obtenues (après y avoir soustrait la valeur de l'amortissement du métal). Les
ourbes représentées 
onduisent toutes trois à des valeurs de module sensiblement pro
hesde Ecolle ∼ 1, 0 105,8.
PSfrag repla
ements
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e de la rigidité de la 
olle sur l'amortissement du mode à 45 Hz.5.5 Bilan et 
on
lusions du 
hapitreCe 
hapitre a porté sur l'étude de l'amortissement vis
olastique dans les stru
tures 
ompo-sites en aluminium et en élastomère. L'analyse du 
omportement des matériaux ne permet-tant à l'heure a
tuelle que des prédi
tions qualitatives, une identi�
ation de l'amortissementvis
oélastique a été e�e
tuée dans l'aluminium et l'élastomère. L'identi�
ation de l'amor-tissement vis
oélastique dans l'aluminium s'est basée sur les résultats expérimentaux del'expérien
e de plaque suspendue présentée au � 1.4.2 et sur les résultats numériques de mo-délisation thermoélastique, et a 
onduit à l'estimation d'un fa
teur de qualité 
onstant surla plage fréquentielle étudiée. La valeur obtenue, très faible, est 
ohérente ave
 les résultatsde la littérature. Elle témoigne de la grande pré
ision de notre modèle thermoélastique ainsique de la méthode de mesure expérimentale de l'amortissement.
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158 Chapitre 5. L'amortissement vis
oélastiqueL'identi�
ation de l'amortissement dans l'élastomère s'est appuyée sur l'expérien
e de plaquesuspendue d'une part, et d'autre part sur l'analyse modale d'une poutre 
antilever re
ou-verte d'un traitement en élastomère 
ontraint. Le problème d'identi�
ation asso
ié à la
on�guration de plaque suspendue est à la fois très bien 
onditionné pour estimer la dissipa-tion dans l'élastomère et très mal 
onditionné pour évaluer sa rigidité ; 
'est l'inverse pourle problème asso
ié à la poutre 
antilever : l'ensemble des deux expérien
es nous a don
permis de réaliser une identi�
ation de bonne qualité des 
ara
téristiques de l'élastomère.L'information émanant des deux 
on�gurations a été 
ombinée par le biais d'un pro
essusitératif.La méthode indire
te utilisée, relativement lourde, a été validée par les résultats expérimen-taux. S'il nous semble que la méthode dire
te est plus performante, la méthode indire
tea l'avantage de mettre en lumière la qualité de l'outil de modélisation. Elle nous a permisnotamment d'expliquer l'importan
e de la 
ou
he d'adhésif et de 
omprendre pourquoi lesdonnées de référen
e de l'élastomère ne sont pas su�santes pour bien modéliser les pat
hesétudiés. Nos simulations ont montré par ailleurs que la dissipation stru
turelle peut être
onsidérablement a

rue en augmentant la rigidité de la 
olle.
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160 Chapitre 6. Optimisation6.1 Introdu
tionCe 
hapitre 
on
erne l'étude numérique du 
omportement de stru
tures amorties par untraitement en polymère pour la rédu
tion de bruit. Il repose sur les qualités de pré
ision,de rapidité et de robustesse des routines de modélisation vibroa
oustique et se présentenaturellement 
omme l'aboutissement �nal de 
e travail de thèse. Les �nalités du 
hapitresont multiples. S'il nous importe de dé
ouvrir pour une stru
ture donnée la 
on�gurationde traitement optimale pour la rédu
tion de bruit, nous atta
hons également beau
oupd'importan
e à la 
ompréhension du 
omportement vibroa
oustique stru
turel et à la dé�-nition de 
ertaines règles générales débou
hant sur un savoir-faire pratique. Le 
hapitre est
onstitué de résultats numériques 
ommentés qui ne né
essitent pas de prérequis théoriquesparti
uliers. Il est original à double titre : d'une part, il remédie en partie à l'absen
e dans lalittérature s
ienti�que d'études sur les performan
es des traitements amortissants (
onstatréalisé par Nakra [94℄) ; d'autre part, il a été pensé pour servir de guide pratique aux ingé-nieurs et expérimentateurs qui réalisent et appliquent 
es traitements.La première partie du 
hapitre est 
onstituée de remarques et de 
al
uls préalables des-tinés à pré
iser le problème d'optimisation. La dépendan
e des résultats à la déformationdu maillage est étudiée. Dans la mesure où l'ensemble du 
hapitre se base sur des stru
turesde type plaque/poutre à dimensions �xées en 
onditions d'en
astrement, il a été jugé utilede présenter également quelques résultats sur l'in�uen
e des 
onditions aux limites et desdimensions stru
turelles sur la puissan
e rayonnée.La deuxième partie se fo
alise sur l'étude de l'in�uen
e d'un pat
h en polymère 
ontraintsur la puissan
e a
oustique rayonnée et sur l'amortissement d'une poutre. L'étude des pa-ramètres géométriques prin
ipaux (position et dimensions du lamellé ; épaisseur, rigidité etdensité des 
ou
hes du lamellé) permet de dé�nir des règles simples pour réduire le bruitrayonné par les modes de �exion.La troisième partie du 
hapitre présente une étude des performan
es de traitements parti
u-liers (inserts, pat
hes superposés, élastomère non 
ontraint, élastomère 
ontraint) appliquésà une plaque en
astrée.La quatrième et dernière partie s'intéresse en�n à la détermination d'une 
on�guration op-timale pratique de traitement en élastomère 
ontraint sur une plaque en
astrée et sur unepoutre en
astrée-en
astrée. Des études d'optimisation paramétrique à quatre ou 
inq va-riables sous 
ontrainte de poids du traitement sont présentées ainsi qu'une optimisationlo
ale de la forme du 
ontour du pat
h maximisant l'amortissement vis
oélastique.6.2 Préalables à l'optimisation6.2.1 Dé�nition d'une fon
tionnelleL'optimisation 
onsiste à déterminer parmi un ensemble de 
on�gurations possibles, dé-
rites par un jeu de variables, 
elle qui satisfait au mieux un 
ritère donné. Dans notreétude, la position des pat
hes ou leur forme (épaisseur, largeur,...) sont des exemples devariable dont il s'agit de trouver la valeur optimale. Le 
ritère se base sur la minimisationou la maximisation d'une fon
tionnelle adéquate. Parmi les quantités dont nous disposons,l'amortissement vis
oélastique semble tout à fait adapté pour 
onstruire une fon
tionnelle.En maximisant l'amortissement vis
oélastique, l'amortissement total est sus
eptible d'avoir



6.2. Préalables à l'optimisation 161de grandes valeurs et les dépla
ements vibratoires sus
eptibles d'être faibles. Si nous nousintéressons à une bande fréquentielle donnée, 
ontenant un 
ertain nombre de modes, lafon
tionnelle peut être bâtie en sommant l'amortissement vis
oélastique de 
es modes. D'unpoint de vue purement a
oustique, la minimisation de l'amortissement a
oustique semblepertinente : le 
ouplage �uide stru
ture, 
omme la pression rayonnée par la stru
ture (àamplitude vibratoire �xée), s'en trouvent réduits. Certaines 
on�gurations de traitementrendent en e�et la stru
ture plus ou moins bruyante en altérant la distribution de masse,de rigidité et d'amortissement du système.En réalité, au
un des deux 
ritères ne semble totalement satisfaisant pour la rédu
tionde bruit, dans la mesure où le rayonnement est un phénomène 
omplexe in�uen
é par lese�ets 
ombinés du 
ouplage �uide stru
ture et de l'amortissement total du système. Nousprivilégions don
 l'utilisation de la puissan
e a
oustique rayonnée pour bâtir une fon
tion-nelle. Elle permet de déterminer des solutions pertinentes là où une étude basée sur les deux
ritères pré
édents (amortissement vis
oélastique et amortissement a
oustique) débou
heparfois sur deux solutions in
ompatibles. L'utilisation de la puissan
e a
oustique reste pourautant 
ritiquable. Elle se base sur une ex
itation donnée qui parti
ularise le résultat, alorsque l'amortissement est une quantité spé
i�que à la stru
ture. Elle est numériquement 
oû-teuse à évaluer. Par ailleurs, notre étude a été menée en dehors de toute 
onsidérationper
eptive ou psy
hoa
oustique, et le 
ritère employé est don
 à 
e titre également 
riti-quable. Toutefois, il nous semble raisonnable d'avoir opté pour une quantité moyennée dansl'espa
e, globale, plut�t qu'une quantité lo
ale 
omme la pression a
oustique sur laquelle sebasent la plupart des programmes de sonie. Nous utiliserons fréquemment dans 
e 
hapitrela puissan
e a
oustique asso
iée à un mode de résonan
e parti
ulier : il s'agit simplement dela puissan
e rayonnée 
al
ulée à la fréquen
e de 
e mode. Celui-
i n'est pas l'ex
lusif 
ontri-buteur au rayonnement à 
ette fréquen
e ; de 
e fait, il est abusif de parler de puissan
ea
oustique modale. Mais le lien que nous dé�nissons entre le mode et 
ette quantité fa
ilitenéanmoins l'analyse de l'e�
a
ité des traitements.6.2.2 Con�gurations étudiéesLes études se sont fo
alisées sur deux types de stru
ture : plaque et poutre. Les 
ara
té-ristiques générales des deux stru
tures et du milieu aérien, présentées dans le tableau 6.1,ont été 
onservées tout au long des simulations de 
e 
hapitre. La 
on�guration de plaqueen
astrée ba�ée est sans doute 
elle qui a le plus d'intérêt pratique nous semble-t-il. La
on�guration de poutre en
astrée-en
astrée ba�ée est tout aussi intéressante et a été large-ment étudiée. Si son intérêt pratique est limité1, elle est numériquement moins 
oûteuse àmodéliser que la plaque 
ar nous utilisons un seul élément dans la se
tion. Un tel maillageest su�sant pour assurer la 
onvergen
e de la méthode de modélisation vibratoire ainsi que
elle de la méthode de modélisation a
oustique ave
 hypothèse de ba�e. Dans le 
as nonba�é, une étude numérique nous a montré que le 
ode de 
al
ul à éléments de frontièredéveloppé né
essite un minimum de huit éléments dans la largeur de la poutre 
ar la distri-bution du potentiel double 
ou
he n'est pas uniforme. La deuxième justi�
ation de l'étudede poutres ba�ées se fonde sur leur géométrie quasi-monodimensionnelle qui fa
ilite l'ana-lyse de l'in�uen
e des traitements sur le rayonnement des modes de �exion.1Les poutres rayonnent en général assez peu ; par ailleurs, pratiquement, la plupart des poutres doiventêtre modélisées sans ba�e.



162 Chapitre 6. OptimisationModule de Young de l'aluminium 65 MPaCoe�
ient de Poisson de l'aluminium 0, 3Densité de l'aluminium 2700 kg.m−3Densité de l'air 1, 2 kg.m−3Célérité dans l'air 340m.s−1Densité de l'élastomère 1190 kg.m−3Coe�
ient de Poisson de l'élastomère 0, 4875Epaisseur de l'élastomère (traitement) 1,2 mmEpaisseur de l'aluminium (traitement) 0,5 mmDimensions de la poutre 1m× 2cm× 5mmMaillage x × y × z 50 × 1 × 1Dimensions de la plaque 35cm × 40cm× 2mmMaillage x × y × z 20 × 20 × 1Tab. 6.1 � Données générales utilisées pour les simulations d'optimisation.Les 
ara
téristiques du polymère sont données analytiquement et représentées au � 5.3.3.3.Nous avons dé
idé d'utiliser les 
ara
téristiques du matériau évaluées par la so
iété Metra-vib et données par l'équation (5.18) plut�t que 
elles identi�ées au � 5.4.3. Ce
i tient au faitque nous e�e
tuons l'étude de 
on�gurations variées pour lesquelles il est préférable d'avoirles véritables 
ara
téristiques matériau. Nous formulons don
 l'hypothèse que le polymèreadhère parfaitement à l'aluminium2. Par ailleurs, l'amortissement de l'aluminium n'a pasété in
lus pour fa
iliter l'analyse des résultats qui 
omprennent déjà trois quantités prin
i-pales : la puissan
e a
oustique rayonnée, l'amortissement vis
oélastique et l'amortissementa
oustique.6.2.3 In�uen
e de la distorsion du maillageL'optimisation d'un système ne peut être e�e
tuée raisonnablement que si un 
ertain nombrede prérequis ont été préalablement satisfaits : l'outil de modélisation numérique doit avoir étévalidé, si possible expérimentalement ; la modélisation et la résolution d'une 
on�gurationdonnée doit être rapide. Nous estimons 
es 
onditions véri�ées ; il nous reste 
ependant àtester l'in�uen
e du maillage sur les résultats. Nous présentons i
i une étude spé
i�que surla distorsion du maillage. Une poutre re
ouverte d'un traitement 
ontraint a été mailléeave
 des éléments re
tangulaires. Le maillage a été altéré de façon à 
e que l'angle aigu desparallépipèdes formés par les éléments passe progressivement de 90� à 28� environ, 
e qui
orrespond à un angle de distorsion variant de 0�à 62�.
2Hypothèse non véri�ée par les pat
hes étudiés
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PSfrag repla
ements 62�Fig. 6.1 � Maillage le plus distordu.

La �gure 
i-
ontre représente une extrémité dela poutre maillée lorsque la distorsion est maxi-male. La �nalité de l'étude est multiple : il s'agitd'abord d'un test supplémentaire sur les per-forman
es des éléments développés qui s'ajouteaux études de 
onvergen
e présentées au � 2.3.1.2.L'étude permet par ailleurs d'observer l'in�uen
ede la distorsion des éléments sur le 
al
ul a
oustique. Celui-
i est a�e
té dans une 
ertainemesure par des résultats vibratoires modi�és, mais aussi par un 
al
ul de double intégrationde surfa
e (équation (4.39)) faisant intervenir une matri
e de transformation dont les termesextradiagonaux ne sont plus nuls.Le tableau 6.2 présente la variation relative en % de la fréquen
e et des amortissementsentre la 
on�guration la plus distordue et la 
on�guration de référen
e pour les huit pre-miers modes de �exion. Deux d'entre eux sont des mouvements de �exion dans le plan dela poutre (dire
tion y) ; leur amortissement a
oustique n'a pas été donné du fait qu'il estsans véritable sens physique3. La variation de puissan
e exprimée en niveau4 est égalementprésentée. On note que la distorsion rigidi�e la stru
ture en tirant les fréquen
es vers lehaut, et qu'elle a

roît l'amortissement a
oustique. Ramenée à un niveau, la variation depuissan
e a
oustique rayonnée est relativement faible.Mode z1 z2 y1 z3 z4 y2 z5 z6Fréq. dans l'air (Hz) 25,5 70,4 95,2 136,4 222,7 262,3 329,3 456,5Fréq. dans l'air (%) 1,00 1,85 1,34 2,94 4,23 2,64 5,65 7,18Am. vis
oélastique (%) 1,47 0,36 3,39 -0,73 -1,63 6,63 -2,40 -3,02Am. a
oustique (%) 1,44 0,47 - 1,48 5,12 - 8,17 9,02Puis. a
. linéaire (%) -1,85 0,48 - 11,40 -4,32 - 10,36 -3,62Puis. a
. logar. (∆dBW) -0,08 0,02 - 0,4687 -0,19 - 0,43 -0,16Tab. 6.2 � Comparaison entre le maillage non distordu et le maillage le plus distordu pour leshuit premiers modes de �exion d'une poutre en
astrée-en
astrée re
ouverte d'un traitementen élastomère 
ontraint. E
art relatif (%) ou é
art absolu (∆) entre les quantités vibroa-
oustiques 
ara
téristiques : fréquen
e dans l'air, amortissement vis
oélastique et puissan
ea
oustique 
al
ulée à la fréquen
e modale.La variation du niveau de puissan
e a
oustique rayonnée et la variation relative d'amortisse-ment (vis
oélastique, a
oustique) sont représentées dans la �gure 6.2 pour les trois premiersmodes de �exion dans la dire
tion transverse z. La 
on�guration de référen
e 
orrespond àun angle de distorsion nul. Les résultats montrent pour les trois quantités que l'erreur liéeà la distorsion est très modérée jusqu'à une distorsion de 40�. Au-delà de 50�l'erreur n'estplus négligeable et augmente de façon très importante ave
 l'angle de distorsion.3Le ba�e est pla
é de telle sorte que seules les 
omposantes du mode dans la dire
tion z, de valeurnégligeable, parti
ipent au rayonnement.4Le niveau de puissan
e s'exprime en dBW ∼ 10 log10(W) (� 4.3.3.9).
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Fig. 6.2 � Etude de l'in�uen
e de la distorsion des éléments sur le 
al
ul de l'amortissementa
oustique, vis
oélastique et sur la puissan
e a
oustique rayonnée asso
iés aux trois premiersmodes de �exion suivant la dire
tion transverse z d'une poutre en
astrée-en
astrée 
ouvertepar un traitement en élastomère 
ontraint.



6.2. Préalables à l'optimisation 1656.2.4 In�uen
e dimensionnelleL'essentiel du travail d'optimisation a porté sur des stru
tures de type plaque ou poutre detaille �xe. Nous avons opté d'étudier 
es stru
tures en préservant la dimension des variablesemployées pour privilégier un 
ertain sens physique. Ce 
hoix ne permet pas d'interpréterles résultats dans un 
adre général et en parti
ulier de prévoir l'in�uen
e des dimensionsstru
turelles sur les résultats obtenus. Pour pallier en partie 
et in
onvénient, nous avonssouhaité mener une 
ourte étude destinée à quanti�er l'in�uen
e de la taille d'une stru
turesur les di�érents indi
ateurs dont nous disposons : amortissement a
oustique, amortissementvis
oélastique et puissan
e a
oustique rayonnée aux fréquen
es modales. La simulation a
on
erné plus spé
i�quement une poutre en
astrée-en
astrée dont les 
ara
téristiques sontdonnées dans le tableau 6.1. Un pat
h d'une longueur égale au dixième de 
elle de la poutre(soit 10 
m si la poutre fait 1m) est 
entré sur 
elle-
i et la re
ouvre dans la largeur. La�gure 6.3 représente s
hématiquement la stru
ture étudiée. Nous nous sommes intéressés au
omportement vibroa
oustique de la poutre traitée lorsque l'ensemble de ses dimensions sonta�e
tées par un 
oe�
ient multipli
ateur variant de 0,2 à 4,0. L'épaisseur de l'élastomère etde l'aluminium ont pour valeur respe
tive 1,2 mm et 0,5 mm dans le 
as d'un 
hangementd'é
helle nul, et dans les autres 
as sont toutes deux redimensionnées de la même façon quela stru
ture. La stru
ture est ex
itée par une onde in
idente normale de 
ontenu spe
trallarge bande (bruit blan
).PSfrag repla
ements 10 LLy z
Fig. 6.3 � Représentation de la 
on�guration de poutre traitée utilisée pour l'étude dimen-sionnelle.La �gure 6.4 représente la puissan
e a
oustique 
al
ulée aux fréquen
es de résonan
e desquatre premiers modes en fon
tion du 
oe�
ient d'é
helle ; il s'agit en quelque sorte d'unepuissan
e a
oustique modale. Parmi 
es quatre modes, trois d'entre eux sont des modes de�exion suivant la dire
tion z, le mode restant étant un mode de �exion suivant la dire
tiony. La �gure présente aussi l'amortissement a
oustique, l'amortissement vis
oélastique et lafréquen
e de résonan
e ; 
es trois quantités sont des quantités modales normalisées de façonà 
e que la valeur maximale soit égale à un. On observe pour l'ensemble des quantités et pourl'ensemble des modes une dépendan
e simple aux dimensions stru
turelles. Amortissementa
oustique et fréquen
e varient en α−1, α étant le 
oe�
ient d'é
helle5. Ce
i est véri�é pourtous les modes de �exion à une ex
eption près : on note que l'amortissement a
oustique dumode de �exion dans le plan de la plaque, nommé Flexion y no 1, ne suit pas la forme
ara
téristique observée. En réalité, le rayonnement asso
ié à 
e mode est mal estimé, dansla mesure où notre 
al
ul se base ex
lusivement sur le rayonnement de la fa
e supérieure de5Nous avons préféré 
onserver l'é
helle linéaire dans l'ensemble des �gures pour privilégier un 
ertainsens physique. Une é
helle de représentation des amortissements et de la fréquen
e normalisés log log faitapparaître des droites superposées.
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6.2. Préalables à l'optimisation 167la poutre, ba�ée, et sur les dépla
ements transverses suivant z qui sont négligeables pour
e mode.L'amortissement vis
oélastique est estimé de façon 
orre
te pour l'ensemble des modes,le mode de �exion suivant y 
ompris. On note que la dépendan
e à l'é
helle des modes de�exion suivant z est la même, leurs 
ourbes respe
tives étant superposées ; le mode suivanty présente une dépendan
e à l'é
helle légèrement di�érente. Notons également que l'amor-tissement vis
oélastique a une dépendan
e à l'é
helle en α−1,43 plus marquée que les autresquantités (fréquen
e, amortissement a
oustique). Nous avons d'abord pensé que 
ette dé-pendan
e forte était due au fait que la fréquen
e et par 
onséquent les 
ara
téristiques del'élastomère varient ave
 l'é
helle, mais l'a

roissement de la dissipation ave
 la fréquen
en'explique pas à elle seule une valeur d'exposant aussi forte.Nous avons également mené la même étude dans le 
as d'une plaque dont les 
ara
téris-tiques sont résumées dans le tableau 6.1. Après normalisation, les 
ourbes d'amortissementvis
oélastique, d'amortissement a
oustique et de fréquen
e des di�érents modes de �exiondans la dire
tion transverse se superposent exa
tement, 
omme dans le 
as de la poutre. La
on
lusion de 
e paragraphe est qu'un 
hangement d'é
helle modi�e les 
ara
téristiques vi-broa
oustiques d'un système d'une façon qui ne permet pas d'extrapoler les résultats 
al
uléssur une stru
ture de taille �xée de façon immédiate. Néanmoins, les variations monotones desamortissements en fon
tion de l'é
helle nous portent à 
roire qu'une 
on�guration optimale
al
ulée à une é
helle de taille donnée est également optimale à une é
helle di�érente.6.2.5 In�uen
e des 
onditions aux limitesLa plupart des études du 
hapitre 
on
erne des stru
tures ave
 des 
onditions aux limitesde type en
astré qui modélisent assez 
orre
tement les 
onditions aux limites de nombreusesstru
tures (parois murales, fenêtres,...). Nous avons néanmoins souhaité 
onsa
rer une 
ourteétude à l'in�uen
e des 
onditions aux limites sur le 
omportement vibroa
oustique d'unestru
ture ave
 un traitement amortissant. La stru
ture en question est une poutre dont lesdonnées sont ré
apitulées dans le tableau 6.1 ; elle est traitée ave
 un pat
h de 4 
m pla
éau milieu de sa longueur et re
ouvrant sa largeur.Les spe
tres de vibration et de puissan
e rayonnée de la stru
ture ont été 
al
ulés ave
une ex
itation de type a
oustique6. Le point d'observation vibratoire est situé à 20 
m del'extrémité de la poutre. Les résultats sont présentés dans la �gure 6.5. On remarque que leniveau de puissan
e a
oustique est 
omparable dans le 
as des 
onditions aux limites en
as-trées et sur appui mais qu'il est très inférieur dans le 
as des 
onditions aux limites libres.L'amortissement vibratoire étant à première vue similaire pour 
ha
une des 
on�gurations,
e 
omportement semble résulter d'un 
ouplage �uide stru
ture très faible dû aux 
ondi-tions aux limites libres. L'observation du spe
tre vibratoire montre en e�et que l'onde planeex
ite relativement peu la stru
ture. Le tableau 6.3 
lari�e 
ette analyse en présentant lesfréquen
es de résonan
e et l'amortissement a
oustique en 
ondition ba�ée des six premiersmodes de �exion suivant z, dans le 
as de 
onditions aux limites d'en
astrement, d'appui etlibres. Les données 
on�rment que l'amortissement a
oustique et par 
onséquent le 
ouplage�uide stru
ture sont très dépendants des 
onditions aux limites vibratoires. La plaque est6Onde plane à in
iden
e normale appliquant une for
e de 1 Newton sur la poutre.
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ontraint 169Fréquen
es (Hz) Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6En
astrées 25,013 69,686 135,775 226,035 336,098 472,187Libres 25,030 69,394 135,158 225,024 334,563 469,979Appui 11,006 44,405 99,260 177,781 276,380 400,469Am. a
oustique (Hz) Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6En
astrées 0,0139 0,0031 0,0627 0,0793 0,0900 0,1291Libres 0,00001 0,00000 0,00023 0,00014 0,00121 0,00034Appui 0,0032 0,0007 0,0249 0,0297 0,0340 0,0558Ratio 
ara
téristique 1,91 2,82 1,84 2,10 2,18 1,96Tab. 6.3 � Comparaison des 
onditions aux limites en
astrée, libre et sur appui. Fréquen
ede résonan
e et amortissement a
oustique des 6 premiers modes de �exion suivant z d'unepoutre traitée ave
 un pat
h 
ontraint de 4 
m. Ratio 
ara
téristique 
omparant le fa
teurde perte a
oustique des 
onditions aux limites en
astrées et sur appui.très 
ouplée ave
 le �uide dans le 
as de 
onditions aux limites en
astrées et un peu moinsdans le 
as de 
onditions aux limites sur appui (l'amortissement étant trois à quatre foismoins important dans les basses fréquen
es). Remarquons que nos résultats sont homogènesà 
eux de Lesueur [80℄ qui note un rapport de deux environ entre le fa
teur de perte7 lié àl'amortissement a
oustique en 
onditions aux limites en
astrées et l'amortissement a
ous-tique en 
onditions aux limites sur appui ; nous nommons 
e rapport ratio 
ara
téristiquedans le tableau 6.3. Dans le 
as des 
onditions aux limites libres le 
ouplage est très faible,en étant un à deux ordres inférieur à 
elui des autres 
onditions aux limites. Les di�éren
estendent à diminuer ave
 les modes de fréquen
e plus élevée.Une étude similaire a 
on
erné une plaque dont les 
ara
téristiques sont résumées dansle tableau 6.1. Les résultats sont présentés dans le troisième graphique de la �gure 6.5, etmontrent que les 
onditions aux limites ont une in�uen
e 
omparable sur le 
omportementvibroa
oustique des stru
tures de type plaque ou poutre : les 
onditions aux limites libresrendent la stru
ture moins 
ouplée à l'air et par 
onséquent beau
oup moins sonore. Les
onditions aux limites sur appui et en
astrées sont assez semblables du point de vue durayonnement.6.3 Etudes quantitatives simples de traitements en élastomère
ontraint6.3.1 Introdu
tionIl est re
onnu que la 
ompréhension du 
omportement physique d'un système favorise sonoptimisation. L'obje
tif de 
ette partie vise don
 à identi�er des règles simples 
ara
térisantl'in�uen
e d'un pat
h en élastomère 
ontraint sur une poutre. L'intérêt d'une telle stru
-7Relation (1.14).



170 Chapitre 6. Optimisationture, quasi-monodimensionnelle, se fonde sur la simpli
ité de l'interprétation des quantitésévaluées que sont l'amortissement a
oustique, l'amortissement vis
oélastique de l'élastomèreet la puissan
e a
oustique rayonnée 
al
ulée aux fréquen
es modales. Les 
onditions d'en-
astrement et l'ex
itation en onde plane à in
iden
e normale favorisent la prépondéran
edes premiers modes �exion symétriques orientés suivant z dans le rayonnement a
oustique.Nous nous intéresserons don
 spé
i�quement à l'étude de 
es modes, représentés dans la�gure 6.7.
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Fig. 6.7 � Représentation des déformées des trois premiers modes de �exion symétriquesprépondérants dans le rayonnement a
oustique (1er, 4ème et 7ème modes respe
tifs de lapoutre).6.3.2 In�uen
e de la position du pat
hNous avons observé dans l'expérien
e présentée au � 1.4.2 que la position des pa
thes enpolymère 
ontraint a une in�uen
e déterminante sur la valeur de l'amortissement. L'objet de
e paragraphe 
on
erne l'étude de 
e paramètre dans le 
as de la poutre en
astrée-en
astréedont les données sont résumées dans le tableau 6.1. Quatre pat
hes de taille 1 
m, 4 
m, 10
m et 20 
m ont été dépla
és sur la longueur de la poutre ; leur largeur est égale à 
elle dela poutre.6.3.2.1 Résultats générauxLa �gure 6.8 représente les di�érentes quantités modales 
al
ulées pour deux 
on�gurationsde pat
h : un pat
h de 1 
m et un pat
h de 20 
m. Les résultats sont représentés en fon
tionde la position du 
entre du pat
h8. Le système étant symétrique, les graphiques représententla première moitié de la poutre jusqu'à l'abs
isse de 50 
m. Les quatre premiers modes stru
-turels ont été représentés. Parmi eux, le troisième mode noté Flexion y no 1 est un modede �exion suivant la dire
tion y dans le plan de la poutre. Les trois autres modes sont desmodes de �exion suivant z. Les amortissements ont été normalisés à une valeur maximumde un pour pouvoir interpréter plus fa
ilement l'allure des 
ourbes.Nous remarquons tout d'abord, 
omme nous l'attendions d'après les résultats expérimen-taux, que la position des pat
hes in�uen
e beau
oup l'amortissement vis
oélastique. Nous8Les 
ourbes représentatives de la 
on�guration ave
 un pat
h de 20 
m débutent don
 à l'abs
isse de 10
m.
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astrée-en
astrée.



172 Chapitre 6. Optimisationobservons une os
illation dont la période spatiale pour un mode donné est la même quel quesoit le traitement (pat
h de 1 
m ou de 20 
m). Cette période spatiale semble 
orrespondrea priori à 
elle des déformées modales et nous porte à 
roire qu'il doit exister un indi
ateursimple basé sur 
elles-
i permettant de dé�nir une position optimale maximisant l'amortis-sement vis
oélastique de l'élastomère 
ontraint. On remarque par ailleurs en 
omparant lesdeux 
on�gurations que le rapport entre l'amortissement vis
oélastique maximum et l'amor-tissement vis
oélastique minimum (en une position di�érente) est beau
oup plus grand dansle 
as d'un pat
h de 1 
m : la position du traitement est d'autant plus importante que lepat
h est petit. Néanmoins, même dans le 
as d'un grand pat
h de 20 
m, l'amortissementvis
oélastique peut varier d'un fa
teur de vingt environ suivant la position retenue pourle premier mode de �exion. Notons que la position de pat
h pla
é au milieu de la poutresemble être optimale9 pour le pat
h de 20 
m, alors que la position pro
he de l'extrémité dela poutre semble être la plus appropriée pour le pat
h de 1 
m, pour tous les modes. Il estégalement intéressant de remarquer que l'allure de la 
ourbe représentative de l'amortisse-ment vis
oélastique en fon
tion de la position du pat
h est la même pour le premier modede �exion suivant z (Flexion z no 1) et pour le premier mode de �exion suivant y (Flexiony no 1), alors que le 
hamp de déformation asso
ié aux deux modes est a priori très di�érent.Intéressons-nous à présent à l'amortissement a
oustique (amortissement en Hz). On 
onstateque ses �u
tuations sont très faibles dans le 
as du pat
h de 1 
m en restant inférieures à3%, et qu'elles peuvent varier au maximum d'un fa
teur de deux dans le 
as d'un pat
hde 20 
m. Le 
ouplage vibroa
oustique est altéré du fait de l'ajout lo
al de masse et derigidité qui modi�ent la forme générale des déformées modales. Mais le 
ouplage est aussisensible au 
hangement léger de la fréquen
e de résonan
e lors du dépla
ement du pat
h, desorte que l'interprétation des 
ourbes obtenues est très di�
ile 
omparée à 
elle des 
ourbes
ara
térisant l'amortissement vis
oélastique.Venons-en à la puissan
e a
oustique rayonnée 
al
ulée à la fréquen
e du mode 
onsidéré.Cette quantité ne peut être ratta
hée au mode que si 
elui-
i rayonne su�samment et parti-
ipe de façon prépondérante à la puissan
e a
oustique. Ça n'est pas le 
as du premier modede �exion suivant y. Ça n'est pas le 
as non plus du premier mode de �exion anti-symétriquesuivant z (Flexion z no 2) qui est peu ex
ité par l'onde plane in
idente et rayonne peu.Nous ferons don
 l'interprétation ex
lusive des deux premiers modes de �exion symétriquesFlexion z no 1 et Flexion z no 3. L'amortissement vis
oélastique augmentant beau
oupave
 la fréquen
e, 
e sont les deux modes qui 
ontribuent le plus au bruit rayonné. On re-marque tout d'abord que la puissan
e est sensiblement 
onstante dans le 
as du pat
h de 1
m pour les deux modes. On remarque en revan
he que le pat
h de 20 
m a une in�uen
eprépondérante sur le bruit rayonné et que sa position est sus
eptible de faire varier le ni-veau de puissan
e d'une vingtaine de dBW . On observe par ailleurs qu'il semble exister unlien assez dire
t entre l'amortissement vis
oélastique et la puissan
e rayonnée. Les maxi-mums d'amortissement vis
oélastique 
orrespondent aux minimums de puissan
e rayonnée,de sorte qu'il semble pour le 
as du pat
h de 20 
m que le niveau de puissan
e soit en grandepartie guidé par l'amortissement vis
oélastique plut�t que par l'amortissement a
oustique.Le tableau 6.4 fournit des données numériques issues des mêmes simulations mais sans nor-malisation. Les résultats asso
iés aux quatre 
on�gurations de pat
h ont été pla
és dans des9Constat 
on
ernant les modes symétriques uniquement et pas au mode de �exion z no 2 anti-symétrique.
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ontraint 173MODE z1 Position (
m) V (Hz) A (Hz) P (10×log10(W))Pat
h pmin Vmax Amin max ∆V/V min ∆A/A min ∆P1 
m 1,5 1,5 49,0 0,00039 2320 0,01434 0,010 16,25 0,234 
m 2,0 2,0 49,0 0,01989 1433 0,01392 0,044 8,94 7,4310 
m 5,0 5,0 5,0 0,20872 203 0,01336 0,117 -7,33 22,8920 
m 50 50 34,5 0,68623 22,4 0,01346 0,186 -20,30 26,18MODE z3 Position (
m) V (Hz) A (Hz) P (10×log10(W))Pat
h pmin Vmax Amin max ∆V/V min ∆A/A min ∆P1 
m 1,5 1,5 24,8 0,00351 697 0,05754 0,037 2,74 0,534 
m 2,0 2,0 23,6 0,16692 261 0,05441 0,153 -8,50 11,6310 
m 21,5 5,0 23,4 1,7896 40,6 0,05093 0,373 -28,78 27,1220 
m 21,4 50 14,1 7,7677 6,6 0,05216 0,631 -43,83 21,542MODE y1 Position (
m) V (Hz) A (Hz) P (10×log10(W))Pat
h pmin Vmax Amin max ∆V/V min ∆A/A min ∆P1 
m - 50 - 0,00046 8,5 - - - -4 
m - 2,0 - 0,03449 111 - - - -10 
m - 5,0 - 0,65736 169 - - - -20 
m - 10 - 0,5761 5,2 - - - -Tab. 6.4 � 1er mode et 3ème modes de �exion suivant z, 1er mode de �exion suivant y.Positions optimales, valeurs extremums et variations de l'amortissement vis
oélastique V,de l'amortissement a
oustique A et de la puissan
e P pour quatre pat
hes de taille di�érente.Le 
al
ul a
oustique pour le MODE y1 n'est pas valide et non représenté.tableaux distin
ts pour 
ha
un des modes. Nous fournissons à l'intérieur de 
es tableauxla valeur optimale de puissan
e a
oustique rayonnée (valeur minimum), d'amortissementvis
oélastique (valeur maximum) et d'amortissement a
oustique (valeur minimum) pour larédu
tion de bruit. Nous indiquons la position optimale du traitement (en 
m) asso
iée à 
esvaleurs. Nous donnons également l'intervalle maximum de variation de 
es quantités sousla forme d'un é
art relatif pour les amortissements et d'une di�éren
e de niveau pour lapuissan
e.Les résultats indiquant la position du 
entre du pat
h qui maximise l'amortissement vis-
oélastique 
on�rment les remarques pré
édentes : il s'agit de l'extrémité de la poutre oualternativement de son milieu. La position du minimum d'amortissement a
oustique est trèsvariable suivant le mode 
onsidéré et la taille du pat
h. Il ne semble pas qu'une règle simplepuisse 
ara
tériser les résultats a
oustiques. En 
e qui 
on
erne la puissan
e a
oustique, elleest souvent minimum à l'endroit du maximum d'amortissement vis
oélastique, mais pas defaçon systématique. On note que la position optimale asso
iée au mode Flexion z no 3 en
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ulier, dans le 
as d'un pat
h de 20 
m, di�ére suivant que la fon
tionnelle est asso
iéeà la puissan
e ou à l'amortissement vis
oélastique. La position indiquée par 
e dernier estnéanmoins assez satisfaisante d'un point de vue a
oustique (�gure 6.8) et 
orrespond à undeuxième minimum pour la puissan
e a
oustique.Nous pondérons nos remarques sur l'in�uen
e quasi ex
lusive de l'amortissement vis
o-élastique sur la puissan
e a
oustique en observant pour le mode Flexion z no 3 dans la�gure 6.8 que le 
ouplage �uide-stru
ture quanti�é par l'amortissement a
oustique joue unr�le 
entral pour 
e mode ; il modi�e en e�et la position optimale que nous aurions rete-nue en ne 
onsidérant que l'amortissement vis
oélastique de l'élastomère. Ce
i prouve quel'étude a
oustique est parfois né
essaire pour déterminer la 
on�guration de traitement opti-male pour la rédu
tion de bruit. Ce
i 
on�rme aussi les 
on
lusions de l'une des rares étudessur le rayonnement de stru
tures ave
 un traitement amortissant, réalisée par Wodtke etLaman
usa [128℄. En se basant sur un travail d'optimisation de la distribution de l'épaisseurd'un matériau vis
oélastique sur des plaques 
i
ulaires, les auteurs expliquent que la rédu
-tion de puissan
e a
oustique obtenue n'est pas seulement due à la rédu
tion d'amplitudemais aussi aux 
hangements de déformée modale et de fréquen
e.L'observation de la variation des quantités étudiées est intéressante 
ar elle permet d'es-timer le potentiel du traitement en élastomère 
ontraint. On note tout d'abord qu'il altèrerelativement peu le 
ouplage-�uide stru
ture ; la variation maximum obtenue pour la 
on�-guration ave
 un pat
h de 20 
m vaut 63% pour le mode de �exion no 3 suivant z et 18,6
% pour le mode de �exion no 1 suivant z. On note également que la variation d'amortis-sement a
oustique augmente ave
 la taille du pat
h. La quantité présentant les variationsles plus importantes en fon
tion de la position du pat
h est sans nul doute l'amortissementvis
oélastique ; la variation maximum obtenue est de 232000 % dans le 
as d'un pat
h de 1
m pour le premier mode de �exion. Cette valeur assez spe
ta
ulaire est à relativiser dansla mesure où l'amortissement minimum est très faible. On remarque à nouveau que l'é
artdiminue ave
 l'augmentation de la taille du pat
h ; on remarque aussi qu'il diminue à me-sure que l'ordre du mode symétrique 
onsidéré augmente. En 
e qui 
on
erne les maximumsd'amortissement vis
oélastique, on observe que leur valeur augmente très sensiblement ave
la taille du pat
h, ainsi qu'ave
 l'ordre du mode 
onsidéré. Ainsi, le mode no 3 suivant z estbien plus amorti que le mode no 1 suivant z.Les résultats de puissan
e a
oustique montrent que le niveau peut être altéré dès lors quele pat
h est su�samment grand et que la di�éren
e de niveau entre un traitement bienappliqué et un traitement mal appliqué peut atteindre 26 dBW dans le 
as d'un pat
h de 20
m pour le mode de fréquen
e la plus basse. La taille des pat
hes joue un r�le prépondérantdans le niveau de puissan
e ; l'étude semble privilégier l'utilisation de pat
hes les plus grandspossibles pour obtenir la meilleure rédu
tion de bruit.6.3.2.2 Un indi
ateur simple de position optimaleNous avons remarqué qu'il semblait exister un lien assez dire
t entre la position optimaledes pat
hes maximisant l'amortissement vis
oélastique et la déformée du mode de �exion
onsidéré. L'objet de 
e paragraphe 
on
erne la dé�nition d'un 
ritère simple 
ara
térisant
e lien. Kung et Singh [70℄ évoquent le sujet en s'intéressant 
omme nous le faisons au posi-tionnement de pat
hes 
ontraints sur une plaque. Ils se réfèrent à un 
ritère de 
on
eption
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onisant de pla
er les pat
hes au niveau des ventres de vibration ; leur modé-lisation, basée sur des 
inématiques de lamellés simpli�ées, sur l'introdu
tion de solutionsanalytiques et sur la méthode de l'énergie de déformation modale leur permet de valider 
e
ritère pour le deuxième mode de �exion d'une poutre sur appui. Kung et Singh notent qu'iln'est pas tout à fait valide dans le 
as du deuxième mode de �exion d'une poutre 
antilever,en notant une di�éren
e de 10% environ entre leur estimation de la position maximisantl'amortissement vis
oélastique et la position du ventre de vibration.Le 
ritère que nous proposons est di�érent. Il se base non pas sur les maximas de la déforméemodale, mais sur les maximas de la dérivée se
onde de 
ette déformée10. L'idée sous-ja
enteest d'ordre mé
anique : le polymère dissipe d'autant plus qu'il est solli
ité ; or, dans le 
asdes traitements 
ontraints, le niveau de solli
itation dépend de la façon dont l'élastomèreest 
isaillé et du moment de �exion lo
al. C'est don
 a priori aux endroits où la 
ourbure estla plus importante que le pat
h dissipera le plus. Les �gures 6.9 et 6.10 illustrent le 
hoix de
e 
ritère. Elles représentent la déformée modale des premier et troisième mode de �exionsymétrique sans traitement, ainsi que la valeur absolue de la dérivée se
onde asso
iée à 
ettedéformée modale. L'amortissement vis
oélastique est également représenté en fon
tion de laposition du pat
h et pour di�érentes tailles de pat
h.On remarque que le 
ritère est très pertinent pour le pat
h de 1 
m ; la 
ourbe représenta-tive de la dérivée se
onde de la déformée modale a en e�et une forme similaire à la 
ourbereprésentant l'amortissement de l'élastomère en fon
tion de la position du pat
h. Le 
ritèrepermet même de privilégier pour le premier mode une position optimale pro
he de l'en
as-trement alors que le 
ritère basé sur les ventres de vibration pré
onise le milieu de la poutre.Notre 
ritère permet également de repérer les endroits qui doivent être absolument évités oùla dérivée se
onde s'annule. Nous remarquons qu'il reste valide d'un point de vue qualitatifquelle que soit la taille du pa
h. En 
e qui 
on
erne le pat
h de 1 
m, le 
ritère semble mêmeêtre quantitatif en permettant de 
hoisir une position maximale unique, 
ontrairement au
ritère 
lassique qui ne fait pas la distin
tion entre les ventres de vibration. La quanti�
ationse détériore toutefois ave
 la taille du pat
h, et pour deux raisons. D'une part, un pat
h degrande taille altère le 
omportement modal et la déformée de la stru
ture sans traitementqui nous sert de référen
e. Mais surtout, le 
ritère est un 
ritère lo
al qui se détériore dèslors que le pat
h n'est plus pon
tuel. Un 
ritère plus élaboré peut être 
onstruit en mesu-rant la surfa
e sous la 
ourbe de la dérivée se
onde entre le début et la �n du pat
h (
al
uld'intégration). Ce 
ritère permet d'expliquer simplement pourquoi il est préférable de pla
erle pat
h au milieu de la poutre plut�t qu'à une extrémité à partir d'une 
ertaine longueurde pat
h. Il permet d'expliquer aussi pourquoi les variations d'amortissement vis
oélastiqueen fon
tion de la position sont très importantes lorsque le pat
h est petit et se réduisentdans le 
as des grands pat
hes.
10Dans le 
as d'une poutre sur appui, 
es maximas sont situés au même endroit.
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ontraint 1776.3.2.3 Comparaison des spe
tres de pat
hes de taille di�érentePour 
ompléter les informations du paragraphe sur l'étude d'une poutre en
astrée-en
astréetraitée ave
 un pat
h nous présentons dans la �gure 6.11 les spe
tres de puissan
e a
oustiqueet de vibration de deux 
on�gurations, 
al
ulés ave
 une ex
itation de type onde plane àin
iden
e normale appliquant un e�ort de 1N sur la poutre. La première 
on�guration est
ara
térisée par un pat
h de 1 
m et la deuxième par un pat
h de 20 
m. Tous deux se situentà l'endroit de la poutre où ils sont les plus e�
a
es, 
'est-à-dire au milieu de 
elle-
i pour lepat
h de 20 
m et à 1,5 
m de son extrémité pour le pat
h de 1 
m. Les spe
tres de puissan
ea
oustique et de réponse vibratoire 
on�rment un 
ertain nombre de résultats. On observe
lairement dans le 
as du pat
h de 20 
m que l'amortissement de l'élastomère augmentesigni�
ativement ave
 la fréquen
e. Par ailleurs, on remarque que la 
on�guration optimaledéterminée pour le pat
h de 1 
m ne permet pas d'atteindre les niveaux de performan
e dutraitement ave
 un pat
h de 20 
m : la taille des pat
hes semble don
 être un paramètre toutaussi important que la position des pat
hes.6.3.3 In�uen
e la taille des pat
hesNous poursuivons l'étude d'une poutre traitée ave
 un pat
h en nous intéressant à présent àla taille du pat
h en élastomère 
ontraint. La question fondamentale est la suivante : la so-lution la plus e�
a
e 
onsiste-t-elle à 
ouvrir intégralement les stru
tures vibrantes 
ommeles résultats du paragraphe pré
édent peuvent le suggérer ? Pour apporter quelques élémentsà 
e sujet, nous poursuivons notre analyse à partir d'une optimisation paramétrique simple.La stru
ture étudiée est la même que dans les paragraphes pré
édents ; il s'agit d'une poutredont les 
ara
téristiques sont données par le tableau 6.1. L'idée est d'observer la puissan
ea
oustique, l'amortissement vis
oélastique et l'amortissement a
oustique en fon
tion de lataille d'un pat
h. Pour 
ela, un pat
h est disposé à l'extrémité de la poutre, près d'un en
as-trement, et sa taille est a

rue jusqu'à 
e qu'il re
ouvre la poutre. Une deuxième simulationutilise le même pro
édé ave
 un pat
h situé 
ette fois-là au milieu de la poutre. L'ex
itationest une ex
itation de type onde plane à in
iden
e normale qui applique un e�ort de 1N surla poutre.La �gure 6.12 montre les résultats de niveau de puissan
e a
oustique et d'amortissementvis
oélastique en fon
tion de la taille du pat
h (situé au niveau de l'en
astrement). Nousavons 
hoisi de ne 
onserver i
i que les modes parti
ipant majoritairement au rayonnement,à savoir les modes de �exion symétriques notés z1, z3, z5 et z7 qui sont respe
tivementles premier, quatrième, septième et dixième modes de la poutre. L'amortissement de l'élas-tomère est dé
rit pour tous les modes de �exion suivant la dire
tion transverse par unedroite d'ordonnée à l'origine nulle ave
 une os
illation légère dont la périodi
ité varie ave
 lemode. Ces résultats sont tout à fait 
omparables à 
eux de Kung et Singh [70℄ dont l'analyseporte aussi sur des traitements en élastomère 
ontraint. Notons que la pente de la 
ourbereprésentative de l'amortissement vis
oélastique modal augmente ave
 l'ordre de 
e mode ;il a don
 été jugé préférable d'adopter une représentation de l'amortissement de type tan-gente de l'angle divisant les valeurs d'amortissement en Hz obtenues par la fréquen
e. Lesrésultats sont représentés dans la �gure 6.13 et montrent que l'amortissement vis
oélastiqueest représenté approximativement par une seule et unique droite en fon
tion de la taille dupat
h. La droite est modulée di�éremment suivant le mode. La modulation est d'autant plusimportante que le mode 
onsidéré est de basse fréquen
e et que la taille du pat
h est petite.
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180 Chapitre 6. OptimisationOn peut raisonnablement penser que la position du pat
h joue un r�le parti
ulier dans le 
asdes fortes modulations. Ce
i 
on
orde ave
 les fortes variations d'amortissement que nousavons 
onstatées dans le 
as du premier mode de �exion d'une poutre ave
 un pat
h de 1
m dont la position varie.Notons par ailleurs qu'une dépendan
e linéaire de 
e type en fon
tion de la taille du pat
hne justi�e pas a priori l'utilisation de plusieurs pat
hes pour améliorer les performan
esdu système : il semble qu'à partir d'un 
ertain seuil fréquentiel il y ait une simple dépen-dan
e à la surfa
e de matériau appliquée sous forme de pat
h tout 
omme en a
oustiquedes salles ave
 les matériaux poreux absorbants. L'analyse est di�érente pour les modes debasse fréquen
e. On observe en e�et dans la �gure 6.13 qu'un traitement de 25cm est toutaussi e�
a
e qu'un traitement de 35cm dans le 
as du premier mode : peut-être alors est-ilenvisageable d'utiliser plusieurs pat
hes plut�t qu'un seul.La �gure 6.12 présente également le niveau de puissan
e a
oustique asso
iée aux quatrepremiers modes de �exion symétriques suivant z. On observe une dé
roissan
e très forte dela puissan
e dans un premier temps qui 
on
orde ave
 
e que nous avions noté en 
omparantdes pat
hes de 1 
m, 4 
m, 10 
m et 20 
m. Cette zone de dé
roissan
e est pondérée pardes os
illations plus ou moins marquées. Il lui su

ède une zone dans laquelle la puissan
edé
roît faiblement. Cette 
onstatation nous amène à une 
on
lusion très importante : ilsemble 
omme nous nous l'étions demandé que la 
on�guration de stru
ture intégralement
ouverte est 
ertainement la moins bruyante ; néanmoins, il existe des tailles de traitementassez faibles 
omparées à la taille stru
turelle permettant une rédu
tion de bruit très impor-tante. Prenons quelques exemples : pour le premier mode de �exion z1, un traitement de20 
m semble aussi e�
a
e qu'un traitement de 35 
m. En 
e qui 
on
erne le mode z3, untraitement de 35 
m est équivalent à un traitement de 75 
m. Le rayonnement asso
ié auxmodes z5 et z7 est également très faible dès que le traitement a atteint 20 
m de longueur.L'allure des 
ourbes de puissan
e a
oustique est expliquée d'une part par la dépendan
elinéaire de l'amortissement vis
oélastique à la taille du pat
h (en L×f où L est la longueurdu pat
h et f la fréquen
e) et d'autre part par une relation appro
hée entre le dépla
ementvibratoire et l'amortissement stru
turel. La relation est tirée de l'expression du dépla
ementsous la forme d'une série de modes de résonan
e (équation (2.72)) ; à la résonan
e, l'ampli-tude vibratoire est pondérée par l'inverse de l'amortissement total (en Hz). Or, le 
al
ul de lapuissan
e a
oustique fait intervenir le produit de deux dépla
ements (équation (4.39)). Par
onséquent, la puissan
e a
oustique linéaire dépend de l'inverse du 
arré de l'amortissementtotal. Dans le 
as présent on a don
 une puissan
e a
oustique linéaire en 1/(L × f)2, où Lest la taille du pat
h et f la fréquen
e. Une telle expression explique don
 la dé
roissan
emonotone de la puissan
e observée mais aussi l'adou
issement de la pente dès qu'un 
ertainniveau d'amortissement a été atteint, après lequel il devient di�
ile d'a

roître les perfor-man
es a
oustiques.La �gure 6.14 
ompare la puissan
e 
al
ulée numériquement et une estimation basée surl'inverse du 
arré de l'amortissement. Le maillage utilisé 
omporte deux 
ents élémentsdans la longueur de la poutre. L'estimation est 
al
ulée à partir de l'amortissement to-tal ou alternativement à partir de l'amortissement vis
oélastique uniquement. Le niveaude l'approximation a été ajusté arti�
iellement ; l'intérêt du 
al
ul appro
hé ne réside pasdans la prédi
tion des valeurs absolues mais dans l'allure relative des 
ourbes. Les résul-
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 la puissan
e a
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182 Chapitre 6. Optimisationtats graphiques montrent 
lairement que 
e 
al
ul permet de dimensionner assez aisémentla taille des pat
hes en élastomère 
ontraint en fournissant une bonne approximation del'empla
ement des minimums lo
aux de la puissan
e a
oustique sans e�e
tuer de 
al
ul derayonnement. On remarque en outre l'importan
e de la prise en 
ompte de l'amortisse-ment a
oustique dans les zones où l'amortissement vis
oélastique est faible. Ces résultatsmontrent également que le pat
h doit avoir une taille minimum pour être vraiment e�
a
e.L'amortissement vis
oélastique est alors prépondérant.Nous nous intéressons à présent aux longueurs de pat
h qui à notre sens sont sus
eptiblesd'être les plus intéressantes dans les problèmes d'optimisation industriels 
ourants, pourlesquels le poids est un 
ritère important de 
on
eption. Les longueurs en question sontPSfrag repla
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Fig. 6.15 � Etude des os
illations de l'amortissement vis
oélastique des modes de �exionsymétriques 1 et 5 d'une poutre en
astrée-en
astrée lorsque la taille du traitement en élas-tomère 
ontraint augmente.asso
iées dans la �gure 6.12 à la zone de transition du niveau de puissan
e a
oustique entrepente très forte et pente dou
e et sont 
omprises vraisemblablement entre 10 
m et 30 
m.Cette zone est marquée par des �u
tuations fortes de la puissan
e a
oustique liées à laposition des pat
hes et au mode 
onsidéré. Nous proposons d'en faire l'analyse en représen-tant dans la �gure 6.15 l'amortissement vis
oélastique asso
ié au premier et au 
inquièmemode de �exion suivant z (modes symétriques) en fon
tion de la taille du pat
h. Il nous asemblé possible que les �u
tuations soient interprétables à l'aide de l'indi
ateur basé sur lavaleur absolue de la dérivée se
onde et présenté au � 6.3.2.2. Nous avons don
 ajouté dans
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Fig. 6.17 � Représentation de l'amortissement vis
oélastique du mode de �exion symétrique5 d'une poutre en
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184 Chapitre 6. Optimisationles �gures les positions où la dérivée se
onde s'annule et devient maximale. Ces positions
orrespondent pré
isément aux transitions entre zones plates et zones où l'amortissement
roît sensiblement ave
 la taille du pat
h. Les résultats 
on
ernent un pat
h dont un bordest situé près de l'en
astrement ; une longueur pertinente pour la maximisation de l'amor-tissement sous 
ontrainte de poids peut être déterminée en se basant sur les positions où ladérivée se
onde s'annule. Une taille de pat
h de 23 
m faible 
orrespondant à un point où ladérivée se
onde s'annule pour le premier et le 
inquième mode semble tout à fait adéquatedans le 
adre d'une maximisation de l'amortissement vis
oélastique sous 
ontrainte de poids.L'analyse se poursuit par une 
omparaison entre l'amortissement obtenu lorsque le pat
hest initialement positionné sur l'extrémité de la poutre (Pat
h au bord) et le 
as où il estsitué au milieu de 
elle-
i (Pat
h au 
entre). Dans les deux 
as l'étude paramétrique dela taille du pat
h est e�e
tuée ; la taille maximum est de 30 
m. Les résultats (amortisse-ment vis
oélastique et puissan
e a
oustique) sont représentés dans les �gures 6.16 pour lepremier mode de �exion et la �gure 6.16 pour le 
inquième. On remarque que le 
hoix dela position optimale du pat
h (
entré ou au bord) est fortement 
orrélée à sa longueur. Lesdeux variables de position et de longueur ont toutes deux une in�uen
e déterminante sur laqualité du traitement.6.3.4 In�uen
e de l'épaisseur des 
ou
hes du pat
hPour 
ouvrir l'ensemble des paramètres sus
eptibles d'être modi�és dans un traitement enélastomère 
ontraint il importe d'étudier l'épaisseur des deux 
ou
hes du pat
h lamellé.L'étude se base une nouvelle fois sur la poutre en
astrée en
astrée dont les données ré
api-tulatives �gurent dans le tableau 6.1. Nous avons pro
édé 
omme suit : quatre pat
hes detaille di�érente (1CM, 4CM, 7CM, 10CM) ont été pla
és alternativement sur l'extrémitéla poutre (BORD) ou ont été 
entrés sur la stru
ture (CENTRE). Nous avons fait varierl'épaisseur des deux 
ou
hes (élastomère, aluminium) séparément ; quinze valeurs d'épais-seur variant de 0,01 mm à 1 
m ont été utilisées.La représentation de l'amortissement vis
oélastique du premier mode de �exion et du ni-veau de puissan
e a
oustique en fon
tion des deux variables d'épaisseur est donnée dans la�gure 6.18 sous la forme de 
ourbes de niveau pour les quatre tailles de pat
h. Le traite-ment est pla
é au milieu de la poutre. Nous avons disposé les 
ourbes de niveau de tellesorte qu'une 
omparaison dire
te entre la 
olonne gau
he de la �gure représentant le ni-veau de puissan
e a
oustique 
al
ulée à la fréquen
e du premier mode puisse être faite ave
la 
olonne de droite représentant l'amortissement vis
oélastique de 
e même mode. Nousremarquons d'ailleurs qu'il existe un lien 
lair entre l'amortissement vis
oélastique et lapuissan
e rayonnée ; un travail de maximisation de l'amortissement vis
oélastique semblepermettre une très bonne rédu
tion de la puissan
e a
oustique.Notons qu'il est apparemment di�
ile de dé�nir une règle élémentaire tant les surfa
esobservées sont 
ontrastées. Nous ne notons pas en parti
ulier de rapport spé
i�que entreles épaisseurs de polymère et d'aluminium qui maximise l'amortissement vis
oélastique. Onremarque toutefois que l'augmentation de l'épaisseur de la 
ou
he d'aluminium est toujoursbéné�que pour minimiser la puissan
e a
oustique. En 
e qui 
on
erne le polymère, augmen-ter l'épaisseur n'est pas en général la meilleure solution ; il semble exister des valeurs assezlo
alisées d'épaisseur de polymère qui permettent une ex
ellente rédu
tion de bruit. Nous
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Fig. 6.19 � Etude de l'in�uen
e des épaisseurs de polymère et d'aluminium sur la puissan
erayonnée (10 log10(W)) asso
iée au troisième mode de �exion suivant z (symétrique) d'unepoutre traitée ave
 4 pat
hes de taille di�érente pla
és à l'extrémité de la poutre (BORD) ouau 
entre de la poutre (CENTRE).
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ontraint 187remarquons notamment une zone où la puissan
e a
oustique est faible voire minimum dontla position se dépla
e ave
 la taille du pat
h ; nous remarquons également pour 
ha
une destailles de pat
h qu'il existe une bande étroite asso
iée à des valeurs très faibles d'épaisseurd'élastomère pour laquelle le niveau de puissan
e est 
onsidérablement réduit. Cette 
onsta-tation justi�e l'usage déjà 
ourant de �lms vis
oélastiques �ns.L'é
helle de variation de la puissan
e a
oustique et de l'amortissement est donnée par unebarre 
olorée verti
ale sur le 
�té droit des 
ourbes de niveau. On remarque que le 
ontrastepeut être très important entre la 
on�guration la plus bruyante et la 
on�guration la plussilen
ieuse. L'un des exemples les plus saisissants est 
elui du pat
h de 1 
m : alors qu'enaltérant la position du traitement nous observions des variations de niveau maximum de0,23 dBW la variation de niveau est supérieure à 6 dBW en modi�ant les épaisseurs.Variation du niveau de puissan
e (∆dBW)Pat
h 1CM 4CM 7CM 10CMMode Centre Bord Centre Bord Centre Bord Centre Bordz1 6,96 8,93 31,40 36,58 37,15 39,91 41,96 42,47z3 13,36 14,63 33,48 40,98 37,96 42,58 41,48 44,55z5 31,32 20,28 45,42 44,52 50,39 45,09 55,21 48,43Variation relative de l'amortissement a
oustique (∆A/A)Pat
h 1CM 4CM 7CM 10CMMode Centre Bord Centre Bord Centre Bord Centre Bordz1 0,153 0,004 0,692 0,224 1,282 0,338 1,645 0,482z3 0,226 0,006 0,746 0,277 1,174 0,411 1,638 0,669z5 0,105 0,010 0,329 0,440 0,655 0,861 0,988 2,415Variation relative de l'amortissement vis
oélastique (∆V/V)Pat
h 1CM 4CM 7CM 10CMMode Centre Bord Centre Bord Centre Bord Centre Bordz1 138,0 123,8 356,4 717,3 765,6 1177,3 1120,7 1789,5z3 122,3 119,5 897,8 1236,3 1029,8 1804,7 2901,9 2750,3z5 331,2 115,4 1272,1 1911,4 2433,9 2398,2 6116,6 3323,9Tab. 6.5 � Variation relative maximum de la puissan
e et des amortissements a
oustiqueet vis
oélastique en fon
tion des épaisseurs de polymère et d'aluminium pour trois modes de�exion z1, z2, z3 et huit 
on�gurations de traitement de taille et position di�érentes.La �gure 6.19 apporte quelques informations supplémentaires. Elle présente la puissan
ea
oustique 
al
ulée à la fréquen
e du troisième mode de �exion pour quatre tailles de pat
h(1CM, 4CM, 7CM, 10CM). La di�éren
e entre la 
olonne de gau
he et 
elle de droite pro-vient de la position du pat
h. Dans le premier 
as il est situé au 
entre de la poutre tandisque dans le deuxième il est situé à l'extrémité de la poutre. Nous remarquons que la formegénérale des 
ourbes de niveau asso
iées au premier mode (�gure 6.18) et la forme généraledes 
ourbes de niveau asso
iées au troisième mode de �exion suivant z sont très similaires :
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e a
oustique minimumPat
h 1CM 4CM 7CM 10CMMode Centre Bord Centre Bord Centre Bord Centre Bordz1 9,56 7,40 -15,07 -20,99 -21,74 -24,24 -26,81 -26,74z3 -10,26 -11,73 -30,30 -38,62 -34,68 -40,18 -37,37 -42,30z5 -34,79 -23,72 -49,32 -48,19 -54,40 -49,05 -57,06 -53,17Amortissement a
oustique minimumPat
h 1CM 4CM 7CM 10CMMode Centre Bord Centre Bord Centre Bord Centre Bordz1 0,013 0,014 0,009 0,015 0,006 0,015 0,006 0,015z3 0,059 0,059 0,059 0,059 0,059 0,059 0,059 0,058z5 0,084 0,093 0,080 0,093 0,082 0,089 0,085 0,060Amortissement vis
oélastique maximumPat
h 1CM 4CM 7CM 10CMMode Centre Bord Centre Bord Centre Bord Centre Bordz1 0,017 0,027 0,393 1,081 0,689 1,593 0,947 2,155z3 0,252 0,269 4,51 7,37 7,80 9,03 12,57 12,62z5 2,630 0,950 14,01 18,88 24,57 22,82 37,48 36,67Tab. 6.6 � Valeurs minimum d'amortissement a
oustique, de puissan
e a
oustique et valeursmaximums d'amortissement vis
oélastique pour trois modes de �exion z1, z2, z3 et huit
on�gurations de traitement de taille et position di�érentes.les minimums et maximums semblent être approximativement pla
és aux mêmes endroits.La 
omparaison des 
olonnes de gau
he et de droite de la �gure 6.19 nous amène aussi à
onstater que les 
ourbes de niveau des 
as de pat
h 
entré et situé sur le bord près del'en
astrement de la poutre sont similaires. On peut don
 supposer qu'un 
hoix pertinentd'épaisseurs peut 
onvenir à plusieurs modes simultanément et à des positionnements depat
h di�érents.Les données 
ara
téristiques résumant les résultats fondamentaux de l'étude sont présentésdans les tableaux 6.5, 6.6 et 6.7. Le premier présente les variations de la puissan
e en dBWet des amortissements en fon
tion de la 
on�guration. Il y a huit 
on�gurations en tout :quatre tailles de pat
h et deux positions de traitement sur la poutre notés Bord (pat
h prèsde l'en
astrement) et Centre (pat
h situé au milieu de la poutre). Les trois premiers modesde �exion symétriques z1, z3 et z5 sont observés. Le tableau se dé
ompose en trois partiesasso
iées à la variation de niveau de la puissan
e a
oustique exprimée en dBW et à l'é
artrelatif des amortissements a
oustique et vis
oélastique. Les di�éren
es et é
art sont 
al
ulésen 
omparant la valeur minimum et la valeur maximum obtenues en faisant varier l'épais-seur des deux 
ou
hes d'élastomère et d'aluminium. Les résultats permettent de quanti�erle r�le des épaisseurs et sont à 
omparer aux variations d'amortissement et de puissan
easso
iées à d'autres paramètres (taille, position du pat
h). La di�éren
e de niveau obtenueen positionnant optimalement un pat
h de 10 
m de large par rapport à l'empla
ementle moins favorable est de 22,89 dBW pour le premier mode stru
turel (tableau 6.4). Elle
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ontraint 189Epaisseur de poly pour Puis. a
ou. minimumPat
h 1CM 4CM 7CM 10CMMode Centre Bord Centre Bord Centre Bord Centre Bordz1 0,01 0,01 0,5 0,3 2 2 6 4z3 0,01 0,01 0,8 0,5 0,03 2 0,06 0,03z5 10 0,01 0,8 0,5 4 0,03 10 0,3Epaisseur de l'alu pour Puis. a
ou. minimum (mm)Pat
h 1CM 4CM 7CM 10CMMode Centre Bord Centre Bord Centre Bord Centre Bordz1 10 10 10 10 10 10 10 10z3 6 10 10 10 2 10 2 6z5 10 10 10 10 10 6 10 10Tab. 6.7 � Valeur des épaisseurs de polymère et d'aluminium 
orrespondant au minimumde puissan
e a
oustique asso
iée à trois modes de �exion z1, z2, z3 et huit 
on�gurationsde traitement de taille et position di�érentes.est de 42,47 dBW en 
hoisissant des épaisseurs adéquates par rapport au 
as défavorable.L'amortissement a
oustique semble être également beau
oup plus sensible à la variationdes épaisseurs qu'à la variation de la position des pat
hes. Dans le 
as du premier modede �exion d'un pat
h de 10 
m, la variation de l'amortissement liée à son positionnementest de 11,7 % (tableau 6.4) alors qu'elle peut atteindre 164,5% en modi�ant les épaisseursdu lamellé. La variation d'amortissement vis
oélastique du premier mode de �exion est de20300% en altérant la position d'un pat
h de 10 
m alors qu'elle vaut 178950% en altérantle jeu des épaisseurs.Le tableau 6.7 rapporte les valeurs d'épaisseur d'élastomère et d'aluminium qui minimisentla puissan
e rayonnée des trois premiers modes de �exion symétriques dans le 
as des huit
on�gurations de traitement (quatre tailles de pat
h, deux positionnements au bord ou au
entre de la poutre). Nous remarquons que l'épaisseur d'aluminium maximum (10 mm) estpresque systématiquement l'épaisseur optimale de notre problème à quelques ex
eptions près(
on
ernant le deuxième mode de �exion symétrique). Les valeurs d'épaisseur du polymèreoptimales sont assez disparates suivant le mode et la taille du traitement et montrent ladi�
ulté de la détermination d'un 
hoix optimal.6.3.5 In�uen
e de la rigidité et de la masse de la 
ou
he supérieureNous avons observé qu'une augmentation de l'épaisseur de la 
ou
he supérieure en alumi-nium 
onduit à une augmentation de l'amortissement vis
oélastique et à une diminution dela puissan
e a
oustique rayonnée. Pour 
omprendre davantage le r�le de 
ette 
ou
he quia pour fon
tion de 
ontraindre l'élastomère, nous avons mené une dernière étude généraleportant sur l'in�uen
e de sa masse et de sa rigidité. La 
on�guration d'étude est 
elle d'unepoutre en
astrée en
astrée dont les 
ara
téristiques sont données dans le tableau 6.1. Lapoutre est traitée à l'aide d'un pat
h de 20 
m pla
é au milieu de sa longueur qui la 
ouvredans le sens de la largeur.



190 Chapitre 6. OptimisationDans une première étude nous avons fait varier la rigidité du matériau depuis des valeursrelativement faibles (E = 100 MPa) jusqu'à des valeurs très importantes (E = 1000 GPa).Les résultats d'amortissement vis
oélastique, d'amortissement a
oustique et de puissan
ea
oustique sont présentés dans la �gure 6.20. La valeur de la rigidité de l'aluminium et
elle de l'a
ier sont également représentées. On 
onstate que l'amortissement a
oustiqueaugmente un peu ave
 la rigidité ; l'amortissement vis
oélastique 
roît 
onsidérablement. Lapuissan
e a
oustique résultante diminue de façon tout aussi sensible en passant de 14,3 dBWà -22,3 dBW . Pour une valeur de rigidité égale à 
elle de l'aluminium la puissan
e vaut-20,4 dBW ; elle vaut -21,8 dBW lorsque la valeur de la rigidité vaut 
elle de l'a
ier11. Parailleurs, un seuil de rigidité peut être identi�é autour de la valeur de rigidité de l'a
ier. Unefois dépassé toute augmentation de rigidité ne modi�e plus les 
ara
téristiques vibroa
ous-tiques du système.
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Puis.(dB W)Fig. 6.20 � Etude de l'infuen
e de la rigidité de la 
ou
he supérieure du pat
h sur les quan-tités vibroa
oustiques : amortissement vis
oélastique, amortissement a
oustique et puissan
ea
oustique. Pat
h de 20 
m 
entré sur une poutre de 1m.Dans une deuxième étude nous avons fait varier la masse de la 
ou
he supérieure du pat
h de-puis des valeurs très faibles (270 kg.m−3) jusqu'à des valeurs très fortes (20000 kg.m−3). Lesrésultats de l'étude sont représentés dans la �gure 6.21 ainsi que les densités de l'aluminiumet de l'a
ier 
omme repères. On remarque que l'amortissement a
oustique et l'amortissementvis
oélastique diminuent ave
 l'a

roissement de la densité. Il en résulte une puissan
e a
ous-tique qui diminue assez faiblement ave
 la densité. La puissan
e a
oustique vaut -20,3 dBWà la densité de l'aluminium et -21,1 dBW à la densité de l'a
ier12.11Dans les deux 
as la densité est �xe et égale à 
elle de l'aluminium12Dans les deux 
as la rigidité est �xe et égale à 
elle de l'aluminium
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Puis.(dB W)Fig. 6.21 � Etude de l'infuen
e de la densité de la 
ou
he supérieure du pat
h sur les quan-tités vibroa
oustiques : amortissement vis
oélastique, amortissement a
oustique et puissan
ea
oustique. Pat
h de 20 
m 
entré sur une poutre de 1m.La dé
roissan
e de la puissan
e a
oustique liée à l'augmentation de épaisseur peut don
être attribuée à l'augmentation de masse ; mais elle est surtout liée à l'augmentation de larigidité13. Ce 
onstat est d'autant plus appré
iable que la rigidité peut être modi�ée sansgain ex
essif de poids par le biais de raidisseurs par exemple.6.4 Etude de di�érents traitements amortissantsL'objet de 
e paragraphe 
on
erne l'étude de l'in�uen
e de di�érents traitements amortis-sants sur le 
omportement vibroa
oustique d'une plaque en
astrée dont les 
ara
téristiquessont données dans le tableau 6.1. Les dimensions de la plaque 
orrespondent aux dimen-sions de la plaque suspendue étudiée dans le 
adre de l'analyse modale présentée au � 1.4.2.L'exemple de deux modes de �exion de basse fréquen
e a été retenu : le premier est situé auxalentours de 119 Hz et le deuxième (
inquième mode de �exion) est pro
he de 400 Hz. Lesétudes se sont intéressées plus spé
i�quement au positionnement optimal des traitementsétudiés : le traitement a été dépla
é tous les 
entimètres approximativement, 
e qui repré-sente 15 positions en tout par dire
tion. Au total 225 
on�gurations ont été étudiées pour
ha
un des traitements.13La rigidité en �exion varie 
omme le 
ube de l'épaisseur alors que la masse varie linéairement ave

elle-
i.



192 Chapitre 6. Optimisation6.4.1 Etude de la position d'un traitement en élastomère 
ontraintNous nous intéressons dans un premier temps au traitement en élastomère 
ontraint dontl'étude détaillée a été e�e
tuée dans le paragraphe pré
édent dans le 
as d'une poutre. Unpat
h14 de 6,9 
m × 8,9 
m est positionné à des endroits di�érents de la plaque ; il modi�ede 
e fait l'amortissement vis
oélastique et la puissan
e a
oustique rayonnée aux fréquen
esmodales que nous avons représentés dans la �gure 6.22. La 
olonne de gau
he est asso
iéeau premier mode de �exion et la 
olonne de droite au 
inquième mode ; tous deux 
ontri-buent de fa
on prépondérante au bruit rayonné en basse fréquen
e du fait des 
onditionsaux limites et de l'ex
itation en onde plane. Pour 
ha
un des modes nous avons représentéla deformée modale, l'amortissement vis
oélastique, la puissan
e a
oustique et la valeur ab-solue de la 
ourbure15 dont nous avons vu au � 6.3.2.2 qu'elle pouvait servir de 
ritère pourpositionner les pat
hes.Plusieurs remarques viennent à l'esprit en observant les surfa
es tridimensionnelles. Toutd'abord, le 
ritère de 
ourbure semble aussi pertinent dans le 
as d'une plaque que dansle 
as d'une poutre : la forme générale de la surfa
e représentative de la valeur absoluede la 
ourbure est très similaire à la forme de l'amortissement vis
oélastique représenté enfon
tion de la position du pat
h en élastomère 
ontraint. Ensuite, nous remarquons que lasurfa
e représentant le niveau de puissan
e ressemble à la surfa
e asso
iée à l'amortissementvis
oélastique, retournée. Ce
i est 
lairement lié à la dépendan
e de la puissan
e a
oustiqueà l'inverse du 
arré de l'amortissement total. Nous remarquons également que le 
ouplage�uide-stru
ture a un r�le important dans le 
as du mode 5 à 400 Hz : l'étude vis
oélastiquemontre que le pla
ement au 
entre de la plaque est optimal alors qu'en réalité le positionne-ment au niveau de l'un des deux maximums d'amplitude latéraux est bien plus performantd'un point de vue a
oustique ; si le pat
h est pla
é au 
entre de la plaque la puissan
e a
ous-tique vaut -33,5 dBW alors qu'elle vaut -40,3 dBW si le pat
h est pla
é sur le 
�té. Du pointde vue de l'in�uen
e générale de la position du pat
h, nous notons en observant l'é
helle surle 
�té des �gures qu'elle exer
e une in�uen
e importante sur le 
omportement vibratoirede la stru
ture (variation de puissan
e a
oustique de 4,5 dBW pour le premier mode et de16,4 dBW pour le mode 5).6.4.2 Etude de la position de di�érents traitements amortissantsNous abordons à présent la 
omparaison de di�érents traitements a
oustiques : pat
h en élas-tomère 
ontraint (CONTRAINT), superposition de deux pat
hes en élastomère 
ontraint(DOUBLE), pat
h en élastomère non 
ontraint (NON CONTRAINT) et insert en élas-tomère (INSERT). Tous utilisent une quantité d'élastomère égale à 
elle d'un pat
h enélastomère 
ontraint de 6,9 
m × 8.9 
m utilisé dans l'expérien
e d'analyse modale d'uneplaque suspendue traitée présentée au paragraphe � 1.4.2, sauf le 
as DOUBLE pour le-quel la quantité est doublée. L'insert est obtenu en dé
oupant une portion re
tangulairede la plaque et en remplaçant l'aluminium soustrait par de l'élastomère. Les résultats seprésentent sous la forme de 
ourbes de niveau dans les �gures 6.23, 6.24 et 6.25.La �gure 6.23 représente l'amortissement a
oustique, la �gure 6.24 l'amortissementvis
oélastique et la �gure 6.25 la puissan
e a
oustique rayonnée à la fréquen
e des deux14Taille de pat
h utilisée dans l'expérien
e d'analyse modale du � 1.4.215La 
ourbure est déterminée en 
al
ulant ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
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Fig. 6.22 � Etude de l'in�uen
e de la position d'un pat
h en élastomère 
ontraint sur le
omportement vibroa
oustique d'une plaque en
astrée. Représentation de la déformée mo-dale, de la 
ourbure (
omme indi
ateur des zones les plus amorties), de l'amortissementvis
oélastique des modes (1,1) et (3,1) et de la puissan
e a
oustique rayonnée à la fréquen
ede 
es deux modes.
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Fig. 6.23 � Etude de l'in�uen
e de la position de quatre traitements di�érents (pat
h enélastomère 
ontraint, pat
hes superposés, pat
h en élastomère non 
ontraint et insert enélastomère) sur l'amortissement a
oustique des modes (1,1) noté 1 et (3,1) noté 5 d'uneplaque en
astrée.
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Fig. 6.24 � Etude de l'in�uen
e de la position de quatre traitements di�érents (pat
h enélastomère 
ontraint, pat
hes superposés, pat
h en élastomère non 
ontraint et insert enélastomère) sur l'amortissement vis
oélastique des modes (1,1) noté 1 et (3,1) noté 5d'une plaque en
astrée.
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Fig. 6.25 � Etude de l'in�uen
e de la position de quatre traitements di�érents (pat
h enélastomère 
ontraint, pat
hes superposés, pat
h en élastomère non 
ontraint et insert enélastomère) sur le niveau de puissan
e a
oustique 
al
ulée à la fréquen
e des modes(1,1) noté 1 et (3,1) noté 5 d'une plaque en
astrée.
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onsidérés. Le premier mode, à 120 Hz environ, est répresenté dans la 
olonne degau
he des graphiques ; le deuxième mode, à 400 Hz environ, est représenté dans la 
olonnede droite. Dans 
ha
une des �gures les quatre 
on�gurations de traitement sont représentées.Nous remarquons tout d'abord que la valeur de l'amortissement a
oustique est beau
oupplus importante dans le 
as d'une plaque que dans le 
as d'une poutre. Dans la 
on�guration
onsidérée, l'amortissement a
oustique du premier mode est même supérieur à l'amortisse-ment vis
oélastique. Nous remarquons par ailleurs que la position des traitements 
ontraint,non 
ontraint et doublé a une in�uen
e similaire sur l'amortissement a
oustique et vis
o-élastique ; les 
ourbes de niveau asso
iées à 
es traitements sont en e�et très ressemblantes.L'é
helle des graphiques montre que l'amortissement a
oustique varie assez peu ave
 le trai-tement non 
ontraint, léger ; il varie un peu plus ave
 le traitement en élastomère 
ontraintet davantage en
ore ave
 le traitement ave
 des pat
hes superposés.L'amortissement vis
oélastique asso
ié au traitement non 
ontraint est très faible. L'amor-tissement du traitement de pat
hes superposés (DOUBLE) augmente de 50 % par rapportau 
as 
ontraint. Ce résultat semble intéressant mais il est à pondérer 
ar le poids du trai-tement varie de 100 % entre les deux 
as. Or nous avons vu dans le 
as d'une poutre quel'amortissement vis
oélastique peut varier linéairement ave
 la surfa
e du traitement 
'est-à-dire qu'à masse équivalente au pat
h double un traitement simple en élastomère 
ontraintest sus
eptible d'apporter deux fois plus d'amortissement. En 
e qui 
on
erne la puissan
ea
oustique on 
onstate que le traitement de pat
hes superposés (DOUBLE) est légèrementplus performant que le traitement en élastomère 
ontraint. Par ailleurs nous notons quele traitement en élastomère non 
ontraint est très peu in�uent sur le niveau de pressiona
oustique. Les variations du niveau sont d'ailleurs tellement faibles que le bruit numériquelié au maillage apparaît. Ce bruit est lié à la variation du 
hargement de pression appliquéaux noeuds du maillage 
ar il n'apparaît pas dans les 
ourbes de niveau d'amortissement.Nous avons pris soin de pondérer 
e 
hargement nodal par la surfa
e des éléments pour qu'ilsoit uniforme mais la variation des résultats due aux variations du maillage reste per
eptiblelorsque la puissan
e a
oustique est quasiment 
onstante.Le traitement sous la forme d'un insert présente un 
omportement di�érent. L'amortis-sement a
oustique varie en fon
tion de la position d'une façon qui est l'inverse de 
elleobservée pour les autres traitements. Nous expliquons 
e
i par le r�le joué par la masse destraitements : les traitements représentent un ajout de masse ex
epté l'insert qui représenteun prélèvement de masse (l'élastomère étant moins dense que l'aluminium qu'il rempla
e).Le traitement de type insert semble intéresssant i
i pour réduire le bruit rayonné par lepremier mode ; la valeur de la puissan
e a
oustique est en e�et de 9 dBW inférieure à lavaleur de la puissan
e a
oustique asso
iée au pat
h 
ontraint. Ce
i est lié à la déformationimportante de l'élastomère dans 
ette plage fréquentielle ; le premier mode stru
turel estd'ailleurs un mode extrêmement amorti de l'élastomère, lo
alisé à 90 Hz.6.5 Optimisation multiparamètre sur des stru
tures a
adé-miquesNotre étude se poursuit par une optimisation multiparamètre de stru
tures de type poutreou plaque. Leur 
ara
tère a
adémique nous a motivé 
omme dans les études pré
édentes à



198 Chapitre 6. Optimisationprivilégier une analyse paramétrique. L'analyse paramétrique permet de déterminer des va-leurs quasi optimales globales en modi�ant aisément un 
ritère de 
ontrainte (poids du trai-tement par exemple) et de jauger la sensibilité du problème d'optimisation. L'in
onvénientde l'optimisation paramétrique réside dans le 
ara
tère appro
hé des solutions obtenues. Il
onvient à 
e titre de poursuivre l'optimisation en utilisant un algorithme d'optimisationlo
ale de type gradient 
onjugué par exemple, 
e que nous avons e�e
tué en dernière par-tie pour dé�nir une forme optimale de traitement. Le deuxième in
onvénient des méthodesparamétriques réside dans les performan
es faibles de la méthode en termes de temps de
al
ul. L'algorithme de modélisation étant relativement rapide, il a néanmoins été possibled'e�e
tuer des 
al
uls d'optimisation ave
 un nombre de variables su�sant (jusqu'à 
inq va-riables) pour déterminer les paramètres du modèle in�uents en matière de rédu
tion de bruitet pour avoir une idée du traitement en élastomère 
ontraint appliqué sur plaque ou poutrele plus performant. La di�
ulté du problème d'optimisation que nous nous sommes posé nerelève pas tant de l'impératif 
lassique de détermination d'une valeur optimale mais plut�tde l'extra
tion d'une information pertinente, 
on
ise et exploitable pour des 
on�gurationspratiques industrielles.6.5.1 Etude d'une poutre en
astrée-en
astrée6.5.1.1 Optimisation d'un traitement ave
 un pat
hL'optimisation vibroa
oustique d'un traitement en élastomère 
ontraint appliqué à unepoutre en
astrée-en
astrée a été e�e
tuée sous 
ontrainte de poids. Les 
ara
téristiques de lapoutre sont données dans le tableau 6.1. Quatre paramètres plus spé
i�ques ont été étudiés :la position du milieu du traitement, sa taille et les épaisseurs de polymère et d'aluminium.Le traitement a été dépla
é de 5 
m en moyenne sur la première moitié de la poutre ; 13valeurs d'épaisseur ont été étudiées, variant de 0,01 mm à 1 
m ; 13 tailles de pat
h ont étéétudiées, variant de 1 
m à 90 
m. 14365 
on�gurations ont ainsi été modélisées et 
ompa-rées. Les résultats se présentent sous la forme d'un tableau en trois parties (tableau 6.8).La première partie représente les valeurs des quatre variables permettant d'obtenir le niveauminimum de puissan
e a
oustique. La 
ontrainte de poids est matérialisée par la taille (1
m, 4 
m, 10 
m, ...) d'un pat
h dit équivalent aux dimensions 
onventionnelles16 et dontla masse ne peut être fran
hie. Les deux autres parties 
on
ernent le jeu de variable per-mettant d'obtenir le minimum d'amortissement a
oustique et le maximum d'amortissementvis
oélastique.Les résultats tabulés montrent que les traitements les plus lourds ou de grande taille sont leplus souvent les traitements jugés optimaux, la 
ontrainte de poids étant une limite presquetoujours atteinte. Les valeurs d'amortissement a
oustique minimales sont obtenues pour despat
hes 
ourts et épais, favorisant la 
on
entration de masse. Les épaisseur et taille de pat
hoptimales vis-à-vis de l'amortissement vis
oélastique ont tendan
e à augmenter toutes deuxà mesure que la 
ontrainte de poids se relâ
he. Cette observation vient 
on�rmer l'analyseantérieure du tableau 6.7. On note néanmoins, dans 
ertains 
as, qu'une 
ou
he �ne depolymère peut être la solution optimale du problème sous 
ontrainte de poids (épaisseurde 0,05 mm, par exemple, dans le 
as d'une taille équivalente de pat
h de 10 
m). La po-sition optimale du pat
h 
onférant un amortissement a
oustique minimum est la position16Le pat
h équivalent possède une épaisseur de polymère de 1,2 mm et d'aluminium de 0,5 mm.
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Puissan
e a
oustique minimumTaille eq (
m) 1 4 10 20 40 80Niveau (dBW ) -1,75 -14,50 -20,60 -23,97 -37,67 -46,63Pos. X (
m) 1 2,5 5 50 45 45Taille X (
m) 2 5 10 30 90 90Ep. élastomère (
m) 0,001 0,001 0,005 0,03 0,03 0,08Ep aluminium (
m) 0,05 0,08 0,1 0,05 0,03 0,05Amortissement a
oustique minimumTaille eq (
m) 1 4 10 20 40 80Amortissement (Hz) 0,014 0,014 0,013 0,012 0,010 0,008Pos. X (
m) 50 50 50 50 50 50Taille X (
m) 1 1 1 2 10 5Ep. élastomère (
m) 0,05 0,8 0,05 0,5 0,8 1Ep aluminium (
m) 0,08 0,05 1 0,8 0,05 1Amortissement vis
oélastique maximumTaille eq (
m) 1 4 10 20 40 80Amortissement (Hz) 0,103 0,50 1,03 1,30 2,10 3,63Pos. X (
m) 1 2,5 5 7,5 50 50Taille X (
m) 2 5 10 15 40 50Ep. élastomère (
m) 0,001 0,001 0,005 0,008 0,05 0,1Ep aluminium (
m) 0,05 0,08 0,1 0,1 0,08 0,1Tab. 6.8 � Optimisation des amortissements et de la puissan
e rayonnée asso
iés au premiermode d'une poutre traitée ave
 un pat
h ave
 une 
ontrainte de poids variable donnéepar une taille de pat
h 
onventionnel équivalente en fon
tion de quatre variables : taille dupat
h, position et épaisseur de l'élastomère et de l'aluminium.
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e a
oustique minimumTaille eq (
m) 1 4 10 20 40 80Niveau (dBW ) 6,05 -13,16 -18,85 -24,41 -32,06 -47,04Taille X (Pat
h 1) (
m) 1 2 10 20 40 5Taille X (Pat
h 2) (
m) 1 5 5 15 2 90Ep. élastomère (
m) 0,001 0,001 0,005 0,01 0,1 0,05Amortissement a
oustique minimumTaille eq (
m) 1 4 10 20 40 80Amortissement (Hz) 0,014 0,014 0,013 0,012 0,010 0,008Taille X (Pat
h 1) (
m) 1 2 1 2 5 5Taille X (Pat
h 2) (
m) 1 2 1 2 10 10Ep. élastomère (
m) 0,001 0,1 1 1 0,5 1Amortissement vis
oélastique maximumTaille eq (
m) 1 4 10 20 40 80Amortissement (Hz) 0,033 0,424 0,83 1,33 1,84 2,74Taille X (Pat
h 1) (
m) 1 2 10 15 30 70Taille X (Pat
h 2) (
m) 1 5 5 15 20 15Ep. élastomère (
m) 0,001 0,001 0,005 0,01 0,05 0,1Tab. 6.9 � Optimisation des amortissements et de la puissan
e rayonnée asso
iés au premiermode d'une poutre traitée ave
 deux pat
hes ave
 une 
ontrainte de poids variable donnéepar une taille de pat
h 
onventionnel équivalente en fon
tion de quatre variables : taille dupat
h, position et épaisseur de l'élastomère et de l'aluminium.
entrée. En 
e qui 
on
erne l'amortissement vis
oélastique, la position optimale est situéealternativement à l'extrémité ou au 
entre de la poutre.6.5.1.2 Optimisation d'un traitement ave
 deux pat
hesUne optimisation paramétrique sous 
ontrainte à 
inq variables basée sur l'étude de la po-sition, de la taille et de l'épaisseur de polymère de deux pat
hes en élastomère 
ontrainttraitant une poutre a été e�e
tuée. Tous deux possèdent la même épaisseur variable de po-lymère. Le but de 
ette étude est de 
omparer les traitements à un pat
h et les traitements àdeux pat
hes dans le 
adre de la rédu
tion du bruit rayonné par le premier mode de �exion.13 tailles de pat
h ont été étudiées, variant de 1 
m à 90 
m ; les pat
hes ont été dépla
éstous les 5 
m environ. 7 épaisseurs de polymère variant de 0,01 mm à 1 
m ont été étudiées.L'épaisseur de la 
ou
he d'aluminium a été 
onservée �xe à 0,5 mm. Finalement, 53466
on�gurations ont été modélisées et 
omparées.L'augmentation linéaire de l'amortissement vis
oélastique ave
 la taille d'un pat
h en élas-tomère 
ontraint appliqué sur une poutre nous a porté à 
roire (�gure 6.12) qu'il est possibled'avoir des performan
es équivalentes voire meilleures ave
 un pat
h plut�t qu'ave
 deux
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e et pour des tailles de pat
h faibles (
on�gurationpour laquelle nous avons noté une os
illation de l'amortissement vis
oélastique lorsque lataille du pat
h varie). Les résultats de l'étude de 
e paragraphe, qui 
orroborent notre in-tuition, sont présentés dans le tableau 6.9 en trois parties. La première partie du tableaurapporte les valeurs de puissan
e a
oustique minimums et le jeu de variables permettantd'obtenir 
es valeurs minimums. Les deux variables de position ont été omises dans les ta-bleaux. Les deuxième et troisième parties 
on
ernent les valeurs optimales d'amortissementa
oustique et vis
oélastique ave
 la puissan
e asso
iée. Les valeurs sont données en fon
-tion d'un 
ritère de 
ontrainte de poids du traitement matérialisé par une taille de pat
h
onventionnelle17 equivalente. Elles peuvent don
 être dire
tement 
omparées aux valeursobtenues dans le 
as d'un pat
h unique (tableau 6.8).Nous remarquons tout d'abord que la taille des deux pat
hes permettant de maximiserl'amortissement vis
oélastique est assez 
omparable, sauf dans le 
as d'une 
ontrainte depoids asso
iée à un pat
h équivalent de 80 
m. La minimisation de la puissan
e a
oustiquefavorise quant à elle un pat
h de dimensions bien supérieures à l'autre, surtout dans le 
asd'une 
ontrainte de poids relâ
hée (taille équivalente de 40 
m et de 80 
m). Il est alors sansdoute préférable d'avoir un pat
h unique. La 
omparaison des tableaux 6.8 et 6.9 
on�rmeet généralise en partie le résultat à toutes les tailles de pat
h : à 
ontrainte de poids équi-valente, l'amortissement vis
oélastique est toujours supérieur dans le 
as à un pat
h parrapport au 
as à deux pat
hes, sauf dans quelques rares 
as, où il est alors du même ordrede grandeur. Pour la puissan
e a
oustique le 
onstat est similaire : un traitement à pat
hunique est plus performant qu'un traitement à deux pat
hes.6.5.2 Etude de plaquesNous nous intéressons à présent à l'étude du premier mode de �exion d'une plaque en
astréedont les 
ara
téristiques sont résumées dans le tableau 6.1. Dans la mesure où seul le pre-mier mode de �exion a été étudié, un maillage plus grossier de 12 éléments dans 
ha
une desdeux dire
tions du plan de la plaque a été adopté. L'in�uen
e de 
inq variables a été étudiéedans le 
adre d'une analyse paramétrique portant sur l'épaisseur de l'élastomère, la positiondu pat
h en élastomère 
ontraint et ses dimensions (largeur, longueur). 9 tailles de pat
hont été étudiées par dire
tion, variant de 1 
m à 30 
m ; 7 valeurs d'épaisseur d'élastomèredi�érentes variant de 0,01 mm à 1 
m ont été retenues. La position du traitement a étédépla
ée tous les 2 
m en moyenne. L'épaisseur de la 
ou
he d'aluminium a été 
onservée�xe à 0,5 mm. Au �nal 25035 
on�gurations ont été modélisées et 
omparées.Le tableau 6.10 présente les valeurs optimales des variables étudiées dans le 
adre d'une mi-nimisation de la puissan
e a
oustique, de l'amortissement a
oustique et d'une maximisationde l'amortissement vis
oélastique. Les résultats d'optimisation ont été représentés à 
haquefois pour une épaisseur de polymère donnée variant de 0,01 mm à 1 
m. On remarque toutd'abord que l'amortissement vis
oélastique optimal (parmi les 
on�gurations étudiées) estpresque toujours asso
ié aux tailles de pat
h maximales autorisées (30 
m × 30 
m). La puis-san
e a
oustique optimale est également asso
iée aux tailles de pat
h maximales quelle quesoit l'épaisseur de l'élastomère. En 
e qui 
on
erne l'amortissement a
oustique, on trouvealternativement pour les épaisseurs importantes de polymère des pat
hes optimaux de forme17Epaisseur de polymère de 1,2 mm et d'aluminium de 0,5 mm.
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Puissan
e a
oustique minimumEpaisseur (
m) 0,001 0,005 0,01 0,05 0,1 0,5 1Niveau (dBW ) -34.50 -39,16 -41,51 -48,46 -51,67 -61,60 -67,24Pos. X (
m) 15 15 15 17,5 17,5 17,5 17,5Pos. Y (
m) 20 20 20 20 20 20 20Taille X (
m) 30 30 30 30 30 30 30Taille Y(
m) 30 30 30 30 30 30 30Amortissement a
oustique minimumEpaisseur (
m) 0,001 0,005 0,01 0,05 0,1 0,5 1Amort. (Hz) 4,15 4,02 3,93 3,51 3,13 1,70 1,06Pos. X (
m) 20,8 30,5 29,5 20 17,5 20 20Pos. Y (
m) 12,5 7 8 17,5 20 17,5 17,5Taille X (
m) 25 30 30 15 15 20 20Taille Y (
m) 10 4 6 10 15 15 15Amortissement vis
oélastique maximumEpaisseur (
m) 0,001 0,005 0,01 0,05 0,1 0,5 1Amort. (Hz) 9,5 17,4 21,6 36,58 46,76 82,29 97,9Pos. X (
m) 15 15 15 15 17,5 17,5 17,5Pos. Y (
m) 12,5 12,5 15 20 20 20 20Taille X (
m) 30 30 30 30 30 30 30Taille Y (
m) 25 25 30 30 30 30 30Tab. 6.10 � Optimisation sans 
ontrainte des amortissements et de la puissan
e rayonnéeasso
iés au premier mode d'une plaque traitée ave
 un pat
h en fon
tion de 
inq variables :taille du pat
h, position et épaisseur de l'élastomère.
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Puissan
e a
oustique minimumEpaisseur (
m) 0,001 0,005 0,01 0,05 0,1 0,5 1Niveau (dBW ) -21,03 -23,45 -24,30 -22,16 -21,05 -20,01 -15,98Pos. X (
m) 15 17,5 17,5 9,5 12 8 13Pos. Y (
m) 7 20 20 28 25,5 29,5 24,5Taille X (
m) 30 10 10 4 4 1 1Taille Y(
m) 4 10 10 20 15 20 10Amortissement a
oustique minimumEpaisseur (
m) 0,001 0,005 0,01 0,05 0,1 0,5 1Amort. (Hz) 4,16 4,02 3,97 3,76 3,56 3,49 3,35Pos. X (
m) 30,5 30,5 28 19,5 19,5 21,5 19,5Pos. Y (
m) 7 7 9,5 15,86 18 16 18Taille X (
m) 30 30 25 10 10 10 6Taille Y (
m) 4 4 4 6 6 2 2Amortissement vis
oélastique maximumEpaisseur (
m) 0,001 0,005 0,01 0,05 0,1 0,5 1Amort. (Hz) 5,07 6,77 7,74 5,59 4,55 4,00 1,20Pos. X (
m) 15 17,5 17,5 9,5 12 8 13Pos. Y (
m) 7 20 20 28 25,5 29,5 24,5Taille X (
m) 30 10 10 4 4 1 1Taille Y (
m) 4 10 10 20 15 20 10Tab. 6.11 � Optimisation des amortissements et de la puissan
e rayonnée d'une plaque trai-tée ave
 un pat
h ave
 une 
ontrainte de poids du traitement en fon
tion de 
inq variables :taille du pat
h, position et épaisseur de l'élastomère.
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arrée, 
entrés, ou pour des épaisseurs plus faibles des pat
hes re
tangulaires dé
entrés.L'étude a été poursuivie en in
luant une 
ontrainte de poids du traitement amortissant.Le poids du pat
h en élastomère 
ontraint a été limité au poids d'un pat
h de taille 6,9
m × 8,9 
m 
orrespondant au traitement étudié dans l'expérien
e de plaque suspendueprésentée au � 1.4.2. La présentation tabulaire adoptée est semblable aux présentationspré
édentes et sépare l'optimisation de la puissan
e a
oustique et l'optimisation des deuxamortissements. On note qu'un pat
h 
arré 
entré ave
 une épaisseur d'élastomère de 0,01
m est le traitement optimal parmi toutes les 
on�gurations étudiées, sous 
ontrainte depoids. Un pat
h en bande dé
entré est optimal dans le 
as d'une épaisseur d'élastomèrevalant 1 mm (pro
he de l'épaisseur des pat
hes utilisés expérimentalement). Il est intéres-sant de noter que l'étude sans 
ontrainte pré
édente (tableau 6.10) suggérait d'employer lesépaisseurs d'élastomère les plus importantes possibles alors que l'ajout de la 
ontrainte depoids favorise des épaisseurs intermédiaires. A poids équivalent, par exemple, la 
on�gu-ration d'épaisseur 0,01 
m optimale donne un niveau de puissan
e a
oustique inférieur de8,3 dBW au niveau obtenu ave
 un traitement optimal d'épaisseur 1 
m.6.5.2.1 Optimisation de formeNous avons e�e
tué une dernière étude pour 
ompléter l'analyse paramétrique pré
édente.La �nalité est de déterminer une forme optimale de pat
h en élastomère 
ontraint pour lepremier mode de vibration de la plaque en
astrée à l'aide d'un algorithme de gradient 
onju-gué. Nous avons exploité pour 
ela les résultats de l'optimisation sous 
ontrainte pré
édentepour dé�nir une 
on�guration initiale ; nous avons retenu d'une part le traitement optimal
arré possédant une épaisseur de polymère de 0,1 mm (pat
h de 10 
m de 
�té), et d'autrepart le traitement optimal ayant une épaisseur d'élastomère de 1 m dé
entré de dimensions4 
m × 15 
m. En utilisant d'abord une méthode globale puis une méthode lo
ale, on peuts'appro
her de l'optimum global de façon plus �ne. La pro
édure lo
ale a 
onsisté à prendrela position des noeuds du 
ontour du maillage 
omme variable à optimiser. La dé�nition dela fon
tionnelle se base sur le 
onstat (�gure � 6.12) que l'amortissement vis
oélastique varielinéairement ave
 la surfa
e du traitement. Nous l'avons don
 bâtie en divisant l'amortisse-ment vis
oélastique par l'aire de la surfa
e d'appli
ation du traitement, reliée dire
tementà son poids.L'algorithme de gradient 
onjugué pilote le dépla
ement des noeuds du 
ontour du pat
hvers une 
on�guration optimale. Un remailleur, permettant de régulariser le maillage enréajustant la position des noeuds dont la position n'est pas sujette à l'optimisation, a étédéveloppé spé
ialement. Il se base sur une pro
édure itérative au 
ours de laquelle les dis-tan
es internodales sont uniformisées. Il permet à un 
ontour de pat
h de forme relativementrégulière d'évoluer vers des formes assez spé
i�ques ; il est don
 bien adapté à la pro
édured'optimisation lo
ale. En revan
he, il ne permet pas d'aboutir à des formes plus évoluées(
roix, anneau) très di�érentes d'une forme initiale simple (re
tangulaire, par exemple).L'algorithme s'arrête dès lors que la méthode de gradient 
onjugué a 
onvergé ou que ladistorsion angulaire d'un élément du maillage est trop importante. La dérivée de la fon
-tionnelle par rapport aux variables, requise par l'algorithme de gradient 
onjugué, est évaluéenumériquement.La �gure 6.26 présente les résultats d'optimisation de forme du pat
h 
arré de 10 
m de
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Fig. 6.26 � Optimisation de la forme d'un pat
h en élastomère 
ontraint maximisant lerapport de l'amortissement vis
oélastique en Hz par l'aire du pat
h. CAS 1 : épaisseurd'élastomère de 0,1 mm. A gau
he : Maillage initial. A droite : 
ontour initial en vert ;
ontour �nal en rouge.

Fig. 6.27 � Optimisation de la forme d'un pat
h en élastomère 
ontraint maximisant lerapport de l'amortissement vis
oélastique en Hz par l'aire du pat
h. CAS 2 : épaisseurd'élastomère de 1 mm. A gau
he : Maillage initial. A droite : 
ontour initial en vert ; 
ontour�nal en rouge.
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CAS 1 : Epaisseur de 0,1mm CAS 2 : Epaisseur de 1mmEtape Initiale Finale Initiale FinaleFréquen
e (Hz) 123,34 123,54 122,31 122,07Am. vis
oélastique (Hz) 7,56 6,05 1,42 1,69Aire (10−3 m2) 10,00 7,66 6,00 6,36Tab. 6.12 � Optimisation de la forme d'un pat
h en élastomère 
ontraint maximisant lerapport de l'amortissement vis
oélastique en Hz par l'aire du pat
h. Comparaison de l'airedu traitement et de son amortissement vis
oélastique à l'étape initiale et à l'étape �nale.

CAS 1 : Epaisseur de 0,1mm CAS 2 : Epaisseur de 1mmVariation d'amort. (%) -20,0 + 19,0Variation d'aire (%) -23,4 + 5,7Fon
tionnelle initiale 752,8 236,9Fon
tionnelle �nale 789,6 265,8Nombre de variables 52 48Nombre d'itérations 8 6Tab. 6.13 � Optimisation de la forme d'un pat
h en élastomère 
ontraint maximisant lerapport de l'amortissement vis
oélastique en Hz par l'aire du pat
h. Données sur l'algorithmed'optimisation et 
omparaison des solutions initiale et �nale.
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�té. La partie gau
he de la �gure présente le maillage initial ; la partie droite montre lemaillage déformé obtenu. On note que le pat
h ne s'est pas dépla
é, et que les deux sy-métries axiales ont été �nement préservées. On note également que l'aire du pat
h s'est unpeu réduite. Les 
on�gurations initiale et �nale sont présentées dans le tableau 6.12 ; onobserve dans le 
as présent (CAS 1) que l'aire et l'amortissement diminuent tous deux.Le tableau 6.13 présente d'autres données sur la résolution : le problème d'optimisation estun problème à 52 variables ; la 
onvergen
e a été atteinte rapidement, en huit itérations.La deuxième 
on�guration nommée CAS 2 a été déterminée 
omme optimale à la suitede l'étude paramétrique sous 
ontrainte de poids ; le maillage asso
ié à 
ette 
on�gurationest représenté dans la partie gau
he de la �gure 6.27. La forme est à peine modi�ée par laméthode d'optimisation ; néanmoins le rapport de l'amortissement vis
oélastique par l'airedu pat
h qui nous sert de fon
tionnelle passe de 236,9 à 265,8 (tableau 6.13). On remarque,
ontrairement au 
as pré
édent, qu'aire et amortissement vis
oélastique ont tous deux aug-menté.L'intérêt de la démar
he a
tuelle est assez limité semble-t-il ; une étude annexe nous amontré qu'un pat
h 
entré 
arré de taille équivalente au pat
h optimisé du CAS 1 auraitapporté un amortissement vis
oélastique de 5,81 Hz, 
'est-à-dire un peu moins seulementque la valeur obtenue de 6,05 Hz. Nous pensons que l'utilisation de l'algorithme aurait 
er-tainement beau
oup plus d'intérêt dans le 
as de traitements de taille plus importante ave
une 
ontrainte initiale de poids moins restri
tive.6.6 Bilan et 
on
lusions du 
hapitreUne étude détaillée du problème d'optimisation vibroa
oustique de traitements à base d'élas-tomère a été 
onduite sur des stru
tures a
adémiques (poutre, plaque). L'obje
tif étaitd'apporter une 
onnaissan
e générale, a
adémique des traitements qui puisse être en partieextrapolable à des 
as industriels pratiques. Nous avons privilégié pour 
ela des études para-métriques simples permettant de 
omprendre davantage 
ertains aspe
ts du 
omportementvibroa
oustique des stru
tures traitées. Il a été montré, notamment, que le traitement enélastomère 
ontraint est un traitement très performant en 
omparaison à d'autres types detraitement simple.L'analyse des paramètres 
ara
térisant les traitements nous a amené à dé�nir un 
ertainnombre de règles permettant de traiter e�
a
ement une stru
ture ave
 un équipement ex-périmental modeste (matériel d'analyse modale). Nous avons par exemple montré qu'un
ritère basé sur la 
ourbure des déformées modales permettait de positionner un pat
h enélastomère 
ontraint de façon optimale. Nous avons également montré qu'il existait unetaille de pat
h su�sante représentant une quantité de matériau seuil ; tout ajout de ma-tériau amortissant n'a alors qu'un impa
t limité sur la rédu
tion déjà importante de lapuissan
e a
oustique rayonnée.Nous avons en�n montré que les performan
es des pat
hes étaient extrêmement variables etqu'une modélisation avan
ée 
omme 
elle que nous sommes en mesure de réaliser permettaitde dimensionner des traitements très e�
a
es, même dans les basses fréquen
es.





Con
lusion généraleLe travail de thèse présenté dans 
e mémoire est une 
ontribution à la modélisation dy-namique de stru
tures amorties et à l'optimisation de traitements amortissants pour larédu
tion de bruit.Le premier apport de 
e travail 
on
erne le 
al
ul pré
is et très rapide de la réponse d'unestru
ture à amortissement linéaire général en régime temporel/fréquentiel instationnaire.La méthode utilisée se base sur la 
ombinaison originale d'un programme de modélisationpar éléments �nis à vingt-sept noeuds ave
 une formulation quasi-in
ompressible pour lesélastomères, d'un solveur 
omplexe dédié aux problèmes matri
iels mal 
onditionnés issusde 
e type de dis
rétisation, de routines itératives et de perturbation permettant de 
al
ulerles modes de résonan
e et d'un 
al
ul analytique de la transformée de Lapla
e utilisant 
esmodes et le théorème des résidus. La méthode permet de rendre 
ompte de l'inhomogénéitéde l'amortissement sans hypothèse de modélisation parti
ulière, de ne né
essiter que les don-nées brutes du matériau. Elle permet de régler de façon simple les problèmes 
lassiques deperte d'orthogonalité des modes et de dépendan
e fréquentielle qui 
ara
térisent les systèmesà amortissement vis
oélastique. Les simulations numériques qui ont été réalisées montrentque la méthode développée est aussi pré
ise que la méthode de résolution dire
te quel quesoit le niveau d'amortissement. Une version parti
ulière 
al
ulant les modes de résonan
epar perturbation ex
lusivement, et dont la pré
ision a été validée par un 
al
ul 
omparatifde puissan
e a
oustique, permet d'obtenir des temps de 
al
ul de deux à trois ordres infé-rieurs au temps requis par la résolution dire
te. Le temps de 
al
ul est ainsi 
omparable autemps né
essaire pour modéliser un système dynamique non amorti par la méthode modale
lassique.La deuxième 
ontribution de 
e travail de thèse 
on
erne la modélisation physique etl'identi�
ation des di�érentes sour
es d'amortissement d'une plaque en aluminium traitéeave
 des pat
hes en élastomère 
ontraint. Trois amortissements par 
ouplage ont été modé-lisés : l'amortissement par frottement visqueux de l'air, l'amortissement par rayonnementa
oustique et l'amortissement par 
ouplage thermoélastique. Deux amortissements vis
o-élastiques ont été identi�és : l'amortissement vis
oélastique de l'aluminium et l'amortisse-ment vis
oélastique de l'élastomère. Tous les amortissements aussi di�érents soient-ils se
ombinent pour former l'amortissement total qui est la seule quantité a

essible expérimen-talement ; nous l'avons identi�é sur la plaque traitée suspendue par des �ls par le biais d'uneméthode d'analyse modale sans 
onta
t utilisant un laser, un haut parleur et la méthode dudé
rément logarithmique des os
illations libres.L'amortissement thermoélastique a été authenti�é 
omme l'une des deux 
omposantes prin-209
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ipales de l'amortissement de l'aluminium ; une méthode de résolution originale basée surles algorithmes de modélisation dynamique développés ainsi que sur des routines supplé-mentaires, dont une routine de représentation du 
hamp thermique par séries de Fourier,nous ont permis d'analyser le modèle de référen
e de Zener. Nos résultats montrent qu'ils'agit d'un modèle simple, pré
is, adapté aux 
on�gurations de plaque en
astrée ou sur ap-pui ; mais ils montrent également que le modèle de Zener est inadapté aux 
onditions auxlimites libres pour lesquelles il est pourtant souvent utilisé. La substitution de l'amortisse-ment thermoélastique modélisé à l'amortissement évalué dans l'expérien
e d'analyse modalede plaque suspendue nous a permis d'évaluer l'amortissement vis
oélastique très faible del'aluminium dont la valeur est quasiment 
onstante en fon
tion de la fréquen
e.L'identi�
ation de l'amortissement vis
oélastique de l'élastomère a aussi requis un 
ertainsoin dans la pro
édure expérimentale et dans la modélisation mises en oeuvre. Elle a été
onduite en partant du 
onstat que les données vis
oélastiques du matériau disponibles nepermettaient pas de retrouver les résultats expérimentaux de l'expérien
e de dé
rément réa-lisée sur une plaque traitée ave
 des pat
hes en élastomère 
ontraint. La démar
he retenuea été d'exploiter les routines de modélisation développées en y ajoutant une routine de gra-dient 
onjugué, de façon à résoudre le problème inverse d'identi�
ation de l'amortissementet du module de sto
kage dépendants de la fréquen
e à partir des données expérimentalesd'analyse modale issues de deux 
on�gurations di�érentes mais 
omplémentaires. La pre-mière 
on�guration 
hoisie a été 
elle de la plaque suspendue, dont les données étaientdisponibles, et qui se prête bien à l'identi�
ation de l'amortissement asso
ié aux pat
hes.La deuxième 
on�guration retenue a été 
elle d'une poutre 
antilever 
ouverte presque en-tièrement de pat
h 
ontraint, qui se prête bien à l'identi�
ation du module de sto
kage.Une méthode itérative nous a permis d'exploiter et de relier les informations expérimentalesémanant de 
es deux 
on�gurations. La méthode a mis en lumière la qualité de la modéli-sation et les nombreuses di�
ultés liées au système étudié, 
omme 
elle de la modélisationde l'interfa
e aluminium/polymère ; malgré 
ela, les données identi�ées ont pu être validéesdans une 
onfrontation modèle/expérien
e.Le troisième apport de la thèse 
on
erne l'étude vibroa
oustique de traitements amortis-sants. Un modèle vibroa
oustique 
lassique a été développé pour 
al
uler le rayonnementd'une plaque de type ba�ée ou non ba�ée ; il a été validé numériquement. Le modèle nonba�é a été utilisé pour montrer que l'amortissement a
oustique est négligeable dans le 
asd'une plaque suspendue. Le modèle ba�é nous a permis d'appré
ier sur un plan a
oustiquel'in�uen
e de traitements amortissants. Une démar
he d'optimisation simple a été privilé-giée, basée sur des études paramétriques, de façon à 
omprendre le 
omportement assez par-ti
ulier des traitements en élastomère 
ontraint. Elle débou
he sur un savoir-faire pratiqueexploitable par les ingénieurs qui sont en 
harge de développer et d'appliquer des traitementsamortissants. Nous avons montré au 
ours d'études paramétriques variées qu'il existe unetaille de pat
h adéquate pour réaliser une rédu
tion de bruit e�
a
e sous 
ontrainte de poidsdu traitement ; nous avons aussi montré qu'il existait un 
ritère pour pla
er optimalementun traitement en élastomère 
ontraint à partir de simples résultats d'analyse modale ; nousavons en�n montré que les élastomères ont un potentiel fort pour réduire le bruit, notam-ment dans les basses fréquen
es, mais que leur dimensionnement 
orre
t à l'aide d'outilsnumériques vibroa
oustiques pré
is était de prime importan
e, surtout dans 
e registre.



211Certains aspe
ts du travail né
essitent d'être développés davantage ; en outre, l'étude desplaques, pour lesquelles le 
ouplage �uide-stru
ture joue un r�le prépondérant, n'a pas étéapprofondi. Nous nous sommes �nalement plus préo

upés de maximiser l'amortissementvis
oélastique que d'altérer le 
ouplage vibroa
oustique à l'aide de raidisseurs ou de masseslo
alisées. Nous avons également o

ulté tout travail d'optimisation �lourde� qu'il seraitintéressant de mener sur des stru
tures pratiques industrielles, en guidant le 
hoix algorith-mique à l'aide des notions a
adémiques développées dans 
e mémoire (
hoix des variablesà optimiser, 
hoix de la fon
tionnelle et des 
ontraintes). En matière de modélisation phy-sique, deux éléments nous semblent faire défaut à l'heure a
tuelle, et doivent faire l'objetd'un e�ort de re
her
he soutenu : le premier 
on
erne la modélisation des lois 
onstitutivesdes matériaux vis
oélastiques dont on doit pour l'instant identi�er les 
ara
téristiques. Ledeuxième élément 
on
erne la modélisation des 
onditions aux limites stru
turelles, dontla qualité a
tuelle altère sérieusement la prédi
tion du 
omportement vibroa
oustique desstru
tures réelles.
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Annexe ADérivée d'un potentiel de simple
ou
heL'objet de l'annexe 
on
erne le 
al
ul de la dérivée normale d'un potentiel de simple 
ou
he
Φ(M0,M, s) dans un milieu �uide in�ni 
ontenant une surfa
e plane de taille �nie notée S,lorsque les points M0 et M sont tous deux situés sur 
ette surfa
e. Le formalisme est adaptéau 
as du rayonnement traité dans le 
hapitre 4.

Φ(M0,M, s) =
∫

S
∂n(M)p̃(M,s) ∂n(M0)G(M0,M, s) dS(M) (A.1)PSfrag repla
ements

M

z
S

M0

Fig. A.1 � Con�guration géométriqueLa démonstration du 
al
ul présentée i
i est 
lassique (Bonnet [12℄). Elle est rendue spé-
i�que par la 
on�guration étudiée (�gure A.1). Le point M0 est situé initialement dansl'espa
e �uide, puis il est rappro
hé de la surfa
e S. Un passage à la limite est ensuitee�e
tué. La di�
ulté réside dans l'apparition d'une singularité lorsque M par
ourant S s'ap-pro
he de M0. La te
hnique 
onsiste à ex
lure la zone singulière de l'intégrale Φ(M0,M, s)notée S0 dans un premier terme (M0 → S0) et à 
ir
ons
rire les 
as restants pour lesquels
M /∈ S0 dans un deuxième terme, régulier.

ΦM0→S0(M0,M, s) =
∫

S0
∂n(M)p̃(M,s) ∂G(M0,M,s)

∂n(M) dS(M)

+
∫

S−S0
∂n(M)p̃(M,s) ∂G(M0,M,s)

∂n(M) dS(M)

(A.2)
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222 Annexe A. Dérivée d'un potentiel de simple 
ou
heLe voisinage de taille réduite S0 autour de M0 est pris de forme 
ir
ulaire (�gure A.2).Le 
entre du repère est pla
é sur la surfa
e en (xM0 , yM0, 0). La densité de double 
ou
hePSfrag repla
ements
θ

M
R

M0

S0

r

zM0 − zM

Fig. A.2 � Zone d'intégration singulière
∂n(M) p̃(M,s) est prise 
onstante sur 
e voisinage d'ex
lusion et notée ∂n(M0) p̃(M0, s). Leterme régulier est expli
ité, la normale à la surfa
e étant 
onstante et orientée suivant z :un fa
teur 
ontenant la di�éren
e d'altitude (zM − zM0), qui tend vers zéro, apparaît. Lesautres termes de l'intégrale sont réguliers : l'intégrale est don
 nulle.

Φ(M0,M, s) = ∂n(M0) p̃(M0, s) (zM − zM0)
∫

SS

1
MM0

dG(M0,M,s)
dMM0

dS(M)

+
∫

S−S0
∂n(M) p̃(M,s)

0
︷ ︸︸ ︷

zM − zM0

4π

(
1−ikMM0

MM3
0

)

eikMM0 dS(M)

(A.3)
On e�e
tue un 
hangement de variable (x, y) → (MM0, θ) faisant apparaître le détermi-nant du ja
obien de la transformation MM0.

Φ(M0,M, s) = ∂n(M0) p̃(M0, s) (zM − zM0) ∗

∫ 2π
0

∫
√

R2+(zM0
−zM )2

|zM0
−zM |

d
dMM0

(
−eikMM0

4πMM0

)

dθ dMM0

(A.4)
Φ(M0,M, s) = ∂n(M0) p̃(M0, s) (zM − zM0) / 2 ∗

[

e
ik|zM0

−zM |

|zM0
−zM | − e

ik
√

R2+(zM0
−zM )2√

R2+(zM0
−zM )2

] (A.5)En rappro
hant M0 de S (zM − zM0 → 0), il vient
lim

(zM−zM0
)→0 R→0

Φ(M0,M, s) = sgn(zM − zM0)
∂n(M0) p̃(M0, s)

2
(A.6)Le résultat �nal1 s'é
rit

Φ(M0,M, s) = −sgn(zM0)
∂n(M0) p̃(M0, s)

2
(M, M0 ∈ S) (A.7)1Le signe Φ(M0, M, s) dépend de la fa
e 
onsidérée (
�té zM0

> 0 ou zM0
< 0).



Annexe BRésolution de l'équation de Fredholmde première espè
eL'objet de l'annexe 
on
erne la résolution d'une équation de Fredholm de première espè
epar une méthode de 
ollo
ation. Les éléments de frontière dé�nis 
orrespondent à la dis
ré-tisation établie dans le problème vibratoire. La démar
he est empruntée à la thèse de F.Cassot [17℄, qui étudie la di�ra
tion par un é
ran min
e, plat. L'équation de Fredholm depremière espè
e a la forme suivante :P.F. ∫
S
µ̃(M,s)∂z∂z0G(M0,M, s)dS(M) = ρs2v(M0, s) (B.1)

µ̃(M,s) est la densité de double 
ou
he dépendante de la pulsation ω (s = iω) au point M.
v(M0, s) est le dépla
ement vibratoire au point M0. Les points M(x, y, z) et M0(x0, y0, z0)dé�nissent une distan
e MM0 =

√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2. La fon
tion de Greensolution élémentaire de l'équation élémentaire en milieu in�ni est prise 
omme G(M,M0) =
−eikMM0/4πMM0. Dans le 
as d'une stru
ture plane dont la normale est orientée suivant
z, la dérivée se
onde s'é
rit :

∂z∂z0G(M0,M, s) = ∂z0

[
∂MM0

∂z
∂G(M,M0,s)

∂MM0

]

= ∂z0

[

(z − z0)(1 − ikMM0)
eikMM0

4πMM3
0

] (B.2)Le 
al
ul de la dérivée par rapport à z0 ave
 z = z0 = 0 donne
∂z∂z0G(M0,M, s) = eikM M0

4πMM3
0

(ikMM0 − 1) (B.3)L'espa
e de la stru
ture min
e est dis
rétisé en pavés dont la géométrie est dé�nie par lesfon
tions quadratiques utilisées dans le programme vibratoire (méthode des éléments �nis).Chaque pavé ou élément de frontière 
orrespond à la fa
e extérieure d'un élément �ni, dontle 
entre Mj est pla
é au niveau du noeud 
entral (
oordonnées du domaine parent dé�niespar ξ = 0, η = 0). La forme des pavés s'adapte don
 à des maillages 2D irréguliers. On
onsidère que la densité de double 
ou
he µ̃(M,s) est 
onstante sur les pavés. La valeurde 
ette 
onstante est évaluée au niveau du point M0 = M0i pla
é su

essivement aux Npositions 
entrales Mj : il s'agit d'une méthode numérique de 
ollo
ation à un pointpar élément, laquelle, en plus d'être simple à programmer, assure l'existen
e de toutes les223



224 Annexe B. Résolution de l'équation de Fredholm de première espè
eintégrales notamment 
elle de l'intégrale hypersingulière (Hamdi [80℄). Il en résulte N équa-tions 
onstituées de N − 1 intégrales régulières et une intégrale hypersingulière de la forme
ρs2v(M0i, s) = µ̃(M0i, s) P.F. ∫S0i

∂z∂z0i
G(M0i,M, s)dS(M)

+
∑N

j=1,j 6=i µ̃(Mj , s)
∫

Sj
∂z∂z0i

G(M0i,M, s)dS(M)

i ∈ {1, ..., N}
(B.4)Sous forme matri
ielle on a

Aiiµi +
∑N

j=1,j 6=i Aijµj = fi (B.5)






Aii = P.F. ∫Si

eikMM0i

4πMM3
0i

(ikMM0i − 1) dS M ∈ Si, M0i ∈ Si

Aij =
∫

Sj

eikMM0i

4πMM3
0i

(ikMM0i − 1) dS M ∈ Sj , M0i ∈ Si

fi = ρ s2 v(M0i, s) M0i ∈ Si

(B.6)Le se
ond membre fi est donné par les dépla
ements vibratoires dans le vide 
al
ulés par laméthode EF ; les termes réguliers Aij sont évalués par la méthode d'intégration de Gauss-Legendre.L'intégration au sens des parties �nies (termes Aii) né
essite un développement analytiquerelativement simple dans le 
as d'une stru
ture plane. Dans des 
on�gurations plus 
om-plexes, il peut être envisagé d'utiliser une méthode variationnelle en multipliant les équationspré
édentes par une fon
tion régulière arbitraire et en intégrant l'ensemble (régularisationpar intégration, Hamdi [52℄). Nous ne présentons pas i
i le détail des 
al
uls d'intégrationanalytiques présentés dans la thèse de F. Cassot [17℄. La démar
he est la suivante : en utili-sant une géométrie simpli�ée (disque) de surfa
e équivalente aux pavés Si dont on 
onnaît lasolution régulière et dont on peut 
al
uler la solution divergente, il est possible d'identi�erun voisinage de M0i 
ara
térisé par un paramètre ǫ à ex
lure du domaine d'intégration.Pour un domaine plan quel
onque Si, on a
Aii = lim ǫ→0

{∫

Si

eikMM0i

4πMM3
0i

(ikMM0i − 1)dS + 1/2ǫ
}

M ∈ Si, M0i ∈ Si (B.7)En remarquant que
eikMM0i

MM3
0i

(ikMM0i − 1) = 1
MM0i

d
d(MM0i)

eikMM0i

MM0i
, (B.8)l'utilisation de 
oordonnées 
ylindriques permet d'é
rire

Aii = lim ǫ→0

{∫ 2π
θ=0

∫ R(θ)
ǫ

d
d(MM0i)

eikMM0i

4πMM0i
dθ dr + 1/2ǫ

} (B.9)



225Les bords du domaine d'intégration sont asso
iés au 
ontour des éléments �nis quadratiques.Le mailleur développé suppose que 
es éléments peuvent avoir une géométrie parallépipé-dique générale dont le 
ontour est linéaire mais non parabolique. L'utilisation de 
oordonnées
ylindriques pour un tel 
ontour expliquent don
 l'introdu
tion d'une variable de rayon R (θ)dépendante de l'angle θ. En séparant l'intégrale en deux parties, l'une dé�nie pour des va-leurs de r allant de 0 à ǫ et l'autre pour des valeurs allant de 0 à R (θ), il vient :
Aii = lim ǫ→0

{
∫ 2π
θ=0

[
eikMM0i

4πMM0i

]R(θ)

0
dθ − eikǫ

2ǫ + 1/2ǫ

} (B.10)Or lim ǫ→0 eikǫ ∼ 1/ǫ + ik. On obtient �nalement :
Aii =

∫ 2π

θ=0

[
eikM M0i

4πMM0i

]R(θ)

0
dθ − ik/2 (B.11)Dans le programme développé, nous utilisons une intégration numérique de Gauss pourévaluer 
ette intégrale à une dimension. La seule di�
ulté 
on
erne la forme parallépipédiquedu 
ontour qui né
essite de s
inder le domaine d'intégration angulaire en plusieurs parties.La démar
he générale est présentée dans l'annexe C, qui 
on
erne l'intégration de la fon
tionde Green et qui fait également usage d'un 
hangement de 
oordonnées.





Annexe CIntégration de la fon
tion de GreenL'objet de l'annexe 
on
erne le 
al
ul de la double intégrale de surfa
e I faiblement singu-lière :
I =

∫

S

∫

S

ũ(M0) G(M0,M, s) ũ(M) dS(M) dS(M0) (C.1)
ũ(M) et ũ(M0) sont les dépla
ements stru
turels en M et M0 respe
tivement. La pulsationde vibration ω est asso
iée à s par s = iω. Les points M et M0 sont repérés par les 
oor-données respe
tives (x, z, 0) et (x0, z0, 0). Les dépla
ements ũ sont 
onnus aux noeuds dumaillage utilisé par le 
ode vibratoire. Ils sont également 
onnus expli
itement en fon
tiondes 
oordonnées (ξ, η) du domaine parent sur la fa
e supérieure des éléments. La doubleintégrale de surfa
e doit don
 être s
indée en sous-domaines d'intégration délimités par lemaillage du 
ode EF.

I =
∑

i

∫

Si

∫

Si
ũ(M0) G(M0,M, s) ũ(M) dS(M) dS(M0)

+
∑

i

∑

j,j 6=i

∫

Si

∫

Sj
ũ(M0) G(M0,M, s) ũ(M) dS(M) dS(M0)

(C.2)Un 
hangement de variables (x, y, x0, z0) → (ξ, η, ξ0, η0) doit être e�e
tué dans les inté-grales régulières pour pouvoir exprimer le dépla
ement stru
turel dans le domaine dit pa-rent. L'intégrale singulière né
essite un 
hangement plus spé
i�que en introduisant un sys-tème de 
oordonnées 
ylindriques dans le domaine parent (x, y, x0, z0) → (ξ, η, r0, θ0) où
r0 =

√

(ξ − ξ0)2 + (η − η0)2 et θ0 = arctan((η − η0)/(ξ − ξ0)) (�gure C.1).
I =

∑

i

∫

Si

∫

Si

(
∑27

k=1Nk(ξ0, η0, 1) Ũ
i
k

)

G(M0,M, s)

×
(
∑27

k=1Nk(ξ, η, 1) Ũ
i
k

)

J1 (x, y, x0, y0, ξ, η, ξ0, η0) dξ dη dξ0 dη0

+
∑

i

∑

j,j 6=i

∫

Si

∫

Sj

(
∑27

k=1Nk(r0, θ0, 1) Ũ
i
k

)

G(M0,M, s)

×
(
∑27

k=1Nk(ξ, η, 1) Ũ
j
k

)

J2 (x, y, r0, θ0, ξ, η, ξ0, η0) dξ dη dr0 dθ0

(C.3)
Ũ i

k est le dépla
ement au noeud k de l'élément d'indi
e i dont la fa
e supérieure est notée227



228 Annexe C. Intégration de la fon
tion de Green
Si. J1 et J2 sont les déterminants des matri
es de transformation. Le ja
obien J2 per-met de régulariser les intégrales singulières, sans pour autant permettre une simpli�
a-tion analytique dire
te (élimination de MM0 apparaissant au dénominateur de G(M,M0))
omme nous aurions pu le faire en e�e
tuant un 
hangement (x, y, x0, z0) → (x, y,R, θ) ave

R =

√

(x− x0) + (y − y0) = MM0, θ = arctan((y − y0)/(x− x0)). Nous avons don
 utiliséaprès 
ette étape de régularisation un s
héma d'intégration de Gauss-Legendre qui évite lepoint d'abs
isse nul. Les intégrales singulières sont 
al
ulées en divisant le domaine parent
r0

PSfrag repla
ements
η

η0

ξ ξ0

θ0

+1
+1

-1
-1

M

M0

Fig. C.1 � Domaine parent asso
ié à l'intégrale singulièreen huit se
teurs triangulaires. Prenons l'exemple de l'intégration sur le premier se
teur re-présenté dans la �gure C.1. Les bornes d'intégration sont dé�nies 
omme suit :






ξ : −1 → 1
η : −1 → 1
θ0 : 0 → arctan((1 − η)/(1 − ξ))
r0 : 0 → (1 − ξ)/ cos(θ0)

(C.4)



Annexe DPuissan
e a
oustiqueL'annexe établit un lien entre la puissan
e a
oustique du plan 
omplexe et la puissan
ea
oustique du plan temporel ave
 l'hypothèse forte que les variables du système ont unedépendan
e temporelle périodique. Vitesse et pression au point M peuvent s'é
rire en tem-porel sous la forme de séries de Fourier 
omplexes 
omme suit :






p(t,M) =
∑∞

n=−∞ pn(M) cos (ωnt+ φpn (M))

v(t,M) =
∑∞

j=−∞ vj(M) cos (ωjt+ φvj (M))
(D.1)La puissan
e Pa est 
al
ulée 
omme la moyenne de la puissan
e instantanée sur une pé-riode :

Pa = 1
T

∫ T

0

∫

S
p(t,M) v(t,M) dM dt (D.2)L'intégration sur une période permet d'annuler les termes 
roisés des deux séries lorsqu'ilsont une pulsation di�érente, transformant la double somme en simple somme de paramètre

j. Les simpli�
ations 
onduisent à l'expression suivante :
Pa =

∑

j
1
T

∫ T
0

∫

S pj(M) vj(M) cos(ωjt+ φpj(M)) cos(ωjt+ φvj(M)) dM dt (D.3)Or
cos(ωjt+ φpj(M)) cos(ωjt+ φvj(M)) =

1
2 cos(2ωjt + φpj(M) + φvj(M)) + 1

2 cos(φpj(M) − φvj(M))
(D.4)La partie �u
tuante en 2ωjt asso
iée à la puissan
e réa
tive ou non-propagative (Lesueur[80℄) s'annule également par moyennage. Il reste

Pa =
∫

S

∑∞
j=−∞

1
2
pj(M) vj(M) cos(φpj(M) − φvj(M)) dM dt (D.5)229



230 Annexe D. Puissan
e a
oustiqueNous souhaitons obtenir un lien ave
 la puissan
e a
oustique 
omplexe P̃a obtenue dans leplan fréquentiel et donnée par
P̃a =

∫ ∞
−∞

∫

S p̃(ω,M)ṽ(ω,M) dM dω (D.6)Nous privilégions i
i la transformée de Fourier ave
 l'emploi des séries du même nom. Rap-pelons que






p̃(ω,M) =
∫ ∞
−∞ p(t,M) exp−iωt dt

=
∑∞

n=−∞ pn(M)
(

1
2 expiφpn δ (ω − ωn) + 1

2 exp−iφpn δ (ω + ωn)
)

ṽ(ω,M) =
∫ ∞
−∞ v(t,M) exp+iωt dt

=
∑∞

j=−∞ vj(M)
(

1
2 exp−iφvj δ (ω − ωj) + 1

2 expiφvj δ (ω + ωj)
)

(D.7)
La densité de spe
tre de puissan
e à la pulsation ω au point M vaut
p̃(ω,M)ṽ(ω,M) = 1

4

∑∞
j=−∞ pj(M) vj(M)

×
(
expi(φpj(M)−φvj(M)) δ (ω − ωj) + exp−i(φpj(M)−φvj(M)) δ (ω + ωj)

)(D.8)Le produit de deux fon
tions Dira
 δ (ω − ωn) et δ (ω − ωj) étant égal à un pour ωj = ωnet nul sinon. La puissan
e a
oustique 
omplexe s'é
rit �nalement
P̃a =

∫

S
1
4

∑∞
j=−∞ pj(M) vj(M)

(
expi(φpj(M)−φvj(M)) + exp−i(φpj(M)−φvj(M))

)
dM

=
∫

S
1
2

∑∞
j=−∞ pj(M) vj(M) cos (φpj(M) − φvj(M)) dM (D.9)On a établi que

1
T

∫ T

0

∫

S
p(t,M) v(t,M) dM dt =

∫ ∞

−∞

∫

S
p̃(ω,M)ṽ(ω,M) dM dω (D.10)La puissan
e a
oustique du plan fréquentiel est une quantité réelle égale à la puissan
ea
oustique du plan temporel. Des arguments similaires à 
eux pré
édemment exposés pourla relation de Parseval justi�ent l'obtention d'une quantité réelle.La puissan
e a
oustique est souvent évaluée di�éremment à l'aide d'un domaine d'inté-gration fréquentiel réduit de moitié :

P̃a =
∫ ∞
0

∫

S p̃(ω,M)ṽ(ω,M) dM dω (D.11)



231Le 
al
ul donne alors
1
T

∫ T

0

∫

S
p(t,M) v(t,M) dM dt =

∫ ∞

0

∫

S
1
2
Re

[
p̃(ω,M)ṽ(ω,M)

]
dM dω(D.12)

Pa = 1
2Re

[

P̃a

] (D.13)
Pa est la partie dite a
tive ou propagative de la puissan
e 
omplexe P̃a (Lesueur [80℄).



Optimisation vibroa
oustique de stru
tures amortiespar des traitements en élastomèreLe travail présenté dans 
e mémoire est une 
ontribution à la modélisation vibratoire destru
tures amorties et à l'optimisation de traitements en élastomère pour la rédu
tion debruit. Une méthode d'analyse modale sans 
onta
t a permis d'identi�er dans un premiertemps l'amortissement stru
turel total d'une plaque en aluminium suspendue, traitée pardes pat
hes en élastomère 
ontraint. Une quanti�
ation pré
ise des prin
ipales sour
es dedissipation a ensuite été e�e
tuée. La dissipation thermoélastique de l'aluminium, visqueusede l'air et la dissipation par rayonnement a
oustique ont été modélisées ; les dissipations vis-
oélastiques de l'aluminium et de l'élastomère, identi�ées. Le 
al
ul thermoélastique reposesur la prise en 
ompte du 
ouplage par perturbation et apporte quelques é
lairages sur lemodèle de référen
e de Zéner. La modélisation de l'élastomère s'appuie sur une expérien
ed'identi�
ation du module de rigidité 
omplexe en fon
tion de la fréquen
e. Une plate-formede résolution, basée sur le 
al
ul des modes de résonan
e à l'aide de la méthode des éléments�nis, d'un solveur aux valeurs propres 
omplexe et de routines itératives et de perturbation,permet le 
al
ul pré
is et rapide de la réponse temporelle ou fréquentielle instationnaire desystèmes à amortissement linéaire, non-proportionnel et dépendant de la fréquen
e. Dansune dernière partie, des études d'optimisation paramétrique 
onduites sur des traitementsen élastomère débou
hent sur un savoir-faire pratique en matière de rédu
tion de bruit.Mots-
lefs : amortissement, vibroa
oustique, élastomère, thermoélasti
ité, vis
oélasti
ité,optimisation, rédu
tion de bruit, modes de résonan
e, aluminium.Vibroa
ousti
 optimization of damped stru
turesthrough elastomer treatmentsThis work is devoted to the modelling of damped stru
tures and to the optimization ofelastomer treatments for noise redu
tion purposes. The damping of a suspended alumi-nium plate partially 
overed by a 
onstrained elastomer treatment has been identi�ed ina �rst step through a 
onta
t-free modal analysis. A pre
ise and systemati
 quanti�
ationof the main dissipation sour
es has then been 
arried out ; while the thermoelasti
 dissi-pation in the aluminium, the dissipation due to air vis
osity and to the a
ousti
 radiationhave been modelled, the vis
oelasti
 dissipations within the aluminium and the elastomerhave been identi�ed. The thermoelasti
 
omputation, based on a perturbation approa
hto solve the 
oupled problem, highlights the limits of Zener's model, 
onsidered as a refe-ren
e. The modelling of the elastomer relies on an identi�
ation experiment of its 
omplexfrequen
y-dependent sti�ness modulus. A resolution platform based on the 
omputation ofthe resonan
e modes with a �nite element program, a 
omplex eigenvalue solver as well asiterative and perturbation routines has been developped in order to a

ount for any spe
i�
type of damping. The �nal algorithm 
an 
ompute the instationary time/frequen
y res-ponse of systems with a general unproportional linear damping very rapidly and pre
isely.In a last part, parametri
 optimization studies give a �ne understanding of the in�uen
e ofelastomer damping treatments as well as a pra
ti
al know-how in the area of noise redu
tion.Key-words : damping, vibroa
ousti
s, elastomer, thermoelasti
ity, vis
oelasti
ity, optimi-zation, noise redu
tion, resonan
e modes, aluminium.


