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INTRODUCTION

Les méthodes d'intégration des équations dif-
férentielles pcuvent se diviser, comme on le sait,
¢n deux grandes classes ¢

. les Méthodes & pas séparés du type R, K.
. les Méthodes a pas liés du type Adams,

Or, les principes ne s'excluent pas mutucllement,

Il existe d¢ja dans la littérature, unc foule
de formules qui appliquent le principe de RUNGE
ot KUTTA a des méthodes & pas liés, Une é&tude
récente, faite par NUGEYRE (5) a donné des ré-
sultats intéressant s pour les équations du type
x" = ¥ (x,t).

L'idéc vient alors, toute naturelle, de faire
entrer ces formules dans le cadre d*unc théorie
un peu plus générale,

Dang (2), on trouve déja d*ailleurs des formu-
les géndérales pour un systéme mis sous forme
canwniquos, l‘alggrithme étant lc suivant :

f s
ma= ¢ K]

*

3 =o2L 0 QL R, +h < A eAX
xzi,C( m==() ‘o.,,mlcl»m h(:?}::o “!é o)

qui généralise, comme on le voit, Palgorithme do
RUNGE et KUTTA, appliqué aux systémes canonigues
par 1'introduction de qla récurre nce linéaire

me=X

—
iy
Pl

Q.. x,
m=0  ¢,m "imm

Pour un systéme mis sous forme équilibrée,
on sait que 'expression générale de la formule
de RUNGE et KUTTA est
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ek-l hk-l
(p=k) _  _(p~k) | 8xh _(p~k+1) « p-1
o T K F'—i”-r-_xo F'f°+ (k=1) ! %
k01

kT o ‘g ‘B

L'expression générale des formules R.K, a

pas li¢s sera o

m=t \ ko %=l
(PR ST k) (e B ST
ot m=o o,m i=m k! 3=o0 ®Z3

Quand bien m&me 1'utilisation pratique de
telles formules se¢ restreindrait aux systémes
d'ordre peu élevé, nous allons donner le tableau
le plus général des équations que doivent satis-

faire les coefficients :
Q(10--k)

- 4
o(’m et I\o(P .
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ETABLISSEMENT DES CONDITIONS DES METHODES DE RUNGE ET KUTTA
A PAS LIES
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Soit Ic systéme d'équations différenticlles, muni de ses condi~

ions S 3 -1
tions initiales )( L2 ooy e, %, o, 2
. )( d
( p-1
)( XO , .X'O , o & 0 l Xo
L'expression générale des formules de Rungc, et Kutta & pas li¢ est 1
S m=1 Tk Al
—y ‘{(p-k) e (o-k) _(p~k) L b K .. ¥
75, W50 Cofm  Tibmo 0 kO f=o el U0
e o .
e, 1k ot T, 1K G a

Suivant une métheode, devenue maintenant classique, pour cbic~
nir les conditions que doivent vérifier les coefficients ¢ & m et K P ! il
?
“ nous faut : 1) Evaluer les dérivées successives de = x

2) développer, suivant les puissances croissantes de h, la solu-
77 tion approchée

3) identifier ce dernier développement avec le développement cn
série de Taylor,



A ') OBTENTION DES DERIVEES SUCCESSIVES

Nous rappelons simplement ici des résultats connus et dont la

démonstration peut &tre trouvée aux références (2) et (3) :
+1
LD :

x(p+4) C.+]

i

(p+3) . 2 n
= % K ": ':"' +
X 03 + 3 1(’1 ]ch I C Il
(pt+4) _ o e
\ | ® IC + 4K 21+3R4] +}2]161.4K102
TR : 3
5‘ 33 . 3 F
A, %751»5 -, + 4 Klf c + 03 + 11]201 4 lelul + ylcl
[ \‘, Lo -
B ] G, +61LC,
| %

B) DEVELOPPEMLNT DE LA SOLUTION APPROCHEE

e L o A s e st it R st H EE I $30n e Mo Tl dt o e Kot Sova Soirs CARAL Pttt b Lt i et T S PN @ A

(p-k)

i,6

d'etre valable jusqu'a l'ordre k. Pour ce, il suffit de la développer en séric
St \ ) (oK) (

de Taylor et d'identifier ce développement & celui de X5 o

Nous imposons tout d*abord A 'expression générale de x,

~
e

Ecrivons : )

i Q(D;}h) (p- h) et b

o

1,00 e a,

(p)( )

avec X = X

©

L‘identification donne les relations sulvantes @

Q)
S (D"h) .
m=0 "\,rn y
L (p=h)
- éf - I Q P = -'30(
o 9 ,l \
‘[\ tﬁ:ﬁ”” “\ (p"" h) } . P y
-1 S _ Cnd
(=1) a5 m Qo(,m '90( 0 \\* Py { k
I'\ ~
¥ o= 1
U -
avee 1 € ; dq et 6 = 1.
N q

Compte tenu de ces conditions, nous pouvons écrire :



x(p—k)= (début de la séric de Taylor) + hk %"1 K Ko=X)
i,q v . E ay k1 “&:6 g, o o
+ (wl)hﬁ-l. hh+1 \;”‘ mh,+1 (p- h)
(k+1)! 3 q, C
Rt+2 ¢
R+2 h S 2 ole-R I
+ "'1 s J
=1 c+2)! 5 " qu L 2 Il(‘ L]
h+3
h+3 e 3 (p~h) ¥ 2 N O
O v I + :) SO
(~1) o m Q T LC +7,C,4] 2+>K1b14jzuu
h 4 K
ht4 h e ht4d . (p=h) ¢
+ = — + +-4 + -+ .
(=1) ) S qum J,C, 4 K,C+3 R4T,C,,
4]2}101+4 K102+4 Kljlcl
+] C +] I,C +3 I K
? .
]'1 l 1 2+6u Cl+ H’J‘
Nous nous arr@terons a cet ordre,
Développement de (Xm;* Xi )
Il est nécessaire maintenant de développer (Xéﬁ - Xi ) jus~
4
] . ]
guten h', 635 hZ 8;.\- h3 8045 hll
r 8- h "2 (o-1) 3
o 0 b hT e 2 (p~1) . h s 3 p=1,. ...
’ ~5 LT A - CHIC)
+ 0+ 8, WKy + = Ly j . ‘L 57 200 QO(,m C, = “m (‘in\( 0]
L.
: ffm Qp (C+IC+JZC+3K1”11 )
o1
th 2o Aen (Xp=X,)
.«.:,.5» L'LDCQ; \.b 1\].. ‘é
- ~ hB 3 2 h}l /Ki ; )
: Pl m -5 Dm=s e P~
) + ] o - A 1.
PTGy Ty Oy e Oy (BpF 110
T2 %l .
S f 4 3 oA=]1 -
R 3 o LR
e ?'”'};2 ..... 2 _p-l “‘
+ . I( A + qx,- bl A /
LRWJ B 2.m QM’mCl he. A L,)(xpj ),X
A »l—lm m Q hah, (X, =X )
) ‘1 2! Bm BY Y 1



A 'intérieur de cetie expression, il faut a nouveau développer jusqu'a un 4ordre

convenable les facteurs (X{g - )’ ). On obtient finalement l'expression

suivante : 0 thz 5 hu% 8@( h4
R e T i | R !
3 8‘n? 1 ¢ 2 3
o 1 h p -1q pml
‘_‘+eI+90\hK+ =T L I .2_2 Q C, _.ra Q o Kely
| h e 4 p-1 ‘ 2 ’X“l
2 T mQPT ) Z.
T em Q p (CgHRCHTLHTCHCY) “_’( 5 "\m&‘a “1
Z. 2 3 3
8, h° 6, h 2
i‘3 o ;6 oo h p-1 p—l
+h{;\“A (6 hC, +6§h20 +v](9.2_\“< 2Qp"lo +h2'¢~A 8¢ C.))
Gl 27 72 TN TZT S Ny M1 TET SR M
3 2
r* — ‘{“’ 3 4
T P =h o 3.p=2 h™ o 4 .p=2 a
RSN T M Qp O T Em Qe «32”1"1)
'h2 -1 Géhz 2 . %
nooy ;
P71 % B 0801 c+1(--T}:me C+h «%ec))
Foord oy, 3 &=l
E ; i .-_/g- ] p"g h ::3.‘,“&
1 'h -
+R i, %—;Zr 2Q ¢ hzt‘"/?\ 8 C1 Z‘z Qp ~lg +hZSAO}gGVCJ
LR S «, m e p i) i[2! o

Il nous suffit d*effectuer les calculs et de reporter ce dévelon-
pement de (XG<~ Xy) dans celui de xjfp ;h) . On voit apparaftre alors les

. '
groupements de termes qui constituent les déwivies de x. L'identification

avec la sériec de Taylor donne le tableau général suivant :
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NQTE SUR IA STABILITE

La formule qui donne la valeur de Xii-l.h) est :
(p=R) (p=h) _(p~h)
= = + 1
%141 Qq,m *iem b <q0< XO(

Pour que la stabilgité a pas nul soit assuréc, il faut et il suffit que la récur-

L o) (o-h)

rence lincaire =- soit stable.
o) g,m i=in :

Cette stabilité est lide aux racines du polynome caractéristique :

) ! £-1
r

t\, .
- T - T ™ s ™ Q = G
g0 Qq o q

)

o

w“ s

Comme <. Qq . 1, r =1 estracine de ce polynome. Si nous divisons
{

par (r~1) nous obtenons : . N
n 1 i
ro -+ +Q T 81T + + T Q.\$ to W _pnid
Qo " 9,2 Q) Qg279%,3" Q)fi) Yt

La stabilité est assurée, si les racines de ce dernier polynome sont en modui:
inférieures a 1.

En fait, nous ne ferons pas, par la suite une étude générale dc '
la stabilité. Nous nous contenterons de vérificr dans des cas particulicrs,

que la récurrence linéaire est stable.

Le probléme se complique dtailleurs, dans les cas ol plusieurs
Xd’ sont les dérivées calculées en des points tj - mh ; cas particulicrs

importants comme nous allons le voir par la suite.



- CHAPITRE I[ =~

ETABLISSEMENT DE FORMULES POQUR LES SYSTEMES MIS SOUS FORME
CANONIQUE

I PRELIMINAIRE

Nous allons donner un exemple de formules dont les cocfficicnts
n

obéigsent A des équations tirées du tableau précédent, Soit L=1, g=3.
L'algorithme cst alors le suivant :

= Gy % HQp x ) thA X

10 74 i1 J

X, = Q‘"’O x, +Q,. x Ah{A, ¥ 44, X )

i2 i 21 Ti-1 20 o 21 71
Xew = Qo 3w +G,. %, +h{A X +4a ¥ +A K.
13 A0y 31 il Y % CT T A ./;;)

Le jeu d*équation qui donne les cocfficients est @

() 4 1 e, + O =
Uty T 2 Wpp t 99y =

“Q. th = 8 Q. A, VA = B
(T Y11 0 1 % 1 oo T 2

30 0 781
o } L\ [~ 17 IL ~7-'\ =
| " gy TRy Thg TRy
1 1
£ 9 '{ ./X. @ + e f; = T
> el 1 732 2 2h a3 Z)
2 2
'1{ e é ~
l A e 1 1
A =T + A =2 T @) = -
31 21 32 70 7 8«31 ;i
3 3
( 6 6
/ L, 2 14 1
4 Lo 4 ™ f T - P -y
} Us1E T2 sl T N var 7

H
oy
o
oA
fomat
i
el
[o%
A
-
=
:\,!
o
[N
o]
DN
2 <
m%§3 '
’ -_[ 4
[N
Y
.
]
—
T
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2

Q g
Y21 11

©® “Ba1 3T "R 3T +A32\z12‘ 7' Y31

Q Q.
“1 P 3
(7) Aoy By Ry, 8, T AL, Ay B 8,

1
Q = "'4"\
Q

- On remarque des simplifications :

de (5) et {6), on tirc, si A32 et A21 # 0 ‘ Q,, =

(2) et {4) donnent alors : Q

@ et {5) = T thaar = 3 Tt

Le systéme devient alors
Q=9

(1) A, 8 +A, 6,+—%Q =

[F%]
Fomd
wll_.a

(3) A, o +A T +

o
o
k'>‘._4

(4% A‘_ g, + ?,Q =

(5) A “T“~'T":"T""T’"(9"9)

‘Les solutions sont les suivantes :

2 (287

2"1)

el (82»61) (3+4(91+82)+ 6 6182)

Ay

z,
-2 (268]~1)

A,, = ,
;z 62 (92— el) (3 +4(8 +6 )+6 ) 62)
3-4(Gl+6)+69182

172

Qqp = 3+4 (8, +0,) 4680

ey i ds)
s

a1 -



1 =Q,

peers

31

Pl o+
Lt

+‘,
818

)]

+26.0

172

l

o0

M‘ﬂ"\ao =1+ 0

€

w11

31 7 Pl

Q39 =
rl21 Rl
= 9% 4

Groupons les résultats :
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(

(3 8]—-!- 2) (2
9,+ 8

1

2
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)

)

+488

1724

(

= 6

b2

8

~82(62—~ v l)

(280

2
1

- 1)

o

2
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3

- 2 A,

62

9.+ 0

1

1
L

21
)

o

1

1

2

S——

i
o

A

8, +68,.) +6 6.8

A

12

%«1+(61+t72)
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172}
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On remarque une simphﬂca’c on si ifon falc

p 7 -l

4 9 (© ~6.l)

—z/
B

(9 +8

)

6, |

LA

A
2

212 61

~1)

a4

En effet, on a alors :

Q=1 1 Gy =0 ’ 9
et 1*équation (5%) seréduit i
A 23
N Y I

9 & «91)% 8-&‘67)(»



Les systémes & résoudre sont indépendants of so forment de ia

méme fagon, Cette constatation semble &ire de portée géndrale, clest-a~dir:

que 'on peut vérifier , 2 l'aide du tableau que, pour des méthodes allant jus-

qu'a 'ordre 5 et dans lesqulles on fait 3 8, = =1 ; 9? =l oy e, O =8,

I'on a :

¢ | ( 0 X £ m

o 4 )( i}e{ mo 4 &m )( 1 &= m
i w7 g NGRS S LN L
3 {'\/)I\. (x \ qm 1 )< n — 5
AN \ i S j
{ &m

et pour X=qg=~1 ¢t q, les systémes qui donnent les coefficients pour ic

point intermédiaire et le point x sont bien independants et sc forment

i+1
suivant unc loi générale trés simple que 'on peut intuitivement écrire au vu

des résultats précédents et que nous allons établir rigoureusement maintenant.

ETABLISSEMENT DES SYSTEMES D'EQUATIONS

Nous allons nous intéresser au cas  p =1 clest-a~dire aux
systémes mis sous forme canonique (et plus particuliérement pour les essals

numériques aux Cquations différenticlles simples x' =¥ {x, 1),

Le tableau général que nous avons &tabli plug baut ne nous por-
met pas de dépasser ordre 5. Or, il se trouve que certainsg cas de method.:s
RK 3 pas lics sont susceptibles d'@irc étudiées directement en ce sens que Lo
conditions & satisfairc peuvent &ire écrites sans passer par 'intermédiaire du
tableau géndiral, Un cxemple est fourni par la méthode d'Adams qui entre com-

b n

me cas particulicr avee €=10; 61 z= o] 8q ;= i 9q =1 ot qui s*étudic
a4

d'une fagon géndérale sans passer par 'intormédiaire d'un tableau,

3 -

Nous allons donner des résultats généraux relatifs 4 des métho-
des qui n'utilisent rystématiquement qu'un point fntermediaire enire t; et t, .
Ce sont des méthodes RKL de rang g dans lesquelles

& =] uz el e EER o = 8 ““’\’) nf
0y Ee2 g8, RN (0f 01 ) .

~ g
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(Les démonstrations gul siivett sont valables dussl bien pour
un systéme que potf line ¢quation simple)s

L‘algorithxzc est alors le sulvant :

3 'y
< ‘ wr j
) % 11 T meo Qq--l‘,m xi~m+h ) Aq-—l ;Xiwm
r & £ é %‘g‘ r ~
= pra g 4 +
K41 m=o Qq, e hLo Aq,m lem g, qel l_J
' = X lo3 o -+
avec ! Xi-rn X (Xi-m' ’ci ¥ h) 1 Xi X(xlg t+0h)

On trouve les conditlons 2 satisfalre en développant {1) et 12)
en série de Taylor et en identifiant respectivement avec les développements
de x(t + 6h) et x(t +h). On pourra fairc coincider les développements jus~
qu'a un ordre tel que le systéme d'équations obtenu ait une solution unique;

Pour déterminer x ) ¢ Dous avons besom de (ﬂ,+ r+ 2) coef-»

i,
ficients et ( 0+ r +3) pour X‘1+1 .

a) Calcul des Q et A
___________ _J_};r.l.._a;._.g:.,l—?;l'nn
B r. .
R - = - , . + > .,
On 34 i1 %" Qq-l m X;—-m i h % Aq«-l m 1-m

Le tc;'me general du duvdoppement en gerie dc, Taylor de cotte formule cst

A )42 m’ : Lo Al g m
e W R T 0 laln
Ce terme d01t Ctre identifin a : ‘%‘r . D’ou le systeme d'cqugﬁuns :
‘g p s - Lil - A r N )\‘-1 '. ’, : &.\ ¥ ‘i
a <> 1._._ - - ca . = &
; 4 . J ., i %
I 3 S i
| R AN

- ou, sous forme plus explicite :



_

- ]l ..

0
o
o = 1
g gelm
\»“"g" r
- m h } ‘,: A = §
c g-1,m O g=l,m
ﬂ Z r Z
sToom w m A 8
Lo = () - e = -
o 2 q—lf,m 0 ’ g-1,m 27
! !
} )
j
, |
' S I ) ; p
—; i {, 4p+ N r A4 o o
( l)kﬂﬂ som 0 + (~1) Hoe-m A
“60 (T “g-1,m S [T Tg-lom (Wi
Les deux premiéres Cquations servent en fait & calculer Qq 1o et Aq N
qui n'apparaissent pas dans le systéme restant.
b ) Calcul des coefficients Q ; A , A :
.- U LS. VX L S A it
2 (r
Nous devons développer ¢ X, & & X, +hioh X 4n Y
PP i+l 0 Qq,m i=m %L_fo g,m m tw '

, A br+2
jusqu'au terme en hhr .

)
. : . . o AArtl
La quantité entre crochets doit étre développée jusqu'au terme en h +r .

X1 peut &ire confondu avec X (x t+ 8 h) jusqu'a cet ordre, En eifct:

t+8h /

{ = p; +
}al &(xil,t h) e
X (x,, t+ = 3 + + = )
X (vﬂ, t+6h) X (XH@h‘ t+ 8 h3 S Lax
4 s . Gtz T .
Mais les ik %y sont des infiniment petits d'ordre h . On peut donc ¢
L _ 7 o
velopper X4 ©n serie jusqufau terme en hk ' ; en remplagant Xy par
X (Xt'*‘ﬁh' t+9 h),
Le terme général du développement de ) est
0 . . ‘ . \
N T Lo, r A=l S
AT om” Hw] e m . b
=1y £. ——Q A+ (1 i A + A A—
.) o 3! og,m (-1) o (=1)"qm g g1 (el
Dol le systéme : |
| ‘ ) r el M1
: b g mi R R ) - 8 1
: )t 2 —— Q + (=1 e , L s T
: (-1) o 1 L (-1f 5 (=1 Tu,m ‘qq—-l (1) 7
0 & n frr+a
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Donnons dés & présent uh résultat qui nous servira par la suite,
) i R N 4 ’ﬂle . ‘o , DL
Kajoutons au systéme I une (L4 +3) éguation, On obtlent un syse
téme II' qui aura une solution unique; sl son déterminant complet est nul ;

Ce dctcrminant com alei, qui est un pclynome en 6, admet tou)our uhe

e oy bt ke thnh i s S e A Win $om fo Ty gD i ims IS a4 A VS T Bt MEasp 8 A kb s Phmmn Wit i

racine 6 € L, 1,

3 Krvmed QI houns Liime i e T S AP £ PR

. LA X ligne du systéme II' s'éorit
\ 5 Ael oy Pl -1
3 g ,~ \ e ey A o | L "\
(w 1 )[ AR . 2 4 (m 1) PR A r“{ A + A ) &{\ o 1
0 G, m 0 g,m gl
PR " -
2 A es
ou, si Mtonveut: 2 ( .
\ M a1 -\
Ao il wey el Fan]
(-1)" - mk Q + (=1) 2o fm A A d
o) G,m o] q,m qo=l | i
Considérong le systéme III ¢
N, "Aé‘ \ ;k 1 . / J '“‘1\ s
=1)" 2. o T AW A A e = 1 g Al
o) a,m 0 q,m aqg-1 ! A

Son déterminant complet est un polynome qui est une primitive par rapport & &
du déterminant complet de IT',

-

Or, le déterminant complet de Il a comme racines évidentes :

o 1
O, =1, =%, weu, =T comme racines doubles
=0l L. ~ comme autres racines simples,

ce qui fait ¥+r+ 3 racincs.

Ce déterminant s'annule en 9 =0 et 0 =1 donc sa dérivic
s'annule entre 0 et 1, La racine de la dérivée 9 £ j’,O, 1: est d*aillours
unique puisque nous avons dénanbré toutes les "i r+ 3 ) racincs.

Mais précisément la dérivée du déterminant complet de III ¢ 77

le déterminant comptet de 11

f
Grice 3 ceci, nous pouvons espérer atteindre ordre <+ 4+ 2

mais non le dépasser, pulsqu'il faudrall quc Xi'i soit cxact a PPordre ,vl ¥

or, ceci est impossible.
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~ CHAPITRE III «

APPLICATIONS

it S hibme s P S S A e ek Wb ot

¥ = PRELIVINAIRES

Rappelons les paramétres qui interviennent dans I*algorithmc
précédent ¢ }: = nombre de X utilisés

r = nombre de Xi-m

s = nombre de X, utilisés = (c*est~a~dire : 2: 3‘5;0 ot X Y
etlena: g=r+s . Parla suite, quand nous noterons une mdthode
RKLqJ , il faut entendre 3 R’KLF te ,,f ‘

Nous allons donner maintenant des tésultats relatifs 3 des
méthodes particuliéres ¢

(t) r=0

(2) p=f

un ordre donné demandent le minimum de polnts antéeleurs ou,

¢ L quelconque, cfestadire q = 2
.

= k + 2 ) cfested~dite los méthodes qut, pour

. dans la récurrence Bnéalre

. Gans lc coefficicnt dec h

= Le premicr cas se prite bien 3 une analyse systématique ot Fon peut dor
Pexpression générale des coefficients par une 4tude globale,
=~ Quant aw second enscmble de méthodes, il se prite modns aisCment & unc

telle étude, Aussi prondronsenous les cas un 3 un,



(1)

(1r)

1I - ETUDE GENERAIE DU CAS r=0, s=4

“17 -

" .
. & quelconque , p=

algorltnmo est 1o sulvant ¢

x'}
3 +hi, %
41 %ﬂ I Fpem TR0 %

L - 7
o= . +
X = % Qpp Fop TR L a1 % B % |

En apgliquant les résultats généraux gue nous avons établis précédemment,

les équations qui permgtient de determiner les coefficients sont les suivantes :

& S - e G, A =8
o) Im ST MIm UL
i) ) !
“\'j .) e = l ad &-’mw_ r"" O P " Ah -{- .;\- = i
O/ & M om 721 T2 T
f~ e, e .
r.2 137 { -~ r“ 3 ‘q—l
1 7 ¢ 3 0 L8 |
7] A | AT
) )3 }3 ¥ PRI
—— = - ' A 1 : i
3l g e T Y REEY
| : b4 = : !
' ! i
; ’ ) " i
%) : E+1 ‘ )
(-l) ("'1) ¥ - P
( » . . L ] ] . * ——g— \" kﬁ‘ll? % Wml
(2+1) (0+1) |8+ 1)
- N - - J
. .2 p> -1 r T T
& i :
= s e m'] e ; Q,_‘ s ¢
A 4 Z. V g “il A
]. ’I}S ¢ 2 ; } 1
v - i N )
:-; :. o e & @ ; a . _3_.1“- -1 i w{egz { .,::_,T
: X I
! i P
E ) ! !\'-2-1 N +1 : ’:! !
' € ‘ NS £ :
=1) x (=1 KT g <’ : S 1
TN T IeTel @0 i O
(442 | (x+ 2) ;. (-f+l)’ = o Ay
- i L o4 1 1

En fait, si 1'on veut unc mcthod@ puissania, en risque d'dtrc assez rapider en*

Arrdté Dar le coﬂt au dé marrage mais dans iz mesure oi l'On accepte ce col

il peut dtre interom*ant de dégager les caractéristiques g'énérales des métho-

des RKLZ \2 .

!
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Nous allons résoudre le systéme I qui peut s'écrire 1
- PN ~ i -

f 2 L2 he e
1 2 \L)‘z L I 2K} .{ Q { 1 7 9
- 2 5 h3 S
el -2 =3 Peee s "C Q ; 8 :
{ 12 1 P :
. ! i § : i
% Poobm oy :
Q ! f p ' x i ' |
41 ! ¢4 ol o
("1) # 2906006804020 bEESN ("l) t. (::)l? J {'9 i
Avant d'expliciter les Ql ; on fonction do 8, tn certain nombre de remargucs

stimposent ¢

1) Le déterminant de la matrice carrée du premier membre est, & uhe dong-
tante {non nulle) prés, un déterminant de Van der Merde, 11
sst donc non nul, La Matrice peut donc s'inverser et chaguo
Q1 i stexprimera sous forme de combinaison linéaire deg monomc
en 0 du second membre, Ce seront des polynomes en ¢ dont la
termes de plus haut degré seront au plis en 6“1 ot les tarmos

. » 2
de plus bas degré au moins en B,

2) 5i l'on fait 8 =0, la seule solution possible est : Q i = 0
Si Mon fait successivement 6 ==k 0 \\ k \? ¢ 1 est ivi-

dent, d*aprés la forme méme de la matrice gue ¢

! = 0 = ]
G = 1 TR
g = -k i £k

28 i
“ ‘;
B 1 i ) Eoag i
AN, HQr Lo 0 .:
{ i (T | E
‘ N
Iohl .
{ {(¢+1) o
k2 - e
et g = § Q o=
1i

Les polynomes Ql‘i (Y admettent donc Iforigine commce racine double.



o oo e

Régolution

On peut montrer, pay tes combinalsons de lgnes que le sys~

téme (1) sc triangularise et s'inverse de facon a donner, i Von prend so.n

W e ] Y alle ag ¢ S ) - i
de cholsir comme nouvelles inconnue (w],)i gl 0y,
I { ] T I
“11 1 . Z N TR /™ )} ¥y
, 1 1 1
- 21 _ e P
2, .}le !O 1 1! ABRAEE W 12 }
{ e g { ® i
oo ! ! s
i+l b 1
wl i.1.Q, P 0 ) 1 e i P,
{ i i :
§+lﬂ . f ; . '
(""1) Q!Qo, . QIE 0 0 0 ¢ 6 8 4 b 1 P{-}. ’

Les Pi étant des polynomes admettant Forigine comme racine double ot les
entiers =1, =2,., (=1 +1) comme racines simplesr, donc de degré (i + 1)

avec le coefficient du terme de plus haut degré valant 1,

f 2 }
P = § = 8?
1 3 ;
P, = 8 ,0(6+1) = 8 +8"
B : 4 ; 2
P, o= 0.6(8+)(642) = 00 +397 420
51 1'on a bescin de leurs cocfficients, on voit aisément que :
P = P {B+i)
i1 Lo
T e s ) » -~ SRR | )
clost-a=gire li‘ﬂ G}?i 1.,1i

(Le coefficient du terme de degré k de P4y est égal au coefficient du tori.
de degré {k-1) de P, augmenté ce i fois le coecfficient du terme de degré k
de Py ).

Relation avec les Polynomes de Lagrange

Ona: Pi = 8,00 +1) 00e. (B+1-1)

Le polynome de Lagrange qui a les mémes zéros que Pi et qui vaut T pour

9 =i, s’éorlt : Lol 8(erl).,. (O+i-1)
E SIS



¢ . ,)
On a donc @ Po= (wl)l,B.,i;' L-f\i(@)

i A |
\ \ ) ) w @ pt ‘
- En particulicr : Q.p o= 5 CQ.Q (9)
14 K £
Chaque Qlw‘ est une combinaison lindaire des l’i :
* 1] P P(‘ 1
SR v N I S A
Tl i, il i 2! et (Hep)t
i (W _,J
et par conséquent des J i(9) :
f T D{” ; ,
Qli Sl il LS (6) (le terme entre crochets ort
, * L T un polynome)

En vertu d'unc remarque faite plus haut :
3 et . * &
, B .
Qﬁ est le produit par = T d'un polynome qui vaut :
)( ‘(‘ pOUT 6 = 0, -ol 060 40 s kj""l) Fl m(l.{‘l)l' LIS - \
)‘ 1 pour 0 ==1
Ce polynome est le polvnome de Loglangc corres oonaani ¢
T e s A -t
, | S f' [ .!
G..{8)Y = e A & f
ST (e) ooy (9) |
;\) > U |
En appelant (Jl {6) le polynome de Lagrange stannulant pour 8 =0, ..,

=(i=1) , ={+]) ... =% ctvalant 1 pour 9 =<1,

Résolution du systéme IT

Aprés multinlication de chaque ligne i par i, ce systéme d--

10 .. . ' e
v1cntr_. ‘ 2 7 .7 rooo
] 2 30 G, 0 ]
, 2 BRUNE
A A - Q,,
A
R
T FE R SR SR
: . -l & A ; :
P (=1) (1) "2 . P Qo
I
Loi2 :i -
DT VO R
i & i
i ! oo ‘;
1 L

téme (1) et lfon peut montrer que 'on a



va g0 g e

Y
S
¥
%
-

o
f I
2o —

IR Y
[ oo (’Q"‘:Tyg‘ l“-"‘Ar)l' Pl i
1

O 1 J ¢ 640 m:‘jﬁ A.“Azlblhd

I3

i

—
~3

aveo A21 &= F;':,é:::"m"
1]
Los P{ étant des polynomes engendrés a partir des monomes
(1+1) 8" dola méme maniére (clest~a~dire combinaison lindairec de lgnos,
que les Py étalent obtenus 3 partir des 9“1 . Comme {(1+1) 81 = &% ( 514,}}
et que les opératione de dérivation et de dombinalson lnéatrc sont comm =

. g d r -
tatives, 1l en résulte que ¢ P, o= 1

1= de iy

oy B décompose en un terme congtant et un terme fonctlon de 9.

Chaque Q

1) Terme gonstant = Nous allons montrer due le terme constant relatif 2

’\ KR N -8 .
¢ aah ¢ i+l
WAl G -

Congidérons le vecteur @ - 1 1
\ 1 = ,
i ] . \ L4 i :
R R L el ' '
[ £l piev o= i ! .
| 1 . _ Dol
g G O ER N 1 B : ‘x.
pour &=2 , aseertlon ast dvidente ¢ .
\»-m .4 g *i' .H 4-u}
v, 1 1 R S
IEPIVAL S 0 1 A
» »\\_‘_ /,1 i i } . {
V]_ ] = (3'3 . L. ’i;_
G,
Vo= I 3
~ ——— L] .-'T — . i r———

a I & AL S
a] supposons guela 17 ‘Composente du vesteur V., 3'écrive e S
SN B -+ £, A

Quelic-estlad composante ‘du notveau veotour obtenu

oh Atgmeneant de 1 [erdre de da mairice.



W 22w

1ol ?luooma “E‘l | ‘1
VRNTFETRNE FRT DI 5 1 |
PR e AR ; 1 x|
! T 0 0 b e T
9 i (041},
On peut toujours éoriye ¢
+1
(m.)i 1‘Vi
, Doy
(£+1) .
mats EIEINE
et comme ! 8 ~ 4
}',,ﬂmi ;,+lb¥i . - \'"}“‘1*‘1
a0t Cpa C g
alots ¢ 1+l
A (1) H‘l«i i
b) La composante sizpplémontaire aui apparaft est !
N
IS R ) M o
A TF1
La formule est done blen générale.
2) Terme de Q, dbpﬁndant de 6 4
e L e Py
%‘ w]h Do ’ ‘
R Pk 4y,
Qo0 = e TAT At Rt (9
i+1 P
2w ] (1) d Cpoa + Q
217 it de 1 T (el
ctosteiwmdire )
oM
21 210 Y1 :
qufon peut éertre cgalement * , 8§ 3¢
Qpg ™ A ] ‘Szi e
Finalement ¢ - oo o . R Y R —
| , 1 ‘wi d . [t
! Y m e | fe y ., L. : ;
R I R R ,(G%i @),
h i
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Choix de 6

OALbh bapoons b s Yy i omats Bideks

Les formules que nous avons établics laissent Hbre le choix
de 8, En fait, I'utilisgtion de ces formules reste soumise A une condition
A B ] i !} s : > i1
de stabilité, Pour les petites valeurs de £, il est relativement facile de

trouver sur Mintervalle h

10,1 , la plage de variation de 8 qui assure la staw

N

bilité, Cette recherche se complique vite pour ¢ élevad,
1) Une méthode qui donne de bons résultats expérimentaux consiste a choi-

sir la valeur de 9, si elle existe, qui annule Q On gagne ainsi une

AN
multiplication et une addition dans le calcul de Xl
2) On peut aussi prendre la méthode suivante : pour une mbthode RI’L2 Q
as T

qui utilise 4 points avant x, ; § sera ¢hoisi de fagon 2 annuler le

terme Q de la mcthoue RKL, » o qui utiliserait { ex+1) polnts

;< {1 2, %
avant Xi ; 1l est aisé de voir que celu revient & faire vérificr aux gocf-
ficients QZi ot A:Zi le systéme corres pon&ant a 'ordre suivant., On dimi-
nue ainsi le coefficlent de la partle principale de l'errcur,

Nous noterons 6% . la valeur b correspondant & un tel choix,
Quelle que soit la méthode employée pour choisir 8, on a le résultat

suivant :

pour tout ¥, 'équation Q.

; ;= £ admet toujours une racine
miane T ) :
unique 80 £ J-,O,li_ .

Ceci n*est qutune conséquence immédiate do la proposition quo

nous avons démontréc en fin de chapitre I7.

En effet, dire que I'on annule ie terme G, 7 du systéme

-] e v dx + A . =] . PN D"" T
1) 2 m Qg I 1 2 Mg rr

revient 3 dire que "on annule le dutorminant complet du syutemc :
n

Y k m]_ N . N
NN \M-..r "\/\'\ A N ) \/ /\ml # - r ‘r} ;
-1 2. w + A, 0 =] 28 i X+r+2
O 21«1 21 3 .



pae]

3
PN

Il resterait & démontyer qulun tel choix de 8, solt Quf =0

solt Q , assure la stabélité de la récurrence Unéalre

ﬁ; = 9 )
%141 & Qg Fun

Nous le vérifierons dans les cas simples,

ZQH,

Avant de montrer quelques exemples, voici les premiers

polynomes Pi et P?:
p. = @°
1 32
p2 = B +90
P, = 6% + 3 6% 42 g
P, = 8° +6 0% 4118 +60°
PS = 6% +100° +350% +50 0 + 22 02

7 6, 5 4 A 2
Po = 8' +150 +858° +2250° +2740 +12()t)
P, = 8+21a +1/596+73se +1624 8% + 1764 8° + 720 8°
P";” = 20
P* = 36% 428
- .3 ’
Pg* = 4\e~+992+49
A& 4 P 3 2
PY = 56 +206° +338+129
P*g = 68°+5087 +1400° + 150 6% + 48 §
P*g = 70 +506% +a250% + 900 6% +822 9% + 240 6

4 | :

Pi/.“ = 86 +127 6% 41050 8% + 3675 6% + 5496 8° + 5292 8° + 1440 &

Etude de cas particuliers

1) 5:: 0, g=2 : clest la méthode de RK simple. C’eut un cas 11mito do“

méthodes RI\LZ'& ' QIO 1 ;‘ 1C = 6
1 1
A1 A Qoo = 1
A = ] i

Al ; 26



E3
e

3 h T
=~ 2P0 = 0 ctest-a~dire :

okl A0 [ ST Z 1

307 +20~46 =0 =2 § = -

On retrouve ainsi le résultat de la formule de Heun, dite formule optimun,

Do
S’
R
i
pa—
O
it
o
O
i
&

: il A0 2,28 36~2
21 2 T T 30+ 2

O
b}

!
Q
H
|
|
i
|

Dol le tableau ¢

0 -1 0

AN

i oo
11
NN
[erI Ve
—
Pow
Pio
S
8o
iy
)
!
-3
D
-
N

G A

La stabilité est assurée si ’\W-E A ctest-a~dire assurée

a) on peut choisir 8 = -= (Q.. = 0)
)

3 2 e . : 3 2 2
g™ H PL} - 3 P; = 0 (A6 +96 +40) « (9646 o=
o (4

687w 282020= o

IS

3) L

]

4 .
23 qg=2 (m3thode enh’) . Donnons directement les coefficients :
0 1 2 0 f

1 1~ -*»(94 +7) i (G+2) ! :m-....;m_j 1 9 '

5 (87+38+2)

~2(20° ~ 5) 1287 498~ 172 ~20"+1 ;6(ze”~kgezmom1); 6

| | 2
C2 ; Z ; Z . // : 2 ;
4749 0+ 4 48749 644 4 0%H9 84 B4 8749 0+ 4) | B(40+I5E )

2

A
4 Y
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N
s “2 i N
Resultats numériques = = 0!
SESLERREEE =2 0 2 Qg2 = 0,
yho= -2ty y{o) =1 h = 0,1
t y calculé y exact erreur
-1,7 0,055 573 734 0,055 576 212 6 2,106
-1,6 0,077 300 5039 0,077 304 740 5 4,10~6
~1,5 0,105 393 804 0,105 399 225 5,10-6
~ 1,4 0,140 853 262 0,140 858 421 5,106
4) k =3 3 g=2 (Méthode en ho). Les coefficients sont les suivants:
1
@3 5337 B
-1 7
Qi = 57 LFszsj
e
Qu = B+l or
4%
Pt RF
4 Pg(-,
0. = 10 37
‘327 3 0L 21 5t
1 P
ol o~ [V - . S Y}
Y 7 ARy By P
%, T3
_ - % .
Qpp = 6-Ay (Pp+P+ 57)
Choix de 8 _
a) Q=0 D> 6=10,728 501 980
Le tableau des coefficients est alors
0 1 2 3

1 [-0,986 145 740 [2,703 193 170 | ~0,856 307 224

s

0
1 12,137 259 004"

s .-

.. L T TS A.g,ﬂ..,...4...,,...1,.‘“.....4.““..4,.._...,.._..—-‘...-...-——-\z
2 0,414 988 143 : 0,648 904 863

'
e ¥

2 ©-0,931 172 452 | 0,073 762 089 6  ~0,004 934 541 85

10,139 259 254

b o Pr-s5prog 60" +256° +200°-158-12 = 0
& > 0,743 320 632 - d'ol le tableau suivant :

T
0 70



D 1 2 3
1 -1,082 361 701 2,836 978 059 ‘-0,901 418 946% 0,146 802 587 ?
2 § 0,885 871 170 . 9, 130 070 447 §-o 017 508 897 o 001 567 280
0
1 2,217 868 560
2 0,476 968 324 | 0,622 786 170 i
On verlfie que les formules sont stables,
2
Exemple : y' = -~ 21ty h = 0,1
y o) = 1
£ )’ g%, G*‘ cereyy Qaa“ 0 erreup
-1,6 0,280 898 876 0,280 898 866 10,101V 0,280 898 866 10,107'"
-1,5 0,307 692 308 0,307 692 313 -5,10"10 0,307 692 315 -7.1010
~1,4 0,337 837 837 0,337 837 903 =-66,10~10 0,337 837 909 ~72,107il
-1,3 0,371 747 212 0,371 747 421 =209.10710 0,371 747 436 -224.10~17
-1,2 0,409 836 065 0,409 836 567 =~502,10~10 0,409 836 594 =-529,10-10
-1,1 0,452 488 688 0,452 489 720 1  ,10"® 0,452 489 767 1, 10-6
0 1 1,000 015 46 15,106 1,000 015 320 15,1070
' f ! 2 ; !
20,200 000 000 0,200 001 588 1,6.10-6 0,200 001 657 1,7.1076

Nous donnerons plus loin d'autres résultats numériques obte-

nus par la méthode RKL2 5 ¢
T

5) L =4 ;4 =2 . Clest une méthode d'ordre 6, Les coefficients sont :

“wa T Tam Py
= LT P +P, |
“13 7 331 L3 ha oy
0. = =i p oup .4
‘12 2,20 2 3 T
P Eaat]
3 4
= +- 4 —_— 4 —
Q Py By t31 + 3
== e s } ] = L7
“10 ! T Gy b B =0+Q, 20 4



w28 -

10 Pf“
Qoo = 7= 1By T
lan A Sy
: T T 21w Ry
ToA P,
-1 %% 4
Cop = 7 M0 By tPytar)]
Pzgf’ p
— - &K ,'}é_ 4
Qp = 10 AZI(P1+92+§T+ 32‘)

...........

Bog = 1=87Qp +2Q, +...+4Q,,

Explicitons en fonction de 6
02 , 3 2

~ez 3 2
62 3 2
Q13= —1-§(e +76"+146+8)
-62 3 2
Q14 = "5'6'”"(9 +6 0 +1}6+6)
wad ..‘2;- . - 4
Qg = 1-20Qy, i Byg = 8+Q F.. +4 Q4
K. . = —1—%9-—- avec fia=604+5063+1406~2+1509+48
21 CJVAN
Z] ry
Q, = 1-0- (66" +4006° +680°~60-48)
'8
5 4 . .3 2, L,
sz = X (=68 =250 =448 +219+24)
10 4 3 2
T ee—— 4 - -
Q23 3T (36" +156"+146“~-96-28)
Q. =~ (66°-250%-200%+156+12)
24 44y "
>
Qpo = 1= 57 Oy

= - . 4
Big = 1= By +Qp +.ea +4Q,,

e ] g0
Choix de 8 = Nous avons fait les essals numériques avec 6* :’\Px"~6 Pf‘z 0

“““““““ 5 4 3 2 A
Clest-a~dire : 707 +548 +1258° +606° ~780~48 = 0

6 ~ 0,753 875 992



o1

Y/
Premierexemple y' = =~ 2ty (y = e *x/1
en partant de t = -~ 0,2
sol. exacte sol, calculée erreur.lO"/
0,1 0,990 049 834 0,990 049 873 -~ 0,39
1 1,000 000 04 ~-0,4
0,1 0,990 049 834 0,990 049 805 +0, 29
0,2 0,960 789 439 0,960 789 243 +1,96
0,3 0,913 331 185 0,913 930 751 +4,34
0,4 0,852 143 789 0,852 143 101 +6,88
0,5 0,778 800 783 0,778 799 910 +8,73
0,6 0,697676 326 0,697 675 420 +9,06
0,7 0,612 626 39%4 0,612 625 667 +6,27
0,8 0,527 292 424 0,527 292 102 +3,22
0,9 0,444 858 066 0,444 858 330 -2,64
1 0,367 879 441 0,367 880 382 ~9,41
1,1 0,298 197 279 0,298 198 868 -15,89
1,2 0,236 927 759 . 0,236 929 844 -20,85
1,3 0,184 519 524 0,184 521 865 ~23,41
1,4 0,140 858 421 -1 0,140 860 724 ~23,03
1,5 0,105 399 225 10 0,010 540 120 4 -~1,98
1,6 0,773 047 405 101 0,077 306 169 ~14,28
1,7 0,555 762 126 10~ 0,055 576 955 4 -7,43
1,8 0,039 163 895 1 0,039 163 923 6 -0,39
1,9 0,027 051 846 9 0,027 051 231 5 +6,15
2 0,018 315 638 9 0,018 314 524 5 +11
Second exemple
Yyt o=y y (o) = 1 h=20,1
t Ly =e¥ y calculé erreur, 1078
0,5 1,648 721 271 1,648 721 26 1,1
0,6 1,822 118 800 1,822 118 78 2
0,7 2,013 752 707 2,013 752 66 5
0,8 2,225 540 928 2,225 540 87 6
0,9 2,459 603 111 2,459 603 02 9
1 2,718 281 828 2,718 281 71 12
1,1 3,004 166 024 3,004 165 87 15
1,2 3,320 116 923 3,320 116 75 17
1,3 3,669 296 668 3,669 296 46 21
1,4 4,055 199 967 ' 4,085 199 72 25
1,5 4,481 689 070 4,481 688 77 30
1,6 4,953 032 424 - 4,953 032 07 35
1,7 5,473 947 392 5,473 946 98 41
1,8 6,049 647 464 6,049 647 00 46
1,9 6,685 894 442 6,685 893 90 54
2 7,389 056 099 7,389 085 47 , 63



o = OGO N O U
o

[AT
<r Gy o1 UGt

[ WOV E

Fays
H
%
jmy
i

72
84
6
138
12

oo Y O U U
[N W

O
i)

W e
= 0,1z

sol. calculée

18221187851
2 544331651
23163668951
26116963351
20446793751
332 1166751

6 653 6635
5488116415
$965853115
4493289735
4 656967 5
3678794525
332871 955
3 11942235

5488116475
48675272765
43171 5435
3848925165
53959556 5
3 11942485

1 - N
o P +P ¢

S.9t 175 6:

1 fl;:.::?.. 4 l‘ G \\:

EwAR VR I

1 ?T\M P5 P6
e P “f” P ’{“ | + =
3.3 1 3 4 YA 3

P p

sol, exacte

1,822 118 800
2,054 433 211
2,316 366 978

2,611 696 473
7,944 679 551
3,320 116 923

0,606 530 660
0,548 811 636
0,496 585 304
0,449 328 964
0,406 569 660
6,367 879 441
C,332 871 084
0,301 194 212

0,548 811 636
0,486 752 756
0,431 710 523
0,382 892 886
0,339 595 526
0,301 194 217

PN
b
e
a4

k)
oy
arraur, 107

20
51
88

A

iy

et O

B b

)
U
[l
V)

o

~11
-20
26
30

24

-3

-36
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- [ty

Ao = 8%0Qyp 16
7.
Byy = ¥
Q. = -1 i.a &
260 T 6 7721 60
”~ A . : ~
‘ 1 21, %, %
—_ o [ +
O = 5 75T (F5¥Fe)] )
~ A P* 4
) — lr 21 & ‘;* .._§.
Woi =m7 M- (BT ESEST)
- A p¥  p¥
, R 21 % %5 6, :
Ca = 3 BSmar ByrPotgta) )
G N
@ = -1 ?351\21 (P”(+P%‘+P +I54P6):
27 2 02T Y27 TET?;
' - P* p%‘ p*‘ 1;
Q = 21 ~A (P%\+P*+-—§-+ +-—,+ 6)
21 21 Y17 2 2T 7 57
Qo = 1~ ¢+ Qy
Bog = 1=l tQpp+ e +60Q
\' : '# * 3 * — 1 : °
Choixde € 8 est tel que P =8P =10 c'est-a~dire :

8 7

7 6 - a4 3 2 e
96" +1660 +10786° +33600° ~44456° + 560 8% « 3132 8~ 1140 = 0

8 0,746 079 880
Les calculs des coefficients sont entachés d'une certaine erreur et *erreur
machine se fait sentir, Il faut s*attendre & ce que les résultats solent lé-

/ gérement moins bons que cette méthode eon h8 ne le laisse supposer.
0 1 2 3 4 5 6

b __----_.---_A__..-___

.f ~37997552473 877885a3(‘£3 -69771‘82355 4546654033-2018584219{0533531710 {-006811/228‘”j

i

——."~~—---'———-‘:——— -v.—---—m Rl S -+ ~—-—I-

1, 231 453 021 --O 58 371 1% | 0,533 040 800 LO 369 54,2 773 0,166 266 Jéu 0,044 (61 161 8 0 J(‘5 ZOé 299 166

D e _-.-..«_a-_-——»-._.-~,_.~_._-L —— P AU —— ——— e e e e e

Q
0
S
L34% 288
S 1
2/ 0,279 283 6% | 0,637 831 245 7 |

A
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Application : y' = -2ty  h=0,1 (y=27%)

t sol, ex. sol. appr. smaur.lﬂng
-1,3 0,184 519 524 0,384 519 504 + 20
~1,2 0,236 927 759 0,236 927 720 + 39
-1,1 0,298 197 279 0,258 197 215 + 64
-1 0,367 378 441 0,367 879 356 -~ +88
- 3,9 0,444 858 066 0,444 357 957 + 109
~-0,8 0,527 292 424 0,527 292 298 + 126
- G,7 0,612 626 394 0,612 626 249 + 145 -
~ 0,6 0,697 676 326 0,697 676 159 + 167
- 0,5 0,778 800 783 0,778 800 588 + 195
-~ 0,4 0,852 148 789 0,852 143 561 + 228
- 0,3 0,913 931 185 0,913 930 920 + 265
- 0,7 0,960 789 439 0,966 789 140 + 299

0,1 0,990 045 834 0,990 049 517 . 4317

1 0,999 999 696 + 304

.1 0,990 045 834 0,990 049 572 + 267

;2 0,960 789 439 0,960 789 249 + 190
.3 0,913 231 185 6,913 931 103 -+ 82
o4 0,852 143 789 0,852 143 823 - 24

;O 0,778 800 783 3,778 800 915 - 132
2 0,018 315 038 9 0,018 316 173 7 - =1134.8
Deuxiéme exemple

Y'"—‘~--2tyZ (y = ?1 ~)
T+l
t sol. ex. sol. calculée erreur. 1y

- 1,3 0,371 747 212 0,371 747 211 +1
~-1,2 0,409 836 065 0,409 836 067 -2
-1,1 0,452 488 688 0,452 488 692 -~ 4
-1 0,500 0,500 000 006 -6

- 0,9 0,552 486 188 0,557 486 194 -5

- 0,8 0,600 756 097 9,609 756 093 + 4

- 0,7 ¢,671 140 940 0,671 140 912 + 28
- 0,6 G,735 294 117 0,735 294 045 + 7%
- 0,5 0,800 000 000 0,799 999 873 + 127
- 0,4 0,862 068 965 0,862 068 804 + 161
- 0,3 0,917 431 193 ‘ 0,917 431 038 ‘ 4+ 155
- 0,2 0,861 538 461 0,901 538 256 + 205
- 0,1 0,920 099 010 0,990 098 443 + 567
0 1 0,999 998 688 +131%



e8]

0,1 0,990 099 010 ‘ 0,990 097 163 +1847
0,2 0,961 538 461 0,961 537 470 + 991
0,2 0,817 431 193 -~ 0,917 432 871 - =1677
0,4 0,862 068 965 0,862 073 473 -£508
0,5 0,800 006 00 0,800 005 026 - =5046
0,6 0,735 294 117 0,735 296 809 o =2692
0,7 0,671 140 940 0,671 140 324 + 616
0,8 0,609 756 097 0,609 753 303 +2757
0,9 0,552 486 189 0,552 482 942 +3247
1 0,500 €00 000 3,499 997 446 +2554
1,1 0,452 488 688 0,452 487 186 +1502
1,2 0,409 836 065 0,409 835 450 + 615
1.3 0,371 747 212 0,371 747 112 + 100
1,4 0,337 837 837 0,337 837 944 - 107
1,5 0,307 692 308 0,307 692 457 - 148
1,6 0,260 898 876 0,280 899 001 - 125
1,7 6,257 069 409 0,257 069 488 - 79
1,8 0,235 849 056 0,235 849 096 " -l
1,9 0,216 919 740 0,216 919 754 - 14
2 0,200 000 000 0,200 060 0060 3
CONCLUSION

, Les résultats numé& ques concordent en général avec ce :;vma
peut attendre théoriquement., Ce sont des méthodes qui peent des problem:zs
de démarragé mals qui semblent pouvoir rivaliser avec les formules d'Adars
de méme rang : | ' ‘

1) par les calculs véduits : 2 calculs de la dérivée X{x, t) par pas

2) par leur facilité de mise en oeuvre,

Une étude générale de la stabilité reste & faire mals cette
étude secmble complexe vu quiil faut étudier les racines d*un polynome dont
les coefficients sont des fractions rvationnelles d'un paramétre. II scmblc
A~= 0 ou
2,¥

Q441 = 0) assurent la stabilité de la récurrence linéalre, Clest du
'

bien cependant que les choix de & que nous avons faits (O

moins ce que monire un calcul a posteriori,



3 - ETUDE DES METHODES RKL avec s=2; i=rqq A 2 HORNER

L*algorithme cst le suivant :

P i
o

= 2 .+ h 2o A ¥
; X:il Y Qq—-l,m ji‘--m - {o g~-1,m {em
Z = . SA X LA ¥
( }\'i+1 o} Qq,m Xi—m k\;to q,m Hem ga~1l 1 )

Les systémes qul permettent de déterminer les inconnues ont été donnés
dans le chapitre II, Comme nous I'avons déja dit, nous allons étudier ccs
méthodes une & une : ? =0 q=2 f(ordre Z)
b=1 q=3 (ordre4)
{i=2 q=4 (ordfe 6)
(

P = g=>5 ordre 8)

1){=0;: g=2 - Clest un cas particulier, commun d'ailleurs avec les mé-

thodes RKL2 n ; nous ne nous y arrétons pas.
Fas

"\ i Ps N - . ‘
2) {f =1; gq=3 ~ Les équations & satisfaire sont les sulvantes :

Qpo Qg1 =1 | Qgp* Qg =1
= Qyp Fhyg thy =8 = Qgy By + g thgy=
Gyy 2A21 = 92 Qaq= 2Ag v 28,50 = 1
~Qu 38, = 8 Qg+ 3B, + 3 A, 07 =1

P 3 =
Qqpm 4By Ha,, 0 = 1

(11 suffit de faire, cn fait, 8, = -1 dans les formules que nous avons

données au début du chapitre I1,)

o 1 0 1

2 1»@% (3+2 e) ( +2 e) ; 2 867 (2+8) ! ‘(1 +9) 5

: 8 (1+8) ilue 7| Sizez-zen Caet-2 2
| T+28 | 1428 L 8+z9) - (1+9) (142 6) ; B (146){1+2 9) |

Q ) A
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Stabilité  : La récurrence linéaire sera stable si 0 } <1
: 1

| JPANAL . S . : Sl ¢ Ao
c'est-a~dire : \ T 1 0,5 < ¢

s

Cholx de

i
!

a) On peut choisir 9 tel que qu = { c'lestea=dire ©=10,7, On obtient :

J

dJ 1 0 1

— e — ,.VV\m»),

H

=1,156 2,156 2 2,023

g et e e

© 0,838

-

2 .
Z

3. 1 oo 3 10,305 523 210 ~0,009 803 521 % 6,700 280 117

b) Nous pouvons chercher 3 déterminer 6 de telle sorte que los coefficients

Q@ et A satisfassent une équation de plus, a savoir :
a,m am 0 A A

31 31 32 1

R — B = e

L .+/‘
51 & 4! 5!

Le déterminant complet du systéme doit 8tre nul. iMais on a vu précisément
qu'il existait toujours une racine 0 (0 - 10,11) telle que cette condition
soit satisfaite,

Le calcul donne 80 = et (), 740 312 423

et cette valeur convient puisque 9,5 6
o 1 0 1

74 840 0,953 795 943 5

2 =1,455 66% 37 12,455 662 37 |

S - P | . O UUUN |

—

148.310,492 189 403 0,044 532 582 50,625 78/ 161

G A

Nous rassemblons des résultats donnés par ces deux choix

de 0 :



w

36 -

~1,8 0,030163 895 10,0
0,055 576 212 6
0,077 304 740 5

-1

La résolution formelle des deux systémes donne

.7

e,loz 399 225

© 858 421

et
-
Yoomnt

0,1 4 518 544
0,236 827 759

w W o r“‘»

197 279
870 441
858 (166
292 424
6 6 284

I ]

- -

G DO
NI 0 O

< OO

o~

AN
PASCIFUS )

~

<o
-
~J

..,

o Ut
}-—J
\:‘

o
w2% 5
"
1 2 -5

- 2 o2
Qo = 0 (08+2)
2
g

(&%)
3

0,055
0,077
0,105

(L)e]

2 043
[

{

5

3.2

-4 2"
s
YA

5,72

72
3.2

3

Y
4

J0 025

39161 945
57% 824
209 663
2972 206
851
34 5172 9
927 628
19
7 881
. 865
/304

: K
;7 o~ > mQ
< LA
“in
Com
H [ t
: 1 |
vod }

1,\J5 O,(
3,4 0,
5,07 0,
320,

0,
0,

'"'].sz

~17,15
{

2,03
-2,04 0,
~6,5 0,
4 0,527
),612

erreur

.10 =

(»3

4

é

[ I ]

L

1
i

x-\CﬁCﬁm

[So]

N

¢
'

Py
e e

0,236
6,18
867 378 504

%—

%))
Fot
[sv ¥
B

139
055
077
105
1490
134

~3
[ASe]

i CC
DO G2

N LD
oY G
O

L0 gy N U
Uy WO :
R
>
OO
Do

@
[ e]

£

193 121
444 361 080
239 626
637 758

{

,000 019 07

N .

[\ 41

4o :

AT b ;

33 ? Yep o
g H wr i fvee

i 8o

5 ; Co e ,

I A i

ey

s L ?

& D D p

crreur

2
1)
o, 4

—h



. = 82 (8+1) (6+2)°

12‘.
9 2
By, = = (6+1)

(8 +2)
2

) 27 (87 + 29 = 2)

4l 392+69+2

6092—15 6= 23

A2 3 ethe et 2)
19(36°+468%~26-2)
(6+1)(362+69+2)
L. 366’ r9e’-50-4)

2.6 + 2) (362+66+2)

18
6 (8+1) (6+2) (2 6%+6 B+ 2)

oo —Seh-Lp -

a) QZ}Z = 0 - & = W > 0,756 631 485

La stabilité de la récurrence linéaire sera ssurée si
V@ 4y C: 1 puisque le polynome caractéristique devient :
r + G, r=-1 =
(r+Ggy) (x=1)
Les tableaux des coefficients sont alors :

0 1 2

Ty

4,093 972 693

-

3 =7,444 343 168 | 4,350 370 475

4 1 0,719596 816 | 0,280403184 | 0

LU OO S - _—— -_,,.-’.--_..-;4_..“.-.,............4.....@......‘........‘__',

0 1 2
‘}...‘ -4

3 4,435 505 961 . 7,641 997 748 1,217 443637 | 3

A

4 $0,592972323 | 0,094 556 31125/ =0,002 992 108415 0,594 966 653

JURUUU PV | SN U PR S - - e

b) Valeur de 8 qui annule le déterminant complet du systéme obtenu enra«

. i 7 . 6, .0 a
joutant 1'équation : ---Q‘{11 -7 642 +7A411»7.2 A42.78 A‘,13 = ]

On ftrouve : & 0,774 317 838



Dot les valeurs :

() l 2
3§ -8,014 194 1zo 614 779 524 | 4,399 414 616
4, 0,445 662 879 0, (73 852 757 | 0,080 484 419 2
LI e *‘M,_A ‘‘‘‘‘ et mm e e s s e s s
0 1 2
,. JE ..,-...v-,-,__-n R
8 090 666 2172 ,1880 625 1,509 174 654 9

e ORI I \~‘~‘»~‘.‘..»~~»\\.\_’\_\».‘.
- :

4 i 0, 76 335 “96 | ?,401 208 560 O,ulﬁ 851 955 / 0 551 LT

T .A.

2

La récurrence est stable Car.l‘équation : v+ (C“ [2) T C}M = §

a ses racines inféricures 3 ! en module .

Premierexemple : q=4 ;=2  yl=-2ty 0" h=0,l

erreur 10
016 53 28 5965785 0,2
) 51 3 769231545 w {,4
Olg 51 337063785 5 - 1,3
013 51 3717472365 - 2,6
D1z 51 £ 28361145 - 4,7
011 51 4524887685 - 3,0
5l 51 ) 17295 - 12,5
09 5 5524863795 - 19
08 5 6 97563615 ~ 26
07 5 6711412585 - 32
06 5 73529444385 - 33
05 5 3 2585 - 25
04 5 8672 69 665 - 10
03 5 9174311 75 , + 8,6
02 5 9615382745 + 38,7
01 5 99 988395 +17,1
9999998345 + 82

1 ) 99 986215 + 39
2 5 9615375985 + 86
3 5 9174798875 + 130
4 5 862 676 85 + 136
5 ) 7999991245 + 88
6 5 7352941265 « 90
7 ) 6711419835 -~ 104
8 5 6 97581 65 .20l
9 5 55724889685 -~ 278
1 5

I 5 33255 ~ 330



11
12
13
14
15
16
17
18
19

016
015
014
013
012
011
01
09
08
07
06
05
04
03
02

= O CO N O U D W e

e
DN

Pt e et
(@4 BENANE ¢S]

51 4524923465
51 4 98398855
51 371751 595
51 3378416115
51 3 76959335
51 28 9 23 15
51 257 725965
51 2358519855
51 2169224 5
51 2 23935
4]
=4 U4=2 Q=0
51 28 89888 5
51 3 76923145
51 3378378545
51 3717472435 .
51 4 98361215
51 4524887825
51 5 15 5
5 5524864 85
5 6 97564 5
5 6711413 25
5 7352944975
5 8 2925
5 862 69 785
5 917431 885
5 9615382375
5 90 988275
9999998795
5 99 987 5
5 9615376 95
5 9174296815
5 862 67 785
5 7999982645
5 735293 535
5 67114 9 5
5 6 97572725
5 5524886695
51 5 38565
51 452494 115
51 4 98429865
51 37175589 5
51 3378484435
51

3 77 49885




- 40 -

Sy TS o S oo WA e (o

01
09
08
07
06
05
04

- 03

02
01

Cin v O OO U U

51

(4]

QLY Oy O 1o A

TGNt O g o
F S Y L

0270

erreur
3,2,1078

16 51 28 9137315
17 51 257 864635
18 51 2358682415
19 51 21694 8835
2 51 2 228355
y'!' = =2ty y {(0) =1
g = 4 Q = 2
o* erreur Q
2081972495  + 3  .10"% 2981972475
36787937 5 + 7,1 3678793625
4448579255 +14,1 4448579125
5272922 55 + 22 52729218 5
612626 855 +30,9 612626 5 5
6976759325 +39,4 6976758855
7788 3155 + 46,8 7788 2615
8521432655 + 52 8521432 55
91393 6275 + 55,8 91393 5645
96 7888625 +57,7 96 7888 5
99 492475 +58,7 99 4919 5
9999994 45 +59,6 9999993515
99 492245 +61 99 491725
96 7888 65 +63 96 7887515
91393 5265 +65,9 91393 4595
85214311 5 ~  +67,9 852143 245
7788 1115 + 67,2 7787999965
6376757 35 +62,3 6976755575
61262588 5 + 51 6126257 55
527292 885, + 33,6 5272919 5
4448579885 + 7,8 - 4448578145
3678797 25 - 36 3678795935
2081979645 - 68,5 208198 115
2369289745 - 12,2,10"7 2369293355
1845214235 - 19 1845223995
14 86127 5 - 28,5 14 86346 5
1 54 353 5 ~ 43,1 15482 5
77311514 49 =~ 67,7 77321481 49
55587557949 = 113 556 9396349
39184348449 - 204 39234129 49
27 91619649 =~ 398 2721 435949
18398796649 - 832 18696514849

+
+
-+
+
+
+
-
-+
+
S
+
+
+
4
+
+
+
+
+
-
+

7,9
15,4
24

34,4

44

8]
4

58
62
63,9
64,9
64,9
66
68,8
72,6
76,5
78,7
76,9
68,9
52
25
15
73,2
15,8.10~7
28,8
50,4
89,8

167, 4
332
702

- 1586
- 3809



Quatriéme exemple @ RKL, vt =y (y=a")
Qup =0  errour, 1078 8" erreur, 108
& 5 14918246951 1 14916246851 2
5 5 16487212551 2 16487212551 2
6 5 18221187751 3 18221187751 3
7 5 2 137526651 5 2 137526651 5
8 5 222554 8351 5 222554 8851 5
9 5 24596 3 451 7 24596 3 551 6
1 51 27182817451 9 27182817551 8
11 51 3 41659251 10 3 41659251 10
12 51 332 1168 51 12 332 1168 51 12
13 51 36692965151 16 36692965151 16
14 51 4 551997951 18 4 551997951 18
15 51 44816888651 8l 44816888651 81
16 51 4953 321951 23 4953 321851 24
17 51 54739471151 28 54739471151 28
18 51 6 496471551 31 6 496471351 33
19 51 6685894 751 37 668589: 751 37
2 51 7369 556851 42 7489 556751 43
L S 2t e
Cinquiéme exemple  q = 4  {=2 aﬂxyvyf (y= V1+it)
t Q9 <0 arreur.10”0 6" T
7 5 15491933551 =1 15491933451 0
8 5 16124515651 =1 16124515551 0
9 5 167332 651 =~ 1 167332 551 0
1 51 1732 5 8251 =1 1734 5 8 51 1
11 51 17888543951 17888543651
12 51 18439 83 51 =1 18439 83851 1
13 51 18973666 51 18973665551
14 51 19493588751 19493588551
15 51 2 51 19599999351 7
1 51 2 4939 1451 1 2 4939 1 51 5
17 51 2 976176851 © 2 976176 51
18 51 2144761 451 214476 9751
19 51 219 89 2 51 219 89 1 51
2 51 2236 679551 3 7236 678151 17

s 0 e T P £
q=>5:4=3 =~ Clest une méthode dfordre 8 ~ Les équations 4 résoudre so’

les suivantes : STQ, =1 SO, =1
. » ‘)::w\ {:Vn '{}’" 5m
-&mQ

+o b, =8 e Q. +SA. =1

4m 4m S5m
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4 3 2
Qg 7 (32674816 - 408w 233)
1 o, 2
b= 4 bt i -~ -
Q53 i (946 +1156" -8368~51)
3,4 3,42
ASl " A (46" +1568 +9¢ =106 =06)
3 4 3 0
foned i S = r/', 1 £ ) -w[*
ASZ A (328" +124 0" +806 = 92 6= 43)
Doy = e (28°480°+50%°-68-3)
53 {8+3) A
, 144
A

54 [BFI) (6+2) (6+3) A
Nous avons choisi la valeur de 8 qui annulait QSS :
g 0,784 328 225

Dtou. le tableau des coefficients
0 1 2 3

4 ~18 419 092 051 -l3 392 AOZ 0/ y26},536 98493 | 6 4309191

j j

5 9,216 675769 0,585726 688! 0,197 597 543 ; 0
4 | l 7 701 497 59° 30 66 Q44 07 19,524 636 95 1,596 144 977 : 4
A Srrtrme e oo e e q:_‘-._- e s . ,
5 0,889320809 { 0,494 601 8?9 0,059127 274 65,-0 000774 213 233 0,538646 074
,-N...__A,u*_ﬂ___m.‘;_-__-ﬁ_._ﬂh e e L.---.-ﬁ-..,_,”..._-__, PRSI ’
Remarque

On a pu noter,déja pour les formules RKL, 2 mais surtout

e
ici, que les cocfficlents utilisés pour calculer le point intermédiaire avaiont
une valeur élevée, Il est 4 craindre que la moindre etreur ne se propage trés

. 7.
rapidement et que le point intermédiaire ne soit plus calculé a *ordre vouluv(:’ .

Les expériences de calcul montrent que les premiers points
calculés sont en général bons mais que, par la suite, de fortes 1nstabilite

se font sentir.
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11
1
13
14
15
16
17
18
19
2

o Vi ol SO ot St s 1 1y padm

016
015
014
013

. 012

011
01

51

oY LR U U T O O U1 U O
et

Nt et Gt O U1 A

e A
fot  fed el et

or v o o
P

(&2}
Somend

ar Ui
et feed

51
51
51
51
51
51

5l

mple.

s}

yt==2ty

y calculé

2981972935
36787943415
444858 915

5272924465

6126263685
6376764 65
7788 7745
8521437685
91393127 5
96 7894115
99 498525

1 51

99 498475
96 7894575
9139312225
§5214385 5
7788 8955
6976765285
6126267945
5272932765
444866 1 15
3678848 85
2982129455
2369777365
18469258 5
1415 4 775
1 79812 25

88322174 49

1 §5531815
27998"72?0

124714 5651

65497 87751

Y!

y calculé

28 8988745
3 769223 75
3378378395
3717471985
4 9836 915
4524886565
4999999965

y;;z”}

298197273

367875441
4443858066
527292424
612626394
697676346
776800783
852143789
913931185
960789ﬂ39
590049834
1
950049824
960789439
913931185
852143789
778800783
697676326
612646294
527292424
444558066
367879441
298187279

0,0183156389

- Z T Y

1
1 %-tz

. 280898876

307692308
337837837
371747212
409836065
(52483638
5

0

errcur.10

- 14
+ 7

- 25
~ 22
+ 26
- 80
+ 9

+ 21
= 85
+ 28
- 18
0

- 13
- 18
- 37
- 61
- 112
- 402
- 400

?‘hﬂhb
|
J

o
" /\”3



09
08
07
06
05
04
03
02

SO ~3 Oy U1 & WD B

[Se

1

11
12
13
14

15

16
17
18
19
2

gy Ty O OO

O O OY O Ut UG Ut

Gr O o O U Ut
Fd fad et fed et

o U1 Ul
bt e

o Ui
e

[#]
o]

5524862795
5 97558885
6711411675
7352941 95
7999994265
862 699725
91743 4485
9615381915
99 996645
9999997275
99 995655
9615382755
9174319685
862 69 6 5
8 16725
7352959085
6711477585
6 977115 5
552531 25
5 120 25
4528268795
41 7565115
3742 1 125
34392753 5
32 5318995
29882579 5
2716111425
2583 718 5
23865 5 25
215 264345
[

o)
=

q = 5 :
vy calculé

14918246851
16487212751
16221187951
4z 137526851
222554 9351
24596 3 851
27182817851
3 4166 351
332 1168551
36692965251
4 551999551
44816889251
<853 323651
94739473751
6 496472551
66858944451
7389 56 451

5542486188
609756097

735284117
8

862068965
917431193
961538461
990099010
1

800000000

500000000

4200000000

0 y =y

1491824698
1648721271
1622118800
2013752707
2225540928
253603111
«71828182¢6
3004166024
33201169227
36692966676
20551999668
44816850703
49530324243
92739473917
60436474644
66858944422
7389056096

. inshabilite

y (o) =1

-
erreur, 10

:\ache..i; T W O W =

jae] Pt
§ — 0o oy n

[ ]
-~
w



A,

Quatriéme exemple y' = y~21t/y y (o} =1

t " y calculé y=y1+2 f erreur. 1070
7 ) 15491933 51 .
3 5 . 16124515551 1612451551 .0
9 5 167332 351
1 51 1732 5 6851 173205081 13
11 51 17888544951 .
12 51 18439 86651 184390889 23
13 51 18973664351 )
14 51 19493593 51
15 51 19999988251 2 : 118
16 51 2 4939 9 51 204939090 0
17 51 2 97618 551
18 51 21447571351
19 51 219 8967 51
2 51 2236 616651 223606798 632
Conclusion

— e o o—— 1ot S fcb

Il ne semble pas qu'il y ait intér8t 4 gagner des ordres élevés

en continuant dans cette direction, vu les instabilités qui se présentent :

Les méthodes d'ordre 6 paraissent 8tre intéressantes. En tout
cas, elles peuvent enirer en compétition avec les méthodes d'Adams de mBme
rang, En particulier, les calculs des valeurs des dérivées X(x, t) sont

moins nombreux.

Pour les méthodes d'ordre 8, les coefficients doivent &tre calculés
avec grande précision, et il faut penser qu'elles ne peuvent 8tre appliquées

que dans le cadre d'un calcul en machine avec double précision.
L*étude de la stabilité se coréxplique du fait de I'"introduction dans le

i+l l=m
présenter des instabilités qu'on rencontre parfols dans les formules d*Adams.

le calcul de x du groupement h .2:’;2 Aqm X . Il peut alors se






“s 4 ‘7 L

- Chapitre IV ~

P ————

ETUDE COMPAREE DES METHODES D'ORDRE 5

Nous n'avons étudié jusqutici que des méthodes qui ne demandaicni
que deux Hornérs par pas.
. S0it que ce cofit était intrinséque q =2
'. soit qutil était d0 & une écenomie :
0, §’ {ml,mz,” -Q} By = O
€ o, ﬂ ~ B ¢0,10

Nous alions maintenant renconirer des méthodes qui utilisent trois
Horners par pas, clest=a~dire que nous aurons 2 notre disposition deux va-
bt

, -
leurs 6 et 6' appartenant a intervalle 0,1 ;.

b 4

L*étude qui va suivre nous vy conduira tout naturellement,

METHODES D*ORDRE 5

11 existe guatre méthodes d¥crdre 5 @
1) g=2 =3 (

i

FUF gy b D
: i
B R p D W

it

2 gq=8 [I=2

fi

1" =
(5 =
2 gq=3 (=: §§ = 2
{v =0
[( S 3313

R,
w e
i:'

-
oy



NOus allons établir les valeurs des coefficients respectifs de
ces méthodes et nous regrouperons les résultats numériques des expérien=

ces de calcul, ce qui nous permettra de comparer,

a) gq=2, =3 = Cette methode a déja été étudiée plus haut,

1% Qo ¥ T Oy X FQp R, Th A X
Xig = Qo ¥ P Q) Xy T Qop %, p *h (A, X +A,. X)
K1 = Qg% T Qgpxp 0t Q¥ p Th (A X +A X +A, X))

En utilisant le tableau général, les équations a satisfaire sont les suivantes:

Q@ vQp, = b
-Q =2Q,, = 6 A

12 = %1 7Ry
Q20 Qg1 *Qpp = 1 :
mQpm 20y =8, = Rpy-hy
Q 0+Q +Q3'2 = 1
"Q3pm2Q5 = L=Agy=Rg =Ag
1) A, 8 +A Q + 20 = X
3191 Fhgp 8yt 7192 = 3
5 o
2 Asf%ﬁ‘“‘szé éx Qa1 '2"\@32 ; %
o3 o3
3) A31*§17+A32 “’ZT ¥ 'i“z_ Cap E(" Q32 = zl*
4 a4
5 %

~ 1 1
4 Bim tR Tt 9t 5 Qp 7o



r 0 & | -
E§-Cj——'-+2 +A EQ21+2Q “+A,, A lQ -§Q’ =
311\ 2 QlZ 2.2 ”2 3221 l 6731 6732 6

, ., - 2

On 89, 21"8szi4_A.A 9 o 4o 1

317 5 T2 T 6 a2 Y e T
' g

~1 re ' ~ - 7 -

g"Q11_8Q1 %"Q21__ sz=§+A A éQu_l_20 ;+ Lo+ ]

3176 6 Tt B | 32°21 72 1|2 31#&)
’Qll ! I 21, B ) N

8) A

31 ILZ +ZQ +A3 e

| 3.16. ¢
2% 2 ‘2szj”*:a.zz\zﬁlﬁz"F Q 1t 2g T
r 3 3
9) A :Q”+16Q12'+A 22 +16Q22§+A A —ﬁiwLQ - 2q, =
‘31L2f 24 | 32] 24 24 1732721 6 1 317 120 Y32 120

! ! '\} I'“'
=Qll+16Q12§_+A 1"21+16Q22}+1A A gl u 120, Lo 32,
31\~ 24 24 (7732024 7 24 [ 378272101 2 212031 140 AR
I 7 - |
S e W A ) +16Q22;';+A , Cu % Lo 32 -
31| 24 24 " 732]24 24 | 732 21? 6 6 120731120 % 10

i

10) A

!
J

12)

it

11)

r r - 2 ‘

o, 89,  -q, 80 0 4,.%2Q
13) A, 8 —=m = 2 e;_.%l,__?.l s o L4 2
8Q

“4
3116 222 6 6 i 32°2°2172 "T20%1" 120 1io

-Q T Lo, 8, Q 14.32Q 4.
194 01 ik IS i W1 Y o 2 ezq, - b4
' 11 5 "% s T ) 12J 170 120
o Qn ezb e 6.2Q

2 % 6 2 _ 6
1) By 7 +2Q12 Py 72 %) f+A32 R " 25% T = I

Q T 3.32Q
1 <2 _1_;2 3 32 3
BRI z*zng} ) % - T - 120

Des simplifications évidentes s'imposent :
De 6) et 7), on tire : Q 82

11 - ,
5= ¥2Qp, = o (1')

9) et 10)} sont les m&mes en vertu de (1Y),



11

3
De 9) et 11), on tire : - Q].l 8 le _ 61

- — =
0 0
o 21 - L
5) et 2) e 7 + 2 922 +A21 @1 = 7
‘ 2 3
6) et 3) i ) QZl - SQIZ + A E)_l. = ?.»2_
31 30 Tt 2 3!

Toutes les équations sauf 9) deviennent identiques a des équations déja

écrites. En fin de compte, les différents coefficients satisfont a :

Q 40
31 32 1
g o7 T thg By FA 8, = oy
v 2
| E "Q31_8Q32 o h f_l_m f)_g__ 1
r ( 3! 3! 31 2! 32 20 7 3]
3 3
( Q ) 8"
31 16 1 2 1
g 10 PV By Tt A 3T = T
i 4
§ Q31 320, . A % A P_g_ 1
51 7 51 3141 " g 7T
2
( Q4 +4Q12 ) ﬂ
2! 2! 21
{
( 3
( Q11"8Q12 _ _e_;
( 3 3t 7 !
2
| Q 4 Q0 , %,
z. ;T T T A 8 =
( Q 8Q % 6>
mo 2l LSS S
3t T T 21 21 T 3l
2 Q o "o 0. &
.. 16 0. 8, 6, A, 1
9 =, ( aly 22, Ao 2,8 T, T2 1
41 4! 21 3! 4\ A39 L 4. 4. &L

Nous pouvons résoudre ce systéme dans deux cas particuliers



- 5] -

4
Qll 16 Q12 , e1
1) 4] + 41 A 0
On retombe sur une méthode a deux Hornerscar le systéme II
2
: . [
devient : Qll s £ le ) (')1
2. 2! 7 2l
Q.. 8Q N
11 12 71
31 3t T3l
"1 + T = il
41 4! 4!
Pour qu'il admette une solution unique, il faut que le déterminant complot
soit nul 61 = w ] ou 81 = - )
alors : )551 61=~l Qll=l Q12=0
¥ _ o }
( si 61-—2 Q“-O\ le-l

Nous ne nous y arrétons pas,

2) Imposons=nous A31 = 0 ; Alors, par (1), 92 est déterminé :

0, = 0,728 901 980

Les autres cocfficients sont alors :
2

[(Qll—ol (2+61)

Vr 2

1

- B
Qr="‘z-

17 1-’.-61)

( (

\
{ 07
Qg=1l-7 (38, +7)
(T |

( 1

YA, = (61+l) (91+2)

10~ 2
A ,
+30, (2 ~8,) =40

2 :‘

4 :

62 (62 + 2) 4 91 A

K : 4 82 +96, +4

1 1

¢ ~ 8, (0,+1) 400 +36, (1-8,)-20

\ 1 2 2
G,, = - :
/ (f (4] ,!
( 4(291+981+4)

D

Do

oo




+ 1
. 6,00, +2) {6,+1)
y 21 7 2
{ 6, (46, +9 8, +4)
e = ] .
P = LWy -0y,
YA = 0 + + 2
Bog = Oy =By ¥Qy +20Q,,
2
-3 (2 ? -5)
Q,, = -
30 2
4 - + 4
‘ 2 .
126 +90 w12
O = —7
* 4 Q7 4 4
! 6, + 9 8, -
) 1w 2 af
Qg7 = ™3 :
) 492+9eﬁeﬁ
31 0
' 6
A =
. 48° 4980, +a)
) 2 2 2 :
) 3
. 6 (2 20, +3 82»«62 -1)
T A4 |
. 4 + R [L
( 0, ( az 9 6, + )
Du fait que nous avons lmposé ABl =0, les Q et A

q,m oo
ne dépendent pas de 8y,

Noug pouvons choisir 81 de fagon & annuler un coefficient pour

le Horner précédent, Par exemple Gy @

2 3 K - oy
491 + 3 61 (1 82) 262 @ ()

Avec 97 = 0,728 901 980, on trouve :

8, = 0,510536 007



. =53 =

Diol le tableau numérique

0 1 2
1 0,444 065 460 | 0,654 363 715 . =0,098 429 175 05
2 0,988 896 855 | 0,0111031453 0
3 o 931 172 460 & 0,073 762 089 1 ~0, 004 934 542 X
0 |

1 0,968 041372 1
2 0,230 545514 . 0,509459 611 2

N .
3 0,414 988 147 0 | 0,648 904 807

.

Nous donnons cimaprés le tableau correspondant au cas :

A.. =0 avec 61 =~ 1, Les Q3m et A ne changent pas.

31 3%

0 1 . 2
O W SO S
2 -3 35355303 | 3,956 326 9% | 0,397 026 055[

3 r """"" o, 931 172 460 [ 0 073 /6? 089 -ooo 9“ 5 zi

0
2 | 2,97281451 | 2,50666655 | 2
ST T S T

On a gagné un Horner, mais les coefficients servent a calcuior
le point intermédiaire, sont devenus plus importants.

On remarquera que les coe fficients qui interviennent dans lc
calcul de Xi +1 sont exactement les m&mes que ceux de la méthode RKLZ'
I1 fallait sty attendre puisque I'on s'est imposé A31 = 0 (La valeur 6'”'<~ a
la methode RKL., 2,2 est d'allleurs telle que Q. 93 = 0, clest=a~dire justc-

ment 0 = 0 728 901 980 ).



Ng=4, (=1
Ky = Q¥ v Q% Thi,
Xjg = Qoo ¥y +Gpy Xy Th{8, X +A,) X))
x,, = +
Xig = Cgo X T Qg X ) TR (A X + 8 X+ A, X))
Kag = Quo %y T @y % Th B X FA, X +A X +AK)
O X
a1 . !
L) 21 41 0, + Byp 8y Bys E}3 A
0 )2 2
2) 4l A 1+A 2 + 3.4
3] 41 70 T R Ty T Ru T 3
3 3 3
3) Q“ + —Sl + A ;93_ + A ?ﬁ = &
T TR 3 TR 43 30 4!
0 6 o 0;
41 1 2 3 1
4 A e 4 Sk
D=y *Ry 3 Rty T 5
Q Q Q Q
11 P 31 4 1
5) Aal »——»2—--: Ay ,.+A43 ¥ +A, A3 8 +A[’3A3}_61 +AA2A2161 3T T
z 2
-Q -Q ..Q 3] A . Q i
11 21 1 21 2 Cm 1
o) F T )+ B """""" L y; 3 = ; tom e
6) Ayl 3::)A42( 311 5 3‘ +3‘%22 X43“2‘312 A T

-Gy, -0y Qy QO o

2
+ ..._....+ .4..“,.:
e l( 3’)—5'A .])+Aé'% 3‘) /3 kv, 2’ 4;37\31 2‘ A42321 2! % AS?A & ol

Q Q. Q Q. .
1 2 311 1 a_
R D e e 1 e
8) by 81, 0 — +%3 G 78800 3 A, pg B Ot T 805 8
| 33 3 3
‘\' ) A A
u 4 ?f"43A A32°' 43A3‘ ‘ 3) 5! 5!
Q Q @ Q Q Q Q
n, oA, Ya 21 Iy ol 1
L0) By =y g =iy 7 oy 6y 4oy O 3y H 1y 6) — %‘%2%11 5
Q Q Q -‘Q Q 9 Q
oY a1
1) By =ity s B ( 3*)+A oy 3’)+A2A21 3‘)+ vyfa z* T
Q Q Q Q Q Q Q -
“n. Y. % 21 n Yy
12) By s iy f’31("”> g 1 3* Poefodn z "5 T
2 2
Q, 0, -Q31 A & 61Q14 ,
3 A R
13) By By =5 )*A 9(“97’” STt LR 2‘ e3A312& O ST
’Q "Q "Q O Qll
14) 28 (37 3,)+ 3')+A4363 3)” b 83A37 2 393A312 Al
Q &

4
gy 00 = = 5




2 . 2 2 2
f\. ) A y {"l A
15) 41 0 S A i?_?_@ Sa3 s ?gl 4_’3@ ?g_p o 448 33_,_&
6 2 6 2 2 6 2 2 6 2 73272 6 2731
2
) Q
a i{f:_‘ ?__2.. \ 8 _:C.é}w - ,.é..,
6 2 211 5! 5.
p 7 “31.2 ﬂ SN Clag
s 1[ + J.f“ + ) "{ 1 + ) [\1 — [
16) 31 Byg (ggly T 8gy 0y T =7 H A, (B 0y F ) Ay (5 )‘;!
P~ )
-y ""”"""‘"’41 - "'3“"“‘
517 51

11) et 12} =l G = 62
11 1 2

6) ct 7) M“\“) | O?] - A 8 — _E)_.Z....

21 " Tarr T T2
9) et 10) sont alors identiques.,
PU.iS : Q . Oi

" :::::Z.t""j;:'» .,_...“Z.._ ) A : =

5) et 2) 2 +A3202 +h3191 "‘Z“T

13) et 14) sont alors identiques.,

Nous pouvons nous imposer des identifications, A savoir :
3

(6) = {2) ce qui entrafne : Q=0 0 = -1
2 Z
0 ..
o, A%
3l Tzl ogtT g
)
Qg o I
- Tt Ay, arh A, it

Nombra d*équations deviennent alors identiques et les systémes a résoulzc
sont finalement les sulvants :
-2A/ + 2 A 8, +24H .8 = 1]

{9 1 42 72 4373

) 4 2
,)(-Q41‘{‘3Aﬁ1'="3p/26'2l ’}'31\:;4,:‘ 8,3 = ]
A L Ly L AV u

)\ Y ; e ST 3 : 3 ~

)g Gurmdh, tAR,, 0, +4h, 0, = 1



L2
{ Qgyr2dg t24;,8) = O
) . 2 %
{ - L3 L e M —_
| Qqy +3hgy T30, 8, A%
O w4l 40A 8 =64 42 @, ,~4 2 81)
S T A R N 217" 2172
1 * Ao #0
43
2
)( Qo= 28 = 9
>§ C .+ 3n. =0
)( 21 21 T 72

On peut chercher a résoudre ces sysiémes, dans des cas particuliers :

4 .
i - 4] - = iy = e ]
1) Q, = 4B, =8, =0 =3 0,

On tombe sur une dégénérescence 91 = Q, = =1

2) A = 0 = Clestle cas que nous avons adopté pour les essais numé-

42
riques,
5i l'on s'impose Aﬂz = (, on trouve alors : 6,= 0,740 317 128
& s
et le systéme qui donne les Q, - et A/.{ ot devient :
ry 3 . 2N fovivg
Q41 2A414An43 93 1
Q. ..+3A _ +3A 82 =]
41 41 4373
Q.. =~4h, _ +4A 93 = 1
4 41 4% 73

On constate que c'est le mé&me systéme que dans la méthode RKL3 1 (6-1 = el
'

que nous avons é&udiée précédemment avec d'ailleurs la valeur de 6 quo

nous avons appelée 8 5
100, =7 2(208°~1)
O = e A, = 3
4 - " + : . 4 - T - Y
1 I+2 83 1 (1 93)(1 -2 93;
. 2
By = 0 By = 6176912 6,)
K v 3 1 3 A 3

Tout se passe comme si le point intermédiaire {t + (}2 h) ne servait pao
pour calculer le point final Xigy « En falt, ce point Intermédiaire sert &
calculer le point (t + 8,% h) de fagon plus précise, ce qui est normal puis-

est d'ordre 5 tandis que RKL, | n'est gue dlordre <.

. 1a méthode RKL
gue la méthode 4,1 5.1



Le sedond systéme a résoudre est :

h 2
Qgy = 2hg) 72808y = 8
s 2 2
'-Q314 3ag 20,08, = 8
,‘, . . 3 ','svym 3
Q31~xzkslf;zx292 = 93
(" 2 ¥
‘: 4 + =0.)i= 1 :
H g1 (1+63)i“ 6, +3 6,(1-05) ~ 1= 3 0,
“3 7% 2 |
L ‘-:,“‘52"’4‘ 3 @2 + 1 ]
2 T2 LT
6, (1+8,) 40,+38,(1+0,)~2 0,
Bay = T2 7
2 28, +36,+1,
5 b o
w’(1+eﬁﬂ‘
2 . 3 3
32 7.
2 02(2 02+o 02 1)
Choix de 92: Nous avons choisi 87 tel que A31 goit nul,
2 . ' 9 - ) -
46,+36,(1-8)-28, =0 8, = 0,518 766 190
, 2 2
Enfin s QZl - 2 AZl = 92 A21 6, (1+ 62)
3 ” 2 ,
=Q, t3h, =6, Q, = 8, (28,+3)
Dtou le tableau numérique :
0 1
1 f 0 1 '
2 ~0 1086 574 092 2 1,08657409
3 0,988 337895 | 0,011 6621053 |
4 | 0,837 490 852 g 0,162 509 148 é
, =
1 0 T
2 § 1 196 61? 40 0 u,f08 727 866 f 2

3 § 0,234 978 250

e

4] 0,492 189 100 0, o

N R

0

bZS 35‘

O 516 9)6 2/8
0

3

vt s it

O 6/5 787 161 :

i
ut



=58 =

Nous donnons ci=aprés des résultats numériques obtenus par

ces méthodes d'ordre 5, relatifs aux équations :

2
Y' = w2t y Y(O) = 1 y = e"'X
| L+t
Y' = Y it y . ex
JE——a}
yt o= y-—%—}- ! Y-"“%j:l-%zt

Les essails ont été effectués avec les pash=0,1 eth=20,2

]

I1 semble bien que la méthode g =4 =1 (61 = ~1) donne

en général de bons résultats.
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RECAPITULATIF

Nous pouvons regrouper les différentes méthodes sur un

tableau :
3]

!
i

. en ordonnéc figurent le nombre de points antérieurs i

. en shscisse, le paramétre ¢ (r+s)
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. la premiére ligne correspond aux Méthodes RK pur

. la premiére colonne aux méthodes RKLZ,Q

. la diagonale principale aux méthodes RKL 2 +2.’@ traitées dans un cag
~particulier (2 Horners)

. la diagonale (g + é‘) =5 , aux Méthodes d'ordre 5,
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CONCLUSION

O Y e

Les guelques résultats obtenus nous monirent que ces métho-
des peuvent &tre employées avec succds. Néanmoins, il reste & p our

suivre, semble~t~il, dans plusieurs dircctions :

1) apporter des précisions relatives 2 la stabilité, de facon a volr =i leg
formules  puissantes peuvent &ire stables et donc intéres-

santes, malgré leur colt en points antérieurs,

2) poursuivre I!investigation des vraies méthedes a pas liés employant -

X ¢ T (3 n cy
crincipe de RUNGE et KUTTA et dont le cas (k=1 r=1, & = .}

Lop b

ne donne qu'une petite idée. Malheureusement, ccla impii-

que decompleter  le tableau général des conditions. Ei

les éaquaticns deviennent compliquées 4 résoudre,

3) généraliser Fapplication de la méthode aux systémes d'ordre » i
Entre autres, cssaver d*appliquer les Algerithmes que nous
‘{\.

avons étudiés endétail (r =0, s =2, Lgqg et r=4, s = "

aux équations du second ordre x" = XA (x, t) .
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