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Résumé

D’apres la Théorie Quantique des Champs, tout diffuseur en accélération non-uniforme
dans le vide subit une force dissipative liée aux fluctuations du vide. Par conservation de
I’énergie, il doit émettre des photons. Cette prédiction théorique, appelée Effet Casimir Dy-
namique, est présentée dans la premiere partie de ce mémoire. Nous calculons les signatures
du rayonnement émis par des miroirs oscillants, dans le vide et dans un bain thermique. La
diffusion des champs au sein d’une cavité oscillante est déterminée par itération fréquentielle,
de facon a pallier aux divergences des anciennes approches, et étendre les calculs au-dela du
seuil d’oscillation paramétrique. Dans la deuxieme partie de la these, nous montrons qu’il est
possible de générer un phénomeéne analogue & I'Effet Casimir Dynamique par compression
des fluctuations du vide au sein de dispositifs du type Amplificateur Paramétrique Optique
(APO). De maniere a reproduire la transformation des champs diffusés par des miroirs oscil-
lants, nous étudions divers systémes comportant des miroirs et des cristaux x(2) pompés par
laser. Apres une analyse détaillée des contraintes expérimentales, nous proposons une réali-
sation pratique de I’analogie a ’aide d’un micro-APO monolithique, permettant d’espérer un
rayonnement largement supérieur a celui accessible mécaniquement.

Mots-clefs : Effet Casimir Dynamique, vide quantique, Optique Quantique, cristaux non-
linéaires, fluorescence paramétrique, amplificateurs et oscillateurs paramétriques optiques

Abstract

According to Quantum Field Theory, any non-uniformly accelerated scatterer in vacuum
experiences a dissipative force due to vacuum fluctuations. Because of energy conservation,
photons should be emitted. This theoretical prediction, called Dynamical Casimir Effect, is
presented in the first part of the thesis. We calculate the radiation emitted by oscillating
mirrors, in vacuum and in thermal baths. The scattering of fields inside an oscillating cavity
is computed through an iteration in frequency domain so as to circumvent the divergences
resulting from previous approaches and to extend calculations above the threshold of para-
metric oscillation. In the second part of the thesis, we show that it is possible to generate a
phenomenon analogous to Dynamical Casimir Effect by squeezing vacuum fluctuations inside
devices like Optical Parametric Amplifiers (OPA). In order to reproduce the transformation
of the fields scattered by oscillating mirrors, we study various systems made up of mirrors
and X(Z) crystals pumped with laser. After a detailed analysis of experimental constraints,
we propose a concrete realization of the analogy with a monolithic micro-OPA, giving hope
for a radiation widely exceeding the one achievable through mechanical means.

Keywords : Dynamical Casimir Effect, quantum vacuum, Quantum Optics, non-linear
crystals, parametric fluorescence, optical parametric amplifiers and oscillators
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CHAPITRE 1

Introduction

A théorie quantique a profondément changé notre conception de ’espace vide. En effet,
méme en débarassant de toute particule matérielle une enceinte fermée et en refroi-
dissant sa température jusqu’'au zéro absolu pour éliminer le rayonnement du corps

noir, il reste encore dans ’enceinte des fluctuations quantiques irréductibles du champ. Ces
fluctuations, aussi appelées fluctuations du vide ou fluctuations de point zéro, correspondent
a une énergie moyenne de %hw par mode du champ de fréquence w.

Un atome isolé dans le vide n’interagit qu’avec les fluctuations du vide et c’est cette
interaction qui est responsable des processus d’émission spontanée faisant passer ’atome de
ses niveaux d’énergie élevée vers son niveau fondamental. Dans ce niveau, I’atome est encore
couplé au vide et ce couplage est accompagné d’effets tels que le déplacement de Lamb des
fréquences d’absorption [Milonni]. Quand deux atomes sont couplés aux mémes fluctuations
du vide, l'interaction des atomes avec les fluctuations du champ induit une attraction entre
eux, appelée force de Van der Waals. Cette force, qui joue un role physico-chimique tres
important, a regu une interprétation quantique des les années 1930 [London]. Alors qu'il
étudie ce probleme, Casimir découvre en 1948 qu’une force s’exerce également entre deux
miroirs placés dans le vide [Casimir]. Les fluctuations du vide sont modifiées par la présence
de la cavité, et leur énergie dépend de la distance entre les deux miroirs. Le vide exerce donc
une force qui attire les miroirs 'un vers 'autre. Cette force de Casimir ne dépend que de deux
constantes fondamentales, la vitesse de la lumiere c et la constante de Planck A, de la distance
et de facteurs numériques simples. En ce sens, elle a un caractere remarquablement universel
puisqu’elle ne dépend pas, en particulier, de la charge de 1’électron, a la différence des forces
de Van der Waals. Bien que relativement petite, la force de Casimir est aujourd’hui mesurée
avec une bonne précision grace aux techniques de mesure modernes [Bordag, Lambrecht(03)].
Une autre fagon d’interpréter I'effet Casimir consiste a dire que des miroirs placés dans le vide
réfléchissent les fluctuations quantiques du vide et subissent donc une force liée a la pression
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de radiation. Entre deux miroirs formant une cavité Fabry-Pérot, cette force est précisément
la force de Casimir.

La pression de radiation du vide a aussi des conséquences physiques observables sur le
mouvement d’un diffuseur dans le vide, ou elle est responsable d’'une force de réaction de
rayonnement. Celle-ci tend & s’opposer au mouvement du diffuseur, dés que la trajectoire est
non-uniformément accéléré [Fulling(76)]. En effet, la pression de radiation des fluctuations
du vide est elle-méme une quantité fluctuante. Tout diffuseur subit donc des fluctuations de
force, de valeur moyenne nulle lorsqu’il est seul et immobile dans le vide [Barton|. Lorsque
le diffuseur se déplace dans le vide, I'équilibre entre les fluctuations de force des deux cotés
du miroir est perturbé. Le miroir subit alors une force moyenne s’opposant a son mouvement
[Jaekel(92)]. Comme dans le cas bien connu du mouvement Brownien, cette force motionnelle
peut se comprendre comme un effet cumulatif a long terme des fluctuations [Ford, Mori,
Gardiner].

Quand un miroir oscille dans le vide, la force de réaction de rayonnement tend a freiner
son mouvement. Par conservation de 1’énergie, le miroir émet des photons dans le vide. Ce
rayonnement motionnel met en évidence I'influence réciproque entre les fluctuations du vide et
le mouvement mécanique. Il existe une autre fagon d’interpréter la force motionnelle. Lorsque
le miroir oscille dans le vide, le couplage entre la pression de radiation des modes vides et
le mouvement mécanique se traduit par un processus paramétrique. Ce processus, analogue
a la génération des états comprimés [Reynaud(Squeezing)], crée des paires de photons. La
conservation de I’énergie lors du processus implique un amortissement du mouvement du
miroir, qui correspond exactement a la force motionnelle.

Ce rayonnement est bien sur nul pour un mouvement & vitesse uniforme du miroir, par
suite de l'invariance de Lorentz des fluctuations du vide. Si le miroir est en mouvement
uniformément accéléré, le rayonnement émis est également nul [Fulling(76)]. Ceci est dii & une
symétrie plus large, qui est 'invariance conforme du vide électromagnétique. Le rayonnement
induit par le mouvement n’apparait que lorsque ’accélération dépend du temps, comme par
exemple dans le cas d’une oscillation harmonique du miroir. Ces résultats ont un grand
intérét conceptuel, parce qu’ils relient les propriétés dissipatives des fluctuations du vide et
les symétries de la théorie électromagnétique [Reynaud(01), Jaekel(02)]. Cependant, ces effets
des fluctuations du vide n’ont pas été étudiés expérimentalement jusqu’a présent. La raison
essentielle en est que les signatures mécaniques qui leur sont associées apparaissent comme
de petites perturbations du mouvement de n’importe quel objet macroscopique. En effet, les



forces correspondantes sont proportionnelles a A et sont donc difficiles a détecter. Par contre,
le nombre de photons émis, qui est donné par I’énergie rayonnée divisée par 1’énergie d’un seul
photon, ne dépend plus de i. Du point de vue d’une réalisation expérimentale, cet argument
favorise clairement la détection du rayonnement, d’autant plus qu’il existe des techniques tres
sensibles pour la détection de photons.

Le rayonnement émis par un miroir unique oscillant dans le vide est trop faible pour
étre observé expérimentalement avec les techniques actuelles. En vue d’une mise en évidence
des effets dissipatifs du vide quantique, une idée tres naturelle consiste alors a étudier le
rayonnement induit par le mouvement d’une cavité ayant une grande finesse [Lambrecht(96)].

Cette idée permet de bénéficier d'une exaltation résonante du rayonnement motionnel. Des
études détaillées ont montré que 'observation de cet effet, appelé "Effet Casimir Dynamique”,
reste néanmoins un défi pour ’expérience car il faut exciter le mouvement des miroirs tout en
les maintenant a tres basse température, et détecter un tres faible rayonnement motionnel a
des fréquences micro-ondes [Lambrecht(05)]. Des signatures spécifiques du rayonnement émis
par la cavité, que je discuterai dans le chapitre 2, pourraient étre utiles afin de distinguer le
rayonnement motionnel des effets parasites [Lambrecht(98)].

Mais il existe une autre idée basée sur le fait qu’on peut voir ’émission du rayonnement
motionnel comme un effet paramétrique dans lequel un quantum de mouvement est trans-
formé en une paire de photons par couplage opto-mécanique entre le mouvement des miroirs
et la pression de radiation du vide. On peut par exemple penser a remplacer 1'oscillation mé-
canique de la cavité par une oscillation apparente pour le champ, induite par une modulation
de l'indice d’un cristal non-linéaire. Ce systeme correspond a un oscillateur ou, en dessous
du seuil, un amplificateur paramétrique optique (OPO ou APO). Ces systémes sont bien
connus et maitrisés depuis longtemps [Reynaud(BruitQ)]. Un avantage majeur de ce type de
dispositif par rapport a ceux faisant appel a une excitation mécanique des miroirs est que
la fréquence d’oscillation appartient dans ce cas au domaine du rayonnement visible, ce qui
permet d’espérer des flux photoniques bien plus importants. Nous approfondirons cette idée
dans le chapitre 3.

Ce manuscrit s’articulera donc autour de deux grands chapitres :

Dans le chapitre 2, nous allons présenter une synthese originale des principales prédictions
théoriques concernant ’Effet Casimir Dynamique, en faisant appel a une approche diffusive
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de l'interaction entre les champs quantiques et les miroirs. Nous utiliseront les techniques dé-
veloppées depuis une vingtaine d’années dans ’équipe Fluctuations Quantiques et Relativité
au sein du Laboratoire Kastler Brossel. Nous tacherons d’apporter des éclairages nouveaux
quant a linterprétation des phénomeénes impliqués dans le rayonnement motionnel, notam-
ment par un examen minutieux des processus paramétriques excités dans le vide et dans un
champ thermique, ou encore en proposant une extension des calculs en cavité au-dela des
limites rencontrées ces dernieres années. Pour cela, nous distinguerons les résultats issus d’un
traitement perturbatif des champs diffusés, et ceux issus d’un traitement non-perturbatif. La
premiere approche permettra de rendre compte de tous les phénomenes se produisant lors
de T'oscillation d’un miroir unique dans le vide et pour toute température raisonable, mais
s’averera potentiellement insuffisante pour décrire la situation d’'une cavité de haute finesse
en oscillation. Dans cette situation en effet, une approche non-perturbative révele 'exis-
tence d’un seuil proche duquel des effets singuliers apparaissent, tels que I’émission de pulses
d’énergie par la cavité ou encore la présence dans le spectre du rayonnement de fréquences
supérieures a la fréquence d’oscillation des miroirs. Ces effets ont été décrits par le passé grace
a un calcul exact dans le domaine temporel des déphasages accumulés par les champs lors
de leurs multiples réflexions au sein de la cavité. Or ce calcul fait apparaitre une divergence
de la densité d’énergie émise au niveau du seuil. Nous présenteront donc une technique al-
ternative, consistant en un calcul exact dans le domaine fréquentiel de 'effet des multiples
diffusions intra-cavité, et permettant de mieux comprendre ’apparition de cette divergence.
Grace a cette approche, nous pourrons déterminer les processus contribuant majoritairement
au rayonnement et adapter nos calculs a une prise en compte de la dépendance en fréquence
des coefficients de diffusion des miroirs.

Dans le chapitre 3, nous montrerons qu’il existe une grande analogie entre les processus
intervenant dans I’Effet Casimir Dynamique et les phénomenes non-linéaires rencontrés en
Optique Quantique. Nous exploiterons alors ces similitudes pour proposer des systemes op-
tiques analogues aux miroirs oscillants. L’utilisation de cristaux non-linéaires de type x(?
pompés par des faisceaux lasers continus permettra en effet de comprimer les fluctuations
du vide de la méme maniere que si les champs étaient diffusés par un miroir en mouvement
harmonique. En plagant de tels cristaux devant un miroir, nous serons donc en mesure de mo-
duler la position de la surface effective de réflexion des champs, réalisant ainsi une oscillation
apparente du miroir. Nous chercherons d’abord a imaginer un dispositif analogue & un miroir
unique oscillant, puis nous ferons en sorte d’adapter un systeme de type APO pour obtenir
l'oscillation apparente d’une cavité. Nous verrons a cette occasion que le recours a deux fais-
ceaux pompes contra-propageants de déphasage ajustable offrira la possibilité d’un controéle
cohérent des phases d’oscillation relatives des miroirs. Cette étude généralisera donc la situa-
tion usuelle des OPO, qui correspond a une modulation périodique de la longueur apparente
de la cavité [Giacobino(92)]. Notamment, nous proposerons des dispositifs susceptibles de
fonctionner dans un régime analogue a une oscillation globale de la cavité. Afin d’observer les
effets du vide, il conviendra de pomper le systeme en I’absence de tout autre signal d’amorce,



c’est-a-dire en amplifiant uniquement la fluorescence paramétrique des cristaux. Nous discu-
terons alors de la validité de ’analogie en fonction des contraintes expérimentales liés d’une
part a la génération de seconde harmonique et d’autre part aux conditions d’accord de phase
au sein des cristaux. Une fois ces contraintes ciblées, nous choisirons des cristaux adaptés, et
proposerons finalement un dispositif expérimental satisfaisant pour la réalisation pratique de
I’analogie.
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ANS la littérature, différentes approches ont été proposées pour prédire et caractéri-
ser I'Effet Casimir Dynamique, la plupart utilisant un espace-temps bidimensionnel
comme cadre simplifié d’étude. En replacant les choses dans leur contexte historique,

c’est tout d’abord la modification, sous 'effet du mouvement d’un ou deux diffuseurs par-
faits, de la structure du vide quantique [Moore(70)] et du tenseur énergie-impulsion associés
au champ électromagnétique [Fulling(76)] qui ont suscité de I'intérét. Ensuite, les calculs ont
porté sur la force ressentie par les miroirs. Celle-ci a été tantot évaluée pour des miroirs par-
faits comme une modification de la force de Casimir statique [Dodonov(89)], tantdt déterminée
pour des miroirs réels a 1’aide de relations de fluctuation-dissipation [Jaekel(92), Jaekel(92)F].
Par ailleurs, un traitement géométrique des trajectoires d’espace-temps associées aux rayons
lumineux se réfléchissant au sein d’une cavité, permit de constater que, sous certaines condi-
tions concernant le mouvement des miroirs, la densité d’énergie pouvait croitre de maniere ré-
sonante et former des pulses d’autant plus piqués temporellement que le nombre de réflexions

7
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intra-cavité considéré augmentait [Law(94), Cole(95)]. Il s’est alors avéré qu'une détection du
rayonnement émis serait de réalisation expérimentale plus aisée que la mesure des forces dis-
sipatives liées au mouvement des miroirs. Pour calculer le rayonnement en question, il a été,
dans un premier temps, fait appel a une approche linéarisée du couplage opto-mécanique entre
les fluctuations du vide et le mouvement des miroirs [Lambrecht(96)], en traitant la cavité
comme un systéme ouvert constitué de miroirs réels (ce qui n’était pas le cas dans les ar-
ticles [Law(94), Cole(95)], ot les miroirs étaient supposés parfaits). Le cas d’une cavité haute
finesse en oscillation dans le vide a ensuite donné lieu a un calcul plus général [Lambrecht(98)]
révélant 'existence d’un seuil, proche duquel apparaissent les pulses d’énergie prévus par les
articles [Law(94), Cole(95)]. Toutefois, la cavité étant traitée comme un systéme ouvert, il
est de plus apparu que ces pulses devaient étre émis périodiquement a l’extérieur de la cavité.
Cette étude a par ailleurs montré I'existence de contributions de fréquences supérieures a la
limite imposée par les modeles linéaires. Enfin, son extension au cas du mouvement dans un
champ thermique [Lambrecht(98)T] a mis en évidence I'influence de la température sur les
signaux émis. Mentionnons aussi que des calculs en espace-temps quadri-dimensionnel ont
ét¢ entrepris [MaiaNeto(93), MaiaNeto(96), Mundarain(98), Dalvit(01)], et que le modele bi-
dimensionnel donnera des prédictions satisfaisantes tant que le "waist” des modes de la cavité
sera négligeable devant ’extension transverse des miroirs.

v |

w<<d

FiG. 2.1: Condition de validité du modele bi-dimensionnel. w représente le waist des modes
de la cavité, et d ’extension transverse des miroirs.

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord fixer un cadre théorique général pour notre
étude en deux dimensions d’espace-temps, ainsi que quelques conventions relatives aux repré-
sentations des grandeurs physiques que nous seront amenés a manipuler. Dans une deuxieme
partie, nous rappellerons le formalisme perturbatif utilisé dans notre équipe pour décrire la
diffusion des champs sur un miroir ou une cavité en mouvement, tout en portant un regard
nouveau sur les phénomenes décrits. Le rayonnement attendu dans le vide pour chaque sys-
teme sera calculé, et on discutera au passage de I'influence de la température sur les signaux
émis. Dans la troisieme partie, nous présenterons une approche originale pour le traitement
non-perturbatif des effets motionnels, ouvrant la voie a une prise en compte plus réaliste des
parametres physiques intervenant dans les calculs en cavité, et notamment proche du seuil.
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A Cadre théorique général et conventions

On adoptera les notations suivantes pour les opérateurs champ électrique F et potentiel
vecteur A se propageant librement en deux dimensions d’espace-temps :

A~

E(x,t) = —W (2.1)
o ~ o dwor .. . A
Alwt) = plt = 2/0) + it +2/0) = [ 52 [e7mplul + L) (2.2)

On distingue deux composantes contrapropageantes du potentiel, ¢ et 1[1, qui dépendent
uniquement des variables du cone de lumiere u =t — x/c et v =t 4 z/c. Leurs transformées

. h

Pl = \/ 2£oc\w|{
- h
vlw] = \/ 2e0c|w]

oil (w) est la fonction de Heavyside. Les opérateurs afw] et blw] sont les opérateurs usuels

de Fourier s’écrivent :

(~w)al[-w] }

0(w)alw] + 0
{9(@5@] + 9(-@3*[—&4} (2.3)

d’annihilation : aw] annihile les photons de fréquence w se propageant vers la droite et
l;[w] annihile les photons de fréquence w se propageant vers la gauche. On a les relations de
commutation (pour w et w’ positifs) :

alul, 1] = 2w /) [alul, &l = 0
{ [blw], bT[w']] = 276 (w — o) [blw], blw']] =0 24)
[a[w],g}[w']] =0
{[mmeA}=o 29

Avec ces conventions, la valeur moyenne < eoF(z,t)? > correspondra & une densité d’énergie’.
Définissons aussi les notations matricielles suivantes :

. 5t — /e ~ eiwa:/c Aw ) .
let) = ( gg—l—xfci ) o el = < e_i‘”x/%[cl] ) =Rl .

avec 1 ®w] = ( ﬁ:} ) et: n= ( é _01 ) (2.7)

1Plus précisément, on aura affaire & une densité ”linéique” par rapport & la direction de propagation retenue

pour les champs
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On travaillera en représentation de Heisenberg, avec un formalisme de type “entrée-sortie”
pour les champs quantiques. L’interaction des champs avec un milieu matériel donné sera
modélisé par une matrice S de diffusion. Les milieux matériels que nous considererons seront
supposés ne donner lieu a aucun phénomene dissipatif quand ils sont au repos dans un ré-
férentiel inertiel ou dans tout référentiel obtenu par transformation conforme du systeme de
coordonnées associé a un référentiel inertiel [Fulling(76)]. La matrice S de tels milieux devra
alors étre choisie :

- unitaire dans le domaine fréquentiel (pour satisfaire la conservation des relations de
commutation du champ),

- transparente a haute fréquence (c’est-a-dire proche de la matrice unité au-dela d’une
certaine fréquence),

- causale et réelle dans le domaine temporel [Jackel(91), Intravaia(PhD)].

Prenons l’exemple d’un miroir au repos dans un référentiel inertiel (cf figure 2.2).

(Pm(U) (Pos#) u=t-x/c
v=t+x/c
) 1w

FiG. 2.2: Diffusion des champs sur un miroir au repos. Les indices ’in’ et 'out’ correspondent
respectivement aux champs avant et apres diffusion sur le miroir.

On posera alors, si la position du miroir est  dans ce référentiel :

i’out[:n,w] = S[w]i’m[m‘,w], avec : S[w] = sule] sizle] (2.8)
591 [w] 599 [w]
S[w]STw] =1 lim Slw] =1
et 1 ¢ Sw] analytique et réguliere pour : Im(w) > 0; (2.9)

S[—w] = S[w]*

Par la suite, nous omettrons les conditions d’analyticité et de régularité pour Im(w) > 0, qui
ne nous seront pas utiles. Dans la plupart des cas, cette matrice pourra se mettre soit sous

la forme :
tw] rw] ’t[WH2 + ‘T[w]‘g =1 et: t{w|rlw]* € R
Slw] = , avec : wgrfwt[w] =1 et: wEr—ir-loor[w] -0 (2.10)
riw]  tw]

t—w] =tw]*, et: rl—w] =rw|*
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si ’on souhaite mettre en avant la symétrie de la transformation pour les composantes contra-
propageantes du champ, soit sous la forme :

ltlw]|” + |rlw]|” = 1 et : tlw]rlw]* € R
S[w] = , avec : lim tw]=1et: lim rw] =0 (2.11)

w——400 w——400

t—w] = tw]*, et: rl—w] =rw]*

si 'on souhaite pouvoir se ramener a des coefficients de diffusion r et t réels.

D’autre part, on sera souvent amené a utiliser des diagrammes d’espace-temps, dans
lesquels on représentera par exemple la trajectoire d’un miroir en mouvement par une courbe
continue, et celle des champs par des droites inclinées a 45° par rapport aux axes spatio-
temporels (cf figure 2.3).

Fia. 2.3: Trajectoire d’espace-temps d’un miroir. Les champs libres sont représentés par des
rayons lumineux. Les indices ’in’ et ’out’ correspondent respectivement aux champs avant et
apres diffusion sur le miroir.
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B Approche perturbative

B.1 Diffusion des champs par un miroir en mouvement
B.1.1 Principe du développement perturbatif

Soit ¢(t) la trajectoire d’un miroir dans le référentiel du laboratoire (cf figure 2.4).

_— | " E——
—

+“—>
q9(1)
F1G. 2.4: Miroir de trajectoire ¢(t) dans le référentiel du laboratoire.

Les champs évalués le long de cette trajectoire vont permettre de définir les champs "vus”
par le miroir dans son référentiel propre. Ainsi, en notant ¢ la position (fixe) du miroir dans
un de ses référentiels "comobiles” :

B(4(0).0) = Blg.7) = [ 57 Blawle " (212)

ol 7 est le temps propre associé au miroir : dr = /1 — ¢/(t)?/c? dt. Dans Papproximation
non-relativiste, on aura 7 ~ t. Si la trajectoire peut se mettre sous la forme ¢(t) = x, + dq(t)
avec 0¢(t) << A, ou A est la longueur d’onde des photons susceptibles d’étre impliqués dans
le rayonnement émis, alors on obtient le développement au premier ordre suivant :

B(q,7) =~ B(x,,t) + oq(t) axé}(w)
~ ®(z,,t) — (5q(t)/c) n O,B| (0 1) (2.13)
ce qui, apres transformée de Fourier, donne :
—_ dw/ / iw, / = /
®[q, w] _/ o (27r(5(w —w') + 76q[w —w]n) ®[z,,w'] (2.14)

Supposons maintenant que l'on puisse décrire la diffusion des champs dans le référentiel
attaché au miroir par une matrice S vérifiant les propriétés exposées dans la partie A. On
peut alors décrire le processus par la relation suivante :

®,.,4[7, w] = S|w|Pin[q, w], avec par exemple : S[w] = ( ] Z[w ) , (2.15)
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] |” + [Fl]]? =1 et : fw]rw]* € R
. lim t{w] = : lim Flw] =
et:q JMm_ [w] et w_lgloor[w] 0 (2.16)

tl—w] = tlw]*, et: Fl—w] = Tw]

En combinant les relations (2.14) et (2.15), la transformation des champs diffusés par le miroir
dans le référentiel du laboratoire s’écrira, au premier ordre en dq [Jaekel(92), Jaekel(92)F] :

2w
~ / ! <27r5(w — ') S[w] + 8Sw w’]) &[] (2.17)
- 2w ’ in '
avec : S[w] = e M%0/¢Slw] ™0 /C (2.18)
-]
38lw,of] = “ Gl — )~ (Sl — nSIWJe S (2.19)

L’approximation “grande longueur d’onde” utilisée dans le développement perturbatif (2.13)
correspond donc a supposer que : !w' dqlw — '] } /¢ << 1 pour tous les couples de fréquences
(w;w') susceptibles d’intervenir dans le rayonnement émis. Or, le rayonnement potentiellement
associé a une fréquence mécanique 2 donnée aura typiquement lieu dans un domaine spectral :
0 <w<w,,, ouw,, sera déterminé soit par les propriétés de I’état incident, soit par
les conditions de transparence du miroir a haute fréquence. On aura alors : ‘w’ | = ‘w +
Q <w
mouvement satisfassent : (wmu +Q) ‘5q[Q} } /e << 1, ce qui sera systématiquement le cas dans

+ Q. Il suffira donc que 'amplitude des composantes de Fourier dominantes du

max

la pratique pour des mouvements non-relativistes si w,,,, est du méme ordre de grandeur que

Q.

B.1.2 Cas du mouvement harmonique

Considérons maintenant un mouvement harmonique du miroir a la fréquence 2 et d’am-
plitude a (cf figure 2.5) :

dq(t) = —a sin(Q2t — 0)
Sqlw] = mg { S+ Q) e — 5w — ) e } (2.20)

La vitesse maximale du miroir sera alors : v, . = Qa. Définissons d’autre part la quantité :
B =w,,./c rapport de la vitesse maximale du miroir et de la vitesse de la lumiére dans le
vide. Dans toute situation réaliste, le mouvement du miroir sera non-relativiste et on aura
donc : § << 1. Si la trajectoire du miroir est : ¢(t) = =, + dq(t), ou z, est une constante

arbitraire et d¢g(t) est la fonction donnée en (2.20), alors la transformation (2.17) s’écrira pour



14

Chapitre 2. L’Effet Casimir Dynamique : état des lieux et prolongements

chaque composante du champ :

Pouelw] = Tw] @, [w] + Flw] e300/ ), [u]

- (1 - g) geﬂ“’—mo/@{ —Hw] + fw— Q]}@m w— €
(122 B g+ oo} o
+ (1 + ;‘;) ge‘i("—ﬂxo/c){ —tw] + fw+ Q]}cﬁm w4 Q)

+ (1 + ;‘;) g e~ 2wzo /e e—’w*mo/c){f[w] + w4+ Q]}zﬁm [w+9Q
Do [w] = Tw] B, [0] = Flw] €¥70/¢ 3, [w]

n (1 B g) §6+i(0+mo/c){ﬂw] — tw — Q]} zﬁn [w— Q]
4 (1 . ;‘;) ge%wmo/c eJri(GQ:BO/C){T[w] + Tlw — Q]} Din w— Q]
+ (1 n ;;) gei(0+9x0/c){ﬂw] — tw+ Q]} 1[;m [w+ Q]

B

2

e2iwmo/c efi(9*9$0/c) {r[w] + f[w + Q]} %) [w + Q]

+
7 N
—_
_|_

&
N————

in

Fi1G. 2.5: Miroir en oscillation harmonique a la fréquence 2 avec une amplitude a.

(2.21)

(2.22)

Les termes faisant intervenir les champs entrants a la fréquence w correspondent a la diffusion

sur le miroir quand il est au repos en z,. Les termes faisant apparaitre les deux bandes

latérales w + Q correspondent eux au déphasage supplémentaire des champs diffusés, lié au

mouvement du miroir. Dans chaque cas, les facteurs ¢ rendent compte de la transmission, et
7 de la réflexion. Si les coefficients de diffusion en question varient suffisamment peu entre les
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différentes fréquences impliquées, on pourra écrire les résultats (2.21) et (2.22) sous la forme :
( A A~
gpout [CU] = \/T Sozn [W]

reVRe el |, o]+ (1= /) H O350, o 0]

(1 +w/Q) B e 0+%0/) 4 [+ Q]}
(2.23)
Ypuelw] = VT2, [w]
—ev/R eT2iwzy/c [@

n

[w] = (1 —w/Q) Bt =%/ g, [w — Q]

—(1+w/Q)Be 0=/ ¢ [0+ Q}}

ol les coefficients R et T' sont des réels positifs tels que R+ T = 1, et ¢ = £1. D’apres la
relation entre les potentiels ¢, @Z et les opérateurs a et b (2.3), pour tout w > 0, ce résultat
peut se mettre sous la forme :

%M:ﬁ%wﬂ@“%”hw
t eti0+z, /o) ful) _ g g {9(w — )b, [w — Q] + 0(Q — w)b [~ w}}

+ e~ U0+, /c) L(1+¢) 8 Bm [w+ Q]

(2.24)
I;out [(.L)] = \/ngn [w] & R €+2iwwo /C [dln [(.U]
— eHi0=/0) | [u]1 2| g {H(w — Q)i [w— Q) +0(Q — w)al [ - w]}

00/ [ (14 5) Ba, o+ )

i) Compression des fluctuations du vide

Nous allons voir que les termes en 6(€ — w)l;:fn [ —w] et (2 —w)a! [Q— w] vont donner
lieu a une compression des fluctuations du vide, se traduisant par la création de photons aux
fréquences w comprises entre 0 et 2. Pour s’en convaincre, on peut s’intéresser au nombre de
photons dans I’état sortant du miroir quand 1’état entrant est le vide, c’est-a-dire au nombre
de photons émis par le miroir en mouvement dans le vide :

L (=)

out vac out

<) >, =<al W, W] 3.~ R %]1 - %] B 0(2 — w)0(Q — w) < b, [Q - wlb! [Q—w] >

A () w

<A W] >, =< b Wb, W] >..~ R %ﬁ - 7‘ B2 — w)i(Q — w) < a,,[Q - wla! [Q—w] >

out out

Q
(2.25)

vac

vac



16 Chapitre 2. L’Effet Casimir Dynamique : état des lieux et prolongements

On précise que cette définition des opérateurs nombre n’est pas tout-a-fait adaptée a nos
conventions de "quantification en variables continues”, car elle est susceptible de faire appa-
raitre un 279(0) divergent. Toutefois, dans le cadre de la discussion que 1’on souhaite faire de
ces résultats, on pourra se contenter de remplacer cette divergence par 1, comme ce qui serait
le cas pour une description discrétisée de 1’espace des fréquences. On se reportera a ’annexe
B pour une définition rigoureuse de 'opérateur nombre dans ’approche continue, que ’on
appellera alors "opérateur densité spectrale de flux photonique”. Reprenons :

< W] >, =< il W] >

out vac out va

~R62w‘1——’99 W) (2.26)
e

On voit donc que des photons seront émis a gauche et a droite du miroir, en quantité pro-

portionnelle au rapport 5 = v, /c ainsi qu'au coefficient de réflexion R du miroir. Cet effet

correspond a un facteur de compression des fluctuations du vide a la fréquence w donné
par R [w] [Fabre(Cours)]. On note d’autre part que le rayonnement ne se produit que pour
w € ]0;9Q[. Par conséquent, avec les notations du paragraphe B.1.1, on aura w,,, = {2,
et (w,,.. +2)[0q[Q]|/c ~ v,,,./c << 1, ce qui valide bien le traitement perturbatif utilisé
pour aboutir au résultat (2.23). On pourra aisément se convaincre qu’il en va de méme pour
les résultats (2.21) et (2.22) correspondant au cas ou les coefficients de diffusion du miroir
dépendent de la fréquence.

En examinant (2.25), on peut interpréter les choses de maniere naive en disant qu’un
photon virtuel a la fréquence ) — w est réfléchi par le miroir en oscillation mécanique a
Q sous la forme d’un photon réel a la fréquence w et que ce processus a une probabilité
proportionnelle & R 32 w(Q —w)/Q2. D’apres (2.21) et (2.22), il apparait que si les coefficients
de diffusion du miroir varient suffisamment entre 2 — w et w, le méme type de processus
se produira aussi par transmission a travers le miroir. Une interprétation plus rigoureuse de
ces processus [Jaekel(92)] fait intervenir le théoreme de fluctuation-dissipation et consiste
a dire que la force fluctuante mais nulle en moyenne associée a la pression de radiation
ressentie par le miroir au repos dans le vide quantique se transforme en une force dissipative
s’opposant au mouvement quand le miroir est non-uniformément accéléré, et que des photons

sont alors émis dans le vide pour satisfaire la conservation de I’énergie. Par ailleurs, comme

— ho ?fh‘:‘
— ho' ®
«—

Q

F1G. 2.6: Processus d’émission de photons par paires a la surface d’un miroir en oscillation
mécanique a €2 dans le vide.
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démontré dans I'annexe A, ces photons sont en fait émis par paires, en I'occurence ici des
paires {w; Q@ — w} avec : w € ]0;Q2[. On pourra donc proposer la représentation imagée
suivante : a chaque quantum mécanique d’énergie h{) cédé par le miroir au "champ du vide”,
deux quanta lumineux d’énergie respective fiw et (2 — w) sont émis (cf figure 2.6).

ii) Compression des fluctuations thermiques

Prenons maintenant comme état entrant un état stationnaire? différent du vide. Analysons
par exemple le cas simple de I’état nombre a un photon de fréquence wy se propageant vers
la droite : ‘1:) >, qui pourra représenter un photon thermique par exemple (cf figure 2.7).

('00
>

“«—>
Q

F1G. 2.7: Photon de fréquence wy se propageant vers la droite avant diffusion sur un miroir
en mouvement harmonique & la fréquence €.

En moyennant 1'opérateur nombre sortant avec cet état entrant, il vient (pour w > 0) :

(=)

o ~ (=)

<1, alut wla,,,, [lewo >

~T <1 |al [wla, w1 > —|—R%‘1 - %‘ F20(Q — w)(Q — w) < 1.7 |b,, [ — wlbl [ —w][1] >
(=) A ~ (=) w w

~T <1 |l Wa,, [w]]1] > +R§‘1 - 5‘ 320(0 — w) (2.27)

<10 [}, [wlb,,, w1, >

(=)

wo

Wl Wl B VAt ol ol
+Q‘1 Q‘ﬁ [H(w Q)<1w0 al lw—9Qla,,w Q]’l

in wq

al [w]a,, [w] ‘ 1

m

~ R{<1(H)
wo

+0(Q-w) <1,

a, [0 —wlal @ -w]1"” > }

in w(

w

Q

)

o1+ g) o <1l

ol v+, fw+ Q1) > }

2¢’est-a-dire un état propre du Hamiltonien H(®) associé & la propagation libre du champ, cf Annexe A
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(=)
w0

E _g 2 . (=)
> +Q‘1 Q‘ﬂ [H(w Q) <1’

d:rn [wla,, [w] ’ 1

0

(0 —w)( <1’

&jn Q—uwla,, [Q— w]‘lz) > + 1)]

+ %(1 + %) 82 <17l [w+ Qa,, [w+ Q1)) > }
(2.28)
c’est-a-dire, en utilisant (2.26) :
<10 |ag Wi >~ <a ) W] > +T <10 w1 > (2.29)
(=) [ (=) ) L (o) (=) (=) )
<1, |, 1,7 >~ <n,, [w] >,. +R { <1, |, [w]}lwo

(=)
wo

+ %‘1—%‘52 [9(w—9)<1

ny lw— Q)1 >

(=)

w0

+6Q-w)<1

in w(

A —wlnl >]

+o(1+g) B <1

(=)
“w0

i+ > } (2.30)

A Taide de (2.29) et (2.30), on va pouvoir identifier différents types de processus impliquant
le photon incident de fréquence wq lors de sa diffusion sur le miroir oscillant :

<19
&
<1
“o

Ce résultat traduit une diffusion sans modification de fréquence. Le photon incident est dans

~ (=) (=) ~ (=)
nout [w0]|1w0 > B < nout [WO] >'UCLC = T (2 31)
A [w0]|1(é) > — < ﬁ(h)[wo] > .~ R (pour wy # Q/2)

out wo out vac

ce cas réfléchi avec une probabilité R ou transmis avec une probabilité T', comme si le miroir
était immobile (cf figure 2.8).

0)0
RN o)o,T
-—-»
<___
o)o,R

FiG. 2.8: Processus de diffusion a I’ordre 0 d’un photon incident de fréquence wg sur un miroir
en oscillation mécanique. A cet ordre, tout se passe comme si le miroir était immobile, et le
photon incident est réfléchi avec une probabilité R, ou transmis avec une probabilité T'.
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D’autre part, si 0 < wg < €2 :

(=)

<17 10— w10 > = <y ) [0 = wo] >, >0 o)
<1 ) > — <al)0 -] > RED(1-S0) @

On constate dans ce cas que le photon incident de fréquence wqg est réfléchi sous la forme
d’un photon de fréquence € — wy, et ce avec une probabilité : R 3% wo (2 — wg)/Q?. Cet effet
motionnel se superpose a celui du vide impliquant un photon incident virtuel de fréquence
wp. En se reportant a ’approche Hamiltonienne de ’annexe A, on peut reformuler les choses
en disant que, lors de sa réflexion sur le miroir oscillant, le photon incident de fréquence wy
stimule I’émission d’une paire de photons (wp; 2 —wyp), en plus de celle émise par compression
des fluctuations du vide (cf figure 2.9).

N

F1G. 2.9: Processus d’émission paramétrique d’une paire de photons (wg; 2 —wp) stimulée par
un photon de fréquence wy < §2 lors de sa réflexion sur un miroir en oscillation mécanique a
Q. Le miroir cede un quantum d’énergie mécanique Af) au champ.

Si maintenant wy > € :

<1 lwo —m\;> > < - Q) > =0
) + (=) 5 WO (2.33)
<10 [ o — QP > = <)o - Q) >, = BB (-1

Dans ce cas, le photon incident de fréquence wg est réfléchi sous la forme d’un photon de
fréquence wg — 2, et ce avec une probabilité : R 5% wo(wo — 2)/Q2. En d’autres termes, il y a
conversion paramétrique du photon incident d’énergie fiwy en un photon d’énergie fi(wy — ),
avec restitution d’un quantum d’énergie mécanique A2 au miroir (cf figure 2.10).

O)—Q

o

Fi1G. 2.10: Processus de conversion paramétrique d’un photon de fréquence wg > €2 en un
photon de fréquence wy — €2 sur un miroir en oscillation mécanique a 2. Le miroir se voit
alors restituer un quantum d’énergie mécanique Af).

Cet effet motionnel n’a pas de contrepartie dans le vide, étant donné que 1’on ne peut extraire
d’énergie de 1’état fondamental du champ.
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Enfin, pour tout wy > 0, on aura :

(=) 5 (=) A (=)

(=)
< 1w0 out [WO + Q]}luo > — < nout [(.U(] + Q] >vac = O
=0
(=) () (=) () wo wo (2.34)
< 1u0 nout [CUQ + QHluo > = < nout [wo + Q] >v‘w ~ R /62 ﬁ (1 + ﬁ)

=0

On observe ici encore un effet lié au mouvement du miroir qui n’existait pas dans le vide. Il y
a dans ce cas un couplage paramétrique du photon incident de fréquence wy avec un quantum
d’excitation mécanique du miroir €2, donnant lieu a I’émission d’un photon de fréquence wy+2
(cf figure 2.11), et ce avec une probabilité : R 3% wo(wo + ) /2.

L NOR
Q+(oo
Q

F1G. 2.11: Processus de conversion paramétrique d’un photon de fréquence wy en un photon
de fréquence wy + 2 sur un miroir en oscillation mécanique & € [cf équation (2.34)]. Le miroir
cede un quantum d’énergie mécanique hS2 au champ.

Dans le cas ou les coefficients de diffusion du miroir varient suffisamment avec la fréquence
[cf (2.21) et (2.22)], on aura des processus paramétriques analogues en transmission.

Pour terminer, il convient de noter qu’il n’y pas a priori de borne supérieure pour la fré-
quence wqg dans les processus décrits par les figures 2.10 et 2.11, ce qui pourrait remettre en
cause I’approche perturbative. Plus précisément, pour : R 32 wy(wo Q) /0% — 1, les résultats
devraient différer sensiblement. Toutefois, lorsque 'on aura affaire a un champ thermique,
pour toute température raisonnable, nous n’aurons pas ce probleme, étant donné la décrois-
sance exponentielle du spectre de corps noir a haute fréquence.

B.1.3 Densité spectrale et flux émis par un miroir en mouvement harmonique
dans le vide

Il est également instructif de s’intéresser a la densité spectrale du rayonnement émis par
le miroir. Dans I'annexe B, on démontre que la densité spectrale du flux photonique moyen
mesuré par un photodétecteur a la fréquence w peut étre calculée par identification des termes
(pour w et W' positifs) :

(=)

w

< dlwlaw] > = 2r6(w—w') n
si 'on détecte les photons se propageant vers la droite, et : (2.35)
< [;T[w]i)[wl] S = 27['(5((,0 . w/) n(%) .

si 'on détecte les photons se propageant vers la gauche.
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Ceci est vrai si la durée de I’échantillonage de détection est suffisamment grande, et dans le
cas ou la moyenne est effectuée avec un état stationaire du champ. Par extension, si la durée
totale d’oscillation du miroir est suffisamment grande devant 27/, la densité spectrale du
flux photonique moyen émis a la fréquence w par un miroir en oscillation harmonique a 2
pourra étre calculée par identification des termes (pour w et w’ positifs) :

( A N - :2500\/ww’ i

P <Pl ] > = 2mi(w - n

pour le flux émis vers la droite,

= 220 el ] > = 2 - )

out
pour le flux émis vers la gauche.

(=)

w, out

(2.36)
(<)

w, out

D’apres (2.21) et (2.22), on aura donc, si le mouvement se fait dans le vide :

=) ) . _ 2 _ 2] 8% w w
nw{)ggt = nw{}ggt o~ {’t[w] —t[w—Q]‘ + ‘T[w] -l—r[w—Q]‘ } T §<1 — §> 0(Q —w) (2.37)

et dans le cas ol : t{w] ~ tlw — Q] et : Tlw] ~ Flw — Q] , il vient :

n” =n" ~R 52 %(1 - f) (1 —w) avec: R= }F[w]|2

w, out - w, out 9]

vac vac
On voit donc que la densité spectrale des photons émis par le miroir a une forme parabolique

(2.38)

avec un maximum a w = §2/2 (cf figure 2.12). D’autre part, on note qu’aucun photon ne
sera émis a w > (). Ceci est une conséquence de la conservation d’énergie lors des processus
d’émission de paires : Q) = hw + hw' (cf figure 2.6), dans le cadre du traitement perturbatif.
_’
=)
m,out

vac

S 7

»
»

0 0.5Q Q ®

F1G. 2.12: Spectre émis par un miroir en mouvement harmonique a la fréquence 2. Le maxi-
mum de la densité spectrale est atteinte en /2 et vaut R3?/4.

On peut maintenant déterminer le flux photonique moyen total émis a partir du vide dans
le cas ou les coefficients de diffusion du miroir sont suffisamment constants sur [0; 2] :
= _ g _ /+°° dw (- RQB* RO a?
0

“wo ~ _
21w, out 127 127 ¢2
vac

(2.39)
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et dans la limite d’un miroir parfait (R ~ 1) :

. _ QQ QS2
b —o 4o 88 _Xa

out,v out,v out,v 67 - 6 C2

(2.40)

Expérimentalement, les limites de rupture pour un miroir macroscopique imposent de tra-
Jc < 107C. Par
ailleurs, les fréquences maximales d’oscillation mécanique que I'on peut espérer atteindre 3

vailler avec des vitesses maximales inférieures a la vitesse duson: 8 =wv,, .
sont de 'ordre du GigaHertz et 'amplitude maximale accessible a ces fréquences est de 'ordre

de 10~'?m, ce qui donne : ® ~ 10~12 photons.s~!. On comprend alors pourquoi il est vain

out,v
de chercher a détecter le rayonnement motionnel associé au mouvement d’un miroir seul dans
le vide. Toutefois, si 'on arrivait a générer un phénomene analogue avec des fréquences d’ex-
citation dans le visible (i.e. Q ~ 10"®rad.s™!) tout en gardant une amplitude de 10~'?m,

alors on aurait : ® ~ 103 photons.s ™', ce qui rendrait l'effet détectable via des mesures

out,v

sensibles en régime de comptage de photons.

B.1.4 Densité spectrale et flux émis par un miroir en mouvement harmonique
dans un champ thermique

Pour avoir un vide parfait, il conviendrait que les parois de ’enceinte ou l'on souhaite
réaliser ’expérience soient portées au zéro absolu, ce qui ne sera bien évidemment jamais le
cas dans la pratique. Nous allons donc étudier 'influence de la température sur le spectre
émis par un miroir en mouvement harmonique. Dans un champ thermique d’équilibre a la
température 7, , la valeur moyenne d’un opérateur O quelconque sera donnée par [Loudon] :

~ (a) A (@)
<O0>, = > PTeq{n&a)} <{n, YO Hn} > (2.41)
{{nfj"}eF}

La somme est effectuée sur tous les états nombre multimodes :

|{nfj>} >= |nfjll) > ®|ni}a22) > ®|nfj;3) > ®... avec, pour tout i : nf:.i) eEN (2.42)
formant une base complete de l'espace de Fock F associé au champ, et PTeq (0} est la
probabilité de chacun de ces états dans la distribution grand-canonique [Diu] :

+o0
exp ( — Z / dw Q(w)nLa)hw/kBTeq>
P, = acizin) (2.43)

} Z exp | — Z /+Oodwg(w)ﬁ(a>hw/k T
0 w Bleg

{¢yer} ot

3par effet piézoélectrique par exemple [Lambrecht(05), Bommel, Carr, Yul
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o(w) est la densité spectrale d’états accessibles aux photons dans I’enceinte. Elle est constante

en deux dimensions d’espace-temps. Par construction, on aura :

(g) 1

> Py =1 et > Py = S,y (244
{{n&“’}eF} {{n&a>}eF}
On calcule alors aisément :
A ~ ()| ~ ~ (a)
< a:,rn[w]am ] >, = Z PT )y < {n; }\ajn[w]am[w’] {n; } > (2.45)
eq w
{t¢yer}
= Y P, 2mw ) (2.46)
Teq{n@ }
{t¢yer}
1
= ehw/kB—Teq_l 27T 6((,() — wl) (247)
et de méme :
7 7 ()53 2 (c)
< bjn [w]b,, [w] >p, = Z PT ) <A{ng }| bjn [w]b,, [w'] {n; } > (2.48)
eq L 'w
{tnyer}
= Z P nij) 271 §(w — W) (2.49)
Teq{n@ }
{tvyer}
S 271 0(w — ') (2.50)

okl _ 1

D’apres (2.36), la densité spectrale du flux moyen des photons thermiques de fréquence w en
I’absence de perturbation de I’équilibre thermique sera donc :

(=) 1
Ny bb. = R kel 4

w,Teq ehw/kBTeq -1

o 1 (2.51)
Ty bb. = Fo el 4

w%eq eﬁw/kBTeq -1

et correspond bien évidemment au spectre du corps noir (on a choisi l'indice "b.b.” pour
signifier ”"black body”).

Si le mouvement du miroir est harmonique et donné par la trajectoire d¢(t) = —asin(Qt —6),
alors d’apres (2.21), (2.22) et (2.36), la densité spectrale du flux des photons diffusés par le
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miroir a la fréquence w dans un champ thermique a 7T, sera [avec § = v, /c = Qa/c| :

(=)

Ny, out = Nw, out

€q

4w = flw — Q]‘

(=)

€q

~ }t[w

2
I oy, + Irll

(- 5) oo

2 32 % (1_ g){@(u}—ﬁ) o

4

_ _ 252 w

+ t[w]—t[w+9]‘ e
2

+ f[w]+f[w+9]’2%%

1

1

1

o /knTey _

(=1

=) kBT,

(=1

w—Q)/kBTeq -1

(1 + 5) T /hB T,

1

-1

(1 + %) ot kT,

—1

1

02 —
+ 0 -w) (eh(ﬂ—w)/kBTeq 1

(2.52)

On remarque que ’on retrouve bien la densité spectrale (2.37) émise dans le vide en prenant
la limite 7, — 0. Il est d’ailleurs possible de réécrire (2.52) sous la forme :

(=) o )
N, out = My b.b. + N, out
vac

+ _ tlw] — tlw — Q]
+ - tlw] — tlw — Q]
+ - tlw] — tjw — Q]

(=)
2

_l’_

2
+

2
+

Tlw] 4+ Flw — Q]

Tlw] 4+ Flw — Q]

Tlw] + Flw — Q]

[ o= A

“
Q
d

Q

w

W
2

(
(
(

1

—_

w

—_

_ ‘*’)
Q) Q-w)/ksT,,

142

1
Q ) o) kpT., _

1

! 0(Q —w)
n O(w— Q)
(2.53)

Q) eh(w+Q)/kBTeq

-1

On voit donc que 'on peut identifier différentes contributions dans le rayonnement diffusé :
- d’une part, il y a la contribution associée au rayonnement du corps noir,

- d’autre part, il y a celle associée au rayonnement motionnel dans le vide,

- et enfin, il y a celle associée a la conversion paramétrique des photons thermiques.

Dans le cas ot les coefficients de diffusion du miroir varient peu entre les fréquences impliquées,
le résultat (2.53) devient :

(=) (=)

o, out = T, out = Ty, b.b. + Ny, out

eq eq

(=)

T

€q

) 29 (@ !
Lour + 070 (1 Q) (T Y
)@ (@ !
R G5 oY —
29 (1, @ 1
FREG (1) A Ty 1

0(Q —w)
Ow—Q)
(2.54)

Chacun des trois derniers termes rend compte de la compression des fluctuations thermiques,
via les processus représentés respectivement dans les figures 2.9, 2.10 et 2.11 du paragraphe

)

1
— + 6(Q —w) <eh(Q—W)/kBTeq -1 " 1) }

}
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B.1.2 ii). Afin d’étudier les variations de ces contributions en fonction de la fréquence, défi-

nissons :
&~ RA(1 L o(1 R3? 1 L o(v —1
nw, cth. V( a V) ehQ(l—u)/kBTeq 1 ( B V) + V(V_ )em(y_l)/kBTeq 1 (’/_ )
Teq
RA%v(1 L
+ RE7v(1+v) ) kpT,, _ |
= R3%v1 ! RA%v(1 . 2.55
= ﬁ V‘ - V’ emll_'/‘/kBTeq _ 1 + /8 V( + V) em(1+V)/kBTeq — 1 ( . )
=) - (=) +
nz/, c.th. nu, c.th.
Teq Teq

ou I'indice "c.th.” signifie "conversions thermiques”, et v = w/€Q. Une étude de fonction montre
que pour h2 > 10kgT,, :

- nl(:c);h est une fonction piquée autour de v = 1. La valeur du pic vaut : RG>

Teq

ksT.,,

o

kT
sa largeur & mi-hauteur est donnée par : Ay ~ 2B eq (cf figure 2.13).

hQ
(=)=
v, cth.
Teq
_ ks Teq
RB’© hQ
V= 0}’9

F1G. 2.13: Allure typique de la densité spectrale associée a I’émission de paires (w;) — w)
stimulées thermiquement pour w < €2, et aux conversions thermiques w — {2 — w pour w > €.
Cette forme est valable tant que h$2 > 10kpT,, .

n,(fc).:h. est une fonction ”en cloche”. Sa valeur maximale est atteinte aux alentours de
Teq
kpT, . kgT, )
v=— Q‘q et vaut environ : RB%e "¥/*5Te Wq La largeur a mi-hauteur de cloche est

. kBT,
donnée par : Av ~ th (cf figure 2.14).
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n+
V,c.th.,
Teq
o= ke Teq
Rp’0e™® hQ
|
|
I
l .
0 © V=00

FiG. 2.14: Allure typique de la densité spectrale associée aux conversions thermiques : w+¢2 —
w, pour €2 > 10kgT.,.

On peut alors déterminer la valeur du flux moyen total des photons émis par compression
des fluctuations thermiques pour i$2 > 10kgT,, :

+00 +o0
(—) (=) dw () dv [ (—) - (—) +
B mat) o [T g [ oy
out,c.th out,c.th 0 2T w, c.th 0 2 v, c.th + v, c.th
T T

eq eq Teq
_RQpB (k,T, > RQB? (kT,\? —hQ/k, T
~ + “Bea ) g B
2T h$) 2 Iy
(2.56)

) RQ(%/127. On voit donc

le flux moyen total des photons émis par conversion thermique sera

Rappelons le résultat relatif au vide obtenu en (2.39) : ®
que, pour hQ2 >> kT,

négligeable devant celui associé a la compression des fluctuations du vide. Par ailleurs, le

out,v

B eq’

flux moyen relatif au rayonnement du corps noir sera lui aussi négligeable, pour peu que le
photodétecteur utilisé ait un seuil d’efficacité spectrale w_. tel que kT, << hw, , < h§)/2.

B~ eq
Dans ce cas en effet, en considérant que le rendement quantique du photodetecteur vaut 1

sur le domaine [w et 0 en-dehors, on aura (avec w_. << w

ma:c) :

- Cmar duw (- Vmaz 1
s :/ dw & _ Q/ o
b.b. w 27T o.}q,jb.b v 27‘( v / B eq — 1

min eq min

mam]

W

min’

Q kBTeq e hQ/k LT,

oo O (2:57)

in

négligeable devant @i;)’v si 3> 2.107% (en prenant R = 1). Pour A = 1000k, 7. et w,

Pour AQ) = 100k,T., et w,,,, = €2/3 par exemple, il vient : @Z: ~ 7.10713Q), ce qui sera
B eq
/10, il vient : <I>I();) ~ 6.107*8Q, ce qui sera négligeable devant (I)outv sif> 1072,
Avec () dans le visible, la relation A2 >> kT, est vérifiée a T, = 300K, ce qui montre
que si 'on parvient a exciter I’analogue d’une oscillation mécanique a une telle fréquence, alors
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on sera en mesure de détecter les effets du vide dans le rayonnement émis, tout en menant
I’expérience a l'intérieur d’une enceinte a température ambiante. D’apres la discussion menée
dans le paragraphe B.1.3, la compression des fluctuations du vide génerera un flux de l'ordre
de 103 photons par seconde.

B.2 Diffusion des champs par une cavité en mouvement

De maniere a amplifier le rayonnement émis par un miroir unique oscillant dans le vide,
on peut penser a utiliser deux miroirs en oscillation mécanique & la méme fréquence Q (cf
figure 2.15), en tirant parti des réflexions multiples du champ a l'intérieur de la cavité. Dans

FiG. 2.15: Cavité constituée de deux miroirs en oscillation a la fréquence €2 et d’amplitude
respective a, et a,.

les articles [Jaekel(92)F] et [Lambrecht(96)], il a été démontré que quand 2 est égal a un
multiple entier du mode fondamental de la cavité et sous certaines conditions concernant le
mouvement relatif des miroirs, le rayonnement émis est effectivement multiplié par la finesse
F de la cavité par rapport au cas du miroir unique. Les photons sont alors émis aux fréquences
propres de la cavité comprises entre 0 et ). Nous allons dans ce paragraphe rappeler comment
ces résultats ont été obtenus, avec une approche perturbative de la diffusion des champs sur
chaque miroir et en utilisant la théorie de la réponse linéaire pour évaluer la réponse globale
de la cavité. Nous considererons d’abord la réponse linéaire de la cavité par rapport a de
petits déplacements quelconques des miroirs, puis en choisissant un mouvement harmonique
a la fréquence ) pour chacun d’entre eux. Ce dernier choix nous permettra d’identifier des
modes oscillatoires particuliers, qui auront comme caractéristique d’amplifier le rayonnement
de maniere résonante. Nous déterminerons alors la signature spectrale de ces modes, avant
de calculer les flux émis associés.

B.2.1 Réponse linéaire pour un mouvement quelconque

Considérons donc tout d’abord le cas général ou la trajectoire de chacun des miroirs
est donnée par ¢,(t) = x, + dq,(t) et ¢,(t) = x, + dq,(t), en supposant dq,(t) et dq,(t)
négligeables devant la longueur d’onde minimale du rayonnement susceptible d’étre émis par
la cavité. D’apres le paragraphe B.1.1, on pourra alors écrire pour les champs diffusés sur
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q,(=x,+3q,(t)  q(t)=x,+3q,(t)

F1G. 2.16: Cavité constituée de deux miroirs en oscillation selon les trajectoires ¢, (t) et ¢, (t).

chacun des miroirs (i = 1 ou 2) :

o dw’ o
B, 0> [ 508w w)d,, )
dw/ / !/ /
~ [ 5 (27r(5(w — )8, [w] + (5SZ[w,w]> &, ] (2.58)
= :
avec : S [w] = e MW/ [w] eMoTi/e
iw' . _ _ o
08, w,w'] = — dg,[w — W' e~ ™7/ {8, [w]n — S, ] e /0
c
2 o2 .
tlw] 7wl L]+ |7 w]|" =1 et : f[w]F[w]* € iR
Sl = S R S A (2.50)
7w £ [w] lim ¢ [w]=1 et lim 7,[w] =
w—~+00 w—+00
Quand les deux miroirs sont au repos en x, et x,, on aura donc :
(i)out,l [w] = Sl [w] (Abin,l [w] = efinwazl/c §1 [w] einwxl/c (i)m,1 [w]
B,,.lw] = 8w B, [w] = e R/S ] B, L [w] (2.60)
Dans toute la suite, on prendra : ; = —L/2 et : ©, = +L/2 pour simplifier les expressions.

L sera alors la longueur moyenne de la cavité. Nous allons distinguer les champs entrants,
intra-cavité et sortant par les indices ”in”, ”cav” et ”"out” respectivement (cf figure 2.17). Le

résultat (2.60) pour les miroirs au repos s’écrit alors :

t [w} 71 [w] e—l—iwL/c

(2.61)
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(Pi n (PCOV (POUT
\‘UOUT \Vcov \]Uiﬂ

F1a. 2.17: Deux miroirs immobiles diffusant les composantes contra-propageantes du champ.
On distingue les champs entrants, intra-cavité et sortants.

En manipulant ces relations, on retrouve les relations typiques des cavités Fabry-Pérot expri-
mant les champs sortants et intra-cavité en fonction des champs entrants :

$,, W] =S, W, W @,k =R,WS,[M] (2.62)
. t[w]t2(w] Falwle @ l/e 4 dofw]F [w]etwl/e
avec: S, ,[w] = i -
71 [w]e*“"L/c + dq|w]7y [w]e““’L/C 1wtz [w]
. t1]w] to[w]F [w]etiwh/e
Rl,?[w] - m '
t1 [w]Faw]etil/e to[w]
difw] = 4w -] dofw] = Bow]? - Falw]?
dw] = 1 — Flwlet?@l/e Fu] = 7 [w]raw] (2.63)

Le dénominateur d[w] dans les matrices S, , [w] et R, ,[w] rend compte des résonances optiques
pour les modes propres de la cavité : w = pre/L (p € N*).

Considérons maintenant que les miroirs sont mis en mouvement selon les trajectoires
q,(t) = —L/2+6q,(t) et q,(t) = L/24 dq,(t). Avec une approche perturbative de la diffusion

(pin q%:qv (Poui
Woui i chv i W

Fia. 2.18: Deux miroirs mobiles diffusant les composantes contra-propageantes du champ.

des champs sur chaque miroir et en linéarisant la réponse globale de la cavité a 'ordre 1 en
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les dq, [Jaekel(92)F], on peut démontrer que les champs sortants et intra-cavité s’expriment
en fonction des champs entrants selon :

o do’ o
‘i’out[w] N/ ﬁsl,z[wvwl]@m[ujl]

~ / C;“W' (278w = &) S ] + 88w, 0]) &, [ (2.64)

~ / o (m(w ~W)R,,w] + OR,, [w,w']) &[] (2.65)

avec : 08, ,[w,w'] =P_ 68, [w,u][P,, + P_ R ,[w]] + P, ,0S,[w,][P_, + PR, ,[]]
+ [P_,S,[w]P_, + P S,[w]P_ |6R, ,[w,w] (2.66)

1

et : IR, ,[w,u] = ]
’ w

{[P,, +P_S,[w]P, )68, [0,w/][P,, + P_R,,[]]

S

+ [P, + P, S, [w]P_,]0S, [w,o/|[P_, + P, R[]} (267)

ol les S, [w] et S, [w,w'] ont été définis en (2.59), les S, ,[w], R, ,[w] et d[w] en (2.63), et
P,, = (1+£n)/2. La densité spectrale des flux moyens émis par la cavité a la fréquence w
pourra se calculer par identification des termes :

Tr( < o [-wP,, [T > ) = 216w —w)n avec : n =n 4 (2.68)

w, out w, out w, out w, out

"Tr” correspond a l'opération de trace et @out [']T est la matrice ligne transposée & partir
de la matrice colonne <i>out [w']. Le flux moyen total émis par la cavité dans le vide sera alors
donné par [Lambrecht(96)] :

+0o0 +o0 /
o, = /0 ;L‘;T’ 0 C;L; & (58, w158, o, ~1) (2.69)

Dans 'expression (2.66) de S, ,[w,w'], on peut isoler un terme rendant compte de la
réflexion directe des champ sur les miroirs & lextérieur de la cavité : P_ 08, [w,'|P  +
P, 0S,[w,w'|P_,. Tous les autres termes rendront eux compte de diffusions multiples des
champs & l'intérieur de la cavité, comme en attestent la présence des dénominateurs d[w] ou
d[w'] dans 'expression des R, ,[w'] et 0R, ,[w,w’]. En conséquence, on aura des résonances
optiques identiques a celles du Fabry-Pérot immobile étudié plus haut. Le rayonnement mo-
tionnel impliquera donc principalement les fréquences w et w’ correspondant & des modes

propres de la cavité au repos, que ’on appellera "modes propres moyens”.
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B.2.2 Cas du mouvement harmonique

Considérons maintenant le cas particulier d’'un mouvement harmonique a la fréquence €2
pour chaque miroir, avec une amplitude respective a1 et as, et un déphasage temporel 65 — 0
(cf figure 2.15) :

3qi(t) = a; sin(Qt — 6;) (2.70)

Si le mouvement se fait dans le vide, on démontre que les fréquences impliquées dans le spectre
du rayonnement émis correspondent aux modes propres moyens de la cavité compris entre 0
et Q [Lambrecht(96)]. En faisant des hypotheses simplificatrices, on va pouvoir donner une
expression analytique pour le flux photonique moyen total émis par la cavité, calculé a partir
de la formule (2.69). D’une part, on supposera les coefficients de diffusion 7; et ¢; des miroirs
réels et indépendants de la fréquence sur le domaine [0; Q]. D’autre part, on considerera une
cavité de haute finesse, c’est-a-dire des coeflicients 71 et 79 proches de 1. On posera alors :

Fiig = e 2P avec p << 1 (2.71)
La finesse de la cavité étant définie par [Fabre(Cours)] :

=V (2.72)
1 -7
on aura I ~ 75 >> 1. Dans ces conditions, on obtient [Lambrecht(96)] :
Q% (a? + a3) R
(pout;u = 127_(_62 + Z ¢p7p/ (273)
pp'=1
pr plae® — (—1)p+p/agei02‘2
L 4p>+ (QL/c—pr — p'nr)

avec: P, = % Z% (2.74)
Le premier terme apparaissant dans (2.73) est une contribution non-résonante provenant
de la réflexion directe des fluctuations du vide sur les miroirs a 'extérieur de la cavité.
Pour a; = az = a, il s’identifie au résultat (2.40) relatif au flux moyen total émis par un
miroir unique oscillant dans le vide a la fréquence €2 avec une amplitude a. Les termes ®,,
correspondent eux aux résonances optiques pour les photons issus du rayonnement motionnel
au sein de la cavité.

B.2.3 Identification de modes oscillatoires résonants

On remarque que quand la fréquence d’excitation mécanique des miroirs est un multiple
entier du mode fondamental de la cavité : Q = Kne/L avec K > 2, les contributions ®,,
avec p + p/ = K seront amplifiées de maniere résonante. Ces résonances correspondront &
’émission par les miroirs de paires de photons {pQ/K; (K —p)Q2/K} dans des modes propres
moyens de la cavité. De plus, on note que si K est pair, on aura tout intérét a choisir
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p = 01 + 7™ pour maximiser les ®,,, en question. Si K est impair, on aura plutot intérét
a choisir 65 = 6. Par conséquent, on disposera de tout un ensemble de modes oscillatoires
résonants. Les modes pairs Q = 27¢/L, 4wc/L, ... seront préférentiellement choisis tels que
les miroirs soient déphasés d’une demi-période d’oscillation dans leur mouvement relatif. La
longueur de la cavité sera alors modulée périodiquement autour de sa valeur moyenne L, et
on appellera "respiratoires” de tels modes (cf figure 2.19).

Q-2 4

T o1
Q Q
F1G. 2.19: Mode oscillatoire résonant 2 = K7 /7 avec K pair. La longueur de la cavité est
modulée autour de sa valeur moyenne L avec une période 27 /K, ou le parametre 7 correspond
au temps moyen mis par un photon pour aller d’un miroir a 'autre (7 = L/c).

Les modes impairs Q = 3wc/L, 5me/L, ... seront eux préférentiellement choisis tels que les
miroirs oscillent en phase. On aura dans ce cas une translation globale de la cavité, laquelle
conservera donc une longueur constante au cours du mouvement, et on parlera alors de
"modes d’oscillation globale” (cf figure 2.20).

«—> >

Q Q

F1a. 2.20: Mode oscillatoire résonant 2 = K7 /7 avec K impair. La longueur de la cavité est
maintenue fixe au cours de 'oscillation. Une période d’oscillation globale durera 27/K, ot ici
aussi le parametre 7 correspond au temps moyen mis par un photon pour aller d’un miroir a
Pautre (1 = L/c).

En résumé, les modes oscillatoires résonants seront associés a :

Q=K—; K =

7TLC | {2747 6,... 02 =01+ 7™, modes respiratoires (2.75)

3,5,7,... 0y =101, modes d’oscillation globale.

B.2.4 Calcul du spectre émis pour les mouvements résonants

A partir de 'expression des ®,,,, écrite en (2.74), et en faisant le choix adapté de mode
oscillatoire pour QL/c = Km avec K entier supérieur ou égal & 2 donné, on obtient en
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définitive les contributions résonantes :

p(K —p) Q*(a1 + ag)? 3p(K —p) (a1 + ap)?
1, .. K—-1} &, _, > ~ [
(AR IS TK3 4c2p TK3 6mc2

(2.76)

Chacun de ces termes correspond en fait a l'intégration d’un pic & w = pQ)/ K apparaissant
dans le spectre émis. On peut démontrer que les pics en question ont une forme Lorentzienne,
avec une largeur inversement proportionnelle & F' [Lambrecht(96)], et que la densité spectrale

atteinte par chaque pic est donnée par :

Vpefl,.., K — (2.77)

Q? 2F2
~1} n (1 _ ) (a1 + a2)
pQ/ K, out K K
vac

Le facteur p/K(1 — p/K) reproduira, pour U'intensité relative des pics, la forme parabolique
du spectre émis par un miroir unique oscillant dans le vide. L’allure du spectre pour K = 5

est donné dans la figure 2.21 4.

oy

9

=

~ K=n+n'=5
g

) 5TE

) =—

Q T

[- X

(7]

0 0.5Q Q ®

Fia. 2.21: Spectre émis par une cavité en oscillation résonante dans le vide avec K = 5. On
distingue quatre pics, aux fréquences w = Q/5, 2Q0/5, 3Q/5 et 4€2/5.

B.2.5 Calcul des flux émis a résonance

On va maintenant sommer les contributions ®,, i, pour calculer le flux moyen total émis
dans les modes oscillatoires résonants en question, en supposant de plus que a; = a2 =a :

K-
2F K* — 1 0
out v Z D, K- p — T K2 67TC2 (278)
Pour tout K > 2, on aura donc :
o2F Ma?2 2F Q (v \? 2F Q32 v
~ ~— 2 o~ =Qa et =" 2.79
v T 6me? T w6 ( c > 7 6r e Vmas aetf c (2.79)

“u.a. signifie "unités arbitraires”. Les pics principaux atteignent une valeur de Pordre de (28F/w)?, avec
8= Qa1 + a2)/2c
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ce qui correspond au flux émis par un miroir unique oscillant dans le vide a la fréquence
Q) avec une amplitude a, multiplié par la finesse de la cavité. Mentionnons que 'effet sur
Doyt d’éventuels écarts par rapport aux conditions de mouvement résonant a été étudié
dans l'article [Dodonov(98)]. En reprenant les ordres de grandeurs discutés a la fin de la sous-
partie B.1.3, on voit que pour une fréquence d’oscillation mécanique de 'ordre du GigaHertz
et une amplitude @ ~ 10~?m, ce qui correspond aux conditions optimales d’une excitation
piézoélectrique du mouvement des miroirs avec les technologies actuelles [Lambrecht(05)], on
obtiendra ici pour les modes résonants :

d,  ~102xF (2.80)

out,v

ce qui montre que pour rendre le rayonnement détectable, il faudra disposer de cavités de tres
haute finesse, typiquement F > 10° . De telles finesse sont accessibles avec des cavités su-
praconductrices, mais la contrainte simultanée d’excitation au GigaHertz limite sérieusement
les possibilités d’une réalisation expérimentale. En revanche, si 'on parvenait a générer un
phénomene analogue avec des fréquences d’excitation dans le visible (i.e. Q ~ 10'%rad.s™})

tout en gardant une amplitude de 10~'?m, alors on aurait : ® ~ 102 x F, ce qui rendrait

out,v
une détection expérimentale beaucoup plus aisée. Nous verrons alors dans le chapitre 3 tout
Iintérét de chercher dans des systemes de type "Amplificateurs Paramétriques Optiques” des

régimes analogues a l'oscillation résonante des miroirs.
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C Approche non-perturbative

Dans la partie précédente, nous avons uniquement considéré le régime perturbatif, en li-
néarisant la diffusion des champs par rapport au mouvement des miroirs. Lors d’une réflexion

unique, les champs diffusés subissent un déphasage de l'ordre de v, _/c par rapport aux

maz
champs incidents, et ce déphasage reste faible pour toute situation réaliste avec un miroir
macroscopique. Toutefois, a l'intérieur d’une cavité, le champ est susceptible d’étre réfléchi
un grand nombre de fois sur les miroirs oscillants. Si le mode oscillatoire est résonant, il y
a accumulation optimale des déphasages subits lors de chaque réflexion, ce qui peut se tra-
duire par un large déphasage total. Une linéarisation de la réponse globale par rapport au
mouvement des miroirs s’avere alors insuffisante pour décrire le rayonnement émis par une
cavité de haute finesse. L’article [Lambrecht(98)], dans lequel les coefficients de diffusion des
miroirs sont supposés indépendants de la fréquence, présente un traitement non-linéarisé du
déphasage accumulé par les champs au sein d’une telle cavité. Cette approche permet d’ob-
tenir des expressions analytiques pour la densité d’énergie émise a 'intérieur et a l’extérieur
de la cavité, ainsi que pour les densités spectrales associées. Il est alors montré que, quand la
finesse est suffisamment élevée, le rayonnement est émis sous forme de pulses, dont le spectre
contient des contributions non négligeables de fréquences supérieures a la fréquence 2 d’os-
cillation des miroirs. Ces signatures pourraient se révéler intéressantes pour discriminer le
rayonnement motionnel d’éventuels effets parasites. Afin de préciser les choses, il convient
d’introduire d’une part le parametre associé au déphasage lors d’une seule réflexion :

o = e (2.81)

et d’autre part un parametre caractérisant 'effet des réflexions multiples :

4F
Q= — Umas o3 F est la finesse de la cavité. (2.82)
T c

Le parametre «_,, correspond au déphasage effectif subi par le champ au sein de la cavité.

£r
Contrairement a «, il peut prendre des valeurs élevées grace a la multiplication par le fac-
teur F. Lorsque 'oscillation des miroirs se fait dans un mode résonant, il existe des orbites
périodiques pour lesquelles la longueur apparente parcourue par les champs entre leurs ré-
flexions successives au sein de la cavité est constante, et ce malgré le mouvement des miroirs
[Law(94), Cole(95)]. Les rayons lumineux correspondant a une orbite périodique rencontrent
alors les miroirs toujours a la méme position, ce qui aboutit a un phénomene d’interférences,
identique a celui se produisant au sein d’une cavité immobile. On peut en fait identifier deux
types d’orbite périodique : dans un cas, l'orbite "attire” les trajectoires voisines, alors que
dans ’autre, elle les "repousse”. Seules les orbites attractives donneront lieu a une amplifica-
tion conséquente du rayonnement motionnel. Ce processus conduit a la formation de pulses
d’énergie régulierement espacés, effectuant des aller-retours dans la cavité. A chaque réflexion
sur les miroirs, les photons auront une probabilité 7/F de s’échapper de la cavité, ce qui se
traduira par une émission périodique des pulses vers 'extérieur.



36 Chapitre 2. L’Effet Casimir Dynamique : état des lieux et prolongements

En se basant sur ces arguments qualitatifs, on peut calculer précisément la densité d’éner-
gie émise par une cavité en oscillation résonante dans le vide en fonction du temps. Le résultat
est montré dans la figure 2.22, ou la densité d’énergie est tracée pour trois valeurs différentes

; augmente.

de ;. Les pulses émis sont d’autant plus courts et intenses que le parametre «_,

Fia. 2.22: Densité d’énergie émise vers l'extérieur par la cavité en fonction du temps, pour
différentes valeurs de «_,,. La limite supérieure du graphique correspond a 107302, Quand

a,,, s'approche de 1, I’énergie se concentre en des pulses émis périodiquement par la cavité.

ef

Ces calculs restent valables pour «,, allant jusqu’a 1, alors que le traitement linéarisé ne
l'est que pour o, << 1. Par ailleurs, 'effet d’'une température 7, non nulle sur la densité
d’énergie émise a été étudié dans 'article [Lambrecht(98)T], ce qui a permis de constater que
les pulses se formant pour «,,, proche de 1 sont susceptibles de contenir bien plus de photons
qu’a température nulle, et qu’il faut maintenir k, T, << k€2 pour que les effets du vide soient
prépondérants (cf figure 2.23).

Dans tous les cas, le calcul prévoit une divergence de la densité d’énergie quand on atteint
le seuil v, ,, = 1, ce qui laisse supposer que certains effets physiques n’ont pas été correctement
pris en compte. Par exemple, on peut incriminer le fait d’avoir considéré les coefficients de
diffusion des miroirs indépendants de la fréquence sur tout le domaine spectral impliqué.
Comment alors tenir compte des conditions de transparence a haute fréquence nécessairement
vérifiées par nos diffuseurs tout en gardant une approche non-linéarisée ? Le spectre contenant
des contributions non négligeables de fréquences supérieures a €2, on peut aussi se poser
la question de savoir si seule la théorie de la réponse linéaire appliquée a la cavité dans
son ensemble est a remplacer par une approche plus générale, ou s’il convient également
d’avoir une approche non-perturbative de la diffusion des champs sur chaque miroir pris
individuellement.

Pour répondre a ces questions, nous allons dans un premier temps rappeler ’approche
non-perturbative donnant ’expression exacte dans le domaine fréquentiel des champs diffu-
sés par un miroir unique oscillant dont les coefficients sont considérés indépendants de la



C. Approche non-perturbative 37

0.03 T T T

0.02

0.01

0 m 2n 3n 4n
Qt
Fia. 2.23: Densité d’énergie émise vers l'extérieur par la cavité en fonction du temps, pour
a.; = 0,9 et différentes valeurs de 0§ = 27k, T, /h. Les deux courbes § = 0 et 6 = 0,2

sont quasiment confondues. Par contre, pour 6 = €, les pulses commencent a se démarquer
nettement de ceux émis dans le vide.

fréquence. Ensuite, nous étendrons ce calcul au cas ou les champs sont diffusés par deux mi-
roirs oscillants, en composant les transformations successives des champs réfléchis au sein de
la cavité. On procedera alors par itération dans le domaine fréquentiel le long des trajectoires
d’espace-temps suivies par les rayons lumineux associés au champ, ce qui constituera une
approche alternative a celle utilisée dans l'article [Lambrecht(98)] ou l'itération en question
était effectuée dans le domaine temporel, et le spectre obtenu par transformée de Fourier du
résultat final. Enfin, le spectre des signaux émis a T, # 0 n’ayant pas été calculé dans 'article
[Lambrecht(98)T] on prendra soin dans ce chapitre d’étudier systématiquement la signature
spectrale des effets liés a la température.

Remarque : Nous serons dans cette partie amenés a définir la quantité o comme la rapidité
maximale des miroirs au sens relativiste du terme [Raimond(Cours)]. La vitesse maximale

normalisée par ¢ sera alors donnée par 3 =th(a) ~ v, . /¢, ce qui nous permettra de garder

maz
des notations cohérentes par rapport a la partie précédente. La divergence pour o, =1 que
nous venons d’évoquer a propos de la densité d’énergie émise correspondra par exemple a un
seuil s’écrivant : 43F /m = 1. En ce qui concerne la puissance moyenne émise par la cavité, du
fait de I'intégration des pulses lors de 'opération de moyennage, cette divergence n’apparait
que pour ., = 2, c’est-a-dire 26F /7 = 1. De méme, pour la densité spectrale des flux
moyens émis par la cavité, c’est cette derniere condition qui émergera comme caractéristique

du seuil d’oscillation, et nous la nommerons parfois comme telle par abus de langage.

C.1 Diffusion des champs par un miroir oscillant

Nous allons dans ce paragraphe présenter un traitement non-linéarisé du déphasage subi
par les champs lors de leur réflexion sur un miroir unique oscillant. Bien qu’a priori super-
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flue pour toute excitation mécanique réaliste du miroir, cette approche permettra de mieux
comprendre les phénomenes susceptibles de se produire au sein d’une cavité de haute finesse,
proche du seuil d’oscillation. En choisissant un mouvement adapté, nous serons en mesure de
fournir une expression exacte pour les champs diffusés par le miroir, a travers un développe-

ment non-pertubatif en 3 = v, . /c. Grace a ce développement, nous calculerons ensuite les

max

densités spectrales émises dans le vide et dans un champ thermique quelconque, en vérifiant
que l'on retrouve bien les résultats de 'approche perturbative pour § << 1.

C.1.1 Principe du développement non-perturbatif

Pour les calculs qui vont suivre, nous considererons un miroir dont la matrice de diffusion
ne dépend pas de la fréquence sur le domaine spectral qui nous intéressera. Dans ce cas,
quand le miroir est en mouvement par rapport au laboratoire, la relation (2.15) représentant
la diffusion des champs dans un référentiel attaché au miroir devient :

zout [67 CU'} — \/T 8\/E zzn [Q7 w] (283)
wout [67 w] —5\/ﬁ \/T wzn [(j, w]
avec R+ T =1 et e = £1, ce qui implique pour les champs diffusés dans le référentiel du
laboratoire [cf équations (2.6) et (2.12)] :

Gout(t—a(t)/c) \ _ [ VT eVR \ [ Gunlt—q(t)/c) (2.84)
Yout(t + q(t)/c) —evR VT Yin(t 4+ q(t)/c) ’
que 'on peut mettre sous la forme :

{ Pout(W) = VT Pin(u) + eV Rin(V () avee : V(t— q(t)/c) = t+ q(t)/c
Yout(v) = VT (v) — eVREi(U(v)) avec : Ut +q(t)/c) =t — q(t)/c

La fonction U n’est autre que la fonction V~!. Les fonctions V et U peuvent aussi étre vues

(2.85)

comme des fonctions implicites de u et v respectivement, et de la trajectoire ¢(t) :

{ V(u)=u+ 2q(“ig(<“)) ) /e 2.56)
Uv) =v—2q("5%)/c
Apres deux transformées de Fourier dans les équations (2.85), on obtient :
+0c0 dw' - +00 ' ,
Poutlw] = VT Ginlw] + VR / o Pinlw] / du el@u—w'V(w)
) . %0 g e (2.87)
¢out[w] - \/Twzn[W] - 5\/?/ 27 @zn[wl} / de el(wv_w U(U))
oo 2T e

Pour un miroir immobile en zg par exemple, on aura :

{V(u) =t +20/c=u+2z0/c . {@out[w] = VT Gin|w] + ev/Re2iwz0/eq)y 1]

Uw)=t—z0/c=v—2x0/c ﬁout[w] = VT [w] — £ﬁe+2iwx0/c¢in[w]
(2.88)
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Astreignons maintenant le miroir & avoir une trajectoire donnée par :
sin(Qq(t)/c — ¢a) = —Fsin(Qt — ¢p) (2.89)

On remarque que pour § << 1, cette trajectoire s’apparente & un mouvement harmonique a
la fréquence €2 et de vitesse maximale ¢f3. Le choix de ce type de trajectoire permet de relier

Fic. 2.24: Diagramme d’espace-temps représentant la diffusion de deux rayons lumineux

contra-propageants sur un miroir oscillant.

les phases des rayons incidents et réfléchis sur le miroir par des relations homographiques
[Lambrecht(98)] :

iQu J— i¢a
V() ac 40 avec : {a = erch(a) (2.90)

= b*eiQu + a* b= €i¢bSh(Oé)

ou «v est défini par § = th(«). Par abus de langage, il nous arrivera par la suite de dire qu'un
miroir suivant ce type de trajectoire est en mouvement "homographique”. On va maintenant
pouvoir faire un calcul exact, c’est-a-dire non-linéarisé, des intégrales apparaissant dans les
équations (2.87) :

400 ) 00 . .
/ duel(wufw’V(u)) _ / duez(wfw’)u elw’(uf\/(u))

—00 —0o0

+oo . , . o
:/ duez(w—w )u [ezQ(V(u)—u)] Q (291)

En utilisant (2.90) et apres quelques manipulations algébriques, on obtient :

]_ + ei(d)b_(ba)ﬂe_igu _66721‘@1%
1+ e—i(¢b—¢a)ﬂeigu

[em(v(u)—u)] —y _ (2.92)

On a donc affaire a une fonction périodique de u, que I’on peut développer en série de Fourier :

+oo

m=—0o0
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ou les v, [v] sont donnés par :
Ymlv] = €2i0av M B=d) | (1, 3) (2.94)

Les fonctions vH,, (v, 3) sont des polynomes en v et 3, dont on peut obtenir une expression
analytique :

Vm € Z, vHp(,p) = (~1)m pimi [Hm o (e(m)[m —v] — j) .

m]! e(m)[m —v]

VZ{ l ! H|m|+2l(( )[m _1/]—|—l—j) 521}]
>1

(ml + D! (e(m)fm — ]+ 1) (v + e(m)l) 1
(2.95)

. efm)=41 sim>0
ou :
e(m)=—-1 sim<0

Ce résultat est valable pour un mouvement homographique de vitesse maximale arbitraire,
meéme approchant de la vitesse de la lumiere. Dans toute situation réaliste, la vitesse méca-
nique du miroir restera largement inférieure a c. Nous aurons donc f << 1 et 'expression
des H,, (v, 3) se simplifiera en :

yimt B T1 (e(m)[m — v] - 5)

mll e(m)fm— ]

VmeZ, vHy(v,p3) ~ (-1)

(2.96)

Dans le cas général, on peut écrire un développement non-perturbatif pour le champ ¢ diffusé
par le miroir, en regroupant les résultats des équations (2.87), (2.91) et (2.93) :

+oo
YoutlV] = VTpm[V] +eVR D ymlm — vy —m] (e = £1) (2.97)

m=—00

ou, pour alléger les notations, on a introduit la variable réduite v = w/), ainsi les champs
exprimés en fonction de cette nouvelle variable ¢[v] = ¢lw] et ¥[v] = ¥[w]. Dans la limite
non-relativiste, on va retrouver le résultat perturbatif. En effet, d’apres (2.94) et (2.96),
Ym|m —v] x 3 ™| et en ne gardant que les termes d’ordre 0 et 1 en 3, on obtient :

o] = VT o, W]+ eVRe % |y V] + (1 —v) Beti @ t0 g 1 —1]
+ (1 +v)Be @ty v+ 1] (2.98)

ce qui correspond bien a la transformation (2.23) pour la composante ¢ du champ diffusé
dans 'approche perturbative, avec ¢, = Qx,/c et ¢, = 0.
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Dans l'article [Lambrecht(98)], le résultat (2.97) avait déja été présenté mais avec une
formulation des 7y, [v] légérement différente de celle que nous venons d’exhiber en (2.94). Dans
le cas particulier ¢, = 0 et ¢, = m/2, Pexpression des coefficients de Fourier du développement
(2.93) avait en effet été donnée sous la forme :

] = (o2 2 ) (2.99)
ou les coeflicients :
. m)v + OD(e(m) (m — v) + 1) f
= ; I'(jm|+1+1) il (2.100)

sont directement reliés & la fonction hypergéométrique F(v,m — v;m + 1;3%) définie par
exemple dans I’équation 9.100 du livre [Gradshteyn] °. Par construction, on doit pouvoir
identifier les expressions des v, [v] dans les deux formulations. En comparant (2.94) pour
Do =0, ¢p =7/2 et (2.99), il vient alors :

Hy(v,8) = (-1 )mﬂsm(:V)Gm(u,ﬁ). (2.101)

Nous allons maintenant procéder de la méme fagon pour dériver I'expression de la com-
posante 1)y,;. Pour ce faire, il convient d’inverser la relation (2.90) :

* 100
QU o a eZ —-b
De maniere analogue a ’équation (2.92), on a :
[eiQ(U(U)_v)]*% _ 1— ei(¢b+¢a)ﬂe—iﬂv Q e2i¢a%, (2 103)
1 — e~ i(Pv+da) Geiv '
Le développement en série de Fourier s’écrit maintenant :
. +w .
[ezQ(U(v)—v)]V _ Z ;Ym[l/]e—zmﬁv (2104)
m=—oo
ou les coefficients 4, [v] sont donnés par :
Sunlt] = (—L)"eHer ety B (1, ) (2.105)

Ils font intervenir les mémes fonctions H,, (v, 3) que précédemment et ne different des 7, [V]
que par le facteur de phase. On obtient finalement ’expression générale, valable pour toute
vitesse, du champ Yyt :

Your V] = VTinv] — eVR Z Am[m — Vpm[v —m] (e = +1) (2.106)

m=—00

La propriété 8.334 des fonctions I' avait aussi été utilisée
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Comme auparavant, en faisant un développement a l'ordre 1 en 3, on retrouve :

U, W]~ VT, V] —eVRet? % | V] — (1 —v)Bet % %) o [y —1]

—(1+v)Be %) o [1y41] (2.107)

ce qui correspond au résultat perturbatif (2.23) pour la composante 1) du champ diffusé, avec
¢, =Qux,/cet ¢, =0.

C.1.2 Calcul exact du spectre émis par un miroir oscillant dans le vide

Nous allons maintenant calculer la densité spectrale du flux photonique moyen émis par
le miroir, en tenant compte de tous les ordres en 3. D’apres I’Annexe B, si ’on moyenne avec
un état stationaire du champ, on peut écrire la densité spectrale pour v et v/ positifs :

<alv]aly'] >= 2%5@ —v') n,(f) < by > = 2%5@ —v') nf,h)

2e9cV v’ t 27 (—) 2e9cV v’

R ¢ Q

(2.108)

Pour déterminer ’expression de n(;> par exemple, on peut commencer par évaluer la fonction
a deux points du champ ¢ diffusé par le miroir vers la droite. D’apres ’équation (2.97), celle-ci

s’écrit :
Ol poutlv'] = Tl [V]pinlv']
+oo
+a¢mﬁ{ S anlm— el — mlginly]

+oo
+-ZfWW—ﬂ%M%V—M}

m/=—o0

“+00
+R Z Z v m = vy [m’ — v W [v — m]i[v' —m/] (2.109)
m=—oo m/=—oo
En moyennant avec le vide comme état entrant de part et d’autre du miroir, seul le dernier
terme de 1’équation ci-dessus va contribuer pour les fréquences positives du champ sortant :

2egcV v’
h

< ‘Plut [1/] SDOUt[V /] >vac

* . ! — !
= RVvv' Z Z Dl = vy = V] < 0|bjn[m — u]b}n[m' —v']|0 >

m>vm!>u'! \/(m - V)(m/ - V/)

— RV Y Y ml m—V]VV)TnTL_wV)I] 2%5((m—u)—(m'—1//)) (2.110)

m>vm’'>v/

Wel] >= 5 6w —v') n 0V < iyl ] > = g (v -
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La densité spectrale du flux photonique moyen émis vers la droite a la fréquence v s’écrit
alors :

nu out -
vac

—])? (2.111)

meN
m>v

Par symétrie, la densité spectrale du flux moyen émis vers la gauche s’écrit de la méme fagon :
(<—)

1/ out —
vac

—])? (2.112)

mGN
m>v

En utilisant I'expression des coefficients 7,, (2.94), on trouve l’expression suivante pour la
densité spectrale émise par le miroir :

(=)
nz/ out — nl/ out =R E -V |H ( — U, ﬁ)|2 (2113)
vac vac meN
m>v

Pour /8 pas trop proche de 1, on peut remplacer H,, par son expression approchée (2.96) et
écrire un développement semi-perturbatif :

L) om [ v — 41\
M out = R )_ 6 ) (o (2.114)
sy

m—1 v— i 2
~RFPv(1-v)0(1-v)+ R Y p"u(m-v) (W> (2.115)

meN
m>v, m#1

La densité spectrale du rayonnement émis s’annule pour toutes les fréquences w multiples

entieres de la fréquence d’oscillation mécanique 2. Le spectre émis se compose donc d’une

"succession d’arches”, chacune étant limitée par deux multiples entiers successifs de la fré-

quence 2. L’allure typique qu’aurait le spectre en question pour un miroir ultra-relativiste

est représenté sur la figure 2.25. Les grandeurs inscrites en ordonnées sur ce graphique donnent
(g

vV, out
vac

RpB/4 1

3Rp'/64

I 3‘ V=0)Q

F1G. 2.25: Spectre émis par un miroir en oscillation ultra-relativiste a la fréquence (2.

un ordre de grandeur des valeurs maximales atteintes par les deux premieéres arches. On re-
marque par ailleurs que, au premier ordre en 32, (2.115) redonne le résultat perturbatif (2.38),
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c’est-a-dire la premiere arche. Bien qu’a priori superflu pour toute oscillation réaliste du mi-
roir, le développement que 'on vient d’écrire permettra de comprendre ’allure de I’enveloppe
du spectre émis par une cavité de haute finesse, proche du seuil d’oscillation. On démontre
dans I’Annexe C que les termes correspondant & m > 2 apparaissant dans (2.114) corres-
pondent principalement a 1’émission de paires de photons dans des processus paramétriques
d’ordres supérieurs. Plus précisément, le couplage opto-mécanique entre le mouvement du
miroir et les fluctuations du vide va permettre d’exciter des paires de photons (w;m§ — w)
pour tout entier m > 2, en plus des paires (w; ) — w) prédites par le calcul perturbatif (cf
Fig.2.26). L’amplitude de probabilité associée a chacun de ces processus sera proportionnelle
A ™ et la probabilité que le miroir émette une telle paire sera proportionnelle & 5%™. Dans
toute situation réaliste, on aura § << 1 et les paires émises avec le plus de probabilité reste-
ront donc néanmoins celles associées a I'ordre m = 1, c’est-a-dire celles prévues par le calcul
perturbatif.

Pour m=0, aucun photon n'est Pour m=0, aucun photon n'est
émis dans le vide. émis dans le vide.

mQ=0+0', m> w/Q <+—) mQ=0+0', m> w/Q

{ © !

o' [0) ® a o'
R &y m;_r“_m\fi ij_;ﬂg]m, 4 £

2Q=0+0', m=2 Q=0+0', m=1 Q=0+0', m=1 20=0+0', m=2

F1a. 2.26: Le couplage opto-mécanique entre les fluctuations du vide et le miroir donne lieu
a des processus paramétriques : m quanta d’énergie mécanique h{2 sont absorbés et deux

quanta lumineux d’énergie fiw et fi(mf) — w) sont émis.

Remarque : D’apres (2.101) et (2.100), le résultat (2.113) rejoint celui de Iarticle [Lambrecht(98)] :

) i 2
) (=) sin”(7v) sin”(7v)
nu,out:nu,out:RT E I/(m—l/) |Gm(m_yaﬁ)|2:RT § V(m_y)|Gm(Vaﬁ)|2
vac vac el g

m>v m>v

(2.116)
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C.1.3 Calcul exact du spectre émis par un miroir oscillant dans un champ ther-
mique

Pour évaluer 'effet de la température dans le cadre du traitement non-linéaire des champs
diffusés, nous allons maintenant considérer que le miroir se déplace non pas dans le vide mais
dans un champ thermique d’équilibre a la température 7, . En utilisant le méme type de
formalisme que celui présenté dans le paragraphe B.1.4, nous trouvons pour la fonction a
deux points du champ ¢ diffusé par le miroir aux fréquences positives :

< SDJ(r)ut[V] Pout [V /] >Teq
ZLT Z LP <{n~}|aT [l/]a‘ [l/,]|{n"}>
2epc \/TV/ Teq {no} v%in in 7
{tyer}

t %ene 2500 { Z Z ’Ym = [/ L;/];/] Z PTeq{”ﬂ} < Ani}t|bin[m — V]bln[m’ —v'|{nz} >

m>vm' >y’ v)(m {{nl(;l)}eF}

PP 7m< _VKTV[T—;L:] 2. Pr <{“ﬂ}bin[v—mme[v’—m'n{n,;}>}
m<vm/<v’ {{n’(;a)}eF}

h 1
:?OCT — Z PT {n}n,,271'5(1171/)
{{né"’}eF}
+iR Z me _V]’Ym/[m _V] Z P (n +1) Z—W(S((m—y)—(m/—l/'))
2eqc == \/(m —v)(m' =) 7,, {no} \lm—v 0

{{nf.f*) le F}

T Z Z 7m ’77(nl/[/7n_ — Vv ] Z PTEq{ng} Ny 2%(5((V . m) . (I// . m/))}

/
msym/<v/ m') ()
{n; " }eF

(2.117)

Par conséquent, la densité spectrale du flux photonique moyen émis a v vers la droite par un
miroir oscillant dans un champ thermique a 7T, s’écrit de la fagon suivante :

(—) 1
ny’TOUt =T m”/kB eq — 1 *
eq
v 2 1 1% 2 1
R Z m— th[m ~ | Um—1) k5T _ | +1)+ Z b mhm[m — | Q=) kT, _ {
meZ meZ

m>v m<v
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| [Ym [ — V]|
th//kB _ + R % h/m + R % — I/‘ hQ\m v/ksTy 1
m meL*
m>v
(2.118)

Comme dans le traitement perturbatif, on identifie une contribution associée au spectre du
corps noir, une autre associée au spectre émis dans le vide, et une derniere liée a la conversion
paramétrique motionnelle des photons thermiques :

2
=) (= Wm[ V]|
e eq mezZ*
=) | Hon (m — v, B)|*
=Ny bb. + nV out + R Z V’m m(:'L_VVkBjjw 1 (2119)
Teq vac mez* (&

et pour 3 pas trop proche de 1, on peut écrire un développement semi-perturbatif :

) =) =) 2 _ 1 -
o = s, + o + R0 (1= ) S 01 =)
+ RBAv(v—1 ! O(v—1)
1) kpTey _

1
2
+ RpG“v (1 + V) Mv+1)/kpTey _ q

\m\ 1 1\ 2
2|m)| — H le(m)v :
+ R Z g vim — v ( m! efm—v|/kpTeq _

mez*
m#+1

(2.120)

On remarque ici aussi que, au premier ordre en 32, on retrouve le résultat perturbatif (2.54).
Les termes supplémentaires correspondent & des conversions paramétriques d’ordres supé-
rieurs des photons thermiques. En plus de ’émission stimulée de paires (w;mf) — w) pour
tout m > w/S), on observera des conversions du type w — mf) — w pour 0 < m < w/Q et
w+ |m|Q — w pour m < 0. Afin de déterminer 'effet de ces processus sur le spectre émis
par un miroir qui serait ultra-relativiste, nous allons procéder de maniere équivalente a ce
qui avait été fait dans la partie B.1.4 lors du traitement pertubatif des effets thermiques, en

définissant :
n = RA*V|1 — v ! + RGA%v(1+v) !
u,Tc.th. - fU—v|/kETe _ 1 of(+0) kT, _

€q

+ R Z g2l ym —

mez*
m#+1

(2.121)

y (Hm e(m >u—j|>2 !

|m" em‘mfy‘/k‘BTeq
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Une étude de fonction montre que pour A2 > 10kgT.,,, l'effet global de ces contributions
se caractérise par une succession de pics pour toutes les fréquences multiples entieres de €2,
comme indiqué sur la figure 2.27. La valeur maximale atteinte par le premier pic est de l'ordre

=)
V,c.th.,
Teq
ke Teq
Rp'© T RQ
Rp' ©/2
A,
3 V=00

Fia. 2.27: Allure typique de la densité spectrale associée aux conversions thermiques excitées
par un miroir en oscillation ultra-relativiste. Cette forme est valable tant que h$2 > 10kpT,, .

ksT,,
hQ)

mi-hauteur est dans chaque cas de 'ordre de

de RB3? , celle atteinte par le deuxieme pic de Rﬂ4

5% Q , et ainsi de suite. La largeur a

. Par comparaison avec la contribution du

vide étudiée juste avant, on voit que les effets thermiques du rayonnement motionnel seront
négligeables pour W2 >> kpT.,,.

C.2 Diffusion des champs par une cavité oscillante

Considérons maintenant deux miroirs indexés par i = 1 (miroir de "gauche”) et i = 2
(miroir de "droite”) respectivement. Astreignons-les a avoir une trajectoire donnée par :

sin(Qq;(t)/c — ¢ai) = —Byiy sin(x — ¢y ) (2.122)

Pour chaque miroir ’i’, on notera ¢, ; et ¥y ; les champs entrant, et @ous,i €t VYour,; les champs
diffusés, tel que le montre la figure 2.28. On adoptera la convention e; = 41 et €9 = —1 pour
les facteurs apparaissant devant les v/R; dans les expressions de Pout,i €6 Your,i en fonction de
Pin,i et @/Jm’i [Cf (2.97) et(2.106)] :

Pout1[V] = \/f%n,l | ++VR Z {1} — Vthin,1[v — m]

meoo (2.123)

¢OUt L \/>¢m 1 \/> Z {1} -V (Pm 1[V - m]

m=—00
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Fi1ac. 2.28: Trajectoire d’espace-temps du miroir i’ oscillant. Les champs entrant et sortant
sont représentés par des rayons lumineux et indicés par i’

Spout 2 \/>90m 2 \/> Z {2} - V]Q;Z)in,Z[V - m]

m=_oo (2.124)
Qj)out 2V \/>7pzn 2 + \/> Z {2} - V](p’m,Q[V - m]

On notera par ailleurs L la longueur moyenne de la cavité : L = ¢(¢q,2 — Pa,1)/2

C.2.1 Itération fréquentielle des champs diffusés intra-cavité

Par la suite, on sera amené a noter @i, = @in1 et Vi, = Yin2 les champs entrants, et
Pout = Pout,2 €t Vout = Yout,1 les champs sortants de part et d’autre de la cavité. D’autre
part, les champs se propageant librement entre les deux miroirs, on aura Qous 1[V] = in2[V] et
Yout,2[V] = Yin,1[v] pour toute fréquence v. On va déterminer I'effet des réflexions successives
sur chaque composante spectrale du champ décrit par un rayon se réfléchissant au sein de la
cavité, tel que schématisé sur la figure 2.29. Pour cela, on va remplacer :

-dans Pexpression de @out.1[V], ©in1[V] PAr Yin[V] et Yin1[V'] par Your2[v'],

-dans l'expression de ©ous 2[V'], Yin2[V'] par ¥in[v'] et ©in2[v"] par wou1[v"”]. On recom-
mence ensuite 'opération & partir de @yu1[v”], et on itere cet algorithme jusqu’a l'infini.
L’expression obtenue au final pourra étre notée peq,[v].

On peut aussi commencer l'itération a partir de oy 2[v] (Fig. 2.30). Dans ce cas, on
remplace :

-dans Pexpression de oyt 2[V], VYin2[V] par Yin[v] et @in2[v'] par wour1[v'],

-dans Vexpression de @ou1[V'], @in1[V'] par win[v’] et Yin1[v"] par Yoy 2[v”], puis on
recommence l'opération & partir de o, 2[v”]. En itérant cet algorithme jusqu’a l'infini, on
obtiendra une expression finale que ’on pourra noter : ¥q,[V].
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F1G. 2.29: Diagramme d’espace-temps représentant la trajectoire d’un rayon lumineux au sein
d’une cavité oscillante. Le mouvement des miroirs est ici donné par I’équation (2.122) dans le
cas particulier oll : ¢ 2 = Pg1 + 37 et : ¢p1 = ¢p2[27]. Il y a oscillation globale de la cavité.

Les champs sortants de la cavité pourront alors s’écrire :

Gout[V] = VT eav[v] — VR Z 2 m — Vil — m)

m_foo (2.125)
¢out \/ﬁ ¢cav \/7 Z {1} - V]‘Pin [V - m]

ce qui traduit le fait que les miroirs transmettent une partie des champs intra-cavité vers I'ex-
térieur, et réfléchissent directement une partie des champs entrants sans leur laisser pénétrer
la cavité.

On peut par exemple caractériser 'effet d’un aller-retour dans la cavité a partir d’une
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i=1 i=2

F1G. 2.30: Itération sur une trajectoire d’espace-temps a partir de ¥yyu¢ 2.

premiere itération :

zpout 21V \/szn 2 + \/7 Z {2} |: TI(PZTL l[V - ]

m=—0oQ

+ VR Z (v = m)[tbin 1 [(v = m) = ']

:\/Ewm +\/7 Z {2} |: T190m[ _m]

m=—0o0

VR Z (v = m)out2[(v — m) — m] (2.126)
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ce qui peut encore s’écrire :

Yout,2[V \/E'm +\/>\/ﬁz {2} m — V][V — m)]

m=—0oQ

+o00
VEVEWVE S S a2 — b n ) — el — (ot )]+

m=—oo m’/'=—oo

(2.127)

Dans cette formule, le premier terme rend compte du champ qui vient d’entrer dans la cavité
par le miroir 2, le deuxieme terme du champ qui vient de se réfléchir sur le miroir 2 apres
étre entré par le miroir 1, et le troisieme terme du champ qui vient d’effectuer un aller-retour
dans la cavité apres étre entré par le miroir 2. Les termes représentés par des pointillés cor-
respondront eux aux champs ayant subi au moins trois réflexions intra-cavité. Afin d’illustrer
la signification physique des différents termes, on peut maintenant interpréter ’expression
(2.127) en termes de processus paramétriques. En effet, il est possible de déterminer quels
sont les photons créés ou annihilés, ainsi que leurs éventuelles corrélations, a chaque réflexion
lors d’un aller-retour dans la cavité. Prenons par exemple le deuxieme terme. Dans le vide,
celui-ci correspond aux processus déja présentés dans la figure 2.26 : pour m > w/Q, il y a
émission de paires de photons (w, m{) —w) sur le miroir 2, avec une amplitude de probabilité
proportionnelle & 5™ [cf (2.96)]. Si la cavité oscille dans un champ thermique, ces paires
pourront aussi étre émises de maniere stimulée par des photons thermiques de fréquence w
ou m§) —w avec m > w/€Q, et le rayonnement émis a w sera par ailleurs composé de pho-
tons provenant de la conversion paramétrique de photons thermiques de fréquence w — m$2
pour m < w/Q. Chacun de ces processus auront en commun une amplitude de probabilité
proportionnelle & 5™

Dans toute situation réaliste, on aura << 1, et donc la grande majorité des photons
émis & w dans le vide le sera dans des paires (w,{) — w) avec w < ). Toutefois, article
[Lambrecht(98)] a montré l'existence de contributions non-négligeables de fréquence supé-
rieures a ) dans le spectre émis par une cavité haute finesse en oscillation résonante dans
le vide et proche du seuil. Cela signifie donc que des processus d’ordres supérieurs peuvent
avoir lieu au sein d’une telle cavité. Il est alors légitime de se demander si ces processus
correspondent par exemple a ’émission directe de paires (w, 22 — w) ou a des conversions
paramétriques en deux étapes, dans lesquelles un photon a €2 — w est d’abord émis dans une
paire (w, ) — w), puis "recyclé” sous la forme d’un photon & 22 — w.

Nous allons illustrer cette discussion grace au troisieme terme de ’expression (2.127).
Ce terme rend compte d’un aller-retour du champ. Suivant la fréquence w et I’état entrant
considérés, il va donner lieu & diverses combinaisons de processus. L’amplitude de probabilité
associée a une combinaison sera, si I'ordre du processus a la réflexion est m sur le miroir 1 et
']

m/ sur le miroir 2, proportionnelle & glm+Im
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1) Pour 0 < w < Q par exemple, les combinaisons dominantes auront une amplitude de

probabilité proportionnelle a (. Plusieurs cas de figure sont envisageables lors d’un aller-retour
dans la cavité :

a) une paire (w,{) — w) est émise lors de la réflexion sur le miroir 1 (m' = 1), soit
spontanément dans le vide, soit de maniere stimulée par un photon thermique ; aucun photon
n’est émis lors de la réflexion sur le miroir 2 (m = 0) [cf figure 2.31];

Fia. 2.31: Emission d’une paire par le miroir 1 lors d’un aller-retour dans la cavité.

b) aucun photon n’est produit lors de la réflexion sur le miroir 1 (m’ = 0) et une paire de
photons (w, ) — w) est émise lors de la réflexion sur le miroir 2 (m = 1), soit spontanément
dans le vide, soit de maniere stimulée par un photon thermique [cf figure 2.32].

i=1 i=2

Fia. 2.32: Emission d’une paire par le miroir 2 lors d’'un aller-retour dans la cavité.
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2) Pour : Q < w < 29, les combinaisons dominantes auront une amplitude de probabilité

proportionnelle & 42. Une des conversions paramétriques susceptibles d’étre excitées thermi-
quement fera toutefois exception. Plusieurs cas de figure sont envisageables lors d’un aller-
retour dans la cavité :

a) une paire (w,2Q — w) est émise lors de la réflexion sur le miroir 1 (m’ = 2), soit
spontanément dans le vide, soit de maniere stimulée par un photon thermique ; aucun photon
n’est émis lors de la réflexion sur le miroir 2 (m = 0) [cf figure 2.33];

i=1 i=2

Fia. 2.33: Emission d’une paire par le miroir 1 lors d’'un aller-retour dans la cavité.

b) aucun photon n’est produit lors de la réflexion sur le miroir 1 (m’ = 0) et une paire de
photons (w, 20 — w) est émise lors de la réflexion sur le miroir 2 (m = 2), soit spontanément
dans le vide, soit de maniére stimulée par un photon thermique [cf figure 2.34] ;

i=1 i=2

Fia. 2.34: Emission d’une paire par le miroir 2 lors d’un aller-retour dans la cavité.
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c¢) un photon a : © = w — 2, est émis dans une paire ((D, Q- (D) lors de la réflexion sur le
miroir 1 (m/ = 1) puis est couplé & un quantum d’énergie mécanique A2 dans un processus
de création d’un photon & w lors de la réflexion sur le miroir 2 (m = 1) ; au final, une paire
(w, 200 — w) a été créée. Le deuxieéme processus peut également étre excité directement par un
photon thermique de fréquence w — 2, auquel cas ’amplitude de probabilité associée sera pro-
portionnelle & . On voit donc que si la température est suffisament élevée, la contribution de
fréquences supérieures a ) au spectre proviendra principalement de conversions thermiques.
[cf figure 2.35];

i=1 i=2

F1c. 2.35: Emission d’une paire par le miroir 1 puis couplage d’'un des photons de la paire
avec un quantum d’énergie mécanique du miroir 2.

On peut aussi donner un exemple de combinaison dans laquelle I'un des entiers m est
négatif. Considérons par exemple le cas ot 0 < w < 2. On peut alors imaginer une situation
dans laquelle un photon a : © = w + 2 est d’abord émis dans une paire (d), Q— zl)) lors de
la réflexion sur le miroir 1 (m’ = 2). Lors de la réflexion sur le miroir 2, il y a absorption
du photon @, restitution d’un quantum d’énergie mécanique hf2 au miroir 2 et émission d’un
photon & w [cf figure 2.36]; au final, une paire (w,Q — w) a été créée, et amplitude de
probabilité associée & cette combinaison sera proportionnelle & 32. Le deuxieme processus
peut également étre excité directement par un photon thermique a w + 2. Dans ce cas,
I’amplitude de probabilité associée sera proportionnelle a 3. On voit donc que les processus
associés aux entiers m négatifs ne seront efficaces que si la température est suffisament élevée.

En itérant cette procédure jusqu’a l'infini, on va faire apparaitre des termes rendant
compte d’un nombre quelconque de réflexions du champ au sein de la cavité. Pour un rayon
effectuant un nombre donné de réflexions intra-cavité, la composante spectrale v du champ
qui va résulter de ces multiples diffusions fera a chaque fois intervenir toutes les composantes
spectrales (v —m) [m € Z] du champ entrant. A chaque rayon et a chaque couple (v;v —m),
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Fia. 2.36: Emission d’une paire par le miroir 1 puis conversion d'un des photons de cette
paire avec restitution d’'un quantum d’énergie mécanique au miroir 2 [0 < w < €].

on pourra associer une amplitude de probabilité globale. Il faudra alors tenir compte de toutes
les contributions permettant d’émettre un photon de fréquence v a partir de la composante
(v — m) de l'état entrant considéré et via les multiples réflexions du rayon envisagé. On
aura donc tout un ensemble de combinaisons de processus individuels rendant compte d’un
processus global donné le long de la trajectoire d’espace-temps suivie par le rayon en question.
A priori, une infinité de combinaisons sera envisageable, et il conviendra de les regrouper en
fonction de la puissance de 3 émergeant de la multiplication des facteurs 77{752.} et ~7{7%} associés
a chacun des processus.

A premiere vue, seules les combinaisons dont la puissance globale sera faible contribueront
notablement au rayonnement émis. Dans la théorie de la réponse linéaire, on ne gardait que
celles d’amplitude proportionnelle & 3, et ’amplitude totale d’émission d’une paire (w; 2 —w)
a résonance correspondait alors a la multiplication de 3 par le nombre moyen de rayons
susceptibles d’interférer constructivement au sein de la cavité (c’est-a-dire par la finesse F
de la cavité). Toutefois, quand la finesse devient grande, on peut s’attendre & ce qu'un ef-
fet cumulatif de combinaisons d’amplitude plus faible puisse apporter des contributions non
négligeables au spectre final. Suivant le nombre d’étapes considérées et le type de processus
envisagés, les combinaisons associées & une méme puissance de 3 seront plus ou moins nom-
breuses et ceci nous amenera le moment venu a négliger certains termes dans ’expression des
champs diffusés globalement par la cavité.

C.2.2 Expression exacte des champs globalement diffusés par la cavité et condi-
tions de résonance

Dans ce sous-paragraphe, nous allons d’abord donner I'expression des champs sortants
apres itération a I'infini de la procédure précédemment invoquée. Grace a ces expressions, nous
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retrouverons ensuite les conditions de résonance identifiées lors de ’approche perturbative du
paragraphe B.2.

On se reportera a I’Annexe D pour le détail des calculs aboutissant a ’obtention des
champs intra-cavité via l’algorithme d’itération fréquentielle. En utilisant les relations (D-6),
ainsi que les résultats (D-4) et (D-5), on peut déterminer les champs sortants de la cavité :

Poutl] =Y {\ﬁ\/ﬁzr"“

meZ
> I A ISR g, — w132 (2 e — ] |72 R ome = VA M=
{m;€Z} =0 k=0
0<i<2n

T VTVT am,o}%[u —m]

+z{mn+§rn

meZ n=0
Z H |:’77{nlz}; k - V]/}/T{Y?Q];+1 [ZI%;]J'(_)lm ]:| ’Y({;}_ 2n—1 mk) [m - V]
{miez} j=0 =

0<i<2n—1

VR @ m }wm[y ] (2.128)

ol r = v/Rov/ Ry, 0 est le symbole de Kronecker, et pour n =0 :

n—1

H [’Y{%}J [Zijzomk - 1/]7,%}]+1 [Z?ngmk — ]| doit étre pris égal a 1,
j:

’7{1} an_1_ .|m — v] doit étre pris égal a : %{nl}[m —vl.

(mf k=0 mlc)

L’expression de t,¢[v] s’obtiendra & partir de (2.128) en permutant ¢;, et 1, d'une part,
les indices 1 et 2 d’autre part, puis en remplacant v{2} par 312 et 411} par A1},

On voit donc que la cavité pourra générer globalement le méme type de processus qu’un
miroir unique oscillant, dont les coefficients de diffusion dépendraient de la fréquence. Ici
toutefois, il y a de multiples conversions envisageables au sein de la cavité, en plus de celles
excitées par réflexion directe sur les faces externes des miroirs. Dans tous les cas, on aura
émission de paires (w;m§) — w) pour m§) > w, et les photons jumeaux en question seront
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éventuellement décorrélés par la cavité. A température non nulle, on aura des conversions pa-
ramétriques initiées par des photons thermiques de fréquence |w — mf)|. La cavité va surtout
se distinguer du miroir unique de par le fait qu’elle va permettre d’amplifier le rayonne-
ment motionnel de maniere résonante pour les fréquences correspondant a ses modes propres
moyens.

Pour fixer les idées, focalisons nous par exemple sur les termes de réflexion multiple
impliquant les composantes v, [v —m] dans expression (2.128) de ¢, [V] :

+o00 +oo
\/ R1T2 Z Z T’n
m=—00 n=0
Z H |:fY:{nlz}] mp — V:I’YT{)’?Q};+1 [ZZ]‘Blm ]] ’}/&{;}_ 2n—1 mk) [m - V] d%n [V - m]
(miez} j=0 h=0
0<i<2n—1

La contribution associée a une composante spectrale (v — m) donnée du champ entrant
s’obtient donc en sommant les amplitudes de toutes les combinaisons de processus amenant
de la fréquence |v —m| a la fréquence v en 2n étapes, sur chaque trajectoire rendant compte
de n aller-retours au sein de la cavité. Puis on somme sur n € N chacun des termes ainsi
obtenus apres les avoir pondérés par le facteur "

Pour un entier relatif m et un entier naturel n donnés, tous les arrangements (m,;...; m,, ) €
727+ tels que Z?go m, = m, sont a priori envisageables. Un arrangement donné correspon-
dra a un processus d’ordre m,, lors de la premiere réflexion du champ au sein de la cavité,
puis a un processus d’ordre m, , lors de la deuxieme, ..., puis & un processus d’ordre m, lors
de 'avant-derniere, et & un processus final d’ordre m, lors de la derniere réflexion du champ
avant sa sortie de la cavité. L’amplitude associée a cette série de processus sera proportionnelle

a 9 avec ¢ = 2?20 Im,|.

Il convient maintenant de se demander dans quelle mesure les termes que 'on vient de
décrire pourront s’additionner en phase. On va donc chercher a voir quelle influence joueront

{} {}

les phases cachées dans les facteurs v, et Am” sur les sommes en question. On va dans un
premier temps identifier des conditions de resonance relatives aux caractéristiques du mouve-
ment des miroirs, et dans un deuxieme temps, faire apparaitre les conditions d’interférences
constructives entre les rayons multiplement réfléchis au sein de la cavité. Pour ce faire, on

va insérer les expressions (2.94) et (2.105) des coefficients ~,, et 4, dans le résultat (2.128)
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relatif au champ ¢,,, globalement diffusé par la cavité :
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H [Zf:oml_y} lj[ maj Zk oMk — Vﬁ{l}) Hingjps ( iﬁ(—)lmk V?@z})}

k=0
2
Hiny, (Zkiomk - 6{1})

— Ry e2i¢a,2(m—v) im(dp,2—¢a,2) (m — v)Hp(m — v, 6{2})}1/}2,” [v —m] (2.130)

Les facteurs e~ 2t 1)(@a1=¢a2)v of ¢=2in(éa1-¢a2)V détermineront le caractére constructif ou
destructif des interférences entre rayons multiplement réfléchis lorsque la sommation sur n € N
sera effectuée. Nous y reviendrons plus tard.

Outre la nécessité d’avoir des interférences constructives, il faudra au préalable que la
somme sur les m; se fasse avec un maximum de termes en phase. Or, nous verrons plus loin
que, sous le seuil, les contributions dominantes au spectre a m et n fixés seront obtenues
en regroupant les arrangements dans lesquels tous les m; ont le méme signe que m. Le
signe des produits : [[74" [...] [T}—0 [Homy; (--)Humyjy (---)] sera alors indépendant du choix
particulier des m; dans ce sous-ensemble (on a pris ici 'exemple des produits apparaissant
devant ¢;, dans (2.130), mais cette remarque vaut aussi pour ceux apparaissant devant ;).
Par conséquent, on voit que pour 2(¢g1 — ¢q,2) = 2km €t ¢po2 — dp1 + Pa2 — Pa1 + 7 = 2k'm
[(k, NS ZQ], la somme sur les m; dans le sous-ensemble considéré se fera en phase.



C. Approche non-perturbative 59

Ces conditions peuvent se réécrire sous la forme :

ba2 = Qa1 + K7, cest-d-dire: QL/c= K

(2.131)
bv2 = Pp1 — (K + 1)7 [27]

JdK e N*/ {

ou la notation [27] signifie "modulo 27", c’est-a-~dire "+2pr” avec p € Z. La fréquence d’oscil-
lation mécanique 2 commune aux deux miroirs devra donc étre un multiple entier du mode
optique fondamental de la cavité au repos. D’autre part, étant donnée la trajectoire choisie
pour chaque miroir :

qu(t)/c ~ gf)aﬂ' — ﬂ{l} SiIl(Qt — (;Sbﬂ') (2.132)

on retrouve pour K > 2 les criteres de résonance qui avaient été évoqués lors du traitement
perturbatif :

- si K est pair, on obtient un mode "respiratoire” résonant en modulant périodiquement
la longueur de la cavité avec une fréquence Q) = Kmc/L autour de sa valeur moyenne L,

- si K est impair, on obtient un mode d’oscillation globale résonant en faisant osciller la
cavité a la fréquence Q = Kc/L tout en maintenant la distance L entre ses miroirs constante.

Il est possible de réinterpréter ces résonances par un argument géométrique relatif aux
trajectoires d’espace-temps suivies par les rayons lumineux multiplement réfléchis au sein de
la cavité. Dans les modes résonants en effet, certaines orbites deviennent attractives
[Law(94), Cole(95)]. Aprés un nombre suffisant de réflexions, les divers rayons "piégés” par
la cavité vont se rapprocher de ces orbites particulieres, ce qui se traduira par la formation
de pulses d’énergie [cf figure 2.37].

Par ailleurs, le choix de ¢q,1 et ¢p1 va fixer origine (arbitraire) de 'espace-temps. On va
donc choisir des valeurs qui simplifieront les expressions que ’on cherche a écrire :

Kr K+ 1)
Gag = ——— b1 = (G (2.133)
2 2
ce qui, avec les conditions (2.131), permet de fixer :
Kr K+ 1)r
Gap2=+—F— b2 = _E A Dr (2.134)
2 2
Toujours dans un souci de simplification des expressions, on prendra :
ﬁ{l} = 5{2} = [ =th(a) (2.135)

Les coefficients de Fourier donnés dans les équations (2.94) et (2.105) deviennent alors :

%*%1}[”] — e—inu(_l)mKimyHm(V’ B) ’Yr{nQ} {V] — eiK””(—l)mK(—i)mVHm(V, B)
W) = K™ (=M H,p (v, 8) W) = e Emmy L (v, )
(2.136)
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Jo N

Fi1ac. 2.37: Diagramme d’espace-temps représentant le resserrement des rayons lumineux au-
tour des orbites attractives apres un grand nombre de réflexions au sein d’'une cavité en

oscillation globale résonante.

Sous ces conditions, I’équation (2.130) devient :
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— /Ry (=)™ K™ (m — v) Hpp (m — v, m}wm[u —m] (2.137)
2n—1
ou, pour n =0 : Z H [()Hmj (...)}(m—u)Hm(m—y,ﬂ) = (m—y)Hm(m—V,ﬂ).
{m;ezZ} j=0

0<i<2n—1
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i(2n+2)Knv 2nKnv

Via les termes e et e , on voit que I'on aura a priori interférence constructive
entre les rayons ayant effectué différents nombres d’aller-retours au sein de la cavité pour
v=p/K (p € N*), c’est-a-dire w = pme/L. On retrouve donc les fréquences propres caracté-
ristiques d’une cavité Fabry-Pérot de longueur L. Nous verrons que, dans le spectre, les pics
associés auront de plus une forme Lorentzienne, de largeur inversement proportionnelle & la
finesse de la cavité. Cette propriété découlera naturellement de la présence des facteurs r"+1
et r™. Toutefois, la largeur des pics dépendra aussi de I'ordre global m considéré.

Ces résultats sont a rapprocher de ceux établis dans 'article [Lambrecht(98)], et notam-
ment, notre équation (2.137) est a identifier avec une équation dérivant de ce papier pour les

mouvements résonants :

ol z{ﬁlﬁgz ool -u+¢ﬁ@amg}w-]

meZ
+ {\ﬁTZZT Ym2n1[m = v] = v/ Roym, 1 [m }wm[u —m] (2.138)
meZ
malt] = <—z’>m+2usm7f”) D G (11, y),
Gl By) = i) S D)y + DU (elm)(m = v) +1) B (2.139)

|
= L(lm|+1+4+1) !

Bp = (—1)Kth(pa).
Ce résultat avait été établi par transformée de Fourier de ’expression exacte des champs glo-
balement diffusés par la cavité dans le domaine temporel. En posant r = e~2”, I'introduction
des notions de rapidité effective : a,, = 2a/p, et de vitesse effective : 3 ,, = th(aeyys) avait
a cette occasion amené a comparer la situation d’une cavité en oscillation résonante proche
du seuil v, = 1 a celle d’'un miroir unique oscillant qui serait ultra-relativiste. Rappelons

I
ici que pour une cavité de haute-finesse, p << 1 et :

oV T (2.140)
1—-r 2p

Avec la condition o ~ 3, on retrouve bien :

_ABF _4Fw,,

a,, =~ (2.141)

T T c

Enfin, par construction, on doit pouvoir identifier les amplitudes associées a une seule
réflexion dans les deux approches, c¢’est-a-dire : 7,% }[y] = Ym,1[v]. En comparant (2.136) et
(2.139), il vient alors :

e (1)K iy L (v, th(a)) = (—i)m“VSin(;W)e_iKWGm(V, (—1)*th(e)),
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et on retrouve bien le résultat (2.101) :

Ho(, ) = (—1)m 152 ) ) (2.142)

™

C.2.3 Calcul du spectre émis par une cavité en oscillation résonante

D’apres les équations (2.108) et (2.137), pour toute fréquence v positive, la densité spec-
trale du flux photonique moyen émis vers la droite par une cavité en mouvement résonant [cf
(2.131)] dans le vide sera donnée par :
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} (2.143)

0<i<2n—1
Tel quel, le résultat (2.143) est strictement équivalent a celui issu de Particle [Lambrecht(98)] :

— \/R>2 (fl)mHm(m -, ﬁ)

<92 2
W = ST S~y { VEVE Y e G (1, )
vac ™ meN >0
m>v
2
+ ‘\/RlTQZT"e2i”K”("+1)Gm(V7 Bont1) — V/Ra G (v, B-1) } (2.144)
n>0

Avec I'expression (2.116) relative au spectre du miroir unique oscillant dans le vide, il apparait
que la limite formelle K = 0 dans 'expression (2.144) peut étre vue comme la densité spectrale
du rayonnement émis par un miroir unique moyenné sur l’ensemble des vitesses effectives
Ban(+1)- C'est par ailleurs avec cette procédure que I'enveloppe du spectre pour K # 0 peut
étre déterminée. Chaque pic associé & un mode propre moyen de la cavité est alors limité
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supérieurement par ’enveloppe en question, formée d’une succession d’arches et s’annulant
pour toutes les fréquences multiples entieres de €). Les figures 2.38 et 2.39 représentent les
spectres relatifs aux modes résonants K = 3 et K = 5, dans le vide et pour une rapidité
effective a,,, = 0,9 proche du seuil. Dans les deux cas, la limite supérieure du graphique
correspond a la valeur af i /4. Pour K = 3, on distingue deux pics sous chaque arche. Ils
correspondent aux résonances optiques w = /3 et 2€2/3 pour l'arche principale, w = 4€/3

et 5Q/3 pour la deuxieme arche, et ainsi de suite.

0 2 A
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Fia. 2.38: Spectre du rayonnement émis par une cavité en oscillation globale dans le vide
a la fréquence Q = 3mwc/L, pour a,, =0,9etr=0,99. La courbe en pointillés constitue

I’enveloppe du spectre, et les pics correspondent aux résonances optiques de la cavité.

Pour K =5, on distingue quatre pics sous chaque arche. Ils correspondent aux résonances
optiques w = /5, 2Q0/5, 3Q2/5 et 4Q2/5 pour I'arche principale, w = 6€2/5, 7Q2/5, 8Q/5 et

9Q2/5 pour la deuxiéme arche, et ainsi de suite.

©/Q

Fia. 2.39: Spectre du rayonnement émis par une cavité en oscillation globale dans le vide a

la fréquence Q = 57e/L, pour . = 0,9 et r = 0,99.
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Si le mouvement s’effectue dans un champ thermique a la température 7T, , le spectre du
rayonnement émis devient :

I vim —v|
v, out — v, out E _
Teq vac me7. ehﬂ|m Vl/kBTeq —1

X{ \/ﬁ\/@zrn—‘rleﬂwl(un

n>0

2n
Z H |:( Z;:()mk - V)Hmj (Zi:@mk -V, 5)] H(mfzilo me) (m -V, B)

{mi€z} j=0
0<:<2n

+ VTV T 6
4 ‘ /Ry T Z rn€2i7rKV(n+1)

n>0

2

2n—1

2. 1l [(Ziﬂ)mk = v) Hyn, (Shgmn = v, 5)}H(m—2i151mk)(m —v,)

{miEZ} 7=0
2
} (2.145)

0<i<2n-1
et avec le formalisme employé dans l'article [Lambrecht(98)], on aura :

—VRy (1) Hy(m — v, 3)

.92 2
(=) (=) sin”(7v) vim — v| —oinK
Ny, out = M, out + 5 T — T X VI Ts E e TG, (v, Bon)
T, vac s e Im—v|/kpTeq _ 1
eq meZ n>0

+ ‘\/ RiTy Zrne_QMKV(nH)Gm (v, Bant1) — VR2 G (v, B-1)

n>0

N
(2.146)

Comme dans le cas du miroir unique oscillant, on peut distinguer la contribution du vide et
celle liée aux effets thermiques. De maniere générale, les effets thermiques du rayonnement
motionnel seront négligeables pour toutes les résonances optiques w = pQ/K (p € N*) du
spectre si kT, << h§2/K. La densité spectrale associée pourra alors se calculer directement a
partir de ’expression (2.143), et I'allure du spectre sera la méme que dans le vide. Mentionnons
quand-méme que 'annulation du spectre pour toutes les fréquences multiples entieres de la
fréquence d’excitation mécanique ne resterait pas valable a haute température. Dans ce cas
en effet, les résonances optiques w = pQ (p € N*) seraient suffisamment exaltées grace a la
compression des fluctuations thermiques.
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On peut aussi mettre le résultat (2.145) sous une forme qui pourra s’avérer utile par la
suite :

M= Y { An)] + Bt } 17

Teq meZ

ou les termes entre crochets sont les mémes que dans l’expression (2.145), et les amplitudes
Ap(v) et By, (v) s’identifient & chacun des deux membres y apparaissant.

Par ailleurs, il pourrait s’avérer judicieux de détecter les photons créés a l'intérieur de
la cavité, étant donné que pour une finesse élevée, leur flux sera largement supérieur a celui
des photons émis a ’extérieur de la cavité. Le rapport entre les deux sera approximativement
donné par la finesse de la cavité. On peut par exemple penser a envoyer des atomes de Rydberg
[Rempe(90), Haroche(96)] entre les miroirs pour venir sonder 'état du champ intra-cavité.
Au sein d’'une cavité de haute-finesse en oscillation résonante, la densité spectrale du flux
moyen des photons que verraient ces atomes sera alors donnée par :

Noeav ~ (F/70) X 1y ot (2.148)

TEQ Teq

Signalons enfin que pour des raisons évidentes de symétrie, le spectre émis vers la gauche
s’obtient dans chaque cas a partir du spectre émis vers la droite en permuttant les indices 1
et 2 portés par les coefficients de diffusion relatifs aux miroirs.

Bien que d’apparence plus compacte, les résultats (2.144) et (2.146) ne permettront pas
de prévoir quelles combinaisons de processus apporteront les contributions dominantes au
spectre émis par une cavité de haute finesse. De plus, par construction, ils ne pourront pas
faire 'objet d’une adaptation simple pour prendre en compte les conditions de transparence
a haute fréquence des miroirs. Nous allons voir qu’en revanche, les résultats (2.143) et (2.145)
nous apporteront satisfaction quant a ces deux points.

C.2.4 Contributions dominantes pour une cavité de haute finesse

Nous allons dans cette sous-partie regrouper par puissance de ( les termes intervenant
dans le spectre émis par une cavité en oscillation résonante dans le vide ou dans un champ
thermique, et identifier les combinaisons de processus qui apporteront les contributions prin-
cipales pour F' >> 1.

Pour 3 << 1, d’apres (2.96) :
fm| 77I™ml .
im| €(m) Hj:o(V m + €(m)j)
|m|! v—m

vH,, (v, B) ~ 3 (2.149)
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et donc, en se focalisant sur I'un des membres apparaissant dans (2.145) et (2.147) :

V) _ § :rn+1€217rK1/n

n>0
2n ‘ |
S L[Sk ), (S~ 158)] (0= 0) o (0 9)
{Ono, Mo 1)€L2n+2 770

/SRt my=m }

~ § : T,n+1€217rK1/n

n>0

> 5 b i 2ﬁ1 e(my) " Hyloz]o‘ (X9 émk vt E(mf)p)}

{(m07 7m2n+1)€Z2n+2
/2271-{»1 mk:m}
(2.150)

avec, pour j = 0, Zk oMk =0. A chaque arrangement de 2n + 2 processus (mo, ..., Map+1) €
7272 tels que l'ordre global Zifgl my apres n + 1 aller-retours du champ dans la cavité

soit égal a m, sera donc, comme nous ’avions évoqué plus tot, associé une amplitude propor-
2n+1
k= 0‘ kl

tionnelle a 3 . Pour regrouper les termes apparaissant dans (2.150) par puissance de

G, on peut d’abord remarquer que :

2n+1
VYm € Z, ¥(mo, ..., Mant1) € {(mo, ey Map+1) € Z2n+2/ Z my, = m} :

2n—+1 2n—+1 2n+1 2n—+1
m| ={ > m m) Y mp = > mi| = |m|+ D (jm| — e(m)my,)
k=0 k=0 k=0 k=0
2n+1 2n+1
= > |mpl =|m|+ > (elmp) — e(m))my,
k=0 k=0
2n+1
= Z |mg| = |m|+20 avec: [ = Z |

{k/ c(mp)e(m) }

(2.151)



C. Approche non-perturbative 67

c’est-a-dire :

> Img| = |m| +1 et:

2n+1
m) Z mp = N1eN/ {k/ clomy)=etm }

k=0 > Img| =1
{/ emu)em) }

2n+1

> | =

k=0

m =

(2.152)

La valeur minimale de 3 2" t!|my| est donc |m]|; elle est obtenue pour I = 0, c’est-a-dire
quand tous les my sont du méme signe que m, et dans ce cas :

2n+1 Imjl 1plm; 2n+1 Il plm;l
e(my) 7 Tp= (E] omk_l/‘i’ﬁ(mj)p) _ e(m) 7 T= (Ej omk—V+€( m)p)
jr:[o | (S e —v) EIO m | (ST e — ) }

|m| Ut elm 2n+1
— ()™ Hp:O((_V—; (m)p) I 1 }

Le signe de ce produit sera donc indépendant du choix particulier de Parrangement (my, ..., may+1)
dans le sous-ensemble ol tous les m; sont du méme signe que m (que 'on appellera "sous-
ensemble {m;] = 0}"”). Cette remarque fait écho a I'argument utilisé dans la sous-partie C.2.2
pour déterminer les conditions de mouvement résonant.

Si I'on pose r = e~ 2/, I’équation (2.150) peut alors se réécrire :

Am(y) ~ ﬁ\m\ { H:LZL] (p_ 6(m)l/) Zef(nJrl)ZpeZiTrKl/n Z Qﬁl [L}

_ N
(—e(m)v) n>0 {(morimoms1)eNEn+2 30 m!

[ SRt =}

+ § BQI § —(n+1) 2p62z7TKVn

1>1 n>0
Z Qﬁl 6(7’)’1,])‘7” H‘m]‘ (Ek Omk -V + E(m])p)} }
{(mo, = Z2n+2/ §=0 [m; ! (Zk oMk — V)

2t U m=m et Y2 | =|ml+21 }

(2.154)

On remarque une grande similitude de I'expression ci-dessus avec 'amplitude associée a un
processus d’ordre m lors de la réflexion sur un miroir unique oscillant vH,,(v), donnée en
(2.95). En prenant la limite formelle K = 0 dans (2.154), on annule artificiellement ’effet
des interférences entre rayons multiplement réfléchis au sein de la cavité, et on obtient en
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quelque sorte une moyenne de Pamplitude du miroir unique pondérée par e~ 2("*+1e gur chaque
ensemble de combinaisons de 2n + 2 processus associé a un processus global d’ordre m.
Comme montré dans I’Annexe E, sous le seuil (45F /7 < 1), bien que les sous-ensembles
{m;l = 0} semblent & premiére vue apporter les contributions dominantes au spectre, quand
48F /7 — 1, les sous-ensembles {m;[ # 0} seront aussi susceptibles de contribuer de maniére
non-négligeable.
Pour une puissance de 3 fixée & : |m|+2l (I € N), les arrangements (mo, ..., Map+1) € Z2"2

apg)ariienant a un sous-ensemble {m;[/} donné (c’est-a-dire tels que : 2@61 my = m et :
5 my| = |m|+21) seront en fait plus ou moins nombreux suivant les valeurs individuelles

des m; auxquelles on se restreindra. D’apres (2.152), la somme des m; de méme signe que m
devra étre égale a : m+e(m)l, et celle des m; de signe différent de m a : —e(m)l. Par ailleurs,
pour : F' >> |m| + 2l, la somme sur n dans 'expression (2.150) pourra étre restreinte a :
2n + 2 > |m| + 2l sans affecter significativement le résultat final.

On peut alors dénombrer les arrangements des divers sous-ensembles {m;{} comme suit :

Pour m > 1 et [ = 0 par exemple, les arrangements (my, ..., ma,+1) faisant appa-
raitre m fois la valeur 1 et (2n + 2 — m) fois la valeur 0, seront au nombre de :
(2n+2)(2n+1)...(2n+3—m)/m!. Dés que l'on voudra faire figurer dans la liste des m; au moins
un entier supérieur ou égal a 2, alors, pour n >> m, le nombre des arrangements associés sera
bien plus faible. Par exemple, pour faire figurer dans la liste : un entier égal a 2, (m—2) entiers
égaux a 1 et (2n+3 —m) entiers nuls, on n’aura que : (2n+2)(2n+1)...2n+4—m)/(m—2)!
combinaisons possibles. Cette discussion est en fait reliée a des interprétations physiques
simples (on utilisera la notation §2,, pour rendre compte d’un quantum d’énergie mécanique
du miroir) :

- si I'on s’intéresse a la contribution associée a m = 1, alors il y aura exactement 2n + 2
arrangements donnant une amplitude 3 (c’est-a-dire tels que : I = 0) au bout de n + 1 aller-
retours au sein de la cavité : ceux pour lesquels un seul m, sera pris égal a 1 et tous les autres
nuls, ce qui correspondra, lors de I'une des 2n+2 réflexions considérées, a I’émission d’une
paire : ©,, — (w; Q2 —w) pour 0 < w < Q (cf Fig.2.31, 2.32) ou a la conversion paramétrique
d’un photon thermique : (w — Q) +,, — w pour Q < w < 2Q.

- siI’on s’intéresse a la contribution associée a m = 2, alors, pour n >> 1, les arrangements
les plus nombreux donnant une amplitude 52 (donc tels que : [ = 0) au bout de n + 1 aller-
retours au sein de la cavité seront ceux pour lesquels deux m, exactement seront pris égaux a
1 et tous les autres nuls. En effet, pour 2 < w < 2€) par exemple, I'excitation en deux étapes :
Q,, = (w—Q2;2Q —w) puis : (w—N)+Q,, — w d'une paire (w;2Q —w) (cf Fig.2.35) pourra
étre obtenue autant de fois qu’il y a de choix de 2 réflexions parmis les 2n + 2 réflexions du
champ sur les miroirs, c’est-a-dire : (2n + 2)(2n + 1)/2 fois, alors que I'excitation de la méme
paire en une seule étape : 2, — (w;2Q —w) (cf Fig.2.33 et 2.34) pourra étre obtenue autant
de fois qu’il y a de choix de une réflexion parmis 2n + 2, c’est-a-dire : 2n + 2 fois.
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De maniere symétrique, pour m < —1 et [ = 0, les arrangements (my, ..., may,+1) faisant
apparaitre |m| fois la valeur —1 et (2n+2—|m/|) fois la valeur 0, seront au nombre de :
(2n+2)(2n +1)...(2n + 3 — |m|)/|m|!. Dés que I'on voudra faire figurer dans la liste des m;
au moins un entier inférieur ou égal & —2, alors, pour n >> |m/|, le nombre des arrangements
associés sera bien plus faible. Par exemple, pour faire figurer dans la liste : un entier égal
a —2, (Jm| — 2) entiers égaux a —1 et (2n + 3 — |m|) entiers nuls, on n’aura que :
(2n+2)(2n+1)...2n +4 — |m|)/(Jm| — 2)! combinaisons possibles. Cette discussion est ici
aussi reliée a des interprétations physiques simples :

- si l'on s’intéresse a la contribution associée a m = —1, alors il y aura exactement 2n + 2
arrangements donnant une amplitude [ (c’est-a-dire tels que : I = 0) au bout de n + 1 aller-
retours au sein de la cavité : ceux pour lesquels un seul m, sera pris égal a —1 et tous les
autres nuls, ce qui correspondra, lors de I'une des 2n+ 2 réflexions considérées, a la conversion
paramétrique d’un photon thermique : (w4 Q) - w+Q,, (Vw > 0).

- si 'on s’intéresse a la contribution associée a m = —2, alors, pour n >> 1, les
arrangements les plus nombreux donnant une amplitude 32 (donc tels que : [ = 0) au
bout de n 4 1 aller-retours au sein de la cavité seront ceux pour lesquels deux m, exac-
tement seront pris égaux a —1 et tous les autres nuls. En effet, I'excitation en deux étapes :
(w=+2Q) = (w+Q)+Q,, puis : (w+Q) = w+Q,, d'un photon de fréquence w pourra étre
obtenue autant de fois qu’il y a de choix de 2 réflexions parmis les 2n + 2 réflexions du champ
sur les miroirs, c¢’est-a-dire : (2n + 2)(2n + 1)/2 fois, alors que 'excitation du méme photon
en une seule étape : (w + 22) — w + 2Q,, pourra étre obtenue autant de fois qu’il y a de
choix de une réflexion parmis 2n + 2, c’est-a-dire : 2n + 2 fois.

Le sous-ensemble {m = 0;1 = 0} n’est lui constitué que d’un seul élément : (0,...,0), et
sera associé & une amplitude 3° = 1. Il correspondra a la diffusion des photons thermiques
par la cavité comme si cette derniere était au repos.

On démontre dans ’Annexe E que, pour tout m € Z et pour tout [ € N, les arrangements
les plus nombreux au sein de chaque sous-ensemble {m;[} seront toujours ceux pour lesquels
le choix des m; est restreint & {+1;0; —1}. Cela répond alors & 'une des deux questions que
nous avions soulevées en introduction & cette partie, a savoir que pour des finesses élevées
et quelle que soit la température, on peut garder une approche pertubative de
la diffusion des champs sur chaque miroir pris individuellement pour déterminer
la réponse globale et éventuellement ”non-linéaire” d’une cavité oscillante. La
transformation des champs sur chaque miroir pourra donc étre ramenée aux expressions :

+1

out,ilV] = VTipini[v] + eiv/Ri Z Y m — vy — m]
e (2.155)

wout,i[y] = \/Tﬂ/}m,z[y} - gi\/E Z :)/7{711} [m - l/](/?m,i [V - m]

m=—1
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c’est-a-dire :

Pout,ilV] = VTipin,ilV] + eiv/Rie™ 20 %ei i i[V] + eFil0vitdai)(1 — V)Byy Yinilv — 1]

+ e~ U itdai) (1 4 V)ﬂm Vinilv +1]

Yout,ilV] = VTitbin ilv] — i/ Rie 7200 @i i[v] — €O =00 (1 — 1) B, pinilv — 1]

— e—i(¢b,i_¢a,i)(1 + y)/@{i} Ginilv +1]
(2.156)

C.2.5 Prise en compte des conditions de transparence a haute fréquence

En reprenant les calculs a partir de (2.154), et en ne retenant que les contributions domi-
nantes que l'on vient d’identifier, il va étre possible d’obtenir une expression analytique des
amplitudes globales de diffusion sous le seuil, que 'on pourra aménager pour tenir compte
des conditions de transparence a haute fréquence des miroirs. Cette démarche est menée
dans I’Annexe F, et elle aboutit notamment a ’obtention d’une expression régularisée pour
le spectre du rayonnement émis par une cavité de haute finesse en oscillation résonante dans
un champ thermique :

(=) -~ (=) (=)
nu, out — nz/, f.b.b. + nu, out

eq Teq vac
vim — v| 2|m| 2 Il
22 e,y ZF/m) [ Ra@)] I (o= emy)
mez* © e —1 p=1
(2.157)
(=) 2m 2 ey 2
avec : My, oyt 2 Z v(im —v) (2BF/7)  |Rn(v)| H (p—v) (2.158)
vac meN =1
m>v
Im|—1
et pour m = +1 : H (p— e(m)y)2 =1 (2.159)
p=1

Les coefficients |R,,(v)|? rendent compte & la fois de la forme Lorentzienne des pics autour
des résonances optiques de la cavité v = p/K, mais aussi des conditions de transparence a
haute fréquence des miroirs :

lim R,(v) =0 et: VveRy, lim R,¥) =0 (2.160)

v—+00 [m|—+o0
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Pour 26F /7 << 1, et en 'absence de régularisation, on a R,,(p/K) ~ 1 pour tous les entiers
p > 0 et m € Z. Dans tous les cas, la largeur a mi-hauteur de ces pics est inversement
proportionnelle a F.

Le terme nf:}.b.b‘ correspond au spectre du corps noir filtré par la cavité, et dépend
notamment du coefficient Ro(v). En ce qui concerne la contribution du vide et celle des
conversions thermiques, on voit que ’on obtient un résultat tres similaire aux développe-
ments non-perturbatifs des densités spectrales calculées en C.1 pour le miroir unique. La
vitesse maximale effective est ici donnée par 26F/m, et le coefficient de réflexion effectif pour
un processus d’ordre m est proportionnel a ’Rm(y)}Q. Quand la vitesse maximale effective
s’approche de 1, la cavité se comporte en définitive comme un miroir ultra-relativiste, qui ne
comprimerait que les fluctuations des composantes v = p/K. L’intérét de la régularisation
haute-fréquence consiste a limiter les processus efficaces de compression aux entiers p et m
tels que toutes les fréquences comprises entre |m—p/ K| et p/ K soient suffisamment réfléchies
par les miroirs. On peut ainsi s’attendre a ce que 'intensité des contributions a une résonance
donnée soit rapidement décroissante avec m. La divergence apparente de la densité spectrale
(2.157) pour 20F /7 — 1 sera alors évitée grace a l'effet modérateur des coefficients R, (p/K)
régularisés.

Dans I’Annexe F, on obtient une expression analytique des coefficients R,,(v) valable
en-dessous du seuil d’oscillation paramétrique. Une perspective intéressante pour des
travaux futurs consistera en la proposition d’expressions valables au-dessus du
seuil pour le spectre. On pourra alors tirer avantage d’avoir démontré que le traitement
perturbatif individuel de chacune des diffusions au sein d’une cavité de haute finesse est suf-
fisant pour rendre compte d’une éventuelle réponse globalement non-linéaire de la cavité. Il
est par exemple possible de reprendre la procédure d’itération présentée dans ce chapitre, en
utilisant cette fois les résultats (2.21) et (2.22) de I'approche perturbative pour la transfor-
mation des champs sur chaque miroir. L’intérét de ces résultats est leur dépendance explicite
en fréquence pour les coefficients de diffusion des miroirs. Les prémisses d’une telle démarche
sont présentées dans I’Annexe G. Le calcul du spectre émis par une cavité oscillante nécessi-
tera alors de se donner un modele théorique pour les propriétés dispersives et diffusives des
miroirs. On peut par exemple penser & un modele "plasma” [Intravaia(PhD)]. Le domaine de
validité des expressions obtenues avec cette méthode sera beaucoup plus large, et méritera a

I’avenir un travail numérique.
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omme nous l'avons évoqué dans le chapitre précédent, les fluctuations de la pression

de radiation du vide ressentie par un miroir au repos se manifestent par I’apparition

d’une force dissipative lorsque le miroir est non-uniformément accéléré, ce qui se

traduit par une perturbation effective de 1’état du champ électromagnétique diffusé par le

miroir. D’apres ’Annexe A, le Hamiltonien décrivant cette perturbation est quadratique en

le champ, ce qui a pour effet d’en comprimer les fluctuations, via des processus en tout point

similaires & la conversion paramétrique observée dans les cristaux non-linéaires en Optique
Quantique.

L’ordre de grandeur du flux des photons émis dans ces processus par un miroir unique en
oscillation mécanique dans le vide s’avere étre beaucoup trop faible pour étre détectable ex-
périmentalement et on a alors proposé 'utilisation d’une cavité haute-finesse pour amplifier
le rayonnement émis. Cette étude a montré que, si la détection de I'Effet Casimir Dyna-
mique avec un tel systeme n’est pas hors de portée des expérimentateurs avec les technologies
actuelles, elle n’en reste pas moins une tache ardue.

Par ailleurs, on a remarqué dans les paragraphes B.1.3 et B.2.5 que si, par un phénomene
analogue a l’excitation mécanique du mouvement des miroirs, on arrivait a générer des fré-
quences d’oscillation dans le domaine du rayonnement visible, 'ordre de grandeur des flux
émis serait bien plus favorable a une détection expérimentale.

Or, les cristaux non-linéaires courament utilisés dans les expériences d’Optique Quan-
tique fonctionnent justement dans le visible ou le proche infra-rouge. Dans de tels cristaux,
les quanta d’énergie lumineuse apportés par un faisceau laser pompe jouent un role analogue
aux quanta d’excitation mécanique utilisés pour faire osciller un miroir. Quand le pompage
est effectué dans le vide par exemple, on observe un phénomene dit de ”"fluorescence para-
métrique”, et il y a émission de paires de photons jumeaux dont la somme des fréquences
est égale a la fréquence des photons pompes [Friberg(85)]. En outre, il est bien connu que
I'introduction d’un cristal non-linéaire au sein d’une cavité a pour effet, lorsque le systeme est
pompé par laser, de moduler périodiquement la longueur effective de la cavité. De tels sys-
temes, appelés Amplificateurs Paramétriques Optiques (APO) ou Oscillateur Paramétrique
Optiques (OPO) ont donné lieu & un grand nombre d’expériences dans les vingt dernieres
années [Giacobino(92)], et leurs résultats sont aujourd’hui bien compris [Mandel].

Il semble donc que l'utilisation de cristaux non-linéaires soit tout-a-fait adaptée a la
conception de systemes analogues aux miroirs oscillants. Toutefois, avec les dispositifs de type
APO (ou OPO) utilisés jusqu’a présent, seule I’analogie avec un mouvement "respiratoire”
de la cavité a été démontrée. L’objet de ce chapitre sera de montrer que 'on peut en fait
obtenir pour chaque miroir un mouvement apparent quelconque, et de déterminer sous quelles
conditions un APO (ou un OPO) serait susceptible de fonctionner dans un régime analogue
a celui d’une cavité en oscillation globale.
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A Principe de I’analogie et conventions

Nous allons dans ce paragraphe, adapter nos conventions de quantification a la description
de la propagation des champs dans les milieux matériels. Tout en gardant un modele a deux
dimensions d’espace-temps, nous allons de plus inclure dans certains facteurs de normalisa-
tion les parametres physiques nécessaires a la prise en compte de l'extension transverse des
faisceaux pompes ou de la section efficace d’intéraction entre les pompes et les cristaux. On
suivra en cela les prescriptions utilisées dans 1'ouvrage : [Loudon].

On considerera donc que la propagation du champ se fait selon un axe particulier zx,
que 'on appellera "axe des abscisses”, et que le champ est polarisé rectilignement dans une
direction transverse a cet axe. Nos conventions de quantification du champ en question seront
alors les suivantes :

E(x,t) = —aAéj’ t)

Az, 1) = . t) + D(x, t) = /

(3.1)

dw

27[67i(wt7kx(w)w)¢x[w] + 67i(wt+k$(w)x),¢;x[w] (32)
s

La variable z en indice correspond a la prise en compte, non pas d’une projection de quantités
vectorielles selon ’axe des abscisses, mais :

- d’une éventuelle enveloppe modulant I’expression qu’auraient les champs si leur propa-
gation était "libre” (c’est-a-dire décrite par une équation différentielle linéaire) dans le milieu
considéré au point x ;

- d’une éventuelle dépendance spatiale des divers facteurs physiques intervenant dans
I'expression des champs.

La quantité : +k_(w) est la valeur algebrique en un point x donné de la projection selon
I'axe des abscisses du vecteur d’onde associé a la composante & w du champ se propageant
vers la droite ou vers la gauche et son module est donné par : k, (w) = n_(w)w/c, ou n(w)
est I'indice de réfraction du milieu dans lequel se propage le champ au point x.

Soit A I'extension surfacique transverse des faisceaux utilisés ou encore la section efficace
d’interaction entre le champ et le milieu matériel considéré. On peut alors définir les potentiels
du champ électromagnétique de la facon suivante :

eote] = | gy (0)cled + 0(-w)a )
elel =\ g (Bhale] + ()i ) (33)

Avec ces conventions, la valeur moyenne : < goF(x,t)? > aura la dimension d’une densité
d’énergie électromagnétique, 'unité de volume étant ici une grandeur définie dans ’espace
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tri-dimensionnel. Nous utiliserons aussi les notations matricielles suivantes :

A 5 . e+z’kx(w)a:A w R I,
®(z,t) = < zgngg > ; Rlr,w] = ( e—ikz(w)x;gi{w} ) P Bolw] = ( szw} )

B (x,1) 1 B[z, w] : 547 [w]

E($vt) = ( E(‘_)(l‘,t) ) ’ E[‘/an] - ( E(‘_)[ZE,LU] ) ’ Ex[w] = ( A:S;_)[w] >
(- tg%(x,t) _ iwe“:kz(“’)xgé [w] _ zwcem[w]
—0p(x,t) iwe e ()T, ] iwihy[w]

(3.4)

On aura alors par exemple les relations :

P = ¢tha(Wan
{A[x,w] ‘ . ] avec : nz(l 0 > (3.5)

Elz,w] = e @1 B[]

Dans un cristal non-linéaire, le pompage par un faisceau laser intense induit ’apparition
d’une polarisation non-linéaire, dont les caractéristiques dépendent d’une part du réseau
cristallin et de la structure de bande du composé considéré, et d’autre part des caractéristiques
du faisceau utilisé [Bloem, Boyd, Shen|. Cet effet peut étre vu comme une modulation de
I'indice de réfraction effectif du cristal, ou encore comme une modulation de son épaisseur
effective. Il semble donc judicieux de placer un tel cristal devant un miroir pour moduler la
localisation de la surface effective de réflexion des champs sur le miroir.

Dans ce chapitre, nous allons montrer que les dispositifs représentés sur la figure 3.1,
pompés par des faisceaux lasers intenses, pourront donner lieu a des phénomenes analogue a
IEffet Casimir Dynamique. Dans la configuration (a), un miroir unique est posé entre deux
cristaux non-linéaires. Ce dispositif va modéliser I'oscillation d’un seul miroir. Pour modéliser
l'oscillation d’une cavité dans le vide, nous allons étudier deux sortes d’amplificateurs paramé-
triques optiques (APO). D’une part la configuration (b), dans laquelle un cristal non-linéaire
est collé sur la face intra-cavité de chaque miroir, et d’autre part un APO monolithique (c)
dans lequel les deux miroirs sont collés sur les faces externes d’un seul cristal.

Pour que I'analogie soit pertinente, il faudra que lors de la diffusion des champs sur le
dispositif a), et a chaque réflexion sur les miroirs & l'intérieur de la cavité des dispositifs b)
et ¢), les cristaux agissent de maniere a ce que le champ du vide "voie” le(s) miroir(s) osciller
a la fréquence €. En d’autres termes, pour la diffusion sur le dispositif a), et pour chaque
réflexion a l'intérieur de la cavité sur les blocs :

- {miroir 1 + cristal 1} et : {cristal 2 + miroir 2} [dispositif b)],

- {miroir 1 + cristal} et : {cristal + miroir 2} [dispositif c)],
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F1a. 3.1: a) Dispositif comportant un miroir placé entre deux cristaux non-linéaires et pompé
par des faisceaux lasers de fréquence 2, susceptible d’étre analogue a un miroir unique en
oscillation mécanique a la fréquence Q2. b) c¢) Dispositifs de type APO a deux cristaux et APO
monolithique pompés par des faisceaux lasers de fréquence €2, susceptibles d’étre analogues a
une cavité dont les miroirs oscilleraient mécaniquement a la fréquence 2.

il s’agira d’obtenir les mémes transformations des champs que celles exhibées dans les
résultats (2.21) et (2.22), ou (2.23), et ce pour toutes les fréquences se démarquant dans le
spectre du rayonnement motionnel relatif respectivement au miroir unique [cas a)], ou a la
cavité [cas b) et c)|. Par ailleurs, les champs réfléchis directement a l'extérieur d’une cavité
de bonne finesse en oscillation résonante auront une contribution négligeable au spectre, et
c’est la raison pour laquelle on pourra a priori s’abstenir de placer aussi des cristaux a
Pextérieur de la cavité dans les dispositifs b) et ¢), ce qui serait pourtant nécessaire si ’on
souhaitait avoir I’analogue rigoureux d’une cavité en oscillation par rapport au référentiel
du laboratoire dans lequel les photons émis seront détectés. Nous reviendrons sur ce point
ultérieurement.

On se laissera un certains nombre de degrés de liberté quant aux caractéristiques de pom-
page : le nombre de faisceaux laser pompant les cristaux ainsi que leur sens de propagation,
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leur fréquence, leur intensité et leur phase relative seront choisis de maniere appropriée suivant
les configurations que 1’on envisagera.

Comme nous 'avons déja laissé sous-entendre, la fréquence du laser correspondra tout na-
turellement a la fréquence d’excitation mécanique des miroirs. Il faudra donc que le spectre
d’émission du laser soit trés concentré et stabilisé autour d’une certaine valeur ). Aussi,
on peut intuitivement prédire que la puissance de pompage sera en partie I’analogue de la
vitesse maximale d’excitation mécanique des miroirs, et que la phase des faisceaux pompes
déterminera la phase temporelle d’oscillation apparente. Les faisceaux utilisés seront préfé-
rentiellement choisis issus d’un seul et méme laser, de maniere a ce que leurs phases relatives
alent une stabilité temporelle suffisante d’une part, et soient ajustables par I’expérimentateur
d’autre part. Cela permettra d’utiliser la dépendence spatiale de la différence de marche entre
deux faisceaux pompes contra-propageant pour assigner au "mouvement” de chaque miroir
une phase modulable en fonction de sa position.

Compte tenu de toutes ces remarques, les faisceaux pompes utilisés seront idéalement
représentés (en tout point d’abscisse x donnée) par le produit tensoriel de deux états quasi-
classiques monomodes contra-propageants : [{\;[@]}) = |{)\§:) [@]}) ® ‘{)\f;) [@]}), tels que :

(3.6)

avec [cf [Loudon]] :

(=) 1 _ (o= 6 B
A, |w] =2/ P, % d(w—Q) (3.7)
A

ou (ID(;) (resp. é(xh)) est le flux photonique en = du faisceau se propageant vers la droite (resp.
vers la gauche) et 6?1(7_)) (resp. 9;;_)) sa phase. Selon nos conventions, les champs classiques
associés aux faisceaux pompes seront alors donnés par :

E(_’)(l’, t) = N [z, Q) e ™ cc. = E;_)) [Q] e (t-=n< (/) +c.c.

- - : _ . (3.8)
E 7 (a,t) = B[, Q) e 4 co. = B[] e (rna /) |,
- Qe (=)
avec : €oC n(T ) (3.9)
- - ()
B, Q) = i e, 0] =i | 222 [0, —on, @a/c]

2e9cAn, ()

(

o =)

B[] =i [ = i % o

- n(m) (3.10)
O] i 0] — |

E, Q] =iQ¢,[Q =i 2eqcAn, () <
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ou on a implicitement supposé que le milieu traversé au point x est non-absorbant et donc
que n_(—Q) = n_(), et "c.c.” signifie "complexe conjugué”’. Dans la pratique, hQ@;ﬁ)/A
correspondra & la puissance surfacique des pompes en z, et 01(:) — 91(;) au déphasage' entre
les deux faisceaux contra-propageants en x = 0, point origine du systeme de coordonnées
choisi. On envisagera différents cas de figure suivant que les miroirs utilisés diffusent ou non
les faisceaux pompes. Enfin, on considérera que le flux photonique des pompes n’est pas
significativement affecté par la traversée des cristaux, ce qui correspondra a ’approximation
"des pompes constantes”. On vérifiera a posteriori, en évaluant les taux de conversion au sein
des systemes que l'on étudiera, que cette approximation est bien valable. L’indice = sera donc
omis dans la notation associée au flux d’un faisceau pompe.

lsensé étre suffisamment constant dans le temps
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B Effet des non-linéarités sur les champs au sein des cristaux

Dans cette section, nous allons déterminer 'effet des non-linéarités sur les composantes
du champ lors de leur propagation au sein d’un cristal. Nous allons d’abord proposer une
approche semi-classique pour la résolution de I’équation de propagation, puis 'appliquer
successivement au cas ou un seul faisceau pompe est utilisé, et au cas ou le pompage est
effectué bilatéralement par deux faisceaux pompes contra-propageants.

Pour chaque cas, on conservera dans un premier temps toutes les non-linéarités suscep-
tibles d’étre induites par les champs pompes. Chacune d’entre elles sera représentée par
une susceptibilité non-linéaire X(mH), avec m > 1 pour des cristaux non centro-symétriques
[Shen|. On montrera alors les analogies avec les processus décrits lors du traitement non-
perturbatif de la diffusion des champs sur un miroir oscillant. En se restreignant ensuite aux
cristaux dont effet y(2) est dominant, on se rameénera & une situation analogue & Papproche
perturbative.

B.1 Résolution de I’équation de propagation dans ’approche semi-classique

En considérant temporairement le caractere tri-dimensionnel de ’espace et les champs
classiques, on obtient, a partir des équations de Maxwell écrites pour un milieu diélectrique
parfait, I’équation de propagation régissant I’évolution du vecteur champ électrique au sein
du cristal [Joffre(Cours), Debuissch(PhD)] :

Y e o 1 92E(7,1) O?P(7,t)
V x V x E(T,t) + g atQ = Ko atQ

(3.11)

ou le vecteur polarisation ﬁ(F, t) rend compte du couplage des champs avec les atomes du cris-
tal. Quand le champ des faisceaux pompes est suffisamment intense, au terme de polarisation
linéaire habituel va s’ajouter un vecteur de polarisation non-linéaire noté PUVE)
. dw it . 1 . NL)
Py(7t) = / 5 Pilwl e avee : P[] = eox Wl EjlFw] + PYPFe] (3.12)
ott Pon a utilisé la convention de sommation sur les indices spatiaux répétés, et y() est le ten-

seur de susceptibilité linéaire. Pour sa part, la polarisation non-linéaire peut étre développée
en puissances successives du champ :

dw
j:)Z(NL . Z / ( k) l(‘lzi;.l').’iq [w; w— 22:1‘%7”17 ...,Wq]

qeN*
Eig [y w = 3 kg wi] By [Fywn]. B [Fowg]  (3.13)

ot x4t est par définition le tenseur susceptibilité non-linéaire d’ordre ¢ + 1 du cristal®.
Pour étre défini de fagon unique, il sera pris invariant dans les (¢ + 1)! permutations des

2vis-a-vis des indices spatiaux qu’il porte, c’est en réalité un tenseur d’ordre ¢ + 2
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{(d0,w0); ...; (ig, wq) }. Si le champ prend des valeurs importantes pour des fréquences éloignées
des résonances du matériau, c’est-a-dire dans une zone de transparence, alors on pourra

(m+1) pour tout m > 0. Dans toute la suite, on ne

négliger la dépendance en fréquence des x
considerera pas les effets tensoriels de la polarisation et on travaillera donc uniquement avec
des susceptibilités scalaires. Par ailleurs, on négligera I’angle de double-réfraction®, d’ordinaire
inférieur & quelques degrés, ce qui permettra de prendre : V x V x E(F', t) ~ —AE(F, t).
Enfin, on ne s’intéressera pas a la structure transverse des champs, mais uniquement a leurs
variations longitudinales selon ’axe des x. Ces dispositives vont nous permettre de ramener
I’équation de propagation 3.11 & une version unidimensionnelle, valable pour des ondes planes :
2 2

ag[;’“” + k(W) Elz,w] = —;:7P(NL) [z, w] (3.14)
avec k(w) = n(w)w/c, ot n(w) est 'indice de réfraction du cristal a la fréquence w, tel que
vu par la polarisation considérée pour le champ a la fréquence w. Si le cristal est anisotrope,
cet indice variera en fonction de l'orientation de la polarisation par rapport aux axes du
cristal. On considerera que les champs ont une polarisation rectiligne, appartenant au plan
transverse. La polarisation non-linéaire s’écrit maintenant :

q .
pWL) [z, w] = € Z / (H ﬁf)x(‘l"'l) [w;w - Zgzlwi,wl, ...,wq]

qeN* i=1
Elz,w— Y1 w]E[z,w]...Elz,w,] (3.15)
De fagon & pouvoir remplacer les champs classiques dans 1’équation (3.14) par des opérateurs
quantiques, on va procéder a une approche semi-classique. Commencons par faire le déve-

loppement suivant pour le produit des champs classiques apparaissant dans la polarisation
non-linéaire :

Elz,wo|Elz,w]...Elx, wg)

_ > B g B o] B ] oK ™ k™ o
(Ozo,...,aq) S {*),(7}‘14»1
(3.16)
avec : ((_)(w) Thw) (3.17)
B (w) = —k(w)

On prendra garde que I'indice x rend ici compte, comme dans le paragraphe A de ce chapitre,
non pas de la projection de grandeurs vectorielles selon 'axe des x, mais de l’enveloppe

37walk-off” en anglais
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éventuelle affectant le champ électrique par rapport aux solutions de I’équation (3.14) sans
second membre. En considérant que le champ des pompes est suffisamment intense, on va
pouvoir écrire les champs quantiques comme somme d’une valeur moyenne et de fluctuations

[Reynaud(BruitQ)] :

- (a;)

B lwj) =< ™ S

wi] > +6Ey 7 [w] (3.18)

On remplacera alors dans (3.15) le produit des champs classiques par :

B = S i BV 1] B ) = B - 0 wi] < BV ] > L < By >
(3.19)
~ A(ao) _ q ) A(Oﬁ) A(O‘q)
~ < Fp Vw Lwil > < Ep Vw] > ... < Ep Vwg] >
+ 0B - S w] < B > < By >
(3.20)

ce qui permettra d’écrire I’équation de propagation (3.14) sous la forme d’une équation dif-
férentielle linéaire quant aux fluctuations quantiques des champs. Plus précisément, on ob-
tiendra un systeme d’équations différentielles linéaires couplées. Si I’état associé au champ
moyen peut étre décrit par les équations (3.6) et (3.7) :

< Ag(caj)[

wi] > =< D@ ES ][O [0]) >

, h (ay) o
= iw, WW(M(Q(WMI [wi] + 0(=wj) A, " [—wj] )

() o (e)

(o)) ,
he <0(wj) 2 e’ S(wj — Q) + 0(—w;) 2me P ’ d(—wj — Q))

~ "9\ 2e0 2 Al (w; )]
(3.21)

Le terme proportionnel & §(w; — ) rendra compte de I'absorption par le cristal d’'un photon
pompe de fréquence (2, et celui proportionnel & §(—w; —€2) de I’émission stimulée d’un photon
a Q. Par ailleurs, dans I'expression (3.20), le premier membre correspondra a la génération
d’harmoniques supérieures, alors que le deuxieme correspondra a des processus de conversions
paramétriques plus variés. Nous y reviendront plus tard.

Nous allons, dans les deux sections qui suivent, résoudre ’équation de propagation dans
cette approche semi-classique, successivement dans le cas ou le cristal est pompé par un
faisceau unique et par deux faisceaux contra-propageants.

B.2 Cas du pompage par un faisceau laser unique

Supposons que le cristal soit traversé par un faisceau pompe unique dont I’état peut étre
décrit par les équations (3.6) et (3.7) avec :
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{qﬁ) £0et d) = o} ou : {@“’ —0et @) £ 0}.

En notant ® le flux photonique de la pompe et 6, sa phase, on peut définir un opérateur
quantique de polarisation non-linéaire a partir de I’expression classique (3.15), en appliquant
les procédures (3.16), (3.18), (3.19) et (3.21) :

PV~ oY Y 0 s (ms — ) Qs (-]
gzl {(m+,m7)€N2/

M4 +m—=q}

\/7 <Qewpe7,ep (Q)a:) ((_Q)e—i%eiep k(—Q)x)m—
2e0c2A VIE(Q)] k(=)

(E m+ _ m_)Q] eik(wf(m+fm_)ﬂ)z

+ E( )[ (er o m,)Q] e—ik(w—(er—m)Q)x)

(3.22)

. €y, = +1 si la pompe se propage vers la droite
ou: —
€p, = —1 si la pompe se propage vers la gauche

..M

— X(qH) est symétrique en tous ses arguments écrits apres le
— {Q},, signifie qu’il y a m_ arguments égaux a (2,

— {—Q},,_ signifie qu'il y a m_ arguments égaux a —€Q.

Nous pouvons distinguer trois situations différentes :

Pour w > 0 et w—(m; —m_)Q < 0, la contribution x(¢+1) [wi w—(my—m_)Q, {0}y, {= U]
a la polarisation non-linéaire rend compte de processus dans lesquels il y a absorption de
m4 photons pompes a 2, émission stimulée de m_ photons a €2, émission d’un photon a
(my —m_)Q —w, et d'un autre a w.

Pour w > 0 et w—(m4—m_)Q > 0, la contribution x4 [w; w—(my—m_)Q, {Q}m, , {—}m_]
rend compte de processus dans lesquels il y a absorption de m photons pompes a €2, émis-
sion stimulée de m_ photons a €, absorption d’un photon & w — (my — m_)Q (un photon
thermique par exemple), et émission d’un photon a w.

Pour w = (m4 —m_ + 1)Q et my > m_, la contribution x4+ [w; Q, {Q},, {~Q}m_]
rend compte de processus de génération d’harmonique supérieure.

En définitive, si 'on pose : m = (m4 —m_), hormis la génération d’harmonique supérieure
(pour m > 1), on aura soit création de paires de photons (w;m) — w) pour w < mf2, soit
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conversion paramétrique de photons thermiques de fréquence w—mS2 en photons de fréquence
w pour w > mf). On remarque donc la grande analogie avec les processus décrits lors du
traitement non-perturbatif de la diffusion des champs sur un miroir oscillant dans le vide ou
dans un champ thermique, les photons pompes et stimulés a ) jouant ici le role des quanta
d’excitation mécanique.

Si le cristal est non-absorbant a la fréquence w, les indices n(w) et n(—w) sont égaux et
par conséquent k(—w) = —k(w). Le résultat (3.22) peut alors se réécrire :

pH [z, w] ~ &g Z Z KTV [wiw = (my = m )2, Dy, (=]
q>1 {(m+,m,)eN2/

my +m,:q}
hQP !
-q _qym— i(my—m_)0p jiep (my—m_)k(Q)z
! 2e0cAn(Q) (=)™ e e
ehlw=lme—m_)zn g 1, — (my —m_)Q) (3.23)

n(€) est 'indice de réfraction du cristal & la fréquence €, tel que vu par la polarisation des
pompes. On s’est en outre permis de passer aux notations matricielles pour la polarisation
non-linéaire et le champ électrique, ce qui n’est pas anodin. En effet, ce passage correspond
a négliger dans (3.22) la contribution de processus dans lesquels :

- deux photons d’une méme paire seraient émis dans des directions distinctes,

- un photon thermique serait converti en un photon de direction de propagation opposée.
Les conditions d’accord de phase que 'on sera amené a choisir plus tard justifieront cette
approximation.

Posons maintenant, comme suggéré plus haut m = my — m_ ; dans ce cas m4 +m_ =
|m| + 2m4. On va donc pouvoir réagencer la somme sur ¢ et sur les couples (m4, m_) tels
que ¢ = my +m_ dans 3.23, en regroupant tous les entiers m4 et m_ dont la différence vaut
m et dont la somme vaut |m| + 2/ avec | € N. Avec ¢ € N*, il conviendra de distinguer :

(3.24)

meZ =N eN/ q=|m|+2
m=0 =3 eN"/ qg=2]

Pour un processus donné, ’entier [ correspondra au nombre d’émissions stimulées si m est
positif, et au nombre de photons pompes absorbés si m est négatif :
m_ =1+ 0(—m)(—m) ; my =1+ 6(m)m (3.25)

ou 0 est la fonction de Heavyside. On peut alors réécrire (3.23) sous la forme :

A~

pH [z,w] ~ &g Z U |w — mQ] €' [ep m K@ T+k(w—mS2)n] « E,[w —mQ] (3.26)
meZ
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avec I la matrice unité, et pour tout m € Z* :
|
hQd

am[w—mQ] = 17 e m

21
. hQ®
X (Z X(‘ [+21+1) [w; w — mQ, {Q}l+9(m)m7 {—Q}l+9(,m)(,m)] m >
>0

(3.27)

2l
et: o w] = (ZX(QHl)[w;w, {Q}, {—}] hﬂé@ ) (3.28)

2e0cAn
I>1 0

On remarque la grande similitude de forme entre ces facteurs et les v, des amplitudes de
diffusion sur un miroir oscillant dans I’approche non-perturbative [cf (2.94) et (2.95)].

Les X(j) étant des quantités proportionnelles & (1/Ey)’, ot Ey est le champ liant un
électron au noyau d’un atome du cristal, on peut démontrer que, avec les cristaux usuels,
pour que la non-linéarité d’ordre j + 1 soit du méme ordre de grandeur que celle d’ordre
j dans l'expression de la polarisation non-linéaire, il faut que les faisceaux pompes aient
une puissance surfacique AQ®/A > 10'W.m? [Loudon]. Or, la valeur typique du seuil de
détérioration des cristaux non-linéaires usuels est d’environ : 10'*W.m 2. On se restreindra
donc dans toute la suite de cette sous-partie aux non-linéarités y(2), c’est-a-dire & m = +1
dans le résultat (3.26), et & { = 0 dans (3.27) :

p [T,w] =~ &g Z Om|w — mQ) €' (e m K@+ k(w—mQ)n] o E,[w — mQ)] (3.29)
m==x1
; hQ P
_ — 4 i0p (2) . _
ayifw— Q] ie Se0cAn(Q) X w;w - Q,Q]
avec : 00 (3.30)
B Ql = (=) e [ 2] Q0. -0
a 1w+ Q] = (=i)e 25ocAn(Q)X [w;w+Q,—Q]

L’ordre de grandeur typique du x(?) dans une zone de transparence sera de 10~ 1m. V1.

L’équation (3.14) s’écrit maintenant, pour les champs quantiques :

GQE[x,w] 2 1 w? i[epmk(Q)IJrk(wme)n]ac G
7 + k(w)* Bz, w] ~ 2 mgil amlw —mQ] e E,;[w — mQ)]

(3.31)
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En utilisant (3.4) et (3.5), on obtient :

2 9 9 2 . A
eik(w)xn(a 8E;:Z[w] +2ik(w)na]§;;[w]) ~ W Z mlw—mQ] ¢ [ep mE(QT+k(w—mQ)n| By [w—m)]
m==+1

(3.32)
On rappelle que pour @ # £+, Em[d)] = 5]@)95[@], cf (3.18) et (3.21).

Faisons a présent I’approximation de I’enveloppe lentement variable [Fabre(Cours)] :

OB, [w]
02

OB, [w]
ox

<< k(w) (3.33)

Pour w € ¥(0), k(w) € ¥(0) et approximation ne semble pas a priori valide, mais le facteur
w?/c? de I'équation (3.32) nous permet de supposer que la contribution & I'effet global de ces
trés basses fréquences sera faible. Il vient alors :

IE;[w] w i [ep m b1 { k(w) +h(mO-w) } 7] -
~ Qp|w — mQ)] e’ LP™ « M= B Jw — mS) .34
e Sen(@) gil m] me] e n E,| m)] (3.34)

Apres intégration par parties, on obtient [V(xo,z) € cristal] :

x

zo

By fw] — By ] ~ iw Z o w — mQ]{ {(iAEpkm (w))—l Bk )T g o T mQ]]

epTTm 81.

(3.35)

T

* -1 . . T _
- / dz (m K (w)> Byl (@) py OBl = MY }
)

o : A_k,, (w) = emk(Q)I— {k(w) + k(mQ —w) }n correspond & un bilan d’impulsion pour

epTTm
chaque processus considéré.

Par ailleurs, en supposant que ’enveloppe des champs varie lentement a 1’échelle de la
taille du cristal, on peut écrire la "condition de cristal mince” suivante :

V(z, z) € cristal, Eyfw] ~ By [w] + (z — xo)aEax [w]
€T

(3.36)

z0
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ce qui permet de réécrire la variation du champ (3.35) sous la forme :

zo

' W aEm w — mf x
o o
o -1 . 5 8E [w—mQ}
- Ak 8, ko (@) OBulw —mQ)
/a:o dm <Z Ep m(w)) e n ox o
~ w - . —1 i, K, (0)F T . B
- 2en(w) 771;1 Gl e RZACPkm(w)) “ 20 1 Egolw — mQ)]
gty 3 anl =l (1, e, )b [, )
2071(&)) m==x1 " R epm T — X 0
aEax w — mf2
n (z — x0) [835]
0
(3.37)

En supposant que l'on peut faire une résolution perturbative de cette équation, il vient, a
l'ordre le plus bas en (x — z0)0E,[w]/0x|4, :

(3.38)

A cet ordre, on ne garde que les termes d’ordre 1 en (2, ce qui correspondra par exemple
a négliger le phénomene dit de “saturation de la conversion paramétrique” dans un APO
doublement résonant [Debuissch(PhD)]. Cette hypothese sera valable tant que 1'on restera
suffisamment sous le seuil d’oscillation paramétrique de la cavité. Du terme tout intégré vont
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émerger des conditions d’accord de phase? :

(8, k(@) s r)

o

iAep kir?) (@) 2420

T sing [Ag k(W) T3] 0
= (x — x9)
1Ae (‘_) w m —
0 Seplm ()7 sin,, [Aepkfn )(w) —"’C_f‘)]
(3.39)

Ak (W) = e,mE(Q) — {k k(mQ —

e (Db ©) = Gm@) — (k) + kom0 - ) 10
Ak (W) =emk(Q)+ {k(w) + k(mQ —w)}

Ces quantités correspondent a un bilan d’impulsion pour chaque processus associé a m = +1
au sein du cristal.

A.Hkrfl) (w) traduira par exemple, pour 0 < w < €, I"échange d’impulsion lors de la
conversion d’'un photon pompe a {2 se propageant vers la droite, en deux photons a w et
) — w (appartenant & une paire) se propageant vers la droite.

A,lkfl) (w) traduira lui, toujours pour 0 < w < €, I"échange d’impulsion lors de la
conversion d’un photon pompe a ) se propageant vers la gauche, en deux photons a w et
) — w (appartenant & une paire) se propageant vers la droite.

L’écart a la conservation de I'impulsion sera dans chaque cas encaissée par le cristal. Tou-
tefois, plus cet écart sera grand et le cristal épais, plus 'intéraction paramétrique donnera
naissance a une superposition de champs interférant destructivement. C’est de cela dont at-
testent les sin,, dans la matrice (3.39). En notant [ I'épaisseur du cristal utilisé, on considérera
alors les conditions d’accord de phase suivantes (pour m = +1) :

’mk(Q) — {k(w) + k(mS — w)}‘l << 1

(3.41)
)mk(9)+{k(w)+k(m9—w)}]z S>> 1
c’est-a-dire :
)k(Q)—{k:(w)+k:(Q—w)}‘l << 1 ‘k:(Qan)—{k(Q)Jrk(w)})l << 1
et :
)k(Q)+{k(w)+k(Q—w)}‘l >> 1 ]k(9+w)+{k(9)—k(w>})z S>> 1
(3.42)

47bhase-matching” en anglais
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Ce choix correspond a la plupart des situations rencontrées avec les cristaux utilisés dans
les expériences d’Optique Quantique [Giacobino(92)]. Il revient & ne conserver que les pro-
cessus pour lesquels tous les photons impliqués ont méme sens de propagation®. Définissons
maintenant une matrice déterminant 'efficacité des conversions paramétriques en question :

(0.2}
e, (@)

m,$2,ep

ia, 1) (w) 24z

v sin,, [Aepkf:)(w)xaxo] 0
ing, b @I ()
0 —e sin,, [Aep k. (w)—xgxo]
(3.43)
Avec les conditions d’accord de phase (3.41), cette matrice devient :
V(zo, z) € cristal tels que |z —zo| <1 :
(=)
A ko, (w) zqg
! €p,+1 0
{zg,z} {zo}
P, W) =P, (w) = (3.44)
) (<)
0 B eerp k. (w) zg

€p,—1
ou ¢ représente le symbole de Kronecker. Dans ce cas, la variation du champ (3.38) s’écrit :

w

= o) S amlw —mQ PG (@) Egylw — mQ) (3.45)

m,$2,€ep
m==%1

o

ce qui, avec les conditions de cristal mince (3.36), donne finalement pour le champ a l'intérieur

du cristal :
(o, z) € cristal, B w] ~ Ey[w] + (z — xo)#u(jw) Z am [w — mQ] P;:fg’ep () By, [w — m€)
m==%1
= B, fw] > b, w] + (2 — z0) ! Z amw — me] P{Ioé () i(w — mQ) By, [w — M)
T x0 20n(w) m m,{L,€ep o

m==+1
(3.46)

Scelui du faisceau pompe en I’occurence
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Pour chaque composante du champ, on obtient :

T — x0)m[w —mQ] sk @0
207:EW) SOIO [w - mQ]

Balto] = Brol] 1 8y i1 3 i — m)
m==+1

— o) [w — M) o ko) (@) 20 Daaliw — m)
S

Pal] = Dol — 61 3 i — ) &

m=%1

2en(w)

(3.47)
On voit donc que, lors de la traversée du cristal, seule la composante du champ de méme sens
de propagation que le faisceau pompe est affectée. On peut aussi mettre le résultat (3.46)
sous la forme :

¥(x0,z) € cristal, ®,[w] ~ Z ’77{7:?;} [w—mQ)] ®,,[w — mQ] (3.48)
me{—1;0;+1}

{zg.z}
‘Yo,eop [w] =1
avec : { J+len Wl = (@—w)e 2en(w) [ 2e0cAn(Q2) K wrw = 0.9 Piioe @)
(20,0} _ip. (x —x0) hQD ) {z0}
- (0 » : Q.-Q P
71,6;7 [CU] ( + O‘)) € 2Cn(CU) 2800An(Q) X [W, w + ? ] 71,9,6;; (UJ)

(3.49)

Pour w # 29, le champ E,,[w 4 €] se réduit & ses fluctuations 0E,,[w £ Q] [cf (3.18) et
(3.21)]. Il en va bien évidemment de méme pour le potentiel associé : &, [w+Q] = §®,, [wQ)].
Si le pompage se fait dans le vide et en I’absence de tout autre signal injecté, on observera
pour ces fréquences le phénomene dit de "fluorescence paramétrique”, ou encore de “conversion
paramétrique basse spontanée” [Mandel]. Pour w < , le terme en x(?) [w; w—, Q] sera alors
associé a des processus dans lesquels un photon pompe de fréquence €2 est absorbé, et une
paire de photons (w; ) — w) est émise. Si la température est non nulle, ce terme sera aussi
associé a des processus dans lesquels un photon pompe de fréquence §2 est absorbé, et :

- une paire de photons (w;Q — w) est émise par stimulation thermique,

- un photon thermique de fréquence w — €2 est converti en un photon de fréquence w si w > 2.
Le terme en x(® [w;w + Q, —Q] sera lui associé a des processus dans lesquels un photon
thermique de fréquence w+$2 est converti en un photon de fréquence w, via I’émission stimulée
d’un photon de fréquence €.

Tous ces processus correspondent & une compression des fluctuations du champ entrant. Nous
les avons représentés dans la figure 3.2.

Pour w = 29, il faut tenir compte dans les effets non-linéaires des valeurs moyennes
< E,[Q >, ou encore < ®,,[Q] >. Les processus de génération de seconde harmonique
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@)
X [0;0-Q,Q], ©<Q
Q 0 ® Q
# ‘r{rﬂ‘kw’kg -® ﬁ
2)
X [0;0-Q,Q], 0>Q
(D-S_' O

(2)
X [0;0+Q,-Q]

Q o Q
—} mjj?{’\—\g_i —’

Fi1G. 3.2: Processus associés a la compression des fluctuations du champ entrant dans un

cristal y(2) pompé par un faisceau laser de fréquence Q.

associés au terme en X(Q) [QQ; Q, Q] seront donc a priori bien plus intenses que les précédents,
et il conviendra d’en disposer de maniere a ce que la fluorescence paramétrique soit malgré
tout détectable. Nous y reviendront plus tard. Comme indiqué sur la figure 3.3, ces processus
correspondent a ’absorption de deux photons pompes de fréquence 2 et a I’émission d’un
photon de fréquence 21).

En-dehors de la génération de seconde harmonique, on remarque la grande analogie des
processus impliqués ici avec ceux relatifs aux champs diffusés par un miroir oscillant dans
'approche perturbative. Toutefois, du fait de la présence des ., +1 dans (3.47) ou encore
des Pzﬁ}mep dans (3.49), tous les photons émis le seront dans le méme sens de propagation
que le faisceau pompe utilisé, ce qui romp la symétrie des flux moyens émis par rapport a la
situation du miroir oscillant. Cela est du au fait que I’on emploie un faisceau pompe unique.
On va voir que 'utilisation de deux faisceaux pompes contra-propageants sera susceptible de

restaurer la symétrie ainsi brisée.
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A

50:0.0]

Q_ygpﬁﬂmiy

F1G. 3.3: Processus de génération de seconde harmonique dans un cristal X(z) pompé par un
faisceau laser de fréquence ).

B.3 Pompage bilatéral

Supposons maintenant que le cristal soit traversé par deux faisceaux pompes contra-
propageants issus du méme laser et pouvant étre représentés par I’état décrit dans les équa-
tions (3.6) et (3.7) avec : 3 #0 et 3 # 0.

En repartant de 'expression classique de la polarisation non-linéaire (3.15), et en appli-
quant les procédures (3.16), (3.18), (3.19) et (3.21), on obtient 'opérateur de polarisation
non-linéaire :

PWND) g ] ~ 802 Z

>1
121 L (ag,0y g E{—i Yot }

Z ylath) [wyw — (Zgi)Q,qQ,...,qu]

{(617--.,aq)e{—1;+1}q} i=1
Eleo) 0 | ey ia.ef,af) ik(aj)(gﬂ) N
_ _ . Qe e ]
o= (322090 T (21 oty = ¢

(3.50)

q
Chaque produit H () rend ici compte :
j=1
- pour ¢, = +1, de 'absorption de photons pompes (de fréquence 1) qui se propageaient
dans la direction a,
- pour €, = —1, de I’émission stimulée (par les photons pompes) de photons de fréquence
(2 dans la direction «;.

De facon analogue a ce qui a été fait pour le pompage par un faisceau unique, on peut trouver
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des fonctions a( l) telles que :

)

p [z,w] ~ &g Z
meZ

ei { [m<_>) —m((_)] E(Q) I+k(w—mS) 'r]} T A

| )Z(:) a(m(ﬂ),m(g))[w—mm E; [w —mQ]
(m " m " )ez?
{mw(lﬁ) +:(<_) :Gm }/
(3.51)

ott les entiers m' ™ et m'™’ correspondent dans (3.50) a la somme des €; associés respective-
(=) +m(~)
outre ’absorption de photons pompes et ’émission stimulée de photons a 2, il y aura émis-
sion de paires de photons (w;mf) —w) pour w < mf2, ou encore, pour w > mf2, conversion
de photons (thermiques par exemple) & w —mf) en photons & w. Avec la notation matricielle,
les photons émis dans une méme paire auront méme sens de propagation, et un photon issu

ment a aj =— et aj =«—. Dans les processus décrits par un entier m = m donné,

d’un autre photon par conversion sera émis dans le méme sens que son "photon pere”.

En suivant pas a pas la démarche menée dans le cas du pompage par un faisceau unique,
on obtient, en ne retenant que la non-linéarité x(2, pour tout (zo,x) € cristal et a ordre le

plus bas en (2 — x0) OB, [w] /0|y, :

= 2¢en(w) Z

m==%1

LAk, (W)
{ =) <Z a(mb)’m(h))[w_mm [(Z‘Ak(m(a)ym(h))(ww 16 (mm) ] }

{(m m H>)€{71;0;+1}2
/ m(ﬂ)_i_m(H): m}

n Ez, jw — mQ] (3.52)

ou : Ak(m(”,m(*)) (w) = [m(ﬂ) - m(g)]k(Q) I- {k(w) + k([mH) —l—m<g>]Q —w)}n

(3.53)
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Le terme tout intégré s’écrit :

|:<iAk(rn(_>),m(<_)) (w)) e .

= (x — x9)

avec

En considérant les conditions d’accord de phase (3.41), et avec ’hypothese de cristal mince

(3.36), on obtient finalement le champ :

V(zo,x) € cristal :

iw () {20} -

+ (@ —a0)5o s m;ﬂ O [ = mQ Py 1 (w) By lw — mQ)
< - 1 ) {z0} . =

= ®,w| >~ Py w] + (& — x0) 2en(w) mzzil a,, [w—mQ] Pm’oQ’H(w) i(w—mQ) @y [w — MmO
1 (<) {wo} . -

+ (z — x0)2cn(w) m; a,, |w—mQ] Pm’OQ’_l(w) i(w—mQ) Pyy[w — mQ|
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ou les P;:fg’ﬁp (w) sont les matrices définies en (3.44), et les fonctions a;: " sont données par :

B \/2;23;” -a1)

a(:)[u}—i-Q] = (—i)e” 0 %X )[w;w—i—Q,—Q]

ol -9l = \/ 2522;11): -9 (3.57)
o Vw9 = (i) e %XU[WWJFQ,_Q]

Le résultat (3.56) s’écrit pour chaque composante :

Pz [w - mQ]

Jas [w —mQ] s k5 @) w0
e

Palw] = Guolw] + ) i(w —mQ) S 2cn(w)

m==1

- xo)ai;:) [w —mQ) a1 k@) 2o
2en(w)

Yplw] > Py [w] — Z i(w—mQ) (=

\ m==%1

2o [w — mS]

(3.58)

On voit donc que, lors de la traversée du cristal, chaque composante du champ ne sera
affectée que par les non-linéarités associées au faisceau pompe de méme sens de propagation.
En comparant avec le résultat (3.47), le cas du pompage bilatéral peut, comme 1’on pouvait
s’y attendre, étre vu comme une simple superposition des cas de pompage par un faisceau
unique se propageant vers la droite et vers la gauche.

On peut aussi mettre le résultat (3.56) sous la forme :

B

V(xo, ) € cristal, ®,[w] ~ Z ’y{IO’Z} [w—mQ] By [w —mQ] (3.59)

m
me{0;+1}
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{wo.a}
’700 w] =1

{zg,z} 9("> T — .’170 hQ(p {z }
’7+10 W] = (Q—w)e 2cn(w \/ 2e0cAn(Q2 - Q] +f,£2,+1(w)
(=) x — 1’0 hQ‘IﬁH) (2) {zo}
avec : +HQ-w)e 2en(w \/ 2e0cAn(Q w w— 1 Q] Poig_1(w)

’Y—f w] = (Q+ W) 2CTL \/ 2e0cAn(Q W w+Q, Q] +f,Q,+1(W)
) (z — z0) th)(“> {20}
+(Q+w) e’ 2ol ‘/250c,4n X wiw+Q, -9 P 1 (w)
\

(3.60)

La symétrie évoquée dans la sous-partie précédente, a propos de ’analogie avec les processus
générés par un miroir oscillant dans ’approche perturbative, sera donc ici restaurée pour
" = ", Nous verrons plus tard comment il conviendra d’ajuster le déphasage 9( ) —9(‘_)

suivant les systemes que nous considererons.
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C Prise en compte de ’environnement optique

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser aux diverses formes que prendra la trans-
formation des champs a chaque étape de la traversée d’un environnement optique composé de
cristaux non-linéaires, d’éléments diélectriques passifs et de miroirs. Cette étude sera impor-
tante pour tenir compte, en plus des phénomenes non-linéaires au sein des cristaux, des effets
dispersifs et diffusifs affectant les champs aux diverses interfaces entre composants optiques.
On précisera dans un premier temps ces effets en donnant la transformation des opérateurs
champ aux interfaces entre milieux d’indices de réfraction distincts. Ensuite, on détermi-
nera la transformation globale des champs lors de la traversée d'un cristal x(® dans le cas
particulier ou celui-ci est entouré de vide et traité anti-reflet.

C.1 Interfaces entre milieux d’indices différents

Dans cette section, on va donner la forme prise par la diffusion des opérateurs champ
lors de la traversée d’une surface de séparation entre deux milieux différents, d’abord pour
des champs incidents quelconques, puis dans le cas particulier des états quasi-classiques. On
considerera l'interface entre deux milieux A et B d’indice respectif n,(w) et n,(w), et on
appellera x; ’abscisse spatiale de cette interface, comme indiqué sur la figure 3.4.

milieu B

Fia. 3.4: Représentation de la diffusion des champs a l'interface entre deux milieux dans un
diagramme d’espace-temps.
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C.1.1 Cas général

Nous allons définir les opérateurs champ entrants et sortant au niveau de l'interface selon :

(i)Out [mz ) w} = ei kout?xi e (i)out,xi [w] 3.61
- i kin,z. (w) @, ( ’ )
Dz, w] =€ i iz, [w]
R 2 wng(w)/c 0
Doyt o (W] = Iin% ( ()fl'i"'g w ) ;o k. (W)=
7 £— w e
SO\ el 0 —wn,(w)/c
avec :
5 L] wn,(w)/c 0
(I)in,zi [u}] = lim ( (‘?wifs w ) : kin,I» (w) =
6;0 wz.+s [W] !
\ i 0 —wng(w)/c
(3.62)

ol wn,(w)/c et —wn,(w)/c correspondent & la valeur algébrique de la projection du vecteur
d’onde selon I'axe des x, associée a la composante de fréquence w du champ se propageant
respectivement vers la droite et vers la gauche dans le milieu <.

On suppose que 'on peut décrire la diffusion des champs a l'interface en x;, par une matrice
de diffusion unitaire S;[w] telle que :

(iout [l’l ) w] = Sl [w] éin I:xz ’ w]

(W) z, =

= €i kout’xi «) i (i)out,mi [w] = Sl[w] ei kimxi ‘I)m’mi [W]

ik

= (i)out,mi [w] = e_i k"“t’zi (@) 2; SZ[W] e ina, (

Typiquement, la matrice S;[w] prend la forme (2.16) :

|talw]| + |riw]]? =1 et : tifw]rifw]* € R

Siw] = < t;[a[i] :Z[[:j]] ) , avec : { Li[—w] = ti[w]*, et rl—w] = riw]* (3.64)
' ' lim #w]=1et: lm 7w =0
w——+00 w—+00

Dans ces conditions, nous avons la transformation suivante pour les champs lors de leur

traversée de l'interface :

@out,z‘i [LU] t; [w] eiw(nA (w)_nB (w))xz/c T; [w] e_2iwnB (w)‘ri/c @in,wi [CU]

~ ~

Dout e, (W] —rifw] eXenallnileglw] etina @) W) /e Vi, W]

(3.65)
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Par exemple, si les deux milieux sont diélectriques, et si I'interface entre les deux n’est médiée
par aucun autre composant optique, les relations de passage de ’électromagnétisme classique
imposent [Raimond(Cours), Jackson] :

o= @) =) s 2y, (W)n, (@)
rile] n,(w) +ny(w) t: il n,(w)+n,(w)

(3.66)

L’interface pourra aussi dans certains cas étre matérialisée par un composant optique suffi-
sament fin, comme un miroir ou une couche de traitement anti-reflet par exemple. Dans ce
cas les coefficients r; et t; seront propres a ce composant particulier. Dans ’exemple d’un
traitement anti-reflet de l'interface pour une fréquence w donnée, on pourra prendre t;[w] ~ 1
et rijw] ~ 0.

C.1.2 Diffusion des états quasi-classiques monomodes

i) Imaginons pour commencer qu'un état quasi-classique incident ‘{)\En_) ) [w]}> se propa-
geant vers la droite traverse l'interface représentée sur la figure 3.4. Si, dans le milieu A, la
valeur propre de l'opérateur a;|w| associée a cet état est :

A W] = 20V e 5(w — Q) (3.67)

m

alors, dans le milieu B, I’état transmis sera vecteur propre de 'opérateur a,[w] avec la valeur
propre :
)\EH) [w] = 27V® t;[w] e e (Pal)=npW)zi/e 5, — ) (3.68)

Dans le milieu A, I’état réfléchi sera vecteur propre de 'opérateur b, [w] avec la valeur propre :

A Dw] = =20VP rylw] e eZenal@/e 5y — Q) (3.69)

T

de sorte que, dans le milieu A, le champ électromagnétique total peut étre représenté par
I’état produit tensoriel :

18wl © HAS W) (3.70)

On peut finalement écrire 1’état global du champ sous la forme :

O(z, — )| {05 )} © A W) + 0z — ) [T W]} (3.71)

ii) Imaginons maintenant qu’un état quasi-classique incident ‘{)\S;L_ ) [w]}> se propageant
vers la gauche traverse 'interface. Si, dans le milieu B, la valeur propre de l'opérateur b,|w]
associée a cet état est :

ADw] = 20VB e §(w — Q) (3.72)

wm
alors, dans le milieu A, I’état transmis sera vecteur propre de l'opérateur b,[w] avec la valeur
propre :
A7) = 20V® t[w] e elna @) mnp@zi/e 5y, — ) (3.73)
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Dans le milieu B, I’état réfléchi sera vecteur propre de 'opérateur a,[w] avec la valeur propre :
AP W] = 20V ® ryfw] € e 2wms @I/ 5 — Q) (3.74)

Par conséquent, dans le milieu B, le champ électromagnétique total peut étre représenté par
I’état produit tensoriel :

AWl @ {5 W) (3.75)

On peut finalement écrire ’état global du champ sous la forme :

0(x, — )| (AT + 0z — 2) AT WD) @ [ W]} (3.76)

iii) Imaginons enfin que ’état incident soit la superposition d’un état se propageant vers
la droite et d’un état se propageant vers la gauche :
0z, — o)A, [w]}) + 6 — 2 ) [{A [])).

Si, dans les milieux A et B respectivement, les valeurs propres des opérateurs a et b associées

sont :
A ] = 20V % 5w — Q) (3.77)
A ] = 20V D) % 5w — Q) (3.78)

alors, dans le milieu A, I'état diffusé sera vecteur propre de l'opérateur b, [w] avec la valeur
propre :

)\((,:t) [w] =27V &) t;[w] eiel(f) ey (W) —ngW))z;/c o(w—19Q)
— 27V @) ;W] ¢ty GRiony (@), /e d(w—Q) (3.79)

et, dans le milieu B, I’état diffusé sera vecteur propre de l'opérateur a,[w] avec la valeur
propre :

)\((,;;) [w] =27V &) t;[w] eiefgﬁ) e (ny (W) —ngW))z;/c o(w—1Q)
42V D) pyfw] e e 2w @ni/e 51, Q) (3.80)
Au final, I’état global du champ pourra s’écrire sous la forme :

2SI @ [0 + 00z — 2) [ W) © [ Wl (3.81)

Les résultats que nous avons obtenus ici pour la diffusion d’états quasi-classiques et mono-
modes montrent que notre formalisme redonne bien la transformation des champs classiques
et monochromatiques aux interfaces.
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L’intérét de la démarche que nous avons menée tout au long de cette section C.1 sera de
disposer d’expressions rigoureuses pour le calcul des champs dans un environnement optique
donné. Nous serons notamment en mesure de tenir compte de la diffusion des champs pompes
et signaux aux interfaces entre tous les composants optiques, ce qui nous permettra d’insérer
I’expression adéquate du champ moyen et des fluctuations pour la résolution semi-classique
de I’équation de propagation au sein des cristaux.

C.2 Effet global de la traversée d’un cristal entouré de vide

Apres avoir étudié dans la section précédente l'interface entre deux milieux d’indices
différents, nous allons maintenant examiner la relation entre champs entrants et sortants lors
de la traversée d’un cristal d’indice n(w) entouré de vide. La figure 3.5 est un diagramme
d’espace-temps représentant la situation que ’on veut étudier.

n

out

ct in
T |
i
! .

X )i+£ " x
C (&3 C

Fia. 3.5: Diagramme d’espace-temps représentant deux rayons traversant un cristal non-
linéaire entouré de vide.

D’apres la relation (3.65) décrivant la diffusion aux interfaces, et en supposant que le cristal
a été traité anti-reflet sur chacune de ses faces externes pour la fréquence w, on trouve la
transformation des champs en x, et x_,+(, quand ils passent du vide au cristal ou inversement :

@out,zc [W] eiw(lin(W))xC/c O @in,zc [w]
_ (3.82)

~ ~

wout,zc [CU] 0 eiw(l_n(w))mC/c 'l/}in,wc [W]
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@out,xcﬂc [w] eiw(n(w)fl)(a:CJrlc)/c 0 @i”’%‘*'lc [w]
_ (3.83)

A~ ~

wout,zc—o—lc [CU] 0 eiW(n(W)il)(xCJrlC)/C win,zc+lc [w]

Nous allons maintenant utiliser les résultats obtenus plus haut pour la diffusion des états
quasi-classiques monomodes et supposer que le cristal est pompé par un état incident :
0z, — o) W) + 0 — o, — 1) W]}, avee AL w] = 20 V@) €% 6(w — ) et
Al [w] =27V &) ¢t d(w—€). Sil'on suppose que le traitement anti-reflet est aussi effi-

in

cace pour la fréquence (2, le champ a l'intérieur du cristal a la forme }{)\E_)) [w]})® H)\g—) [w]})

avec !

{ g*) [w] — 271 /H(—) ei@é_’) eiw(lfn(w))xc/c (5(&) _ Q) (3 84)
=27 ‘

N ] = 2V 0 i)+ e 5( — Q)

De maniere a se ramener simplement aux calculs présentés dans la partie B, on peut définir
des phases effectives pour les faisceaux pompes au sein du cristal :

{9},3) =057 + (1 - n(Q)z, /e (3.85)

b’ = 0, +Qn(Q) — D(x, +1)/ec
D’apres l'expression (3.58) des champs a l'intérieur du cristal, et en supposant que les condi-

tions d’accord de phase (3.41) sont vérifiées, on trouve la relation suivante entre les champs
venant d’entrer dans le cristal et ceux s’apprétant a en sortir :

(=)

~ ~ . lcacm[w - mQ] iA kgn_})(u) Te .
Soin,.rc-HC [CU] =~ Spout,acc [CU] + Z Z(w - mQ) 720,’1(('{)) € o Spout,zc [w - mQ]
m==%1
. . ) (—lc)oz(:ni[w —mQ] ia_ k57 @ e+ A
¢in,zc [w] = wout,wc+lc [(A)] - Z Z(w - mQ) 2én(W) € ' wout,mc+lc [w - mQ}
m==1
(3.86)
avec, pour m = +1 :
A, ki,?)(w) =, mOn(Q)/c — {wn(w) + (MQ — w)n(mQ —w)}/c (3.87)
A, kf;)(w) =emOn(Q)/c+ {wn(w) + (MQ — w)n(mQ —w)}/c '

Les coefficients a ,,, sont obtenus a partir des a;,, définis dans I’équation (3.57), en remplacant

- o) | hQP()
aiﬂz [w—mQ] = i™ emlp.c m x? [w; w — mf2, mQ] (3.88)

Nous allons enfin combiner les résultats (3.82), (3.83), (3.86), (3.87) et (3.88), et supposer
d’une part que le traitement anti-reflet est suffisamment efficace pour chacune des fréquences

0, par 0, :
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w, Q, Q—w et Q+w, et d’autre part que ces fréquences appartiennent & un domaine de trans-
parence du cristal. Dans ces conditions, nous pouvons finalement écrire les champs sortant
du cristal en fonction des champs entrants sous la forme :

R . _ R (=) .
(pout,xc-l»lc [w] = ezw(n(w) I)ZC/C {(pin,z'c [w] + €+Zep (]‘ - CU/Q) ﬁl <I>(*>) (loin,zc I:w - Q]

c

(=)
e )8 bl 91}

~ . ~ (<) - ~
/lzz)out,zc [W] = eZW(n(W)_l)lC/C {win,wc+lc [w] + 6+Z9p (]‘ - W/Q) Bl

c»

(=) A
+e LW/ B,

\

ou 'on a défini des facteurs 3, ;, dont on discutera la signification physique un peu plus loin :

[Q QP —=
= (2) 3.90
bre 2cns \| 2e9cAmy, X (3:90)

Mg, Tp et W sont respectivement l'indice moyen relatif a la polarisation du signal et de la
pompe, et la susceptibilité moyenne dans la zone de transparence considérée, c’est-a-dire loin
des résonances du cristal.

Les relations obtenues en (3.89) ressemblent déja beaucoup a la transformation des champs
pour un miroir oscillant dans I"approche perturbative. En plagant un cristal et un miroir cote-
a-cote, on devrait donc étre capable d’obtenir un tres bon analogue. On verra par la suite
que la vitesse maximale de l'oscillation apparente du miroir sera alors donnée par ¢f3, 4.

Pour mémoire, on donne aussi le résultat suivant pour les champs venant d’entrer dans le
cristal en fonction des champs s’apprétant a en sortir, qui sera utile dans des configurations
ou le cristal sera directement acollé & un miroir & sa gauche et/ou & sa droite :

~ [w] — eiw(lfﬂ,(u}))-’l‘c/c eiw(n(w)il)x(:/c ()Zyout,acc [CU]
(=) b
+ €+19p ez(wfﬂ)(n(wfg)fl)zc/c (1 — W/Q) lglcﬂ)(") gOout,acC [w - Q]

(=)
e AN DS (14 0/ 0) 5 P+
c® ¢
Dino 0] = @ Deetle)/fe § giol=n@)@etlel/e ) o]

i €+i9§f> i) (=nlw=D) (e He)/e (1 — 4 /Q) B - b .
lcvq’ eTle

w—€

(=) ~
+e W it Un(wt D)z te)/e (1 4 /Q) gl (o) Vot 12, (W + Y
(3.91)
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D Systemes optiques analogues aux miroirs oscillants

Pour motiver la mise en oeuvre de I’analogie, nous allons d’abord montrer qu’un cristal y(?)
pompé dont on compense la dispersion peut se comporter comme une sorte d’interface optique
entre deux référentiels en mouvement apparent 'un par rapport a 'autre. Plus précisément,
si la fréquence des pompes est €2, un observateur immobile placé & droite (respectivement &
gauche) du cristal verra tout diffuseur immobile placé a gauche (respectivement a droite) du
cristal osciller a la fréquence Q. En effet, en supposant les conditions d’accord de phase (3.42)
vérifiées, si 37 =" = et 6;) = 0;,*) = 0,, la transformation des champs (3.89) peut

se réécrire sous la forme matricielle :

Plw] = / c;wﬂ’ (27r(5(w W) I+ zc;)’ §qlw — '] 77) B[] (3.92)

avec :

B|w] = e~ =Dle/e dlw] = (3.93)

w'

/
et : — §qlw — '] = % B e { — 210w — W' — Q)%+ 2mi(w — W 4 Q) e*w”} (3.94)

Dans le domaine temporel, ceci correspond a un mouvement dq(t) = asin(2t —6,), avec une

B e l QP —
— 9c—® — e [P (2) .
@ ¢ Q ns \| 2e0cAny X (3.95)

En se basant sur 'approche perturbative présentée dans la sous-section B.1.1 du chapitre

amplitude apparente :

2, si 'on définit : ¢(t) = x, + dq(t) avec x, une constante arbitraire, I’équation (3.92) est la
transformée de Fourier du développement au premier ordre en dg(t) de ‘i>(t, q(t)). Cela montre
bien qu’apres avoir traversé le cristal, le champ se comporte comme s’il provenait d’un objet
en mouvement selon la trajectoire ¢(t).

Nous allons maintenant illustrer ce résultat avec différents dispositifs optiques comportant
des cristaux y(?) et des miroirs, et susceptibles de réaliser I'analogie avec les miroirs oscillants.
Nous déterminerons d’abord la transformation des champs sur un systéme composé d’un
miroir et d’un cristal séparés par du vide. Juste apres, nous étudierons la limite ou le miroir
et le cristal sont acollés. Ces dispositifs permettront d’obtenir I’analogie pour les champs
diffusés du coté du miroir ou se trouve le cristal. Ensuite, nous proposerons un dispositif plus
symétrique, ou sera fait appel a deux cristaux, chacun apposé sur I'une des faces externes du
miroir. Pour étendre I’analogie & une cavité, nous envisagerons enfin deux configurations de
type APO. Dans la premiere, un cristal sera acollé a la face intra-cavité de chaque miroir, et
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dans la deuxieéme, les miroirs seront acollés a chaque face externe d’un cristal unique (APO
monolithique).

Par souci de simplification, on considerera dans chaque cas que les indices moyens vus par
la polarisation des champs pompes et signaux dans le cristal sont approximativement égaux :
Ng ~Np > N.

D.1 Cristal séparé du miroir

Prenons donc pour commencer la configuration de la figure 3.6 ot un miroir se trouve a

une certaine distance d; d’un cristal non-linéaire d’épaisseur ;.

miroir
out (pout
in in
ct
I 11 1
11 1
11 I
X Ixi+di+£i
1
1
x+d,

FiG. 3.6: Diagramme d’espace-temps représentant la diffusion des champs sur un ensemble
{miroir + vide + cristal}.

On considere que le cristal a été traité anti-reflet sur chacune de ses faces externes pour
les fréquences qui interviendront dans nos calculs. Plusieurs cas de figure vont se présenter
suivant la manieére dont le miroir diffuse le ou les faisceaux pompes, ainsi que les photons
paramétriquement émis par le cristal.

D.1.1 Cas ou le miroir ne diffuse pas les pompes

Nous allons d’abord étudier le cas ot le miroir est complétement transmissif pour le(s)
faisceau(x) pompe, mais partiellement réfléchissant pour les photons "paramétriques”. Si le
dispositif est pompé avec deux faisceaux contra-propageants de flux respectif 37 et @7 et
phases respectives Hl(f) et 0;_), sous les conditions d’accord de phase (3.42), et dans un do-
maine de transparence du cristal, les relations de transformation des champs (3.89) s’écrivent
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sous la forme :

. (=)
(Pout,zi+di+li [w] = elW(n(W)_l)li/c {Spin,zi—o—di [W] + e+29p (1 - (AJ/Q) ﬁl- <1>(4)) gpin’zi-‘_di [U.) - Q]
—) !

A (
+ 6—191, (]‘ + U‘)/Q) 51 (—) gazn z,+d; [w + Q]}
S T TG

) A (=) o
wout,ziJ»di [UJ] = ezW(n(W)_l)li/C {win,zi+di+li [CL)] + e+19;0 (1 - CL)/Q) ﬁl. @((_) win,zi+di+li [w - Q]

(=) n
+ 6—19,; (1 + w/Q) 55. 5(—) ¢m,zi+di+li [W + Q]}
' (3.96)

Entre le miroir et le cristal, les champs se propagent librement sur une distance d; :
(3.97)

Ils sont ensuite diffusés par le miroir. En utilisant la relation (3.65) que 'on a établie aupa-
ravant, ce processus est décrit par les relations :

Pout.a, @] tiw] riw] e /e Pin, (W]
_ (3.98)

Douta, 1] —rifw] Tl tilw] Vi e, [W]

En combinant les trois relations de transformation (3.96), (3.97) et (3.98), on trouve tout
d’abord pour le champs ¢ juste apres diffusion sur le miroir :

Poutoa, W] = 1, [0]@y 0, (W] + 1, [w] €720/ € gD /e

~

A (<)
0
{¢in,xi+di+li [w] + eJﬂ P (1 - w/Q) ﬁz, () ¢in,xi+di+li [w - Q}

7

() h
+ e (1+w/Q) ﬂl' o) djin,xi-‘rdi-kli [w+ Q]}
(3.99)
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En notant ¢, ., et QZ)m Jout les champs entrants/sortants par rapport au dispositif considéré

dans sa globalité, et en ne gardant que les termes d’ordre 0 et 1 en (3 (=) On obtient :
1.,®

~

Poue ] = /e [ t W], [w] + 1, [w] e 2/ =D/ L]

(=)
F By Lmw/) e = 0] g, [ — O]

(=)

+ {ﬁ (1= w/Q) et
I,®

ri[w] e—2iwxi/c eiw(n(w)—l)li/c +

(=) . . A
p (=) (1-w/Q) eT0p r [w— Q] e 2i(w— D)z, /c ez(w—Q) (n(w—Q)—l)li/c} b, [w— Q]
l,®

i

(=)
8 L Aw/Q e L+ Q) g, W+ Q]

-)

zi,<1>(

(=)

+ {ﬁ o (L+w/Q) e ™ r [w] e 2iem/e i (n@)-1)1 /e
L,®

(=) . . ~
B o= (1+w/Q) e plw+ Q) e 2@t /e gilwr) (ntw+)-1)1,/ c} Y, [w+ Q] ]
(3.100)

On peut d’ores et déja remarquer les similitudes entre cette transformation et celle écrite en
(2.21) pour le champ ¢ diffusé par un miroir oscillant, en tenant compte de la dépendance en
fréquence des coefficients de réflexion et transmission.

On va maintenant considérer les coefficients du miroir indépendants de la fréquence et réels.
On peut alors adopter les notations ¢, = \/T, et r, = ¢,,/R,, avec R, + T, = 1. Supposons
de plus que 'on n’utilise qu'un seul faisceau pompe se propageant vers la gauche :

{q)(ﬁ) =0; ') #* O}. Dans ce cas, le champ ¢ sortant devient :

Q. [w] _ eiw(n(w)—l)li/c [\/f@m [w] +6i\/R7i€_2iwxi/c eiw(n(w)—l)li/c «
A () W
{Bud + 7 0 —wm)s e -al

() ~
+ efzep (1 +CU/Q) /Bl <1>(H> wm[w + Q]}

(3.101)
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Posons ¢, , = 01(:) —Qx,/c et ¢,, = Qx,/c. 1l vient alors, en notant v = w/Q :

0., [V] _ \/Tieilx(n(z/)fl)flli/c m +€ \/>e2w n(v)—1)Ql, /c —2ie, ; x

{%n V] + it (1 - v) 8 o Yinlv—1]
1@

I e—i(¢b’i+¢a,i)(1 +v) ﬁz () ¥, v+ 1]} (3.102)

On obtient done, aux termes dispersifs en e =D/c of 2w(n()=D /e hrag la méme
expression que celle écrite en (2.156) pour le champs ¢ diffusé par un miroir en oscillation
mécanique dans ’approche perturbative. Par conséquent, pour un observateur situé a droite
du cristal, tout se passe comme si le miroir oscillait a la fréquence 2 autour de sa position

(<) . .
moyenne x,, avec une phase temporelle ¢, * — Q, /c et une vitesse maximale :

1.Q Qe —
: (2) (3.103)

v =c o)~ ey —

e ot 2n \| 2e9cAn
On peut aussi présenter ce résultat sous une forme légerement différente, en posant (bb’i(u) =
91()%) - Qn(v)z,/c, ¢,,(v) = Qn(v)r,/c et en choisissant I'origine des abscisses telle que
x, = —l,/2. Dans ce cas, le champ sortant s’écrit :

PoelV] = /T, " DUle 1) e /R e 0ail) x
{wm b+ T (V))(l —v)p () Yin [v—1]

li,<1>
n 64(¢b,i(u)+¢>a,i(v»(1 +v) ﬁl o() Vv + 1]} (3.104)

On voit grace a cette expression que pour un observateur situé a droite du cristal, tout se
passe comme si le miroir oscillait autour d’une position moyenne x,(r) = n(v)z, et avec une
phase temporelle ¢, () dépendant des propriétés dispersives du cristal utilisé ainsi que de
la fréquence d’observation.

Dans des conditions symétriques, on obtiendra des résultats équivalents pour la diffusion
des champs a gauche du systeme représenté sur la figure 3.7. Si 'on n’utilise qu’un seul
faisceau pompe se propageant vers la droite : {<I>(H) #0; ' = O}, et en posant ¢, =
6?1(7_)) +Qx,/c+7 et ¢,, =Qux,/c, le champ 1), sortant de I’ensemble s’écrit :

out

2
Om / e’LQl/ n(v)—1)L, /c¢zn —¢, 'R e we, 621(21/(71(1/) 1)1, /c

{som W] — e Pild 1) B e, 1]
l.,®

efi(%,i*d’a,i)(l + V) ﬁ = . [1/ + 1]} (3.105)
1,®
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miroir

)

Fic. 3.7: Diagramme d’espace-temps représentant la diffusion des champs sur un ensemble
{cristal + vide + miroir}.

DO /e pres, la méme

On obtient donc ici, aux termes dispersifs en e (V)= /c of 2iv(n(v)—
expression que celle écrite en (2.156) pour le champs ¢ diffusé par un miroir en oscillation
mécanique dans ’approche perturbative. Pour un observateur situé a gauche du cristal, tout
se passe comme si le miroir oscillait a la fréquence 2 autour de sa position moyenne z,,

avec une phase temporelle 9;,%) + Qz,/c + 7 et une vitesse maximale donnée par (3.103) en

remplacant 3 par A

D.1.2 Cas ou le miroir diffuse les pompes

Considérons maintenant le cas ol le miroir des figures 3.6 et 3.7 est partiellement ré-
fléchissant pour les photons "paramétriques” et pour le(s) faisceau(x) pompe. Nous allons
démontrer que 'on peut réduire ce cas a la situation précédente ou le miroir transmet to-
talement les faisceaux pompes, en introduisant des flux lumineux et des phases effectifs.
Dans la conﬁguration de la figure 3.6 par exemple, si ’état incident est représenté par :
O(z, —x ‘{)\ W) +0(z—=z,—d, —1,) o [w]}) avec A W] = 276 (w — Q) VO ity

alors, en suivant le formalisme introduit dans la sous-partie C.1.2 de ce chapitre, on pourra

écrire I’état résultant apres diffusion sur I’ensemble {miroir+vide—|—cristal} sous la forme :
(H) (<) ( ) (H)
Oz, — ) [0 [6])) @ [ ) + 0z —2)0(z, +d, —2) (A )) ® |00 )

+ 0@ —x, —d)0(, +d,+1, — ) (A WD) @ [0 W)
+ 0 — 2+ d 4+ 1) [P W) @ [ [w]}) (3.106)
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ou )\;ﬁ> correspond aux champs pompes dans 1’espace vide entre le miroir et le cristal, et )\(Cﬁ)
aux champs pompes dans le cristal. D’apres (3.82), (3.83) et (3.98), on aura :

A W] = 27‘(\/@ i) =1)(z;+d; +1;) /¢ 61'0;%) d(w—-9Q)
: | o (3.107)
)\(‘*) [w] —_ 27.(.\/@ eZQ(n(Q)_l)li/c 61010 5({,0 — Q)

- (=) ‘ . (=)
AW = 27-‘-{\/@<H> £1Q]% 1+ VB r [0 2 /e GAN@R-1L /e i
AW = 271'[ /) £,[Q] i1 -n(D)(w;+d;) /e cifs

VB 1 [Q] 20 ) e =200, e iQn(@) 1), e ewﬁf)}é(w o)
(3.108)
On peut maintenant définir des flux et phases effectifs de pompage vers la droite dans le

}5@—9)

cristal ' et 0;(:) tels que :

/?)(H> eiééﬂ) _ ) ¢, [Q] eigéﬂ) + o) [Q] 6—22‘in/c 6z’Q(n(Q)—l)li/C 61'01(,&> (3109)

7

ce qui permet de réécrire les champs pompes au sein du cristal sous la forme :

- (=)
)\( )[w} — 297/ ) ezQ(n(Q)—l)(xi—l-di—l-li)/c 5(w _ Q)

c

p
A W] =on /7(.1:)(_,) eié(ﬁ) IQ1L—n(Q)) (2, +d;) /e 5w — Q)

C

(3.110)

On peut alors démontrer que les résultats (3.99), (3.100), (3.101), (3.102) et (3.104) seront
valables en remplacant ) par 37 et 91(;) par é;_)). La situation est donc équivalente a celle
ol le miroir est completement transmissif pour deux faisceaux pompes contra-propageants de
flux et phase respectives (@(H),ééﬂ) et ((1)(%) , 9/;)). A partir de (3.109), on peut calculer le
flux effectif de pompage vers la droite dans le cristal :

(= (=)

& =7 |t [wl? + @ fr w]

+2V0 0 Wt w cos ( [22, — (n(@) = DL]Q/e+ 0,7 —6,7)  (3.111)
olt on a utilisé le fait que r,[w]t*[w] € R. Si G;ﬂ - HLH représente le déphasage entre les deux
faisceaux pompes contra-propageants en = 0 en ’absence du miroir et du cristal, 'argument
22, — (n(Q)—1)1,]Q/c+ H;ﬂ - H;H correspondra au déphasage entre le faisceau transmis par
le miroir & partir de la pompe (—), et le faisceau réfléchi par le miroir & partir de la pompe
(<) apres que cette derniere ait traversé le cristal. Le terme en cosinus dans (3.111) rendra
donc compte de Iinterférence entre ces deux faisceaux, issus du méme laser et recombinés
par le miroir en z,.
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D.2 Cristal acollé au miroir

La situation ou le cristal est acollé au miroir est importante pour ’étude ultérieure d’'un
APO monolithique. Son étude se réduit en fait & un cas particulier de celle considérée dans
la section précédente, dans la limite d’une distance nulle entre le miroir et le cristal. Il en
résulte que les champs se transforment globalement de maniére identique sur les dispositifs
ou le miroir et le cristal sont séparés par un espace vide (cf figure 3.6), et sur ceux ou ces
deux composants sont acollés (cf figure 3.8).

v

out out

)

FiG. 3.8: Diagramme d’espace-temps représentant la diffusion des champs sur un ensemble

X, )ii+€i " x

{miroir + cristal}.

En effet, en suivant les mémes raisonnements que ceux ayant abouti a (3.100), (3.101), (3.102)
et (3.104), dans lesquels d’ailleurs, rien ne fait intervenir la position du cristal par rapport au
miroir, on obtiend les mémes résultats. Le méme raisonnement est évidemment vrai pour les
configurations symétriques.

Toutefois, il convient de noter que dans le cas ou le miroir est partiellement réfléchissant
pour le(s) faisceau(x) pompe, ’état (3.106) devient :

0(z, — ) |[{Ain W) @ [{Aous [W]})
+ 0 —2)0(z, + 1, — ) [\ LI @ [ W)

+ 0w — 2, +1,) [ Dom [W1}) © {5 [W1}) (3:.112)
avec .
N7 =20V RN /e i) (1 — )
AW = 27r[ ) ¢,[Q] 2@z, /e ity (3.113)

VB 1 [0 e HmDa, /e i) 1)z, +1,) /e eiaz(f)}é(w _q)
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On définit alors le flux effectif @' et la phase effective GNI(:) associés au pompage vers la
droite de la méme maniere qu’en (3.109) selon :

Vo ity q,w)ti[mew;f) n (I,H,ri[me—zmzi/cem(n(sz)—nzi/ceief) (3.114)

Avec cette définition :

— NG
)\( )[w] — 2V ) iy i Un(Q)-1)(z,+L,)/c (5((,0 _ Q)

C

- = s(=)
)\( )[w] — 274 /@(ﬂ) 6191’ ezQ(lfn(Q))a:i/c 5((4} _ Q)

c

(3.115)

qui s’identifie a (3.110) pour d, = 0. Par conséquent, les résultats (3.100), (3.101), (3.102) et
(3.104) restent valables en remplacant N par 7 et 01(;) par (9;:).

D.3 Miroir collé entre deux cristaux

De maniere a ce que ’analogie tienne des deux cotés du miroir, il semble tout-a-fait naturel
de placer un cristal a gauche du miroir et un autre a sa droite, et de regarder sous quelles
conditions ce systeme reproduira bien la transformation des champs diffusés vers la gauche et
vers la droite par un miroir oscillant. On se propose donc d’étudier la configuration représentée
sur les figures 3.1 a) et 3.9, o1 les deux cristaux ont une épaisseur [, et l; respectivement.

out

>
>

[

P

[

X; gg X; Xi+£d X

o
Q
—
L

Fic. 3.9: Diagramme d’espace-temps représentant la diffusion des champs sur un dispositif
composé d’un miroir collé entre deux cristaux, susceptible d’étre analogue a un miroir oscillant
pour les champs diffusés vers la gauche et vers la droite.

Nous allons utiliser I’ensemble des résultats obtenus auparavant avec respectivement un
seul cristal a droite du miroir et un seul cristal a gauche du miroir pour exhiber la transforma-
tion des champs sur ce dispositif. Nous allons d’abord considérer le cas général d’une diffusion
quelconque des faisceaux pompes par le miroir, puis le cas limite ot le miroir est complete-
ment transmissif pour les pompes, et enfin celui ou le miroir est parfaitement réfléchissant

pour les pompes.
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D.3.1 Cas général

Si Iétat incident est représenté par 6(x, — [, — x) ’{)\EZ)[ 1} +6(x—z,—1, ‘{)\(H) [w]})
- — (=)
avec )\in : [w] = 2m6(w — Q) VO e | alors 'état résultant apres diffusion sur I'ensemble

{cristal—l—miroir—l—cristal} sera :

Bz, — 1, — ) [N W]} @ [Aow 1)) + 8(z — 2, +1,)8(z, — 2) |, [w]}) © [{Aey W]}
+ 0z —2,)0(z, +1, — ) [{hed W]} @ [Ded W) + 0z — 2, — 1,) [ ]} ® {5 @]}
(3.116)

Les amplitudes )\fg) et )\fd) correspondent aux champs pompes respectivement dans le cristal
de gauche et dans celui de droite. On détermine leur expression grace aux relations générales
de diffusion (3.65) :

¢ -
Mglw] = 2#[\/; =)o, ~lp)/e iy [0
e eiﬂ(n(ﬂ)—l)($i+ld)/c eie( ) r [Q] e_2iQn(Q)ri/c 5(w _ Q)
! (3.117)

A zzﬂ[_ d) i) (@, ~1y)/c gif), r,[Q] €2z, /e

c?g
D) U1, +1,) e 4ty

t, [Q]](S(w —Q)

\

Comme précédemment, on définit des flux et phases effectifs pour le faisceau pompe se pro-
pageant vers la droite dans le cristal de droite et pour celui se propageant vers la gauche dans
le cristal de gauche selon :

(=) . (=)
/(I)E;> 619p7d — /) tz[Q] ezQ(n( )=Dlg/c ez@

VO 1 [Q] U@, e oify ) =20, /c
3.~ iy — P r [Q] 2R -1 fe 0y ) 200, /c
VD ¢ [Q] @)1, /e ity

(3

(3.118)

ce qui permet d’écrire les champs associés sous la forme :

(=)
A(H) -9 CI)(_') iQ(1—n()z, /c b, 4 Slw—0
(R)[w] T/ P, e e"rd §(w ) (3.119)
A,

. (=)
[w] — o /q)‘(qH) 6zQ(n(Q)fl)zi/c 61917757 5((4) _ Q)

On suppose par la suite que les faces extérieures des cristaux au contact du vide sont
traitées anti-reflet pour les fréquences impliqués dans les processus paramétriques que nous
considererons, et que les fréquences en question appartiennent a un domaine de transparence
des cristaux.

Pour obtenir le champ ¢ sortant du systeme global, on utilise ’expression générale (3.100),
et on procede a un certain nombre de remplacements. Plus précisément, on remplace le flux



114 Chapitre 3. Analogie avec les phénomenes non-linéaires en Optique Quantique

G par le flux dans le cristal de droite <I>£7), la phase H;ﬂ par la phase relative au cristal

de droite G;tl), Iépaisseur /; par celle du cristal de droite l; et le champ entrant ¢, [w] par :

. (=)
b ] =@l Lo ] o A7) 5 Gl -0
.

—)

L (
T+ (L4w/Q)B cﬁm[w%—Q]} (3.120)

On procéde de maniere symétrique pour le champ 1[101”, en remplacant 3 par @;H), GLH

par 9;;), l; par Iy et 1[1m [w] par :

"bm [w - Q]

~ . ~ ()
B[] = =1L/ {wmm bt 0w s
i

<)

4 oo (I+w/Q) 8 am[w+m} (3.121)

Alors, en ne conservant que les termes d’ordre 0 et 1 en § , on obtient pour les champs

globalement diffusés par le systeme :

l[w] eiw(n(w)fl)lg/c @m [UJ] + r [w] efZiwxi/c eiw(n(w)fl)ld/c ﬁm [w}

@out [UJ] = eiw(n(w)*l)ld/c [t

(
lg,®

(=)
+ (1 —w/Q){ﬁ o ti [w] e-‘rlep ezw(n(w)—l)lg/c +

(=)
(=) t’L [w - Q] €+719de el(w_ﬂ) (n(UJ_Q)_l)Zg/C} @zn [w - Q]
lgtg
+i6(h) —2iwz, [c iw(n(w)—l)l /c
+ (1—-w/Q)p (o) r[w]e™r e il e al® 4
1,.®

=) , .
B rw— Q) et g2l /e gilom9) (n(w_m_l)ld/c} Y lw —

ld’q)d

(=)
R A P L.
l,, P

g

(=)
- ti [w—i—Q] efzepﬂd ez(w—f—Q) (n(w+Q)—1)lg/c} @m [w—I—Q]
ld’q)d
() . .
+ (1 +W/Q){ﬂ T [w] e—zﬁp 6—21wxi/c ezw(n(w)—l)ld/c +
1@
S . X
B rlw+ Qe P el e pilote) ("(‘”Q)l)ld/c} Vol +Q] | (3.122)

ld’q)d
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qz)out [w} _ 6iw(n(w)—l)lg/c [ti [w] eiw(n(w)—l)ld/c ,(Lm [w] —r [(/J] 62iwxi/c 6iu)(n(w)—l)lg/c @m [w]

() .
+ (1—w/ﬂ>{ﬂ o €t fw] el
l,,®

PR

)t — Q] e e (et } bl = 9
lg’ég

S AT

g

(=) Q2w e ez’w(n(w)—l)lg/C_'_

(<) )
B () milw— ] et cRilo e e gilo—) (”(“"“)‘l)lg/c} bl — )

lg:Pg

£ (] it giw(n(w)-1), /e n
Lot

+( +W/Q){ﬁ

( ) ~
) o ez(erQ)(n(erQ)l)ld/c} b o+
g'~g

(=) . .
_ (1 —I—w/Q){ﬁ - Ti[w] e—zep e?zwaci/c ezw(n(w)—l)lg/c +
l,,®

g

3 (3.123)

(<)
lg:®g

il + Q) e (R e i) (n<w+9>l)lg/0} Bonli + 9

Puisque nous avons supposé que les conditions d’accord de phase sont vérifiées dans les deux
cristaux, nous pouvons simplifier les phase apparaissant dans ces expressions :

(3.124)

6io.)(n(u.))fl)ld/c eiQ(n(Q)fl)ld/c ~ ei(wiﬂ)(n(wiﬂ)fl)ld/c
6iw(n(w)71)lg/c eiiQ(n(Q)fl)lg/c ~ ei(wiﬂ)(n(wiﬁ)fl)lg/c

Par conséquent, si I’on redéfinit les phases effectives 9;:1) et (9;:]) pour tenir compte de I'effet
dispersif associé a la deuxieme traversée des cristaux par les faisceaux pompes recombinés
sur le miroir, et en incluant la dispersion totale dans les coefficients de diffusion du miroir de
la facon suivante :

07 =0 £ Q(n(Q) — 1)
{ nd = ((f2) — L)ty /e (3.125)
Opg = 0pg +Qn(Q) 1), /c
E, [U)] = t [w] eiw(n(w)_l)(l9+ld)/c
7o [w] = 7, [w] e2ie @) =Dly/e (3.126)

2iw(n(w)—1)l,/c
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on peut rééerire les expressions (3.122) et (3.123) sous la forme :

PoutlW] = T [w] Gon[w] + 7,4 [w] D[]

+ -

(=)

0 - .
L e i ! e {fw — Q]} P lw — €]
g

(=) . o
e+10p’d fi,d [w - Q] €+QZQIi/C} ¢zn [w - Q]

(=) L . ~
R A A% E R e A PR TR
s o

9 ta:®q
) (=) _ig) —9i0z. /e | 2
el e ks el ok
d a®d
(3.127)
lﬂout [W] = .Ez [w] &in I:(A)] + fi,g I:U)] @in I:C{)]
(=) (=) A
+(1- w/Q){ﬁl T A M A AR ﬂ]} V[0 — O
d 9%
_ (1 _ w/Q) e+2iwxi/c{6 - 6+19p fz,g [w] + - eJrszg 7 [w _ Q] e 21Qxl/c} @m [w _ Q}
lg® lg:Pg
(=) (=) A
R T A E R e A PR I ER R
d 9%
. (=) () .
R T L o R e TN RR
9 g
(3.128)

Il est important de noter que puisque la matrice de diffusion du miroir seul (3.64) est unitaire,
la matrice de diffusion obtenue en ajoutant l'effet dispersif des cristaux I'est aussi :

tlw] 7 W] t.[w] e @) =D ey 1] 2w n(@) =Dl /e
Saale] = N € SU(2)
w| W] o [w] @)Dl fe ] (@)=, H,) e
(3.129)

Dans toute la suite, par souci de simplification, on prendra [, = [, = [ et 7 =

") = & . En tenant compte de (3.125), les flux et phases effectifs dans les cristaux (3.118)
deviennent alors :

/<I>if) eié;;> — VB 1] 2D/ Gty
VB [0 Q@) 1)1/ city ) o2, /e 0
o) iy — VB [0 2on@)-Dl/e Gify ) g2, fc ‘

+VD t,[Q] 2n(@-1)i/e Gty
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D.3.2 Cas du miroir complétement transmissif pour les pompes

Supposons tout d’abord que I'on choisisse un miroir tres transmissif pour les faisceaux
pompes, donc tel que |r,[Q]| << [t,[Q]| ~ 1. On prendra t,[Q2] = 1 pour simplifier. Dans ce
cas, les flux et phases effectifs s’écrivent :

/(I)fi_’) RO B 2n()-1)i/c i
e — 3.131
o iy o B 2R =D)/e il ( )

On notera ¢, = 212 (n(Q) — 1)1 /c la phase supplémentaire associée a la dispersion dans les
cristaux pour chaque faisceau pompe transmis. Cette phase pourra étre ajustée en modifiant
la longueur [ des cristaux par exemple. Pour fixer les idées, supposons que les faisceaux
pompes contra-propageants viennent pomper notre systéme en se propageant dans le vide
depuis deux points d’abscisse respective z, < 0 et z, > 0 dans le systeme de coordonées
choisi, et que z, 1 €]0;z,[ par exemple. Avec les conventions adoptées dans la partie A, en
x = 0, leurs champs classiques seront reliés par :

ol0,9] = p[o,0] &% =07) (3.132)

Les deux faisceaux étant issus d’un seul et méme laser, la quantité 01(:) — 9}(,‘_) sera fixée et
correspondra a la différence de marche entre les chemins optiques suivis par chaque faisceau
depuis le point ot le faisceau commun initial a été séparé en deux et le point x = 0. D’apres
nos hypotheses, il vient par ailleurs :

olz,, Q] = [0, Q] e lr @11 /e -
Ylx,, Q] = [0,9] Pl ["Ez’*("(ﬂ)*lﬂ} /e (3.133)

et donc :

QO[.I'Z-, Q] _ w[me] ei(@;_')_91(7‘_)+QQJ:i/c+2Q(n(Q)—1)l/c) (3134)

Appelons ¢, le déphasage associé a la différence de marche totale en x, :

(=)

¢y =0, — 0. 420z, /c+ ¢, [27] (3.135)
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On peut maintenant regrouper toutes les relations entre les caractéristiques de pompage

évoquées selon :

(=) (=) (=) (=)
L=l,=1lct o =0" =0, =0, =0

3.136
= 519@(—>> = Bld@«—) = 61(17‘1’57) = 5[{}@?) =8 (3:430)
0, =0, —20x,/c+ ¢ — ¢, [27]
0, =0," +0¢, [2n]
b, =0, +¢ [2n] (3.137)
0, =0, —20x,/c+ ¢, [2n]
\0}(:9) = Q;f) +2Qx, /c — ¢p + 20, [27]

Sous ces conditions, en notant ¢, = 91(,&) —Qux, /¢, les expressions (3.127) et (3.128) des champs

sortants se réécrivent :

Po ] = T [w] @, W] + 7 [w] €720, 0]
+ (1 _ w/Q)ﬁe-&-iGp 6_%“’%/'3 €+iﬂxi/c{fi [w] + eTi%p 7, [w _ Q]

+ (14 w/Q)pe e”mi/c{e_i(%_(bl) t[w] + et jw+ Q]

P, [w+ Q] (3.138)

in

+ (1 +w/Q)Be P g2iw;/c e‘mxi/c{fi (W] + e 7w+ Q]

~

Dy lw] = £ [w] 0, [w] — 7, [w] 77 5, (0]

+ (1 - w/Q)F et e“mi/c{tz W] + €ti i fw - m} Py, [w — Q)

— (1= w/Q)Betitn i fe e—mwi/c{ewp—qﬁ» Flw] + et — m} Byl — O
+ (1 +w/Q)Be % e/ {t W] + e i w+ ﬂl} U, [w+ 9

— (14 w/Q)F e 2ivni/e i/ C{e‘“%‘d’” Flw] + e o+ ﬂl} Bl + €
(3.139)

Dans ces expressions, on a introduit les coefficients de réflexion et de transmission effectifs :

Sl

!

[w] =t [w] e2iw(n(w)—1)l/c

3.140
{ [w] = 1, [w] 2@ -Dife (3.140)

=
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Pour ¢, = 7 [27] , et ¢, = 0 [27], les résultats (3.127) et (3.128) s’identifient exactement

aux relations (2.21) et (2.22) donnant la transformation des champs diffusés par un miroir

en mouvement harmonique dans 'approche perturbative. Par conséquent, on obtient dans

ces conditions un parfait analogue du miroir oscillant a la fréquence 2 autour d’une position

moyenne z,, avec une phase temporelle 0, = 0;_) —Quz, /c , une vitesse maximale 2¢(3, et dont

les propriétés optiques sont représentées par la matrice unitaire :

£ [w] F [w] t, [w] e2iw(n(w)—1)l/c T [w] e2iw(n(w)—1)l/c

Silw] = = (3.141)
_fi [w] t [w] —r, [w] e2iw(n(w)—1)l/c t, [w] e?iw(n(w)—l)l/c

De maniére a avoir ¢, = 7 [27] et ¢, = 0 [27], il faudra d’une part choisir 1'épaisseur [ de
chaque cristal telle que :

(2p + 1)me
dp € N = —— 3.142
PN = @ - 1) (3.142)
c’est-a-dire, en notant A = 27¢/) la longueur d’onde des pompes :
(2p+1)A
dp € N l=————— 3.143

et d’autre part ajuster la différence de marche totale pour les deux faisceaux pompes en z; a
2p'me/Q = p'A avec p' € Z.

D.3.3 Cas du miroir parfaitement réfléchissant pour les pompes

Supposons maintenant que l'on choisisse un miroir parfaitement réfléchissant pour les

faisceaux pompes, donc tel que® :
Si[Q] = (3.144)

Dans ce cas, les flux et phases effectifs (3.130) deviennent :

/q)ilﬂ Ohd B i) 200 -1)l/e g2, fc
e . 3.145
3~ i@l ) 20 -1)l/e o200, /c ( )

e ~ —\/P e
Transposons ce qui avait été fait dans le cas du miroir parfaitement transmissif, en appelant
la phase supplémentaire associée a la dispersion dans les cristaux pour chaque faisceau pompe
réfléchi ¢, = 2Q(n(2) — 1)I/c. Le déphasage ¢, associé & la différence de marche totale des

Sla valeur —1 des coefficients de réflexion correspond par exemple au cas du miroir métallique parfait [Hecht]
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chemins suivis par les deux faisceaux pompes contra-propageants en z, reste le méme. Par
contre, les relations entre les caractéristiques de pompage changent pour les phases effectives :

L=l,=1 et o7 =0 =0 =2/ =

g d g

=0 =8 =8 _, =B ., =8 (3.146)
lg,® 1@ 1y %, 1y,
(0, =0, =2, /c+ ¢, - ¢, [27]
Oy =0, — 200, /c+ ¢, + [27]
Opg =0, +29z,/c+ ¢, + 7 [2n] (3.147)
é;(:d) = 9;7%) +2¢, — ¢, + 7 [27]
g =0+, + [27]

En procédant de la méme facon que dans le cas du miroir completement transmissif, on
obtient les champs globalement diffusés par le systeme :

Pout ] 2 £[0] @y, [W] + 7 [w] €720/ 3 ]

[w =9 0 p;, [w— 9]

i
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(3.149)

En faisant le méme choix de phase qu’auparavant : ¢, = 7 [27] , et ¢, = 0 [27], les résultats
(3.148) et (3.149) s’identifient encore une fois exactement aux expressions (2.21) et (2.22) des
champs diffusés par un miroir en mouvement harmonique. Par conséquent, les critéres retenus
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pour ’épaisseur des cristaux et la différence de marche des pompes en x; dans le cas du miroir
trés transmissif permettent ici aussi d’obtenir un parfait analogue du miroir oscillant a la
fréquence €2 autour d’une position moyenne x,, avec une phase temporelle ¢, = «912% —Qz,/c,
une vitesse maximale 2¢(3, et dont les propriétés optiques sont représentées par la matrice
unitaire S;[w] [cf (3.141)].

En définitive, les systemes considérés dans cette section présentent deux avantages notoires
par rapport a ceux ne comportant qu’un cristal :

- d’une part ils étendent ’analogie a un mouvement apparent des deux cotés du miroir,

- d’autre part ils permettent de reproduire la dépendance en fréquence des coeflicients de
diffusion du miroir jusque dans les effets motionnels, moyennant ’attribution des propriétés
dispersives des cristaux au miroir lui-méme.

Toutefois, les conditions (3.143) requises pour I’épaisseur des cristaux sont susceptibles de
rendre plus délicate la réalisation pratique d’une telle analogie. Le choix d’une cavité APO
pourra alors s’avérer plus simple, en ce sens que seul le mouvement apparent de la face intra-
cavité de chaque miroir sera nécessaire pour générer une transformation globale des champs
équivalente a celle obtenue avec une cavité oscillante d’assez bonne finesse.

D.4 Cavité APO a deux cristaux

Dans cette section, nous allons nous intéresser a un dispositif de type APO, ou sera acollé
un cristal a la face intra-cavité de chaque miroir (cf figure 3.10). Nous ne placerons pas de
cristal sur les faces externes des miroirs car, si la finesse n’est pas trop faible, les contributions
dominantes au spectre émis proviendront des réflexions intra-cavité.

FiG. 3.10: Dispositif de type APO a deux cristaux, susceptible d’étre analogue a une cavité
oscillante.

On va déterminer les conditions de pompage permettant qu’une telle configuration diffuse
les champs intra-cavité de la méme maniere que si chaque miroir oscillait mécaniquement a
la fréquence des pompes. Rappelons d’abord le résultat (2.156) pour la transformation des
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champs a l'intérieur d’une cavité en oscillation :

,

@out,l[V] ~ /Tlsﬁin[V] +e /Rle—QiV¢a,1 @ZJout,Z[V] + e+i(¢b,1+¢a,1)(1 _ 1/)/3{1} ¢out,2[7/ — 1]

+ e—i(¢b,1+¢a,1)(1 + I/)ﬁ{l} 77Z)0u25,2[1/ + 1]:|

wout,Z[V] =~ T2wzn[7/] — &2V R2e+2iV¢a,2 Soout,l[y] - €+i(¢b’27¢a’2)(1 - I/)ﬁ{z} (Pout,l[y - 1]

= (14 1) ol + 1]

(3.150)
La transformation globale des champs était obtenue par itération de (3.150) le long des
trajectoires d’espace-temps associées aux rayons lumineux multiplement réfléchis a l'intérieur
de la cavité [cf figure 3.11].

!
;,1 c/Q) (I)al.zC/ Q X’

Fia. 3.11: Diffusion des composantes monochromatiques d’un rayon lumineux au sein d’une
cavité oscillante (cas particulier de l'oscillation globale).

Ecrivons maintenant la relation de transformation (3.101) et sa relation symétrique pour
les champs @ et 1, respectivement diffusés par les systemes {miroir+cristal} pompé unilatéra-
lement vers la gauche et {cristal+miroir} pompé unilatéralement vers la droite, en supposant
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de plus que la dispersion au sein des cristaux a été compensée :

(
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(3.151)
Si I'on pose :
¢a,1 = 521"1/0 ? ¢a,2 = Ql‘?/c
(o) (=) (3.152)
¢, =0, — Qx, /c, by, =0, + Qx,/c+7

litération se fera comme pour l'oscillation réelle [cf Fig.3.12]. Pour que cette itération soit

H 1 !
X; X#lq Xyl X, X

Fia. 3.12: Diffusion des composantes monochromatiques d’un rayon lumineux au sein d’un
APO a 2 cristaux.

valable avec la configuration proposée dans la figure 3.10, il faut respecter les conditions de
validité pour lesquelles les relations (3.151) ont été obtenues. Il convient alors :

- d’utiliser des miroirs dont les coefficients de diffusion sont sensiblement les mémes pour
toutes les fréquences sensées étre résonantes dans la cavité,

- d’avoir des cristaux (@ transparents et traités anti-reflet sur leur face "au contact du
vide” & ces fréquences et tels que les conditions d’accord de phase (3.42) soient vérifiées pour
les processus paramétriques impliqués,
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- de faire en sorte que les miroirs soient tres transmissifs pour les faisceaux pompes, et
suffisamment réfléchissants pour les photons paramétriques résonants,

- de compenser la dispersion au sein des cristaux s’il s’avere que celle-ci détruit les condi-
tions de résonances,

- de pomper 'ensemble {miroir 1 + cristal 1} avec un faisceau pompe unique se propa-
geant vers la gauche, et I’ensemble {cristal 2 + miroir 2} avec un faisceau pompe unique se
propageant vers la droite.

Par conséquent, il faudra injecter les pompes depuis U'intérieur de la cavité, a ’aide par
exemple d’'une lame séparatrice comme indiqué sur la figure 3.13. Si 'on veut que la cavité

Faisceau n°1 issu
du Lasera Q

3 - =) (=)
(I)k_); 6(;_) (D( ; e(p )
i i
Lame
séparatrice

Faisceau n°2 issu
du Lasera Q

Fi1a. 3.13: Dispositif de type APO a deux cristaux avec injection centrale des pompes, réalisant
potentiellement I'analogie avec I’Effet Casimir Dynamique

joue correctement son role d’amplificateur de la fluorescence paramétrique, il faudra faire en
sorte que les photons créés au sein des cristaux ne soient pas diffusés par la lame séparatrice
d’injection. On pourra par exemple prendre une lame suffisamment réfléchissante pour les
pompes et suffisamment transmissive pour les fréquences résonantes au sein de la cavité. Plus
précisément, il faudra que les résonances contribuant le plus au spectre soient correctement
transmises par la lame. D’apres les résultats du chapitre 2, si K > 10 par exemple, cette
contrainte concernera principalement les fréquences w = pQ)/K € [©2/10;9/10].

Rappelons maintenant les conditions pour que le rayonnement émis par une cavité en
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oscillation soit amplifié de maniere résonante, en notant L la longueur moyenne de la cavité :

(3.153)

{¢a,2 = $o1 + K1 (K € N*), Cest-andire: QLJc = K,
Pv2 = Pp1 — (K + 1) [27],

D’apres les relations de phase (3.152), et en prenant x, = —L/2 et x, = +L/2, les conditions
analogues de "résonance” pour un APO & 2 cristaux X(Q) sans dispersion et pompés depuis le
centre de la cavité [cf Fig.3.13] seront :

{Q(x2 —z,)/c=Kn (K € N*), cest-a-dire : QL/c= K, (3.154)

(=) (=)
0, =60, —Kr [2n],

Pour satisfaire ces conditions, il faudra :

- que la distance L entre les miroirs soit ajustée de maniére a ce que la fréquence des
pompes utilisées soit un multiple entier du mode fondamental de la cavité,

- que, si par exemple la lame d’injection est placée au centre de la cavité, la différence
de marche entre les chemins optiques suivis par chaque faisceau pompe depuis leur point
de séparation initial & partir du faisceau mere jusqu’au point d’injection dans I’APO7 soit
maintenue égale a : (K7 +2pm)§ = (K + 2p)% avec p € Z. Pour K pair, on obtiendra donc
I’analogue d’un mouvement respiratoire résonant de la cavité en s’arrangeant pour que la
différence de marche soit un multiple entier pair d’'une demi longueur d’onde de pompe. Pour
K impair, on obtiendra I’analogue d’une oscillation globale résonante de la cavité en fixant
la différence de marche a un multiple entier impair d’une demi longueur d’onde de pompe.
Si 'on veut de plus pouvoir transposer certains des résultats établis dans I'approche non-
perturbative du chapitre 2, il pourra s’avérer intéressant de faire en sorte que les vitesses
maximales du mouvement apparent de chaque miroir soient égales : ﬁll?q,@_) ~ ,8127(1)@) = 0.
Etant donnés les parametres intervenant dans leur expression générale :

1 Qe

+(2) 3.155
2cn \| 2e0cAny, ( )

ﬁl,@ =

on pourra par exemple modifier le rapport entre les flux lumineux incidents sur la lame,
jusqu’a l'observation du régime souhaité.

Sous réserve de pouvoir s’adapter simultanément 3 toutes ces contraintes®, le dispositif
APO que l'on vient de présenter permettra en définitive d’obtenir indifféremment ’analogue
d’un mode "respiratoire” résonant ou d’oscillation globale résonante de la cavité, via un simple
ajustement de la phase relative des faisceaux utilisés pour pomper les cristaux. Toutefois,
I'utilisation d’une lame d’injection adéquate a l'intérieur de la cavité pourra s’avérer délicate

"en n’oubliant pas de tenir compte des éventuelles phases associées aux réflexions
8ou du moins, aux plus critiques
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a mettre en oeuvre dans la pratique. Il serait par conséquent plus judicieux de trouver un
systeme fournissant le méme type d’analogie, sans nécessiter 'injection des pompes dans la
région intra-cavité. Dans la prochaine section, notre étude portera donc sur un dispositif a
pompage externe.

D.5 APO monolithique

Nous allons dans cette section montrer qu’il est aussi possible d’obtenir I’analogue d’une
cavité en oscillation résonante avec un dispositif de type APO monolithique tel que celui
représenté sur la figure 3.14. Nous allons voir qu'un pompage bilatéral externe permet en
effet de reproduire lors de la réflexion sur chaque miroir les conditions d’un mouvement
apparent avec une phase relative ajustable. Un autre intérét de ce systeme par rapport a
celui étudié dans la section précédente est de ne pas requerir de traitement anti-reflet sur le
cristal.

MIROIRS

&

» ‘

b -
e

Fia. 3.14: Systeme optique de type APO monolithique susceptible d’étre analogue & une
cavité en oscillation résonante.

Pour simplifier notre étude, nous allons considérer les miroirs completement transmissifs pour
les faisceaux pompes et suffisamment réfléchissants pour les photons émis dans les modes
propres de la cavité par conversion paramétrique au sein du cristal. La figure 3.15 représente
la propagation des champs dans ’espace-temps au sein de ce systeme. On note L = x, — x,
la longueur de la cavité et [ celle du cristal. Par construction, ces deux longueurs sont quasi-
identiques : [ ~ L. Dans la pratique, on pourra toutefois étre amené a inserer des couches
diélectriques passives entre le cristal et les miroirs de fagon a compenser la dispersion, auquel
cas ces deux longueurs seront différentes. De facon a alléger I'écriture des expressions que
l’on va manipuler, on choisit 'origine des abscisses au centre de ’APO, en posant z, = —L/2
et x, = +L/2. Par ailleurs, les champs entrants dans le dispositif seront notés ¢, et 9, .
Pour déterminer la transformation des champs sur chaque miroir au sein de la cavité, on va
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'
ct '[ ! : X
X X2 X

Fia. 3.15: Diagramme d’espace-temps représentant la trajectoire d’un rayon lumineux au sein
de ’APO monolithique.

utiliser la transformation (3.91) des champs ¢ et v lors de la traversée d’un cristal, étudiée
dans la section C.2. Nous allons de plus supposer les coefficients de diffusion des miroirs
quasi-identiques pour tous les signaux paramétriques résonants, et faire I’hypothese que les
conditions d’accord de phase associées sont satisfaites dans le cristal. En supposant enfin
que 'on parvienne a compenser exactement la dispersion pour les fréquences concernées, la
transformation des champs juste apres réflexion sur chaque miroir s’écrit :

;

~ ~ wL/c p i (=) n
Pout,—L/2 W] = /T4, [w] +e,v Re* b x |:/l/}out,+L/2 [w] +et o (1-w/Mp ) wout,JrL/Z [w— Q]

L,®

() ~
e (L4 w/B Wyl Q]]

Lo

N A . (=)
wout,+L/2 [w] = Tﬂbm [W] LAY R26+WL/C X |:900ut,L/2 [w] +€+ZGP (1 - W/Q)ﬁl (=) Spout,fL/2 [w - Q]

-)

. (
e (LA W/ VB Byl F Q]]
(3.156)

ce qui correspond exactement aux transformations (2.156) pour des miroirs oscillants, avec
les phases :

{%,1 =—QL/2c ¢,,=+QL/2c (3.157)

Gy, =05 +QL/2c ¢, =05 +QL/2c + 7
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Par conséquent, & chaque réflexion au sein de la cavité de TAPO pompé a €2, les champs
aux fréquences de résonance se transformeront comme si les miroirs étaient en oscillation
mécanique & 2 (cf figure 3.11), autour de leur position moyenne respective —L/2 et L/2, et
avec une phase temporelle respective 0](;_) +QL/2cet 9;_}) +QL/2c+7. L'itération fréquentielle
sur la trajectoire d’espace-temps associée a chaque rayon lumineux multiplement réfléchi au
sein de ’APO se fera alors de maniere similaire, et le spectre résultant a I'extérieur de la cavité
sera donc le méme’. Les conditions de mouvement résonant (2.131) s’écrivent ici aussi :

{QL/C =k (3.158)

6, =0, — Kr [2n]

Afin de satisfaire ces conditions, il faudra donc :

- ajuster la fréquence du laser pompe a un multiple entier du mode fondamental de la
cavité,

- imposer que le déphasage au centre de ’APO entre les deux faisceaux pompes contra-
propageants soit de K7 (modulo 27), c’est-a-dire que la différence de marche entre les chemins
optiques suivis par les faisceaux pompes depuis leur point de séparation & partir du faisceau
mere jusqu'au centre de 'APO soit de (K + 2p)% avec p € Z. Pour K pair, on obtiendra
donc 'analogue d’un mouvement respiratoire résonant de la cavité en s’arrangeant pour que
la différence de marche soit un multiple entier pair d’'une demi-longueur d’onde de pompe.
Pour K impair, on obtiendra ’analogue d’une oscillation globale résonante de la cavité en
fixant la différence de marche a un multiple entier impair d’une demi-longueur d’onde de
pompe.

Si I'on souhaite de plus avoir : §; g(—) = B ¢(—) = 3, il conviendra d’ajuster les flux D) et
®(—) de manitre & ce que leurs valeurs numériques soient le plus proche possible. On qualifiera
par la suite d’ ”homocinétique” un tel mouvement apparent.

Il conviendra en définitive de proposer un montage permettant de vérifier toutes ces
conditions avec une stabilité suffisamment robuste. Nous y reviendrons dans la partie F.

%en négligeant les termes associés & la réflexion directe sur les faces externes de la cavité
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E Discussion de ’analogie et contraintes expérimentales

Dans cette partie, nous allons discuter certains points autour desquels les résultats des
parties précédentes se sont articulés pour proposer des systemes analogues aux miroirs os-
cillants, et voir quelles contraintes expérimentales certaines des hypothéses que nous avons
formulées nous amenerons a surmonter. Dans un premier temps, nous clarifierons le statut
de la génération de seconde harmonique par rapport aux effets du vide que I'on veut obtenir
et nous en dégagerons une condition simple pour que cet effet ne remette pas en cause nos
calculs. Dans un deuxieme temps, nous verrons comment réaliser les conditions d’accord de
phase requises par l’analogie, en se fixant un certain nombre de criteres a respecter. Enfin,
nous calculerons 'ordre de grandeur des flux photoniques que ’on pourra espérer obtenir avec
chacune des configurations s’accomodant de toutes les contraintes précédemment identifiées.

E.1 Problématique liée a la génération de seconde harmonique

Comme nous 'avons déja évoqué plus tot, le pompage des cristaux peut aussi impliquer
des processus dits de "génération de seconde harmonique”, au cours desquels deux photons
pompes de fréquence €2 sont absorbés pour donner naissance a un photon de fréquence 2€2. Ces
processus, s’ils sont permis par le cristal, donneront naissance a des flux lumineux bien plus
intenses que ceux issus de la fluorescence paramétrique. Ils risquent donc a priori de rendre
les photons que nous cherchons indétectables. Toutefois, dans 'effet que ’on souhaite voir,
les fréquences multiples de €2 sont sensées avoir une densité spectrale nulle. Par conséquent,
a ’aide de filtres adaptés, on pourra se débarasser de la composante a 2{2 sans affecter les
signaux qui nous intéresseront. Cette remarque vaut aussi pour la composante a ) associée
aux pompes.

Par ailleurs, cet effet ne remettra pas en cause notre analogie, car il serait aussi présent
pour un miroir oscillant mécaniquement a €2 si on 'irradiait avec des faisceaux laser cohérents
de fréquence €2. C’est un effet classique d’optique non-linéaire dans les cristaux comme c’est un
effet classique d’électromagnétisme avec conditions aux limites non-stationaires pour le miroir
en mouvement, alors que la fluorescence paramétrique comme I"Effet Casimir Dynamique sont
d’origine purement quantiques.

Le seul point susceptible de nous géner concerne ’approximation des pompes constantes.
En effet, si le flux photonique de seconde harmonique émis s’avere étre de 'ordre de celui
des pompes, alors notre approximation serait mise en défaut. Nous allons donc évaluer ce
flux dans le cas ou ces processus seraient le plus favorisés, c’est-a-dire en considérant que les
conditions d’accord de phase :

|Ak2Q) |1 = |Qn, (Q) + On, (Q) — 200, (2Q)]1/c << 1 (3.159)

sont vérifiées. n,, n; et n, sont les indices de réfraction associés a la polarisation de chacun
des photons mis en jeu.
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D’apres le résultat (3.89), apres une traversée de cristal de longueur I pompé bilatérale-

ment, les champs sortants s’écrivent :

;
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Pour w > 2, les opérateurs d’annihilation correspondant exprimés en fonction de la fréquence
réduite v = w/Q sont donnés par :

a,,[v] =~ .. { R N (v—1) ﬁ e Gl =1+ } (3.161)

bV~ . { 4 et (v—1) ﬁ o by =1+ } (3.162)

Par conséquent, en moyennant avec ’état produit tensoriel associé aux faisceaux pompes
contra-propageants : |{)\(ﬁ)[ﬁ]} > ®H)\(h)[ﬁ]} >, on obtient, toujours pour v > 1 :

<a1ut[ ]aout [V/] >
o~ \/I/(V—l)\/l/,(l//—l)ﬂz(_)) <a;rn[u—1]am[l//—1] >

~ v(v—1) ﬁli L, 07 @r/9) (v —2) (27/Q) d(v" - 2) (3.163)

< b, bl >
~ (v —1)\/v'(v ﬁ2 <b2rn[u—1]bm[yl—1]>

~ vy —1)5° o' (27/Q) (v —2) (21/Q) 6(v’ — 2) (3.164)

Les flux photoniques que 1'on cherche a déterminer pourront alors se calculer de la maniere

suivante :
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ce qui donne, pour les flux respectivement émis vers la droite et vers la gauche :

(=) )
Dy > 287 @
() " () (3.166)
o, ~ 20 - P
1,®

Ce résultat montre que, pour une seule traversée de cristal, tant que 3 << 1, I'approxi-
1, P

=)
mation des pompes constantes sera valable.

Dans les expériences usuelles d’Optique Quantique avec des cristaux x(?), on aura typi-
quement [Bachor, Gigan(PhD), Laurat(PhD)] :

’ n~1 ‘ @ ~ 1071 m. v ‘ [~ 1lcm H A~ 1pym ‘ P~0,1W | w~ 100pm

7, x(2) et [ sont respectivement l'indice moyen, la susceptibilité non-linéaire moyenne et
I’épaisseur du cristal. A = 27¢/Q, P = hQ® et w sont respectivement la longueur d’onde, la
puissance et le waist des faisceaux pompes. C’est souvent au niveau du waist que s’effectue le
pompage du cristal. Si A est I'aire de focalisation dans le cristal, on aura alors A ~ 7w?. Un
waist w ~ 100um correspond par exemple & une aire A ~ 3.107%m?. Avec les valeurs données
dans le tableau ci-dessus, on obtient :

[Q QO —= lm P —
= — ) —— @~ () ~ 81073 1
bro 2cn \ 2e9cAn X An \ 2wegew?n X 8.10 (3.167)

Par conséquent, dans des conditions standards, I’approximation des pompes constantes sera
valable lors d’une seule traversée de cristal. De plus, avec des cristaux d’une épaisseur de
I’ordre du centimetre, les conditions d’accord de phase sélectionneront naturellement un seul
type de processus et un seul jeu de fréquences pour les photons impliqués [Debuissch(PhD)].
On peut donc dans ce cas facilement s’arranger pour que les conditions d’accord de phase
favorisent 1’émission paramétrique par rapport a la génération de seconde harmonique. Par
la suite, on sera amené a considérer des cristaux d’épaisseur plus faible, ce qui relachera
la sélection opérée par les conditions d’accord de phase, mais réduira la valeur de 3, ;. En
définitive, méme avec des puissances surfaciques de pompage plus élevées, on aura toujours
B, << 1, et approximation des pompes constantes pourra étre appliquée dans toutes les
situations que l'on envisagera.

La situation dans les APO ou les OPO pourrait étre différente, étant donnée I’amplification
opérée par la cavité sur les signaux paramétriques. Dans ce cas en effet, on peut démontrer que,
sous réserve d’accord de phase, le flux de seconde harmonique émis & résonance a l’extérieur
de la cavité sera donné par ®on ~ 2 (2@’@) 2 (F/m) ® sila pompe n’est pas résonante et
par oo ~ 27 (2517 JF/ 7r) >® sila pompe est résonante. Par conséquent, tant que ’on sera
suffisament en-dessous du seuil d’oscillation : 23, o F/m << 1, 'approximation des pompes
constantes restera correcte.
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E.2 Contraintes d’accord de phase

Dans la plupart des calculs menés dans les parties B, C et D de ce chapitre, nous avons sup-
posé les conditions d’accord de phase (3.42) vérifiées. L’objet de cette partie est de préciser les
criteres requis pour satisfaire ces conditions, ainsi que les contraintes qu’elles imposeront par
rapport a 'analogie que I'on souhaite obtenir, puis de proposer un matériau semi-conducteur
(CdS) présentant des caractéristiques adaptées par rapport aux critéres que ’on aura retenus.

E.2.1 Considérations générales

Dans les cristaux non-linéaires usuels, la biréfringence permet habituellement d’obtenir
I’accord de phase avec I'un des deux types d’interactions paramétriques suivantes :

- soit une interaction "type I” : les photons paramétriques aux fréquences w et {1 — w en
accord de phase avec les photons pompe a ) sont émis avec une polarisation identique et
orthogonale a celle des pompes,

- soit une interaction "type II” : les photons paramétriques sont émis dans deux polarisa-
tions orthogonales, 'une d’entre elles étant identique a celle des pompes.

Or, pour un miroir en oscillation mécanique réelle dans le vide, des calculs effectués en
considérant un espace tri-dimensionnel [Mundarain(98)] ont montré que, si le mouvement
du miroir est parfaitement longitudinal, deux photons émis dans une méme paire auront
une polarisation identique. Toutefois, il semble que quand le mouvement possede également
des composantes transverses, alors deux photons émis dans une méme paire pourront avoir
une polarisation distincte. Nous considérerons donc préférentiellement des interactions de
type I, mais en se laissant tout-de-méme la possibilité d’envisager des interactions type II
(ou autres). Un calcul en espace tri-dimensionnel sera a I’avenir nécessaire pour déterminer
quel est le mouvement analogue des phénomenes que nous décrirons en fonction du type
d’intéraction dominant dans le cristal.

Avec un cristal de longueur [, la condition (3.42) écrite pour une paire de photons
{w; Q2 — w} avec une interaction type I est de la forme :

(Q—w) —wn//(w)‘l/c <<1
wa)+wn//(w)‘l/c >>1

//

{\Ak_ (W, Q1= [Qn, (2) = (@ = w)n (3.168)

|Aky (w, Q)| =[Qn, () + (2 —w)n, (

Les indices L et // sont relatifs respectivement & la polarisation des photons pompes et a celle
des photons émis par paires. La condition sur Ak_ correspond, on le rappelle, & un critere
nécessaire pour une interférence constructive entre les champs issus de I’émission paramétrique
en différents points du cristal, et concerne les paires de photons émises dans le méme sens
que les photons pompes leur ayant donné naissance. La condition sur Ak, assurera que la
superposition des champs associés aux paires de photons émises dans le sens opposé a celui de
leurs photons pompes "peres” donnera lieu a une interférence destructive, ce qui correspondra
dans la pratique en espace tri-dimensionnel a restreindre 1’émission paramétrique dans un



E. Discussion de ’'analogie et contraintes expérimentales 133

cone d’angle solide suffisamment faible autour de la direction considérée dans le modele uni-
dimensionnel. Il faudrait en toute rigueur que ces conditions soient aussi vérifiées pour les
couples de fréquences {w;Q + w}, afin que les processus impliquant des photons thermiques
interviennent de la méme maniere que pour un miroir en oscillation réelle dans un champ
thermique. Mais on a vu dans le chapitre 2 que si kT, << h§)/K, ces processus thermiques
seront négligeables. A température ambiante, pour 2 dans le visible ou le proche infra-rouge
et pour K pas trop élevé, on pourra donc se dispenser de cette contrainte.

Par ailleurs, la validité de tous les calculs du chapitre 3 pour lesquels nous avons fait appel
a des conditions d’accord de phase s’apparentant & (3.168), requiert en fait uniquement la
satisfaction des conditions suivantes :

, - . Ak (w0,Q)1/2
{|smc (Ak—(w, )1/2)| =1 et : e =1 (3.169)

|sin, (Aks(w,Q)1/2)]| << 1

Cette précision va nous permettre de fixer des conditions suffisantes pour que tous les calculs
en question soient valables. Une idée simple consiste a déterminer quelles valeurs des para-
meétres |Ak(...)|l sont satisfaisantes pour vérifier les relations (3.169), et & arréter un choix
de valeurs limites raisonnables. Si I'on pose © = }Ak‘i() ‘l , On remarque par exemple que :

Vo €[0;0,3] : 0,996 < |sin, (z/2)| <1 et: [e™/2— 1] <0,162 (3.170)
Vo >20 : |sing(z/2)] < 0,1 ’
Pour vérifier (3.169), on pourra donc se contenter d’avoir :
|Ak_(w, Q)| =|Qn, () — (2 - win,, (@ —w) — wn//(w)|l/c <0,3 (3.171)
‘Al@r(w,Q){l = ’QnL(Q) +(Q-wn, (2 —w) —I—wn//(w)|l/c > 20
ce que 'on peut encore écrire :
Ql/c)|An_(w,2)] <0,3
(/) An_(w,9)| <0, a2
(Ql/c)|An+(w,Q)’ > 20
avec :
An_(w, Q) =n,(Q)— |1 -w/Yn,, (Q—w) + (w/Yn,, (w) (3.173)
Ang(w,) =n,(2)+ |1 —w/Yn, (2 —w) + (w/Yn,, (w)

Nous allons donc étre amenés a étudier le comportement dispersif des cristaux. A l'aide de
tables donnant les propriétés optiques des composés X(Q) usuels [Gupta] '°, on va pouvoir
choisir les matériaux les mieux adaptés a des conditions d’accord de phase satisfaisantes

10Consulter en particulier les pages 136 & 140 de cet ouvrage.
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quant a ’analogie que ’on souhaite obtenir. Pour ce faire, nous allons dans un premier temps
préciser quels seront les critéres généraux nécessaires.

Commencons par les conditions relatives aux Ak,. Si 'on appelle 7 'indice moyen du
cristal a la fréquence pompe, l'ordre de grandeur de Any(w, ) pour w et © dans un méme
domaine de transparence du cristal, sera de 2n. Par conséquent :

(Q/c)|Any(w, Q)] =20 & (Ql/c) >10/n (3.174)
c’est-a-dire, en notant A = 27¢/S2 la longueur d’onde des pompes :

(Q/c)|Any(w,Q)] > 20 & 1> 10A/2770
& 1>1,6(A/n) (3.175)

Sachant que 1 < 7 < 10 dans les cristaux X(Q) usuels, cette relation imposera une restriction a
des cristaux dont ’épaisseur minimale sera de I'ordre de la longueur d’onde de pompe utilisée.
Par ailleurs, en ce qui concerne les conditions relatives aux Ak_, on aura :

(QU/c)|An_(w,Q)] <0,3 & |An_(w,Q)| <0,3A/271
& |An_(w, Q)| < 4,7.107*(A/1) (3.176)

donc, suivant 1’épaisseur et les propriétés dispersives du cristal utilisé, on pourra mettre
simultanément en accord de phase un nombre plus ou moins grand de couples de fréquences
{w; Q- w}.

Dans les expériences courantes d’Optique Quantique avec des matériaux ) tels que
le KTP ou le KDP, la longueur d’onde des pompes est choisie aux alentours de 1um et la
taille des cristaux utilisés est généralement supérieure au millimetre, ce qui impose d’avoir
|An_ (w, Q)’ < 4,7.107°. Cette condition est, pour la plupart des cristaux, tres sélective quant
aux fréquences susceptibles d’étre mises en accord de phase, et nécessite, pour étre satisfaite,
I'utilisation des propriétés de biréfringence du cristal, ou encore ’emploi d’une technique
dite de quasi-accord de phase!! [Joffre(Cours)]. On voit donc que, pour un pompage dans le
visible ou le proche infra-rouge et pour une taille de cristal macroscopique, il sera difficilement
envisageable de mettre une large gamme de couples {w; Q- w} en accord de phase avec la
fréquence pompe €2. Par contre, si I’on prend I’épaisseur [ a la limite inférieure imposée par
(3.175), il suffira d’avoir ’An, (w, Q)’ < 0,037, ce qui sera beaucoup moins sélectif, et ceci
d’autant moins que 'indice moyen du cristal sera élevé. Suivant les propriétés dispersives du
cristal envisagé, on pourra dans ce cas espérer mettre en accord de phase un nombre plus
important de couples {w; Q— w}. Pour 'analogie avec un miroir unique, il conviendrait par
exemple d’avoir cet accord pour w € [©2/10;9€/10], de maniére & obtenir au moins les 8
dixiemes de I’arche parabolique prévue dans le spectre émis.

"cette technique consiste & prendre un cristal constitué d’un empilement alterné de couches, de sorte que
le signe de la non-linéarité x? est changé périodiquement pour compenser le désaccord.
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Si 'on envisage d’utiliser une cavité, les conditions de résonance seront :

QL/c=Km, Ke N", et: (3.177)
w=(p/K)Q2, pe N*. (3.178)

D’apres les résultats du chapitre 2, on s’attend a avoir de 'ordre de K pics détectables, c¢’est-a-
dire de I'ordre de K/2 couples de fréquences { (1—p/K)<; (p/K)Q} devant étre simultanément
en accord de phase avec les pompes a (). Ici aussi donc, pour K > 4, il sera préférable
d’employer des cristaux de taille microscopique. D’autre part, du fait des propriétés dispersives
des cristaux, il peut s’avérer tres délicat de mettre simultanément en résonance plus d’un
couple de fréquence dans la cavité d'un APO, surtout si ces couples doivent étre répartis
sur une large bande de fréquences. Pour K > 10 par exemple, les résonance optiques d’un
APO fonctionnant dans un régime analogue a celui d’une cavité en oscillation résonante dans
le vide, devront appartenir & un domaine dont I’extension minimale est de 8/10 de €. Une
solution envisageable consiste donc a se limiter & K = 2 ou 3. D’apres (3.177), avec K = 2
ou 3, la longueur de la cavité devra étre :

L=A,ou3A/2 (3.179)
c’est-a-dire par exemple :

L~1,5um, ou?2,25um pour A ~ 1,5um,
L~1pym,oul,5um pour A ~ lum, (3.180)
L ~0,6pm , ou0,9um pour A ~ 0,6um ,

Nous envisagerons donc de travailler avec des microcavités. Pour obtenir de tels dispositifs,
il semble approprié de faire croitre un échantillon monolithique'?, avec une premiere couche
de traitement diélectrique, puis le cristal, et enfin une deuxieéme couche de traitement diélec-
trique. Les deux couches diélectriques joueront alors le role de la cavité et, étant accolées au
cristal, le recours aux traitements anti-reflets ne sera pas nécessaire. On peut par exemple
penser & utiliser des structures type VCSEL' [Iga]. Les fluctuations de la longueur effec-
tive de la cavité pourront s’avérer difficiles a controler, et il sera éventuellement nécessaire
d’asservir la fréquence des faisceaux pompes sur les résonances de I’émission paramétrique.

Par ailleurs, si la portion active du cristal a la taille de la cavité, c’est-a-dire si | ~ L, pour
que les conditions (3.175) et (3.179) soient compatibles, il faudra choisir un cristal tel que
n > 1,6, La condition (3.176) s’écrira alors, pour les résonances correspondant respectivement
aK=2et3:

{(QL/C)An_(Q/Q,Q) <0,3 & An_(©2/2,9) $0,047 (3.181)

(QL/e)An_(Q/3,Q) < 0,3 < An_(Q/3,9) < 0,031

12par épitaxie par exemple
137Vertical Cavity Surface Emitting Laser”
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Cette propriété devrait assurer une bonne stabilité des conditions d’accord de phase, notam-
ment par rapport aux fluctuations thermiques du cristal'?, et permettre une accordabilité
suffisante de la fréquence ). Si 7 est suffisamment supérieur a 1,6, on pourra encore amélio-
rer ces criteres en diminuant 1’épaisseur du cristal jusqu’a la limite inférieure des conditions
imposées par (3.175), tout en maintenant une distance L = A ou 3A/2 entre les miroirs. On
pourra alors tirer avantage, lors de la croissance de I’échantillon, de combler les "vides” de la
cavité par des couches semi-conductrices ou diélectriques passives compensant tant que faire
se peut la dispersion du cristal non-linéaire aux fréquences sensées étre résonantes. Il faudra
dans tous les cas s’assurer que ces fréquences tombent dans le domaine de transparence du
cristal non-linéaire, de maniere a ce qu’elles ne soient pas absorbées, ce qui compromettrait
leur caractere résonant. De méme, la fréquence de pompe €2 devra étre choisie dans le domaine
de transparence en question, afin que les processus d’émission paramétriques soient efficaces,
et pour éviter une détérioration du matériau si la puissance de pompage élevée. Dans un autre
registre, si la génération de seconde harmonique est permise par le cristal, et si son absorption
est susceptible de provoquer une dégradation du matériau, il faudra éventuellement prendre
garde a ce que la fréquence 2§2 tombe elle aussi dans le domaine de transparence.

En résumé :

- pour 'analogie avec un miroir unique, on choisira un cristal transparent sur un domaine
spectral assez large, idéalement [Q2/10; 29, ¢’est-a-dire [A/2; 10A], et une épaisseur suffisam-
ment faible pour que les conditions d’accord de phase soient vérifiées pour tous les couples
de fréquences {w; ) —w} appartenant au domaine [©2/10;9€/10], c’est-a-dire [L0A/9; 10A],

- pour 'analogie avec une cavité, le choix des conditions de résonance K = 2 ou 3 et le
recours a un échantillon monolithique et microscopique permettront d’étre beaucoup moins
exigeant quant a 1’étendue du domaine de transparence du cristal et aux conditions d’accord
de phase, puisque seules les fréquences 2 et /2, ou Q, Q/3 et 202/3 seront concernées (et
éventuellement 2Q2). Notons tout-de-méme que si ’on veut observer I’émission des pulses pré-
dits pour une cavité en oscillation résonante proche du seuil, il conviendra d’avoir également
un bon accord de phase pour les processus /2 — 3Q/2 ou 2/3 — 4Q/3 et 2Q/3 — 5Q/3. En
effet, la durée de ces pulses étant plus courte que le temps mis par la lumieére pour traverser
la cavité, la contribution de fréquences supérieures a {2 est une condition nécessaire a leur
formation'®.

Enfin, pour des raisons pratiques quant a l’obtention d’échantillons de taille microsco-
pique, il pourra s’avérer préférable d’utiliser une croissance par épitaxie de matériaux semi-
conducteurs ayant des propriétés Y2 (tels que CdS, CdSe, GaAs...) & la place des cristaux
usuels (tels que le KTP, le KDP, NiLbOs...). Nous allons dans la sous-partie qui suit focaliser
notre attention sur un exemple de composé semi-conducteur présentant un large domaine de

Ytypiquement : (1/n)dn/dT < 107K~
15¢f partie C du chapitre 2.
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transparence dans le visible et le proche infra-rouge.

E.2.2 Cas particulier du Sulfure de Cadmium (CdS)

Le Sulfure de Cadmium cristallise générallement dans une structure hexagonale (groupe
cristallin 6mm), avec une biréfringence caractéristique des milieux uniaxes, a savoir présen-
tant un axe optique d’indice n, (indice extraordinaire), et deux axes équivalents d’indice n,
(indice ordinaire), dans le plan orthogonal a I’axe optique [Guptal. Il possede un domaine de
transparence s’étendant de 0, 55um a 15um, ce qui en fait a priori un bon candidat pour un
accord de phase étendu, par exemple pour tous les couples {w; 2 — w} sur un domaine d’au
moins [€2/10;98/10], c’est-a-dire [10A/9; 10A], avec A > 1, 2um pour que 1’éventuelle généra-
tion de seconde harmonique ne cause pas de dégradation thermique du systéme a puissance
de pompage élevée.

D’autre part, les éléments non nuls de son tenseur y(?) permettent d’envisager une inter-
action type I ou II (et méme éventuellement une interaction ou les photons pompes et ceux
émis paramétriquement auraient tous une polarisation identique). L’émission paramétrique
sera donc a priori accompagnée de la génération de seconde harmonique (sous réserve d’ac-
cord de phase). La valeur moyenne & 1um de la susceptibilité non-linéaire associée a chaque
type d’interaction est respectivement : W ~ 14pm.V~, —13pm.V~! et 26pm. V.

Venons-en maintenant aux propriétés dispersives. Sur le domaine de transparence évoqué,
on peut décrire la variation des indices ordinaires et extraordinaires en fonction de la longueur
d’onde A en pum par des équations de type Sellmeier [Gupta] :

181
no() = 5,235 + 0 io1)

N _0.1651 5 150
ne(\) = 5,230 4 — 02076 152
e A2 —0,1651

On peut alors démontrer que, & A ~ 1,2um par exemple, quel que soit le type d’interaction
considéré et pour tout w € [2/12;)] (c’est-a-dire A € [1,2um; 14, 4pum]), on aura : 10,601 <
Angy (w, Q) < 10,892 (ce qui confirme bien au passage que An, (w, Q) ~ 27, avec 1 ~ 5,35
a 1,2um). D’apres (3.175), ’épaisseur minimale du cristal de C'dS que I'on s’autorisera alors
a considérer sera [, ~ 0,18um. Avec cette épaisseur minimale et A ~ 1,2um, la condition
(3.175) s’écrira :

(Q,,,./0)|An_(w, Q)| 0,3 & |[An_(w,Q)] <0,32 (3.183)
Or, a partir des équations (3.182), on peut démontrer que, quel que soit le type d’interaction

considéré, pour A ~ 1,2um et w € [2/12; )], on aura :

|An_(w,Q)| <0,135 et |An_(20Q,Q)| > 1,285 (3.184)
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Par conséquent, on voit qu’avec une épaisseur [ ~ [ .~ 0, 18um, et une longueur d’onde

de pompe A ~ 1,2um, les conditions d’accord de phase (3.172) seront vérifiées pour tous les
types d’interaction impliqués et ce sur un domaine spectral étendu : w € [Q/12;Q]. D’autre
part, la génération de seconde harmonique a 0, 6um sera présente, mais avec des conditions
d’accord de phase non-optimales : |sin, [Ak_(2Q,Q)I,../2]| <0,78.

En conclusion, le Sulfure de Cadmium sera de toute évidence un tres bon candidat pour
réaliser 'analogie, que ce soit avec un miroir unique (collé entre deux fines couches de C'dS

par exemple), ou avec une cavité (un APO monolithique et microscopique par exemple).

E.3 Ordres de grandeur

Dans cette sous-partie, nous allons calculer les flux photoniques moyens que l'on peut
espérer obtenir avec, d’une part un miroir collé entre deux cristaux microscopiques et pompés
dans des conditions telles que l’analogie avec un miroir unique oscillant est réalisée, et d’autre
part un APO monolithique et microscopique pompé dans des conditions telles que ’analogie
avec une cavité en oscillation résonante est réalisée.

Rappelons pour commencer I’expression de I’équivalent de v,,,, /c lors de la réflexion sur

un miroir immobile précédé d’un cristal d’indice moyen 7, de susceptibilité moyenne x(2) et
de longueur [, pompé a €2 avec un faisceau laser continu de flux photonique ® et focalisé sur

une aire A :

1Q e —
= 2/ \(©2) 3.185
Fre 2cn \ 2e9cAn X ( )
Considérons par exemple un échantillon microscopique de C'd.S pompé a A ~ 1,2um. On aura
alors un indice moyen 7 ~ 5, 35 et une susceptibilité (2 ~ 10~ m.V~!. Pour une épaisseur
[ ~ 0,18um, une puissance de pompe hQ2® ~ 1W, et une aire de focalisation A ~ 1071%m?

(ce qui correspond a un waist w ~ 10um), on obtient :
B, =~ 51077 (3.186)

On voit donc que dans ces conditions, on aura bien 3, , << 1. On peut aussi évaluer 'am-
plitude apparente du mouvement :

a=2ch,/Q~210""m (3.187)

ce qui correspondra en quelques sortes a 'amplitude d’oscillation du cortege électronique
de la bande de valence du semi-conducteur, sous l'effet des faisceaux pompes. Nous allons
maintenant évaluer ces quantités en prenant, pour toutes les grandeurs a priori ajustables
expérimentalement, les limites supérieures de ce qu’il sera raisonable d’atteindre dans la
pratique, tout en conservant des épaisseurs de cristal microscopiques. En ce qui concerne
la puissance surfacique de pompe par exemple, on va prendre la valeur typique du seuil de
détérioration des cristaux non-linéaires usuels : AQ®/A ~ 1IGW.cm ™2 = 10 W.m~2. Alors,
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en maintenant les autres parametres a leurs valeurs précédentes, on obtiendra pour CdS
pompé a A ~1,2um :
B, = 210" et a ~ 6.10"%m (3.188)

Par ailleurs, certains matériaux semi-conducteurs comme GaAs ou CdGeAss par exemple,

possédent de forts x(2. Dans le cas de GaAs, on aura x® ~ 2.107'%m.V~! et un indice
moyen 77 ~ 3,5 (& 1lum). En gardant [ ~ 0, 18um et A ~ 1,2um, il vient alors :

Bo 21077 et a ~ 6.107"m pour MQP/A ~10""W.m?, (3.189)
Bp = 6107 et a ~ 2.107"m pouwr MQP/A ~ 10*W.m 2. (3.190)

On voit donc que, méme dans ces cas limites, pour des cristaux microscopiques, on gardera
la condition §,, << 1. Nous allons maintenant utiliser ces résultats pour déterminer les
flux photoniques que 1’on pourra espérer générer avec un miroir unique collé entre 2 cristaux
microscopiques, puis avec un APO monolithique et microscopique, en considérant dans chaque
cas que les conditions d’accord de phase seront satisfaisantes pour les composantes spectrales
dominantes de la fluorescence paramétrique.

E.3.1 Configuration miroir unique collé entre deux cristaux

Considérons donc un miroir collé entre deux cristaux de taille microscopique, en supposant
que les conditions de pompage soient telles que 'on obtienne une oscillation apparente du
miroir avec une vitesse maximale ¢f3, , (cf sous-partie D.3). En supposant les effets thermiques
négligeables, d’apres les résultats de la section B.1.3 du chapitre 2, on aura un flux photonique
moyen total émis :

e
out,v — ?

c’est-a-dire, pour des cristaux de C'dS d’épaisseur [ ~ 0, 18 um et pompés a A ~ 1,2um :

(3.191)

®,,., ~ 20 photons par seconde pour hQQ®/A ~ 10"°W.m 2, (3.192)

®,,.. ~3.10* photons par seconde pour hQ®/A ~ 10"*W.m™2. (3.193)
En prenant des cristaux de GaAs, sous les mémes conditions, on obtiendra :

®,,.. ~3.10" photons par seconde pour hQ®/A ~ 10""W.m™?, (3.194)

®,,., ~3.10" photons par seconde pour hQ®/A ~ 10¥W.m 2. (3.195)

Par conséquent, la situation qui semblait désespérée pour un miroir unique en oscillation
mécanique réelle dans le vide donne ici lieu a une émission a priori largement suffisante
pour étre détectable expérimentalement. D’autre part, on vérifie que les flux que I'on vient de
calculer seront négligeables par rapport a celui des pompes, qui sera dans chaque cas au moins
de l'ordre de ® ~ 10'® photons par seconde. De méme, ayant B, << 1, le flux de seconde
harmonique éventuel restera négligeable devant celui des pompes, ce qui justifie d’avoir fait
I’approximation des pompes constantes.
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E.3.2 Configuration APO monolithique

Considérons maintenant un APO monolithique et microscopique, en supposant que les
conditions de pompage soient telles que I'on obtienne ’analogue d’une oscillation résonante
de la cavité, avec une vitesse maximale commune aux deux miroirs ¢f3, ; (cf sous-partie D.5).
On considerera pour fixer les idées une finesse F' ~ 100 pour la cavité. Dans ce cas, on sera
toujours largement en-dessous du seuil d’oscillation (23, , F'/m << 1) pour toutes les valeurs
de (3, , calculées en (3.186), (3.188), (3.189) et (3.190). En supposant les effets thermiques
négligeables, d’apres les résultats de la section B.2 du chapitre 2, a résonance avec K = 2 ou
K = 3, on aura alors un flux photonique moyen total émis :

N 0p’ F

out,v T 3772

(3.196)
En utilisant un cristal de C'dS d’épaisseur [ ~ 1pym pompé & A ~ 1,2um, on obtiendra :

~ 5.10* photons par seconde pour AQ®/A ~ 101°W.m~2, (3.197)
~ 5.107 photons par seconde pour AQ®/A ~ 103 W.m™2, (3.198)

out,v

out,v
et pour un cristal de GaAs, dans les mémes conditions :

~ 5.10" photons par seconde pour AQ®/A ~ 10'°°W.m2, (3.199)
~ 5.10'° photons par seconde pour EQ®/A ~ 10¥W.m™2, (3.200)

out,v

out,v

Par conséquent, la situation pour un APO monolithique et microscopique avec un cristal de
CdS ou de GaAs sera bien plus clémente que pour une cavité en oscillation mécanique réelle
dans le vide, et ce systeme produira des flux de photons aisément détectables. On vérifie ici
encore que les flux émis seront négligeables par rapport a celui des pompes, et que, ayant
considéré des systemes suffisamment sous le seuil : 23, , F'/7 << 1, il en ira de méme pour le
flux de seconde harmonique éventuel.

Enfin, si 'on souhaite observer un régime pulsé analogue a celui prédit pour I’Effet Casimir
Dynamique, il faudra travailler proche du seuil ou méme au-dessus. Pour atteindre un tel
régime, il suffira de choisir un cristal vérifiant les conditions d’accord de phase adéquates', et
d’utiliser des cavités de finesse plus élevée. Dans ce cas toutefois, I’approximation des pompes
constantes sera susceptible d’étre mise a mal par la génération de seconde harmonique. Il serait
donc intéressant a I’avenir de reprendre la résolution de I’équation de propagation menée dans
la partie B de ce chapitre, sans faire cette approximation.

16¢f discussion & la fin de la sous-section E.2.1.
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F Propositions expérimentales pour la réalisation pratique de
I’analogie

F.1 Détection du régime d’oscillation apparente d’un miroir collé entre
deux cristaux

Dans la sous-partie E.2.2, nous avons montré qu’'un cristal microscopique de C'dSS pouvait
fournir des conditions d’accord de phase dans un domaine spectral suffisamment étendu pour
envisager un systeme analogue & un miroir unique oscillant. D’autre part, lors des calculs
d’ordres de grandeur entrepris en E.3, il s’est avéré que les flux émis avec un miroir unique
collé entre deux cristaux de C'dS ou GaAs (cf figure 3.16) pompés dans le proche infra-rouge
avec des faisceaux laser intenses, devraient étre de I'ordre du détectable. Nous pourrions donc

MIROIR
>~
@b,
[ - [ -
- -
) &)
Ol

F1c. 3.16: Echantillon comportant un miroir inséré entre 2 couches cristallines, susceptible
de fonctionner dans un régime analogue a I’Effet Casimir Dynamique pour un miroir unique.

proposer un montage expérimental pour la mesure des signaux issus d’un tel dispositif, pompé
dans un régime analogue a I’Effet Casimir Dynamique relatif a un miroir unique oscillant.
Toutefois, nous n’en ferons pas état dans cette these, car la mise en oeuvre expérimentale
s’averera beaucoup plus simple et les ordres de grandeur plus favorables avec un dispositif de
type APO monolithique, pompé dans un régime analogue a I’Effet Casimir Dynamique relatif
a une cavité oscillante. A I'avenir, il sera tout-de-méme intéressant de trouver un montage
pour le miroir unique.
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F.2 Détection du régime d’oscillation résonante d’'un APO monolithique

Lors de la discussion sur les contraintes d’accord de phase en E.2, nous avons jugé raison-
nable de proposer un systeme de type APO monolithique (cf figure 3.17) de taille microsco-
pique pour avoir une analogie satisfaisante avec une cavité oscillant dans le vide. Nous allons
dans cette partie préciser comment insérer un tel échantillon dans un montage expérimental
de maniere a pouvoir observer des régimes analogues aux modes oscillatoires résonants de la

cavité.

MIROIRS (TRAITEMENT DIELECTRIQUE)
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Fia. 3.17: Echantillon de type APO monolithique susceptible de fonctionner dans un régime
analogue a I'Effet Casimir Dynamique.

On adoptera un pompage de I’échantillon avec deux faisceaux contra-propageants, issus
d’un seul et méme laser de fréquence Q2 = 27¢/A, et on se bornera aux prescriptions énoncées
dans la section E.2, a savoir que 'on fixera QL/c = K7 avec K = 2 ou K = 3. En d’autres
termes, on fera en sorte que le mouvement apparent généré par ’APO soit I’analogue du
mode "respiratoire” K = 2, ou d’oscillation globale K = 3. La quantité L représentera dans
la pratique la longueur effective de la cavité formée par les traitements diélectriques externes
(ou "réflecteurs de Bragg”), et il conviendra de disposer de lasers continus dans le visible ou
le proche infra-rouge aisément accordables autour des longueurs d’onde A = L et A = 2L/3,
de maniere a palier aux fluctuations de L via les variations thermiques d’indice. Dans chacun
des modes choisis, on s’attendra a avoir soit une résonance optique dégénérée en /2 pour
K = 2, soit deux résonances optiques en /3 et 202/3 pour K = 3.

Lors de la croissance de I’échantillon, il pourra éventuellement s’avérer judicieux d’insérer
entre le cristal et les miroirs des couches diélectriques passives permettant de compenser la
dispersion au sein du cristal, si celle-ci s’avere détruire les résonances que 1’on souhaitera ob-
server. D’autre part, pour étre dans le cadre de validité de ’analogie telle que présentée dans
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la section D.5, on fera en sorte que les miroirs soient suffisamment transmissifs pour les fais-
ceaux pompes et suffisamment réflexifs pour les photons issus de la conversion paramétrique
au sein du cristal. Nous nous intéresserons donc a un dispositif de type APO doublement ré-
sonant. Rappelons maintenant les conditions que nous avions énumérées en D.5 pour obtenir
I’analogue d’un mouvement résonant et homocinétique avec ce type de dispositif :

3 — o)
QL/c=Km (3.201)
6, =0, — Kn [2n]

ou il est entendu que 'on fixera K = 2 ou 3, et que la troisieme condition correspondra
a imposer que le déphasage au centre de 'APO entre les deux faisceaux pompes contra-
propageants soit de K7 (modulo 27).

On peut donc proposer le montage représenté sur la figure 3.18.

MIRROIRS TRANSPARENTS POUR SIGNAL ET
COMPLEMENTAIRE ET PARFAITEMENT
REFLEXIFS POUR LES POMPES

PHOTODETECTEUR 1 PHOTODETECTEUR 2

LAME SEPARATRICE
50/50

LASER ACCORDABLE EN
FREQUENCE ()

Fia. 3.18: Proposition de montage expérimental pour la mise en évidence de I'analogue de
I'Effet Casimir Dynamique avec un micro APO monolithique doublement résonant.

Dans ce montage, un laser continu et accordable en fréquence envoie son faisceau vers une
lame séparatrice. Cette lame divise le faisceau en deux, avec une répartition équitable des
flux entre les faisceaux réfléchi et transmis. Chaque faisceau est ensuite dirigé vers un miroir
se situant sur son trajet, et ayant comme propriété de le réfléchir presque intégralement
vers 1’échantillon APO. Les deux miroirs choisis pour cette opération doivent par ailleurs
étre suffisamment transmissifs pour les signaux paramétriques résonants que ’on souhaite
générer. Cette propriété permet en effet de placer un photodétecteur derriere chaque miroir



144 Chapitre 3. Analogie avec les phénomenes non-linéaires en Optique Quantique

pour détecter les photons issus de I'amplification de la fluorescence paramétrique au sein de
I'’APO.

Afin de satisfaire les conditions (3.201) requises pour ’analogie avec les modes oscillatoires
résonants K = 2 ou 3 de la cavité, il faudra :

- choisir initialement la fréquence Q du laser autour de 2wc/L ou 3mc/L, et asservir sur
les maxima de 'intensité mesurée par les photodétecteurs,

- controler la position de ’APO monolithique par rapport aux miroirs dirigeant les fais-
ceaux pompes vers I’échantillon, de maniere a ce que ces faisceaux aient entre la lame sépara-
trice et le centre de ’échantillon une différence de marche de pA pour K =2 et de (p+1/2)A
pour K =3 (p € Z).

On pourra aussi, si cela s’avere nécessaire pour obtenir les conditions d’accord de phase,
jouer sur l'angle d’attaque des pompes par rapport a l’axe optique du cristal, en inclinant
par exemple I'axe longitudinal de I’APO par rapport & I’axe de pompage'”. Par ailleurs,
étant donné que 'on travaillera dans le visible ou le proche infra-rouge, il ne sera pas néces-
saire de se placer a basse température pour que les effets du vide soient prépondérants. A
température ambiante en effet, on aura kT, << h€2/3, et la contribution des conversions
thermiques au spectre émis sera négligeable devant celle de la fluorescence paramétrique.
Enfin, d’apres les calculs d’ordre de grandeur menés dans la partie E.3.2, pour une finesse
F ~ 100, et en utilisant un cristal de C'dS d’épaisseur [ ~ 1uym pompé a A ~ 1,2um, on
pourra espérer détecter un flux de 5.10 photons par seconde pour une puissance surfacique de
pompe AQ®/A ~ 10'°W.m~2, et de 5.107 photons par seconde pour iQ®/A ~ 103 W.m 2,
On remplacant CdS par GaAs, on obtiendra un flux de 5.10” photons par seconde pour
Q@ /A ~ 10°°W.m~2, et de 5.10'° photons par seconde pour AQ®/A ~ 103W.m2,

Mentionnons enfin que si 'on souhaite observer un régime pulsé analogue a celui prédit
pour 'Effet Casimir Dynamique, il conviendra d’une part de choisir un cristal vérifiant les
conditions d’accord de phase adéquates'®, et d’autre part de faire en sorte que les composantes
spectrales nécessaires a la formation des pulses soient suffisamment réfléchies et résonantes
dans la cavité formée par les miroirs de Bragg de I’APO. Pour s’approcher du seuil, ou méme le
dépasser, il faudra, dans ’exemple pris ci-dessus pour GaAs pompé & hauteur de 101°W.m 2,
que la finesse de la cavité soit de I'ordre de 10%, ce qui semble a priori aisément accessible.
En outre, le choix d’une finesse élevée permettra d’obtenir des flux plus importants encore
que ceux calculés ci-avant. Par conséquent, il serait tres intéressant a l’avenir de disposer
de prédictions théoriques valables au-dessus du seuil. C’est 1a tout l'intérét de la démarche
menée dans la partie C.2 du chapitre 2 et aboutissant notamment au calcul proposé dans
l'annexe G.

17 quelques critéres généraux pour un choix d’orientation optimal sont donnés dans I’article [Zhang]
18¢f discussion & la fin de la sous-section E.2.1.



CHAPITRE 4

Conclusion et perspectives

E travail de cette these a porté sur un approfondissement des connaissances relatives a
IEffet Casimir Dynamique d’une part, et sur I’élaboration d’une analogie avec I’Am-
plification Paramétrique en Optique Quantique d’autre part. Dans les grandes lignes,

notre démarche a consisté a développer une approche théorique réunissant les méthodes de
la Théorie Quantique des Champs et celles de I’Optique Quantique, afin de pouvoir aisément
passer de la description de I'un de ces effets a 'autre. Cette approche a permis d’obtenir
des résultats originaux et intéressants pour les deux domaines, que nous nous proposons de
résumer et de mettre en perspective dans cette conclusion.

Dans le chapitre 2, nous avons dressé un état des lieux des résultats connus concernant
I’Effet Casimir Dynamique, tout en leur apportant de nombreux éclairages nouveaux. Nous
avons dans un premier temps présenté une approche perturbative du couplage opto-mécanique
entre les fluctuations quantiques du champ électromagnétique et le mouvement des miroirs.
Cette approche a permis de calculer les signatures spectrales ainsi que le flux du rayonnement
émis par un miroir unique oscillant dans le vide et dans un bain thermique quelconque. Nous
avons a cette occasion identifié des processus motionnels excités thermiquement, et retrouvé
les résultats relatifs au vide dans la limite d’une température nulle. Les effets thermiques se
sont avérés avoir une contribution négligeable au rayonnement émis tant que h2 >> kT, , Q
étant la fréquence d’oscillation mécanique du miroir et T, la température de 'enceinte dans
laquelle I'expérience est menée. Toujours dans le cadre de I’approche perturbative, nous avons
proposé une synthese originale des résultats connus concernant la réponse linéaire des champs
globalement diffusés par une cavité en oscillation dans le vide, et rappelé comment certains
mouvements particuliers permettent une amplification résonante des flux émis par les miroirs.
Dans un deuxieme temps, nous avons fait état d’un traitement non-perturbatif montrant
I’existence d’un seuil, proche duquel une cavité de haute-finesse en oscillation résonante émet
des pulses contenant des photons de fréquence supérieure a la fréquence d’oscillation des
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miroirs. Grace a une approche fréquentielle itérative de la diffusion des champs au sein d’une
telle cavité, nous avons abouti a une meilleure compréhension des phénomenes physiques
déterminant I'apparition du seuil d’oscillation ainsi que des divergences qui résultaient des
anciennes approches. A cette occasion, nous avons proposé un algorithme permettant
la prise en compte des conditions de transparence a haute fréquence des miroirs,
et démontré qu’il est possible d’étendre nos calculs au-dela du seuil.

Dans le chapitre 3, nous nous sommes atelés a démontrer I’analogie entre I’Effet Casimir
Dynamique et les processus paramétriques en Optique Quantique. Une analyse semi-classique
de la propagation des champs au sein de cristaux non-linéaires pompés par des faisceaux laser
continus a d’abord permis de mettre en lumiere la grande similitude de ces processus avec
ceux excités par un miroir en mouvement dans le vide ou dans un bain thermique. Par
divers choix d’agencements de cristaux x(2) et de miroirs, nous avons alors progressivement
sélectionné des dispositifs susceptibles de diffuser les champs de la méme maniere que si les
miroirs oscillaient mécaniquement, en ajustant par exemple les conditions de pompage ou
encore ’épaisseur des cristaux. Cette démarche a effectivement abouti a la proposition de
systemes fonctionnant dans des régimes analogues a 1’oscillation d’un miroir unique ou d’une
cavité. Elle a notamment montré qu’il est possible d’obtenir un contréle cohérent des phases
relatives d’oscillation apparente des miroirs au sein d’une cavité de type APO. Nous avons
ensuite discuté la validité de 'analogie et passé au crible certaines contraintes expérimentales,
liées a la génération de seconde harmonique et a I'obtention de conditions d’accord de phase
satisfaisantes dans les cristaux. Il s’est alors avéré que la taille des cristaux requises pour
réaliser l'analogie doit étre de l'ordre de la longueur d’onde des pompes, ce qui fait des
matériaux semi-conducteurs de bons candidat pour la croissance des échantillons. Cela nous
a amené a identifier des matériaux adaptés, tels que le Sulfure de Cadmium CdS. Nous
sommes finalement arrivés a la conclusion que I'un des meilleurs systemes envisageables pour
une réalisation pratique de 'analogie est un APO monolithique de taille microscopique,
doublement résonant et pompé bilatéralement. Un tel montage expérimental devrait
en effet permettre d’obtenir aussi bien I’analogue d’un mouvement respiratoire
résonant que celui d’une oscillation globale résonante de la cavité. La compression
des fluctuations du vide sera ici obtenue par amplification de la fluorescence paramétrique au
sein d’un cristal de C'dS ou de GaAs par exemple. La fréquence d’oscillation apparente de la
cavité correspondra a la fréquence des pompes utilisées, et se situera donc dans le domaine
du rayonnement visible ou proche infra-rouge. L’ordre de grandeur des flux photoniques que
I'on peut espérer atteindre avec ce type de dispositif est de ce fait bien plus élevé que dans
le cas de l'excitation mécanique des miroirs. En effet, si I’ est la finesse de la cavité utilisée,
on devrait obtenir de I'ordre de 10? x F' photons par seconde pour C'dS pompé a hauteur
d'un MégaWatt.cm™2 et de I'ordre de 10° x F photons par seconde en utilisant GaAs dans
les mémes conditions, alors que I’on ne pouvait espérer que de I'ordre de 1072 x F photons
par seconde avec une excitation piézoélectrique au GigaHertz par exemple. Les signaux issus
des systemes proposés dans cette thése seront donc largement plus faciles a détecter.
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Une des perspectives de ce travail est la réalisation expérimentale de ’analogie dans les
conditions que 'on a precrites dans ce manuscrit. Mentionnons qu’un projet d’expérience
utilisant une idée similaire est actuellement développé a 1’Université de Padoue en Italie,
dans I’équipe du Professeur G. Carugno [Braggio(05)]. Le montage envisagé fait appel a une
cavité supra-conductrice!, dans laquelle une couche de semi-conducteur est accolée & I'un des
miroirs et irradiée par des trains d’impulsions laser. Le semi-conducteur passe ainsi pério-
diquement d’un état complétement transparent a parfaitement réfléchissant, et la longueur
effective de la cavité est modulée a une fréquence de 'ordre du GigaHertz. Une extension
des résultats obtenus dans cette these devrait aider a trouver une configuration optimale
pour cette expérience, et permettre d’évaluer précisément les ordres de grandeur du rayon-
nement motionnel impliqué. Signalons aussi que le Professeur R. Onofrio a Dartmouth aux
Etats-Unis a proposé une expérience exploitant la superradiance d’atomes alcalins pour am-
plifier 'Effet Casimir Dynamique au sein d’une cavité composée d’un résonateur acoustique
excitant D'oscillation mécanique de I'un des miroirs a une fréquence de 'ordre du GigaHertz
[Onofrio(04), Onofrio(06)]. Méme si une détection semble accessible avec cette technique, il
n’en reste pas moins que les systemes APO étudiés dans cette these donnent acces a un effet
analogue bien plus efficace en termes de flux de photons émis.

Une autre perspective offerte par notre travail est ’extension du domaine de validité des
calculs relatifs a 'Effet Casimir Dynamique au-dela du seuil d’oscillation paramétrique. La
procédure que nous avons proposée dans 'annexe G devrait en outre pouvoir s’adapter a la
description des OPO, en incorporant les facteurs d’accord de phase et de dispersion relatifs
a la traversée des cristaux dans les coefficients de diffusion des miroirs. Un travail numérique
se basant sur les calculs présentés dans cette these devrait donc fournir des informations
intéressantes sur le rayonnement motionnel au-dessus du seuil d’'une part, et sur les OPO
d’autre part. On pourra aussi avec profit orienter les recherches futures sur la question de
'obtention d’un régime pulsé & partir d'un OPO? pompé en continu.

Par ailleurs, une modélisation en espace tridimensionnel sera a l’avenir nécessaire pour
vérifier la robustesse de 'analogie, et obtenir des résultats plus précis. La structure transverse
des champs, ainsi que la biréfringence et la nature tensorielle de la susceptibilité non-linéaire
x?) devront étre prises en compte dans le traitement de Pinteraction paramétrique au sein
des cristaux.

Pour finir, il importe de souligner qu'une mise en évidence expérimentale des effets dis-
sipatifs liés au mouvement dans le vide serait tres intéressante, étant donné que ces effets
soulevent des questions intrigantes par rapport au principe de relativité du mouvement, et
alimentent de vifs débats de physique fondamentale [Fulling(76), Jackel(95), Jaekel(95)B,
Jaekel(97), Davis(01)].

lde longueur L ~ 10cm
2ou d’un APO proche du seuil
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A Traitement Hamiltonien perturbatif et processus paramé-
triques associés au mouvement d’un miroir
Nous allons dans cette annexe considérer que I’énergie transférée au champ par un miroir

au cours d'un déplacement élémentaire dq(t) est modélisable par une perturbation effective

du Hamiltonien associé au champ :
SH(t) = —F(t)8q(t) (A-1)

oil dq(t) est traité comme une variable classique, et F(t) est I'opérateur force associé a la
pression de radiation exercée par le champ sur le miroir quand il est au repos. Cette force est
reliée a la composante T, du tenseur de Maxwell [Raimond(Cours)] et s’écrit [Jaekel(92)] :

. “+o00o d —+00 d I ) o,
F(t) = & / d Flo,w']e @t
Coo 2T J_o 2T

(A-2)

Flw,w'] = g iwiw’ Tr [g[w,w']ém w]®,, [w”"

Tr est I'opération 'Trace’, 'i>[w I est la matrice ligne transposée & partir de la matrice
colonne ®[w’], et Flw,w’] est la matrice :

Flw,w'] =n—S[w'InS[w] (A-3)

ou S est la matrice de diffusion associée au miroir dans son référentiel propre. Pour respecter
les notations de I'article [Jaekel(92)], nous choisissons cette derniére sous la forme :

o] 7] ] |” + |Flw]|” = 1 et : fw]Flw]* € iR
Slw] = , avec : WETOO tw] =1 et: Jim Flw] =0 (A-4)
rlw] - tfw]

tl—w] = tw]*, et: 7[—w] = Flw]*

Dans ce cas, la matrice intervenant dans I’opérateur force s’écrit :

S[ij,}_< ofw,w’]  Blw,w’] > e {;[z,w’}zl—t[w]t[u)’]—l—f[w]ﬂw’}

—plw,w’] —alw,w’] w'] = Hw]Flw’] — Flw]tw]
(A-5)
Par ailleurs, le Hamiltonien total du champ est donné par :
H(t)=H" +5H(t) (A-6)

< 7r(0) . . . U . . N o . .
ou H  est le Hamiltonien non-perturbé associé a la situation ot le miroir est immobile. On
peut démontrer qu’il s’exprime de la méme manieére que si la propagation des champs était
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parfaitement libre. Par conséquent, si I’on utilise 'ordre normal pour éviter les divergences

associées a I’énergie de point zéro, il peut s’exprimer de la maniere suivante :

qY = /O R {ajn wla, [w] + b [w]b,, [w]} (A7)

27T mn

Avec nos conventions, cette notation reste abusive et il conviendrait de donner une expression
plus rigoureuse en rapport avec les quantités physiquement mesurables ; toutefois, pour 1'usage
que nous allons en faire dans cette annexe, on pourra s’en contenter.

Développons maintenant I'expression de I'opérateur Flw,w’] donnée en (A-2), & Paide de
(A-5), (2.7) et (2.3) :

Flo,w’] = eg iwiw’ Tr [g[w,wq@b W], [w ']T}

in

=gg iwiw’

Mwwq@%wwqu—MJﬂmmwﬁ—6@wq&%wwqu—MJm%AwG]

hlwl . [hlw’]

=i\ —1

v 1 o meﬂ%ww%%mmmA%M%wﬂ
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Il pourra aussi s’avérer utile de mettre ce résultat sous la forme :

hlw| . |[h|w]
—

Pl —of] =i
[~w, ] =i 2¢ 2¢

—mw~w@wwm@mwmm—gmdw®+%wwﬂw@¢w%[1—6[]m[u
+ 0@)0(—w) (af b, '] = B [w]a,, [~]) +0(=w)8() (a,, [t ['] = b, [~

(A-9)

L’opérateur F étant quadratique en les champs, 'opérateur d’évolution associé a la per-
turbation effective §H (t) va se comporter de maniere analogue aux opérateurs de com-
pression, d’usage courant en Optique Quantique pour décrire les processus paramétriques
dans les milieux non-linéaires (2 [Loudon]| et prévoir la possibilité de réduire les fluctua-
tions de certaines quadratures du champ sous la limite quantique standard [Fabre(Cours),
Reynaud(Squeezing)]. Le mouvement du miroir devrait donc donner lieu & une compression
des fluctuations du vide, se traduisant par I’émission de paires de photons.

Afin de vérifier ce fait, nous allons passer en représentation de Schrodinger. Dans cette
représentation, ce sont les états du champs qui évolueront dans le temps. Par ailleurs, en
t = 0, U'expression de 'opérateur F' coincidera dans les deux représentations. Par conséquent,
si 'on considére que le miroir se met en mouvement a partir d’un instant ¢y > 0 par exemple
(en supposant donc que ce dernier était immobile pour ¢ € | —o0; tg] ), la perturbation effective
en représentation de Schrodinger s’écrira :

SH(t) = —5q(t) F /+oo dw /+°o W’ ot ]
(A-10)

F[w,w’] = ¢gp twiw’ Tr [S[w,w’]@[w]@[w /]T]

ou l'on a pris soin de retirer les indices ”in” aux opérateurs champs. Nous allons maintenant
nous inspirer du calcul effectué en 4D dans l'article [Mundarain(98)].

Prenons d’abord le vide comme état entrant, et considérons un état perturbé du champ :

T dwy [T dw!
| (t) >= > / — —0 k) 11 ) > +b(t)]0 > (A-11)
(k,k’)e{—>;<—}2 0 2 0 2 0’
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ou 'on somme sur tous les états a deux photons ‘1 1(W ) >, les photons de la paire ayant
un sens de propagation identique (k = k') ou opposé (k # k). Pour ne compter qu’une
seule fois chaque paire, on pourra par exemple imposer : V w( > wy, ci’;);gzl)(t) = 0. L’etat
initial du champ étant le vide, toutes les amplitudes associées aux paires seront nulles pour
t<tp: ci’:)?izl)(—oo) =0, b(—o0) = 1. D’apres la théorie des perturbations au premier

ordre [Dalibard(Cours)], il vient alors :

, [t E<0) , ,—EO )t/h
W) L [ i s e g )
—0o0
avec : E(O)k ST ESSZ = h(wo +w(). En considérant un temps fini d’oscillation du miroir, on
w0, kiwg,

aura une bonne estimation des amplitudes totales de création de paires en prenant la limite
t — 400 [Mundarain(98)]. En utilisant (A-10), on obtient :

+00 +00
wo i wo / dw / dw w0)7 1(k:/)

+oo +oo
“’0

D’apres (A-9), (A-5) et (2.16), chaque type de paire donne :

+o0 dw +o00 dw a A
/ / e ), 116 )‘F[—w, —w'l[0> = ~5. \/ wow)) {a[—wo, —wp] + a—-w}, —wo]}
— h / !
= \/ wow(, a[—wo, —wp)
h / /
= ——/ * A-14
- wow( rlwo, W) ( )

T d T - h
/ C‘)/ w! (=) 1(‘,_)‘F[—w, —w'l[0> = +E wowy atfwo, wp|* (A-15)
“0

+o0 400 ~
/ dw/ A AL, 00 > = ooy { B, —h] — Bl ]}

h
= +E wowéﬂ[wg,wé]* (A-16)

(k)(k’)(+oo)

wQ; uJO

St \

12

St \

—w,-w']|0 >  (A-13)

too oo dw’ h
/ w/ w! 1(‘_ _’)‘F —w, —w'][0 > = - wow} Blwo, wol* (A-17)

Par conséquent, la probabilité totale d’émission d’une paire dont les photons ont méme sens
de propagation sera donnée par :
/
2 Wow 2 2
wk)(—koo)‘ ~ 2 0 ‘a[wo,wgﬂ ‘6q [wo + w6]| (A-18)

/
wOiwg

|tk
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et celle d’émission d’une paire dont les photons se propagent en sens opposé par :

[ B2 (fo0)| = =2 wow 0 |Blwo, whl|” |8a[wo + wh] | (A-19)

wQ; uJO

D’apres I'expression (A-5) des facteurs a et 3, si les coefficients de diffusion du miroir varient
peu entre les fréquences wy et wy, les photons d’une méme paire seront principalement émis
avec un sens de propagation identique.

On se propose a présent d’étendre ce raisonnement a tout état entrant ‘\I/m > stationnaire
(c’est-a-dire état propre de H (0)). Considérons donc un état perturbé du champ :

() >= > e (B)Xow > +0(1)]T,, > (A-20)

Xout 7é\Ijzn

ou l'on somme sur tous les états x,,, stationnaires (autres que ¥, ) susceptibles d’étre excités

par la perturbation, et avec : ¢ ) (—o0) =0, b(—o0) = 1. Toujours d’apres la théorie des

perturbations au premier ordre, on aura :

. t (0) ’
(t) __/ < Nowe|[SH(E) |, > e (B0, - Om)t/hdt’ (A-21)

- Q\p, ), on obtiendra finalement :

+oo 4 +o0 d R
/ w/ w < Xout’F[w’w/H\I,in >

+ood +ood R
/ © / 2 Pl —w |, > (A22)

En examinant I'expression de Flw,w’] donnée en (A-8) ou celle de F[—w, —w’] donnée en

Xout

(A-9), on peut voir que les états perturbés possibles seront ceux obtenus a partir de }\I/m >
- soit en ajoutant deux photons;

si 'on note wy et w(, leur fréquence respective, on aura : onut — Q‘I’m = wp + W),
- soit en supprimant deux photons;

si 'on note wy et w(, leur fréquence respective, on aura : QXW — Q‘I’m = —w) — wy,
- soit en en ajoutant un et en en supprimant un autre;

si 'on note wy et w(, leur fréquence respective, on aura : -Q, =wy—w.

Xout in

Il faudra par ailleurs, pour que ces processus aient une probabilité suffisante, que la somme
ou la différence des fréquences en question corresponde a une composante spectrale du mou-
vement de contribution notoire.
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B Signaux de photodétection en régime de comptage : une
approche naive

D’apres la théorie de la photodétection [Reynaud(BruitQ), Reynaud(Squeezing)], un ap-
pareil de mesure de l'intensité lumineuse est sensible au nombre de photons incidents plutot
qu’a la puissance lumineuse [Cook(82), Shapiro(85)]. Cette propriété amene a définir 'opéra-
teur intensité associé a un photodétecteur idéal' mesurant le flux des photons se propageant
vers la droite ou vers la gauche par respectivement :

2(—) A=) ) B
{1 (t) = £ <>E (t) (B-1)
2() A=) gy o)
i =B WET (1)
(L +oo g _ +oo dw - )
B (1) = / W ] et B W ) it
. 0 27 27
avec : o Yo dy t 5 ) +Oo dw 5+ > (B-2)
EV = [ i) et - ] et
=[S b
Le nombre moyen de détections entre les instants ¢ et ¢ + T est alors donné par :
(=) i ) e A=) o)
NG :/ ar < i) >:/ at < 17(t) >=< 170 >
) i ~() o ) ~() (B-3)
N :/ at <1 (t’)>:/ at < 1) >=< 1[0 >
’ t —00
ou l'on a introduit les opérateurs :
) O A i
A=) A=) 1710 = dt' 17 (t') e’
{IH () =0 —0UT+1-)I7@W) or 18] /$o o ()e
£(—) £() R Y oo _ o
I () =00 —)0(T +t—t) 17 () I:,T)[Q]Z/ ar' 1) (1) e
—00
(B-4)

ce qui correspond dans la pratique a I’échantillonnage du signal d’intensité entre t et t + T,
et a la transformée de Fourier de cet échantillon. En utilisant (B-1), (B-2) et (B-3), il vient :

—+00 d “+o00 d ,
(=) H) w W' ; _
Ny = | >= T/ / < alwafw] > elw=)t+T/2) sin, {(w —w/)T/2]
R +oo d +o0 d A R ,
(<) (<) w w Silw—w .
N, =<I, [0] >= T/ / [w]blw] > i(w—w')(t+T/2) sin,. {(w _ w’)T/2]

(B-5)
et en généralisant a toutes les fonctions d’échantillonage raisonnablement proches de la fonc-
tion créneau 0(t' — t)0(T +t — t'), on peut écrire :

- - teod oo dw’
N =< 1570] >= T/ “’/ Y < alal] > 8w — )
—+00 400 (B-G)
(=) 5() dw dw Bl t
N, =<I0] >= T/ / [w]b[w] > 5§/)T(w o

Le’est-a-dire de rendement quantique 1 sur une plage de fréquences donnée
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ol, quel que soit t, 59 (n) est une fonction continue de 71 et de e vérifiant :

5900) =1
Ve € R* © ® (B-7)
VneR*, [de’(n)] <1

opo=1sin=0
et: VneR, limdé®(y) = dpo avec : 70 " (B-8)
e—0 57770:0 si 7]750
On peut aussi définir le flux moyen des photons détectés entre t et t + T :
(=)
N oo g +oo dw’
(=) , w W’ A t
q)d;z,T = ;_‘T = / / [w]a[wl] > 55/)T(w — w/)
(<) (H)
N +oo g +o00 d A N
(<) , w w t
Q= tTT = / / b [w]b[w'] > 5§/)T(w —w’)
(B-9)

Dans la limite d'un temps T de mesure suffisamment long, les flux photoniques moyens
pourront étre considérés indépendants de t, et on les calculera par passage a la limite :

(=) (=)
N <I 0] > T dw +Oodcu
(—) . , . , : Atr 1
0 =l =t S =i [T [T <> )
(<) 2(<)
N <I,[0]> +°°dw +°°dw -
(C) . t, T  _1s t, T T
(I)‘i - TEI-EOO T TEIEOO T TEI-EOO / 2 bT[UJ]b[W/] - 51/T
(B-10)
La fonction d¢(n) est définie de la méme maniere que (59(77).
Supposons maintenant que 1'on utilise des filtres fréquentiels tels que :
R +o0 d . +oo d R
(=) W A — (<) w —
B = [ 58 slulale] e B0 = [ 52 glelblu] e
400 dﬂ- et : 400 dﬂ-
BT = /0 o gl afw] e B0 = /0 o gl bilu] et
(B-11)

En transposant alors toutes les définitions adoptées pour le cas non-filtré au cas filtré (on
apposera un indice f a toutes les grandeurs concernées), on calcule le flux photonique filtré
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moyen mesuré pendant une durée suffisante selon :

(=)
=) 9. t, 1, f
q>d*f _TEIEOO TA< )
I [0] > 00 +°°dw
= 1 BEUIEYY e b ! PR P _
A T s e oo <> by )
(<)
(=) 9. t, 1, f
CDdf TETOO TA( )
<10 > 20 dw +°°dw >
i eV n< it _
A e ] e ool <P > Gy
(B-12)
c’est-a-dire :
+oo +00 d
<I>; f) ~ ll_r% C‘j/ v ‘2 < dT[w]d[w’] > 0 (w —w)
(B-13)

d.f e—0

+oo +oo R .
3 ~ lim dw/ d glw] ’2 < bMwlb[w'] > be(w — ')
0

Supposons maintenant que le filtre utilisé soit centré en wq et ait une bande passante dcw.
En faisant de plus ’hypotheése que cette bande passante est suffisamment étroite, on peut
réécrire (B-13) sous la forme :

(—) oo du!

~ - dw' g et o
a o= = 0% 1im . ar O [wolalw'] > de(wo — w')
(B-14)
(=) ~ 5w i oo dw! N~ s .
a sl =0 M| o < [wola[w'] > de(wo —w')

Ces résultats nous amenent a définir la "densité spectrale de flux photonique moyen” a la
fréquence wy par les formules :

(=)

2 ZDateoss) gy (7790 Gigaf) > 5o — wh)
n =0T~ lim — < a'wolafw wo — w,

“0 0w e—0 Jo 2 0 0 Ao 0

(B-15)
(<)
+o0 /

(=) d flwosw] _ 1: dwy A

Py = ﬁ ~ ll_r% = < b wolblwh] > dc(wo — wh)

et, dans la pratique, si la moyenne est effectuée avec un état stationnaire du champ?, on

2¢’est-a-dire un état propre du Hamiltonien H®) associé a la propagation libre du champ, cf Annexe A
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pourra calculer ces densités en identifiant les termes :

(=)

< affwolafwp] > = 27 8(wo — wp) n,

(B-16)
< b wolblwp] > = 27 d(wo — wh) n_
On réobtiendra alors le flux photonique moyen total par intégration :
+oo +00 +00 /
(=) dwy () dwy dwy () /
) = — — v -0 .
d /0 o e /0 2r Jo o lwos wol
(B-17)
3 /+°° dwg (- /+°° dwy [T°dwl () ,
R A A - i F¥
0 2 «0 0 2 0 2
(=) / -I- A~
n woywy) = < a'lwolalwy] >
avec : (B-18)
(=) TR
n lwoswy] =< bf [wo]blw] >

Pour terminer, nous proposons de définir I’équivalent des opérateurs nombre classiques
par des opérateurs “densité spectrale de flux photonique moyen” selon :

(=) 0 duwf

. Wy A N
Ly =l [ G M fuolafit] Al - wh)
(B-19)
—+00 /
(C) . Wy 7 2
N, = lm ; 2770 b [wo]blwp] be(wo — wi)
On peut aussi définir des opérateurs "flux photonique moyen total” selon :
PR “+00 d . 400 d 400 d / .
(I)il = / 0 57 — lim ] bl N )[wo;w()] Se(wo — wp)
0 2 “0 e—0 0 2w 0 2
(B-20)
+00 +oo +oo /
S(e) dwo .- .. dwo dwy (-, /
e —/0 or M S [ 5 P lwoswn] dclwo —w)
avec : ' woswh] = alfwolafw)] et i n' [wo;wh] = b [wolblwh] (B-21)

Ces définitions seront exploitées dans I’annexe suivante, pour calculer I’équivalent d’un taux
de comptage en coincidence a deux fréquences.
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C Emission de paires dans des processus d’ordres supérieurs

Nous allons dans cette annexe démontrer qu’un miroir en mouvement “homographique”
[cf (2.89)] dans le vide émet non seulement des paires de photons (w; ) — w) comme prévu
dans 'approche perturbative, mais aussi des paires (w;m{) — w) avec m entier supérieur
ou égal a 2 quelconque. Pour un ordre m donné, la probabilité d’émission d’une paire sera
proportionnelle & 32, Dans toute situation réaliste, on aura 3 << 1 et les paires émises avec
le plus de probabilité resteront donc néanmoins celles associées a 'ordre m = 1, c’est-a-dire
celles prévues par le calcul perturbatif.

Pour ce faire, nous allons nous intéresser a la fonction de corrélation normale d’ordre 2
des opérateurs densités spectrales de flux photonique (cf Annexe B). Pour des photons de
fréquences v et v positives se propageant vers la droite par exemple, cette fonction est reliée
a la fonction a quatre points du champ par la relation :

) (— dv; d
K9 = lim lim / / D4V Alatfualalblalid] > 8oy (1 — vh)Sen (v — 1)

€1—0e2—0 R2 2w 21

= lim lim
€1—0€e2—0

// dv| dvy 4e3c?\/viavhi)

Rz 2m 27 h?
(C-1)

Pour voir si des photons de fréquence v et 1o sont corrélés, il faudra évaluer la quantité :
C(H)(H) o K(H)(H) (H)n(ﬁ)

vi,vg . wwve 0 Mg oot

D’apres I’équation (2.97), a droite d’un miroir qui oscille selon la trajectoire (2.89), si 'on
moyenne avec le vide comme état entrant, la fonction a quatre points du champ sortant aux
fréquences v1, vo, o' et vy’ positives s’écrit :

< @lut[”l]‘ﬁlut [V2](-Pout[y2 /]@out [Vl ,} >vac=

R® Z Z Z Z Yomy M1 — V1], (M2 — Vz]’Ymg [m — vo /]’Ym/l [m} — 1]

m1EZ m2EZL mheZ m €L

< %Tn (1 — ml]wjn[lfz — ma]in[va’ — my|Yin[v1" — mi] >vae (C-2)

En faisant apparaitre les opérateurs de création et annihilation associés aux champs entrants

< ]! [valelvhlel] > be, (11 — 11)6ey (v2 —

vy

)
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dans chaque terme de la somme obtenue ci-dessus, on obtient :

< w;’rn[yl - ml]@bjn{VQ - mQ]win[VZ/ - m,ﬂwin[ljll - mll] >vac=
B2 0(my —11)0(my —11’)

4ege? \/(my — v1)(my — 1)

/
Em/Q ) < Olbin[m1 — v1]bin[ma — volbl, [mb — vo"1b], [m} — 1170 >
T

< O|bin[m1 — v1]b! (e — malbin[va’ — mblbl [my —11']|0 > }

(C-3)

c’est-a-dire :

< w;'rn[yl - ml]djgn[VQ - m2]¢in[V2, - mé]wzn[l/l h— mll] >vac=
R% 0(my —11)0(my —1n’)
dege? \/(my —v1)(my — ")

{9(m2 — )0y — 1)

ey | 270 ((ma = v2) = (= 0)) < Ofbalms =l = 1210 >

+ < 0|bm[m1 — Ul]bzn[mé — 9 l]bm[mg — VQ]bjn[mll — 1 /”O > :|

f}?;_—mﬂi)jgz: : Zé; 210 ((m1 — 1) — (v2 — ma)) < Olbin[ve’ — mé]bjn[m’l —1v1']|0 > }

(C-4)
Ces calculs s’apparentent & l'utilisation du théoreme de Wick [Itzykson], et aboutissent & :
< %Tn[Vl — mﬂzbfn[Vz — malthin[va’ — My Yin |1 — mi] >pac=

B? 0(my —11)0(my —1n’)
4ec? V(mi —vr)(m) — 1)

0(mo — v2)0(mh — 115") / / ! !
{ \/(722 - iz)(mz - I/Z/) [4”25((7”2 —va) = (my —12")) 8((ma — 1) = (my — "))

+ 471'26((m'2 — 1) = (my — 1)) 6((mg — v2) — (m] —1n")) }

O(va —mo)l(va" —mb)

225((mo — 1) — (1 —m mh — ! — (! —
V(w2 —ma) vy’ — mb) 4728 ((ma — v2) — (11 1)) 6((my —12") — (n ) }

(C-5)
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et donc, d’apres (C-1) :

(=)(=)

V1,2 vac

Rz{ Z Z Z Z VlV?%t” (1 — vy, [m2 — val iy (12 — val iy [ — 121]

mM1>V1 m2>ve mly Sy ml > V (m1 —v1)(ma — o) (mh — vo)(m) — 11)

0

/ /
mi,mj 5m2,m2

B N S ot e P

MIS VL ma> Vs ml S v ml S V(mi —v1)(mg — va)(mh — va)(m} — 11)

0

mi+me,m/)+m/, (5V1 —v2,m)—ma

* * / /
Y. mi — 17, mo — V2| Ym! [TMe — V2| Ym/ [T — V1
+ Z Z Z Z V11 ml[ ] mz[ ] m2[ 2 ] ml[ 1 ]

m1>vi ma<vz ml<vy m/ > \/(ml - Vl)(m2 - V2)(m/2 - VQ)(mll - Vl)

5m1+m2,m +m, 51/1+l/2,m1+m2 } (0'6)

7§” dénote ici le symbole de Kronecker. D’apres (2.111), le premier terme entre crochets de
cette équation s’identifie aisément au produit : ' p)

V1 vac' V2 vac”

Isolons maintenant le dernier terme entre crochets de I’équation (C-6) :

Z Z Z Z UIVQ’YZH [m1 — ]y, [me — uz]vmfg[ — 1/2]%” [mh — 1]

/
m1>v1 ma<vz mf<ve m} >uy (ml - Vl)(ml - Vl)

5m1+m2,m’1+m’2 5u1+u2,m1+m2

Y b T T ¥

moEN* m1>v1 My >r me>mo—rs (ml - Vl)(ml - Vl)

Vo M1 = V1]V (g —m) (M0 — 1) = V2] V(g —img) (o — M2) — vo]ym, [Ma — 11] 5m1,m2}

Z 6yl+u2,m0{ Z Z o mo—ul)

— UV m — vV
mo€EeN* m1>V1 my >y 1 1 1)

Vo M1 = V1Y (g —my [0 = M)V (g —imn) (1 — ], [0 — 1] }

(C-7)
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121 2
- R2 Z 5V1+V2,m0 { — ‘Vmo [mo - Vl]

mo — UV
mo>r1 0 1

n 3 vi(mo — v1)

m1>v, > (m1 —v1)(m —vy)

(ma,m1)#(mo,mo)

Vo M1 = V1Y (g —my 1 = MV (g —imn) 1 — ]y, 01 — 1] }

(C-8)

En sommant le membre de droite de la derniere égalité obtenue dans le calcul (C-8) sur
(—

vy =m — vy avec m > vy (m € N*)| le premier terme entre crochets va s’identifier a n
(au facteur R pres). Il vient alors, d’apres (C-6), (C-8) et ce qui vient d’étre dit :

(=)(=) (=)(=) (=) (=) (=)
Z CVl:m_Vl vac = Z {Kl/lym_l/l vac nVl vacn(m—Vl) Uac} = R {nyl vac + App.(yl)}

m>vq m>vi

V1 vac

ou I'on a rassemblé dans A, (1) tous les autres termes de la somme. Appelons p, la partie

entiere de v,. En utilisant (2.94) et (2.95), puis en examinant les termes adéquats dans les
4(p1+1

—

) (=)
alors que n

Vi wac

sommes (C-6) et (C-8), on remarque que A, (v, ) est proportionnel a (3

2(p1+1) . . R T . . P
. Or, dans toute situation réaliste, le miroir sera non-relativiste,

ce qui implique 6 << 1, et donc :

Z o) ~ R (C-9)

V1,M—V1 vac V1 vac

est proportionnel a (3

m>vi

On peut réinterpréter ce dernier résultat en termes de probabilités :

"somme sur m > v; (m € N*) des probabilités de détecter deux photons & v1 et m — 1y
corrélés a droite du miroir ~ R x probabilité de détecter un photon a v; a droite du miroir”

c’est-a-dire :

"somme sur m > v (m € N*) des probabilités d’émission vers la droite par le miroir d’un
photon & v; dans une paire de photons (1, m — v1) =~ probabilité d’émission par le miroir
d’un photon a vy vers la droite”

En conclusion, dans le vide, les photons seront principalement émis sous la forme de paires
(v,m —v) avec m > v (m € N¥).
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D Procédure d’itération fréquentielle au sein d’une cavité os-
cillante

L’objet de cette Annexe est d’expliciter la procédure d’itération fréquentielle pour la trans-

formation des champs multiplement réfléchis au sein d’une cavité en oscillation mécanique.

Nous allons pour cela repartir de ’équation (2.126) donnée dans le sous-paragraphe C.2.1 du

chapitre 2 :

wout 21V \/szn 2 + \/7 Z {2} { Tl%n l[V - ]

m=—0o0

VR Z (v = il = m) =}

= T2 in + \/7\/171 Z {2} -V @m[V - m]
+o00
NN Z Z 512 m — vy ! — (v = m)[eual(v — m) — ]

(D-1)

Cette expression rend compte de l'effet d'un aller-retour dans la cavité. Nous pouvons lui
appliquer la procédure d’itération une seconde fois pour caractériser 'effet de deux aller-

retours :

+oo
¢0ut2 \/Eu)zn + @\/ﬁ Z :)/7{7121} [ml - V]Qoin[y - ml]

mip=—00

SVRVEWE S S

mip=—00 Mma=—00

’7%{31}[2@_1 ]’V}{rle}[Zz 1M — V]in[v Z?:lmi]
SVRVEVEVT S S Y

mip=—00 Ma=—00 M3=—00

T iz — v [ mi — ]%{33}[2 _ymi = Vpmly — Y7 mi]

ERVEVEVE S S S Y

m]=—00 M2=—00 M3=—00 M4g=—00

SRS mi — v 2 i — v S i — v S ms — vbout ol — S
(D-2)



164 Annexe

En définissant la quantité r = \/Re+/ 1, 'itération a I'infini donne :

wcav \/CZT2 in V + v RZ\/ﬁ Z :}/;{nzl}[ml - V](pin[y_ml]

m1€Z

+oo
+\/C/TQZ7””

S TL 32525 e — o (52 e — o] il — 20
{m;eZ} j=1
1<i<2n

—+00
+ RQ\/ﬁZT’n

> H[véfgl P — Iy ISR e — AL ISR e — vlinly — Rt ]
{miez} j=1
1<e<2n+1

(D-3)
puis en posant m = Y 2" my, ou m = Y 3! my dans I'expression (D-3), on obtient :

wcav \/Ewm + \/7\/7? Z 7{2} -V (Pm [V - m]

meZ

U D W B VRN 1 (B> SR T s )

n=1  mezZ * {mez} j=1
1<i<2n—1

A2 e iy — Vh({;} geant [ V]}zpm[y —m)

k=1

+f\/ﬁzz

= mezZ
S TL [ 2 = o8 (52— ] 7 Do = u]}%[u —m]
{miez} j=1
1<i<2n
(D-4)
n—1
ou, pour n = 1, le facteur H [77%}] e ]7;{,112} [.. ]} est une notation abusive, et vaut en fait 1.
j=1

L’expression de @eqy (V] se déduit de (D-4) en permutant ¢;, et 1;, d’'une part, les indices 1
et 2 d’autre part, puis en remplacant 712} par 412} et {1} par {1}
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@cav[ ] \/ﬁipm \/>\/7T2 Z ’Y{l} -V ¢m[ ]

mEeZ

VS S T[S - o ]

n=1  meZ {m;ezZ} j=1
1<i<2n—1

2n—1 ~{2
’Yéqlz}n Doy my h&{m}*ZiZI i) [m — v] }(pm[l/ —m)|

+\ﬁ\/ﬁzz

= meZL
S TI Dbt IS = oA e = ) =] bl =
{m,;€Z} j=1
1<i<2n

(D-5)

Grace aux expressions (D-4) et (D-5) des champs intra-cavité, on peut maintenant déterminer
les champs sortants de la cavité en utilisant les relations (2.125) :

Spout \/CZTQ Spcafu \/ Z {2} -V wzn [V - m]

e (D-6)
¢out \/CZTI q;bcav \/7 Z {1} -V (,0”,, [I/ — m]

C’est a partir de ces résultats que les calculs sont repris dans la sous-section C.2.2 du chapitre
2.
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E Calcul des amplitudes de diffusion pour une cavité en os-
cillation résonante

L’objet de cette Annexe est de proposer une expression analytique simple pour les am-
plitudes de diffusion issues de l'itération fréquentielle au sein d’une cavité en oscillation réso-
nante. Dans le cas d’une cavité haute finesse, on identifiera les contributions dominantes, ce
qui nous permettra de simplifier le calcul des amplitudes.

E.1 Calcul ”exact”

Reprenons les calculs a partir du résultat (2.154), en négligeant dans un premier temps
les puissances de (3 associées a [ > 1 dans chaque amplitude d’ordre global m :

Ap(v)

[m|+21 o .
~ E 3 § N (n+1)2p6217rKun

1>0 n>0

2L ‘ma‘H“”J' S _omu — v+ e(m;)
S e

{(mo, ,m2n+1)622”+2/
ifrlmk m et Z2n+1 |m|= \mH—Ql}

I | » i1
~ ﬂ‘ml Z (n+1)2p+2inKvn Z 2ﬁ1 e(m) ! H;n:]O ( gc Omk — v+ E(m)p)}

n>0 )2n+2 =0 [ (Zk oMk — V)

{ (mo,....;mant1)€ (e(m)N
/SRt my=m |

|m]| 2n+1
ﬁw [1,= o (p—e(m)v) e—Zinuze—(Qn—f—Q)(p—iﬂKV) Z H [i']

(—e(m)v) n>0 [ (s )N+ 7= m;!

/ Z27L+1 mk:|m|}
(E-1)

On peut démontrer "I'identité remarquable” suivante :

Vm € Z, Vn, € N* : Z H [%} = (E-2)
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Si Pon définit : w = imKv — p, il vient alors :

Ym e Z:

2n+1

Z o~ (2n+2)(p—inKv) Z H [%}

n=>0 {(mo7 ’m2"+1)€N2n+2/22n+1mk:\m\} j=0 g
' Z e 2n+2)w(2n + 2)|m\
!ml =
[m|

1 d
= (2n+2)w
—m]! '™ [Ze " ]

n>0

1 dlm\ €2w

N ’m|' dwlm‘ I:l —62“’:|

m| 20kt Dw

]’m\' Z klml )(k+1) (E-3)

ot les Ay |, sont des coefficients dont les valeurs pour k = 0 et k& = |m| peuvent étre

déterminées aisément :
[m|
Ao im| = 2

Amljm) =2 |m]!

Par ailleurs, la finesse de la cavité étant définie par F' = 7{‘/;, pour une cavité haute finesse
(i.e. pour F' >> 1), on aura nécessairement p << 1 (r = e¢~%/), et donc F ~ 3, OU encore
r~e™/F ~1—7/F.Onaura alors : e ~ ¢~ ™/Fe2mKv ~ (1 — 7 | F)e2™KY Par conséquent,

pour F' >>1 (et Vm € Z) :

2n+1

Z o~ (n 1) (m/F—2inKv) Z H [%}

> j= J
n>0 {(mm 7r,er_l),E]\;zthQ/22n+1 7|m|} j=0

m| o~ (kD)7 /F o (k+1)2im Ky

~ | Z k,|m| (( eQiﬂKV) n (Tr/F)eZiﬂ_Ky>k+1

2

Si v est dans un voisinage ¥ suffisamment proche d’un multiple entier de 1/K (i.e. v € 19(p /K ),
p € N*) | on obtient des interférences constructives entre rayons réfléchis dans la cavité, ce
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qui se traduit par :

m|

1 e~ (k+1)7/F o (k+1)2in Kv
[l > A ' —
i (R o (m/ F)edinicy)
[m| —(k+1)m/F
~ € o ImI+1 o~ (m|+1)r/F
= Ak, jm ~ 2 (F/m e (E-6)
’m‘l ;) JIml (ﬂ_/F)k—‘rl ( )

En affinant cette analyse, on exhibe la forme "Lorentzienne” des pics :

VK € N*, Vp e N*, Vv € 9(p/K) :

2n+1

j 1
—(n+1)(r/F—-2irKv
$ et/ ) 3 H {m]']
n>0 {(mow-~,m2n+1)€N2"+2/Zi:‘al mk:\m\} j=0
—(jm|+1)m 2 Iml ImI+1 _(lml+1)n/F |2
~ |o™ (F/W)|m|+1 e~ (Im|+1)7/F N 9 (F/7r) e—(Iml+1)x/F
(1 — e2imkv)F /4 e2imEKv) it (1-2KF(v - p/K))™™
22|m| F 2(lm|+1) —2(jm|+1)7/F
~ ( /7r) € T (B.7)
(14+4K2F%(v —p/K)?)"™
Finalement, pour f << let FF>>1:
Im|
F ml [Tomo (0 — e(m)v) .
YmeZ: A ~ — (26F p 2irKv Lm
" v) s ( g /W) (f e(m)y) ¢ | |(l/)
(E-8)
d —(k+1)7/F (k+1)2irKv
N < e e
ou : L|m|(l/) == Z)\k7|m| ' . 1 (E-g)
k=0 ((1 — e2mKVY) 4 (7T/F)€27‘7rKV)
3 [m| ~ -
Al jm| = (7/F) " et pour k #ml: Agm| < A, m| (E-10)

L (v) est un "peigne Lorentzien” dont les pics sont [cf (E-6)] :
{v="p/K; Ljn(p/K) = e~ MADT/EY () € N), clest-a-dire, si F >> |m| +1 :

{v=p/K; L, (p/K) ~ 1} (p €N),
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et dont le module au carré a, pour chaque pic, une largeur a mi-hauteur [cf (E-7)] :
VoI
2T 1
A‘mll/ ~ T oKF

En dehors de ces résonances optiques, on aura : L|m|(1/) << 1.

Il est temps de revenir sur ’approximation consistant a négliger les termes de [ > 1 dans

le calcul (E-1). Fort des résultats établis ci-avant pour F' >> 1, on peut en effet craindre que
|m|+21
ces termes viennent eux aussi apporter des contributions non négligeables du type (2ﬁF )

quand on prendra la limite 26F/m — 1 :
VK e N*, VmeZ:

|m|+421 _ :
§ :,8 § :6 (n+1)2p6227rKl/n

>1 n>0

Z Qﬁl e(mj)‘m Hlm7‘(Z] omk*”+€( )p)}

i|! J— B
{(mo, 7m2n+1)622n+2/ j=0 ’mj‘ ( Z 0 mi I/)

iigl mrp=m et 22"+1 |mg|= |m|+2l}

-~ Z (28F/m)""" 2 (E-11)

>1

De maniere a pouvoir s’inspirer des raisonnement suivis pour [ = 0, on va postuler I'existence
d’un polynéme F,, ;(v) de degré 2[ en la variable v, tel que :

VK e N*, VYm € Z, Vl e N* :

Z o~ (n+1)2p 2imKvn Z 2ﬁ1 E(mj)|Mj| HLTZJJ ( —v+e(m, )p)]

n20 {(mm ,m2n+1)622"+2/ J=0

2 mie=m et S | =l 421}

H‘m‘ (p (m)V) —2irKv —(2n+2)(p—inKv) 82 1
L) gy oot S o X TG
n20 {(mo,-~~7m2n+1)€N2n+2/ §=0
204 ge=|ml 421 }

(E-12)
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|m|+1 2
20)!
Remarque : On peut alors démontrer que : ‘le(u)‘ < |1|_J[r1 (p + 1/) m (E-13)
m

On aura donc (pour tout K € N* et m € Z) :

§ :/8|m‘+2l § : n+1)2p62z7rKun

>1 n>0

2n41 \mJ\H|mJ‘ Z] m —V+€( )
Y [ [t e = )

| J—= _
{(mo, 7,n,742n+1)ez2n+2/ Vi 0 ‘m]| (Z Omkj 1/)
2t m=m et Y2 | =[ml+21
_ Z ﬁ\ [+21 ]._[ (e(m)(y)) ) m,l(V) 672171'[(1/
>1
Z o~ (2n+2)(p—imKv) Z 2ﬁ1 [L] (E-14)
" mj!
n>0 {(m07'._7m2n+1)€N2n+2/ ]:0

204l nge=|ml+21 }

Or, d’apres (E-2), (E-3), (E-4), (E-5) et (E-6), il vient pour F' ~ 7/2p >> 1 :

(2n+2)(p—inKv) Tl (2n+2)(p—irKv) (2n+2)‘m‘+2l
—(2n p—intKv | = —(2n p—irKy) \&tT 4]
= 2 H [mj!] 2 (Jm| + 21)!
nzo {(m07'~'7m2n+1)€N2n+2/ ]:0 TLZO
204l o=l 421 }
\m|+2l ml+20+1
(E-15)

ott L, 4.9:1(v) est une fonction de type "peigne Lorentzien” [cf (E-9)] dont les pics sont :
{v="p/K; Lijpjsa(p/K) =2 e=(mHAHDT/EY (5 € N), cest-a-dire, si F >> |m|+20 +1 :

{v=p/K; Lipsap/K)~1} (p € N),

et dont le module au carré a, pour chaque pic, une largeur a mi-hauteur :

1
2 |m|+204+1 _ 1

Alm|+2ly = IKF

En dehors de ces résonances optiques, on aura : L, 19 /(v) << 1.
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On obtient en définitive, pour F' >> 1 :

VK e N, VYmeZ:

|m| — e(m)v ) 21
i [Tymo (P — e(m)v) e 2KV N (28F /7)) Fing(v) Ly (v)

Ay (V) ~ (—e(m)v) 1>0

A=

(25F/7r)
(E-16)

avec Fy,o(v) = 1 (pour tout m € Z), et pour | € N*, F,, ;(v) est a priori un polynéme de
degré 21 en v, dont il ne semble pas aisé d’obtenir une expression exacte. Toutefois, on va voir
que, en identifiant les combinaisons d’arrangements apportant les contributions principales
aux amplitudes de diffusion, il sera possible, en ne gardant que les termes pertinents, d’en
trouver une expression approchée.

E.2 Détermination des contributions dominantes pour une cavité de haute
finesse

Par des arguments combinatoires, nous allons ici chercher a savoir, pour m € Z et [ € N
donnés, quels sont les my € Z qui contribueront le plus au terme :

§ : e—(n+1)2pe2z7rKVn
n>0

Z 2ﬁ1 E(mj)‘mj‘ HKZJO‘ (Zi;é my — v+ e(mj)]?)}

AT j—1 —
{(mo,...,m2n+1)ezzn+2/ 7j=0 ‘mj ! ( Zk:O Mg V)
2l mg=m et 2 g |=|ml 2 )

(E-17)

tel que apparaissant dans ’équation (E-12). On peut commencer par remarquer que, pour
F>>|m|+2l:

2n+1

Z 67(2n+2)(p7iK7r1/) Z H

]

n>0 {(mo,...,m2n+1)€N2”+2/ Zizngl mk=|m|+21} 7=0
2n-+1 1
~ Z o~ (2n42)(p—iK7v) Z H [7}
0 mj!
neN/ 2n+22|m|+2l {(mo,...,m2n+1)€N2”+2/Ziggl mk:‘m\-I-?l} =
(E-18)

Il convient de préciser, qu’a la suite de changements de variable, les m; apparaissant dans

les expressions que l'on va manipuler dans cette section seront pris dans N et non dans Z
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comme c’était le cas dans 'expression (E-17) par exemple. Le choix d’un entier mj dans
(E-18) rendra compte & la fois du choix my et —my, dans (E-17).

A met [ fixés, pour n € N donné tel que 2n+2 > |m|+20 , les arrangements (m, ..., Mop41) €
N27+2 tels que Ziﬁgl my = |m| + 2l faisant apparaitre exactement |m| + 2l indices my
égaux a 1 (les autres étant alors nécessairement tous égaux a 0) seront au nombre de :

C‘;ﬂ;ﬂ = Tl +2l)!((22?zj—22)i|m|—2l)!' Les arrangements obtenus a partir de ces derniers par sub-
stitution d’une combinaison de p indices my (2 < p < |m|+ 2[) parmis les |m| + 2 égaux a

T . N ST ; N 20—
1 par un indice égal & p et p — 1 indices égaux & 0 seront au nombre de : C3, o X C"Q’;_':;_l P,

1
Or, avec p > 2, pour 2n + 2 >> {

|m| + 21
m|+2l—p+1
€1 ol (2n 4 2)! N (2n+2)‘ [+21—p+
nk2 X et = o 2n+ L — [Iml + 20— p])!  (jm] + 2L — p)]
o imi_ (2n+2) | Cnr)m™
42 (Imf +20)1 (20 + 2 — [Jm| +200)!  (jm] + 21)!

En étendant ce raisonnement & tous les autres arrangements : (my, ..., M2y 11) € N?"F2 tels
que Zifgl my = |m| 4 21 envisageables, on voit intuitivement que les arrangements faisant
apparaitre exactement |m|+2[ indices my égaux a 1 (les autres étant tous égaux a 0) apportent
la contribution dominante & la somme (E-18) pour F >> |m/| + 2I.

On va maintenant donner une démonstration mathématiquement plus rigoureuse du ré-
sultat précédent. Pour ¢ € N (¢ = |m|+2l) et n € N :
2n+1

> IT [

{(mo,--~7m2n+1)€N2"+2/Zir&lmk:q} 7=0

- 5 > [

=0
{("o»---v"q)ENqH/[ p—0Tp=2n+2 {(m07---7m2n+1)6{0,---711}2"”/ [Vpe{o,.,,,q}:
et: ZZ:Opnp:q] } Card({mk,ke{o,...,2n+1} / mk:p}):np] }
q
n, n n n 1 np

= 3 o ot o ek H[*}
2n+2  2n+2—n 2n4+2—ny—n q—1 |
0 0 1 2n+42— p:onp p=0 p:

{(no,...,nq)ENHl/ [ZZ:O n, =2n+2

et: > _opny, =q] }
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ny!n,n,!n (2042 =370 _n,)! st p!
{(no,...,nq)eN‘Hl/ [Zq—o n,=2n+2
et: Zgzopnp:q]}

(2n +2)!
- > i 1(5]"
ng, (2n+2— p=1 np) n 'n 'n ‘ n ' p'

{(nov“'7nq)€Nq+1/ qu):opnp:q}

= @2n+2-37"_n)nn,t . n,! - !
{(n17"'7nq)€Nq/ ZZ:l pnp:q -

_ (2n + 2)! 1 1,
— Z @2n+2-371 n)n,! }l(n[p,} ) (E-19)

Sous la condition : (n,,...,n ) € N? / Zp 1pn, = g, on voit que n, est nécessairement
différent de ¢ — 1 et que les seuls arrangements possibles sont :

n,=qet Vpe{2,...,q}: np,=0 = Zp n, =q
(E-20)

0<n, <¢g—2et Ipe{2,..,q}/np#0 = Zgzlnp<q

Or, a g € Net n € N fixés tels que 2n + 2 >> ¢, le terme dominant dans la somme (E-19)
est celui pour lequel (2n + 2 — Zgzl n,)! est minimum, i.e. celui pour lequel Zgzl n, est
maximum. Par conséquent, d’apres (E-20), ¢’est celui pour lequel :

ni =qetVpe{2..,q}: n, =0, cequi, dans "équation (E-19), revient a restreindre
initialement notre choix des entiers naturels my (k € {0,...,2n + 1}) a Pensemble {0,1} :

VgeN, YneN/2n+2>>q:

2n+1

3 T[] - Gora
a 7,
{(mo ..... m2n+1)€N2n+2/22n+1 k:q} §=0 m; q

2n+1

1 2n + 2)!
= 2 11 [m]v} - (2n(+ 2 ()])!q! (E-21)

{(mo,.omans1)€{0,1y20+2 [ 205y =} I=0
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Finallement, d’apres les résultats (E-18) et (E-21), pour F >> |m|+ 21 :

—(2n+2)(p—iK7v) s 1
2 > I1 [

|
m;!

- J
n>0 {(mo7 Mant1)€ N2n+2/z2n+1 mk=|m|+2l} 7=0

~ Y ik 3 2ﬁ1 ]

nel/ 2n-+22|m|+21 { mosiman)ef0,1y2n 2 / S 20 mye=pm|+-21} 7=

En conclusion, pour F' >> |m| + 2, dans l'expression (E-17), les my € {—1,0,1} appor-
teront la contribution principale a 'amplitude de diffusion.
E.3 Calcul des amplitudes restreintes aux contributions dominantes

D’apres les résultats de la section précédente (E.2), pour tout m € Z et | € N tels que
F >> |m| + 2l, on aura :

§ : 6—(n+1)2p6217rK1/n

n>0
Z Zﬁl e(m; |mJ|H|mJ|(Zk Omk—l/—i-e(mj)p)]
{(mm M2n41)€E Z2"+2/ Jj=0 |m]]! (Zk —oMg — V)

i"Jrl mE=m et 22"+1 |my|= |m|+2[}
~ Z 67(n+1)2p€2i7rKl/n

neN /

2n+2>|m| 421
Z Zﬁl e(mj) | H\mﬂ (Z oMk — v+ e(mj)p)}
{(mo, Man+1)E{—1;0; 1}2n+2/ Jj=0 ;! (Zk —o Mk — V)

2 ng=m et 20 [y |=|ml|+21 }

(E-23)

Au sein des produits apparaissant dans (E-23), pour tout j € {0,...,2n + 1} :

E(mj)lm H‘mﬂ(zj Omk—u+€( ;)p) _

[ | |(Z” o —v) 7

e(mj)lm Hmj (Z] o — v+ €(m,)p) — el 3 me — v
|mj|! (Z] Omk_V) ( ])(kzo k )

- si mg =0, on aura :

- si my = +1, on aura :
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A chaque arrangement (mo, ..., mont1) € {—1;0;1}?"72 on pourra donc associer une appli-
cation injective o de {1, ..., |m| + 2} dans {0, ...,2n + 1} telle que :

n+1 my| plmyl L el |m|+21 j
21_+[ [ e(m )| H ( k 0 k + ¢( J)p)} _ ﬁ [e(maj)(zmgk_y)} (E-24)
k=1

§=0 ;! (Zk omk_’/) j=1

Pour un entier n tel que : 2n 4+ 2 > |m| 4 20 donné, on pourra alors, lors de la somme sur les
arrangements (mo, ..., Man+1), se ramener au choix de |m| + 2I entiers my non nuls (et donc
égaux a +1) parmis 2n + 2 éléments :

§ : 6—(n+1)2pe2z7rK1/n

n>0
Z 2ﬁ1 E(mj)lmjl H|mJ| (Z 0 Mk —V+6(mj)p)]
m! I
{(mo, ,m2n+1)622”+2/ Jj=0 J ( Zk =0 "k )
20 p=m et 20D [my | =|m|+21 }
|m|+21 j
~ Z o—(n+1)2p L2imKun C'ﬁfjl Z H {e(mj)(ka B V)}
2n+§§I|\7171/|+2l {(mlv 7m\m|+21)€{71;+1}‘ |42t J

/ SN my=m }

Apres quelques manipulations des sommes, on peut démontrer que :

|m|+21 J Il —e(m)v
> 1T [e(mj)(ka—u)} _ Lo (o~ ctm)) X fmi(V)

, —e(m)v
{(ml ----- M| 421) E{—L54+1}ImI+2! =1 k=1 ( m) )

/ Z\m\+2l mk:m}
(E-26)

avec !

fmo(v) =1, et pour tout [ € N* :

fm,l(V) =

|m|++1 |m|+1+2 |m|+21

SOy L0y H[{ e(m)u}{(nj—i-l—Zj)—e(m)u}]

ni=1 ngo=ni1+1 n=n;—1+1 j=1
(B-27)
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L’équation (E-25) peut alors se réécrire :
Z e—(n+1)2p€2i7rKVn
n>0
> T e(my)" T (Shogme —v + e(mj)p)}
|
{(m07 ,m2n+1)622n+2/ ]:O ‘m]| (Zk‘ Omk; - V)
24l m=m et Y2 | =[ml+21 }
I (p—etmy) L 2
~ (_e(m)y) fm,l(l/) e~ 2imKv Z —2(n+1)(p—inKv) C|2:,;-|i-—; (E-28>
neN /
2n+2>|m|+-21
Pour 2n + 2 >> |m| + 2l, on aura :
2 + 2)! 20 + 2)"
el - P L (E-29)

@n+2— [m| —20)1(jm| + 201~ (Jm]| + 21)!

Par conséquent, pour F' >> |m| + 2[, on retrouvera dans (E-28) une somme similaire au
résultat (E-15) :

v 21l \7n|+2l +20+1
Z e 2(n+1)(p—irKv) Cl;:—li-—; ~ (F/ )|m| L|m|+2l(y) (E—30)
neN /
242> |m|+21

On obtient finalement® un résultat qui s’identifie & (E-31) :

§ :ﬁ‘mHQl § : n+1)2p 2ir Kvn

1>0 n>0

2n+1 imal rlm;l
e(my) H { (Z mk—V—i-e(mj)p)
{(mo, ,mgnzi) ZQ”+2/ H ! (Zk oMk — 1/) }

2t =m et Y2 | =|ml+21

Iml —e(m)v . 21
(2/8F/7T)|m| Hp(()_(i(m)(y)) ) ef2z7rKV Z (2/6F/7T) fm,l(V) L‘m‘JrQl(V)

>0

e

(E-31)

Les fonctions F,;(v) introduites en (E-12) dans la section E.1 de cette annexe, sont donc
bien, quand on ne prend en compte que les contributions dominantes aux amplitudes de

3si I’on restreint la somme sur [ & |m| 421 << F
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diffusion et pour F' >> |m| + 2I, des polynomes de degré 2l en v s’identifiant au fonction
fm,i(v) que 'on vient de définir [cf (E-27)].

En résumé, pour F' >> 1, chaque amplitude d’ordre global m pourra s’écrire :

|m| — elm)v ) 21
i [lp=o (p = e(m)v) e YN (28F /1) fna (V) Limpyn(v)

Ap(v) ~ % (26F/7r) (_ e(m)y)
1>0

(E-32)
ot les fp,;(v) sont des polynomes de degré 2/ en v tels que pour tout m € Z :

fmo(v) =1, et pour tout [ € N* tel que F' >> |m|+ 2l :

fm,l(V) =

|m|+14+1 |m|+1+2 |m|+21 l

S D W H[{(nj—2j)—e(m)V}{(nj—f—l—2j)—6(m)1/}]

ni=1 ng=ni;+1 np=n;_1+1 j=1

(E-33)
et les Lj,,|42:() sont des fonctions de type "peigne Lorentzien” [cf (E-9)] rendant compte des
interférences entre rayons multiplement réfléchis au sein de la cavité. Seuls les "modes propres
moyens” de la cavité donneront lieu a des interférences constructives, ce qui se traduira, dans
chaque fonction Lj,|4o(v), par les pics :

{v=p/K; Ljyp12u(p/K) ~ e_(|m|+2l+1)”/F} (p € N), c'est-a-dire, si F' >> |m|+ 20+ 1 :
{v =p/K; Ljp1u(p/K) ~ 1} (p € N),

Le module au carré des Lj,,|19/(v) aura lui, pour chaque pic, une largeur & mi-hauteur :

\ oI

A\"LH»ZZV = IKF

En dehors de ces résonances optiques, on aura : Ly, (v) << 1.

Pour terminer cette section, on peut remarquer que, a résonance et a quelques facteurs
pres, 'expression (E-32) se rapproche plus encore de ce que serait 'amplitude d’un processus
d’ordre m généré par un miroir unique oscillant de vitesse maximale 26F /7 [cf (2.95)], ce qui
renforce l'intérét de nos calculs, en terme d’interprétation physique.
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F Prise en compte des conditions de transparence a haute

fréquence

F.1 Principe de la régularisation

Dans tous les calculs ayant permis d’aboutir a (E-32), on a supposé que les coefficients
de réflexion et de transmission étaient indépendants de la fréquence. Par ailleurs, on constate
que, quand 20F/m — 1, des termes d’indices |m| et | de plus en plus élevés vont a priori
contribuer au spectre. Or ces termes rendent compte de processus dans lesquels des photons de

fréquence ‘p— e(m)v|, p € {-1,...,0,...,|m|+1}, sont diffusés par les miroirs. Par conséquent,
en s’appuyant sur 'approche proposée dans I’Annexe G pour tenir compte de la dépendance
en fréquence des coefficients de diffusion des miroirs, il semble raisonable de penser que, si
[0;v,] est le plus grand domaine sur lequel on puisse considérer les coefficients de diffusion des
miroirs constants, les résultats (E-32) et (E-33) ne seront utilisables pour le calcul du spectre

que si :

1) velov];
2) V(m,l) €S, : Max{| —l—e(m)v]; |Im] +l—e(m)u‘} <v,

est 'ensemble des couples (m,[) contribuant a priori au spectre et tels que :

e
ou S, .
(2ﬁF / 7T) ™2 oit non négligeable devant une certaine valeur de référence liée aux
appareils de mesure utilisés ;

3) F >> Maxq |m|+2l/ (m,l) €S, ¢.
B, F

Nos résultats ne seront donc a priori valables que pour 26F/m < 1, ¢’est-a-dire sous le seuil.
On peut toutefois définir une fonction R,,(v) telle que, si les trois conditions ci-dessus sont

réalisées simultanément :

21
Rn(v) = > (2BF/7)" frna(¥) Lipnpyu(v) (F-1)
1>0

et si I'une au moins des trois conditions n’est pas satisfaite, toutes les modifications a ap-
porter & l'expression (E-32) pour calculer le spectre soient encodées dans cette fonction. Elle
caractérisera en quelques sortes 'effet de filtrage opéré par la cavité pour chaque processus
global d’ordre m. Pour 20F/m << 1, et |p —e(m)v| < v, (Vp € {0,...,|m|}) par exemple,
elle sera simplement donnée par : Ry, (v) == Ly, (v). Par ailleurs, les miroirs étant nécessaire-
ment transparents aux tres hautes fréquences, on aura (en extrapolant a partir des résultats
présentés dans I’Annexe G) :

lim R,(v) =0 et: YveRy, lim R,() =0 (F-2)

v—-00 [m|—-+oo
et, dans la plupart des cas, on pourra considérer que :

v>v, ou m—v|>v, = Ry <<l (F-3)
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F.2 Expression régularisée du spectre pour une cavité haute-finesse en
oscillation résonante

Si les miroirs formant la cavité sont identiques, et si £/ >> 1 :

\/ﬁ\/ﬁ:ngﬂ'/F i VRITo~2p~7n/F ; \/Ry~1. (F-4)

Ces relations traduisent par exemple le fait que la probabilité T; pour qu'un photon soit
transmis par chaque miroir est d’environ 7/F. Elles ne seront valables que pour des photons
de fréquence v < v_.

En utilisant les équations (2.147), (E-32), (F-1) et (F-4), et en tenant compte des condi-
tions de transparence & haute fréquence, il vient (pour f << 1 et F >> 1) :

(=) v(im—v)
Ny, out = Z 1— 67m(m—u)/k3Teq

Teq meZ

Il —e(m)v . 2
X { ’ (2ﬁF/7T)‘ | (I_Ep:?n%)y) (7; _) V)) e H KV R (V) + To(v) dmo

i 87 T (p = e(m)v)

ml! (= e(m) (m—v) ™

il Hﬁo (p—e(m)v)
(—e(m)r)(m—v)

N Z v(m—v)
~ P 1— e_hQ(m—z/)/kBTeq

+ ‘(QﬂF/W) Rp(v) — (=1) ()

R

2

m| — e\m)v )
x{ ](wF/w)mI Hp:i((§_£> ) (i )+ T0)

i TIN (p — e(m)v)

v(m —v)

R, (v) —

+ ' (28F /)

} (F-5)

ou l'on a introduit les fonctions Tp(v) et 7, (v), telles que, pour v < v, et |m —v| < v, :
To(l/) = \/Tl\/TQ et Tm(V) =V RQ.
On considerera que :

- ro(v) ~ 1 tant que v est inférieur & v, puis tend rapidement vers 0 quand v devient
supérieur a v,.

- To(v) ~ 7w/ F tant que v est inférieur a v, puis tend rapidement vers 1 au-dela.
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D’ou finalement, pour << let ' >>1:

Im| 2
() v(m —v) 2imi [ T2 (0 — e(m)v)
M out = ) 1 _ o h(m—0)/kpT, (QﬁF/W) V2 (m — v)2
Teq meZ €

X (zyRm(y)fu—am,oH [\e*"'”KVR( )+ To(w)|” + | Ro(v —ro(y)F]csmp)

G_QMKVR()( )+T0 + ‘Ro —To(V)‘Q

ehﬂu/kB 1
—v) at [T, (p — e(m))” 2
+ 2m%* th (m—v)/kpT, (QﬁF/TF) u2(m _ I/)2 |Rm(y)‘
=) | e 2KV Ry (v) + Ty (v) gt |Ro(v) — 7‘0(1/)’2

= nl/ out +
vac

eﬁQV/k‘BTeq -1

2|m/|

vim — v|
+ 2 Z em‘m_y‘/kBTeq 1 (QBF/W)

mezZ* p=1
(F-6)
> T 2
avec : n,, Out ~2 Z 2,3F/7T) ‘Rm(y)‘ H (p—v) (F-7)
vac meN =1
m>v
Im|—1
et, pour m = £1 : H (p— e(m)y)2 =1
p=1

Le terme faisant apparaitre l'ordre m = 0 se ramenera en fait, dans les cas simples, a
la densité spectrale de rayonnement du corps noir. On voit d’autre part que, aux facteurs
2| Ry (v) ‘2 et (|m|!)? pres, le spectre émis par une cavité haute-finesse en oscillation résonante
s’obtient a partir du spectre émis par un miroir unique [cf (2.114) et (2.120)] en remplagant
0 par 26F /7. Le facteur ‘Rm(u)‘Z rend compte, on le rappelle, de l'effet de filtrage pour un
processus global d’ordre m, di aux interférences entre rayons multiplement réfléchis au sein
de la cavité [cf (F-1)]. On s’attend & ce que cet effet s’estompe rapidement et rende inefficace
lamplification des modes propres de la cavité pour v > v, ou |m —v| > v, [cf (F-2) et (F-3)].

On précise que, d’apres (2.147), (2.148) et (F-4), la densité spectrale du flux moyen des
photons intra-cavité pourra étre obtenue en multipliant par F' celle du flux moyen des photons
a l'extérieur de la cavité. D’autre part, le spectre des flux moyens émis vers la droite et vers
la gauche seront dans chaque cas égaux (par symétrie).
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L’objet d’'un futur travail sera de calculer les composantes spectrales résonantes corres-
pondant & ces expressions, en utilisant I'expression analytique des coefficients R,,(v) ainsi
que la procédure de régularisation proposées dans le paragraphe F.1. Ces calculs ne seront a
priori valides que sous le seuil, mais devraient permettre de prévoir qualitativement 'allure
du spectre au-dessus du seuil.
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G Proposition de calcul valable au-dessus du seuil

Dans cette annexe, on va reprendre les résultats issus de ’approche perturbative pour un
miroir oscillant dont les coefficients de diffusion dépendent de la fréquence, puis, en extrapo-
lant leur insertion dans la procédure d’itération fréquentielle développée en C.2.1, proposer
des expressions analytiques pour les amplitudes globales de diffusion des champs par une
cavité oscillante, tenant compte de la dépendance en fréquence des coeflicients de diffusion

4 ainsi que du caractere potentiellement non-linéaire de la réponse globale

de chaque miroir
de la cavité. Ces expressions auront donc un domaine de validité beaucoup plus vaste que
celles établies jusqu’a présent pour étudier I’Effet Casimir Dynamique, et seront notamment
valables en-dessous comme au-dessus du seuil. Dans un premier temps, nous allons réécrire

les résultats (2.21) et (2.22) sous la forme :

Coutill = > A m = vpmaly —ml+ Y A m — vy — m]

me{—1;0;+1} me{—1;0;+1}
YoutilV] = D A m = vy —ml+ Y A m = vemly —m)
me{—1;0;+1} me{—1;0;+1}

(G-1)

avec, si les trajectoires des miroirs sont données par Qg;(t)/c = ¢a,i — By sin(Qt — ¢p;)

Y 0] = i)
Biiy

VL = 1) = (1= v) @i L - F] + B[y — 1]} (G-2)

2
N [ R N g} e~ @ni=be) { _ El] + v + 1]}

;] =7l
i By - iwoa,i Li(dp,i ) {7 =
Ay = (1) % e 200 gl Pnit0ai) L7, 10] 4 v — 1]} (G-3)

{ti Py ipitoas) 7 -
et : 4NN -y =1 -v) % ¢lOvitdei) { _Fu]+ By — 1]} (G-4)

FEH 1 -y = (1 4v) 6;"} e~ Geitdai) I Flu) + £l + 1]}

A = —ml)
~{rz /B { g i U i—Pai) J = 7
’yil’ }[1 — ]j] e (1 f— y) % e+2 (ba,l e ((bb,z ¢a,z) {ri [1/] + Ti[V _ 1]} (G_5>

U1 =0 = (1 +v) ﬂg} eT2vdai o= UPhi=00i) {7, [)] + 7[v + 1]}

“donc des conditions de transparence & haute fréquence
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Apres itération a l'infini le long des trajectoires d’espace-temps associées aux rayons mul-
tiplement réfléchis au sein de la cavité, le résultat (2.128) par exemple devient :

“+oo
soout[u]:z{ S 2, Y

meZ ~ m_1€{0;x1} n=0
T, T, j 1
Z H [Vr{ngi} mk ]’YT{ngfil[ Z]:+_11mk V]] z(; } ivitll mk) [m - V]
{mee o1y} I=0
0<i<2n+1

1
D DR [ RE PN Ro]
m_1€{0;x1}

+oo
NP IPRTE RIS

meZ ~ m_1€{0;x1} n=0

> H[%é;;j} (SE = A2 SR = | R e = v )
{miefo;£1y} I=0

0<i<2n
R L] Y (-6)
ou :
n—1 )
-pourn=0: H [ ,{,3:2;}[ P ]’y;{,;ﬁl[ ij:tllmk - 1/]} doit étre pris égal a 1.
=0

VpeZ/|p| =2, Vie{1;2}, Yy € R, v o) = 71" 1] = 419 [g) = 317 1] = 0.

A partir de ce résultat, il sera possible de calculer le spectre émis par une cavité de finesse
arbitrairement élevée en oscillation résonante dans le vide ou dans un champ thermique
quelconque. Afin de procéder a des simulations numériques, il conviendra alors de disposer
d’un modele théorique décrivant la dépendance en fréquence des coefficients ¢;[v] et 7;[v]. Un
tel travail permettra en particulier de faire des prédictions quantitatives pour '’Effet Casimir

Dynamique au-dessus du seuil.
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