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L'un des probldmes qui préoccupent depuis longtemps le
constructeur de matériel électrique industriel est celui de 1'iso-
lation et de la protection de ce matériel contre les surtensions
accidentelles.

Les surtensions d'origine atmosphérique sont parnmi les
plus dangereuses, et des recherches systématiques ont montré que,
sur un réseau frappé par la foudre (réf. 1 A& 10), il y a propaga=-
tion d'une onde & front raide que l'on définit par les paranétres
suivants @

- la valeur de créte,

'~ 1la durée du front d'onde,
-~ la durée de l'onde jusqu'a mi-amplitude.

Ces études, d'un cafactére statistique, et qui utilisent
soit les effets électriques de la décharge, soit ses effets
magnétiques, ont permis de préciser les valeurs nunériques de ces
paramdtres, et de normaliser 1l'onde d'essai. On peut ainsi repro-
duire le phénomene au laboratoire et en mesurer les effets
(réf. 11 & 15).
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Une conception rationnelle de 1l'isolation d'un watériel
donné, enroulement de transformateur ou de machine tournante, devra
envisager le probléme sous deux aspects :

- d'une part, 1'étude du comportement diélectrique de
1'isolant soumis & l'application d'une onde de choc : c'est l'essai
sous pleine tension. Il s'agit de définir la valeur de créte maximum
gque 1l'isolant peut subir sans dommage, et d'en étudier les variations
dans le temps. (réf. 16).

- d'autre part, et c'est l'aspect que nous envisagerons,
1'étude de la répartition des contraintes le long de 1l'enroulement
afin d'y proportionner 1l'épaisseur d'isolant.

Cette derniére étude peut se faire sur 1'enroulement une
fois achevé au moyen de relevés oscillographiques, soit & la station
de choc sous pleine tension, soit, sous réserve de linéarité du
phénoméne (réf. 5 & 17), sous tension réduite. Ces essais constituent
plut8dt une vérification de la conception de 1l'enroulement, et 1'in-
tér8t d'une prédétermination de ces contraintes est évident.

| L'accroissement constant des tensions et des puissances
mises en jeu donne & ce probléme une acuité particuliére, et il nous
a semblé utile de faire le point des nombreuses méthodes de calcul
proposées & ce sujet.

La premidre méthode qui vient & 1l'esprit pour l'étude d'un
matériel de grande puissance est d'en réaliser un modéle réduit
(réf. 18 & 27) ..

Plusieurs conceptions sont possibles (réf. 23). On peut
envisager une similitude purement géométrique, il s'agit alors d'un
véritable modéle réduit. Un tel modele a été réalisé par CHLADEK
(réf. 24) pour l'étude des phénomeénes transitoires dans un enroule-
" ment & simple couche sans noyau magnétique. Malgré les résultats
obtenus par CHLADEK, cette méthode présente de sérieux inconvénients.
On utilise, en effet, pratiquement, dans 1l‘'étude des cas plus
complexes, les mémes matériaux magnétiques et diélectriques dans
la construction du modele et de l'original, et l'analyse dimen-
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sionnelle montre que, dans ces conditions, l'échelle des temps est
égale & 1'échelle des longueurs : on est alors conduit & envisager
des fréquences extrémement élevées, et, outre les difficultés d'ordreg
expérimental, les propriétés non linéaires du noyau ne sont pas
conservées. '

On peut chercher & reproduire simplement les quantités
électriques sans respecter la similitude géométrique entre le modeéle
et 1l'original : c'est le modéle analogique ou circuit équivalent.
I1 est constitué de résistances, d'inductances et de capacités.
L'échelle des longueurs n'intervient pas et trois échelles indépen~
dantes le définissent entidrement. L'échelle des puissances étant
fixée, on pourra choisir arbitrairement 1'échelle des temps et celle
des impédances, mais, du fait de 1l'absence de similitude géométrique,
on ne pourra pas tenir compte de 1l'influence de 1t'effet pelliculaire
sur les constantes de 1l'enroulement (réf. 25).

ABETTI a réalisé une synthése des deux conceptions précé-
dentes et peut ainsi s'affranchir des inconvénients de 1l'une et
1'autre méthode. Son modéle se compose ¢

- d'une part, d'un moddle géométrique simulant le compor-
tement électromagnétique du noyau et de l'enroulement,

- d'autre part, d'un circuit capaecitif équivalent simu-
lant le comportement électrostatique de 1l'original.

I1 garde ainsi l'avantage d'une échelle des temps arbi-
traire, et 1l'analyse dimensionnelle montre qu'une échelle appropriée
de tension permet de respecter la similitude des propriétés non
linéaires du noyau, ce qui revient & écrire 1l'identité des caracté-
ristiques magnéfiques B, H et V de 1l'original et du modéle en des
points et & des instants correspondants.

Dans les modéles & échelle de temps voisine de 1l'unité,
les noyaux du modele et de 1l'original sont géométriquement sembla-
bles, alors que dans les mod&les & grande échelle de temps, dans le
rapport de 50 & 1, & 1,000 & 1 ou plus, la pénétration du flux ma-
gnétique est plus importante que dans l'original, et la section du
noyau sera, en conséquence, plus faible que celle exigée par la

similitude géométrique. Ces derniers modeles permettent de réduire
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considérablement 1l'influence des capacités parasites et d'enregistrer
automatiquement les données nécessaires au constructeur.
ABETTI a fait une étude treés complete de cette questlon
(réf. 23, 26, 27), et les résultats qu'il obtient sont extrémement
intéressants. On conc¢oit cependant que la construction correcte de
tels moddles soit délicate et leur manque d'universalité incite & se
demander si le développement simultané des méthodes modernes de
calcul (réf, 28) et des moyens de calcul permet de poser le probléme
dans un cadre d'hypothéses suffisamment générales.
Une telle étude théorique peut &tre abordée :
- soit par les méthodes du calcul numérique et l'on est alors, en
' général, conduit & poser le probldme correspondant sur une machine &
calculer, analogique ou digitale ;
- 80it par une étude mathématique qui permettra d'obtenir des solu-
tions explicites. Ces dernidres présentent le maximum d‘'universalité,
mais nécessitent évidemment des hypothéses plus particulieres dont
il importe de justifier la validité.
 Nous rappelerons, dans la premitre partie de ce travail,
les hybothdses permettant une mise en équation commode du phénoméne,
et nous préciserons les conditions envisagées.
| La deuxiéme partie sera consacrée & l'étude des notbreuses
théories proposées, et nous distinguerons :
- d'une part, les théories conduisant & une solution explicite ;
- d'autre part, les théories faisant appel aux méthodes du calcul
numérique. |
Nous exposerons, dans la troisieme partie, une nouvelle
méthode de calcul et une étude & la machine analogique nous permet-
tra d'appliquer effectivement cette méthode au calcul des contraintes
dans un enroulement de transformateur.,
Nous montrerons enfin, dans la derniére partie, que des
‘hypptheses plus particulidres, que nous justifierons, permettent
d'obtenir de nouvelles solutions explicites et les différentes
méthodes proposées seront confrontées entre elles et aux données de
l'expérience.




PREMIERE PARTIE

LY POTHESES, -

Nous envisagerons le cas d'un enroulement sans fer,
simple, uniforme, et nous préciserons dans quelle mesure les résul-
tats €tablis s'appliquent, en présence d'un noyau magnétigue et
d'un enroulement secondaire. '

Du point de vue de l'dtude des régimes transitoires,
un tel enroulement peut €tre considéré comme un ensembls complexe
comprenant des capacités, des inductances et des résistances.
L'influence des résistances est, en général, assez peu murquée et
se traduit principalement par un amortissement des oscillations.

En négligeant cet effet, on se place dans des conditions légérement
plus séveres que celles rencontrées réellement, et 1l'on sait gque
le schéma équivalent de 1l'en-
e Yady y o roulement peut &tre ulors

<

représenté comme ci-contre 3

- -

DL Mleydudy

C ~dx
t Figure 1.
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Nous désignerons par :
Q ¢ la longueur de l'enroulement j
dx et dy : deux éléments situés respectivement aux points d'abscisses
xety ;
@?S est la capacité série relative & tout 1l'enroulement ;
%;p la cupacité par rapport 2 la terre de tout l'enroulement ;

- C

%gs 4 =~ 5. gera la capucité série relative A 1'élément dx
dx dx

g?p di' = Cp dx sera la capacité par rapport & la terre de 1'élé=

ment dx ;

Cp et CS désignant alors les capacités série et paralléle de l'unité
de longueur,

Nous définirons également la mutuelle inductance entre les

éléments dx et dy par la fonction :

M (xy) dx dy.

La self inductance totale de 1'enroulenent g@ est telle

que @ i~ P
A =/ / M (xy) dx dy,
o 0 0

et 1l'inductance de l'unité de longueur L est définie par la valeur
de M (xy) lorsque X = ¥. f
On sait qu'en 1'absence de noyau nagnétique, cette fonc-
tion de mutuelle inductance ne dépend que de la géométrie de l'en-
roulement, et, dans le cas envisagé d'un enroulement homogene, de
la distance | x - y| entre les éléments considérés, Dans la suite,
nous nous placerons, en général, dans cette hypothése,

PIRENNE (réf. (29) ) a ¢étudié expérimentalement les, va-
riations du coefficient d'induction mutuelle de deux spires entou~
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rant un noyau magnétique, en fonction de la fréquence et de la dis-
tancé entre spires. I1 ressort de cette étude que l'on peut encore
supposer avec une approximation de quelques centiémes, que ce coeffi-
cient ne dépend que de la distance entre spires et non de leur posi-
tion respective dans l'enroulement. L'influence de la fréquence est,
au contraire, prépondérante. Lorsque la fréquence augmente, la péné-
tration du flux dans le noyau magnétique est de plus en plus faible,
et la valeur du coefficient de mutuelle inductance diminue progressi-
vement pour tendre vers une valeur limite, indépendante de la fréquen-
ce, correspondant & uh flux nul dans le fer. Si cette valeur limite
est atteinte pour des fréquences suffisamment basses, nous pourrons

~ encore admettre en premidre approximation que les résultats établis
pour une fonction de mutuelle inductance indépendante de la fréquence
restent valables en présence d'un noyau magnétique.

MISE EN EQUATION. -

Soit :

e(x,t) 1la tension par rapport & la terre en fonction du temps au
point d'abscisse x,

i(x,t) 1l'intensité du courant en fonction du temps dans le bobie
nage au point d'abscisse Xx.

Les deux lois de KIRCHOFF appliquées & 1'élément dx

stéerivent alors, en choisissant convenablement le sens des inten=-
sités @

e
22 = 2 Mixy) i(y) &y (1)
. |
(1)
21 _ o e _ g 37

i _de __d%e
3% = Cp It s 2) (2)
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les solutions de ces équations devant satisfaire aux conditions aux
limites et aux conditions initiales choisies.

CONDITIONS AUX LIMITES. -

Nous nous intéresserons plus particuliérement au cas d'un
enroulement dont 1l'entrée, primitivement au potentiel zéro, est
soumise & l'application brusque d'une tension constante d'amplitude
E (onde rectangulaire infinie), l'autre extrémité, que nous prendrons
comme origine des abscisses,étant soit & la terre, soit isolée.,

| Une telle onde & front infiniment raide est évidemment
théorique mais on sait, par superposition d'ondes élémentaires,
déterminer la solution relative & une onde quelcongue connaissant
la réponse du systeme & l'onde rentangulaire.

Extrémité & la terre.

Les deux extrémités sont alors & potentiel fixe et les
conditions aux limites correspondantes s'éerivent

e(0,%) 0

i

e(ist) = E

Extréuité isolée.

Les différents auteurs éecrivent les conditions aux 1imites
correspondantes : -

i(0,t) = O
e(2,t) = E

Des considérations énergétiques, que nous allons préciser,

montrent que ces conditions sont incorrectes et conduisent aux
relations :




I1 paraft, en effet, normal de tenir compte de 1'influence
de la capacité série et d'derire quB l'extrémité de 1l'enroulement
la somme des intensités dans les branches inductives et capacitives
du schéma équivalent est nulle.

Considérations énergétigues.

L'énergie interne de l'enroulement s'écrit :

/ / M(xy) i(x)l(y)dxdy + -——/ C e dx + / —-adx

3i l'enroulement n'échange pas d'énergie avec l'extérieur (oscilla-; 
tions libres), la dérivée de 1l'énergie par rapport au temps est
nulle 1 -

2
3 e _Jde =
//[ j//ﬁM(xy)l(X) xdy +//// Cpe at dx i//f S5t “an X ©

soit, compte tenu de l'équation (1)

3
i(x) ——-dx + C e -—dx + C gz dx
0

L'intégrale :

5% 3% x4




s'évalue par parties et l'on obtient alors, compte tenu de 1'équa=-
tion (2) :

L ? - , 7L
Je oi d e _
i(x) 7 dx + e dx +C_ e =7 = 0
0 0 10
soit :
P
b aze
. —_—o e - 29
[el._]0 +C, | e —r 53 = 0 (2%)
0

81 1l'extrémité est & la terre, les conditions précédentes
s'écrivent pour les oscillations libres :

e{(0,t) = ©
e(@,t) = 0
et l'expression précédente est identiquement vérifide.

Si 1'extrémité est isolée, on a encore la condition
e(l,t) = ©

et T'expression (2') ne peut &tre vérifide que si l'on a, en outre @

2
. 3%e(0,t)  _
1(0,t) + Cs dx 3t = 0

CONDITIONS INITIALES. -

D'aprés les hypothéses faites, aucun courant ne circule
3 1'instant initial dans les branches inductives :

i(x,0) = 0




La répartition initiale de tension est zlors déterminde

par le schéma capacitif de 1l'enroulement et 1l'on est conduit (réf.

(1) ), & des répartitions initiales de tention e(x,0) solutions
de 1l'équation :

Les solutions de cette égquation doivent satisfaire aux
conditions aux limites précédentes,

Extrénité & la terre,

e(0,t) = © ' i(x,0) = ©

dtou : Sh p §

ShP

H
t=

e(,t) e(x,0) = E

Extrémité isolée.

2
. Ll a e(oﬂt) —
i(0,t) + Cq Y = 0

e(l,t) = E
e%,compte tenu de l'hypothese précédente ,
i(x,0) = O

on obtient ep intégrant la premiére condition entre O et At

2e(0,t)
dX = 0
e(L,t) = 0

On ¢st alors conduit & 1la répartition initiale de tension :
Chp 4

Chtu

e(x,0) = B
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‘ Ces répartitions hyperboliques de tension ont été confir-
mées par de nombreux relevés oscillographiques et justifient les

" notions de capacités série et parallele introduites par WAGNER
(réf. (30) ) en 1915.

SOLUTIONS PARTICULIERES DU SYSTEME INTEGRAL. -

v Nous remplacerons par des conditions homogénes les condi-
tions aux limites précédentes en ajoutant & la solution générale,

correspondant aux oscillations libres du systéme, une solutlon
;’_particullére :

e(x,t)

| 1(391;)
telles que 3

e(Q,t) =B

‘ I1 est aisé de vérifier que les solutions suivantes sa=-
tisfont 4 cette condition et au systdme intégral (I) :

gxtrémité 4 la terre : Extréuité isolée :
&b

e(x,t) = E a@f e(x,t) = E

i(x,t) = -——(%‘t i(x,t) = 0

en posant @

%z;,

-Le probléme est ainsi parfaitement défini et nous étudie-
rons maintenant les solutions proposées par les différents auteurs,

. 3 . -
g e, W L mm e
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GENERALITES., -

- Toute étude théorique des régimes transitoires dans les
enroulements repose sur l'étude du systeme intégro-différentiel (I)
précédemment ¢tabli et les diverses théories proposées correspondent
8 des approximations différentes de ces équations.

- Les unes cherchent par diverses hypothéses sur la
fonction de mutuelle inductance & se débarasser du signe intégrale
dens 1'équation (1) relative aux inductions et conduisent & des
solutions explicites.

- Les autres supposent, au contruire, négligeable l'in-
fluence de la capacité série (équation (2) ), et cherchent 3 se
ramener 3 une équation intégrale de type connu pouvant &tre résolue
par les méthodes du calcul numérique,

Nous montrerons qu'il est possible de généraliser ces
derniéres théories et de tenir compte de 1'influence de la capacité
série,




CHAPITRE I

. . v
- e e s

THEORIES CONDUISANT A DES SOLUTIONS EXPLICITES

.........
T g W g Wy W s, v v

I - THEORIE DE WAGNER, =

Une premidre théorie proposée par WAGNER en 1915 (réf.
(30) ) néglige les iutuelles inductances entre éléments de 1'enrou-
lenent et consiste 2 perfectionner la théorie des lignes en intro- =
duisant la notion de capacité série.

- Cette théorie revient & supposer que M(xy) est une fonc=-
tion de DIRAC dont l'intégrale au point x = y prend la valeur L,
inductance de 1'unité de longueur de 1l'enroulement. Le systéme (I)
g'écrit alors @

de Jp '
Sx - U 3% (3)
(1) 21 > 30
1 e e
= c -c, —2e_ (2)
X p ot s ax2 3t

et e(x,t) est solution de 1'équation différentielle :

4 2 2

2% 2% 3%
L C + - Lo —2e _
S 3x° at? >x° P 540

'soit, en rapportant les coerficients 3 1l'ensemble de 1l'enroulement

5 € 2% + % _ Sf:‘@p 2" = 0 (4)
| 8 ax? 5t ax* P at?

La solution générale, relative & une onde rectangulaire
d'amplitude E, s'exprime par une somme de fonctions sinusofidales
d'anplitudes Ak et de pulsationsrlk s et le calcul opérationnel
condult aux résultats suivants :




A) Extrémité 3 la terre; | - 16 -

[ e(x,t) = E %_ + E zig A, sin —E%E— cosn, b (5)
(I11) A = -to8 k 1t 2 P2_ (6)
k1 o
L, = -
k- : — (7)
/L6 _(p2ad «f)
B) Extrémité isolée,
| F*’ ; kiix ' |
e(x,t) = E + E i: Aé cos —5p— cos 'y % (8)
=1 ‘ R
; x
- .8in k = 2
2 ' 16 P .
(17) A = - — . — (9)
k- kN 4P2+k2 2
n'hy = ke | ‘
| V%%S(4Pz+kznz) | | | - (10

L*auteur indique que pour tendir compte de 1'effet des cou-
plages magnétiques entre éléments de 1'enroulement, il suffit de ma=
jorer la valeur de la'self—induction. Nous préciserons ultérieurement
1t'influence de la mutuelle»inductance, et nous verrons dans quelle ‘
mnesure les résultats‘expérimentaux confirment ces hypothéses.,

C) Remarque.

Reprenant les hypothses de WAGNER, RUDENBERG (réf. (31) )
interpréte différemment les phénoménes consécutifs au choc et déve-
loppe la théorie des "ondes mobiles". Décomposant 1l'onde incidente

en son spectre de fréquence, 1l'auteur détermine & partir de 1'équa=-
tion différentielle (4) de quelle manidre les composantes sinusoldales|

de cette onde se propagent dans l'enroulement et définit une fréquen~-
ce critique;lc,




e

telle que ¢ - 17 =
Q= .
V&8

I1 découle inmédiatement des relations (7) ou (10) que les
ondes de pulsation supérieures éJLC ne peuvent’pénétrer dans 1'enrou-
lement.

L'onde réfléchie, somme des ondes sinusoidales de pulsations
supérieures é.ﬂb, donne naissance & une répartition de tension expo-
nentielle décroissant le long de l'enrculement depuis l'extrémité sou-
mise au choc., L'onde résultante, égale 4 la somme de l'onde mobile et
" de l'onde atténude, donne & chagque instant la valeur de la tension en-
tre chaque point de l'enroulement et la terre.

Cette interprétation semble difficilement conciliable avec
la notion de mutuelle inductance et, partunt de la méme équation dif-

férentielle, revient simplement & écrire les solutions sous la forme :
o0 .
ot =35 D g5 sin (55 ea,e sn(E - a,0)]

pour l'extrémité & la terre, et & considérer l'onde de pulsationilk
.se propageant & la vitesse :

-

- 11 -~ THEORIE AMERICAINE. -

Le schéma équivalent proposé par WAGNER ne différe de celui
des lignés que par l'adjonction des capacités séries et sa théorie
néglige les mutuelles inductances entre éléments de 1l'enroulement.
Dés 1919, BLUME et BOYAJIAN (réf. (32} ), ont cherché & tenir compte
de 1'effet des couplages magnétiques, et ont proposé une théorie re-
prise depuis par plusieurs auteurs américains et anglais (réf. (1)

(17) £33), (34) ).

La théorie américaine écrit l'équation relative aux induc-—
tions sous la forme :

e _ _N 29 -8
X i) 3t - 10

(11)




N est le nombre total de spires, - 18 =
ekest le flux. total, somme du flux commun & toutes les spires, <Pnﬂ
et du flux de fuites d>1.
En désignant par :
h : la longueur de la ligne de fuites,
s : la longueur de la spire moyenne,
i(x,t) : le courant dans l'inductance,

| 1 ¢ |
P= ¢ + L2 / d/ i(y,t) dy (12)
101h | '
X 0

Le flux ¢, est indépendant de l'abscisse x et peut gtre
 élininé par différentiation.

Les équations (11) et (12) s'éerivent aprés deux dériva-
tions successives par rapport & x @

Yo _ _ 1 ix) (13)
x> ¢ 3t
en posant : o) - _A=n P N° s
1

107 n

D'autre part, 1l'équation des courants (2) s'dcrit en rappor-
tant les coefficients Cp et CS & l'ensemble de 1l'enroulement

G 3
o  _ P o9&  _ 9y ——29e (14)
2% P 2t 8 3x? ot

-

En éliminant les intensités entre (13) et (14), il vient :

ote %1 w _dte T g %

P4 P 54

i
-

(15)




'A) Extrémité 3 la terre,

Cherchons des solutions de la forme @

e(x,t) = B edAX Gt

En substituant dans 1'éyuation (15), on obtient entre X et
® la relation : '

m2 - (« 1)4 ’ | (16)

£,(€, +(«)?8,)

La théorie américaine admet alors a priori une répartition
sinusofdale de tension et cherche des solutions analogues 3 celles de
1z théorie de WAGNER sans s'assurer qu'elles satisfont & 1'équation

(11) ¢

¢(x,8) = E 3=+ E k2‘1 A, sin X cos w8 (17)

2

cos k 1 2 g
- 55 (18)

(V) Ak k' P + kn

mk = (19)

B) ixtrémité isolée.

d foo knx
— ~ ~ N At ]
e(x,t) = E+ E - Al cos —=5y— cos O} t (20)
(V1) sin XL l6f)2
Ay = - : = (21)
2 2 2

kit 4F + k™I
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k2n2

v 5, (4p 2 k2

(V1) w! (22)

H

I11 - ETUDE COMPARATIVE DE CES DEUX THEORIES,

Si 1'on compare les rapports des fréquences fondamentales,

extrém 1té libre et 4 la terre, donnés par les deux théories,
11;‘ | w}!
 £11 et —5

, pour des valeurs de’Jg‘suffisamment élevées (ces
1 ,

galeurs sont, en général, comprises entre 25 et 500), la théorie de
WAGNER donne un rapport sensiblement égal 3 2, et 1a théorie améri-
¢caine un rapport voisin de 4. D'aprés KOHN (réf. (35) ), "l‘expé-
rience ne se raccorde presque Jamais ni avec l'ungni avec &'autre
mais se situe entre les deux, en général plus pres de la théorie
‘américaine". Nous chercherons 3 préciser d'un point de vue théorique
cette constatation expérimentale.

Les résultats presentes par BEWLEY, lors de la discussion
du rapport de RUDENBERG & 1'A.I.E.E. (1940) (réf. 31) sont également
en faveur de la théorie américaine. Des relevés oscillographiques
sur un enroulement de transformateur triphasé, 5 000 kVA, 12 000 vols
neutre 34 la terre, lui permettent de déterminer les harmoniques.

d'onde 1, 2, 3 et 6 et il comparg dans les deux cas théoriques envi-
: Xk
®4

sagésii,les valeurs du rapport , extrémité 3 la terre, aux va-

leurs expérimentales :
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0 ©, ®, w3 O¢
w0, ©, . ©, ©,

Théorig de

WAGNER ! 1,8 2,4 551
Théorie
Américaine 1 5,6 751 19
Valeurs

expérimen— 1 343 7,2 13
tales,

Tableau 1.

Ces résultats sont nettement en faveur de la théorie .amé-
ricaine. RUDENBERG fait cependant remarquer, & Juste raison, qu!
étant donné la diversité des enroulements, ce test peut préter &
discussion et qu'on ne peut dire qu'une seule méthode d'analyse soit
satisfaisante. ,

Nous avons appliqué ces deux théories & un modéle de trans-—
formateur, sur lequel la S.A.BROWN BOVERI a effectué les mesures des
constantes caractéristiques ainsi que les relevés oscillographiques
des tensions transitoires apparaissant entre 1l'enroulement primaire
et la masse.

Les éaractéristiques essentielles de ce modele sont les
suivantes :

- l'enroulement primaire est homogeéne et constitué par 60 galettes
comprenant chacune 15 spires ; distance entre galettes = 4,5 mm,
longueur axiale totale = 1450 mm., diamétre intérieur = 590 mm.,
diamétre extérieur = 724 mm.

-~ 1'enroulement secondaire disposé & 1l'intérieur était remplacé par
un écran cylindrique d'aluminium, court-circuité sur lui-m8ume sur
toute sa longueur, des études expérimentales préliminaires ayant
montré qu'une telle substitution n'altérait pas les phénoménes tran=-
gitoires de 1l'enroulement primaire.
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- diamétre de l'écran : 504 mm.
- longueur " " : 1500 mm.
- épaisseur " " : 1 mm.

A 1'intérieur de cet écran se trouve un noyau cylindrique en t8le de
fer (diamétre = 360 nmm). v
L'ensemble est dispos® dans 1l'air, l'extrémité de 1l'enrou=-
lement primaire ainsi que l'écran et le noyau sont directement mis 3
la terre. Un anneau de garde est relié & l'entrde de 1'enroulement.
Les oscillogrammes de tension €15 €5 ceooann - &g relevés entre des
points de l'enroulement distants de
enregistrés dans les conditions suivante; :

et la masse, ont été

- tension du générateur de choc : 1 000 volts
0,03 500 V°
- durée de balayage : 25 PES

- onde de choc

.

Nous avons calculé les courbes théoriques correspondant
aux oscillogrammes €1 e et eq 4 l'aide des relations (III) pour
la théorie de WAGNER, et des relations (V) pour la théorie améri-
caine, pour les six premiers harmoniques, et les résultats consignés
sur les figures (2) et (3) sont, cette fois, en faveur de la théorie
de WAGNER et confirment 1l'opinion de RUDENBERG,

' Les constantes &ﬁ E&V et %2 , nécessaires au calcul,

ont été détermindes par la mesure dlrecte et par le calcul & partir
des données géométriques de 1! enrouleaent(*A

On a trouvé :

<L = 75 mH
(@p = 610 FF»
Ly = 6,6 pF

L'induectance de fuites;f1 de la théorie américaine a été
choisie de manidre 4 obtenir des échelles de temps comparables pour
les deux théories (dgalité des fréquences fondamentales).

" Cette question est exposée en détail au chapitre III, 3&me partim
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Couparaison des valeurs

L . [
culeuldes

i

et aesurées pour la
tension & la terre ¢'un enrou-
lement sowaiis 4 une tension

N s o
de chioe rectangzulaire 100 7o »
&

Les tensions e.;e., €
1’5 9

sont les tensions des connew

xicns entre bobines at 1ls

terre.

fraits nleins @
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o e . ed,
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valeurs calculées,

Truits pointillés ¢

valeurs nmesurdes,

Pigure 2 °
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]J\

(1)

5

®1

(B

M

Comparaison des valsurs
calculées et mesurées pour
la tension 34 la terre d'un
enroulement sounis & une
tension de choc rectanzulaire

100 %% W

Les tensions e & @
4 [ .59 5, 9
sont les tensions des conne-
xions entre bobines et la

tarre,

Traits pleins @

valeurs calculées,

Praits pointillés

valeurs mesurées,




peut se faire 3 partir des relevés oscillographiques des tensions

de l'enroulement met en évidence l'onde fondamentale et un oscille=-
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I1 est d'ailleurs possible d'éliminer ce facteur et de comparer aux
valeurs expérimentales les valeurs du rapport

Oy

9y

de l'une et l'autre théorie pour les six premiers harmoniques,

La théorie américaine admet un rapport k fois plus élevé
que la théorie de WAGNER et cette divergence est bien mise en évi-
dence par la comparaison des courbes théoriques relatives aux oscile
logrammes e, et e9.des figures (2) et (3).

La courbe €59 relative au point milieu de l'enroulement
ne comprend que des oscillations d'ordreimpair. L'onde fondamentale
est alors prépondérante et les résultats donnés par 1l'une et 1l'autre
théorie coincident sensiblement avec la courbe expérimentale corres-
pondante. |

La détermination des fréquences propres d'un enroulement

transitoires apparaissant entre des points bien déterminés de l'en=
roulement soumis & une onde de choc (réf. 36).
Ainsi l'oscillogramme de tension relatif au point milieu

gramme relevé entre deux points d'abscisses
ne fait apparaftre que les oscillations d'ordre pair. L'harmonique 4
n'intervient d'ailleurs pas et l'harmonique 2 est alors prépondérant.
Cette méthode est cependant trés peu précise en ce quil

concerne la détermination des oscillations d'ordre plus élevé et
nous allons exposer la méthode qui nous a permis, 3 partir des oscil-
logrammes de tension précédents, de calculer les valeurs expérimen-
tales des rapports

Px

@1
pour les six premiers harmoniques.
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Détermination des fréquences propres & partir des oscillograummes. -

1°) Principe de la méthode,

Les oscillations consécutives 3 l'application d'une onde de
choc de forme quelconque peuvent s'écrire, rapportées & l'axe des os-
cillations :

)
P(t) = 2 a. cos o, t
) i i
i=1
Ltintégrale :
2k
®
I = F(t) cos ot dt
0
s'éerit, si o & 0,
oo w, W
I = 24 a, 1 sin 2kn —=
i " 2 2
P21 40 - o)

siw = Wy cette valeur devient illusoire et 1fon est
alors conduit 4 l'expression ¢

0. o
I = n <. + P 8y 5 L 5 sin 2kn i
) =1 0. - o
n i n n

i#n

Si 1'on fait varier w d'une maniére continue, 1 passera
par une série de maxima et de minima dont certains correspondront
aux valeurs des fréquences propres cherchées (w = wi).

Pour des valeurs de k suffisamment élevées, les maxima
ou ninima relatifs & ces fréquences propres seront nettement pré-
pondérants et on éliminera aisément les fréquences parasites.

La longueur‘des oscillogrammes utilisés est, dans le cas
envisagé, relativement faible, de I'ordre de deux fois la période |
fondamentale. Nous avons pu cependant déterminer par cette méthode
les six prenmieres fréquences propres de l'enroulement en




remarquant que 14 signe d'un extremum relatif 3 une fréquence propre

o, est celui de 1'amplitude ay correspondante. Il est d'ailleurs
possible, & titre de vérification, de calculer & partir des valeurs
ainsi déternindes, les courbes théoriques relatives aux oscillogram-
mes‘eT...,.. eg, en admettant que les amplitudes des oscillations
soient celles données par la théorie de WAGNER (ou la théorie amé-
ricaine, ces valeurs étant identiques pour l'une ou l'autre théorie).

Nous établirons au chapitre II (4&me partie) une relation
qui nous permettra de retrouver théoriquement ces valeurs et la
comparaison des courbes théoriques ainsi obtenues et des courbes
expérimentales (figure |3 ) justifie pratiquement la méthode
exposée (Le léger décalage des échelles des temps n'intervient
effectivement pas dans le calcul des repports des différentes va=-
leurs propres).

2°) Caleculs pratigues.

Ltutilisation d'une machine analogique permet de calculer
sans difficulté des expressions telles que :

2kt
)

I = P(t) cos wt dt

0

La courbe expérimentale F(t) est introduite 3 1'aide d'un
suiveur optique & cellule photoéléctrigue, et le terme cos wt est
obtenu comme solution de l'équation :

y" + 0%y = O
y(0) =1
y'(0) =0

Un organe multiplieur délivre & sa sortie le produit :

F(t) cos wt

LS 2kn .
que l'on integre entre O et —o » K etant choisi aussi grand que
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possible, cowpte tenu de la longueur de la courbe expérimentale F(t).

Les différents résultats sont consignés duns le tableau (II); et
1'6n peut constater que les valeurs expérimentales se situent comme
précédemment entre les valeurs théoriques, mais sont cette fois

plus proches de la théorie de WAGNEk. Cette divergence tient essen-
tiellement & la diversité des comportements électromagnétiques des
enroulementé envisagééxﬂet montre clairement la nécessité de faire
intervenir explicitement la fonction de rutuelle inductance dans les
solutions proposées. '

0, . ©, o, 0, ©, 0 Wg
® — _ ,
1 ®4 ¢, ® %4 94 ®,
Théerie de .
WAGNER. 1 1,8 2,3 2,6 2,8 2,9
T™éorie
américaine 1 35 6,8 10,2 13,8 17,2
Valeurs ex-—
périmentales 1 3&9 2,7 355 4,3 5

Tableau 1l.

(%)

En admettant que la solution proposée par la théorie américaine
soit mathématiqueuwent correcte.
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IV - THEORIE DE FRUHAUF et PIRENNE. -

Parmi les théories qui admettent des répartitions sinusof-
dales de tension, il convient de citer une théorie proposée en 1932
par PRUHAUF (réf. 37) et reprise plus récemment par PIRENNE (réf. 29)

Ces auteurs envisagent le cas d'une fonction de mutuelle
inductance rapidement décroissante et cherchent des solutions de la
forme :

e(x,t) = e_ sin L RX s ot

[

ey S nnx _.

i(x,t) = .’L:0 cos 57 9in 0t

€es solutions nevsatisfcnt aux conditions aux limites
choisies que pour des valeurs paires de n si 1l'extrémité est 3 la
terre, et pour des valeurs impaires si l'extrémité est isolée.

En reportant ces expressions dans les équations (1) et (2)
du systéme intégral (I) et en éliminant

BN ég,

S

entre ces deux équations, il vient :

| S 5 ya)
cos —S2X- - w? e T s gg" /) M(xy) cos —%BY¥ 4
2 ( 2 XY 21 y
2 0
Lt'intégrale peut s'éerire :
A(x) ces ZBE_ 4 B(x) sin —IBE
22 | 2?
en posant @
A(x) M(xy) cos 'g n 2= gy |

2

M(xy) sin--%— n __E_;fl_ dy

B(x) 2
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D'aprds les hypotheéses faites sur M(xy) si x est différent
de y, la valeur de cette fonction reste faible et on peut considérer
alors que A(x) reste sensiblement indépendant de x et que B(x) est
négligeable devant A(x).
En supposant :

A(x) = A
B(x) = O
ne '
la relation précédente¥peut &tre vérifide que pour des valeurs ® de
@ telles que :
ﬂ n
= 2 1 2
A itn
L E[C+c (22)]

PTRENNE pose alors :

Aﬁ = &gn et obtient, en rapportant les coefficients

CP et Cs 3 l'ensemble de l'enroulement @

1 +( ) }

%grxeSt le coefficient de self-induction apparent d‘'un néme
de l'enroulement et, comme 1l'indique PIRENNE, cette méthode "ne per-

met donc de déterminer les fréquences, propres que si l'on dispose

de l'enroulement et elle nécessite alors des mesures presque aussi
compliquées que celles des fréquences propres elles-mémes".

Nous montrerons qu'il est possible, si la fonction de
mutuelle inductance est rapidement décroissante, d'expliciter des
solutions approchées du systeéme intégral (I) ne faisant intervenir
que des paramétres aisément mesurables ou calculables & partir des
données gdéométriques de l'enroulement.




V - THEORIE DE HELLER ET VEVERKA., -

Cette théorie tient compte de 1l'influenee de la fonction de
mutuelle inductance et admet qu'elle peut &tre représentée par une
loi de variation exponentielle que nous écrirons :

M(xy) = L e.@lﬁi&’

ol L est 1l'inductance de 1'élément unité (spire ou galette),
9 une constante positive dépendant de la géométrie de l'enroule-
ment et caractérisant son comportement électromagnétique.
Les équations générales (I) s'écrivent dans ces conditions 3

2 =L—-——[ tie e

3 5T i(y) dy + e i(y) dy (23)
’ |
L 0 _ X
2 _ o e _ o e (2)
X P at 8 4.2 3t

. En différentiant deux fois par rapport & x 1l'équation (23),
on obtient successivement :

r X @ ’
2 1 JD'—EEXa -5
2 g =L -%1-: - %—/ e ( i(y)dy + -%—- er"b("%;.—}i(y)dy (24)
X 0 ‘ X

L
3 (a2 [ ks 2 [* V(-5
:x§ = L _%¥ ~E§— e ¢ i(y)dy + 'zz e “‘i(y)dy

0 X
2V .

soit :
3 2
2% _ ) de  _ _29 21 6
ax3 22 0X £ L >t (2 )




. ]
oi Je d" e
" DU ¢ S <L~ S S o S, (2)
&\ ox p 3t 8 axgat

et, en éliminant les intensités entre les édyuations (26) et (2), il

vient :
4 4 2 2 .2
d7e 29 d7e 2 d<e P2
- LC + L C - -—§——- 0 (27)
ax* 2 8 3x? 3t? L P at? 22 ax

Cherchons des solutions de la forme :

Ea ejqx ejwt

en substituant dans 1'équation (27), on obtient entre les fréquences
dans l'espace % et les fréquences dans le temps @, la relution ¢

w2 = 72(0&)2 + (%2)4 | (28)
27 9°L [i?p + (qﬁ)z‘@sj

en rapportant les coefficients Cp et Cs 3 l'ensemble de 1'enrculement

HELLER et VEVERKA (réf. (38), (39) ), obtiennent une rela-
tion analegue qui leur permet de préciser 1'influence de la fonc=-
tion de mutuelle inductance : si celle-ci est lentement décroissante
le ternme en'Dz(qQ)z peut &tre négligé devant (Od)4 et on retrouve
une expression comparable & celle de la théorie américuine ¢

0l = ‘ (%9)4 (16)
é81[‘6p + (0{2)2%_28:[

Si, au contraire, la fonction de mutuelle inductance dé=
croft rapidement :

Vot oy ot
on obtient une expression analogue a celle de la théorie
de WAGNER :
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La relation (28) permet ainsi de passer d'une manidre
continue de l'une & l'autre théorie. :

L'équation (27) est du quatridme ordre en x, et les solu~
tions correspondantes seront déterminées par les deux conditions
aux limites choisies et deux condltlons supplémentaires exprlmant
que l'equaticn intégrale (23) est satlsfalte.

Remarquens que ces conditions peuvent étre obtenues direc-
~tement & partir des relations (23) et (24) : '

<4
®
~~
o
S
|
s
o/
®
~~
o
N

Ces deux conditions jointes aux deux conditions aux limites]
forment un systéme linédaire hemegéne qui n'admet de solutions non
| identiquement.nullés que si le déterminant des coefficients est ml,
On obtient ainsi une relation implicite entre les racines
~de 1'éqﬁation caractéristique qui, compte tenu des relations entre
coefficients et racines de cette équation, détermine les fréquences
propres cherchées. ' |

L'expressmon de ce déterminant est malheureusement compll-
quée, Les auteurs limitent leur étude 3 l'onde fondsmentale et
montrent que si 1l'extrémité de 1'enrou1ement est mise 2 la terre,
les termes hyperboliques peuvent &tre negliges.

Si 1'extrémité est isolde, nous avons montré que les
conditions : '
A i(0,t)

it

0

i

e(!st) 0

étaient incorrectes, et il serait intéressant d'entreprendre une
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nouvelle étude du ddterminant relstif aux conditiong ¢

@

2
1(0,8) + ¢ =2 e(@) __ _ o
~ ox 3t
e(§,t) =0 -

Cette théorie permettruit, également, d'aborder d'une
wmeniére rigoureuse, le calcul des oscillations d'ordre supérieur
et c'est, & notre connaissance, la plus compléte permi celles qui
conduisent & une relation explicite entre les fréquences propres
et les rucines de 1'déquation caractéristique.

VI -~ CONCLUSIONS, -

Les hypothéses faites par les différents suteurs au sujet
de la fonction de mutuelle inductance nous ont permis d'établir une
clussification des nombreuses thdéories proposées.

WAGNER néglige 1'effet de la mutuelle inductsnce et obtient
zinsi une équation dont il donne une solution nathématiquemnent

exacte, bien ue, dans certains cas, assez éloignde de la réalité,
b 9 9 éb

g théorie américoine admet une fonction de mutuelle induce
tanee lindairement décroissante, mais propose une étude nathéunatique
incomplete qui peut conduire & des résultats incorrects. Ainsi,

'apres cette thdorie, la fréquence fondamentale d'un enroulement
dont 1l'extrimité isolée,augmenterait indéfiniment lorsque la mutuelle
inductance tend vers une valeur constante, alors que nous mcntreronsgo
quielle varie, cn réalitd, trés peu.

HELLER et VEVERKA admettent une représentation exponentielle
de la fonction de uutuelle inductance ot une étude mathématique

rigourcuse leur permet d'établir une relation qui englobe, & titrae de

*
() 2eme partie, chapitre II.
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résultats partiels, les équations des deux théories précédentes,
Celle-ci eonduit & des calculs compliqués,

Nous montrerons que, 8i l'on admet pour la fonction de
matvuelle inductance, une loi de variation parabolique, une
solution simple peut &tre explicitée,mdue pour les harmoniques
dtordre supérieur. Ce mode de représentation ne peut, évidemment,
8tre adopté si la fonction de mutuelle inductance est rapidement
décroissante, mais il est alors possible d'envisager des hypothéses
simplificatrices qui nous permettront d'expliciter de nouvelles
solutions.
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CHAPITRE I1I

. -
G g e L Emm , mm [ e, v, e

THEORIES BASEES SUR L'ETUDE D'UNE EQUATION

INTEGRALE

1 - GENERALITAES. -

Les théories précédemment exposées cherchent par diverses
approximations sur la fonction de mutuelle inductance 8 se déba=-
rasser du signe intégrale dans 1l'équation (1) relative aux induc-
tions. Une nouvelle théorie, proposée en 1940 par PIRENNE (réf.

(29) ), et reprise plus récemment par ABETTI (réf. (40) ), est basée
sur l'étude d'une équation intégrale de FREDHOLM.

Ces auteurs admettent alors que 1l'influence de la capaci-
té série est négligeablé. Nous allons montrer qu'il est possible
de tenir compte de cet effet. '

Les solutions sont de la forme :

e(x,t) = U(x) H(t)
i(x,t) = I(x) V(%)
En substituant dans le systéme intégral (I) :

,-£

de d

S = ST M(xy) I(y) dy (1)
(1) 0
. 3
31 de o7e
=C_ 2. _¢ —28L (2)
X p ot 8 ax2 3t

il vient :
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Ur(x) H(t) = V' (%) M(xy) I(y) dy

]

I'(x) V(t) = Cp U(x) H'(t) - CS U"(x) H‘(f)

soit ¢
V(t) _ C;Q U(X) - CS' g" (X)
HY (%) T (x)
vr(t) U'(x)
H(t) E

M(xy) I(y) dy
. |

Les premiers membres sont fonctions de t seulement, tandis
que les seconds membres ne dépendent que de x.

Les valeurs communes de ces rapports sont donc deux
constantes que nous désignerons par -o et +f.

G L B () + —B-H(t) = 0
H' (%) . o
d'ou : (VII)
AT GO R )+ Ev(r) = o
H(t) o
U(x) et I(x) devront satisfaire au systéme :
Ur(x) = B/ HGxy) I(y) dy -  (29)

(VIiI)

I'(x) = ~'—7;'[ ‘o U(x) - Cg U?(X) | (30)
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On peut écrire les solutions : e(x,t), i(x,t) sous la

forme :
e(x,t) = A U(x) —Eiﬁl
( st) = I() "'Y'Lﬂ
11X ‘_; X IJ

K et b désignant deux constantes positives.

Les équations (29) et (30) s'écrivent alors :

| [}
Ur(x) = p —A— H(xy) I(y) dy
P 0

I'(x) = - —7%_-_5_; [— Cp U(x) - Cq U"(xi]

peut &tre choisi d'une

Le systéme (VII) montre que le rapport
maniére arbitraire, en Particulier tel que :

K \ . A
B —Tj- = b/::g; d'ou - —7%6—

et
__J_._\i_.z_\/‘_&_
L X

Les systémes (VII) et (VIII) s'écrivent en définitive, en posant 2

A" (t) + 0 H(t) = O

(1x) )
() + 0? V() = 0
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Les considérations énergétiques dont nous somnes partie
2 ? ) S rd el
suffisent & assurer que ®~ est réel car un systeme a énergie

constante ne peut admettre, coume solutions exponentielles en t,

qus des :
ejwt, { v réel ).
P
U'(x) = o M(xy) I(y) ay (32)
(X) 0
I'(x) = - [cp U(x) - C, U"(x)] _ (33)

U(x) et I(x) sont donc solutions du systéme (X) et nous allons
montrer que l'on peut ramener l'ensemble de ce systéme et des condie
tions imposées & une équation intégrale homogéne de FREDHOLM. '

I1 ~ ETUDE DU SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL(X)}. -

Ltéquation (32) intégrée par parties, peut s'écrire ¢
7 .
U(x) = 0 ¢(x,8) I(8) -0/ elxy) I'(y) ay (34)

y
en posant @

M(xs) ds = ¢(xy)
0

En intégrant une fois par rapport & x, (33) et (34), et en posant 3
X

(P(‘{y) = P(zy), il vient :




(U(x) = U0) + o T()F(xL) - v F(xy) I'(y) dy

X

1(0) = cp ® U(f’) d‘f‘+ C o [U'(x) - U'(O)]

0

I(x)

i

Introduisons les conditions aux limites :

/9 Extrémité A la terre,
U(0) 0
ud) =0
On déduit de (35) et (3B) :

{
- “’/ P(1y) [Cp U(y) - ¢, U"(y) ] dy
O .

r(1 Q)

IR) =

D'ou 1l'équation intégrale des tensions :

1
[F(xy) - F(X&)F(yR)J [C U(y) - CSU"(y)J dy

U(X) = O

2
» F(20) P
0O
Thtroduisons la nouvelle fonction :

N (x) = Cp U(x) - Cq U (x)

40 -
(35)

(36)

(37)

(38)

L'équation (37) derivée deur fois par rapport & x s'éerit successi-

venent :

4 |
Ut (x) = w2/ [w(xy)v- o(x, 1) %—H—&ﬂ% (y) dy
0

P
U (x) = w? / \E—%%i&) - -a—cg-)%—)s-’-g) —%%%%—:)%(Y) ay
0

(39)
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~

. y |
ou : aggxzz =J//n bmgxsl ds
dX ' X

La relation (38) s'écrira, en définitive, compte tenu de (37) et (39):

P o |
W (x) = o2 [Cp K,(xy) - Cg K2(Xyi]u.9 (y) dy
0 : o o
soit ¢
Wix) = o K(xy) Wiy) ay (40
Yo

en posant :
K(xy) = G K, (xy) = Oy K,(xy)
et ‘ ol
- plxy) - —EGP RGyP)
K, (xy) (xy) . F(ER)

" d dp(x? - P(yd)
K, (xy) ?giy) - @éi L. — I3

]

L'éguation (40) est une équation intégrale'homogéne du type de
FREDHOLM en‘Uo(x) qui n'admet de solutions non identiquement nulles
que pour certaines valeurs du paramdtre 0l = £ (réf. (4%) ).

Ces valeurs, appelées valeurs propres, ‘sont les zéros d'une fonctlon
D( A ) telle que :

D(&)=1+2| -—-(--Q——-—--A

n=1 - n!

=
et

K(ya¥.) ceveee K(y.y.)

1 1 ¥n
n= | ceeecenes | dy1 casce dyn
K(y y1 cedses K(ynyn)

s
[
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En ne cohsidéran‘t que les premiers termes de D(A) il sera
possible, du wmoins thdéoriquement, d'obtenir des valeurs approchées |
des fréquences propres de l'enroulement.

Remarque : Les considérations qui précedent sont tout & fait géné-
rales et ne font intervenir aucune hypoth&se sur la fonction M(xy).
I1 est, en effet, toujours possible, de par la nature physique du
probleme, d'évaluer l'expression :

Généralement M(xy) sera fonction seulement de ‘x - y‘
et présentera une discontinuité de la dérivée au point x = y. On
distinguera alors deux cas suivant les valeurs relatives de x et y.

g9 Extrémité isolée,

Les conditions aux limites correspondantes s'écrivent

2% (0, )
ax ot

i
()

i(0,t) + Cs
e(},8) = o
‘ Le systéme (IX) relatif aux fonctions du temps H(t), V(t),
montre que les solutions sont de la forme, compte tenu de 1'équation

des intensités (2) :

e(x,t) = U(x) cos(wt + 8)

| 1(x,t) = I(x) sin(et + 8)

d'ou :
au(o)
I1(0) =~ Cs W % = 0

ud) = o




-
AN
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Bn introduisant 1la pfémiére condition aux limites dans 1l'équation
(36) = ‘

x

I(x) =-c,0 /[ U(F) ags o, 0 U (x) (41)

o

On a, par ailleurs, d'aprés (32), compte tenu de la deuxiéme conditim

aux limites :

/T
u(y) w// M(py) 1(y) dy
0 9

et | 2
Ur(x) = o M(xy) I(y) dy
0
dtou ¢
I(x) = 02 G6(xy) I(y) dy (42)

o , 0
en posant N 19
: | G_f‘('xy) = - Cp/ / M(’7y) d7 d‘f + Cg M(xy)
0 4

, L'équation (42), comme 1l'équation (40) est une équation
intégrale homogéne du type FREDHOLM. _
L'une est relative aux tensions, et l'autre aux intensités.

Le systéme intégro-différentiel (X) peut donc s'éecrire,
pour les conditions aux limites envisagées, sous la forme d'une
équation intégrale de type connu. Insistons sur le fait que cette
équaetion ne fait intervenir aucune hypothése restrictive sur la
forme de la fonction M(xy) ou 1l'influence de la capacité série, et
qu'elle est équivalente & l'ensemble du systéme (X) et des conditions
imposées.
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- BEtude du cas particulier ou M(xy) = constant.

Une solution rigoureuse du systéme intégral (X) peut &tre
obtenue dans le cas ou la fonction de mutuelle inductance est indé-
pendante de x et de y, ce qui revient & supposer l'enroulement
sans fuite.

Ce systéme s'éerit alors :

Ur(x) =0 M | I(y) dy
O

-0 [ C, U(x) - €, U'(x)]

d'ou 1l'on déduit :

i

I'(x)

U"(x) = O
La répartition de tension est lindaire et :

IN(x) = - o c, U(x)

la répartition de courant est parabolique, et 1l'on peut poser @

I(x) = qxz + Px + y

U(x) = - —1s— (29 + B).
- P

Introduisons les conditions aux limites :

Extrénité & la terre.

Aucune oscillation n'est possible puisque lu répartition
de tension est linéaire, et que :

U(0) = 0
U(e) = Q0
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Extrémité isolée,

1(0) -csmu'(o) = 0
() = o
On trouve alors :
CS
Yy =-249 S
. P
et 1o (= +8)= 0
w Cp :

dton : : | e "
_ - 2 .
Rt 2“7'232 &

vy =2 (g
] i 5

en'posant : o q?

En écrivant que l'équatidn intégrale est satisfai#e, il vient :

1 | 2 T 1 1
wfcp | 3 rz ]

et, en remarquant que :

w2

2 3 P2

T c“fa‘@p( p2+3)

I1 est intéressant de comparer cette valeur & celle'obfenue dans
l'autre cas extréme ou M(xy) = O (théorie de WAGNER).
On trouve alors :

n 2. n°

, ﬁZ
1 e, (4+ F2)
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2 est, en général, assez élevé, de l'ordre de 25 & 1 000

et 1l'on peut écrire :

w %Z —_2 cas de l'enroulement sans fuites.
1 é&‘é’p

£ —X ——  cas des lignes
, F 2,52355 5

soit un écart d'environ 10% : la mutuelle inductance n'a qu'une
faible influence sur la fréquence fondamentale d'un enroulement
dont l'extrémité est isolée.

Nous préciserons au chapitre III (4ime partie) l'influence
de la mutuelle inductance sur les osciilations d'ordre supérieur,

III - THEORIE DE PIRENNE ET ABETTI. -

Si 1'on néglige 1'influence de la capacité série, les
expressions précédentes des noyaux se simplifient, et 1l'on obtient

Bxtrémité 3 la terre.
, .

U(x) = o K,(xy) U(y) dy

~

ou

¢ = F - F(st) F(yof)
K, (xy) s [ (xy) e 5

Hxtrémité isolde.

e

2

I(x) = o G, (xy) I(y) dy

k 0
ou X 7?
G1(xy) = - Cp M( h y) d{ d7
Yo /9
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On retrouve alors les équations obtenues par PIRENNE
(réf. (29) ), et ABETTI (réf. (40) ), qui admettent 1'hypothdse
précédente. Cette hypothése ne permet tependant d'aborder que le
“calcul de l'onde fondamentale,et 1'étude des équations intégrales
(40) et (42) précédemment établies permettrait d'enviaager également
le calcul des oscillations d'ordre supérieur.

ABETTT DPropose une néthode d'itération qui lui per-
met d'arriver aux conclusions suivantes, relatives 3 l'onde fonda-
mentale ¢

La répartition de tension le long d'un enroulement
uniforme, extrémité mise 2 la terre, est pratiquement sinusoYdale

quelle que soit la fonction de mutuelle inductance.

Si 1'extrdémité est isolée, cette répurtition est sensi-
blement lindaire pour les enroulements & fort couplage magnétique
et s'écarte de plus en plus d'une ligne droite au fur et 5 mesure
que la mutuelle @nductance diwinue, pour tendre vers une réparti-
tion sinusoidale dans le cas limite des lignes de transmission.

Ces conclusions, confirmées par une $tude expdérimentale,
sont extrémement intéressantes, et nous chercherons 3 préciser
dans quelle mesure elles s'appliquent aux oscillations d'ordre
supérieur.

51 la théorie des équations de FREDICLM conduit, en pra=-
tique, & des calculs inextricables, il serait, par contre, tris
intéressant d'appliquer aux équations intégrales (40) et (42)
les méthodes modernes du calcul numérique (réf. (28) ).

Nous n'avons pas approfondi cette étude, et nous expose-

rons maintenant les principes d'une autre méthode de résolution
approchée du systéme intégral (I).




TROISIEME PARTTIE

E T U D E

A LA  MACHINE  ANALOGIQUE
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CHAPITRE 1

» - - » - .
Gy e g mn  ww  wm  em e

PRINCIPE DE LA METHODE DE CALCUL

- . -
v
. o L am  ome

Une méthode de résolution approchée du systéme intégro-
différentiel (I) peut consister & représenter les dérivées par rape
port & x par des expressions approchdes : on est alors ramené i
1'étude d'un systime aux différences.

Le systeme :

oe_ _ _ 2 :
\ S = 3T M(xy) i(y) dy
» O
(1)
I ai = C oe - C 63e
k\ ox ~ p ot S 3x2 3%

s'écrit dans ces conditions @

t

e(x+ ax,t) - e(x,t) = —3 M(xy) ax i(y) dy

(X1)

i(x+ 'éz—)g"t) - i’(x - 57 yt) =

Cc
Cpr aeé}é’t) - Ai 'gt e(x=ax,t)=-2e(x,t)+e (x+ox,t)

~ Les intensités sont supposées prises au milieu des é1lé-
ments Ax et le systéme (XI) différera aussi peu qu'on le voudra
du systeme intégral (I).
Introduisons les conditions aux limites : -
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Extrémité 4 la terre.

e(0,t)

0

e(f,t) = 0

i

On est alors conduit au schéma équivalent suivant :

I -t - -t — L — L
P A n-} n nta em
Ui %%% ***** T 000"
‘ ! / /
{ I ! I h [ {
2w Ry RERRRARS s an o s RERERT & e Ry
i Cs j e, | T Lod / Cg |
' 9 [y i S
: e I eh 11 e ! e | g"h ,hl ¢ :
e 4! ny i - S
°|\ ..L...E 2—*-— — A - '\_.._... ‘.J__nﬂ} -J—.__ '\...-\....____ M\\
— \ C \ ——— C \ e e C \
- P - — P P
‘\ \ F ¢ 7 ‘\ A { s \\ r \\ ‘\
\\ \\ \ \\ \ \ \
i
al N 4 N Y ) |
Pi e 4.

x devient une variable discontinue n et le systeéme correspondant

s'éerit :
( , . 2m ai
-1 =~ € = L Zf ) q(n—q) ——5;9— pour 1< n £2n
q=1
- d d d d
e e e e
1, -1 . %C, n=1 _ » + B+l _ = 0
n n 8 at dt dt p at
\_

en désignant par :

2m le nombre d'éléments A x,

o L , la wutuelle inductance entre deux éléments n et q,
[n=q|

Cp y la capacité par rapport & la terre d'un élément,

Cg » la capacité série d'un élément.

I1 est commode de considérer 1'4lément comme unité de

longueur, et, dang ces conditions :




et, avec les notations précdédentes, au systeéeme différentiel

den-1 n
in - ln+1+ CS & 2

L
il
<

c., =2¢C
8 s

Nous nous placerons, par la suite, dans cette hypotheése.

Extrémité isolée.

2% (0,1)

i(0,t) + Cg
X ot

e(‘Pyt) = Q

et 1'on est conduit au schéma équivalent suivant

®
©

el i',l
/___m\._l
!

— -

a—

Cqy |
L_—s&

\ ——c'f o

1

N \
\\ \
\

Fy 4

-

o

( 2m di
®h=1"%n Lé{; Cl‘n«-q
< at

pour 1< n L2

dt
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Généralisation.

La représéntation approchée du systéme intégral (I) nous
a conduit a dééomposer 1l'enroulenent en 2m élénments identiques,
possédant chacun :

une capacité par rapport & la terre: C

une capacité série : CS

une inductance propre ¢ L
une inductance mutuelle avec tous les autres éléments @

%-QI - b

n
4

Toeoelm

W

Teseolll

i

I1 est alors possible d'aborder le calcul des enroule-
ments non homogeénes et de généraliser les édquations précédentes,.
Nous aduettrons encore que l'enroulement peut &tre dé-

conposé en 2m élénments et que chaque élément posséde :

- une capacité par rapport 3 la terre Kn
n=20,....2m=1
- pne capacité série Cn
n="1.c..2m
- une inductance propre Qq n
n=1....2I0
- une inductance mutuelle avec tous les autres
éléments Enq = gqn
n="1....2
Q= Tyeecelm

se

Nous utiliserons la transformation de CARSON
e

g(p) = p e P p(t) at




, - 5% -
ou p est la variable opérationnelle, et les deux lois de KIRCHOFF
appliquées & chaque élément s'écrivent, avec la notation matri-
cielle, pour des conditions initiales nulles :

Extrémité igolde @

] T
- - - - [—
e, ?ﬁ..,.. ..... 21_72m 1. 1,
0 ‘ : -1 - 2
. P : i é
O gan_,l.o.o. " e ’22!‘11"..2)11 . "'1 1 iém
= - ) - L o
- L - 7 - 7
C,pe, 1: x1~ a, 02 e,
; 2 2 U é
. A M ‘\\‘ ;
. P L 3
[ \\09-1 ‘\\ N . sz ;
0 _ 1 ) sz naZm eZm
- - - - .
I

ou e, @8t la transformée de l'onde appliquée : E,
€q seree @5 sont les transformées des 2m tensions inconnues,

'11 ceven i2m sont les transformnées des 2m intensitds inconnues,

et en posant :




- 54 -

Ce systéme est d'ordre 4m et la matrice impédance Z(p)

est symétrique et formée de quatre sous-matrices d'ordre 2m:
- une matrice de mutuelle inductance,

- une matrice de capacités,

- une matrice numérique,

- une matrice numérique transformée de la précédente.

La notation matricielle met ainsi en évidence la structure
et la symétrie du systéme,

Extrémité 34 la terre.

Le systeme différentiel corpespondant se déduit du pré-
cédent en supprimant la dernidre ligne et la dernidre colonne de

la matrice impédance : il est d'ordre 4m-1. Nous étudierons plus

particulierenent ce dernier cas et nous montrerons gu'une transfor-

mation mathématique( permet une simplification importunte.

Remarque.

Les enroulenments sont souvent constitués d'un nombre fini

d'éléments distincts (galettes dans le cas d'un enroulement de

transformateur) et la solution rigoureuse du probléme serait obtee
nue pour un nombre 2m d'éléments égal au nombre de gulettes.

les possibilités de la machine 3 caleculer utilisde pour

la résolution effective du systéme correspondant conduisent, en

2

géncral, 3 n'envisager qu'un nombre 2m d'dléments inférieur au
nombre de galettes,

Les solutions du systéme intégral (I) et du systime

différentiel correspondant apparaissent ainsi, dans le cas d'un

enroulement uniforme, comme deux approximations différentes de la
réalité,

(%)

L'idée de cette transformation est due & M. WALDVGGEL.
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CHAPITRE 1II

. W am | cw

RESCLUTION MATHEMATIGUE DU PROBLEME

- - . . . .
| om e, e, wmw e

La résolution d'un systéme différentiel linéaire & coeffi-
cients constants est un probléme classigue qui ne présente pas de
difficultés d'ordre théorique.

Dans le cas d'un enroulement uniforme dont l'extrémité est
mise & la terre, une transformation mathématique peruet une sinplifi-
eation importante, et nous géndéruliserons ce résultat au cas des en=-
roulements non homogdnes, si la symétrie par rapport & un plan trans-
versasl est conservée.

Les équations du systéme s'écrivent alors, en posant @

b
a8 = C
s £
— —1 - _‘p‘ 1
E 1 q1‘.. e qgm;] 1\ 11
0 TN : - :
; p L ‘ ‘ f :
; % RN
; ) i
© R -t || rea
-pC_E R i [ () 1 Tle
s . ! ~ 1
0 1 “<2+hi) ] :
; | ik
; _ A
0 1 -1 1==(2+&) @2&'
| — - - -
- -l oo o I
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ou 11 eeacse . iZm sont les transformdées des 2m intensités incennue#
et PERERRRE © €51 sont les transformées des 2m=1 tensions incon-
-
nues.

Nous dcrirons symboliquement ce systéue !

- - - — —

E p L ln ﬁﬂ iZm

—

PCeE PCq e21%1-1
L L L _

La matrice impédance z(p), d'ordre 4m~1 pour 2m cellules,

est symétrigue et formée de quatre sous-uutrices

M ¢ metrice des inductances mutuelles d'ordre 2m,

A : zatrice des capacités d'ordre 2u-1,

N et sz transposée N' : matrices numériques respectiverent
d'erdre :

2m 2=
et

2m-1 2n

Effectuons un changemnent de variables défini par la trans—
forma tion orthogonale telle que @

—

1. 1

1. A L1

Q
il
-

ol
i

|
matrice d'ordre 2nm -

ACZ’ matrice d'ordre 2m-1
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Les nouvelles variables opérationnelles sont définies par
les relations :
r ] B 7 - 1

X1 11 Y1 e,

= 01 . = ,02

e - e '

en introduisant :

m inconnues Xl’ sommes des intensités dans deux branches équidis-
tantes des extrémités,

m inconnues X2’ différences des intensités dans deux branches équi-
distantes des extrénités,

m inconnues Y1, sommes des tensions dans deux branches équidistantes
des extrémités, la tension médiane e, intervenant
par l'expression VE em,'

m=-1 inconnues Y2’ différences des tensions dans deux branches équi=-

distantes des extrémités.

Imposons au premier membre la méme transformation :

E 1 1] ] E
0 1 17 0
0 A=l o
E 1" -1 0
. o & o9 — L —‘J 92 @ & o 0 O
-pC_E 1. A ~pC E
0 e 1 0
V2 .
O ‘1 ""1~ °
-i>CSE 1 e 0
R ] | ' - - B B

La transformation de la matrice impédance est
alors définie par la relation :
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—,-—-_ /11 ~
&1 = @ soit @ _
- — ~ - el -:1
c, pL[M| N {01
-5 -
[C_—gj @ pCSLA_J ('2
L. J4 0 - - . -
gsoit enccre @
- -
=1 R
“‘VI A
(5 [ (o] o) (] )
— 1
“1] 7 2 ; =1 -1
C, N] 01] pC, 02\ A ‘02
Btudions sépardment chacune des sous-matrices de
1 1
] - ] My
2m ‘
Dtapres la structure des sous-uutrices et [H
castte sous-umatrice est de lu forme —
2n
M2 n
On trouve, tous calculs effecf&és pour l'ordre 2m :
~ | k ‘ ]
%, 1 R T R R R THE R -t
RERAT (AT

5,!\

g,

§ ¢ S VN
L 2me (e 14 2

© 6 4 & 5 & B & 0 9 & 4 O N

e Dﬁ ’i




-

® 8 c o ¢ » € % & © 6 0 + 5 0 0 0 a

1 2

‘-:(3 o 0 @ 2 2 o 6 8 6 6 2 © 0 B ¢ OV &

AN

Ul

e pasosessEncescesOs e

Ap=1” Vpem

To forme de ces sous-catrices montre gue 1'on,obtient IME

en supprimant la premitre ligne et la preumieére cclonne de

et 0=

i}

-

Cn obtient donc ~M92p

en supnprimant é.Jb2

-2 11
et 1o derniere ligne ainsi gue la premidre et la dernifre

ilere
Un calcul et un raisonnzuent anclogues montrer

. . s el . } 4 .. b JPLAP S S SO
trois usutres scus-nutrices de 4 § se dédulsent deg 8
1| 2u-2
matrices de 4| epn supnTiscns & ceg wernicres, lo predlere
t 2u

et s 13 ey S qr oLy 1 [ Cveey o }b h] T s mowes o 1oy e
CaTnlers ..ng_J;LL il Sl '-%_‘..fd,- P _L‘J“' B irere =2 o Qeradiale Cualilidioe

= . v e et . 3, ol p . oy Ty LY

Ceg sous-matricos sont de 1z forue pour 20 cellule

K

=1

Hpe2™ Nope (1)

- 59 =

= A e

e @eCCe Oe o0

§
R

Llit=2

= Aot

I ]

M

1l @

en suppripant la derniére ligne et lu dernidre colonne de
PP g

1a
co
i

en

preiére
lonne,
t que les

[
a

2%

P




- 60 -
ul
I

m lignes

colonnes

-+ N
20048

ice r

atr

m

<

7

L
(PN S A

3

i

NZ

L - LT T T .

A — ;

* (‘ o] ~ .

¢ = | = e :

| B

! .

I o= :
i

- - i
. w& . ;
| 4 -t
f 5 -
~ :
{ .
| :
j i3
- o
[ . 'y
I u ~
i ~. - .
1 N " -
_ g Lo :
TN v v
S = S .
~ i 3.3 N
_ -
N -4 ‘
|
i Lo
! f




AT P

L. | et Az] matricaes carrdes d'ordre m-1 2t m.

L ] 43 g ¢ cs > FRals ] e 3 - B s TN L b -y ey
En ddéfinitive, 1l2 systeine s'ocerire wvee los notlotions

priécidentes

—
— —_
_ - B —
el —— iy A{ -
E ot N X
© ‘1 ] ’i
-
)
o & 9 & ¢ p.&.& v &t & & 3 ¢ 0 B 0 ¢ Q@ & 8 % @ 3 n v D D ® o 2 & @
N
4
A
Al AV
& r‘l N FAOPN
= 2 _] 2 _J 2
L.
P A b 2 5 5 9 a v m 5 0« o 5 5 0 6 & e 0 B ¢ 6 e s e s e a0 Az om oy o0 & o w e oa b
. _ _ —
Al \ -
“p'u ‘E N/v-) lli) \11
. < < b
G
3
N
- s e pbs b e e ceewe
2
H
o4 N Iy kY 7
= U }."A l‘]_' A, 3 ~
< | i &
L e
hp— —anadt

- " “7

i = LM, X%, + N, Y A'ordre m
i

7

. = p LI, X, 4+ N, Y dYurdre

—t




Ao

g g

LI ' ! \
D oevoeso ] [flosesoedcenoo (D
L [ L 1
hand Ll
§ t
~d —
o O\ o
= =
! ! Al
8
g =
M m 1 1 = !
N N
] o

i |
[QV) —
B -
L (Y
= o
8
i
XY eo « D O oo ]
| O | e 1
L | |
§
-~ -3 ol -3
N 24 = 24
i il
= =
hand N
- e
L |G |




N
i o A & ; 5 P T P 1 : 2 ; A LA N
noooont ot il on PR G gt o A
. - Mial e <, [ . . 4 hd e b o s
ToEer A S AN A SO i PR PR . RN RO DR QR IES A
2y 2 coupiou 1naom JUnodo et =1 oopentlions powr Lon hoaniong,
£ ek & sy O S - M -, 4 R ER.
Letihe Loportints: sl penbive por oty movy RGN VIS G
donmoa de la A, e dous Seneillilg RS re tole aato,
13 s\f"ﬂ.‘i‘} Y t’li Y B A v 5 e SR o SR AT, AN y e vt
< &J Dhuis? wlladd o RS AV e LeCOLLPCD PRI O Ny el 2l Lol
S IR I B v 1 - D
pendaeats respectivonent ordre 2m et 2i=1,
AV 8 e A AP
et L dgue Cellinid
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1 feunreulesent pur rape
port = un plun tra nsrnroml est conservie, c'oot-" =lire si les cellulas
dquidistentes des extrdnitds sont identigues. 11 est wlors pousible
d'étudisr d'une nuniérs systéuwﬁique IT'influcnce d'inhicoogindéitds
A 1'intéricur de 1'onroulement, particulidre. ent 1'iniluence de 1la

surisclstion des spires dlextrenitéds, en bdindificiunt de 1o sioplifi-
cation exposde ci=diassus. T1 =2st d'une groode lLoportance protigue

8tre

de reuwwrqguer que l'on ne saurait géne pur une surisolation des

spires d'entrée différente aux deux extrémités, car les phénoménes
au voisinage de l'une de ces extrémités ne sont effectiveument pas
influencés par la ncture de l'isolation de 1'extrémité opposée.
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VERIFICATION EXPERIMENTALE

. - . . . 3
e TR TN TH, MmO

Lo théorie précédente a été appliquée au modele de trans-
formuteur dont nous avons donné par ailleutrs les carzctéristiques
gssentielles, ot sur lequel la S.A. BROWN BOVERI a effectué les
mesures des constantes nécessaires au calcul ainsi que les relevés
oscillographiques des tensions transitoires apparzissant entre l'en-
roulement primaire et la masse. L'utilisation d'une wmachine analogi-
que a permis de résoudre effectivement les équations (43) et (44) du
systéme et d'obtenir les courbes théorigques correspondantes.

Pour les besoins de la théorie et compte tenu des possibi-
1lités de la machine analogique, 1l'enroulement est décomposé en 10
cellules de 6 galettes chacune (2m = 10).

1 - DETERMINATION DES CONSTANTES. -

a) Mesures des inductances,

Tes mesures des inductances propres et mutuelles, réalisdeg
pour des fréquences comprises entre 50 et 16 000 pps. ont montré
que, pour des frégquences de 16 000 pps. et au=-dessus, l'inductance
des cellules est sensiblement constante et ne dépend pratiquement
pas de la position de la cellule dans 1'eanroulement, confirmant
ainsi 1'hypotheése de base sur la fonction ﬁn ou sur les coeffi-
cients o4 . En outre, il s'est avéré que le choix de 16 kc. pour la
mesure de 1'inductance d'une cellule étuit judicieux, parce que
cette fréquence suffisait au plein épanouissement de 1l'effet pelli-
culaire et ne donnait pzs lieu & l'effet électrostatique qui gurait
masqué, par sa superposition, tous les phénoménes électromagnétiques
en affet, la premiére fréquence precpre d'une cellule a été trouvée

sux alentours de 120 kec. Avec la méme frégquence de 16 kc., ont été
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mesurdes toutes les inductunces mutuelles. Les résultuts de ces me=

sures duns les notations utilisées, gont les suivants @

L = 3,10 milli Henry™ “ = 0,02
% = 0,47 4 = 0,01
G, = 0,16 o = 0,01
%= 0,07 % = 0,01
G = 0,04 4 = 0,01

A titre de contr8le, nous avons utilisé les valeurs ainsi
mesurdes de L. et des o pour en déduire 1'inductunce totale L de
1'enroulement, soit de 2m = 10 cellules en série. On étublit facile-
ment la relation :

. [P 4
5é% = L {2m+ 2L(2m~1) Ayt (2u:=2) Ay + aeennn 2%, 5 * %1

(oM ¥
et trouve ainsi pour<ﬂ9 la vuleur de 68 mH.

D'autre part, une mesure directs de 1l'inductance totale de
1'enroulement effectude sous 16 ke. a donné la valeur de 1071 mH,
Mauis la fréquence propre de l'ensemble de l'enroulement, ayant été
trouvée pur une néthode de mesure pur résonunce, égale 3 35 ke., 1l

y a lieu d'effectuer une correction. Un calcul simple mentre que ce

[ -8

de sorte que la valeur de l'inductance se trouve ramenée de 101 &

facteur de correction est

80 mH. La concordznce avec la valeur résultunt de la juxtaposition
des 10 cellules est satisfaisante.

b) Mesure des capacités,

Les mesures de capacité entre €léments de 1l'enroulement

ont €té rdéalisdes & 1l'aide d'un pont de mesures classiques

A} 4 . ’
F'Cette veleur est, en réalité, une woyenne entre les valeurs mesurées
pour les d}fférentes celiules qui vurient elles—-nfues entre les va=-
leurs extrémes de 5,28 & 3,03 milli Heary. '
y y J
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meis, il y a lieu, pour .ces mesures, de tenir coupte du fait suivant{

les diwensions de l'enroulement sont suffisamment grandes

pour que s« capacité vis-f-vis de la terre intervienne duns lu me-
sure de lua capacité entre enroulexent et écrun, de sorts gque 1l'on

yen fuit, & considérer 4 conducteurs, solt 1l'enroulement primaire,
1'écran simulant le secondzire, le noyuu et lu terre, gqui définis-

sent deux A deux 6 capucités différentes,

tableau ci-dessous doune les résultats de ces mesures ¢

£
¢

apacité veleur en picofaruads capacité entre
C1 21 noysu-—enroulement
02 113 enroulement=-terre
C3 5 écrun-terre
Ca 337 noyazu-écran
C5 635 enroulement-écran
C6 36 - noyau-terre

En particulier, lua capacité entre 1l'enroulement et 1l'éeran
atteint 6%5 pF. En tenant compte des capacités de bord, la capacité
paralléle par cellule utteint :

Cp = 61 pP environ.

La capacité entre gulettes (cupacité série) est mesuréde
en déconnectant les deux premieres galettes. 11 s'est confirmé,'
comme nous l'avions admis dans la théorie que les cupzcités par rape-
port aux acuires ¢léments ont un effet négligeable dans cette mesure.
On & trouvé C' = 295 pPF pour la cupacité entre 2 galsttes voisines
déconnectées. rfour tenir cowmpte de lz connection qui existe tou-
jours, soit & 1l'intérieur, soit 2 1l'extérieur, entre 2 galettes
sinples, il y a lieu de diviser cette capacité pur le fucteur 3
(ce facteur résulte d'une intégrution de l’énergie électrostatigue
sur la hauteur radiale, intégrution basdée sur une répartition liné-
alre de la capscité, et une r>pdrtit10n linéuire de la tensien).

En outrs, le pussage de li capucité éguivalente entre gulettes,

gsoit C" = % > 295 pF % lu capacité série entre cecllules, soit
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C est basé sur le raisonnement sulvant qui suppose une répartition

linduire de la tension & l'intérieur d'une cellule ¢ unc cellule se
gompose de 6 galettes simples, c'est-A-dire que chaque capacité C"
est sourmise su tiers de la tension de la cellule et le noumbre dtese

paces entre galettes simples est de 6 par cellule, de sorte que :

© 6= —B2 (" =Lt = 2. | 205 = 66 pF.
S 3 3 9 9

c¢) Calcul des inductances,

Le calcul des inductances propres et mutuelles des diffée-
rentes csllules de l'enroulenment 3 partir de ses donndes géométri-
ques se fait aisément 3 1l'aide des tables appropriédes (nous avons
utilisé celle de GROVER : Inductance Calculations) en utilisant la
théoric des images pour tenir compte de 1l'effet de 1'écran secons
daire . Ainsi nous trouvons-nous placés dans les m8res conditions
que lors des nesures d'inductance, en ce sens que nous n'opérons
gu'tavec la notion d'inductance pure, sans effet électr@statique, ct
sous fréquence suffisarment élevée., Les résultats de ces culeculs

dans las notations utilisées sont les suivunts :

L = 3,20 milli Henry 45 = 0,02
Ay = 0,47 . A = 0,02
q2 = 0,16 q7 = 0,01
%, = 0,08 % = 0,01
% = 0,04 Ay = 0,01

La concordance avec la masure directe de ces coefficients
est absolument satisfaisante.

Ltutilisation de formules applicables & des inductances dans 1'air
g8t certainement justifiée parce que la présence de 1l'écran conduc—
teur formé sur lui-méume diminue tout effet magnétique du cylindre
en t8le de fer disposé 3 son intérieur.(réf. (41) ).
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d) Calcul des capacités.

Le calcul des cupucités ne présente pas de difficultés,
les formules classiques devant &tre légeérement majorées pour tenir
conpte des effets de bord. On trouve :

pour la capacité parulleéle d'une cellule : C_ = 61 pF.

pour la cupacité entre gulettes déconnectées : C' = 285 pF|

valeurs qui concordent bisn avec les mesures,

11 - TENSIONS INTERNES DE L'ENROULEMENT SOUMIS A L'ONDE DE CHOC, =

&) Megsure de la répartition des temsions.

Les oscillogrammes de tensions entre les points de l'en-
roulement correspondant aux tensions @ 9 cevecee e9, et la terre
ont ¢€té enregistrés dans les conditions suivantes :

- 1'extrémité de 1l'enroulement ainsi que 1'dcran et le

noyau sont directement mis & la terre ;
-~ tension du générateur de choc : 1 000 volts
~ onde de choc : 0,03 /500 ps s
- oscillographe cathodique & cathode froide ;

- durée de balayage 25 r:s

L'expérience montre qu'une telle forme d'onde de choc
donne naissance pendant la durée d'observation ci-dessus pretigue-
ment wux mémes phénoménes transitoires 3 l'intérieur de 1'enroule-

ment gqu'une onde rigoureusement rectangulaire. Le calcul pernet

.

d'ailleurs de confirmer cette constatation”™’, de sorte que les

conditions de l'essal sont parfaitement acceptables.

L'ensemble des résultats de ces mesures est consigné
dans les 9 graphiques en truits pointilléds de 1la figure & : ces

graphiques représentent les trucés des 9 tensions e e e

1, 29 ® v @& Q 9’

* e s
( )Ce calcul esf indigqué en annexe,
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Etudé'é la machine
analogiyue.,

Coupapaison des va-
leurs calculdes et wesurdes
pour la tension % la terre
d'un enroulement soumis &
une tensgion de choc rec;
tangulaire 100 %/ .

Les tensions 91;
eg, ceersoy 39 sont les
tensions des connexions
entre bobines et lu terre.

Traits nleing @

valeurs calculdes.

Traits pointillés ¢ -

valaurs mesurdes.

Plgure 6,

B e
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en fonction du temps.

b) Calcul de la répartition des tensions.

La théorie précédente nous a permis d'écrire sous forme
matricielle (43) et (44) ; les équutions du réseau en fonction des
nouvelles inconnues Y1 et Y2, sommes et différences des tensions
entre l'enroulement et la masse, en des points équidistants des
extrémités.,

La résolution de ces systémes, effectuée & l'aide d'une
machine analogique, comporte en fait trois étapes :

19) les calculs préliminaires qui permettent, & partir des
constantes physiques précédemment déterminées, de calculer les
coefficients du systéme différentiel ;

2°) lt'affichage sur la machine analogique de ces coeffi-
cients et l'enregistrement des courbes solutions ;

3°) la vérification des résultats obtenus et la détermi-
nation des tensions €qs cerrneinny €oma1? 4 partir des courbes
solutions des systémes affichés. La connaissance des intensités est
sans intérét,

La discontinuité 3 l'origine (répartition initiale de
tension) peut &tre éliminée par un changement de variables.

Posons

ERICRCRD

la valeur de | K l étant déterminée par la relation :

[:] = = Ia l°1 qui annule dans les équutions (43) et (44)
les termes pZE.

On obtient alors :
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les valeurs initiales des [Z} sont nulles.
La répartition initiale des tensions €15 seeeeeny €y est
définie par les relations : |
- 7 ) -1 E
Y1 (0) = - A2
m Ol m
L 4
L -
B 7 . -1 6
Y, (0) = - A,
m=1 E{ m=-1
L. - L

Les calculs préliminaires nécessaires a la détermination
des coefficients du systéme (XII) comportent donc :
1°) des inversions de matrices,
2°) des produits de matrices.

L'inversion d'une matrice d'ordre m se raméne & la résolu=-
tion de m systémes algébriques d'ordre m par la relation simple 3

- -1

X = A golit :

A X = r 1
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La machine analogique permet de résoudre trés rapidement
ces systémes avec la précision désirée par une méthode d'itération.
On calcule de méme les produits tels que :

soit‘z] E = N

Enfin, le produit de deux matrices tel que :

N L_T_:

se fait aisément & la machine & calculer de bureau.

La précision de ces calculs préliminaires doit &tre en
rapport avec la précision de l'affichage des coefficients sur la
machine qui est, en valeur relative, de 1l'ordre du milliéme.

Deux opérations sont encore nécessaires :

-~ rendre tous les coefficients calculés inférieurs & 1l'unité ;

~ définir une échelle de temps-machine en tenant compte de l'ordre de
grandeur des termes en p2 et des caractéristiques techniques de la
machine analogique (vitesse de rotation minimum du cylindre enregis-
treur) en relation avec le temps réel désiré.

Nous avons défini la nouvelle échelle de temps par la
relation :

107
temps machine = temps réel

3

qui nous donnait la meilleure précision possible pour suivre 1'évo-
Iution du phénomene réel pendant une durée de l'ordre de BOk's.

L'affichage des coefficients ainsi déterminés se fait &
1l'aide d'un pont de mesure classique et ne présente pas de diffi-
cultés particuliéres. Nous avons procédé & cet affichage en partant
des valeurs mesurées pour les constantes de l'enroulement. En fait,
les divergences entre valeurs mesurées et calculédes pour ces

constantes sont si faibles, d'aprés ce que nous venons de voir,
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qu'il n'y avait pas de raison particuliére de travailler sur la
machine analogique avec les unes plutdt qu'avec les autres.

La vérification des résultats comporte deux-étapes :
- une vérification séparée pour chacun des systémes étudiés permet
de s'assurer que les tensions de sortie des amplificateurs corres-
pondant & 2" et z sont bien solutions, & l'instant de la vérifica=-
tion, du systeme affiché.
- une vérification globale sur le systéme initial, & partir des
solutions des deux systémes indépendants permet de s'assurer de
1'exactitude de ces solutions et de la concordance des échelles de
temps de chacun des systémes. Cette vérification englobe, en outre,
l'ensemble des transformations effectuées sur le systéme initial
ainsi que les calculs préliminaires.

Les résultats du calcul, fournis par la machine analogique,
gont consignés dans les 9 graphiques en traits pleins de la figure
(6) : ces graphiques représentent les tracés des 9 tensions e
seseey g N fonction du temps réel.

19 92,

- La concordance entre les résultats de la théorie et ceux
de l'expérience est des plus satisfaisante et justifie pratiquement
la méthode de calcul proposée.
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CHAPITRE I

La méthode de calcul que nous venons d'exposer est treés
générale et peut s'appliquer & tous les enroulenents de transfor-
mateurs ou de machines, homogénes ou non houogénes, quelle que
soit la Tonction de zutuelle inductance, suprosde seulenent ne
dépendre que de la géométrie de l'enrouleuent.

Si cette méthode permet d'zborder avec efficucité le
calcul des contraintes dans un enroulenment soumis 5 .une onde de
choc de forme quelconque, comme toute méthode de calcul numérigue,
elle ne met pas en évidence, d'une maniére générale, 1'influence
des différents paramdéires sur les solutions du probleme.

Duns la mesure ou plles ne nécessitent pas des hypothéses trop
éloigndes de la réalité, 1'intdrét des théories conduisant A des
solutions plus ou moins explicites reste certain.

Ltétude de ces theories a montré l'importance de la
fonction de mutuelle inductance, et les hypothéses fuites 3 ce
sujet par les différents auteurs ont permis d'en établir la
classification suivante:

> La thdéorie de WABNER néglige 1'influence de la outy

o
}4.
[
@
| aad
3
Qu
<
oQ
ot
i3
Q
®

et ne figure pas dans ce tableau,
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- Théories Théorie Théorie
Sommaires Actuelle ' Américaine
(solutions : BLUMEet BOYAJIAN

sinusofdales) ’ BEWLEY
Théories Théorie Théorie
Completes de HELLER Actuelle
et VEVERKA
Théories ~ Variation Variation
exponentielle linézire ou
M(xy) ' parabolique
TABLEAU I1T

Seule la théorie proposée par HELLER et VEVERKA est rigou-
reuse, mais elle conduit malheureusement & une relation complexe qui
n'a permis aux auteurs que d'aborder le calcul de l'onde fondamen=—
tale.

Nous nous proposons dans cette étude, de rechercher des
solutions également valables pour les oscillations d'ordre supérieur,
et nous exposerons deuxithéories différentes suivant la fonction de
nutuelle inductance envisagée.

- 51 la fonction de mutuelle inductance est rapidement
décroissante, nous admettrons, avec HELLER et VEVERKA, qu'elle peut
8tre représentée par une loi exponentielle et nous pourrons alors
faire des hypothéses simplificatrices qui permettront 4'obtenir
les solutions cherchées. '
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- 51 la fonction de mutuelle inductance est lentement
décroissante, nous admettrons avec la théorie américaine qu'elle
peut &tre représentée par une loi de variation lindaire ou para-
bolique, et nous ferons une étude mathématique rigoureuse de cette
théorie.,
Nous comparerons dans 1'un et 1l'autre cas les résultats

obtenus par ces différentes théories.

Nous allons maintenant définir, d'une mwnidre plus précise,
ce que nous entendons par fonction de wutuelle inductance "lentement”
ou "rapiderent" décroigsuante,

Soit o5 l'inductance totale de 1'enroulement,

L 1lt'inductance de 1'élément unité,

P 1a longueur de l'enroulement.

Nous dirons qu'une fonction de mutuelle inductance est

lente ent décroissante si le rapportb 5 de 1l'inductance totale
de l'enroulement 3 1l'inductance qu'il L aurait si cette
fonction étuit constante (cas idéal d'un enroulement sans fuite) est
supérisur 2 une certaine valeur que nous allons préciser,

Nous admettrons, en effet, que dans ce cas M ( {x=y| )

est de la forme @

2

M(xy) = L] a (_%L) - p | X=X o4

a et b ¢tant deux constantes positives définies par la géométrie
de l'enrouleuent,

Lz naturs physique du probléme impose que M ( |x=y| )
soit constaument positive et décroissante dans 1l'intervalle (0,%)
On voit zisdment gue ces conditions imposent aux coefficients
2 et b :

28 ¢ b <1+8a
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On sait pur ailleurs que :

? %
e ’/ / M(xy) dx dy (45)
0 0

soit, dans le cas envisagé, tous calculs effectu

(6N
o)
o

b & 2
L =(1-—+-2—) 1t (46)
La lixzite inférieure du rupport .5 est zlors telle que 3
L?
a = 1 '
- soit : = 1

—s D e s
7
L 2 2

Si < ] ; nous dirons que la fonction de wutu-
A ER

elle inductance est rupidement décroissante, et nous lu supposerons
de la forme :

M(xy) = 1L e"D'EiZ4

oV est une constante positive dépendant de la géousétrie de
1'enroulesent.
Drapreés la relation (45), on a dans ce cus :

b5 ) -1+ e:D

2

(47)

L 02 2
et 1s limite inférisure de 7V est telle que :
D _'I+<;~:\> 1
2 2 S =
fD

soit : ) 2 2,55

La mutuelle inductunce varie, en fait, d'une wmanidre
continue, et ces considérations théoriques n'ont d'autre but que

de permettre, dans le cadre d'hypothéses vraiseublubles, un trai-

teaent mathénatique aussi simple que possible,
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Le comparaison des résultuts obtenus par 1'une et 1'autre wéthode

au voisinage de la frontiére des deux douuines de représentation

précédemment dEfinis

valeur de ces hypothe

2

avec les donndes ™ Q¢
relutions ¢tablies,

justifiers, d'un point de vue thécrigue, la

ses, et nous chercherons dans lua confrontation

1'expdéricence, ls justificution prutique des
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CHAPITRE 1T

. - -
g s o

VARTATION EXPONENTIELLE DE M(xy)

. . . . - .
-y dm o | oaew , mx , ows | cam

I - PRINCIPE DE LA METHODE DE CALCUL, -

91 la fonection de mutuelle inductance est rapidement
décroissante, nous rechercherons des solutions analogues & celles
de la théorie de WAGNER. Ces solutions sont sinusofdales, donc

périodiques en x, et ceci nous améne & concevoir un enroulement

infini dans les deux sens, aux conditions aux limites périodiquement

réparties,

Bxtrémité & la terre,

e(0,t) = 0O
e(f,t) =0

Les solutions sont périodiques en 1 :

. knx
e sin ——E-~— cos wt

. , k1x
i cos —~—?——- sin ot

Bxtrémité isolde,

s
. e (0,t) _
i(0,t) + C, sx 5t =0

e(®,t) = 0




. e (0 - N
On a montre que —9%5—1 = 0, ce qui assure la continuité
de lz dérivée, et les solutions sont périodiques en 2p :

e CoSs kix cos wt
‘o) 2§
. kIx .
i i —ee i) wt
o sSin 22 S

Nous suvposons que M(xy) peut &tre représentée par une
loi de variation exponentielle de la forue :

M(xy) = L e-Dl:iél

V> 2,55

et les considérations suivantes nous pernettront de préciser, d'un
point de vue théorique, la valeur de l'approximastion précédente,

Désigrons par M7 1la fonction de mutuelle inductance
de l'snrouleunent étudié, coupte tenu de 1'influence:i des enrou=
lepents 7ictifs adjacents. 11 est possible d'établir, dans les
deux cus envisagés, un diagramme faoisant ressortir 1'écart entre
les fonctions M et M'* o

Nous poserons :

x=-y| =

Bxtrémité 2 la terre.

M: =Le_D;§— (1 +e'"D +e %% 4+ ..., )
+ L e‘3(4—§J (1 + " + e—Z’D F ooeseonos)
goit ¢
§ CR S Y 2
M =1L 2 g
° 1 - e:D
ou, en posant : . 1 ~f :
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W g —th Oh
€ Sh 2

x L
Pour x = y, M = et M= 1L

© tn 2

2
: *
soit, pour les valeurs de f? consideérées ¢ M ﬁ% M
D

Pourdx - y': ——g— M96 = -k et M= 1L e R
: 5 o e

99!
=

o)

. x-
soit Me %é 2M

Nous avons supposé la fonction de mutuelle inductance

rapiderment décroissante, et lua nutuelle inductunce entre deux

points distants de > reste faible ; nous pourrons admettre que
les fonctions M et Mh*' relatives au point milieu de 1l'enroule-
ment colncident sensiblement.
¥ T -
Pourlx - yl: ?, Me = “'D et M=Le
th >

Les fonctions M:- et M prennent des valeurs tres différentes si
1'on considére les deux points extrémes de 1l'enrouleument,

Nous wvons trecé sur le diagramme suivant (figure 7 ) les écarts
entre les wuleurs dos fonctions M etMZf en chaque point de l'en-
roulenent pour une valeur particuliérc.de v (P=5). Le dowmaine

de reprisentation trés approchée (Ngfﬁ#(ﬁﬂest trés détendu, et

1'approximation précédente se trouve ainsi justifiéde,
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Pigure 7 )

Jisgramae faisant

Soumaine de reprisentation

trés approchde

%
4

- Bxtréduité & la terre :
<« -
V= 5,

IVt

- Bxtréiitdéd isolde :

\72'- 2950

» ’ rd . . "'C?
une progression géondétrique de ruison e

1 4

Extrénité isolée,

X > .
La fonction Mi corresponcante est aslors définie par

© .
s 2t 1'on obtient

une relation analogue

en posant

écarts

de ¥

M.* - 7, _Ch DAY
1 )
Sh >

Y 2V

Le diagramme de la figure 7 fuit wlors ressortir les
&

;(.
les fonctions M

antre et M relatives 2ux vsleurs sulvantes
extrénité ¥ la terre : V= 5,
extrénité isolde : V= 2,5,

est done

L'approximation obtenue, pour une vileur donnde de(D ’

encore neilleure dans ce dernier cus.
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II - SOLUTIONS DU SYSTHEME INTEGRAL. =

Le systéme intégral (I) peut s'éerire, compte tenu des
hypoth&¢ses précédentes @

t
d * :
gi = =3 M (xy) i(y) dy
0
91  _ C de - C 633
| X p ot s axzat
soit ¢ +eo
)
2 5T M(xy) i(y) dy
= ol
i _ g e _ g 29
X p dt 8 ax2at

Nous avons montré que les solutions étaient de la forme

e(x,t) = U(x) cos(wt + 3)

P i(x,t) = I(x) sin(ot + B)

U(x) et I(x) étant alors solutions du systéme :

foo
d ’ -
dﬁ = 0 M{xy) I(y) dy
=00
(XII1)
2

A iy

i = C_wU+ Cs m‘ 5

dx
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1°) Bxtréauité & 1la terre.

Conditions initiales : - Conditions zux limites @
Sh .S

e(x,0) = B - e(C,t) =0
Sh*)

i(x,0) = © e(f,t) =0

lLes hypotheses précédentes conduisent 3 envigager des
solutions U(x), I(x) de la forme :

| U(x) = e_ sin <15 S

I(x) = i cos —SE

satisfaisant aux conditions asux linites ci-dessus.

a) Calcul des fréquences propres.

e

En substituant dans (XII) et en éliminant —2-, 1l vient :
v 2 +o0 °
c_+C ( %") ' 1ry:
cos _ng%i - 0?28 5 M(xy) cos —361 dy (48)
ki
( T )
“ad

Remplagons M(xy) par son expression, pour évaluer 1'intégrale, qui
s'derit alors ¢ ’
+ 00 e =2

x-Y &£
: ) == kit - 3t
M(xy) cos —=5- gy = L e'D E cos &pl- 4 1, e T cos y

- OJ = O X

s0it, tous cualculs effectués :

+a0
. K1t 204 L ksix
M(xy) cos —=& qy = =COS
) k23l2+(z) 2 13

- D




CcOos

En substitucat duns la relution (48);les terues en

kix

|¢

que peur certaines valeurs o

°

de @, telles que

k °
02 - R ) K iS4
k 2
lric
C_+C e 2V 0 L
,* 0y (55— :
Nous ranénerons les constantes C_, CS et L, & l'ensemble de 1
roulement par les relutions :
=9
igp P
6 . s
S =
’D-e ".‘ .
éZg =2 12+ S L 92
~
‘, , > by
La relation (49) s'éerit alors, en posant F = 2
"o,
02 - 1%5° ( 02 1{2512) Vo140
k 103

Renarques @
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disparaissent, ¢t cette relaticn ne seraz ulors virifide

(50)

-~ Lorsque T>_<> oo s NOUS retrouvons le relation établie

par WAGNER

112 _ kzﬂz

.

2e @c( X 4 k2;;2)

- Le rapport

(7

(51)
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repreésente le facteur de correction qu'il faut apporter 2 la théorie
de WAGNER, et précise 1'influence de la mutueclle inductunce (carac-
térisée par le coefficient 7)) sur les fréguences propres de l'en-
roulewent. On constate que cette influence se traduit par une
augrnentation de ces fréquences propres, ¢ ‘autant plus sensible que
le reng de l'oscilletion envisagée ect plus élevé (k élevéd) et que
la fonetion de utuelle inductance est moins deécroissante (’7
faible).

-~ HELLER et VEVERKA obtiennent une relution de néne formze
entre les fréquences duns le teups (v) et les fréquences dans l'es=-
pace (%), les hypoth&ses prc¢cédentes nous pernettént d'aborder

effectivement le calcul de ces fréquences propres,

b) Calcul des amplitudes,

La solution e(x,t), relitive & l'extréuitéd 4 lu terre,

s'derit, compte tenu des hypothéses précdédentes :

e(x,t) = E Eg%E_ + E éf::o A, si: kiix cos w, t
®) - e

&

Ltorthogonalité des solutions permet de déterminer, 2

partir de lu répurtition initisle de tension, 1l'amplitude 4, de
XY

l'osciliation de rang k :
© shop-%

? . knx 1| Z . kux

sin ——~ dx = —— sin dx
? AN [
Sh.P

Q
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x b
ou a@x =/ M(fy) d*{ d% s So0it; pour une représentztion
0 0]

exponentielle de M(xy) :

2 ¥ 0k
OZ')X:L };‘2 2?__3_+(e_’32' =-1)-—e“:D (e v w-‘i)]

On trouve, pour Ak’ une expression que l'on peut derire, tous
calculs effectués :

A, = 2p? coski 7l 1+(J~e:p)coskn
* P2+k2ﬁ2 kit (D“1+9_V )(?2+k2ﬁ2) kit

(52)
Nous avons admis que la fonction de mutuelle inductunce &t=it rapi-
dement décroissante, et le terme mn e  ’ peut &tre négligé :

~ la mutuelle inductance n'a pas d'influence sur 1'umplitude des
oscillations d'ordre impair ;

- cette influence reste fuible sur 1l'amplitude des oscillations
d'ordre pair.,

Renarque @

Si 7 augmente indéfiniment, on retrouve 1l'expression (6)
de la théorie de WACNER,
La théorie américaine admet, comue le théorie de WAGNER,
une solution incorrecte E —2— indépendunte de la mutuelle induc-

tance, et trouve évidemment Ia méue valeur&1u€ cette Yheuri ¢

L'expression de la contrainte par rapport 3 la masse 'd'un enroulement
soumis & l'application d'une onde rectaungulaire, 1'uutre extrémité
étant nise & la terre, s'derira en définitive :
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E > .
e(x,t) = E X L E éi; A, sin ~£%¥ cos ot (53)
2 =1
2 . 2
(X1V) 2F cos kit D) » _1+coskmn (54)
Ay 5 2.0 —t 777 54
- p +k 5t it (V =1) (V+%"5%) kit
- 2.2 2 2 2
i KTt -
- k“1c (9° + x%x°) ") = 1 (55)

. ;Opgs(y 2+ k25{2) ,DB

en posant :

=2 3 00-3) ]
X —1 X g4 T oo T 6
> #* (0 [20—5— 1 | (56)

1'extrénité mise & la terre étant prise comme origine des abscisses,

2°) Extrémité isolée,

Conditions initisles : Conditions aux limites 3
X
Ch ~ 2 /8 .
e(x,0) = B _PPTE 1(0,t) + C_ 27e(0,8) _
Ch r) oxat
i(x,0) =0 e(?,t) =0

Nous chercherons des solutions de la forme @

e(x,t) = e, COs X os ot
| 2%

kiix
2P

i

i(x,t) i sin

sin wt
0

satisfaisant aux conditions aux limites ci-dessus.




5) Coleul des frdéouences propres,

On obtient comue pricéderment :

Yoae 2 ,"+ oo
Y an -, . s Ypmers
Lgrx 2 5 2) / n . et
— P 2, e ‘ i”}. (X:}; ) asin ORI dy

.. 2 : 21
( i ) / e

Un calcul analogue montre que si lu fonction M({xy) est telle que @

Mixy) = L e

cette relation ne peut 8tre vérifide cue pour certaines valeurs wh,

£

de w', telles que ¢

2 1252 (492 + k2ﬁ2) V146"
¥
% @s( 4 \J 2+ _;2':"2

(57)

!
p
N
<J
N

wes remurques précédentes s'uppliguent au cas de l'envous
lement dont 1'extrdiitd est isolde

e
1) QOTSQU@q%fDDO g on ruetrouve l'expression donnde par la théorie
de WAGNER :

2 2
$ 11
N, = L

k % @s( 4},)2«&» 1{2:;;2)

2) Le rupport :

w' N e
k. \ D“:'Jj%“" (k%% + 479 %) (58)

représente le facteur de correction qu'il faut apporter & la théorie
de WAGNER pour tenir compte de 1'influence de lu mntuelle inductance
caractérisée par le coefficient’v . Cette influence reste peu
inportunte pour la fréquence fondanentule.

3) La relation trouvie est de méne forme que celle obtenue dans le
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cus ou l'extréiiitd est & la terre, et analogue & celle de HELLER et
VEVEREA,

b) Calcul des amplitudes,

L& solution s'écrit, dans le cas envisagé

o0
e(x,t) =E + E Zi; A& cos —Kgg— cos w'k t (59)
k=1

et les prooridtds d'orthogonalité permettent d'éerire, compte tenu
o 9

de la rdépurtition initiale de tension :

2 | | 4 ?

Ch W—=—
___ji____ cos 1—{--‘-”-}-(-—dx = ces .ei54 dx +Ai cos2 kix dx
Ch p 2P 29 2f
O 0 0

d'ou, tous calculs effectués :

<14 2
sin =
6
Aly = = < 2; - 2 (60)
Yosi ¥ o+ 4 V

C'est l'expression trouvée par la théorie de WAGNER (9)
et la théorie américaine (21).

La solution relutive & l'extrénité isoldée ne coumprend que
des oscillations d'ordre inmpair et la mutuelle inductance n'a pas

d'influence sur l'amplitude de ces oscillations.

Cette solution s'éerira en définitive :




- G2 =

e(x,t) = E + E Zil A) cos 5%%— cos ©', t (59)
kit 2
() | .. "2 16 ¢ (60)
k ~ 2.2 2
kst k71" + 4TJ
012 7%: K25 (4.02 + kzﬂz) D - (61)
k 2.2 3
s (4p? 4 xn 47

%39) Remarques.

Nous pouvons écrire les expressions (55) et (60) ssus la

- Extrémité & la terre

m2 - k25:.2 ( 1 - 1 4 4 'D ol
B e (% +p?) e 2op?y )3
- Extrémité isolée :
wyi = k2n2 (1 _ ...1____. k4h4 ’D -1
oﬁ és(kgﬁ:a + 4 ta’2) D df é (\ JLr +4 PZ) 4-05

- Si :>est élevé, le second terme de ces expressions peut &tre
négligeé, et les fréquences propres sont sensiblenent proportion-
nelles au rang de l'harmonique envisagé (théorie de WAGNER).

- Lorsque/D diminue, le second terme augmente progressivement et
devient prépondérant (thdorie américaine) pour des valeurs de
telles que :

,D < kx 81 l'extréuité est 3 la terre,
’D K R fos gk . .
<—>% =i l'extrénité est isoldée.

En ce quil concerne la fréquence fondauentale, remarquons gque ces
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valeurs correspondent sensiblement 2 la valeur limite inférieure
précédemment définie,

Nous avons montré qu'il était possible, si la fonction
de mutuelle inductance décroit rapidenient, d'admettre des hypo=-
theéses simplificatrices, et nous avons justifié, d'un point de wvue
théorique, ces hypotheéses.,

Nous avons pu ainsi établir les relutions (XIV) et (XV),
solutions du probléme , et préciser, dans le cas envisagé, 1l'ine
fluence de la mutuelle inductance sur les fréquences propres de
1l’enroulement.

Si la fonction de mutuelle inductance est lentement
décroissante,,les hypothéses précédentes ne sont plus valables
et il faut tenir compte de la longueur finie de 1'enroulement,
Vette étude fait 1'objet du prochain chapitre,

s s oot | oaem | cmn o
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CHAPITRE 1III

. 3 . -
-, e o e e e

VARTATION ©PARABOLIQUE DE M(xy)

Nous supposerons, dans cette étude, que la fonction de
mutuelle inductance est lentement décroissante, telle que le rapport’

—3;55— soit supérieur 3 1
L 2

correctement représentée par une loi de variation parabolique @

, et nous admettrons qu'elle peut &tre

M(xy) = [— a ( xf )2 - b J—zéx_—‘ + 1 :} L

ou a et b sont deux constantes positives définies par la géométrie
de l'enroulement, et telles que :

2a s’b < a+1

Nous étudierons d'abord le cas d'un enroulement dont l'ex-
trémité est mise & la terre, la fonction de mutuelle inductance
étant supposée lindaire, soit :

a =20

I 0 £€b <& 1

puis, nous umontrerons que les résultats obtenus restent treés appro-
ximativement valables dans le cas d'une loi de variation paraboli-
que,

Nous traiterons ensuite le cas d'un enroulement dont

1'extrémité est isolée,




EXTREMITE MISE A T4 TERRE,

] - SOLUTIONS DU SYSTEME INTEGRAL DANS LE CAS LINEAIRE., =

Nous avons montré que les solutions e(x,t), i(x,t), rela-
tives & l'onde pectangulaire infinie, sont de la forme, pour des
conditions initiales nulles :

e(x,t) = U(x) cos ot

i

i(x,t)  I(x) sin wt

U(x) et I(x) devant satisfaire au systeme :

R

4y

= = 9 M(xy) I(y) dy ~ (32)
0
(X) | )
H=-oevsc o3 (53)

et aux conditions aux limites :
U(0) = 0
U(P) =0

Ees solutions ne peuvent plus &tre supposées a priori
sinusoldales et dépendent de la fonction de mituelle inductance
envisagée,

‘Nous supposons M(xy) de la forme :

M(xy) =| =-b \—*§§l-\‘+ 1 ] L

0 Db &1

Substituons dans 1'équation (32) et dérivons deux fois

par rapport 4 x ; on a successivement




X : 2 - G6 =
au _ b X2 VT (v)dy X=Y N1 (u Vv
5= = Lo (1=b 7 )T (v)dy + (1+b ——EL—)I(J)ds (62)
G X
L
- X g
3%y . b |
=5 =10 |~ —= I(y)dy + I(y) dy (63)
ax |4
L 0 X
FU_ L D 1) (64)
dx3 ﬁ
Le systeime (X) s'dcrit alors :
ay 2b
dx” P
dl _ _ _¢c o U(x) +C_ o _gfgm_ (33)
dx P S 4x?
solt :
4 2 .2 -
19,2 pc o £ Brc ®um = 0 (65)
dx ) = dx ? p
(V1)
aou 2b
Vo= -2l LT (54)
dx) Q '

Les solutions du systeéne (XVI) doivent satisfaire au sys-
téne (X), ce que nous expriterons par deux conditions supplémentaires
déduites des relations (62) et (63) qui permettent de passer du
systéne intégral (X) au systénme (XVI). Ces relations permettent, en
effet, d'écrire :




12
(o) + 2 1) =(—2— - 1) 2 S

dx dx b ax

(0)

rojc

(XVII1)

EURSN NG S R O
dx dx b dx
et l'ensemble du systéme (XVI) et des conditions (XVII) est alors
équivalent au systéme intégral (X).
Remarque :
' He calcul des intensités présente, en général, zssez peu
~d'intérét, et nous bornerons l'étude suivunte 3 1l'équution des ten=
sions (65). Nous rapporterons, coumne précédemnent, les coefficients

Cp’ CS et L & 1l'ensemble de l'enroulenent par les relutions 2

6 =4Lc¢

p p

G, = ;

=

M(xy) dx dy

0

soit, dans le cas envisagé, ou M(xy) =| =b \méuiml_\+ 1 T,

;Zj=(1'-"%"“)£:‘?«2,

Lféquation s'écrit alors, en posant n =

4 2
Q_%;+ m JZ%_ t% w2 d g - I JE%— ‘f; m2 U
ax S dx ) p

= 0 (66)

Comparons cette équation & 1l'équation de la théorie américalne.
Cette dernidre s'écrit, pour des solutions de lu forme @

e(x,t) = U(x) cos wt
aty =& 2 s

1. 42 47U 1 2
+ w 5 o U= O 7
dx 4 X S dx< AR (67)
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Ces deux équations ne différent que par la signification
des coefficients d'inductance, et l'on voit ainsi gue la théorie
américaine revient 4 considérer une fonction de mutuelle inductance
linéairement décroissante.

Le coefficientsg1 de la théorie américaine représente
une inductance de fuites , et se préte difficilement au calcul numé-
rigue. ?e coefficient®le la théorie actuelle représente 1l'induc$ance
totale de 1l'enroulement. Il est défini sans ambigulté et directement
accessible & la mesure ou au calcul, I1 est wultiplié par un coeffi-
cient numérique m qui traduit 1l'influence de la mutuelle inductance:

2b

On peut préciser que cette influence n'affecte pas les
rapports des différentes fréquences propres entre elles, et revient
simplement & modifier 1l'échelle des temps.

ETUDE DE L'EQUATION DES TENSIONS.

Nous nous proposons d'étudier les solutions de 1l'équation:

4 2
2y . _égf,sm2 ey ..m:%-'g_ G, 6? U= 0 (66)

compte teﬁu des conditions aux limites et des conditions
(XVII) qui expriment que ces solutions satisfont égalenent au
aystémeiintégral (X). Cette dtude nous permettra de préciser la
validité des solutions proposées par la théorie américaine,

L'équation caractéristique de 1'équation des tensions (66)
gtécrit, en posant : z =r £,

z4+m°gés 02 z2—m6£ﬁpw2=0 (68)

C'est une équation bicarrée, et nous désignerons par :

X
- ses deux racines réelles,
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P

-p

% et P étant positifs et 1ids aux paramétres de 1'enroulement par
les relations @

}ses deux racines imaginaires pures,

2+ p2 = -nL g, o | (69)
(VITI)
2 p2 = BB, o (70)
2 a2
e T )
&
fal - 2 — -———R—.
pw] t . _—
en posan M f?s

La solution U(x) est de la forme :

A X
U(x) = 2:; C. ezi k2

i
i=1

A) Calcul des fréguences propres.

L'ensenhle des conditions (XVII) et des conditions aux
limites choisies forment un systéne linéaire homogeéne qui s'écrit :

4
C. =0
j=1 *
4 7
C.e > =0
i=1 *
4 4
Zi 2 2
z, C; (e + 1) = ( =& ~1) g.c. =,
i=1 i “i b 1=1 i i
= G (e 4 1) = - (2 1)24 2 A
ool it SRS A N R Ci 3~ e




- 100 =
Ce systdime n'admet de solutions non identiquement nulles
que si le déterminant des coefficients est nul, soit, avec les
notations adoptées ¢

1 1 1 1
eq emoi eIG e-—ﬁ
=0
q L2
o2 (14e7) A (14e™) 02 (1+e") a2 (14e™P)
q(1re)-be®  a(1ee™ N p(14")onp? - (1+e"P)-np?
en posant :
h = ~%~— - 1 2 1 la nature physique du probléme
imposant b £ 1.
On peut éecrire ce déterminant sous la forme :
1 0 1 0
Ch She( Chf3 Shp
=0
qg(ChQ+1) q2(Shq $2(Chp+1) ﬁzshﬁ
%(She{ - h%) %(Chx + 1) B(Shp -~ h3) B(Chp+1)

T1 s'annule quels gue soient 4 et h, pour des valeurs de 3 telles
que :

B =3 (2x+1)x (72)
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On trouve, pur silleurs, tous cazlculs effectués, la

relation @

n o 4 2% - np?e —2B (73)

th —— th L

2 2
que nous écrirons,en posant @
o = 2p

petq >0

f = 2jq
hop? 4 =R = 9 g

th p tg q

Le tracé des courbes {(figure 8 ) relatives 2 chacun des deux

A

membres montre que cette relation est trés sensiblement vérifide
quelles que soient les valeurs de p et de h pour des valeurs de g
telles que :

soit B A2 kn (78)

Le calcul permettrait, d'ailleurs, de confirmer ce résul=-
tat et, ¢tant donné 1l'aspproximation des hypothéses concernant la
représentation de la fonction de mutuelle inductance, on peut ad=
mettre, compte tenu des deux relations précédentes :

B # ik

L'examen de ces courbes montre gque cette approximstion
est d'autant meilleure gue la fonction de mutuelle inductance est
moins décroissante et que le rang de l'oscillation envisagée est
plus dlevd, '

On déduit alors des relations (XVIII) :




' o/
S0t . .. :

! !

,’/’ }

T 1 i
a o ;‘
N

..hq

2

[
*
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q2 _ kgnz }’2
- ]
k P2+ K°5°
et
w2 _ k4ﬁ4
- 2,2 .2
k Hl&é & (v +k“1)
S
soit @
2.2 A
_ k™t .
0 = (75)
. 2 2.2
. \/mi’g(r)ﬁ’kh)
s
Comparons cette valeur & celle de la théorie américaine :
2.2 ’
kx .
o, (18)

\/5&1 @s( P2+k23‘22)

Elle n'en différe que par la signification de 1l'inductance o
qui est ici, 1l'inductance totale multipliéde par un coefficient numé-
rique caractérisant la fonction de mutuelle inductance.

Nous pouvons, e¢n outre, préciser qu'elle est rigoureuse
pour les oscillations d'ordre impair, et trés approchée pour les
oscillations d'ordre pair.

Nous pouvons, coume prdcdédemment, définir le facteur de
correction & apporter & la thdéorie de WAGNER pour tenir compte de
1'influence de la wutuelle inductance :

k kT

a, V=

B) Calcul des amplitudes,.

b

L'intégrale géndrale de 1'éguation (66) est de lz forume :

~ X s I g
Up(x) = Ay chq—E+Bkohq_>.‘P_+ck Che>-§e+Dk Sh?’-%-
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Les constantes A, Bk’ Ck’ Dk’ étunt lides pur le systéme homogene @

- o .
1 0 1 0 A,
Che Shog ChB Shi B,
= O
o2(chope1) o8 Sh o PA(cnPe1) B shp c,
A(Sho=he)  A(Cho+1) B(ShP-rp) B(ChB+1) D,
L N | J

Le ddéter.inant des coefficients est supposé nul, et il est
alors possible d'exprimer trois des constantesen fonction de laAqua—'
trisne .

- Pour les oscillations d'ordre impuir, cette condition
est rdalisde pour les valeurs de P telles que @

B = (2k+1)m.

On est alors immédiatenent conduit & la solution :
1 —_ s e . X
J2k+1(x) = D2k+1 sin{2k+1)mn —~f— (76)

- Les oscillations d'ordre pair scnt caructérisds par la
relation :

= pp? *““ﬁﬁ%jz (73)
1 .
th 4%~ th 5
rosong ¢ — —
0 1 0

= Sho Chp Shp

425nu 62(Cchp+1)  B2shp




On peut slors corire 3

- T i 7
B oy 1
-] »
C ok = - |X] Chet Aoy
2 2x %™ (Chkt1)
soit ¢ - L B
[ B, -2 5np ~3%8np ShE
A
Cop | = s Sk ShB(H-pS) 0 0
(B°-")8h Shp
Doy Shy Shf ({32=v\2) nghos ~Sho
A B + B2 shy
dfou :
B o ok -
2k th —- S R
2

2k 2k

Les oscillations diordre puair seront alors telles que

A 8D o

She{ ~— Sh{-—%
B X P

U, (x) = | Chy —E— ~ ~  Chf + c A (17
2k t th — L o 2k

[N

Nous avons montré gue l'on aviit sensibleent pour les
oscillations dfordre pair @

B = 2j kn

Shf —%7
et le tarme en

cst wlors prdponddrunt.
thp |
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Tl est possible de préciser ceci en comparunt pour une
valeur déterminde de & et B, lu solution exacte (77) et la solution
approchde :

. . 21503
ng(x) z%: D, ®in S

2 A
On s'est fixé p = 1006, h = 1,
et on déduit des relutions
252
2 _ o
P = — 2.2
47 +p
ho + 2qq = hﬁ2 + 2p g
th ——— th
2 2
q = 59512
B = j.6,592

pour l'oscillation d'ordre 2.

Te solution exacte (77) est iracde en pointillés sur la
figure 9 , 2% la solution sinuscidule correspondante, en traits
nleing, en différe treés pa1’é. Nous avons tracé » plus grande
échelle (figure 10 ) 1l'écart relatif entre ces deux courbes,
L'exameyp de ces graphiques montre que nous pouvons aduettre que

les solutions sont de la forrne :
ki

Cette expression est rigoureuse pour les oscillations

Uk(x) = Dk sin

d'ordre inpair ;3 elle est d'autunt plus apnrochée pour les oscilla-
tions d'ordre pair que le rung de l'oscillation considérdée est
plus ¢levé,

¥ Ces deux fonctions passent par un maxizun pour X = 4 (oscilla-
tion d'ordre 2), Les dchelles d'ordenndes des deux courbes ont été

cholsies telles que leurs amplitudes maximu respectives soient

égul:s,




- 107 -

Oscillation d'ordre 2.

Répartition de

tansion,

Traits pleins

golution sinusoidale

-400

.

Traits pointillés ¢

golution exacte.

- Pigure 9,

Oscillution d'ordre 2.

Répartition de

tension,

Ecart relatif en /%

entre la solution exacte

=

~ et la solution approchée

Figure 10,
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Remarque @

33 nous substituons dens 1'dquation des tensions (66), la
solution @
. l{d -K
U, (x) = D_ sin e
el

k 2

nous retrouvons la relution précédemrent {tublie 3

}f2sL2
Yk T ; 2 .22
\/}EQQfQ’ p +%%1%)

Orthogonalité des solutions,

On peut dcerire 1'équution (65) des tensions sous la forme 3

2 2
d 5 ( d g Y+ A | e S @y _ eyl =0 (78)
dx dx ¥ odx dx P

gn posant @
L

vésignons par L et A deux valeurs propres distinctes
1 2
et soient Uﬂi et U2 deux fonctions propres correspondantes 3

Posons ¢ @
. a° 12y ) /p

DU = ( et dvaluons s ‘u, DU, - U, DU,) dx,
axl 452 f U1 Y2 2 71
(O
solit ¢
p
42 d2U2 42 d2U1
U, =—(—=5) -0, =5 (—%—)| d
dx dx dx adx

en intiégrant deux fols par partics o

v r

L . 1 d ad
U, —— (U") - o ey |+ (umur - (um)ur | ax
T ax 2 2 4x | ax V2 gx e
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so0it =

4 4

du
[ IR N] 4 o d i 3
(A, =4y LU, A 4 A, CU, o () &
G 0
‘ au
' d 2 _
- AZ 'OV Tax ( ax )dx = 0
0
en intégrant par porties 0

{

- L' T | ¥
A1) ( ch1U2-+ c.utul) dx-+A ¢, |UU

O

soit, 2n teonant compte des conditions vux limites précédentes o

- T 0 1) =
(Ay =A}) (Lre Uy, + Lte, UG U5) = 0

O

s=r hypothése K - O, d'ou, en posant = —
2 »z 9 b4 By

—_ v Ay =
5 U U, + USUY) dx = 0 (79)

On vériliorait cisdaent que cette relution reste vuluble pour les
oscillutions &d'ordre impair, et il est wlors possible, compte tenu
ie 1

o
4
ol

répurtition initiule de tension, Jd'évaluer les woplitudes
et Ay des oscillutiong.,
Gatte relation d'orthogorzlité conduit cependant & des

|

2%+

culeculs trés longs, ot l'étude précédente o ontré que 1'on pouvait

sdnettre des solutions sinusoiZulos. I1 est .lors possible d'utili-
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ser la relation classique d'orthogonulité :

H k, 1 X k., i x
R T S S ]
gin sin 0 si A1 7ék2

P P

- Auplitude des oscillations.

Ls solution relative 4 1'extrémité mise & la terre s'éerit
compte tenu des considérations,précédentes :

% o
e(x,t) = E X 4+ E QEL D, sin EX_ cos 0t
=8 =1 = A

ou ;@X £ g x°+9 (1 - ~%— ) x L

I
| D |
w1
~|o’
b

et ;éD = (1 ? ) 1122

L'orthogonalité de ces solutions perwet d'édérire, compte
tanu de la répartition initiale de tension :
1
ShP Y
—~———;:E:— k%x dx = —te aﬁ sin —~—~dx+ s 2 }ﬁx
uh!.) B zé 0 X

d'ou, tous calculs effectués :
2

D = 2P cos kit . 5 b cos ki+1

k P +k2n0 kit 1 —- — k3 o

La mutuelle inductance n'a pas d'influence sur 1l'amplitude
des oscillations d'ordre inmpair, et tend 2 augnenter ltamplitude
des oscillations d'ordre pair. Cet effet reste cependunt peu impor-
tunt et peut Stre négligé pour les oscillations d'ordre supérieur
a 2.
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TT — CAS D'UNE VARIATION PARABOLILUE. -

de du cas d'une variction linéaire a conduit &
1fégquation des teusions (59), et o _ontrd que les solutions corres-
tes Ctuient sensiltilenent sinvsoldules quelle que goit la
pente de la fonction de ~utuells inducteance envisagde.
Ca rdsultut tient coupte dg L'inflivence de la capacité
séric ot s'uppligque cux oscillutions d'ordre supérieur : il perumet
de géndruliser lu conclusion, précddemment citée, des truvaux

N AT : (Al b - . PRE Al s . . -
d'ABETTI, relzutifs o 1'onde fondaletule.

~

G vérifisrait aisdnent, ner wilicurs, qu'une loil de

variztion pursholique,

) = + L

2
M{xy) = {a( -Eif_~) - Db l“"gtﬂ;_—'

1o m8me dgustion diffdrentielle (66) qu'une loi lindaire,

le cozfficient w Stunt wlors 1i¢ 2 1z fonction de sutuelle induce

@

tonce per lo relation

Nous pourrons done étendre, cvec uns bonne approximation,
au cas parubolique, la relation des friguences propres, é¢tablie

-

dang le cas d'une relation lindéaire

, M uy,vt alors la valeur ci-
dessus .

L solution s'éerit, en définitive, dzns le cus purabolique :

e(x,t) = E —* + E‘éi: D, sin E%%~cos 0, t - (80)

1 > OEf k;;
- 235 (81)
= e




L8] =
b g
S ~

A

k]

que

Wous v

-

le

tenvisagarons

inductance lindzire @

conditions cux linites

u(d) =0

U"'(U) = e =

0

u( 1)

d'oi, coxzpte tenu d= lu relutioca :

2 + p2

£2

(@4

g (s) = =

Ut (0)

u( £y =o0

d'une

Yo 3
C. fo e

correspondantes

- m% @sw2 = 0(2 + 32 y

fonection de mutuelle

stéerivent @
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(v

Nous ¥y sajcouterons, co.ie pracddeninent

al (O) + atll (Q)
| dx ax

T
ALd

{
A2

ay (,) au _‘<£)

ax dx

| B
wigtia

gui exprizent qus 1

hoogene qui

que si le détercinent de
tutions pricddantes :

C

Che Sheq

«P
\,4‘2 (Che+1) q?‘sm
A She{=h ) o { Cheg+
Cette expression s'derit

5

n
?4
) 2 o
hip +q7) {p Shp cos q -

+ 2p2q2(0h p +1) (cos «

L'utilisction d'une pechine arithadétique peraettrait de

tracer un résaesu de cour

de ces

= (—=2— - )}
hH

2

penetue SRR,
F=

b

e

1) 3

tion intdgrale (1)

conditicns

coefficients

S

ChpP
B2 (Chp+1)

1) B(ShP-np)

forze un

-

Yoy
y LE€5

S
\.)d

smetbtra de golutlons non identiguesent nulles

est nul, soit, uvec les no=-

A

B25hp

B(ChP+1)

s, tous culculs effectuds, en nosant

D
Ja

i

G
¢

+1) + 2q4

bes :
g, =T (p,)

Chp sin a | - p q(qz npa) Sh p sin g

4
Ch p(cos g+1) + 2p cosq(Ch p +1)

0

conaitions s

rstemne lindsire

114

(£3)
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gu'il serait possible de gruduer sulveant les vuleurs <u rapport

po o=

2 ~———E—, tel que @
G,
2

P = ; S (71)

=8
-
&)
<
o
.}._l
¢}
Ei
o
(T
<t
o0
5
¢
e

. 2 . .
xc! dﬁf) , corresnondent ainsi deux valeurs

h
2

donnée par l'une

Py et g, relatives ¥ la Trdquence v, gul est alor
A X FAS
r

q 2 - D 2
wb2 - k k (69)

A
ok S

2 2
2 Py 4y

n 30 7§p

m caractdérisant luo fonction de mutuelle inductalnics enviss

Cas d'une fonection de wutuelle inductance tres lenseasent déerolssante

2
b
1'expression précédente se réduit . :

Duns ces conditions, h = - 1 est trés grund, et

P

Il
O

h(p°+q®) | p’ Shp cos q - g (34)

Chp sin ¢

L'étude du cas limite ou la fonction d=z rutueilse induce

tance est constante (h infind, m=0) = montrdé que lz fréquence
fondamantale restait finie,et égule &

2
2 5P (

o L& (3+p°)

Les ralations précédentes ontrent que p et g doivent
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Etpre2 deux infiniment petits du w8.e ordre, et nous pourrons, dans

Llexpression (85) du déterminant, renplucer, pour 1'étude de la
fréquence fondumentale, les lignes trigonoudtrigques par leur

développement linitd.

On trouve, tous culeuls etfectuds, que lu fréquence fonda=-
mentale s'éerit, pour des fonctions de nutuelle inductunce, trés
lentement décroissuntes @

L2 P(5 = 1) (85)

1 éﬁpﬁ-’z(la%}—)ﬂLS

et, lorsque b —>0

2
o2 b

Z5 “@p(3+ PZ)

Ctest 1l'expression précédemuent obtenue lorsque M(xy) = coastante,

Les fréguences supérieures correspondent & des valeurs
p ot g 7£ 0, et 1'une des relations (69) ou (7C) montre que ces
fréquences avgrentent inddfiniment lorsque la mutuelle inductance
ta2nd vers une valsur constante

Nous bornerons 5 ces considdérations 1'étude du cas ou

™

1'extrdéazitéd 2st isolée. Tous les éléuments nécessaires 2 une étude

nlus approfondie sont ainsi donnés, et nous uborderons maintenant

la justificution prutique des relations précédeumnient établies,
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ETUDE SYNTHETIWUE DES DEUX METIODES PRECEDENTES

VERIFICATION EXPERIMENTALE

Les considérations théoriques qui précédent nous ont amenés
3 clusser les différentes fonctions de mutuelle inductance en deux
catégories suivant les valeurs du rapport > caractérisant des
fonctions plus ou moins décroissantes et & Ltraiter chacune d'elles

par des méthodes nathéumatigques diffdrentes.

Le rapport —5 varie, en fuit, d'une uwniére conbtinue
entre zéro et 1'unité% et une coaparuison des résultats donnés par
l'une et 1'zutre wméthode zu voisinuge de la frontiere des deux doe
maines de représentations paraboligues et exponentielles nous per-
mettra de justifier, d'un point de vue théorique, leg relations
gtablies. Nous confronterons enfin, aux courbes expérimentales
précdédentes, les courbes théoriques obtenues % 1l'uide de ces rela-
tions.

Dans le cas d'une loi de variztion exponentielle, le para=-
metre U est déterniné sens sabiguité par les valeurs du rapport.

b
L L2’

(47)

pour les valeurs de ce rapport ccinprises entre O et —%— o




Nous allons montrer que,

tion paraboligue, les purandédtres a et

définis par les valeurs
1 . I'd
antre —=- et l'unitd,

a4

@
°

a et by, les conditions

h = 24
bh = d+a

3
A

linitent le douunine

L rupport
2t

sux coefficienty

<

hd
(B

o)
-

IN

2

L?

lotion
=é -1 A b + s

A

et 1'on s'iupose

3 6

Y4 g FENPTRs R
corresnondant,

dans le cas d'une

b

ron

g( "‘1
Efbrci_Le

ce rappo varier

T+a

Ll 1L )RS

o

118 =

1ol de variuve

ent parfaitecent

linédasirement

nature physique du probléne inposs zux coefficients

On viprifie aisddnent

t e Wy . s £ >
Jours vérifide -

que, seulzsg les valours

persettent vao varis

-—1—-- o LA
> at 1'unit

. s -
1'intdrieur d

que cette double indgal
v dosaine coasidére, et
h, telles que @

1'cn constate

— entre
.1
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%

Diou, en posunt : —%5 =8
nf

b = 4(1=2)

o o= 2(1=8)

]
o

®
<+
=
i

(86)

-
—
e i
fesd
-

- B{TREMITE A LA TERRE -

On a trouvd :

rr
4

§
&
fede
—

N
[

I

ou /vsast tel que :

f
w2
-
Nl
/N

(gl
AN

ou 1 28t tel que :

o(1 - %)

®

e

Les courbes correspondantes trucées en pointillés sur la
figure 12 pour l2g six preuilres fréquences propres d'un enroule=
pent, extrdoitd * ls terrce, prisentent du fuit des hypotheses

. g e T 4 - R FENUNE LN
foites dune 1'une of L'eutre méthode, une discontinuité a la
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frontiére des deux dounines de représentuation.

Cette discontinuité auginente wvse le rung de l'oscillation
envisagdée, muis reste pesu importante, et perset d'uppricier lu vae
leur de 1l'approxiumtion obtenue.

Les courbes protiques sont tracédes en truits pleins, et

cofncident sensible.ent avec les courbes théoriques.precédentes.

-~ EXTREMITE ISCLEE

Lorsque 1l'extrémité de 1'earoulenent est isolée, nous
avons ¢tubli la relution (57) dans le cuos d'une fonction de wmutuells
inductance suffissuient décroissante.,
Les hypothéses Tuites duns ce cus conduisent % envisager
s enroulemcnts fictifs de longueur 20, et avus wvons montré que 13|
relation 2tahlie restult valable pour des vuleurs de

Vs

2

oh’o1 est la lirite inférieure,relotive au cas ou l'extrénité est &
la terre, Nous pouvons admettre, d'aprds ce gui précede, que la
relation (57) permettra le caleul des fréquences propres Jd'un enrou-
lenent, extrémite isolée, pour des vuleuvrs de ’Q > 1,2 , soit,

d'apres la relation :

5 (47)

pour des valeurs de 9 coumprises entre O, et 0,7, c'2st="=dire duns
la majorité des cas rencontrés on pratique,

- VERIFICATION EXPERIMIENTALE -

Du fait de la diversité des comporterents électromsgnéti-

ques des différents enroulenents, chuque suteur o pu justifier expé=

el Y . R -~
Lerons Dus sXClh-

rimentualenen ges rdsultats théorigques et acus ne

tion 4 cette nrégle.

La preésente dtude a cependunt perais.dc préciser les 1li-

. 1

mites de la validité des Aifldrentes ulthoeces, ot d'établir des
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e

o'k
x =

> e .
Rapmesenialion
expor entrelle.

ﬁ?epresen{a lon

/baraéo[/que

CALCUL DES FREQUENCES PROPRES, '

EXTREMITE A LA TERRE.

Facteur de correction X apporter & la théorie de

< = g
S o T e T oay 3%

TN Twet R qj;

o} 8 ¢ cgur’oeapratiques.~ ‘
1 caurbos théoriques.

WAGNER : N >‘7";§g
1, 2k txe™ o222y
it | (Q ‘i“k f ) g
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relations et des courbes nouvelles ne faisant intervenir qu'un petit
nowbre de paraudtres aiséuent uccessibles au calcul ou & la nmesure
directe :

=

L

oo

inductance totale de 1l'enroulement,

ce

inductunce de 1'unité de longueur (spire.ou galette),

o

longueur de 1l'enroulenent (nombre total de spires ou de
golettes),

%gp: capacité par rapport 2 la terre de tout 1'enroulement,

85: capacité série de 1'enrouleuent.

Commpte tenu des hypotheéses faites et des conditions imposées

le vprobléme est entiérement défini pur ces parandtres, et il nous a

sembll intéressant d'appliquer les rdésultats qui précédent au moddle

de transformuteur dont nous avons donné, par ailleurs, les caracté-

ristiques essentielles, et de conparer entre elles les méthodes de

cazlcul proposées,

On a trouvé :

Inductuance totala : ch = 75 mH.
Inductance d'une galette : L = 0,139 mH.
Nouwbre de gulettes : 2 = 60
Capaucité par rapport 4 la musse @ ~gI>= 610 pF.
Capacité série : @% = 6,6 pF,

ES

Formors le rapport : ————x—
A L{(-

e

1 . ’ v 1 *

Ce rapport, inférieur & 5 aontre que la fonction de
mutuelle inductance est rupideuwent décroissunte, au sens précéden=—
ment défini, et nous adustirons une renrdsentution exponentielle de

celle-ci.
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L'extrémité de l'enroulement est mise 3 la terre, et la
solution est donnée par les relations (XIV)

A
-

e(x,t) = E X + EQE; A, sin ﬁx cos w, % (53)
k=1
o i ¢ 1
(XIV) A 2 coskit + + cos kit (54)
k 5# 2+k 52 knt (- 1)(02+k et kn

wKZ# k n ’\72+k u V-1 (55)

‘5868( > + k T£2) ’93

ou ’Oest tel que

,02 soit : r? # 12,3

ot p° - R soit P2 4 92,5

Tie tableau suivant donne, pour les six premiers harmoniques; les va-
leurs des fréquences propres calculées d'aprés la reletion ci-dessus
et les valeurs expérimentales précédemment ddduites des oscillo-

gramnes.
k °1 °2 3 4 ’s Y6

©, o, o, o, 0, o, 0,
Valeurs
calculées 1 1,9 2,7 355 4,3 95,1
Valeurs
expérimen- 1 1,9 2,7 3,5 4,3 5
talesa .

!

~ TABLEAU 1IV .
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Nous avons tracé, par zailleurs, sur la figure 13 , les
covrbes expérinentales e , «......, eg (¢n traits pointillés), et
les courbes thdéoriques correspondantes (en truits pleins) pour les
six preciers harmoniques, aux points d'ubscisses @

GOx 8x X
100 ¢ 707 ? au.,mq,wo

Ces courbes truduisent bien le phdénomeéene physique observé,
ce qui justifie prutiquerent les relations dtablies. Le léger
décalage des échelles dew tenps est suns liportunce prutiqgue et

peut d'ailleurs s'expliquer par comparaison avec les récultats
obtenus 4 la machine analogique ou l'on constatait un déecalage
opposé. . Ltenmoulenent dtudid est, en effet, formné de 60
éléments distinets et les deux wiéthodes de calcul proposées
correspondent ainsi & deux approxiuations différentes de?la réalité.,

La comparaison des figures 6 et 13 fait ressortir
1'équivalence des deux réthodes de calcul, et confirme les considé-
rations théoriques précédentes. _

Dans 1l'exemple choisi, 1l'intérét de la solution explicite
reste certein, tant par la simplicité des moyvens mis en oeuvre gue
par le petit nombre de parumétres nécessaires.

Nous avons appliqud cette mdéthode de calcul 3 un enrou-
lement industriel, et nous avons montré qu'il était inutile, dans
le cas envisagé d'un enroulement homogéne, de recourir & un modéle
réduit.

Pour 1'étude de czs plus couplexes, ou l'hypothése de
1'homogénéité ne peut &tre adulse, il peut Stre procédé 3 une
étude anulogique, et nous nenscns que le recours sux méthodes expé-
rimentales n'est indispensable en wzucun cus.

Cette derniére solution zst éeconomiquenent la plus défa-
vorable, et nous croyons pouvoir dire que, si 1'on sait construire
correctzament un tel mod&le, on sait zussi poser le probléne corres-
pondant et le rdsoudre 2 1'uzide des moyens de calcul mis actuelle-

ment 3 notre disnosition.




- 126 =

CONCLUSION

- ® °
oo D oo ) oam o am

1°%) La prdédétermination des contrzaintes duns un enrou=
lement sounis zu choc est un probléme important, et de nombreuses
méthodes de caloul ont €t provosées 2 ce sujet. On peut envisager
- goit la rdalisation d'un modeéle,
- s0it une ¢tude théorigque conduisant £ une solution explicite,
= ¢0it une étude thiorique faisznt appel aux méthodes du calecul

numerigue.

27) Yla Toaction de mutuelle inductunce joue un rdle pré-
pondérant dans la déteruination de ces contraintes et la diversité
des hypotheses fuites 2 ce sujet, explique la divergence des résul-

tats proposés pur les différents auteurs.

%9) Lu nuture des hypoth®ses concernsnt la fonection de
wutuelie inductance conditionne la méthode de culecul adoptée.

o

n peut envisager :

.) des fonctions de mutuells inductance quelcongues. Nous avons

S\\

alors montrdéd qu'il ¢tuit possible

- s0it de se raumencr A une équation intégrale de type connu qui

peut &tre rdésoluc par les méthedes du caleul nuhérigue, compte tenu
de 1'influence de 1a canacitdé série
- s0it de se ramener 1 un cystipe diTférentizl lindaire que nous

B} -

evons résclu 2 l'uide d'une wachine anzlogique.

Une simplification nathéuautique importante neut &tre
apportde dais le cus ou l'exirénitd de 1'enrouleuent est mise 3 la
terre.

b) des fonctions de wutuelle inductance plus purticulidres : il
eat alors possivle d'expliciter des solutions approchées du problé-

me, Nous avons montrd que 1'on pouveit définir le co.portement

1.{°

dlectromagndétiqus d'un enroulencnt pur le rupport de 1l'in=




ductance totale 3 1'inductance calculde en supposant une fonction

de mutuelle inductance constante. Nous.uvons ¢tubli des relutions
qui permettent, suivunt les valeurs de ce rupport; le calcul des
contraintes dans un enroulement homogéne dont 1'entrde est soumise
2 un choe, l'autre extrénité étant soit % la terre, soit isolée :
- 81 l'extrémité est & la terre, les soluticns sont sensiblement

sinusoldales, ¢t le calecul direct =st possible pour toute valeur

du rapport 5 comprise entre zéro et 1'unité:

L
0o £ ______%2 < — (relations XIV, puge 43 ),
~N
L 2
1 $ éi; < 1 (relations XIX, page A4 %, ).

S 2
2 L4
- 81 1l'extrémité est isolée, le culcul direct est possible pcur les

valeurs de ce rapport inférieures & 0,7 (solutions sinusoidules) :

<

0 < L"B2 \< 0,7 (relutions XV , page \3‘2’ ),
0,7 <'——Ejy~ {1 ! aucune solution explicite n'a
L

pu 8tre donnde, muis les $lé=-
wents nécessuires au calcoul

ont été indiquds,

L'étude théorique et expérimentzle précddente a enfin
montré 1'dquivalence des différentes uéthodes de culcul proposdes.
Nous espérons également qu' elle aurs pernis de nréciser les
limites de validité de ces méthodes et qu'elle ouvrira la voie &

de nouvelles et fructueuses recherches,
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CALCUL DE LA REPONSE A UNE ONDE TRIANGULAIRE

Les considdrutions théoriques qui précedent sont relatives
% 1l'onde rectungulaire infinie. far superposition d'ondes élémen=-
taires, on sait en déduire la réponse du systéme 2 unc onde de¢ forme
quelconque. Le calcul est particulieérement simple pour une .onde
triangulaire, et montre que, pendant la durée d'observation envisa-
gée, une trentaine de microsecondes, l'erreur introduite en rempla-
¢ant 1'onde théorique par l'onde expériumentale, 0,0B/E%X) Ps, est
tout & fait négligeable,

Soit 11(p) la réponse du systeme d'impédunce z(p) & l'onde
Pectangulaire unité

1

I.(p) = :
1 z(p)

3i on désigne par la raideur du front de l'onde
(&

expérimentale, sa transformée s'derit :

B(p) = —— =
a p (a-€)p

ou £ est déterminé par la longueur de la queue d'onde.

Pour l'onde 0,03 /500 ps

a = 3610“2

e = 9.107"

en prenant le micro-seconde comme unité de temps.




La rdéponse Ig(p) du systéne
est telle que :
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d'impédance z(p) & cette onde

hd 1 1 e-&p
J’?_’(p) ) a p T lu-e) p
solt :
. 8D
1,(p) = 1;(p) @ p . (o ~ €) p
pour t< a ¢
1,(p) = ——t—— + 1.(p)
2 a p 1
clest=f-dire
t <a
T S S T a
¢2(t) = 5 ;1(22) as
O

1'intervalle de temps (0,a) est, dans

le cas considéré, bien infé-

rieur & 1'épaisseur du tracé de la courbe.

pour t > a :
t t=a
1 i
zz(t)z = IT(G)dG - pra— 11(5)%
0 0
1 _ 1 £ o vy 7 . - __E__ [
—— = — (1 + = )} en négligeant ( ” ) devant =
ot t-a t-a
A 1 1 £
0 C 0




solit :
t >4 =i

£
1.(%) 4% - —%5 1,(%) a5

1,(¢) =

Ct=-a 0

Le premier terme est ndégligeable, et provient de la rai-
deur finie dum front d'onde ; c'est ls valeur moyenne de la réponse
3 1'onde rectangulaire dans 1'intervalle trés petit (t-z, t).

Le deuxiérme terme provient de lu longueur finie de la
queue d'onde (g=0) et s'dvalue pur planinétrie.

Le culecul de ce terme effectué pour 1'onde 0,03/ 560 P s,
montre que la réponse % cette onde est; wau bout de 30 P8, inférieur
de 2 & 3 %% de l'onde appliqude & la réponse de l'enroulement & 1'on=
de rectangulaire.

- B
oz, oms | v e




{hun enrontemant sounts 3 une tensien de choo rectangultaire:

Vmegnsions, tesps, espace |longueur axisle do |lencoulement} et tansion.




¢ 3

7

q‘j
teTerne

V..A
,er
B
Sdon
e &
Z o3
AT
1R
3ty
AL

S X .
.

- .m. o ” = - b : m..u [d
%uﬁaﬁ;ﬁ%f : ,.._. Uuhm : . = A.m 8

PRPERC Sara

M.nw
S ; i

B

‘.

3
&

tes

2
5

&

dorn mod

ang

.
2,

3d

o

{






qo0l... ...

30).... -

Sh.

€5

>3

L)

!

- 125 -

Btade mathéuntlive.

Compuralson des valeurs
calouldes et mesurdes pour lu ten-
aton & la terre d'an enroulasasnh
gsowels & une teasica de enoc recw

tungulaire 100 9, .

T e »;"‘. SRR A £ &

Les tensions ¢ egaoneoeg
sont les tensions des connexions
entre bobines et la tarre.

Valaurs caloulées.

{velations XIV, page )

Troits pointillds

Youleurs mecurdes.
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