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Ce mémoire a été mis en page par l'auteur ave le système de préparationde douments LATEX.La thèse a été �nanée par la Fondation de Bourses de l'État Gre (iky).



Axion esti tä qèri poÌ âpistrèfei�pä fìno friqtän kaÈ t¸ra xèreipoiä �l jeia å kìsmo poÌ Íperèqeipoiä tä {nũn} kaÈ poiä tä {aÊàn} toũ kìsmou :
Louée soit la main qui rentre à l'aube rouge enored'un meurtre e�royable et qui sait désormaisquel est en vérité le monde qui est le plus fortquel est l'� à présent � du monde et quel son � à jamais � :





C ette thèse a été e�etuée en otutelle, au Laboratoire d'Életronique,Antennes et Téléommuniations (leat), umr nrs 6071, Universitéde Nie � Sophia Antipolis (unsa), Frane, et à la Division de Systèmes deTransmission d'Information et de Tehnologie de Matériaux, Éole de GénieÉletrique et Génie Informatique, Université Tehnique Nationale d'Athènes(ntua), Grèe.La phrase i-dessus, apparemment simple, dérit une situation dont laomplexité atteint les limites du Chaos quantique.1 Et si j'éris e texte ene moment, je le dois à la ontribution de plusieurs personnes qui, d'unefaçon ou d'une autre, m'ont orienté et aidé au �l de e travail.J'exprime tout d'abord ma profonde gratitude envers mes direteurs dethèse, M. Christian Pihot, Direteur de Reherhe nrs, Direteur duleat, et M. Panayiotis Frangos (Panagi¸th Fragko), Professeur ntua,qui m'ont soutenu, haun de leur �té, en dirigeant mes travaux de façonexemplaire, et qui m'ont toujours aordé leur grande on�ane et disponi-bilité. Les (longues) disussions que j'ai eues ave eux m'ont toujours donnéun nouveau point de vue sur mon travail et ont entretenu ma motivation.Je remerie M. NikolaosUzunoglu (NikìlaoOuzounoglou), Professeurntua, d'avoir soutenu l'idée de la otutelle, pour ses idées qui se sont avéréestrès utiles pour e travail, et d'avoir aepté d'être mon rapporteur.J'exprime mes profonds remeriements à M. Albert Papiernik, Profes-seur Émérite unsa, qui m'a aueilli en tant que Direteur du leat, d'aborden dea et ensuite en thèse ; je le remerie haleureusement d'avoir partiipéà mon jury.M. Vassilios Makios (Bas�leio Makio), Professeur à l'Université dePatras, Professeur Émérite à l'Université d'Ontario, Canada, a aepté de1La reherhe a démontré qu'il est très di�ile de donner une dé�nition exate de l'ex-pression � thèse en otutelle �. D'après une approhe heuristique, il s'agit d'un phénomènequantique à l'éhelle marosopique, selon lequel un individu se trouve simultanément àdeux endroits de l'espae, pendant une longue période temporelle. La personne qui setrouve dans et état extraordinaire, aumule l'expériene de dizaines d'heures de vol (etles sourires des h�tesses de l'air, mais un nombre insu�sant de miles pour un vol à BoraBora), ontribue à la roissane du marhé international des téléommuniations, embêteles administrateurs réseau ave des problèmes tehniques inroyables (et ontribue, j'ima-gine, à l'avanement de la reherhe dans e domaine), approfondit ses onnaissanes enDroit Comparatif, en essayant de rester onforme aux lois des di�érents pays, et pose desquestions novatries aux servies administratifs, e qui la onduit à adopter une approhe� zen � envers le monde extérieur (même si je ne peux pas dire la même hose à propos del'entretien des motoylettes). La liste pourrait ontinuer à l'in�ni, mais je veux insistersur un point : il s'agit, ertes, d'un paradoxe quantique de plus, mais la probabilité quetout �nisse bien n'est pas nulle.



partiiper au jury de ma thèse en tant que rapporteur. Je le remerie haleu-reusement pour tout, et spéialement pour la oordination de ma soutenane,en tant que président du jury.Au ours de es années de thèse, j'ai eu la hane d'avoir une étroiteollaboration ave M. Jean-Yves Dauvigna, Maître de Conférenes unsa.J'exprime ii ma gratitude pour son aide généreuse sur des aspets théoriqueset tehniques, pour les résultats du logiiel SR3D, pour toutes les heuresqu'il a onsarées à mon travail, et pour toutes les disussions extrêmementfrutueuses que nous avons eues.Je remerie Mme Konstantina Nikita (Kwnstant�na Nikhta), ProfesseurAssoié ntua, pour sa partiipation au jury de thèse et pour ses remarquestrès utiles.M. Dominique Lesselier, Direteur de Reherhe nrs, a aepté d'êtrele rapporteur de mon travail et je l'en remerie, en partiulier pour ses om-mentaires très intéressants.J'exprime mes remeriements à M. Ioannis Kanellopoulos (Iw�nnhKanellopoulo), Professeur ntua, qui m'a o�ert mon espae de travail àntua.Je remerie M. Georges Kossiavas (Gi¸rgo Kossiaba), Professeurunsa, Mme Claire Migliaio, Maître de Conférenes unsa, ainsi que tousles membres du leat, pour leur aide.Je remerie M. John Gilbert, herheur à Xerox Palo Alto ResearhCenter, de m'avoir fourni l'algorithme �Inomplete Lower Upper fatorizationwith Threshold� (ilut) sous forme de ode Matlab, pendant le séminaire�Sparse Days� organisé au erfas (juin 2002, Toulouse).Cette thèse a été �nanée par une bourse de la Fondation de Boursesde l'État Gre (iku). Je remerie M. Epaminondas Kriezis (Epamein¸ndaKriezh), Professeur Émérite à l'Université Aristote de Thessaloniki, Grèe,pour ses ommentaires. Je remerie aussi le personnel de la Fondation, spéia-lement Mmes Areti Kalogeropoulou (Aret  Kalogeropoulou), Krystal-lia Koukoulomati (Krustall�a Koukoulomath), Ioanna Adamantiadou(Iw�nna Adamantiadou) et ChryssannaMetaxa (Qrus�nnaMetaxa). Monexpériene personnelle me permet de onsidérer la Fondation iku omme unexemple d'organisme publi, en e qui onerne la �exibilité, la ompréhen-sion et la qualité de son personnel.M. Olivier Benevello, administrateur réseau au leat, m'a toujourso�ert sa préieuse assistane, même à distane. Je l'en remerie haleureu-sement.Je remerie Mme Géraldine Mansueti, M. Christian Raffaele, MmeMartine Borro et Mme Vera Efthymiou (Bèra Eujumiou) pour leur assis-tane.
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Chapitre 1IntrodutionNun tä �gr�mi th̃ murtiã Nũn � kraug� toũ M�hAien � �kra sune�dhsh AÊàn � plhsif�hÀ présent le fauve du myrte À présent le ri de MaiÀ jamais la onsiene extrême À jamais l'orbe illuminé1.1 Imagerie Miroonde1.1.1 Présentation GénéraleLe terme � imagerie miroonde � dérit un ensemble de méthodes, des-tinées à la reonstrution des propriétés d'un objet inonnu par l'intermé-diaire de l'interation de et objet ave un hamp életromagnétique hautefréquene. Les propriétés reherhées peuvent être la position, la forme, lesaratéristiques életromagnétiques (d'où on peut en déduire la omposi-tion), ou une ombinaison de es grandeurs. Dans e mémoire, on s'intéresseà l'imagerie miroonde à ourte distane, où le système d'émission et deréeption se situe à proximité de l'objet inonnu.Pendant es vingt dernières années, l'intérêt sur les méthodes d'image-rie miroonde a été roissant. Des appliations ont été présentées pour leontr�le non destrutif dans les bâtiments, la détetion des objets métal-liques et diéletriques, omme les mines antipersonnel, ainsi que pour desappliations dans le domaine médial sur les tissus biologiques.On peut dé�nir plusieurs atégories de méthodes, selon une série de ri-tères omme la géométrie du système de mesure, le modèle théorique utiliséet le type de l'information fournie.L'imagerie bidimensionnelle � dérite également par le terme � tomo-graphie �, du gre tom  (oupe) et graf  (ériture, et plus généralement,représentation) � fournit des informations pour une oupe transversale del'objet. Quand l'information onerne la totalité de l'objet, on parle d'ima-gerie tridimensionnelle.



Chapitre 1. IntrodutionL'objet peut bien se trouver en espae libre, ou à l'intérieur d'un domainesupposé onnu, dans le as de l'imagerie des objets enfouis.Le hamp életromagnétique qui interagit ave l'objet inonnu est issud'une ou plusieurs antennes d'émission. Le hamp di�raté qui résulte deette interation est mesuré par une ou plusieurs antennes de réeption. Lenombre et la façon selon laquelle sont disposés les émetteurs et les réepteurs,sont des aratéristiques supplémentaires des méthodes. Une on�gurationmulti-inidene (multiview) utilise plusieurs émetteurs, ou un seul émetteurqui se déplae. Le terme multistatique (multistati) désigne la mesure duhamp di�raté par plusieurs réepteurs, ou par un seul réepteur qui sedéplae. En e qui onerne la forme du hamp inident, on peut distinguerentre les méthodes temporelles et les méthodes fréquentielles ; e sont esdernières qui nous intéressent ii.Le problème étudié en imagerie miroonde onsiste en la déterminationd'un objet inonnu, à partir de la mesure du hamp di�raté lors de sonillumination par un hamp inident onnu. Il s'agit d'un problème de dif-fration inverse, où le problème diret orrespondant onsiste à déterminer lehamp di�raté par un objet onnu, illuminé par un hamp inident donné.Les méthodes qualitatives fournissent des informations sur la présene, laloalisation et la forme de l'objet, tandis que les méthodes quantitativesreonstruisent aussi ses propriétés életromagnétiques.Le problème inverse est mal posé (Hadamard, 1923, Colton and Kress,1992), 'est-à-dire qu'au moins une des onditions suivantes n'est pas satis-faite :1. Existene de la solution.2. Uniité de la solution.3. La solution est une fontion ontinue des données.On pourrait roire que l'existene de la solution est toujours garantie,puisque l'objet qui a donné le hamp di�raté existe. Pourtant, la mesuredu hamp di�raté ontient inévitablement du bruit ; si la troisième ondi-tion n'est pas satisfaite, il se peut que les données bruitées ne orrespondentplus à un objet. En e qui onerne la deuxième ondition, il a été montréque la non uniité de la solution est due aux soures de ourant non rayon-nantes (Devaney and Wolf, 1973, Devaney and Sherman, 1982). Il s'agit deourants induits sur l'objet qui ne ontribuent pas au hamp di�raté auxpoints de mesure (Habashy and Oristaglio, 1994). Cei implique que le hampdi�raté ne ontient pas d'information pouvant onduire à leur reonstru-tion. La troisième ondition rend la minimisation du bruit de mesure ruialepour la qualité de reonstrution. De plus, les méthodes d'imagerie doivent
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1.1. Imagerie Miroondeprésenter un bon omportement par rapport au bruit, puisque elui-i nepeut être omplètement éliminé. On note que, dans le ontexte de la théoriede omplexité, un problème mal posé peut être même non résoluble (Traub,1999).La fontion qui relie les propriétés de l'objet aux valeurs du hamp dif-fraté (la fontion de l'objet), est omplexe et non linéaire. Cette non li-néarité du problème inverse est due aux phénomènes de di�ration multipledu hamp inident (Chew, 1995) et elle est davantage présente en hautesfréquenes (Chew and Lin, 1995).1.1.2 Tomographie par di�rationLes premières méthodes d'imagerie miroonde ont été présentées au débutdes années 1980, pour des objets en espae libre (Adams and Anderson, 1982)ainsi que pour des objets enfouis, ave des appliations dans le domaine bio-médial (Bolomey et al., 1982, Baribaud et al., 1982). Ces méthodes utilisentla tomographie par di�ration (di�ration tomography, dt), une tehniqueappliquée pour la première fois à l'imagerie ultrasonore (Mueller et al., 1979)et dont la théorie avait été développée plusieurs années plus t�t (Wolf, 1969,Iwata and Nagata, 1975).On peut onsidérer la tomographie par di�ration omme une extensionde la tomographie numérisée (omputerized tomography, t). Elle prend enompte la propagation non retiligne des ondes életromagnétiques, tandisque la tomographie numérisée � utilisée dans l'imagerie à rayons x � supposeune propagation en ligne direte. Le hamp total à l'intérieur de l'objetinonnu est approhé suivant les hypothèses de Born ou de Rytov. Par lasuite, le théorème de di�ration par projetion de Fourier (Wolf, 1969, Iwataand Nagata, 1975, Slaney et al., 1984) onduit à une relation linéaire entrela fontion de l'objet et le hamp di�raté mesuré.Selon e théorème � qui est l'extension de la transformée de Radon auas de la propagation non retiligne � dans le as d'un objet illuminé par uneonde inidente plane, la transformée spatiale de Fourier du hamp di�raté,mesuré sur une ligne perpendiulaire à la diretion de propagation du hampinident, oïnide ave un ar de la transformée spatiale bidimensionnelle deFourier de la fontion de l'objet. En utilisant plusieurs fréquenes et anglesd'inidene, on obtient le spetre spatial de la fontion de l'objet, et par unetransformée de Fourier inverse, les propriétés de l'objet.Comme les aluls essentiels sont basés sur des transformées rapides deFourier à une et deux dimensions, la tomographie par di�ration donne desrésultats en temps quasi réel. La résolution de la méthode est en théorie égale
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Chapitre 1. Introdutionà λ/2, où λ est la longueur d'onde à l'intérieur de l'objet, mais en pratique,il est di�ile d'atteindre ette limite (Paoloni, 1987).La tomographie par di�ration se heurte à deux limitations. La premièreimpose que les réepteurs doivent être équidistants et séparés d'une distaneinférieure ou égale à la moitié de la longueur d'onde. Cette limitation estdiretement liée au théorème d'éhantillonnage de Shannon et au fait que lesréepteurs doivent éhantillonner le hamp di�raté à une adene spatialeadéquate. La deuxième limitation est due aux approximations de Born ou deRytov pour le hamp total à l'intérieur de l'objet (Habashy et al., 1993). Pourque l'approximation de Born soit valable, le produit du diamètre de l'objetet de l'indie de réfration doit rester inférieur à 0.25λ. L'approximation deRytov ne pose pas de ontraintes sur la taille de l'objet ; pourtant, la variationentre l'indie de réfration de l'objet et elui du milieu extérieur doit êtreinférieure à 2% (Slaney et al., 1984). Ces deux onditions montrent que lehamp d'appliation de la tomographie par di�ration est assez restreint.Pour faire fae à la deuxième limitation, on peut ne pas faire de suppo-sitions sur le hamp total à l'intérieur de l'objet. Cette modi�ation de latomographie par di�ration onduit à une relation linéaire entre les ourantsinduits à l'intérieur de l'objet et le hamp di�raté par elui-i (Pihot et al.,1985). Il s'agit alors d'une méthode d'imagerie qualitative qui a été appliquéedans le domaine de la biomédeine et du ontr�le non destrutif (Tabbaraet al., 1988). La méthode ne pose pas de limitations sur la taille et les pro-priétés des objets, mais elle peut dans ertains as onduire à des artéfats(Bolomey and Pihot, 1991).Comme la tomographie par di�ration résout un problème linéaire, lesphénomènes de di�ration multiple ne sont pas pris en ompte. Malgré ela,ette méthode est appliquée enore aujourd'hui dans des systèmes de dé-tetion d'objets enfouis (Hansen and Johansen, 2000, Cui and Chew, 2000)surtout quand la vitesse de alul est plus importante que la préision durésultat.1.1.3 Au delà de la tomographie par di�rationPlusieurs tehniques ont été développées a�n d'élargir le hamp d'appli-ation de l'imagerie miroonde et pouvoir ainsi traiter des objets en dehorsdes limitations et ontraintes de la tomographie par di�ration. Le point om-mun de ette famille de méthodes est la résolution d'un problème linéarisépar un proessus itératif. La plupart de es méthodes utilisent la Méthodedes Moments pour disrétiser le problème diret (Rihmond, 1965).
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1.1. Imagerie MiroondeWang and Chew (1989) ont proposé la Méthode Itérative de Born (BornIterative Method, bim) et en ont fait, par la suite, l'extension en MéthodeItérative de Born Distordue (Distorted Born Iterative Method, dbim) (Chewand Wang, 1990), en montrant que la première est plus robuste au bruit etque la deuxième possède de meilleures performanes de onvergene.Dans le adre de la tomographie quantitative en espae libre, Joahimo-wiz et al. (1991) ont proposé une méthode itérative basée sur la tehniquede minimisation de Newton-Kantorovih (nk). La régularisation de typeTikhonov a été employée pour faire fae au aratère mal posé du problème.Des informations a priori sur le ontour de l'objet et les valeurs extrêmes deses paramètres életromagnétiques peuvent être fournies à l'algorithme dereonstrution.La méthode de Newton-Kantorovih (qui peut être vue omme l'exten-sion de la méthode de minimisation de Newton dans le as des fontionnelles)a aussi été utilisée pour la reonstrution de forme d'objets métalliques bi-dimensionnels en espae libre (Roger, 1981). L'équivalene de la nk ave ladbim et la minimisation de Levenberg-Marquardt a été montrée par Fran-hois and Pihot (1997).Des méthodes non itératives, utilisant une pseudo-inversion dans le sensde moindres arrés pour la résolution du problème inverse, ont été présentéespar Caorsi et al. (1993, 1994).On note enore l'extension réente du domaine de validité de l'approxi-mation de Rytov et l'utilisation de ette méthode modi�ée pour la résolutiondu problème inverse dans un shéma itératif (Kehribaris, 2001, Kehribariset al., 2003).Toutes es tehniques donnent des informations quantitatives pour desobjets hors de la zone de validité de la tomographie par di�ration.1.1.4 Méthodes non linéairesLes méthodes non linéaires sont en général des méthodes itératives. Ils'agit de méthodes de di�ration inverse, où la fontionnelle oût onservele aratère non linéaire du problème sans approximation.La méthode du Gradient Modi�é (Modi�ed Gradient, mg) (Kleinman andvan den Berg, 1992) onsidère omme inonnus non seulement les paramètreséletromagnétiques, mais aussi le hamp total dans l'objet. La fontionnelleest onstituée de deux termes. Le premier représente la distane entre lehamp di�raté de référene et le hamp di�raté par l'objet reonstruit,à une itération donnée. Le deuxième terme se réfère à la satisfation deséquations életromagnétiques par le hamp total à l'intérieur de l'objet. De
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Chapitre 1. Introdutionette façon, la mg résout en même temps le problème diret (en utilisant laméthode des moments) et le problème inverse.Grâe à une nouvelle forme des équations de mise à jour des inonnues,le domaine d'appliation de la méthode a été élargi, e qui a permis de re-onstruire des objets plus étendus, présentant un ontraste plus fort (Klein-man and van den Berg, 1993). Cette méthode a été utilisée pour l'imageriedes objets métalliques en espae libre (Kleinman and van den Berg, 1994),onjointement ave une tehnique régularisante de variation totale (van denBerg and Kleinman, 1995) ainsi que pour la tomographie qualitative (Souriauet al., 1996) et quantitative (Lambert et al., 1998) des objets enfouis.La méthode du gradient modi�é donne des résultats omparables à euxobtenus par des tehniques de type Newton-Kantorovih, mais elle plus ro-buste fae à des forts niveaux de bruit (Belkebir et al., 1997). Des résultatsde reonstrution d'objets métalliques en espae libre à partir des donnéesmesurées ont été également publiés (van den Berg et al., 1995).Une formulation améliorée emploie des soures de ontraste (Habashyand Oristaglio, 1994, Bloemenkamp and van den Berg, 2000). En utilisantdes fontions de base globale (superposition d'ondes planes) pour la des-ription du hamp à l'intérieur de l'objet, le nombre des inonnues et, paronséquene, le temps de alul sont réduits (Maniatis, 1998, Maniatis et al.,2000).Le fait que le problème diret n'est pas résolu à haque itération duproblème inverse, rend la méthode du gradient modi�é très rapide. Mais, enmême temps, ei pose des limitations sur la taille et l'indie de réfrationdes objets à reonstruire (Kleinman and van den Berg, 1993).Une autre approhe résout le problème inverse de façon itérative, enrésolvant à haque itération le problème diret orrespondant (Harada et al.,1995). La fontionnelle de ette famille de méthodes ontient seulement lepremier terme de la fontionnelle du gradient modi�é, 'est-à-dire le terme duhamp di�raté. La minimisation se fait par la méthode du gradient onjuguénon linéaire (Nazareth, 1996).Cette tehnique, ouplée à la méthode des moments pour la résolution duproblème diret, a trouvé des appliations à la tomographie d'objets métal-liques en espae libre � à partir de données synthétiques (Lobel et al., 1997a)et expérimentales (Lobel et al., 1997b) � ainsi qu'à la tomographie d'objetsdiéletriques enfouis (Dourthe et al., 2000,b, Aliferis et al., 2000).La même tehnique, assoiée à une méthode d'Éléments Finis pour larésolution du problème diret, a été appliquée à la tomographie en espaelibre d'objets métalliques (Bonnard et al., 1998) et diéletriques (Rekanoset al., 1999, Bonnard et al., 2000).
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1.1. Imagerie MiroondeLes travaux ités dans e paragraphe onernent la polarisation trans-verse magnétique (tm). Pour le as de la polarisation transverse életrique,on peut iter les travaux de Ma et al. (2000) et de Rekanos and Tsiboukis(2000). On ite enore les méthodes de reonstrution basées sur les ontoursatifs (level sets) (Dorn et al., 2000, Ito et al., 2001, Ramananjaona et al.,2001, Ferrayé et al., 2003) et aussi elles qui utilisent des algorithmes gé-nétiques (Caorsi et al., 2000, Pastorino et al., 2000) et des réseaux neuro-niques (Wang and Gong, 2000, Rekanos, 2001) pour la minimisation de lafontionnelle.Parmi les approhes alternatives du problème de l'imagerie, on note iila modélisation de l'objet par une forme paramétrique, e qui onduit à unnombre d'inonnues réduit en reonstruisant un objet équivalent à l'objetréel (Budko and van den Berg, 1999, Miller et al., 2000, Sato et al., 2000),et l'appliation des tehniques de traitement de signal (Morris et al., 1995,Sahin and Miller, 2001).Les méthodes itératives font usage de dérivées partielles de la fontion-nelle par rapport aux paramètres életromagnétiques du domaine d'investiga-tion. Les dérivées fontionnelles au sens de Fréhet (Céa, 1971) peuvent êtrealulées analytiquement à partir de leur dé�nition, omme, par exemple,dans les travaux de Dourthe et al. (2000). Elles peuvent aussi être aluléesindiretement (Norton, 1999) ou même numériquement, en utilisant la dif-férentiation automatique (Coleman et al., 2000). Dans plusieurs méthodesd'imagerie, on utilise le problème adjoint pour aluler indiretement la dé-rivée de la fontionnelle (Roger, 1982, Roger et al., 1986).1.1.5 RégularisationLes tehniques de régularisation sont utilisées pour remédier au aratèremal posé du problème inverse. En ajoutant un terme de régularisation dansla fontionnelle oût, on favorise les solutions possédant des aratéristiquessouhaités. On introduit ainsi une information a priori sur la solution du pro-blème inverse. Cette information peut être, par exemple, que la fontion del'objet inonnu soit lisse, sans disontinuités. Ce type de régularisation (Ti-khonov and Arsenin, 1977) onduit la minimisation de la fontionnelle versun objet de pro�l lisse en permittivité et ondutivité. La régularisation parpréservation de disontinuités (Lobel et al., 1997a) favorise les pro�ls qui sontomposés de zones homogènes, séparées par des disontinuités franhes. Cettetehnique dérit mieux les objets réels que la tehnique de Tikhonov (Lobelet al., 1997b).
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Chapitre 1. Introdution1.2 Plan du mémoireCe mémoire est omposé de deux parties. La première partie, onsa-rée au problème bidimensionnel, ommene par le deuxième hapitre. Ony présente la méthode de tomographie miroonde développée dans le adredes travaux de Dourthe (1997). Il s'agit d'une méthode de tomographie nonlinéaire, qui utilise la méthode des moments pour résoudre le problème di-ret. Cette méthode adopte une approhe multifréquene, multi-inidene etmultistatique, ave une polarisation transverse magnétique. Les formulationsdu problème diret et inverse sont dérites, ainsi que la tehnique de régu-larisation par préservation de disontinuités, suivie par une disussion surson fontionnement. Le troisième hapitre ommene par les améliorationsque nous avons apportées à la méthode d'imagerie du deuxième hapitre : lamodélisation du hamp inident et du bruit de mesure. Ensuite, on présenteune série de résultats, omportant plusieurs études paramétriques.Dans la deuxième partie, on étudie l'extension de la méthode d'imageriedans le as tridimensionnel. Dans le adre de ette thèse, notre étude estfoalisée sur le problème diret tridimensionnel. La formulation du problèmediret est donnée au quatrième hapitre. On ommene par les équations deMaxwell pour le hamp total dans le domaine fréquentiel, pour donner à la�n du hapitre les équations életromagnétiques pour le hamp di�raté. Onexploite la similarité des équations dans es deux as pour traiter de façonuniforme les di�érents problèmes életromagnétiques.Dans le inquième hapitre, on présente la méthode de di�érenes �niesdans le domaine fréquentiel (Finite-Di�erene Frequeny-Domain, fdfd)(Beilenho� and Heinrih 1992). Comme ette méthode sera utilisée dans unode d'imagerie pour la résolution du problème diret, on onsidère que lesinformations sur l'objet di�ratant sont limitées. On hoisit alors le maillageubique de Yee (1966) pour disrétiser les équations életromagnétiques. Unmaillage plus avané � par exemple onforme ou adaptatif � ne pourrait êtreexploité en pratique dans le as de l'imagerie, puisque, par dé�nition, on neonnaît pas l'objet auquel il faudrait adapter le maillage. De l'autre �té,les ellules ubiques sont l'extension naturelle des ellules arrées (pixels) duas bidimensionnel. À l'aide des annexes B à E, on présente la disrétisationdes équations életromagnétiques et le système linéaire obtenu. Dans la for-mulation du système linéaire, on fait apparaître expliitement les propriétéséletromagnétiques du domaine de alul, a�n de pouvoir utiliser ette teh-nique dans la méthode d'imagerie du deuxième hapitre. Ensuite, on rappelleles éléments prinipaux de la théorie des parois absorbantes, utilisées pourla terminaison du maillage de la méthode de di�érenes �nies. Le hapitre
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1.2. Plan du mémoireest omplété par le développement d'une méthode de transformée hampprohe � hamp lointain, basée sur l'intégrale de Kirhho�. Des validationsnumériques montrent que ette transformée donne des résultats préis, sansimposer pratiquement de ontraintes sur la on�guration de la méthode dedi�érenes �nies.Le sixième hapitre ontient des résultats numériques de la méthode dedi�érenes �nies. Deux atégories de problèmes sont présentées : les pro-blèmes fermés � guides d'ondes et avités � et les problèmes ouverts � rayon-nement et di�ration. Pour les problèmes fermés, on doit aluler les veteurspropres de la matrie du système linéaire. Pour les problèmes ouverts, le se-ond membre du système linéaire est non nul, et il faut inverser une matriereuse. Pour ela, on utilise des méthodes itératives (Saad, 1996) ave destehniques de préonditionnement (Bruaset, 1995) appropriées.Le septième et dernier hapitre ontient les onlusions de e mémoire.Les points prinipaux sont réapitulés, et les perspetives de e travail sontexaminées.Le mémoire omprend sept annexes : la première est assoiée au deuxièmehapitre, et les annexes suivantes, au inquième.
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Première partieModélisations numériquesbidimensionnelles





Chapitre 2Tomographie miroondeNũn nũn � para�sjhsh kaÈ toũ Õpnou � mimik AÊàn aÊàn å lìgo kaÈ � Trìpi � �strik À présent à présent le mirage et le mime d'hypnosÀ jamais à jamais le Trope étoilé et la nef du logosDans e hapitre, on présente brièvement une méthode de tomographiemiroonde développée dans le adre des travaux (Dourthe, 1997) et (Dourtheet al., 2000a). Cette méthode onstitue le point de départ de e mémoire dethèse. Au hapitre suivant on présente une série de résultats numériques issusde la méthode de tomographie, en explorant ses possibilités mais aussi seslimitations.2.1 Problème de di�ration direte2.1.1 Dé�nitionOn onsidère un problème életromagnétique, invariable par translationselon l'axe z. Dans e as, toutes les grandeurs du problème sont indépen-dantes de la variable z. Si on suppose, en plus, que le hamp magnétique esttransversal à l'axe de symétrie, le hamp életrique n'a qu'une seule ompo-sante non nulle, E(ρ, ω) = Ez(ρ, ω)ẑ 1 où ρ = xx̂ + yŷ. Cette on�gurationdérit un problème bidimensionnel de polarisation transverse magnétique,2D-TM.2Pour des problèmes inhomogènes, dans des milieux non magnétiques etaux endroits sans soures de ourants et de harges, le hamp életrique1Toutes les quantités variables en temps sont exprimées dans le domaine fréquentiel,ave une dépendane temporelle en e+jωt.2En pratique, un problème peut être onsidéré omme bidimensionnel si toutes lespropriétés des milieux sont onstantes selon z sur plusieurs longueurs d'onde.



Chapitre 2. Tomographie miroondesatisfait l'équation homogène bidimensionnelle de Helmholtz :
∇2

xyEz(ρ, ω) + k2(ρ, ω)Ez(ρ, ω) = 0 (2.1)où
k(ρ, ω) = ω

√

ε̇(ρ, ω)µ0 onstante de propagation omplexe
ε̇(ρ, ω) = ε(ρ, ω) − j

σ(ρ, ω)

ω
onstante de permittivité omplexe

∇2
xy =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
laplaienne en deux dimensions.On onsidère ii deux milieux semi-in�nis, séparés par ertain nombre deouhes d'épaisseur �nie. La Figure 2.1 représente une oupe bidimension-nelle de la géométrie. Tous les milieux sont supposés homogènes, à l'exeptiondu dernier, à l'intérieur duquel se situe le milieu inhomogène Dd. On peutérire :

k(ρ, ω) =

{

ki(ω) ρ ∈ Di i = 1, . . . ,NL

kd(ρ, ω) ρ ∈ Dd

(2.2)et de la même façon pour ε̇(ρ, ω), ε(ρ, ω) et σ(ρ, ω).En se référant à la géométrie dérite i-dessus, on onsidère des problèmesde di�ration életromagnétique où le hamp inident provient du milieu D1et le milieu Dd onstitue l'objet di�ratant.2.1.2 Représentations intégralesPour des milieux linéaires, on peut érire le hamp total omme la sommedu hamp inident et du hamp di�raté,
Ez = E(i)

z + E(s)
z (2.3)où le hamp inident E(i) et di�raté E(s) satisfont séparément l'équation(2.1).3À l'aide du théorème de Green, on peut montrer que le hamp total et lehamp di�raté à tout point de l'espae sont donnés par les représentationsintégrales :

Ez(ρ, ω) = E(i)
z (ρ, ω)+

∫∫

Dd

k2
0(ω)C(ρ, ω)Ez(ρ

′, ω)G(ρ,ρ′, ω) dρ′ , ρ ∈ R
2(2.4)

E(s)
z (ρ, ω) =

∫∫

Dd

k2
0(ω)C(ρ′, ω)Ez(ρ

′, ω)G(ρ,ρ′, ω) dρ′ , ρ ∈ R
2 (2.5)3Les onditions aux limites pour le hamp életrique sont présentées en détail au ha-pitre 4.
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2.1. Problème de di�ration direte

PSfrag replaements
x

y D1

D2

DNL−1

DNL

Dd

h2

hNL−1

Fig. 2.1: Géométrie multiouhe du problème bidimensionnel.où
C(ρ, ω) =

ε̇d(ρ, ω) − ε̇NL
(ω)

ε0
=
εd(ρ, ω) − εNL

(ω)

ε0
− j

σd(ρ, ω) − σNL
(ω)

ωε0 (2.6)est le ontraste de la permittivité relative omplexe entre l'objet di�ratantet le milieu qui l'entoure, k0(ω) = ω
√
ε0µ0 est la onstante de propagationdans le vide et ε0, µ0 sont, respetivement, la permittivité életrique et la per-méabilité magnétique du vide. Pour des raisons de omparaison des équations(2.4) et (2.5) ave des formes alternatives de représentations intégrales, onnote au passage que k2

0(ω)C(ρ, ω) = k2(ρ, ω) − k2
NL

(ω).Dans les relations (2.4)-(2.5), on note G(ρ,ρ′, ω) la fontion de Green duproblème sans le domaine Dd. Cette fontion satisfait l'équation de Helm-holtz ave une soure élémentaire au point ρ′ :
∇2

xyG(ρ,ρ′, ω) + k2
h(ρ, ω)G(ρ,ρ′, ω) = −δ(ρ − ρ′) (2.7)où

kh(ρ, ω) =

{

ki(ω) ρ ∈ Di i = 1, . . . ,NL

kNL
(ω) ρ ∈ Dd 15



Chapitre 2. Tomographie miroondeest la onstante de propagation omplexe du problème orrespondant aveun milieu DN homogène.Dans la relation (2.4), on limite le point d'observation à l'intérieur dudomaine Dd et on obtient :
Ez(ρ, ω) = E(i)

z (ρ, ω) +

∫∫

Dd

k2
0(ω)C(ρ′, ω)Ez(ρ

′, ω)G(ρ,ρ′, ω) dρ′

ρ ∈ Dd. (2.8)Il s'agit d'une équation intégrale Fredholm de deuxième espèe, où l'in-onnue Ez se trouve à la fois à l'intérieur et à l'extérieur de l'intégrale.2.1.3 Méthode des MomentsPour résoudre numériquement l'équation intégrale (2.8), on applique laMéthode des Moments (Harrington, 1968). On érit (2.8) en utilisant desopérateurs :
L(f) = g (2.9)où :

f = Ez(ρ, ω)

g = E(i)
z (ρ, ω)

L = I − L′

I opérateur identité
L′ =

∫∫

Dd

k2
0(ω)C(ρ′, ω)G(ρ,ρ′, ω) dρ′ , ρ ∈ Dd.À partir de e point on onsidère que le domaine Dd a la forme d'unretangle et on le disrétise en NC = NxNy ellules retangulaires, de di-mensions ∆x × ∆y haune. On note Sn la surfae de la ellule n, et ρn sonentre.On hoisit les fontions-indies pour les fontions de base de la méthodedes moments :
fn(ρ) =

{

1 ρ ∈ Sn

0 ρ /∈ Sn

(2.10)e qui onduit à une approximation des propriétés de l'objet di�ratant etdu hamp életrique interne par des fontions onstantes par moreaux.
16



2.1. Problème de di�ration diretePour les fontions de projetion, on utilise des distributions de Dira :
gm(ρ) = δ(ρ − ρm). (2.11)La fontion f est développée sur la base fm :

f = Ez(ρ, ω) =

NC∑

n=1

anfn(ρ) (2.12)d'où on déduit failement que an = Ez(ρn, ω).On injete l'équation i-dessus à (2.9) et on projette les deux membressur les fontions gm. On obtient alors un système linéaire de NC équationsoù les inonnues sont les valeurs du hamp total au entre de haque ellulede l'objet di�ratant :
NC∑

n=1

[
δm,n − k2

0(ω)C(ρn, ω)GO
m,n

]
Ez(ρn, ω) = E(i)

z (ρm, ω) , m = 1, . . . ,N(2.13)où δm,n =

{

1 m = n

0 m 6= n
et GO

m,n est l'intégrale objet-objet de la fontion deGreen, donnée par :
GO

m,n =

∫∫

Sn

G(ρm,ρ
′, ω) dρ′ , ρm ∈ Dd. (2.14)À partir du hamp total à l'intérieur du domaine Dd, on peut alulerle hamp di�raté à l'extérieur de elui-i. On introduit (2.12) dans (2.5)en onsidérant que C(ρ, ω) = C(ρn, ω) à l'intérieur de la ellule n et onobtient :

E(s)
z (ρm, ω) =

NC∑

n=1

k2
0(ω)C(ρn, ω)GR

m,nEz(ρn, ω) , ρm /∈ Dd (2.15)où GR
m,n est l'intégrale objet-réepteur de la fontion de Green, donnée par :

GR
m,n =

∫∫

Sn

G(ρm,ρ
′, ω) dρ′ , ρm /∈ Dd. (2.16)Des formules analytiques pour G(ρ,ρ′, ω),GO

m,n et GR
m,n dans le as d'uneseule ouhe entre les deux milieux semi-in�nis de la Figure 2.1 (as NL = 3)sont données par Chommeloux (1987) et Dourthe (1997).
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Chapitre 2. Tomographie miroonde2.1.4 Équations matriiellesOn suppose que dans le milieu D1 se trouvent NM points de mesure et
NS points d'émission4. En haque point, on mesure le hamp di�raté pourun nombre NF de fréquenes et pour haune des NS ondes inidentes. Pourune fréquene et une émission données, on dé�nit les veteurs suivants quiontiennent les valeurs à l'intérieur de l'objet Dd :

e = {Ez(ρn, ω)}
e(i) =

{

E(i)
z (ρn, ω)

}

ρn ∈ Dd

n = 1, . . . ,NCet aussi le veteur e(s) qui ontient les valeurs à l'intérieur du domaine D1 :
e(s) =

{

E(s)
z (ρm, ω)

}

ρm ∈ D1

m = 1, . . . ,NM .On peut maintenant onstruire les matries suivantes :hamp total E (NC ×NS)hamp inident E(i) (NC ×NS)hamp di�raté E(s) (NM ×NS)qui ontiennent, à haque olonne, le veteur orrespondant à une émission.Les NC valeurs du ontraste peuvent être érites sous forme de veteur :
c = {C(ρn, ω)}

ρn ∈ Dd

n = 1, . . . ,NCd'où on peut dé�nir la matrie diagonale :
C = diag(c) (NC ×NC).Les intégrales GO

m,n et GR
m,n dépendent exlusivement de la géométrie duproblème. Leurs valeurs peuvent dé�nir la matrie :objet-objet GO =

{
GO

m,n

}
(NC ×NC)objet-réepteur GR =

{
GR

m,n

}
(NM ×NC).4Dans le as des ondes inidentes planes, les points NS se situent à l'in�ni.
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2.2. Problème de di�ration inverseMaintenant, on peut érire les équations (2.13) et (2.15) sous forme ma-triielle. Pour haque fréquene ω et haque position d'émission, on a :
e(i) = (INC

− GOC)e (2.17a)
e(s) = GRCe (2.17b)et si on groupe toutes les émissions à une fréquene donnée, on obtient :
E(i) = (INC

− GOC)E (2.18a)
E(s) = GRCE (2.18b)où on note INC

la matrie identité NC ×NC .En supposant que la matrie (INC
− GOC) est inversible, on peut érirele hamp di�raté en fontion du hamp inident et des propriétés életro-magnétiques du problème :

e(s) = GRC(INC
− GOC)−1e(i) (2.19)

E(s) = GRC(INC
− GOC)−1E(i). (2.20)Ces équations sont la solution du problème de di�ration direte à unefréquene ω. Ave la dé�nition (2.6), on en déduit que la matrie C peut êtreérite sous la forme :

C = diag(εr(ω)) − j
diag(σ(ω))

ωε0
−
(
εNL

(ω)

ε0
− j

σNL
(ω)

ωε0

)

INC
(2.21)où εr(ω) = ε(ω)

ε0
, et ε,σ sont les veteurs des valeurs de la permittivité et dela ondutivité des NC ellules de l'objet.2.2 Problème de di�ration inverse2.2.1 Dé�nitionOn examine ii le problème de reonstrution des paramètres életroma-gnétiques du domaine Dd, onnaissant le hamp inident, les propriétés desmilieux qui l'entourent et le hamp di�raté par elui-i.5Les données du problème sont :� les propriétés des NL milieux de la Figure 2.1

ε̇i (i = 1, . . . , NL) , hi (i = 2, . . . ,NL − 1)5Le problème inverse de reonstrution des propriétés des NL milieux de la Figure 2.1sans l'objet Dd, est examiné par Aliferis et al. (2000b) dans le as des ondes aoustiques.
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Chapitre 2. Tomographie miroonde� la position des NC ellules du domaine Dd� la position des NM points de mesure à l'intérieur du domaine D1 ; onnote LM l'ensemble de es points� le hamp inident aux entres des NC ellules, pour haune des NFfréquenes et NS émissions
e
(i)
f,s ou E

(i)
f (f = 1, . . . ,NF , s = 1, . . . ,NS)� le hamp di�raté aux NM points de mesure, pour haune des NFfréquenes et NS émissions

e
(s)
f,s ou E

(s)
f (f = 1, . . . ,NF , s = 1, . . . ,NS)et les inonnues sont les valeurs de la permittivité et de la ondutivité dehaque ellule.On suppose que l'objet di�ratant est un milieu non dispersif ; dans eas ses propriétés sont indépendantes de la fréquene. On peut alors érirepour la matrie du ontraste C(εr,σ) en omettant la dépendane impliite dela fréquene. De plus, on peut dé�nir le veteur χ =

(
εr

T σT
)T qui ontientles 2NC valeurs de permittivité et ondutivité, et érire C(χ).Le but du problème inverse est de trouver le veteur χ qui satisfassel'équation (2.19). Pour y parvenir, on applique une méthode itérative : onommene par une valeur initiale χ0 pour réer une série de veteurs, a�nde trouver les propriétés d'un objet qui donne le même hamp di�raté quel'objet inonnu.Construisons une fontionnelle qui mesure la distane entre le hampdi�raté de référene, donné par l'objet reherhé, et le hamp di�raté pourl'objet de haque itération : :

J(χ) ,

NF∑

f=1

NS∑

s=1

‖rf,s(χ)‖2
LM

(2.22)où
rf,s(χ) = e

(s)
f,s − GRC(χ)

[

INC
− GOC(χ)

]−1
e
(i)
f,s. (2.23)On note ‖·‖LM

la norme assoiée au produit salaire 〈·, ·〉LM
de l'espae

L2(LM ) des fontions omplexes de arré intégrable dans LM . Dans le asontinu, le produit salaire de deux fontions est donné par :
〈u, v〉LM

=

∫

LM

u(ρ)v∗(ρ) dρ (2.24)et pour le as disret, ette dé�nition devient :
〈u, v〉LM

=

NM∑

m=1

u(ρm)v∗(ρm) (2.25)où on emploie la notation z∗ pour le omplexe onjugué du z.20



2.2. Problème de di�ration inverseLa fontionnelle (2.22) a une dépendane non linéaire en χ. Sa minimisa-tion aboutira à la solution du problème inverse, 'est-à-dire au veteur χ quiproduit le hamp di�raté le plus prohe au hamp di�raté de référene.2.2.2 Méthode de gradient onjuguéOn applique la méthode de gradient onjugué non-linéaire ave la variantePolak-Ribière pour la minimisation de la fontionnelle (2.22). La suite desveteurs χk (k ≥ 0) est onstruite d'après les relations :
χk+1 = χk + αkηk (2.26)où :

ηk =

{

g0 k = 0

gk + βkηk−1 k ≥ 1
(2.27)

gk = ∇J(χk) (2.28)
αk :

∂

∂αk
J(χk+1) = 0 (2.29)

βk =

〈
gk,gk − gk−1

〉

Dd
∥
∥gk−1

∥
∥2

Dd

. (2.30)De la struture en blos du veteur χ =
(
εr

T σT
)T , il résulte que :

gk = ∇J(χk) =
(

[∇εrJ(χk)]T [∇σJ(χk)]T
)T

,

(

gk
εr

T
gk

σ

T
)T

. (2.31)On érit le veteur ηk dans la même struture en blos, η =
(
ηεr

T ησ
T
)Tet on dé�nit :

dk = ηk
εr
− j

1

ωε0
ηk

σ (2.32)
Ak =

[

INC
− GOC(χk)

]−1
. (2.33)Le gradient de la fontionnelle (2.22) est alulé par (2.31), ave (Dourthe,1997) :

gk
εr

= −2

NF∑

f=1

NS∑

s=1

Re
(diag(Ake

(i)
f,s)

∗Ak∗GR†rf,s(χ
k)
)

gk
σ = −2

1

ωε0

NF∑

f=1

NS∑

s=1

Im
(diag(Ake

(i)
f,s)

∗Ak∗GR†rf,s(χ
k)
)
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Chapitre 2. Tomographie miroondeoù le oe�ient d'éhelle αk est donné par :
αk =

∑NF

f=1

∑NS

s=1 Re
〈

rf,s(χ
k),GRAkTdiag(Ake

(i)
f,s)d

k
〉

LM
∥
∥
∥GRAkTdiag(Ake

(i)
f,s)d

k
∥
∥
∥

2

LM

.On note A† la matrie hermitienne de A, qui est égale au omplexe onju-gué de la matrie AT .En e qui onerne le alul du oe�ient βk, formule (2.30), on note quela struture du veteur g implique : 〈gi,gj
〉

Dd
=
〈
gi

εr
,gj

εr

〉

Dd
+
〈
gi

σ,g
j
σ

〉

Dd
.Remarque 2.1 La dé�nition de la matrie Ak (2.1) orrespond à la résolu-tion du problème diret pour l'objet ourant, à haque itération du problèmeinverse.2.2.3 Méthode de bigradient onjuguéOn onsidère que la fontionnelle (2.22) dépend séparément de deux va-riables, notamment des veteurs εr et σ :

J(εr,σ) ,

NF∑

f=1

NS∑

s=1

‖rf,s(εr,σ)‖2
LM

(2.34)et on applique la méthode du gradient onjugué non-linéaire indépendam-ment pour haque veteur. Ainsi, au ours de la minimisation, haque veteurévolue séparément de l'autre, e qui orrespond mieux à l'aspet physiquedu problème.On rée les séries de veteurs suivantes,
εk+1
r = εk

r + αk
εr

ηk
εr

σk+1 = σk + αk
σηk

σ
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2.2. Problème de di�ration inverseoù :
ηk

εr
=

{

g0
εr

k = 0

gk
εr

+ βk
εr

ηk−1
εr

k ≥ 1

ηk
σ =

{

g0
σ k = 0

gk
σ + βk

σηk−1
σ k ≥ 1

gk
εr

= ∇εrJ(εk
r ,σ

k)

gk
σ = ∇σJ(εk

r ,σ
k)

αk
εr

:
∂

∂αk
εr

J(εk+1
r ,σk+1) = 0

αk
σ :

∂

∂αk
σ

J(εk+1
r ,σk+1) = 0

βk
εr

=

〈
gk

εr
,gk

εr
− gk−1

εr

〉

Dd
∥
∥gk−1

εr

∥
∥2

Dd

βk
σ =

〈
gk

σ,g
k
σ − gk−1

σ

〉

Dd
∥
∥gk−1

σ

∥
∥2

Dd

.Les expressions pour les gradients gk
εr
, gk

σ sont identiques à elles duparagraphe préédent ; les oe�ients d'éhelle αk
εr
, αk

σ ont une forme plusompliquée et ils sont alulés dans (Dourthe, 1997).2.2.4 RégularisationDans l'introdution, nous avons noté que le problème de reonstrutiondes paramètres du domaine Dd est mal posé, e qui néessite l'utilisationd'une méthode de régularisation. En régularisant, on fournit à l'algorithmeune information supplémentaire a priori, qui onerne les propriétés de lasolution envisagée. La méthode appliquée ii est basée sur une tehnique depréservation de disontinuités (Lobel, 1996, Lobel et al., 1997a) qui a étéitée au paragraphe 1.1.5 (page 7).Les méthodes de régularisation déterministe qui nous intéressent, modi-�ent la fontionnelle de la formule (2.22) en ajoutant un terme de la forme :
ζ2

∫∫

Dd

φ(‖∇C(ρ)‖) dρ (2.35)ou, pour une dépendane séparée en ε et σ :
ζ2
εr

∫∫

Dd

φ(‖∇εr(ρ)‖) dρ + ζ2
σ

∫∫

Dd

φ(‖∇σ(ρ)‖) dρ. (2.36)
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Chapitre 2. Tomographie miroondePour les problèmes disrets, la première intégrale s'érit :
ζ2

Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

φ
(
‖(∇c)i,j‖

) (2.37)où la norme du gradient d'une matrie est dé�nie à l'annexe A (relation(A.3), page 115).6L'information pour la résolution du problème diret provient maintenantde deux soures : le hamp di�raté de référene et la régularisation. Onhoisit les poids ζ selon le degré de rédibilité qu'on assoie à haque typed'information. Si les données de mesure du hamp di�raté sont �ables, onpeut diminuer les poids ; dans le as ontraire, on augmente l'importane del'information a priori.L'in�uene du terme de régularisation dans la proédure de minimisationde la fontionnelle dépend de la forme de la fontion φ(·). Par exemple,pour la régularisation de type Tikhonov, φ(t) = t2. Ce hoix onduit à laminimisation du arré de la norme du gradient du ontraste, et la solutionobtenue a un pro�l lisse en ε(ρ) et en σ(ρ).La régularisation ave préservation de disontinuités donne une solutionlisse par régions. Les disontinuités dans ε(ρ) et σ(ρ) sont préservées, àondition qu'elles dépassent un ertain seuil. Les régions ave des variationsplus faibles sont lissés. Ainsi, ette méthode se prête à la reonstrution depro�ls omposés des zones lisses, séparées par des disontinuités franhes.Pour avoir le omportement dérit, la fontion φ doit satisfaire les troisonditions suivantes :
• lim

t→0

φ′(t)
t

= M <∞ lissage isotropiquedans les régions homogènes (2.38a)
• lim

t→∞
φ′(t)
t

= 0 préservation des disontinuités (2.38b)
• φ′(t)

t
stritement déroissante stabilité de la reonstrution. (2.38)Pour les fontions qui remplissent les onditions i-dessus, il existe unefontion ψ(·) et une variable b dépendant de t, telles que, pour haque t > 0,6Dans le terme ∇c, on note c la matrie Nx ×Ny (qui ontient les valeurs du ontrasteaux NC ellules de l'objet) et non pas le veteur de longueur NxNy. On hoisit de nepas alourdir la notation, en espérant ne pas réer de onfusion. On utilise ette dualitéde façon très restreinte : dans ette setion aux termes qui ontiennent l'opérateur ∇, etdans le hapitre suivant aux relations (3.1), page 31.
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2.2. Problème de di�ration inverseon peut érire :
φ(t) = min

b

[
bt2 + ψ(b)

] (2.39)
b̃ , bmin =

φ′(t)
2t

. (2.40)On note ii que les onditions (2.38) sur la fontion φ(·) s'appliquentdiretement sur les valeurs de b̃. On revient sur ette remarque à la �n duhapitre.Deux fontions pouvant être utilisées pour la régularisation ave préser-vation de disontinuités sont :
φgc(t) =

t2

1 + t2
φ′gc(t) =

2

(1 + t2)2
t Geman & M Clure (2.41)

φhl(t) = log
(
1 + t2

)
φ′hl(t) =

2

(1 + t2)
t Hebert & Leahy. (2.42)Pour l'intégration de la régularisation dans la méthode du bigradientonjugué, la fontionnelle de (2.34) est érite sous la forme :

J(εr,σ) =

NF∑

f=1

NS∑

s=1

‖rf,s(εr,σ)‖2
LM

+

ζ2
εr

Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

φ

(‖(∇εr)i,j‖
δεr

)

+ ζ2
σ

Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

φ

(‖(∇σ)i,j‖
δσ

) (2.43)où δεr et δσ sont, respetivement, le seuil de détetion des disontinuités enpermittivité et en ondutivité.On érit en utilisant la variable b,
J(εr,σ) =

NF∑

f=1

NS∑

s=1

‖rf,s(εr,σ)‖2
LM

+ min
bεr ,bσ

Jreg(εr,σ,bεr ,bσ) (2.44)où :
Jreg(εr,σ,bεr ,bσ) =

ζ2
εr

δ2εr

Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

(bεr)i,j ‖(∇εr)i,j‖2 + ψ ((bεr)i,j)+

ζ2
σ

δ2σ

Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

(bσ)i,j ‖(∇σ)i,j‖2 + ψ ((bσ)i,j). (2.45)
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Chapitre 2. Tomographie miroondeSelon (2.40), les bεr , bσ qui minimisent la fontionnelle Jreg pour εr, σonstants sont égaux à :
(b̃εr)i,j =

φ′
(

1
δεr

‖(∇εr)i,j‖
)

2
δεr

‖(∇εr)i,j‖
(2.46a)

(b̃σ)i,j =
φ′
(

1
δσ

‖(∇σ)i,j‖
)

2
δσ

‖(∇σ)i,j‖
. (2.46b)On peut démontrer (Dourthe, 1997) que pour le gradient de la fontion-nelle (2.43) ave les termes de régularisation, on a :
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Re
(diag(Ake

(i)
f,s)

∗Ak∗GR†rf,s(εr,σ)
)

− 2
ζ2
εr

δ2εr

∇2
bk

εr

εk
r

gk
σ = −2

1

ωε0

NF∑

f=1

NS∑

s=1

Im
(diag(Ake

(i)
f,s)

∗Ak∗GR†rf,s(εr,σ)
)

− 2
ζ2
σ

δ2σ
∇2

bk
σ
σkoù le laplaien d'une matrie est dé�ni à l'annexe A (relation (A.5), page 116).Les oe�ients d'éhelle αk

εr
, αk

σ sont plus ompliqués, mais ils sont al-ulés dans (Dourthe, 1997).Pratiquement, pour la minimisation de la fontionnelle (2.45) on hoi-sit d'abord les valeurs optimales de bεr , bσ, telles qu'elles sont données par(2.46). Ensuite, les veteurs εr, σ sont modi�és selon les formules du pa-ragraphe 2.2.3, pour bεr et bσ onstants, pendant un ertain nombre Nintd'itérations internes. On ontinue ette proédure, en minimisant alterna-tivement selon les paramètres de régularisation et les propriétés du milieud'investigation.La forme exate de la fontion ψ(·) est donnée par Charbonnier (1994)mais elle n'est pas néessaire pour le alul. Une fois les valeurs des para-mètres bεr , bσ �xées, les termes ψ((b̃εr)i,j) et ψ((b̃σ)i,j) dans (2.45) sontonstants pendant la minimisation selon εr et σ ; ils peuvent alors être omis.Dans e as, Jreg a une dépendane quadratique de la norme du gradient de
εr et de σ en haque ellule. Les valeurs de (b̃εr)i,j et (b̃σ)i,j orrespondentaux poids de pondération.On peut maintenant donner une expliation du fontionnement de etype de régularisation. Examinons, par exemple, son e�et sur la permittivitéautour de la ellule (i, j). La ontribution de la fontionnelle de régularisation
Jreg dans la fontionnelle globale (2.44) est égale à

ζ2
εr

(b̃εr)i,jt
2
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2.2. Problème de di�ration inverseoù
t =

‖(∇εr)i,j‖
δεr

.Ce terme a la forme d'une régularisation de type Tikhonov et favorisele lissage de εr au voisinage de la ellule (i, j). Le lissage est plus ou moinsimportant selon le poids de pondération (b̃εr)i,j.D'après les onditions (2.38), page 24, le oe�ient (b̃εr)i,j prend sa valeurmaximale, égale à M/2, si, au moment où on �xe sa valeur, la norme dugradient de εr en ellule (i, j) est beauoup plus faible que le seuil δεr : leszones homogènes sont lissées davantage (ondition a, t → 0). Le oe�ientde pondération est de plus en plus petit pour les ellules qui présententdes variations de εr de plus en plus fortes autour d'elles (ondition ) et iltend vers zéro quand la variation devient beauoup plus grande que le seuil(ondition b, t→ ∞) ; les disontinuités sont préservées.On peut alors onsidérer que la régularisation par préservation de dison-tinuités applique un lissage de type Tikhonov ave des oe�ients loaux,spéi�ques à haque ellule. Ces oe�ients sont importants pour les zoneshomogènes et deviennent plus faibles � en tendant vers zéro de façon mo-notone � pour les zones inhomogènes. Leurs valeurs sont alulées de façondynamique, toutes les Nint itérations de la minimisation de la fontionnelle,pour tenir ompte de l'évolution de εr et de σ.La variation des oe�ients par rapport à t, 'est-à-dire la forme de
b̃(t) = φ′(t)

2t , dé�nit le omportement de la régularisation. Une déroissaneforte, omme elle qui orrespond à φgc, reonstruit des pro�ls aux bordsplus frans qu'une déroissane plus faible, omme elle qui orrespond à lafontion φhl.
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Chapitre 3Résultats numériquesNũn tw̃n lepidoptèrwn tä nèfo tä kinoÔmenoAÊàn tw̃n musthr�wn tä fw̃ tä periipt�menoÀ présent la nuée turbulente des éphémèresÀ jamais la lumière tourbillonnante des mystèresDans e hapitre on présente d'abord les améliorations apportées à laméthode développée par Dourthe (1997). Ensuite, par une série d'étudesparamétriques, on examine le omportement et les propriétés de la méthoded'imagerie miroonde dérite au hapitre préédent.3.1 IntrodutionOn utilise une on�guration multi-inidene, multistatique et multifré-quene pour obtenir les données de di�ration. La géométrie du problèmereste identique à elle de la Figure 2.1 (page 15). Les NM points de mesuredu hamp di�raté au milieu D1 sont alignés, équidistants, et ils dé�nissentla ligne de mesure, de longueur LM = (NM − 1)∆M , où on note ∆M la dis-tane entre deux points de mesure voisins. La ligne de mesure est parallèle àl'interfae des milieux D1/D2, située à une distane hM . Le domaine Dd estretangulaire, de dimension Lx × Ly, et il est déomposé en NC = Nx ×Nyellules, de dimension ∆x × ∆y haune. La partie haute de e domaine setrouve à distane hd de l'interfae entre les milieux DL−1/DL. Le entre du
Dd par rapport à l'axe x oïnide ave le entre de la ligne de mesure.Les fontions de Green données par Dourthe (1997), sont valables pour leas NL = 3. Dans tous les résultats présentés ii, on a seulement deux milieuxsemi-in�nis et on pose h2 = 0. La ligne de mesure se trouve en ontat avel'interfae des deux milieux (hM = 0).



Chapitre 3. Résultats numériques
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Fig. 3.1: Pro�ls de permittivité et de ondutivité de l'objet à reonstruire.Les nombres sur les axes x, y se réfèrent aux ellules.Le problème étudié onsiste à la reonstrution du pro�l de permittivitéd'un objet in�niment long (en pratique, de longueur supérieure à quelqueslongueurs d'onde), situé à l'intérieur d'un milieu homogène, onduteur, sansdispersion. Dans des onditions réelles, les données du problème inverse sontobtenues par des valeurs mesurées du hamp di�raté. Ii, dans la phased'étude et de validation de la méthode, on utilise des données synthétiques,alulées par la méthode des moments dérite au hapitre préédent.1Pour obtenir le hamp di�raté, on onsidère un objet onnu ; les résultatsdu problème inverse seront omparées ensuite ave elui-i. Dans notre as,l'objet est de setion arrée, de dimension 12.5×12.5 cm2, enfoui dans le sableà une profondeur de 28.75 cm. Sa permittivité relative est égale à εr = 3,pour le sable on prend εr = 2.55 et σ = 410−3 S/m.Pour la résolution du problème inverse, on suppose que la position del'objet n'est pas onnue ave ertitude, 'est pour ela que le domaine d'in-vestigation Dd ontient non seulement l'objet diéletrique mais aussi unepartie du milieu qui l'entoure. Le domaine d'investigation est alors inhomo-gène (Figure 3.1). On donne les valeurs des paramètres de disrétisation dudomaine Dd au Tableau 3.1 et les valeurs des paramètres de régularisationau Tableau 3.2.Les pro�ls reonstruits sont omparés ave eux de la Figure 3.1, quiorrespondent à la solution souhaitée. Pour avoir un ritère quantitatif de la1On utilise la même disrétisation pour résoudre le problème inverse que pour obte-nir les données synthétiques. Pourtant, on ne ommet pas le � rime inverse �, puisquela disrétisation est su�sament �ne. Cela garantit que la méthode des moments donnedes résultats préis : méme si on hoisissait une disrétisation di�érente (mais toujourssu�sament �ne) pour les données synthétiques, le hamp di�raté ne hangerait pas. Detoute façon, l'ajout du bruit dans les données synthétiques (setion 3.3) lévera une ritiqueeventuelle.
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3.1. IntrodutionTab. 3.1: Paramètres de disrétisation du domaine Dd.
Lx =Ly = 22.5 cm
∆x =∆y = 2.5 cm
Nx =Ny = 9
NC =81
hd = 23.75 cmTab. 3.2: Paramètres de régularisation.
φ(·)=φgc(·)
ζεr = 10−2

ζσ = 10−3

δεr = 0.4
δσ = 1.25 10−3

Nint= 10qualité de la reonstrution, on dé�nit :
dεr ,

∥
∥εr − εd

r

∥
∥

∥
∥εd

r

∥
∥

=

√
√
√
√

∑Nx

i=1

∑Ny

j=1

[
(εr)ij − (εd

r)ij
]2

∑Nx

i=1

∑Ny

j=1

[
(εd

r)ij
]2 (3.1a)

dσ ,

∥
∥σ − σd

∥
∥

∥
∥σd

∥
∥

=

√
√
√
√

∑Nx

i=1

∑Ny

j=1

[
(σ)ij − (σd)ij

]2

∑Nx

i=1

∑Ny

j=1

[
(σd)ij

]2 (3.1b)où εr, σ sont la solution du problème inverse et εd
r, σd sont les pro�lsréels (Figure 3.1). Selon les dé�nitions i-dessus, dεr est la distane entre lesvaleurs de permittivité reonstruite εr et les vraies valeurs εd

r, normaliséepar rapport à la norme de εd
r. Il en est de même pour la quantité dσ, estassoiée aux valeurs de ondutivité.2On note que les valeurs de la fontionnelle J (relation (2.22), page 20) neonstituent pas un ritère �able en e qui onerne la qualité de la solution.La minimisation de la fontionnelle peut onverger vers un objet di�érentde l'objet initial, puisque le problème inverse est mal posé et peut admettreune multitude de solutions. Dans e as, malgré la faible valeur de J , lasolution n'est pas orrete. Les ritères dé�nis par (3.1) donnent toujoursune information préise sur la qualité de la solution.2Dans es dé�nitions, on utilise la même notation pour une matrie Nx × Ny et pourle veteur orrespondant, de longueur NxNy . Voir aussi la note 6 de la page 24.
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Chapitre 3. Résultats numériquesPour tous les résultats de e hapitre, l'estimée initiale orrespond à unontraste nul du domaine Dd � on suppose que Dd est identique au domaineextérieur DNL
� sauf si on préise un hoix di�érent dans le texte. On utiliseinq ents itérations pour la minimisation.3.2 Modélisation du hamp inidentUne des �nalités de la méthode qu'on étudie ii est d'être utilisée pourdes reonstrutions à partir des données expérimentales. Dans la on�gura-tion examinée, les NS points d'émission oïnident ave les NM points demesure. Le domaine Dd est situé alors dans la zone de hamp prohe desantennes d'émission. Dans es onditions, le hamp inident à l'intérieur dudomaine Dd ne peut plus être représenté par des ondes planes, mais il doitêtre modélisé préisément et obtenu par une autre méthode, analytique ounumérique. Sinon, la reonstrution risque de ne pas onverger vers la solu-tion, puisque une des données du problème inverse � le hamp inident � neorrespond plus à la réalité.La méthode de tomographie miroonde dérite au hapitre préédent aété modi�ée a�n de prendre ompte le hamp inident, qui peut être fournipar une simulation numérique (Pihot et al., 1999, Aliferis et al., 2000a). Lerayonnement des antennes d'émission est simulé numériquement, à l'aide dulogiiel SR3D (Ratajzak et al., 1994, Brahat et al., 1996), développé auentre de reherhe Frane Téléom, La Turbie (Cerboni et al., 1994). Lelogiiel est basé sur la méthode des éléments �nis surfaiques. Les aluls duhamp inident ont été e�etués par J.-Y. Dauvigna.Les simulations de di�érents types d'antennes onstituent une base dedonnées. Pour les résultats présentés ii, on utilise le hamp inident issu desantennes papillon (bow-tie) qui rayonnent dans la bande 0.3 − 1.3GHz. Lehamp est disponible pour un pas en fréquene de 50MHz, pour vingt et unefréquenes. Les travaux de Guillanton et al. (2001) présentent des résultatsde reonstrution à partir de données synthétiques, où le hamp inidentest elui des antennes etsa (Exponential Tapered Slot Antenna) (Guillantonet al., 1998) dans la bande 1 − 6GHz.3.3 Modélisation du bruit de mesureLe problème inverse étant mal posé, il se peut que la solution ne soit passtable par rapport à des variations des données. Dans le as de reonstru-tions à partir des données expérimentales, le hamp di�raté est ontaminé
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3.3. Modélisation du bruit de mesurepar le bruit de mesure, e qui peut rendre la solution du problème inversetrès di�ile, voire impossible. Pour étudier le omportement de la méthoded'imagerie, on modi�e les données synthétiques en appliquant un modèlepour le bruit de mesure.On modélise le bruit de mesure par un bruit additif, de distributionuniforme ou normale (gaussienne) et de valeur moyenne nulle. On onsidèreque le bruit peut être ajouté au module et la phase du hamp di�raté, ou àla partie réelle et imaginaire. Le niveau du bruit est aratérisé par le rapportsignal sur bruit, dé�ni par :SNRdB = 10 log10
énergie du signalénegrie du bruit = 10 log10

Esignal
Enoise .Le signal est onstitué par le veteur e

(s)
f,s des valeurs du hamp di�ratéaux NM points de mesure, pour une fréquene et une position d'émetteurdonnées. Dans le as où le bruit est ajouté au module et à la phase du hamp :

Esignal =
1

NM

NM∑

i=1

∣
∣
∣

(

e
(s)
f,s

)

i

∣
∣
∣

2et dans le as où le bruit est ajouté aux parties réelles et imaginaires :
Esignal =

1

NM

NM∑

i=1

Re
[(

e
(s)
f,s

)

i

]2 pour la partie réelle
Esignal =

1

NM

NM∑

i=1

Im
[(

e
(s)
f,s

)

i

]2 pour la partie imaginaire.Pour un bruit de distribution uniforme dans l'intervalle [−α,α] ave unevaleur moyenne nulle, l'énergie est donnée par :
Enoise =

α2

3et pour une distribution normale à moyenne nulle et de variane σ :
Enoise = σ2.On note que le bruit ajouté sur la phase est toujours de moyenne nulleet suit une distribution uniforme entre [−π, π].Pour un type de bruit et un rapport signal sur bruit donnés, on hoisitpour haque fréquene et pour haque position de l'antenne d'émission les
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Chapitre 3. Résultats numériquesparamètres appropriés (α où σ) de la distribution, en fontion de l'énergiedu signal.Pour tous les résultats obtenus dans e hapitre, le bruit suit une dis-tribution normale et il est ajouté à la partie réelle et imaginaire du hampdi�raté. Ce dernier hoix orrespond au fait que l'analyseur de réseau me-sure séparément, sur deux anaux, la partie réelle et imaginaire du signal.Remarque 3.1 Le bruit est dérit, pour haune des NF fréquenes et NSémissions, par un veteur aléatoire de longueur NM . Les valeurs de haqueveteur suivent la même distribution mais ave des paramètres di�érents.Les NFNSNM valeurs aléatoires onstituent une représentation du bruit. Lesrésultats présentés ii ont été obtenus après une seule résolution de haqueproblème. Comme l'ensemble des valeurs aléatoires est petit et ne orrespondpas à un éhantillon représentatif de la distribution, on s'attend à e queles résultats pour des problèmes similaires présentent des �utuations. Cephénomène sera davantage présent pour des niveaux de bruit élevés.33.4 Étude sur le bruitOn présente une étude préliminaire du omportement de la méthode detomographie miroonde envers le bruit. On hoisit les valeurs suivantes pourles paramètres du problème :
LM = 1.5m NM = 21 ∆M = 7.5 cm

fmin = 0.3GHz fmax = 1.3GHz NF = 3.La reonstrution de la permittivité (Figure 3.2, page 35) est robuste enfae du bruit. En régularisant, l'in�uene du bruit est négligeable jusqu'à
24 dB. Au ontraire, l'erreur sur la reonstrution de la ondutivité devientassez importante lorsque le rapport signal sur bruit devient inférieur à 40 dB.Bien que l'ajout de la régularisation améliore les résultats, l'erreur sur larégularisation ne devient pas su�samment petite. En tout as, l'algorithmedonne au moins une information qualitative sur la ondutivité de l'objetinonnu.Pour des valeurs du rapport signal sur bruit supérieures à 60 dB, lesvaleurs moyennes des erreurs se stabilisent et on peut onsidérer que prati-quement le bruit n'existe pas.Dans la suite du hapitre, tous les résultats sont présentés ave le bruitomme paramètre, pour des valeurs de 30 dB et 40 dB. On note SNR = ∞en l'absene de bruit.3J'en ai déouvert une solution merveilleuse qui ne tient pas dans le temps (de alul).
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3.4. Étude sur le bruit
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Fig. 3.2: Résultats de reonstrution ave régularisation (a.r.) et sans(s.r.), en fontion du rapport signal sur bruit. Pro�ls de reonstrution averégularisation, SNR = 20dB (haut), SNR = 90dB (bas).
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Chapitre 3. Résultats numériques3.5 Étude sur la ligne de mesureSérie de résultats 1 On hoisit la longueur de la ligne de mesure égale à
LM = 1.5m et on fait varier le nombre NM � et impliitement la distane
∆M , puisque LM = (NM − 1)∆M � des points d'émission et de mesure. Onutilise NF = 5 fréquenes dans la bande 0.3 − 1.3GHz (Figure 3.3 page 38sans régularisation, Figure 3.4 page 39 ave régularisation).4La première remarque est que, pour les données non bruitées, l'augmenta-tion du nombre de points de mesure n'améliore pas néessairement la qualitéde la reonstrution. Il existe don une quantité d'information optimale quipermet d'obtenir les meilleurs résultats. Quand les données ontiennent dubruit, les résultats sont toujours améliorés en rajoutant des données sur lehamp di�raté. On note aussi qu'il y a une tendane de onvergene desrésultats, ave et sans bruit, en augmentant le nombre de points d'émissionet de mesure. On reviendra sur ette remarque à la �n du hapitre.La deuxième remarque, valable pour tous les résultats, porte sur le r�letrès important de la régularisation sur l'amélioration de la qualité des re-onstrutions.On s'intéresse aux reonstrutions ave le niveau de bruit le plus élevé,SNR = 30dB. Les résultats sont satisfaisants pour NM ≥ 21, indépendam-ment de la régularisation. On présente les pro�ls reonstruits ave NM = 13et NM = 21. Sans régularisation, (Figure 3.3) la reonstrution de la per-mittivité s'améliore en augmentant NM , tandis que elle de la ondutivitéreste la même. Ave régularisation (Figure 3.4), la permittivité de la elluleau oin inférieur du domaine d'investigation n'est pas bien reonstruite, maisglobalement l'objet est bien représenté. En plus, la ondutivité est mieuxreonstruite.On hoisit omme valeur optimale NM = 21, e qui orrespond à ∆M =
3∆x = 7.5 cm. Pour des NM plus petits, les résultats se dégradent. De l'autre�té, en augmentant NM au delà de ette valeur, l'amélioration des résultatsne justi�e pas le oût supplémentaire en temps de alul : en régularisant, ilfaut 18min pour NM = 21 et 34min pour NM = 31.54Pour des raisons liées à l'algorithme, le nombre de points de mesure est impair et ladistane qui les sépare est un multiple entier de la taille des ellules, 'est-à-dire ∆M =
p∆x.5Résultats obtenus sur une station de travail Hewlett-Pakard Visualize B2000, aveproesseur RISC PA-8500 400 MHz. La mémoire physique utilisée est 50Mo.
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3.6. Étude sur le nombre de fréquenes utiliséesSérie de résultats 2 On réduit la longueur de la ligne de mesure, LM =
1m, et on fait varier le nombre des points d'émission et de mesure. Onutilise NF = 5 fréquenes dans la bande 0.3 − 1.3GHz (Figure 3.5 page 40sans régularisation, Figure 3.6 page 41 ave régularisation).Les meilleurs résultats, en présene du bruit, sont obtenus pour NM ≥
21. On présente les pro�ls reonstruits pour NM = 21 et NM = 41 aveSNR = 30dB. La di�érene n'est pas importante, et elle ne justi�e pas letemps de alul supplémentaire, qui passe de 18min pour NM = 21 à 58minpour NM = 41 ave régularisation.La omparaison des deux longueurs de la ligne de mesure ave le mêmenombre de points montre que la ligne la plus longue donne les meilleurs ré-sultats. Cei s'explique par le fait que la mesure du hamp di�raté sur unezone plus étendue donne davantage d'information à l'algorithme de reons-trution. De même, quand les antennes d'émission ouvrent un plus grandespae, l'interation du hamp inident ave l'objet ontient plus de varianeset apporte plus d'information. Il existe, bien sûr, une limite supérieure pourla longueur de la ligne : les antennes d'émission doivent être su�samentprohe au domaine d'investigation a�n que le hamp inident interagisseave les objets. De même, si les points de mesure sont trop éloignés du do-maine, le hamp di�raté sera trop faible et ne ontiendra pas d'informationsur l'objet.Pour le reste du hapitre on utilise :

LM = 1.5m

NM = 21.3.6 Étude sur le nombre de fréquenes utiliséesSérie de résultats 3 On hoisit toute la bande de fréquene disponible, 0.3−
1.3GHz, et on fait varier le nombre NF des fréquenes utilisées (Figure 3.7page 43 sans régularisation, Figure 3.8 page 44 ave régularisation).Pour des reonstrutions sans régularisation, ave rapport signal sur bruitde 30 dB, on obtient les meilleurs résultats en ondutivité pour NF = 21, 11et 5 fréquenes. On présente les pro�ls reonstruits pour NF = 5, 11 (Fi-gure 3.7) où on voit que la di�érene n'est pas importante. En régularisant,la permittivité est bien reonstruite, indépendamment du nombre des fré-quenes. La valeur optimale pour la ondutivité est égale à NF = 6, ave
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Fig. 3.3: Série de résultats 1. Variation du nombre de points d'émissionet de mesure (NM ∈ {3, 5, 7, 11, 13, 21, 31, 61}) pour une longueur de lignede mesure onstante LM = 1.5m. Résultats sans régularisation. Pro�ls pourSNR = 30dB, NM = 13 (haut), NM = 21 (bas).
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Fig. 3.4: Série de résultats 1. Variation du nombre de points d'émissionet de mesure (NM ∈ {3, 5, 7, 11, 13, 21, 31, 61}) pour une longueur de lignede mesure onstante LM = 1.5m. Résultats ave régularisation. Pro�ls pourSNR = 30dB, NM = 13 (haut), NM = 21 (bas).
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Fig. 3.5: Série de résultats 2. Variation du nombre de points d'émission etde mesure (NM ∈ {3, 5, 9, 11, 21, 41}) pour une longueur de ligne de mesureonstante LM = 1m. Résultats sans régularisation. Pro�ls ave SNR =
30dB, NM = 21 (haut), NM = 41 (bas).
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Fig. 3.6: Série de résultats 2. Variation du nombre de points d'émission etde mesure (NM ∈ {3, 5, 9, 11, 21, 41}) pour une longueur de ligne de mesureonstante LM = 1m. Résultats ave régularisation. Pro�ls ave SNR =
30dB, NM = 21 (haut), NM = 41 (bas).
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Chapitre 3. Résultats numériquesun temps de alul de 20min. Une augmentation du nombre des fréquenesnéessite des temps de alul de 40min (NF = 11) et 80min (NF = 21). Onremarque que pour des faibles niveaux de bruit, les résultats varient peu enfontion du nombre de fréquenes. Les petites valeurs de NF donnent desreonstrutions légèrement meilleures.En onlusion, les résultats sont satisfaisants pour NF = 5. Ave NF = 3on obtient des résultats aeptables en moitié de temps, et ave NF = 6 onaméliore la qualité en augmentant un peu le temps de alul.3.7 Étude sur la bande de fréqueneSérie de résultats 4 On hoisit la fréquene basse fmin = 0.3GHz. Enutilisant NF = 3 fréquenes, on fait varier la fréquene haute fmax (Figure 3.9page 45 sans régularisation, Figure 3.10 page 46 ave régularisation).Indépendamment de la régularisation et du bruit, l'élargissement de labande de fréquene a un e�et positif sur les résultats. On note au passageque pour la bande 0.3 − 0.7GHz, la régularisation n'a auun e�et sur lareonstrution de la ondutivité.Série de résultats 5 On hoisit la fréquene basse fmin = 0.3GHz. En uti-lisant NF = 5 fréquenes, on fait varier la fréquene haute fmax (Figure 3.11page 47 sans régularisation, Figure 3.12 page 48 ave régularisation).On voit le même omportement qu'avant : pour tous les as de régulari-sation et de bruit, les résultats s'améliorent en augmentant la largeur de labande de fréquene.Pour la reonstrution sans bruit dans la bande 0.3 − 0.7GHz, la régu-larisation n'améliore pas la ondutivité. On voit qu'il existe des fréquenesspéi�ques qui n'interragissent pas bien ave l'objet inonnu. Pour le asétudié, il s'agit des fréquenes autour des 0.7GHz. Cei montre la sensibilitéde la méthode quand au hoix des fréquenes utilisées.On peut omparer point par point les résultats pour NF = 3 et NF = 5.On obtient alors une étude sur le nombre des fréquenes, omme elle de lasérie de résultats 3 du paragraphe préédant, mais ette fois pour plusieursbandes de fréquene. La omparaison on�rme qu'il n'y a pas d'améliorationonsidérable si on augmente le nombre des fréquenes pour une largeur debande �xée. Les valeurs numériques des résultats montrent que, pour la plu-part des points, on a des meilleurs résultats pour NF = 5, mais la di�érenen'est pas importante.
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3.7. Étude sur la bande de fréquene
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Fig. 3.7: Série de résultats 3. Variation du nombre des fréquenes (NF ∈
{2, 3, 5, 6, 11, 21}) pour une bande de fréquene �xe 0.3− 1.3GHz. Résultatssans régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, NF = 5 (haut), NF = 11(bas).
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Fig. 3.8: Série de résultats 3. Variation du nombre des fréquenes (NF ∈
{2, 3, 5, 6, 11, 21}) pour une bande de fréquene �xe 0.3− 1.3GHz. Résultatsave régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, NF = 5 (haut), NF = 11(bas).
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Fig. 3.9: Série de résultats 4. Variation de la fréquene haute fmax pour unefréquene basse �xe fmin = 0.3GHz ave NF = 3 fréquenes. Résultats sansrégularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, fmax = 0.5GHz (haut), fmax =
1.3GHz (bas).
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Fig. 3.10: Série de résultats 4. Variation de la fréquene haute fmax pourune fréquene basse �xe fmin = 0.3GHz ave NF = 3 fréquenes. Résul-tats ave régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, fmax = 0.5GHz (haut),
fmax = 1.3GHz (bas).
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Fig. 3.11: Série de résultats 5. Variation de la fréquene haute fmax pourune fréquene basse �xe fmin = 0.3GHz ave NF = 5 fréquenes. Résul-tats sans régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, fmax = 0.5GHz (haut),
fmax = 1.3GHz (bas).
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Fig. 3.12: Série de résultats 5. Variation de la fréquene haute fmax pourune fréquene basse �xe fmin = 0.3GHz ave NF = 5 fréquenes. Résul-tats ave régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, fmax = 0.5GHz (haut),
fmax = 1.3GHz (bas).
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3.8. Tehniques de sauts de fréquenesSérie de résultats 6 On �xe la largeur de la bande de fréquene, fmax −
fmin = 0.2GHz, ainsi que le nombre de fréquenes utilisées, NF = 3. Aveette fenêtre de fréquenes, on fait un balayage de la bande 0.3−1.3GHz, enaugmentant la fréquene entrale f0 = 0.5(fmin + fmax) par pas de 0.1GHz.(Figure 3.13 page 50 sans régularisation, Figure 3.14 page 51 ave régulari-sation).La qualité de reonstrution s'améliore, de façon générale, en utilisantdes fréquenes plus hautes, mais elle reste toujours inférieure à elle desreonstrutions qui utilisent aussi des fréquenes basses (série de résultats4). De plus, pour la reonstrution de la ondutivité ave un bruit de 30 dB,on n'a plus la onvergene en passant vers les fréquenes plus élevées. Cesremarques sont en aord ave la onlusion préédente, selon laquelle lesrésultats sont améliorés en augmentant la largeur de la bande de fréquene.3.8 Tehniques de sauts de fréquenesOn a vu, à la série de résultats 6, que l'utilisation exlusivement de hautesfréquenes donne de bons résultats, surtout pour la permittivité de l'objet.Ces résultats sont néanmoins moins bons, par rapport à eux qu'on obtientsi on utilise toute la bande de fréquene. De l'autre �té, l'utilisation que defréquenes basses ne fournit pas de reonstrutions préises. On en déduitqu'il faut utiliser une ombinaison de basses et hautes fréquenes.Inspirés par les onlusions de Chew and Lin (1995) et les expérienesnumériques de Ferrayé (2002) pour des reonstrutions monofréquentielles,on propose ii une tehnique à sauts de fréquenes (multifrequeny hopping).L'idée onsiste à la résolution du même problème plusieurs fois, ave unebande de fréquene de plus en plus haute, où haque résultat est utiliséomme estimée initiale pour la résolution suivante. On présente deux teh-niques de séletion de fréquenes, qui orrespondent aux deux dernières sériesde résultats.Série de résultats 7 On hoisit la fréquene basse fmin = 0.3GHz. Enutilisant NF = 3 fréquenes, on fait varier la fréquene haute fmax par pasde 0.2GHz. Les résultats de haque résolution sont utilisés omme estiméeinitiale pour la résolution suivante. Pour la bande de fréquene la plus basse,on utilise une estimée initiale nulle (Figure 3.15 page 52 sans régularisation,Figure 3.16 page 53 ave régularisation). Il s'agit d'une extension de la sériede résultats 4 au as de sauts de fréquenes.
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Fig. 3.13: Série de résultats 6. Variation de la fréquene entrale f0 pourune largeur de la bande de fréquene �xe fmax−fmin = 0.2GHz ave NF = 3fréquenes. Résultats sans régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, f0 =
0.4GHz (haut), f0 = 1.2GHz (bas).
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Fig. 3.14: Série de résultats 6. Variation de la fréquene entrale f0 pourune largeur de la bande de fréquene �xe fmax−fmin = 0.2GHz ave NF = 3fréquenes. Résultats ave régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, f0 =
0.4GHz (haut), f0 = 1.2GHz (bas).
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Fig. 3.15: Série de résultats 7. Variation de la fréquene haute fmax pourune fréquene basse �xe fmin = 0.3GHz ave NF = 3 et sauts de fréquenes.Résultats sans régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, fmax = 0.5GHz(haut), fmax = 1.3GHz (bas).
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3.8. Tehniques de sauts de fréquenes
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Fig. 3.16: Série de résultats 7. Variation de la fréquene haute fmax pourune fréquene basse �xe fmin = 0.3GHz ave NF = 3 et sauts de fréquenes.Résultats ave régularisation. Pro�ls ave SNR = 30dB, fmax = 0.5GHz(haut), fmax = 1.3GHz (bas).
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Chapitre 3. Résultats numériquesSérie de résultats 8 On �xe la largeur de la bande de fréquene, fmax −
fmin = 0.2GHz, ainsi que le nombre de fréquenes utilisées, NF = 3. Aveette fenêtre de fréquenes, on fait un balayage de la bande 0.3−1.3GHz, enaugmentant la fréquene entrale f0 = 0.5(fmin + fmax) par pas de 0.1GHz.Les résultats de haque résolution sont utilisés omme estimée initiale pour larésolution suivante. Pour la bande de fréquene la plus basse, on utilise uneestimée initiale nulle (Figure 3.17 page 55 sans régularisation, Figure 3.18page 56 ave régularisation). Il s'agit d'une extension de la série de résultats6 au as de sauts de fréquenes.On ompare les séries de résultats ave sauts de fréquenes ave les sé-ries orrespondantes du paragraphe préédent (7 ave 4 et 8 ave 6). Lessauts de fréquenes sans régularisation n'améliorent pas la préision des ré-sultats �naux, 'est-à-dire les résultats pour les fréquenes les plus hautes.Pour les as intermédiaires, l'erreur déroît de façon régulière, quand on n'apas de bruit, et il n'y a plus de �utuations. Pour un niveau de bruit deSNR = 30dB, la qualité des reonstrutions qu'on présente ii est dégradéepar l'utilisation des sauts de fréquenes.Quand on régularise, les résultats se dégradent dans tous le as. Ceiest dû au fait que, pour les basses fréquenes, la reonstrution donne déjàune solution séparée en zones homogènes. La régularisation ne permet pas àes zones de hanger de forme par la suite, ainsi les erreurs de la résolutioninitiale du problème, persistent dans les résolutions suivantes.3.9 ConlusionsOn a présenté deux extensions de la méthode d'imagerie miroonde duhapitre préédent. Ave es extensions, on prend en ompte la forme duhamp rayonné de l'antenne et aussi la présene du bruit de mesure. On adonné une série de résultats de reonstrution d'un domaine inhomogène àpartir de données synthétiques pour le hamp di�raté.On a montré que l'algorithme de reonstrution a besoin d'une quan-tité d'information optimale onernant l'objet inonnu. Cette informationprovient du hamp di�raté, mesuré en plusieurs fréquenes et ave plu-sieurs points d'émission et de réeption. Pour le as de données non bruitées,l'augmentation de l'information disponible ne onduit pas toujours à uneamélioration des résultats. Quand on ajoute du bruit, les reonstrutionss'améliorent onstamment en augmentant le volume des données ; pour lesas examinés ii, la limite supérieure a été ditée par le temps de alul.
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3.9. Conlusions
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Fig. 3.17: Série de résultats 8. Variation de la fréquene entrale f0 pourune largeur de la bande de fréquene �xe fmax−fmin = 0.2GHz ave NF = 3et sauts de fréquenes. Résultats sans régularisation. Pro�ls ave SNR =
30dB, f0 = 0.4GHz (haut), f0 = 1.2GHz (bas).
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Chapitre 3. Résultats numériques
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Fig. 3.18: Série de résultats 8. Variation de la fréquene entrale f0 pourune largeur de la bande de fréquene �xe fmax−fmin = 0.2GHz ave NF = 3et sauts de fréquenes. Résultats ave régularisation. Pro�ls ave SNR =
30dB, f0 = 0.4GHz (haut), f0 = 1.2GHz (bas).
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3.9. ConlusionsOn a étudié les aratéristiques de la ligne de mesure et on a montréqu'elle doit avoir une longueur su�sante pour obtenir toute l'informationdisponible sur le hamp di�raté. Il existe un nombre optimal de points demesure, qui, pour les problèmes étudiés ii, est de l'ordre de vingt. Cettevaleur donne des temps de alul raisonnables. De plus, e résultat montreque la méthode peut être utilisée ave le système de mesure développé dansle adre des travaux de Guillanton et al. (2001). (Il s'agit d'un système àréseau d'antennes, pouvant être étendu par modules de huit antennes ; toutela proédure de mesure est ontr�lée par ordinateur.)Le omportement de la méthode fae au bruit montre que la reonstru-tion de la permittivité à partir des données expérimentales est faisable, mêmepour des niveaux de bruit assez importants. De l'ensemble des résultats onen déduit que la reonstrution de la ondutivité, ave et sans bruit, estplus di�ile que elle de la permittivité. Pour des fortes valeurs de bruit,l'information qu'on obtient est souvent qualitative.Pour la reonstrution des objets enterrés, l'utilisation d'une seule fré-quene n'est pas su�sante : il nous faut plusieurs fréquenes pour faire faeau problème des données limitées, dû au fait qu'on ne peut pas entourer l'ob-jet. Pourtant, on a vu que e n'est pas néessaire d'utiliser un grand nombrede fréquenes : même ave trois fréquenes on obtient des bons résultats.Le hoix de la bande de fréquene est primordial pour la qualité des re-onstrutions. Il faut ombiner des basses et des hautes fréquenes pour avoirune information omplète sur l'objet inonnu. Aux basses fréquenes, le pro-blème a un aratère plus linéaire, pare que les phénomènes de di�rationsmultiples sont moins présents. Ces fréquenes donnent plut�t une informa-tion sur la loalisation de l'objet. De plus, es fréquenes pénètrent mieux ledomaine qui entoure l'objet et onduisent à une meilleure reonstrution dela ondutivité. De l'autre �té, les hautes fréquenes apportent la résolutionnéessaire à la reonstrution. On a montré que les reonstrutions s'amé-liorent en augmentant la largeur de la bande de fréquene et qu'il existe desfréquenes de résonane et d'anti-résonane, qui interagissent bien ou malave l'objet di�ratant.On a proposé une méthode à sauts de fréquenes et on a présenté deuxstratégies de séletion de fréquenes. On a onstaté qu'en régularisant, lessauts de fréquenes donnent onstamment de moins bons résultats. Sansla régularisation, la di�érene n'est pas importante. On en déduit que latehnique des sauts de fréquenes ne présente pas d'intérêt. Cei est vrai àondition qu'on onnaisse la loalisation de l'objet inonnu. Si e n'est pasle as, on peut utiliser, dans une phase initiale, des basses fréquenes et de
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Chapitre 3. Résultats numériquesgrandes ellules pour déteter la présene des objets et ensuite passer à desfréquenes plus hautes ave des ellules plus �nes, en limitant les dimensionsdu domaine d'investigation, pour obtenir plus d'information sur un objet.Les résultats du hapitre montrent que la méthode de minimisation de lafontionnelle peut être utilisée pour des problèmes bidimensionnels des objetsenterrés à polarisation transverse magnétique. Dans la seonde partie de emémoire de thèse on étudie l'extension de la méthode en trois dimensions.Étant donné que le nombre des fréquenes peut être restreint, on reste enrégime fréquentiel pour la résolution du problème diret. On a alors hoisi laméthode de di�érenes �nies en régime fréquentiel pour remplaer la méthodedes moments dans le as tridimensionnel.
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Deuxième partieÉtude de l'extensiontridimensionnelle





Chapitre 4Problème diretNũn tä per�blhma th̃ Gh̃ kaÈ � >Exous�aAÊàn � br¸sh th̃ Yuqh̃ kaÈ � pemptous�aÀ présent l'éore de Terre et la PrépoteneÀ jamais l'aliment de l'âme et la quintesseneDans e hapitre, on établit d'abord les bases de la desription du pro-blème de di�ration direte à partir des équations de Maxwell, qui sontérites ii sous une forme générale. On ontinue ensuite ave les onditionsaux limites aux interfaes de deux milieux di�érents et aussi à l'in�ni. Lehapitre onlut ave les équations di�érentielles qui dérivent le hamp éle-tromagnétique di�raté quand une onde inidente onnue interagit ave desinhomogénéités onnues. Les résultats de e hapitre seront utilisés dans lehapitre suivant pour le développement d'une Méthode de Di�érenes Finiesdans le Domaine Fréquentiel à deux et trois dimensions.4.1 Équations de MaxwellOn se plae dans le domaine fréquentiel, en supposant une dépendanetemporelle en e+jωt. Pour des milieux linéaires, ohmiques, dispersifs, inho-mogènes et anisotropes, le hamp életromagnétique satisfait les équationsde Maxwell :
∇ · (ε̄ · E) = ρ (4.1a)

∇ · (µ̄ · H) = τ (4.1b)
∇ × E = − jω ¯̇µ · H − M (4.1)
∇ × H = jω ¯̇ε · E + J (4.1d)



Chapitre 4. Problème diretoù
¯̇µ = µ̄ − j

σ̄∗

ω

¯̇ε = ε̄ − j
σ̄

ωet :
E le hamp életrique, en V/m

H le hamp magnétique, en A/m

ρ la densité des harges életriques libres, en Cb/m3

τ la densité de harges magnétiques libres, en Wb/m3

J la densité de ourant életrique appliqué, en A/m2

M la densité de ourant magnétique appliqué, en V/m2

ε̄ le tenseur de permittivité életrique, en F/m

µ̄ le tenseur de perméabilité magnétique, en H/m

σ̄ le tenseur de ondutivité életrique, en S/m

σ̄∗ le tenseur de ondutivité magnétique, en Ω/m.Les tenseurs du seond ordre des équations (4.1) sont des fontions del'espae et de la fréquene. Ils sont représentés par des matries 3 × 3. Ononsidère que tous les tenseurs sont diagonaux. Par exemple, le tenseur dela permittivité életrique s'exprime par :
[
ε̄
]

=





εxx 0 0
0 εyy 0
0 0 εzz



 .Les tenseurs ¯̇ε et ¯̇µ ontiennent la ondutivité életrique et magnétique.Dans le as spéial des milieux homogènes, isotropes, ohmiques, sans pertesmagnétiques, on peut érire :
ε̄ = ε0εrĪ3 (4.2a)
µ̄ = µ0µrĪ3 (4.2b)
¯̇ε = ε0

(

εr − j
σ

ε0ω

)

Ī3 (4.2)
¯̇µ = µ0µrĪ3 (4.2d)
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4.2. Conditions aux limitesoù
ε0 = 8.854 10−12 F/m la permittivité életrique du vide
µ0 = 4π 10−7 H/m la perméabilité magnétique du vide
εr la onstante diéletrique relative du milieu (sans dimensions)
µr la perméabilité magnétique relative du milieu (sans dimensions)
σ la ondutivité életrique du milieu, en S/m
Ī3 le tenseur d'unité de seond ordre.4.2 Conditions aux limitesLes hamps vetoriels E et H ne sont pas néessairement des fontionsontinues aux interfaes entre deux milieux di�érents. On onsidère l'inter-fae entre le milieu 1 et le milieu 2. Notons n̂ le veteur unitaire, de diretionperpendiulaire à l'interfae, dont le sens est du milieu 1 au 2. On note Ei,

Hi (i = 1, 2) les hamps dans les deux milieux et on suppose qu'il n'y a pasde harges et de ourants de surfae appliqués sur l'interfae. On distinguedeux as, ave les relations suivantes (Balanis, 1989).Milieux à ondutivité �nieSi tous les deux milieux sont des diéletriques à ondutivité �nie :
n̂ × (E2 − E1) = 0 (4.3a)

n̂ × (H2 − H1) = 0 (4.3b)
n̂ ·
(
ε̄2 · E2 − ε̄1 · E1

)
= 0 (4.3)

n̂ ·
(
µ̄2 · H2 − µ̄1 · H1

)
= 0. (4.3d)Milieux à ondutivité in�nieSi le milieu 1 est un onduteur életrique parfait (ondutivité életriquein�nie), on a E1 = 0, H1 = 0 et :

n̂ × E2 = 0 (4.4a)
n̂ × H2 = Js (4.4b)

n̂ ·
(
ε̄2 · E2

)
= ρs (4.4)

n̂ ·
(
µ̄2 · H2

)
= 0 (4.4d)où

Js la densité de ourant de surfae, en A/m
ρs la densite de harges de surfae, en C/m2.

65



Chapitre 4. Problème diret4.3 Condition de rayonnementSi on onsidère que toutes les harges et les inhomogénéités se trouventdans une région �nie de l'espae, la ondition de rayonnement de Sommerfeldpour les problèmes tridimensionnels s'érit (Morita et al., 1990) :
lim

r→∞
r

(
∂ψ

∂r
+ j kψ

)

= 0 (4.5)
k = ω2ε0µ0εrµroù

ψ haque omposante du hamp E ou H

r la distane de l'origine
εr, µr les propriétés du milieu qui entoure les soures.4.4 Équations du hamp di�ratéDans les problèmes de di�ration, une onde inidente interagit ave les in-homogénéités de l'espae qui onstituent les objets di�ratants. Les ourantsinduits à l'intérieur et sur la surfae des objets réent le hamp di�raté.Pour les milieux linéaires, on peut appliquer le prinipe de superpositionaux équations de Maxwell : le hamp életrique total E, qui satisfait leséquations (4.1), s'érit omme la somme du hamp inident E(i) et di�raté

E(s). De même pour le hamp magnétique H :
E = E(i) + E(s) (4.6a)
H = H(i) + H(s). (4.6b)Cette deomposition du hamp total est uniquement valable si le hampdi�raté ne réagit pas sur le hamp inident.Le hamp inident est réé par les harges ρ(i), τ (i), les ourants appliqués

J(i), M (i) et il se propage dans un milieu ave des propriétés ε̄(b), µ̄(b), σ̄(b),
σ̄∗

(b), qu'on nomme milieu de référene (l'indie (b) orrespond au termeanglais bakground medium).On dé�nit le ontraste életrique et magnétique des deux milieux :
¯̇c(e) = c̄(ε) − j

c̄(σ)

ω
, ¯̇ε − ¯̇ε(b) =

(

ε̄ − ε̄(b)

)

− j
σ̄ − σ̄(b)

ω
(4.7a)

¯̇c(m) = c̄(µ) − j
c̄(σ∗)

ω
, ¯̇µ − ¯̇µ(b) =

(

µ̄ − µ̄(b)

)

− j
σ̄∗ − σ̄∗

(b)

ω
. (4.7b)
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4.4. Équations du hamp di�ratéLes équations (4.1) pour les hamps E(i) et H(i) deviennent :
∇ · (ε̄(b) · E(i)) = ρ(i) (4.8a)

∇ · (µ̄(b) · H(i)) = τ (i) (4.8b)
∇ × E(i) = − jω ¯̇µ(b) · H(i) − M (i) (4.8)
∇ × H(i) = jω ¯̇ε(b) · E(i) + J(i). (4.8d)On soustrait (4.8) de (4.1) en utilisant aussi (4.6) pour obtenir les équa-tions pour les hamps di�ratés E(s) et H(s) :

∇ · (ε̄ · E(s)) = −∇ ·
{

(ε̄ − ε̄(b)) · E(i)
}

+ (ρ− ρ(i)) (4.9a)
∇ · (µ̄ · H(s)) = −∇ ·

{

(µ̄ − µ̄(b)) · H(i)
}

+ (τ − τ (i)) (4.9b)
∇ × E(s) = − jω ¯̇µ · H(s) − jω( ¯̇µ − ¯̇µ(b)) · H(i) − (M − M (i))(4.9)
∇ × H(s) = jω ¯̇ε · E(s) + jω(¯̇ε − ¯̇ε(b)) · E(i) + (J − J(i)). (4.9d)On note que les premiers termes au deuxième membre des équations (4.9a)et (4.9b) sont non nuls seulement aux endroits où le milieu est di�érent dumilieu de référene, 'est-à-dire là où il n'y a pas d'objet di�ratant. Cestermes ont des dimensions de densités de harges életriques et magnétiques,respetivement, et il s'agit don des harges induits par le hamp inidentsur les objets. On peut dé�nir :
ρ(ind) , −∇ ·

{

(ε̄ − ε̄(b)) · E(i)
}

= −∇ ·
(

c̄(ε) · E(i)
) (4.10a)

τ (ind) , −∇ ·
{

(µ̄ − µ̄(b)) · H(i)
}

= −∇ ·
(

c̄(µ) · H(i)
)

. (4.10b)De plus, les seonds termes du seond membre des équations (4.9a)et (4.9b) sont non nuls seulement aux endroits où la densité des hargeséletriques et magnétiques est di�érente de elle qui rée le hamp inident.Ces termes ontiennent les harges qui ontribuent exlusivement au hampdi�raté, et on peut érire :
ρ(s) , ρ− ρ(i) (4.11a)
τ (s) , τ − τ (i). (4.11b)On dé�nit les deuxièmes termes du seond membre des équations (4.9)et (4.9d) omme les ourants életriques et magnétiques induits par le hamp
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Chapitre 4. Problème diretinident sur les objets di�ratants :
M (ind) , jω( ¯̇µ − ¯̇µ(b)) · H(i) = jω¯̇c(m) · H(i) (4.12a)
J(ind) , jω(¯̇ε − ¯̇ε(b)) · E(i) = jω¯̇c(e) · E(i). (4.12b)En�n, les troisièmes termes au seond membre des (4.9) et (4.9d) on-tiennent les soures appliquées qui ontribuent au hamp di�raté. On peutalors érire :

M (s) , M − M (i) (4.13a)
J(s) , J − J(i). (4.13b)Les équations (4.9) pour le hamp di�raté peuvent maintenant êtreérites sous une forme plus ompate :

∇ · (ε̄ · E(s)) = ρ(ind) + ρ(s) (4.14a)
∇ · (µ̄ · H(s)) = τ (ind) + τ (s) (4.14b)

∇ × E(s) = − jω ¯̇µ · H(s) − M (ind) − M (s) (4.14)
∇ × H(s) = jω ¯̇ε · E(s) + J(ind) + J(s). (4.14d)Le hamp inident E(i) et H(i) ainsi que les propriétés életromagné-tiques du milieu de référene sont onnus, d'où on déduit les harges induites

ρ(ind), τ (ind) et les ourants induits J(ind), M (ind). Les équations (4.14)donnent le hamp di�raté E(s), H(s) dans un milieu ε̄, µ̄, σ̄ , σ̄∗ dans leas où � en outre du hamp inident � on applique les harges ρ(s), τ (s) etles ourants J(s), M (s). Cette formulation dérit le problème de di�rationdirete.Le hamp di�raté satisfait la ondition de rayonnement (4.5) à onditionque les soures induites et appliquées se situent dans une région �nie. Pourompléter la solution du problème, le hamp total doit satisfaire les équationsaux limites du paragraphe 4.2.Remarque 4.1 La dé�nition du milieu de référene et des soures qui réentle hamp inident est générale et ne se limite pas au as des ondes planesdans l'espae libre. On peut, par exemple, onsidérer omme milieu de réfé-rene un milieu qui ontient des inhomogénéités, et omme hamp inidentle hamp qui résulte de l'interation des ondes planes ave es inhomogénéi-tés. Dans ette on�guration, les objets di�ratants sont les inhomogénéitésqui n'appartiennent pas au milieu de référene, et le hamp di�raté est laontribution de es objets dans le hamp total.
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4.4. Équations du hamp di�ratéRemarque 4.2 Les équations (4.1) sont similaires aux (4.14). On peut uti-liser les premières pour des problèmes � fermés � (avités, guides d'ondes)et aussi de rayonnement et les seondes pour des problèmes � ouverts � (dedi�ration), ou des problèmes mixtes (rayonnement et di�ration). La tran-sition de (4.1) à (4.14) s'e�etue si on onsidère :
E → E(s) H → H(s)

ρ→ ρ(ind) + ρ(s) τ → τ (ind) + τ (s)

J → J(ind) + J(s) M → M (ind) + M (s)où ρ(ind), τ (ind) sont donnés par (4.10) ; ρ(s), τ (s) par (4.11) ; J(ind), M (ind)par (4.12) ; J(s), M (s) par (4.13).Grâe à ette transformation, quand on se réfère aux équations (4.1), onse réfère de façon équivalente aussi aux (4.14).
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Chapitre 5Méthode de di�érenes �niesdans le domaine fréquentielNũn th̃ Sel nh tä mel�gqrwma tä �n�atoAÊàn tä qrusokÔano toũ Galax�a sel�gismaÀ présent la mélanose de la Lune languissanteÀ jamais la spire azur or de la Galaxie sintillanteDans e hapitre, on présente une méthode numérique pour la résolu-tion des équations (4.1). Il s'agit d'une méthode de di�érenes �nies dans ledomaine fréquentiel. La méthode peut être utilisée pour des problèmes degéométrie fermée (pour obtenir les modes de avités et de guides d'ondes)et aussi pour des problèmes ouverts (rayonnement, di�ration). Après avoirdérit la méthode générale, on s'intéresse à la terminaison du maillage pardes parois absorbantes et à la transformation du hamp prohe en hamplointain. La méthode est présentée pour des problèmes bidimensionnels (po-larisation transverse magnétique et transverse életrique) ainsi que pour desproblèmes tridimensionnels. Le formalisme développé dans e hapitre seprête à une intégration dans une méthode d'imagerie miroonde, ommeelle du deuxième hapitre.5.1 Prinipes de disrétisationDans les équations (4.1), E et H sont des hamps vetoriels, 'est-à-diredes veteurs dé�nis à haque point de l'espae. Dans la méthode développéeii, l'espae est disrétisé, et les veteurs ne sont dé�nis qu'à des pointsspéi�ques. Pour ette disrétisation on utilise le maillage de Yee (1966).On onsidère un maillage ubique à l'intérieur du domaine de alul. Lalongueur de haque arrête de la ellule élémentaire est égale à h (Figure 5.1).



Chapitre 5. Méthode de di�érenes �niesPSfrag replaements

Ex
Ey

Ez

(i, j, k)

(i+ 1, j, k)
(i, j + 1, k)

(i, j, k + 1)

Fig. 5.1: Cellule élémentaire (i, j, k) du maillage.Chaque omposante du hamp életrique est dé�nie au milieu des arrêtes quilui sont parallèles. Pour le hamp magnétique, haque omposante est dé�nieau entre des faes qui lui sont perpendiulaires. Le n÷ud qui se trouve aupoint (ih, jh, kh) est noté (i, j, k). Le même triplé symbolise la ellule dé�niepar les n÷uds (i, j, k) et (i+ 1, j + 1, k + 1).Les omposantes Ei,j,k
x , Ei,j,k

y , Ei,j,k
z du hamp életrique, etH i,j,k

x ,H i,j,k
y ,

H i,j,k
z du hamp magnétique, appartiennent à la ellule (i, j, k). Le Tableau 5.1ontient les oordonnées des points où es omposantes sont dé�nies. Les ou-rants életriques et magnétiques sont dé�nis au mêmes points que les hampsorrespondants.Les propriétés életromagnétiques du milieu sont supposées onstantes àl'intérieur de haque ellule. Par exemple, on note ε̄i,j,k la valeur du tenseurde la onstante diéletrique de la ellule (i, j, k).Tab. 5.1: Coordonnées des omposantes des hamps dans la ellule (i, j, k).

x/h y/h z/h

Ei,j,k
x i+ 1/2 j k

Ei,j,k
y i j + 1/2 k

Ei,j,k
z i j k + 1/2

Hi,j,k
x i j + 1/2 k + 1/2

Hi,j,k
y i+ 1/2 j k + 1/2

Hi,j,k
z i+ 1/2 j + 1/2 k
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5.1. Prinipes de disrétisationSelon le maillage de Yee, les hamps sont dé�nis aux points qui sontommuns à des ellules voisines : le hamp életrique sur l'arête ommune àquatre ellules, le hamp magnétique sur la fae ommune de deux ellules.Quand on disrétise des termes de la forme ε̄ · E ou µ̄ · H , on n'utilisepas uniquement les paramètres életromagnétiques de la ellule à laquelleappartiennent les omposantes du hamp, mais on alule la valeur moyennede ε̄ ou µ̄ sur les ellules voisines. Pour des disrétisations à la ellule (i, j, k),on ne fait pas orrespondre :
εxxEx 9 εi,j,kxx Ei,j,k

x µxxHx 9 µi,j,k
xx H i,j,k

x

εyyEy 9 εi,j,kyy Ei,j,k
y µyyHy 9 µi,j,k

yy H i,j,k
y

εzzEz 9 εi,j,kzz Ei,j,k
z µzzHz 9 µi,j,k

zz H i,j,k
zmais

εxxEx →
〈

εi,j,kxx

〉

Ei,j,k
x µxxHx →

〈

µi,j,k
xx

〉

H i,j,k
x

εyyEy →
〈

εi,j,kyy

〉

Ei,j,k
y µyyHy →

〈

µi,j,k
yy

〉

H i,j,k
y (5.1)

εzzEz →
〈

εi,j,kzz

〉

Ei,j,k
z µzzHz →

〈

µi,j,k
zz

〉

H i,j,k
zoù :

〈

εi,j,kxx

〉

,
1

4

(

εi,j,kxx + εi,j−1,k
xx + εi,j−1,k−1

xx + εi,j,k−1
xx

)

〈

εi,j,kyy

〉

,
1

4

(

εi,j,kyy + εi−1,j,k
yy + εi−1,j,k−1

yy + εi,j,k−1
yy

) (5.2)
〈

εi,j,kzz

〉

,
1

4

(

εi,j,kzz + εi−1,j,k
zz + εi−1,j−1,k

zz + εi,j−1,k
zz

)et
〈

µi,j,k
xx

〉

,
1

2

(

µi,j,k
xx + µi−1,j,k

xx

)

〈

µi,j,k
yy

〉

,
1

2

(

µi,j,k
yy + µi,j−1,k

yy

) (5.3)
〈

µi,j,k
zz

〉

,
1

2

(

µi,j,k
zz + µi,j,k−1

zz

)

.Pour les quantités salaires, omme la densité de harge életrique, quandon a besoin d'une valeur disrétisée sur le n÷ud (i, j, k), on utilise la valeurmoyenne sur les huit ellules adjaentes :
〈

ρi,j,k
〉

,
1

8
(ρi,j,k + ρi−1,j,k + ρi−1,j−1,k + ρi,j−1,k

+ ρi,j,k−1 + ρi−1,j,k−1 + ρi−1,j−1,k−1 + ρi,j−1,k−1). (5.4)
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �niesAve les dé�nitions i-dessus, on peut érire les équations de Maxwell sousforme disrétisée. Les dérivées spatiales des équations (4.1) sont approhéespar des di�érenes �nies. L'expression mathématique pour l'approximationdes dérivées premières est donnée à l'annexe B (équation (B.2a), page 117).La disrétisation des équations est présentée analytiquement à l'annexe C.Les étapes suivies sont similaires à elles qui onduisent à l'équation d'ondes(Helmholtz) pour le hamp életrique. On rappelle ii que, pour les équationsdans le as ontinu, on ommene par le rotationnel de (4.1) (équation deFaraday), on remplae le rotationnel du hamp magnétique par (4.1d) (équa-tion de Maxwell-Ampère) et on applique (4.1a) (équation de Gauss) au termequi ontient le gradient de la divergene de ε̄ · E.De la même façon, la disrétisation de (4.1) donne les équations (C.4)pour les omposantes du hamp magnétique en fontion de elles du hampéletrique ; la disrétisation de (4.1d) donne les équations (C.10) pour lesomposantes du hamp életrique en fontion de elles du hamp magnétique.On remplae les premières dans les deuxièmes et on arrive aux trois équa-tions linéaires (C.13). Ces équations relient haune de trois omposantes duhamp életrique d'une ellule, aux omposantes du hamp életrique de lamême ellule et aussi des ellules adjaentes.1Les équations dérites i-dessus résultent des lois de Faraday et de Max-well-Ampère. Le hamp életrique doit aussi satisfaire la loi de Gauss. Paranalogie ave le as ontinu, on n'utilise pas la divergene ∇ · (ε̄ · E), maisle gradient de la divergene, ∇∇ · (ε̄ · E). La disrétisation du gradient del'équation (4.1a) onduit à trois équations supplémentaires pour les ompo-santes du hamp életrique d'une ellule (C.27).En trois dimensions, on ajoute les équations (C.13) et (C.27) pour obtenirles trois équations de di�érenes �nies.2 Ces équations seront utilisées pourla résolution numérique de problèmes életromagnétiques.Remarque 5.1 Les équations (C.27) ne s'appliquent pas aux omposantesinternes, tangentielles et normales à un onduteur parfait. En e�et, dans ladisrétisation du gradient de la divergene du hamp életrique, la quantitéde harge életrique ne prend pas en ompte les harges surfaiques ρs prévuspar les onditions aux limites (4.4).Remarque 5.2 Les équations (5.2), (5.3) et (5.4) sont valables pour lesvaleurs moyennes dans des ellules qui se trouvent à l'intérieur du domaine1Ii on se réfère aux équations omplètes, pour les problèmes tridimensionnels. L'annexeC ontient aussi les équations pour les problèmes bidimensionnels.2L'ériture expliite des es trois équations n'ajouterait rien à la présentation (saufquelques pages de plus ave que des symboles mathématiques).
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5.2. Numérotation des valeurs de grandeurs disrétiséesde alul. Il est évident que pour les ellules situées aux bords du maillage,on alule les valeurs moyennes seulement sur la base des ellules adjaentesexistantes.5.2 Numérotation des valeurs de grandeurs disré-tisées5.2.1 Problèmes tridimensionnelsOn utilise le maillage de Yee omplet. Le domaine de alul ontient
Nv ellules selon la diretion v (v = x, y, z). Le nombre de omposantes in-onnues du hamp életrique est égal à N = 3NxNyNz. À l'exeption desdensités de harges, haque grandeur du problème est représentée par troisvaleurs dans haque ellule : pour les hamps vetoriels disrétisés, es va-leurs orrespondent aux trois omposantes, et pour les tenseurs il s'agit deséléments diagonaux. On fait orrespondre un numéro unique l à haune des
N = 3NxNyNz valeurs. Pour les N/3 valeurs des salaires, on fait orres-pondre un numéro unique p. Les indies l, p sont dé�nis par :

l(w, i, j, k) = w + 3(i− 1) + 3Nx(j − 1) + 3NxNy(k − 1) (5.5a)
p(i, j, k) = 1 + (i− 1) +Nx(j − 1) +NxNy(k − 1) (5.5b)où
i= 1, . . . , Nx j= 1, . . . , Ny k= 1, . . . ,Nz

w= 1, 2, 3 pour la omposante x, y, z respetivement.On note que, pour haque ellule (i, j, k), il y a une orrespondane entreles trois indies lw(w = 1, 2, 3), utilisés pour les veteurs et les tenseurs, etl'indie p pour les salaires.On peut maintenant érire les N valeurs du hamp életrique sous formevetorielle, suivant la numérotation i-dessus :
e =

(
E1,1,1

x
︸ ︷︷ ︸

1

E1,1,1
y
︸ ︷︷ ︸

2

E1,1,1
z
︸ ︷︷ ︸

3

E2,1,1
x
︸ ︷︷ ︸

4

· · · E1,2,1
x
︸ ︷︷ ︸

1+3Nx

· · · E1,1,2
x
︸ ︷︷ ︸

1+3NxNy

· · · ENx,Ny,Nz
z
︸ ︷︷ ︸

N

)T(5.6)et de même pour les veteurs h, j, m, ε, µ, σ, σ∗, ε̇, µ̇, cε, cµ, cσ, cσ∗ , ċe,
ċm, ei, hi et.Pour les salaires, omme la densité de harge életrique, le veteur de
N/3 valeurs est dé�ni par :

ρ =
(
ρ1,1,1

︸ ︷︷ ︸

1

ρ2,1,1

︸ ︷︷ ︸

2

· · · ρ1,2,1

︸ ︷︷ ︸

1+Nx

· · · ρ1,1,2

︸ ︷︷ ︸

1+NxNy

· · · ρNx,Ny,Nz

︸ ︷︷ ︸

N/3

)T
. (5.7)
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �nies5.2.2 Problèmes bidimensionnelsLes propriétés du milieu ainsi que les hamps restent invariants par trans-lation selon l'axe z. Les grandeurs disrétisées sont onstantes pour toutesles valeurs de l'indie k. Cei simpli�e les deux premières équations dans(5.2), la troisième dans (5.3) et aussi (5.4).Pour les grandeurs disrétisées, on utilise un maillage arré, ave seule-ment les indies i, j. Le maillage est onstitué par Nv ellules selon la dire-tion v (v = x, y). Suivant la polarisation, haque grandeur a une ou deuxvaleurs dans haque ellule. Pour les grandeurs à deux valeurs, on utilise lanumérotation par l, et pour les autres l'indie p.Les indies l, p sont donnés par :
l(w, i, j, k) = w + 2(i− 1) + 2Nx(j − 1) (5.8a)
p(i, j, k) = 1 + (i− 1) +Nx(j − 1) (5.8b)où

i= 1, . . . , Nx j= 1, . . . ,Ny

w= 1, 2 pour la omposante x, y respetivement.On représente toujours les tenseurs életromagnétiques par des matries
3×3. Mais, pour des géométries bidimensionnelles, seules les valeurs qui or-respondent aux omposantes non nulles du hamp életrique et magnétiquesont prises en ompte dans le problème. Selon la polarisation, le veteur devaleurs des tenseurs ontient seulement les éléments diagonaux orrespon-dants.Pour les salaires, omme la densité de harge életrique, le veteur des
NxNy valeurs est donné par :

ρ =
(
ρ1,1

︸︷︷︸

1

ρ2,1

︸︷︷︸

2

· · · ρ1,2

︸︷︷︸

1+Nx

· · · ρNx,Ny

︸ ︷︷ ︸

NxNy

)T
. (5.9)Polarisation transverse magnétique (TM) : Le hamp magnétique esttransversal à l'axe z et le hamp életrique y est parallèle. Les omposantesnon nulles des hamps, Ez,Hx,Hy, sont dé�nies sur le même plan (Tableau5.1), et Ex = Ey = 0,Hz = 0. Le hamp életrique omprend N = NxNyvaleurs, qui sont numérotées suivant l'indie p :

e =
(
E1,1

z
︸︷︷︸

1

E2,1
z
︸︷︷︸

2

· · · E1,2
z
︸︷︷︸

1+Nx

· · · ENx,Ny
z
︸ ︷︷ ︸

N

)T (5.10)et de même pour les veteurs j, ei et ε, σ, ε̇, cε, cσ, ċe.
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5.3. Constrution du système linéaireLes 2NxNy valeurs du hamp magnétique sont numérotées suivant l'in-die l :
h =

(
H1,1

x
︸︷︷︸

1

H1,1
y

︸︷︷︸

2

H2,1
x

︸︷︷︸

3

· · · H1,2
x

︸︷︷︸

1+2Nx

· · · HNx,Ny
y

︸ ︷︷ ︸

2N

)T (5.11)et de même pour les veteurs m, hi et µ, σ∗, µ̇, cµ, cσ∗ , ċm.Polarisation transverse életrique (TE) : Le hamp életrique esttransversal à l'axe z et le hamp magnétique y est parallèle. Les omposantesnon nulles des hamps, Ex, Ey,Hz, sont dé�nies sur le même plan (Tableau5.1) et Ez = 0,Hx = Hy = 0. Le hamp életrique omprend N = 2NxNyvaleurs, qui sont numérotées suivant l'indie l :
e =

(
E1,1

x
︸︷︷︸

1

E1,1
y
︸︷︷︸

2

E2,1
x
︸︷︷︸

3

· · · E1,2
x
︸︷︷︸

1+2Nx

· · · ENx,Ny
y
︸ ︷︷ ︸

N

)T (5.12)et de même pour les veteurs j, ei et ε, σ, ε̇, cε, cσ, ċe.Les NxNy valeurs du hamp magnétique sont numérotées suivant l'indie
p :

h =
(
H1,1

z
︸︷︷︸

1

H2,1
z

︸︷︷︸

2

· · · H1,2
z

︸︷︷︸

1+Nx

· · · HNx,Ny
z

︸ ︷︷ ︸

N/2

)T (5.13)et de même pour les veteurs m, hi et µ, σ∗, µ̇, cµ, cσ∗ , ċm.5.3 Constrution du système linéaireLes équations des paragraphes C.3 et C.5 se réfèrent aux omposantesdu hamp életrique de haque ellule. En les ajoutant membre à membre eten les érivant pour toutes les ellules du maillage, on obtient N équationslinéaires à N inonnues. Les inonnues sont les valeurs du hamp életriquedans le maillage. On numérote les équations de la même façon que les om-posantes du hamp életrique, et on obtient un système linéaire sous la forme
Ax = b (5.14)où le veteur x ontient les N valeurs du hamp életrique (total ou di�raté).La matrie A est reuse, de dimension N ×N . Chaque ligne a inq élé-ments non nuls en polarisation TM, neuf en polarisation TE, et quinze dansle as des problèmes tridimensionnels. Pour obtenir la struture interne dela matrie, il faut érire sous forme matriielle les équations de l'annexe C.
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �niesCei est e�etué dans l'annexe D, où on présente en détail la onstrution dusystème linéaire pour la méthode de di�érenes �nies en régime fréquentiel.On démontre que les équations disrétisées de Faraday et de Maxwell-Ampère peuvent être érites sous la forme matriielle (équations (D.12),(D.17), page 136) :
Aee = − jωdiag(〈µ̇〉)h −m (5.15)

Ae
T h = jωdiag(〈ε̇〉)e + j (5.16)où la matrie Ae est dé�nie au paragraphe D.2 (page 136) pour le as bidi-mensionnel et tridimensionnel. On peut éliminer le hamp magnétique dansles équations i-dessus pour obtenir l'équation (D.20) (page 139) :

[
Ae

Tdiag(〈µ̇〉)−1Ae − ω2diag(〈ε̇〉)
]
e = − jωj − Ae

Tdiag(〈µ̇〉)−1m .(5.17)On note la similarité de ette équation ave elle du as ontinu, donnéepar l'équation (1.3.5a) de Chew (1995)3 :
∇ × ¯̇µ

−1 · ∇ × E − ω2 ¯̇ε · E = − jωJ − ∇ × ¯̇µ
−1 · M . (5.18)La forme disrétisée du gradient de la divergene du hamp életriques'érit en formulation matriielle (équation (D.21) page 139) :

Agdiag(〈ε〉)e = −Agdiag(〈cε〉)e
i − Aρ〈ρ〉 (5.19)où les matries Ag, Aρ sont dé�nies dans le paragraphe D.5 (page 139) pourles problèmes en deux et trois dimensions. La matrie Ag est symétrique.On ajoute les deux dernières équations et on a :

[
Ae

Tdiag(〈µ̇〉)−1Ae − ω2diag(〈ε̇〉) + Agdiag(〈ε〉)
]
e =

−
(
jωj + Ae

Tdiag(〈µ̇〉)−1m + Agdiag(〈cε〉)e
i + Aρ〈ρ〉

)
.

(5.20)Cette équation dé�nit le système linéaire de la méthode de di�érenes�nies en régime fréquentiel. Pour les veteurs de valeurs moyennes, on peututiliser les matries de valeurs moyennes, dé�nies dans le paragraphe D.1.On examine les deux types de problèmes où le système linéaire prend uneforme plus spéi�que.3Puisqu'on a supposé une dépendane temporelle en e+ j ωt et dans la référene on a
e− i ωt, on remplae i par − j .
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5.3. Constrution du système linéaire5.3.1 Problèmes de géométrie fermée et de rayonnementLe veteur ei dans (5.20) est égal à zéro, et, en se référant à (5.14), onpeut érire :
A = Ae

Tdiag(Vmµ̇)−1Ae + (Ag − ω2I)diag(Veε) + jωdiag(Veσ)

x = e (5.21)
b = −

(
jωj + Ae

Tdiag(Vmµ̇)−1m + AρVρρ
)
.5.3.2 Problèmes de di�rationLes ourants dans (5.20) sont déomposés en ourants appliqués et in-duits, omme ela a été présenté au paragraphe 4.4. Les équations (4.12)s'érivent sous la forme matriielle :

jind = jωdiag(Veċe)e
i

mind = jωdiag(Vmċm)hi.Le veteur de valeurs de la densité de harge életrique dans (5.20)ontient seulement la densité ρ(s), dé�nie par (4.11) (page 67), pare quela densité ρ(ind) est prise en ompte dans la disrétisation de la loi de Gauss.On peut maintenant érire :
A = Ae

Tdiag(Vmµ̇)−1Ae + (Ag − ω2I)diag(Veε) + jωdiag(Veσ)

x = es (5.22)
b = −

(
jωjs + Ae

Tdiag(Vmµ̇)−1ms + AρVρρs+
[
(Ag − ω2I)diag(Vecε) + jωdiag(Vecσ)

]
ei+

jωAe
Tdiag(Vmµ̇)−1diag(Vmċm)hi

)
.Remarque 5.3 Les éléments de la matrie A sont réels si et seulement si ledomaine de alul ne présente pas de ondutivité életrique ou magnétique.Dans le as ontraire, les éléments sont omplexes.Remarque 5.4 À partir des équations (5.21), (5.22) et la symétrie de lamatrie Ag, on en déduit que la matrie A est symétrique (non hermitienne),et on a Aij = Aji ou AT = A.
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �nies5.4 Appliation des onditions aux limitesOn suppose que le domaine de alul est entouré par un onduteur éle-trique parfait, qui termine le maillage. D'après les onditions aux limites(paragraphe 4.2, page 65), les omposantes du hamp életrique total tan-gentielles au onduteur, ainsi que toutes les omposantes à l'intérieur deelui-i, sont nulles. Dans les problèmes de di�ration, on peut supposer quele hamp inident est nul sur e onduteur �tif et imposer les onditionsaux limites au hamp di�raté.Des onditions équivalentes s'appliquent dans le as où le domaine de al-ul ontient des onduteurs életriques parfaits. La di�érene est que, pourles problèmes de di�ration, le hamp di�raté sur la surfae et à l'intérieurdu onduteur, doit être opposé au hamp inident, pour que le hamp totalsoit nul.Pour intégrer es onditions dans le système linéaire (5.14), il faut mo-di�er la matrie A et le veteur b, en imposant des valeurs spéi�ques (zéroou l'opposé du hamp inident) pour quelques éléments du veteur x.On peut appliquer la relation xn = 0 en remplaçant d'abord tous les élé-ments non diagonaux de la ligne An,∗ par zéro, en posant ensuite pour l'élé-ment diagonal Ann = 1, et pour l'élément orrespondant du seond membre
bn = 0. Étant donné que xn est égal à zéro, on peut le supprimer du restedes équations du système, en remplaçant par des zéros les éléments nondiagonaux de la olonne A∗,n ; ei maintient la symétrie de la matrie A.La relation xn = −e

i
n est appliquée en remplaçant les éléments non diago-naux de la ligne An,∗ par zéro, et posant omme avant Ann = 1 et bn = −e

i
n.Dans e as, on ne peut pas remplaer par zéro la olonne de la matrie A,pare que l'élément xn n'est pas nul. Cei onduit à une matrie A qui n'estplus symétrique.Dans ertains as, on veut pouvoir imposer des valeurs spéi�ques àquelques omposantes du hamp életrique, a�n de réer des di�érenes depotentiel. On note v le veteur de valeurs des potentiels. L'appliation dela ondition xn = vn se fait de la même façon qu'avant. On remplae leséléments non diagonaux de la ligne An,∗ par zéro, on pose Ann = 1 et pourle seond membre bn = vn. La matrie A n'est plus symétrique après ettemodi�ation.Le système linéaire (5.14) s'érit :

A′x = b′ (5.23)
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5.4. Appliation des onditions aux limitesoù
A′ = IVMC + IVMCAIC (5.24a)
b′ = IVMCb − IVIMei + v. (5.24b)Les nouvelles matries qui apparaissent dans les équations (5.24) sontdé�nies dans l'annexe E. Il s'agit de matries diagonales, dont les élémentsnon nuls sont égaux à l'unité. La multipliation d'une matrie (ou veteur)par la gauhe ave une � matrie identité restreinte � onduit au remplae-ment par zéro des lignes (ou éléments) qui orrespondent à des lignes nullesde la matrie identité restreinte. La multipliation par la droite ave unematrie identité restreinte, résulte au remplaement par zéro des olonnesorrespondants.D'après la remarque 5.1 (page 74) le gradient disrétisé de l'équationde Gauss ne doit pas s'appliquer aux omposantes internes, tangentielles ounormales aux onduteurs parfaits. Après les modi�ations apportées par leséquations (5.24), le gradient disretisé n'est pas appliqué aux omposantesinternes et tangentielles. Pour ne pas l'appliquer aux omposantes normales,il faut modi�er séparément les matries de l'équation (5.19) :

A′

g = IMnCnAg (5.25a)
A′

ρ = IMnCnAρ (5.25b)où les matries ICn , IMn sont dé�nies dans l'annexe E. Il s'agit de matriesidentité restreinte qui se réfèrent exlusivement aux omposantes qui sontnormales au onduteur �tif et aux onduteurs à l'intérieur du domaine,respetivement. Dans le as où il n'y a pas de onduteurs dans le domainede alul, IMn = I.Remarque 5.5 La matrie modi�ée A′

g n'est pas symétrique, même en l'ab-sene de onduteurs à l'intérieur du domaine. En onséquene, la matrie A′du système linéaire n'est pas symétrique.Remarque 5.6 Les relations (5.24) et (5.25) imposent les onditions auxlimites appropriées au onduteur életrique parfait. Leur appliation rend lesystème linéaire onsistant, dans le sens qu'il n'apparaît plus de omposantedu hamp életrique en dehors du maillage, ou de propriété de ellules exté-rieures au domaine de alul. Sans es onditions aux limites, les équationsde l'annexe C et, par onséquene, les matries de l'annexe D, n'ont pas desens à proximité des bords du maillage ou près de onduteurs parfaits.
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �niesRemarque 5.7 Dans le système linéaire (5.23) il existe des inonnues dontles valeurs sont données par les équations aux limites. Ces inonnues peuventalors être éliminées du système, en modi�ant en même temps le seond mem-bre. Par exemple, si xn = α, on remplae le seond membre par b′ − αA′∗,net ensuite on supprime la n-ième olonne et ligne de la matrie A′, ainsi quele n-ième élément du veteur b′. On onstruit alors le système ondensé, quiontient un nombre d'inonnues réduit.5.5 Conditions aux limites absorbantesUn point ruial des méthodes de di�érenes �nies, onerne la termi-naison du maillage pour les problèmes ouverts (rayonnement, di�ration). Ilfaut simuler l'espae in�ni à partir du domaine de alul, qui est de dimen-sion �nie. Une présentation détaillée de di�érentes onditions absorbantes setrouve au septième hapitre de l'ouvrage de Ta�ove (1995). Ii, on adoptela méthode des ouhes parfaitement adaptées (Perfetly Mathed Layers,pml) (Bérenger, 1994). Le inquième hapitre du livre de Ta�ove (1998)ontient une présentation générale de la tehnique.Les pml sont beauoup plus e�aes que les onditions absorbantes dé-veloppées jusqu'à leur apparition (Kantartzis and Tsiboukis, 1997). Elles ontété présentées sous deux formes prinipales. La forme de hamp séparé intro-duit une séparation arti�ielle des hamps (Bérenger, 1994, Mittra and Pekel,1995) ou, en utilisant une transformation des oordonnées spatiales (Chewand Weedon, 1994), elle aboutit à des équations modi�ées. Sous la forme duhamp non séparé, les pml sont des milieux anisotropes ave des paramètresappropriés (Saks et al., 1995, Gedney, 1996, Zhao and Cangellaris, 1996).Pour la terminaison du maillage de notre méthode, on hoisit la formulationanisotrope des pml pare qu'elle est intégrée de façon transparente dans unode qui prend ompte des milieux anisotropes.Le terme � adaptation parfaite � représente le fait que, sur l'interfae dudomaine de alul ave les pml, le oe�ient de ré�exion est, en théorie, égalà zéro, quelle que soit la fréquene et l'angle d'inidene. Une onde inidentesur l'interfae, se propage à l'intérieur des pml sans être ré�éhie dans ledomaine de alul.La propriété de l'adaptation parfaite n'est pas su�sante pour résoudre leproblème de la terminaison du maillage, puisque les pml doivent elles aussiavoir une épaisseur �nie. La deuxième aratéristique des pml est l'atténua-tion du hamp selon une diretion de propagation.En pratique, le domaine de alul est entouré par un ertain nombre depml qui se terminent sur un onduteur életrique parfait, tel que ela a
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5.5. Conditions aux limites absorbantesété dérit au paragraphe préédent. Une onde qui entre dans les pml su-bit une atténuation pendant sa propagation, et, après être ré�éhie par leonduteur, revient dans le domaine de alul omme une ré�exion numé-rique. L'épaisseur des pml et l'atténuation qu'elles provoquent, dé�nissentla valeur du oe�ient de ré�exion numérique. Le nombre de ouhes nées-saires pour une atténuation satisfaisante, les paramètres de es ouhes et laré�exion qui en résulte ont été étudiés dans plusieurs publiations (Béren-ger, 1996, Fang and Wu, 1996, Wu and Fang, 1996, Winton and Rappaport,2000, Juntunen et al., 2001). Le but est de trouver une solution optimale,qui minimise les ré�exions numériques.5.5.1 Propriétés életromagnétiquesPour des pml ave atténuation selon l'axe x, adaptées à un milieu avedes tenseurs diagonaux ¯̇ε, ¯̇µ, les tenseurs de permittivité et de perméabilités'érivent (Zhao and Cangellaris, 1996, Mithell et al., 1999) :
¯̇εPML = ¯̇ε · Λ̄x (5.26a)
¯̇µPML = ¯̇µ · Λ̄x (5.26b)où :

Λ̄x =





1/sx 0 0
0 sx 0
0 0 sx



 (5.27)et
sx = κx − j

σx

ωε0
, κx ≥ 1, σx ≥ 0. (5.28)De même, pour des pml atténuant selon les axes y, z, les tenseurs Λ̄ sontdonnés par :

Λ̄y =





sy 0 0
0 1/sy 0
0 0 sy



 Λ̄z =





sz 0 0
0 sz 0
0 0 1/sz



 . (5.29)Dans les régions où deux ou plusieurs pml se superposent, le tenseur Λ̄ estégal au produit des tenseurs des ouhes orrespondantes. Ainsi, aux arrêteset aux oins d'un domaine de alul tridimensionnel, le tenseur Λ̄ est leproduit de deux et trois termes, respetivement. La Figure 5.2 représente uneoupe transversale selon le plan xz ave les tenseurs des di�érentes ouhes.On a Λ̄xz = Λ̄x · Λ̄z. 83



Chapitre 5. Méthode de di�érenes �nies
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Fig. 5.2: Couhes parfaitement adaptées superposées.
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Fig. 5.3: Interfae d'une ouhe parfaitement adaptée.5.5.2 Caratéristiques de propagationOn onsidère une pml adaptée à un milieu isotrope, non magnétique,ave ¯̇ε = ε̇Ī3 et ¯̇µ = µ0Ī3. La Figure 5.3 représente une oupe transversale,selon le plan xz, de l'interfae entre le domaine de alul et la pml.Supposons qu'une onde plane, de forme e−γ ·r est inidente sur la pml,ave :
γ = α + j β

α = αxx̂ + αyŷ + αzẑ

β = βxx̂ + βyŷ + βzẑ.Il a été démontré (Zhao and Cangellaris, 1996) que, pour les onstantes
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5.5. Conditions aux limites absorbantesde propagation à l'intérieur de la pml, on a :
γpml

x = sxγx = αxκx + βx
σx

ωε0
+ j

(

βxκx − αx
σx

ωε0

) (5.30a)
γpml

y = γy (5.30b)
γpml

z = γz (5.30)et l'angle de transmission est égale à l'angle d'inidene.On voit que la ondutivité σx ontribue à la partie réelle de la onstantede propagation γpml
x . Cette ontribution rée des pertes selon l'axe x, enplus des pertes déjà présentes dans le milieu auquel la pml est adaptée. Laonstane κx aentue l'absorption des ondes évanesentes, en augmentantle oe�ient αx.Remarque 5.8 La partie imaginaire de γpml

x n'est pas égale à elle de γx.Les deux milieux ne présentent pas la même vitesse de phase, sauf si κx = 1et si σx ou αx est nul.5.5.3 Coe�ient de ré�exion théoriqueUne onde qui passe du milieu intérieur dans les pml et se ré�éhit surle onduteur parfait, revient dans le domaine de alul attenuée. D'après laFigure 5.3, ave γ = j k (k = ω
√
µ0ε̇), le module du oe�ient de ré�exionest :

|R(θ)| =
∣
∣
∣e− j kpml

x 2d
∣
∣
∣

= e−2{η0ℜ(
√

ε̇r)σx+ω
√

µ0ε0ℑ(
√

ε̇r)} cosθd (5.31)où η0 =
√

µ0/ε0 est l'impédane aratéristique du vide et ε̇r = εr − j σ
ωε0

.On note que ette formule donne le oé�ient de ré�exion numériquedes pml. Le terme � théorique � signale que son alul a été fait d'après leséquations en forme ontinue. En pratique, dans les équations disrétisées, leoe�ient de ré�exion n'a pas la valeur prévue ii (Wu and Fang, 1996).Dans le as où σ ≪ ωε0, on obtient :
|R(0)| = e−2η0

√
εrσxd (5.32)où

σxd = − ln |R(0)|
2η0

√
εr
. (5.33)
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �niesSi la ondutivité σx varie en fontion de la profondeur à l'intérieur despml, ette relation devient :
∫ d

0
σx(x′) dx′ = − ln |R(0)|

2η0
√
εr
. (5.34)5.5.4 Pro�ls de ondutivitéD'après la relation (5.32), le oe�ient de ré�exion diminue de façonexponentielle lorsque le produit σxd augmente. Pour des raisons de alul,l'épaisseur d des pml ne peut pas être très élevée, ar ela rendrait le pro-blème très omplexe. De même, si on utilise des ouhes à fortes valeursde ondutivité, on aura des ré�exions numériques sur la surfae des pml :l'adaptation parfaite est valable seulement pour les équations en ontinu, etnon pas pour le as disrétisé (Wu and Fang, 1996).Pour faire fae à e problème, on utilise un ensemble de Np ouhes,haune d'épaisseur égale à une ellule du maillage. Les propriétés des pmlvarient d'une ouhe à l'autre. Les ouhes plus prohes au domaine de alulont de faibles valeurs de σx, κx pour éviter les ré�exions. Plus on s'éloigne del'intérieur, plus les valeurs de σx, κx deviennent importantes, a�n de mieuxatténuer les ondes. La variation des paramètres est donnée par les fontions

σx(x′), κx(x′). À haque ouhe de pml, on attribue la valeur moyenne dees équations sur la ellule (Figure 5.4) :
σxi =

1

h

∫ ih

(i−1)h
σx(x′) dx′ (5.35a)

κxi =
1

h

∫ ih

(i−1)h
κx(x′) dx′ (5.35b)où i = 1, . . . , Np.On donne ii les deux variations les plus utilisées, en fontion de la dis-tane x′ de l'interfae entre le milieu de alul et la première ouhe (Béren-ger, 1996).Variation polynomiale : Les paramètres σx, κx sont donnés par :

σx(x′) = σmax(x′
d

)m (5.36a)
κx(x′) = 1 + (κmax − 1)

(
x′

d

)m

. (5.36b)
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5.5. Conditions aux limites absorbantes
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σmax = − ln |R(0)|
2η0

√
εr

m+ 1

Nph
(5.37a)

σxi =
σmax

(m+ 1)Nm
p

[
im+1 − (i− 1)m+1

] (5.37b)
κxi = 1 +

κmax − 1

(m+ 1)Nm
p

[
im+1 − (i− 1)m+1

]
. (5.37)Variation géométrique : Les paramètres σx, κx sont donnés par :

σx(x′) = σ0g
x′/h (5.38a)

κx(x′) = qx′/h. (5.38b)Les équations (5.34) et (5.35) donnent :
σ0 =

{

− ln |R(0)|
2η0

√
εr

lng
(gNp−1)h

g > 1

− ln |R(0)|
2η0

√
εr

1
Nph g = 1

(5.39a)
σxi =

{
σ0
lng

(

1 − 1
g

)

gi g > 1

σ0 g = 1
(5.39b)

κxi =

{
1

lnq

(

1 − 1
q

)

qi q > 1

1 q = 1
. (5.39)
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �nies5.6 Transformée hamp prohe � hamp lointainDans plusieurs problèmes d'életromagnétisme, on s'intéresse à la solu-tion en hamp lointain. Il est évident que le domaine de alul ne peut pastoujours s'étendre jusqu'à la zone du hamp lointain, ar, dans e as, lesexigenes du ode en ressoures informatiques et temps de alul seraientprohibitives. Par ontre, on peut aluler le hamp prohe et ensuite alulerle hamp lointain à partir de elui-i, en utilisant un domaine de alul detaille réduite. Il existe deux tehniques que l'on peut appliquer.4La première tehnique est fondée sur le théorème d'équivalene de Shel-kuno� (1936). Pour haque omposante du hamp életrique ou magnétique,il faut aluler des intégrales de surfae du hamp életrique et magnétiquesur une surfae ommune. Or dans le shéma lassique de Yee, les deuxhamps ne sont pas dé�nis sur la même surfae, es aluls présentent er-taines di�ultés (Demarest et al., 1996, Martin, 1998).La deuxième tehnique utilise l'intégrale de Kirhho� (Jakson, 1975).Une appliation en régime temporel est présentée par Ramahi (1997). Pouravoir la valeur d'une omposante en hamp lointain, il su�t de alulerune intégrale de surfae de la même omposante en hamp prohe. Cettetehnique est plus simple et mieux adaptéee aux méthodes de di�érenes�nies.5.6.1 Intégrale de Kirhho�On suppose que toutes les soures et les objets de di�ration se trouventà l'intérieur du volume V , de surfae fermée S. À l'extérieur de la surfae S ily a l'espae libre. On note η̂′ le veteur unitaire perpendiulaire à S, orientévers l'extérieur de V . Dans le domaine fréquentiel, le point de départ estl'intégrale de Kirhho�, donnée par l'équation (9.125) de Jakson (1975)5 :
ψ(r) = − 1

4π

∮

S

e− j kR

R

[
∂ψ(r′)

∂η′
−
(

j k +
1

R

)
1

R
η̂′·Rψ(r′)

]

dr′ (5.40)où
ψ une omposante retangulaire du hamp E ou H

r point d'observation, hamp lointain
r′ point sur S, hamp prohe4Ce paragraphe onerne les problèmes tridimensionnels.5La remarque de la note 3 (page 78), reste valable ii.

88



5.6. Transformée hamp prohe � hamp lointainet
R = r − r′

R = |R|
k = ω

√
µ0ε0.Bien que la surfae S soit arbitraire, le maillage utilisé implique naturel-lement le hoix d'une surfae parallélépipèdique. Dans e as, l'intégrale desurfae est alulée par six doubles sommes, sur haune des faes du paral-lélépipède (annexe G). La forme disrétisée de l'équation (5.40) est donnéeà l'annexe G (équation (G.1), page 150).5.6.2 Validation numériqueOn véri�e la préision de la transformée hamp prohe � hamp lointaindéveloppée dans le paragraphe préédent. La véri�ation est faite dans le asdu rayonnement d'un dip�le élémentaire.On onsidère un dip�le élémentaire de longueur l ≪ λ, situé à l'origine etparallèle à l'axe z. Le ourant du dip�le est J(z) = I0ẑ. Le hamp életriquerayonné est donné par (Balanis, 1997) :

Er(r, θ, φ) = η0
I0l cosθ

2πr2

[

1 +
1

j kr

]

e−jkr (5.41a)
Eθ(r, θ, φ) = j η0

kI0l sinθ

4πr

[

1 +
1

j kr
− 1

(kr)2

]

e−jkr (5.41b)
Eφ(r, θ, φ) = 0. (5.41)Ces expressions restent valables pour tous les points de l'espae (hampsprohe et lointain inlus) sauf le point r = 0 où est situé le dip�le.Pour véri�er la préision de la transformée, on alule d'abord le hampéletrique sur le maillage de Yee (hamp prohe), donné par (5.41). À partirde es valeurs, on alule le hamp lointain selon (G.1) (transformée hampprohe � hamp lointain). On ompare le hamp lointain qui en résulte avele hamp lointain théorique, alulé analytiquement à partir de (5.41).La Figure 5.5 (page 90) ontient les trois omposantes du hamp trans-formé, en oordonnées sphériques, ainsi que la omposante Eθ du hamplointain théorique. Pour la omparaison, on ne prend pas en ompte les va-leurs pour θ = 0◦ et θ = 180◦, où le hamp théorique est nul. La longueurdu dipole est hoisie égale à l = λ/1000 et le ourant I0 égal à l'unité.On dé�nit les veteurs de valeurs du hamp életrique :

eθ =
(
Eθ(r, θ = 5◦, φ) Eθ(r, θ = 10◦, φ) · · · Eθ(r, θ = 175◦, φ)

)T
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Fig. 5.5: Rayonnement de dip�le élémentaire en hamp lointain : omparai-son entre alul analytique et transformée hamp prohe � hamp lointain.Domaine de alul : (23, 23, 23) n÷uds. Surfae de Kirhho� : de (2, 2, 2) à
(22, 22, 22), longueur de 1λ, entrée.et le ritère de la omparaison est donné par l'erreur normalisée :

Rθ =
‖eθ − ethθ‖2

‖ethθ‖2
.Dans tous les résultats présentés ii, la surfae d'intégration pour la trans-formée est un ube. Dans le as de la Figure 5.5, le ube Kirhho� est entrépar rapport au domaine de alul. Chaque arrête s'étend sur vingt ellules. Ladisrétisation étant de vingt ellules par longueur d'onde, (ells per lambda,pl), ela orrespond à des arrêtes de 1λ.On étudie l'in�uene de la taille du ube d'intégration sur la préisionde la transformée. Dans la Figure 5.6 (page 91) on présente la variation del'erreur Rθ en fontion du longueur d de l'arête du ube. Le ube reste entréave un maillage de N pl = 20. On note que pour d ≥ 0.5λ, on a Rθ < 10−4,ave une amélioration importante à d = 0.8λ, où Rθ < 10−6.Le ube d'intégration peut ne pas être entré, e qui est examiné sur laFigure 5.7 (page 92). L'erreur reste toujours inférieure à 10−4, même quand
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5.6. Transformée hamp prohe � hamp lointain
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Fig. 5.6: Préision de la transformée hamp prohe � hamp lointain enfontion de la longueur d de l'arête du ube Kirhho�. Surfae de Kirhho�entrée.le ube (de longueur d = 1λ) est déplaé de plusieurs ellules par rapport àla position entrée.On véri�e enore la préision de la transformée en fontion de la taille desellules du domaine de alul (Figure 5.8, page 93). La variation de l'erreurest stritement déroissante : une disrétisation plus �ne (augmentation du
N pl) onduit à une meilleure approximation numérique de l'intégrale (5.40)et à la diminution de l'erreur Rθ.On en déduit que la transformée hamp prohe � hamp lointain dévelop-pée ii présente une préision d'au moins de l'ordre de 10−4 quand la surfaed'intégration est un ube de �té au moins égal à 0.5λ et la taille des ellulesdu maillage est au moins égale à λ/20.Le seul moyen pour augmenter la préision de façon onsidérable, estd'utiliser un maillage plus �n. La Figure 5.9 (page 94) orrespond à la Fi-gure 5.5 (page 90) mais ave un maillage de 120 ellules par longueur d'onde.6En omparant les deux �gures, on note que la valeur pour Eθ à θ = 90◦6Un maillage si dense ne peut être utilisé en pratique dans une méthode de di�érenes�nies pour aluler le hamp prohe.
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �nies
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Fig. 5.7: Préision de la transformée hamp prohe � hamp lointain enfontion de la position du ube de Kirhho�. La position entrée orrespondà o�set zéro. Domaine de alul : (43, 43, 43) n÷uds. Surfae de Kirhho� :longueur de 20 ellules (1λ).hange très peu, en même temps que l'amélioration de l'erreur Rθ est im-portante. On en déduit que le maillage plus dense donne des résultats pluspréis pour de petites et grandes valeurs de l'angle θ, loin de l'équateur de
θ = 90◦. De même, la dynamique des résultats est améliorée : le hamptransformé ave N pl = 120 ontient des valeurs beauoup plus faibles pourles omposantes Er et Eφ, qui, en théorie, sont identiques à zéro en hamplointain.
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5.6. Transformée hamp prohe � hamp lointain
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Chapitre 5. Méthode de di�érenes �nies
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Chapitre 6Résultats numériquesNũn tw̃n law̃n tä �m�lgama kaÈ å maũro >ArijmìAÊàn th̃ D�kh tä �galma kaÈ å mèga >OfjalmìÀ présent les peuples qui s'amalgament et le Nombre noirÀ jamais la statue du Jugement et l'×il qui peut tout voirLa méthode de di�érenes �nies, développée dans le hapitre préédentet les annexes orrespondantes, est appliquée ii à la résolution numérique deproblèmes életromagnetiques. Pour haque type de on�guration (géométriefermée ou ouverte) on présente aussi les méthodes numériques utilisées pourla résolution du système linéaire approprié.6.1 Problèmes fermés6.1.1 Méthodes de résolutionLe problème étudié ii onsiste à trouver le hamp életrique à l'intérieurd'un guide d'onde (problème bidimensionnel) et d'une avité (problème tridi-mensionnel) à une fréquene de oupure ou résonane donnée. En se référantà l'équation (5.14) (page 77), on herhe le veteur x tel que :
Ax = 0 (6.1)puisque il n'y a pas de soures au seond membre (b = 0).On rappelle que les veteurs x satisfaisant l'équation i-dessus réent unespae vetoriel spéi�que à la matrie A, son noyau (Kreyszig, 1978). Ladimension de et espae étant égale au nombre de modes qui orrespondent àla fréquene hoisie, il en résulte que pour les modes non degénérés, le noyauest monodimensionnel ; le veteur x peut alors être dé�ni à une onstante demultipliation près. Si il y a N modes qui orrespondent à la même fréquene,



Chapitre 6. Résultats numériquesle noyau est de dimension N . Dans e as, on a une in�nité d'ensembles de
N veteurs, haque ensemble onstituant une base de l'espae ; les modesne peuvent plus être dé�nis de façon unique et la omparaison des résul-tats numériques ave la théorie devient plus di�ile. Pour éviter e type deproblème, on hoisit toujours d'étudier des modes non degénérés.La méthode de deomposition en valeurs singulières (singular value de-omposition, svd) fournit expliitement une base du noyau d'une matrie.De façon équivalente, on peut onsidérer que les veteurs reherhés sont lesveteurs propres qui orrespondent à la valeur propre nulle. On a opté pourette deuxième approhe, et on a obtenu les modes des problèmes fermés enalulant les veteurs propres liés à la valeur propre la plus prohe à zéro.6.1.2 Guide d'ondeOn onsidère un guide d'onde de setion retangulaire, de dimension a, bselon les axes x, y, ave des parois parfaitement onduteurs. Dans le guideexiste deux types de modes (Ramo et al., 1994) :Modes de polarisation transverse életrique selon z, TEz
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Ez = 0où
m ≥ 0, n ≥ 0, m+ n > 0.Modes de polarisation transverse magnétique selon z, TMz
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6.1. Problèmes fermésLa fréquene de oupure des modes TEz
mn et TMz

mn est donnée par :
fmn =

c

2π

√
(mπ
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)2
+
(nπ

b

)2
=

c

λmn
. (6.4)Pour limiter le nombre des modes degénérés, on hoisit un guide ave

a 6= b, et notamment,
a

b
= 3.La fréquenes de oupure est alors donnée par :

fmnp =
c

2a

√

m2 + (3n)2 =
c

λmn
.La fréquene la plus basse orrespond au mode TEz
10. Les modes suivantset le rappport Rmn = fmn/f10 sont présentés au Tableau 6.1. On s'intéresseaux deux premiers modes, qui sont non degénérés.Tab. 6.1: Rapport de fréquene Rmn = fmn/f10 d'un guide d'onde desetion retangulaire, ave a/b = 3.TEz

10 TEz
20 TEz

30 TEz
03 TEz

11 TMz
11 TEz

21 TMz
211 2 3 √

10
√

13On hoisit f10 = 1GHz, e qui implique a = 0.15m. Pour mieux omparerles résultats, le nombre de ellules Nx,Ny et le pas de disrétisation h sont�xes, e qui fera varier le nombre de ellules par longueur d'onde N pl pourhaque mode.Le nombre de ellules selon l'axe x est égal à :
Nx =

a

h
+ 1 =

a

λmn
N pl

mn + 1 (6.5)et, en prenant ompte les relations entre les dimensions du guide :
Ny =

b

h
+ 1 =

Nx − 1

3
+ 1.On note que le terme +1 dans es relations est dû au fait que, par exempleselon x, on a a

h ellules à l'intérieur du domaine de alul, plus une dernièreellule dont la omposante Ex se trouve à l'extérieur du domaine, dans le
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Chapitre 6. Résultats numériquesonduteur �tif, et la omposante Ey est tangentielle aux parois du domainede alul.On peut obtenir une expression onernant le nombre de ellules parlongueur d'onde de haque mode, à partir de (6.5) :
N pl

mn = (Nx − 1)
2f10

fmn
. (6.6)Pour les simulations on a hoisi

Nx = 31, Ny = 11.On alule le hamp életrique des modes TEz
10 et TEz

20 par la méthodede di�érenes �nies (Figure 6.1, page 99).Le hamp a bien la forme sinusoïdale prévue par la théorie. On normalisele hamp théorique (donné par (6.2)) et le hamp numérique à la même valeurmaximale. Les omparaisons montrent que la distane des deux veteurs
‖eth − enum‖ est de l'ordre du 10−14, une valeur qui est très prohe du zéronumérique. On peut alors en déduire que la méthode de di�érenes �niesalule les modes d'un guide d'onde de manière très préise.Sur la Figure 6.1, la omposante Ey du hamp devient zéro à la dernièreellule du maillage selon l'axe y. Cei est naturel, puisque la omposante
Ey dans ette ellule est située à l'extérieur du domaine de alul, dans lesparois métalliques qui englobent le domaine.6.1.3 Cavité résonanteOn onsidère une avité parallélépipédique, de dimension a, b, c selon lesaxes x, y, z, ave des parois parfaitement onduteurs. En hoisissant l'axe zomme axe de référene, on a deux familles de modes (Ramo et al., 1994) :Modes à polarisation transverse életrique selon z, TEz
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Ez = 0où
m ≥ 0, n ≥ 0, p ≥ 1, m+ n > 0.
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6.1. Problèmes fermés
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Chapitre 6. Résultats numériquesModes transverses magnétiques selon z, TMz
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m ≥ 1, n ≥ 1, p ≥ 0.La fréquene de résonane des modes TEz
mnp et TMz

mnp est donnée par :
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. (6.9)On hoisit, omme avant, des dimensions a 6= b 6= c, et notamment,

a

b
= 3 ,

a

c
= 2.La fréquene de résonane est donnée par :

fmnp =
c

2a

√

m2 + (3n)2 + (2p)2 =
c

λmnp
.La fréquene la plus basse orrespond au mode TEz

101. Les modes sui-vants et le rappport Rmnp = fmnp/f101 sont présentés au Tableau 6.2. Ons'intéresse aux trois premiers modes, tous non degénérés.Tab. 6.2: Rapport de fréquene Rmnp = fmnp/f101 d'une avité retangu-laire ave a/b = 3 et a/c = 2.TEz
101 TEz

201 TMz
110 TEz

011 TEz
301 TMz

210 TEz
111 TMz

1111 √

8/5
√

10/5
√

13/5
√

14/5On pose f101 = 1GHz, e qui implique a = 0.15
√

5 m. Le nombre deellules Nx, Ny, Nz et le pas de disrétisation h sont �xes, e qui fera varierle nombre de ellules par longueur d'onde N pl pour haque mode.
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6.2. Problèmes ouvertsPar la même proédure qu'avant, on peut obtenir
N pl

mnp = (Nx − 1)
2√
5

f101

fmnp
. (6.10)Pour les simulations de la avité, on prend :

Nx = 31, Ny = 11, Nz = 16.Le hamp életrique des modes TEz
101, TEz

201 et TMz
110 est alulé par laméthode de di�érenes �nies (Figure 6.2, page 102).Nous pouvons faire ii les mêmes remarques que dans le as du guided'onde. Les résultats numériques sont en aord parfait ave la théorie. Ladistane entre enum et eth est de l'ordre de 10−14 dans tous les as. La distaneentre le nombre 1.0 et le nombre le plus prohe est égale à ǫ = 2.22 10−16sur l'ordinateur utilisé pour es résultats. On en déduit alors que la distane

‖eth − enum‖ est très prohe au zéro numérique. Cei montre que l'erreur dela méthode de di�érenes �nies pour les modes de la avité est de l'ordre dela préision de arithmétique de la mahine utilisée.6.2 Problèmes ouverts6.2.1 Méthodes de résolutionDans le as des problèmes ouverts (problèmes de rayonnement et de dif-fration) le deuxième terme de l'equation (5.14) (page 77) est toujours pré-sent. Nous sommes alors onfrontés à la résolution d'un système linéaire, dedimensions souvent importantes. Ce système étant reux, on peut employerdes méthodes itératives pour le résoudre. Parmi la multitude de méthodesexistantes (Saad, 1996) on retient ii la méthode de bigradient onjuguéstabilisé (Bigradient onjugate stabilised, big-stab) et la méthode de ré-sidu minimum généralisé (Generalized Minimum Residual, gmres). Ces deuxméthodes peuvent être appliquées dans le as de systèmes non symétriques,omme elui de la méthode de di�érenes �nies.Par rapport aux méthodes diretes, les méthodes itératives demandentdes ressoures informatiques moins importantes. Par ontre, la onvergenede es méthodes ne est pas toujours garantie. Pour ameliorer, et parfois réta-blir, la onvergene, il faut préonditionner le système linéaire, en multipliantles deux membres par une matrie de préonditionnement, a�n d'obtenir unsystème équivalent, plus faile à résoudre (Bruaset, 1995). Dans le adre denos travaux, nous utilisons un préonditionnement par déomposition en lu
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Chapitre 6. Résultats numériques
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6.3. Conlusionsomplète � lorsque les ressoures du système le permettent � ou par déom-position lu inomplète (Inomplete Lower Up, ilu) dans le ontraire. Pourréduire le nombre d'élements non nuls dans la deomposition ilu, on ap-plique une permutation de olonnes de la matrie du système (approximateminimum degree olumn ordering, olamd) (Larimore, 1998).6.2.2 Dip�le élémentaireOn étudie le rayonnement d'un dip�le élementaire, modélisé par la pré-sene d'une soure de ourant, appliquée à une seule arrête du maillage. Onhoisit la polarisation J(z) = ẑ et la fréquene f = 1GHz. On utilise unmaillage tridimensionnel, de λ/20, ave 31 ellules dans haque axe. Le di-p�le se situe au entre du maillage. La résolution est faite ave la méthodebig-stab ave un préondionnement simple par la diagonale.Les résultats de la simulation dans la zone du hamp lointain (Figure 6.3,page 104) sont en aord ave la théorie (équations (5.41), page 89) : les om-posantes Er et Eφ � nulles en théorie � sont, respetivement, au moins 20 dBet 40 dB plus basses que la omposante Eθ, qui suit ave grande préisionune variation sinusoïdale selon la variable θ. D'après la valeur de la ompo-sante Eθ au point θ = 90◦ on peut en déduire que la longueur équivalentedu dipole est égale à l = 6.82µm = λ/44000. Cette valeur on�rme qu'ils'agit d'un dipole élementaire, et elle orrespond bien au fait que le ourantmodélisant le dip�le se situe à un seul point dans le domaine de alul.6.3 ConlusionsOn a présenté quelques résultats numériques de la méthode de di�érenes�nies dans le domaine de fréquenes, développée au hapitre préédent. On amontré d'abord que pour les problèmes fermés � guides d'ondes et avités àparois métalliques � les modes alulés numériquement oïnident parfaite-ment ave les modes prévus par la théorie. Ce résultat on�rme la validité dela méthode développée. Plus spéialement, dans es aluls n'intervient quela partie prinipale de la méthode, la disrétisation des équations de Max-well. Les autres omposantes, omme les parois absorbantes, les tehniquesde préonditionnement et de résolution itérative du système linéaire, n'y ontauune in�uene. Ensuite, on a alulé le rayonnement en hamp lointaind'un dip�le élementaire, et on a onstaté que les résultats sont en très bonaord ave la théorie.
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Chapitre 6. Résultats numériques
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2min (200Mo), et le problème tridimensionnel du dipole en 38min (200Mo).L'ordinateur utilisé est, omme dans le hapitre 3, une station de travailHewlett-Pakard Visualize B2000, ave proesseur RISC PA-8500 400MHzet 1Go de mémoire physique.
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Chapitre 7ConlusionNũn � tape�nwsh tw̃n Jew̃n Nũn � spodä toũ >Anjr¸pouNũn Nũn tä mhdènÀ présent le délin des Dieux À présent la endre de l'HommeÀ présent À présent le néantLe prinipal objetif de e travail a été d'étudier la possibilité de dévelop-per une méthode d'imagerie miroonde quantitative à trois dimensions pourdes objets enfouis. Dans e but, on a proédé par deux étapes, représentéespar les deux parties de e mémoire.Dans un premier temps, nous avons amélioré une méthode d'imagerie àdeux dimensions. Notre ontribution onsiste à la prise en ompte du hampinident par les antennes d'émission et à la modélisation numérique du bruitde mesure. Cette méthode de tomographie miroonde onstitue le point dedépart pour l'extension au as tridimensionnel. Il était alors essentiel d'exa-miner ses propriétés de reonstrution dans plusieurs on�gurations.On a don étudié l'in�uene d'une série de paramètres � tels que la dis-position de la ligne de mesure, la bande de fréquene, le niveau du bruitajouté � a�n de pouvoir en déduire de onlusions générales sur le omporte-ment de la méthode et être en position de séletionner les valeurs optimalespour les di�érents grandeurs.Les résultats ont validé le bon fontionnement de la méthode dans ungrand nombre de on�gurations. La méthode s'est avérée robuste envers lebruit, surtout en e qui onerne la reonstrution de la permittivité. Lareonstrution de la ondutivité reste dans tous les as, ave ou sans bruit,plus déliate. Cei est en aord ave les onstatations de Dourthe (1997).En l'absene du bruit, nous avons pu mettre en évidene l'existene d'unequantité optimale d'information qui doit être fournie à l'algorithme de re-onstrution. Dans le as des mesures bruitées, où l'information apportéepar les données est dégradée, nous n'avons pas pu reproduire e résultat : en



Chapitre 7. Conlusionaugmentant la quantité des données, on obtient invariablement de meilleursrésultats, quoique le plus souvent ette amélioration ne justi�e pas le tempsde alul supplémentaire.Nous avons montré que, par son aratère multifréquene, la méthodepossède intrinsèquement les avantages de la tehnique de sauts de fréquenes.De plus, on a onstaté que la méthode est quasi insensible au hoix de l'es-timée initiale : sans régularisation, on obtient des résultats similaires aveune estimée initiale nulle qu'ave une estimée initiale relativement prohe àl'objet reherhé.1 Cei onstitue un point positif de la méthode et on�rmeles résultats de Lobel (1996).Quant aux fréquenes utilisées dans les reonstrutions, le besoin d'unebande de fréquene large a été mis en évidene : les fréquenes basses pé-nètrent le milieu onduteur, loalisent l'objet et ontribuent à la reons-trution de la ondutivité ; les fréquenes hautes apportent la résolutionnéessaire dans les pro�ls reonstruits.Bien que la bande de fréquene doive être large, on a montré que lenombre de fréquenes ne doit pas être néessairement élevé. Cei est unrésultat ruial pour le hoix de la méthode de résolution du problème diretdans le as de l'imagerie tridimensionnelle, ar il nous permet de ontinuerà utiliser des méthodes dans le domaine fréquentiel.En e qui onerne la méthode d'imagerie tridimensionnelle envisagée, ona hoisi de résoudre le problème diret par une méthode de di�érenes �niesdans le domaine fréquentiel. On a alors, dans un deuxième temps, développéune méthode de di�érenes �nies apte à s'intégrer dans une méthode d'ima-gerie omme elle étudié dans la première partie de e mémoire. Bien quela méthode sera utilisée pour résoudre des problèmes tridimensionnels, on adéveloppé aussi sa version à deux dimensions, pour les deux polarisations duhamp (transverse magnétique et transverse életrique).Nous avons hoisi un maillage lassique, ave des ellules ubiques � pourle as 3D � ou arrées � pour le as 2D. En onsidérant l'appliation visée,un maillage plus élaboré ne serait pas utile dans ette phase d'étude : lesmaillages omplexes exploitent les propriétés des objets di�ratants pouraméliorer les résultats, or dans le problème inverse les objets sont inonnus.On a adopté une formulation de type � hamp di�raté pur � (pure sat-tered �eld) pour dérire le problème de di�ration. Pourtant, en exploitantla symétrie des équations de Maxwell pour le hamp total et pour le hampdi�raté, la méthode développée peut traiter à la fois des problèmes fermés,des problèmes de rayonnement ainsi que des problèmes de di�ration. Une1Évidemment, quand l'estimée initiale est très prohe de l'objet réel, les résultats pré-sentent une forte amélioration.
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Conlusiontransformée du hamp prohe � hamp lointain, basée sur l'intégrale de Kir-hho�, omplète la méthode de di�érenes �nies. Cette transformée peuts'avérer utile dans le as de l'imagerie en hamp lointain.On a présenté une série de résultats pour la validation de la méthodede di�érenes �nies. On note ii que pour la réalisation de ette méthode,on a développé le ode fdfd-gre (Finite-Di�erene Frequeny-DomainGeneral-purpose Retangular-mesh Eletromagneti Code). Le ode, onsti-tué de vingt mille lignes en langage Matlab, est orienté vers une utilisationen imagerie miroonde. Cependant, il reste autonome et peut être utilisépour la résolution des problèmes életromagnétiques générales, omme sonnom indique.Les perspetives de e travail émanent des points importants étudiés danshaque partie. Conernant la première partie, on peut envisager de proéderà des reonstrutions à partir des données réelles. Le bon omportement dela méthode de reonstrution tomographique envers le bruit est prometteurave des données mesurées. Le problème qui se pose est essentiellement eluide la alibration des mesures. Un système de mesure, développé dans le adredes travaux de Guillanton (2000), est disponible au laboratoire français.Dans un adre plus théorique, il serait également intéressant de quanti-�er la notion d'information néessaire, développée pendant la disussion desrésultats du troisième hapitre. Il semble logique, omme point de départ,d'utiliser des notions issues de la théorie d'information ou de la théorie desprobabilités (Bui et al., 2001, Dosso and Wilmut, 2002).La perspetive évidente de la deuxième partie est de passer à la reons-trution du problème inverse. La méthode de di�érenes �nies semble seprêter bien à e but, puisqu'elle possède une formulation expliite en fon-tion des paramètres du domaine de alul. Ainsi, une fontionnelle peut êtreonstruite et ses dérivées, au sens de Fréhet, peuvent être alulées. On noteque la formulation de la méthode omprend en même temps le as bidimen-sionnel, ave les deux polarisations, et le as tridimensionnel. En l'intégrantdans une méthode d'imagerie, on peut avoir une famille de trois méthodes,apables de traiter di�érents types de problèmes.En onlusion, on note quelques limitations tehniques de notre méthode.La programmation sous Matlab (langage de quatrième génération) nous ao�ert un avantage important en e qui onerne le temps de développementdu ode, surtout pour ette méthode qui utilise des matries reuses. En equi onerne le temps de alul, il a fallu adapter soigneusement notre ode àl'arhiteture d'implémentation des matries reuses sous Matlab (Gilbert
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Chapitre 7. Conlusionet al., 1992) et pro�ter ainsi d'améliorations spetaulaires.2 On onsidèreque dans l'état atuel, le temps de alul ne onstitue plus un problème.Par ontre, les di�ultés proviennent des besoins en ressoure mémoire.Matlab n'existant pas en version parallèle, on est limité par les ontraintesintrinsèques du système d'exploitation. Pour les arhitetures en 32 bits, ettelimite se situe entre 1 et 2Go, selon le système. Dans le as tridimensionnel,la mémoire néessaire est souvent supérieure à ette limite. Cette ontraintesera levée le moment où on pourra utiliser une version de Matlab en arhi-teture de 64 bits.Une solution alternative serait de réérire le ode dans un langage detroisième génération (p.ex. C, C++ ou Fortran) et utiliser des tehniquesde alul parallèle. Cependant, étant donné la taille du ode, ette solutionsemble assez oûteuse à appliquer.

2Par exemple, le temps de onstrution de la matrie de la méthode de di�érenes �nies,pour un problème donné, est passé de plus de deux heures à seulement deux minutes, lorsd'une optimisation.
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Annexe AOpérateur nabla et matriesA.1 Gradient d'une matrieSoit A une matrie réelle, de dimensions Nl ×Nc. On dé�nit la matrie
Nl ×Nc du gradient de A selon ses olonnes par :

(∇cA)i,j ,

{

Ai,j+1 − Ai,j j = 1, . . . ,Nc − 1

0 j = Nc

(A.1)et la matrie Nl ×Nc du gradient de A au selon ses lignes :
(∇lA)i,j ,

{

Ai+1,j − Ai,j i = 1, . . . ,Nl − 1

0 i = Nl

. (A.2)Les expressions i-dessus dé�nissent les deux omposantes du gradientde A au point (i, j). La norme du gradient au même point est dé�nie par :
‖(∇A)i,j‖ ,

[
(∇cA)2i,j + (∇lA)2i,j

]1/2
. (A.3)A.2 Laplaien d'une matrieSoit A, B, C trois matries réelles, de dimensions Nl ×Nc. Le laplaiende A de poids B est dé�ni par :

〈
−∇2

BA,C
〉

,

Nl∑

i=1

Nc∑

j=1

Bi,j(∇A)i,j · (∇C)i,j. (A.4)



Annexe A. Opérateur nabla et matriesOn peut développer le produit salaire disret du membre gauhe et leproduit salaire des gradients au membre droit pour obtenir :
∇2

BA = −(Bi,j−1 + 2Bi,j + Bi−1,j)Ai,j+

Bi,j−1Ai,j−1 + Bi,jAi,j+1+

Bi−1,jAi−1,j + Bi,jAi+1,j . (A.5)
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Annexe BDisrétisation des opérateursdi�érentielsOn démontre les expressions qui donnent la dérivée première et seonded'une fontion, en approximation au premier ordre1 h2. On suppose que lesvaleurs de la fontion sont onnues sur un maillage uniforme.Soit une fontion f de R
n à R. On note x =

(
x1 x2 . . . xn

)
T le ve-teur des n variables de la fontion et ei le veteur unitaire dont la omposante

i est égale à 1 et les autres à 0. Le développement en série de Taylor de fautour du point x0 le long de la diretion du veteur ei s'érit :
f(x0 + hei) = f(x0) + h

∂f

∂xi

∣
∣
∣
∣
x0

+
h2

2!

∂2f

∂x2
i

∣
∣
∣
∣
x0

+
h3

3!

∂3f

∂x3

∣
∣
∣
∣
x0

+ O(h4) (B.1a)
f(x0 − hei) = f(x0) − h

∂f

∂xi

∣
∣
∣
∣
x0

+
h2

2!

∂2f

∂x2
i

∣
∣
∣
∣
x0

− h3

3!

∂3f

∂x3

∣
∣
∣
∣
x0

+ O(h4). (B.1b)En soustrayant (B.1b) de (B.1a) on obtient :
∂f

∂xi

∣
∣
∣
∣
x0

=
f(x0 + hei) − f(x0 − hei)

2h
+ O(h2) (B.2a)et en ajoutant (B.1b) et (B.1a) on a :

∂2f

∂x2
i

∣
∣
∣
∣
x0

=
f(x0 + hei) − 2f(x0) + f(x0 − hei)

h2
+ O(h2). (B.2b)1 On rappelle qu'une fontion f(a) est d'ordre a et on note f(a) = O(a), si

lim
a→0

f(a)

a
= A 0 < |A| < ∞.





Annexe CDisrétisation des équations deMaxwellPour la disrétisation des équations de Maxwell, on utilise le maillageuniforme ubique du paragraphe 5.1 ave un pas de dimension h.Dans ette annexe, on a souvent besoin d'érire expliitement le point del'espae sur lequel on alule les di�érentes grandeurs mathématiques. Onnote f | x
h

, y

h
, z
h
la valeur de la quantité f au point (x, y, z). Ave ette notationet à l'aide du tableau 5.1 (page 72) on peut, par exemple, érire :

Ei,j,k
x = Ex|i+ 1

2
,j,k Ei,j,k

y = Ey|i,j+ 1
2
,k Ei,j,k

z = Ez|i,j,k+ 1
2

H i,j,k
x = Hx|i,j+ 1

2
,k+ 1

2
H i,j,k

y = Hy|i+ 1
2
,j,k+ 1

2
H i,j,k

z = Hz|i+ 1
2
,j+ 1

2
,k.C.1 Équation de FaradayProblèmes tridimensionnelsOn réérit l'équation (4.1) :

∇ × E = − jω ¯̇µ · H − M . (C.1)L'équation vetorielle est analysée selon ses trois omposantes qui, par lasuite, sont alulées aux points de disrétisation du hamp magnétique dans



Annexe C. Disrétisation des équations de Maxwellla ellule (i, j, k) :
− jω(µ̇xxHx)|i,j+ 1

2
,k+ 1

2
− Mx|i,j+ 1

2
,k+ 1

2
=
∂Ez

∂y

∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

− ∂Ey

∂z

∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

(C.2a)
− jω(µ̇yyHy)|i+ 1

2
,j,k+ 1

2
− My|i+ 1

2
,j,k+ 1

2
=
∂Ex

∂z

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

− ∂Ez

∂x

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

(C.2b)
− jω(µ̇zzHz)|i+ 1

2
,j+ 1

2
,k − Mz|i+ 1

2
,j+ 1

2
,k =

∂Ey

∂x

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

− ∂Ex

∂y

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

.(C.2)On approhe les dérivées spatiales premières par des di�érenes �nies,d'après l'équation (B.2a)1 :
∂Ez

∂y

∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

≈
Ez|i,j+1,k+ 1

2
− Ez|i,j,k+ 1

2

h
=
Ei,j+1,k

z − Ei,j,k
z

h
(C.3a)

∂Ey

∂z

∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

≈
Ey|i,j+ 1

2
,k+1 − Ey|i,j+ 1

2
,k

h
=
Ei,j,k+1

y − Ei,j,k
y

h
(C.3b)

∂Ex

∂z

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

≈
Ex|i+ 1

2
,j,k+1 − Ex|i+ 1

2
,j,k

h
=
Ei,j,k+1

x − Ei,j,k
x

h
(C.3)

∂Ez

∂x

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

≈
Ez|i+1,j,k+ 1

2
− Ez|i,j,k+ 1

2

h
=
Ei+1,j,k

z − Ei,j,k
z

h
(C.3d)

∂Ey

∂x

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

≈
Ey|i+1,j+ 1

2
,k − Ey|i,j+ 1

2
,k

h
=
Ei+1,j,k

y − Ei,j,k
y

h
(C.3e)

∂Ex

∂y

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

≈
Ex|i+ 1

2
,j+1,k − Ex|i+ 1

2
,j,k

h
=
Ei,j+1,k

x − Ei,j,k
x

h
. (C.3f)On disrétise les équations (C.2) en remplaçant les dérivées du seondmembre par les équations (C.3) et les quantités au premier membre par(5.1). On obtient alors les expressions qui donnent le hamp magnétiquedans la ellule (i, j, k) en fontion du ourant magnétique de la ellule et du1La dimension du maillage qu'on utilise ii est la moitié de elle de l'annexe B.
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C.2. Équation de Maxwell-Ampèrehamp életrique de la ellule et des trois ellules voisines :
H i,j,k

x =
Ei,j,k+1

y − Ei,j,k
y − Ei,j+1,k

z + Ei,j,k
z − hM i,j,k

x

h jω
〈

µ̇i,j,k
xx

〉 (C.4a)
H i,j,k

y =
Ei+1,j,k

z − Ei,j,k
z − Ei,j,k+1

x + Ei,j,k
x − hM i,j,k

y

h jω
〈

µ̇i,j,k
yy

〉 (C.4b)
H i,j,k

z =
Ei,j+1,k

x − Ei,j,k
x − Ei+1,j,k

y + Ei,j,k
y − hM i,j,k

z

h jω
〈

µ̇i,j,k
zz

〉 . (C.4)Problèmes bidimensionnelsAprès une proédure similaire, on obtient les expressions suivantes.Polarisation TM :
H i,j

x =
−Ei,j+1

z + Ei,j
z − hM i,j

x

h jω
〈

µ̇i,j
xx

〉 (C.5a)
H i,j

y =
Ei+1,j

z − Ei,j
z − hM i,j

y

h jω
〈

µ̇i,j
yy

〉 . (C.5b)Polarisation TE :
H i,j

z =
Ei,j+1

x −Ei,j
x − Ei+1,j

y + Ei,j
y − hM i,j

z

h jω
〈

µ̇i,j
zz

〉 . (C.6)C.2 Équation de Maxwell-AmpèreProblèmes tridimensionnelsOn réérit l'équation (4.1d) :
∇ × H = jω ¯̇ε · E + J . (C.7)L'équation vetorielle est analysée selon ses trois omposantes qui, par lasuite, sont alulées aux points de disrétisation du hamp életrique dans
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Annexe C. Disrétisation des équations de Maxwellla ellule (i, j, k) :
jω(ε̇xxEx)|i+ 1

2
,j,k + Jx|i+ 1

2
,j,k =

∂Hz

∂y

∣
∣
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i+ 1

2
,j,k

− ∂Hy

∂z
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∣
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∣
i+ 1

2
,j,k

(C.8a)
jω(ε̇yyEy)|i,j+ 1

2
,k + Jy|i,j+ 1

2
,k =

∂Hx
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∣
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i,j+ 1

2
,k

− ∂Hz

∂x

∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k

(C.8b)
jω(ε̇zzEz)|i,j,k+ 1

2
+ Jz|i,j,k+ 1

2
=
∂Hy

∂x

∣
∣
∣
∣
i,j,k+ 1

2

− ∂Hx

∂y

∣
∣
∣
∣
i,j,k+ 1

2

. (C.8)On approhe les dérivées spatiales premières par des di�érenes �nies,d'après l'équation (B.2a) :
∂Hz

∂y

∣
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∣
i+ 1

2
,j,k

≈
Hz|i+ 1

2
,j+ 1

2
,k − Hz|i+ 1

2
,j− 1

2
,k

h
=
H i,j,k

z −H i,j−1,k
z

h
(C.9a)

∂Hy
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2
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≈
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2
,j,k+ 1
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− Hy|i+ 1

2
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2

h
=
H i,j,k

y −H i,j,k−1
y

h
(C.9b)

∂Hx

∂z

∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
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≈
Hx|i,j+ 1

2
,k+ 1

2
− Hx|i,j+ 1

2
,k− 1

2

h
=
H i,j,k

x −H i,j,k−1
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h
(C.9)
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,j+ 1
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,k − Hz|i− 1
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2
,k
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=
H i,j,k

z −H i−1,j,k
z

h
(C.9d)
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− Hy|i− 1
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H i,j,k

y −H i−1,j,k
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(C.9e)

∂Hx

∂y

∣
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i,j,k+ 1

2

≈
Hx|i,j+ 1

2
,k+ 1

2
− Hx|i,j− 1

2
,k+ 1

2

h
=
H i,j,k

x −H i,j−1,k
x

h
. (C.9f)On disrétise les équations (C.8) en remplaçant les dérivées du seondmembre par les équations (C.9) et les quantités au premier membre par(5.1). On obtient alors les expressions qui donnent le hamp életrique dansla ellule (i, j, k) en fontion du ourant életrique de la ellule et du hampmagnétique de la ellule et des trois ellules voisines :

Ei,j,k
x =

H i,j,k
z −H i,j−1,k

z −H i,j,k
y +H i,j,k−1

y − hJ i,j,k
x

h jω
〈

ε̇i,j,kxx

〉 (C.10a)
Ei,j,k

y =
H i,j,k

x −H i,j,k−1
x −H i,j,k

z +H i−1,j,k
z − hJ i,j,k

y

h jω
〈

ε̇i,j,kyy

〉 (C.10b)
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C.3. Équation d'onde pour le hamp életrique
Ei,j,k

z =
H i,j,k

y −H i−1,j,k
y −H i,j,k

x +H i,j−1,k
x − hJ i,j,k

z

h jω
〈

ε̇i,j,kzz

〉 . (C.10)Problèmes bidimensionnelsAprès une proédure similaire, on obtient les expressions suivantes.Polarisation TM :
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x − hJ i,j
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〈
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〉 . (C.11)Polarisation TE :
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〈
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Ei,j

y =
−H i,j

z +H i−1,j
z − hJ i,j

y

h jω
〈

ε̇i,jyy

〉 . (C.12b)C.3 Équation d'onde pour le hamp életriqueProblèmes tridimensionnelsOn remplae le hamp magnétique des équations (C.10) par les expres-sions (C.4). On obtient les trois équations suivantes, une pour haque om-posante du hamp életrique dans la ellule (i, j, k) :
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(C.13a)
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Annexe C. Disrétisation des équations de Maxwell
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x

〈

µ̇i,j,k
zz

〉

+




1

〈

µ̇i,j,k
xx

〉 +
1

〈

µ̇i,j,k−1
xx

〉 +
1

〈

µ̇i,j,k
zz

〉 +
1

〈

µ̇i−1,j,k
zz

〉 − h2ω2
〈

ε̇i,j,kyy

〉



Ei,j,k
y

− Ei,j,k
z

〈

µ̇i,j,k
xx

〉 − Ei+1,j,k
y
〈

µ̇i,j,k
zz

〉 − Ei−1,j+1,k
x
〈

µ̇i−1,j,k
zz

〉 +
Ei,j+1,k

x
〈

µ̇i,j,k
zz

〉 +
Ei,j+1,k

z
〈

µ̇i,j,k
xx

〉 − Ei,j,k+1
y
〈

µ̇i,j,k
xx

〉

= −h2 jωJ i,j,k
y − h



− M i,j,k−1
x

〈

µ̇i,j,k−1
xx

〉 +
M i−1,j,k

z
〈

µ̇i−1,j,k
zz

〉 +
M i,j,k

x
〈

µ̇i,j,k
xx

〉 − M i,j,k
z

〈

µ̇i,j,k
zz

〉



(C.13b)
Ei,j−1,k

y
〈

µ̇i,j−1,k
xx

〉 − Ei,j−1,k
z

〈

µ̇i,j−1,k
xx

〉 +
Ei−1,j,k

x
〈

µ̇i−1,j,k
yy

〉 − Ei−1,j,k
z

〈

µ̇i−1,j,k
yy

〉 − Ei,j,k
x

〈

µ̇i,j,k
yy

〉 − Ei,j,k
y

〈

µ̇i,j,k
xx

〉

+




1

〈

µ̇i,j,k
xx

〉 +
1

〈

µ̇i,j−1,k
xx

〉 +
1

〈

µ̇i,j,k
yy

〉 +
1

〈

µ̇i−1,j,k
yy

〉 − h2ω2
〈

ε̇i,j,kzz

〉



Ei,j,k
z

− Ei+1,j,k
z
〈

µ̇i,j,k
yy

〉 − Ei,j+1,k
z
〈

µ̇i,j,k
xx

〉 − Ei,j−1,k+1
y
〈

µ̇i,j−1,k
xx

〉 − Ei−1,j,k+1
x
〈

µ̇i−1,j,k
yy

〉 +
Ei,j,k+1

x
〈

µ̇i,j,k
yy

〉 +
Ei,j,k+1

y
〈

µ̇i,j,k
xx

〉

= −h2 jωJ i,j,k
z − h




M i,j−1,k

x
〈

µ̇i,j−1,k
xx

〉 − M i−1,j,k
y

〈

µ̇i−1,j,k
yy

〉 − M i,j,k
x

〈

µ̇i,j,k
xx

〉 +
M i,j,k

y
〈

µ̇i,j,k
yy

〉



 .(C.13)Ces équations ontiennent uniquement le hamp életrique. Elles sont leproduit d'une ombinaison des équations de Faraday et de Maxwell-Ampère.On peut alors onsidérer qu'elles représentent la forme disrétisée de l'équa-tion d'onde pour le hamp életrique.Pour des problèmes de di�ration, il se peut que J et M ontiennent desourants induits, tels qu'ils sont dé�nis par les équations (4.12), page 68. Laforme disrétisée des ourants induits életriques est :
J (ind)i,j,k

x = jω
〈

ċi,j,k(e)xx

〉

E(i)i,j,k
x (C.14a)

J (ind)i,j,k
y = jω

〈

ċi,j,k(e)yy

〉

E(i)i,j,k
y (C.14b)

J (ind)i,j,k
z = jω

〈

ċi,j,k(e)zz

〉

E(i)i,j,k
z (C.14)
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C.3. Équation d'onde pour le hamp életriqueet on peut aluler de la même façon la forme disrétisée des ourants induitsmagnétiques.Problèmes bidimensionnelsPolarisation TM : On remplae le hamp magnétique des équations(C.11) par les expressions (C.5). On obtient l'équation suivante pour la om-posante du hamp életrique dans la ellule (i, j, k) :
− Ei,j−1

z
〈

µ̇i,j−1
xx

〉 − Ei−1,j
z

〈

µ̇i−1,j
yy

〉

+




1

〈

µ̇i,j
xx

〉 +
1

〈

µ̇i,j−1
xx

〉 +
1

〈

µ̇i,j
yy

〉 +
1

〈

µ̇i−1,j
yy

〉 − h2ω2
〈
ε̇i,jzz

〉



Ei,j
z

− Ei+1,j
z
〈

µ̇i,j
yy

〉 − Ei,j+1
z
〈

µ̇i,j
xx

〉

= −h2 jωJ i,j
z − h




M i,j−1

x
〈

µ̇i,j−1
xx

〉 − M i−1,j
y

〈

µ̇i−1,j
yy

〉 − M i,j
x

〈

µ̇i,j
xx

〉 +
M i,j

y
〈

µ̇i,j
yy

〉



 . (C.15a)Polarisation TE : On remplae le hamp magnétique des équations (C.12)par les expressions (C.6). On obtient les deux équations suivantes, une pourhaque omposante du hamp életrique dans la ellule (i, j, k) :
− Ei,j−1

x
〈

µ̇i,j−1
zz

〉 +
Ei,j−1

y
〈

µ̇i,j−1
zz

〉 − Ei+1,j−1
y
〈

µ̇i,j−1
zz

〉

+




1

〈

µ̇i,j
zz

〉 +
1

〈

µ̇i,j−1
zz

〉 − h2ω2
〈
ε̇i,jxx

〉



Ei,j
x

− Ei,j
y

〈

µ̇i,j
zz

〉 +
Ei+1,j

y
〈

µ̇i,j
zz

〉 − Ei,j+1
x
〈

µ̇i,j
zz

〉

= −h2 jωJ i,j
x − h



− M i,j−1
z

〈

µ̇i,j−1
zz

〉 +
M i,j

z
〈

µ̇i,j
zz

〉



 (C.16a)
+

Ei−1,j
x

〈

µ̇i−1,j
zz

〉 − Ei−1,j
y

〈

µ̇i−1,j
zz

〉 − Ei,j
x

〈

µ̇i,j
zz

〉
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+




1

〈

µ̇i,j
zz

〉 +
1

〈

µ̇i−1,j
zz

〉 − h2ω2
〈
ε̇i,jyy

〉



Ei,j
y

− Ei+1,j
y
〈

µ̇i,j
zz

〉 − Ei−1,j+1
x
〈

µ̇i−1,j
zz

〉 +
Ei,j+1

x
〈

µ̇i,j
zz

〉

= −h2 jωJ i,j
y − h




M i−1,j

z
〈

µ̇i−1,j
zz

〉 − M i,j
z

〈

µ̇i,j
zz

〉



 . (C.16b)
C.4 Équation de Gauss pour le hamp életriqueProblèmes tridimensionnelsOn réérit l'équation (4.1a) en onsidérant aussi des soures induites deharge életrique :

∇ · (ε̄ · E) = ρ+ ρ(ind) (C.17)où les soures de harges életriques sont données par (4.10)2 :
ρ(ind) , −∇ ·

(

c̄(ε) · E(i)
)

. (C.18)On alule séparément les deux membres de (C.17) au point (i, j, k). Pourle membre gauhe on a :
[
∇ · (ε̄ · E)

]∣
∣
i,j,k

=
∂(εxxEx)

∂x

∣
∣
∣
∣
i,j,k

+
∂(εyyEy)

∂y

∣
∣
∣
∣
i,j,k

+
∂(εzzEz)

∂z

∣
∣
∣
∣
i,j,k

. (C.19)On approhe les dérivées spatiales premières par des di�érenes �nies,2Naturellement, ρ(ind) est non nulle seulement pour des problèmes de di�ration.
126



C.4. Équation de Gauss pour le hamp életriqued'après (B.2a), et on utilise les relations (5.1) :
∂(εxxEx)

∂x

∣
∣
∣
∣
i,j,k

≈
(εxxEx)|i+ 1

2
,j,k − (εxxEx)|i− 1

2
,j,k

h
=

=

〈

εi,j,kxx

〉

Ei,j,k
x −

〈

εi−1,j,k
xx

〉

Ei−1,j,k
x

h
(C.20a)

∂(εyyEy)

∂y

∣
∣
∣
∣
i,j,k

≈
(εyyEy)|i,j+ 1

2
,k − (εyyEy)|i,j− 1

2
,k

h
=

=

〈

εi,j,kyy

〉

Ei,j,k
y −

〈

εi,j−1,k
yy

〉

Ei,j−1,k
y

h
(C.20b)

∂(εzzEz)

∂z

∣
∣
∣
∣
i,j,k

≈
(εzzEz)|i,j,k+ 1

2
− (εzzEz)|i,j,k− 1

2

h
=

=

〈

εi,j,kzz

〉

Ei,j,k
z −

〈

εi,j,k−1
zz

〉

Ei,j,k−1
z

h
. (C.20)Pour le membre droit de (C.17) au point (i, j, k) on a :

ρ|i,j,k =
〈

ρi,j,k
〉 (C.21)où

ρ(ind)
∣
∣
∣
i,j,k

= −
∂
(

c(ε)xxE
(i)
x

)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
i,j,k

−
∂
(

c(ε)yyE
(i)
y

)

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
∣
i,j,k

−
∂
(

c(ε)zzE
(i)
z

)

∂z

∣
∣
∣
∣
∣
∣
i,j,k(C.22)et les dérivées spatiales peuvent être érites en première approximation omme :

−
∂
(

c(ε)xxE
(i)
x

)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
i,j,k

≈

(

c(ε)xxE
(i)
x

)∣
∣
∣
i− 1

2
,j,k

−
(

c(ε)xxE
(i)
x

)∣
∣
∣
i+ 1

2
,j,k

h
=

=

〈

ci−1,j,k
(ε)xx

〉

E
(i)i−1,j,k
x −

〈

ci,j,k(ε)xx

〉

E
(i)i,j,k
x

h
(C.23a)

−
∂
(

c(ε)yyE
(i)
y

)

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
∣
i,j,k

≈

(

c(ε)yyE
(i)
y

)∣
∣
∣
i,j− 1

2
,k
−
(

c(ε)yyE
(i)
y

)∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k

h
=
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=

〈

ci,j−1,k
(ε)yy

〉

E
(i)i,j−1,k
y −

〈

ci,j,k(ε)yy

〉

E
(i)i,j,k
y

h
(C.23b)

−
∂
(

c(ε)zzE
(i)
z

)

∂z

∣
∣
∣
∣
∣
∣
i,j,k

≈

(

c(ε)zzE
(i)
z

)∣
∣
∣
i,j,k− 1

2

−
(

c(ε)zzE
(i)
z

)∣
∣
∣
i,j,k+ 1

2

h
=

=

〈

ci,j,k−1
(ε)zz

〉

E
(i)i,j,k−1
z −

〈

ci,j,k(ε)zz

〉

E
(i)i,j,k
z

h
. (C.23)C.5 Gradient de l'équation de GaussProblèmes tridimensionnelsL'équation (C.17) étant salaire, sa disrétisation donne une seule équa-tion. Pour obtenir une équation vetorielle on applique l'opérateur du gra-dient sur (C.17) :

∇∇ · (ε̄ · E) = ∇
(

ρ+ ρ(ind)
)

. (C.24)Cette équation vetorielle est analysée selon ses trois omposantes qui,par la suite, sont alulées aux points de dé�nition du hamp életrique dansla ellule (i, j, k) :
∂∇ · (ε̄ · E)

∂x

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j,k

=
∂ρ

∂x

∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j,k

+
∂ρ(ind)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
i+ 1

2
,j,k

(C.25a)
∂∇ · (ε̄ · E)

∂y

∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k

=
∂ρ

∂y

∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k

+
∂ρ(ind)

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
i,j+ 1

2
,k

(C.25b)
∂∇ · (ε̄ · E)

∂z

∣
∣
∣
∣
i,j,k+ 1

2

=
∂ρ

∂z

∣
∣
∣
∣
i,j,k+ 1

2

+
∂ρ(ind)

∂z

∣
∣
∣
∣
∣
i,j,k+ 1

2

. (C.25)On approhe les dérivées spatiales par des di�érenes �nies
[
∇ · (ε̄ · E)

]∣
∣
i+1,j,k

−
[
∇ · (ε̄ · E)

]∣
∣
i,j,k

=

ρ|i+1,j,k − ρ|i,j,k + ρ(ind)
∣
∣
∣
i+1,j,k

− ρ(ind)
∣
∣
∣
i,j,k

(C.26a)
[
∇ · (ε̄ · E)

]∣
∣
i,j+1,k

−
[
∇ · (ε̄ · E)

]∣
∣
i,j,k

=

ρ|i,j+1,k − ρ|i,j,k + ρ(ind)
∣
∣
∣
i,j+1,k

− ρ(ind)
∣
∣
∣
i,j,k

(C.26b)
[
∇ · (ε̄ · E)

]∣
∣
i,j,k+1

−
[
∇ · (ε̄ · E)

]∣
∣
i,j,k

=
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C.5. Gradient de l'équation de Gauss
ρ|i,j,k+1 − ρ|i,j,k + ρ(ind)

∣
∣
∣
i,j,k+1

− ρ(ind)
∣
∣
∣
i,j,k

(C.26)où on remplae les quantités du membre de gauhe par (C.19), (C.20) etelles du membre de droite par (C.21), (C.22), (C.23). On obtient �nalementtrois équations pour le hamp életrique :
〈

εi,j,k−1
zz

〉

Ei,j,k−1
z −

〈

εi+1,j,k−1
zz

〉

Ei+1,j,k−1
z

+
〈

εi,j−1,k
yy

〉

Ei,j−1,k
y −

〈

εi+1,j−1,k
yy

〉

Ei+1,j−1,k
y

+
〈

εi−1,j,k
xx

〉

Ei−1,j,k
x

− 2
〈

εi,j,kxx

〉

Ei,j,k
x −

〈

εi,j,kyy

〉

Ei,j,k
y −

〈

εi,j,kzz

〉

Ei,j,k
z

+
〈

εi+1,j,k
xx

〉

Ei+1,j,k
x +

〈

εi+1,j,k
yy

〉

Ei+1,j,k
y +

〈

εi+1,j,k
zz

〉

Ei+1,j,k
z

= −
〈

ci,j,k−1
(ε)zz

〉

E(i)i,j,k−1
z +

〈

ci+1,j,k−1
(ε)zz

〉

E(i)i+1,j,k−1
z

−
〈

ci,j−1,k
(ε)yy

〉

E(i)i,j−1,k
y +

〈

ci+1,j−1,k
(ε)yy

〉

E(i)i+1,j−1,k
y

−
〈

ci−1,j,k
(ε)xx

〉

E(i)i−1,j,k
x

+ 2
〈

ci,j,k(ε)xx

〉

E(i)i,j,k
x +

〈

ci,j,k(ε)yy

〉

E(i)i,j,k
y +

〈

ci,j,k(ε)zz

〉

E(i)i,j,k
z

−
〈

ci+1,j,k
(ε)xx

〉

E(i)i+1,j,k
x −

〈

ci+1,j,k
(ε)yy

〉

E(i)i+1,j,k
y −

〈

ci+1,j,k
(ε)zz

〉

E(i)i+1,j,k
z

+
〈

ρi+1,j,k
〉

−
〈

ρi,j,k
〉 (C.27a)

〈

εi,j,k−1
zz

〉

Ei,j,k−1
z −

〈

εi,j+1,k−1
zz

〉

Ei,j+1,k−1
z

+
〈

εi,j−1,k
yy

〉

Ei,j−1,k
y

+
〈

εi−1,j,k
xx

〉

Ei−1,j,k
x

−
〈

εi,j,kxx

〉

Ei,j,k
x − 2

〈

εi,j,kyy

〉

Ei,j,k
y −

〈

εi,j,kzz

〉

Ei,j,k
z

−
〈

εi−1,j+1,k
xx

〉

Ei−1,j+1,k
x

+
〈

εi,j+1,k
xx

〉

Ei,j+1,k
x +

〈

εi,j+1,k
yy

〉

Ei,j+1,k
y +

〈

εi,j+1,k
zz

〉

Ei,j+1,k
z

= −
〈

ci,j,k−1
(ε)zz

〉

E(i)i,j,k−1
z +

〈

ci,j+1,k−1
(ε)zz

〉

E(i)i,j+1,k−1
z

−
〈

ci,j−1,k
(ε)yy

〉

E(i)i,j−1,k
y

−
〈

ci−1,j,k
(ε)xx

〉

E(i)i−1,j,k
x
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+
〈

ci,j,k(ε)xx

〉

E(i)i,j,k
x + 2

〈

ci,j,k(ε)yy

〉

E(i)i,j,k
y +

〈

ci,j,k(ε)zz

〉

E(i)i,j,k
z

+
〈

ci−1,j+1,k
(ε)xx

〉

E(i)i−1,j+1,k
x

−
〈

ci,j+1,k
(ε)xx

〉

E(i)i,j+1,k
x −

〈

ci,j+1,k
(ε)yy

〉

E(i)i,j+1,k
y −

〈

ci,j+1,k
(ε)zz

〉

E(i)i,j+1,k
z

+
〈

ρi,j+1,k
〉

−
〈

ρi,j,k
〉 (C.27b)

〈

εi,j,k−1
zz

〉

Ei,j,k−1
z +

〈

εi,j−1,k
yy

〉

Ei,j−1,k
y +

〈

εi−1,j,k
xx

〉

Ei−1,j,k
x

−
〈

εi,j,kxx

〉

Ei,j,k
x −

〈

εi,j,kyy

〉

Ei,j,k
y − 2

〈

εi,j,kzz

〉

Ei,j,k
z

−
〈

εi,j−1,k+1
yy

〉

Ei,j−1,k+1
y −

〈

εi−1,j,k+1
xx

〉

Ei−1,j,k+1
x

+
〈

εi,j,k+1
xx

〉

Ei,j,k+1
x +

〈

εi,j,k+1
yy

〉

Ei,j,k+1
y +

〈

εi,j,k+1
zz

〉

Ei,j,k+1
z

= −
〈

ci,j,k−1
(ε)zz

〉

E(i)i,j,k−1
z −

〈

ci,j−1,k
(ε)yy

〉

E(i)i,j−1,k
y −

〈

ci−1,j,k
(ε)xx

〉

E(i)i−1,j,k
x

+
〈

ci,j,k(ε)xx

〉

E(i)i,j,k
x +

〈

ci,j,k(ε)yy

〉

E(i)i,j,k
y + 2

〈

ci,j,k(ε)zz

〉

E(i)i,j,k
z

+
〈

ci,j−1,k+1
(ε)yy

〉

E(i)i,j−1,k+1
y +

〈

ci−1,j,k+1
(ε)xx

〉

E(i)i−1,j,k+1
x

−
〈

ci,j,k+1
(ε)xx

〉

E(i)i,j,k+1
x −

〈

ci,j,k+1
(ε)yy

〉

E(i)i,j,k+1
y −

〈

ci,j,k+1
(ε)zz

〉

E(i)i,j,k+1
z

+
〈

ρi,j,k+1
〉

−
〈

ρi,j,k
〉

. (C.27)Problèmes bidimensionnelsPolarisation TM : Il n'y a pas d'équation orrespondante.Polarisation TE : On a deux équations, pour les omposantes du hampéletrique.
〈
εi,j−1
yy

〉
Ei,j−1

y −
〈
εi+1,j−1
yy

〉
Ei+1,j−1

y

+
〈
εi−1,j
xx

〉
Ei−1,j

x

− 2
〈
εi,jxx

〉
Ei,j

x −
〈
εi,jyy

〉
Ei,j

y

+
〈
εi+1,j
xx

〉
Ei+1,j

x +
〈
εi+1,j
yy

〉
Ei+1,j

y

= −
〈

ci,j−1
(ε)yy

〉

E(i)i,j−1
y +

〈

ci+1,j−1
(ε)yy

〉

E(i)i+1,j−1
y

−
〈

ci−1,j
(ε)xx

〉

E(i)i−1,j
x

+ 2
〈

ci,j(ε)xx

〉

E(i)i,j
x +

〈

ci,j(ε)yy

〉

E(i)i,j
y
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C.5. Gradient de l'équation de Gauss
−
〈

ci+1,j
(ε)xx

〉

E(i)i+1,j
x −

〈

ci+1,j
(ε)yy

〉

E(i)i+1,j
y

+
〈
ρi+1,j

〉
−
〈
ρi,j
〉 (C.28a)

〈
εi,j−1
yy

〉
Ei,j−1

y

+
〈
εi−1,j
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〉
Ei−1,j

x

−
〈
εi,jxx

〉
Ei,j

x − 2
〈
εi,jyy

〉
Ei,j

y

−
〈
εi−1,j+1
xx

〉
Ei−1,j+1

x

+
〈
εi,j+1
xx

〉
Ei,j+1

x +
〈
εi,j+1
yy

〉
Ei,j+1

y

= −
〈

ci,j−1
(ε)yy

〉

E(i)i,j−1
y

−
〈

ci−1,j
(ε)xx

〉

E(i)i−1,j
x

+
〈

ci,j(ε)xx

〉

E(i)i,j
x + 2

〈

ci,j(ε)yy

〉

E(i)i,j
y

+
〈

ci−1,j+1
(ε)xx

〉

E(i)i−1,j+1
x

−
〈

ci,j+1
(ε)xx

〉

E(i)i,j+1
x −

〈

ci,j+1
(ε)yy

〉

E(i)i,j+1
y

+
〈
ρi,j+1

〉
−
〈
ρi,j
〉
. (C.28b)
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Annexe DConstrution du systèmelinéaire de di�érenes �niesDans ette annexe, on présente la formulation matriielle de la méthodede di�érenes �nies en régime fréquentiel. Pour tous les veteurs et les ma-tries on utilise la numérotation dé�nie par les équations (5.5) et (5.8),page 76. On dé�nit d'abord des matries auxiliaires et ensuite on rééritles résultats de l'annexe C dans la forme des matries.D.1 Dé�nition de matries de valeur moyenneProblèmes tridimensionnelsOn érit les équations (5.2), (5.3) en forme matriielle :
〈ε〉 = Veε (D.1)
〈µ〉 = Vmµ. (D.2)Les matries Ve, Vm sont N ×N , reuses, ave, respetivement, quatreet deux éléments par ligne. Tous les éléments se situent, respetivement, sursept et quatre diagonales. Les matries sont omposées des triplés de lignesrépétitives. Les lignes ave les numéros lw = l(w, i, j, k), (w = 1, 2, 3) sontdonnées par (D.10), (D.11) (page 135).1 Les indies sous les hi�res indiquentla olonne où se situe haque élément de la ligne.Le résultat de la multipliation de la matrie Ve ave un veteur deparamètres életriques (ε, σ, ε̇, cε, cσ, ċe) est le veteur des valeurs moyennesde es paramètres.1On note Al,∗ le veteur-olonne qui résulte de la ligne l de la matrie A.



Annexe D. Constrution du système linéaireIl en est de même pour la multipliation de la matrie Vm ave un veteurde paramètres magnétiques (µ, σ∗, µ̇, cµ, cσ∗ , ċm).L'équation (5.4) en forme matriielle donne :
〈ρ〉 = Vρρ. (D.3)La matrie Vρ est reuse, ave huit éléments non nuls par ligne et dedimension (N/3) × (N/3). Pour la ligne p on a :

Vρp,∗
T =

1

8
(· · · 1

︸︷︷︸

p−1−Nx−NxNy

1
︸︷︷︸

p−Nx−NxNy

· · · 1
︸︷︷︸

p−1−NxNy

1
︸︷︷︸

p−NxNy

· · ·

· · · 1
︸︷︷︸

p−1−Nx

1
︸︷︷︸

p−Nx

· · · 1
︸︷︷︸

p−1

1
︸︷︷︸

p

· · · ). (D.4)La multipliation de la matrie Vρ ave un veteur de valeurs salaires(ρ, ρs, ρind) produit le veteur des valeurs moyennes.Problèmes bidimensionnelsLes matries de valeurs moyennes sont données par les relations suivantes.
Vρp,∗

T =
1

4
(· · · 1

︸︷︷︸

p−1−Nx

1
︸︷︷︸

p−Nx

· · · 1
︸︷︷︸

p−1

1
︸︷︷︸

p

· · · ). (D.5)Polarisation TM : N = NxNy

Ve = IN (D.6)
(

Vml1,∗
T

Vml2,∗
T

)

=
1

2







· · · 0 0 · · · 1
︸︷︷︸

l1−2

0 1
︸︷︷︸

l1

0 · · ·

· · · 0 1
︸︷︷︸

l2−2Nx

· · · 0 0 0 1
︸︷︷︸

l2

· · ·





(D.7)Polarisation TE : N = 2NxNy

(
Vel1,∗

T

Vel2,∗
T

)

=
1

2







· · · 1
︸︷︷︸

l1−2Nx

0 · · · 0 0 1
︸︷︷︸

l1

0 · · ·

· · · 0 0 · · · 0 1
︸︷︷︸

l2−2

0 1
︸︷︷︸

l2

· · ·





(D.8)

Vm = IN/2 (D.9)
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D.1.Dé�nitiondematriesdevaleurmoyenne




Vel1,∗
T

Vel2,∗
T

Vel3,∗
T



 =
1

4









· · · 1
︸︷︷︸

l1−3Nx−3NxNy

0 0 · · · 0 0 0 1
︸︷︷︸

l1−3NxNy

0 0 · · ·

· · · 0 0 0 · · · 0 1
︸︷︷︸

l2−3−3NxNy

0 0 1
︸︷︷︸

l2−3NxNy

0 · · ·

· · · 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 0 · · ·

· · · 0 0 0 1
︸︷︷︸

l1−3Nx

0 0 · · · 0 0 0 1
︸︷︷︸

l1

0 0 · · ·

· · · 0 0 0 0 0 0 · · · 0 1
︸︷︷︸

l2−3

0 0 1
︸︷︷︸

l2

0 · · ·

· · · 0 0 1
︸︷︷︸

l3−3−3Nx

0 0 1
︸︷︷︸

l3−3Nx

· · · 0 0 1
︸︷︷︸

l3−3

0 0 1
︸︷︷︸

l3

· · ·











(D.10)





Vml1,∗
T

Vml2,∗
T

Vml3,∗
T



 =
1

2











· · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1
︸︷︷︸

l1−3

0 0 1
︸︷︷︸

l1

0 0 · · ·

· · · 0 0 0 · · · 0 1
︸︷︷︸

l2−3Nx

0 · · · 0 0 0 0 1
︸︷︷︸

l2

0 · · ·

· · · 0 0 1
︸︷︷︸

l3−3NxNy

· · · 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 1
︸︷︷︸

l3

· · ·
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Annexe D. Constrution du système linéaireD.2 Équation de FaradayIndépendamment des dimensions du problème et de la polarisation, leséquations (C.4) (3D), (C.5) (2D-TM, (C.6) (2D-TE), peuvent être éritessous la forme d'un système linéaire :
jωdiag(〈µ̇〉)h = −Aee − mou :
Aee = − jωdiag(〈µ̇〉)h − m. (D.12)La omparaison de (D.12) ave (4.1) (page 63) suggère que la matrie

Ae peut être onsidérée omme la représentation disrétisée de l'opérateurde rotation.Problèmes tridimensionnelsLa matrie Ae est donnée par (D.15) (page 137). Il s'agit d'une matriereuse, de dimension N × N (N = 3NxNyNz), ave quatre éléments nonnuls par ligne. Tous les éléments se situent sur neuf diagonales. La diagonaleprinipale est vide.Problèmes bidimensionnelsPolarisation TM : La matrie Ae est donnée par (D.13). C'est une ma-trie reuse, de dimension 2N ×N (N = NxNy), et deux éléments non nulspar ligne. Tous les éléments se situent sur trois diagonales.
(

Ael1,∗
T

Ael2,∗
T

)

=
1

h







· · · −1
︸︷︷︸

p

0 · · · +1
︸︷︷︸

p+Nx

· · ·

· · · +1
︸︷︷︸

p

−1
︸︷︷︸

p+1

· · · 0 · · ·






. (D.13)Polarisation TE : La matrie Ae est donnée par (D.14). C'est une matriereuse, de dimension N/2 × N (N = 2NxNy), et quatre éléments non nulspar ligne. Tous les éléments se situent sur quatre diagonales.

(
Aep,∗

T
)

=
1

h

(
· · · +1

︸︷︷︸

l1

−1
︸︷︷︸

l2

0 +1
︸︷︷︸

l2+2

· · · −1
︸︷︷︸

l1+2Nx

0 · · ·
)

.(D.14)
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D.2.ÉquationdeFaraday




Ael1,∗
T

Ael2,∗
T

Ael3,∗
T



 =
1

h












· · · 0 +1
︸︷︷︸

l1+1

−1
︸︷︷︸

l1+2

0 0 0 · · · 0 0 +1
︸︷︷︸

l1+2+3Nx

· · · 0 −1
︸︷︷︸

l1+1+3NxNy

0 · · ·

· · · −1
︸︷︷︸

l2−1

0 +1
︸︷︷︸

l2+1

0 0 −1
︸︷︷︸

l2+4

· · · 0 0 0 · · · +1
︸︷︷︸

l2−1+3NxNy

0 0 · · ·

· · · +1
︸︷︷︸

l3−2

−1
︸︷︷︸

l3−1

0 0 +1
︸︷︷︸

l3+2

0 · · · −1
︸︷︷︸

l3−2+3Nx

0 0 · · · 0 0 0 · · ·










(D.15)





Ahl1,∗
T

Ahl2,∗
T

Ahl3,∗
T



 =
1

h












· · · 0 +1
︸︷︷︸

l1+1−3NxNy

0 · · · 0 0 −1
︸︷︷︸

l1+2−3Nx

· · · 0 0 0 0 −1
︸︷︷︸

l1+1

+1
︸︷︷︸

l1+2

· · ·

· · · −1
︸︷︷︸

l2−1−3NxNy

0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 +1
︸︷︷︸

l2−2

+1
︸︷︷︸

l2−1

0 −1
︸︷︷︸

l2+1

· · ·

· · · 0 0 0 · · · +1
︸︷︷︸

l3−2−3Nx

0 0 · · · 0 −1
︸︷︷︸

l3−4

0 −1
︸︷︷︸

l3−2

+1
︸︷︷︸

l3−1

0 · · ·
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Annexe D. Constrution du système linéaireD.3 Équation de Maxwell-AmpèreLes équations (C.10) (3D), (C.11) (2D-TM), (C.12) (2D-TE), s'ériventsous forme matriielle :
jωdiag(〈ε̇〉)e = Ahh − jou aussi :
Ahh = jωdiag(〈ε̇〉)e + j. (D.17)L'équation i-dessus est l'analogue de (4.1d) (page 63) sous la forme desystème linéaire.Problèmes tridimensionnelsLa matrie Ah est donnée par (D.16) (page 137). De (D.15) et (D.16) onen déduit que :

Ah = Ae
T .Problèmes bidimensionnelsPolarisation TM : La matrie Ah est donnée par (D.18). C'est une ma-trie reuse, de dimension N × 2N (N = NxNy) ave quatre éléments nonnuls par ligne. Tous les éléments se situent sur quatre diagonales.

(
Ahp,∗

T
)

=
1

h

(
· · · +1

︸︷︷︸

l1−2Nx

0 · · · 0 −1
︸︷︷︸

l2−2

−1
︸︷︷︸

l1

+1
︸︷︷︸

l2

)

. (D.18)De ette dé�nition et de (D.13) on en déduit que :
Ah = Ae

T .Polarisation TE : La matrie Ah est donnée par (D.19). Il s'agit d'unematrie reuse, de dimension N × N/2 (N = 2NxNy) ave deux élémentsnon nuls par ligne. Tous les éléments se situent sur quatre diagonales.
(

Ahl1,∗
T

Ahl2,∗
T

)

=
1

h







· · · −1
︸︷︷︸

p−Nx

· · · 0 +1
︸︷︷︸

p

· · ·

· · · 0 · · · +1
︸︷︷︸

p−1

−1
︸︷︷︸

p

· · ·






. (D.19)De ette dé�nition et de (D.14) on en déduit :

Ah = Ae
T .
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D.4. Équation d'onde pour le hamp életriqueD.4 Équation d'onde pour le hamp életriqueOn élimine le veteur des valeurs du hamp magnétique dans (D.12) et(D.17) et on obtient :
[
Ae

Tdiag(〈µ̇〉)−1Ae − ω2diag(〈ε̇〉)
]
e = − jωj − Ae

Tdiag(〈µ̇〉)−1m .(D.20)D.5 Gradient de l'équation de GaussOn peut érire les équations (C.27) (3D) et (C.28) (2D-TE) sous formed'un système linéaire :
Agdiag(〈ε〉)e = −Agdiag(〈cε〉)e

i − Aρ〈ρ〉. (D.21)Problèmes tridimensionnelsLa matrie Ag est donnée par (D.24) (page 141). Il s'agit d'une matriereuse, de dimension N ×N . Chaque ligne a onze éléments non nuls, qui setrouvent tous sur vingt-huit diagonales. De sa struture, on peut en déduireque Ag est symétrique :
Ag

T = Ag.La matrie Aρ est reuse, de dimension N×(N/3). Chaque ligne ontientdeux éléments non nuls. Tous les éléments se situent sur six diagonales. Dansla dé�nition de Aρ, les indies l1, l2, l3 et p se réfèrent aux mêmes valeurs des
i, j, k.






Aρl1,∗
T

Aρl2,∗
T

Aρl3,∗
T




 =











· · · +1
︸︷︷︸

p

−1
︸︷︷︸

p+1

· · · 0 · · · 0 · · ·

· · · +1
︸︷︷︸

p

0 · · · −1
︸︷︷︸

p+Nx

· · · 0 · · ·

· · · +1
︸︷︷︸

p

0 · · · 0 · · · −1
︸︷︷︸

p+NxNy

· · ·











.(D.22)Problèmes bidimensionnelsPolarisation TM : Il n'y a pas d'équation orrespondante, on pose pourela :
Ag = 0

Aρ = 0.
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Annexe D. Constrution du système linéairePolarisation TE : La matrie Ag est donnée par (D.25) (page 142). Ils'agit d'une matrie reuse, de dimension N×N ave sept éléments non nulspar ligne. Les éléments se situent sur treize diagonales. La matrie Ag estsymétrique :
Ag

T = Ag.La matrie Aρ est reuse, de dimension N×(N/2). Chaque ligne ontientdeux éléments non nuls. Tous les éléments se situent sur quatre diagonales.
(

Aρl1,∗
T

Aρl2,∗
T

)

=







· · · +1
︸︷︷︸

p

−1
︸︷︷︸

p+1

· · · 0 · · ·

· · · +1
︸︷︷︸

p

0 · · · −1
︸︷︷︸

p+Nx

· · ·






. (D.23)
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D.5.Gradientdel'équationdeGauss





Agl1,∗
T

Agl2,∗
T

Agl3,∗
T




 =












· · · 0 0 +1
︸︷︷︸

l1+2−3NxNy

0 0 −1
︸︷︷︸

l1+5−3NxNy

· · · 0 0 0 · · ·

· · · 0 0 +1
︸︷︷︸

l2+1−3NxNy

0 0 0 · · · 0 0 −1
︸︷︷︸

l2+1+3Nx−3NxNy

· · ·

· · · 0 0 +1
︸︷︷︸

l3−3NxNy

0 0 0 · · · 0 0 0 · · ·

· · · 0 +1
︸︷︷︸

l1+1−3Nx

0 0 −1
︸︷︷︸

l1+4−3Nx

0 · · · +1
︸︷︷︸

l1−3

0 0 −2
︸︷︷︸

l1

−1
︸︷︷︸

l1+1

−1
︸︷︷︸

l1+2

+1
︸︷︷︸

l1+3

+1
︸︷︷︸

l1+4

+1
︸︷︷︸

l1+5

· · · 0 0 0

· · · 0 +1
︸︷︷︸

l2−3Nx

0 0 0 0 · · · +1
︸︷︷︸

l2−4

0 0 −1
︸︷︷︸

l2−1

−2
︸︷︷︸

l2

−1
︸︷︷︸

l2+1

0 0 0 · · · −1
︸︷︷︸

l2−4+3Nx

0 0

· · · 0 +1
︸︷︷︸

l3−1−3Nx

0 0 0 0 · · · +1
︸︷︷︸

l3−5

0 0 −1
︸︷︷︸

l3−2

−1
︸︷︷︸

l3−1

−2
︸︷︷︸

l3

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 0 · · ·
+1
︸︷︷︸

l2−1+3Nx

+1
︸︷︷︸

l2+3Nx

+1
︸︷︷︸

l2+1+3Nx

· · · 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 0 · · ·

0 0 0 · · · 0 −1
︸︷︷︸

l3−1−3Nx+3NxNy

0 · · · −1
︸︷︷︸

l3−5+3NxNy

0 0 +1
︸︷︷︸

l3−2+3NxNy

+1
︸︷︷︸

l3−1+3NxNy

+1
︸︷︷︸

l3+3NxNy

· · ·
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AnnexeD.Construtiondusystèmelinéaire

(

Agl1,∗
T

Agl2,∗
T

)

=







· · · 0 +1
︸︷︷︸

l1+1−2Nx

0 −1
︸︷︷︸

l1+3−2Nx

· · · +1
︸︷︷︸

l1−2

0 −2
︸︷︷︸

l1

−1
︸︷︷︸

l1+1

· · · 0 +1
︸︷︷︸

l2−2Nx

0 0 · · · +1
︸︷︷︸

l2−2

0 −1
︸︷︷︸

l2−1

−2
︸︷︷︸

l2

+1
︸︷︷︸

l1+2

+1
︸︷︷︸

l1+3

· · · 0 0 0 0 · · ·

0 0 · · · −1
︸︷︷︸

l2−3+2Nx

0 +1
︸︷︷︸

l2−1+2Nx

+1
︸︷︷︸

l2+2Nx

· · ·







(D.25)
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Annexe EMatries identité restreinteE.1 Dé�nition et propriétésSoit l'ensemble N des nombres naturels de 1 jusqu'à N :
N = {n : 1 ≤ n ≤ N}et un sousensemble A ⊆ N. On note A l'ensemble omplémentaire de A parrapport à N, 'est-à-dire A ∪ A = N et A ∩ A = ∅.La matrie identité restreinte à A est dé�nie omme étant la matriediagonale, de dimension N ×N , dont les éléments satisfont :
IAij ,







0 i = j ∈ A

1 i = j 6∈ A

0 i 6= j

. (E.1)Ave ette dé�nition, on en déduit que la matrie IA (dé�nie à l'aide del'ensemble A) est la matrie omplémentaire de IA dans le sens :
IA + IA = Ioù I la matrie identité N ×N .Les matries identité restreinte (de même dimension) sont ommutables.Pour le produit de M matries on a :

IA1
IA2

. . . IAM
= IA1∪A2∪...∪AM

, IA1A2...AMet on peut aussi dé�nir la matrie omplémentaire orrespondante :
IA1A2...AM

, IA1∪A2∪...∪AM
= I − IA1A2...AM

.



Annexe E. Matries identité restreinteLa multipliation d'une matrie B, de dimension N × N , par la gauheave la matrie IA revient au remplaement par zéro de toutes les lignes de
B dont le numéro appartient à l'ensemble A :

B′ = IAB

B′
i,∗ =

{

0 i ∈ A

Bi,∗ i 6∈ A
(E.2)et la multipliation par la droite a le même e�et pour les olonnes :

B′ = BIA

B′
∗,j =

{

0 j ∈ A

B∗,j j 6∈ A
. (E.3)Pour un veteur b, de longueur N , seulement la multipliation par lagauhe ave IA a un sens. Le résultat est le remplaement par zéro des élé-ments de b dont le numéro appartient à l'ensemble A :

b′ = IAb

b
′
i =

{

0 i ∈ A

bi i 6∈ A
. (E.4)La matrie IA et la matrie omplémentaire IA peuvent être ombinéespour donner des modi�ations plus omplexes, omme par exemple le rempla-ement par zéro des lignes et des olonnes d'une matrie et le remplaementdes éléments diagonaux par 1 :

B′ = IA + IABIA

B
′
ij =







0 i ∈ A ou j ∈ A

1 i = j ∈ A

Bij i 6∈ A et j 6∈ A

. (E.5)E.2 Matrie de onduteur externeSoit l'ensemble C ⊆ N qui ontient les indies des omposantes du hampéletrique tangentielles au onduteur externe ou se trouvant à l'intérieur deelui-i. Dans le as tridimensionnel présenté ii, la numérotation est faited'après l'équation (5.5) (page 75). L'ensemble C peut être érit omme l'unionde six ensembles, un pour haque fae du onduteur :
C = C

l ∪ C
f ∪ C

d ∪ C
r ∪ C

b ∪ C
u (E.6)
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E.3. Matries de onduteurs internesoù :
C

l = {l(w, i, j, k) : w = 2, 3 , i = 1} (E.7a)
C

f = {l(w, i, j, k) : w = 1, 3 , j = 1} (E.7b)
C

d = {l(w, i, j, k) : w = 1, 2 , k = 1} (E.7)
C

r = {l(w, i, j, k) : w = 1, 2, 3 , i = Nx} (E.7d)
C

b = {l(w, i, j, k) : w = 1, 2, 3 , j = Ny} (E.7e)
C

u = {l(w, i, j, k) : w = 1, 2, 3 , k = Nz} . (E.7f)De la même façon, on dé�nit l'ensemble Cn ⊆ N qui ontient les indiesde toutes les omposantes du hamp életrique qui sont perpendiulaires auonduteur externe :
Cn = C

l
n ∪ C

f
n ∪ C

d
n ∪ C

r
n ∪ C

b
n ∪ C

u
n (E.8)où :

C
l
n = {l(w, i, j, k) : w = 1 , i = 1} (E.9a)

C
f
n = {l(w, i, j, k) : w = 2 , j = 1} (E.9b)

C
d
n = {l(w, i, j, k) : w = 3 , k = 1} (E.9)

C
r
n = {l(w, i, j, k) : w = 1 , i = Nx − 1} (E.9d)

C
b
n = {l(w, i, j, k) : w = 2 , j = Ny − 1} (E.9e)

C
u
n = {l(w, i, j, k) : w = 3 , k = Nz − 1} . (E.9f)Les matries identité restreinte IC, IC et ICn se réfèrent exlusivement auonduteur qui englobe le domaine de alul.Les matries i-dessus peuvent être dé�nies pour le as bidimensionnel(2D-TM, 2D-TE) de façon évidente.E.3 Matries de onduteurs internesSoit l'ensemble M ⊆ N, qui ontient toutes les indies des omposantes duhamp életrique qui sont tangentielles ou internes aux onduteurs parfaitsdu domaine de alul. De même, soit Mn ⊆ N l'ensemble des indies desomposantes du hamp életrique qui sont perpendiulaires à la surfae dees onduteurs. Les matries identité restreinte IM, IM et IMn se réfèrentalors exlusivement aux onduteurs parfaits à l'intérieur du domaine dealul.
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Annexe E. Matries identité restreinteE.4 Matrie de potentiels appliquésSoit l'ensemble V ⊆ N des indies des omposantes du hamp életriquepour lesquelles on applique des valeurs de potentiel. À partir de l'ensemble
V, on dé�nit les matries identité restreinte IV et IV.
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Annexe FIntégration NumériqueF.1 Intégration simpleSoit une fontion f(x) dont on onnaît les valeurs aux points xi = x0+ih.On note fi , f(xi). L'intégrale de f peut être approhée par (Press et al.,1992) :
I1 =

∫ xN

x1

f(x) dx ≈ h

N∑

i=1

(sN )ifi = hsTNf (F.1)où
f =

(
f1 f2 · · · fN

)Tet, selon l'ordre de l'approximation, les poids sont donnés par :
sN =

(1

2
1 · · · 1

︸︷︷︸

N−1

1

2
︸︷︷︸

N

)T deuxième ordre (F.2a)
sN =

( 5

12

13

12
1 · · · 1

︸︷︷︸

N−2

13

12
︸︷︷︸

N−1

5

12
︸︷︷︸

N

)T troisième ordre (F.2b)
sN =

(3

8

7

6

23

24
1 · · · 1

︸︷︷︸

N−3

23

24
︸︷︷︸

N−2

7

6
︸︷︷︸

N−1

3

8
︸︷︷︸

N

)T quatrième ordre. (F.2)



Annexe F. Intégration NumériqueF.2 Double intégrationSoit une fontion f(x, y) dont on onnaît les valeurs aux points (xi, yj)où xi = x0+ihx et yj = y0+jhy. On note fij , f(xi, yj). La double intégralede la fontion f peut être approhée par :
I2 =

∫∫ (xN ,yM )

(x1,y1)
f(x, y) dxdy =

∫ yM

y1

(∫ xN

x1

f(x, y) dx

)

dy

≈
∫ yM

y1

(

hx

N∑

i=1

(sN )ifij

)

dy

≈ hxhy

N∑

i=1

M∑

j=1

(sN )i(sM )jfij = hxhys
T
N F sM(F.3)où les éléments de la matrie F, de dimension N ×M , sont les valeurs de fij.L'intégrale I2 peut aussi être érite :

I2 ≈ hxhy

N∑

i=1

M∑

j=1

(dNM )ijfij (F.4)où les poids (dNM )ij = (sN )i(sM )j sont les éléments de la matrie DNM, dedimension N ×M , donnée par :
DNM = sN sTM. (F.5)
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Annexe GDisrétisation de l'intégrale deKirhho�On donne une approximation de l'intégrale de (5.40) (page 88) par dessommes disrètes.Supposons que les n÷uds (i1, j1, k1) et (i2, j2, k2) dé�nissent un paral-lélépipède qui ontient toutes les soures. Comme les trois omposantes duhamp életrique ne sont pas dé�nies aux mêmes points, on utilise trois sur-faes, légèrement déalées entre elles, pour aluler l'intégrale de Kirhho�.Pour le alul de la omposante Ex, on utilise la surfae d'un parallélépi-pède dé�ni par les points (i1 + 1
2 , j1, k1)h et (i2 + 1

2 , j2, k2)h. De même, pourla omposante Ey on utilise le parallélépipède dé�ni par (i1, j1 + 1
2 , k1)het (i2, j2 + 1

2 , k2)h et pour la omposante Ez le parallélépipède dé�ni par
(i1, j1, k1 + 1

2)h et (i2, j2, k2 + 1
2 )h.Les dérivées diretionnelles premières dans l'équation (5.40) sont rempla-ées par des di�érenes �nies, d'après l'équation (B.2a) (page 117).On alule le hamp lointain au point rf = xf x̂+ yf ŷ + zf ẑ. D'après lesrésultats de l'annexe F (équation (F.4), page 148), l'intégrale de surfae de(5.40) pour les trois omposantes du hamp életrique peut être érite sousla forme :

Ev(rf ) = − 1

4π

j2∑

j=j1

k2∑

k=k1

(dx)jk
e−jkR

i1,j,k

v,f

Ri1,j,k
v,f

[

Ei1−1,j,k
v − Ei1+1,j,k

v

2h
−

−
(

jk +
1

Ri1,j,k
v,f

)

1

Ri1,j,k
v,f

Ri1,j,k
v,f · (−x̂)Ei1,j,k

v

]

h2 −



Annexe G. Disrétisation de l'intégrale de Kirhho�
− 1

4π

j2∑

j=j1

k2∑

k=k1

(dx)jk
e−jkR

i2,j,k

v,f

Ri2,j,k
v,f

[

Ei2+1,j,k
v − Ei2−1,j,k

v

2h
−

−
(

jk +
1

Ri2,j,k
v,f

)

1

Ri2,j,k
v,f

Ri2,j,k
v,f · (+x̂)Ei2,j,k

v

]

h2 −

− 1

4π

i2∑

i=i1

k2∑

k=k1

(dy)ik
e−jkR

i,j1,k

v,f

Ri,j1,k
v,f

[

Ei,j1−1,k
v − Ei,j1+1,k

v

2h
−

−
(

jk +
1

Ri,j1,k
v,f

)

1

Ri,j1,k
v,f

R
i,j1,k
v,f · (−ŷ)Ei,j1,k

v

]

h2 −

− 1

4π

i2∑

i=i1

k2∑

k=k1

(dy)ik
e−jkR

i,j2,k

v,f

Ri,j2,k
v,f

[

Ei,j2+1,k
v − Ei,j2−1,k

v

2h
−

−
(

jk +
1

Ri,j2,k
v,f

)

1

Ri,j2,k
v,f

Ri,j2,k
v,f · (+ŷ)Ei,j2,k

v

]

h2 −

− 1

4π

i2∑

i=i1

j2∑

j=j1

(dz)ij
e−jkR

i,j,k1
v,f

Ri,j,k1

v,f

[

Ei,j,k1−1
v −Ei,j,k1+1

v

2h
−

−
(

jk +
1

Ri,j,k1

v,f

)

1

Ri,j,k1

v,f

R
i,j,k1

v,f · (−ẑ)Ei,j,k1
v

]

h2 −

− 1

4π

i2∑

i=i1

j2∑

j=j1

(dz)ij
e−jkR

i,j,k2
v,f

Ri,j,k2

v,f

[

Ei,j,k2+1
v −Ei,j,k2−1

v

2h
−

−
(

jk +
1

Ri,j,k2

v,f

)

1

Ri,j,k2

v,f

Ri,j,k2

v,f · (+ẑ)Ei,j,k2
v

]

h2 (G.1)où
Ri,j,k

x,f =[xf − (i+ 0.5)h] x̂ + [yf − jh] ŷ + [zf − kh] ẑ

Ri,j,k
y,f =[xf − ih] x̂ + [yf − (j + 0.5)h] ŷ + [zf − kh] ẑ

Ri,j,k
z,f =[xf − ih] x̂ + [yf − jh] ŷ + [zf − (k + 0.5)h] ẑ

Ri,j,k
v,f =|Ri,j,k

v,f |.Les matries Dx, Dy, Dz ontiennent les poids de l'intégration numérique.
150



On dé�nit
I = i2 − i1

J = j2 − j1

K = k2 − k1et, d'après (F.5) (page 148), on a :
Dx = sJ sTK

Dy = sI s
T
K

Dz = sI s
T
Joù les veteurs s sont dé�nis par (F.2) (page 147).
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Imagerie miroonde d'objets enterrés : Modélisations numériquesbidimensionnelles et étude de l'extension tridimensionnelleDans une première partie, une méthode de reonstrution du pro�l de per-mittivité et de ondutivité � basée sur une méthode de bigradient onjuguéet une tehnique de préservation des disontinuités, préédemment dévelop-pée dans le as d'une illumination par ondes planes � est étendue de façonà prendre en ompte le hamp prohe arbitraire d'antennes émettries. Larobustesse de l'algorithme est étudiée en simulant des erreurs de mesure duhamp di�raté. Le hoix des di�érents paramètres est examiné de façon àappréhender la quantité d'information néessaire pour une reonstrution op-timale. Dans une deuxième partie, on développe une méthode de di�érenes�nies pour la résolution des équations de Maxwell en régime harmonique, endeux et trois dimensions. Le maillage est terminé par des ouhes parfaite-ment adaptées et l'intégrale de Kirhho� est appliquée à la transformationhamp prohe � hamp lointain. Cette méthode se prête à une utilisation enimagerie tridimensionnelle.Mots-lés : életromagnétisme, di�ration inverse, tomographie miroonde, mé-thodes numériques, di�érenes �nies, domaine fréquentiel.Mirowave imaging of buried objets: two-dimensional numerialmodeling and study of the three-dimensional extensionIn a �rst part, we study a method of reonstrution of permittivity andondutivity pro�les, based on a bigradient onjugate method and an edge-preserving regularization tehnique. This method, previously developed forthe ase of plane-wave illumination, is enhaned in order to take into aountthe near-�eld of the emitting antennas. We examine the robustness of thealgorithm by simulating the errors in the measurement of the di�rated �eld.The hoie of various on�guration parameters is studied, in order to obtainthe neessary information for optimal reonstrutions. In a seond part,we develop a �nite-di�erene frequeny-domain method for the solution ofMaxwell's equations in two and three dimensions. The grid is terminated byperfetly mathed layers and the Kirhho� integral is applied to the near- tofar-�eld transformation. This method is suitable for use in three-dimensionalimaging.Keywords: eletromagnetis, inverse sattering, mirowave tomography, numeri-al methods, �nite di�erene, frequeny domain.
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