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Résumeée

Cette these se situe dans le cadre de la géométrie discrete qui constitue l'une des
grandes familles de méthodes dédiées a l'analyse automatisée des formes dans les
images numeériques 2D et 3D. Tous les systémes d’acquisition d’images fournissent des
données organisées sur une grille réguliére, appelées données discrétes. Les méthodes
que nous nous proposons d’explorer et d’étendre conservent aux données ce caractére
discret, par opposition aux techniques qui construisent préalablement un modéle
continu approximant les objets & analyser.

Nous nous intéressons plus particuliérement a I’étude des courbes et des surfaces
discrétes. Dans un premier temps, nous analysons les objets de base que sont les
droites, les plans et les cercles discrets. Nous présentons des algorithmes qui per-
mettent de les caractériser et proposons des extensions a ces méthodes. FEnsuite,
nous étudions des métriques sur les objets discrets comme la transformation en dis-
tance euclidienne ou la notion de géodésique discréte. Une approche basée sur la
visibilité dans les domaines discrets est introduite. La troisiéme partie est consa-
crée a la définition et a ’évaluation d’estimateurs de mesures euclidiennes telles que
la longueur, la courbure ou l'aire. Des résultats de convergence de ces estimateurs
sont établis. Enfin, nous présentons les applications dans lesquelles ces recherches
ont été utilisées : classification automatisée d’objets archéologiques et analyse des
micro-structures d’échantillon de neige.

Mots clés : géométrie discréte, analyse d’images, algorithmique.
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Abstract

The context of the work presented in this thesis is the digital geometry. This research
area is devoted to the automatic analysis of objects in digital images in dimension 2
and 3. All acquisition devices provide data organized on regular grids, called digital
data. The algorithms that are explored and extended keep the discrete aspect of the
data, in opposition to techniques based on an approximation process of a continuous
model.

More precisely, we are interested in the study of digital curves and surfaces. First
of all, we consider basic digital objects such as digital straight lines, planes and circles.
We present algorithms that allow to characterize such objects and we propose some
extensions of these methods. Then, we study some metrics on the digital objects
such as the Euclidean distance transform and the notion of digital geodesic. An
approach based on the visibility property in digital domains is presented. In the
third part, we define and evaluate estimators of the Fuclidean measurements such
as the length, the curvature or the area. Some results on the convergence of these
estimators are presented. Finally, we illustrate some applications in which these
researches have been used for: archaeological object automatic classification and
snow sample micro-structure analysis.

Keywords: digital geometry, image analysis, algorithmic.
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Introduction

Tous les systémes d’acquisition de données images fournissent des données organisées
sur une grille réguliére, appelées données discrétes. Que ce soit pour une visualisation
ou pour lextraction de mesures sur ces objets discrets (parameétres de formes), les
axiomes et théorémes de la géométrie euclidienne ne sont pas directement applicables.
Deux solutions s’offrent a nous. La premiére consiste & plonger les données discrétes
dans un espace continu ou ces théorémes et mesures sont définis (par exemple en
utilisant des processus d’interpolation). Une seconde alternative se base sur une
transposition de ces théorémes et mesures dans l'espace discret. Ces différentes
re-définitions donnent lieu & un paradigme mathématique et informatique appelé
géométrie discréte.

Un premier intérét d’une telle définition est que nous évitons ainsi un changement
de modele coiiteux en temps et potentiellement source d’imprécisions. Dans le cadre
de la géométrie algorithmique, les erreurs d’arrondi engendrées par de tels proces-
sus peuvent affecter non seulement les résultats mais aussi la terminaison méme de
Palgorithme. Dans lintroduction de la thése d’état de JEAN-PIERRE REVEILLES
(1991), nous pouvons lire :

De fagon générale, dés que des données ont été tronquées plus aucun
théoréme géométrique n’est vrai. On peut dire alors que la géométrie, qui,
sur le papier, était déja 'art de raisonmer juste sur des figures fausses,
devient, sur machine, l'art de raisonner juste o partir de calculs fauz
produisant des figures fausses, si toutefois les calculs terminent.

D’un point de vue algorithmique, ’analyse de ces objets sur une grille réguliére &
I’aide d’'une méthodologie en nombres entiers permet, non seulement une gestion de
ces incertitudes, mais aussi l’écriture d’algorithmes trés efficaces. En effet, comme
nous le verrons par la suite, la manipulation de nombres entiers et les liens trés forts
entre les objets discrets et des théorémes de la théorie des nombres ou d’arithmétique
offrent des possibilités d'implémentations d’outils géométriques trés efficaces.

Derriére ces considérations d’ordre théorique se cache un intérét pratique tres
important. En effet, une théorie géométrique et une algorithmique adaptée aux
images nous permettent d’accélérer les processus mais surtout de proposer des outils
d’analyse de formes cohérents avec la modalité des objets analysés.

Cet intérét pratique a été illustré depuis trés longtemps. Ainsi, en 1771, en pré-
sentant un principe d’interpolation linéaire basé sur des entiers et sur des modulos (ce
qui correspond exactement aux fondements des droites discrétes), JEAN BERNOUILLI
conclut son article avec la certitude d’avoir présenté une technique qui allait étre un
outil de base de la géométrie discréte contemporaine :

[-..] je me flatte de mettre sous les yeuzr des astronomes différentes mé-
thodes d’abréger considérablement leurs calculs, qu’ils ne connaissaient
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Introduction

pas encore, ou que, par des raisons qui cesseront, ils ont négligé de saisir
lorsqu’elles leur ont été présentées pour la premiére fois ; [...]

Les recherches présentées dans ce manuscrit s’inscrivent dans ce cadre de la géo-
métrie discréte et concernent plus particuliérement 1’étude des courbes et des surfaces
discrétes.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit est décomposé en trois parties : la premiére concerne les notions de
base et les différents objets du modéle discret. La seconde s’intéresse & 'analyse de
formes et aux mesures sur ces objets discrets. Enfin, la troisiéme partie correspond
aux annexes.

Plus précisément, aprés avoir présenté quelques notions de base en géométrie
utiles pour la suite, nous analysons les objets de base que sont les droites, les plans
et les cercles discrets, et présentons les algorithmes qui permettent de les caractériser.
En particulier, nous proposons une synthése des différentes approches et algorithmes
associés aux droites discrétes en dimension 2 et 3. Nous reprenons ce travail bi-
bliographique sur les plans discrets en proposant une premiére caractérisation de la
pré-image d’'un morceau de plan discret. Nous concluons ce chapitre sur les droites
et les plans par une analyse statistique de ces objets.

Nous nous intéressons par la suite aux notions de cercles discrets et aux différents
algorithmes de reconnaissance associés. Nous proposons dans ce chapitre un algo-
rithme de reconnaissance de cercle discret et de segmentation d’une courbe discréte
en arcs de cercle basé sur une résolution arithmétique du probléme.

Dans la seconde partie, nous utilisons cette analyse des objets de base pour carac-
tériser des formes ou des contours de formes. Ainsi, nous présentons un algorithme
de calcul de transformée en distance euclidienne sans erreur basé sur la notion de
diagramme de Voronoi discret. En utilisant ce diagramme particulier, nous présen-
tons des premiéres pistes vers une extraction de squelette de forme. Dans ce méme
chapitre, nous proposons une définition de la visibilité discréte dans des domaines
discrets non-convexes basée sur la notion de droite discréte. Cette définition de la
visibilité nous permet par la suite de proposer un calcul de chemins géodésiques
discrets.

Ensuite, nous nous intéressons aux re-définitions, dans le modeéle discret, de me-
sures euclidiennes. En utilisant le cadre théorique de la convergence asymptotique,
nous présentons différents algorithmes permettant d’estimer la longueur d’une courbe
discréte, les normales en tout point de cette courbe et la courbure associée a chaque
pixel. Dans le cas des surfaces discrétes, nous proposons différents estimateurs per-
mettant d’estimer l'aire de la surface, les vecteurs normaux en tout point et une
estimation de différentes courbures (moyenne et gaussienne).

Finalement, la derniére partie correspond aux annexes et contient un premier
chapitre présentant les différentes applications qui ont inspiré ces développements
théoriques, un second contenant les différentes preuves de convergence asymptotique
ainsi qu’'un troisiéme détaillant un algorithme de programmation linéaire que nous
utilisons dans les parties précédentes.

La figure 1 présente les différentes dépendances entre ces chapitres et parties. Par
exemple, les notions introduites dans le chapitre sur les droites et plans discrets seront
utilisées pour construire des estimateurs de mesures euclidiennes et nous permettent
de définir la notion de visibilité discrete.

9.
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Une lecture linéaire des chapitres de ce manuscrit est possible, cependant nous
pouvons conseiller au lecteur de commencer par le chapitre relatant les différentes
applications (annexe A) afin de débuter par ce qui a motivé nos recherches.

Introduction

Notions de basel

—| Droites et plans —— 7| Cercles
2 3

/ N

|

“ Transformée en distance Visibilité et géodésiques~—

K Squelette a1 \ 4.4 )\
. \ ——

\ .
_ —
\\ \/ /
Applications Preuves de convergence Programmation linéaire
A B _ c
77//'

Fic. 1 — Organisation du manuscrit, les fleches indiquent les dépendances entre

chapitres.
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Premiére partie

Géométrie discréte et objets
discrets

Ceci est :
un morceau de droites discrétes
un morceau de plan discret
un morceau de cercle discret

parfois un simple cube mais c’est plus rare. ..






Chapitre 1

Notions de base

Sommaire

1.1 Introduction . .. ... .. ..., 8
1.2 Espace discret et connexité . .. ... ... 00 8
1.3 Objets, courbes, surfaces et hyper-surfaces . . . ... .. 10
1.3.1 Notions de topologie discréte . . . . . . .. ... ... ... 10
1.3.1.1  Approche basée sur les points discrets . . . . . . . 12

1.3.1.2  Approche basée sur les éléments de surface . . . . 12

1.4 Codage et propriétés du codage des courbes discrétes . 13
1.5 Processus de discrétisation . . . . . ... ... ... ..., 15
1.5.1 Discrétisations classiques . . . . .. ... ... ... ... 16
1.5.2 Discrétisation de simplexes . . . . . .. .. ... ... ... 16

1.6 Conclusion . ... ... ... ... ... 17




Chapitre 1. Notions de base

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons certaines notions et propriétés de bases de la
géométrie discréte. Celles-ci seront utilisées par la suite pour définir différents objets
et algorithmes sur la grille discréte.

1.2 Espace discret et connexité

Nous commengons par décrire les notions de base en géométrie discréte (voir CHAS-
SERY et MONTANVERT 1991). Nous appelons espace discret par la suite un pavage
régulier du plan en dimension 2 ou plus généralement de ’espace en dimension su-
périeure (voir figure 1.1). Nous appelons aussi un point discret le centre de gravité
de chaque cellule dans le pavage considéré.

FiG. 1.1 — Pavages réguliers en dimension 2 par carrés, par hexagones et par tri-
angles

Dans ce qui suit, nous représentons graphiquement 1’espace discret, soit par le
pavage régulier, soit par le maillage issu de ce pavage qui est un graphe dont les
sommets sont les points discrets et dont les arétes représentent les adjacences des
éléments du pavage (voir figure 1.2).

'A'A'A'A'A'A'A'A'A'A'A'A'A'e
"ANAXRXALAALALAA

TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYAVAVAVAVAN

FiGg. 1.2 — Représentation duale par maillage en dimension 2.

En géométrie discréte, les espaces discrets engendrés par des carrés ou des cubes
multi-dimensionnels pour les dimensions supérieures, sont les plus utilisés. Les points
discrets associés & ces espaces sont donc des points de Z" pour la dimension n.

Sur cet espace discret, nous introduisons des notions de voisinage nous permettant

- 8-



1.2. Espace discret et connexité

de construire des graphes d’adjacence. Ainsi, si nous considérons un espace discret
2D généré par des carrés, nous définissons le /-voisinage comme étant la relation
d’adjacence par arétes dans la partition de I’espace et le 8-voisinage comme étant la
relation d’adjacence par arétes et par sommets. Plus formellement, deux points p et
q de Z? sont 4-voisins (ou 4-adjacents) si :

|Zp — Tql + yp —ygl =1
De la méme maniére, deux points p et ¢ de Z2 sont 8-voisins (ou 8-adjacents) si :
maz(|zy — xql, [yp — ygl) = 1

En dimension 3, nous pouvons introduire les notions de 6-, 18- ou 26-voisinage
en considérant les adjacences par faces, par arétes et par sommets (voir figure 1.3).
Ces adjacences peuvent s’écrire formellement :

adjacence caractérisation
6 |zp — zq| + lyp — Ygl + 12p — 24| =1
18 p et g sont 26-voisins et |z, — 24| + |Yp — Yl + |2p — 24| < 2
26 maz(|Tp — gl [Yp — Ygl, [2p — 24]) =1

FiG. 1.3 —: Différentes connexités en 3D sur un pavage par cubes.

En dimension 7, une écriture unifiée de ces différentes relations d’adjacence
s’exprime sous la forme de O(r)-voisinage : deux points de Z" sont O(r)-voisins
si leurs coordonnées ne different que de 1 et qu’au moins n — r coordonnées sont
égales (voir JONAS et KIRYATI (1997) par exemple). Ainsi, les connexités 6, 18 et
26 en 3D s’écrivent respectivement O(1), O(2) et O(3) dans ce schéma (voir table
1.1 pour une comparaison des différentes notations).

O(r)-voisinage k—voisinage
2D | 3D nD
1 4 6 2n
2 8 | 18 2n?
3 . 26
.. : : st o -
" : : i=n—r {{n—7)!
n . . 3" -1

TAB. 1.1 —: Liens entre notations de voisinage pour un pavage par hypercubes.

Dans le cas d’un pavage hexagonal, nous n’avons qu’un seul voisinage élémentaire
appelé 6-voisinage. Pour une grille triangulaire, nous pouvons décrire, avec les mémes
principes que précédemment, le 8-voisinage (connexité par aréte) et le 12-voisinage
(connexité par arétes et par sommets).
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Chapitre 1. Notions de base

1.3 Objets, courbes, surfaces et hyper-surfaces

Maintenant que ’espace de travail est défini, nous pouvons décrire les objets que
I’on manipulera par la suite. Bien évidement, la notion de courbe ou de surface est
intimement liée aux notions topologiques que nous introduirons sur 1’espace discret.

Dans un premier temps, les relations d’adjacence décrites précédemment per-
mettent de définir un k-chemin sur 'espace discret :

Définition 1.1 (k—chemin) Soit un ensemble £ de points discrets et une relation
de k—adjacence, € est un k—chemin si pour tous les éléments {p;}i—o.n de &, p; est
k—woisin de p;_1.

Nous pouvons définir de la méme maniére un objet dans un espace discret muni
d’une relation d’adjacence.

Définition 1.2 (k—objet) Soit un ensemble £ de points discrets et une relation de
k—adjacence, £ est un k—objet si pour tout couple p et q de &, il existe un k—chemin
dans £.

Selon une approche orientée graphe, un k—objet peut-étre vu comme une com-
posante connexe dans le graphe dont les sommets sont les points discrets et les arétes
les k—adjacences (ROSENFELD, 1970).

La notion de k—chemin décrite ci-dessus est trés générale. Nous restreignons
cette notion pour pouvoir introduire des propriétés topologiques sur ces objets. Nous
proposons ainsi la notion de k—arc définie par ROSENFELD (1974).

Définition 1.3 (k—arc) Soit un ensemble £ de points discrets et une relation de
k—adjacence, £ est un k—arc si pour tous les éléments {p;}i=0.n de &, p; a exacte-
ment deux points k—wvoisins, sauf py et p, appelés alors extrémités de [’arc.

Si le k—arc est fermé on parle alors de k—courbe.

Définition 1.4 (k—courbe) Soit un ensemble £ de points discrets et une relation
de k—adjacence, £ est une k—courbe si € est un k—arc et que pg = py,.

Pour simplifier I’écriture, nous utiliserons le terme générique courbe discréte pour
représenter une k—courbe ou un k—arc.

L’introduction des courbes léve des problémes topologiques. En effet, une pro-
priété souhaitable sur une k—courbe serait que ’on puisse définir un intérieur et un
extérieur. Ces définitions sont liées & la notion de propriété de Jordan en géométrie
différentielle classique que nous détaillerons dans la section suivante.

1.3.1 Notions de topologie discréte

En géométrie différentielle classique, le théoréme de séparabilité de Jordan-Brouwer
(JORDAN, 1887) s’énonce :

Théoréme 1.1 (Théoréme de Jordan-Brouwer) Pour toute variété M, C*> et
de dimension n — 1 dans R", nous avons :

e M est orientable, c’est-a-dire qu’il existe un champ de vecteurs dont la diffé-
rentielle ne s’annule pas, est continue et définie sur M, a valeurs dans R™ ;
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1.3. Objets, courbes, surfaces et hyper-surfaces

e M partage lespace en deux domaines (ouverts connexes) dont l'un est borné et
l'autre non et dont M est la frontiere commune ;

e il n’existe pas de chemin continu entre ces domaines qui n’intersecte pas M.

En d’autres termes, une courbe fermée infiniment dérivable dans R? définit un
intérieur et un extérieur, et I'union de ces deux ensembles et de la courbe est une
partition de R2.

Afin de proposer une version discréte de ce théoréme, une idée possible est de
regarder la transposition directe de celui-ci en considérant des k—courbes et des
k — arcs dans l'espace discret. Cependant, la figure 1.4 illustre le paradoxe de
connexité dans le cas d’'un pavage par carrés du plan. Sur la partie gauche de
la figure, les pixels noirs forment une 8—courbe mais il existe un 8—chemin entre
I’extérieur et le pixel blanc intérieur a la courbe. La propriété de séparabilité n’est
donc pas vérifiée dans ce cas. Sur la partie droite de la figure 1.4, nous observons
le cas ol une 4—connexité est utilisée pour les pixels blancs et les pixels noirs, dans
ce cas il n’existe pas de 4—chemin joignant les pixels blancs au pixel central mais la
courbe des pixels noirs est elle déconnectée.

Co e w v oo
G D ¢ @ &
D ON NON N0
& D b @ ¢
Cao s S ) CoaS S S Y,
Fic. 1.4 — Paradoxe de connexité pour un maillage par carrés, les arétes de ces

graphes représentent les différentes connexités choisies (voir texte).

Une fagon simple pour résoudre le paradoxe en 2D pour une grille carrée est de
considérer une certaine connexité pour la courbe et une autre pour son complémen-
taire. Ainsi, nous pouvons définir un analogue discret du théoréme de Jordan.

Théoréme 1.2 (Séparabilité de ROSENFELD) Dans Z2, nous avons :

e [e complémentaire de tout 4—arc (resp. un 8—arc) est 8—connexe (resp. 4—conneze) ;

e [e complémentaire de toute 4—courbe (resp. une 8—courbe) a deuzr composantes
8—connezes (resp. 4—connezxes) dont ['une est bornée et l’autre non.

La garantie d’un certain nombre de propriétés topologiques sur les objets discrets
est indispensable pour deux raisons principales, d’une part les objets manipulés sont
plus formalisés et mieux controlés, mais aussi cela permet ’écriture d’algorithmes
tres efficaces pour, par exemple, le parcours des éléments d’une courbe discréte ou
d’une surface discréte. Il est donc nécessaire de choisir un cadre topologique nous
permettant de résoudre ces problémes.

Pour cela, deux grandes approches sont possibles, la premiére appelée topologie
digitale (digital topology en anglais) considére des bords ou des surfaces discrétes
comme étant des ensembles de points discrets (pixel ou voxels en 2D et 3D pour des
pavage par hypercubes). La seconde se base sur une décomposition en éléments de
dimension inférieure appelée complexe cellulaire.
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Chapitre 1. Notions de base

1.3.1.1 Approche basée sur les points discrets

Dans cette approche, la surface ou le contour d’un objet discret est un ensemble
connexe de point discrets. On parle alors de bord ou de frontiére (boundary en
anglais). Une premiére définition constructive proposée par MORGENTHALER et
ROSENFELD (1981) permet de caractériser localement une telle surface dans le cas
d’un espace discret dans Z3. L’idée principale est de vérifiée qu’il y a bien séparation
locale dans un 26—voisinage entre le bord et le complémentaire. Cette caractérisation
locale permet cependant d’énoncer un théoréme global de Jordan pour ce type de
surface.

Une définition de surface multidimensionelle et un algorithme de parcours ont
été proposé par UDUPA ET AL. (1982) et reposent sur une idée simple : un point
discret appartient au bord de I'objet s’il posséde un voisin dans le complémentaire
(au sens de l’adjacence attribuée a celui-ci).

Une autre définition de ce type de surface basée sur des caractérisations locales a
été proposé par BERTRAND et MALGOUYRES (1996); MALGOUYRES (1997). Dans
ce cadre-1a, une version discréte du théoréme de Jordan peut étre prouvée.

Un probléme lié a ce type de surface a été illustré par PERROTON (1994) et
est présenté dans la figure 1.5. Tout d’abord, le bord de 'objet et le bord de son
complémentaire ne coincident pas. De plus, une autre propriété classique de topologie
n’est pas vérifiée : dans 'exemple de la figure 1.5, le pixel du bord indiqué par une
fleche est voisin des deux composantes connexes de son complémentaire, et les deux
surfaces que l'on souhaiterait (I'une bornant la cavité et 'autre le complémentaire
non-borné) se trouvent fusionnées.

/

000000 OO0O0O0O0O0O0
eeCOle ®0OC|® coof looo
@00 O® @O O Oe] o}e) 00O
@00 Olee[ee®0 O O|e] O00000O0
000000000 0|e O0O0000O0
0000000E0 0000000
° O

F1G. 1.5 —: Défaut de la notion de bord en tant qu’ensemble de points discrets (points
noirs a gauche) et surface de lignels basée sur une approche cellulaire (polygones en
gras a droite).

1.3.1.2 Approche basée sur les éléments de surface

Dans cette approche, des éléments (appelés cellules) de dimension inférieure au po-
lygone pavant l'espace discret sont considérés (voir figure 1.6). Ainsi, les cellules de
dimension 0 sont les pointels, les éléments de dimension 1 sont appelés lignels, les
faces ou éléments de dimension 2 sont appelé surfels. Cette décomposition ainsi que
la théorie topologique associée correspond & un cas particulier de complexe simplicial
baptisé compleze cellulaire pour des grilles dans Z™ (KOVALEVSKY, 1990).

En se basant sur ce schéma de décomposition, ARTZY ET AL. (1981) et UDUPA
(1994) ont proposé une définition de surface discréte dans Z™ comme étant un en-
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1.4. Codage et propriétés du codage des courbes discrétes

semble connexe (au sens d’une certaine relation d’adjacence) de cellules de dimension
n — 1 “partageant” un point discret de l'objet et un point discret de son complémen-
taire. Par exemple en dimension 3, la surface discréte est un ensemble de surfels
et ne sont considérés que les surfels partageant un voxel de 'objet et un voxel du
fond. UDUPA et al. considérent donc une k\—surface discréte définie par la paire
de connexités dite de Jordan (k, ). Cette paire de connexités est une extension 3D
de celle utilisée dans le théoréme de séparabilité de ROSENFELD. Ainsi, une surface
définie par une paire (k, ) considére un objet k-connexe et un fond A-connexe. Dans
le cas 2D, les paires (4, 8) et (8,4) sont dites de Jordan. En 3D nous avons les paires
(6,18), (18,6), (6,26) et (26,6).

La relation d’adjacence entre les éléments de surfaces' composant la kA\—surface
permet de construire des algorithmes d’extraction trés efficaces de surfaces discrétes
en dimension quelconque (voir PERROTON 1994 par exemple pour le cas 3D).

Dans une approche purement complexe cellulaire, KOVALEVSKY (1999) a proposé
une définition et un algorithme de parcours de surfaces discrétes.

Eléments de surface
(surfels)
Eléments de potn

Eléments de point (pointels)

(pointels)

N T

..\
Eléments de ligne

(lignels)

Eléments de ligne
(lignels)

Fig. 1.6 —: Décomposition d’un pizel et d’un voxel en cellules de dimensions infé-
rieures.

1.4 Codage et propriétés du codage des courbes discrétes

Dans cette partie, nous introduisons les codages usuels pour la représentation de
courbes dans un espace discret. L’objectif est ici de proposer un codage de la courbe
discréte ayant les propriétés de :

compacité : compression du codage par rapport a une liste de coordonnées des
points discrets

réversibilité : possibilité de reconstruire la courbe & partir du codage

invariance : dans quelle mesure le code est-il invariant par certaines transforma-
tions géométriques ?

informative : Est-il possible d’extraire des informations au sens large sur la courbe
a partir du codage (par exemple sa longueur...) ?

Un codage usuel d’une courbe discréte est celui de FREEMAN (1961) qui consiste
a introduire & labels pour les connexités possibles d’une k—courbe (voir 1.7 pour
les codes 2D). Ensuite le codage consiste & associer le code qui correspond a chaque

1. relation 8 dans UDUPA (1994)

- 13 -



Chapitre 1. Notions de base

déplacement en k—connexité dans la courbe discréte. Il suffit donc de mémoriser les
coordonnées du point de départ et le code de chaque déplacement pour reconstruire
la courbe.

Fic. 1.7 — Codage de FREEMAN pour la 4— et la 8—connezité du pavage par carré,
les codages pour les 3—connexité pour le pavage triangulaire et la 6—connezité pour
la grille hexagonale.

SBIN
SRR TAVAY

1-2-1-0 0-1-1-0-1-0 1b—-0a-1b-2a-1b-0a 0-1-2-0

Fic. 1.8 — C(Codage de FREEMAN d’arcs respectivement 8—connere, 4—conneze,
3—connezxe et 6—connexe en utilisant les codes de la figure 1.7.

Ce codage de FREEMAN a de nombreuses propriétés (CHASSERY et MONTAN-
VERT, 1991) : il permet notamment de segmenter une courbe discréte en quadrants,
octants, sextants ...en fonction de I’espace discret. On peut aussi voir des trans-
formations simples telles que la translation, la symétrie d’axes, la rotation, comme
des processus de réécriture sur le code. Par exemple, pour une rotation de m/2
dans le sens trigonométrique d’une courbe 8—connexe, il suffit de remplacer le code
({ci}, (z,y)) tel que les ¢; sont les éléments du code et (z,y) sont les coordonnées du
point de départ, par :

{ c¢=c¢+2 mod(8)
(xlayl) = (y,)

Dans un objectif de comparaison de courbes discrétes par leur code, le codage de
FREEMAN souffre du probleme de variance par symétrie d’axe.

D’autres codes existent, ceux-ci différent de 'application que 'on en fait. Nous
présentons , par exemple, un codage tres simple qui est lui invariant par symeétrie.
BRIBIESCA (1999) propose un codage de chaque pointel de la surface de I'objet par
le nombre de points discrets de 1'objet auxquels ce pointel est adjacent (voir figure
1.9). Ce code a les propriétés suivantes :

e invariance au choix du point de départ ;

e invariance par rotations d’angles kn/2 (avec k € Z) ;
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1.5. Processus de discrétisation

e invariance par symétrie d’axe ;
e permet le calcul de la longueur au sens de FREEMAN ;
e permet le calcul du code du complémentaire par simple réécriture ;

e transposition possible entre ce code et le codage de ; FREEMAN, la propriété
de synthése est donc vérifiée ;

e extraction des caractéristiques d’EULER & partir du code.

11312113212131213 111413115 211112211121121112

Fic. 1.9 — Codage de BRIBIESCA pour la 4— et la 8—connexité du pavage par carré,
les codages pour les 3—connexité pour le pavage triangulaire et la 6—connexité pour
la grille hexagonale.

1.5 Processus de discrétisation

Pour terminer cette introduction des notions de base en géométrie discréte utiles
pour la suite, nous détaillons les différents processus de discrétisation que nous serons
amenés a utiliser.

Le contexte est le suivant : nous considérons un objet continu O ou uniquement
son bord, noté «y, et nous souhaitons construire I’ensemble des points discrets qui
sont les discrétisés soit de O, soit de . Dans ce qui suit, nous nous intéressons plus
particuliérement au pavage par carrés et donc a des grilles dans Z™.

JONAS et KIRYATI (1997) proposent un ensemble de propriétés permettant une
comparaison théorique de ces processus de discrétisation :

Permutation du systéme d’axes : est-ce que la discrétisation du symétrique par
rapport a un axe de v est le symétrique de la discrétisation de v 7

Invariant par translation entiére : le processus est-il dépend d’une origine sur
la grille 7

Perturbation locale : est-ce qu’une petite perturbation locale de 7 n’entraine
qu’une perturbation locale sur la discrétisation ?

Droite-arc : est-ce que la discrétisation d’une droite est un k—arc (pour une relation
d’adjacence donnée) 7

Propriété de projection : pour les dimensions supérieures, est-ce le discrétisé du
projeté sur un hyper-plan canonique de la grille coincide avec le projeté du
discrétisé ?
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Convergence en distance : est-ce que la discrétisation converge selon une cer-
taine métrique vers la courbe ou l'objet continu pour une résolution de grille
croissante 7

1.5.1 Discrétisations classiques

Dans un premier temps, nous considérons que la courbe v en position générale.
C’est-a-dire qu’elle a une probabilité nulle de passer par un sommet du pavage de
I’espace discret et de croiser une aréte du maillage & égale distance des deux sommets
adjacents a celle-ci. Nous verrons par la suite des processus de discrétisation qui
gérent ces cas pathologiques.

Un premier processus de discrétisation a pour analogie le tracé de droite de
BRESENHAM (1965) : lorsque I'on a le choix entre deux points discrets, c¢’est-a-dire
a chaque fois que la courbe 7 croise une aréte du maillage discret, on choisit celui
qui est le plus proche. Ce processus s’appelle Grid Intersect Quantization (ou GIQ)
et est illustré sur le premier schéma de la figure 1.10.

S’il on considére maintenant la discrétisation d’un objet et non d’une courbe,
nous pouvons définir les discrétisations interne et externe de 'objet. Dans ce cas,
lors du choix entre deux points discrets, nous choisissons respectivement celui qui est
dans I'objet ou celui qui est extérieur & celui-ci (voir figure 1.10). Ces discrétisations
sont appelées respectivement Object Boundary Quantization (OBQ) et Background
Boundary Quantization (BBQ).

@~

,,,“,,
-
.
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e b e o

F1G. 1.10 —: Processus de discrétisation classiques : (de gauche a droite) Grid Inter-
sect Quantization, Object Boundary Quantization et Background Boundary Quanti-
zation.

Ces discrétisations simples peuvent étre facilement étendues pour des grilles dans
Z™ (voir JONAS et KIRYATI 1997 par exemple pour la 3D).

1.5.2 Discrétisation de simplexes

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas particulier de la discrétisation de points,
de droites, de plans ou d’hyper-plans en dimension n ; ou encore de m-simplexes
(facettes de dimension m dans un espace de dimension n). Pour ce type d’objet, les
cas pathologiques ne peuvent pas étre supprimés et doivent étre pris en compte.

De plus, certains de ces modéles permettent d’avoir des écritures analytiques des
discrétisations des objets. C’est le cas notamment de la notion de supercouverture
(voir CHASSERY et MONTANVERT 1991 par exemple) dont la description analytique
pour des m—simplexes en dimension n a été proposée par ANDRES (voir ANDRES
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2000 par exemple). Dans ce modele, les cas pathologiques décrits précédemment
s’appellent des bulles (voir figure 1.11).

ANDRES (2002) a aussi récemment proposé un autre modéle, appelé standard,
permettant aussi une écriture analytique des objets discrétisés et ne contenant plus
de bulles par le biais de convention d’orientations dans Z".

Dans une approche plus topologique, COUPRIE ET AL. (2002) ont proposé un
modéle proche du modéle de supercouverture mais basé sur une approche complexe
cellulaire. Dans ce cas, la notion de bulles comme étant des singularités du modéle
disparait. Cependant, ce modeéle n’est disponible qu’en dimensions 2 et 3 et n’est
pas encore généralisé.

Fia. 1.11 — Discrétisation par supercourvertures : (gauche) discrétisation d’une
courbe quelconque et illustration d’une bulle pour la discrétisation d’une droite.

1.6 Conclusion

Dans ce chaptire nous avons présenté quelques notions de base en géométrie discréte.
Nous avons défini la notion d’espace discret, de point discret et d’objets simples sur
cet espace (objet, courbe surface). Nous avons aussi présenté les différents codages
des courbes dans le cas 2D. Nous avons terminé ce chapitre par une description des
principales discrétisations d’objets euclidiens qui nous serviront par la suite.
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Chapitre 2. Droites et Plans discrets

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux objets fondamentaux de la géométrie
discréte que sont les droites et les plans discrets. Ces objets de base permettent
I’élaboration, sur le plan théorique, d’'une géométrie discréte.

Dans les deux premiers paragraphes, nous analysons les différentes définitions et
algorithmes associés aux droites discrétes dans Z? et dans Z3. Nous reprenons les
différentes études présentées dans la littérature pour lesquelles nous proposons une
évaluation comparative.

Dans le paragraphe 2.4, nous effectuons un travail similaire sur les plans discrets
en proposant un premier théoréme de structure de la pré-image d’un plan discret.

Enfin, dans le paragraphe 2.5, nous présentons une alternative & I'approche géo-
métrique pour la reconnaissance de droites et plans discrets. Cette nouvelle approche
se base sur une analyse statistique de ces objets.

2.2 Droites discrétes 2D

Nous commencons notre analyse des objets discrets par la notion de droite discréte.
Les définitions, propriétés et algorithmes associés & ces objets sont primordiaux dans
de nombreux domaines, par exemple en analyse d’image ou en reconnaissance de
formes.

La notion de droite discréte est importante, non seulement sur le plan théorique
comme objet de base du modele discret, mais aussi cet objet et les algorithmes qui lui
sont associés sont des outils de base pour des estimations de mesures euclidiennes sur
des objets discrets. Ainsi, une bonne maitrise de cette brique de base de la géométrie
discréte est nécessaire avant de voir ses applications dans la caractérisation de formes
des chapitres 4 et 5.

2.2.1 Définitions et propriétés

Sur la grille discréte, de nombreuses approches existent pour décider si un ensemble
de pixels a une allure rectiligne. Bien évidemment, nous devons tout d’abord définir
un peu plus formellement la notion de linéarité pour un ensemble de points discrets.
Dans ce qui suit, nous utilisons les notions de quadrant ou d’octant pour un segment
de droite en fonction d’une partition de l'espace 2D en 4 ou 8 régions (voir figure
2.1).

3| 2
2 1
4 1
5 8
3 4
6| 7
FiG. 2.1 = Décomposition de l’espace 2D en quadrants (gauche) et en octants

(droite).

D’une maniére générale, un ensemble de points de la grille appartient & une
droite discrete s’il existe une droite réelle dont la discrétisation contient les pixels
considérés. Par exemple, si nous considérons le processus de discrétisation OBQ
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2.2. Droites discrétes 2D

(Object Boundary Quantization), un ensemble de pixels £ appartient a une droite
discréte s'il existe au moins un couple (a, ) de R? tel que tous les points (z,y) de
& vérifient :

0<ar+p-y<l1

Sur le plan méthodologique, certaines approches partent de ce processus de
discrétisation pour énoncer les propriétés des droites discrétes qu’elles proposent ;
d’autres ne travaillent qu’au niveau de la grille, elles énoncent les propriétés et ensuite
montrent qu’une droite réelle discrétisée vérifie celles-ci.

Avant d’énoncer les constructions classiques de ces objets, la figure 2.2 illustre
les subtilités, au moins sur le plan visuel, pour qu'un arc discret soit, ou non, un
segment discret (figure tirée de VIALARD 1996a). Dans ce cas, la figure (a) est un
morceau de droite discrete, (b) n’en est pas un et (¢) non plus.

(a) (b) ()

FiGg. 2.2 - Seul l'arc (a) est un segment discret selon les définitions usuelles des
droites discrétes (cf ci-dessous).

2.2.1.1 Caractérisation

Considérons tout d’abord le cas d’un arc discret 8-connexe. Une des premiéres ca-
ractérisations des droites discrétes a été proposée par FREEMAN (1974) et est basée
sur le codage de I'arc. Ainsi, un arc est un segment discret si :

e son codage ne contient que deux codes différents et ceux-ci ne différent que de
1 (modulo 8) ;

e un de ces deux codes est toujours isolé¢ dans le codage ;

e ce code isolé apparait dans le codage le plus uniformément possible.

Dans cette caractérisation, la derniére propriété est assez floue et cette définition
globale d’un segment discret n’est pas encore satisfaisante.

Par la suite, ROSENFELD (1974) introduit une propriété importante permet-
tant de caractériser un segment discret : la propriété de la corde. Tout ensemble
de points discrets qui vérifie cette propriété est un morceau de droite discréte et
réciproquement, tous les points d’'un segment discret vérifient celle-ci.

Cette propriété s’énonce de la fagon suivante (voir figure 2.4) :

Définition 2.1 (Propriété de corde) Un ensemble de pizels £ vérifie la propriété
de corde si pour tout couple p et q de &, et pour tout point m(z,y) du segment [pq],
il existe un point M(i,7) de & tel que

maa(|i — al, | - yl) <1
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F1G. 2.3 — Propriété de FREEMAN : (gauche) le codage est 0 —1 —0—-0—1—0 —
1-0-0—-1-0—-1-0, les codes “1” apparaissent isolés et uniformément répartis ;
(droite), le codage est0 —1—0—-0—-0—-1—-1-0—-0—-1—-0—1—0, dans ce cas,
ni le code “0” ni le code “17 sont 1solés, cet arc n’est pas un segment discret.

o o o o o o o o o o o o

Fia. 2.4 — Propriété de corde de ROSENFELD : (gauche) tous les segments [pq]
de longueur supérieure a 2 vérifient cette propriété, cet arc est donc un segment
discret ; (droite), existence d’un contre-exemple, ce segment ne correspond donc pas
a un morceau de droite discréte.

Cette propriété permet une caractérisation formelle des segments de droites dis-
crétes mais n’est pas constructive dans le sens ou elle ne permet pas directement de
tracer ou de reconnaitre un tel segment autrement que par un test exhaustif.

En se basant sur une réécriture des critéres de FREEMAN par HUBLER ET AL.
(1981), Wu (1982) prouve l’équivalence entre ces critéres et la propriété de corde
de ROSENFELD.

Dans une approche similaire a la propriété de corde, HUNG (1985) propose une
caractérisation des droites discrétes basée sur la notion d’uniformité ou de régularité
(traduction de evenness, voir figure 2.5).

Définition 2.2 (Propriété de régularité) Un ensemble de pizels € dans le pre-
mier octant est dit régulier si tout quadruplet de points (a,b,c,d) de &€, tel que
b_&m = d_ém, vérifie :

|ba, — de,| =1

DORST et SMEULDERS (1984) proposent non seulement une caractérisation des
droites discrétes, mais aussi un codage unique des segments discrets. A partir d'un
codage de FREEMAN d’un segment discret, ils introduisent un quadruplet d’entiers
(n,q,p,s) décrivant entiérement ce segment discret. Considérons, sans perte de gé-
néralités, un segment dans le premier octant. Le codage de FREEMAN est donné par
les codes {¢;}i=1..n, nous avons alors (voir figure 2.6) :

e n représente la longueur du segment de droite discréte ;
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o o o o o o o o o o o o

Fi1G. 2.5 —: Propriété de régularité de HUNG : (gauche) tout quadruplet (a,b,c,d)
vérifie la propriété de régularité, cet arc est donc un segment discret ; (droite), exis-
tence d’un contre-exemple, les vecteurs ab et cd ne vérifient pas cette propriété, ce
segment ne correspond donc pas a un morceau de droite discréte.

e ¢ la période dans le code de FREEMAN. Ce paramétre s’écrit formellement :

q:mkin{ke{l,2,...,n} | k=nVvVie{l,2,...,n—k} citx=c}

e p est la hauteur sur la période, c’est-a-dire :

pzzci

1

e s est le déphasage du segment par rapport & la période q. Nous avons formel-
lement :

s:s€{0,1,...,q-1} | Yie{l2...,q\: ci:F(i—s)J—F(i—s—l)J

q q

D’une maniére informelle, le paramétre ¢ correspond a la régle d’uniformité de
FREEMAN (troisiéme critére).

A partir de ce codage (n,q,p, s), une droite euclidienne telle que sa discrétisation
avec OBQ correspond au segment discret est donnée par :

g ]

Cependant, I'ensemble des droites solutions se caractérise entiérement avec ce qua-
druplet. Ainsi, DORST et SMEULDERS (1984) détaillent la construction de ce do-
maine des droites ou pré-image dans ’espace des paramétres («, 3) des pentes et des
ordonnées a 'origine des droites.

Dans une méme approche de construction du domaine des droites ou de la pré-
image de l'arc discret, LINDENBAUM et KOPLOWITZ (1991) proposent un autre co-
dage basé sur les séries de FAREY (voir paragraphe 2.2.2.1) et décrivent un processus
de conversion entre ce codage et celui de DORST et SMEULDERS. Nous reviendrons
dans le paragraphe suivant sur les différentes techniques de reconnaissance de droites
discrétes basées sur ce type de codage.

2.2.1.2 Droites discrétes arithmétiques

Nous présentons une derniére caractérisation que nous allons beaucoup utiliser par
la suite, celle proposée par REVEILLES (1991) :
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n

FiG. 2.6 — Représentation graphique des quadruplets (n,q,p,s) de DORST et
SMEULDERS pour la caractérisation des droites discrétes ; motre segment se code
donc (14,5,2,2).

_-ax-by=p
- © .-ax-by=p+ b-1

o o o )
o o o ) o o
[¢) [¢) [¢) o] [¢) [¢)
o] [¢) [¢) [¢)
b
) o o o o o o ) o o o

1—1/t;:¢//”'/

Fi1G. 2.7 — Droite discréte arithmétique naive de paramétres D(2,5,—1,5).

Définition 2.3 (Droite discréte arithmétique) Un ensemble de pizels £ appar-
tient a la droite discrete arithmétique de pente 3, de borne inférieure p et d’épaisseur
w (avec a, b, p et w dans Z, b # 0 et pged(a,b) = 1), si et seulement si tous les
pizels (z,y) de € vérifient :

p<ar—by <p+w (2.1)
Cette droite se note D(a,b, u,w).

D’un point de vue géométrique, cette droite discréte peut se construire en consi-
dérant I’ensemble des points de la grille contenus dans une bande définie par les
droites (voir figure 2.7) :

axr —by =p
ar —by =p+w (exclue)

Cette caractérisation basée sur la notion de bande a aussi été utilisée par KoOva-
LEVSKY (1990) pour définir les droites discretes.

Dans cette approche, le paramétrage de la droite par des entiers avec la propriété
que a et b soient premiers entre eux, nous permet d’intégrer, a cette notion géomé-
trique, des propriétés provenant de ’arithmétique ou de la théorie des nombres.

Commencons par lier cette notion aux droites discrétes classiques. Pour cela, nous
avons le théoréme de connexité des droites discrétes suivant (REVEILLES, 1991) :
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Théoréme 2.1 (connexité des droites discrétes) Etant donnée une droite dis-
créte D(a, b, pu,w) alors :

o siw < maz(lal,|b]) la droite discréte est déconnectée ;

e siw=maz(|al,|b]) la droite discréte est 8-conneze (ou est un 8-arc), on parle
alors de droite naive ;

e si maz(|al,|b]) < w < |a| + |b|, la droite est *-connexe, c’est-a-dire qu’elle
présente des 4- et des 8-connezités ;

o siw = |a| + |b| la droite est strictement 4-connezxe (ou est un 4-arc), on parle
de droite standard ;

e siw > |a| +|b| on parle de droite épaisse.

Ces connexités sont illustrées figure 2.8.

T T

(a) (b) (c) (d) (e)
D(3,7,0,5) D(3,7,0,7) D(3,7,0,8) D(3,7,0,10) D(3,7,0,16)

Fi1G. 2.8 — Connezité des droites discrétes en fonction de w : (a) segment déconnecté,
(b) segment naif, (c) segment *-connexe, (d) segment standard et (e) segment épais.

Nous pouvons faire le lien entre ces droites et les processus de discrétisation
usuels :

Proposition 2.1 ( REVEILLES 1991) Supposons une droite rationnelle D d’équation
az + by +c =0 avec a,b,c dans Z, on suppose sans perte de généralité que b = |b| =
max(|a|, |b]). Nous avons alors :

e [a discrétisation par défaut de D, c’est-a-dire ’ensemble des pizels tel que
{(m,y) |y = L%J} coincide avec la droite discréte D(a,b,—b—c+ 1,b) ;

e [a discrétisation par excés de D, c’est-a-dire [’ensemble des pixels tel que
{(x,y) |y = [%]} coincide avec la droite discréte D(a,b,—c+ 1,b) ;

e la discrétisation de meilleure approzimation (ou GIQ) de D, c’est-a-dire
—ar—c

l’ensemble des pizels tel que {(w,y) |y = [T]} coincide avec la droite dis-
créte D(a, b, —c + 1 — [5],b).

Revenons sur la construction des droites arithmétiques. Avant de détailler les
éléments qui vont nous servir dans les processus de reconnaissance, il nous faut
définir les structures qui nous seront utiles.

Ainsi, étant donnés a, b, p et w dans Z avec pged(a,b) = 1, on appellera pointillé
de niveau k I'ensemble des pixels (z,y) vérifiant I’équation diophantienne :

ax —by =k
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La structure d’un pointillé est assez simple, si le point (xg,yp) appartient au
pointillé de niveau k, tous les autres points sont de la forme :

(x,u) = (3707:‘/0) + kl(bv a)

avec k' dans N. Au niveau des pixels composant ce pointillé, on définit le reste r
d’un pixel (z,y) selon le couple (a,b) comme étant un point du pointillé de niveau
r. Le terme reste vient de la notion usuelle de reste d’une division entiére. En effet,

{5
r=q—
b
Nous avons maintenant la propriété suivante nous permettant de construire des
droites discrétes a partir de pointillés. Les deux items de cette propriété sont iden-

tiques par définition mais ces deux écritures différentes nous serons utiles par la
suite :

nous avons :

Proposition 2.2 La droite D(a,b, p,w) est :

e [a réunion des pointillés de niveau k pour k dans [p, pu + w[

e [’ensemble des pizels de reste compris entre [y, p + w|

Sur cette droite discréte, nous pouvons encore remarquer des objets importants.
Ainsi, on appellera droite d’appui inférieure de D, la droite d’équation :

ar —by=p+w-1

Les pixels de cette droite (i.e les pixels de reste p + w — 1) sont appelés points
d’appui inférieurs.
De maniére identique, on appellera droite d’appui supérieure de D, la droite
d’équation :
axr —by =p

Les pixels de cette droite (i.e les pixels de reste p) sont appelés points d’appui
supérieurs (voir figure 2.9).

Certaines notions d’arithmétique liées & ces droites apparaissent trés nettement
dans la définition des restes associés & une droite discréte. On se place en effet dans
un espace modulaire modulo b, ce qui illustre la notion de période b associée & une

droite discréte (qui correspond exactement au parameétre ¢ de DORST et SMEULDERS
1984).

Ces notions de modularité dans les droites discrétes sont trés anciennes ; en
effet  BERNOULLI (1771), qui était astronome royal, présente un chapitre dont le
titre est “Sur wune nouvelle espéce de Calcul”. Le probléme de I’époque était la
construction d’éphémérides pour l’astronomie. BERNOULLI présente une méthode
trés efficace pour 'interpolation linéaire de la position de planétes. En se ramenant
a des positions entiéres, ’objectif est de calculer les valeurs de P en fonction de n
dans 'expression P = =
[& propos du calcul d’interpolation classique (BERNOULLI, 1771)| or la
Méthode que je me propose de rendre compte, satisfait exactement cette
condition, & quel que soit le nombre de n, on n’a besoin de faire, pour une
valeur donnée de m, qu’une seule régle de trois, tous les autres termes
se déterminant par de simples additions, au moyen de certaines formules
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Fia. 2.9 — Droite discréte arithmétique naive de paramétres D(2,5,—1,5) : (haut)
représentation par restes avec les points et droites d’appui (bas) construction par
union de pointillés.

générales que j’ai trouvées ; & cette méthode est d’une telle facilité dans
Uapplication, qu’on est souvent en état d’écrire, sans autre calcul, les
produits de plus de 1000 régles de trois, en deux heures de temps.

Il émet ensuite I'observation suivante :

On peut remarquer que la différence pour ces augmentations des P ne
roulera jamais que sur une unité de plus ou de moins ; c’est a dire que
sim =z + %, ce sera toujours ou x ou x + I unités qu’il faudra ajouter
au dernier chiffre a mesure que m croit de I.

En d’autres termes, si n et P sont respectivement des abscisses et des ordonnées,
les pixels successifs pour x croissant, appartenant & la droite décrite par la pente ™,
sont constitués en palier avec des décrochements diagonaux entre ceux-ci.

Il montre ensuite ’aspect périodique de ces décrochements :

De plus, si on entend par % la fraction ¢ réduite a ses moindres termes, ou
que T =z + % == % ; il me m’a pas été difficil de prouver, qu’au bout
d’une période de k termes les augmentations de P doivent revenir dans
le méme ordre ; c’est a dire que si on nomme 11 le terme correspondant
an+k, il faudra ajouter a 11, pour n+ k + I, le méme nombre d’unités
qu’on avait ajouté a P pour n + I|...].

Il propose ensuite un calcul basé sur la fraction continue de % pour construire
explicitement tous les pixels de la droite discréte (voir HARDY et WRIGHT 1975
pour un complément sur ces notions d’arithmétique et de théorie des nombres). Ce
premier travail a ensuite était repris par CHRISTOFFEL (1875) qui construit un mot
qui, par une transformation simple, se raméne & une droite discréte arithmétique
(REVEILLES, 1991).

Aprés cette parenthése historique, revenons sur la construction de ces objets.
Nous illustrons la puissance de ce formalisme en donnant une interprétation gra-
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(ba)

Fi1G. 2.10 —: Pointillés et vecteur de Bezout pour la droite D(2,5,—1,5).

phique du théoréme de BEZOUT, trés classique en arithmétique :
Va,b€e N, FJu,v €N : au+ bv = pged(a,b)

Dans notre analyse, a et b sont des premiers entre eux, on considére u et v les
coefficients de BEZOUT donnés par:

au —bv =1

Ainsi, si (zg,yo) appartient au pointille de niveau k, les autres points de méme
reste sont générés par application du vecteur (b,a)”. Un vecteur de Bezout (u,v)”
nous permet de passer d'un pointillé & un autre. En effet, tous les vecteurs de la
forme (u,v)T + k'(b,a)” avec k' dans Z nous permettent de passer d’un point du
pointillé £ & un point du pointillé k + 1. Pour cela, supposons axg — byy = k puis :

a(zo +u+ k'b) — blyo +v + k'a) = azg — byo + au — bv + abk’ — abk’
=azrg—byy+ 1
—k+1

Par exemple, la figure 2.10 illustre les vecteurs générant la droite D(2,5,—1,5)
tels que (b,a)” = (5,2)T et (u,v)T = (3,1)T. Ainsi, la construction d’une droite
discréte se fait, en partant d’un point de reste u, par application de w — 1 fois le
vecteur de Bezout pour passer d’un pointillé & autre et autant de fois le vecteur
(b,a) quil faut dans chaque pointillé. Nous utiliserons cette notion de vecteur de
Bezout dans la partie reconnaissance de cercles (chapitre 3).

2.2.1.3 Quelles droites choisir ?7

De nombreuses autres définitions de droites discretes existent, le lecteur pourra se
référer a l'article de ROSENFELD et KLETTE (2001) ou aux théses soutenues sur
ce sujet comme celles de  DEBLED-RENNESSON (1995) ou de VIALARD (1996a).
Cependant, la majorité de ces définitions désigne le méme objet géométrique. Dans
ce que nous avons présenté, nous avons ’équivalence entre les définitions suivantes :

e les propriétés de FREEMAN formalisées par WU et HUBLER ET AL. ;
e la propriété de corde de ROSENFELD :
e la propriété de régularité de HUNG ;

e le quadruplet (n,q,p,s) de DORST et SMEULDERS ;
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e la notion de droite arithmétique avec comme épaisseur w = max(|al, |b]).

Le choix de telle ou telle approche est dirigé par l'algorithmique que 1’on applique
a ces définitions. Par exemple, si notre objectif est le tracé de droite, la propriété
de corde ne nous permet pas d’écrire des algorithmes efficaces alors que les droites
arithmétiques le permettent. De méme, dans un objectif de reconnaissance de droite,
on adoptera la méthode la plus simple & implémenter.

2.2.1.4 Tracé de droites discrétes

Nous présentons les algorithmes classiques de tracé de droites discrétes que nous
utiliserons par la suite.

Nous commengons par un algorithme trés connu proposé par BRESENHAM (1965).
Le cadre de ce travail est le suivant : nous considérons deux points de la grille no-
tés (xo,y0) et (x1,y1) et Pon souhaite tracer le segment de droite joignant ces deux
pixels. Nous pouvons, sans perte de généralité, nous placer dans le premier octant,
c’est-a-dire z1 — zg > y1 — yo > 0. Nous illustrerons par la suite les transformations
permettant de généraliser le tracé dans les autres octants.

L’idée de cet algorithme est le suivant : nous allons tracer les pixels de x; vers x s
dans cet ordre. A chaque étape, nous devons choisir entre rester sur le méme palier
(i.e. rester & la méme ordonnée) ou aller en diagonale. Pour cela, nous propageons
une mesure d’erreur nous permettant de toujours choisir le pixel le plus proche. Nous
obtenons donc l’algorithme 1.

Algorithme 1 Tracé de droite de BRESENHAM (1965)

TRACE__BRESENHAM(xg, Y0, 1, Y1)
de =1 — 2o, dy = Y1 — Yo
T = o, Y = Yo
inerHor = 2dy, incr Diag = 2(dxz — dy)
e =2dy — dx
pour z allant de zy a z; faire
AFFICHER _ PIXEL(X,y)
si e > 0 alors
y+=1
et+=incrDiag
sinon
e+=incrHor
12:  fin du si
13: fin du pour

[N
= o

Nous détaillons aussi 'algorithme de tracé des droites discrétes arithmétiques.
Nous nous intéressons plus particulierement aux droites arithmétiques naives. Comme
nous l'avons remarqué précédemment, la structure modulaire du reste dans la droite
discréte permet de comprendre entiérement la structure géométrique de la droite. Il
est donc naturel de baser I’algorithme de tracé sur cette information. Nous obtenons
donc l'algorithme 2. Cet algorithme est trés similaire & celui de BRESENHAM, en
fait, ’algorithme 1 est une instance de cet algorithme pour p = [#] + 1 (voir
DEBLED-RENNESSON 1995).

D’autres algorithmes de tracé pour les droites arithmétiques épaisses ont été
proposés par REVEILLES (1991) mais nous ne les utiliserons pas par la suite.
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Algorithme 2 Tracé de droites arithmétiques naives de REVEILLES (1991) et
DEBLED-RENNESSON (1995)

TRACE__ ARITHMETIQUE(Zq, Yo, L1, Y1, it)

1t vy = X1 — Xo, Vy = Y1 — Yo
2: T = VyTo — VYo — [

3T =20,Y = 1Yo

4: tant que x < 3 faire

5: r+=1

6:  TH=Uy

7. sir <0our > v, alors
8: y+=1

9: r-=Ugp

10:  fin du si

11:  AFFICHER_ PIXEL(X,y)
12: fin du tant que

Pour généraliser ce tracé dans tous les octants, nous utilisons, au niveau de la
fonction AFFICHE PIXEL, les transformations du tableau 2.1. Le nombre de tests a
effectuer dans I'implémentation est encore suffisamment raisonnable pour envisager
une implémentation directe du tableau 2.1. Nous verrons par la suite comment nous
résolvons le probléme en 3D ot 48 cas sont a gérer.

Octants | Transformations de (z,y)
1 (z,y)
(y, )

0 1 O Ok W N
~—~
|
\.&‘.
[
<
S~

TAB. 2.1 — Transformations pour la généralisation du tracé de droite dans tous les
octants.

2.2.2 Reconnaissance et segmentation

Dans cette partie, nous nous intéressons aux algorithmes permettant de décider si
un ensemble de points discrets appartient ou non & une droite discréte. De maniére
plus précise, nous pouvons décomposer le probléme en deux grands axes :

Test de linéarité : prédicat permettant de décider si un ensemble de pixels forme
un segment discret.

Reconnaissance de la droite : cette fois, non seulement nous décidons si un en-
semble de pixels appartient a une droite discréte, mais nous obtenons les pa-
rametres de cette droite discréete.

Quel que soit le probléme choisi, nous évaluons les différents algorithmes selon
les critéres suivants :
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Conditions sur ’ensemble de pixels : est-ce que l'algorithme émet des hypo-
théses sur la structure de I'ensemble de pixels (connexité, tri sur un axe de
coordonnées. ..) 7

Complexité : mesurée en fonction du nombre de pixels de I’ensemble & reconnaitre.
Nous nous intéressons aussi a la complexité en mémoire de chaque algorithme.

Difficulté d’implémentation : d’un point de vue pratique, est-ce que la méthode
se programme facilement ?

Dans la littérature, ROSENFELD et KLETTE (2001) attribuent le premier algo-
rithme de reconnaissance de droite discréte en temps linéaire & HUBLER ET AL.
(1981). Cependant, le probléme peut étre abordé par tellement d’approches diffé-
rentes que cela rend toute classification historique difficile.

Dans ce qui suit, nous détaillerons deux grandes approches pour la reconnaissance
qui seront utilisées par la suite. Le lecteur pourra se référer & ROSENFELD et KLETTE
(2001) pour une bibliographie plus large sur le sujet.

2.2.2.1 Approche basée sur la structure du dual

A partir du codage (n,q,p, s) des droites discrétes, DORST et SMEULDERS (1984)
construisent la pré-image associée a une droite discréte. Cette pré-image est un
domaine, dans I’espace des paramétres, qui représente I’ensemble des droites réelles
dont la discrétisation contient ’ensemble des pixels du segment discret considéré.

De maniére plus formelle, nous considérons tout d’abord un segment de droite
discréte naive dans le premier octant, noté S. D’aprés les définitions vues au pa-
ragraphe 2.2.1, il existe alors un couple («, 5) € [0,1] x [0,1] tel que S est contenu
dans la discrétisation de la droite y = ax + .

Nous notons S I’ensemble de ces droites donné par :
S={(e,p}) €[0,1] x [0,1[ | V(z,y) €S, 0 < aw + -y < 1} (2.2)

Si nous décomposons la construction de S, chaque pixel de S engendre, dans
I’espace dual (o, 3) un bande semi-ouverte définie par :

_Joar+B—-y>0
B(x,y)—{ ar+pf—-y<1

Etant donné que S est une intersection de contraintes linéaires, ce domaine est
convexe dans ’espace des paramétres (voir figure 2.11).

Présenté en ces termes, le probléme se raméne donc & un probléme classique
de programmation linéaire : étant donné un systéme de contraintes linéaires, nous
voulons soit décider si le systéme est valide (c’est-a-dire §'il existe au moins une
solution), soit calculer le polytope solution dans I’espace des paramétres.

De nombreux algorithmes existent pour résoudre ce probléme quelque soit la
dimension des contraintes (c’est-a-dire la dimension de I'espace des parameétres). De
maniére générale, nous avons le théoréme suivant nous permettant d’avoir une borne
sur la complexité asymptotique du test de linéarité :

Théoréme 2.2 ( MEGIDDO (1984)) Etant donné un systéeme de n inéquations li-
néaires de dimension d, tester si un systéme admet une solution se calcule en temps

optimal pour une dimension fize, ¢’est-a-dire en O(n).
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associées, noté S.

Fic. 2.11 — En_semble de pizels S et domaine des droites euclidiennes y = ax +

N > /

D*
Fi1G. 2.12 —: Passage dans l’espace des parametres associés auz droites : les droites D,

D* est en dessous de M* dans l’espace dual.

D' et D" (4 gauche) deviennent respectivement les points D*, D™ et D"* (4 droite),
le point M devient la droite M*. M satisfait la contrainte linéaire D implique que

Le probléeme majeur de cette approche est la constante importante devant cette
complexité asymptotique. FEn effet, celle-ci est exponentielle en la dimension. Ce-

pendant, dans le cas de faible dimension, I’algorithme de MEGIDDO (1984) offre une
solution tres efficace. Dans notre cas, le test de linéarité d’un ensemble de pixels en-
gendre un systéme de 2n inéquations de dimension 2 (ou n est le nombre de pixels).
Nous obtenons donc une solution optimale en temps, c’est-a-dire O(n), & notre pre-

mier probléme. Récemment, BUZER (2002) a présenté une version incrémentale de
cet algorithme toujours en temps optimal quelle que soit la dimension.

Si nous souhaitons décrire tous les sommets du domaine solution, des algorithmes
trés efficaces existent pour les dimensions 2 et 3. Ces algorithmes viennent généra-
lement d’une résolution du probléme dual : en dimension 2, la transformée dans
I’espace des paramétres d’une droite est un point, la transformée d’un point est une

droite et une inéquation linéaire se transforme aussi en une contrainte linéaire dans

le dual mais calculer le polytope des solutions d’un systéme d’inéquation se raméne

a un calcul d’enveloppe convexe dans le dual (voir BOISSONNAT et YVINEC 1995;
DE BERG ET AL. 2000 et figure 2.12).

Ainsi, les bornes des algorithmes de calcul d’enveloppes convexes impliquent des
bornes sur le calcul du domaine des solutions d’un systéme. Pour la dimension 2,
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FiGc. 2.13 - Représentation de la droite discréte D(2,5,—1,5) sous forme
d’intervalles et droites euclidiennes solutions.

Fic. 2.14 — Algorithme de O’ROURKE pour construire [’ensemble des droites réelles
passant par une série d’intervalles.

PREPARATA et SHAMOS (1985) ont présenté un algorithme optimal dont la borne
est en O(nlog(n)). Pour ne pas surcharger ce chapitre, l'algorithme optimal de
PREPARATA et SHAMOS (1985) est présenté en annexe (voir annexe C).

Finalement, sans aucune prise en compte de 1’aspect géométrique ou des pro-
priétés des droites discrétes, nous avons des algorithmes trés efficaces pour le test
de linéarité ou la reconnaissance de droites discrétes. Ces bornes sont certes intéres-
santes mais 'introduction de la particularité des droites discrétes permet de simplifier
considérablement les bornes et les algorithmes.

Avant de présenter un premier algorithme de reconnaissance optimal, il nous
faut revenir sur une illustration géométrique de ’équation 2.2. Ainsi, ’ensemble des
solutions & correspond & l’ensemble des droites passant par tous les segments semi-
ouverts [MM'[ oo M = (z,y) et M' = (z,y + 1) pour tous les points (z,y) de S
(voir figure 2.13). Cette réécriture du probléme est évidente mais elle nous permet
d’appliquer un algorithme trés efficace proposé par O’ROURKE (1981) permettant
de décrire 'ensemble des droites réelles passant par un ensemble d’intervalles définis
sous la forme [(z, @), (z,w)] (voir figure 2.14)

Ainsi, O’ROURKE présente un algorithme incrémental et optimal en temps pour
décrire le domaine de I’ensemble des droites passant par ces intervalles (voir figure
2.14) : étant donné un ensemble de n intervalles triés selon 'axe des abscisses, le
calcul du domaine des droites dans l’espace des paramétres se calcule en O(n). De
plus, pour tout ajout d’'intervalle croissant en x, la mise & jour du domaine se fait au
pire cas en O(n) mais ’analyse amortie de ce calcul montre une complexité optimale
pour le probléme.

En considérant donc une description de § sous forme d’une liste chainée de pixels
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(description en k—arcs), nous avons ramené la complexité de O(nlog(n)) a O(n).

En ajoutant la contrainte de connexité, nous obtenons une borne optimale en
temps et en mémoire & nos deux problémes. Ainsi, lors de la caractérisation en
(n,q,p,s), DORST et SMEULDERS (1984) ont montré le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 (Structure du domaine des droites discrétes) Etant donné un
ensemble de pizels S connexes, le domaine S dans [’espace des parameétres a, au plus,
4 sommets.

La preuve de ce théoréme a été présentée par DORST et SMEULDERS, et indé-
pendamment, MCILROY (1985) a proposé, la méme année, une preuve trés simple
concernant la propriété de structure du dual.

En plus de ce résultat sur le nombre de sommets dans le dual, ces sommets ont
une structure arithmétique trés intéressante. Tout d’abord, rappelons les notions de
séries de Farey en théorie des nombres (voir par exemple HARDY et WRIGHT 1975) :

Définition 2.4 (Serie de Farey) Une série de Farey d’ordre n € N* est [’ensemble
des fractions irréductibles ordonnées de lintervalle [0,1] dont les dénominateurs sont
mférieurs a n.

Par exemple, la série de Farey d’ordre 5 est I’ensemble :

Sur ces séries, nous avons les propriétés suivantes :
Proposition 2.3 Etant donnée F,, la série de Farey d’ordre n, nous avons :
. / . .
® si % et % sont deux membres consécutifs de F,, alors kh' — hk' =

. " ’ . h . " / .
® si %, % et % sont trois termes consécutifs de F,, alors % = Zig, Ce point

est appelé le médian de % et Z—:

Les séries de Farey peuvent se calculer de maniére récursive. La série F, 41 se
construit, & partir de la série F,, en ajoutant tous les points médians des fractions
consécutives de F,, dont les dénominateurs sont inférieurs a n + 1.

Ainsi, pour construire la série d’ordre 6, nous ajoutons & F5 les fractions % et %
(tous les autres médians sont déja dans la liste). Nous obtenons donc :

7 0111121323451
6 — 1767574737572757374757671

En se basant sur ces définitions et propriétés des séries de Farey, nous pouvons
compléter le théoréme 2.3 en spécifiant encore la structure de I'espace dual associé
aux droites discrétes :

Théoréme 2.4 ( McILROY (1985); DORST et SMEULDERS (1984)) Etant donné
un ensemble § de N + 1 pizels connezes dont [’abscisse minimale des points est xg,
le domaine S dans 'espace des paramétres est tel que :

e il a au plus 4 sommets ;
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e [es abscisses de ces sommets appartiennent a la Farey d’ordre max(zg, N —xg) ;
e si le domaine a 4 sommets, deux d’entre eur ont la méme abscisse ;

e les abscisses de deur sommets adjacents sont des fractions consécutives dans
une série de Farey ;

e si l'abscisse d’un sommet est ’—;, lordonnée de celui-ci est un multiple de %.

FiG. 2.15 — Différentes formes du domaine des droites dans le dual.

En considérant toutes ces propriétés, le domaine des solutions dans I'espace dual
ne peut prendre que cing formes différentes, représentées figure 2.15. Pour illustrer
la quatriéme propriété de ce domaine, dans le cas du quadrilatére de la figure 2.15,
les fractions % et % sont adjacentes dans la série de Farey associée au domaine.

D’une maniére encore plus précise, MCILROY (1985) introduit la notion d’éventail
de Farey (de l'anglais Farey fan) permettant de décrire toutes les formes possibles
de S en fonction de l'ordre de Farey associé a la droite. En d’autres termes, un
polygone de ce diagramme d’ordre ¢ contenu dans le rectangle [0, 1] x [0, 1], appelé
cellule de Farey, correspond & la pré-image d'un segment discret de longueur ¢ + 1
(McILrOY, 1985; VITTONE, 1999). La figure 2.16 illustre ce calcul pour l'ordre 2,
3 et 6 : toutes les cellules de Farey contenues dans le rectangle [0,1] x [0, 1] sont
I’ensemble des domaines possibles pour tout ensemble de pixels générant un ordre
de Farey de 2, 3 ou 6. Ainsi, dans la figure 2.16—(c), on remarque que tous ces
polygones sont de la forme décrite dans le théoréme 2.4.

Si nous oublions les propriétés arithmétiques du domaine dual, nous pouvons déja
proposer des algorithmes optimaux en temps et en mémoire pour la reconnaissance
de segments discrets. En effet, étant donné que ce polygone des solutions ne peut
avoir plus de 4 sommets, nous pouvons calculer la nouvelle forme de ce domaine,
aprés insertion d’une nouvelle contrainte, en temps constant.

Cependant, la structure arithmétique nous permet de maintenir ce polygone sous
forme irréductible, c’est-a-dire tel que tous les sommets s’écrivent sous forme de
fractions irréductibles. Pour cela, McILROY (1985) a décrit I’ensemble des coupures
possibles aprés l'insertion d’'un nouveau pixel :

Théoréme 2.5 Etant donné un ensemble de pizels S connexes et la cellule de Farey

qui lui est associé d’ordre q, si nous ajoutons un pizel qui engendre une contrainte
dans l’espace des parameétres intersectant S, celle-ci ne peut pas couper deuz arétes
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1 17
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FiG. 2.16 — Illustration des éventails de Farey introduits par MCILROY (1985) :
(a) éventail d’ordre 2, (b) éventail d’ordre 3 et (c) éventail d’ordre 6. Les polygones
définis dans le rectangle [0,1] x [0,1] correspondent aux domaines possibles associés

aux segments discrets.
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adjacentes ni deux arétes opposées. De plus si la contrainte coupe une aréte, par
exemple [AB], du domaine, l’abscisse de cette intersection est le successeur de l’abscisse
de A (resp. prédécesseur de l’abscisse de B) dans la série de Farey d’ordre q + 1.

FiG. 2.17 —: L’ajout d’un nouveau point introduit une contrainte sur S d’ordre q, le
point B' a une abscisse qui est le médian des abscisses de A et B dans la serie de
Farey d’ordre q + 1.

Dans l'exemple illustré figure 2.17, la fraction Z—x est le successeur de % et le
prédécesseur de Z—: dans la série de Farey d’ordre ¢ + 1. Etant donné que ce calcul
de successeur se fait en temps constant, la mise & jour du domaine S avec I’écriture
sous forme irréductible des coordonnées des sommets se fait en temps constant.

En se basant sur ce principe, LINDENBAUM et BRUCKSTEIN (1993) proposent
un algorithme optimal en temps, optimal en mémoire et incrémental avec un coft
de mise & jour constant pour le probléme de reconnaissance de droite discréte.

L’idée de cet algorithme est simple, lors de l'insertion des deux contraintes asso-
ciées & un pixel, si le domaine est modifié :

1. Détection de I'aréte coupée.

2. Calcul du point d’intersection en considérant le successeur de 1’abscisse d’une
des extrémités de ’aréte dans la série de Farey d’ordre ¢ + 1.

3. Déplacement des sommets pour maintenir un polygone (ABCD).

Si nous insérons des pixels sans contrainte sur leur ordre ou leur connexité, la
structure du domaine ne peut pas étre controlée. Il peut étre cependant intéressant
d’avoir une écriture des coordonnées des sommets du polygone dans l'espace dual
sous forme d’équations irréductibles. En effet, un point (%, %) solution du systéeme
permet la paramétrisation arithmétique du morceau de droite reconnue donnée par
D(a,b, 1) (dans le premier octant). Ainsi, lorsqu’une contrainte intersecte une aréte,
nous savons que si cette contrainte est issue d’un pixel connexe au morceau de droite
déja reconnu, l'ordre la série de Farey contenant la fraction n’augmente que de 1.
Dans le cas général, 'augmentation de ’ordre de la série de Farey ne peut pas étre
bornée. Pour cela, VITTONE (1999); VITTONE et CHASSERY (2000) ont proposé
l'utilisation d’un algorithme de GRABINER (1992) permettant de réduire la fraction
en utilisant une dichotomie sur les fractions des extrémités de I'aréte (voir algorithme
3). Méme si la complextié au pire cas de cet algorithme est O(log(n)) par réduction,
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il est en pratique bien plus efficace qu'une réduction de fraction par l'algorithme
d’Euclide. En effet, la clé de cet algorithme est de trouver 'ordre de Farey minimal
qui contient la fraction en s’aidant d’un encadrement de celle-ci, ce qui est bien moins
cotiteux qu’Euclide en pratique si les pixels insérés ne sont pas trop éloignés.

Algorithme 3 Algorithme de GRABINER modifié
GRABINER_MODIFIE(I,% ,g)
{Calcul de I'instersection de I'inéquation I avec le segment [%’, %]}

—_ =
=
=
=
(=R
=
“

: fin du tant que

. a+tc
: retourner brd

—_
N

En se basant sur ce calcul de réduction de fraction, VITTONE (1999) présente un
algorithme de reconnaissance dans le cas général mais avec une complexité au pire
cas en O(n3log(n)) trés loin de la complexité effective de Ialgorithme.

Cependant, nous pouvons adapter cet algorithme en utilisant, & la fois I’algorithme
de GRABINER (1992) modifié par VITTONE (1999) et l’algorithme optimal de PRE-
PARATA et SHAMOS (1985). Nous obtenons ainsi 1’algorithme 4 dont la complexité
est en O(nlog®(n)). Cet algorithme est décrit en deux passes, la premiére pour
construire le polytope des solutions et ensuite 'application de GRABINER, pour ré-
duire les sommets mais cette réduction peut bien évidemment s’insérer dans le calcul
du polytope.

Algorithme 4 Ajout d’une contrainte avec réduction arithmétique, algorithme de
VITTONE modifié
AJOUT _CONTRAINTE _VITTONE _MODIFIE(D,c)
{D est le polygone déja construit et c est la nouvelle contrainte}
1: Ajout de la contrainte avec 'algorithme de PREPARATA et SHAMOS (1985) (voir
Annexe C)
2: pour tout sommet p engendré par c¢ faire
3:  Soit v et v’ la séquence de sommets adjacents a p {v et v' sont sous forme
irréductible car présents dans D}
4:  Reéduction de la fraction de l’abscisse de p avec l’algorithme de GRABINER
modifié sur les points v, p et v’
5: fin du pour

2.2.2.2 Approche arithmétique

Nous présentons maintenant l’algorithme de reconnaissance proposé par DEBLED-
RENNESSON (1995); DEBLED-RENNESSON et REVEILLES (1995) qui se base sur une
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analyse des restes associés a une droite discréte arithmétique naive D(a, b, ). Sans
perte de généralité, nous nous plagons dans le premier octant (0 < a < b).

Rappelons qu’un point d’appui inférieur (resp. supérieur) est un point vérifiant
ar —by = p+b—1 (resp. ax — by = p). Par ailleurs, un point faiblement extérieur
inférieur (resp. supérieur) est un pixel qui vérifie axz — by = p + b (resp. az — by =
p+1).

Dans notre explication de 'algorithme de reconnaissance de droite discréte de
DEBLED-RENNESSON (1995), nous utiliserons les notations de VIALARD (1996a).
En effet, ces notations sont équivalentes & celles de DEBLED-RENNESSON et per-
mettent une écriture plus simple dans le cas du calcul de tangente discréte que nous
présenterons dans le paragraphe 5.3.

Ainsi, considérons un segment de droite discréte déja reconnu ¥ de paramétres
a, b et p. Nous noterons U et U’ les points d’appui supérieurs du segment dont
les abscisses sont respectivement minimale et maximale. De la méme maniére nous
noterons L et L' les points d’appui inférieurs d’abscisses minimale et maximale (voir

figure 2.18).
BT

Uj L‘
L

F1G. 2.18 —: Description des notations : U et U’ sont les points d’appui supé-
rieurs d’abscisses minimale et mazimale, L et L' sont les points d’appui inférieurs
d’abscisses minimale et mazimale.

L’algorithme de reconnaissance de DEBLED-RENNESSON considére l'ajout d’un
point M (z,y) de reste r = ax — by au segment déja reconnu. Cet algorithme repose
sur le théoréme suivant :

Théoréme 2.6 ( DEBLED-RENNESSON (1995)) Etant donné I'ajout d’un point M
de reste r = ax — by a droite d’un segment déja reconnu X, et les points d’appui U,
U', L et L', nous avons :

e siu <r < p+balors M appartient a la droite D(a,b, ) et donc XU M est
un segment discrel

e sir>pu+bour<pu—1alors XU M n’est pas un segment de droite discréte

e si v = — 1 alors M est faiblement extérieur o la droite discréte D et donc
YUM est un segment de droite discréte dont la pente est donnée par le vecteur
—

UM

e sir = p+b alors M est faiblement extérieur o D et donc XUM est un segment

de droite discréte dont la pente est donnée par LM

o
Si lajout se fait a gauch_e)du segment 3, il suffit de considérer les vecteurs U'M
et L'M au lien de UM et LM.
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La clef de ce théoréme est la suivante : si nous ajoutons un point faiblement
extérieur & un segment, nous devons modifier les paramétres de la droite reconnue
tout en garantissant que tous les points de X déja reconnus appartiennent aussi a
cette nouvelle droite discréte.

D’une maniére plus précise, si (b,a) désigne le vecteur directeur de la droite
contenant X, I’ajout d’un point faiblement extérieur introduira le vecteur (¥,a’).
Or, M etant faiblement extérieur, les vecteurs (b,a) et (b',a’) sont uni-modulaires,
c’est-a-dire que nous avons :

ab —ba' =1

Pour conclure cette preuve, DEBLED-RENNESSON utilise le théoréme de MINKOWSKI
qui stipule qu’il n’y a pas de points entiers dans le parallélogramme défini par des
vecteurs uni-modulaires (voir (HARDY et WRIGHT, 1975)). Nous reprenons une
illustration de VIALARD pour représenter les différents cas de ce théoréme (voir
figure 2.19).

(c) (d)

FiG. 2.19 —: Différents cas de figure lors de l’ajout d’un point & une droite discréte :
(a) ajout d’un point ne changeant pas les parametres, (b) ajout d’un point faiblement
extérieur supérieur, dans ce cas le vecteur clair indique les nouveaux paramétres du
segment discret, (c) ajout d’un point faiblement extérieur inférieur, le vecteur clair
indique toujours le nouveau paramétrage de la courbe et (d) ajout d’un point fortement
extérieur et mise en échec de la reconnaissance.

Nous pouvons maintenant décrire ’algorithme de reconnaissance de droite dis-
crete de DEBLED-RENNESSON (1995) (voir algorithme 5). Cet algorithme corres-
pond & une modification apportée par VIALARD (1996a); BRAQUELAIRE et VIALARD
(1999) a l'algorithme initial de DEBLED-RENNESSON.

Cet algorithme est non seulement linéaire en le nombre de pixels de S et optimal
en mémoire, mais il offre aussi une possibilité d’implémentation trés rapide.

En se basant sur une analyse identique, DEBLED-RENNESSON (1995) propose
aussi des algorithmes de reconnaissance de droites discrétes épaisses dans lesquelles
les droites discrétes standards (4-connexes) sont un cas particulier. Dans ce cas
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Algorithme 5 Algorithme de reconnaissance de droite discréte de DEBLED-

RENNESSON (1995)

RECONNAISSANCE _DEBLED(S) {Algorithme modifié par VIALARD (1996a)}

1:
2a=y,b=1letpu=0
3: U=L=1(0,0)
4 U =L = (1,vy)
5: SEGMENT=Vrai
6:
7. M(x,y) = point suivant dans S
8 r=axr—by
9: sir<pu—1our>pu+balors
10: SEGMENT—=Faux
11:  sinon
12: sir=pu—1our=pu+balors
13: sir=pu—1 alors
14: L=1r
15: U=M
16 a=Y—Yyu
17 b=x—zpy
18 W= ax — by
19: fin du si
20: sir=p+balors
21 uv=U'
22: L'=M
23: a=1Y—1YL
24: b=xz—xp
25: p=axr—by—>b+1
26: fin du si
27: sinon
28: si r = u alors
29: U =M
30: sinon si r = 1+ b — 1 alors
31: L'=M
32: fin du si
33: fin du si

34:  fin du si
35: fin du tant que

M (z,y) et M'(x',1y") sont les deux premiers points de S

tant que S n’a pas été complétement parcouru et SEGMENT faire
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précis des droites standards, VIALARD (1996a) a illustré un passage direct entre
la reconnaissance d’une droite 4-connexe et la reconnaissance d’une droite naive (8-
connexe) :

Proposition 2.4 ( VIALARD (1996a)) Soient a, b et p dans Z avec 0 < a < b, le
code de FREEMAN J-connexe de la droite discréte standard D(a,b—a, ) est identique
au code de FREEMAN 8-conneze de la droite discréte naive D(a, b, ).

Grace a cette propriété, les algorithmes de reconnaissance de droites discrétes
standards s’obtiennent & partir des algorithmes de reconnaissance des droites dis-
crétes naives par une simple réécriture dans le code de FREEMAN.

2.2.2.3 Comparaisons entre approche arithmétique et approche duale

Pour terminer cette analyse, nous montrons les liens entre la représentation d’une
droite par son domaine des solutions dans le dual et la représentation sous forme
arithmétique. Dans un premier temps, nous caractérisons dans I’espace primal, les
différents sommets et arétes du domaine associé a un segment discret dans le dual
(voir DORST et SMEULDERS 1984; LINDENBAUM et BRUCKSTEIN 1993; VITTONE
et CHASSERY 2000).

Nous considérons une cellule de Farey dont les sommets sont notés (ABCD)
comme indiqué dans la figure 2.17. Etant donné un segment de droite discréte de
parametre D(a, b, 1), nous avons alors les propriétés (illustrées figure 2.20) :

Proposition 2.5

e La transformée de D dans ['espace primal est la droite d’apput supérieure as-
sociée au segment discret. D a pour coordonnées (%, %)

e La transformée de B dans l'espace primal est la droite d’appui inférieure, trans-

latée de 1 en y, associée au segment discret. B a pour coordonnées (7, “2’1).

e La droite (AD) (resp. (DC)) correspond au point d’appui supérieur d’abscisse
mazimale U (resp. minimale U ).

e La droite (AB) (resp. (BC)) correspond au point d’appui inférieur, translaté
de 1 en y, d’abscisse minimale L (resp. mazimale L').

e Le sommet A correspond dans le primal a la droite passant par U' et le translaté
de L de 1 en y.

e Le sommet C correspond dans le primal o la droite passant par U et le translaté
de L' de 1 en y.

Grace a ces propriétés, nous pouvons construire entiérement la cellule de Farey
associée a un segment discret a partir de sa caractérisation arithmétique. Réciproque-
ment, & partir de la cellule de Farey nous pouvons obtenir les paramétres minimaux
a et b tels que pged(a,b) = 1 et le paramétre de translation u caractérisant les droites
discrétes.
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FiG. 2.20 — Comparaisons entre approche arithmétique et approche basée sur ’espace
des droites dans le dual : (a) segment de droite arithmétique D(1,3,1), (b) cellule
de Farey associée au segment discret dans l’espace des paramétres et (c) représenta-
tion dans [’espace primal des éléments caractéristiques dans le dual, la partie claire
correspond a l’ensemble des orientations des droites réelles se discrétisant dans le
segment discret.
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2.2.2.4 Bilan des algorithmes de reconnaissance présentés

Dans des utilisations pratiques de ces algorithmes de reconnaissance de droite dis-
créte, le choix d’un algorithme peut ne pas étre évident. Dans le tableau 2.2 nous
résumons les différentes techniques présentées avec leur analyse en complexité et
hypothéses.

2.2.2.5 De la reconnaissance a la segmentation de courbe

Comme nous l'avons illustré dans le tableau 2.1, le passage d’une droite discréte
dans le premier octant vers les autres octants s’opére par symétries d’axes. Cepen-
dant, dans un contexte général, nous avons un ensemble de pixels £ sur lequel nous
n’avons aucune information quant & l'octant auquel il appartient, le processus de
reconnaissance ne peut donc s’appliquer directement.

Nous considérons un ensemble de pixels £ et nous voulons savoir quel est le plus
long segment de droite discréte qu’il est possible de reconnaitre a partir d’un pixel
M de £, dans une direction donnée. L’idée pour résoudre ce probléme se décompose
en deux étapes :

1. & partir de M, détecter dans quel octant se trouve le morceau de courbe de & ;

2. une fois l'octant connu, on utilise le processus de reconnaissance de droite
discréte dans le premier octant et le tableau des symétries 2.1.

A partir d’'un point, calculer dans quel octant se trouve un morceau de courbe
de £ localement en M se fait simplement en regardant le code de FREEMAN. Dés
que nous avons repéré dans ce codage deux codes distincts consécutifs, nous savons
dans quel octant se trouve la courbe en partant de M. Méme si ce calcul est trivial
sur le plan théorique, 'implémentation en temps optimal de ce processus n’est pas
évident. Pour cela, DEBLED-RENNESSON et REVEILLES (1995) ont proposé un
algorithme pour le probléme plus général de la segmentation de courbe en droites
discrétes arithmétiques en temps optimal en implémentant ce processus de découverte
d’octant en méme temps que celui de la reconnaissance.

Le processus de segmentation considére une courbe discréte £, un point de départ
et un sens de parcours. Elle construit la segmentation de cette courbe en morceaux
de droites discrétes de longueurs maximales. Ainsi, en partant d’un point M, on va
reconnaitre le plus grand morceau de droite discréte de £. Une fois la reconnaissance
terminée, on initialise un nouveau processus de reconnaissance a partir du premier
point non reconnu (voir figure 2.21). Cette segmentation permet une description
polygonale de la courbe discréte tout en conservant des propriétés de réversibilité : on
peut trivialement reconstruire I’ensemble £ & partir de sa segmentation en segments
discrets.

Nous verrons au chapitre 5 'utilisation de cet outil pour ’estimation de la lon-
gueur d’une courbe discréte.

2.3 Droites discrétes 3D

Nous regardons maintenant la construction et les propriétés des droites discrétes tri-
dimensionnelles. La synthese et la reconnaissance de ces objets sont utilisées dans de
trés nombreuses applications. Par exemple, dans le contexte de la syntheése d’image
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Algorithme Complexité | Incrémental Mémoire Hypotheses Remarques
en temps
MEGIDDO (1984) O(n) oui, voir BUZER - Aucune linéarité uniquement
(2002)

PREPARATA et SHAMOS | O(nlog(n)) | oui O(n?) Aucune

(1985)

VITTONE (1999) O(n3log(n)) | oui O(n?) Aucune coordonnées sous forme
irréductible

VITTONE modifi¢ (alg. 4) | O(nlog?(n)) | oui O(n?) Aucune coordonnées sous forme
irréductible

O’ROURKE (1981) O(n) oui O(n) pixels triés selon un axe

DORST et SMEULDERS | O(n) oui en O(1) par 0(1) connexité coordonnées sous forme

(1991a); LINDENBAUM et ajout irréductible

BRUCKSTEIN (1993)

DEBLED-RENNESSON O(n) oui en O(1) par 0(1) connexité caractérisation arithmeé-

(1995)

ajout

tique

TAB. 2.2 — Algorithmes et complexités pour la reconnaissance de droites discrétes.
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(a) (b) (c)

FiG. 2.21 — Ezemples de segmentation d’une courbe discrete en droites discrétes avec
lalgorithme de DEBLED-RENNESSON et REVEILLES (1995) : la courbe polygonale
noire correspond au résultat de la segmentation et la fleche indique le point départ,
(a) un cercle discret, (b) un carré avec une rotation de 10 degrés et (c) sur une courbe
construite par une fonction sinus cardinale.

par lancé de rayons, la construction de rayons discrets 3D a permis ’accélération de
nombreuses techniques.

Nous commencons par présenter les différentes approches existantes pour le tracé
de droites discrétes 3D. Puis nous présentons les propriétés de ces droites ainsi que
les algorithmes permettant leur reconnaissance.

2.3.1 Caractérisation et propriétés des droites discrétes 3D

Comme nous ’avons présenté précédemment, le tracé de droites dans des grilles
3D a été trés développé dans le cadre de la synthése d’images par lancé de rayons
(AMANATIDES et W00, 1987; KAUFMAN, 1987; VIDAL, 1992; SALAM ET AL., 1999).
Le probléme s’écrit en ces termes : étant donné deux points d’une grille dans Z3,
comment tracer la droite joignant ces deux points.

Pour résoudre ce probléme, deux approches sont possibles.

Le tracé par projection consiste en une décomposition du probléme en dimension
2. Ainsi, le principe consiste & tracer deux droites discrétes 2D dans deux plans
canoniques de la grille pour ensuite construire la droite 3D par projection
inverse (AMANATIDES et W00, 1987).

Le tracé direct consiste en un tracé de la droite en 3D directement. Ces approches
se basent sur une généralisation 3D des algorithmes 2D classiques comme celui
de BRESENHAM (KAUFMAN et SHIMONY, 1986; COHEN et KAUFMAN, 1991).

Sur le plan de la caractérisation de tels objets, de nombreux auteurs ont pro-
posé des définitions de droites discrétes 26-connexes (Kim, 1983; STOJMENOVIC et
Tosi¢, 1991). Dans cette partie, nous présentons la caractérisation arithmétique
de ces droites proposées par DEBLED-RENNESSON (1995) et reprise par COEUR-
JOLLY ET AL. (2001a) dans le cadre de ’estimation de longueur d’une courbe 3D par
segmentation en droite discréte.

Nous considérons la droite discréte 3D de vecteur directeur (a,b,c)’ € Z3 ap-
partenant dans le premier 48°™¢ d’espace, c’est-a-dire tel que a > b > ¢ > 0. Nous
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discuterons dans la section suivante la généralisation a tout 1’espace.

Définition 2.5 (Droite discréte 3D (DEBLED-RENNESSON, 1995)) La droite dis-
crete 3D, notée Dsp(a,b,c,p, i1 e, e'), dont le vecteur directeur V (a,b,c) est dans le
premier 48°™¢ d’espace, est définie comme étant ['ensemble des vozels (z,y, z) de 7.3
vérifiant les inéquations diophantiennes suivantes :

p<cr—az<pu-+e
p <br—ay < p +¢€

avec i, ', e et € dans Z. p et p' sont les bornes inférieures de Dsp, e et €
représentent 1’épaisseur arithmétique de D3 .

Une définition arithmétique plus générale a été proposée par FIGUEIREDO et RE-
VEILLES (1995).

Comme nous pouvons le remarquer, la projection la droite Dsp sur le plan Oxz
correspond a la droite discréte 2D D(c, a, p, €). De la méme maniére, la projection
de cette droite 3D sur le plan Ozy correspond a la droite 2D D(b, a, i, e').

Nous définissons les droites discrétes naives 3D de la facon suivante :

Définition 2.6 (Droite discréte naive 3D (DEBLED-RENNESSON, 1995)) une
droite discréte 3D de paramétres Dyp(a, b, c, p, 1, e, €') dans le premier 48°™ d’espace
est dite naive si et seulement si ['épaisseur vérifie e = €' = a.

D’aprés la remarque précédente, la droite 3D se projette bijectivement sur les
plans Oxy et Ozz en deux droites naives 2D. Par conséquence, de la méme maniére
qu’en 2D, nous avons un théoréme de structure des droites discrétes 3D en fonction
de I’épaisseur arithmétique :

Théoréme 2.7 (connexité des droites discrétes 3D (DEBLED-RENNESSON, 1995))
Considérons une droite discréte Dsp(a,b,c, u, p',e,e’) avec a > b > ¢ > 0, alors

e sie>a+cete >a+b, D3p est 6-connexe (voir figure 2.22).
e sic>a+ceta<e <a+b,oue >a+beta<e<a+tc, D3p est 18-conneze
e sia<e<a+tceta<e <a+b, D3p est 26-conneze (voir figure 2.23.)

e sie<a oue <a, D3p est déconnectée.

La preuve de ce théoréme se base sur une analyse des projections de la droite 3D
et sur le théoréme 2.1 de connexité des droites discrétes 2D (DEBLED-RENNESSON,
1995).

2.3.2 Tracé de droites discrétes 3D

Nous détaillons ici les différents algorithmes de tracé de droite discréte naive 3D. Nous
présentons tout d’abord 'algorithme de COHEN et KAUFMAN (1991) qui correspond
a une généralisation tridimensionnelle de l'algorithme de BRESENHAM (1965) (voir
algorithme 6). Ceux-ci considérent deux voxels de la grille et tracent le segment de
droite 26-connexe les joignant.

En se basant sur la caractérisation arithmétique, nous présentons 1’algorithme
de tracé proposé par DEBLED-RENNESSON (1995) (voir algorithme 7). Ce tracé
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W
L A

%

F1G. 2.22 —: Droites discretes 8D de parameétres D3p(10,7,3,0,—9,13,17), confor-
mément au théoréme 2.7, cette droite est 6-connexe. De plus, les droites 2D dans les
plans Oxy et Oxz sont 4-connexres (DEBLED-RENNESSON, 1995).

M W
e S P
R

(a) (b)

F1G. 2.23 —: Droites discrétes 3D 26-connexes : (a) droite naive D3p(10,7,3,0,0) et
(b) droite naive D3p(10,7,3,—5,0) (DEBLED-RENNESSON, 1995).
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Algorithme 6 Tracé de droites discrétes 3D de COHEN et KAUFMAN (1991)

TRACE 3D _COHEN _KAUFMAN(A,B)
{avec A, B € Z3telsque 3 — x4 >0, yp —ya > 0 et zp — 24 > 0}

[ N N N e e e e e e e

25:
26:

Vg = TR — TA, Vy =YB — YA, Uz = ZB — ZA;
52 = sgn(va), 5, = sgn(v,), 5. = sgn(v:)
ay = abs(vg), ay = abs(vy), a; = abs(v,)
by = 2a,, by = 2a,, b, = 2a,
Cry = Gy — G, €gy = Oy — Qg , €4y = Gy — Gy
T=TA,Y=YA Z=24
n=az+ay+a,
tant que n # 0 faire

n—=1

Affiche point(z,y, 2)

si ez < 0 alors

si e;, < 0 alors

T+ = Sy

Epy+ = bya €.+ = b,
sinon

2+ =35,

€yt = bya €rz— = by
sinon si e,, < 0 alors

2+ =s,

€yt = by; €rz— = by
sinon

Y+ = sy

Cxy— = bz, Czy— = b,
fin du si

fin du si

fin du tant que

Algorithme 7 Tracé de droites discrétes 3D de DEBLED-RENNESSON (1995)

TrRACE 3D _ DEBLED(A,B,u,u')
{avec A, B€ Z3telsque 13 — 24 > yp —ya >0 et yp —ya > 2 — 24 > 0}

e e e e e

17:
18:

Up = TB — TA, Uy =YB — YA, Uz = ZB — ZA
T =Uy*xTA —VUp %24 — [
Ty =Uy*TA — Vg kya — '
T =TA, Y=YA, 2= ZA
tant que z < zp faire
r=z+1
T =11+ v,
ro =12 1+ Uy
sir; <0 our > v, alors
z=z+1
r =711 — Vg
fin du si
sirg < 0 ou ry > v, alors
y=y+1
T2 ="7T2 — Vg
fin du si

Affiche point(z,y, 2)
fin du tant que
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considére deux parameétres supplémentaires que sont les bornes inférieures p et p'.

maz([vx],|vyl,|vz])
2

Ainsi, si nous considérons p =y’ = — + 1, nous nous ramenons au

tracé de BRESENHAM (1965) étendu en 3D par COHEN et KAUFMAN (1991).

Dans la majorité des cas, ces tracés de droites s’effectuent pour un vecteur di-
recteur (a,b,c)” tel que 0 < a < b < c. En d’autres termes, la synthése de la droite
s'effectue dans le premier 48°™¢ d’espace et pour avoir une droite dans une autre
orientation, il faut appliquer des symétries d’axes. Le probléme majeur est donc
I'implémentation efficace de ces algorithmes sachant qu’il est inconcevable de coder
toutes les transformations en fonction du vecteur directeur comme cela était le cas
en 2D avec le tableau 2.1 (voir figure 2.24).

Nous utilisons donc une technique présentée par REVEILLES (2001) pour calculer
la matrice de rotation qui permet d’envoyer tout vecteur dans un d’un certain 48°™¢
d’espace vers le premier (e.g. tel que 0 < a < b < ¢). Plus formellement, REVEILLES
(2001) propose une implémentation de ce groupe des symétries du cube, noté Op.
L’idée est donc de calculer la transformation g € Oy, telle que, pour tout vecteur
v, g.v soit dans le premier 48°™¢ d’espace (domaine fondamental noté F, voir figure
2.24). De maniére évidente, nous avons ¢~ '.g.v = v ce qui nous permet de retrouver
le vecteur v aprés transformation inverse.

8éme

Fi1a. 2.24 — Décomposition de [’espace en 4
O, (REVEILLES, 2001).

, représentation graphique du groupe

L’algorithme de REVEILLES propose une implémentation de ce groupe Oj en
utilisant le groupe & des permutations de trois lettres. L’algorithme 8 décrit cette
méthode trés simple & implémenter.

Pour illustrer cet algorithme, nous considérons le vecteur v = (—3,17,5). Nous
souhaitons trouver la transformation permettant d’envoyer ce vecteur vers F. A la
suite de la premiére étape 1’algorithme, nous avons la matrice :

-3 17 5
1 0 0
M= 0 1 0
0 0 1
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Algorithme 8 Implémentation du groupe Oy, pour le changement de 48°™¢ d’espace
de REVEILLES (2001)

IMPLEMENTATION _Op, _ REVEILLES(a, b, ¢) {a, b et ¢ composent le vecteur v}

1: Construction d’une matrice 4 x 3 notée M telle que :

e la premiere ligne est (a, b, ¢)
e le bloc 3 x 3 en dessous est la matrice unité I3y3

2: Multiplication de chaque colonne de M par le signe des éléments de la premiére
ligne

3: Permutation des colonnes pour que les éléments de la premiére ligne soient triés

4: Le bloc 3 x 3 sous la premiére ligne est solution

A la seconde étape, nous faisons tomber les signes dans les colonnes :

3 17 5
-1 0 0
M= 0 1 0
0 0 1

Nous trions les colonnes par rapport a la premiére ligne et obtenons la matrice :

3 5 17
-1 0 0
M= 0 0 1
0 1 0
Finalement, nous avons :
-1 0 0
g= 0 1
0 10

Nous pouvons vérifier : ¢.(—3,17,5) = (3,5,17). Deplus! g7 = g7 et g71(3,5,17) =
(—3,17,5).

Cette technique trés simple nous permet donc de généraliser le tracé de droite
des algorithmes 6 et 7 & tout ’espace.

2.3.3 Reconnaissance et segmentation

Nous décrivons maintenant les algorithmes de reconnaissance de droites discrétes
3D. L’algorithme de reconnaissance que nous présentons est celui de DEBLED-
RENNESSON (1995) basé sur Pécriture arithmétique des droites discrétes 3D. Cet
algorithme se base sur les propriétés de projection sur les plans d’axe des droites
discrétes naives 3D. Ainsi, étant donné un ensemble de voxels 26-connexes, noté &,
I’algorithme 9 permet de décider si £ est un morceau de droite discréte 3D. De plus,
cet algorithme nous donne la paramétrisation arithmétique de & si celui-ci est un
segment discret.

Bien évidemment, n’'importe quel algorithme de reconnaissance de droite discrete
peut étre utilisé a I'étape 5 de cet algorithme, sous réserve qu’il soit possible de

1. AT représente la transposée de la matrice A.
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Algorithme 9 Reconnaissance de segment de droite discréte naive 3D de DEBLED-
RENNESSON (1995)

RECONNAISSANCE _DROITE _3D(€) {€ est un ensemble de voxels 26-connexes}

1: sila projection de &£ ne se projette pas bijectivement sur au moins deux des trois
plans d’axe notés P; et P, alors

2. retourner Faux  {& n'est pas une droite discréte naive 3D}

3: sinon

4:  soient C] et C5 les courbes projetées de £ dans les plans Py et Py

5 si C; et Cy sont des droites discrétes naives 2D alors

6: soient D(c1, a1, 1) les parameétres de Cy

7

8

9

soient D(bg, ag, o) les parameétres de Cy
soit m = ppem(aq, as)
soient ki1 tel que m = ka1 et ko tel que m = koao

10: retourner D3D (m, kaQ, k1 bl, M1, [1,2)

11:  sinon

12: retourner Faux  {& n’est pas une droite discréte naive 3D}
13:  fin du si

14: fin du si

recalculer les paramétres arithmétiques des droites. Cependant, pour garder une
forme unifiée nous utilisons 'algorithme 5 de DEBLED-RENNESSON (1995). La
complexité de cet algorithme est optimale en temps, c’est-a-dire O(n) si € contient
n voxels et O(1) en mémoire.

Nous souhaitons maintenant construire une segmentation d’une courbe discrete
3D en morceaux de droites discrétes. Pour cela, il nous faut détecter localement les
plans de projection. Nous considérons donc le processus suivant : étant donné un
segment 3D déja reconnu, nous ajoutons un voxel M en maintenant valides deux
contraintes, la premiére est que ce point M se projette bijectivement sur au moins
deux plans d’axe et la seconde est que sur ces plans valides, le projeté de M appartient
au segment naif 2D de la projection du segment 3D déja reconnu. Nous obtenons
ainsi 'algorithme 10 qui nécessite un algorithme de reconnaissance de droite 2D
capable de gérer des changements d’octants. Cet algorithme est aussi optimal en
temps et en mémoire.

Algorithme 10 Segmentation en segments de droites discrétes naives 3D de
DEBLED-RENNESSON (1995)

SEGMENTATION _DROITE _3D(€) {€ est un ensemble de voxels 26-connexes}

1: soit M le premier point de &

2: M est un sommet de la segmentation

3: tant que £ n’a pas été entiérement parcouru faire

4:  Initialiser la reconnaissance 2D sur les plans d’axe

5:  tant que M se projette bijectivement dans deux des trois plans et que les
projections sont des droites naives 2D dans ces plans faire

soit M le voxel suivant dans &

fin du tant que
: M est un sommet de la segmentation
: fin du tant que

© »® @

La figure 2.25 présente des résultats de segmentation de courbes discretes 26-
connexes.
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Fi1G. 2.25 —: Ezemples de segmentation de courbes 26-connezes en segments de droite
naive 3D : les voxels sombres correspondent auz sommets de la segmentation, (a) et
(b) courbes 26-connexes synthétiques, (c) segmentation d’un cercle 3D et (d) segmen-
tation d’une ellipse 3D (DEBLED-RENNESSON, 1995; COEURJOLLY ET AL., 2001a)
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2.4 Plans Discrets

Nous nous intéressons maintenant & la notion de plan discret et aux différents algo-
rithmes permettant de les reconnaitre. Dans les paragraphes précédents, nous avons
vu que, dans le cas des droites discrétes, nous avons une caractérisation arithmeé-
tique tres forte, que ce soit dans I’espace dual ou dans ’espace primal. De plus, des
algorithmes trés efficaces existent pour la reconnaissance ou la segmentation d’une
courbe en droites discrétes.

Dans le cas tridimensionnel, le probléme est plus complexe. L’analyse et la
reconnaissance de ces objets sont des domaines de recherche bien plus récents que
pour les droites et de nombreux problémes restent ouverts.

Dans une premiére partie, nous commencons par décrire les différentes définitions
des plans discrets proposées dans la littérature. Ensuite nous présentons les solutions
algorithmiques associées pour la reconnaissance de plans discrets. Puis nous nous
intéressons au processus de facettisation d’un objet discret.

2.4.1 Deéfinitions et propriétés

De la méme maniére qu’en dimension 2, il existe de nombreuses approches pour
définir un plan discret. Une fois encore, ces définitions sont généralement liées a
un processus de discrétisation du plan euclidien. En considérant par exemple une
discrétisation GIQ, on appellera plan discret 'ensemble des voxels (x,y, z) vérifiant :

z = [ax + By + 7] (2.3)

pour (a, 3,7) dans R3.

En se basant sur ce processus de discrétisation, Kim (1984b) propose une carac-
térisation des plans discrets a 1’aide d’une propriété similaire a la propriété de corde
de ROSENFELD (définition 2.1). II utilise la notion de triangle corde, illustrée figure
2.26 (KiM et ROSENFELD, 1982).

Définition 2.7 (Propriété du triangle corde (Kim et ROSENFELD, 1982)) Un
ensemble de voxels £ vérifie la propriété du triangle corde si pour tout triangle T
formé de u, v et w dans £ et pour tout point (z,y,z) de T, il existe un point p de €
tel que :

max{|p; — x|, |py —yl, |p. — 2|} <1

Grace a cette définition, KiMm (1984b) montre que cette propriété permet de
caractériser un plan discret si celui-ci est infini et sans bord. Cependant, dans le cas
d’un morceau de plan discret, cette propriété n’est ni une condition suffisante, ni une
condition nécessaire.

Il montre le théoréme suivant faisant le lien entre les morceaux de plans discrets
et des propriétés sur leur enveloppe convexe (voir figure 2.27):

Théoréme 2.8 (Plan discret et enveloppe convexe KiM (1984b)) Un ensemble
de vozels £ est un morceau de plan discret si et seulement si il existe un plan P
s’appuyant sur une face de l’enveloppe conveze de & tel que :

dH(E,P) <1
avec dy la distance de HAUSDORFF adaptée a la grille :

dig(E,P) = min{rlrllggx(dx(v,P)),rggg{(dy(v,P)),max(dz (v,P))}

vel
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FiG. 2.26 — Illustration de la propriété du triangle corde avec un morceau de plan
discret et trois triangles vérifiant cette propriété.

ot dy correspond a la distance en x entre un voxel v(z,y,z) et le plan P, donnée par
dy = |z — &'| pour (z',y,2) sur P. dy et d, sont donnés de la méme maniére.

(a) (b) (c)

F1G. 2.27 —: [lustration du théoréeme de Kim (1984b) : (a) plan discret donné par
I’équation 2.3, (b) enveloppe convexe des vozels et (c) les deux volumes dans le méme
repere.

DEBLED-RENNESSON (1995) a cependant montré un cas négligé par ce théoréme.
Ce contre-exemple correspond a la discrétisation du plan euclidien 5z + 9y — 29z = 0
(voir figure 2.28). Dans ce cas, aucun plan s’appuyant sur une facette de 'enveloppe
convexe de cet ensemble de voxels n’est & une distance inférieure & 1 de tous les
voxels.

DEBLED-RENNESSON (1995) propose donc une reformulation de ce théoréme en
ajoutant une condition pour qu’un ensemble de voxels soit un morceau de plan :

Un ensemble de voxels € est un morceau de plan discret si et seulement si le plan
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(a) (b)

Fia. 2.28 — Cas négligé dans le théoréeme de KiM (1984b) présenté par DEBLED-
RENNESSON (1995) : (a) morceau de plan qui correspond a la discrétisation de bz +
9y — 292 =0 pour 0 < x <6 et 0 <y <7 et (b) enveloppe convexe des points.

P défini par deux arétes de [’enveloppe convexe de E vérifie :

dH(E,P) <1

Si les deux arétes en question appartiennent & la méme face, nous nous ramenons
au théoréme initial de KIM.

Une autre caractérisation des plans discrets a été proposé par VEELAERT (1993,

1994). Celle-ci se base sur une généralisation de la propriété de régularité de HUNG
(1985) en 2D.

Définition 2.8 (Propriété de régularité des plans discrets VEELAERT (1993))
Un ensemble vozels £ est dit régulier (ou even) si et seulement si :

e [a projection de £ sur le plan Oxy est bijective

o pour tout quadruplet (u,v,w,t) de vozels de £ tel que (Viig, vly,) = (tfux,tﬂJy),
nous avons :
vt — tw,| < 1

Ensuite, VEELAERT (1993, 1994) montre que cette propriété de régularité est
nécessaire et suffisante pour caractériser tout morceau de plan discret dont la pro-
jection sur ’axe Ozy est un rectangle. Il montre aussi cette équivalence pour un
ensemble de voxels dont la projection sur Ozy est un rectangle partiellement étendu
ce qui correspond intuitivement & un rectangle auquel on ajouterait une ligne ou une
colonne non compléte (voir figure 2.29).

Pour terminer cette étude sur les différentes caractérisations des plans, nous
présentons ’approche arithmétique. La définition d’un plan discret arithmétique
a été proposée par ANDRES (1993) et se base sur une généralisation en 3D de la
notion de droite discréte arithmétique :
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g

X

F1G. 2.29 —: Rectangle et rectangle partiellement étendu en x de VEELAERT (1994).

Définition 2.9 (Plan discret arithmétique (ANDRES, 1993)) Un ensemble de
vozels € appartient o un plan discret arithmétique de vecteur normal (a,b,c)”, de
borne inférieure p et d’épaisseur w (avec a, b, p et w dans Z, et pged(a,b,c) =
1), si et seulement si tous les vozels (x,y,z) de € vérifient la double inéquation
diophantienne :

p<ar+by+cz<p+w (2.4)

Ce plan discret se note P(a,b,c, p,w).

Comme en 2D, I’épaisseur arithmétique permet de controler la topologie du plan
discret. Ainsi nous pouvons définir :

Définition 2.10 (Plan naif et plan standard) Soit P(a,b,c, u,w) un plan dis-
cret arithmétique. Nous avons :

o siw = max(|al,|bl,|c|), P est alors un plan discret naif, ce plan est 18-connezxe
et il ne posséde pas de trous 6-connere (ANDRES, 1993) (figure 2.30—(a)) ;

o siw=la|+1|b|+|c|, P est alors un plan discret standard (figure 2.30—(b)).

F1G. 2.30 —: (a) plan arithmétique naif P(6,13,17,17) et (b) plan arithmétique stan-
dard P(6,13,17,36) pour 0 < z,y < 10.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons uniquement aux plans naifs. Nous pou-
vons faire le lien entre ce plan discret et celui introduit par KiM basé sur une discré-
tisation GIQ :
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Proposition 2.6 ( DEBLED-RENNESSON (1995); VITTONE (1999)) Soit P un plan
euclidien rationnel d’équation z = —% avec 0 < a < b < cetec#0, nous
avons :

e la discrétisation GIQ de P (équation 2.3) coincide avec le plan naif P(a, b, ¢, p+
(&
[5])

e [a discrétisation OBQ de P coincide avec le plan naif P(a, b, c, 1)

Nous pouvons caractériser, comme pour les droites discrétes arithmétiques, des
éléments importants comme les plans d’appui. Tout d’abord, nous appelons réseau
d’indice k I'ensemble des voxels vérifiant :

ar +by+cz=k

Les voxels vérifiant cette équation sont solutions d’une équation linéaire diophan-
tienne. Il existe donc de nombreuses techniques pour trouver une base de cet en-
semble permettant de générer tous les voxels solutions. Par exemple, REVEILLES
(2001) propose 'utilisation de ’algorithme de BLANKINSHIP (1963).

Dans une représentation du plan par restes, un voxel appartenant au réseau
d’indice k sera associé au reste k. Plus formellement, pour un plan discret P(a, b, ¢, i, w),
la fonction des restes, notée R(a,b,c)(x,y, z) est définie par (voir figure 2.31) :

R(a,b,c)(x,y,z) = ax + by + cz
Proposition 2.7 Le plan discret P(a, b, c, p,w) est :

o ['union des réseauz d’indices k pour k dans [, p + w[

o ['ensemble des voxels de restes compris dans [p, p + w|

23|16| 9 | 2 |52|45(38|31|24]|17

z
6 |56|49(42| 35/ 28(21|14| 7| O
x y

40| 33| 26| 19| 12| 5 | 55| 48| 41|34

17| 10| 3 | 53|46 39| 32 2§ 18 11
34|27| 20| 13| 6 | 56| 49| 42|35| 28

51| 44| 37| 30/ 23|16| 9| 2[52]|45

11| 4|54|47|40(33|26|19|12| 5

28(21|14| 7| 0|50 43|36| 29| 22

45| 38/ 31|24|17|10| 3| 53| 46|39

Fi1a. 2.31 — Morceau de plan discret P(7,17,57,0) et représentation par reste pour
0< a2,y <10.

Comme en 2D, nous appelons plan d’appui supérieur ’ensemble des voxels
du réseau d’indice u, ces voxels vérifient donc :

ar +by +cz=p

Nous appelons aussi plan d’appui inférieur 'ensemble des voxels du réseau
d’indice 4 +w — 1. En d’autres termes, ces voxels vérifient :

ar+by+cz=p+w-—1
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Les voxels du plan d’appui supérieur (resp. plan d’appui inférieur) sont appelés
points d’appui supérieurs (resp. points d’appui inférieurs).

T N——

Fia. 2.32 — Illustration des points d’appui d’un plan discret : plan naif d’équation
P(7,17,57,0) pour 0 <z <15 et 0 <y < 15.

En dimension 2, la notion de périodicité des droites discrétes est assez claire avec
lordre intrinseque des pixels de ces courbes. En 3D, les plans discrets présentent
aussi de telles structures. Dans le cas d’un plan naif, nous avons :

R(a,b,c)(x,y + ke, z + Ae) = R(a, b, ¢)(z,y, 2)

pour k, A dans N.

Le reste des voxels d’un plan discret a donc une structure bi-périodique (DEBLED-
RENNESSON, 1995). Ainsi, de maniére intuitive, si nous regardons le voisinage d’'un
voxel de reste k du plan discret, ce voisinage sera identique pour tout autre voxel de
méme reste.

Plus formellement, les voxels d’un plan naif sont formés par une base de deux
vecteurs 4 et U liés aux parameétres du plan :

Théoréme 2.9 ( DEBLED-RENNESSON (1995)) Une base B du plan P(a,b,c, )
est composée des vecteurs u(ug, Uy, u;) et v(vg, vy, v,) vérifiant :

|C|: Uy Vg
Uy Uy
|b|= Uy Vg
Uy Uy
al=|,"
Uy Uy

- 59 -



Chapitre 2. Droites et Plans discrets

En plus de cette périodicité, nous pouvons caractériser plus précisément la struc-
ture des plans discrets. En effet, si nous considérons toutes les configurations pos-
sibles de voxels dans un voisinage de taille n X m, nous pouvons complétement écrire
la grammaire d’apparition de ces formes géométriques en fonction des paramétres
du plan discret considéré. On parle alors de (n,m) — cubes (DEBLED-RENNESSON,
1995; VITTONE et CHASSERY, 1997; VITTONE, 1999).

Enfin nous terminons notre analyse des plans discrets par la structure des droites
discretes présentes dans ceux-ci (voir figure 2.33). En effet, nous avons la propriété
suivante :

Théoréme 2.10 ( DEBLED-RENNESSON (1995)) Soit P(a,b,c,n) un plan discret
naif, lintersection de celui-ci avec le plan :

e 2 = 29, la projection sur le plan Oxy est la droite discréte épaisse D(a, b,y —
cz0,C) ;

e y = vyo, la projection sur le plan Oxz est la droite discréte naive D(a,c,pu —
byUac) 5

e © = xg, la projection sur le plan Oyz est la droite discréte naive D(b,c,u —
azxp,c).

FiG. 2.33 — Présence de droites discrétes dans des plans naifs : plan discret naif
P(7,17,57,0) et droites naives D(7,57,—102) (A) et D(17,57,—42) (B).
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2.4.2 Reconnaissance et facettisation d’objets discrets

Nous nous intéressons maintenant au probléme de reconnaissance d’un plan discret.
Comme en 2D, nous pouvons distinguer deux classes d’algorithmes. La premiére
permet de tester la coplanarité d’un ensemble de voxels. En d’autres termes, ces al-
gorithmes implémentent un prédicat qui permet de décider si un ensemble de voxels
est un morceau de plan discret ou non. La seconde classe s’intéresse a une caracté-
risation des plans solutions. Ainsi, comme en dimension 2, nous souhaitons obtenir
soit la pré-image du plan discret, c’est-a-dire ’ensemble des plans euclidiens se dis-
crétisant dans I'ensemble de voxels considérés, soit une paramétrisation arithmétique
de celui-ci.

2.4.2.1 Approches de Kim, VEELAERT et DEBLED-RENNESSON

Dans un premier temps, nous présentons ’approche basée sur le théoréme 2.8 de
Kim (1984b). Une implémentation directe de ce théoréme se déroulerait en trois
étapes (KM, 1984b) :

1. vérifier les hypothéses émises par KiMm sur I’ensemble de voxels (projection
bijective sur un des plans d’axe, projection convexe...) ;

2. construire I'enveloppe convexe des voxels ;

3. ¢’il existe une face de I’enveloppe convexe vérifiant le théoréme 2.8, ’ensemble
de voxels est un morceau de plan.

Sous cette forme, cet algorithme n’est pas trés efficace a cause du test exhaustif
des facettes de I’enveloppe convexe. Plus formellement, si nous testons la coplanarité
d’un ensemble de n voxels, cet algorithme est en O(n*).

Une optimisation a cependant été proposée par KiMm et STOJIMENOVIC (1991)
permettant un parcours plus efficace des facettes testées. La complexité de ce dernier
algorithme se rameéne donc & O(n?log(n)).

En énongant la propriété de régularité des plans discrets (définition 2.8), VEE-
LAERT (1994) propose un algorithme de reconnaissance de morceaux de plan discret
rectangulaires ou rectangulaires partiellement étendus. Ainsi, considérant cette pro-
priété de régularité des plans, nous obtenons finalement un algorithme en O(n?) ol
n est le nombre de voxels de I’ensemble reconnu.

En se basant sur la reformulation du théoréme de KiM, DEBLED-RENNESSON
(1995) propose une reconnaissance incrémentale de plan arithmétique. Cette ap-
proche se base sur la construction du polygone d’appui inférieur (resp. supérieur)
d’un plan discret qui correspond a ’enveloppe convexe des points d’appui inférieurs
(resp. supérieurs). L’idée est de construire les vecteurs @ et ' de la base du plan en
considérant les sommets de ces polygones d’appui (voir figure 2.34).

Le principe de cet algorithme est qu’a chaque insertion de point, nous recons-
truisons, si besoin, ces polygones d’appui pour ensuite reconstruire la base du plan
reconnu.  DEBLED-RENNESSON (1995) a montré la complexité de cette approche
pour résoudre tous les cas pathologiques permettant une reconstruction arithmé-
tique. En effet, certains points de cet algorithme se base sur des conjectures dont
certaines ont été récemment résolues par MESMOUDI (2002).

Dans le paragraphe suivant, nous détaillons un peu plus les approches basées
sur une analyse de la pré-image, dans ’espace des paramétres, associée aux plans
discrets.
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Fic. 2.34 —  Illustration des polygones d’appui pour un morceau de plan naif
P(7,17,57,0).

2.4.2.2 Approche basée sur la structure du dual

Considérons un ensemble £ de voxels. Si cet ensemble de voxels forme un plan
discret naif dans le premier 48°™¢ d’espace (i.e. = > y > z > 0), il existe alors
un plan euclidien dont la discrétisation contient €. Plus formellement, il existe un
triplet (v, 3,7) dans [0,1]2 x [0, 1] tel que & soit contenu dans ’ensemble :

P={(z,y,2) €Z®|0<ax+ By +y+2z<1}

Si nous voulons construire 1’ensemble des plans se discrétisant dans ’ensemble
&, nous définissons I'ensemble £ dans I'espace des paramétres défini par (voir figure
2.352) :

£={(a,8,7) €[0,1]* x [0,1[ | V(z,y,2) €€ 0<aw+ Py +7+2<1} (25

Comme en dimension 2, la construction de ce domaine ou simplement le test
d’existence d’une solution se raméne & un probléme classique de programmation
linéaire.

Nous pouvons, par exemple, utiliser I’algorithme de MEGIDDO (1984) (théoréme
2.2) qui nous permet d’avoir un algorithme linéaire en le nombre de points pour tester
la coplanarité d’'un ensemble de voxels. De plus, nous disposons de 'amélioration
de cet algorithme proposée par BUZER (2002) qui nous permet d’avoir un test de
coplanarité incrémental en O(n) ot n est le nombre de voxels dans £ ce qui est
optimal pour le probléme.

2. Merci a Isabelle Sivignon du LIS (Grenoble) pour son aide sur la construction de ces pré-images
avec algorithme de VITTONE (1999).
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(c)

Fi1. 2.35 = (a) Morceau de plan P(1,3,4,0) avec ses points d’appui et (b)-(c) dif-
férentes vues du polyédre des plans euclidiens £ dont la discrétisation contient le
morceau P.
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Si nous souhaitons décrire entiérement le polyédre des solutions, FRANCON
ET AL. (1996) proposent l'utilisation de la réduction de FOURIER-MOTZKIN pour
construire le polyédre £ mais la complexité, trés coiiteuse, de cet algorithme rend
son utilisation trés peu avantageuse pour la reconnaissance de plan.

Afin d’avoir une écriture des sommets du polyédre sous forme de fractions ir-
réductibles, VITTONE (1999) propose une utilisation de ’algorithme de GRABI-
NER (1992). Ainsi, les sommets sont sous la forme (%, %, %) (dans le premier 48°™¢
d’espace) permettant ainsi 'extraction d’une paramétrisation arithmétique naive du

morceau reconnu donnée par P(a, b, c, ).

L’idée est similaire au cas 2D, & chaque insertion d’une contrainte dans le systéme
(c’est-a-dire a chaque ajout de voxel), nous regardons l’ensemble des arétes coupées
par celle-ci. Chaque intersection engendre donc un nouveau sommet du polyédre
solution dont les coordonnées, sous forme de fractions irréductibles, sont calculées
en appliquant I'algorithme de GRABINER (1992) sur les coordonnées des extrémités
de laréte coupée (voir algorithme 3).

L’algorithme initial de VITTONE (1999) est peu efficace a cause du test exhaustif
sur toutes les arétes du polyédre introduisant ainsi une complexité en O(n3log(n)).
Nous pouvons cependant baisser cette borne asymptotique en utilisant des algo-
rithmes optimaux, classiques en géométrie algorithmique ou en programmation li-
néaire, couplés avec l'algorithme de réduction de GRABINER. Ainsi, en utilisant
une extension tridimensionnelle de ’algorithme de PREPARATA et SHAMOS (1985),
et en appliquant la réduction de GRABINER, nous pouvons proposer une borne en
O(nlog?(n)). Nous ne détaillons pas cet algorithme car celui-ci est trés similaire a
I’algorithme 4.

2.4.2.3 Vers une structure compléte du domaine dans 1’espace dual

Lors de ’analyse des droites discrétes dans I’espace dual, des théorémes trés puissants
ont été démontrés permettant de connaitre exactement la structure de la pré-image
dans ’espace des parameétres associée & un segment discret. De plus, cette analyse
nous a permis d’écrire des algorithmes optimaux pour le probléme de la reconnais-
sance de ces objets.

Dans le cas tridimensionnel, des solutions algorithmiques trés efficaces, pour le
test de coplanarité ou la construction du domaine dans le dual, existent en pro-
grammation linéaire (BUZER, 2002; PREPARATA et SHAMOS, 1985). Cependant
trés peu de solutions exploitent pleinement la structure trés particuliére des plans
discrets. Ainsi, de nombreuses questions nous semblent intéressantes : en imposant
une contrainte de connexité de l’ensemble £, peut-on réduire la borne O(nlog(n))
proposée par PREPARATA et SHAMOS 7 Quel est le nombre de faces du polyedre
des solutions ? Est-ce que ce polyédre posséde une structure arithmétique ?

Dans cette analyse, nous montrons que ce polyédre posséde une structure parti-
culiere qu’il serait dommage de ne pas prendre en compte dans les algorithmes de
reconnaissance de plans discrets.

Dans un premier temps, nous montrons qu’il existe deux sommets particuliers du
polyédre qui correspondent aux plans d’appui d’un plan discret :

Proposition 2.8 Etant donné un morceau de plan naif P(a,b,c, ), le polyédre €
des plans euclidiens dans [’espace des paramétres contient deux sommets particuliers :

° (%, %, %) qui correspond au plan d’appui inférieur de P ;
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o (a b “H) qui correspond au plan d’appui supérieur de P.

cre ¢
De plus, nous avons :

e les faces du polyédre adjacentes au point (%, %, %) correspondent aur sommets
du polygone d’appui inférieur ;

=l

a pt1

cl’e! ¢

e les faces du polyédre adjacentes au point ( ) correspondent auz som-

mets du polygone d’appui supérieur.

Preuve : Considérons tout d’abord un morceau connexe de plan discret P(a, b, c, 1)
dans le premier 48°™m¢ d’espace. L’ajout du voxel (x,y,z) correspond a
Pintroduction de deux demi-espaces dans I'espace des paramétres :

Ci: arxr+pPy+vy+2>0
Co: ax+Py+y+2<1

De la méme maniére que l'algorithme de PREPARATA et SHAMOS (1985),
nous traitons indépendamment les contraintes C; et Cy. Concernant les
contraintes Cy, nous souhaitons calculer ’enveloppe inférieure de celles-ci et
sur les contraintes C1, nous considérons 'enveloppe supérieure. Etant donné
que les voxels appartiennent a un plan discret, 'union de ces deux enveloppes
sera non vide et définira exactement le polyédre des plans euclidiens se discréti-
sant dans P, dans I'espace des paramétres. Dans ce qui suit, nous considérons
les contraintes Co sans I'inégalité stricte pour simplifier les explications. Le
polyédre final s’obtiendra en excluant toutes les faces et sommets issus des
contraintes Cs.

Si nous considérons uniquement les contraintes Cy, celles-ci correspondent au
passage dans l'espace dual des points (x,y,z). Les contraintes C corres-
pondent au passage dans le dual des points (z,y,z + 1).

Soit Py, le plan d’appui supérieur associé au morceau de plan P. Par définition
de ce plan, tous les voxels (z,y,z) de P sont sous ce plan (dans le premier
48¢me d’espace). Ainsi, dans I'espace dual, toutes les contraintes Co des points
(z,y,2) contiennent le point Pg,, transformé de Pg,,. De la méme maniére,
toutes les contraintes Cy, dans ’espace dual, associées aux points (z,y,z + 1)
contiennent le point P;;lf correspondant au plan d’appui inférieur Py, ; translaté

de 1 en z.

De plus, si nous considérons les contraintes Cy associées aux points d’appui su-
périeurs, celles-ci passent par le point Py, (par définition des points d’appui,
ceux-ci sont les seuls points de P contenus dans Py, ). Etant donné que chaque
contrainte partitionne I'espace des parametres, le point Py, est donc un som-
met du polyédre final associé au morceau de plan P. De plus les faces adjacentes
correspondent a des points d’appui supérieurs de P. De méme, le point i’;lf
est un sommet du polyédre final associé au morceau de plan P et les faces

adjacentes a ce point correspondent a des points d’appui inférieurs P.

Nous pouvons affiner encore notre analyse en ne considérant que les points
d’appui sommets des polygones d’appui. En effet, un voxel v(vy,vy,v,) inté-
rieur au polygone d’appui supérieur engendre une face adjacente a Py, dont
la normale est donnée par (vs,vy,v,)". Ce vecteur normal est orthogonal a la

face et sa direction est contraire a celle de I'inégalité.
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Si nous notons {e'};—1 n les sommets du polygone d’appui supérieur et si v
est intérieur a ce polygone, nous avons :

N
v = X:wleZ

i=1
avec {w'};—,. N dans R3 et w} >0pourl<i<Netl<j<3.
En d’autres termes, la normale du plan engendré par v est un barycentre a
poids positifs, notés w;-, des normales issues des sommets du polygone d’appui
supérieur. Ainsi, la contrainte issue de v ne crée donc pas de face au polyédre
(voir figure 2.36).

Un raisonnement similaire permet de montrer que seuls les sommets du poly-
gone d’appui inférieur engendrent des facettes adjacentes a P}, f

v

,ﬁg 84

FiG. 2.36 — [llustration de la contrainte engendrée par un point d’appui v contenu
dans le polygone d’appui de sommets notés {e'}i—1. 4.

|

Nous connaissons maintenant certaines propriétés de la géométrie du polyeédre :
nous avons deux sommets particuliers ayant la méme abscisse et la méme ordonnée
avec une hauteur en vy qui ne différent que de % et qui correspondent aux plans d’appui
du morceau de plan discret. De plus, nous connaissons exactement la géométrie des
faces adjacentes a ces sommets. D’une maniére informelle, la figure 2.37 illustre
notre connaissance actuelle du polyeédre : nous connaissons deux sommets et les
faces adjacentes a ceux-ci. Par contre, nous ne connaissons pas encore ce qu’il se
passe a 'intersection de ces cones.

Avant de continuer, nous pouvons encore affiner notre analyse actuelle en dénom-
brant les facettes adjacentes aux sommets Py, ou P .. Nous avons montré que ce
nombre est égal au nombre de sommets de ’enveloppe convexe des points d’appui.
Or, ces points d’appui ont une structure arithmétique particuliére puisqu’ils appar-
tiennent & un réseau défini par deux vecteurs solutions d’une équation diophantienne

ar + by +cz =r.

Considérons un réseau donné par (voir figure 2.38) :

<z,{%}> pour 0<i7<b

REVEILLES et YAACOUB (1995) ont montré que le calcul de I'enveloppe convexe

d’un tel réseau est lié au développement en fraction continue de 7. Ils ont ensuite
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(a) (b) (c)

o

Fi1G. 2.37 - Illustration du polyédre avec la notion de double-cone : (a) illustration
schématique du double-come et (b)-(c) le polyedre dans l'espace dual du morceau de
plan P(1,3,4,0) (voir figure 2.35), les fléches indiquent respectivement les sommets
Péy et Py

SU,

Fic. 238 - Enveloppe  convexe du réseau engendré par la  suite
{(i,{%}) avec 0 <i < b} pour a =5 et b=17.
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proposé un algorithme, dont la complexité est en O(log(a)), permettant de construire
une telle enveloppe convexe dont le nombre de sommets est aussi borné par O(log(a)).

Ce cas de figure est idéal dans le sens ou nous n’avons qu’une seule période du
réseau. Cependant, en considérant un morceau de plan quelconque, cette théorie de-
vrait nous permettre de borner ce nombre de faces avec des bornes assez intéressantes
par rapport au nombre de voxels. D’une maniére générale, nous pouvons utiliser la
borne de ACKETA et ZUNIC (1995) sur le nombre maximal d’arétes d’un polygone
discret convexe dans une grille n x n qui est en O(n?/3) (voir paragraphe 3.3.5).

Si nous revenons maintenant a notre analyse du polyedre, nous pouvons prouver
le théoréme suivant :

Théoréme 2.11 Etant donné un morceau de plan discret P dans le premier 48°™¢
d’espace dont les vozels se projettent, sur le plan Ozy, a l'intérieur des projections
des polygones d’appui. Le polyédre £ dans l'espace des paramétres est evactement
Vintersection des deux cones issus de Pg,, et Py ..

Preuve : Considérons un voxel v dont la contrainte Cy associée a v, notée Ca(v),
ne passe pas par Py, (v n’est donc pas un point d’appui). Supposons que la
contrainte Cy(v) engendre une nouvelle face au polyédre, en d’autres termes,
supposons que Cy(v) appartient a ’enveloppe inférieure des contraintes Cy
(voir figure 2.39-(a) pour une illustration en 2D).

La contrainte Cy(v) coupe la droite paralléle a 'axe y passant par Pg,,, au point
p. Sur cette droite, p est nécessairement au-dessus de Py, sinon ce dernier ne

serait pas sommet du polyédre (voir figure 2.39—(b)).

La projection verticale du voxel v sur le plan P,, dans l’espace primal cor-
respond dans I'espace dual a une translation de la contrainte Cy(v) de vec-

teur pPy,,. Si Cy(v) fait partie de I'enveloppe inférieure des contraintes, la
—
contrainte issue de la translation de vecteur pP},  est aussi dans I'enveloppe

sup
inférieure des contraintes (figure 2.39-(c)).

(@) ®) (©)

FiGg. 2.39 — lllustration dans le cas 2D de la preuve du théoréme 2.11 : (a) la
contrainte Cz(v) ne passe pas par Py, mais engendre une face du polyédre, (b) et

(c) translation de la contrainte du vecteur pPyg,,.

Si v se projette verticalement sur Ps,, a l'intérieur du polygone d’appui, la
normale associée a la contrainte Co(v) est un barycentre a poids positifs des
normales associées aux sommets du polygone d’appui (nous rappelons que le
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vecteur normal est orthogonal & la face et sa direction est contmire_éz> celle de
I'inégalité). Cela implique que la contrainte C3(v) translatée de pPsy,, ne fait
pas partie de 'enveloppe inférieure des contraintes et donc la contrainte Cy(v)
n’engendre pas de face supplémentaire au polyédre.

Finalement, une condition nécessaire pour que les contraintes Cy associées a
un morceau de plan P n’engendrent pas de faces au polyédre, est que les voxels
associés se projettent sur le plan Oxy dans la projection du polygone d’appui
supérieur.

En utilisant le méme raisonnement pour les contraintes C, si le morceau de
plan P dans le premier 48°™¢ d’espace est tel que ses voxels se projettent sur le
plan Ozy, a lintérieur des projections des polygones d’appui (voir figure 2.40),
alors le polyédre des solutions est exactement I'union des deux cénes issus des
points Pg, et P ;.

Fi1G. 2.40 — Condition nécessaire pour que le polyédre des solutions dans [’espace des
parameétres soit un double-cone : chaque vozel doit se projeter sur le plan Oxy, dans
les projections des polygones d’appusi.

|

Grace a ce théoréme, nous pouvons calculer le nombre de facettes du polyédre

&

Corollaire 2.1 Soit £ le polyédre dans l'espace des paramétres associé ¢ un morceau
de plan P vérifiant les hypothéses du théoréme 2.11. Le nombre de faces de ce polyédre
est le nombre de sommets des deux polygones d’appui de P.

Remarquons que dans les hypothéses du théoréme, les voxels de P n’ont aucune
autre contrainte que celle de la projection dans les polygones d’appui. P peut donc
étre déconnecté ou avoir des trous, la forme du domaine est identique.

Dans les analyses expérimentales que nous avons effectuées, tous les polyédres
£ avaient cette structure en double-cone, méme dans les cas oil les hypothéses du
théoréme n’étaient pas vérifiées. Ceci nous permet d’énoncer la conjecture dans
laquelle la seule contrainte sur P est qu’il soit connexe :

Conjecture 2.1 Soit P(a,b,c,pn) un morceau de plan conneze, le polyédre dans
Despace des parameétres associé a P a la forme du double-cone, c’est-a-dire :

a b M+1>.
)

e i existe deux sommets caractéristiques de coordonnées (%, IE’, %) et (E’ o
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F1G. 2.41 — Facettisation basée sur l’enveloppe convere 3D (a) et sur un algorithme
de type Marching-Cubes (b).

e les faces du polyédre correspondent uniquement auz sommets des polygones
d’appui de P.

Dans le paragraphe suivant, nous nous intéressons a une application classique de
ces algorithmes de reconnaissance de plan qui consiste en la facettisation d’un objet
discret.

2.4.2.4 Facettisation d’objets discrets

Dans de nombreuses applications, la manipulation ou simplement la visualisation
d’objets discrets 3D est assez cotliteuse en temps. Ainsi, la facettisation ou polyédri-
sation de ces objets discrets apparait comme outil primordial.

L’objectif est de constuire une approximation polyédrique du volume discret avec
les contraintes suivantes : les sommets du polyédre doiwvent étre des points discrets
et approximation doit étre réversible. En d’autres termes, cette facettisation ne
doit perdre aucune information et le volume discret doit pouvoir étre reconstruit
entiérement a partir de celle-ci.

Dans le cas d’objets 2D, les algorithmes de segmentation en droite discréte offrent
une solution treés efficace a ce probléme. Dans le cas tridimensionnel, les choses sont
plus complexes comme nous le verrons.

Tout d’abord, nous présentons deux techniques de facettisation réversibles que
I’on peut qualifier de naives. La premiére n’est valide que pour les volumes discrets
convexes (qui sont la discrétisation d’objets euclidiens convexes) et consiste en un
calcul de l'enveloppe convexe 3D (voir figure 2.41-(a)). La facettisation s’obtient
en utilisant un algorithme classique en géométrie algorithmique dont il existe de
nombreuses implémentations trés optimisées (outil ghull?® par exemple). Cet poly-
édrisation n’est bien évidemment réversible que dans le cas d’objets convexes.

3. http://www.geom.umn.edu/software/qhull
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Une seconde approche naive se base sur les algorithmes de type Marching-Cubes
(LORENSEN et CLINE, 1987; KENMOCHI ET AL., 1996). Dans ce cas, la facettisation
s’effectue a I’aide une table de correspondance entre configurations 2 x 2 X 2 de voxels
et les ensembles de facettes associés a ces configurations (voir figure 2.41-(b)). Ainsi,
en parcourant la surface discréte, chaque configuration de voxel est remplacée par
un morceau de surface triangulée. Bien évidemment, la table de correspondance est
construite de maniére & garantir un certain nombre de propriétés topologiques sur
cette surface (LACHAUD, 1996).

Par construction de la table de correspondance, ce processus est bien évidemment
réversible mais le nombre de facettes peut étre trés important méme pour des objets
simples comme des plans discrets. Dans un objectif de visualisation, des techniques
de simplification ou de décimation de surfaces sont alors nécessaires (voir par exemple
COEURJOLLY ET AL. 1999). Une fois encore, des implémentations trés efficaces
existent en séquentiel ou sur machines paralleles (MIGUET et Nicop, 1997). En
plus de leur simplicité, ces deux approches ont un avantage trés important : la
facettisation est unique.

En utilisant des objets classiques de la géométrie discréte, il est tout a fait normal
de considérer une facettisation basée sur la notion de plan discret. Ainsi, un tel
algorithme de facettisation doit contenir les caractéristiques suivantes :

e un algorithme de reconnaissance de plan discret ;
e un processus de placement de germes de maniére parallélle ou incrémentale ;

e 3 partir d’un germe, un processus d’ajout de voxels adjacents afin de construire
les morceaux de plans discrets.

Une des premiéres approches fut proposée par BORIANNE et FRANGON (1994)
mais le processus de reconnaissance de plan se basait sur une analyse au moindre
carré ce qui rendait le processus non discret.

Par la suite, DEBLED-RENNESSON (1995) propose une approche basée sur son
algorithme de reconnaissance de plans discrets naifs mais uniquement pour des objets
symétriques par rapport & un 48°™¢ d’espace. La polyédrisation se fait incrémentale-
ment, ¢’est-a-dire qu'un premier germe est choisi sur la surface et a partir de celui-ci,
un morceau de plan discret maximal est calculé. Une fois la reconnaissance terminée,
un autre germe est choisi sur la surface (adjacent au morceau de plan reconnu) et le
processus continue tant que tous les voxels n’ont pas été visités. Le parcours utilisé
se fait ligne par ligne pour un y fixé.

Par la suite, FRANGON et PAPIER (1999); PAPIER (1999) proposent un algo-
rithme séquentiel basé sur une reconnaissance de plan par ’algorithme de FOURIER-
MOTZKIN adapté aux plans discrets (FRANCON ET AL., 1996). Etant donné un
germe choisi sur la surface, le mode de parcours est une propagation topologique (i.e.
basée sur la relation d’adjacence des surfels) autour de celui-ci. En d’autres termes,
un parcours en largeur du graphe d’adjacence des éléments de surface (surfels) est
calculé avec un test d’appartenance au plan discret & chaque visite de surfel. Ce
processus de propagation se termine soit quand il ne reste plus de surfels & visiter,
soit quand la reconnaissance de plan échoue, soit enfin quand le bord du morceau de
plan en cours de reconnaissance n’est plus un disque topologique.

Récemment, SIVIGNON (2001) a proposé une facettisation basée sur 1’algorithme
de reconnaissance de VITTONE (1999). Le processus global est lui aussi séquentiel
mais l'utilisation d'un étiquetage par tricube permet de réduire le nombre de faces
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générées par rapport & 'approche de PAPIER. De plus, l'algorithme de reconnais-
sance étant bien plus efficace que la réduction de FOURIER-MOTZKIN, le cotit global
de cet algorithme est moindre.

Enfin, méme si cette approche ne se base pas sur la notion de plan discret, nous
pouvons citer I'algorithme de polyédrisation de BURGUET et MALGOUYRES (2000)
qui consiste en une approche paralléle pour la construction des faces : dans un
premier temps, des germes sont distribués sur la surface en fonction de sa courbure,
les faces sont calculées en étiquetant les surfels par une propagation topologique
autour de chaque germe. Dans ce cas, la facettisation n’est pas réversible étant
donné qu’il n’y a aucune prise en compte de la géométrie lors de la construction des
faces.

Comme nous pouvons le voir dans cette bibliographie, de nombreuses approches
existent en fonction des choix d’initialisation des germes ou de processus de propa-
gation. Nous pouvons cependant nous interroger sur le probléme suivant : Comment
évaluer une facettisation ¢ Dans un premier temps, si nous ne considérons pas la
complexité des algorithmes, nous pouvons dire qu’un polyédre est optimal s’il pos-
séde un nombre minimal de sommets. Par la suite, nous pourrons ajouter d’autres
critéres comme [’aspect des facettes : on dit que I'aspect des facettes d’une triangula-
tion est bon si les triangles sont aussi proches que possible de triangles équilatéraux
et ne sont pas dégénérés.

Considérons donc le probléme du nombre minimal de sommets. Lors d’un travail
récent avec ISABELLE SIVIGNON du LIS-Grenoble, nous nous sommes interrogés
sur la construction d’une représentation polyédrale d’un volume discret a partir du
résultat d’une facettisation quelconque. Ainsi, nous considérons le contexte général
suivant : soit F(v) un étiquetage de chaque voxel v avec une liste d’indices de
plans discrets auxquels il appartient. A partir de cette information, nous voulons
construire une graphe représentant la topologie du polyédre final. En d’autres termes,
le plongement dans Z? des sommets de ce graphe sont les sommets de la facettisation,
les arétes du graphe seront les arétes du polyédre et des cycles non réductibles, les
faces.

Pour une description plus détaillée de cette étude, le lecteur pourra se référer
a l'article STVIGNON et COEURJOLLY (2002). Briévement, pour obtenir une repré-
sentation polyédrale minimale en nombre de sommets & partir de E(v), nous com-
mencons par construire un graphe d’adjacence dont les sommets sont des triplets
(1,7, k) d’indices de plan discret tels qu’il existe un pointel voisin immédiat de voxels
étiquetés par i, j et k. Une aréte existe entre deux sommets (i, 7, k) et (i, 5", k") 8’il
existe deux indices en commun.

Pour obtenir le graphe de sommets minimaux, il nous faut réduire le graphe
précédent a l'aide de deux processus de contraction : le premier consiste en une
réduction des cliques de ce graphe (voir WEST 2001 pour une introduction sur les
graphes). En effet, ces cliques correspondent & des intersections de plans discrets.
Ainsi, en utilisant un algorithme de calcul d’une couverture d’un graphe en nombre
minimal de cliques (probléme du Minimum clique covering), nous construisons un
nouveau graphe ot les sommets sont ces cliques et nous plagons une aréte entre deux
sommets si les deux cliques correspondantes partagent un sommet.

Ensuite, nous montrons dans SIVIGNON et COEURJOLLY (2002) qu’une seconde
contraction est nécessaire. Celle-ci se base sur la construction d’un nouveau graphe
dans lequel les sommets sont des cycles dans le graphe précédent. Une fois encore,
pour extraire un nombre minimal de sommets, nous utilisons un processus de calcul
de couverture en nombre minimal de cycles.
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Finalement, nous obtenons un graphe qui correspond exactement & la représen-
tation polyédrique de notre objet 3D avec un nombre minimal de sommets.

Bien évidement, ce travail est avant tout théorique puisque les deux algorithmes
d’extraction de cliques ou de cycles sont NP-complets (THOMASSEN, 1997; WEST,
2001). Tl existe cependant des approximations polynomiales (HOCHBAUM, 1997)
proches de 'optimal.

2.5 Statistique pour la reconnaissance de droites et plans
discrets

Dans cette partie, nous revenons sur le probléme de reconnaissance de droite et de
plan discret du point de vue statistique. L’objectif ici est de mettre en place un
test statistique nous permettant de reconnaitre un morceau de plan discret ou un
segment discret. Bien évidement, pour ce dernier probléme en 2D, nous avons pré-
senté des algorithmes optimaux pour la reconnaissance de droite de maniére exacte.
Cependant, nous avons aussi illustré les difficultés pour obtenir un algorithme de
reconnaissance de plan discret vraiment efficace.

Considérons le code de FREEMAN (voir figure 2.3) associé a la droite discréte
naive D(a,b, ). Dans le premier octant, ce codage contient les codes 0" et "1” tels
que les 1" se trouvent isolés (voir détails dans le paragraphe 2.2).

Dans une approche probabiliste, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.9 Considérons le processus qui consiste a choisir aléatoirement un
code, sur le mot correspondant a la droite infinie D(a,b, ) dans le premier octant.
La probabilité d’obtenir le code "1" est de 3, la probabilit¢ d’obtenir le code "0" est
de 1—%.

b

Cette proposition se prouve directement par construction des droites discrétes.

La figure 2.42 illustre ce processus sur une droite de pente i : en abscisse

nous avons les tirages successifs d’un code du codage et en ordonnée les fréquences
d’apparition des codes "0” et ”1”. Nous remarquons donc que les courbes convergent
vers les valeurs i et %.

Plus formellement, le processus décrit ci-dessus suit une loi de BERNOULLI de
paramétre p = 7 qui correspond a un pile ou face avec une probabilité de p pour
I'une des deux valeurs.

Sur le plan théorique, nous avons des résultats de convergence d’une telle esti-
mation de la loi. En effet, si nous notons p le paramétre de la loi de BERNOUILLI et
p le parameétre empirique estimé sur les observations (celles-ci doivent étre indépen-
dantes), nous savons que les observations de p suivent une loi binomiale de parameétre
n et p (n représente le nombre d’observations analysées). De plus, la variance de
cette loi binomiale est p(1 — p)/n, ceci signifie que ’estimation converge vers p (au
sens de la moyenne quadratique) quand n tend vers U'infini. Finalement, en utilisant
le théoréme central limite, nous avons que v/n(p — p)/+/p(1 — p) converge en loi vers
une loi normale N(0,1). Ainsi, par abus de langage on dit que ’estimation de p par
p converge vers 0 en 1/y/n.

Si nous modifions notre processus en prenant les codes en abscisse croissante, la
géométrie des droites discrétes nous permet d’avoir une vitesse de convergence trés
rapide vers les valeurs qui correspondent effectivement a la pente de la droite (voir
figure 2.43). Le passage d’'un segment & un autre correspond & un changement du
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Fic. 2.42 — Liens entre droite discrete et loi de BERNOULLI : en ordonnée se

trouvent les fréquences d’apparition des codes "0" (courbe A) et "1" (courbe B) lors
d’un tirage aléatoire d’un code dans le mot infini issu de la droite naive D(1,4,0).
L’abscisse correspond auz tirages successifs.

paramétre p de la loi de BERNOULLI. C’est ce changement de loi que nous souhaitons
détecter.
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Fi1G. 2.43 — Fréquences d’apparition des codes quand ceuz-ci sont analysés en abscisse
croissante.

En se basant sur cette analyse, tout test statistique nous permettant de mesurer
I’adéquation des codes du codage de FREEMAN & une loi de BERNOULLI nous permet
de mettre en place un algorithme de reconnaissance de droite discréte. Encore une
fois, le cas 2D n’a que peu d’intéret mais continuons I'analyse.

Une facon trés simple de vérifier si un ensemble d’observations vérifie une loi
repose sur le principe suivant : on coupe I’ensemble en deux, on estime les parameétres
de la loi de BERNOULLI sur chacun des ensembles et ensuite on mesure la distance
entre les deux estimations. De nombreuses autres approches sont possibles mais cette
derniére nous permet une interprétation géométrique tres simple.

Dans un premier temps, regardons ce qui se passe si nous calculons les fréquences
sur une courbe discréte formée de quatre segments de droites (figure 2.44). Sur
cet exemple, nous pouvons distinguer trés nettement les changements de segments
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discrets.
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FiG. 2.44 — Fréquences d’apparition des codes quand ceuz-ci sont analysés suivant

une abscisse croissante sur une courbe discréte formée de j segments de droite de
: 11 1 42

100 pizels et de pente 7, 5, 7 €t 5.

Considérons le processus suivant : & partir d’'un code M du codage de FREEMAN,
nous allons maintenir deux fréquences G et D des codes respectivement & gauche
et a droite de M. Ainsi, a chaque étape, nous mettons a jour G avec 'ajout du
premier code non visité & gauche de M. De la méme facon, nous mettons a jour
les fréquences de D avec le premier code a droite de M non visité. Les ensembles
G et D nous servent de test d’adéquation a la loi de BERNOULLI de I’ensemble des
codes visités (de parametres respectifs pg et pp). Ainsi, nous pouvons nous intéresser
a une distance entre les deux estimations afin de construire notre test statistique.
D’un point de vue géométrique, ’ensemble G (resp. D) nous permet d’estimer les
parametres de la tangente & gauche en M (resp. a droite en M) ; 1 distance entre les
mesures correspondrait & un test d’écart angulaire entre ces tangentes.

Dans ce qui suit, nous avons choisi la distance euclidienne entre les estima-
tions mais de nombreuses autres métriques peuvent étre utilisées. Ainsi, notre test
d’adéquation est donné par la mesure d’erreur :

€ = |pg — pp|

La figure 2.45 illustre cette mesure sur un exemple. Dans un premier temps,
Ierreur € décroit, ce qui nous permet d’avoir une bonne estimation des paramétres
de la tangente discréte en M (voir paragraphe 5.3). Par la suite, une fois que les
codes analysés sont issus d’autres loi de BERNOULLI, ’erreur croit. Le changement
de loi est facilement détectable sur cet exemple puisque le long segment centré en
M nous permet de bien estimer la tangente avant de changer de loi. Ainsi, si nous
réduisons la taille du segment central (voir figure 2.46-(a) pour une taille de 25 pixels)
le changement est toujours détectable mais moins précisément.

Bien évidemment, les lois associées aux segments adjacents a celui contenant M
influent aussi sur la détection de la rupture. Ainsi, un cas pathologique pour cette
méthode est illustré dans la figure 2.46-(b). Dans ce cas, les segments adjacents & M
ont la méme loi et donc si M est situé exactement au milieu du segment central, la
disymmeétrie entre les ensembles G et D n’est plus perceptible. Une idée simple qui
pourrait résoudre ce probléme consiste en 'utilisation d’un troisiéme ensemble A qui
serait un échantillonnage aléatoire des ensembles G et D.
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Fia. 2.45 — Test d’adéquation a une loi de BERNOULLI pour la reconnaissance de
droite : les courbes A et B indiquent les estimations pg et pp sur une courbe composée
de 200 pizels, la courbe C correspond a la mesure d’adéquation €. Les 50 premiers
sont issus de la droite de pente %, les 100 suivants de la droite de pente i et les 50
derniers de la droite de pente % Le point M correspond au pizel d’abscisse 105.
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Fi1G. 2.46 — Illustration du test statistique : (a) exemple ot le segment central est
plus petit (25 pizels avec les mémes parametres) que dans la figure 2.45, (b) cas
pathologique ot les segments a l’extrémité ont la méme loi et ot M est au milieu du
segment central ; (c) illustration géométrique de ce cas pathologique.
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Dans le cas tridimensionnel, nous avons le méme type de propriété : soit un plan
discret naif P(a, b, c, 1) dans le premier 48°™¢ d’espace (i.e. 0 < a < b < ¢). Etant
donnée la classification des surfels de la figure 2.47, nous avons :

Proposition 2.10 Considérons le processus qui consiste a choisir aléatoirement, sur
ce plan infini, un surfel. La probabilité d’obtenir un surfel de type 3 est de %, la
probabilité d’obtenir un surfel de type 2 est de ¢ et la probabilité d’obtenir un surfel
detype]estdel—%—Q

c

Typel

Type2

—— = Type3

Fia. 2.47 — Morceau de plan discret P(7,17,57,0) et classification des différents
surfels.

La preuve de cette proposition est directe par décomposition du plan discret en
droites discrétes.

Dans ce cas, on ne parle plus de loi de BERNOULLI mais de loi empirique de
parametres (p; = %,pg = 2). De la méme maniére que pour le cas 2D, un test
d’adéquation & une loi empirique des types de surfels correspond & une reconnaissance
statistique de plan discret. Etant donnés la complexité et le cotit des algorithmes
de reconnaissance classiques de plan discret, I’enjeu pour le cas 3D est important.
Par exemple, si nous voulons estimer la normale en un point d’une surface discréte,
une approche consisterait en le calcul du plan discret tangent, c’est-a-dire du plan
discret le plus grand qu’il est possible de reconnaitre centré au point considéré.
Dans ce cas, si nous voulons la normale en tout surfel de la surface, 'utilisation des
algorithmes classiques de reconnaissance entraine un cott prohibitif. Pour cela, avoir

un estimateur statistique de plan tangent serait trés intéressant.

De méme qu’en 2D, nous pouvons imaginer un test qui consiste & découper les
observations en deux ensembles, & estimer les lois séparément et ensuite & évaluer
I’adéquation en comparant les résultats. Pour cela, la figure 2.48 présente deux
approches possibles.
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Fic. 2.48 —: Quelques pistes pour la création d’un test d’adéquation a la loi empi-
rique : la premiére se base sur une décomposition en deuzr disques géodésiques de
taille croissante, la seconde sur une décomposition en quadrant surfacique.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différentes approches pour la synthése et la
reconnaissance d’objets géométriques simples que sont les droites et plans discrets.
Non seulement 1’étude de ces objets présente un intérét théorique trés important,
mais en plus, nous verrons par la suite qu’ils sont essentiels pour I'analyse de forme
ou l'estimation de nombreuses mesures euclidiennes comme la longueur, ’aire ou
encore les normales ou I’estimation de courbure.

Dans le dernier paragraphe, nous avons présenté une approche nouvelle du pro-
bléme de reconnaissance de droites et de plans discrets basée sur une analyse statis-
tique de ces objets. Cette alternative statistique a la géométrie nécessite maintenant
d’étre utilisée dans des applications réelles.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cercle discret. L’objectif est non seulement
d’analyser et de reconnaitre un nouvel objet mais aussi d’offrir la possibilité d’estimer
la courbure en un point d’une courbe discréte par I'utilisation de cercles osculateurs
comme nous le verrons dans le chapitre 5.

Nous commencons notre analyse par les algorithmes classiques de tracé de cercles
sur la grille discréte. Ensuite, nous nous intéressons aux différents algorithmes de
reconnaissance de cercles discrets et proposons un algorithme incrémental et simple &
implémenter pour la segmentation d’une courbe discréte en arcs de cercle (COEUR-
JOLLY ET AL., 2001c).

3.2 Synthése et analyse du cercle discret

Comme pour la droite, une approche naturelle pour définir un cercle discret consiste
a superposer un cercle réel sur une grille discréte et ensuite & choisir, en utilisant un
processus de discrétisation donné, 'ensemble des pixels concernés par ce cercle. Le
choix du processus de discrétisation se fait de facon & approximer au mieuz le cercle
euclidien.

Par exemple, NAKAMURA et AIZAWA (1984) considérent une discrétisation aw
plus proche de type GIQ (figure 3.1-(b)) ou Kim (1984a) une discrétisation OBQ du
cercle euclidien (figure 3.1-(c)).
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F1G. 3.1 —: Discrétisation de cercles euclidiens : (a) cercle euclidien superposé sur une
grille discréte, (b) discrétisation GIQ) de NAKAMURA et AIZAWA et (¢) discrétisation
de KiMm.

Dans une approche similaire au tracé de droite, BRESENHAM (1977) a pro-
posé une définition de cercle discret et un algorithme de tracé trés simple. Celui-ci
s’effectue dans le second octant (i.e. y > x > 0), les autres octants étant obtenus
par symétrie, et commence par le pixel (0, R) pour un cercle de rayon R. En tragant
le cercle en x croissant, nous avons a chaque étape le choix entre deux pixels : le
pixel (z + 1,y) ou le pixel (z + 1,y — 1). Ce choix se fait en calculant la distance
minimale au cercle euclidien (voir algorithme 11).

Tous les cercles discrets présentés ci-dessus correspondent & des approximations
du cercle réel. Cependant, la famille des cercles concentriques a partir du point (0, 0)
peut présenter des trous ou des chevauchements. Ces propriétés peuvent s’avérer
essentielles pour certaines applications (TOUGNE, 1997).
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Algorithme 11 Tracé de cercle de BRESENHAM (1977)

TRACE_BRESENHAM(R)
Lzrz=0y=r
2: d= 5/4 — R
3: AFFICHE _PIXEL(z,vy)
4: tant que y > z faire
si d < 0 alors
d+=2x + 3
sinon
d+=2z — 2y +5
y-=
10:  fin du si
11:  AFFICHE _PIXEL(z,y)
12: T+=1
13: fin du tant que

Une classe de cercles vérifiant ces propriétés a cependant été proposée par AN-
DRES (1994); ANDRES (1994). Ces cercles sont appelés cercles arithmétiques et sont
deéfinis par ’ensemble des points (z,y) de la grille vérifiant (voir figure 3.2) :

() simnreionr< (1)

avec R, g,y € Z.

[ +—F—F—

FiG. 3.2 —: Cercle arithmétique de rayon 8.

Par la suite, ANDRES et JACOB (1997) ont proposé une extension de cette défi-
nition pour les hypersphéres analytiques discrétes. Ces hypersphéres pavent 1’espace
et se caractérisent par des coordonnées des centres, des rayons et des épaisseurs non
entiers.

Nous terminons notre introduction par le cercle de PITTEWAY (1974) ainsi que
des cercles dérivés. Considérons les intersections d’un cercle réel de rayon R avec la
grille discreéte donnée par le systéme :

22 442 = R?

r=R-k
-R<k<R
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Dans le premier octant, nous obtenons le systéme suivant :
y = V2kx + k2

r=R-k
1<kE<R

Nous définissons le champ de paraboles discrétes H; comme étant une discréti-
sation du champ de paraboles réelles y = v2kxz + k2. Ainsi, si nous considérons les

Y= [\/Qkx + k2] , nous définissons le cercle PITTEWAY (1974). De la méme maniére,

nous pouvons définir les cercles planchers et plafonds en considérant respectivement
les paraboles y = [\/2/933 + k2J et y = [\/Qkx + k2-| (voir TOUGNE 1997).

Le tracé de tels cercles se fait dans le premier octant et consiste en une succession
de pans verticaux guidés par les paraboles discrétes (voir figure 3.3 et algorithme 12).

y

FiG. 3.3 = Exemple de construction d’un cercle de Pitteway plancher de rayon 20.

Algorithme 12 Tracé de cercle de PITTEWAY (1974)
TRACE _PITTEWAY(R)
Lz=r,y=0
2: k=1
3: tant que y < z faire
4:  tant que y < [\/2]933 + kZ} — 1 faire
5 AFFICHER_PIXEL(z,y)
6 y+=1
7:  fin du tant que
8
9

AFFICHER_ PIXEL(z, y)

siy= [\/m] alors

10: AFFICHER _PIXEL(z — 1,)
11:  fin du si

12: k+=1

13: rz-=1

14: y+=1

15: fin du tant que

En se basant sur cette analyse des paraboles discrétes, TOUGNE (1997) montre
qu’il est possible de générer de tels cercles sur automates cellulaires et que les cercles
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de BRESENHAM et les cercles arithmétiques peuvent se construire sur le méme prin-
cipe. Plus précisément, le faisceau des paraboles associé aux cercles arithmétiques
est donné par :

[\/ac(l T2k k% 4 1/4]
R_
k<

o8 <
IA

k
R
3.3 Reconnaissance et segmentation

3.3.1 Etat de ’art

Des les premiéres applications de reconnaissance de formes, les estimations de cir-
cularité ou de compacité se sont avérées étre des mesures importantes. Du point de
vue de la géométrie discréte, les premiers travaux sur la reconnaissance de cercles ou
de disques discrets sont apparus dés le début des années 80.

D’une maniére générale, on dira qu'un ensemble de pixels appartient a un cercle
discret s’il existe, étant donné un processus de discrétisation, un cercle réel dont la
discrétisation contient I’ensemble des pixels.

Comme pour les droites, deux problémes distincts existent :

e le premier consiste en un test de circularité, nous testons juste I'existence d’un
cercle réel solution ;

e le second consiste en une reconnaissance du cercle, c’est-a-dire au calcul de
I’ensemble des cercles réels solutions. Nous définissons ainsi ce que I'on appel-
lera la pré-image de ’ensemble de pixels.

Dans un premier temps, NAKAMURA et AIZAWA (1984) ont proposé un algo-
rithme de test de circularité basé sur leur définition de cercle discret. Les algorithmes
proposés ont cependant une complexité exponentielle au pire cas (les auteurs donnent
quelques pistes pour rendre les algorithmes polynomiaux dans la conclusion).

La méme année, KiMm (1984a) a proposé un algorithme permettant de décider
si un ensemble de pixels contenus dans une image N X N est un disque discret.
Cet algorithme initial a une complexité en O(N?) mais KIM et ANDERSON (1984)
optimisent ce calcul pour obtenir une complexité en O(N?).

Par la suite, F1sk (1986) propose une reconnaissance de cercles discrets basée
sur le principe de séparation de points par des cercles sur lequel nous reviendrons
ultérieurement. Cet algorithme a une complexité en O(n?) ot cette fois n représente
le nombre de pixels de la courbe discréte.

Pour le probléeme du test de circularité, SAUER (1993) propose un algorithme
trés complexe dont le cott est linéaire (i.e. O(n)) en le nombre de pixels de la
courbe discréte. Cet algorithme se raméne & un probléme de couverture par un
cercle minimal dont la complexité linéaire a été montrée par MEGIDDO (1983).
Cette approche n’est cependant pas adaptée au cas de morceaux de cercle.

DAMASCHKE (1995) montre une réécriture du probléme du test de circularité en
un systéme d’inéquations linéaires de dimension 3. Ainsi, en utilisant le théoréme de
MEGIDDO (1984) (voir théoréme 2.2), il obtient un algorithme en temps linéaire.

WORRING et SMEULDERS (1995) proposent une estimation de circularité basée
sur une construction de la pré-image de courbes de taille fixe. Plus précisément, ils
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proposent un calcul de I’ensemble des cercles réels solutions pour des morceaux de
courbes de taille r, puis présentent un estimateur statistique permettant d’évaluer le
rayon d’un cercle solution pour une courbe compléte. La qualité de cette approxi-
mation dépend bien évidemment du paramétre 7.

Enfin, KOVALEVSKY (1990) présente un algorithme de reconnaissance basé sur
la séparation de deux ensembles de points par des cercles. Nous reviendrons plus
en détail sur ce travail dans le paragraphe suivant. La complexité de cet algo-
rithme n’est pas donnée par l'auteur mais comme cette approche se raméne & un
calcul d’intersection de n? inéquations en dimension 2, nous évaluons la complexité
4 O(n%log(n)) en utilisant 1’algorithme de PREPARATA et SHAMOS (1985) (voir
paragraphe 3.3.7).

Le tableau 3.3.1 résume les différentes approches présentées.

Algorithme Complexité | Incrémental | Probléme
en temps
NAKAMURA et A1ZAwWA (1984) | - non circularité
Kv (1984a) O(N?) non circularité
(image
N x N)
KIM et ANDERSON (1984) O(N?) non circularité
Fisk (1986) O(n?) non reconnaissance
SAUER (1993) O(n) non circularité
DAMASCHKE (1995) O(n) oui avec | circularité
BUZER
(2002)
WORRING et SMEULDERS (1995) | - - estimateur, circu-
larité
KOVALEVSKY (1990) O(n’log(n)) | oui reconnaissance

TAB. 3.1 — Algorithmes et complexités pour la reconnaissance de cercles discrets.

3.3.2 Approche basée sur ’analyse des paraboles discrétes

Durant mon stage de DEA (COEURJOLLY, 2000), nous nous sommes intéressés a une
représentation des cercles discrets par un codage lié aux paraboles discrétes. Nous
avons aussi essayé de proposer un algorithme de reconnaissance sur ce codage mais
sans succes. Nous présentons ici le codage proposé dont nous allons nous servir par
la suite pour un estimateur de courbe discréte trés rapide (voir paragraphe 5.5.2).

Nous considérons dans un premier temps une courbe discréte {(z;, y;) bi=1..n telle
que z;+1 < z; et y;41 > y; pour tout i.

Nous définissons sur cette courbe la notion point de rupture :

Définition 3.1 (point de rupture) Un point (x;,y;) est appelé point de rupture
si et seulement si le point (z;—1,y;—1) est tel que x; # x;—1.

Il est clair que les points de rupture d’un arc de cercle discret de rayon R dans
le premier octant correspondent exactement aux intersections entre le champ de
paraboles discrétes H; et les droites verticales . = R — k.

Nous définissons également un code de rupture d’une courbe discréte :
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Définition 3.2 (code de rupture) Le code de rupture B. d’une courbe discréte
est défini comme étant la hauteur en nombre de points entre deux points de rupture
consécutifs.

Un exemple de points de rupture et de code de rupture est présenté en figure 3.4.

F1G. 3.4 — Un exemple de courbe discréte (les points de rupture sont représentés en
gris clair) et le code de rupture de ce segment est : 2-2-1-3-2.

Nous proposons de construire un algorithme de reconnaissance de cercle basé sur
le code de rupture. Pour cela, nous allons fixer le type de cercle discret & reconnaitre
en fixant le champ de paraboles discrétes. Nous considérons donc les paraboles :

y=|VR(+28) - &2+ 1/4]
avec 0 < k<R

qui correspondent aux cercles arithmétiques. Cette formule s’obtient facilement en
calculant les intersections entre la grille discréte et le cercle 22 + 32 = (R + 1/2)2.

Nous pouvons maintenant lier les codes de rupture et les cercles arithmétiques :

Proposition 3.1 Soit B. un code de rupture d’un arc de cercle discret arithmétique
de rayon R dans le premier octant, nous avons alors :

k

S " B.(i) = [\/R(l Y ok) — K2+ 1/4]

1=0

En se basant sur cette proposition, nous pouvons inverser ’équation précédente
pour obtenir le rayon du cercle discret, ou plutét I'intervalle des rayons possibles, en
fonction d’un code de rupture :

Proposition 3.2 Soit B, un code de rupture d’un arc de cercle arithmétique de
rayon R dans le premier octant, notons h la hauteur de la k"™ parabole discréte
(hauteur du k'™ point de rupture, h = Z?:o B.(i)), l'ensemble Ry, des rayons des
cercles discrets possibles ayant B, comme code de rupture jusqu’au k**™¢ élément, est
donné par la formule :

Rh:H(h-l/?i;f—l/ﬂ’“w(h+1/21)17;:2—1/4”

Par exemple, dans le cas du cercle de Pitteway plancher de la figure 3.3, si 'on
considére la premiére parabole Hg, I’ensemble des rayons possibles pour une hauteur
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h = 5 est [18...23]. Cette incertitude sur le rayon correspond aux paliers des
paraboles discrétes.

Ainsi, si la courbe discréte correspond a un arc de cercle arithmétique et si nous
sommes sirs que le premier élément dans le code de rupture correspond au passage
de la premiére parabole, nous pouvons alors reconnaitre le cercle discret en calculant,
par ’équation précédente, ’ensemble des rayons possibles. Cet ensemble se réduit
en un seul élément si la courbe est exactement le huitiéme du cercle arithmétique
(nous pouvons alors reconstruire tout le cercle par symétrie de cette courbe).

Pour obtenir un algorithme de reconnaissance de cercles arithmétiques & partir
d’une courbe discréte quelconque, I'idée est de fixer le champ de paraboles en fonc-
tion du code de rupture, et ensuite & partir du champ de paraboles retrouver le ou
les rayon(s) de cercle(s) arithmétique(s) possible(s). En fait, le probléme peut se
résumer de la facon suivante : chaque élément du code de rupture est une fonction
de deux parameétres, R le rayon du cercle & retrouver et k la parabole discréte a
laquelle il correspond. Nous avons vu avec la proposition précédente que le calcul
de ces paramétres nécessite la connaissance d’'un morceau de code de rupture qui
correspondrait & un huitiéme de cercle. Dans le cas général, nous avons un morceau
de code de rupture dont on ne sait pas a partir de quel indice de parabole il débute.
Pour pouvoir proposer un algorithme de reconnaissance, il nous faudrait :

e Définir la notion de code de rupture dans tous les octants. Il faut pour cela
détecter dans quel octant est susceptible de se trouver ’arc de cercle et ensuite
calculer le code de rupture approprié.

e Trouver dans ce code de rupture toutes les sous-suites monotones. En effet,
il est clair que dans le cas d’un arc de cercle dans le premier octant, le code
de rupture est décroissant. Nous réduisons, par ce processus, I’ensemble des
sous-suites du code.

e Parmi ces sous-suites, trouver la plus longue en tout point qui vérifie la propo-
sition 3.2, c’est-a-dire trouver les indices des paraboles auxquels la sous-suite
correspond.

e Extraire en tout point un rayon et un centre du cercle arithmétique estimés.

Cet algorithme reste encore trés compliqué & mettre en ceuvre et colteux en
terme de complexité. Nous verrons par la suite (paragraphe 5.5.2) l'utilité d’une
telle analyse pour l'estimation de courbure en un point d’'une courbe discréte.

3.3.3 Le probléme de séparation par arc

En géométrie algorithmique, la séparation de deux ensembles de points par des cercles
est un probleme classique. Nous verrons par la suite I'intérét de cet algorithme pour
le cas des cercles discrets.

Définition 3.3 (Séparabilité par un cercle) Soient S et T deuz ensembles finis
de points dans le plan, S est séparable de T par un cercle s’il existe un cercle réel de
centre w et de rayon R tel que :

Vse S, VteT s€ D(w,R) ett¢ D(w,R)

ot D(w, R) est le disque centré en w et de rayon R.
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Dans la définition précédente, nous avons considéré sans perte de généralité que
I’ensemble S est intérieur au disque.

Nous reprenons les notations de  COEURJOLLY ET AL. (2001c) et définissons le
polygone des solutions :

Définition 3.4 (Domaine des centres des arcs) Soient S et T deuzr ensembles
finis de points tels que S est séparable de T par un cercle. Le domaine des centres des
arcs, noté acd(S,T) (pour arc center domain), est le lieu des centres w des cercles
séparant S de T'.

Il est clair qu’a partir de ce domaine et de S et T, il est possible de retrouver les
rayons R des cercles séparant.

Si un cercle sépare S et T', son centre w vérifie nécessairement 1’inégalité :

Vse S, VteT dist(w,s) < dist(w,t)
ou dist(a,b) est la distance euclidienne usuelle.
Ainsi, le domaine des centres, ou acd(S,T), est un polygone convexe dans le plan

(pouvant étre vide) qui correspond a l'intersection d’inéquations linéaires définies
par des médiatrices entre les points de S et les points de T :

Lemme 3.1 Soient s € S et t € T et H(s,t) linéquation linéaire définie par la
médiatrice du segment [st] et telle qu’elle contient s. Nous avons alors :

acd(S,T) = (| H(s,t)
SEStET

Un tel polygone convexe est aussi appelé cellule de Voronoi généralisée (voir par
exemple PREPARATA et SHAMOS 1985 ou DE BERG ET AL. 2000). La figure 3.5
montre un exemple d’acd entre deux ensembles de points.

Le probléme de séparation par arc se raméne donc au calcul de ’espace des
solutions dans un probléme de programmation linéaire en dimension 2. Ainsi, nous
avons choisi, dans ce qui suit, d’implémenter ce calcul d’acd par 'algorithme de
PREPARATA et SHAMOS (1985) basé sur une transformation dans I'espace dual (voir
annexe C). Nous rappelons les caractéristiques et avantages de cet algorithme :

e calcul de I'espace des solutions de n contraintes linéaires en dimension 2 en
O(nlog(n)) ce qui est optimal pour le probléme ;

e implémentation trés simple basée sur des outils classiques de géométrie algo-
rithmique (dualité point/droite et enveloppe convexe) ;

e mise & jour incrémentale du domaine en O(log(n)).

En utilisant donc cet algorithme, le calcul du domaine des centres des cercles
séparant S de T' a une complexité en O(|S||T|log(|S||T)-

3.3.4 Quelques optimisations au calcul de ’acd

Dans COEURJOLLY ET AL. (2001c), certaines observations ont été faites concernant
des optimisations au calcul de 'acd. Ces réductions ne permettent pas d’améliorer la
complexité au pire cas de 'algorithme mais permettent d’en augmenter lefficacité.
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A\

Fic. 3.5 — Ezemple de domaine des centres des cercles séparant deux ensembles de
points du plan construit par intersection de contraintes issues des médiatrices.

Réduction de S

Si un cercle sépare S de T, celui-ci contient nécessairement ’enveloppe convexe
de S. Ainsi, si nous remplacons S par l’ensemble des sommets de son enveloppe
convexe, cela ne change pas la forme de 'acd.

Cette optimisation a un cott en O(|S|log(|S])). Etant donné que nous n’avons
aucune hypotheése sur S, nous ne pouvons quantifier le gain de cette réduction puisque
dans le pire cas (dans le cas ou tous les points de S sont sommets de 1’enveloppe
convexe de S), aucun point n’est enlevé.

Réduction de T’

Considérons deux points t et ¢ de T et supposons que l’enveloppe convexe des
points SU{t} contient ¢'. Alors, 8'il existe un cercle contenant S mais qui ne contient
pas t', ce cercle ne contient pas t. En d’autres termes, le point ¢ peut étre supprimé
de T (voir figure 3.6-(a)).

Nous obtenons donc le processus suivant : pour tous les points ¢ de T, on construit
I’enveloppe convexe de S U {t}. Si cette enveloppe convexe contient un autre point
t' de T, le point t est supprimé.

Finalement, nous obtenons un algorithme de réduction de T' en O(|T'|log(|T"|)
mais & nouveau, nous ne pouvons pas quantifier le gain dans le cas général.

En combinant ces deux réductions, nous obtenons la simplification illustrée dans
la figure 3.6-(b).
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(a) (b)

FiGc. 3.6 — Optimisation du calcul du cercle séparateur par réduction des ensembles
S et T : les points de S sont en noir et les points de T en blanc, (a) illustration de
la réduction de T, dans ce cas, t est supprimé et (b) processus global avec les deux
réductions, les points restants sont uniquement les sommets des deux polygones.

3.3.5 Approche arithmétique pour la reconnaissance de cercle dis-
cret

Dans cette partie, nous considérons des domaines .S et T' adaptés & notre probléme de
reconnaissance de cercle discret. Dans un premier temps, nous nous intéressons aux
courbes polygonales quasi-circulaires (voir définition ci-dessous) sur la grille discrete
et a leurs propriétés arithmétiques. Puis nous verrons les liens entre ces courbes et
les cercles discrets.

3.3.5.1 Ligne polygonale quasi-circulaire dans Z?

Pour simplifier les explications et sans perte de généralités, nous considérons deux
points discrets notés p et g tels que le segment [pg] soit dans le premier octant. De
plus nous supposons qu'il existe deux entiers a, b (avec pged(a,b) = 1), tels que :

pg = (a,b)"
On notera i = (a,b)’.

Nous supposons aussi connu un vecteur de BEZOUT, noté #, associé a (a, b)T (voir
paragraphe 2.2.1.2 pour plus de détails sur ce vecteur) tel que :

det(u,v) =1

Avant de continuer, nous définissons une famille de points discrets trés importants
pour notre probléme :

Définition 3.5 (Points de BEzZOUT) On appelle points de BEZOUT associés auz
vecteurs i et ¥, 'ensemble des points discrets B tels que :

B=T +ku
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avec k € 7.
-V \
% g
Y
Fia. 3.7 — Illustration des différentes définitions : un segment discret de vecteur

directeur @ dans le premier octant, le vecteur de BEZOUT ¥ associé et les points de
BEZOUT qui se trouvent sur la droite en pointillé et qui sont générés par .

Cette notion de points de BEZOUT d’un segment [pg| est proche de la notion de
points faiblement extérieurs dans le cas des droites discrétes (DEBLED-RENNESSON,
1995). La figure 3.7 illustre les différentes définitions.

Considérons maintenant le probléme de séparation par un cercle des pixels au
dessus de [pg], formant I’ensemble T', de ceux sous ce segment (ensemble S). Cet
exemple est illustré figure 3.8-(a). Dans ce cas, nous pouvons réduire ’ensemble des
points S aux points p et g pour les raisons exposées dans le paragraphe 3.3.4. De
méme, nous avons le théoréme suivant :

Fia. 3.8 — (a) séparation du segment [pq| de tous les pizels au dessus grice au
point de BEZOUT (en gris) et (b) points de BEZOUT associés a une courbe polygonale
convexe.

Théoréme 3.1 Considérons le triangle formé de p, q et d’un point t de T, les seuls
points t tels que le triangle (p, q,t) (arétes incluses) ne contienne aucun point discret
sont les points de BEZOUT de [pq].

Preuve : Dans un premier temps, nous montrons que le triangle associé a un point
de BEZOUT ne contient aucun point discret. Ce point est trivial puisque que
@ et ¥ sont uni-modulaires (le déterminant est nul) et donc il n’y a aucun
point discret dans le parallélogramme formé de ces vecteurs (voir par exemple
HARDY et WRIGHT 1975). Ainsi, il ne peut y avoir de points dans le triangle
(p,q,t) qui correspond au parallélogramme ci-dessus coupé par une diagonale.

Ensuite, supposons un point t qui ne soit pas un point de BEZOUT, donné par :
pt = kil + k'
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avec k, k' € Z et k' > 1.

Nous utilisons le théoréme de PI1CK classique en théorie des nombres (HARDY
et WRIGHT, 1975) qui lie le nombre de points I intérieurs a un polygone discret
au nombre de points B sur le bord du polygone et a I'aire A de celui-ci par la
formule :

B
I=A-2+1
5+

Dans notre cas, ’aire du triangle est donnée par le déterminant :

4 = et )

Et donc :
21 = |det(pt, pg)| — B + 2

= |k||K'||det(d@, )| — B + 2
= |k||K'| - B +2

Si un point discret t' est sur une aréte du triangle (p, q,t), nous ne satisfaisons
pas I’hypothése du théoréme qui inclus les arétes des bords dans I’énumération
des points intérieurs. Nous pouvons donc affecter 4 B la valeur 3 :

of > |k[|K'] — 1

Or k est nécessairement différent de 0, sinon nous aurions au moins un point
t' sur Paréte [pt]. Si maintenant |k'| > 2, le probléme est résolu puisque nous

avons :
21 > 3|k| — 1

avec |k| > 0.

Considérons maintenant le cas k' = 2. Si k = 1, nous avons alors un point t'
sur [qt] et enfin, pour k = —1, nous avons aussi un point sur [qt]. Ceci implique
finalement que |k| > 1 et dans ce cas :

21 >3

ce qui prouve le théoréme puisque nous avons au moins un point t' dans (p, q,t).
O

Nous avons donc le corollaire suivant :
Corollaire 3.1 Etant donné un segment [pq] dans le premier octant, ’ensemble des

centres des cercles, séparant ce segment de tous les points qui sont au-dessus de
celui-ci, est donné uniquement par :

acd({p,q},{B})

ot B est le point de BEZOUT le plus proche de la médiatrice de [pq].
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En utilisant le principe de réduction de T' du paragraphe 3.3.4, la preuve de ce
corollaire est directement induite du théoréme ci-dessus. Le point de BEzZOUT B est
choisi en fonction de sa distance a la médiatrice de [pq] puisque c’est le point le plus
contraignant. En effet, si un cercle sépare p et ¢ de B, il sépare tous les autres points
de BEzOUT de [pq].

En d’autres termes, pour résoudre le probléme de séparation de [pq] de tous
les pixels au dessus par un arc de cercle, il suffit de considérer uniquement deux
contraintes linéaires générées par les points p, g et B (voir figure 3.8-(a)).

Dans le cas ou, [pg] = k(a,b)” avec k € Z, k > 1 et pged(a,b) = 1, il nous
suffit de considérer le point de BEZOUT le plus proche de la médiatrice (voir figure
3.9). Dans ce cas, le théoréme précédent peut étre prouvé en utilisant exactement
les mémes techniques.

Fi1a. 3.9 — lllustration du choiz du point de BEZOUT quand la pente de [pq] n’est pas
une fraction irréductible.

Remarquons que I’hypotheése selon laquelle [pq] doit étre dans le premier octant
peut étre maintenant relachée. En effet, quelle que soit l'orientation de [pg], on
peut associer deux points de BEZOUT a ce segment, le premier permettant d’exclure
les points supérieurs et le second les points inférieurs a [pg]. Ces deux points sont
calculés par deux vecteurs ¥ de BEzZOUT vérifiant :

det(u,v) = +1

Dans ce cas, la généralisation qui a été présenté est immédiate.

Considérons maintenant une courbe polygonale convexe dont les sommets sont
sur la grille discréte. Nous définissons la propriété de quasi-circularité de la maniére
suivante :

Définition 3.6 Une courbe polygonale conveze dans Z? est quasi-circulaire si nous
pouvons séparer tous les pixels a l'intérieur de [’enveloppe convexe de cette courbe de
pizels extérieurs par un cercle.

D’aprés le corollaire 3.1, nous avons (voir illustration figure 3.8-(b)) :

Proposition 3.3 Une courbe polygonale convexe I' = {v;};—1.p est quasi-circulaire
si et seulement si :

acd({vi}ti=1..n, {B(i, vig1) tiz1.m—1) # 0

ot B(v;,v;11) représente le point de BEZOUT associé a l'aréte [v;,viy1] a Uextérieur
de T
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Les notions d’intérieur et d’extérieur de I' sont définies localement comme étant
Iintérieur et l'extérieur de I'enveloppe convexe du morceau SCoC auquel 'aréte
considérée appartient.

3.3.5.2 Cercle discret et quasi-circularité

De maniére similaire, nous pouvons définir une propriété de quasi-circularité pour
des courbes discrétes. Tout d’abord, la proposition suivante présente le lien entre les
cercles discrets et le probléme de séparation d’ensembles de points par un cercle :

Proposition 3.4 Une courbe discréte convexe est la discrétisation d’un arc de cercle
obtenu par le processus OBQ si et seulement si nous pouwvons séparer les pizels de
cette courbe des pixels extérieurs par un arc de cercle.

Dans ce qui suit, nous disons qu'un objet discret S est convexe s’il existe une
région convexe R de R? telle que (Kiv, 1981; KiM et ROSENFELD, 1982) :

S=7°NR

Nous définissons une courbe discréte convexe comme étant un morceau du bord d’un
objet discret convexe.

D’aprés la proposition 3.3, nous avons :
Théoréme 3.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e une courbe discréte, morceau de contour d’un objet discret conveze, est la dis-
crétisation d’un arc de cercle euclidien

e la ligne polygonale T' = {v;}i=1.n définie par l'enveloppe conveze de la courbe
discréte est quasi-circulaire

o acd({vi}i=1.n, {B(vi,vit1) tizt.n—1) # 0

La preuve de ce théoréme est directement induite des propositions précédentes.
Notons que I'enveloppe convexe utilisée correspond a la partie évidente de 'enveloppe
convexe classique de la courbe discréte pour notre probléme. Cette partie évidente
correspond & la suppression de l'aréte joignant les pixels extrémité dans le cas d’un
arc non-fermé (voir figure 3.10).

Fic. 3.10 — L’enveloppe convexe considérée dans le théoréme 3.2 ne contient pas
laréte marquée d’une croix.

3.3.5.3 Algorithmes de reconnaissance et segmentation

Dans ce paragraphe, nous présentons différents algorithmes de reconnaissance ou de
segmentation d’une courbe discréte en morceaux de cercles discrets.
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Etant donnée une courbe discréte qui correspond au contour d'un objet discret,
la premiére étape consiste en un calcul de la courbe polygonale T'.

Si la courbe est convexe, il nous suffit de construire ’enveloppe convexe des pixels
et ensuite de supprimer ’aréte indésirable dans le cas ou la courbe n’est pas fermée
(figure 3.10). Si cette courbe n’est pas convexe, nous effectuons un pré-traitement
qui consiste en une segmentation de la courbe en morceaux strictement convexes
ou concaves (SCoC dans la suite). Cette pré-segmentation s’effectue grace aux al-
gorithmes classiques de segmentation en droites discrétes (voir paragraphe 2.2.2.5
et DEBLED-RENNESSON ET AL. 2000). En effet, en analysant la segmentation en
droites discretes de la courbe, on peut trivialement extraire ces morceaux SCoC. Re-
marquons qu’'étant donné que la segmentation en droites utilisée n’est pas optimale
en nombre de morceaux, la segmentation en SCoC n’est qu’une segmentation glou-
tonne et n’offre aucune garantie d’optimalité. La figure 3.11-(a) illustre ce processus.

Ensuite, une enveloppe convexe est calculée sur chaque morceau SCoC nous
permettant de construire la courbe polygonale I' par concaténation des enveloppes
convexes de chaque morceau (voir figure 3.11).

(a) (b)

F1G. 3.11 —: Ezemple de segmentation en morceaur SCoC d’une courbe discréte : (a)
courbe discrete apres segmentation et (b) construction de la courbe polygonale T'.

Revenons sur le calcul de I’enveloppe convexe.

Enveloppe convexe arithmétique

En géométrie algorithmique classique, le calcul de ’enveloppe convexe de n points
dans le plan se fait en O(nlog(n)) (voir par exemple PREPARATA et SHAMOS 1985;
DE BERG ET AL. 2000). Dans le cas ou les points sont issus d’une courbe discréte,
des algorithmes existent pour construire une telle enveloppe en O(n) (Voss, 1993).
Le cotit de la segmentation en droites discrétes étant linéaire en le nombre de points,
la construction de la courbe polygonale I' & partir d’une courbe discréte quelconque
s’effectue en O(n) ot n est le nombre de pixels de la courbe.

Cependant, pour notre calcul de ’acd, nous avons besoin d’avoir une écriture de
chaque pente d’aréte sous forme de fraction irréductible. Nous appelons un tel objet
une enwveloppe convexe arithmétique.

Une approche naive pour le calcul d’une telle enveloppe consiste en une réduction
des fractions par I'algorithme d’EUCLIDE aprés un algorithme classique d’enveloppe
convexe. Cette solution n’est pas trés intéressante sur le plan algorithmique puisque

- 04 -



3.3. Reconnaissance et segmentation

le coit de celle-ci est en O(nlog(t)) ou t est la taille arithmétique des fractions
a résoudre (HARDY et WRIGHT, 1975). Cependant, si nous utilisons 1’algorithme
d’EUCLIDE étendu, nous calculons dans le méme temps le vecteur de BEZOUT associé
a chaque aréte.

Nous pouvons cependant calculer une telle enveloppe arithmétique en O(n). Cet
algorithme se base sur la construction préalable d’'une segmentation en droites dis-
crétes de la courbe et sur les liens entre cette segmentation et ’enveloppe convexe.
Considérons dans un premier temps une droite discréte de pente (a,b) € Z2 telle
que pged(a,b) = 1. L’algorithme 13 retourne les sommets inférieurs de 1’enveloppe
convexe au segment [(0,0), (b,a)] avec b > a > 0. Cet algorithme est une variante
de la construction du diagramme de KLEIN (HARDY et WRIGHT, 1975) qui est elle-
méme basée sur 'algorithme classique de division d’EUCLIDE. En effet, les sommets
de I'enveloppe convexe inférieure de ce segment se calculent & partir de la décompo-
sition en fraction continue de g Le processus utilisé pour construire ces sommets &
partir de la division entiére de g se base sur des propriétés de symétrie associées aux
droites discrétes et au diagramme de KLEIN classique (voir figure 3.121).

Cet algorithme nous permet donc de construire l’ensemble des sommets de
I’enveloppe convexe associés a un segment de droite (les sommets supérieurs sont
construits trivialement par symétrie) en O(log(min(a,b)). A partir de ce processus,
nous pouvons facilement étendre ce calcul aux segments de droites de plusieurs pé-
riodes. Il suffit dans ce cas de répéter les arétes correspondant aux pointillés d’appui.
L’utilisation de l'algorithme de Voss (1993) aurait introduit une complexité en
O(mazx(a,b)) pour le segment considéré.

Bien évidement, tous les vecteurs définis par deux points consécutifs de
I’enveloppe convexe ont une pente donnée sous forme irréductible. De plus, avec
une modification de l'algorithme 13 similaire aux modifications entre la division
d’EUCLIDE et sa version étendue, nous pouvons extraire le vecteur de BEZOUT asso-
cié a chaque aréte.

Lo S T S S S S S S T T T S S S S S S S +
144 + + 4 4+ s e e e e e+ e e a4 e e s
124 ¢+ 4 v e e e e e e e e e e e e e e e A L e e e e s

L0 S S S S (T T

0 5 10 15 20 25
Fic. 3.12 — Exemple de calcul d’enveloppe convexe arithmétique inférieure d’un
segment de droite discréte de paramétres (17,28).

Enfin, pour passer de ce calcul d’enveloppe convexe arithmétique des segments
discrets au calcul plus général sur des bords d’objets discrets, nous utilisons une
approche similaire & DEBLED-RENNESSON ET AL. (2000) qui consiste & calculer une
segmentation en droites discrétes, puis nous calculons les sommets et vecteurs de
BEZOUT sur chaque segment avec l’algorithme présenté ci-dessous.

1. merci & J.P Reveillés pour son implémentation Maple.
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Algorithme 13 Enveloppe convexe arithmétique d’un segment de droite discréte
[0, 0], [b, a]

ENVELOPPE__CONVEXE__ARITHMETIQUE(a, b)

1:ad=a,b =0

2: Vo = [0, 1], Vi = [1,0]

3: Ly =Vy, Ly = [b,a] — V1, Liste = Vrai

4: tant que o’ > 1 faire
qg=1"V/a'" {Division entiére}
r==>b—qad
b =d, d =r
V=W+eg, =V, =V
si Liste = Vrai alors
10: Ly=Lo®{Vi} {l'opérateur & est une concatenation de listes}
11:  sinon
12: 14 :{[b,a]—vl}@Ll
13:  fin du si
14:  Liste = non(Liste)
15: fin du tant que

{Translation de (0, —1) des sommets}

16: pour point dans [Lg, L;] faire
17:  Liste_Sommets = {point — [0, 1]} & Liste_ Sommets
18: fin du pour
19: retourner Liste_Sommets

Pour conclure sur ce calcul, nous avons une construction de la courbe polygonale
I avec les points de BEZOUT associés a chaque aréte en un temps borné par O(n).

Reconnaissance globale de cercle

Dans un premier temps, nous nous intéressons au probléme suivant : étant donnée
une courbe discréte, est-ce que celle-ci est un arc de cercle discret ? Bien évidement,
si la réponse est positive, nous souhaitons avoir le domaine des centres possibles ou
acd.

Nous supposons connue la fonction acd(S,T) qui permet de construire acd avec
l'algorithme de PREPARATA et SHAMOS (1985) (voir annexe C). L’algorithme 14
présente le processus de reconnaissance qui consiste a construire simplement les en-
sembles S et T a partir d’'une courbe discréte et qui retourne le domaine des solutions
correspondant.

Si N représente le nombre d’arétes de la courbe I', nous obtenons N points de
BEZOUT et N + 1 sommets. Lors de "appel acd(S,T) nous devons donc calculer
Iintersection de O(N?) contraintes. Nous reviendrons plus tard sur I'analyse de
complexité.

Segmentation en arcs de cercle

Nous cherchons maintenant & segmenter notre courbe en arcs de cercle. De plus,
nous souhaitons une description compléte de ’ensemble des solutions pour chaque
arc (voir algorithme 15).

Nous transformons pour cela ’algorithme précédent en une version incrémentale.
Nous supposons aussi que I'implémentation de la fonction acd(S,T') est aussi incré-
mentale, ce qui est le cas dans l'algorithme basé sur la dualité point-droite de PRE-
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Algorithme 14 Reconnaissance globale de cercle discret (COEURJOLLY ET AL.,
2001c)
RECONNAISSANCE__ CERCLE__ GLOBAL(C) {C est une courbe discréte}

1. §= (Z)

2T =10

3: Construction de T’

4: si I est composée de plus d'un morceau SCoC alors
5. retourner ()  {sila courbe n'est pas SCoC, ce n’est pas un morceau de cercle}
6: sinon

7. pour toutes les arétes [v;v; 1] de T' faire

8: Soit B le point de BEZOUT de [v;v;41]

9: S =8+ {v,vi41}

10: T=T+{B}

11:  fin du pour

12:  retourner acd(S,T)
13: fin du si

PARATA et SHAMOS (1985).

Algorithme 15 Segmentation en arcs de cercle (COEURJOLLY ET AL., 2001c)
SEGMENTATION _ARC(C) {C est une courbe discréte}

1: S = (Z), T=10

2: Resultat = ()

3: Construction de T'

4: pour chaque morceau SCoC notée C; de I' faire

5 pour toutes les arétes [v;v;41] de C; faire

6: Soit B le point de BEzouUT de [vjv;41]

T: S:S+{Uj,vj+1}

8: T=T+{B}

9: tempgeq = acd(S,T)

10 si tempgeq = 0 alors

11: S=0,T=0  {nouvel arc de cercle}

12: Resultat = {precqcq} ® Resulat  {lI'opérateur @ permet de concaténer les
différents acd}

13: sinon

14: PreCaed = t€MPacd

15: fin du si

16:  fin du pour

17:  Resultat = {precye.q} ® Resulat
18: fin du pour

19: retourner Resultat

3.3.5.4 Analyse de complexité

Nous évaluons maintenant la complexité des différents algorithmes. Comme nous
I’avons vu précédemment, I’élément qu’il nous faut estimer est le nombre d’arétes N
de la courbe I' en fonction du nombre de pixels de la courbe.

Pour cela, nous reprenons le théoréme de ACKETA et ZUNIC (1995) :
Théoréme 3.3 ( ACKETA et ZUNIC') Soit une courbe conveze discréte dans une
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grille m x m, le nombre mazimal d’arétes e(m) de cette courbe est donné par :

12
e(m) = WmQ/?’ + O(m1/3log(m))

Grace a cette borne, nous pouvons calculer la complexité des algorithmes présen-
tés. Pour cela, nous adaptons le théoréme précédent & notre étude :

Corollaire 3.2 Soit un cercle discret de n pizels, le nombre d’arétes de son enveloppe
conveze est en O(n?/?)

Il nous suffit de considérer le cas des cercles discrets puisqu’ils représentent les
pires cas pour la reconnaissance.

Reconnaissance globale

Pour le processus global, nous avons montré qu’un calcul d’intersection de N2
contraintes est nécessaire ot N = |I'|. Or, avec le corollaire précédent et étant donné
que lalgorithme de calcul de Uacd est en O(|S||T'|log(]S||T])), le cotut de I'algorithme
14 est de O(n*3log(n)).

Segmentation en arcs de cercles

Etant donné que les outils utilisés pour calculer 'acd sont des outils classiques
en géométrie algorithmique, nous pouvons utiliser toutes les optimisations qui ont
été proposées pour ces derniers.

Ainsi, l'algorithme de PREPARATA et SHAMOS (1985) s’implémente sans difficulté
sous forme incrémentale avec un cott logarithmique & chaque insertion de contrainte.
De plus étant donné que, d’'un morceau SCoC a ’autre, I’ensemble des contraintes
est remis a zéro, le colt de cet algorithme est exactement le méme que le précédent,
a savoir O(n*3log(n)) pour une courbe de n pixels.

3.3.6 Quelques résultats

Dans un premier temps, nous considérons une courbe discréte qui correspond & un
cercle discret. Nous calculons la courbe polygonale I' de cette courbe et nous sou-
haitons analyser le comportement de ’acd lors d’une reconnaissance incrémentale.

Ainsi, en fonction du nombre d’arétes considéré de I', nous analysons la forme
de 'acd avec les mesures suivantes : centre de gravité du polygone et écart type de
la position des sommets. Ces mesures sont données une fois que le domaine acd est
borné.

Prenons comme exemple un cercle discret de rayon 100. Le premier résultat
obtenu est que dans tous les cas, le centre (0,0) du cercle est toujours dans le domaine
des solutions. Nous remarquons aussi que la forme du polygone des solutions converge
trés vite vers une bonne approximation du centre du cercle euclidien sous-jacent. Le
graphe de la figure 3.13 trace la distance euclidienne entre le centre de gravité de
I'acd et le centre du cercle, en fonction du nombre d’arétes considérées de I'.

Le tableau 3.2 présente quelques résultats numériques sur le cercle discret de
rayon 100. Nous voyons ainsi une trés bonne localisation du centre exact avec peu
d’arétes de I'. La figure 3.14 illustre la forme du domaine en fonction du nombre
d’arétes.
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Erreur de localisation ——

N w » [¢)] [«2)
T T T T T
! ! ! ! !

Distance Euclidienne au centre exacte

[uy
T
L

% 5 10 15 20 25 30 35 0

Nombre d’arétes de Gamma

FiG. 3.13 —: Distance euclidienne entre le centre du cercle et le centre de gravité de
lacd en fonction du nombre d’arétes de ' considérées pour un cercle de rayon 100.

‘ Nombre d’arétes ‘ T ‘ Y ‘ O ‘ oy ‘
5 0.338444 | .328996 2.772722 17.091599
20 0.005424 | 0.001096 0.000383 6.653609e-05
30 0.004237 | 0.000741 | 1.511038e-05 | 7.513850e-06
40 0.005606 | -0.000490 | 1.710540e-05 | 1.949764e-06

TAB. 3.2 —: Résultats numériques sur la reconnaissance de cercle sur un cercle discret
de rayon 100.

—‘1 —O‘vﬁ —q.G —qA —q.Z

Fic. 3.14 — Ezemples d’évolution de l'acd sur un cercle de rayon 100 quand on
consideére un nombre croissant d’arétes de .

Les figures 3.15 et 3.16 présentent quelques exemples de segmentation de courbes
discrétes. Notons que la courbe en S est construite a partir de deux arcs de cercle.
Etant donné que le processus de segmentation est glouton, en aucun cas nous ne
garantissons un nombre minimal d’arcs. C’est pour cela que la segmentation du S
génére un morceau non souhaitable et que la segmentation de la parabole n’est pas
symétrique.

3.3.7 Comparaison avec KOVALEVSKY (1990)

Nous terminons ce chapitre par une bréve comparaison avec ’approche de Ko-
VALEVSKY (1990). Cette approche se base aussi sur un calcul d’acd mais tous les
pixels extérieurs doivent étre considérés (voir figure 3.17). KOVALEVSKY présente
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40

Fi1G. 3.15 —: Fzemples de segmentation en arcs de cercles : (a) segmentation d’une
courbe en S et (b) segmentation d’une parabole.

50

40

30

20

10

0T 0 15 30 3¢ 076 "0 18 20 2§

(a) (b) (c)

B 118 12 12.6 13 1 116 12 12§ 13

Fi1G. 3.16 —: Détails de la segmentation de la courbe en S : (a) — (¢) illustration
des contraintes utilisées pour chaque morceau et (d) — (€) zoom sur lacd du premier

et du dernier morceau. Notons que les centres exacts sont respectivement (12,12) et
(12, 36).
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cependant une optimisation & son calcul de contraintes mais aucune borne ne peut
étre donnée : dans le pire cas, la complexité reste la méme, c’est-a-dire O(n?log(n))
(au mieux en utilisant PREPARATA et SHAMOS 1985). Rappelons la borne de notre
algorithme qui permet en plus une segmentation en arc : O(n*/3log(n)).

Fia. 3.17 — Comparaison entre notre approche et celle de KOVALEVSKY (1990) :
(a) points a considérer pour l'approche de KOVALEVSKY et (b) dans notre approche,
seuls les sommets de la courbe polygonale et les pizels noirs sont a considérer.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme de reconnaissance de cercles
)

permettant la description compléte du domaine des centre des cercles solutions, re-

présenté par le polygone acd.

Cet algorithme se base sur des propriétés arithmétiques de la grille discréte et sur
I'interprétation géométrique de théorémes classiques en théorie des nombres (théo-
réme de BEZOUT).

De plus, l'utilisation d’outils de géométrie algorithmique trés simple (enveloppe
convexe et dualité point-droite) nous a permis de proposer un algorithme de seg-
mentation d’'une courbe discréte en arcs de cercle, avec pour chaque morceau une
description compléte des solutions.

De nombreux problémes connexes a ce travail apparaissent : comment segmenter
une courbe discréte en un nombre minimal de sommets 7 Peut-on généraliser ce
travail & d’autres formes géométriques comme des ellipses ou encore des sphéres en
dimension 3 7
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Deuxiéme partie

Analyse d’objets et mesures

longueur : 9.658543

courbure moyenne : 0.02324
variance de la courbure : 0.0003422
mmbhhh... ¢ca doit étre un cercle...

a moins que ce ne soit un carré ?
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux analyses globales des objets discrets
ainsi qu’aux différentes métriques que 1’on peut associer & la grille. Dans un premier
temps, nous étudions le calcul de la transformée en distance euclidienne en dimen-
sion quelconque. Puis nous proposons une extraction de squelette de formes, objet
géométrique trés important et trés utilisé pour la caractérisation d’objets. Par la
suite, nous nous intéressons aux notions de visibilité et de métrique géodésique en
géométrie discréte.

4.2 Transformée en distance

En analyse de formes binaires, la notion de transformée en distance est un outil clas-
sique qui est apparu avec les tous premiers algorithmes (ROSENFELD et PFALTZ,
1966, 1968). L’énoncé de cette transformation est la suivante : on étiquette chaque
point de 1’objet par la distance entre celui-ci et le point le plus proche du complé-
mentaire. Une écriture plus générale de cette transformée en distance correspond a
I’étiquetage de tous les points de la forme par la distance minimale & la frontiére,
celle-ci se trouvant entre 1’objet discret et son complémentaire. En considérant la
distance minimale aux points du complémentaire, nous nous plagons dans le cadre
selon lequel la frontiére décrite précédemment est définie uniquement par des points
du complémentaire. Dans tous les cas, cette notion est liée & la métrique utilisée.
Pour des raisons algorithmiques, les premiéres études considéraient des métriques
approchées basées sur des masques de poids appelés masques de chanfrein. Il est &
noter que plus la métrique utilisée se rapproche de la métrique euclidienne, plus la
description de la forme sera invariante en rotation. En d’autres termes, 'utilisation
de la métrique euclidienne permet de palier ’anisotropie intrinseque de la grille dis-
créte.

Pour la caractérisation de forme, on extrait de cette transformée en distance un
objet géométrique appelé squelette ou axe médian qui correspond au plus petit sous-
ensemble de points de 'objet qui permet de reconstruire la forme en appliquant le
processus de transformée en distance inverse (voir ROSENFELD et PFALTZ 1966). Ce
squelette ou aze médian d’une forme correspond & la notion d’axe de symétrie géné-
raliste (BLUM, 1967). En géométrie discréte, le terme squelette décrit généralement
un objet topologique homotope a la forme (nous reviendrons sur ce point plus tard).
Dans ce qui suit, nous construisons un objet discret que 'on appellera squelette mais
qui ne se base que sur des propriétés géométriques (le sens de ce terme est issu de la
géométrie algorithmique). Nous reviendrons sur la construction de cet objet dans le
paragraphe 4.3.

Nous commencons cette partie par quelques rappels sur la transformée en distance
basée sur des métriques de Chanfrein et sur la métrique euclidienne. Puis nous
présentons un algorithme de calcul de transformée en distance euclidienne exacte
optimal en temps pour des images n-dimensionnelles basé sur le calcul du diagramme
de Voronoi discret.

4.2.1 Meétriques de chanfrein

Dans un premier temps, 'idée est d’approximer la métrique euclidienne par des esti-
mations locales de maniére & obtenir des algorithmes de transformée en distance trés
rapides. Par exemple, ROSENFELD et PFALTZ (1966) considéraient des distances dy
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et dg sur la grille, plus tard ROSENFELD et PFALTZ (1968) proposaient de combiner
ces distances pour se rapprocher de la distance euclidienne.

La distance d4 (resp. dg) est caractérisée par des poids affectés a 1 pour chaque
4-voisin (resp. pour chaque 8-voisin). Ainsi, la boule (ensemble de points & une
distance inférieure & un certain seuil) construite sur cette métrique est un carré
tourné (respectivement un carré). La figure 4.1 représente les boules de rayon 100
associées a chaque métrique avec une palette de niveaux de gris cyclique.

(a) (b) ()

F1G. 4.1 —: Boules de rayon 100 pour les métriques : (a) dy (ou distance de Man-
hattan), (b) dg (ou distance de l’échiquier) et (c) distance euclidienne.

Le cadre théorique et pratique pour le calcul des poids d’'un masque de chanfrein
est le suivant : on commence par identifier un ensemble de déplacements élémentaires
et on essaye d’optimiser les poids pour minimiser ’erreur par rapport a la distance
euclidienne et pour que ceux-ci forment une distance (inégalité triangulaire ... ). La
description de ce processus général a été donnée par BORGEFORS (1986); VERWER
(1991); THIEL (1994, 2001); REMY (2001). Ce processus général est ensuite appliqué
sur les grilles par exemple tridimensionnelle (KIRYATI et KUBLER, 1995; REMY et
THIEL, 2000; BORGEFORS et SVENSSON, 2001) ou pour des grilles anisotropiques
(SINTORN et BORGEFORS, 2002).

L’intérét majeur de ces approches est la simplicité de 1’algorithme pour le calcul
de la transformeée en distance (notée WDT pour Weighted Distance Transform).

4.2.2 Transformée en distance euclidienne

Nous nous intéressons maintenant & la transformée en distance avec une métrique eu-
clidienne (notée EDT pour Euclidean Distance Transform). Cette partie s’inscrivant
dans le cadre d’une approche discréte, nous souhaitons ne manipuler que des nombres
entiers et donc soit uniquement le vecteur a coordonnées entiéres entre le point de
I’objet considéré et son plus proche point dans le complémentaire, soit la distance
euclidienne au carré.

4.2.2.1 Approche par déplacements signés

Dans cette approche, DANIELSSON (1980) propose un balayage de 'image effectué
en deux passes avec des opérations locales pour mettre & jour le vecteur entre le point
considéré et le point du complémentaire le plus proche (on parle alors de VDT pour
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Vector Distance Transform). Cet algorithme considére donc un certain voisinage (4—
ou 8—voising) mais ce choix introduit des erreurs dans 1’étiquetage (voir figure 4.2
pour le cas 4—connexe, un schéma équivalent existe pour le cas 8 —connexe). Ainsi,
cet algorithme est linéaire en le nombre de pixels de la grille (O(n?) pour une image
n X n) mais I’étiquetage n’est pas sans erreur.

Fic. 4.2 — Erreur de la transformée de DANIELSSON sur un wvoisinage en
4—connezité (algorithme 4SED de DANIELSSON 1980.) : les points a, b et ¢ sont des
points du complémentaire et q, d et e des points de ’objet. Lors de la propagation
en 4—connexité, d est plus proche de a que de b, c et e est plus proche de ¢, q sera
noté “plus proche de a ou de c” alors que le résultat exact serait b.

YAMADA (1984) a proposé une version paralléle de cet algorithme qui permet
d’éviter ces erreurs. Par la suite, RAGNEMALM (1990) a proposé un algorithme sé-
quentiel pour la transformée en distance euclidienne exacte mais avec une complexité
qui, dans le pire cas, est en O(n?®) pour une image n x n. Dans cet algorithme, RA-
GNEMALM propose un parcours de pixels, non plus par balayage de I'image mais par
propagation de fronts d’ondes. Dans le méme cadre, CUISENAIRE (1999) propose
un algorithme rapide basé sur une propagation en distance euclidienne. Cette mé-
thode n’est pas sans erreur mais 1’'utilisation de plusieurs voisinages dans la résolution
permet de réduire I'erreur d’approximation.

Une version corrigée de 'algorithme de DANIELSSON, optimale en temps a été
proposé par CUISENAIRE et MACQ (1999). Dans cette approche, les auteurs ef-
fectuent un post-traitement sur la transformée en distance de DANIELSSON pour
corriger les erreurs de la figure 4.2 qui sont facilement détectables dans la transfor-
meée (de maniére intuitive, ce sont des coins dans le diagramme de Voronoi).

Des extensions pour des images 3D existent, par exemple MULLIKIN (1992) pour
la version 3D de I'approche de DANIELSSON et CUISENAIRE a proposé une approche
par propagation de ’algorithme précédent.

4.2.2.2 Approche multi-dimensionnelle de SAITO et TORIWAKI

SAITO et TORIWAKI (1994) ont proposé une approche basée sur la manipulation
de distance au carré qui offre 'avantage d’étre simple et valide quelle que soit la
dimension de I'image.

Nous illustrons cet algorithme dans le cas 3D. Pour cela, nous notons P
I’ensemble des points composant le complémentaire de 1’objet dans une image
[1...mq] x [1...mgo] x [L...mg3]. L’objectif est de calculer la transformée en dis-
tance S = {s;;} telle que s;;, est la distance au carré entre le point (7,7,k) et le
point de P le plus proche. L’écriture de cette transformée est la suivante, pour tout
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point ¢ de coordonnées (i, j, k) :
$q = min{dist?
q pEP{ (pa q)}

= min (-0 + G-y + (k- 9?)
p(x,y,z)EP

Cette simple écriture ne nous permet pas de résoudre le probléme mais nous laisse
envisager une résolution dimension par dimension, & savoir une minimisation sur z,
puis y et enfin z. Pour le cas 3D, nous obtenons ’algorithme suivant :

1. Construction, & partir de I'image source et de P, d’une transformée en distance
au carré selon ’axe des . Nous notons cette transformée G = {g;;, }, donnée
par :

. . 2
gijk = min_ {(i —x)7}
T p(ae)ep

2. A partir de G, nous construisons la transformée notée H = {h;j;} en utilisant

une procédure de minimisation selon ’axe des y. H est donnée par :

hijr = myin{giyk + G-y 1<y <ma}

3. Enfin, nous construisons la transformée en distance au carré finale en appli-
quant une autre procédure de minimisation selon I'axe des z :

Sijk = min{h;;, + (k — z)2,1 <z < ms}
z

N

Fia. 4.3 — I[llustration de [’algorithme de SAITO et TORIWAKI en 2D : de gauche
a droite, ['tmage source ou les pizels noirs sont les pizels du complémentaire, la
transformée G aprés la premiére passe, et la transformée finale aprés minimisation
selon l’axe des y

Cet algorithme trés simple est directement extensible aux images de dimension
n. Dans ce cas, on applique la premiére phase calculant une transformée en dis-
tance au carré unidimensionnelle (étape 1 dans ’algorithme ci-dessus), puis pour
chaque dimension supérieure, on minimise la transformée partielle calculée & I'étape
précédente sommée avec des paraboles (fonctionnelles (5 — y)? et (k — 2)?) dans la
dimension actuelle (étape 2 et 3 de I’algorithme ci-dessus). La figure 4.3 illustre cet
algorithme pour le cas 2D.
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En terme de complexité, nous pouvons remarquer que pour une image 3D, la
premiére étape s’effectue en temps linéaire en le nombre de points de I'objet. Ce-
pendant, 'opération de minimisation pour chaque dimension supérieure implique un
cotit supplémentaire. Ainsi, les étapes 2 et 3 ont chacune une complexité en O(n*)
pour une image n X n X n. Le cout final d’une transformée en distance pour une
image en dimension d est de O(n4t!). SAITO et TORIWAKI (1994) ont cependant
proposé une optimisation qui réduit la complexité en O(Av(,/355%)n”) ot Av(,/55jr)
représente la distance moyenne observée dans la transformée en distance de la forme.

Par la suite, HIRATA (1996) et MEIJSTER ET AL. (2000) vont indépendamment
optimiser 'opération de minimisation rendant le calcul optimal, c’est-a-dire linéaire
en le nombre de points de la grille et donc en O(n?) pour une image d—dimensionnelle.

4.2.3 Diagramme de Voronoi et transformée en distance eucli-
dienne

Dans cette partie, nous proposons une autre approche pour le calcul de la trans-
formée en distance euclidienne basée sur la construction du diagramme de Voronoi
discret. Nous présentons un algorithme qui est aussi optimal en temps pour des
images n—dimensionnelles. Cet algorithme construit une structure géométrique plus
complexe qui permet de proposer des algorithmes de transformée en distance sur des
grilles anisotropes ainsi que sur des grilles d’hexagones. De plus, nous verrons dans
la partie 4.3 comment cette structure permet un calcul direct de I’axe médian de la
forme.

4.2.3.1 Diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay en géomé-
trie algorithmique

En géométrie algorithmique (non discrete), le diagramme de Voronoi d’un ensemble
de sites P = {p;} C R™ est une partition de l'espace en cellules, chacune étant
associée a un site avec la propriété suivante : un point ¢ appartient & la cellule Cp,
associée au site p; si et seulement si dist(q,p;) < dist(qg,p;)' pour tous les points
pj € P et i # j (voir figure 4.4-(a) pour un diagramme dans R?). Pour étre plus
précis, le diagramme de Voronoi est une partition de R” en cellules au sens des
complexe simpliciaux (décomposition en points, arétes, faces, hyper-faces,. . ., cellules
de dimension n).

Ce diagramme a été trés étudié et des bornes sur la complexité des algorithmes
de construction existent. Par exemple en 2D, la borne inférieure est en Q(|P|log|P|)
(voir PREPARATA et SHAMOS 1985).

Si 'on considére un ensemble de sites en position générale, c’est-a-dire tels qu’il
n’existe aucun quadruplet de sites cocycliques, de nombreuses propriétés sur ce
graphe peuvent étre prouvées (les lecteurs pourront se référer par exemple & PRE-
PARATA et SHAMOS 1985 , BOISSONNAT et YVINEC 1995 ou encore & DE BERG ET
AL. 2000). Par exemple, chaque sommet du diagramme est incident & exactement
trois cellules.

Si nous considérons le graphe dual de ce diagramme, c’est-a-dire le graphe tel que
les sommets sont des sites, et les arétes des adjacences entre cellules du diagramme,
nous construisons alors une triangulation des sites qui est appelée triangulation de
Delaunay (voir figure 4.4-(b)). Cette triangulation a aussi de nombreuses propriétés
en terme d’aspect des triangles générés. Plus formellement, si on trie tous les angles

1. dist(p, q) correspond a la distance euclidienne.
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Fig. 4.4 — (a) diagramme de Voronoi dans le plan et (b) triangulation de Delaunay
(capture d’écran de VoroGlide, ICKING ET AL. 2001).

des triangles d’une triangulation 7 des sites, dans un tableau A(7), la triangulation
de Delaunay noté D est minimale, c’est-a-dire A(D) < A(T) en considérant 1'ordre
lexicographique pour la relation <.

4.2.3.2 Diagramme de Voronoi, triangulation de Delaunay en géométrie
discréte et EDT

Nous définissons une version discréte trés simple du diagramme de Voronoi et de la
triangulation de Delaunay qui correspond au plongement de ces structures géomé-
triques euclidiennes dans 1’espace discret.

Définition 4.1 (Diagramme de Voronoi discret) Soit P = {p;} un ensemble
de sites de l’espace discret, le diagramme de Voronoi discret est une décomposition
de lespace discret en sous-ensembles {c;}, tels que chaque point de ¢; soit plus proche
de p; que de chacun des {p;} avec j # i.

Dans ce qui suit, nous ne nous intéressons pas a la topologie associée au dia-
gramme de Voronoi mais uniquement & sa construction. Cette définition ne donne
pas un diagramme unique, en effet, dans la cas ou un point est équidistant de deux
sites, il est arbitrairement associé & un des deux sites. Par contre, lorsqu’un point
discret est associé & un site p;, nous savons que ce point appartient & I’adhérence de
la cellule ¢; dans le diagramme euclidien des sites P.

A partir de la définition 4.1, nous pouvons définir une triangulation de Delaunay
discréte basée sur les notions de droites discrétes.

Définition 4.2 (Triangulation de Delaunay discréte) Soit P = {p;} un en-
semble de points discrets, la triangulation de Delaunay discrete est telle que ses
sommets sont les points {p;} et un segment discret existe, dans [’espace considéré,
entre deux sommets si ces deur sommets engendrent des cellules adjacentes dans le
diagramme de Voronoi discret associé a P.
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L’utilisation du diagramme de Voronoi pour le calcul de la transformée en dis-
tance en analyse d’image été montrée par BREU ET AL. (1995). Si nous considérons
comme ensemble de sites P, ’ensemble des points discrets du complémentaire de
I'objet discret considéré, le diagramme de Voronoi discret de P nous donne, en tout
point de l'objet, le point de P qui lui est le plus proche. Ainsi, pour obtenir la
transformée en distance, il suffit d’effectuer un post-traitement sur le diagramme
en étiquetant tous les points discrets par la distance au point de P le plus proche
donné par le diagramme. Ce post-traitement se fait en temps linéaire en le nombre
de points discrets de 1’objet.

Résoudre le probléme du calcul du diagramme de Voronoi permet donc de ré-
soudre le probléme du calcul de la transformée en distance euclidienne. Nous pré-
sentons dans le paragraphe suivant le calcul de transformée en distance basé sur le
diagramme de Voronoi proposé par BREU ET AL. pour le cas d’une grille réguliére
en dimension 2 pour ensuite I’étendre en nD et sur des grilles non nécessairement
cubiques.

4.2.4 EDT en dimension 2 basée sur le diagramme de Voronoi dis-
cret

BREU ET AL. (1995) ont proposé un algorithme trés élégant et trés efficace pour le
calcul du diagramme de Voronoi discret et donc pour le calcul de la transformée en
distance euclidienne sans erreur dans le cas d’une image binaire 2D notée [0...m1] X

Dans un premier temps, cet algorithme effectue un balayage des lignes de I'image
de y =0 & y = my. A chaque étape y = r de l'algorithme, BREU ET AL. main-
tiennent une structure de données qui contient le diagramme de Voronoi discret Vp,
des sites P,.. Ces sites correspondent aux points de P dont 'ordonnée est inférieure
ou égale a r (voir figure 4.5 pour les notations de BREU ET AL.).

y

y=r

Fic. 4.5 —: Notations de BREU ET AL. : u, v et w sont des sites appartenant a
P, et P, ™ et v sont les points intersections de la médiatrice de [uv] et [vw]
respectivement, et de la droite y = r. Dans cet exemple, nous avons L, = {u,v,w}
et L, = {u,w} (voir le texte pour les explications).

A la fin de ce parcours, un autre balayage de y = mo & y = 0 est effectué pour
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fusionner les résultats et ainsi construire le diagramme de Voronoi a partir de dia-
grammes partiels (voir figure 4.6). Cette technique correspond & une réécriture, pour
le cas discret, des algorithmes de construction du diagramme de Voronoi par balayage
de ligne (plane sweep algorithm dans la littérature), voir par exemple DE BERG ET
AL. (2000).

®
o
°
FiG. 4.6 — Balayage de l'image en y croissant (4 premiéres images) avec les dia-

grammes de Voronoi partiels. Chaque cellule a la couleur du site auquel elle corres-
pond, la partie hachurée correspond auz pizels non-étiquetés et les droites en poin-
tillées sont des médiatrices entre sites.

Dans la suite, nous réutilisons les notations de  BREU ET AL. : on note L, le
sous-ensemble de sites P, dont les cellules intersectent la droite y = r (voir figure
4.5). Ainsi, le coeur de algorithme réside en un calcul efficace des sites de £, a
partir des sites de £, 1 et des nouveaux sites présents dans la ligne y = r de I'image.

Cette propagation efficace est basée sur deux observations : la premiére est qu’il
ne peut y avoir dans £, qu’un seul site par abscisse. Dans le cas contraire, la
meédiatrice issue des deux sites de méme abscisse, soit n’intersectera pas la droite
y = r, soit sera confondue avec celle-ci. La seconde observation est que si les sites
de P, sont triés selon leur abscisse, cet ordre est alors préservé sur la droite y = r
pour les cellules issues des sites de L,.

La premiére observation a pour conséquence que la liste £, est telle que :
|£r| < my

La seconde nous dit que les cellules de £,_1 apparaitront (si elles sont conservées)
dans le méme ordre dans L,.

Avant de détailler I'algorithme, nous présentons les conditions pour qu’un site
de L, 1 ne soit plus présent dans la liste £,. Considérons pour cela trois sites
u,v,w € Z? de I'image tels que? u, < v, < w,. On dira que le site v est caché par
u et w le long de la droite y = 7 si la cellule associée & v n’intersecte pas la droite
y = r alors que c’est le cas pour les cellules associées a u et w. Cette propriété est
illustrée dans la figure 4.5 pour la droite y = r'.

En se basant sur cette définition, nous pouvons formaliser 'approche de BREU
ET AL. avec la proposition suivante :

Proposition 4.1 Etant donné un site v d’un ensemble P de sites et une droite [, v
n’appartient pas a la liste L) si est seulement si il existe au moins une paire de siles
u et w de P\{v} tels que u et w cachent v le long de [.

Preuve : Cette proposition est illustrée par la figure 4.7. L’idée est la suivante : si
la cellule associée a v n’intersecte pas [, alors on trouve une paire de sites qui
cachent v sur [ en translatant | jusqu’au sommet de C, le plus proche (droite

2. dans la suite, les coordonnées d’un point p sont notées (p»,py) sip € R? et (pz,py,p-)sip € R®
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I' dans la figure 4.7). Ainsi, si les sites sont en position générale (il n’existe pas
quatre points cocycliques), il n’existe que deux sites adjacents a ce sommet de
Cy, ici u et w, et ces deux sites cachent v sur [.

Si plusieurs sites sont adjacents au sommet de C,, considéré, il suffit d’en choisir
deux et ceux-ci vérifient la propriété de masquage de v.

La preuve de la proposition dans 'autre sens de ’équivalence logique est tri-
viale : si u et w cachent v, alors C, N1 = () par définition. O

FiGc. 4.7 — Illustration de la preuve : C,, n’intersecte pasl et on calcule une paire de
sites cachant v en translatant la droite | vers un sommet de Cy. Les sites adjacents
a ce sommet du diagramme sont solutions du probleme.

En d’autres termes, chaque disparition de sites dans les listes £, est dirigée par
le fait qu'un site est caché par deux autres sites. Il nous faut donc un prédicat
permettant de détecter ces cas.

Si on note (™) Dintersection entre la médiatrice de [uv] et la droite y = 7, v
est caché par u et w (avec toujours u, < v, < w;) si et seulement si I’abscisse de
o) est supérieure & 1’abscisse de v, Quand il n’y a pas d’ambiguité, et pour
simplifier les notations, on écrira uv plutét que iv(™). Formellement, on a donc :

UVy > VW, (4.1)
Si nous détaillons les coordonnées de chaque élément, uv est donné par :

lu = wl® = (ug — wvy)? + (uy —1)? (4.2)

o — wv||* = (v — tvg)? + (vy —1)?

Finalement, I’équation 4.1 est équivalente & (BREU ET AL., 1995) :
(wm—vm)(vg—%(vy—uy)—i-vz—u?%) > (UI—uI)(w%—v§—2r(wy—vy)+w2—v2) (4.4)

Nous pouvons donc écrire maintenant un prédicat CACHE PAR(U,V,W,R) qui
permet de décider si u et w cachent v sur y = r (voir algorithme 16).
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Algorithme 16 Prédicat CACHE _PAR de BREU ET AL. (1995)

CACHE__ PAR(u, v, w, ) {v est-il caché par u et w sur la droite y = 7}
1: retourne ((w, — va)(vy — uj — 2r(vy — uy) + v, —uy) > (vp — ug) (W) — v —

2r(wy — vy) +wj —v;))

Avec ce prédicat et la seconde observation de BREU ET AL., nous pouvons
maintenant présenter le coeur de ’algorithme qui est la procédure de suppression des
sites d'une liste de sites candidats susceptibles d’appartenir a la liste £, étant donnée
une droite y = r. Dans la suite nous notons Candidat, cette liste de sites possibles.
En pratique, cette liste est composée des sites de L, | et des sites présents sur la
droite y = r. Autrement dit :

Candidat, = L,_1U{pe P | p,=r}

Si les sites de Candidat, sont triés par abscisse croissante, il suffit d’appliquer le
prédicat CACHE _PAR de maniére gloutonne avec une structure de pile nous perme-
tant de dépiler les sites qui seraient cachés par d’autres (voir algorithme 17). Nous
obtenons ainsi un algorithme dont le coiit est linéaire en le nombre de sites dans
Candidat,.

Remarquons que cet algorithme est similaire & celui utilisé par GRAHAM pour le
calcul d’enveloppe convexe (voir CORMEN ET AL. 1990; DE BERG ET AL. 2000).

Algorithme 17 Procédure de suppression de sites de BREU ET AL. (1995)

SUPPRESSION _ SITES(Candidat, ,r)

1. L,[1] = Candidat,[1]

2: L,[2] = Candidat, 2]

3: k=2, 1=3 , c=|Candidat,|

4: tant que [ < ¢ faire

5. w = Candidat,[l]

6: tant que k > 2 et CACHE_PAR(L,[k — 1], L, [k], w,r) faire
7

8

9

k=k—-1
fin du tant que
o k=k+1,l=101+1
100 Lylk]=w
11: fin du tant que

Or, d’aprés la premiére observation, la liste £, a une taille bornée par mq et par
conséquent c’est aussi le cas pour la liste Clandidat,. De plus, la construction de
cette liste & partir de £,_; se fait en O(my).

Le passage de L, vers L, se fait donc en O(m;). Comme uniquement deux
balayages sont nécessaires, nous obtenons une complexité finale pour la construction
du diagramme de Voronofi discret et de "EDT en O(mqyms), c’est-a-dire linéaire en le
nombre de pixels de I'image ; ce qui est optimal pour le probléme de la transformée
en distance.

Récemment, GUAN et MA (1998) ont présenté une optimisation de cet algo-
rithme en considérant une approche basée sur des listes, et raménent la complexité
en O(y/m1mat) ot t représente le nombre de sites mais ’algorithme nécessite toujours
une étape d’initialisation en O(mims).

Dans le paragraphe suivant, nous détaillons une version tridimensionnelle de cet
algorithme avant de I’étendre finalement & des images en nD.
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4.2.5 EDT en dimension 3 basée sur le diagramme de Voronoi dis-
cret

Dans la suite, une image Z en n dimensions sera un sous-ensemble de Z" noté [1,m1]x
... % [1,my]. Nous formalisons tout d’abord la notion de tube dans une grille de Z".
La notion de tube est une extension en nD des lignes, colonnes et hauteurs en 2D /3D.

Définition 4.3 (tube selon la k°™¢ dimension dans une image en dimension n)
Un tube est un ensemble de my points du domaine [1,mq] x ... X [1,m,] tel que les
coordonnées des points ne différent que dans la k dimension. Ce tube est noté :

nl,...,ik_l,O,ik+1,...,im = {(ila N aikflaikailﬁi»la N aZn) el | 1 < ik < mk}

Dans I'approche multidimensionnelle de SAITO et TORIWAKI, les fusions de
distances sont calculées le long de tubes orthogonaux.

L’idée de la version 3D de 'algorithme de transformée en distance basée sur le
diagramme de Voronoi discret est la suivante : utiliser la décomposition en tubes et
construire les diagrammes partiels dans chaque dimension.

Dans SAITO et TORIWAKI (1994), les auteurs ont présenté un algorithme dérivé
de leur calcul de transformée en distance pour construire un tel diagramme. Dans
notre approche, nous proposons une construction basée sur ’approche de BREU ET
AL. permettant ainsi une construction en temps optimal ainsi qu’une extensibilité
pour des grilles non-cubiques.

Cette approche se décompose donc en trois étapes, une par dimension :

Etape 1 : lors de cette premiére étape, nous calculons un diagramme de Voronoi de
dimension 1 dans les tubes paralléles & 'axe des z. En d’autres termes, nous
étiquetons tous les pixels de ’objet par le plus proche pixel du complémentaire
ayant les mémes coordonnées en y et en z. Si un point de 'objet est équidistant
de deux sites, nous choisissons arbitrairement un représentant, ce choix n’aura
aucune importance pour la transformée en distance.

Ce calcul de diagramme de Voronoi unidimensionnel se fait en deux parcours
de chaque tube et donc le cotit total de cette premiére étape est en O(mymoms)
(voir figure 4.8-(b)). Dans le cas particulier ou il n’y a pas de site de méme y
et de méme z, nous utilisons une étiquette spéciale notée (.

Etape 2 : I'objectif est ici de construire des diagrammes de Voronoi discrets dans
chaque coupe (z,y) de 'image 3D. Pour cela, nous considérons un tube 7" défini
par :

Trei={(r,y,2) €L |z =7, 2=t ye[l...my]}

Chaque case (r,y,t) de ce tube contient les coordonnées du site le plus proche
dans chaque ligne (au sens axe des z:). Nous appellerons dans la suite, les sites
présents dans ce tube des candidats. En d’autres termes, ces sites sont utilisés
dans les diagrammes 1D et sont candidats pour les diagrammes 2D définis dans
les coupes.

Ainsi, nous avons une liste de candidats telle que |Candidat| < mg et nous
pouvons faire les mémes remarques que BREU ET AL. :

e nous n’avons qu’un seul candidat par y (par construction a I’étape 1) ;
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Fic. 4.8 — Illustration du calcul 2D : les sites sont étiquetés par une lettre et on
souhaite étiqueter les pizels de l'objet par le site le plus proche. (a) limage binaire
(les cases noires représentent les sites), (b) résultat aprés les deuz premiers balayages
en ligne, (¢) résultat aprés suppression des sites dans les colonnes. (d) détail de la
procédure de suppression : C est caché par A et E, B est caché par A et E le long
de la colonne considérée.

e J'ordre selon les ordonnées des sites dont les cellules intersectent le tube
dans le diagramme final est le méme que celui des candidats du tube.

Nous pouvons donc appliquer la procédure de suppression des sites de BREU
ET AL. donné par I’algorithme 17, de maniére & supprimer de la liste Candidat
les sites dont les cellules vont disparaitre du tube T' (voir figure 4.8). II nous
faut cependant présenter un nouveau prédicat CACHE _PAR_ 2D étant donné
que la suppression se fait verticalement et non horizontalement comme dans
l’algorithme initial (voir algorithme 18).

Algorithme 18 Nouveau prédicat CACHE _PAR_ 2D

CACHE_PAR_ 2D(u,v,w,r) {v est-il caché par u et w sur la droite z = r 7}
1: retourne ((wy — vy)(v; — ul — 2r(vy — ug) +v3 — uz) > (v, — uy)(wy — vy —

y
2r(wy — vg) + w2 — v2))

Nous appliquons donc 'algorithme 17 avec ce prédicat et nous construisons
ainsi des diagrammes de Voronoi discrets dans chaque coupe de I'image. Etant
donné que cette suppression sur un tube se fait en temps linéaire, c’est-a-
dire en O(mg) selon nos notations, le cout global de cette étape est donc en
O(m1m2m3).

Etape 3 : Dobjectif de cette étape est de fusionner les différents diagrammes de
Voronoi discrets 2D de chaque coupe pour construire le diagramme 3D.
Nous considérons donc le tube T défini dans I'image par :

/

Tr,t,o = {(IL",y,Z) €z | r=r y=1, z¢€ [1m3]} (45)
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A chaque point (r,t,z) de ce tube, nous avons les coordonnées du site le plus
proche du voxel (r,t,z) parmi les sites appartenant au plan paralléle & Ozy et
de hauteur z. Les sites du tube T définissent alors une liste de candidats pour
le diagramme partiel 3D le long de T".

Nous pouvons faire les mémes observations que BREU ET AL. pour le cas 3D :

e nous n’avons qu’un seul candidat par z (c’est-a-dire un par coupe) ;

e J’ordre selon les coordonnées en “z” des sites dont les cellules intersectent
le tube dans le diagramme final est le méme que celui des candidats du
tube.

L’idée est encore ici d’appliquer une suppression de sites sur ce tube (voir figure
4.9). Avant cela, il nous faut détailler le prédicat CACHE _PAR_ 3D qui sera
utlisé. Celui-ci prend en arguments trois points u,v,w € Z3 et le paramétre
du tube 3D (z = r,y = t). Il décide si le site v est caché par u et w sur le long
de la droite (z = r,y = t).

De la méme fagon que les équations (4.2), (4.3) et (4.4), nous avons :

lu —wv|? = (ug — )2 + (uy — t)* + (uy —1iv,)? (4.6)
v — || = (vp — r)* + (vy — 1)* + (v, — 1ivy)? (4.7)

Et donc :
do, = vz — ug + (v — )% + (vy — )2 — (ug — )% — (uy — t)? (4.8)

2(vy — uy)

Nous pouvons maintenant écrire le prédicat qui sera utilisé pour la suppression
3D (voir algorithme 19).

Algorithme 19 Prédicat CACHE _PAR_ 3D
CACHE_PAR_ 3D(u,v,w,r,t)
{v est-il caché par u et w sur la droite (x =r,y =1t) 7}
1: retourne ((w, —v,)(v2 —uZ 4 (vy — )2 + (vy — )% — (uy — 7)? — (uy — 1)?) >
(v = uz) (W} — 07 + (wy —7)% + (wy — t)? = (vp —1)* = (vy — t)?))

En changeant uniquement le prédicat de 'algorithme 17, nous réutilisons celui-
ci et obtenons ainsi un algorithme linéaire en la taille du tube, c’est-a-dire en
O(m3), pour supprimer les sites non présents dans le diagramme final.

En appliquant ce processus pour tous les tubes, nous avons une complexité en

O(mimaomg) pour cette étape.

Cofit global Etant donné que chaque étape de I’algorithme se fait en O(mymsms),
le cotit global du calcul du diagramme de Voronoi discret, et donc de la trans-
formée en distance euclidienne 3D, se fait en O(mymsmg) ce qui est donc
linéaire en le nombre de voxels et optimal pour le probléme.

L’algorithme global pour le cas 3D est présenté dans ’algorithme 20.
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Fig. 4.9 — Illustration de Uétape 3 : dans chaque coupe, les vozels du tube sont
étiquetés par le site le plus proche dans la coupe et on utilise la suppression de sites
3D pour fusionner les diagrammes.

Algorithme 20 Diagramme de Voronoi discret en 3D
DIAGRAMME _VORONOT _DISCRET _3D(7Z)

{Etape 1 : selon les lignes (axe Oz)}
1: pour j de 1 & mo faire
2:  pour k de 1 a mg faire
3: Calcul du diagramme de Voronoi unidimensionnel dans le tube Tj ;
4 fin du pour
5: fin du pour

{Etape 2 : selon les colonnes (axe Oy)}
: pour i de 1 & mq faire
7. pour k de 1 a mg faire
Appliquer la suppression de sites dans le tube T; 4 .
avec le prédicat CACHE _PAR_ 2D
9:  fin du pour
10: fin du pour

(=]

®

{Etape 3 : selon les hauteurs (axe Oz)}
11: pour ¢ de 1 a m faire
12:  pour j de 1 & mo faire
13: Appliquer la suppression de sites dans le tube T; ;o
avec le prédicat CACHE _PAR_ 3D
14:  fin du pour
15: fin du pour

4.2.6 EDT en dimension n basée sur le diagramme de Voronoi dis-
cret

Dans ce paragraphe, nous généralisons 'approche proposée en 3D pour des images
n-dimensionnelles permettant le calcul du diagramme de Voronoi discret et de la
transformée en distance euclidienne en temps optimal. Nous prouvons aussi les
différentes observations faites précédemment dans le cas nD.

4.2.6.1 Analyse théorique

Introduisons tout d’abord quelques notations. Nous considérons par la suite un dia-
gramme de Voronoi noté Vp en dimension n, c’est-adire P C R". Nous considérons
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aussi une droite [ dans R" et on note II; la projection orthogonale de points de R" sur
[. Sur cette droite, nous allons considérer une origine, notée O, et un vecteur unitaire
de maniére & introduire un ordre des points de [. Nous noterons aussi {p; }1., les sites
de P et Q@ = {¢;} C P l'ensemble des sites de P dont la cellule associée intersecte
la droite [. Etant données les propriétés de convexité des cellules de Voronoi, on
dispose également d’un ordre des cellules de Q le long de la droite [ : l'intersection
d’un convexe avec une droite est un segment. A part dans les cas dégénérés, ces
segments sont totalement ordonnés.

Pour prouver les observations faites en 2D et en 3D (dans les étapes 2 et 3), il
nous faut montrer les deux points suivants :

e si deux sites se projettent orthogonalement sur [ au méme point, I'un de ces
deux sites peut étre supprimé pour résoudre le probléme de l'intersection de
Vp avec | (premiére observation de BREU ET AL.) ;

e 'ordre des cellules sur [ des sites de Q est compatible avec 'ordre des pro-
jections des sites {p;} sur [, notées II;(p;) (seconde observation de BREU ET
AL.).

De maniére intuitive, ces deux propriétés sont presque triviales mais il apparait
qu’une preuve formelle de celles-ci n’est pas évidente.

Tout d’abord, considérons deux points A et B de P, notons H I’hyper-plan
médiateur du segment [AB] et [ un vecteur directeur de [. Le premier lemme nous
permet d’enlever de P les points pathologiques, c’est-a-dire ceux dont les projections
sur [ sont confondues. Par la suite et pour simplifier les notations, on utilisera 4
pour II;(A) et wp pour II;(B). Le lemme s’énonce alors de la fagon suivante :

H
Lemme 4.1 Le plan euclidien ﬁ associé au plan affine H contient | si et seulement
S1TA = TR

Preuve : nous prouvons tout d’abord I'implication de gauche a droite. Nous sup-
posons donc que | € ﬁ, et notons M le milieu de [AB] et IIj(M) = mpr. Nous
avons alors :

— ; ; -
OA =Ony + M + MA
Donc, si nous notons 11} la projection vectorielle engendrée par 11}, nous avons :

T (OA) = T (Omay) + T (mar M) + T (MA)

- —
Nous avons H*(M A) = 0 parce que AM est orthogonal a tout vecteur appar—

tenant a Ea,r définition, ainsi, comme l € ﬁ m est orthogonal a l et
donc IIj (M A) = 0.

De plus, nous avons de la méme maniére :

I (OA) = I (OB) = Oy

Et donc finalement, wq4 = wg = 7).
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Pour prouver I'implication inverse, supposons mp = mwg. Nous avons donc
oA L I et myyB 1L [ par définition de la projection. Ainsi, l_)est ortho-
gonal au plan dans R" engendré par (w4, A, B). En partic)u]ier, I L E et
comme H contient tous les vecteurs orthogonaux a AB, | appartient néces-
sairement a H . O

Nous notons ¥ 4 (resp. X ) 'intersection entre la cellule de Voronol associée a A
(resp. B) et la droite | (34 et X peuvent étre nuls). A partir du lemme précédent,
nous avons les corollaires suivants :

Corollaire 4.1 Si g # g, lintersection entre H et | est réduite en un point et les
deux segments surl, X4 et X g, sont disjoints.

La preuve se déduit directement du lemme 4.1.

Corollaire 4.2 Si w4 = g nous avons deuzx cas possibles :

e soit dist(A,l) # dist(B,l) et donc si X4 # 0 (resp. Xp # 0) alors Xp =0
(resp. X4 =10), et donc B¢ Q (resp. A& Q) ;

e soit dist(A,l) = dist(B,l) et dans ce cas X4 = X (les ensembles peuvent étre
éventuellement nuls) et donc soit A ou B (arbitrairement) peut ne plus étre
considéré comme appartenant o Q.

Preuve : Le premier point de ce corollaire est direct, le second nécessite quelques
détails. Montrons que ¥4 = Xp.

Soit p un point de Y. Par définition, p appartient a l. Or, | est incluse
dans H d’aprés le lemme 4.1. La cellule de Voronoi C4 engendrée par A est
entiérement du méme coté de H donc p est sur la frontiére de C4. Comme le
diagramme de Voronoi est une partition de I’espace, il existe un site X tel que
p soit sur la frontiére de C'x. A et X sont des sites plus proches de p que tout
autre site, Or nous avons dist(A,p) = dist(B,p) donc soit X = B, soit p est
aussi sur la frontiére de B. Quel que soit le cas de figure, p appartient a >p.
Nous obtenons ¥4 C Ypg.

De la méme maniére, nous pouvons prouver que g C ¥ 4 et donc que ¥4 =
¥B. O

Maintenant, étant donné un tube dans une image discréte nD, nous avons le
corollaire :

Corollaire 4.3 Soit T un tube selon la k™€ dimension d’une image dans 7", soit
Q la liste des sites de p; € P (dans ce cas P C Z") telle que Cp, N'T # 0, nous avons

alors :
|Q| < my, (4.9)

D’apreés le corollaire 4.2 et dans une optique de transformée en distance, nous
pouvons considérer uniquement des sites de P tels que w4 # wp (pour tout couple
(A, B)).

Nous présentons maintenant le lemme montrant la préservation de ’ordre entre
les cellules et la projection de sites sur [ :
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Lemme 4.2 Supposons P = {A,B}, ma # mp, a € X4 et b € ¥p (a # b), lordre
des points (wa,wg) surl est le méme que (a,b), ce qui s’écrit :

ab = kTaTh  (avec K > 0) (4.10)

ou .7 est le produit scalaire de vecteurs.

Preuve : Par définition, A et B sont de part et d’autre de ’hyperplan H et E est
normal au plan. Or, a est du méme coté de H que A, de méme pour b qui est
du méme coté de H que B. Donc la composante suivant 1@ du vecteur ab est
positive. En d’autres termes :

b AB=x (A>0) (4.11)

Par définition de la projection, la composante suivant wamg du vecteur A§ est
— Ainsi -
TATE. Alnsi :

7TA7TB.A§ = |mamsl> =p  (u>0) (4.12)

En remplacant ai par sa valeur (4.10) dans I’équation (4.11), nous obtenons

HWAFB.E =

C’est-a-dire :
k=—>0
I

|

Nous pouvons maintenant conclure sur tous les points de P en appliquant le
lemme précédent sur chaque paire de points de P

Corollaire 4.4 Si les sites {p;}1.n de P sont tels que II;(p1) < ... < I;(py), alors
lordre des X, surl est compatible.

Preuve : si on considére I'intersection de Vp, pour chaque paire de points (p,q) de
P tels que II;(p) # I1;(q), les cellules, sur [, ¥, et ¥, sont des sous-ensembles
(peut-étre vides) des cellules du diagramme de Voronoi qui ne considére que
les points p et q. Ainsi, d’aprés le lemme 4.2, l'ordre sur | des projetés T1;(p)
et II;(q) est le méme que celui des cellules ¥, et ;. Etant donné que cette
propriété est vraie pour tout couple de points de P, elle est vraie pour tous les
points de P. O

Sous 'hypothese que II;(u) < II;(v) < II;(w), nous pouvons construire un preédi-
cat CACHE _PAR_ [ qui permet de décider si v est caché par u et w sur la droite [ et
ce quelle que soit la dimension.

Considérons les sites {p;} de P tels que :
I(pi) <Ii(pj) VYV (i,j)1<i<j<n (4.13)

Ainsi, en utilisant le prédicat CACHE _PAR_ [ et ’algorithme 17 de suppression
de sites, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 4.5 Etant donné un ensemble de site P vérifiant I'équation (4.13) et
un prédicat CACHE _PAR__ [, nous calculons 'ensemble des sites {q;} de Q tels que
g # 0 en O(|P|) avec lalgorithme 17.
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4.2.6.2 Description de ’algorithme

Etant donné que toutes les observations de BREU ET AL. ont été montrées en dimen-
sion quelconque dans le paragraphe précédent, nous pouvons proposer un algorithme
de calcul de diagramme de Voronoi discret et de transformée en distance euclidienne
(voir algorithme 21).

Algorithme 21 Diagramme de Voronoi discret en nD
DIAGRAMME _ VORONOI _DISCRET _ND(I,P)
1: Calcul des diagrammes de Voronoi discrets uni-dimensionnels comme initialisa-
tion
2: pour tout dimension k£ > 2 faire
3:  pour tout tube T selon la dimension k faire

4: Construction du prédicat CACHE _PAR_ T

5: Candidats={sites des diagrammes de Voronoi discrets dans les (k — 1) di-
mensions le long du tube T'}

6: Construction de la liste Ly a partir de Candidats en utilisant

CACHE _PAR_T et ’algorithme 17
7. fin du pour
8: fin du pour

Théoréme 4.1 L’algorithme 21 est correct et sa complexité est linéaire en le nombre
de points de ["image.

Preuve : la preuve de la correction de cet algorithme est similaire a celle proposée
par SAITO et TORIWAKI (1994) pour une approche basée sur des tubes le long
des différentes dimensions. De plus, les preuves de la section 4.2.6.1 attestent
la correction du processus de suppression de sites pour le cas nD a toute étape
k de I’algorithme.

Concernant la preuve de linéarité, nous utilisons le corollaire 4.3 et le fait que
Palgorithme 17 est linéaire en la taille de la liste d’entrée (le cotit du prédicat
CACHE_PAR_ T est toujours O(1) quelle que soit la dimension). Ainsi, pour
chaque dimension k de 1 a n, le calcul des diagrammes de Voronoi discrets
partiels se font en temps linéaire (en le nombre de points de I'image).

Si les dimensions de I'image binaire sont données par [1,m1] X ... x [1,my,],
Dalgorithme précédent a un cout en O(myims...my) ce qui est optimal pour le
probléme. O

4.2.7 Analyse expérimentale

Dans un premier temps, nous illustrons la transformée en distance et le diagramme
de Voronoft discret en dimension 2. Il est en effet plus simple d’observer les structures
dans cette dimension qu’en dimension 3 directement.

Considérons tout d’abord une distribution aléatoire de sites (voir figure 4.10).
Nous représentons donc le diagramme de Voronoi discret en affectant un niveau
de gris pour chaque cellule. La figure 4.10-(c) présente la transformée en distance
euclidienne exacte et pour des raisons de lisibilité, nous utiliserons par la suite une
palette de niveaux de gris réduite pour représenter cette transformeée (figure 4.10-(d)).

Dans la figure 4.11, nous calculons le diagramme de Voronoi ainsi que la trans-
formée en distance d’un disque. Pour étre plus précis, les sites considérés dans ce cas
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() (d)

Fi1G. 4.10 —: Diagramme de Voronoi et EDT de sites distribués aléatoirement : (a)
image binaire des sites, (b) diagramme de Voronoi dans lequel un niveau de gris est
affecté a chaque site, (¢) Transformée en distance euclidienne (histogramme norma-
lisé) et (d) EDT avec une palette de niveaux de gris réduite pour mieuz visualiser les
fronts d’ondes.

- 125 -



Chapitre 4. Métriques discrétes

(a) (b) (c)

FiGg. 4.11 — Diagramme de Voronoi et EDT d’un disque.

(a) (b) (c)

FiGc. 4.12 — Diagramme de Voronoi et EDT de deuz disques avec une intersection
non vide : le disque de droite est légerement plus grand que celui de gauche ce qui
permet d’expliquer le non respect de la symétrie.

sont les pixels complémentaires de I'objet. Dans ce cas, nous pouvons voir trés nette-
ment le faisceau des cellules du diagramme de Voronoi qui conwvergent vers le centre
du disque. La figure 4.12 considére une forme composée de deux disques joints.

La figure 4.13 illustre les algorithmes sur un rectangle plein. Dans l'illustration
du diagramme de Voronoi, les phénomenes de dégradé sont dus & l’algorithme
d’affectation d’un niveau de gris pour chaque cellule. Cependant, nous pouvons
remarquer le squelette de la forme sur le diagramme que nous formaliserons par la
suite.

Enfin, la figure 4.14 présente les différents algorithmes sur toute une variété
d’objets synthétiques.

Pour illustrer les différents algorithmes en 3D, nous considérons tout d’abord
I'image binaire de la figure 4.15-(a) qui se compose d'un cube discret, les sites sont
placés & chaque sommet de celui-ci ainsi qu’a son centre. Les figures 4.15-(b) a
4.15-(d) représentent les différents diagrammes de Voronoi discrets partiels aprés
respectivement la premiére phase d’initialisation, la fusion en gy puis la fusion en z.
Les figures 4.15-(e) & 4.15-(g) correspondent & des visualisations du diagramme de
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(a) (b) (c)

Fi1G. 4.13 —: Diagramme de Voronoi et EDT d’un rectangle : (a) image source, (b)
Diagramme de Voronoi et (¢) EDT avec une palette de niveauz de gris réduite.

Voronoi 3D suivant différents plans de coupe.

Dans la figure 4.16, nous illustrons le diagramme de Voronoi discret 3D et la
transformée en distance euclidienne d’une grille ne contenant que trois sites.

Dans le cadre d’analyse de formes 3D, la figure 4.17 présente un calcul de trans-
formée en distance euclidienne sur un objet synthétique. Nous utilisons dans ce
schéma un plan de coupe afin de voir ce qu’il se passe a [’intérieur de la forme. Pour
cette image, nous pouvons observer les bons comportements de la transformée aussi
bien sur les parties sphériques de la forme que sur la partie parallélepipédique.

Finalement, nous pouvons aussi considérer la transformation inverse qui prendrait
en entrée un squelette et qui reconstruirait la surface. La figure 4.18 illustre ce
processus de reconstruction par surface implicite de ’objet & partir d’un squelette.

4.2.8 Diagramme de Voronoi discret et transformée en distance sur
des grilles non-cubiques

Dans notre approche, nous introduisons une structure géométrique complexe, le dia-
gramme de Voronoi, entre ’objet binaire et sa transformée en distance. Cette étape
supplémentaire nous permet d’étendre ces algorithmes pour des grilles non-cubiques.

Dans un premier temps, nous considérons des grilles parallépipédiques. En pra-
tique, beaucoup d’appareils d’acquisition classiques en imagerie médicale produisent
des grilles qui ne sont pas isotropes. Par exemple, pour certains types d’appareils et
pour certains types de partie du corps, les rapports entre les directions peuvent aller
jusqu’a 3 ou 5.

De nombreux travaux existent pour résoudre le probléme de la transformée en
distance sur ce type de grille. Dans le cas des distances de chanfrein, COQUIN ET
AL. (1994) et SINTORN et BORGEFORS (2002) proposent, par exemple, un calcul
des poids du masque adapté en fonction de facteurs d’échelle entre les axes. Dans ce
cas, si ce facteur d’échelle varie entre deux images volumiques, il faut recalculer les
poids optimaux. Pour le cas de la transformée en distance, ’algorithme de SAITO et
TORIWAKI (1994), optimisé par HIRATA (1996) et MEIJSTER ET AL. (2000), permet
de calculer la transformée exacte et résout ainsi le probléme. Nous montrons, par la
suite, comment notre approche permet elle aussi de résoudre ce probléme avant de
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Diagramme de Voronoi et EDT d’objets synthétiques.

Fig. 4.14 —
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(d) (e) (f) ()

FiG. 4.15 — Illustration du diagramme de Voronoi discret 3D :(a) [’image binaire
avec les sites en gris, (b) diagrammes de Voronoi discrets uni-dimensionnels apres la
premiére phase d’initialisation selon 'axe Oz, (¢) diagrammes de Voronoi discrets 2D
apres la fusion en y, (d) diagramme de Voronoi discret 3D et (e) — (g) le diagramme
3D avec des plans de coupe pour voir les structures internes.

(a) (b) (c)

Fic. 4.16 — Illustration du diagramme de Voronoi discret 3D et de la transformée
en distance : (a) image source avec trois sites, (b) diagramme de Voronoi discret 3D
et (¢) la transformée en distance (avec une palette réduite).

- 129 -



Chapitre 4. Métriques discrétes

(a) (b)

F1G. 4.17 —: Transformée en distance euclidienne 3D : (a) image source et (b) trans-
formée en distance avec une palette réduite et un plan de coupe.

(a) (b) (c)

Fia. 4.18 —  Reconstruction par surface implicite a partir d’un squelette : (a) le
squelette pouvant étre vu comme un ensemble de sites, (b) reconstruction d’une iso-
surface 4 une distance 5 du squelette et (c) reconstruction & une distance 20.
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passer a des espaces discrets plus complexes (grille hexagonale par exemple).

Soit P un ensemble de sites tel que P = {(z,y,2z) € Z3}. Nous notons Pags
I'ensemble de sites (z, ay, Bz) avec (z,y,2) € Z3 et a, f € R?

Proposition 4.2 Soit Vp le diagramme de Voronoi associé auz sites P et Vp,_, le
diagramme de Voronoi associé aux sites Pyg, alors :

Vp,; = Eap(V(P))

ot Eqnp correspond a un changement d’échelle de o suivant y et un changement
d’échelle de B suivant z.

Preuve : La preuve est directe, on considére des points p, q, et v de P et p', ¢ et
r' leurs analogues® dans Pag, alors nous avons :

dist(p,q) < dist(p,r) < dist(p',q') < dist(p',r")

ol dist est la distance euclidienne.

Ainsi, si un point p appartient a la cellule du site q dans Vp, alors il appartient
a la cellule du site ¢’ dans Vp,s, €t réciproquement. O

Finalement, nous pouvons utiliser exactement les mémes algorithmes pour ex-
traire le diagramme de Voronoi discret de la grille Z3. 1I suffit de les transformer
avec les changements d’échelle Z x aZ X 7. et ainsi obtenir, aprés réécriture, la trans-
formée en distance euclidienne sur ces grilles (voir figure 4.19). Bien évidement, ce
que nous avons illustré en 3D est aussi valable quelle que soit la dimension et donc les
algorithmes proposés s’adaptent aussi pour des grilles anisotropiques en dimension
n.

Si nous considérons maintenant des grilles non-cubiques, par exemple des grilles
hexagonales, trés peu de solutions existent pour le calcul de la transformée en dis-
tance. Cependant, dans le cas particulier des grilles hexagonales, de nombreux objets
a analyser existent, notamment en physique.

Tout d’abord, nous pouvons remarquer qu’a aucun endroit de la méthode ni de
son analyse théorique le fait que les tubes soient paralléles aux axes de la grille n’est
utilisé. En d’autres termes, nous pouvons trés bien envisager des suppressions de
sites, dans des tubes orthogonaux, qui ne soient pas forcement paralléles aux axes.
En effet, nous pouvons effectuer le processus de fusion avec un tube donné par une
équation du type y = ax + £, il suffit dans ce cas d’adapter le prédicat CACHE _PAR
pour tenir compte de I'équation. Considérons pour cela une droite réelle notée [ et
telle que y = ax + [, ainsi que deux points u et v tels que II;(u) # II;(v) ce qui
s’écrit dans notre exemple 2(u; — vz) + 2a(vy — uy) # 0. Dans ce cas nous avons
les coordonnées du point ww, intersection de la médiatrice de [uv] et de [, qui sont
données par :

iy — uz 4 ug — vy — g +2B(vy —uy) o(vi 4 ) —ui —ul) + 2B(ug — vg)
2(uy — vg) + 20(vy —uy) 2(uy — vg) + 20(vy — uy)

Ainsi, il est facile de construire un prédicat CACHE _PAR_ (o, 8) qui permet de
tester, étant donnés trois sites u, v et w tels que II;(u), < II;(v), < I;(w), (on

3. un point (x,y,z) de P a pour analogue dans P,p le point (z,y/a, 2/8).

- 131 -



Chapitre 4. Métriques discrétes

FiG. 4.19 —: Diagramme de Voronoi et EDT sur une grille anisotropique : le facteur
d’échelle entre l'axe Ox et ['are Oy est de 2.

suppose a # 0), si la cellule associée & v est cachée par les cellules de u et de w sur
la droite [. En ne changeant que ce simple prédicat et la construction des tubes (qui
peut étre basée sur les notions de droites discrétes présentées dans le chapitre 2.2),
nous réutilisons tous les algorithmes présentés pour le diagramme de Voronoi discret
et la transformée en distance euclidienne.

Bien évidemment, utiliser des tubes qui ne sont pas paralléles aux axes n’a pas
beaucoup d’intérét dans le cas de grilles orthogonales. Cependant, dans le cas de
grilles hexagonales, cette propriété est fondamentale. Considérons 1’échantillonage
de la grille proposé dans la figure 4.20 qui consiste & ajouter aux points discrets du
maillage certains points qui sont sur les arétes en bas a gauche. Ainsi, en utilisant une
phase d’initialisation dans les tubes paramétrés par y = v/3z + b puis en appliquant
le processus de suppression de sites avec le prédicat CACHE _PAR_ (—1/+/3,) dans
les tubes orthogonaux aux précédents, nous obtenons un algorithme de calcul du
diagramme de Voronoi discret sur notre maillage. Etant donné que ’échantillonage
est linéaire en le nombre de points de la grille hexagonale d’origine, la complexité
du calcul reste linéaire en le nombre de points et donc toujours optimal pour le
probléme. La figure 4.21 illustre ce calcul.

Si maintenant nous revenons a notre grille initiale d’hexagones, nous construisons
le diagramme de Voronoi discret pour cette grille en ne conservant du diagramme
que les points qui sont au centre des hexagones. Nous obtenons ainsi le diagramme
de Voronoi discret et la transformée en distance euclidienne en temps optimal pour
ce type de grille.

4.2.9 Conclusion et perspectives

Nous avons montré dans cette partie un algorithme calculant la transformée en dis-
tance euclidienne exacte sur des images de dimension n en temps optimal, c’est-a-dire
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N /
Yy = \/gx—kb

FiG. 4.20 —: Rééchantillonage de la grille hexagonale pour le calcul du diagramme de
Voronoi discret

(a) (b)

Fia. 4.21 — Diagramme de Voronoi et EDT sur une grille hezagonale : (a) dia-
gramme de Voronoi discret (les sites sont le cellules noires) et (b) transformée en
distance euclidienne.
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en temps linéaire en le nombre de points discrets de la grille. Cet algorithme se base
sur la construction d’une étape intermédiaire qui est diagramme de Voronoi discret.
Nous avons montré l'intérét de cette construction dans le cas des grilles anisotro-
piques et des grille hexagonales.

4.3 Squelette de forme et axe médian

Maintenant que nous avons des algorithmes optimaux pour le calcul de la transformée
en distance, nous allons extraire de celle-ci un objet géométrique appelé squelette ou
aze médian qui permet une description géométrique et topologique de la forme. Nous
présentons donc les approches classiques pour construire de tels objets en géométrie
discréte puis nous proposons un algorithme direct et optimal en temps basé sur le
diagramme de Voronoi discret que nous venons de définir.

4.3.1 Axe médian et squelette en géométrie discréte

Comme nous ’avons déja présenté dans le paragraphe 4.2, la notion d’axe médian
proposée par BLUM (1967) correspond & une généralisation des axes de symétrie
d’une forme. ROSENFELD et PFALTZ (1966) parlent de squelette de forme qui est
défini comme étant le sous-ensemble minimal de la forme permettant la reconstruc-
tion de celle-ci en appliquant une transformée en distance inverse.

En géométrie discréte, nous trouvons généralement le terme squelette pour décrire
un objet topologique homotope a la forme (nous reviendrons sur ce point plus tard).
Dans ce qui suit et quand nous ne précisons pas, nous parlerons toujours de squelette
géométrique.

Nous pouvons définir formellement cette notion de minimalité en introduisant la
notion de boule maximale pour une métrique donnée.

Définition 4.4 (Boule maximale) Une boule, au sens de la métrique considérée,
de centre p et de rayon r est dite mazimale si celle-ci est entiérement contenue dans
la forme et qu’il n’existe aucune autre boule de la forme qui la contienne.

Ainsi, 'axe médian se définit de la fagon suivante :

Définition 4.5 (Axe médian) L’aze médian d’une forme est [l'ensemble des
centres des boules maximales de celle-ci.

Selon ces définitions, on peut tout de suite remarquer que le test qui permet de
décider si un point p est centre de boule maximale est primordial. Pour un point
p, le rayon de la boule susceptible d’étre maximale est bien évidement donné par la
transformée en distance selon la métrique considérée. La figure 4.22 illustre cette
notion de maximum local dans la carte de distance : la transformée en distance est
représentée sous forme de surface dont la hauteur est la valeur de la transformeée.
Sur ce type de schéma, une définition intuitive de I’axe médian correspond aux crétes
des ces surfaces.

Pour calculer cet axe médian, plusieurs approches sont envisageables. Nous pré-
senterons uniquement une approche récente de REMY (2001). Etant donné un point
de la transformée en distance, décider si celui-ci est centre de boule maximale consiste
a regarder dans un certain voisinage s’il n’existe pas de centres de boules plus grosses
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=
B iR

() (d)

FiG. 4.22 — Représentation surfacique de la transformée en distance : ’axe médian
correspond aux crétes de ces surfaces.
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Fia. 4.23 — Squelette d’un polygone basé sur le diagramme de Voronoi généralisé
(extrait de ATTALI 1995)

contenant la premiére. De maniére plus formelle, on considére un point p de la trans-
formée & une distance d du bord et un point ¢ & une distance d’ du bord. L’idée est
la suivante : quelles sont les conditions sur d’ pour que la boule B(q,d') contienne
la boule B(p,d) ? Pour résoudre ce probléme on peut pré-calculer les valeurs de d’
pour, étant donné le déplacement pg et la valeur d, décider si p fait parti de axe
médian. Ainsi, le test d’appartenance & 1’axe médian s’effectue aprés une recherche
dans une table de correspondance pré-calculée (Look-Up Table ou LUT dans la bi-
bliographie). REMY (2001) propose donc une méthodologie générale pour le calcul
de cette table de correspondance pour des métriques de chanfrein et le carré de la
distance euclidienne.

Il existe d’autres types de squelettes d’objets discrets, basé par exemple sur des
propriétés uniquement topologiques. Ainsi, le squelette topologique d’une forme peut
se définir comme étant le sous-ensemble minimal de points discrets de l'objet ayant
la méme homotopie que 'objet global (méme nombre de trous, méme nombre de
composantes connexes. ..). Ce genre de squelette se construit par exemple avec des
suppressions séquentielles ou paralléles de points de la forme vérifiant un certain
nombre de critéres locaux (notion de point simple) mais garantissant une propriété
globale d’homotopie (voir par exemple LOHOU et BERTRAND 2002).

Nous ne nous intéresserons par la suite qu’aux squelettes géométriques

4.3.2 Squelette n—dimensionnel basé sur le diagramme de Voronoi
discret

Considérons dans un premier temps une forme polygonale. Dans ce cas, le squelette
et le diagramme de Voronoi généralisé intérieur de la forme coincident (voir figure
4.23). En effet, les sommets de ce diagramme ainsi que les arétes sont centres de
boules maximales pour la forme. Une des premiéres approches pour construire ce
squelette a été proposée par MONTANARI (1969).

Dans le cas de formes quelconques, ATTALI (1995) propose un calcul de squelette
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en considérant le diagramme de Voronoi interne d’un échantillonnage du bord de la
forme. Ce squelette approxime le squelette exact de la forme continue sous-jacente
mais a des propriétés de convergence si I'on considére un échantillonnage tendant
vers l'infini.

De maniére plus précise, étant donné un échantillonage et le diagramme de Voro-

noi de celui-ci, le squelette peut étre extrait du diagramme selon plusieurs approches
(voir ATTALI 1995) :

ensemble des sommets du diagramme inclus dans la forme

ensemble des éléments du diagramme (sommets et arétes) inclus dans la forme

e intersection entre le diagramme et la forme

dual de la forme

Dans les algorithmes présentés précédemment, non seulement nous avons une
transformée en distance sans erreur en temps linéaire en le nombre de points de
la forme, mais nous avons surtout dans le méme temps le diagramme de Voronoi
discret de I’ensemble des points du complémentaire. Il est donc tout & fait normal de
construire un squelette directement sur ce diagramme plutdt que sur la transformée
en distance. L’information primordiale pour une extraction de squelette que n’ont
pas les autres algorithmes de transformée en distance, c’est le lien entre tout point
de la forme et le point du complémentaire le plus proche.

Nous définissons donc notre squelette de la maniére suivante :

Définition 4.6 (Squelette basé sur diagramme de Voronof discret) Etant
donnée une forme discréte et le diagramme de Voronoi discret de son complémen-
taire, le squelette associé a cette forme est l'ensemble des points discrets sommets
ou sur les arétes du diagramme de Voronoi discret.

Comme le souligne ATTALI, un squelette défini de la sorte ne peut pas étre utilisé
directement, il faut le simplifier. Une des difficultés introduites par le diagramme
discret est que nous ne connaissons pas la structure globale du graphe du diagramme
de Voronoi, nous savons uniquement pour tout point, la cellule & laquelle il appar-
tient. Ainsi, nous ne pouvons utiliser que des critéres locaux pour la simplification
du squelette. Nous considérons donc les filtrages locaux du squelette proposés par
ATTALI. Pour cela, nous reprenons les définitions suivantes (voir figure 4.24) :

Définition 4.7 (Fonction d’étanchéité (ArTTALI, 1995)) Soit X wune forme
continue et Sk(X) son squelette. La fonction d’étanchéité p(.) est la fonction qui
a chaque point s du squelette associe le rayon de la boule mazimale centrée en s.

Cette fonction correspond & la donnée de la transformée en distance en tout point
du squelette.

Définition 4.8 (Angle bissecteur (ATTALI, 1995)) Soit X une forme continue
et Sk(X) son squelette. Soit s un point du squelette. La boule mazimale centrée en
s posseéde deux points de contact py et p1 avec la frontiére de X. On appelle angle
bissecteur ’angle pospy compris entre 0 et w. Par la suite, on note a(s) l'angle
bissecteur au point s. L’angle bissecteur aux points terminaux et multiples se calcule
par passage G la limite.
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&

1

FiG. 4.24 — [llustration de la fonction d’étanchéité et [’angle bissecteur de ATTALI
(1995).

De maniére informelle, on ne voudrait garder comme points du squelette que
des points qui sont centres de boules maximales assez grosses et qui ne sont pas
des extrémités trop vives du squelette. Nous filtrons donc les points du squelette
construits précédemment avec deux seuils ag et pg et nous gardons les points dont
I’angle bissecteur «(s) et I’étanchéité p(s) vérifient :

a(s) >ay et p(s) > po

Nous appliquons cet algorithme d’extraction de squelette sur des formes géomé-
triques les plus diverses. La figure 4.25, représente le calcul du squelette d’un disque.
Pour illustrer le processus de simplification du squelette, nous représentons tous les
points de celui-ci sur un graphe dans lequel en abscisse se trouve la valeur de ’angle
bissecteur et en ordonnée la valeur de la fonction d’étanchéité. Ainsi, un filtrage
correspond & extraire les points de ce graphe contenus dans une certaine fenétre (fi-
gure 4.25-(¢)). Pour le cas du disque, on peut observer que le centre de celui-ci est
trés isolé des autres points sur ce graphe ce qui permet de I'extraire facilement pour
construire le squelette.

La figure 4.26 illustre le calcul du squelette sur une forme composée de deux
disques d’intersection non vide. On peut noter que ces disques n’ont pas exactement
le méme rayon et les centres ne sont pas exactement sur ’horizontale. Dans la
figure 4.26-(c), on notera que le squelette attendu se localise assez bien sur le graphe
des parameétres. Les formes hyperboliques que 'on peut observer dans ces graphes
s’expliquent par le fait que si on cherche ’ensemble des points d’un squelette généré
par deux points du complémentaire distants de d, nous obtenons la fonctionnelle
(ATTALI, 1995) :

_d
p= 25inG

Finalement, les figures 4.27 et 4.28 illustrent le calcul du squelette sur un carré
et une forme humanoide.

4.3.3 Conclusion et discussion

Nous avons présenté une définition de squelette discret basée sur la notion de dia-
gramme de Voronoi discret. Nous obtenons donc un algorithme d’extraction qui ne
nécessite pas de structure de type table de correspondance (Look-up table) et qui
construit le squelette en temps optimal (linéaire en le nombre de points de I'image).
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fonction d'étanchéité

(c)

Fia. 4.25 — Squelette d’un disque :(a) points du squelette sans simplification, (b)
squelette apres simplification avec g = 1.5 et pg = 10, et (¢) graphe des paramétres
a(s) et p(s) avec les seuils.

- 139 -



Chapitre 4. Métriques discrétes
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(c)
F1a. 4.26 — Squelette de deuz disques joints : (a) points du squelette sans simplifi-

cation, (b) squelette aprés simplification avec ag = 1 et pg = 10, et (¢) graphe des

paramétres a(s) et p(s) avec les seuils.
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fonction d'étanchéite

L + ) L
0 05 1 15 2 25 3 35
angle bissecteur

(a) (b)

F1a. 4.27 — Squelette d’un rectangle : (a) squelette aprés simplification avec oy = 0.7
et po = 10, et (b) graphe des parametres a(s) et p(s) avec les seuils.

Nous avons aussi utilisé quelques techniques de simplification de squelette sur des
critéres locaux de ATTALI (1995). Ce travail nous a permis de vérifier la faisabilité
pratique de cette technique de construction de squelette.

De plus, ce squelette peut s’extraire de la méme maniére quelle que soit la di-
mension de l'image et pour des formes de grilles variées. En effet, la construction
du diagramme de Voronoi discret, comme nous l'avons vu précédemment, se fait
en temps optimal. Les techniques de simplification de squelette présentées s’adapte
aussi en dimension supérieure (voir ATTALI 1995 pour le cas 3D).

Nous avons donc un algorithme optimal en temps pour toute dimension qui per-
met d’extraire un squelette d'une forme discréte.

Dans le schéma proposé, nous n’avons appliqué que des simplifications locales du
squelette sans aucune préservation de quelconque propriété topologique. Ce travail
de simplification globale apparait donc comme une perspective importante de cette
approche.

Au niveau des simplifications locales du squelette, de nombreuses autres ap-
proches peuvent étre envisagées. On peut, par exemple, proposer une simplification
par hysterisis se référant & des techniques classiques de détection de contour en ana-
lyse d’images. Ainsi, un tel processus de simplification manipulerait deux paires de
seuils (g, po) et (a1, p1) et aurait le fonctionnement suivant :

1. si a(s) > ay et p(s) > p1, le point du squelette est conservé
2. 81 a(s) < ag et p(s) < po, le point du squelette est supprimé

3. dans le cas intermédiaire, on regarde s’il existe un chemin d’une certaine taille
joignant le point p et un point satisfaisant la premiére régle. On peut méme
diriger la recherche de ce chemin en regardant dans la direction de la médiatrice
du segment [pgp1] de la définition 4.8 (voir figure 4.29 pour une illustration dans
le graphe des paramétres du nouveau filtre).
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Fic. 4.29 —: Illustration sur le graphe des parameétres de la simplification du squelette
par hysteresis.

Sur le plan méthodologique, une perspective intéressante serait la comparaison
de ce type de squelette avec les axes médians calculés par table de correspondance.
Au dela de cette comparaison, ATTALI ET AL. (1997) ont illustré une extraction de
squelette utilisant a la fois le diagramme de Voronoi continu et 'axe médian associés
a la forme. Une tel calcul hybride de squelette se basant sur notre diagramme de
Voronoi discret nous semble étre une perspective importante.

4.4 Visibilité et géodésiques discrétes

Dans cette partie, nous nous intéressons aux notions de visibilité en géométrie dis-
créte et de métrique géodésique. L'intérét de définir de tels outils est double : d’une
part nous augmentons le modéle discret d’un nouvel outil d’analyse, mais nous ré-
pondons aussi & un besoin pratique dans de nombreuses applications (par exemple
l’angioscopie virtuelle imagerie médicale).

En géométrie algorithmique classique, la notion de visibilité se définit de la ma-
niére suivante : étant donné un domaine avec des obstacles polygonaux, un point
est wvisible d'un autre si le segment entre ces deux points ne rencontre aucun obs-
tacle. En se basant sur cette définition, nous pouvons définir la notion de chemin
géodésique. Considérons deux points et le graphe de visibilité dont les sommets sont
les sommets des obstacles polygonaux et les deux points considérés. Les arétes de
ce graphe correspondent a la relation binaire de visibilité, et sont pondérées par la
distance euclidienne. Ainsi, le chemin géodésique (ou plus court chemin) entre les
deux points correspond au plus court chemin dans le graphe précédent (DE BERG ET
AL., 2000; CORMEN ET AL., 1990). La figure 4.30 illustre ces différentes définitions.

En géométrie discréte, nous considérons un domaine dont les obstacles sont des
ensembles de pixels connexes. Une premiére définition de visibilité discréte a été
proposée par SOILLE (1991, 1994, 1999). Celle-ci se base sur le tracé de droite de
BRESENHAM (1965) : le test de visibilité consiste & tracer le segment de BRESENHAM
entre les deux pixels et a vérifier qu’aucun obstacle n’est rencontré. En se basant
sur cette définition, SOILLE propose aussi un calcul de chemin géodésique. Nous
reviendrons sur cette approche ultérieurement.

Par la suite, LENOIR (1999) propose une approche basée sur des notions de
combinatoire et de graphe. Dans le cas 2D, le chemin géodésique entre deux points
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Fia. 4.30 — llustration des définitions : a gauche, tous les points dans la zone bleue
sont visibles du point rouge. A droite, construction du graphe de visibilité et du plus
court chemin (en gras) entre le point rouge et le point bleu.

est défini de la maniére suivante : on commence par dénombrer tous les chemins
4-connexes joignant les deux points considérés. Ensuite, a chaque pixel visité par un
chemin 4-connexe, nous affectons une valeur numérique qui correspond au nombre
de chemins qui passent par ce point. Finalement, le plus court chemin correspond
au chemin qui maximise la somme de ces valeurs. En d’autres termes, ce chemin
géodésique passe par les pixels les plus empruntés. Ce processus se généralise trés
bien sur des surfaces. LENOIR a montré que cette définition de chemin géodésique
sur une grille 2D sans obstacle correspond & une droite discréte 2D. Cependant,
dans le cas surfacique ou avec des obstacles, aucune équivalence avec des droites ni
aucune propriété métrique de la distance ainsi définie n’est proposée. Cette approche
a I’avantage de ne se baser que sur le graphe d’adjacence des points et peut donc se
généraliser a d’autres grilles réguliéres.

Dans ce qui suit, nous proposons une définition de visibilité basée sur la notion de
droite discréte (voir chapitre 2). Cette proposition permet 1'utilisation d’algorithmes
efficaces pour le test de visibilité ainsi que pour le calcul de chemins géodésiques.

Dans un premier temps nous présentons les différentes définitions et le calcul de
visibilité proposé. Nous décrivons par la suite un algorithme efficace pour le calcul
de chemins géodésiques basé sur notre définition de visibilité. Enfin, nous donnons
quelques pistes pour la généralisation en dimension 3.

Cette partie correspond aux articles COEURJOLLY (2002) et COEURJOLLY ET
AL. (2002b).

4.4.1 Visibilité dans des domaines discrets
4.4.1.1 Notations et définitions

Dans ce qui suit, nous notons D un domaine discret correspondant & un ensemble de
pixels k—connexes. On notera D le complémentaire de D. Ce complémentaire sera
appelé par la suite indifféremment le fond ou [’ensemble des obstacles. Par la suite,
nous considérons un domaine D 8-connexe.

Par analogie avec le cas polygonal, nous définissons la visibilité discréte de la
facon suivante :

Définition 4.9 (Visibilité discréte) Soient s et t deux pizels de D, la visibilité
discréte est une relation binaire v C DX D telle que nous avons v(s,t) si et seulement
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s’il existe un segment de droite discréte 8-connexe joignant s et t dont les pizels
appartiennent a D.

Avant de continuer avec le probléme d’étiquetage en visibilité, rappelons les liens
entre les droites discrétes et l'intersection de bandes dans l’espace des paramétres
vus au paragraphe 2.2.2.1.

La discrétisation Grid Intersect Quantization (ou GIQ) d’une droite réelle
d’équation y = ax + [ est 'ensemble des points discrets vérifiant :

Ao f) = {(m:9) €2 = 5 Saw+ -y < 5}

Le choix du processus de discrétisation n’a aucune influence sur la méthode. Nous
avons choisi GIQ pour sa propriété d’approxzimation au plus proche de la droite réelle.

Dans l’espace des paramétres, ’équation précédente nous permet de définir
I’ensemble des droites réelles dont les discrétisations contiennent un pixel p(x,y):

1 1
S ={(a,ﬁ)ER2|—§+y§am+6<§+y}

Ainsi, un pixel de D définit une bande dans I'espace des paramétres délimitée
par les contraintes Ly : ax + 5 —y > —1/2 et Ly : ax +  —y < 1/2. Rappelons
que pour savoir si un ensemble de pixels est un morceau de droite discréte, il suffit
de vérifier que l'intersection des bandes données par les pixels est non-vide dans
I’espace des paramétres. Le domaine résultant de cette intersection définit toutes
les droites réelles dont les discrétisations contiennent 1’ensemble de pixels considéré
(voir exemple donné figure 4.31).

On notera par la suite S(s,t) l'intersection des bandes Ss et S, respectivement
associées & deux pixels s et ¢.

1,59
| | | | | | |
I I I I I I I 14
y ria--r-as e as o
| | | | | | |
O S B c.5
I I I I I I
| | | | |(3,2) |
r -'__'__i.:_-'__' 0 0z 04 08 08 1 12
I I I I I
[ S _a_ os
I I I I I I
I I I
A= ]
I
S T O S
X -1.54

(0.0)
F1G. 4.31 —: Ezemple de domaine S(s,t) des pizels (0,0) et (3,2) : le domaine S(s,t)
est défini par les inéquations {8 < 1/2,8 > —1/2,8 < =3a+5/2,5 > —3a + 3/2}.

En ce qui concerne le probléme de visibilité entre s et ¢ dans des domaines non-
convexes, l'objectif est d’analyser les contraintes liées aux obstacles et aux deux
pixels s et ¢ dans ’espace des parameétres.

4.4.1.2 Domaine de visibilité

Soit o un pixel obstacle (i.e. 0 € D). L’ensemble des droites réelles dont la discrétisa-
tion ne contient pas le pixel o se décrit simplement dans ’espace des paramétres. En
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effet, il nous suffit de considérer les négations des contraintes L; et Ly précédentes.
Ainsi, nous associons & un pixel obstacle o les contraintes L1(0) : ax +8—y < —1/2
et Ly(o) :ax+p—y>1/2.

Maintenant, pour décider si le pixel o empéche la visibilité entre s et ¢, il nous
suffit de tester si le domaine, dans ’espace des parametres, Li(s) N La(s) N Ly () N
Ly(t) N (L1(0) U Ly(0)) est vide ou non.

Plus généralement, nous considérons un ensemble O = {0;}i—1.,, sous-ensemble
de D, de pixels obstacles tel que toutes les abscisses de ces points sont comprises
entre les abscisses de s et de ¢ (tous les autres obstacles pouvant étre supprimés du
probléme de visibilité entre s et ¢). Ainsi nous avons :

Lemme 4.3 Soient s et t deuzx points de D, s et t sont visibles dans D si et seulement
St :

S(s,8) N ( N (El(oi)uEQ(oi))> £0

i=1l..n

La preuve de ce lemme est directement induite de la définition de la visibilité. Le
domaine issu de cette intersection est appelé domaine de visibilité de s et ¢ (voir
figure 4.32).

L)

Fic. 4.32 — Domaine de visibilité associé a un ensemble de pizels : le domaine en
gris clair correspond o S(s,t) et le polygone noir au domaine de visibilité associé a
s, t et aux pizels bloquants a, b, c et d. Les contraintes non tracées correspondent
auz contraintes n’intersectant pas S(s,t).

Dans ce qui suit, nous cherchons & caractériser l’ensemble des pixels les plus
contraignants pour notre probléme. Plus formellement, ces pixels sont ceux définis
comme suit :

Définition 4.10 (Pixel bloquant) Un pizel o de O et dit bloquant pour le test
de visibilité v(s,t) si nous avons :

S(s,t) N (L1(0) U Ly(0)) # S(s,t)

et l’abscisse de o est entre les abscisses de s et t.

Nous pouvons présenter un premier lemme :
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Lemme 4.4 Soit o un pizel bloqguant pour le test de v(s,t), ou bien le domaine
S(s,t) N (Ly1(0) U La(0)) est vide, ou bien il n’a qu’une seule composante conneze.

Preuve : Nous considérons le domaine S(s,t) et un pixel bloquant o tel que o, s et
t ne sont pas alignés (dans le cas contraire, le domaine de visibilité est vide).

Nous montrons que soit Li(0) soit Ly(o) intersecte le domaine S(s,t) mais
Jjamais les deux. Sans perte de généralité, nous pouvons considérer les différents
cas illustrés dans la figure 4.33-(a). Etant donné que l’abscisse de o doit étre
entre celle de s et t, la pente des contraintes Ly(o) et Ly(0) doit nécessairement
étre comprise entre les pentes des contraintes associées a s et t. Nous pouvons
donc supprimer les deux premiers cas de la figure 4.33-(a).

De plus, par construction, la hauteur verticale entre Ly et Lo est égale a 1.
Ainsi, I'intersection en a' entre Ly (o) et la droite verticale passant par b im-
plique que l'intersection b', entre Ly(0) et cette méme droite verticale, est en
dehors du segment [ab] (voir figure 4.33-(b) ). De plus, étant donné que la pente
de Lo(0) est plus grande, en valeur absolue, que celle de la droite (cb), Ly(o0)
ne peut pas intersecter le domaine S(s,t).

De la méme maniére, si Ly(0) coupe le domaine, la contrainte L (o) ne Ie coupe
pas. Le dernier cas de figure de la figure 4.33-(a) n’est donc pas valide.

Finalement, S(s,t) N (L1(0) U Ly(0)) est égal, soit a S(s,t) N Li(0), soit a
S(s,t) N La(o). Ce domaine correspond donc a une intersection de contraintes

linéaires, il n’a donc qu’une seule composante connexe qui est de plus convexe.
O

\ \
v

F1G. 4.33 —: Illustration de la preuve du lemme 4.4 : (a) différents cas de figure qui
introduisent deux composantes connezes et (b) notation pour la prewve du lemme.

D’un point de vue géométrique, si un pixel o est bloquant pour v(s,t) (avec
[st] dans le premier octant) et si celui-ci est au dessus du segment [st], seule la
contrainte L doit étre prise en compte. De la méme maniére, si o est sous [st], seule
la contrainte Lo intervient (voir figure 4.32 pour une illustration). Cette remarque
nous permet d’avoir une premiére caractérisation géométrique de cet ensemble de
pixels bloquants.

Nous pouvons étendre cette analyse proposée dans COEURJOLLY (2002); COEUR-
JOLLY ET AL. (2002b) par le théoréme suivant :

Théoréme 4.2 Etant donné s et t dans D, le nombre de pizels bloquants suffisant
pour évaluer v(s,t) est au plus de deux. Le domaine de visibilité est calculé a partir
de S(s,t) avec au plus quatre contraintes.
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Preuve : Pour plus de clarté, nous choisissons la représentation arithmétique des
droites discrétes. Nous avons déja montré dans le paragraphe 2.2.2.3 les liens
entre cette représentation et ’analyse duale.

Sans perte de généralité, soit [st] dans le premier octant et (a,b) € Z? tel que
a/b est la pente de [st] (avec pgcd(a,b) = 1). Une droite discréte naive (8-
connexe) qui passe par s et t est composée de I'union de b pointillés consécutifs
parmi les 2b — 1 pointillés :

ar —by=—-b+1

ar —by=5b—-1

Un pixel obstacle o(x,,y,) de reste r = ax, — by, invalide tout le pointillé r de
Pensemble {—b+1,...,b—1}. De plus, si celui-ci est tel que r < 0, il invalide
tous les pointillés {—b + 1,...,r}. En effet, nous ne pouvons pas trouver b
pointillés consécutifs dans cet ensemble. Ainsi, un autre pixel obstacle dont le
reste est dans cet ensemble ne sert plus pour v(s,t) puisqu’il a déja été exclu
par o.

De méme, sir > 0, tous les pointillés de ’ensemble {r,...,b— 1} sont invalidés
ainsi que tous les pixels obstacles dont le reste est dans cet ensemble.

Ainsi, parmi I'ensemble O des pixels bloquants, seuls deux pixels nous inté-
ressent :

e parmi les pixels bloquants de restes négatifs, celui dont le reste rpq, est
maximal. Ce point est noté om,qy.

e Parmi les pixels bloquants de restes positifs, celui dont le reste r,,;, est
minimal, noté o, .

Ainsi, il existe une droite discréte si et seulement s’il reste b pointillés non
invalidés et donc si :
Tmin — Tmaz +1 >0

Si nous revenons au domaine de visibilité S(s,t), quatre points sont nécessaires.
Ils correspondent aux pixels bloquants de reste Tyae €t Tmin d’abscisse mini-
male et maximale entre s et t. De plus, grace au lemme précédent, une seule
contrainte, Ly ou Lo, est & prendre en compte. Ainsi, le domaine de visibilité
est exactement calculé a partir de S(s,t) et des quatres contraintes issues des
pixels bloquants précédent.

|

Une illustration de ce théoréme est donnée dans la figure 4.32 : les pixels ¢ et d
sont tous les deux sur le pointillée d’abscisse 7,4, pour le segment [s,¢]. De méme,
les points a et b sont sur le pointillé r,;,.

4.4.1.3 Algorithme de calcul de visibilité

Dans ce paragraphe, nous présentons un algorithme efficace permettant de calculer
la classe d’équivalence de la relation de visibilité associée a un pixel source s. En
d’autres termes, étant donné un point s de D, nous voulons marquer tous les pixels
de D qui sont visibles de s. Pour cela, nous proposons deux algorithmes : le premier
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correspond au calcul de la classe de visibilité basée sur les définitions ci-dessus. Le
second algorithme se base sur une version modifiée de la définition de visibilité mais
permet un étiquetage plus efficace du domaine.

L’algorithme 22 présente donc une implémentation directe des définitions et théo-
rémes précédents. Cet algorithme se base sur un parcours en largeur du domaine
D, implémenté par la structure de file FIFO. A chaque étape de 'algorithme, nous
maintenons une liste des obstacles O et nous étiquetons en visibilité tous les pixels
de D rencontrés.

......

Algorithme 22 Classe d’équivalence de visibilité a partir d’une source s
CALCUL_ VISIBILITE(s, D)

1: Soit @ une file

2: Soit O une liste de pixels obstacles

3: Q.AJOUTER(S)

4: tant que () non vide faire

5. t=Q.PREMIER__ELEMENT()

6: pour tout p, 8—voisin de ¢ non étiqueté fermé ou visible faire
7 si p est un obstacle alors

8: O.AJOUTER(p)

9: sinon

10: Soit (a,b,c,d) les quatre contraintes de @ décrit dans le théoréme 4.2
11: Evaluer v(s,p) avec (a, b, c,d)

12: si p est visible de s alors

13: Marquer p comme étant visible

14: (QQ.AJOUTER(p)

15: sinon

16: Marquer p comme étant fermé

17: fin du si

18: fin du si

19:  fin du pour
20: fin du tant que

Analysons la complexité de cet algorithme, pour cela nous notons n le nombre
de pixels de D. Dans l'algorithme 22, le maintien de la file FIFO et de la liste
des obstacles se fait en temps constant & chaque étape. Gréace au théoréme 4.2, le
test de visibilité v(s,p) se fait en O(1) si nous connaissons le quadruplet (a, b, ¢, d).
Finalement, le point clef de la complexité est donné par la ligne 10 de cet algorithme
qui consiste a extraire de O le quadruplet de pixels bloquants. Or, aucune structure
de données ne nous permet d’accéder a ces éléments rapidement dans le cas de
la visibilité présenté ci-dessus. Ainsi, si nous notons m le nombre d’obstacles, la
complexité globale de cet algorithme est en O(nm), ce qui est assez cotteux, surtout
dans un objectif de calcul de géodésiques.

Nous proposons maintenant un second algorithme basé sur une définition légére-
ment différente de la visibilité. Celle-ci nous permet de mettre en place une structure
de données efficace. Nous définissons ainsi la notion de visibilité restreinte :

Définition 4.11 (Visibilité restreinte) Soient s et t deuz pizels de D, la visibi-
lité restreinte est une relation binaire v* C D x D telle que nous avons v*(s,t) si
et seulement s’il existe une demi-droite réelle qui passe par s et dont la discrétisation
contient t et aucun pizel de D.

Dans cette définition, nous contraignons donc l’ensemble des droites & passer
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exactement par s. Cette version de la visibilité est un affaiblissement de la précé-
dente puisque la relation binaire que I'on obtient n’est plus symétrique. Cependant,
cette définition nous permet de proposer une structure de données et un algorithme
permettant un étiquetage en visibilité tres efficace.

Supposons donc que tous les pixels obstacles sont triés dans un ordre polaire de
centre s dans le sens trigonométrique. Nous avons donc :

Proposition 4.3 Soient un ensemble de pizels obstacles triés en ordre polaire de
centre s et un point t. Nous notons u le successeur de t dans le tri polaire et [ son
prédécesseur. Nous avons alors :

v*(s,t) & S*(s,t) N Ly(u) N La(l) # 0

ou §* correspond au domaine des droites vérifiant la contrainte de la visibilité res-
treinte. Ce domaine correspond & un segment dans ’espace des paramétres.

La preuve de cette proposition est directement induite de la définition de v* ainsi
que des lemmes précédents. Remarquons enfin que le tri polaire des pixels obstacles
peut se calculer entiérement en nombres entiers (voir par exemple CORMEN ET AL.
1990).

Nous pouvons maintenant présenter Palgorithme du calcul de visibilité (voir al-
gorithme 23).

Algorithme 23 Classe d’équivalence de visibilité restreinte a partir d’une source s
CALcUL_VISIBILITE _RESTREINTE(S, D)

1: Soit @ une file FIFO

2: Soit O une liste de pixels obstacles triés en polaire de centre s

3: AJOUT _FILE(s, Q)

4: tant que ) non vide faire

5.t =PREMIER _ELEMENT(Q)

6: pour tout p, 8—voisin de ¢ non étiqueté fermé ou visible faire
7 si p est un obstacle alors

8 AJOUT_TRI_POLAIRE(p, O)

9 sinon

10: Soit u le successeur de p dans le tri polaire O

11: Soit [ le prédécesseur de p dans le tri polaire O
12: Evaluer v*(s, p) avec S*(s,p) N Ly (u) N La(l) # 0
13: si p est visible de s alors

14: Marquer p comme étant visible

15: AjouT_FILE(p, Q)

16: sinon

17: Marquer p comme étant fermé

18: fin du si

19: fin du si

20:  fin du pour
21: fin du tant que

Dans cet algorithme, le test de visibilité s’effectue aussi en temps constant mais
cette fois, 'extraction, & partir de O, des pixels bloquants intéressants pour notre
définition de visibilité se fait en O(log(m)) au lieu de O(m). De plus, le maintient
de la liste triée, c’est-a-dire le coiit de l'insertion d’un obstacle, se fait lui aussi en
O(log(m)). Finalement, le cott global de cet algorithme est en O(nlog(m)).
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Nous pouvons encore optimiser le colit moyen de ce dernier avec la remarque
suivante : lors du parcours en largeur du graphe, quand nous insérons les 8 —voisins de
t dans la structure, nous mémorisons le cone (s, u,l) qui correspond a la localisation
de ¢t dans O. Ainsi, lorsque nous dépilerons les fils de #, nous mettrons a jour leur
localisation a partir de (s,u,[). De cette fagon, nous obtenons un cotit de mise-a-jour
tres faible.

Dans une analyse au pire cas, cette optimisation ne permet pas de réduire la com-
plexité, cependant, si nous considérons des ensembles pixels obstacles assez compacts
dans D, le cout effectif de cette mise & jour sera trés faible.

4.4.2 Plus court chemin discret et métrique géodésique discréte

Nous pouvons maintenant définir les notions de chemins géodésiques discrets basées
sur le calcul de visibilité.

4.4.2.1 Définitions et état de ’art

Dans un premier temps, rappelons les deux grandes approches pour les définitions
de métriques discrétes vues précédemment :

e approches par masque (métriques de chanfrein) : on considére un ensemble de
déplacements élémentaires pondérés ;

e approches basées sur une gestion de déplacement vectoriels (dy,dy).

Dans le cas de la métrique géodésique, les approches basées sur des masques
offrent une solution trés efficace. En effet, a partir de D et des déplacements élémen-
taires considérés, nous pouvons construire un graphe d’adjacence pondéré sur lequel
nous pouvons appliquer un algorithme classique de plus court chemin dans un graphe
comme celui de DIJKSTRA (PIPER et GRANUM, 1987). Pour implémenter cet algo-
rithme de plus court chemin, nous pouvons utiliser des files de priorité (ou bucket
lists en anglais). Cette structure est classique en algorithmique (voir par exemple
CORMEN ET AL. 1990) et son utilisation pour le calcul de distance géodésique par
masque a été proposée par VERWER ET AL. (1989). Celle-ci nous permet d’avoir un
algorithme & colt uniforme pour I'étiquetage en distance géodésique.

Cette structure, illustrée figure 4.34, est construite de la fagon suivante : nous
considérons une collection de files FIFO indicées par un entier d. Pour notre pro-
bléme, tous les pixels se trouvant dans la file d’indice d sont & une distance d de
notre point d’origine. Le principe de 'algorithme de plus court chemin basé sur
cette technique est le suivant : 'algorithme commence par ajouter le point s dans
la file d’indice 0. Ensuite, & chaque étape on dépile un pixel p, encore non visité, de
la file d’indice minimum non vide, notée d,,;,, et pour chaque voisin n de p, nous
ajoutons n a la file d’indice d,in + weight(p,n). Weight(p,n) correspond au poids
associé au déplacement ph dans le masque de chanfrein utilisé.

Cette structure permet donc une implémentation trés efficace de 1’algorithme de
DIJKSTRA. De plus, VERWER ET AL. (1989) proposent une gestion des alloca-
tions des files trés efficaces, par exemple, nous pouvons réutiliser les files de maniére
circulaire une fois que celles-ci sont vides.

Dans une approche basée sur la distance euclidienne, MOREAU (1995) propose
un étiquetage du domaine en maintenant des listes de pixels du front de propagation.
Ce processus de propagation se base sur une construction incrémentale de cercles &
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d ... d+weight(p,n)

Fic. 4.34 — Structure de files de priorité : ensemble de files FIFO indicées par la
distance au pizel source s.

rayon croissant. Ainsi, quand aucun obstacle n’est rencontré, le processus construit
des cercles de rayon croissant en étiquetant le pixels par la distance euclidienne au
centre du cercle. Si un obstacle est rencontré on subdivise le cercle en arcs avec la
possibilité d’initialiser de nouveaux centres d’arcs de cercle. La structure de données
de cet algorithme n’est cependant pas évidente & manipuler et des processus cotiteux
en temps peuvent apparaitre lors de la fusion ou de la subdivision d’arcs.

En se basant sur 1'utilisation de sa transformée en distance euclidienne par pro-
pagation (voir paragraphe 4.2.2.1), CUISENAIRE (1999) propose un algorithme de
calcul de distance géodésique que ’on peut qualifier de local. En effet, étant donné
un certain rayon r, tous les pixels dans la boule euclidienne de rayon r centré sur
le pixel source s sont étiquetés par cette distance euclidienne. Ensuite, le processus
de propagation est itéré avec les pixels non étiquetés sur le front de propagation.
Ainsi, si le rayon choisi est grand, la distance calculée dans les domaines ou il y a
peu d’obstacles sera une bonne approximation de la distance euclidienne. Cepen-
dant, 'approximation sera mauvaise dans les parties fortement contraintes. Ainsi, la
qualité de 'approximation est fonction du domaine D et du rayon r choisis.

Enfin, SoIiLLE (1991, 1994, 1999) propose 'utilisation de la notion de visibilité
pour l'estimation de chemins géodésiques. Dans le paragraphe suivant, nous pré-
sentons une approche similaire mais utilisant le calcul efficace de visibilité présenté
ci-dessus.

4.4.2.2 Algorithme d’étiquetage en distance géodésique

L’idée principale de I'algorithme est la suivante : pour tous les points visibles depuis
le point source s, I’étiquetage en distance géodésique est trivial puisqu’il correspond
exactement & la distance euclidienne calculée a partir du vecteur de déplacement
(dg,dy). Par contre, si un point p n’est pas visible depuis la source, nous initialisons
un nouveau processus d’étiquetage en visibilité a partir de p. Ainsi, nous étiquetons
en distance les pixels visités, visibles de p, par la distance entre p et la source originale

s a laquelle nous ajoutons la distance euclidienne entre ces points et p.

Définissons tout d’abord la notion de chemin géodésique discret :

Définition 4.12 (Chemin géodésique discret) Un chemin géodésique discret
entre deuz points s et p de D est une séquence de pizels {p;}i—o.n+1 € D, avec
po =S el pp1 =t, telle que :

v(pi,pisr) pour k={-1,0,1} et i=1.n
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et telle que la distance géodésique dgeodes(S,t) est minimale. Cette distance est définie
par :

n
dgeodes (57 t) = Z deuc(piapiJrl)
=0

0t deye(a,b) représente la distance euclidienne classique.

En d’autres termes, un chemin géodésique discret est une séquence de segments de
droite discrete de longueur minimale joignant s et £. La métrique géodésique proposée
pour cette séquence de segments correspond exactement a celle utilisée pour estimer
la longueur d’une courbe discréte basée sur une segmentation en droites discrétes
(voir paragraphe 5.4).

Afin d’obtenir un algorithme d’étiquetage efficace, nous utilisons la structure de
files de priorité de  VERWER ET AL. dont les indices sont donnés par [dgeodes(s,p)].
Cette métrique est consistante avec l'algorithme de VERWER car elle satisfait
I'inégalité triangulaire (MOREAU, 1995) :

fora,b,ce R a+b>c=[a]+[b] > [c|

Toujours dans un souci d’efficacité, nous utilisons la visibilité restreinte v*(s,t).
Pour chaque pixel p dans la structure de file, nous mémorisons : ses coordonnées,
les coordonnées du point source s; duquel p est visible et la distance géodésique
dgeodes (S, si). Nous maintenons aussi une structure triée de pixels obstacles associés
a chaque propagation en visibilité.

L’algorithme 24 présente la méthode proposée.

4.4.3 Analyse expérimentale et discussion

Dans notre analyse expérimentale, nous avons appliqué 'algorithme précédent sur
un certain nombre de domaines binaires. Ainsi, la figure 4.35 présente les résultats de
I’étiquetage en distance géodésique avec les métriques dy, dg et la métrique géodésique
proposée. Les distances sont représentées avec une palette de niveaux de gris réduite
afin de mieux observer les fronts de propagations.

Dans la figure 4.36, au lieu d’étiqueter par la distance géodésique, tous les pixels
de méme couleur sont dans la méme classe d’équivalence de visibilité. Ces illus-
trations nous permettent de proposer une solution au probléme jouet classique de
placement du nombre minimal de gardes dans un musée. En effet, chaque couleur
correspond & la zone de visibilité de chaque garde et le domaine D correspond au
musée. Ainsi, si le premier garde est fixé (source s du probléme) nous sommes ca-
pable de calculer le nombre minimal de gardes pour couvrir tout le domaine et de
placer ceux-ci.

La figure 4.37 présente une application de ces algorithmes en imagerie médicale.
L’objectif est ici de mesurer la longueur de vaisseaux sanguins dans des images an-
giographique segmentées.

Enfin, si nous appliquons cet algorithme d’étiquetage en distance géodésique a
partir de plusieurs sources, le résultat obtenu est trés proche d’une transformée
en distance euclidienne de ces points sources. Cependant, étant donné que notre
processus de propagation du domaine se fait localement, nous ne pouvons pas éviter
les erreurs de type DANIELSON présentés dans les paragraphes précédents.
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Algorithme 24 Etiquetage en distance géodésique a partir d’une source s.

CALcUL_ GEODESIQUE(s, D)

1: Soit Bucket[i] un ensemble de files FIFO

2: Soit O[i] un ensemble de listes de pixels bloquants triés en polaire
3: Soit dy;n 'indice minimal des files non vides initialisé & 0

4: AJOUT _FILE(s, Bucket[din])

5: tant que il reste une file non vide faire

6: si la file Bucket|d,i,] est vide alors

7 ajuster dpin

8:  fin du si

9:  t =PREMIER__ ELEMENT(Bucket[din])

10:  pour tout p, 8—voisin de ¢ non étiqueté fermé ou visible faire

11: Soit 7 indice de la liste d’obstacles associé & la source s; de t
12: si p est un obstacle alors

13: AJOUT_TRI_POLAIRE(p, O[i])

14: sinon

15: Soient u et [ la localisation de p dans le tri polaire O[]
16: Evaluer v*(s,p) avec S*(s,p) N L1 (u) N Ly(l) #0

17: si p est visible de s alors

18: Marquer p comme étant visible

19: Calculer la distance géodésique d' de n

20: si d > di, alors

21: AJsoutT_FILE(p, Bucket[[d'z]])

22: fin du si

23: sinon

24: Marquer p comme étant fermé

25: fin du si

26: fin du si

27:  fin du pour
28: fin du tant que
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Fia. 4.35 = Analyse expérimentale de [’étiquetage en distance géodésique : de gauche
a droite, les domaines discrets et le point source (pizel blanc isolé), I’étiquetage avec
la distance dg, avec la distance dy et enfin avec la distance géodésique proposée.

4.4.4 Vers une extension en 3D

Une extension naturelle de ce travail consisterait en une analyse de la visibilité et
des chemins géodésiques en dimensions supérieures. Nous nous intéressons ici au cas
de la dimension 3 et considérons un domaine D de voxels 26-connexes.

Dans le cas des approches basées sur des distances de chanfrein, des algorithmes
efficaces peuvent étre proposés pour I'étiquetage en distance géodésique. En effet,
nous nous ramenons de toute facon a un probléme de graphe (KIRYATI et SZEKELY,
1993; SANNITI DI BAJA et SVENSSON, 2000).

Dans notre approche de chemins géodésiques basés sur la visibilité, nous pouvons
reprendre les mémes définitions : on dira que deux voxels sont visibles s’il existe un
segment de droite discréte 26-connexe tel que tous les voxels sont dans D, passant
par les deux voxels. Nous renvoyons le lecteur au chapitre 2.3 pour plus de détails
sur les droites discrétes 3D. Cependant, I’étiquetage en visibilité dans des domaines
non-convexes 3D est plus complexe que dans le cas 2D. Pour illustrer cela, regardons
une version 3D de la visibilité restreinte. Nous cherchons donc & décrire les droites
réelles passant exactement par le centre d’un voxel s et dont la discrétisation contient
un voxel t de D et aucun point de D.

Sans perte de généralité, nous nous placons dans le premier 48°™¢ d’espace, c’est-
a-dire nous considérons st = (a,b,c)” tel que @ > b > ¢ > 0. Ainsi, une droite qui
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1.2

FiG. 4.36 — Diagramme de wvisibilité discréte : tous les pizels de méme couleur sont
dans la méme classe d’équivalence de visibilité, les domaines et points sources sont
ceuz de la figure 4.35.
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FiG. 4.37 — Application de la distance géodésique en imagerie médicale : de gauche
a droite, limage angiographique de vaisseaux sanguins, le domaine binaire issu d’une
segmentation et ['étiquetage en distance géodésique.

passe par s et qui intersecte le carré de longueur de coté 1 centré en ¢ dans le plan
(Oyz) est solution au probléme de visibilité restreinte (voir figure 4.38-(a)). Si main-
tenant nous ajoutons des obstacles dans le méme 48°™¢ d’espace, nous construisons
des pyramides similaires et le point ¢ sera visible de s s’il existe une droite passant
par s, qui intersecte le carré centré en ¢ mais ne coupe pas les carrés associés aux
obstacles.

Maintenant, projetons I’ensemble de ces carrés sur le plan paralléle & (Oyz) conte-
nant ¢ en utilisant la projection perspective de centre s. Ainsi, ¢ sera visible de s si
et seulement si le carré associé a ¢ n’est pas entiérement recouvert par ceux associés
aux voxels obstacles (voir figure 4.38-(b)).

D’un point de vue algorithmique, méme le cas de la visibilité restreinte n’est pas
évident. En effet, I’écriture d’un algorithme efficace qui teste la couverture d’un
carré par d’autres n’est pas trivial. De plus aucune structure géométrique évidente
des voxels obstacles ne peut étre mis en place en 3D pour cette visibilité.

Nous pouvons cependant proposer une premiére solution en généralisant en 3D
l’approche de SOILLE (1991, 1994, 1999). Dans ce cas, le test de visibilité est basé sur
un tracé de droite discrete 26-connexe en utilisant un des algorithmes présenté dans
le paragraphe 2.3). Ainsi, en utilisant ce test de visibilité et les mémes structures
que pour le cas 2D, nous obtenons un algorithme d’étiquetage en distance géodésique
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z

@ (b)

Fi1G. 4.38 —: Illustration de la visibilité restreinte en 3D : (a) domaines de visibilité
restreinte dans espace primal et (b) illustration du test de visibilité par projection
dans le plan (Oyz) contenant t des carrés associés aux vozels bloquants.

dans des domaines 3D. Cette méthode n’est cependant pas trés efficace puisque la
complexité est en O(nd) ou n est le nombre de voxels de D et d son diamétre (longueur
du plus long segment de droite contenu dans D).

Les figures 4.39 et 4.40 présentent un étiquetage en distance géodésique de do-
maines 3D non convexes en utilisant une palette de niveaux de gris réduite.

Si nous considérons maintenant une surface discréte comme un ensemble de voxels
connexes, ’algorithme précédent nous permet de définir la notion de géodésiques
surfaciques. En effet, les voxels d’une telle surface discréte nous donnent le domaine
D. Les voxels obstacles correspondent au complémentaire de D. La figure 4.41
illustre ces calculs de géodésiques surfaciques.

(a) (b)

F1G. 4.39 — Exemple d’étiquetage en distance géodésique 3D : (a) domaine 3D défini
par les obstacles gris et (b), étiquetage en distance géodésique de la premiére classe
de visibilité uniquement. Le voxel source est a l'origine du repére.
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(a) (b)

Fia. 4.40 — Ezemple d’étiquetage en distance géodésique 3D : (a) étiquetage en
distance géodésique complet et (b) seuillage de la distance pour mieuz observer les
structures internes du front d’onde.

4.4.5 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté un test de visibilité discréte basé sur un objet discret classique (la
droite discréte). Lors de notre étude de la visibilité discréte, nous avons aussi analysé
le comportement de ces droites discrétes dans le cas de domaines non-convexes.

Par la suite, nous avons présenté plusieurs algorithmes permettant : de décider
si deux pixels sont visibles étant donné un ensemble de pixels obstacles, de décrire
I’ensemble des pixels d’'un domaine visibles & partir d’un point. Sur le plan algorith-
mique nous avons présenté un algorithme d’étiquetage en visibilité efficace dont la
complexité est en O(nlog(m)) (o n est le nombre de pixels dans D et m le nombre de
pixels obstacles). Nous avons ensuite présenté une définition de chemin géodésique
discret basé sur la notion de visibilité ainsi qu'un algorithme de calcul.

Nous nous sommes aussi intéressés au cas tridimensionnel en présentant un pre-
mier algorithme ainsi que quelques pistes vers un algorithme efficace.

4.5 Conclusion sur ce chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux métriques associées a la grille dis-
créte et a l'utilisation de celles-ci pour ’analyse de formes. L’intérét des descriptions
obtenues & 1’aide de la transformée en distance euclidienne et du squelette de forme
a été montré depuis un certain temps. A la suite de la rédaction de ce chapitre, nous
nous sommes apergus qu’un article récent (MAURER JR. ET AL., 2001) présentait
un résultat analogue pour le calcul de la transformée a partir du diagramme de Vo-
ronoi discret. L’algorithme présenté a été développé indépendamment des travaux
de MAURER JR. ET AL.. Cependant, nous donnons dans ce chapitre des démons-
trations et illustrations plus exhaustives. Par contre, la construction d’un squelette
basé sur le diagramme de Voronoi discret est originale & notre connaissance.

En ce qui concerne la propagation géodésique, elle peut étre utilisée soit di-
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F1G. 4.41 —: Géodésiques surfaciques : (a) étiquetage en distance géodésique de la
surface d’une sphére, (b) de la surface d’un cube et (¢) d’une table (le point source
est situé au miliew du plateau).

rectement comme source d’information métrique mais permet aussi une description
globale de la forme en considérant les notions de transformée en distance géodésique
(SOILLE, 1991, 1999). De plus, la possibilité de construire un wvoisinage géodésique
autour d’un voxel d’une surface discréte permet I'écriture d’algorithmes d’estimation
de normales et de courbure Gaussienne (voir paragraphes 5.3.2 et 5.5.3.2).

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses. Pour le squelette de formes
basé sur le diagramme de Voronoi discret, I’étude présentée nous a permis de vérifier
la pertinence d’une telle approche. Il nous faut cependant situer un peu plus préci-
sément celle-ci dans la bibliographie et surtout présenter des calculs d’extraction en
dimensions quelconques.

Pour la propagation géodésique, nous souhaitons comparer cette approche dis-
créte aux approches basées sur une analyse différentielle (SETHIAN, 1996b,a). En-
fin, nous souhaitons aussi poursuivre I'analyse en dimension 3 afin de réduire la
complexité de l'algorithme proposé.
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous placons dans le cadre de I’analyse d’objets basée sur le
calcul de mesures euclidiennes sur les contours. En effet, une approche classique de
reconnaissance de formes se base sur 1’association, au contour de I'objet, d’un vecteur
contenant des informations numeériques (longueur, aire, graphe de courbure...). On
parle alors de la signature du contour.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a la création d’un tel vecteur d’attributs
dans le cas des courbes et des surfaces discrétes. Nous présentons donc des al-
gorithmes permettant d’estimer la longueur d’une courbe discréte ou l'aire d’une
surface discrete, la normale en un point d’une courbe ou d’une surface et enfin les
différentes courbures associées a ces objets.

Ces différents estimateurs seront évalués, a la fois numériquement dans des ana-
lyses expérimentales, mais aussi sur le plan théorique avec la notion de convergence
asymptotique. Pour une meilleure lisibilité de ce chapitre, nous avons placé les
preuves de convergence asymptotique dans ’annexe B.

Apreés avoir présenté ce cadre théorique, nous décrivons tout d’abord les différents
estimateurs pour le calcul des normales. Remarquons que la logique voudrait que
I’on commence par les estimateurs de longueur ou d’aire, ensuite ceux de normales
et enfin les calculs de courbure. Cependant, nous verrons en quoi l’estimation des
normales est primordiale pour le calcul de longueur d’une courbe discréte ou d’aire
d’une surface.

Afin de faciliter la lecture de ce chapitre, les différentes preuves de convergence
asymptotique sont données dans I’annexe B.

5.2 Contexte théorique : la convergence asymptotique

Lorsqu’un estimateur d’une mesure euclidienne est proposé sur une donnée discréte,
la justification de celui-ci peut se faire de deux maniéres différentes : la premiére
justification consiste & montrer la cohérence de l’estimateur par rapport aux pro-
priétés déja existantes dans le modéle. Une autre justification consiste & prouver la
convergence asymptotique de ’estimateur. Dans ce cas, I'estimateur est comparé a
la mesure euclidienne approximée par le biais d'un processus de discrétisation sur
une grille dont la résolution tend vers 'infini. Un estimateur aura alors la propriété
de convergence asymptotique si 'erreur commise entre la mesure estimée et la mesure
euclidienne tend vers 0 quand la résolution de la grille augmente.

Plus formellement et dans le cas bidimensionnel, nous considérons une courbe
euclidienne v : [0, 1] — R? et une grille orthogonale dans le plan euclidien R? dont la
distance entre les points est donnée par 0 < 6 < 1. Nous appelons r la résolution de
la grille donnée par 7 = 1/6, on parle alors de r-grille. Etant donné un processus de
discrétisation de la courbe «y sur la grille, noté D, (), nous définissons ainsi un objet
multi-grille paramétré par r. Soit F un descripteur sur la courbe euclidienne v (la
longueur par exemple) et un estimateur £ de la méme mesure mais sur le discrétisé
D,.(), nous avons :

Définition 5.1 (Convergence asymptotique) L’estimateur £ converge asymp-
totiquement vers F si et seulement si :

IE(Dy (7)) = F(v)| <e(r) avec limp_o0e(r) =0

L’ordre O(1/e(r)) correspond a la vitesse de la convergence.
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L’intérét d’une telle propriété est double :

e sur le plan théorique, cette propriété nous permet une comparaison formelle
entre une mesure continue et une estimation discréte ;

e d’un point de vue pratique, cette convergence nous permet de garantir de bons
résultats numeériques quelque soit la taille de I'objet discret analysé, ce qui est
trés important dans une approche multi-échelle par exemple.

Une illustration historique de cette validation remonte aux grecs de 'antiquité :
ARCHIMEDE et Liu HUI (voir par exemple VAN DER WAERDEN 1983) cherchaient
a estimer le périmeétre d’un cercle, ’objectif principal étant en fait I’estimation du
nombre 7. Ils utilisaient une approximation basée sur des polygones réguliers & n
cotés avec n, = 3,6,12,24,48,96, ... (voir figure 5.1). Plus précisément, on suppose
que p est le rayon du cercle et n,,, = 3 x2™ avec m > 0. Nous considérons le polygone
régulier interne P, , possédant n,, arétes. La longueur p,, d’'une aréte est donnée
par la formule de récurrence :

Pmt1 = p\/2p2 — pyV/4p? = p2,

Ainsi, le périmeétre de P,,, est égal & n,, - p,, et donc :

K(Nm) = [N - pm — 2mp| = ?—m”, pour m>1.

La fonction k(n,,) définit la vitesse de convergence de l'estimation du périmetre
du cercle de rayon p en fonction du nombre de cétés du polygone régulier. Dans
ce cas, 'estimation du périmétre d’'un cercle par des polygones réguliers converge
asymptotiquement avec une vitesse en O(%) (voir figure 5.1).

PF T 7

2 [ 12 249 42 96 192 384 TEE 1536

Fia. 5.1 — (gauche) Polygones réguliers interne et externe d’un cercle pour n,, = 6,
(droite) pourcentage d’erreur de l’estimation du périmétre avec le polygone régulier
interne pour n croissant.

Pour revenir au probléme d’estimation du nombre m, cette technique a permis
d’obtenir les bornes suivantes pour n,, = 96 :

223/71 <7 < 220/70

En plus de la preuve formelle de la convergence d’un estimateur, nous souhai-
tons avoir une analyse expérimentale de comportement d’algorithme implémentant
Pestimateur. Pour cela, nous devons considérer une famille d’objets multi-grilles la
plus hétérogéne possible. Bien évidemment, il faut que nous puissions calculer la
mesure euclidienne F(v) sur chacun des objets proposés.

- 164 -



5.3. Tangentes et normales

Par exemple, la figure 5.2 présente les différents objets multi-grilles pris en compte
pour lestimation de longueur de courbes discrétes (voir paragraphe 5.4.1). Ces objets
ont été choisis car ils illustrent beaucoup de cas concrets : courbes polygonales
convexes, courbes euclidiennes non-convexes etc. ... La discrétisation de ces formes
sur une grille de taille variable ainsi que la prise en compte de rotations de ces objets
sur la grille nous permettent d’avoir un jeu de tests assez complet.

O D e

F1G. 5.2 — Objets multi-grilles proposés dans KLETTE ET AL. (1999) pour l’analyse
d’estimateurs de longueurs.

Dans le cas tridimensionnel, d’autres objets sont considérés comme nous le ver-
rons dans le paragraphe 5.4.3.

Dans ce qui suit, nous proposons plusieurs estimateurs en 2D et 3D. Nous es-
sayons, autant que possible, de vérifier formellement la propriété de convergence
asymptotique. Dans le cas de mesures ponctuelles comme les normales ou la cour-
bure, on dira qu’'un estimateur est convergent asymptotique si il y a convergence de
I’estimation en tout point.

5.3 Tangentes et normales

5.3.1 Tangentes et normales discrétes d’un contour 2D

Nous considérons dans ce paragraphe le probléme de I’estimation de la tangente et
de la normale en un point d’une courbe discréte 2D.

Dans une utilisation directe de ces informations, VIALARD (1996b,a) propose
I'utilisation de la tangente en tout point pour le calcul du chemin euclidien associé
a une courbe discréte : ce chemin correspond & un lissage réversible du contour
discret. Plus précisément, chaque sommet initial du contour discret va engendrer un
sommet du chemin euclidien, contenu dans un carré de taille 1 centré sur le sommet
discret. Ainsi, VIALARD propose l'utilisation d’une notion de tangente discréte pour
le positionnement des sommets du chemin euclidien.

Ce calcul de tangente permet aussi la construction d’autres estimateurs de me-
sures euclidiennes sur des courbes discrétes. De maniére intuitive, si nous dérivons
la fonction de variation d’angle des tangentes, nous obtenons un estimateur de cour-
bure et si nous intégrons cette information, nous pouvons définir un estimateur de
longueur de la courbe discréte considérée. Nous reviendrons plus tard sur ces esti-
mateurs.

D’un point de vue bibliographique, la définition de tangente discréte a été pro-
posée initialement par TROESCH (1993) mais a ensuite été formalisée et analysée
par VIALARD (1996b,a); BRAQUELAIRE et VIALARD (1999) :

Définition 5.2 (Tangente discréte) La tangente discréte en un point p d’une
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courbe discréte est le plus long segment de droite discréte qu’il est possible de re-
connaitre, centré en p.

Remarquons que la définition précédente est valide quel que soit le type de courbe
discréete considérée (ensemble de pixels ou approche cellulaire), il suffit d’adapter la
définition de droite discréte au type de courbe manipulé.

Nous pouvons définir trés simplement la notion de normale discréte en un point
d’une courbe :

Définition 5.3 (Normale discréte) La normale discréte en un point p d’une
courbe discréte est le vecteur orthogonal o la tangente discréte en p dont le sens
est donné par une orientation de la courbe discréte.

D’un point de vue algorithmique, le calcul de la tangente en un point se fait
grace, par exemple, & I'algorithme 5 de reconnaissance de droite discréte modifié par
VIALARD. L’idée est ici de tester I'appartenance a une droite discréte en ajoutant
symétriquement des pixels & gauche et a droite (voir illustration figure 5.3). Clest
pour effectuer cet ajout symétrique que VIALARD (1996a) a modifié ’algorithme
initial de DEBLED-RENNESSON (1995).

B

Fig. 5.3 — Calcul de la tangente discréte par ajout symétrique de pizels et test
d’appartenance a une droite discréte. Les pizels colorés terminent la tangente.

Si nous implémentons directement cet algorithme pour le calcul des tangentes
discrétes en tout point de la courbe discréte, la complexité obtenue est en O(n?) ol
n est le nombre de points discrets de la courbe.

Cependant, FESCHET et TOUGNE (1999) ont proposé un algorithme permettant
de réduire le colit en un temps linéaire, ce qui est optimal pour le probléme. L’idée
principale est d’utiliser les parameétres de la tangente discréte en un point de la courbe
pour calculer les paramétres de la tangente des points adjacents.

La figure 5.4 illustre le coeur de cet algorithme : supposons connus les paramétres
de la tangente en p et soit ¢ le premier point a droite rejeté lors de la reconnaissance
symétrique de segment discret. Calculons ensuite le plus long segment de droite
discréte & partir de g vers p, nous notons [ le premier point rejeté de ce processus
et m le milieu du segment [Ig]!. Ainsi, FESCHET et TOUGNE (1999) prouvent que,
pour tous les pixels compris entre p et m (m exclu), les parameétres des tangentes
seront exactement les mémes que ceux de p.

Ainsi, basé sur cette propriété, ils proposent un algorithme incrémental permet-
tant de mettre & jour les positions des points ¢, [ et m lorsque 1’on passe du point
p au point a sa droite. Les auteurs montrent que cette mise & jour se fait en temps

1. si le segment [lg] contient un nombre pair de pixels, m est choisi tel qu'il soit plus proche de
q que de [
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points de la tangente

[]
P [ w B premier point rejeté
B autres points de la courbe

q
p
/ points reconnus du segment partant de q
[ ]
! premier point rejeté du segment
m q milieu du segment [Iq]

p

[ ] |
1]

Fic. 5.4 — Illustration de l’algorithme de FESCHET et TOUGNE (1999) pour le
calcul en temps optimal des tangentes discrétes.

constant ce qui permet de calculer toutes les tangentes discrétes en tout point de la
courbe en O(n) ot n est le nombre de points de cette courbe discréte. Cet algorithme
permet une construction des normales en tout point avec la méme complexiteé.

En ce qui concerne la convergence asymptotique, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 Soit I' la famille des courbes C? dans R? a courbure bornée (plus
quelques hypothéses techniques). L’estimateur de normales discrétes basé sur la no-
tion de tangente discréte de VIALARD converge asymptotiquement.

La preuve de ce théoréme est donnée dans 'annexe B (théoréme B.3).

Pour conclure ce paragraphe, nous avons présenté un calcul de normales d’une
courbe discréte qui a la propriété de convergence asymptotique et dont l’algorithme
d’estimation est optimal en temps. Nous verrons par la suite que ce résultat est
primordial pour de nombreux autres estimateurs.

5.3.2 Normales d’une surface discréte

L’estimation des vecteurs normaux associés & une surface est un probléme trés im-
portant en géométrie discréte. Une des applications privilégiées est la visualisation
de volumes binaires. L’idée est de représenter la surface d’un objet discret sous forme
lisse en utilisant des techniques d’ombrage se basant sur les normales (ombrage de
GOURAUD ou de PHONG par exemple).

Par la suite, nous verrons comment utiliser ces normales surfaciques pour le calcul
de nombreux autres estimateurs comme par exemple le calcul de 'aire d’une surface
discréte ou le calcul de courbures surfaciques (Gaussienne et Moyenne).

Dans ce qui suit, nous allons présenter les différentes approches de calcul de
normales existantes dans la littérature, ainsi que notre contribution & ce probléme.

Pour présenter I'état de ’art du calcul de normales, nous reformulons la classi-
fication proposée par YAGEL ET AL. (1992). Ainsi, nous pouvons distinguer deux
grandes classes d’algorithmes :

Approches volumiques : ces méthodes utilisent des informations volumiques
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comme la transformée en distance ou encore la configuration des voxels de
I’'objet dans un certain voisinage.

Approches surfaciques : dans ce cas, seuls des traitements sur les voxels de la
surface sont considérés. Sur le plan algorithmique, ces approches ont 'avantage
de manipuler une surface discréte plutét qu’'un volume.

Dans cette bibliographie, nous ne détaillerons pas les approches utilisant des
informations de niveaux de gris d’'une image non segmentée pour estimer la normale
(voir MONGA ET AL. 1994 par exemple).

Quelle que soit I'approche choisie, ’estimation des normales peut se décomposer
en deux grandes étapes (YAGEL ET AL., 1992) :

1. Construction des conteztes : en chaque voxel de la surface discréte, on appelle
conteste le voisinage autour du voxel qui ne contient pas de discontinuités C.

2. Estimation des normales a partir des contextes : une fois les contextes calculés
en chaque voxel, une approximation de la normale est construite & partir des
différentes informations contenues dans ce contexte.

Le probléme réside principalement dans le calcul de ces contextes. Pour certains
algorithmes que nous présentons dans la suite et que nous appelons locauz, le contexte
en un point est un voisinage de taille fixe. D’autres algorithmes, dits globauz, pro-
posent un calcul adaptatif de ce contexte. Enfin, des approches hybrides existent,
par exemple un processus adaptatif peut étre utilisé pour estimer la normale & partir
du contexte de taille fixe.

5.3.2.1 Approches volumiques

Dans ces approches, le volume discret est utilisé pour localiser les différentes discon-
tinuités afin de construire les contextes.

Une premiére approche que nous présentons a été proposée par THURMER et
WUTHRICH (1998). Cet algorithme considére un contexte donné par le parallélépi-
pede centré autour du voxel considéré de taille ng et un masque de poids w de taille
ns. L’estimation de la normale (ng,ny, nz)Test donnée par la formule :

— w(i, j, k)o (i, j, k)i
Ng = Z Z'2 + j2 4 k2
i:j,kE{*ns...ns}
n, — Z w(iaja k)U(’i,j, k)_]
Y NCEr e
ijike{—ns..ns} “+jet+k

n, = Z w(iaja k)O’(’i,j, k)k

/2 2 1 1.2
ijk€{—ns..ms} R

avec o(i,7,k) = 1 si le voxel (i,7,k) est dans l'objet et 0 sinon. Le vecteur
(ng,my,n;)" est par la suite normalisé.

Cette approche n’utilise pas entiérement le volume de l'objet mais uniquement
une épaisseur de celui-ci donnée par n,. Pour une estimation aussi précise que pos-
sible des normales, il faut trouver a la fois la taille de voisinage et le masque des
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poids qui minimisent I'erreur d’approximation sur un ensemble d’objets discrets re-
présentatifs de Papplication. Par exemple, THURMER et WUTHRICH (1998) propose
une analyse expérimentale basée sur une distribution de plans discrets pour estimer
les parameétres de la formule précédente.

Nous présentons une solution un peu particuliére qui devrait étre classée parmi
les approches surfaciques mais qui constitue une base a de nombreuses approches
surfaciques. Ainsi, GORDON et REYNOLDS (1985) se placent dans le cas de la
visualisation de volume discret et cette approximation utilise la carte des profondeurs
(Z-buffer) pour estimer la normale des voxels visibles depuis un certain point de
vue. Plus précisément, si nous notons z = f(z,y) la surface issue du Z-buffer, la
normale est donnée par le gradient :

_(9f of _
Ve = <8x’8y’ 1)

Ainsi, une fois le Z-buffer calculé a partir des voxels a la surface de 'objet, on
utilise des calculs de dérivées partielles pour extraire les normales associées aux voxels
visibles. Cette approche a cependant un probléme majeur lorsqu’il y a des parties
concaves dans 1’objet qui ne se retrouvent pas dans le Z-buffer. Elles peuvent, en
effet, engendrer des erreurs de calcul.

Cependant, cette approche peut aussi étre vue comme une version simplifiée des
calculs basés sur une analyse de la carte de distance. L’idée est la suivante : nous
représentons la surface discréte comme une iso-potentielle f(z,y,z) = 0 d’une cer-
taine fonction f. Ensuite, si nous sommes capables de construire une telle fonction,
la normale en tout point de la surface sera donnée par le gradient de f :

_(of of of
vi= (a—a—ya—>

Une maniére simple de construire cette fonction est de considérer la transformée
en distance de la surface discréte (voir illustration en 2D figure 5.5).

Alinsi, une estimation de la normale basée sur ce principe se décompose en trois
grandes étapes :

1. calcul de la transformée en distance,
2. application de filtres dérivatifs pour ’estimation des dérivées partielles,

3. construction de la normale sur cette carte de gradients.

Cet algorithme a été implémenté par FLIN ET AL. (2001) avec un processus
adaptatif pour construire les normales & partir du gradient de la transformée en dis-
tance (noté GTD par la suite). L’idée est de détecter les discontinuités de la surface
dans cette carte de distance. Pour cela, si nous considérons un certain voisinage N
dans la carte GTD interne a ’objet, la normale & la surface de I’objet est calculée par
moyennage des vecteurs dans le voisinage IV de la GTD en maintenant trois critéres :

e un critére d’angle afin de détecter des discontinuités sur la surface. Ce critére
se base sur un écart angulaire, entre la normale estimée & un certain instant et
le vecteur de GTD analysé, qui doit étre inférieur & 30° (cette valeur corres-
pond aux structures cristalines importantes dans les échantillons de neige, voir
paragraphe A.3).
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(a) (b)

FiGg. 5.5 —: Analyse de la carte de distance pour l’estimation des normales : (a)
bord d’un objet discret 2D et (b) utilisation de la transformée en distance euclidienne
(algorithme 20).

e Un critére de symétrie, I’ensemble des vecteurs de la GTD utilisés devant étre
symétriques autour de la normale estimée.

e Un critére de connexité des points considérés dans le GTD.

Dans COEURJOLLY ET AL. (2002a), nous avons évalué cet estimateur de normale.
Une premiére validation a consisté en un rendu d’objets discrets dont la fonction
d’illumination est dirigée par les normales (ombrage de GOURAUD). Ainsi, la figure
5.6 permet de comparer visuellement les rendus entre notre algorithme et ’approche
classique par Marching-Cubes (voir paragraphe 2.4.2.4). La figure 5.7 présente
quelques résultats de rendu d’un échantillon de neige (voir paragraphe A.3). Nous
pouvons remarquer une bonne préservation des différentes discontinuités des objets.

Cet estimateur n’a pas la propriété de convergence asymptotique puisqu’il né-
cessite une taille de voisinage comme parameétre. Cependant, nous avons évalué
expérimentalement la mesure d’erreur. Ainsi, dans la figure 5.8, nous avons estimé
les normales sur un ensemble de sphéres discrétes de rayons croissants. Pour chaque
spheére, nous tracons I’erreur moyenne dans l'estimation des normales en degré ainsi
que l'écart type de cette estimation. Ces résultats montrent un trés bon comporte-
ment de cet estimateur local mais adaptatif basé sur le GTD.

Enfin, nous pouvons proposer une nouvelle approche dans laquelle nous utilisons
directement le diagramme de Voronoi discret présenté dans I'algorithme 20. En effet,
si nous associons, a tout point de l'objet, le vecteur unitaire vers le site (point du
fond) le plus proche, nous obtenons directement une trés bonne estimation du GTD
sans aucune application de filtres dérivatifs toujours difficiles & paramétrer. La figure
5.9 illustre ce calcul.
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Cylindre Prisme & base Sphere Cube
hexagonale trouée tourné

Rendu avec les normales calculées sur le GTD

Fig. 5.6 — Comparaison entre les visualisations avec ['algorithme des Marching
Cubes et avec les normales basées sur le GTD sur des formes géométriques simples.
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FiG. 5.7 — Visualisation d’un échantillon de neige avec une estimation de normales
basée sur l'algorithme des Marching-Cubes (a) et avec ’estimateur basé sur le GTD
(b) (Images Météo-France CEN, ESRF, voir les explications dans le paragraphe A.3).

12 i T T T T T
Marching Cubes — erreur moyenne
Marching Cubes - écart type -----—----
Estimateur GTD - erreur moyenne --—---------
10 Estimateur GTD - écart type -

Erreur moyenne en degré

1 ‘ 1 1 1
60 80 100 120 140

Résolution de la grille

FiG. 5.8 — Comparaison de l’estimation de la normale entre [’algorithme basé sur le
GTD et l’algorithme issu des Marching Cubes sur des spheéres de taille croissante.
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5.3.2.2 Approches surfaciques

Parmi les approches surfaciques, une des premiéres solutions a été apportée par
CHEN ET AL. (1985). Celle-ci se base sur une définition de la surface par complexes
cellulaires. Dans ce cas, la surface discréte est composée de surfels munis d’une
relation d’adjacence connue (voir paragraphe 1.3.1.2). Ainsi, CHEN ET AL. (1985)
estiment la normale en un surfel s en regardant les différentes orientations des surfels
adjacents & s (ceux partageant une aréte avec s). Ils introduisent donc la notion de
normale élémentaire qui correspond au vecteur unitaire orthogonal au surfel s, centré
sur celui-ci et pointant vers l'extérieur de objet (voir figure 5.10). L’estimation de
la normale se base donc sur la normale élémentaire en s ainsi que sur les quatre
normales élémentaires des surfels adjacents & s. Cette normale estimée correspond
4 la moyenne de ces normales élémentaires (voir figure 5.11). Etant donné que
nous n’avons que six orientations possibles de ces normales élémentaires, le nombre
possible de normales estimées est assez faible.

el

FiG. 5.10 —: [llustration des normales élémentaires associées o un morceau de surface
discrete.

F1G. 5.11 —: Approche de CHEN ET AL. (1985) pour [’estimation de la normale basée
sur une décomposition cellulaire de la surface discréte.

Par la suite, PAPIER et FRANGON (1998); PAPIER (1999) proposent 'utilisation
d’un voisinage plus grand pour l’estimation de la normale. En se basant sur une
définition topologique de ce voisinage (notion d’ombrelle d’ordre n), ils proposent un
moyennage des normales élémentaires avec des pondérations de maniére a favoriser
I’apport des normales élémentaires proches de s dans le calcul de la moyenne.

Cette approche permet une bonne estimation des normales mais souffre d’un pro-
bléme majeur introduit par le choix du voisinage. En effet, celui-ci est purement to-
pologique et ne permet pas de controler ["isotropie du moyennage. Plus précisément,
si nous considérons un plan paralléle & un axe de la grille, le voisinage topologique
de PAPIER correspond & des rectangles concentriques (propagation en distance dg).
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nZM

Fia. 5.12 —  Approche de PAPIER (1999) pour [’estimation de la normale :
lestimation est construite en moyennant les normales élémentaires dans un certain
voisinage. Des poids sont utilisés (inversement proportionnels a la distance au surfel
s considéré) pour favoriser l'apport des normales élémentaires proches de s dans le
calcul de la moyenne.

Présentons maintenant une nouvelle version de Ialgorithme de PAPIER (1999)
dont le voisinage se base sur la métrique géodésique décrite dans le paragraphe 4.4.4.
L’idée est de considérer tous les surfels qui sont & une distance géodésique inférieure
a un certain seuil de s. Cette approche nous permet d’avoir un processus de pondé-
ration des normales élémentaires isotropique sur la surface. La figure 5.13 présente
les résultats de ce calcul sur une sphére et sur un cube tourné. Les premiéres me-
sures d’erreur de cet estimateur indiquent une approximation de la normale un peu
meilleure que 'approche de PAPIER (1999) mais de plus amples analyses expérimen-
tales restent & effectuer.

Le probléme majeur avec ce genre d’algorithmes reste la construction du contexte
qui ne correspond qu’a un voisinage de taille fixe autour du point considéré. Récem-
ment, THURMER (2001) a proposé un calcul de contexte basé sur la reconnaissance
de plan tangent discret. En fait, THURMER propose un algorithme d’estimation des
normales en deux étapes : la premiére consiste en une estimation locale de celles-ci
avec lalgorithme de THURMER et WUTHRICH (1998) (voir ci-dessus) et la seconde
consiste en un lissage de ces normales dans le contexte défini par le plan tangent dis-
cret. Or, comme nous 'avons vu précédemment, la reconnaissance de plan discret ou
de plan tangent discret est un probléme assez difficile sur le plan algorithmique. Nous
voyons ici tout I'intérét d’une estimation statistique de plan tangent discret comme
il a été présenté dans le paragraphe 2.5. En effet, si par exemple nous pouvions stop-
per le processus de pondération des normales élémentaires par un test statistique
d’appartenance & un plan discret, nous pourrions ainsi construire un estimateur tres
rapide et surtout adaptatif & la forme.

Nous terminons avec les approches basées sur une décomposition en coupes de
I'objet discret. Ce type d’estimateur a été proposé initialement par LENOIR ET AL.
(1996); LENOIR (1999) puis repris avec les notions de droites discrétes par TELLIER
et DEBLED-RENNESSON (1999).

Une coupe selon 'axe Oz de la grille d’indice k correspond & I’ensemble des voxels
(z,y,k) de I'objet (avec x,y € Z). De la méme maniére, nous définissons les coupes
selon ’axe O et selon ’axe Oy (voir illustration figure 5.14). Si nous considérons une
surface discréte composée de surfels et les bords des différentes coupes 2D comme des
ensembles de pointels et de lignels, nous avons la propriété importante que chaque
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(b)

FiGg. 5.13 —: Ezemple de calcul de normales basé sur une pondération de normales
élémentaires avec un voisinage géodésique : (a) sur une sphére discréte et (b) sur un
cube tourné.
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FiG. 5.14 — Décomposition en coupes d’un volume selon les axes de la grille.

surfel engendre deux lignels dans deux coupes différentes (voir figure 5.15). Pour
estimer la normale en un surfel s de la surface, LENOIR (1999) propose le calcul
suivant : dans un premier temps, nous estimons les tangentes ] et f5 en dimension
2 dans les deux coupes associées au surfel s. Ensuite, la normale en s est calculée
par la formule :

ii(s) = F1(s) x fa(s)

o 'x' représente le produit vectoriel usuel.

Ainsi, basé sur ce principe de décomposition du probléme en deux problémes
2D, LENOIR ET AL. (1996) proposent l'utilisation d’un filtre Gaussien récursif pour
Pestimation des tangentes 2D et construisent les normales 3D grace a la formule
précédente. Dans une approche basée sur le calcul de tangentes discrétes, TELLIER
et DEBLED-RENNESSON (1999) proposent un algorithme similaire pour 1’estimation
de la normale 3D.

5.3.2.3 Estimateur optimal en temps avec convergence asymptotique

Dans ce paragraphe nous proposons une extension de ces approches par coupes en
utilisant les résultats précédents sur le calcul de tangentes discrétes 2D et en analy-
sant le comportement asymptotique de l'estimateur.

Tout d’abord, nous pouvons directement reprendre I’algorithme optimal de FESs-
CHET et TOUGNE (1999) pour le calcul des tangentes discrétes 2D. Ainsi, si nous
notons n le nombre de surfels composant la surface discréte, le calcul des tangentes
discrétes dans toutes les coupes se fait en temps linéaire en le nombre de surfels.
Finalement, l'utilisation d’un tel algorithme nous permet 1’écriture d’un algorithme
d’estimation des normales discrétes 3D en O(n) ce qui est optimal pour le probléme.
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(a) (b)

FiGg. 5.15 —: Décomposition en coupes d’une surface discréte composée de surfels :
(a) surface d’une sphére discréte et (b) exemples de coupes dans les trois azes de la
grille.

De plus, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.2 Soit S une surface C? dans R® 4 courbure bornée (avec quelques
hypothéses techniques), 'estimation des normales surfaciques basée sur [’approche
par coupes et utilisant les tangentes discrétes converge asymptotiqguement.

La preuve de ce théoréme est présentée dans 'annexe B (théoréeme B.5). De
maniére informelle, si les normales convergent asymptotiquement dans chacune des
coupes (voir théoréme 5.1), le produit vectoriel aura aussi cette propriété de conver-
gence asymptotique.

En conclusion, I’algorithme présenté ci-dessus est non seulement optimal en
temps, mais a aussi la propriété de convergence asymptotique. Une perspective
a ce travail consiste en I'implémentation et en I’évaluation de cet estimateur sur un
jeu de tests significatifs pour des applications concrétes.

5.4 Longueur et aire

Lorsque 'on associe une signature & un contour discret (2D ou 3D), la normalisation
des mesures présentes dans cette signature est primordiale avant toute comparaison
de tels vecteurs ou plus généralement, avant toute utilisation de cette donnée dans
un processus d’apprentissage.

Une normalisation classique des mesures se base sur un calcul préalable de la
longueur ou l'aire du contour. Ainsi, si 'estimateur de longueur ou d’aire n’est
stable ou n’est pas efficace, c’est toute la validité de la signature qui est remise en
question.

5.4.1 Longueur d’une courbe discréte 2D

Dés les premiéres analyses de contours discrets ( FREEMAN 1961 nous semble étre un
des premiers articles traitant du sujet), le calcul de longueur d’un contour discret est
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apparu comme étant un descripteur de forme fondamental et des premiéres solutions
furent proposées. Depuis, de nombreux algorithmes ont vu le jour pour estimer
cette mesure euclidienne. Certaines de ces approches se basent sur une estimation
de la métrique euclidienne par des approches locales (distances de chanfrein par
exemple), d’autres considérent une polygonalisation de la courbe discréte en utilisant
par exemple des algorithmes de segmentation en droites discrétes ou de calcul du
polygone interne de longueur minimale.

Nous présentons une évaluation comparative des estimateurs de longueur les plus
récents. Cette évaluation porte, a la fois sur une analyse théorique basée sur la notion
de convergence asymptotique, et sur une analyse expérimentale. Nous présentons
aussi un estimateur de longueur basé sur la notion d’intégration de normales discrétes.

Cette partie a fait I'objet de I'article COEURJOLLY et KLETTE (2002).

5.4.1.1 Approches basées sur des métriques locales

Les estimateurs basés sur des métriques locales furent les premiéres solutions pro-
posées (voir paragraphe 4.2.1). Rappelons que ces métriques locales définissent tout
d’abord un ensemble de déplacements élémentaires et ensuite affectent des poids a
ces déplacements. Par exemple, un estimateur simple consiste a affecter un poids de
1/r pour tout déplacement horizontal ou vertical sur une r—grille et v/2/r pour un
déplacement diagonal. Le calcul des poids permettant I'estimation de la longueur se
base sur le principe suivant : on considére une distribution probabiliste de segments
de droite discréte et on calcule les poids de telle maniére que ’erreur d’estimation de
la longueur sur la distribution des segments soit minimale (DORST et SMEULDERS,
1987; VERWER, 1991).

Ainsi, en considérant les déplacements diagonaux et les déplacements paralléles
aux axes de la grille, DORST et SMEULDERS (1987) définissent l’estimateur BLUE
(Best Linear Unbiased Estimator) pour des segments discrets :

EpLve(Dy (7)) = 1 -(0.948 - n; + 1.343 - ny) (5.1)

ou n; représente le nombre de déplacements isothétiques (paralléles aux axes de
la grille) et ng le nombre de déplacements diagonaux du contour. Cet estimateur
a un intérét pratique trés important du fait de sa simplicité. Cependant, celui-ci
n’est pas convergent asymptotiquement dans le cas général mais a une convergence
super-linéaire O(r~1%) dans le cas de segments de droite (DORST et SMEULDERS,
1991b). En d’autres termes, il ne converge asymtotiquement que pour la classe des
segments de droite discrétisés.

Nous analysons aussi un estimateur proposé par VOSSEPOEL et SMEULDERS
(1982), appelé Corner count. Celui-ci considére un déplacement élémentaire supplé-
mentaire n. qui correspond au nombre de changements de codes pair-impair dans le
codage de FREEMAN.

1
Ecc(Dy(y)) = o (0.980 - n; + 1.406 - ng — 0.091 - n;)

Ce dernier estimateur n’est pas non plus convergent asymptotiquement dans le
cas général.
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5.4.1.2 Approches basées sur des approximations polygonales

Dans cette catégorie, la courbe discréte est approximée par une courbe polygonale.
L’estimation de la longueur de la courbe discréte est ensuite donnée par la longueur
de la courbe polygonale.

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés aux droites discrétes ainsi qu’aux
algorithmes de segmentation d’une courbe discréte en segments discrets. Il est donc
normal d’utiliser ces algorithmes pour construire une approximation polygonale.

Nous définissons donc deux estimateurs de longueur basés sur les droites dis-
crétes : le premier, noté Epr_pgs, correspond & 'algorithme de segmentation de
DEBLED-RENNESSON et REVEILLES (1995) (voir paragraphe 2.2.2.5) sur des courbes
de pixels. Le second, noté &y i pss, correspond a l'algorithme de segmentation de
KOVALEVSKY (1990) sur une courbe discréte définie selon une approche complexe
cellulaire (voir chapitre 1). La figure 5.16 illustre ces différentes approches.

(a) (b)

F1G. 5.16 — Illustration des algorithmes de segmentation en droites discrétes : (a)
Epr—pss et (b) Evik—_pss sur un carré tourné.

Pour ces approches, nous pouvons formellement prouver la convergence asymp-
totique :

Théoréme 5.3 ( KLETTE et ZUNIG (1999)) Soit P un objet polygonal conveze
r—compact de R?, il existe une résolution rq telle que pour tout r > rg, toute poly-
gonalisation par droite discréte de D, (7y) (avec 7y le bord de P) est un polygone dont

le périmétre p, vérifie :
27
|£('7) _pr| < 1‘07

k étant une constante dépendant de I’algorithme choisi.

Considérant une classe plus large de courbes euclidiennes (non nécessairement
convexes), nous proposons un autre théoréme :

Théoréme 5.4 Soit T' la famille des courbes dans R? a courbure bornée (avec

d’autres hypothéses techniques), l'estimateur de longueur basé sur une polygonali-
sation par droite discréte de v € T' a la propriété de convergence asymptotique.
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La preuve de ce théoréme, présentée dans COEURJOLLY ET AL. (2001a), est
donnée en annexe B (théoréme B.2).

Une autre approximation polygonale, qui a été proposée par SLOBODA et ZATKO
(1996), consiste en un calcul de polygone de longueur minimale (MLP pour minimum
length polygon) dans une région englobant la courbe réelle 7.

Plus formellement, nous considérons la courbe discréte J,F () (resp. J;~(y)) qui
correspond au bord de Jordan interne (resp. externe) a 7 (similaire a une discré-
tisation OBQ, resp. BBQ, de 7). Ainsi, 'approximation polygonale de vy consiste
en le calcul du polygone de longueur minimale compris dans ’anneau défini par
JF(v)/J (v) (voir illustration figure 5.17). Ce polygone est unique et nous permet
de définir 'estimateur de longueur sz arp-

Nous utilisons I’algorithme de calcul de MLP proposé par KLETTE ET AL. (1999)
dont la complexité est linéaire en la taille de la courbe discréte.

MLP, (7)

| | |
Lo d__L_

|

|

F1G. 5.17 —: Notations pour le calcul de polygone de longueur minimale (MLP)

Cet estimateur converge asymptotiquement :

Théoréme 5.5 ( SLOBODA ET AL. (1998)) Soit P un objet polygonal conveze
r—compact de R?, il existe une résolution ro telle que pour tout r > rg, Uestimateur
de longueur basé sur SZ-MLP converge asymptotiquement.

La figure 5.18-(a) illustre cet algorithme sur un carré tourné.

Finalement, nous présentons une derniére approximation basée sur un calcul de
MLP mais dans un anneau un peu différent. Dans cette approche proposée par
ASANO ET AL. (2001), il est introduit un parameétre réel § tel que 0 < 0 < %
Ainsi deux nouvelles courbes de Jordan dans lesquelles chaque sommet v; peut étre
déplacé de § sont définies (voir figure 5.19). Ce processus d’ajustement se fait en
deux parcours des sommets de chaque bord. Enfin, un calcul de MLP classique est
appliqué dans cet anneau. Notons que cette approche n’est pas entiérement discréte
puisque les sommets de la polygonalisation ne sont pas des points de la grille. La
figure 5.18-(b) présente un exemple de calcul de cette approximation. Dans ce qui
suit, nous notons £4g_prrp estimateur de longueur basé sur cette approximation

polygonale.

Cette technique, qui effectue un lissage des courbes de Jordan et donc du MLP,
est assez similaire a la définition du chemin euclidien proposé par VIALARD (1996a).

Une fois encore, nous avons le théoréme suivant :
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(a) (b)

Fi1G. 5.18 —: Illustration des algorithmes SZ-MLP et AS-MLP : (a) algorithme SZ-
MLP avec les courbes de Jordan J; () et J. (), le polygone solution est celui en
noir. (b) Approximation basée sur l’algorithme AS-MLP avec § = %. Remarquons
que les sommets de la courbe polygonale noire ne sont plus discrets.

O Vi

FiGc. 5.19 — Approche AS-MLP : les sommets des bords de Jordan sont déplacés en
fonction d’un paramétre 6.
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Théoréme 5.6 ( ASANO ET AL. (2001)) Soit P un objet polygonal conveze
r—compact de R?, il existe une résolution ry telle que pour tout r > ro, l’estimateur
de longueur basé sur AS-MLP converge asymptotiquement.

Cet algorithme a aussi une complexité linéaire en la taille de la courbe discrete
considérée.

5.4.1.3 Approches basées sur ’intégration des normales discrétes

Nous proposons une approche basée sur l'intégration d’un champ de normales dis-
crétes. L’objectif étant de se ramener & une version discréte de la formule classique
en géométrie euclidienne :

L(y) = / 7i(s)ds (5.2)
Y

Cette idée de calcul de longueur par intégration discréte est assez ancienne. En
effet, elle fut proposée pour la premiére fois par ELLIS ET AL. (1979) et par LENOIR
(1999) pour le calcul de I'aire d’une surface discréte.

L’idée est de remplacer l'intégrale par une somme finie, le vecteur normal par
une estimation de celui-ci, notée 7*(s), et le terme ds par un produit scalaire avec
un vecteur élémentaire 7i.;. Dans une représentation cellulaire du contour (séquence
de pointels et de lignels), le vecteur élémentaire en un lignel s est un vecteur unitaire
orthogonal & s pointant vers l'intérieur de la forme (voir figure 5.20).

3 L]
S A

Fi1G. 5.20 — Illustration des vecteurs élémentaires a une courbe discréte.

Finalement, nous obtenons ’estimateur de longueur donné par la formule :

Eran(Di() = 3 iW(s) - fiuls)

s€Dr(7)

Ce processus de sommation de produits scalaires entre ces deux vecteurs est ap-
pelé processus d’intégration discret. L’idée intuitive de ce processus est de considérer
I’apport de chaque lignel & ’estimation de longueur de la courbe.

Nous avons montré le théoréme suivant :

Théoréme 5.7 Soit ' la famille des courbes C? dans R? & courbure bornée,
Uestimateur de longueur basée sur le processus d’intégration discret des normales
converge asymptotiquement si et seulement si [’estimation des normales a cette pro-
priété de convergence.

La preuve de ce théoréme est présentée dans ’annexe B (corollaire B.4). Dans
cette annexe, nous prouvons en fait le probléme plus général du calcul d’aire d’une
surface discréte (voir paragraphe 5.4.3). Ce dernier probléme se raméne, sans diffi-
culté, au probléme de 'estimation de longueur d’une courbe discréte.
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Or si nous utilisons I'estimateur de normale discréte 2D présenté précédemment,
nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 5.1 Soit T' la famille des courbes C? & courbure bornée (plus quelques
hypothéses techniques), Uestimateur de longueur Epan basé sur les normales discrétes
du paragraphe 5.3 converge asymptotiquement.

Preuve : Il suffit simplement de considérer les théorémes 5.7 et 5.1. Les hypothéses
techniques sont discutées dans I'annexe B. O

Dans le cas ou la courbe discréte manipulée est donnée sous forme de séquence de
pixels connectés, nous pouvons proposer un estimateur de longueur ayant les mémes
propriétés. Dans ce cas, 'estimation de la normale 7* est donnée en chaque pixel p
et I’apport de ce pixel pour I'estimation de longueur est donnée par :

17" (p)
max(|n(p)|, [n (p)])

a(p) =

De maniére intuitive, cette mesure quantifie ’écart entre le vecteur normal et
I’axe de la grille le plus proche.

Cet apport est donné par la longueur de l'intersection entre la tangente au point
p et le voxel considéré (voir figure 5.21). Ainsi, pour ce type de courbe nous avons
I’estimateur :

Eran pix(Dr(v)) = Z a(p)
pED(v)

Ce dernier a exactement les mémes propriétés de convergence asymptotique que

)

=
b

Eran.

Fic. 5.21 — Calcul de Uapport d’un pizel dans [’estimation de longueur par intersec-
tion entre le pizel et la tangente estimée en celui-ci.

La figure 5.22 illustre les deux estimateurs précédents.

En utilisant ’algorithme optimal en temps de FESCHET et TOUGNE (1999), les
algorithmes implémentant les estimateurs Eran et Ep AN prx ont une complexité
linéaire en la taille de la courbe discréte.

5.4.1.4 Evaluation comparative

Nous présentons maintenant une évaluation comparative des estimateurs de lon-
gueurs présentés. Cette évaluation s’effectue, sur le plan théorique avec notamment
la propriété de convergence asymptotique, et sur le plan expérimental avec des ana-
lyses comportementales des différentes méthodes sur des données réelles.

D’un point de vue théorique, nous évaluons les estimateurs sur les propriétés
suivantes :
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(a) (b)

FiG. 5.22 —: Lllustration des estimateurs de longueur basés sur l'intégration des nor-
males discrétes : (a) estimateur Epan, a chaque lignel est associé deuz vecteurs,
Destimation de la normale et la normale élémentaire ; et (b) estimateur ETAN prx,
dans ce cas, lintensité associée a chaque pizel correspond a la mesure a(p) (le dggmdé
du clair au sombre correspond auz valeurs croissantes de a(p)).

Convergence asymptotique : est-ce que la mesure donnée par I’ estimateur
converge asymptotiquement vers la mesure euclidienne de ’objet continu sous-
jacent a la discrétisation 7

Unicité : étant donné une courbe discréte, est-ce que ’estimation est unique ?

Calcul discret : est-ce que 'algorithme implémentant I'estimateur considéré est
purement discret 7 Plus précisément, est-ce que le calcul peut se faire en
nombres entiers ?

Extension en 3D : est-il possible d’étendre 'estimateur aux courbes discrétes
tridimensionnelles ?

Cette derniére propriété sera reprise dans le paragraphe suivant.

Le tableau 5.1 illustre le comportement de tous les estimateurs présentés vis-a-
vis des propriétés ci-dessus. Rappelons cependant que tous les algorithmes ont une
complexité linéaire en le nombre de pixels.

Sur le plan expérimental, nous considérons les formes géométriques multi-grilles
présentées dans la figure 5.2 et plus précisément leurs discrétisées sur des grilles
de plus en plus fines. De plus, pour une résolution donnée, un certain nombre de
rotations des formes sont prises en compte. Finalement, nous évaluons tous les
estimateurs sur ’ensemble des courbes discrétes obtenues.

Lors de I’évaluation des estimateurs, deux mesures sont analysées. La premiére
consiste en un calcul d’erreur relative en pourcentage par rapport & la longueur eu-
clidienne exacte des formes. Cette mesure nous permet d’évaluer expérimentalement
la propriété de convergence asymptotique. La seconde mesure utilisée n’est définie
que sur les approches polygonales. Celle-ci est donnée par le produit entre I'erreur
relative de l'estimateur et le nombre d’arétes de ’approximation polygonale. Ce cal-
cul proposé par KLETTE ET AL. (1999) permet d’évaluer lefficacité de approche
polygonale pour I’estimation de longueur.
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Approche Convergence | Unicité Discret Extension Références princi-
asympto- 3D pales
tique
Meétriques non oui cela dé- | BECKERS DORST et
locales pend et SMEUL- | SMEULDERS
DERS (1992); | (1987); VERWER
JONAS et | (1991)
KIRYATI
(1998)
DR-DSS et | oui non oui COEURJOLLY | DEBLED-
VK-DSS ET AL. | RENNESSON
(2001a) et REVEILLES
(1995); Kova-
LEVSKY (1990)
SZ-MLP oui oui oui KLETTE SLOBODA et
et BULOwW | ZATKO  (1996);
(2000) KLETTE ET AL.
(1999)
AS-MLP oui oui pour | non - ASANO ET AL.
d fixé (2001)
TAN et | oul oui oul - ELLIS ET AL.
TAN PIX (1979); COEUR-
JOLLY et KLETTE
(2002)

TAB. 5.1 —: Evaluation théorique des différents estimateurs et principales références

bibliographiques.
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Dans notre analyse, nous avons considéré un processus de discrétisation des
formes de la figure 5.2 sur une grille de résolution comprise entre 30 et 1000 pixels.
De plus pour chaque résolution, les rotations d’angles compris entre 0 et 90 degrés
par pas de 1 sont considérées. Finalement, les mesures associées a un estimateur
correspondent & des moyennes des mesures obtenues sur toutes les formes et pour
toutes les rotations de celles-ci. De plus, un moyennage sur une fenétre de taille 16
permet un lissage des résultats et donc une meilleure lisibilité des courbes.

La figure 5.23 présente ’analyse de convergence asymptotique expérimentale ba-
sée sur l'erreur relative. Comme nous ’avons vu dans I'analyse théorique, toutes les
mesures d’erreur des estimateurs, sauf pour BLUE et CC, convergent vers 0 pour une
résolution croissante. Les mesures d’erreur des estimateurs basés sur des métriques
locales (BLUE et CC) semblent se stabiliser vers une erreur de 2%. En détaillant un
peu plus les résultats, nous pouvons observer que les meilleurs résultats sont obtenus
par les algorithmes de segmentation en droites discrétes, par I'algorithme AS-MLP
ainsi que par 'algorithme TAN. Ensuite nous avons ’approche SZ-MLP et enfin les
estimateurs locaux.

La figure 5.24 présente la mesure d’efficacité de ’approximation polygonale pour
les algorithmes VK-DSS, DR-DSS, SZ-MLP et AS-MLP. Une valeur faible de cette
mesure indique un bon compromis entre l'estimation de longueur et la qualité, en
nombre d’arétes, de ’approximation polygonale. Les meilleurs résultats sont obtenus
par les approches basées sur les droites discrétes.

Afin de mieux analyser le caractére anisotropique des estimateurs, nous avons
considéré 'estimation de longueur de différentes rotations d’un carré sur une grille de
taille fixe (voir figure 5.25). Comme nous pouvions nous y attendre, les estimateurs
basés sur des métriques locales ont de trés mauvais comportements pour ce type de
tests. En effet, certaines orientations de la grille sont privilégiées (45° pour BLUE
et 0° et 90° pour CC).

Enfin, la figure 5.26 montre les différents temps de calcul des estimateurs. Nous
pouvons alors remarquer que la différence entre les estimateurs locaux et les algo-

rithmes utilisant des outils de la géométrie discréte comme les droites discrétes est
faible.

En conclusion, les estimateurs basés sur des métriques locales ne se justifient, ni
sur le plan théorique, ni sur le plan expérimental et méme leur rapidité peut étre
discutable dans des cas pratiques.

5.4.1.5 Remarques sur la plate-forme de tests

Toutes les analyses expérimentales présentées dans le paragraphe précédent ont été
obtenues sur une plate-forme de tests implémentant tous les algorithmes sous une
structure de classes C++.

Cette plate-forme contient :

e une série de classes implémentant les différentes formes multi-grilles de la figure
5.2 en fonction de l'orientation de la grille et la résolution de cette derniére ;

e une série de classes implémentant les différents algorithmes ;

e un systeme d’évaluation d’un estimateur pour une courbe donnée basé sur la
lecture de scripts, ce qui permet d’effectuer les tests de convergence asympto-
tique trés facilement.
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Fic. 5.23 — Convergence asymptotique expérimentale des estimateurs de longueur :
(a) erreur relative en pourcent de chaque estimateur sur le jeu de test et (b) mémes

résultats mais sur une échelle logarithmique en y de maniére o faciliter la lecture des
courbes pour les valeurs proches de 0.
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Fic. 5.24 — Mesure d’efficacité de 'approximation polygonale pour ’estimation de

longueur :

en abscisse se trouve la résolution de la grille et en ordonnée le produit

entre le nombre d’arétes de l'approzimation polygonale et l’erreur relative en pourcent.
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Fic. 5.25 — Erreur relative sur un carré de taille five sur lequel une rotation est

effectuée : en abscisse se trouve 'angle de rotation entre 0 et 90 degrés et en ordonnée,

Uerreur relative des différents estimateurs.
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Fi1G. 5.26 — Temps de calcul des différents estimateurs sur une station Sparc Ultra
10.

Toutes ces classes sont disponibles de maniére libre sur le site Digital Geometry
and Topology? maintenu par R. KLETTE.

Ce projet a démarré en 1999 a l'initiative de BEN Y1P et REINHARD KLETTE du
laboratoire CITR de I'université de Nouvelle-Zélande avec la création de la structure
globale et 'implémentation des algorithmes SZ-MLP et VK-DSS. Par la suite, TET-
SUO ASANO and YASUYUKI KAWAMURA du laboratoire JAIST au Japon ont ajouté
l’algorithme AS-MLP.

Enfin, nous avons implémenté les algorithmes BLUE, CC, DR-DSS, TAN et
TAN _PIX, ainsi que les scripts permettant une analyse multi-grille efficace.

5.4.2 Longueur d’une courbe discréte 3D

Nous nous intéressons maintenant a l’estimation de la longueur de courbes discrétes
tridimensionnelles. Dans ce cas, nous considérons une courbe v : [0,1] — R? et un
processus de discrétisation multi-grille D, (y) adapte.

Comme nous ’avons présenté dans le tableau 5.1, des extensions des algorithmes
précédents existent pour 'estimation de longueur de courbes discrétes 3D. Ainsi, une
premiére approche trés simple consiste en une généralisation 3D des estimateurs basés
sur des métriques locales. Dans ce cas, les déplacements élémentaires considérés sont
par exemple les 6-adjacences de voxels (notées n, ), les adjacences de voxels par lignels
(notées ny) et les adjacences de voxels par pointels (notées n.). Les poids associés
a ces déplacement sont calculés de maniére & minimiser ’erreur de ’estimation de
longueur pour une distribution aléatoire de segments de droites réelles. Par exemple,
BECKERS et SMEULDERS (1992) considérent Pestimateur :

Epeckers(Dr(7)) = 0.8875n, + 1.34224n, + 1.59772n,

2. http://http://www.citr.auckland.ac.nz/dgt, un miroir est disponible & l’adresse http:
//eric.univ-1lyon2.fr/“dcoeurjo/download.html
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Par la suite, JONAS et KIRYATI (1998) proposent des estimateurs basés sur
d’autres déplacements élémentaires.

En considérant des courbes discrétes 3D 6-connexes (cube-curve), KLETTE et
BULow (2000) proposent une approximation polygonale basée sur le polygone de
longueur minimale inscrit dans ce volume (voir figure 5.27). Ce polygone 3D se
calcule en deux étapes :

e dans un premier temps, des sommets candidats sont initialisés sur des arétes
dites critiques (lignels appartenant a trois voxels adjacents) ;

e des optimisations locales (suppression de sommets, déplacement le long des
arétes. .. ) sont effectuées afin de réduire la longueur du polygone.

FiGc. 5.27 — Illustration du calcul du polygone de longueur minimale associé a une
courbe discréte 6-connexe : courbe discréte initiale, sélection des arétes critiques et
calcul du polygone de longueur minimale.

Cet estimateur, noté E3p_arrp permet I'estimation de longueur d’une courbe 3D
mais de nombreux problémes existent sur le plan algorithmique. En effet, la phase
d’optimisation de ’algorithme (seconde étape) est appliquée jusqu'a ce qu’aucune
modification ne réduise la longueur du polygone MLP. Or, étant donné que les som-
mets de ce polygone peuvent se déplacer sur les arétes critiques, non seulement ce
calcul n’est plus discret mais en plus, 'algorithme permettant de trouver le mini-
mum est exponentiel (I’algorithme est NP-complet) en temps. Ainsi, KLETTE et
Borow (2000) ont introduit un 7-MLP qui correspond au polygone dont la distance
difféere de l'optimal de 7. Enfin, les auteurs proposent un algorithme non-linéaire
pour calculer un tel polygone.

Sur le plan de la convergence asymptotique, les problémes de définition et de
construction du polygone MLP en 3D ne permettent pas d’avoir de preuve de conver-
gence.

Dans COEURJOLLY ET AL. (2001a), nous avons proposé un algorithme de calcul
de longueur basé sur la segmentation de la courbe en droites discrétes 3D (voir
algorithme 10). Ainsi, cet estimateur se base sur 'approximation polygonale en
droites discretes pour estimer la longueur de la courbe discréte (voir figure 2.25 pour
quelques exemples de segmentation). Rappelons que cet algorithme est totalement
discret et que le calcul de la segmentation s’effectue en O(n) ot n est le nombre de
voxels de la courbe discréte, ce qui est optimal pour le probléme.

D’un point de vue théorique, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.8 Soit T' la famille des courbes dans R® a courbure bornée (avec
d’autres hypotheses techniques), l’estimateur de longueur basé sur une polygonalisa-
tion en droites discrétes 3D de la discrétisation dey € I' a la propriété de convergence
asymptotique.
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Dans la preuve donnée dans I'annexe B (théoréme B.2), nous avons utilisé un
schéma, général de preuve basé sur le fait qu'un segment de droite discréte faisant
parti de la segmentation de la courbe D,(y) peut étre vu comme un tube dont
I’épaisseur est controlée et qui englobe un morceau de . Ce schéma est valide
quelle que soit la dimension du probléme et c’est pour cela que nous pouvons utiliser
exactement la méme preuve pour le cas 2D que pour le cas 3D.

Finalement, nous avons un estimateur de longueur de courbes discrétes 3D, noté
E3p_pss, dont le calcul est optimal en temps, purement discret et qui converge
asymptotiquement.

D’un point de vue expérimental, il est assez difficile de proposer un jeu de tests
tres pertinent en 3D. Dans les analyses expérimentales des figures 5.28 et 5.29, nous
avons considéré des cercles et des ellipses 3D. Dans la figure 5.29-(b) nous avons tracé
une mesure que nous n’avions pas présentée dans le paragraphe précédent, celle-ci
est I'inverse de l’erreur relative en pourcentage. Cette mesure nous permet de nous
rendre compte de la vitesse de convergence de ’estimation. Dans notre cas, la courbe
se stabilise vers une vitesse de convergence linéaire.
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Fia. 5.28 —  Analyse expérimentale de convergence asymptotique de l’estimateur
Esp_pss : convergence sur un cercle 3D. Les barres d’erreur correspondent aux

différentes mesures observées en fonction du point de départ considéré de la segmen-
tation.

Une perspective importante de ce travail sur les longueurs de courbes discrétes
3D est bien évidemment la mise en place d’une plate-forme de test similaire a celle
utilisée dans le cas 2D. Un travail préalable serait la désignation d’une famille de
courbes réelles 3D sur lesquelles nous avons la mesure exacte de longueur et que
nous discrétiserons en multi-grille.
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Fia. 5.29 — Analyse expérimentale de convergence asymptotique de l'estimateur
Esp_pss : (a) sur une ellipse 3D dont le rapport entre les longueurs d’aze est %

et (b) inverse de l’erreur relative sur les ellipses 3D afin d’observer la vitesse de
convergence.
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5.4.3 Aire d’une surface discréte

En dimension 3, le calcul de l'aire de la surface d’un objet discret est un descripteur
de forme trés important. En effet, de la méme maniére qu’en 2D, cette mesure permet
une normalisation de toutes les autres caractéristiques que nous pourrons extraire de
ces surfaces. D’un point de vue pratique, cette mesure nous permet d’extraire une
information physique trés importante dans le cas d’analyses d’échantillons de neige
(voir paragraphe A.3).

Nous allons, ici aussi, nous intéresser a la notion de convergence asymptotique.
Pour cela, nous reformulons la propriété de convergence asymptotique dans le cas des
surfaces dans R?. Nous notons S une surface de JORDAN dans R3. Nous considérons
un processus de discrétisation, noté D, sur une grille 3D de résolution r. Soit A(S)
laire de la surface S et £(D,(S)) 'estimation obtenue a l'aide de £. L’estimateur £
converge asymptotiquement si et seulement si :

IE(D,(S)) — A(S)| <e(r) avec limy_o0e(r) =0

5.4.3.1 Solutions existantes

Dans un premier temps, MULLIKIN et VERBEEK (1993) ont proposé une approche
locale pour I'estimation d’aire de surfaces discrétes. L’idée est la suivante : tout
d’abord, les différentes configurations locales possibles de voxels, appartenant & une
surface discréte, sont classifiées en neuf catégories. A chacune de ces classes, un
poids est associé avec un processus statistique de maniére & estimer au mieux l'aire
de morceaux de plans discrets distribués aléatoirement. Lorsque ’on analyse une
surface quelconque, nous comptons, pour chaque classe, le nombre d’occurences du
motif. Finalement, aire est estimée par combinaison des occurrences et des poids
de chaque catégorie.

Dans une approche basée sur une approximation polyédrale de la surface discréte,
deux solutions naives peuvent étre proposées (voir paragraphe 2.4.2.4) : la premiére
consiste en le calcul de I'enveloppe convexe de 1’objet discret pour ensuite estimer
I’aire de cette enveloppe, la seconde se base sur une utilisation de ’algorithme des
Marching-Cubes. Pour la premiére solution basée sur une enveloppe convexe de
I’objet, 'estimateur n’est bien évidemment valide que pour des objets convexes et
une preuve de convergence existe dans ce cas. Nous reviendrons sur cette derniére
plus tard (SLOBODA et ZATKO, 2001). En considérant 1’algorithme des Marching-
Cubes, 'estimation de l’aire de la surface surface consiste a sommer 'aire de chaque
facette. Cet estimateur n’a pas la propriété de convergence asymptotique compte
tenu du fait qu’il s’agisse d’un calcul local. Afin d’augmenter encore la précision d’un
tel estimateur dans des cas pratiques, LINDBLAD et NYSTROM (02) proposent une
pondération des différentes configurations des facettes du Marching-Cubes. Cette
derniére solution est proche de 'estimateur de MULLIKIN et VERBEEK (1993) décrit
ci-dessus.

KLETTE et SUN (2001) utilisent une facettisation en plan discret et se basent
sur cette derniére pour estimer l'aire de la surface. L’idée est ici de mettre en place
le méme type d’estimateurs que Epr_pgs ou Evk—pss dans le cas 2D. Cependant,
comme nous ’avons vu dans le paragraphe 2.4.2.4, de nombreux problémes existent
pour la localisation des sommets d’une polyédrisation et la construction des faces.
Ainsi, la mesure donnée par cet estimateur est trés variable en fonction des stratégies
choisies (propagation, distribution de germes...). De plus, le coiit en complexité des
algorithmes de reconnaissance de plan discret étant assez important, l'estimateur
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obtenu n’est pas trés efficace sur le plan algorithmique. Finalement, aucune preuve
de convergence asymptotique n’est disponible sur ce type de méthode.

Sur le plan théorique, SLOBODA et ZATKO (2001) proposent l'utilisation d’une
enveloppe convexe relative comme approximation polyédrale de ’objet discret. Cette
structure géométrique serait équivalente au MLP dans le cas 2D. En se basant sur
leur définition de I’enveloppe convexe relative, les auteurs prouvent la propriété de
convergence asymptotique de l'estimateur d’aire de surface basé sur ce principe.
Cependant, aucun algorithme n’est encore disponible pour calculer une telle surface
polyédrale. Finalement, YU et KLETTE (2002) proposent un algorithme permettant
d’approximer cette enveloppe convexe relative dans une approche par coupes : dans
chaque coupe, selon un axe de la grille, un polygone MLP est calculé. Ensuite, une
surface polyédrale est construite en se basant sur les polygones MLP des coupes. Cet
algorithme ne construit pas exactement ’enveloppe convexe relative de SLOBODA
et ZATKO, et n’a pas la propriété de convergence asymptotique.

Comme nous pouvons le voir, les approches polyédrales pour I'estimation de sur-
face n’offrent pas de solutions pertinente du point de vue de la convergence asymp-
totique. Dans le paragraphe suivant, nous détaillons un estimateur d’aire de surface,
proposé initialement par LENOIR (1999), dont nous prouvons la convergence asymp-
totique dans le cas général.

5.4.3.2 Estimation d’aire de surface discréte par intégration de normales

Pour faire une comparaison avec le cas bidimensionnel, cette approche correspond
aux estimateurs Erany et Eran prx.

Comme nous l'avons présenté précédemment, nous avons la formule classique en
géométrie :

A(S) = /S 7i(s)ds

Nous pouvons proposer, de la méme maniére qu’en 2D, 'estimateur d’aire de
surface suivant :

Eran_surr(De(S)) = > ii*(s).de(s)
s€D,(S)

ou 7*(s) correspond & une estimation du vecteur normal centré sur I'élément de
surface s de la discrétisation de S, 7i(s) correspond au vecteur normal élémentaire
en s (voir figure 5.10).

Cet estimateur d’aire de surface a été proposé initialement par LENOIR
(1999). Dans ce qui suit, nous évaluons ce dernier autant sur le plan théorique
qu’expérimental.

Si la surface discréte est définie en tant qu’ensemble de voxels, et si les normales
sont estimées en chaque voxel, nous pouvons décrire un estimateur similaire basé sur
la mesure suivante, donnée en chaque voxel v :

172 ()

max (|n ()], |ny (v)], [0 (v)])

a(v) =
Et ainsi obtenir 1’estimateur suivant :

Eran_surr_vox(Dr(y) = > a(v)
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Dans notre analyse théorique, nous ne distinguons pas ces deux estimateurs.

Nous étendons le travail de LENOIR (1999) avec le théoréme suivant :

Théoréme 5.9 Soit S une surface C? dans R® G courbure bornée, lestimateur d’aire
de surface discréte basé sur ['intégration discréte des vecteurs mormauz converge
asymptotiquement si et seulement si [’estimation des normales converge.

La preuve de ce théoréme est donnée en annexe B (théoréme B.6 et corollaire
B.3).

En utilisant le théoréme 5.2, nous avons :

Corollaire 5.2 Soit S une surface C? dans R & courbure bornée, l'estimateur d’aire
de surface discréte basé sur l'intégration discréte des vecteurs normaugz, et dont les
normales sont données par l'algorithme décrit dans le paragraphe 5.3.2.3, converge
asymptotiquement.

Ainsi, nous avons un algorithme d’estimation d’aire de surface en deux étapes :

1. Estimation des normales en chaque surfel de la surface discréte

2. Sommation, pour chaque surfel, du produit scalaire entre la normale estimée
et la normale élémentaire en ce surfel.

Nous obtenons donc un estimateur :

e optimal en temps puisque I'étape 1 s’effectue en O(n) ou n est le nombre de
surfels, et puisque I'étape 2 a aussi un cott en O(n) (voir paragraphe 5.3.2.3).

e qui a la propriété de convergence asymptotique pour une famille de surface
réelle vaste (voir annexe B).

5.4.3.3 Analyse expérimentale

Dans cette analyse expérimentale, nous illustrons le comportement, non pas de
I’estimateur basé sur le calcul optimal dont 'implémentation finale est en perspective,
mais de celui basé sur le calcul de normales présenté dans le paragraphe 5.3.2.1.

Nous comparons 'estimateur d’aire de surface discréte basé sur 'intégration de
normales &, d’'une part, ’estimation basée sur le calcul d’enveloppe convexe dans le
cas d’objets discrets convexes, et d’autre part a l'estimation basée sur 'algorithme
des Marching-Cubes.

Nous considérons les objets multi-grilles suivants (voir figure 5.30) :

e des sphéres discrétes ;
e des cylindres dont ’axe principal est paralléle & I'axe de la grille ;

e des demi-spheéres creusées par des sphéres de rayon plus petit.

Ces objets sont donc considérés sur des grilles de résolution croissante. La mesure
utilisée pour évaluer ces estimateurs est ’erreur relative en pourcent.

La figure 5.31 présente les résultats sur les spheres discrétes. Nous pouvons re-
marquer que l'erreur des estimateurs basés sur I’enveloppe convexe et sur I'intégration
des normales décroit vers 0 pour des résolutions croissantes. De plus, nous pouvons
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Fia. 5.30 — Volumes discrets multi-grilles considérés pour l’analyse expérimentale
des estimateurs d’aire.

remarquer que les résultats obtenus en intégrant les normales théoriques ou en inté-
grant les normales estimées par l'algorithme du paragraphe 5.3.2.1 sont quasiment
confondues. L’approche basée sur ’algorithme des Marching Cubes semble avoir une
erreur qui se stabilise vers 10%.
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FiG. 5.31 — Convergence asymptotique expérimentale des différents estimateurs sur
des spheres multi-grilles.

Les figures 5.32 et 5.33 présentent les différents résultats sur les cylindres et les
spheéres trouées. Encore une fois, nous pouvons observer le bon comportement de
notre estimateur.

Finalement, la figure 5.34 la mesure a(v) associée a chaque voxel et qui correspond
a 'apport du voxel v & laire globale de la surface. Par définition de cette mesure,
celle-ci est comprise entre 1 et v/3.

Ces résultats ont été présenté dans COEURJOLLY ET AL. (2002a).

- 197 -



Chapitre 5. Mesures sur des objets discrets

25 T T T T T T
Enveloppe convexe ——
Marching Cubes --—--x---
Intégration de normales ----- *o---
20 | b
s |
c X
© 15 | b
o ;
= i
3 i
o *i
5 10 F %% .
I
u X*xx\x\
5 |
0

60 80

Résolution de la grille

100 120

FiG. 5.32 — Convergence asymptotique expérimentale des différents estimateurs sur
des cylindres multi-grilles.
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FiG. 5.33 — Convergence asymptotique expérimentale des différents estimateurs sur
des demi-spheéres trouées multi-grilles.
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((O00C06

(a) (b) (c)

F1G. 5.34 —: Illustration de la fonction a(v) représentant ’apport de chaque vozel v
a laire globale de la surface : (a) sphére discrete, (b) sur un cube et (¢) sur un cube
lisse tourné.

5.4.3.4 Conclusion sur ’estimation d’aire d’une surface discréte

Sur le plan théorique, nous avons proposé un algorithme optimal en temps et qui a
la propriété de convergence asymptotique pour l'estimation de l'aire d’une surface
discréte.

Dans la partie expérimentale, nous avons présenté des premiers résultats d’un
estimateur qui se base aussi sur l'intégration de normales discrétes mais qui ne cor-
respond pas exactement & ’algorithme optimal.

Une perspective importante de ce travail est 'implémentation, dans une plate-
forme de tests, de ’algorithme optimal ainsi que d’autres algorithmes proposés dans
la littérature.

5.5 Courbures d’objets discrets

5.5.1 Quelques définitions mathématiques

Dans un premier temps, nous présentons les définitions et propriétés de la courbure
usuelle dans un espace euclidien. Nous verrons par la suite comment plonger ces
définitions dans le modeéle discret.

Supposons une courbe z(s), au moins C? et dans un espace de dimension n,
paramétrée par son abscisse curviligne :

z:[0,1] - R"
s — x(s)

La courbure, notée k(s), en un point s de  est un scalaire qui mesure la déviation
de la courbe par rapport au vecteur tangent. Etant donnée une paramétrisation
curviligne de la courbe, nous avons :

d?z

k(s) = 72

(5.3)

Ce scalaire est bien évidement toujours positif. Cependant, pour des courbes
planes, c’est-a-dire pour z : [0,1] — R2?, nous pouvons signer cette valeur est ainsi
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définir la courbure algébrique notée k, et donnée par :
dt .
— = kN
ds “
avec £(s) le vecteur tangent & z en s et N tel que (£, N) soit une base orthonormée.

La courbure algébrique peut donc étre positive, négative ou nulle et permet de
caractériser la concavité ou la convexité locale de .

Nous avons une définition équivalente de la courbure : si nous considérons ¢(s)
l’angle orienté entre le vecteur tangent £(s) et une droite fixe, nous avons :

d¢
ko(s) = — 4
(5) =% (549)
Nous avons une troisiéme définition donnée par :
B(s) = — (5.5)
8) = — .
p(s)

ou p(s) est défini comme étant le rayon du cercle qui géométriquement s’ajuste au
mieux & la courbe en s. On parle alors de cercle osculateur.

Bien évidemment, ces trois écritures de la courbure sont totalement équiva-
lentes. En effet, le cercle osculateur se définit & partir de la dérivée seconde de
la courbe. Nous présentons ces différentes approches puisque dans le cas discret,
chacune d’entre-elles va engendrer une classe d’estimateurs discrets de courbure.

Considérons maintenant une surface paramétrée z(u,v) dans R? donnée par :

z:U — R
(u,v) = z(u,v)

avec U un ouvert de RZ.

Pour définir une courbure en tout point de cette surface, nous devons introduire
un repére en tout point de celle-ci : soit m = (u,v) un point de la surface, nous consi-
dérons le repére de FRENET est défini par la normale N et un vecteur ¢ appartenant
au plan tangent & la surface en m (voir figure 5.35). Dans ce repére orthonormé, nous
considérons deux courbes z1(s) et z2(s) sur la surface contenues dans deux plans IT;
et ITy orthogonaux et, contenant la normale en m (cf figure 5.35). Nous pouvons
définir la courbure moyenne H en m en fonction des courbures ki(m) et ko(m) des
courbes 1 et 9 :
ki(m) + k2(m)

H(m) = 5

Si maintenant nous prenons z (resp. x3) comme étant la courbe de courbure
maximale Ky,q, (resp. courbure minimale kp,;,) dans toutes les directions du repére
de FRENET. Nous pouvons donner la définition de la courbure gaussienne K de la
surface au point m :

K(m) = kmax (m)kmzn (m)

La connaissance de ces deux courbures nous permet de caractériser toutes les
configurations locales de la surface (cf tableau 5.2 et figure 5.36).

Nous pouvons remarquer que le calcul de la courbure gaussienne est, en termes
de complexité, beaucoup plus difficile & mettre en place que la courbure moyenne
qui bénéficie de la propriété d’invariance quelque soit les directions du repére de
FRENET.
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N\
\
S

IT,

Fia. 5.35 — Ezemple de plans principauz (H1 et Il5) a une surface avec leur cercle
principal respectzf et le repére de FRENET N b f) ainsi défini.

K=0 K > 0 (elliptique) | K < 0 (hyperbolique)
H=0 plan indéterminé surface minimale
H > 0 | cylindre concave vallée col concave
H < 0 | cylindre convexe pic col convexe
TAB. 5.2 —

Caractérisation locale des surfaces en fonction des courbures moyenne
et gaussienne.
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plan cylindre convexe
surface minimale cylindre concave
pic vallée
col convexe col concave

FiG. 5.36 — Caractérisation locale des surfaces en fonction des courbures moyennes
el gaussiennes.
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5.5.2 Courbure de courbes discrétes

Nous nous intéressons dans ce paragraphe au calcul de la courbure en tout point
d’une courbe discréte 2D ou 3D. Cette mesure euclidienne est une information trés
importante figurant dans la signature associée & un contour discret.

Les différents estimateurs que nous proposons correspondent essentiellement aux
travaux présentés dans COEURJOLLY ET AL. (2001d) ainsi que dans COEURJOLLY
ET AL. (2001c).

5.5.2.1 Etat de lart

Dans cette étude bibliographique, nous reprenons ’analyse de WORRING et SMEUL-
DERS (1993) en ajoutant les derniers travaux dans ce domaine. Dans ce qui suit, les
estimateurs proposés correspondent tous & des courbures algébriques (donc signées).
Le signe peut parfois étre ajouté en post-traitement par une analyse de concavité ou
convexité locale de la courbe en un point donné.

Ainsi, les équations (5.3), (5.4) et (5.5) ont respectivement introduit des estima-
teurs basés sur :

1. un calcul de dérivée seconde de la courbe discréte ;

2. un calcul de tangente puis un processus de calcul de variation d’angle des
tangentes ;

3. l'estimation ou la reconnaissance du cercle osculateur.

Une des premiéres solutions pour 'estimation de courbure en un point p; d’une
courbe discréte se base sur la formule suivante (voir CHASSERY et MONTANVERT
1991) :

K (pi) = Z(pi—mpi> PiPi+m)
' |Pi—mpi| + [Pipi+ml

Cette estimation de la courbure est appelée courbure normalisée d’ordre m (voir
figure 5.37). Dans cette approche, le paramétre m représente un compromis entre
précision et lissage du calcul.

i

X

I+m

s}

F1G. 5.37 — Ezxemple de calcul de courbure normalisée d’ordre m pour m = 4.

En se basant sur la formule (5.4), WORRING et SMEULDERS (1993) proposent
I'estimateur suivant : 6(pi) + G/
xy _ U\Pi) * Yy
) = —To7
ou :
0(pi) = Z(LINEFITTING (p;, m), Oy)
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et G un filtre Gaussien dérivatif d’écart type o.

Cette approche consiste a estimer une tangente & la courbe en p; grace a une tech-
nique des moindres carrés sur les points {p;—m - .. Ditm} (noté LINEFITTING dans la
formule). Ensuite, la fonction €(p;) correspond a I’angle entre cette tangente estimeée
au point p; et une droite quelconque (ici 'axe O, ). Finalement, une convolution de
cette fonction avec un filtre Gaussien dérivatif permet d’estimer la dérivée de 6. Le
facteur de régularisation 1.107 correspond & la distance moyenne entre deux pixels
de grille sur une distribution aléatoire de droites.

Par la suite, VIALARD (1996b,a) remplace l'estimation aux moindres carrés de
la tangente par la tangente discréte calculée au point p;, la formule de I’estimateur
reste inchangée. D’un point de vue algorithmique, l'optimisation de FESCHET et
TOUGNE (1999) permet une estimation de la courbure en tout point de la courbe en
temps optimal, c’est-a-dire O(n) pour une courbe de n pixels.

Dans une approche basée sur 'estimation de cercles osculateurs, WORRING et
SMEULDERS (1993) proposent la formule générale suivante :

E*(pi) =
P = )
avec
(c*,r*) = ARCFITTING(p;, m)

En d’autres termes, une estimation du centre ¢* et du rayon r* du cercle oscula-
teur est calculée par moindres carrés (processus noté ARCFITTING) sur une fenétre
de m pixels et la valeur de la courbure est donnée par l'inverse du rayon estimé.

Finalement, WORRING et SMEULDERS (1993) proposent aussi un estimateur basé
sur le calcul de la dérivée seconde de la courbe discréte. Ils montrent cependant que
I’erreur engendrée par 1’estimation de la dérivée d’ordre deux est assez importante.

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser dans un premier temps a une défi-
nition purement discréte de la courbure basée sur I'estimation ou la reconnaissance
de cercle osculateur discret. En d’autres termes, de la méme maniére que VIALARD
a résolu le LINEFITTING en discret, nous souhaitons résoudre I’ARCFITTING en dis-
cret. FEnsuite, nous présentons un estimateur de courbure basé sur la notion de
courbure normalisée mais avec I'introduction d’objets discrets que nous appelons [es
demi-tangentes discrétes en un point. Pour ce dernier estimateur, nous présentons
une preuve de convergence asymptotique de la mesure.

5.5.2.2 Estimation du cercle osculateur discret

Nous nous intéressons a la résolution du probléme ARCFITTING de WORRING et
SMEULDERS. Pour cela, nous allons utiliser ’analyse faite au chapitre 3.

La premiére solution que nous présentons correspond a une estimation du cercle
osculateur trés rapide basée sur 'analyse des paraboles discrétes associées aux cercles
discrets (voir paragraphe 3.3.2). Nous proposons des premiéres idées sur un estima-
teur basé sur la reconnaissance de cercle discret.

Reprenons 'analyse du paragraphe 3.3.2. Le cercle discret arithmétique de centre
(0,0) et de rayon R peut-étre construit par le faisceau de paraboles :

- [\/x(l T2k 2+ 1/4]
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Si nous considérons une hauteur [, les cercles arithmétiques dont la premiére
parabole a une hauteur [ ont un rayon entier compris entre rj, s et rg,;, donnés par :

Ting = [(1 —1/2) — 1/4] (5.6)
roup = |(1+1/2) — 1/4]

Cet ensemble correspond au palier de paraboles de hauteur [ (voir figure 5.38).

Fic. 5.38 — Ilustration de la premiére parabole des cercles arithmétiques et calcul
de l'ensemble des cercles de hauteur [.

Ainsi, l'estimateur basé sur le cercle osculateur que nous proposons utilise
I’analogie suivante avec le continu : considérons la tangente en un point d’un cercle
de rayon r contenu dans 'anneau r — 1/2 et r + 1/2. Ce segment a une longueur
constante en tout point du cercle de rayon r (voir figure 5.39). Nous partons de
I’hypothése que la discrétisation de ce segment correspond & une tangente discréte
d’'un cercle arithmétique de rayon r (I’anneau r — 1/2, r + 1/2 définissant le cercle
arithmétique).

Nous émettons donc ’hypothése que les longueurs des tangentes discrétes en tout
point d’un cercle arithmétique sont constantes. Méme si cette hypothése n’est pas
vraie dans le cas général, nous montrons que la variation de longueur des tangentes
ne perturbe pas ’estimateur de courbure pour des rayons raisonnables.

r+1/2 r-1/2 r

F1G. 5.39 — Analogie en l'anneau euclidien (r—1/2,7+1/2), la tangente au cercle de
rayon r dans cet anneau et la tangente discréte en un point d’un cercle arithmétique.

Si nous considérons la tangente discréte au point (r,0) d’un cercle de rayon r,
celle-ci correspond exactement & un segment vertical dont la longueur est le double de
la hauteur de la premiére parabole. Ainsi, sous ’hypothése ci-dessus, nous pouvons
associer & chaque demi-longueur [ de tangente discréte une estimation des cercles
osculateurs discrets donnés par les formules (5.6) et (5.7).
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Finalement, & partir de 74,7 et de rg,,, nous estimons la courbure au point p;
comme étant 'inverse du rayon moyen :
. 2
k(pi) = —————— (5.8)

Tinf + Tsup

L’algorithme 25 présente ’estimateur complet.

Algorithme 25 Calcul de courbure par estimation de cercles osculateurs discrets
COURBURE_ OSCULATEUR/(C)
{C est une courbe discréte}
: Calcul des tangentes discrétes avec Palgorithme de FESCHET et TOUGNE (1999)
: pour tout pixel p; de C faire
Soit | la demi-longueur de la tangente en p;
Soit ring = [(1 —1/2)? — 1/4]
Soit reup = [ (1 +1/2)% — 1/4]
K ) = 5
: fin du pour

I AR AR

Sur le plan algorithmique, nous pouvons remarquer que ’algorithme 25 s’effectue
en O(n) puisque les tangentes discrétes sont calculées en temps optimal (FESCHET
et TOUGNE, 1999). Nous obtenons donc une estimation de la courbure trés rapide et
construite uniquement & partir de rayons entiers de cercles osculateurs. Notons que
la valeur de la courbure calculée est, par la suite, signée en analysant la convexité ou
concavité locale de la courbe discréte grace aux parameétres des tangentes des points
adjacents a p;.

La figure 5.40 présente une premiére comparaison entre cet estimateur et celui
proposé par VIALARD (1996a) sur un cercle de rayon 40. Nous pouvons remarquer
que, sans introduction de parameétre o toujours difficile a choisir en fonction de la
donnée, nous avons une meilleure estimation de la courbure en tout point. De plus,
nous notons que I’hypothése de travail que nous avons faite, selon laquelle la longueur
des tangentes discrétes en tout point d’un cercle arithmétique est constante, reste
valide au vue des résultats : la variation de longueur [ permet d’avoir de bon résultat
sur I'estimation.

De plus, n’ayant pas de processus de lissage dans le coeur méme de l’algorithme,
nous avons de trés bonnes localisations des points de forte courbure sur des courbes
non bruitées (voir figure 5.41). Dans le cas de courbes bruitées, nous pouvons utiliser
des processus de filtrage en post-traitement mais ceux-ci sont dissociés de la méthode.

Du point de vue de la convergence asymptotique, cet estimateur n’est pas du
tout adapté. En effet, nous pouvons remarquer que pour des longueurs [ croissantes,
I'incertitude sur le rayon croit (le palier de la premiére parabole est de plus en plus
long). Ainsi, cet estimateur permet une estimation de la courbure trés rapide, assez
efficace sur des objets de taille raisonnable et sans aucun paramétre.

Afin d’avoir non plus un processus d’estimation de cercle osculateur mais un
processus de reconnaissance, nous pouvons envisager 1'utilisation des différents algo-
rithmes du chapitre 3. L’algorithme 26 présente une solution directe au probléme du
calcul de courbure par reconnaissance de cercles osculateurs. Cet algorithme repose
sur la définition suivante :

Définition 5.4 (Cercle osculateur discret) Etant donnés une courbe discréte C
et un point p; de C. Le cercle osculateur discret o C en p; est le plus grand morceau
de cercle discret qu’il est possible de reconnaitre, centré en p;.
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0-05 T T T T T T . T - T
Algorithme de'Vialard ——

Estimateur avec cercles osculateurs -------
Courbure theorique -------

0.045

0.04

0.035

0.03

Courbure

0.025
0.02

0.015 |

0.01 L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abscisse curviligne

F1G. 5.40 —: Comparaison entre le graphe de courbure de VIALARD (1996a) (avec
o = 1) et lestimation de l'algorithme 25 sur un cercle discret de rayon /0.

0.3 T T
Estimation avec cercles osculateurs ——
. Algorithme de Vialard -
02} :
0.1} il 1
g
3
€ 0 i
3
o
o
01} i 1
0.2 - 1
(a)
-0.3 ! ! ! !
0 50 100 150 200 250
Abscisse curviligne
(b)

Fi1G. 541 — Comparaison entre le graphe de courbure de VIALARD (1996a) (avec
o = 1) et lestimation de l'algorithme 25 sur un carré déplié.
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Cette définition est similaire & celle de la tangente discréte proposée par VIA-
LARD.

Algorithme 26 Calcul de courbure par reconnaissance de cercles osculateurs discrets
COURBURE_RECONNAISSANCE _OSCULATEUR/(C')
{C est une courbe discréte}
1: pour tout pixel p; de C faire
2:  Reconnaitre le plus grand arc de cercle centré en p;
3:  Calculer, par exemple, le cercle (c¢*,7*) avec ¢* barycentre du polygone acd
résultat de la reconnaissance
4 k(pi) ==
5: fin du pour

Dans les résultats de segmentation des figures 3.15 et 3.16, nous pouvons observer
que la qualité de localisation du centre théorique du cercle est de 'ordre du pixel.
Ainsi, ces premiers résultats laissent imaginer un trés bon comportement de ce type
d’estimateur de courbure.

Un inconvénient majeur de cet algorithme reste sa complexité. En effet, nous
avons vu dans le chapitre 3 que la reconnaissance et la segmentation en arcs de cercles
discrets d’une courbe discréte de n points ont une complexité en O(n*3log(n)). Or,
une implémentation directe de ’algorithme 26 nous oblige & appliquer un tel calcul en
tout point de la courbe ce qui nous donnerait un cott au pire cas en O(n®3log(n)).

Une perspective de cette approche serait d’analyser le comportement du polygone
des solutions du cercle osculateur discret lorsque nous passons d’un point p; au point
suivant de la courbe.

5.5.2.3 Estimation de courbure avec convergence asymptotique

Dans ce paragraphe, nous présentons un estimateur de courbure qui a la propriété de
convergence asymptotique. Cet estimateur repose sur une extension de la courbure
normalisée d’ordre m (voir paragraphe 5.5.2.1 et CHASSERY et MONTANVERT 1991)
avec des outils de la géométrie discréte.

L’idée principale est de construire, en un point p; de la courbe, le plus long
segment de droite discréte a droite de p; (respectivement a gauche de p;), le pixel
extrémité de ce segment est noté Pp (respectivement P). Ces deux segments se-
ront appelés respectivement demi-tangente discréte a droite et demi-tangente
discréte a gauche a la courbe en p;. Ainsi, 'estimation de la courbure au point p;
de la courbe est donnée par l'inverse du rayon du cercle passant par les points Pp,
p; et Pg.

L’estimation de la courbure se raméne donc au calcul du rayon du cercle circons-
crit au triangle (Pg, pi, Pg). Une idée simple pour implémenter ce calcul se base sur
'intersection des médiatrices de [Pgp;] et de [Ppp;]. Nous présentons cependant une
formule directe permettant d’estimer trés simplement le rayon R, du cercle circons-
crit & un triangle donné par les longueurs a, b et ¢ de chacunes des arétes (HARRIS
et STOCKER, 1998).

Nous calculons tout d’abord 'aire du triangle donnée par :

A V(b +c)2 —a2y/a? — (b—c)?
4
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y2

FiGc. 5.42 — Illustration de [’estimateur de courbure basé sur les demi-tangentes a
gauche et a droite de p;.

Puis nous avons la formule directe :

abc

=14

Dans notre application, tous les cas dégénérés, qui correspondent & des demi-
tangentes discrétes colinéaires par exemple, sont capturés par un simple test de
nullité de A (a, b et ¢ étant non nuls par construction des demi-tangentes). Ce cas
particulier nous permet de définir une courbure nulle au point p;.

L’algorithme 27 présente I'implémentation trés simple de cet estimateur de cour-
bure. Le calcul des demi-tangentes discrétes s’effectue grace aux différents algo-
rithmes présentés dans le chapitre 2. Nous pouvons aussi implémenter dans cet algo-
rithme le calcul du signe de R, avec une simple extraction du signe du déterminant
des vecteurs p; Pp et pZ—PG>

Si maintenant nous regardons le coiit de cet algorithme, nous voyons qu’une
implémentation directe nous donne une complexité en O(n?) pour I'étiquetage de
chaque pixel par la valeur de la courbure en ce point. Cependant, nous pouvons
transformer ’algorithme optimal de calcul des tangentes discrétes de FESCHET et
TOUGNE (1999) pour construire en O(n) toutes les demi-tangentes a gauche et a
droite en tout point.

En effet, I’algorithme initial de FESCHET et TOUGNE n’impose pas la symétrie
compléte de la tangente dans le calcul en temps optimal : si 'ajout d’'un point &
gauche fait échouer la reconnaissance de segment discret, la tangente peut continuer
a droite autant que possible, et réciproquement. Pour le calcul des demi-tangentes
discrétes a droite, il suffit d’invalider, dés le début, le coté gauche du segment. Nous
calculons ainsi en O(n) toutes les demi-tangentes a droite. En appliquant un pro-
cessus symétrique, nous pouvons calculer les demi-tangentes & gauche dans le méme
temps.

Par conséquent, 1’algorithme 27 est optimal en temps puisqu’il a une complexité
en O(n). Notons que cette approche ne nécessite aucun parameétre pour son fonc-
tionnement.
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Algorithme 27 Calcul de courbure par demi-tangentes discrétes
COURBURE_ DEMI-TANGENTES(C)
{C est une courbe discréte}

1: pour tout pixel p; de C faire

2:  Calculer la demi-tangente discréte a droite [p; Pp]
3:  Calculer la demi-tangente discréte a gauche [Pgp;]
4
5

— _ _
S = signe(det(p; Pp,p; Pg)) {calcul de la convexité ou concavité locale}
a=|piPpll, b= |lpiPcl, c=|PpPcal,

6: A= \/(b+c)27a24\/a27(b70)2

7. si A=0 alors

8: k*(p;) =0  {Cas dégénéré}
9: sinon

10: R, = 4

11: k*(pi) = S

12:  fin du si
13: fin du pour

En plus de ce résultat algorithmique, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.10 Soit T la famille des courbes C? dans R? a courbure bornée (plus
quelques hypothéses techniques), lestimateur de courbure basé sur les demi-tangentes
discrétes converge asymptotiquement.

La preuve est donnée dans ’annexe (théoréeme B.4).

En conclusion, nous avons présenté un estimateur de courbure basé sur la notion
de demi-tangente discréte en un point d’une courbe qui est optimal en temps et qui
a la propriété de convergence asymptotique.

Des analyses expérimentales préliminaires ont été effectuées pour évaluer cet
estimateur mais une analyse comparative précise avec les algorithmes présentés ci-
dessus est en cours de développement.

5.5.2.4 Courbures de courbes discrétes 3D

Nous présentons ici quelques solutions au probléme du calcul de courbure sur des
courbes discrétes tridimensionnelles. Dans la littérature, nous n’avons pas trouveé
d’estimateurs existants pour un tel calcul. Ceci s’explique par le fait que peu
d’applications existent dans la pratique. Récemment, ARONSSON (2002) a mon-
tré I'utilité d’une telle mesure dans un projet d’analyse de fibres de papier.

Dans ce qui suit, nous présentons des estimateurs de courbure de courbes discrétes
3D basés sur les algorithmes 25 et 27. Par la suite, nous ne parlerons que de courbure
non signée, les notions de convexité ou de concavité locales n’ayant pas de sens en

3D.

Dans le cas de ’estimation du cercle osculateur basée sur la longueur de la tan-
gente discrete (algorithme 25), nous pouvons étendre directement cette approche
au cas 3D en considérant la notion de tangente discréte en un point d’une courbe
discréte 26-connexe. Fn effet, si nous utilisons les algorithmes de reconnaissance de
droites 3D vus dans le paragraphe 2.3, nous pouvons définir la notion de tangente
discréte 3D comme étant le plus long segment de droite, centré au voxel considéré
qu’il est possible de reconnaitre. Ensuite, une fois la demi-longueur [ calculée de
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cette tangente, nous pouvons utiliser la formule (5.8) pour estimer la courbure en ce
voxel.

D’un point de vue algorithmique, il est possible de rendre ce calcul optimal en
temps. En effet, compte tenu du fait que les droites discrétes 3D se projettent sur
les plans d’axe de la grille suivant des droites discrétes 2D, nous pouvons utiliser le
calcul optimal des tangentes 2D pour construire la tangente 3D. Il suffit pour cela
d’effectuer le calcul de tangente en temps optimal dans les trois plans de projections
de la grille, puis de définir la tangente 3D & partir des résultats 2D obtenus dans les
coupes.

La figure 5.43 présente un exemple de graphe de courbure calculé avec cet es-
timateur. Dans cet exemple, nous pouvons distinguer sur le graphe : la zone de
courbure presque constante qui correspond & 'arc de cercle, la zone de forte cour-
bure qui correspond a la jonction entre I’arc de cercle et le segment de droite et enfin
un ensemble de voxels a courbure presque nulle qui correspond au segment.

T
courbure

Courbure

1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
Abscisse curviligne

(b)

Fic. 543 — FExemple de calcul de courbure sur une courbe discréte 3D avec une
estimation du cercle osculateur : (a) courbe discréte 26-connexe composée d’un arc
de cercle et d’un segment de droite discréte 3D, (b) graphe de courbure obtenu.

Nous pouvons aussi présenter une extension de l’algorithme basée sur les demi-
tangentes (algorithme 27). En effet, pour les mémes raisons que précédemment, nous
pouvons définir la notion de demi-tangente discréte 3D en un point d’'une courbe
discréte 26-connexe. De plus, ce qui est remarquable avec les formules de calcul du
rayon R, (voir ci-dessus), c’est que ce dernier ne nécessite que les distances entre les
sommets et est défini quelque soit la dimension de ’espace dans lequel se trouve le
triangle. Sur le plan algorithmique, ce calcul se fait aussi en temps optimal, c’est-
a-dire en O(n) pour une courbe discréte de n voxels, pour les mémes raisons que
ci-dessus.

De plus, la preuve du théoréeme 5.10 est valide quelle que soit la dimension de
la courbe euclidienne sous-jacente (voir annexe B.) Nous avons donc le théoréme
suivant :

Théoréme 5.11 Soit ' la famille des courbes C? dans R® & courbure bornée (plus

quelques hypotheéses techniques), ['estimateur de courbure basé sur les demi-tangentes
discrétes converge asymplotiquement.
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En conclusion, I'algorithme 28 est optimal en temps et a la propriété de conver-
gence asymptotique.

Algorithme 28 Calcul de courbure par demi-tangentes discrétes
COURBURE_ DEMI-TANGENTES(C)
{C est une courbe discréte 3D}

1: pour tout voxel v; de C' faire

2:  Calculer la demi-tangente discréte 3D a droite [v;Vp]

3:  Calculer la demi-tangente discréte 3D a gauche [Vgv;]

— —
4 a=lviVpll, b= [lviVall, ¢ = [[VbVal,
A= \/(b+c)27a2\/a27(bfc)2
- 1

5:
6: si A=0 alors
7 k*(v;) =0  {Cas dégénéré}
8  sinon
__ ab
9: fic = i—j .
10: k (UZ) = .

11:  fin du si
12: fin du pour

5.5.3 Courbures de surfaces discrétes

Nous nous intéressons maintenant aux différentes courbures sur surfaces discrétes 3D.
Sur le plan théorique, ces mesures sont des éléments importants de la signature d’une
surface discréte. D’un point de vue pratique, ces mesures ont aussi de nombreuses
applications en physique des matériaux (voir annexe A).

5.5.3.1 Courbure Moyenne

Pour I'estimation de la courbure moyenne, deux approches différentes sont possibles :
la premiére se base sur une analyse volumique de I'objet et la seconde repose sur une
décomposition en coupes de la surface discréte.

Dans une premiére approche volumique, nous pouvons utiliser le formalisme as-
socié aux surfaces implicites afin de proposer un estimateur volumique de courbure
moyenne. En effet, si nous considérons une surface implicite donnée par I'iso-surface
f(z,y,z) = 0, nous pouvons caractériser la valeur de la courbure moyenne en un
point de cette surface a partir des dérivées partielles premiéres et secondes de f
dans les trois directions (voir par exemple THIRION et GOURDON 1992; MONGA
ET AL. 1994). Si nous reprenons 'analyse présentée dans le paragraphe 5.3.2.1 qui
consiste & construire la fonction f & partir de la transformée en distance des voxels
de la surface discréte, nous pouvons estimer cette courbure en calculant des dérivées
partielles dans cette carte de distance.

Une autre approche volumique, moins cotiteuse que la précédente, a été proposée
par BULLARD ET AL. (1995). L’estimateur est assez simple et permet une mesure
linéaire en la courbure moyenne. L’idée est de centrer, en tout point v de la surface
discréte, une boule de rayon r. Ensuite, il faut estimer le volume V' de l'intersection
entre cette boule et I'objet discret en comptant le nombre de voxels de ’objet dans
cette boule (la figure 5.44 illustre ce calcul dans le cas 2D). Finalement, BULLARD
ET AL. (1995) proposent la formule :

. 1
_ 3868V_ 7.179

mrd 3r

H*(v)
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Les différents nombres réels de cette formule ont été choisis de facon & minimiser
Ierreur sur un ensemble de sphéres discrétes. La figure 5.45 présente quelques résul-
tats d’étiquetage par la courbure moyenne sur différents objets. Le niveau de gris
est proportionnel & la valeur H*(v) : les niveaux clairs correspondent aux parties
convexes de la surface et les couleurs sombres aux zones concaves. Etant donné que
les poids sont optimisés sur des spheéres, nous remarquons que les centres des faces
des cubes sont étiquetés “faiblement concaves” avec ’estimateur précédent. Bien évi-
demment, la qualité de I’approximation dépend aussi du choix du rayon de la boule
r en fonction des objets a analyser.

FiG. 5.44 — [llustration en 2D de ’estimateur de courbure moyenne de BULLARD
ET AL. (1995).

Dans une approche surfacique, LENOIR (1999) propose une décomposition de la
surface discréte en coupes pour le calcul de la courbure moyenne. Ainsi, étant donné
un surfel s de la surface discréte, on commence par calculer la valeur de la courbure
2D en s dans les deux coupes associées a ce surfel. Soient ki(s) et ka(s) ces deux
valeurs, et 7i(s) la normale en s.

Rappelons que nous avons :
ki(m) + ko(m)
2

si k1(m) et ko(m) sont calculées sur des courbes contenues dans des plans orthogo-
naux contenant la normale en m.

H(m) =

Dans cette approche par coupes, deux possibilités s’offrent & nous :

e la normale a une ou deux de ses composantes nulles, dans ce cas les deux
coupes sont des plans orthogonaux contenant la normale. Nous utilisons donc
I’estimateur :

k1 (s) + ka(s)
2
e la normale a ses trois composantes non nulles, les plans de coupe sont orthogo-

naux mais ne contiennent pas la normale. La formule précédente ne s’applique
pas.

H*(s) =
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FiG. 5.45 — Exemples de calcul de courbure moyenne avec l’estimateur de BULLARD
ET AL. (1995) : (a) sur un cube discret, (b) sur un cube dont un coin est chanfreiné,
(c) sur une sphére discrete, (d) sur un objet composé de deuz sphéres connezes et
(e) — (f) sur un objet composite.
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Pour résoudre ce dernier point, LENOIR (1999) propose l'utilisation de la formule
d’EULER : si nous connaissons les courbures ki, ky et k3 en un point m, de trois
courbes adjacentes en m, la courbure moyenne est alors une combinaison linéaire de
ces courbures :

H(m) = w1 k1 + woky + wsks

avec {wi}l..3 e R

En se basant sur cette formule, LENOIR (1999) construit trois courbures, les deux
premiéres correspondent aux courbures dans les coupes ki(s) et ka(s) , la troisiéme
correspond & une estimation basée sur une analyse locale en s.

5.5.3.2 Courbure Gaussienne

Sur le plan bibliographique, peu de solutions existent pour I'estimation de courbure
Gaussienne sur des surfaces discrétes. Dans le cas de la courbure moyenne, différentes
recherches ont été menées en physique des matériaux (voir par exemple BULLARD
ET AL. 1995) puisque cette information & un sens en terme d’équilibre d’interface.

La courbure Gaussienne quant a elle ne semble pas avoir une signification phy-
sique directe. Cependant sur le plan de la description de forme, elle est une mesure
prépondérante. Nous proposons donc un estimateur de courbure Gaussienne qui
permet un calcul rapide de cette mesure.

Cet estimateur se base sur le calcul de courbure grace & ’application de GAUSS :

Définition 5.5 (Application de GAUSs) L’application de GAUSS, notée G, asso-
cie a tout point d’une surface M orientable et au moins C', son vecteur normal
orienté. Cette application est illustrée par une injection entre les points de M et les
points a la surface de la sphére unité.

FIG. 5.46 — Illustration de application de GAUSS dans le cas de surfaces dans R3.

De plus, nous avons le théoréme suivant en géométrie différentielle classique :

L AGW)
K(m) = vl~>m A(v)

ol v est un ouvert sur la surface contenant m tendant vers ce dernier. A(v) est
l'aire de ce voisinage sur la surface et A(G(v)) l'aire de I'ouvert sur la sphére unité
de I'application de GAUSS G de v.

Dans le cas des surfaces triangulées, cette relation entre la courbure et laire a
permis la construction d’estimateurs tres simples. Par exemple, la figure 5.47 illustre
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un estimateur simple de courbure Gaussienne en un sommet d’une triangulation
(voir par exemple Boix (1995)). Cet estimateur consiste & envoyer les normales
des facettes adjacentes au sommet sur la sphére unité et ensuite a faire le rapport
entre la somme des aires des triangles et ’aire du polygone sphérique engendré par
les normales sur la sphére unité.

F1a. 547 — Application de GAUSS et estimation de courbure Gaussienne dans le cas
d’une surface triangulée.

Nous présentons briévement cet estimateur mais une importante théorie mathé-

matique existe pour prouver une sorte de convergence asymptotique de ce dernier
(Borx, 1995).

Dans le cas discret, une application directe de cet estimateur n’est pas réaliste.
En effet, celle-ci consisterait en la projection sur la sphére unité des normales issues
des surfels adjacents & un certain pointel de la surface. Etant donné que le nombre de
telles configurations locales est faible, la mesure de courbure ainsi obtenue n’aurait
pas un trés bon comportement.

Cependant le fait d’avoir beaucoup de normales (une par surfel) pour caractériser
une petite partie de la surface va nous permettre de proposer des estimateurs treés
efficaces. L’idée est la suivante : considérons une surface sur laquelle nous avons
estimé la normale en tout surfel. Pour un surfel s de la surface, nous nous intéres-
sons au voisinage géodésique de normales autour de s paramétré par une distance
d (voir paragraphe 4.4.4). Nous considérons un processus, pour l'instant abstrait
noté AIRE_SPHERE(G(v)), qui nous permet d’estimer 'aire associé & un ensemble
fini de points sur la sphére unité donné par ’application de GAUSS des normales
dans le voisinage v. Nous définirons plus formellement ce processus par la suite.
Enfin, nous utilisons I'estimateur de surface basé sur l'intégration de normales du
paragraphe 5.4.3 pour estimer 'aire AIRE(v) de la surface associée au voisinage v.
Nous proposons donc I’estimateur :

« y _ AIRE_SPHERE(G(v))
K(s) = ATRE(v)

Par rapport aux approches basées sur des surfaces triangulées, nous considérons
un ensemble de normales dans un voisinage plus grand qu’'une simple adjacence avec
le surfel s. Le paramétre d, fixant le rayon géodésique de ce voisinage, permet un
controle de ’estimateur.

Le probléme maintenant est donc d’estimer ’aire associée au nuage de points G(v)
sur la sphére unité. La figure 5.48 nous illustre le probléme avec les deux solutions
que nous avons apporteé.

Nous définissons 1aire de ce nuage de points comme étant l'aire du plus petit
polygone sphérique convexe contenant ces points. Avant de poursuivre, le choix de
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se baser sur la notion d’enveloppe convexe n’est pas anodine. En effet, au sens de la
géométrie différentielle, I’application de GAUSS sur un ouvert convexe reste convexe
sur la sphére unité. Or, notre définition de disque géodésique surfacique semble
proche d’une notion de convexité sur la surface euclidienne sous-jacente (une preuve
formelle de ce point est en cours de rédaction).

Fia. 5.48 — Illustration des différentes solutions pour l'estimation de ['aire d’un
nuage de points sur une sphére : (de gauche a droite) les données du probleme,
solution par calcul d’enveloppe conveze sphérique, solution par calcul d’une ellipse de
meilleure approximation.

La premiére solution est trés géométrique et se base sur la notion d’enveloppe
convexe sphérique. Avant cela, rappelons quelques principes de la géométrie sur la
surface d’'une sphére. On appelle grand cercle U'intersection de celle-ci avec un plan
contenant son centre. Le rayon d’un grand cercle correspond au rayon de la sphére.
Un triangle sphérique (ou triangle d’'EULER) est tel que ses trois arétes correspondent
a des arcs de grands cercles distincts. Enfin, un polygone sphérique correspond & une
généralisation des triangles sphériques : les arétes correspondent & des arcs de grands
cercles. Un angle d’un triangle ou d’un polygone sphérique en un sommet correspond
a ’angle entre les plans générant les grands cercles associés aux arétes sphériques du
sommet.

Finalement, pour ce qui nous intéresse, 1’aire d’un polygone sphérique P de n
sommets et dont la somme des angles est ©, est donnée par la formule trés simple :

AIRE_SPHERE(P) = (O — (n — 2)7) R?

ou R est le rayon de la sphere (ici R = 1).

En se basant sur ces notions, nous avons proposé l’algorithme 29. L’idée est
d’utiliser D’algorithme de calcul d’enveloppe convexe 2D de GRAHAM (voir par
exemple CORMEN ET AL. 1990; DE BERG ET AL. 2000) pour I’étendre au cas sphé-
rique.

Ainsi, basé sur la notion d’angle présentée ci-dessus, nous pouvons construire
un tri polaire sphérique étant donné un centre et surtout, nous pouvons construire
un prédicat CONVEXE qui étant donnés trois sommets décide si ’angle sphérique
formé est convexe ou concave. Ce prédicat nous permet d’implémenter 1’algorithme
de GRAHAM. Cet algorithme a pour hypothése que tous les sommets sont dans la
méme demi-sphére. Dans le cas contraire nous pouvons avoir des ambiguités dans la
définition du polygone sphérique.

Cet algorithme est assez simple sur le plan théorique mais son utilisation pour
I’estimation de courbure rend son implémentation assez difficile. En effet, dans le
cas ou les normales sont issues d’un morceau de sphére discréte par exemple, les
points G(v) sont assez bien répartis et ’algorithme peut fonctionner sans difficulté
(voir figure 5.49-(a)). Par contre, dans le cas d’une surface plutot plane ou plutot
cylindrique, la courbure Gaussienne associée est alors nulle et donc les points G(v)

- 217 -



Chapitre 5. Mesures sur des objets discrets

Algorithme 29 Aire d’un nuage de points sur la sphére par enveloppe convexe
sphérique

AIRE _SPHERE_ENVELOPPE(G(v))

{G(v) est le nuage de points sur la sphére unité}

1: Choisir un point py de G(v) dont les coordonnées sphériques (6, ¢) sont minimales
(ordre lexicographique)
Trier G(v) dans un ordre polaire sphérique de centre pgy
Calculer I'enveloppe convexe sphérique par ’algorithme de GRAHAM
Calculer la somme des angles © du polygone résultant
retourner O — (n —2)7

sont, soit tous regroupés en paquets, soit étirés dans une direction (voir figure 5.49-
(b)). Dans ce cas, de nombreux problémes numériques surviennent dans le calcul du
tri polaire et dans le calcul de ’enveloppe convexe sphérique.

(a) (b)

F1G. 5.49 —: Ezemples de calcul d’enveloppes convexes sphériques : (a) représentation
sur la sphére unité du polygone obtenu sur un voisinage v provenant d’une sphére
discrete et (b) provenant d’un morceau de cylindre.

Pour résoudre ces problémes d’instabilité numérique, nous proposons une autre
approche basée sur l'ellipse de meilleure approximation. Rappelons le principe
de cette approximation dans le cas 2D. Etant donné un ensemble de N points
{(z,y;) }i=1..n du plan, nous calculons la matrice d’inertie :
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ou :

1 N

Iy = N Z(q"k - Mm)Z
k=1
N

1
Iy = N Z(yk - lf'y)2
k=1

N
1
I:vy = N Z(xk - Nm)(yk - MZ/)
k=1
1 N
Mz = N Zm'k
k=1
1 N
My = N ];yk

Ensuite, I'ellipse de meilleure approximation est définie comme étant ’ellipse de
centre (fiz, fty) et dont les longueurs des axes sont données par :

G

ou les \; (pour 7 = 1,2) correspondent aux valeurs propres de la matrice M (voir
figure 5.50). Les directions des axes de ’ellipse sont données par les vecteurs propres
de M. Enfin, laire de cette ellipse est donnée par :

A =7y

Hy

FiG. 5.50 — Ellipse de meilleure approzimation dans le plan. Les directions des axes
principaur sont données par les vecteurs propres de la matrice d’inertie.

Dans notre cas, l'idée est de résoudre statistiquement notre probléme
ATRE _SPHERE avec cette notion d’ellipse de meilleure approximation. Cependant,
il n’est aisé de calculer des moments de points sur la sphére unité. Nous utilisons
pour cela une approximation qui se base sur une projection du nuage de points sur
un plan représentatif.
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Ce plan correspond au plan tangent & la surface de la sphére au point qui est
le barycentre du nuage de points. Nous faisons donc une approximation en trois
étapes : dans un premier temps, on calcule le barycentre du champ de normales
G(v), ensuite, nous effectuons une rotation de ces normales pour que le barycentre
coincide avec le point (7,7 /2) dans 'espace (¢,6). Finalement, nous utilisons une
projection perspective, dont le centre est le centre de la spheére, sur le plan d’équation
x = —1 afin d’estimer ’ellipse de meilleure approximation des projections de G(v).
Encore une fois, ce calcul n’est valide que si les points G(v) sont dans la méme demi-
sphére. Les deux premiéres étapes de recentrage des normales nous permettent de
simplifier le processus de projection (voir algorithme 30).

Nous obtenons ainsi une estimation de I'aire, notée Ay,,;, associée au nuage de
points G(v). Ce processus est une approximation d’autant plus juste que les points
sont regroupés autour du barycentre. Il nous permet une estimation tres rapide et
avec trés peu d’instabilités numériques de la courbure gaussienne.

Nous obtenons donc l'algorithme 30. La figure 5.51 présente quelques résultats
de cet estimateurs sur des volumes discrets. Remarquons que dans le cas du cylindre,
nous avons effectivement une valeur de la courbure Gaussienne proche de 0 partout
sauf sur les bords des bases circulaires (voir tableau 5.2).

Algorithme 30 Aire d’'un nuage de points sur la sphére par calcul d’une ellipse de
meilleure approximation
AIRE SPHERE_ELLIPSE(G(v))
{G(v) est le nuage de points sur la sphére unité}
1: Soit p le barycentre des normales G(v)
2: Appliquer une rotation aux normales pour faire coincider pu avec (m,7/2) en
coordonnées sphériques
3: Projection des normales (z,y, z) en coordonnées sphériques (¢,6,1) sur le plan
x = —1 avec la formule :

X =tan(¢ — m)

Y =tan(0 — z)

2

4: Calculer VUlellipse de meilleure approximation (A;,A2) sur les points
(Xi, Yi)i=1....0(0)|

5: retourner Ay.,;(G(v)) = mv/ A1 A2

Dans les estimateurs que nous avons montrés, le signe de la courbure Gaussienne
est obtenu en post-traitement. Pour cela, il suffit de considérer une courbe fermée
orientée autour du surfel s considéré (la courbure Gaussienne en s doit étre non-
nulle) et de comparer son sens avec le sens de la courbe obtenue sur la sphére unité
par application de GAUSS (voir figure 5.52).

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une analyse algorithmique et théorique
d’estimations de mesures euclidiennes (longueur, aire, courbure...) sur des objets
discrets divers (courbes 2D, 3D, surfaces discrétes ...). A chaque fois que cela a été
possible, nous nous sommes intéressés & des notions de convergence asymptotique
des estimateurs étudiés. Pour résumer briévement, nous avons montré la convergence
asymptotique des estimateurs de longueur de courbes 2D et 3D, d’un estimateur de
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(c)

Fi1G. 5.51 —: Ezemples de calcul de courbure Gaussienne : (a) sur un cube dans les
azes, (b) sur un cube tourné et (c) sur un cylindre. Les voxels noirs correspondent a
des valeurs de courbures nulles ou quasi-nulles.
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WaaNcE

FiG. 5.52 — [llustration du calcul du signe de la courbure Gaussienne : la courbe A
et sa transformée par GAUSS sont dans le méme sens, le signe est donc positif. 1l y
a changement de sens pour la courbe B, le signe sera négatif.

normales de courbes 2D et de surfaces discrétes, d’un estimateur de courbure de
courbes 2D et 3D et enfin d’'un estimateur d’aire de surfaces discrétes.

Parmi toutes ces mesures, ’analyse expérimentale de l'estimation de longueur
d’une courbe discréte 2D a bénéficié d’une plate-forme de tests conséquente (8 esti-
mateurs implémentés et 5 formes multi-grilles). Une des perspectives majeures de
ce chapitre repose donc la création de plates-formes similaires pour ’estimation de
courbure et d’aire de surfaces.
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Durant cette thése, différents problémes de la géométrie discréte ont été abordés.
Ainsi, plutét que de présenter une conclusion et des perspectives générales sur ce
travail, nous préférons détailler notre contribution par théme abordé.

Objets discrets

Résumé

Dans cette partie, nous avons tout d’abord présenté les différentes définitions des
droites, plans et cercles discrets de la littérature.

Dans le cas des droites discrétes, nous nous sommes surtout intéressés & une
analyse bibliographique avec une comparaison des différentes définitions et des algo-
rithmes permettant la reconnaissance. Nous avons aussi présenté les différents outils
permettant de segmenter une courbe discréte 2D ou 3D en morceaux de droites dis-
crétes. Concernant les plans discrets, aprés une analyse bibliographique similaire,
nous avons montré un résultat original sur la structure la pré-image associée & un
morceau de plan discret. En conclusion de ces travaux sur les droites et plans dis-
crets, nous avons proposé l'utilisation de la statistique pour la reconnaissance de
ces objets. Pour cela, nous avons tout d’abord illustré les liens entre les droites et
les plans discrets, et des lois classiques en statistique (loi de BERNOULLI, loi em-
pirique...). Nous avons ensuite présenté quelques pistes d’utilisation de ces outils
statistiques pour l'estimation de plans tangents discrets.

Enfin, nous nous sommes intéressés aux cercles discrets et nous avons présenté
un algorithme original de reconnaissance de cercles discrets basé sur une analyse
arithmétique du probléme. Cet algorithme utilise des procédés tres simples de la
géométrie algorithmique et permet une segmentation incrémentale d’une courbe dis-
créte en arcs de cercles.

Perspectives

Concernant les plans discrets, a la suite de notre théoréme de structure de la pré-
image d’un morceau de plan vérifiant certaines hypothéses, nous avons conjecturé
que ce résultat est vrai en relachant les hypothéses sur le morceau de plan considéré.
La preuve de cette conjecture est donc une perspective importante & ce travail. De
plus, le point de vue statistique que nous avons présenté pour caractériser des droites
ou plans discrets nous semble trés prometteur dans de nombreuses applications.

En ce qui concerne les cercles discrets, nous avons présenté quelques pistes pour
I'utilisation de I’algorithme de reconnaissance pour calculer le cercle osculateur dis-
cret (plus long arc de cercle qu’il est possible de reconnaitre centré sur le pixel
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considéré) en un point de la courbe discréte. Un probléme intéressant consiste en
une analyse incrémentale de ce calcul de cercle osculateur en tout point d’une courbe
discrete.

Transformée en distance et squelette de formes

Résumé

Nous avons tout d’abord décrit un algorithme de calcul de la transformée en distance
euclidienne sans erreur. Cet algorithme est optimal en temps quelle que soit la di-
mension de I'image. Il utilise, en fait, une structure géométrique appelée diagramme
de Voronoi discret. Nous avons proposé I'utilisation directe de ce diagramme pour le
calcul du squelette d'une forme. Des premiéres analyses ont été faites dans le cas de
formes en dimension 2. Elles nous ont permis de proposer un algorithme d’extraction
de squelette linéaire en le nombre de pixels de la forme. Celui-ci se base sur le calcul
du diagramme et sur un processus de filtrage des sommets et des arétes de ce dernier.

Perspectives

Une premiére perspective a ce travail consiste en une comparaison de la méthode
d’extraction de squelette basée sur le diagramme de Voronoi discret en dimension 2
avec les approches construisant 'axe médian sur la transformée en distance.

L’algorithme d’extraction du diagramme de Voronoi discret étant optimal en
temps quelle que soit la dimension, il est normal de s’intéresser & des constructions
de squelettes, basés sur celui-ci, en dimension quelconque.

Visibilité et chemin géodésique discrets
Résumé

Nous avons proposé une définition de la visibilité, entre deux pixels dans un domaine
discret non-convexe, basée sur la notion de droites discrétes. Nous avons présenté un
algorithme efficace permettant de trouver tous les points visibles d’un pixel donné
dans un tel domaine. Nous avons, par la suite, utilisé ce calcul de visibilité pour la
construction de chemins géodésiques discrets, ce qui permet de définir une métrique
géodésique dans des domaines discrets.

Nous avons ensuite discuté d'une généralisation de ces définitions aux objets
tridimensionnels et avons donc proposé un premier algorithme de calcul de chemins
géodésiques dans des domaines 3D non-convexes et sur des surfaces discrétes.

Perspectives

Du point de vue algorithmique, une perspective consiste en une réduction de la com-
plexité du calcul de visibilité dans des domaines 3D. Nous avons présenté quelques
pistes vers un algorithme efficace mais des recherches plus approfondies sont néces-
saires.

Enfin, que ce soit en dimension 2 ou 3, il nous semble trés intéressant de comparer
ces calculs de fronts de propagation discrets aux algorithmes classiques se basant sur
une résolution numérique d’un systeme d’équations aux dérivées partielles.
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Estimateurs de mesures euclidiennes

Résumé

Nous nous sommes intéressés aux algorithmes permettant d’estimer des mesures eu-
clidiennes (longueur, aire, courbure. ..) sur des contours 2D ou 3D d’objets discrets.
Ces différents algorithmes ont été analysés, & chaque fois que cela a été possible,
dans un cadre pratique et théorique basé sur la notion de convergence asympto-
tique. Nous présentons dans le tableau 5.3 les différents estimateurs proposés dans
le chapitre 5. Pour chacun de ces estimateurs, nous indiquons leur complexité et
si la mesure converge asymptotiquement ou pas (n représente la taille des objets
considérés et d un parameétre fixe de I’algorithme).

Estimateur Complexité | Convergence | paragraphe

Courbes discretes 2D Longueur O(n) oui 5.4.1
Normales/Tangentes O(n) oui 5.3.1

Courbure O(n) oui 5.5.2.3
Courbes discretes 3D Longueur O(n) oui 5.4.2
Tangentes O(n) oui 5.3.1

Courbure O(n) oui 5.5.2.4

Surfaces discrétes Aire O(n) oui 5.4.3.2

Normales O(n) oui 5.3.2.3

Courbure Moyenne O(dn) non 5.5.3.1

Courbure Gaussienne O(dn) non 5.5.3.2

TAB. 5.3 —: Estimateurs discrets de mesures euclidiennes.

Perspectives

Lors de I’analyse du chapitre 5, seuls les estimateurs de longueur de courbes discrétes
2D ont bénéficié d'une plate-forme de tests suffisamment stable et compléte pour
qu’elle soit diffusée & la communauté. Une perspective importante est de construire
une telle plate-forme pour toutes les autres mesures. Un travail préalable consiste a
mettre en ceuvre, pour la mesure étudiée, un jeu de tests significatifs et multi-grilles
(pour une évaluation asymptotique).

D’un point de vue théorique, seules les estimations des courbures surfaciques ne
possédent pas encore d’algorithme ayant la propriété de convergence asymptotique.
La poursuite de ’analyse de ces estimateurs est donc aussi une perspective a courte
échéance.

Applications

Nous avons présenté, dans I'annexe A, différentes applications dans lesquelles nous
avons utilisé nos algorithmes. Pour ’application “Neige”, la poursuite de cette colla-
boration avec les glacioloques du Centre d’étude de la Neige de Météo-France nous
semble particuliérement intéressante. En effet, il est assez rare, en géométrie discréte,
d’avoir des données binaires autres que celles provenant de segmentations d’images
médicales. De plus, les estimateurs proposés dans le chapitre 5 trouvent des utilisa-
tions concretes.

- 225 -



Conclusions et perspectives

Enfin, Papplication des estimateurs aux modéles déformables discrets nous semble
trés prometteuse.

Le mot de la fin

Ces différentes recherches ont souvent nécessité de mettre les mains dans le cambouis
informatique ou encore de faire ’ermite avec un papier et un crayon. Cependant, ce
sont toujours des contacts humains avec d’autres personnes (chercheurs ou non) qui
ont initié, ou fait avancer, ces recherches. Mes derniers mots vont a ces personnes.
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Chapitre A. Applications

A.1 Introduction

Dans cette annexe, nous présentons succinctement les différentes applications dans
lesquelles nous avons utilisé les différents outils présentés dans les paragraphes pré-
cédents. Plus précisément, nous nous intéressons, dans un premier temps, a un
processus de vectorisation de courbes 2D en utilisant la notion de points caractéris-
tiques dans le graphe de courbure. Ensuite, nous présentons une application utilisant
les estimateurs d’aire et de courbure sur des surfaces discrétes. Enfin nous voyons
comment les estimateurs des estimateurs du chapitre 5 peuvent étre utilisés dans un
processus de segmentation par un modéle déformable discret.

A.2 Extraction de primitives pour la classification de
profils de stéles funéraires

Ce travail s’inscrit dans le cadre du projet “Stéles” qui est une collaboration entre
le laboratoire ERIC et la Maison de 1’Orient Méditerranéen de 'université Lumiére
Lyon 2. Ce projet a pour but d’aider les archéologues & construire une classification
d’un ensemble de profils de stéles funéraires.

Des images de profils ont été recueillies par les archéologues sur le terrain et
obtenues par l'utilisation de peignes & dents rétractiles (ou conformétres) qui, en
suivant le bord d’une stéle, épousent le bord de celle-ci. Ensuite, ce contour peut étre
reproduit et numeérisé (voir figure A.1). Outre ces profils, nous possédons des textes
écrits résumant pour chacun d’eux certaines de leurs caractéristiques géographiques
ou historiques telles que le lieu, la date, le type de population.

L’étude classique des profils par les archéologues s’effectue par l'extraction de
moulures et de moulurations (ensemble de moulures) caractéristiques des styles.
L’objectif de ce projet est donc de proposer une extraction automatique de primitives
géométriques de ces contours 2D qui seront ensuite utilisées dans un processus plus
général d’extraction de connaissance.

Ce projet a démarré par une élaboration d’un ensemble de pré-traitements per-
mettant de passer des images de la figure A.1 a des courbes discrétes strictement
8-connexes.

Ensuite, nous nous sommes attachés a extraire des points caractéristiques (points
de forte courbure) de ces courbes discrétes en utilisant les techniques proposées par
TEH et CHIN (1989) : étant donné le graphe de courbure de la courbe discreéte,
les points caractéristiques sont des extrema locaux de ce graphe dans un voisinage
adaptatif. Nous avons pour cela utilisé le calcul de courbure issu de ’algorithme
25 (voir figure A.2). Par la suite, nous utilisons des processus de reconnaissance de
formes pour permettre d’associer, a chaque morceau de courbe entre deux points
dominants, les différentes formes suivantes :

e segment de droite avec comme information sa longueur et sa pente ;

e arc de cercle avec comme information son rayon, son centre et son orientation.

Le profil de stéle est représenté par un vecteur dans lequel ne sont codés que les
points caractéristiques et les formes associées entre ces points (voir figure A.3-(c)).
L’évaluation grossiére des formes entre deux points caractéristiques nous permet
d’avoir de bons résultats dans un processus de création d’une stéle synthétique a
partir d’un vecteur (voir figure A.3).
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(a) (b) (c)

Fic. A.1 — Ezemples de profils de stéles funéraires sans pré-traitement.
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150 F

0 200 400 B0 200 1000 1200

Fic. A.2 — Ezxemple de graphe des courbures

Pour avoir la possibilité d’utiliser des outils de text mining en plus des algorithmes
classiques d’apprentissage automatique supervisé ou non supervisé, il est nécessaire
de coder la description précédente sous forme de texte. Pour cela, nous construisons
un alphabet dans lequel des lettres vont représenter les segments de droite selon leur
orientation (lettres sO a s8) et d’autres vont représenter les différentes orientations
des arcs de cercles (lettres c0 et cl) ; la figure A.4 illustre ce codage. Il est clair que
cette transformation supprime de nombreuses informations géométriques sur la stéle
mais le mot obtenu est significatif de I'allure du profil.

La démarche partant d’une courbe bruitée et aboutissant & un mot est suffi-
samment générale pour trouver de nombreuses applications dans d’autres domaines.
Une validation en apprentissage de ce codage sur les profils de stéles a débuté lors
du stage de DEA de FATMA BAKLOUTI (2002) mais mérite d’étre poursuivie.

Par ailleurs, dans COEURJOLLY ET AL. (2001b), le processus de reconnaissance
reposait sur des approximations de segments et de cercles épais, et n’utilisaient pas
les algorithmes décrits dans la premiére partie de ce manuscrit. Une perspective
importante est donc d’intégrer des objets purement discrets dans ce processus.
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Pagslil, pbm
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o
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(a) (b) (c) (d)

F1G. A.3 —: Vectorisation et reconstruction de profils de stéles funéraires : (a) profil
de stéle sans pré-traitement, (b) aprés les pré-traitements et avec localisation des
points caractéristiques, (c) vecteur descriptif du profil (SD pour segment de droite et
AC pour arc de cercle) et (d) reconstruction & partir du code généré.

5955505650535253545956505550s6€1S0
S8c159s53s05350545250545054505551053545954505550¢256¢1505452s0
s0s550s2¢c1s1s3s0s4c1s1s4s1s6s0

(b)

Fic. A4 — Codage d’une courbe discréte aprés segmentation par les points carac-
téristiques : (a) codage utilisé pour les segments de droite et (b) exemples de mots
obtenus.
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A.3 Analyse microscopique d’échantillon de neige

Ce travail correspond a une collaboration avec le Centre d’Etudes de la Neige (CEN)
de Météo-France a Grenoble. Le contexte général de ce projet est ’analyse des
microstructures d’échantillons de neige afin de mieux comprendre et de modéliser
le comportement du manteau neigeux. Les analyses classiques reposent sur des
observations au microscope de I’échantillon de neige mais elles ne permettent pas
d’observer les agencements des grains et d’étudier la répartition de l'air et de ’'eau
dans I’échantillon.

Pour cela, le CEN a développé un procédé permettant de maintenir en I’état un
échantillon de neige fraiche jusqu’a un appareil de tomographie X afin d’acquérir une
image volumique de cet échantillon (voir BRZOSKA ET AL. 1999a; FLIN 2000; Co-
LEOU ET AL. 2001; BRZOSKA 2001). Une fois les images acquises a I'Installation Eu-
ropéenne de Rayonnement Synchrotron (ESRF) a Grenoble, des traitements d’images
sont effectués afin d’obtenir des volumes binaires séparant la neige de lair. Les images
de la figure A.5 présentent quelques uns de ces échantillons de neige (volumes de 300?
voxels).

Fic. A5 — Exzemples de volumes binaires d’échantillons de neige : (a) grains fins
provenant de I’Alpe d’Huez et (b) crodte de regel provenant du Col de Porte. Les vo-
lumes sont visualisés avec un rendu intégrant les normales calculées par 'algorithme
présenté dans le paragraphe 5.8.2.1 (Météo-France/ESRF).

Sur ces objets discrets 3D, les mesures proposées dans le chapitre 5 ont des impli-
cations physiques et thermodynamiques importantes. Plus précisément, les estima-
teurs d’aire de surface discréte permettent d’approcher la notion de surface spécifique.
De plus, a la différence des glaces profondes et mis & part les cas de forts gradients
thermiques, les métamorphoses de la neige sont essentiellement controlées par des
phénomeénes d’interfaces gouvernés par la courbure moyenne (voir figure A.6).

Ainsi, un calcul efficace de courbure moyenne en tout point de tels volumes
discrets permet :

e de caractériser le volume en question par son histogramme de courbure. En
effet, en ’absence de gradient de température dans le manteau neigeux, les
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grains grossissent et s’arrondissent lentement. Par contre, en présence d’un
gradient de température, les cristaux croissent suivant leurs axes cristallogra-
phiques privilégiés et forment des facettes. Les différences entre les volumes
analysés apparaissent clairement dans de tels histogrammes (COLEOU ET AL.,
2001).

e de simuler certaines métamorphoses de neige (FLIN ET AL., 2002). En effet,
les zones convexes ont tendance & se sublimer tandis que la vapeur se condense
dans les zones concaves.

Par la dimension des volumes manipulés, cette application nécessite des algo-
rithmes d’estimation trés robustes. Un premier résultat de cette collaboration a été
la publication de travaux sur I'estimation d’aire de surfaces COEURJOLLY ET AL.
(2002a). Une premiére étude sur I'application d’un estimateur de courbure moyenne
aux échantillons de neige a permis de se rendre compte de l'intérét d’une telle me-
sure (voir BRZOSKA ET AL. 1999b et figure A.6). Cependant, elle a aussi montré
les différents problémes de stabilité et d’efficacité sur des volumes importants. Des
études sont en cours pour rendre un tel estimateur plus robuste et plus efficace.
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Fia. A.6 — FEzemples de coloriage des voxels a4 la surface d’échantillons de neige
par une estimation de la courbure moyenne proposée par BRZOSKA ET AL. (1999b)
(Météo-France/ESRF).
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A.4 Modéle déformable discret

Ce projet est une collaboration entre le Laboratoire Bordelais de Recherche en In-
formatique (LaBRI) et le laboratoire ERIC soutenue par le GDR ISIS (projet jeunes
chercheurs).

En segmentation d’images, un paradigme classique repose sur un processus de
minimisation d’énergie. L’idée est de déformer une forme géométrique donnée a
priori (un modele) sur I'image analysée en minimisant une énergie, souvent dirigée
par deux termes :

e le premier terme correspond a une énergie image dirigée par les données. Cette
énergie est minimale quand la forme géométrique est localisée sur une zone de
I'image intéressante. Habituellement, on souhaite que la forme s’adapte aux
contours présents dans l'image et donc cette énergie est souvent donnée par
I’opposé de la norme du gradient de I'image.

e Le second terme est une énergie liée & la forme de I'objet géométrique. L’idée
est que, dans le cas ou 'image présente du bruit ou de faibles contrastes, il
nous faut régulariser cette forme. Classiquement, cette énergie correspond &
des mesures de longueur et de courbure de la forme.

Dans la littérature, des courbes paramétriques (snakes par exemple) sont utilisées
comme formes géométriques & déformer. Le processus de minimisation est itératif,
et consiste a déformer cette forme mathématique afin de converger vers une courbe
d’énergie localement minimale dans 'image (ce minimum est censé correspondre &
la forme recherchée dans I'image).

Ce projet a démarré sur la définition d’'un modéle déformable discret proposée par
LACHAUD et VIALARD (2001). L’idée est de considérer non plus une déformation
d’une courbe paramétrique mais directement une déformation d’une courbe ou d’une
surface discréte (voir figure A.7). L’intérét d’une telle approche est double. Dans
un premier temps, la forme, dont ’énergie est & minimiser, est dans le méme modéle
1mage que l'objet & segmenter. De plus, 'ensemble des déformations possibles d’une
forme discréte est finie. La recherche d’un minimum local de la fonction d’énergie
devient donc un probléme combinatoire sur I'image.

| ] A

] ]

Fic. A.7T — Ezemples de déformation d’un contour discret.

En nous basant sur cette définition de modéle déformable, il nous faut définir
la fonction d’énergie associée & ce contour discret. Pour cela, des estimateurs trés
performants de longueur ou de courbure pour le cas 2D sont nécessaires. Cette col-
laboration avec le LaBRI a donc pour objectif principal l'intégration des différents
estimateurs présentés dans le chapitre 5 dans le processus de calcul d’énergie. Sur
le plan expérimental, 'objectif est d’offrir une stabilité et une bonne précision a ce
calcul d’énergie tout en utilisant des algorithmes efficaces. Sur le plan théorique,
la notion de convergence asymptotique de ces estimateurs s’interprétent directement
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dans ce modéle : dans le cas bidimensionnel, si nous utilisons des estimateurs discrets
de courbure et de longueur ayant cette propriété de convergence asymptotique, nous
pouvons alors montrer que l’énergie d’une courbe discréte converge asymptotique-
ment vers I’énergie classique d'un snake sous-jacent a la courbe discréte, si celui-ci est
paramétré par son abscisse curviligne. L’idée de ces recherches est de permettre une
mise en correspondance entre modéles déformables discrets et modéles déformables
continus.

A.5 Conclusion

Nous avons regroupé dans cette annexe ’ensemble des applications dans lesquelles
nous avons utilisé les algorithmes proposés. Ces derniéres nous ont servis, en amont,
d’inspiration pour le développement des estimateurs du chapitre 5. En aval, ces
applications nous ont permis de concrétiser un certain nombre d’avancées théoriques.
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B.1 Introduction

Les différentes preuves présentées dans cette annexe correspondent & une collabo-
ration avec OLIVIER TEYTAUD'. Ces preuves se basent essentiellement sur des
propriétés de géomeétrie différentielle. Une réécriture de celles-ci dans un formalisme
moins complexe est en cours.

B.2 Courbes en dimension d : approche par tube

Dans ce paragraphe, nous prouvons la convergence asymptotique des estimateurs de
longueur de courbes discretes 2D et 3D, par segmentation en droites discrétes. Nous
prouvons aussi la convergence de I'estimateur de normales 2D basé sur les tangentes
de VIALARD (1996a) ainsi que la convergence du calcul de courbure de l’algorithme
27.

Toutes ces preuves s’insérent dans un méme formalisme basé sur une décompo-
sition en tubes d’une courbe continue. Dans un premier temps nous présentons la
preuve compléte des estimateurs de longueur, puis nous dérivons des variantes de ce
formalisme pour prouver la convergence de ’estimateur de normales et de courbure.

B.2.1 Estimation de longueur

Par la suite, nous considérons :

1. v:]0,1] = R? une courbe continue sans auto-intersection dont la courbure est
1

bornée par C' = % ;

2. 7 est contenue dans une séquence de tubes T7i,...,TxN de diameétre 0 et de
longueur L(T}),...,L(Tx). Chaque extrémité d’un tube est décomposé comme
présenté dans la figure B.1-(a). On appelle ce tube auquel on a ajouté un bord,
a chaque extrémité, de longueur 6/2 un 0—agrandissement ;

3. Ty contient v(0) ;
4. Ty contient y(1) ;

5. les tubes T; et T;11 sont adjacents par leur #—agrandissement. Plus précisé-
ment, cette intersection se fait par 1’axe principal du tube et les faces extrémi-
tées (voir figure B.1-(b)) ;

6. L(T;) > K\/g pour tout 7 dans {1... N} avec K € R.

L’hypothése 6 sera discutée plus en détail plus loin. Ce formalisme de tubes
correspond & une segmentation en droite discréte de la discrétisation de . Dans ce
cas, le parameétre 0 est lié a la résolution de la grille. Nous supposons € suffisamment
petit devant R pour éviter un certain nombre de cas pathologiques comme des demi-
tours dans les tubes (on suppose dans ce cas #/2 < R) ou encore des cas ol un tube
T contient deux morceaux de « (voir figure B.1-(c)).

Par la suite, nous supposerons, sans perte de généralité, que la courbe v com-
mence en 0 et en termine en 1 dans les parties de longueur 6/2 aux extremités des
tubes T} et Ty (voir figure B.1-(b)).

1. ARTELYS, 215 rue Jean-Jacques Rousseau, 92136 Issy-les-Moulineaux Cedex France, olivier.
teytaud@artelys.com
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(c)

Fic. B.1 —: Illustration du 6—agrandissement d’un tube T (a) et segmentation de vy
en une séquence de tubes (b). Le paramétre 6 doit étre suffisamment petit pour éviter
le cas (c).

Si nous notons L£(7) la longueur de 7, 'objectif est de montrer le théoréme :

Théoréme B.1 Soit v une courbe vérifiant les hypothéses précédentes et une sé-
quence de tubes {T',...,Tn} (N dépend de 0) vérifiant aussi les propriétés ci-dessus.

Nous avons alors :
N

lim 3 L(T3) = £(y)
0—0 <
=1
Dans ce qui suit, nous définissons un #—rétrécissement de T' comme étant une
suppression des bords de longueurs €/2 a un tube T'. Nous avons le lemme suivant :

Lemme B.1 L’angle mazimal entre l'aze du tube T; et la tangente en tout point de
v dans le O-rétrécissement de T; est inférieur a :

® = arcsin( )+ L(T;)/R

0
L—-4¢6
De plus, si 6 est suffisamment petit pour que Rsin(a) < L(T;), avec a =

arctan, / %, alors cet angle mazimal @ est borné par c.

Preuve : Dans le pire cas, nous devons considérer v comme étant un arc de cercle
dans le tube T; de rayon R. Ainsi, nous avons (voir les notations dans la figure
B.2):
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L(T:)

(a) (b)

FiG. B.2 — O—rétrécissement d’un tube T et différentes notations pour la preuve du
lemme B.1. La figure (b) correspond a la projection 2D du pire cas pour le lemme.

L’objectif étant de borner ® = Q + 3, nous obtenons (voir figure B.2-(a)) :

® = arcsin( )+ L(T;)/R

L—-90
ce qui prouve le premier résultat.

Le cas particulier selon lequel Rsin(a) < L(T;) pour tana < ,/% est
présenté figure B.2-(b). Dans ce cas, 0 doit étre suffisamment petit devant

la dérivée de ~y pour que «y reste dans le -rétrécissement. Finalement, nous
obtenons le résultat selon lequel ® est borné par arctan(/ %). O

En corollaire a ce lemme, nous avons une borne en O(vV#C) sur 'angle maximal
entre I’axe du tube et la tangente en tout point de v dans le tube.

De plus, si nous considérons une paramétrisation colinéaire a 'axe du tube de
7, la dérivée de v dans le tube est bornée par /1 + (d — 1)p? avec p = sin(P) et
d: [0,1]. Nous obtenons ainsi le corollaire :

Corollaire B.1 La différence entre la longueur de v dans le tube T; et la longueur
de ce tube est bornée par :

L(T) (V14 (d=1)p* = 1)

Cette erreur est linéaire en L(T;) et en 6C (avec C constant par hypothese). Ce
corollaire prouve donc qu’a l'intérieur d’un tube, U'erreur de ’estimation de longueur
converge vers 0 quand € tend vers 0. Il nous faut maintenant montrer que l’erreur
est linéaire en OC & la jonction entre deux tubes.

Nous introduisons le lemme suivant :

Lemme B.2 Si [’angle entre wune tangente a -~ et l'aze du tube dans le
0—rétrécissement de T; est borné par ®, alors cet angle est borné par ® =
arcsin(sin(®) + 6C') dans le (0)—agrandissement de T;.
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Preuve : La figure B.3 présente les différentes notations et la projection 2D du pire
cas pour le lemme (arc de cercle de rayon R sortant du tube par une extrémité
du @—rétrécissement).

En utilisant les diftérentes relations trigonométriques des angles de cette figure,
nous avons :

Rcos(®') + A = Rcos(®)

et
Rsin(®') = Rsin(®) + 6

De cette derniére équation, nous trouvons :

0
®' = arcsin(sin(®) + E)

et comme C' = %, nous prouvons le lemme. O

B6-agrandissement
B-rétrécissement

R cosp

e

R sind’

FiG. B.3 —: Projection en 2D du pire cas et illustration des différentes notations pour
la preuve du lemme B.2.

Ce lemme indique que < a une variation d’angle de ses tangentes de ®' dans le
tube Tj, ainsi, ’angle entre deux tubes consécutifs, noté ¥, est borné par 2®'. La
longueur du morceau de y entre les deux tubes est donc bornée par :

V14 (d— l)pZ%g

avec p = sin(®') et d : [0, 1].
Ceci implique le corollaire suivant :

Corollaire B.2 L’erreur de l’estimation de longueur lors de la jonction de deux
tubes est bornée par O(OV) = O(6%/3\/C). Etant donné que le nombre de jonctions

est borné par O(\/%), Uerreur sur l’estimation totale de longueur est bornée par

0(6C)
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Ce corollaire est obtenu en ajoutant le résultat du corollaire B.1 et du lemme
précédent. Pour les extrémités de v, l'erreur sur 'estimation de longueur en ces
deux points est aussi bornée par O(0C).

Nous avons donc une estimation de la longueur de v par la somme des longueurs
des tubes qui converge vers L(y) quand 6 tend vers 0. Or, cette structure en tube
correspond & une segmentation en droites discrétes de la discrétisation de v et 6
correspond a l'inverse de la résolution de la grille. Nous exprimons ce résultat sous
forme du théoréme suivant :

Théoréme B.2 Si vy vérifie les hypothéses ci-dessus, l'estimation de longueur basée
sur une segmentation de la courbe en segments de droites discrétes en dimension 2
ou en dimension 3 converge asymptotiquement vers la longueur de .

Nous notons que les lemmes et corollaires précédents sont vrais quelle que soit la
dimension et en particulier pour les dimensions 2 et 3.

Nous discutons maintenant I’hypothése selon laquelle L(T;) > K+/0/C, pour tout
it < N et K € R. Dans le cas général, la segmentation en droites discretes ne vérifie
pas cette hypothése. En effet, des cas pathologiques existent. Par exemple, une
courbe v dont la courbure serait bornée et qui oscillerait autour de I’axe des x avec
un intervalle entre les passages par y = 0 tendant vers 0. Dans ce cas, I’algorithme de
segmentation en droites discrétes ne vérifiera pas cette hypothése quelle que soit la
résolution de la grille. Cependant, la famille de courbes vérifiant cette propriété est
tres large. Dans le cas 2D par exemple, les courbes convexes vérifient cette propriété
ainsi que celles comportant un nombre fini de points d’inflexion.

B.2.2 Estimation de normales

Nous reprenons un formalisme trés similaire & ce qui est présenté ci-dessus. Nous
considérons :

1. v:[0,1] — R? une courbe continue dont la courbure est bornée par C' = 1—1{ ;

2. en un point p de v, on consideére le tube T' de longueur L(T') et d’épaisseur 6,
centré en p ;

3. L(T) > K\/g pour tout ¢ dans {1... N} avec K € R.

Nous conservons les mémes définitions de #-agrandissement de T que précédem-
ment. Ce tube correspond & une tangente discréte calculée par I’algorithme de Via-
LARD (1996a) sur la discrétisation de «y en p, dans le cas 2D.

D’aprés de lemme B.1, nous savons que I’angle maximal entre la tangente & ~y et
'axe du tube T est borné par O(vAC). Or, cette borne converge vers 0 quand la
résolution de la grille augmente, c’est-a-dire quand @ tend vers 0. Ceci nous donne
directement le théoréme suivant :

Théoréme B.3 Soit une courbe v dans R? vérifiant les hypothéses ci-dessus,
Uestimateur de normales discrétes 2D basé sur algorithme de VIALARD (1996a)
converge asymptotiquement.

La discussion sur les hypothéses de ce théoréme est identique au cas précédent.
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B.2.3 Estimation de la courbure
Nous reprenons le formalisme par tubes avec les définitions suivantes :

e v:[0,1] = R? une courbe continue dont la courbure est bornée ;

e soit un point M d’une courbe 7, de courbure k(M) = % non nulle. Soit D la

droite dont le vecteur directeur est la tangente en M.

e Soient T} et Th les deux tubes partant de M le long de ~y, de part et d’autre
de M.

e Soient 1 et P les angles entre T et D, T et D.

e Nous supposons que L(T;) > K\/g pour tout ¢ dans {1,2} avec K € R. Nous

supposons aussi que L(T;) < K’ % avec K' € R. Cette derniére hypothése
est vraie dans le cas des processus de discrétisations standards.

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme B.4 Soit une courbe v dans R?> ou dans R® wvérifiant les hypothéses ci-
dessus, ['estimateur de courbure basé sur les demi-tangentes discrétes (algorithme
27) converge asymptotiquement.

Preuve : Dans cette preuve, nous considérons le pire cas qui correspond a un arc
de cercle de rayon R. Ainsi, d’aprés le lemme B.1, la longueur du tube Ty est
égale & RB; avec une erreur bornée par O(B? + 0). De méme, la longueur Ty
est égale a Rf3y avec une erreur en O(f33 + 6).

En se basant sur ces longueurs, nous avons :
L(Ty) + L(Ty) = Ra + O(a? + 6)
avec a = f31 + P (voir figure B.4).
De plus, avec ’hypothése selon laquelle L(T;) < K’\/O/—C, « est borné par

O(y/0/R).

En d’autres termes, nous estimons la longueur de 'arc de cercle Ra par la
somme des longueurs des tubes avec une erreur qui tend vers 0 quand 0 tend
vers 0. Nous utilisons donc ce processus qui converge asymptotiquement pour
estimer R en L(Ty) + L(Ty) par 1 + (2. Cette estimation est similaire a celle
de Palgorithme 27 ce qui prouve sa convergence asymptotique. O

Cette preuve est valide quelle que soit la dimension de 7y et notamment dans les
cas 2D et 3D.

B.3 Surfaces : aire et normales

Dans ce paragraphe, nous prouvons la convergence asymptotique de ’estimateur de
normales discrétes surfaciques basé sur un algorithme similaire & celui de TELLIER et
DEBLED-RENNESSON (1999). Nous prouvons ensuite la convergence de ’estimateur
d’aire de surface discréte par intégration du champ de normales surfaciques selon le
principe proposé par LENOIR (1999).

Nous considérons dans ce paragraphe une surface compacte de Jordan, notée
S, dans R3. Nous considérons la discrétisation de cette surface sur une grille de
résolution r = 1/6.
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Fia. B.4 — Illustration pour la preuve du théoréme B.J (projection 2D du pire cas).

B.3.1 Estimation de normales surfaciques

Nous reprenons 'approche de LENOIR (1999) et TELLIER et DEBLED-RENNESSON
(1999) qui consiste & estimer la normale en un point de la surface par produit vectoriel
de deux tangentes calculées sur des coupes de 'objet (voir paragraphe 5.3.2.3).

Ainsi, si nous notons ¢} et ¢; les deux tangentes dans les deux coupes, calculées
en un surfel s d’une surface discréte, nous avons :

i*(s) = £ (s) x B3(s) (B.1)

ou X est le produit vectoriel usuel.

D’apreés les résultats du paragraphe précédent, nous avons le théoréme :

Théoréme B.5 L’estimation des normales surfaciques basée sur une décomposition
en coupes et basée sur 'algorithme de VIALARD (1996a) pour résoudre le calcul dans
les coupes converge asymptotiquement.

Preuve : Nous supposons que chacune des coupes de § dans un plan d’axe de la
grille donne une courbe ~y vérifiant les hypothéses du paragraphe B.2.

Ainsi, nous avons une estimation de t:(s) et t5(s) qui converge asymptotique-

ment par le théoréme B.3. En d’autres termes, ti(s) converge vers la tangente
exacte t1(s) en s, de méme pour t5(s).

Finalement, le produit vectoriel ti(s) x t5(s) converge nécessairement vers
t1(s) x ty(s), ce qui prouve le théoréme. O

Encore une fois, I’ensemble des surfaces de Jordan S vérifiant les hypothéses de
ce théoréme est vaste. Une étude est en cours pour isoler les surfaces qui ne vérifient
pas cet énoncé.

B.3.2 Estimation d’aire de surfaces discrétes

Dans ce paragraphe, nous montrons que l’estimation de l'aire d’une surface dis-
créte basée sur l'intégration du champ des normales converge asymptotiquement si
I’estimation des normales surfaciques a cette propriété.

Nous considérons donc une surface S dans R? avec des dérivées continues. Nous
considérons un processus de discrétisation, noté f, qui est une application de S dans
R3 et telle que df, converge faiblement vers I'identité. En d’autres termes, pour toute
fonction continue g, nous avons :

/Sg.df,«(ds) —>/Sgds
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Nous supposons aussi que df, et f, sont bornées pour une résolution suffisamment
grande et que f, converge (sens usuel) vers I'identité. Plus précisément, f, est une
fonction de discrétisation telle que f,(S) converge vers S quand r croit.

Ce formalisme n’est pas standard pour représenter un processus de discrétisation.
Cependant, tous les processus de discrétisation classiques permettent de construire
une telle fonction (non unique). Ce point sera discuté par la suite.

Rappelons que l'aire de la surface S est donnée par :

/S 7 (s)ds

Une approximation discréte de cette formule est donnée par :

/ 7 (s')
.(5)

avec 1" une estimation de la normale surfacique. Pour simplifier les notations, le
terme intégrale représente ici une somme finie.

Nous supposons que lestimation 7*(s’) converge uniformément vers 7i(s) quand
d(s,s') = 0. Plus précisément, nous avons :

lim sup [7*(s") —7(s)] =0 (B.2)
E—)Od( N<e

Nous remarquons que cette hypothése peut étre réécrite comme une simple condi-
tion de convergence puisque nous travaillons uniquement sur des fonctions continues
sur des ensembles compacts. Cette condition peut donc étre vue comme une propriété
de convergence asymptotique de l'estimateur de normale surfacique.

L’intégrale discréte est donc égale a :
[ et () (B.3)
Si nous notons :
A= [ eNd(@) - [ () (B4

et si 1/r est suffisament petit pour que nous ayons |77*(f.(s)) — (s)| < €, alors le fait
que df, soit borné nous donne :

-

e+ | / $)df, (d5) /S 7i(s)ds| (B.5)

Par la propriété de convergence faible de df;, le terme entre les valeurs absolues
|.| converge vers 0 quand r croit. Nous obtenons donc le théoréme suivant :

Théoréme B.6 Si df, converge faiblement vers l’identité quand la résolution aug-
mente, et si i*(fr(s)) converge uniformément vers 7i(s), ['estimation de surface par
intégration des normales converge vers 'aire de S avec une vitesse de convergence

en O(e).

Détaillons maintenant la construction de la fonction de discrétisation f.

Pour 1/r suffisamment petit, nous définissons f.(s) = s’ une fonction de S
dans R? telle que s’ = s + kii(s) (k € R) et d(s,s’) est minimal (voir figure B.5).
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L’existence, 'unicité, la continuité et le dérivabilité de f, sont claires partout sauf
aux endroits ou S est perpendiculaire & f(S) (voir figure B.5-(droite)).

Deux approches sont possibles : soit nous ajoutons une hypothése sur S pour
éviter ce cas (comme dans JONAS et KIRYATI (1997)), soit nous montrons que ce
dernier n’arrive jamais avec les hypothéses que nous possédons.

Ce cas pathologique apparait pour 7i(s) € E avec E I'ensemble des normales aux
normales a la discrétisation (normales élémentaires). F est de mesure nulle puisque
E est une union finie d’ensembles de mesures nulles (il n’y qu’un nombre fini de
normales & la discrétisation et donc un nombre fini d’hyperplans de normales & ces
normales).

fo LIS

x% f S
S )

S

FiG. B.5 —: [llustration de la construction de f, dansle cas 2D : a gauche une courbe
continue S et sa discrétisation S' avec la fonction f.. A droite, présentation d’un
cas pathologique : S est orthogonale a S'.

Nous avons donc montré que pour un point s donné, la probabilité d’avoir 7i(s) €
FE est nulle. Tl nous reste & montrer que ceci est vrai pour tout voisinage de s € S.

Considérons d(s) pour s € S la dimension de l’ensemble des normales 7(s”)
pour s” dans le voisinage de s. Cette fonction d est une fonction a valeurs en-
tiéres constante partout sauf pour un ensemble de mesure nulle. Nous définissons S;
pour ¢ € [ les différents sous-ensembles connexes maximaux de .S sur lesquels d est
différente de la dimension sous-jacente. Nécessairement, I est dénombrable, puisque
chaque S; a une mesure positive, et une somme finie est nécessairement dénombrable.

Ainsi, la somme, pour i € I, des probabilités telles que 7i(s) € E pour s € S;
(la variable aléatoire étant le choix des angles définissant la grille par rapport a S)
est une somme dénombrable de probabilités nulles. Finalement, cette probabilité est
nulle.

La convergence de f, vers l'identité étant claire, il nous reste & vérifier la conver-
gence faible de df, vers 'identité. Ceci est en fait une simple conséquence du fait que
fr converge presque partout vers l’identité : en effet, cette convergence implique une
faible convergence de ses dérivées. Précisément, si f, converge vers 'identité et si la
dimension est d, considérons x; une des variables et g, (resp. g) la restriction de f,
(resp. lidentité) & une de ses dimensions (on a donc d? choix possibles de (z;, gr),
correspondant aux 9 cases de la matrice df, et g est une projection de l'identité sur
un axe) , et H un hyper-rectangle sur lequel intégrer g, /0x;. L’intégrale de dg, /0x;
sur un segment donné par :

[(xlv' sy L1y Gy L1y e e - ,l‘d), (1717 N ,Ii,l,bi,l‘“,l, s ,l‘d)]

est égale & :
gr($17"'7bi7"'7xd) _gr(xla"'aaia"'7$d)
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Ce derniére mesure tend vers g(x1,...,b;,...,zq) —g(z1,...,ai,...,24). Il suffit
alors d’intégrer par rapport aux z; (le signe intégral et le signe somme commutant
pour une famille équicontinue, la famille étant équicontinue car de dérivées bornées)
pour voir que ’on a convergence pour les intégrales sur les rectangles, et donc sur les
familles continues qui sont limites de fonctions constantes sur des rectangles. Enfin,
ceci montre la convergence faible des dérivées de f,.

Finalement, d’aprés le théoréme B.5, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire B.3 Soit S une surface C? dans R® & courbure bornée (plus quelques
hypothéses techniques), l'estimateur d’aire de surface discréte basé sur lintégration
discrete des vecteurs normauz, et dont les normales sont données par ’algorithme
décrit dans le paragraphe 5.5.2.3, converge asymptotiquement.

Le théoréme précédent est vrai dans le cas de l'estimation de longueur basée
sur le méme processus d’intégration de normales discrétes. Nous énoncons donc le
corollaire :

Corollaire B.4 Soit T' la famille des courbes C? dans R?> & courbure bornée,
Uestimateur de longueur basée sur l'intégration des normales discrétes construites
par lalgorithme de VIALARD (1996a) converge asymptotiquement.
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Annexe C

Programmation linéaire :
algorithme de PREPARATA et
SHAMOS

Nous présentons I'algorithme de PREPARATA et SHAMOS (1985) pour le calcul de
I’espace des solutions associé a un systéme d’inéquations linéaires en dimension deux.
Cet algorithme, optimal en temps, a été utilisé & de nombreuses reprises pour sa
simplicité et son efficacité dans les paragraphes 2.2.2.1, 2.4.2.2 et 3.3.5.

Nous considérons, par la suite, un ensemble £ de n contraintes linéaires (i.e.
inéquations linéaires en dimension 2). Nous supposerons que le domaine des solutions
S(&) de & est un polygone fini et non-vide. Ces hypothéses seront traitées au cours
de I'analyse.

Pour simplifier I'utilisation de la dualité point/droite, connue aussi sous le nom de
transformée de HOUGH (version linéaire), nous supposons que £ ne contient aucune
contrainte verticale. Si £ présente une telle contrainte, celle-ci pourra étre considérée
en post-traitement. Sous cette hypothese, nous définissons le sommet R de S(&) le
plus & droite et L le sommet de S(€) le plus a gauche.

Nous notons L~ la courbe polygonale joignant R a L et correspondant & la partie
inférieure de S(£). De méme, nous notons L la courbe polygonale joignant L & R
qui correspond a la partie supérieure de S(€) (voir figure C.1).

Nous représentons par {v; }i—o,... m les sommets de L™, avec v, = R et v, = L.
De la méme maniére, nous notons {vj}izo,m,mr, les sommets de LT avec v(')" =L et
+

v, = R. Finalement, nous notons aussi les arétes de L™ par {e; }i—1,..m et celles

de L par {e] }iz1,..m'
Sous notre hypothése précédente, toutes les contraintes de £ sont données sous
la forme :
& ={aiz + by +¢; < 0}i=o,..n

avec {b; # 0}i=o,....n-

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a la construction de la partie L™ du po-
lygone des solutions, la partie inférieure L~ se calculant de maniére symétrique.
Nous remarquons que les arétes {e;r} sont construites par le sous-ensemble £
d’inéquations de £ définies par a;x + by + ¢; < 0 ou b; > 0. Plus précisément,
si nous considérons ’ensemble des droites issues de £T, les sommets de la courbe

polygonale Lt correspondent aux sommets de I’enveloppe inférieure de ces droites
(voir figure C.3).

Pour calculer cette enveloppe inférieure d’un ensemble de droites, nous allons
utiliser le passage dans l'espace dual. Si nous notons y = ax + 3, une droite d’une
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R=vj =vf

Fic. C.1 — Différentes notations pour ['illustration de l’algorithme de PREPARATA
et SHAMOS (1985).

contrainte de €T (« et 8 sont donnés par a, b et c), la transformée duale de cette
droite correspond au point (a, —b) dans 'espace des parameétres. De la méme ma-
niére, la transformée de la droite y = uz — v dans l'espace dual est le point (u,v)
dans 'espace primal. Nous notons par la suite D* le point qui correspond & la trans-
formée d’une droite D et P* la droite correspondant & la transformée d’un point P.
La figure C.2 illustre ces différentes définitions.

Nous avons la propriété suivante :

Proposition C.1 Soit M = (u,v) un point dans l’espace primal. M vérifie
linéquation ax + by + ¢ <=0, avec b > 0, si et seulement si le point (—a/b,c/b) est
sous la droite M* d’équation y = ux — v dans [’espace dual.

o T

D”

Fic. C.2 — Transformation dans 'espace dual et illustration de la proposition C.1.

La preuve de cette proposition se base sur le fait que les deux termes de la double
implication sont équivalents a l'inégalité au 4+ bv + ¢ < 0.

Nous pouvons immédiatement déduire de cette proposition que si D, D’ et D”
représentent trois droites telles que le point d’intersection M = D' N D” a pour
coordonnées M = (a,b), alors 'enveloppe inférieure des droites D, D' et D” prend
la valeur b pour z = a si et seulement si D* est situé sous la droite M* (voir figure
C.2).

En se basant sur cette observation, nous avons :

Proposition C.2 Soit F un ensemble de droites (dont aucune n’est verticale) et F*
l’ensemble des points qui sont les transformées des droites de F dans ’espace dual.
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La transformée duale transforme bijectivement les droites de [’enveloppe inférieure
de F en les sommets de la partie supérieure de [’enveloppe convexe de F*.

Fia. C.3 —  L’enveloppe inférieure des droites issues de ET = {e;} permettent
de construire les sommets de la partie supérieure des points {e}}. De méme pour
l’ensemble £~ .

De plus, les arétes de I'enveloppe convexe de F* correspondent dans le primal
aux sommets de 'enveloppe inférieure des droites.

Ainsi, pour calculer L* & partir de £¥, nous calculons les transformées dans le
dual des droites £, nous appliquons un algorithme classique d’enveloppe convexe
des points obtenus et finalement, nous ramenons dans l’espace primal les sommets
de la partie supérieure de cette enveloppe convexe.

Si nous avons |ET| = O(n), ce calcul s’effectue en O(nlog(n)) puisque le calcul
de l’enveloppe convexe s’effectue en O(nlog(n)).

De la méme maniére, nous pouvons construire la courbe L~ en considérant les
équations £~ C & données par a;z+b;y+c¢; < 0 avec b; < 0. Cette courbe polygonale
est ’enveloppe supérieure de ces droites et nous considérons donc la partie inférieure
de I'enveloppe convexe des points transformés de £~ dans ’espace dual. Pour les
meémes raisons que ci-dessus, ce calcul s’effectue en O(nlog(n)). Enfin, S(E) est
calculé en considérant 'intersection des courbes polygonales LT et L™ dans l’espace
dual. L’algorithme 31 présente l'algorithme complet.

Corollaire C.1 Le domaine S(E) des solutions d’un systéme d’inéquations linéaires
en dimension 2 s’obtient en O(nlog(n)) en utilisant la transformée duale et le calcul
d’enveloppe convexe 2D.

Nous pouvons maintenant discuter des différents cas o le domaine S(&) est vide
ou non borné. Si I'un des deux sous-ensembles £ ou £~ est vide, I'espace des
solutions devient non-borné. Si les deux sous-ensembles sont non vides, S(€) sera
non borné si ces deux ensembles contiennent des contraintes du type by + ¢; < 0.
Enfin, S(€) sera vide si I'intersection des lignes polygonales L' et L~ est vide, ce qui
correspond intuitivement au fait que L~ soit au dessus de L. Tous ces différents
cas peuvent étre détectés en pré-traitement de ’algorithme 31 ou au cours de celui-ci
sans changer la complexité de I’algorithme.

Etant donné que le coeur de cet algorithme repose sur un calcul d’enveloppe
convexe, nous pouvons utiliser des algorithmes classiques pour calculer celle-ci de
maniére incrémentale et donc rendre la construction de S(&) incrémentale. Nous
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Chapitre C. Programmation linéaire : algorithme de PREPARATA et SHAMOS

Algorithme 31 Calcul de Uintersection de contraintes linéaires par ’algorithme de

PREPARATA et SHAMOS (1985)
INTERSECTION _SHAMOS(E)
1: 5+:{aix+biy+ci§065 / b>0}

E ={axz+by+c<0e€& |/ b<O}

C* = convexhull(dual (ET))

C~ = convexhull(dual(£7))

Soit L™ la partie inférieure de C

Soit L~ la partie supérieure de C'~
retourner intersection de L™ et de L~

obtenons donc un cotit de mis-a-jour en O(log(n)) a chaque insertion d’une nouvelle
contrainte dans la construction de S(&).

Dans le cas d’un systéme linéaire en dimension 3, le méme principe peut étre
utilisé avec la méme complexité, c’est-a-dire O(nlog(n)) (pour n inéquations).
Nous sommes cependant limités dans les dimensions supérieures par l’algorithme
d’enveloppe convexe.
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