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.�- �� ����
	� �� ��������� %�����7��	�
�
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-4
.�-�� !���	���
��
���� ��� ��%�	�� %�����7��	�
�
��� � � � � � � � � � � � � � � �-4
.�-�� 2��%���
�� �� �� ����
	� �� ��������� %��� �� �
����
���
�� ���� ��

��%�	� %�����7��	�
�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.5
.�-���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.�
.�-���� G�
��� ��� ,��%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.�
.�-���� 9��%�
���,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.�
.�-���) ������,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.�
.�-���- =���	�
�� ��� �$�� %�
�	
%��$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.�


�



����� ��� ����	
��

.�. 2%%�
	��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.)
.�.�� 2���A�� �� �
��
�
���
��� ��� �� *��� ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �.-
.�.�� 2���A�� �� �
��
�
���
��� ��� ��� ������� �� ������ 	�	��� � � � � � � �..

.�� !��	���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��5

� )��*+ , 	
���� ����� ���� ���� �
� ���
��� '������
 ��� �������� *
*�
������� @ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ���������,
� �� 	��	�%�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ������� �� %�������
���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��5

����� ���� ��� %�������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��5
����� ���� %�������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��5

������� ������ �� %�������
���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������� ���� �'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������� ���� ����� �
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������) ���� ����� 	�
���7������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��) '�������
���
�� ��� ��������
��
���� %��� �+�%%����
���,� �� ��! � � � � � � ���
��- ��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-
��. !��	���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��.

 �����	��� �� �������	
�� �-�

��� %���� &'&

. /���������	�� �� �������	���� �� 0���(1��� �2�
2�� 9�7���
���
�� ��� πi � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�
2�� 9�7���
���
�� ��� aij � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4)
2�� 9�7���
���
�� ��� bi(j) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4-
2�) =A������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4.

0 /���������	�� �� ���� �� ����	��� �� �� 
��	���"���� �2�
6�� ���
���� %���
����� ��� ����
	�� ���	����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�
6�� ���
���� %���
����� %�� ��%%��� ��$ ���
�*��� xi,j � � � � � � � � � � � � � � � � �4�
6�� ���
���� %���
����� %�� ��%%��� ��$ ���
�*��� yi,j � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�
6�) ���
���� %���
����� %�� ��%%��� ��$ ���
�*��� zi � � � � � � � � � � � � � � � � � �44
6�- =A������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �44

 �� ��������	��	��� .3� �4�

/ 5������ �� ���	��� � 6 ��������	��	���� ���� ���������	����� �� �� 7�4�
��� !��%���
��� ��� %��:�����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5�

����� ������� M = 32C N = 11 �� T = 400 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5)
����� ������� M = 64C N = 11 �� T = 400 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5)
����� ������� M = 32C N = 20 �� T = 400 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5)

��� !��%���
��� ��� ��
������ ��,��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5)

8�9������ "	"�	������	���� ���

�	��� ��� :����� ���

�	��� ��� ��"����� ���

�





���� ��� ����	��

M��� ��%%����� 
	
 ��� �
E������� �����
��� ��
�
���� ���� 	���� ����� &

∀ & �����
�	����� ��
������ I ���� ��� ��
� J

∃ & �����
�	����� �$
�����
�� I 
� �$
��� J

P (a/b) & %��*�*
�
�� �+�*������ �+��������� a 	���
�
����������� 1 �+��������� b

X & ������� �� �����*�� �� �������

R & �����*�� ��� ���*��� �����

O(N) & �� 	��%��$
�� ��� �� N

ai,j = aij & �+������� (i, j) �� �� ����
	� A

A′ & �� �����%���� �� �� ����
	� A

Λ & �+��%�	� ��� ��! %��� �� ���*�� �+����� 	�	��� N �$� �� �� ���*�� �� �A�*���� M
�$�

�







��������	�

��%�
� ��� %���
��� ������$ �� 2� 2� ������ �� �4�� ��� ��� 	������ �� ������C %������
�55 ��� �� ���� �	������ ��
�
������� ����
���� 1 �+����A�� �� ���,�,�C ��� 	������ �� ������
��� ��� ��
�
���� %��� �� ���*������ �%%�
	��
���� !�%������C ����� ��� ��%
������ ������
����� �
�
��� ���� 	����
�� ����
���� ��� ������� �� ������ 	�	���  ��!" ��� ����� ���
���
�� ��� 	������ �� ������ ��� �� ��%����� 	�� �
�
���� ��%�
� ����C ��� ��! �� ���� ���
����� �+��� �����
� ���
�� �� �+�� �����*�� �+��,��
����� %��������� �� ��������C �� ��
��
%���
��������C ��� %��*����� ����	
��� !���� �����
� �� 	�� ��,��
����� ��� %���
� �� :�
�� ���
��! �� ���
� 	����
��� �� %��:������ �+
�����
,��	� ���
�	
����� >� ���� ��� ����C ��� ��!
%���
	
%��� 1 �� ���*���$ �A������ �+
�����
,��	� ���
�	
����  =�2" ���� ��� ����
��� ����

������ ��� �� ���
������ �+
��,��C �� ��	����
����	� �+�	�
����C �� *
�����
�C �� *
���,
� ��
��� ��������� ��	�����,
�� �� �+
�:�����
�� �� �� �� 	�����
	��
��� ��� ��! %���������C
���� �� ���*������ �%%�
	��
���C �+�*���
� �� *��� ���������C ��
� 
�� ���� �� %��� �� %���
	��	�����	�� %�� ��� ���
�� ���� ��� ��� ������$ �� �������� �� ��� �������� 1 ��A��$� '���
	������ �+����	�� ��� ������ ���
�� �� ������ 	��%��
�
:�C ��� ��! ��
���� ������� �� L���
%��:�	�
����� �� ���
��� 1 ����
���� ��� %��:�����	�� ��� =�2�

������� �� ������ �		
�� � �

!���� ����� �� ��	����� � ��� ����� ���� �� �
��	�
�� �� %��:������ ������� =�
���� ��
�� 	�7��	�������� �� ��	���� M
	���� ������	��C �� ��
� �� �+���
%� ���
	�% �� M��������
G�	�����,
�� �� ��*�����
�� �+��:�����
���  ��" �� �+#�
����
�� K���N�
�79�*���
� �� G�����
!���� ����� ��� �� �������� �� �� 	�����,��	� �� %���
���� �$�� �� ��	���	�� ��%������ %�� ��
=�
���� �� M� ������	�� ��%�
� �������� �������

=��� �+��	�������� �� �� =�
����C �� �444 �� �555C ���$ ��	�������C G� 6������  6������C
�444" �� M� ������	��  ������	��C �555"C ����
��
��� ����� ������� �� %���
��� ����� �*��7
��
�C ����� ������C �+�%%����
���,� �� ��! 1 �+�
�� �+��,��
����� ,����
���� ����
� ��� ��
��	���� ���*�
���
�C ����� ������C �� ��������
��
��� �� 	����
� �� :����
� 2'� �� �+�%%�
���
�
*�
������� 1 �+�%%����
���,� �� ��!� ���� 	���� �����C ���� ����� �����
�� ����� %��� ��
�
�� �������� �� �� 	��%����� 	� %���� �� �������� �+�%%����
���,�  	:� 	��%
��� )"� >� �55�C
(� ����
��
 �� �>2  2�%��
�C �55�" ���� �� 	�7��	�������� �� �� =�
���� �� M� ������	���
!� �>2 	���
���
� 1 �$%��
��� ��� ��,��
����� �� :����
� ���
�	
����� �� ��� ������� �� ���7
��� 	�	��� %��� �+
���$��
�� �� ��	������� =�
�� 1 ��� 
���
�
�� %����,��C ���� ����� 	��N�
��� ������� �� ������ 	�	��� 1 ��*��
���
��� �� �A�*����� !�� ������� ��� ������ ��%�
�
���� 
������ %��� �� 	����
�	��
�� �� �� ��,������
�� �+
��,��  	:� 	��%
��� -"� ��%�
� ��������
������C ��� ��	���	��� ��� �� �
����
���
�� �� ������� ���� ������ �� ��
� �� ��*�����
��
�+��:�����
���� �� =�
���� �� M� ������	�� :��� %���
� ��� 	���	����� 
�%�
���� ���� 	��
��	���	���� M��� ����� ���	 ������������� 	���	�� 1 �%%�
���� ��� ��	��
���� �� �
����
���
��
�� ������� �� 	�� ���� %���
	��
�� ��� ��!  	:� 	��%
��� ."� K
��������C ����� 
�%�
	��
��C
��� �55�C ���� �� �
�� �� %���
��� �+���
���������� �� %�������
���
��C �� ����� ������� ��
������ 1 �
�%��
�
�� �+�����
 ��� ������$C ���� ��� 	����
� 1 �� 	����
�� �� �� *
*�
�������
��GD  	:� 	��%
��� �"� !�� �
E������ ��%�	�� %��������� �+����
���� ��� =�2�

�



���
�������

����� �� � �����

���� 	� �����
� �� �����C ���� ���� ������ ���	 
��������� 1 �+����
����
�� ��� =�2 ��
�
7
���� ��� ��!� 2 	�� �E��C ���� ����� �������� ��� �+����
����
�� ��� =�2 %��� L��� ����
���
1 ���
� �
����$ �
E������ & �� �����C �� 	���� �� �A����� �� �� ����� >� �����C ��� ���7
�
����
�� ��� %��7���
������� ��� ��� ������� %��� L��� ���
��,��� !�� %��7���
������� ����
���� ��%������� ��� ������� ���
%����� �� �� ����
�� �+�%%�
	��
�� �� =�2� 2� 	���� ��
�A�����C ���$ �
��	�
��� �+����
����
��� %������ L��� 	���
������ & �+����
����
�� �� �+�%7
%����
���,� �� �+����
����
�� ��� �������� K
��������C �+����
����
�� �� ���� %��� 	���
����
�� �� ��
������ 	��%������
�� �� �+�	�
�� ��� ������� ��� ��� ������� ��� �+����
���� ���
%���7���
�������� !���� ����� �+��� 	��	������ ��� ���
� �
��	�
��� �
E������� & �+����
����
��
�� �+�%%����
���,� ��� �������C �� 	����
�� �+�� ������� ������ �� �� 	��%������
�� ���
������� %�� �� �
����
���
�� �� �
��
�
���
���

�� %���
��� �
��	�
�� ��� ���� ����� ��%������ � %��� �*(�	�
: �+����
���� �+�%%����
���,�
��� ��!� 2 	�� �E��C ���� ������ %���
� �� 	������ ��+
� �$
��� �� ���*���$ ��,��
�����
�+�%%����
���,� �� ��! �%�	
��
��� %��� ��� �� ��� 	�
����� !�%������C 	�� ��,��
����� ��
%��������� ��� �+����
���� �� ������ 
�
�
�� �� ���
��� 1 �
��$ ���
�:�
�� �� 	�
���� 	���
�����
�+�%%�
	��
�� ��%���� �� �+�� �� 	�� ��,��
����� �� %����� %��C ���� �� 	�� ,������C �� �������
�� ��
����� ������ %���
*��C ��
� ��
������� �� �%�
��� ��	�� �� 	�
����� #� ��A�� ��
����
�� 	�� �E��� 	���
��� 1 ��
�
��� ��� ��������
��
���� %��� �+�E��	�� �� ������� �� ��
�����
�%�
��� ��	�� %���
*��  �%�% �+�%�
��� ,��*��"� 2�� �� ����
�� �� 	���� �� 	���� �����C ����
���� ������ 	��	������ ��� ��� ��������
��
���� *
��
���
���� 1 *��� �� %�%����
�� ��� ����
��� ��,��
����� ,����
����C ��� ��,��
����� �� :����
� ���
�	
����� �� �+�%�
�
���
�� %�� ����
�
%���
	���
��� !�� ���
� �A%�� �� ��������
��
���� ��� ��� 
�
�
������� ����
� %��� ��� ��%�	��
�� �����
��� �� ������� �
E�������� ��� ��,��
����� ,����
���� �+�%%�
���
��� 
�
�
������� 1
��� ��%�	�� �
�	���� ����
� ��� �+�%�
�
���
�� %�� ����
� %���
	���
�� �+�%%�
���
� 
�
�
�������
1 ��� ��%�	�� 	���
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��� �+��� 	�����
�� ������ J ��
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�4�4"  D�
��
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��� �� �� %����� ��� ��� ����� �� %�������� %�� �� ,���%� �6� 	��%��� ��
�� 9� 6��� �� K� U��
���  6��� ��� U��
���C �4�-"  U��
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��� ���
������� �� ������ 	�	��� %��� �� ��	����
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���� ��� ������ �4�5C ��� ������� �� ������ 	�	��� 
�	��%����� ��� ������$ �� ��������
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�����  6������� ��� 8��������C �445"� ��%�
� ����C 	�� �������$ ������� ��� ��� ����
���,����� ��
�
��� %��� �� ��	����
����	� �� ���� 
�����  9�*
��� �� ���C �4��"  U���, ���
9�*
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�O ��� 9
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��� ��� ���
����C �4�-"C %��� �� ��	����
����	� �� �� %����� 	���
���
 6��� �� ���C �4��" �� %��� �� ��	��
���
�� �� ���� ���� ��� %�����  9����*��, ��� !����C
�4��"  �����C �4�4"�

T %���
� ��� ������ �445C ��� %���
���� �%%�
	��
��� 1 �� ��	����
����	� �+
��,��  =����
�
��� �����C �44)" �� �� �+�	�
���� �%%���
�����  D���� ��� 6���C �4��"  <�
�
�� �� ���C �44�"
 >�7V�	��*
 �� ���C �444"�

9�	������C ��� ������� �� ������ 	�	��� ��� �L�� ��� ��
�
��� %��� �+��������	�����
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���
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�
C �55�"  =�������� �� ���C �55�"�

!���� ���� �+����� ������ %��	��������C ���� �� ���� ����������� %�� ��� ��� �%%�
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���
��� �� 	�� �������C ��� ������ �4�5 (����+��$ ������ �55�C %����� ��
��:���� 1  !�%%�C �55�"C ��
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���� ������$ �� �	����
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���,
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����7
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������ ���%��� 1 �� �����
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�� �� ������	�� ���%�������� �� �$
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������� �� ������ 	�	��� ��� �� �
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�	
%�������
��$ ������� �� ������ 	�	��� �
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�� �����C ��� ���� �*��,����� %�� �� ��
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� %�������� ��� ��!C 
� ��� ��	����
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������� �� ������ �� ��� %��%�
���� ��
 ���� ���� ����	
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&($(& )�� ���*�� �� ��	��� ����	����

>� 	��	�� ��� %��*�*
�
���C �� ����
� ��� ���
�*�� ������
��  ����" ������ 	���� ��� :��	�
��
������*�� X : Ω → R� Ω ��� �%%��� �+��
����� ���� �� ���*���$ 	�� �� �,����C Ω ���
�+�����*�� ��� ����� RC �+�����*�� ��� ���
��� %��
�
:� N �� �� �� ����� ����7�����*����

/�:�	�	�� � (� ��������� �������)�� �� ��� *������ {Xt}t∈T
�� �%�% �+$���� ��� Ω ,Xt :

Ω → R-%
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�+�����*�� T ��%������� ������� �� ���
�� �� ���%� ��
� 
� %��� �,������� 	�����%����� 1
�� ���
�� �� %��
�
�� �%��
��� �� �
����
�� � �� 1 ����� ����� ���
�� �� ������ �� �
����
���
��� ��	����
��� ���� �� 	�� �Y T ��%������� �� ���
�� �� ���%� �� �
 T ��� �
�	���C �� %����
�� %��	����� ���	����
��� �� ���%� �
�	���C ����
� ��� �� %��	����� ��� �
� �� ���%� 	���
��C
������� T ��� 	���
���

/�:�	�	�� � .�� +�� �/�� ��������� �������)�� �+$�� ��� ��� �% �% Xt : Ω → R ���� ��
t ∈ T ��� ��� ������� ������ ��� ��� �%�% ����)�� t �����% 0� ��� S �/�����'�� ��� 1 +�� 2
�� ���������%

2� 2� ������ :�� �� %���
�� 1 ����
�� �� 1 %���� ��� *���� ��������
���� %���������
�+����� ��� 	������ ��
 %������ ��� ���� �� ����
�
�� �� 	�� 	������ ��� �� ��
����� &

/�:�	�	�� � (� ��������� {St}t∈T
,St : Ω → S- �� ��� ���3�� �� ������ �/�� �+��$� ���

���� ��������� �������� 4

5% T �� �+���'��'�� �� $��% ���� �� ��� � ���� ������$�� ��� ������� ��+�������6 ��
�� ��7���� �����'�� �� ������� T ⊆ N

∗ = {1, 2, . . .}% ��� �������� �����$� )�� ��
��������� �� ������ �� ������ )�/8 ��� ������ �+�����+� � ������%

9% ./�����'�� S ��� +�� �� ��������� �� �+���'��'��% ���� �� ����6 ���� �����������
+������� )�� S �� $��%  ��� ������� ����� �+$��� S = {s1, . . . , sN} �� �����'��%

�% .� ��������� �� ������+ 8 ��� *������ �� ���'�'���+ P �+��$�� �� ������++ ������
������ 4 1 �� ���'�'���+ )�� �� ��������� ��� ���� �� +� ���������� 8 �� ����� t ��
�+���� )�� �� �/+� ���� ��)��� �� ����� �� ��������� �� ���� t−1 2% "�� Q = (qt)t∈T

��� ���� �/+�� �� ��������� ,qt ∈ S-% .� ������++ �� ������ �+��$� �� ������� ����
����6 ���� ��� ���� �/+�� Q � ���� �� ����� t ∈ T 4

P (St = qt/St−1 = qt−1, . . . , S1 = q1) = P (St = qt/St−1 = qt−1)

.� ���'�'���+ P (St = qt/St−1 = qt−1) ���������� 8 �� ���'�'���+ �� �������� �� �/+�
qt−1 8 �/����� t − 1 ���� �/+� qt 8 �/����� t%

/�:�	�	�� � (�� ���3�� �� ������ �� �����:�� ,���� �� ����- �� � �������� �� ���
���'�'���+� �� �������� �� �+������ ��� �� ���� t ,��� ���'�'���+� �� �������� ���
�����������-6 �/���8����� )�� ���� �� (t, t′) ∈ T

26 �� � 4

P (St+1 = sj/St = si) = P (St′+1 = sj/St′ = si)

0� ��� ai,j ��� ���'�'���+%

#�� 	����� �� ������ ����,��� ��� ���	 ���������� ����
� %�� �� ������ ��� �����C ���
%��*�*
�
��� ��� ����� 
�
�
��$ Π �� ��� %��*�*
�
��� ��� �����
�
��� ����� ����� A ���	 &

R Π =

⎛
⎜⎝

π1
���

πN

⎞
⎟⎠ = (π1, . . . , πN )′ �� πi = P (S1 = si)

R A = (ai,j)1≤i,j≤N �� ai,j = P (St+1 = si/St = sj)

/�:�	�	�� � &������ � ������� �������)��� 4
; (� ������ V = (v1, . . . , vN ) �� ��������� N ,��6 �� ����:�� +)��������6 ��� �����
���+- �� �������)�� �� � �������� �� 4
; ���� �� i = 1..N 6 0 ≤ vi ≤ 16
;
∑N

i=1 vi = 1%

4
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; (�� ������ M = (mi,j)1≤i,j≤N �� ��������� N×N �� ��� �������)�� �� � ��������
�� 4
; ���� �� i = 1..N � j = 1..N 6 0 ≤ mi,j ≤ 16
; ���� �� i = 1..N 6

∑N
j=1 mi,j = 1%
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���� �+��� 	����� �� ������ &
R #�� ����
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��� �
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 ��� �
,��� ��
 �� 	��%����� ���� ���

��	����� ���	����
�����
R �� �A����� ��� :��	����� ���� �� �� �� ���� ���� %���
	��
�� �� ��%��� ���	 Π ��� �� ��	7

���� ���	����
���� A ��� ��� ����
	� ���	����
��� 	��C �� %������ �+�� ���� si 1 �+
������
tC �� %��	����� �����
�� :��	����� ���� �+�� ��� N ����� �� �A����� �� ���%� t + 1�

R 2 ���� 	��%�� :���� �+�� ��	���� ���	����
��� V �� �
����
�� N �� �+��� ����
	�
���	����
��� M �� �
����
�� N × N C 
� ��� %���
*�� �+����	
�� ��� 	����� �� ������
	���	���
��� %�� �� 	��%�� (V,M)�

/�:�	�	�� ' (�� ���3�� �� ������ ��� <�� ����+���+� ������)�����% ���� ����6 �� ���
����� 8 �� ���3�� �� ������ {St}t∈T �� ������ G ��� �/�����'�� ��� ������ �� �� '�7�����
���� �/�����'�� ��� +�� S � ��� �/�����'�� ��� ���� U ,�����+� ���� �� ���� ��� ���������-
�� �+$�� ���

(si, sj) ∈ U ⇔ ai,j > 0

=$� �� ������$�� ��� �������6 �/�����'�� ��� ������ �� ������ G ���� ����+���+ ���
�/�����'�� S%

�� �,��� ��� %������� �� ��%��������
�� ,��%�
��� ����	
�� 1 �� 	����� �� ������ (Π, A)�

A =

⎛
⎝ 0.2 0.3 0.5

0.9 0.1 0
0 1 0

⎞
⎠ Π =

⎛
⎝ 0.4

0.2
0.4

⎞
⎠

���� ��� R 9�%��������
�� ,��%�
��� �� �� 	����� �� ������ (Π, A)�

��� 	������ �� ������ %������ ����
� 1 �����
��� �� ���*���$ %��	����� ���	����
�����
3�
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����� '��� 	���C �� ��%%���
��+��� (������ �� %��� L��� ��� %���
���� �� ��+������
���� �� �� ���
�� ���	 ��� �
�7
��
*��
�� �� 6�����
��
 ��� %��*�*
�
��� �� :��	�
�� �� (��� t & ����
� ���	 ��� %��*�*
�
��
p(t) �� %��
� ���	 ��� %��*�*
�
�� 1 − p(t) ���	 �+�A%������ ��� �� ���%� �� (��� t ��
��%��� ��� �� ���%� �� (��� t − 1 �� ���C ��� ��� %��
��� ����O ���,��C 
� A � ���
	����
�� ���*
�
�� ����
��
��� �� ���%�  ����,���
�� �� %��	�����" S

R �����
���
�� �� ���*�� �+�*����� �� �� %������� ���� ��� �����%�
��  �� ������ ���
�%
���
�� �� ��� %��
���� �� ��	��	�"� !� ���*�� 	���,� ������
������ 	����� (����
<� � St = St−1 + ∆St� <� ��%%��� ����� ��� ∆St �� ��%��� ��� �� St−1 S
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��� %��
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��� t S
R �����
���
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�� %����� %�� ���
������� '�� �$��%��C St 	�����%��� 1 �� 	����
�	��
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 ��*�����
:C ��(�	�
:C ���*�C %�����C � � � " �� t7
��� ��� �� �� %����� S
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��,�� �����
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�	� �� :��	�
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�
�� �+����� 	?�� �� ���C '��� �� ��
� ��� ���$ 	����� ��� 	� ��� :�
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!���� �� %��� �� ��������� ���� �� %���
�� ���%�C 	� (�� %��� L��� �����
�� %�� ��
������ �� ������� >� �E��C ��� ����� �� �A����� ����	
� %�����
��� 	�����%����� ��$ 	��%���
 %
�	�C �������� �� ���	��"� !�%������C �+�*���	� �� 	����
����	�� ��� �� ������	� ��� %
�	��
���� �
B	
�� �+���
���
�� ��� %��*�*
�
��� �� ������� �� %���C �L�� ���	 ��� *���� ���
���
��
��� %��*�*
�
���C �� ������ �*���� �+��� %�� ���� %��	�� �� �� ����
�� 	�� ��� %
�	�� ���� *
�
�����
=
 ��� %
�	�� ���� *
�
���� �� �� �L�� :�N��C �� 	��
$ ��� %
�	�� %�� '
���� �+� ��	��� 
�Q���	�
��� ��� ��������� �� (��� ���� 	� 	��C �� �A����� %��� �� ����
�� �� ���	�� �+��� %
�	� ���� ��
*
�
� ��� ����
��
������� ���
��*�� �� %�� 	��������� ��� 	����� �� ������ ����
� ��B�����
%��� �����
��� �� �A������

2�������� ��� '��� �
� �����
 1 ������� �� *�� ������ �� (�� �� '
����� '
���� �����
����� ��� ������	� �� I '
�� J �� I K�	� J 1 '���� !���� '
���� ��� ���� (�����C '��� ��
����� ��� �� ������	� %��� %�����
� �+�� ������ �����*�� �� ���	��� ���	 ��� �L��� %
�	��
�� ��� �L��� ��
� �� 	��
$C �+�� ����� (�� ���	 �+������ %
�	�� �� ��
� �� �� �+
��,
���
�� ��
'
����� �� �W	�� �� '��� ��� ����� �� ������
��� �
 	���� ������	� ��� 
���� ��� �L��� %
�	��
�� ��
� ��+�� %���
�� (���

!���� ���� �� ������� %��� ��
�C ��� %��*����� ��� '��� � 1 �������� ���� �
B	
��� ��
�

�� %������ ������
�� L��� ������� ���� 	����
��� 	���
�
���� 2 	�� �E��C 
� ��� ��	����
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������
�� ��� �$����
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������ ����

���� ��� R '
���� �� '��� (����� ���	 ��� %
�	���

�;�;�;� /�:�	�	���

#� ������ �� ������ 	�	�� �
�	��� 	�����%��� 1 �� �����
���
�� �� ���$ %��	����� ���7
	����
���� & �� %��	����� 	�	�� %��:�
������ �����
�� %�� ��� 	����� �� ������ �
�	���� ��
�� %��	����� �*����� ��%������ ��� ����� �� %��	����� 	�	���

/�:�	�	�� � "�� S = {s1, . . . , sN} �/�����'�� ��� N +�� ����+� �� �#�:��% "�� S =
(S1, . . . , ST ) �� T ����� �� �%�% �+$���� ��� S% "�� V = {v1, . . . , vM} �/�����'�� ��� M �#��
'���� +�����'��� ��� �� �#�:��% "�� V = (V1, . . . , VT ) �� T ����� �� �%�% �+$���� ��� V%

(� ���:�� �� ������ ����+ ������ �� ������� ����� �� ����� �+$�� ��� ��� ���'�'���+�
�������� 4

; ��� ���'�'���+� �/������������ ��� +�� ����+� 4 P (S1 = si)
; ��� ���'�'���+� �� �������� ���� +�� ����+� 4 P (St = sj/St−1 = si)
; ��� ���'�'���+� �/+������� ��� �#�'���� ���� ���)�� +� ����+ 4 P (Vt = vj/St = si)%

=
 �� ������ �� ������ 	�	�� ��� ����
����
�� ����� ��� %��*�*
�
��� �� �����
�
�� �����
����� 	�	��� �� ��� %��*�*
�
��� �+��
��
�� ��� �A�*���� ���� 	����� ���� 	�	�� ���� 
���%��7
������ �� ���%� t > 1� <� %��� ����� ����
�C %��� ���� t > 1 ����	�����C A = (ai,j)1≤i,j≤N

���	 ai,j = P (St = sj/St−1 = si)C B = (bi(j))1≤i≤N,1≤j≤M ���	 bi(j) = P (Vt = vj/St = si)
�� Π = (π1, . . . , πN )′ ���	 πi = P (S1 = si)� #� ������ �� ������ 	�	�� ����
����
�� �� %��7
�
�� ����� λ ��� ���	 ���������� ����
 %�� �� ��
%��� (A,B,Π)� '�� �� ��
��C ���� ��
�
������
�� �����
�� λ = (A,B,Π) �� ���� ��%��
����� �� ����� ��! %��� ��� ������� �� ������
	�	��� ����
����
��� �� %���
�� ������ ��� �����
��� �� ��%�����	� ����� ��� �
E������� ��7
�
�*��� ������
��� �+�� ��! ���� �	�����
���� %�� �� �,��� ���� ���� 	���� ��%��������
��C
��� Q�	��� %������ �� �� ���� ��
 	���
�
���� �� �� ����
���� �� �
���� �� �� ���
�*�� ������
��
	���
�
������ ���� �� �,���C ������ ��� �����
�
��� �� ���%� t− 1C t �� t + 1 ���� ��%����������
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� �� ���	��� �� ��
��� ������

St−1 St St+1

Vt−1 Vt Vt+1

>���� 	�	���

=A�*���� ��
�

���� ��� R 9����
��� �� ��%�����	� ����� ��� ���
�*��� ������
��� �+�� ��!�

<� ���� Q = (q1, . . . , qT ) ∈ S
T ��� ������	� �+����� 	�	��� �� O = (o1, . . . , oT ) ∈ V

T ���
������	� �� �A�*���� �*������� �� %��*�*
�
�� �� ����
���
�� �� �� ������	� �+����� 	�	��� Q
�� �� �� ������	� �+�*������
��� O %�� ��%%��� �� ��! λ ��� �����

P (V = O,S = Q/A,B,Π)

�� %��� �
�%�������

P (V = O,S = Q/λ)

>� ��
�
���� ��� ��%�����	�� ��� %��*�*
�
��� 	���
�
��������C �� ����
� ��� &

P (V = O,S = Q/λ) = P (V = O/S = Q,λ)P (S = Q/λ)

�� %���C

P (V = O/S = Q,λ) =
T∏

t=1

P (Vt = ot/St = qt, λ)

P (S = Q/λ) = P (S1 = q1/λ)
T−1∏
t=1

P (St+1 = qt+1/St = qt, λ)

2 %���
� �+�� ��! λC �+��� ������	� �+����� 	�	��� Q �� �+��� ������	� �+�*������
���
OC 
� ��� %���
*�� �� 	��	���� �+�������
�� ����� �� ������ λ �� ��� ���$ ������	�� Q �� O�
'��� 	���C 
� ��B� �� 	��	���� �� %��*�*
�
�� P (V = O,S = Q/λ)� !���� ����
��� 	�����%��� 1
�� %��*�*
�
�� ��� �� ������	� �+�*������
��� O �
� �E�	�
������ ��� ��,������ %�� �� ������
λ �� ��
���� �� ������	� �+����� 	�	��� Q�

������� �� ������	� �+����� 	�	��� �+��� %�� 	�����C 
� ��� %���
*�� �+������� �� ���
7
���*���	� �+��� ������	� �+�*������
��� O %�� ��%%��� 1 �� ������ λ� �� ���
���*���	�
	�����%��� 1 �� %��*�*
�
�� P (V = O/λ) ��� �� ������	� �+�*������
��� �
� ��� ��,������ %��
�� ������ %��� �+�����*�� ��� ������	�� �+����� 	�	��� %���
*���� <� �������� ����� ��� ��
:������ ��
����� ��� ���
��� &

P (V = O/λ) =
∑

Q∈ST

P (V = O,S = Q/λ)

��� ��!C %��� L��� ��
���C ��	���
���� �� �������
�� �� %���
���� %��*����� %�
�	
%��$ &
�� 	��	�� �� �� ���
���*���	�C �� ��	���,�/��,������
�� �� ������	� �+�*������
��� �� �+�%7
%����
���,��

�������������� �� ���	���� ���
�	���� λ ����� �� �����
����� 	���� ���� P (V = O, S = Q/l = λ)� ���
� ���
	� 
�������� ��
 ��������
� ���
 ����
 ����
� 	�������� �� �������� ��������� ��������� �� ��	����
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� �� ���	��� �� ��
��� ������

��" #� ���� �� � �	�
���$����

!���� ���� �+����� �� %��	��������C 	��	���� �� ���
���*���	� �+��� ������	� �� T
�*������
��� %�� ��%%��� 1 �� ��! λ 	���
��� 1 ������� �� %��*�*
�
�� P (V = O/λ)� !� 	��	��
%��� �+�E�	���� �� %���
���� :�N��� & ��Z������C %�� �� 	��	�� �
��	�C ���	 ��� 	��%��$
�� ��
O(TNT ) �� �B	�	�����C ,�W	� 1 �+��,��
���� �������  9�*
���C �4�4"�

&(.(& )�����	����� �������

'��� %�������� ��%
������ 	�� ��,��
����C 
� ��� ��	����
�� �� ����
� ��� ���
�*��� �������
 %��� ���� i = 1..N �� t = 2..T " &{

α1(i) = P (V1 = o1, S1 = si/λ)
αt(i) = P (V1 = o1, . . . , Vt = ot, St = si/λ)

<� �������� ����� ��� �� �����
�� �� ��	�����	� ��
����� ��� ���
��� %��� ���� t = 1..T −1
�� j = 1..N �

αt+1(j) = bj(ot+1)
N∑

i=1

αt(i)aij

�� %���C �� � P (V = O/λ) =
∑N

i=1 αT (i)� �+��,��
���� ������� ��� ����� ����� %�� �+��,�7
�
���� ���� �� 	��%��$
�� �� 	�� ��,��
���� ��� �� O(N2T )�

2�,��
���� ���& 2�,��
���� �������
3��� i [ 1 ! N >�	��

α1(i) = πibi(o1)
>	� 3���
3��� t [ 1 ! T − 1 >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

αt+1(j) =
(∑N

i=1 αt(i)aij

)
bj(ot+1)

>	� 3���
>	� 3���
P (V = O/λ) =

∑N
i=1 αT (i)

!�� ��,��
���� %����� �� 	��	���� �� ���
���*���	� �+��� ������	� �+�*������
���� !�%��7
����C ���� �� %���
���C ��� %��*����� �� %��	
�
�� �����
��� �%%���
����� 1 �+
�%��������
��
������� �+��,��
���� ������� 
���
�
��*��� #�� �����
��� 	���
��� 1 �%���� �� ��7�	�����������
��� �������  9�*
���C �4�4"� '��� 	���C �� ����
� ���$ �����*��� �� ���
�*��� α′

t(i) �� α̃t(i)
 %��� ���� i = 1..N �� t = 2..T " %�� &{

α′
1(i) = α1(i)

α′
t(i) =

∑N
j=1 α̃t−1(j)aijbj(ot)

<� ����
� ct  %��� ���� t = 1..T " �� 	��B	
��� �� ������
���
�� 1 1 �� �� ����� ��� α̃t(i)
 �%�%

∑N
i=1 α̃t(i) = 1" %�� ct = 1PN

i=1 α′
t(i)

� <� %��� α̃t(i) = ctα
′
t(i)� 2��	 Ct =

∏t
k=1 ckC ��

������ %�� ��	���
�
�� ���
α̃t(i) = Ctαt(i)

����
  !�������� "##$%� �� �
� �����
� ��� ����� �����	� �&������� �� �������
����� ��� ��
 
�� �� 
�����
���
 
�� �� ��������
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� �� ���	��� �� ��
��� ������

<�C %�� ����
�
��C �� �
∑N

i=1 α̃t(i) = 1 �+�Y &

P (V = O/λ) =
1

CT

�+��,��
���� ������� ���	 ��7�	�����������  �,������� ����� ���������"  9�*
���C
�4�4" ��� ����� %�� �+��,��
���� ���� =� 	��%��$
�� ��� 
����
��� 1 	���� �� �+��,��
����
�������C 	+���717�
�� O(N2T )C 	�%������ �+��,��
���� ��	���
�� %��� �+�%����
���� �� %���C ��
������ %�
�� %�� P (V = O/λ) ��� ���� %��
�� �� ��� 	���
����� �� %��%��� �� ���%� 	����
����� ����� ���� ��� ��%��������
��� �� ���*��� ����� ��� ��� ��	�
���� '�� 	���������C ��
	���
���� %��� :�	
������ ��� ��,��
����C ��
 �+�*�
��� %��

ln P (V = O/λ) = ln
1

CT

= −
T∑

t=1

ln ct

2�,��
���� ���& 2�,��
���� ������� ���	 ��7�	�����������
3��� i [ 1 ! N >�	��

α′
1(i) = πibi(o1)

>	� 3���
c1 = 1PN

i=1 α′
1(i)

3��� i [ 1 ! N >�	��
α̃1(i) = c1α

′
1(i)

>	� 3���
3��� t [ 1 ! T − 1 >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

α′
t+1(j) =

(∑N
i=1 α̃t(i)aij

)
bj(ot+1)

>	� 3���
ct = 1PN

j=1 α′
t(j)

3��� j [ 1 ! N >�	��
α̃t+1(j) = ctα

′
t+1(j)

>	� 3���
>	� 3���
P (V = O/λ) = 1QT

t=1 ct

&(.(+ )�����	����� ��������

6
�� ��� �� %��*���� �� 	��	�� �� �� ���
���*���	� ��
� ������C ���� ������ �,�������
%�������� �+��,��
���� ��������  9�*
���C �4�4" ��
 %����� ����
 �� 	��	���� �� ���
���7
*���	� �� ��
 ������� ���� ��	����
�� ���� ��� ��	�
��� �� 	��%
���� �����
����C ��������� %���
�+�%%����
���,�� ��� ���
�*��� �������� ���� ����
�� %��  %��� ���� i = 1..N �� t = 1..T −1" &

{
βT (i) = 1
βt(i) = P (Vt+1 = ot+1, . . . , VT = oT /St = si/λ)

�-



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

'��� ���� i = 1..N �� t = 1..T − 1C ��� �����
��� ��
������ ���� ���
���� &

βt(i) =
N∑

i=1

aijβt+1(i)bi(ot+1)

P (V = O/λ) =
N∑

i=1

πibi(o1)β1(i)

�+��,��
���� ��������C �� �L�� 	��%��$
�� ��� �+��,��
���� �������C ��� ����� %�� �+��,�7
�
���� ����

2�,��
���� ���& 2�,��
���� ��������
3��� i [ 1 ! N >�	��

βT (i) = 1
>	� 3���
3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��
3��� i [ 1 ! N >�	��

βt(i) =
∑N

j=1 aijβt+1(j)bj(ot+1)
>	� 3���

>	� 3���
P (V = O/λ) =

∑N
i=1 πibi(o1)β1(i)

G��� 	���� �+��,��
���� �������C �+��,��
���� �������� ���E�� �� %��*���� �� %��	
7
�
�� �����
���� '�� 	���������C 
� ��� ��	����
�� �+��
�
��� �� ��7�	����������� ��� ���
�*���
��������� '��� 	���C �� ����
� �+�����*�� �� ���
�*��� β̃t(i) %��  %��� ���� i = 1..N ��
t = 1..T − 1" & {

β̃T (i) = cT

β̃t(i) = ct
∑N

j=1 aijbj(ot+1)β̃t+1(j)

<� %����� ��������� ��� ��� 	��B	
���� ct ���� 	��$ 	��	���� %��	�������� %��� �+��,��
����
������� ���	 ��7�	������������

>� ����
����� Dt =
∏T

k=t ckC 
� ��� %���
*�� �� ������� ��� �����
��� ��
������ &

D1 = CT

=
1

P (V = O/λ)
CtDt+1 = CT

=
1

P (V = O/λ)

β̃t(i) = Dtβt(i)

�+��,��
���� �������� ���	 ��7�	�����������  9�*
���C �4�4" ��� ����� %�� �+��,��
����
��)� =� 	��%��$
�� ��� 
����
��� 1 	���� �� �+��,��
���� ��������C 	+���717�
�� O(N2T )� <�
�������� �,������� ��� �� 	��	�� �� P (V = O/λ) %�� 	�� ��,��
���� �E�� %�� �+
����L�C 	��

� ��	���
�� �� 	�������� ��� 	��B	
���� ct �� �+��,��
���� ������� ���	 ��7�	������������

&(.($ /	���������� �����������

2 %���
� ��� ���
�*��� ������� �� ��������C ���	 �� ���� ��7�	�����������C 
� ���� ���
�+���� �� ��(1 %���
*�� �+�$%�
��� ���$ %��*�*
�
��� ��
��� ���� ��� ��	�
��� �� 	��%
���� ��
7
������

�.



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

P (V = O,St = si/λ) = αt(i)βt(i)

=
α̃t(i)β̃t(i)

P (V = O/λ)
 ���"

P (V = O,St = si, St+1 = sj/λ) = αt(i)ai,jbj(ot+1)βt+1(j)

=
α̃t(i)ai,jbj(ot+1)β̃t+1(j)

P (V = O/λ)
 ���"

2�,��
���� ��)& 2�,��
���� �������� ���	 ��7�	�����������
3��� i [ 1 ! N >�	��

β̃T (i) = cT

>	� 3���
3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��
3��� i [ 1 ! N >�	��

β̃t(i) = ct
∑N

j=1 ai,jβ̃t+1(j)bj(ot+1)
>	� 3���

>	� 3���

��%  �������&���������
�� �� ��������� �'�$��	���
���

�� ��	���,� �� �� ��,������
�� �� ������	�� �+�*������
��� 	���
��� 1 ������� �� ������	�
�+����� 	�	��� ��
 � ��,����� ��� ������	� �+�*������
���� ���$ �%%��	��� ���� %���
*���� ��
%���
��� 	���
��� 1 ��	���	���C 1 	����� 
������C �+���� ��
 � �� %��� %��*�*������ ��,�����
�� �A�*��� �*������ �� ���$
��� �%%��	�� 	���
��� 1 ������� �� ������	� 	��%���� �+�����
	�	��� ��
 � �� %��� %��*�*������ ��,����� �� ������	� �+�*������
����

&(
(& ����� ������ ��� ���� �	������� 0 ������ �����

���� 	���� �%%��	��C �� 	���	�� �� ������	� Q∗ = (q∗1, . . . , q∗T ) ∈ S
T ���
����C %��� ����

t = 1..T C �+�����
�� &
q∗t = arg max

i=1..N
P (V = O,St = si/λ)

�� ��� ���	 ��	����
��C �+�%��� �� :������ ���C �� 	��	���� �� %���
�� �
�� ��� ���
�*��� �������
�� ��������� ���,�� �� :�������
�� �
�%��C �� ��	���	�� �� �+���� 	�	�� �� %��� %��*�*��
1 	����� 
������ � ��� 	��%��$
�� �� O(N2T )� �� %���C �� ������	� Q∗ �*����� %��� L���

�	���
������C ���� �� ���� �Y P (V = O,S = Q∗) = 0� >� �E��C 
� ��� %���
*�� ��� �� �����
�
��
����� ���$ ����� si �� sj �$
��� ���� �� ������	� Q∗C ����� ��� �� %��*�*
�
�� ai,j ��� ������

&(
(+ %���	����� �� 1���	��

�� ��	���	�� �� �� ������	� �+����� 	�	��� Q∗ ��
 � �� %��� %��*�*������ ��,����� ���
������	� �+�*������
��� O 	���
��� 1 ��������

Q∗ = arg max
Q∈ST

P (V = O,S = Q/λ)

�+��,��
���� %��������� �� �������� 	� %��*���� ��� �+��,��
���� �� 3
���*
  3
���*
C �4.�"�
<� ����
�

δt(i) = max
(q1,...,qt−1)∈St−1

{P (S1 = q1, . . . , St−1 = qt−1, St = si, V1 = o1, . . . , Vt = ot/λ)}

��



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

�� %��*�*
�
�� �� ��
����� 	���
� %���
�� ������� 1 �+���� 	�	�� si �� ���%� t �� ψt(i) ��
��
����� 	���
� ������� 1 �+���� si �� ���%� t 1 %���
� �� ���%� t − 1� �+��,��
���� ��
3
���*
 ��� ����� ����� %�� �+��,��
���� ��-� =� 	��%��$
�� ��� O(N2T )�

2�,��
���� ��-& 2�,��
���� �� 3
���*

3��� i [ 1 ! N >�	��

δ1(i) = πibi(o1)
>	� 3���
3��� t [ 2 ! T >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

ψt(j) = arg max
1≤i≤N

{δt−1(i)aij}
δt(j) = max

1≤i≤N
{δt−1(i)aij} bj(ot) = δt−1(ψt(j))aψt(j),jbj(ot)

>	� 3���
>	� 3���
q∗T = arg max

1≤i≤N
{δT (i)}

P (V = O,S = Q∗) = max
1≤i≤N

{δT (i)} = δT (q∗T )

3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��
q∗t = ψt+1(q∗t+1)

>	� 3���

G��� 	���� %��� ��� ��,��
����� ������� �� ��������C 	�� ��,��
���� ���E�� �� %��7
*����� �
�� 1 �+
�%��������
��� '��� ��� ��������C 
� ��� �,������� ��	����
�� �� ������ ��
%��	� ��� ������,
� �� ��7�	������������ 2 	�� �E��C �� ����
�

δ̃t(i) = max
(q1,...,qt−1)∈St−1

ln P (S1 = q1, . . . , St−1 = qt−1, St = si, V1 = o1, . . . , Vt = ot/λ)

�+��,��
���� �� 3
���*
 ���	 ��7�	�����������  =�
����C �55�" ��� ����� ����� %�� �+��7
,��
���� ��.� =� 	��%��$
�� ��� O(N2T )C 	�%������C �� 	��	�� ��� ��,��
����� %��� �+������
%��� 	�P���$�

2�,��
���� ��.& 2�,��
���� �� 3
���*
 ���	 ��7�	�����������
3��� i [ 1 ! N >�	��

δ̃1(i) = ln πi + ln bi(o1)
>	� 3���
3��� t [ 2 ! T >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

ψ̃t(j) = arg max
1≤i≤N

{
δ̃t−1(i) + ln aij

}
δ̃t(j) = max

1≤i≤N

{
δ̃t−1(i) + ln aij

}
+ ln bj(ot) = δ̃t−1(ψ̃t(j)) + ln aψ̃t(j),j

+ ln bj(ot)

>	� 3���
>	� 3���

q∗T = arg max
1≤i≤N

{
δ̃T (i)

}
ln P (V = O,S = Q∗) = max

1≤i≤N

{
δ̃T (i)

}
= δ̃T (q∗T )

3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��
q∗t = ψ̃t+1(q∗t+1)

>	� 3���

��



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

��( )**	���
����� ��� ������ �� +�	,�� ������

2%%������ �� ��! 	+��� �(����� ��� %��������� �� ������ �� ���
��� 1 ��$
�
��� ��
	����
� 	�
����� �
E������ 	�
����� ���� �
�%��
*��� ���� �� �
���������� M��� �+������ %�� ����
��� ��	�����C ��
� ���� ������ %�������� ��� %��� 
�%������� �� ��� %��� 	��������� ��
�
����

&(2(& %��	�������� ��������

'��� �E�	���� �� �%%����
���,� ��
�����C �,������� 	���� ���� �� �
��������� 	���� �+�%7
%����
���,� �� 3
���*
C �� �
�%��� �� ���$ 
�:�����
��� & �� ������	� �+�*������
��� O �� ��
������	� �+����� 	�	��� Q ��
 � ��,����� �� ������	� %��	������� �� 	�
���� ��� �+�� 	���	��
1 ��$
�
��� ��� P (V = O,S = Q/λ)� '��� �� ��$
�
���C 
� ��B� �� 	��%��� ��� �
E�������
�����
�
��� �� �A������ �*
����������C ���	 	� �A%� �+�%%����
���,�C �� �� 	���
���� %�� ���
����� ������	� �+�*������
��� 1 �� :�
�C ��
� %���
����� M������ {O1, . . . , OK} ��� ������	��
�+�*������
���C {Q1, . . . , QK} ��� ������	�� �+����� ����	
��� �� {T 1, . . . , TK} ��� ���,����� ���
������	��� ���� 	� 	��C �� ��
�
�� ���(���� �� 	��%��,� ��� �
E������� �����
�
��� �� �A�����C
��
� �� 	���
������ ������ ��� ������	�� �
����������� �� ���
��� 
��
��
�	��� �+��,��
����
�+�%%����
���,� ��
����� ��� ����� %�� �+��,��
���� ���� =� 	��%��$
�� ��� O(N2 + NM + T )
�� ���
,���� %�� T C �� ���,���� ������ ��� ������	�� �+�*������
��� 	���
�������

2�,��
���� ���& 2%%����
���,� ��
�����
∀ i = 1..N, xi = 0
∀ i = 1..N, j = 1..N, yi,j = 0
∀ i = 1..N, j = 1..M, zi,j = 0
3��� k [ 1 ! K >�	��

��	�������� xqk
1

3��� t [ 1 ! T k >�	��
��	�������� yqk

t ,ok
t

%	 t < T k .����
��	�������� zqk

t ,qk
t+1

>	� %	
>	� 3���

>	� 3���
∀ i = 1..N, πi = xi

NP
r=1

xr

∀ i = 1..N, j = 1..N, ai,j = yi,j

NP
r=1

yi,r

∀ i = 1..N, j = 1..M, bi(j) = zi,j

MP
r=1

zi,r

������� �� ���*�� �� ������	�� �+�*������
��� �� �� ������	�� �+����� 	�	��� �� ����
�
�%������ �� ���*�� �+�%%��
�
��� �+�� �� %���
���� ���
:� ��� ���% ����
�C �+�%%����
���,�
��� ������� %�� �B	�	�C 	�� �� ������ �+���
�� %�� 1 ,������
��� 	� ��+
� ��
� ��	��������� >�
�E��C �� ���*������ %��*�*
�
��� ���� ���� %��
���C ��
�� ������� #� ��A�� �� �������� 	��
%��*����� 	���
��� 1 �E�	���� �� �
���,� ���� �� �+���
���
�� ��� %��*�*
�
���� >� ������ c > 0
�� 	��B	
��� �� �
���,�C �+��,��
���� ��� ����� %�� �+��,��
���� ���� ���� 	�� ��,��
����C ��
	��B	
��� �� �
���,� ��� 
����
��� %��� ������ ��� %��*�*
�
���C ��
� �
�� �+��%L	�� �� �� 	��
�
�
�
E����� %��� 	��	��� �+�����C ��� �+
�	���� ��� 	����
����	�� �$%����� ���� �+�%%����
���,��

�4



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

2�,��
���� ���& 2%%����
���,� ��
����� ���	 �
���,�
∀ i = 1..N, xi = 0
∀ i = 1..N, j = 1..N, yi,j = 0
∀ i = 1..N, j = 1..M, zi,j = 0
3��� k [ 1 ! K >�	��

��	�������� xqk
1

3��� t [ 1 ! T k >�	��
��	�������� yqk

t ,ok
t

%	 t < T k .����
��	�������� zqk

t ,qk
t+1

>	� %	
>	� 3���

>	� 3���
∀ i = 1..N, πi = c+xi

Nc+
NP

r=1
xr

∀ i = 1..N, j = 1..N, ai,j = c+yi,j

Nc+
NP

r=1
yi,r

∀ i = 1..N, j = 1..M, bi(j) = c+zi,j

Mc+
MP

r=1
zi,r

&(2(+ ����������� �� �� �	����������

�� 	�
���� �� ��$
��� �� ���
���*���	� 	���
��� 1 ������� �� ������ λ∗ ��$
�
����
�� %��*�*
�
�� P (V = O/λ)  9�*
���C �4�4"� >� ,������C 
� �+��� %�� %���
*�� �� ������� 	�
������ �%�
���� M�����
��C %��� ������ �� �������� 	� %��*����C 
� �$
��� %�
�	
%�������
���$ �������� & ��
�
��� �+��,��
���� 	
����������
��������C �� ��
�
��� ��� ���	���� ��
,���
����

�;';�;� ��������	�� ! �������	���� ��������
�����
�
���
��

�+��,��
���� 	
����������
��������  >�" ��� ��� ������� ,������� �+�%�
�
���
�� ��
%�����	� �+
�:�����
�� 
�	��%����� �+��,��
���� %�����C 1 %���
� �+�� ������ 
�
�
�� m′C ��
������� �� ������ m ��
 ��,����� �� ���
���*���	�� ���� 	���� ��	�
��C ���� �� ������������
%�� �+��,��
���� >�C ���� ���� 	����������� (���� �+�$%���� ��� %�
�	
%�� �� :������� ��

���� ������ ��	����
��� %�� �� ��
��� �� ��	���� 
�������� �������� ����  ���%���� �� ���C
�4��" �� �$%��� %��� 	��%��� �� �� ���������,
� �� �+��,��
���� 	
����������
���������
'���
	��
������� *
�� ���%�� 1 ��� %��*�*
�
���C �+��,��
���� >� ��%��� ��� ���$ �A%�������
�
�%��� &

R ��$
�
��� P (X = x/M = m) ��� ���
������ 1 ��$
�
��� ln P (X = x/M = m) S
R �+
������	�
�� �� ���
�*��� ��� �*������� �� 	�	���� Y ����
�� ��� Y ���� �+�$%����
��

�� �� ���
���*���	� %����� �+�E�	���� ��� 	��	��� %��� :�	
�������
���� �� 	�� �� ���
�*��� ������
��� �
�	�����C �� ����
� Γx(m,m′)  2�
�
C �55�" %�� &

Γx(m,m′) =
∑
y∈Y

P (Y = y/X = x,M = m′) ln P (X = x, Y = y/M = m)

= Ey∈Y

[
ln P (X = x, Y = y/M = m)/X = x,M = m′]

���	 EY[f ] �+��%����	� ��������
��� �� f ��� �+�����*�� Y�

�5



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

�+��,��
���� >�  ���%���� �� ���C �4��"  ����C �44." 	���
��� ���	 1 	������
��C 1 %���
�
�+�� ������ 
�
�
�� m1C ��� ��
�� �� ������� (mt)t>0 ���
����

Γx(mt+1,mt) ≥ Γx(mt,mt)

#�� 	���
�
�� ��B����� ��� ����� �� ��	���	��� �� ������ mt+1 ��
 ��$
�
�� �� :��	�
��
Γx(mt+1,mt)� �� ��
�� (mt)t>0 ���
��C %��� ���� t > 1 �� mt+1 	= mtC �� �����
��

P (X = x/M = mt+1) > P (X = x/M = mt)

�+��� ��� %��� 	���*��� �%%�
	��
��� �� �+��,��
���� >� ��� �+��,��
���� 6���78��	� %��7
������� �+�%%����
���,� ��� ��!  6
����C �44�"�

�;';�;� �������	���� �� 0���(1���

���� �� 	�� ��� ��!C �� 	���	�� 1 ��$
�
��� P (V = O/λ) �Y O ���
,�� ��� ������	�
�� T �*������
���� >� �%%�
����� �+��,��
���� >� 1 �� ��$
�
���
�� �� 	���� %��*�*
�
��
 6
����C �44�"C �� ��� ����� 1 ��$
�
��� Γ(λ, λ′)C ���	 λ = (A,B,Π) �� ������� ������ ��
λ′ �� ������ 	����  �� �	����" &

ΓO(λ, λ′) =
∑

Q∈ST

P (S = Q/V = O,λ′) ln P (V = O,S = Q/λ)

>� �E�	����� ��� �
E������ 	��	���  	:� ����$� 2"C �� �*�
��� &

πi = P (S1 = si/O, λ′)

ai,j =
∑T−1

t=1 P (St = si, St+1 = sj/V = O,λ′)∑T−1
t=1 P (St = si/V = O,λ′)

bi(j) =
∑T

t=1 P (St = si/V = O,λ′)δ(ot = j)∑T
t=1 P (St = si/V = O,λ′)

��� :������� �� ��7���
���
�� �*������ 	
7������ %������ �+
����%����� �� �� :�N�� ��
����� &

πi = %��*�*
�
�� �+L��� ���� �+���� si 1 �+
������ t = 1

ai,j =
���*�� �� �����
�
��� �� �+���� si ���� �+���� sj

���*�� �� :�
� �Y �+�� ��
��� �+���� si

bj(k) =
���*�� �+�%%��
�
��� �
��������� �� �+���� sj �� �� �A�*��� vk

���*�� �+�%%��
�
��� �� �+���� sj

<� %��� ����� ��������� ��� �� %�
�	
%� ����� �
�
��
�� 1 	���
 �� �+�%%����
���,� ��
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t = 0
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t ← t + 1
!��	���� ��� ���
�*��� ������� �� �������� %��� �� ������ λt−1

!��	���� Π �� λt

!��	���� A �� λt

!��	���� B �� λt

*��� ���  P (V = O/λt) > P (V = O/λt−1)" ��  t < t���"
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∀ 1 ≤ i, j ≤ N, ai,j =
exp(xi,j)

N∑
k=1

exp(xi,k)

∀ 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ M, bi(j) =
exp(yi,j)

M∑
k=1

exp(yi,k)

∀ 1 ≤ i ≤ N, πi =
exp(zi)

N∑
k=1

exp(zk)

=
 �+�� ��%%��� ��� ��� 	��B	
���� ��� ����
	�� ���	����
���� ���� ���
	������ %��
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���� #� ��! λ ��� ����� %��:�
������ ����

%�� ��� ���
� ����
	�� ���	����
���� λ = (A,B,Π) �� ��� ���
� ����
	�� ������� λ = (X,Y,Z)�
���� �� 	�� �Y ���� ��� 	��B	
���� �� ���� %�� ���
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���������� �� ����� ��� ��� %��������� xi,jC yi,j �� zi �� ���� %�� ��
����� >� �E��C
�+�(��� �+��� 	�������� 	������ 1 	����� *��	 �� ���
�*��� ���	����
���� ����� ��� �������
���
���� �,������� ��� �����
���� '��� %����� ��� 	��B	
���� ai,jC bi(j) �� πi ��$ 	��B	
����
xi,jC yi,j �� ziC 
� ��B� ����� �+��
�
��� ��� :������� ��
������ &

xi,j = ln ai,j  ���"

yi,j = ln bi(j)  ��)"

zi = ln πi  ��-"
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������ �*�����C ����� ���

LN(x) =

{
HV �
 x ≤ ε

ln(x) �
���

>� ���%��N��� �+�%������� ln ���� ��� �����
��� ���C ��) �� ��-C 
� ��� %���
*�� �� �� %��

�%���� �� 	�����
���� �� ���
	�� %��
�
�
�� ��$ 	��B	
���� �� ������� !�%������C 
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���
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=�
� L(λ) = ln P (V = O/λ)� ��$
�
��� �� ���
���*���	� P (V = O/λ) ��� ���
������ 1
��$
�
��� �� ��,��
���� �� �� ���
���*���	� L(λ)� !��	����� �� ,���
��� �� L(λ) %�� ��%%���
��$ %��������� �� λ �� %�
�� µ�

∂L(λ)
∂λ

(µ) =
1

P (V = O/µ)
∂P (V = O/λ)

∂λ
(µ)

��$
�
��� L(λ) ��	���
�� ���	 �� 	��	���� ��� ���
���� %���
����� �� P (V = O/λ) %��
��%%��� ��$ �
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∂P (V = O/λ)
∂xi,j

=
T∑

t=2

αt−1(i)ai,jbj(ot)βt(j) − ai,j

T∑
t=2

αt−1(i)βt−1(i)

∂P (V = O/λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

βt(i)αt(i)(κ(ot = j) − bi(j))

∂P (V = O/λ)
∂zi

= πibi(o1)β1(i) − πiP (V = O/λ)
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�
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�*��� ������� �� �������� ���	 ��7�	�����������C �� �*�
���

1
P (V = O/λ)

∂P (V = O/λ)
∂xi,j

=
T∑

t=2

α̃t−1(i)ai,jbj(ot)β̃t(j) − ai,j

T∑
t=2

α̃t−1(i)β̃t−1(i)
ct−1

1
P (V = O/λ)

∂P (V = O/λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

β̃t(i)α̃t(i)(κ(ot = j) − bi(j))
ct

1
P (V = O/λ)

∂P (V = O/λ)
∂zi

= πibi(o1)β̃1(i) − πi
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=
 P (V = O/λ1) > P (V = O/λ2) ����� O � ��� �� %��� %��*�*������ ��
�� %�� �� ������ λ1

6
�� ��� �� ���
�� �� I %��� %��*�*������ ��
�� J ��
� 	��������� ��
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��C %��� ����� �$��%��C ��� �� ������	� �+�*������
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=
 P (λ1/V = O) > P (λ2/V = O)C ����� O �%%���
��� 1 �� 	����� λ1
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P (λ/V = O) =
P (V = O/λ)P (λ)

P (V = O)
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�
���C 
� :��� ��� ���
��� ��%�������� ���� ��� 	�� �Y 	��� �+��� %�� %��7
�
*��C �� ��A�� �� %��� 	������ �+�E�	���� �+�%%����
���,� 	���
��� 1 ��
�
��� �� ���	���� ��
,���
���� '��� 	����
�� 	�
�����C 
� �+��� %�� %���
*�� �+��
�
��� ��� %��*�*
�
��� P (V = O)C 
�
��� ����� ��	����
�� �� ��� �����
��� �� �� ��� 
�	���� ���� �� ���	���� �� ,���
����

&(2(. ����������� �� ���3�	����� ��������

�+�� ��� *��� %�
�	
%��$ �� �+�%%����
���,� �� ��! ��� �+�E�	���� ��� 	����
�	��
���
>� �E��C �� 	���	�� �������C 1 %���
� �+��� �*������
�� OC 1 ��	
��� �� ���
��� ������7
�
��� 1 ������ ����� �*������
�� ���� ������*�� �� %��� �� ������� 1 ��	
��� 1 ������ 	����� ��
������	�� �+�*������
��� ���� �%%���
��� ����������� '������ �� �$��%��� <� 	���
���� ��
�A����� �+
����
�	��
�� *
�����
��� *��� ��� �� %����,��%�
� �� �
��,�� ��
�
�������C �� �A�7
���� %������ �� ��
�� ��� %����,��%�
� �� 	��	��� ��� %�������� 1 ��	��������� !�����
%����,��%�
� ��� �����
��� %�� �� ��! �%��� ��+���� �
� ��� �����:����� %�� �� %��	���
����	����� �� ������	� �+�*������
���� =
 ��� %������� �� %������� ������ �� 	�����C �� �A�7
���� �� %������ ��� %����,��%�
�C �� �����:����� �� ������	� �� 	��%���� ��� �
E�������
���
���*���	�� ���	 ��� ��! �%%�
�� �� ��! ��
 %����� �+�*���
� �� ��
������ ���
���7
*���	� %����� ����� �� �
�� ��� �� %������� ��� 	���� ��
 	�����%��� 1 �� %����,��%�
� ��
��!� >� �����
�C 	���� ������� :��	�
���� ��
�C �� %���
���C 	� �+��� %�� ���(���� �� 	���
=
 �+�����*�� ��� %����,��%�
�� 	��	���� ��� %����,��%�
�� �� �
��,�� �� %�������� �� �L��
	������ �� %��� �� �� �L�� 	������ �� 	�����$C ����� 
� A � �� ,������ 	���	�� %��� ��� ���

�-



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

������� ��	����
����� *
�� �+�����*�� ��� �
��,��C 	�� �� �����
���
�� ��� �
��,�� ���� ����


����
���� #�� �����
�� 	���
��� 1 �E�	���� �+�%%����
���,� ��� ��! ���	 �� ����� 	�
����
��� �� ���
���*���	�� �� 	�
���� �� %���
��	�
�� %��� 	���� �W	�� ��� �� ��$
�
���
�� �� �+
�7
:�����
�� ��������  ���"� '���
���� ���
����� �� �� ��$
�
���
�� �� �+
�:�����
�� ��������
�$
����� & ����� ���� %��������� 	
7��������

�;';�;� ���	�	���	�� �� ��	�9�����	�� �������� �� �� 
��	���"����

�� %���
��� :���� �� 	�
���� �� ��� �+����	�� 1 �
E����	
�� ��� ������� %�� ����� ���
7
���*���	��� 2 	�� �E��C �� 	���	�� 1 ��$
�
��� �� ���
���*���	� �� �� ������	� �+�*������
���
1 �%%������ O ��
� �,������� 1 �
�
�
��� �� ���
���*���	� ��� ������	�� �+�*������
��� 1
�� %�� ��	�������� N1, . . . , NK � �+������,� �� 	� 	�
���� ��� ��+
� ��
��� �� ��! �����
��� 	�
��
 ��� 	���	���
��
���C ���� �� �		�%���� �� ��
�� *
�� �����
��� 	� ��
 �� �+��� %���

!� 	�
���� %��� %������ %���
���� :������ �� :���� %�������� 	
7�%��� ��� 	���� ��	�
�� ����
 9�*
���C �4�4"� !���� :���� ��� 
�����������C 	�� ���� %����� �� ,���� :�	
������ ��� %��*�����
�� %��	
�
�� �����
����

mim(λ) =
P (V = O/λ)∏K

k=1 P (V = Nk/λ)
!���� ���� %������ �� ��
�C ��$
�
��� 	���� �$%����
�� �������� �� ��$
�
���
�� �� ��
���
���*���	� P (V = O/λ) �� �� �
�
�
���
�� ��� ���
���*���	�� P (V = Nk/λ)�

<� �������� ����� ��� ��$
�
��� mim(λ) ��� ���
������ 1 ��$
�
��� ��� ��,��
����
��%��
��� <� ����
� �����

L(λ) = ln mim(λ)

= ln P (V = O/λ) −
K∑

k=1

ln P (V = Nk/λ)

'��� �%�
�
��� 	� 	�
����C 
� ��� ����� %���
*�� �+��
�
��� ��� ���	���� �� ,���
���� �� ���
���	 ��	����
�� �� 	��	���� �� ,���
��� �� L(λ)� !� ����
�� ��� ����� %�� �+�����
�� ��
����� &

∂L(λ)
∂λ

=
1

P (V = O/λ)
∂P (V = O/λ)

∂λ
−

K∑
k=1

1
P (V = Nk/λ)

∂P (V = Nk/λ)
∂λ

<� 	� ,���
��� �+��� ����� ��+��� 	��*
��
��� �
���
�� ��� ,���
���� 	��	���� 1 �� ��	7
�
�� ��.����� '��� 	���C �� ���� α̃t(i)C β̃t(i)C ct ��� ���
�*��� ������� �� �������� ���	 ��7
�	����������� �� ��� 	��B	
���� �� ��7�	����������� 	��	���� %��� �� ������	� �+�*������
��
O� <� ���� α̃k

t (i)C β̃k
t (i) �� ck

t ��� ���
�*��� ������� �� �������� ���	 ��7�	����������� ��
��� 	��B	
���� �� ��7�	����������� 	��	���� %��� �� ������	� �+�*������
��� Nk� 2����C ��
��%������ ��� �����
��� �� �� ��	�
�� %��	������C �� �*�
���

∂L(λ)
∂xi,j

=
T∑

t=2

α̃t−1(i)ai,jbj(ot)β̃t(j) − ai,j

T∑
t=2

α̃t−1(i)β̃t−1(i)
ct−1

−
K∑

k=1

(
T∑

t=2

α̃k
t−1(i)ai,jbj(nk

t )β̃
k
t (j) − ai,j

T∑
t=2

α̃k
t−1(i)β̃

k
t−1(i)

ck
t−1

)

∂L(λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

β̃t(i)α̃t(i)(κ(ot = j) − bi(j))
ct

−
K∑

k=1

(
T∑

t=1

β̃k
t (i)α̃k

t (i)(κ(nk
t = j) − bi(j))

ck
t

)

�.



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

��

∂L(λ)
∂zi

= πibi(o1)β̃1(i) − πi

−
K∑

k=1

(
πibi(nk

1)β̃
k
1 (i) − πi

)

�� ��B� ����� �+��
�
��� �� ��	��
��� �� �� ���	���� �� ,���
����

�;';�;� ���	�	���	�� �� ��	�9�����	�� �������� �� �.3

�� 	�
���� �� ��$
�
���
�� �� �+
�:�����
�� �������� %��� �� 	�
���� �� ��	
�
�� �2'
��	�
� ����  ;
��,
�C �55�" 	����
� 1 �� �
�
�
���
�� �� 	�
���� I(λ,O) ���	 L �+�����*�� ���
L ��! {λ1, . . . , λL} ��%��������� ��� L 	������ �� O �+�����*�� ��� ������	�� �+�*������
��� 1
�%%������� <� ����
� c(Oi) ∈ [1..L] �� ������ �� �� 	����� ����	
�� 1 �� ������	� �+�*������
���
Oi� �� 	�
���� ��� &

I(L, O) = H(L) − I(L||O)

���	

H(L) = −
∑
λi∈λ

P (λi) ln P (λi)

��

I(L||O) =
∑
λi∈λ

∑
Oj∈O

P (V = Oj , λi) ln
P (V = Oj , λi)

P (λi)P (V = Oj)

=
 �+�� 	���
���� ��� ��� %��*�*
�
��� P (V = Oi) ���� 	��������� �� ��� ��� %��*�*
�
7
��� P (λi/V = Oj) ���� ������C ���: ����� i = jC ����� �
�
�
��� I(L, O) ��� ���
������ 1
��$
�
���  ;
��,
�C �55�"  =	������ �� ���C �44�" &

Ĩ(L||O) =
∑
λi∈λ

∑
Oj∈Ci

P (V = Oj/λi)P (λi)∑
λl∈λ

P (V = Oj/λi)P (λi)

���	 Ci = {Oj ∈ O/c(Oj) = i�
�� ��$
�
���
�� �� Ĩ(L||O) %��� ����� L��� ����
��� ,�W	� 1 ��� ���	���� �� ,���
��� ��

,�W	� 1 �+��,��
���� �� 6���78��	� ������C ���� ��� :������� �� ��7���
���
�� ���� ��	�
���
����  =	������ �� ���C �44�"� �� ��	���� 
�������� %����� ����� ���  3�������C �55)" %�������
��� ����� :���� �� ����

&(2(
 )� �	���	� �� 
�������� ������


'���
 �+�����*�� ��� 	�
����� ��
�
��� %��� �+�%%����
���,� �� ��!C �� 	�
���� �� ��������
������� �� ����	�� ��� ������� >� �E��C %��� 	� 	�
����C �� 	���	�� 1 �%�
�
��� �� %��*�*
�
��
P (V = O,S = Q∗/λ) ���	 Q∗ �� ������	� �+����� 	�	��� ��
 � �� %��� %��*�*������ ��,�����
�� ������	� ����� ��� 	��	���� %�� �+��,��
���� �� 3
���*
  	:� ��	�
�� ��-��"  U���, ��� 9�*
���C
�445"  ��,�� ��� ����
C �44."� #�� ��� ,������ �
B	����� �� 	� 	�
���� ��� ��+
� �+��� �

���
��*��C �
 �L�� 	���
��� '�� 	���������C ��� �������� �+�%%�A��� ��� �+��,��
���� >� ��
��� ���	����� �� ,���
��� �� ���� %�� ��
�
��*���� !�%������C 
� �$
��� ����� �L�� �� ��A��
�+�(����� ��� %��������� �+�� ������ �� ���
��� 1 ��$
�
��� 	���� %��*�*
�
��� !�� ��,��
����
�%%��� �������� ������� ��%��� ��� ���$ ��,��
����� ��	�
�� %��	�������� & �+��,��
����
�� 3
���*
 �� �+�%%����
���,� ��
������

��



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

=�� %�
�	
%� ��� �
�%�� &
R 1 %���
� �+�� ������ 
�
�
�� �� �� �� ������	� �+�*������
��� OC �� ��	���	�� �� ������	�

�+����� 	�	��� ��
 � �� %��� %��*�*������ ��� ��
�
� %��� ,������ O 1 �+�
�� �� �+��,�7
�
���� �� 3
���*
� !���� ��	���	�� %����� �+��
������ �� ������	� O �� %�� 	���������
�� �� ��,������ S

R ��� :�
� ��
������C �� ������	� O ��� ����� �%%�
�� %�� 	��%��,� ��� �����
�
��� �E�	�
���
����� ��� ����� �� ��� ��
��
��� �� �A�*����� !���� ���%� %��� ����� L��� 	���
����� 	����
�� ������� 	���
����� 1 ��7���
��� ��� I 	������ ��� 	������ J S

R �� ������� ������ ��� ����� ��
�
�� 	���� ������ 
�
�
�� �� ��� ���$ �%����
��� %��	�7
������ ���� ��%����� ���� ��� ��	����
���

�� � %� L��� ������  U���, ��� 9�*
���C �445" ��� �+��,��
���� �� �������� �������
 	:� ��,��
���� ���5" %�������
� �+��,������ �� %��*�*
�
�� P (V = O,S = Q∗/λ) �� ���
���

�����
�� �� ��+
� 	�����,��
� ���� �� ��$
��� ��	�� �� 	�
���� 	���
����� ������� �+�� ��
�
��
	� 	�
����C 
� :��� :�
�� ������
�� 1 �� :�������
��� �+��,������
�� 
�����
�� �� �� %��*�*
�
��
	���
��� 1 ������� �� ������ λk+1 1 %���
� �+�� ������ λk ��� ��� P (V = O,S = Q∗

k/λk) <
P (V = O,S = Q∗

k+1/λk+1) �� ��� %�� ��� ��� P (V = O,S = Q∗
k/λk) < P (V = O,S =

Q∗
k/λk+1) ���	 Q∗

k �� ������	� �� 3
���*
 �*����� ���	 �� ������ λk �� Q∗
k+1 �� ������	� ��

3
���*
 �*����� ���	 �� ������ λk+1� >� �E��C �� ������	� �� 3
���*
 	���,� ������� �� ������
��� ���
���

2�,��
���� ���5& 2�,��
���� �� �������� �������
!��
�
� �� ��! 
�
�
�� λO

t = 0
8������

t = t + 1
Q∗ = 3
���*
(O,λt−1)
>��
��� λt 1 %���
� �� O �� Q∗

*��� ��� P (V = O,S = Q∗
t /λt) > P (V = O,S = Q∗

t−1/λt−1)

�+��,��
���� �� �������� ������� %��� �,������� L��� ��
�
�� ���	 %���
���� ������	��
�+�*������
���� '��� 	���C 
� ��B� �� 	���
����� �� 	�
���� �+�%%����
���,�

K∏
k=1

P (V = Ok, S = Qk∗/λ)

�+��,��
���� 	���
��� ����� 1 �%%�
���� �+��,��
���� �� 3
���*
 1 	��	��� ��� ������	�� �+�*7
������
��� �� 1 ��
�
��� �+�%%����
���,� ��
����� �� ������ 	�� ������	�� �
�����������C 	����
��	�
� 1 �� ��	�
�� ��.���

!�� ��,��
���� ��� %��:�
� ��
�
�� �� ��
��� �� �� ��%
�
�� �� �
�� �� %��	� �� �+��,��
���� ��
6���78��	�C �� 	���
������ �+�A%������ ��
����� & ��� %��*�*
�
��� 	��%������ P (V = O,S =
Q/λ) ���� ������ �� ��,�
,��*��� %��� ������ ��� ������	�� �+�����C 1 �+�$	�%�
�� �� 	���� ��
�� ������	� Q∗ �� 3
���*
 ����	
��� '�� 	���������C ��$
�
��� P (V = O/λ) ��� ���
������ 1
��$
�
��� P (V = O,S = Q∗/λ)� 6
�� ��+
� ��
� %���
*�� �� ������� ��� ������� %������,
����
	������
���� 	���� �A%������C ���� �� %���
���C �+�A%������ ��� ������� 	��������

&(2(2 ���������� �� ���� ���		��	 �� ������4�����

!� 	�
���� � %��� �*(�	�
: �� �
�
�
��� �� ���$ �+������ �� 	����
�	��
�� ���	 ��� ��7
	
�
�� ����
�� �� 	�
���� �2'� '��� �� ��	�
�� *�
�������C �� 	���
���� �� �����*�� E =
{(Oi, c(Oi))} �� ������	�� �+�*������
��� �
��
 ��� �� ������ �� �� 	����� ��
 ���� ���� ����7
	
��� =�
� {1, . . . , L} ��� L 	������ 1 �%%������ �� {λ1, . . . , λL} ��� ��! ����	
���

��



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������

�;';';� 3���	��� �������

���� 	���� %���
��� �%%��	�� ��	�
�� ����  �(��(� �� ���C �445"C ��� ������� ��� �*���
 ��
	�
���� ��
����C �%��� %���
���� �����:�����
��� �� �%%��$
���
��� &

τe = 1 − 1
N

L∑
m=1

∑
Oi∈E,c(Oi)=m

P (V = Oi/λm)P (λm)
L∑

l=1

P (V = Oi/λl)P (λl)

=
 �+�� ��%%��� ��� ��� 	������ �%%���
����� ���	 �� �L�� %��*�*
�
�� �%�% P (λi) = 1
L %���

���� i = 1..LC ����� �
�
�
��� τe ���
��� 1 ��$
�
��� τ̄e ���	

τ̄e =
1
N

L∑
m=1

∑
Oi∈E,c(Oi)=m

P (V = Oi/λm)
L∑

l=1

P (V = Oi/λl)

�� ��B� ����� �+��
�
��� ��� ���	���� �� ,���
��� ��� �+�����*�� ��� %��������� {λ1, . . . , λL}
%��� ��$
�
��� τ̄e �� ���	 �
�
�
��� τe�

'��� ��� �+�%%��$
���
�� �E�	���� ��
� ����*��C 
� ��� ��	����
�� ��� ��� ������� 
�
�
��$
��
�
��� %�� �� ���	���� �� ,���
��� �
��� ��� �*����� %�� �� ��$
�
���
�� ��

∏
Oi∈E P (V =

Oi/λc(Oi)) %�� �� ��� ��,��
����� �� ��$
�
���
�� �� �� ���
���*���	� ��	�
� %��	���������
6
�� ��� 	� 	�
���� ���*�� 
����������C 
� �+�*�
��� %�� ���(���� �� *��� ���������� >� �E��C

�
�
�
��� τe �� ,�����
� ��	������� ��� 	� ���$ ���� :�
*�� ��� �� �����*�� �+�*������
���
����� ��� 	���
 ��
�
�� %��� �+�%%����
���,��

�;';';� /���	��� �������

����  =��� ��� 9��
�C �555"C �� 	�
���� �� �
�
�
���
�� ��� ������� �� 	����
�	��
��
 ������� ������$����� ����� �!>" ��� ����
 ���� �� :����

J =
1
|E|
∑

Oi∈O

∆
(

max
λj∈λ,j �=c(Oi)

ln
P (V = Oi/λj)

P (V = Oi/λc(Oi))

)

���	 ∆(z) =

{
1 �
 z ≥ 1
0 �
���

�

!� 	�
���� �+��� %�� ���
��*��C �
 �L�� 	���
��� '��� �+�%%��	��� ���� :���� 	���
���C 
�
��B� �+��
�
��� ��� �
,��Z�� [1 + e−z]−1 1 �� %��	� �� ∆(z) �� �+�%������� ��*��
 ln

∑
k ezk

1 �� %��	� �� maxk zk� �� 	�
���� J %��� ����� L��� �%%��	�� %��  =��� ��� 9��
�C �555" &

J̃ =
1
|E|
∑

Oi∈O

1

1 + exp

(
ln P (V = Oi/λc(Oi)) − ln

∑
λj∈λ,j �=c(Oi)

P (V = Oi/λj)

)

�� 	�
���� J̃ %��� ����� L��� �
�
�
�� 1 �+�
�� �+��� ���	���� �� ,���
����
��� ���$ :����� �� 	�
����� �� �
�
�
���
�� ��� ������� �� 	����
�	��
�� �������� %��	�7

������� �� ���� %�� ��� ������ ��
 �$
������ ����  ;���%���
��(�C �444"C ��� ����� :���� ���
%���������
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� �� ���	��� �� ��
��� ������

&(2(# 5���	���� ���	���� ��	 ��� �	���	�� �����	��������

!���� ���� ������ �� �� ��
�C �� ���*���$ 	�
����� %������ L��� 	���
����� %��� �+�%7
%����
���,� �� ������� �� ������ 	�	���� ��� 	�
����� ��� ���� ����� ��	�
�� ���� 	� 	��%
���
�� ���� %�� ��� ����� ���
��,��*���C ��
� 	� ���� ��� %��� 	��������� ��
�
���� �� %���C ��
����������
�� ��� ��,��
����� �+�%%����
���,� :����
� �� ��(��
�� ��� ���
�� ��	����
��� 1 ��
	��	�%�
�� ��� ��,��
����� �+�%%����
���,� %��� ���� ��� 	�
����� ���
��,��*����

G��� ��� ��,��
����� �+�%%����
���,� �� 	� 	��%
��� �+��� %�� �� �L�� 	��%��$
��� '���
:�	
�
��� �� 	��
$ 1 �� :�
� �� 	�
���� �� �� �+��,��
���� �� �������
��C ���� ����� 	������
� ��
��*���� ����

!�
���� 2�,��
���� !��%��$
�� �+��� 
�����
��
P (V = O,S = Q/λ) �%%����
���,� N2 + NM + T

��
�����
K∏

k=1

P (V = Ok, S = Qk/λ) �%%����
���,� N2 + NM +
K∑

k=1

Tk

��
�����
P (V = O/λ) 6���78��	� N2T + NMT
K∏

k=1

P (V = Ok/λ) 6���78��	� N2
K∑

k=1

Tk + NM
∑K

k=1 Tk

P (V = O/λ) ;���
��� N2T + NMT
K∏

k=1

P (V = Ok/λ) ;���
��� N2
K∑

k=1

Tk + NM
K∑

k=1

Tk

P (V =O/λ)
KQ

k=1
P (V =Ok/λ)

��:�����
�� �������� N2(T +
K∑

k=1

Tk)

+NM(T +
K∑

k=1

Tk)

P (λ/V = O) �2' �
�%�� N2T + NMT

P (λ/V = O) �2' 	��%��$� '�����
�������� ���� ������
P (V = O,S = Q∗/λ) �������� ������� N2T + NM
K∏

k=1

P (V = Ok, S = Q∗
k/λ) �������� ������� N2

K∑
k=1

Tk + NM

���� ��� R !��%��$
�� ����	
�� ��$ ��,��
����� �� :��	�
�� ��� 	�
����� �%�
�
����
{O,O1, . . . , OK} ��� �+�����*�� ��� ������	�� �+�*������
��� �� ���,����� {T, T1, . . . , Tk}�
N ��� �� ���*�� �+����� 	�	��� �� ��!� M ��� �� ���*�� �� �A�*���� �� ��!�

�� ��� 
���������� �� ��������� ��� �+��,��
���� �� �������� ������� %��� L��� *���	��%
%��� ��%
�� ��� �+��,��
���� �� 6���78��	�� >� �E��C 
� ��� ���� 	������ ��� �� ���*�� ��
�A�*���� M ��
� *���	��% %��� ,���� ��� �� ���*�� ��� ����� 	�	���� ���� 	�� 	���
�
���C
������� �� ���,���� T �� �� ������	� �+�*������
��� ��,�����C �� ����� ���
���� ���� ��
	��%��$
�� �� �+��,��
���� �� 6���78��	� ��� NMT ����
� ��� %��� �+��,��
���� �� ����
����� �������C 	� ����� ���
���� ��� N2T � '�� 	���������C %��� M > N C �+��,��
���� ��
�������� ������� ��� %��� ��%
�� ��� �+��,��
���� �� 6���78��	� ������� �� ���,���� �� ��
������	� �+�*������
��� ��,������

�+��,��
���� �� �������� ������� ��� ���	 %��:�
� ��
�
�� �� �
�� �� %��	� �� �+��,��
����
�� 6���78��	�C 	�� %���
���� ������� ��� �������� ��� �� %��*�*
�
�� P (V = O,S = Q∗/λ)
��� ������ %�� ��%%��� ��$ ������ 	���
�� �+����� �� ��+��� ,����� ��(��
�� ��� 	���
�� ���
��� %��*�*
�
�� ���� :�
*��C ��
�� ������ '�� 	���������C 	����
�� ������$ �������� �+�A%������
��� P (V = O/λ) ≈ P (V = O,S = Q∗/λ)�
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��� ������

#� ����� %�
�� 
�%������ ��� ��� �� 	��%��$
�� �� 	��	�� �� ,���
��� ��� �� �L�� �����
��� 	���� �� �+��,��
���� �� 6���78��	�� !���� %��%�
��� ��� 
����������� 	�� ���� �
,�
��C
� ������C ��+
� �+��� %�� :��	����� *���	��% %��� 	�P���$ �+��
�
��� ��� 	�
����� ���� ��� ��
��$
�
���
�� �� �+
�:�����
�� �������� �� �� 	�
���� �2' �
�%��� >� �E��C �� �������� ���
�� 	��%��$
�� �� �+�%�
�
���
�� �� 	�� 	�
����� ��� �
���
�� �� :��	�
�� �� �� ���,���� ������
��� ������	�� �+�*������
��� 
�%�
������ !�%������C �� ���	���� �� ,���
��� %��� ��	���
���
�+�E�	���� 	� 	��	�� %���
���� :�
� ����� �+����
���� �� ������ �� %�� 	��������� �+�%%��	��
%�� ���	���� �� ,���
��� ��� 	���
����� 	���� ����� �����
������ 	�P������

��- ������
��

'��� �+�����*�� ��� 	�
����� �� 	� 	��%
���C ���� ����� ��� 1 �L�� �� ����
� �� ��,��
����
%���������C 1 %���
� �+�� ������ 
�
�
��C �� ������� �� ������� ������ ��,������� �� 	�
�����
!�%������C ���� �� ������ %�� 	�%�*���C �+��� ���
��� ,�������C �� ������� �� �� ��� �������
��$
�
���� 	� 	�
����� >� �E��C �� ,����� ��(��
�� ��� ��,��
����� ���� %
�,�� %�� ��� �%�
��
��	��$ �� 	�
����� #�� �����
�� %��� ����A�� �� ������� �� *��� ������� 	���
��� 1 ��
�
��� ���
����
��
���� %��� �$%����� �+��%�	�� �� 	��%
��� � ��� 	����	�� 1 �� ���	�
%�
�� ��� ����
��
����
��� %��� 	��������� ��
�
���� ���	 ��� ������� �� ������ 	�	����

��





	
������ �

��������	��	���� ���� ��������	�����
�� ���
��� �� ������ ������

��� ���	�����
��

���� 	� 	��%
���C ���� ���� 
���������� 1 �� ���	�
%�
�� ��� %�
�	
%���� ��������
��
����
��
 ��� ��� ��
�
���� %��� �+�%%����
���,� �� ������� �� ������ 	�	���� �+�*(�	�
: �� 	� 	��%
���
�+����� %�� �� ����
��� ��� 
������	�
�� ��$ �
E������� ��������
��
���� ��
�
����C �
 �� �������
�� %������� �$�����
: ��� ��������
��
���� ��
�
��*���C ���� ���������� �� ��	���� 
��������
��$ ��:����	�� %��%����� ���� 	��	��� ��� ��	�
��� ��
������ %��� %��� �� ����
� ��� 	��
��������
��
�����

#�� ��������
��
��� %��� ������� L��� ��� 	���� �� %��	����� 
�����
: ��
�
���� ��		��7
�
������ ��� ������ �������� ��
�����  K����%� �� ���C �444" &

R ��� �����
�� 	������� �� �� �����*�� �� �����
��� 	�������� S
R �� �%������� �� ��
�
��,� νC ��
C �%%�
��� 1 �� �����
�� 	������� �� 1 �+�����*�� ��

�����
��� 	��������C 	������
� �� �����*�� �� �����
��� 	���
����� S
R ��� ��,�� �� �����
�
�� ��
 	��
�
� ��� �����
�� 	������� �� �� �����*�� �� �����
���

	�������� %���
 ��� �����
��� 	���
������
R �� 	�
���� �+���L� �� �� *��	���
��� ��������
��
���� ��	�
��� 	
7������� %������ L��� ��%����� �� ���$ 	���,��
�� & ���

��������
��
���� ���� ��	���	�� ��	��� �� ��� ��������
��
���� ���	 ��	���	�� ��	���� #��
��������
��
��� ���	 ��	���	�� ��	���� ��
�
�� �� ��,��
���� �+�%�
�
���
�� ��	��� ��� ���
�+��,��
���� �� 6���78��	� �� ��� ���	���� �� ,���
���  	:� 	��%
��� �"C ����
� ��� ��� ����7
����
��
���� ���� ��	���	�� ��	��� �+�%%�
��� �$	���
������ ��� ��� �$%�����
�� �� �+��%�	� ��
��	���	��� ������� �� 	�
���� �+�%�
�
���
�� ��� 	���,�C 
� ��� *
�� ������� ��	����
�� %��� ���
��������
��
���� ���	 ��	���	�� ��	��� �+���%��� �+��,��
���� �+�%�
�
���
�� ��	��� �� 	����7
����	��

��� ��������
��
���� %��������� ���� 	� 	��%
��� 	���	���� 1 �%�
�
��� �� 	�
���� %���
7
	��
��C ��� ��� �� ���
���*���	� �� �� %��*�*
�
�� �� �� ������	� �+����� 	�	��� �� %��� %��7
*�*������ ��
�
�� !�%������C ���� ������ ��� ��������
��
���� ��� ���� ������ ��	�
��C 
�
��� ,����������� %���
*�� �+��
�
��� �� ����� 	�
���� �+�%%����
���,� ��� 	���
 �+��
,
��C ����
�������� �� 	���� �+��,��
���� ��
 �L���

2�� �� :�	
�
��� �+�$%��� �� �� �� ������ %��� ,������C ���� ����� ���%�� ��� �����
���
��
������ &

R Λ ��� �+��%�	� ��� ��!�
R C : Λ → R ��� �� :��	�
�� �*(�	�
: 1 ��$
�
����

�'� ����� ������������ 	��(���	����� 	���� ���������
���� ���� ��� ��������� �������

��



������
� �� ������
������� ��
 �����
��������� �� ���	��� ��
��
��� ������

R �%�
� : Λ → Λ ��� �� �%������� �+�%�
�
���
�� ��	��� 	��%��
*�� ���	 C �%�% C(x) ≤
C(�%�
�(x))� <� %����� ��������� ��� �%�
� %��� L��� �+
����
�� �%�% �%�
�(x) = x�

R s∗ ��� �� ��
����� ��! ������ %�� �� ��������
��
����
R U(S) ��� �+�%������� ��,������� ��� �����
�� ��
:�������� ���� S�

��� #'���	
��
��� ������

�� %���
��� �� �� %��� �
�%�� ��� ����
��
���� ��� �+����
��
��� ������� !���� ����
��
���
�� 	������� �+��,������ ��
:�������� ��� �����
��� �� �� 	�������� 	���� ��
 ��$
�
�� �� 	�
7
����� �+��,��
���� ��� ����� �� ���	�
%�
��� �+
����L� %�
�	
%�� �� 	�� ��,��
���� ��� �� ����
�
�� ��:����	�� >� �E��C �
 �� ���*�� �� ��! ��,������ ���� ���� �+
���
C �� ��
�  !���	C �55-*"
��� 	�� ��,��
���� 	�����,��� ���� ��� �����
�� �%�
����� !�%������C 	���� 	�����,��	� ���
����� �� ��	���
�� �+��,������ ���������� �� ��!� '�� 	���������C %��� ���
� �� 
����L�C
��� ��������
��
���� ��� ���� ��%��A��� ��
���� �� ���%����� �� �B	�	
���

2�,��
���� ���& �+����
��
��� ������
s∗ = U(Λ)
*��� ��� 	���
�
�� �+���L� ��� ���
��� >�	��

s = U(Λ)
%	 C(s) > C(s∗) .����

s∗ = s
>	� %	

>	� *��� ���

������ %��� ����
� �� ��:����	� %��� ��� ��,��
����� �+��
�
���� %�� �+�%������� �+�%�
�
7
���
�� ��	��� ��
�C ���� �� 	�� 	�����
��C �� 	��%���
��� �+��� %�� (����� �� ��� ���	 ��	����
��
�� ����
� �� ��������
��
��� ������?���� ��
���� ��� �L��� %�
�	
%�� ��
� ��
�
���� ���
��! ��,������ 	���� ��� %�
��� �� ��%��� %��� �+�%������� �+�%�
�
���
�� ��	���� �+��,�7
�
���� ����	
� ��� ����� %�� ����

2�,��
���� ���& �+����
��
��� ������?����
s∗ = U(Λ)
*��� ��� 	���
�
�� �+���L� ��� ���
��� >�	��

s = �%�
�(U(Λ))
%	 C(s) > C(s∗) .����

s∗ = s
>	� %	

>	� *��� ���

��� #� ������� �� 	���
� �
���

+($(& /	����� �� 	����� ������

�� ��	�
� �
���� ��� ��� ��������
��
��� 
��%
��� �� �� ��	��
��� �� ��	�
� ��
�
��� ��
��������,
�  D
��%���
	� �� ���C �4��" ��� �+�*���
� ��� 	�
����$ �� :�
*�� ����,
� 
�������
�� ��	��
��� 	���
���C 1 %���
� �+�� �����,� 	���E� �� �+���� I �
�����$ JC 1 �*�
���� ��
���%������� �� �����,�� !���� *�
��� �� ���%������� %��� L��� �E�	���� �� ���$ :�N��� &
��%
������ �� ���������� #�� *�
��� ��%
�� ����
��� ,�W	� 1 �� ��	��
��� �� �� ����%� �*���
�
1 �� �����,� ���
�� ����%�� ��%��������� �� �
�
��� ��	�� �� �+����,
� �� �����,�� >�
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 ����  D
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	� �� ���C �4��"� �+��,��
���� �� ��	�
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���
�� �� f C ��� ����� %�� �+��,��
���� ����

2�,��
���� ���& 2�,��
���� �� ��	�
� �
����
s∗ = U(S)
s = s∗

T = T0

*��� ��� %�� ����
�� >�	��
!������
�� ��� �����
�� s′ ���� �� ��
�
��,� �� s
%	 f(s′) > f(s) �� A(s, s′, T ) > U([0; 1]) .����

s = s′

>	� %	
%	 f(s) > f(s∗) .����

s∗ = s
>	� %	
T = U(T )

>	� *��� ���

2 %���
� �+��� �����
�� 
�
�
��� s ∈ SC �� ��,����� ��� �����
�� ��
�
�� s′� �� �����
�� s′

���%��	� �� �����
�� s �
 ���� ��� �		�%��� ����� ��� 	����
�� ��,��� �*
����������C 	���� ��,��
	���
��� 1 �		�%��� s′ �
 s′ ��,����� �� :��	�
�� �*(�	�
: �� �
 s′ �� ��,���� I %�� ���% J ��
:��	�
�� �*(�	�
:� �� ���
�� �� I %�� ���% J ��%��� �� �� %��*�*
�
�� �+�		�%���
�� A(s, s′, T )�
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�
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�
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A(s, s′, T ) = min
{
1, exp

{
− f(s)−f(s′)

T

}}
�� �� :��	�
�� �� 6���� A(s, s′, t) = 1

1+exp
n

f(s)−f(s′)
T

o �
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�
���� �
� �� :��	�
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���
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�
�
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��� �� ��	�
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�(����� �� ���
��� 1 �*���
� �� ���$ �+�		�%���
�� �� 10%C �� �� ���
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���� �� ��	���	�� ��*�� %��������� �� ��$
�
��� �� :��	�
�� f ��� �+��%�	� ���
�����
��� S ��� ����� %�� �+��,��
���� ��)�

2�,��
���� ��)& ������� �� ��	���	�� ��*��
	��
�
� s∗ ��� �����
�� 
�
�
��� ���� S
s1 = s∗C t = 1
8������

!������
�� �� ��
�
��,� Vt+1 �� �� �����
��� st

!������
�� �+�����*�� ��� �����
��� ��*��� Tt+1 ⊆ Vt

!������
�� �+�����*�� ��� �����
��� I ��%
���� J At+1 ⊆ Vt

!������
�� �+�����*�� ��� �����
��� 	���
����� Ct+1 = Vt+1 − Tt+1 + At+1

!��
�
� �� ��
������ �����
�� �� st+1 ∈ Ct+1 �� ���� �� f
%	 f(st+1) > f(s∗) .����

s∗ = st+1

>	� %	
������ 1 (��� �� �
��� ��*��
t = t + 1
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�
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���C 	���� ��� ��� �+
��
���C ��� ����
	� �� %���
���� ��������� ���� ��� �$�� 	���,���� =

�� 	���
���� (x1, x2, . . . , xn) ��� �
����
��� ���� ���������� ���� ��	�
��� ��� �������C ����� ��
����
	� ��� �*����� �� ��������� ��� %�
��� �� �
����
��� �� �� ���N��� �� �������� ����	
�
%��� 	����� %�
��  	:� �,��� ��)"� !���� �� %��� �� ���������C �� ����
	� ��� �A����
��� ��
�� �
�,������ ����/,��	�� ���� *��/���
�� ��%������� �+��������� ��� ������� �� �� 	����������

�+�� ��� %�
�	
%��$ ������,�� �� �� ����
	� �� ��������� ��� �� %�������� �� ��%�����7
���
�� �� ������� �
�	����� ���� ������ �� �?�� %���
	��
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�� �� �+��%�	�  8
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��� ��� �
���C �44�"C 	�����
������ ��$ ,��%��� �� 	���*��� ��� ����
	�� �� ��������� ����
���� %�%���
��� %��� �+����A�� �� �������C 	�� ����� %��������� �� ��	���	�� ��� 	�������
���
����� ���$ �
����
���C �� 	�����C �� ������	� �� �� ������� 
�	����	����

�� ����
	� �� ��������� %����� �,������� �+��
�
���
�� �� *������  '��������"C �� 	���7
���
�� ��� 	������C �� O���C �� 7�������� >��� � ����
 ��� ��
�
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��� 	�������  K�AA�� �� ���C �55�"�

6
�� ��� �� ���*�� �� �
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��� ��
�
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	� �� ��������� ��
� �
�
��
%�� �� ��
��� �� �+�	���C 
� ��� %���
*�� �+�� ��,������ �� 	�%�	
�� �� ��%��������
�� �� ��
�
7
���� ��� ��%��������
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� �� ���C �44-"C ��� ��
���
���C ��� 	�������C ��� :����� ��
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�����	�
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����
���
 K�AA�� �� ���C �55�"�

����
 ��������
 ��������������
� ��
 ������������ �� 
��� ��
 	�
��
�
 	� �� �+�� ��,��� *� 	�������� �
�
����
 	� ���� ����-	����� ���
 �� ���� ��
-������� ��� �������� 	��
 �� �������� 	� �� ������� 	� ������������

�
��	�.�����	����� �� ���
 �����
��
 �� �������� /� ���
 �	�����
 ����� 	�
��
����� ������������
�*������
����� 	� ���

�
 �� ����	�
 �
� �� ����� ���
���� ��� ��������
 ���������� �� 
�������� 	� �������


�����
 �� �� ������� ���������� 	� ��
 	�������
�  ������ ��	 ������0 '� 1�� "##2% ���
���� ���
����
 ��	�

	� ����	�
� ����������
 	��
 �� �������� 3�	�4���� ���� �� ������� 	� ������������� ��
 �������� �����	�����

�� �� �	����	���� �����	�
�
�*� �	����	�
 �
� �� �������� ���
�
���� 5 �6����� �� ����� ��������� ��� ���6������
 	� ������� 5 ���	��

��
���� 	�
 �����
 �(��� ��
 �+��
 ����	�����
 	� ���6�������

-�



������
� �� ��� ��������� �� ������������ �� �������

�;�;�;� �� ����	��� )#���%�	�

�� ��%��������
�� �� A%��=�
	�  8
(� ��� ��� �
���C �44�" ��� ��� ������� �� �
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��� ��� ����
	�� �� ��������� ��� �� %�������� �� �
����
���
�� �� :��	�
�� �	���
��
�� %���
���� ���
�*���� '�� :��	�
�� �	���
��C �� ������ ��� :��	�
��� �� �A%� f(x) = y ���	
x ��� ������ ����
�
����
������� �� y �� ����� '��� ���%��� �� ��%��������
�� �� ��������C
��� ������� ����
����� �� %�
�� 	������ c �� �+��%�	� �� �� �����*�� �+
���������� ��� 	��	���
��� �
����
��� ������ �� c� !����� �������� �� �� ����
	� ��� �*���� �� ����	�
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��� xi �� xj �� �� ����
���� �� �
����$ �� ,�
� �� ������ �� �� :��	�
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����
���
�� xi �� xj ���� ��� 
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����� ��� ������ �
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�� c�
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 6������� �� ���C �44�" ��� ��� ��	��
��� �� %��(�	�
�� ��
�
���� �� ���
�� �+��	�� �� �
���7
�
���C 	���� �$%�
��� ����  �E��� �� ���C �444"�

�� ��	��
��� ���&�� 	���
��� 1 ����
� ��� �� 	��	�� ��
��
�� m %�
��� �+��	��,� 	�����%��7
���� 	��	�� 1 ��� ��� m �
����
��� ��� �������C �� ���
��� 1 	� ��+
�� ��
��� ��,��
�������
��%�	��� �� %��(�	�
�� �+��� ������ ��� �� %��� 	�����%��� �� %�
�� �+���
�
*�� �������� ��
����� ��� :��	�� �$��	��� ��� 	� %�
�� ���� ��� %�
��� �+��	��,�� �� :��	� �+�$��N��� ����� ��
%�
�� �+���
�
*�� �� �� %�
�� �+��	��,� � %��� �
��	�
�� �� ��	���� �A��� %��� ��
,
�� �� %�
��
�+���
�
*�� �� %��� �$����
�� �� %�
�� �+��	��,�  	:� �,��� ��-  �""� �� :��	� �+�$��N��� ���
%��%���
������� 1 �� ������ %�
�� %�� �� ������ ��� 	���� �
����
���

�� %�
�� �+���
�
*�� ui �����
: 1 �� ������ xi = (xi,1, . . . , xi,m) %��� ��� %�
��� �+��	��,�
Sj/j=1..m ��� �� �����
�� �� �+�����
��

∑
j=1..m

(Sj − ui)xi,j = 0

	+���717�
��

ui =
∑

j=1..m

xi,j∑
k=1..m

xi,k
Sj

!� %�
�� �+���
�
*�� ��� ���	 �
�%������ �� *��A	����� ��� %�
��� �+��	��,� ���	 %���
�����

xi,j∑
k=1..m

xi,k

�� %���C 	���� ��%��������
�� ������ ��C� �
 xi,j ≥ 0C ����� ��� %��(�	�
��� ��� %�
��� ����
	�������� ���� �� %��A,��� :���� %�� ��� %�
��� �+��	��,�  6������� �� ���C �44�"� !����
	���
�
�� ��� :�	
������ ����
��*�� %�� ��� ���%� %���
�
��
�� �� ������
���
�� ��� ��������
�� �,��� ��-  *" ������ �� �������� �� �� %��(�	�
�� �+�� (�� �� ��������

!���� ������� %������ %��� %�
�	
%�� 
�	�����
��� �� ��%�����	� 1 �+����� ��� %�
���
�+��	��,� ��� �� 	��	�� ��
��
��� >� �E��C 
� ��� ���� 1 :�
� %���
*�� ��+�� ����� %���
	��
��
:���� ��� ��� :��	�� �+�������� ������������ �
 ����� %�
��� �+��	��,� ���� �
������������
�%%���� ��� �� 	��	��� >� ��
�
���� ��� 	���,����
��� �+��	��� �
�
��
���C 1 ��� �����
�� ��
��� �A����
� %���C 
� �$
��� �$�	������ (m−1)!

2 %��(�	�
��� �
E������� ���
��,��*���  6�������
�� ���C �44�"�
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	����� ����7��,��
����
	�� �� D������C �� ��� �� %��:������ ��
 ��� � ������%%��� �� ��*��
��� ������ �5C ���� :������ ��� �� �%%����
���,� �������� ��� ��%���
�� �� 	��	������
�� ���
�������� �� %�� ����� ��,��
���
��� �%��
����C ��� =<� ���� ��� ���
�� 	����
���� �� %��(�	�
��
�� �� �����
�	��
�� �
����������

��� =<�� ���� :������C %��� ��� ������� ����
�
����
�������� �� n �
����
���C �� ���7
����� ��
:�������� ��%���
�C %�
�	
%�������C ��� ��� ,�
��� �� �� ��� !��	�� ��� ��������
��� ���
 �+�� ��	���� �� n %�
��� ��� �������� ���� ���
�� ��$ �������� 	����
����� �����
��
�
��,��  %���
���� �A%�� �� ��
�
��,�� %������ L��� 	���
�����C 	���� %�� �$��%�� ���
��
�
��,�� ��	���,���
���C ��$�,����$C � � � "� �� ���*�� �� �������� �� �� ��
��� �� ��
�
��,�
������
���� �� ������ �� �+����A��� 2%��� ��� 
�
�
��
���
�� ��� ��	����� %�
�� ������
������C
%�� �	����
������,� ��� �������C %�� ��� ��	����� %��%��� �� %�� ������ ������ ��������C ���
������� ���� �%%�
��� %�� �� ������� 2 	����� 
�����
�� �� �+�%%����
���,�C �� 	��
�
� ������
7
������ �� ��	���� x %���
 ��� ������� �� �� 	��	��� �� �
�
���
�� ���	 ��� ��	����� %�
�� ���
��������� <� ������
�� ����� �� ������� �A��� ��� %�
�� ��� %��� �
�
��
��� 1 �� ������  ���
������� (�� �� 6�#"� <� ��� ����� ��� ��	����� %�
�� �� �� 6�# �� �� ��
�
��,� 1 (���
�� ��
���� �+�����
�� ��
�����  3������C �444" &

m(t + 1) = m(t) + h(t)(x − m(t))

�� ���
,���� %�� m(t) �� ��	���� %�
�� 1 ������ 1 (���C x �� ������C h(t) �� :��	�
�� ��A��
�� ��
�
��,� %��� �� ��	����� �� :��	�
�� h(t) ��� ��	��
������ �� :��	�
�� �� ���%� t �� ��
�� �
����	� �� ������� 1 �� 6�#� !�� �%%����
���,� � %��� �E�� �+���
��� ��� �������� �� ��
6�# �� �� ��
�
��,� ���� �� ������� �� �,��� ��. �� �	�����
�� �� %�
�	
%��

���������� 	�
 	�����
 �� �������� 	��� �������� 	�
�����
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�
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�
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���
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��� 	�����%������� ��
�+�
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R ������� ��� ������� ��� �� ����� �������
�� �������C �� %��� �
����
��� �� ������	� ���
6�# �� ��� ���
����

�� ��	���� ���
���� ��
� �+������,� �� ��%��������
��� ,��%�
���� ��� =<� %����� �� ��:����
1  3������C �44�" ��  3������C �444"�
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�
����
���� ����
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�
����
���� �	��
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������ ����� I �	����������� ����
�
����
���� J �� ���,�� :���N�
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��	��
���� ��
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��� ���� �� ��%�	� ������ �� ��= %��� 1 �� :�
� L��� 	���
���� 	���� �� %��7���
������ ��
	���� ��� ������� �� �
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�� �+�� �A����� �+
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,��	� ���
�	
���� ��
�
���� ��� ������� �� ������
	�	��� %��� �+�E�	���� �� ���
� %����� �
��
�	���C ��
� 
�����,
������� ����� �����  	:� �,���
)��"� �� %���
��� %����C ��� ���� ��������� %��7���
������ %�� �� ��
��C 	���
��� �� �+��7
���*�� ��� �	�
��� ��	����
��� 1 �� �����:�����
�� ��� ������� �� ������	�� ���%�������� ��
���$
��� %����C �
�� �+�%%����
���,�C 	���
��� �� �� �����:�����
�� �� 	����
��� ��� ������	��
	������
��� �� ������� �� ������ 	�	���C ,�W	� 1 �� ��,��
���� �+�%%����
���,�C ��� ��� 	��$
��	�
�� ��$ 	��%
���� � �� �� �� ����
��� %����C �
�� �� %���7���
������C 	���
��� �� �+��
�
��7
�
�� ��� ��! %����
�� �� ���$
��� %���� �� �� ������	�� %����
��� %�� �� %���
��� %����
%��� �E�	���� �� ���
������� ��� ���
������� %������ L��� ����
��� %�� �� ��� �A����� ���� ����
���
�� & 	����
�	��
��C ��,������
��C ����A��C ��	
�
��C � � �

���� )�� R '����� �� �%�	
�	��
�� �+�� �A����� �+
�����
,��	� ���
�	
���� ��
�
���� ��� �������
�� ������ 	�	����

�� %���� �+�%%����
���,� (��� �� �?�� 	������ �� ��
� �+�� ��� �A����� ��
�C �� %���
���C
%�� �+������
�� ��
 ��� �		����� ���� �� 	�� ��� ��!� ���� �� ���*������ �%%�
	��
���C
��� ������� ���� �%�
���$ ���� ��
�
��� ���	 ��		��� !�%������C 	�� �%%�
	��
��� �+�%%�
���
��� ��� %�
�	
%�� �����
���� ��
 �� ���� ����*��� ��� ������� ��� ������� ���� �%�
���$� '��
	���������C 
� ��� 	���������� ���
� ��� ��� ������� �%�
���$ %��������
���C �� ��
��
�� �����
�C �+����
���� ��� %��:�����	�� �� �A����� �+
�����
,��	� ���
�	
�����

�+����
����
�� �� �+�%%����
���,� ��� ��! 1 �+�
�� �� ��������
��
���� 1 *��� �� %�7
%����
�� ��� �+�*(�� �� 	� 	��%
���� M��� 	�����N��� %�� %�������� ��� �
E������ ��%�	�� ��
�����
��� ��� ���� ����� 	���
����� ���� �� ��� ��	���	���� '��� 	��	�� �+��$C ���� ���� ��7
��	������ �,������� 1 %��������C %��� �� ��
�� �� 	�� �$%���C ��� %��%�
���� ��������
���� ��

����� ���� ����	
���� M��� %�����
����� %�� �� ���	�
%�
�� ��� ��������
��
���� ��� ���� �����
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���
��,��� �� ������%%���� !�� ��,��
����� ����� ���
��� �� ��������
��
���� ,����
����C ����
%����������� ��� ����A�� 	��%����
�� ��� %��%�
���� �� 	��	���� M��� ����
������ %�� ���
����� �$%��
������� �� 	�� ��������
��
�����

"�� #�� ��*���� �� ����
��� *��	 '�**	���
����� �� ������
�� +�	,�� ������

�+�*(�	�
: �� 	���� ��	�
�� ��� �� ����
� ��� ��%�	�� �� �����
��� �� ��! %��� �+�%%����
�7
��,�� 2� 	���� �� 	�� ������$C ���� ����� 	���
���� ������ �A%�� �+��%�	�� �� ��	���	�� %���
�� ���*�� N �+����� 	�	���C �� ���*�� M �� �A�*���� �$�� �� ��� ������	� �+�*������
���
�� ���,���� T & ΛC S

T C Ω �� Λ∗�

.(+(& )������� �� �������� Λ

�+��%�	� �� �����
��� Λ ��� �+��%�	� �� �����
��� �� %��� 	��������� ��
�
�� %��� �+�%%���7
�
���,� �� ��!� �� 	�����%��� 1 �+�����*�� ��� ��
%���� �� ����
	�� ���	����
���� (A,B,Π)
����
����� 	����
������� �� ������ �� ������ 	�	��� Λ ��� ���	 
�����%�� �� %����
� 	��7
���
�� GN × (GN )N × (GM )N ��� ��%�	�� GK �� ��	����� ���	����
���� �� �
����
�� K� ��
%��%�
��� :����������� �� �+��%�	� GK ��� ��+
� ��� 	����$��� >� ,������
���� ��� �� %����
�
	�����
��C �� ������ :�	
������ ��� Λ ��� 	����$��

.(+(+ )������� �� �������� ST

�+��%�	� �� �����
��� S
T 	�����%��� 1 �+�����*�� ��� ������	�� �+����� 	�	��� �� ���,����

T  �%�% �� ���,���� �� �� �� ��� ������	�� �+�*������
���C ��
���� �� 	�
���� �+�%%����
���,�
��
�
��"� ��� %��%�
���� :������������ �� 	�� ��%�	� ���� ��+
� ��� �
�	��� �� ��
C �� 	���
���
NT � #� ��! ����� ����
 %�� ��� ��
%��� �� ����
	�� ���	����
����C ��� �����
�� �� S

T

�� %��� %�� L��� ��
�
��� �
��	������ 	���� ��!� >� �
�� �� %��	�C �� ��
�
�� �+��,��
����
�+�%%����
���,� ��
����� ���	 �� ���� �
���,�  	:� ��	�
�� ��.��" %��� �����
�� 	���� ������	� ��
��!� =
 �+�� ���� O �� �� ��� ������	�� �+�*������
��� ��
���� �� 	�
���� 	���
���� �� γ(Q) ��
������ �*���� %�� �+��,��
���� �+�%%����
���,� ��
����� 1 %���
� �� O �� �� ������	� �+�����
Q ∈ S

T C ����� �+�����*�� γ(ST ) = {γ(Q)/Q ∈ S
T} ��� �� ����7�����*�� ��
 �� �����
��� �� Λ�

!�� ��%�	� �� �����
��� %������ ��� ������,�� �� ��� 
�	�����
����� �� %��� 
�%������ ��
��� ������,�� ��� �� ������ �
�	����C ��
 %����� �+��
�
��� ����� �+������ ��� ��������
��
����
�
�	������ >� �E��C 
� �$
��� �� ���� ,���� ���*�� �� ��������
��
���� %��� ��� ��%�	�� ��
�����
��� �
�	�����C ����� ��+
� �� �$
��� �����
������ %�� %��� ��� ��%�	�� 	���
���  ����
�� ���C �55�"� �� %���
�� 
�	�����
��� ��� ���C ������� �+�� ��
�
�� 	�� ��%�	� �� ��	���	�� ��
�
�� �� ΛC �� %��� �+�A%������ ��� �+�����*�� γ(ST ) 	���
��� ��B������� �� ������� %��� ��
%�� ��,����� ��� %���
*
�
��� �� �+�%%����
���,�� <� %��� �
������ 	���
����� 	���� �A%������
	���� ���
� �
 �� ������	� �+�*������
��� ��� ��B������� ,����� �� �
 ���� ��� �A�*����
�%%���
����� %���
���� :�
�� ���� �� 	�� 	�����
��C 
� ��� %���
*�� ��� 	����
��� %��*�*
�
���
�� %�
����� %������ ��+�� ���*�� ���% �
�
�� �� ��������� �� ���$
��� 
�	�����
��� �� 	��
��%�	� �� �����
��� ��� ��+
� �+�$
��� %�� ��� ������	� �+����� 	�	��� ��
��� ����	
�� 1 ��
��!�

�∀ (x, y) ∈ (GK)2, α ∈ [0; 1],
PK

i=1 αxi + (1 − α)yi = 1, 0 ≤ αxi + (1 − α)yi ≤ 1�
�*�
 �����������
 πi �� �������� �� 	��� ������
� �+�� ���� �� ��

���� ���
����� 
���� 
������ 	���.
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'��� �� %������C 
� ��B� �� 	���
����� �+�$��%�� ��
����� =�
� �� ������	� �+�*������
���
O = (v1v2v2v2v2) �� ���$ ������	�� �+����� Q1 = (s1s2s3s2s2) �� Q2 = (s1s2s2s3s2)� <� � &

γ(Q1) = γ(Q2) = λ = (A,B,Π)

���	

Π =

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠C A =

⎛
⎝ 0 1 0

0 0.5 0.5
0 1 0

⎞
⎠C B =

⎛
⎝ 1 0

0 1
0 1

⎞
⎠

�+�%������� γ �+����� %�� *
(�	�
: ����� S
T �� γ(ST )C 
� �+��� %�� %���
*�� �+��
�
��� �+�%�������

�+�%�
�
���
�� ��	��� ��� ��� 	���
 �� 6���78��	� ���� %����� �+
����L� �� �� ��%��������
��C
�� %����� �� 	������	� �� �� ������� �+�%%����
���,��

.(+($ )������� �� �������� Ω

!�� ��%�	� � ��� 
�
�
������� ����
 ��� �� :����
� ��� ����	���� �+��%�	� ��	���
�� %���
�+�%%����
���,� �� ��! � 2 	�� �E��C �� 	���
���� �+��%�	� GK ��� ��	����� ���	����
����
�� �
����
�� K� =�
� G

∗
K = {x ∈ GK/∀ i = 1..K, xi > 0} �� ����7��%�	� ��� ��	�����

���	����
���� �� �
����
�� K ���� ��	��� ��� 	��%������� �+��� ������ =�
� rK : R
K �→ R

K

��� :��	�
�� �� ��,����
���
�� ����
� ��� R
K %�� &

rK(x)i = xi − max
j=1..K

xj

<� ����
� ΩK = rK(RK) = {x ∈ R
K/rK(x) = x}� �� :��	�
�� �� ��,����
���
�� rK ���

���	 ��� %��(�	�
�� ��� ΩK %������������ 1 �+��%�	� ��	���
�� R · 1K 	+���717�
�� ��� rK(x)
��� �+��
��� ������� �� �+
������	�
�� (x + R · 1K) ∩ ΩK �

��� %��%�
���� ��
������ ���� ����� ���
���� &
R rK ◦ rK = rK

R %��� ���� x ∈ ΩK C rK(x) = x
R %��� ���� (x, y) ∈ (RK)2C rK(rK(x) + rK(y)) = rK(x + y)
R %��� ���� x ∈ R

K C c ∈ RC rK(c · x) = rK(c · rK(x))
R %��� ���� x ∈ R

K C c ≥ 0C rK(c · x) = c · rK(x)
R %��� ���� x ∈ R

K C c ∈ RC rK(x + c · 1K) = rK(x)
R %��� ���� x ∈ R

K C rK(−x) = rK(−rK(x))

<� ����
� ��� ���$ �%�������� �A����
���� ��
����� &
R ⊕K : ΩK ×ΩK �→ ΩK ��� ���C %��� ���� (x, y) ∈ (ΩK)2C x ⊕K y = y ⊕K x = rK(x + y)
R �K : R × ΩK �→ ΩK ��� ���C %��� ���� x ∈ ΩK �� c ∈ RC c �K x = x �K c = rK(c · x)

��� %��%�
���� ��
������ ���� ����� ���
���� %��� ���� (x, y, z) ∈ (ΩK)3 �� (a, b) ∈ R
2 &

R a �K (x ⊕K y) = (a �K x) ⊕K (a �K y)
R (a + b) �K x = (a �K x) ⊕K (b �K x)
R a �K (b �K x) = (a ·K b) �K x
R (x ⊕K y) ⊕K z = x ⊕K (y ⊕K z)
R 1 �K x = x

�+�����*�� �� 	�� %��%�
���� ������ ��� (ΩK ,⊕K ,�K) ��� �� ��%�	� ��	���
��� <� ����
�
�K : ΩK × ΩK �→ ΩK ��� ���C %��� ���� (x, y) ∈ (ΩK)2C

x �K y = y �K x = rK(x − y) = x ⊕ (−1 �K y)

��
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<� ����
� ��� �%�������� φ �� ψ %��������� �� �����:����� ��� �������� �� G
∗
K �� ���

�������� �� ΩK �� ��	
%��������� %�� &
R ψK : G

∗
K �→ ΩK ��� ��� %��� ���� x ∈ G

∗
K C ψK(x)i = ln xi − maxj=1..K ln xj

R φK : ΩK �→ G
∗
K ��� ��� %��� ���� x ∈ ΩK C φK(x)i = exp xiP

j=1..K exp xj
�

ψK

G
∗
K

−→
←− ΩK

φK

��� ���$ %��%�
���� ��
������ ���� ���
���� &
R %��� ���� x ∈ G

∗
K C φK(ψK(x)) = x

R %��� ���� x ∈ ΩK �� c ∈ RC φK(x + c · 1K) = φK(x)

�+��%�	� (ΩK ,⊕K ,�K) %��� L��� ���
%� �� ���$ ������ &
R ||x||2 ����
 %��� ���� x ∈ ΩK %�� ||x||22 =

∑
i=1..K x2

i �
R ||x||��� ����
 %��� ���� x ∈ ΩK %�� ||x||��� = maxi=1..K |xi|

!�� ���$ ������ ���
����C %��� ���� x ∈ ΩK �� c ∈ RC �� %��%�
��� ||c · x|| = |c| · ||x||
%��������� �� 	��������	� �� ������ ��� ��	����� �� �+��%�	��

<� ����
� Ω = ΩN × (ΩN )N × (ΩM )N �� Λ∗ = GN × (GN )N × (GM )N � >� ,������
���� ���
�%�������� ⊕K C �K C �K C ψK C φK ��$ %����
�� 	�����
��� Ω �� Λ∗C �� �*�
��� ��� %��%�
����
��
������C �%��� ��%%����
�� �� �+
��
	� K &

R ψ(Λ∗) = Ω
R φ(Ω) = Λ∗

R (Ω,⊕,�) ��� �� ��%�	� ��	���
��
�� ,������
���
�� ��� ���$ ������ %��	������� %��� �+�E�	���� �� �
E������� :�N���� M���

����� ������ ��� :����� ��
������ &
R ||x||2 ����
 %��� ���� x ∈ Ω %�� ||x||22 =

∑
i=1..K x2

i

R ||x||��� ����
C %��� ���� ������� �� ΩC %�� �� ��$
��� ��� ������ ||.||��� ��� 	��	��
��� ���� ��%�	�� ΩK �� %����
� 	�����
���

.(+(. )������� Λ∗

M��� ������ �� ������� ��+
� ���
� %���
*�� �� %���,�� �+��%�	� ��� ��! Λ∗ ���� �� ��%�	�
Ω %�������� �� ����	���� �+��%�	� ��	���
��� ���� 	���� ��	�
��C ���� �������� 	������ ���
����	���� �+��%�	� ��	���
�� �
�
��
�� %��� �
��	������ L��� ����
� ��� Λ∗�

>� ��%������� ��� �����	�� �
�
��
�� 1 �� ��	�
�� %��	������C ���� ���*�
����� ��� ����	7
���� ��	���
���� ��� G

∗
K C ��� ���� ,������
���� 1 Λ∗� <� ����
� ��� ���$ �%�������� ��
����� &

R �K : G
∗
K × G

∗
K �→ G

∗
K ��� ���C %��� ���� (x, y) ∈ (G∗

K)2C x �K y = y �K x ���	

(x �K y)i =
xi · yi

K∑
j=1

xj · yj

R �K : G
∗
K × G

∗
K �→ G

∗
K ��� ���C %��� ���� x ∈ G

∗
K �� c ∈ RC c �K x = x �K c ���	

(c �K x)i =
xc

i
K∑

j=1
xc

j

�� ��	���� 4 �� �+�%������� �K ��� �� ��	���� ���	����
��� �� �
����
�� K ���� ������ ���
	��%������� ���� �,���� 1 1/KC 	+���717�
�� ��� 4 ��� �� ��	���� ���
%��*�*�� �� K �
����
����
�� ��� ����� �
�� �� ������� ��� (G∗

K ,�,�) ��� �� ��%�	� ��	���
���

��
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� �� ������
������� ��
 �����
��������� �� ���

'��� ���� (x, y) ∈ (G∗
K)2C �� ����
� (x′, y′) ∈ (ΩK)2 ���� ��� x′ = ψ(x) �� y′ = ψ(y)� '���

���� c ∈ RC �� ������ :�	
������ ��� %��%�
���� ��
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���,� �� ��!� !��
��,��
����C ������� <>'=�	
��C ��%���� %������ ���������� �� ����	���� �� �+��,��
����
<>'�
����	�C 1 �+�$	�%�
�� �� ��
�
��,� ��� %���
	����C ��
 ���
��� �$� �� ���	 ��� ����	����
	
�	���
��� ������� �� ��
��� �� ��
�
��,� ��� V C �� ��
�
��,� Vi(t) �� �� %���
	��� i 1 �+
������ t
��� 	������� �� �,�� 1 Vi� Vi ��� 	��%��� ��� V/2 %���
	���� �� %��	����� �� ��� V/2 %���
	����
��
 ��		�����C ������� ��� %���
	���� ���� �
�%����� ��� �� 	��	��� �� �,��� )�� ������ ��
	��%��
�
�� �� ��
�
��,� �� ��
��� 2 ��� %���
	���� 1 �� 5�

.($(
 )� �������	������� %76���	��

M��� ����� 	��N� �� ��,��
���� ,����
���C ������� 2;�
�	���C ��
 �E�	��� �� ��	���	��
�� ��! �� ��
�
���� �+��%�	� S

T � !�� ��,��
���� ��� �
�
��
�� 1 �+��,��
���� 2; ��	�
� %���
����� '��� 	�� ��,��
����C ��� 
��
�
��� ���� ��%�������� %�� ��� ������	� �+����� 	�	���
��
������� �� �� ��� ������	�� �+�*������
��� 1 �%%������� �� ��! 	�����%������ ��� �����
�*���� ,�W	� 1 �+��,��
���� �+�%%����
���,� ��
������ �+�%������� �� ����	�
�� ��
�
�� ��� �+�%�7
������ �� ����	�
�� ��
�
���� �+�%������� �� 	��
������ 	�����%��� 1 �+�%������� 	����
��� 1 ��
 �" %�
��  �]" ��� ��,��
����� ,����
����� �+�%������� �� �����
�� 	���
��� 1 ���
��� 	�����
������� �� �� ������	� �+����� ���	 �� %��*�*
�
�� p��� �� ���
�	��
�� �+�� ������� �� ��
������	� 	���
��� 1 ��,������ ��
:�������� �� ���� ���� S�

!���� ���� �+����� �
� %��	��������C �� ��
��� �� �� ��� ������
*
�
�� �� �+��,��
����
�+�%%����
���,� ��
�����C 
� �+��� %�� %���
*�� �+��
�
��� �� ��,��
���� �+�%�
�
���
�� ��	��� ���

��



������
� �� ������
������� ��
 �����
��������� �� ���

2�,��
���� )��& �+��,��
���� <>'�
����	�
3��� i [ 1 ! N >�	��

xi(0) = U(ψ(Λ))
vi(0) = U(ψ(Λ))
x+

i (0) = xi(0)
>	� 3���
3��� t [ 1 ! T��� >�	��
3��� i [ 1 ! N >�	��

// ��%��	�����
�′ = �i(t − 1) ⊕ 
i(t − 1)
�i(t) = ψ(BW (φ(�′)))
vi(t) = �i(t) � �i(t − 1)
// �
�� 1 (��� �� �� ����
��
%	 P (O|φ(�i(t))) > P (O|φ(�+

i (t − 1))) .����
x+

i (t) = xi(t)
%	���

x+
i (t) = x+

i (t − 1)
>	� %	

>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

// !��	�� �� ��
�
��,�
Vi(t) = ∅
*��� ��� |Vi(t)| < V >�	��

Vi(t) = Vi(t) ∪ arg min
k �∈Vi(t)

d(xi(t),x+
k (t))

>	� *��� ���
// !��	�� �� �+
�Q���	� ���� �� ��
�
��,�
x̂i(t) = xj(t)+ ���	 j = arg max

k∈Vi(t)
P (V = O|φ(�+

k (t)))

// �
�� 1 (��� �� �� �
�����
vi(t) = ω � vi(t − 1)

⊕ [c1 · U([0, 1])] � (�+
i (t) � �i(t))

⊕ [c2 · U([0, 1])] � (�̂i(t) � �i(t))
>	� 3���

>	� 3���

���� )�� R >$��%�� �� ��
�
��,� 	
�	���
���

��
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��� �+��,��
���� �� 6���78��	� ���� ����
� ��� %�
�	
%�� ��� ��,��
����� ,����
����� '���
%�������� 	�� %�
�	
%��C 
� ����
� ��	����
�� �+�E�	���� �+�%�
�
���
�� ��	��� ���� �+��%�	� S

T C
%�� �$��%�� %�� ��� ����
� �� �����
��� ���� �� ��
�
��,�  	���� �� :���
��� ��� ��	���	��
��*�� �� �� ��	�
� �
����"� !�%������C �L�� �
 	���� �%%��	�� %����� ����
����� �� %���
��
�*���C ���� �� �+��� %�� 	�� ���� ��	���
�� �+������� �� :��	�
�� �*(�	�
: %��� 	��	��� ��� ��7
���
���� <�C 	����� �������
�� ��	���
�� �+��
�
���
�� �� �+��,��
���� �+�%%����
���,� ��
�����
��C ���� �� 	�� �� %��� �
�%��C �� �+��,��
���� �������� <� %��� �,������� ��������� ���
%��� �� ������	� ��� ���,��C ��
�� �� ���
�	��
�� �+�� ���� �� �� ������	� �+� �+
�%�	� ���
��� ������� ��� ����
	�� �� ������ 	�����%������� <�C 
� �+�$
��� %��C 1 ����� 	����
����	�C
�+��,��
���� �� 	��%��$
�� 
�:��
���� 1 	���� �� ������� 	�%�*�� �� 	��	���� �+
�%�	� �+���
���
�	��
�� ��� �� %��*�*
�
�� ������ #� ��� 	�P� ����� %���
*
�
:C ���� �+����� ���	 %�� 
�7
	��� �+�%�
�
���
�� ��	��� ��� �����
��� ���� 2;�
�	���� !���� %��� �+��,��
���� 2;C ����
�����
���� �� %�%����
�� %������ 1 ��*
� �+�%������� �� �����
�� �� :��	�
�� �� �� ������
�� %�������� ���������� �� �+�%������� �+�%�
�
���
�� ��	��� �� :��	�
�� �� �� ������ ��
%�������� 0��������������

.($(2 )� �������	������� %/�6���	��

�� �� �L�� :�N�� ��� %��� ��� ��,��
����� ,����
����C ���� ����� 	���	�� 1 ���%��� �+��,�7
�
���� 2'� 1 �+��%�	� �� �����
��� S

T � �+���%���
�� �� 	�� ��,��
����C ������� 2'��
�	���C
1 	�� ��%�	� �� �����
��� �+�E�	��� :�	
������� '��� ����
� 	�� ��,��
����C 
� ��� ��	����
��
�� �%�	
��� ���$ �%�������� & �+�%������� �� ,������
�� �� �� %��
�
�� 
�
�
��� �� �
� �� �+�%�7
������ �+�$%�����
�� ��	���� �� %���
�� �%������� 	���
��� ���� �
�%������ �� �� ,������
��
��
:���� �+��� �����
�� ���� S

T � �+�%������� �+�$%�����
�� ��	��� ������ �+��� �����
�� x
%��� ��� ��%�
���� A ∈ [0; 1] 	���
��� 1 ���
��� L = min{A · T · U([0; 1]), 1} ����� �� ��
������	� x� ��� ����� 1 ���
��� ���� 	��
�
� ������
������ ���� �� ������	� �� ����� �������
���� ��,������� ��
:�������� ���� S� '��� ��� ��
���� 
����
���� 1 	����� �������� %��� 2;7
�
�	���C ���� �+����� %�� 	���
���� �+�%������� �+�%�
�
���
�� ��	��� �� ��
� �� �+�%�������
�+�$%�����
�� ��	����

.($(# )� �������	������� %/�>

�� ����
��� ��������
��
���C ������� 2'�HC ��� ���� ����� 	���
����� ��� ��� ���%7
���
�� �� �+��,��
���� 2'�  	:� ��	�
�� �����" ��� (Λ∗,�,�)  2�%��
� �� ���C �55-�"� 2'�H
��%���� �� �L�� ����	���� ��� �+���%���
�� �� 2'� ��� Λ �� �� ��	�
�� )����� ��� �%��������
�� ,������
�� �� �� %��
�
�� 
�
�
��� �� �
� �� �+�$%�����
�� ��	��� ���� ������
�� �+�%�������
�� ,������
�� �� �� %��
�
�� 
�
�
��� �� �
� 	���
��� ���� �
�%������ 1 ,������ ��� �����
��
��
:�������� ���� Λ∗�

�+�%������� �+�$%�����
�� ��	��� ������ �+��� �����
�� x %��� ��� ��%�
���� A ∈ [0;µ]
 µ > 0" � *���
� �+L��� ����
 ���	 %��	���
��� =�%%����� ��� �+��%�
���� A ��
� �$�� 1 ���
������ ����	������ =�
� y = A

||x|| � x %��� x ∈ GK � ���$ 	�� �$��L��� %������ �� %����
��� y
��� %������ �,�� 1 x �
 ��� 	��B	
���� �� x ���� ��B������ �
�
��
��� �� 
���������� y ����
���� �� ��	���� �� %��*�*
�
��� ��� 	��%������ �� ���� 	��B	
��� 1 1� !�� ���$ 	�� �$��L���
��%������ �� ���$ :�	����� & �+��%�
���� A �� ��� 	��B	
���� �� 1

||x|| � x�

=�
� x = (x1, x2)′ ∈ G2� =�
� f(x) = x1� <� � φ2(x) = (f(x), 1 − f(x))′� �+�E�� ��
�+��%�
���� A ∈ [0, µ] ��� �� ��	���� x �+������ ���	 %�� �� ���,��� ∆(µ, x) �� �+
��������� ��
������ �		�%� %�� f(x)C 	+���717�
��

∆(µ, x) = |f(0 � x) − f(M � x)| =
∣∣∣∣12 − xµ

1

xµ
1 + (1 − x1)µ

∣∣∣∣

�)
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������� ��
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�� �,��� )�� %������� �+������
�� �� �+��%�
���� ∆(µ, x) �� �+
��������� �� :��	�
�� �� ��
������ �� x = (x1, 1 − x1)′ �� �� �+��%�
���� ��$
��� µ� !���� ���� %������ �� ��
�C
�� ���,��� �� �+
��������� %��� ���
�� �� 0 1 0.5� '�� 	���������C 	���� �%%��	�� �+��� %��
���
�:�
������
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���� )�� R >�����
�� �� �+��%�
���� ∆(M,x) �� �+
��������� �� :��	�
�� �� �� ������ �� x =
(x1, 1 − x1)′ �� �� �+��%�
���� ��$
��� M �

#� ��A�� ��
�
��*�� %��� ����
�� 	�� 	�� �$��L��� 	���
��� 1 	���
����� �� ����� ||x|| =∣∣∣ln mini=1..K xi
maxi=1..K xi

∣∣∣ �� 1 ��������� ���

||x|| = c ⇐⇒ min
i=1..K

xi = e−c max
i=1..K

xi

<�C e−c ∈]0; 1]� =
 c ��� 	��
�
 ��
:�������� ���� [0;M ]C e−c �� �+��� %�� ���� ]0; 1]� #��
��
������ :�N�� �� 	��
�
� c ���� �� �+�������� ��� �� ��%%��� mini=1..K xi

maxi=1..K xi
��� 	��
�
 �� ���
���

��
:����C 	���
��� 1 	��
�
� e−c �� ���
��� ��
:����� >� %������ M = 1 �� y = U(Λ∗)C
�+�%������� O��	��(A,x) �+�$%�
�� %��

O��	��(A,x) = x �
(
− ln (U(]A; 1[))

||y|| � y

)

��� %��������� �� 2'�H ���� ����� 
����
���� 1 	��$ �� 2'��

.($(: /���������� ��� ����	������ ��	 	����	� ��� ������� �� ��������

2�� �� :�	
�
��� �+����A�� �� ���� 	�� ��,��
�����C ���� %��%����� �� ��� �
���� %�� ��%%���
��$ ��%�	�� �� �����
���� �� ��*���� ��������� ��� ����� %�� �� ��*�� )���

�-
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���� )�� R '��
�
�������� ��� ��,��
����� %�� ��%%��� ��$ ��%�	�� �� �����
����
2�,��
���� \ >�%�	� Λ S

T Λ∗C Ω
2; ] ]
2'� ] ] ]
<>' �
����	�/=�	
�� ]

"�" ���*�	�
��� ����	
��� ��� �������	
��
����

��� ��,��
����� ��	�
�� 	
7������ ���� :����� ��� ��� ��������
��
���� ,����
���� 1 �� :�
�
�
�
��
��� �� �
E������� ���� ���� ������,
� �+�$%�����
�� �� �+��%�	� ��� �����
���� �+�*(�	�
: ��
	���� ��	�
�� ��� �� ������ �� ������ ��� �
�
�
����� �� ��� �
E����	�� �� 	�� ��������
��
����
,����
����C ��� �� �
��$ 	��%������ �� :��	�
�������� ��� ���%���
��� ����
�����

!�� ��������
��
���� ���� ������ 	��%����� �+��� %�%����
�� �+�,���� 
�����,
����� ���
��� ���	 ��� ������ ��� �� ������� �� ��
������ �����
��� �+
�����	�
�� ��� �,���� ����� ��$
�+�E�	��� ���	 ��� ��A���C ��� ������� �� ��� 
��
�
��� �
E������� �+
�����	�
�� �� ��
� ��
�+��,��
���� ,����
��� �+�E�	��� �
� �� 	��
������ ��� ��
������� �����
��� %�� �+�	���,� ��
�� %����,� �� ,����C 1 	��	��� ��� 
�����
��� �� �+��,��
����� '�� 	���������C �� %�����	�
�+�� 	���,� ��� ,���� ���%���C 	����� 
�����
�� %����� �� �����:��� ��� *����� %��%�
���� ���
�����
��� ��$ 
��
�
��� ��:����� ���� �+�%�
�
���
�� %�� ����
� %���
	���
��C �+
�����	�
�� ���
�E�	���� 1 	����� 
�����
�� �
� �� �
�� 1 (��� ��� ��	����� �
������� !�%������C �� ������
��
��
�
��	�� ��� *����� %��%�
���� ��� %���
	����C ������ ��� �� %��
�
��C �� �� :�
� %��� >� �
�� ��
%��	�C �� �
��	�
�� ���� ��� ��
������� %���
	���� �� ��
�
��,� ��� �%����� �+��,��
���� 2'�
���%�� ��� ������,
� ���������� �
E������ & �+
�����	�
�� �� �+�E�	��� ��� %��
��
�������
������ ��� T��	������� 
�����
��� ������� �� �
� ��� ��%��	�� !���� 
�����	�
�� %��� L��� ����
���
�� �
��	��C ���� �� ���� �Y �� �
� ��� ��� �����
�� ��
 ��� ������
�� 1 	��	��� ��� :����
��
!��	��� �� 	�� �%%��	��� %������ ��� ������,�� �� ��� 
�	�����
����� ������,
� 1 	��	��� ���

�����
���C 	���� %��� �+2; �� �+<>'C %����� �� 	�����,�� %��� ��%
������ ���� �� *�����
�����
���C ��
� 	���� :������	� �+
�����	�
�� ��,����� �� �
���� ��� ���� ��� �,���� �� ��%��	���
���� �� �L�� �
��	�
��C ����
���� �� 	� :�
� �� �
����
�� �� �+�$%�����
��� �� %���C �
 %���
����
*����� �����
��� 	��%���*��� �� %�
�� �� ��� �� 	�
���� �+�%�
�
���
�� ���� ���	�������
%�� ��� �,����C 
� ��� :�������� %���
*�� ��� ��� %?��� �+�����	�
��� ����,��
���� %���������
��� ��	
����
��� ��� �,���� ����� 	�� %?��� �� ��� �� ���*���$ �E���� �+�$%�����
��� ��
���
%������ !�%������C 	���� ��%���
�
�� ��� �E���� ��� %���
���� %?��� ��� %��:�
� ��	����
�� %���
,�����
� ��� 	�����,��	� ���� ��� �����
�� �%�
���� �� %������ �%�
����� �+�� ����� 	?��C
��� 
�����	�
��� �����C 	���� ���� �� 	�� �� 2'�C %������ ����
�� �+�B	�	
�� �� �� ��	���	��
%�� ��� ��	���	�� �� ����,�� ���� 	����
����	� ��� �� ����� �� �+��%�	� ��� �����
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 ��� ����
�� ,�W	� 1 �� %��
��	�
��� ��� �
��� �� �� ��%��	����� �� �
�� !���� 	�%�	
�� %��� L��� �� ���� ,���� ������,� %���
�+��,��
���� 2'�C 	�� ���� ��
 %����� �+�*�������� ��� O��� ��� %�����*�� �� �� �� 	��	������
��� ��� ����� O���C ��� �� �� %�� ,��%
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� �$%���� ��� 	���	���
��
���� ��� ��7
������
��
���� ��
 ���� 1 ����� ��
,
���C ���� ���� ����	���� 1 �+����� �$%��
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����� ��� ��� 	�� %��� 	��%��$���

.(
(& 6���	������ �� ? ��� @ ��	����	�� ���	 ��� �������	��������

2���� �� 	�����	��C 
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�� 1 �� %��*�*
�
�� �� ��
����� ��! ������ %������ ��� ���
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��� ���� 	����� ��%��A��� ����  =����
�
��� �����C �44)"� �� ���
��� 1 �
�
��� ��� ���%� �� 	��	�� ��(1 ���� 
�%������� �� ��
���
�� ���*�� �� ����� ����
���C ���� ����� ���
����
���� ��� 
��,�� �� ����� �� ���� ��
���� !��
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��� 
��,�� ���� ����� �
����
���� �� ������	��� �� �
����
���
�� �� ��� ������	� �+��� 
��,�
	���
��� 1 �� ��	��%�� �� *��	� �� �5 %
$��� �� 	?��� ��� �
,��� �� %
$��� �� 	��	�� ��� *��	�
���� �
�� *��� 1 *���C ��� �� :����� ��� ������	� �� %
$��� �� �
����$ �� ,�
�� ��� ������	��

����� ��� *��	� �� �+
��,� ���� 	��	������� �� 	���
������ ��� *��	� �
,�� %�� �
,�� �� *��	 ��
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����
���
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�A%� �� 	���,� � %��� ������,� �� %�������� ��� 	����
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��� �� *����� 	���,����
��� �� %��������� %��� 	����� ��,��
����C ����
%��	����� �� �� :�N�� ��
������ ��� 	���,����
��� �� %��������� ���� 	��
�
�� �� ���
��� 1
�$%����� �� �L�� ���*�� �� �����
���� !���� �%%��	�� %����� �� ������
��� �� :�N�� ����
�+��,��
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� �� 	��%����� %��� �$%����� ��� �����
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�+
�����
��� �� 6���78��	� ��� ��� ��� ����
� ��� 30000 �����
��� ���� �$%������ ���� �+�����
	��� !�� ���*��� �� �����
��� ��
����� ��B������� �� ���%� ��$ ��,��
����� %��� 	�����,��
%������ ���������� �
 	� �+��� ����������� ������� �+��,��
���� �� 6���78��	� �+��� %�� ��
7
�
��C 
� ��� ��	����
�� �+�$%����� *���	��% %��� �� �����
���C 	�� �� ��	���	�� �+��� %�� ,�
���
%�� ��� 
�:�����
�� �� �A%� ,���
���� ������� �+��,��
���� �� 6���78��	� %��� L��� ��
�
��C
��� �$%��
������
��� ���� �E�	����� ���	 0C 2 �� 5 
�����
��� �� 6���78��	�� ��� %��:��7
���	�� ��� 	���,����
��� �� %��������� ���� ����
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	��
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��� ��%
�
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I ��� ,��%��� �� '��*�*
�
�� �+2%%��
�
��� �� '��������� �� K��	�
�� �� �� '��:�����	� J�
!�� ,��%��� ���� �*��,�� ���� �� ��
�� �� 	� 	��%
��� %�� I ,��%��� '2'K' J� #� ,��%��
'2'K' %�����C 1 %���
� �+�� �����*�� �� 	���,����
��� �� %��������� XC �+���
��� ��
%��*�*
�
�� �+�%%��
�
�� �� �� ������ v �� %�������� p %���
 ��� 	���,����
��� X �� :��	�
��
�� ��,��
���� �� �� %��*�*
�
�� �*������ <� ���� p(x) �� ������ �� %�������� p �� f(x) ��
��,��
���� �� �� %��*�*
�
�� %��� �� 	���,����
�� x ∈ X� !���� �5 ����
� ���� �E�	����
%�� 	���,����
��C 	����� 	���,����
�� �� %��������� �%%����� �5 :�
� ���� X� =�
� �
�: =
minx∈X f(x) �� ��$: = maxx∈X f(x)� �� :��	�
�� '2'K' %��� �� %�������� p �� �� ������
�� %�������� v ���

PAPFP (l)p(·)=v =
1
|X|

∑
x∈X,p(x)=v

M������(f(x), 0.1 · (��$:− �
�:))(l)

���	 M������(m,σ)(l) �� ������ %�
�� %�� �� ��
 ������� �� ��A���� m �� �+�	��� �A%� σ ��
l� #�� :��	�
�� '2'K' ��� %��%���
������� 1 �� ����� �� ��
� �������� ���� �+�	��� �A%� ���
10% �� �� %��,� �� ������� %�
�� %�� �� %��:�����	� ��� X� �+�A%������ �E�	���� ���� ��
����
�
�� �� 	�� 	���*�� ��� ���C %��� ��� 	���,����
�� x ∈ XC �� ������ f(x) ����	
�� ���

���� �+��� ��
 ������� 	������ ��� �� ������ f(x) �+�	���7�A%� 0.1 · (��$: − �
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C �

x ��� %������ %���
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�
��
%�� ��� %����������
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,��%��� '2'K' %�������� %���
���� ������,�� &
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�
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1 �+
����%����*
�
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��� ��������� �� ,��%��� ��� ���� %��������� ���� �� ��
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��� %��� �+�����*��
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νi
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��	��
������ ����  ������	��C �555"�

"�( ������
��

���� 	� 	��%
���C ���� ���� ������ 
��������� 1 �+���%���
�� �� 1 �+�������
�� �� ����7
����
��
���� 1 *��� �� %�%����
��� %��� �+�%%����
���,� �� ��!� '���
���� ��������
��
����

���



������
� �� ������
������� ��
 �����
��������� �� ���

��
�
���� ��� ��%�	�� �� ��	���	�� �
E������ ��� ��� %��%����� �� 	��%������ #�� ����	���� ��
7
,
���� �+��%�	� ��	���
�� � %� L��� ����
� %��� ��� ��! %��������� �+���
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���� �� %��:�����	�
��%��
��� 1 ����� ���%���
�� �� �+<>'� �� ���*������ ����
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� %�� ��%��A�� %��� �� �������
�� �� %��*����� �
�	����  D�����A ��� >*�7
�����C �44�"  9���������� �� ���C �55-"� �� %�����
� ���	 L��� 
���������� �� 	���
����� 	��
���
����� �� �+<>' ��
,
���� �� �+������� �+<>' �
�	���� ��� �+��%�	� S

T � �� �L��C �+��,�7
�
���� ,����
��� %�����
� �
��� %���
 �� �� ����	���� ��	���
���� ����
� ��� Ω ��� �+�E�	����
�+�$%�����
�� �� �+��%�	� ��� �����
���� !�� ���%���
��� :����� ���� %��*�*������ %���
� �� ���
��	���	��� :�������

K
��������C ��� ������$ ��� �
� �� ��
���	� ��� ��� ��%�	�� �
�	���� S
T ���� ��
�� %��%
	��

1 ��� *���� �$%�����
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/�:�	�	�� �� "�� S = {s1, . . . , sN} �/�����'�� ��� N +�� ����+� �� �#�:��% "�� S =
(S1, . . . , ST ) �� T ����� �� �%�% �+$���� ��� S% "�� V = {v1, . . . , vM} �/�����'�� ��� M �#��
'���� +�����'��� ��� �� �#�:��% "���� I = (I1, . . . , IT ) � V = (V1, . . . , VT ) ���
 T ������ ��
�%�% �+$���� ��� V%

(� ���:�� �� ������ ����+ ������ 8 ��'������� �� �#�'���� �� ����� �+$�� ��� ���
���'�'���+� �������� 4

; ��� ���'�'���+� �/������������ ��� +�� ����+� 4 P (S1 = si)
; ��� ���'�'���+� �� �������� ���� +�� ����+� 4 P (St = sj/St−1 = si)
; ��� ���'�'���+� �/+������� ��� �#�'���� �����+������� ���� ���)�� +� ����+ 4

P (It = vj/St = si)
�� ����6 �� ��� P (Vt = vj/It = vi) ��� ���'�'���+� �� ��'������ � ������ ���� ��� �#�'����
,����*������� ��� �#�'���� �����+������� �� �#�'���� +���-%
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�� �����C �� %��� ����
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	�� A = (ai,j)1≤i,j≤N C B = (bi(j))1≤i≤N,1≤j≤M

�� Π = (π1, . . . , πN )′ �� ������ ai,j = P (St = sj/St−1 = si)C bi(j) = P (It = vj/St = si)
�� πi = P (S1 = si) %��� t > 1 ����	������ #� ������ �� ������ 	�	�� 1 ��*��
���
��� ��
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�� ���%�� <� � ���	 P (Vt = vj/It = vi) = P (Vt′ = vj/It′ = vi) ����� ��� ��
��� ��� 
�������
t �� t′� <� ����
� ci(j) = P (Vt = vj/It = vi)� �� ��
 �� ��*��
���
�� ��� ���	 ����������
����
� %�� �� ����
	� ���	����
��� C = (ci(j))1≤i,j≤N � �� ��	���� ������ ��� 	���� ��*��
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��
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� �� ������ ��
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����� �� �L�� �
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,�Z���

��� �����
��� �� ��%�����	� ����� ��� �
E������� ���
�*��� ������
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�� 	���
�
������ ���� �� �,���C
������ ��� �����
�
��� �� ���%� t − 1C t �� t + 1 ���� ��%����������

St−1 St St+1

It−1 It It+1

Vt−1 Vt Vt+1

>���� 	�	���

=A�*���� 
�������
�
���

=A�*���� ��
�

���� -�� R 9����
��� �� ��%�����	� ����� ��� ���
�*��� ������
��� �+�� ��!==�

=�
� O ∈ V
T ��� ������	� �+�*������
��� �� ���,���� T C J ∈ V

T ��� ������	� �� �A�*����

�������
�
��� �� Q ∈ S

T ��� ������	� �+����� 	�	���C �����C �� ��
�
���� ��� ��%�����	�� ���
%��*�*
�
��� 	���
�
��������C �� �������� ���

P (V = O, I = J, S = Q/λ) = P (V = O/I = J, λ)P (I = J/S = Q,λ)P (S = Q/λ)

<� �� ��
 �� ��*��
���
�� ����� 
���%������� ��� %��������� �� ������C �� �

P (V = O/I = J, λ) = P (V = O/I = J)

�+�Y

P (V = O, I = J, S = Q/λ) = P (V = O/I = J)P (I = J/S = Q,λ)P (S = Q/λ)

�� %���C

P (V = O/I = J) =
T∏

t=1

P (Vt = ot/It = jt)

��)
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P (I = J/S = Q,λ) =
T∏

t=1

P (It = ot/St = qt, λ)

P (S = Q/λ) = P (S1 = q1/λ)
T−1∏
t=1

P (St+1 = qt+1/St = qt, λ)

�� ���
���*���	� �� �+�*������
�� O %�� ��%%��� �� ������ λ ��� ������ %��

P (V = O/λ) =
∑

J∈VT

∑
Q∈ST

P (V = O, I = J, S = Q/λ)
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�C 
� ���
��� ������� �� 	���
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�
��� 	���� ��� I ���� J �A�*���� 	�����%������ 1 �� �����
���
�� ��
%��	������ ��� �A�*���� ��
� %������ ����� L��� 	���
����� 	���� ��� �A�*���� I ��,������ JC
���� �� ���� �Y 
�� �����
��� 	�����%����� ��$ I ���� J �A�*���� ����	
�� ���	 ��� 	����
��
	�����	�� 2
��
C 1 %���
� �+��� ������	� �+�*������
���C �� ��!== �� 	��%���� 	���� �+
�
���%��N�
� 	����� �A�*��� ��
� %�� ��� I ���� J �A�*����C ���� �� �������� �� 	�����	� ����
	���� ��*��
���
�� ���� �� :���� �� %��*�*
�
����

���$ �$��%��� �+�(��� �� 	����
����	�� � ������ &
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���,� �+
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�� ���� ������� ��� �� ���*��
�� M�; �
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��,� ��
� %��� ����
� ��� �� ���*�� ����� ��
�
����$ �� ,�
� �����
��� ���� �� ���� 	��C �+�%%����
���,� �� ��! 1 %���
� �+��� 
��,�
%��� �*���
� 1 ��� %��*�*
�
��� ������ �+��
��
�� ��� M�; ��� %������� ���� �+
��,��
!���
������ �+�$��%�� �+��� 
��,� I �� �+�� ��! λC �*���� %�� �+�%%����
���,� ��
�+
��,� I� !���
������ �,������� ��� 
��,� I ′C 
����
��� 1 I ��
� %��� �������� ��
%
$��C 	��
�
 �� ������C ��� ���%��	� %�� �� M�; �+�%%���
����� %�� ���� �+
��,� I�
2����C �� ���
���*���	� �� I ′ %�� ��%%��� �� ��! λ ��� ������ <�C ��� ���$ 
��,�� ����

����
���� 1 �� %
$�� %���� �� ���
�	��
�� �+�� ���� ������� �� �+
��,� � ����� ���
���$ 
��,�� �
E�������� !� 	��%�������� ���C �� %���
���C %�� �����
��*��� '���
����
�%%��	��� %������ L��� ��
�
���� %��� %���
�� 1 	� %��*����� �+��� �+����� 	���
��� � ��7
�	�������� ��� M�; �� ���
��� 1 �*���
� ��
�� �� M�; �� �� 	� :�
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�� ��� �
�����
%��	������� �+
�	�����
��� �+�� ��7�	����������� ��� ��+
� %��� ������ ���� �
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�
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#�� �����
�� ��������
�� 	���
��� 1 %������ �� 	��%��C 1 �+�%%����
���,� �� 1 �� ��	��7
��
����	�C �� ���
�� �� M�; �
�
��
���� ��� ��!== %��������� �� �� :�
�� ,�W	� 1 ��
��
 �� ��*��
���
��� '��� 	���C 
� ��B�C %��� 	����� �
���� �� ,�
� x �� 	����� M�;
y 	= xC �� %������ cx,x > cx,y� �� ����
�
�� ��� cx,y %��� %������ �
E������� :�����C
������ ��+��� ,����
����C ��� ��
 ��
��,��C � � � 	������ ��� �� M�; x� !�� ��
� %���������
�+������� ��+�� ����7�A�*��� x ���� %��� %��*�*������ ���%��	� %�� �� �A�*��� x ���
%�� �� ����� �A�*����

R ��� ��,��� ��� �� �
���� & ������+�� 	���	�� 1 �%%������ �+������
�� �� �
��	�
���  M���C
M���7>��C >��C =��7>��C =��C =��7<����C <����C M���7<����"C 
� �+��� %�� ������� ��
	���� �� ������	� �+�*������
��� ����� ��� � �
��	�
���� >� �E��C �� �
�
�� �����C %��
�$��%��C M��� �� M���7>�� �+��� %�� ���
	��� #� 	���,����� �+��,�� �� � ��,�� ���7
�
���
���� �
,�
�	��
: %��� �
E����	
�� M��� �� M���7>�� @ �� %���C ��� �
��	�
�� 1 ��
�
�
�� �� 	�� ���$ �
��	�
��� �
���� �� %����
�� ��� ������	� �+�*������
��� ��	
����� ��
���
��� ������
�� ����� 	�� ���$ �
��	�
���� �� %�
�� �� ��� �� ��!C �� �����
���
��
�� 	� %��	����� �
���� �+L��� �
B	
��� #�� �����
�� 	���
��� 1 
�	��%���� �� ���
�� ��
�
�
���
�� ��� �
��	�
��� ��� �� �
����� <� %��� ��
�
���C %�� �$��%��C cx,x = 0.5 ��
cx,x−1 = 0.25 �� cx,x+1 = 0.5 ���	 x �� I ���� J �
��	�
��C x − 1 �� x + 1 ��� ���$
�
��	�
��� ��(�	������

%�� )��	
����� *	
��
*��8
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*�� �+
�	��%����
��� 	����
����	�� � ������ ���� �+�%%����
���,� �� �� ��	����
����	�C 
� ��� ��	����
�� �� ������
��� ��,��
����� ����	
�� ��$ ��!== %��������� �� �������� ��� %��*����� �� 	��	�� �� ��
���
���*���	�C �� ��	���,�/��,������
�� �� ������	�� �+�*������
��� �� �� �+�%%����
���,��

���� %���
���� ��� ��,��
����� ��
�����C 
� ��� %���
*�� �� ����
�� �� 	��%��$
�� ��� ��7
,��
����� �
 �+�� ��%%��� ��� �� ���*�� �� �A�*���� �� ������ ��� 
�:��
��� 1 �� ���,����
�� �� ������	� �+�*������
���  M < T "� ���� 	� 	��C 
� ��� %���
*�� �+�E�	���� �� %��7	��	��
fj(k) =

∑M
v=1 bj(v)cv(k) %��� ���� j = 1..N �� k = 1..M � !� 	��	�� %������ ��� 	��%��$
��

�� O(NM2)� !� %��7	��	�� %����� �� ����
�� �� 	��%��$
�� ��� ��,��
����� ��
�����C �� ��7
��
���� �� �+�		�%��
�� ����
��C ��
 ��	���
�� ��� ���� NM 	���� ����
��� ��%%�������
����
!�%������C ���� �� 	�� �Y M > T C �� 	��%��$
�� ��� ��,������C 	�� 	����
�� 	��	��� ���� �E�	7
���� ����� ��+
�� �� ���� %�� ��
���� ���� 	� 	��C 
� ��� ��	����
�� �� �� %�� �E�	���� �� %��7	��	��
�� �+�E�	���� �� 	��	�� �� 	�� ������� ��
������� ������+�� �� � *���
�� ��� 	��%��$
��� �$%�
7
���� 	
7�%��� %���
���� �� �+�A%������ M < T ��
�C ���� �� %���
���C �� %��:����� 	��	���� ���
fj(k) ������+�� �� ���� *���
�C 	�	
 %��������� �� ,�����
� �� ���%� �� 	��	�� ����
 �
�
���
���� ���� ��� 	��C ��
� �� ����
���� �� �+��
�
���
�� ����
��� !���� ������,
� � ��� ���%���
���� �� �+
�%��������
�� �� 	�� ��,��
����� ���� �� *
*�
������� ��GD  	:� 	��%
��� �"�


($(& ������ �� �� �	����������

�;�;�;� .����	���� %��"���

'��� %�������� ��%
������ 	�� ��,��
����C 
� ��� ��	����
�� �� ����
� ��� ���
�*��� �������
 %��� ���� i = 1..N �� t > 1" &

{
α1(i) = P (V1 = o1, S1 = si/λ)
αt(i) = P (V1 = o1, . . . , Vt = ot, St = si/λ)

��.
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<� �������� ����� ��� �� �����
�� �� ��	�����	�

αt+1(j) =

(
N∑

i=1

αt(i)ai,j

)(
M∑

v=1

bj(v)cv(ot+1)

)

��� ���
��� %��� ���� t = 1..T − 1 �� j = 1..N � �� %���C �� � P (V = O/λ) =
∑N

i=1 αT (i)�
�+��,��
���� ������� ��� ����� ����� %�� �+��,��
���� -��� �� 	��%��$
�� �� 	�� ��,��
����
��� �� O(NM2 + N2T )� <� �������� ����� ���C �
 �� �� 	���
���� %�� �� %��7	��	�� fj(k)C ��
	��%��$
�� ��� 
����
��� 1 	���� �� �+��,��
���� ������� ��� ��!�

2�,��
���� -��& ������� ��!==
3��� j [ 1 ! N >�	��
3��� k [ 1 ! M >�	��

fj(k) =
∑M

v=1 bj(v)cv(k)
>	� 3���

>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

α1(i) = πifi(o1)
>	� 3���
3��� t [ 1 ! T − 1 >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

αt+1(j) =
(∑N

i=1 αt(i)aij

)
fj(ot+1)

>	� 3���
>	� 3���
P (V = O/λ) =

∑N
i=1 αT (i)

!���� %��� ��� ��!C 
� ��� ��	����
�� �� ����
� ��� ����
�� ���	 ��7�	����������� �� 	��
��,��
����� ��� �����
��� �� ��� %�
�	
%�� ,������$ ��	�
�� ���� �� ��	�
�� ��)�� ���� ��
�
���
��� �+�*���
� �+��,��
���� -��� �� 	��%��$
�� �� 	�� ��,��
���� ����� 
����
��� 1 	���� ��
�+��,��
���� -���

�;�;�;� .����	���� &���"���

'��� �+��,��
���� �� ��7���
���
�� ��� %��������� �+�� ������C 
� ��� ��	����
�� �� ����
�
�+��,��
���� �������� ����	
�� !�� ��,��
���� ��� ����� %�� �+��,��
���� -��� #�� �������7
�
�� ��
�
���� �� ��7�	����������� ��� ������ %�� �+��,��
���� -�)� !���� %��	��������C ���
�����
��� 
������
��� 1 �� ��	�
�� ��)�� ���� ��
�
����� �� 	��%��$
�� �� 	�� ���$ ��,��
�����
��� O(NM2 + TN2)�

�;�;�;� 3��"�"	�	��� �����	"���

2 %���
� ��� ���
�*��� ������� �� ��������C ���	 �� ���� ��7�	�����������C 
� ���� ���
�+���� �� ��(1 %���
*�� �+�$%�
��� ���
� %��*�*
�
��� ��
��� ���� �� ��	�
�� ��
������

P (V = O,St = si/λ) = αt(i)βt(i)

=
α̃t(i)β̃t(i)

P (V = O/λ)
 -��"

P (V = O,St = si, St+1 = sj/λ) = αt(i)ai,jfj(ot+1)βt+1(j)

=
α̃t(i)ai,jfj(ot+1)β̃t+1(j)

P (V = O/λ)
 -��"

P (V = O, It = vj , St = si/λ) = αt(i, j)βt(i)  -��"

���
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3��� j [ 1 ! N >�	��
3��� k [ 1 ! M >�	��

fj(k) =
∑M

v=1 bj(v)cv(k)
>	� 3���

>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

α′
1(i) = πifi(o1)

>	� 3���
c1 = 1PN

i=1 α′
1(i)

3��� i [ 1 ! N >�	��
α̃1(i) = c1α

′
1(i)

>	� 3���
3��� t [ 1 ! T − 1 >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

α′
t+1(j) =

(∑N
i=1 α̃t(i)aij

)
fj(ot+1)

>	� 3���
ct = 1PN

j=1 α′
t(j)

3��� j [ 1 ! N >�	��
α̃t+1(j) = ctα

′
t+1(j)

>	� 3���
>	� 3���
P (V = O/λ) = 1QT

t=1 ct

���	

αt(i, j) =

{
πibi(j)cj(o1) �
 t = 1(∑N

k=1 αt−1(k)ak,i

)
bi(j)cj(ot) �
���

<� �������� ��� 	� 	��	�� %��� L��� �E�	��� �B	�	����� 1 %���
� ��� ���
�*��� ��� �+��
	������ ��(1C ,�W	� 1 �� :������ ��
����� αt(i, j) = αt(i)

fi(ot)
bi(j)cj(ot)� <� � ���	

P (V = O, It = vj, St = si/λ) = αt(i)
bi(j)cj(ot)

fi(ot)
βt(i)

= α̃t(i)
bi(j)cj(ot)

fi(ot)P (V = O/λ)
β̃t(i)
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'��� �E�	���� �+�%%����
���,� �+�� ��!== ���� �+�A%������ �� ��$
�
���
�� �� �� ���
7
���*���	�C �� 	���	�� 1 ��$
�
��� P (V = O/λ) ���	 O ��� ������	� �� T �*������
���� >�
�%%�
����� �+��,��
���� >�  	:� ��	�
�� ��.����" 1 �� ��$
�
���
�� �� 	���� %��*�*
�
��C �� ���
����� 1 ��$
�
��� Γ(λ, λ′) �� ���
,���� %�� λ = (Π, A,B) �� ������� ������ �� λ′ �� ������
	����  �� �	����" &

ΓO(λ, λ′) =
∑

J∈VT

∑
Q∈ST

P (I = J, S = Q/V = O,λ′) ln P (V = O, I = J, S = Q/λ)

���
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2�,��
���� -��& �������� ��!==
3��� j [ 1 ! N >�	��
3��� k [ 1 ! M >�	��

fj(k) =
∑M

v=1 bj(v)cv(k)
>	� 3���

>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

βT (i) = 1
>	� 3���
3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��
3��� i [ 1 ! N >�	��

βt(i) =
∑N

j=1 aijβt+1(j)fj(ot+1)
>	� 3���

>	� 3���
P (V = O/λ) =

∑N
i=1 πifi(o1)β1(i)

2�,��
���� -�)& �������� ��!== ���	 ��7�	�����������
3��� j [ 1 ! N >�	��
3��� k [ 1 ! M >�	��

fj(k) =
∑M

v=1 bj(v)cv(k)
>	� 3���

>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

β̃T (i) = cT

>	� 3���
3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��
3��� i [ 1 ! N >�	��

β̃t(i) = ct
∑N

j=1 ai,jβ̃t+1(j)fj(ot+1)
>	� 3���

>	� 3���

=�	���� ���

P (V = O, I = J, S = Q/λ) = πq1

(
T−1∏
t=1

aqtqt+1

)(
T∏

t=1

cjt(ot)

)(
T∏

t=1

bqt(jt)

)

�� :��	�
�� ΓO �� ��7�	�
�

ΓO(λ, λ′) =
∑

Q∈ST

ln πq1P (S = Q/V = O,λ′)

+
∑

Q∈ST

(
T−1∑
t=1

ln aqtqt+1

)
P (S = Q/V = O,λ′)

+
∑

J∈VT

∑
Q∈ST

(
T∑

t=1

ln bqt(jt)

)
P (I = J, S = Q/V = O,λ′)

+
∑

J∈VT

(
T∑

t=1

ln cjt(ot)

)
P (I = J/V = O,λ′)

= Γπ
O(λ, λ′) + ΓA

O(λ, λ′) + ΓB
O(λ, λ′) + ΓC

O(λ, λ′)

��4
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<� %��� ����� �E�	���� %���
���� ��������� &
R Γ(λ, λ′) �� ��	��%��� �� �� ����� �� ������ :��	�
��� �� %��������� �
��
�	�� �� 
���7

%�������C %�� 	��������� 
� ��� %���
*�� �� ��� ��$
�
��� 
���%��������� ��� ���� ���
�������

R ΓC
O(λ, λ′) �� ��%��� %�� �� λC ���	 ���� %������ 
,����� 	� ����� ���� �� ��$
�
���
��

�� ΓO�
R �+�$%����
�� ��� ������ ΓΠ

O(λ, λ′) �� ΓA
O(λ, λ′) ��� 
����
��� 1 	���� ��+�� �*�
��� ��

�%%�
����� >� 1 �+�%%����
���,� �� ��!C ���	 ��� :������� �� ��7���
���
�� ��
������
�� ����
���� :�	
������ &

πi = P (S1 = si/V = O,λ′)

ai,j =

T−1∑
t=1

P (St = si, St+1 = sj/V = O,λ′)

T−1∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)

�� ��B� ���	 �+�$%�
��� �� ��7���
���
�� ��� 	��B	
���� bi(j)� '��� 	���C 
� ��B� �� ��7
������� ��� �+�$%����
�� ΓB

O(λ, λ′) �� �
�%�
�� &

ΓB
O(λ, λ′) =

∑
J∈VT

∑
Q∈ST

(
T∑

t=1

ln bqt(jt)

)
P (I = J, S = Q/V = O,λ′)

=
T∑

t=1

N∑
i=1

M∑
j=1

ln bi(j)P (It = vj, St = si/V = O,λ′)

>� ��
�
���� ��� ����
%�
	������ �� ��,���,� %��� 	�����
����
M∑

j=1
bi(j) = 1 �� �� ���
����C

�� �*�
���

∂

∂bi(j)

(
ΓB

O(λ, λ′) +
N∑

n=1

γn

(
N∑

k=1

bn(k) − 1

))

=
T∑

t=1

P (It = vj , St = si/V = O,λ′)
bi(j)

+ γi

= 0

��

∂

∂γi

(
ΓB

O(λ, λ′) +
N∑

n=1

γn

(
N∑

k=1

bn(k) − 1

))
=

N∑
k=1

bi(k) − 1

= 0

2���� �� ����
%�
��� %�� bi(j) �� %���
��� �����
�� �� �� ������� ��� jC �� �*�
���C ,�W	�
1 �� ���$
��� �����
��

γi = −
T∑

t=1

P (St = si/V = O,λ′)

�� ���	

bi(j) =

T∑
t=1

P (It = vj , St = si/V = O,λ′)

T∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)

��5
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�+��,��
���� �� 6���78��	� ��� ����� %�� �+��,��
���� -�-� =� 	��%��$
�� ��� O(NM2 +
N2T + NMT )�

2�,��
���� -�-& 2�,��
���� �� 6���78��	� ��!==
!��
�
� �� ������ 
�
�
�� λ0

t = 0
8������

t ← t + 1
!��	���� ��� ���
�*��� ������� �� �������� %��� �� ������ λt−1

!��	���� Π �� λt

!��	���� A �� λt

!��	���� B �� λt

*��� ���  P (V = O/λt) > P (V = O/λt−1)" ��  t < t���"

�+��� ���
��� ��Z��C ��� %��*�*
�
��� ��
�
���� %��� �� ��7���
���
�� ��� ����
	�� %������
L��� �*������ %�� ��� ��,��
����� ������� �� ��������� !�%������C ���(���� %��� ��� %��7
*����� �+
�%��������
�� �����
���C �� ��
�
�� %���?� ����� ����
��� ��
�
���� ��� ��,��
�����
���	 ��7�	�����������  	:� �����
��� �� �� ��	�
�� -������"�

�;�;�;� /������ �� ����	���

������� �+�%%����
���,� 	���
��� 1 �%�
�
��� �� ����� 	�
���� ��� �� ���
���*���	�C 
� ���
%��:�
� ��	����
�� �+���
� ��	���� �� ,���
��� �� �� %��*�*
�
�� P (V = O/λ)� ���� 	���� ��	7
�
��C ���� ������ ������%%�� �� ,���
��� �� P (V = O/λ) �� ��%������ ��� �����
��� 
������
���
1 �� ��	�
�� ��.�����

#� 	����
� ���*�� �� %��%�
���� ������� 
�	���,���C �� �� ���������� :�	
������ &

L(λ) = ln P (V = O/λ)

∂L(λ)
∂λ

(µ) =
1

P (V = O/µ)
∂P (V = O/λ)

∂λ
(µ)

∂P (V = O/λ)
∂xi,j

=
T∑

t=2

αt−1(i)ai,jfj(ot)βt(j) − ai,j

T∑
t=2

αt−1(i)βt−1(i)

∂P (V = O/λ)
∂zi

= πifi(o1)β1(i) − πiP (V = O/λ)

∂P (V = O/λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

N∑
l=1

N∑
m=1

∂P (V = O/λ)
∂αt(l)

.
∂αt(l)

∂bl(ot = m)
.
∂bl(ot = m)

∂yi,j

=
T∑

t=1

N∑
m=1

∂P (V = O/λ)
∂αt(i)

.
∂αt(i)

∂bi(ot = m)
.
∂bi(ot = m)

∂yi,j

=
T∑

t=1

N∑
m=1

∂P (V = O/λ)
∂αt(i)

.
∂αt(i)
∂bi(m)

.
∂bi(m)
∂yi,j

αt(i) =

⎧⎨
⎩

πifi(o1) �
 t = 1
N∑

k=1

αt−1(k)ak,ifi(ot) �
 t > 1

���



������
� �� ���	��� �� ��
��� ������ � ����������� �� ��������
������ 

���	

∂αt(i)
∂bi(m)

=

⎧⎨
⎩

πicm(o1) �
 t = 1
N∑

k=1

αt−1(j)aj,icm(ot) �
 t > 1

= αt(i)
bi(m)cm(ot)

fi(ot)

�+�Y

∂P (V = O/λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

N∑
m=1

βt(i)αt(i)
bi(m)cm(ot)

fi(ot)
(κ(m = j) − bi(j))

=
T∑

t=1

βt(i)
bi(j)cj(ot)

fi(ot)
αt(i) − bi(j)

T∑
t=1

βt(i)αt(i)

>� ��
�
���� ��� ���
�*��� ������� �� �������� ���	 ��7�	�����������C �� �*�
���

1
P (V = O/λ)

∂P (V = O/λ)
∂xi,j

=
T∑

t=2

α̃t−1(i)ai,jfj(ot)β̃t(j) − ai,j

T∑
t=2

α̃t−1(i)β̃t−1(i)
ct−1

1
P (V = O/λ)

∂P (V = O/λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

βt(i)
bi(j)cj(ot)

fi(ot)
αt(i) − bi(j)

T∑
t=1

βt(i)αt(i)

1
P (V = O/λ)

∂P (V = O/λ)
∂zi

= πifi(o1)β̃1(i) − πi

2 %���
� �� 	� ,���
���C 
� ��� %���
*�� �+��
�
��� �+
�%���� ������ ���	���� �� ,���
��� �����
��� 	���� ��	�
�� ����  ;���%���
��(�C �444" ��  D�%��
�C �44�"� !�%������C 
� :��� ,����� 1
�+��%�
� ��� 	� 	��	�� ��� 	�P���$ �� ���%� ��	�
��� =� 	��%��$
�� ��� O(N2T + NMT )�


($($ 6�������A���������� �� �������� ������	������

�� ��	���,� �� �� ��,������
�� �� ������	�� �+�*������
���  ����� �� �L�� ��%�
� ���
�+��,��
���� �� 3
���*
" %��� L��� �E�	��� �� ���$ :�N��� & ��
� �� 	���	���� �� ������	� Q∗

�+����� 	�	��� ��
 ��$
�
�� �� %��*�*
�
�� P (V = O,S = Q∗/λ)C ��
� �� 	���	���� �� ������	�
Q∗ �+����� 	�	��� �� �� ������	� J∗ �� �A�*���� 
�������
�
��� ��$
�
���� �� %��*�*
�
��
P (V = O, I = J∗, S = Q∗/λ)� ���� 	���� ��	�
��C ���� ������ ������� 	������ 	�� ������	��
%������ L��� �*������ �� ���
��� �B	�	��

�;�;�;� 8������ �� ���	� ������� ���� ���	���

�� ��	���	�� �� 	���
� Q∗ �+����� 	�	��� �%�
��� �� ����
� :�	
������ �� �+��,��
����
������� ��	�
� 	
7������ �� �� �+��,��
���� �� 3
���*
 ��	�
� �� 	��%
��� �� �� ��B� (����
�� ���%��	�� bi(j) %�� fi(j)� ��� �����
��� ��
�
���� %��� ��� ��! ���� 	��������� �� ���
��,��
����� �� 3
���*
 ���� �� ���	 ��7�	����������� ���� ������ %�� -�. �� -��� �� 	��%��$
��
�� 	�� ��,��
����� ��� O(NM2 + TN2)�

�;�;�;� 8������ ��� ���	�� ������� ���� �� �� �#�"���� 	�������	�	��� ��(
�	����

9�	���	��� ��� 	���
�� Q∗ �+����� 	�	��� �� J∗ �� �A�*���� 
�������
�
��� �%�
���$
	���
��� 1 ������� Q∗ �� J∗ ��$
�
���� P (V = O, I = J∗, S = Q∗/λ)� ���� 	���� �%�
���C

���
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������ 

2�,��
���� -�.& 2�,��
���� �� 3
���*
 ��!==
3��� j [ 1 ! N >�	��
3��� k [ 1 ! M >�	��

fj(k) =
∑M

v=1 bj(v)cv(k)
>	� 3���

>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

δ1(i) = πifi(o1)
>	� 3���
3��� t [ 2 ! T >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

δt(j) = max
1≤i≤N

{δt−1(i)aij} fj(ot)

ψt(j) = arg max
1≤i≤N

{δt−1(i)aij}
>	� 3���

>	� 3���
P (V = O,S = Q∗) = max

1≤i≤N
{δT (i)}

q∗T = arg max
1≤i≤N

{δT (i)}
3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��

q∗t = ψt+1(q∗t+1)
>	� 3���

�� ���� X1..t ��� t %���
��� �������� �� �� ��
�� X  X %������ L��� ��� ��
�� �� ���
�*���
������
��� �� �� ����
���
��� �� ���
�*��� ������
���"� <� ����
� �����

δt(i) = max
Q1..t−1∈St−1,J1..t∈Vt

{P (V1..t = O1..t, I1..t = J1..t, S1..t−1 = Q1..t−1, St = si/λ)}

�� %��*�*
�
�� �� ��
����� 	���
� %���
�� ������� 1 �+���� 	�	�� si �� ���%� t ������� ���
�A�*���� 
�������
�
��� 	��
�
� ���� �%�
���$ �� ψt(i) �� ��
����� 	���
� ������� 1 �+���� si

�� ���%� t 1 %���
� �� ���%� t − 1�
>� ������ gj(k) = maxv=1..M bj(v)cv(k)C �� ������ �
������ ��� �����
��� ��
������ &

δ1(i) = max
1≤v≤M

πbi(v)cv(k)

= πigi(o1)
δt(j) = max

1≤i≤N,1≤v≤M
δt−1(i)ai,jbj(v)cv(k)

= max
1≤i≤N

δt−1(i)ai,jgj(k)

=
(

max
1≤i≤N

δt−1(i)ai,j

)
gj(k)

�� ������	� ��� �A�*���� 
�������
�
��� V ∗ %��� ����� :�	
������ �+�*���
� 1 %���
� �� ��
������	� ��� ����� 	�	��� Q∗ �� ��� ������� gj(k)� �+��,��
���� I ������ J �� 3
���*
 ��� �����
����� %�� �+��,��
���� -��� #�� ����
�� ��
�
���� �� ��7�	����������� 1 �+�
�� ��� ��,��
�����
��%��
��� ��� ������ %�� �+��,��
���� -�4� �� 	��%��$
�� ��� ��,��
����� ��� O(NM2 +N2T )�

%�" ����	9� ��� ++��� *��	 � ����
!���
�� �'
�����

2%��� �� 	��	�%�
�� �� 	�� �������$ �������C ���� ���� ������ %��� �� �����
�� �� ����
�
�+
�� �%%����
��� ���
���� ������� 	���� %��� ��� �W	�� ����� ��� �� ��	����
����	� �+
��,��

���
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2�,��
���� -��& 2�,��
���� �� 3
���*
 ��!== ���	 ��7�	�����������
3��� j [ 1 ! N >�	��
3��� k [ 1 ! M >�	��

fj(k) =
∑M

v=1 bj(v)cv(k)
>	� 3���

>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

δ̃1(i) = ln πi + ln fi(o1)
>	� 3���
3��� t [ 2 ! T >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

δ̃t(j) = max
1≤i≤N

{
δ̃t−1(i) + ln aij

}
+ ln fj(ot)

ψ̃t(j) = arg max
1≤i≤N

{
δ̃t−1(i) + ln aij

}
>	� 3���

>	� 3���

ln P (V = O,S = Q∗) = max
1≤i≤N

{
δ̃T (i)

}
q∗T = arg max

1≤i≤N

{
δ̃T (i)

}
3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��

q∗t = ψ̃t+1(q∗t+1)
>	� 3���

 2�%��
� �� ���C �55)�"  2�%��
� �� ���C �55)*"� !���� ���� �+����� �$%�
��� %��	��������C
�� �A����� �+
�����
,��	� ���
�	
���� ��
�
���� ��� ��! �� 	��N�
� �� ���
� %����� & �� %��7
���
������C �+�%%����
���,� �� �� %���7���
������� !�� ���
� %����� %������ L��� 	��%��$��
�� ��%�������� ��� ������� �� �� �� �W	�� 1 �E�	����� '�� 	���������C �� %������ �� ���
�A����� �� �� 	���,���� ��
������� �� �A%� �� ������C ���� ����� 	�� ��� ��!== �� �
��
�� %��	� ��� ��!C 
� ��� :��� %��*�*�� ��+�� *
�
� ��� ��,�
,��*�� ��
� 
������
� %�� ���
�$	���
�� �%�	
��
���
�� �� �A����� %��� �� ������ �� �� ������ !� *
�
� %��� %��������
��� %��:�����	�� �� �����
���� %�� :��	����� ��� 	�%�	
��� ��� �
E������ �A%�� �� ��������
0������ �+
����L� �+�� �A%� �� ������� %�� �� ���$ �� *����� 	����
�	��
��� �+��� ���	 %��
�� *�� 
��
	����� �� �+
����L� �� 	��	���

��� �A������ �� 	����
�	��
�� �� �� ��	����
����	� �+
��,�� ��
�
���� �� 
������ �� ���
7
���*���	� ��� �*������
��� 1 	������� �+��
�
���
�� �� 	���� ���
���*���	� ��� ���� ��%�������
��� ������� �� �� �� �W	�� ����
��� S ������
�� ���� ��� 	����
������� ��
�
��� %��� 	��%����
�� �
���� �� I ������*���	� J ����� ��� 
��,�� 1 	������ �� ��� ��%���������� �� 	������� M���
%��%����� ���	 �+��
�
��� 	���� ���
���*���	�C ��� �+������� �� 	�%�	
�� �� 	��%���
��� ���
���$ �A%�� �� ��������

M��� 	���
������ ��� 
��,�� �� �� *��� <9�  =����
� ��� �����C �44)"� !���� *��� ���
	��%���� �� )55 
��,�� �� �
����
��� 92 × 192 %
$��� �� �-. �
����$ �� ,�
�� !�� 
��,��
���� ��%���
�� �� )5 	������C 	����� 	����� 	�����%������ 1 �� 
��
�
��� ��� 
��,�� %��������
���� ��� 	����� ���� ��� %����,��%�
�� �� �
��,� �� �� %������� ���� �
E������ ��,���� #�
%��*���� 	����
��� 1 �������� ���	 	� (�� �� ������� ��� �+�E�	��� ��� *��� �
��,�� ��$
*����� %��������� ������� �+�� �%%���� ��� 
��,�� �� �-. �
����$ �� ,�
� 1 �+�
�� �� ��!C
�� ��� ��*
���������� �*�
,� �� ��7�	����
������� ��� 
��,�� ���	 ��
�� �� �
����$ �� ,�
�
 ���C .)C � � � " ��� �+��%L	��� ��� ��! �+L��� ���% ���
	�� �� �� %����
�� ��� ���
���*���	�

��)
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2�,��
���� -��& 2�,��
���� �� 3
���*
 I ������ J ��!==
3��� j [ 1 ! N >�	��
3��� k [ 1 ! M >�	��

gj(k) = maxM
v=1 bj(v)cv(k)

hj(k) = arg maxM
v=1 bj(v)cv(k)

>	� 3���
>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

δ1(i) = πigi(o1)
>	� 3���
3��� t [ 2 ! T >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

δt(j) = max
1≤i≤N

{δt−1(i)aij} gj(ot)

ψt(j) = arg max
1≤i≤N

{δt−1(i)aij}
>	� 3���

>	� 3���
P (V = O, I = J∗, S = Q∗/λ) = max

1≤i≤N
{δT (i)}

q∗T = arg max
1≤i≤N

{δT (i)}
3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��

q∗t = ψt+1(q∗t+1)
>	� 3���
3��� t [ 1 ! T >�	��

j∗t = hq∗t (ot)
>	� 3���

�����C 	�� �� �
���� �� ,�
� �+��� %�� �%%��� ���� �� �+�%%����
���,��� �� %��*���� �� 	� ��7
�	����������� ��� �
����$ �� ,�
� ��� ��+
� �%%����
� ��� 
�:�����
��� 	�������� ���� �+
��,��
'��� 	� ��7�	����
������,� ��� 
�%������C ��
�� �+
��,� ��� 
�:�����
��C ���	 ��
�� ��� ��!
���� �
�	�
�
����� �� %��� 
�� �
������ �� ��	�������� ���� �� �+
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'��� ������� �� ��*������� �� �+�%%����
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�%%�
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����� ��� 10 �
��,�� �� �� %������� ���� �� 	��������� ��� )55 
��,�� %��
���
���*���	� ��	��
������� �+�*(�	�
: ��� ���	 ��� 	�� �5 �
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 ��� �5
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���� 
��,�� �� 	���������� '��� 	���C ���� ����� ����
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2�,��
���� -�4& 2�,��
���� �� 3
���*
 I ������ J ��!== ���	 ��7�	�����������
3��� j [ 1 ! N >�	��
3��� k [ 1 ! M >�	��

gj(k) = maxM
v=1 bj(v)cv(k)

hj(k) = arg maxM
v=1 bj(v)cv(k)

>	� 3���
>	� 3���
3��� i [ 1 ! N >�	��

δ̃1(i) = ln πi + ln gi(o1)
>	� 3���
3��� t [ 2 ! T >�	��
3��� j [ 1 ! N >�	��

δ̃t(j) = max
1≤i≤N

{
δ̃t−1(i) + ln aij

}
+ ln gj(ot)

ψ̃t(j) = arg max
1≤i≤N

{
δ̃t−1(i) + ln aij

}
>	� 3���

>	� 3���

ln P (V = O, I = J∗, S = Q∗/λ) = max
1≤i≤N

{
δ̃T (i)

}
q∗T = arg max

1≤i≤N

{
δ̃T (i)

}
3��� t [ T − 1 ! 1 >�	��

q∗t = ψ̃t+1(q∗t+1)
>	� 3���
3��� t [ 1 ! T >�	��

j∗t = hq∗t (ot)
>	� 3���

	���� ����� �+�����*�� ��� 
��,�� �� �� %������� 1 ��	�������� ���� �� ���
���*���	� ���
��� ����� �� L �+�����*�� ��� 
��,�� ���� �� ���
���*���	� ��� ��� ������ <� � &

a =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 �
 |E| = 0
0 �
 |L| − |E| = 0
P

i∈E ���&(i)−P|E|
k=1 k

|E|(|L|−|E|) �
���

b =
10 − |E|

10
�� ������ a 
��
��� ��� ��� 
��,�� 1 ��	�������� �� �
����� �� ���� �� 	��������� ����
� ��� b

��
��� �� %��%���
�� �+
��,�� 1 ��	�������� ���������� ��(����� %�� �� ������ �%�% ��� 
��,��
1 ��	�������� �� ���
���*���	� ������

������� |E| = 0 ���� ��� �
��,�� �� �� %������� ���� ��(����� ���	 ���� 
�%����� a = 1�
2� 	�����
��C ������� |L|− |E| = 0C ����� ��� �
��,�� �� �� %������� ���� ��	����� ���	 
�� ����
:��	����� ��� %���
��� ���� �� 	���������C ���	 ���� 
�%����� a = 0� �+�*(�	�
: ��� ���	 ���
a ��
� �
�
���� �+�*(�	�
: �� b ��� �� ������� �� ��(�� 	���,��
��� ��� 
��,�� 1 ��	���������
�+�*(�	�
: ��� ���	 �� �
�
�
��� b ��� �� 	����� ��� 	��
$ 
�����	�*��� ��� 	�� 
��,�� ��
%��	����� �� 	����
�	��
��� Top10 �� Top20 
��
����� ���%�	�
������ �� ���*�� �� �
��,�� 1
��	�������� �
���� %���
 ��� 10 �� 20 %���
��� �
��,�� �� 	��������� ���� �� ���
���*���	� ���
��� ������ �+�*(�	�
: ��� ���	 ��� ����� ������� ��
��� ��$
������

�:� ��
 �� 	��� �� �������� 6����
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'��� �E�	���� ��� �$%��
������
���C ���� ����� 	���
���� %���
���� ��
� �� ��*��
���
��
	��
�
�� �� %���������� ��*
���
������� ��� ��
�C ��� ���� ����� ��
�
����C ���� ����
�� %�� ��
:������ ,������� &

cv(k) =
f(v, k)∑M
l=1 f(v, l)

��� :��	�
��� f ��
�
���� ���� &

R f0(v, k) =

{
1 �
 v = k

0 �
���
� !���� :��	�
�� 	�����%��� �� 	�� �� �+��
�
���
�� �� ��!

���
��
���
R f1(v, k) = max(−|v − k| + 12.5, 0)
R f2(v, k) = max(−|v − k| + 12.5, 0.01)
R f3(v, k) = max(− ln |v−k|

4 , 0)
R f4(v, k) = max(− ln |v−k|

16 , 0)
R f5(v, k) = max(− ln |v−k|

16 , 0.01)

R f6(v, k) =

{
1 �
 k ∈ [v − 1; v + 1]
0 �
���

R f7(v, k) =

{√
25 − (v − k)2 �
 25 − (v − k)2 ≥ 0

0 �
���

R f8(v, k) =

{
1 �
 v = k

1
|v−k| �
���

R f9(v, k) = ek ���	 ek �� ���*�� �� :�
� ��+�%%����� �� �
���� �� ,�
� k ���� �+
��,�
�%%�
���

!�� ��
� ���*�
����� ������ ��� 	����
�� I ���
�����	� J ��� �
����$ �� ,�
� I %��	��� JC 	����
%�����
� �� :�
�� �� �A����� %��� 	��%��$�� M��� ����� 	���
���� 	�� ��
� 	�� ����� ����
�����
�
E������� :����� ���� �� �����
�	��
�� ��� I ���
�����	�� J  	:� �,��� -��"� �� ���
��
�� ���
%��*�*
�
��� ���� ��� ��
� ���� �
���
���C ��,��
���
����C �� 	������$C �������
����C %��%��7
�
�������� 1 �� :��	�
�� 
������ �� ����
��
�����

�� ��*���� -�� %������� ��� ��������� �� 	�� �$%��
������
���� ��� ������� %��������� ����
��� ��A����� �*������ ��� ��� ���
� %���
��� �
��,�� ��� 	
�� %���
���� %�������� %��� %��7
�
���� �%%����
���,���

a σ(a) b σ(b) Top10 Top20
f0 0.000 0.000 0.900 0.000 1.000 1.000
f1 0.177 0.219 0.195 0.259 3.667 4.867
f2 0.128 0.150 0.000 0.000 4.083 5.500
f3 0.174 0.214 0.231 0.270 3.683 4.817
f4 0.156 0.193 0.261 0.259 3.800 4.783
f5 0.129 0.153 0.000 0.000 4.450 5.650
f6 0.181 0.239 0.731 0.193 1.433 1.783
f7 0.184 0.226 0.168 0.228 3.800 5.133
f8 0.158 0.187 0.000 0.000 3.750 5.650
f9 0.079 0.144 0.860 0.080 1.067 1.200

���� -�� R 3������ ��A����� ��� 
��
	������ ��� ��� 	����������� σ(x) ��%������� �+�	���7�A%�
��A�� �� �� ���
�*�� x�

M��� %������ ��������� ��� �+�%%��� �� ��!== 1 	� �A%� �+�%%����
���,� ��� �
,�
�	�7
�
:C ������� �� �
���� �� ��(�� 	���,��
��� ��� �
��,�� �%%�������� 1 �� 	����� ��
 �� ������
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 �� ���� %�� :��	����� 	��$
�
���� �� %���
�� ���� �� 	���������� !�%������C �� �������� ���C %��� 	����
��� ��*��
��7
�
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��� �� 	���������� �� :���
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��� ��+1 %�
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���� 
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���
�� *
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�
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�	��
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���,� �� ������	��� �+��� 	����
�� :�N��C �+�(��� �+��� ��
 �� ��*��
���
�� ����� ��
���%����*
�
�� �� ������ �� ������ �+�E�	���� �� I ��7�	����
������,� J ��� �A�*����C ��
:�N�� 1 �����
��� �� �
��$ �� ������	��

%�% ����	9� ��� ++��� *��	 � ���������
�� �'
�����

2�� �+������� ��� 	�%�	
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��,��C ���� ����� �%%�
�
�� ��,����� ��� 
��,�� �� �� �,��� -�� �%��� ��� ���
� ��7�	����
�������� ��� ��� �
����$ ��
,�
� �� ��� ���
� �
����
���� �� ������	�� 	���� %��	��������� ��� ������	�� ��� ��� �%%�
���
%�� �+��,��
���� ;<='  	:� ��	�
�� ��-�)" ���	 �� %��������,� 	����
���C ���� 
�%�����	�
%��� �� ��
��C �� �� ���*�� �+����� 	�	��� 	��%�
� ����� �5 �� �-�

'��� �E�	���� ��� �$%��
������
���C ���� ����� 	���
���� ������ ��
� �� ��*��
���
�� 	��
7
�
�� �� %���������� ��*
���
������� ��� ��
� ��� ���� ����� ��
�
���� ���� ����
�� %�� �� :������
,������� &

cv(k) =
f(v, k)∑M
l=1 f(v, l)

��� :��	�
��� f ��
�
���� ���� &

R f0(v, k) =

{
1 �
 v = k

0 �
���
� !���� :��	�
�� 	�����%��� �� 	�� �� �+��
�
���
�� �� ��!

���
��
���
R f1(v, k) = max(−|v − k| + 12.5, 0)
R f2(v, k) = max(−|v − k| + 12.5, 0.01)

R f3(v, k) = 1
12.5

√
2π

e−
(v−k)2

12.52

!���� �
��� �� :��	�
�� � ��� 	��
�
� 	�� ���� %����� �� 	��%���� ��� :����� ���� �
E�������
�� ��
� �� ��*��
���
�� & ��� :���� �
���
��C ��� :���� �
���
�� ��
� ��� ����� �� ��� :����
,����
�����

2%��� ��,������
�� %�� �+��,��
���� �� 3
���*
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���*
 I ������ JC
��� ����� 	�����%������ ��$ �������� �� �� ������	� ���� 	������ �� ���
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%
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���� 	���	���
��
���� ����,��� �� 	�� �$%��
������
��� &
R �� ������	� �+����� 	�	��� �*����� 1 %���
� �� �+��,��
���� �� 3
���*
 ���	 ��� ��!==

��� 	��%���� �+�� ���*�� %��� ����
� �� 	�������  ���	 �+�����" ���	 ��� O���� %���
,������ �� ����,���� %�� ��%%��� ��$ ��!� ��� ��!== ��� ���	 �� 	�%�	
�� �+�E�	7
���� ��� ��,������
��� %��� ����,���� �� ���	 %�����
�������� %��� ��
��� ���� 	����
��
	���
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�
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���
�� ���� ��� %��*�*
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�������
�
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R ��� ������	�� �+����� �*������ %�� 3
���*
 �� f0  �%�% %�� ��� ��!" �� 	����� �*������
���	 3
���*
 I ������ J ���� ���� ��%�������� �� �� ������� �� �
����
���
�� �� �+
��,��
>� �E��C �� �
��
�,�� ���� 	��
������ ��� *��	� �� %
$���� 2� 	�����
��C ���� �� 	�� ��
3
���*
 ���	 f1C f2 �� f3C �� ��,������
�� �*����� �� ���*�� %�� L��� ���� 
�Q���	�� %��
	� ��	��%�,��

R K
��������C �� �������� ��� �+��,��
���� �� 3
���*
 I ������ J %����
� ��� ������	��
�+����� %��� ����,���� ��� �+��,��
���� �� 3
���*
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��,��
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�
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� �� ��
 �� ��*��
���
��C �� ��,������
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��,��
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�	��7
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/�:�	�	�� �� (�� *������ w : G × G �→ R �� ��� �����������+ �� � �������� �� 4

∀ x ∈ G, w(x, x) = 0

∀ (x, y) ∈ G2, w(x, y) = w(y, x)

∀ (x, y) ∈ G2, w(x, y) ≥ 0
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/�:�	�	�� �� (�� �����������+ w �� �+����:�� �� � �������� �� ∀ (x, y) ∈ G26 �� �

w(x, y) = 0 =⇒ x = y
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	� G %�� ��� ����
	� G̃C �� ���
��� 1 	� ��� G̃ ��
� %��
�
���
 =	���*�� ��� >���FC �444"C  !���, ��� 
,���C �44�" ��  !�$ ��� !�$C �55�" ����
�����
%���
���� :�N��� �+�E�	���� 	���� �%%��$
���
���

�� ������� ��� ���� %��%����� ��
�
�� ��� �%%��	�� �
�
��
�� �� ��= 	����
���C �
 	�
�+��� ��� �� %���,����� �+�E�	��� ���� �� ��%�	� ��
 �+��� %�� ��	�
�
��� '��� ����
��� 	�
%���,�����C 
� ��� ��	����
�� �+
������
�� �������� ����
�
��� �� �����
��� ��
 ���� ������
��
��� %��� (���
��� �� �����	���

=�
� E �� ��%�	� ��	���
�� ���� �� �
����
�� ��
� s� #�� :���� �������
��� q ��� E ��� ���7
�
� 1 %���
� �+��� :���� �A����
��� *
�
���
�� < ·|· >: E×E → R %�� �� �����
�� q(x) =< x|x >�
�� 	��%�� (E , q) ��� �%%��� �� ��%�	� �������
���� �� %���C �� �����
�� �� %����
���
�� %�����
�+�	�
�� &

< x|y >=
q(x + y) − q(x) − q(y)

2

=�
� Ker(q) = {x ∈ E/∀ y ∈ E , < x|y >= 0} �� ��A�� �� q� �� :���� �������
��� q  ��
�� :���� %���
�� < ·|· >" ��� �
�� �
�,��
��� �
 �� ��������� �
 �� ��A�� Ker(q) ��� ����
� ��
�
�,����� {0} �%�%Ker(q) = {0}� �+��%�	� (E , q) ��� �
� %�����7��	�
�
�� �
 q ��� ��� �
�,��
����
�+��%�	� (E , q) ��� �
� ��	�
�
�� �
 q ��� ����
� %��
�
�� �%�% q(x) > 0 %��� ���� x 	= 0�

2 	����� ��%�	� �������
��� (E , q) %��� L��� ����	
� �+
���$ �� =A������� �,������� �%7
%��� �
,������� !�� 
���$ ��� ��� 	���	���
��
��� �
���
������ 
����
���� �� �+��%�	�� �� ��
%������� ���� �� :���� �+�� 	��%�� �+���
��� %��
�
:� σ(q) = (p, n)� !����� ��%�	� �������
���
(E , q) %��� L��� ��	��%��� ���� �� :���� �+��� ����� �
��	�� & E = E+ ⊕ E− ⊕ E0� !����
��	��%��
�
�� %��� L��� 	��
�
� �����,����� �� ����

=�
� q+C q− �� q0C ��� �����
	�
��� �� q ��� E+C E− �� E0� q+ �� q− ���� ����
�� %��
�
���
�� q0 ��� ��
�
��� �� ������ ������ G��� ������� x ∈ E %������ ��� ��	��%��
�
�� ��
���
x = x+ + x− + x0 ���	 x+ ∈ E+C x− ∈ E− �� x0 ∈ E0� <� � q(x) = q+(x+) − q−(x−)� =�
�
|| · ||+ �� || · ||− ��� ������ ��	�
�
����� ����	
��� ��$ ��%�	�� (E+, q+) �� (E−, q−)� =�
� (·|·)+
�� (·|·)− ��� %����
�� �	���
��� ����	
�� 1 	�� ������� <� �C %��� ���� (x, y) ∈ E2 &

q(x) =< x|x >= ||x+||2+ − ||x−||2−

< x|y >= (x+|y+)+ − (x−|y−)−

���� �+����� ��� ��%�	�� %�����7��	�
�
���C �� 	?�� 
�����%
��� ����
 %�� �+�����
�� C(q) =
{x ∈ E/q(x) = 0} (��� �� �?�� ���� 
�%������� !� 	?�� 	�����%��� 1 �+�����*�� ��� %�
��� ��

���
���� �+�����
�� ||x + ||2+ = ||x−||2−�

�-�



������
� !� ���
��� �� ������������ �����"����������

���� �� ��
��C �� ��%%��� ��� E = R
s  s ∈ N

∗"� '�� 	������
��C �� ���� A′ �� ����
	�
�����%���� �� A� <� ��%%���C ���: 
��
	��
�� 	�����
��C ��� ���� ��%�	� R

s ��� ���
 �� %����
�
�	���
�� ��*
���� (X|Y ) = Y ′X = X ′Y � �� ����� ��	�
�
���� ����	
�� ���� ����� || · ||� ��
����
	� 
����
�� �� ���, s ��� ����� ��s� <� ���� I∗,j �� ��	���� 	������ ���� ���� ��� ��������
���� ����C ���: 	���
 �
��� 1 �� �
,�� i ��
 � ��� ������ �� 1� AI∗,j 	�����%��� �� j7
��� ��	����
	������ �� A� >� ������ Ii,∗ = I ′∗,iC �� �*�
��� ��� I∗,iA 	�����%��� 1 �� i7
��� �
,�� �� A�
'�� 	���������C �� �

Ii,∗AI∗,j = ai,j

2(.(+ /������� ��� � ������ ����	������

<� 	���
���� E �� ���� �����*�� ��
 �� %�
��� �� G ���
 �+��� :��	�
�� �� �
��
�
���
�� w�

/�:�	�	�� �' (� ��������� ��� ����+�� E ���� �� �� �����������+ w �� �� ����� (ψ, r, q)
�F q �� ��� *���� )������)�� ��� R

r � ψ : E → R
r �� ��� *������ ���� )�� 4

; �/������ �������+ ��� �/�����'�� ��� ������� ψ(E) + z ,z ∈ R
r- �� R

r

; w(x, y) = q(ψ(x) − ψ(y))
.� �����:�� r �� �� ��������� �� ��������� � �� ��������� �� �� ������ �� �� *������
ψ �� ��7�����6 � �+����:�� �� q �� ��� �������:��%

=�
� E = {x0, x1, . . . , xT } �� ����7�����*�� ��
 �� T+1 �������� �� G� =�
� c �� ������� ��
E� <� 	���	�� 1 ����
� �� %���,����� �� E %��� �� �
��
�
���
�� w� =��� %����� �� ,������
��C
�� 	���
���� c = x0� =�
� ψ : E → R

T �� :��	�
�� ����
� %�� ψ(x0) = 0 �� ψ(xk) = I∗,k %���
���� k = 1..T � =�
� M(w, c) = (mi,j)1≤i,j≤T �� ����
	� 	����� �� �
����
�� T × T ����� ���
%��� ���� 0 ≤ i, j ≤ T C

mi,j =
w(c, xi) + w(c, xj) − w(xi, xj)

2
�� ����
	� M(w, c)C ����� M ���� �� ��
��C ��� �A����
��� �� 
���
� ���	 ��� :����

*
�
���
�� �A����
��� < X|Y >= X ′MY ��� R
T � <� %��� ��������� ��� mi,0 = m0,i = 0

%��� ���� i = 0..T C 	� ��
 (���
�� �+
,����� �+
���$ 5 �� �� 	���
����� M 	���� ��� ����
	�
�� �
����
�� T × T � =�
� q �� :���� �������
��� ����	
�� 1 < ·|· >� '�� 	������	�
�� ��
%����
���
��C �� � &

< I∗,i|I∗,j >= mi,j

q(I∗,i) = w(c, xi)

q(I∗,i − I∗,j) = q(I∗,i) + q(I∗,j) − 2 < I∗,i|I∗,j >

�+�Y q(ψ(xi) − ψ(xj)) = w(xi, xj)C 	� ��
 ������ ��+
� ��� ���(���� %���
*�� �� ������� ��
%���,������ ���� �� ��
��C ���� ��������� 	���� �����
�� �� %���,����� 	����
��� 	�����
�� c�

!��:�������� 1 �� �����
� ��� :����� �������
���� �������C �� ��
� ��+
� �$
��� ��� *���
������������ V = (V1, . . . , VT )  %�� ��%%��� 1 �� ����	���� ��	�
�
���� 	����
��� ��� R

T " ��
��	�����  	�������" %��%��� 	��%���� ���	 ���� ����
%�
	
�� 	�����%������ ��$ ������� %��%���
λi �� M � !���� *��� ��� �����,����� %�� ��%%��� 1 < ·|· > ��
� q(Vi) = λi� '�� 	������
��C
���� ��%%������� ��� ��� ������� %��%��� %��
�
��� ���� {λ1, . . . , λp} �� ��� ��� ������� %��%���
��,��
��� ���� {λp+1, . . . , λp+n}� ��� ������� %��%��� {λp+n+1, . . . , λT } ���� ������� �� 	��%��
(p, n) ��� �%%��� �� �
,������ �� q  %��� T �$�"� <� �

M = V

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0 · · · · · · 0

0
� � � � � � � � �

���
���

� � � λi
� � �

���
���

� � � � � � � � � 0
0 · · · · · · 0 λT

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

V ′

�-�
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��� �� ������������ �����"����������

�� �
,������ (p, n)C ��
 	���	���
�� q ��� R
T 1 �� 
�����%�
��� %���C �� ��%��� %�� ��

	��
$ �� %�
�� ��
,
�� c ∈ EC �
 �� 	��
$ �� �+����� ��� %�
��� ���� E� >� �E��C 	���
������
��� %�������
�� µ ��� �������� ����� ��� x∗

i = xµ(i) �� < ·|· >∗ �� :���� *
�
���
�� ����	
�� 1
�� ����
	� M∗ �*����� ���	 ��� %�
��� x∗

i � <� �

mi,j =< I∗,i|I∗,j >∗=< I∗,µ(i) − I∗,µ(0)|I∗,µ(j) − I∗,µ(0) >∗

���	 I∗,0 �� ��	���� ���� < ·|· >∗ ��� ���	 �� :���� �������
��� < ·|· > ��
� �$%�
��� ���� ��
*��� {I∗,µ(i) − I∗,µ(0), 1 ≤ i ≤ T}�

M��� ����� ������ �+�$
����	� �+�� %���,����� 	�%������C �� %���,����� �*���� �+���
�+��	��� �
�� %��� �+����A�� �� E �� w 	�� 
� �� %������ ��	��� ����	���� ,������
���� '���
�
��� �� 
����L� �� %���,����� �� �+�����*�� E ���
 �� �� �
��
�
���
�� wC 
� ���� %���
� ���	
��	����
�� �� ������� �� %���,����� ���������

/�:�	�	�� �� (�� *���� )������)�� q ��� �������:�� �/����
 �� "#������ (p, n) �� �+$���
,8 ��� ��������� ��:� �� ��������+��- ���� �� X = (x1, . . . , xr)′ ∈ R

r ��� 4

q(X) =
p∑

i=1

x2
i −

n∑
j=1

x2
p+j

/�:�	�	�� �- (� ��������� ������� �� E ���� �� w �� �������� (p, n) �� �� ���������
(ψ, r, qn) �� )�� 4

; r �� �/����� �����* �� ���� ��� �����'��
; qn �� ��� *���� )������)�� ������� ��� �������:�� �/����
 �� "#������ (p, n) ����

r = p + n%

.� *���� ������� ������+� 8 qn �� ��+� < ·|· >n ����

< X|Y >n= X ′Σ(p, n)Y

�

Σ(p, n) =
[
>�p 0
0 −>�n

]

'��� �� ��	���	�� �+�� %���,����� ��������C ���$ 	�� %������ L��� �
��
�,��� & �� 	�� �Y
n = 0 �%�% ������� qn ��� ���
7����
� %��
�
�� �� �� 	�� �Y n > 0� �� %���
�� 	�� 	�����%���
1 �� %���,����� �������� ���� �� ��%�	� ��	�
�
�� ����
� ��� �� ���$
��� 	�� 	�����%��� 1
�� %���,����� �������� ���� �� ��%�	� %�����7��	�
�
���

2(.($ /������� ��� � ������ ��������

������� M ��� ���
7����
� %��
�
��C �� ����
	� M %��� �� ��7�	�
�� ���� �� :����

M = X ′X

���	 χ ��� ����
	� ��	���,���
��

X =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
λ1 0 . . . . . . 0 0 · · · 0

0
� � � � � � � � �

���
���

���
���

� � �
√

λi
� � �

���
���

���
���

� � � � � � � � � 0
���

���
0 . . . . . . 0

√
λp 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

V ′
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� !� ���
��� �� ������������ �����"����������

=�
� ψc : E → R
p �� :��	�
�� ����
� %��

ψc(xj) = X I∗,j =

⎡
⎢⎣

X1,j
���

Xp,j

⎤
⎥⎦

�� ψc(c) = 0� M ��� ����� �� ����
	� �� ;��� �� ��	���� �
,�� X = [ψc(x1), . . . , ψc(xT )] �%�%
mi,j = ψc(xi)′ψc(xj) = (ψc(xi)|ψc(xj))� '�� ����
�
��C X ��� �� ���, p� �� :��	�
�� ψc %���,�
��� ������� �� E ���� �+��%�	� R

p �� ���
��� 1 	� ��� �� %��%�
��� ��
����� ��
� ���
��� &

w(xi, xj) = q0(ψc(xi) − ψc(xj)) = ||ψc(xi) − ψc(xj)||2

*������� � (ψc, p, q0) �� �� ��������� �������%

>� ��
���� �� ���������,
� �� �+����A�� �� 	��%������� %�
�	
%���� 1 ��A��$  =	�a���%:
�� ���C �444"C �� ����
	� ����� XX ′ 
������
� ��� �$�� %�
�	
%��$ ��� ��	����� ψc(E)� ��� �$��
�*����� 1 %���
� �� �� *��� ������������ [U1, . . . , Up]  ���� �+��%�	� ��	�
�
�� �������� R

p)
���� ������ %��

Ui =
1√
λi

X Vi (i = 1, . . . , p)

=
1√
λi

T∑
j=1

(Vi)jψc(xj)  .��"

���	 (Vi)j �� j7
��� ������� �� ��	���� 	������ Vi� Ui ��� �� ��	���� %��%�� ������
�� �� ��
����
	� ����� ����	
�� 1 �� ������ %��%�� λi� '�� 	������	�
�� �� X C �� �C %��� ���� i = 1..pC

XVi =
√

λiI∗,i

��
XX ′ = �
�,(λ1, . . . , λp)

���	 �
�,(λ1, . . . , λp) �� ����
	� �
�,����� �+�������� �
�,����$ λ1C � � � C λp� '�� 	���������C
[U1, . . . , Up] ��� �� *��� ������������ �������� �� �+��%�	� ��	�
�
�� R

p�
�+�����
�� .�� %����� �+
������
�� �+�%������� �
���
�� Γ : R

T → R
p ����
 %��

Γ = X
[

p∑
i=1

1√
λi

Πi

]

���	 Πi �� %��(�	�
�� �����,����� ��� �+��%�	� ��	���
�� ��,������ %�� Vi �%�% ΠiX = (X|Vi)Vi�
<� � �����

ΓVi =

{
Ui �
 i = 1..p
0 �
���

�� �����
	�
�� �� Γ 1 �+��%�	� �����,���� Ker(q)⊥ ��� ��� 
������
� ����� Ker(q)⊥ �� R
p ����

��� ���$ ���
%�� �� �� ����	���� ��	�
�
���� 	����
����
Γ′Γ ��� �� %��(�	���� �����,���� ��� �+��%�	� ��	���
�� ��,����� %�� [V1, . . . , Vp] �%�%

Γ′Γ = V �
�,(signe(λ1), . . . , signe(λT ))V ′

���	

signe(λ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 �
 λ > 0
0 �
 λ = 0
−1 �
 λ < 0

�--



������
� !� ���
��� �� ������������ �����"����������

�� %��(�	�
�� ��� ��	����� ψc(xk) ��� �+�$� Ui ��� ������ %��

(ψc(xk)|Ui) = ψc(xk)′Ui

�� 	�� �+��� :���� �������
��� �� �
,������ (0, n) ��� �
�
��
�� �� 	�� ��	�
�
��C �%���
���
� ���%��	� w(·, ·) %�� ��� �%%����

2(.(. /������� ��� � ������ ���������������

�� ���
�
��� 	�� ��� ���� 	���
������ ��� �� 	�� �+��� :���� �������
��� �� �
,������
(p, n) ���	 p > 0 �� n > 0�

<� ����
�

D+ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

√
λ1 0 . . . 0

0
� � � � � �

���
���

� � � � � � 0
0 . . . 0

√
λp

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

D− =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

√
−λp+1 0 . . . 0

0
� � � � � �

���
���

� � � � � � 0
0 . . . 0

√
−λp+n

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

=�
� ∆+ �� ∆− ��� ����
	�� ��	���,���
��� ���%�	�
������ �� �
����
��� p × T �� n × T
����
 %��

∆+ = [D+ 0[p×(T−p)]]

∆− = [0[n×p] D− 0[n×(T−n−p)]]

���	 0[a×b] �� ����
	� ����� �� �
����
�� a × b� =
 ∆ =
[

∆+

∆−

]
�����

∆′Σ(p, n)∆ = �
�,(λ1, . . . , λT )

=�
� X =
[
X+

X−

]
=
[

∆+V ′

∆−V ′

]
= ∆V ′� �� ����
	� M ���
�� M = X ′Σ(p, n)X � !����

����
	� %��� L��� ��7�	�
�� 1 �+�
�� �� ���$ 	��%������� & �+��� I %��
�
�� JC �+����� I ��,��
�� JC
������ ��� &

M = M+ + M−

M+ = (X+)′X+

M− = −(X−)′X−

<� �������� ��� M+ − M− = X ′X C M+M− = M−M+ = 0 �� X ′XVi = |λi|Vi�
��� ��	����� %��%��� V1C � � � C Vp ���� ��� ��	����� %��%��� �� M+ ����	
�� ��$ �L���

������� %��%��� ��� M �� ��� ��	����� %��%��� Vp+1C � � � C Vp+n ���� ��� ��	����� %��%��� ��
M− ����	
�� ��$ ������� −λp+1C � � �C −λp+n� ��� ������ ��	����� %��%��� :��� %���
� �� ��A��
�� M+ �� M−� ��� ����
	�� M+ �� −M− ���� ���	 �A����
���� ���
 ����
�� %��
�
����

�� ���
��� �
�
��
�� �� 	�� ��	�
�
��C �� 
������
� �� :��	�
�� ψc : E → R
p+nC ����� ���

ψc(x) =
[

ψc(x)+

ψc(x)−

]

���	 ψc(xi)+ = X+I∗,i �� ψc(xi)− = X−I∗,i �+�Y ψc(xi) = X I∗,i %��� i = 1..p + n�

�-.
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M��� ���
����� �+��%�	� R
p+n �� �� ����	���� %�����7��	�
�
���� ������ %�� �� :����

�������
��� �������� qn �� �
,������ (p, n)� �� :��	�
�� ψc ���
��

< ψc(xi)|ψc(xj) >n= Ii,∗X ′Σ(p, n)X I∗,j

�+�Y w(xi, xj) = qn(ψc(xi) − ψc(xj))� �� %��� ψc(E) ��,����� R
p+n

*������� � (ψc, p + n, qn) �� �� ��������� ������� �� E

!���� %��	��������C ���� 	���
������ �� ����
	� ����� XX ′ 	���� �� ��A�� ���� ���
�$�� %�
�	
%��$ ���� :����
� %��

Ui =
1√
|λi|

XVi, i = 1, . . . , p + n

=
1√
|λi|

T∑
j=1

(Vi)jψc(xj) .

'�� 	������	�
��C �� � XVi =
√

|λi|I∗,i �� XX ′ = �
�,(|λ1|, . . . , |λp+n|)�
U = {U1, . . . , Up+n} ��� �� *��� 	����
��� �� R

p+n� >� �E��C �� �

< Ui|Uj >=

{
signe(λi) �
 i = j

0 �
���

�+�%������� �
���
�� Γ : R
T → R

p+n ����
 %��

Γ = X
[

p+n∑
i=1

1√
|λi|

Πi

]

���
��

ΓVi =

{
Ui �
 i = 1..p + n

0 �
���

�� �����
	�
�� �� Γ ��� Ker(q)⊥ ��� ���	 ��� 
������
� �� Ker(q)⊥ ��� R
p+n� ��� :�������

��
������ ���� ���
���� &

Γ′Σ(p, n)Γ = V �
�,(signe(λ1), . . . , signe(λT ))V ′

ΓΓ′ = ��p+n

�� ��	��%��
�
�� �� ψc(x) ���� �� *��� U 	����
� 1

ψc(x) =
p+n∑
i=1

signe(λi) < ψc(x)|Ui >n Ui

���	

< ψc(xk)|Ui >n = ψc(xk)′Σ(p, n)Ui

= Ik,∗X ′Σ(p, n)
1√
|λi|

XVi

=
1√
|λi|

Ik,∗MVi

=
1√
|λi|

T∑
j=1

(Vi)j < ψc(xk)|ψc(xj) >n

�+�����*�� ��� :������� ������%%��� ���� �� 	�� %�����7��	�
�
�� ���� �,������� ����*���
���� �� 	�� ��	�
�
��C �%�% ����� n = 0C 1 �� �
E����	� ��� �+��%�	� I ��,��
: J ����	
� ��$
������� %��%��� ��,��
��� ��� ����
� �� �
�,����� {0}�

�-�
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2(.(
 ���	��� �� ���� �� �����

�� ����
��� ���%� ��	����
�� %��� ������ ��
�� 	� %���,����� �������� 	���
��� 1 	������
�� ���,� �� %�
��� �� ���
��� 1 �$%�
��� �� %���,����� �� ���
��� 
���%������� �� �+��
,
��
c 	��
�
�� '��� 	���C �� 	���
���� E �� �� %���,����� �������� (ψc, r, q) �+��
,
�� c� =�
�
µ = 1

T

∑T
i=1 ψc(xi) �� 	����� �� ���,� :���� %�� ��� ��	����� ψc(xi) %��� i = 1..T � =
 ψ(x) =

ψc(x) − µ ����� (ψ, r, q) ��� �,������� �� %���,����� �������� �� E� =�%%����� �+�$
����	�
�+�� �*(�� �*����
� ν ��� ��� ψc(ν) = µ �%�% ψ(ν) = 0� <� � &

w(xi, xj) = qn(ψc(xi) − ψc(xj)) = qn(ψ(xi) − µ − (ψ(xj) − µ)) = qn(ψ(xi) − ψ(xj))

w(ν, xi) = qn(µ − ψc(xi)) = qn(ψ(xi))

�� ����
	� M ����	
�� 1 ψ ��� ������ %�� &

mi,j = < ψ(xi)|ψ(xj) >

= < ψc(xi) − µ|ψc(xj) − µ >

=
w̃i + w̃j − w(xi, xj) − w̃

2

���	 w̃i = 1
T

∑T
i=1 w(xi, xj) �� w̃ = 1

T 2

∑T
i=1

∑T
j=1 w(xi, xj)� <� �������� ��� 	���� :������

	�����%��� ��$ �����
��� 	����
���� �� G��,����  G��,����C �4.-" �%%�
����� ���� �� 	�� ��	�
7
�
��� <� �������� �,������� ��� �� ����
	� M �� ��%��� ��� �� �� �
��
�
���
�� wC �� ��+����
��� 
���%������� �� �+��
,
�� c 	��
�
��

�� 	�����,� �� ���,� �� %�
��� %��� ���
� ��� �E��� 
��������� ������� q �+��� %�� ����
�
%��
�
�� �%�% p 	= 0 �� n 	= 0� >� �E��C ���� 	� 	��C �� ��A�� Ker(q) �+��� %�� ����
� ��
�
�,����� {0}� '������ �+�$��%�� ��
���� & T = 2C r = 2C q(x) = x2

1 − x2
2C σ(q) = (1, 1) ��

ψc(E) = {(1 0)′, (3 2)′}� ���� 	� 	��C µ = (2 1)′ �� ψ(E) = ψc(E) − µ ��� 	������ ���� ��

���
�� 
�����%� R

(
1
1

)
� �� ����
	� M ����	
�� ��� ����� �� (ψ, 2, q) �+��� %�� �� %���,�����

���������

2(.(2 B����� �� ��������

'��� ������� �+��
	
�� �� %���,����� 1 �� 
�����%�
��� %���C �� 	���
���� ���$ %���,�7
����� ��������� (ψ, r, qn) �� (ψ∗, r∗, q∗n∗) �� E ���%�	�
������ ���� R

r �� R
r∗� =�
� σ(qn) =

(p, n) �� σ(q∗∗ ) = (p∗, n∗)� '�
���� w(xi, xj) = qn(ψ(xi) − ψ(xj)) = qn∗(ψ∗(xi) − ψ∗(xj))C ��
��������
�� �� ψ(E) �+� ��	��� 
�Q���	� ��� �� :���� �� ���,�C ���	 ���� %������ ��%%����
���� %���� �� ,������
�� ��� ��� ���$ %���,������ ��������� (ψ, r, qn) �� (ψ∗, r∗, q∗n∗) ����
	������� '�
���+
� �+�,
� �� %���,������ ���������C r �� r∗ ���� �
�
���$ �+�Y r = r∗� =�
�
K = {k1, . . . , kr} ⊂ E �� Xi = ψ(xki

) ��� ��� �� ��	���� �
,�� X = [X1, . . . ,Xr] :���� ���
*��� �� R

r� =�
� X∗ = [X∗
1 , . . . ,X∗

r ] �� ��	���� �
,�� ��� ��� X∗
i = ψ∗(xki

)�
'�� ����
�
��C �� ����
	� �� ;��� Gn(X) = X ′Σ(p, n)X ����	
�� 1 X 	��:�������� 1 qn

��� �,��� 1 �� ����
	� �� ;��� G∗
n∗(X∗) = X∗′Σ(p∗, n∗)X∗ ����	
�� 1 X∗ 	��:�������� 1 q∗n�

'�� 	���������C X∗ ��� �,������� ��� *��� �� R
r �� 
� �$
��� ��� ����
	� �� �
����
�� r × r

����� ��� AX = X∗� '�� 	������	�
��C %��� ���� (X,Y ) ∈ (Rr)2C �� � < AX|AY >n∗=<
X|Y >n ���	 A ��� �� 
�����%�
��� ����� (Rr, qn) �� (Rr, q∗n∗)� !��� 
�%�
��� ��� p =
p∗ �� n = n∗� '�
���� ��� ��	����� ψ(xi) �� ψ∗(xi) ���� ������
��� %�� ��� 	����������
< ψ(xi)|Xj >n �� < ψ∗(xi)|X∗

j >n∗ ��� ��� *���� X �� X∗C �� � ψ∗ = A ◦ ψ� �+�����*�� ��
	�� 	��	���
��� ���� %��������� �+���*�
� �� �������� ��
�����

�-�
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*������� � "�� (ψ, r, qn) � (ψ∗, r∗, q∗n∗) ���
 ���������� �������� �� E ���� �� ��
�����������+ w% "�� G � G∗ ��� ������� �� @��� �'����� 8 ����� �� ψ(E) � ψ∗(E) ����
��� ������� )������)��� (Rr, qn) � (Rr∗ , q∗n∗)% ���� ��� ���������6 �� � 4

; r = r∗ = rang(G) = rang(G∗)
; qn � q∗n∗ ��� �����)��� � �� �������� +���� 8 ����� �� G � G∗

; �� �
��� ���
 ���������� τ1 � τ2 ��� R
r � �� ������������ A �� �/������ )������)��

(Rr, q) �� )�� ψ∗ = (τ1 ◦ A ◦ τ1) ◦ ψ

>� 	���
������ ���(���� ��� �����
��� %��	�������C �� ����
	� M �� ��	��%��� ���� ��
:���� M = X ′Σ(p, n)X � =�
� X ∗ = [ψ∗(x1), . . . ψ∗(xT )] �� ����
	� ����	
�� 1 ψ∗� '�� 	������	7
�
��C �� � X ∗′Σ(p, n)X ∗ = M � >� �%%�
����� �� �������� %��	�����C �� ��
� ��+
� �$
��� ���
����
	� 	����� �� �
����
�� r × r ����� ��� A′Σ(p, n)A = Σ(p, n) �+�Y X ∗ = AX � <� ����
�
X ∗+ = AX+ �� X ∗− = AX−� <� � M∗ = M∗+ + M∗− ���	 M∗+ = X ∗+′Σ(p, n)X ∗+ = M+

�� M∗− = X ∗−′Σ(p, n)X ∗− = M− ���	 �� ��	��%��
�
�� �� M �� 	���,� %�� ���	 �� %���7
,������

��� �$�� �� ���,� ����	
�� 1 �� ����
	� ����� X ∗X ∗′ = AXXA′ ���� ������ %�� U∗
i =

AUi = AI∗,i� �� *��� U∗ = AU ��� ������������ %�� ��%%��� �� %����� %����
� �	���
��
< ·|· >n �%�%

< U∗
i |U∗

j >n=

{
signe(λi) �
 i = j

0 �
���

�+�Y
X ∗X ∗′ = A�
�,(|λ1|, . . . , |λp+n|)A′

�+�%������� Γ∗ 	�����%������ 1 Γ ���
�� Γ∗ = AΓ� �� :������

Γ∗′Σ(p, n)Γ∗ = V �
�,(signe(λ1), . . . , signe(λT ))V ′

��� ���(���� ���
�� ��
� Γ∗Γ∗′ = AA′

�+�����*�� �� 	�� ������%%������ ���� ��� %���
� �� ������� ��+
� ���
� ���(���� %���
*��
�� %���,�� �� �����*�� �� ������� ���
 �+��� �
��
�
���
�� ���� �� ��%�	� %�����7��	�
�
��
�� �
����
�� �
�
����� �� 	������	�
�� ��� �*����� 1 %���
� �+��� ���%���
�� �� �� ��	��
���
�� �+����A�� �� 	��%������� %�
�	
%���� 1 ��A��  G����� ��=" ���� �������� �� ��A�� �+��� %��
:��	����� ����
 %��
�
:� M��� ����� ����� 	���� ��	��%���
�� �+2���A�� �� !��%�������
'�
�	
%���� 1 M�A�� ������
  2!'M�"  >���$��� G����� ��= �� �D'!2 �� ���,�� ��,��
��"�
�� ������
���
�� 
���
�� %�� �+�%������� Γ %����� �� ����
��� ��� ����A�� �� ���,� �� :�N��
�
�
��
�� 1 	���� ��� �+�� %��� ����
��� ���	 ��� ����A�� �� 	��%������� %�
�	
%���� 1 ��A��$
���� �� ��%�	� ��	�
�
���

�� ������� ��� ���� %��%����� %��� L��� ��7	����� ������������� ���� �� ����	���� ��
���$ %����� 
������
�� 1 �� ��	�
�� .��� >� �E��C �� %���,����� ��� ������� ���� �� ��%�	�
%�����7��	�
�
�� 	�����%��� 1 �� %���� �� ��%��������
�� ����
� ��� �� ��	���	�� �+�� %���7
,����� �������� 	����� �� �� 	��	�� ��� �$�� %�
�	
%��$ 	�����%��� 1 �� %���� �� %��(�	�
���

(�% #� ���	
�� �� �����	
����� *���������
�
����

K
��������C ���� �� ���$
��� %���
� �� 	���� ��	�
��C ���� %����������� ��� ���
�	��
���
��	����
��� %��� ���%��� �� ��	��
��� �� �� ����
	� �� ��������� 1 �� �
����
���
�� �� ���,�
 2�%��
� �� ���C �55-	"  2�%��
� �� ���C �55-*"�

2(
(& ��	����	�������� ��� ������� ����������������

�+��
�
���
�� �� �+2!'M� %��� �� �
����
���
�� �� ���,� ��	���
��C ���� �� %���
�� ���%�C
�� �
��$ 	�������� ��� ��%�	�� %�����7��	�
�
����
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�� 	�� �� %��� �
�%�� 	�����%��� 1 �� ��%�	� %�����7��	�
�
�� (E , q) �������� �� �
����
��
1� \�� �� �
,������ �� q ��
� (1, 0) �� (0, 1)C �� 	?�� 
�����%� C(q) ��� ����
� �� �
�,�����
{0}� '�� 	���������C ��� ��%���������� ψ(x) �� ψ(y) �� ���$ �*(��� x �� y �
�
��
��� ��� ���
	���������� %��	����

=�%%����� ��
������� ��� (E , q) ��� �� ��%�	� %�����7��	�
�
�� �������� �� �
����
�� 2�
�� �
,������ �� q %��� L��� (2, 0)C (1, 1) �� (0, 2)�

���� �� %���
�� 	�� σ(q) = (2, 0)C (E , q) ��� �� ��%�	� ��	�
�
��C ���� ������ ���$ �*(��� x
�� y ���� �
�
��
��� �
 ����� 
��,�� ψ(x) �� ψ(y) ��� ��� 	���������� %��	��� �� ��	
%����������
�� %���C ���� ��� ��
� x ∈ E C �� � q(c) ≥ 0� ��� 
��������� q(x) = c %��� c ≥ 0  	�����%������
1 �+�����*�� ��� %�
��� �A��� ��� �
��
�
���
�� 	�������� c %�� ��%%��� �� 	����� �� �+��%�	�"
���� ��� 	��	���� �� %���C �� 	?�� 
�����%� C(q) ��� ����
� �� �
�,����� {0}� �� �,��� .��
%����� �� �
����
��� 	�� 
��������� �� �� 	?�� 
�����%��

���� �� ���$
��� 	�� σ(q) = (0, 2)C �� �������� ��� (E ,−q) ��� �� �L�� �A%� ��� ��
%���
�� 	��C ���	 ���$ �*(��� x �� y ���� �
�
��
��� �
 ����� 
��,�� ψ(x) �� ψ(y) ��� ���
	���������� %��	��� �� ��	
%���������� �� ���
�� �� �
�
���
�� �� x �� y ���C ���� 	� 	��C
������� 1 %���
� �� −w(x, y) �� �
�� �� w(x, y)� �� %���C ���� ��� ��
� x ∈ E C q(x) ≤ 0C ���

��������� q(x) = c %��� c ≤ 0  	�����%������ 1 �+�����*�� ��� %�
��� �A��� ��� �
��
�
���
��
	�������� c %�� ��%%��� �� 	����� �� �+��%�	�" ���� ��� 	��	���� �� %���C �� 	?�� 
�����%� C(q)
��� ����
� �� �
�,����� {0}� �� �,��� .�� %����� �� �
����
��� 	�� 
��������� �� �� 	?�� 
�����%��

�� ����
�� 	�� σ(q) = (1, 1) 	�����%��� �� %��� �A%��*��
���� ���� 	� %���C �� 	?�� 
�����%�
C(q) ��� �+��
�� ��� �
,��� (1

1)R �� ( 1
−1 )R� �� %���C 
� �$
��� x ∈ E �� y ∈ E ���� ��� q(x) > 0

�� q(y) < 0� !� %��� %��� �,������� L��� ����
� ���	 ��� ����	���� ��	�
�
����� <� ��������
����� ���C %��� ���� ε > 0C 
� �$
��� (x, y) ∈ E2 ���� ��� ||x − y|| ≤ ε �� q(x − y) ≥ 1� �� %���C

� �$
��� (x, y) ∈ E2 ���� ��� ||x − y|| > 0 �� q(x − y) = 0� !�� %��%�
���� ���� %�����*�����
��
� 	� ���� 	�� ����
���� ��
 :��� ��+�� %���,����� �������� �$
��� ���(����� ��� 
���������
	�����%������ 1 q(x) = c �� �� 	?�� 
�����%� ���� :����
� %�� �� �,��� .�)�

��� ��%�	�� ��	�
�
��� �� �
����
�� ��%��
���� 1 2 ������� �
B	
��� 1 ����
�� ��
� ����
��%�	� E C ��+
� ��
� ��	�
�
�� �� %�����7��	�
�
��C %��� L��� ��	��%��� ���� �� :���� �+���
����� �
��	�� �+��%�	�� �� �
����
�� 
�:��
���� 1 2 &

E = P1 ⊕ · · · ⊕ Pk

��

E = P1 ⊕ · · · ⊕ Pk ⊕ E∗

���	 Pi �� %��� %�����7��	�
�
�� �� �
����
�� 2 �� E∗ �� ��%�	� ��	�
�
�� �� ���
7��	�
�
��
�� �
,������ (1, 0) �� (0, 1)�

2(
(+ %�������� �� �� ���	��� �� 
������	���
 ���	 �� ������������ ���
� ������ ���������������

�� ��	��
��� �� �� ����
	� �� ��������� %����� �� �
����
���
�� �� ���,� ψ(E) ����
�� :���� �� ,��%�� ����
���� ��� %��(�	�
��� �� ���,� ψ(E) ����� ���$ �� ��� 	�����������
�� ����
	� �� ��������� ��� 	��%���� �� �+�����*�� ��� ,��%��� %���
*���  K�AA�� �� ���C
�55�"  8��, ��� 6��,����C �44�"� �+�� ��� %�
�	
%��$ ������,�� �� 	���� ��	��
��� ��� ���
	����� ���
�*��  �%�% 	���������" (��� �� �L�� �?�� ���� �� �
����
���
��  8
(� ��� ��� �
���C
�44�"� ��� ����
	�� �� ��������� ���� ��
�
���� %�
�	
%������� %��� ��%����� 1 ���
� �*(�	�
:�
 K�AA�� �� ���C �55�" & ����	��� ��� 	�������
��� ����� ���
�*���C ����	��� ��� ,���%�� �� ����	���
��� %�
��� �*��������

�.5



������
� !� ���
��� �� ������������ �����"����������

�

��� 
��������� 	�����%������ 1 ��� ������� c %��
�
��� ���� �� ���
� %��
�C 	����� 	�����%������
1 ��� ������� c ��,��
��� ���� �� ���
� %�
��
��� �� �� 	?�� 
�����%� ��� ����
�� �� ���
� �%�
��

���� .�� R ���������� �+�� ��%�	� %�����7��	�
�
�� �� �
����
�� 2C ������� σ(q) = (2, 0)�

�

��� 
��������� 	�����%������ 1 ��� ������� c %��
�
��� ���� �� ���
� %��
�C 	����� 	�����%������
1 ��� ������� c ��,��
��� ���� �� ���
� %�
��
��� �� �� 	?�� 
�����%� ��� ����
�� �� ���
� �%�
��

���� .�� R ���������� �+�� ��%�	� %�����7��	�
�
�� �� �
����
�� 2C ������� σ(q) = (0, 2)�

��� 
��������� 	�����%������ 1 ��� ������� c %��
�
��� ���� �� ���
� %��
�C 	����� 	�����%������
1 ��� ������� c ��,��
��� ���� �� ���
� %�
��
��� �� �� 	?�� 
�����%� ��� ����
�� �� ���
� �%�
��

���� .�) R ���������� �+�� ��%�	� %�����7��	�
�
�� �� �
����
�� 2C ������� σ(q) = (0, 2)�

�.�
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�� :�
� �� �� 	������	�
�� ��� 	���������� �� ���,� ψ(E)C �� ����	�
�� �� 	�������
�� �����
��� �
����
��� ��� %�� 
������������ !�%������C �� ����	�
�� ��/�� �� 	�������
�� �� ,���%��
�� �� ����	�
�� �� %�
��� �*������� ������� 
������������ %��� �+����� �� ���,�� !�� �	�
���
����
��� %� L��� �E�	����� %�� ��� ��	��
���� ��
�� 	��%��$�� ��
�C ���� �� 	�� %������C
�+
�:�����
�� �+�	����� ���� ��� ,���%�� �� �� %��
�
�������� �����
: ��� ,���%��C ��� ��� %��
��%%��� ��$ ������ ���� �
��	������ �		���
*����

=
 �� ��
�
�� �
��	������ ��� 	���������� ψ(E) ���� ��� ����
	� �� ���������C �+
����%��7
���
�� �
���� �+L��� �������C 	�� �� ����
	� �� ��������� %����� �� �
����
��� �������������
�� ���,� ���� �� ��%�	� ��	�
�
��C �� ��� %�� ���� �� ��%�	� %�����7��	�
�
��� 2
��
C ��
:��	�
�� �� �A%� �� ����7��%�	�� �� �
����
�� 2C ���$ %�
��� �
���������� %��	��� %������
	�����%����� 1 ��� �*(��� ���� �
����*��*��� �� ��� �� 
���������� ���$ %�
��� �
����������
���
,��� %������ 	�����%����� 1 ��� �*(��� ���*��*��� �� ����

';�;�;� ���
������

2�� �� %�������� �+
����%�����
�� �� 	�� ����7��%�	�� �� �
����
�� 2C ���� %��%�����
�+��
�
��� ��� 
��������� ��� �,���� .��C .�� �� .�)� 2
��
C ������� �+��
�
������ 	�
��� ���	 �� ����
�
1 �� �����
� p �� %���C �� ����
�� ��� 
���
,��� 	������� ��� p �� :��	�
�� �� �� �
,������ ��
����7��%�	� �� �
����
�� 2� �� 	�
	 ��� �+
��,� �� %�
�� xi ���� 	� %��� %����� �� ������
���
�
���������� �� �
��
�
���
�� ����� xi �� ��� ������ %�
��� �� E ���� �� %��� 	���
����� <�
%����� ��������� ��+
� �� �+�,
� %�� �� �� �
��
�
���
�� ������ w ����� ���$ �*(��� x �� yC ��
�
��
������� �� �� 	����
*��
�� 1 �� �
��
�
���
�� ��� 	� %���� 2
��
C �
 1C � � � C k ��%���������
��� �
����
��� �� �+��%�	� E C ����� �� �
��
�
���
�� �%%������ ��� �� %��� 	�����%������ ��$
�
����
��� i �� j %��� ��� �*(��� x �� y ���

signe(λi)(ψ(x)i − ψ(y)i)2 + signe(λj)(ψ(x)j − ψ(y)j)2

�� ��� %�� q(ψ(x)−ψ(y))� '��� *
�� ����A��� �+��%�	�C 
� ��� ���	 ��	����
�� �� 	���
����� ���
%���� ����	
�� ��$ ,��%��� �� ���
��� 1 	� ��+��� �
����
�� �� ��
� %�� ��
�
��� ���$ :�
�� ��
����
� ���	 %���
*�� �� ����
�� �� ���*�� �� ,��%��� �� �� ����
	� �� ��������� ��
� �� ���
��
����� ����C �+��
�
������ ����� �
*�� �� 	��
$ ��� %���� ��+
� 	���
�����

';�;�;� *�	��� ��� �������

���� ��� ����
	� �� ��������� 	����
���C ��� �
E������ ,��%��� ��� �� �L�� ��
���C ���	
�+������� ��� ������� %�
��� %�� ��� %�
��� ���� ��� �
����
�� ��� ������
��� ���� [0; 1]� !����
������
���
�� � %��� *�� �� �� %�
�
��,
�� ��	��� �
����
�� %�� ��%%��� ��$ ������� =
 �+��
�%%�
��� 	� %��	��� 1 �� �
����
���
�� �+�� %���,����� ���� �� ��%�	� %�����7��	�
�
��C ��

������
� ��� �
�����
�� ��� :����� �������
���� �� 	��	�� ��� %����� !���� �
�����
�� � %���
�E�� �� ,����� ��� �
E����	�� ����� ��� �
����
��� �� ������� �� ���
��� �+��,��  �
����"
:���� %�� ��� �$�� �� 	?�� 
�����%� ���� �� 	�� σ(1, 1)C �� �� �����:����� ��� 
��������� ��
���
%��C ���� �� 	�� σ(q) = (2, 0) �� σ(q) = (0, 2)� 2
��
C %��� 	����� ,��%��C �� ����	���� ��
%��� 	���,�� 2�� �+��
��� 	� %��*���� �� �� :�	
�
��� �+
����%�����
�� ��� �������C ���� �����
	��
�
 �� �
����
����� ��� ,��%��� �� ���
��� 1 	� ��� �� :���� �������
��� qi,j ����	
�� ��$
�
����
��� i �� j ��
� �� �� :����

qi,j(x) = ±x2
i ± x2

j

=
 �+�� ���� βi �+��%�
���� ��� ������� %�
��� %�� ��� %�
�� ψ(E) %��� �� �
����
�� iC ����� ��
%��� ����	
� ��$ �
����
��� i �� j ��� �
� 1 �+�	�����(

βi

maxk βk
,

βj

maxk βk

)

�.�
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���� �� 	������	�
�� �� �� ����
	�� =��� 	�� 	���
�
���C ��� 
���
,��� ����	
��� 1 ��� ��%�	��
�� �L�� �
,������ ��� �� �L�� :����� 2�� �� :�	
�
��� �+
����%�����
��C ��� 
��������� ����
	������� ���� �� ������ 	������ 936 %�� (max(0, 1− c), 0, 0)C �Y c ��� �� ������ ��� 
����������

';�;�;� 8����	�����

��� ������� ���� ��%��������� ���� ��� ,��%��� %�� ��� 	����� %������ L��� ���%�
� ��
�
E������� :�N��� &

R %�� ��� 
��,� ����	
�� 1 �� ������
R %�� ��� 	������ 	��	���� 1 %���
� �+��� ������ �����
���C ���
����C �A�*��
��� �� 	����7

��
��! ����	
�� 1 �� ������� �+��
�
������ %��� ����� ����
� �� �����*�� �� 	��%���  ��7
����C	������" ��
�
��� %��� �� ���%�
���,�� >���� ���$ %��,�� �� ������� ����
�� %�� �+��
7
�
������C �� 	������ ��� �*����� %�� 
����%����
�� �
���
�� ���� �+��%�	� �� 	������ 9��,�
3��� 6���  936"� =�
� (vali, couli) %��� i = 1..K ��� 	��%��� ���� ��� vali ≤ vali+1� ��
	������ �*����� %��� ��� ������ val ���

coul(val) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

coul1 �
 val ≤ val1

couli + val−vali
vali+1−vali

(couli+1 − couli) �
 vali ≤ val ≤ vali+1

coulK �
 val ≥ valK

R %�� ��� 	������ 	��	���� 1 %���
� �� ���
� ������� ����	
��� 1 �� ������� �� %�
�	
%� ��
	��	�� ��� �
�
��
�� �� %��	�����C ��
� 
� �+�E�	��� ��� 	��	��� ��� 	��%������� 936�

�� ���%�
���,� %�� 	������� %����� �� 	��%������ �+
�Q���	� �� 	����
��� 	���	���
��
����
��� �*(��� �
����
��� ��� �� �
��
�
���
��� !�%������C ��� ������� �+��� %�� :��	����� �� 	�7
��	���
��
���� ��
����

';�;�;� ��������

'��� :�	
�
��� �� ����	�
�� ��� ,���%�� �� �� %�
��� �*�������C ���� ����� �(���� �� %���
7
*
�
�� �� ������� ��� %�
��� %�� �� 	���� �� 	������� �� ������,� �+�� %�
�� ���� �� %���
%����� �� ������� �� ���
��� �
�������� �+
��,� �� 	� %�
�� ���� ���� ��� %���� �� �� ����
	�
�� ���������� �� ������,� ��� %�
��� ��� ����
�� ����� �� %�
�	
%� �
�
��
�� 1 	���
 ��	�
�
����  6�	��� ��� !��������C �4��"� �� ����	�
�� ��� %�
��� 	���
���� �� ������,� �+�E�	���
1 �� ����
� �� ����
���� �� ��	���,�� ��� �� ,��%��� !�%������C 	�����
������ �� %��	���
��	�
� ����  6�	��� ��� !��������C �4��"C �� ������,� ��� %�
��� %��� �� %�� 	�����%�����
1 ��� O��� ��	���,���
��� >� �E��C �� ��
��� �� �� ����	���� �� �+��%�	�C ��� �*(��� �
�
��
���
%������ �� %�� L��� 	������� ���� ��� ����	�
�� ��	���,���
��� ��� %�
��� ������� ���� ���	
	��$ 	������� ���� �+��
�� �� O���� ��	���,���
���� #� ���*�� 	�
	 �� ����
� ��� �� �*(��
%����� �� ������� �� ���� �*(�� ��� �+�B	��� ���� ��� ��*�� ��� ����
*��� 	�����%������ 1
�+�*(��� !� ������,� �%�	
���� %����� �� :�
�� �� �
�� ����� ��� ,���%��C �� �
��
�
���
�� �� ���
����
*��� ��� �*(����

';�;�;� %����	�� ��� ���� ��	�	����

�+2!'M� �� T �*(��� �� E 	��� �� %���,����� (ψ, r, q) ��� ��� r ≤ T � �� �
����
�� r ��
�+��%�	� ���� ������ �+�E�	��� 	� %���,����� �� ���	 �� ���*�� �+�$�� %�
�	
%��$ ����	
�� 1
��� ������ %��%�� ��� ����� %��� L��� ���� ,����� <� �� ��
��� �+�� �	��� ��� �
�
��� ��C �L��
�� ��
�
���� �+
�����	�
�� %��� ��
� ��� ���:�	� �+�	��� %��� ,�����C �� ����
	� �� ���������
%��� �� ��� 
����L� �� �� ��� ��
�
�� �� :�� �� 1 ������ ��� r ��,������ #� ��A�� �� ����
��

�*�
 ������
 ��	�����
 �� 
(�������
 
��� ���������
 �� ������
 ������
 �� ��
 ������
 �����	����
 
���
���������
 �� ������ 	� 6���
 	� �����	���� F�����-G��������  ������ 	� 6���
 	����
 �� "�� 6������ 	� ����
.HI")� ")� 	����
 �� ����	��� 	� G����0���%�

�.�
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�� ���*�� �+�$�� %�
�	
%��$ ��
�
��� %��� �� �
����
���
�� 	���
��� 1 �� ����	�
����� ��� ���
�$�� ��� %��� �
,�
�	��
:� %��� �+����A��� ���� ��� ����A�� �� 	��%������� %�
�	
%����  6���
��
��� 6����	��C �4�-"  >�	���� ��� '�,��C �44�"C ��� �$�� ��� %��� �
,�
�	��
:� 	�����%������
��$ ������� %��%��� ��� %��� ,������  ���
�C �4�-"� ���� �� 	�� �� �+2!'M�C ���� %��%�����
�+��
�
��� �� ��,�
���� ��� ������� %��%��� 	���� 	�
���� �� ����	�
��� =�
��� λ+

1 C � � � C λ+
p ���

p ������� %��%��� %��
�
��� ����	
��� 1 q �� ����� ��	��
����� �%�% λ+
1 ≥ . . . ≥ λ+

p � =�
��� λ−
1 C

� � � C λ−
n ��� n ������� %��%��� ��,��
��� ����	
��� 1 q �� ����� ��	��
����� �� ��,�
���� �%�%

|λ−
1 | ≥ . . . ≥ |λ−

n |� �� ����	�
�� ��� k+ �� k− �$�� %�
�	
%��$ ����	
�� ��$ ������� %��%���
%��
�
��� �� ��,��
��� �� %��� ,����� ��%�
���� %����� �� ����
� ������ 
��
	������ %���
������� 	���� ����	�
�� &

η+ =

k+∑
i=1

λ+
i

p∑
i=1

λ+
i

η− =

k−∑
i=1

|λ−
i |

n∑
i=1

|λ−
i |

η∗ =

k+∑
i=1

λ+
i +

k−∑
i=1

|λ−
i |

p∑
i=1

λ+
i +

n∑
i=1

|λ−
i |

η =

n∑
i=1

|λ−
i |

p∑
i=1

λ+
i

η+ �� η− �������� ���%�	�
������ �� �����
�� �+
�:�����
�� �E�	�
������ ����	�
����� ����
��� ���� ��%�	�� I %��
�
:� J �� I ��,��
:� J� η∗ ������ �� �����
�� �+
�:�����
�� �E�	�
������
����	�
������ K
��������C η ������ �� �����
�� �+
�:�����
�� 
�
�
������� %����� %�� �+��%�	�
I ��,��
: J %�� ��%%��� 1 �+��%�	� I %��
�
: J� ������� η � ��� ������ 
�%�������  �$ & 0.3"C
	��� �
,�
�� ��� �+��%�	� I ��,��
: J �+��� %�� ��,�
,��*�� %�� ��%%��� 1 �+��%�	� I %��
�
: J
���� �� 	����
*��
�� 1 �� �
��
�
���
��� ������� η ��� %��	�� �� 0C 	��� �
,�
�� ��� �����
��� �$�� %�
�	
%��$ ����	
�� 1 ��� ������� %��%��� %��
�
��� ���� ��
���� ���� �� 	�� 
������C
�� �
����
���
�� ��
� %������ �� 	��%�� ��� �$�� %�
�	
%��$ I %��
�
:� J �� I ��,��
:� J�
�� ����	�
�� ��� �$�� %�
�	
%��$ %��� ���	 �+�E�	���� �� %������ 	��$ ����	
�� ��$ �������
%��%���  %��
�
��� �� ��,��
���" �� ��,�
���� ��� %��� ,������C ����
� ��� �� ���
���
�� ��
	���� ����	�
�� %��� �+�E�	���� 1 �+�
�� �� 	�� ������ 
��
	�������

�� ��	��
��� �� �
����
���
�� ��� ���� ������ �� %��%���� %���� �� ��� �� ����
	� ��
��������� %�����7��	�
�
����  �='>"�

(�( )**
���
���

2�� �� ������� �+
����L� �� �� ��	��
��� �� �� �='>C ���� �+����� �%%�
���� 1 �+����� ��
%���
���� �
��
�
���
��� ��� ���$ �A%�� �� ������� & �� *��� ��
�  K
����C �4�." �� �� *��� <9�
 =����
� ��� �����C �44)"�

�.)
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2(2(& %��<�� �� ���������	���� ��	 �� ���� �	��

�� *��� ��
�  6���� ��� ���OC �44�"  K
����C �4�." ��� ��� *��� �� ������� 	����
�������
��
�
���� %��� 	��%���� �� ������ �� ��
���	�� ��� 	���	���
��
���� ��� ��	��
���� �� �
����
��7
�
��� !���� ��� ��� �+
��
���C 	���� *��� �� ������� ��	�
� ��� ������� �E�	���� ��� ��� ��
�
 �� %�����"� >��� ��� 	��%���� �� �-5 %�
��� �� R

4 ��%���
� ���� ���
� 	������ �� �L�� ��
����
�� %���
��� 	����� ��� �
���
������ ��%���*�� ��� ���$ ������ ����
� ��� 	�� ���$ ����
����
�� �� ���� %�� �+��� �� �+�����  	:� �,��� .�."� '��� �%%�
���� �� �='>C ���� ����� 	��
�
 ��
	���
����� 	
�� �
��
�
���
���C ��� �� ��
� ���� 
�%�	� ��� 	�� �������� ��� �
��
�
���
��� ���� &

w�'�(x, y) =
4∑

i=1

|xi − yi|

w2(x, y) =

√√√√ 4∑
i=1

(xi − yi)2

w���(x, y) =
4

max
i=1

|xi − yi|

w(
��(���(x, y) =

{
0 
: w2(x, y) < 1
w2(x, y) − 1 
: w2(x, y) ≥ 1

w��	(x, y) = 1 − exp(−w2(x, y)2

2
)

��� �,���� .�-C .�.C .��C .�� �� .�4 %��������� ��� ����
	�� �� ��������� %�����7
��	�
�
����� �%��� 	������
�� ��� %�
��� �� :��	�
�� �� ����� 	������� ��� �$�� %�
�	
%��$
	��
�
�C �
��
 ��� ��� ������� ��� ������ 
��
	������C ���� ������ %�� �� ��*���� .���

�
��
�
���
�� η η+ η− η∗ 3����� %��%��
w�'� 10% 82% 1743

89% 160
25% −54

92% 85% 49
w2 0% 92% 630

97% 97% 36
w��� 6% 90% 455

92% 13
26% −8

93% 90% 7
w(
��(��� 34% 96% 17327

81% −5032
99% 520

89% 96% −477
w��	 9% 50% 26

73% 12
82% 5
87% 87% 2

��� ������� �� ��*���� ���� ������
�� 1 �+���
�� �� %��� %��	���

���� .�� R 2$�� %�
�	
%��$ �� 
��
	������ 	�����%������ ��$ �,���� .�-C .�.C .��C .�� �� .�4�

�.-
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!���� ���� %������ �� ��
�C ������ ��� ��
� �� �
��
�
���
�� ��� ���� 	���
������C ���	
������ �$�� %�
�	
%��$ �� ��$
���C �� � η ≥ 80%� '�� 	���������C 
� ��� ��
�����*�� ��
	���
����� ��� ��� �,���� .�-C .�.C .��C .�� �� .�4 ���� ��%��������
��� �� �+��,��
���
�� 
���
��
%�� ��� �
��
�
���
���� '��� 	��	��� �� 	�� ����
	��C �� �������� ��� �� %���
�� �$� 	�����%���
1 �� ��%����
�� �� �� 	����� �� %��� 
�����  �� ����" ��� ���$ ������C ���	 	��	��� �� 	��
�
��
�
���
��� ���%�	�� �� ������	� ,������� ���� ��� �������� <� �������� �,������� ��� ���
������� :�
���� %���
� �� �� �L�� 	����� ���� ��	��
���� ���� ��� O���� *
�� ����
�� �� �+��%�	��
'�� 	���������C 	�� �
��
�
���
��� %��������� ��� ,���%�� �� %�����
��� ���	 L��� ��
�
���� %���
�E�	���� ��� ����	�
�� �� ,���%� �� �� �� 	����
�	��
��� !�%������C �� :���� ��� ,���%�� ��
�� ��%����
�� ����� ��� ,���%�� ���
��� �� :��	�
�� �� �� �
��
�
���
��� �� %���
*
�
�� �� 	��
�
�
��� �
��
�
���
��C %���?� ��+��� �����C %����� ���	C �� :��	�
�� ��� *���
��C �+��
�
��� ���
%��%�
���� �� 	��������
�� �� �+��,��
���
�� ,��*��� ��� �������C ���� �� �A��� �� �
*���� ��
	��
$ ��� �� :���� ��� 	�������

���� .�- R �='> ��� 4 %���
��� �$�� %�
�	
%��$ %��� w�'��

2(2(+ %��<�� �� ���������	���� ��	 ��� ������� �� ��	��� ������

���� �� ���*������ �%%�
	��
��� ��� ������� �� ������ 	�	���C 
� ����
� ��
�� �+���
�
1 �
�%��
�
�� ��� �
��
�
���
��C ��� �� %����
� 	��%���� ��� ������� ����� ��$� �� �$
��� ��
���*������ �
��
�
���
��� %��� ��� ��!  	:� )�-���- %� �55"C ������ ��� �� �
����	� �� D���*�	�7
��
*��� �� ���� �
�%������ �� �
����	� ��	�
�
���� ����� ��� ����
	�� ��� �������� =�%%�����
��� �+�� 	���	�� 1 	��%���� ���$ ��! �A��� �� �L�� ���*�� �+����� �� �� �L�� ���*��
�� �A�*����� !����
��� �� 	�� �
��
�
���
��� ��� %��� 
�	�����
��� �� 	��%���� �+���� si �+��
��! ���	 �+���� si �� �+����� ��!� <� ��� ��! ���� 	����� 1 �� �����������
�� %���
��� �����C ���	 �� 	��%���
��� �E�	���� �� ��Q��� %�� ��� 	�%�	
��� ��� ��!� ����  9�*
7
���C �4�4"C �+������ ������ ��� �
��
�
���
�� �� %����� %�� 	� %��*����C ��
� ���� ��	���
��

�..
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���� .�. R �='> ��� 2 %���
��� �$�� %�
�	
%��$ %��� w2�

���� .�� R �='> ��� 4 %���
��� �$�� %�
�	
%��$ %��� w����

�.�
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���� .�� R �='> ��� 4 %���
��� �$�� %�
�	
%��$ %��� w(
��(����

���� .�4 R �='> ��� 4 %���
��� �$�� %�
�	
%��$ %��� w��	�

�.�
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�+��,������ �� %��*�*
�
�� ��� ������	�� �+�*������
���� '�� 	���������C �� :��	�
�� ��� ��7
����	�� ��,�������C �� ������ �� �� �
��
�
���
�� %��� ���
��� '��� ����
�� 	���� ���
��
��C 
� ���
��	����
�� �+�E�	���� �� ���*���$ �
��,�� ������
���C ���	 	� 	��	�� ���
��� ���� ��%
������
	�P���$� �� �
����	� �� D���*�	�7��
*���  K��������� �� ���C �44-" %������ ��� �L��� 
�	��7
���
���� & %��� ��� ���
���
�� ��*����C �� ���*���$ �
��,�� ������
��� ���� ��	����
���� ��
%���C ��� �%%��$
���
��� ��%
��� �$
�������C 	���� 	����� ������� ����  ��C �55�" ��  3
����
�� ���C �55�"C �������� ��� ����� ��� ��� %�� ��%%��� ��$ ������� !���� ���� %������ �� ��
�C
	�� �
��
�
���
��� ���� ���% 	�P������ 1 	��	���� �� 
����%����" 1 �� 	��%���
��� �� ��!�

K�	� 1 	� 	������C ���� ����� 	���	�� 1 ����
� ��� �
��
�
���
�� 	�%�*�� �� 	��%���� ���
��!C ���� :�
�� (���� �� �?�� %���
	��
�� ��$ ����� 	�����%������� ���� ��� ���$ �������
 2�%��
� �� ���C �55-	"� ���� 	���� �%�
���C ���� �����
���� 	��%���� ��� �
���
*��
��� ��
%��*�*
�
��� ��� �A�*���� ��,������� %�� ��� �������� '��� ��� ����
�C ���� 	���
������ ���
�
���
*��
�� %���
	��
��� ��� %��*�*
�
��� ��� ����� 	�	��� 1 �� 
������ ������ M��� �������
γ = (γ1, . . . , γN )′ 	���� �
���
*��
�� �� %��*�*
�
��� ��� ����� 	�	���� M��� ����� 	���
����
���$ �
���
*��
��� %���
	��
���� ��� ����� 	�	��� &

R �� �
���
*��
�� �+���
�
*�� �� �+
�	���
���� & γe = (1/N, . . . , 1/N)′� �� ��! %��� L���
���� �+
�%���� ���� ���� ���	 �� �L�� %��*�*
�
���

R �� �
���
*��
�� �
�
�� 1 �+
���
� γ∞C ����
� 	���� ����� �� �
�
�� �� �� ��
�� AtΠ� !����
�
�
�� 	�����,� �
 ���� ��� 	��B	
���� �� A ���� ��� ����� ���� �� 	�� 	�����
��C 	����
��
�� %��� 	�����,�� ���� �
E������� �
���
*��
��� �
�
���� ���� 	� 	��C �� �� 	��
�
� ���
��*
���
�������

'��� 	������
�� ��� �
��
�
���
���C ���� %������ 	���
����� ���$ �A%�� �� �
���
*��
��� %���7
������� %�� λ �� γ &

R ��� �
���
*��
��� �+����� � ��� �A�*���� &

µλ,γ(k) =
N∑

i=1

γibi(k)

R ��� �
���
*��
��� �+����� � ��� �A�*����  �%%��
�
�� �� ���$ �A�*���� 1 �� ��
��"

ρλ,γ(k, l) =
N∑

i=1

N∑
j=1

γibi(k)ai,jbj(l)

!�� �
���
*��
��� %��������� �� 	������
�� ��� �
��
�
���
��� ��
������ &

w(1)
γe

(x, y) = MRE(µx,γe(x), µy,γe(y))

w(2)
γe

(x, y) = MRE(ρx,γe(x), ρy,γe(y))

w(1)
γ∞(x, y) = MRE(µx,γ∞(x), µy,γ∞(y))

w(2)
γ∞(x, y) = MRE(ρx,γ∞(x), ρy, γ∞(y))

�� ���
,���� %��

MRE(u, v) =
1
2

(∑
i

ui ln
ui

vi
+
∑

i

vi ln
vi

ui

)

�� ��A���� �� �+�����%
� �����
�� ��� �
���
*��
��� u �� v�

�@��
 �����	��
 J ���	�����
 K 	��
 �� 
��
 �L �� ��������
�� 	�
 ��: 
� ���� ���� ��� �����

�.4
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'��� �
����
��� �+�E�� �� 	�� �
��
�
���
��� ��� ��� ��!C �� 	���
���� ��� �5 %���
��� �
7
��,�� ��� - %���
���� %�������� �� �� *��� <9�  =����
� ��� �����C �44)"  	:� ��	�
�� )�-����
%� ��"� ��� 
��,�� ���� �%%�
��� %�� �+��,��
���� 2'� ���	 �� 	���,����
�� �� %��������� 2'�7
����  	:� ��	�
�� )" �%��� ���
� ��� ��	���� �� .) �
����$ �� ,�
�� ��� �='> �*������ ����
������� %�� ��� �,���� .��5C .���C .��� �� .���� �� ���	�
%�
�� ��� �$�� �� �+����A�� ��� ������
%�� �� ��*�� .��� <� �������� ��� ���� ��� ������ 	��C ������ �$�� ���� ��B����� %��� ���
�
η∗ ≥ 70%C ���	 ��� �='> ���� �����
������ ����O ������ �� ���,� �+��
,
���

<� �������� ��� ��� ������� %��%��� ��� �
��
�
���
��� �� %���
�� ����� ���� �� �L��
��%%��� %�� ��%%��� 1 �� ����� ��� ������� ��� ������� %��%���� >� �E��C %��� 	��	�� ���
�$�� 	�����%������C �+�$%�
	��
�� η+ �� η− ��� ����
���� 
����
���� �� %���C �� �������� ���
��� %��(�	�
��� �� ���,� ��� ��� %���� ���� ����
���� 
����
���� ��$ �A����
�� %���#� ;�W	� 1
	�� %��%�
����C ���
���� ����
 *
�� ���� �� 	�� �� γe ��� �� γ∞  ��� ��� ���$ %���
��� �$��"C
���� %������ 	��	���� ��� �� 	�P� 	��	�����
�� 
���
� %�� ��� �
���
*��
��� �+����� � �+�%%����
,��*������� �
�� �� %��� 1 �� ����	���� �� ���,��

������� ��� %�
��� ���� ���%�
� %�� ��� �
��,�� ����	
�� ��$ ��!C �� �+�%��N�
� ��� ��
%���
�� �$� �E�	��� �� ��%����
�� ��� �
��,�� �� :��	�
�� �� �� ���
���
�� ,��*��� ��� 
��,���
�� %���C �� �������� �� :�����
�� �+�� 	���� ���� �� �������� 	�����%������ ��$ ���$
%���
���� ������� %��%���� <� 	� 	���� 	�����%��� �� 	?�� 
�����%
��� �� �+��%�	�  �� �
,������
(1, 1)"� '�� 	���������C ��� ���$ %���
��� �$�� %��������� �� ��%���� ��� �
��,�� �� ���$
,���%�� & 	��$ ,��*������� 	��
�� �� 	��$ ,��*������� ���*���� ���� 	��	�� �� 	�� ,���%��C
�� 	����
*��
�� 1 �� �
��
�
���
�� ����� 	�� ���$ �$�� ��� ����� �� ����
7������ '�� 	���������C
�+�E�� �� �� �
��
�
���
�� %��� L��� ����
�� ��
������� ��� ��� ���$ ����
��� �$�� �� 	���
������
��� ,���%�� ��%��������

<� �������� ����� ��� ��� �
��,�� ���� *
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�	��%����
�� �� 	����
����	�� �$%�����
���� �� ������ ���� �� :���� �+��� ��
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�� ��� ���� ����� �$%����� 	���
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���� �+�E�� �+�� �����*��
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����
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� 1 �� ���*���$ ������$
:������

>� �E��C 	��	������ �� %���
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)��������	� �� �������	���� ��
*���'+����

���� �� 	�� ��� ��!C �� 	���	�� 1 ��$
�
��� P (V = O/λ) ���	 O ��� ������	� �� T
�*������
���� >� �%%�
����� �+��,��
���� >� 1 �� ��$
�
���
�� �� 	���� %��*�*
�
��  6
����C
�44�"C �� ��� ����� 1 ��$
�
��� Γ(λ, λ′) ���	 λ = (A,B,Π) �� ������� ������ �� λ′ �� ������
	����  �� �	����" &

ΓO(λ, λ′) =
∑

Q∈ST

P (S = Q/V = O,λ′) ln P (V = O,S = Q/λ)

=�	���� ���

P (V = O,S = Q/λ) = πq1

(
T−1∏
t=1

aqtqt+1

)(
T∏

t=1

bqt(ot)

)

�� :��	�
�� ΓO �� ��7�	�
�

ΓO(λ, λ′) =
∑

Q∈ST

lnπq1P (S = Q/V = O,λ′)

+
∑

Q∈ST

(
T−1∑
t=1

ln aqtqt+1

)
P (S = Q/V = O,λ′)

+
∑

Q∈ST

(
T∑

t=1

ln bqt(ot)

)
P (S = Q/V = O,λ′)

= Γπ
O(λ, λ′) + ΓA

O(λ, λ′) + ΓB
O(λ, λ′)

<� %��� ����� ��������� ��� Γ(λ, λ′) �� ��	��%��� �� �� ����� �� ���
� :��	�
��� ��
%��������� �
��
�	�� �� 
���%�������C %�� 	��������� 
� ��� %���
*�� �� ��� ��$
�
��� 
���7
%��������� ��� ��� ��� �������

)�� =�����
���
�� ��� πi

<� %��� ���� �� %���
�� ���%� ��������� ��� �� %���
�� 	?�� �� �+�,��
�� �+
�%��� ���
�� %���
�� ���� 	�	�� ���	 �� �

Γπ
O(λ, λ′) =

∑
Q∈ST

ln πq1P (S = Q/V = O,λ′)

=
N∑

i=1

ln πiP (S1 = si/V = O,λ′)
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����
∑N
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�� �*�
���  6
����C �44�"

∂

∂πi

(
Γπ

O(λ, λ′) + γ

(
N∑

i=1

πi − 1

))
=

P (S1 = si/V = O,λ′)
πi

+ γ

= 0

��

∂

∂γ

(
Γπ

O(λ, λ′) + γ

(
N∑

i=1

πi − 1

))
=

N∑
i=1

πi − 1

= 0

>� ����
%�
��� �� %���
��� �����
�� %�� πi �� �� ������� ��� i = 1..N C �� �*�
��� ,�W	�
1 �� ���$
��� �����
�� γ = −1 �� ���	  6
����C �44�"

πi = P (S1 = si/O, λ′)

)�� =�����
���
�� ��� aij

G��� 	���� %��	��������C 
� ��� %���
*�� �� �
�%�
��� �+�$%����
�� 	�� &

ΓA
O(λ, λ′) =

∑
Q∈ST

(
T−1∑
t=1

ln aqt,qt+1

)
P (S = Q/V = O,λ′)

=
N∑

i=1

N∑
j=1

T−1∑
t=1

ln aijP (St = si, St+1 = sj/V = O,λ′)

	�� �� %���
��� :������ ���
��� 1 �$�� ��� ����� 	�	��� �� t �� t + 1�

>� ��
�
���� ��� ����
%�
	������ �� ��,���,� %��� 	�����
����
N∑

j=1
aij = 1 �� �� ���
����C

�� �*�
���  6
����C �44�"

∂

∂ai,j

(
ΓA

O(λ, λ′) +
N∑

n=1

γn

(
N∑

k=1

an,k − 1

))

=
T−1∑
t=1

P (St = si, St+1 = sj/V = O,λ′)
ai,j

+ γi

= 0

��

∂

∂γi

(
ΓA

O(λ, λ′) +
N∑

n=1

γn

(
N∑

k=1

an,k − 1

))
=

N∑
k=1

ai,k − 1

= 0

>� ����
%�
��� %�� ai,j �� �� ������� ��� j �� %���
��� �����
��C �� �*�
��� ,�W	� 1 ��
���$
��� �����
�� &

γi = −
T−1∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)
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ai,j =

T−1∑
t=1

P (St = si, St+1 = sj/V = O,λ′)

T−1∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)

)�� =�����
���
�� ��� bi(j)

'��� ��� ��
���� �
�
��
��� ��$ %��	�������C 
� ��� %���
*�� �� �
�%�
��� �+�$%���7
�
��  6
����C �44�" &

ΓB
O(λ, λ′) =

∑
Q∈ST

(
T∑

t=1

ln bqt(ot)

)
P (S = Q/V = O,λ′)

=
N∑

i=1

T∑
t=1

ln bi(ot)P (St = si/V = O,λ′)

>� ��
�
���� ��� ����
%�
	������ �� ��,���,� %��� 	�����
����
M∑

j=1
bi(j) = 1 �� �� ���
����C

�� �*�
���

∂

∂bi(j)

⎛
⎝ΓB

O(λ, λ′) +
N∑

n=1

γn

⎛
⎝ N∑

j=1

bn(j) − 1

⎞
⎠
⎞
⎠

=
T∑

t=1

P (St = si/V = O,λ′)δ(ot = j)
bi(j)

+ γi

= 0

��

∂

∂γi

⎛
⎝ΓB

O(λ, λ′) +
N∑

n=1

γn

⎛
⎝ N∑

j=1

bn(j) − 1

⎞
⎠
⎞
⎠ =

N∑
j=1

bi(j) − 1

= 0

�� :��	�
�� δ(p) ���� 1 �
 �� %���
	�� p ��� ���
 �� 0 �
���� <� �������� ����� ���∑M
j=1 δ(ot = j) = 1C 	�� �� �� �� ���� �A�*��� ot %��� �� ����
��� 1 �� ���%� ������
2���� �� ����
%�
��� %�� bi(j) �� %���
��� �����
�� �� �� ������� ��� jC �� �*�
���C ,�W	�

1 �� ���$
��� �����
��

γi = −
T∑

t=1

P (qt = i/V = O,λ′)

�� ���	

bi(j) =

T∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)δ(ot = j)

T∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)

�4-
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����� �� ������
����� �� ���"&����

)�" �6������

<� �*�
��� &

πi = P (S1 = si/O, λ′)

ai,j =

T−1∑
t=1

P (St = si, St+1 = sj/V = O,λ′)

T−1∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)

bi(j) =

T∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)δ(ot = j)

T∑
t=1

P (St = si/V = O,λ′)
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)��������	� �� ������ �� ����	��
�� �� ���	��������

=�
� L(λ) = ln P (V = O/λ)� ��$
�
��� �� ���
���*���	� P (V = O/λ) ��� ���
������ 1
��$
�
��� �� ��,��
���� �� �� ���
���*���	� L(λ)� !��	����� �� ,���
��� �� L(λ) %�� ��%%���
��$ %��������� �� λ �� %�
�� µ�

∂L(λ)
∂λ

(µ) =
1

P (V = O/µ)
∂P (V = O/λ)

∂λ
(µ)

��$
�
��� L(λ) ��	���
�� ���	 �� 	��	���� ��� ���
���� %���
����� �� P (V = O/λ) %�� ��%7
%��� ��$ �
E������ %��������� �� ������� 2�� �� �� %�� ,���� ��� 	�����
���� �� ���	����
	
��
�� ���*�
� �� ,���
��� ����
�
��*��C ���� �$%�
���� �� ������ ���	 ��� ���
�*��� xi,jC yi,j �� zi�

>��  �	
���� *�	�
��� ��� ���	
��� ��������
����

<� ���� κ(cond) = 1 �
 cond ��� ���
 �� κ(cond) = 0 �
���� <� ������ :�	
������ ���

∂ai,l

∂xi,j
= ai,l(κ(l = j) − ai,j)

∂bi(m)
∂yi,j

= bi(m)(κ(m = j) − bi(j))

∂πl

∂zi
= πl(κ(i = l) − πi)

>��  �	
���� *�	�
��� *�	 	�**�	� ��8 ��	
�$�� xi,j

>� ��
�
���� �� ��,�� �� 	�����,� %��� �� ���
���
�� �� g(θ) = f(h1(θ), . . . , hk(θ))

∂g

∂θ
=

k∑
i=1

∂f

∂hi
.
∂hi

∂θ

�� �*�
���
∂P (V = O/λ)

∂xi,j
=

T∑
t=1

N∑
l=1

∂P (V = O/λ)
∂αt(l)

.
∂αt(l)
∂ai,l

.
∂ai,l

∂xi,j

��

αt(l) =

⎧⎨
⎩

πlbl(o1) �
 t = 1
N∑

k=1

αt−1(k)ak,lbl(ot) �
 t > 1

�4�
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���	
∂αt(l)
∂ai,l

=
{

0 �
 t = 1
αt−1(i)bl(ot) �
 t > 1

�� P (V = O/λ) =
N∑

i=1
αt(i)βt(i) ���	

∂P (V = O/λ)
∂αt(l)

= βt(l)

�+�Y

∂P (V = O/λ)
∂xi,j

=
T∑

t=2

N∑
l=1

βt(l)αt−1(i)bl(ot)ai,l(κ(l = j) − ai,j)

=
T∑

t=2

αt−1(i)ai,jbj(ot)βt(j) − ai,j

T∑
t=2

αt−1(i)βt−1(i)

>��  �	
���� *�	�
��� *�	 	�**�	� ��8 ��	
�$�� yi,j

�� :�N�� �
�
��
��C

∂P (V = O/λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

N∑
l=1

N∑
m=1

∂P (V = O/λ)
∂αt(l)

.
∂αt(l)

∂bl(ot = m)
.
∂bl(ot = m)

∂yi,j

=
T∑

t=1

N∑
m=1

∂P (V = O/λ)
∂αt(i)

.
∂αt(i)

∂bi(ot = m)
.
∂bi(ot = m)

∂yi,j

=
T∑

t=1

N∑
m=1

∂P (V = O/λ)
∂αt(i)

.
∂αt(i)
∂bi(m)

.
∂bi(m)
∂yi,j

αt(i) =

⎧⎨
⎩

πibi(o1) �
 t = 1
N∑

k=1

αt−1(k)ak,ibi(ot) �
 t > 1

���	

∂αt(i)
∂bi(m)

=

⎧⎨
⎩

κ(o1 = m)πi �
 t = 1

κ(ot = m)
N∑

k=1

αt−1(j)ak,i �
 t > 1

��

κ(ot = m)

⎧⎨
⎩

πibi(m) �
 t = 1(
N∑

k=1

αt−1(k)ak,i

)
bi(m) �
 t > 1

⎫⎬
⎭ = κ(ot = m)αt(i)

�+�Y

∂P (V = O/λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

N∑
m=1

βt(i)κ(ot = m)αt(i)(κ(m = j) − bi(j))

=
T∑

t=1

βt(i)αt(i)(κ(ot = j) − bi(j))

�4�
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>�"  �	
���� *�	�
��� *�	 	�**�	� ��8 ��	
�$�� zi

�� :�N�� �
�
��
��C

∂P (V = O/λ)
∂zi

=
N∑

l=1

∂P (V = O/λ)
∂πl

.
∂πl

∂zi

�� P (V = O/λ) =
N∑

k=1

πibi(o1)β1(i) ���	

∂πl

∂zi
= bl(o1)β1(l)

�+�Y

∂P (V = O/λ)
∂zi

=
N∑

l=1

πlbl(o1)β1(l)(κ(i = l) − πi)

= πibi(o1)β1(i) − πiP (V = O/λ)

>�% �6������

<� �*�
��� &

∂P (V = O/λ)
∂xi,j

=
T∑

t=2

αt−1(i)ai,jbj(ot)βt(j) − ai,j

T∑
t=2

αt−1(i)βt−1(i)

∂P (V = O/λ)
∂yi,j

=
T∑

t=1

βt(i)αt(i)(κ(ot = j) − bi(j))

∂P (V = O/λ)
∂zi

= πibi(o1)β1(i) − πiP (V = O/λ)
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�� ��������	��	��� (,�

���� 	���� ����$�C ���� ����
�����C �� ���
��� %��� 	��%���� ��+�� 	��%
��� �C �� ��7
������
��
��� 2'�� !���� ��������
��
��� ��� 	��%�������� ����
� %�� ��� ��,��
����� !��
�� !���

2�,��
���� !��& �� ��������
��
��� 2'�
// M����
��� &
// M(ai) & �� ����
�� �� �� :����
 ai

// s∗(ai) & �� ��
������ �����
�� ���	������ %�� �� :����
 ai

s��� = O����(S)
M(ai) = � %��� ���� i = 1..M
3��� t [ � ! T��� >�	��
3��� i [ � ! N >�	��

>$�	���� �+��,��
���� !�� ��� �� :����
 ai

>	� 3���
%	 t ������ T��	������� = 0 .����

s��� = max{s���,maxi=1..M s∗(ai)}
M(ai) = ∅ %��� ���� i = 1..M

>	� %	
>	� 3���
s∗ = max{s���,maxi=1..M s∗(ai)}
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2�,��
���� !��& K�����,����� �� �� :����
 ai ���� �+��,��
���� 2'�
// M & �� ����
�� �� �� :����

// M��� & �� ��
��� ��$
���� �� �� ����
��
// last & �� ����
��� �����
�� �$%�����
// e(s) & �� ���*�� �+�	��	� �����
��� ���� �� �+�$%�����
�� �� �� �����
�� s
// echec & ���7	� ��� �� ����
��� �$%�����
�� ��� �� �	��	 @
// s∗ & �� ��
������ �����
�� ���	������ %�� �� :����

%	 |M| < M��� .����

s = O��	�����(s���)
%	 (M = ∅) �� (f(s∗) < f(s)) .����

s∗ = s
>	� %	
M = M∪ {s}
e(s) = 0
echec = V rai

%	���
%	 echec .����

last = U(M)
>	� %	
s = O��	�������(last)
%	 f(s) > f(last) .����

M = M−{last}
M = M∪{s}
e(s) = 0
echec = Faux
%	 f(s∗) < f(s) .����

s∗ = s
>	� %	

%	���
echec = V rai
e(last) = e(last) + 1
%	 e(last) = e��� .����

M = M−{last}
>	� %	

>	� %	
>	� %	
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 �� ���*�	�
��� ��� *�	.�	������

��� ,��%�
���� ��
����� %��������� ��� 	���*�� ��A����� �� �� %��*�*
�
�� �� ��
�����
������ ������ �� :��	�
�� �� ���*�� �� ������� �������  �%�% �� ���*�� �� ������� �������
�+��,��
���� �� 6���78��	� �+��� %�� ��
�
��" �� �� ���*�� ����� �+
�����
��� �� �+��,��
����
�� 6���78��	� �E�	����� ������� �+��,��
���� �� 6���78��	� ��� ��
�
���

'��� ��� �����C ���� ����� 	���
���� ��� 	���,����
��� �� I *��� J %��������� �*������
%��	��������� !�� 	���,����
��� ���� &

R 2;� & ����������[M��C p�� = 0.01C N = 5
R 2;� & N = 5C p�� = 0.3C ����������[<�
 �� 0�������������[<�

R 2;� & N = 20C p�� = 0.3C ����������[M�� �� 0�������������[<�

R 2;) & N = 20C p�� = 0.5C ����������[<�
 �� 0�������������[<�

R 2;- & N = 5C p�� = 0.5C ����������[M�� �� 0�������������[<�

R 2'����� & N�� = 0C N = 50C Ai

����� = 0.1C Ai
��� = 0.1C e��� = 1C T��	������� = 15

R 2'����� & N�� = 2C N = 5C Ai
����� = 0.1C Ai

��� = 0.1C e��� = 4C T��	������� = 15
R 2'����� & N�� = 5C N = 5C Ai

����� = 0.1C Ai
��� = 0.1C e��� = 4C T��	������� = 15

R 2'����� & N�� = 0C N = 2C e��� = 5C T��	������� = 10
R 2'����� & N�� = 2C N = 5C e��� = 4C T��	������� = 15
R 2'����� & N�� = 5C N = 5C e��� = 3C T��	������� = 5
R <>'�
����	�� & N�� = 0C N = 100C ω = 1C c1 = 0.5C c2 = 0.5C d = d0

R <>'�
����	�� & N�� = 2C N = 20C ω = 0.4C c1 = 1C c2 = 0
R <>'�
����	�� & N�� = 5C N = 50C ω = 0.2C c1 = 0C c2 = 0C V = 6
R <>'=�	
��� & N�� = 0C N = 20C ω = 0.8C c1 = 1.5C c2 = 2.5C V = 9
R <>'=�	
��� & N�� = 2C N = 20C ω = 0.8C c1 = 1.5C c2 = 0
R <>'=�	
��� & N�� = 5C N = 50C ω = 0.4C c1 = 0C c2 = 0.5C V = 6
R 2;�
�	��� ����������[M��C p�� = 0.01C N = 5
R 2'��
�	������ & e��� = 1C N = 2C T��	������� = 5C Ai

��� = 0.1 �� Ai
����� = 0.2

R 2'��
�	������ & e��� = 1C N = 2C T��	������� = 5
R 2'�����H & N�� = 0C N = 2C Ai

����� = 0.9C Ai
��� = 0.8C e��� = 1C T��	������� = 5

R 2'�����H & N�� = 2C N = 20C Ai
����� = 0.1C Ai

��� = 0.2C e��� = 4C T��	������� = 5
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R 2'�����H & N�� = 5C N = 50C Ai
����� = 0.1C Ai

��� = 0.2C e��� = 4C T��	������� = 15
R 2'�����H & N�� = 0C N = 2C e��� = 5C T��	������� = 4
R 2'�����H & N�� = 2C N = 20C e��� = 5C T��	������� = 2
R 2'�����H & N�� = 5C N = 50C e��� = 20C T��	������� = 1
��� ��,��
����� 9�����5C 9������ �� 9�����- 	�����%������ 1 ��� ��	���	�� �����
��

���� Λ� '��� 	��	��� ��� �����
��� ���
��,���C 5C � �� - 
�����
��� �� 6���78��	� ����
�%%�
������

��� ������	�� �+�*������
��� 	���
������ %��� 	�� 	��%���
���� ���� �*������ 1 %���
� ���
������ 
��,�� ��
�
���� %��	�������� ��
� �� :�
���� ���
�� &

R �� ���*�� �� �A�*���� ���� �� ��7�	����
���������� �%�% M C
R �� ���*�� �+����� 	�	��� ���� ��� ������� �%�% N �

6(&(& )�	���� M = 32� N = 11 �� T = 400

��� �,���� ���C ���C ��� �� ��) ������� ��� ,��%�
���� �� %��:�����	� ������� M = 32C
N = 11 �� T = 400�

6(&(+ )�	���� M = 64� N = 11 �� T = 400

��� �,���� ��-C ��.C ��� �� ��� ������� ��� ,��%�
���� �� %��:�����	� ������� M = 64C
N = 11 �� T = 400�

6(&($ )�	���� M = 32� N = 20 �� T = 400

��� �,���� ��4C ���5C ���� �� ���� ������� ��� ,��%�
���� �� %��:�����	� ������� M = 32C
N = 20 �� T = 400�

 �� ���*�	�
��� ��� ��
��	� ���	
�����

��� �,���� ����C ���)C ���- �� ���. %��������� ��� ,��%��� �� �� ��A���� �� ��,��
���� ��
�� ���
���*���	� �*����� %��� ��� 	���,����
��� 2;�C 2;)C 2'�����C 2'�����C 9������C
9�����-C 9������5C 9������55 �� 9������555�
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