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Introduction

Dans cette these, nous considérons le probleme des gendarmes et du voleur dans les
graphes. Ce probleme traite de la capture, par une équipe d’entités mobiles (les gendarmes
ou les chercheurs), d’une autre entité mobile (le voleur ou le fugitif) qui se déplace dans un
graphe. Etant donné un graphe, le probleme consiste a déterminer le nombre minimum de
gendarmes nécessaires pour capturer tout fugitif dans le graphe, et a calculer une stratégie
de capture correspondante. A chaque étape d’une stratégie de capture, le graphe peut étre
divisé en deux parties : la partie contaminée est celle accessible par le fugitif, et la partie
propre désigne la partie dans laquelle le fugitif ne peut pas se trouver. Nous étudions, en
particulier, certaines contraintes qui peuvent étre imposées aux stratégies. Par exemple,
dans le cadre de certaines applications pratiques (comme la sécurisation de réseaux), il
est raisonnable d’imposer que la partie propre soit connexe a chaque étape, afin d’assurer
des communications siires entre les gendarmes. Une autre contrainte a laquelle nous nous
intéressons consiste a imposer, pour des raisons liées a la complexité algorithmique du
probleme, que la partie propre ne décroisse jamais. Dans cette theése, nous nous intéressons
principalement au probleme des gendarmes et du voleur d’un point de vue algorithmique,
et pour sa relation avec des parametres importants liés aux décompositions des graphes.

Les fondements du probleme

Comment secourir une personne perdue dans un réseau de souterrains, et ce de facon
a ce que le moins de secouristes ne risquent leur vie ? Breish [Bre67], puis Parson [Par78a],
ont traduit ce probleme en termes mathématiques. La personne égarée circule dans un
graphe, en suivant les arétes du graphe, arbitrairement vite. Cette personne est invisible,
c’est-a-dire que les secouristes ne peuvent la voir que lorsqu’ils la croisent sur une aréte
du graphe, ou lorsqu’ils occupent le méme sommet qu’elle. Le probléeme qui se pose alors
est de déterminer une stratégie de recherche de la personne égarée qui utilise le moins
de secouristes possibles. Les jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes étaient
formalisés. Nous employons le pluriel car, comme nous le verrons, de nombreuses variantes
de jeux impliquant une équipe de gendarmes et un voleur ont été étudiées. Ces variantes
different par la vitesse de déplacement des gendarmes et du voleur, la visibilité que les
gendarmes ont du voleur, les contraintes imposées a la partie propre du graphe, etc.
Outre le sauvetage de spéléologues égarés et la capture de toutes sortes de fugitifs, les
jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes s’appliquent au “nettoyage” de réseaux
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12 INTRODUCTION

contaminés, comme par exemple un réseau de pipeline envahit par un gaz toxique, ou bien
un réseau de type Internet contaminé par un virus. Dans ce contexte, il n’y a plus de fugitif
a proprement parler. Les gendarmes se déploient dans le réseau, en nettoyant les noeuds
et les liens sur leur passage, et en évitant la recontamination qui provient des noeuds ou
des liens encore contaminés. Nous verrons que cette vision des jeux des gendarmes et du
voleur est équivalente & la variante définie par Breish et Parson.

Une des raisons pour laquelle les jeux des gendarmes et du voleur ont été étudiées
dans les graphes vient du fait qu’elles fournissent un excellent cadre pour formaliser la
maniere dont des agents mobiles cooperent pour venir a bout d’un objectif commun. Ces
jeux ont fait I’'objet de nombreuses études dans le domaine de I'intelligence artificielle et
ont donné lieu a des applications pratiques dans des domaines aussi variés que la sécurité
dans les réseaux informatiques ou la localisation de cibles mobiles par des robots.

D’un point de vue plus fondamental, les stratégies de capture dans les graphes trouvent
une application dans le cadre de 1’étude de la complexité des machines de Turing. Infor-
mellement, il existe un lien étroit entre les stratégies de capture et les jeux de jetons
(pebble games). Ces derniers ont été utilisés pour modéliser des problémes d’allocation de
registres lors de calculs effectués par un processeur. Les jeux de jetons ont permis I’étude
des compromis entre le temps nécessaire a une machine de Turing pour effectuer un calcul,
et la place nécessaire pour réaliser ce méme calcul.

La principale application de 1’étude des jeux des gendarmes et du voleur dans les
graphes est certainement la relation qu’elle entretient avec les décompositions de graphes
définies dans le cadre de la théorie des mineurs de graphes développée par Robertson et
Seymour dans les années 1980. Nous verrons que la relation entre stratégies de capture
et décompositions de graphe a permis de prouver de nombreux résultats tres importants
dans le cadre de la théorie des graphes, tantot en utilisant ’aspect stratégie de capture,
tantot en utilisant ’aspect décompositions.

Stratégies de capture

Comme nous ’avons évoqué, I'importance des stratégies de capture vient en majeure
partie des liens étroits qu’elles entretiennent avec les décompositions de graphes. Cette
relation se révele au travers d'une propriété cruciale des stratégies de capture : la monoto-
nie. Nous dirons qu’une stratégie est monotone si elle n’autorise aucune recontamination,
i.e., la partie propre du graphe ne décroit jamais. A la fin des années 1980, un pre-
mier résultat majeur relatif aux stratégies de capture monotones d’un fugitif invisible fut
obtenu par LaPaugh d’une part, et Bienstock et Seymour d’autre part, [BS91, LaP93],
prouvant que “la recontamination n’aide pas”. En d’autres termes, il existe toujours une
stratégie monotone qui capture un fugitif invisible dans un graphe en utilisant le nombre
minimum de chercheurs. Ce résultat est véritablement crucial puisque les décompositions
linéaires d’un graphe sont en correspondance univoque avec les stratégies monotones dans
ce graphe [Kin92, EST94]. Dans le méme temps, une autre variante des jeux des gen-
darmes et du voleur dans les graphes fut introduite par Seymour et Thomas [ST93] qui
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considerent la poursuite d’un fugitif wvisible. Dans cette variante, les gendarmes voient
la position du voleur a chaque étape de la stratégie. Seymour et Thomas ont prouvé la
monotonie de cette variante, et sa correspondance avec les décompositions arborescentes
des graphes.

Au début des années 2000, une nouvelle variante voit le jour. Celle-ci est motivée par
certaines applications pratiques des stratégies de capture. Dans cette variante, le fugitif est
invisible. Cependant, on impose que la partie nettoyée soit constamment connexe. Cette
contrainte est motivée, entre autre, par le besoin d’assurer des communications siires entre
les chercheurs. Barriére et al [BFFS02] définissent ainsi les stratégies de capture connezes.
La question de la monotonie de cette variante s’est bien stir alors posée. Cependant, s’il
est possible de réaliser des stratégies monotones et connexes utilisant le nombre minimum
de chercheurs dans les arbres [BFFS02], Dyer et al. [YDAO4] ont prouvé que ce n’est
plus vrai dans le cas général : la monotonie a donc un cotit dans le cadre connexe. Une
seconde question relative aux stratégies connexes s’est posée : quelle est la proportion de
chercheurs supplémentaires nécessaires pour capturer un fugitif dans un graphe, lorsque
I'on impose a la stratégie d’étre connexe ? Dans les arbres, Barriere et al. [BFST03] ont
prouvé que deux fois plus de chercheurs suffisent toujours. Dans le cas général, Fomin
et al. [FFT04] ont prouvé que le nombre de chercheurs suffisant pour capturer un fugitif
dans un graphe de m arétes est multiplié par au plus O(logm) lorsque 'on impose a la
stratégie d’étre connexe. Cependant, Barriére et al. [ BFFS02] conjecturent que le résultat
qu’ils ont obtenu dans le cas des arbres est en fait valide dans le cas général.

Contributions de la thése

Cette these est consacrée a poursuivre I'étude des jeux des gendarmes et du voleur
dans les graphes. Le document est divisé en trois parties dans lesquelles nous étudions
différentes variantes des jeux des gendarmes et du voleur. Dans la premiere partie, nous
définissons puis étudions une nouvelle variante qui établit un lien entre les stratégies de
capture d’un fugitif invisible et les stratégies de capture d’un fugitif visible, et établit donc
un pont entre décompositions linéaires et décompositions arborescentes. La seconde partie
du document est consacrée a ’étude des stratégies de capture connexes, tout d’abord en
considérant un fugitif invisible, puis un fugitif visible. La derniere partie du document
présente I’étude des stratégies de capture connexes dans un contexte décentralisé. Ces trois
parties sont précédées d’un chapitre préliminaire (chapitre 1) dans lequel nous développons
trois des motivations principales du probleme : I’étude de la coopération entre des agents
mobiles pour mener & bien un but commun, ’étude, par I'intermédiaire de jeux de jetons,
du compromis entre complexité temporelle et complexité spatiale des machines de Turing,
et enfin la théorie des mineurs de graphes. La seconde section de ce méme chapitre définit
formellement les jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes. La derniere section du
chapitre consiste en un état de ’art des jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes.
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Résumé des principales contributions. La premiere partie de la these est constituée
d’un unique chapitre (chapitre 2). Nous y définissons les stratégies de capture non-déter-
ministes dans les graphes. Dans cette variante, le fugitif est invisible et arbitrairement
rapide. Pour aider les chercheurs, nous autorisons cependant qu’ils puissent voir le fugitif
un nombre limité de fois. Un parametre ¢ > 0 étant fixé, les chercheurs peuvent demander
a connaitre la position du fugitif au plus q fois lors de ’exécution de la stratégie de capture.
Une telle stratégie est appelée stratégie (non-déterministe) g-limitée. Si ¢ = 0, cette
variante est strictement équivalente a celle définie par Parson et Breish, dans laquelle
le fugitif est invisible. De méme, si le parametre g n’est pas borné, nous obtenons une
variante équivalente a celle définie par Seymour et Thomas, dans laquelle le fugitif est
visible constamment.

Nous définissons ensuite une version paramétrée des décompositions arborescentes des
graphes. Informellement, une décomposition arborescente q-branchée, ¢ > 0, d’un graphe
est une décomposition arborescente de ce graphe telle que I’arbre de décomposition & une
“hauteur de branchement” au plus ¢q. Dans un premier temps, nous prouvons 1I’équivalence
entre décomposition arborescente g-branchée et stratégie g-limitée monotone, pour tout
g > 0. Cette relation nous permet de prouver que le probleme de décision associé a celui
qui consiste a déterminer une stratégie ¢g-limitée monotone qui utilise le nombre minimum
de chercheurs est un probleme NP-complet. Dans un second temps, nous prouvons que,
pour tout ¢ > 0, les stratégies ¢-limitées vérifient la propriété de monotonie. C’est-a-dire
que, pour tout graphe G et pour tout ¢ > 0, il existe une stratégie de capture g¢-limitée
monotone pour GG qui utilise le nombre minimum de chercheurs.

Enfin, nous proposons un algorithme exponentiel exact qui, étant donné un graphe
G et ¢ > 0, calcule une stratégie g-limitée monotone qui utilise le nombre minimum de
chercheurs pour G. Nous établissons également une relation entre le nombre minimum
de chercheurs nécessaires a la capture d’un fugitif en posant au plus ¢ questions, et le
nombre minimum de chercheurs nécessaires a la capture d’un fugitif lorsqu’une question
supplémentaire est autorisée. Plus précisément, nous prouvons qu’autoriser une question
supplémentaire permet, au mieux, de diviser le nombre de chercheurs par deux.

La deuxieme partie de cette theése est consacrée a 1’étude des stratégies de capture
connexes. Elle est composée de deux chapitres. Le premier chapitre de cette partie (cha-
pitre 3) s’attache a I’étude des stratégies de capture connexes d’un fugitif invisible. Le
second chapitre de cette partie (chapitre 4) considére les stratégies de capture connexes
d’un fugitif visible.

Plus précisément, dans le chapitre 3, nous étudions le rapport p entre le nombre
minimum de chercheurs nécessaires a la capture connexe d’un fugitif invisible dans un
graphe G, et le nombre minimum de chercheurs nécessaires a la capture d’un fugitif
invisible dans GG, sans imposer la contrainte de connexité. Nous définissons tout d’abord les
décompositions arborescentes connexes d’un graphe. Puis, nous proposons un algorithme
en temps polynomial qui transforme toute décomposition arborescente d’un graphe en une
décomposition arborescente connexe, sans en augmenter la largeur. En utilisant la notion
de décomposition arborescente connexe d’un graphe, nous prouvons que le rapport p est
borné supérieurement par log n pour tout graphe (connexe) de n sommets. Nous utilisons
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également la notion de décomposition arborescente connexe pour borner supérieurement
p dans la classe des graphes de cordalité et de largeur arborescente bornées. Ce résultat
nous permet de borner p par 2 (k+1) pour tout graphe chordal G, de largeur arborescente
au plus k.

Le chapitre 4 est consacré a 1’étude des stratégies de capture connexes d’un fugitif
visible. Dans ce contexte, p désigne le rapport entre le nombre minimum de chercheurs
nécessaires a la capture connexe d’'un fugitif visible dans un graphe G, et le nombre
minimum de chercheurs nécessaires a la capture d’un fugitif visible dans GG, sans imposer
la contrainte de connexité. Nous prouvons que ce rapport est borné supérieurement par
logn dans la classe des graphes connexes de n sommets. Nous prouvons, de plus, que,
pour tout ng > 1, il existe n > ng et un graphe G de n sommets tel que p > C.logn pour
ce graphe, ou C est une constante indépendante de G, de ng et de n. Enfin, nous prouvons
que les stratégies de capture connexes d’un fugitif visible ne satisfont pas la propriété de
monotonie. Plus exactement, nous prouvons que, pour tout kg > 1, il existe £ > ky et un
graphe G tels qu’il existe une stratégie de capture connexe d’un fugitif visible utilisant au
plus k£ chercheurs, mais que toute stratégie de capture monotone et connexe d’un fugitif
visible utilise au moins k£ + 1 chercheurs. Nous proposons notamment un graphe de 56
sommets pour lequel £ = 4.

La derniere partie de cette these est consacrée a la présentation de deux algorithmes
répartis destinés au calcul de stratégies de capture monotones et connexes d’un fugitif
invisible. Dans ce contexte, les chercheurs sont modélisés par des robots de mémoire
O(logn) bits, qui sont lancés dans un graphe de n sommets qu’ils doivent nettoyer. La
stratégie est déterminée localement par les chercheurs.

Plus précisément, dans le chapitre 5, nous considérons que les chercheurs n’ont aucune
connaissance du graphe dans lequel ils sont lancés. Pour permettre aux chercheurs de
se déplacer, le graphe est muni d’une orientation locale. Soient m le nombre d’arétes du
graphe, et n son nombre de sommets. Les sommets du graphe ne portent aucun identifiant,
et sont munis d'une zone de mémoire locale de taille O(mlogn) bits accessible par les
chercheurs en lecture et en écriture. Nous proposons un algorithme réparti permettant a k
chercheurs de réaliser une stratégie de capture connexe, dans tout graphe G et en partant
d’un sommet v de G, ol k est le nombre minimum de chercheurs nécessaires pour capturer
un fugitif invisible de maniére connexe et monotone dans G en partant de v. De plus, apres
I’exécution de I’algorithme, la description d’une stratégie de capture monotone et connexe
utilisant k£ chercheurs est distribuée sur les zones de mémoire locale des sommets de G. Si
les chercheurs ne sont pas synchronisés, au plus un chercheur supplémentaire est nécessaire
et suffisant. Notre stratégie de capture s’exécute en temps exponentiel, mais le probleme
de décision associé est NP-difficile.

Dans le chapitre 6, nous nous proposons d’aider les chercheurs en leur fournissant de
I'information & propos du graphe dans lequel ils sont lancés. Pour cela, nous utilisons la
notion de conseil définie par Fraigniaud et al. [FIP06]. Informellement, il s’agit d’une me-
sure de la quantité d’information minimale qu’il est nécessaire d’apporter a des chercheurs
pour leur permettre d’accomplir, de maniere distribuée et “efficacement”, une tache dans
un graphe. Cette information est définie sous forme d’une chaine de bits qu’un oracle
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distribue sur les sommets du graphe. Sur chaque sommet, les chercheurs peuvent accéder
a ces bits d’information et s’en servir pour déterminer et exécuter la stratégie de capture.
Nous proposons un algorithme réparti utilisant un nombre de bits d’information au plus
O(nlogn), permettant & k chercheurs de réaliser une stratégie de capture monotone et
connexe, dans tout graphe G et en partant d’'un sommet v de G, ou k est le nombre
minimum de chercheurs nécessaires pour capturer un fugitif invisible de maniére connexe
et monotone dans G en partant de v. Enfin, nous prouvons qu’il n’existe pas d’algorithme
réparti utilisant o(nlogn) bits d’information et permettant a k£ chercheurs de réaliser une
stratégie de capture monotone et connexe, dans tout graphe G.
Nous concluons cette thése en proposant quelques perspectives (chapitre 7).



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques unes des motivations de I’étude des jeux
des gendarmes et du voleur dans les graphes (cf., section 1.1). Puis, nous formalisons les
notions qui seront utilisées dans cette these (cf., section 1.2). Enfin, nous faisons un tour
d’horizon de ’étude des jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes (cf., section 1.3).

1.1 Motivations

Dans cette section, nous passons en revue quelques domaines dans lesquels les jeux
des gendarmes et du voleur ont fait 'objet de nombreuses études. Dans la section 1.1.1,
nous décrivons ’application de ces jeux dans le cadre de l'intelligence artificielle, et, plus
précisément, de 1’auto-coordination d’équipes d’agents mobiles coopérant pour atteindre
un but commun. La section 1.1.2 s’attache a décrire deux jeux de jetons tres étudiés pour
établir des compromis de complexité temps/espace pour les machines de Turing. Nous
verrons ainsi le lien qui existe entre jeux des gendarmes et du voleur et jeux de jetons.
Enfin, la section 1.1.3 décrit les grandes lignes de la théorie des mineurs de graphes de
Robertson et Seymour, et donne une premiere idée de la dualité forte qui lie les jeux des
gendarmes et du voleur et les décompositions de graphe.

1.1.1 Auto-coordination d’agents mobiles

Trouver une personne se déplacant dans un environnement, connu ou non, est une
tache a laquelle la plupart d’entre nous ont été confrontés. Dans un supermarché, par
exemple, il n’est pas rare de devoir chercher une personne qui, apres avoir dit qu’elle
allait voir tel ou tel rayon, ne reparait plus. Dans un tout autre contexte, les opérations
militaires consistent souvent a traquer une cible mouvante dans un territoire hostile, ou
bien a sécuriser une zone. Dans de tels cas, la tache pourrait étre dévolue a une équipe de
robots coopérant dans le but de mener & bien leur mission. C’est donc tres naturellement,
que LaValle et Hutchinson [LH93] ont fait du probléme de poursuite-évasion, également
appelé probleme de proie-prédateurs, un cadre de travail tres général pour étudier la
coordination d’une équipe d’agents mobiles.

17
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De maniére générale, nous désignons par agent mobile, toute entité mobile et autonome
vis a vis d'un opérateur humain, c’est-a-dire une entité physique mobile dont les décisions
sont issues d’un programme embarqué, par exemple un robot explorant un territoire in-
connu et inaccessible par des humains, ou des agents logiciels évoluant dans un réseau de
type internet. Dans cette section, nous appellerons un environnement continu polygonal,
un environnement-2D dont les bords sont délimités par des polygones (voir, par exemple,
la figure 1.1). Formellement, le but du probléeme de poursuite-évasion est de localiser un
intrus, dont le point de départ est inconnu et qui peut se déplacer arbitrairement vite et
de maniére imprévisible dans un environnement continu polygonal [LLG197, GLL*97].
Les agents mobiles peuvent disposer d’une perception totale (perception circulaire sur
360 degrés) ou partielle (perception circulaire restreinte sur o > 0 degrés). Dans ce
contexte, les agents se déplacent dans l’environnement pour parvenir a détecter l'in-
trus. Un probleme fondamental consiste a minimiser le nombre d’agents nécessaires pour
détecter I'intrus a coup sur.

Ce probleme peut étre mis en relation avec d’autres problémes similaires et intensi-
vement étudiés dans le cas de la coopération entre agents. Citons comme exemples le
probléeme de la galerie d’art (art gallery problem) [O’R87] et celui de la ronde du gardien
(watchman tour problem) [CN88]. Dans le premier cas, le probleme consiste & déterminer
les positions (fixes) d’un nombre minimum de gardiens de musée, de facon a ce que tout
point du musée soit visible d’au moins un gardien. Le second probleme vise a déterminer
le circuit que doit suivre un unique gardien de maniere a ce qu’il puisse voir tous les points
du musée au moins une fois.

LaValle et Hutchinson [LH93] motivent leur choix du probléeme de poursuite-évasion,
comme cadre général pour étudier la coordination d'une équipe d’agents mobiles, par les
raisons suivantes. Ce probleme fournit un formalisme approprié pour les diverses taches
que doivent réaliser les agents : rassembler des informations, prendre une décision qui
vise un but commun, agir en fonction de la décision prise, etc. Le probleme de poursuite-
évasion permet de formaliser un compromis entre la planification et le controle. En effet,
la stratégie d’un joueur peut étre décidée a I’avance ou bien en cours de partie. Chaque
joueur peut ainsi déterminer (i.e., planifier) sa propre stratégie a l’avance, celle-ci se
déroulant alors sans tenir compte des informations apprises au cours du jeu. Les agents
peuvent aussi structurer les informations acquises au fur et & mesure du jeu, de maniere a
orienter leur stratégie (i.e., la controler). Considérant un probléme auquel sont confrontés
des agents mobiles qui doivent coopérer pour atteindre un objectif commun, LaValle et
Hutchinson proposent un formalisme qui prend en compte I’espace des configurations qui
représente la position des agents, un ensemble d’actions que peut effectuer chaque agent
a une étape donnée, une fonction de transition dans 'espace d’états des agents, un espace
de mesure qui représente ce que percoivent les agents, une fonction de mesure allant de
I’espace des configurations dans ’espace de mesure, une structure d’information qui est
un ensemble rassemblant toutes les informations acquises par un agent entre la premiere
phase et la phase courante, un espace des stratégies qui est une fonction allant de la
structure d’information vers I’ensemble des actions possibles, et enfin une fonction de
colit qui pondere les actions possibles de ’ensemble des agents a la phase courante.
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Ce formalisme établi par le biais du jeu de poursuite-évasion forme ainsi une sorte
de paradigme fédérateur qui permet d’étudier les problemes de coopération entre agents
dont on peut lister de nombreuses applications comme le contrdle du trafic aérien [BO95],
les stratégies militaires [Isa65], la localisation d’une cible mobile, la surveillance d’un
immeuble par des caméras mobiles, etc. Pour un tour d’horizon des applications des
agents logiciels mobiles, voir [PK98]. Citons, en particulier, une application naturelle du
probléme de poursuite-évasion : la sécurité dans les réseaux informatiques. L’intrus peut
consister en un virus informatique qui contamine les liens et les nceuds d’un réseau, en se
propageant a travers les liens. Des agents logiciels peuvent étre utilisés pour nettoyer le
réseau, tout en le sécurisant, c’est-a-dire en évitant que le virus ne se propage d’avantage.

Pour conclure ce petit tour d’horizon lié aux agents mobiles, remarquons que 1’étude
des stratégies de capture dans les graphes a permis de démontrer plusieurs résultats dans
le cadre de la poursuite-évasion dans un environnement continu. Guibas et al. [GLL197]
prouvent notamment que pour tout graphe planaire G, il existe un environnement continu
polygonal F' tel que le probleme de poursuite-évasion avec perception totale peut étre
résolu par k agents dans I’ si et seulement si il existe une stratégie de capture d’un fugitif
invisible utilisant k£ agents dans G. Ceci permet d’établir des bornes sur le nombre mi-
nimum d’agents nécessaire pour résoudre le probleme de poursuite-évasion. Par exemple,
@(\/E—i—log n) agents sont nécessaires et suffisants pour résoudre le probleme de poursuite-
évasion dans un environnement polynomial avec n bords et h trous [GLL97]. Dans l'in-
troduction de cette these, nous avons déja noté I'importance des stratégies de capture
monotones dans les graphes. Il est surprenant de remarquer qu’il existe un environnement
polygonal F' tres simple, pour lequel un agent suffit a résoudre le probleme de poursuite-
évasion, mais qui nécessite un nombre de recontaminations linéaire en le nombre de bords
de F' [GLL"97]. Dans cet environnement représenté sur la figure 1.1, le probleme de
poursuite-évasion peut étre résolu par un agent et quatre étapes de recontamination.

NS NS NS NS 2NN

F1c. 1.1 — Environnement polygonal

1.1.2 Jeux de jetons et compromis temps/espace

Nous présentons dans cette section deux jeuz de jetons (pebble games) qui ont prin-
cipalement été introduits pour modéliser ’allocation de registres dans un processeur. Le
premier de ces jeux n’implique que des jetons monochromes, disons noirs. Le second est
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une variante du premier qui implique des jetons de deux couleurs, disons blancs et noirs.
Nous expliquerons le lien entre ces jeux et les jeux des gendarmes et du voleur.

Etant donné un graphe orienté et acyclique, le but du premier jeu est d’arriver a une
situation dans laquelle tous les sommets du graphe ont été occupés par un jeton, tout en
respectant les trois regles suivantes :

— un jeton peut étre retiré d’'un sommet a tout moment ;

— un jeton peut étre placé sur un sommet si tous ses prédécesseurs sont occupés par

des jetons;

— si chaque prédécesseur d’un sommet est occupé par un jeton, un de ces jetons peut

étre déplacé sur ce sommet.
L’espace requis par le jeu est le nombre maximum de jetons utilisés. Sethi [Set73] a montré
que le probléme de déterminer le nombre minimum de jetons pour résoudre ce jeu est NP-
difficile, et Gilbert et al. [GLT79] 'ont prouvé PSPACE-complet, en modifiant un résultat
de Lingas [Lin78|. Pour tous graphes de n sommets, O(&) jetons sont suffisants pour
résoudre le jeu, et cette borne est atteinte [PTC76].

La principale application de ce jeu vient de ce qu’il modélise I’allocation des registres
lors des calculs réalisés par un processeur [Set73]. Intuitivement, chaque sommet du graphe
représente une valeur qui est calculée a partir de la valeur des prédécesseurs du sommet.
Les sources (i.e., les sommets sans prédécesseurs) représentent les valeurs d’entrée. Chaque
jeton représente un registre. Ces jeux trouvent de nombreuses autres applications. Par
exemple, ils ont également été appliqués a ’étude des schémas récursifs [PH70].

Une autre mesure peut étre prise en compte dans I’étude de ce jeu de jetons. Le
temps requis est le nombre d’applications des regles précédentes. Ainsi, il est possible
d’étudier le compromis entre le nombre de jetons et le temps requis pour gagner le jeu.
Ceci permet a ce jeu d’étre utilisé pour analyser les compromis temps-espace des machines
de Turing [Coo73]. Ainsi, des compromis temps-espace concernant plusieurs importantes
notions algorithmiques en ont été déduits : récursion linéaire [ChaT72], transformation de
Fourier rapide [SS79, Tom78], multiplication de matrices [Tom78], etc.

Lengauer et Tarjan [LT82] ont prouvé plusieures bornes concernant le compromis
temps-espace. Notamment, pour une classe spéciale de graphes de permutation qui implé-
mente l'inversion de bits, ils montrent que S * T' = ©(n?), avec n la taille du graphe, S le
nombre de jetons utilisés et T' le temps de calcul.

Cook et Sethi [CS74] définissent une variante de ce jeu, en ajoutant des jetons blancs
et les trois regles suivantes :

— un jeton blanc peut étre placé sur un sommet libre a tout moment ;

— un jeton blanc peut étre supprimé d’un sommet si tous ses prédécesseurs sont oc-

cupés;

— si un jeton blanc occupe un sommet dont tous les prédécesseurs sont occupés, sauf

un, alors le jeton peut étre déplacé sur le prédécesseur inoccupé.

Initialement, le graphe est vide. Le but est de terminer avec un graphe vide apres
que tous les sommets ont été occupés. Les jetons blancs représentent des suppositions
non-déterministes réalisées en cours de calcul. Lengauer et Tarjan [LT82] prouvent, entre
autre, que, dans la classe des graphes de permutation, le compromis temps-espace devient :
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T =0©(n?/5%) + 6O(n).

Une version monotone des jeux de jetons a été définie. Dans ce cas, chaque sommet du
graphe ne peut étre occupé par un jeton qu’une seule fois. Il est connu [LT79] que cette
contrainte augmente sensiblement le nombre de jetons nécessaires pour gagner le jeu.

Kirousis et Papadimitriou [KP86] prouvent qu’il existe une étroite relation entre les
jeux de jetons et les stratégies de capture dans les graphes. Ainsi, ils définissent 1’in-
dice d’échappement-sommet d’un graphe GG comme le nombre minimum de chercheurs
pour capturer un fugitif invisible dans G (cf., section 1.2.4), et prouvent que l’indice
d’échappement-sommet, d’un graphe G est égal au nombre de jetons minimum, parmi
toutes les orientations acycliques D de G, qui sont nécessaires pour gagner dans D de
maniere monotone. Notons que ce résultat est valide a la fois pour le jeu de jetons mo-
nochromes et pour le jeu de jetons bichromatiques. Dans le cadre du jeu de jetons noirs
et blancs, ils prouvent également que si on associe a un graphe G une orientation D de
degré entrant au plus £, le nombre de jetons minimum qui sont nécessaires pour gagner
dans D de maniére monotone est au plus £ + 1 fois I'indice d’échappement-sommet de G.

1.1.3 Théorie des mineurs de graphes

Au début des années 1980, Neil Robertson et Paul Seymour initient la publication
d’une série d’articles, intitulés “Graph minors” [RS83, RS04], dont les derniers ont été
publiés ces dernieres années (voir [Lov06, RS85] pour un tour d’horizon). L’'impact du
désormais célebre théoréme structurel de Robertson et Seymour est considérable dans de
nombreux domaines, dont la théorie des graphes et 1'algorithmique [MiK07].

Nous introduisons tout d’abord quelques éléments de terminologie. Un graphe H est
un mineur d’'un graphe G, si H est un sous-graphe d’un graphe obtenu a partir de G par
une succession de contractions d’arétes. Une famille F de graphes est dite invariante par
mineurs, ou close par mineurs, si tout mineur d’'un graphe appartenant a F appartient
également a F. Par exemple, la famille des graphes planaires ou celle des graphes k-
coloriables sont des familles invariantes par mineurs. Un graphe G fait partie de ’ensemble
des obstructions d'une famille F de graphes si G ¢ F et si G est minimal pour la relation
de minoration, c¢’est-a-dire que pour tout mineur H de G, H € F.

Le but de Robertson et Seymour était de répondre aux deux questions fondamentales
suivantes [RS85] :

— Conjecture de Wagner (1937) : Soit G;,7 > 1, une séquence infinie de graphes

indexés par les entiers positifs. Il existe 7 < j tels que G; est isomorphe a un mineur
de G]

— Probleme des chemins disjoints : Soit £ > 0. Existe-t-il un algorithme en temps
polynomial qui décide si, étant donné un graphe G, et des sommets sq,--- , s, et
t1,---, 1, il existe k chemins sommet-disjoints Pi,--- , Py, tel que P; relie s; a t;
pour tout 4, 1 < i < k?

[RS95] et [RS04] répondent par I’affirmative aux deux questions. Un corollaire impor-
tant de la conjecture de Wagner implique que I’ensemble des obstructions d’une famille
close par mineurs est fini. Ce résultat peut étre illustré par le fameux théoréeme de Kura-
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towski [Kur30], selon lequel un graphe est planaire si et seulement si il n’admet ni K3, ni
K33 comme mineur.

Ce corollaire nous permet d’expliquer un aspect important des résultats obtenus par
Robertson et Seymour. En effet, tester si un graphe G appartient a une famille F close
par mineurs revient a vérifier que G n’admet aucune obstruction de F comme mineur.
Or, la réponse au probleme des chemins disjoints implique justement que, étant donné
un graphe H, il existe un algorithme en temps O(n?) qui décide si H est un mineur d’un
graphe G de n sommets [RS95]. Le théoreme suivant en découle :

Théoréme 1 (Robertson et Seymour) Soit F une famille close par mineurs. Il existe un
algorithme en temps polynomial qui décide si un graphe G appartient a F.

Apportons quelques bémols a ce théoreme. En effet, bien que fini, le nombre d’obstructions
d’une famille close par mineurs peut étre trés grand. Par exemple, Thilikos [Thi00] a
exhibé les 57 obstructions de la famille des graphes de linear width au plus deux. Glover
et al [GHWT9] ont déterminé un ensemble de 103 obstructions a la famille des graphes
plongeables sur le plan projectif, Archdeacon [Arc80] ayant prouvé que cette liste était
complete. De plus trouver toutes ces obstructions se révele étre un challenge dans la
plupart des cas. Par exemple, trouver toutes les obstructions aux familles des graphes
plongeables sur un tore (plusieurs milliers d’obstructions sont déja connues dans ce cas),
ou sur la bouteille de Klein, restent des problemes ouverts. D’autre part, étant donné un
graphe H, le “O” de la complexité O(n?®) de lalgorithme vérifiant si un graphe admet
H comme mineur cache une constante dépendant de H qui peut étre tres grande. Ceci
relativise la portée pratique du théoreme 1.

Pour comprendre le lien entre les stratégies de capture dans les graphes et la théorie
des mineurs, expliquons informellement le théoréme structurel dont découle la validité
de la conjecture de Wagner. L’idée initiale est que les graphes les plus “simples” sont
les arbres (graphes acycliques). Ainsi, des 1960, Kruskal a prouvé que la conjecture de
Wagner était valide dans le cas des arbres [Kru60]. Pour tirer partie de ce fait, Robertson et
Seymour prouvent que tout graphe qui exclue un graphe H comme mineur se décompose
sous forme d’'un “puzzle” dont les “pieces” s’organisent en une structure arborescente.
Sans entrer dans les détails, disons seulement que chaque “piece” est un graphe qui,
en supprimant un nombre fini de sommets, est “presque” plongeable sur une surface
dans laquelle H ne se plonge pas [RS03a]. L’idée de la preuve du théoréme de Wagner
consiste donc & généraliser le théoréeme de Kuratowski [RS90b] pour chaque “piece”, puis
celui de Kruskal a la structure arborescente [RS90a, RS03b|. Cette structure particuliére
des graphes excluant un mineur a permis le développement de nombreux algorithmes
pour divers problemes NP-complet : probleme du voyageur de commerce, couverture de
cardinalité minimum, coloration des sommets [ALS91], etc. Lorsque les instances de ces
problemes sont restreintes a des classes de graphes excluant un mineur fixé, ces algorithmes
ont une complexité polynomiale [DHT05, DFHTO05].

Dans le cadre de leur étude, Robertson et Seymour ont défini la largeur arbores-
cente (pour treewidth en anglais) d’'un graphe, ainsi que la décomposition associée : la
décomposition arborescente [Bod98, RS86, RS91]. Toutes les notions et résultats énoncés
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ci-dessous seront définis formellement aux sections 1.2.5 et 1.3.2. Informellement, la lar-
geur arborescente mesure la proximité d’un graphe avec un arbre. Nous verrons dans
les prochaines sections qu’une décomposition arborescente d’un graphe correspond a une
stratégie de capture monotone d’un fugitif visible dans ce graphe. Ainsi, la largeur arbo-
rescente d’un graphe est égale (& un pres) au nombre minimum de chercheurs nécessaires
pour capturer un fugitif visible dans le graphe. Cette dualité a notamment permis de
définir la notion de buissons (brambles, nommé d’aprés Reed [Ree97]). Utilisant le fait
qu’'un buisson constitue une stratégie de fuite pour un fugitif, Seymour et Thomas [ST93|
prouvent que posséder un grand buisson interdit a un graphe d’étre de petite largeur
arborescente. Par exemple, si un graphe G admet une grille comme mineur, sa largeur
arborescente est au moins la largeur (au sens usuel) de la grille. En effet, si un fugitif peut
s’enfuir dans la grille face a une équipe de chercheurs, il lui suffit d’appliquer la méme
stratégie dans G' face au méme nombre de chercheurs.

Au dela de la théorie des mineurs, la décomposition arborescente a eu un impact tres
important en algorithmique [Bod93, Bod97, Bod06]. En effet, de nombreux problémes
NP-complets deviennent polynomiaux, voire méme linéaires, lorsque leurs instances sont
restreintes a des classes de graphes de largeur arborescente bornée. Citons le théoreme de
Courcelle [CM93], selon lequel tout probléme exprimable en logique monadique du second
ordre peut étre résolu en temps linéaire dans des classes de graphes de largeur arborescente
bornée. Bodlaender et Kloks [Bod96, BK96| proposent un algorithme linéaire qui calcule
une décomposition arborescente de tout graphe de largeur arborescente bornée. Robert-
son et Seymour [RS91] ont également défini la notion de décomposition en branche d’un
graphe. Comme nous le verrons, cette décomposition est tres proche de la décomposition
arborescente. Hicks [Hic04] propose un algorithme en temps linéaire pour déterminer si
un graphe G admet comme mineur un graphe H (fixé), pour tout graphe G de largeur de
décomposition en branche bornée. La plupart de ces algorithmes utilisent la programma-
tion dynamique [Bod88].

1.2 Problématique

Nous présentons dans cette section la terminologie que nous utiliserons dans la thése.
La section 1.2.1 est consacrée a la terminologie classique des graphes. Dans la section 1.2.2,
nous définissons les principales notions relatives aux jeux des gendarmes et du voleur dans
les graphes, et nous précisons le but que poursuivent ces jeux. Dans la section 1.2.3, nous
établissons plusieurs classifications de ces jeux en fonctions des principaux criteres qui
les caractérisent. Ces classifications se concentrent progressivement vers les seuls jeux
auxquels nous nous attacherons dans cette these. Dans la section 1.2.4, nous formalisons
plus précisément le jeu originellement défini par Parson ainsi que les jeux qui en ont
été dérivés, ceux que nous allons étudier au cours de cette these. Enfin, la section 1.2.5
s’attache a la définition de certaines décompositions de graphe dont nous allons beaucoup
nous servir par la suite.
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1.2.1 Terminologie

L’essentiel de la terminologie, concernant les graphes, utilisée dans cette these est celle
employée dans le livre de Claude Berge [Ber73].

Un graphe G est constitué d'un ensemble de sommets, noté V(G) (ou V §'il n’y a
pas d’ambiguité) et d’un ensemble d’arétes, noté E(G) C V x V (ou FE s’il n’y a pas
d’ambiguité). Nous ne considérerons que des graphes simples, ¢’est-a-dire sans boucle ni
aréte multiple, et finis. Dans la suite de cette these, nous noterons n = |V(G)|, le nombre
de sommets du graphe G, et m = |E(G)|, son nombre d’arétes. Etant donné un graphe
G = (V, E), le graphe H est un sous-graphe de G si V(H) C Vet E(H) C E. Un graphe G
est un sur-graphe d’un graphe H si H est un sous-graphe de . Etant donné un ensemble
S CV de sommets de G, nous notons G[S] le sous-graphe de G induit par S, c’est-a-dire
le graphe H tel que V(H) = S et E(H) = {{z,y} € E |z € S et y € S}. Etant donné un
ensemble d’arétes F' C E, nous notons G[F] le sous-graphe de G induit par F', c’est-a-dire
le graphe H tel que V(H) ={x €V |Jee€ F, x € e} et E(H) = F. Un graphe H est
un mineur d’'un graphe G, si H est un sous-graphe d’un graphe obtenu a partir de G' par
une succession de contractions d’arétes. La distance entre deux sommets z et y € V(Q),
dans un sous-graphe H de G est notée distg(z,y). Nous noterons deg(v) le degré d’un
sommet v. La cordalité d’un graphe G est égale a la longueur du plus grand cycle induit
par G, c’est-a-dire la longueur du plus grand cycle sans corde de GG. Un graphe cordal est
un graphe de cordalité au plus 3. Etant donnés deux ensembles A, B C E, la frontiere
d(A, B) entre ces deux ensembles est I’ensemble des sommets incidents & une aréte de A et
a une aréte de B. Soit F' C F, nous posons 6(F) = 6(F, E\ F). Etant donné un ensemble
S de sommets de GG, nous définissons de méme la frontiere §(S) de cet ensemble comme
I’ensemble des arétes dont I'une des extrémités appartient a S et I’autre non. Etant donné
v € V, N(v) est 'ensemble des voisins de v, et N[v] = N(v) U {v}.

Certaines classes de graphes vont étre souvent mentionnés au cours de cette these.
Soit k£ > 0. Nous noterons P, = {vg, - ,vk_1}, la chemin de k sommets, et Cy, le cycle
de k£ sommets. K dénotera la clique de k sommets, c’est-a-dire le graphe complet de k
sommets. Soit a,b > 0. K,; dénotera le graphe biparti complet constitué d’une partition
de a sommets et d’une seconde partition de b sommets. Un graphe d’intervalle est un
graphe qui peut étre représenté de la facon suivante. Chaque sommet du graphe est
associé a un intervalle de R, et il existe une aréte entre deux sommets si les intervalles
correspondants sont d’intersection non vide.

1.2.2 Jeux des gendarmes et du voleur

Dans cette section, nous présentons les principes des jeux des gendarmes et du voleur
dans les graphes, ainsi que les principales notions associées. Nous en déduisons une clas-
sification de ces jeux en fonction des capacités relatives des différents protagonistes : les
gendarmes (ou chercheurs) et le voleur (ou fugitif). Les jeuz des gendarmes et du voleur,
également appelé jeuzr de capture, traitent tous du méme probleme : la localisation et la
capture d’un fugitif dans un graphe, par une équipe de chercheurs. Le fugitif est contraint
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de se déplacer en suivant les arétes du graphe. Il peut se déplacer d’un sommet a un autre
s’il existe un chemin entre ces deux sommets et qu’aucun sommet ni aréte de ce chemin
n’est occupé par un chercheur.

Une premiére discrimination qui peut étre faite entre les différents jeux des gendarmes
et du voleur découle de la maniere dont les chercheurs se déplacent dans le graphe. Selon
les cas, le fugitif n’est pas capturé de la méme facon. Deux types de mouvements sont
possibles pour les chercheurs : le long des arétes ou en sautant d’'un sommet arbitraire
a un autre. Dans tous les cas, le fugitif est capturé lorsqu’il occupe le méme sommet ou
la méme aréte qu’un chercheur. Dans certains cas que nous expliciterons par la suite, le
fugitif est également capturé s’il occupe une aréte dont les deux extrémités sont occupées
par des chercheurs.

D’autres moyens de capturer le fugitif ont été étudiés dans la littérature, mais nous
ne les considérerons pas dans cette these. Citons, par exemple, un modele introduit par
Fomin, Kratsch et Miiller [FKMO03] selon lequel le fugitif est capturé s’il occupe un sommet
dominé par un sommet occupé par un chercheur.

Une stratégie pour les chercheurs (resp., pour le fugitif) est une séquence de mouve-
ments des chercheurs (resp., du fugitif). Chaque mouvement d’une stratégie est appelé
une étape de cette stratégie. Une stratégie de capture est une stratégie pour les chercheurs
qui aboutit a la capture du fugitif quelle que soit la séquence de mouvements effectuée
par ce dernier, c’est-a-dire une stratégie telle que, pour toute stratégie du fugitif, il existe
une étape a laquelle le fugitif est capturé. En d’autres termes, une stratégie de capture est
une stratégie gagnante pour les chercheurs. Une stratégie d’échappement est une stratégie
pour le fugitif qui lui assure de n’étre jamais capturé, quelle que soit la stratégie des
chercheurs. En d’autres termes, une stratégie d’échappement est une stratégie gagnante
pour le fugitif.

Soit G un graphe et soit S une stratégie pour les chercheurs dans ce graphe. A une
étape donnée de S, un sommet (ou une aréte) de G est propre, si le déroulement de la
stratégie jusqu’a cette étape assure que le fugitif n’occupe pas ce sommet (cette aréte)
a cette étape, sans qu’il n’ait été capturé. La partie propre du graphe est le sous-graphe
composé des sommets et des arétes propres. Respectivement, un sommet (ou une aréte)
de G est contaminée 8’1l (elle) n’est pas propre. La partie contaminée du graphe est donc
le complémentaire de la partie propre. Si il existe une étape de la stratégie telle qu'un
sommet (ou une aréte) du graphe qui était propre redevient contaminé(e), nous dirons
qu’il y a eu recontamination.

Comme le lecteur ’a certainement remarqué, le champ lexical du nettoyage est om-
niprésent dans la terminologie précédente. Cela s’explique par la remarque suivante. Cap-
turer un fugitif invisible et arbitrairement rapide est équivalent au nettoyage d’un graphe
dont les arétes et les sommets auraient été contaminés (par exemple, un réseau de pipeline
envahi par un gaz toxique [Par78a]). C’est pourquoi, dans la suite, nous emploierons in-
difféeremment la terminologie relative a la capture d’un fugitif ou au nettoyage d’un graphe
contaminé. Si, & une étape d’une stratégie, le mouvement d’un chercheur entraine qu’un
sommet ou une aréte qui était contaminé devient propre, nous dirons que le chercheur a
nettoyé ce sommet ou cette aréte. Nous dirons également qu’un chercheur qui occupe un
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sommet sur le chemin entre un sommet v (resp., une aréte e) propre et un sommet ou une
aréte contaminé, garde ce chemin, ou préserve v (resp., e) de la recontamination.

Dans le cadre de notre étude, nous ne considérons que les jeux qui permettent au
fugitif de voir les chercheurs a tout moment. Le cas ou le fugitif ne connait pas la position
des chercheurs, ni ne voit leur déplacement peut en effet étre traité par un chercheur
effectuant une marche aléatoire [AKL*79, ARST03]. Dans le cas d’un chercheur invisible,
le probleme qui est posé est de minimiser le temps au bout duquel le fugitif sera capturé.
Dans [ARS103], Adler et al. propose une stratégie de capture utilisant un chercheur et
dont le nombre d’étapes est O(nlog D) en moyenne, pour tout graphe G de n sommets et
de diametre D. Dans la suite de cette these, nous considérerons que le fugitif connait la
position de tous les chercheurs a tout moment et qu’il voit les mouvements des chercheurs
au moment ol ils sont effectués.

Remarquons que pour tout graphe G' de n sommets, il existe un entier £ > 0 tel qu’il
existe une stratégie de capture dans G impliquant au plus £ chercheurs. Si les chercheurs
ne peuvent pas se déplacer le long des arétes, la stratégie consiste simplement a placer un
chercheur sur chaque sommet de G. Sinon, il suffit de placer n — 1 chercheurs sur n — 1
sommets distincts, le n’*™¢ chercheur parcourant I’ensemble des arétes G entre ces n — 1
sommets, et, pour finir, les chercheurs situés sur les sommets adjacents au dernier sommet
contaminé se déplacent vers celui-ci. Le probleme qui se pose consiste donc a déterminer
quel est le plus petit entier £ > 0 tel qu’il existe une stratégie impliquant £ chercheurs.

Définition 1 FEtant donné un graphe GG, I'indice d’échappement du graphe G est le plus
petit entier k tel qu’il existe une stratégie de capture dans G impliquant au plus k cher-
cheurs.

Intuitivement, plus l'indice d’échappement d’un graphe est grand, plus le fugitif a de
libertés pour s’échapper. Bien entendu, l'indice d’échappement d’un graphe dépend de
la variante du jeu considérée. Etant donné un graphe G, une stratégie de capture qui
implique un nombre de chercheurs égal & l'indice d’échappement de G (pour la variante
considérée) est dite optimale.

Mentionnons que d’autres criteres que le nombre de chercheurs ont été étudiés dans
la littérature. Citons par exemple la minimisation du codt d’une stratégie [FGO00]|, défini
comme la somme, sur toutes les étapes, du nombre de chercheurs présent dans le graphe
a chaque étape. Un autre exemple consiste en la minimisation du temps durant lequel un
chercheur occupe un sommet au cours d’une stratégie [FHTO04]. Dans cette thése, nous
ne considérerons que le probleme qui consiste a minimiser I’indice d’échappement d’un
graphe.

1.2.3 Classifications

Dans cette section, nous établissons plusieurs classifications des jeux des gendarmes
et du voleur. Pour ce faire, nous commencons par définir plusieurs criteres qui vont nous
permettre de différencier les multiples variantes de ces jeux : la visibilité du fugitif, la
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vitesse de déplacement du fugitif, et la simultanéité ou ’alternance des mouvements des
chercheurs et du fugitif.

Un premier critere auquel il sera beaucoup fait référence dans cette these, concerne
la visibilité du fugitif. Le fugitif est dit wvisible si, a chaque étape d’une stratégie, les
chercheurs connaissent la position que le fugitif occupe a cette étape. Sinon, il est dit
invisible. Bien entendu, les jeux qui visent a la capture d’un fugitif visible sont plus
favorables aux chercheurs que ceux qui considerent un fugitif invisible. Il est facile de
se convaincre que, pour tout graphe G, I'indice d’échappement pour capturer un fugitif
visible dans G est au plus l'indice d’échappement pour capturer un fugitif invisible dans
G. Par exemple, dans la classe des arbres, il existe une stratégie de capture d’un fugitif
visible qui implique au plus un nombre constant de chercheurs : il suffit aux chercheurs
de suivre le fugitif et de ’acculer dans une feuille. Au contraire, si le fugitif est invisible,
'indice d’échappement peut devenir logarithmique en la taille de I’arbre [MHG"88].

La vitesse de déplacement du fugitif permet également de distinguer des variantes des
jeux des gendarmes et du voleur. Ainsi, a chaque étape d’une stratégie, soit le fugitif
peut se déplacer vers n’importe quel sommet ou aréte du graphe (dans la mesure ot il
ne croise pas de chercheur sur son chemin), soit ses déplacements sont restreints & une
distance bornée de sa position courante. Si la vitesse du fugitif est bornée, nous dirons
que le fugitif est lent, sinon il sera dit rapide.

Un dernier critere qui permet d’établir une classification des différentes variantes du
jeu des gendarmes et du voleur concerne la simultanéité, ou I’alternance, des mouvements
des chercheurs et du fugitif : soit les chercheurs et le fugitif se déplacent simultanément,
soit ils se déplacent chacun a leur tour. Il est facile de se convaincre que le cas tour-a-tour
est plus favorable aux chercheurs que le cas ou des déplacements simultanés sont autorisés.
Par exemple, dans le cas d’une clique, un chercheur est suffisant pour capturer un fugitif
dans le cadre des jeux tour-a-tour, alors qu’il faut autant de chercheurs que la clique a de
sommets dans le cas des déplacements simultanés (cf., théoreme 2 de la section 1.2.4).

Aux vues des trois criteres que nous venons d’énoncer, il apparait que certaines va-
riantes de ces jeux n’ont pas vraiment d’intérét. Par exemple, un chercheur peut capturer
tout fugitif visible en une étape dans un jeu tour-a-tour s’il peut sauter d’'un sommet a
tout autre.

La classification qui est représentée sur le tableau 1.1, donne une vision globale des
différentes variantes des jeux des gendarmes et du voleur. Bien que les différentes variantes
dont il est fait mention dans ce tableau ne soient pas toujours comparables en terme
d’indice d’échappement, la tendance générale est que les variantes présentées dans les
colonnes les plus a droite et les lignes les plus basses du tableau sont plus favorables au
fugitif que les variantes en haut a gauche.

A notre connaissance, les principales variantes du jeu des gendarmes et du voleur qui
ont été étudiées jusqu’a présent peuvent étre divisées en trois catégories.

Fugitif visible de vitesse bornée, mouvements tour-a-tour. Ces jeux ont été étu-
diés sous le nom de cops and robber games. Ils ont été introduits indépendamment
par Nowakowski et Winkler [NW83], et par Quilliot [Qui83]. Notons que la variante
des jeux tour-a-tour dans le cas d’un fugitif invisible a été étudiée par Clarke et
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déplacements fugitif lent fugitif rapide
visible invisible visible invisible
tour-a-tour | Cops and robber games [CN00, CNO1] ? ?
[Qui83, NW83]
simultanés ? Helicopter search game | [ST93] | Graph searching
[Fom98, Fom99] [Bre67, Par78b]

TAB. 1.1 — Classification générale des jeux des gendarmes et du voleur

Nowakowski. Dans cette variante, le fugitif est invisible, mais les chercheurs sont
aidés : ils peuvent disposer d’informations partielles obtenues grace a des radars
placés sur les arétes [CNOO], ou bien ils peuvent placer des trappes qui limitent les
déplacements du fugitif [CNO1].

Fugitif de vitesse non bornée, mouvements simultanés. Nous ferons référence aux
jeux appartenant a cette catégorie comme étant les jeux de type Parson. Ceux-ci
ont été étudiés sous le nom de graph searching problems. Cette catégorie peut étre
divisée en deux sous-catégories. Le cas d'un fugitif invisible, défini initialement par
Breish [Bre67] et Parson [Par78a, Par78b], joue un role particulier puisqu’il s’agit
de la premiere variante des jeux des gendarmes et du voleur qui ait été définie. Le
cas d’un fugitif visible a été introduit par la suite par Seymour et Thomas [ST93].

Fugitif invisible de vitesse bornée, mouvements simultanés. Dans cette variante,
moins étudiée que les précédentes, et introduite sous le nom de helicopter search
game par Fedor Fomin [Fom98], la question qui se pose est de déterminer la vi-
tesse maximale que peuvent atteindre les mouvements du fugitif pour qu’il existe
une stratégie de capture utilisant un chercheur qui saute d’'un sommet a un autre.
Fomin [Fom98, Fom99] établit un lien entre 'inverse de cette vitesse et divers pa-
rametres de graphes dont la largeur linéaire (cf., section 1.2.5).

A notre connaissance, aucune des variantes correspondant aux trois cases du tableau 1.1
qui sont marquées d’un point d’interrogation n’ont encore été étudiées™.

Dans cette these, nous nous intéressons principalement aux jeux qui correspondent
aux deux cases en bas a droite du tableau 1.1. C’est-a-dire la catégorie des jeux de type
Parson, qui vise a la capture d’un fugitif arbitrairement rapide, et tels que les mouvements
des chercheurs et du fugitif ont lieu simultanément. Dans le reste de cette section, nous
présentons une classification plus précise des jeux des gendarmes et du voleur appartenant
a cette catégorie. Pour cela, nous définissons deux contraintes qui peuvent étre imposées
aux stratégies des chercheurs : la monotonie et la connexité.

Définition 2 Une stratégie de capture est dite monotone si elle n’‘admet aucune étape de
recontamination. Un jeu de capture est dit monotone si, pour tout graphe G, le fait d’im-
poser auz stratégies de capture d’étre monotones n’augmente pas l'indice d’échappement.

*Notons que I’étude de la variante tour-a-tour dans le cas d’un fugitif visible mais arbitrairement
rapide a été initiée trés récemment par Francois Laviolette [Lav07]
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Il y a plusieurs autres facons équivalentes d’exprimer la monotonie d’une stratégie. Ainsi,
une stratégie de capture est monotone si, lorsqu’un sommet ou une aréte est propre, il le
reste jusqu’a la fin. Ou encore, une stratégie est monotone si chaque sommet (resp., aréte)
n’est occupé (resp., traversée) qu’une seule fois par un chercheur. L’intérét des stratégies
monotones est qu’elles sont beaucoup plus simples a concevoir et a analyser. Un second
intérét qui vaut la peine d’étre mentionné est que les stratégies de capture monotones
assurent que la capture du fugitif est effectuée en un nombre d’étapes polynomial en la
taille du graphe. Il sera beaucoup fait référence a cette propriété de monotonie dans la
suite (voir sections 2.3 et 4.3). A priori, il semble que I'indice d’échappement d’un graphe
puisse augmenter lorsque ’on impose aux stratégies de capture d’étre monotones. Nous
verrons que ce n’est pas toujours le cas. Une des questions fondamentales de la théorie des
jeux des gendarmes et du voleur est de savoir si le fait de satisfaire la monotonie impose
aux stratégies de capture l'utilisation de plus de chercheurs. Dans le cas d’une réponse
affirmative, une nouvelle question se pose naturellement. Quelle proportion de chercheurs
supplémentaires est-elle nécessaire ? Nous verrons que la réponse a cette question dépend
du type de stratégie envisagée.

La contrainte de connexité découle naturellement des applications pratiques relevant
des stratégies de capture dans les graphes. Reprenons ici 'exemple, évoqué en introduc-
tion, d’une équipe de secouristes essayant de retrouver un spéléologue égaré dans une
grotte. Le modele de Parson posséde de sérieux inconvénients s’il devait eétre employé par
les secouristes. En effet, ces derniers ne peuvent pas étre “placés” sur n’importe quel noeud
du réseau de souterrains. Ils doivent bien entendu passer par I’entrée de la grotte. D’autre
part, ils ne peuvent pas non plus se téléporter d’un noeud du réseau a un autre. Enfin,
il est plus siir pour les secouristes eux-mémes de rester groupés afin d’éviter qu’ils ne
s’égarent a leur tour. Le modele de Parson comporte également de sérieuses lacunes dans
un autre contexte. Dans un contexte militaire, ou bien dans le cadre de la sécurité dans
les réseaux informatiques, les communications entre les chercheurs sont capitales pour
la coordination des chercheurs. Ainsi, il parait crucial d’imposer que les communications
soient effectuées a travers des zones siires. Forts de tous ces arguments, Barriere et al. ont
introduit la propriété de connezité pour les stratégies de capture [BFFS02, BFSTO03].

Définition 3 Une stratégie de capture est dite connexe si, @ chaque étape, la zone propre
(i.e., 'ensemble des sommets et des arétes propres) induit un sous-graphe conneze.

Une question fondamentale qui se pose dans ce contexte est de savoir si le fait de satis-
faire la contrainte de connexité impose aux stratégies de capture l'utilisation de plus de
chercheurs. De plus, dans le cas d’une réponse affirmative, quelle proportion de chercheurs
supplémentaires est-elle nécessaire ? Nous verrons que la réponse a cette question dépend
notamment des classes de graphes considérées.

La classification qui est représentée sur le tableau 1.2, représente les quatre jeux des
gendarmes et du voleur que nous considérons dans cette these. Pour chacun d’eux, nous
indiquons s’il satisfait la propriété de monotonie.
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stratégie de capture
non connexe connexe
classe des arbres / cas général
invisible | monotone [LaP93, BS91] | monotone [BFFS02] / non monotone [YDA04]
visible monotone [ST93] monotone [trivial] / non monotone [FNO6b]

TAB. 1.2 — Classification des jeux étudiés dans la these

1.2.4 Modeéle de Parson et ses dérivés

Dans cette section, nous définissons formellement le jeu des gendarmes et du voleur
originellement introduit par Parson [Par78a, Par78b], puis, nous présentons les modeles
qui en ont dérivé.

a) Stratégies-aréte. Le modele défini par Parson vise a la capture d’un fugitif invisible,
les mouvements étant réalisé simultanément par les chercheurs et le fugitif. La définition
initiale de Parson considérait le graphe comme un environnement continu, il n’en a déduit
une modélisation discrete qu’ensuite.

Soit G un graphe connexe plongé dans un espace a 3 dimensions. C’est-a-dire que les
sommets de G sont représentés par des points de I'espace et les arétes par les courbes
dont les extrémités sont les points correspondant aux sommets, tels que les intérieurs des
courbes représentant les arétes soient deux a deux disjoints. Les chercheurs et le fugitif se
déplacent de maniere continue d’un point de G' & un autre. Nous dirons que le fugitif est
capturé si, a un moment donné, il occupe le méme point du graphe qu’un chercheur.

Définition 4 (Parson [Par78b]) Pour tout k > 0, soit Cx(G) l'ensemble des familles
F=A{fi,---, fx} avec, pour tout i, 1 <i <k, f;:[0,00[— G une fonction continue. Une
stratégie de capture continue (general sweep strategy) pour G est une famille F' € C,(G)
telle que, pour toute fonction continue h : [0,00[— G, il existe tp, € [0,00[ et il eriste

ie{l,...,k}, tels que fi(tn) = h(th).

Intuitivement, k représente le nombre de chercheurs. Une stratégie de capture F' € Cx(G)
est donc un ensemble de trajectoires déterminées pour chaque chercheur (f; représente
la trajectoire du chercheur numéro i), qui assure que, quelle que soit la trajectoire h du
fugitif dans le graphe, il existe un chercheur qui occupera le méme point que le fugitif a
un certain instant ¢,. En d’autres termes, une stratégie de capture assure que quelle que
soit la stratégie adoptée par le fugitif, il sera capturé.

Nous avons cité la définition précédente car elle a été la premiere définition formelle
des jeux des gendarmes et du voleur. Cependant, nous ne nous en servirons pas. Dans
cette these, nous considérons les variantes discrétes qui sont issues de cette définition
initiale. La premiere variante que nous définissons est la plus intuitive.

Définition 5 (Parson [Par78b]) Etant donné un graphe G, une stratégie-aréte dans G
est une séquence d’opérations, ou étapes, choisies parmi les trois opérations suivantes :
— Placer un chercheur sur un sommet du graphe;
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— Retirer (ou supprimer) un chercheur d’un sommet du graphe;
— Déplacer un chercheur le long d’une aréte du graphe.

Dans ce modele, nous dirons qu'une aréte est nettoyée lorsqu’elle est traversée par un
chercheur. Cette aréte reste propre si tout chemin entre cette aréte et une aréte contaminée
est gardé par un chercheur. De la méme maniere que dans le cas continu, un fugitif
invisible et arbitrairement rapide est capturé si, a une étape donnée, il occupe la méme
position qu’un chercheur. Etant donné un graphe G, une stratégie de capture-aréte est une
stratégie-aréte qui garantit la capture du fugitif quelle que soit sa stratégie. En d’autres
termes, une stratégie de capture-aréte est une stratégie-aréte gagnante pour les chercheurs.

Définition 6 L’indice d’échappement-aréte es(G) (pour edge-search number en anglais)
d’un graphe G, est le plus petit entier k tel qu’il existe une stratégie de capture-aréte pour
G utilisant au plus k chercheurs.

Il est aisé de montrer que ce modele de stratégie de capture est équivalent aux stratégies
de capture continues définies précédemment. C’est-a-dire que, pour tout graphe G, et
pour tout k£ > 0, il existe une stratégie de capture continue dans Cx(G) si et seulement si
es(@) < k.

Donnons quelques exemples que nous allons retrouver souvent par la suite. Dans le
modele de stratégie-aréte, un chercheur suffit a nettoyer un chemin : il suffit de le placer sur
une des extrémités du chemin et de le déplacer le long des arétes jusqu’a atteindre ’autre
extrémité, i.e., es(P,) = 1. Il est facile de se convaincre que dés que le graphe contient
un cycle, un seul chercheur n’est plus suffisant. Pour tout n > 2, es(C,,) = 2 : placer les
deux chercheurs sur un sommet du cycle, puis déplacer I'un d’entre eux autour du cycle.
La preuve du théoreme suivant est tres représentative de I'importance du résultat de
monotonie de LaPaugh [LaP93] et Bienstock et Seymour [BS91] que nous présenterons en
détail a la section 1.3.2. Indiquons simplement que ce résultat stipule qu’il existe toujours
une stratégie de capture-aréte optimale monotone. D’autre part, le principe de la preuve
du théoreme ci-dessous est récurrent dans le cadre de I’étude des stratégies de capture.

Théoréme 2 Pour tout n > 3, es(K,) =n

Preuve. Prouvons tout d’abord que n chercheurs sont suffisants. La stratégie des cher-
cheurs consiste & placer n— 1 chercheurs sur n — 1 sommets distincts de la clique. Le n®™¢
chercheur se déplace le long de toutes les arétes entre ces n — 1 sommets. Enfin, chacun
des n — 1 chercheurs quitte le sommet sur lequel on 'avait placé par la derniere aréte
encore contaminée incidente a ce sommet. La stratégie que nous venons de définir est une
stratégie de capture-aréte pour K,, qui implique n chercheurs.

Considérons une stratégie de capture-aréte monotone optimale S pour K,,. Montrons
que S implique au moins n chercheurs. Supposons que S implique au plus n—1 chercheurs
dans le but d’arriver a une contradiction. Soit u le premier sommet dont toutes les arétes
incidentes sont nettoyées par S. Considérons I'étape s qui consiste a nettoyer une aréte
e = {u,v} incidente a u, alors que exactement n — 3 arétes incidentes & u, et différentes
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de e, sont déja propres. Soient {vy,--- v, 3} les n — 3 sommets distincts de v, tels que
laréte {u,v;} est propre, pour tout 7, 1 < i < n — 3. Finalement, soit w le sommet
de V(K,) \ {vi,- -+ ,vn_3,u,v}. Puisque la stratégie est monotone, au cours de I'étape s
considérée, chaque sommet de {u, vy, - ,v,_3} doit étre occupé par un chercheur, soit
un total de n — 2 chercheurs qui ne peuvent pas bouger durant cette étape. Au cours
de I'étape s, 'unique chercheur restant, que nous dirons libre, va se déplacer le long
de e. Ainsi, au cours de I’étape s, le sommet w n’est occupé par aucun chercheur. Par
conséquent, au cours de 1’étape s, les arétes incidentes a w sont soit toutes propres, soit
toutes contaminées. Comme u est le premier sommet dont toutes les arétes incidentes sont
nettoyées par S, toutes les arétes incidentes a w sont contaminées. Ainsi, si le chercheur
libre qui nettoie e se déplace de v vers u, ’aréte e est immédiatement recontaminée par
{v,w}, ce qui contredit le fait que S est monotone. Donc, le mouvement qui a lieu au
cours de I'étape s consiste a déplacer le chercheur libre le long de e, de u vers v. On en
déduit que juste avant I’étape s, toutes les arétes incidentes a v étaient contaminées.

La situation juste apres I’étape s est la suivante. Un chercheur occupe u dont I'unique
aréte incidente contaminée est {u,w}. Chaque sommet dans {v, vy, - ,v, 3} est occupé
par un chercheur. Pour tout 1 < i < n—3, les arétes {v, v;} et {w, v;} sont contaminées. Le
seul mouvement possible a la phase s+1 est le déplacement du chercheur occupant  le long
de {u,w} vers w. En effet, n’importe quel autre mouvement induirait la recontamination
d’au moins une aréte ou un sommet.

La situation juste apres la phase s 4+ 1 est la suivante. Chacun des sommets de
{w,v,v1,- -+ ,v,—3} est occupé par un chercheur et incident a au moins deux arétes conta-
minées. Aucun mouvement évitant la recontamination n’est donc possible, ce qui contredit
le fait que S est monotone. Pour conclure, il suffit d’énoncer le résultat selon lequel si
il existe une stratégie de capture-aréte utilisant au plus £ chercheurs, alors il existe une
stratégie de capture-aréte monotone utilisant au plus &k chercheurs [BS91, LaP93]. O

Une question naturelle qui se pose est de connaitre le comportement de l'indice
d’échappement-aréte d’'un graphe vis-a-vis des mineurs de graphes. Il est tres simple de
prouver le résultat suivant en notant que la contraction d’une aréte ne peut pas aug-
menter le nombre de chercheurs nécessaires pour nettoyer un graphe. Plus précisément,
étant donné un graphe GG, un mineur H de GG et une stratégie de capture-aréte pour G,
nous pouvons en déduire une stratégie de capture-aréte pour H induite par celle de G et
n’utilisant pas plus de chercheurs.

Lemme 1 Soit kK > 0. La famille des graphes d’indice d’échappement-aréte au plus k est
close par mineur.

b) Stratégies-sommet. Dans le cadre de leur étude des stratégies de capture en
relation avec les jeux de jetons, Kirousis et Papadimitriou [KP86] définissent ’indice
d’échappement-sommet. Nous verrons dans la section 1.3.2 que ce parametre est fortement
lié a des parametres importants des graphes, comme la largeur linéaire et la séparation-
sommet. De plus, ce parametre est, le plus souvent, bien plus facile & manipuler que
I’indice d’échappement-aréte.



1.2. PROBLEMATIQUE 33

Définition 7 (Kirousis et Papadimitriou [KP86]) Etant donné un graphe G, une stratégie
sommet pour G est une séquence d’opérations, ou étapes, parmi les deur suivantes :

— Placer un chercheur sur un sommet du graphe;

— Retirer un chercheur d’un sommet du graphe.

Dans le modele des stratégies-sommet, les chercheurs ne sont plus autorisés a se déplacer
le long des arétes du graphe. La stratégie revient a une succession de sauts (d'un sommet
a un autre) des chercheurs. Dans la littérature, I'image communément employée est celle
de chercheurs se déplacant en hélicoptere d’un sommet a ’autre. Dans ce modele, une
aréte est nettoyée lorsque ses deux extrémités sont occupées par un chercheur. Le fugitif
(invisible et arbitrairement rapide) est capturé si, a une étape donnée, il occupe le méme
sommet qu’'un chercheur, ou s’il occupe une aréte dont les deux extrémités sont occupées.
Etant donné un graphe G, une stratégie de capture-sommet est une stratégie-sommet qui
garantit la capture du fugitif quelle que soit sa stratégie. En d’autres termes, une stratégie
de capture-sommet est une stratégie-sommet gagnante pour les chercheurs.

Définition 8 L’indice d’échappement-sommet ns(G) (pour node-search number en an-
glais) d’un graphe G, est le plus petit entier k tel qu’il existe une stratégie de capture-
sommet pour G utilisant au plus k chercheurs.

On vérifie facilement que, pour tout n > 0, ns(P,) = 2, ns(C,) = 3, et ns(K,,) = n.
Discutons du lien qui existe entre les deux parametres que nous venons de définir.
Premierement, si nous disposons d’une stratégie de capture-sommet, il est facile de la
transformer en une stratégie de capture-aréte en utilisant un chercheur de plus. En effet,
a chaque fois que les deux extrémités d’une aréte sont occupées, il suffit d’utiliser le
chercheur supplémentaire pour traverser ’aréte. Réciproquement, si S est une stratégie
de capture-aréte, il est facile de la modifier pour obtenir une stratégie de capture-sommet
utilisant un chercheur de plus. A chaque étape au cours de laquelle un chercheur traverse
une aréte {z,y} de x a y, dans S, il suffit de laisser ce chercheur sur z et de placer
le chercheur supplémentaire sur y. Nous obtenons donc les égalités suivantes. Pour tout
graphe G :
ns(G) — 1 < es(G) < ns(G) + 1 (1.1)

De plus, toutes les valeurs possibles de ces inégalités sont atteintes. Si G est restreint a
une unique aréte, es(G) = 1 < ns(G) = 2; si G est une étoile, ns(G) = es(G) = 2; et
es(Ks3) =5 > ns(Ks33) = 4 [KP86].

Pour terminer cette discussion du lien entre ns et es, posons G/// le graphe obtenu a
partir de G en remplacant chaque aréte par trois arétes en paralléle, et G+ le graphe
obtenu a partir de G en remplacant chaque aréte par trois arétes en série. Kirousis et
Papadimitriou [KP86] ont montré que, pour tout graphe G :

ns(G) = es(G) =1 et es(G) = ns(GT1) — 1 (1.2)

Ainsi, les deux variantes de stratégies que nous avons définies ont des comportements tres
similaires, et il est aisé de transposer tout résultat concernant ’'une de ces variantes a
I’autre.
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c) Stratégies mixtes Nous définissons a présent un modele que nous n’utiliserons
pas par la suite, mais qu’il convient de mentionner ici puisqu’il a permis d’obtenir des
résultats tres importants sur les stratégies de capture dans les graphes. Bienstock et
Seymour [BS91| définissent en effet cette variante afin de prouver que les stratégies de
capture satisfont la propriété de monotonie (cf., section 1.3.2). Cette variante a également
été définie indépendament par Takahashi et al. [TUK91, TUK95].

Définition 9 (Bienstock et Seymour) Etant donné un graphe G, une stratégie mixte
pour G est une séquence d’opérations élémentaires définies de la méme facon que dans le
cas d’une stratégie de capture-aréte. Une aréte est nettoyée lorsqu’elle est traversée par
un chercheur, ou lorsque ses deux extrémités sont occupées par un chercheur.

Etant donné un graphe G, une stratégie de capture-mizrte est une stratégie-mixte qui
garantit la capture du fugitif quelle que soit sa stratégie. En d’autres termes, une stratégie
de capture-mixte est une stratégie-mixte gagnante pour les chercheurs.

Définition 10 L’indice d’échappement-mixte mizs(G) (pour mized-search number en
anglais) d’un graphe G est le plus petit entier k tel qu’il existe une stratégie de capture-
mizte pour G utilisant au plus k chercheurs.

Posons G// le graphe obtenu & partir de G en remplacant chaque aréte par deux arétes
en parallele, et G le graphe obtenu & partir de G en remplagant chaque aréte par deux
arétes en série. Il est facile de montrer [BS91] que, pour tout graphe G :

mizs(GT) = es(Q) et mizs(G!) = ns(Q) (1.3)

Grace aux relations 1.3, un bon nombre de propriétés des stratégies de capture-mixte
peuvent étre transposées aux modeles précédents. Notons que récemment, Yang a défini
une variante de ce modele [Yan07].

d) Contraintes additionelles. Dans la suite de cette thése, nous considérerons al-
ternativement les stratégies de capture-aréte et les stratégies de capture-sommet. Nous
préciserons toujours en début de section quelle variante nous utiliserons, et la désignerons
alors simplement par stratégie de capture. En particulier, dans les parties I et II, nous
utiliserons les stratégies de capture-sommet, et dans la partie III, nous utiliserons les
stratégies de capture-aréte.

Nous avons défini les deux types de stratégies de capture-sommet (resp., capture-
aréte) relativement a la capture d’un fugitif invisible. De maniére similaire, il est possible
de définir les stratégies de capture-sommet relativement a la capture d’un fugitif visible.

Définition 11 L’indice d’échappement-sommet visible d’un graphe G, noté vns(G), est
le plus petit entier k > 0 tels qu’il existe une stratégie de capture-sommet dans G utilisant
au plus k chercheurs pour capturer un fugitif visible.
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Il est enfin possible d’imposer aux stratégies de capture d’étre monotone et/ou connexe.
Les indices d’échappement correspondants seront désignés de la maniere suivante. De
maniéere générale, un “m” (resp., un “c”) dans le symbole représentant un indice d’échap-
pement signifiera que la stratégie correspondante est monotone (resp., connexe). Par
exemple, mcuns(G) désigne l'indice d’échappement-sommet visible monotone et connexe
d’un graphe G, c’est-a-dire le plus petit nombre de chercheurs nécessaires pour qu’il existe
une stratégie de capture-sommet visible connexe et monotone utilisant ce nombre de cher-

cheurs.

1.2.5 Décompositions de graphe

Nous nous consacrons maintenant a la définition d’un certain nombre de décomposi-
tions de graphe dont nous verrons qu’elles ont une grande importance dans 1’étude des
jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes.

Définition 12 (Robertson et Seymour [RS86]) Une décomposition arborescente d’un gra-
phe G est une paire (T, X), telle que T = (V(T), E(T)) est un arbre, et X = (X¢)iev(r)
est une famille de sous-ensembles de sommets de G, appelés sacs, qui satisfait :

Cl. Uevin Xt =V(G);

C2. pour toute aréte {x,y} € E(G), il eriste t € V(T) tel que {z,y} C X;;

C3. pour tout a,b et ¢c € V(T) tels que c est sur le chemin entre a et b, X,NX, C X,.

Un ensemble de sommets S C V est un séparateur d’un graphe connexe G s’il existe
deux sommets distincts a et b € V qui appartiennent a deux composantes connexes
distinctes de G \ S, alors tout chemin entre a et b contient un sommet de S. La propriété
C3 entraine que, si G est connexe, pour toute aréte {x,y} € E(T) telle que X, n’est
pas inclus dans X,, X; N X, est un séparateur du graphe. Cette caractéristique des
décompositions arborescentes en terme de séparateurs du graphe va nous étre tres utile
pour établir un lien entre ces décompositions et les stratégies de capture.

Remarquons qu’un graphe G' admet toujours une décomposition arborescente triviale
réduite a un seul sac. La largeur d’une décomposition arborescente (7', X'), notée w(T, X),
est égale & maxcy (1) | X¢| — 1. La largeur arborescente d'un graphe G, notée tw(G) (pour
treewidth en anglais), est la largeur minimum d’une décomposition arborescente de G
parmi toute les décompositions arborescentes du graphe G. Notons que, si la dénomination
“treewidth” vient de Robertson et Seymour [RS86], ce type de décomposition avait déja
été intensivement étudiée pour ses applications algorithmiques au préalable [Gav74, RT75,
Gol80]. Ainsi, une décomposition arborescente optimale d’'un graphe G (i.e., une décomposi-
tion arborescente de largeur tw(G)) peut étre obtenue a partir de ’arbre de cliques d’un
sur-graphe cordal de G dont la clique maximale est de taille minimum [Gol80, Bod98].

Définition 13 (Robertson et Seymour [RS83]) Une décomposition linéaire d’un graphe
G est une décomposition arborescente (P, X), telle que P est un chemin.

Nous noterons une telle décomposition par une séquence { X7, -- -, X, } de sous-ensembles
de sommets de G. La largeur linéaire, notée pw(G) (pour pathwidth en anglais), d’un
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graphe G est la largeur minimum d’une décomposition linéaire de G parmi toute les
décompositions linéaires du graphe G. Une décomposition linéaire optimale d’'un graphe
G (i.e., une décomposition linéaire de largeur pw(G)) peut étre obtenue a partir de I’arbre
de cliques d’un sur-graphe d’intervalle de G' dont la clique maximale est de taille mini-
mum [KP85].

Dans le cadre de la théorie des mineurs de graphes, Robertson et Seymour ont noté qu’il
était parfois plus facile de manipuler des ensembles d’arétes plutot que des ensembles de
sommets. C’est pourquoi, ils ont introduit la décomposition en branche des graphes [RS91,
ST94, Hic05].

Définition 14 (Robertson et Seymour [RS91]) Une décomposition en branche d’un graphe
G est définie par une paire (T, 1) ou T = (V(T),E(T)) est un arbre dont les sommets
internes sont de degré trois, et T est une bijection entre l’ensemble des feuilles de T et
l’ensemble des arétes de G.

Etant donnée une aréte e de T, il résulte de la suppression de e dans T deux arbres
Tl(e) et TQ(e). Soit Fi(e) I’ensemble des feuilles de T qui appartiennent a T;, ¢ € {1,2}. On
définit alors une e-coupe comme la paire (E\9, ES?) ot B C E(G) est ensemble des

arétes de G induit par les feuilles de Tz-(e), ie., Ez-(e) =U,cp@ 7(v), i € {1,2}. Notons que

E%e) = E(G)\ Eée). La largeur d’une décomposition en branche, notée w(T,7) est égale
3 max, |0(E\?)| (ol & est la fonction ”frontiére” définie dans la section 1.2.1). La largeur
en branche d’un graphe G, notée bw(G) (pour branchwidth en anglais), est la largeur
minimale parmi toutes les largeurs des décompositions en branches de G.

Notons qu’il existe un lien tres étroit entre largeur arborescente et largeur en branche
[RS91]. En particulier, pour tout graphe G, on a :

bw(G) < tw(G)+1< max{; bw(@G), 2} (1.4)

La notion de e-coupe peut également étre définie dans le cas d’une décomposition

arborescente (T, X') d’'un graphe G. Etant donnée une aréte e de T, il résulte de la sup-

)

pression de e dans T deux arbres Tl(e et TQ(e). On définit alors une e-coupe comme la paire

(G, GE)) ot GI9) est le sous-graphe de G induit par les sommets contenus dans les sacs
de TZ,(C)’ ie., Gz(e) — G[UUEV(Ti(e))XU], i€ {1,2}.

Nous définissons une propriété des différentes décompositions de graphes qu’il convient
de mettre en relation avec la propriété de connexité des stratégies de capture. Une
décomposition arborescente, linéaire ou en branche, d’un graphe G est dite connexe
lorsque, Pour toute aréte e de I’arbre, la e-coupe induit deux sous-graphes connexes. C’est-
a-dire Gle) et Gge) sont connexes, ou, dans le cas de la décomposition en branche, G[Ef)]
et G[Eée)] sont connexes. On note ctw(G) (resp., cpw(G) et cbw(@)) la largeur minimale
de toutes les décompositions arborescentes (resp., linéaires et en branches) connexes de
G.

Un résultat surprenant est que la contrainte de connexité n’augmente pas la largeur
dans le cas des décompositions arborescentes et en branche. Ainsi, pour tout graphe
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connexe G, tw(G) = ctw(G) [Gav74, Gol80, PS97]. Seymour et Thomas [ST94] ont prouvé
que pour tout graphe 2-connexe G, bw(G) = cbw(G). Une preuve constructive de ce
résultat est donnée par Fomin et al. [FFTO04]. Malheureusement, ce résultat n’est plus
valable dans le cas des décompositions linéaires. Pour tout n > 0, il existe en effet des
graphes G de O(n) sommets tels que cpw(G)/pw(G) = Q(n) [Nis04]. L’exemple le plus
simple est une étoile a trois branches chacune de longueur n.

1.3 Etat de ’art

Ce chapitre est consacré a un tour d’horizon des principaux résultats en relation avec
les stratégies de capture. La section 1.3.1 présente un bref état de ’art des jeux tour a
tour. Dans la section 1.3.2, nous présentons les principaux résultats relatifs aux stratégies
de capture ou le fugitif est arbitrairement rapide et les mouvements des chercheurs et
du fugitif sont simultanés. Nous présentons, en particulier, les liens qui existent entre ces
stratégies de capture et les décompositions de graphe. Nous y verrons un certain nombre
de résultats concernant les stratégies monotones, et I'importance de ces derniers. Dans la
section 1.3.3 sont énumérées un certains nombre d’études des stratégies de capture d’un
fugitif invisible dans des classes de graphes particulieres. Enfin, la section 1.3.4 s’attache
a un état de l'art des stratégies de capture connexe. En particulier, nous verrons que
plusieurs algorithmes répartis ont été proposés pour calculer ce type de stratégies.

1.3.1 Un jeu tour-a-tour

Nous avons vu dans la section 1.2.3 que les jeux tour-a-tour et les jeux de type Par-
son appartiennent a deux classes de variantes du jeu des gendarmes et du voleur. Bien
que cette these soit essentiellement consacrée aux stratégies de capture ou les mouve-
ments des chercheurs et du fugitif ont lieu simultanément, nous pensons que les prin-
cipaux travaux concernant les jeux tour-a-tour valent la peine d’étre présentés ici car la
maniere d’envisager les jeux appartenant a ces deux classes comporte de nombreuses simili-
tudes. Dans cette section, nous nous intéressons a la variante des jeux tour-a-tour définie
indépendamment par Quilliot [Qui83] d’une part, et Nowakowski et Winkler [NW83|
d’autre part (voir [Als04] pour un tour d’horizon).

Ce jeu tour-a-tour implique deux joueurs. L’un, C, joue les chercheurs (the cops),
lautre, R, le fugitif (the robber). Tous d’abord, C place tous les chercheurs sur des sommets
du graphe G. Puis, R place le fugitif sur un sommet de G. Les deux joueurs jouent
ensuite alternativement. Lorsque c’est son tour, C choisit un sous-ensemble de chercheurs
et déplace chacun de ces chercheurs sur un sommet adjacent de celui qu’il occupe. Ensuite,
R peut ne rien faire, ou bien déplacer le fugitif sur un sommet voisin de sa position
courante. Chaque joueur a une information complete de la situation et peut s’en servir
pour décider de son prochain mouvement. C gagne si un chercheur occupe le méme sommet
que le fugitif. Si R peut éviter ce cas de figure infiniment, c’est lui qui gagne. Dans ce
contexte, I'indice d’échappement (copnumber), noté cp(G), d’un graphe G est le plus petit
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nombre de chercheurs qui assure la victoire de C dans G.

En 1983, Quilliot [Qui83] d’une part, et Nowakowski et Winkler [NW83] d’autre
part, proposent la méme caractérisation des graphes d’indice d’échappement 1 (voir
également [HLSWO02]). Cette caractérisation est intéressante puisqu’elle établit d’ores et
déja un lien entre les stratégies de capture et un ordre sur les sommets du graphe. Nous
verrons qu’'une telle caractérisation existe également dans le cas des stratégies de type
Parson.

Théoréme 3 (Quilliot [Qui83|; Nowakowski et Winkler [NW83]) L’indice d’échappement
d’un graphe vaut un si et seulement si il existe un ordre {vy,--- ,v,} sur ses sommets tels
que, pour tout i < n, il existe i < j < n tel que N[v;]N{v;, -+, v} C Nlv;]N{vs, -+, vn}.

Ce théoréme implique que les arbres, les graphes cordaux (l’ordre considéré est ’ordre
d’élimination simplicial [Gol80]) et les graphes de cordalité au plus 4 [Far87, AF88, Che97]
ont un indice d’échappement égal a un.

Etant donné un graphe G et un entier & > 0, une k-configuration est un ensemble d’au
plus k£ sommets de G. Intuitivement, une k-configuration représente la situation atteinte
a un tour du jeu, c’est-a-dire que les sommets représentent la position des chercheurs.
Soit G un graphe et k£ > 0 un entier. Le graphe des k-configurations est un graphe
orienté, dont ’ensemble des sommets est ’ensemble des k-configurations, et tel qu’il y
a une aréte d’une k-configuration C' vers une autre C’, si une stratégie des chercheurs
peut passer de la configuration C' a la configuration C’ en un tour. Dans [HM03|, Hahn et
MacGillivray proposent un algorithme en temps O(n®) qui détermine si un graphe posséde
un indice d’échappement égal a un. Ils en déduisent un algorithme qui détermine en temps
polynomial si un graphe possede un indice d’échappement égal a k, k étant fixé. Ce dernier
consiste a appliquer I’algorithme pour £ = 1 au graphe des configurations possibles avec
k chercheurs. Si k fait partie de ’entrée du probléeme, Goldstein et Reingold [GR95] ont
prouvé que déterminer si ¢p(G) < k, avec des positions initiales fixées, est NP-difficile.
Dans le cas d’un graphe orienté, fortement connexe, les mémes auteurs prouvent que le
probleme est NP-difficile sans que les positions initiales ne soient fixées.

Un certain nombre de bornes inférieures et supérieures du nombre de chercheurs d’un
graphe ont également été proposées. Aigner et Fromme [AF84] prouvent que le nombre
de chercheurs d’un graphe de maille (longueur du plus petit cycle) au moins 5 est borné
inférieurement par son degré minimum. Frankl [Fra87] améliore ce résultat en prouvant
que, pour tout graphe G de maille au moins 8¢ — 3 et de degré minimum d+1, cp(G) > d'.
Andreae [And84] prouve que pour tout & > 3 et pour tout n > 1, il existe un graphe k-
régulier G tel que ¢p(G) > n. Une borne supérieure triviale pour 'indice d’échappement
d’un graphe G est le cardinal d’un ensemble dominant de taille minimum de G. Neufeld et
Nowakowski [NN98] proposent plusieurs bornes relatives a I'indice d’échappement dans le
cas de graphes produits. Andreae [And86] prouve que, pour tout graphe H, avec u € V(H)
et H \ u sans sommet isolé, si un graphe G n’admet pas H comme mineur, alors cp(G) <
|E(H \u)|. Ce résultat repose sur une décomposition du graphe et sur un résultat a la base
de nombreuses stratégies de capture dans le modele tour-a-tour, et que nous détaillons
dans le paragraphe suivant.
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Soit P un plus court chemin dans un graphe GG. Aprés un nombre fini d’étapes, un
unique chercheur peut protéger ce chemin, c’est-a-dire suffit a assurer que si le fugitif se
place sur un sommet de P, alors il sera capturé a ’étape suivante. (En effet, il suffit a ce
chercheur de suivre “I’ombre” du fugitif sur P. L’ombre d'un sommet de G sur le sous-
graphe P de G est une application f de V(G) dans V(P) telle que, pour tout {z,y} €
E(G), {f(x), f(y)} € E(P). 1 est facile de vérifier qu’au bout d’un nombre fini d’étapes,
la distance entre le chercheur poursuivant 'ombre du fugitif et ’ombre de ce fugitif est
inférieure ou égale a la distance entre le fugitif et son ombre sur P). Ce résultat permet
de donner de bonnes bornes supérieures pour le nombre de chercheurs pour des graphes
plongeables sur des surfaces de genre borné. Ainsi, Aigner et Fromme [AF84] prouvent
que 3 chercheurs suffisent a capturer un fugitif dans tout graphe planaire. L’idée générale
est de réduire récursivement la zone contaminée de G, c’est-a-dire la zone accessible par le
fugitif. Intuitivement, il s’agit d’utiliser deux chercheurs pour “entourer” le fugitif dans un
cycle composé de deux plus courts chemins. Le troisieme chercheur divise ensuite la zone
ou se tient le fugitif en protégeant un troisieéme plus court chemin. Quilliot [Qui85] prouve
que 3 + 2k chercheurs suffisent a attraper un fugitif dans un graphe de genre k. Pour
cela, des équipes de 2 chercheurs protegent chacune un cycle non contractile, réduisant
ainsi récursivement le genre de la zone contaminée. Lorsque la zone contaminée est plane,
il suffit alors d’appliquer la stratégie proposée par Aigner et Fromme avec 3 chercheurs.
Schréder [Sch01] améliore ce résultat en prouvant que 3 + |2k] chercheurs suffisent &
attraper un fugitif dans un graphe de genre k.

Pour en terminer avec les jeux tour-par-tour, mentionnons simplement une variante
étudiée par Clarke et Nowakowski [CNO05]. Dans cette variante, les chercheurs sont obligés
de se déplacer par paire, de telle facon qu’a chaque tour, deux chercheurs d’'une méme
paire doivent occuper le méme sommet ou deux sommets voisins.

1.3.2 Généralités sur les stratégies de capture de type Parson

A partir de cette section et jusqu’a la fin de cette these, nous considérons uniquement
les stratégies de capture de type Parson, c’est-a-dire relatives a un fugitif arbitrairement
rapide, et ou les mouvements des chercheurs et du fugitif sont simultanés (voir [Bie91]
pour un tour d’horizon).

Dans cette section, nous présentons divers résultats de monotonie que satisfont les
stratégies de capture. Nous expliquons ensuite comment ces résultats permettent d’établir
un lien entre stratégie de capture et décomposition de graphes. Rappelons, que sauf in-
dication contraire, stratégie de capture fait référence a une stratégie de capture invisible,
et que les résultats obtenus pour 'un des trois modeles capture-aréte, capture-sommet ou
capture-mixte peuvent facilement étre transposés aux deux autres.

L’un des résultats les plus importants de I’étude des stratégies de capture est sans
aucun doute celui de LaPaugh [LaP93], selon lequel “la recontamination n’aide pas” et
dont une preuve tres élégante a été proposée par Bienstock et Seymour [BS91].

Théoréme 4 (LaPaugh [LaP93]) Pour tout graphe G, mes(G) = es(G).
(Bienstock et Seymour [BS91]) Pour tout graphe G, mmizs(G) = mizs(G).
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En d’autre terme, pour tout graphe G, il existe toujours une stratégie de capture-
mixte optimale qui est monotone. Nous dirons que le jeu de capture-mixte est monotone.
Il est tres facile d’étendre ce résultat aux stratégies de capture-sommet, en utilisant la
relation 1.3. En effet, a partir d’une stratégie de capture-sommet d’un graphe G, utilisant &
chercheurs, il est facile de déduire une stratégie de capture-mixte du graphe G// utilisant
au plus k chercheurs. D’apres le théoreme 4, il existe une stratégie de capture-mixte
monotone pour G// utilisant au plus k chercheurs. On en déduit une stratégie de capture-
sommet monotone de GG utilisant au plus k& chercheurs.

Le théoreme 4 est tres important car, comme nous ’avons déja dit, les stratégies
de capture monotones ont un nombre d’étapes polynomial en la taille du graphe. Ainsi,
une stratégie monotone peut servir de certificat polynomial pour le probleme d’optimisa-
tion qui consiste a déterminer I'indice d’échappement d’'un graphe G. Du méme coup, ce
probléme est dans NP.

Megiddo et al. [MHG™88] prouvent que le probléme de déterminer I'indice d’échap-
pement d’un graphe G est NP-difficile, en le réduisant au probléme qui consiste a trouver
une coupe minimale équilibrée. Ainsi, on en déduit le théoreme suivant :

Théoréme 5 (Megiddo et al. MHG"88]) Le probléme de décision suivant est NP-complet :
Entrée : un graphe G et un entier k > 0,
Question : es(G) < k ¢

Une seconde conséquence importante de la monotonie des stratégies de capture est
que les stratégies monotones d’'un graphe sont exactement les décompositions linéaires
de ce graphe. Pour expliquer cette propriété, définissons la notion de séparation-sommet
d’un graphe. Soit G' un graphe, et f un ordre sur ses sommets, i.e., une bijection entre
V(G) et {1,---,n}. Soit L(i) ={xz € V | Jy,{z,y} € E, f(z) < iet f(y) > i}, et soit
A(f) = maxi<i<n |Lf(7)|. La sommet-séparation du graphe G, A(G), est le minimum de
A(f) pris sur tout les ordres f. Kinnersley [Kin92] a prouvé que A(G) = pw(G) pour tout
graphe G.

Soit S une stratégie de capture-sommet monotone pour un graphe G. Soit {v1,--- ,v,}
I’ordre dans lequel les sommets sont occupés pour la premiere fois par un chercheur. On
en déduit un ordre f, ou f(v;) = i. Pour tout ¢ € {1,---,n}, L;(i) est 'ensemble des
sommets qui préservent {vy, - - - ,v;} de la recontamination issue de {v; 11, - - - , v, }. Puisque
la stratégie est monotone, pour tout i € {1,---,n}, il existe une étape de la stratégie au
cours de laquelle tous les sommets de L£¢(7) sont occupés (pour préserver la zone propre
de la recontamination), et un chercheur est placé sur un nouveau sommet (placer un
chercheur sur un sommet est alors la seule opération autorisée, puisque supprimer un
chercheur impliquerait une recontamination). Donc ns(G) > A\(G) + 1.

Réciproquement, soit {X7,---, X, } une décomposition linéaire de G. Considérons la
stratégie suivante :

1. placer les chercheurs sur les sommets de X7,

2. pour ¢ allant de 2 a r faire
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(a) supprimer les chercheurs de X;\ X;_; (il reste des chercheurs sur chaque sommet
de Xz N Xz'—l)u

(b) placer des chercheurs sur les sommets de Xj.

Les propriétés de la décomposition linéaire, dont en particulier que X; N X; ; est un
séparateur, assurent que cette stratégie est une stratégie de capture-sommet monotone.
Donc ns(G) < pw(G) + 1. On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 6 (Ellis, Sudborough et Turner [EST94])
Pour tout graphe G, ns(G) = pw(G) + 1.

Notons que l'indice d’échappement-aréte a également une interprétation en terme d’un
parametre de graphe : la linear width. Informellement, ce parametre est le pendant de la
séparation sommet en terme d’ordre sur les arétes. Thilikos [Thi00] a prouvé que pour
tout graph G 2-connexe, es(G) = lw(G) avec lw(G) la linear width de G. Utilisant ce
fait, Bodlaender et Thilikos [BT04] prouvent qu’a k fixé, le probleme de déterminer si
es(G) < k peut étre résolu en temps linéaire.

Revenons sur le résultat de monotonie de LaPaugh. La preuve de LaPaugh est construc-
tive. En effet, LaPaugh transforme une stratégie de capture-aréte en une stratégie mo-
notone sans augmenter le nombre de chercheurs nécessaires. En utilisant la notion de
capture-mixte, Bienstock et Seymour [BS91] simplifient considérablement la preuve du
théoreme de LaPaugh (cf., section 2.3). Intuitivement, la preuve proposée par Bienstock
et Seymour consiste & définir une fonction de poids sur les stratégies, et a prouver qu’une
stratégie de poids minimum est monotone. Plus exactement, par un procédé d’optimisa-
tion locale, Bienstock et Seymour prouvent que toute étape non monotone d’une stratégie
peut étre modifiée en une étape monotone en diminuant strictement le poids total de la
stratégie.

Une question qui se pose naturellement est de savoir si les stratégies de capture visant a
capturer un fugitif visible satisfont aussi la propriété de monotonie et s’il existe également
un lien entre les stratégies de capture visible et décomposition de graphe. La réponse est
positive dans les deux cas. A l'instar de Bienstock et Seymour, Seymour et Thomas [ST93|
prouvent que la recontamination n’aide pas pour la capture d’un fugitif visible. Cependant,
la preuve qu’ils proposent est radicalement différente de celles existantes dans le cas d’un
fugitif invisible. Ainsi, leur preuve n’est pas constructive et utilise intrinsequement le lien
entre stratégie de capture-sommet monotone visible et décomposition arborescente.

Plus précisément, Seymour et Thomas définissent un buisson (pour bramble en anglais)
d’un graphe G comme un ensemble B de sous-ensembles de sommets qui se touchent deux
a deux (c’est-a-dire d’intersection non nulle ou liés par une aréte). L’ordre d’un buisson
est la taille d’un transversal minimum de B (un ensemble de sommets qui intersecte tout
élément de B). Un buisson d’ordre k correspond exactement & une stratégie d’échappement
d’un fugitif face a k¥ — 1 chercheurs. En effet, a chaque configuration employant £ — 1
chercheurs est associé un ensemble de B qui n’est occupé par aucun chercheur (puisqu’il
n’existe pas de transversal de taille £ — 1). Cet ensemble sert de refuge (haven) au fugitif.
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Posons buisson(G) 'entier maximum £ tel qu’il existe un buisson d’ordre £ pour G. On a
donc :

buisson(G) > k = vns(G) >k —1

Théoréme 7 (Seymour et Thomas [ST93|) Pour tout graphe G et pour tout k > 1,
buisson(G) = k < tw(G) =k — 1.

De plus, disposant d’une décomposition arborescente (7', X'), une stratégie de capture
monotone visible peut étre aisément déduite de (7', X') de la maniére suivante. Soit v €
V(T), placer des chercheurs sur les sommets de X,,. Ensuite, répéter le processus suivant
jusqu’a ce que le fugitif soit capturé. Soit u le voisin de v tel que le fugitif se trouve sur
un sommet de G[V(T,)], avec T, le sous-arbre de 7"\ {u,v} qui contient u. Retirer les
chercheurs sur X, \ Xy, et placer des chercheurs sur les sommets de X,,.

On vérifie facilement par induction sur n que, réciproquement, étant donné une stratégie
de capture monotone visible utilisant k& chercheurs, dont les premieres étapes consistent
a placer des chercheurs sur les sommets de U C V', G possede une décomposition arbo-
rescente de largeur £ — 1 dont un sac est U. On obtient donc :

tw(G@) =k — 1< mons(G) =k

Pour résumer, s’il existe un buisson d’ordre k, il n’existe pas de stratégie utilisant k
chercheurs, donc il n’existe pas de stratégie monotone utilisant k£ chercheurs, d’ou tw(G) >
k — 1. Réciproquement, s’il existe une stratégie utilisant k& chercheurs, il n’existe pas de
buisson d’ordre k, d’ott tw(G) < k — 1 et il existe une stratégie monotone utilisant k
chercheurs. Une lacune de cette preuve est qu’elle n’est pas constructive.

Théoréme 8 (Seymour et Thomas [ST93]) Pour tout graphe G, muns(G) = wns(G) =
tw(G) + 1.

Le lien entre stratégies de capture invisible ou visible avec les largeurs linéaire ou
arborescente permet de profiter des résultats obtenus dans le cadre de la théorie des
décompositions de graphe. Ainsi, Arnborg et al. [ACP87] prouvent que déterminer la
largeur arborescente d’un graphe est un probleme NP-complet. Donc,

Théoréme 9 (Arnborg, Corneil et Prokurowski [ACP87]; Seymour et Thomas [ST93])
Le probleme de décision suivant est NP-complet :

Entrée : un graphe G et un entier k > 0,
Question : vns(G) < k ¢

Bodlaender et Kloks [Bod96, BK96] prouvent que si k est un parametre fixé, il existe
un algorithme linéaire en la taille du graphe qui détermine si tw(G) < k et, si c’est le cas,
calcule une décomposition arborescente optimale. Par ailleurs, Bouchitté et al. [BKMT04]
proposent un algorithme approché qui calcule une décomposition arborescente de largeur
au plus logn fois I'optimale. Ce résultat a été amélioré grace a un algorithme de Feige et
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al. [FHLO5a], qui permet d’obtenir des décompositions arborescentes de largeur approchée
a un facteur /log tw. Ces algorithmes peuvent bien entendu étre utilisés pour calculer des
stratégies de capture visible.

Mentionnons, que l'indice d’échappement-sommet visible n’est pas le seul parametre
qui peut etre mis en relation avec la largeur arborescente d’'un graphe. Dendris et al.
[DKT97] étudient une autre variante de stratégie de capture dans laquelle le fugitif est
invisible et arbitrairement rapide, mais est contraint de rester immobile, sauf si un cher-
cheur va se placer sur le sommet qu’il occupe. Dendris et al. prouvent que cette variante
est également monotone et que le nombre minimum de chercheurs pour attraper un tel
fugitif est égal a la largeur arborescente du graphe, plus un. Les auteurs donnent aussi
des résultats pour cette variante lorsque la vitesse du fugitif est limitée. Par exemple, si
sa vitesse est limitée & un (il ne peut se déplacer que d’une aréte a la fois), le jeu reste
monotone.

Dans la partie I de cette these, nous introduisons une nouvelle variante des stratégies
de capture, dans laquelle la visibilité du fugitif est paramétrée. Cette variante fait le lien
entre les stratégies de capture visible et les stratégies de capture invisible.

1.3.3 Stratégies de capture dans certaines classes de graphes

Dans cette partie, nous présentons quelques résultats obtenus sur les stratégies de
capture d’un fugitif invisible dans des classes de graphes particulieres. Notons que certains
des résultats de la liste, non exhaustive, suivante ont été obtenus dans le cadre de I’étude
de la compléxité des largeurs arborescentes et linéaires dans certaines classes de graphes,
et cela indépendamment des jeux de capture.

Comme souvent, la classe des arbres a été intensivement étudiée. Le probleme de
calculer la largeur linéaire d’un arbre est connu comme étant polynomial depuis la fin des
années 1980 [MHG*88|. Ellis, Sudborough et Turner [EST94] prouvent que ce probleme
est linéaire, mais 1’algorithme qu’ils proposent n’effectue le calcul d’une décomposition
linéaire optimale (i.e., d’une stratégie de capture) qu’en un temps O(nlogn). Il faut
attendre les années 2000, et Skodinis [Sko03], pour obtenir un algorithme qui calcule une
stratégie optimale en temps linéaire. Megiddo et al. [MHG88] ont également prouvé
que, pour tout arbre T, es(T) < 1+ logg(n — 1), et que cette borne est atteinte dans
le cas des arbres ternaires complets. Tous ces résultats reposent principalement sur la
caractérisation des arbres d’indice d’échappement k, donnée par Parson. Ainsi, pour tout
arbre T, es(T') > k + 1 si et seulement si il existe un sommet v tel que T\ v est composé
d’au moins trois arbres d’indice d’échappement-aréte au moins k.

Le cas des grilles est intéressant parce qu’il montre comment utiliser les buissons pour
déterminer I'indice d’échappement d’un graphe. Soit une grille carré de coté [. Il est facile
de vérifier que | + 1 chercheurs sont suffisants pour nettoyer la grille en avancant les
chercheurs de front, colonne apres colonne, d’'un bord a 1’autre de la grille. La preuve du
fait que [ 4+ 1 chercheurs sont nécessaires est beaucoup plus technique mais devient tres
simple lorsque 1’on exhibe un buisson d’ordre [ + 1 de la grille. Pour ce faire, considérons
une grille carré de coté [. Soit L la derniere ligne et C' la derniere colonne moins le
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sommet appartenant a L. Soit G' = G'\ (L U C). G' est une grille carré de coté [ — 1.
Soit X ’ensemble de tous les sous-ensembles de sommets constitués d’une ligne et d’'une
colonne de G'. Alors, X U{L} U {C} est un buisson d’ordre [ + 1. En effet, il faut un
sommet de V(L) pour couvrir L, un sommet de V(C') pour couvrir C, et au moins [ — 1
sommets de V(G') pour couvrir tous les ensembles de X.

La largeur linéaire est un parametre qui a beaucoup été étudiée dans un certain nombre
de classes de graphes fréquemment rencontrées dans la littérature. Chandran et Kavi-
tha [CKO06] ont prouvé que l'indice d’échappement d’un hypercube de n sommets est
O(n//logn). Gustedt [Gus93] a prouvé que le probléme de déterminer la largeur linéaire
est NP-complet méme si I’entrée est restreinte a la classe des graphes cordaux. Bodlaen-
der et Mdohring [BM93] ont proposé un algorithme en temps linéaire pour calculer la
largeur linéaire lorsque l'entrée est restreinte a la classe des cographes. Bodlaender, Kloks
et Kratsch [BKK95] ont proposé un algorithme en temps polynomial pour ce probleme
dans la classe des graphes de permutation. Notons que dans ces deux dernieres classes
de graphes, la largeur linéaire est égale a la largeur arborescente [BM93, BKK95|. En
d’autres termes, dans un graphe de permutation ou un cographe, le fait de voir le fugitif
ne permet pas d’économiser des chercheurs.

Un graphe est planaire extérieur s’il est planaire et s’il peut étre plongé dans le plan
de telle sorte que tout sommet soit sur la face extérieure. La classe des graphes planaires
extérieurs a des liens étroits avec la classe des arbres. En particulier, le dual simplifié
(dual moins le sommet représentant la face extérieure) d’un graphe planaire extérieur est
un arbre. C’est donc naturellement que plusieurs algorithmes d’approximation ont été
proposés pour calculer la largeur linéaire dans cette classe de graphes. Ainsi, Govindan
et al. [GLY98] proposent un algorithme avec un rapport d’approximation 3. Récemment,
Coudert et al. [CHS06] proposent un algorithme plus simple, dont le rapport d’approxima-
tion est 4, mais qui permet d’établir que la largeur linéaire d’un graphe planaire extérieur
est au plus deux fois celle de son dual, améliorant ainsi le résultat de Fomin et al [FTT05].

Pour finir, mentionnons les graphes de largeur arborescente 2 (graphes série-paralléle)
et 3. Ces classes de graphes ont également été intensivement étudiées. Plusieurs algo-
rithmes ont été proposés pour calculer les décompositions arborescentes [AP86, AP92] et
les décompositions linéaires [EMO04] de tels graphes.

1.3.4 Stratégies de capture connexes

En général, nettoyer un graphe de maniere connexe demande plus de chercheurs que
si la contrainte de connexité n’est pas imposée. Ainsi, pour tout arbre ternaire D; de
hauteur k > 3, cns(Dy) > ns(Dg). Non seulement les stratégies de capture connexes
peuvent nécessiter plus de chercheurs, mais encore ces stratégies s’averent plus difficiles
a étudier. Une caractéristique des stratégies de capture connexes qui les rend si difficiles
a étudier est que la famille des graphes d’indice d’échappement connexe au plus & > 3
n’est pas close par mineur. Par exemple, le graphe H décrit sur la figure 1.2 est un mineur
d’une grille G de largeur k > 3, et cns(H) = 3k/2+ 1 > cns(G) = k + 1 [BFSTO03].

Il est facile de démontrer que le probleme de déterminer les indices d’échappement
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F1a. 1.2 — Graphe H [BFST03] mineur d’une grille de largeur 7 et tel que c¢ns(H) = 10

connexe visible et invisible d’'un graphe G est NP-difficile. En effet, soit G un graphe
connexe, et soit G’ le graphe obtenu en ajoutant & G un sommet adjacent a tous les
sommets de G. Il est facile de vérifier que cns(G') = ns(G) + 1 et cons(G') = vns(G) + 1.
Le théoreme suivant découle alors des théoremes 5 et 9.

Théoreme 10 Les problemes de décision suivant sont NP-difficile :

— Entrée : un graphe G et un entier k > 0,
Question : cns(G) < k ¢

— Entrée : un graphe G et un entier k > 0,
Question : cons(G) < k ?

Deux questions relatives aux stratégies de capture connexe ont été principalement
étudiées.

Question 1 Les problemes de décision relatifs aux stratégies de capture connexes appar-
tiennent-ils a la classe NP ?

Notons que le fait que les jeux correspondant aux stratégies de capture connexes soient
monotones impliquerait une réponse affirmative a la question précédente.

Question 2 FEziste-t-il une constante o > 1 telle que ces(G) < a es(G) pour tout
graphe G ?

Barriere et al. [BFFS02] introduisent les stratégies de capture connexes pour remédier
au fait que les stratégies de capture-sommet et les stratégies de capture-aréte ne peuvent
étre appliquées en pratique dans de nombreux contextes (du moins tant que la téléportation
et les communications stires n’existeront pas). Utilisant le méme principe d’optimisation
locale que Bienstock et Seymour, Barriére et al. prouvent que, pour tout arbre T, il existe
une stratégie de capture monotone connexe qui utilise ces(T’) chercheurs. En d’autres
termes, le jeu de capture connexe restreint a la classe des arbres est monotone. Barriere
et al. proposent également un algorithme linéaire qui calcule ces(T") pour tout arbre 7.
Cet algorithme consiste en un étiquetage dynamique (en partant des feuilles jusqu’a la
racine) des sommets d’un arbre.

Dans le cadre des stratégies de capture connexes, la classe des arbres joue un role
particulier puisque Barriere et al. [BFST03] répondent également & la seconde question
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ci-dessus dans le cas d’instances restreintes a cette classe de graphe. Ainsi, pour tout
arbre T,

es(T) <2 s(T) — 2. (1.5)

L’égalité est obtenue pour un arbre ternaire de hauteur 4. Notons ici que, a notre connais-
sance, il n’existe pas de graphe G tel que 'indice d’échappement connexe de ce graphe
soit plus de deux fois supérieur a son indice d’échappement. Dans le cas général, Fomin et
al. [FFT04] prouvent que, pour tout graphe de m arétes, cs(G) < (1 + logm)s(G). Plus
précisément, & partir d'une décomposition en branche connexe de largeur bw(G), Fomin
et al. calculent une stratégie de capture connexe utilisant bw(G)(1 + logm) chercheurs.

Le jeu de capture connexe differe du jeu “classique” par le fait que, dans le cas général,

le jeu de capture connexe n’est pas monotone. Ce résultat négatif est di a Alspach et
al. [YDAO4]. Le graphe G représenté figure 1.3 est tel que mens(G) = 290 > cns(G) = 281.
Les conventions de représentation utilisées dans cette figure sont les suivantes.

— Les cercles représentent des graphes complets dont le nombre de sommets est le
nombre indiqué dans le cercle.

— Les doubles lignes entre deux cliques représentent des couplages parfaits entre ces
deux cliques si elles sont de méme taille, entre la clique la plus petite et un sous-
graphe de la plus grosse sinon,

— les doubles lignes en pointillés représentent des chemins de cliques liées par des
couplages parfaits.

Le principe de la “non-monotonie” de la stratégie de capture connexe dans un graphe,
comme celui représenté sur la figure 1.3, vient du fait que les chercheurs peuvent nettoyer
un passage A pour atteindre, et nettoyer, une certaine partie du graphe, puis rejoindre
cette zone par un chemin B, et enfin laisser recontaminer la zone A dans le but de libérer
des chercheurs pour pouvoir progresser par la suite.

F1G. 1.3 — Graphe G tel que mces(G) = 290 > ces(G) = 281.

Une conséquence importante du résultat de Alspach et al. est que le probleme de savoir
si le premier probleme de décision énoncé dans le théoreme 10 appartient a NP est ouvert.

Dans la partie II de cette these, nous commencons par donner de nouveaux éléments
de réponses a la question relative au rapport ces(G)/es(G). Dans le chapitre 4, nous
répondons a cette méme question dans le cas des stratégies de capture connexe visible.
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1.3.5 Stratégies de capture dans un contexte réparti

Une des principales applications des stratégies de capture connexes a été la concep-
tion d’algorithmes de capture dans un contexte décentralisé. Dans cette section, nous
présentons le jeu des gendarmes et du voleur dans ce contexte.

Tout d’abord, définissons I’environnement dans lequel évoluent les chercheurs dans ce
contexte (le modeéle que nous présentons dans cette section est le modele qui sera étudié
dans la partie III). Un réseau est a priori un graphe anonyme, c’est-a-dire que ses som-
mets ne portent aucun identifiant ni étiquette. Notons que dans un graphe anonyme, deux
sommets de méme degré ne peuvent pas étre distingués I'un de 'autre (dans le chapitre 6,
nous étiquetterons cependant les sommets du graphe pour aider les chercheurs). Pour per-
mettre aux chercheurs d’évoluer dans un graphe, ils doivent étre capable de distinguer les
différentes arétes incidentes aux sommets qu’ils occupent. Dans ce but, les deg(v) arétes
incidentes & un sommet v sont étiquetées de 1 a deg(u). Ces étiquettes sont appelées
numéro de port. Une fonction qui attribue a chaque incidence du graphe (chaque couple
constitué d’un sommet et d’une aréte incidente a ce sommet) un numéro de port est
appelée une orientation locale de ce graphe. Notons que les deux extrémités d’une aréte
ont un numéro de port, et que ces numéros de port peuvent étre distincts. Nous suppo-
serons de plus que chaque sommet contient une zone locale de mémoire, appelée tableau
blanc. Les tableaux blancs sont supposés étre accessibles par les chercheurs, en lecture
comme en écriture, grace a un processus d’exclusion mutuelle équitable. Les chercheurs
ne sont plus des jetons déplacés par un “joueur” central, mais sont représentés par des
automates de Mealy. La représentation des chercheurs par des automates de Mealy est en
effet traditionnelle dans un cadre réparti, comme, par exemple, pour I’exploration d’un
graphe [FIRT06, I1c06] ou la recherche de “trous noirs” [DFPS06].

Définition 15 Un automate de Mealy est un quadruplet (S, Sipit, F,0).
- S est l’ensemble des états ;
— Sinit € S est état initial ;
- F C S est I’ensemble éventuellement vide des états finauz;
-0 : SX(NUL)xNxN—-S8x (INU_L) x (NU_L) est la fonction de transition.

Initialement, I’automate est dans I’état s;,;; sur un sommet donné appelé la base. Suppo-
sons qu'un automate dans un état non final s occupe un sommet v dont le tableau blanc
contient /. Si, a I’étape précédente, 'automate s’est déplacé, soit p le port par lequel il est
arrivé sur v. Sinon, p =1. L’automate calcule alors §(s, p, £,deg(v)) = (s',t,p'). Il passe
dans I'état s', écrit t sur le tableau blanc de v si t #.L, et quitte v par le port p/, si p’ #L,
ou reste sur v si p’ =1. En d’autres termes, la décision d’un automate sur un sommet v
(se déplacer par un certain numéro de port, changer d’état, écrire sur le tableau blanc)
est prise localement, et dépend uniquement de :

1. I'état courant de I'automate;

2. les informations présentes sur le sommet (c’est-a-dire sur 1’étiquette du sommet
courant, ou sur le tableau blanc du sommet);
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3. les états des chercheurs présents sur le sommet (cette information peut étre trans-
mise par I'intermédiaire des tableaux blancs), et

4. potentiellement le numéro de port d’arrivée si I’automate vient d’arriver sur le som-
met.

Dans un tel contexte, le probleme de stratégies de capture connexe peut étre reformulé
de la maniere suivante. L’instance du probleme consiste en un graphe connexe GG qui vérifie
les caractéristiques que nous venons d’énoncées, et d’'un sommet particulier désigné comme
étant la base.

Définition 16 L’indice d’échappement monotone et connexe d’un graphe G, en partant
de vg € V(Q), noté mces(G,vy) désigne le plus petit entier k > 1 tel qu’il existe une
stratégie de capture monotone et conneze de G utilisant k chercheurs et telle que le premaier
sommet propre est vy.

Initialement tous les chercheurs, modélisés par des automates tels que nous les avons
décrits ci-dessus, se trouvent sur la base et ignorent tout du graphe dans lequel ils sont
lancés. Le probleme consiste a déterminer une stratégie de capture connexe pour G, com-
mencant sur la base, et de telle sorte que la stratégie est calculée en temps réel par les
chercheurs. C’est-a-dire que la stratégie est calculée localement par les chercheurs. Nous
imposons de plus que la base reste propre jusqu’a la fin de la stratégie. Dans la suite de
cette these, nous ferons référence a ce probleme comme étant le probleme du nettoyage
réparti.

Définition 17 Le probleme du nettoyage réparti consiste a déterminer un protocole
réparti P tel que, pour tout graphe G et toute base vy € V(G), P permettent ¢ mces(G, vo)
chercheurs de réaliser une stratégie de capture connexe de G en partant de vy, et de telle
sorte que cette stratégie soit calculée localement par les chercheurs et que la base reste
toujours propre.

Si de plus la stratégie de capture connexe est contrainte d’étre monotone, nous parlerons
du probleme de nettoyage monotone réparti.

Une question qui se pose traditionnellement dans un environnement réparti consiste
a étudier I'impact de I’asynchronisme de I’environnement. Ainsi, supposons que les ac-
tions effectuées par les chercheurs prennent un temps fini mais non borné. Flocchini et
al. prouvent qu’il n’existe pas de protocole pour résoudre le probleme de nettoyage mo-
notone réparti qui utilise mces(G) chercheurs dans un environnement asynchrone. Plus
précisément, Flocchini et al. [FHLO5b, FHLO6] prouvent le théoréme suivant :

Théoreme 11 Tout protocole réparti requiert mces(G)+1 chercheurs pour nettoyer toute
grille asynchrone G.

Alinsi, tout protocole de nettoyage réparti nécessite au moins un chercheur de plus que le
nombre de chercheurs optimal dans le cas centralisé. Donnons une idée de la preuve de
ce résultat grace aux graphes représentés sur la figure 1.4. Le graphe G consiste en un
cycle de 6 sommets, dont trois sommets distincts sont désignés par vy, g et d. De plus,
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il y a un sommet pendant, adjacent au sommet d. Le graphe H est une copie de G a
laquelle un sommet pendant adjacent au sommet g a été ajouté. Il est trivial de montrer
que mces(G,v) = 2 < mces(H,vg) = 3.

Soit P un protocole de nettoyage réparti qui permette a des chercheurs de nettoyer
tout réseau a partir de n’importe quelle base. Considérons les exécutions de P dans les
deux réseaux GG et H, en partant dans les deux cas de vy. Les chercheurs ignorent dans
lequel des deux réseaux G ou H ils sont lancés. Nous montrons que deux chercheurs ne
peuvent découvrir dans quel réseau ils évoluent. En effet, pour qu’une stratégie préserve
la base de la recontamination, le premier chercheur doit se déplacer dans une direction,
et le second dans l'autre. Considérons les deux faits suivants : (1) un chercheur ne peut
dépasser un embranchement tout seul sans que la propriété de connexité ne soit violée, et
(2) puisque le réseau est asynchrone, les deux chercheurs ne peuvent pas se mettre d’accord
pour s’attendre ’'un 'autre s’ils arrivent a un embranchement, de maniere a vérifier si il
y a un seul embranchement ou plusieurs. En effet, dans G cela pourrait fonctionner, mais
dans H, ils attendraient indéfiniment. Donc, deux chercheurs ne peuvent distinguer les
deux réseaux G et H. Par conséquent, P ne peut pas nettoyer G avec 2 chercheurs, et
doit utiliser au moins un troisiéme chercheur, i.e., mces(G, vy) + 1 chercheurs.

F1G. 1.4 — Ilustration de la nécessité d’un chercheur supplémentaire en asynchrone.

Des protocoles répartis ont été congus pour résoudre le probleme du nettoyage réparti
monotone dans des topologies particulieres, comme les grilles [FLS05], les hypercubes
[FHLO5b], les cycles avec cordes [FHLO6| et les graphes de Sierpinski [Luc07]. Bien en-
tendu, tous ces protocoles tirent avantage de la connaissance de la topologie donnée aux
chercheurs. Ces protocoles impliquent des chercheurs dont la mémoire est logarithmique
en la taille des graphes. Les articles mentionnés ci-dessus s’intéressent également au temps
d’exécution de ces protocoles, ainsi qu’au nombre de mouvements effectués par les cher-
cheurs. Les auteurs proposent aussi des protocoles traitant le cas d’un fugitif visible.

Dans la partie III de cette these, nous proposons un algorithme plus général qui résout
le probleme du nettoyage réparti dans tous les graphes. Nous déterminons également de
quelle quantité d’information minimum concernant la structure des graphes, les chercheurs
doivent disposer pour pouvoir résoudre le probleme du nettoyage réparti monotone dans
tous les graphes.
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Contenu de la partie

Cette partie est consacrée a la définition et a ’étude des stratégies de capture non-
déterministes. Nous avons introduit cette variante dans le but d’établir une unique ap-
proche pour les stratégies de capture visibles et les stratégies de capture invisibles. Infor-
mellement, dans cette variante, le fugitif est invisible mais les chercheurs peuvent recevoir
de 'aide d’un oracle qui connait constamment la position du fugitif. Le nombre de fois
que les chercheurs peuvent faire appel a I'oracle est cependant limité.

Le résultat principal de cette partie est 'interprétation des stratégies de capture non-
déterministes en terme de décompositions arborescentes de graphes. Cette correspondance
entre décompositions et stratégies nous permet d’établir un certain nombre de résultats
relatifs aux stratégies de capture non-déterministes. Nous proposons notamment un algo-
rithme exponentiel exact qui calcule des stratégies de capture non-déterministes optimales
dans les graphes.

La correspondance entre décompositions et stratégies découle principalement de la
propriété de monotonie que satisfont les stratégies de capture non-déterministes. La preuve
que nous donnons de cette propriété est la généralisation des preuves existantes pour la
monotonie des stratégies de capture visibles et la monotonie des stratégies de capture
invisibles. Cette généralisation est a notre avis assez importante, et laisse envisager des
perspectives intéressantes que nous détaillons dans la conclusion de la these.
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Chapitre 2

Stratégies non-déterministes

Ce chapitre décrit une approche unifiée des stratégies de capture visible et invisible.
Pour cela, nous définissons les stratégies de capture non-déterministes.

2.1 Introduction

Les stratégies de capture invisibles et les stratégies de capture visibles ont été intensi-
vement étudiées au cours des années 1990. En particulier, cela est dii a leur interprétation
en termes de décompositions de graphes. Une question naturelle qui se pose consiste a sa-
voir ce qui se passe “entre” ces deux variantes. Plus précisément, que se passe-t-il lorsque
le fugitif est a priori invisible, mais qu’a un certain nombre d’étapes de la stratégie, les
chercheurs ont la possibilité de demander sa position? C’est dans le but de répondre a
cette question que nous avons introduit les stratégies de capture non-déterministes.

Dans ce chapitre, nous considérons uniquement les stratégies de capture-sommet, c’est
a dire que les chercheurs peuvent “sauter” de sommet en sommet. Ainsi, nous définissons
une variante non-déterministe des stratégies de capture-sommet. Bien entendu, des va-
riantes non-déterministes des stratégies de capture-aréte et des stratégies de capture-
mixte peuvent étre définies de la méme fagon. Dans les stratégies de capture-sommet
non-déterministes (nous dirons plus simplement stratégie de capture non-déterministe),
le fugitif est invisible. Cependant, un oracle peut voir le fugitif en permanence. Une
opération supplémentaire est permise aux chercheurs : ceux-ci peuvent poser des ques-
tions a I'oracle pour qu’il leur donne la position du fugitif. Les stratégies considérées sont
ainsi des séquences d’opérations choisies parmi les trois opérations élémentaires suivantes :

— Placer un chercheur sur un sommet du graphe;

— Supprimer un chercheur d’un sommet du graphe;

— Demander la position du fugitif a I'oracle.

A chaque question, une composante connexe de la partie contaminée est renvoyée par
I’oracle, les autres composantes qui étaient contaminées deviennent propres. Informelle-
ment, ’oracle renvoie la composante connexe, isolée par les chercheurs, dans laquelle se
trouve le fugitif au moment de la question.
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Une autre fagon de présenter les stratégies de capture non-déterministes nous per-
met d’expliquer pourquoi nous avons choisi le qualificatif de non-déterministe. Un pro-
gramme de capture non-déterministe est un programme qui, étant donné un graphe G
et un entier £ > 1, calcule une stratégie de capture non-déterministe utilisant au plus &
agents. Le choix des composantes contaminées apres chaque question est effectué de facon
non-déterministe. Un programme gagne si, pour tout fugitif, au moins une exécution du
programme capture le fugitif.

Une stratégie de capture non-déterministe est paramétrée en fonction du nombre de
fois que les chercheurs ont le droit de faire appel a 'oracle, ou, en d’autres termes, par le
nombre d’étapes non-déterministes. Si aucune question n’est permise, nous retrouvons la,
définition des stratégies de capture-sommet invisibles. A I’'opposé, dans le cas oll le nombre
de questions n’est pas limité, le modele est équivalent a celui des stratégies de capture-
sommet visibles (il suffit de poser une question a chaque étape). Ainsi, les stratégies de
capture non-déterministes constituent bien une approche unifiée des variantes visible et
invisible connues jusqu’alors. De la méme maniere que dans ces deux cas extrémes, un
enjeu majeur est celui de la monotonie de cette variante. Nous prouvons que le jeu associé
aux stratégies de capture non-déterministes est monotone. Cela nous permet d’établir
un lien entre ces stratégies et des décompositions de graphes, les décompositions arbo-
rescentes branchées, dont nous verrons qu’elles établissent un lien entre décompositions
arborescentes et décomposition linéaires.

Dans la section 2.2, nous définissons formellement la notion de stratégie de capture
non-déterministe. Parallelement, nous définissons la notion de décomposition arborescente
g-branchée, ¢ > 0. Nous prouvons que ces décompositions arborescentes paramétrées ont
une interprétation en terme de stratégies de capture non-déterministes monotones.

La section 2.3 est consacrée a 'un des résultats les plus intéressants de cette these.
Nous y prouvons que le jeu de capture non-déterministe est monotone. Ce résultat permet
d’unifier les preuves de monotonie dans les cas des jeux de capture visible [ST93| et
invisible [BS91].

Dans la section 2.4, nous proposons un algorithme exponentiel exact pour le calcul de
stratégie de capture non-déterministe. Nous déterminons ensuite le nombre de chercheurs
qu’il est possible d’économiser lorsqu’une question supplémentaire est accordée. Nous
prouvons que s’il est possible de poser une question supplémentaire a 1’oracle, le nombre
de chercheurs est dans le meilleur des cas divisé par deux, et qu’il existe des graphes pour
lesquels c’est effectivement le cas.

Les résultats des sections 2.2 et 2.4 ont été réalisés en collaboration avec Fedor V.
Fomin et Pierre Fraigniaud. Ils ont donné lieu a une publication dans la conférence MFCS
2005 [FFNO05]. Les résultats de la section 2.3 ont été réalisés en collaboration avec Frédéric
Mazoit. Ils ont donné lieu & une publication dans la conférence WG 2007 [MNO7].
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2.2 Unification des décompositions linéaires et arbo-
rescentes

Dans cette section, nous proposons une définition formelle des stratégies de capture
non-déterministes. Nous définissons ensuite une version paramétrée des décompositions ar-
borescentes. Enfin, nous montrons I’équivalence entre ces décompositions et les stratégies
de capture non-déterministes monotones.

2.2.1 D’un fugitif invisible a un fugitif visible

Intuitivement, étant donné un graphe G, une stratégie de capture non-déterministe
pour G est une séquence de paires, telle que chaque paire est composée d’un sous ensemble
de V, représentant la position des chercheurs, et d’un sous-ensemble de E, représentant
la partie propre de GG. Plus précisément, une stratégie non-déterministe est une séquence
ordonnée de paires (Z;, A;)icpo, telle que

—pourtout 0<i<I[, Z; CVetA CFE;

— Z():(Z]etA():(Z],

— pour tout 0 <7 < [, une des propriétés suivantes est vérifiée :

1. (placer un chercheur) il existe z; 11 € V, tel que Z;11 = Z; U {11} et Ajp1 =
A;UB;.1 avec B; 1 'ensemble des arétes dont une extrémité est ;. 1, et 'autre
extrémité se trouve dans Z; ;

2. (supprimer un chercheur) il existe z;41 € V, tel que Z;1 = Z; \ {ziz1} et
A;y1 C A; est 'ensemble des arétes qui restent propres aprés avoir supprimé
l'agent du sommet z; 1 (les arétes de A; \ A;y1 sont recontaminées) ;

3. (poser une question) Z;,1 = Z; et A;;; est défini de la maniére suivante. Une
composante connexe C' de G\ Z;;1 telle que E(C) N A; = 0 est choisie de
maniére non-déterministe. Soit C' I’ensemble des arétes incidentes & au moins
un sommet de V(C). Alors, A;11 = E\ C'.

Un programme non-déterministe est un programme qui prend un graphe G et un
entier £ > 1 en entrées, et renvoie une stratégie non déterministe pour G utilisant au plus
k chercheurs. Un programme non déterministe est gagnant pour G si pour tout fugitif
(c’est-a-dire, pour toute stratégie possible d’un fugitif), au moins une stratégie calculée
par ce programme capture ce fugitif. Un programme non-déterministe est monotone si
toutes les stratégies qu’il calcule sont monotones. Le nombre de chercheurs utilisés par un
programme non-déterministe est le nombre maximum de chercheurs utilisés par toutes les
stratégies que ce programme calcule.

Un programme non-déterministe q-limité, ou q-programme, est un programme non-
déterministe dont les stratégies qu’il renvoie posent au plus q questions. L’indice d’échap-
pement g-limité d’un graphe G, noté s,(G), est le nombre minimum de chercheurs utilisés
par un programme ¢-limité gagnant dans un graphe GG. De méme, nous définissons [’indice
d’échappement monotone q-limité d’'un graphe G, noté ms,(G), comme étant le nombre
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minimum de chercheurs utilisés par un programme monotone ¢-limité gagnant dans un
graphe G.

Notons que, pour ¢ = 0, cette définition coincide avec celle de I'indice d’échappement-
sommet de Kirousis et Papadimitriou [KP85], et que, pour ¢ = oo, cette définition coincide
avec celle de I'indice d’échappement-sommet visible de Seymour et Thomas [ST93].

Dans la suite de cette section, nous considérons uniquement des stratégies monotones
telles que chaque sommet du graphe n’est occupé qu’une seule fois. La section 2.3 est
consacrée a prouver que cette propriété n’est, en fait, pas pénalisante en termes de nombre
de chercheurs (cf., théoreme 13).

2.2.2 Décomposition arborescente branchée

Cette courte section est destinée a introduire la notion de décomposition arbores-
cente branchée. Informellement, il s’agit de décompositions arborescentes “classiques”
paramétrées par un entier ¢ > 0 représentant le nombre maximum de branchements le
long d’un chemin de I’arbre a partir de sa racine. Nous verrons dans la section suivante que
ces décompositions ont une interprétation intéressante en termes de stratégies de capture
non-déterministes.

Une décomposition arborescente enracinée (T, X,r) d’un graphe G est une décom-
position arborescente (T, X') de G telle que T est enraciné en r € V(7). Un sommet de
branchement d’un arbre enraciné est un sommet avec au moins deux fils. Pour tout ¢ > 0,
un arbre g-branché est un arbre T enraciné en r € V(T) et tel que tout chemin dans T’
de r a une feuille contient au plus ¢ sommets de branchements.

Définition 18 Une décomposition arborescente g-branchée d’un graphe G est une décom-
position arborescente (T, X,r) de G telle que T est q-branché avec r pour racine.

En particulier, une décomposition linéaire enracinée en I'une de ses extrémités est une
décomposition arborescente 0-branchée, et une décomposition arborescente “classique” est
une décomposition arborescente arbitrairement branchée. Pour tout graphe G, la largeur
arborescente g-branchée de G, notée tw,(G), est la largeur minimum d’une décomposition
g-branchée de G' parmi toutes les décompositions arborescentes g-branchées de G.

La figure 2.1 représente les variations de la largeur ¢-branchée d’un graphe G, c’est-
a-dire, le graphique de la fonction fg : N — IN tel que fg(q) = tw,(G). Sur cette figure,
7(G) = min{q > 0 | tw,(G) = tw(G)} et 7(G) = max{q < 7(Q) | tw,(G) = pw(G)}.

2.2.3 Interprétation en terme de stratégies de capture

Dans cette section, nous montrons que la largeur arborescente g-branchée et 1’indice
d’échappement monotone ¢-limité sont égaux a 1 pres. Cette égalité nous sera utile pour
la conception d’algorithmes et le calcul de bornes concernant 1'indice d’échappement mo-
notone g-limité.

Théoréme 12 Pour tout g > 0, pour tout graphe G, tw,(G) = ms,(G) — 1.
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FiG. 2.1 — Largeur g-branchée d’un graphe ¢

Preuve. Soit (T, X', r) une décomposition arborescente g-branchée de largeur k. Pour tout
sommet i de 7', nous posons d(i) ’ensemble des descendants de i dans 7. Nous définissons
une stratégie de capture g-limitée qui utilise £ chercheurs. Initialement, les chercheurs
sont placés sur les sommets contenus dans X,. Supposons qu’a une certaine étape de la
stratégie, il existe un sommet ¢ de 7', tel que les chercheurs sont situés sur les sommets
contenus dans X;, et I'ensemble des sommets contaminés est |J;c ;) X; \ Xi. Si ¢ est une
feuille, la stratégie est terminée car le graphe est entierement nettoyé. Supposons que i
est un sommet interne de 7. La stratégie dépend alors du nombre de fils de 1.

— Cas A : i posséde un unique fils f. Tout d’abord, nous supprimons les chercheurs
des sommets de X; \ X ;. Puis, nous placons des chercheurs sur les sommets de X;.
Comme X; et X contiennent au plus k + 1 sommets, au plus k£ + 1 chercheurs sont
utilisés. D’apres les propriétés C'2 et C3 des décompositions arborescentes, pour tout
sommet contaminé v € Uje d(i) X; \ X; et tout sommet propre u, tout chemin entre
v et u contient un sommet de X; N X;. Donc, lorsque I'on supprime les chercheurs
de X; \ Xy, aucun sommet n’est recontaminé. La situation atteinte est telle que les
chercheurs sont situés sur les sommets contenus dans X, et 'ensemble des sommets
contaminés est (J;cqp) X; \ Xy

— Cas B : i posséede plus d’un fils. Dans ce cas, une question est posée a ’oracle. Soit C
la composante connexe de G[|J ied) Xi \ X;] que donne 'oracle. Il existe un unique
fils f de i tel que C N Xy # 0. Nous supprimons les chercheurs des sommets de
X; \ X;. Puis, nous placons des chercheurs sur les sommets de Xy. La encore, la
situation obtenue est telle que les chercheurs sont situés sur les sommets contenus
dans Xy, et 'ensemble des sommets contaminés est Ujed(f) X\ Xy

Le graphe est nettoyé lorsque les chercheurs atteignent une feuille de la décomposition.
Le nombre de chercheurs utilisés est au plus max;cy(r) | X;| < &k + 1. Puisque pour toute
feuille 7 de T, le chemin de r a 7 contient au plus ¢ sommets de branchement, le cas B est
exécuté au plus ¢ fois. Donc, le nombre de questions posée a 1’oracle est au plus ¢. D’ou
msy(G) < tw,(G) + 1.

Pour prouver I'inégalité inverse, nous prouvons une assertion plus forte.

Assertion 1 Supposons qu’il existe un q-programme monotone et gagnant pour G, utili-



60 CHAPITRE 2. STRATEGIES NON-DETERMINISTES

sant k+1 chercheurs, et telle que, initialement, les chercheurs sont placés sur les sommets
X CV(QG). Alors, il existe une décomposition arborescente q-branchée (T, X,r) de G, de
largeur au plus k, et telle que X, = X.

Nous prouvons cette assertion par induction sur q. Pour ¢ = 0, nous obtenons la décomposi-
tion linéaire voulue P = {X,, Xi,---, X} de la fagon suivante. Nous posons Xy = X,
et, pour tout ¢ > 1, X; est '’ensemble des sommets occupés par les chercheurs apres la
14™¢ étape de la stratégie. Pour vérifier que P est bien une décomposition linéaire, il suf-
fit de remarquer que chaque sommet doit étre occupé a une étape par un chercheur, et
par conséquent sera contenu dans I’'un des sacs de P. Chaque paire de sommets adjacents
{u, v} est contenue dans un méme sac de P, car il existe une étape de la stratégie au cours
de laquelle les deux sommets u et v sont occupés par des chercheurs. La troisieme pro-
priété des décompositions provient de la monotonie de la stratégie et du fait que chaque
sommet n’est occupé qu’une fois.

Soit ¢ > 1 et supposons que, pour tout ¢’ < g, I’assertion est satisfaite. Considérons
une stratégie g-branchée monotone pour G, utilisant au plus k£ + 1 chercheurs. Supposons
que la premiere question est posée a ’étape t > 0. Soit X ’ensemble des sommets occupés
par des chercheurs et S I'ensemble des sommets nettoyés a cette étape. Soient Gy, --- ,G)
les sous-graphes de G obtenus a partir des composantes connexes de G'\ S et des sommets
de X. Chacun de ces sous-graphes peut étre nettoyé par k£ + 1 chercheurs, en posant au
plus ¢ — 1 questions et en commencgant avec les chercheurs sur les sommets de X. D’apres
I'hypotheése d’induction, pour tout 1 < ¢ < p, il existe une décomposition arborescente
q — 1-branchée (T®, X@ r(®) de G; de largeur au plus k, et telle que Xﬁ?) =X.

Nous pouvons maintenant construire une décomposition arborescente (7', X', r) de G.
Soient Xi,---,X; les ensembles de sommets occupés par les chercheurs durant les ¢
premieres étapes de la stratégie. En particulier, X; = X. Nous construisons une décomposi-
tion linéaire (X, ---, X;) enracinée en X;. Puis, nous ajoutons les décompositions arbo-
rescentes (T(i), X0 r(i)), 1 < i < p, et identifions chaque sommet r; avec le sommet ¢ de
la décomposition linéaire. La décomposition obtenue est une décomposition arborescente
g-branchée, de largeur au plus &, de G. O

2.3 Monotonie du jeu de capture non-déterministe

Comme nous ’avons vu a la section 1.3.2, la monotonie est vérifiée dans le cas du
jeu de capture visible [ST93] et dans celui du jeu de capture invisible [BS91]. Cepen-
dant, les démonstrations de ces deux résultats sont radicalement différentes. En effet,
Bienstock et Seymour [BS91] donnent une preuve constructive de la monotonie du jeu de
capture invisible, en transformant une stratégie quelconque en une stratégie monotone,
sans augmenter le nombre de chercheurs impliqués. Au contraire, la preuve de Seymour et
Thomas [ST93] n’est pas constructive. Un des intéréts de cette section est qu’elle fournit
une preuve constructive générale qui transforme toute stratégie de capture g-limitée, en
une stratégie de capture ¢g-limitée monotone, y compris pour ¢ = oo (c’est-a-dire, dans le
cas du jeu de capture visible).
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Avant de continuer, rappelons le principe de la preuve de Bienstock et Seymour [BS91].
Ils considérent une stratégie de capture invisible (non nécessairement monotone) sous la
forme d’une séquence de sous-ensembles d’arétes (c’est-a-dire, les sous-ensembles successifs

d’arétes propres). Une séquence {Ey,---,FE;} de sous-ensembles de E, telle que Ey, =
0, E, = E, et, pour tout 0 < ¢ < I, |E;11 \ Ei|] < 1, est appelée une croisade. Une
croisade {Ey,-- -, E;} est de taille £ = maxo<;<; |0(F;)|. Bienstock et Seymour prouvent

I’équivalence entre les croisades de taille k et les stratégies de capture-mixte utilisant &
chercheurs. L’idée principale de Bienstock et Seymour est de choisir une croisade vérifiant :

L > ocici([0(E3)| + 1) est minimum;
2. Y o<i<; | Fi| est minimum parmi les croisades vérifiant (1).

Ils prouvent qu’une telle croisade est monotone. De leur preuve, il est possible de déterminer
des optimisations locales successives telles que, en partant d’une croisade non-monotone
et en procédant a ces optimisations locales, il est possible de construire une croisade
monotone.

La preuve que nous proposons est une généralisation de la preuve résumée ci-dessus.
C’est dans l'optique de cette preuve que, dans la définition des stratégies de capture non-
déterministes, la séquence des ensembles d’arétes propres (c’est-a-dire, la séquence A;) est
explicitement définie : cette séquence est en fait redondante puisqu’elle peut étre obtenue
a partir de la séquence des positions des chercheurs.

Dans cette section, nous avons besoin d’étendre la définition de frontiere d’un ensemble
d’arétes d’un graphe & une partition de ’ensemble d’arétes. Soit & = {Ey, -+, E,} une
partition de E. La frontiére de cette partition, notée §(£), est U, ;, 6(E;). La frontiere
d’une partition est donc I’ensemble des sommets incidents a une aréte dans une partie et
a une aréete dans une autre. Dans cette section, nous dirons qu’une partition est dégénérée
si au moins un de ses éléments est I’ensemble vide.

2.3.1 Arbre de capture

Pour prouver la propriété de monotonie du jeu de capture non-déterministe, nous
définissons une structure auxiliaire, appelée arbre de capture, inspirée des tree-labelling
définis par Robertson and Seymour [RS91]. Les tree-labelling sont des décompositions en
branche relachées. Dans une décomposition en branche, a chaque sommet est associée
une partition en trois des arétes du graphes. Les tree-labelling, eux, associent a chacun
de leur sommet, un recouvrement en trois ensembles de ’ensemble des arétes du graphe.
Cette relaxation permet de réaliser des optimisations locales sur les tree-labelling. Grace a
cette structure, Robertson and Seymour [RS91] prouvent un théoréeme de dualité entre les
décompositions en branche et les enchevétrements (tangles). Cette dualité est analogue a
celle qui existe entre largeur arborescente et buissons, présentée a la section 1.3.2.

Définition 19 Un arbre de capture d’un graphe G est un triplet (T, «, ) avec T un
arbre, o une application des incidences de T (c’est-a-dire, les couples (v,e) € V X E avec
e incidente a v) dans les parties de E, et § une application des sommets de T dans les
parties de E tels que :
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{ abcdgh} { abcd}
v
{e} 0
{fi} {gn}
{abcdegh}/ { abcdefi}
W Z

Fi1G. 2.2 — Exemple d’un graphe G et d’un arbre de capture de largeur 7 pour G

— pour tout aréte e = {u,v} de T, a(u,e) Na(v,e) =0;

— pour toute feuille v de T incidente d une aréte e de T, a(v,e) # E;

— pour tout sommet v de T incident d eq,...,ep, {6(1})} U u(v) est une partition
(éventuellement dégénérée) de E, ot p(v) = {a(v,e1,),...,a(v,ep)}.

Notons qu’un graphe G admet toujours un arbre de capture trivial (7, a, §), tel que
T est réduit & un sommet v, o n’est pas spécifiée, et f(v) = E.

Intuitivement, un arbre de capture peut étre vu comme une décomposition arbores-
cente relachée, ¢’est-a-dire ne vérifiant pas nécessairement la condition C3 des décomposi-
tions arborescentes. En effet, a chaque sommet v de 7', nous pouvons associer le sous-
ensemble x, des sommets u de G tel que soit u est incident a une aréte dans 3(v), soit
il appartient a la frontiére de la partition {S(v)} U p(v). I est alors facile de vérifier que
pour toute aréte e de E, il existe un sommet v € V(7T) tel que e € 3(v). Donc, le couple
(T, (Xv)vev(r)) satisfait les conditions C1 et C2 des décompositions arborescentes.

Nous étendons la définition de 8 & un sous-arbre 7" de T en posant 5(T") = Uyer 5(v).
La largeur d’'un arbre de capture est défini par width(T,«, 8) = maxycy(r){|xv|} avec
Xo = V[B(v)] Ud(u(v)), et |xo| désigne la cardinalité de x,, appelée le poids du sommet
v € V(T). Comme pour les décompositions arborescentes, nous considérons les arbres de
capture enracinés, notés (T, «, 3,r), ou 'arbre T est enraciné en r. Pour tout ¢ > 0, un
arbre de capture g-branché est un arbre de capture enraciné (7, a, 8,7) de G tel que T
enraciné en r est g-branché. Une aréte e = {u,v} d’un arbre de capture est monotone
si a(u,e) = E '\ a(v,e). Une aréte qui n’est pas monotone est dite sale. Un arbre de
capture est monotone si toutes ses arétes le sont. Nous verrons que si un arbre de capture
(T, a, ) d’un graphe G est monotone, la condition C3 des décompositions arborescentes
est satisfaite par (7', (Xv)vev(r)) qui, dans ce cas, est une décomposition arborescente du
graphe G.
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La figure 2.2 représente un graphe G = (V, E) et un arbre de capture (T, o, §) pour G.
Les conventions de représentation utilisées pour cette figure sont les suivantes. Les som-
mets du graphe G sont désignés par les entiers de 'ensemble V' = {1,--- | 7}. Les arétes du
graphe G sont désignées par les lettres minuscules de 'ensemble E = {a, b, ¢, d, e, f, g, h,i}.
Les sommets de I’arbre T" sont désignés par les lettres majuscules de I’ensemble V(T') =
{U,V,W, Z, X}. Pour chaque sommet Y de V(T), la partie de E indiquée dans le cercle
représentant Y désigne I’ensemble 3(Y) C E. Pour chaque aréte e € F(T), incidente a un
sommet Y € V(T), ’ensemble a(Y,e) C F est représentée le long du trait représentant
e, du coté de Y. Notons que les arétes {U,V} et {X,V} sont sales. Remarquons que
xv = {1,2,5,6,7}, xv = {2,3,5,6}, xw = {5,6,7}, xx = E et xz = {3,4,5}. Nous
en déduisons que la largeur de (T, «, B) est égale & |xx| = 7. Il est facile de vérifier que
(T, (Xv)vev(r)) satisfait les conditions C1 et C2 des décompositions arborescentes, mais
que la conditions C3 n’est pas satisfaite.

2.3.2 Le jeu de capture non-déterministe est monotone

Cette section est dévolue a la preuve de la monotonie du jeu de capture non-détermini-
ste. La preuve se décompose en trois étapes principales. Premierement, nous prouvons que
s’il existe un ¢g-programme utilisant au plus ¢ chercheurs pour nettoyer un graphe G, nous
pouvons construire un arbre de capture ¢g-branché de largeur au plus k£ pour G (lemme 2).
Puis, par des optimisations locales, nous transformons cet arbre de capture ¢-branché en
un arbre de capture g-branché monotone, sans augmenter sa largeur (lemme 4). Enfin,
nous prouvons qu’a partir de tout arbre de capture g-branché monotone de largeur £ pour
G, il est possible de construire une décomposition arborescente g-branchée de largeur au
plus £—1 pour G (lemme 6). La preuve de la monotonie du jeu de capture non-déterministe
découle alors facilement du théoreme 12. Plus formellement, nous prouvons le théoreme
suivant :

Théoreme 13 Soit G un graphe connezxe, ¢ > 0 et k > 1. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. 1l existe un q-programme qui nettoie G utilisant au plus k chercheurs;
1. 1l existe un arbre de capture q-branché de largeur au plus k pour G ;
1. Il existe un arbre de capture g-branché monotone de largeur au plus k pour G ;

w. 1l existe une décomposition arborescente q-branchée de largeur au plus k — 1
pour G ;

v. Il existe un q-programme monotone qui nettoie G utilisant au plus k chercheurs.

Preuve. Si k£ = 1, le résultat est trivial puisque le graphe est réduit a un unique sommet.
Dans la suite, nous supposons que k£ > 2. Nous prouvons que 7 = ii (Lemme 2), i1 = 7ii
(Lemme 4), et i7¢ = iv (Lemme 6). L’'implication iv = v découle du théoréme 12, et
v = 1 est trivial. O
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Lemme 2 Soit G un graphe connexe, ¢ > 0 et k > 2, 1= 11
1. Il existe un q-programme qui nettoie G utilisant au plus k chercheurs;

1. Il existe un arbre de capture q-branché de largeur au plus k pour G.

Preuve. Pour cette preuve, nous considérons des programmes de capture dont la confi-
guration de départ n’est pas nécessairement la configuration (), #). C’est-a-dire que nous
considérons des programmes de capture qui débutent d’une configuration (Zy, Ap) vérifiant
d(Ag) C Zy. La longueur d’un programme de capture est le nombre maximum d’étapes
parmi toutes les stratégies que le programme calcule. Nous définissons également la largeur
partielle d'un arbre de capture enraciné comme le maximum des poids de ses sommets,
ce maximum ne prenant pas en compte le poids de la racine.

Nous prouvons I'assertion suivante par induction sur la longueur du programme de
capture.

Assertion 2 Pour tout q-programme gagnant utilisant au plus k chercheurs, avec (Zy, Ao)
comme configuration de départ (6(Ag) C Zy), il eriste un arbre de capture q-branché
enraciné (T, o, B,7) de largeur partielle au plus k, et tel que, r est incident d une unique
aréte e € E(T), et a(r,e) = E \ Ay.

Soit ¢ > 0 et soit S un g-programme gagnant pour G utilisant £ chercheurs, avec
(Zo, Ag) comme configuration de départ, 6(Ag) C Z.

— Supposons que S est de longueur 1.
Dans ce cas, il n’y a qu’une stratégie qui peut étre calculée par le programme. Cette
stratégie consiste en une étape “placer un chercheur”. Donc, S renvoie seulement la
stratégie 0-branchée : (Zo, A()), (Zl, Al) ou Z1 = Z() U {xl} et A1 = AO U Bl =F.
Nous définissons I’arbre 7" avec une seule aréte {r,v}, f(v) = a(r,{r,v}) = E'\ Ao
et B(r) = a(v, {r,v}) = Ao. Puisque V [B(v)] U d(py) = V[E \ Ag] qui est un sous-
ensemble de Z;, (T, «, 3,r) est un arbre de capture 0-branché de largeur partielle
au plus k.

— Supposons que S soit de longueur [ > 1. Considérons &’ obtenu en supprimant la
premiere configuration du programme S. Notons que, 8’ est strictement plus courte
que S. Nous considérons trois cas selon le type de la premiere étape de S.

a. si la premiere étape de S consiste & supprimer un chercheur, &' est un g-
programme avec (71, A;) comme configuration de départ, 7; C Z; et A; C
Ap. D’apres ’hypothese d’induction, il existe un arbre de capture g-branché
(T, o, B',r") de largeur partielle au plus k& pour G, et tel que il existe une aréte
¢’ incidente a 1’ avec o (r',€') = E \ A;.

Nous définissons le nouvel arbre de capture g-branché (7, «, 5,r) a partir de

(T, o, B',7") de la maniére suivante :

— ajoutons une nouvelle feuille r incidente a r' dans T’ et posons 7 en tant
que nouvelle racine,

— posons a(r,{r,r'}) = E\ Ao, a(r', {r,r'}) = A; et @ = o partout ailleurs;

— posons 3(r) = Ay, B(r') = 0 et B = ' partout ailleurs.
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Puisque A; C Ay, a(r,{r,7'}) N a(r',{r,r'}) = 0 et (T,«,r) est un arbre de
capture g-branché. De plus, V[B(r’)} U5(,u(r’)) C Zy et (T, «, B, ) satisfait les
conditions requises.

b. sila premiere étape de S consiste a placer un chercheur, 8’ est un ¢g-programme
avec (Z1,A;) comme configuration de départ, Z; = Zy U {z1} et A; = Ay U
B;. D’apres ’hypotheése d’induction, il existe un arbre de capture g-branché
(T, o, B',r") de largeur partielle au plus k, et tel que il existe une aréte ¢’
incidente a r" avec o/(r',¢e') = E '\ A;.

Nous définissons le nouvel arbre de capture g-branché (T, «, 5,r) a partir de

(T, o', B',7") de la maniére suivante :

— ajoutons une nouvelle feuille r incidente & r' dans 7", et posons r en tant
que nouvelle racine,

— posons a(r, {r,r'}) = E\ Ay, a(r',{r,r'}) = Ay et a = o partout ailleurs;

— posons 3(r) = Ay, B(r") = By et § = (' partout ailleurs.

Par construction, (7, «, 3, 7) est un arbre de capture g-branché qui satisfait les

conditions requises.

c. sila premiere étape de S consiste a poser une question, il existe p > 1 distincts
(¢ — 1)-programmes S, ...,S, pour G tels que : {Ag, B\ Yy,...,E\ Y,} est
une partition de E, et, pour tout i, 1 < i < p, §; est un (¢ — 1)-programme
gagnant pour G, avec (Z;,Y;) comme configuration de départ, et utilisant au
plus k chercheurs. Pour tout 7, 1 < i < p, puisque les (¢ — 1)-programmes S;
sont plus court que S, d’apres ’hypothése d’induction, il existe des arbres de
capture g — 1-branchés (7}, a4, f;, ;) de largeur partielle au plus &, et tels qu’il
existe une aréte e; incidente a r; avec o;(r;,¢;) = E'\ Y.

Nous définissons le nouvel arbre de capture ¢-branché (T, «, 3,r) & partir de

ces arbres de capture de la maniere suivante :

— identifions les racines r; & un seul sommet 7/, ajoutons une nouvelle feuille r
liée a r' dans T”, et posons r en tant que nouvelle racine;

— posons «a(r,{r,7'}) = E \ Ao, a(r',{r,r'}) = A et a(u,e) = a;(u,e) pour
toute aréte e de T;;

— posons B(r) = Ay, B(r") =0, et, pour tout 1 < 4 < p et pour tout sommet u
de T;, B(u) = Bi(u).

L’arbre de capture enraciné (T, «, 8,7) a un sommet de branchement de plus

que chacun des arbres de capture (7}, a;, 5;,7;) et, puisque chacun d’eux a au

plus ¢ — 1 sommets de branchement, (7', c, 3, 7) satisfait les conditions requises.

L’induction est vraie pour les programmes de longueur [+ 1. Ce qui conclut la preuve
de I'assertion.
Pour conclure la preuve du lemme, il suffit de remarquer que, si 49 = @, le poids de la
racine de I'arbre de capture vaut 0. Donc, sa largeur partielle est égale a sa largeur. [

A présent, nous introduisons la notation suivante sur les partitions de F. Soit u =
{E1,--+,E,} une partition (éventuellement dégénérée) de E. Soient i € {1,---,p} et
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F C E tel que F N E; = (. Nous dirons que la partition pg, ,r est obtenue en poussant
E'i sur F, aveC Ug,sr = {ElﬂF, ,Ei_lﬂF,E\F,EZ-HﬂF,--- ,EpﬂF}

Avant de poursuivre avec la deuxiéme étape de notre preuve, nous avons besoin du
lemme technique suivant.

Lemme 3 Soient G = (V, E) un graphe conneze, p={E1,...,Ey} et n={F,...,Fy}
deuz partitions (éventuellement dégénérées) de E. Soienti € {1,--- ;p}etje {1,---,p'}
tels que E; N F; = 0. Alors,

6()| +16(m)| = |6(pz~r,) + 16(nF; -5,

Preuve. Un sommet v de §(ug, ;) est, soit incident & une aréte de E, N Fj et & une
aréte de Ey N F; (a,b # 1), soit & une aréte de E, N F; (a # i) et & une aréte de £\ F}.
Dans le premier cas, v € §(u), et dans le second, v € §(n). Nous prouvons de méme que
d(Nr»E;) € 6(p) U S(n). Ainsi, un sommet qui contribue pour un a la somme de droite,
contribue au moins pour un a la somme de gauche.

Soit v € 0(pp,—r;) N (Nr;—p;), contribuant pour deux & la somme de droite. v est
incident a une aréte de E,NFj (a # i) et une aréte de F,NE; (b # j). Donc v € 6(u)Nd(n),
et contribue pour deux a la somme de gauche. U

Lemme 4 Soient G un graphe connexe, ¢ > 0 et k > 2, 11 = 1.
1. Il existe un arbre de capture q-branché de largeur au plus k pour G ;

1it. Il existe un arbre de capture g-branché monotone de largeur au plus k pour G.

Preuve. Soit 7 = (T, a, 8,7) un arbre de capture g-branché enraciné de largeur k£ pour
G.

Soit v € V(T') incident & une aréte e = {u, v}, tel que a(v,e) Na(u,e) = . Soient e =
e, -+ ,ep les arétes incidentes a v (p > 1). Rappelons que pu(v) = {a(v,e1),- -+, a(v,e,)}.
La partition associée a v est n(v) = u(v) U {B(v)}. Nous dirons que nous poussons, dans
T, la partition associée & v de a(v,e;) vers a(u, e;), si nous remplagons la partition 7(v)
associée & v par 1(v) a(v,er)—sa(ue ). C est-a-dire, si nous remplagons a(v, e;) par E\a(u, 1),
B(v) par B(v) N a(u,er), et, pour tout 2 < i < p, a(v,e;) par a(v,e;) N a(u,er). Nous
posons |x’-(v)| le poids de v dans I’arbre ainsi obtenu.

Il est important de remarquer qu’en poussant, dans T, la partition associée a v de
a(v,e1) vers a(u,e;), nous obtenons un autre arbre de capture g-branché. De plus, si e
était sale, elle devient monotone. Enfin, nous prouvons 'assertion suivante

Assertion 3 Si [0(n(v))] > [0(7(v)a(w,er)—>a(uen))|, le poids de v dans le nouvel arbre est
strictement inférieur a |x7(v)]|.

En effet, |x7(v)| = [6(u())UV[B@)]| = [6(n,) U(VIB0)\S(B(v)))] = [6(n(v)[+[V[B(v)]\
6(B(0)] > 16(n(v)aw,en—agen)| + [VIB(v) Ny, e1)] \ 0(B(v) Nefu, e1))| = X7 (v)] o

Prouvons a présent qu’il est possible de réaliser cette opération jusqu’a ce que 'arbre
de capture soit monotone et sans augmenter sa largeur. Pour cela, nous définissons le
poids wg(T) d'un arbre de capture T par }_, v () [X7(v)]-
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Supposons que T = (T, «, 3, r) est choisi de poids minimum. Supposons, de plus, que
T n’est pas monotone. Soit e = {u,v} € E(T) une aréte sale. Supposons que u est plus
proche de r que v.

D'aprés le lemme 3, [5(n(w)) |+/5(1(0))| > [5(1(w)auey-atwen) HIM(V)awer) satuen)
Puisque 7 est de poids minimum, I’assertion 3 implique : |6(7(v))| = [6(7(V)a(v,e1)—>a(uyen)) |-
Sinon, en poussant, dans T, la partition associée a u, ou a v, nous obtiendrions un arbre
de poids strictement inférieur. En poussant, dans T, la partition associée a v de a(v,e;)
vers a(u, e1), nous obtenons donc un autre arbre de capture g-branché sans augmenter ni
son poids, ni sa largeur. De plus, nous avons rendu e monotone.

Enfin, ce processus termine avec toutes les arétes propres. En effet, cette opération
“repousse” les arétes sales vers les feuilles. Plus formellement, pour toute aréte e € E(T),
dist(e) désigne la distance de e a 7. A chaque application de ’opération décrite plus haut,

la fonction ) ~dist(e) q4croit strictement. O

e sale n

Les deux lemmes suivants concluent la troisieme étape de la preuve du théoreme 13.

Lemme 5 Soient G un graphe connexe et T = (T, o, B,7) un arbre de capture monotone
pour G. Pour toute aréte {u,v} de T, a(u,{u,v}) = B(T,) avec T, la composante conneze
de T\ {u,v} qui contient v.

Preuve. La preuve est par induction sur |V (Ty)|.

- si |V(T,)| =1, alors B(v) = E\ a(v, {u,v}) et puisque a(u, {u,v}) = E\a(v,{u,v})
(T est monotone), nous obtenons a(u, {u,v}) = B(v) = B(T}).

— sinon, soient wy,...,w, les voisins de v dans T,, et pour 1 < i < p, soit T, la
composante connexe de T, \ {v, w;} qui contient w;. D’aprés 'hypotheése d’induction,
a(v,{v,w;}) = B(Ty,). Puisque T est un arbre de capture, les ensembles 5(v),
a(v, {u,v}) et B(Ty,),...,B(Tw,) induisent une partition de E, donc a(v, {u,v}) =
E\ B(T,). Puisque T est monotone, o(u, {u,v}) = E \ a(v, {u,v}) = B(T,), ce qui
conclut la preuve.

g

Lemme 6 Soient G un graphe connezxe, ¢ > 0 et k > 2, 111 = 1iv.
11. Il existe un arbre de capture g-branché monotone de largeur au plus k pour G ;

w. 1l existe une décomposition arborescente q-branchée de largeur au plus k—1 pour G.

Preuve. Soit 7 = (T, a, §,7) un arbre de capture g-branché monotone de largeur au plus
k pour G.

Nous affirmons que © = (T, X, r) avec X = {x, | v noeud de T'} est une décomposition
arborescente g-branchée de largeur au plus £ — 1 pour G.

Puisque G est connexe, et |E| > 0, la propriété C2 des décompositions arborescentes
implique la propriété C1.

Soit {x,y} € F une aréte de G. Puisque 7 est monotone, pour toute aréte {u,v} de T,
{z,y} appartient soit & a(u, {u,v}), soit & a(v,{u,v}). Supposons {z,y} € a(u, {u,v}),
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d’apres le lemme 5, {z,y} € B(T,) avec T, la composante connexe de T \ {u,v} qui
contient v. L’aréte {z,y} appartient donc & au moins un ensemble S(w) pour un certain
sommet w de 7T,. Par définition de x, {z,y} C Xw-

Soient u, v, w trois sommets de T avec v sur le chemin {u, v, ..., v,...,w' w} de u &
w. Soit, T, (resp., T,) la composante connexe de 7'\ {u, v’} (resp., T\ {w,w'}) qui contient
u (resp., w). Soit TV (resp., 7)) la composante connexe de 7"\ v qui contient u (resp., w).

Soient uy = ..., u, les voisins de u dans T, et = € x,. Soit il y a une aréte de
G incidente a x dans [(u), soit il existe 1 < i < p tel qu'une aréte de o(u, {u,u;}) est
incidente a x. D’apres le lemme 5, il existe une aréte incidente a x dans §(75,,) C B(T,)-

Supposons que x € X, N Xy- 1l existe une aréte incidente a x dans S(7?) 2O B(T,) et
une aréte incidente a x dans (7)) 2 B(Ty)- D’apres le lemme 5, il s’en suit : € §(fy)-
Donc, z € x,. Ceci prouve que © est une décomposition arborescente. De plus, par
construction, w(©) = width(7) — 1. Puisque 7 et © utilisent le méme arbre sous-jacent,
© est une décomposition arborescente ¢g-branchée de largeur au plus £ — 1. O

2.4 Algorithmes et bornes

Dans cette section, nous prouvons que le probleme de décision associé a l’indice
d’échappement non-déterministe est NP-complet. Nous proposons un algorithme expo-
nentiel exact résolvant ce probleme. Dans un deuxieme temps, nous étudions le gain, en
terme de nombre de chercheurs, que nous pouvons espérer lors du nettoyage d’un graphe
si nous nous autorisons une question supplémentaire. Cette étude permet de déterminer
une borne sur le nombre minimum de questions qu’il est nécessaire de poser pour nettoyer
un graphe G en utilisant tw(G) + 1 chercheurs.

2.4.1 NP-complétude et algorithme exponentiel exact

Pour tout ¢ > 0, le probleme de décision qui prend un graphe G et un entier £ > 1
comme entrées, et qui détermine si tw,(G) < k est NP-complet. En effet, déterminer si
tw(G) < k est connu pour étre NP-complet [ACP87], méme si I’entrée est restreinte a des
graphes co-bipartis, c’est-a-dire, le complémentaire de graphes bipartis. Puisque pour tout
graphe co-biparti G, tw(G) = pw(G) [ACP87], la NP-complétude de décider si tw,(G) < k
découle alors du fait que tw(G) < tw,(G) < pw(G), pour tout ¢ > 0. Ce résultat prouve
la NP-difficulté du probleme de décision correspondant a l'indice d’échappement non-
déterministe. La NP-complétude découle de la monotonie que nous avons prouvé a la
section précédente. En résumé, nous avons :

Théoreme 14 Le probléeme de décision suivant est NP-complet :
Entrée : un graphe G, un entier k > 0 et un entier ¢ > 0,
Question : s,(G) <k ?
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Selon le récent résultat de Feige et al. [FHL05a], la largeur arborescente d’un graphe
G peut étre approchée avec un facteur multiplicatif O(y/log tw(G)) en temps polynomial.
Cependant, aucun algorithme d’approximation n’est connu pour la largeur linéaire (si ce
n’est en combinant ceux existant pour la largeur arborescente avec le fait que pw(G) <
tw(@) - O(logn). Par ailleurs, plusieurs algorithmes exponentiels exacts ont été proposés
pour calculer les largeurs arborescentes et linéaires [FKT04, BFK*06]. Actuellement, le
meilleur algorithme exact calcule la largeur arborescente en temps O(1.8899™) [Vil06].
Dans cette section, nous proposons un algorithme exact qui calcule la largeur arbores-
cente g-branchée, pour tout ¢ > 0. Cet algorithme utilise la correspondance entre largeur
arborescente g-branchée et indice d’échappement g-limité.

Théoreme 15 [l existe un algorithme qui, pour tout graphe G de n sommets, calcule
twy(G) et une décomposition arborescente g-branchée optimale de G, en temps O(2"nlogn).

Preuve. Nous proposons un algorithme qui calcule s,(G) et une stratégie ¢g-limitée pour
G. Cette stratégie peut étre transformée en une décomposition arborescente g-branchée
optimale, en utilisant les arguments énoncés dans la preuve du théoreme 12. Soit un
graphe G, et fixons k£ > 1. Le graphe dirigé H des k-configurations est défini comme suit :

V(H) = {5 C V(G) tel que |5(5)| < k}

Un ensemble S de sommets propres tel que [§(S)| > k n’est accessible par aucune stratégie
de capture utilisant k£ chercheurs, et ne correspond donc a aucun sommet de H. Les
sommets de H sont appelés les H-configurations. I.’ensemble des arétes de H est composé
de deux types d’arétes dirigées : les arétes de placements et les arétes de requétes. Une
aréte de placement, ou simplement une p-aréte, est une aréte {S,S'} avec |0(5)| < k,
et S" = SU{v}, v ¢ S. Evidemment, les p-arétes correspondent au placement d’un
chercheur sur un sommet v. Une aréte de requéte, ou g-aréte, est une aréte {S, S’} avec
S" = G\ C ou C est une composante connexe de G \ S. Nous supposons qu’il existe
une aréte {S,G \ C} seulement si G\ S contient au moins deux composantes connexes
(c’est-a-dire, nous n’autorisons pas les boucles). Donc, une g-aréte {S, G \ C'} correspond
a une question a laquelle I'oracle répond la composante C'. I’objectif de notre algorithme
est de trouver un chemin dans le graphe des configurations H de S =0 a4 S = V(G). Ce
chemin peut alors étre associé a une stratégie non-déterministe.

Dans le but de trouver un tel chemin, nous étiquetons les sommets de H avec un
entier positif. L’étiquetage débute de la H-configuration V(G), et se propage vers la H-
configuration (). La H-configuration V (G) est étiquetée 0. Toutes les autres H-configura-
tions sont étiquetées oo. Toutes les H-configurations de degré sortant nul sont dites ter-
minales. En particulier, V(G) est terminale. Une H-configuration non terminale est dite
pendante. L’étiquetage se déroule tant qu’il existe au moins une H-configuration pendante
S satisfaisant une des deux conditions suivantes :

— Cas 1. S est incidente & une p-aréte sortante e = {5, S’} avec S’ terminale.

— Cas 2. S est incidente a d > 2 g-arétes sortantes

e1 ={S,51},ea =4S, S}, ,ea = {5, Sq}, avec Sy, -, Sy terminales.
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Dans le premier cas, nous mettons a jour I’étiquette de S en posant :
etiquette(S) = min{etiquette(S), etiquette(S')}

et I’aréte e est supprimée de H.
Dans le second cas, nous mettons a jour I’étiquette de S en posant :

etiquette(S) = min{etiquette(S),1 + max etiquette(S;)}
_Z_

et les arétes e, --- ,eq sont supprimées de H. Dans les deux cas, si la H-configuration
pendante S n’est plus incidente & une aréte sortant du fait de cette suppression, alors S
devient terminale.

Assertion 4 Le processus d’étiquetage termine.

Pour prouver cette assertion, notons que H est un graphe dirigé acyclique puisque, pour
toute aréte {S,S5'}, |S'| > |S| (Rappelons que les boucles ne sont pas autorisées). Sup-
primer des arétes conserve cette propriété. Ainsi, toute H-configuration finit par devenir
terminale, et donc le processus termine.

Assertion 5 La H-configuration () est étiquetée ¢ < oo si et seulement si q est le plus
petit nombre de questions requises pour nettoyer G utilisant au plus k chercheurs. La H -
configuration () est étiquetée oo si k chercheurs ne peuvent pas nettoyer G, indépendam-
ment du nombre de questions posées.

Nous prouvons cette assertion en prouvant un résultat légerement plus fort : pour toute
H-configuration S # V(G), S est terminale et étiquetée etiquette(S) < ¢ # oo si et
seulement si G' peut étre nettoyé, en partant de S avec au plus k chercheurs et en posant
au plus g questions. Nettoyer G en partant de S signifie que nous supposons que les
sommets de S sont propres et que |§(.S)| chercheurs occupent les sommets de §(S), et par
conséquent, que le fugitif occupe un sommet de G \ S. La preuve se fait par induction sur
q = etiquette(S).

Si ¢ = 0, alors il existe un chemin P dans H de S & V(G) qui n’est composé que de p-
arétes. Soit {S’, 5"} € P, avec S” = S"U{v}. Les étapes de la stratégie qui correspondent
a cette aréte consiste & supprimer un par un les chercheurs qui occupent des sommets
n’appartenant pas §(S’), et a placer un chercheur sur v. Ainsi, le fugitif peut étre capturé
sans poser une question, en commencant de S, et en suivant les arétes de P jusqu’a
atteindre la H-configuration V(G). Réciproquement, si G peut étre nettoyé en partant de
S avec au plus k chercheurs et sans poser de questions, alors il existe un chemin dans H,
de S & V(@) composé uniquement de p-arétes. Ces arétes sont définies par les étapes de
placement dans la stratégie.

Supposons maintenant que le résultat est valide pour ¢, et considérons S telle que
etiquette(S) = g+ 1. Nous définissons une bonne aréte comme étant une p-aréte {S’, S"}
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telle que etiquette(S) = etiquette(S') = etiquette(S”). A partir de S, commengons a par-
courir H en empruntant uniquement les bonnes arétes, jusqu’a atteindre une configuration
S* telle que :

etiquette(S) = etiquette(S*) =1+ max etiquette(S;)}
_Z_

avec les arétes {S*,Sr},i=1,---,d, sont les g-arétes sortantes de S*. Cette configuration
S* existe car :

1. une bonne aréte {S’, S"} satisfait |S”| > |S’|, et

2. etiquette(S') = etiquette(S") = etiquette(S) < oco.

Ainsi, si aucune configuration S* définie précédemment n’était rencontrée, alors, par (1)
une H-configuration de degré sortant nul serait finalement atteinte, et, par (2) cette H-
configuration ne pourrait qu’étre V' (G) puisque son étiquette est finie. Puisque etiquette(S)
g+ 1 > 0, 'hypothese d’induction contredirait le fait qu’il n’existe pas de chemin de S a
V(G) composé uniquement de p-arétes. Donc S* existe.

Pour tout 7 = 1,--- ,d, etiquette(S;) < g. Donc, d’aprés I'hypothese d’induction, G
peut étre nettoyé en utilisant au plus £ chercheurs, en partant de S, et en posant au plus
q questions. La stratégie non-déterministe partant de S débute en effectuant les étapes
de placement et de suppression de chercheurs, définies d’apres le chemin entre S et S*
dans H. La stratégie consiste ensuite a poser une question a l'oracle. A la suite de la
réponse de l'oracle, 'une des configurations S} est atteinte. La fin de la stratégie découle
de ’hypothéese d’induction.

Réciproquement, supposons que G peut étre nettoyé avec au plus k chercheurs, en
partant de S, et en posant au plus ¢ + 1 questions. Soit une stratégie non-déterministe
correspondante, et soit ¢ > 0 la premiere étape a laquelle une question est posée. Aux
t — 1 premiéres étapes peut étre associé un chemin P dans H, commencant en S, et ne
contenant que des bonnes arétes. P connecte S a une H-configuration S*. La question
a l'étape t correspond aux g-arétes sortantes {S*,S;}, ¢ = 1,---,d, de S*. A partir de
chacune des configurations S;, la stratégie se poursuit en posant au plus ¢ questions.
Donc, d’aprés 'hypothese d’induction, etiquette(S;) < q. D’ou, etiquette(S*) < g + 1.
Puisque P n’est constitué que de bonnes arétes, etiquette(S) = etiquette(S*) < ¢ + 1.

Pour tout k, le temps d’exécution de notre processus d’étiquetage est linéaire en le
nombre d’aréte de H, qui est O(2"n). Donc, par dichotomie, I'indice d’échappement non-
déterministe et tw,(G) peut étre calculé en temps O(2"nlogn). O

2.4.2 Compromis entre nombre de chercheurs et nombre de
questions

Dans cette section, nous déterminons une borne inférieure sur le nombre d’étapes
non-déterministes, c’est-a-dire de questions, qu’une stratégie de capture non-déterministe
doit effectuer dans un graphe G, pour nettoyer ce graphe avec le nombre minimum de
chercheurs, c’est-a-dire avec tw(G) + 1 chercheurs.
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Nous prouvons tout d’abord que si les chercheurs disposent d’une question supplémen-
taires, leur nombre peut étre, au mieux, divisé par deux. Intuitivement, si S est une
stratégie permettant de nettoyer un graphe G en utilisant au plus & > 1 chercheurs
posant au plus ¢ > 1 questions, pour nettoyer G en posant au plus ¢ — 1 questions, il suffit
de réaliser la stratégie S avec k agents jusqu’a ce que les ¢ — 1 questions soient épuisées.
Nous prouvons alors que 2k chercheurs sont suffisants pour conclure le nettoyage de G.

Théoréme 16 Pour tout graphe G, et pour tout ¢ > 1, tw,—1(G) < 2 tw,(Q).

Preuve. Nous avons d’abord besoin d’un lemme technique. Soient G un graphe et (T, X, r)
une décomposition arborescente de G, enracinée en r. Pour tout i € V(T'), le sous-arbre
de T enraciné en i est noté T;. Soit (7", X’,i) une décomposition arborescente de G|[T;]
telle que X; = X/. Soit T},e, 'arbre obtenu a partir de T et 7", en supprimant 7; de T,
et en le remplacant par 7" enraciné en i. Soit X,y = {Y},7 € V(Thew)} la famille de
sous-ensembles de V' (G) telle que Y; = X sij € V(T") et Y; = X; sij € V(Thew) \V(T7).
L’assertion suivante est triviale :

Assertion 6 (Tjey, Xnew) est une décomposition arborescente de G.
De plus, w(Thew, Xnew) < max{w(T, X), w(T", X')}.

Soit (T, X,r) une décomposition arborescente g-branchée optimale de G, c’est-a-dire,
w(T, X) = tw,(Q). Nous définissons les sommets de branchement les plus bas de T comme
étant des sommets i € V(T') qui satisfont :

1. 7 possede au moins deux enfants dans 7T, c’est-a-dire, 7 est un sommet de branche-
ment, et

2. pour tout j € V(T;) \ {7}, j possede au plus un enfant.

Soit Il I’ensemble des chemins de r a une feuille de T' qui contiennent exactement ¢
sommets de branchement. Soit J le sous-ensemble des sommets de branchement les plus
bas qui appartiennent a un chemin de II. Soit ¢ € J. T} est constitué du sommet i et
de d > 2 chemins Py,---,P; attachés en i. Nous définissons le chemin 7T’ obtenu en
concaténant les chemins P;, c’est-a-dire, 7" = {i, P, - - - , P;}. Tout sommet j de 7" vient
d’un sommet de 7', nous pouvons donc définir X} = X; N X;. Soit X' = {X} | j € V(T")}.
(T', X') est une décomposition linéaire de G[T;], de largeur au plus 2 tw,(G). Soit o,
Parbre obtenu a partir de 7" et 7’ en su%aprlmant T; de T, et en le remplacant par 7"
enraciné en 4. Soit XY, = {Y;,j € V(Thew)} la famille de sous-ensemble de V(G) telle

queYj=XisijeV(T')etY; = X;sije€ V(T,Ezew) \ V(T"). D’apres l'assertion ci-dessus,

(T,E?w, Xé?w) est une décomposition arborescente de G de largeur au plus 2 tw,(G).

Nous répétons ce procédé pour chaque sommet ¢ € J. Puisque, pour tous sommets
i #1i de J, T; NTy = 0, chaque application du procédé de remplacement est indépendant
des précédents Par conséquent, nous obtenons finalement une décomposition arborescente
(T®, X% r) de G, de largeur au plus 2 tw,(G). Par construction, tout chemin de r & une
feuille de T(*) contient au plus ¢—1 sommets de branchement. Donc, tw,—1(G) < 2 tw,(G).
O
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Le théoréeme 16 implique une borne inférieure sur le nombre minimum de questions
7(G) qu’il est nécessaire de poser pour nettoyer un graphe G en utilisant au plus tw(G)+1
chercheurs.

Corollaire 1 Pour tout graphe G, 7(G) > log,(pw(G)/tw(Q)).

Preuve. Par définition, 7(G) est le plus petit entier g tel que tw,(G) = tw(G). En appli-
quant 7(G) fois le théoréme 16, nous obtenons pw(G) = tuy(G) < 27(@ tw(G). a

Le prochain théoreme prouve que la borne obtenue par le théoreme 16 est presque
optimale.

Théoréme 17 Pour tout ¢ > 1 et k > 1, il existe un graphe Gy, tel que tw,(Gy,) = k
et twy—1(Gr,q) > 2 tw,(Grq) — 1.

Preuve. Pour tout ¢ > 1, nous définissons I’arbre enraciné T, récursivement. 7} est
isomorphe au graphe biparti complet K3 et la racine de T; est son sommet de degré
trois. Pour tout ¢ > 2, I'arbre T} est formé de trois copies disjointes de 7,_; en connectant
les racines de chacune de ces copies a la nouvelle racine 7. Donc, T}, \ {r} consiste en trois
copies de T,_;. Nous définissons le graphe G, comme étant le graphe obtenu a partir
de T; en remplagant chaque sommet v € V(7},) par une clique K, de k sommets, et en
remplagant chaque aréte {u, v} par un couplage parfait entre les deux cliques K, et K,.

Prouvons d’abord que tw,(Gyg,) = k. D’apres le théoreme 12, pour prouver que
twy(Gyq) < kil suffit de prouver que s,(Gy,) < k + 1. Nous définissons une stratégie de
capture ¢g-limitée, utilisant k£ + 1 chercheurs. Initialement, & chercheurs sont placés sur la
clique K, correspondant a la racine. Nous posons alors une question a l’oracle pour la
premiere fois. Soient u, v et w les enfants de r. Apres la premiere question, une seule des
cliques K, K, et K, est contaminée. Disons, sans perte de généralité, qu’il s’agit de K.
En utilisant les £ 4+ 1 chercheurs, il est possible de les déplacer un par un de K, a K,.
Le sommet v correspondant a la clique K, est la racine d’un arbre 7;,_; obtenu a partir
de T, en supprimant r. A présent, la situation se répete, puisque la partie contaminée
du graphe, plus K, forme Gy, 1. Une simple induction sur ¢ permet de conclure que
8¢(Gr,q) < k + 1. De plus, pour tout ¢ > 1, Gy, admet la clique & k£ + 1 sommets comme
mineur. Donc tw,(Gy4) = k.

La preuve de tw, 1(Ggq) > 2 twy(Gy,4) — 1 s’effectue par induction sur g¢.

Pour ¢ = 1, le graphe Gj,; est composé d’une clique centrale K, connectée par des
couplages parfaits a trois cliques externes K, K, et K,,. Nous affirmons que twy(Gy,1) >
2k—1. Soit (P, X = {X;,i € V(P)}) une décomposition linéaire de Gy ;. Il est bien connu,
et découle des propriétés C2 et C3 des décompositions arborescents, que toute clique de
Gy,1 doit étre incluse dans I'un des sacs X; de X'. Sans perte de généralité, supposons que
K, CX,, K, CX,, et K, CX,,, avec i3 sur le chemin entre 7; et i3. Si %1 = 75 ou i3 = 13,
alors X, contient au moins 2k sommets, et twy(Gy 1) > 2k — 1. Donc suppsons, que i1, 7o
et i3 sont deux a deux disjoints. Dans ce cas, en utilisant les propriétés des décompositions
arborescentes, il est facile de prouver que X;, contient les sommets de la clique K. Donc
K. UK, C X;, dont la taille est au moins 2k.
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Soit p > 1. Supposons que pour tout ¢ < p, tw,—1(Gg4) > 2k — 1. Une fois encore,
nous allons utiliser 'interprétation de la décomposition g-branchée en termes de stratégie
de capture non-déterministe. Soit II une stratégie de capture non-déterministe monotone
pour Gy 4, impliquant 2k — 1 chercheurs, et posant ¢ = p + 1 questions. Nous prouvons
que II ne peut pas capturer le fugitif dans Gy, 4.

Considérons la situation qui se produit a I’étape précédent la premiere question. Soit X
I’ensemble des sommets propres de G, 4 a cette étape, et S ’ensemble des sommets occupés
par les chercheurs. Quelle peut étre la taille de X ? Soit | > 0, et soit Ky, Ky,,--- , Ky, les
cliques maximales de G, contenues dans X. Nous avons déja prouvé que, sans poser de
question, 2k — 1 chercheurs ne peuvent nettoyer Gy ;. Donc chaque composante connexe
du sous-arbre de 7; induit par les sommets w, us, - - - ,u; est un chemin. De plus, d’apres
la monotonie de la stratégie considérée, chaque chemin liant un sommet contaminé a un
sommet de X doit contenir un sommet occupé par un chercheur. Puisque |S| < 2k — 1,
nous pouvons en déduire que [ < 3. De plus, si [ = 3, alors 'un des sommets u, ug, ug est
une feuille de 7; et un autre de ces sommets est adjacent a cette feuille.

Nous considérons les trois cas qui peuvent se produire a 1'étape a laquelle la premiere
question est posée.

— Cas 1. I = 0. Dans ce cas, les seuls sommets propres avant que la premiere question
ne soit posée sont les sommets de S. Tout séparateur minimal de G, est de taille
au moins k. Dons, si S contient un séparateur minimal P, alors toute composante
connexe de Gy, \ P contient au plus £ — 1 chercheurs. Tout séparateur minimal
de G4 est contenu dans I'union de deux cliques adjacentes, ce qui implique que,
apres la question, il existe une composante C de Gy, \ P qui contient G, comme
sous-graphe. De plus, les seuls sommets propres de C sont ceux occupés par des
chercheurs. D’apres ’hypothese d’induction, s,—o(Gj4-1) > 2k, la stratégie utilisant
2k — 1 chercheurs ne peut donc capturer le fugitif dans C' en posant au plus ¢ — 2
questions.

— Cas 2. 1 =1 et u; est une feuille de T,. Soit K, la clique adjacente & K,,. La
monotonie de la stratégie implique que, dans ce cas, S N (K, U K,,)| > k. Donc
le graphe Gy, \ (K U K,,) contient au plus & — 1 chercheurs. Apres la question,
les seuls sommets propres de C' = Gy, \ (K, U K,,,) sont les sommets occupés par
des chercheurs. Donc, C contient G ,—1 comme sous-graphe, et, d’apres ’hypothese
d’induction, s,_o(C) > 2k.

— Cas 3. Un des sommets u; n’est pas une feuille de T. Alors, par monotonie de la
stratégie, les sommets d’une des cliques, disons K, , doivent tous étre occupés par
des chercheurs. Encore, cela implique que, lorsque la premiere question est posée, il
existe une composante C' de Gy, \ K,, (rappelons que r est la racine de 1) telle
que, C' contient Gy 41 comme sous-graphe, V(C)NU,c;«; Ky, = 0, et il y a au plus
k — 1 chercheurs dans C. Donc, s, o(C) > 2k. o

Dans tous les cas, nous avons démontré que, apres la premiere question, il existe toujours
un sous-graphe C de Gy 4, tel que 2k — 1 chercheurs posant ¢ — 2 questions ne peuvent
nettoyer C'. Donc II ne peut capturer le fugitif.

D’apres le théoreme 12, tw,—1(Gy,q) > 2 twy(Grq) — 1. O
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2.5 Perspectives

Dans le cadre de 1’étude des stratégies de capture, la classe des arbres a toujours
fait 'objet d’une attention particuliere. Cela est dii, en particulier, au fait que dans les
variantes étudiées (jeux de capture invisible et connexe), il existe des algorithmes en temps
linéaires pour calculer des stratégies de capture optimales dans la classe des arbres. En ce
qui concerne les stratégies de capture non-déterministe, la question reste ouverte : existe-t-
il un algorithme en temps polynomial, voire linéaire, pour calculer une stratégie ¢-limitée
optimale, dans tout arbre 7T, et pour tout ¢ > 07 Par ailleurs, la classe des graphes
d’indice d’échappement g-limité borné étant close pour la relation de minoration, les
résultats de Robertson et Seymour permettent d’affirmer qu’il existe un algorithme FPT
(pour Fized Parameter Tractable en anglais) pour calculer I'indice d’échappement g-limité
dans cette classe de graphe. Cependant, peut-on concevoir explicitement un algorithme
en temps polynomial pour calculer une stratégie ¢-limitée optimale, dans la classe des
graphes d’indice d’échappement ¢-limité borné par k fixé, et pour tout ¢ > 07






Deuxieme partie

Stratégies de capture connexe

7






79

Contenu de la partie

Cette partie est consacrée a ’étude des stratégies de capture connexes. Les stratégies
étudiées dans cette partie doivent donc satisfaire la contrainte de connexité selon la-
quelle, a chaque étape de la stratégie, la partie propre du graphe doit étre connexe. Nous
considérons les stratégies-sommet.

Dans le chapitre 3, nous développons tout d’abord la notion de décomposition ar-
borescente connexe d’un graphe. Nous donnons une nouvelle preuve de ’égalité entre
largeur arborescente et largeur arborescente connexe. Cette preuve a l’avantage d’étre
constructive. En effet, nous proposons un algorithme en temps O(n4) qui transforme
toute décomposition arborescente d’un graphe G en une décomposition arborescente
connexe de G sans augmenter sa largeur. La suite du chapitre est consacrée a 1'utili-
sation des décompositions arborescentes connexes pour la conception de stratégies de
capture connexe dans les graphes. Les deux algorithmes que nous proposons dans ce cha-
pitre nous permettent de donner de nouvelles bornes supérieures pour le rapport entre
I'indice d’échappement connexe d’un graphe et son indice d’échappement. Nous prouvons
notamment que ce rapport est au plus logn pour tout graphe de n sommets, et qu’il
est borné supérieurement par deux fois la largeur arborescente dans le cas des graphes
cordaux.

Le chapitre 4 présente I’étude des stratégies de capture connexe dans le cas ou le fugitif
est visible. Nous étudions tout d’abord le rapport entre I’indice d’échappement monotone
connexe visible d’un graphe et son indice d’échappement visible. Nous prouvons qu’il
existe une famille infinie de graphes pour laquelle ce rapport est au moins {2(logn). Dans
la seconde section de ce chapitre, nous prouvons que les stratégies de capture connexes
visibles ne sont pas forcément monotones.
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Chapitre 3

Le cout de la connexité

Ce chapitre est consacré a 1’étude mentionnée dans la question 2 de la section 1.3.4.
Nous nous attachons ainsi a déterminer une borne supérieure pour le rapport entre in-
dice d’échappement connexe et indice d’échappement dans un graphe. Tous les graphes
considérés dans ce chapitre sont supposés connexes.

3.1 Introduction

Les chapitres 1 et 2 ont déja mentionné I’étroite relation qui existe entre stratégies de
capture et décomposition de graphes. Il est donc légitime de chercher a tirer partie de ces
décompositions dans le cadre des stratégies de capture connexes.

Dans [FFT04], Fomin et al. donnent une preuve constructive du résultat de Seymour
et Thomas [ST94] selon lequel tout graphe 2-connexe G admet une décomposition en
branche connexe de largeur bw(G). Fomin et al. proposent alors un algorithme qui trans-
forme toute décomposition en branche d’un graphe 2-connexe G en une décomposition
en branche connexe, sans en augmenter la largeur. Cette décomposition connexe de G
est alors utilisée pour déterminer une stratégie de capture connexe monotone pour G
en partant de n’importe quelle aréte de G. Informellement, étant donnée une aréte e de
(G, la décomposition en branches induit un ordre sur les arétes de G commencant de e.
La stratégie consiste a nettoyer les arétes dans cet ordre. Fomin et al. prouvent qu’une
telle stratégie implique au plus es(G)(2 + logm) chercheurs, ce dont découlait alors la
meilleure borne connue pour le rapport entre indice d’échappement connexe et indice
d’échappement dans le cas d’un graphe arbitraire (cf. question 2 de la section 1.3.4).
Etant donnée 1’étroite relation entre décompositions arborescentes et stratégies de cap-
ture, il est naturel d’envisager 'utilisation des décompositions arborescentes dans le but
de résoudre ce méme probleme.

Avant de continuer, notons que la terminologie définie dans la section 1.2.4 est 1égere-
ment modifiée dans ce chapitre pour une meilleure lisibilité. En effet, dans ce chapitre, nous
considérons uniquement des stratégies de capture-sommet invisible que nous désignerons
simplement stratégies de capture. Etant donné un graphe G, lindice d’échappement de
G, c’est-a-dire I'indice d’échappement-sommet de G, sera noté s(G) (au lieu de ns(G)).
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Un “m” (resp., un “c”) accolé a ce symbole signifiera que les stratégies considérées sont
monotones (resp., connexes).

L’égalité entre largeur arborescente et largeur arborescente connexe est valide dans le
cas d'un graphe quelconque, et découle d’un résultat de Parra et Scheffler [PS97]. Dans
la deuxieme section de ce chapitre, nous donnons une preuve constructive de ce résultat.
Plus précisément, nous proposons un algorithme en temps polynomial qui, étant donnée
une décomposition arborescente d’'un graphe (G, calcule une décomposition arborescente
connexe de (G, sans augmenter la largeur de la décomposition. L’algorithme que nous pro-
posons procede en deux phases. La premiere se propage des feuilles a la racine pour rendre
la décomposition sous-connexe (la définition formelle de la sous-connexité est donnée dans
la section 3.2.1). La seconde phase se propage en sens inverse, c’est-a-dire, de la racine
aux feuilles, et finit de rendre la décomposition connexe.

La troisieme section de ce chapitre est consacrée a l'utilisation des décompositions
arborescentes connexe pour la conception de stratégies de capture connexes dans les
graphes. Nous proposons tout d’abord un algorithme en temps polynomial qui, étant
donnée une décomposition arborescente connexe d’un graphe G, détermine une stratégie
de capture monotone et connexe pour GG, partant de n’importe quel de ses sommets. Cette
stratégie implique au plus s(G)logn chercheurs. Ce résultat améliore ainsi la meilleure
borne supérieure connue pour le rapport entre indice d’échappement connexe et indice
d’échappement dans le cas d’un graphe arbitraire. Combiné a I’algorithme d’approxima-
tion proposé par Feige et al. [FHLOb5a], nous obtenons un algorithme d’approximation en
temps polynomial pour calculer I'indice d’échappement connexe d’un graphe arbitraire G
avec un rapport d’approximation O(logn/log tw(G)).

La derniere section de ce chapitre présente un second algorithme polynomial qui, étant
donnée une décomposition arborescente connexe d’un graphe GG, détermine une stratégie
de capture connexe monotone pour GG. La stratégie calculée implique un nombre de cher-
cheurs qui est fonction de la cordalité du graphe, de sa largeur arborescente et de ’indice
d’échappement de I’arbre de décomposition utilisé. Ce résultat nous permet de proposer un
algorithme en temps polynomial permettant de calculer une stratégie de capture connexe
monotone pour tout graphe cordal G, qui implique au plus 2 s(G) (tw(G) +1) chercheurs.
Ceci donne une nouvelle borne supérieure pour le rapport entre indice d’échappement
connexe et indice d’échappement dans le cas de la classe des graphes cordaux.

Les résultats des sections 3.2 et 3.3 ont été réalisés en collaboration avec Pierre Frai-
gniaud. Ils ont donné lieu a une publication dans la conférence LATIN 2006 [FN06a].
Les résultats de la section 3.4 ont donné lieu a une publication dans le journal Discrete
Applied Maths. [Nis07].

3.2 Décompositions arborescentes connexes
Cette section est consacrée a 1’égalité entre largeur arborescente et largeur arbores-

cente connexe. La preuve de cette égalité fait partie du folklore, elle est généralement
admise par la communauté des chercheurs qui travaillent sur les décompositions arbores-
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centes. Dans un but d’exhaustivité, nous donnons tout d’abord la preuve de cette égalité.
Celle-ci peut étre obtenue en combinant des résultats de Parra et Scheffler [PS97] et de
Golumbic [Gol80).

Lemme 7 Pour tout graphe connexe G, ctw(G) = tw(G).

Preuve. Soit G un graphe connexe, et S C V(G). Soient a,b € V(G). S est un a, b-
séparateur si a et b se trouvent dans différentes composantes connexes de G \ S. Une
composante connexe C'\ S est dite pleine si tout sommet de S est adjacent & un sommet
de C. S est un séparateur minimal de G si il existe a,b € V(G) tels que S est un a, b-
séparateur et aucun sous-ensemble strict de S ne sépare a et b. Il est bien connu que, si S
est un a, b-séparateur minimal, la composante connexe contenant a (resp., b) est pleine.
Soient S, T' deux séparateurs minimaux de G. S croise T' si il existe deux composantes C,
D de G\ T qui sont intersectées par S. Si S et T" ne se croisent pas, ils sont dit paralléles.
Une triangulation minimale d’un graphe G = (V| E) est un sur-graphe cordal H = (V, F)
de G tel que E C F et pour tout E C F' C F, (V,F') n’est pas cordal. Soit H une
triangulation minimale de GG. Soit Ay ’ensemble des séparateurs minimaux de H. Parra
et Scheffler [PS97] prouvent que Ay est un ensemble maximal par inclusion de séparateurs
minimaux de G deux-a-deux paralleles. De plus, pour tout S € Ap, les composantes
connexes pleines de G\ S et de H \ S sont les mémes (voir [Par98] pour plus de détails).
D’autre part, Golumbic [Gol80] prouve que tout arbre de cliques d’une triangulation H
d’un graphe G est une décomposition arborescente de G. Soit (7, X') larbre de clique
d’une telle triangulation H, nous prouvons qu’il s’agit d’'une décomposition arborescente
connexe.

Soit e = {u,v} € E(T) et soient T\, T\, G'? et G définis comme & la section 1.2.5.
Soit i € {1,2}. Prouvons que Gge) est connexe. Soit S = X, NX,. Puisque H est un graphe
cordal, S € Ag. Puisque S est un séparateur minimal de H, et H est cordal, il existe G
une composante pleine de H \ S dans Gge). Ainsi, d’apres le résultat de Parra et Scheffler,
S est un séparateur minimal de G, et G est une composante pleine de G\ S dans Gge).

Soient a, b € V(Gge)). Puisque G est connexe, et que S est une séparateur, il existe z € S
(e)

et un chemin de a a z dans V(G;”). De méme, il existe y € S et un chemin entre b et y
dans V(Gge)). Puisque G est une composante pleine de G'\ S, il existe un chemin de z &
y dans V(G;) U S. Par conséquent, puisque V(G;) C V(GZ(-C)), il existe un chemin entre a

et b dans V(G). Donc, G\ est connexe. O

Le reste de cette section est dévolue a la présentation de 1’algorithme rend-connexe
qui, étant donnée une décomposition arborescente d’un graphe G, calcule une décomposi-
tion arborescente connexe de (G, sans augmenter la largeur de la décomposition*.

*Merci & Dieter Kratsch pour avoir porté & notre connaissance les travaux [BHT01, BBHT06] qui
traitent également de ce sujet. Le principe de ces travaux consiste a compléter tous les sacs d’une
décomposition arborescente d’un graphe G en des cliques. Soit H le graphe cordal obtenu. Il s’agit ensuite
de construire H' une triangulation minimale de G qui soit sous graphe de H, et enfin de déterminer un
arbre de cliques de H'.
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3.2.1 Décompositions arborescentes sous-connexes

Nous définissons premierement une version plus souple de la propriété de connexité
des décompositions arborescentes. Informellement, étant donnée une décomposition ar-
borescente (7', X) d’'un graphe G et une racine v de T, une aréte e € E(T) sera dite
sous-connexe, si le sous-graphe de G induit par les sommets contenus dans le sous-arbre
de T\ {e} ne contenant pas u est connexe. Nous présentons ensuite la sous-procédure
éclate qui sera utilisée par notre algorithme rend-connexe. Cette sous-procédure per-
met de rendre les arétes de la décomposition sous-connexes.

Etant donné une décomposition arborescente (7, X') d’un graphe G, et u € V(T), nous
notons (7', X,u) la décomposition arborescente (7', X) enracinée en u. Pour v € V(T),
nous notons 7, le sous-arbre de (7, X', u) enraciné en v. Le sous-graphe de G induit par
les sommets contenus dans les sacs de T, est noté G[T,].

Définition 20 Une décomposition arborescente enracinée (T, X,u) est sous-connexe en
v € V(T) si, pour tout w € V(T,), G[T,| est un graphe connexe. (T, X,u) est sous-
connexe si elle est sous-connezre en sa racine u.

Notons que la sous-connectivité de (7', X,u) en v peut étre définie alternativement
par : (1) G[T,] est connexe, et (2) pour tout fils w de v dans T,,, (T, X', u) est sous-connexe
en w.

Nous décrivons maintenant une procédure élémentaire, appelée éclate, qui, appliquée
itérativement, transforme une décomposition arborescente en une décomposition arbores-
cente sous-connexe. La procédure éclate est représentée sur la figure 3.1. Cette procédure
prend en entrée (1) une décomposition arborescente enracinée (7, X,u) d’un graphe
connexe G, et (2) un sommet v € V(Ty,), v # u, tel que, pour tout fils w de v dans
Ty, (T, X, u) est sous-connexe en w. La procédure éclate renvoie une décomposition ar-
borescente enracinée (77, X', u) de G qui est égale a (T, X', u), sauf au niveau du sommet
v. Informellement, le sommet v de (T, X', u) est remplacé par plusieurs sommets vy, ..., vy
dans (7", X', u). Les sommets v; ont le pere de v dans (T, X, u) pour pere dans (7", X', u).
Les fils de v dans (7, X, u) sont répartis parmi les sommets v;. La procédure éclate
vérifie que (7", X', u) est sous-connexe en chaque sommet v;, ¢ = 1,...,¢. A présent, nous
décrivons formellement la procédure.

Utilisant les mémes notations que dans la description de la procédure éclate sur la
figure 3.1, nous avons :

Lemme 8 La procédure éclate appliquée au sommet v renvoie une décomposition ar-
borescente enracinée (T',X',u) de G, de largeur < k. La décomposition arborescente
(T, X', u) différe de (T, X, u) uniquement en v, qui est remplacé par les sommets vy, . .., vg.
(T', X', u) est sous-connexe en v;, i = 1,...,£. De plus, pour tout sommet z tel que
(T, X,u) est sous-conneze en z, (T', X', u) reste sous-conneze en z.

Preuve. Le lemme est évidemment vrai dans le cas 1. Donc, nous concentrons notre
attention sur le cas 2. Dans ce cas, £ = t. Bien entendu, puisque la modification de 7T
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Procédure éclate : Soit (7, X, u) une décomposition arborescente enracinée d’un
graphe connexe G, de largeur k. Soit v € V(T}), v # u, tel que :

— (T, X,u) n’est pas sous-connexe en v ;

— pour tout fils w de v, (T, X, u) est sous-connexe en w.

Puisque G est connexe, et puisque (7, X, u) n’est pas sous-connexe en v mais est
sous-connexe en chaque fils de v, le sous-graphe de GG induit par les sommets contenus
dans le sac X, n’est pas connexe. Soit Y;, ¢+ = 1,...,r la décomposition de X,
en composantes connexes (c’est-a-dire, les G[Y;] sont les composantes connexes de
G[X,])- Soit v’ le pere de v dans T,. La procédure éclate opere comme suit :

Cas 1 : v est une feuille de T,,. éclate remplace v par r sommets vq,...,v,, tous
connectés a v', et chaque sac correspondant X,, est ’ensemble Y;.

Cas 2 : v possede s fils wy,...,w,;, s > 1. Soient Z;, i = 1,...,t, les composantes
connexes de G[T,]. Comme nous le prouverons, il existe une partition {;,i =
1,...,t} de {1,...,7}, et une partition {J;,7 = 1,...,t} de {1,...,s} telles
que, pour tout 2 =1,...,¢:

7 = (ujgi Y;) U (uje,i G[ij]). (3.1)

La procédure éclate remplace v par t sommets vy, ..., vy, tous reliés a v’ (cf.
Fig. 3.2). Pour tout ¢ = 1,...,¢, le sommet v; est le pere de w; pour tout
J € Ji, et le sac X, correspondant a v; est I’ensemble Uj¢y, Y.

F1Gc. 3.1 — Procédure éclate.

se produit uniquement au niveau du sommet v, pour tout sommet z tel que (7, X, u)
est sous-connexe en z, (7", X', u) reste sous-connexe en z. Donc, concentrons-nous sur la
transformation de v en vy, ..., v;. Premiérement, montrons que I’équation (3.1) est valide.
Soit H le graphe biparti dont une partition consiste en r sommets Yi,...,Y,, et 'autre
partition consiste en s sommets wy,...,w, (cf. Fig. 3.2). Il y a une aréte entre Y; et w;
si et seulement si un sommet z de G appartient a ¥; N X,,,. Par construction, il existe
une correspondance univoque entre les composantes connexes de G[T,,] et les composantes
connexes de H. L’équation (3.1) découle de cette correspondance. De la construction des
sommets v;, basée sur 'équation (3.1), (7", X’,u) est sous-connexe en v;, i = 1,...,t.
Dong, il reste & prouver que (77, X') est une décomposition arborescente de G, de largeur
<k.

Puisque X, = Ujc.,Yj, et que les ensembles I; forment une partition de {1,...,r},
nous obtenons que Ui:l:---:TX;)i =Ujz1,.Y; = X,.

Donc chaque sommet de G apparait dans au moins un sac, c’est-a-dire, C1 est valide.
Chaque aréte de G apparait dans au moins un sac aussi, car les ensembles Y; sont les
composantes connexes de X,, et donc, il n’existe pas d’arétes entre les sommets qui
appartiennent a deux ensembles Y; différents. c’est-a-dire, C2 est valide.
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Fia. 3.2 — La procédure éclate remplace le sommet v par ¢ sommets vy,...,v;. Les
ensembles Y; forment une partition de X, en composantes connexes. Les sommets w; sont
les fils de v. Le sommet v’ est le pere de v.

Sans surprise, la condition C3 des décompositions arborescentes est la plus difficile
a vérifier. Soient x,y,z trois sommets distincts de 7" avec y sur le chemin entre = et
z. Montrons que X; N X, C X/ . Bien siir, 'assertion est vraie si v; ¢ {z,y,2} pour
tout ¢ = 1,...,r, car, dans ce cas, les sacs de T" considérés sont exactement ceux de 7.
L’assertion est également valide si le chemin P de z a z contient deux sommets v;, car,
dans ce cas, X, N X! = (. Donc, dans la suite, nous considérons le cas ou le chemin P
contient exactement un sommet v;. Il y a deux sous-cas, selon que le sommet de P qui
appartient a {v,...,v:} est y, ou une des deux extrémités x ou z.

Supposons que z = v; avec ¢ € {1,...,r}, et que v; ¢ {y, 2z} pour tout j # i. Alors,
X;NX, CX,NX,=X,NX, CX,=X,, et donc la condition C3 est vraie.

Supposons que y = v; avec ¢ € {1,...,r}, et que v; ¢ {z,z} pour tout j # i.
Supposons, sans perte de généralité, que x € V(1;,). Le sommet z qui appartient soit a
V(T3,), soit au sous-arbre de 1" contenant v', obtenu apres la suppression de I'aréte {v, v'}
de T'. Dans les deux cas, X, N X, = X, N X, C X,. De plus, par construction du graphe
biparti H (cf. Fig. 3.2), X N X, C Ujc,Yj. Par conséquent, X; N X C Ujer,Y; = X, et
donc la condition C3 est satisfaite.

Pour conclure la démonstration, remarquons que ’application de la procédure éclate
peut seulement diminuer la largeur de la décomposition arborescente puisqu’un sac est
divisé en plusieurs sacs plus petits. Ainsi, la largeur de (7", X', u) est < k. O

3.2.2 Construction de décompositions connexes

Nous présentons maintenant ’algorithme rend-connexe décrit en détails sur la fi-
gure 3.3. La procédure rend-connexe prend en entrée une décomposition arborescente de
largeur £ d’un graphe G, et calcule une décomposition arborescente connexe de largeur
< k de G. La décomposition en entrée est tout d’abord enracinée en un sommet arbitraire
u. Puis l'algorithme procede en deux phases. Au cours de la premiere phase, la sous-
procédure éclate est appliquée itérativement des feuilles jusqu’a la racine de maniéere a
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rendre la décomposition sous-connexe. Dans la seconde phase, la procédure éclate est
appliquée jusqu’a ce que toutes les arétes soient connexes, de la maniere suivante. La
procédure rend-connexe choisit une aréte e non connexe telle qu’il n’y a pas d’aréte non
connexe entre e et la racine. La décomposition est alors ré-enracinée en I'extrémité “fille”
v de e et la procédure éclate est appliquée a v.

Nous énoncons et prouvons a présent le théoreme principal de cette section.

Théoréme 18 1] existe un algorithme en temps O(nk®) qui, étant donné une décomposi-
tion arborescente de n sommets d’un graphe connezxe G, de largeur k, renvoie une décompo-
sition arborescente conneze de O(nk) sommets de G, de largeur < k.

Corollaire 2 Pour tout graphe conneze G, ctw(G) = tw(G).

Preuve du Théoreme 18. Nous prouvons que ’algorithme rend-connexe décrit sur la
figure 3.3 satisfait I’énoncé du théoreme. Soit £ la largeur de la décomposition arborescente
(T, X) en entrée. Prouvons tout d’abord :

Assertion 7 A la fin de la phase 1, la décomposition arborescente (T, X, u) est sous-
connexe, et sa largeur est < k.

A chaque application de la boucle tant que de la Phase 1, le sommet v € W considéré
satisfait la condition d’application de la procédure éclate. La boucle tant que termine
aprés que W = (). Par conséquent, d’apres le lemme 8, pour chaque sommet v # u,
(T, X,u) est sous-connexe en v. Il reste a vérifier que (7, X', u) est sous-connexe en u. Les
sacs dans T, contiennent tous les sommets de GG. Par conséquent, puisque G est connexe,
G|[T,] est également connexe, et donc (7', X', u) est sous-connexe en u, ¢’est-a-dire, (T, X', u)
est sous-connexe. D’apres le lemme 8, I'application de la procédure éclate n’augmente
pas la largeur de la décomposition arborescente courante, par conséquent la largeur de la
décomposition arborescente résultante de la Phase 1 est de largeur < k.

Le but de la phase 2 est de transformer la décomposition arborescente sous-connexe
courante (7, X', u) en une décomposition arborescente connexe (éventuellement enracinée
en un autre sommet r).

Assertion 8 A la fin de la phase 2, la décomposition arborescente (T, X ,r) est conneze,
et sa largeur < k.

Pour prouver ’assertion, nous prouverons les invariants suivants, satisfaits apres chaque
application de la boucle tant que au cours de la phase 2 :

— I1 : (T, X,r) est sous-connexe;

— I2 : C est ’ensemble des arétes e de T' correspondant a des e-coupes non-connexes.

Ces deux propriétés sont satisfaites avant la premiere application de la boucle tant
que. Soit e = {v,w} définie comme dans I’algorithme rend-connexe. Si v # r, soit v’ le
pere de v dans T}, éventuellement r = v'. (Siv = r, alors il n’y a simplement pas besoin de

définir le sommet v'.) Soit S le sous-arbre de T' contenant v’ obtenu apres la suppression
de {v,v'} de T (cf. Fig. 3.4). Du choix de e, {v,v'} ¢ C, et donc G[S] est connexe. Soient
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Entrée : Une décomposition arborescente (7, X) d'un graphe connexe
G.
début

Choisir un sommet v de 1", et enraciner 1" en u;

/* Phase 1 */

W« {veV(T,) | v#uand (T,X,u) n'est pas sous-connexe en
v};

tant que W # () faire
Soit v € W tel que, pour tout fils w de v, w ¢ W ;
(T, X,u) < éclate(G, (T, X,u),v);
W« W\ {v};
fin tant que
/* Phase 2 */
r < u; /* rest laracine de T' */
C + {e € E(T) | la e-coupe de T n’est pas connexe}
tant que C # () faire
Soit e = {v,w} € C avec v le pére de w, et
aucune aréte sur le chemin de r a v est dans C';
r < w; /* la racine est modifiée */
(T, X,r) < éclate(G, (T, X,r),v);
C <+ O\ {e};
pour tout fils w; # w de v tel que {v,w;} € C faire
Soit v; le nouveau pere de w; aprés application de éclate;
Remplacer {v,w;} par {v;, w;} dans C;
fin pour
fin tant que
renvoie (T, X,r);

fin.
Fic. 3.3 — Algorithme rend-connexe.
wy, ..., ws les fils de v dans T,., différents de w, et soit S; le sous-arbre de 7T, enraciné en w;,
i=1,...,s. Puisque (T, X, r) est sous-connexe, G[S;] est connexe pour tout i. Finalement,

soit R le sous-arbre de T, enraciné en w. Encore, puisque (7, X, r) est sous-connexe, G|R)|
est connexe. Avant ’application de la procédure éclate en v, (T, X) est ré-enracinée en
w. Puisque {v,w} € C, (T, X, w) n’est pas sous-connexe en v. Cependant, (7, X, w) est
sous-connexe en chacun des fils v’ wy, ..., ws de v dans (T, X, w). Par conséquent, nous
sommes dans les conditions d’application de la procédure éclate.

L’invariant I1 est satisfait. En effet, apres application de la procédure éclate en v dans
(T, X,w), (T,X,w) devient sous-connexe en ses nouveaux sommets vy, ..., vy. Les seuls
autres sommets en lesquels la sous-connectivité peut étre mise en doute sont les sommets
le long du chemin entre r et v'. Puisque toutes les arétes de ce chemin correspondent &
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(@ (b)

FiG. 3.4 — Dans la seconde phase de ’algorithme rend-connexe, la décomposition arbo-
rescente est ré-enracinée en w avant 'application de la procédure éclate au sommet v.
(a) représente 'arbre enraciné en r, et (b) représente le méme arbre, ré-enraciné en w,
apres application de la procédure éclate en v.

une coupe connexe (d’apres le choix de {v, w}), la sous-connectivité reste satisfaite le long
de ce chemin. ((7, X, w) est sous-connexe en w car G est connexe.)

Maintenant nous prouvons que 'invariant 12 est aussi satisfait, c’est-a-dire que toutes
les coupes non-connexes dans (7, X, w) sont dans C. Considérons d’abord "aréte f =
{v;,v'} définie dans la procédure éclate dans (7,X,). D’un coté de f, il y a S, et de
lautre coté il y a T\ S. G[S] et G[T \ S] sont connexes car ils correspondent a la coupe
{v,v'}, qui est connexe.

Ensuite, nous considérons une aréte f = {v;, w} introduite par la procédure éclate
dans (7', X, w). D’un c6té de f, il y a le sous-arbre T, de (T, X, w) enraciné en v;. Puisque
la procédure éclate rend (7', X,w) sous-connexe en v;, nous obtenons que G[T,,] est
connexe. Montrons que G[T'\ T,] est aussi connexe. Soit j # i. Puisque G est connexe,
considérons une aréte {z,y} avec v € G[Iy,], et y ¢ G[T,,]. Par la propriété C2 des
décompositions arborescentes, il y a un sac de 7"\ Ty, contenant {z,y}, et donc z € X,
Par conséquent, pour tout j # i, V(T,;) N R # (). Puisque R est connexe, nous obtenons
que G[T'\ T,,] est connexe. Ainsi, la f-coupe considérée est connexe.

Finalement, nous considérons une aréte f = {v;,w;}. D’un coté de f, il y a S, et
de lautre T\ S;. G[S;] est connexe car (T, X', r) est sous-connexe en w;. G[T" \ S;] n’est
pas forcément connexe. Cependant, si il n’est pas connexe, alors il n’était pas connexe
avant l'application de la procédure éclate. En d’autres termes, si f-coupe n’est pas
connexe, alors, la f’-coupe correspondant & f' = {v,w;} n’est pas connexe. L’algorithme
rend-connexe prend cela en compte en remplagant {v,w;} par {v;,w;} dans C. Cela
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conclut la preuve du fait que l'invariant 12 est satisfait.

Etudions a présent la complexité de l’algorithme rend-connexe. Avant d’exécuter
la phase 1, les sacs de la décomposition arborescente (7', X) peuvent étre décomposés
en composantes connexes en temps (3_,cy(r) | X,|?) < O(nk?). Soit v un sommet pour
lequel la procédure éclate est appliquée lors de la phase 1. Supposons que lorsque cela
se produit, v a d, fils dans la décomposition arborescente courante. Le graphe biparti
H correspondant posséde alors une partition avec d, sommets ws,...,w,y,. L’autre est
composée de r sommets Y3, ..., Y;. Pour toute paire (Y;, w;), cela prend un temps O(| Xy, |-
|Yi|) pour déterminer si I'aréte {Y;, w;} appartient & H, car nous devons seulement tester
si ¥; N Xy, # 0. H peut étre construit en temps O(3_, ; | Xu;| - [Yi]) <OGZ, k- [Xu,|) <
o, k%) < O(k?d,). Les composantes connexes de H peuvent étre calculées en parallele
avec sa construction. Par conséquent, en appliquant la procédure éclate sur le sommet
v prends un temps total de O(k%d,). Maintenant, observons que, apres que v a été éclaté
en ¢ sommets v1, ...,V nous avons d, = y_._; d,,. Par conséquent, ajouter le cout de
toutes les applications de la procédure éclate au cours de la phase 1 résulte en un
temps O(k* Y-,y (r) dv) = O(|V(T))|k?) ot T est la décomposition arborescente aprés la
phase 1. Partant d’une décomposition arborescente de n nceuds, la phase 1 produit une
décomposition arborescente avec au plus kn noeuds. Par conséquent, la phase 1 prend un
temps O(nk?). Par des arguments similaires, nous pouvons montrer que la phase 2 prend
également un temps O(nk?), ce qui conclut la démonstration. O

3.3 Approximation de I’indice d’échappement connexe

Dans cette section, nous appliquons le théoreme 18 pour concevoir un algorithme
d’approximation calculant une stratégie de capture connexe. Il en découle une nouvelle
borne pour le rapport entre l'indice d’échappement connexe et l'indice d’échappement
dans le cas de graphes arbitraires.

Théoréme 19 Pour tout graphe connexe G de n sommets, mcs(G) < s(G) - logn.

Preuve. Plus précisément, nous prouvons que pour tout graphe de n sommets, et pour
tout sommet vy € V(G), il existe une stratégie de capture connexe monotone pour G,
utilisant au plus (tw(G) + 1)logn chercheurs et partant de vy. De plus, cette stratégie
peut étre calculée a partir d’'une décomposition arborescente connexe optimale de G.

La preuve est par induction sur n. Si n € {1,2}, le théoréme est vrai. Soit n > 3 et
supposons que, pour tout n’ < n, le résultat est vrai. Soit G un graphe connexe de n
sommets et vg € V. Soit (T, X') une décomposition arborescente connexe G, de largeur
tw(@). Pour tout sous-arbre 7" de T, nous notons G[1"] le sous-graphe de G induit par les
sommets contenus dans les sacs de T". Le théoreme 2.5 de [RS86] stipule que pour toute
décomposition arborescente :

— soit il existe u € V(T') tel que la suppression de u dans T résulte en ¢ sous-arbres

Ty,---,T, de T, avec |V(G[T;])| < n/2 pour tout 1 <3 < g,
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— soit il existe {u,u'} € E(T) telle que la suppression de {u,u'} dans T résulte en g
sous-arbres 17, - -+ ,T, de T, avec |V(G[T;])| < n/2 pour tout 1 < i < gq.

Nous traitons uniquement le second cas, dit “aréte-centroide”, le premier cas en découle
facilement. Soit {u,u'} € E(T) tel que pour tout 1 < i < ¢, |V(G[T;])| < n/2. Par
définition d’une décomposition arborescente connexe, G[T;] est un sous-graphe connexe
de G. Supposons, sans perte de généralité, qu’il existe 1 < p < q tel que u est adjacent a
chacun des sous-arbres 77, - - - , T, et u’ est adjacent a chacun des sous-arbres T}, 41, -+ , T},
Supposons, sans perte de généralité, que vy € V(G[T1]) U X,.

Nous proposons une stratégie de capture connexe S utilisant au plus (tw(G) +1)logn
chercheurs, en partant de vg. Ces (tw(G)+1) logn chercheurs sont divisés en deux équipes :
une équipe A composée de tw(G) + 1 chercheurs, et une équipe B composée de (tw(G) +
1) log(n/2) chercheurs. La stratégie S est divisée en ¢ phases.

Si vy € X, \ V(G[T1]), la connexité de (7, X) implique Pexistence de X C X, tel
que vy € X, G[X] est connexe et il existe 1 < 7 < p X N V(G[T;]) # 0 (sans perte de
généralité, i = 1). Dans ce cas, la stratégie débute par le placement de chercheurs de A
sur les sommets de X. Puis, la stratégie se poursuit par le nettoyage de G[T}], en partant
d’un sommet de X N V(G[T1]) comme décrit ci-dessous. Si vy € V(G[T1]), la stratégie
débute directement par le nettoyage de G[T}], en partant de vy.

D’apres ’hypothese d’induction, il existe S; une stratégie de capture connexe mono-
tone pour G[T}], utilisant les chercheurs de B, et partant de vy. La premiére phase de S
consiste a appliquer la stratégie S, tout en ajoutant les opérations suivantes. A chaque
étape a laquelle S; consiste a placer un chercheur de B sur un sommet v € X, et tel
que aucun chercheur de A n’occupe déja v, un chercheur de 1’équipe A est placé sur v.
Il est facile de vérifier, qu’a la fin de cette premiere phase de S, G[T7] a été nettoyé de
facon monotone et connexe. De plus, les sommets de X, N V(G[T}]) sont occupés par
des chercheurs de I’équipe A empéchant toute recontamination issue du reste du graphe.
Enfin, tous les chercheurs de 1’équipe B ont été supprimés du graphe.

Pour tout 1 <7 < p, soit G; le sous-graphe de G induit par les sommets contenus dans
les sacs de Ty, - -, T, et soit P; la propriété qui vérifie que (1) G; est propre, (2) chaque
sommet de X, NV (G;) est occupé par un chercheur de I'équipe A, et (3) les chercheurs de
B ont tous été supprimés de (G. Supposons qu’apres la phase ¢ — 1 de S, la propriété P;_;
est satisfaite. Prouvons que nous pouvons poursuivre la stratégie S de maniére monotone
et connexe, et telle qu'apres la phase 7 de S, la propriété P; soit satisfaite. Deux cas se
présentent :

— Soit il existe j, i < j < p, et un sommet x € V(G[1}]) tels que x est occupé par un
chercheur de ’équipe A apres ’étape i — 1 de S. Notons que z € X,,. Sans perte de
généralité (quitte a renuméroter les sous-arbres de la décomposition arborescente),
nous pouvons supposer que ¢ = j. Dans ce cas, d’apres I’hypothése d’induction, il
existe S; une stratégie de capture connexe pour G[7;], utilisant les chercheurs de
B, et partant de x. La phase ¢+ de S consiste a appliquer la stratégie S;, tout en
ajoutant les opérations suivantes. A chaque étape a laquelle S; consiste a placer un
chercheur de B sur un sommet v € X, et tel que aucun chercheur de A n’occupe
déja v, un chercheur de I’équipe A est placé sur v.
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— Soit pour tout j, ¢ < j < p, aucun sommet de V(G[T;]) n’est occupé par un
chercheur apres I'étape ¢ — 1 de S. Puisque (7, X) est connexe, G, est connexe.
Donc il existe un sommet de y € V(G,) \ V(G;-1) et un sommet z € V(G;_1) tels
que {z,y} € E(G,). Supposons, sans perte de généralité, que y € V(G[T;]). D’apres
les propriétés C2 et C3 des décompositions arborescentes, {z,y} € X,. Dans ce
cas, d’apres I’hypotheése d’induction, il existe S; une stratégie de capture connexe
pour G[T;], utilisant les chercheurs de B, et partant de y. La phase i de la stratégie
S est similaire a celle décrite dans le cas précédent.

Dans les deux cas, il est facile de vérifier qu’a la fin de I'étape 7, la propriété P; est
vérifiée. Apres la phase p, G, est donc propre et chaque sommets de X, NV (G,) est
donc occupé par un chercheur de I'équipe A. Avant la phase suivante de S, nous plagons
des chercheurs de ’équipe A sur les sommets de X, qui sont encore innocupés, puis les
chercheurs de A qui occupent les sommets de X, \ X,/ sont supprimés du graphe. Les
phases p + 1 a ¢ de la stratégie S se déroulent comme les phases 1 a p, a la différence
preés que u' joue le role de u. C’est a dire que S nettoie successivement les sous-graphes
G[T;], p+1 < j < g, et que les chercheurs de 1’équipe A sont successivement placés sur
les sommets de X, .

I1 est facile de conclure que la stratégie S ainsi calculée est une stratégie de capture
connexe monotone pour G, utilisant au plus (tw(G) + 1) logn chercheurs et partant de vy.
Nous concluons la preuve du théoreéme en remarquant que (tw(G) + 1) < s(G). O

Soit t(n) la complexité temporelle du plus rapide algorithme d’approximation pour
calculer la largeur arborescente d’un graphe de n sommets, a un facteur O(y/log OPT)
(le meilleur facteur d’approximation connu actuellement [FHLO5a]).

Théoréme 20 Il existe un algorithme en temps O(t(n) + nk®log®? k + mlogn) et de
rapport d’approzimation O(logny/log OPT) pour calculer l'indice d’échappement connexe
d’un graphe de n sommets, m arétes et de largeur arborescente k. Plus précisément,
étant donné un graphe connexe G, l’algorithme renvoie une stratégie de capture connexe
monotone pour G utilisant au plus O(cs(G)logny/logtw(G)) chercheurs, en partant de
n’importe quel sommet.

Preuve. La preuve du théoreme est obtenue en combinant l’algorithme de Feige et al.
[FHLOb5a], qui permet d’obtenir une décomposition arborescente de largeur approchée,
avec l'algorithme rend-connexe et le théoreme 18, de maniere a obtenir une décomposition
arborescente connexe de largeur approchée. A partir de cette décomposition, la stratégie
proposée dans la preuve du théoreme 19 permet de conclure. ]

3.4 Cas des graphes de cordalité bornée

L’objectif de cette section est la conception d’un algorithme d’approximation pour
calculer une stratégie de capture connexe pour tout graphe cordal G avec un rapport
d’approximation tw(G). Pour cela, nous proposons tout d’abord un algorithme qui, & partir
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d’une décomposition arborescente connexe, détermine une stratégie de capture connexe
pour tout graphe de cordalité bornée.

3.4.1 Lemmes techniques

Nous commencons par prouver deux lemmes techniques relatifs aux décompositions
arborescentes connexes des graphes de cordalité bornée. Etant donnée une décomposition
arborescente connexe d’un graphe de cordalité bornée, ces deux lemmes sont destinés a
déterminer des sur-graphes connexes “pas trop grands” de chaque sac de la décomposition.

Lemme 9 Soit G un graphe connexe de cordalité k, et soit (T, X) une décomposition
arborescente conneze de G. Soit v € V(T). 1l existe un sous-graphe conneze F, de G, tel
que X, C F,, et |F,| < (| Xo| —1) |k/2] +1.

Preuve. Soit X une composante connexe de G[X,]. Nous construisons F, de la fagcon
suivante :
Fo— X
Y+ X, \ Fo;
tant que Y # () faire
Soient z € F, et y € Y tels que distg(z,y) = distg(F,,Y);
Soit P un plus court chemin entre x et y;
Soit Z la composante connexe de X, qui contient ¥ ;
Fy— F,UPUZ,
YV« X, \ Fo;
fin tant que
Clairement, F, est un sous-graphe connexe de G tel que X, C F,. Nous prouvons que, a
chaque exécution de la boucle tant que, la longueur du chemin P considéré a cette étape est
au plus |k/2]|. Puisque F, et Y sont deux composantes connexes disjointes de G[F, U Y],
il existe z € P et w € V(T) tel que e = {v,w} € E(T) et z € X, \ F,. De la suppression
de e dans T résultent deux sous-arbres 7 et Ty. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que v € V(T) et w € V(T3). Puisque G[T] est connexe, soit a € F, et b€ Y
tels que distgppy(a, b) = distgpr)(Fy, Y), et soit P’ un plus court chemin entre a et b dans
G[T1]. Soit @ un plus court chemin entre x et a dans F,, et soit ' un plus court chemin
entre y et b dans G[T1]. Soit C le cycle qui résulte de la concaténation de P,Q, P’ et Q'
C' est un cycle simple. Montrons que C' est un cycle sans corde. Puisque P est un plus
court chemin, par C3 : P\ {z,y} C G[13]. Par construction, P’ C G[T}]. Donc, il n’y a
pas de cordes entre P et P'. Puisque F, et Y sont des composantes connexes disjointes de
G[F,UY ], il n’y a pas de corde entre ) et . Pour finir, si il y a une corde entre L € {P, P'}
et M € {Q,Q'}, cela contredirait le fait que P et P’ sont des plus courts chemins. Donc
C est sans corde. Par conséquent, |C| < k, et donc distg(z,y) = distg(X,Y) < |k/2].
Ainsi, |P\ {z,y}| < |k/2] —1. Puisqu’il y a au plus |X,| composantes connexes dans X,
au plus | X,| — 1 chemins sont inclus dans F,. Donc, |F,| < (|X,| = 1) |k/2] + 1. O
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Soit G un graphe connexe de cordalité k, et soit (7, X') une décomposition arborescente
connexe optimale de G. Soit v € V(T'). Dans ce qui suit, F, désigne le sous-graphe connexe
de G tel que défini dans le lemme 9. D’apres le lemme 9, |F,| < tw(G)|k/2] + 1. Notons
que si G est un graphe cordal, F, = X, pour tout v € V(T).

Lemme 10 Soient G un graphe conneze, et (T, X) une décomposition arborescente con-
nexe optimale de G. Soient S un sous-arbre de T, et d7(S) la frontiére de S dans T. Soit
H = G[(Uvev s)\or(9)Xv) U(Uvesr(s)Fv)]- H est un sous-graphe conneze de G.

Preuve. Soient z,y € V(H). Soit P = {& = x1,29,--- ,z, = y} un chemin entre z et y
dans G, et soit p = |V(P) \ V(H)|. Nous prouvons par induction sur p, qu’il existe un
chemin entre x et y dans H. Si p = 0, la propriété est satisfaite. Soit n > 0, et supposons
que le résultat est valide pour tout p < n. Supposons que |V (P)\ V(H)| = n. Soit ¢ > 1
le plus petit indice supérieur a 1 tel que : x; € V(P) \ V(H). Soit j le plus petit indice
supérieur a i tel que : z; € V(P)NV(H). D’apres C3, il existe v € §(5) tel que z;_; et
zj € F,. Puisque F, C V(H), il existe un chemin {x;_q,2, -+, 2%, 2,;} C F, entre z;_;
et ;. Donc P' = {xy, -+ ,x;_1, 2}, - ,2, ;- ,x,} est un chemin entre = et y dans G
avec |[V(P')\ V(H)| < n. Donc, en utilisant I’hypothése d’induction, il existe un chemin
entre z et y dans H. O

3.4.2 Stratégie de capture connexe

L’algorithme que nous présentons dans cette section utilise une stratégie de capture
connexe d’un arbre de décomposition d’un graphe G pour calculer une stratégie de capture
connexe pour G lui-méme.

La figure 3.5 décrit ’algorithme Stratégie_connexe qui, étant donnés un graphe
connexe (G de cordalité k, et une décomposition arborescente connexe optimale (7', X)
de G, calcule une stratégie de capture connexe pour G utilisant au plus (tw(G) |k/2] +
1) ¢s(T') chercheurs.

Dans la suite, une stratégie de capture connexe pour un graphe G est appelée basique si
elle implique |V (G)| chercheurs et consiste & placer un chercheur sur un sommet v € V(G),
puis a placer successivement un chercheur sur tout sommet inoccupé adjacent a un sommet
occupeé.

Nous expliquons a présent les principales caractéristiques de l'algorithme Straté-
gie_connexe. Nous prouverons ensuite que la stratégie définie par l'algorithme Straté-
gie_connexe est connexe. Pour éviter toute confusion, nous emploierons sommet pour
désigner les sommets du graphe, et neud pour désigner les sommets de la décomposition
arborescente. L’entrée de l'algorithme Stratégie_connexe est un graphe connexe G de
cordalité k et une décomposition arborescente optimale connexe (7', X') de G. L’algorithme
Stratégie_connexe calcule d’abord une stratégie de capture connexe optimale S’ de T" en
utilisant 1’algorithme linéaire de [BFFS02]. Ensuite, il utilise cette stratégie pour définir
une stratégie de capture connexe optimale S de G. Informellement, la stratégie S “suit”
la stratégie S’, en nettoyant le sous-graphe G[F,] a chaque fois que S’ consiste & placer un



3.4. CAS DES GRAPHES DE CORDALITE BORNEE 95

chercheur sur le nceud v € V(T'). Plus précisément, soit S’ = {s],---,s.} une stratégie
de capture connexe optimale de T, ou r > 1 est le nombre d’étapes de S’, et pour tout
1 <j <, sj est Uopération effectuée a I'étape j par S". Soit v € V(T') le premier nceud de
T nettoyé par S’. Puisque S’ est connexe et monotone, il existe une séquence 7171, ---,T,
de sous-arbres de T tels que :

- T =({v},0) et T, =T,

— pour tout 1 < j <r —1, T} est un sous-arbre de T} ;

— pour tout 1 < j <r, T} est le sous-arbre propre de T" a I’étape j de S'.
Notons que, pour tout 1 < j <7, G[Uyev(r;)Xw] n’est pas nécessairement connexe alors
que, d’apres le lemme 10,

G; = Gl(Uwevyi) Xuw) | Uues) Fo)l

est un sous-graphe connexe de G.
La stratégie S pour G calculée par 'algorithme Stratégie_connexe satisfait S =
Q1]Q2| - - - |Qy, telle que, pour tout 1 < j < r, (); est une séquence d’opérations qui

dépend du type de s;- (placer ou supprimer), et ”|” représente la concaténation de ces
séquences. Plus précisément, S consiste a appliquer les étapes de @1, puis les étapes de
(2, et ainsi de suite. Pour tout chercheur i € {1,---,s(7T)} impliqué dans la stratégie

S’, nous associons une équipe H; de tw(G)|k/2] + 1 chercheurs qui vont servir dans la
stratégie S.
L’étape s consiste a placer un chercheur, disons le chercheur 1, sur le sommet v.
L’algorithme Stratégie connexe détermine la stratégie ()1 nettoyant G; = G[F,], qui
nettoie G[X,| plus un certain nombre de chemins de longueur au plus |k/2] connec-
tant les différentes composantes connexes de G[X,]. La stratégie Q); est la stratégie
basique pour G[F,] (telle que définie ci-dessus) partant de n’importe quel sommet de
G[F,] et impliquant les chercheurs de I’équipe H;. Apres la phase j < r de l’algorithme
Stratégie_connexe, la stratégie S = @Q1|---|Q; déja calculée est une stratégie de cap-
ture connexe pour G;, un sous-graphe de G composé de G[T;] plus un certain nombre
de chemins connectant les différentes composantes connexes de G[T;]. La phase j + 1 de
l’algorithme Stratégie_connexe consiste alors a concaténer la stratégie S qui résulte des
phases précédentes avec une stratégie (Q;+1 qui nettoie G4, \ G; de maniere & ce que G;
ne soit pas recontaminé. ;41 dépend de 'opération s, :
— Si s;41 consiste a placer un chercheur, disons %, sur le nceud u de V/(T'), alors ()41 est
une stratégie de capture basique pour G[F,] en partant de n’importe quel sommet
de G[F,] qui a déja été nettoyé, et en utilisant les chercheurs de 1’équipe H;.

— Si sj41 consiste & supprimer un chercheur, disons le chercheur ¢, du nceud v de V(T'),
alors ()11 consiste a supprimer tous les chercheurs de 1’équipe H;.

Théoreme 21 Ftant donné un graphe connere G de cordalité k, et une décomposition
arborescente conneze optimale (T, X') de G, l’algorithme Stratégie_connexe retourne une
stratégie de capture conneze pour G, utilisant au plus (tw(G) |k/2]+1) es(T) chercheurs,
en temps polynomial.
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Entrée : une décomposition arborescente connexe optimale (7, X) d’un graphe connexe G de
cordalité k.

Sortie : une stratégie de capture connexe S de G utilisant au plus (tw(G) |k/2] + 1) es(T)
chercheurs.

début

fin.

Déterminer une stratégie connexe monotone optimale S’ pour 7,
utilisant 1’algorithme de [BFFS02] ;
Soit §' = {s},---,s.}, avec r le nombre d’étapes de S’;
/¥ pour tout 1 < j <, s; est Uopération effectuée par S' a l’étape j.
Soit H un ensemble de (tw(G) |k/2] 4+ 1) ¢s(T') chercheurs, divisé en cs(7T")
équipes Hy,--- , Hegr), chacune contenant (tw(G) |k/2] + 1) chercheurs;
Soit v le noeud de T sur lequel un chercheur, disons le chercheur 7, est placé a
Iétape 1 de S’;
Soit () une stratégie de capture connexe basique pour G[F,] impliquant les chercheurs de
I’équipe H;, en partant d’un sommet quelconque de G[F,];
S Q1;
/* Aprés cette phase, il y a un chercheur de I’équipe H; placé sur chaque sommet de F,.*/
pour tout j =2,.-- r faire
cas 1 : s} consiste & placer le chercheur 7 sur le nceud v € V(7).
Soit ) la stratégie connexe basique qui nettoie G|F,| en partant d’'un sommet propre
de X, et en utilisant les chercheurs de H;;
S« S|Q;
cas 2 : s} consiste & supprimer le chercheur i du nceud v € V/(T).
Soit @ la stratégie consistant a supprimer les chercheurs de I’équipe H; du graphe;
S« S|Q;
fin pour tout
renvoie S.

F1a. 3.5 — Algorithme Stratégie_connexe.

Preuve. Nous prouvons par induction sur j, que la stratégie obtenue apres la 7™ boucle
de I'algorithme Stratégie_connexe (c’est-a-dire Q1|Q2]- - |Q;) est une stratégie de cap-
ture connexe pour G, utilisant au plus (tw(G) |k/2| + 1) c¢s(T") chercheurs. De plus, nous
prouvons qu’apres la j°™¢ boucle, il y a au plus A; (tw(G) |k/2]| + 1) chercheurs sur les
sommets de G, ou A; est le nombre de chercheurs placés sur les nceuds de 7" a ’étape j
de S’. Pour j = 1, le résultat est évident par définition d’une stratégie basique. Soit j > 1
et supposons que le résultat est valide pour tout j' < j.

D’apres I'hypothese d’induction, Q1|Q2|- - - |@;_1 est une stratégie de capture connexe
pour G;_; qui implique au plus (tw(GQ) |k/2|+1) cs(T) chercheurs, et telle que, a la fin, au
plus A;j_1 (tw(G) |k/2| +1) chercheurs occupent des sommets de G;_1. Nous considérons
les deux types d’opération :
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— Cas 1 : L’opération s;- consiste a placer le chercheur 7, sur le nceud v € V(7).

Premierement, nous prouvons qu’il existe un sommet z € X, qui a été nettoyé
par la stratégie Q1|Q2|---|Q;—1. Puisque S’ est une stratégie connexe pour 7', v
est adjacent & un noeud w € V(Tj_1). Par 'hypothése d’induction, les sommets
de X,, € V(G,_1) sont propres. Puisque G est connexe, X, N X,, # (. Donc, les
sommets de X, N X, sont propres. Soit x € X, N X,,. Ce sommet a été nettoyé par
Q1]Q2] - - - |Qj—1. Q; est une stratégie monotone connexe qui nettoie G[F,] en partant
de z. De plus, aucune recontamination de G;_; n’a lieu puisque aucun chercheur
n’est supprimé durant I’exécution de la stratégie ;. Par conséquent, Q1|Q2|- - - |Q;
est une stratégie de capture connexe pour Gj.
Comme s’; consiste a placer un chercheur, il y a exactement \; = \;_; +1 chercheurs
placés sur les noeuds de 7' & la fin de I’étape j, donc A;_; < ¢s(T). Donc, d’apres
I'hypothese d’induction, a la fin de la stratégie Q| - - - |Q;_1, au plus (tw(G) |k/2]| +
1) (es(T) — 1) chercheurs occupent les sommets du graphe G. Puisque @); est une
stratégie basique, elle implique |F,| chercheurs supplémentaires. C’est-a-dire, par le
lemme 9, @; implique au plus (tw(G) |k/2] + 1) chercheurs supplémentaires. Donc,
Q1]Q2| - - - |Q; utilise au plus (tw(G) |k/2| +1) cs(T') chercheurs au total, et, a la fin
de la j* boucle de l'algorithme Stratégie_connexe, seulement \; (tw(G) |k/2] +
1) chercheurs occupent les sommets de Gj.

— Cas 2 : l'opération s/ consiste & supprimer le chercheur i de v € V(T'). Nous
prouvons qu’aucun sommet de G; n’est recontaminé lorsque les chercheurs de H; sont
supprimés au cours de la stratégie ();. Supposons que ’on supprime un chercheur de
I'équipe H; du sommet z € X,. Soit y € V(G) un sommet encore contaminé. Soit
u € V(T) tel que y € X,,. L’hypothese d’induction implique que u € V(1) \ V(7}).
Soit P le chemin de v a v dans T et z € V(P)N§(T;). Puisque z € §(7}), un chercheur
occupe le nceud z a I'étape j de la stratégie S’. Donc, a cette étape de la stratégie
Q1] ---|Qj, des chercheurs occupent chacun des sommets de X,. Finalement, la
propriété C3 implique que tout chemin entre x et y contient un sommet contenu
dans X,. Donc, aucun sommet de X, n’est recontaminé lorsque les chercheurs de
H; sont supprimés. Par conséquent, G; reste propre. Ainsi, Q1|Q2|---|Qj-1|@; est
une stratégie de capture connexe de Gj.

Puisque @); consiste a supprimer les chercheurs de H;, a la fin de la 7™ boucle de

'algorithme Stratégie_connexe, au plus A; (tw(G) |k/2] + 1) chercheurs occupent

les sommets de G ;.
Soit n = |V(G)|. Selon [Gol80], il existe une décomposition arborescente connexe opti-
male (T, X) de G, telle que |V(T')| < n. Donc, puisque S’ est monotone, 7 = O(n). La
complexité de chaque phase de l'algorithme Stratégie_connexe est dominée par le cal-
cul de F, pour tout v € V(T), ce qui peut étre effectué en temps O(tw(G) k). Donc, la
complexité de ’algorithme Stratégie_connexe est O(n tw(G) k). Par conséquent, notre
algorithme Stratégie_connexe est linéaire pour les graphes de largeur arborescente et
de cordalité bornées. O

Corollaire 3 Soit G un graphe conneze de cordalité k, et soit (T, X) une décomposition
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arborescente conneze optimale de G. Alors, ¢s(G) < (2 s(T) —2) (tw(G) |k/2] +1). De
plus, il existe un algorithme en temps polynomial qui, étant donnée une décomposition
arborescente connexe optimale de G, calcule une stratégie de capture connere pour G,
impliquant au plus (tw(G) |k/2] +1)(2 s(T) — 2) chercheurs.

Preuve. Barriere et al. [BFST03] ont prouvé que pour tout arbre T', ¢s(T) < 2 s(T) — 2.
Le résultat découle donc directement du théoreme 21. O

Bodlaender and Thilikos [BT97] proposent une borne supérieure de la largeur arbores-
cente d’un graphe en fonction de son degré maximum et de sa cordalité. Ils ont prouvé que,
pour tout graphe connexe G de cordalité k et de degré maximum A, tw(G) < A (A—1)F=3.
Le corollaire suivant découle de ce résultat.

Corollaire 4 Soit G un graphe connexe de cordalité k, et de degré mazimum A. Soit
(T, X) une décomposition arborescente connexe optimale de G. Alors,

cs(G) < (2 8(T) —1) (A (A =13 |k/2] +2).

3.4.3 Algorithme dans le cas des graphes cordaux

Cette section donne une borne supérieure pour le rapport entre I’indice d’échappement
connexe et l'indice d’échappement dans le cas des graphes cordaux. Pour cela, nous
proposons un algorithme en temps linéaire qui calcule une décomposition arborescente
connexe optimale pour tout graphe cordal G. Notons que des algorithmes calculant une
décomposition arborescente optimale des graphes cordaux étaient déja connus dans la
littérature [Heg06, BP92]. La valeur ajoutée de notre algorithme vient de ce qu’il vérifie
de plus que 'arbre de décomposition est isomorphe a un arbre couvrant de G. Associé a
I’algorithme précédent, nous en déduisons une borne sur I’'indice d’échappement connexe
monotone d’un graphe cordal en fonction de sa largeur arborescente et de son indice
d’échappement.

Un sommet est dit simplicial si I’ensemble de ses voisins induit un graphe complet.
Une permutation o = (vy,- -, v,) des sommets d’un graphe de n sommets est appelée
un ordre d’élimination parfait si tout sommet v; est simplicial dans le sous-graphe de G
induit par {v;,---,v,}. Fulkerson et Gross [FG65, Gol80] ont prouvé qu'un graphe est
cordal si et seulement si il admet un ordre d’élimination parfait. De plus, cet ordre peut
étre calculé en temps linéaire.

Lemme 11 Soit G un graphe cordal. Soit (T, X) la décomposition arborescente calculée
par lalgorithme Décomposition_pour_Cordaux de la figure 3.6. (T, X) est une décomposi-
tion arborescente connexe optimale de G telle que T est isomorphe a un arbre couvrant
de G. De plus, (T, X) est calculée en temps linéaire.

Preuve. Nous prouvons, par induction sur 7, que, a chaque phase 7 de 'algorithme
Décomposition pour Cordaux, (7, X) est une décomposition arborescente connexe du
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Entrée : Un graphe cordal G de n sommets.
Sortie : Une décomposition arborescente connexe optimale
(T, X) de G telle que T est isomorphe a un arbre couvrant
de G.
début
Soit {uy,...,u,} un ordre d’élimination parfait de G;
Posons v; = uy,_;41 pour tout 1 < < n;

V(T), E(T)) = ({vn:},0);

le = {vl};
pour tout i = 2,--- ,n faire
Soit G; le sous-graphe de G induit par {vy, -~ ,v;};

Soit N I’ensemble des voisins de v; dans G} ;
V(T) < V(T) U {v};
Xvi =NU {Uz} y
Soit j < 4 le plus grand indice tel que v; € X, ;
E(T) « B(T)U (v;,v;);
X+~ XUX,;
fin pour tout
fin.

FiG. 3.6 — Algorithme Décomposition_pour_Cordaux.

sous-graphe G; de G induit par {vy, ---,v;}, et que T est isomorphe & un arbre cou-
vrant de G;. Soit (T®, X®) la construction partielle de (T, X) & la fin de la phase 3.
Si i = 1, le résultat est évidemment valide. Supposons que, a la fin de la phase 7 — 1,
(T, XG=1) est une décomposition arborescente connexe de G;_;, et TG~ est iso-
morphe & un arbre couvrant de G;_;. Puisque 70~ est isomorphe & un arbre cou-
vrant de G;_1, et puisque (V(T®), E(TW)) = (V(TY)U {v;}, E(T¢Y) U (vs,v;)) avec
(vi,v;) € E(G;) et v; € V(G;) \ V(Gi—1), T® est bien isomorphe & un arbre couvrant de
G;. Nous obtenons :

U xP= U xFVu{uw}=V(Gi)u{v}=V(G)

vEV(T®) veV(T(-D)
et
U B@xP) = U EBEGXF)UEGXY)
veV(T®) veV (TGE-D)
B(Gi 1) U E(G[X{))
= E(G))

Par conséquent, les conditions C1 et C2 des décompositions arborescentes sont satisfaites.
Soit N' I’ensemble des voisins de v; dans G;. Puisque v; est simplicial dans G;, IV est une
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clique. Donc, N\ {v;} C N’ et Xi(i) \ {v;} C XJ@. Nous en déduisons que la condition
C3 est également vérifiée, et (T(i), X (i)) est une décomposition arborescente. Finalement,
pour tout v € V(T®), X induit un sous-graphe complet de G; et donc (7@, X®) est
connexe et optimale. Puisque un ordre d’élimination parfait d’un graphe cordal peut étre
obtenu en temps linéaire, I’algorithme Décomposition_pour_Cordaux est linéaire. g

Corollaire 5 Soit G un graphe cordal. Il existe une décomposition arborescente connere
et optimale (T, X) de G qui peut étre calculée en temps linéaire et telle que s(T) < s(G).

Théoréme 22 Pour tout graphe cordal G de largeur arborescente tw(G), une stratégie
de capture conneze utilisant au plus (2 s(G) — 2)(tw(G) + 1) chercheurs peut étre calculée
en temps polynomial.

Preuve. Découle directement des corollaires 3 et 5. O

Corollaire 6 Pour tout graphe cordal G de largeur arborescente tw(QG),

cs(G)/s(G) < 2 (tw(G) + 1)

3.5 Perspectives

Ce chapitre a été consacré a I’étude de la question suivante. Existe-t-il une constante «
telle que, pour tout graphe connexe G, ¢s(G)/s(G) < a? Si nous améliorons la meilleure
borne connue pour ce rapport dans le cas général et dans le cas de la classe des graphes
cordaux, la réponse a cette question reste malgré tout un probléeme ouvert. Nous conjec-
turons que o = 2. Plusieurs raisons nous poussent a cette conjecture. Tout d’abord, pour
tout arbre 71', Barriere et al. ont prouvé que :

es(T) <2 8(T) — 2,

et cette borne est atteinte. La raison pour laquelle nous pensons que logn n’est pas
la borne optimale, vient des contraintes fortes que satisfait la stratégie que nous avons
exhibée pour prouver cette borne. En effet, celle-ci est non seulement monotone, mais
peut également commencer de n’importe quel sommet. C’est pourquoi nous pensons que
logn n’est pas la borne optimale.

Un autre probleme ouvert concerne l'existence d’un algorithme en temps polynomial
pour calculer une stratégie de capture connexe optimale dans le cas de la classe des graphes
d’indice d’échappement connexe borné. En d’autres termes, le probleme de déterminer
'indice d’échappement connexe d’un graphe est-il FPT (pour Fized Parameter Tractable
en anglais) ?



Chapitre 4

Stratégies de capture connexe visible

Ce chapitre est consacré a I’étude de la question 2 de la section 1.3.4 dans le cas d’un
fugitif visible. C’est-a-dire que nous étudions le rapport entre l’indice d’échappement
connexe visible d’un graphe et son échappement visible. Nous étudions également la ques-
tion suivante : le jeu de capture visible connexe est-il monotone ? Nous répondons par la
négative aux deux questions. Plus précisément, nous prouvons d’une part qu’il existe des
graphes pour lesquels imposer la contrainte de connexité lors de la capture d’un fugitif
visible est tres pénalisant en terme de nombre de chercheurs, et d’autre part que le jeu de
capture visible connexe n’est pas monotone. La situation dans le cas visible est donc tres
différente que celle dans le cas invisible du chapitre précédent.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le jeu de capture connexe visible. Aucun résultat
concernant cette variante n’était encore connu. Comme le chapitre précédent, ce cha-
pitre ne s’intéresse qu’aux stratégies de capture-sommet. Ainsi, vs(G) désignera 'indice
d’échappement-sommet visible du graphe G.

Avant d’entrer dans les détails des résultats présentés dans ce chapitre, faisons quelques
remarques visant a prévenir d’une confusion qu’il convient d’éviter. Rappelons tout d’abord,
qu'une décomposition linéaire connexe peut étre utilisée pour en déduire une stratégie de
capture connexe monotone d’un graphe. Cela n’est plus du tout vrai dans le cas ol le
fugitif est visible. Ainsi, si une décomposition arborescente correspond a une stratégie
de capture visible monotone, une décomposition arborescente connexe (cf., le chapitre
précédent) ne représente en rien une stratégie de capture visible connexe monotone. En
effet, les stratégies de capture visible connexes monotones peuvent étre associées a des
décompositions arborescentes connexes qui satisfont des contraintes supplémentaires. En
bref, une telle décomposition (7', X', r) est connexe et enracinée en r € V(T'), et, pour tout
sommet v € V(T), G[V\(V(G[T,])\Xy)] est connexe. Cependant, de telles décompositions
se révelent difficiles a appréhender, et leur utilisation peu fructueuse. Nous n’avons donc
pas développé plus avant cet outil.

Dans la section 4.2, nous répondons a la question 2 de la section 1.3.4 lorsque la
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stratégie considérée vise a capturer un fugitif visible. L’algorithme proposé dans la sec-
tion 3.3, dans le cas d'un fugitif invisible, peut, bien entendu, étre appliqué a la capture
d’un fugitif visible. Il en découle aisément que cvs(G)/vs(G) < logn pour tout graphe
G de n sommets. L’essentiel de cette section est consacrée a la preuve de 'existence de
graphes pour lesquels cette borne est atteinte. Plus précisément, nous prouvons qu’il existe
une constante a et une famille infinie de graphes de taille croissante, tels que, pour tout
graphe G de cette famille, cvs(G)/vs(G) > a logn.

La seconde section de ce chapitre répond quant a elle a la question relative a la
monotonie du jeu de capture visible connexe. Nous prouvons ainsi que le jeu de capture
visible connexe n’est pas monotone. Plus précisemment, nous exhibons une famille infinie
de graphes, d’'indice d’échappement visible connexe arbitrairement grand, pour lesquels
capturer un fugitif visible de maniere connexe et optimale requiert au moins une étape de
recontamination.

Les résultats de ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec Pierre Fraigniaud.
Ils ont fait I'objet d’une publication dans les actes de la conférence WG 2006 [FNO6b].

4.2 Le cout de la connexité

Cette section est consacrée a la preuve de l'existence de graphes pour lesquels la
contrainte de connexité se révele étre tres pénalisante dans le cadre de la traque d’un
fugitif visible. La preuve du théoreme 23 se décompose de la maniere suivante. Nous
décrivons tout d’abord la construction récursive d’une famille infinie de graphes {G;,i >
1} dont nous prouvons qu’ils ont un indice d’échappement visible (c’est-a-dire, une largeur
arborescente) borné par une constante (Assertion 9 dans la preuve du théoréme 23). Puis,
nous prouvons que ces graphes ont un indice d’échappement visible connexe monotone
logarithmique en leur taille (Assertion 10) lorsque le point de départ est imposé en deux
sommets adjacents particuliers. Enfin, nous prouvons qu’en “accolant” deux copies du
graphe G; (le graphe obtenu est appelé le symétrique de G;), toute stratégie optimale peut
étre transformée de fagon & débuter en les deux sommets cités ci-dessus (Assertion 11).
Ainsi, le graphe symétrique de GG; possede un indice d’échappement visible constant et un
indice d’échappement visible connexe monotone logarithmique, ce qui acheve la preuve.

Nous commengons par prouver que la borne supérieure de logn dans le cas invi-
sible pour le rapport entre indice d’échappement connexe et indice d’échappement, vaut
également dans le cas d’un fugitif visible.

Nous avons prouvé a la section 3.3 (cf., [FN06a]) que pour tout graphe connexe G
de n sommets, il existe une stratégie de capture connexe monotone utilisant au plus
(tw(G) +1) logn chercheurs pour capturer un fugitif invisible. Donc, il existe une stratégie
de capture connexe monotone utilisant au plus (tw(G) + 1) logn chercheurs pour capturer
un fugitif visible. Puisque vs(G) = tw(G) + 1, il en découle qu’il existe une stratégie de
capture connexe monotone pour capturer un fugitif visible, en utilisant au plus vs(G) logn
chercheurs. Nous prouvons que cette borne est optimale asymptotiquement.
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F1a. 4.1 — Une échelle de longueur k£ = 10 (gauche), et le graphe G; (droite)

Théoreme 23 Pour tout ng, il existe n > ng et un graphe G de n sommets tels que toute
stratégie de capture connexe monotone pour G utilise au moins C - vs(G) -logn chercheurs
pour capturer un fugitif visible, ou C' est une constante indépendante de G, de ng et de n.

Preuve. Nous construisons une famille infinie de graphes connexes telle que toute stratégie
de capture connexe monotone capturant un fugitif visible dans un graphe de n sommets
appartenant a cette famille, utilise au moins C' - vs(G) - logn chercheurs avec C' > 0 une
constante. Dans ce but, nous construisons la famille infinie de graphes connexes {G;,7 > 1}
comme suit.

Nous définissons une échelle de longueur k£ > 0 comme étant le graphe de 2k sommets

Uty ..., Uk, V1, ...,V OU les sommets u; sont appelés les sommets du haut, et les sommets
v; sont appelés les sommets du bas (cf. Fig. 4.1). Il y a une aréte entre u; et u;yq pour
tout e =1,...,k —1; il y a une aréte entre v; et v;y; pour tout 1 =1,...,k—1;etily

a une aréte entre u; et v; pour tout ¢,j tels que |i — j| < 1. Le centre d’une échelle de
longueur paire 2k est le sous-graphe induit par les quatre sommets ug, U1, Vg, Vpr1. Les
extrémités d’une échelle de longueur k£ sont les quatre sommets uy, vy, et ug, vg, qui sont
appelés respectivement les extrémités de gauche et les extrémités de droite.

(G est défini comme étant une échelle de longueur £ = 10, plus un sommet r; appelé
la racine, et qui connectée aux deux extrémités u; et uy de I'échelle (cf. Fig. 4.1). Pour
tout ¢ > 1, la base de G est le sous-graphe de G; qui est une échelle de longueur paire,
et le noyau de G; est le centre de sa base. Par exemple, la base de G est I'échelle de
longueur 10, et le noyau de G est ’ensemble {us, vs, ug, v}, OU v5 et vg sont les sommets
du bas du noyau de Gj.

Etant donné G; avec ¢ > 1, nous construisons G;;; comme suit (cf. Fig. 4.2). Intuiti-
vement, (G;;1 est obtenu en insérant deux copies de GG; dans une troisieme copie de G;.
Les racines des deux premieres copies sont connectées a la racine de la troisieme. Des
connections supplémentaires sont établies entre le noyau des deux premieres copies de G;
et le noyau de la troisieme. Dans ce but, le noyau de la troisieme copie est légerement
élargie en ajoutant 8 sommets au milieu.

Plus formellement, soit .S; la base de G; (c’est-a-dire, une échelle de longueur paire 2k),
et soit r; la racine de G;. Premierement, soit H une copie de G;. Soient ug, Uk 1, Uk, Vgt1
les quatre sommets du noyau de H (c’est-a-dire, le centre de la base de H). Ce noyau
est remplacé par une échelle de longueur 6, c’est-a-dire : les arétes {ug, ugi1}, {Uk, Ves1},
{vk, Vks1}, et {vg, ugy1} sont supprimées, uy et vy sont identifiées aux extrémités gauches
de I’échelle de longueur 6, et ux1 et vg11 sont identifiées aux extrémités droites de 1’échelle
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Fi1G. 4.2 — Construction récursive de G411 (droite) a partir de G; (gauche). Les lignes
représentées en gras représentent des ensembles d’arétes.

de longueur 6. Cette opération résulte en une échelle S; 1 de longueur 2k + 4, qui devient
la base de G;11. Ensuite, soient H; et Ho deux copies de G;. Connectons les deux copies
de r; a la racine de H, qui devient la racine r;;; de G;;1. Pour finir, nous ajoutons toutes
les arétes possibles entre les deux sommets u; et v, de H, et les deux sommets du bas du
noyau de Hj, et toutes les arétes possibles entre les deux sommets w1 et vgy 1 de H, et
les deux sommets du bas du noyau de Hs.

Nous obtenons [V(Giy1)| = 1+ 2|V(G;)| + (|V(Gs)| — 1 + 8) = 3|V(G;)| + 8. Donc
V(Gy)| =25-3"1 —4.

Pour résumer, la base de (; consiste en une échelle de longueur 2k avec k = 27 + 3,
dont les sommets du haut sont uq, ..., ugy, et les sommets du bas vy, ...,v9. Le noyau
de G; est le centre {uy, vy, ugi1,Vk41} de cette base. Donc, les sommets du bas du noyau

sont les deux sommets v, et vgi1. Les deux sommets u; et ug, sont les extrémités du haut
de la base de Gj;.

Assertion 9 Pour tout i > 1, tw(G;) < 4.

Nous prouvons cette assertion en prouvant la propriété P;, ¢ > 1 : il existe une
décomposition arborescente (7,X) de G; telle que : (1) la largeur de (7,X) est au
plus 4, (2) (T, X) contient un sac B = {uy, vk, Ugt+1, Vk+1,7i} o0 k = 27 + 3, c’est-a-dire
Uk, Uk, Ug+1, Ug+1 €St le centre de la base S; de Gy, et 7; est la racine de Gy, (3) B (c’est-a-
dire, le sommet de 7" associé au sac B) est un sommet de degré deux de 7', et (4) les deux
voisins B’ et B" de B dans T satisfont BN B’ = {uy, vk, r;} et BN B" = {ugy1, vki1, 75}

Le sac B est appelé le sac racine de T, et B' et B” sont appelés les voisins de gauche
et de droite de B. Sur la Figure 4.3, la décomposition arborescente de G; est décrite a
gauche : F est le sac racine, et E' et E” sont respectivement les sacs de gauche et de
droite.
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Pour ¢ = 1, il existe une décomposition arborescente (7, X) (qui, en fait, est une
décomposition linéaire) de G; composée de 9 sacs, {u;, Uir1, Vi, Viz1,71}, & = 1,--+,0.
Chaque sac contient exactement cinq sommets (une clique K, plus la racine 7). (T, X)
vérifie Pl.

Supposons que P; est satisfaite, et prouvons que cela vaut aussi pour P;i1. Gitq
est obtenu en insérant deux copies H; et Hy de G; dans une troisieme copie H de G;.
Soient (T3, X1) et (T, Xy) des décompositions arborescentes de H; et H,, vérifiant P;,
et soit (73, X3) une décomposition arborescente de H, vérifiant P;. Nous construisons
une décomposition arborescente (7, X) de G;y1 vérifiant P,y (cf. Fig. 4.3). Soit k£ =
2(i + 1) + 3. Nous définissons le sac B = {uy, Vg, Ukt1, Vg1, Tit1} OU Uk, Vg, Ugt1, Vgpt1
est le centre de la base S;11 de G;.1, et ;11 est la racine de G;y,. B a deux voisins
B" = {ug 1,0k 1,uk, v, rix1} et B" = {ugi1, ki1, Ukt2, Vg2, Tip1 ) dans T. Ces deux
voisins sont aussi de degré 2, c’est-a-dire, chacun d’eux a exactement un voisin différent
de B. Nous décrivons la décomposition du c¢oté de B’. La décomposition du coté de B”
est similaire par symétrie de la construction de G;;;. Le voisin de B’ distinct de B est
C = {ug_2,Vk_2,Ug_1,Vk_1,Ti11}- Au niveau de C, il y a un branchement dans T, c’est-
a-dire, C' est un sommet de degré 3 dans 7'.

F1a. 4.3 — Construction récursive de la décomposition arborescente de G,y (droite) a
partir de la décomposition de G; (gauche)

Un des deux voisins de C distinct de B’ est D = {uy o, v 2, 7;,7i+1} OU 7; est la racine
de H;. D est de degré 2 dans T, et son voisin distinct de C est E = {ug_o, Vg_2, %, Yy, T;}
ou x et y sont les deux sommets du bas du noyau de H;. E est de degré 2 dans 7T, et
son voisin distinct de D est F = {z,y, z,t,r;} ou x,y,z,t est le noyau de H;. D’apres
I’hypothese d’induction, F' est le sac racine de (71, &;). Nous attachons 77 en F dans 7.

L’autre voisin de C' distinct de B’ est D' = {ug_2, vg_2,7:+1}. Puisque une échelle de
longueur 6 a été insérée dans la base de H, le sac D' est, d’apres ’hypothese d’induction,
égale a l'intersection du sac racine de (73, As) avec son voisin de gauche dans T3. Dans
T, D' est de degré 2, et son voisin distinct de C est E’ défini comme le voisin de gauche
du sac racine de (73, X3). A E’, nous attachons la partie T de la décomposition (73, Xs)
qui résulte de la suppression de 1’aréte entre son sac racine et son voisin de gauche. Par
symétrie, la décomposition du coté de B utilise la décomposition T5 et la partie T3 de la
décomposition (73, X3) qui résulte de la suppression de I’aréte entre son sac racine et son
voisin de droite.
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FiG. 4.4 — Définition alternative pour G; 1

Par construction, (7, X) est une décomposition arborescente de G;;; vérifiant P; ;.
Sa largeur est 4, et donc tw(G;) < 4 pour tout 7 > 1. o

Puisque pour tout graphe G, vs(G) = tw(G) + 1, une conséquence de I'assertion 9 est
que vs(G;) < 5 pour tout 7 > 1. Avant de continuer la preuve du théoréme 23, nous avons
besoin de donner une autre représentation des graphes G;. D’apres la définition de G1+1,
nous pouvons vérifier qu’il résulte de la connexion de deux copies de G;, pour j =1,...,1,
a une échelle de longueur 2k = 47 4+ 10 et & une racine r;;; (cf. Fig. 4.4). (Cela est vrai
aussi pour ¢ = 0). Plus précisément, les copies de G; sont placées a la suite les unes des
autres, dans l'ordre G1,GYy,...,Gi, Gi,...,Gq, G;. Pour tout j, la racine r; de chacune
des deux copies de G; est connectée a la racine 7,41 de G;41. Les deux sommets du bas du
noyau de la premiere copie de G; sont connectés aux sommets ugj 3 et vg;3 de la base
de Gj1, et les deux sommets du bas du noyau de la deuxieme copie de G; sont connectés
aux sommets Ugy_(2;42) et vop_(2j42) de la base de G11. Finalement, les deux extrémités
u1 et ug410 de la base de G;11 sont connectées a r;,;. Cette représentation alternatives
des graphes G; nous permet de prouver ’assertion suivante.

Assertion 10 Pour tout i > 1, toute stratégie de capture monotone connexe pour cap-
turer un fugitif visible dans G;, et dont les deux premiéres étapes consistent a placer un
chercheur sur chacun des sommets vy et vy du noyau de G;, utilise au moins 2i + 4
chercheurs.

La preuve est par induction sur ¢ > 1. En fait, nous prouvons que toute stratégie de capture
visible connexe monotone partant de vy et vx; dans G; a au moins 2¢+4 chercheurs placés
dans G; a l'étape avant qu’elle ne nettoie la racine r; de G;. Il est facile de vérifier (cf.
Fig. 4.1) que le résultat est valide pour Gy, c’est-a-dire que toute stratégie de capture
visible connexe monotone partant de vs et vg dans G; a au moins 6 chercheurs placés
dans G; avant qu’elle ne nettoie la racine r;. La principale raison pour laquelle ce résultat
est vrai, est que progresser de maniere connexe de vs et vg jusqu’a un voisin de ry, tout
en préservant vs et vg de la recontamination, requiert au moins 6 chercheurs.

Soit ¢ > 1 et supposons que le résultat est valide pour tout 7, 1 < 57 < 4. Soit S
une stratégie de capture visible connexe monotone pour G; 1 partant des deux sommets
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Vg = U2(3i+1)+3 €t Ug11 = v2(i41)+4 du noyau de G41. Considérons G;;1 comme décrit sur la
figure 4.4. Pour accéder a r;,; de vy et v de maniere connexe, S doit nettoyer la racine
r; d’une des deux copies de G; pour un certain 1 < 5 <4, ou 'une des deux extrémités
u1 ou ug de la base de G 1. Soit R 'ensemble de 27 4+ 2 sommets composé de toutes les
racines des copies des graphes G; dans Gj11, plus les deux extrémités u; et ug,. Soit v le
premier sommet de R qui est nettoyé par S. Nous considérons deux cas.

Le premier cas suppose que v est une des deux extrémités de la base de G;;,. Par
symétrie de G; 1, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que v = u;. Considérons
chaque G; qui est connecté aux sommets de la base entre u; et u; (Rappelons que les
deux sommets du bas du noyau de G; sont connectés aux sommets ugji3 et vo;43 de
la base). Il existe deux chemins sommets-disjoints entre la racine r; de la copie de G;
considérée et les sommets ugj;3 et vq;43 de la base. Par conséquent, si moins de deux
sommets de V(G;) U {ugjt3, v2;j+3} sont occupés par des chercheurs, alors un chercheur
doit occuper soit g3, soit vg43 sans quoi la stratégie S ne serait pas connexe. En effet,
Ugj+3 et vgj13 pourraient étre recontaminés par r;. De plus, si un seul chercheur occupe
Ugj4+3 OU V2j43, alors, un autre chercheur doit occuper soit ugj 4, S0it v2;44, sans quoi la
stratégie S ne serait pas connexe. En conséquence, pour tout 1 < j < 4, au moins deux
sommets de V(G;) U {ugj+3, V2j+3, Uzj+4, V2j14} sont occupés par des chercheurs. De plus,
deux chercheurs doivent occuper des sommets dans {u;, k < j < 2k} U{v;,k < j < 2k}
pour éviter la recontamination de vy et vx, i depuis ugx. Finalement, au moins quatre
chercheurs doivent occuper des sommets dans {uq, v1, ua, V9, U3, Vs, Ug, V4 } pour connecter
u1 avec la partie propre de G; ;1. Cela nous amene a un total d’au moins 2¢ 4 6 chercheurs
dans le graphe a I’étape ou u; est nettoyé, donc S utilise au moins 2(i + 1) 4+ 4 chercheurs
dans G-

Le second cas suppose que le premier sommet v € R qui est nettoyé par S est la
racine d’une copie de G, 1 < j < 4. Encore, par symétrie de G;;1, nous pouvons
supposer, sans perte de généralité, que v = r; avec r; la racine de la copie de G; at-
tachée aux sommets ug; 3 et vy;43 de la base de G;11. Par le méme argument que dans
le premier cas, nous prouvons que, pour tout j < t < 4, au moins deux sommets de
V(Gy) U{uatss, varts, Uatra, Uarra ) sont occupés par des chercheurs, ce qui fait un total de
2(i —j — 1) chercheurs dans cette partie du graphe G;, . D’aprés I’hypotheése d’induction,
quand r; est nettoyé, 2j + 4 chercheurs occupent des sommets de G;. De plus, deux cher-
cheurs doivent occuper des sommets dans {u;, 1 <t < 2j+4}U{v, 1 <t <2j+4} pour
éviter la recontamination de G; depuis u;. Finalement, deux chercheurs doivent occuper
des sommets de {uy, k <t < 2k} U {v;, k <t < 2k} pour éviter la recontamination de
v et vgy1 depuis ugg. Cela nous amene a un total d’au moins 27 4+ 6 chercheurs dans le
graphe quand r; est nettoyé, donc S utilise au moins 2(i + 1) + 4 chercheurs dans G;41.
Cela conclut I'induction et la démonstration de I’assertion. o

L’assertion précédente démontre que les graphes GG; occupent beaucoup de chercheurs
pour étre nettoyés de maniere connexe, lorsque le point de départ est I'un des deux
sommets vy et vgy 1. La construction que nous présentons maintenant a pour but de forcer
ces deux sommets comme point de départ de toute stratégie.

Soit G un graphe connexe, et soit e = {u,v} € E(G). Nous définissons le graphe
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symétrique de G par rapport a e comme étant le graphe obtenu a partir de deux copies
de (G liées par toutes les arétes possibles entre les quatre sommets issus des deux copies
de {u,v} (cf. Fig. 4.5). Le symétrique de G' par rapport a e = {u,v} est noté Gj . La
clique K} liant les deux copies de G dans G, , est appelée le centre de G, .

u, u

X

Vi Vo

F1G. 4.5 - Le graphe symétrique G, , de G par rapport a I'aréte {u, v} (les deux copies
de G sont indexées par 1 et 2)

Assertion 11 Soit G un graphe connezxe, et soit {u,v} € E(G). Soit k le nombre mini-
mum de chercheurs pour capturer un fugitif visible dans Gy, , de maniére connexe mono-
tone. Il existe une stratégie de capture visible connexe monotone pour G utilisant au plus
k chercheurs, et dont les deuzr premieres étapes consistent a placer un chercheur sur u et
un chercheur sur v.
Puisque G}, , contient un graphe complet de 4 sommets (son centre), k > 4. Soit S une
stratégie de capture visible connexe monotone pour Gy, , utilisant k chercheurs. G, , est
composé de deux copies Gy et G5 de G. Les sommets u; et uy (resp., v; et vy) sont les
copies du sommet u (resp., v), correspondant & G; et GGy, respectivement. Sans perte de
généralité, supposons que la premiere étape de S consiste a placer un chercheur sur un
sommet de G'1. Puisque S capture tout fugitif, S doit considérer le cas ou le fugitif se place
dans Go. Alors, soit ¢ > 1 la premiere étape de S a laquelle un chercheur est placé sur un
sommet de (G5. S est connexe monotone, donc ce sommet doit étre us ou ve. Supposons
que c’est us. A I'étape t, il doit y avoir un chercheur sur u; ou v; car la stratégie S est
connexe. Supposons, sans perte de généralité, qu’il s’agit de u;. Soit ¢’ > t la premieére
étape de S a laquelle vy est propre. Deux cas peuvent se produire. Soit vy est nettoyé
parce que ’étape t' de S consiste & placer un chercheur sur vy, ou vy est nettoyé car la
position des chercheurs forme un séparateur entre v, et la position du fugitif & I’étape ¢/
de S. Notons que, entre les étapes t et t', les chercheurs doivent occuper us et u; pour
éviter la recontamination depuis vy, pour assurer la monotonie de la stratégie. Donc, entre
les étapes t et t', au plus k — 1 chercheurs occupent les sommets de G \ {v2}. Soit S’ la
sous-séquence S obtenue en gardant uniquement les opérations de S qui consistent a, soit
placer un chercheur sur un sommet de G, soit supprimer un chercheur d’'un sommet de
Gs.

S’ a été définie pour (G, mais peut, bien entendu, étre également appliquée a G puisque
G5 est une copie isomorphe du graphe G. Il en découle que S’ est une stratégie visible
connexe monotone pour G utilisant au plus k chercheurs, et partant de u. La premiere
étape de S’ est exactement I'étape ¢ de S. Soit ¢” I’étape de S’ qui correspond & 1’étape
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t" dans S. Puisque, entre les étapes ¢ et t', la stratégie S utilise au plus k£ — 1 chercheurs
dans G, alors, entre les étapes 1 et t”, la stratégie S’ utilise au plus k£ — 1 chercheurs.

A partir de S’, nous définissons une stratégie S, pour nettoyer G. Soit Sy la stratégie
suivante :

1. Placer un chercheur sur chacun des sommets u et v.
2. Appliquer les étapes 2 a t” — 1 de la stratégie S’ dans G.

3. Sil’étape t"” de S’ consiste & placer un chercheur sur v,
- alors, appliquer la stratégie S’ a partir de I’étape " + 1. (L’étape t” n’a pas besoin
d’étre réalisée puisqu’un chercheur occupe déja v)
Sinon,
- supprimer le chercheur de v et appliquer la stratégie S’ & partir de I’étape " + 1.
(Le sommet v n’a plus besoin d’étre occupé puisqu’il est propre dans S’ )

So est une stratégie de capture visible connexe monotone pour G partant de u et v, et
utilisant au plus £ chercheurs. Dans la preuve, nous avons supposé que u, était le premier
sommet de (G5 a étre nettoyé par S. Le cas oll vy est le premier sommet de G5 nettoyé par
S peut étre traité de la méme maniere en échangeant les roles des sommets u et v dans

S(). <

Nous pouvons a présent combiner les assertions précédentes pour prouver le théoreme.
Pour tout ¢ > 1, soit G; le symétrique de G; par rapport a {vg, vky1} ol vk et vgig
sont les deux sommets du bas du noyau de G;. Nous avons |V(G;)| = 2|V (G;)| = 2(25 -
3i=1 —4). Nous obtenons tw(G;) < tw(G;) en connectant un sac contenant {vy, vy} dans
la décomposition de la premiere copie de G; avec un sac contenant {vg,vgi1} dans la
décomposition de la deuxieme copie de GG; en insérant entre ces deux sacs, un sac de taille
quatre contenant les deux copies v et les deux copies de vg, 1. Ainsi, d’apres ’assertion 9,
tw(G;) < 4, et par conséquent vs(G;) < 5. Par ailleurs, en combinant I’assertion 10 avec
I’assertion 11, nous obtenons que toute stratégie de capture visible connexe monotone pour
G; utilise au moins 2¢ + 4 chercheurs. Par conséquent, toute stratégie de captuf_e visible
connexe monotone pour le graphe G; de n;, sommets utilise au moins 210g3(_2;—;4) +6
chercheurs. n

4.3 Monotonie

Dans cette section, nous prouvons que le jeu de capture visible connexe ne satisfait
pas la propriété de monotonie. Plus précisément, nous prouvons que le symétrique du
graphe représenté sur la figure 4.6 ne peut pas étre nettoyé de maniére connexe monotone
tout en utilisant le moins de chercheurs possible. L’idée de la preuve est la suivante. Nous
prouvons tout d’abord que pour nettoyer ce graphe avec le nombre optimal de chercheurs,
en partant de la clique H; le sommet B doit étre nettoyé avant C' et D. Pour cela, la
seule possibilité pour que la partie propre reste connexe est de “passer” par la clique
centrale. Nous prouvons ensuite, que le sous-graphe E peut étre nettoyé en partant de
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B “vers” la clique A (Assertion 12 du théoréme 24). Enfin, nous prouvons que, pour que

le nettoyage puisse se poursuivre, le chemin propre entre A et B passant par la clique

centrale (c’est-a-dire le chemin nettoyé afin d’assurer la connexité de la partie propre lors

du nettoyage du sommet B) doit étre recontaminé. L’assertion 14 prouve que la stratégie

non monotone décrite succinctement ci-dessus est valide, et I'assertion 15 prouve que si

I’on impose la monotonie, alors au moins un chercheur supplémentaire est nécessaire.
Nous énoncons a présent le théoreme principal de cette section.

Théoréme 24 Pour tout k > 4, il existe un graphe G tel que cvs(G) = 4k + 1 et toute
stratégie de capture visible connere monotone utilise au moins 4k + 2 chercheurs.

Preuve. La preuve est constructive. Pour construire les graphes mentionnés dans I’énoncé
du théoreme, nous utilisons a nouveau la famille {G;,7 > 1} définie dans la preuve du
théoreme 23. L’intuition de la preuve est la suivante. Considérons le graphe 1) décrit sur
la figure 4.6. Nous allons montrer que le symétrique de ce graphe par rapport a {u,v} ne
peut pas étre nettoyé par une stratégie de capture visible connexe monotone utilisant au
plus 4k + 1 chercheurs. Sur cette figure, les graphes E et F' sont deux copies du graphe
G'[3k/2)- Brievement, le placement de ces graphes force toute stratégie utilisant au plus
4k + 1 chercheurs a les nettoyer en partant des sommets D et B. Nous prouvons qu’il
n’est pas possible de procéder ainsi de fagcon monotone.

Nous étudions tout d’abord une stratégie de capture particuliere pour G;. L’assertion
suivante doit étre considérée en opposition avec ’assertion 10. Cette assertion montre que
le point de départ de la stratégie a un impact non négligeable sur le nombre de chercheurs
nécessaires pour nettoyer ce graphe.

Assertion 12 Pour tout i > 1, il existe une stratégie de capture visible connexe monotone
pour G;, utilisant au plus 5 chercheurs, et partant de r; (c¢’est-a-dire, la premiére étape de
la stratégie consiste a placer un chercheur sur r;).

Introduisons tout d’abord une nouvelle terminologie. Soit ¢ > 1. Supprimer la racine r;
de G; ainsi que les arétes liant les sommets du noyau de G; résulte en deux composantes
(cf. Fig 4.2). Soient L; la composante qui contient 'extrémité gauche u; de la base de
G, et R; la composante qui contient ’extrémité droite ug, de la base de G;, kK = 27 + 3.
Une induction triviale sur ¢ permet de prouver que, pour tout : > 1, L; et R; sont 2-
sommet-connexes. De plus, pour tout ¢ > 1 et pour tout j, 1 < 5 <1, L; et R; sont
deux sous-graphes de G;. Cela vient du fait que G; contient tous les graphes G;’s en
tant que sous-graphes, avec 7 < 4. En fait, comme nous l'avons déja mentionné dans la
preuve du théoreme 23, supprimer 7; et la base de G;, résulte en 2(i — 1) composantes
G1,Gs,...,Gio1,Giq,...,Gy, Gy (cf. Fig. 4.4). Le graphe G, inclut dans L; (resp., R;)
est appelé la j°™¢ branche de L; (resp., R;). Les sommets g3 et vg;3 (T€sp., Ugp—(2j43) €t
Vok—(2j+3)) liant la 5™ branche de L; (resp., R;) a la base de G sont appelés les sommets
d’accés a cette branche.

Pour tout ¢ > 1, nous prouvons la propriété P; suivante. Supposons que 5 chercheurs
soient placés sur r; et les quatre sommets du noyau de G;; supposons de plus que L; ou
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R; est propre; alors, il existe une stratégie de capture visible connexe pour (; partant de
cette situation, et utilisant au plus 5 chercheurs, qui capture le fugitif.

Notons que, bien que la position des 5 chercheurs n’induise pas un sous-graphe connexe,
la partie du graphe qui est supposée propre est, elle, bien connexe.

La preuve de P; se fait par induction sur ¢ > 1. P; est satisfaite. Supposons que P;
est satisfaite pour tout 1 < 5 < 7. Considérons P;,;. Nous prouvons comment terminer
le nettoyage de (1 en utilisant 5 chercheurs. Par symétrie de G;,1, supposons, sans
perte de généralité, que le fugitif se trouve dans R;., c’est-a-dire, L;,; est propre. Tout
d’abord, les quatre chercheurs sur les sommets du noyau de G;,; peuvent atteindre les
sommets d’acces a la premiere branche de R;,1, ce qui les mene a G;. Ce déplacement peut
facilement étre effectué de fagcon connexe monotone. Si le fugitif n’est pas dans la premiere
branche, alors les chercheurs se déplacent jusqu’aux sommets d’acces a la branche suivante
menant a G;_;. Et ainsi de suite. Si le fugitive ne se trouve dans aucune des branches,
alors, les chercheurs finissent par le capturer a 'extrémité de R;, ;. Donc, supposons que le
fugitif se trouve dans la 7™ branche lorsque les chercheurs occupent les sommets d’acces
a cette branche.

Nous sommes dans une situation telle que deux chercheurs gardent 1’acces a la branche
alors qu'un troisieme chercheur occupe toujours la racine de G;;1. Deux chercheurs sont
libres. L'un d’entre eux est placé sur la racine r; de G;. Le chercheur qui occupe la racine
de G;41 est alors supprimé de r;,1. Les deux chercheurs libres sont alors placés sur les
sommets du bas du noyau de G;. Alors, les deux chercheurs occupant les sommets d’acces
a la j™¢ branche sont supprimés, et placés sur les sommets du haut du noyau de G;.
Puisque le fugitif est visible, L; ou R; est propre. La stratégie se conclut en utilisant la
propriété d’'induction P;. Ainsi P;;; est satisfaite.

A présent, décrivons une stratégie qui vérifie les hypotheses de ’assertion. Evidem-
ment, il existe une stratégie de capture visible et connexe S; pour GG; qui utilise au plus
5 chercheurs, et commence a partir de ;. Soit + > 1. Considérons la stratégie visible
connexe S; pour GG; définit de la maniere suivante. Un chercheur est placé sur r;. Alors,
deux chercheurs sont placés sur les extrémités gauches de la base de G;. Deux autres
chercheurs sont placés sur les deux sommets adjacents aux deux chercheurs précédents.
Alors, ces quatre chercheurs se déplacent le long de la base de GG; en direction du noyau
de G;. Ce faisant, ils regardent a chaque fois qu’ils occupent les sommets d’acces a une
branche si le fugitif s’y trouve ou non. Deux cas peuvent se produire.

Si les chercheurs croisent ’acces a une branche menant a au graphe G; et que le fugitif
s’y trouve, alors la stratégie consiste a atteindre la situation dans laquelle un chercheur
occupe la racine r; de G; et quatre autres chercheurs occupent les sommets du noyau de
G ;. Pour conclure la stratégie, il suffit alors d’appliquer la propriété P;.

Sinon, les quatre chercheurs atteignent les sommets a 'extrémité droite de la base de
G, alors que, dans le méme temps, le cinquieme chercheur protege la racine. Le fugitif
n’a aucun moyen de fuir et il est capturé. o

Etudions & présent les autres parties du graphe I'¥) (cf. Fig. 4.6), qui consistent essen-
tiellement en des chemins de cliques liées par des couplages parfaits. Plus formellement,
rappelons que P, désigne un chemin de n sommets. Soit P, le graphe obtenu en rem-
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placant chaque sommet de P, par un graphe complet de £ sommets, et chaque aréte de
P, par un couplage parfait entre les cliques correspondant aux deux extrémités de I’aréte.
Nous appelerons le graphe Py, un chemin de cliques. Les extrémités de Py, sont les deux
cliques correspondant aux deux extrémités de P,.

Assertion 13 Pour toutn >1 et tout k > 1 :
— Il existe une stratégie de capture visible connexe pour Py, utilisant au plus k + 1
chercheurs, et commencant de n’importe quel sommet d’une des extrémités de Py .
- Sin > k41, alors, aucune stratégie de capture visible connexe monotone pour Py ,,
utilisant au plus k chercheurs, et partant d’un sommet quelconque d’une exrtrémité
de Py, ne peut nettoyer un sommet de l'autre extrémité de Py .

La preuve de I’assertion précédente est facile et laissée aux soins du lecteur (qui pourra
s’aider de la preuve du théoreme 2 du chapitre 1).

Pour k > 1, soit 1) le graphe représenté sur la figure 4.6. Cette représentation utilise

les notations suivantes :

— Un point noir représente un sommet.

— Un cercle représente une clique dont le nombre de sommets est le nombre indiqué a
I'intérieur du cercle.

— Une ligne simple entre deux sommets représente une aréte.

— Une ligne simple entre un sommet x et une clique représente 1’ensemble des arétes
entre x et les sommets de la clique.

— Une ligne double entre deux cliques représente un couplage parfait entre ces deux
cliques si leurs tailles sont identiques, ou entre la plus petite des cliques et une
sous-clique de la plus grande si leurs tailles different.

— Une ligne double en pointillés entre deux cliques de méme taille s représente un
chemin de cliques, dont les cliques sont de tailles s.

— Les graphes K4, Kg, K¢ et Kp sont des k-cliques deux-a-deux sommet-disjoints,
qui sont les extrémités de chemins de cliques, et des sous-graphes de la clique K de
taille 4k + 1.

— Les sous-graphes E et F' sont isomorphes a Gsx/2) (les sommets représentés sont la
racine 7, et les deux sommets du bas du noyau de Grsz/27)-

Assertion 14 Pour tout k > 2, il existe une stratégie de capture visible connexe pour
I®) | partant de u et v, et utilisant au plus 4k + 1 chercheurs.

La stratégie (non monotone) suivante utilise 4k + 1 chercheurs. Placer un chercheur sur
chacun des sommets u et v, et utiliser £+ 1 chercheurs pour nettoyer le chemin de cliques
menant a A. Soit P un plus court chemin de A a B passant a travers la clique centrale
K. Placer un chercheur sur chaque sommet de P, utilisant 2k 4+ 3 chercheurs, en plus
des k chercheurs occupant les sommets de A (cela est possible puisque k& > 2, et donc,
3k +3 <4k +1).
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FiG. 4.6 — Le graphe 1)

Si le fugitif est dans le sous-graphe E, alors, supprimer tous les chercheur exceptés ceux
sur les sommets de A et celui sur B. D’apres 'assertion 12, 5 chercheurs sont suffisants
pour nettoyer E en partant de sa racine.

Si le fugitif n’occupe pas un sommet de E, alors supprime tous les chercheurs exceptés
les £ + 1 chercheurs occupant A et B. La partie propre du graphe est connexe puisque
E reste propre. Notons que la stratégie n’est pas monotone puisque, a cette étape, les
sommets de P sont recontaminés. Utiliser les 3k chercheurs restant pour nettoyer le chemin
de cliques entre B et C (cf., le point 1 de 1’assertion 13). Apres cette étape, k chercheurs
occupent les sommets de A, un chercheur occupe B et un chercheur occupe C'. Placer un
chercheur sur D.

Si le fugitif est dans le sous-graphe F', alors, supprimer le chercheur sur B. D’apres
I’assertion 12, 5 chercheurs sont suffisants pour nettoyer F' en partant de sa racine.

Si le fugitif n’occupe pas un sommet de F', alors, utiliser les k£ chercheurs de A, plus
un chercheur supplémentaire, pour nettoyer le chemin de cliques entre A et K4. Apres
cette étape, k chercheurs occupent les sommets de K 4, trois chercheurs occupent B, C et
D. Placer k£ chercheurs sur les sommets de Kp.

Si le fugitif se trouve sur un sommet dans I'une des cliques D;, alors, supprimer tous les
chercheurs exceptés ceux occupant les sommets de Kp et D. Puis, utiliser les k& chercheurs
occupant les sommets de Kp et les 3k chercheurs restant pour nettoyer le chemin de cliques
entre Kp et D.

Si le fugitif ne se trouve pas sur un sommet de I'une des cliques D;, alors, placer k
chercheurs sur les sommets de K. Si le fugitif occupe un sommet de 1'une des cliques
C;, alors, supprimer tous les chercheurs exceptés ceux occupant les sommets de K¢ et C.
Utiliser les k chercheurs sur les sommets de K¢, et les 3k chercheurs restant pour nettoyer
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le chemin de cliques entre K¢ et C.

Finalement, si le fugitif n’occupe pas un sommet appartenant a I'une des cliques C;,
alors, utiliser le chercheur sur B, et les k chercheurs restant pour nettoyer le chemin de
cliques entre B et Kp. Apres cette étape, 4k chercheurs occupent les sommets de K4,
Kp, K¢ et Kp. Utiliser le chercheur restant pour nettoyer le dernier sommet de K.

Dans tous les cas, le fugitif est capturé. La stratégie convient donc. o

Notons que, puisque I*) contient une clique de taille (4k + 1), la stratégie décrite dans
la preuve de I’assertion 14 est optimale.

Assertion 15 Pour tout k > 4, toute stratégie de capture visible connexe et monotone
pour I®) partant des sommets u et v doit utiliser au moins 4k + 3 chercheurs.

La preuve de cette assertion s’inspire de la preuve de non-monotonie des stratégies de cap-
ture (invisible) connexe proposée dans [YDAO4]. Dans la suite, nous dirons que deux che-
mins P et P’ entre un sommet v et un ensemble de sommets X, v ¢ X, sont indépendants
si PNP'" = {v}. Considérons une stratégie de capture visible connexe et monotone S pour
I®) partant de u et v.

Supposons tout d’abord que la racine rz de E est nettoyée avant que le sommet B ne
le soit. Soit s I’étape de S a laquelle rg est nettoyée. Soit P un chemin propre entre u et
rEg, et soit P’ le sous-chemin de P entre u et un sommet dans A. Puisqu’il y a & chemins
indépendants entre B et P’, tous passant par la K de I®)| k chercheurs doivent garder
ces chemins jusqu’a I’étape s, pour éviter la recontamination depuis B. De plus, d’apres
I'assertion 10, Gi[3x/2) ne peut étre nettoyer par une stratégie de capture visible connexe
monotone, en partant de xy ou yg, et utilisant moins de 3k 4+ 3 chercheurs. Donc, si rg
est nettoyé avant B, alors S utilise au moins 4k + 3 chercheurs.

Le résultat est identique si rr est nettoyé avant D. Dans ce cas, S utilise au moins
4k + 3 chercheurs.

Par conséquent, pour éviter que S n’utilise trop de chercheurs, B doit étre nettoyé
avant rg, et D doit étre nettoyé avant rr. Nous pouvons en déduire qu’il existe un sommet
de K4 qui est nettoyé avant chacun des sommets B, C, et D. Soit = le premier sommet
de K4 a étre nettoyé par S. Supposons que z est nettoyé a ’étape s’ de S. (Notons
que, tant qu’aucun des sommets B, C' et D ne sont nettoyés, ils appartiennent a la méme
composante de la partie contaminée de I*), et donc, le fait que le fugitif soit visible n’aide
pas & nettoyer I'un de ces sommets).

Soit P un chemin propre entre u et x a I’étape s'. Soit P, (resp., P) le sous-chemin
de Py qui relie u & A (resp., A; a z).

Supposons que, parmi B, C, et D, D est le premier sommet nettoyé par S. Soit s” > s’
I'étape de S a laquelle D est nettoyé. Soient P; et Py deux chemins indépendants de 7g a
deux sommets distincts de P;. Soient P; et P; deux chemins indépendants de rr & deux
sommets distincts de P, qui sont aussi deux-a-deux distincts des extrémités de P| et P.
Finalement, Soient P, ..., P, , k chemins indépendants de B a k sommets distincts de
P;. Puisque k > 4, ces k 4+ 4 chemins peuvent étre choisis deux-a-deux sommet-disjoints,
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excepté le fait que P; et P, partagent g, Py et P; partagent rp, et Py, ..., P, partagent
B. De plus, tous ces chemins peuvent étre choisis disjoints de toute clique D;. Donc, pour
tout 4, 1 <4 < k+4, et pour toute étape dans [¢', s”], il doit y avoir un chercheur distinct
occupant un sommet de P/ a cette étape pour éviter la recontamination de P, depuis
re, Tr, ou B. Le point 2 de I'assertion 13 stipule que, partant d’un sommet de Dy, une
stratégie de capture visible connexe et monotone doit utiliser au moins 3k + 2 chercheurs
pour nettoyer un sommet de Dsi,o. Donc, le nombre total de chercheurs utilisés par S
est au moins 4k + 6.

Donc, pour que S utilise moins de 4k + 3 chercheurs, D ne doit pas étre le premier
sommet a étre nettoyé parmi B, C, et D.

Nous prouvons de fagon similaire, que, pour que S utilise moins de 4k + 3 chercheurs,
C ne doit pas étre le premier sommet a étre nettoyé parmi B, C, et D.

Donc, pour que S utilise moins de 4k 4 3 chercheurs, B doit étre le premier sommet
a étre nettoyé parmi B, C, et D. Soit s” > s’ la premiere étape a laquelle B est nettoyé
par S. A cette étape, il existe un chemin propre de x a B, qui traverse les cliques B;.
Rappelons que nous avons supposé que B est nettoyé avant rg. (Notons que tant que C
et D ne sont pas nettoyés, chacun de ces deux sommets appartient a la méme composante
connexe de la partie contaminée, et par conséquent, le fait que le fugitif est visible n’aide
pas au nettoyage de ces sommets).

Soit P; un chemin propre de x a4 B apres ’étape s”.

Considérons a présent deux cas selon lequel des deux sommets C et D est nettoyé
avant 'autre.

Supposons tout d’abord que D est nettoyé avant C' par S. Soit s > s” la premiere
étape a laquelle un chercheur est placé sur D. Soient Pj et P deux chemins indépendants
entre 7 et deux sommets distincts de P, et soient Pj, ..., Py ,, k chemins indépendants
entre C et k sommets distincts de P,. Puisque £ > 2, les k + 2 chemins Pj,..., P,
peuvent étre choisis deux-a-deux sommet-disjoints, excepté le fait que P| et Pj partagent
rr, et Py, ..., P, partagent C. De plus, tous ces chemins peuvent étre choisis disjoints
de chaque clique D;. Donc, pour tout 1 < i < k + 2, et pour toute étape dans [s', s"],
il doit y avoir un chercheur occupant un sommet de P/ a cette étape, pour éviter la
recontamination de Py depuis g ou C'. Le point 2 de I’assertion 13 stipule que, en partant
d’un sommet de Dy, nettoyer un sommet de D3, o de maniere visible connexe et monotone
requiert au moins 3k + 2 chercheurs. Ainsi, le nombre total de chercheurs utilisés par S
est au moins 4k + 4.

Deuxiémement, supposons C' est nettoyé avant D par S. Soit s” > s” la premieére
étape a laquelle un chercheur est placé sur C. Le sommet C' peut étre atteint de deux
facons différentes : soit le long du chemin de cliques entre C; et Cs;io, ou le long du
chemin de cliques entre R; et R3;. Nous considérons ces deux cas séparément.

— Supposons que C est atteint en passant par le chemin de cliques entre C; et Csgyo.

Soient P| et Pj deux chemins indépendants entre rp et deux sommets distincts de
Py. Soient Pj,..., P/, ,, k chemins indépendants entre D et k£ sommets distincts de
P,. Puisque k > 2, les k + 2 chemins P, ..., P, , peuvent étre choisis sommet-
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disjoints, excepté le fait que P et P, partagent rp, et Pj,..., P, , partagent D.
De plus, tous ces chemins peuvent étre choisis disjoints de chaque clique Cj;. Par
conséquent, pour tout i, 1 <7 < k+ 2, et pour toute étape dans [¢, s”], il doit y a
avoir un chercheur occupant un sommet de P/ pour éviter la recontamination de P
depuis rr ou D. Le point 2 de ’assertion 13 stipule que, en partant d’'un sommet de
C1, nettoyer un sommet de Cs;,o de maniere visible connexe et monotone requiert
au moins 3k + 2 chercheurs. Ainsi, le nombre total de chercheurs utilisés par S est
au moins 4k + 4.

— Supposons que C' est atteint en passant par le chemin de cliques entre R; et Rsy.
Pour tout 7, il existe un sommet y € C; qui n’est pas propre a ’étape s”. Soient
P| et Pj deux chemins indépendants entre rr et deux sommets distincts de P;.
Soient Pj, ..., P, ,, k chemins indépendants entre D et k sommets distincts de Ps.
Soit P, un chemin de y & P;. Puisque k > 2, les k + 3 chemins Pj,..., P}
peuvent étre choisis sommet-disjoints, excepté le fait que P| et P, partagent rg, et
Pj, ..., P, partagent D. De plus, tous ces chemins peuvent étre choisis disjoints
de chaque clique R;. Par conséquent, pour tout i, 1 <17 < k—+ 3, et pour toute étape
dans [¢', s"], il doit y a avoir un chercheur occupant un sommet de P/ pour éviter
la recontamination de Py depuis y, D, ou rr. Le point 2 de ’assertion 13 stipule
que, en partant d’'un sommet de Ry, nettoyer un sommet de R3; de maniere visible
connexe et monotone requiert au moins 3k + 1 chercheurs. Ainsi, le nombre total de
chercheurs utilisés par S est au moins 4k + 3.

Ainsi, toute stratégie de capture visible connexe et monotone S pour I*) utilise au moins
4k 4+ 3 chercheurs. o

Soit k > 4. Soit G = I)* le graphe symétrique de I® par rapport a l'aréte {u,v}.
D’apres ’assertion 14, il existe une stratégie de capture visible et connexe pour I
partant de u et v, et utilisant au plus 4k+1 chercheurs. Par conséquent cvs(G) < 4k+1. Par
ailleurs, I’assertion 15 stipule que toute stratégie de capture visible connexe et monotone
pour I®) partant de u et v, utilise au moins 4k + 3 chercheurs. D’apres I’assertion 11,
cela implique que toute stratégie de capture visible connexe et monotone pour G utilise
au moins 4k + 3 chercheurs, c’est-a-dire un nombre de chercheurs strictement supérieur a
cvs(@). Ceci conclut la preuve du théoreme. O

L’indice d’échappement visible connexe du graphe décrit dans la preuve du théoreme 24
est égal a 4k + 1 pour tout k£ > 4, c’est-a-dire, au moins 17. Nous pouvons cependant
construire des exemples dont l'indice d’échappement visible connexe (non-monotone) est
plus petit. Par exemple, la proposition suivante peut étre vérifiée facilement :

Proposition 1 Soit G le graphe représenté sur la figure 4.7. Alors, cvs(G) = 4 et toute
stratégie de capture visible connexe et monotone pour G utilise au moins 5 chercheurs.
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O O

F1G. 4.7 — Un graphe G tel que cus(G) = 4, mais pour lequel toute stratégie de capture
visible connexe et monotone pour G requiert au moins 5 chercheurs.

4.4 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons répondu a deux des principales questions qui se posaient
relativement au jeu de capture visible connexe. Il reste toutefois de nombreux problemes
ouverts. Parmi les questions qui se posent encore citons celle liée a 1’existence d’un algo-
rithme en temps polynomial calculant I'indice d’échappement visible connexe dans le cas
de la classe des graphes d’indice d’échappement visible connexe borné. D’autre part, la
question de l'appartenance des problemes de décision relatifs aux stratégies de capture
connexes a la classe NP reste ouverte.

Par ailleurs, nous savons que pour tout graphe G tel que cus(G) = 2, il existe une
stratégie visible connexe monotone qui nettoie G en utilisant deux chercheurs (cela vient
du fait que les graphes d’indice d’échappement visible connexe égal a 2 sont exactement
les arbres). La proposition 1 prouve que ce n’est pas le cas si cvs(G) = 4. Qu’en est-il si
cvs(G) = 37 En d’autre termes, est-il vrai que, pour tout graphe G tel que cvs(G) = 3,
on a mcvs(G) = 37 Nous conjecturons que la réponse a cette question est affirmative.

Enfin, le probléme précédent nous incite a poser cette méme question dans le cas d’un
fugitif invisible. En effet, Alspach et al. ont prouvé qu’il existe un graphe G pour lequel la
recontamination aide a capturer un fugitif invisible lorsque la stratégie est contrainte d’étre
connexe [YDAO4]. Cependant le graphe G en question (cf., figure 1.3) possede pres de
400.000 sommets, et mes(G) = 290 > ¢s(G) = 281. Les questions qui se posent sont donc :
(1) quel est le plus petit entier k tel qu’il existe un graphe G avec ¢s(G) = k < mes(G) ?
(2) quel est le plus petit graphe pour lequel la recontamination aide a capturer un fugitif
invisible, lorsque la stratégie est contrainte d’étre connexe ?
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Contenu de la partie

Cette partie est consacrée a I’étude des stratégies de capture dans un contexte décentra-
lisé. La variante de capture qu’il est le plus naturel de traiter dans un tel contexte concerne
les stratégies de capture-aréte monotones et connexes. En effet, ces stratégies peuvent étre
décrites ainsi : tous les chercheurs partent du méme sommet, la base, et se déplacent le
long des arétes du graphe (représentant un réseau) si ce mouvement n’induit aucune
recontamination de la base, et si la partie propre reste connexe.

Dans le chapitre 5, nous proposons un algorithme décentralisé qui permet de nettoyer
tout réseau asynchrone. La stratégie est connexe et optimale dans un cadre décentralisé.
Nous prouvons que bien que la stratégie effectivement réalisée ne soit pas monotone,
notre algorithme permet de calculer une stratégie connexe monotone. La difficulté du
probleme vient du fait que 1’on cherche a nettoyer tout graphe connexe sans que les
chercheurs n’aient aucune connaissance a priori de ’environnement dans lequel ils se
trouvent. Rappelons que le probleme de déterminer de telles stratégies est NP-complet
dans le cas centralisé. Tout naturellement, notre algorithme réalise donc le nettoyage en
temps exponentiel.

Le but du chapitre 6 est d’améliorer ’algorithme proposé dans le chapitre 5. Comme
nous l’avons dit, la stratégie réalisée par ce premier algorithme n’est pas monotone, et
par conséquent le temps d’exécution peut étre exponentiel. Une question se pose alors :
de quelle(s) information(s) les chercheurs doivent-ils disposer a priori sur le graphe pour
qu’il existe un algorithme utilisant cette information leur permettant de nettoyer le graphe
de maniere monotone 7 Nous répondons a cette question de maniere quantitative. Nous
déterminons ainsi la quantité minimum d’information nécessaire aux chercheurs pour qu’il
existe un algorithme décentralisé de nettoyage qui puisse, en utilisant cette information,
nettoyer tous les graphes.
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Chapitre 5

Nettoyer un réseau inconnu

Ce chapitre est consacré a la présentation d’un algorithme qui permet a une équipe de
chercheurs de nettoyer un réseau de fagon répartie. La stratégie réalisée par les chercheurs
est connexe, et elle est effectuée de facon complétement décentralisée, dans un réseau
asynchrone et dont la structure n’est pas connue a priori.

5.1 Introduction

Parmi les principales applications qui motivent ’étude des jeux de capture dans les
graphes, examinons le cas du nettoyage d’un réseau contaminé (par exemple un réseau
de type Internet contaminé par un virus) et celui de la recherche d’une personne (par
exemple égarée dans un réseau de souterrains). Dans ces deux cas, les chercheurs qui
réalisent le nettoyage du réseau ne peuvent pas toujours se référer a une entité centralisée
pour coordonner leurs mouvements. Il est donc nécessaire de concevoir des algorithmes qui
permettent aux chercheurs de nettoyer un graphe de maniere décentralisée. Une autre ca-
ractéristique des réseaux “réels” est que leur topologie est souvent inconnue des chercheurs
qui doivent les nettoyer. Dans le contexte décentralisé, nous considérerons les stratégies
connexes car elles assurent 1'intégrité des communications entre les chercheurs. Enfin, tant
que la téléportation n’aura pas été inventée, il est impossible pour les chercheurs de sauter
d’un sommet a I’autre comme c’est le cas dans le cadre des jeux de capture-sommet. Dans
cette section, nous nous focaliserons donc sur les stratégies de capture-aréte ou les cher-
cheurs sont contraints de se déplacer au sein du graphe sans téléportation d’un sommet a
un autre.

Avant de poursuivre, notons que la terminologie définie dans la section 1.2.4 est
légerement modifiée dans ce chapitre pour une meilleure lisibilité. En effet, dans ce cha-
pitre, nous considérons uniquement des stratégies de capture-aréte invisible que nous
désignerons simplement stratégies de capture. Etant donné un graphe G, l"indice d’échap-
pement de G, c’est-a-dire 'indice d’échappement-aréte de G, sera noté s(G) (au lieu de
es(G)). Un “m” (resp., un “c”) accolé a ce symbole signifiera que les stratégies considérées
sont monotones (resp., connexes).

On trouve dans la littérature plusieurs algorithmes décentralisés réalisant le nettoyage
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de graphe (cf. section 1.3.5). Ils traitent cependant tous de graphes ayant une topo-
logie particuliere [FHLO5b, FHL06, FLS05, Luc07]. Dans ce chapitre, nous présentons
un algorithme qui traite tous les graphes, indépendamment de leur structure. Cet algo-
rithme prend un graphe G et un sommet u € V en entrée, et permet a une équipe de
mes(G,u) + 1 chercheurs de nettoyer le graphe G en partant de u. La stratégie est réalisée
de facon décentralisée, asynchrone et connexe. Le chercheur supplémentaire (par rapport a
mes(G, u)) est nécessaire du fait de I’asynchronisme (cf. explication relative a la figure 1.4).
Pour prouver la correction de notre algorithme décentralisé, nous proposons également
un algorithme semi-décentralisé. Nous prouvons la correction de ce dernier, puis nous
prouvons que les deux algorithmes (semi-décentralisé et décentralisé) sont équivalents.

La section 5.2 est consacrée a la définition du modele que nous emploierons. Y est
également présentée l'idée du déroulement de notre algorithme. La section 5.3 présente
notre algorithme semi-décentralisé, ainsi que sa preuve. La section 5.4 définit les structures
de donnée utilisées par notre algorithme décentralisé, puis 1’algorithme lui-méme. Enfin,
la section 5.5 prouve 1’équivalence entre les deux algorithmes présentés.

Les résultats de ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec Lélia Blin, Pierre

Fraigniaud et Sandrine Vial. Ils ont donné lieu a une publication dans la conférence
SIROCCO 2006 [BFNV06].

5.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons le modele utilisé dans ce chapitre. Puis, nous
exposons formellement les caractéristiques de 1'algorithme Nettoyage_réparti, dont nous
décrivons informellement le principe de fonctionnement.

5.2.1 Modele

Le modele auquel nous nous référons dans ce chapitre est celui généralement utilisé
dans les études des jeux de capture dans un contexte réparti (cf., [FLS05, FHL0O5b, FHLOG,
Luc07] et section 1.3.5). Ce modele est celui défini & la section 1.3.5. Nous commengons
par en rappeler les principales caractéristiques.

Un réseau est ici modélisé par un graphe dont les arétes sont étiquetées en chaque nceud
par des numéros de port. Les nceuds ne sont pas étiquetés (le réseau est dit anonyme).
Les chercheurs sont modélisés par des entités mobiles, avec des identifiants distincts, qui
peuvent se déplacer le long des arétes du graphe. Chaque noeud du réseau est équipé
d’un tableau blanc, accessible en lecture et en écriture par les chercheurs. L’acces aux
tableaux blancs est supposé effectué grace a un processus d’exclusion mutuelle équitable
(c’est-a-dire que chaque chercheur présent sur un noeud accédera ultimement au tableau
blanc de ce nceud). La décision prise par un chercheur sur un nceud dépend de ’état du
chercheur, du contenu du tableau blanc du nceud), et du numéro de port par lequel le
chercheur est arrivé. Cette décision peut étre soit de quitter le sommet par un certain port,
soit d’attendre sur le sommet jusqu’a avoir a nouveau acces au tableau blanc, soit encore
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d’appeler un chercheur supplémentaire (nous verrons comment cela peut étre réalisé). Les
chercheurs sont asynchrones dans le sens oli chaque action réalisée par un chercheur prend
un temps fini mais non borné. Quand les chercheurs sont lancés dans le réseau, ils ignorent
tout de sa structure et n’ont aucune information le concernant. Ils ignorent méme la taille
du réseau.

Un protocole résolvant le probléeme du nettoyage réparti est un programme réparti
exécuté par les chercheurs pour nettoyer un graphe, en partant d’un sommet quelconque
fixé, appelé la base, et ce de maniere connexe. Initialement, un chercheur est spontanément
généré a la base, et toutes les arétes du graphe sont contaminées. Les chercheurs peuvent
se déplacer le long des arétes du graphe, ou appeler un nouveau chercheur. Notons que
lorsqu’un nouvel chercheur est appelé, il apparait a la base, qui doit impérativement étre
occupée par un autre chercheur : celui qui a appelé le nouveau chercheur. Le ¢ chercheur
généré par la base prend l'identifiant 7. L’exécution du protocole aboutit a une équipe de
chercheurs se déplacant dans le graphe pour le nettoyer. Nous insistons sur le fait que,
dans ce chapitre, le protocole est exécuté sans aucune connaissance a prior: sur le réseau.
Notons également que, de par son statut particulier de point d’acces au réseau, la base
ne doit jamais étre recontaminée.

5.2.2 L’algorithme Nettoyage réparti

Notre résultat principal est la conception d’un algorithme, Nettoyage _réparti, qui
résout le probleme du nettoyage réparti dans tous les graphes. Les performances de
notre protocole sont a mettre en comparaison avec celles des stratégies de capture-
aréte connexes monotones. Le théoreme suivant résume les principales caractéristiques
de Nettoyage_réparti.

Théoreme 25 Pour tout réseau connere, anonyme et asynchrone G, et pour tout ug €
V(G), Nettoyage_réparti permet de nettoyer G, de maniére conneze, en partant de la
base uq, et sans que les chercheurs n’aient de connaissance a priori concernant la structure
de G. Les principales caractéristiques de Nettoyage_réparti sont
— il utilise au plus k = mes(G,ug)+1 chercheurs si mes(G,ug) > 1, et k = 1 chercheur
st mes(Gyug) =1
— Tout chercheur impliqué dans la stratégie utilise O(logk) bits de mémoire;
— Lors de l'exécution de Nettoyage réparti, au plus O(mlogn) bits d’information
sont stockés sur chaque tableau blanc.

Remarques.

— Notons que le théoréme ci-dessus implique que pour tout réseau qui peut étre nettoyé
par un nombre constant de chercheurs, le protocole Nettoyage_réparti peut étre
implémenté en utilisant des automates finis.

— La stratégie effectuée par les chercheurs est connexe mais pas forcément monotone.
Cependant, il est facile de vérifier que, une fois qu'un graphe G a été nettoyé par
les chercheurs appliquant Nettoyage_réparti, la description d’une stratégie S est
stockée de maniere distribuée sur les tableaux blancs des nceuds de G. S est une
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stratégie de capture connexe monotone pour GG, partant de ug, et utilisant au plus
mes(G,ug) + 1 chercheurs. De plus, un chercheur avec au plus O(logn) bits de
mémoire peut collecter S, en supposant qu’aucun intrus ne peut plus corrompre les
tableaux blancs entre le moment ou S a été écrite sur les tableaux blancs et celui
ol elle est collectée.

— Notons aussi que la stratégie S calculée par le protocole Nettoyage réparti est
optimale au sens suivant. Pour tout £ > 1, il existe un graphe G et uy € V(G) tel
que k = mes(G, ug) mais tout protocole de nettoyage réparti P résolvant le probleme
du nettoyage réparti dans G en partant de ug requiert k£ + 1 chercheurs [FHLO5D).

5.2.3 Idée du protocole Nettoyage réparti et de sa preuve

Soit un réseau G, et k > 1. Une k-configuration est un ensemble X C F(G) tel que
|0(X)| < k. Intuitivement, une k-configuration représente une zone propre protégée par
au plus k chercheurs. Le graphe des k-configuration Cy de G est défini comme suit. V' (Cy,)
est ’ensemble de toutes les k-configurations possibles. Il y a un arc de X & X' dans
Ci si la configuration X' peut étre atteinte de X par une étape d’une stratégie de cap-
ture monotone connexe (place, déplace ou supprime un chercheur), utilisant & chercheurs.
L’objectif du protocole Nettoyage_réparti est principalement d’essayer successivement
pour £k = 1,2,..., si le graphe des k-configurations Cy peut étre traversée de § & F(QG)
de telle maniere que les chercheurs partent de wug. Si cette traversée est possible, alors
Nettoyage_réparti termine apres avoir nettoyé le graphe en utilisant au plus & cher-
cheurs. Sinon, Nettoyage_réparti essaie avec k + 1 chercheurs.

Remarque. Cette approche est similaire a plusieurs algorithmes centralisés existants
dans la littérature (cf., e.g., [ACP87, FFN05, FKT04] et voir section 2.4). Cependant,
la difficulté de notre approche est de découvrir de facon décentralisée si le graphe des
configurations Cj peut étre traversé de @ & E(G).

Pour £ fixé, 'objectif de Nettoyage réparti est d’organiser les mouvements des cher-
cheurs de fagon a ce qu’ils réalisent un DFS de Cj, (en ignorant tout de la structure de G, et
dans un environement asynchrone). Cet objectif est atteint en suivant un ordre spécifié par
une pile virtuelle dans laquelle sont stockées les informations relatives aux mouvements
des chercheurs. Informellement, le protocole Nettoyage_réparti construit tous les états
possibles de la pile virtuelle, dans un ordre lexicographique défini sur les états de cette
pile. La difficulté du protocole est de distribuer la pile virtuelle sur les tableaux blancs
de telle sorte que, lorsqu’un chercheur arrive sur un nceud, il trouve sur le tableau blanc
I'information qui lui est nécessaire pour calculer le prochain pas de la stratégie qu’il doit
effectuer. Puisque I'intrus peut corrompre les tableaux blancs, les étapes durant lesquelles
les chercheurs se retirent des noeuds préalablement visités doivent étre traitées de maniere
a étre slir qu’aucune information ne soit perdue. Notons ici que, bien que la stratégie qui
est ultimement calculée par les chercheurs est monotone (c’est-a-dire que les informations
stockées sur tableaux décrivent une stratégie monotone), les stratégies qui ont été testées
au préalable (en suivant l’ordre lexicographique des états de la pile virtuelle), ménent
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parfois a des retours en arriére, et donc a des étapes de recontamination. Si toutes les
stratégies avec k chercheurs échouent, alors les chercheurs reviennent a la base, un cher-
cheur supplémentaire est appelé, et le protocole commence a tester les stratégies utilisant
k + 1 chercheurs.

Le chercheur supplémentaire utilisé par le protocole Nettoyage réparti, en com-
paraison avec mcs(G,ug), est utilisé pour éviter les interblocages comme ceux décrits
dans [FHLO5b]. II est aussi utilisé pour coordonner les autres chercheurs et transmettre
des informations entre les chercheurs. Il pourrait étre remplacé par de simples moyens
de communication entre les chercheurs. Par exemple, si les chercheurs avaient la capa-
cité d’envoyer et de lire des messages a partir de la base, cela pourrait éviter ’emploi de
ce chercheur supplémentaire. Dans Internet par exemple, chaque chercheur n’aurait qu’a
conserver en mémoire ’adresse IP de la base pour communiquer avec elle.

La preuve de la correction du protocole Nettoyage_réparti s’effectue en deux phases.
D’abord, nous prouvons la validité d’un algorithme, noté A, qui utilise une pile centralisée
pour traverser le graphe des configurations Cy. La seconde partie de la preuve consiste a
prouver la correspondance univoque entre toute exécution de Nettoyage_réparti utilisant
une pile virtuelle (c’est-a-dire décentralisée), et une exécution de A utilisant une pile
centralisée.

5.3 Un algorithme semi-décentralisé

Dans cet section, nous décrivons l'algorithme A permettant a une équipe de cher-
cheurs lancés dans un environnement inconnu, de capturer un intrus caché dans le réseau.
L’algorithme A n’est pas complétement décentralisé puisqu’il utilise une pile centralisée,
accessible par les chercheurs a partir de n’importe quel nceud.

5.3.1 Algorithme A

L’algorithme A utilise le concept de mouvements larges, définis par des triplets (a;, a;, p)
ou a; et a; représentent des chercheurs, et p est un numéro de port. Intuitivement, a chaque
mouvement large sera associé le nettoyage d’une aréte.

Définition 21 Un mouvement large (a;, a;,p) correspond a : (1) le chercheur a; rejoint
le chercheur aj, et (2) le chercheur avec le plus petit identifiant parmi a; et a; quitte
le neeud a présent occupé par les deux chercheurs par le port p. (Notons que i = j est
autorisé, auquel cas, a; quitte le neud qu’il occupe par le port p).

La pile centralisée stocke les mouvements larges, et par conséquent décrit une séquence
d’opérations réalisées par les chercheurs. Plus précisément, lire la pile de bas en haut définit
une séquence d’opérations qui décrit I’exécution partielle d’'une stratégie de capture.

Définition 22 A k > 1 fixé, un état de la pile virtuelle est valide s’il existe une stratégie
de capture connexe monotone utilisant au plus k chercheurs, dont cet état de la pile décrit
une exécution partielle.
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Par abus de langage, nous dirons parfois qu'une pile @) est valide, pour signifier que
I’état courant S de la pile ) est valide. Etant donné un état valide S de la pile @,
nous noterons Xg la configuration induite par S, c’est-a-dire Xg est I’ensemble des arétes
propres apres ’exécution des mouvements larges dans S.

Le principe de I'algorithme A est le méme que celui décrit dans la section 5.2.3.
C’est-a-dire qu’il essaie, pour tout £ = 1,2..., toutes les stratégies de capture connexes
monotones possibles avec k£ chercheurs, jusqu’a atteindre soit une situation dans laquelle
le graphe est propre, soit une étape de ’exécution a laquelle toutes les stratégies possibles
ont été testées. Dans ce dernier cas, 1'algorithme A recommence avec k + 1 chercheurs en
appelant un nouveau chercheur a la base.

A partir de maintenant, nous supposons que k est fixé. Les k£ chercheurs sont désignés
par ag,...,a, tel que l'identifiant de a; est simplement 'indice 7. L’algorithme A est
décrit sur la figure 5.1. Nous détaillons ici son comportement. L’algorithme A renvoie un
booléen possible. Si possible vaut vrai, alors le nettoyage du réseau avec k chercheurs
est possible, auquel cas la pile ) calculée par ’algorithme A est valide, et contient une
stratégie de capture connexe monotone qui nettoie G avec k chercheurs.

Nous dirons qu’un chercheur est libre s’il ne préserve pas la partie propre du graphe
de la recontamination, donc un chercheur qui occupe un sommet dont toutes les arétes
incidentes sont propres. Si un sommet de la frontiere de la partie propre (un sommet
incident, a la fois & une aréte propre et a une aréte sale) est occupé par plusieurs chercheurs,
tous sauf I'un d’entre eux deviennent libres. Au cours de 'exécution de 1'algorithme A, la
pile @@ est initialement vide, et seul a; est placé sur ug. Les autres chercheurs as, ..., a;
sont libres. En plus de la pile centralisée @), I'algorithme A utilise une variable locale etat
qui peut prendre les deux valeurs NETTOIE ou RETOUR dont la signification deviendra
claire dans la suite. Finalement, 1'algorithme A utilise une variable booléenne decide
qui est fausse jusqu’a ce que soit une stratégie de capture connexe monotone utilisant &
chercheurs nettoyant le réseau est découverte, soit toutes les stratégies de capture connexes
monotones utilisant £ chercheurs ont été testées. Ainsi, la boucle principale tant-que de
I'algorithme A est basée sur la valeur de decide (cf. Figure 5.1). Cette boucle principale
tant-que est essentiellement composée de deux blocs d’instructions. Ces blocs sont exécutés
selon la valeur de etat (NETTOIE ou RETOUR).

L’algorithme exécute 1'un de ces blocs a moins que tous les chercheurs soient libres.
Dans ce cas, une stratégie a été trouvée. Initialement, a; est placé sur uy et donc n’est
pas libre. Le cas NETTOIE correspond a la situation dans laquelle I'algorithme A vient
de nettoyer une aréte, c’est-a-dire la derniere exécution de la boucle principale tant-que
a résulté en l'insertion d’'un mouvement large dans (). Le cas RETOUR correspond a la
situation dans laquelle la derniere exécution de la boucle principale tant-que a résulté en
la suppression du dernier mouvement large de la pile (), c’est-a-dire cette exécution a
résulté en la recontamination d’une aréte.

Concentrons nous sur le cas etat = NETTOIE. L’algorithme A ne considére qu’un
certain type de mouvements larges, ceux qui n’entrainent aucune recontamination (c’est
pourquoi A finit par déterminer une stratégie monotone). Plus formellement, considérons
un état valide S de la pile @), c’est-a-dire S est une séquence de mouvements larges notée
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M| ...|M,. Empiler un mouvement large M dans @ résulte en un nouvel état, noté S| M.
Nous disons qu’un mouvement M est valide par rapport ¢ Q si S" = S|M est un état
valide. Notons que A ne maintient pas ’ensemble X des arétes propres, ni ’ensemble
des chercheurs libres. En effet, étant donné un état valide S d’une pile @), il est facile de
construire Xg en exécutant la stratégie de capture partielle décrite par S. Un chercheur est
donc libre §'il occupe un sommet de 6(Xg) ou un sommet occupé par un autre chercheur
d’identifiant plus petit. Il existe donc une caractérisation trés simple d’un mouvement
large M valide par rapport a un état valide S de @ :

— Si S =0, alors M est valide par rapport a @ si et seulement si uy est de degré 1 et

M = (a1,a1,1),0u k > 1 et M = (ag,ay,1).

- SiS#0, M = (a;,a;,p) est valide par rapport a ) si et seulement si ou bien i = j,
a; occupe un sommet u € §(Xs), et p est le seul port contaminé du sommet u, ou
bien i # j, a; est libre, a; occupe un sommet u € 6(Xg), et p est un port contaminé
du sommet wu.

La premieére instruction du cas etat = NETTOIE consiste a tester s’il existe un mouve-
ment large valide par rapport a (). Le point crucial est alors de choisir quel mouvement
large doit étre choisi, parmi tous ceux qui sont valides. Pour déterminer ce choix, nous
ordonnons les mouvements larges dans 1'ordre lexicographique.

Définition 23 Soient M = (a;,aj,p) et M' = (ay,a;,p') deur mouvements larges. Nous
définissons M < M' si et seulement si (1 <i'), ou (i =1, et j<j') ou(i=14,j=7j,
etp<p).

Si il y a un mouvement large qui est valide par rapport a @ alors I’algorithme A choisit
celui qui est le plus petit dans 'ordre lexicographique parmi tous ceux qui sont valides
par rapport & (). S’il n’existe pas de mouvement large valide par rapport a @, alors A
passe dans I’état RETOUR. Pour cela, le dernier mouvement de () est supprimé et stocké
dans la variable globale M;,;. Si @ = (), cette suppression n’est pas possible, et A décide
que k chercheurs ne sont pas suffisants pour nettoyer le réseau.

Concentrons nous sur le cas etat = RETOUR. A considere le dernier mouvement M.
Si il existe un mouvement large M > M,,,; valide par rapport a ’état de la pile, alors A
effectue le plus petit de ces mouvements, en I’empilant sur la pile, et il passe dans I’état
NETTOIE. Sinon A recommence a supprimer le mouvement large situé en haut de la pile
et a le stocker dans M.

5.3.2 Correction de I’algorithme A

Dans cette section, nous prouvons que l’algorithme A calcule une stratégie de capture
connexe monotone pour G, partant de wug, et utilisant au plus mes(G) chercheurs. Plus
précisément, nous prouvons le théoreme suivant :

Théoreéme 26 L’algorithme A termine pour k = mes(G,ug). Lorsque A termine, la pile
Q décrit une stratégie de capture connexe monotone partant de ugy et utilisant k chercheurs.
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Entrée : k > 1 chercheurs a1,as,- - ,ar et un sommet uy d’un graphe G.
aq est placé sur ug; ao,--- ,a; sont libres.
Sortie : un booléen possible, et une pile () de mouvements larges.
début
Q< 0;

etat < NETTOIE;
decide + faux;
tant que decide est faux faire
si tous les chercheurs sont libres alors
decide < vrai;
possible < vrai;
sinon
/* cas etat = NETTOIE */
si etat = NETTOIE alors
si il existe un mouvement large valide par rapport a @) alors
(as,aj,p) < le plus petit mouvement large valide par rapport a @ ;
empz'le(ai, ajap) )
sinon
si Q # (0 alors
Mlast <~ depﬂe() ;
etat < RETOUR;
sinon
decide < vrai;
possible +— faux;
fin si
fin si
/* cas etat = RETOUR */
sinon
Soit Migst = (ai,aj,p) ;
si il existe un mouvement large valide par rapport & () plus grand que (a;,a;,p) alors
(aj,a’,p')  le plus petit mouvement large valide par rapport a @, et
plus grand que (a;,a;,p);
empile(a;, aj,p') ;
etat < NETTOIE;
sinon
si Q # () alors M, <+ depile() ;
sinon
decide < vrazi;
possible < faux;
fin si
fin si
fin si
fin si
fin tant que
renvoie (possible, Q) ;
fin.

F1c. 5.1 — Algorithme A



5.3. UN ALGORITHME SEMI-DECENTRALISE 131

La validité de ce théoreme découle facilement des cinq lemmes suivants.

Lemme 12 Aprés chaque exécution de la boucle tant-que de l’algorithme A, U’état de la
pile est valide.

Preuve. Initialement, la pile est vide, et correspond a la stratégie telle que a; occupe le
sommet ug, et donc la pile est valide. Supposons que ’état de () avant d’exécuter la boucle
tant-que est valide, et considérons 1’état de la pile () apres la boucle. Deux cas doivent étre
considérés selon qu'un mouvement large est empilé ou dépilé. Ces deux cas ne dépendent
pas de la valeur de etat. Le résultat d’une insertion est valide car seul un mouvement
large valide par rapport a () peut étre empilé dans (). Le résultat d’une suppression est
aussi valide puisqu’il correspond a une stratégie partielle décrite par () avant la boucle,
moins le mouvement large qui vient d’étre supprimé. O

Le lemme suivant nécessite d’ordonner les états de la pile de la méme maniére que
nous avons ordonné les mouvements larges.

Définition 24 FEtant donné deux états de la pile Q, S = M, |---|M, et S' = Mj|---|M],
nous définissons S < S si et seulement si il existe i < min{r,r'} tel que M; < M/ et,
pour tout j <1, My = M;.

L’ordre sur les piles défini ci-dessus est un ordre total. Puisque le mouvement large em-
pilé sur la pile dans le cas NETTOIE de 'algorithme A est le plus petit mouvement par
rapport a 1’état courant de la pile, nous obtenons que la séquence des piles construites
par 'algorithme A respecte cet ordre total. Plus précisément :

Lemme 13 L’ordre dans lequel les piles valides sont construites par ’algorithme A est
compatible avec lordre total de la définition 24, dans le sens ou, lors de la premiére
exécution de la boucle tant que a laquelle un certain état S apparait, tous les états valides
S' < S sont apparus auparavant, et aucun état valide S” > S n’est encore apparu.

Nous disons qu’une séquence valide de mouvements larges est complete si la stratégie
de capture correspondante nettoie completement le réseau. Le lemme suivant découle
directement du lemme 13

Lemme 14 Soit S = M,|...|M, une séquence de mouvements larges correspondant
lexécution partielle d’une stratégie de capture utilisant au plus k chercheurs. Soit il existe
une séquence compléte S’ de mouvements larges avec S' < S, soit 'algorithme A est tel
qu’a un moment de son exécution S est l’état de la pile.

Lemme 15 Si mes(G,uo) > k, alors lalgorithme A renvoie (fauz,d) pour k.

Preuve. Soit S la plus grande séquence valide de mouvements larges selon 1'ordre de
la définition 24. Puisque le graphe ne peut étre nettoyé par k chercheurs partant de
ug, pour toute séquence valide S’ < S, S’ n’est pas complete. D’apres le lemme 14,
lalgorithme A finit par atteindre I’état S de la pile. Aprés cette étape, 'algorithme reste
toujours dans I’état RETOUR et supprime successivement tous les mouvements larges de
la pile. Ainsi, il atteint la situation @ = @ telle qu’il n’existe plus de mouvements larges.
Alors, I'algorithme A renvoie (fauz, (). O
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Lemme 16 Supposons que mcs(G,ug) = k. Soit S la plus petite séquence compléte de
mouvements larges correspondant a une stratégie de capture connexe partant de ug. L’al-
gorithme A renvoie (vrai, Q) pour k, avec Q dans l’état S.

Preuve. D’apres le lemme 14, puisque S est la plus petite séquence complete de mouve-
ments larges valides, 'algorithme A calcule S. A cette étape de 'algorithme A, tous les
sommets du graphe sont propres. Donc, tous les chercheurs sont libres, et par conséquent
'algorithme A renvoie (vrai, Q). O

5.4 Algorithme décentralisé

Dans cette section, nous décrivons les principales caractéristiques du protocole Net-
toyage_réparti. Dans cette description, nous supposons que les chercheurs sont ca-
pables de communiquer en échangeant des messages de taille O(logk) bits ou k est le
nombre de chercheurs impliqués dans la stratégie. En utilisant ces moyens de commu-
nications, nous allons montré que Nettoyage réparti capture l'intrus avec mes(G, ug)
chercheurs. L’utilisation d’un chercheur supplémentaire sert a implémenter les communi-
cations entre les mes(G, ug) autres chercheurs. Ainsi, Nettoyage réparti capture l'intrus
avec mes(G, ug) + 1 chercheurs. Nous supposons ici que les chercheurs peuvent communi-
quer grace a I’échange de messages, uniquement dans le but de simplifier la présentation.
Le fait qu'un chercheur supplémentaire puisse implémenter les communications entre les
chercheurs apparaitra clairement lors de la description du protocole Nettoyage_réparti.
La principale raison pour laquelle cela peut étre fait provient du fait que trouver son
chemin dans la partie propre du réseau est facilement réalisable grace aux informations
stockées sur les tableaux blancs. L’émetteur d’un message est toujours le chercheur qui a
réalisé la derniére action, et une action résulte toujours de la reception d’'un message.

De plus, pour simplifier, nous supposons que deux chercheurs sur un méme sommet
peuvent se voir I'un 'autre, et peuvent échanger leurs états. Cette hypothese n’est pas
restrictive puisque cela peut étre implémenté grace aux tableaux blancs, mais cela com-
pliquerait inutilement la présentation.

Tout d’abord, nous décrivons les structures de données utilisées par Nettoyage_réparti.

5.4.1 Structures de données de Nettoyage réparti

Chaque chercheur a une variable d’état qui peut prendre k£ + 2 valeurs différentes ou
k est le nombre courant de chercheurs. Ces k + 2 états sont : NETTOIE, RETOUR, et
(AIDE, j), pour j = 1,..., k. Initialement, tous les chercheurs sont dans ’état NETTOIE.
Au cours de 'exécution du protocole
— Un chercheur est dans 1’état NETTOIE s’il vient juste de nettoyer une aréte;
— Un chercheur est dans I’état RETOUR ¢’il vient de se retirer d’une aréte qu’il avait
nettoyé au préalable (la laissant étre recontaminée) ;
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— Un chercheur est dans I'état (AIDE, j) si il est sensé rejoindre le chercheur j pour
l'aider & nettoyer le réseau (un des deux chercheurs gardera un sommet, pendant
que P’autre nettoiera une aréte incidente a ce sommet).

Le chercheur a; posséde une variable booléenne supplémentaire termine qu’il utilise pour
déterminer si le graphe est propre. Cela se produit lorsque le chercheur a; a essayé d’ai-
der tous les autres chercheurs et aucun d’entre eux n’avait besoin de cette aide (tous
occupaient des sommets incident a des arétes propres uniquement).

Les messages que les chercheurs peuvent échanger sont de quatre types : départ, bouge,
aide and désolé.

— départ est un message d’initialisation qui est seulement utilisé au démarrage du
protocole Nettoyage réparti (seul le chercheur a; regoit ce message, au tout début
de l'exécution du protocole).

— Si le chercheur a; regoit un message (bouge, j) du chercheur a; alors c’est au tour
du chercheur a; d’agir. (Il apparaitra clairement plus tard que les chercheurs s’or-
ganisent de maniére a ce que exactement un chercheur agisse a la fois).

— Si le chercheur a; regoit un message (aide, j) du chercheur a;, alors a; vient juste
d’arriver sur le méme sommet que a; pour aider a;. (Notons que a; et a; pourraient
utiliser les tableaux blancs pour communiquer, et ce type de messages est simplement
utilisé dans un but d’unification avec les autres messages).

— Si le chercheur ¢; a re¢u un message (bouge, j) ou (aide, j) du chercheur a; et, apres
avoir éventuellement effectué plusieurs actions, il se révele que ces actions étaient
inutiles, alors a; envoie un message (désolé, ) en retour au chercheur a,.

Le tableau blanc de chaque sommet contient une pile locale, et deux vecteurs direction
et port_propre. Le protocole assure qu’apres qu'un sommet ait été visité par un cher-
cheur, direction[0] indique le numéro de port & prendre pour atteindre la base a partir
de ce sommet, et, pour i > 0, direction[i] est le numéro de port que le chercheur a; a
emprunté pour quitter le sommet la derniére fois qu’il était présent sur ce sommet. Sur
le sommet v, pour tout p, 1 < p < deg(v), port_propre[p| = 1 si et seulement si 'aréte
correspondante au numéro de port p est propre, sinon port_propre[p] = 0.

Quand un chercheur sur un sommet v décide d’effectuer une action, il sauve une trace
de cette action dans la pile locale. Une trace est un triplet (X, ID,z) tel que X est un
symbole, I D I'identifiant d’un chercheur, et x est soit un numéro de port, soit I’identifiant
d’un chercheur, selon le symbole X. Plus précisément :

— (CC,1,p) signifie que p est le seul numéro de port contaminé (C), et le chercheur a;

décide de nettoyer (C pour Clear) 'aréte qui correspond a p;

— (CJ,1,p) signifie qu'un certain chercheur a rejoint (J pour Join) a; sur ce sommet,
et a; décide de nettoyer (C) l'aréte qui correspond a p;

— (JJ,1, j) signifie que le chercheur a; décide de rejoindre (J) le chercheur a;;

— (RT,1i,j) signifie que le chercheur a; a recu (R) un message (bouge, j) ou (aide, j)
du chercheur a; ;

— (ST, 1, j) signifie que le chercheur a; décide d’envoyer (S pour Send) un message au
chercheur a; ;

— (AC, i, p) signifie que le chercheur a; est arrivé (A) sur v par le port p apres avoir
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nettoyé (C pour Clear) l’aréte correspondante;
— (AH,1i,p) signifie que le chercheur a; est arrivé (A) sur v par le port p dans le but
de rejoindre un autre chercheur (H pour Help).

5.4.2 L’algorithme Nettoyage réparti

Le protocole Nettoyage_réparti organise les mouvements des chercheurs, et les mes-
sages échangés entre eux, dans un ordre spécifique. En se reposant sur un ordre lexi-
cographique des actions des chercheurs, Nettoyage_réparti les ordonne de maniere a
toujours exécuter la plus petite action possible. Comme pour ’algorithme A, le principe
de Nettoyage_réparti est d’essayer toutes les stratégies monotones et connexes possibles
qui utilisent £ chercheurs, jusqu’a ce que le graphe sont completement propre, ou qu’aucun
chercheur ne puisse plus bouger sans entrainer de recontamination. Dans le dernier cas, le
chercheur qui a effectué le dernier mouvement revient sur ces pas, et Nettoyage_réparti
essaie ’action suivante dans 1’ordre lexicographique sur les actions.

Le fait que Nettoyage_réparti termine est prouvé de la maniere suivante. Le graphe
est nettoyé a ’étape t si et seulement si tous les chercheurs occupent des sommets propres
a cette étape, c’est-a-dire des sommets dont toutes les arétes incidentes sont propres.
Cette configuration est identifiée par les chercheurs lorsque a; essaie d’aider chacun des
autres chercheurs, de ay a a, mais aucun d’entre eux n’a besoin d’aide. Réciproquement,
les chercheurs identifient le fait que k chercheurs ne sont pas suffisants pour nettoyer le
graphe lorsqu’ils occupent tous la base, et le protocole essaie de supprimer le mouvement
au sommet de la pile locale, alors que celle-ci est vide. Dans ce cas, a; appelle un nouveau
chercheur, et les £ 4+ 1 chercheurs sont préts a tenter de capturer le fugitif en partant de
la base.

Le squelette du protocole Nettoyage réparti est présenté sur les figures 5.2-5.4. Plus
précisément, la figure 5.2 décrit le comportement global d’un chercheur, utilisant les sous-
protocoles décrits sur les figures 5.3-5.4. Un chercheur agit soit a la réception d’un message
(cf. partie gauche de la figure 5.2), ou & son arrivée sur un sommet (cf. partie droite de la
figure 5.2). Le message de type départ est uniquement utilisé au cours de l'initialisation :
initialement, le chercheur a; recoit un message départ (et appelle alors la procédure
decide()).

Nous décrivons maintenant le protocole Nettoyage _réparti comme il est décrit sur
la figure 5.2

Si le chercheur a; recoit un message (bouge, j), alors, par définition d’un tel message,
cela signifie simplement que c’est au tour de a; d’agir. Par conséquent, a; écrit sur le
tableau blanc du sommet qu’il occupe, qu’il vient de recevoir un message du chercheur
a; lui ordonnant d’agir. Dans ce but, a;, empile (RT, 1, j) sur la pile locale. La nature des
prochaines actions réalisées par a; dépend du résultat de la procédure decide(). Avant de
décrire cette procédure, listons les autres cas, qui dépendent du message regu par a;. Si
a; recoit un message (aide, j) alors, cela signifie que a; vient juste d’arriver sur le méme
sommet que a; pour I'aider. Donc, a; empile (RT, i, j) sur la pile locale, et nettoie 'aréte
ayant le plus petit numéro de port p parmi toutes les arétes contaminées incidentes au
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Programme d’un chercheur 7 sur le sommet
v.

début
/* Le chercheur 7 recoit un message */
Cas :
message = départ
decide() ;
message = (bouge, j)
empile(RT,14,7) ;
decide() ;
message = (aide, )
empile(RT,4,j) ;
p < plus petit numéro de port contaminé ;
nettoie(CJ, i, p)
message = (désolg, )
retour() ;

/* Le chercheur i arrive sur le sommet v par le
port p */
Cas :
état = NETTOIE
si aucun autre chercheur n’est présent
sur v alors
effacer le tableau blanc;
direction[0] < p;
port_propre[p| « 1;
empile(AC,1i,p);
sinon si ¢ # 1 alors
empile(ST,i,1);
envoyer le message (bouge, i) to 1;
sinon decide() ;
état = (AIDE,j)
empile(AH,1,p) ;
rejoins(j);

état = RETOUR

retour() ;
fin

Fi1G. 5.2 — Squelette du protocole Nettoyage_réparti

sommet occupé par a;. Cette action est réalisée en appelant la procédure nettoie(CJ, 1, p).
Finalement, si a; regoit un message (désolég, j), alors, cela signifie que a; vient d’envoyer
un message (bouge, i) ou un message (aide, i) a a; mais a; ne pouvait rien faire, ou toutes
les actions que a; a tentées ont été annulée (a; est revenu sur ses pas). Par conséquent, a;
appelle la procédure retour() pour déterminer quel autre chercheur il doit essayer d’aider.

L’action d’un chercheur a; arrivant sur un sommet v par le port p dépend de son
état. Dans 'état (AIDE, j), a; doit rejoindre a; pour I'aider & nettoyer le réseau. Ainsi, a;
empile (AH, i, p) sur la pile locale pour indiquer qu’il est arrivé par le port p dans le but
de rejoindre un autre chercheur, et il appelle la procédure rejoins() pour déterminer quoi
faire pour rejoindre a;. Dans I’état RETOUR, a; appelle simplement la procédure retour()
pour poursuivre annulation des actions préalables (pour revenir encore une fois sur ses
pas). Le cas ou qg; arrive sur un sommet v dans I’état NETTOIE est plus évolué. Siil n’y a
aucun autre chercheur sur v alors a; efface le tableau blanc puisque il était accessible par
'intrus, et donc son contenu n’a aucun sens (quand un chercheur efface un tableau blanc, il
réinitialise toutes les variables locales & 0, et la pile locale & (}). Alors a; met direction|0]
a la valeur p pour indiquer qu’il est arrivé par le port p, et met port_propre[p| a 1 pour
indiquer que ’aréte correspondant au port p est propre. a; empile alors (AC,4,p) dans
la pile locale de v pour indiquer que a; est arrivé sur v par le port p apres avoir nettoyé
I’aréte correspondante. A cette étape, le comportement de a; dépend de si 7 = 1 ou non.
Alors que a; appelle simplement decide() pour déterminer quoi faire ensuite, a; (i > 1)
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propose a a; d’agir ensuite. Pour cela, a; envoie un message (bouge, 7) a a;. Bien sur, pour
garder une trace de cette action, a; empile (ST,4,1) dans la pile locale.

Remarque. Avant de détailler les procédures mentionnées ci-dessus, notons que les ac-
tions sont ordonnées. Par exemple, si plusieurs arétes incidentes peuvent étre nettoyées,
celle qui D'est effectivement, est celle avec le plus petit numéro de port. De méme, apres
le nettoyage d’une aréte, a; propose au chercheur avec le plus petit identifiant a; d’agir
ensuite. Comme nous le verrons dans le détail des procédures decide() et retour(), le pro-
tocole Nettoyage_réparti essaie toujours de réaliser la plus petite action. C’est, entre
autre, le role de la procédure prochain_chercheur décrite sur le coté droit de la figure 5.3.

Procédure prochain_chercheur

La procédure prochain_chercheur vise a déterminer quel chercheur a; va étre le pro-
chain & agir. Dans le cas ou a; est le chercheur avec le plus petit identifiant occupant le
sommet, 5 = ¢+ 1. Sinon, c’est-a-dire a; n’est pas le chercheur avec le plus petit identifiant
occupant le sommet, j est le plus petit identifiant supérieur a 7 tel que a; n’occupe pas
le méme sommet que a;. Lorsque j est déterminé, a; propose a a; d’agir ensuite, en lui
envoyant un message (bouge, 7). Comme toujours, une trace de cette action est conservée
sur le sommet courant en empilant (ST, ¢, j) sur la pile locale. Si il n’y a aucun a; avec
J > i qui n’occupe pas le méme sommet que a;, alors a; appelle retour() dans le but de
revenir en arriere.

Les procédures nettoie() et bouge() décrites sur le coté gauche de la figure 5.3 exécute le
nettoyage d’une aréte, et la traversée d’une aréte, respectivement. (Bien sur, le nettoyage
d’une aréte nécessite sa traversée).

nettoie(action X, identifiant i, port p)
/* X e {CC;CT} */
début
empile(X,i,p);
port_propre[p| < 1;
etat < NETTOIE;
bouge(p, 1) ;
fin

bouge (port number p, identifiant i)
début

direction[i] < p;

quitter le sommet courant par le port p;
fin

prochain chercheur (identifiant i)
début
ji+1;
si 7 n’est pas le chercheur avec le plus petit ID
sur le sommet v alors
tant que (j est sur le sommet v)
et (j < k) faire
J—J+1
si j <k alors
empile(ST,1,j) ;
envoyer (bouge,i) to j;
sinon
retour()
fin

F1G. 5.3 — Procédures nettoie, prochain_chercheur and bouge.
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retour()
début
etat < RETOUR;
msg < depile() ;
cas :
msg = (RT,1,7)
envoyer (désolé,i) & j;
msg = (JJ,1,7)
si (i =k and j =i — 1) alors retour() ;
sinon si (1 # k and j = k) alors
prochain_chercheur(i) ;
sinon
sij+1#dalors <+ j+1;
sinon ¢  j 4+ 2;
empile(JJ,i,£);
rejoins(f);
msg = (CC,1i,p)
port_propre[p] < 0;
si 1 = k alors retour()
sinon prochain_chercheur(i) ;
msg = (CJ,1,p)
port_propre[p] < 0;
si dq le plus petit port contaminé
tel que ¢ > p alors clean_edge(CJ,1,q) ;
sinon
msg2 < depile() ;
si msg2 = (AH,1i,p) alors
bouge(p, i) ;
sinon msg2 = (RT,1,j) alors
envoyer (désolé,i) to j;
msg = (AC, 1, p)
port_propre[p] < 0;
bouge(p, 1) ;
msg = (AH,Zap)
bouge(p, 1) ;
msg = (ST,1,7)
retour() ;
msg =0
k< k+1;
initialisation(k) ;
fin

decide()
début
si le sommet v est propre
ou il y a un autre chercheur d’ID ¢ < ¢ sur v

alors
si 7 =1 alors
J < 2

termine < vrazi ;
sinon j + 1;
empile(JJ,i,7);
rejoins(j);
sinon si 3 un unique port contaminé p alors
nettoie(CC,i,p) ;
sinon si ¢ # k alors
prochain_chercheur(i) ;
sinon retour();
fin

rejoins(identifiant j)
début
etat < (AIDE, j);
si j est présent sur v alors
si v est propre alors
sii=1et termineet j =k
alors ”Le graphe est propre” ;
sinon retour();
sinon
si 1 = 1 alors termine < fauzx;
Soit g le plus petit port contaminé;
si j <1 alors
empile(ST,1,7) ;
envoyer (aide,?) & j;
sinon
nettoie(CJ,1,q);
sinon
p < directionlj];
si p = 0 faire p < direction[0];
bouge(p, 1) ;
fin

Fic. 5.4 — Procédures retour, decide, and rejoins.
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Procédure nettoie() :

Le chercheur a; exécutant la procédure nettoie(X, i, p) empile d’abord la trace (X, 4, p)
sur la pile locale, met port_propre[p| a 1 pour spécifier que 'aréte correspondant au port
p est propre, passe dans ’état NETTOIE, et finalement quitte le sommet par le port p
pour nettoyer ’aréte correspondante.

Procédure bouge() :

Le chercheur a; exécutant la procédure bouge(p,i) quitte simplement le sommet cou-
rant par le sommet p. Mais avant cela, il met direction[i] = p pour spécifier que, dans
le but de joindre a; a partir de ce sommet, il faudra emprunter le port p.

Nous décrivons maintenant les procédures decide(), retour(), et rejoins() détaillés sur
la figure 5.4.

Procédure decide()

La procédure decide() est appelée sur un sommet lorsque le chercheur concerné doit
décider quelle est la prochaine action qu’il doit effectuer. Soit v le sommet sur lequel le
chercheur a; applique decide().

Si le sommet v est propre, ou au moins un autre chercheur a,, ¢ < 7, occupe v, alors
a; n’a pas besoin de garder le sommet v. Donc a; essaie d’aider un autre chercheur. Selon
I’ordre défini précédemment, a; essaie d’aider le chercheur avec le plus petit identifiant.
Alors, a; applique rejoins(2) sii = 1, et rejoins(1) sinon. (La variable booléenne termine
de a, est mise a vrai si ¢ = 1; rappelons que cette variable est utilisée pour détecter la
terminaison du protocole Nettoyage_réparti).

Si il y a une seule aréte incidente a v contaminée, alors le chercheur a; la nettoie en
appliquant la procédure clear_edge.

Sinon (c’est-a-dire g; est le chercheur avec le plus petit identifiant qui occupe le sommet
v, et v est incident a plus d’une aréte contaminée), a; ne peut pas bouger puisque le
protocole assure que le chercheur avec le plus petit identifiant sur un sommet le préserve
de la recontamination. Par conséquent, si i = k (c’est-a-dire tous les chercheurs ont essayé
de progresser, mais aucun d’eux ne le peut) alors le chercheur a; applique retour() dans le
but de revenir en arriére. Sinon (si ¢ < k) a; applique prochain_chercheur (i) pour donner
a un autre chercheur une chance de progresser.

Procédure retour()

La procédure retour() est appelée dans le but de revenir en arriére, ce qui entraine
parfois la recontamination de certaines arétes. Soit v un sommet ol le chercheur a; ap-
plique la procédure retour(). Le chercheur a; commence par passer dans I’état RETOUR,
et dépile le sommet de la pile locale qu’il stocke dans la variable locale msg. Le compor-
tement de a; dépend alors de msg, ce qui mene & huit cas. Ces huit cas correspondent
aux différentes traces qui peuvent se trouver en haut de la pile.
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— Cas msg = (RT,i,j) : cela signifie que le chercheur a; a envoyé un message a a;
pour lui donner une chance de progresser. Puisque a; applique retour(), cela signifie
que a; ne peut en fait effectuer aucune action (notons cependant que a; pourrait
avoir effectué une action entre temps, et ’avoir annulée depuis). Donc, a; envoie le
message (désolé,i) a a; dans le but de décliner “I'invitation” de a;, et lui laisser la
possibilité d’effectuer une autre action.

— Cas msg = (JJ,1,j) : cela signifie que, lors d’une étape précédente de la stratégie,
le chercheur a;, occupant le sommet v, a décidé d’aider le chercheur a;. Puisque a;
applique retour(), cela signifie que sa tentative d’aider a; n’a pas abouti. Plusieurs
situations doivent étre prises en compte :

Siil y a un autre chercheur que a; n’a pas encore essayé d’aider (j < k et i # k, ou,
i=ketj<k—1),alors a; essaie d’aider parmi ceux-ci le chercheur avec le plus
petit identifiant (désigné par ay), en appliquant rejoins(¥).

Sinon, si i = k (c’est-a-dire tous les chercheurs ont essayé de progresser, mais aucun
d’entre eux n’a réussi) alors, le chercheur a; applique encore retour() pour revenir
en arriere de nouveau. Sii < k, le chercheur a; applique prochain_chercheur(i) pour
donner a un autre chercheur une chance de progresser.

— Cas msg = (CC,1,p) : cela signifie que a; est le chercheur avec le plus petit identi-
fiant sur le sommet v, et v est incident a une unique aréte contaminée, associée port
p. Puisque, a; applique retour(), cela signifie que a; vient juste d’annuler le net-
toyage d’une aréte, la laissant étre recontaminée. Ainsi, a; ne peut faire autre chose.
Dong, soit i = k (c’est-a-dire tous les chercheurs ont essayé de progresser, mais au-
cun d’eux n’a réussi) et donc le chercheur a; applique encore retour() pour revenir
en arriere de nouveau, soit i < k et le chercheur a; applique prochain_chercheur(z)
pour donner a un autre chercheur une chance de progresser.

— Cas msg = (CJ,i,p) : cela signifie que a; vient juste d’annuler le nettoyage de
I’aréte correspondant au numéro de port p, la laissant étre recontaminée. De plus,
ce nettoyage implique un autre chercheur a; (avec j > ). Deux cas sont possibles
selon que le chercheur a; est arrivé de v pour aider le chercheur a; ou inversement.
Le premier cas sera désigné comme le cas 1, et le second comme le cas 2.

Siil y a une aréte que a; n’a pas encore essayée de nettoyer (c’est-a-dire une aréte
contaminée ayant pour numéro de port ¢ > p), alors, le chercheur a; applique la
procédure nettoie(CJ, 1, q) pour nettoyer cette aréte (C'J indique qu’un tel mouve-
ment est possible grace a la présence d’un autre chercheur sur v).

Sinon, p est le numéro de port le plus grand correspondant a une aréte contaminée.
Par conséquent, dans le cas 1, le chercheur a; a essayé d’aider a; (resp., dans le
cas 2, a; a essayé d’aider a;) sans succes. Dans les deux cas, a; doit encore revenir en
arriere, et donc, il dépile le sommet de la pile locale qu’il associe a la variable msg2.
Si msg2 = (AH,i,q), nous sommes dans le cas 1, et donc, le chercheur a; retraverse
l'aréte d’ou il est venu (i.e., I'aréte de numéro de port ¢). Si msg2 # (AH,i,q), le
seul cas possible est msg2 = (RT),1, j), qui correspond au cas 2. C’est-a-dire que le
chercheur a; est venu sur v pour aider le chercheur a;, et, puisque 7 < j, le chercheur
a; a envoyé le message (aide, j) a a; (cf. Procédure rejoins()). Dans ce dernier cas, le
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chercheur a; informe le chercheur a; que son aide n’a pas été fructueuse, en envoyant
le message (désolé, i) a a,.

— Cas msg = (AC,i,p) : cela signifie que a; est venu sur ce sommet par l'aréte de
numéro de port p, apreés avoir nettoyé cette aréte. Puisque le chercheur a; applique
retour(), a; revient sur ses pas, c’est-a-dire retourne par cette aréte, la laissant étre
recontaminée.

— Cas msg = (AH,i,p) : cela signifie que a; est venu sur ce sommet par l'aréte de
numéro de port p, dans le but d’aider un chercheur (i.e., cette aréte était déja
propre). Puisque le chercheur a; applique retour(), a; revient sur ses pas, en partant
par I'aréte d’ou il vient.

— Cas msg = (ST, 1i,j) : cela signifie que a; a envoyé un message a le chercheur a;,
et que a; vient d’envoyer a a; le message (désolé, j), signifiant que a; ne peut plus
rien faire. Donc, a; applique retour() pour revenir en arriere.

— Cas msg = ) : cela signifie que toutes les actions que les chercheurs ont effectuées
auparavant ont été annulées. Notons que seul le chercheur a; peut se trouver dans
une telle situation. Puisqu’il est dans I’état RETOUR, cela signifie que toutes les
stratégies utilisant £ chercheurs ont été testées sans succes. Donc le protocole re-
commence avec un chercheur de plus.

Procédure rejoins()

Soit v un sommet ou le chercheur a; applique rejoins(j). Appliquer cette procédure
signifie que le chercheur a; a décidé d’aider le chercheur a;. Premiérement, a; passe dans
I'état (AIDE, j).

Si a; occupe v, alors le comportement de a; dépend de si v est propre ou non. Si v
est propre, ¢ = 1, termine est vrai, et 7 = k, alors le chercheur a; a essayé d’aider tous
les chercheurs mais aucun d’eux n’avait besoin de son aide. Donc le graphe est propre.
Sinon, toujours sous I’hypothese selon laquelle v est propre, a; n’a pas besoin d’aide.
Donc, le chercheur a; annule sa tentative d’aide de a; en appliquant retour(). Le dernier
sous-cas se produit lorsque a; occupe un sommet v qui n’est pas propre. Dans ce cas, le
chercheur de plus petit identifiant entre a; et a; doit nettoyer 'aréte contaminée avec le
plus petit numéro de port (disons ¢) incidente a v. Si ¢ < j, alors le chercheur a; applique
nettoie(CJ, 1, q) pour nettoyer aréte (CJ signifie que le nettoyage peut étre réalisé grace
a la présence d’un autre chercheur). Si ¢ > j, alors le chercheur a; envoie (aide, ) a aj;,
pour indiquer au chercheur a; qu’il peut nettoyer une aréte grace a la présence de a;.

Si a; n’occupe pas v, alors a; essaie de rejoindre le chercheur a; en le suivant (si a; a
déja visité le sommet v), ou en allant & la base, ce qui est possible grace au vecteur local
direction. La procédure rejoins() utilise les indications présentes sur les tableaux blancs.
Rappelons que si a; était sur un sommet, le tableau blanc contient, dans direction[j],
le numéro de port par lequel a; a quitté ce sommet. Le chercheur a; retourne a la base
en utilisant direction[0] jusqu’a ce qu’il croise un sommet ou direction[j] est défini,
auquel cas a; commence a suivre cette direction pour trouver a,.
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5.5 Correction de Nettoyage réparti

A chaque étape de Nettoyage_réparti, une seule opération est réalisée, sur une unique
des piles distribuées sur tous les sommets du réseau. En effet, seul le chercheur qui vient
de recevoir un message peut réaliser une action, et en particulier modifier une pile. Donc
nous pouvons définir une pile virtuelle centralisée, (Qyirtuar, Ol Nous empilons ou dépilons
tous les mouvements effectués par les chercheurs , en méme temps qu’ils sont empilés ou
dépilés sur les piles distribuées. Précisément, un mouvement est une paire (a; — a;,p),
qui peut étre interprétée comme suit.

— Si 4 # j, alors (a; — aj,p) signifie que a; quitte sa position courante par le port p

dans le but de rejoindre a; ;

— Le mouvement (a; — a;, p) signifie que a; quitte sa position courante par le port p,

en nettoyant l’aréte correspondante.

Un mouvement large correspond a une séquence de mouvements. De l'interprétation
ci-dessus, le mouvement large (a;, a;,p) est équivalent au mouvement (a; — a;,p), et si
i # j le mouvement large (a;, aj, p) est équivalent a la séquence de mouvements

(a; — ajapl), (a; — aj7p2)7 ooy (0 — a'japf)a (min{a;, aj} - min{aiaaj}ap)

ou pi,...,pe est la séquence de numéros de port correspondant & un chemin (dans la
partie propre du graphe) entre le sommet occupé par a; et le sommet occupé par a; au
moment ot le mouvement large (a;, a;, p) est considéré.

Quirtuar €St mis a jour de la maniére suivante. A chaque exécution de la procédure
bouge(), nous empilons ou dépilons un mouvement dans Qe comme suit. Si a; ap-
plique bouge(p,i) pendant 'exécution de la procédure nettoie(X,1i,p), alors le mouve-
ment (a; — a;,p) est empilé sur Quirwar- Si a; applique bouge(p, ) pendant l’exécution
de la procédure rejoins(j), alors le mouvement (a; — a;,p) est empilé sur Quirtyar, OU
p est le numéro de port emprunté pendant Iexécution de rejoins(), avant d’appeler la
procédure bouge(). Finalement, si le chercheur applique bouge(p, i) pendant I’exécution
de la procédure retour(), alors Qyirwa est dépilé.

Avec cette définition de Qyirtuqar, NOUs montrons que la pile ) de ’algorithme centralisé
A, et la pile virtuelle Qrua Sont équivalentes au sens suivant. Soit @@ = M| - - - | M, une
séquence valide (éventuellement vide) de mouvements larges. Nous définissons les notions
suivantes :

— Quirtuar €St fortement équivalente & @Q si Quirtua = S1|- -+ |Sr tel que, pour tout j,

1 <j <r,S; est une séquence de mouvements équivalente a M;.

— Quirtuar €St faiblement équivalente & Q si Quirtuar = S1| - - - |Sr|Sr41 tel que, pour tout
J, 1 <j <r,S;est une séquence de mouvements équivalente a M;, et S, 11 = (a; —
ay,p1), (@i = air,pa), ..., (a; — ay,pg) ou py,--- ,pg est la séquence de numéros de
port correspondant a un chemin entre le sommet occupé par a; et le sommet occupé
par ay dans la partie propre du graphe (dans la configuration associée & ) dans
Vétat Mi|---|M,).

Il est facile de vérifier que deux piles fortement équivalentes correspondent exactement
a la méme stratégie (c’est-a-dire a la fin des deux stratégies, I’ensemble des arétes propres
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et la positions des chercheurs sont les mémes). Si @ et Quiriua Sont seulement faiblement
équivalentes, alors la stratégie associée a Quirua consiste a réaliser la stratégie associée
a @, puis a déplacer un chercheur occupant d’'un sommet a un autre sommet occupé
par un autre chercheur (le déplacement étant effectué dans la partie propre du graphe,
et sans recontamination). Nous verrons plus tard pourquoi cette version plus faible de
I’équivalence est importante dans notre démonstration. Nous dirons que les deux piles
Quirtuar €t @ sont équivalentes si elles sont soit fortement équivalentes, soit faiblement
équivalentes.

La preuve de Nettoyage_réparti se fait en considérant 1’algorithme étape apres étape,
ol une étape est un moment de I'exécution ol une aréte est soit nettoyée, soit reconta-
minée. C’est-a-dire, une étape de Nettoyage réparti désigne une étape de son exécution
oll un mouvement du type (a; — a;, p) est empilé ou dépilé sur Quiryar-

Formellement, nous prouvons que, pour tout ¢ > 0, la pile virtuelle Q) ;- apres I'étape
t de Nettoyage_réparti est équivalente a la pile () construite par 4. En d’autre termes,
nous prouvons que, a chaque étape ¢t > 0, les deux algorithmes construisent la méme
stratégie partielle. C’est-a-dire, & chaque étape, la sous-graphe propre et les positions des
chercheurs qui gardent la frontiére de ce sous-graphe propre sont identiques pour les deux
stratégies. Simultanément, nous prouvons que pour toute étape, lorsqu’un mouvement
large est dépilé par A, toutes les traces de la séquence équivalente de mouvements dans
Nettoyage_réparti sont supprimés des tableaux blancs distribués.

Notre preuve est par induction sur le nombre d’étapes. Nous supposons que la pile
centralisée () et la pile virtuelle Qi ua sont équivalentes a I’étape t, et nous considérons
I’étape suivante pour prouver qu’elles restent équivalentes. La difficulté de la preuve est
due au nombre de cas différents a considérer. Il y a exactement quatorze cas a prendre en
compte, regroupés en deux groupes :

— Groupe A : QQ et Quirtua Viennent de nettoyer une aréte e. Le premier cas correspond
au nettoyage complet du graphe. Trois autre cas doivent étre considérés : (1) un
chercheur peut nettoyer une nouvelle aréte, ou (2) un chercheur peut joindre un
autre chercheur et I'un des deux peut nettoyer une nouvelle aréte, ou (3) aucune
autre aréte ne peut étre nettoyée et le nettoyage de e doit étre annulé. Ce dernier
cas doit étre combiné avec trois autres cas qui dépendent de la maniere dont e a été
nettoyée. Donc le groupe A contient 7 cas au total.

— Groupe B : Q et Quirtuar Viennent de laisser une aréte étre recontaminée. Alors, soit
une autre aréte e peut étre nettoyée, ou aucune autre aréte ne peut étre nettoyée
(et le dernier nettoyage d’aréte, disons I’aréte €', doit étre annulé). Dans le premier
cas, il y a trois sous-cas, qui dépendent du type de mouvement qui doit étre dépilé
(i.e., le mouvement qui doit étre annulé). Dans le second cas, il y a quatre sous-cas
qui dépendent de la maniere dont e’ a été nettoyée. Donc le groupe B contient 7
cas.

La preuve consiste en une analyse attentive de chacun des 14 cas. Avant d’analyser ces

14 cas, nous prouvons que les piles calculées a la premiére étape des deux algorithmes sont
équivalentes. Initialement, ) et Qyirtua sont vides. Dans Nettoyage réparti, a; exécute
la fonction decide().



5.5. CORRECTION DE NETTOYAGE_REPARTI 143

— Sideg(ug) = 1, alors I’algorithme Nettoyage_réparti empile (CC,1,1) et (AC, 1,p)
sur les tableaux blancs répartis, alors que (a; — aq, 1) est empilé sur Qyirsyar- Apres
la premiere exécution de la boucle tant que de algorithme A, puisque deg(ug) = 1,
Q@ = ((a1,a1,1)). De plus, dans les deux cas, le sous-graphe propre est 1’aréte (ug, w)
incidente & uy avec a; sur le sommet w, et tous les autres chercheurs sont sur le
sommet ug.

— Sideg(ug) > 1et k =1, alors les deux algorithmes appellent un chercheur supplémen-

taire. Les deux piles restent vide et seul ug est propre et occupé par deux chercheurs.

— Si deg(up) > 1 et k > 1, alors 'algorithme Nettoyage réparti empile (S7,1,2),

(RT,2,1), (JJ,2,1), (ST,2,1), (RT,1,2), (CC,1,1) et (AC,1,p) sur les tableaux
blancs répartis, alors que (a; — a1, 1) est empilé sur Quirua- L'algorithme A empile
(ag,a1,1) sur Q. Donc, les deux piles sont fortement équivalentes. En effet, as et a;
étaient déja sur le méme sommet, et donc, il n’y a aucun mouvement associé avec
le fait que ao rejoint a;. Ainsi, dans les deux piles, a; nettoie ’aréte ayant pour
numéro de port 1 de ug.

Supposons que apres ’étape t des deux algorithmes, les deux piles Q) et Quirtuar SONL
équivalentes. Nous prouvons que pour les 14 cas énumérés précédemment, apres I’étape
t+1 des deux algorithmes, les stratégies de capture restent les mémes pour les deux algo-
rithmes, c’est-a-dire les deux piles restent équivalentes, et les mémes configurations sont
atteintes par les deux algorithmes. Les deux prochaines sous-sections étudient séparément
cas par cas les groupes A et B.

Groupe A

Le groupe A suppose que Q) et Quirtua ONt été atteintes en nettoyant une aréte. Soient
S et Syirtuar les états de Q) et Quirtuar & cette étape des deux algorithmes. Puisque, @)
et Quirtuar ONt été atteintes en nettoyant une aréte, elles sont fortement équivalentes.
Dong, il existe une séquence S’ de mouvements larges valides, et une séquence S;. ., . de
mouvements, avec S’ et S, , . fortement équivalents, et il existe un mouvement large M,
et une séquence M’ de mouvements, avec M’ fortement équivalent a M, tel que S = S'|M
et Syirtual = Syirtuar| M-

Nous prouvons d’abord que la prochaine étape de I’exécution de I’algorithme
Nettoyage réparti commence avec a; appliquant la procédure decide(). Soit j, 1 < j <
k, I'identifiant du chercheur qui vient de nettoyer une aréte. Le chercheur a; arrive sur
un sommet dans 1’état NETTOIE. Soit j = 1, et a; applique la procédure decide(), soit
a; envoie (bouge,j) & ai, qui regoit (bouge,j) de j. Dans les deux cas, a; applique la
procédure decide().

Nous considérons a présent les cas du groupe A.

Cas A.1 Dans le cas A.1, le graphe est supposé compléetement propre. Dans ce cas,
d’apres le lemme 16, ’algorithme A termine. Prouvons que c’est aussi le cas pour 1’algo-
rithme Nettoyage réparti. Le chercheur a; applique la procédure decide(). Puisque le
graphe est propre, le sommet v; occupé par ay, est propre. Donc, a; empile (JJ, 1,2) et ap-
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plique la procédure rejoins(2) aprés avoir mis termine a vrai. Appliquant la procédure
rejoins(), a; calcule un numéro de port p; qui vaut direction[2] si ap a déja visité le
sommet vy, et direction[0] sinon (rappelons que direction|0] est la direction de la base).
Le premier cas est identifié par le fait que direction[2] # 0. Nous empilons (1 — 2, p)
Sur Quirtuar- Alors, a; emprunte I’aréte correspondant au port p; de vy, et arrive sur un
nouveau sommet vy par le port ¢;, dans I’état (AIDE, 2). Sur vs, le chercheur a; écrit
(AH,1,q) sur le tableau blanc, et applique & nouveau la procédure rejoins(). Ceci est
répété jusqu’a ce que a; rejoigne ap, sur un sommet v;. Soit P = vy, vs, ..., v; le chemin
suivi par a; de vy jusqu’a ce qu’il atteigne as sur v;. Soit p; (resp., ¢;) le numéro de port
de laréte {v;, v;41} sur v; (resp., v;41). Sur chaque sommet v;, ¢ > 2, le chercheur a; écrit
(AH,1,q;_1) pendant I'exécution de rejoins(). Sur Quirsua, nous empilons (a; — asg, p;)
pour ¢ = 1,...,t — 1. Puisque v; est propre, le chercheur a, n’a pas besoin d’aide, et
donc, a; applique la procédure retour(). Par conséquent, il dépile (AH,1,q;_1) du ta-
bleau blanc de vy, et retourne sur v;_;. Sur chaque sommet v;, pour ¢ =t —1,...,2,
le chercheur a; arrive dans 1’état RETOUR, et donc, dépile la pile locale, qui contient
(AH,1,q; 1). 11 en résulte qu’il se rend sur v; 1 utilisant le port ¢; ;. Simultanément,
nous dépilons (a; — ag,p;) qui avait été empilé précédemment sur Qi uq- Finalement,
a, est de retour sur v; dans I’état RETOUR. Sur vq, le chercheur a; applique la procédure
retour(), et donc dépile (JJ,1,2) de la pile locale. Cette procédure stipule que a; doit
essayer d’aider tous les chercheurs a;, pour 3 < ¢ < k. Dans ce but, a; applique succes-

sivement la procédure rejoins(i) pour ¢ = 3,..., k. Puisque le graphe est complétement
propre, aucun chercheur n’a besoin d’aide, et par conséquent, la méme situation que
pour as se produit pour tout ¢ = 3,...,k — 1, c’est-a-dire a; rejoint «a;, et revient sur

v1 puisque a; n’a pas besoin d’aide. La séquence d’empilements et de suppressions est
la méme pour a; que pour as. Quand a; finit par atteindre ay, la variable termine de
a; est toujours égale a vrai, et donc, 'algorithme Nettoyage_réparti termine. La pile
virtuelle satisfait Quirtuat = Svirtwat|(G1 — ag,71)| -+ |(a1 = ag,7¢) ou r1,..., 7 est la
séquence de numéros de port entre v; et le sommet sur lequel a; rencontre a,. La pile
@ est toujours dans I'état S puisque aucun mouvement large n’a été empilé. Puisque,
d’apres ’hypothese d’induction, les deux piles @ et Quirtuar étaient fortement équivalentes
avant cette séquence de mouvements, le nouvel état S de la pile @), et le nouvel état
Svirtuat| (@1 = ag,p1)| - - |(a1 = ag, pe) de la pile Quirtuar, sont faiblement équivalents.

Cas A.2 Le cas A.2 suppose qu’'un mouvement large valide peut étre réalisé dans la
configuration courante de la stratégie. Dans ce cas, I'algorithme A empile sur @) le plus
petit mouvement large valide M (donc, I'état de @) devient S|M). Prouvons que c’est
aussi le cas de l'algorithme Nettoyage réparti, indépendamment du type de M. Nous
prouvons qu’il existe une séquence M’ de mouvements qui est fortement équivalente a M,
et tel que, apres la prochaine étape, I'état de Qyirpuar devient Syirpua|M'.
— Cas A.2.1 : M est du type (a;, a;, p).

Nous considérons seulement le cas i > 1, le cas i« = 1 peut étre déduit facilement

de cette étude. Dans ce cas, pour tout j, 1 < j < 7, a; garde un sommet v; qui

est incident a plus d’une aréte contaminée, et a; est le chercheur de plus petit
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identifiant sur v;. De plus, le sommet v; occupé par le chercheur a; est incident
a une unique aréte contaminée. Soit p le numéro de port correspondant a cette
unique aréte contaminée. Exécutant 1’algorithme Nettoyage_réparti, a; applique
la procédure decide(). Appliquant cette procédure, le chercheur a; écrit (ST, 1,2) et
envoie (bouge, 1) & ay. Pour tout j, 2 < j < ¢, le chercheur a; recoit (bouge,j — 1)
de a;_; et écrit (RT, j,j—1). Appliquant la procédure decide(), le chercheur a; écrit
(ST, j,j+ 1) et envoie (bouge, j) & a;41. Lorsque a; regoit le message (bouge,i —1)
de a; 1, il applique la procédure decide() qui appelle la procédure nettoie(CC,i,p).
Donc, a; écrit (CC, i, p) sur le tableau blanc de v; et emprunte 'aréte correspondant
au port p of v;, la nettoyant. Alors, le chercheur a; arrive sur un nouveau sommet v.
Finalement, a; écrit (AC,1,q) et (ST, 1, 1) sur le tableau blanc de v. Nous empilons
le mouvement (a; — a;, p) dans Quirtuar- Donc Pétat de Quirtwar devient Syirpwar| (a; —
a;,p) qui est fortement équivalent a I’état S|(a;, a;, p) de Q.
— Cas A.2.2 : M est du type (a1,a;,p) avec j > 1.
Dans ce cas, le chercheur a; est le chercheur avec le plus petit identifiant, occupant un
sommet incident a une aréte contaminée, appelons le v;. En particulier, le chercheur
a; occupe un sommet propre, disons vy, et doit aider le chercheur a;. a; applique la
procédure decide(). Puisque le sommet v; est propre, a; empile (JJ,1,2) et applique
la procédure rejoins(2) aprés avoir mis termine & vrai. De maniére identique au
cas A.1, cette procédure stipule que a; doit essayer d’aider tous les chercheurs a;,
pour tout 7, 3 < ¢ < j. Pour tout ¢ = 3,...,5 — 1, puisque le chercheur a; n’a
pas besoin d’aide, le chercheur a; applique la procédure retour() apres avoir atteint
a;. Alors a; revient sur v; et applique rejoins(i + 1) (cf., cas A.1). Lorsque a;
finit par rencontrer a; sur vj;, la variable termine de a; passe & faux. La pile
virtuelle satisfait Quiriual = Svirtuat|(@1 = @j,71)| - - [(a1 — a;,7¢) avec r1,...,7¢ est
la séquence de numéros de port de v; jusqu’au sommet ou a; rencontre a;. Soit p le
plus petit numéro de port d’une aréte contaminée incidente a v;. Alors, le chercheur
a; applique la procédure nettoie(CJ, 1, p), c’est-a-dire qu'il écrit (C'J, 1, p) et nettoie
l'aréte correspondante. Le mouvement (a; — a1, p) est empilé sur Qyiriuar- Donc le
plus petit mouvement large est effectué par les deux algorithmes. De plus, apres cette
étape, I'état de Quirtuar €St Svirtuar|(a1 — aj,p1)|- - - |(a1 = a5,pp)|(a1 = a1,p), qui
est fortement équivalent a ’état S|(a1, a;,p) de Q.
— Cas A.2.3 : M est du type (a;,a1,p) avec i > 1.

Dans ce cas, pour tout £ < i, le chercheur a, est seul sur le sommet v, qui estr
incident a plus d’une aréte contaminée. De plus, le chercheur a; occupe v;, un sommet
propre ou un sommet occupé par un chercheur ay, avec £ < i. Dans 'algorithme
Nettoyage réparti, a; applique la procédure decide(). Appliquant cette procédure,
le chercheur a; écrit (ST,1,2) et envoie (bouge, 1) to as. Pour tout j, 2 < j <4,
le chercheur a; recoit (bouge,j — 1) de a;_y et écrit (RT,j,j — 1). Appliquant
la procédure decide(), le chercheur a; écrit (ST,j,j + 1) et envoie (bouge,j) a
aji1. Lorsque a; recoit le message (bouge,i — 1) de a;_1, il applique la procédure
decide() qui appelle la procédure rejoins(1). Cette procédure est appelée jusqu’a
ce que a; rejoigne a;. Soit P = wy, wy,...,w, le chemin suivi par a; de w; = v;
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jusqu’a w, = wvy. Soit p; (resp., ¢;) le numéro de port de 'aréte {w;, w;;1} sur
wj (resp., wji1). Sur chaque sommet w;, j > 2, le chercheur a; écrit (AH,i,q;_1)
au cours de P'exécution de rejoins(). Dans Quirtuar, nous empilons (a; — a1, p;)
pour j = 1,...,7 — 1. Sur w,, le chercheur a; écrit (S7,7,1) et envoie le message
(aide,i) au chercheur a;. Alors, a; écrit (RT,1,3) et (C'J,1,p), et nettoie l'aréte
correspondante. Le mouvement (a; — a1,p) est empilé sur Qi wa- Donc, le plus
petit mouvement large est réalisé par les deux algorithmes. De plus, apres cette
étapea I'état de Qm’rtual est Sm'rtual‘(ai — al:p1)| e |(a'z — alapr)‘(afl — aflap)a qUi
est fortement équivalent a ’état S|(a;, a1, p) de Q.

Cas A.3 Le cas A.3 suppose qu’il n’existe pas de mouvement, large valide par rapport
a I’état courant de la pile . Par conséquent, ’algorithme A dépile le dernier mouvement
large M de S = S'|M. Prouvons que I’algorithme Nettoyage_réparti fait la méme chose.
Supposons que pour réaliser ce dernier mouvement large, a; (i > 1) a nettoyé l'aréte
e = (v,w) en empruntant le port p de v. Rappelons que Syirtuar = Shyiprua| M’ avec M' une
séquence de mouvements équivalente a M. Trois cas doivent étre pris en compte :
— Cas A.3.1: M = (a;,a;p). Dans ce cas, M’ est la séquence de longeur 1 : (a; —
a;, p) .

— Cas A.3.2 : Il existe k > s > i tel que M = (a;, as,p). Dans ce cas, le chercheur q;
quitte un sommet, disons v;, pour rejoindre le chercheur ag sur le sommet v. Alors,
le chercheur a; nettoie I'aréte correspondant au port p de v. Soit P = wy, ws, ..., w,
le chemin suivi par a; de w; = v; jusqu’a w, = v. Soit p, (resp., ¢;) le numéro
de port de l'aréte {w;, wj11} sur w; (resp., wjy1). D’apres hypotheése d’induction,
M’ = (a; = as,p1)| -+ [(a; = as, p,)|(a; = ai, p)

— Cas A.3.3 : Il existe k > s > i tel que M = (as, a;, p). Dans ce cas, le chercheur aj
quitte un sommet, disons v, pour rejoindre le chercheur a; sur le sommet v. Alors,
le chercheur a; nettoie ’aréte correspondant au port p de v. Soit P = wy, wa, ..., w,
le chemin suivi par a;, de wy = v, & w, = v. Soit p; (resp., ¢;) le numéro de
port de l'aréte {w;,w,41} sur w; (resp., wj;1). D’aprés I'hypothese d’induction,
M' = (as — ai, ;)| - -~ |(as — ai, p,)|(a; = ai, p)

Le chercheur q; est arrivé sur le sommet w par le port, disons g, et a; a empilé (AC, i, q).
Sii > 1, a; a aussi empilé (ST,i,1) et envoyé (bouge, i) a a1, qui a empilé (RT,1,1) sur
la pile du sommet qu’il occupe. Alors, le chercheur a; applique la procédure decide().
Puisque, il n’existe pas de mouvement large valide, cela signifie que, pour tout j, 1 < 7 < k,
le chercheur a; est sur un sommet v; qui est incident a plus d’une aréte contaminée, et
pour tout j, 1 < j < £ < k, v; # v,. Pour tout j < k, a; écrit (ST,7,j + 1) et envoie
(bouge, j) a aj41 en appliquant la procédure prochain_chercheur(j) dans la procédure
decide(). Alors, le chercheur a;,; empile (RT, j +1, j) sur la pile du sommet qu’il occupe
avant d’appliquer la procédure decide() aussi. Lorsque ay recoit le message (bouge, k — 1)
de ay_1, il applique la procédure decide() qui appelle la procédure retour(). Alors, ay
dépile (RT,k,k — 1) et envoie (désolé, k) au chercheur aj_;. Pour tout j > 1, a; recoit
(désolé,j + 1) de a;1. Alors le chercheur a; applique la procédure retour() qui dépile
(ST, j,j + 1), puis dépile (RT,j,j — 1), et envoie (désolé,j) a a;_y. Lorsque a; regoit
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(désolé,2), a; applique la procédure retour() qui dépile (ST, 1,2), puis dépile (RT,1,1),
et envoie (désolé, 1) a a;. En appliquant la procédure retour(), a; dépile (ST, 1, 1), puis
(AC, 1, q). Finalement, a; assigne cleared_port[q] & faux et revient sur v (laissant Paréte e
étre recontaminée). Le chercheur a; arrives dans I’état RETOUR par le numéro de port p.
Donc, le mouvement (a; — a;,p) est supprimé de Qyirtua- Alors a; assigne cleared_port[p]
a fauz. Donc, 'aréte e est bien marquée comme étant contaminée et a; est revenu a sa
position précédente. Donc, les deux algorithmes annulent le nettoyage de la derniere aréte.
Notons que dans les trois sous-cas, nous supprimons seulement le mouvement (a; — a;, p).
Donc, le nouvel état de Quirtuar dépend du cas :

— Cas A3.1:5),

— Cas A3.2: S ullai = as,p1)| -+ [(a; = as,pe)

— Cas A3.3: S, allas = ai,p1)| - -+ [(as = ai, pe)
Par conséquent, S!. .. .. est équivalent & I’état S’ de @ (fortement équivalent dans le cas

virtua
A.3.1, et faiblement équivalent dans les deux autres cas).

Groupe B

Les cas du groupe B supposent que ) et Quirtuar Ont été atteintes en annulant le
nettoyage d’'une aréte. Soit M le mouvement large dépilé par I’algorithme A au cours de
I’étape précédente. Soient S et Syirma les états de Q et Quirwar 2 cette étape des deux
algorithmes. Donc, il existe ¢+ > 1, un sommet v, un port p de v correspondant a une aréte
e, tels que le chercheur a; vient d’arriver dans I’état RETOUR, sur le sommet v, par le
port p, laissant I'aréte e se faire recontaminée. Donc, dans ces cas, la prochaine étape de
I’exécution de ’algorithme Nettoyage_réparti débute avec a; appliquant la procédure
retour ().

Cas B.1 Les cas B.1 supposent qu’il existe un mouvement large valide plus grand que
M. Dans ce cas, l'algorithme A empile le plus petit mouvement large valide M’ > M sur
Q. Dans ce qui suit, M’ peut étre de trois types différents, définis ci-dessous. Prouvons
que l’algorithme Nettoyage_réparti exécute une séquence de mouvements équivalente a
M'.Tl'y a 3 cas qui dépendent du type du mouvement large M.

— Cas B.1.1 : M = (a4, a;,p). Ce cas se produit apreés I'opération de suppression
dans le cas A.3.1. Donc S et Syirwa sont en fait fortement équivalents. Dans ce
cas, il existe 1 < 7 < £ < ket 0 < g < n tels que il existe un mouvement large
M' = (aj, ag, q) plus grand que M. C’est-a-dire, j est le plus petit identifiant plus
grand que 7 tel que a; peut effectuer un mouvement large valide. En appliquant la
procédure retour(), a; dépile (CC,i,p) de la pile locale sur v. Donc, a; appelle la
procédure prochain_chercheur (i), puis empile (ST, 4,i+1) sur v, et envoie (bouge, 7)
a a;11. De la méme maniére que dans le cas A.2, le message (bouge, j — 1) est regu
par a; qui peut réaliser un mouvement large valide. Comme dans le cas A.2, le
chercheur a; effectue ce mouvement et nous empilons sur Qyiruq Une séquence de
mouvement équivalente & M’. Donc les deux piles restent fortement équivalentes.

— Cas B.1.2 : M = (a;,a;,p) avec i < j.
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Ce cas se produit apres l'opération de suppression dans le cas A.3.2. Donc S et

Syirtuar SODt faiblement équivalents. Plus précisément, il existe un état S;;,,,,,, qui est

fortement équivalent a S et une séquence (py, ..., p;—1) de numéros de port, tels que

Svirtual = Seiptuar| (@ = @j,01)| -+ - [(@; = aj,pi—1). Soit v; (resp., v;) le sommet que

le chercheur q; (resp., a;) occupe dans la configuration associée a S),,,,..- Notons que

vj = v. (p1,-..,Pt_1) est exactement la séquence de numéros de port que le chercheur

a; a suivi le long d’un chemin de v; a v;. Soit P = wy, - - - , w; ce chemin, avec w; = v;

et wy = v;. Plus précisément, la configuration associée a Syirtuq €St obtenu & partir

de la configuration associée a S.,.,.., (qui est aussi la configuration associée a S)

en déplacant le chercheur a; le long d’'un chemin de v; a v; en suivant la séquence

(p1,--.,pi—1) de numéros de port. Soit ¢ le numéro de port de v; correspondant a

l'aréte {w;_1,v;}. Rappelons que, lorsque il a rejoint a; sur v;, le chercheur a; y

avait écrit (AH,1i,q). Alors, puisque ¢ < j, a; avait écrit (CJ,,p) et avait nettoyé

I’arete.

Pour prouver que les deux piles restent équivalentes, nous considérons le type du

mouvement large M’. Il y a trois sous-cas :

— Cas B.1.2.a : il y a un numéro de port » < n de v;, plus grand que p tel que I'aréte
correspondante est contaminée. Dans ce cas, M' = (a;, a;, 7).

— Cas B.1.2.b : il y a un chercheur d’identifiant ¢ < k, plus grand que j, sur le
sommet vy, et un numéro de port » < n de v, tel que I'aréte correspondante est
contaminée. Dans ce cas, M' = (a;, ag, 7).

— Cas B.1.2.c : il y a un chercheur d’identifiant ¢ < k, plus grand que i, sur le
sommet vy, qui peut effectuer un mouvement large valide. C’est-a-dire, qu’il existe
L <u<ketr<ntel que M' = (agay,r1).

Notons que le mouvement large considéré dans le cas B.1.2.a est plus petit que le

mouvement large du cas B.1.2.b, lui méme plus petit que le mouvement large du

cas B.1.2.c.

Maintenant, considérons l’exécution du protocole Nettoyage _réparti apres avoir

annulé le nettoyage de e. En appliquant la procédure retour(), a; dépile (CJ, i, p).

Alors, I'algorithme Nettoyage_réparti teste d’abord si il existe un numéro de port

r > p d’une aréte contaminée incidente a v;. Supposons qu’un tel numéro de port

existe. Cela correspond au cas B.1.2.a :

— L’algorithme A empile M’ = (a;, a;, ) sur Q. Le chercheur a; empile (CJ, 4, r) sur
v; et nettoie I’aréte correspondante, arrive sur un nouveau sommet par le port,
disons o. Le chercheur a; empile (AC,i,0) et (ST,i,1) sur le nouveau sommet,
puis envoie le message (bouge,i) a a;. Nous empilons (a; — a;,7) sur Quirtual-
Donc, I’état de @ est S|M7 et Iétat de Quirtuar €St Spirpnarl (@i = aj,p1)] -+ [(ai —
aj,pi—1)|(a; — a;, ). Par conséquent, les deux piles sont fortement équivalentes.

Maintenant, supposons qu’il n’existe pas de numéro de port de v;, plus grand que

p, correspondant a une aréte contaminée. Dans ce cas, a; applique la procédure

retour(). Par conséquent, il dépile (AH, ¢, ¢) du tableau blanc de w; = v;, et retourne

sur wy_;. Sur chaque sommet wy, pour f =t —1,...,2, le chercheur a; arrive dans

I'état RETOUR, et donc, dépile le sommet de la pile locale qui contient (AH, i, qy) ou
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gr est le numéro de port menant a wy_;. Il en résulte qu’il va sur wy_; en utilisant

le port ¢s_;. Simultanément, nous supprimons (a; — a;,ps) qui avait été empilé

Sur Quirtuar précédemment. a; finit par revenir sur v; dans ’état RETOUR. A cette

étape de 'exécution de Nettoyage_réparti, I'état courant de Quirtuar €5t Sh;pppar AU

est fortement équivalent a S. Alors, en appliquant la procédure retour(), a; dépile

(JJ,1,j). Alors, I’algorithme Nettoyage réparti teste si le chercheur a; peut aider

un chercheur d’identifiant supérieur a j. En appliquant la procédure retour(), a;

empile (JJ, i, j+1) et applique la procédure rejoins(j+1). De la méme maniére que

dans le cas A.1, cette procédure stipule que a; doit essayer d’aider chaque chercheur

as, pour tout ¢, 7+1 <t < k. Supposons que il y a un chercheur d’identifiant ¢ < k,

plus grand 7, sur le sommet vy, et un numéro de port r < n sur vy tel que 'aréte

correspondante est contaminée. Cela correspond au cas B.1.2.b :

— L’algorithme A empile M’ = (a;, ag,7) sur Q. Pour tout f = j+1,...,¢— 1,
puisque le chercheur a; n’a pas besoin d’aide, le chercheur a; applique la procédure
retour() apres avoir atteint as. Alors a; revient sur v; et applique rejoins(f +1)
(cf., cas A.1). Lorsque a; finit par atteindre a, sur v,, la pile virtuelle satis-
fait Qvi’rtual = Sm'rtual‘(ai — aﬁap1)| e |(a'z — af:pt) avec pPi, ..., Pt la Séquence
de numéros de port de v; a vp. Alors, le chercheur a; applique la procédure
nettoie(CJ, i, 1), c’est-a-dire qu’il écrit (CJ, i, r) et nettoie ’aréte correspondante.
Le mouvement (a; — a;, ) est empilé sur Quira;- Donc, le plus petit mouvement
large est réalisé par les deux algorithmes. De plus, apres cette étape, 1’état de
Quirtual €St Syirtuat| (@i = ag, p1)] -+ -+ |(a; = ag, pe)|(a; — a;,7), qui est fortement
équivalent a I'état S|(a;, ag, ) de Q.

Considérons a présent le cas ou il n’existe pas £ > j tel que le chercheur a, oc-

cupe le sommet v, incident a une aréte contaminée. Donc, a; revient sur v; apres

avoir essayé d’aider chaque chercheur ay, pour tout ¢, j < ¢ < k (en appliquant
itérativement la procédure rejoins() comme dans le cas précédent). A cette étape
de l'exécution Nettoyage_réparti, I’état courant de Quirtuar €St Syjppne QUi est for-

tement équivalent & S (I'état courant de Q). Lorsque a; revient sur v;, il dépile

(JJ,i, k). Donc, la procédure retour() appelle la procédure prochain_chercheur (7).

Par conséquent, a; empile (ST,4,7+ 1) et envoie (bouge,i) au chercheur a;,1. Sup-

posons qu’il y a un chercheur d’identifiant ¢ < k, plus grand que 7, sur le sommet

vy, qui peut réaliser un mouvement large valide. Cela correspond au cas B.1.2.c :

— Dans ce cas, il existe £ < u < k et r < n tels que 'algorithme A empile M’ =
(ag, ay,7) sur Q. De la méme fagon que dans le cas A.2.3, pour tout f,i < f </,
le chercheur af regoit (bouge, f — 1) de ay_ et écrit (RT, f, f — 1). Appliquant
la procédure decide(), le chercheur a; écrit (ST, f, f + 1) et envoie (bouge, f) a
af41- Lorsque ag regoit le message (bouge, ¢ — 1) de ay_1, il applique la procédure
decide(). Alors le mouvement M’ est réalisé comme dans le cas A.2. Ainsi, les
deux piles deviennent fortement équivalentes.

— Cas B.1.3 : M = (aj,a;,p) avec i < j.

Ce cas se produit apres 'opération de suppression dans le cas A.3.3. Donc S et

Syirtuar SONt faiblement équivalents. Plus précisément, il existe un état S,,,,,,, qui
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est fortement équivalent a4 S et une séquence (p1,...,p;_1) de numéros de port, tels
que Syirtual = Suirtuar| (@5 = @i, p1)| -+ |(aj = @i, pi—1). Soit v; (resp., v;) le sommet
occupé par le chercheur a; (resp., a;) dans la configuration associée & S;;,,,,.;- Notons
que v; = v. (p1,...,p—1) est exactement la séquence de numéro de port que le
chercheur a; a suivi le long du chemin de v; a v;. Soit P = wy, - - - , w; ce chemin, avec
wy = v; et wy = v;. Plus précisément, la configuration associée & Syiriuq €St obtenu

a partir de la configuration associée a S, ... (qui est aussi la configuration associée

a S) en déplacant le chercheur a; le long du chemin de v; & v; en suivant la séquence

de numéros de port (py,...,p; 1). Soit g le numéro de port de v; correspondant a

I'aréte {w;_1,v;}. Rappelons que, lorsqu’il a rejoint a; sur v;, le chercheur a; a écrit

(AH,j,q). Alors, puisque i < j, a; a empilé (ST, j,i) sur v; et envoyé (aide, j) au

chercheur a;. Alors, le chercheur a; a empilé (RT, 1, j) et (C'J, i, p) sur v;, et a nettoyé

I’aréte.

Pour prouver que les deux piles restent équivalentes, nous considérons le type du

mouvement large M'. Il y a trois cas :

— Cas B.1.3.a : il existe un numéro de port r < n de v;, plus grand que p tel que
'aréte correspondante est contaminée. Dans ce cas, M' = (a;, a;, 7).

— Cas B.1.3.b : il y a un chercheur d’identifiant ¢ < k, plus grand que 7, sur un
sommet vy, et un numéro de port » < n de v, tel que I'aréte correspondante est
contaminée. Dans ce cas, M’ = (a;, a, 7).

— Cas B.1.3.c : il y a un chercheur d’identifiant ¢ < k, plus grand que j, sur un
sommet vy, qui peut réaliser un mouvement large valide. C’est-a-dire, il existe
L <u<ketr<mntels que M' = (ag, ay,T).

Notons que le mouvement large considéré dans le cas B.1.3.a est plus petit que le

mouvement large du cas B.1.3.b, lui méme plus petit que le mouvement large du

cas B.1.3.c.

Maintenant, considérons l’exécution du protocole Nettoyage _réparti apres avoir

annulé le nettoyage de e. En appliquant la procédure retour(), a; dépile (CJ, i, p).

Alors, I’algorithme Nettoyage_réparti teste d’abord si il existe un numéro de port

r > p d’une aréte contaminée incidente a v;. Supposons qu’un tel numéro de port

existe. Cela correspond au cas B.1.3.a.

— Comme dans le cas B.1.2..a, le chercheur a; nettoie I’aréte correspondant au
numéro de port r et les deux piles restent fortement équivalentes.

Si il n’existe pas de numéro de port v;, plus grand que p, correspondant a l’aréte

contaminée, a; applique la procédure retour(). a; dépile (CJ, 1, p), alors (RT, 1, j), et

envoie (messsorry, ) au chercheur a;. Alors, le chercheur a; applique la procédure

retour(). Par conséquent, il dépile (ST, j,4) et (AH, 1, q) du tableau blanc de w; = v;,

et retourne sur w;_;. Sur chaque sommet wy, pour tout f =t—1,...,2, le chercheur

a; arrive dans 1’état RETOUR, et donc, dépile la pile locale, qui contient (AH, 7, ¢r)

ou gy est le numéro de port de wy menant a wy_;. Il en résulte qu’il va sur wy_;

utilisant le port ¢;_;. Simultanément, nous supprimons (a; — a;, py) que nous avions
empilé précédemment sur Quirtua- @, finit par revenir sur v; dans ’état RETOUR.

A cette étape de I'exécution de Nettoyage réparti, I’état courant de Quirtuar €st
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S twa Qui est fortement équivalent & S. Alors, en appliquant la procédure retour(),
a; dépile (JJ, j,4). Alors, 'algorithme Nettoyage_réparti teste si le chercheur a;
peut aider le chercheur avec un identifiant plus grand que ¢. Alors, le cas B.1.3.b est
similaire au cas B.1.2.b, et le cas B.1.3.c est similaire au cas B.1.2.c. Donc, les deux
piles deviennent fortement équivalentes.

Cas B.2 Le cas B.2 suppose qu’il n’existe pas de mouvement large valide plus grand
que M. Dans ce cas, soit S = () ou il existe un mouvement valide M’ et une séquence
de mouvements larges valides S’ tels que S = S’|M’. Dans le premier cas, 1’algorithme A
appelle un autre chercheur. Dans le second cas, 1’algorithme A dépile M’ de Q). Prouvons
que c’est également le cas pour ’algorithme Nettoyage_réparti. Il y a quatre cas selon
que S = () ou selon le type de M’.

— Cas B.2.1 Si S =0, il y a deux cas. Soit k = 1 et ug est de degré supérieur a

un, ou £ > 1. Dans le premier cas, le chercheur a; applique la procédure decide(),
alors la procédure retour() appelle un second chercheur. Dans le second cas, M
doit étre le mouvement large (ax,ax—1,p) ou p est le plus grand numéro de port
de ug. En effet, si M n’est pas ce mouvement large, alors un mouvement large
plus grand que M serait valide. Dans ce cas, le chercheur a; ; vient d’arriver
dans I'état RETOUR, sur le sommet uq par le port p. De plus, tous les chercheurs
occupent ug. De plus, le tableau blanc de wuy contient exactement la séquence
((ST,1,2),(RT,2,1),--- ,(ST,i,i+ 1), (RT, i+ 1,4),--- , (ST, k—1,k), (RT, k, k —
1), (JJ k,k —1),(ST,k,k — 1), (RT,k — 1,k),(CJ, k — 1,p)). Donc, Syirtuar = 0.
Ainsi, Q et Quirtua sont fortement équivalentes. De plus, il est facile de vérifier que
la procédure retour() appelle un (k + 1) chercheur.

Supposons que S # (). Rappelons que dans le cas B., un chercheur a; vient d’arriver
dans I’état RETOUR, sur le sommet v, par le port p, laissant I’aréte e étre recontaminée.
Donc, dans ces cas, la prochaine étape de ’exécution de 1’algorithme Nettoyage_réparti
commence avec a; appliquant la procédure retour ().

Soit f = (v',w') I'aréte nettoyée grace au mouvement M'. Soit s < k I'identifiant du
chercheur qui a nettoyé f, en arrivant du port ' de w'. Soit r le numéro de port de v’
correspondant & f. Considérons les trois types possibles pour le mouvement M’ :

— Cas B.2.2 M' = (as, a5, 7). Dans ce cas, il y a une séquence de mouvements valides

irtua TOrtement équivalente & S’; et une séquence de mouvements valides Moyir1yal

virtua

, N N !
équivalente & M telles que Syirtuat = Shirtuarl (@s = s, )| Myirtuar-

— Cas B.2.3 Il existe s’ < stel que M' = (as, ag, 7). Dans ce cas, il y a une séquence de

mouvements valides S, . ., fortement équivalente a S, une séquence de mouvements

valides My;ruar équivalente & M, et une séquence (py, ..., p;—1) de numéros de port,
!
telles que Svirtual =5 z'rtual|(a’5 — a’s’apl)‘ e |(a's — a’s’apt—l)‘(as — Qg, T)‘Mvirtual-

K
— Cas B.2.4 Il existe s’ < stel que M' = (ay, as, 7). Dans ce cas, il y a une séquence de

mouvements valides S, ..., fortement équivalente & S’, une séquence de mouvements

valides My war équivalente & M, et une séquence (pi, ..., p;—1) de numéros de port,
telles que Svirtual = Slirtual|(as’ — as;p1)| e |(as’ — Clg,pt_1)|(a5 — Qg, T)|Mvirtual-

v
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Apres avoir nettoyé f, le chercheur a; a empilé (AH, s,r’), puis (ST, s, 1), et envoyé
(bouge, s) au chercheur a;. Alors a; applique la procédure decide(). Appliquant cette
procédure, le chercheur a; écrit (ST, 1,2) et envoie (bouge, 1) a ay. Pour tout 2 < j <i—1,
le chercheur a; regoit (bouge, j—1) de a;_; et écrit (RT,j,j—1). Appliquant la procédure
decide(), le chercheur a; écrit (ST, j,j + 1) et envoie (bouge, j) a aj;1. Lorsque a; recoit
le message (bouge,i — 1) de a; 1, il empile (RT,,i — 1) sur le sommet v; qu’il occupe, et
applique la procédure decide(). Soit v; le sommet que a; occupe a cette étape de I’exécution
du protocole Nettoyage_réparti.

Considérons le type du mouvement large M. Soit p < n le numéro de port de v
correspondant a e. Puisqu’il n’y a pas de mouvement large valide plus grand que M, seuls
trois cas sont possibles :

— M = (ai,a;,p) et pour tout j, ¢ < j < k, le chercheur a; est seul & occuper un
sommet, disons v;. En annulant un tel mouvement, le protocole Nettoyage_réparti
assure que @ et Quirwa sont fortement équivalentes (cf., cas A.3.1). Donc, v =
v;. Dans ce cas, le chercheur a; retourne sur v dans 1’état RETOUR. Appliquant
la procédure retour(), a; dépile (CC,i,p), empile (ST,i,i + 1) sur v;, et envoie
(bouge, i) au chercheur a;;. Pour tout j, i +1 < j < k, le chercheur a; recoit
(bouge,j — 1) de a;_y et écrit (RT,j,j5 — 1). Appliquant la procédure decide(),
le chercheur a; écrit (ST,7,j + 1) et envoie (bouge, j) & a;41.Lorsque a recoit le
message (bouge, k — 1) de ax_1, le chercheur a; applique la procédure decide(), puis
la procédure retour(). Le chercheur ay dépile (ST, k,k — 1) et envoie (désolé, k) a
ak—1. Pour tout j, k > j > i, le chercheur a; recoit (désolé,j+ 1) de a;1 et dépile
(ST, j,j+1). Appliquant la procédure retour(), le chercheur a; dépile (RT,j —1, j)
et envoie (désolé, j) a a,;_;. Lorsque le chercheur a; recoit (désolé,i + 1), il dépile
(ST,i,i+ 1), et alors dépile (RT,i,i — 1) de la pile locale de v;.

— 1 < k, M = (a;, ax, p) et pour tout j, i < j < k, le chercheur a; occupe seul un som-
met, disons v;. Dans ce cas, il existe un état S,,,,,, qui est fortement équivalent & S

et une séquence (pi,...,p;—1) de numéros de port, tels que Syirtuar = Styrsua| (@i —
ak,p1)|---|(ai — ak,pi—1). Notons que, dans la configuration associée a S.. ...
(resp., & Syirtuar), le chercheur a; occupe v; (resp., v). Le chercheur a; occupe v
dans les deux configurations. (py,...,p; 1) est exactement la séquence de numéros
de port que le chercheur a; a suivi le long d’un chemin de v; & v. Soit P = wy,--- , wy
ce chemin, avec w; = v; et w; = v. Pour tout f, 2 < f < ¢, soit gy le numéro de
port de w; correspondant a l'aréte {vs_, wy}. Rappelons que, a; a suivi le chemin
P pour rejoindre ay. Puis, le chercheur a; a écrit (AH, i, q;). Alors, puisque i < 7,
a; a écrit (CJ,4,p) et a nettoyé Paréte.

Maintenant, discutons de 1’exécution du protocole Nettoyage_réparti apres avoir
annulé M. Arrivant sur v, par le port p, dans I’état RETOUR, a; applique la procédure
retour(). Par conséquent, il dépile (AH, i, g;) du tableau blanc de v, et retourne sur
wy 1. Pour tout f = ¢ —1,...,2, le chercheur a; arrive dans I’état RETOUR sur
chaque sommet w;. Alors, il dépile la pile locale qui contient (AH, 1, qy). Il en résulte
qu’il se dirige vers wy_; utilisant le port gs_;. Simultanément, nous supprimons
(a; — ak, py) que nous avions empilé préalablement sur Quirtua- @; finit par revenir
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sur v; dans 1’état RETOUR. A cette étape de 'exécution de Nettoyage réparti,

I'état courant de Quiriuar €St Sy qui est fortement équivalent a S. Alors, en
appliquant la procédure retour(), a; dépile (JJ,i,k), empile (ST,i,i + 1) sur v;,
et envoie bouge, ¢) au chercheur a;;1. Pour tout j, i + 1 < j < k, le chercheur q;
recoit (bouge, j —1) de a;_; et écrit (RT, j,j—1). Appliquant la procédure decide(),
le chercheur a; écrit (ST, j,j + 1) et envoie (bouge, j) & aj11. Lorsque ay recoit le
message (bouge, k — 1) de ay_1, le chercheur a; applique la procédure decide(), puis
la procédure retour(). Le chercheur ay dépile (ST, k,k — 1) et envoie (désolé, k) a
ai—1. Pour tout j, k > j > i, le chercheur a; recoit (désolé,j+ 1) de a;41 et dépile
(ST, j,j+1). Appliquant la procédure retour(), le chercheur a; dépile (RT,j—1, j)
et envoie (désolé, j) & a,;_1. Lorsque le chercheur g; recoit (désolé,i + 1), il dépile
(ST,1,1+ 1), puis dépile (RT,4,7 — 1) de la pile locale of ;.

-1 =k et M' = (a;,ax_1,p). De maniére similaire au cas précédent, nous pouvons
prouver qu’il existe une étape de ’exécution de Nettoyage réparti ou a; dépile
(RT,i,i — 1) de la pile locale de v;.

Donc, quel que soit le type de M, il y a une étape de I’exécution de Nettoyage_réparti
quand a; dépile (RT,i,i — 1) de la pile locale de v;. De plus, a cette étape, @ et Quirtual
sont fortement équivalentes.

Si ¢ = k, le chercheur a; applique la procédure retour(). Sinon, a; appelle la procédure
prochain_chercheur(i), empile (ST,i,i+ 1) et envoie (bouge, i) & a;41. Alors, pour tout
j, i < j < k, a; empile (RT,j,j — 1) et (ST,j,j + 1) sur le sommet qu'’il occupe,
et envoie (bouge,j) & a;+1. Lorsque aj regoit le message (bouge, k — 1), il applique la
procédure retour(). Le chercheur ay envoie (désolé, k) au chercheur ay_;. Alors, pour
tout j, kK > j >4, a; dépile (ST,j,j + 1) et (RT, j,j — 1), et envoie (désolé,j) a a;_1.
Finalement, a; recoit (désolé, i+ 1) du chercheur a1, et applique la procédure retour().
Pour tout j, ¢ > j > s, a; dépile (ST, j,j+1) et (RT,j,j—1), et envoie (désolé,j) a a;_;.
Finalement, a; regoit (désolé, s+ 1) du chercheur a,; et applique la procédure retour().
Alors, le chercheur ay dépile (AC, s, ') de la pile locale de w'. Alors, il retourne sur v’
dans I’état RETOUR, laissant I’aréte f étre recontaminée. Nous supprimons (as — as, ) du
sommet de Qyirtuar- Donc, dans le cas B.2.2 (resp., B.2.3 et B.2.4), Q et Quirtua deviennent
fortement équivalentes (resp., faiblement équivalentes).

Nous avons prouvé que, dans tous les cas, les deux piles restent équivalentes apres une
étape de I’exécution du protocole Nettoyage réparti (C’est-a-dire qu’elles représentent
la méme stratégie de capture). De plus, les deux algorithmes terminent dans le méme
état. Donc, la preuve du théoreme 25 découle directement du théoreme 26.

Nous étudions a présent la taille des tableaux blancs nécessaire a 1’exécution du pro-
tocole Nettoyage réparti.

Lemme 17 Soit G un graphe connezre de n sommets. Lors de [’exécution de
Nettoyage_réparti au plus O(m logn) bits sont stockées sur les tableaur blancs de
chaque sommet.

Preuve. Soient t; et t; deux étapes de I’exécution du protocole Nettoyage_réparti qui
satisfont (1) une aréte f est nettoyée lors de 1’étape ¢, ou ¢; est la premiere étape, (2)
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une aréte e est nettoyée lors de 1'étape o, et (3) pour toute aréte x qui a été nettoyée
entre les étapes 1 et ty, z a été recontaminée (i.e., le nettoyage de x a été annulé). Soit
taille(v,t) le nombre de traces qui sont écrites sur le tableau blanc du sommet v a 1’étape
t de ’exécution du protocole Nettoyage_réparti. Nous prouvons que, pour tout sommet
v € V(G), taille(v,ty) — taille(v,t;) = O(logn).

Supposons que le nettoyage de e consiste en la séquence de mouvements suivante. Le
chercheur a;, 1 < ¢ < k, rejoint un autre chercheur a; (1 < j < i), et le chercheur a;
nettoie une aréte e. Bien siir, ce cas est celui pour lequel le nombre de traces est le plus
grand possible. Soit v; (resp., v;) le sommet occupé par a; (resp., a;) apres le nettoyage de
f (notons que, si ¢; est la premiere étape, v; = v; = vg). Si t; n’est pas la premiere étape,
soit ag, £ > 1, le chercheur qui a nettoyé f. Apres avoir nettoyé l'aréte f, a; envoie le
message (bouge, £) & a;. Alors, pour tout ¢, 1 <t < i—1, le message (bouge, t) est transis
de I chercheur a; au chercheur a;1 jusqu’a ce que le message (bouge, i—1) atteigne a;. En
modifiant légerement la procédure prochain_chercheur, si plus de deux chercheurs sont
sur le méme sommet, nous pouvons nous assurer que seuls les chercheurs avec les deux
plus petits identifiants recoivent le message. Ce n’est en effet pas nécessaire d’envoyer le
message aux autres chercheurs. En effet, si les deux plus petits ne peuvent rien faire, les
autres ne le pourront pas non plus. Donc, entre le nettoyage de deux arétes f et e, au
plus deux traces de type (RT, ¢, s) et deux traces de type (ST, ¢, s) sont écrites sur chaque
tableaux blancs.

Soit s; 1'étape de I'exécution du protocole Nettoyage_réparti lorsque a; regoit
(bouge, i — 1) du chercheur a; ;. Soit s, I'étape & laquelle a; décide d’essayer d’aider a;.
Apres ’étape sq, le chercheur a; essaie d’abord d’aider tous les chercheurs a,, p < j.
Puisque tous ces mouvements ont été annulés, toutes les traces correspondantes qui ont
été écrites par les chercheurs entre les étapes s; et sy ont été effacées de méme.

A Tétape so, le chercheur a; décide de rejoindre a; et empile (JJ,4,7) sur v;. En
rejoignant a;, a; empile une trace (AH,1,j) sur chaque tableau blanc sur le chemin entre
v; et v;. Finalement, a; envoie le message (aide,) & a; qui nettoie l'aréte e. C’est-a-
dire que le chercheur a; empile (ST, ) sur v;. Alors, le chercheur a; empile (RT), j, %)
et (CJ,j,p) sur v;. Finalement a; nettoie I'aréte e et, il empile (AC, j,q) et (ST,5,1) a
I’autre extrémité de e.

Pour résumer, sur chaque tableau blanc, ont été écrites au plus trois traces de type
(RT, ¢, s), trois de type (ST, ¥, s), une de chacun ds types (JJ,14,75), (AH,1,3j), (CJ,j,p)
et (AC, j, q). Donc, lorsqu’un mouvement large est réalisé, au plus O(1) traces sont écrites
sur chaque tableau blanc.

Puisque il y a m mouvements larges, au plus O(m logn) bits sont écrits sur chaque
tableau blanc. O

5.6 Perspectives

Les questions que pose cette section visent toutes a I’amélioration des performance de
I’algorithme Nettoyage_réparti. Tout d’abord, notre algorithme implique des chercheurs
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dont la mémoire est de taille log k£ bits avec k£ le nombre maximum de chercheurs impliqués.
Est-il possible de concevoir un algorithme qui résout le probleme du nettoyage réparti en
impliquant des automates finis ? Il serait également intéressant d’améliorer notre protocole
de maniere a ce que la mémoire qui doit étre disponible sur les tableaux blancs ait une taille
inférieure, par exemple, une taille logarithmique en la taille du réseau. Enfin, le dernier
probléme, et non le moindre, que nous posons ici, serait de concevoir un algorithme plus
rapide que 'algorithme Nettoyage réparti. Ce dernier peut en effet avoir un temps
d’exécution exponentiel. La meilleure borne supérieure que nous ayons en ce qui concerne
ce temps d’exécution est la borne triviale qui consiste en le nombre de piles possibles a
tester.
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Chapitre 6

Stratégies de capture répartie avec
conseil

Ce chapitre est comme le précédent consacré au probleme du nettoyage réparti. Les
chercheurs doivent nettoyer un graphe de maniere connexe monotone, de facon décentrali-
sée. La différence avec le chapitre précédent vient donc de ce que les chercheurs doivent
nettoyer le graphe de maniere monotone. Pour les y aider, il leur est fourni une certaine
information relative au graphe.

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons prouvé qu’il était possible de calculer une
stratégie de capture connexe monotone optimale d’un graphe inconnu de maniere répartie.
Cependant, le nettoyage proprement dit du graphe n’est pas monotone et peut prendre un
temps exponentiel. Pour pallier cet inconvénient, nous nous proposons, dans ce chapitre,
de fournir aux chercheurs certaines informations concernant le graphe.

Dans de nombreux problemes répartis, la qualité des solutions dépend des informa-
tions relatives au réseau données a priori aux sommets du réseau (voir [FR03] pour un
tour d’horizon). La comparaison de deux algorithmes avec connaissance préalable sur le
réseau se révele cependant étre ardue deés que ces informations different qualitativement :
une borne sur la taille du réseau [BFR02] par exemple, ou la topologie complete du
réseau [CMSO01], etc. Dans [FIP06], Fraigniaud et al. définissent la notion de conseil, de
fagon a mesurer quantitativement la difficulté d’une tache distribuée. Comme application,
Fraigniaud et al. étudient la quantité d’information qui doit étre distribuée sur les sommets
d’un graphe de maniere a réaliser efficacement la diffusion et le réveil (i.e., en utilisant
un nombre minimum de messages). Ils prouvent que le nombre minimum de bits d’infor-
mation permettant de résoudre le probléeme du réveil (resp., de diffusion) en un nombre
linéaire de messages, est ©(nlogn) (resp., O(n)) bits. Cette approche permet donc de
différencier quantitativement la difficulté des deux problemes pourtant tres semblables.
Dans ce chapitre, nous répondons a la question suivante. Quel est le nombre minimum de
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bits d’information nécessaire pour résoudre le probleme du nettoyage connexe monotone
réparti dans les graphes?

Le modele que nous utiliserons dans ce chapitre est le méme que celui présenté a la
section 1.3.5, et utilisé au chapitre précédent (cf., section 5.2.1). Dans le but de simpli-
fier la présentation, les mouvements des chercheurs sont synchrones. De la méme facon
que dans le chapitre précédent, le cas asynchrone peut étre traité en utilisant un cher-
cheur supplémentaire pour coordonner les chercheurs. La seule différence avec le chapitre
précédent vient du fait que pour décider de leur prochaine action a effectuer, les chercheurs
peuvent s’aider d’une information fournit par un oracle sur chaque sommet du graphe.
Dans le paragraphe suivant, nous définissons formellement la notion de conseil, ainsi que
le probleme du nettoyage connexe monotone réparti avec conseil.

Une instance du probléme consiste en un couple (G,vg), avec G un graphe connexe
et vo € V la base. Un oracle [FIP06] est une fonction O qui, a toute instance (G, v, L),
associe une fonction f : V' — {0,1}* attribuant une chaine binaire, appelée chaine de
bits d’information, a chaque sommet de G. La quantité d’information, ou taille de conseil,
ou encore le nombre de bits d’information, pour une instance donnée, est la somme des
longueurs de toutes les chaines attribuées aux sommets. Intuitivement, un oracle fournit
de la connaissance supplémentaire aux sommets du réseau. Résoudre le probleme du
nettoyage connexe monotone réparti avec conseil consiste a concevoir un oracle O et un
protocole P utilisant O, avec les caractéristiques suivantes. Pour toute instance (G, vp),
tout sommet v € V est fourni avec la chaine f(v), f = O(G, v,). Le protocole P doit alors
permettre au nombre optimal de chercheurs de nettoyer G, en partant de vy, de maniere
connexe monotone. De plus, la stratégie des chercheurs est calculée de fagon distribuée.
La seule information relative au graphe dont dispose les chercheurs est modélisée par la
chaine de bits disponible localement sur chaque sommet.

Dans ce chapitre, nous prouvons que O(nlogn) bits d’information suffisent pour
résoudre le probleme du nettoyage connexe monotone réparti avec conseil dans tous
les graphes de n sommets. Nous prouvons de plus que cette quantité d’information est
nécessaire pour nettoyer certains graphes. La section 6.2 est consacrée a la description d’un
oracle de taille O(nlogn) bits et d’un protocole utilisant cet oracle qui résout le probleme
de I'encerclement réparti avec conseil. La section 6.3 est consacrée a la preuve de ’op-
timalité de cette borne. Plus précisément, nous prouvons qu’aucun protocole utilisant
o(nlogn) bits de conseil ne peut résoudre le probleme du nettoyage connexe monotone
réparti dans tous les graphes.

Les résultats de ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec David Soguet. Ils ont
donné lieu a une publication dans la conférence SIROCCO 2007 [NS07].

6.2 L’algorithme et ’oracle

Dans cette section, nous résolvons le probleme du nettoyage connexe monotone réparti
avec conseil. Plus précisément, nous prouvons le théoreme suivant :
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Théoreme 27 Le probléeme du nettoyage connexe monotone réparti peut étre résolu en
utilisant O(nlogn) bits d’information.

Pour prouver le théoréme 27, nous décrivons un oracle O de taille O(nlogn) bits, et
un protocole réparti Nettoyeur qui résout le probleme du nettoyage connexe monotone
réparti dans un environnement synchrone. Le protocole Nettoyeur réalise I’exécution
d’une stratégie de capture divisée en n phases, chacune divisée en deux tours de O(n?)
rondes. Le nettoyage de G est donc réalisé en temps O(n?).

6.2.1 L’oracle

Nous décrivons tout d’abord 1'oracle O. Pour toute instance (G = (V, E),v) du
probléeme du nettoyage connexe monotone réparti, nous considérons une stratégie S qui
est solution du probléme (S est donc connexe monotone et optimale). La fonction f =
O(G,vg) est définie a partir de S. Informellement, les chaines de bits d’information four-
nies par O permettent a des chercheurs utilisant le protocole Nettoyeur, de nettoyer
I’ensemble des sommets de G dans le méme ordre que S. De plus, elles permettent aux
chercheurs de circuler dans la partie propre du graphe tout en évitant la recontamination.
Définissons les notations que nous allons utiliser dans la suite.

Rappelons que n = |V| et m = |E|. La stratégie S peut étre définie par I'ordre dans
lequel S nettoie les arétes. Soit (e, - -+ ,en) cet ordre. Une aréte e; est plus petite qu’une
aréte e;, noté e; < e;, si 4 < j. S induit également un ordre sur les sommets de G. Pour
tout v,w € V', nous dirons que v est plus petit que w, noté v < w, si la premiere aréte
incidente a v qui est nettoyée, est plus petite que la premiére aréte nettoyée incidente a
w. Soit (vg, -+ ,vs—1) cet ordre, c’est-a-dire v; < v; si et seulement si ¢ < j.

Pour tout 7, 0 < ¢ < n — 1, soit f; € F la premiere aréte incidente a v; qui est
nettoyée par S. Du fait de la connexité et la monotonie de S, fo = f1 < fo- - < fa_1-
Pour tout 7, 1 < i < n — 1, le pére de v;, noté parent(v;), est défini comme étant le
voisin v de v; tel que, {v,v;} = f;. Notons que parent(v;) < v;, et pour tout voisin
v de v;, fi = {parent(v;),v;} =< {v,v;}. Intuitivement, pour tout i, 1 < i < n — 1,
fi = {parent(v;), v;} est I'aréte par laquelle un chercheur est arrivé sur v; pour la premiére
fois. Inversement, les fils de v € V sont les sommets w tels que v = parent(w). Pour tout 1,
0 < i <n-—1, soit T; le sous-graphe de G dont ’ensemble de sommets est {vg,-- - ,v;}, et
I'ensemble d’arétes est {f1,- -, fi}. Pour tout ¢, 0 < i < n—1, T; est un arbre couvrant de
Glvg, - - - ,v;]. Intuitivement, & la phase i de I'exécution du protocole Nettoyeur, 7;_; est
un arbre couvrant de la partie propre du graphe. Cet arbre sera utilisé pour permettre aux
chercheurs de se déplacer dans la partie propre, en réalisant un parcourt en profondeur
d’abord (DFS pour Deep First Search) de 7;_;.

Nous définissons maintenant un étiquetage local des sommets de G. Insistons une fois
de plus sur le fait que cet étiquetage dépend de la stratégie S qui est considérée. Soit v €
V(G). L’étiquette du sommet v est composée des variables locales suivantes : une variable
booléenne TYPE,, quatre entiers TCU,, TTL,, Dernier_Port,, PARENT, et une liste ordonnée
Fils, de paires d’entiers. L’indice sera omis lorsqu’aucun risque de confusion n’aura lieu.
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Intuitivement, PARENT, et Fils, permettent aux chercheurs d’effectuer un DFS d’un sous-
arbre couvrant la partie propre. Pour éviter la recontamination, les chercheurs doivent non
seulement savoir quels ports ils peuvent emprunter ou non, mais également le moment
auquel de tels mouvements sont possibles, c¢’est-a-dire la phase du protocole a laquelle
un chercheur peut prendre un certain port. Les informations concernant les numéros de
port (possible ou non) sont portées par PARENT,, Fils,, et Dernier Port,. Fils,, TCU,
et TTL, portent les informations concernant les phases auxquelles ces ports peuvent étre
empruntés. De plus, si un chercheur préserve un sommet de la recontamination, nous
dirons que ce chercheur garde le sommet, sinon, nous dirons qu’il est libre. Un chercheur
qui garde un sommet v quittera v par la plus grande aréte qui lui est incidente. La phase
a laquelle un tel mouvement sera effectué est telle que toutes les autres arétes incidentes
a v seront propres. Donc aucune recontamination n’aura lieu. Dans ce but, nous avons
besoin de distinguer deux types de sommets grace a TYPE,.

Dans ce qui suit, nous dirons d’un numéro de port p d’un sommet v (resp., d’une aréte
incidente & v, correspondant a p) qu'il (elle) est étiqueté(e) s’il existe £ < n — 1 tel que
(p,¢) € Fils,, ou p = Dernier_Port,, ou p = PARENT,. Notons qu’une aréte peut avoir
deux étiquettes différentes, ou une étiquette a 'une de ses extrémités et pas a 'autre, ou
encore aucune étiquette du tout. Soit 0 < ¢ < n — 1, ’entier tel que v = v;. Soit e la plus
grande aréte incidente & v qui n’appartient pas a E(T,_1), et soit f la plus grande aréte
incidente a v qui n’appartient pas a (7,,—1) U {e}.

— PARENT, est le numéro de port de v menant a parent(v) par une aréte de E(T,,_1)

(nous posons PARENT,, = —1).

— Fils, est une liste ordonnée de paires d’entiers. Soit 1 < p < deg(v) et 0 < j < n—1.
(p,j) € Fils, si et seulement si v = parent(v;) et p est le numéro de port de
v menant a v;. Dans la suite, Fils,(j) désigne le numéro de port p de v tel que
(p,j) € Fils,.

— TYPE, est une variable booléenne. Elle vaut 0 si la plus grande aréte incidente a v
appartient a 7;,_,. Sinon, la variable TYPE, vaut 1. Dans la suite, nous dirons qu’un
sommet est de type 0 (resp., type 1) si TYPE, = 0 (resp., TYPE, = 1). Intuitivement,
un sommet est de type 0 si, dans S, le chercheur qui nettoie la derniere aréte
contaminée incidente a ce sommet le fait en atteignant un nouveau sommet qui
n’avait pas encore été occupé.

— Dernier Port, = —1 si TYPE, = 0, sinon Dernier Port, est le numéro de port
correspondant a e.

— TCU, (pour Time to Clean Unlabelled port), représente la phase a laquelle les cher-
cheurs libres doivent nettoyer tous les ports non étiquetés de v. Cas TYPE, =0 :sie
n’existe pas, alors TCU, = —1, sinon TCU, est le plus grand entier £ tel que fx_1 < e.
Cas TYPE, = 1 : si f n’existe pas, alors TCU, = —1, sinon TCU, est le plus grand
entier k tel que fr 1 <X f.

— TTL, (pour Time To Leave), représente la phase a laquelle un chercheur qui garde
v le quittera. Cas TYPE, = 0 : TTL, = j tel que v; est le plus grand fils de v. Cas
TYPE, = 1 : TTL, est le plus grand entier k£ tel que fr | < e.

Nous définissons maintenant la fonction d’étiquetage O(G,vy) fournie par I'oracle O
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a G, utilisant £(S). Pour tout 4, 0 <i <mn—1,
O(G, v)(v;) = (i,n, TYPE,,, PARENT,,, Dernier_Port,,, TCU,,, TTL,,, Fils,,).
Le lemme suivant découle directement de la définition de 'oracle.

Lemme 18 Pour tout graphe de n sommets, le conseil fournit par O est de taille O(nlogn)
bits.

6.2.2 Le protocole Nettoyeur

Dans cette section, nous définissons le protocole de nettoyage connexe monotone
réparti Nettoyeur utilisant ’oracle O, qui permet de nettoyer tout réseau synchrone G
de n sommets, en partant de la base vy. Le protocole Nettoyeur est décrit formellement
sur les figures 6.1 et 6.2.

Décrivons succinctement notre protocole. Les chercheurs peuvent étre dans sept états
différents : DFS_TEST, DFS_RETOUR, NETTOIE-NON-ETIQUETEE,
RETOUR-NON-ETIQUETEE, NETTOIE, ATTENDRE, GARDER. Initialement, tous les cher-
cheurs se situent sur vg. Chacun d’eux lit n sur I'étiquette O(G, vy)(vp) de vy pour initiali-
ser ses compteurs. Alors, le chercheur avec le plus grand identifiant est élu pour garder vy
et passe dans I’état GARDER, les autres chercheurs deviennent libres et passent dans I’état
DFS_TEST. Apres la phase 1 < i < n — 1, notre protocole assure les propriétés suivantes.

1. Un sous-graphe G’ de GJvy, - - -, v;] contenant T; comme sous-graphe est propre.
2. Pour tout sommet v de la frontiere de G’, un chercheur garde v (dans ’état GARDER).
3. Tous les autres chercheurs sont libres et se trouvent sur des sommets de G'.

Premier tour de la phase i + 1. Le but des chercheurs libres est de nettoyer les
arétes non-étiquetées des sommets v de V(G|vy, - - - , v;]) tels que la plus grande aréte non-
étiquetée e incidente a v satisfait f; < e < fi11. Notons qu’une telle aréte e appartient a
E(Glvo, - - - ,v;]). Dans ce but, tout chercheur libre effectue un DFS de T; guidé par les
étiquettes PARENT et Fils. Le chercheur est dans 1’état DFS_TEST si il “descend” dans
I’arbre couvrant, c’est-a-dire s’il se déplace vers les feuilles, et dans 1’état DFS_RETOUR
sinon.

Au cours de ce DFS, si le chercheur rencontre un sommet v; avec j < 7 et étiqueté par
TCU,, = i+1 (rappelons que TCU signifie Time to Clear Unlabelled edges, i.e., 1’heure de net-
toyer les arétes non-étiquetées), alors le chercheur nettoie toutes les arétes non-étiquetées
de vj, et poursuit ensuite le DF'S. Pour nettoyer les arétes non-étiquetées incidentes a vj,
le chercheur prend successivement, dans 'ordre croissant des numéros de port, tous les
ports non-étiquetés. Il effectue alors un aller-retour sur chacune de ces arétes, en étant
dans ’état NETTOIE-NON-ETIQUETEE & laller, et dans 1’état RETOUR-NON-ETIQUETEE
au retour.
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Programme d’un chercheur A.

Initialisation : /* tous les chercheurs partent de vy */

Lire n sur O(G,vg) pour initialiser le conteur ;

si A est le chercheur avec le plus grand identifiant sur vy alors
Passer dans ’état GARDER ;

sinon
A la premiere ronde du second tour de la phase 1,
Passer dans 1’état DFS_TEST;

fin si

Programme d’un chercheur A lors de toute ronde du tour s € {0,1} de la phase 1 <i <mn.

/* Cas ou le chercheur A arrive sur le sommet v;, provenant de I'aréte {vg,v;}, de numéro de port py
de v; */
j

Soit pgepyt le plus petit numéro de port non-étiqueté de v;.

Paebut = —1 si il n’existe pas de telle aréte.
Soit psuivant le plus petit numéro de port p de vj, tel que p > py.
Psuivant = —1 si il n’existe pas de telle aréte.

Soit pfirstchita le numéro de port p de v; tel qu'il existe 1 < k < n — 1 avec p étiqueté Fils(k), et,
pour tout k', 1 < k' < k, aucune aréte incidente & v; n’est étiquetée Fils(k'). pfirstchita = —1 si il
n’existe pas de telle aréte.

Si pfirstchild # —1, premierFils désigne le voisin de v; correspondant.

Soit ppegteniia le numéro de port p de v; tel qu’il existe £ < k < n —1 avec p étiqueté Fils(k), et, pour
tout £ < k' < k, aucune aréte incidente & v; n’est étiquetée Fils(k'). Si ppestchita # —1 , filsSuivant
désigne le voisin de v; correspondant.

Cas :
état = DFS_TEST
si s =1 et il existe un numéro de port p étiqueté Fils(i) alors
Emprunter le port p dans 1’état NETTOIE ;
sinon si s = 0 et TCU = ¢ alors
Emprunter le port pgepy: dans I’état NETTOIE-NON-ETIQUETEE ;
sinon si ppremierrits 7 —1 et premierFils < v;_; alors
Emprunter le port ppremierrits dans I’état DFS_TEST;
sinon Emprunter le port étiqueté PARENT dans 1’état DFS_RETOUR ; fin si

fin si

fin si

état = RETOUR-NON-ETIQUETEE
$1 Psuivant 7 —1 alors
Emprunter le port psyivant dans I’état NETTOIE-NON-ETIQUETEE ;
sinon si Ppremierrits 7 —1 et premierFils < v;_; alors
Emprunter le port ppremierrirs dans I’état DFS_TEST;
sinon Emprunter le port étiqueté PARENT dans 1’état DFS_RETOUR; fin si
fin si

F1G. 6.1 — Protocole Nettoyeur (1/2)
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état = NETTOIE-NON-ETIQUETEE
Emprunter le port p, dans 1’état RETOUR-NON-ETIQUETEE ;

état = DFS_RETOUR
si s =1 et il existe un numéro de port p étiqueté Fils(i) alors
Emprunter le port p dans I’état NETTOIE ;
sinon si P fisSuivant 7 —1 and filsSuivant < v;_; alors
Emprunter le port prissuivant dans I'état DFS_TEST;
sinon si PARENT # —1 alors
Emprunter le port étiqueté PARENT dans I’état DFS_RETOUR;
sinon Emprunter le port Fils(1) dans I’état DFS_TEST; fin si
fin si
fin si

état = NETTOIE

si vj < v; ou deg(v;) =1 alors

si 7 > 0 alors
Emprunter le port étiqueté PARENT dans I’état DFS_RETOUR;

sinon Emprunter le port étiqueté Fils(1l) dans ’état DFS_TEST;
fin si

sinon Passer dans I’état ATTENDRE;

fin si

/* Cas ou le chercheur est situé sur le sommet v; */

état = GARDER
si TYPE = 1 alors
si TCU = TTL alors
A la premiere ronde du second tour de la phase TTL,
Emprunter le port étiqueté Dernier Port dans 1’état NETTOIE;
sinon A la premiére ronde du second tour de la phase TTL,
Emprunter le port étiqueté Dernier Port dans ’état NETTOIE ;
fin si
sinon A la premiére ronde du second tour de la phaseTTL
Emprunter le port étiqueté Fils(TTL) dans ’état NETTOIE;

fin si

état = ATTENDRE
A la derniére ronde de cette phase :
si A est le chercheur avec le plus grand identifiant sur v; alors
Passer dans 1’état GARDER ;
sinon Emprunter le port étiqueté PARENT dans 1’état DFS_RETOUR ;
fin si

F1G. 6.2 — Protocole Nettoyeur (2/2)
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De plus, pendant ce tour, tout chercheur qui est en train de garder un sommet étiqueté
TYPE = 1 avec TCU < TTL = i+ 1, doit prendre (et nettoyer), dans I’état NETTOIE, I’aréte
ayant pour numéro de port Dernier Port sur le sommet considéré (rappelons que TTL
signifie Time To Leave, i.e., 'heure de partir). Le protocole Nettoyeur assure que I’'aréte
correspondante est la seule aréte incidente a ce sommet qui est contaminée a ce tour.

Avant la premiere ronde du second tour de la phase i+ 1, les deux propriétés suivantes
sont satisfaites : (1) sl existe un sommet v étiqueté avec TYPE, = 0 et TTL, = i+ 1, alors
fir1 est la seule aréte incidente a v = parent(v;;1) qui est encore contaminée, et (2) pour
tout sommet v étiqueté TYPE, = 1 avec TCU, = TTL, = ¢ + 1, 'aréte ayant pour numéro
de port Dernier Port, est la seule aréte incidente a v qui est encore contaminée.

Second tour de la phase ¢+ 1. Le protocole Nettoyeur effectue le nettoyage de f; 11
(incidente a parent(viy 1) € V(G')) ainsi que le nettoyage de toute aréte correspondant
au numéro de port Dernier Port,, des sommets v; pour j < 4, étiquetés TYPE,, = 1 avec
TCU,, = TTL,, = ¢ + 1. Dans ce but, tout chercheur libre réalise un DF'S de T;. Lorsqu’un
chercheur rencontre le sommet parent(v;+1) dont un port est étiqueté Fils(i + 1), il
emprunte I’aréte correspondante dans I’état NETTOIE. De plus, le chercheur qui garde le
sommet parent(v;;1) emprunte également l’aréte ayant pour numéro de port Fils(i + 1)
dans I’état NETTOIE si TTL = 7+ 1 et TYPE = 0. Finalement, tout chercheur qui garde un
sommet étiqueté TYPE = 1 avec TCU = TTC = ¢ + 1 emprunte I'aréte ayant pour numéro
de port Dernier_Port dans I’état NETTOIE. Pendant ce tour, tout chercheur qui arrive
sur v;y1 attend (dans I’état ATTENDRE) la derniére ronde de la phase si deg(v;y1) > 1.
Sinon, il devient libre. Pendant cette derniére ronde, si deg(v;11) > 1, alors le chercheur
avec le plus grand identifiant se trouvant sur v; 1 est élu pour garder v;;; pendant que
les autres chercheurs deviennent libres et empruntent le port étiqueté PARENT dans 'état
DFS_RETOUR.

Nous prouvons a présent que le protocole Nettoyeur et ’oracle O sont bien solution
du probleme du nettoyage monotone réparti. Brievement, nous prouvons par induction
sur 1 < i < n que, apres la phase 7, les sommets nettoyés (dont toutes les arétes incidentes
sont propres) par S (la stratégie a partir de laquelle l'oracle est défini) avant le nettoyage
de f;, sont aussi nettoyés par le protocole Nettoyeur de méme.

Preuve du Théoréme 27. Dans ce qui suit, un chercheur sera dit libre s’il n’est ni dans
I’état GARDER ni dans 1’état ATTENDRE. Pour énoncer I’assertion suivante, nous avons
besoin d’une nouvelle définition. Pour tout i, 0 < i <n — 1, soit M; = {v € V(G) | pour
toute aréte e incidente a v, e < f;}. M; C V(T;) est ’ensemble des sommets dont toutes
les arétes incidentes, sauf f;, ont été nettoyées par S avant 1’étape correspondant au
nettoyage de f;. Nous posons de plus M,, = V. Donc, apres cette étape, aucun sommet de
M; n’a besoin d’étre gardé dans la stratégie S. Notons que, pour tout 7, 0 < j < n —1,
I'ensemble M; \ M;_; est exactement I’ensemble des sommets v tels que TTL = j. Nous
pouvons l’assertion suivante.

Assertion 16 Soit G un graphe conneze et vg € V(G). Soit S une stratégie de cap-
ture monotone et connexe pour G, partant de vy, et utilisant mcs(G,vy) chercheurs.
Soit O(G,vg) létiquetage des sommets de G, fournit par un oracle utilisant S. Aprés
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la derniére ronde de la phase i > 1 de l’exécution du protocole Nettoyeur, la partie
propre du graphe G satisfait les propriétés suivantes :

1. toute aréte dans {fo,--- , fi} est propre,
toute aréte incidente a un sommet dans M; est propre,
il y a exactement un chercheur dans I’état GARDER sur chaque sommet de V (T;)\ M;

tous les autres chercheurs sont libres et occupent un sommet de Tj,

Sv o

pour tout sommet v tel que TCU < 1, toute aréte mon-étiquetée incidente a v est
propre.

Nous prouvons cette assertion par induction sur 1 < ¢ < n. Le cas i = 1 peut étre
facilement vérifié. Supposons que le résultat est valide pour tout 7, 1 < i < n — 1. Nous
prouvons qu’il reste vrai apres la derniere ronde de la phase 7 + 1. Nous considérons deux
cas, selon qu’un chercheur est libre ou non.

Cas 1 : Supposons qu’aucun chercheur n’est libre. C’est-a-dire, tout chercheur occupe
seul un sommet de V (T;)\ M; dans I’état GARDER. Donc, d’apres le point 3 de I’hypothese
d’induction, |V(T;) \ M;| = mes(G, vp). Soit s; ’étape de la stratégie S a laquelle laréte
fi est nettoyée. Apres I’étape s;, chaque sommet de V(T;) \ M; est occupé par au moins
un chercheur. Puisque |V(T;) \ M;| = mcs(G,vp), pour tout sommet v de V(T;) \ M;,
exactement un chercheur occupe v dans la situation atteinte a 1’étape s; de S. Soit e
I’aréte nettoyée par S a ’étape s; + 1 en déplacant un chercheur a partir d’'un sommet v
le long de e. A I'étape s; de la stratégie S, e est la derniere aréte contaminée incidente a
v. Sinon, e ne pourrait pas avoir été nettoyée puisque un seul chercheur occupe chaque
sommet de la frontiere de la partie propre du graphe. Encore, v € V(T;) \ M;, donc le
point 3 de I’hypotheése d’induction stipule qu’il y a un chercheur, appelons le A, dans
I’état GARDER sur le sommet v apres la derniere ronde de ’exécution de la phase i du
protocole Nettoyeur. Deux cas peuvent se produire :

— e = fi11 @ Cest-a-dire que v = parent(v;11). Dans ce cas, puisque e est la derniere

aréte contaminée, incidente a v, qui est nettoyée par S, le sommet v est de type 0.
De plus, TCU, < 7+ 1 et pour tout j, 1+ 1 < j < n —1, f; n’est pas incidente a
v. Donc, d’apres le point 5, toute aréte non-étiquetée incidente a v est propre. De
plus, d’aprés le point 1, pour tout 0 < j <4, f; a déja été nettoyée. Donc, apres la
derniére ronde de la phase ¢ de I’exécution du protocole Nettoyeur, e est la seule
aréte incidente a v qui soit contaminée. Au cours de 'exécution de la phase i+ 1 du
protocole Nettoyeur, un seul mouvement est opéré : le chercheur A sur v nettoie
I’aréte f; 11 lors de la premiere ronde du tour 2 de cette phase. Puisque e est la seule
aréte incidente a v qui était contaminée, aucune recontamination ne se produit. Si
deg(viy1) =1, M1 = M;U{v,v;41}. Dans ce cas, v;11 a été nettoyé par le protocole
Nettoyeur et le chercheur A devient libre. Remarquons que, en devenant libre, ce
chercheur effectue un DFS de T}, 1, et donc n’entraine aucune recontamination. Les
points 1,2, 3 et 4 de 'assertion sont vérifiés. Si deg(v;11) # 1, My = M; U {v}, et,
lors de la derniere ronde de la phase 7+ 1, le chercheur A passe dans ’état GARDER
sur le sommet v;,1. Encore, les points 1, 2, 3 et 4 de I'assertion sont vérifiés. De plus,
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puisqu’il n’y a pas d’aréte £ telle que f; < ¢ < f;11, aucun sommet n’est étiqueté

avec TCU = 7 + 1. Ainsi, le point 5 de I'assertion est vérifié.

e < fir1 @ soit W ’ensemble de sommets de 7; tels que TYPE = 1 avec TCU < TTL =

1+1. Dans ce cas, le sommet v est de type 1 avec TTL,, = 7+1 et Dernier Port, # —1

est le numéro de port correspondant a e. Puisqu’il n’y a aucune aréte f; < £ < e et

e est la derniére aréte incidente & v nettoyée par S, TCU, < 7+ 1. Donc, v € W # ().

Soit w € W.

Pour tout j,i+1 < j <n—1, f; n’est pas incidente a w. D’apres le point 5, toutes

les arétes non-étiquetées incidentes a w sont propres. D’apres le point 1, pour tout

J, 0 < 5 <4, f; a été nettoyée. Donc, apres la derniére ronde de la phase 7 de

I’exécution du protocole Nettoyeur, il y a exactement une aréte contaminée qui est

incidente a w et le numéro de port correspondant est étiqueté Dernier Port,, # —1.

Soit e, cette aréte. Notons que f; < e, < fix1. D’apres le point 3, apres la derniere

ronde de la phase 7, il y a un chercheur A, dans I’état GARDER sur w. Pendant la

premiére ronde du tour 1 de la phase ¢+1, le chercheur A,, nettoie ’aréte e,,. Aucune

recontamination ne se produit puisque e, est la seule aréte contaminée incident a

w. Le chercheur A, arrive dans ’état NETTOIE sur un sommet u de T;. Puisque

fi < ew, u & M;. Donc, lors de la derniére ronde de la phase i, le sommet u était

gardé par un autre chercheur A, dans I’état GARDER. Nous considérons deux cas :

— u ¢ W. Le chercheur A, est toujours dans ’état GARDER sur u.

—u € W. Alors, e, = e,. Donc, lors de la premiere ronde du premier tour de la
phase 7 + 1, le chercheur A, s’est déplacé le long de cette aréte. Dans ce cas, u
est propre.

Dans les deux cas, le chercheur A,, devient libre et quitte le sommet u par le port

PARENT,, dans I’état DFS_RETOUR, ou par le port Fils,(1) dans I’état DFS_TEST si

u = vy. Puisque u est propre ou gardé, aucune recontamination ne se produit.

Prouvons que durant les rondes suivantes du premier tour de la phase i + 1, A,

effectue un DFS de T;. De plus, nous prouvons que le chercheur A, nettoie toutes

les arétes non-étiquetées incidentes aux sommets qui satisfont TCU = 7 4+ 1. En effet,
lorsque le chercheur A, arrive sur un sommet v € V(T;), venant d’un sommet

v € V(T;), dans ’état DFS_RETOUR, le chercheur teste si le plus petit fils v; de u (si

u possede un fils) est tel que v < v; < v;11. Si u possede un tel fils v, le chercheur

emprunte I’aréte correspondante (Notons que cette aréte est en fait f; étiquetée

Fils,(t)) dans l’état DFS_TEST. Sinon, soit v # vy et le chercheur emprunte le

port PARENT, dans I’état DFS_RETOUR, ou u = vy et le chercheur emprunte le port

Fils,(1) dans ’état DFS_TEST. Par ailleurs, quand le chercheur A, arrive sur un

sommet v € V(T;), en venant du sommet parent(u), dans I’état DFS_TEST, il teste

si u satisfait TCU = 7 + 1. Si c’est le cas, le chercheur A, nettoie toutes les arétes
non-étiquetées, passant alternativement de ’état NETTOIE-NON-ETIQUETEE a I’état

RETOUR-NON-ETIQUETEE. Soit e, I'une de ces arétes.

Montrons qu’aucune recontamination ne se produit lors des mouvements de A, le

long de e,. Notons que toutes les arétes non-étiquetées e, d’'un tel sommet u ap-

partiennent a E(G[vg, - -- ,v;]). De plus, d’aprés le point 3 de I’assertion, il y a un
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chercheur dans I’état GARDER sur u a cette étape. Soit ¢ 'autre extrémité de e,.

Site M; UW, toute aréte incidente a ¢ a déja été nettoyée, donc, les mouvements

de A, le long de e, n’entraine aucune recontamination. Si t € V(T;) \ (M; U W),

d’apres le point 3, il y avait un chercheur dans I’état GARDER sur ¢ a la fin de la

phase ¢ et il est toujours dans cet état sur t. La encore, aucune recontamination

ne se produit. Par conséquent, le nettoyage des arétes non-étiquetées incidentes a

u est réalisé sans recontamination. Apres avoir nettoyé les arétes non-étiquetées in-

cidentes a u, le chercheur A,, continue le DFS en testant si v a au moins un fils

plus petit que v;;1. Si c’est le cas, le chercheur A, emprunte le port correspondant
au plus petit fils de v dans 1’état DFS_TEST. Sinon, le chercheur A, emprunte le
port PARENT, dans ’état DFS_RETOUR. Pendant ce tour, pour tout u € V(T;), soit

u € M; UW auquel cas u est propre, soit un chercheur dans I’état GARDER occupe

u. Donc, aucun mouvement de A,, n’entraine de recontamination.

Les sommets satisfaisant TCU = i + 1, sont dans V(7;) \ M;. Donc, il y a au plus

k = mcs(G, vg) de ces sommets. Le premier tour de la phase i+ 1 est divisé en O(n?)

rondes. Donc, apres la derniére ronde de ce tour, toutes les arétes non-étiquetées

incidentes auxr sommets satisfaisant TCU = i + 1 sont propres. Nous avons prouveé
que lors du premier tour de la 7 + 1, au moins un chercheur s’est libéré (puisque

W # ), et que chaque chercheur libre a nettoyé certaines arétes.

Considérons a présent l’exécution du second tour de la phase i + 1 du protocole

Nettoyeur.

Soit U I’ensemble des sommets de T; de type 1 et tels que (TCU = i+1 et TTL = i+1).

Si U # 0, soit w € U. Apres la derniere ronde de la phase 4, w était occupé par

un chercheur, appelons le A,,, dans I’état GARDER. Pendant le premier tour de la

phase 7 + 1, ce chercheur reste dans 1’état GARDER sur ce sommet. Nous avons
prouvé ci-dessus que toute aréte non-étiquetée incidente a w a été nettoyée lors du

premier tour de cette phase. Puisque TTL = 7 + 1, pour tout 7, i1 +1 < j <n —1,

fj n’est pas incidente a w. Finalement, d’apres le point 1, pour tout j, 0 < j < 4,

f; a été nettoyée. Donc, apres la derniere ronde du premier tour de la phase 7 + 1,

Dernier_Port,, # —1 et ’aréte correspondante e,, est la derniere aréte contaminée

incidente a w. Lors de la premiere ronde du second tour de la phase ¢+1, le chercheur

A,, sur w nettoie I'aréte e,,. Aucune recontamination ne se produit puisque e,, était

la seule aréte contaminée incidente a w. Le chercheur A,, arrive dans I’état NETTOIE

sur un sommet u de T;. Puisque f; < ey, u ¢ M;. Donc, lors de la derniére ronde de
la phase 7, le sommet u était gardé par un autre chercheur A, dans I’état GARDER.

Trois cas doivent étre pris en compte :

— u € W. Dans ce cas, e, avait été nettoyée lors du premier tour de cette phase.
Toutes les arétes incidentes a u avaient déja été nettoyées.

— u € U. Par conséquent, lors de la premiere ronde du second tour de la phase i+ 1,
le chercheur A, s’est déplacé le long de e,, = e,. Toutes les arétes incidentes a u
avaient déja été nettoyées.

— u ¢ UUW. Ainsi, le chercheur A, est toujours dans 1’état GARDER sur u.

Dans tous les cas, le chercheur A, se libére et quitte sa position courante u par le



168 CHAPITRE 6. STRATEGIES DE CAPTURE REPARTIE AVEC CONSEIL

port PARENT, dans ’état DFS_RETOUR, ou par le port Fils, (1) dans I’état DFS_TEST
si le sommet courant est en fait vy. Puisque u est propre ou gardé, aucune reconta-
mination ne se produit.
Pendant le second tour de la phase 741, chaque chercheur libre A effectue un DFS de
T;. Lors de ce tour, chaque chercheur libre doit nettoyer f; ;. En effet, en effectuant
un DFS de T;, A finit par rencontrer le sommet parent(v;y1). Lorsque le chercheur
A arrive sur parent(v;;1) dans I’état DFS_TEST ou DFS_RETOUR, il emprunte le port
étiqueté Fils(i+ 1) dans I’état NETTOIE, nettoyant I’aréte f;,;. Lorsqu’il arrive sur
Vit1, SOit v; 41 est de degré un, et donc, il devient propre, et le chercheur le quitte
en repartant par f;,; dans I’état DFS_RETOUR, ou le chercheur A passe dans 1'état
ATTENDRE.
Finalement, considérons le sommet w = parent(v;;1). Apres la derniére ronde du
premier tour de la phase 7 + 1, il y a un chercheur A dans I’état GARDER sur w
(point 3 de l'assertion). Si TYPE, = 0 et TTL, = i + 1, le chercheur A emprunte
le port Fils,, (i + 1) (correspondant a I'aréte f;;;) dans I’état NETTOIE lors de la
premiere ronde du second tour de la phase 7 4+ 1. Lorsqu’il arrive sur v;;1, soit v; 41
est de degré un, et donc, il devient propre, et le chercheur le quitte en repartant par
fir1 dans ’état DFS_RETOUR, ou le chercheur A passe dans I’état ATTENDRE. La
encore, aucune recontamination ne peut se produire. Si TYPE,, = 1 ou TTL > ¢ + 1,
le chercheur A reste sur w dans I’état GARDER.
Soit J = {parent(vit1)} si TYPEparent(v;r) = 0 €t TTLpgrent(viyq) = 4+ 1, sinon J = .
Soit I = {v;41} si deg(viy1) = 1, sinon I = (). Par définition, My, = {v; | TTL,, <
i+1ou (j <i+1 avec deg(v;) = 1)}. Remarquons que M;y = M;UWUUUIUJ.
Alors, a la derniére ronde de la phase 7+ 1, toutes les arétes incidentes aux sommets
de M;,; sont propres. De plus, tout chercheur sur un sommet de 7; \ M; ; reste
dans I’état GARDER. Par ailleurs, lors de la derniere ronde de la phase 7+ 1, tous les
chercheurs libres (rappelons que il y a au moins un chercheur libre apres la premiére
ronde du tour 1 de cette phase) sont sur v; ;1 si deg(v;41) > 1. Le chercheur avec
le plus grand identifiant sur v;;; passe dans 1’état GARDER alors que les autres
chercheurs quittent v;, par f;y1 dans I’état DFS_RETOUR. Donc, tous les points de
I’assertion sont vérifés.
De plus, nous avons prouvé que lors de la phase 7 + 1, aucune recontamination ne
se produit.

Cas 2 : Si il y a un chercheur libre, la preuve est similaire au second cas du cas 1. ¢

Pour conclure la preuve du théoreme 27, il suffit de noter qu’apres la derniére ronde
de la phase n, tout sommet de M, n’est incident qu’a des arétes propres. De plus, nous
avons prouvé que le nettoyage est réalisé de maniere monotone et connexe. O

6.3 Quantité minimale de conseil

Dans cette section, nous prouvons que la borne établie dans le théoréme 27 est optimale
asymptotiquement. Plus précisément, nous prouvons que :
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Théoreéme 28 Tout protocole réparti requiert Q(nlogn) bits de conseil pour résoudre le
probleme du nettoyage connexe monotone réparti.

Preuve. Pour prouver le théoréme, nous construisons un graphe G de O(n) sommets.
Alors, nous prouvons que tout protocole de nettoyage connexe monotone réparti requiert
Q(nlogn) bits d’information pour nettoyer G de maniére monotone et connexe, utilisant
le nombre minimum de chercheurs.

Soit n > 4. Soit t = 2n + 7. Soient P = {vy,--- ,v;} un chemin, et K, o, resp. K,
un graphe complet de (n — 2) sommets, resp. un graphe complet de n sommets. Nous
construisons le graphe G en ajoutant toutes les arétes entre v; et les sommets de K, o,
pour tout ¢, 1 < ¢ < t. Puis, nous identifions v; et un sommet de K,,. Finalement, nous
choisissons un sommet de K,,_, comme base vy.

Les trois assertions suivantes décrivent plusieurs propriétés de toute stratégie qui net-
toie G partant de vy.

Assertion 17 mes(G,v9) =n

Puisque G admet K, en tant que sous-graphe, mcs(G,vy) > n. Décrivons maintenant une
stratégie qui nettoie G utilisant n chercheurs. En partant de vy, déplacer un chercheur sur
chaque sommet de K, 5 pour garder ces sommets. Utiliser les deux chercheurs restants
pour nettoyer toutes les arétes de E(K, o). Alors, déplacer de ces deux chercheurs sur
v1. L’autre chercheur nettoie toues les arétes entre v, et K, 5. Puis, déplacer le chercheur
occupant vy sur vy et le second chercheur nettoie toutes les arétes entre vy et K, o. Et
ainsi de suite, jusqu’a ce que tous les sommets de P aient été nettoyés. A cette étape, il y
a un chercheur sur chaque sommet de K, 5 et un chercheur sur v;. Pour conclure, utiliser
tous les chercheurs pour nettoyer K,. o

Assertion 18 Pour toute stratégie monotone optimale pour G, partant de vy, le dernier
sommet de G dont toutes les arétes incidentes sont nettoyées, appartient o V(K,).

Au cours du nettoyage de K, les n chercheurs doivent occuper les sommets de K.
Donc, vy n’est plus occupé par un chercheur. Pour éviter qu’il ne soit recontaminé, Les
arétes incidentes a tout sommet de P et K,,_o doivent étre propres. o

Assertion 19 Pour toute stratégie connexe monotone optimale pour G, partant de vy, le
premier sommet de G a avoir toutes ses arétes incidentes nettoyées est v; ou vy. De plus,
a cette étape, les sommets de K, _o sont tous occupés, et aucun sommet de {vy,--- , v}
n’est occupé.

Soit u le premier sommet de G dont toutes les arétes incidentes sont nettoyées. Soit s
la premiere étape a laquelle toutes les arétes incidentes a u sont propres. Apres 1’étape s,
il doit y a voir un chercheur sur chaque voisin de u. De plus, apres I’étape s, il doit y avoir
un chercheur sur tout sommet d’un chemin entre u et vy. Par conséquent, v € V(P). Soit
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1 <j <t tel que u = v;. Supposons, par I’absurde, que j > 3. Apres I’étape s, il y a un
chercheur sur chaque sommet de K,_,, sur v;_; et sur v;;;. Notons que, a cette étape,
toutes les arétes incidentes a vj_ et v;o sont contaminées. Alors, le seul mouvement que
le chercheur sur v;_; (resp., sur v;;1) peut effectuer est un déplacement vers v,;_, (resp.,
vers v;40). La stratégie atteint alors une situation telle que tout chercheur se trouve sur
un sommet dont au moins deux arétes incidentes sont contaminées. La stratégie échoue, et
nous obtenons une contradiction. Par conséquent, u € {v1,v2}. Si u = vy, & 'étape s, les
chercheurs occupent les sommets de K, o, v; et v3. Donc, dans ce cas, ’assertion est vraie.
Si u = vy, a ’étape s, les chercheurs occupent les sommets de K,, 5 et vy. Supposons, par
I’absurde que le chercheur restant occupe v;, avec 7 > 3. Dans ce cas, le chercheur sur v,
peut, au mieux, se déplacer sur v3. La stratégie échoue alors car tout chercheur se trouve
sur un sommet dont au moins deux arétes incidentes sont contaminées. Ainsi, si u = vy,
I’assertion est vraie aussi. o

L’assertion suivante décrit la maniere dont toute stratégie connexe monotone optimale
nettoie G en partant de vy.

Assertion 20 Soit S une stratégie de nettoyage connexre monotone optimale pour G,
partant de vg. Pour tout v, 5 <1 <t — 2, apres l’étape a laquelle un chercheur atteint v;
au cours de l’éxécution de S, les propriétés suivantes sont satisfaites :

— toutes les arétes incidentes a un sommet de V(K,) U {vi1,---, v} sont conta-
minées;

— tout sommet de K, _5 est occupé par un chercheur;

— toutes les arétes incidentes d un sommet de {vy,--- ,v;_o} sont propres;

— Soit toutes les arétes incidentes a v;_1 sont propres, ou il y a un chercheur sur v;_,
et une seule aréte incidente a v;_; est contaminée. Dans le second cas, le prochain
mouvement consiste a déplacer un chercheur le long de la seule aréte contaminée
incidente d v;_1.

Soit s la premieére étape de la stratégie telle que, apres cette étape, un chercheur occupe
v;. Considérons la situation juste avant cette étape. Puisque 7 > 5, d’apres I’assertion 19,
juste avant I’étape s, v1 ou vy est uniquement incident a des arétes propres, et un chercheur
occupe chaque sommet de K,,_o pour préserver ces arétes de la recontamination. De plus,
il existe un sommet d’un chemin P entre v; et v;, qui est occupé par un chercheur pour
préserver v; ou vy de la recontamination. Soit 7, 1 < j < 4, 'entier minimum tel qu’un
chercheur occupe v;. Notons que, pour tout k, 1 < k < j, toutes les arétes incidentes a vy,
sont propres.

Premierement, montrons que pour tout ¢ > 7, v, n’est pas occupé avant ’étape s.
Par ’absurde, supposons que v, est occupé. Puisque toutes les arétes incidentes a v; sont
contaminées, pour tout k, j < k < £, toutes les arétes incidentes a v, sont contaminées.
D’apres I'assertion 18 un sommet de K, a au moins une aréte incidente qui est contaminée.
Donc, pour tout k&, £ < k < t, toutes les arétes incidentes a v, sont contaminées, puisqu’il
n’y a pas de chercheurs sur le chemin entre v, et K,,. Donc, il existe k # i tel que toutes les
arétes incidentes a v sont contaminées. Donc, les chercheurs sur les sommets de K,_s ne
peuvent pas se déplacer, puisqu’il préserve la recontamination depuis v; et vy. Le chercheur
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sur vy ne peut se déplacer en évitant la recontamination depuis v; et K,,. Le chercheur sur
v; peut éventuellement se déplacer sur v;;1, mais il ne peut ensuite plus bouger. Donc,
la stratégie échoue ce qui est une contradiction. Ceci conclut la preuve de la premiere
propriété annoncée dans 1’énoncé de ’assertion.

Donc, avant ’étape s, un chercheur occupe chaque sommet de K,_5. Ces chercheurs
évitent la recontamination depuis v; et v;. Donc, ils ne peuvent pas bouger. Ceci prouve
la deuxieme propriété de I’assertion.

La premiere propriété stipule que v; ; doit avoir été atteint avant v;. La monotonie
de la stratégie implique qu’a I’étape précédente s, un chercheur occupe v; ;. Considérons
deux cas :

— Sil’étape s consiste a déplacer ce chercheur de v;_; a v;, la monotonie de la stratégie
implique que soit toutes les arétes incidentes a v;_; sont propres, soit le chercheur
restant occupe v;_;. Dans le premier cas, ’assertion est vraie. Supposons donc qu’il
existe au moins une aréte incidente a v;_1 qui est toujours contaminée apres I’étape s.
Les sommets de K,,_5 et v; sont tous occupés par des chercheurs et sont tous incidents
a au moins deux arétes contaminées. Pour que la stratégie puisse se poursuivre, une
seule aréte incidente & v; 1 peut étre contaminée et le prochain mouvement (la seule
opération alors possible) consiste a déplacer le chercheur qui occupe v; 1 le long de
cette aréte.

— Sinon, I’étape s consiste a déplacer un chercheur d’un sommet v de K,,_o vers v;.
Comme 7 < t — 2, u doit étre occupé par deux chercheurs avant 1’étape s, pour
que 'un deux préserve u de la recontamination au cours de ’étape s. Apres I'étape
s, chacun des sommets de K, _o et v; est occupé par un chercheur et incident au
moins deux arétes contaminées (car ¢ < ¢t — 2), et un chercheur occupe v;_;. Le
seul déplacement possible est alors de déplacer le chercheur qui occupe v;_;. L’aréte
e = {v;_1,v;} est contaminée. Pour que la stratégie aboutisse, e doit étre la seule
aréte incidente a v;_; qui soit contaminée.

Ceci conclut la preuve de I’assertion. o

Rappelons qu’une orientation locale d’un graphe G est une fonction qui assigne des
numeéros de port en chaque sommet de GG. Considérons a présent ’ensemble C des instances
suivantes {(G, vo, £o) | Lo est une orientation locale de G}. Soit Z = |C|. L’assertion suivante
prouve que tout protocole de nettoyage connexe monotone réparti, utilisant une chaine
de bits d’information arbitraire, ne peut nettoyer qu'une partie des instances de C.

Assertion 21 Soit P un protocole de nettoyage connexe monotone réparti solution du
probléme du nettoyage connexe monotone réparti. Soit f une chaine de bits d’information

arbitraire fournie par un oracle. En utilisant f, P peut nettoyer au plus I*(ﬁ)” instances
de C.

Soit 7 ; le nombre d’instances telles que (P, f) permet a un chercheur de nettoyer j
arétes entre v, et K, 5. Nous prouvons que, pour tout k£, 5 < k < n+ 5 et pour tout j,
1<j<n—3, T, < Ty 50

Considérons la derniere étape a laquelle exactement 0 < j7 < n — 3 arétes entre v et
K,_, sont propres, juste avant qu’'une j + 1€ aréte entre vy et K,_s ne soit nettoyée.
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D’apres 'assertion ci-dessus, a cette étape, un chercheur occupe vy et un chercheur occupe

chaque sommet de K, 5. De plus, d’aprés le lemme 20, le chercheur restant (qui est le

seul chercheur libre) ne doit pas se déplacer sur un sommet de {vgi1,---,v:}. Soit v le

sommet occupé par ce chercheur. Utilisant f, le protocole P choisit un numéro de port p

que le chercheur libre doit emprunter. Il y a deux cas selon que le chercheur libre occupe

v, ou un sommet de K, _,.

— Si le chercheur libre occupe vy, il reste n — j — 1 arétes contaminées incidentes a ce
sommet, et la stratégie échoue si p mene a vi;. Donc, la stratégie échoue dans au
moins Ik,j# instances. Par conséquent, Zj ;1 < Ik,j%::f.

— Si le chercheur libre occupe un sommet de K,,_», il reste au plus n—3+t—k+1 arétes
contaminées incidentes a ce sommet, et la stratégie échoue si p mene a un sommet de
{vk41, -+ ,v}. Dong, la stratégie échoue dans au moins Ilm'—l(#tﬁkﬂ) instances.
Ainsi, 7 ; < Ik,jflt_,_g%- Pour conclure, il suffit de remarquer que, puisque n > 4,

t=2n+71<j<n-3e5<k<mn-—>5 nous obtenons ;22— < %2 et

i 2 g Done, s < D=
. n—i—2 1 -
Ainsi, T2 < Ti—ip-2 1210 3(52555) = Zr—1,n—2(5=5)- Utilisant f, P peut nettoyer
au plus Z,,_5 o < I5,n_2(ﬁ)". Puisque, 75,2 < Z, 'assertion est vérifiée. o

Soit N = |V(G)| = 4n + 4. Pour prouver le théoreéme, il suffit de remarquer que, pour
tout o < 1/4, et pour tout oracle O qui fournit moins de ¢ = aN log N bits d’information,
aucun protocole de nettoyage connexe monotone réparti utilisant O ne permet de nettoyer
toutes les instances de C. Soit O un tel oracle. Le nombre de fonction f que 'oracle O
peut fournit & G est au plus (¢ + 1)2¢(" ) [FIP06]. Donc, il existe un ensemble S C C
d’au moins B = m instances de C pour lesquels O fournit la méme chaine de
bits d’information.

Soit P un protocole de nettoyage connexe monotone réparti qui utilise ’oracle O pour
résoudre le probleme du nettoyage connexe monotone réparti. D’apres 1’assertion 21, P
ne peut nettoyer plus de Z * (n—;)” instances de C en utilisant la méme chaine de bits
d’information.

Pour conclure, il reste a prouver que B > T x (ﬁ)” En effet,
(n— 2)”) _ (n=2)
z (g +1)2e (59
En utilisant la formule de Stirling, nous obtenons que pour n suffisamment grand,

(TL - 2)n) ~ (TL — 2)n % ( alOgN )aNlogN
T 2aNlogN(1 + olog N)V 14 alog N

B« (

B x (
Puisque N = 4n + 4, nous obtenons :
log[B x (@)] ~ (1 —4a)nlogn
Puisque o < 1/4, B > I % (—5)™. Ceci conclut la preuve du théoréme. O
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6.4 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons prouvé que O(nlogn) bits d’information sont nécessaires
pour qu’'un protocole de nettoyage connexe réparti nettoie un graphe de maniéere connexe
monotone. Une question qui se pose est de savoir comment réduire cette quantité d’in-
formation, en relachant, par exemple, certaines contraintes que doivent satisfaire les
stratégies de capture. Quelle est la quantité minimum d’information nécessaire pour net-
toyer un graphe en temps polynomial (sans forcement que la stratégie soit monotone) ?
Une autre question serait de minimiser la quantité d’information disponible sur chaque
sommet, plutét que de minimiser la somme des longueurs des chaines de bits d’informa-
tion.






Chapitre 7

Conclusion et perspectives

7.1 Conclusion

Dans cette thése, nous avons présenté plusieurs résultats destinés a améliorer notre
compréhension des jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes. Les stratégies visant
la capture d’un fugitif arbitrairement rapide, visible ou invisible, avaient déja été inten-
sivement étudiées pour leurs relations avec les décompositions linéaires et arborescentes
des graphes. Un résultat fondamental dans ce domaine de recherche concerne la mono-
tonie de ces jeux [BS91, LaP93, ST93|. L’un des principaux résultats de cette these est
I'introduction des stratégies de capture non-déterministes qui établissent une approche
unifiée des stratégies de capture visible et invisible. Notamment, nous avons prouvé que
le jeu de capture non-déterministe satisfait la propriété de monotonie, généralisant de ce
fait les preuves, pourtant radicalement différentes, des cas visible et invisible.

La seconde variante des jeux de capture que nous avons étudiée est celle des stratégies
de capture connexe. Récemment, Alspach et al. [YDAO4] ont prouvé que, dans le cas d’un
fugitif invisible, ces stratégies ne satisfaisaient pas forcément la propriété de monotonie.
D’autre part, la principale question qui se pose dans le cadre des stratégies de capture
connexe concerne le cotit de la contrainte de connexité en terme de nombre de chercheurs.
Dans le chapitre 3, nous proposons de nouvelles bornes pour le rapport entre indice
d’échappement connexe et indice d’échappement d’un graphe. Nous prouvons que, dans
le cas général d’'un graphe de n sommets, ce rapport est borné supérieurement par logn.
Nous proposons par ailleurs une autre borne supérieure pour ce rapport dans le cas des
graphes de cordalité et de largeur arborescente bornée. Ce dernier résultat nous permet
de prouver que ce rapport vaut au plus 2 (tw(G) + 1) pour tout graphe cordal G. Le
probleme général du coiit de la contrainte de connexité reste cependant ouvert.

Dans le chapitre 4, nous étudions les stratégies de capture connexes dans le cas d’un fu-
gitif visible, et répondons aux deux principales questions qui se posaient dans ce contexte.
A savoir, nous prouvons que la contrainte de connexité dans le cas d’un fugitif visible
peut étre tres pénalisante en terme de nombre de chercheurs. Nous prouvons en effet que
le rapport entre 'indice d’échappement visible connexe et I'indice d’échappement visible
d’un graphe de n sommets est O(logn) et que cette borne est atteinte. Par ailleurs, nous
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prouvons que les stratégies visibles connexes ne satisfont pas forcément la propriété de
monotonie.

Les stratégies de capture connexes avaient principalement été étudiées pour leurs ap-
plications pratiques. Notamment, un certain nombre d’algorithmes répartis avaient été
proposés pour nettoyer des réseaux ayant certaines topologies spécifiques. Pour ces topo-
logies (grille, hypercube, etc.), Flocchini et al. ont prouvé que dans le cas asynchrone, un
chercheur de plus que 'optimum centralisé est nécessaire pour nettoyer certains réseaux.
Dans le chapitre 5, nous prouvons que ce chercheur supplémentaire est suffisant dans tout
graphe connexe. Le protocole réparti que nous proposons dans ce chapitre nettoie n’im-
porte quel réseau, sans que les chercheurs impliqués dans le nettoyage n’en connaissent la
topologie. Cependant, pour nettoyer un graphe en temps polynomial, il faut fournir de la
connaissance aux chercheurs (a moins que P = NP). Dans le chapitre 6, nous répondons
formellement a la question de la quantité d’information minimale qu’il faut fournir aux
chercheurs pour pouvoir résoudre le probleme du nettoyage connexe monotone réparti.

Comme nous ’avons dit, I'un des principaux résultats de cette theése est certainement
I'introduction de la variante non-déterministe des stratégies de capture. Nous pensons
notamment que la notion d’arbre de capture est une structure qui ouvre des perspectives
intéressantes que nous allons développer dans la section suivante.

7.2 Perspectives

Outre les problemes ouverts que nous avons mentionnés dans la dernieére section de
chaque chapitre de la these, le cadre des jeux de capture ouvre de nombreuses perspectives.

Tres récemment, un certain nombre de résultats relatif aux jeux de capture dans les
graphes orientés sont parus. Ces résultats nous paraissent trés importants car ils proposent
diverses définitions de ce qui pourrait étre 1’équivalent des décompositions arborescentes
dans le cas des graphes orientés.

Des 2001, Johnson et al [JRSTO1] proposent une variante de jeu de capture dans les
graphes orientés. Dans cette variante, les chercheurs sautent d’'un sommet a un autre et
poursuivent un fugitif visible arbitrairement rapide mais contraint toutefois de se déplacer
dans les composantes fortement connexes libre de chercheurs. En d’autres termes, le fugitif
peut se déplacer d’'un sommet u a un sommet v s’il existe un chemin orienté P de u a
v, un autre chemin P’ de v & u, et & la condition qu’aucun sommet appartenant & P
ou P’ ne soit occupé par un chercheur. Les auteurs prouvent que la variante monotone
de ce jeu peut étre mis en correspondance avec une décomposition des graphes orientés.
Cette décomposition est appelée arboreal decomposition et la largeur associée s’appelle la
directed tree-width. A la différence des décompositions arborescentes, ces décompositions
reposent sur un digraphe acyclique (DAG) dont les sommets et les arétes sont étiquetées
par des ensembles de sommets du digraphe.

Un résultat important relatif a ce jeu est qu’il ne satisfait pas la propriété de monotonie.
Plus précisément, Johnson et al [JRSTO01] prouvent qu’il existe des digraphes pour lesquels
capturer un fugitif avec le nombre optimum de chercheurs nécessite qu’un sommet soit
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occupé plusieurs fois par un chercheur. Trés récemment, Adler [Adl07] a prouvé qu’il existe
des digraphes pour lesquels capturer un fugitif avec le nombre optimum de chercheurs
nécessite qu'un sommet soit occupé plusieurs fois par le fugitif. Adler [AdI07] a aussi
prouvé que le pendant du théoreme 7 n’est pas valide dans le cas orienté.

Tres récemment, un autre modele de jeu de capture dans des digraphes a été introduit
par Obdrzalek [Obd06] d’une part, et Berwanger et al. [BDHKO06] d’autre part. Nous
appellerons cette variante le jeu de capture orientée. Dans cette variante, le fugitif n’est
plus contraint de se déplacer dans une composante fortement connexe libre de chercheurs.
Le fugitif peut se déplacer d’'un sommet a l'autre en suivant les chemins orientés du
digraphe. Les auteurs établissent une équivalence entre la variante monotone de ce jeu et
une décomposition des digraphes : la DAG-décomposition. Barat [Bar06] étudie la variante
invisible de ce jeu et prouve que pour tout digraphe D, il existe une stratégie de capture
orientée invisible monotone impliquant au maximum un chercheur de plus que l'indice
d’échappement orientée invisible de D.

Deux problémes restent ouverts relativement au jeu de capture orientée visible. Premie-
rement, satisfait-il la propriété de monotonie ? Et deuxiemement, existe-il un équivalent
des buissons dans le cas orienté ? En collaboration avec Omid Amini, Frédéric Mazoit et
Stéphan Thomassé, nous avons initié ’étude de ces problemes. Pour cela, nous utilisons le
concept d’arbre de capture introduit dans cette these, ce qui nous a d’ores et déja permis
de fournir une approche trés générale pour établir des théoremes de dualité relatifs aux
décompositions arborescentes, linéaires et en branche, ainsi qu’a la largeur arborescente
des matroides et la rankwidth.

Une autre voie de recherche concerne la conception d’algorithmes en temps polynomial
pour calculer des stratégies de capture dans certaines classes de graphes. En collabora-
tion avec Omid Amini et David Coudert, nous avons initié ’étude des stratégies non-
déterministes dans la classe des arbres. Nous avons ainsi con¢u un algorithme en temps
linéaire qui calcule le nombre minimum de questions que doivent poser deux chercheurs
pour capturer un fugitif dans un arbre. Puis, nous avons con¢u un algorithme polyno-
mial pour calculer le nombre minimum de chercheurs nécessaires a la capture d’un fugitif
dans un arbre en posant au plus une question. Enfin, nous avons con¢u un algorithme
polynomial pour calculer le nombre minimum de chercheurs nécessaires a la capture d’un
fugitif dans un arbre en posant au plus ¢ > 0 questions, dans la classe des arbres d’in-
dice d’échappement g¢-limité borné. Le probleme d’un algorithme en temps polynomial
pour résoudre ce probleme dans la classe générale des arbres reste ouvert. Un dernier
probléeme ouvert qui vaut la peine d’étre mentionné concerne la conception d’un algo-
rithme en temps polynomial pour calculer une stratégie de capture connexe dans la classe
des graphes d’indice d’échappement connexe borné.

Outre les pistes de recherche mentionnés ci-dessus, nous pensons plus généralement
que le concept des jeux des gendarmes et du voleur est un cadre riche dont 1’étude peut
étre abordée selon de nombreux axes : théorie des jeux, combinatoire, algorithmique et
complexité, algorithmique distribuée, etc. En effet, bien que la théorie des mineurs de
graphes ait fourni des outils tres performants pour étudier les jeux des gendarmes et du
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voleur, ces outils s’averent insuffisants dans le cadre d’applications pratiques, lorsque, par
exemple, on impose aux stratégies de capture d’étre connexes. Il s’agit donc de développer
de nouveaux outils pour étudier les jeux des gendarmes et du voleur, dans le but de
répondre & des questions comme celle concernant le rapport entre ’indice d’échappement
connexe d’un graphe et son indice d’échappement, de concevoir des algorithmes calculant
des stratégies de capture connexes non monotones (qui utilisent potentiellement moins
de chercheurs), d’étudier les stratégies de capture lorsque les chercheurs se comportent
de facon égoiste. Pour conclure, les jeux des gendarmes et du voleur pourraient étre les
initiateurs de nouveaux concepts tres généraux, de la méme maniere qu’ils ont participé
a I’élaboration de la théorie des mineurs de graphes.
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Jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes.

Mineurs de graphes, stratégies connexes, et approche distribuée.

Résumé : Les jeux des gendarmes et du voleur dans les graphes traitent de la capture d’un voleur
qui se déplace dans un réseau par une équipe de gendarmes. Ces jeux trouvent leurs motivations
en informatique fondamentale, notamment dans le cadre de la théorie de la complexité et dans
celui de la théorie des mineurs de graphes. Ces jeux ont également des applications en intelligence
artificielle et en robotique. Quel que soit le contexte, le nombre de gendarmes utilisés a un cofit et
doit étre minimisé. Dans cette thése, nous étudions diverses contraintes auxquelles les stratégies
de capture sont soumises, ainsi que le coiit de ces contraintes en terme de nombre de gendarmes.
Nous distinguons principalement trois cadres d’étude.

Dans la premiére partie de cette theése, nous définissons une variante de stratégie de capture
qui établit un pont entre la largeur arborescente et la largeur linéaire des graphes. En particulier,
nous prouvons la monotonie de cette variante générale et donnons un algorithme exponentiel
exact pour calculer de telles stratégies.

Dans la seconde partie de cette thése, nous nous intéressons aux stratégies dites connexes qui
doivent assurer que la partie propre du réseau est constamment connexe. Nous prouvons plusieurs
bornes supérieures et inférieures du coiit de cette contrainte en terme de nombre de gendarmes.
Nous étudions également la propriété de monotonie des stratégies de capture connexe.

Dans la troisieme partie de cette these, nous étudions les stratégies de capture dans un
contexte décentralisé. Nous proposons plusieurs algorithmes décentralisés qui permettent aux
gendarmes de calculer eux-mémes la stratégie qu’ils doivent réaliser.

Mots-clés : stratégie de capture, graphe, monotonie, décompositions arborescente et linéaires.

Graph searching and related problems.

Graph Minors, connected search strategies, and distributed approach.

Abstract: In graph searching problems, a team of searchers is aiming at catching a fugitive
running in a network. These problems are motivated by several aspects of theoretical computer
science, including computational complexity and minor graph theory. They have also numerous
practical applications in artificial intelligence and robotics. In all these contexts, the number of
searchers implied in the capture of the fugitive has a cost and must be minimized. In this thesis,
we study several constraints of search strategie and their cost in terms of number of searchers.
The thesis is divided in three parts.

In the first part of the thesis, we introduce a new variant of search strategy that establishs a
link between the treewidth and the pathwidth of a graph. In particular, we prove that this kind
of strategy satisfies the monotonicity property, and we propose a exponential exact algorithm
computing such a strategy.

In the second part of the thesis, we focus on the so-called connected search strategy that
must insure that the clear part of the network remains permanently connected. We prove several
upper and lower bounds related to the cost of this constraint in terms of number of searchers.
We also study the monotonicity property of the connected search strategies.

In the third part of the thesis, we study the search strategy in a decentralized context.
We propose several decentralized algorithms allowing searchers to compute by themselves the
strategy that must be performed.

Keywords: graph searching, graphs, monotonicity, tree-decomposition



