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Marches quantiques généralisées pour l’algorithmique
quantique
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de allá. Otro más que enfila derecho a la sierra. Ése que se mira desde
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Short abstract/Résumé

English version

We have studied quantum algorithms with the purpose of facing the problem of
the calculation of a matrix permanent when the calculation to solve this problem is
performed on a quantum machine instead of on a classical one. After constructing
some algorithms, we started to study the quantum equivalent of a random walk.
These walks are models of a quantum particle evolving at discrete time over a
graph, and they have been introduced hoping to build new quantum algorithms
from them. We started by generalizing the existing model of quantum walk in order
to construct new classes of quantum walks, and we tried to classify all the possible
models of these walks. To achieve this, we related the conditions for the existence
of the quantum walks to the structure of the graph. For Cayley graphs of groups,
we transformed these relations into equations involving generators of the group and
started a classification of the walks defined on Cayley graphs of the simplest groups.
Then, with the purpose of identifying relevant parameters for the classification of
these walks we studied quantum walks over two kinds of graphs: the hypercube
and simple lattices in one and two dimensions. For these graphs we obtained an
analytical expression for the wave function, in order to explore numerically quantities
such as the hitting time and the variance of the walk. Finally, we also extended two
existing theorems. The first about the existence of quantum scalar walks and the
second related to the weak limit of the walk. These results enable us to consider the
classification of more complex graphs with an aim of obtaining structural information
on the quantum sub-algorithms that can be constructed within this approach.

Version française

Nous avons étudié les algorithmes quantiques dans le but d’aborder de cette
manière le problème du calcul du permanent d’une matrice, lorsque le calcul est
réalisé sur une machine quantique et non classique. Après avoir construit quelques
algorithmes, nous nous sommes interessés aux marches quantiques, qui sont les
équivalents quantiques des marches aléatoires classiques. Ces marches simulent l’évolution
à temps discret d’une particule quantique sur un graphe. Un regain d’intérêt pour
ces modèles est apparu car ils peuvent être à la base de nouveaux algorithmes quan-
tiques.
Dans ce domaine, nous avons commencé par généraliser le modèle existant de marche
quantique, ce qui nous a permis de construire de nouvelles classes de modèles. Nous
avons entrepris de classifier les modèles possibles. Nous avons donc relié des con-
ditions d’existence de ses marches à la structure du graphe et pour les graphes de
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Short abstract

Cayley des groupes nous avons réécrit ces conditions en termes des relations de
groupe. Nous avons ensuite commencé une classification des marches associées aux
groupes les plus simples.
Dans la recherche des paramètres importants pour leur classification nous avons
étudié des marches sur deux types de graphes : l’hypercube et le réseau simple à
une et deux directions. Pour ces graphes nous avons calculé analytiquement la fonc-
tion d’onde et exploré numériquement des quantités comme le temps d’arrivée et la
variance.
Nous avons de plus élargi deux théorèmes existants, le premier concernant l’exis-
tence des marches scalaires et le deuxième la limite en temps infini des moments de
la marche. Ces résultats nous permettent d’envisager de compléter la classification
des marches pour des graphes plus complexes dans le but d’obtenir des informations
structurales sur les sous-algorithmes quantiques possibles par cette approche.
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Présentation

La théorie de la complexité quantique cherche à comprendre comment la dif-
ficulté à résoudre des problèmes peut changer si le système avec lequel on réalise
le calcul est quantique et non classique. Ce type de question n’est pas nouveau
dans la théorie de l’information. En fait, changer le modèle initialement construit,
la machine de Turing, pour une machine de Turing “non déterministe” et savoir
si ces deux machines sont équivalentes est une des questions ouvertes les plus im-
portantes, plus connu comme le problème “P 6= NP”. On a donc d’une part des
machines bien définies et des problèmes à résoudre de l’autre. Chaque machine peut
résoudre une partie des problèmes et leur assigne une difficulté suivant les ressources
qu’elle utilise. Elle permet de séparer les problèmes qu’elle peut résoudre dans des
classes de complexité. La question à résoudre est quelle est la relation entre ces
classes de complexité. Dans le premier chapitre on expose les définitions de base de
la théorie de la complexité classique ainsi que celles de l’algorithmique quantique.
On présente donc ce que la machine quantique peut changer à la théorie établie du
point de vue de la complexité .
Pour établir la complexité d’un problème il faut déterminer des limites, minimales
en temps par exemple, qu’un algorithme résolvant le problème utilisera dans la
machine. Il n’est pas nécessaire de construire l’algorithme pour déterminer ces lim-
ites. Des question ponctuelles comme savoir si deux classes sont différentes peuvent
être résolues par l’étude d’un seul problème. Dans la partie initiale de la thèse on
s’est proposé d’étudier le problème du permanent avec une machine quantique. Nous
avons cherché à savoir si des algorithmes quantiques pouvaient résoudre ce problème
en un temps polynomial mais nous n’avons pas pu construire de tels algorithmes.
Dans le chapitre deux, on présente quelques algorithmes qu’on a construis pendant
cette recherche.
A la base du succès des algorithmes polynomiaux sur une machine quantique se
trouve la Transformée de Fourier Quantique qui est plutôt un sous-algorithme qui
réalise sa tache plus rapidement que son équivalent classique [40]. Une recherche
d’autres sous-algorithmes est donc utile. Pour cette raison nous avons entrepris
d’étudier les marches quantiques, des sous-algorithmes quantiques potentiels, en
cherchant en particulier des aspects se différenciant de façon importante de leurs
équivalents classiques. Trouver de telles différences devrait permettre de construire
des algorithmes quantiques les utilisant pour résoudre des problèmes en relation avec
des graphes, justement ceux qui sont considérés parmi les plus difficiles et dont le
permanent est un exemple. Nous nous sommes donc proposé de classifier les marches
quantiques en essayant de les séparer par un critère montrant une différence impor-
tante avec les marches classiques. Nous avons commencé par élargir la définition
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existante [5] utilisant un modèle plus proche des automates cellulaires quantiques.
Nous avons ensuite démontré que de tels modèles peuvent être unitaires et entrepris
la classification de telles marches sur des graphes de Cayley. Ces résultats sont
présentés aussi dans le preprint [4]. Nous avons d’autre part modifié des résultats
existants, le théorème “No-go” [29] et la limite faible de la probabilité [28] et [20]
pour prendre en compte les nouveaux modèles ici définis. Ces résultats sont présentés
dans le chapitre 3.
Finalement dans le chapitre 4 nous avons commencé à explorer quelques aspects
des marches à partir desquels on pourrait construire une idée intuitive de leur fonc-
tionnement. Pour ceci nous avons d’abord calculé analytiquement la fonction d’onde
dans quelques cas, l’hypercube et la marche sur un réseau simple de dimension 1
et 2. A partir de ces résultats, nous avons calculé numériquement des grandeurs
comme le temps de traversée et la variance des marches pour ensuite les comparer
aux résultats connus. Dans la dernière section nous avons calculé pour ces derniers
réseaux les opérateurs d’évolution de marches vérifiant les conditions de symétrie du
graphe. Ce chapitre ouvre des directions de recherches futures que nous discuterons
dans la conclusion.

O. Lopez Acevedo, T. Gobron, Quantum Walks on Cayley graphs,J. Phys A :
Math.Gen. 39 (2006). LANL preprint quant-ph/0503078.
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importantes et leurs questions intéressantes ce qui est un grand encouragement pour
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0.2 Algorithmes quantiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

0.2.1 Algorithme de tri (Grover) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

0.2.2 Algorithme d’estimation d’amplitude . . . . . . . . . . . . . . 10
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Introduction

Dans la Théorie de l’information le processus de calcul est modélisé par l’ac-
tion d’une machine, la machine de Turing, formulée dans les années 30 par Alan
M. Turing [41]. La thèse fondamentale, appelé thèse de Church-Turing associe les
fonctions calculables par un algorithme aux fonctions calculables par ces machines.
La machine quantique comme définie dans la suite n’est pas en contradiction avec
cette thèse car une machine classique peut simuler ces algorithmes, de façon non
efficace bien sûr. Pour prendre en compte l’efficacité de la machine une autre thèse
a été développée, la thèse de Church “forte” laquelle suppose qu’il y a une machine
qui doit pouvoir simuler toute autre machine réalisable avec un temps polynomial,
ce modèle étant justement la machine de Turing probabiliste.
En voulant remplacer la thèse de Churg-Turing par une thèse qui contiendrait
explicitement le caractère physique de la machine et donc du processus de cal-
cul, Deutsch [17] a proposé une machine quantique qui devrait être capable de
simuler n’importe quel système quantique. Comme la nouvelle machine quantique
est physiquement réalisable elle pourrait contredire la thèse de Church-Turing forte.
Le but de la première section est de présenter les définitions ainsi que les références
qui précisent ce que peut apporter l’algorithmique quantique à la théorie de la com-
plexité.
Quelques algorithmes quantiques importants pour le deuxième chapitre de cette
thèse sont présentés dans la deuxième section et dans la dernière section on peut
trouver quelques résultats sur les marches quantiques, sujet sur lequel porte la partie
principale de cette thèse.

0.1 Bases de l’algorithmique quantique

Les bases de l’algorithmique quantique sont maintenant bien établies et nous
suivrons principalement pour la partie classique le livre de Papadimitriou [36] et
pour la partie quantique le livre de Nielsen et Chuang [35] ainsi que l’article de Keyl
[25].
Nous allons commencer par définir le modèle de calcul classique appelé machine de
Turing ainsi que le modèle de circuits, modèle équivalent à la machine de Turing,
et certaines classes de complexité associées. Ensuite, après avoir défini le modèle de
calcul quantique nous résumons les relations existantes entre les différentes classes.
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Introduction

0.1.1 Modèles de calcul classique

Machine de Turing [36]

La machine de Turing est une machine qui devrait calculer tout algorithme pos-
sible, cette affirmation est une hypothèse qui n’a pas été contredite en presque un
siècle de développement de la Théorie de l’Information. Elle est connue comme la
thèse de Church-Turing : Thèse de Church-Turing : La classe de fonctions cal-
culables par une machine de Turing correspond exactement à la classe des fonctions
qu’on pourrait naturellement voir comme étant calculables par un algorithme.
De façon générale, une machine de Turing accepte une châıne de caractères comme
entrée, la modifie suivant une fonction appelé programme et s’arrête quand un état
spécifique est obtenu au cours de l’itération. Elle est équipée d’un pointeur, qui peut
être déplacé suivant les instructions du programme et qui signale un élément de la
châıne de caractères qui doit être “lu” par la machine et éventuellement modifié
dans l’étape suivante.
Une machine de Turing M est un quadruplet M = (Σ, K, δ, s). Σ est un ensemble
fini appelé alphabet, il contient les éléments particuliers appelés blanc (⊔) et départ
(⊲). La châıne de caractères utilisée par M est une séquence ordonnée d’éléments de
Σ. K est un ensemble fini, dont les éléments sont appelés des états de la machine.
L’état initial sera toujours noté s. On a que K et Σ sont disjoints. δ est une fonction
appelée programme et définie par

δ : K × Σ → (K ∪ {oui, non, arret}) × Σ × {←,→, }

Les éléments de l’ensemble {←,→, }, des instructions qui indiquent le sens de
déplacement du pointeur que la machine doit réaliser, et les éléments de l’ensemble
{oui, non, arret}, des instructions qui commandent l’arrêt de la machine, ne sont
pas dans K ∪ Σ.
Dans une itération quelconque la machine lit un élément de la châıne indiqué par
le curseur et un autre élément appelé état. Ensuite ces états sont modifiés suivant
le programme δ et le curseur est déplacé. La machine s’arrêtera quand un des états
suivants (qui ne sont pas dans K) seront atteints : oui, non, arrêt.
Un état global, à un temps donné de la machine, peut être représenté par un couple
(q, x0x1 . . . xn) où q est un élément de K, x0x1 . . . xn est une châıne de caractères et
le symbole indique la position du curseur et l’élément de la châıne qui va a être lu.
Ainsi par exemple si la machine se trouve dans l’état (s, x), avec s ∈ K et x ∈ Σ,
a partir de (s, x) la fonction δ détermine quel est le nouvel état qui va remplacer s

, le nouveau symbole qui va remplacer x et la direction, gauche, droite ou aucune
(←,→, ), dans laquelle le pointeur va être déplacé. Dans l’étape suivante un nou-
vel état, un nouveau symbole seront lus, modifiés par le programme et le pointeur
déplacé. L’itération se fait jusqu’à atteindre un nouvel état d’arrêt. Il existe quelques
règles en plus, l’une évite que le pointeur “tombe” vers la gauche : δ(q, ⊲) = (q′, x, s)
implique (q′, x, s) = (q′, ⊲,→) et une autre permet d’augmenter la taille de la châıne
en insérant un symbole blanc en bout de châıne si le pointeur indique le dernier
élément et le curseur doit être déplace vers la droite.
Au moment de l’arrêt la machine M aura en plus de l’état d’arrêt une châıne de
caractères finale qui dépend de la châıne de caractères initiale. On peut donc dire
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0.1. Bases de l’algorithmique quantique

que la machine M calcule une fonction qui associe une châıne initiale x a une châıne
finale notée M(x).
Comme le modèle de calcul quantique a été construit en analogie avec un autre
modèle appelé modèle de circuits on utilisera ce modèle pour définir les autres ma-
chines et les classes de complexité du reste de la section.

Modèle de circuits [25]

Un calcul classique déterministe consiste en l’évaluation d’une transforma-
tion f : Bn → Bm, où B = {0, 1}.
Si m = 1 alors f est une n-fonction booléenne. Par exemple les opérations logiques ∧
“et” et ∨ “ou” sont des 2-fonctions booléennes, ¬ “non” est une 1-fonction booléenne.
Une expression booléenne prend l’une des formes suivantes :
a) xi une variable booléenne, variable à deux valeurs possibles 0 ou 1.
b) ¬φ1, avec φ1 une expression booléenne.
c) φ1 ∨ φ2, avec φ1 et φ2 des expressions booléennes.
d) φ1 ∧ φ2, avec φ1 et φ2 des expressions booléennes.

Proposition 0.1 [36] Toute n-fonction booléenne peut être exprimée comme une
expression booléenne φf contenant n variables x1, x2, . . . , xn.

Une façon possible est la forme appelé disjonctive. Cette forme s’obtienne en constru-
isant une expression booléenne φx pour chaque élément x de Bn tel que f(x) = 1 ;
le résultat de cette expression φx n’est 1 que si la variable est exactement x. Finale-
ment on forme une expression contenant toutes les φx connectés par des 2-fonctions
∨.
Un circuit est un graphe acyclique orienté. Les vertex du graphe sont des variables
booléennes ou des “portes”, les portes sont les fonctions booléennes ∧,∨,¬. Les
vertex associes aux variables booléennes n’ont qu’un lien sortant (ils représentent
l’entrée du circuit), les vertex associes aux n-fonctions ont n liens incidents et il y
a dans le graphe un vertex qui n’a pas de lien sortant et représente la sortie. Une
entrée valable est un élément de Bn tel qu’il est possible associer une valeur {0, 1}
à tous les autres vertex du graphe.
Prenons comme exemple la fonction 3-fonction booléenne définie par

f(x) =







1 x = (0, 0, 1)

1 x = (1, 0, 1)

0 autrement

(1)

l’expression booléenne φf forme disjonctive de f et le circuit la décrivant sont

φf = (¬x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) (2)

En combinant ces définitions et la proposition on obtient que

Proposition 0.2 Un calcul classique déterministe est l’application d’un circuit à
une entrée valable

3
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x1 x2 x3

Fig. 1 – Circuit décrivant l’expression φf

Le temps d’un circuit est le nombre d’étapes nécessaires pour exécuter le circuit,
en permettant l’action simultanée de portes, la taille d’un circuit est le nombre
de portes formant le circuit.
Un problème de décision est décrit par une famille de fonction booléennes {fn},
la taille de l’entrée de fn est n.
Un choix de la théorie est d’étudier uniquement ce type de calcul, les problèmes plus
généraux devant être transformés en un problème de décision.
Une famille uniforme de circuits polynomiaux C = {Cn} est une famille de
circuits tels que Cn a une entrée de n variables, la taille du circuit est bornée par
un polynôme fixe p(n), et est uniforme dans le sens qu’une machine de Turing clas-
sique peut construire le circuit à partir d’une entrée de taille n avec espace borné
(logarithmiquement).
Un algorithme aléatoire T est un circuit avec portes “probabilistes”, c’est à dire
que T associe à un élément x ∈ Bn une distribution de probabilité Tx. sur Bm. De
façon générale ceci est équivalent à dire que si on répète plusieurs fois l’algorithme
avec comme entrée x on obtient la sortie y, où y est un élément de Bm, avec proba-
bilité Txy.
Thèse de Church forte : Tout modèle de calcul peut être simulé par une ma-
chine de Turing probabiliste (algorithme aléatoire) avec au plus une augmentation
polynomiale du nombre de portes élémentaires utilisées.

0.1.2 Classes de complexité

Les classes de complexité permettent de séparer les problèmes suivant la façon
dont la taille du circuit varie avec le nombre de variables de l’entrée. Une liste détaillé
des classes de complexité classiques et quantiques connues se trouve dans [1].
Un problème de décision est en P si et seulement si le problème a une famille
uniforme de circuits polynomiaux.
Un problème de décision (famille de fonctions booléennes {fn})est en NP s’il existe
une famille de fonctions booléennes {gn} en classe P telle que si fm(x) = 1 alors il
existe un y tel que gn(x, y) = 1, y est appelé alors un témoin, et si fm(x) = 0 alors
pour tous les y qui prétendent être un témoin gn(x, y) = 0.
Tout problème en P est aussi en NP , le sens contraire est une question ouverte
appelé le problème P 6= NP .
BPP est la classe de problèmes de décision admettant un algorithme aléatoire avec
temps polynomial et avec une probabilité d’erreur plus petite que 1

2
− ǫ pour un ǫ
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0.1. Bases de l’algorithmique quantique

fixe.

0.1.3 Notation et calcul du temps

Pour calculer le temps d’un algorithme sont nécessaires les résultats suivants [27].
Supposons deux entiers inférieurs à n = 2m donc décrits avec m bits

– Leur somme requiert un nombre d’opérations binaires maximal m

– Leur multiplication requiert un nombre maximal de m2 opérations binaires

Une opération binaire est réalisée dans un temps unité dans le modèle de circuits.
On a aussi la notation suivante pour préciser le temps d’un algorithme. Si f, g sont
des fonctions de N→ N alors

– f(n) est O(g(n)) s’il existent des constantes n0, c telles que pour tout n ≥ n0

alors f(n) ≤ cg(n).
– f(n) est Ω(g(n)) s’il existent des constantes n0, c telles que pour tout n ≥ n0

alors cg(n) ≤ f(n).
– f(n) est Θ(g(n)) si f(n) est O(g(n)) et f(n) est Ω(g(n)).

Dans le premier cas, f(n) est O(g(n)), on dit que f crôıt moins vite que g, dans le
deuxième cas, f(n) est Ω(g(n)), f crôıt plus vite que g et dans le troisième f(n) est
Θ(g(n)), f et g croissent de la même façon.

0.1.4 Modèle de calcul quantique

La construction du modèle de calcul quantique s’est faite essentiellement du
milieu des années 80 au milieu des années 90. Après la définition de la machine de
Turing quantique [17], le modèle de circuits a été mis en place, par exemple [18]
[43], il n’est cependant pas le seul modèle possible. Les relations entre les classes de
complexité qu’on exposera par la suite ont été démontrés quelques années après par
[10].

Un registre quantique, formé de N qubits, est un espace de Hilbert H⊗N

avec H = C
2. On utilise une base orthonormale {|0〉, |1〉} de H de telle sorte que

chaque élément x ∈ BN peut être décrit en termes de la base du système complet
|x〉 = |x1〉⊗· · ·⊗|xn〉. Un circuit quantique est un graphe G représentant une com-
position d’opérateurs unitaires éléments d’un ensemble appelé ensemble universel.
Tout opérateur unitaire sur un registre quantique de longueur arbitraire peut être
représenté comme une composition d’éléments de G. Par exemple l’ensemble formé
par toutes les opérations unitaires sur H et l’opération Cnot, definie par la suite,
sur H ⊗H permettent de former un ensemble universel. Nous décrirons une façon
possible de représenter les circuits quantiques dans la section suivante.
On peut donc définir, de façon analogue un calcul quantique :
Un calcul quantique est un circuit quantique appliqué à un état d’entrée |ψ〉 d’un
registre quantique.
Étapes du calcul du problème représenté par la fonction booléenne f .
1. Préparation de l’état approprié comme entrée, par exemple |ψ0〉 = |x〉 ∈ H⊗N .
2. Application du circuit C, dont UC est l’opérateur unitaire correspondant. On ob-
tient |ψ〉 = UC |ψ0〉.
3. Mesure sur la base initialement décrite, on obtient un élément y de BN avec prob-
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abilité P (y) = |〈y|ψ〉|2.
4. Eventuellement, on réalise un calcul classique g(y) tel que f(x) = g(y).
BQP est la classe de problèmes de décision qui peuvent être résolus en temps poly-
nomial avec un algorithme quantique avec probabilité d’erreur inférieure à 1

4
. La

conjecture BPP 6= BQP entrâınerait, si elle était prouvée, l’invalidité de la thèse
forte de Church.

0.1.5 Portes élémentaires et universalité

L’ensemble de portes le plus utilisé pour construire des algorithmes contient
quatre matrices unitaires appelées Hadamard avec opérateur noté H, Phase avec
S, controlled-not avec Cnot et π

8
avec P . La démonstration qu’ un tel ensemble est

universel se trouve en détail dans le texte de Nielsen et Chuang [35] page 188.
Ces matrices agissent sur un qubit, ou sur deux dans le cas de Cnot et sont définies
d’abord sur un des espaces H et étendues sur tout l’espace H⊗n par produit tensoriel
avec n−1 matrices identité sur tous les autres n−1 espaces. Si des matrices agissent
de façon non triviale uniquement sur un sous espace de dimension 2 engendré par
deux vecteurs de la base choisie, ces matrices sont appelées matrices à deux niveaux.
Ces définitions permettent de décrire le schéma de la démonstration d’universalité
consiste en trois étapes. Dans la première on établit qu’une matrice unitaire quel-
conque U de dimension d peut être exprimée comme produit de matrices à deux
niveaux. Dans la deuxième étape on démontre que toute matrice unitaire à deux
niveaux peut être représentée exactement comme produit de matrices sur un qubit
et la matrice Cnot. Finalement dans la troisième étape on démontre que toute matrice
sur un qubit peut être obtenue avec exactitude arbitraire en utilisant les matrices
“Hadamard”, “Phase”, “controlled-not” et “π

8
”.

Pour représenter un algorithme quantique (un circuit quantique) il suffit de représenter
la suite d’opérateurs élémentaires qui composent l’opérateur complet. De plus, pour
décrire les portes élémentaires il est suffisant, étant donné qu’il s’agit des matrices
sur un et deux qubits, d’indiquer uniquement sur quel qubit ils agissent de façon
non triviale. Par définition, pour reconstruire la matrice totale il suffit de multiplier
tensoriellement par des matrices identité agissant sur les autres qubits. Une façon
possible de décrire un circuit quantique est donc de représenter chaque qubit avec
une suite de liens, les vertex représentant des matrices sur un et sur deux qubits. Sur
la figure suivante on a représenté un circuit sur un registre de 4 qubits. L’opérateur
que le circuit décrit est le produit de la matrice sur un qubit U agissant de façon non
triviale sur le deuxième qubit et la matrice sur deux qubits V agissant de façon non
triviale sur les deux derniers qubits. Sur un vecteur de la base standard de l’espace

U

V

Fig. 2 – Circuit décrivant la composition de l’opérateur sur un qubit U et de
l’opérateur sur deux qubits V

6



0.1. Bases de l’algorithmique quantique

H2 “controlled-not” agit comme

Cnot|x0, x1〉 = |x0, x0 ⊕ x1〉 (3)

Ainsi sur la figure suivante on représente un registre formé de deux qubits. L’opérateur
controlled-not modifiera le qubit inferieur, indexé par un, dépendant du qubit supérieur,
indexé par zéro.

��
��
��
��

��
��
��
��

x0 x1

x0

x1

x0

Fig. 3 – Circuit décrivant la porte Cnot

avec ⊕ dénotant la somme modulo 2. Plus généralement sur un espace de dimen-
sion supérieure

Cnot i,j |x0, x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn〉 = |x0, x1, . . . , xi, . . . , xi ⊕ xj, . . . , xn〉 (4)

Une matrice unitaire 2 × 2 est déterminée par quatre paramètre réels (modulo
2π) :

U(δ, α, β, θ) = eiδ

(

e
i
2
(α+β) cos θ

2
e

i
2
(α−β) sin θ

2

−e−
i
2
(α−β) sin θ

2
e−

i
2
(α+β) cos θ

2

)

(5)

Il est utile de définir maintenant une porte semblable à la porte classique réversible
appelée Toffoli. Cette porte ne fait pas partie de l’ensemble universel qu’on utilise
ici, pourtant comme elle sera largement utilisé dans les algorithmes du prochain
chapitre nous représenterons par T la composition des 40 opérateurs élémentaires
décrits dans la figure 4, il faut prendre en compte que P † = P 7. Sur la base standard
elle est définie par

T |x0, x1, x2〉 = |x0, x1, x0x1 ⊕ x2〉 (6)

P P

P P��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

H H

S

P

PP

x0

x1

x2

x0

x1

x0 x1 x2

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

Fig. 4 – Circuit quantique décrivant la porte T

De la même façon que pour Cnot on peut indexer T pour indiquer le sous espace
sur lequel il agit de façon non triviale. Ce produit d’opérateurs vu comme un circuit
a un temps égal a 37 [35] page 182. La différence entre Cnot et T est que le premier
agit dépendant de l’état d’un qubit tandis que le deuxième agit dépendant de deux.
On peut généraliser ce type d’action avec

Λm(σx)|x0, x1, . . . , xm, xm+1〉 = |x0, x1, . . . , xm, x0x1 . . . xm ⊕ xm+1〉 (7)
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On peut construire une telle porte avec de l’ordre de m portes T et en effectuant de
l’ordre de m additions de qubits. Λm(σx) est une porte telle que si (x0, . . . , xm) =
(1, . . . , 1), où en associant les coefficients à la décomposition binaire de x et i si
x = 2m−1 alors le dernier qubit est modifié par l’action de la matrice σx. Supposons
qu’on a un registre formé de m+1 qubits, on peut donc définir Ci,not une porte telle
que C2m−1,not = Λm(σx) et pour un autre entier agit de la même façon sur le dernier
qubit si les premiers forment la décomposition binaire de l’entier i. Cette porte
s’obtient en modifiant la porte Λm(σx), en ajoutant des matrices σx agissant sur les
qubits dont le coefficient est 0. Un exemple se trouve dans la figure suivante 0.1.5.
En plus du temps de Λm(σx) il faut ajouter au maximum 2m matrices σx. On a
donc que cette porte a un temps O(m). La matrice σx sur un qubit est définie par
σx|x〉 = |1 ⊕ x〉 et s’obtient en termes de l’ensemble universel par σx = HS2H.

σxσx

x0 x2x1

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

x x

x

x0

x

x0

1

2

3

1

2

x (1 x) 3

Fig. 5 – Circuit décrivant la porte C2,not sur un registre de 4 qubits

0.2 Algorithmes quantiques

Depuis le milieu des années 90 jusqu’à présent l’effort principal a été porté à
trouver des algorithmes quantiques avec une performance meilleure que celle des
algorithmes classiques. L’algorithme quantique le plus important est l’algorithme de
Shor [39]. L’importance de cet algorithme est qu’il indique que la machine quantique
peut être plus fondamentale que la machine classique. Cet algorithme permet de
résoudre en un temps polynomial un problème que la machine classique n’a encore
pu résoudre que avec un temps exponentiel. D’autres raisons qui ont contribué à
faire de cet algorithme un algorithme très connu est d’une part que le problème
mathématique est simple à comprendre, le problème de factorisation, et d’autre part
que la solution de ce problème a des implications importantes dans d’autres domaines
comme la cryptographie. On peut trouver une description de cet algorihtme dans
[35].
Un autre algorithme important est celui de Grover, ou algorithme de tri, à la base
d’un algorithme qu’on utilisera par la suite. Pour cette raison nous allons présenter
cet algorithme plus en détail dans cette introduction. L’algorithme classique pour
le même problème cependant n’est que quadratiquement supérieur en temps que
l’algorithme de Grover. Les applications de cet algorithme, comme par exemple
l’algorithme d’estimation d’amplitude auront le même type de gain en temps par
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rapport a l’algorithme classique équivalent. Finalement, dans les dernières années
quelques algorithmes utilisant comme base les marches quantiques ont été construits
[38] [7].

0.2.1 Algorithme de tri (Grover)

En termes généraux le problème à résoudre est de trouver dans un ensemble un
élément qui a une certaine propriété décrite par une fonction n-booléenne f . Si on
choisit f telle que

f(x) =

{

1 x = x0

0 autrement
(8)

alors le problème est de déterminer x0. On considère un espace de Hilbert de dimen-
sion N = 2n, la base de cet espace est {|i〉}i=0,N−1.

Étape 1 : On applique une matrice Hadamard sur chacun des n qubits. L’opérateur
complet est U1 = H⊗n

|ψ0〉 = U1|0〉 =
1√
N

N−1∑

j=0

|j〉 (9)

Étape 2 : Soit un opérateur défini comme

I|ψ〉 =

{

−|x〉 x = ψ

|x〉 autrement
(10)

avec lequel on construit Q = −HI|0〉HI|x0〉 alors

|ψ1〉 = Qk|ψ0〉 (11)

avec k = Int[
√

N π
4

+ 1
2
].

Étape 3 : Mesure du système par rapport à la base standard. On obtient l’état
|x0〉 avec probabilité P ≥ 1 − 1

N

Le temps de l’algorithme est donc pour la première étape O(n) pour la deuxième
O(

√
N(2n + T (I|0〉) + T (I|x0〉) et pour la troisième 1. On a que T (M) est le temps

associé à l’opérateur M . Il est possible de construire I|0〉 avec un opérateur Λn(σx)
agissant sur un qubit supplémentaire. Le temps associé est donc O(n). Maintenant,
le temps sera déterminé par la deuxième étape et si on suppose que l’opérateur
I|x0〉 a un temps unité l’algorithme complet aura un temps O(

√
N). On ne peut

pas déterminer à l’avance la forme de I|x0〉 puisqu’il dépend du problème particulier
à résoudre, le temps de l’algorithme complet dependra donc de la possibilité de
construire l’operateur I|x0〉 dans le temps supposé. On appelle ce type d’algorithme
un algorithme avec oracle, où l’opérateur spécifique au problème est supposé avoir
un temps unité. Dans le deuxième chapitre nous construirons l’opérateur qui joue
le rôle de l’oracle pour le problème du permanent dans un temps tel que il nous
permet d’utiliser l’algorithme estimation d’amplitude qui sera décrit dans la section
suivante et gagner le facteur .
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0.2.2 Algorithme d’estimation d’amplitude

L’algorithme est décrit dans [12]. On présentera ici une version simplifiée, la
version dont on se servira par la suite. Supposons que f est une fonction f : ZN →
{0, 1}. On définit les ensembles X1 et X0 avec Xi = {x ∈ X|f(x) = i}. Le problème
est donc de déterminer |X1|, le nombre d’éléments dans l’ensemble X1. On suppose
pour simplifier N = 2n pour un n entier positif et M = 2m pour un m entier positif.
L’espace de Hilbert complet est le produit tensoriel de deux espaces H = H1 ⊗H2

où le premier est un produit de m espaces élémentaires de dimension deux et le
deuxième de n de façon que dimH = MN . La base est {|i〉⊗ |j〉}i=0,...,M−1,j=0,...,N−1

.L’état initial |ψ0〉 = |0〉 ⊗ |0〉. L’opérateur Sχ : H2 → H2 est l’oracle, supposé de
temps unité et défini par

Sχ : |x〉 → (−1)f(x)|x〉 (12)

L’opérateur A : H2 → H2 agit sur le vecteur |0〉 par

A|0〉 = |ψ1〉 + |ψ0〉 =
∑

x∈XO

|x〉 +
∑

y∈X1

|y〉 (13)

Étape 1 : On crée une superposition de tous les états de la base de H2 avec
l’opérateur A

|ψ1〉 = (1⊗A)|ψ0〉 =
−i

2
|0〉 ⊗ (eiθa|ψ+〉 − |e−iθa|ψ−〉) (14)

Étape 2 : Avec la transformée de Fourier FM on crée une superposition de tous les
états de la base de H1

|ψ2〉 = (FM ⊗ 1)|ψ1〉 =
1√
2M

M−1∑

j=0

|j〉 ⊗ (eiθa|ψ+〉 − e−iθa|ψ−〉) (15)

Étape 3 : On modifie la partie du vecteur appartenant à l’espace H1 dépendant de
la partie appartenant à l’espace H2, plus précisément si le vecteur du premier
espace est |j〉 l’action sur le deuxième est la puissance j de l’opérateur Q qui
contient l’oracle Sχ

|ψ3〉 = ΛM(Q)|ψ2〉 =
eiθa

√
2
|SM(

θa

π
)〉|ψ+〉 − e−iθa|SM(1 − θa

π
〉 ⊗ |ψ−〉 (16)

avec Q = −AS0A−1Sχ et ΛM(Q) =
∑M−1

j=0 Qj ⊗ |j〉〈j|
Étape 4 : On réalise la transformée de Fourier inverse

|ψ4〉 = F−1
M ⊗ 1|ψ3〉 =

eiθa

√
2
|M θa

π
〉|ψ+〉 −

e−iθa

√
2
|M − M

θa

π
〉|ψ−〉 (17)

Étape 5 : Mesure du premier sous espace. On obtient l’état x avec une probabilité
P ≥ 8

π2 , on calcule classiquement θ̃a = πx
M

et ã = sin2 θ̃a. L’erreur dans le calcul,

entre la valeur exacte a = |X1|
N

et la mesure ã est |a−ã| ≤ 2
√

a(1 − a) π
M

+( π
M

)2.
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Maintenant on appelle Count(f,M) l’algorithme utilisant l’algorithme précédant
pour estimer t = |X1| en fixant M . A partir de ã il calcule classiquement t̃ = Nã.
La sortie de Count(f,M) est donc t̃. On demontre que la valeur obtenue est proche
de la solution t telle que |t̃− t| ≤ 2π

M

√

t(N − t)+N( π
M

)2 et avec probabilité P ≥ 8
π2 .

0.2.3 Algorithmes pour les problèmes de la classe NP

Dans la classe NP se trouvent un bon nombre de problèmes importants, comme
par exemple le TSP , problème du voyageur du commerce, #SAT compter le nombre
de solutions d’un problème SAT . Une liste de tels problèmes peut être trouvée en
[1]. Le problème P 6= NP est tellement important pour la théorie de l’information
et les mathématiques qu’il fait partie des sept problèmes du millénium choisis par
le Clay Mathematics Institute [2]. Il est donc naturel que beaucoup d’efforts ont
été portés sur la classification des problèmes NP par une machine quantique. Un
problème de classe NP , le problème de factorisation a été démontré être soluble par
une machine quantique en un temps polynomial donc appartenant aussi à la classe
BQP . Ce problème n’a pas été demontré être dehors la classe de complexité P .
Il existe aussi une classe qui contient les problèmes avec la propriét é suivante : la so-
lution d’un suel de ces problèmes permettrait de résoudre tout les autres problèmes
de la classe NP ; cette classe est appelée NP − complète. Jusqu’à présent il n’a pas
été construit d’algorithme quantique avec le modèle de circuits résolvant de façon
polynomiale de tels problèmes. Par contre, il a été prouvé qu’en supposant une
évolution non linéaire d’un système quantique on pourrait construire une machine
permettant de les résoudre [3].
Dans le texte de base de Nielsen [35] page 263 on peut trouver un algorithme pour
résoudre un problème NP en utilisant l’algorithme Estimation d’amplitude [12].
Même si le temps de l’algorithme quantique est toujours exponentiel, le temps clas-
sique devient quadratiquement plus grand. Par contre avec un modèle appelé “Quan-
tum adiabatic quantum computer” plusieurs algorithmes ont été proposés résolvant
ces problèmes [19] [32] et [31], des cas nécessitant un temps exponentiel subsistent.
Des simulations de ces algorithmes avec des ordinateurs classiques se trouvent dans
[9]. Récemment ce modèle et le modèle de circuits ont été démontrés être équivalents
[6].

0.3 Marches quantiques

Les marches quantiques ont été introduites en [5] dans le but d’être la base de
nouveaux algorithmes quantiques. Un modèle proche avait déjà été étudié aupara-
vant, les automates quantiques cellulaires. Nous allons présenter les deux modèles
ainsi que les principaux résultats liés à chacun.

0.3.1 Automates scalaires cellulaires

Soit L un réseau généré par d vecteurs indépendants de Rd. On denote par E

l’ensemble de ces d vecteurs. φ est une fonction : N×L → S où S = {z ∈ C| |z| ≤ 1}

11



Introduction

et w une fonction : L → C. L’évolution est localement définie par :

φt+1(x) =
∑

e∈E

w(x + e)φt(x + e) (18)

L’évolution est unitaire et dans ce cas le théorème suivant est valable

Theorème 1 Théorème “No-go” [29] : Le seul automate scalaire unitaire, en n’im-
porte quelle dimension d, évolue par une translation constante et un facteur de phase
arbitraire.

0.3.2 Marches quantiques

Soit G un graphe k-régulier où l’ensemble des liens incidents pour chaque vertex
ont été ordonnés et appelés par un entier de 1 à k. L’état d’une particule est décrit
par un vecteur d’un espace de Hilbert H = HI ⊗ HG où HG décrit la position de
la particule et HI des degrés de liberté internes. L’opérateur évolution est unitaire
et se décompose en un opérateur C qui mélange les états internes et un opérateur
translation S.

|ψt〉 = U t|ψ0〉 (19)

U = S(C ⊗ 1) (20)

S =
k∑

i=1

|i〉〈i| ⊗ Ti (21)

Ti|x〉 = |y〉 (22)

où y est le vertex qui forme avec x le lien marqué avec l’entier i dans la liste des liens
incidents sur x. Dans [5] ce modèle a été étudié d’une façon générale, les auteurs ont
calculé des limites minimales sur des quantités pertinentes pour définir les marches.
Ces quantités sont entre autres un temps de mélange (équivalent au “sampling time”
classique) et un temps de traversée. En utilisant ces définitions ils obtiennent que on
peut espérer augmenter ces quantités au plus de façon polynomiale, par rapport aux
marches classiques. D’autres articles présentent des résultats sur des graphes partic-
uliers, un des premiers comportements signalés comme différents est la dépendance
de la variance dans le temps. La variance classique augmente linéairement tandis que
la variance quantique quadratiquement pour une marche unidimensionnelle avec es-
pace interne de dimension deux [8] [34]. Depuis, ce comportement a été étudié dans
la limite du continu en espace et temps [26] et dans la limite de temps infini [28].
Aux résultats de Konno sur la limite faible de la marche unidimensionnelle ont suivi
des essais de généralisation à des dimensions supérieures [20].
Pour tester l’influence du choix de l’opérateur interne on peut varier de façon
aléatoire l’opérateur appelé “coin operator”. Dans [37] les auteurs ont trouvé numériquement
qu’avec ce comportement la variance devient linéaire. Pour savoir si l’enchevêtrement
de l’état initial a une influence sur la marche, dans [14] les auteurs ont considéré
numériquement plusieurs cas qui suggèrent qu’il y a en effet une telle relation.
Mais de tous le seul résultat indiquant une différence importante avec la marche
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classique est le temps de traversée de la marche sur l’hypercube [23]. Si le graphe est
l’hypercube de dimension n pour un opérateur particulier et une condition initiale
symétrique il a été démontré dans cet article que la particule traverse l’hypercube
en un temps polynomial en n, c’est à dire que la probabilité de se trouver dans le
vertex de distance de Hamming maximal par rapport au point initial est proche de
un. Si l’operateur évolution de la marche est W , l’état initial φ0 et |x〉 est l’état
d’arrivée, alors on dit que la marche a un (t, p) temps d’arrivée si

|〈x|W t|φ0〉|2 ≥ p (23)

Dans [23] il a été demontré que pour un p donnée comme une fonciton de la dimension
de l’hypercube, une fonction qui s’approche de 1 à mesure que la dimension de
l’hypercube augmente, il existe un temps d’arrivée qui est une fonction linaire dans la
dimension de l’hypercube. Pourtant ce résultat n’est pas utilisable pour se déplacer
à un autre point du graphe, en fait pour un point se trouvant à la moitié de la
distance maximale ce temps est exponentiel.

0.3.3 Graphes de Cayley

On explicitera maintenant la construction d’un graphe de Cayley à partir d’un
groupe et sa présentation car une partie importante des marches quantiques étudiées
dans cette thèse est définie sur ce type de graphes. Nous allons suivre dans les sections
suivantes les définitions utilisées dans le livre de White page 19 [42].

La présentation d’un groupe

Soit Γ un groupe avec {g1, g2, g3, . . .} un sous ensemble de Γ.
Un mot dans g1, g2, g3, . . . est un produit fini f1f2 . . . fn où chaque fi est dans
l’ensemble {g1, g2, g3, . . . , g

−1
1 , g−1

2 , g−1
3 , . . .}. Une relation est une égalité entre deux

mots.
Si chaque élément de Γ peut être exprimé comme un mot dans g1, g2, g3, . . . alors
ont dit que g1, g2, g3, . . . sont générateurs de Γ.
Si Γ est généré par g1, g2, g3, . . . et si toute relation dans Γ peut être déduite à partir
des relations P = P ′, Q = Q′, R = R′, . . . alors on écrit

Γ = 〈g1, g2, g3, . . . |P = P ′, Q = Q′, R = R′ . . .〉 (24)

et le terme de droite est appelé une présentation de Γ.
Un élément d’un ensemble générateur d’un groupe Γ est appelé élément redondant
si il peut être écrit comme un mot dans dans les autres générateurs. Un ensemble
générateur d’un groupe Γ est appelé ensemble générateur minimal si il ne con-
tient pas d’éléments redondants.
Un graphe dirigé D est dit fortement connecté si, pour toute paire u, v de vertex
différents, il y a un chemin dirigé de u à v. On dit que D est faiblement connecté
si le (non dirigé) pseudo graphe sous jacent à D est connecté.
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Le graphe de Cayley colorié associé à la présentation d’un groupe

Soit P la présentation d’un groupe Γ et on dénote par CP (Γ), ou par convention
par C∆(Γ) où ∆ est l’ensemble générateur dans P , le graphe de Cayley colorié de P

pour Γ.
A chaque présentation du groupe est associe un graphe : chaque vertex correspond à
un élément du groupe et les liens sont déterminés et coloriés à partir des générateurs.
Si les vertex v1 et v2 correspondent aux éléments g1 et g2 alors il y a un lien direct
(auquel on associe la couleur h) de v1 vers v2 si et seulement si g1h = g2.
On a donc que C∆(Γ) est un graphe dirigé et colorié avec ensemble de vertex
X(C∆(Γ)) et ensemble de liens E(C∆(Γ))

X(C∆(Γ)) = Γ (25)

E(C∆(Γ)) = {(g, gδ)δ | g ∈ Γ, δ ∈ ∆} (26)

Le graphe C∆(Γ) dépend non seulement du groupe mais de l’ensemble générateur
choisi pour un même groupe. L’effet d’un élément minimal ou redondant dans
l’ensemble générateur est différent dans la construction du graphe comme le précise
le théorème suivant

Theorème 2 [42] Soit Γ un group fini (infini). Un générateur h est redondant si
et seulement si le résultat d’enlever tous les liens colorés avec h dans C∆(Γ) est un
graphe directe fortement (faiblement) connecté.

Le graphe de Cayley (non colorié et non orienté)

Soit ∆ un ensemble générateur du groupe Γ avec les conditions suivantes
i) e 6∈ ∆, e l’élément identité du groupe
ii) δ ∈ ∆, δ2 6= e, δ−1 6∈ ∆
iii) δ ∈ ∆, δ2 = e, chaque paire (g, gδ) et (gδ, g) de liens dirigés est remplacé par un
seul lien non dirigé {g, gδ}
alors le pseudo graphe obtenu du graphe de Cayley colorié C∆(Γ) supprimant toutes
les directions et toutes les couleurs est un graphe (sans boucles et sans liens multi-
ples). Ce graphes est appelé un graphe de Cayley et est dénoté G∆(Γ).
Dans la suite de la thèse on définira des marches quantiques sur des graphes de
Cayley coloriés. On utilisera le terme graphe de Cayley au lieu de graphe de Cayley
colorié sans pour autant voulant signifier qu’on supprime la direction et la couleur
des liens.

Exemples

Pour illustrer comment varie le graphe obtenu d’un même groupe en variant la
présentation nous fixerons comme groupe Γ = (Z2, +) et on notera les generateurs
(1, 0) et (0, 1) par δx et δy respectivement. Nous construirons les trois graphes de
Cayley coloriés résultants de choisir un des ensembles générateurs parmi

∆1 = {δx, δy} ensemble générateur minimal (27)

∆2 = {δx, δy δ′x, δ
′
y} (28)

∆3 = {δx, δy, δz} (29)
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et les présentations

< ∆1|δxδy = δyδx > (30)

< ∆2|δxδ
′
x = e, δyδ

′
y = e, δxδy = δyδx > (31)

< ∆3|δz = δxδy, δxδy = δyδx > (32)

∆1 ∆2 ∆3

Fig. 6 – Graphes de Cayley colorés du groupe Z2 avec différentes présentations

15





Chapitre 1

Le problème du permanent

1.1 Introduction

Le calcul du permanent d’une matrice est un problème réputé difficile. Après
le succès de l’algorithme de Shor [39], des tentatives pour réduire le temps de ce
type de problèmes en utilisant des algorithmes quantiques ont été faites. L’idée
centrale est que l’utilisation de la superposition des états quantiques devrait per-
mettre de diminuer le temps de calcul de certains problèmes, comme le permanent,
en analogie avec le calcul en parallèle. Il est possible de transformer directement un
algorithme classique existant en un quantique, il suffit de le transformer en un al-
gorithme classique réversible. Les deux premiers algorithmes présentés “somme” et
“multiplication” sont justement deux exemples. Convertir un algorithme classique
en un quantique n’entrâıne pas directement une diminution du temps de calcul par
le seul fait d’être un algorithme quantique. Pour le calcul de permanent, nous avons
montré qu’une façon naturelle d’essayer de le résoudre, en utilisant le “calcul en par-
allèle quantique”, nécessiterait une porte non unitaire. Nous avons construit aussi un
algorithme quantique de temps exponentiel en utilisant un autre algorithme existant
l’algorithme d’ “Estimation d’amplitude”.

1.2 Algorithme de somme

L’algorithme classique qui additionne deux entiers est une boucle dont chaque
étape calcule le i-ème coefficient du résultat (l’entier étant décrit par sa décomposition
binaire).
Supposons donc deux entiers a et b et leurs décompositions binaires (a0, a1, . . . , an−1)
et (b0, b1, . . . , bn−1). L’idée est d’additionner les deux coefficients ai et bi en s’aidant
des deux registres cin et cout. Le calcul suit la formule

(ai, bi, cin) → (ai, ri, cout) (1.1)

ri = cin ⊕ ai ⊕ bi (1.2)

cout = aibi ⊕ cinai ⊕ cinbi (1.3)

où ⊕ dénote la somme modulo deux.
Dans le tableau suivant nous pouvons vérifier que ri est le i-ème coefficient de a + b
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et que cout contient l’information nécessaire pour calculer le coefficient supérieur,
c’est à dire i + 1

ai bi cin → ai ri cout

0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1

(1.4)

L’algorithme quantique accepte donc comme entrée

|ψ0〉 = |a, b〉 ⊗ |0, . . . , 0〉 (1.5)

et obtient la sortie correcte après application de U

U |ψ0〉 = |a, a + b mod 2n〉 ⊗ |0, . . . , 0〉 (1.6)

Pour simplifier la forme des opérateurs nous réarrangeons la position des coefficients
comme suit

|ψ0〉 = |0, a0, b0, 0, a1, b1, . . . , 0, an−1, bn−1, 0〉 (1.7)

L’opérateur de base Sj, de 3 niveaux effectue la transformation

Sj : |cin, aj, bj, 0〉 → |cin, aj, rj, cout〉 (1.8)

tandis que S ′
j remet le coefficient cout à zéro

S ′
j : |cin, aj, rj, cout〉 → |cin, aj, rj, 0〉 (1.9)

L’algorithme total sera donc U = S ′
n−1 . . . S ′

0Sn−1 . . . S0. Pour calculer le temps il faut
décrire S et S ′ en terme des portes de la base universelle. Rappelons rapidement
l’effet des portes T et Cnot

Cnot i,j|xi, xj〉 = |xi, xi ⊕ xj〉 (1.10)

Ti,j,k|xi, xj, xk〉 = |xi, xj, xixj ⊕ xk〉 (1.11)

ou chaque xi ∈ {0, 1}. On a donc que S = Cnot 1,3 T1,3,4 Cnot 2,3 T2,3,4 et la figure
1.1(a) représente le circuit correspondant. Vérifions l’effet de S sur l’état |Φ0〉 =
|x1, x2, x3, 0〉

|Φ1〉 = T2,3,4|Φ0〉 =|x1, x2, x3, x2x3〉 (1.12)

|Φ2〉 = Cnot 2,3|Φ1〉 =|x1, x2, x2 ⊕ x3, x2x3〉 (1.13)

|Φ3〉 = T1,3,4|Φ2〉 =|x1, x2, x2 ⊕ x3, x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3〉 (1.14)

|Φ4〉 = Cnot 1,3|Φ3〉 =|x1, x2, x1 ⊕ x2 ⊕ x3, x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3〉 (1.15)

Le temps associé à l’opérateur S est 76. L’opérateur S ′ de la même façon agit non
trivialement sur un sous espace de dimension huit. Le circuit correspondant S ′ se
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(a) Circuit décrivant l’opérateur S
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(b) Circuit décrivant l’opérateur S′

Fig. 1.1 – Portes de base de l’algorithme Somme

trouve dans la figure 1.1(b) et peut s’écrire S ′ = T1,3,4 T2,3,4 T1,2,4 Cnot 1,4 Cnot 2,4. Le
temps associé est 113.
L’algorithme consiste d’abord dans la préparation de l’état initial contenant l’infor-
mation sur les deux entiers, puis dans l’application de n fois l’opérateur S et n fois
l’opérateur S ′, la mesure du système qui donne le résultat en base deux. Le circuit
complet se trouve décrit dans la figure 1.2. L’algorithme a un temps polynomial, le
détail par étape est

– Préparation de |Φ0〉 : On utilise 2n matrices σx

– Opérateur U : On utilise n opérateurs S et S ′

– Mesure : Dans le modèle on a défini cette étape étant de temps t = 1

Comme le résultat de l’algorithme est la décomposition binaire de l’entier somme,
éventuellement on peut ajouter une partie classique servant à convertir cette décomposition
dans une autre, décimale par exemple. Chaque étape requiert un temps proportion-
nel à n donc l’algorithme a un temps O(n)

S’

S
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.
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.

S
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b
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1

Fig. 1.2 – Circuit décrivant l’algorithme Somme
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1.3 Algorithme de multiplication

Une multiplication peut être mise sous la forme d’une somme de n termes, où n

est le nombre de bits utilisés.

a b = (a02
0 + · · · + an−12

n−1)(b02
0 + · · · + bn−12

n−1) (1.16)

=
n−1∑

i=0

(
n−1∑

j=0

ajbi2
j+i) =

n−1∑

i=0

(Si) (1.17)

L’algorithme consiste d’abord à transformer

|a, b, 0, . . . , 0〉 → |a, b, S0, . . . , Sn−1, 0, . . . , 0〉 (1.18)

pour ensuite utiliser l’algorithme de somme

|a, b, S0, . . . , Sn−1, 0, . . . , 0〉 → |a, b, S0, . . . , Sn−1,
∑

i

Si〉 (1.19)

et finalement (partie réversible)

|a, b, S0, . . . , Sn−1,
∑

i

Si〉 → |a, b, 0, . . . , 0,
∑

i

Si〉 (1.20)

La première porte étape s’obtient en utilisant de l’ordre de n2 fois une porte T ,
la deuxième en utilisant n fois l’algorithme de somme déjà décrit et la troisième en
utilisant de nouveau n2 fois la porte T puisque T 2 = 1. Le temps de l’algorithme
est donc O(n2). Nous ne décrirons pas de façon plus détaillée l’algorithme.

1.4 Algorithme pour calculer le permanent d’une

matrice {0,1}

Si on suppose A une matrice avec éléments ai,j ∈ {0, 1} le permanent de A est
défini par

perm(A) =
∑

σ∈Sn

∏

i

ai,σ(i) (1.21)

où Sn est l’ensemble des permutations de n éléments. Comme il y a un nombre n!
de termes dans la somme, le temps associé à l’algorithme “définition” consistant
dans le calcul littéral de l’expression (1.21) est supérieur à n!, c’est à dire Ω(n!). Le
meilleur algorithme exact, connu comme la formule de Ryser

perm(A) = (−1)n
∑

S⊆{1,...,n}
(−1)|S|

n∏

i=1

(
∑

j∈S

ai,j) (1.22)

a un temps O(n22n).
Une idée simple pour utiliser le parallélisme est de créer une superposition d’états
chacun associé à un terme de la somme dans l’équation (1.21) et construire un
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opérateur qui les mélange de façon à obtenir le permanent. Supposant qu’on a un
espace de Hilbert de dimension dim(H) = 2nn + 1 et une base {|i1, i2, . . . , in〉 ⊗ |j〉}
avec 1 ≤ ik ≤ n et 0 ≤ j ≤ nn. Les étapes successives devraient donner les vecteurs
suivants

|ψ0〉 = |0, . . . , 0〉 (1.23)

|ψ1〉 =
n∑

i1,...,in=1

|i1, i2, . . . , in〉 ⊗ |0〉 (1.24)

|ψ2〉 =
n∑

i1,...,in=1

|i1, i2, . . . , in〉 ⊗ |f(i1, . . . , in)〉 (1.25)

|ψ3〉 =
n∑

i1,...,in=1

|i1, i2, . . . , in〉 ⊗ |
n∑

i1,...,in=1

f(i1, . . . , in)〉 (1.26)

Avec la définition

f(i1, . . . , in) =

{

a1,i1 . . . an,in si{i1, . . . , in} = {1, 2, . . . , n}
0 autrement

(1.27)

on obtient que perm(A) =
∑n

i1=1

∑n
in=1 f(i1, . . . , in). Cette dernière étape pourtant

n’est pas unitaire et la démonstration est similaire a celle du théorème “No-cloning”
[35] page 532. Supposons deux matrices A et A′ telles que perm(A) 6= perm(A′) et
|ψ2〉 et |ψ′

2〉 les vecteurs obtenus dans l’étape numéro 2 de l’algorithme. Supposons
que U est l’opérateur unitaire qui réalise la dernière étape et qui ne dépend pas de
A et A′. On a donc 〈ψ′

3|ψ3〉 = 〈ψ′
2|ψ2〉 or le terme de gauche est zéro tandis que le

terme de droite, sauf cas particulier, est différent de zéro. L’opération n’est donc pas
unitaire.

1.4.1 Algorithme quantique utilisant “Count(f,M)”

Le problème du calcul du permanent peut se mettre sous la forme du calcul du
nombre d’éléments appartenant à l’ensemble X1 défini comme

X1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Nn|{x1, . . . , xn} ∈ Sn , a1,x1
. . . an,xn

= 1} (1.28)

Sous cette forme le problème du permanent peut être résolu en utilisant un algo-
rithme quantique existant. Count(f,M) est un algorithme quantique décrit dans [12].
Supposons qu’on a une fonction f : X → B telle que f(x) = 1 si x ∈ X1 et f(x) = 0
si x ∈ X0, on a que X1 et X0 sont disjoints et X = X0 ∪ X1. On choisit une es-
pace de Hilbert et une base telle que chaque vecteur de la base correspond à un
élément de X. L’algorithme “Count(f,M)” estime avec une précision dépendant de
M le nombre t d’éléments dans l’ensemble X1. Les trois caractéristiques principales
de l’algorithme sont

1. L’algorithme accepte comme entrée un vecteur d’un espace de Hilbert de di-
mension N , et a comme sortie un entier t̃ tel que

|t̃ − t| ≤ 2π

M

√

t(N − t) + N(
π

M
)2 (1.29)

avec probabilité P ≥ 8
π2 .
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2. L’algorithme utilise deux opérateurs A et Sχ. Le dernier joue le rôle de l’oracle
donc associé à la fonction f . Sur la base choisie

A|0, . . . , 0〉 =
1√
N

n−1∑

i=0

|i〉 (1.30)

=
∑

x∈X0

1√
N
|x〉 +

∑

y∈X1

1√
N
|y〉 (1.31)

= |ψ0〉 + |ψ1〉 (1.32)

Sχ|x〉 = (−1)f(x)|x〉 =

{
|x〉 si x ∈ X − X1

−|x〉 si x ∈ X1
(1.33)

3. Le temps de l’algorithme est

T = T (A) + (log2 M)2 + M log2 N + MT (Sχ) + T (A) (1.34)

Nous allons décrire en détail quelle est la forme des opérateurs. Hk a une base
{|i〉 ⊗ |j〉} où 0 ≤ i ≤ n − 1 et 0 ≤ j ≤ 1, la dimension de l’espace total est donc
(n + 2)n. L’opérateur A est un produit de n opérateurs A = A1 . . .An où chaque
Ai agit de façon non triviale uniquement sur Hi. Il doit effectuer la transformation
suivante

Ai|0〉 ⊗ |0〉 =
1√
n

n∑

j=1

|j − 1〉 ⊗ |a1,j〉 (1.35)

Cet opérateur s’obtient en deux étapes, la première est simplement un produit de
matrices Hadamard H qui génèrent la superposition |0〉 → ∑n

j=1 |j − 1〉. Dans la
deuxième étape on utilise des opérateurs de la forme Ci,not appliqués uniquement si
aj,i est différent de zéro. Le temps utilisé est donc O(n2).
L’opérateur Sχ = G†EG est le produit de trois opérateurs où le premier à être
appliqué G compare toutes les paires, pour chaque paire (k, k′) ou k = 1, . . . , n
et k′ = 1, k il agit contrôlé par les vecteurs |ik〉 et |ik′〉 appartenant à l’espace Hk

et Hk′ respectivement. Le deuxième E multiplie le vecteur par la phase correspon-
dante (1.33) et (1.28), et le troisième remet les vecteurs utilisés pour les calculs
intermédiaires dans leur état initial. Chaque opérateur se décompose de la façon
suivante

• G est le produit de n2 opérateurs G =
∏n−1

k=1

∏

l=k+1,n gl,k. Pour chaque paire
(k, l) l’opérateur gk,l compare les coefficients ik, il du vecteur et marque un
vecteur extra avec cette information. A la fin, le vecteur contenant l’informa-
tion “toutes les paires sont différentes” sera une permutation et il pourra être
distingué des autres. A son tour gk,l se décompose en log2 n opérateurs qui
comparent bit à bit les deux entiers ik et il, donc pour le coefficient numéro j

gk,l,j|(ik)j, (il)j, 0〉 = |(ik)j, (il)j, (ik)j ⊕ (il)j〉 (1.36)

l’opérateur gk,l,j est composé de trois opérateurs élémentaires Cnot. Le temps
de l’opérateur G est donc T (g) = 3n2 log2 n ou O(n3)
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1.4. Algorithme pour calculer le permanent d’une matrice {0,1}

• E est un opérateur de la forme Cj,not avec j entier. Il faut que E, dépendant de
tous les coefficients calculés précédemment modifie la phase du vecteur. Ceci
se fait a l’aide d’un extra qubit qui est initialement mis dans l’état H|0〉. Si
on réorganise les qubits comme suit

|i0, . . . , in−1〉 ⊗ |a0,i1 , . . . , an,in〉
⊗ |(i0)0 ⊕ (i1)0, . . . , (in−2)n−1 ⊕ (in−1)n−1〉 ⊗ H|0〉 (1.37)

L’opérateur E doit agir sur le dernier qubit si

|a0,i1 , . . . , an,in〉 ⊗ |(i0)0 ⊕ (i1)0, . . . , (in−2)n−1 ⊕ (in−1)n−1〉
= |1, . . . , 1〉|0, . . . , 0〉 = |2n − 1〉 (1.38)

où l’entier 2n − 1 est écrit dans sa décomposition binaire sur n + n
n(n+1)

2
bits .

On a donc que l’opérateur E est égal à C2n−1,not sur un registre de n+n
n(n+1)

2

qubits. Le temps pour ce type d’opérateur, proportionnel au nombre de qubits
utilisés pour le contrôle est donc O(n).

L’opérateur total a donc un temps polynomial en n, O(n4). Finalement en rem-
plaçant le temps de chaque opérateur on trouve que l’algorithme “Count(f,M)”
modifié pour qu’il calcule le permanent d’une matrice de dimension n × n utilise
un temps dont le terme principal crôıt comme O(Mn4).

1.4.2 Algorithme quantique utilisant “ExactCount”

Pour un calcul exact on peut utiliser cet algorithme dont les étapes sont

1. Appeller deux fois l’algorithme Count(f,M) avec M =
√

nn. On obtient les
entiers

t′1 = Count(f, 14Π
√

nn) (1.39)

t′2 = Count(f, 14Π
√

nn) (1.40)

Boucle : l’entier M est augmenté sans dépasser nn

2. Mi = 30
√

(t′i + 1)(nn − t′i + 2) i = 1, 2

3. M = min{M1,M2}
4. t′ = Count(f,M)

5. La sortie est t̃ avec |t̃ − t′| ≤ 2
3

Le temps est déterminé par l’étape pas numéro quatre de sorte que la valeur moyenne
〈M〉 est de l’ordre de

√

(perm + 1)(nn − perm + 1). Le temps est donc supérieur à
ce facteur et donc exponentiel en n. Il est important de noter que dans les deux cas,
en utilisant “Count(f,M)” ou “ExactCount”, les algorithmes ont un temps supérieur
au temps de l’algorithme de Ryser.
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Chapitre 2

Marches quantiques

2.1 Introduction

On dit qu’un algorithme aléatoire est un FPRAS où “fully polynomial random-
ized aproximated scheme” si on peut approximer avec cet algorithme la solution
d’un problème (où l’erreur depend d’une constante ǫ) avec un temps polynomial
non seulement dans la taille de l’entrée du problème mais aussi dans 1

ǫ
. C’est ‘a

dire que si Z̃ est la sortie de l’algorithme et Z la valeur qu’on veut calculer on doit

obtenir P
(

(1 − ǫ)Z̃ ≤ Z ≤ (1 + ǫ)Z̃
)

≥ 3
4

En 2001 il a été demontré que la solution du problème du permanent peut s’approx-
imer avec un FPRAS dont l’étape principale est une marche aléatoire sur l’espace
des graphes ayant la propriété d’être un “Matching graph” [22].
La marche aléatoire est un algorithme réalisant (simulant) l’évolution à temps discret
d’une châıne de Markov sur l’espace choisi Ω et qui converge vers une distribution π

reliée à la solution du problème. La propriété de la châıne qui détermine la vitesse
de l’algorithme est appelée le temps de mixage, le temps minimal nécessaire pour
que la châıne converge vers la distribution attendue.
En parallèle avec l’utilisation des marches aléatoires dans l’algorithmique classique,
on a défini des modèles de marches quantiques pouvant être utilisés pour réaliser
les mêmes tâches que les marches classiques [5]. Dans cette optique, les auteurs
ont défini plusieurs grandeurs importantes pour préciser l’utilité, pour l’algorith-
mique, des nouvelles marches dont le temps de mixage est un exemple. Bien que les
marches quantiques ne permettent de réaliser que des gains de temps polynomiaux
par rapport aux algorithmes déjà utilisant une marche classique, elles sont con-
sidérées comme de bons candidats pour construire de nouveaux algorithmes quan-
tiques [24]. A l’appui de cette affirmation se trouvent maintenant les algorithmes
“Element distinctness” [7] et “Search algorithm” [38].
Dans ce domaine, le but de notre travail a été de classifier les marches quantiques
possibles en cherchant des propriétés se différenciant des marches classiques. Iden-
tifier des telles différences permettrait de construire des algorithmes quantiques les
utilisant comme élément clé pour réduire la complexité des problèmes. Nous avons
donc entrepris d’élargir la définition initiale et de commencer une classification des
marches possibles (sections 3.2 à 3.4). Finalement avec ces nouveaux modèles nous
avons élargi quelques théorèmes connus (section 3.5) qui indiquent des directions de
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Chapitre 2. Marches quantiques

recherche futures.

2.2 Modèle et unitarité

Il existe deux modèles de marches quantiques, l’un avec un temps discret et
l’autre avec un temps continu. La différence essentielle entre les deux semble être
la nécessité pour la première d’un espace interne additionnel pour que l’évolution
de la particule soit unitaire. Il est donc intéressant d’étudier quel est l’effet de cet
espace interne. Dans le chapitre suivant nous avons mis ensemble quelques résultats
qui suggèrent qu’il est raisonnable de chercher à classifier les marches suivant la
dimension de l’ espace interne et les symétries possibles. Nous commençons par
élargir la définition des marches quantiques de façon à pouvoir varier la dimension
de l’espace interne additionnel. Ce modèle est similaire aux modèle des automates
cellulaires, la différence principale est que nous sommes intéressés par d’autres types
de graphes, non seulement les réseaux.
Soit G un graphe orienté, où il est possible d’avoir deux liens de sens contraire
entre deux points, et E l’ensemble de liens du graphe tels que G = (X,E). Soit H
un espace de Hilbert complexe défini comme le produit H = HI ⊗ HG. L’espace
HG = ℓ2(X) décrit la position de la particule sur le graphe et l’espace HI = C

d

décrit des degrés de liberté interne. Soit {|x〉}x∈X une base de HG et {|1〉, . . . , |d〉}
une base de HI . L’équation d’évolution est

|ψt+1〉 = W |ψt〉 (2.1)

où W est un opérateur unitaire d’évolution à temps discret défini par

W =
∑

x∈X

∑

z∈Ex

Mx,z ⊗ Tx→z (2.2)

Ex dénote l’ensemble des vertex atteints à partir de x et Tx→z est l’opérateur qui
déplace la particule du point x au point z. Plus précisément Tx→z s’écrit

〈x′|Tx→z|ψ〉 = 〈x′|z〉〈x|ψ〉 (2.3)

L’opérateur Mx,z : HI → HI est une application modifiant les états internes de la
particule. Cet opérateur sur l’espace interne, multiplié tensoriellement par l’opérateur
déplacement du vertex x au vertex z, dans l’espace position, forme un des termes
de l’opérateur évolution (2.2) dans l’espace total. Pour illustrer le sens d’une telle
application supposons un état initial |ψt〉 = |i〉⊗|z〉. Alors après un pas de temps, la
probabilité de trouver la particule sur un vertex y voisin de x va dépendre de l’état
interne précédent

P (y) =
d∑

j=1

| 〈j|Mz,y|i〉|2 (2.4)

Si le vertex y n’est pas voisin de x la probabilité est simplement zéro. Par cette
dépendance l’image habituelle est celle d’une évolution aléatoire, dont la probabilité
de passer d’un point à son voisin est déterminée par un tirage à pile ou face, c’est à
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2.3. Marches quantiques sur des graphes de Cayley colorés
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Fig. 2.1 – Une paire de deuxièmes voisins

dire par le tirage d’une pièce qui peut être maintenant différente pour chaque état
interne. Dans le modèle défini par Kempe, on associe une pièce à un vecteur de la base
standard de l’espace interne et pour cette raison l’espace interne a une dimension
fixe et égale à k le nombre de voisins par vertex dans un graphe k-régulier.
L’unitarité de W est satisfaite si et seulement si W †W = 1 et WW † = 1. En
considérant coefficient par coefficient on obtient 2(dimH)2 équations. Comme les
opérateurs de translation ont une forme simple il est plus convenable de réarranger
les équations dans des équations matricielles concernant seulement des matrices de
l’espace interne et dont les termes dépendent de la structure du graphe. On obtient
alors

∑

z∈Ex∩Ex′

M †
x,zMx′,z = δx,x′1 (2.5)

∑

z∈Ex∩Ex′

Mz,xM
†
z,x′ = δx,x′1 (2.6)

∀x, x′ éléments de X. Quand x 6= x′ les équations non triviales correspondent à celles
où les deux vertex sont second voisins. Le nombre de termes dans la somme est en
relation avec le nombre de chemins fermés de longueur 4 avec orientation alternée
entre contenant x et x′.
Dans l’exemple de la figure 2.1 une équation du type (2.5) est associée à la paire de
seconds voisins x et x′

M †
x,z1

Mx′,z1
+ M †

x,z2
Mx′,z2

+ M †
x,z3

Mx′,z3
= 0 (2.7)

une équation du type (2.6) est associée à la paire de seconds voisins z1 et z2

Mx,z1
M †

x,z2
+ Mx′,z1

M
†
x′,z2

= 0 (2.8)

et deux autres équations du même type s’obtiennent en remplaçant la paire z1, z2

par z1, z3 et par z2, z3.

2.3 Marches quantiques sur des graphes de Cay-

ley colorés

Dans le but de simplifier et diminuer le nombre d’équations nous allons nous
restreindre à l’étude des graphes de Cayley.

27



Chapitre 2. Marches quantiques

Rappelons brièvement que si Γ est un groupe et P une présentation du groupe avec
relations R et ensemble générateur ∆ alors le graphe de Cayley coloré C∆(Γ) est
défini avec

X ≡ X(C∆(Γ)) = Γ (2.9)

E ≡ E(C∆(Γ)) = {(x, xδ)δ|x ∈ Γ, δ ∈ ∆} (2.10)

On omettra le terme coloré dans la suite. Par la propriété de transitivité des vertex,
telle que touts les vertex sont équivalents, on peut supposer que les opérateurs
internes dépendent uniquement du générateur. Ainsi, pour un lien quelconque (x, y)
l’opérateur interne dépendra du générateur δ = x−1y et non des vertex x et y

Mx,y = Mx−1y pour tout (x, y) ∈ E (2.11)

Avec cette supposition, la forme de l’opérateur évolution est maintenant

W =
∑

δ∈∆

Mδ ⊗ Tδ (2.12)

où Tδ est l’opérateur déplacement associé à l’élément δ, il est donc une permutation
de l’ensemble de vertex défini par l’opération dans le groupe

Tδ =
∑

x∈X

Tx→xδ (2.13)

Les équations (2.5) et (2.6) deviennent

∑

δ1δ−1

2
=u

M
†
δ1

Mδ2 = δ{u=e}1 (2.14)

∑

δ1δ−1

2
=u

Mδ1M
†
δ2

= δ{u=e}1 (2.15)

où δ1, δ2 sont deux éléments de ∆ et u est un élément de l’ensemble

∆2 = {δδ′−1; δ, δ′ ∈ ∆} (2.16)

et e est l’élément identité dans le groupe. Le nombre d’équations est le double de la
cardinalité de ∆2. Le nombre de termes dans la somme de chaque équation dépend
maintenant du nombre de paires de liens alternés entre seconds voisins, où d’une
manière équivalente du nombre de chemins fermés alternés de longueur quatre, ce
qui se traduit en une relation entre générateurs du type

δ1δ
−1
2 δ4δ

−1
3 = e (2.17)

Comme la présentation choisie du groupe met en évidence les relations entre générateurs,
elle est utile pour classifier les différents modèles possibles.
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2.3. Marches quantiques sur des graphes de Cayley colorés

2.3.1 Graphes de Cayley de groupes libres

Un groupe libre est un groupe dont les générateurs ne vérifient que les relations
déterminées par les axiomes de groupe. On s’intéressera aux présentations du groupe
de la forme

Γ = 〈 ∆|−〉 (2.18)

ou avec éventuellement des relations du type

δiδj = e (2.19)

δk = e (2.20)

pour des δi, δj, δk ∈ ∆, ce qui en termes du graphe revient à permettre des liens
doubles et des boucles respectivement.
Pour simplifier la lecture, quand ces types de relations seront présentés on renom-
mera la matrice Mδj

associée au générateur δj tel que δiδj = e par Mδ−1

i
. De même

on renommera Me la matrice associé a δk tel que δk = e est une relation dans la
présentation.
Dans cette première partie, nous supposons que l’ensemble de relations ne peut être
que du premier type (2.19), les graphes avec des boucles seront considérés par la
suite. Il n’y a donc pas de relations vérifiant (2.17) et les équations (2.14) et (2.15)

| ∆ | = 3

sont simplement

M
†
δ1

Mδ2
= Mδ1

M
†
δ2

= 0 pour tout δ1 6= δ2 (2.21)
∑

δ∈∆

MδM
†
δ =

∑

δ∈∆

M
†
δ Mδ = 1 (2.22)

Theorème 3 Une marche quantique définie sur le groupe libre (2.18) avec opérateur
évolution (2.2) est unitaire si et seulement si les opérateurs de l’espace interne sont
de la forme

Mδ = U Pδ (2.23)

où U est une matrice unitaire de dimension dim(HI) et {Pδ}δ∈∆ est une famille
complète de projecteurs orthogonaux

∑

δ∈∆

Pδ = 1 (2.24)

La dimension de l’espace interne est supérieure ou égale à |∆|.
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Preuve : D’abord (2.23) implique (2.21)-(2.22) ce qui se vérifie par remplacement.
L’implication dans l’autre sens est moins directe. Supposons (2.21)-(2.22), ces équations
impliquent les relations suivantes, la première entre les espaces images des opérateurs
internes et la seconde entre les espaces images des opérateurs internes conjugués.

HI = ⊕δ∈∆Im(Mδ) (2.25)

HI = ⊕δ∈∆Im(M †
δ ) (2.26)

Par (2.21), pour toute paire δ1 et δ2 d’éléments différents dans ∆, tout vecteur ap-
partenant à l’espace image de Mδ2 sera orthogonal à tout vecteur appartenant au
domaine de M

†
δ1

ce qui est équivalent à que tous les espaces Im(Mδ) sont orthogo-
naux entre eux. Par (2.22) on a que si un vecteur en H n’appartient pas à l’union
de tous les domaines de M†

δ alors ce vecteur est le vecteur nul. On obtient de ces
deux conditions (2.25). De façon similaire on obtient (2.26) en commençant avec
la deuxième équation de (2.21). Définissons la matrice U ≡ ∑

δ Mδ, unitaire par

les relations (2.21)-(2.22), et Pδ le projecteur sur Im(M †
δ ) tel que {Pδ}δ∈∆ est une

famille complète de projecteurs orthogonaux. L’équation (2.23) est donc vérifiée. ¤

L’ordre de la matrice U et de l’opérateur Pδ peut être modifié dans la solution
(2.23), dans ce cas Pδ est le projecteur sur Im(Mδ). Quand la dimension de l’espace
Im(Mδ) est fixée a un, la dimension de l’espace interne HI prend sa valeur minimale
dim(HI) = |∆|. En plus si une présentation symétrique est choisie, avec des relations
du type (??) de tel façon que le graphe de Cayley contient un lien double entre deux
voisins, on obtient la forme des marches quantiques standard (“coin” solutions). Les
autres possibilités dans le cas des groupes libres sont de définir des matrices Mδ de
rangs différents variant avec le générateur δ mais ceci introduit une différentiation
des générateurs qui briserait les symétries du groupe. Ce point sera discuté plus en
détail dans le chapitre suivant. Si ∆ contient l’élément identité des relations du type
(2.17) peuvent exister et correspondent à la relation de commutation de e avec tout
élément du groupe. Pour chaque générateur il faut en plus que le générateur et son
inverse soient des éléments de ∆ et si ceci est vérifié

M
†
δ Me + M †

eMδ−1 = 0 (2.27)

MeM
†
δ + Mδ−1M

†
e = 0 (2.28)

pour tout δ 6= e. En additionnant toutes les équations de (2.27) on obtient M †
eS =

−S†Me où S =
∑

δ Mδ. En additionnant les équations (2.27) pour un δ et son inverse
δ−1 on obtient

(M †
eS)(Pδ + Pδ−1) = (Pδ + Pδ−1)(M †

eS) (2.29)

pour tout δ 6= e. On a donc que la matrice M †
eS est diagonale par blocs dans la base

ou les projecteurs Pδ sont diagonaux . Le problème est donc réduit à un problème
unidimensionnel dont la solution est décrite dans la section suivante.

Marches unidimensionnelles

L’exemple le plus simple est la marche quantique sur Z. La présentation du
groupe associé est Γ = 〈δ|−〉, on s’intéressera aussi à la présentation Γ = 〈δ, δ′|δδ′ =
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2.3. Marches quantiques sur des graphes de Cayley colorés

e〉. La dimension minimale de l’espace interne est 2 par l’équation (2.23). Par la
forme des opérateurs internes l’opérateur évolution (2.2) peut s’écrire

W = (U ⊗ Id)(Pδ ⊗ Tδ + Pδ−1 ⊗ Tδ−1) (2.30)

où U est une matrice unitaire 2 × 2.
Si l’identité apparâıt dans la présentation du groupe, c’est a dire si on choisit la
présentation Γ = 〈δ, δ′, δ′′|δδ′ = e, δ

′′

= e〉, alors deux types de solutions sont pos-
sibles. Si on considère que chaque terme apparaissant dans la somme des équations
(2.27) et (2.28) est nul on obtient le même ensemble d’équations que le groupe libre
avec trois générateurs. La solution est de la forme (2.23)

W = (U ⊗ Id)(Pδ ⊗ Tδ + Pδ−1 ⊗ Tδ−1 + Pe ⊗ Id) (2.31)

avec U une matrice unitaire de dimension 3×3. L’autre solution a un espace interne
de dimension 2

W = (U ⊗ Id)
(
cos(θ)(Pδ ⊗ Tδ + Pδ−1 ⊗ Tδ−1) + i sin(θ)σx ⊗ Id

)
(2.32)

où U est une matrice unitaire 2 × 2 et σx comme défini précédemment. Ce type de
solution a été déjà présenté en [30].
En conclusion, ajouter des relations entre opérateurs change les équations que les
opérateurs internes doivent vérifier mais ceci de façon telle qu’ une solution des
groupes libres est aussi solution des nouvelles équations. De telles solutions existent
donc pour tous les groupes en particulier pour les produits libres de groupes libres

Γ = 〈δ1, · · · , δl|δq1

1 = · · · δql

l = e〉

et pour les groupes libres abéliens

Γ = 〈δ1, · · · , δl|δi δj δ−1
i δ−1

j = e ∀i, j ∈ {1, · · · , l}〉

2.3.2 Graphes de Cayley de groupes libres abéliens

La relation (2.17) a la forme de la condition d’abélianité quand δ4 = δ−1
1 et

δ3 = δ−1
2 . Cette relation implique un terme de plus dans les équations associées à

la paire (δ1, δ2) si le groupe est abélien et la présentation choisie est symétrique.
Autrement les équations seront les mêmes que pour les groupes libres non abéliens.
Pour cette raison on considère dans la suite de la section le cas des présentations
symétriques des groupes libres abéliens. Comme précédemment on suppose que ∆
a des relations uniquement du type (2.19) et non du type (2.20). Dans ce cas la
présentation du groupe est

Γ = 〈δ1, . . . , δn, δ′1, . . . δ
′
n|δiδ

′
i = e 1 ≤ i ≤ n, δiδj = δjδi ∀δi, δj ∈ ∆〉 (2.33)

On peut vérifier dans la figure 0.3.3 que avec une présentation minimale, figure de
gauche, le graphe de Cayley n’aura pas de chemins fermés alternés entre deuxièmes
voisins tandis qu’ avec une présentation symétrique, figure du centre, entre deux
deuxièmes voisins quelconques il y aura toujours un chemin fermé alterné de longueur
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quatre (correspondant à la relation d’abélianité). Chacun de ces chemins fermés
qu’on peut voir dans la figure du centre est associé à un nouveau terme dans les
équations (2.14)-(2.15). Ces équations deviennent

M
†
δi
Mδj

+ M
†
δ−1

j

M
δ−1

i

= 0 pour tout δi 6= δj (2.34)

Mδi
M

†
δj

+ M
δ−1

j

M
†
δ−1

i

= 0 pour tout δi 6= δj (2.35)
∑

δ∈∆

MδM
†
δ =

∑

δ∈∆

M
†
δ Mδ = 1 (2.36)

Quand δj = δ−1
i , les équations (2.34)-(2.35) n’ont qu’un seul terme

M
†
δi
M

δ−1

i

= M
δ−1

i

M
†
δi

= 0 (2.37)

Par ces dernières équations ayant un seul terme nul dans le membre de gauche, on a
encore des conditions d’orthogonalité sur les espaces images des opérateurs internes.
Pourtant cette condition s’applique uniquement entre les matrices associées à un
générateur et à son inverse. L’espace total ne se sépare donc pas en une somme
directe comme dans le cas des groupes libres. La proposition suivante est valable
pour toute paire de générateurs

Proposition 1 Soit G un graphe de Cayley d’un groupe abélien libre avec n générateurs
(2.33). Si un opérateur évolution (2.2) défini sur G est unitaire alors les espaces im-
ages des opérateurs Mδi

et Mδj
pour toute paire {δi, δj} vérifient

(
Im(Mδi

) ∩ Im(Mδj
) = {0}

)
⇒ Im(Mδi

)⊥Im(Mδj
) (2.38)

La même implication est vraie pour les espaces images des opérateurs conjugués

(
Im(M †

δi
) ∩ Im(M †

δj
) = {0}

)
⇒ Im(M †

δi
)⊥Im(M †

δj
) (2.39)

Preuve : En utilisant (2.35) pour une paire (δi,δ
−1
j ) on obtient

Im(Mδi
M

†
δ−1

j

) = Im(Mδj
M

†
δ−1

i

) (2.40)

et donc

Im(Mδi
M

†
δ−1

j

) ⊂
(
Im(Mδi

) ∩ Im(Mδj
)
)

(2.41)

Supposons maintenant que Im(Mδi
) et Im(Mδj

) n’ont pas de sous espace commun.

Alors Mδi
M

†
δ−1

j

= 0, ce qui peut être écrit

Im(M †
δi
)⊥Im(M †

δ−1

j

) (2.42)

et plus particulièrement

Im(M †
δi
Mδj

)⊥Im(M †
δ−1

j

Mδ−1

i
) (2.43)
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Comme les deux sous espaces sont égaux (par (2.37)) et orthogonaux, ils sont iden-
tiques au sous espace nul et on a donc de nouveau M

†
δi
Mδj

= 0. Finalement

Im(Mδi
)⊥Im(Mδj

) (2.44)

L’ implication (2.38) est alors démontrée. La preuve de (2.39) est équivalente, en
commençant avec l’ équation (2.34) au lieu de (2.35). ¤

On peut utiliser la proposition précédente pour trouver des solutions avec un espace
interne de dimension inférieure au nombre de générateurs. Supposons d’abord que
les espaces images des opérateurs internes n’ont aucun sous espace en commun,
par (2.38) ils sont donc orthogonaux entre eux et dim(HI) ≥ |∆|. Une condition
nécessaire pour l’existence de marches quantiques avec dimension d’espace interne
inférieur à |∆| est que l’intersection de certains de ces espaces images soit non nulle.
Nous allons présenter quelques exemples où ce type de raisonnement nous mène à
définir des marches quantiques avec évolution unitaire et dimension d’espace interne
différent de |∆|.

2.4 Exemples

2.4.1 Groupes abéliens libres

Une marche quantique sur Z2 avec espace interne de dimension deux

On considère une présentation symétrique (2.33) avec n = 2. L’opérateur évolution
(2.12) est

W = Mδ1 ⊗ Tδ1 + Mδ−1

1

⊗ Tδ−1

1

+ Mδ2 ⊗ Tδ2 + Mδ−1

2

⊗ Tδ−1

2

(2.45)

Il n’est pas possible d’obtenir une solution avec dim(HI) = 1, par le théorème No-go.
On fixe dim(HI) = 2 et on essaye de résoudre les équations qui impliquent l’unitarité
de l’opérateur d’ évolution. Comme on l’a déjà discuté, choisir des opérateurs internes
avec des espaces images disjoints entrâıne que la dimension est supérieure ou égale
à |∆| ici quatre. On fixe le rang de Mδ égal à un pour tout δ. La forme de Jordan
canonique des matrices est donc

Mδ = λδ|uδ〉〈vδ| (2.46)

En introduisant ces matrices dans les équations (2.34) et (2.35) on obtient une série
d’équations vectorielles avec deux types de solutions. Avec la première on peut écrire
que

Mδ1 = UP1V P1 Mδ−1

1

= UP2V P2 (2.47)

Mδ2 = UP1V P2 Mδ−1

2

= UP2V P1 (2.48)

pour deux matrices unitaires quelconques U et V et P1 P2 sont deux projecteurs
orthogonaux de rang 1. La deuxième se déduit de la première en échangeant δ1 et

33



Chapitre 2. Marches quantiques

δ−1
1 . L’opérateur d’évolution peut se factoriser sous la forme de deux opérateurs de

marche à une dimension sur 1√
2
Z

W = (U ⊗ 1)(P1 ⊗ (Tδ1Tδ2)
1

2 + P2 ⊗ (Tδ−1

1

Tδ−1

2

)
1

2 )

(V ⊗ 1)(P1 ⊗ (Tδ1Tδ−1

2

)
1

2 + P2 ⊗ (Tδ−1

1

Tδ2)
1

2 ) (2.49)

Cette solution peut se généraliser à une dimension arbitraire

Proposition 2 Soit G le graphe de Cayley d’un groupe libre abélien avec n générateurs
et une présentation symétrique (2.33), |∆| = 2n. Il existe un opérateur évolution

unitaire (2.2) d’une marche sur G telle que la dimension de l’espace interne est |∆|
2

pour n pair et |∆|
2

+ 1 pour n impair.

Preuve : L’idée générale est diviser la marche totale en une série de marches bidi-
mensionnelles. Supposons d’abord n pair. L’espace interne est de dimension n et on
sépare l’espace total en n

2
sous espaces orthogonaux de dimension 2. On sépare aussi

les directions possibles (générateurs δ) en paires et on associe une paire et un des
sous espaces, le deux éléments de la paire ne doivent pas être en relation avec (2.19).
Les espaces image et domaine des opérateurs internes seront des sous espaces des
espaces associés. Ainsi pour une paire (δi, δj) les opérateurs Mδi

,Mδj
,Mδ−1

i
,Mδ−1

j

auront la forme des opérateurs de la marche bidimensionnelle et les projecteurs P1

et P2 seront des projecteurs orthogonaux dans le sous espace associé. Supposons
maintenant n impair. On répète la construction précédente avec n − 1 générateurs
et un espace de dimension n − 1, et on additionne un espace de dimension deux
où les opérateurs internes du dernier générateur auront la forme des opérateurs
d’une marche unidimensionnelle. Tous les opérateurs vérifieront ainsi les équations
(2.34)-(2.36). ¤

Marche sur Z2 avec espace interne de dimension quatre

La marche quantique standard [5] utilise des opérateurs projection de rang un
donc les matrices de l’espace interne sont aussi de rang un. On peut se demander si
la définition proposée permet d’obtenir des marches différentes. Si on suppose que
les matrices internes sont de rang deux par exemple le modèle suivant est une autre
marche avec opérateur évolution unitaire

Mδ1 =
1√
2
( |u1〉〈v1| + |u2〉〈v3| ) (2.50)

Mδ−1

1

=
1√
2
(−|u3〉〈v4| + |u4〉〈v2| ) (2.51)

Mδ2 =
1√
2
( |u1〉〈v2| + |u3〉〈v3| ) (2.52)

Mδ−1

2

=
1√
2
(−|u4〉〈v1| + |u2〉〈v4| ) (2.53)

ou {|ui〉}i=1,·,4 et {|vi〉}i=1,·,4 sont deux bases orthonormales de HI .
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Marche sur Z3 avec espace interne de dimension quatre

Il a été montré [11] qu’il n’existe pas de marche quantique tridimensionnelle avec
espace interne de dimension deux. Nous allons présenter maintenant des solutions
sur Z3 avec un espace interne de dimension quatre. Nous fixons à nouveau le rang
des matrices égal à deux. Soit Γ une présentation du groupe symétrique (2.33) et
{|ui〉}i=1,·,4 et {|vi〉}i=1,·,4 deux bases orthonormales de HI . Les opérateurs internes
sont de la forme

Mδ1 = α1|u1〉〈v2| + β1|u2〉〈v1| (2.54)

Mδ−1

1

= γ1|u3〉〈v4| + δ1|u4〉〈v3| (2.55)

Mδ2 = α2|u1〉〈v3| + γ2|u3〉〈v1| (2.56)

Mδ−1

2

= β2|u2〉〈v4| + δ2|u4〉〈v2| (2.57)

Mδ3 = α3|u1〉〈v4| + δ3|u4〉〈v1| (2.58)

Mδ−1

3

= β3|u2〉〈v3| + γ3|u3〉〈v2| (2.59)

Les constantes vérifient

α2 = λα1 α3 = µα1 (2.60)

β2 = λ̄νβ1 β3 = −µ̄νβ1 (2.61)

γ2 = −λν̄γ1 γ3 = −µ̄γ1 (2.62)

δ2 = −λ̄δ1 δ3 = µν̄δ1 (2.63)

où |ν|2 = 1, λ, µ ∈ C et

|α1| = |β1| = |γ1| = |δ1| =
1

√

1 + |λ|2 + |µ|2
(2.64)

2.4.2 Graphes de Cayley avec multiples connections entre
seconds voisins

Un exemple de dimension un

Dans la figure du centre de l’exemple bidimensionnel 0.3.3 on peut voir des
chemin fermés entre deux voisins qui modifient les équations d’unitarité en ajoutant
un terme. La relation associée à ces chemins fermés est la relation d’abelianité dans le
groupe. Quelques deuxièmes voisins pourtant ne sont pas connectés de la même façon
et ceci implique l’impossibilité d’une solution scalaire. En connectant ces deuxièmes
voisins, par exemple en ajoutant une relation dans la présentation, on modifie le
groupe et donc le graphe de façon à rendre possible une marche quantique scalaire.
On considère alors le groupe

〈δ1, δ2, δ
′
1, δ

′
2|δ1δ

′
1 = e, δ2δ

′
2 = e, δ2

1 = δ2
2, δ1 δ2 =, δ2δ1〉 (2.65)

35



Chapitre 2. Marches quantiques

Les quatre matrices Mδ doivent être solution des équations

M
†
δ1

M
δ−1

1

+ M
†
δ2

M
δ−1

2

= M
δ−1

1

M
†
δ1

+ M
δ−1

2

M
†
δ2

= 0 (2.66)

M
†
δ1

M
δ−1

2

+ M
†
δ2

M
δ−1

1

= M
δ−1

2

M
†
δ1

+ M
δ−1

1

M
†
δ2

= 0 (2.67)

M
†
δ1

Mδ2
+ M

†
δ2

Mδ1
+ M

†
δ−1

1

M
δ−1

2

+ M
†
δ−1

2

M
δ−1

1

= 0 (2.68)

Mδ2
M

†
δ1

+ Mδ1
M

†
δ2

+ M
δ−1

2

M
†
δ−1

1

+ M
δ−1

1

M
†
δ−1

2

= 0 (2.69)
∑

δ

M
†
δ Mδ =

∑

δ

MδM
†
δ = 1 (2.70)

Ces équations peuvent être vérifiées en fixant la dimension de l’espace interne à un.
L’opérateur évolution est dans ce cas

W =
1

2

(
eiθ(τ1 ± τ2) + eiϕ(τ−1

1 ∓ τ−1
2 )

)
(2.71)

où τ1 et τ2 sont les opérateurs translation associés à δ1 et δ2. Cette marche scalaire
est équivalente à une marche sur Z avec un espace interne de dimension deux en
regroupant deux à deux les paires de deuxièmes voisins.

L’ hypercube

Considérons le groupe (Z2)
n

Γ = 〈δ1, · · · δn|δ2
i = e∀i; δiδjδ

−1
i δ−1

j = e∀i 6= j〉 (2.72)

Le graphe de Cayley de ce groupe est l’hypercube de dimension n. Les équations
d’unitarité deviennent

M
†
δi
Mδj

+ M
†
δj

Mδi
= 0 (2.73)

Mδi
M

†
δj

+ Mδj
M

†
δi

= 0 (2.74)
∑

δ

M
†
δ Mδ = 1 (2.75)

Proposition 3 Il existe une marche quantique avec opérateur évolution (2.2) sur
le graphe de Cayley du groupe (2.72) tel que les opérateurs internes sont de la forme
Mδi

= 1√
n
σiU où U est une matrice unitaire de dimension dim(HI) et {σ1 . . . σn}

est un ensemble de matrices anticommutantes.

Preuve : Si l’on requiert que les matrices Mδ soient hermitiennes (ou antihermi-
tiennes) alors le premier ensemble d’équations (2.73)-(2.74) prend la forme d’une
relation d’anticommutation pour chaque paires de matrices. Comme les matrices
hermitiennes anticommutantes génèrent une algèbre de Clifford, il est naturel de
trouver une solution parmi les représentations de cette algèbre. Soit {σ1 . . . σn} un
tel ensemble de n matrices et U une matrice unitaire. Un choix possible pour ces
matrices Mδ est alors Mδi

= 1√
n
σiU . ¤

36



2.5. Extensions

2.5 Extensions

La définition que nous avons proposé correspond à un automate cellulaire quand
le graphe de Cayley est le graphe du groupe Zd et aux marches algorithmiques quand
on restreint les opérateurs internes à la forme (2.23) de la marche sur les groupes
libres. Nous nous proposons de revoir quelques résultats intéressants qui peuvent
maintenant être généralisés. Le premier résultat appelé théorème “No-Go” détermine
qu’il n’y à pas d’automate cellulaire scalaire, c’est à dire avec espace interne de
dimension un. Nous allons reformuler ce théorème pour déterminer une condition
nécessaire sur le graphe pour que des tels modèles de marches puissent exister. On
retrouve bien évidement que pour le groupe Zd cette condition n’est pas vérifiée.
Le deuxième résultat est, pour un graphe isomorphe à Zd et un opérateur évolution
de la forme d’une marche algorithmique, une limite faible de la probabilité de la
particule de se trouver à un temps donné sur un vertex du graphe. Nous calculons la
même limite pour les mêmes graphes mais pour un opérateur plus général calculer.

2.5.1 Théorème “No-go” reformulé

Theorème 4 Soit un graphe de Cayley du groupe G avec présentation Γ =< ∆|R >

et une marche quantique (2.2) définie sur ce graphe. Une condition nécessaire pour
l’existence d’une marche scalaire est que pour toute paire (δi, δj) d’éléments de ∆ il
existe au moins une autre paire différente de la première (δk, δl) telles que

δiδ
−1
j = δkδ

−1
l (2.76)

Preuve : Supposons qu’il existe au moins une paire (δi, δj) ne vérifiant pas (2.76)
alors les opérateurs internes associés doivent vérifier l’équation

Mδi
M

†
δj

= 0 (2.77)

Si on suppose la dimension de l’espace interne égal à 1 cette équation n’est vérifiée
que si l’un des deux scalaires Mδi

,M
†
δj

est égal à zéro. Identifier un des opérateurs
à zéro est équivalent à supprimer un générateur de l’ensemble ∆ et donc à modifier
le graphe ce qui implique donc par définition qu’il n’y a pas marche quantique sur
le graphe. ¤

Comme on avait déjà remarqué, l’existence d’une marche sur un graphe de Cayley
donné dépend de façon importante de la présentation. Cependant pour les automates
cellulaires ce théorème implique qu’il n’y a pas de marche scalaire et ceci pour toute
présentation du groupe. La preuve est comme suit.
Pour une marche sur le graphe de Cayley du groupe Zd, pour chaque générateur δi

il y a trois possibilités : soit lui même ou son inverse sont seuls dans ∆ soit les deux
sont présents à la fois. Dans les deux premiers cas, la paire formée avec (δi, δk) (ou
δ−1
i ) et n’importe quel autre élément δk de ∆ ne vérifie pas la condition du théorème

(2.76). Dans le dernier cas, la paire formé par (δi, δ
−1
i ) ne vérifie pas la condition du

théorème ce qui démontre le corollaire.
Une conséquence directe de (2.23) est que quand le graphe est un graphe de Cayley
d’un groupe libre avec d générateurs il est possible de construire une marche avec
espace interne de dimension un uniquement si le nombre de générateurs est un.
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2.5.2 Limite en temps infini des moments de la marche sur
Z

d

Plusieurs auteurs se sont intéressés à la limite à temps infini de la probabilité
de la particule sur le graphe. Dans [28] l’auteur a étudié le cas unidimensionnel
(d = 1) tandis que [20] est une généralisation de ces résultats à des dimensions
arbitraires. La démonstration nécessite de supposer le non croisement des valeurs
propres de l’opérateur évolution. En modifiant la définition initiale il est possible de
suivre exactement les mêmes étapes de leur démonstration. Nous allons maintenant
brièvement indiquer ces étapes en précisant comment la modifier pour que cette
limite soit aussi valable pour les marches définies dans cette thèse. L’importance de
ce résultat est qu’il suggère qu’il n’y a pas non plus de comportement radicalement
différent entre les moments de la marche quantique et la marche aléatoire classique
sur ce type de graphe.

Quelques définitions

On a un espace de Hilbert défini comme le produit H = HC ⊗Hp avec HC = Cd

et HP = ℓ2(Zd).
La base de HC est la base standard et la base de HP est donnée par les vecteurs
propres |vx〉 des opérateurs position X̂i associés à chaque direction

X̂i|vx〉 = xi|vx〉 (2.78)

avec x ∈ Zd. L’évolution est discrète

|ψn〉 = W n|ψ0〉 (2.79)

où W est l’opérateur unitaire d’évolution. On définit la transformée de Fourier F :
ℓ2(Zd) → L2(Kd) où K = [0, 2π) par

F : (ψ~x)J → ψ(~k)J =
∑

~x∈Zd

ei~k.~xψ~x J (2.80)

Ainsi W̃ = (1 ⊗ F )W (1 ⊗ F−1) est l’opérateur évolution correspondant sur Cd ⊗
L2(Kd) et on note λJ(~k) ses valeurs propres. On note la valeur moyenne

E[(X̂i,n)r] = 〈ψn|X̂r
i |ψn〉 (2.81)

Le théorème principal est

Theorème 5 [20]

lim
n→∞

E[(
d∑

j=1

cj

X̂j,n

n
)r] =

∫

Ω

(
d∑

i=1

cjhi(k, J))rdµ (2.82)

où le terme de droite dépend des valeurs propres λJ(~k), les vecteurs propres associés

et du vecteur initial ψ0(~k) = F |ψ0〉. On a aussi que

hi(~k, J) = λJ(~k)−1(−i
d

dki

)λJ(~k) (2.83)
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où µ est la mesure de probabilité sur Ω = Kd × {1, . . . , J} donnée par

dµ = |〈vJ(k), ψ0(~k)〉|2 d~k

(2π)2
(2.84)

On obtient en particulier avec ce théorème une limite sur les valeurs moyennes et la
variance de la marche. Dans l’article les auteurs déduisent à partir de ce résultat la
limite en temps infini des fonctions sur le vecteurs position à d-composantes. Nous
nous intéresserons au résultat sous la forme (2.82) car la quantité qui semble la
plus adéquate pour comparer les marches classiques et quantiques est justement la
matrice variance où

σ2
i,j(n) = E[(X̂i,n − E[X̂i,n])(X̂j,n − E[X̂j,n])] (2.85)

Première étape :Transformée de Fourier

A partir de la définition de l’opérateur évolution

W = (
d∑

i=1

Pi ⊗ Ti)C ⊗ 1

où Pi est un projecteur sur un sous espace de dimension un, Ti est l’opérateur
déplacement dans la direction i et C est une matrice unitaire 2d × 2d les auteurs
calculent la transformée de Fourier de W , notée W̃ . On a que

W̃ψ = ψ′ (2.86)

ψ′(~k) = W (~k)ψ′(~k) (2.87)

W̃ (~k) = D(~k)C (2.88)

où D(~k) est une matrice diagonale et D(~k)j,j = ei~ǫj .~k. ~ǫ1, . . . ,~ǫ2d dénotent les 2d
vecteurs de déplacement unité ±~ei ∈ Zd pour i = 1, . . . , d. Maintenant si on part de
la définition élargie pour l’opérateur W , c’est a dire W ′ =

∑2d
i=1 Mi ⊗ Ti on obtient

après transformation de Fourier

W̃ ′(~k) =
2d∑

j=1

ei~ǫj .~kMj (2.89)

Seconde étape : Calcul de la probabilité

On diagonalise W̃ (~k), et on applique t fois cet opérateur au vecteur initial ψ0(~k).
Mais au lieu de calculer la probabilité pour chaque vertex on calcule la valeur

moyenne E[(
∑d

j=1 cj
X̂j,n

n
)r] où tous les termes ont des puissances de t négatives et

un seul une puissance nulle, ce qui donne la limite décrite. Dans le calcul de la prob-
abilité la condition utilisée est que D(k) est une matrice dont les composantes sont

des fonctions des composantes de ~k infiniment dérivables. En supposant qu’il n’y a
pas de points de croisement les valeurs propres et vecteurs propres sont des fonctions
qui vérifient aussi cette condition. Comme la matrice W̃ ′(~k) a comme composantes
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des fonctions des composantes de ~k infiniment dérivables, avec la même supposition
sur les valeurs propres et vecteurs propres on obtient le même théorème.

Donc pour les marches généralisées les moments auront la même dépendance
temporelle dans la limite à temps infini si les valeurs propres de la transformée de
Fourier de l’opérateur évolution sont non dégénéré es. En plus cette dépendance ne
sera que quadratiquement supérieure aux mêmes quantités calculées sur des marches
classiques. Récemment, [21] on a commencé à s’intéresser aux effets de ces croise-
ments sur les marches unidimensionnelles. Il a été démontré que la dégénérescence
des valeurs propres est en relation avec des effets peu étudiés comme la localisation
de la particule sur le vertex initial, c’est a dire que la limite de temps infini de la
probabilité de la particule de rester au point initial est non nulle.
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Chapitre 3

Différents aspects des marches

3.1 Introduction

Nous avons commencé par étudier le cas le plus important à savoir le temps
de traversée de l’hypercube. Ce temps défini avec l’ équation (23), dans des con-
ditions similaires varie avec la dimension de façon exponentielle pour une marche
classique tandis qu’il est polynomiale dans le cas quantique, la variable étant la
dimension de l’hypercube. Nous avons commencé par modifier les paramètres possi-
bles, c’est à dire modifier l’opérateur déplacement et la matrice interne toujours en
préservant la symétrie du graphe. Nous avons calculé ensuite l’évolution à temps t de
quelques marches définies dans le chapitre précédent. En particulier, nous avons cal-
culé numériquement leur variance pour les comparer. Finalement dans la dernière
section, nous avons calculé la forme des opérateurs évolution qu’on obtient après
avoir imposé des conditions de symétrie pour des marches sur un réseau simple de
dimension un et deux.

3.2 Le temps de traversée de la marche sur l’hy-

percube

3.2.1 Le modèle

On va utiliser pour décrire l’hypercube le graphe de Cayley avec présentation

Γ = 〈δ1, . . . , δn|δiδjδ
−1
j δ−1

i = e, δ2
i = e〉 (3.1)

Le graphe a 2n vertex éléments dont l’ensemble s’identifie à Bn, l’ensemble des n-
uples (x0, . . . , xn−1) avec xi ∈ {0, 1}. On utilise l’espace de Hilbert HG = ⊗nH où
chaque élément de la base standard {|x0, . . . , xn−1〉} peut être associé à un élément
de X de façon évidente. Nous allons introduire la distance de Hamming qui sera
utile pour décrire le voisinage d’un point. Pour chaque paire de vertex (x, y) on
définit H(x) =

∑n−1
i=0 |xi −yi|, ainsi deux vertex x et y sont voisins si et seulement si

H(x, y) = 1. On peut aussi définir h(x) = H(x, 0) la distance du vertex x au vertex
choisi comme origine (0, . . . , 0). Avec la base choisie la matrice de Pauli σx sur un
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=ΓX ∆ ={δ1,δ2,δ3}

000

001

110

111011
101

δ1100
010 δ3

δ2

Fig. 3.1 – Construction de l’hypercube de dimension 3 comme un Graphe de Cayley
C∆(Γ)

qubit est la matrice translation d’un vecteur a son voisin. Si on utilise pour l’espace
interne la solution des groupes libres on a

W =
∑

j=1,n

PjU ⊗ Tj (3.2)

où U est une matrice unitaire n×n et T est un opérateur translation. On voudrait que
T dépende d’un paramètre ǫ qui interpole entre le cas (ǫ = 0) Tj : |x0, . . . , xj, . . . , xn〉 →
|x0, . . . , (1−xj), . . . , xn〉 au cas (ǫ = 1) Tj = 1. Nous prenons donc comme opérateur
translation T (α, β)j = α1+β(σx)j, ou comme précédemment les matrices d’un qubit
agissent non trivialement uniquement sur le qubit avec index j. Quant à la matrice
U un choix qui laisse invariant par permutations de deux indices i, j est

Ui,j = b + δi,j (3.3)

avec b = −(1+eiφ

n
).

L’unitarité de W est équivalente à

MiM
†
j + MjM

†
i = 0 1 ≤ i < j ≤ n (3.4)

α∗βMiM
†
0 + αβ∗M0M

†
i = 0 1 ≤ i ≤ n (3.5)

|α|2M0M
†
0 + |β|2

∑

i

MiM
†
i = 1 (3.6)

òu M0 =
∑n

i=1 Mi. Ces conditions sont vérifiées avec les matrices internes de la
forme de la solution des groupes libres et les constantes paramètres α et β tels que

Mi = PiU |α|2 + |β|2 = 1 (3.7)

M0 = (
∑

j

PjU) αβ∗ + βα∗ = 0 (3.8)

On choisit donc α = −i sin ǫ et β = cos ǫ. Le cas φ = 0, ǫ = 0 correspond au
modèle étudié par Kempe et Moore. Comme l’opérateur déplacement est maintenant
T (ǫ)j = (−i sin ǫ1+ cos ǫσx)j on peut associer ǫ à la probabilité de rester sur place.
Pour donner un sens à φ il faut observer qu’ après un pas de temps, on obtient une
superposition d’états où chaque vecteur de base a été multiplié soit par a ou par b

en fonction de l’état de l’espace interne. Si a et b ont tous les deux la même phase
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pour tous temps tous les vecteurs auront la même phase et une modification de
la phase relative entre a et b modifiera la phase relative entre vecteurs. Supposons
a = rae

iθa et b = rbe
iθb , alors tan θa = sin φ

n−1+cos φ
et tan θb = − sin φ

1+cos φ
. La variation de

φ entrâıne donc une variation de la différence de phase entre a et b, même dans la
limite n infini, ce qui entrâıne une variation de la phase relative des états au cours
de l’évolution de la marche.

3.2.2 Calcul de la fonction d’onde

Nous allons calculer la probabilité au temps t de trouver la particule dans le site
x étant donne une condition initiale “symétrique” |ψ0〉 = 1√

n
(
∑n

i=1 |i〉) ⊗ |0〉. Les

deux premières étapes suivent la procédure indiquée par Moore et Russel dans [33].

Diagonalisation de l’opérateur translation

On a l’opérateur

W =
n∑

i=1

PiU ⊗ (−i sin ǫ1+ cos ǫσx)i (3.9)

Les valeurs propres sont µ0 = e−iǫ et µ1 = −eiǫ et les vecteurs propres associés
v0 = 1√

2
(1, 1) et v1 = 1

2
(1,−1). Dans la base initiale la matrice de passage est la

portes d’Hadamard. Si on note F le produit tensoriel de n opérateurs H dans HG

fois l’identité dans HI on a

F = 1⊗ (H ⊗ · · · ⊗ H) (3.10)

F−1WF =
∑

i

PiU ⊗ (1⊗ · · · ⊗ 1⊗
[

µ0 0
0 µ1

]

︸ ︷︷ ︸

i

⊗1⊗ · · · ⊗ 1) (3.11)

=
∑

i

PiU ⊗
[

µ0 0
0 µ1

]

i

(3.12)

On va écrire W ′ = F−1WF comme une somme d’opérateurs

W ′ =
∑

x

Ux ⊗ |x〉〈x| (3.13)

où (Ux)i,j = aµxi
δi,j + bµxi

(1 − δi,j). Ux est donc de la forme

Ux =








aµx1
bµx1

. . . bµx1

bµx2
aµx2

. . . bµx2

...
...

. . .
...

bµxn
bµxn

. . . aµxn








(3.14)
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Diagonalisation de l’opérateur évolution transformé W ′

On diagonalise maintenant W ′ avec matrice de passage τ =
∑

y τy ⊗ |y〉〈y| où τy

est formé avec les vecteurs propres de Uy.
Les vecteurs et valeurs propres ne dépendent que de h(y) la distance de Hamming
du vertex y et l’origine. D’abord pour les cas extrêmes h(y) = 0 et h(y) = n il y a
une seule valeur propre n fois dégénérée

λ0 = −e−i(ǫ−φ) (3.15)

λn = ei(ǫ+φ) (3.16)

Pour les autres cas, en posant k = h(x) on a deux valeurs propres solutions du
polynôme

|Ux − λ1| = λ2 + 2 cos θ(wk, φ, ǫ)ei φ

2 λ + eiφ (3.17)

Ces deux valeurs propres sont de la forme

λ±
k = −ei φ

2 e∓iθk (3.18)

θk = θk(φ, ǫ) (3.19)

cos θk = (1 − 2
k

n
) cos

φ

2
cos ǫ + sin ǫ (3.20)

et dépendent de ǫ, φ et k à travers θk. Les vecteurs propres associés v±
k ont seule-

ment deux types de composantes : la composante dans la direction i dépend de la
composante xi du vertex x associé a k.

(v±
k )i = (µ1−xi

(a − b) − λ±
k )

µxi

n±
k

(3.21)

où n+
k et n−

k sont des constantes de normalisation |v±
k |2 = 1. Le vecteur initial peut

s’exprimer en termes des vecteurs v+
k et v−

k comme suit

1√
n

(1, . . . , 1) = m+
k v+

k + m−
k v−

k (3.22)

m+
k =

λ−
k n+

k√
n(λ−

k − λ+
k )µ0µ1(a − b)

(3.23)

m−
k =

−λ+
k n−

k√
n(λ−

k − λ+
k )µ0µ1(a − b)

(3.24)

Pour le cas k = 0 et k = n le vecteur initial est le vecteur propre associé à λ0 et λn.

Calcul de la probabilité

La probabilité de trouver la particule au vertex x à l’instant t est

pφ,ǫ(x, t) =
∑

i

∣
∣
∣〈x, i|F (F−1WF )tF−1|ψ0〉

∣
∣
∣

2

(3.25)
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avec |ψ0〉 = 1√
n

∑

i |i〉 ⊗ |0 . . . 0〉. On va calculer le vecteur résultant de l’opération

successive de F−1 puis de (F−1WF )t pour finalement projeter sur 〈x, i|F et calculer
sa norme.

F−1|ψ0〉 =
( 1√

n

∑

i

|i〉
)
⊗

( 1√
2

n

∑

y∈Bn

|y〉
)

(3.26)

=
1√
2

n

(( ∑

y∈Bn

(
m+

h(y)|v+
h(y)〉 + m−

h(y)|v−
h(y)〉

)
⊗ |y〉

)

+ |v0〉 ⊗ |0, . . . , 0〉 + |vn〉 ⊗ |1, . . . , 1〉
) (3.27)

Où on définit l’ensemble Bn par Bn = Bn\{(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)}. Après l’application
de t fois l’opérateur évolution on obtient

(
F−1WF

)t
F−1|ψ0〉 =

1√
2n

(
∑

y∈Bn

(
m+

h(y)λ
+
h(y)

t|v+
h(y)〉 + m−

h(y)λ
−
h(y)

t|v−
h(y)〉

)
⊗ |y〉

+ λt
0|v0〉) ⊗ |0, . . . , 0〉 + λt

n|vn〉 ⊗ |1, . . . , 1〉
)

(3.28)

Pour réaliser la dernière opération il est utile de remarquer que

(
〈ui| ⊗ 〈x|

)
F

(
|uj〉 ⊗ |y〉

)
= 〈ui|uj〉

1√
2n

(−1)x.y (3.29)

(−1)x.y =

{

1 si y = (0, . . . , 0)

(−1)h(x) si y = (1, . . . , 1)
(3.30)

Dans l’expression de pφ,ǫ(x, t)

pφ,ǫ(x, t) =
∑

i

∣
∣
∣

1√
2n

∑

y∈Bn

(
m+

h(y)λ
+
k

t〈i|v+
h(y)〉 + m−

h(y)λ
−
h(y)

t〈i|v−
h(y)〉

)(−1)x.y

√
2n

+
λt

0√
2n

〈i|v0〉 +
λt

n√
2n

(−1)h(x)〈i|vn〉
∣
∣
∣

2
(3.31)

=
1√
4nn

∑

i

∣
∣
∣

∑

y∈Bn

(
m+

h(y)λ
+
h(y)

t〈i|v+
h(y)〉 + m−

h(y)λ
−
h(y)

t〈i|v−
h(y)〉

)
(−1)x.y

+ λt
0 + λt

n(−1)h(x)
∣
∣
2

(3.32)

Si xi = 0 se simplifie le premier terme

m+
k λ+

k

t〈i|v+
k 〉 + m−

k λ−
k

t〈i|v−
k 〉 =

(λ−
k λ+

k )
λ+

k

t−1 − λt−1

λ−
k − λ+

k

− 1

µ1(a − b)
(λ−

k λ+
k )

λ+
k

t − λ−
k

t

λ−
k − λ+

k

(3.33)
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et si xi = 1 on obtient la même expression en changeant µ1 en µ0. On définit la
fonction pour 0 ≤ c ≤ 1

f(k, c) = (λ−
k λ+

k )
λ+

k

t−1 − λt−1

λ−
k − λ+

k

− 1

µ(1 − c)(a − b)
(λ−

k λ+
k )

λ+
k

t − λ−
k

t

λ−
k − λ+

k

(3.34)

On démontre que

∑

y∈Bn

f(h(y), c) (−1)x.y =
n−1∑

s=1

(

h(x)
∑

q=0

(
h(x)

q

)(
n − h(x)

s − q

)

(−1)qf(s, c) (3.35)

Le terme de gauche a 2n − 2 termes dans la somme tandis que le terme de droite en
contient n2. La preuve se fait par récurrence. En terme des paramètres ǫ, φ

f(k, 1) = (−1)t−1ei φ

2
t sin θk(t − 1)

sin θk

− (−1)t−1eiǫei φ

2
tei φ

2

sin θkt

sin θk

(3.36)

f(k, 0) = (−1)t−1ei φ

2
t sin θk(t − 1)

sin θk

+ (−1)t−1e−iǫei φ

2
tei φ

2

sin θkt

sin θk

(3.37)

D’autre part il y a

(
n

h

)

vertex à une même distance h de l’origine. Finalement

on obtient que l’expression de la probabilité de trouver la particule à distance h de
l’origine est

pφ,ǫ(h, t) =

(
n

h

)
1

4n

{
h

n

∣
∣
∣

n−1∑

k=1

(−1)t−1ei φ

2
t
(

(
sin θk(t − 1)

sin θk

− e−i(ǫ−φ

2
) sin θkt

sin θk

)

c(k, h − 1) − (
sin θk(t − 1)

sin θk

+ ei(ǫ+φ

2
) sin θkt

sin θk

)c(k − 1, h − 1)
)

+ (−1)te−i(ǫ−φ)t + ei(ǫ+φ)t(−1)h|2

+ (1 − h

n
)|

n−1∑

k=1

(−1)t−1ei φ

2
t
(

(
sin θk(t − 1)

sin θk

− e−i(ǫ−φ

2
) sin θkt

sin θk

)

c(k, h) + (
sin θk(t − 1)

sin θk

+ ei(ǫ+φ

2
) sin θkt

sin θk

)c(k − 1, h)
)

+ (−1)te−i(ǫ−φ)t + ei(ǫ+φ)t(−1)h
∣
∣
∣

2
}

avec c(k, n) =
∑h

q=0

(
h

q

)(
n − 1 − h

k − q

)

(−1)q.

3.2.3 Le temps de traversée et la probabilité maximale

Nous avons utilisé ces expressions pour étudier le temps de traversée de l’hyper-
cube étudié par Kempe et Moore. Nous avons numériquement fait varier touts les
paramètres : φ, ǫ, n les résultats sont présentés dans les figures suivantes. Le temps
de traversée (23) a été calculé ici avec un p constant et égal à 0.5 et le temps t est
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choisi comme le temps minimal pour vérifier la définition. L’état initial et état final
sont respectivement

|φ0〉 =
∑

i

|i〉 ⊗ |0, . . . , 0〉 (3.38)

|x〉 =
∑

i

|i〉 ⊗ |1, . . . , 1〉 (3.39)

La probabilité qu’on a calculée
∑

i |〈i| ⊗ 〈1, . . . , 1|ψn〉 est égale a la probabilité (23)
calculée avec l’état final (3.39). Ceci s’obtient du fait que pour tout état de base
interne |i〉 la quantité 〈i| ⊗ 〈1, . . . , 1 est la même.
On s’attendait a voir disparâıtre le comportement linéaire en variant φ la phase
entre les chemins. Comme la variation des paramètres n’altère pas la symétrie de
l’opérateur, par rapport a toute permutation de deux directions internes, ceci semble
suggérer que la symétrie de l’opérateur joue un rôle encore plus important que
prévu. Pourtant on a trouvé que en variant les paramètres la valeur de la probabilité
maximale était différente. Ainsi pour les valeurs ǫ = 0.5 et φ = 0.4 la probabilité
varie entre 0.6 et 1. Comme la probabilité maximale dépend de ǫ et φ un choix de
la probabilité minimale qui est satisfaisant pour tous les cas étudiés est p = 0.5.
Pour les valeurs ǫ = 0.0 et φ = 0.0 cette probabilité maximale tend vers 1 quand
la dimension de l’hypercube augmente. On trouve ici qu’elle dépend de ces deux
paramètres. Une direction possible à suivre est l’étude systématique du temps de
traversée et de la probabilité maximale, en fonction de ǫ et φ dans le but d’établir et
classifier les différentes phases possibles. Ceci nécessiterait des algorithmes beaucoup
plus performants que ceux qu’on a utilisés pour établir ces résultats.
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n, en fonction de n. Paramètre ǫ = 0.0, φ = 0.0, 1.0, 1.4
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Fig. 3.4 – Probabilité au point de distance de Hamming maximale, par rapport
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3.3 La variance des marches sur des réseaux sim-

ples

3.3.1 Marches quantiques et classiques unidimensionnelles

Le modèle le plus étudié est la marche sur Z, nous allons comparer la variance
de plusieurs marches différant par la dimension de l’espace interne.

Marche quantique avec espace interne de dimension 2

Le modèle
On suit les définitions décrites dans le chapitre 2. Explicitement la forme des matrices
internes M+ et M− sera

W = M+ ⊗ T+ + M− ⊗ T− (3.40)

M+ = P1U =

(

e
i
2
(α+β) cos θ

2
e

i
2
(α−β) sin θ

2

0 0

)

(3.41)

M− = P2U =

(
0 0

−e
−i
2

(α−β) sin θ
2

e
−i
2

(α+β) cos θ
2

)

(3.42)

Calcul de la fonction d’onde. On transforme l’évolution

ψx(t) =

(
c1,x(t)
c2,x(t)

)

p(x, t) =
∑

i=1,2

|ci,x(t)|2 (3.43)

La nouvelle équation d’évolution ψx(t) = W̃ψx(t − 1)

W̃ =

(

e
i
2
(α+β) cos θ

2
τ−1 e

i
2
(α−β) sin θ

2
τ−1

−e
−i
2

(α−β) sin θ
2
τ e

−i
2

(α+β) cos θ
2
τ

)

(3.44)

où τci,x = ci,x+1. Par le théorème de Cayley Hamilton W̃ vérifie l’équation

W 2 − FW − λ1 = 0 (3.45)

où F = e
i
2
(α+β) cos θ

2
τ−1 + e

−i
2

(α+β) cos θ
2
τ et λ = −1. Ceci implique

ψx(t) = Fψx(t − 1) + λψx(t − 2) (3.46)

On définit φx(t) la solution de l’équation précédente avec conditions φx(−1) = 0 et
φx(0) = δx.On a donc que φx(1) = Fδx. En termes de la fonction φx(t) la solution
de (3.46) avec condition initiale

ψx(0) = c1

(
δx

0

)

+ c2

(
0
δx

)

(3.47)

est

ψx(t) = c1

(
φx(t) − W̃2,2φx(t − 1)

W̃2,1φx(t − 1)

)

+ c2

(
W̃1,2φx(t − 1)

φx(t) − W̃1,1φx(t − 1)

)

(3.48)

51
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On démontre par récurrence que

φx(t) =

⌊ t
2
⌋

∑

l=0

λl

(
t − l

l

)

F t−2lφx(0) =

⌊ t
2
⌋

∑

l=0

λl

(
t − l

l

)

φ̃x(t − 2l) (3.49)

Où

φ̃x(q) = F qφx(0) =







(

q
x+q

2

)

e
i
2
(α+β)x cosq θ

2
si x + q est pair

0 autrement

(3.50)

En utilisant les résultats précédents on obtient

ψx(t) = c1

(

φx(t) − e
−i
2

(c1,0(0)+β) cos θ
2
φx+1(t − 1)

−e
−i
2

(α−β) sin θ
2
φx+1(t − 1)

)

+

c2

(

e
i
2
(α−β) sin θ

2
φx−1(t − 1)

φx(t) − e
i
2
(α+β) cos θ

2
φx−1(t − 1)

)

(3.51)

Si bien cette probabilité avait déjà été obtenue auparavant la méthode de calcul
est différente des autres méthodes. Cette méthode peut être utilisé pour d’autres
marches dont l’espace interne est de dimension deux. Par la suite on l’ utilisera pour
calculer la probabilité d’une marche sur un réseau bidimensionnel.
Numériquement on a calculé la variance de la marche pour quelques valeurs des
paramètres α, β, θ. Pour les valeurs étudiées la variance est quadratique, voir figures
3.8 et 3.9, en accord donc aux résultats connus.

Marche quantique d’espace interne de dimension égale au temps

La variance linéaire peut être aussi une caractéristique d’une marche quantique.
Le cas présenté par la suite est un cas extrême car il suppose que l’espace interne est
d’une dimension au moins aussi grande que le nombre de pas réalisés. Cette marche
a été étudiée dans [13]

Supposons que l’espace interne est le produit de M espaces élémentaires de di-
mension 2, l’espace total est un produit HI ⊗ HG avec HI = ⊗M

i=1H. L’opérateur
évolution a la forme standard décrite précédemment (marche unidimensionnelle)
c’est à dire le produit d’un opérateur déplacement S et une matrice unitaire dans
l’espace interne C.

W = S(C ⊗ 1) (3.52)

A chaque pas de temps, l’opérateur interne (“coin”) agit non trivialement unique-
ment sur un des H de l’espace interne. Pendant les d premiers pas de temps de la
marche l’opérateur agit sur le premier des espaces internes puis change d’espace in-
terne et agit pendant d pas de temps et ainsi M fois. Le temps total de cette marche
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Chapitre 3. Différents aspects des marches

est donc t = dM .

W =
M∏

i=1

W d
i (3.53)

Wi = (M+)i ⊗ T+ + (M−)i ⊗ T− (3.54)

M± = P±C ⊗ 1 (3.55)

(M+)i = 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ M+
︸︷︷︸

i

⊗1⊗ · · · ⊗ 1 (3.56)

où P± sont deux projecteurs orthogonaux dans H

On suppose la matrice interne C sur un qubit de la forme d’une matrice d’Hadamard
et comme état initial le produit du vecteur associe au projecteur P− et la position
associée à l’origine. Par une méthode semblable à celle utilisé par [20] les auteurs
obtiennent

〈x 〉t =C1t (3.57)

〈x2〉t =C2t
2 + O(t) (3.58)

et suivant la valeur de d

d = 1 C1 =0 C2 = 0 (3.59)

d = 2 C1 =0 C2 =
1

8
(3.60)

d = 3 C1 = − 1

6
C2 =

7

72
(3.61)

(3.62)

Dans la limite extrême d’un nouvel espace interne par pas de temps (d = 1, t = M)
la marche a une variance semblable a celle de la marche classique. C’est effet est
perdu dès qu’on utilise deux fois le même espace interne (d = 2, t = 2M) et
(d = 3, t = 3M).
La dimension de l’espace interne joue un rôle dans le comportement de la variance.
Dans ce cas particulier, les auteurs associent l’espace interne et la mémoire de la
marche. On peut se demander quel est l’effet sur la variance d’une marche clas-
sique avec espace interne. Ce modèle, appelé marche classique corrélée est présentée
maintenant.

Marche classique avec espace interne de dimension deux

Classiquement les marches corrélées ont permis d’étudier des systèmes biologiques
évoluant avec une mémoire finie. la plupart des grandeurs ont été calculées [16] [15].
Soit ej (1 ≤ j ≤ d) un vecteur unitaire de Zd et E = {e±j ; 1 ≤ j ≤ d} ou e−j = −ej.
On a une châıne de Markov avec valeurs dans E {ψn; n ≥ 1} avec matrice de tran-
sition P = {pi,j;−d ≤ i, j ≤ d} et distribution initiale p(1) = {pj;−d ≤ j ≤ d} .
On définit la marche aléatoire corrélée CRW comme le processus discret aléatoire
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3.3. La variance des marches sur des réseaux simples

{Xn; n ≥ 0} sur Zd tel que

i)∃S0 ∈ Zdtel que Pr X0 = S0 = 1 (3.63)

ii) Xn =
n∑

k=1

ψk (∀n ≥ 1) (3.64)

En particulier une marche corrélée symétrique unidimensionnelle a comme vecteur

initial p(1) = [1
2
, 1

2
] et P =

(
p q

q p

)

où p + q = 1. Les premiers moments sont

µt = 〈x〉t = 0 (3.65)

σ2
t = 〈x2〉t =

{

tp

q
+ p−q

2q2 [(p − q)t − 1] p 6= 1

t2 p = 1
(3.66)

Le terme de droite tends rapidement vers zéro, cars |p− q| < 1 dans le premier cas.
Le terme dominant est donc le terme de gauche qui donne à la variance un com-
portement linéaire. On peut conclure que l’introduction d’une mémoire est lié a une
modification de la variance pourtant le nouveau comportement n’est pas quadra-
tique.

3.3.2 Marche quantique bidimensionnelle

L’espace interne est de dimension deux. L’opérateur évolution est

W = Mx ⊗ Tx + M−x ⊗ T−x + My ⊗ Ty + M−y ⊗ T−y (3.67)

et les matrices internes ont la forme

Mx =

(
cos v cos u 0
i cos v sin u 0

)

M−x =

(
0 i cos v sin u

0 cos v cos u

)

(3.68)

My =

(
0 i sin v cos u

0 − sin v sin u

)

M−y =

(
− sin v sin u 0
i sin v cos u 0

)

(3.69)

Suivant la même méthode que dans la section précédente on peut calculer la
fonction d’onde. Avec la même équation de récurrence (3.46) mais avec ψx,y(t) au
lieu de ψx(t) et

F = cos v cos u(τx + τ−1
x ) − sin v sin u(τy + τ−1

y ) (3.70)

λ = −1 (3.71)

on obtient donc la même solution (3.48) toujours en remplaçant x par x, y. On a
que φx,y(t) et φ̃x,y sont en relation aussi par (3.49) et le dernier est maintenant de
la forme si x + r et y + t − r sont paires :

ψ̃x,y(t) =
t∑

r=0

(cos v cos u)r(− sin v sin u)t−r

(
r

x+r
2

)(
t − r
y+t−r

2

)

(3.72)

et ψ̃x,y(t) = 0 autrement La variance est aussi quadratique, voir figures 3.10 et
3.11. Une étape importante à faire est de vérifier si le théorème de la limite faible
s’applique dans ce cas confirmant ces résultats.
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3.4. La symétrie

3.4 La symétrie

Une marche (ou opérateur évolution W ) est symétrique par rapport a une trans-
formation R si

W = R−1WR (3.73)

Supposons un état initial et son état final après t pas de temps, la condition de
symétrie est équivalente à considérer qu’une modification avec R de l’état initial
donne un état final qui est obtenu du précédent par la même modification

|ψt〉 = W t|ψ0〉 = R−1W tR|ψ0〉 (3.74)

Dans le cas des graphes de Cayley les symétries auxquelles nous nous intéresserons
seront celles qui correspondent à des permutations des générateurs. Supposons alors
que S est l’opérateur sur l’espace décrivant le graphe et qui fait une permutation
des vertex suivant la symétrie cherchée. L’opérateur complet sera donc de la forme

R = A ⊗ S (3.75)

où A est une matrice quelconque de l’espace interne. Si S est unitaire, comme
l’opérateur complet R est unitaire on aura que A est une matrice unitaire aussi.
Supposons que l’opérateur déplacement suivant le générateur δ se transforme en
TS(δ) = S−1TδS alors l’équation (3.73) devient un ensemble d’équations entre matri-
ces de l’espace interne HI

MS(δ) = A−1MδA ∀δ ∈ ∆ (3.76)

3.4.1 Marche quantique unidimensionnelle

Supposons Sx l’opérateur de réflexion tel que

Sx|x〉 = | − x〉 (3.77)

alors nous avons
S−1

x T±xSx = T∓x (3.78)

et les équations (3.76) sont

A−1M+A = M− (3.79)

A−1M−A = M+ (3.80)

Si on suppose la solution de la forme des groupes libres, a savoir M± = UP± avec
U une matrice unitaire 2 × 2 et P+ et P− deux projecteurs orthogonaux on obtient

UP+A = AUP− (3.81)

UP−A = AUP+ (3.82)

Pour simplicité on va d’abord résoudre ces équations dans une base ou les projecteurs
sont diagonaux. Ceci est équivalent a supposer qu’on obtient ces projecteurs par une
transformation unitaire sur les projecteurs P1 et P2 diagonaux sur la base standard

P+ = V P1V
† (3.83)

P− = V P2V
† (3.84)
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Chapitre 3. Différents aspects des marches

avec V une matrice unitaire 2 × 2. Si on définit Ũ = V UV † et Ã = V AV † les
équations (3.81)-(3.82) deviennent

ŨP1Ã = ÃŨP2 (3.85)

ŨP2Ã = ÃŨP1 (3.86)

qui ont comme solution

Ũ =

(
cos θ

2
eiα sin θ

2

−e−iα sin θ
2

cos θ
2

)

Ã =

(
0 −ei2α

1 0

)

(3.87)

En combinant tous les résultats on obtient que la solution générale de (3.73) avec
les matrices internes de la forme de la solution des groupes libres et V défini par
(3.83)-(3.84) est A = V ÃV † et U = V ŨV † où Ã et Ũ sont donnés par l’ équation
(3.87).

3.4.2 Marche quantique bidimensionnelle

On va suivre exactement le même raisonnement que pour la marche unidimen-
sionnelle. On a choisi ici deux types de symétries qui peuvent générer les autres
symétries de Z2 par combinaison, l’une est S1 la réflexion sur un des axes (on choisit
ici x) et l’autre S2 est la rotation d’un angle π

2
. Plus précisément sur un vecteur

quelconque de la base

S1|x, y〉 = | − x, y〉 (3.88)

S2|x, y〉 = |y,−x〉 (3.89)

On obtient donc que les opérateurs déplacement se transforment

S−1
1 T±xS1 = T∓x S−1

1 T±yS1 = T±y (3.90)

S−1
2 T±xS2 = T±y S−1

2 T±yS2 = T±x (3.91)

ce qui donne une série d’équations équivalentes à (3.76)

A−1
1 M±xA1 = M∓x A−1

1 M±yA1 = M∓y (3.92)

A−1
2 M±xA2 = M∓y A−1

2 M±yA2 = M∓x (3.93)

Espace interne de dimension 2

On obtient qu’il n’y a pas de matrices internes M±x et M±y vérifiant ces deux
symétries.

Espace interne de dimension 4

On a aussi que si on suppose les matrices internes de la forme de la solution des
groupes libres avec dim(HI) = 4

M±x = P±xU M±y = P±yU (3.94)
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avec U une matrice unitaire 4×4 et {P+x, P−x, P+y, P−y} une famille de projecteurs
orthogonaux

P+x = V P1V
† P+x = V P2V

† (3.95)

P+y = V P3V
† P−y = V P4V

† (3.96)

où {Pi} est une famille de projecteurs orthogonaux sur les sous espaces engendrés
par chacun des vecteurs de la base de HI on obtient comme solution aux équations
de symétrie

Ai = V ÃiV
† U = V ŨV † (3.97)

avec

Ã1 = φ3







0 λ
1

2 0 0

λ−−1

2 0 0 0
0 0 10
0 0 0 1







Ã2 =







0 0 ϕ1 0
0 0 0 ϕ2

0 ϕ3 0 0
ϕ4 0 0 0







(3.98)

où φ3, ϕ1, . . . , ϕ4 ∈ C de norme 1 et λ = ϕ1ϕ3

ϕ2ϕ4

, avec

Ũ = D1XD2 X =







d e x x

e d x x

x x d e

x x e d







(3.99)

où D1 et D2 sont des matrices diagonales dont les éléments de la diagonale sont

(D1)1,1 = ϕ1ϕ3 (D1)2,2 = (ϕ1ϕ3ϕ2ϕ4)
1

2

(D1)3,3 = ϕ3(ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4)
1

4 (D1)4,4 = ϕ
−1

2

2 (ϕ1ϕ3ϕ4)
1

2 (ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4)
1

4

(D2)1,1 = (ϕ1ϕ3)
−1

2 (ϕ2ϕ4)
1

2 (ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4)
−1

4 (D2)2,2 = (ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4)
−1

4

(D2)3,3 = ϕ−1
3 (D2)4,4 = (ϕ1ϕ3ϕ2ϕ4)

−1

2 ϕ
1

2

2

et les variables sont de la forme

d = (ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4)
−1

4 (eiθu + rve
iθv) (3.100)

e = rve
iθv (3.101)

x = i
√

− cos(−rvθu + θv) − r2
v(

eiθu + 2rve
iθv

e−iθu + 2rve−iθv
)

1

2 (3.102)

ou 0 ≤ rv ≤ 1 et θu, θv ∈ R. On a donc que la matrice unitaire X dépend de 9
paramètres réels, ce qui réduit le nombre de paramètres possibles pour une matrice
unitaire de dimension 4 × 4.
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Conclusion

L’apport général de cette thèse peut se résumer comme une contribution à l’-
effort de comprendre les caractéristiques propres aux systèmes quantiques avec des
applications algorithmiques en commençant la classification des marches quantiques
à temps discret et avec dimension d’espace interne variable.
Avant de commencer l’étude des marches quantiques, nous sommes proposés de
résoudre un problème particulier avec un algorithme quantique. Le problème, con-
sidéré difficile, est le problème du calcul du permanent d’une matrice. Le premier
résultat de cette étape a été de démontrer que une façon naturelle d’essayer de con-
struire l’algorithme fait appel à un opérateur non unitaire. Le deuxième résultat a
été de construire un algorithme pour résoudre le problème du permanent en util-
isant un algorithme existant appelé “estimation d’amplitude”. Pourtant l’algorithme
résultant a un temps qui n’est pas intéressant du point de vue algorithmique. Cette
procédure se trouvait indiquée dans le livre de Nielsen, notre apport a été de con-
struire explicitement l’opérateur “oracle” correspondants à l’algorithme qui calcule
le permanent d’une matrice.
Dans un deuxième temps nous avons décidé donc d’étudier les marches quantiques
dans le but de les classifier et de trouver des effets différents des marches classiques
qui pourraient être utilisés pour construire des algorithmes performants. La nécessité
d’un espace interne est une caractéristique importante des marches à temps discret,
la marche à temps continu en opposition peut être définie sans espace interne. La
dimension de cet espace a été démontré avoir des conséquences sur la performance
de l’algorithme de recherche, basé sur une marche quantique discrète. Dans ce do-
maine nous avons commencé par élargir la définition existante en la rapprochant
de la définition des automates cellulaires quantiques ou en particulier la forme de
l’opérateur interne n’est pas fixe et la dimension de l’espace correspondant est vari-
able. Nous avons étudié sous quelles conditions ces modèles existent et dans le cas
particulier des graphes de Cayley nous avons récrit ces conditions en utilisant les
relations entre éléments du groupe. Grâce à ce type de relation il a été possible de
commencer une classification de telles marches pour les groupes les plus simples à
savoir les groupes libres et les groupes libres abéliens. Dans le premier cas nous avons
démontré que la solution générale correspond à la forme des marches standard si on
considère le cas avec espace interne de dimension minimale. Dans le second cas, les
groupes libres abéliens, nous avons trouvé des marches avec un espace interne plus
petit que ce que est permis avec la solution standard. Quelques exemples intéressants
ont été aussi indiques, une marche scalaire et une marche sur l’hypercube où les ma-
trices de l’espace interne sont en lien avec des générateurs de l’algèbre de Clifford.
Deux théorèmes ont pu être élargis pour inclure les marches ici définies. Le théorème
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Conclusion

sur les marches scalaires sur réseaux simples (Théorème “No-go”) a été reformulé
pour un graphe de Cayley. De même nous avons indiqué comment la limite faible
des marches sur réseaux simples avec un opérateur de la forme des marches stan-
dard peut se modifier pour contenir les marches, sur les mêmes réseaux mais avec
un opérateur évolution plus général. Ce résultat indique que les nouvelles marches
ne devraient pas avoir des moments exponentiellement différents que si les valeurs
propres de l’opérateur évolution sont dégénérées.
Finalement nous avons étudié quelques propriétés des marches, le temps d’arrivée de
l’hypercube, la variance et la symétrie des marches sur un réseau simple de dimen-
sion un et deux. Nous avons calculé leur fonction d’onde et utilisé ces résultats pour
calculer numériquement les grandeurs auxquelles nous nous sommes intéressés. Les
résultats indiquent que ces paramètres sont de bonnes quantités qui permettraient
classifier des marches dans une définition plus générale comme celle qu’on a proposé
dans cette thèse.
Le travail de classification peut donc se continuer utilisant comme paramètres les
moments, les symétries de la marche et la dégénérescence des valeurs propres de
l’opérateur évolution. Cette dernière semble une ligne de travail importante car des
effets comme la localisation de la marche ont déjà été signales comme conséquences
de cette dégénérescence. Il est aussi important de continuer à généraliser les résultats
déjà existants pour les marches standard comme celui du temps de mixage des
graphes réguliers. Il est important de signaler aussi que la plupart des résultats
des marches standard correspondent a des graphes de Cayley des groupes abéliens,
comme par exemple le théorème de limite faible. Il nous parait donc important de
continuer aussi dans la recherche des propriétés de graphes correspondants a des
groupes non abéliens.
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