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1 Introduction générale

Les travaux de recherche que j’ai menés jusqu’à présent concernent les propriétés structurales et

surtout dynamiques de solutions de particules, chargées ou non. Ils visent essentiellement à la modé-

lisation de ces systèmes, en vue d’une meilleure compréhension des mécanismes « microscopiques »1

qui pilotent les propriétés macroscopiques mesurables. La méthode d’investigation choisie est une

méthode de simulation numérique, appelée dynamique brownienne. Comme nous allons le montrer

dans la suite de ce mémoire, le champ d’application de la modélisation brownienne est très vaste et

couvre le domaine des solutions d’électrolytes simples comme celui des suspensions de nanoparti-

cules.

Le principe d’une simulation numérique est d’intégrer, par une méthode itérative, les équations

du mouvement des particules constitutives d’un système donné. On déduit des trajectoires ainsi

construites non seulement des informations moyennées sur l’ensemble du système, correspondant

aux grandeurs accessibles à l’expérimentateur, mais aussi des informations locales, au niveau des

particules. Dans tous les cas, la définition du modèle, essentiellement en termes de potentiels d’in-

teractions entre particules, est l’étape fondamentale. Pour un modèle donné, la simulation numérique

fournit en effet des résultats a priori « exacts », dans la mesure où la résolution numérique est réalisée

sans approximations supplémentaires. Plusieurs degrés de précision sont cependant possibles selon

que l’on choisit de décrire le système au niveau électronique, atomique ou mésoscopique. Bien en-

tendu, le niveau de description choisi conditionne l’échelle de temps sur laquelle on pourra suivre le

comportement du système (cf. figure 1). Il est par exemple exclu, au moins pour le moment, à cause

des limitations de puissance de calcul, d’utiliser la dynamique moléculaireab initio 2 pour interpré-

ter des expériences de diffusion de lumière sur des suspensions colloïdales nanométriques, puisque

dans ce cas l’échelle de temps mise en jeu peut être de l’ordre de la microseconde. On peut même

penser que, dans ce dernier cas, une description très détaillée des phénomènes prenant place au ni-

veau électronique n’apporterait pas d’information très pertinente sur le comportement à l’échelle de

la microseconde. Par ailleurs, il serait illusoire de chercher à comprendre des mécanismes réaction-

nels mettant en jeu des phénomènes fins de solvatation avec une méthode telle que la dynamique

brownienne. Cette dernière traite en effet le solvant comme un milieu continu, dont l’action de ther-

malisation se traduit par un mouvement brownien des solutés.

On peut voir dans l’utilisation de la simulation numérique une occasion de déterminer quels sont

les phénomènes à l’origine d’un comportement expérimental donné. Autrement dit, quels sont les

ingrédients minimaux de la modélisation qui suffisent à rendre compte des comportements observés ?

Dans le cas de la simulation par dynamique brownienne, puisque nous prenons le parti de simplifier

les systèmes étudiés en « négligeant » la nature atomique du solvant, nous devons aussi nous poser

1Par le terme microscopique, j’entends ici « au niveau des particules de solutés », car dans toutes nos études, le solvant

est traité comme un continuum.
2Dans ce cas, les forces sur les atomes sont obtenues par un calcul de structure électronique.
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la question suivante : jusqu’où peut-on pousser l’outil de simulation, c’est à dire quelle est la limite,

en terme de nature du système ou des grandeurs calculées, au delà de laquelle les résultats du calcul

ne sont plus pertinents ? Nous nous efforcerons de répondre à ces questions en présentant ici les

résultats que nous avons obtenus ces dernières années sur de nombreux systèmes, correspondant à

des situations physiques très variées.

FIG. 1 –Représentation schématique des diverses échelles de temps caractéristiques dans les solutions, et des

méthodes d’investigation possibles pour chaque domaine.

Traditionnellement, la dynamique brownienne est utilisée pour simuler le comportement de sys-

tèmes dans lesquels existe une distinction naturelle entre les échelles de taille et de temps relatives

au solvant et au soluté : c’est le cas des suspensions colloïdales, des solutions de polyélectrolytes ou

de polymères. Si la simulation par dynamique moléculaire, qui décrit le système au niveau atomique,

est souvent utiliséee pour traiter le cas des solutions, elle se limite en général aux solutions infiniment

diluées ou très concentrées d’ions ou de petites molécules. Quant au modèle de solvant continu, il est

traditionnel dans les théories de l’équilibre et du transport des solutions d’électrolytes. En effet, en

ce qui concerne la description générale des propriétés dynamiques des solutés, deux limites sont bien

décrites par les méthodes théoriques :

• celle des solutions d’électrolytessimples, c’est à dire symétriques et relativement peu concen-

trés (jusqu’à 1 à 2 mol/L pour les modèles les plus poussés) : depuis les travaux fondateurs de

Debye et Hückel, Onsager et Falkenhagen, des interprétations et des prédictions de l’évolution

avec la force ionique du coefficient osmotique, de la conductivité électrique ou des coefficients

de diffusion ont été développées.

• celle des suspensions de nanoparticules neutres, pouvant être modélisées comme des sphères

dures ou celle des suspensions stabilisées par des charges avec une forte concentration en sel
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ajouté : des calculs dans ces deux cas conduisent par exemple à des développements des coef-

ficients de diffusion en fonction de la fraction volumique qui rendent bien compte des compor-

tements observés expérimentalement.

Dans ces deux cas limites, la simulation numérique peut être vue comme une méthode complé-

mentaire aux méthodes théoriques de l’équilibre et du transport : elle peut aider à valider ou invalider

des hypothèses de calculs. Pour les systèmes intermédiaires, c’est à dire les électrolytes dissymé-

triques en charge ou très concentrés, ou pour les suspensions de nanoparticules à force ionique mo-

dérée, les traitements théoriques des propriétés dynamiques se révèlent moins fiables. C’est sur ces

systèmes que nous avons principalement concentré nos études.

L’ensemble des travaux dont je rapporte ici les résultats montre en effet que la simulation de dy-

namique brownienne est une méthode performante pour l’étude de nombreux systèmes : solutions

d’électrolytes simples, dissymétriques, de petits colloïdes chargés mais aussi de particules nanomé-

triques magnétiques, dans une assez large gamme de concentration. La qualité des résultats obtenus

dans bien des cas a permis d’accorder à la méthode un caractère prédictif, qui a été exploité à plusieurs

reprises.

Dans ce mémoire, la présentation des travaux n’est pas donnée dans l’ordre chronologique exact,

les résultats étant regroupés selon les quatre thèmes qui suivent.

• Le premier regroupe les travaux que l’on peut qualifier de « méthodologiques », dans la mesure

où ils concernent essentiellement la mise au point et la validation de la méthode de simulation

numérique.

Le comportement de solutions de sels simples a été simulé et confronté aux expériences ainsi

qu’aux résultats obtenus par les calculs théoriques avec les mêmes modèles. Nous montrons

comment calculer par simulation les coefficients d’autodiffusion, la conductivité électrique et

le coefficient de diffusion mutuelle.

• Le second concerne la simulation d’électrolytes dissymétriques en charge et en taille.

Pour les électrolytes peu dissymétriques tels que les sels de cryptate ou le tungstosilicate de so-

dium, nous avons confirmé la validité de la méthode de simulation. Nous avons ensuite étudié

non seulement les propriétés structurales et dynamiques d’électrolytes modèles 1-10, 1-20 et

2-20, mais aussi celles de solutions micellaires réelles, pour lesquelles des déterminations ex-

périmentales précises des coefficients de transport sont disponibles. L’intérêt de la modélisation

brownienne que nous avons menée pour ces systèmes très dissymétriques en taille et en charge

est qu’elle prend en compte explicitement la présence des petits ions aux côtés des macroions.

Nous montrons notamment que les interactions indirectes transmises par le solvant, appelées

interactions hydrodynamiques, ont une grande influence sur la diffusion des macroions.

• Le troisième thème est celui des électrolytes aux interfaces.

Nous avons développé notamment une modélisation et une méthode de simulation originales

pour évaluer le temps de relaxation de la double couche électrochimique après un transfert

d’électron. Ce travail est un exemple pour lequel la simulation est utilisée comme un outil

prédictif, permettant d’évaluer des grandeurs difficilement accessibles à l’expérimentateur.
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• Le dernier thème de recherche concerne les ferrofluides, qui sont des suspensions stables de

particules de maghémite.

Le programme de simulation de dynamique brownienne a été adapté pour tenir compte des

propriétés dipolaires des particules et une modélisation a été développée parallèlement à des

travaux expérimentaux. Ce modèle permet notamment de rendre compte de l’anisotropie struc-

turale observée expérimentalement en présence d’un champ magnétique extérieur.

Un certain nombre de ces travaux a été réalisé en collaboration avec d’autres chercheurs, qui ont

notamment apporté leur expertise dans les théories de l’équilibre et du transport ou dans les détermi-

nations expérimentales des propriétés dynamiques, ou encore avec des étudiants en thèse. Les noms

des collaborateurs sont précisés en tête de chaque chapitre.

Enfin, ce mémoire contient des projets de recherche, continuation des travaux en cours et développe-

ment de nouveaux axes de recherche.

Pour clore ce préambule, je tiens à préciser que les codes des programmes de simulation ont tous été

écrits au laboratoire, par moi-même ou en collaboration avec les étudiants en thèse que j’ai encadrés.

Le temps consacré à cette activité de programmation est non négligeable, au même titre que celui

passé à traiter les résultats des calculs. Ces phases d’écriture, de validation et d’optimisation des

codes sont dans le domaine de la simulation numérique le pendant des phases de mise au point et de

validation d’un protocole expérimental.
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2 Méthodologie de la simulation par dynamique brownienne

2.1 Développement de l’algorithme et validation

Essentiellement, travail de thèse réalisé sous la direction de Pierre Turq, en collaboration avec Gerald

Kneller, professeur à l’université d’Orléans

– publications [11,13,15,17,20]

– la publication 17 est donnée à la suite de ce chapitre

Les propriétés dynamiques des ions dans l’eau ont fait l’objet de nombreuses études théoriques de-

puis le début du XXième siècle. De nombreuses déterminations expérimentales précises de la conducti-

vité électrique et des coefficients de diffusion existent en effet, mais, paradoxalement, l’interprétation

quantitative de leur évolution avec la concentration en sel n’est pas évidente, en particulier dès que

l’électrolyte est un peu concentré (à partir de 1 mol/L), ou bien dissymétrique en charge. Les théo-

ries du transport dans les solutions ioniques reposent toutes sur le modèle de solvant continu. Elles

supposent en général que deux phénomènes conditionnent les mouvements des ions :

• le phénomène dit derelaxation électrostatique, qui décrit le retour à l’équilibre de l’atmosphère

ionique après perturbation, la perturbation étant typiquement engendrée par le déplacement de

l’ion central,

• le phénomène dit d’effet électrophorétique, qui traduit l’existence d’interactions indirectes entre

les solutés, transmises par le solvant continu, aussi appeléesinteractions hydrodynamiques.

Dans les cas des électrolytes simples, les premières théories d’Onsager3 ne permettent de décrire

l’évolution des coefficients de transport que jusqu’à des concentrations relativement faibles, de l’ordre

de 0,1 mol/L dans le meilleur des cas. Des modèles analytiques plus élaborés4,5,6,7 rendent compte

d’une manière cohérente de l’évolution du coefficient osmotique, du coefficient de diffusion mutuelle

et de la conductivité électrique jusqu’à environ 1 mol/L. Cependant, ces théories analytiques souffrent

de quelques limitations, qui justifient la volonté de développement d’une simulation numérique mi-

mant les solutions d’électrolyte au même niveau de description. D’abord, ces calculs reposent sur des

approximations, dont la nature diffère selon le coefficient de transport considéré. De plus, les expres-

sions obtenues sont limitées au cas de deux espèces chargées pour ce qui est de la diffusion, et de trois

espèces chargées pour la conductivité électrique.

La mise au point d’une méthode de simulation numérique permettant de calculer les coefficients de

transport des électrolytes simples dans le cadre d’un modèle proche de ceux utilisés par les méthodes

analytiques doit intégrer les contraintes suivantes :
3Onsageret coll., Ann. W. Y. Acad. Sci.,46, 2689 (1945)
4Barthelet coll., « Physical Chemistry of Electrolyte Solutions » , Springer (1998)
5Bernardet coll., J. Phys. Chem.96, 398 (1992)
6Bernardet coll., J. Phys. Chem.96, 3833 (1992)
7Dufrêcheet coll., J. Phys. Chem. B109, 9873 (2005)
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• la simulation doit reposer sur le modèle de solvant continu et rendre compte du mouvement

brownien avec interactions des solutés,

• la durée des simulations doit excéder le temps caractéristique de la relaxation électrostatique

(appelé temps de Debye, de l’ordre de quelques dixièmes de nanoseconde pour KCl dans l’eau à

0,5 mol/L) puisque les temps caractéristiques des expériences sont eux-mêmes bien plus longs.

En 1977, Turqet coll.8 avaient proposé une méthode de simulation fondée sur le modèle de sol-

vant continu pour décrire le comportement des solutions d’électrolytes. Ce type de simulation a été

utilisé à plusieurs reprises pour étudier le comportement de solutions d’électrolytes9. Cependant, cette

méthode, qui intègre de manière itérative les équations de Langevin portant sur les vitesses des parti-

cules, ne permet pas facilement de rendre compte des interactions hydrodynamiques, et c’est pourquoi

nous avons développé une méthode un peu différente. La méthode de simulation choisie décrit la dy-

namique des solutés dans le régime « frictionnel », c’est à dire pour des durées plus longues que le

temps de relaxation de leur vitesse, dans l’espace des positions seulement, ceci puisque nous désirons

étudier l’évolution du système sur des durées assez longues. L’ensemble statistique dans lequel est dé-

crit le système est l’ensemble canonique (N ,V ,T ). L’algorithme d’une telle simulation a été introduit

par Ermak10 il y a une trentaine d’année déjà, mais n’a été que très peu utilisé depuis pour étudier les

comportements des solutions d’électrolytes (à notre connaissance, seules quelques références11 trai-

taient de ce sujet avant nos propres travaux). L’algorithme d’Ermak fournit une équation stochastique

du mouvement12 pour lesN particules browniennes en interaction d’un système, les déplacements

aléatoires des particules étant corrélés aux déplacements « systématiques » liés aux interactions :

r(t + ∆t) = r(t) +
1

kBT
D(t) · F(t) + Rrand(t),

avec

〈Rrand(t)〉 = 0 et 〈Rrand(t)Rrand(t)〉 = 2D(t)∆t.

Ici, les moyennes portent sur l’ensemble des particules ;Rrand est le déplacement aléatoire. Deux

types d’interactions entre les particules apparaissent :

• les interactions directes, telles que les interactions électrostatiques. Elles sont contenues dans la

forceF,

• les interactions hydrodynamiques, interactions indirectes transmises par le solvant, qui couplent

les déplacements desN particules entre eux. Elles sont contenues dans la matrice de diffusionD

qui dépend des vecteurs positions des particules. Notons que la matriceD est diagonale quand

les interactions hydrodynamiques sont négligées, la diagonale contenant alors les coefficients

d’autodiffusion des ions à dilution infinie.
8Turqet coll.J. Chem. Phys.66, 3039 (1977)
9voir par exemple Trullaset coll.J. Chem. Phys.93, 5177 (1989), Kunzet coll.J. Chem. Phys.92, 2367 (1990), et M.

Canales et G. Sesé, J. Chem. Phys.109, 6004 (1998)
10Ermak, J. Chem. Phys.62, 4189 (1975)
11Wood et Friedman, Zeit. Phys. Chem. N. F.155, 121 (1987)
12En toute rigueur, cette équation du mouvement contient aussi un terme proportionnel à la divergence de la matrice de

diffusionD, qui est nul dans toutes nos modélisations, et que nous omettons ici pour alléger l’écriture.
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Notre contribution, par rapport aux travaux antérieurs, a été d’adapter l’algorithme à la simulation

de particules chargées sur des échelles de temps relativement longues. En effet, nous nous sommes

aperçus que pour les systèmes coulombiens, il était nécessaire d’utiliser des pas d’intégration extrê-

mement courts : si deux particules de même charge se trouvent, à cause des déplacements aléatoires

(qui sont proportionnels à la racine du pas d’intégration∆t), très proches l’une de l’autre à instant

donné, l’interaction très répulsive qui s’exerce alors entre elles conduit à des déplacement irréalistes

des particules. Un seul artefact de ce type suffit pour rendre l’ensemble de la trajectoire non phy-

sique. Pour simuler le comportement des systèmes sur des longues durées, il faut donc a priori utiliser

un très petit pas de temps et faire un très grand nombre d’itérations. Nous choisissons plutôt d’uti-

liser des incréments de temps un peu plus longs en évaluant la probabilité13 des déplacements pour

éviter ceux qui sont non physiques. Notre simulation brownienne est alors proche d’une simulation

du type Monte Carlo biaisé à cela près qu’elle fournit les propriétés dynamiques du système. Nous

avons en effet vérifié que plusieurs simulations du même système, réalisées avec des pas d’intégration

différents, conduisaient aux mêmes propriétés dynamiques (typiquement, aux mêmes coefficients de

diffusion évalués à partir des écarts quadratiques moyens). Bien entendu, l’incrément de temps n’est

grand que dans une certaine mesure, puisque que comme dans toute simulation, les forces sont sup-

posées constantes pendant le pas∆t. Nous pouvons noter dès à présent que pour les systèmes non

coulombiens, cette variante de l’algorithme d’Ermak n’est pas nécessaire et n’a pas été utilisée par

exemple pour les simulations de suspensions de particules magnétiques.

Notre contribution a aussi consisté à calculer la conductivité électrique des solutions ioniques, ce

qui n’avait jamais été fait jusqu’alors par des simulations fondées sur le modèle de solvant continu.

Nous avons pour cela appliqué la théorie de la réponse linéaire au niveau de description Smolu-

chowski14. La conductivité électrique s’exprime alors comme suit :

σ =
1

3

β

V
〈

N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj trace{Dij}〉 (1)

−1

3

β

V

∫ ∞

0

dt 〈

(
N∑

i=1

qi

N∑
j=1

βDij(0) · Fj(0)

)
·

(
N∑

k=1

qk

N∑
j=1

βDkj(t) · Fj(t)

)
〉, (2)

où qi est la charge électrique de la particulei et β = 1
kBT

. De même, une formule alternative à

celle d’Einstein pour l’autodiffusion, qui exprime les coefficients d’autodiffusion comme la limite

aux temps longs des écarts quadratiques moyens divisés par le temps, est obtenue en appliquant la

théorie de la réponse linéaire. Le coefficient d’autodiffusion de l’espèceα peut alors être calculé par :

Ds
α =

1

3
〈trace{Dii}〉i∈α −

β2

3

∫ ∞

0

dt 〈

(
N∑

j=1

Dij(0) · Fj(0)

)
·

(
N∑

j=1

Dij(t) · Fj(t)

)
〉i∈α. (3)

Avant de résumer les résultats obtenus, il faut dire quelques mots de la modélisation du système.

Pour les simulations browniennes, il faut non seulement définir un potentiel d’interaction mais aussi

un modèle pour le calcul des interactions hydrodynamiques. En particulier, les coefficients d’autodif-

fusion des ions à dilution infinie sont des grandeurs d’entrée de la simulation. Pour les ions simples,

13Rosskyet coll.,J. Chem. Phys.69, 4628 (1978)
14Felderhofet coll., J. Chem. Phys.119, 591 (1983)
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ils sont disponibles dans la littérature. Le calcul des termes non diagonaux de la matrice de diffusion

est plus délicat, les interactions hydrodynamiques étant des interactions àN corps et à longue portée.

Pour les systèmes relativement peu concentrés, l’approximation à deux corps fournie par le tenseur

de Rotne-Prager15 est raisonnable. De plus, nous ne tenons pas compte de la longue portée des inter-

actions hydrodynamiques, et ne calculons les termes de la matrice de diffusion que pour les couples

de particules situés dans la boîte de simulation. Cette approximation a été testée en vérifiant que des

simulations du même système avec des nombres de particules différents conduisaient aux mêmes pro-

priétés dynamiques. Nous discutons ces approximations plus en détail dans le paragraphe 2.3. En ce

qui concerne le potentiel d’interaction, il contient en général un terme de répulsion à courte portée,

en 1
r9 ou 1

r12 en plus des interactions électrostatiques. Les paramètres de la partie répulsive du poten-

tiel sont choisis de telle sorte que le minimum de l’énergie d’interaction entre deux ions de charges

opposées apparaisse à une distance égale à la somme des rayons des particules. Ceci permet d’avoir

un modèle d’interaction proche du modèle primitif, généralement utilisé par les théories alternatives

à la simulation et qui traitent les ions comme des sphères dures chargées.

Notre méthode de simulation de dynamique brownienne a été validée par l’étude de solutions

de sels simples dans l’eau, à savoir NaCl, KCl et LiCl ainsi que les mélanges NaCl/KCl dans l’eau

[13,15,17,20]. Les rayons des ions sont ceux qui ont été ajustés par les théories analytiques du trans-

port pour rendre compte de la conductivité électrique expérimentale. Les résultats ont été confrontés

d’une part, en ce qui concerne les propriétés structurales, à des calculs utilisant les équations inté-

grales dans l’approximation HNC et d’autre part, en ce qui concerne les coefficients de transport, à

des déterminations expérimentales et aux résultats des théories analytiques du transport.

L’ensemble des résultats montre que l’algorithme et la modélisation utilisés sont adaptés à la

simulation des électrolytes simples. Les fonctions de distribution radiales sont les mêmes que celles

obtenues par les équations intégrales. Les résultats qui concernent les propriétés dynamiques sont

intéressants à plusieurs titres. D’une part la conductivité calculée est en bon accord avec les valeurs

expérimentales (cf. figure 2), ce qui valide la méthode de simulation pour l’obtention de grandeurs

dynamiques ainsi que la modélisation des interactions hydrodynamiques. Nous confirmons que la

prise en compte des interactions hydrodynamiques dans la modélisation brownienne est indipensable

pour le calcul de cette grandeur. D’autre part, nous observons que les coefficients d’autodiffusion

calculés diffèrent selon que les interactions hydrodynamiques sont prises en compte ou non, l’effet

sur la diffusion étant une augmentation faible, d’environ 5 %, mais systématique (cf. figure 3). Une

fois encore, les calculs avec interactions hydrodynamiques sont en meilleur accord avec les valeurs

expérimentales16.

Ces derniers résultats, assez inattendus, peuvent être considérés comme les plus remarquables.

Ils justifient à eux seuls le recours à la simulation brownienne et c’est à partir de ces résultats que

nous avons perçu tout l’intérêt de ces simulations pour l’étude des solutions de particules chargées.

En effet, les théories analytiques du transport dans les électrolytes supposent en général que l’effet

électrophorétique, très important quand il s’agit de la conductivité électrique, est négligeable pour

l’autodiffusion. Cette assertion est due aux premiers travaux d’Onsager, qui ne décrivait à l’époque

15Rotne et Prager, J. Chem. Phys.50, 4831 (1969)
16Notons cependant que les déterminations expérimentales des coefficients d’autodiffusion sont beaucoup moins pré-

cises que celle de la conductivité.
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FIG. 2 – Conductivité électrique molaire rapportée à la conductivité molaire limite de solutions aqueuses de

KCl dans l’eau, à 298 K, en fonction de la racine carrée de la concentration en sel. Les étoiles sont les données

expérimentales, les cercles évidés les résultats de dynamique brownienne sans interactions hydrodynamiques

et les cercles noirs ceux des simulations avec interactions hydrodynamiques.

FIG. 3 – Coefficients d’autodiffusion rapportés à la valeur à dilution infinie des ions chlorure et potassium

dans des solutions aqueuses de KCl dans l’eau, à 298 K, en fonction de la concentration en sel. Les cercles

évidés sont les données expérimentales, les carrés noirs les résultats de dynamique brownienne sans interactions

hydrodynamiques et les triangles rouges ceux des simulations avec interactions hydrodynamiques.
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que des solutions diluées. Nos simulations montrent qu’à partir de 1 mol/L, l’influence des effets

électrophorétiques ne devrait plus être négligée, même si elle reste relativement faible pour les sels

simples.

Pour aller un peu plus loin dans la comparaison avec les théories du transport, nous pouvons

essayer d’écrire, comme cela est habituellement fait dans les travaux théoriques, les coefficients de

transport en termes de perturbations par rapport au cas idéal (c’est à dire le cas de la dilution infinie).

En effet, les équations 1 et 3 qui ont été utilisées dans les simulations peuvent être mises sous la forme

[11] :

σ = σ0 + δσrelax + δσhydro + δσrelax/hydro, (4)

avec

• σ0 = β
V

∑N
i=1 q2

i D
0
i , la conductivité idéale,

• σhydro = 1
3

β
V
〈
∑N

i=1

∑
j 6=i qiqj trace{Dij}〉, un terme qui ne dépend que des interactions hydro-

dynamiques,

• σrelax = −1
3

β3

V

∫∞
0

dt〈
∑N

i=1 qiD
0
i Fi(0) ·

∑N
j=1 qjD

0
jFj(t)〉, un terme qui ne dépend que des

interactions directes entre les ions, et peut donc être interprété comme rendant compte essen-

tiellement d’un effet de relaxation électrostatique17,

• un termeσrelax/hydro, qui met en jeu à la fois les forces et la matrice de diffusion et rend donc

compte d’un couplage entre les effets électrostatiques et hydrodynamiques.

Il est intéressant de remarquer que les théories analytiques de la conductivité contiennent tous ces

termes « perturbateurs » par rapport au cas idéal18, les termes rendant compte de l’influence de la

relaxation sur l’hydrodynamique et de celle de l’hydrodynamique sur la relaxation étant cependant

délicats à calculer.

En ce qui concerne l’autodiffusion, nous avons :

D = D0 + δDrelax + δDrelax/hydro, (5)

avecδDrelax = −β2(D0
i )2

3

∫∞
0

dt〈Fi(0) · Fi(t)〉, le terme de relaxation électrostatique etδDrelax/hydro

un terme qui dépend des forces et de la matrice de diffusion, et peut donc être considéré comme

issu d’un effet couplé entre les interactions hydrodynamiques et la relaxation électrostatique. Les

théories analytiques diffèrent de la simulation puisqu’elles n’évaluent pas pour le moment le terme de

couplageδDrelax/hydro.

L’intérêt de la simulation numérique par rapport aux théories du transport est donc double : les

coefficients de transport sont calculés sans approximation supplémentaire au modèle, qui, de plus, est

strictement le même pour toutes les grandeurs dynamique, tandis que les théories calculent chaque

coefficient de transport avec un degré d’approximation propre.

17En fait, on ne peut pas dire qu’il s’agit d’un effet de relaxation électrostatiquepure, dans mesure où les forces sont

calculées pour des configurations générées par les équations du mouvement tenant compte des interactions hydrodyna-

miques.
18pour un article général sur les théories du transport dans les électrolytes, voir Dufrêcheet coll., J. Phys. Chem. B,

(2005)
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2.2 Coefficient de diffusion mutuelle des électrolytes

Collaboration avec Thierry Olynyk et Jean-François Dufrêche, alors doctorants (directeur : Pierre

Turq)

– publications [10,8]

– la publication 10 est donnée à la suite de ce chapitre

Parmi les propriétés de transport des ions en solution, la diffusion mutuelle tient une place par-

ticulière : il s’agit de la diffusion collective d’un électrolyte, observée en présence d’un gradient de

concentration. Dans ce cas, bien que les mobilités du cation et de l’anion soient a priori différentes,

l’attraction coulombienne forte entre les deux espèces de charges opposées conduit à l’apparition

d’un unique coefficient de diffusion, l’ion le plus rapide accélérant le plus lent et réciproquement. Les

déterminations expérimentales des coefficients de diffusion mutuelle sont anciennes et nombreuses,

mais en général difficiles à mettre en œuvre, d’où l’intérêt de disposer d’outils théoriques prédictifs.

Cependant, le calcul du coefficient de diffusion mutuelle n’est pas évident, en grande partie parce que

le référentiel des mesures diffère de celui des calculs, la correction de référentiel n’étant pas toujours

facile à mener. En effet, le référentiel dans lequel sont effectuées les mesures est celui des volumes19.

Les simulations numériques et les théories du transport travaillent plutôt dans le référentiel du solvant,

pour lequel le flux global de solvant est nul.

Puisque nous disposions d’un code de simulation brownienne performant pour l’étude des élec-

trolytes, il était naturel de chercher à le compléter en y insérant le calcul de la diffusion mutuelle.

Comme nous allons le voir, le coefficient de diffusion mutuelle peut être exprimé en termes de coef-

ficients d’autodiffusion et de coefficients de diffusion distincts20. De même que dans le cas de l’auto-

diffusion, la théorie de la réponse linéaire au niveau Smoluchowski peut être appliquée pour obtenir

l’expression des coefficients de diffusion distincts, qui est ici écrite explicitement dans le référentiel

du solvant.

L’utilisation de la thermodynamique des phénomène irréversibles permet d’exprimer le coefficient

de diffusion mutuelle en fonction des coefficients phénoménologiques d’Onsager, par21,22 :

Dm =
Q1D

?
2 + Q2D

?
1

Q1 + Q2

, (6)

avec

Qα = qα(q1Lα1 + q2Lα2) (7)

et

D?
α =

1

Cα

(
Lα1

∂P

∂C1

+ Lα2
∂P

∂C2

)
. (8)

On a notéCα la concentration volumique etP la pression osmotique de la solution. Cette expression

du coefficient de diffusion mutuelle met en jeu deux types de contributions :

• une contribution d’équilibre, proportionnelle à∂P
∂Cα

, qui est en fait un terme de coefficient d’ac-

tivité, et pourra être calculé en utilisant l’équation de la compressibilité23,

19Kirkwood et coll., J. Chem. Phys.33, 1505 (1960)
20Raineri et Friedman, J. Chem. Phys.91, 5633 (1989)
21Berne et Pecora,Dynamic light scattering, Dover, 2000
22Dufrêcheet coll., J. Chem. Phys.116, 2085 (2001)
23Hansen et McDonald,Theory of simple liquids, Academic, New York, 1986
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• une contribution hors équilibre, qui s’exprime par le biais des coefficients phénoménologiques

Lαβ d’Onsager.

Comme nous l’avons dit précédemment, le formalisme des coefficients de diffusion distincts de Rai-

neri et Friedman fournit une expression des coefficients d’Onsager qui permettra d’évaluer lesLαβ à

partir des simulations :

Lαβ = δαβ
Cα

kBT
Ds

α +
CαCβ

kBT (Cα + Cβ)
Dd

αβ, (9)

où l’on a notéDs
α le coefficient d’autodiffusion de l’espèceα et Dd

αβ le coefficient de diffusion

distinct. Il faut noter qu’un coefficient de diffusion distinctDd
αα existe, lié aux corrélations entre

deux particulesi et j différentes, mais appartenant à la même espèceα. Il reste donc à évaluer les

coefficients de diffusion distincts par simulation, en prenant soin de faire ce calcul explicitement dans

le référentiel du solvant.

Dans les simulations de dynamique brownienne, le référentiel utilisé est a priori celui du solvant.

Cependant, cette assertion est à prendre avec précaution à cause des approximations liées au calcul

des interactions hydrodynamiques. En effet, si le flux de solvant est bien nulglobalement, il n’est pas

forcément strictement nuldans la boîte centralede simulation. Pour pallier cette difficulté, il nous

suffit d’évaluer explicitement le flux du solvant dans la boîte de simulation et de corriger les flux de

particules par cette valeur. Pour cela, on écrit que la vitesse du solvant à l’intérieur de la boîte de

simulation est égale à l’opposé de celle à longue portée. Cette dernière peut être évaluée au premier

ordre grâce au tenseur d’Oseen, qui est la solution de l’équation de Stokes aux grandes distances. On

montre alors dans notre cas24 que le coefficient de diffusion distinct s’exprime par :

Dd
αβ =

1

3

[
〈(Nα + Nβ)trace{Dij}〉i∈α,j∈β,i6=j − (Nα + Nβ)

kBTJ
2πηL

−
∫ ∞

0

dt
1

(kBT )2
〈(Nα + Nβ)

N∑
k=1

DikFk(0) ·
N∑

l=1

DjlFl(t)〉i∈α,j∈β,i6=j

]
, (10)

oùη est la viscosité du solvant pur etJ est une constante définie par

J =

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

dudvdw√
u2 + v2 + w2

(11)

' 2.380077364 (12)

Quand le tenseur de Rotne-Prager est utilisé pour calculerD, on a

(Nα + Nβ)〈trace{Dij}
3

− kBTJ
6πηL

〉i∈α,j∈β,i6=j =
kBT

6πη
(Nα + Nβ)〈 1

rij

− J
L
〉i∈α,j∈β,i6=j. (13)

L’obtention finale du coefficient de diffusion mutuelle nécessite d’effectuer une dernière correction

de référentiel, afin de pouvoir comparer les résultats aux déterminations expérimentales qui se font

dans le référentiel du volume :

DV
m = ΦDS

m (14)

oùΦ est la fraction volumique du solvant, qui peut être évaluée à partir des mesures de densité25.

24Cas où les interactions hydrodynamiques entre les particules ne sont calculées que dans la boîte centrale de simulation

(cubique).
25Simonin, J. Chem. Soc. Faraday Trans.92, 3519 (1996)
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FIG. 4 – Coefficients de diffusion mutuelle de KCl en fonction de la racine carrée de la concentration, à 298

K. Ligne continue : calculs théoriques avec interactions hydrodynamiques (IH), tirets : calculs théoriques sans

IH, triangles rouges : simulation de dynamique brownienne avec IH, carrés : simulation sans IH et cercles

évidés : simulations avec IH mais calcul du coefficient de diffusion mutuelle en négligeant l’effet de relaxation

électrostatique.

La méthode de calcul précédente a été appliquée au cas de la diffusion mutuelle de KCl et LiCl

dans l’eau, entre 0,5 et 2 mol/L [10]. Notons que la qualité du calcul des coefficients de diffusion

distincts a pu être testée puisque la conductivité électrique peut elle aussi s’exprimer en fonction de

ces grandeurs. La conductivité obtenue par cette méthode est très proche de celle calculée à partir de

l’expression directe issue de la réponse linéaire, et donc très proche des valeurs expérimentales.

Les valeurs du coefficient de diffusion mutuelle obtenues par simulation dans le cas de KCl dans

l’eau sont données sur la figure 4, dans le référentiel du solvant. Les résultats sont comparés à ceux

obtenus par la théorie du transport fondée sur l’approximation MSA pour la description des propriétés

structurales. Cette dernière en effet rend très bien compte de l’évolution des coefficients de diffusion

mutuelle mesurés26, et c’est d’ailleurs pour cela que les valeurs expérimentales ne sont pas reportées

sur la figure. De plus, la valeur du coefficient de diffusion mutuelle a été évaluée dans le cas où

l’effet de relaxation électrostatique est négligé (pour cela on ne prend pas en compte les termes de

corrélation des forces dans les expressions des coefficients d’autodiffusion et de diffusion distincts).

Quelques remarques s’imposent au vu de ces résultats :

• L’évolution de la diffusion mutuelle avec la concentration est très différente de celle de l’auto-

diffusion puisqu’elle augmente avec la concentration à partir de 0,025 mol/L : ceci est essen-

tiellement dû à un effet de coefficient d’activité, d’autant plus fort que la solution est concentrée

à cause des répulsions à courte portée entre les ions.

• Les interactions hydrodynamiques diminuent la diffusion mutuelle, ce qui est dû à un effet de

reflux du solvant.

• La relaxation électrostatique n’a pas d’influence sur la diffusion mutuelle, ce qui s’explique par

le fait que cation et anion diffusent ensemble. Dans les calculs analytiques, on peut d’ailleurs

montrer que les termes liés à la relaxation sont négligeables à toute concentration.

26Dufrêcheet coll., J. Chem. Phys.116, 2085 (2001)
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2.3 Traitement des interactions hydrodynamiques

Le calcul des interactions hydrodynamiques entre des particules baignant dans un fluide est com-

plexe, et nous utilisons plusieurs approximations pour évaluer la matrice de diffusion dans nos si-

mulations de dynamique brownienne. Ce point particulier mérite donc d’étre discuté un peu plus

précisément.

Rappelons d’abord que la matrice de diffusion est la grandeur qui permet de rendre compte de

l’influence du déplacement de la particulei sur la dynamique d’une particulej. En effet, dans la

description mésoscopique de la solution que nous avons choisie, les vitesses des particules atteignent

instantanément leur valeur stationnaire, que l’on appellera vitesse hydrodynamique, donnée par :

vi =
N∑

j=1

DijFj, (15)

oùFj est la force qui s’exerce surj.

Nous utilisons la combinaison de deux types d’approximations pour évaluer la matrice de diffu-

sion en dynamique brownienne :

1. nous ne tenons compte que des interactions à deux corps et nous utilisons des expressions de la

matrice de diffusion qui ne sont pas valables aux très courtes distances,

2. nous ne tenons pas compte de la longue portée de ce phénomène, qui excède a priori la taille de

la boîte de simulation, et ne calculons les interactions hydrodynamique que pour les particules

qui sont incluses dans la boîte centrale.

Justification de la première approximation

Le calcul de la matrice de diffusion nécessite la résolution de l’équation de Stokes, qui décrit la

dynamique du fluide porteur, dans le cas où des particules sont immergées dans le fluide, avec des

conditions aux limites qui portent sur la vitesse du fluide au contact de la particule. Pour le cas qui

semble simple de deux sphères, deux situations sont à envisager, en ce qui concerne ce calcul : celle

où les particules sont très proches l’une de l’autre et celle où elles sont assez éloignées l’une de l’autre.

Quand les particules sont proches du contact, le calcul des interactions hydrodynamiques doit être

fondé sur la théorie de la lubrification. Dans les solutions d’électrolytes, ou bien dans les suspensions

colloïdales stables peu concentrées, ce calcul est a priori inutile : dans le premier cas, les particules

de soluté ont une taille qui reste de l’ordre de grandeur de celle des molécules de solvant, et les

théories de lubrification ne sont donc pas valables, et dans le second cas, les particules de colloïdes

sont généralement assez éloignées les unes des autres.

Pour le cas dedeuxparticules éloignées l’une de l’autre, il est possible d’obtenir pour la matrice

de diffusion des développements en1/r, où r est la distance entre les particules, jusqu’ à des ordres

élevés27. Le problème est plus complexe dans le cas d’un ensemble deN particules, puisque les inter-

actions hydrodynamiques sont des interactionsà N corps. Il est dans ce cas très difficile de satisfaire

simultanément à toutes les conditions aux limites. En pratique, le fait que les interactions soient à

N corps implique queDij dépend non seulement des positions des particulesi et j, mais aussi des

positions desautresparticules. Des développements aux grandes distances de la matrice de diffusion

27voir par exemple Felderhof, Physica A89, 373 (1977)
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deN particules existent : par exemple Mazur et Van Saarlos28 proposent un développement à l’ordre

1/r7 deDij, valable aux distances entre particules grandes par rapport à leur taille. Des contributions

à plus de deux corps sont présentes dès l’ordre1/r4. Pour les systèmes peu denses, de fraction vo-

lumique au moins inférieure à 10%, il est en fait raisonnable29 de se contenter de prendre en compte

les contributions à deux corps et de ne garder qu’un développement à l’ordre1/r3. Signalons qu’on

pourrait encore simplifier l’expression en ne conservant que le terme en1/r d’Oseen, ce qui revient à

considérer que les particules sont des sources ponctuelles de friction. Cependant, cette expression, qui

diverge aux courtes distances, conduit en pratique à une matrice de diffusion qui n’est pas systémati-

quement définie positive, ce qui empêche de calculer sa racine carrée et de générer les déplacements

aléatoires de l’algorithme brownien. Le tenseur de Rotne-Prager que nous utilisons, et qui contient

des termes jusqu’à l’ordre1/r3, présente l’avantage d’être défini positif par construction et d’être à

divergence nulle, ce qui n’est pas le cas de l’expression à l’ordre1/r7. En revanche, il faut garder

à l’esprit qu’il ne décrit pas finement les interactions hydrodynamiques pour des particules proches,

et sera donc probablement peu adapté au cas de l’association électrostatique entre ions de charges

opposées.

Justification de la seconde approximation

Les expressions que nous avons données pour la matrice de diffusion montrent que les interactions

hydrodynamiques sont en1/r, où r est la distance entre deux particules immergées dans le solvant.

Comment tenir compte de cette longue portée dans le modèle en boîte de la simulation numérique ?

Dans le cas des interactions coulombiennes, il est possible de surmonter cette difficulté en utilisant

les conditions aux limites périodiques de la simulation et la méthode de sommation d’Ewald. Des

approches similaires ont été proposées dans le cas des interactions hydrodynamiques, et plusieurs

auteurs se sont intéressés à la résolution des équations de Navier-Stokes avec conditions aux limites

périodiques30,31,32. Cependant, les expressions qu’ils déduisent de ce type de calcul sont non seule-

ment coûteuses à évaluer mais en plus peu adaptées à nos cas. En effet, est-il vraiment raisonnable

de penser que pendant la durée d’un incrément de temps (de l’ordre de la picoseconde pour les si-

mulations d’électrolytes simples), les interactions hydrodynamiques se sont propagées à une distance

infiniment grande ? C’est cette question fondamentale, s’ajoutant à la lourdeur numérique du calcul,

qui nous a poussé à négliger la longue portée des interactions hydrodynamiques. Plusieurs arguments

viennent en effet consolider notre raisonnement. D’abord, un calcul simple montre que dans l’eau

à température ambiante, le mouvement d’une particule donnée n’est transmis par l’intermédiaire du

solvant, à une distance d’environ7 m, qu’en1 ps. Ensuite, et ce second argument est plus pragma-

tique, deux simulations du même système effectuées avec des nombres de particules différents et

l’approximation de coupure des interactions, conduisent à peu près aux mêmes coefficients de trans-

port. Enfin, les exemples d’utilisation de la sommation d’Ewald du tenseur de Rotne-Prager montrent

que la déduction des coefficients de diffusion d’une simulation ainsi menée n’est pas évidente33.

28Mazur et Van Saarlos, Physica A115, 21 (1982)
29Beenakker et Mazur, Physica A120, 388 (1983)
30Beenakker, J. Chem. Phys.85, 1581 (1986)
31Smithet coll., Physica A143, 441 (1987)
32Bradyet coll., J. Fluid. Mech.195, 257 (1988)
33Zhouet coll.J. Chem. Phys.122, 124905 (2005)
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Pour terminer, signalons que nous avons modifié notre code de simulation pour y inclure l’équi-

valent périodique du tenseur de Rotne-Prager. Des essais dans le cas des solutions d’électrolytes

simples sont en cours et donnent pour le moment des résultats peu concluants.

2.4 Conclusion

La dynamique brownienne appliquée aux solutions d’électrolytes simples permet d’étendre la

description du transport des ions dans ces milieux jusqu’à des concentrations molaires. Elle est adap-

tée au calcul des coefficients d’autodiffusion, de diffusion mutuelle et de la conductivité électrique.

Son utilisation comme outil complémentaire aux théories du transport dans les électrolytes a permis

de clarifier les influences des divers effets (relaxation électrostatique, hydrodynamique, coefficient

d’activité) sur ces quantités (cf. figure 5), en montrant en particulier l’importance des interactions

hydrodynamiques pour l’autodiffusion dans les solutions concentrées.

FIG. 5 –Tableau récapitulatif des influences des divers effets sur les coefficients de transport dans les solutions

aqueuses d’électrolytes simples, symétriques et dissociés.

Il faut cependant modérer notre propos puisque les études présentées jusque là concernaient des

électrolytes symétriques non associés. Il est clair que pour les électrolytes dissymétriques, ou les élec-

trolytes symétriques plus chargés, les effets d’association, électrostatique ou chimique, en conduisant

à la formation de paires neutres ou d’espèces moins chargées, ont une très grande influence sur les

propriétés de transport. Les simulations de dynamique de Langevin, qui sont aussi fondées sur le

modèle de solvant continu bien que différentes dans le principe de celles que nous menons, ont déjà

permis d’étudier la formation de paires d’ions par exemple34,35. Ces dernières simulations cependant

ne prennent pas en compte les interactions hydrodynamiques, dont l’influence est très difficile à dé-

crire dans le cadre de cette méthode. L’intérêt de la simulation de dynamique brownienne est qu’elle

permet, a priori sans ingrédients supplémentaires, de traiter le cas de ces systèmes, alors que la prise

en compte des effets d’association par les théories du transport est difficile à mettre en œuvre.

34Ciccottiet coll., Chem. Phys.82, 333 (1984)
35Abascalet coll., Mol. Phys.81, 143 (1994)
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We present results of Brownian dynamics simulations of aqueous 1-1 electrolyte solutions in the
1-molar concentration range. The electrical conductivity and the self-diffusion coefficients obtained
from the simulations are compared to experimental data. The interaction potential between the ions
is modeled by pairwise repulsive 1/rn soft-core interactions (n�9 or n�12) and Coulomb forces.
We take into account hydrodynamic interactions and integrate the stochastic equations of motion
with large time steps of about 100 femtoseconds, combined with an acceptance criterion known
from the Smart Monte Carlo method. In this way, details of the dynamics of particles in close
contact are not considered and the short-ranged repulsive forces act effectively as constraint forces
preventing overlap configurations. The lengths of the performed simulations �about 10 nanoseconds�
and the number of ions �216� allow to obtain single particle as well as collective transport
coefficients with sufficient precision. For this purpose we use Kubo expressions which can be
applied on the mesoscopic time scale of Brownian dynamics simulations. It is shown that
hydrodynamic interactions must be taken into account to obtain agreement with the experimental
data. They lower the electrical conductivity, as expected, but increase the self-diffusion coefficients,
confirming a recent finding for colloids. © 1999 American Institute of Physics.
�S0021-9606�99�51415-3�

I. INTRODUCTION

Since several decades the theoretical description of
structural and dynamical properties of electrolyte solutions
attracts considerable interest; the first Onsager theories,1–3

which were able to predict transport coefficients of dilute
solutions, have been improved since then, and more recent
theories permit to predict diffusion coefficients and the con-
ductivity up to the molar range.4–11 Computer simulations
are a complementary method to study transport phenomena
in ionic solutions. To compute collective transport coeffi-
cients like the electrical conductivity, one has to consider
time scales exceeding the characteristic Debye time, �D , sig-
nificantly. The Debye time is the relaxation time of the ionic
atmosphere around a tagged moving ion. For simple 1-1
electrolyte solutions in the molar range, �D is about 100 ps.
Considering that the ratio of solvent molecules to ions is
about 100 in the concentration range of interest, continuous
solvent models are appealing, if not mandatory from a com-
putational point of view. Continuous solvent models using
solvent-averaged potentials have a long tradition in computer
simulations of ionic solutions. Two approaches have been
used: Langevin dynamics �LD�, where the influence of the
solvent is introduced via a friction force and a random
force,12–14 and Brownian dynamics �BD�, where one as-
sumes a time scale separation between the fast velocity re-

laxation process of the solute particles and the slow relax-
ation of their positions.15,16 In the latter case one works on a
coarse-grained time scale in configuration space only. The
main quantity of interest in most of the simulation work is
the self-diffusion coefficient, which has been obtained from
LD as well as from BD simulations.12–14,16 Diffusion coeffi-
cients of ions have also been computed by nonequilibrium
BD.17

If one is interested in collective transport coefficients,
like the electrical conductivity, for which hydrodynamic in-
teractions are known to play an essential role, the BD ap-
proach seems more appropriate for two reasons: Firstly, the
mesoscopic time scale allows a priori to describe slow col-
lective motions far beyond the Debye time with moderate
computational effort. Secondly, hydrodynamic interactions
can be described by a time-independent mobility tensor, as-
suming that relaxation effects of hydrodynamic modes can
be neglected. On the time scale of Langevin simulations this
assumption is not justified. Still the description of hydrody-
namic interactions is a difficult task, since they are many-
body interactions and long ranged. So far, they have been
neglected in stochastic simulations of electrolyte solutions
since they are commonly believed to have a minor influence
on self-diffusion, the process most of the simulation work
was focused on.

In this paper we are concerned with the calculation of
self-diffusion coefficients and the electrical conductivity for
simple aqueous 1-1 electrolyte solutions. As already men-a�Electronic mail: kneller@cnrs-orleans.fr
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tioned, hydrodynamic interactions �HI� should be included
for this purpose. Simple models for HI were introduced by
Ermak and McCammon18 in BD simulations and have been
used since then to simulate complex systems like polyelec-
trolytes and polymers.19,20 Mean-field approaches have been
employed for the simulation of hard sphere colloids,21,22 and
the most rigorous treatments which have been developed so
far,23–25 are more suitable to simulate the dynamics of a few
macroparticles.26,27 We will show that for simple electrolyte
solutions even a simplified treatment of HI yields transport
coefficients which are in good agreement with experimental
data. To obtain the electrical conductivity and the self-
diffusion coefficients we perform Brownian dynamics simu-
lations on the nanosecond time scale, employing an efficient
technique that allows to use large integration steps in the 100
femtosecond range.

The paper is organized as follows: in Sec. II we start
with the description of our simulation method and describe
briefly how to compute transport coefficients on the mesos-
copic Brownian dynamics level. We use our method to simu-
late an aqueous 1 mol L�1 NaCl solution and KCl solutions
in a concentration range from 0.1 to 2 mol L�1. The details
of these simulations are given in Sec. III and the results are
presented in Sec. IV. Section V contains a concluding dis-
cussion.

II. THEORY AND METHODS

A. Brownian dynamics

We consider an aqueous ionic solution consisting of N
ions which are immersed in a viscous homogeneous liquid of
shear viscosity � and dielectric constant �, representing the
water. The ions are supposed to be spherical particles with-
out rotational degrees of freedom. They interact via direct
forces F���	(r), to be specified later, and hydrodynamic
interactions mediated by the solvent. The 3N-dimensional
vector r�(r1

T , . . . ,rN
T )T comprises the position vectors ri of

the individual ions and F�(F1
T , . . . ,FN

T )T the forces acting on
them. By definition, all vectors are column vectors and T

denotes a transposition. The time interval between notable
changes of the positions is supposed to be much larger than
the velocity relaxation time ��D ionM ion /kBT , where M ion is
the ionic mass, D ion the ionic self-diffusion coefficient and T
the temperature. The time evolution of the joint distribution
P(r,t) of the ions in configuration space is then governed by
the generalized Smoluchowski equation





t
P�r,t ��





r
•D• 



r
P�r,t ���





r
•D•F�r�P�r,t �. �1�

Here ��(kBT)�1 and D is the 3N�3N diffusion matrix,
which depends on the configuration of the particles and de-
scribes hydrodynamic interactions. If the latter are neglected,
D becomes proportional to the unit matrix and constant: D
�D01.

From Eq. �1� one can derive a stochastic equation of
motion for the displacement �r from t to t��t15,28

�r�� �D•F�




r
•D��t�R. �2�

Here �t is a small time increment, R is a random displace-
ment, chosen from a Gaussian distribution with zero mean,

R��0, and variance 
RRT��2D�t . In Eq. �2� all position-
dependent quantities are to be evaluated before the time step
is performed, i.e., the forces are supposed to be nearly con-
stant along the displacements.

In the classical framework of Brownian dynamics, the
particles are given an initial configuration, a random dis-
placement R is generated, then the N particles are moved
according to Eq. �2� and so on. However, if the random
displacement is too large, two particles may come so close
that the interaction between them becomes extremely repul-
sive. The next move will then be unrealistically large. To
avoid this unphysical situation, one is obliged to choose a
small time step to sample the short-ranged forces sufficiently
well.16 To improve the efficiency of BD simulations we use
essentially the Smart Monte Carlo �MC� protocol devised by
Rossky et al.,29 focusing, however, on a dynamical interpre-
tation. To emphasize this aspect, we call the simulation
scheme to be described in the following ‘‘Smart Brownian
dynamics.’’ We recall that Smart MC is based on the idea to
use Brownian dynamics as sampling method to obtain equi-
librium averages. The trial moves are chosen in the direction
of the acting forces, i.e., in the direction of probable moves,
rather than from a uniform distribution. In this way one ob-
tains a higher acceptance probability than by the standard
Metropolis method.

As mentioned above, here we are interested in the dy-
namics of the simulated system itself. To avoid unphysical
overlap configurations we formally include the short-ranged
repulsive forces in the Brownian dynamic simulation
scheme, although they are not constant along a trial move if
particles are in close contact. In this way the repulsive forces
act as constraint forces, ensuring the nonoverlap boundary
condition. In the extreme case of hard sphere potentials this
method has already been applied.30,31 Clearly, this coarse-
grained sampling method does not permit to study the dy-
namics of particles in close contact. In our description, the
cores of ions are considered as obstacles in a diffusion pro-
cess driven by the long-ranged forces and hydrodynamic in-
teractions. The choice of the time step is a matter of effi-
ciency if the displacements are small with respect to the
mean free path of the particles30 and, of course, if the long-
ranged forces do not vary notably during a displacement.
Observing these conditions one obtains the correct equilib-
rium distribution and the correct dynamics induced by the
long-ranged forces. For our simulations we use time steps
which are about 10 to 100 times longer than in standard BD
simulations.16

In order to be able to consider hydrodynamic interac-
tions in our simulations we modified the Smart MC accep-
tance probability for a displacement �r from configuration �
at t to configuration � at t��t , obtained from Eq. �2�. We
follow Rossky et al. and write here

P�min� 1,� det D�

det D�
� 1/2

exp����� � , �3�

where
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Here UN denotes the potential energy of the system. The
indices � and � refer to the configurations � and �, respec-
tively. When hydrodynamic interactions are neglected, the
acceptance probability reduces to the original form29,32

P�min�1,exp�������, �5�

where

���UN����UN����
1

2
�F��F��•�r

�
�D0�t

4
�F�

2�F�
2 �. �6�

In the above expression D0 is the self-diffusion coefficient at
infinite dilution. The evaluation of expression �4� is obvi-
ously more time consuming than the one of expression �6�,
as it involves the 3N�3N diffusion matrices D� and D� ,
their determinants and their inverses. The inverses of D� and
D� are, however, not explicitly needed since they always
occur in expressions of the form D�1a, where a is a vector.
Such an expression is the solution of a system of linear equa-
tions Dx�a, which is a less costly operation. In addition one
can reuse the Cholesky decomposition of D which is needed
for the generation of the random displacements.18

B. Transport coefficients

On the mesoscopic level of Brownian dynamics the ve-
locities of the particles are considered as fast variables which
have been eliminated, and the time evolution of the system is
described in configuration space only. Consequently, stan-
dard Kubo expressions for transport coefficients involving
the particle velocities cannot be used. However, one can de-
rive equivalent expressions in the framework of linear re-
sponse theory on the Smoluchowski level.33,34 For arbitrary
Fokker–Planck equations this problem is discussed in the
book of Risken.35 Here we use the notation of Felderhof
et al.33 and write for the self-diffusion coefficient of the ith
particle

Di�
1

3 � tr
Dii���
0

�

dt
Ui�0 �•Ui� t ��� , �7�

where Dii is a 3�3 submatrix of D, containing the elements
D�3i�2 . . . 3i ,3i�2 . . . 3i� and

Ui��
j�1

N ��Di j•Fj�




rj
•Di j� , �8�

is the hydrodynamic velocity of the ith particle. The brackets

•••� denote an ensemble average which is supposed to be
equivalent to the corresponding time average.

Of course, the self-diffusion coefficient may also be ob-
tained from the well known formula

Di� lim
t→�


�ri� t ��ri�0 ��2�
6t

. �9�

The calculation of the linear response to an electrical field
yields the specific electrical conductivity of the system,
which can be written as

��
1

3

�

V � � �
i�1

N

�
j�1

N

qiq j tr�Di j��
��

0

�

dt� �
i�1

N

qiUi�0 �•�
j�1

N

q jUj� t �� � , �10�

where qi is the electric charge of the ith particle.
The two Kubo-type expressions �7� and �10� consist of

two contributions: The first is due to the instantaneous re-
sponse of the system, which can be viewed as the sum of the
infinite dilution conductivity �or diffusion� and an electro-
phoretic correction if hydrodynamic interactions are taken
into account. The second one is due to the time-dependent,
retarded response �still with instantaneous hydrodynamic in-
teractions in our treatment� describing relaxation effects, in-
cluding direct and hydrodynamic interactions.

III. SIMULATION OF AQUEOUS ELECTROLYTE
SOLUTIONS

We study the effect of hydrodynamic interactions on the
transport coefficients of two monoatomic 1-1 electrolytes.
Brownian dynamics simulations for two systems have been
performed: An aqueous NaCl solution at a concentration of
1 mol L�1 and a series of aqueous KCl solutions for concen-
trations between 0.1 and 2 mol L�1. The 1-molar NaCl solu-
tion has already been studied by Wood and Friedman,16 us-
ing BD simulations without hydrodynamic interactions, and
by Zhong and Friedman9 using an integral equation approach
�IE�. The results of the KCl simulations are compared with
experimental data.

For both the NaCl and the KCl solutions, the solvent-
averaged interaction potential between the ions is modeled
by pairwise repulsive soft-core interactions36 and Coulomb
forces

Vi j�r ��
1

4��0

Bi je
2

n�ai�a j�
� ai�a j

r � n

�
qiq j

4��0�rr
. �11�

Here ai is the radius of the ith ion, �0 the permittivity of the
vacuum, �r the dielectric constant of the pure solvent, e the
elementary charge and Bi j is an adjustable parameter. The
parameters used for the simulation of 1 mol L�1 NaCl are
exactly the same as those used by Zhong and Friedman,9

except that the time step is 0.07 ps for our Smart BD method
�see Table II� instead of 0.005 ps in their BD simulation. The
radii of the ions are the Pauling radii. The radii of K� and
Cl� in KCl are the hard sphere radii chosen by Durand Vidal
et al.37 to fit the experimental electrical conductivity in the
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framework of a transport theory. In these calculations, the
same particle diameters were chosen for K� and Cl�. They
are of the same order of magnitude as the Pauling radii
(aK�

P
�1.33 Å and aCl�

P
�1.81 Å) which is consistent with

the fact that K� and Cl� are only slightly solvated in water.
For both NaCl and KCl, the parameters Bi j are the same for
all pairs of ions; for KCl simulations, they were chosen such
that the minimum of the �� potential corresponds to the
diameter of the particles. The parameters of the solvent-
averaged potential are reported in Table I.

In each simulation, 216 particles were placed in a cubic
box with periodic boundary conditions. To compute the soft-
core interactions we used a spherical cutoff of half a box
length, applying the minimum image convention. Coulomb
interactions were computed by using the Ewald summation
technique.32,38

As already mentioned, the choice of the simulation time
step �t is a matter of efficiency within certain limits. We
have chosen �t such that the acceptance ratio remains higher
than 60%. In any case the length of the simulation exceeds
largely the characteristic Debye time. The parameters of the
simulations are given in Table II.

To model hydrodynamic interactions we use the Rotne–
Prager diffusion tensor39,40

Di j�Di
0I� i j��1�� i j�

kBT

8��ri j
3 � Iri j

2 �ri jri j
T

�
� i

2�� j
2

ri j
2 � 1

3
Iri j

2 �ri jri j
T � � . �12�

Here � i is the Stokes radius of the ith particle, with � i

�� j�ri j , � i j the Kronecker symbol and ri j the distance
between particles i and j . The self-diffusion coefficients at
infinite dilution are taken from experiment: DNa�

0
�1.335

•10�5 cm2 s�1, DK�
0

�1.956•10�5 cm2 s�1, and DCl�
0

�2.032•10�5 cm2 s�1. The Rotne–Prager tensor has the
property

�
j�1

N




rj
•Di j�0, �13�

which simplifies Eqs. �2� and �4� considerably. By construc-
tion, it is always positive definite, even for particles in close
contact. This is a minimal requirement for a diffusion tensor
and enables one to calculate its square root, which is used to
generate the random displacements.

The fundamental approximation used in construction of
the Rotne–Prager diffusion tensor is to assume that hydro-
dynamic interactions are pairwise additive. This is a reason-
able assumption for our systems which have still a relatively
low packing fraction �see Table II�. Although hydrodynamic
interactions are long-ranged, decaying as 1/r like electro-
static interactions, we consider only interactions within the
simulation box. We recall that periodic boundary conditions
are applied, however in contrast to the evaluation of the
short-ranged forces, we do neither use the minimum image
convention nor a cutoff. The latter destroys the positive defi-
niteness of the diffusion tensor. Test runs have shown that
application of the minimum image convention alone seems
to conserve this property—although this is not evident—and
has almost no influence on the transport coefficients. Due to
the application of periodic boundary conditions all particles
see on average a more or less isotropic hydrodynamic envi-
ronment even without applying the minimum image conven-
tion.

As in the case of electrostatic interactions, an Ewald
summation technique could be used to mimic an infinite sys-
tem. Such an approach has in fact been suggested by Smith
et al.41 However, as it is pointed out by the authors them-
selves, the corresponding calculation is very time consuming
and, therefore, not appropriate to be used for dynamical
simulations where the diffusion tensor has to be evaluated at
each simulation step. Moreover, from a physical point of
view, it is not reasonable to assume instantaneous hydrody-
namic interactions in an infinite system. In contrast to the
electrostatic analogon, where retardation effects are deter-
mined by the speed of light and are thus negligible in com-
puter simulations of classical systems, this is not true for
hydrodynamic interactions. A characteristic time scale can be
obtained by examining the time-dependent Navier–Stokes
equations for laminar flow.42 The characteristic relaxation
time of an hydrodynamic mode at wave vector q is given by

���D�q2��1, �14�

where D� is the kinematic viscosity, defined as D���/� ,
with � being the density of the solvent under consideration.
The kinematic viscosity of water at 298 K is 0.89
•10�6 m2 s�1. For a cubic periodic system with unit cell
length L , q�2�/L is the smallest wave vector. In our simu-

TABLE I. Parameters of the solvent-averaged potential.

System Bi j r� �Å� r� �Å� n

NaCl 1 mol L�1 0.2898 0.95 1.81 9
KCl between 0.1 and 2 mol L�1 0.013 1.74 1.74 12

TABLE II. Parameters of the simulations at 298 K.

Electrolyte
c �mol L�1�

KCl
0.1

KCl
0.3

KCl
0.5

KCl
1.0

KCl
1.5

KCl
2.0

NaCl
1.0

Packing fraction 0.0027 0.008 0.013 0.027 0.04 0.053 0.017
�t �ps� 0.15 0.2 0.1 0.07 0.05 0.03 0.07
Length of the simulation �ps� 24600 16400 8200 5750 4100 2460 5750
Debye time �ps� 464 155 93 46 31 23 55
Average acceptance ratio �%� 80 60 65 62 58 61 62
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lations we have L�100 Å, which yields ���1 ps. This
shows that the assumption of instantaneous hydrodynamic
interactions is justified within the simulation box, but not
over distances of several box lengths. As it will be shown in
the results section, our approximation of HI seems to capture
their essential features sufficiently well.

IV. SIMULATION RESULTS

A. Equilibrium structure

To verify that our simulations yield the correct static
properties for a given interaction potential, we computed the
ion–ion pair correlation functions for each of our simulated
systems (1 mol L�1 NaCl and KCl at different concentra-
tions� and compared the results to integral equation calcula-
tions in the hypernetted chain �HNC� approximation, using
the same interaction potentials. We checked in particular that
simulations with hydrodynamic interactions do not influence
the pair correlation functions. The results of BD simulations
with and without hydrodynamic interactions agreed well
with the results of the corresponding HNC calculations. An
example is given in Fig. 1. As it should be, the Smart BD
procedure yields the correct pair correlation function, which
remains unchanged if hydrodynamic interactions are taken
into account.

B. Transport coefficients

All transport coefficients have been calculated using the
formulas given in Sec. II B. The results are always averaged
over five successive trajectories, each containing 216 time
frames. The velocity and current autocorrelation functions as
well as the mean square displacements have been computed
by applying fast Fourier transform techniques.43

1. Conductivity

As discussed in Sec. II B, two effects influence the elec-
trical conductivity at finite concentration: �a� The electro-

phoretic effect which is due to hydrodynamic interactions
only �first term in Eq. �10��, �b� the relaxation effect which is
due to the direct forces and HI �second term in Eq. �10��.
Figure 2 shows the equivalent conductivity of KCl as a func-
tion of concentration. We recall that in the case of 1-1 elec-
trolytes, the equivalent conductivity of the solution is the
specific conductivity divided by the molar concentration of
the salt, in ��1 cm2 mol�1�S cm2 mol�1. We give the re-
sults with and without hydrodynamic interactions in com-
parison to experimental data.

When hydrodynamic interactions are neglected, the elec-
trophoretic correction vanishes and the relaxation effect in-
volves only direct forces. In this case the results differ con-
siderably from the experimental values. The relaxation effect
lowers the conductivity with respect to the value at infinite
dilution, as expected, however, the effect is too small and
shows almost no variation with concentration. The influence
of hydrodynamic interactions on the conductivity is striking:
If they are taken into account the conductivity decreases
strongly with increasing concentration and is in excellent
agreement with the experimental data.

2. Self-diffusion coefficients

The self-diffusion coefficients of K� and Cl� in KCl
solutions at various concentrations are given in Figs. 3 and 4,
respectively. Again, hydrodynamic interactions must be
taken into account to obtain agreement with the experimental
data. The effect is less pronounced than for the conductivity,
but clearly visible and systematic. It should be noted that the
self-diffusion coefficients are increased by hydrodynamic in-
teractions, in contrast to the conductivity which is lowered.
As the influence of HI on self-diffusion coefficients is usu-
ally assumed to be negligible,2 this is a priori an unexpected
result. We will come back to this point in Sec. V.

An enhancement of self-diffusion by hydrodynamic in-
teractions is also seen in our simulation of a 1 mol L�1 NaCl

FIG. 1. Radial distribution functions of KCl 0.5 mol L�1 at 298 K with
repulsive 1/r12 potential. Dashed line�HNC results, bullets�Smart BD
without hydrodynamic interactions, stars�Smart BD with hydrodynamic in-
teractions �Rotne–Prager tensor�.

FIG. 2. Equivalent conductivity of KCl in water at 298 K.
Stars�experimental data �Refs. 46 and 47�, bullets�Smart BD without hy-
drodynamic interactions, triangles�Smart BD with hydrodynamic interac-
tions �Rotne–Prager tensor�.
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solution and by an integral equation �IE� study of the same
system published by Zhong and Friedman.9 The correspond-
ing self-diffusion coefficients are reported in Table III. Our
Smart BD simulation without HI is also interesting from a
methodological point of view. We obtain self-diffusion coef-
ficients which agree well with those found by Wood and
Friedman16 who used a standard BD simulation without HI.
In both cases the potential and the physical conditions are the
same. The only difference is the length of the time step: We
use a time step of 0.07 ps with coarse-grained sampling of
the short-ranged forces, whereas Zhong and Friedman use a
step of 0.005 ps with detailed sampling of the short-ranged
forces.

V. SUMMARY AND CONCLUDING REMARKS

In this work we have shown that Brownian dynamics
simulations with coarse-grained sampling of short-ranged
forces yield reliable estimates for single particle as well as
for collective transport coefficients of aqueous ionic solu-
tions in the one-molar range. In analogy to the case of
Hamiltonian dynamics, these transport coefficients can be
computed by applying appropriate Kubo expressions derived
from linear response theory on the Smoluchowski level.

To allow for large integration steps and corresponding
simulation lengths far beyond the Debye relaxation time, we
integrated the stochastic equations of motion by applying the
Smart Monte Carlo acceptance criterion which was appropri-
ately modified to account for a ‘‘real’’ diffusion process with
hydrodynamic interactions. The short-ranged repulsive
forces act as �soft� constraint forces which prevent the occur-
rence of overlap configurations. The diffusion coefficients
obtained from a test simulation of a 1 mol L�1 NaCl solution
without hydrodynamic interactions are identical to those
published by Wood and Friedman,16 who used conventional
Brownian dynamics with a much smaller time step �see last
section�. This suggests that a detailed modeling of the short-
ranged forces is not important, a hypothesis that is to be
confirmed by using a hard sphere model for the ions. Work
in this direction is in progress. In this context we mention
that Trullàs et al.13 already observed from Langevin dynam-
ics simulations of NaCl that the influence of interaction po-
tentials on dynamical properties is smaller than on ionic
structures.

In contrast, hydrodynamic interactions turn out to be
crucial to obtain transport coefficients in agreement with ex-
perimental data. Although our model is very crude since we
do not consider long-ranged hydrodynamic interactions, we
obtain quantitative agreement with the experimental data for
the self-diffusion coefficients and the electrical conductivity.
In particular we find opposite trends for the influence of HI
on the conductivity and the self-diffusion coefficients. Self-
diffusion is systematically slightly enhanced, whereas the
conductivity is lowered. We mentioned already that self-
diffusion is commonly believed to be unaffected by HI, a
hypothesis that goes back to Onsager’s work.2 Our finding is
not only confirmed by the theoretical work of Zhong and
Friedman9 �see Table III�, but also by a more recent mode-
coupling theory for colloids published by Nägele and Baur,44

and by experiments: Evidence for an increase of the self-
diffusion coefficients of colloidal particles due to HI was
recently reported by Zahn et al.45

TABLE III. Self-diffusion coefficients of the 1 mol L�1 NaCl model.

D� �10�5 cm2 s�1� D� �10�5 cm2 s�1�

BD without HIa 1.235 1.786
IE without HIb 1.230 1.782
IE with HIb 1.276 1.851
Smart BD without HI 1.23 1.78
Smart BD with HI 1.28 1.86

aResults of Wood and Friedman �Ref. 16�.
bResults of Zhong and Friedman �Ref. 9�.

FIG. 3. Self-diffusion coefficient of K� in KCl in water at 298 K.
Stars�experimental data �Ref. 48�, bullets�Smart BD without hydrody-
namic interactions, triangles�Smart BD with hydrodynamic interactions
�Rotne–Prager tensor�.

FIG. 4. Self-diffusion coefficient of Cl� in KCl in water at 298 K.
Stars�experimental data �Ref. 49�, bullets�Smart BD without hydrody-
namic interactions, triangles�Smart BD with hydrodynamic interactions
�Rotne–Prager tensor�.
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Looking at Eq. �7� might help to understand this effect.
If we assume that the Rotne–Prager description of hydrody-
namic interactions is realistic, which is at least reasonable
considering the volume fraction occupied by the ions �see
Table II�, the first term of expression �7�, describing the
Stokes drag, remains unchanged, even if HI are considered.
In contrast, the second term of expression �7�, which we call
the relaxation term, is modified when hydrodynamic interac-
tions are included. The hydrodynamic velocity of the ith par-
ticle, given by Eq. �8�, decreases and the time integral of its
autocorrelation function will also decrease, yielding effec-
tively an enhancement of the self-diffusion coefficient.

The last point we wish to address concerns our simpli-
fied treatment of hydrodynamic interactions. We pointed out
already that the ionic volume fraction of the systems justifies
the Rotne–Prager approximation for the diffusion tensor.
However, there are always close contacts, and all one can say
is that the diffusion matrix stays positive definite. At least at
a first glance a more severe problem is the cutoff of long-
range interactions. We discussed already in Sec. III that the
latter necessitate to take into account retardation effects—a
periodic continuation of the simulated system with instanta-
neous HI is physically meaningless. It is certainly interesting
to investigate why our simple approximation works so well.
One can speculate that stochastic motions of particle far
apart from a given particle induce effectively a zero pertur-
bation and can be simply neglected. Microhydrodynamical
simulations with a very large number of particles could yield
more insight into this problem.
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Mutual diffusion coefficient of charged particles in the solvent-fixed frame
of reference from Brownian dynamics simulation
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An expression for the mutual diffusion coefficient of electrolyte solutions on the Smoluchowski
level is proposed and is used in Brownian dynamics simulations. In particular, the divergence of this
diffusion coefficient due to the long range of hydrodynamic interactions is solved by introducing
explicitly the solvent-fixed frame of reference. The result is used to compute the mutual diffusion
coefficient of KCl and LiCl aqueous solutions in the framework of the primitive model at room
temperature. Simulations with and without hydrodynamic interactions were performed. Results are
in excellent agreement with those obtained by an analytical transport theory which was recently
proposed@J.-F. Dufrêche et al., J. Chem. Phys.116, 2085 ~2001!# and which yields reliable
estimates for transport coefficients. Moreover, it is shown that electrostatic relaxation effects which
cancel exactly in the analytical theory have indeed little influence on the mutual diffusion. ©2002
American Institute of Physics.@DOI: 10.1063/1.1494987#

I. INTRODUCTION

Transport properties of charged particles in aqueous so-
lution may be investigated from numerical simulations in the
framework of the continuous solvent model. Recently, some
of us have proposed an efficient Brownian dynamics
method1 which allowed the computation of self-diffusion co-
efficients and of the electrical conductivity of various elec-
trolyte solutions;1–5 the results were in good agreement with
available experimental data. Brownian dynamics simulations
are also very useful to check the accuracy of transport theo-
ries: mode coupling theory calculations were recently shown
to be able to give the self-diffusion in simple electrolyte
solutions.6 Another collective transport coefficient character-
izes the dynamical properties of charged particles in solution
which is the mutual diffusion coefficientDm . This diffusion
coefficient significantly differs from the self-diffusion coef-
ficient; it concerns the collective diffusion of the electrolyte
under the application of a macroscopic concentration gradi-
ent. In that case, the most mobile ion shoulda priori diffuse
faster than the other one but the electrostatic attraction be-
tween ions of opposite charges leads to a simultaneous dis-
placement of ions; the slower becomes speeded up whereas
the faster is slowed down. Several experimental techniques7

like the Gouy interferometry method,8 the Taylor’s tube9 or
the open-ended capillary cell10 allow the determination of the
mutual diffusion coefficient of electrolytes in the moderate
concentration range. These measurements are nevertheless
long and difficult to implement which justifies the resort to
theoretical approaches. Up to now, the mutual diffusion co-
efficient was not calculated from numerical simulations
based on a continuous solvent model. On the other hand,
analytical transport calculations using the mean spherical ap-
proximation~MSA! to describe the equilibrium properties of

the ionic solution have been recently proposed which al-
lowed to obtain results in good agreement with experimental
data for several electrolytes.11 In particular, the self-
consistency of the primitive model has been checked by the
simultaneous description of several physical quantities like
the osmotic coefficient, the electrical conductivity, and also
the mutual diffusion. Concerning the latter property, the au-
thors have shown that a good agreement with experiments
was obtained only if a reference frame correction was taken
into account between the volume-fixed reference frame of
experiments and the solvent-fixed reference frame of calcu-
lations.

The purpose of this paper is to calculate the mutual dif-
fusion coefficient of electrolyte solutions from Brownian dy-
namics simulation. Unlike the self-diffusion coefficient and
the electrical conductivity,12,13 the mutual diffusion coeffi-
cient depends on the considered reference frame~in particu-
lar, experiments are performed in the volume-fixed reference
frame!. The obtaining of the mutual diffusion coefficient re-
quires then at first the precise definition of the reference
frame of the calculation. Here, we propose to use the linear
response theory on the Smoluchowski level14–16 written in
the solvent-fixed reference frame to calculateDm . For that,
we follow Raineri and Friedman17 who studied the diffusive
transport on the Liouville level.

The first part of this paper concerns the Brownian dy-
namics procedure~Sec. II!. We next recall how the mutual
diffusion coefficient may be expressed as a function of the
self and distinct diffusion coefficients~Sec. III!. We will em-
phasize the problem of the reference frame in the simulation
in Sec. IV. An expression forDm is obtained which is then
used in Brownian dynamics simulations of real systems. Two
electrolytes in water at room temperature are considered at
several concentrations: the potassium chloride KCl, which is
roughly symmetrical concerning its dynamical properties ata!Electronic mail: jardat@ccr.jussieu.fr

JOURNAL OF CHEMICAL PHYSICS VOLUME 117, NUMBER 8 22 AUGUST 2002

38040021-9606/2002/117(8)/3804/7/$19.00 © 2002 American Institute of Physics

Downloaded 03 Sep 2002 to 134.157.91.43. Redistribution subject to AIP license or copyright, see http://ojps.aip.org/jcpo/jcpcr.jsp



infinite dilution, and the lithium chloride LiCl, in which the
cationic self-diffusion coefficient at infinite dilution is half
smaller than the one of the anion. In any case, two sets of
simulation runs are performed: the first one takes into ac-
count hydrodynamic interactions~HI! between ions whether
the second one neglects them. All results are compared to
those obtained from the MSA-transport calculations~with or
without HI also! as the latters yield reliable estimates for
transport coefficients.11 We also propose to check that the
relaxation effects which are very important in the cases of
self-diffusion and conductivity have little influence on the
mutual diffusion. Results are presented in Sec. V.

II. BROWNIAN DYNAMICS SIMULATION

On the mesoscopic time scale of Brownian dynamics,
the velocities of the solute are considered to be always in
equilibrium with the solvent part. The time evolution of the
joint distribution of ions in configuration space is then gov-
erned by the generalized Smoluchowski equation. From the
latter equation, one can derive a stochastic equation of mo-
tion for the displacementDr from t to t1Dt of N particles
included in a simulation box,18

Dr5S 1

kBT
D̄•F1

]

]r
•D̄DDt1R, ~1!

wherekB is the Boltzmann constant andT is the temperature.
Here, the particles are supposed to be spherical, without ro-
tational degree of freedom;Dt is the time increment,r
5(r1

T ,r2
T , . . . ,rN

T)T is the3N-dimensional configuration vec-
tor, andF5(F1

T , . . . ,FN
T)T describes the forces acting on the

particles at the beginning of the step.R is a random displace-
ment, chosen from a Gaussian distribution with zero mean,
and variance^RRT&52D̄Dt. Hydrodynamic interactions
~HI! between particles are introduced via the configuration
dependent 3N33N diffusion tensorD̄. When HI are ne-
glected,D̄ becomes diagonal and constant, with eigenvalues
equal to the self-diffusion coefficients of ions at infinite
dilution, referred to asDi

0 for ion i.
The calculation of the diffusion matrix is a difficult task

as hydrodynamic interactions are many body interactions and
as they are long-ranged, decaying as 1/r like electrostatic
interactions. The first approximation we use in order to cal-
culate the diffusion matrix is to assume that they are pairwise
additive. This is reasonable for the systems studied here, be-
cause they have a relatively low packing fraction19 ~smaller
than 6% in any case!. Secondly, we consider only hydrody-
namic interactions between particles within the simulation
box or less than a box length apart. An Ewald summation
technique could be used20–22to mimic an infinite system as it
is done in the case of electrostatic interactions. However,
these calculations are not only very time consuming but they
also are not reasonable from a physical point of view in our
case, as they assume an instantaneous propagation of HI at a
very long distance. A characteristic time scale can be ob-
tained from the time dependent Navier–Stokes equations,t
.L2/(D), whereD is the kinematic viscosity of the solvent.
For water at 298 K we obtain a relaxation time of about 1 ps
for distances of 10 nm. The time step of our Brownian dy-

namics simulation is in fact smaller than 1 ps with a simula-
tion box length of about 10 nm. Finally, as the radii of ions
studied in the present work are of the order of a water mol-
ecule length and also as ions are modelled as chargedsoft
spheres, it would not be meaningful to use some lubrification
theory to calculate hydrodynamic interactions between par-
ticles close to each other. To model hydrodynamic interac-
tions we then use here the Rotne–Prager diffusion
tensor,3,23,24

D̄i j 5Di
0Īd i j 1~12d i j !

kBT

8phr i j
3 S Ī r i j

2 1r i j ^ r i j

1
s i

21s j
2

r i j
2 S 1

3
Ī r i j

2 2r i j ^ r i j D D , ~2!

whereD̄i j is a 333 submatrix ofD̄, containing the elements
D@3i 22•••3i , 3j 22•••3 j #. Hereh is the viscosity of the
solvent,s i is the Stokes radius of thei th particle,d i j the
Kronecker symbol, andr i j the distance between particlesi
and j. The Rotne–Prager tensor is always positive definite,
even for particles in close contact, and its divergence is zero.

The efficiency of the simulation is improved by evaluat-
ing the probability of each displacementDr with a Smart
Monte Carlo criterion;1,25 this allows us to increase the time
step with respect to the classical Brownian dynamics
method.

III. CALCULATION OF THE MUTUAL DIFFUSION
COEFFICIENT

The calculation of the mutual diffusion coefficientDm of
an electrolyte requires at first a nonequilibrium thermody-
namic calculation.Dm is indeed related to the Onsager’s co-
efficientsLab through11

Dm5
Q1D2

!1Q2D1
!

Q11Q2
~3!

with

Qa5za~z1La11z2La2! ~4!

and

Da
!5

1

Ca
S La1

]P

]C1
1La2

]P

]C2
D , ~5!

whereza is the charge of speciesa, Ca its concentration per
unit volume, andP the osmotic pressure of the solution.

Equation~3! involves thus two kinds of contributions: an
equilibrium one and a non-equilibrium one. The first one is
the derivative of the osmotic pressure against the concentra-
tion, ]P/]Ca , which may be obtained from the compress-
ibility formula,26

1

k BT

]P

]Ca
5124p(

b
CbE

0

`

cab~r !r 2 dr , ~6!

wherecab(r ) is the direct correlation function between spe-
ciesa andb. On the other hand, theLab coefficients may be
obtained in the framework of the Raineri–Friedman’s
formalism27 concerning the distinct diffusion coefficients.37
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Thus, the coefficientsLab are related to the self-diffusion
coefficients Da

s and to the distinct diffusion coefficients
Dab

d , wherea andb label the species, through28

Lab5dab

Ca

kBT
Da

s 1
CaCb

kBT~Ca1Cb!
Dab

d . ~7!

Both self and distinct diffusion coefficients may be ob-
tained from Brownian dynamics simulation. The use of a
linear response theory on the Smoluchowski level of
description14 allows indeed to obtain the different ionic
transport coefficients. The self-diffusion coefficient of spe-
ciesa may be calculated from1

Da
s 5Da

02
1

3E0

`

dtS 1

kBTD 2

3K (
k51

N

D̄ikFk~0!•(
l 51

N

D̄i l Fl~ t !L
i Pa

, ~8!

or from the mean-square displacements,

Da
s 5 lim

t→`

^~r i~ t !2r i~0!!2& i Pa

6t
. ~9!

A similar formula gives the electrical conductivity.
On the microscopic level of description, the distinct dif-

fusion coefficientDab
d is defined by28

Dab
d 5

1

3E0

1`

^~Na1Nb!vi~ t !•vj~0!& i Pa, j Pb,iÞ j dt,

~10!

where particlesi and j are distinct even if they are of the
same species and whereNa is the number of particles of
speciesa in the system. A straightforward application of the
linear response theory on the Smoluchowski level of descrip-
tion gives the following expression in the configuration
space, analogous to Eq.~8!,

Dab
d 5

1

3 F ^~Na1Nb!tr D̄i j & i Pa, j Pb,iÞ j

2E
0

`

dt
1

~kBT!2 K ~Na1Nb!(
k51

N

D̄ikFk~0!

•(
l 51

N

D̄j l Fl~ t !L
i Pa, j Pb,iÞ j

G , ~11!

It should be noticed that the use of the latter formula to
calculate the electrical conductivity from its thermodynamic
expression,

s5 (
a51

2

(
b51

2

zazbe2Lab ~12!

leads to the same result as the linear response theory on the
Smoluchowski level@Eq. ~10! from Ref. 1#.

Self and distinct diffusion coefficients as expressed by
Eqs.~8! and~11! involve two contributions: the first one is a
purely hydrodynamic contribution, whereas the second one
~the correlation function! takes into account both hydrody-

namic and electrostatic relaxation effects. When the Rotne–
Prager tensor is used to calculateD̄, the first term of Eq.~11!
is reduced to

1

3
^~Na1Nb!tr D̄i j & i Pa, j Pb,iÞ j

5
kBT

6ph K ~Na1Nb!
1

r i j
L

i Pa, j Pb,iÞ j

, ~13!

where r i j is the distance between particlesi and j. Conse-
quently, this expression diverges when the thermodynamic
limit is taken. In the next section we propose to solve this
problem by considering explicitly the solvent-fixed reference
frame in the calculation; a correction factor that prevents the
distinct diffusion coefficient from diverging is evaluated.

IV. MUTUAL DIFFUSION COEFFICIENT
IN THE SOLVENT-FIXED FRAME OF REFERENCE

A. Theoretical and experimental frames of reference

We consider the diffusion in an electrolyte solution with
n11 different speciesa, where the solvent is denoted arbi-
trarily by a50. The ~local! flow of componenta, denoted
by Ja , is measured relatively to some frame of reference.
The Prigogine’s theorem implies that every frame of refer-
ence leads to one set of Onsager mobility coefficientsLab

and diffusion coefficients.29 Different reference frames are
considered in this paper. In the volume-fixed frameV, no net
flow of volume occurs so that

(
a50

n

VaJa
V50, ~14!

where Va is the partial specific volume of componenta.
This frame of reference is significant because the experimen-
tal diffusion coefficients can be identified with the volume-
fixed ones13 ~if the concentration gradients are small!. How-
ever, transport coefficients in the continuous solvent model
are most of the time calculated in the solvent-fixed frame of
reference, denoted by the superscriptS, where

J0
S50. ~15!

We propose to prove that the mutual diffusion coefficient
may be computed from Brownian dynamics simulation in
this reference frame in adding a correction factor to Eq.~11!.
We emphasize that we do not show here that Brownian dy-
namics simulations are performed in the solvent-fixed frame
of reference. Strictly speaking, no reference frame is speci-
fied in the generalized Smoluchowski equation; the reference
frame depends on the treatment of hydrodynamic interac-
tions. If bulk models of HI without boundary conditions are
chosen, such as the Oseen or the Rotne–Prager tensor, the
long far velocity field of the solvent should be taken into
account. By writing the linear response theory in the solvent
fixed-frame of reference, all the discrepancies will be re-
moved at the thermodynamic limit.
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Such a calculation requires at first the evaluation of the
solvent mean velocity. IfT̄ is the hydrodynamic tensor, the
velocity field of the solventV(r ) at r due to the forcesFi on
particlesi at r i is

V~r !5(
i

T̄~r2r i !Fi . ~16!

The mean solvent velocity inside the system is then defined
by

v05
1

VEin
V~r !d3r , ~17!

whereV is the volume of the system. This velocity has to be
taken into account due to the long range of hydrodynamic
interactions. As the system is isolated, the total forces on the
particles are zero; the mean velocity of the solvent integrated
in the whole spaceis then also zero. However, the long far
velocity field responsible of the solvent back flow cannot be
neglected and as a matter of factv0Þ0.

If r tends to infinity, the hydrodynamic tensor is the
Green function of the Stokes equation which is the Oseen
tensor,

T̄oseen~r !5
1

8phr S 11
r ^ r

r 2 D . ~18!

The Fourier transform of the solvent velocity field is then, at
the first order inq ~reciprocal Fourier variable ofr ) and by
using the Oseen tensor,

V~q!5q→0

1

V (
k

iq.r kS 12
q^ q

q2 D Fk

hq2
. ~19!

This means that a dipolar hydrodynamic field which cannot
be neglected should appear at long distances.

B. Flux of particles in the solvent-fixed frame of
reference

In order to be explicitly in the solvent-fixed frame of
reference, we subtract the velocity of the solvent to the flux
of particles. We follow the method of Raineri and Friedman17

developed in the case of molecular dynamics. In the frame-
work of the linear response theory on the Smoluchowski
level,14 the flux of particles of speciesa when an external
force Fb

ext is applied on all the particles of speciesb is

Ja5
1

3kBTV K (
mPa

(
nPb

S tr D̄mn2E
0

` dt

~kBT!2

3 (
k51

N

D̄mkFk~0!•(
l 51

N

D̄nlFl~ t !D L Fb
ext, ~20!

where theFk are the internal forces between particles. The
mean solvent velocity is calculated by taking the Fourier
transform of Eq.~16! except that nowFb

ext is added to the
forces applied on particles of speciesb. For large values ofr
(q→0) and by using the Oseen tensor, we obtain

V~q! 5
q→0

(
k

eiq•rkS 12
q^ q

q2 D Fk

hq2
, ~21!

with Fk the force on particlek which is simplyFk , plusFb
ext

if k is a particule of speciesb. The external force modifies
the first order term which becomes

V~q! 5
q→0

(
j 51

Nb S 12
q^ q

q2 D Fb
ext

hq2
~22!

5S 12
q^ q

q2 D NbFb
ext

hq2
. ~23!

In the reciprocal space, the mean solvent velocity is then

v05
1

VE T̄oseenNbFb
ext d3r . ~24!

Then, the fluxJa
S of a in the solvent-fixed frame of reference

is obtained by substracting this mean solvent velocity to Eq.
~20!,

Ja
S5Ja2Cav0 . ~25!

C. Expression of the mutual diffusion coefficient

From Eqs.~25!, ~20!, and

Ja
S5S dab

Ca

kBT
Da

s 1
CaCb

kBT~Ca1Cb!
Dab

d DFb
ext , ~26!

we get the expressions of the diffusion coefficients in the
solvent-fixed reference frame. In the case of self-diffusion
Eq. ~8! is not modified. If the simulation box is a cube whose
length isL, the distinct-diffusion coefficient becomes

Dab
d 5

1

3 F ^~Na1Nb!tr D̄i j & i Pa, j Pb,iÞ j

2~Na1Nb!
kBTJ
2phL

2E
0

`

dt
1

~kBT!2 K ~Na1Nb!

3 (
k51

N

D̄ikFk~0!•(
l 51

N

D̄j l Fl~ t !L
i Pa, j Pb,iÞ j

G , ~27!

whereJ is a constant defined by

J5E
21/2

1/2 E
21/2

1/2 E
21/2

1/2 dudvdw

Au21v21w2
~28!

.2.380 077 364. ~29!

When the Rotne–Prager tensor is used to modelD̄, we ob-
tain

~Na1Nb!K tr D̄i j

3
2

kBTJ
6phLL

i Pa, j Pb,iÞ j

5
kBT

6ph
~Na1Nb!K 1

r i j
2

J
L L

i Pa, j Pb,iÞ j

~30!
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.
2kBT

3h
~Ca1Cb!E

0

`

rhab~r ! dr , ~31!

wherehab(r ) is the total pair correlation function. Equation
~31! stands only whenL is greater than the correlation length
of the functionshab(r ), i.e., hab(r 5L)5hab(`)50. The
computation of expression~30! requires the accurate knowl-
edge ofJ because both contributions of~30! are great if the
number of particles is high. It should be noticed that the
latter expression ofDab

d ~27! combined with Eq.~12! leads
also to Eq.~10! from Ref. 1 for the electrical conductivity.
This result is consistent with the fact that the conductivity
does not depend on the reference frame.

Finally, a correction has to be taken into account to com-
pare simulation results to experiments, because the mutual
diffusion coefficient of the electrolyte solution,Dm

S , was ob-
tained in the solvent-fixed reference frame while the mea-
surements are performed in the volume-fixed frame of Ref.
11,

Dm
V5FDm

S , ~32!

where F is the volume fraction of the solvent.F can be
calculated from the density of the solution.11,30

V. RESULTS AND DISCUSSION

Aqueous solutions of KCl and LiCl are simulated at
298.15 K for four concentrations: 0.5, 1, 1.5, and 2
mol dm23. For all systems, the solvent-averaged interaction
potential between the ions is modeled by pairwise repulsive
soft-core interactions31 and the Coulomb part,

Vi j ~r !5
1

4p«0

Bi j e
2

12~ai1aj !
S ai1aj

r D 12

1
qiqj

4p«0« r r
. ~33!

Hereai is the radius of thei th ion, «0 the dielectric constant
of the vacuum,« r the relative dielectric constant of the pure
solvent, taken equal to 78.3,e the elementary charge, andBi j

is an adjustable parameter. The coefficientsBi j are chosen in
order that the minimum of the cation–anion potential corre-
sponds to the sum of the radiiai1aj and the same rule is
kept for other pairs: In any caseBi j 50.012 77. Ionic radii
are chosen in order that this interaction potential yields the
same osmotic coefficients as MSA calculations, since MSA-
transport calculations yield results in excellent agreement
with experimental data.11

The self-diffusion coefficients at infinite dilution are de-
duced from conductivity experiments,8 DLi1

0
51.029•1025

cm2 s21, DK1
0

51.956•1025 cm2 s21, and DCl-
0

52.032•1025

cm2 s21. The diffusion matrix is calculated with the same
approximations as those used previously1 which lead to
transport coefficients in good agreement with experimental
data.2,4 Moreover, the minimum image convention is used
here without any cutoff; it should be noticed that in that case,
the diffusion matrix may be not positive definite, which pre-
vents it from calculating the random displacement and then
from performing the simulation. For that reason, we could
not simulate LiCl solutions at 1.5 and 2 mol dm23 with hy-
drodynamic interactions. In each simulation, 216 ions were
placed in a cubic box with periodic conditions. To compute

the soft core interactions we used a spherical cutoff of half a
box length, applying the minimum image convention. Cou-
lomb interactions were computed by using the Ewald sum-
mation technique32,33 with the conducting boundary condi-
tion. The parameters of the Ewald summation were
optimized according to the recipes proposed by Lobaskin
and Linse.34 The simulation time stepDt was chosen such
that the acceptance ratio remained higher than 70%. For both
electrolytes, the time step was 0.1 ps for the two lower con-
centrations and 0.05 ps in other cases. Structural and dy-
namical properties were calculated by averaging over five
successive trajectories, each containing 50 000 time frames,
while the equilibration runs contained at least 153104 time
frames. All correlation functions as well as the mean square
displacements were computed by applying Fast Fourier
Transform techniques.35

Two sets of simulation runs have been performed for
each system, the first one takes into account hydrodynamic
interactions between ions whereas the second one neglects
them. All transport coefficients have been computed by using
the formulas given in the preceding sections. The derivative
of the osmotic pressure against the concentration were ob-
tained from hypernetted chained~HNC! calculations with the
same interaction potentials as in the simulations. Indeed it
has been previously shown that HNC calculations and BD
simulations lead to the same pair correlation functions for
1–1 electrolytes in aqueous solution when 1/r 12 interaction
potentials are used.1

Figures 1 and 2 present the simulation results compared
to the MSA-transport calculations; here the mutual diffusion
coefficients are given in the solvent-fixed reference frame. It
must be noticed that MSA-transport calculations are in ex-
cellent agreement with experimental data.11 Here, they are
used as a guide for the eyes since the resulting curves
constitute—after a reference frame correction—good fits of
the experimental data in this range of concentration. More-
over, the different contributions in the mutual diffusion co-
efficient calculated within this transport theory can be com-

FIG. 1. Mutual diffusion coefficient of KCl in water at 298.15 K as a
function of the square root of the electrolyte concentration: comparison
between MSA transport calculations and Brownian dynamics simulations.
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pared with the corresponding results of the BD simulations.
For each electrolyte, two sets of results are given: the first
one obtained when hydrodynamic interactions are neglected
and the second one when they are taken into account. On the
other hand, the relaxation effects may be neglected if the
contributions toDm coming from the correlation functions in
Eqs. ~8! and ~27! cancel. Results obtained without these
terms~the correlation functions! are also presented in Figs. 1
and 2.

Whether hydrodynamic interactions are taken into ac-
count or not the agreement between simulations and analyti-
cal calculations is very good. Moreover, we show that the
relaxation effect, which cancels exactly in analytical calcula-
tions, seems to have little influence on the simulation results,
at least for the more symmetrical electrolyte KCl. In the case
of LiCl, a small difference appears between BD results with
and without relaxation effects, at the highest concentration.
This difference may be due to some coupling between hydro-
dynamics and relaxation effects which are neglected in the
analytical theory.

For the most concentrated KCl solution, we observe a
small discrepancy between simulations with hydrodynamic
interactions and analytical calculations. This may be due first
to a less reliable result of the analytical theory in concen-
trated solutions and perhaps also to the difference between
the interaction potentials used in the analytical treatment and
in simulations~charged hard spheres for the first one and
charged soft spheres for the second one!. Particles are all the
more close to each other as the solution is concentrated, and
the softness of the interaction potential is more felt in that
case.

Finally, Fig. 3 presents the molar electrical conductivity
of the solutions computed from Brownian dynamics with
hydrodynamic interactions which is compared to experi-
ments and analytical calculations. We observe an excellent
agreement between simulation results and experimental data.
For the most concentrated solutions, the simulation results

are even closer to experimental data than the MSA-transport
calculations.

VI. CONCLUSION

We have obtained an expression for the mutual diffusion
coefficient of electrolyte solutions which is usable in Brown-
ian dynamics simulations. In particular, by considering ex-
plicitly the solvent-fixed frame of reference we have calcu-
lated a correction factor which prevents the distinct diffusion
coefficient from diverging. We have computed the mutual
diffusion coefficient of KCl and LiCl aqueous solutions from
Brownian dynamics in the framework of the primitive model
at room temperature. We have obtained results in good
agreement with MSA-transport calculations, which agree
very well with experiments. In particular, the relaxation ef-
fect was shown to have little influence on the mutual diffu-
sion coefficient.

The present study will be extended to the case of asso-
ciated electrolytes, for which only analytical theories are
available.
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3 Simulation des électrolytes dissymétriques

3.1 Solutions de cryptate de potassium

Collaboration avec Olivier Bernard et Claude Treiner, chercheurs CNRS au LI2C

– publication [16]

Les cryptands sont des molécules bicycliques aux extrémités desquelles se trouvent deux atomes

d’azote, les cycles étant constitués de chaînes hydrocarbonées contenant des atomes d’oxygène. L’en-

semble de la molécule forme une cavité intramoléculaire capable de complexer des cations. Nous

avons plus précisément étudié le 4,7,13,16,21,24-hexaoxa-1,10-diazabicyclo[8,8,8]hexacosane, que

nous appellerons 222 suivant la nomenclature plus traditionnelle de ces systèmes. Les ions alcalins

sont susceptibles d’être complexés par le cryptand 222, l’ion potassium ayant parmi eux la plus grande

affinité pour cette molécule. La structure du cation cryptate ainsi formé est présentée sur la figure 6. La

valeur de la constante de complexation avec l’ion potassium dans l’eau est telle que l’on peut consi-

dérer que si cryptand et KCl sont mélangés en quantités équimolaires, tous les ions potassium sont

encagés dans les cryptands. Les solutions de cryptate de potassium ainsi obtenues sont des solutions

d’un électrolyte dissymétrique en taille mais symétrique en charge. Le cation cryptate est peu flexible

et grossièrement sphérique, il peut donc être traité comme une particule brownienne sphérique.

FIG. 6 –Molécule de cryptand [2,2,2] encageant un ion potassium.
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Les propriétés structurales et dynamiques de solutions aqueuses de cryptands et de sels de cryp-

tates ont fait l’objet de plusieurs études au laboratoire LI2C36,37,38, et un certain nombre de données

concernant ces solutions sont donc accessibles. Nous avons proposé de calculer la conductivité élec-

trique de solutions aqueuses diluées de cryptate de potassium et de la confronter à des déterminations

expérimentales précises (réalisées avec Claude Treiner), afin de tester la validité de la méthode de

simulation pour ces systèmes dissymétriques. Les travaux antérieurs fournissent le coefficient d’au-

todiffusion à dilution infinie de l’ion cryptate, ainsi que les paramètres d’un potentiel d’interaction

ajustés pour retrouver les facteurs de structure expérimentaux issus d’expériences de diffusion de

neutrons. Ce potentiel d’interaction contient un terme attractif, aux courtes distances seulement, en

plus de l’habituelle répulsion à courte portée et du potentiel coulombien. On voit déjà la différence

de comportement entre cet électrolyte partiellement organique et les sels simples, ces derniers ayant

toujours été modélisés comme des sphères presque dures, chargées.

Notre étude, qui concernait des solutions aqueuses entre 0,05 et 0,15 mol/L, à température am-

biante, a montré les résultats suivants :

1. Le potentiel d’interaction qui permettait de retrouver les facteurs de structure expérimentaux,

obtenus par diffusion de neutrons aux petits angles, conduit à une surestimation d’environ 10 %

de la conductivité électrique. Ceci signifie que des phénomènes d’association entre contre-ions,

vraisemblablement de nature chimique étant donnée la faible valence des ions, ont été sous-

estimés. Pour rendre compte de ce phénomène, nous avons modifié les paramètres de l’at-

traction à courte portée, en intensifiant l’attraction, et nous avons ainsi pu rendre compte de

l’évolution expérimentale de la conductivité dans ce domaine de concentration.

2. Les coefficients d’autodiffusion ont été calculés et ne sont pratiquement pas influencés par les

interactions hydrodynamiques. Ceci est vraisemblablement dû au fait que les solutions sont

assez diluées. Il faut noter de plus que l’évaluation des interactions hydrodynamiques est peu

précise dans ce cas, à cause des très courtes distances entre les ions.

L’intérêt de la méthode de dynamique brownienne est ici qu’elle fournit le comportement d’un sys-

tème décrit avec un potentiel d’interaction complexe, contenant des parties attractives, ce que les

théories du transport des électrolytes ne peuvent généralement pas facilement traiter. Cependant, la

forme du potentiel d’interaction retenue met en jeu trois paramètres indépendants par ion et il est pro-

bable que plusieurs jeux de paramètres permettent de rendre compte de la conductivité expérimentale.

La simulation mésoscopique dans un cas comme celui-ci montre donc aussi sa limite : il est vraisem-

blable que la nature atomique des molécules de cryptands devrait être prise en compte. La présence

des chaînes hydrocarbonées peut en effet conduire à des interactions spécifiques avec les molécules

de solvant que les modèles à solvant continu ne pourront pas intégrer.

36Kunzet coll., J. Chem. Phys.97, 5647 (1992)
37Cartailleret coll., Mol. Phys.80, 833 (1993)
38Rossy-Delucet coll., Mol. Phys.82, 701 (1994)
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3.2 Solutions de tungstosilicate de sodium

Collaboration avec Thierry Olynyk, alors doctorant (directeur Pierre Turq)

– publication [12]

La thèse de Thierry Olynyk portait essentiellement sur l’étude des propriétés de transport de

l’anion tungstosilicate en solution aqueuse, dans le but de confronter une nouvelle fois modélisation

brownienne et déterminations expérimentales, sur un exemple d’électrolyte dissymétrique en charge

comme en taille. La dissymétrie en taille est ici du même ordre que dans les solutions de chlorure de

cryptate, sauf que le gros ion est anionique au lieu de cationique. L’ion tungstosilicate, de formule

SiW12O40
4− appartient à la famille des polyoxométallates ou hétéropolyanions. Cet ion est lourd,

quasiment sphérique (cf. figure 7), de rayon cristallographique égal à 0,525 nm, et rigide. En solu-

tion aqueuse il est stable pour des valeurs de pH inférieures à 4. Dans ce domaine, il relève donc

parfaitement d’une modélisation brownienne.

FIG. 7 – Ion tungstosilicate SiW12O40
4−.

La modélisation brownienne d’un électrolyte nécessite la connaissance des coefficients de dif-

fusion à dilution infinie des ions. Cette grandeur étant inconnue pour l’anion tungstosilicate, elle a

été évaluée à partir d’expériences de voltamétrie cyclique à signaux carrés de potentiel, en collabo-

ration avec Denise Krulic, du laboratoire LI2C. Cette méthode électrochimique permet d’accéder au

coefficient de diffusion d’un ion possédant des propriétés rédox, en présence d’un électrolyte support

beaucoup plus concentré. Pour obtenir le coefficient de diffusionà dilution infinie, il faut extrapoler

à la concentration nulle en sel support les valeurs obtenues pour des concentrations en sel support

variables. L’extrapolation a été réalisée en utilisant les résultats de la théorie du transport des électro-

lytes qui donnent le coefficient de diffusion d’un traceur en présence d’un électrolyte support39. La

valeur obtenue à 298 K est :D◦ = (0, 51± 0, 02)× 10−9m2 s−1.

La conductivité électrique de solutions de tungstosilicate de sodium a par ailleurs été mesurée pour

plusieurs concentrations en électrolyte. L’effet de la présence supplémentaire de sulfate de sodium

39Bernardet coll., J. Phys. Chem.96, 398 (1992)
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ou de chlorure de sodium a été étudié. Des simulations numériques de dynamique brownienne des

mêmes systèmes ont été réalisées, pour quelques valeurs de la concentration seulement à cause de la

longueur des calculs. Dans tous les cas, les ions sont modélisés par des sphères chargées, interagissant

par une répulsion à courte portée en1/r12 en plus des interactions coulombiennes, cette modélisation

étant donc du même type que celle utilisée pour les sels simples. La conductivité électrique est aussi

calculée en utilisant les résultats de la théorie analytique prenant en compte la présence de trois ions

distincts40.

Les résultats obtenus sont résumés ci-dessous :

• La simulation brownienne ainsi que les théories analytiques calculent une conductivité élec-

trique en bon accord avec les résultats expérimentaux, dans le cas du tungstosilicate de sodium

(pas de sel ajouté).

• En présence de sulfate de sodium, les simulations et les calculs surestiment la conductivité,

d’autant plus que la proportion de sel ajouté augmente.

• En présence de chlorure de sodium, les calculs conduisent à des résultats proches des expé-

riences.

L’interprétation de ces résultats fait appel à des phénomènes d’association apparaissant en milieu

sulfate, que ni les théories analytiques, ni la modélisation brownienne ne prennent en compte. En

revanche, la modélisation est tout à fait satisfaisante pour le sel de tungstosilicate seul.

40Durand-Vidalet coll., J. Phys. Chem.100, 17345 (1996)
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3.3 Électrolytes très dissymétriques : Électrolytes modèles 1-10, 2-20 et 1-20

– publications [3,9,14]

– la publication 14 est donnée à la suite de ce chapitre

La méthode de dynamique brownienne ayant prouvé son efficacité pour traiter les cas des électro-

lytes simples et légèrement dissymétriques, il était logique d’essayer de décrire des électrolytes très

dissymétriques. Ce travail peut être vu comme une première étape vers l’étude de colloïdes stabilisés

par les charges, dont les interactions sont traditionnellement modélisées par des potentiels effectifs à

un composant seulement, c’est à dire que la présence des contre-ions et celle du sel ajouté ne sont pas

prises en compte explicitement. Un des objectifs de notre étude est donc d’examiner l’influence des

contre-ions sur les propriétés de ces systèmes.

Nous avons choisi de simuler le comportement d’électrolytes modèles du type 1-10, 1-20 et 2-

20, à température ambiante, car plusieurs travaux concernant leurs propriétés d’équilibre ont déjà été

publiés41,42,43. La simulation des propriétés dynamiques de tels systèmes est difficile à cause de la

grande différence entre les échelles de temps caractéristiques du déplacement des deux espèces. La

simulation doit être suffisamment longue pour que le macroion ait parcouru une distance significa-

tive, et l’incrément de temps doit être suffisamment petit pour que les forces subies par les contre-ions

puissent être considérées constantes pendant ce pas. La méthode que nous avons développée, per-

mettant l’utilisation de pas d’intégration relativement longs et simulant donc le comportement d’un

système sur des durées relativement longues, fournira les propriétés dynamiques en plus des proprié-

tés d’équilibre.

FIG. 8 –Représentation schématique de l’électrolyte 1-20 avec un rapport des tailles de 2 pour 15.

Plus précisément, nous avons simulé le comportement des électrolytes 1-10, 1-20 et 2-20, pour

des concentrations molaires entre 0,005 et 0,05 mol/L, soit des fractions volumiques comprises entre

4 et 44 %. Le rayon du macroion est toujours égal à 1,5 nm tandis que celui du contre-ion vaut 0,2

nm. Pour fixer les idées, nous avons schématiquement représenté l’électrolyte 1-20 sur la figure 8.

Le potentiel d’interaction est du même type que celui utilisé pour les sels simples : il contient une

41Hribaret coll., Mol. Phys.87, 1317 (1996)
42Lobaskin et Linse, J. Chem. Phys.111, 4300 (1999)
43Hribar et Vlachy, J. Phys. Chem. B104, 4218 (2000)
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partie répulsive à courte portée, en1/r9, en plus des interactions coulombiennes. Les paramètres du

potentiel sont tels que le minimum de l’énergie d’interaction entre ions de charges opposées apparaît

à une distance égale à la somme des rayons. Ce modèle est exactement le même que celui qui a été

utilisé par Hribaret coll.et Lobaskinet coll.pour étudier les propriétés d’équilibre. En ce qui concerne

les propriétés dynamiques, le coefficient de diffusion du macroion à dilution infinie est déduit de son

rayon par la relation de Stokes, tandis que celui du petit ion est pris égal au coefficient de diffusion

d’un ion sodium dans l’eau. Deux types de simulations ont été menées :

• des simulationssansinteractions hydrodynamiques, pour lesquelles 80 macroions et leurs contre-

ions sont considérés dans la boîte de simulation,

• des simulationsavec interactions hydrodynamiques, pour les concentrations les plus faibles

des électrolytes 1-10 et 2-20, puisque les approximations utilisées dans le calcul de la matrice

de diffusion ne sont valables que dans le cas des petites fractions volumiques. Le nombre de

macroions placés dans la boîte de simulation est réduit à 30 afin de conserver des durées de

calcul raisonnables.

Dans tous les cas, nous avons évalué les coefficients de diffusion à partir des écarts quadratiques

moyens. Nous avons aussi dans certains cas calculé les temps de résidence des contre-ions au voi-

sinage des macroions, en utilisant la méthode développée initialement pour étudier la solvatation en

dynamique moléculaire44. Les valeurs de l’énergie du système et des coefficients osmotiques ainsi

que les fonctions de distribution radiales que nous avons obtenus sont identiques aux résultats des

travaux antérieurs, pour les concentrations les plus faibles (0,005 à 0,02 mol/L).

Nous avons obtenu deux types de résultats intéressants : les premiers concernent le comportement

des solutions assez concentrées, à 0,05 mol/L, concentration qui correspond à une fraction volumique

d’environ 44 %, ce cas n’ayant pas été envisagé auparavant, et les seconds concernent les propriétes

de diffusion pour les trois plus faibles concentrations.

Propriétés des solutions concentrées

Pour la concentration la plus élevée, nous avons observé une cristallisation partielle des trois

électrolytes (cf. figure 9) :

• Dans le cas du 1-10, les macroions « gèlent », c’est à dire que leur coefficient de diffusion

devient extrêmement faible (il ne vaut plus que 10 % de sa valeur à dilution infinie), et adoptent

une structure désordonnée. Dans le même temps, les contre-ions continuent à se déplacer, avec

un coefficient de diffusion assez élevé (80 % de la valeur à dilution infinie).

• Dans les cas des 1-20 et 2-20, les macroions « cristallisent » et adoptent une structure cubique

à faces centrées45. Leur coefficient de diffusion devient extrêmement faible (il ne vaut plus que

quelques % de sa valeur à dilution infinie). Une fois encore, les petits ions conservent un mouve-

ment diffusif, avec un coefficient de diffusion égal à environ 70 % de la valeur à dilution infinie

dans le 1-20 et à 50 % de la valeur à dilution infinie dans le 2-20. Les fonctions de distribu-

tion radiales entre ions de charges opposées, qui présentent un minimum, permettent d’évaluer

le nombre de contre-ions présents en moyenne à la distance au macroion qui correspond à ce

44Impeyet coll., J. Phys. Chem.87, 5071 (1983)
45Notons que les axes cristallins de la structure obtenue diffèrent des axes de la boîte de simulation.
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minimum. On trouve 50 pour le 1-20 et 22 pour le 2-20. Ces valeurs excèdent largement la neu-

tralité, à cause des courtes distances entre macroions : les « couches » de contre-ions condensés

autour des macroions s’interpénètrent. Enfin, les temps de résidence des petits ions autour des

macroions restent du même ordre de grandeur que pour les plus faibles concentrations, ce qui

montre encore une fois que les petits ions continuent à se déplacer. On peut donc dire qu’on

observe ici une « association dynamique » entre macroions et petits ions : si le nombre de

contre-ions condensés au voisinage des macroions est grand en moyenne, les échanges dans

cette couche sont nombreux et relativement rapides.

FIG. 9 –Configurations typiques obtenues par simulation de dynamique brownienne pour les électrolytes 1-10

(en bas), 1-20 (en haut à gauche) et 2-20 (en haut à droite), à 0,05 mol/L, à température ambiante. Seuls les

macroions sont représentés.

Autodiffusion dans les solutions diluées

Les coefficients de diffusion des deux espèces ont été calculés avec et sans interactions hydrody-

namiques46. Les résultats sont présentés sur la figure 10 et appellent plusieurs remarques :

• Les coefficients de diffusion des petits ions varient peu avec la concentration par rapport à

ceux des macroions. Ceci est grossièrement en accord avec la tendance donnée par la loi limite

46Notons que les résultats sans interactions hydrodynamiques avec 30 ou 80 polyions dans la boîte de simulation

coincident.
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FIG. 10 –Coefficients de diffusion des ions dans les électrolytes 1-10 et 2-20 en fonction de la concentration en

électrolyte, à 298 K, obtenus par simulation de dynamique brownienne, rapportés à la valeur à dilution infinie.

Les cercles évidés correspondent aux simulations sans interactions hydrodynamiques et les cercles pleins aux

simulations avec interactions hydrodynamiques.

d’Onsager qui prévoit une diminution du coefficient de diffusion proportionnelle au carré de sa

charge.

• Les coefficients de diffusion des petits ions calculés sans et avec interactions hydrodynamiques

coincident.

• Les interactions hydrodynamiques ont une grande influence sur l’autodiffusion des macroions.

Cette augmentation est systématique, et elle est comprise entre 15 et 40 % selon les cas. Signa-

lons que l’incertitude sur les coefficients d’autodiffusion est d’environ 5 % (elle est évaluée en

calculant la variance des résultats obtenus pour plusieurs trajectoires indépendantes).

On voit donc ici que l’influence des interactions hydrodynamiques sur la diffusion est considé-

rable, compararativement au cas des électrolytes simples où l’augmentation relative n’était que de

5 % pour les solutions les plus concentrées. En fait, d’autres études, effectuées par d’autres voies,

prévoient des effets de ce type dans les suspensions stabilisées par les charges47,48. L’exemple suivant

des solutions micellaires est aussi instructif car dans ce cas, nous disposons de valeurs expérimentales

des coefficients d’autodiffusion.

47Nägele et Baur, Physica A245, 297 (1997)
48Härtl et coll., J. Phys. : Condens. Matter12, A287 (2000)
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3.4 Électrolytes très dissymétriques : Cas particulier des solutions micellaires

de DTAB

Collaboration avec Serge Durand-Vidal, Maître de Conférences au LI2C

– publication [5]

– la publication 5 est donnée à la suite de ce chapitre

Un exemple réel de solution ionique contenant des espèces chargées dissymétriques en taille et en

charge est celui des solutions micellaires constituées à partir de molécules de tensioactifs chargées. La

détermination expérimentale de la conductivité électrique de ces milieux est précise et relativement ai-

sée. Nous avons choisi d’étudier des solutions aqueuses de bromure de dodécyl-triméthylammonium

(DTAB). La conductivité électrique de ces solutions a été mesurée49. L’exploitation des résultats à

l’aide de la théorie analytique de la conductivité a permis de déterminer un certain nombre de para-

mètres du modèle qui a ensuite été simulé par dynamique brownienne.

FIG. 11 –Représentation schématique de la modélisation utilisée pour les solutions micellaires au delà de la

concentration micellaire critique.

Il nous faut d’abord dire quelques mots de cette modélisation. En effet, une solution micellaire est

a priori un système complexe : au delà de la concentration micellaire critique (c.m.c.) elle contient,

en plus des molécules d’eau, les micelles, les contre-ions et les molécules de tensioactifs libres. Dans

ce domaine, la concentration en monomères libres est toujours égale à la c.m.c. et la concentration

en contre-ions est égale à la concentration totale en tensioactifs. Quant à la concentration en micelle,

elle dépend du nombre d’agrégation moyen,nagre, c’est à dire du nombre de tensioactifs qui forment

la micelle. Ce nombre est en général assez élevé, et vaut 60 dans les solutions de DTAB50. Étant don-

née cette grande valeur, on peut raisonnablement supposer qu’un certain nombre de contre-ions sont

condensés sur la surface de la micelle, et que celle-ci est donc caractérisée par une charge effective

Zeff . De plus, nous supposons que toutes les espèces sont sphériques et interagissent par l’intermé-

diare d’un potentiel du même type que précédemment (sphères molles chargées). Le principe de la

modélisation est représenté schématiquement sur la figure 11.

49par Serge Durand-Vidal
50Bales et Zana, J. Phys. Chem. B106, 1926 (2000)
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Un certain nombre de paramètres doivent être déterminés avant de mener les simulations numé-

riques : la charge effective des micelles, les tailles des particules, les coefficients de diffusion des

ions à dilution infinie. Pour cela, Les valeurs expérimentales de la conductivité électrique avant et

après la c.m.c. ont été exploitées, à l’aide des théories analytiques du transport, dont la version « trois

ions » existe pour le calcul de la conductivité51. Plus précisément, nous avons procédé comme suit :

1. le coefficient de diffusion de l’ion bromure à dilution infinie ainsi que son rayon ont été pris

dans la littérature,

2. le coefficient d’autodiffusion à dilution infinie du monomère ont été ajustés pour rendre compte

de la conductivitéavant la c.m.c., le rayon étant pris égal à son rayon de Stokes et donc inver-

sement proportionnel au coefficient de diffusion,

3. le coefficient d’autodiffusion à dilution infinie de la micelle, et la charge effective ont été ajustés

pour rendre compte de la conductivitéaprès la c.m.c., le rayon étant encore égal au rayon de

Stokes.

FIG. 12 –Configuration typique du modèle de solution de DTAB obtenue par simulation de dynamique brow-

nienne. En bleu, les micelles, en vert, les monomères et en rouge les contre-ions bromure.

Il est important de noter que finalement, trois paramètres indépendants seulement on été ajustés,

et qu’ils l’ont été sur des grandeurs différentes (la conductivité avant et après la c.m.c.). Finalement,

les valeurs des paramètres retenues sont :D◦
Br− = 2, 079 × 10−9 m2 s−1, aBr− = 1, 97 × 10−10 m,

D◦
mon = 0, 580×10−9 m2 s−1 etamon = 4, 20×10−10 m,Zeff = 16, D◦

micelle = 0, 12×10−9 m2 s−1 et

amicelle = 20, 4× 10−10 m. Ces deux dernières valeurs sont proches de résultats obtenus par diffusion

de lumière52.
51Durand-Vidalet coll., J. Phys. Chem.100, 17345 (1996)
52Walrandet coll., J. Phys. (Paris)47, 1565 (1986)
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FIG. 13 –Conductivité électrique à 298 K de solutions aqueuses de DTAB en fonction de la concentration

totale en monomère. Valeurs expérimentales : étoiles, simulations avec interactions hydrodynamiques, avec 5

micelles dans la boîte de simulation : cercles pleins, simulations avec interactions hydrodynamiques, avec 10

micelles dans la boîte de simulation : cercles vides, théorie analytique : pointillés.

Les simulations de dynamique brownienne ont toutes été effectuées au delà de la c.m.c., pour 5

concentrations totales en monomère différentes. Le nombre de micelles dans la boîte de simulation

est faible et vaut soit 10 soit 5, afin de conserver des durées de calculs raisonnables. Une configuration

typique obtenue par simulation est représentée sur la figure 12.

La conductivité électrique calculée par simulation (cf. figure 13) est en excellent accord avec les

déterminations expérimentales. Aux plus hautes concentrations, la simulation rend mieux compte du

comportement expérimental que la théorie analytique, ce qui n’est pas étonnant vu la dissymétrie en

charges du système. On peut aussi noter que les résultats obtenus avec 5 ou 10 micelles dans la boîte

de simulation coincident.

Les coefficients d’autodiffusion ont aussi été calculés (cf. figure 14). Dans ce dernier cas, des dé-

terminations expérimentales du coefficient de diffusion de la micelle existent53. Comme dans le cas

des électrolytes 1-10 et 2-20, on observe que l’influence des interactions hydrodynamiques est nulle

sur les espèces monovalentes mais importante sur le macroion (augmentation d’environ 20 %). De

plus, les résultats sont en meilleur accord avec les déterminations expérimentales quand les interac-

tions hydrodynamiques sont calculées.

3.5 Conclusion

Les résultats les plus marquants de ces études sont ceux qui concernent les électrolytes très dis-

symétriques. Nous avons étendu le domaine d’application de la dynamique brownienne et montrons

l’importance des interactions hydrodynamiques sur les propriétés diffusives des polyions en présence

53Tominagaet coll., J. Chem. Soc. Faraday Trans.89, 3459 (1993)
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FIG. 14 –Coefficients de diffusion des ions à 298 K dans des solutions aqueuses de DTAB en fonction de la

concentration totale en monomère. Valeurs expérimentales : étoiles, simulations avec interactions hydrodyna-

miques (IH) : cercles bleus, simulations sans IH : carrés rouges.

de leurs contre-ions. Il faut rappeler ici que si les théories analytiques du transport décrivent très bien

la conductivité électrique des électrolytes dissymétriques, y compris dans le cas où trois espèces io-

niques sont présentes, elles n’ont pas été développées pour la description de l’autodiffusion dans ces

systèmes. De plus, les théories de l’autodiffusion qui existent pour les électrolytes simples ne tiennent

pas compte de l’influence des interactions hydrodynamiques. La simulation prend donc tout son sens

ici : pour un modèle de solution donné,unesimulation fournit tous les coefficients de transport des

ions sans approximation supplémentaire.
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Counterion and polyion dynamics in highly asymmetrical
electrolyte solutions

M. Jardat,a) T. Cartailler, and P. Turq
Laboratoire Liquides Ioniques et Interfaces Chargées, Boı̂te Postale 51, Université P. et M. Curie,
4 Place Jussieu, F-75252 Paris Cedex 05, France

�Received 2 January 2001; accepted 9 April 2001�

Aqueous solutions of 1�10, 1�20, and 2�20 electrolytes with an asymmetry in size of 2:15 are
studied for several volume fractions between 4% and 44%. The use of an efficient Brownian
dynamics simulation method allows the investigation of the structural and dynamical properties of
these systems. The pair interaction potential between ions is modeled by a pairwise soft-core
repulsion (1/r9) and the Coulomb interaction. Self-diffusion coefficients of both polyions and
counterions are calculated. The residence times of counterions in the vicinity of polyions are also
computed. It is shown that a crystallization of macroions in a face centered cubic phase occurs for
the 1�20 and 2�20 electrolytes at the highest concentration. In the 1�10 electrolyte at the same
volume fraction, the macroions stay in a disordered structure. In any case the residence time of
counterions around polyions is relatively small. Indeed, the self-diffusion of counterions is slightly
increased in the 2�20 electrolyte when the electrolyte concentration is increased, whereas it is
roughly constant in the other systems. Finally, the self-diffusion coefficients of polyions decrease
strongly with regards to the infinite dilution, especially as they are charged. © 2001 American
Institute of Physics. �DOI: 10.1063/1.1376425�

I. INTRODUCTION

For several years the study of structural and dynamical
properties of charge-stabilized colloidal suspensions has at-
tracted considerable interest from an experimental and theo-
retical point of view. Most often the studied systems consist
of large macroion particles �about 1–100 nm�, their counte-
rions, and an added salt which screens the repulsive electro-
static interactions between polyions and stabilizes the sus-
pension. Recent reviews of the current knowledge of charge-
stabilized colloids in the fluid phase can be found, e.g., in
Refs. 1 and 2. The one-component models which describe
the macroion–macroion interactions through DLVO-like po-
tentials are widely used to interpret experimental data. These
models usually consider that the strong electrostatic coupling
between ions of opposite charges leads to an ionic conden-
sation. This allows the definition of an effective charge for
the macroions and the derivation of the effective interaction
potential between them. This concept of ionic condensation
has been widely used in the field of linear polyelectrolytes as
well as for colloidal suspensions. In the latter case many
definitions of the effective charge have been proposed and a
brief review of this subject has recently been done by
Belloni.3

Nevertheless, the one-component models, which usually
neglect the finite size of small ions and the interactions be-
tween them, may be inadequate in the detailed description of
polyion systems at finite concentrations.4,5 Theoretical calcu-
lations and computer simulations based on the primitive
model, which considers explicitly all solute particles as
charged hard spheres, have shown that the influence of coun-

terions on the structural properties of colloidal suspensions
may be striking. For example, correlations between small
ions can generate an attractive force between like-charged
macroions.6–9 In this context, several articles have recently
been published concerning the structural properties of highly
asymmetrical electrolytes in solution, with charge asymme-
try of 1�20 and 2�2010–14 or 1�60 to 3�60,15–18 the 1
�20 and 1�60 representing aqueous micellar solutions of
sodium n-octylsulfate and sodium n-dodecylsulfate. Monte
Carlo results reported by Hribar and Vlachy show that an
attraction between macroions of charges �20 is possible if
counterions are multivalent11 and may yield clustering of
macroions.13,14 Recently Linse and Lobaskin17,18 demon-
strated that the strong reduction of the repulsive double-layer
force due to trivalent counterions leads to an aggregation of
the polyions. Attraction effects may however depend on the
precise nature of the short-range macroion–counterion
interaction.12

All these studies of highly asymmetrical electrolytes
based on two-component models concern the structural and
thermodynamical properties of the solutions. Here we pro-
pose to go back to these systems in order to investigate their
dynamical properties with the help of numerical simulation.
The Brownian dynamics �BD� which describes the suspen-
sion on a mesoscopic scale appears to be the appropriate
method. However, the different length and time scales of
macroions and counterions in such systems make the simu-
lation of their properties rather tricky. The first difficulty con-
cerns the long-range electrostatic interactions which must be
properly taken into account. This can be performed via the
well-known Ewald summation technique;19 in the case of
highly asymmetric electrolytes, recipes of optimization havea�Electronic mail: jardat@ccr.jussieu.fr
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recently been proposed by Lobaskin and Linse.12 Another
important point concerns the dynamics of ions: The simula-
tion length must be sufficiently large in order that both coun-
terions and polyions cover a significant distance. Neverthe-
less, in the classical framework of Brownian dynamics,20,21 a
small time step must be chosen to sample the short-ranged
forces sufficiently well in order to avoid unrealistic overlaps
of the particles. We propose here to use an efficient Brown-
ian dynamics simulation method, called smart BD,22 which
was recently proposed. In that method, displacements of the
particles obtained from the stochastic equation of motion
were accepted with a criterion known from the Smart Monte
Carlo algorithm.23 This allowed one to choose large time
steps and to generate long trajectories for the particles; a
description of hydrodynamic interactions was included. The
smart BD method allowed the calculation of transport coef-
ficients of simple electrolyte solutions,22 electrolyte
mixtures,24 and cryptate solutions25 in good agreement with
experimental data.

In the present work the smart BD method is used to
study 1�20, 2�20, and 1�10 electrolyte solutions, with an
asymmetry in size of 2:15, for four macroions densities be-
tween 3�10�6 and 30�10�6 Å�3, which correspond to
concentrations between 0.005 and 0.05 mol L�1. All the ions
are explicitly considered, which imposes to take into account
a large number of particles �80 macroions in the simulation
box plus their counterions�. At the moment we do not include
hydrodynamic interactions because of the considerable
amount of computer time needed. The pair interaction poten-
tial between particles is exactly the same as the one previ-
ously used by Hribar et al.10 and Lobaskin and Linse:12 it
contains a soft-core repulsion and the Coulomb interaction.
The highest concentration �30�10�6 Å�3 for the macroions�
was not considered by the latter authors. Our work is mainly
focused on the dynamical properties of ions: We calculate the
self-diffusion coefficients of both macroions and counteri-
ons. Up to now the dynamics of ions in the counterionic shell
was not examined: We also propose to calculate the resi-
dence times of small ions in the vicinity of polyions. For
that, we extend the calculation method of the residence time
of water molecules in the coordination shells of ions in
solution26 to the present situation.

The paper is organized as follows. Section II is devoted
to the simulation procedure: the BD algorithm is briefly re-
called, the calculation of self-diffusion coefficients and of the
residence time are presented, and finally the parameters of
simulations are given. Section III concerns the simulation
results and a discussion.

II. METHOD

A. Smart Brownian dynamics algorithm

On the mesoscopic time scale of Brownian dynamics,
one considers that the velocities of the solute are always in
equilibrium with the solvent part. The motions are conse-
quently described in position space only. The time interval
between two successive observations of the configuration
then exceeds the so-called inertial time ��D ionM ion /kBT ,
where M ion is the ionic mass, D ion the ionic self-diffusion

coefficient, kB the Boltzmann constant, and T the absolute
temperature. The numerical simulation on this level is based
on a stochastic equation of motion for the displacement �r
from t to t��t of the N particles,20,27

�r�� �D"F�
�

�r
"D��t�R, �1�

where ��1/kBT . Here, the particles are supposed to be
spherical, without rotational degree of freedom; �t is the
time increment, r�(r1

T ,r2
T , . . . ,rN

T )T is the 3N-dimensional
configuration vector, and F�(F1

T , . . . ,FN
T )T describes the

forces acting on the particles at the beginning of the step. R
is a random displacement, chosen from a Gaussian distribu-
tion with zero mean, 	R
�0, and variance 	RRT
�2D�t .
Hydrodynamic interactions between particles could be intro-
duced via the configuration dependent 3N�3N diffusion
tensor D. In the present work, we neglect these indirect in-
teractions between particles. The matrix D is then diagonal
and constant, with eigenvalues equal to the self-diffusion co-
efficients of ions at infinite dilution, referred to as Di

0 for
ion i .

When hydrodynamic interactions are neglected, the dis-
placement �r from configuration � at time t to configuration
� at time t��t , obtained from Eq. �1�, is accepted according
to the acceptance criterion:22,23

P�min�1,exp���
���, �2�

where


��UN����UN����
1

2
�F��F��"�r�

�D0�t

4
�F�

2�F�
2 �.

�3�

Here UN denotes the potential energy of the system. The
indices � and � refer to the configurations � and �, respec-
tively. It should be noted that the calculation of the accep-
tance probability is much more time consuming when hydro-
dynamic interactions are included.22

B. Dynamical properties

1. Residence time

To calculate the residence time of counterions in the vi-
cinity of polyions, we follow Impey et al.26 First of all, we
define the characteristic distance Rc between a macroion and
a counterion under which the latter is supposed to be con-
densed on the macroion. In the present case, Rc is chosen
equal to the distance at which the radial distribution function
of the counterion–macroion pair has it first minimum. Then
a function Pi j(t ,t� ;t*) is introduced, which is a property of
a counterion–macroion pair and is equal to 0 or to 1. It takes
the value 1 if the distance between macroion i and counter-
ion j is smaller than Rc at both times t� and t��t , and in the
interval does not exceed this value for any period longer that
t*. Under all other circumstances it takes the value 0. The
averaged quantity n(t), which measures the number of coun-
terions initially condensed on a macroion and still there after
a time t has elapsed, is then defined by the quantity:

n� t ��
1

Nt�t

1

Nmacroion
�
��1

Nt�t

�
i�1

Nmacroion

�
j�1

N ion

Pi j� t ,t� ;t*�, �4�
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where Nt is the total number of time steps of the studied
trajectory, Nmacroion is the number of macroions in the sys-
tem, and N ion the number of counterions. It should be noticed
that in the latter equation, t is measured in simulation time
steps. It follows from Eq. �4� that n(0) is the average num-
ber of counterions condensed on the macroion. The param-
eter t* is introduced to take account of counterions which
temporarily leave the vicinity of the macroion; it amounts to
assuming that the width of the condensed layer is not strictly
equal to Rc but may fluctuate around this value.

The residence time � res of counterions in the vicinity of
macroions is then calculated as the characteristic time at
which n(t) decreases, considering that, except at short times,
it has an exponential decay:

n� t ��n�0 �exp��t/� res�. �5�

2. Self-diffusion coefficients

The self-diffusion coefficient of the ith particle can be
obtained either by22

Di�Di
0�

1

3 �0

�

dt �2�Di
0�2	Fi�0 �"Fi� t �
, �6�

or by the mean square displacements

Di� lim
t→�

	�ri� t ��ri�0 ��2

6t

. �7�

C. Parameters of simulations

Aqueous solutions of 1�10, 1�20 and 2�20 electro-
lytes are simulated at 298 K, for four macroion concentra-
tions: 0.004 98, 0.01, 0.02 and 0.05 mol L�1, which corre-
spond to densities between 3 and 30�10�6 Å�3 or to
packing fractions between 4% and 44%. The radii of ions are
15 Å for all macroions and 2 Å for all counterions, the latter
being of the order of magnitude of the sodium ion radius.

For all systems, the solvent-averaged interaction poten-
tial between the ions is modeled by pairwise repulsive soft-
core interactions28 and the Coulomb part:

Vi j�r ��
1

4��0

Ci je
2

9�ai�a j�
� ai�a j

r � 9

�
qiq j

4��0�rr
. �8�

Here ai is the radius of the ith ion, �0 the dielectric constant
of the vacuum, �r the relative dielectric constant of the pure
solvent, taken equal to 78.4, e the elementary charge, and Ci j

is an adjustable parameter.
A similar interaction potential was already used to simu-

late the dynamical properties of simple electrolyte aqueous
solutions from Brownian dynamics22,24 and it leads to results
that agree well with experiments. In the present work, the
parameters are exactly the same as those used by Hribar
et al.10 and Lobaskin and Linse:12 The coefficients Ci j are
chosen in order that the minimum of the counterion–
macroion potential corresponds to the sum of the radii ai

�a j and the same rule is kept for other pairs. The parameters
of the interaction potential are the same at all concentrations;
they are reported in Table I.

The self-diffusion coefficients at infinite dilution are
D ion

0 �1.3�10�5 cm2 s�1 and Dmacroion
0 �0.16�10�5 cm2

s�1. The former is the experimental value corresponding to
the sodium ion and the latter is related to the radius amacroion

of the macroion through the Stokes formula

Dmacroion
0 �

kT

6��amacroion
, �9�

where � is the viscosity of the pure solvent.
In each simulation, 80 macroions and their counterions

were placed in a cubic box with periodic conditions. To com-
pute the soft core interactions we used a spherical cutoff of
half a box length, applying the minimum image convention.
Coulomb interactions were computed by using the Ewald
summation technique19,29 with the conducting boundary con-
dition. The parameters of the Ewald summation were opti-
mized according to the recipes proposed by Lobaskin and
Linse.12

The simulation time step �t was chosen such that the
acceptance ratio remained higher than 70%; moreover, it was
small with respect to the mean free path of the smaller par-
ticles (a ion

2 /D ion
0 �30 ps). For any electrolyte, the time step

was 0.5 ps for the two lower concentrations and 0.3 ps in
other cases. Structural and dynamical properties were calcu-
lated by averaging over five successive trajectories, each
containing 33 000 time frames, while the equilibration runs
contained at least 15�104 time frames.

III. RESULTS AND DISCUSSION

A. Structural and thermodynamical properties

Reduced energies and osmotic coefficients of the 1
�20, 2�20, and 1�10 electrolyte solutions obtained by
averaging over several runs are reported in Tables II and III.
Similar calculations have already been performed by Hribar
et al.10 from Monte Carlo simulations �1�20 electrolyte�

TABLE I. Parameters Ci j of the solvent-averaged pair interaction potential.

Particle pair type 1-20 electrolyte 2-20 electrolyte 1-10 electrolyte

Ion–ion 0.0128 0.0510 0.0128
Ion–macroion 0.2551 0.5102 0.1276
Macroion–macroion 5.1020 5.1020 1.2755

TABLE II. Total energy of the electrolyte solutions computed from Brown-
ian dynamics at 298 K, in NkT units.

0.004 98 mol L�1 0.01 mol L�1 0.02 mol L�1 0.05 mol L�1

1-20 �3.151 �3.364 �3.518 �2.910
1-20a �3.151�0.002 �3.362�0.001 �3.519�0.001
2-20 �7.240 �7.470 �7.670 �6.900
2-20b �7.250�0.002 �7.470�0.001 �7.774�0.001
1-10 �1.422 �1.579 �1.682 �1.337

aFrom Ref. 10: Monte Carlo simulations with 64 macroions in the cubic box.
bFrom Ref. 12: Simulations with 160 macroions in the cubic box; the two
intermediate concentrations are slightly different from ours �0.009 964 and
0.019 928 instead of 0.01 and 0.02 mol L�1 in our case�.
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and by Lobaskin and Linse12 from molecular dynamics �1
�20 and 2�20 electrolytes�. We obtain results that agree
well with these previous studies.

The macroion–counterion radial distribution functions
�RDFs� at 0.01 mol L�1 are collected in Fig. 1. Results for
the 1�20 and 2�20 electrolytes are the same as those ob-
tained by other methods.10,12 As expected, the lowest height
of the first peak is obtained for the less asymmetrical elec-
trolyte.

At the highest concentration, which corresponds to a
volume fraction of roughly 44%, the RDFs of the macroion–
macroion pair reveal a structuring of the system �see Fig. 2�.
This freezing is confirmed by the values of macroion self-
diffusion coefficients which become very small at this con-
centration �see Sec. III B and Fig. 7�. It was checked in all
cases that two different initial configurations yield the same
equilibrium configuration and also that the same results were
obtained with a larger cubic box �120 macroions instead of
80�. The small shoulders appearing in the macroion–
macroion RDF of the 2�20 electrolyte between 4.5 and 6
nm are due to the periodic boundary conditions: the period-
icity of the obtained crystal does not exactly coincide with
the one of the simulation box. Two-dimensional projections

of typical configurations of these systems are presented in
Fig. 3 together with the outlines of the simulation cubic box
�to simplify the figures, the counterions are not represented�.
For the 1�20 and 2�20 electrolytes Lobaskin and Linse12

observed a glassy state at a macroion density of 24
�10�6 Å�3. In our case, at 30�10�6 Å�3, an ordered
structure is obtained for the 1�20 and 2�20 electrolytes.
Macroions in these systems crystallize in a face-centered cu-
bic network �fcc�: the coordinence number calculated by in-
tegration of the macroion–macroion RDF at 45 Å �i.e., after
the first peak� is 12. Note that the crystallization of the hard-
sphere fluid is obtained for a packing fraction close to 49%.30

FIG. 1. Macroion–counterion radial distribution functions for the 1�10
�solid line�, 1�20 �dashed line�, and 2�20 �dotted line� aqueous solutions
at 0.01 mol L�1 at 298 K obtained using Brownian dynamics simulation.

FIG. 2. Macroion–macroion radial distribution functions for the 1�10
�solid line�, 1�20 �dashed line�, and 2�20 �dotted line� aqueous solutions
at 0.05 mol L�1 at 298 K obtained using Brownian dynamics simulation.

FIG. 3. Typical configurations obtained from Brownian dynamics simula-
tions for the 1�20 �a�, 2�20 �b�, and 1�10 �c� electrolyte solutions at
0.05 mol L�1 together with the outlines of the simulation cubic box �to
simplify the figures, the counterions are not represented�.

TABLE III. Osmotic coefficient of the electrolyte solutions computed from
Brownian dynamics at 298 K.

0.004 98 mol L�1 0.01 mol L�1 0.02 mol L�1 0.05 mol L�1

1-20 0.59 0.71 1.10 4.66
1-20a 0.594 0.710 1.101
2-20 0.35 0.46 0.94 6.42
2-20b 0.351�0.001 0.467�0.001 0.945�0.001
1-10 0.786 0.875 1.18 3.20

aFrom Ref. 10: Monte Carlo simulations with 64 macroions in the cubic box.
bFrom Ref. 12: MD simulations with 160 macroions in the cubic box; the
two intermediate concentrations are slightly different from ours �0.009 964
and 0.019 928 instead of 0.01 and 0.02 mol L�1 in our case�.
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An elementary cell of the macroion crystal in the 1�20 elec-
trolyte is shown in Fig. 4. It must be noted that the axes of
the crystal do not correspond to the ones of the simulation
box. On the other hand, we observe that in the 1�10 elec-
trolyte macroions do not adopt an ordered structure. These
results imply that the crystallization is not only due to the
high volume fraction but is also induced by the strong elec-
trostatic repulsions.

The average numbers of counterions present at the vicin-
ity of macroions in the 1�20 and 2�20 aqueous solutions
are given in Table IV. The characteristic distance under
which the small ions are considered to be condensed on the
macroions corresponds in any case to the minimum of the
macroion–counterion RDF. As it appears in Fig. 1 the mini-
mum of this function for the 1�10 electrolyte is little pro-
nounced for the three lowest concentrations; in these cases,
the definition of an ionic condensation is then questionable
and the coordination number was not calculated. For the 1
�20 and 2�20 electrolytes, the number of condensed ions
increases when the concentration increases. At the highest
concentration, it exceeds the value sufficient to neutralize the
macroion, which is due to the closeness of macroions. In that
case, the first peak of the macroion–macroion RDF appears
at a distance which roughly corresponds to the minimum of
the macroion–counterion RDF so that macroions share their
counterionic layers.

B. Dynamical properties

In ionic liquids, including polyelectrolyte and colloidal
solutions, several characteristic times are involved which are
caused by different phenomena. It was already noticed �see
Sec. II� that the Brownian dynamics considers time scales
larger than the inertial time, which is the typical relaxation
time of the particle velocities due to solvent friction. Another
characteristic time is the structural relaxation time, � l

�a2/D°, which is roughly the time needed by a sphere to
diffuse a distance equal to its radius a . As we are dealing
with charged particles, we also have to consider the Debye
relaxation time which is the characteristic time of local re-
turn to electroneutrality. The Debye time �D in an ideal so-
lution is given by �D

�1�� iq i
2Di

° where qi
2 is the contribution

of ion i to the total Debye screening factor. In the present
case, the evaluation of the contributions to the Debye time
clearly exhibits that both polyions and counterions partici-
pate to this process as the qi

2Di terms are of the same order
of magnitude for both species.

For time scales much larger than the characteristic
Debye time, the mean square displacements should be linear
as functions of time with a self-diffusion coefficient smaller
than D°. On the other hand, two different self-diffusion co-
efficients are usually obtained for large spherical particles in
solution: a short time self-diffusion coefficient for times t
�� l and a long time one for times t�� l .

1. Residence times

As expected, the function n(t) defined by Eq. �4� decays
in an accurately exponential fashion with time; Fig. 5 repre-
sents examples of these functions in a logarithmic scale. In
any case, the parameter t* was equal to 100 ps, which is
equivalent to a displacement of counterions of about L
��D ion

0 t*�3 Å. This distance corresponds roughly to the
width of the minima of macroion–counterion RDFs, which
are not sharp in 1�20 and 2�20 electrolyte solutions.

FIG. 4. Typical fcc unit cell of the macroions crystal in the 1�20 electro-
lyte obtained from Brownian dynamics simulation together with the outlines
of the simulation cubic box �concentration: 0.05 mol L�1�.

FIG. 5. Function n(t)/n(0) �see Eq. �4�� which measures the number of
counterions initially condensed on a macroion and still there after a time t
has elapsed: 1�20 electrolyte solutions at 0.004 98 �solid line� and
0.01 mol L�1 �dashed line�.

TABLE IV. Average number of counterions condensed on the macroions at
distances lower than the minimum of the macroion–counterion radial distri-
bution function at 298 K.

0.004 98 mol L�1 0.01 mol L�1 0.02 mol L�1 0.05 mol L�1

1-20 14 15 23 50
2-20 7.5 7 9 22
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Residence times of counterions in the vicinity of macro-
ions obtained by a linear regression of the function
ln�n(t)/n(0)� are given in Table V for the 1�20 and 2�20
electrolyte solutions. For the three lower concentrations, the
residence time decreases as the concentration increases. At a
given macroion density, the residence time is larger for the
2�20 electrolyte than for the 1 – 20 one. This is due to the
electrostatic attraction between ions of opposite charges,
which is all the more intensive as the salt is dilute and as the
counterion is charged �see also Fig. 1�. On the other hand,
the residence time is higher at 0.05 mol L�1 than at
0.02 mol L�1: the closeness of macroions in the former solu-
tion leads to the sharing of their coordination shells. In any
case, the residence time is of the order of the time needed by
the counterion to cover a distance d�Rc�amacroion , which is
about 25 Å (d2/D ion

0 �4800 ps).

2. Self-diffusion coefficients

In ionic solution the dominant forces that determine de-
viations of transport processes from the ideal behavior are
assumed to be relaxation forces due to the Coulomb interac-
tions and electrophoretic forces.31 In the present work, we
neglect hydrodynamic interactions between ions so that the
dynamical properties of ions are mainly affected by electro-
static relaxation forces.

For the systems studied here, the structural relaxation
time � l is about 30 ps for the counterions and about 14
�103 ps for the polyions and the Debye time �D varies from
30 ps �2�20 electrolyte at 0.05 mol L�1� to 1300 ps �1
�10 electrolyte at 0.005 mol L�1�. In any case, the length of
the simulations exceeds largely �D but is roughly of the order
of magnitude of the characteristic time � l of polyions.

For both polyions and counterions linear mean square
displacements as functions of time were observed. Self-
diffusion coefficients of ions have been calculated using both
formulas given in Sec. II B; they have been computed by
applying fast Fourier transform techniques.32 Self-diffusion
coefficients of the counterion and the macroion are given in
Figs. 6 and 7; the ratio between the computed values and the
value at infinite dilution are presented to make easier the
comparison between ions of opposite charges. The precision
of the calculation is better for counterions than for macroions
owing to the large number of counterions in the simulation
box �800–1600 particles�. For the counterions the two calcu-
lations �Eqs. �6� and �7�� give identical values within less
than 3%. The agreement is less good in the case of macro-
ions and we give the average value of self-diffusion coeffi-
cients.

The relative decrease of the self-diffusion coefficients of
counterions against the infinite dilution situation is much
larger for the 2�20 electrolyte than for the 1�20 and 1
�10 ones. For macroions, the relative decrease is larger for
the 1�20 and 2�20 than for the 1�10 electrolyte. This is
qualitatively in agreement with the Onsager’s limiting law33

which expects a relative decrease of the self-diffusion coef-
ficient of an ion proportional to the square of its charge.

Self-diffusion coefficients of small ions vary slightly
when the concentration increases whereas those of macro-
ions are strongly decreased. At the highest concentration, the
macroions crystallize and do not diffuse anymore; on the
other hand the counterions keep a relatively high self-

FIG. 6. Ratio between the self-diffusion coefficient of the counterion in
water at 298 K obtained from Brownian dynamics simulations and the value
at infinite dilution for the 1�20 electrolyte �closed circles�, the 2�20 elec-
trolyte �closed squares�, and the 1�10 electrolyte �closed triangles�.

FIG. 7. Ratio between the self-diffusion coefficient of the macroion in water
at 298 K obtained from Brownian dynamics simulations and the value at
infinite dilution for the 1�20 electrolyte �closed circles�, the 2�20 electro-
lyte �closed squares�, and the 1�10 electrolyte �closed triangles�; the values
are obtained by averaging the results of the mean square displacements and
the calculations from the forces.

TABLE V. Residence times of the counterions in the vicinity of macroions
obtained from Brownian dynamics simulations of aqueous solutions of
1–20, 2–20, and 1–10 electrolytes at 298 K.

0.004 98 mol L�1 0.01 mol L�1 0.02 mol L�1 0.05 mol L�1

20–1 2950 ps 1750 ps 1550 ps 1750 ps
20–2 4610 ps 2260 ps 1760 ps 2030 ps
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diffusion coefficient. In the 2�20 electrolyte solution, the
self-diffusion coefficient of counterions is slightly increased
when the concentration varies from 0.005 to 0.2 mol L�1

which is induced by the lesser electrostatic attraction with
macroions.

The slowing down of the polyion diffusion which is ob-
served here for times of the order of the structural relaxation
time is due to the electrostatic relaxation of counterions and
to the exchanges of counterions in the coordination shells of
polyions: The residence times of counterions are smaller than
the structural relaxation time of polyions � l by about a factor
of 5 whereas the electrostatic relaxation time is largely
smaller than � l .

Note that hydrodynamic interactions are neglected in
this study although they are required to explain certain as-
pects of asymmetric electrolyte solutions.34,35 In particular, a
hydrodynamic enhancement of the self-diffusion coefficients
has been found in simple electrolyte solutions22 and also for
macroions in the presence of an added salt �electrolyte fric-
tion phenomenon�.34 In the present case, such an enhance-
ment of the polyion diffusion could be presumably expected.

IV. CONCLUSION

Structural and dynamical properties of 1�20, 2�20,
and 1�10 electrolytes in aqueous solutions have been inves-
tigated with the aim of Brownian dynamics simulation for
several concentrations between 0.005 and 0.05 mol L�1. At
the highest concentration, which corresponds to a volume
fraction of about 44%, it was shown that macroions of the
1�20 and 2�20 electrolytes crystallize in a fcc network
whereas the counterions keep a relatively high self-diffusion
coefficient. In any case, the relative decrease of macroions
self-diffusion coefficients is more important than the one of
counterions. Finally, residence times of counterions around
polyions are relatively small: Although the mean number of
counterions in the vicinity of polyions balances the charge of
the macroion, the turnover of small ions is important.

In the near future, the influence of hydrodynamic inter-
actions on the dynamical properties of these electrolytes will
be investigated.

1 G. Nägele, Phys. Rep. 272, 215 �1996�.
2 Kenneth S. Schmitz, Macroions in Solution and Colloidal Suspension
�VCH, Weinheim, 1993�.

3 L. Belloni, Colloids Surf., A 140, 227 �1998�.
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We study dynamical properties of ionic species in aqueous solutions of dodecyltrimethylammonium
bromide, for several concentrations below and above the critical micellar concentration~cmc!. New
experimental determinations of the electrical conductivity are given which are compared to results
obtained from an analytical transport theory; transport coefficients of ions in these solutions above
the cmc are also computed from Brownian dynamics simulations. Analytical calculations as well as
the simulation treat the solution within the framework of the continuous solvent model. Above the
cmc, three ionic species are considered: the monomer surfactant, the micelle and the counterion. The
analytical transport theory describes the structural properties of the electrolyte solution within the
mean spherical approximation and assumes that the dominant forces which determine the deviations
of transport processes from the ideal behavior~i.e., without any interactions between ions! are
hydrodynamic interactions and electrostatic relaxation forces. In the simulations, both direct
interactions and hydrodynamic interactions between solutes are taken into account. The interaction
potential is modeled by pairwise repulsive 1/r 12 interactions and Coulomb interactions. The input
parameters of the simulation~radii and self-diffusion coefficients of ions at infinite dilution! are
partially obtained from the analytical transport theory which fits the experimental determinations of
the electrical conductivity. Both the electrical conductivity of the solution and the self-diffusion
coefficients of each species computed from Brownian dynamics are compared to available
experimental data. In every case, the influence of hydrodynamic interactions~HIs! on the transport
coefficients is investigated. It is shown that HIs are crucial to obtain agreement with experiments.
In particular, the self-diffusion coefficient of the micelle, which is the largest and most charged
species in the present system, is enhanced when HIs are included whereas the diffusion coefficients
of the monomer and the counterion are roughly not influenced by HIs. ©2004 American Institute
of Physics. @DOI: 10.1063/1.1652427#

I. INTRODUCTION

Aqueous solutions of ionic surfactants above the critical
micellar concentration~cmc! contain three charged species:
the micelles, the free surfactant molecules~at a concentration
equal to the cmc if one assumes the pseudophase transition
model for micellization! and the counterions. Such systems
are thus typical examples of highly asymmetrical electrolytes
in solution. The transport properties of these mixtures—
diffusion of the solutes and electrical conductivity of the
solution—may be then theoretically investigated with the
techniques classically used for simple electrolyte solutions.
The concentration dependence of transport coefficients of
electrolytes is usually studied in the framework of the primi-
tive model, which considers the solvent as a continuous me-
dium, characterized by its dielectric constant and its viscos-
ity, and the solute particles as charged hard spheres. By using
a linear response theory, several authors have thus extended
the well-known Onsager’s limiting laws1,2 and are able to
predict diffusion coefficients and the conductivity up to the

molar range.3–9 In particular, by using MSA~mean spherical
approximation! transport calculations, which combine On-
sager’s continuity equations with MSA equilibrium correla-
tion functions, Durand-Vidalet al.10 obtained analytic ex-
pressions for the concentration dependence of the
conductivity of solutions containing three ionic species; they
already applied this description to the case of ionic surfactant
systems.11 In the latter case, the surfactant solution above the
cmc was treated as an aqueous solution containing

~i! spherical macroions—the micellar species—formed
by the association ofnagg monomers. The micelle ra-
dius amicelle is linked via the Stokes law to the self-
diffusion coefficient at infinite dilutionDmicelle

o and
has an apparent chargeZapp due to the electrostatic
condensation of counterions on its surface,

~ii ! small monovalent counterions of radiusaion and of
self-diffusion coefficient at infinite dilutionD ion

o ,
~iii ! monovalent coions—the free surfactant ions—of hy-

drodynamic radiusamon deduced via the Stokes law
from the self-diffusion coefficient at infinite dilution
Dmon

o .a!Electronic mail: jardat@ccr.jussieu.fr
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This modeling of the surfactant solution is based on
three major assumptions: first, the exchange reaction of sur-
factant ions between the micelle and the solution is supposed
to be faster than the diffusion process; second, the ionic con-
densation on the micelle species is assumed to yield a con-
stant effective charge; last, the free surfactant ion is supposed
to have a spherical shape in water. The latter hypothesis,
which may be the strongest one, is necessary if one wants to
treat the solution on a coarse grained scale within the frame-
work of the continuous solvent model. Note finally that we
study the micellar solution for moderate total monomer con-
centrations, i.e., in a concentration range where dodecyltri-
methylammonium bromide~DTAB! micelles do have a
spherical shape.

Thus, several input parameters—radii of ions, effective
charge of the micelle and self-diffusion coefficients at infi-
nite dilution—are needed before the primitive model of elec-
trolytes can be used to derive dynamical properties of surfac-
tant solutions. In the case of the dodecyltrimethylammonium
bromide~DTAB! in water, Durand-Vidalet al.11 used as in-
put parameters of their MSA-transport theory values deduced
by other authors from quasielastic light scattering
experiments.12 They obtained an electrical conductivity in
agreement with experimental data available at that time. We
report here experimental determinations of the electrical con-
ductivity which differ from the data given in Ref. 11 in the
low concentration range. We again use the MSA-transport
theory to fit another set of input parameters, slightly different
from the previous one. The purpose of this paper is to com-
pute the transport coefficients of DTAB aqueous solutions
from numerical simulation with the new set of parameters for
the primitive model of the solution: these calculations pro-
vide not only the electrical conductivity, but also the self-
diffusion coefficients of ions as functions of the total mono-
mer concentration.

The numerical simulation of highly asymmetrical elec-
trolytes in solution in the framework of the primitive model
attracts indeed considerable interest for several years. Sev-
eral papers have been reported concerning the structural
properties of 1–20 and 2–20 electrolytes,13–171–60 to 3–60
electrolytes,18–20 and also 1–12 to 3–12 and 1–24 to 3–24
electrolytes.21 The dynamical properties of 1–10, 1–20, and
2–20 electrolytes were also investigated using Brownian dy-
namics simulations.22 It should be noticed that none of these
results was compared to experiments.

The different length and time scales of macroions and
counterions in asymmetrical electrolytes make the simulation
of their properties rather tricky: an efficient Ewald summa-
tion must be used to handle properly the long-range electro-
static interactions19 and the simulation length must be suffi-
ciently large to ensure a significant displacement of the
slowest particle. Here, an efficient Brownian dynamics algo-
rithm is used which allows one to choose relatively large
time steps.23 Moreover, if one is interested in the dynamics
of ions, he must take into account the hydrodynamic interac-
tions ~HIs! between them, which are indirect interactions
transmitted by the solvent. On the mesoscopic level of
Brownian dynamics, the long-ranged part of HIs is described
through the diffusion matrix, which couples together the ve-

locities of particles and the forces applied on them. The cal-
culation of the diffusion matrix is difficult as HIs are long
ranged and many body interactions. Nevertheless, it was re-
cently shown that for simple electrolyte solutions, even a
simplified treatment of HIs yields reliable estimates of trans-
port coefficients in the moderate concentration range.23–25

We show in the present paper that this model is also adequate
to the computation of transport coefficients of very asym-
metrical electrolytes.

The paper is organized as follows: The experimental data
are given in Sec. II and the experimental procedure is briefly
described. This section also explains how the MSA-transport
theory is used to fit our set of input parameters for the primi-
tive model of the solution. The simulation method is de-
scribed in Sec. III; next, Sec. IV presents the results which
are compared to experiments and finally a conclusion is in-
cluded in Sec. V.

II. EXPERIMENT

The DTAB from Fluka was recrystallized in ethanol and
dryed in ether. Water was purified by ion exchange, micro-
filtration, and photo-oxidation~Elgastat Maxima!. The solu-
tions were made up by weight and the conversions between
the molality and molarity scales were done using the densi-
ties given in Ref. 26; the solution was diluted by successive
additions of known masses of water. The conductivity cell
~home made! had bright platinium electrodes. The cell con-
stant was determined using the method of Lind, Zwolenik,
and Fuoss27,28 using aqueous KCl solutions in a concentra-
tion domain below 0.01 mol L21. The constant was found
equal to 0.1792 cm21 and this value did not change between
the beginning and the end of the measurements. The cell was
immersed in a water bath the temperature being maintained
constant at 25.060.01 °C. The solution resistances were
measured with a Wayne–Kerr bridge~model 6425! at four
frequencies, 10, 5, 2, and 1 kHz, and extrapolated to infinite
frequency in the usual way. The resulting experimental un-
certainty is 0.5%.

The results obtained from three independent series of
measurements are given in Table I: the molar conductivity,
which is here the specific conductivity divided by the total
monomer concentration, is given as a function of the total
monomer concentrationCmon

t . The values obtained in the
rangeCmon

t ,0.017 mol L21 are slightly higher than the ones
given in Ref. 10. Note that several other independent series
of measurements have been performed in the low concentra-
tion range that lead to the same results as those given in
Table I. Of course, the critical micellar concentration corre-
sponds to the change of slope of the molar conductivity as a
function of the total monomer concentration; here the experi-
mental results lead to cmc51.5531022 mol L21, which
corresponds to the literature value.29,30

The MSA-transport theory is used to derive from the
experimental data the parameters of the primitive model for
DTAB aqueous solutions; the corresponding equations may
be found in Refs. 7, 10, and 11. Two different calculations
are made whether the concentration domain is below or
above the cmc. In the first case, the solution is nothing else
but an aqueous solution of a 1–1 electrolyte asymmetrical in
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size. In the second case, three ionic species are considered as
indicated in the introductive part of this paper; the concen-
trations of the various constituents are in that case

Cmon
free5cmc,

Cmicelle5~Cmon
t 2cmc!/nagg,

Cion5cmc1uZappuCmicelle.

In the range below the cmc, the MSA-transport theory is
used to fit the self-diffusion coefficient at infinite dilution of
the free surfactant ion which is currently unknown. In that
calculation, the values of the self-diffusion coefficient at in-
finite dilution of the bromide ion as well as of its radius are
taken from the literature:10,31 DBr2

o
52.07931029 m2 s21

andaBr251.97310210 m. We obtain from the fitting proce-
dureDmon

o 50.58031029 m2 s21 and the corresponding hy-
drodynamic radiusamon54.20310210 m. Then, these pa-
rameters are introduced in the MSA-transport equations
above the cmc to fit the self-diffusion coefficient of the mi-
cellar species at infinite dilution together with its apparent
charge. In the latter calculation, the aggregation number of
the micellar species was fixed to the valuenagg560, which is
taken from recent experimental results.29 We obtain Zapp

516, Dmicelle
o 50.1231029 m2 s21 and the corresponding

hydrodynamic radiusamicelle520.4310210 m; these results
are close to those deduced from quasielastic light scattering
experiments.12

III. BROWNIAN DYNAMICS SIMULATION

A. Simulation algorithm

On the mesoscopic time scale of Brownian dynamics,
one considers that the velocities of the solute are always in
equilibrium with the solvent. The motions are consequently
described in the position space only by the following sto-
chastic equation for the displacementDr of the N particles
included in the simulation box32 from time t to time t1Dt,

r ~ t1Dt !2r ~ t !5S bD"F1
]

]r
•DDDt1R, ~1!

where b51/kBT. Here, the particles are supposed to be
spherical, without rotational degree of freedom;Dt is the
time increment,r is the 3N-dimensional configuration vec-

tor, andF describes the forces acting on the particles at the
beginning of the step.R is a random displacement, chosen
from a Gaussian distribution with zero mean,^R&50, and
variance^RRT&52DDt. The efficiency of the simulation is
improved by evaluating the probability of each displacement
Dr with a smart Monte Carlo criterion:23,33 this allows to
increase the time step with respect to the classical Brownian
dynamics method.

Hydrodynamic interactions~HIs! between particles are
introduced via the configuration dependent 3N33N diffu-
sion tensorD. When HIs are neglected,D becomes diagonal
and constant, with eigenvalues equal to the self-diffusion co-
efficients of ions at infinite dilution, referred to asDi

0 for ion
i. In the present work, the Rotne–Prager tensor34 is used to
calculate the diffusion matrix with the same approximations
as those used previously.23,24The first approximation consists
in assuming that HIs are pairwise additive. This is reasonable
for the systems studied here, because they have a relatively
low packing fraction, smaller than 7% in any case. Even if
the local ionic concentration is higher in the vicinity of the
micellar species as in the bulk solution due to the charge
asymmetry, it remains relatively small because counterions
are largely smaller than micelles. Second, we consider hy-
drodynamic interactions between particles included in the
simulation box only, which constitutes a strong approxima-
tion. This approximation isa posteriori justified ~see Sec.
IV ! as we obtain very similar transport coefficients from two
simulations which differ only from the total number of par-
ticles. An Ewald summation technique could be used35–38 to
account properly for the long range of HIs as it is done in the
case of electrostatic interactions. However, these calculations
are not only very time consuming but they also are not rea-
sonable from a physical point of view in our case, as they
assume an instantaneous propagation of HIs at a very long
distance. Indeed, the characteristic time scale of their propa-
gation ist.L2/D with D being the kinematic viscosity of
the solvent andL a characteristic length: for water at 298 K
the propagation time is smaller than 1 ps for a distance of 20
nm which is almost the length of our simulation box. As
counterions cover a distance of the order of their radius in
several time steps, it seems unrealistic to assume that HIs
remains stationary over several box lengths for these species.
Finally, as ions studied in the present work are quite small

TABLE I. Experimental molar electrical conductivity (L/S cm2 mol21), of DTAB solutions at 298.15 K as a
function of the total monomer concentration (Cmon

t /mol L21): three independent series of measurements are
given.

Cmon
t L Cmon

t L Cmon
t L

0.0149 89.95 0.0141 89.95 0.1425 32.00
0.0112 91.80 0.0129 90.50 0.1151 33.35
0.0089 92.75 0.0106 91.35 0.0829 36.20
0.0064 94.00 0.0069 93.30 0.0574 41.60
0.0041 95.15 0.0056 93.85 0.0391 49.40
0.0026 96.25 0.0041 95.00 0.0280 60.25
0.0018 97.10 0.0032 95.70 0.0211 72.65
0.0196 76.00 0.0024 96.40 0.0158 88.10
0.0174 82.60 0.1874 30.80 0.0095 92.20
0.0156 88.30 0.1665 31.30
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~radius less than 2 nm! and also as they are modeled as
charged soft spheres, it would not be meaningful to use some
lubrification theory to calculate hydrodynamic interactions
between particles close to each other. As it is shown in the
remainder of this paper, our simplified treatment is sufficient
to account for the main effects which influence the ionic
dynamics.

We mimic the charged hard spheres of the primitive
model by using the following solvent-averaged interaction
potential, which contains pairwise repulsive interactions39

and the Coulomb part:

Vi j ~r !5
1

4p«0e r
F uqiqj u
12~ai1aj !

S ai1aj

r D 12

1
uqiqj u

r G . ~2!

Hereai is the radius of thei th ion, «0 the dielectric constant
of the vacuum,« r the relative dielectric constant of the pure
solvent, taken equal to 78.54. The minimum of the cation–
anion potential corresponds to the sum of the radiiai1aj .
Ionic radii are those given in the preceding section. This
modelling of interactions is then a ‘‘soft-core’’ version of the
primitive model.

Last, the transport coefficients of the solution are de-
duced from the ionic trajectories via adequate autocorrelation
functions@see Eqs.~7!–~10! of Ref. 23#.

B. Parameters of the simulations

Aqueous solutions of DTAB are simulated at 298.15 K
for five different total momomer concentrations (Cmon

t ):
0.045, 0.061, 0.085, 0.125, and 0.18 mol L21. In each simu-
lation, five micelles and the convenient number of surfactant
ions (Nmon) and of counterions (Nion) are placed in a cubic
box with periodic boundary conditions; in each case, the
number of free surfactant ions corresponds to a concentration
equal to the cmc. The number of micelles included in the
simulation box may appear very low but cannot be higher for
technical reasons: the taking into account of HIs imposes to
compute the ‘‘square root’’ of a 3N33N matrix with N be-
ing the total number of particles. For the two highest con-
centrations, other sets of simulations are also performed with
10 micelles in the cubic box instead of five, in order to check
the validity of results obtained with as few as five micelles in
the simulation box.

To compute the soft-core interactions we use a spherical
cutoff of half a box length, applying the minimum image
convention. Coulomb interactions are computed by using the
Ewald summation technique with the conducting boundary
condition. The parameters of the Ewald summation are opti-
mized according to the recipes proposed by Lobaskin and
Linse.17 The simulation time stepDt is chosen so that the
acceptance ratio remains higher than 70%; moreover, it is
small with respect to the mean free path of the smaller par-
ticles (aion

2 /D ion
0 .20 ps). Dynamical properties are calcu-

lated by averaging over five trajectories, each containing
nstep time steps, while the equilibration runs contain at least
23105 time frames. In order to calculate the averaged dy-
namical properties over several independent trajectories, we
perform one long run~about 23105 time steps! without HIs
and without saving any position or velocity between two

production runs. The parameters of all simulations are sum-
marized in Table II.

IV. RESULTS AND DISCUSSION

A. Electrical conductivity

Figure 1 presents the molar electrical conductivity cal-
culated from Brownian dynamics simulations as a function
of the square root of the total monomer concentration: results
from simulations without and with HIs are compared to ex-
perimental data and to MSA-transport calculations. We recall
that the molar electrical conductivity is here the conductivity
divided by the total monomer concentration.

Note first that simulations with 5 or 10 micelles in the
simulation box lead to the same results~the difference be-
tween them is almost not detectable in Fig. 1!. This shows
that the treatment of the long-ranged part of HIs is sufficient
to capture the main effects which influence the ionic dynam-
ics. As observed in Fig. 1, simulation results are in very good
agreement with experimental data when hydrodynamic inter-
actions are taken into account. At the highest concentrations,
the agreement with experiments is better than the one of
MSA-transport calculations. We recall that the MSA-
transport theory is based on the assumption that the dominant
forces that determine the deviations of transport processes
from the ideal behavior~i.e., without any interactions be-
tween ions! are hydrodynamic interactions and electrostatic
relaxation forces. Moreover, the MSA-transport equations of
the electrical conductivity that we use here do not take into

TABLE II. Parameters of the simulations.

Cmon
t /mol L21 Nmicelle Nmon Nion Dt/ps nstep

0.180 10 56 216 1 114 688
0.180 5 28 108 1 114 688
0.125 10 84 244 0.8 131 072
0.125 5 42 122 0.8 131 072
0.085 5 66 146 1 114 688
0.061 5 102 182 0.8 131 072
0.045 5 157 237 1 114 688

FIG. 1. Molar electrical conductivity of DTAB solutions at 298 K as a
function of the square root of the total monomer concentration: experimental
data~jointed stars!, MSA-transport calculations~dotted line!, simulation re-
sults with HIs ~five micelles in the simulation box, filled circles; and 10
micelles, open circles! and without HIs~five micelles in the simulation box,
filled squares; and 10 micelles, open squares!.
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account a possible coupling between the latter effects,
whereas that is of course included in the numerical simula-
tion. Then, for the system studied here the coupling between
electrostatic relaxation and hydrodynamics is not negligible
above 0.1 mol L21 and explains the difference between simu-
lation results and the analytical theory. Another difference
between both theoretical approaches is the modeling of di-
rect interactions: ions are modeled as charged hard spheres in
the analytical calculation whereas they interact via soft-core
repulsions in the simulations. Both models do not lead ex-
actly to the same radial distribution functions especially at
high concentrations. Nevertheless, in the transport theory un-
der consideration, the contributions of the radial distribution
functions in the calculation of the electrical conductivity are
integrals over the distancer and summations of the products
of these integrals by the charges are then taken. In a way, the
integration of theg(r ) and the electroneutrality condition
allow to smooth the defects of the MSA. Finally, we observe
that the agreement between MSA-transport calculations and
experiments is not excellent just before the cmc whereas for
1–1 electrolytes at these concentrations it should be excel-
lent. Here, this difference between experiments and theory
may be due to a chemical effect such as a premicellization of
surfactant chains.

B. Self-diffusion coefficients

The ionic self-diffusion coefficients cannot be calculated
from the analytical transport theory as the case of three ionic
species was not investigated yet for this transport coefficient.
Moreover, the available MSA-transport theories of the self-
diffusion do not account for hydrodynamic effects. The self-
diffusion coefficients of the micellar species, the surfactant
monomers, and the counterions obtained from Brownian dy-
namics are given in Fig. 2; the ratio between the computed
values and the value at infinite dilution is given. In every

case, the result is the average between the values obtained
from the mean squared displacements and from the velocity
autocorrelation function. Note that the precision of the cal-
culation is better for counterions and surfactant ions than for
the micelle owing to the large number of bromide ions and
monomers in the simulation box against the small number of
micellar species. Nevertheless, linear mean squared displace-
ments as functions of time are obtained for all species. As the
correlation time used for calculating the micellar diffusion
coefficient is about 131027 s whereas the structural relax-
ation time of the micelle (a2/Do) is about 331028 s, we
may assume that we calculate the long-time self-diffusion
coefficient of this species. For the micellar species, experi-
mental determinations of the self-diffusion coefficient are
also available and are plotted in Fig. 2. The experimental
data are taken from Tominagaet al.40 who measured the
tracer coefficient of the micelle by determining the diffusion
coefficient of pyrene solubilized in DTAB micelles in water
at 298.2 K. They give the self-diffusion coefficient of the
micelle for several concentrations above the cmc and also
extrapolate this diffusion coefficient at the cmc; the latter
may be considered as the self-diffusion coefficient of the
micelle at infinite dilution.

Once again, very similar results are obtained whether the
number of micellar species included in the simulation box is
5 or 10 which allows as to justifya posteriori the treatment
of the long-ranged part of HIs. As observed in Fig. 2, the
relative variation of the self-diffusion coefficients of bromide
ions and of monomers against the infinite dilution situation is
small compared to the one of the micellar species. This is
qualitatively in agreement with the Onsager’s limiting law
which expects a decrease of the self-diffusion coefficient of
an ion proportional to the square of its charge. On the other
hand, hydrodynamic interactions clearly enhance the self-
diffusion of the micelle whereas they do not influence the
self-diffusion of the bromide ion and of the monomer. Note
that this enhancement is systematic, of about 15% to 20%,
whereas the error on the computed diffusion coefficients of
the micelle is in the range 5–10%~the error is estimated by
calculating the diffusion coefficients from each trajectory
and by computing the variance of this set of results!. We
recall that for simple electrolyte solutions an enhancement of
the self-diffusion coefficient due to HIs was already
observed,23 but, in an aqueous KCl solution, this effect was
quite small~about 5% at 2 mol L21! and was negligible for
concentrations below 0.3 mol L21. Moreover, we obtain self-
diffusion coefficients for the micelle of the order of experi-
mentsonly if HIs are taken into account. An enhancement of
the self-diffusion coefficient induced by HIs was predicted in
deionized charge-stabilized dispersions,41 it was observed in
experiments42 and computer simulations43,44 concerning
quasi-two-dimensional colloids and also three-dimensional
charge-stabilized dispersions.45 Here, the influence of HIs
concerns only the micellar species which is probably due to
the strong coupling between hydrodynamics and electrostatic
interactions for the ionic atmosphere around the macroion
and this evokes the electrolyte friction phenomenon.46 Once
again, we observe that the ionic dynamics is driven by the

FIG. 2. Ratios between the self-diffusion coefficients of ions in aqueous
DTAB solutions at 298.15 K and the values at infinite dilution as functions
of the total monomer concentration: experimental data~stars!, simulation
results with HIs~five micelles in the simulation box, filled circles; and 10
micelles, open circles! and without HIs~five micelles in the simulation box,
filled squares; and 10 micelles, open squares!.
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coupling between hydrodynamics and electrostatic interac-
tions.

Finally, we observe for each species that the self-
diffusion coefficient computed by simulations is roughly
constant when the total monomer concentration is increased.
This may be due to the fact that the ionic strength is slightly
varying in the considered concentration range.

V. CONCLUSION

Dynamical properties of ionic species in aqueous DTAB
solutions are investigated from the theoretical and experi-
mental points of view. New experimental determinations of
the electrical conductivity of these solutions enable us to
derive several parameters for the primitive model of these
mixtures by using an analytical transport theory. Despite of
the simplicity of the model~all ions have a spherical shape
with a radius independent of the concentration and the mi-
celle is supposed to keep an effective and constant charge
due to electrostatic condensation!, it allows us to calculate
transport coefficients in good agreement with experiments.
Moreover, we show that hydrodynamic interactions must be
taken into account in Brownian dynamics simulation to ob-
tain agreement with experiments whether the conductivity is
concerned or the self-diffusion. The influence of HIs is neg-
ligible for the smallest ions~bromide ion and monomer cat-
ion! but is significant for the micellar macroion~increase of
about 15% to 20%!. For the system studied here, the particle
dynamics are driven by the long-ranged electrostatic interac-
tions and by the coupling between them and hydrodynamic
interactions; even our simplified treatment of HIs seems suf-
ficient to account for these effects. Finally, another interest of
this work is to show that the ‘‘soft-core’’ version of the
primitive model together with an approximate treatment of
the hydrodynamic interactions enable us to account for the
essential features of the ionic dynamics in micellar solutions
above the cmc. This justifies the resort to Brownian dynam-
ics to study the dynamical properties of highly asymmetrical
electrolytes in solution. This simulation method is all the
more significant since current analytical transport theories of
the self-diffusion neither treat the case of ionic mixtures nor
account for hydrodynamical effects.
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4 Électrolytes aux interfaces

4.1 Dynamique de la double couche électrochimique

Collaboration avec Frédéric Grün, alors doctorant à l’UMR PASTEUR de l’ENS (directeur : Chris-

tian Amatore)

– publication [4]

– la publication 4 est donnée à la suite de ce chapitre

La motivation de ce travail repose sur les développements récents des méthodes électrochimiques

potentiométriques. En effet, les techniques actuelles de balayage en voltamétrie cyclique les plus

rapides imposent jusqu’à quelques millions de volt par seconde54, ce qui permet a priori d’étudier la

cinétique de réactions prenant place à des échelles de temps de l’ordre de la dizaine de nanosecondes.

Les théories « classiques » de cinétique électrochimique supposent que la double couche ionique

au voisinage de l’électrode chargée relaxe « instantanément » vers une structure d’équilibre après le

transfert électronique, puisqu’elles décrivent à tout instant sa structure par la solution de l’équation de

Poisson statique. Il est légitime dans ces conditions de se poser la question suivante : la dynamique de

la double couche électrochimique peut-elle encore être considéree comme infiniment rapide quand la

technique expérimentale sonde l’évolution du milieu à l’échelle de quelques nanosecondes ?

Il est difficile d’envisager de répondre à cette question par la voie expérimentale, étant données

l’échelle de temps concernée et la complexité du phénomène mis en jeu. En revanche, les théories

classiques des électrolytes peuvent renseigner sur l’ordre de grandeur de ce temps caractéristique de

relaxation. On peut penser qu’il est en effet grossièrement de l’ordre du temps de relaxation électro-

statique de Debye,τD, qui concerne la relaxation de l’atmosphère ionique après le déplacement de

l’ion central engendrant une perte de l’électroneutralité locale. Rappelons que pour un sel 1-1 à 0,5

mol/L, τD ' 0, 1 ns. Cependant, le calcul du temps de Debye suppose les ions ponctuels, leurs dépla-

cements décrits par les coefficients de diffusion à dilution infinie, et la géométrie de l’environnement

sphérique. On est donc loin du cas particulier de la double couche au voisinage de l’électrode, avec

une géométrie plane et un milieu assez concentré, dont l’organisation est en grande partie déterminée

par la taille des ions. Dans un cas comme celui-ci, la simulation numérique peut donc être envisagée

comme un outil prédictif, utilisé pour mener une « expérience numérique ».

Puisque nous disposons d’un outil, la dynamique brownienne, qui a prouvé son efficacité pour

l’étude des solutions d’électrolytes, nous avons proposé de l’utiliser pour évaluer le temps de relaxa-

tion de la double couche électrochimique après qu’un transfert électronique a eu lieu en son sein. Bien

que des simulations de la double couche existent au niveau atomique, voire même électronique55, il

54Amatoreet coll., J. Electroanal. Chem.486, 141 (2000)
55Pour un article général sur ce thème, voir Spohr, Electrochim. Acta49, 23 (2003)
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est clair que pour le moment, seule une simulation au niveau mésoscopique peut permettre d’étudier

le comportement de la double couche sur les échelles de temps envisagées. N’oublions pas en effet

que les contraintes expérimentales en électrochimie imposent d’étudier le transfert électronique pour

une espèce électroactive très diluée dans un électrolyte support, lui même moyennement concentré

(de l’ordre de 0,5 mol/L pour le sel support et environ 100 fois moins pour l’espèce réactive). Nous

proposons, pour étudier la dynamique de la double couche, de mener des simulations de dynamique

brownienne hors équilibre, afin de mimer le processus réel. Pour cela, il nous faut d’abord décrire les

propriétés d’équilibre d’une double couche électrochimique, créer une perturbation en son sein, puis

suivre le retour du système vers la nouvelle situation d’équilibre. Ceci suppose en premier lieu que

nous modélisions une cellule électrochimique, et en second lieu, que nous soyons capable de déduire

des grandeurs accessibles par simulation le temps caractéristique de la relaxation.

Modélisation d’une cellule électrochimique et procédure de simulation

La cellule électrochimique est supposée constituée de deux plans infinis, chargés uniformément

avec des densités de charge de signes opposés, entre lesquels baigne une solution aqueuse d’élec-

trolyte simple, représentant l’électrolyte support (cf. figure 15). De plus, deux espèces sphériques

supplémentaires, neutres et plus grosses que les ions de l’électrolyte support, sont placées dans la

boîte de simulation chacune à une distance fixe d’un plan chargé.

La procédure utilisée pour étudier la dynamique de la double couche est la suivante :

1. une simulation brownienne « traditionnelle » de ce système permet de le faire évoluer vers une

situation d’équilibre, la double couche électrochimique s’organisant avec l’espèce électroactive

neutre en son sein,

2. à un instant donné, les espèces électroactives sont brusquement chargées d’une charge égale

à l’unité, l’espèce proche de l’électrode positive devenant cationique et l’autre devenant anio-

nique,

3. l’évolution du système après cette perturbation est suivie par une simulation de dynamique

brownienne qui peut être appelée simulation « hors équilibre ».

Cette procédure est répétée de nombreuses fois, les résultats étant alors obtenus comme des moyennes

sur l’ensemble des calculs. Les simulations sont toujours réalisées à température ambiante.

Quelques choix de la modélisation méritent d’être discutés plus précisément :

• L’électrolyte support considéré est un électrolyte simple, symétrique, de type KCl, puisque la

méthode de simulation brownienne a prouvé son efficacité pour rendre compte de son compor-

tement. Les rayons des deux ions sont identiques, égaux à0, 2 nm, ainsi que les coefficients

d’autodiffusion à dilution infinie, pris égaux à2× 10−9 m2 s−1 (les valeurs expérimentales sont

D◦
K+ = 1, 956 × 10−9 m2 s−1 et D◦

Cl− = 2, 012 × 10−9 m2 s−1). Ce choix d’un électrolyte

support le plus simple possible est délibéré, puisque le phénomène dont nous voulons rendre

compte est général, et sa dépendance avec la nature du sel support n’est pour le moment pas au

centre de l’étude. De plus, nous verrons que le choix d’un électrolyte parfaitement symétrique

confère une symétrie particulière globale au système.

• La distance entre les plans est égale à 15 nm, ce qui est largement plus grand que la distance

de Debye pour les concentrations ioniques envisagées ici, de l’ordre de celles utilisées dans les
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FIG. 15 –Modélisation de la cellule électrochimique utilisée dans les simulations browniennes. En haut, vue

perpendiculaire aux plans des électrodes et en bas, vue en perspective. Notons que ces deux représentations ont

été obtenues à partir des positions des particules issues des simulations.

expériences d’électrochimie, à savoir comprises entre 0,1 et 1 mol/L. Ceci permet de considérer

que les deux doubles couches, au voisinage des deux plans chargés, évoluent indépendamment

l’une de l’autre.

• Les espèces mimant les molécules électroactives sont deux fois plus grosses que les ions du

sel support. Elles sont maintenues à une distance fixe de l’électrode dans cette étude, afin de

découpler le phénomène de relaxation de la double couche du processus diffusif de l’espèce

électroactive. La distance aux électrodes est faible (0,5 nm sachant que le rayon est 0,4 nm),

afin que la variation brutale de charge ait bien lieu au sein de la double couche.

• La charge surfacique des électrodes est choisie de façon que la différence de potentiel in-

duite soit de l’ordre de celles utilisées en électrochimie classique : elle varie entre 0,032 et
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0,128 C m−2, ce qui correspond à des d.d.p. de l’ordre du volt. Enfin, les électrodes sont suppo-

sées être des conducteurs parfaits, dont le caractère métallique n’est pas pris en considération.

• Les simulations menées ne tiennent pas compte des interactions hydrodynamiques, ceci à cause

de la géométrie particulière du système, qui rend leur calcul encore plus complexe qu’à l’ha-

bitude. Notre expérience de la simulation brownienne des solutions aqueuses de sels simples

suggère de plus que ces effets restent faibles dans le domaine de concentration envisagé ici.

Une des principales modifications du code de simulation est liée au changement de géométrie de

la boîte de simulation, qui est maintenant répétée périodiquement dans les directions parallèles aux

plans uniquement. La sommation d’Ewald, qui permet de calculer les interactions coulombiennes à

longue portée, doit être modifiée56 pour tenir compte de cette géométrie dite « à 2,5D ». Remarquons

enfin que la modélisation du système choisie le rend antisymétrique dans l’espace par rapport à un

plan parallèle aux électrodes et qui passerait par le centre de la boîte de simulation. Nous tirerons

parti de cette propriété pour moyenner tous les résultats obtenus sur les demi-boîtes de simulation.

En particulier, une seule simulation de la relaxation fournit deux résultats, dans chacune des doubles

couches.

Résultats concernant la structure de la double couche

FIG. 16 –Profils de densités longitudinaux normalisés des contre-ions en fonction de la distance à l’électrode

chargée. La normalisation est effectuée par rapport à la concentration totale en électrolyte. Dans tous les cas, la

densité surfacique de charge des électrodes est 0,032 C m−2. Les cercles représentent les résultats obtenus par

simulation de dynamique brownienne et les traits continus les résultats issus de la théorie de Gouy-Chapman-

Stern.

Le programme de simulation a été validé par la comparaison des résultats concernant la structure

de la double couche à ceux fournis par le modèle de Gouy-Chapman-Stern57, connu pour conduire à

56Spohr, J. Chem. Phys.107, 6342 (1997)
57Girault,Électrochimie Physique et Analytique, presses polytechniques et universitaires romandes (2001)

76



de bons résultats dans les domaines de concentration en sel et de charges des électrodes considérés

ici. On peut en effet constater sur la figure 16 que les distributions des contre-ions en fonction de la

distance à l’électrode sont en très bon accord avec les calculs analytiques.

Évaluation du temps de relaxation de la double couche électrochimique

Comme nous l’avons déjà dit, pour étudier la relaxation de la double couche, nous partons d’une

situation représentative de l’équilibre, que nous perturbons en chargeant brutalement les deux espèces

électroactives. Nous cherchons à déterminer la durée caractéristique que met le système pour retrouver

une nouvelle situation d’équilibre. La difficulté de l’étude réside dans le choix de la grandeur dont il

faut suivre l’évolution pour déduire cette durée caractéristique, et c’est cette étape du travail qui nous

a demandé le plus de temps. En effet, la perturbation engendrée par la variation de charge au sein

de la double couche est faible puisqu’il s’agit d’une perturbationlocale. En témoigne l’évolution de

l’énergie totale du système, qui fluctue naturellement autour d’une grandeur moyenne dans l’ensemble

(N, V, T ) (cf. figure 17) : bien que moyennée sur 100 simulations indépendantes, la variation de

l’énergie totale du système due à la perturbation reste faible par rapport aux fluctuations.

FIG. 17 – Évolution dans le temps de l’énergie totale du système, avant et après la perturbation, calculée

par simulation de dynamique brownienne. Le signal présenté est une moyenne effectuée sur 100 simulations

indépendantes.

Plusieurs essais nous ont conduits à choisir finalement de suivre l’évolution au cours du temps

du potentiel électrostatique,Vel, créé au centre de l’espèce électroactive par les autres ions. La figure

18 montre son évolution au cours des simulations, le signal étant encore une fois moyenné sur 100

calculs indépendants. On constate dans ce cas que

• la variation du potentiel électrostatique engendrée par la perturbation est forte,

• l’évolution temporelle du potentiel électrostatique semble suivre le comportement d’une fonc-

tion exponentielle décroissante.

Il est donc naturel, pour évaluer le temps de relaxation de la double couche, de faire un ajustement

numérique de la courbe donnantVel en fonction du temps par une exponentielle décroissante, ou bien

77



de tracer les courbes donnantlogVel en fonction du temps, les pentes des droites obtenues fournissant

le temps caractéristique de relaxation.

FIG. 18 –Évolution dans le temps du potentiel électrostatique créé au centre de l’espèce électroactive par les

autres ions, avant et après la perturbation, calculé par simulation de dynamique brownienne (concentration en

électrolyte : 1,02 mol/L pour une densité de charge des électrodes de 0,032 C m−2. Le signal présenté est une

moyenne effectuée sur 100 simulations indépendantes.

Résultats

Les temps de relaxation calculés sont regroupés dans le tableau 1 ci-dessous.

C (mol L−1) σ (C m−2) τ (ns)

0,11 0,032 0,40

0,45 0,032 0,11

0,61 0,032 0,09

1,02 0,032 0,05

0,11 0,064 0,41

0,11 0,0128 0,20

TAB . 1 –Temps caractéristiques de relaxation de la double couche électrochimique après un transfert d’élec-

tron évalués par simulation de dynamique brownienne, en fonction de la concentration du sel support et de la

densité surfacique de charge des électrodes.

Plusieurs conclusions s’imposent au vu des résultats. D’abord, on constate que ces durées sont

de l’ordre de grandeur du temps caractéristique de Debye, évalué pour une solution homogène, dans

l’hypothèse où les particules seraient ponctuelles. L’évolution du temps calculé est grossièrement celle

qui est prévue par le temps de Debye, à savoir queτ diminue quand la concentration en sel augmente.

Cependant, la relativement faible évolution du temps de relaxation avec la charge de l’électrode n’etait

pas évidente, puisque pour une concentration ionique fixée, l’augmentation deσ conduit à un très fort
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excès de contre-ions dans la double couche. Des esprits contradicteurs pourraient conclure que cette

étude avait un intérêt limité, puisqu’il était prévisible que le temps calculé serait proche du temps de

Debye. Pourtant, il faut encore une fois insister sur le fait qu’il n’y a presque aucune raison pour que

le temps de Debye donne une information quantitative sur le temps de relaxation de la double couche.

Rappelons que le système étudié ici est très inhomogène au voisinage des plans, d’autant plus que la

surface des électrodes est chargée et on est donc très loin des conditions du calcul du temps de Debye.

Ensuite, les temps de relaxation évalués sont courts, largement plus que l’échelle de temps accessible

par les méthodes actuelles d’électrochimie. Ceci doit donc « tranquilliser » les utilisateurs des théories

cinétiques traditionnelles de l’électrochimie, pour le moment du moins. Cependant, l’étude menée ici

peut être considérée comme restrictive, puisqu’elle concernait les solutions aqueuses. Les solvants

non aqueux sont souvent utilisés pour étudier des cinétiques de réaction et le comportement de la

double couche dans un solvant de plus faible permittivité que l’eau serait peut être différent.

79



4.2 Étude de l’interface feuillet d’argile/contre-ions : distribution des contre-

ions entre deux plans infinis d’argile

Collaboration avec Frédéric Grün et Virginie Marry, alors doctorants, le premier sous la direction de

Christian Amatore et la seconde sous celle de Pierre Turq

– publications [6,7,9]

Au niveau microscopique, les argiles gonflantes se présentent comme des structures lamellaires,

constituées par des feuillets composés d’atomes de silicium, d’oxygène, d’aluminium et de magné-

sium. Certains atomes de silicium et d’aluminium sont substitués par des ions de valence inférieure, ce

qui confère une charge globalement négative aux feuillets. Cette charge est compensée par des cations

présents naturellement dans le milieu (Na+ et Ca2+ le plus souvent). En présence d’eau, l’argile s’hy-

drate, et l’hydratation des cations situés entre les feuillets conduit à l’adsorption d’eau dans l’espace

interfoliaire. L’écartement entre les feuillets d’argile varie alors avec la quantité d’eau adsorbée. La

thèse de Virginie Marry58, financée par l’Agence Nationale pour la gestion des Déchets Radioactifs

(ANDRA), portait sur l’étude des propriétés structurales et dynamiques de l’eau et des ions dans les

argiles peu hydratées. Cette étude a été menée essentiellement à l’aide de simulations numériques au

niveau atomique, de type Monte Carlo et dynamique moléculaire. Néanmoins, il a paru intéressant de

mener, pour les systèmes argileux relativement hydratés, avec plusieurs couches d’eau dans l’espace

interfoliaire, une étude multi-échelle concernant la répartition des contre-ions entre les feuillets d’ar-

gile, afin d’avoir une description la plus complète possible du matériau. Ce type d’étude permet en

effet de tester la cohérence des diverses approches, dans l’objectif d’affiner le passage d’un niveau de

description à un autre. Quand le nombre de couches d’eau dans l’espace interfoliaire est assez élevé,

on peut en effet se demander si la description discrète de l’eau est encore nécessaire, d’autant plus

que les calculs de dynamique moléculaire deviennent alors assez coûteux en temps de calcul.

Notre contribution a été d’adapter la simulation numérique brownienne à l’étude de ces systèmes

confinés afin de déterminer la distribution des contre-ions dans les feuillets ; cette étude a été réalisée

avec Frédéric Grün, étant donnée la grande similitude de géométrie entre ce système et celui utilisé

pour évaluer la dynamique de la double couche électrochimique.

La figure 19 représente schématiquement la modélisation adoptée. Les feuillets d’argile sont assimi-

lés à des plans infinis, portant des charges discrètes, dont la répartition sur les surfaces suit celle des

atomes d’oxygène sur les feuillets modélisés par les simulations atomiques, c’est à dire une organisa-

tion de symétrie hexagonale. Les charges de ces sites sont toutes égales, et choisies de telle façon que

la charge par unité de surface soit la même que dans les modélisations microscopiques. Les contre-

ions placés dans l’espace interfoliaire ainsi que les sites de surface interagissent par l’intermédiaire

des forces coulombiennes et d’une répulsion à courte portée. Une interaction répulsive supplémen-

taire s’exerce entre les contre-ions et les plans des feuillets, afin d’éviter la pénétration des ions dans

les surfaces d’argile. La boîte de simulation est un parallélépipède avec des conditions aux limites

semi-périodiques : la boîte centrale n’est répétée que dans les deux directions de l’espace qui sont pa-

rallèles aux plans. Comme dans la modélisation de la cellule électrochimique, la version « à 2,5D » de

la sommation d’Ewald permet de tenir compte de la longue portée des interactions coulombiennes.

58Modélisation microscopique de la structure et de la dynamique de l’eau et des ions dans les argiles de stockage de

type montmorillonite, soutenue le 30 septembre 2002
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FIG. 19 –Représentation schématique du changement d’échelle microscopique/mésocopique. À gauche, on

donne une configuration instantanée de la boîte de simulation utilisée en dynamique moléculaire et à droite,

le modèle utilisé en dynamique brownienne, à savoir une boîte de simulation constituée de deux plans infinis

chargés entre lesquels sont placés les contre-ions.

Deux simulations ont été menées, correspondant à deux états d’hydratation différents d’une mont-

morillonite en présence de contre-ions de type sodium. La première correspond à la présence de 11

à 12 couches d’eau dans l’espace interfoliaire, soit dans notre cas 40 contre-ions pour une distance

entre les plans de 3,5 nm et la seconde correspond à 16 à 17 couches d’eau, soit 60 contre-ions,

pour une distance entre les plans de 5,2 nm. Les résultats obtenus dans le premier cas sont présentés

sur la figure 20, et comparés aux distributions des contre-ions calculés par les simulations de dyna-

mique moléculaire ainsi que par la résolution de l’équation de Poisson-Boltzmann. On donne aussi

les intégrales de ces distributions en fonction de la distance. Les résultats des simulations atomique et

brownienne ont été symétrisés par rapport au centre de la boîte de simulation, qui est aussi le milieu

de l’espace interfoliaire, c’est à dire que la fonction représentée est la moyenne de celles obtenues

obtenus dans les intervalles[0, L/2] et [−L/2, 0].

Les différences essentielles observées entre les courbes sont les oscillations des distributions de

contre-ions obtenues par les simulations atomiques. Celles-ci sont vraisemblablement dues à la nature

discrète du solvant dans ce cas, dont les interactions avec les surfaces des feuillets conduisent à une

structuration en couches près des plans. Cette structuration induit une organisation particulière des

contre-ions. Bien que le rayon des ions sodium de la modélisation brownienne soit de l’ordre du rayon

de l’ion hydraté dans les simulations microscopiques, les positions des pics d’intensité maximale des

distributions ne sont pas les mêmes par les deux méthodes. La modélisation brownienne ne permet

pas plus que le traitement champ moyen de Poisson-Boltzmann de rendre compte des phénomènes

dus à la nature discrète du solvant près des bords. En revanche, les distances minimales d’approche

des deux simulations sont en bon accord. Les distributions intégrales quant à elles sont en très bon

accord, ce qui montre l’intérêt d’une modélisation à solvant continu, beaucoup moins coûteuse en

temps de calcul, pour l’étude des systèmes assez hydratés.
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FIG. 20 –Distributions des contre-ions dans l’espace interfoliaire d’une montmorillonite pour un état d’hydra-

tation correspondant à 11-12 couches d’eau dans l’espace interfoliaire (à gauche) et iontégrales de ces distribu-

tions (à droite), obtenues par simulation de dynamique brownienne (trait continu), par simulation de dynamique

moléculaire (ligne pointillés) et par la résolution de l’équation de Poisson-Boltzmann (tirets).

4.3 Dynamique des ions dans une matrice d’ions immobiles

Collaboration en cours avec Vojko Vlachy, professeur à l’université de Ljubljana, Slovénie, dans

le cadre du projet européen « PAI Proteus »

– résultats non encore publiés

Les travaux que nous développons actuellement avec le professeur Vojko Vlachy concernent les

propriétés structurales et dynamiques d’électrolytes insérés dans des systèmes nanoporeux chargés.

De telles interfaces sont mises en jeu dans diverses applications telles que la catalyse hétérogène, les

processus de séparation ou les échanges d’ions. Dans ce type de milieu, le désordre à l’échelle mi-

croscopique a une grande influence sur les propriétés du fluide adsorbé. Nous nous appuyons sur les

travaux publiés récemment par l’équipe slovène, qui a étudié les propriétés structurales et thermody-

namique de solutions d’électrolytes adsorbées dans des milieux gelés chargés59,60. Plus précisément,

les systèmes étudiés sont constitués par une matrice d’ions immobiles, globalement neutre, ou pas,

qui représente le milieu poreux. Une solution d’électrolyte est insérée dans ce milieu. L’équipe du

professeur Vlachy a déterminé l’énergie interne, les fonctions de distribution radiales et les coeffi-

cients d’activité du sel mobile en fonction de la « nature » du milieu gelé, en utilisant des calculs

d’équations intégrales et des simulations numériques de type Monte Carlo. Typiquement, l’influence

de la température de préparation de la matrice d’ions gelés est étudiée. Pour notre part, nous propo-

sons d’examiner les propriétés dynamiques des ions mobiles à l’aide de la simulation de dynamique

brownienne, sans interactions hydrodynamiques dans un premier temps.

Pour cela, nous procédons en deux étapes :

59Hribaret coll., Mol. Phys.100, 3093 (2002)
60Vlachyet coll., J. Phys. Chem. B108, 1046 (2004)
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1. nous réalisons des simulations d’un électrolyte donné, et une fois l’équilibre atteint, nous extra-

yons des configurations indépendantes de ce système, qui formeront la matrice d’ions immo-

biles,

2. nous insérons un autre électrolyte dans la matrice précédente, dont nous étudions les proprié-

tés d’équilibre et de transport. Les résultats sont moyennés sur les différentes configurations

indépendantes de la matrice utilisées.

Dans un premier temps, nous étudions le cas simple où matrice et solution d’ions mobiles sont des

électrolytes de même nature, de symétrie 1-1 dans notre cas, la matrice étant préparée à la même tem-

pérature que la solution mobile. Nous avons choisi d’attribuer aux ions des caractéristiques proches

des ions potassium et chlorure : le rayon de chacun des ions est égal à0, 2 nm et le coefficient de

diffusion à dilution infinie vaut2×10−9 m2 s−1. Le potentiel d’interaction entre les ions est du même

type que celui utilisé pour les simulations d’électrolytes simples, à savoir une répulsion à courte por-

tée en plus des interactions coulombiennes. Pour une concentration totale en électrolyte donnée (c’est

à dire que la somme de la concentration de la matrice et de la solution mobile est fixée), le rapport

entre les concentrations du sel mobile et de la matrice prend plusieurs valeurs.

FIG. 21 –Coefficients de diffusion des ions mobiles, rapportés à la valeur à dilution infinie, en fonction de la

proportion d’ions mobiles. Électrolyte mobile et matrice ont été équilibrés à 298 K. Deux concentrations totales

en électrolyte sont considérées : 0,2 mol/L (cercles bleus) et 1 mol/L (carrés rouges).

Nous avons d’abord vérifié que les fonctions de distribution radiales obtenues par simulation

sont identiques à celles calculées par la méthode des équations intégrales. Puis nous avons calculé

les coefficients de diffusion des ions mobiles. Nous reportons sur la figure 21 les coefficients de

diffusion des ions mobiles, rapportés à la valeur à dilution infinie, en fonction de la proportion d’ions

mobiles, pour deux concentrations totales en électrolytes, 0,2 et 1 mol/L. Les points d’abscisse égale à

1 correspondent donc au cas d’un sel « libre » en solution, tandis que ceux d’abcisse 0,2 correspondent

au cas d’un sel confiné dans une matrice cinq fois plus concentrée que lui.

Ces résultats préliminaires appellent quelques commentaires :

• Pour une même concentration totale, c’est à dire une même force ionique, le coefficient de

diffusion augmente quand la proportion d’ions mobiles augmente, ce qui semble naturel, les

ions de la matrice agissant comme des obstacles à la diffusion.
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• Pour une même proportion d’ions mobiles, l’électrolyte diffuse d’autant plus vite qu’il est dans

un milieu de force ionique plus faible, ce qui est aussi attendu puisque les effets de relaxation

électrostatiques augmentent avec la force ionique.

Ces résultats doivent être complétés pour d’autres valeurs de la concentration totale, afin de voir si le

comportement en fonction de la proportion d’ions mobiles reste du même type.
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In this paper, the dynamical properties of the electrochemical double layer following an electron
transfer are investigated by using Brownian dynamics simulations. This work is motivated by recent
developments in ultrafast cyclic voltammetry which allow nanosecond time scales to be reached. A
simple model of an electrochemical cell is developed by considering a 1:1 supporting electrolyte
between two parallel walls carrying opposite surface charges, representing the electrodes; the
solution also contains two neutral solutes representing the electroactive species. Equilibrium
Brownian dynamics simulations of this system are performed. To mimic electron transfer processes
at the electrode, the charge of the electroactive species are suddenly changed, and the subsequent
relaxation of the surrounding ionic atmosphere are followed, using nonequilibrium Brownian
dynamics. The electrostatic potential created in the center of the electroactive species by other ions
is found to have an exponential decay which allows the evaluation of a characteristic relaxation
time. The influence of the surface charge and of the electrolyte concentration on this time is
discussed, for several conditions that mirror the ones of classical electrochemical experiments. The
computed relaxation time of the double layer in aqueous solutions is found in the range 0.1 to 0.4
ns for electrolyte concentrations between 0.1 and 1 mol L21 and surface charges between 0.032 and
0.128 C m22. © 2004 American Institute of Physics.@DOI: 10.1063/1.1718201#

I. INTRODUCTION

Classical electrochemical kinetic theories at the elec-
trode are based on the assumption that the electrical double
layer instantaneously relaxes to equilibrium when external
electrostatic constraints are modified. Hitherto, this has been
sufficient to interpret experimental determinations of kinetic
constants obtained, for example, from cyclic voltammetry,
even in nanometric length scales.1 Nevertheless, recent de-
velopments in ultrafast cyclic voltammetry allow shorter and
shorter time scales~tens of nanoseconds at the moment2! to
be reached: one may wonder whether the standard descrip-
tion of the double layer remains relevant in these cases.
There is no denying that technological progresses will soon
permit direct information on the dynamical behavior of the
double layer to be obtained. In the mean time, we propose to
investigate theoretically these dynamics after a simple elec-
trochemical process: an electron transfer.

The theoretical study of the double layer has attracted
considerable interest over the last few decades. Stated at the
beginning of the last century, the Gouy–Chapman~GC!
theory3,4 provided a framework which enables easy access to
the electrical potential, the ionic densities and the equivalent
differential capacitance inside an electrolyte solution next to
a charged plane. This first model is the reference theory in
various domains such as electrochemistry, colloidal science
and biology, since it combines simplicity with efficiency as it

provides analytical results, and as it allows the interpretation
of either structural or even dynamical results, when, for ex-
ample, inserted in a kinetic theory.5 Naturally, the GC theory
underwent several modifications during time, such as the
early Stern modification6 ~GCS theory!. However, since GC
and GCS theories neglect most of excluded volume effects
~no ionic size! and the interionic interactions, they fail in
predicting some phenomena quite recently pointed out~vide
infra!; several more accurate theoretical approaches were
then developed to study the interface between a charged sur-
face and an electrolyte solution.

The first ones describe the double layer in the framework
of the primitive model which treats the ions as charged hard
spheres immersed in a continuous solvent. These models are
solved either by integral equations~see, for example, Refs. 7
and 8!, Monte Carlo simulations,9–15 stochastic simula-
tions,16 statistical mechanics,17,18 and density functional
theories14,19 ~DFT!. During the last decade, many efforts
have been done in improving the description of the solvent
part. The latter was first represented as a dense fluid of neu-
tral hard spheres instead of a dielectric continuum, and this
model was solved by DFT.20 Subsequently, advances in com-
putational facilities allowed for the description of the double
layer at the atomic level, using molecular dynamics simu-
lations21–23 ~MD!. Some dynamical phenomena were also
studied by MD such as the residence times of ions and
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water molecules in the adsorbate layer near a surface.24 In
recent years, the Car–Parrinello simulation method was also
used to investigate several water–metal interfaces accurately
~see, for example, Refs. 25–27!; a review devoted to the
recent trends in computer simulations of aqueous double lay-
ers may be found in Ref. 24. Most of the latter works illus-
trated in particular the limits of the initial GC theory under
certain particular conditions, for example, low temperature,
low ion sizes,13 high surface charges of the plane,13,15 or the
case of asymmetric electrolytes.12 In such cases, oscillations
in the ionic profiles20,22 or saturation of the differential ca-
pacitance when the surface charge is increased18 could ap-
pear, which GCS was unable to predict. Nevertheless, one
conclusion common to these studies is that the GCS theory
describes almost correctly systems in the ‘‘weak coupling
limit,’’ that is to say for whichkDd!1, with kD being the
Debye–Hu¨ckel screening constant, andd the size scale of
ions.

In summary, most theoretical investigations of the elec-
trical double layer concern the accurate description of its
structural properties and not of its dynamical behavior, even
when kinetic considerations are involved. In this work, our
aim is to follow dynamical phenomena inside the electrical
double layer just after an electron transfer occured: this the-
oretical investigation requires resorting to numerical simula-
tions. In this preliminary study, the accurate influence of the
solvent is neglected and the double layer is described in the
framework of the continuous solvent model, under condi-
tions where the GCS theory and the primitive model are
known to be almost pertinent. The dynamical behavior of the
electrolyte solution near the electrode is simulated over at
least several nanoseconds. From a computational point of
view, the Brownian dynamics simulation appears then to be
the most appropriate numerical method. Recently, an effi-
cient Brownian dynamics algorithm was proposed28 which
allowed the computation of transport coefficients of various
electrolyte solutions modelled using a soft-core version of
the primitive model; the results were in good agreement with
available experimental determinations~see, Refs. 29–31!.
The same simulation method was also used to obtain the
density profiles of counterions between the sheets of a fairly
hydrated montmorillonite32 and was compared to other tech-
niques at different scales: a microscopic~molecular dynam-
ics simulation! and another mesoscopic~Poisson–Boltzmann
approach!. The latter system consisted of an ionic solution
enclosed between two infinite charged planes. The present
work goes back to this particular geometry adapting it to
build a crude model of an electrochemical cell.

More precisely, a supporting electrolyte is placed be-
tween two parallel walls carrying opposite surface charges,
representing the electrodes. The distance between them is
kept large enough so that they behave independently from
each other, as in an electrochemical cell. The solution also
contains two neutral solutes representing the electroactive
species. In this preliminary work, the latter species are main-
tained at fixed equal distances from the walls. Equilibrium
Brownian dynamics simulations of this system are per-
formed. Then, the charge of the electroactive species is
suddenly changed~it becomes21 for the solute placed near

the cathode and11 for the anode!, and the subsequent re-
laxation of the surrounding ionic atmosphere is observed
performing nonequilibrium Brownian dynamics simulations,
as already employed in the litterature.33,34 The jump of the
charge mimics the electron transfer which occurs during an
electrochemical reaction at the electrode, and takes place
within the femtosecond time scale, i.e., well below any time
scale considered in this study. Parameters describing the sys-
tem are chosen to be closest to the conditions of standard
electrochemical experiments: the supporting electrolyte is a
1:1 electrolyte at concentrations in the range 0.1 to 1.0
mol L21, surface charges are moderate~.0.05 C m22! and
the electroactive species is about 100 times more dilute than
the smallest electrolyte concentration (1023 mol L21). Last,
the solvent is supposed to be water at room temperature.

The paper is organized as follows: Methods used in per-
forming equilibrium and nonequilibrium Brownian dynamics
simulations are described in Sec. II. This section begins with
the simulation algorithm, then the modelling of the system is
presented together with technical details. Section III details
the results of calculations and the paper ends with some con-
cluding remarks in Sec. IV.

II. SIMULATION METHOD

A. The Brownian dynamics simulation

On the mesoscopic scale of Brownian dynamics, the sol-
vent is treated as a dielectric continuum of viscosityh, and
relative permittivity e r ~usually that of the pure solvent!.
Moreover, since the velocities of the solute are supposed to
be in equilibrium with the solvent, the motions of particles
are described in the position space only. On this level of
description, particles undergo Brownian motions and interact
via direct interactions and hydrodynamic interactions medi-
ated by the solvent; in the present study only direct interac-
tions are taken into account. The numerical simulation is
based on the following stochastic equation of motion:35

rW i~ t1Dt !5rW i~ t !1bDi
0FW i~ t !Dt1jW i , ~1!

where rW i(t1Dt) is the position vector of particlei at time
t1Dt, rW i(t) the position vector at timet, b5(kBT)21 with
kB being the Boltzmann constant andT the temperature,Di

0

is the self-diffusion coefficient of particlei at infinite dilution
andFW i(t) is the force vector acting on particlei at time t. jW i

is a random displacement, chosen from a Gaussian distribu-
tion with the following parameters:

^jW i&50, ^jW i•jW i&52DtDi
0, ^jW i•jW j&50 for iÞ j . ~2!

This equation of motion is used to generate trajectories ofN
particles included within a simulation box of fixed volume,
at fixed temperature. Each displacement obtained from Eq.
~1! is accepted according to the smart Monte Carlo accep-
tance criterion,36 which permits to use relatively large time
steps while keeping a realistic dynamics of the particles.28

Equilibrium simulations are performed to compute aver-
aged structural properties of the system~see Sec. III A! and
nonequilibrium simulations allows us to follow the relax-
ation of the double layer~see Sec. III B!.
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B. Modelling of the system

The ions as well as the electroactive species are assumed
to be spherical particles immersed in a continuum solvent
interacting via Coulombic interactions and a short-ranged re-
pulsion:

Vi j
Coul~r i j !5

qiqj

4pe0e r

1

r i j
, ~3!

Vi j
rep~r i j !5

e2

4pe0e r

1

12~ai1aj !
S ai1aj

r i j
D 12

, ~4!

wheree0 is the permittivity of the vacuum,e is the elemen-
tary charge,ai is the radius of particlei, qi its charge, andr i j

the distance between particlesi and j. The minimum of the
total interaction potential for ions of opposite charges corre-
sponds to a distance equal to the sum of their radii: the elec-
trolyte solution is thus modelled by a soft-core version of the
primitive model.

The latter solution is hypothesized as being enclosed be-
tween two infinite parallel walls carrying opposite surface
chargess and perpendicular to thez direction. The non-
Coulombic particle/wall interaction is modelled by a repul-
sive short-ranged potential. The intensity of the repulsion at
contact is equal to the one acting between two spheres at
contact:

Vi /wall
rep ~zi !5

1

4pe0e r

e2

24ai
S ai

zi
D 12

,

where zi is the distance between particlei and the closest
electrode.

Both infinite charged planes induce a constant electrical
field EW5(s/e0e r)uW z perpendicular to the planes so that a
further interaction potential between an ioni and the planes
appears,

Vi /wall
Coul ~r z~ i !!5qi

s

e0e r
r z~ i !, ~5!

wherer z( i ) is thez component of the position vector of ion
i ands the charge surface density. Note that no image charge
model is introduced to take into account the metallic nature
of the electrodes.

Last, as we are not interested in the electron transfer by
itself per se, the electroactive species are maintained at a
fixed distanced from the electrodes. This position is chosen
close to the metallic surface so that a significant tunnelling
rate would occur for the electron transfer mechanism, and
also so that the resulting perturbation takes place inside the
electrical double layer.

In each simulation, 200 ions and two electroactive spe-
cies are placed in a parallepipedic box with two square-
shaped surfaces (Lx5Ly) corresponding to the metallic elec-
trode surfaces facing each other and separated by a constant
length Lz515 nm. For aqueous electrolyte solutions under
consideration, the Debye length ranges from 0.4 to 1.0 nm
which is widely smaller thanLz . This allows us to assume
uncoupling of the two electrodes and between the two double
layers. The simulation box is repeated with periodic bound-
ary conditions in thex andy directions~slab geometry!. Sev-

eral situations are studied with the concentration of the sup-
porting electrolyte varying between 0.11 and 1.02 mol L21

and the surface charge between 0.032 and 0.128 C m22. The
difference of the electrical potential between electrodes is
then DU5uEWu.Lz5s.Lz /e0e r which is around 1 volt and
thus corresponds to the range of standard electrochemical
experiments, in absence of ohmic drop.

The supporting electrolyte is a 1:1 KCl-like electrolyte:
the radius of each ion is 0.2 nm with a self-diffusion coeffi-
cient at infinite dilutionD052.031029 m2 s21. The electro-
active species are twice as large as the supporting ions~ra-
dius of 0.4 nm!, matching the length scale of a ferrocene
molecule, for example. Electroactive species are fixed in the
middle of each electrode surface at a distanced50.5 nm.
Hence, the surface of the electroactive species is 0.1 nm
away from the electrode. The temperature is kept constant at
298 K and the relative permittivity of the solvent ise r

578.54~pertinent, for example, to the modelling of an aque-
ous solution!. A typical configuration of the electrolyte solu-
tion enclosed between the charged parallel walls is shown in
Fig. 1.

To compute the soft-core interactions we use a cutoff
in the x and y directions of half a box length, applying
the minimum image convention. The long-ranged Coulombic
interaction is computed thanks to a specific Ewald sum-

FIG. 1. Sketch of the modelized electrochemical cell~at the top!, and per-
spective 3D view of a typical equilibrium configuration obtained from
Brownian dynamics simulation~at the bottom!. In both cases, the left plane
is positively charged. One electroactive species~the biggest white sphere,
called ‘‘A’’ in the sketch! is visible in the middle of the left plane, the other
one being hidden by the right plane. In the snapshot~at the bottom!, the
anions are the darkest small spheres.
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mation37,38which accounts for the particular geometry of the
system~periodic in two directions and of finite size in the
third one!.

The choice of the simulation time stepDt is a matter of
efficiency within certain limits; we have chosenDt such that
the acceptance ratio remains higher than 80%. It ranges from
0.05 to 0.1 ps, depending on the electrolyte concentration
and on the surface charge density. Equilibrium Brownian dy-
namics simulations typically consist of 2 ns equilibrium runs
followed by production runs of 50 ns during which structural
properties of the electrolyte solution are computed. For the
nonequilibrium simulations, 100 statistically independent
configurations are selected from the equilibrium runs~typi-
cally, two configurations are supposed to be independent if
they are separated by at least 0.5 ns!. Then, initial conditions
are changed by giving a charge11 to the electroactive spe-
cies placed near the anode and a charge21 to the cathode,
all other parameters left unchanged~size of the electroactive
species and surface charge of the wall especially!. This si-
multaneous change of charges allows us to keep the electro-
neutrality of the solution and ensures an antisymmetry be-
tween the walls~viz. they are of equal and opposite charge!,
which is used to average the results. The system is then left
to recover into a new equilibrated state, the dynamics being
followed for 1 to 2 ns and averaged results being produced.
Note that this kind of procedure was already used to study
the relaxation of some nonequilibrium situations~see, for
example, Refs. 33, 34, and 39!.

III. RESULTS

A. Density profiles

The structure of the double layer is obtained from equi-
librium simulations that allow us to compute the ionic den-
sity profiles between the charged planes. These results may
be compared to those obtained from the Gouy–Chapman–
Stern theory~GCS!. Assuming that both planes behave inde-
pendently, the Poisson equation in one dimension~the z di-
rection here! is solved, using a Boltzmann distribution for
the ionic atmosphere.40 By introducing a minimal approach
distancezStern, which accounts for the size effects, the elec-
trostatic potentialF(z) ~ignoring the presence of the electro-
active species! is given by the following:

for z.zStern,

thS eF~z!

4kBT D5thS eFStern

4 Dexp~2m~z2zStern!! ~6!

and forz,zStern,

F~z!5FStern1~z2zStern!S ]F

]z D
zStern

,

with m5A8pLBc0, c0 being the 1:1 bulk electrolyte con-
centration,LB the Bjerrum length@LB5e2/(4pe0e rkBT)#
and FStern the potential value atz5zStern. Moreover,FStern

and the constant electrical fieldEStern between the electrode
and the outer Helmoltz plane are linked to the metallic sur-
face charges via the Gaussian theorem,

EStern5
s

e0e r
5A8kBTc0

e0e r
shS eFStern

2kBT D .

Figures 2 and 3 present the density profiles obtained
from the simulations which are compared to the results of the
GCS theory, withzSternequal to the ionic radius~0.2 nm!. We
take advantage of the antisymmetry of the simulation box to
average the computed density profiles. The density profiles
of coions~i.e., whose charge is of the same sign to the one of
the wall! are not given in Fig. 3 as their amplitude is negli-

FIG. 2. Reduced density profiles of ions as functions of the distance from
the charged plane. The surface charge is 0.032 C m22 in all cases and the
electrolyte concentration is varied:~a! 0.11 mol L21, ~b! 0.44 mol L21, ~c!
0.65 mol L21, ~d! 1.02 mol L21. The density profiles obtained from simula-
tions are averaged over 106 simulation time steps and the antisymmetry of
the simulation box is used to compute averaged density profiles. Open
circles, counterions; filled circles, coions; solid lines, analytical solutions
~GCS theory!.

FIG. 3. Reduced density profiles of ions as functions of the distance from
the charged plane. The electrolyte concentration is 0.11 mol L21 in all cases,
and the surface charge is varied:~a! 0.032 C m22, ~b! 0.064 C m22, and~c!
0.128 C m22. The density profiles obtained from simulations are averaged
over 106 simulation time steps and the antisymmetry of the simulation box
is used to compute averaged density profiles. Open circles, counterions;
solid lines, analytical solutions~GCS theory!.
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gible with respect to the ones of counterions. As is shown in
the figures, the electrolyte concentration influences the thick-
ness of the double layer whereas the surface charge strongly
affects the excess of counterions~i.e., whose charge is of
opposite sign to the one of the wall! near the planes. The
agreement between computer simulations and the analytical
theory is satisfactory. This was expected as we treat the elec-
trolyte by a soft-core version of the primitive model, the
latter being known to yield results comparable to the ones of
the GCS theory in the case of a ‘‘low coupling’’ system.
Besides, we note that the neutral electroactive species have
little influence on the density profiles.

The reduced density profiles, when computed before and
after the charge transfer occurred, are very similar: the influ-
ence of the charge transfer on the averaged density profiles is
very weak, mainly due to the fact that only one further
charged species appears in the vicinity of the wall. On the
other hand, the ionic density profiles around the electroactive
species are strongly modified. This is illustrated in Fig. 4,
which gives the radial distribution function of coions and
counterions around the electroactive species in the~x,y!-
plane averaged over a layer 1 nm thick in thez direction and
centered on the electroactive species.

The conclusion of these observations is the necessity to
work with local quantities to study the effect of the pertur-
bation induced by the electron transfer.

B. Relaxation time of the double layer

We recall that our aim is to evaluate the relaxation time
of the double layer after an electron transfer. One of the main
difficulties of this work takes place in determining which
physical variable must be followed to study this relaxation
phenomenon. Two aspects must be taken into account for the
choice of this variable. On the one hand, the variable varia-
tions must only reflect the phenomenon we are interested in
~note that on the mesoscopic scale of Brownian dynamics the

double layer relaxation due to electrostatic interactions is the
only one which occurs on the time scale explored!. On the
other hand, and from a practical point of view, the variable
must account for the effect of the local perturbation, that is to
say its variations during the relaxation process must be sig-
nificant compared to the statistical noise. For both of these
reasons, following the total energy of the system is not suit-
able for our purpose. As already pointed out for the density
profiles, quantities averaged over the whole simulation box
are slightly affected by the local perturbations.

In order to get more insight into the local phenomena
induced by the charge transfer, the electrostatic potentialU
created by all charged particles of the system is calculated at
several points in the~x,z!-plane perpendicular to the elec-
trode, and passing through the electroactive species, as a
function of time. An incongruous divergence may appear if
the calculation is performed at a node too close to an ionic
position. It is avoided by considering, in these cases, the
constant potential inside a perfect metallic sphere with the
charge distributed entirely on its surface. In any case, such
situations are averaged over 100 independent configurations
for each time. Note thatU is not computed in the center of
the electroactive species. Figure 5 shows the perpendicular
and parallel parts of this electrostatic potential at different
times. As shown in the figure, there is a small effect of the
charge jump in the middle of the box simulation@in the limit
of z equal 7.5 nm on graph~a!#, which backs up the assump-
tion that both planes behave independently. In addition, we
note a non-negligible impact of the perturbation along the
plane, which must be due to the presence of the electroactive
replicas~from image boxes!. Moreover, these curves indicate
us that we effectively reach a new equilibrium state~the thin
dashed and thick solid line are quite superimposed! after a
transient period in the range of 1 nanosecond. However, the
fundamental phenomenon shown by this figure is the strong

FIG. 4. Radial distribution functions of coions and counterions around the
electroactive species in the~x,y!-plane~the signal is averaged over a layer 1
nm thick in thez direction, centered on the electroactive species! obtained
from equilibrium simulations before the charge transfer occurred~graph on
the left! and after the charge transfer occurred~graph on the right!. Here the
electrolyte concentration is 0.44 mol L21 and the surface charge is 0.032
C m22. Solid line, counterions; dashed lines, coions.

FIG. 5. Electrostatic potentialU(t) created along the longitudinalz direction
~passing through the electroactive species! ~a!, and along thex direction
~passing through the electroactive species! ~b!. For both graphs,U(t) is
given at several dates in the case whereC50.11 mol L23 and s
50.032 C m22. Note that the quantities are averaged over 100 independent
simulations and that antisymmetry properties are taken into account in the
average. Thin solid line,t50 ~date of the electron transfer!; thick dashed
line, t50.1 ns; thin dotted line,t50.25 ns; thin dashed line,t51.0 ns; thick
solid line, t52.0 ns, supposed to bet` , the new equilibrium state.

9652 J. Chem. Phys., Vol. 120, No. 20, 22 May 2004 Grün et al.

Downloaded 07 May 2004 to 134.157.91.43. Redistribution subject to AIP license or copyright, see http://jcp.aip.org/jcp/copyright.jsp



modification of the curvature of the electrostatic potential
when the relaxation occurs. The value of the electrostatic
potential inside the whole double layer will be of prime in-
terest for future works~see Sec. IV!. Nevertheless, for the
purpose of this paper—determining the relaxation time of the
double layer—such graphs are not very convenient. This is
the reason why we decided to monitor the system behavior
through the electrostatic potential created in the center of the
electroactive species by all other charged particles. More
precisely, we compute at each time step the electrical poten-
tial Vel(t) due to all ions of the supporting electrolyte, taking
into account the long range of the electrostatic interaction
~thanks to an Ewald summation!:

Vcl~ t !5(
i

qi

4pe0e r r i~ t !
,

where r i(t) is the distance at timet between ioni and the
center of the electroactive species under consideration. Note
that neither the replicas of electroactive species located in
other simulation boxes nor the electrodes are taken into ac-
count in this calculation: as these entities are fixed, their
contribution to the electrical potential is a constant. In order
to minimize the statistical noise, the electrical potential
Vel(t) is averaged over 100 independent runs and the mean
between the absolute values of the potential near each elec-
trode is determined.

The time evolution ofVel for an electrolyte concentra-
tion of 1.02 mol L21 and a surface charge of 0.032 C m22 is
given in Fig. 6. We observe an exponential decay forVel(t)
that may be fitted by the following equation:

Vel~ t !5~V02V`!expS 2
t2t0

t D1V` ,

wheret0 is the time at which the electron transfer occurs,V`

is the value ofVel after the new equilibrium state is attained,
and V0 its value at equilibrium before the perturbation oc-
curred. This fitting procedure allows us to define a character-
istic time t, which is the relaxation time of the double layer.

The fitting procedure is repeated for several conditions
of concentration and surface charges: the results are collected
in Fig. 7 and the parameters of the fits are gathered in Tables
I ~for a constant surface charge! and II ~for a constant elec-
trolyte concentration!.

In Fig. 7, which shows (Vel2V`)/(V02V`) as a func-
tion of time t in a logarithmicy scale (t50 corresponds to
the electron transfer!, the slope of each straight line is pro-
portional to the characteristic timet. Most runs last for 1 ns,
except in two cases which correspond to the slowest relax-
ation times~two upper curves in Fig. 7! which last for 2 ns.
It is shown that the computed relaxation time decreases when

FIG. 6. Electrical potential~in volt! created in the center of the electroactive
species by all other ions as a function of time. The electrolyte concen-
tration is 1.02 mol L21 and the surface charge is 0.032 C m22; the signal
is averaged over 100 simulations. The charges of electroactive species
are suddenly changed att050.5 ns. The fit curve of equation (V02V`)
3exp(2(t2t0)/t)1V` is also shown~solid line! with in the present case
V050.0012 V,t50.051 ns, andV`520.1361 V.

FIG. 7. Exponential fitting curves of the normalized electrostatic poten-
tials (Vel2V`)/(V02V`)5exp@(t2t0)/t# created in the center of electro-
active species as functions of time, in a logarithmic scale~here, t050).
V0 is the value at equilibrium before the perturbation occurred, andV`

is the value at equilibrium after the relaxation occurred. Thin dashed
line, C50.11 mol L21, s50.032 C m22; thin solid line, C
50.11 mol L21, s50.064 C m22; thin dotted line, C50.11 mol L21,
s50.128 C m22; thick solid line, C50.45 mol L21, s50.032 C m22;
thick dashed line,C50.61 mol L21, s50.032 C m22; thick dotted line,
C51.02 mol L21, s50.032 C m22.

TABLE I. Parameters of the exponential fit of the electrostatic potential
created in the center of electroactive species as functions of timeVel5(V0

2V`)exp@2(t2t0)/t#1V` for each electrolyte concentration for a surface
charge ofs50.032 C m22:

C ~mol L21! V0 ~V! V` ~V! t ~ns!

0.11 0.03 0.01 0.40
0.45 0.06 20.06 0.11
0.61 0.01 20.08 0.09
1.02 0.00 20.14 0.05

TABLE II. Parameters of the exponential fit of the electrostatic potential
Vel created in the center of electroactive species as functions of timeVel

5(V02V`)exp@2(t2t0)/t#1V` for each surface charges for an electrolyte
concentration ofC50.11 mol L21.

s ~C m22! V0 ~V! V` ~V! t ~ns!

0.032 0.03 0.01 0.40
0.064 0.05 0.03 0.41
0.128 0.10 0.07 0.20
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the electrolyte concentration or the surface charge increases.
It is not surprising to find here a behavior similar to the one
of the Debye relaxation time, which is the characteristic time
of the electrostatic relaxation process after the local electro-
neutrality is broken for a moving ion. The Debye relaxation
time is given by

tD5S 1

e re0kBT (
i ion types

ciqi
2Di

0D 21

, ~7!

which scales as the inverse of the ionic bulk concentration
ci . We recall that the Debye time is obtained for point
charged particles in an ionic bulk solution. In our simula-
tions, we follow the dynamics of ions mainly located near
the electroactive species and near the electrodes, these ions
having a finite size. Despite of these major differences, the
relaxation times obtained from simulations are very close to
the Debye times calculated from Eq.~7!: tD50.42, 0.11,
0.08, and 0.05 ns for electrolyte concentrations ofci50.11,
0.45, 0.61, and 1.02 mol L21, respectively. However, we no-
tice a difference between the computed values and the cal-
culated Debye time, especially when the considered surface
charge is high~see Table II fors50.128 C m22). In fact, the
ionic concentration which influences the relaxation time of
the double layer should be the ‘‘local’’ concentration in the
vicinity of the electroactive species instead of the bulk con-
centration.

IV. CONCLUSIONS

In this paper, we have computed the relaxation time of
the electrochemical double layer after an electron transfer by
using Brownian dynamics simulations. It is shown that this
relaxation time decreases when the electrolyte concentration
or the surface charge are increased. The computed relaxation
time of the double layer in water is found in the range 0.1 to
0.4 ns for electrolyte concentrations between 0.1 and 1
mol L21 and surface charges between 0.032 and 0.128
C m22. This relaxation time is clearly bound to the Debye
time, which gives the time scale of the involved relaxation
phenomenon.

These results emphasize the necessity of developing
more sophisticated kinetic theories than the ones already es-
tablished: the relaxation of the double layer around reactive
species should be taken into account for the calculation of
the kinetic constant in addition to the influence of the solvent
~whose effects are already included in the Marcus theory41!.
For this purpose, the precise knowledge of the electrostatic
potential around the electroactive species, and of its time
dependence will be fundamental. Nevertheless, the relative
importance of each phenomenon~solvent reorganization and
double layer reorganization! strongly depends on the electro-
chemical system. For example, if the part of the solvent is
probably the most important one in the case of an aqueous
solution, for which an extremely large permittivity mini-
mizes the initial energy gap, the situation may be different
for a solvent of lower relative permittivity. In the present
study the case of aqueous solutions was investigated because
the input parameters of the Brownian dynamics simulation
are well agreed upon. Moreover, the impact of the charge

jump on the double layer relaxation is probably lowered
when the distanced towards the electrode is increased. This
implies that the activation energy needed for the electron
transfer, when influenced by the double layer relaxation, de-
creases with the distanced. As the probability of the charge
transfer also decreases with the distance toward the elec-
trode, an optimum distance should exist for the electron
transfer in such a ‘‘double layer activation control.’’ In a
future work, we wish to study the influence of the position of
electroactive species on the double layer relaxation as well as
the case of low dielectric constant solvent.

This paper is a approach to treat the impact of the elec-
tron transfer within the framework of a classical approxima-
tion. The counterion relaxation effect is properly described
by our Brownian model but the solvent relaxation counter-
parts are missed. Obviously, more precise numerical treat-
ments of the double layer relaxation would require at least
atomic simulations~molecular dynamics! or even quantum
descriptions. Nevertheless, the interest of Brownian dynam-
ics is that it allows us to study dynamical phenomena under
realistic electrochemical conditions~moderate surface
charges of the electrode and moderate ionic strength!, and for
long times. Moreover, this mesoscopic method could be also
applied to study the electrochemistry of colloids such as col-
loid deposition or electrochemical sensors in microfluidics,
these latter problems being out of scope for quantum meth-
ods and classical molecular dynamics.
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5 Modélisation de suspensions de maghémite

Collaboration avec Guillaume Mériguet, étudiant en thèse (directeur : Pierre Turq)

– publications [1,2,18]

– les publications 1 et 2 sont données à la suite de ce chapitre

Une partie des chercheurs du laboratoire LI2C s’intéresse depuis de nombreuses années à la syn-

thèse et à la caractérisation de suspensions stables de nanoparticules magnétiques, aussi appelées

ferrofluides61, dont les applications sont nombreuses dans des domaines aussi variés que la technolo-

gie des disques durs ou les analyses biologiques. Les ferrofluides sont des systèmes particulièrement

intéressants car ils combinent les propriétés d’une suspension colloïdale avec celles liées au magné-

tisme. Parmi ces systèmes, les suspensions aqueuses de maghémite sont des dispersions, stabilisées

par les charges, de particules de taille nanométrique (environ 7 nm de diamètre), possédant chacune

un moment magnétique permanent. L’étude de leurs propriétés structurales et dynamiques, par les

voies simultanées de l’expérience et de la modélisation, a constitué le sujet de la thèse de Guillaume

Mériguet, dont la soutenance est prévue le 21 octobre 2005. La réalisation de ce travail nécessitait

d’intégrer les contraintes suivantes :

• les systèmes réels doivent être les plus « définis » possibles, en particulier en terme de taille des

particules et de nature des interactions, afin qu’une modélisation correcte soit envisageable,

• la modélisation doit pouvoir rendre compte de toute la richesse des comportements du système,

observés en l’absence et en présence d’un champ extérieur.

Les suspensions choisies sont constituées de nanoparticules de Fe2O3, en présence de citrate de so-

dium, et sont stables à pH neutre. Un tri en taille permet d’assurer une polydispersité convenable,

avec une variance d’environ 0,3. La méthode de synthèse utilisée62 permet aussi, grâce au contrôle

de la pression osmotique et de la concentration en citrate de sodium, de maîtriser l’intensité des in-

teractions entre nanoparticules, qui sont globalement répulsives63. Des méthodes expérimentales per-

mettent d’étudier la structure de ces systèmes (diffusion de neutrons) ainsi que la dynamique transla-

tionnelle (diffusion quasiélastique de neutrons, diffusion Rayleigh forcée) et rotationnelle (relaxation

de biréfringence magnéto-optique), l’effet de la présence d’un champ magnétique extérieur pouvant

être examiné dans la plupart des cas. La question posée en introduction de ce mémoire prend ici

tout son sens : quels sont les ingrédients minimaux de la modélisation qui suffiront pour décrire le

comportement de ce système complexe ?

61Massart, C. R. Acad. Sci. Paris291, 1 (1980)
62Massart et Cabuil, J. Chim. Phys.84, 7 (1987)
63Duboiset coll., J. Chem. Phys.111, 7147 (1999)
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5.1 Modélisation brownienne du système

Étant donnée la grande différence entre les échelles de taille relatives au solvant et aux nanoparti-

cules, il est clair que l’étude théorique des ferrofluides ne peut avoir lieu que dans le cadre du modèle

de solvant continu. De plus, la suspension contient non seulement des particules de maghémite, mais

aussi des ions citrate et sodium, en quantité très importante. Enfin, la charge structurale, comme la

charge effective des particules de maghémite ne pas sont connues précisément. Nous avons donc

choisi de ne pas prendre en compte explicitement la présence des petits ions et de décrire la suspen-

sion par un potentiel à un composant, traditionnel dans les modélisations des suspensions colloïdales.

Le système passe alors d’une solution complexe, contenant des espèces chargées de tailles et charges

très différentes, à une solution de particules sphériques, de même taille, portant chacune un moment

magnétique permanent. Le principe de cette modélisation est schématisé sur la figure 22.

FIG. 22 –Représentation schématique de la modélisation adoptée pour les suspensions aqueuses, stabilisées

par les charges, de particules de maghémite.

Plus précisément, le système étudié se réduit donc à une assemblée de sphères de même taille,

pouvant effectuer dans le milieu porteur, dont les caractéristiques seront celles de l’eau pure, des

mouvements de translationet de rotation. Les interactions entre particules, supposées réduites aux

interactions de paires, sont de trois types :

• des interactions non dipolaires, isotropes, représentées par un potentiel de Yukawa, de la forme

Unon−dip(r) = U◦
1

κr
e−κ(r − d), (16)

qui représentent les interactions attractives de Van der Waals et les répulsions à courte portée

entre les nanoparticules, moyennées sur les configurations des petits ions,

• des interactions magnétiques dipolaires, anisotropes, qui dépendent de l’orientation relative de

deux particulesi et j, et qui présentent la caractéristique d’être à relativement longue portée

(1/r3), dont l’énergie d’interaction est donnée par

Udipij (rij) =
µ0

4π

[
µi · µj

r3
ij

−
3 (µi · rij)

(
µj · rij

)
r5
ij

]
, (17)
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• des interactions hydrodynamiques, qui couplent non seulement les mouvements de translation

des particules, mais aussi ceux de rotation, et ceux de translation et rotation entre eux.

Ce système, constitué d’un seul type de particules, de schématisation apparemment plus simple que

celle utilisée pour modéliser une solution micellaire par exemple, reste quand même relativement

complexe. Plusieurs modifications importantes de l’algorithme de simulation et du code informatique

ont dû être menées :

• L’algorithme de simulation a été modifié pour intégrer les mouvements de rotation. Pour cela,

nous avons utilisé l’algorithme proposé par Jones et Alavi64.

• La longue portée des interactions dipolaires a été prise en compte par une sommation d’Ewald

spécifique65,66.

• La matrice de diffusion, désormais de dimension6N×6N , oùN est le nombre de particules du

système, est calculée en ne gardant que les termes à deux corps du développement en puissances

de1/r de Mazur et Van Saarlos67. Quand la simulation n’est utilisée que pour évaluer des gran-

deurs structurales, les interactions hydrodynamiques ne sont pas prises en compte. La matrice

de diffusion devient alors diagonale, avec les valeurs du coefficient de diffusion de translation à

dilution infinie,Dt
0, sur la moitié supérieure de la diagonale et celles du coefficient de diffusion

de rotation à dilution infinie,Dr
0, sur la diagonale inférieure.

• Enfin, la nature anisotrope du système étudié a nécessité la mise au point d’outils d’exploi-

taion de la simulation spécifiques, permettant par exemple le calcul de fonctions de distribution

anisotropes et des facteurs de structure correspondants.

Du point de vue numérique, la prise en compte des mouvements de rotation est donc coûteuse, puis-

qu’elle nécessite une équation du mouvement supplémentaire par particule et surtout, le calcul de la

racine carrée d’une matrice6N × 6N au lieu de3N × 3N . Signalons cependant que, les interactions

entre particules étant globalement répulsives ici, nous n’avons pas été obligés de recourir au calcul

de la probabilité des déplacements comme c’était le cas pour les solutions d’électrolytes, calcul qui

nécessitait l’évaluation de l’inverse de la matrice de diffusion.

En résumé, la modélisation choisie fait intervenir plusieurs paramètres : le rayon des particules,

les coefficients de diffusion à dilution infinie, l’intensité du moment dipolaire, et les deux paramètres

du potentiel de Yukawa,U◦ etκ. La majorité des suspensions de maghémite dont les propriétés struc-

turales et dynamiques ont été déterminées expérimentalement contiennent des particules de diamètre

moyen égal à 13 nm, ce diamètre ayant été estimé à partir de mesures d’aimantation. Les coefficients

de diffusion translationnelle et rotationnelle à dilution infinie sont déduits de ce rayon par les lois

de Stokes correspondantes. Le moment dipolaire est déduit du rayon pour représenter un échantillon

dont on connaît la valeur du paramètreγ/φ, déterminé à partir des mesures de susceptibilité ma-

gnétique, oùγ = µ0µ
2/r̄3kBT caractérise l’intensité de l’interaction dipolaire, etφ est la fraction

volumique (on a notéµ0 la perméabilité du vide et̄r la distance moyenne entre particules). Dans les

systèmes réels étudiés,γ/φ = 34, d’où l’on a déduit le moment dipolaire des particules du modèle :

µ = 36 10−20 A m2. Il reste à choisir les paramètres du potentiel anisotrope. Ceux-ci ont été ajustés

64Jones et Alavi, Physica A187, 436 (1992)
65Smith, CCP5 Information Quarterly4, 13 (1982)
66Wang et Holm, J. Chem. Phys.115, 6351 (2001)
67Mazur et Van Saarlos, Physica A115, 21 (1982)
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afin de reproduire les facteurs de structure expérimentaux obtenus par diffusion de neutrons aux petits

angles, pour une fraction volumique moyenne. La figure 23 montre le facteur de structure expérimen-

tal comparé à celui calculé pour une suspension à 9,7%, avec les paramètres ajustésU◦ = 120kBT et

κ = 1, 4 nm. Ces paramètres sont utilisées pour modéliser les interactions dans tous les échantillons,

quelle que soit leur fraction volumique. Signalons enfin que la modélisation envisagée ici repose sur

l’hypothèse d’une liaison rigide entre le dipôle magnétique et l’axe de la particule, ce qui est une

approximation pour les particules de maghémite68.

FIG. 23 –Facteurs de structure expérimental (losanges rouges) et calculé (trait continu) pour une suspension

de maghémite à 9,7 % (concentration en citrate égale 0,03 mol/L dans l’échantillon réel).

La simulation par dynamique brownienne du modèle de ferrofluide décrit précédemment a per-

mis le calcul de nombreuses grandeurs structurales et dynamiques, en l’absence et en présence d’un

champ magnétique extérieur. Selon les cas, 500 ou 1000 particules sont considérées dans la boîte de

simulation, dont la taille varie pour rendre de compte de fractions volumiques comprises entre 1 et

20 %. Nous ne présentons ici que quelques résultats marquants, qui illustrent bien les spécificités

du système par rapport aux systèmes chargés que nous avons étudiés par ailleurs. L’ensemble des

résultats de simulation ainsi que la confrontation précise de ceux-ci avec les résultats expérimentaux

sont présentés dans le manuscrit de thèse de Guillaume Mériguet69. Signalons enfin que la simulation

du comportement de suspensions de particules magnétiques suscite un certain intérêt dans la com-

munauté internationale puisque pendant que nous menions ce projet, des simulations des propriétés

structurales de ferrofluides un peu différents des nôtres ont été effectuées par une équipe de chercheurs

allemands, par une méthode légèrement différente (la dynamique de Langevin)70,71,72. L’intérêt de nos

propres travaux par rapport à ceux de cette équipe « concurrente » est double : d’une part nous si-

mulons le comportement d’un système « réel » et d’autre part nous calculons non seulement des

grandeurs structurales, mais aussi des grandeurs dynamiques.

68Hasmonayet coll., Eur. Phys. J. B5, 859 (1998)
69« Structure et dynamique des colloïdes magnétiques : détermination expérimentale et modélisation brownienne »,

thèse de l’université Paris 6, soutenance prévue le 21 octobre 2005
70Wanget coll., Phys. Rev. E66, 021405 (2002)
71Wanget coll., Phys. Rev. E68, 041401 (2003)
72Wanget coll., Magnetohydrodynamics39(1), 59 (2003)
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5.2 Structure de la suspension en présence d’un champ magnétique extérieur

Dans les systèmes considérés ici, en l’absence de champ magnétique extérieur, les interactions

magnétiques anisotropes ont une influence quasiment négligeable sur la structure de la suspension,

qui est dominée par la répulsion isotrope. En témoigne le fait que les facteurs de structure calculés

sans et avec les interactions dipolaires sont identiques.

FIG. 24 –Spectres bruts (intensité diffusée) obtenus par diffusion de neutrons aux petits angles et facteurs de

structure calculés pour la suspension à 10 %, sans et avec un champ magnétique appliqué. Le champ appliqué

dans les expériences est de 656 kA m−1 tandis qu’il vaut 1600 kA m−1 dans les simulations. Les expériences

de diffusion de neutrons ont été réalisées par G. Mériguetet coll.à l’Institut Laue Langevin, à Grenoble.

En revanche, en présence d’un champ magnétique extérieur, les facteurs de structure déterminés

par diffusion de neutrons aux petits angles sont anisotropes. Comme on le constate sur la figure 24,

qui donne les facteurs de structure calculés par simulation en l’absence et en présence d’un champ

magnétique extérieur, comparés aux intensités diffusées expérimentales, la modélisation rend bien

compte du phénomène réel :

• une augmentation de l’amplitude du pic de structure est observée dans la direction perpendicu-

laire au champ extérieur, qui traduit une « structuration » de la suspension dans cette direction,

• une diminution de l’amplitude du pic de structure est observée dans la direction parallèle au

champ, qui traduit un « relâchement » de l’organisation dans cette direction.

De plus, la présence d’un champ magnétique extérieur ne conduit pas à la formation de chaînes de

particules ou d’agrégats, comme cela a pu être parfois observé pour des suspensions de particules

possédant un plus grand moment magnétique73 (cf. figure 25).

Il semble donc que la modélisation, ajustée pour rendre compte de la structure de la suspension

en l’absence de champ magnétique extérieur, permet bien de rendre compte des caractéristiques prin-

cipales de la structure des suspensions sous champ magnétique.

73Huanget coll.Phys. Rev. E71061203 (2005)
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FIG. 25 –Configuration typique obtenue par simulation de dynamique brownienne d’une suspension de frac-

tion volumique 10 % en présence d’un champ magnétique extérieur (projection orthographique). Les points

rouges permettent de repérer l’orientation des dipôles des particules

5.3 Simulation des relaxations de la biréfringence magnéto-optique et de l’ai-

mantation

Les particules de maghémite étudiées possèdent une anisotropie optique et de ce fait, l’applica-

tion d’un champ magnétique, en orientant les particules, conduit à l’apparition d’une biréfringence

macroscopique, c’est à dire une différence d’indice optique entre les directions parallèle et perpen-

diculaire au champ appliqué. Des méthodes de mesure de la biréfringence magnéto-optique ont été

développées par l’équipe de R. Perzynski au laboratoire LI2C. La mesure de la relaxation de la bi-

réfringence après que le champ magnétique extérieur a été supprimé renseigne sur la dynamique de

rotation des particules en suspension. En effet, dans le cas d’une suspension idéale, la relaxation de la

biréfringence suit une loi en exponentielle décroissante, appelée loi de Perrin, avec un temps caracté-

ristiqueτPerrin = 1
6Dr

0
. La biréfringence magnéto-optique peut par ailleurs être calculée par simulation

numérique, l’expression de la biréfringence réduite étant :

∆n∗ =
1

N

N∑
i=1

3 uz
2
i − 1

2
, (18)

si le champ magnétique extérieur est dirigé selon l’axez. Nous avons vérifié que la biréfringence

calculée en fonction de l’intensité du champ appliqué suivait bien la seconde loi de Langevin74 dans

le cas d’une suspension diluée. Nous avons ensuite mimé les expériences permettant de mesurer la re-

laxation de la biréfringence en utilisant une procédure proche de celle employée pour évaluer le temps

de relaxation de la double couche électrochimique après un transfert électronique : nous menons des

74Berkovsky, Magnetic Fluids and Applications Handbook, Begell House, New York (1996)
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simulations d’équilibre en présence d’un champ magnétique appliqué, suivies de simulations hors

équilibre une fois le champ supprimé. En moyennant les résultats obtenus à partir d’une quarantaine

de configurations d’équilibre indépendantes, nous avons pu déduire un temps de relaxation caractéris-

tique. Nos calculs fournissent aussi le temps de relaxation de l’aimantation du système, l’aimantation

réduite étant très facilement calculée comme la moyenne des projections des vecteurs orientation des

particules selon l’axe du champ appliqué. La figure 26 montre l’évolution de l’aimantation et de la

biréfringence après qu’un champ magnétique initial de 7,9 kA m−1 a été supprimé, pour une suspen-

sion de fraction volumique 11 %. On constate que les deux relaxations suivent des lois exponentielles

décroissantes dont il est donc aisé de déduire des temps caractéristiques.

FIG. 26 –Aimantation et biréfringence réduite en fonction du temps calculées par dynamique brownienne hors

équilibre, pour une suspension de fraction volumiqueφ = 0,11 après qu’un champ magnétiqueH◦ = 7,9 kA/m

a été appliqué selon l’axez.

Une première série de calculs a été menée avec un champ magnétique extérieur de relativement

faible intensité, égale à 7,9 kA m−1, afin de rester proche des conditions expérimentales. Nous avons

observé que les temps de relaxation évalués pour des suspensions de fraction volumique comprise

entre 1 et 19 % augmentent avec la fraction volumique, et sont toujours plus longs que le temps

donné par la loi de Perrin. Les interactions hydrodynamiques (IH) n’ont été prises en compte que

pour les suspensions les plus diluées, afin de rester dans le domaine de validité des approximations

que nous utilisons pour calculer la matrice de diffusion. Cependant, leur effet sur les relaxations n’est

pas net dans ce cas, l’erreur sur la détermination des temps de relaxation étant assez grande, à cause

de la faiblesse du champ magnétique initial. Nous avons donc effectué une seconde série de calculs,

avec un champ magnétique initialement appliqué d’intensité dix fois plus grande. L’incertitude sur les

temps de relaxation est désormais faible, de l’ordre de un pour cent.

Les résultats reportés sur la figure 27 montrent que les interactions dipolaires sont responsables

du ralentissement de la dynamique de rotation observé. En effet, même si l’effet des interactions

hydrodynamiques est systématique et conduit à une augmentation très légère des temps de relaxation,

les IH seules n’ont qu’un effet faible et variant peu avec la fraction volumique, comme l’indiquent les

résultats des simulations sans interactions dipolaires.
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FIG. 27 – Temps de relaxation de l’aimantation (cercles) et de la biréfringence (carrés) en fonction de la

fraction volumique pour un champ magnétique initialH◦ = 79 kA m−1. Simulations avec interactions hydro-

dynamiques (IH) : symboles évidés, simulations sans IH : symboles grisés, simulations avec IH etµ = 0 :

symboles noirs. Les valeurs àφ = 0 correspondent àφ =0,07 etµ = 0.

Il convient pour terminer de comparer nos résultats à ceux des expériences menées sur les sys-

tèmes modélisés dilués. En fait, l’augmentation du temps de relaxation de la biréfringence observée

expérimentalement est beaucoup plus faible que celle nous avons évaluée par le calcul. La polydisper-

sité des suspensions réelles peut expliquer cette différence, ainsi que l’hypothèse de lien rigide entre

le moment dipolaire et l’axe de la particule que nous utilisons en simulation. Enfin, les simulations

prévoient un léger effet de l’intensité du champ magnétique initial sur les temps de relaxation, qui

pourrait être étudié expérimentalement.

En conclusion, la modélisation des suspensions de particules de maghémite proposée a permis

de rendre compte des caractères généraux de plusieurs grandeurs mesurables. Des différences sont

néanmoins observées, qui sont essentiellement dues à deux approximations de notre modèle : le sys-

tème simulé est monodisperse et le moment dipolaire est supposé lié d’une manière rigide à l’axe de

la particule. L’intérêt de la modélisation utilisée ici réside néanmoins dans le nombre raisonnable de

paramètres introduits, qui sont tous déduits d’observations expérimentales.
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Structural properties of charge-stabilized ferrofluids under a magnetic
field: A Brownian dynamics study
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case 51, 4 place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05, France

~Received 8 June 2004; accepted 25 June 2004!

We present Brownian dynamics simulations ofreal charge-stabilized ferrofluids, which are stable
colloidal dispersions of magnetic nanoparticles, with and without the presence of an external
magnetic field. The colloidal suspensions are treated as collections of monodisperse spherical
particles, bearing point dipoles at their centers and undergoing translational and rotational Brownian
motions. The overall repulsive isotropic interactions between particles, governed by electrostatic
repulsions, are taken into account by a one-component effective pair interaction potential. The
potential parameters are fitted in order that computed structure factors are close to the experimental
ones. Two samples of ferrofluid differing by the particle diameter and consequently by the intensity
of the magnetic interaction are considered here. The magnetization and birefringence curves are
computed: a deviation from the ideal Langevin behaviors is observed if the dipolar moment of
particles is sufficiently large. Structure factors are also computed from simulations with and without
an applied magnetic fieldH: the microstructure of the repulsive ferrofluid becomes anisotropic
under H. Even our simple modeling of the suspension allows us to account for the main
experimental features: an increase of the peak intensity is observed in the direction perpendicular to
the field whereas the peak intensity decreases in the direction parallel to the field. ©2004
American Institute of Physics.@DOI: 10.1063/1.1784434#

I. INTRODUCTION

Ferrofluids are colloidal dispersions of nanocrystalline
magnetic particles in a carrier liquid.1–3 The colloidal stabil-
ity is usually ensured by two means:4 electrostatic repulsions
~by charge adsorption on the particle surface! or steric hin-
drance ~by polymer or surfactant grafting! which prevent
flocculation caused by attractive van der Waals interactions.
In these systems, each nanoparticle is small enough to con-
stitute a magnetic single domain and thus bears a permanent
dipole moment. The anisotropic magnetic interaction be-
tween particles originates numerous interesting macroscopic
properties especially when an external magnetic field is
applied.1,3 The understanding of these macroscopic proper-
ties requires the accurate knowledge of the microscopic
structure and of the particles dynamics: as a result, theoreti-
cal and experimental studies of ferrofluids have attracted a
considerable interest for two decades.

One of the most investigated issues is the possible for-
mation of clusters or chains, which falls within the scope of
a more fundamental topic: the microstructure of the suspen-
sion with or without an applied magnetic field. For example,
spontaneous cluster formation, i.e., without applied magnetic
field, has been recently reported in sterically stabilized
suspensions5 as well as field-induced cluster formation in
magnetite suspensions.6 In addition, small-angle x-ray scat-
tering ~SAXS! results coupled with x-ray photon correlation
spectroscopy experiments on maghemite dispersed in silicon
oil have been interpreted by the formation of dimers or tri-
mers under field.7 The microstructure of latter samples be-
comes anisotropic if an external magnetic field is applied,

this anisotropy being characterized by an oscillation of the
scattered intensity with the angle to the field axis at a fixed
wave vector. More recent SAXS observations on manufac-
tured polydisperse samples sterically stabilized, as well as
Monte Carlo simulations and dielectric measurements, tend
to confirm the formation of clusters even without field, trig-
gered by the largest particles.8–10 However, structure factors
obtained from small angle neutron scattering~SANS! on
ionic ferrofluids dispersed in water11 exhibit neither cluster
formation nor a noticeable evolution of the structure peak
with the applied field intensity. Yet, the aforementioned an-
isotropic pattern of the scattered intensity observed in Ref. 7
appears both with the sterically stabilized manufactured
samples and the aqueous ionic ferrofluids, at small wave vec-
tors, i.e., before the structure peak in the last case. Recently,
for charge-stabilized aqueous suspensions with higher os-
motic pressures, that is to say, a more repulsive interparticle
potential, a variation of the structure peak amplitude under
an applied magnetic field arose which was not observed in
former SANS experiments.12

As far as the theoretical approach is concerned, the
structural properties of model magnetic systems have been
already investigated by Monte Carlo simulations and integral
equations~see Ref. 13 for a review paper on this subject! or
Langevin simulations.14,15 In addition, since the pioneering
work of de Gennes and Pincus,16 numerous thermodynamic
approaches have been developed to describe the phase coex-
istence of chains and liquid phases~see, for example, Refs.
17–20!. Nevertheless, latter studies, which often predict ag-
gregate formation even in the absence of a magnetic field,
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are rarely compared to experimental data. For example, some
calculations predict large chain formation without a phase
separation whereas such aggregates would probably settle.
Yet, as mentioned above, some effort has been recently made
to investigate by Monte Carlo the microstructure ofreal
sterically stabilized polydisperse ferrofluid samples.9

The purpose of the present paper is to theoretically study
the field-induced microstructure of repulsive charge-
stabilized suspensions, in particular, in order to investigate if
the experimental anisotropic structure factor under magnetic
field may be reproduced by a simple model of the suspen-
sion. As charge-stabilized suspensions of magnetic particles
contain large macroion particles, their counterions, an added
salt, and solvent molecules, the modeling of these systems
requires at least to treat the solvent as a continuous dielectric
medium. Moreover, to describe isotropic interactions be-
tween nanoparticles, one-component models are usually used
which are averaged over small ion configurations. The cho-
sen simulation method is the Brownian dynamics~BD! that
is a priori able to provide not only the structural properties
of the suspension but also the dynamical behavior of solute
particles;21–23 note that we have already obtained promising
preliminary BD results concerning similar systems.24 Indeed,
our research group has fruitfully used Brownian dynamics
simulations especially to study structural and dynamical
properties of ionic solutions.23,25–27One of the main interests
of the present study is that we propose to simulate the be-
havior of aqueous maghemite suspensions, which are
synthetized28,29 and thoroughly characterized30–32 in our
laboratory.

The real system consists ofg-Fe2O3 nanoparticles
coated with citrate molecules that ensure them a negative
superficial charge, when dispersed in water atpH 7. The
polydispersity of these systems is relatively low, the mean
diameterd of particles as well as the intensity of the dipole
moment being extracted from magnetization
measurements.1,33 The diameter varies between 7 and 15 nm
depending on the synthesis conditions; the volume fractionf
of the suspension is determined from chemical titrations and
ranges from 0.1% to 25%. Experimentally, the interparticle
magnetic interaction is evaluated through the parameterg,
defined byg5m0m2/ r̄ 3kT wherer̄ is the mean interparticle
distance,m0 the vacuum permeability,m the dipole moment,
andkT the thermal energy. This parameter is the ratio of the
energy of the dipolar interaction between two aligned dipoles
to the thermal energy, and can be rewritten as

g5m0ms
2 pd3

6

f

kT
, ~1!

wherems is the saturation magnetization of the material. The
ratio g/f is a constant characteristic of the nanoparticles and
independent off, derived from magnetic susceptibility mea-
surements at low volume fractions. The maghemite suspen-
sions we are interested in form fluid dispersions with a high
osmotic pressure, imposed by the low salt concentration and
high volume fractions, so that no phase separation occurs
even under high magnetic field. Two samples of ferrofluid
with two different particle diameters are considered here. As
a consequence, sinceg scales withd3, a noticeable discrep-

ancy exists for this parameter between the two dispersions:
the first sample corresponds tog/f56.3 (d57 nm) and the
second one tog/f534 (d513 nm). Here, we propose to
model the magnetic nanoparticles suspension as a collection
of monodisperse dipolar spherical particles of diameterd and
dipole moment vectorm, interacting via an effective poten-
tial whose parameters are fitted so that the computed struc-
ture factor is as close as possible to the experimental one.

In the present study, Brownian dynamics simulations of
the ferrofluid dispersions are performed for several volume
fractions, without and with an external magnetic field. The
paper is organized as follows. In Sec. II, we present the
simulation method: the Brownian algorithm is given together
with the modeling of the system and then, we describe how
magnetization, birefringence, and relevant structural proper-
ties of the system are computed. This section also contains
all the simulation details. Section III is devoted to the simu-
lation results: first the magnetization and birefringence
curves are presented and then the microstructural properties
with and without applied field are given. Section IV contains
a concluding discussion.

II. SIMULATION METHOD

A. Brownian dynamics algorithm

The colloidal suspension considered here is treated as a
collection ofN spherical particles of diameterd dispersed in
a cubic simulation box. The particles bear point dipolesm at
their centers. At this mesoscopic scale, the solvent dynamics
is not taken into account explicitly, so that particles dynamics
follows stochastic Langevin equations for both translational
and rotational degrees of freedom, which mimic their
Brownian motions. The Brownian dynamics simulation is
based on the integration of these equations in the configura-
tional space including in the present case both positional and
orientational coordinates.21 The algorithm for such a system
has been derived from the corresponding Smoluchowki
equation by Jones and Alavi22 and is used to generate trajec-
tories of interacting dipolar spheres, possibly in the presence
of an external permanent magnetic field. In this work, focus-
ing only on the structural properties of the colloidal suspen-
sion, indirect hydrodynamic interactions between particles in
motion are neglected. The translational and orientational dis-
placements ofN particles included in the simulation box
from time t to time t1Dt are given by22

Ri~ t1Dt !5Ri~ t !1bDtD0
t Fi„$R%k~ t !…1zi

t~ t !
~2!

mi~ t1Dt !5mi~ t !1bDtD0
r T i„$R%k~ t !…3mi~ t !1zi

r~ t !

3mi~ t !,

where Ri and mi are respectively, the position and dipolar
vectors of particlei , Fi andT i are, respectively, the force and
the torque acting on particlei at the beginning of the inte-
gration step,b51/kT, andD0

t andD0
r are, respectively, the

translational and rotational diffusion coefficients at infinite
dilution, related to the diameterd of particles by Stokes
laws. After each step, the norm conservation of the dipolar
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vector mi is ensured by renormalization.zi
t and zi

r are inde-
pendent random displacements with Gaussian distributions
with the following moments:

^zi
t&50, ^zi

r&50,
~3!

^zi
t
•zj

t&52DtD0
t d i j , ^zi

r
•zj

r&52DtD0
r d i j .

The simulation procedure is then the following: the par-
ticles are given an initial configuration, the forces and
torques acting on them are computed for this configuration,
random displacementszi

r and zi
t with adequate distributions

are generated, then theN particles are moved according to
Eqs.~2! and so on.

B. Modeling of the interaction potential

As mentioned in the Introduction, isotropic interactions
between particlesi and j are taken into account by an effec-
tive pair interaction potential which has been shown to be
relevant for the charge-stabilized suspensions considered
here within the repulsive re´gime ~low salt concentration and
high osmotic pressure!.30,31Effective macroion-macroion po-
tentials, such as the Derjaguin-Landau-Verwey-Overbeek de-
scription, have been developed to model colloidal charged
systems by taking into account counterions condensation and
electrostatic screening. However, to our knowledge, no
model accurately describes as concentrated suspensions as
we intend to. The chosen Yukawa-type potential is then writ-
ten as

U~r i j !5U +

1

kr i j
e2k(r i j 2d), ~4!

where r i j is the distance between the centers of particlesi
and j , andd the diameter of particles, taken from magneti-
zation measurements.k21 is a characteristic repulsion
length, differing from the Debye length due to the large vol-
ume fraction, andU + /kd corresponds to the contact value of
the energy. The parametersU + andk are derived from SANS
experiments:32 for each volume fraction of the dispersions,
the isotropic theoretical structure factor of a nondipolar sys-
tem interacting via this Yukawa-type potential is computed
from integral equations in the Percus-Yevick
approximation.34 The interaction parameters are fitted such
that the position and the intensity of the calculated structure
peak coincide with experimental ones. Note that the zero
field interparticle magnetic interaction does not alter signifi-
cantly the shape and intensity of the structure factor obtained
with the corresponding nondipolar system as a result of the
strength of the isotropic interaction.

The anisotropic dipole-dipole interaction energy is given
by

Udipi j
~r i j !5

m0

4p Fmi•mj

r i j
3 2

3~mi•r i j !~mj•r i j !

r i j
5 G . ~5!

The forces and torques due to this interaction are calculated
as follows. First, the energyUdipi

5( jUdipi j
of the nanopar-

ticle i is computed and gives the magnetic fieldH( i ) due to
other dipoles by the relationUdipi

52mi•H( i ). The force on
particle i is then derived fromFi52“ iUdipi

. Last, the

torque exerted by the other dipoles on particlei is obtained
via T i5mi3H( i ). When an external magnetic fieldHext is
applied, another angular term arises:T i ,ext5mi3Hext.

C. Calculated properties

1. Magnetization and birefringence

The magnetization and the birefringence of magnetic
suspensions belong to the most relevant macroscopic physi-
cal properties of ferrofluids: both allow one to characterize
the mean orientational organization of particles if an external
magnetic field is applied. Of course, the magnetization of the
dispersion is due to the permanent dipole moment of each
nanoparticle; moreover, the intrinsic optical anisotropy of
each magnetic particle yields a macroscopic birefringence of
the dispersion when an external magnetic field is applied.35

Both magnetization and birefringence reach saturation values
when the applied magnetic field becomes sufficiently high.
These properties may be easily computed from the simula-
tions, by using the following equations.

The equilibrium magnetizationM is defined by

M5
1

V K (
i 51

N

mi L
t

, ~6!

whereV is the volume of the system. The average is a time
average computed over a large number of simulation time
steps. The reduced magnetization, i.e., the magnetization di-
vided by its saturation value, is then given by

M* 5
^m i&

m
, ~7!

wherem i is the component of the dipole vector parallel to
the field axis.

As a result, the reduced magnetization is a first-rank or-
der parameter, which is equal to 1 when the particles are
completely oriented along the field axis and 0 when the ori-
entation distribution is uniform.

Likewise, the reduced valueDn* of the birefringence is
calculated by1

Dn* 5
1

2 S 3
^m i

2&
m2 21D . ~8!

The reduced birefringence is then a second-rank order pa-
rameter.

2. Structural properties

As usual, structural properties of the system may be de-
scribed by the pair distribution functiong(r ) or by its coun-
terpart in the reciprocal space, that is to say, the structure
factor S(q). Nevertheless, under an external magnetic field,
the system is no longer isotropic but has a cylindrical sym-
metry around the field axis. The (x,y,z) Cartesian coordi-
nates used to describe the positions of particles are then natu-
rally transformed into the (r' ,u,r i) cylindrical coordinates
with z5r i being the field axis andr'5Ax21y2 and u the
angle between thex axis andr' . Then, the relevant pair
distribution function of particlesg(r' ,u,r i) does not depend
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on the u angle to the field: as a resultg(r' ,u,r i)
5g(r' ,r i). The pair distribution function is consequently
plotted as a map in the (r' ,r i) plane.

To compare simulation results with the SANS pattern,
the anisotropic structure factor is to be computed from the
anisotropic distribution function g(r' ,r i). When the
d-function term centered onq50 is neglected, withq being
the wave vector, the pair distribution function and the struc-
ture factor are linked by the following relation:34

S~q!511rE @g~r !21#e2 iq"rdr , ~9!

with r being the density of the system.
In the present case and for the same reasons as above,

the structure factor does not depend on theu angle. Thus,
S(q)5S(q' ,qi) is given by

S~q' ,qi!511rE
2`

`

dr i E
0

`

dr'E
0

2p

r'du@g~r' ,r i!21#

3e2 i (q'r' cosu1qir i), ~10!

which may be rewritten as

S~q' ,qi!5112prE
2`

`

dr i E
0

`

r'dr'@g~r' ,r i!21#

3J0~q'r'!e2 iq ir i, ~11!

whereJ0(x) is the zeroth-order Bessel function of the first
kind.

D. Implementation details

In the present study, the colloidal dispersions of mag-
netic particles are simulated at 298 K for three different vol-
ume fractions, very close to the one of real samples: 5%,
10%, 15%. In each simulation, 1000 spherical particles are
placed in a cubic box with periodic boundary conditions. The
box length varies then between 200 and 280 nm. The first set
of samples, which will be referred to as ferrofluidA in the
following, is derived from Ref. 30 and contains particles of
diameter d57 nm with a dipole moment of 6
310220 A m2. This corresponds to a parameterg/f56.3.
The parameters of the effective interaction potential fitted
from SANS experiments are for this system:k2151.4 nm
with U +570kT. The second set of samples~referred to as
ferrofluid B in the following! consists of larger particles than
previous ones (d513 nm) with a dipole momentm536
310220 A m2. In that case,k2151.4 nm andU +5120kT
allow us to reproduce experimental structure factors without
field.32 The g parameter of these systems is the same as the
experimental one:g/f534. For both systems, the isotropic
repulsive contribution to the interaction is greater than the
anisotropic one. The translational and rotational diffusion co-
efficients at infinite dilution are calculated from the diameter
d of particles by using appropriate Stokes laws with sticky
boundary conditions:

D0
t 5

kT

3phd
, D0

r 5
kT

phd3 , ~12!

where h is the viscosity of the carrier liquid, taken equal
to the one of the pure water at 298 K, i.e.,h
50.89 1023 Pa s.

For each suspension, two calculations are performed:
one without any external magnetic field and the other one
with an external magnetic field of 1600 kA m21. Moreover,
the magnetization and birefringence curves of the ferrofluid
A at f55% and of the ferrofluidB at f510% are obtained
from several simulations with external magnetic fields of
various intensities between 0 and 1600 kA m21.

To compute the isotropic interactions, a spherical cutoff
of half a box length is used, applying the minimum image
convention. To compute the long-ranged dipolar interactions,
the Ewald summation technique is used.36,37 The boundary
conditions of this dipolar Ewald summation are metallic as
suggested by Wanget al.38

The simulation time step is 0.1 ns in every case and
structural properties are averaged over 500 000 time steps
after 50 000 time steps equilibration runs.

As numerical cutoff effects appear during the integral
transformation of raw data to compute the structure factors,
the tails of distribution functions are smoothed by using
damped cosine functions, as described in Refs. 39 and 40.
The parameters of latter smoothing functions are determined
thanks to a Levenberg-Marquardt least square fitting
procedure,41 for the distribution function values correspond-
ing to distances beyond the structure peak.

III. RESULTS AND DISCUSSION

A. Magnetization and birefringence

In Fig. 1, we give the magnetization and birefringence
curves computed for the ferrofluidA at f55%, by using
Eqs.~7! and~8!. Both are compared to the Langevin curves.
Indeed, when the interparticle magnetic interaction remains
negligible, i.e.,g!1, both the magnetization and the bire-
fringence abide by the Langevin behavior under the influ-
ence of an external field. The magnetic energy is compared

FIG. 1. Reduced birefingenceDn* ~solid diamond! and magnetizationM*
~triangles! compared to the Langevin functions~respectively, continuous and
dashed lines! for the ferrofluidA at a volume fractionf55%, as functions
of the parametera5 Umag/kT 5 m0mH/kT, with H being the magnetic
field intensity.
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to the thermal energy in the parametera defined by a
5 Umag/kT5 m0mH/kT. The reduced magnetization fol-
lows the first law of Langevin

M* 5L1~a!5
1

tanha
2

1

a
, ~13!

whereas the reduced birefringence follows the second Lange-
vin law

Dn* 5L2~a!512
3L1~a!

a
. ~14!

For the systemA with g/f56.3 andf55%, yielding g
50.315, both the birefringence and the magnetization follow
the ideal Langevin regime as it can be noticed in Fig. 1.

Figure 2 shows the magnetization and birefringence
curves for the ferrofluidB at f510%, as well as the Lange-
vin laws. In that case, the interparticle magnetic interaction
becomes no longer negligible and a gap between the Lange-
vin curves and the calculated values arises. The difference is
small for low and very high external field but reaches a
maximum for intermediate field values. Such a departure

from the Langevin law has already been observed for the
magnetization curve by Wanget al.14 for a smoothly repul-
sive Lennard-Jones potential. The gap width observed in the
present study is of the same order of magnitude as in the
previous work, showing the little role of the isotropic inter-
action for intermediate magnetic interaction on the orienta-
tion process. A very similar departure from the Langevin law
appears for the birefringence curve as showed by Fig. 2.

B. Microstructure of the ferrofluid

The aim of this section is to investigate if the main ex-
perimental features of the microstructure of repulsive charge-
stabilized ferrofluids are accounted for by our simple model-
ling. Results presented here only concern the ferrofluidB
because it exhibits a largerg/f ratio and more interesting
effects under field are thus expected. First, we present simu-
lation results obtained without an applied field and second,
the results obtained with an applied magnetic field are dis-
cussed.

The radial distribution functions obtained from BD
simulations without applied magnetic field are shown in Fig.
3 for the ferrofluidB at the three volume fractions. As ex-
pected for this globally repulsive system, the peak intensity
increases when the volume fraction increases and the peak
position is slightly shifted toward shortest distances when the
volume fraction increases. A second small peak is observed
at the highest volume fraction. The simulation box is large
enough to obtain the radial distribution functions until at
least 100 nm and the functions do tend to 1 at this length
scale. Nevertheless, the remaining roughness of the tails of

FIG. 3. Radial distribution functions of sampleB obtained from simulations
without external field. Dashed line:f55%. Solid line:f510%. Dotted
line: f515%.

FIG. 4. Structure factorS(q) of sampleB obtained from BD simulations
without external field. At the top, the structure factor obtained atf510%
from the raw radial distribution function~open circles! and from the
smoothed radial distribution function~solid line!. At the bottom, the struc-
ture factors obtained atf55% ~dashed line!, f510% ~solid line!, andf
515% ~dotted line!, from the smoothed radial distribution functions. Theq
coordinate is given in reciprocal nanometer (nm21).

FIG. 2. Reduced birefingenceDn* ~solid diamond! and magnetizationM*
~triangles! compared to the Langevin functions~respectively, continuous and
dashed lines! for the ferrofluidB at a volume fractionf510%, as functions
of the parametera5 Umag/kT 5 m0mH/kT, with H being the magnetic
field intensity.

6082 J. Chem. Phys., Vol. 121, No. 12, 22 September 2004 Mériguet, Jardat, and Turq
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these functions leads to coarse values of the Fourier trans-
forms at small wave vectors. The smoothing procedure de-
scribed in Sec. II D allows us to overcome this, as illustrated
in Fig. 4; this does not modify the peak position and its
intensity. Once again, we observe from the structure factors
that the peak intensity increases when the volume fraction
increases and that the structure peak position is shifted to-
ward shortest distances when the volume fraction increases.
The compressibility of the system, which is proportional to
the initial valuesS(0), decreases as the volume fraction in-
creases. Nevertheless, our calculations only provide esti-
mates for the compressibility as the Fourier transforms of the
smoothed pair distribution functions may alter this initial
value.

When an external magnetic field is applied, one expects
that the anisotropic dipolar interaction leads to an anisotropy
of the ferrofluid microstructure. Indeed, experimental SANS
results concerning the repulsive ferrofluid suspension with
g/f534 ~ferrofluid B) show the following.12 First, the
structure factor becomes anisotropic under field with a sig-
nificant decrease of the structure peak intensity along the
field axis and a simultaneous increase perpendicular to the
field axis. This leads to an oscillation of the scattered inten-
sity with the angle to the field axis at a fixed wave vector.

Second, no displacement of the structure peak position is
observed under field. To investigate the anisotropy of the
microstructure, we have to plot two-dimensional~2D! struc-
ture factors, as described in Sec. II C 2. Figures 5, 6, and 7
give the 2D structure factorsS(qi ,q') of sampleB, respec-
tively, at f55%, f510%, andf515%, obtained without
and with an external magnetic field. Note that functions
S(qi ,q') have been computed using the smoothing proce-
dure of functionsg(r i ,r') described beforehand. First, we
observe that without external field, the presence of the dipo-
lar magnetic interaction yields no noticeable effect on the
structure, the isotropic interaction being by far dominant: the
structure factor remains unchanged compared to the one
without interparticle magnetic interactions. As expected, the
isotropic structure factors obtained without applied field be-
come anisotropic when a magnetic field is applied. More
precisely, we observe an increase of the peak intensity in the
direction perpendicular to the field whereas it decreases in
the direction parallel to the field. The anisotropy of the mi-
crostructure is distinctly noticed if the structure factor is plot-
ted as a function of the angle to the field axis, at fixed wave
vectors, represented as dotted lines in Fig. 6. Indeed, as plot-
ted in Fig. 8, the external magnetic field originates a varia-

FIG. 5. 2D structure factorS(qi ,q') of sampleB at f55% obtained from
BD simulations: at the top, with no applied magnetic field and at the bottom,
with an applied magnetic fieldH51600 kA m21 parallel to the horizontal
axis. Contour lines are plotted for following values: 0.8, 1.0, 1.2, and 1.4.
The (qi ,q') coordinates are given in reciprocal nanometer (nm21).

FIG. 6. 2D structure factorS(qi ,q') of sampleB at f510% obtained from
BD simulations: at the top, with no applied magnetic field and at the bottom,
with an applied magnetic fieldH51600 kA m21 parallel to the horizontal
axis. Contour lines are plotted for following values: 0.8, 1.0, 1.2, and 1.4.
The (qi ,q') coordinates are given in reciprocal nanometer (nm21). The
dotted lines correspond to the wave vectors examined later on to study the
angular dependence ofS ~see Fig. 8!.
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tion of the structure factor the magnitude of which depends
of course on the reciprocal distance investigated. This behav-
ior is akin to the one already observed for ionic ferrofluids
dispersed in water.11,12 In the first case,11 the oscillation is
observed at small wave vectors, only before the structure
peak and no significant evolution of the peak itself was no-
ticed. However SANS experiments carried on suspensions

with a higher osmotic pressure,12 modeled by sampleB, ex-
hibit changes of the structure peak comparable to the results
of the present work. Unfortunately, the small wave vector
domain cannot be trustingly analyzed due to the aforemen-
tioned integral transform limitations. Besides, one experi-
mental feature is not accounted for by present simulations:
no displacement of the structure peak position is experimen-
tally observed under field. This discrepancy should be due to
the fact that the real samples are polydisperse whereas we
simulate the behavior of monodisperse ferrofluids.

IV. CONCLUSION

In this paper, we have presented Brownian dynamics
simulations of real ferrofluids, with and without the presence
of an external magnetic field. Isotropic interactions between
magnetic particles are taken into account by an effective pair
interaction potential which has been shown to be relevant for
the charge-stabilized suspensions considered here within the
repulsive regime~low salt concentration and high osmotic
pressure!. The parameters of isotropic and dipolar interac-
tions are derived from experimental results.32 The magneti-
zation and birefringence curves are computed and show de-
partures from the ideal Langevin behaviors if the ratiog/f is
sufficiently high. We also show that the main experimental
features of the microstructure of repulsive ferrofluids under
applied magnetic field are accounted for by our simple mod-
eling. Mainly, an increase of the peak intensity in the direc-
tion perpendicular to the field is observed whereas the peak
intensity decreases in the direction parallel to the field. Nev-
ertheless, a displacement of the structure peak position is
observed from simulations, which is not detected experimen-
tally. As this discrepancy may be due to the fact that the real
samples are polydisperse, we aim at investigating by numeri-
cal simulation the influence of the polydispersity on the mi-
crostructure under field. Last, as the Brownian dynamics
method allows us to compute some dynamical properties of
the system, our next work will be devoted to the dynamical
aspects of magnetic particles in ferrofluids.
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Brownian dynamics simulations are used to investigate the dynamics of orientational properties of
real charge-stabilized ferrofluids, i.e. stable colloidal dispersions of magnetic nanoparticles. The
relaxation times of the magnetization and of the birefringence, data accessible by experimental
techniques, have been computed at several volume fractions. Besides, the effect of hydrodynamic
interactions has been investigated. Equilibrium simulations without field are found to be inadequate
to determine the aforementioned relaxation times for the systems under study, the dipolar interaction
being too weak. Thus a nonequilibrium simulation procedure that mimics the experimental
operating mode has been developed. After equilibrium simulations under a magnetic field, both
birefringence and magnetization decays are recorded once the field is suppressed. Birefringence and
magnetization decays are markedly impeded as the volume fraction increases, whereas they are
barely enhanced when the intensity of the initial magnetic field is increased at a fixed volume
fraction. Eventually, hydrodynamic interactions exhibit a slight but systematic lengthening of the
relaxation times. © 2005 American Institute of Physics. �DOI: 10.1063/1.2056551�

I. INTRODUCTION

Structural and dynamical studies of colloidal dispersions
of nanocrystalline magnetic particles, the so-called ferroflu-
ids, have attracted a considerable interest for the last two
decades. The relaxation of the magnetization and of the bi-
refringence induced by an external magnetic field are among
the numerous experimentally measured properties. Indeed,
each magnetic nanoparticle bears a magnetic dipole moment
coupled to an intrinsic optical anisotropy axis, yielding a
macroscopic magnetization and birefringence of the ferrof-
luid dispersion when an external magnetic field is applied.1

For example, the rate of the magnetization relaxation is a
crucial parameter to consider for feasible magnetic data stor-
age applications. Respectively, the birefringence response to
an external field pulse has been known to produce efficient
magnetocontrolled optical devices.2 Moreover, the relaxation
of the birefringence is widely used to determine ferrofluid
properties.3,4 Eventually, late developements of
magnetocytolysis5–7 treatment of cancerous cells using bio-
compatible ferrofluids require an accurate knowledge of the
rotational properties of the particles. Considering dilute sus-
pensions, when the magnetic field is suppressed, the magne-
tization and the birefringence decay exponentially with time,
according, respectively, to Debye’s8 and Perrin’s laws.9,10

The characteristic relaxation times �mag and �bir of these phe-
nomena are linked to the rotational diffusion coefficient of
the nanoparticles by �bir=1/6Do

r and �mag=1/2Do
r . Neverthe-

less, the complete understanding of experimental results ob-
tained for more concentrated systems requires resorting to a
microscopic modeling of the suspension.

The purpose of the present paper is to study the relax-
ation of the macroscopic birefringence and magnetization
once the external magnetic field is switched off. Recently, we
have performed Brownian dynamics simulations of real fer-
rofluids, with and without the presence of an external mag-
netic field.11 We have shown that the main experimental fea-
tures of the microstructure of repulsive ferrofluids under
applied magnetic field were accounted for by a simple mod-
eling. In these calculations, the magnetic nanoparticle sus-
pension was modeled as a collection of monodisperse dipolar
spherical particles of diameter d and dipole moment vector
�, interacting via an effective potential whose parameters are
fitted so that the computed structure factor is as close as
possible to the experimental one; hydrodynamic interactions
between particles were neglected in this work since only
static properties were considered. Here, we propose to calcu-
late some dynamical properties of the same systems: Brown-
ian dynamics simulations allow us to evaluate in a straight-
forward manner the relaxation times of the macroscopic
magnetization and birefringence.

A priori, the classical strategy used in simulations to get
information on the dynamical properties of a given system is
to perform equilibrium calculations and to evaluate appropri-
ate self- and collective-correlation functions. This method
has been used successfully when studying the rotational dif-
fusion of molecules and colloidal particles,12–14 the dynami-
cal properties of dielectric media,15–18 the latter systems
showing also dipolar relaxation similar to magnetic suspen-
sions, and more recently ferrofluids.19–22 Nevertheless, for a
weak magnetic system the influence of the dipolar interac-
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tion is not so significant: the relaxation times resulting from
our equilibrium simulations without magnetic field exhibit
no noticeable deviation from Debye’s and Perrin’s laws, even
for relatively large volume fractions. Yet, for the system un-
der study, the experimental relaxation time of the optical
birefringence is usually much longer than the ideal law: as it
will be shown in the present work, the influence of an exter-
nal magnetic field cannot be considered as a small perturba-
tion of the equilibrium state. Then, to evaluate this dynami-
cal quantity, we propose to mimic the experimental
procedure3 by performing nonequilibrium simulations. First,
equilibrium Brownian dynamics simulations with an external
magnetic field are performed. Then, the external field is sud-
denly supressed and the subsequent relaxation of both the
magnetization and the birefringence are observed performing
nonequilibrium Brownian dynamics simulations, as already
employed in the literature.23–26

The paper is organized as follows. In Sec. II, we present
the simulation method: the Brownian algorithm is given to-
gether with the modeling of the system and then, we describe
how the dynamical properties of the system are computed.
This section also contains all the simulation details. Section
III is devoted to the simulation results. Lastly, Sec. IV con-
tains a concluding discussion.

II. SIMULATION METHOD

A. Brownian dynamics algorithm

The simulated ferrofluid consists in N spherical particles
of diameter d dispersed in a cubic simulation box. Every
particle bears a point magnetic dipole � at its center. The
solvent dynamics being very fast compared to the character-
istic time of this mesoscale system is not taken into account
explicitly. As a result, the particle coordinates abide by sto-
chastic translational and rotational Langevin equations,
which mimic their Brownian motions. The Brownian dynam-
ics simulation is based on the integration of these equations
in the configurational space, including in the present case
both positional and orientational coordinates.27 The algo-
rithm for such a system has been derived from the corre-
sponding Smoluchowki equation by Jones and Alavi28 and is
used to generate trajectories of interacting dipolar spheres,
possibly in the presence of an external permanent magnetic
field. The translational and orientational displacements of N
particles included in the simulation box from time t to time
t+�t are given by

Ri�t + �t� = Ri�t� + �t�
j=1

N

�� j · D ji
tt + �Dij

tt · F j + �Dij
tr · T j� + �i

t,

�1�

ui�t + �t� = ui�t� + �t�
j=1

N

�� j · D ji
tr + �F j · D ji

tr + T j · �D ji
rr�

� ui�t� + �t�ui�t� � Dii
rr · ui�t�� � ui�t� + �i

r��t�

� ui�t� .

Here, Ri and ui are, respectively, the position vector and the
normalized dipole moment ui=�i /� of particle i, F j and T j

are, respectively, the force and the torque acting on particle i

at the beginning of the integration step, and �=1/kT. Hydro-
dynamic interactions �HIs� between particles are introduced
via the configuration-dependent 3N�3N diffusion tensors
Dtt, Dtr, and Drr: Dtt is the translational diffusion matrix, Drr

is the rotational diffusion matrix, and Dtr is the translational-
rotational diffusion matrix, which couples rotational and
translational motions. When HIs are neglected, the tensor Dtr

is equal to zero, whereas matrices Dtt and Drr become diag-
onal and constant, with eigenvalues, respectively, equal to
the translational and rotational diffusion coefficients at infi-
nite dilution, D0

t and D0
r , related to the diameter d of particles

by Stokes’s laws.
After each step, the norm conservation of the dipolar

vector ui is ensured by normalization. �i
t and �i

r are indepen-
dent random displacements with Gaussian distributions with
following moments:

��i
t� = 0, ��i

r� = 0,

��i
t� j

t� = 2�tDij
tt , ��i

r� j
r� = 2�tDij

rr, �2�

��i
t� j

r� = 2�tDij
tr .

The simulation procedure is then the following: the par-
ticles are given an initial configuration, the forces and
torques acting on them are computed for this configuration,
random displacements �i

r and �i
t with adequate distributions

are generated, then the N particles are moved according to
Eq. �1� and so on. From a computational point of view, the
generation of random displacements is the most time-
consuming step, as it requires the calculation of the square
root of the diffusion matrix.

B. Modeling of the interactions

As mentioned in the Introduction, isotropic interactions
between particles i and j are taken into account by an effec-
tive pair-interaction potential which proved to be relevant for
the charge-stabilized suspensions considered here.29,30 The
chosen Yukawa-type potential is written as

U�rij� = Uo
1

�rij
e−��rij−d�, �3�

where rij is the distance between the centers of particles i and
j ,d the diameter of particles derived from magnetization
measurements, �−1 is a characteristic repulsion length, differ-
ing from the Debye length due to the large volume fraction,
and Uo /�d corresponds to the contact value of the energy.
The parameters Uo and � are the same as those used in Ref.
11 and were derived from small-angle neutron-scattering
�SANS� experiments.31

The anisotropic dipole-dipole interaction energy is given
by

Udipij
�rij� =

�0

4�
��i · � j

rij
3 −

3��i · rij��� j · rij�
rij

5 	 , �4�

where �0 is the vacuum permittivity. The forces and torques
due to this interaction are calculated as follows. First, the
energy Udipi

=� jUdipij
of the nanoparticle i is computed and

gives the magnetic field H�i� due to other dipoles by the

144915-2 Mériguet, Jardat, and Turq J. Chem. Phys. 123, 144915 �2005�

Downloaded 18 Oct 2005 to 134.157.169.89. Redistribution subject to AIP license or copyright, see http://jcp.aip.org/jcp/copyright.jsp



relation Udipi
=−�i ·H�i�. The force on particle i is then de-

rived from Fi=−�iUdipi
. Last, the torque exerted by the other

dipoles on particle i is obtained via Ti=�i�H�i�. When an
external magnetic field Hext is applied, another angular term
arises: Ti,ext=�i�Hext.

To calculate indirect hydrodynamic interactions, we use
the following truncated expansions of the translational and
rotational pair mobility tensors between two moving spheres
with stick boundary conditions:32–34

Dii
tt = Do

t I + O
 1

rij
4 � =

kT

3��d
I + O
 1

rij
4 � , �5�

Dij
tt =

kT

8��

1

rij
��I + r̂ijr̂ij� +

d2

6rij
2 �I − 3r̂ijr̂ij�
 + O
 1

rij
7 � ,

�6�

Dii
rt = Dii

tr = 0 + O
 1

rij
7 � , �7�

Dij
rt = − Dij

tr = −
kT

8��

1

rij
2 � · r̂ij + O
 1

rij
10� , �8�

Dii
rr = Do

rI + O
 1

rij
6 � =

kT

��d3I + O
 1

rij
6 � , �9�

Dij
rr =

kT

16��

1

rij
3 �3r̂ijr̂ij − I� + O
 1

rij
9 � , �10�

where d is the particle diameter, � the solvent viscosity, r̂ij

=rij /rij, I the identity matrix, and � the Levi-Civita density
defined by 	123=	312=	231=1, 	132=	321=	213=−1, and zero
elsewhere.

Within this approximation, some simplifications of the
evolution Eq. �1� occur: the term ui�Dii

rr ·ui reduces to zero
since the particles are isotropic and both divergence terms
� j ·D ji

tt and � j ·D ji
tr vanish corresponding to an incompressible

flow.

C. Calculated properties

1. Magnetization and birefringence

The magnetization and the birefringence of magnetic
suspensions belong to the most relevant macroscopic physi-
cal properties of ferrofluids: both allow one to characterize
the mean orientational organization of particles if an external
magnetic field is applied.

The instantaneous magnetization M of the suspension is
defined by

M =
1

V
�
i=1

N

�i, �11�

where V is the volume of the system. The reduced magneti-
zation, i.e., the magnetization divided by its saturation value,
is then given by

M* =
1

N
�
i=1

N

ui. �12�

If we consider z as the magnetic-field axis, the latter expres-
sion becomes

M* =
1

N
�
i=1

N

uzi = �P1�uz�� , �13�

where P1 is the first-rank Legendre polynomial, characteriz-
ing a first-rank-order orientational parameter, which is equal
to 1 when the particles are completely oriented along the
field axis and to zero when the orientation distribution is
uniform.

Likewise, the reduced birefringence �n* between the
field axis and the perpendicular one can be calculated by35

�n* =
1

N
�
i=1

N
3uzi

2 − 1

2
= �P2�uz�� , �14�

where P2 is the second-rank Legendre polynomial, charac-
terizing a second-rank-order orientational parameter.

2. Correlation functions

As shown above, both magnetization and birefringence
are linked to orientational order. Without field, no preferable
orientation arises, but the corresponding orientational corre-
lation functions can be examined. The single-particle orien-
tational correlation function of rank � is defined by36

C��t� =
4�

2� + 1 �
m=−�

�

�Y�m
* �u�0��Y�m�u�t��� , �15�

where Y�m are spherical harmonics of rank �. The spherical
harmonics addition theorem37 then leads to

C��t� = �P��u�0� · u�t��� . �16�

The first- ��=1� and second- ��=2� rank correlation func-
tions are, respectively, related to magnetization and birefrin-
gence. The corresponding relaxation times can then be cal-
culated as the integrals over the time of these two correlation
functions.36

�� = �
0




C��t�dt . �17�

For dilute systems, they follow the ideal Debye law and Per-
rin law: �1=1/2D0

r and �2=1/6D0
r .

The collective magnetization correlation function CM

can also be calculated:16

CM = �M�t� · M�0�� . �18�

For systems where the interparticle orientational correlation
is weak, for dilute suspensions, for example, CM is propor-
tional to C1 and then follows Debye’s law.

D. Implementation details

In each simulation, 500 or 1000 particles of diameter d
=13 nm, bearing a dipole moment of �=36�10−20 A m2,
are placed in a cubic box with periodic boundary conditions
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at 298 K. The effective interaction potential between par-
ticles is computed using a spherical cutoff, applying the
minimum image convention. The parameters of the potential
are derived from small-angle neutron-scattering
measurements:11,31 �−1=1.4 nm and Uo=120kT. The long-
ranged dipolar interactions are computed thanks to a Ewald
summation38,39 with metallic boundary conditions as sug-
gested by Wang et al.40 HIs are computed only for relatively
dilute systems �volume fractions smaller or equal to 0.07�
since the diffusion matrix contains only the two-body contri-
butions �see Eq. �5��. Moreover, when HIs are taken into
account, they are computed only between particles inside the
simulation box, in order to have reasonable simulation dura-
tions. In this range of volume fraction, the latter approxima-
tion is not so strong due to the size of the simulation box:
268 nm for �=0.03 and 202 nm for �=0.07.

The translational and rotational diffusion coefficients at
infinite dilution are calculated from the diameter d of par-
ticles by using appropriate Stokes laws with stick boundary
conditions:

D0
t =

kT

3��d
, D0

r =
kT

��d3 , �19�

where � is the viscosity of the carrier liquid, taken equal to
that of the pure water at 298 K, i.e., �=0.89�10−3 Pa s.

Two types of simulation runs are performed: equilibrium
and nonequilibrium ones. Equilibrium runs are performed
without field: they typically consist of 5 �s equilibration
runs followed by production runs of 30 �s during which
correlation functions of the magnetization and of the bire-
fringence are computed. The time step is usually about
0.1 ns. The nonequilibrium simulations are performed as fol-
lows. After an equilibration run of 5 �s under an external
field Ho, the parameters of the Ewald summation are opti-
mized. Then, 40 independent configurations are extracted
from a 2 000 000 time-step run under field �typically, two
configurations are supposed to be independent if they are
separated by at least 2 �s, the structural relaxation time be-
ing equal to 1.1 �s.41� For these two first stages, HIs are not
taken into account since we are only interested in static prop-
erties. Finally, for each of the 40 extracted configurations, Ho

is set to zero, all other parameters being unchanged, and the
system is let to evolve to a new equilibrated state. Both mag-
netization and birefringence are recorded every time step
during this relaxation process, and results averaged on these
independent simulations are finally obtained.

The relaxation of several ferrofluids is simulated, the
samples differing only from their volume fraction, between
�=0.01 and �=0.19, which corresponds to box sizes rang-
ing from 145 to 386 nm. HIs are taken into account only for
the three intermediate volume fractions �=0.03,0.05,0.07,
the two-body approximation being no longer valid for more
concentrated systems.41

III. RESULTS AND DISCUSSION

A. Equilibrium simulations

Following the usual procedure, the orientational correla-
tion functions corresponding to the magnetization and to the

birefringence are computed from equilibrium simulations
without field in order to evaluate the relaxation times of both
properties. Simulations are performed for ten ferrofluids of
volume fractions varying between �=0.01 and �=0.19.
Figure 1 shows results obtained for two different samples,
one which is moderately concentrated ��=0.07� and the
other one which is the most concentrated ��=0.19�. In the
first case ��=0.07�, we compare results obtained from simu-
lations without and with hydrodynamic interactions. For ev-
ery volume fraction, both characteristic relaxation times can-
not be differentiated from Debye’s and Perrin’s laws
calculated with the simulation parameters ��mag=0.75 �s and
�bir=0.25 �s� even if these systems are not diluted at all.
Likewise, no significant information can be obtained from
the collective correlation function of the magnetization, the
signal-to-noise ratio being too small in all cases. For the
present systems, it seems that anisotropic interactions be-
tween particles are too weak to yield a significant decrease of
the rotational motions. Indeed, the relevant parameter used to
evaluate the interparticle dipolar interaction within a disper-
sion may be written as42

� =
�o�2

kTr̄3 , �20�

where r̄ is the mean interparticle distance. � is directly pro-
portional to the volume fraction and linked to the initial sus-
ceptibility �=3
o. Another way to quantify the anisotropic
interaction, often preferred in theoretical studies,43 is to con-
sider the energy between particles separated by one diameter
d compared to the thermal agitation, by defining

�*2 =
�o�2

kTd3 , �21�

which is independent of the volume fraction. Hence one can
write ���*2�, the constant originating from geometrical
calculations. The value of �*2 for the suspensions considered

FIG. 1. Correlation functions corresponding to the magnetization �C1�t��
and to the birefringence �C2�t�� obtained from equilibrium Brownian dy-
namics simulations without field for two volume fractions: �=0.19 �solid
lines� and �=0.07 �dotted lines: simulation without HIs, dashed lines: simu-
lations with HIs�. The integrals over the time t of C1�t� and C2�t� are also
given in insets as functions of the upper limit t of the integrals.
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here is rather small: �*2=1.43 ��=34��. Certainly, some
theoretical calculations20 of the long-time rotational diffusion
coefficient of concentrated ferrofluids have shown significant
departures from the value at infinite dilution for this value of
�*2. However, the particles were treated as hard spheres and,
in the present case, the isotropic repulsion is far stronger than
the dipolar interaction �see Sec. II D�, maintaining the par-
ticles away from each other and limiting the influence of the
dipolar interaction which scales as 1 /r3. Indeed, if we
choose, as diameter equivalent to the hard-sphere one, the
distance which corresponds to the maximum of the radial
pair distribution functions �18 nm for �=0.19�, we now have
�*2=0.54, which may explain why we do not observe any
effect of the anisotropic interactions. Furthermore, a more
recent study22 exhibits at �=0.20 and �*2=1.5 small effects
of the order of 1%–2% on the short-time collective orienta-
tional diffusion coefficient and a deviation less than 0.1% for
the self-diffusion coefficient.

In conclusion, equilibrium simulations are not able to
account for experimental measurements which justifies the
resort to nonequilibrium calculations.

B. Nonequilibrium simulations

Nonequilibrium simulations are performed in order to be
as close as possible to the experimental operating mode used
to evaluate the rotational diffusion coefficients in ferrofluids.
Experimentally, the initial field is weak first in order to have
a sharp switching-off of the field, minimizing induction cur-
rent, and secondly, to stay in the linear range of the optical
detection system used.3,44,45 As a result, we choose in the
simulations an external field Ho=7.9 kA/m, leading to �
=�o� ·H /kT=0.87. The expected ideal values, i.e., when in-
terparticle dipolar interactions are neglected, for the reduced
magnetization and birefringence are given by the first and the
second laws of Langevin:35

L1��� =
1

tanh �
−

1

�
�22�

and

L2��� = 1 −
3L1���

�
. �23�

Here, we obtain L1���=0.28 and L2���=0.047, which are
comparable to experimental values.

Figure 2 shows the evolution with time of both the mag-
netization and the optical birefringence after the external
field is suppressed. Both quantities are averaged over 40 in-
dependent simulations and the decays are found to be purely
exponential. A better statistics is observed for the magnetiza-
tion than for the birefringence, the latter signal being smaller
as L1����� /3 and L2�����2 /15. Figure 2 shows that the
relaxation curves are shifted to higher values of the magne-
tization and of the birefringence when the volume fraction is
increased. This shift indicates a departure from the ideal
Langevin behavior, where the initial values of the magneti-
zation and birefringence would be independent of the vol-
ume fraction. Indeed, under an external magnetic field, since
the dipoles tend to align along the field direction, the dipolar

interaction between particles is no longer negligible and has
to be taken into account. A mean-field approximation, con-
sidering the effective contribution of the particle dipole mo-
ment to the total magnetic field has been developed35,46,47

and successfully used42,48,49 to explain some experimental
results. It leads to the following self-consistent equation

�eff = � + ��L1��eff� , �24�

where � is the reduced magnetic energy, � the aforemen-
tioned reduced dipolar energy, and � the effective field cou-
pling constant. For the ideal Langevin behavior, � equals
zero, whereas the classical derivation leads to the Lorentz
value �=0.33.50 Nevertheless, recent experiments42,48,49 on
magnetic liquids lead to another value of the coupling con-
stant: �=0.22. To interpret the observed shift of the relax-
ation curves to higher values of the magnetization and the
birefringence when the volume fraction is increased, the
equilibrium values of both birefringence and magnetization
have been evaluated using the self-consistent equation. The
results of the simulations are reported in Fig. 3 together with
L1��eff� and L2��eff�. A rather satisfactory agreement is ob-
tained between the simulations and the mean-field calcula-
tion with a coupling constant derived from experiments, �
=0.22, without any additional parameters. Dipolar interac-
tions, which are cooperatively increased in the presence of

FIG. 2. Magnetization and optical birefringence of the ferrofluids as func-
tions of time after the external magnetic field is suppressed, in a log/linear
scale, obtained from nonequilibrium simulations without HIs. The intensity
of the initial external magnetic field is 7.9 kA m−1.

FIG. 3. Magnetization �circles� and birefringence �squares� obtained from
equilibrium simulations under an external magnetic field of 7.9 kA m−1, as
functions of the volume fraction, compared to the values obtained from the
calculation of the self-consistent magnetic field with the � parameter equal
to 0.22 �dotted lines� or 0.33 �dashed lines�.
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the external field when the sample becomes more concen-
trated, originate the shift of the initial values of the magne-
tization and of the birefringence. They should then also ac-
count for the variation with the volume fraction of their
relaxation times after the field is supressed. This may explain
why the equilibrium approach is not always sufficient: when
no external field is applied, no noticeable orientational order
appears apart from large values of the dipolar interaction
parameter.22,51

The characteristic relaxation times of both magnetization
and birefringence are calculated by exponential fits of these
functions and are plotted in Fig. 4. To confirm that the de-
viation of the relaxation times is caused by dipolar interac-
tions, a simulation was performed with �=0 at �=0.1 with
N=1000. The value is plotted on Fig. 4 at �=0 and is, as
expected, very close to the ideal Debye value. Calculations
are performed with N=500 or 1000 particles in the simula-
tion box and yield results very close to each other. As a result
N=500 is preferred especially when applying hydrodynamic
interactions, the gain on the calculation duration being ap-
preciable. The uncertainty on the calculated results, derived
from the standard error of the 40 simulated relaxations is
about 5% for the magnetization and 10% for the birefrin-
gence. This rather large uncertainty is due to the faintness of
the two orientation signals, both increasing with the external
magnetic field. Despite this uncertainty, simulation results
show undoubtedly a strong increase of both relaxation times
with the volume fraction: a factor of 2 is observed between
infinite dilution and �=0.19. On the contrary, the effect of
hydrodynamic interactions seems to be small compared to
the dipolar interaction since no net influence can be noticed
within the statistical error bars. Then, in order to increase the
signal-to-noise ratio and to be able to quantitatively study the
influence of HIs on the relaxation phenomena, we reproduce
the previous calculations with a higher initial field. This re-
quires before all to investigate the effect of the intensity of
the magnetic field on the subsequent relaxation. The evolu-
tion of the relaxation time with the initial applied field is
plotted in Fig. 5 for a volume fraction �=0.05. The relax-
ation time is found to slightly decrease with the intensity of
the field and tends to plateau for high values. Apart from the
difference in intensities, the evolutions of the birefringence
and of the magnetization are strikingly similar. The plateau

behavior is rather expected since at high field both magneti-
zation and birefringence reach saturation, all particles being
completely orientated along the field direction: for high
fields, the initial state is consequently the same whatever the
external field value. Given these results, an initial field Ho

=79 kA/m is chosen, which is a good compromise between
a value not so far from the experiment and a value yielding a
significantly better signal-to-noise ratio for calculations. The
relaxations are computed for three intermediate volume frac-
tions ��=0.03, 0.05, and 0.07� for which the approximated
pairwise calculations of HIs remains relevant. The corre-
sponding results are displayed in Fig. 6. The standard error is
henceforth lower than 1.5% for both orientational functions.

As observed in Fig. 6, the variation of the relaxation
time is similar to the one obtained with Ho=7.9 kA/m. Now,
the effect of HIs is noticeable but weak: HIs slightly increase
the relaxation times. To get a better insight into the effect of
each type of interaction, we perform some other simulations.
Firstly, the relaxation times of magnetization and birefrin-
gence are computed from simulations with HIs but without
dipolar interactions; the results are collected in Fig. 6. The
relaxation times are now much lower than previously, and
seem roughly independent of the volume fraction. This con-
firms the small influence of HIs on the rotational dynamics
for the studied systems. Actually, the latter result may be
compared to recent experiments and calculations,52–54 where
the influence of hydrodynamic interactions on the rotational
self-diffusion of highly-charged particles has been examined.

FIG. 4. Relaxation times of magnetization �circles� and birefringence
�squares� vs the volume fraction. The filled symbols correspond to N
=1000 particles. All other symbols stand for N=500 particles, open ones for
simulations with hydrodynamic interactions and shaded ones for simulations
without HIs. The intensity of the initial external magnetic field is
7.9 kA m−1. The value plotted at �=0 corresponds to �=0.1, N=1000, and
�=0, and is very close to the ideal Debye value.

FIG. 5. Relaxation time of the magnetization �circles� and the birefringence
�squares� vs the initial magnetic field intensity at �=0.05.

FIG. 6. Relaxation time of magnetization �circles� and birefringence
�squares� as functions of the volume fraction for N=500 and Ho

=79 kA m−1. The open symbols stand for simulations with hydrodynamic
interactions and shaded ones for simulations without HIs. The filled symbols
correspond to simulations with HIs and �=0. The values at �=0 correspond
to �=0.07 and �=0 and are very close to the ideal Debye and Perrin values.
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For highly repulsive spherical particles, a decrease of the
diffusion coefficient by a few percent �1%–2%� was found in
the volume fraction range encompassed in the present work.
Secondly, simulations with dipolar interactions, but with fro-
zen translational degrees of freedom after the field is
switched off, are performed. HIs are not taken into account
in these calculations. Indeed, an external magnetic field is
known to modify the structural properties of the ferrofluids.
For the strong repulsive potentials and weak dipolar interac-
tion used in the present work, the local structure is distorted;
however, the particles remain separated even for rather con-
centrated suspensions.11 On the contrary, for weaker isotro-
pic interaction and larger dipolar coupling, extented chain
structures are formed under an external field.55 The relax-
ation of the system after the external field is suppressed
should yield, consequently, in both cases not only a rota-
tional reorganization of the particles, but also a reorganiza-
tion of their positions. As a consequence, since the charac-
teristic diffusion time of both phenomena are of the same
order of magnitude ��1 �s�, one might expect a coupling
between the orientational and translational relaxations. Nev-
ertheless, no such effect could be detected: the relaxation
times computed without any translational motions remain
unchanged. Then, the structural relaxation time when the
constraint of the external field disappears may be much
smaller than the diffusive time.

Finally, all the last calculations suggest that the evolu-
tion of the birefringence and magnetization relaxation time is
only governed by orientational correlations.

IV. CONCLUSION

Brownian dynamics simulations have been used to fol-
low the relaxation of orientational properties of suspensions
of magnetic nanoparticles after an external magnetic field has
been applied. Both isotropic and anisotropic interactions are
taken into account, the parameters of the interaction poten-
tials being chosen such that the calculated structural proper-
ties are close to the measured ones. The relaxation times of
the magnetization and of the birefringence, data accessible
by experimental techniques, have been computed at several
volume fractions. Moreover, the influence of hydrodynamic
interactions �HIs� has been studied. Despite the approxima-
tions used to model the system, the present study allowed us
to gain several insights in the orientational dynamical behav-
ior of ferrofluids.

Firstly, it is shown that equilibrium simulations are not
convenient to determine the aforementioned relaxation times
for the systems under study, likely because the dipolar inter-
action is relatively weak: in every case, the obtained relax-
ation times are those corresponding to diluted systems. Sec-
ondly, a nonequilibrium simulation procedure which mimics
the experimental operating mode has been developed. It al-
lows us to notice that both relaxation times increase mark-
edly with the volume fraction, whereas they are slightly de-
creased when the intensity of the initial magnetic field is
increased at a fixed volume fraction. HIs have a small but
systematic effect of lengthening the relaxation times. Never-
theless, this effect cannot be observed if HIs are solely taken

into account, which means that the strong dipolar interac-
tions occuring after the magnetic dipoles have been partially
or totally aligned are mainly driving the dynamical process.

Finally, as the aim of this study is above all to have
insight into the experimental measurements of the relaxation
times of the magnetization and the optical birefringence, we
shall conclude by a discussion concerning the real systems.
Indeed, a parallel experimental study on the effect of the
volume fraction has been carried out using magneto-optical
birefringence. However, the experimental error and the poly-
dispersity of the suspensions are too large to distinguish any
effect in the moderately concentrated range ��=0.05–0.15�.
Yet, for more concentrated suspensions, a glass transition is
observed56,57 for the rotational properties and still under
study for translational properties.58 The simulation of such
concentrated systems are nonetheless difficult to tackle be-
cause of the very long time scales involved. Another aspect
concerns an approximation which is implicitly used in the
present study: the magnetic dipole is supposed to be rigidly
fixed to the crystalline axis of the particle. In experimental
systems, the corresponding energy Eani, linking the dipole to
the axis, may vary from some kTs �soft dipole� to more than
tens of kTs �rigid dipole�. For example, considering
maghemite ��-Fe2O3� with d=13 nm, we have Eani=3.6kT,
whereas for a particle with the same diameter made of cobalt
ferrite CoFe3O4, Eani=140kT.44 One improvement of the
model would then be the explicit implementation of the cou-
pling between the dipole and the crystalline axes. Last,
thanks to the broad overlap between experimental and nu-
merical investigations carried out in our laboratory, new ex-
perimental issues have arisen from this numerical study, par-
ticularly the effect of the intensity of the initial field on the
relaxation time.
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6 Projets

Je pense avoir montré dans ce mémoire que la dynamique brownienne est un outil unique pour

l’étude de la dynamique des objets mésoscopiques en solution. Les travaux dont j’ai présenté les

résultats dans les pages qui précèdent illustrent la richesse de son domaine d’application, ainsi que

sa grande adaptabilité. J’ai commencé par consolider ses fondements, en particulier en faisant le

lien avec les méthodes théoriques utilisées pour étudier le transport dans les solutions d’électrolytes.

J’ai ensuite développé ses applications dans le domaine des petits colloïdes, des interfaces et des

suspensions, en collaboration avec d’autres équipes du laboratoire ou avec des équipes extérieures.

Mes projets de recherche me conduisent tout naturellement à développer de nouvelles collaborations

extérieures à mon équipe d’origine (internationales, nationales ou au sein de l’UMR, qui a diversifié

et recentré ses activités dans le domaine des colloïdes), tout en maintenant une collaboration forte au

sein de cette équipe « mère », sur les problèmes liés aux argiles par exemple. De nombreuses situations

existent encore en effet, pour lesquelles la simulation numérique mésoscopique pourra apporter des

informations précieuses.

Je présente ici les projets que je compte développer dans les prochaines années, et qui s’orientent

principalement selon quatre axes, que j’énonce dans un ordre arbitraire :

• Le premier concerne l’étude des phénomènes dynamiques dans les milieux confinés chargés,

tels que la diffusion des ions entre des feuillets d’argile très hydratés, ou la mobilité des col-

loïdes au voisinage d’une surface chargée par exemple. Il me permettra de continuer à dévelop-

per des collaborations au sein de l’équipe Liquides Ioniques du laboratoire LI2C, ainsi qu’avec

le professeur V. Vlachy en Slovénie sur le cas de la diffusion des électrolytes dans des milieux

poreux chargés.

• Le second concerne l’étude de suspensions colloïdales de plus en plus complexes, les théma-

tiques du laboratoire s’orientant de plus en plus dans la voie de l’étude des colloïdes. Il s’agit

non seulement de raffiner la modélisation des suspensions de nanoparticules magnétiques, mais

aussi de développer par exemple des simulations de polyélectrolytes en prenant explicitement

en compte la présence des contre-ions. Dans ce dernier cas, les simulations hors équilibre

peuvent permettre d’étudier les phénomènes dynamiques de relaxation des contre-ions autour

des polyélectrolytes. Ce type de thématique intéresse les chercheurs de l’équipe Colloïdes In-

organiques du laboratoire LI2C.

• Le troisième axe de recherche que j’envisage met en jeu une méthode de simulation brow-

nienne a priori assez différente de celle utilisée jusque là : je propose d’étudier des phénomènes

d’agrégation de particules en solution. Ces phénomènes sont mis en jeu dans des situations très

variées, telles que les réactions biologiques du type antigène/anticorps ou bien l’évaporation

de suspensions de particules de silice en présence de billes de latex. Ce thème de recherche

est partiellement envisagé en collaboration avec J. Oberdisse, chercheur CNRS au laboratoire

des Colloïdes, Verres et Nanomatériaux de l’Université de Montpellier, qui étudie expérimen-
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talement la formation d’agrégats dans les suspensions de silice, notamment en utilisant des

méthodes de diffusion de rayonnement.

• Enfin, un certain nombre de développements de la dynamique brownienne du type méthodo-

logique sont encore envisageables, tel que le calcul de la viscosité des électrolytes. Ce projet

intéresse B. Bagchi, de l’Institut Indien des Sciences à Bangalore (Inde).

Certains aspects de ces projets sont détaillés dans les paragraphes qui suivent, le niveau de détail

dépendant de l’échéance à laquelle les projets sont envisagés.

6.1 Phénomènes dynamiques dans les milieux confinés chargés

Effets de taille finie des feuillets dans une argile très hydratée.

Projet en collaboration avec Virginie Marry (MdC au laboratoire LI2C)

– ce projet est envisagé àcourt terme

Les argiles présentent une porosité à diverses échelles, l’espace interfoliaire n’étant pas le seul

domaine possible d’adsorption de l’eau. En présence de quantités croissantes d’eau, l’argile passe

de l’état nanoporeux décrit dans le paragraphe 4.2, à celui d’une particule colloïdale dispersée dans

l’eau. En particulier, si l’on considère des états encore peu hydratés, les feuillets s’organisent en

empilements au niveau atomique, ces plaquettes formant ensuite des grains entre lesquels l’eau peut

aussi circuler. Il est clair qu’une des faiblesses du modèle d’argile envisagé précédemment est le fait

que les feuillets sont traités comme des plans infinis, au niveau de la simulation brownienne comme

à celui des simulations atomiques.

Les effets de taille finie des feuillets ont en effet une influence non négligeable sur la capacité de

rétention de l’eau et des ions. Des études expérimentales d’argiles de type montmorillonite et hectorite

par spectroscopie diélectrique75 montrent en effet l’existence de modes de relaxation dont la nature

reste incomprise pour le moment, et qui pourraient être liés à des passages des ions d’un feuillet à un

autre. Par ailleurs, un modèle schématique du transport des ions entre les feuillets, mettant en jeu une

alternance entre diffusion dans l’espace interfoliaire et adsorption sur la surface du feuillet a permis

d’interpréter partiellement les résultats de spectroscopie diélectrique76. La simulation de dynamique

brownienne peut apporter des informations supplémentaires sur les modes de transport des ions dans

le cas où le passage d’un espace interfoliaire à un autre est possible.

Pour cela, nous proposons de modéliser les plaquettes d’argile comme des plans semi-infinis,

portant des charges discrètes, entre lesquels les ions pourront circuler. La figure 28 présente une

modélisation possible pour cette étude. La boîte de simulation contient deux feuillets d’argile en son

centre. Les limites de la boîte dans les directionsx etz sont placées au delà des feuillets, ce qui permet

d’autoriser le passage des ions d’un espace interfoliaire à un autre. En revanche, les feuillets restent

infinis dans la directiony. Du point de vue de la longue portée des interactions coulombiennes, cette

géométrie du système relève d’une somme d’Ewald classique. La simulation de ce système nécessite

cependant la modification d’un certain nombre de points du code : la boîte est parallélépipédique,

mais désormais répétée périodiquement dans les trois directions de l’espace, contrairement au cas

75Thèse d’Antony Cadène, sous la direction de Pierre Turq, « Étude expérimentale multiéchelle du transport ionique et

aqueux en milieu poreux chargé : argiles », soutenue le 3 octobre 2005
76Rotenberget coll., J. Phys. Chem. B109, 15548 (2005)
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FIG. 28 – Configuration typique de la boîte de simulation qui pourra être utilisée pour l’étude de feuillets

d’argiles très hydratés. Les feuillets sont décrits par l’assemblages de sphères, chargées ou non, représentant

les sites atomiques de surface. Les sites chargés négativement sont placés de telle manière que la géométrie

hexagonale rappelle la structure de la surface des feuillets. Les sites neutres en rouge et en blanc permettent

d’éviter toute pénétration des contre-ions dans le feuillet.

envisagé dans le paragraphe 4.2 et un certain nombre de particules (celles qui constituent les feuillets)

doivent rester immobiles au cours de la simulation. De plus, des outils d’exploitation spécifiques des

résultats doivent être développés afin de répondre aux questions suivantes :

• Quelle est la proportion d’ions situés entre les plans des feuillets par rapport à ceux qui se

placent à l’extérieur ?

• Que devient la distribution des ions dans l’espace interfoliaire ?

• Les ions passent-ils effectivement d’un espace interfoliaire à un autre et si oui, avec quel temps

caractéristique ?

• Quels sont les coefficients de diffusion globale des ions ?

• Pouvons-nous calculer des grandeurs liées à celles mesurées par spectroscopie diélectrique ?

Nous envisageons de mettre en œuvre ce projet à relativement court terme. Nous pourrons ensuite

envisager de passer de ce système au cas encore plus hydraté de la suspension, pour laquelle de

nombreuses déterminations expérimentales existent ou devraient être accessibles, afin de vérifier la

cohérence de la description depuis l’empilement à l’échelle atomique, jusqu’à la suspension colloïdale

à une échelle mésoscopique.
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Interaction particule chargée/surface

Collaboration envisagée avec Serge Durand-Vidal (MdC) et Emmanuelle Dubois (CR CNRS)

– ce projet est envisagé àcourt et moyen termes

Dans les suspensions colloïdales stabilisées par les charges, l’état de surface des particules condi-

tionne en grande partie les interactions au sein du milieu et les propriétés macroscopiques du système.

L’étude du transport des nanoparticules chargées vers une surface, éventuellement chargée, renseigne

sur les propriétés des particules individuelles. Dans le cadre de l’ACI « Jeune chercheur » qu’il a

obtenu en 2004, Serge Durand-vidal se propose d’étudier la cinétique et la structure du dépôt de na-

noparticules sur des surfaces métalliques, en fonction des paramètres contrôlant les interactions entre

les nano-objets et la surface. Il utilise pour cela la microscopie à force atomique qui peut fournir, outre

la taille et la forme des nanoparticules, leur coefficient de diffusion et leur charge. Les nanoparticules

magnétiques biocompatibles synthétisées au laboratoire, et dont nous avons par ailleurs modélisé les

suspensions par un modèle à un composant (cf. chapitre 22), font partie des bons candidats pour cette

étude expérimentale.

Une modélisation des interfaces colloïde chargé / surface (chargée ou non) peut apporter une aide

précieuse pour interpréter les observations expérimentales. Dans ce cas, la prise en compte explicite

de la charge des gros objets et des petits ions qui contribuent à la stabilisation du système est indis-

pensable. Nous proposons donc de mener des simulations browniennes d’un système contenant une

surface, chargée ou non, et un nano-objet, chargé, en présence de ses contre-ions et des ions de l’élec-

trolyte support. Nous pourrons alors étudier la structure et la dynamique de ce système en fonction

des divers paramètres aisément « contrôlables » par simulation, tels que l’intensité de l’interaction

nanoparticule/surface, la charge de la nanoparticule ou la force ionique de la solution, et confronter

ces résultats aux investigations expérimentales, afin de déduire des informations quantitatives sur les

paramètres inconnus du système.

6.2 Étude de suspensions colloïdales complexes

Modélisation des suspensions de nanoparticules magnétiques

Collaboration envisagée avec Emmanuelle Dubois (CR CNRS) et Régine Perzynski (Pr)

– ce projet est envisagé àcourt et moyen termes

Le modèle développé pour rendre compte des propriétés structurales et dynamiques de suspen-

sions de maghémite (cf. 22) peut être amélioré suivant plusieurs voies.

D’abord, la grande différence qui existe entre la suspension réelle et la modélisation que nous

avons menée est la polydispersité. Il semble que l’interprétation quantitative des résultats des mesures

de la relaxation de la biréfringence magnéto-optique nécessite en effet la prise en compte de cette

caractéristique. A priori, la modification du code de simulation pour tenir compte d’une certaine

polydispersité est envisageable à relativement court terme. Cependant, le système que nous aurons

alors à simuler sera caractérisé par un nombre de paramètres beaucoup plus grand qu’auparavant (un

rayon et un moment dipolaire par particule mais surtout,n×n−1 potentiels d’interaction à modéliser,

où n est le nombre de particules de type différent). De plus, le calcul des facteurs de structure sera
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compliqué par le fait que les pondérations par les longueurs de diffusion relatives à chaque particule

deviennent alors nécessaires. Cette modification de la modélisation n’est donc pas simple à mener.

La seconde approximation que nous avons utilisée dans la modélisation est que nous avons sup-

posé que le moment dipolaire est lié d’une manière rigide à l’axe de la particule, ce qui est inexact pour

les particules de maghémite. Nous pouvons envisager de prendre en compte cette « non-rigidité » , en

introduisant une équation supplémentaire dans l’algorithme de simulation, qui couplerait, de manière

mécanique par exemple, le moment dipolaire à l’axe de la particule. Cette seconde modification est a

priori réalisable à plus court terme que la première et permettrait d’étudier par simulation l’influence

de l’intensité de ce couplage sur les grandeurs dynamiques rotationnelles.

Solutions de polyélectrolytes

– ce projet est envisagé àmoyen et long termes

La dynamique brownienne a souvent été utilisée pour la simulation de solutions de polyélectro-

lytes. Cependant, à cause d’une part des moyens de calculs souvent insuffisants, mais aussi pour

des raisons « culturelles », les interactions électrostatiques dans ces solutions sont parfois évaluées

d’une manière peu précise, en utilisant des modèles à champ moyen du type Debye-Hückel (voir

par exemple, la publication récente de Zhouet coll. 77). Il est clair que l’étude précise des proprié-

tés structurales et dynamiques de tels systèmes nécessite la prise en compte explicite de la présence

des contre-ions dans le milieu. Plusieurs équipes s’intéressent déjà à ce type de simulations (voir par

exemple les références78,79), cependant ils étudient souvent des sytèmes constitués d’un seul poly-

électrolyte entouré de ses contre-ions. Nous avons étudié des électrolytes très dissymétriques en taille

et en charge, et comme prolongement naturel de ces études, nous souhaiterions décrire des petits po-

lyélectrolytes. La nature atomique des polyions ne serait pas prise en compte, mais la géométrie de

ces molécules pourrait être modélisée par des« colliers de perles chargées » , ou des batonnets avec

une distribution précise de charges par exemple. Ce projet nécessite des modifications importantes du

code de simulation, qui devrait être notamment parallélisé afin que les calculs des propriétés dyna-

miques soient envisageables avec des temps de calcul raisonnables. Une étude préliminaire pourrait

concerner la dynamique de relaxation des contre-ions autour des polyélectrolytes, étude qui peut être

menée grâce à des simulations hors équilibre.

6.3 Simulation des réactions d’agrégation

Modélisation des réactions biologiques du type antigène-anticorps

Collaboration envisagée avec Jean Baudry (CR CNRS) et Jérôme Bibette (Pr)

– ce projet est envisagé àlong terme

Au laboratoire et à l’extérieur, des besoins de modélisation des réactions d’agrégation de type anti-

gène/anticorps existent. Récemment, les chercheurs de l’équipe de Jérôme Bibette ont réalisé des an-

tigènes marqués par des colloïdes magnétiques qui sont susceptibles de donner lieu, en présence d’un

77Zhouet coll. J. Chem. Phys.122, 124905 (2005)
78Yu et coll.J. Phys. Chem100, 15280 (1996)
79Chang et Yethiraj, J. Chem. Phys.116, 5284 (2002)
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champ magnétique et d’antigènes qui leur sont spécifiques, à des phénomènes d’agrégation orientés.

L’intérêt de former ces agrégats et qu’ils sont facilement détectables par des moyens optiques, grâce

aux propriétés de diffraction des chaînes formées. Jérôme Bibette et Pierre Turq se proposent de diri-

ger prochainement conjointement une thèse sur ce sujet. Une modélisation brownienne de la réaction

d’agrégation induite par le champ magnétique pourrait donc être envisagée dans ce cadre.

Agrégation des particules de silice en présence de latex dans des suspensions en évaporation

Collaboration envisagée avec Julian Oberdisse (CR CNRS à l’université de Montpellier)

– ce projet est envisagé àcourt et moyen termes

Parmi les matériaux composites d’intérêt industriel, les nanocomposites à matrice de latex ren-

forcés par de particules colloïdales de silice ont des propriétés mécaniques intéressantes. Ils sont

préparés à partir de suspensions aqueuses de particules de silice (rayon d’environ 8 nm) en présence

de billes de latex (rayon environ deux fois supérieur à celui des particules de silice), stabilisées par les

charges. Après évaporation du solvant, les particules de latex se rejoignent et fusionnent pour former

une phase continue dans laquelle les particules de silice se regroupent en agrégats de diverses tailles.

Les propriétés mécaniques de ces systèmes dépendent fortement du pH de la solution initiale, ce qui

semble corrélé à la structure des agrégats80,81,82. En effet, on passe d’agrégats de quelques particules,

à pH élevé, à des agrégats de plusieurs centaines de particules à pH faible. Vraisemblablement, cette

différence dans le nombre d’agrégation est due à la nature des interactions entre particules. Le méca-

nisme exact est cependant mal compris et des simulations de ce phénomène pourraient apporter des

informations très utiles.

Nous avons donc le projet de modéliser ces suspensions et le processus d’évaporation. La suspen-

sion initiale peut être vue comme une assemblée de deux types de particules, représentant les billes

de latex et celles de silice, qui sont environ deux fois plus petites que les premières. Les interactions

entre ces particules seraient prises en compte par des potentiels effectifs, du type potentiel de Yukawa.

Nous pouvons envisager d’étudier l’évolution de la structure de la suspension pendant l’évaporation

du solvant, en modélisant le processus d’évaporation par le mouvement d’une des parois de la boîte de

simulation, représentant l’interface liquide/gaz, comme cela a déjà été envisagé pour des suspensions

de particules magnétiques83. L’interaction spécifique entre les billes de latex qui conduit à leur fusion

est trop complexe pour être prise en compte et on peut penser que l’évaporation simulée peut conduire

à une « démixtion » du système, avec la formation d’agrégats. Les intensités de interactions pourront

être modifiées, afin d’étudier leur influence sur la formation de ces agrégats. La mise en œuvre de ce

projet nécessite d’importantes modifications du code de simulation ainsi que la mise au point d’ou-

tils d’exploitation des résultats spécifiques, pour confronter notamment les résultats des simulations à

ceux des expériences de diffusion de rayonnement.

80Oberdisse et Demé, Macromolecules35, 4397 (2002)
81Oberdisse, Macromolecules35, 9441 (2002)
82Oberdisse et Boué, Prog. Coll. Polym. Sci.126, 124 (2004)
83Lalatonneet coll.Nature Materials3, 121 (2004)
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6.4 Calcul de la viscosité des solutions d’électrolytes

Collaboration envisagée avec Biman Bagchi de de l’Institut Indien des Sciences à Bangalore (Inde)

et Jean-François Dufrêche (CR CNRS au LI2C)

– ce projet est envisagé àcourt et moyen termes

Nous nous proposons également d’utiliser la simulation de dynamique brownienne pour calculer

le coefficient de viscosité (dynamique)η de suspensions de particules chargées. L’intérêt de ce projet

est qu’à la différence des coefficients de transports ioniques (conductivité, coefficent de diffusion...),

il n’existe pas de théorie réellement satisfaisante de la viscosité, qui est une propriété caractérisant

l’ensemble de la solution, et pas seulement les ions. Cependant, la dynamique brownienne peut pré-

tendre calculer la contribution à la viscosité relevant des degrés de liberté ioniques. Plus précisément,

la formule de Kubo

η =
1

3kBTV

∫ +∞

0

〈σxy(0)σxy(t)〉 dt (19)

relie la viscosité à la fonction de corrélation des termes non diagonauxσxy(t) du tenseur des contraintes

défini par :

σxy(t) =
∑

i

(miv
x
i vy

i + F y
i xi) (20)

où F y
i représente la composantey de la force agissant sur la particulei. Dans le cas des liquides84,

le premier terme, purement cinétique est négligeable (il ne représente que quelques pourcents de la

valeurs finale surη). En distinguant les ionsi et le solvant0, nous obtenons ainsi :

η = η00 + η0i + ηii. (21)

La viscosité est donc la somme de trois termes. Le premier correspond au solvant seul, et on peut

le considérer constant si les concentrations ioniques restent modérées. Le second représente les cou-

plages ion/solvant et il n’est a priori pas calculable par dynamique brownienne. Le troisième corres-

pond aux couplages entre ions et c’est celui là que nous nous proposons de calculer. Ainsi sera-t-il

possible d’estimer la viscosité des suspensions chargées bien au delà du domaine dilué, domaine de

validité de l’expression d’Onsager-Falkenhagen85. On pourra ainsi déterminer plus précisément pour-

quoi toutes les tentatives86 de généraliser cette loi limite pour la viscosité ont jusqu’à présent échoué

pour les électrolytes simples. Si la simulation donne une valeur proche des expériences, cela signi-

fiera que le calcul analytique de ce terme est incorrect ; si en revanche la simulation conduit à la valeur

prédite par les théories (et s’écarte donc des valeurs expérimentales), cela signifiera que le terme de

couplage ion/solvantη0i n’est pas négligeable et que toute théorie sur la viscosité des électrolytes au

delà de la loi limite doit tenir compte explicitement du solvant. Le calcul de la viscosité par simulation

sera alors plus pertinent dans le cas des suspensions de polyélectrolytes.

84Bagchi et Bhattacharyya, Advances in Chemical Physics,116, 67 (2001)
85Onsager, J. Phys. Chem.36, 2689 (1932)
86Chandra et Bagchi, J. Chem. Phys.113, 3226 (2000)
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Les travaux de recherche que j’ai menés jusqu’à présent concernent les propriétés structurales et

surtout dynamiques de solutions de particules, chargées ou non. Ils visent essentiellement à la modéli-

sation de ces systèmes, en vue d’une meilleure compréhension des mécanismes « microscopiques »87

qui pilotent les propriétés macroscopiques mesurables. La méthode d’investigation choisie est une

méthode de simulation numérique, appelée dynamique brownienne. Le principe de la simulation de

dynamique brownienne est d’intégrer par une méthode itérative les équations du mouvement des par-

ticules de soluté d’un système, le solvant étant décrit comme un milieu continu, caractérisé par sa

constante diélectrique et sa viscosité. La particularité de la méthode vient du fait qu’au niveau de

description choisi, les particules ont des mouvementsbrowniens, caractérisés par des équationssto-

chastiquesdu mouvement. Deux types d’interactions sont à l’origine de la partie non aléatoire du

mouvement :

• les interactionsdirectesentre particules de soluté, telles que les interactions électrostatiques

dans le cas des ions et les forces répulsives à courte portée,

• les interactionsindirectesentre particules, transmises par le solvant, appelées interactions hy-

drodynamiques, qui couplent les déplacements des particules (une particule en mouvement dans

le fluide l’entraîne avec elle, ce qui perturbe les mouvements des particules voisines).

On déduit des trajectoires ainsi construites non seulement des informations moyennées sur l’ensemble

du système, correspondant aux grandeurs accessibles à l’expérimentateur, mais aussi des informations

locales, au niveau des particules.

Les travaux dont je présente les résultats illustrent la richesse du domaine d’application de la dy-

namique brownienne, ainsi que sa grande adaptabilité. J’ai commencé par consolider les fondements

de la méthode de simulation, en particulier en faisant le lien avec les méthodes théoriques utilisées

pour étudier le transport dans les solutions d’électrolytes. J’ai ainsi calculé la conductivité électrique

de solutions aqueuses de sels simples et les coefficients de diffusion des ions dans ces solutions. J’ai

ensuite développé les applications de la dynamique brownienne dans divers domaines, seule ou en

collaboration avec des chercheurs du laboratoire ou extérieurs au laboratoire. On peut regrouper les

travaux que j’ai effectués en trois thèmes :

• Le premier concerne la simulation d’électrolytes dissymétriques en charge et en taille. Pour les

électrolytes peu dissymétriques tels que les sels de cryptate ou le tungstosilicate de sodium,

nous avons confirmé la validité de la méthode de simulation. Nous avons ensuite étudié non
87Par le terme microscopique, j’entends ici « au niveau des particules de solutés », car dans toutes nos études, le solvant

est traité comme un continuum.
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seulement les propriétés structurales et dynamiques d’électrolytes « modèles » 1-10, 1-20 et

2-20, mais aussi celles de solutions micellaires « réelles », pour lesquelles des déterminations

expérimentales précises des coefficients de transport sont disponibles. L’intérêt de la modéli-

sation brownienne que nous avons menée pour ces systèmes très dissymétriques en taille et

en charge est qu’elle prend en compte explicitement la présence des petits ions aux côtés des

macroions. Nous montrons notamment que les interactions hydrodynamiques ont une grande

influence sur la diffusion des macroions.

• Le second thème est celui des électrolytes aux interfaces. J’ai notamment développé, en colla-

boration avec Christian Amatore (UMR PASTEUR de l’ENS) et un de ses étudiants en thèse,

Frédéric Grün, une modélisation et une méthode de simulation originales pour évaluer le temps

de relaxation de la double couche électrochimique après un transfert d’électron. Ce travail est

un exemple pour lequel la simulation est utilisée comme un outil prédictif, permettant d’éva-

luer des grandeurs difficilement accessibles à l’expérimentateur. Je m’intéresse aussi dans le

cadre d’un PAI (Programme d’Action Intégrée) européen à la diffusion des électrolytes dans

des matrices d’ions immobiles, en collaboration avec Vojko Vlachy, professeur à l’université de

Ljubljana. Enfin, la simulation brownienne a permis de calculer la distribution des contre-ions

présents entre deux feuillets d’une argile compactée, mais relativement hydratée, et de faire le

lien avec la description microscopique de la dynamique moléculaire.

• Le dernier thème de recherche concerne les ferrofluides, qui sont des suspensions aqueuses

stables de nanoparticules de maghémite. Le programme de simulation de dynamique brow-

nienne a été adapté pour tenir compte des propriétés dipolaires des particules et une modéli-

sation a été développée parallèlement à des travaux expérimentaux. Ce modèle permet notam-

ment de rendre compte de l’anisotropie structurale observée expérimentalement en présence

d’un champ magnétique extérieur. Ce travail a fait l’objet de la thèse de Guillaume Mériguet,

dont la soutenance est prévue le 21 octobre 2005.

La simulation numérique mésoscopique pourra apporter des informations précieuses pour l’étude de

nombreuses autres situations réelles. Les projets que je compte mettre en œuvre dans les prochaines

années, en développant notamment des collaborations extérieures à mon équipe d’origine s’orientent

principalement selon quatre axes :

• Le premier concerne l’étude des phénomènes dynamiques dans les milieux confinés chargés,

tels que la diffusion des ions entre des feuillets d’argile très hydratés, ou la mobilité des col-

loïdes au voisinage d’une surface chargées par exemple.

• Le second concerne l’étude de suspensions colloïdales de plus en plus complexes, les théma-

tiques du laboratoire s’orientant de plus en plus dans la voie de l’étude des colloïdes.

• Le troisième axe de recherche que j’envisage met en jeu une méthode de simulation brow-

nienne a priori assez différente de celle utilisée jusque là : je propose d’étudier des phénomènes

d’agrégation de particules en solution.

• Enfin, un certain nombre de développements de la dynamique brownienne du type méthodolo-

gique sont encore envisageables, tel que le calcul de la viscosité des électrolytes et des poly-

électrolytes.
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Formation

1996-1999Statut d’Allocataire Moniteur Normalien à l’université Paris 6.

Thèse en Matière Condensée, Chimie et Organisation de l’université Paris 6,Approche par

dynamique brownienne des coefficients de transport de solutions d’électrolytes inorganiques,

soutenue le 22 janvier 1999 et obtenue avec la mention très honorable avec félicitations du jury.

1992-1996Élève de l’École Normale Supérieure de Cachan. Scolarité comprenant :

1995-1996Diplôme d’Etudes Approfondies en Matière Condensée, Chimie et Organisation

(mention très bien).

Sept. 1994 - Juil. 1995Préparation à l’agrégation de Sciences Physiques, option Chimie. Ob-

tention de l’agrégation en juillet 1995.

Sept. 1993 - Juil. 1994Maîtrise de Physicochimie Moléculaire, Université Paris 11 (mention

bien).

Sept. 1992 - Juil. 1993Licence de Physicochimie Moléculaire, Université Paris 11 (mention

bien).
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Août 2005 29th IUPAC International Conference on Solution Chemistry, Portoroz (Slovénie),com-

munication orale, Brownian simulations contribution to the study of particle dynamics in so-
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affiche, Brownian dynamics simulation of aqueous DTAB solutions, M. JARDAT, S. DURAND-

V IDAL , N. DA MOTA ET P. TURQ
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Septembre 1999École d’été "Structure and dynamics of polymer and colloidal systems", Les Houches,

affiche, Dynamical properties of electrolyte solutions from Brownian dynamics simulations,

M. JARDAT, O. BERNARD, P. TURQ ET G .R. KNELLER
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8 février 2000 Séminaire invité à l’université de Constance (Allemagne), Fakultät für Physik, Dyna-

mical properties of electrolyte solutions from smart brownian dynamics simulations, M. JAR-

DAT

15 juin 1999 Journées Simulation Numérique, Matière Condensée et Désordre, Jussieu, Propriétés

dynamiques des solutions d’électrolytes par dynamique brownienne, M. JARDAT

COMMUNICATIONS EN TANT QUE CO-AUTEUR

Juillet 2005 6th Ferrofluid Workshop, Saarbruecken,affiche, Structural anisotropy of charge-stabilized

ferrofluids under an external magnetic field investigated by Brownian dynamics, G. MÉRIGUET,

M. JARDAT ET P. TURQ

140
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Activités d’enseignement

Depuis mon recrutement en septembre 1999, j’ai participé à diverses activités d’enseignement à l’uni-

versité Paris 6, dans les différents cycles, dans le cadre de mon service statutaire. Je mentionne ici

uniquement les activités dans lesquelles j’exerce ou j’ai exercé une responsabilité particulière.

Septembre 1999 - Juin 2000J’ai participé en 1999-2000 à la création d’un module de Méthodologie

en Physico-chimie appliquée à l’environnement, en collaboration avec S. DURAND-V IDAL

(MdC). Dans le cadre de la réforme du DEUG, nous proposions ce module aux étudiants de

1ère année de Sciences de la Vie et de la Terre. Dans son contenu scientifique, ce module

intervenait comme l’ouverture vers le monde d’une science dont la théorie est traitée ailleurs.

Il s’agissait d’utiliser la chimie pour acquérir les techniques de travail et de communication

nécessaires à un cursus universitaire. En pratique, nous entraînions les étudiants à la lecture

critique de textes scientifiques issus de revues de vulgarisation, ainsi qu’à la présentation orale

et écrite des informations tirées de ces documents.

Septembre 2000 - Juin 2003J’ai été responsable pendant 3 années universitaires d’un enseignement

facultatif de chimie destiné aux étudiants de 1ère année de DEUG mention MIAS (Mathéma-

tiques Informatique et Applications aux Sciences) qui désiraient en seconde année suivre la

préparation aux concours ENSI-DEUG de l’université. En effet, les modules obligatoires de

chimie en MIAS ne permettaient pas de couvrir l’ensemble du programme des concours ENSI-

DEUG de physique. J’assurais à la fois les cours magistraux (1h par semaine) et les séances

de travaux dirigés (1h par semaine). Les thèmes enseignés étaient la cinétique chimique et la

thermodynamique chimique appliquée en particulier à la chimie des solutions (équilibres chi-

miques, déplacements d’équilibres, réactions acidobasiques...). Le taux de participation était

important (environ 100 étudiants par an sur les 450 du DEUG MIAS première année).

Depuis septembre 2003J’enseigne la chimie dans le cadre de la préparation aux concours ENSI-

DEUG de l’université Paris 6 (65h de cours/TD par an).

Depuis septembre 2005J’enseigne la thermodynamique des liquides et des mélanges dans le par-

cours prédoctoral de l’ENS Ulm (20h de cours).

Depuis mai 2005Je suisresponsable de la préparation à l’agrégation interne de sciences phy-

siques option physique et chimie de Paris 6, pour la partie chimie. Je gère donc les deux

formations correspondantes (préparation à l’écrit et préparation à l’oral) qui sont proposées aux

académies de Paris et de Créteil dans le cadre des plans annuels de formation (PAF). J’interviens

dans la préparation à l’oral pour les « critiques » de leçons de chimie générale.
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Collaborations internationales

janvier 1999 - juillet 1999 Collaboration avec Sauro SUCCI, directeur de recherche au CNR à Rome,

portant sur les méthodes de résolution de l’équation de Boltzmann sur réseau (Lattice Boltz-

mann) pour le calcul des champs de vitesse d’un fluide. Les trajets et séjours en Italie étaient

financés par le CINECA (centre de calcul national italien, situé à Bologne).

2004 - 2006Responsable d’un Programme d’Action Intégrée (PAI) de deux ans avec la Slovénie :

action PROTEUS, projet 08668TK intituléStructure, dynamique et propriétés d’équilibre d’élec-

trolytes adsorbés dans des milieux désordonnés chargés. Le financement par l’organisme EGIDE

comprend les trajets et séjours des chercheurs français et slovènes impliqués dans le projet Le

responsable slovène du projet est le professeur Vojko VLACHY .

mai 2005 - Collaboration avec Biman BAGCHI, de l’Institut Indien des Sciences à Bangalore (Inde),

portant sur le calcul de la viscosité des solutions d’électrolyte par simulation numérique.

Encadrement - Animation de la recherche

• Encadrement partiel de la thèse de Thierry OLYNYK , soutenue le 7 novembre 2001 (directeur

de thèse : Pierre TURQ) : Coefficients de transport de particules browniennes en solution :

approche expérimentale et modélisation.

• Encadrement du stage de DEA de G. MÉRIGUET, en collaboration avec E. DUBOIS, au second

semestre 2001 :Structure et dynamique de suspensions concentrées de colloïdes magnétiques.

• Encadrement partiel de la thèse de Frédéric GRÜN, soutenue le 30 mars 2005 (directeur de

thèse : Christian AMATORE) : Développement d’outils de simulation numérique dans l’étude

des phénomènes diffusifs aux temps courts en milieu nanostructuré ou nanoconfiné.

• Encadrement partiel de la thèse de Guillaume MÉRIGUET, en collaboration avec EMMANUELLE

DUBOIS (directeur de thèse : Pierre TURQ), soutenance prévue le 21 octobre 2005 :Structure

et dynamique des colloïdes magnétiques : détermination expérimentale et modélisation brow-

nienne.

Tâches administratives et d’intérêt collectif

• Membre suppléant élu de la commission de spécialistes n◦31 de l’université Paris 6

• Membre suppléant nommé de la commission de spécialistes mixte n◦31-32-62 de l’université

de Marne la Vallée

• Co-responsable informatique du laboratoire LI2C avec C. SIMON (MdC).
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