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| ntroduction

Une meilleure gestion des ressources en eau, en raison des enjeux €conomiques, Socialx
et environnementaux qui en dépendent, constitue un défi maeur du prochain siecle.
L'irrigation des terres agricoles, la distribution d'eau potable et les réseaux
d'assainissement sont au centre de ces enjeux. Une rationalisation de la gestion de |’ eau
est vitale pour les pays en voie de développement, mais également essentielle pour les
pays industrialisés, car |’eau est trés souvent une ressource limitée et fragile. Par ailleurs
se développent de nombreux projets de conception ou de réhabilitation de réseaux
(irrigation, distribution d’eau potable, traitement des eaux, réseaux d'assainissement), en
particulier dans les pays en voie de développement (en Inde, au Pakistan, en Afrique), ou
encore en Amérique Centrale ou du Sud. Tout ceci justifie pleinement qu'un effort de
recherche important soit consenti dans le domaine de I'optimisation de la gestion de |’ eau
sous toutes ses formes (irrigation et drainage, distribution et assainissement).
L'Automatique est tout particulierement concernée par la gestion des systémes de
distribution d’eau : outre les problemes de régulation qui apparaissent lorsqu'il sagit de
gérer des systemes multivariables complexes (comportement fortement non-linéaire,
nature fortement interconnectée des réseaux de distribution, systemes a parameétres
distribués dans le cas des systémes hydrauliques a surface libre comme les canaux, les
riviéres), généralement soumis a de fortes entrées aéatoires (fluctuations de la demande
ou des apports en eau liées au climat ou a la météo), ces systemes nécessitent que soient
mises en oeuvre des techniques de prévision (prédiction de la demande ou des apports), de
supervision ou de diagnostic pour étre capables de détecter des défauts de fonctionnement
(fuites dans des canalisations d'un réseau SouS pression ou encore pompages non autorisés
dans le cas de canaux d'irrigation par exemple).

L’ homme a donc depuis de nombreuses années mis en oauvre ces capacités pour faire face
a ces difficultés, et pour que cette ressource puisse étre mieux utilisée, ceci en
construisant des systemes hydrauliques de distribution d'eau automatisés (canaux
d'irrigation en |’ occurrence).
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Il'y atrois groupes d' activités qui utilisent de I’eau : I’ agriculture, I'industrie, et les usages
domestiques. L’ agriculture est I’activité qui consomme le plus grand volume [Malaterre
P. O, 1994], delal’intérét porté aux systemes d'irrigation.

L’irrigation, qui d§a permet & 16% des terres agricoles - 250 millions d’ hectares - de
fournir de 40 a 60% de |’ alimentation de la planete, est un mode privilégié de valorisation
de laressource en eau.

Une bonne gestion de I’irrigation impose en préalable des réflexions approfondies sur la
gestion de la ressource, sa répartition entre les usagers, les impacts sociaux des
ameénagements et des modes de répartition de |’ eau.

Les principales qualités qu’'on attend aujourd’ hui d’un systéme moderne de distribution
d eau sont [Faye R. M, F. Mora, 1996] :

La disponibilité : le systéme doit fournir une ressource disponible en quantité et en
qualité;

La continuité: il s agit de satisfaire les usagers en limitant au maximum les interruptions
de ladistribution de ladistribution d'eau ;

L’économie: il S'agit de limiter le gaspillage de|’eau ;
Laprécision : lors delamise en oauvre de |’ économie et de la disponibilité ;
Lasécurité: il S'agit del’éimination des dangers ( comme les crues par exemple) ;

L’intégrité: il Sagit de la détection des dysfonctionnements concernant la sécurité, la
précision, I’économie et ladisponibilité ;
Lescolts: |’ objectif est de limiter les colts de distribution pour les usagers.

Afin de permettre une meilleure gestion, I’automatique peut étre appliquée avec profit
pour les systemes hydrauliques [Goussard J., 1993].

Actuellement la commande de la mgjorité des canaux d'irrigation est faite en opérant
manuellement les ouvrages de régulation. Pour améliorer la gestion de ces systemes il est
important de pouvoir les automatiser d’'une fagon performante et sire. Dans cette
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perspective, le but principal des commandes que nous développons est de satisfaire la
consommation d’ eau demandée a chaque station de pompage.

Les approches de I'automatique dite «classique» ne sont pas pourtant applicables
directement aux systemes hydrauliques a surface libre qui sont des systémes tres
complexes, de grande taille, distribués dans I’ espace et difficiles a commander, en raison
de leur caractére fortement non-linéaire et des phénomenes de retards variables en
fonction du régime de fonctionnement. La dynamique de ces systémes n'est pas
représentée habituellement par des équations différentielles ordinaires, mais plutét, le plus
souvent, par des équations aux dérivées partielles issues de la mécanique des fluides qui
font intervenir le temps et |’ espace (les équations de Barré de Saint-Venant). Il est donc a
priori délicat d’exploiter pour ces systemes le cadre des systemes dynamiques décrits par
des équations différentielles ordinaires généralement utilisés en automatique. Le systeme
décrit par ces équations aux dérivées partielles qui sont non-linéaires est de dimension
infinie, ce qui va nous poser un probleme par la suite lorsque nous voulons les commander
al’aide de régulateurs développés a partir de modéles linéaires de dimension finie. C'est
une des difficultés qui justifient que de nombreuses recherches en automatique soient
consacrées au théme de |’ automatisation des canaux d’irrigation a surface libre. L’ erreur
de modédlisation peut introduire des dysfonctionnements dans la régulation automatique,
pouvant aller jusqu’a générer une instabilité au sein du systéme. Le probleme qui nous
occupe peut donc se concevoir comme un probléme de robustesse de ces régulateurs vis-
a-Vis de ces erreurs de modélisation.

Dans cette thése qui comporte huit chapitres, nous nous intéressons a la commande
optimale des canaux d'irrigation a surface libre.

Le premier chapitre présente la problématique de la gestion des systémes d'irrigation, et
décrit la structure générale des systémes d'irrigation, ainsi que les différents types de
systemes d'irrigation. Ce chapitre décrit aussi les objectifs de la thése et la méthodologie
du travail.

Le deuxiéme chapitre traite de la modélisation des systémes de canaux d'irrigation a
surface libre (canaux, lois d’ ouvrages: vannes, déversoir), du calcul du modéle linéarisé
des équations de Saint-Venant (non-linéaires), et de I’intégration numérique de ces deux
modeles par deux méthodes différentes. Les méthodes présentées ici sont, d’'une part, la
méthode de différences finies implicites de Preissmann [Preissmann A., 1965, P. O.
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Malaterre, 1994] bien connue dans le domaine hydraulique et, d’ autre part, |la méthode de
collocation orthogonale, méthode qui appartient a la famille de méthodes de résidus
pondérés. Une comparaison de ces deux méthodes sur les deux modéles linéaire et non-
linéaire de Saint-Venant est ensuite présentée. Pour conclure ce chapitre et compléter
notre modélisation, nous étudions les différentes conditions aux limites possibles en
introduisant les éguations de vannes et de déversoirs.

Le troisieme chapitre présente la réduction du modéle linéarisé des équations de Saint-
Venant via la méthode de collocation. Le modéle ainsi obtenu est un modéle linéaire
d équations différentielles ordinaires de dimension finie (modéle réduit). Nous discutons
du choix des points de collocation ainsi que du calcul et de I'analyse de |’erreur de
réduction commise en passant du modéle de dimension infinie au modele de dimension
finie.

Le quatrieme chapitre traite de la commande optimale robuste aux erreurs de réduction.
Nous y présentons |’ analyse de la performance et de la robustesse vis-a-vis de ces erreurs
de réduction, ainsi que I'application de ces résultats a I’exemple d'un bief de cand
d'irrigation a surface libre. Nous présentons ensuite une approche consistant a faire la
synthése de cette commande optimale robuste LQG/H, a |’ aide d'un régulateur optimal a
pondérations fréquentielles. Ce régulateur est développé a partir du modéle réduit obtenu
par collocation orthogonale et est robuste vis-avis des erreurs engendrées par cette
réduction de modele. Les gabarits d’ erreurs permettant le «loop shaping » (voir infra)
sont obtenus en considérant I’ erreur de modélisation entre les fonctions de transfert non
rationnelles calculées a partir des éguations de Saint Venant linéarisées (en régime
uniforme) et les fonctions de transfert du modéle réduit par collocation. Un observateur
est également développé dans ce chapitre. L’approche utilisée est une adaptation et un
prolongement de la méthode LQG/LTR a pondérations fréquentielles. Elle permet de
reconstruire I’éat du systeme a partir des seuls états mesurés (sorties), tout en tenant
compte des objectifs de robustesse.

Le cinquieme chapitre traite de la réalisation de la commande optimale robuste par les
actionneurs. Il sagit d adapter la commande calculée précédemment au cas d'un cand
réel ains qu'au micro-canal de Valence, c'est-a-dire d’en transformer les entrés et les
sorties, en tenant compte des lois d' ouvrage.
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Le sixieme chapitre présente I’ étude de la stabilité et |la commande optimale du systéme
en utilisant la théorie des semigroupes. Dans ce chapitre, nous montrons en détail que
I’opérateur associé aux équations de Saint-Venant linéarisées est un générateur de
semigroupe. Enfin nous étudions la stabilité exponentielle, la stabilisabilité exponentielle,
et la détectabilité exponentielle de ce systéme linéarisé, nous décrivons ensuite le moyen
d obtenir une approximation en dimension finie du régulateur LQ sur la base de I’ équation
de Riccati d' opérateurs associée au probleme.

Le septieme chapitre présente une description du micro-canal de Valence sur lequel ont
été testées les différentes lois de commande. Ce travail Sappuie sur |'étude
d'identification du micro-canal faite par Sylvie Chaussinand [Chaussinand S., 2003] pour
déterminer les parametres caractérisant la géométrie du canal et ceux intervenant dans les
équations de Saint-Venant. Enfin nous présentons une comparaison des résultats
expérimentaux obtenus lors de I'application sur le micro-canal des différentes lois de
commande étudiées: commande Pl + prédicteur, commande optimale robuste de
dimension finie.

Finalement le dernier chapitre présente les conclusions générales et les perspectives de ce
travail. Nous y survolons nos contributions personnelles et discutons des limitations de
notre étude ainsi que des futures directions de recherche qu’ elle suggere.
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Chapitre 1

La problématique de la gestion des systemesd’irrigation

1.1 Lesdifférentssystémesd’irrigation existants

Commengons par une breve description d’'un réseau d'irrigation. L’eau est prise a sa
source pouvant étre un barrage, une riviére, ou un puits, et ensuite elle est distribuée aux
usagers. Le systéme d'irrigation, qui a pour role |I’acheminement de I'eau, peut étre
congtitué d’'une partie a surface libre avec des canaux ouverts et des réservoirs, et d'une
partie sous pression composée de stations de pompage et de conduites souterraines
assurant la distribution sous pression. On peut aussi signaler le cas des riviéres utilisées
pour I’irrigation avec des infrastructures différentes de celle évoquées précédemment mais
avec les mémes objectifs de fonctionnement.

En généra I'eau est acheminée depuis sa source d’ origine jusgu'a aux usagers a travers
des canaux construits ou a travers des cours d eau naturels. Les systemes d'irrigation
« gravitaires », pour transporter |’eau aux consommateurs (exploitants agricoles), utilisent
un ensemble de canaux (principaux, secondaires, tertiaires, etc.) ou, dans le cas des
systémes d'irrigation « barrage-rivieres », les cours d’ eau naturels. Ces systemes barrages-
rivieres existent partout dans le monde et notamment en Europe, en Afrique, en Amérique
du Nord et du Sud. En France on les trouve principalement dans le Sud-Ouest (voir
[Litrico X., 1999]). Pour plus de détails sur les différents types de systemes d'irrigation,
nous renvoyons al’ éude [Cemagref, 1997].

Les systémes d'irrigation auxquels nous nous intéressons dans ce rapport sont ceux qui
utilisent des canaux artificiels de géométrie réguliere pour le transport de I'eau. En
particulier, il S agit de canaux gravitaires a surface libre.
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1.2 Structuregénéraled’ un systemed’irrigation

Un systéme d'irrigation est habituellement composé d'un réseau gravitaire de canaux a
surface libre, comportant des réserves, raccordé a un réseau de canalisation sous pression
assurant le transport et la distribution de I’ eau du canal aux usagers par I’intermédiaire de
stations de pompage [Dulhoste J. F., 2001]. Les réseaux sous pression sont des systemes
congtitués de tuyaux fermés connectés entre eux. L’eau S'y déplace sous I'effet de la
différence de pression produite par des stations des pompages ou par gravité. Par contre
les réseaux gravitaires de canaux a surface libre sont des systemes composes de canaux
ouverts (des canaux principaux, des canaux secondaires) raccordées entre eux grace a des
ouvrages (vannes, déversoirs,...) et qui transportent de |’ eau dont la surface est soumise a
une pression constante (le plus souvent la pression atmosphérique). L’ eau se déplace dans
ce cas sous |’ effet de lagravité (voir figure 1.1) [Chen M. L., 2001].

WL
Barage  ¢lfede Canal + déversoir
secondaire

riviére
agueducs
Canal principal
S-S
Station
de pompage

L ’autre réseau i
d’irrigation <:|

Figure 1.1 : Schémad un systeme d’irrigation.

Canal secondaire

1.3 Etat del’art

L’ objectif principal de la gestion des systémes d'irrigation est de satisfaire la demande en
eau des différents usagers avec un minimum de pertes et a moindre colt. La commande la
plus répandue dans les systemes d'irrigation actuels est manuelle. Elle est généralement
fondée sur des informations locales concernant |’ état des canaux et dépend étroitement de
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la mobilité des opérateurs humains sur le terrain, de leur compétence ainsi que de leur
expérience. L’efficacité de ces systemes de distribution d’ eau qui utilisent la commande
manuelle est en généra faible: les installations fonctionnent a 60% ou 70% de leurs
performances potentielles. L’application de méthodes issues de I'automatique permet
d espérer une amélioration de la gestion de ces systemes d'irrigation (atteindre les 80%
des performances potentielles d’ apres une éude préliminaire du CEMAGREF [Cemagref,
1997)).

L’ application de I’automatique a la gestion d’ un systéme peut s envisager en trois étapes
importantes :

1. Lamodélisation.
2. L’anayse du modéle obtenu.
3. Lasynthése d’une commande.

Dans la littérature, on peut regrouper en deux catégories les travaux qui concernent la
commande des systemes d’irrigation :

- La premiére catégorie sont les travaux qui utilisent des modéles linéarises de
dimension finie. Il sagit souvent de modées linéarisés autour d'un régime
d’ équilibre et obtenus a partir des équations aux dérivées partielles par des
techniques de différences finies [Stekoff T., 1970], ou d' ééments finis [Colley R.
L., 1976]. On trouve des travaux de recherche qui se basent sur des modéeles
linéaires décrits par des fonctions de transfert issues de I’identification du systeme
[Litrico X., 1999], [El Fawa H., 1999]. Les lois de commande les plus utilisées
dans cette catégorie sont la commande classique PID [Stertchly M., L. Miles,
1996], la commande linéaire quadratique [Balogun O. S., 1988], [Malaterre P. O.,
1994], [Reddy J. M., 1996], [Litrico X., D. Georges, 1999], la commande
prédictive [Sawadogo S., 1992, K. Akouz, 1995, K. Akouz, A. Benhammou,
1995].

- Ladeuxiéme catégorie regroupe les travaux qui utilisent des modéles de dimension
infinie. On y trouve des travaux de recherches basés directement sur le modele
non-linéaire de Saint-Venant [Chen M. L., 2001], [Coron J. M., A. Novel, G.
Bastin, 1999], [Antanov G. A., 1998, M. L. Chen, D. Georges, 1999, 2000, 2001]
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ou les approches utilisées pour la commande sont la commande optimale non-
linéaire, la commande par approche de type Lyapunov. Les autres travaux utilisent
des modeles linéaires [Xu C. Z., G. Sdllet, 1999 ], [Bounit H., H. Hammouri ,1997]
et les auteurs utilisent |” approche semigroupe pour I’ analyse et |la commande de ces
systemes, ou des techniques variationnelles.

Toute les méthodes de commande automatique des canaux d'irrigation citées
précédemment peuvent aussi étre classées en fonction de trois autres criteres [Malaterre P.
O., D. C. Rogers, 1998, X. Litrico, 1999] :

- les variables considérées : variables régulées, variables mesurées, variables de
commande.

- lalogique de commande : boucle ouverte, boucle fermée, combinaison des deux.

- laméthode de synthése : monovariable, multivariable.

Dans notre travail nous nous intéressons a une méthode de synthése multivariable en
boucle fermée et basée sur le prolongement de la méthode L QG classique. Nous précisons
ultérieurement le choix des variables régulées, des variables mesurées et des variables de
commande qui correspondent au micro-canal expérimental sur lequel les commandes
développées ont été testées.

1.4 Lesobjectifsdelathese et la méhodologie du travail

L’objectif principal de cette thése est la commande optimae robuste des canaux
d'irrigation a surface libre, et son application sur un cana réel. Nous prenons comme
référence le micro-canal construit & Vaence a I'ESISAR. Ce travail se situe dans le
contexte de I'automatisation des systemes d'irrigation dont I’enjeu principal est une
meilleure utilisation de la ressource en eau, en limitant notamment son gaspillage. En
général, dans la synthese d’ une telle commande, il y a deux types d’incertitudes a prendre
en compte. L’ étape de la modélisation est tres souvent synonyme de simplifications, car la
réalité est trop complexe pour pouvoir étre représentée exactement par un modéle simple.
A partir de considérations physiques, on peut aboutir a une représentation du systéme sous
la forme d’un modéle non-linéaire. Comme tous les aspects de la réalité ne sont pas pris
en compte dans ce modele, on parle de modéle non-linéaire approché. Les paramétres
utilisées dans ce modele peuvent étre mal définis (on parle aors de paramétres incertains)
[Litrico X., 1999].
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En outre, on utilise de préférence en automatique des modeles linéaires qui permettent de
concevoir des régulateurs avec des méthodes éprouvées. Le modele non-linéaire est donc
approché autour d'un point de fonctionnement par un modéle linéaire tel que sa
dynamique soit proche de celle du modéle non-linéaire dans un voisinage du point de
linéarisation considéré. Si le systéme s éloigne de ce point de fonctionnement, le modéle
linéaire présente une dynamique moins proche du modele non-linéaire. On parle encore
dans ce cas d'incertitude de modélisation. Notons qu’un systeme réel est représenté soit
par un modéle non-linéaire représentant bien sa dynamique non-linéaire, mais tres difficile
a exploiter pour le calcul de la commande robuste, soit par un modele linéaire obtenu par
linéarisation du premier et dans ce cas permettant de maniere générigue le calcul de laloi
de commande [Litrico X., 1999]. Il y a, jusqu’a présent et a notre connaissance, peu de
travaux de recherche publiés concernant I’ application de commandes robustes aux canaux
d'irrigation a surface libre [Gros P. P., 2003]. Par contre il existe beaucoup d’' é&udes sur la
théorie de la robustesse en général.

Toutes les commandes développées jusqu'a maintenant pour les systemes de canaux
d'irrigation a surface libre sont calculées a partir de modeles de dimension finie (modéles
réduits), sans tenir compte explicitement des erreurs de cette réduction. Nous avons donc
cherché a développer une commande optimale robuste vis-a-vis des erreurs de réduction et
I’avons ensuite appliquée sur le micro-canal. Nous avons par ailleurs comparé la
commande obtenue a certaines autres lois de commande connues et verifié sa robustesse
en simulation et expérimentalement. A notre connaissance, I’ objectif poursuivi ne pouvait
étre atteint par aucun des outils proposés jusqu’ a présent dans la littérature.

Dans une premiére partie, nous considérons le modéle linéarisé des équations de Saint-
Venant, dont on sait qu'il représente de facon satisfaisante le comportement dynamique
d un systéme hydraulique a surface libre [Baume J., P. O. Malaterre, 1998]. Une éude a
été réaliste a I'aide de simulations numeériques a montré que les effets non-linéaires
observés sont dus en général aux lois des ouvrages (vannes, déversoirs) et non a la non-
linéarité de I'écoulement au sein du bief (équations de Saint-Venant). Ainsi, plus
précisément, dans le cas d' un bief de canal délimité par deux vannes, on peut modéliser de
maniere satisfaisante I’ écoulement entre les vannes par un modéle linéarisé de dimension
infinie. L’ approche utilisée pour la synthese d’une commande optimale robuste pour ce
systeme, est de synthétiser une loi de commande optimale LQG/H2 (de dimension finie)
avec pondérations fréquentielles a partir d'un modéle réduit de dimension finie des
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équations de Saint-Venant linéarisées, qui soit robuste vis-avis des incertitudes
engendreées par cette réduction de modéle. Le modéle réduit est obtenu par une technique
de résidus pondérés: la collocation orthogonale. Une application de cette commande
optimale robuste au micro-canal de Valence a été réalisée et a nécessité au préalable une
identification des paramétres caractérisant la géométrie du cana et intervenant dans les
équations de Saint-V enant.

Une seconde partie de ce travail est consacrée a une autre approche qui consiste a faire
I’ approximation en dimension finie du régulateur optimal LQ de dimension infinie calculé
a partir des équations de Saint-Venant. Nous décrivons le moyen d’obtenir une telle
approximation sur la base de |’ équation de Riccati d’ opérateurs associée au probleme.
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Chapitre 2

Modélisation des systemes de canaux d’irrigation a surface
libre

2.1 Introduction

Avant toute automatisation d’ un systeme physique, il est nécessaire de mieux connaitre ce
systeme et de procéder a sa modélisation. Les systémes de canaux d'irrigation a surface
libre présentent des spécificités qui les rendent tres complexes du point de vue de la
commande automatique :

- La présence d'une dynamique fortement non-linéaire due aux ouvrages hydrauliques
comme les vannes et les déversoirs.

- La présence de retards variables en fonction des régimes de fonctionnement, dus aux
phénomenes de propagation d’ ondes.

- La présence de perturbations climatiques «aléatoires» qui ont une influence
significative sur la demande en eau, cette demande en eau étant rendue encore moins
« prédictible » par les prélevements illicites ou par les réactions specifiques de certains
agriculteurs initiateurs de tendances (phénomeéene semblable a celui des «price-
leaders » sur un marché oligopolistique).

- latopologie fortement interconnectée des réseaux qui implique des interdépendances
fortes entre les différents bassins et biefs des réseaux primaires, secondaires, tertiaires,
etc., voire parfois la présence d’ interactions entre les ouvrages (vannes, déversoirs).

La commande automatique d’ un systéme donné nécessite la détermination d’un modéle de
ce systeme, c'est-a-dire, en ce qui nous concerne, d’'une représentation mathématique.
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Cette détermination peut se faire selon deux types de modéles: un modele de

connaissance ou un modele de représentation :

Modele de connaissance: c'est un modéle représentant les phénoménes qui se
produisent a I’aide des lois de la physique. L’ avantage de ce type de modéles est que
les parametres intervenant dans les éguations ont un sens physique, donc présentent un
domaine de validité large et contiennent toutes les informations nécessaires sur les
régimes dynamiques et statiques. En revanche ils sont tres difficiles a établir. Le
modele de connaissance le plus utilisé pour les canaux d’irrigation a surface libre est
issu des principes de la mécanique et est formulé par les équations dites de Barré de
Saint-Venant ([Saint-Venant, 1871], voir infra). Il existe de tres nombreux travaux
concernant la résolution des ces équations qui different soit par la méthode numérique
utilisée, soit par les variables choisies. On peut citer ici comme référence générale sur
le sujet [Graf W. H., Altinakar, 1996], pour la résolution de ces égquations par é€léments
finis [Keuning D. H., 1976], pour |'application d'un schéma dissipatif de type
Galerkin [Katapodes N. D., 1984], pour la résolution par différences finies classiques
[Cunge J., 1980], et par différences finies implicites (schéma de Preissmann) [Baume
J., P. O. Maaterre, 1997].

Modele de représentation: c'est un modéle de type «boite noire» des relations
mathématiques entre les entrées et les sorties, mais les parametres utilisés n’ ont pas, en
général, de sens physique défini apriori : ils ne sont pasreliés aune loi de la physique.
L’ avantage de ce genre de modeles est d’ étre simple a identifier et a utiliser pour la
commande. Par contre, leur domaine de validité est en généra restreint. On trouve
beaucoup de travaux de commande des canaux d'irrigations basés sur des modeles de
représentation. On peut citer [El Fawal H., D. Georges, 1997] ou est réalisée une
modélisation mixte basée sur des techniques d'identification, ainsi que [Litrico X.,
1999] ou il est proposé un modéle de représentation non-linéaire pour un systeme
barrage-riviére, en utilisant une méthode d'identification par optimisation avec
relaxation, ou encore [Chaussinand S., 2003, H. Ouarit, 2004] qui propose une phase
d'identification du micro-canal, il sagit de déterminer les paramétres propres a la
maguette.

Dans le cas des canaux d'irrigation les deux types de modélisation sont possibles. Le

modéle choisi dans ce travail est celui du modéle de connaissance d’'un systeme a partir

des équations de Barré de Saint-Venant.
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2.2 ModéedeBarréde Saint-Venant

Il existe deux sortes de canaux a surface libre [Dulhoste J. F., 2001] : les canaux naturels a
géométrie et caractéristiques hydrauliques variables (fleuves, rivieres, ruisseaux ...) et les
canaux artificiels, construits par I'homme (irrigation, drainage, navigation ...). lIs peuvent
étre découverts ou couverts. Dans ce cas, a la différence des réseaux sous pression, la
section du canal n’est pas entierement sous eall.

La géométrie d' un canal est définie par divers éléments observés en coupe longitudinale et
transversale du canal.

vanne amont vanne aval

A

|l
|y

T

Figure 2.1: Section transversale(a droite) et longitudinale (a gauche) d'un canal a surface libre.

Sur ces deux coupes, hous pouvons voir apparaitre |I'ensemble des paramétres qui
définissent la géométrie du canal : le tirant d’eau (h), la largeur du cana (B), la section
mouillée (S), le périmetre mouillé (P), le rayon hydrauliqgue (R,=SP), la profondeur
hydrauligue (Dy=5B), lalongueur du bief (L) et la pente du fond (1).

Le dernier élément qui caractérise la géométrie d’'un canal est la rugosité de ses parois.
Elle est définie pour chague type de matériau et est exprimée par des coefficients
empiriques ad hoc qui sont utilisés dans I'expression des frottements (voir infra, la
formule de Manning, Kutter et Strickler).

Dans le cas du modele de Saint-Venant, I'écoulement est suppose satisfaire les hypotheses
«simplificatrices » (par rapport a celles qui définissent les écoulements de Navier-Stokes,
par exemple) qui caractérisent les écoulements dits “filaires’ ou encore "graduellement
variés', asavoir :

- I'écoulement est unidimensionnel. La hauteur et le débit ne dépendent que de la
coordonnée longitudinale x et du tempst,
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la pente | du canal est suffissmment faible pour que I'on puisse supposer :
z(x,t) = z, (x,t) + h(x,t) (cf. figure 2.1),

la distribution des pressions sur une section transversale est considérée comme
hydrostatique. Autrement dit, les accélérations verticales et transversales dues a
I'écoulement sont négligées puisgue celui-ci est supposeé unidimensionnel,

le fluide (eau) est supposeé incompressible et homogeéne,

les forces de frottement dues a la viscosité et aux turbulences (fond, berge) sont
représentées empiriguement par laformule dite de Manning-Strickler :

QQ

K ZSZ(SJ
P

ou J désigne le coefficient de frottement, S la section mouillée (qui dépend du tirant
deau h), Q le débit a travers la section S, P le péimétre mouillé (lui aussi

J(Q,h) = , (2.1)

Wl

dépendant de h) et K le coefficient de Strickler qui traduit la nature et la rugosité des
berges et du fond.

Moyennant ces hypotheses, |'écoulement peut étre caractérisé par les équations de Saint-

Venant ci-dessous. Elles peuvent étre exprimées en hauteurs ou sections mouillées et

débits ou vitesses. Nous les exprimons ici en terme de section et de débit. Il S agit

d équations aux dérivées partielles hyperboliques, non-linéaires, du premier ordre. Elles

sont obtenues en exprimant sur un élément de longueur du cana deux lois de la

mécanique des fluides: la conservation de la masse et la conservation de la quantité de

mouvement. Le modél e obtenu est donc un modél e de dimension infinie.

Les équations sont [Chow V., 198§] :

t

Continuité : oS + Q =q,

ot 0x (2.2)
Dynamique: 9Q,0Q°/S), gS 2+ g)(Qh) =kqg Q,

ot ox ox

lavariable de temps| <],
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X lavariable d’ espace [ m], orientée dans e sens de I’ écoulement,

S la section mouillée [ m?],

Q le débit [ m*/s],

q le débit latéral (évaporation, infiltration) par unité de longueur [m*/s], g, >0
pour un apport et g, <0 pour une perte,

g I accél ération de la pesanteur [ m/ s?],
z lacote absolue del’eau [ m],
J le coefficient de frottement,

k est un coefficient booléen qui vaut O s g, >0 (considérant que les apports d eau

sont perpendiculaires au sens de |’ écoulement et n’apportent pas de quantité de
mouvement) et 1 si g, <0 (considérant que les pertes sont paralléles au sens de

I’ écoulement et diminuent la quantité de mouvement).

La résolution analytique de ces équations n'est pas envisageable sauf pour des cas
particuliers tres simples (pente nulle, absence de frottements), cependant leurs solutions
peuvent étre approchées par des méthodes de résolution numérique classiques telles les
méthodes de différences finies explicites et implicites [Malaterre P. O., A. Garcia,
Mojarro, A. Preissmann], ou les méthodes de type éléments finis [Colley R. L., S. A.
Moin, 1976]. Parmi ces méthodes de résolution, la méthode de différences finies
implicites de Preissmann est la plus utilisée en raison de sa facilité de mise en oauvre et
surtout de sa stabilité numérique inconditionnelle. Dans notre travail, nous utilisons
également une autre méthode moins fréquemment appliquée aux équations de Saint-
Venant : la méthode de collocation [Quarteron A., A.Vali, 1991]. Il s agit d' une méthode
pseudo-spectrale, de la famille des méthodes de résidus pondérés, qui fournit la solution
approchée sous la forme d’un systeme d’ équations différentielles ordinaires, de taille tres
réduite (a précision comparable, et par rapport ala discrétisation par différences finies) et
dont les inconnues sont directement les valeurs des solutions (profils de débits et de tirants
d eau) a certains points choisis.

2.3 Lesloisd’ ouvrageset conditions aux limites

Les équations de Saint-Venant décrivent correctement I’ écoulement le long de canaux a
géométrie réguliere, sans ouvrage (vanne, déversoir, stations de pompage), ni singularité
(élargissement brusque, prise d' eau). A chague occurrence d’ ouvrages ou de singularités,
il faut introduire des équations d'interconnections qui définissent les conditions aux
limites de I’ écoulement filaire qui les sépare. Lorsqu’'on s'intéresse a la dynamique de
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I"écoulement au sein d'un bief, ces équations d’interconnections ou « conditions aux
limites » sont classées en conditions aux limites amont, aval ou internes.

Dans notre cas, les conditions aux limites amont et aval seront introduites par le biais
d équations de vannes ou de déversoirs limitant le bief et seront variables (incluant
notamment les variables de commande telles, par exemple, le débit amont et (ou) la cote
aval). Les conditions aux limites internes sont souvent introduites lors de la présence
d une prise d eau le long du bief (voir infra).

2.3.1 Condition aux limites

Afin de compléter les équations de Saint-Venant, nous avons besoin de conditions aux
limites et de conditions initiales. Les conditions aux limites expriment les profils
temporaires des variables aux valeurs de bord des cordonnées spatiales, et les conditions
initiales expriment leurs profils spatiaux al’instant initial. Dans les deux cas, les éguations
de Saint-Venant étant d'ordre 1 en temps et en espace, il convient de choisir des
conditions aux limites d'ordre 0, C est-a-dire des conditions de Dirichlet (une valeur des
solutions sur le bord est imposee).

Il existe plusieurs possibilités « abstraites» de conditions aux limites, le choix des
conditions qui S appliquent dépendant notamment du régime de I’ écoulement. Pour un
canal a pente faible (régime fluvial) on utilise une condition limite a I’aval et une
condition limite &l’amont, et donc on trouve les quatre possibilités suivantes :

Q(x=0,1) = Qy(t) ol Q(x=0,t) = Qy(t)

(2.3)
Q(x=L,t)=Q.(t) h(x=L,t) =h,(t)

h(x = 0,t) = h, (t) h(x=0,t) = hy(t)

ou (2.9)
Q(x=L,t) =Q(t) h(x=L,t) =h_(t).

Pour un canal a forte pente (régime torrentiel) on utilise deux conditions aux limites a
I’amont, car la condition aval ne peut pas se transmettre dans le cana de I'aval vers
I’amont. Dans ce cas la seule possibilité est :

Q(x=0,1) = Qy(t)

h(x=0,t) = hy(t). (25)
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Notons en régime d équilibre uniforme qu'il est impossible d’imposer deux consignes de
débit (ou bien de tirant d’'eau) constantes et distinctes a I’amont et a I’aval d'un méme
bief. Pour cette raison, nous avons choisi dans notre éude les conditions aux limites

suivantes :
0Q(0,t) _
ok u, (t)
oh(L,t) _
e u, (t).

Les formes dérivées ont été choisies (comme ce sera le cas dans la suite) afin que les
perturbations constantes soient rejetées. De plus, ces formes dérivées permettent de
résoudre élégamment le probléme d’ instabilité numérique qui apparait dans le schéma de
Preismann si les valeurs aux limites sont données de maniére explicite. Néanmoins, si I’on
souhaite imposer directement les valeurs des hauteurs et/ou débits aux limites, cela ne
peut se faire que de maniére approchée et en choisissant une approximation implicite de
cesvaleurs aux bords.

En ce qui concerne les conditionsinitiales, la seule solution possible est de fixer les profils
initiaux de débit et de tirant d' eau, a savoir :

Q(x,t=0) = Qy(x)

h(x,t = 0) = hy (X). (26)

Les canaux d'irrigation sont souvent sujet a des prises d' eau latérales (Figure 2.2) aussi
appel ées conditions limites internes, ce qui permet la distribution d’ eau aux usagers.

Q Q
> >

P

Figure 2.2 : Prise d’ eau latérale.

Pour modéliser ces prises il faut gjouter une condition limite interne, et séparer ains le
systéme d’ égquations en deux parties. Dans ce cas au point ou est réalisée laprise d’ eau, on
gjoute les éguations suivantes pour connecter les deux partie :
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Q +Q,=Q"
h™ =h".

(2.7)

2.3.2 Loisd’ ouvrages

Les ouvrages sont en général les @éments qui permettent I’ interconnexions des différentes
parties d'un systéme d'irrigation, comme par exemple la connexion de deux biefs a
surface libre, ou le raccordement d' un réseau sous pression (en fait, une station de
pompage) a un bief du canal primaire, etc. Ces ouvrages présentent certaines
caractéristiques qui peuvent étres traduites par des équations d’ ouvrage. Ces équations
d ouvrage lient entre elles les valeurs du débit au sein de I’ouvrage et les valeurs des
différences de pression et/ou de tirant d’ eau de part et d’ autres de I’ ouvrage. Ces relations
sont elles méme paramétrées de maniére a tenir compte de I’ état et de la géométrie de
I’ouvrage (ouverture d'une vanne, coefficient de rendement, etc.) ains que de la
dynamique propre des ouvrages (par exemple celle d’ un moteur de vanne).

Dans cette partie, nous présentons quelques ouvrages simples mais fondamentaux
susceptibles d’ étre étudiés par la suite.

* Modéle desvannes (noyées)

Figure 2.3 : Schéma d’ une vanne en régime noye.

Nous utilisons souvent la vanne pour réguler le débit du canal. Le débit a travers une
vanne peut étre calculé de la maniére suivante [Cauvin A., H. Guerree, 1978] :

Q=uB,6(t)y29(h —h,), (2.8)

ou u est le coefficient de débit de la vanne (généralement, 0.6< 1 <0.7), B, est la
largeur de la vanne, h, est le tirant d’eau amont, h, est le tirant d'eau aval, 6(t) est

I’ ouverture de la vanne en fonction du temps (donnée par la dynamique du mécanisme
d ouverture si elle est prise en compte, voir infra), g est I’ accélération de la pesanteur.
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« Modéledesdéversoirs

Le schémad’'un déversoir est représenté alafigure 2.4.

Figure 2.4 : Schémad’ un déversoir.

Le débit au niveau d' un déversoir dénoyé peut étre calculé de la maniere suivante [Cauvin
A., H. Guerree, 1978] :

Q= 1B;hy2gh, (2.9

ou u est le coefficient de debit du déversoir, B, est lalargeur du déversoir, h est letirant
d' eau au-dessus du déversoir, et g est I'accélération de la pesanteur. Cette relation,

relativement précise, permet d estimer le débit stationnaire d’un bief. Les déversoirs sont
le plus souvent utilisés pour garantir un tirant d’ eau nécessaire au fonctionnement des
installations (pompages, prises d’ eau notamment).

* Modéle des stations de pompages

Le schéma d’ une station de pompage est représenté alafigure 2.5:

Bl _
h ° Qo ¢h2 i

SR

Figure 2.5 : Schéma d’ une station de pompage.

Le comportement d' une station de pompage est représenté selon |’équation d’énergie
suivante (vanne avec ouverture fixe, voir [Yi J., 1996)) :

vy QulB)

hl+:upa 2 pv 29

Q/Bh)” _ (2.10)
29
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ou Q,, estledébit de pompage demande, B est lalargeur du canal , B, est lalargeur a

I’entrée de la station, u,, et u, sont les coefficients de débit al’amont et al’aval de la

vanne (voir figure 2.5).

e Contraintessur lefonctionnement des vannes

Les vannes et en particulier leur ouverture servent le plus souvent de variables de

commande. |l y adonc lieu de prendre en compte les contraintes de fonctionnement de ces

vannes [Dulhoste J. F., 2001]. Trois types de contraintes seront ainsi considéréesici :

les valeurs maximale et minimale d’ouverture, qui dépendent des dimensions de
I’ouvrage : la vanne s ouvrira au plus selon sa taille maximale, et au moins d une

valeur nulle,
0<6<6,,, (2.11)

la vitesse douverture de la vanne qui dépend des performances du moteur qui
I’ actionne. 1l existe donc en général une vitesse maximale et

v <%y (2.12)

max — dt max !
avecv,  Vitesse maximale,

la dynamique du moteur qui actionne les vannes, dont I’effet sur I’ ouverture de la
vanne peut souvent étre approché par un filtre du second ordre :
ro(t) + 6(t) = k,i,, (2.13)

avec 1 : constante de temps de la réponse du moteur, k, le gain statique et i, le courant
électrique. Sous forme d’ état, on obtient donc :

{XV =AX, +Bu, (2.14)
Yo =CX,,
X, =(9J; u, =i, (2.15)
6
1 0 k
A=| 7 : B, =|7| ;:C,=[0 1]. (2.16)
1 0 0
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Notons bien que la dynamique du moteur est en général bien plus compliquée que cela;
elle est de plus non-linéaire. Mais, cette dynamique étant beaucoup plus rapide que celle
de la partie hydraulique du canal, ce modele se révélera largement suffisant pour notre
étude.

2.4 Calcul desprofilsd’équilibre et modéle linéarisé de Saint -Venant

Dans cette these nous avons choisi comme procédé de référence le micro-canal construit a
I’ESISAR-INPG a Valence. Il sagit d'un cana a section rectangulaire inclinable d’une
faible pente et délimité par deux vannes (une a I’amont et I’autre a I’aval) commandées
par des moteurs éectriques (voir le chapitre consacré aux essais expérimentaux pour plus
de détals). Le systéme est instrumenté pour permettre la commande des vannes et
I"acquisition des tirants d’eau en amont et en aval de chague vanne, ains qu’ en un point
intermédiaire « libre». L’éat du systéme (profils de débit et de tirant d’ eau) devra étre
estimé a partir de ces mesures. Si le point de mesure mobile intermédiaire n’ est pas utilisé
pour cette estimation, il peut éventuellement ére utilise a la validation des résultats
obtenus.

Le modele de Saint-Venant (2.2) est valable dans |e cas d’ un canal a section quelcongue et
d une pente variable. Dans notre cas, la section est rectangulaire S=Bh; le périmétre
mouillé vaut alors P = B+ 2h. Lapente | est constante, et vérifie:

9z _dh

ox oOx

De plus, nous considérons les infiltrations comme négligeables. Nous obtenons ainsi les
équations suivantes :

Continuité: B%+6—Q:O
ot ox (217)
. 0Q 10(Q° oh '
Dynamique: —+——| — [+ gBh—+ gBh(J(Q,h)—-1) =0.
ynamicu o Bax(h]g 5, FBha@ -1

L es conditions d’ équilibre sont obtenues en posant dans les équations de Saint-Venant :

oh(xt) _
ot (2.18)
QMY _

ot
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Les points déquilibre en hauteur et en débit sont alors solutions des équations
différentielles suivantes :

QM _
0x
? (2.19)
_ Q.(X) “dh,(x) 6he(X)_ _
B (7 ox oot I IQ(0.h00) =0,

A I'équilibre, le débit est donc constant quel que soit la valeur x (profil uniforme du débit
a I’équilibre Q,(x) =Q,,0x) et la hauteur est obtenue par la résolution de I’équation
différentielle ordinaire:

dh, (x)
dx

Q.

h. (%)

e

(gBh,(x) - 5 ) +9Bh, (X)(I(Q;. h.(x)) - 1) =0. (2.20)
Cette derniére est intégrée a partir de la consigne de hauteur fixée a I’'une des deux
extrémités. On obtient aing trois types de profils d’ équilibre possibles caractérisés par soit
une réserve d’ eau, soit un assechement al’aval, soit un profil de hauteur uniforme.

LB |
_ _
Fig2.6a Fig2.6b Fig2.6¢c

Figure 2.6 : Différents profils d'équilibre d'un canal.

Le profil de hauteur d'équilibre uniforme (voir Fig2.6a) correspond a la condition
dh, ()

r = 0. Reportée dans |’ équation d’ équilibre (2.20), cette condition devient :
X

Je(Qeshe) =1, (2.21)

qui montre que le profil de hauteur uniforme n'est un équilibre du systéme que s les
frottements compensent exactement |’ effet de la pente. Ceci se traduit par une condition
(relation (2.21)) entre le débit d équilibre et le tirant d’eau d équilibre uniforme qui ne
peuvent donc étre choisis arbitrairement. Si le terme de frottement n’ est pas égal au terme
de pente, nous nous trouvons dans le cas d un régime non uniforme et nous observons les
profils des figures 2.6b ou 2.6c¢.
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2.5 Modéelinéarisé de Saint-Venant

Nous réécrivons les équations de Saint-Venant (2.17) sous laforme d’ état suivante :

[h(x t)) (Q/ B } (0 j (2.22)
Q(x,t) ox(Q?/Bh+gBh*/2) (gBh(l —=J(Q,h)

ou, pour alléger les notations :

a(h)_a

avec

Q Q.

f(Q’h):{B Bh ' 2

gth et g(Q,h) =(0, gBh(l -J(Q,h)))".

En notant | état (//:(h, Q)t et on développant ces expressions autour d'un profil
d équilibre uniforme ¢, =(h,, Q) (calculé & partir de la condition (2.21) et, par

exemple, d’ une consigne de débit Q.), on obtient :

oY _ [(we) of (w.)

P — W)+ Oy -y.) )}

g(t//e)

{g(l//e) W-w.)+O(¥-v.) )}

Comme le profil d équilibre vérifie larelation :

0o __0fWe.) ,
61‘ _O a g(l//e)
le modéle linéarisé s écrit
a‘/’ af(‘//)aé[/ ag([//e)"' (2.24)

at oy ox oy

ou J=¢-y,=(-h,Q-Q,)". Le cacul des matrices jacobiennes apparaissant dans
cette derniére expression a partir des expressions des fonctions f et g ci-dessus conduit
finalement au modéle linéarisé :
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oh __10Q

o B (2.27)
0Q __oh _ aQ ~

—_*=-—a — + h ,

at & ox 3h -a,Q

avec h=h-h, et Q=Q-0Q, et les coefficients

2
O _gah) 1a,=2% ; a,=gB(l +J, + ere) g =29 (305

Bhe2 ¢ he She 1 Qe

a = (

calculés a partir de laformule de Manning-Strickler (voir supra) :

oo R (2.26)

Qe (
B+2h,

1
J,=J(Q..h)= —
- =IQu) K2B2%h,? 'R,

Afin de smplifier davantage les écritures dans la suite, et de n’avoir a manipuler que des
grandeurs sans dimension, nous posons |es changements de variables suivants :

h=nhe 597 QX (2.28)
h, Q, BLh, L

On a donc pour les variables indépendantes réduites t = 0 et x0[0, 1] . Avec ces nouvelles

variables, le modéele linéarisé (2.27) devient :

oh__3Q
at 0X (2.29)
6 6h 6 A
ou
2p 3 2p 2 2}, 2
=(1—QBQh§) ya, =2 ; a;:ngezL(|+Je+4;;Re) ; a;:%ezle'-, (2.30)

Afin d'aléger le texte, nous substituons dans la suite de cette thése, les notations des
variables réduites h, Q, a, a,, a,, a, par les notations h, Q, a,, a,, a,, a,. Notons que

nous avons auss calculé le modéle linéarisé de Saint-Venant pour un régime d’ équilibre
non uniforme (voir annexe 1).
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2.6 Différentes méthodes de résolutions des équations de Saint-Venant

Le modéle de Saint-Venant décrit ci-dessus quoigue linéaire est un modele de dimension
infinie (I'éat du systéme a un instant donné est un couple de fonctions définies sur le
domaine spatial). Pour des conditions aux limites et des valeurs des paramétres générales,
il n’a pas de solution analytique connue. Ne flt-ce qu’ a des fins de simulation, il est donc
nécessaire de |’ approcher, c est-a-dire en dernier ressort de développer un modele de
dimension finie (discret dans le cas d’ une discrétisation totale ou continu dans le cas d’ une
discrétisation spatiale uniquement) approchant au mieux le modéle réel. Il existe des
méthodes variées pour parvenir a cette fin. Les plus utilisées dans le cas des équations de
Saint-Venant qui nous occupent sont les méhodes d’ @éments finis [Colley R. L., S. A
Moin, 1976], les méthodes de différences finies [Maaterre P. O., A. Garcia, Mojarro, A.
Preissmann] (particuliérement le schéma de Preissmann (voir infra)) et enfin la méthode
de collocation orthogonale [Dulhoste J. F., 2001].

Les méthodes d’ approximation basees sur les schémas de différences finies ou d’ éléments
finis conduisent en général a un vecteur d état approché de trés grande dimension, au
contraire des méthodes dites spectrales ou pseudo-spectrales (développement dans une
base de fonctions définies sur I’ ensemble du domaine et judicieusement choisies).

Cependant, les variables d éat dans les méthodes pseudo-spectrales sont en générd
difficiles a interpréter (sans liens directs avec les grandeurs physiques recherchées, si I’on
excepte bien sir le cas du développement dans une base de fonctions propres). La
méthode de collocation orthogonale combine les deux avantages: elle aboutit a une
approximation sous la forme d'un systéme d éat en temps continu de dimension trés
modeste et dont les variables d état sont précisement les valeurs des fonctions inconnues
en certains points de discrétisation (appelé pour cette coincidence points de collocation).
Un des intéréts du présent travail est justement d’ appliquer cette méthode aux systemes
hydrauliques, sachant qu'elle est utilisée avec succés pour traiter certains problémes
d automatique en génie des procédés (réacteurs, colonnes, cristallisation, voir [Villadsen
J., 1976], [Dochain D., 1992] et [Lefevre L., 2000]). En ce sens, il s agit d’une poursuite
des travaux déja entrepris dans [Dulhoste J. F., 2001] et qui se sont montrés
encourageants.



2.6.1 Méthodede Preissmann

Le schéma de Preissmann est un schéma aux différences finies semi-implicite. C'est le
schéma le plus utilisé pour la discrétisation des équations de Saint-Venant en hydraulique
a surface libre. Ce schéma a la particularité de produire un agorithme numériquement
stable pour n’importe quelle valeur du pas de temps (stabilité inconditionnelle en temps).
Bien entendu, le prix a payer est qu'il nécessite a chaque pas de temps, dans le cas
genéral, la résolution d'un systeme agébrique non-linéaire. Ce schéma est donc
relativement onéreux en terme de temps de calcul.

Le plan (x,t) est discrétisé en un maillage rectangulaire avec un pas spatia Ax et un pas

de temps At :
Al AX
fi(xi tj+1) f(xi+L,G41)
j+1 » -
1-0 At
f(x,t)
B %’
J ® : . Y
(i < L)
(I)i 1-0
I i+l > %

Figure 2.7 : Schéma de discrétisation de Preissmann.

Suivant le schéma de Preissmann, la valeur d une fonction ou de ses dérivées en un point
(x,t) est calculée comme une moyenne pondérée de sa valeur aux quatre points voisins du
maillage (voir figure 2.7). Ainsi, avec la convention de notation f(x;,t;):= fJ, ceschéma
est défini par :

f(xt) =0(®f I +(L- @) f, ") + (L-G)(f ), + (1- D) ')

of 1 j+1 j+1 j j
== lacs - - o - 1) (231)

af _ 1 j+1 _ i _ j+1 j
S0 = e - gy + @y - 1)

L es coefficients de pondération temporel (6) et spatial (@) sont comprisentre O et 1.

* Pour =0, leschémaest explicite.
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 Pour 6=0.5, le schéma est dit schéma classique de Preissmann (centré a quatre

points).

Le schéma est implicite en temps car les variables inconnues a I'instant t + At ne
peuvent étre calculées directement en fonction des variables connues a I'instant t.
La stabilité numérique de ce schéma est assurée pour tout pas de temps At a
condition que 0.5< 8 <1; on dit aors que le schéma est inconditionnellement stable.
La valeur de 6 =0.66 est recommandée par [Liggett J., J. Cunge, 1975] comme
conduisant & une meilleure précision. Une valeur de @ = 0.5 est souvent utilisée
pour le coefficient spatial.

En appliquant la discrétisation (2.31) du schéma de Preissmann aux équations de
Saint-Venant non-linéaire (2.17), elles deviennent :

Equation de continuité :

1 _ i 1 _ i i+l _ j+l i i
B|:hi+l h|+l + h| hi :|+|:€Qi+l Qi +(1 9) i+1 Q :|:O (232)
2Nt 2Nt AX AX
Equation dynamique :
Qij:il_ ij+1_+_Qij+1_Qij +
2At 20t
Tolio™ (0™ 1-6((0?) (07 (2.33)
Bl I Y e - =_ + | = - = + ..
a5 ) ST
1 ) hj+l hj+l _h]
—gB|g(h —h™) +(@1-6)(h, —h -1t 1 (1-6 M | [+
6B o -+ -, .)][[ -9 } ]

%gB[@((hJ)J:f (h3)J) + @-6)(h)}, - (hd)})] =

Apres avoir transformé les équations de Saint-Venant en un systéme d’ éguations discrétes
implicites non-linéaires, il est nécessaire de le résoudre. Pour cela, une méthode classique
et rapide (de type Newton, par exemple) suffit en principe, d'autant que la solution au
temps | constitue en généra une bonne estimation initiale pour la recherche de la solution
au temps j+1.
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Remarque 2.1 :

Etant donnée la forme du terme de frottement (2.1), et afin d’ éviter des problemes

de trop grande sensibilité numérique, il est préférable de ne pas discrétiser le terme
J(h,Q) en discrétisant chaque fonction h et Q apparaissant dans son expression

mais plutdét I'ensemble hJ(h,Q) comme une seule fonction, ce qui n'est pas

équivalent si on utilise le schéma de discrétisation (2.31).

En appliquant le méme schéma de Preissmann aux équations de Saint-Venant linéarisées,
on obtient :

Equation de continuité linéarisée :

AR+ AQ™ + AR+ AQ!T = Bh +B,Q' +B;h), +B,Ql,. (2.34)

Equation dynamique linéarisée :

AR+ AQM™ + AR+ AQLT = Bh! + BQ! +B;h!, +B,QL,.  (235)
ou, comme précédemment, h' et Q' désignent respectivement le tirant d’ eau et le débit au
temps t; et au point x. Les calculs détaillés des valeurs A , A, B,, B, o 54 SONt

donnés en annexe 1. Le systeme discrétise se met facilement sous la forme matricielle
usuelle implicite en temps :

h'* h/

Ai AZ A3 A4 Q I — Bl BZ BS B4 ij (2 36)
A A A A NI (B B, B Blhl| '
Q_J+1 j
i+l i+l

2.6.2 Méthode de collocation orthogonale

La méthode de collocation orthogonale appartient au groupe des méthodes de résidus
pondérés qui sont des méthodes de discrétisation de problemes différentiels tres générales
mais cependant peu utilisées pour I’'intégration numérique des systemes hydrauliques a
surface libre. C'est une méthode puissante permettant d’établir un modele approché
d équations différentielles ordinaires a partir d’un modele initial d’ équations aux dérivées
partielles. En ce sens, on peut auss la considérer comme une méthode de réduction de
modéle de systemes de dimension infinie. Villadsen et Michelsen [Villadsen J., M. L.
Michelsen, 1978] ont montré que la collocation donnait a moindre codt (nombre
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d opérations) des résultats similaires (en préecision, a ordre de discrétisation comparable) a
ceux issus de la méthode de Gaerkin (souvent considérée comme la méthode de
référence) S certaines précautions sont prises pour son implémentation. Les atouts de la
méthode de collocation sont, entre autres :

« Safacilité d'implémentation.

» L’ordre tres réduit du systéme différentiel approché obtenu (en comparaison a
I’ordre obtenu a précision comparable pour la méthode de Preissmann, par
exemple).

» La nature des variables d'état reste inchangée apres la procédure de réduction
(dans notre cas, les variables d’ état restent la hauteur et le débit).

L’ idée de base de la méthode de collocation orthogonale consiste a rechercher la solution
approchée dans un espace d’ approximation linéaire de telle maniére que cette solution
approchée satisfasse |e probleme différentiel initial en un certain nombre de points choisis
du domaine spatial appelés pour cette raison points de collocation. En général, on utilise
comme espace d approximation a chaque instant I'espace linéaire engendré par un
ensemble fini de fonctions de forme (de la variable d’ espace) simples et linéairement
indépendantes (le plus souvent, des polyndmes). Les fonctions inconnues recherchées sont
alors écrites sous la forme de combinaisons linéaires finies des fonctions de formes et les
coefficients de ces combinaisons linéaires, variables dans le temps, sont les inconnues de
notre probléme différentiel approché (voir infra)). Dans notre cas, les fonctions inconnues
sont la hauteur h(x,t) et le débit Q(x,t), dépendant alafois du temps et de |’ espace. Elles
sont approchées chacune par une combinaison linéaire finie de fonctions de forme
orthogonales notées L. (x). Les coefficients de cette combinaison linéaire sont justement
les valeurs de h et de Q en différents points de collocation x , définis le long de la

longueur du canal (voir infra).

Dans la mise en cauvre de la méthode de collocation de trés nombreux choix doivent étre
faits, qui ont des conséquences cruciales (il sagit en fait d'une faiblesse de cette
méthode). Ces choix concernent : les fonctions de forme utilisées, la localisation des
points de collocation et I’ introduction des conditions aux limites.
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» Construction desfonctions de forme: polyndmes de L agrange

Les fonctions de forme sont choisies en toute généralité pour étre linéairement
indépendantes et engendrés un espace linéaire « intéressant », mais dans la mise en cauvre
ultérieure de ces fonctions de forme, il peut étre intéressant d' utiliser des fonctions qui
rendent plus smple le calcul de la solution approchée et permettent en outre une
approximation précise de la solution du probléme différentiel. Les fonctions de forme
choisies dans la suite sont les fonctions d'interpolation de Lagrange. Leur intérét est

double : d' une part une expression plus smple du probleme différentiel approché (gain en
terme de nombre d opérations), d autre part un calcul direct des hauteurs h (t) et des

débits Q (t) aux différentes points de collocation (ce sont les coefficients de

I’ approximation des profils de hauteurs et de débit dans la base des polynémes de
Lagrange, qui est auss base d' interpolation aux points de collocation).

Soient {xi} ", N points de collocation, il est possible de construire N polyndmes, notés

{L, )t ", dedegré N -1 satisfaisant les conditions suivantes :
Loo=t S5 o Lxy=a (2.37)
P los i# A '

dont I’ expression générale est donnée par :

— 5 o(x= Xk)
L.(x)=[]—>*=, 2.38
& Qj(x,-—xo (239
ou, sous une forme plus développée :
L,(x) = (X=X ) (X = Xg)-e--ne (X = Xp_)(X=Xy)
(Xl_xz)(x1_xs) """ (Xl_XN—l)(Xl_XN)
L,(x) = (X—Xl)(X—Xs) """ (X_XN—l)(X_XN)
? (Xz - Xl)(XZ - Xs) """ (Xz - XN—1)(X2 - XN) (239)
L, (x) = (X_Xl)(x_xz)"'(x_XN—z)(X_XN—l)

(Xn = X)Xy = X))+ (Xy = Xy2)(Xy = Xyq) .
* Choix despoints de collocation

Les points de collocation correspondent aux endroits ou on impose que la solution
approchée satisfasse le probléme différentiel de départ (ce qui ne veut pas dire qu’elle est
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exacte en ces points!). Il faut donc les positionner aux endroits ou I’ on souhaite avoir le
plus de précision.

En généra, les points de collocation sont choisis comme racines de polynémes
orthogonaux. Ceci présente plusieurs avantage, le plus notoire éant de réduire les
phénomenes d'oscillations qui apparaissent lors de I'interpolation par des polynémes
d ordre édevé. Ce phénomene peut sexpliqguer a I'aide des formules de quadrature
usuelles qui montrent que ce choix permet I’intégration des fonctions approchées jusqu’ a
un ordre «maximal » pour un nombre de points d'interpolation donné. Un choix
intéressant de points de collocation sont les zéros des polyndmes de Jacobi (voir [Lefevre
L., D. Dochain, 2000], pour une éude détaillée sur le choix des points de collocation). En
effet, les deux parametres qui définissent cette famille permettent de contréler facilement
et relativement souplement la position des points de collocation (étalement, dissymétrie,
concentration vers les bords, etc.). En général, on arecours a une plus forte concentration
de points de discrétisation aux extrémités, ce qui réduit les effets de bords dus notamment
aux conditions aux limites. Les polyndmes de Jacobi sont définis par la récurrence atrois
termes:

PJaco (X) = l

1 1 1 1
P_. (X)==a-=b+(1+=a+=b)x
Jacl() 2 2 ( 2 2 )

(2.40)

P (X)_E(ZN +a+b-1)(a*-b*+(2N+a+b-2)(2N +a+b)x)P ()
TNV 2 N(N +a+b)(2N +a+b-2) N1
_(N+a-D(N+b-1)(2N +a+b)

N(N+a+b)(2N+a+b-2)

PJacN—Z (X)’

ou a et b des coefficients supérieurs a —1/2 (la valeur a = b = -1/2 correspond aux
polyndmes de Tchébycheff).

Dans cette thése nous utilisons les polyndmes de Legendre qui sont un cas particulier des
polyndmes de Jacobi avec a=b =0 :

PJacO (X) = 1

PJacl (X) =X
. (2.41)

(2N -Dx
N

2(N -1)

1
PJacN (X) = E PJacN-l(X) - PJac N-2 (X)
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Il faut bien noter qu’ aucune des racines de ces polynémes n’est aux extrémités du canal,
c’'est pour cela qu’il faut gjouter deux points aux extrémités correspondant aux conditions

aux limites. Finalement il faut donc calculer les N -2 racines d’ un polynéme de degré
N —2, pour obtenir N points de collocation.

* Introduction des conditions aux limites

On utilise les fonctions de forme de Lagrange. On Sarrange pour que toutes les
combinaisons linéaires considérées satisfassent les conditions aux limites. Ces derniéres

s expriment donc, en général, comme autant d’ équations linéaires en les coefficients de la
combinaison linéaire. Si, par exemple, on impose a un bief le débit amont Q et la

pour N points de collocation, il reste N -1 équations a résoudre pour
e e N-1
Les 2N -2

amont

hauteur aval h

aval
déterminer les tirants d’eau en considérant qu'a I’extrémité aval hy, =h
équations a résoudre pour déeterminer les débits, sachant que Q, = Q,. -

équations a considérer sont issues de la discrétisation des équations de Saint-Venant
considérées.

* Miseen cauvredela méthode de collocation
Notons h(x,t)=h(t) et Q(x,t)=Q (t). Selon les considérations qui précédent, on

recherche la solution approchée sous la forme (notez la séparation des variables au
passage) :

) =D hOL 9 5 QXD =301, (¥, 242)

ou h, ={h, @t} e Q ={o, ) ", sont les coefficients a calculer. Les fonctions de

forme {L j (x)} ?:1 , utilisées sont les polyndmes de Lagrange (2.38).

Comme les termes L, (x) dépendent seulement de x et les coefficients h(t) et Q (t)

dépendent seulement de t , lorsgue I’on introduit les expressions approchées (2.42) dans
les éguations de Saint-Venant non-linéaires, il vient (pour le cas linéaire, voir le chapitre
suivant) :
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> M OLE=-23 Q0L K
N Z QML) J[z QML (¥ J (Z QML (¥ J [Z h, (L' (%) J (2.43)
Z Q; (t)Lj(X):_ =1 ) =1 + =1 - j=1 >
= B(z h ®)L; (%) J B(Z hy (OL;(x) J

_gB(i h, (t)L; (%) ](i hy )L (x) =1 +J ]

avec
(i QML (¥ j (2.44)
J= = -
) : B[i hj(t)L,-(x)] 3
BZKZ[Z h (t)L, (X) ] ~
= B+2 ), hj(t)Lj(x)J
ou
dh, (t) dQ, (t) dL. (x)
hi(t)=——- ; Qi(t)=—1— Li(t) =——.
i (t) o Qi (t) pm i (®) o

Le principe de la méthode de collocation est d’ imposer que ces équations soient satisfaites
aux points de collocation. Tenant compte des identités (2.38) qui résultent du choix des

polyndmes de L agrange comme fonctions de forme, on obtient donc pour chaque point de
collocation x;, i O[1: N], leséquations:

M= -3 Q0L (x)

Z(i Qj (t)Lj(Xi) J[ZN: Qj (t)L'j (%) j [Z Qj (t)Lj(Xi) ] [Z hj (t)LlJ' (%) j (2 45)
= N = e

j=1

QM) =-

B(Z h, (OL; (x,) J B[Z " oL, (xi)j
_gB[i h; (L, (x) ][ZN: h; (L] (x) -1 +J}

Bien s0r, les équations donnant I’ évolution des tirants d’ eau et débits dg§a précises dans
les conditions aux limites ne sont pas a prendre en compte.
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2.7 Simulationsnumériques
Nous avons choisi comme systeme de référence un modéle du micro-cana del’ESISAR a

Valence. En particulier, nous avons chois la configuration illustrée a la figure 2.8 ou un
bief smple est délimité par deux vannes, une al’amont et |’ autre al’ aval

vanne amont

vanne aval

Figure 2.8 : Schéma du systeme considéré.

Les conditions aux limites sont déterminées par les équations des deux vannes considérées
en régime noye ; ces équations constitutives sont :

Q(x=0,t) = 1B, 8, (t)y/29(h,, — (0" 1))

(2.46)
Q(x=L,t) = 18,8, ()y29(h(L",t) - h,,) .

Pour les simulations numeériques présentées, nous utilisons les deux méthodes citées
précedemment : la méthode de collocation et la méhode de Preissmann. Nous prenons
pour la simulation deux cas de conditions aux limites et choisissons pour valeurs des
parameétres celles qui correspondent au micro-cana (voir tableau 2.1). Les profils initiaux

de débit et de tirant d'eau sont choisis uniformes le long du cana. Pour information, le
tirant d’ eau maximum admissible du canal est h,, =25 cm.

Longueur du canal L=8m Débit initial Q(x,t)= 0.0048 ms*
Largeur du cana B=10cm Tirant initia h(x,)=0.0945 m
Pente du canal =210+ Débit d' équilibre | @=0.0111 ’s*
Coefficient de Strickler K=100 Tirant d’ équilibre h=0.2m

Tableau 2.1 : Paramétres du canal ESISAR-Vaence.
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Premier cas: les conditions aux limites sont directement spécifiées sur les variables d’ état
elles peuvent étre, par exemple, la variation du débit amont u,(t) et la variation de la

hauteur aval u,(t) :

0Q(01) _

=u,(t)

ot (2.47)
LY _
ot 2e

Afin de rejeter les perturbations constantes des formes dérivées ont été choisies (comme
ce sera le cas dans la suite, on peut considérer de maniére équivalente que deux
intégrateurs ont été placés en entrée). De plus, ces formes dérivées permettent de résoudre
élégamment le probléme d'instabilité numérique qui apparait dans le schéma de
Preismann si les valeurs aux limites sont données de maniére explicite. Néanmoins, s I'on
souhaite directement les valeurs des hauteurs et/ou débits aux limites, cela ne peut se faire
gue de maniere approchée et en choisissant une approximation implicite de ces valeurs
aux bords.

Deuxiéme cas : les conditions aux limites sont fixées al’amont par une éguation de vanne

et al’aval directement sur la hauteur.

Q(0,t) = £8B,u, (t)y2g(h,, —h(0",1))

an(L.) _ - (2.48)
ot 2

Les conditions aux limites dans ce cas sont I’ ouverture de la vanne amont u,(t) et la
variations de la hauteur aval u,(t) du canal. Bien entendu, on aurait pu considérer d’ autres

combinaisons de conditions aux limites. Il ne Sagit ici que de deux cas servant
dillustration.

* Meéthode de Preissmann appliquée aux modéles non-linéaire et linéarisé
Premier cas : conditions aux limites (2.47)

Pour cette simulation, notons que le pas de discrétisation du temps est At =1s et le pas de

discrétisation de |’espace est Ax=1m (aors le nombre de sections est de neuf). Nous

Q(x,0) 1-t, _ h(x,0) 1-t
4 exp( 1 )5 U, (t) = 10 exp( 10 ). Pour le

modéle linéarisé, le point d' équilibre choisi est h, =0.2 m; Q_=0.0111 m°s™.

utilisons les commandes: u,(t) =



Modél e non-linéaire de Saint-V enant

Tirant d’eau ds le canal, m

Debit ds le canal, m3/s 0.22
0.014; T -
0.2} ~
0.012 =
001t // 0.18}
0.008 0161
0.0061}\| 014
0.004f | 012}
0.002f ] o1lff)
0 ! y ' y ! 0.08
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
Temps,seconde Temps,seconde

Figure 2.9a: Profils des débits et de tirant d’ eau a chaque pas de discrétisation.

Modele linéaire de Saint-Venant
x 1072 Débit ds le canal, m3/s Tirant d’eau ds le canal, m

14 0.22

= ] 0.2}

0.18 |
0.16
0.14

0.12

0.1 )

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0.08

. . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Temps,seconde Temps,seconde

Figure 2.9b : Profils des débits et de tirant d’ eau a chaque pas de discrétisation.

Deuxieme cas: conditions aux limites (2.48)

Pour cette simulation, nous utilisons les conditions aux limites exponentielles suivantes :

9(0) h(x 0)

u () =—— D( h

eXIO(—) o(t) = 10

avec 6(0) =0.066 m la valeur initiale de I’ ouverture de vanne amont, h_, =0.2m le tirant
d'eau al’amont de la vanne; et h(x,0) = 0.0225 m, Q(x,0) =8.6810e-004 m3s™ les deux

profilsinitiaux uniformes en hauteur et débit. Pour le modéle linéarisé, le point d’ équilibre
choisi est h, =0.05m, Q, =0.0019 m°s™,
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Modele non-linéaire de Saint-Venant
3 Débit ds le cana, m3/s Tirant d’eau ds le canal, m
2 0.05

0.045 -
0.04F

0035 |
0.03 [l

0025

|
002} /| |

I I I I I 0.015 I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Temps,seconde Temps,seconde

Figure 2.9c : Profils des débits et de tirant d’ eau a chague pas de discrétisation.

Modeéle linéaire de Saint-Venant

-3 Débit ds le canal , m3/s Tirant d’eau ds le canal, m
x 10 0.05

0.2 . . . \J

0.02 L L L L L L L
0 20 40 60 80 0 10 20 30 40 5 6 70 8
Temps,seconde Temps,seconde

Figure 2.9d : Profils des débits et de tirant d’ eau a chaque pas de discrétisation.
» Meéthode de collocation appliquée aux modéles non-linéaire et linéarisé

A titre commpartaif pour cette simulation, nous prenons les mémes conditions aux limites
(2.47) que pour celles du premier cas de la méthode de Preissmann. Dans les figures
2.10a, 2.10b, nous tragons les mémes profils de débits et de hauteurs que ceux représentés
pour la méthode de Preissmann (au total neuf profils). Ces profils sont calculés par
interpolation a partir des valeurs calculées aux points de collocation (collocation a 5
points, dont 3 points intérieurs). Notons que le pas d’ échantillonnage du temps est At =1s
et les points de collocation sont 0; 0.9016 ; 4 ; 7.0984 ; 8.
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Modéle non-linéaire de Saint-V enant

Debit ds le canal , m3/s Tirant d’'eau ds le canal , m

0.22

0.014

= 1 02t

0.18

0.16 -

0.14

0.12}

0.002r 1 o1 ‘J’/"J /

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0810 20 = 40 50 e 76 80
Temps,seconde Temps,seconde

Figure 2.10a: Profils des débits et de tirant d’ eau a chaque pas de discrétisation.

Modé e linéaire de Saint-V enant

x 10° Débit ds le canal , m3/s Tirant d’eau ds le canal , m
14 . . . . . .

I I I I I I I 0.08 I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Temps,seconde Temps,seconde

Figure 2.10b : Profils des débits et de tirant d’ eau & chaque pas de discrétisation.

2.8 Comparaison des deux méthodes et conclusion

Nous avons présenté dans la section précédente les différentes solutions numeériques
obtenues par la méthode de Preissmann et par la méthode de collocation orthogonale dans
le but d’illustrer deux points.

Premierement, on peut observer que le modéle le modéle non-linaire de Saint-Venant et le
modéle linéaris¢é de Saint-Venant ont des comportements dynamiques proches et
analogues, qu'ils soient simulés avec la méthode de collocation (voir figures 2.10a et
2.10b) ou avec la méthode de Preissmann (voir figures 2.9a et 2.9b). Mais la dynamique
du modéle linéarisé de Saint-Venant et celle du modéle non-linéaire ne sont proches que s
I”on n’introduit pas e modéle des ouvrages hydrauliques (vannes ou déversoirs). En effet,
d aprés les figures 2.9c et 2.9d, on voit que la dynamique du modéle non-linéaire de Saint-



a7

Venant est tres loin du modéle linéarisé de Saint-Venant en présence des équations des
vannes (2.48). Cela peut sexpliquer car la forte non-linéarité et n'est pas due
spécialement aux équations de Saint-Venant méme, mais aux équations des ouvrages
(dans notre cas, les vannes). Ce fait avait d§ja été établi et commenté dans [Baume J., P.
O. Malaterre, 1997]. Dans la suite dans notre travail nous utilisons les conditions aux
limites débit amont et hauteur aval sous forme dérivées pour pouvoir considérer le modele
linéarisé de Saint-Venant comme le modéle de référence pour la partie hydrodynamique.
L es vannes sont traitées séparément (voir infra).

Deuxiémement, nous pouvons observer sur |’ensemble des simulations réalisées que la
méthode de collocation fournit une bonne approximation de la solution. En effet, la
méthode de Preissmann, utilisée comme référence par la plupart des auteurs, et la méthode
de collocation fournissent des résultats trés proches dans le cas du modéle non-linéaire ou
linéarisé, avec ou sans équations de vannes. Or, C'est le modéle réduit obtenu par
collocation qui nous sert de modéle pour la commande. Le simulateur de Preismann nous
sert quant a lui comme un « procédé réel » ou encore un « modéle perturbé » sur lequel
cette loi de commande robuste aux erreurs de réduction que nous développons dans la
suite sera testée. Etant donné que le modéle obtenu par collocation représente bien (en
boucle ouverte et en simulation cependant !) la dynamique du modéle linéarisé (dont le
comportement de référence est fourni par le schéma de Preissmann), I’ avenir se présente
sous les meilleurs auspices.



Chapitre 3

Réduction du modele par collocation orthogonale

3.1 Introduction

Le modele de Saint-Venant obtenu au chapitre précédent n’ est pas facilement exploitable
pour concevoir des lois de commandes car il s agit d'un modele non-linéaire a paramétres
distribués (dont I'équation d'état est donnée sous la forme d'équations aux dérivées
partielles). Les approches classiques de commande ne sont donc pas applicables
directement sur ce modéle car elles nécessitent le plus souvent un modele linéaire de
dimension finie. Pour répondre a ce probléme nous utilisons un modele réduit de
dimension finie obtenu par la méthode de collocation orthogonale a partir du modele
linéarisé de Saint-Venant de dimension infinie (2.29) dont nous avons dga établi qu'il
représente de facon satisfaisante le comportement dynamique de I’ écoulement dans un
bief de cana a surface libre, pour peu que I’ on ne considere pas les ouvrages hydrauliques
(vannes ou déversoirs). Cependant, en général, les erreurs de réduction peuvent, elles,
introduire des perturbations de cette dynamique, non négligeables et qui peuvent
éventuellement entrainer une déstabilisation du systeme étudié. C'est pour cela que nous
proposons dans ce chapitre de calculer ces erreurs de réduction afin d’ en tenir compte par
lasuite lors de la synthése de |ois de commande.

3.2 Réduction du modéle
Dans le chapitre précédent, nous avons défini la méthode de collocation a partir du choix
de N points de collocation {xi} " dont N-2 sont racines d’un polyndme de Jacobi et les

deux derniers sont les abscisses des extrémités du domaine spatial considéré. La méthode
de collocation consiste alors a approcher la solution, a chague instant, par un
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développement dans la base (finie) formée par les N polyndmes d'interpolation de
Lagrange {L J. (x)} ,-N=1’ de degré N -1.

Comme les termes L, (x) ne dépendent que de x et les coefficients h (t) et Q (t) que de
t, lemodéle linéarisé de Saint-Venant (2.29) s écrit :

ZN: h'j (t)Lj ()= _ZN: Qj (t)L'j (¥)
. - (3.1)

> QOL0=a) hOL, (9 -2, Q0L (9+aY hOL09-a QoL .

ou

ey 0y (0) ,
h (t) e Qi) =

dQ; (t)
dt

dL.
L (t) = é)fx) |

Ces éguations sont valables quel que soit la valeur de x, donc pour chague point de
collocation x; Oi O[1: N] on obtient :

> B OLX)=RO 5 Y hOLE)=hO: Y QOLK)=Q0 : Y QOLx)=Q0.

Aing, le modéle décrit par la relation (3.1) peut se réduire a I’ensemble d' équations
différentielles ordinaires :

M ©=-3 QL (x)
= (3.6)

QM =a, hOL, (x) -2, QML (x)+ah® -2, ).

Apres avoir calculé le modéle réduit de dimension finie (3.6) obtenu par |’ application de
la méthode de collocation, il faut définir les variables de commande. Le choix des
variables de commande est dii a des raisons physiques, car lacommande d’ un canal réel se
fait a travers |’ouverture des vannes, et donc indirectement sur les débits ou les tirants
d eau aux extrémités de chague bief. Dans notre cas nous avons chois comme variables
de commande u, les variations du débit amont et de la hauteur aval. Ce choix de placer un
intégrateur sur les entrées de commande, en plus de permettre le rejet des perturbations
constantes, facilite la prise en compte des conditions aux limites dans le schéma de
collocation (voir infra) et permet auss d'inclure smplement ces conditions aux limites
dans le schéma de Preismann sans rendre ce dernier explicite en temps (et donc sans
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risquer de le déstabiliser numériquement). Les variables de commande choisies sont donc
danslasuite:

w® =T x=1)
3.7)

u,(t) = %—?(x =0,t).

Avec ce choix, le modéle réduit (3.6) (modéle linéaire de dimension finie) peut s écrire
sous laforme

(S) {X(t) = AX(t) + Bu(t) (38)

y(t) = Cx(t),
ou le vecteur détat x(t) = (h(t),h,(t),.....h, (t),Q,(t),Q,(1),.....,Qy (1)) ' est maintenant

compose des valeurs des tirants d’ eau et des débitsaux N points de collocation.

Le choix des variables de commande (3.7) permet de calculer directement la matrice de
commande B de dimension(N x 2) apartir des équations suivantes :

u®)_(h@
"o _(uz(o] _[Qm} 59

doul’ontire

00 -.--100 - 0
B= . (3.10)
00 .--010 --0

Les sorties mesurées du systéme sont choisies pour étre les conditions aux limites
complémentaires des variables de commande choisies, ce qui permet par la suite d’ utiliser
simplement les équations de vannes comme conditions de raccordement des différents

biefs congtituant le réseau dirrigation considéré. Ains la matrice de sortie C de
dimension (2x N) est définie par larelation suivante :

Y, (t) h, (t)
= = , 3.11
Y (Y2 (t)] (QN (t)] ( )

d ou

=50 o001 @312
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S on note L ; =L;(x) les éléments de la matrice des dérivées des polyndmes de

Lagrange évaluées aux points de collocation, la matrice dynamique A de dimension
(N xN) du systéme est donnée par :

o o0 0o 0 Ly L Le = Ly
0 0 0 o 0 L2,1 Lz,z L2,3 o LZ,N
0 0 0 o 0 Ly -11 Ly -12 Ly -13 o Ly -1LN
A= 0 0 0 0 0 0 0 0
| o 0 0 0 0 0 0 0
alLZ,l alLZ,Z +a, alL2,3 ale,N - a2L2,1 - a'sz,z -4, - a'sz,a o - aZLZ,N
a1L3,l a1L3,2 a1L3,3+a3 a:LLS,N _aZLS,l _azl-s,z _azl-a,a -a, - _aZLS,N
aly, aly, aly, coalyyta —aly, —aly, —aly, o Talyy Ty

3.3 Erreur deréduction

Souvent, les approches de la commande sont développées a partir des modeles de
dimension finie (modé es réduits), sans tenir compte des erreurs numériques dues a |’ étape
de réduction (approximation d’un modéle a paramétres distribués par un modéle d’ état de
dimension finie). Cependant dans notre travail nous tenons compte de ces erreurs de
réduction entre le modele linéarise de Saint-Venant (2.29) et le modéle linéaire de
dimension finie obtenu par la méthode de collocation orthogonale (3.8). Ces erreurs de
réduction peuvent en effet étre calculées explicitement dans le domaine de Laplace a
I’ aide des matrices de transfert des deux modeles linéaires.

La matrice é(s) du modele linéarisé de Saint-Venant (2.29) est solution du probléme

différentiel aux limites suivant obtenu par transformation de Laplace :

sh(x,s) = _W

QxS = &, ahf;)((, S) _ a, aQ(gi, S)

sh(Ls) =u,(s) ; SQ(0,8) =u,(s)
¥Y1(8) =h(0,9) ; Y,(s) =Q(L9),

+a;h(x,s) —a,Q(x,s) (3.13)

ou s est lavariable de Laplace. Le probléme différentiel (3.13) est un systeme de deux
équations différentielles ordinaires en la variables x paramétrées par s qui peuvent étre
écrites sous forme matricielle :
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d(h(xs))_,(h(xs)) . . _(-(a+as)/a (sta)/a
&(Q(x,s)]_As(Q(x,s)] ’ AS_( -s 0 j (3:14)

En utilisant la technique standard de diagonalisation, on obtient la solution (h(x,S),Q(x,s))"
comme combinaison linéaire de la transformeée de Laplace des conditions aux limites u,(s)
et uy(S). En exprimant cette solution en x=0 et en x=1, on obtient :

y(9) = G(s)u(s) ; &S = [9“(5) Sz (S)], (3.15)
G, (s) Gn(9)
avec
~ /11 —/12 ~ /]1/12(eﬂ1 _e/‘z)
Gu(®=—————+ 1 GL(9=7 y o
s(A,e” - Ae™) s°(A,e7 —Ae™) (3.16)
g et e g A, (e™ —e)? Aeh - e"
(9 (A,e" - ret) = (9 Sth - A,)(A,e" Aty s(A=A,)
ou

/\:[""23’“""3Jz‘4 M;/11=_(azSJras’)+al\m ; AZ:—(azs+a3)—a1\/K_ (3.17)

Il est donc possible de calculer, dans le domaine de Laplace, I’ erreur de réduction entre le
modéle linéarisé de Saint-Venant et le modéle réduit de dimension finie. Cette erreur de
réduction peut s exprimer comme une erreur relative de modele sous les formes :

G(s) = (I +A(5)G(9)

> (3.18)
G(s) = (I +A(5) " G(s),

ol G(s) =C(sl —A)™'B est lamatrice de transfert du modéle réduit et A (s) et A (s) sont

respectivement matrices d’ erreurs de réduction sous forme multiplicative directe en sortie
et sous forme multiplicative inverse en sortie.

3.4 Analysedel’erreur deréduction

Les formules d’ erreurs ci-dessus sont utilisées pour représenter des incertitudes de natures
diverses:

- présence de non-linéarités et variations des paramétres suivant le point de
fonctionnement.
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- ereurs de modélisation concernant les actionneurs et les capteurs (dont les
dynamiques peuvent étre mal connues, négligées ou qui peuvent introduire des
retards).

- utilisation d'un modéele simplifié en vue de faciliter le calcul de la commande
(comme dans notre cas, I’ utilisation d’un modéle réduit de dimension finie).

* Calcul deserreursderéduction dansle casdu régime uniforme

Les deux matrices de transfert G(s) et G(s) calculées, on peut calculer numériquement a

partir des expressions (3.18) les matrices d erreurs de réduction de lafagon suivante :

A,(9) = (G(9) - G,(8)G(s) ™

SV (3.19)
A () = (G() ~G(s)G(9) ™

La figure 3.1 ci-apres représente les plus grandes valeurs singuliéres de chacune de ces
deux erreurs de réduction, pour les mémes valeurs des paramétres numériques que celles
déja utilisées au chapitre précédent.
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Figure 3.1 : Vaeurs singuliéres supérieures des erreurs de réduction cas uniforme.

Les erreurs de réduction sont donc tres importantes en hautes fréguences, ce dont nous
tenons compte lors de la synthése de la commande robuste que nous développons dans le
prochain chapitre.

* Calcul deserreursderéduction dansle casdu régime non uniforme

Notons que dans les canaux a surface libre réels, le régime d’ équilibre est un régime non
uniforme. Il est donc intéressant de calculer les erreurs de réduction entre le modele réduit
et le modéle linéarisé de Saint-Venant obtenu cette fois par linéarisation autour du régime
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o équilibre non uniforme (h,(x), Q,)' défini par I’équation (2.20). Ceci nous permet dans

la suite de vérifier que la commande robuste développée dans le prochain chapitre est
également robuste vis a vis des erreurs dues au caractere non uniforme des équilibres
réels.

Le calcul du modéle linéarisé de Saint-Venant dans le cas d'un régime non uniforme est
développé de maniére détaillée a I'annexe 1.A.2. Il conduit au modéle adimensionnel

suivant :
oh__0Q
0Q _

oh 0
22 =8, (95 +a,(0 32+ a,(00n +a,(9Q
ou, comme précedemment, h et Q représentent les écarts relatifs par rapports aux profils
d équilibre (cette fois non uniformes) et ou les coefficients a , dépendant cette fois de X,
sont donnés par :

e g B0 a0 = 20BT007 I (0L BL dh,()
AN =W-0= ) a(=2 8= o Theo

__B®h,(0)°L 43, ()R (¥), , 2L B?h,(x)*L, dh,(X)
I N Aty e e ey S il

Notons G™ (s) la matrice de transfert du modéle linéarisé de Saint-Venant (3.20) pour un
régime non uniforme. En appliquant la transformée de Laplace aux équations (3.20) on
obtient, de méme que dans le cas du régime uniforme, un systéme de deux équations
différentielles ordinaires en la variables x paramétrées par s, lavariable de Laplace. Ces
équations peuvent étre ecrites sous une forme matricielle :

d (h(x,s)) _ h(x,s) ) (@) +a,(09)/a,(x) (s+a,(X)/a(x)
&(Q(X,S)J_AS(X)(Q(X,S)J ’ AS(X)_( —s : J.(3.21)

L e probleme aux limites est ensuite défini par la donnée des conditions aux limites:

h(Ls) =u,(s)/s
Q(0,5) =u,(9)/s,

Cependant, les difficultés liées a la résolution de ce probleme aux deux bords peuvent étre
évitées car le systéme (3.21) est un systéme différentiel linéaire et parce que nous avons
chois pour sorties les conditions aux limites complémentaires. En effet, considérons
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I”intégration du systéme linéaire (3.21) pour lequel les conditions aux limites sont données
en x=0 uniquement (h(0,s) et Q(0,s)). Il Sagit aors d’ un probleme de Cauchy dont la

solution générale est donnée par :

(h(x, S)] _ rs(x,o)( (0 S)j _ (yn(x, 9 Yulx S)j( (@ s)} 622)
Qx.9 Q0.9)) 1au(%9 ra(x9)QO9

ou ,(x,0) est une matrice de transition, qui peut étre cal culée analytiquement dans le cas
du régime uniforme (', (x,0) = exp(A.X) ), mais qui, dans |e cas d’ un régime non uniforme,
doit étre évaluée numériquement (voir, par exemple, [Litrico X., V. Fromion, 2002][
Gantmacher F .R, 1974]).

Il est dors aisé, par le choix des sorties réalise, de caculer a partir de la matrice de
trangition I (1,0) lamatrice de transfert G™ (s) . On obtient :

_ Zn C mne _[G™Mu(s) GMi(s)
¥(9) =G ()u(s); G™(s) = { Gy G (S)], (323)
avec
Gru(9 =+ ; Gru(g= 12t
SYa(L9) SYu(L9) 324
énu21(s): y21(1ls) : énuzz(s):_y22(lis)+y21(1ns)y12(lls).
sy (Ls) S syu(Ls)

Les coefficients y;, de la matrice de transition doivent, dans le cas non uniforme, étre

évalués numeériquement. Pour cela on peut par exemple utiliser une méthode numérique
qui consiste a approcher le régime non uniforme (he(x), Qe)t en subdivisant |’intervalle
gpatial considéré en sous-intervalles et en considérant une série de régimes d équilibre
uniformes sur chacun de ces sous-intervales. Cela revient a faire une subdivision de
I"intervalle spatial [0, 1] (variables réduites) en n points de discrétisations {x}[_, et de
choisir sur chacun des sous-intervalles [x.,x.,] un profil déquilibre uniforme
(h.(x,), Q.)". On obtient alors sur chacun de ces sous intervalle une matrice de transition
de la forme exp(A‘(x.,—X.)), ce qui donne pour approximation de la matrice de

transition compléte :

rL(L0) = [j(exp(/x(xk»hk). (3.25)
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Aprés avoir calculé la matrice du transfert G™(s) (de maniére approchée, mais

numeériquement précise), on peut maintenant calculer de la méme fagon que dans le cas
uniforme, a partir des expressions (3.19), les matrices d erreurs de réduction :
A™(s) = (G™(s) - G,(5))G(s) ™
(9)=(G™ (9 ~G,(9)S(9) (3.26)
A"is(s) = (G(s) -G™(9))G™(s) ™
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Figure 3.1 : Vaeurs singuliéres supérieures des erreurs de réduction cas non uniforme.

La figure 3.1 ci-dessus représente les plus grandes valeurs singuliéres de chacune de ces
deux erreurs de réduction, pour les mémes valeurs numériques des parametres que
précédemment, et avec un nombre n=9 de points de discrétisations.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons calculé a I’aide de la collocation orthogonale un modéle
réduit (donné sous forme de représentation d’ état) du modéle linéarisé de Saint-Venant
dans le cas du régime uniforme. Ce modéle réduit nous sert comme modele de référence
(modele nominal) pour synthétiser une loi de commande optimale robuste. Les conditions
de robustesses sont définies vis-a-vis des erreurs de réduction. Ces erreurs de réduction
ont été calculées, aussi bien dans le cas d'un régime d’ équilibre uniforme que dans le cas
plus réaliste d’ un régime non uniforme.



57

Chapitre 4

Commande optimale robuste aux erreursde réduction

4.1 Introduction

Nous avons déja vu dans le chapitre 2 que les canaux d'irrigation a surface libre sont des
systemes distribués de grande taille dont la dynamique est représentée par des équations
aux dérivées partielles non-linéaires de dimension infinie (les équations de Saint-Venant),
ce qui rend la synthése directe de lois de commande trés difficile en raison ala fois du
caractere non-linéaire de la dynamique et de la dimension infinie. La plupart des
techniques de commande utilisées jusgu'a présent dans le domaine des canaux d’irrigation
sont basées sur des modéles de commande linéaires en dimension finie obtenus par
linéarisation d’'un modéle de dimension finie autour d'un régime de référence
(d’équilibre). Des techniques de commande robuste ont éé récemment utilisées pour
assurer un comportement en boucle fermée robuste vis-a-vis de certaines incertitudes liées
a la linéarisation, la réduction, ou bien lors a la modélisation. Les différents régulateurs
sont en genéral testés sur des modéles de simulation résolvant numériquement les
équations de Saint-Venant. Le lecteur est invité a se reporter a I’ouvrage de synthese
faisant le tour des méthodes de régulation connues a ce jour dans ce domaine [Georges D.,
2002].

Notre objectif dans cette these est de concevoir un régulateur robuste a partir d’un modéle
réduit de dimension finie, obtenu par collocation (voir chapitre 3). Nous testons ensuite ce
régulateur sur les deux modéles de dimension infinie, les modéles linéaire et non-linéaire
de Saint-Venant.

Pour concevoir un régulateur robuste pour un systéme donné nous avons trois problemes a
résoudre :
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- Un probleme de modélisation : il sagit de trouver un modéle du systeme (appelé
modele nominal) et un modéle des incertitudes de ce modéle nominal.

- Un probléme d'analyse: il sagit d' étudier la capacité du systéme a conserver
certaines propriétés nominales (stabilité, performances) pour un régulateur
existant, malgré des incertitudes. On parle aors de robustesse en stabilité et en
performance.

- Un probleme de synthése: il s agit alors d effectuer un choix des parametres du
régulateur qui permette d obtenir un certain niveau de robustesse : c'est I’ éape de
conception méme d’ un régulateur robuste.

Nous détaillons ces trois différents problémes par la suite, mais avant tout nous
consacrons une premiére partie de ce chapitre a un rappel sur les normes matricielles et
sur les outils d analyse de performances et de robustesse des systémes bouclés. Aing,
aprés un bref rappel sur I'analyse de la stabilité et des performances du systéme bouclé
nominal, nous nous intéressons a la notion de robustesse, nous rappelons les théoremes
du petit gain et de robustesse qui en découlent, théorémes que nous utilisons par la suite
pour synthétiser un régulateur robuste assurant les objectifs de robustesse et de
performances. Nous faisonsici appel alatechnique de mise en forme de la boucle, encore
appelée «loop-shaping ». La méthode de synthese utiliste dans cette these est la
commande LQG/LTR (encore appelée H2/LTR). La synthese du régulateur optimal LQ se
fait en utilisant une méthode de pondérations fréquentielles du critére qui nous permet
d effectuer le « loop shaping ». Dans ce contexte et puisque les états du systéme ne sont
pas tous disponibles, un observateur d'état optimal LQ est utilisé afin de reconstruire
I’état du systeme a partir des seuls états disponibles aisement en pratique : le débit aval
(obtenu en pratique en utilisant la loi de vanne et les mesures de niveau a I’amont et a
I"'aval de la vanne) et le tirant d’eau amont mesuré directement. Nous utilisons la
technique du «Loop Transfer Recovery» (LTR) pour retrouver les propriétés de la
commande nominale LQ lorsque cet observateur est introduit dans la boucle. Dans une
troisiéme partie nous appliquons cette méthode de synthese au systéme réduit que nous
avons propose et présenté dans le chapitre précédent pour calculer une loi de commande
robuste vis-avis des erreurs de réduction issues de I'utilisation de la méthode de
collocation. L’ objectif principal de cette commande robuste est la régulation du niveau le
long du canal autour d’un régime d’ équilibre uniforme. Le régulateur LQ et I’ observateur
LQ associé (constituant la commande LQG) sont validés sur trois simulateurs différents
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afin de vérifier leur bon fonctionnement. Le premier ssimulateur est développé a partir du
modele réduit (modéle de Saint-Venant linéarisé de collocation), il s agit du modéle
utilise pour le développement de la commande (modele de commande) ; ensuite le
deuxieme smulateur est synthétisé a partir du modéle de Saint-Venant linéarisé de
Preissmann ; enfin le troisieme simulateur est développé a partir du modéele de Saint-
Venant non-linéaire de Preissmann.

4.2 Normesmatricielles
e Valeurssingulieres

La norme de matrice induite par |a norme euclidienne de vecteurs est |a plus grande valeur
singuliére, notée @ (A), pour A matrice complexe non nécessairement carrée (AL/C™™).
Les vaeurs singuliéres sont les racines carrées des valeurs propres de AA” et de A"A
( A”désigne la matrice transposée-conjuguée de A).

|AX] x"ATAX

ue: O (A) = max—— = max :
On montreq (A na | X| na Ve

On notera g(A) laplus petite valeur singuliere.

e Normesmatricielles

Définition 4.1 —Lanorme H, d une matrice de transfert G est définie par :
1+ 1/2
leh :[57 [tr(G(jo)s( jw))dw} .

Définition 4.2 — Lanorme H_ d une matrice de transfert G est définie comme la valeur

maximale atteinte sur I’ ensemble des fréquences par la valeur singuliére supérieure:

|G|, =supZ(G(jw)) ; avec « désignela pulsation.

4.3 Analyse des systemes bouclés

L’analyse de propriétés d’un systéme bouclé multivariable utilise les notions principales
suivantes :
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La stabilité nominaleest la premiére des propriétés a assurer : la commande,
appliquée au modéle de commande du systeme (appel € modéle nominal), doit bien
évidemment stabiliser celui-ci.

Les performances nominales sont des propriétés plus exigeantes, qui consistent a
garantir que le modéle nominal de commande bouclé posséde des propriétés de
performances (précision et rapidité de la réponse notamment) satisfaisantes.

La robustesse en stahilité est obtenue si |la commande calculée a partir du modéle
nomina du systeme assure la stabilité en boucle fermée d’'un systeme qui différe
du modele nominal ; cela revient a vérifier que la stabilité continue a étre assurée
malgré les incertitudes de modéle. Pour étudier cette propriété, il convient au
préalable de définir les incertitudes de modélisation vis-&vis desgquelles on veut
garantir la stabilité.

431 Stabilité nominale

Considérons le systeme bouclé de lafigure 4.1, dans lequel G(s) représente la matrice de

transfert d’ un systéme multivariable, de dimensions pxm et K(s) celle d'un régulateur

dedimension mx p. On appelle:

le signal de référence que doit suivre lasortie,
y lasortie du systéme,

u lacommande (sortie du régulateur),

d des perturbations affectant la sortie du systeme,

w lesbruits de mesure,
g=r -y lerreur d asservissement,

- Q(s) =G(s)K(s) lamatrice de transfert de boucle ouverte,

y
u
r _+ & K(S) G(S) + + y
w
+
<—
+

Figure 4.1 : Schéma bloc pour I’ étude de la stabilité et des performances nominales.
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Théoreme 4.1 ( critére de Nyquist multivariable) — Le systeme bouclé de matrice de
transfert de boucle ouverte Q(s) est stable s est seulement s I'image du contour de
Nyquist par det(l , +Q(s)) entoure I’ origine, dans le sens trigonometrique, un nombre de

fois égal au nombre de plesde Q(s) apartie réelle strictement positive.

Le critere de Nyquist permet de garantir la stabilité du systéme bouclé au sens entrée
bornée/sortie bornée. La stabilité interne est une notion plus exigeante :

Définition 4.3 — Un systéme bouclé est asymptotiquement stable de maniére interne s
toute matrice de transfert reliant deux points quelcongues de la boucle n’a que des pdles a
partie réelle strictement négative.

Théoreme 4.2 (dit du faible ou petit gain) — Supposons que tous les pbles de G(s) et
K(s) soient a partie réelle négative. Alors le systéme bouclé de matrice de transfert de
boucle ouverte Q(s) est stable de maniéreinterne s :

Q. <1 = 7w <1l Dw

4.3.2 Performances nominales

Pour traduire mathématiquement les propriétés de performances nominales définies
précédemment, un certain nombre de matrices de transfert caractéristiques du systeme en
boucle fermeée sont utiles pour |’ analyse :

 Matricesde sensbilité en sortie
S,(s) = (I +G(9)K(s))™ est appelée matrice de sensibilité en sortie. Elle représente la
matrice de transfert entre la référence r et I'erreur ¢ ; elle traduit I'influence des
perturbations sur la sortie et sur I’ erreur .
T, (s) = (1 +K(5)G(5)) 'G(9)K(s) est appelée matrice de sensibilité complémentaire en
sortie. Elle représente la matrice de transfert entre la référence r est la sortie y ; elle

traduit I’ influence des bruits de mesure sur la sortie et sur I’ erreur .

* Matricesde sensibilité en entrée
S,(s)=(I +K(9)G(s))™" et appelée matrice de sensibilité en entrée. Elle représente la
matrice de transfert entre la perturbation d et |’erreur ¢.
T,(s) = (1 +G(s)K(9)) 'K (s)G(s) et appelée matrice de sensibilité complémentaire en

entrée. Elle représente la matrice de transfert entre la perturbation d et lacommande u.
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* Objectif de performances

Compte tenu de I'interprétation que nous avons donnée des matrices S et T,
(respectivement S, et T, ), il est clair que lorsqu’ on effectue la synthese du régulateur K
on doit chercher a:

- rendre S, le plus faible possible afin de réduire I'influence des perturbations et

d’ assurer un bon suivi de laréférence.

- rendre T, leplusfaible possible afin de réduire | influence des bruits de mesure.

I en va de méme en ce qui concerne les fonctions de sensibilité en entrée.

Maiscomme S, +T, =1 et S, +T, =1, il est clair que les objectifs sur les fonctions de

sensibilité et leur complémentaire sont contradictoires. 1l faut donc trouver un compromis,
qui est obtenu en rendant faible S, et T, sur des plages de fréquences différentes.

Remarque4.1 :

Nous allons voir par la suite que les matrices S, et T, n'interviennent pas seulement
pour représenter le comportement du systéme bouclé « nominal », mais auss dans
les conditions de stabilité du systéme soumis a des incertitudes de modélisation. Ce
sont donc aussi des notions importantes pour I’ é&ude de la robustesse.

4.3.3 Robustesse en stabilité

Le modéle de commande d’ un systéme, quelle que soit la facon dont il a éé obtenu, n’ est
toujours gqu'une approximation. |l subsiste en effet toujours un certain nombres
d incertitudes qui sont essentiellement de deux types : les incertitudes paramétriques et les
incertitudes de modélisation (pour plus de détails, voir le chapitre 1). En géné&a la
représentation de ces incertitudes peut se faire de différentes facons: on peut utiliser une
représentation sous forme non structurée ou sous forme structurée, ou encore une
représentation sous forme de factorisations premieres. Le lecteur intéressé par plus de
détails peut se reporter a[Vidyasagar M., 1985, K. Glover, 1989, D. McFlarlane, 1990, M.
Morari, 1989, J. C. Doyle, 1985].

Comme la seule information dont on dispose sur les erreurs liées a la réduction de modéle
est une borne supérieure de la norme de ces erreurs, on s intéresse dans notre étude a la
robustesse en stabilité vis-a-vis des incertitudes avec représentation sous forme non
structurée.
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4.3.3.1 Robustesse en stabilité vis-a-visd’incertitudes non structur ées

Nous savons que toute mise en équations d'un processus physique nécessite des
approximations, d’ ou résultent par consequent des erreurs de modéle. La représentation de
celles-ci peut étre exprimée sous différentes formes, suivant le degré d' information qu’ on
souhaite voir apparaitre : la représentation de ces incertitudes qu’ on adopte par la suite
doit étre sous une forme simple a utiliser sur le plan mathématique. Les incertitudes
peuvent étre modélisees sous forme :

- additive: on peut représenter toutes les incertitudes sous une forme globale, par
exemple en considérant que la matrice de transfert du systéme G(jw) S écarte
d’une matrice de transfert nominale G(j«) d une quantité A, (jw), cequi S écrit :

G(je) =G(jw) +A,(je) avec [B,(jw)|<3,(ew) O, (4.1)
(ou I, (jw) représente la borne supérieure d’ une norme de |’ incertitude de modele)

- multiplicative: il peut s avérer préférable de relativiser A, par rapport a G, ce
qui peut se faire en adoptant |’ une des deux formes suivantes, dites multiplicatives
directes:

G(j@) = (1, +A,(j@)G(je) aves A, (ja)] <3,(@) Dw

- (4.2
G(jw) = G(ja)I,, +A,(ja) avec [A,(ja)|<,(e) D

Dans le premier cas, les incertitudes de modélisation sont ramenées en sortie du systeme,
dans le second cas, €lles apparaissent en entrée.

- multiplicative inverse: on peut auss utiliser les deux formes suivantes, dites

multiplicatives inverses, et dont on constante qu’elles complétent utilement les
précedentes :

G(je) =(1, +A,(j) "G(je) avec [, (je)]<d,(@) D

=, , : _ (4.3)
G(ja) =G(ja)(I , + D (ja)™ avec [ (j@)|< J(w) Dw

Notons que dans les cing formulations retenues, A=0 correspond a |’ absence
dincertitude de modélisation. L’utilisation de ces cing formes d'incertitudes non
structurées est générale, car elles permettent de traiter par le méme formalisme des
incertitudes de nature diverse, ainsi par exemple :



64

- les erreurs de modélisation concernent les actionneurs (dont la dynamique peut étre
mal connue ou négligée) ; elles sont prises en compte en utilisant |’ une des deux
formes directe ou inverse en entrée.

- de méme les erreurs de modélisation concernent les capteurs ; elles sont prises en
compte par |’ une des deux formes en sortie.

- I'utilisation d’un modéle simplifié, en vue de faciliter le calcul de la commande,
peut se représenter par n’'importe laguelle des cing formes.

- laprésence de non-linéarité peut également étre prise en compte par I’ une des cing
formes.

4.3.3.2 Théoremes généraux derobustesse en stabilité

Le but de ce paragraphe est de rappeler les résultats généraux sur la robustesse en stabilité

d un systéme soumis a des incertitudes de modélisation. Considérons un systéme bouclé
dont la matrice de transfert nominale de boucle ouverte est Q(s), soumis a des

incertitudes de modélisation représentées par I'une quelconque des différentes formes
citées auparavant. Soit Q(s) la matrice de transfert de boucle ouverte du systéme ainsi

perturbé (figure 4.2).

\

\

> Q(s) > Q(s)

Figure 4.2 : Systémes bouclés nominal et perturbé.

Théoreme 4.3 ([Lentomaki N. A., 1981]) — Si les conditions suivantes sont vérifiées:
i) Q(s) et Q(s) ont le méme nombre de pdles & partie réelle positive.

2i) 6(5) ades poles sur I’axe imaginaire, ceux-ci sont aussi pélesde Q(s).

3i) le systeme bouclé nominal est stable.

alorsle systeme bouclé perturbé est stable si pour tout s appartenant au contour de
Nyquist et tout A appartenant &[0, 1]: det[l + (1—1)Q(s) + AQ(s)] # 0.
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Considérons a présent le schéma général représenté sur la figure 4.3, dans lequel la
matrice A(s) représente les incertitudes de modélisation et M (s) la matrice de transfert

nominale du systeme bouclé, elle représente le transfert entre I’ entrée v et la sortie z

A(s) [

L M(S)

Figure 4.3 : Schémad’ un transfert nominal bouclé par des incertitudes.

Théoreme 4.4 — S M(s) et A(s) ont leurs pdles a partie réelle strictement négative,
alorsle systeme de lafigure 4.3 est stable pour toute matrice A(s) s

IMA|<1 = TM(jw)A(jw) <10 w. (4.4)
En appliquant le théoréme 4.4 a chacune des cing formes d'incertitudes non structurées

introduites auparavant, nous obtenons cing conditions de robustesse en stabilité du
systéme bouclé suivant la forme adoptée.

Théoréme 4.5 (forme additive) — Le systéme bouclé soumis a des incertitudes additives
(4.1) est stable s :

(0, (jw)a(K (i), +G(jwK(jw)?)<1 Dw. (4.5)

Théoreme 4.6 (forme multiplicative directe) — Le systeme bouclé soumis a des
incertitudes multiplicatives directes (4.2) est stable s :

(b, (j@)oGK (o), +G(j @)K (j@)*)<10 w

. (4.6)
7(.(10)a(K (G, +K(j0)G(j@)*)<10 @
les conditions (4.6) peuvent S écrire encore :
o(b.(jw)a(T,(jw)<10, 7

(8. (jw)a(T,(jw)<10 w

Théoreme 4.7 (forme multiplicative inverse) — Le systeme bouclé soumis a des
incertitudes multiplicatives inverses (4.3) est stable s :
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(0. (j)a(l, +GjwK(jw))<10w,

. (4.8)
(0, (j@)a((l,, +K(i&)G(j®)*) <10 w
les conditions (4.8) peuvent S écrire encore :
o8 (jw)als,(jw)<1 e, 49)

70 (jw)a(S,(jw) <10 w

Remarque 4.2 :

Nous avons déja souligné que les matrices de sensibilités sont liespar S, +T, = |
et S, +T,=1,etdonc S, et T, (respectivement S, et T, ), et ne peuvent donc pas

étre faibles dans la méme plage de fréquences. On a donc intérét a modéliser les
incertitudes sous différentes formes (par exemple, une sous forme multiplicative
directe et une sous forme multiplicative inverse).

Les résultas des paragraphes 4.2 permettent I’ analyse de performances nominales et de la
robustesse en stabilité d'un systeme de matrice de transfert nominae G(s), pour un

régulateur K(s) donné. Nous nous intéressons dans le paragraphe qui suit, a la fagon de
traduire les conditions de performances et de robustesse citées précédemment sous une
forme qui permet de guider le choix de ce régulateur et pour en faciliter auss sa synthese.
On peut donc adopter comme objectif de déterminer un régulateur qui établisse un
compromis entre les performances nominales et la robustesse en stabilité vis-a-vis des
incertitudes. Le concept de « loop-shaping », introduit par la suite répond a cet objectif.

4.4 Synthesedu regulateur
4.4.1 Objectifsdesynthése: concept de « loop-shaping » ([Doyle J. C., 1991])

D’ aprés la remarque 4.2 nous choisissons deux formes d’incertitudes, I’ une, sous forme
multiplicative directe en sortie, et |’ autre, sous forme multiplicative inverse en sortie:

G(jw) = (I, +8,(j@)G(jw) avec [A,(jw) < (@) Dw

=, : . . (4.10)
G(ja) = (I, +A(jw) "G(jw) avec [A(jo)| < () Daw

Les deux conditions de robustesse en stabilité correspondant aux deux incertitudes (4.10)
sont :
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o8 (jw)a(s,(je))<1 Da

7(0,(jw)a(T,(jw)<1 0w (4.12)

L es performances nominales sont obtenues lorsque qu’ on a un bon suivi de la référence et
une bonne réjection des perturbations pour le systeme nominal en cherchant a rendre la
norme de S, =(l, +GK)™ la plus faible possible. Par ailleurs, d’aprés la premiére
condition de (4.11), cet objectif est cohérent avec la recherche de robustesse en stabilité

pour des incertitudes modélisées sous forme inverse. Toutefois, tout processus étant
globalement passe-bas, GK est faible en hautes fréquences, ol I'on adonc S, =1 .

L’atténuation de la norme de S, et donc I'obtention de performances nominales

satisfai santes doit étre recherchée en basses fréquences. Cet objectif peut étre traduit par la
condition suivante :

a(s,(jw)< = L 0 w<a, (4.12)

o AIS(Ja)))

Par contre si I’on cherche la robustesse en stabilité, la deuxiéme condition de (4.11),
indique que I’ on doit chercher a minimiser T, = GK(I , + GK)™. Par ailleurs, cet objectif

est cohérent avec la réection des bruits de mesure, or GK est grand en basses fréquences,
ou I'on a donc T, =I,. L'aténuation de T, doit donc étre recherchée en hautes
fréquences, ou les erreurs de modélisation sont en général importantes. Cet objectif se
traduit par la condition suivante :

_ . 1
a(Ty(jw))<m 0 w>w,. (4.13)

Les deux conditions (4.12) et (4.13) peuvent auss S €écrire sous laforme suivante

(0, (jw)<a(G(jiK(jo))  Dw<q,
1 (4.14)

ﬁ(G(Jw)+<(jcu>)<m Ow>a,

{E(Ty(ja)))Dﬁ(G(ja))K(ja))) 0w>w,
o(s, (i) DaG(iwK(j@)  Ow<w,

Notons que le choix des pulsations spécifiques w, et w, dépend des applications et des

connaissances que |I’on posséde sur les vaeurs des incertitudes (dans notre cas ces
incertitudes sont les erreurs de réduction, que I’ on sait bien calculer numériguement).
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Les conditions de (4.14) définissent ains un gabarit qui doit étre satisfait par les valeurs
singulieres de la matrice de transfert de boucle ouverte GK, ce qui facilite la synthese du

régulateur (la méthode de synthese s appelle synthese par loop-shaping) : il est plus
smpleen effet derégler GK que S, et T, .

Remarque 4.3:

Les conditions (4.14) illustrent le compromis classique précision / stabilité: toute
augmentation des vaeurs singulieres améliore les performances en basses
fréguences (précision) mais peut entrainer I’'instabilite. Donc le meilleur compromis
est obtenu s I'on arrive a rapprocher le plus possible les valeurs singulieres
inférieures et supérieures de GK , et leurs donner une allure monotone décroissante.

La plupart des méthodes de synthese de régulateur, monovariables ou multivariables,
peuvent étre interprétées en terme de « loop-shaping », il existe toujours dans toute bonne
méthode de commande un certain nombre de degrés de liberté que doit gérer I’ utilisateur,
ce gu'il peut faire en tenant compte d objectifs tels que ceux présentés ci-dessus. Nous
montrons comment les techniques de la commande LQG peuvent étre adaptées dans cet
esprit. Afin de répondre & notre probléme qui consiste a chercher un régulateur optimal
robuste K qui vé&rifie les contraintes de larelation (4.14), nous utilisons la technique de la
commande LQG/LTR a pondérations fréquentielles. C'est une méthode d’ optimisation
avec un co(t quadratique dans laguelle les pondérations varient en fonction de la
fréquence.

4.4.2 Commande LQG/LTR apondérationsfréquentielles

Les contraintes (4.14) obtenus précédemment constituent une base sur laquelle peut étre
élaborée une méthode de commande multivariable. L’ approche que nous présentons ici,
consiste en une adaptation et un prolongement de la méthode LQG classique afin de
prendre en compte les objectifs de performances nominales et de robustesse en stabilité
enonces plus haut.

La synthese d'un régulateur LQG classique comporte deux étapes, duales et
indépendantes :

- lasynthese d un retour d’ état par optimisation d’ un critere quadratique.
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- lasyntheése d'un filtre de Kalman permettant d’implanter la commande a partir des
seules mesures disponibles.

L’ approche LTR consiste a synthétiser I’un des deux ééments en prenant en compte les
objectifs de performances et de robustesse, puis a calculer I'autre afin que la matrice de
transfert de boucle ouverte de I’ ensemble se rapproche progressivement de celle obtenue a
la premiere étape, d'ou son nom (LTR = «Loop Transfert Recovery »). L’ approche la
plus naturelle consiste a calculer d’ abord le retour d’ état puis le filtre de Kalman.

Si I'état d'un systeme est entierement mesurable, le filtre de Kalman n’est pas nécessaire.
On obtient aors le régulateur optimal LQ. Par contre lorsgue I’ état du systeme n’est pas
entierement mesurable, on implante la commande par I'intermédiaire d’un observateur.
Comme dans le cas du systeme monovariable le régulateur optimal LQ du systéme
multivariable possede aussi des propriétés de robustesse et de performances remarquables
tres intéressantes (condition de différence de retour). La question que I’on peut se poser
maintenant est de savoir comment récupérer les mémes propriétés de robustesse et de
performances pour le régulateur optima LQG, sachant que I’ introduction, sans précaution
particuliere, d’un observateur fait perdre les propriétés de robustesse du régulateur LQ. Le
théoréeme du LTR que nous présentons permet de répondre a cette question. 1l été montré
en effet que, méme dans le cas monovariable, |'observateur pouvait amener une
dégradation considérable des marges de stabilité [Doyle J. C, 1981], il convient donc de
faire en sorte que le calcul de I’ observateur ne dégrade pas ces propriétés, en particulier en
ce qui concerne la robustesse. Différentes approches ont été envisagées pour traiter ce
probleme [Doyle J. C., J. B. Moore, B. D. Anderson, M. Athans, G. Stein, 1989]. Toutes
partent du méme principe: pour retrouver le compromis performances / robustesse du
régulateur optima LQ, il suffit que la matrice de transfert de boucle du régulateur LQ
(sans observateur) soit voisine de lamatrice de transfert de boucle du régulateur LQG.

 Matricedetransfert de boucle du régulateur LQ

Considérons le probleme du régulateur optimal LQ classique, solution du probléme de
minimisation du critere quadratique J suivant :

) {)‘((t) = AX(t) + Bu(t)

4.15
y(t) = Cx(), @19
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+00

3= [(y®)" Qy(®) +u®)" Ru(t)) dt, Q=0, R>0. (4.16)

0

En utilisant e théoréme de Parseval, e critere Sortie / Entrée (4.16) est équivalent a

J :Zif(v(jw)DQY(jw)+U(jw)DRU(jw)) de. (4.17)
ﬂ—oo

Notons que les deux pondérations Q et R sont les mémes dans tout le domaine de
fréguences, ce qui parait une vue simpliste étant donné la dépendance fréquentielle des
différents signaux. Afin de répondre a nos objectifs de robustesse et de performances,
ans que pour faciliter la synthése de notre commande optimale robuste, nous
introduisons des pondérations fréquentielles Q(j«) et R(j«), qui peuvent S interpréter

comme des filtres agissant sur I’ entrée et la sortie du systéme, le critére J s écrit donc :

3= %Tj(v(jw)DQ(jw)Y(jw) +U(jw) R(jw)U (j@)) dew. (4.18)
L a décomposition spectrale suivante : {Q(S) =QM9 Q) (4.19)
R(S) — Rl/Z(S)DR1/2 (S),
permet de définir deux variables auxiliaires {q(s) =REEUE (4.20)
Y (s) =Q"*(9)Y(9).

Notons G(s) =C(sl,, - A)™"B, la matrice de transfert du systeme (S), les deux variables

auxiliaires pouvant étre interprétées comme les nouvelles entrées et sorties d’' un systeme
augmenté représenté par un schéma bloc sur lafigure 4.4a

Systeme augmenté
+ U u 1/2 Y]
4@7 N Rl o L4 Q v,
v X v X ! X,
K, K K
L] | °

Figure 4.4 : Schéma du régulateur a pondérations fréquentielles.
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Lecritére (4.18) peut alors se mettre souslaforme:

J =2if(\?(jw)ﬂ\?(jw)+U(jw)DU(jw)) dew. (4.21)
ﬂ—oo

Le probleme d optimisation du critére (4.18) est donc équivalent a calculer le régulateur
optimal LQ, solution du probléme suivant :

min T(V(t)‘ y(t) +a(t) a(t)) dt, (4.22)

pour le systeme augmenté (S, ) d'état X =(Xz , X , X,)", défini par

(RY?) {X = AgXg + BgU
u=CyX; + DgU,
{)‘( = Ax+Bu

4.23
y=Cx (4.23)

(S)

V2 Xq = AgXq + Byy
@) {y:CQxQ+DQy.

Leregulateur est alorsdelaforme: U = -K xg — Kx— Ky X,.

Afin de choisir convenablement les filtres R™2? e QY?, on peut se baser sur les

observations suivantes :

- Les pondérations sur la commande R™?(s) permettent une décroissance plus rapide

des valeurs singulieres de la matrice de transfert GK hors bande passante, améliorant la
robustesse et le filtrage des bruits dans ce domaine de fréquence: s n, est I’ordre du

filtre R™/?(s), on constate une décroissance en (-1-n.) x 20dB/ décade.

- Les pondérations sur la sortie QY?(s) agissant dans la bande passante permettent un
accroissement de pente de n, x20dB/ décade, ol n, est I’ordre du filtre QY%(s). Elles

permettent donc I’ obtention de meilleures performances en basses fréquences, telles que
le suivi delaconsigne ou le rgjet des perturbations.
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* Matricedetransfert de boucle du régulateur LQG

Avant de calculer I’ observateur assurant le recouvrement souhaité (rapprochant les deux
matrices de transfert des régulateurs LQ et LQG), nous rappelons tout d’ abord quelques
résultats fondamentaux obtenus par la théorie classique du régulateur LQG [Kawkernnak
H., R. Sivan, 1972] [G. Duc], [Anderson B. D. O., J. B. Moore, 1989].

Soit un systeme défini par lareprésentation d’ état suivante :

{)‘((t) = AX(t)+Bu®) +v(t),  x0O", uDO", (4.24)

y(t) = Cx(t) + w(t), yooP,

ou v et w sont des bruits blancs centrés, de matrice de variance-covariance :
Efw’} =v 20, g ww} =w >0

Le régulateur optimal LQG classique qui réalise I’ optimisation du critere quadratique :

ty - +o0
f o

J=lim E{tij'(x(t)T Qx(t) +u(t)’ Ru(t))dt} ; Q=0, R>0, (4.25)

est constitué de |’ association d’ un retour d' état et d’ un filtre de Kalman, soit :

{u(t) = —KX(t)

N R . (4.26)
X(t) = AX(t) + Bu(t) + K (y(t) — Cx(t)),

ou K et K, sont solutions des deux équations de Riccati suivante:

K=R'B'P

PA+ ATP-PBR'B'P+Q=0
K, =32B"W™
SA+A'Z-3C'W'CZ+V =0.

(4.27)

Nous présentons ici I'approche la plus utilisée [Doyle J., B. D. O. Anderson, G. Stein,
1987], qui utilise un filtre de Kalman particulier, en choisissant comme matrices de
variance-covariance de bruit (voir systéme (4.24)) :

Efw'}=V =V, +¢?BB’

o} =, (4.28)
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ou V, et W, sont les matrices de variance-covariance nominales des bruits, et g est un

parametre scalaire qui, d apres (4.24), a pour effet d augmenter la variance d’ un bruit
fictif agissant sur lacommande.

D’aprés I'expression du filtre de Kaman donnée en (4.26), la matrice de transfert de
boucle du régulateur LQ sans observateur s écrit :

Kio(s) =K(sl, - AB, (4.29)

de laméme fagon, la matrice de transfert de boucle du régulateur LQG s écrit :

K os(5) = K(8l, - A+BK +K,C)'K,C(sl, - A)'B. (4.30)

En considérant les matrices de variance-covariance (4.19), I’auteur dans [J. C. Doyle,
1981] adémontré le théoréme du LTR suivant :

Théoreme 4.8 (théoreme du LTR) — Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :

- dimy=dimu (p=m)

- G(s) =C(sl, —A)™'B est aminimum de phase (G(s) n’ a aucun zéro dans le demi-plan
droit Re(s)=0)
dorslorsgque g - +o : K () - K ,(9).

1/2

En choisissons comme filtres, R™2(s) un filtre du premier ordre et Q"2(s) un filtre &

retard de phase:
k 1+71
RY2(s)=—R—1_, QY*(s)=ky——1 . 4.31

) 1+7,s " Q) ©1+107,s ° (4:31)
On obtient grace au pré-filtre R™2(s) une décroissance rapide des valeurs singuliéres de
la matrice de transfert GK hors bande passante (—40dB/décade) améiorant ains la
robustesse en hautes fréquences et le filtrage des bruits; grace au post-filtre Q¥?(s), on
obtient une croissance des valeurs singuliéres dans la bande passante en (20dB/ décade)

garantissant de meilleures performances en basses fréquences. Ces deux filtres sont
utilises aussi pour calculer lerégulateur K (voir figure 4.4).

L’ approche que nous utilisons est I'application du LTR au régulateur optima LQG
(4.21) : elle consiste a augmenter lavaleur de g, jusqu’a ce que les deux transferts K, et
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Ko du régulateur LQ et du régulateur LQG se rapprochent (au sens des vaeurs

singulieres).

4.

Remarque 4.4 :

L’inconvénient de cette approche réside dans le fait qu augmenter g revient a

accorder plus d'importance au bruit d’ état, et donc a dégrader le filtrage de bruit de
mesure. Pour pouvoir donc limiter la sensibilité a ce bruit, on vatolérer en pratique,
un écart entre la matrice de transfert du régulateur LQ et celle du régulateur LQG, il
convient donc d arréter I’augmentation de q lorsgu’on a obtenu le recouvrement
dans une bande de fréquence garantissant le niveau de performances et de robustesse
souhaité. Dans le cas d’ un systeme a déphasage non minimal (G(s) ades zéros dans
le demi-plan droit Re(s) =0), le recouvrement exact ne peut pas étre obtenu, mais
on peut tenter dappliquer la procédure LTR précédente, afin de trouver un
recouvrement approché dans la bande de fréquence souhaitée, qui peut suffire a
obtenir un compromis performances/robustesse satisfaisant [Zhang Z., J.
Freudenberg, 1990].

 Meéthodologie utilisée

Réglage du régulateur LQ par pondérations fréquentielles (Loop Shaping) ;

Calcul de I’ observateur optimal X(t) = AX(t) + B(Cx, + D) + K, (y(t) = CX(t)) , avec
U = -Kgxg —Kx—Kyx, apartirde W =W, et V =V, +q°BB", pour q donné;

Comparaison des valeurs singulieresde K, et K ;

Si OK, aorsFIN, sinon : augmenter q et retouren 2

K o estcalculéapartir de U(s) - Kgxg(S) + K X(s) + KX, (S).

K oc €t calculé apartir de U(s) — Kgxg(s) + K X(S) + KyX,(9).

4.5 Application a notre modéle réduit de collocation

Nous avons d§a calculé le modele réduit (3.8) obtenu par la méthode de collocation, pour
lequel nous avons dga établi, a partir des simulations numériques, qu'il représente de
facon satisfaisante le comportement dynamique du modéle linéarisé de Saint-Venant
(2.29). Nous avons aussi calculé numériquement les erreurs de réduction qui se produisent
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dans I’ étape de réduction, et que nous avons exprimé sous forme multiplicative directe
A (s) et sous forme multiplicative inverse A (s) (voir formule (3.18)). Dans notre cas, le

modéle réduit représente le systéme nominal avec sa matrice de transfert G(jw) (voir

chapitre 3) et le modele linéarisé de Saint-Venant représente le systeme perturbé avec sa
matrice de transfert irrationnelle é(jw), les erreurs de réduction correspondant aux

incertitudes de modélisation. La méthodologie que nous avons dével oppée ci-dessus a été
appliquée a notre probléme, mais avec un recouvrement approché car notre modele réduit
est un systeme a déphasage non minimal, donc on ne peut pas espérer un recouvrement
total ( voir théoréme du LTR, Remarque 4.4).

Nous rappelons ici certaines notations et certains résultats que nous avons dga utilises
dans |e chapitre précédent :

Le modéle réduit est donné sous la forme suivante :

S) {)‘((t) = AX(t) + Bu(t) (4.32)

y(t) = Cx(t),

ou le vecteur d'état  x(t) = (h,(t),h,(t),......hy (1), Q,(1),Q,(t),.....Q\ (1)) ' est composé des
valeurs des tirants d’ eau et des débitsaux N points de collocation. Les matrices A; B ;C

sont explicitées au chapitre 3.

Les variables de commande u sont les variations du débit amont et de |la hauteur aval:

u(t))_(hy()

= = _ 4.33

"0 (uz(t)] (Qi(t)] @3

Les sorties mesurées du systeme sont choisies pour étre les variables complémentaires

suivantes:

yi(®) ) _(h(t)

= = . 434

0[50 lovo) @)

Pour les simulations numériques, nous utilisons les méme parametres du micro-canal que
ceux utilisés au chapitre 2 (voir tableau 2.1), les profilsinitiaux de débit et de tirant d’ eau
sont choisis uniforme le long du cana : h(x,0) =0.06 m; Q(x,0) =0.0021m*/s ; les
profils d’ équilibre uniforme de débit et de tirant d’ eau, que nous souhaitons atteindre via
la commande, sont donnés par: h, =0.1m; Q, =0.0046m*®/s. Nous prenons comme
matrices de variance-covariance nominalesW, =1, V, =1.
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Les résultats obtenus sont illustrés sur la figure 4.5a. Les valeurs singulieres supérieures
de la matrice de transfert GK de boucle ouverte sont comparées aux valeurs singulieres
des deux erreurs afin de vérifier que les contraintes de robustesse et de performances sont
satisfaites. Elle sont exprimées en fonction des valeurs singulieres de la matrice de
transfert de boucle ouverte GK , les parametres choisis pour les filtres sont kr=1, 1z=50,
ko=300, 15=0.01.

150 9B
7(GK)
100
o (GK)
g(hy)
50 \\‘ 1
/0_ (Ty) T,
0 //L - N\MMMMMWMM
1 \

- 7(S,) o, log()

10 107 10° 10° 10"

Figure 4.5a : Concept de «loop-shaping » dans le cas uniforme.

Nous avons dé§a souligné au chapitre 3 que dans les canaux a surface libre réels, le régime
d équilibre est un régime non uniforme, donc il faut bien s assurer que notre commande
optimale déja dével oppée respecte aussi les contraintes de robustesse utilisées auparavant
pour la synthése de cette commande. De la méme fagon nous tracons sur la figure 4.5b,
les contraintes de robustesses exprimées en fonction des valeurs singuliéres de la matrice
de transfert GK, et les valeurs singulieres des erreurs dans le cas d'un régime non
uniforme (voir figure 4.5b). On constate que, méme dans le cas du régime non uniforme,
les erreurs de réduction respectent aussi les conditions de robustesse données par les
relations (4.14).
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Figure 4.5b : Concept de « loop-shaping » dans le cas non uniforme.

451 Validation dela commande

La validation de la commande se fait en plusieurs étapes. La premiere étape consiste a
valider la commande sur le modele nominal (modele de collocation des équations de
Saint-Venant linéarisées) ¢ est-a-dire sur le modél e utilisé pour la calculer. Ensuite dans le
but de tester la validité de cette commande sur des modéles complets, et donc sa
robustesse par rapport au modele nominal, la commande est appliquée a des modéles
perturbés, modele de Saint-Venant linéarisé de Preissmann et le modele de Saint-Venant
non-linéaire de Preissmann. Les résultats de ces validations sont représentés sur les
figures4.6 , 4.7 et sur lafigure 4.8 et 4.9.

x 10° Debit ds le canal m3/s Tirant d'eau ds le canal m

m3/s
meters,m

0 26 46 Eb Sb 1(50 léO 14‘10 160 0 26 46 Gb Sb 1(50 léO 14‘10 160
Temps,seconde Temps,seconde
Figure 4.6 : Profils des débits et destirants d’ eau cal cul és tous les métres pour
le modéle de collocation des égquations de Saint-Venant linéarisées.



ma3/s

m3/s

X 10'3 Debit ds le canal m3/s Tirant d'eau ds le canal m

meters,m

0 2‘0 46 66 86 160 1‘20 14‘10 160 O'050 26 46 66 86 160 1é0 14‘10 160
Temps,seconde Temps,seconde
Figure 4.7 : Profils des débits et des tirants d’ eau cal cul és tous |es metres pour
le modele de Preissmann des équations de Saint-V enant linéarisées.
x 10° Debit ds le canal m3/s Tirant d'eau ds le canal m
6

meters,m

\ /
\ /
\ /
\/
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Temps,seconde Temps,seconde

Figure 4.8 : Profils des débits et destirants d’ eau cal cul és tous |les métres pour
le modéle de Preissmann des équations de Saint-V enant non-linéaires.

Commande

. . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Temps,seconde

Figure 4.9: Commande en débit amont et tirant d’ eau aval.
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+ Validation dela commande sur un canal rédl

Dans ce paragraphe nous allons tester notre loi de commande optimale robuste sur un
canal réel. Nous prenons comme exemple le canal utilisé dans [Dulhoste J. F., 2003],
caractérise par :

un cana de longueur L =20 km et de largeur B=1m ; un tirant d'eau d équilibre a
ateindre h, =15m et d'une débit d’ équilibre Q, =3.4884 m’s™, avec un nombre de

point collocation N =15, e les conditions initides h(x,0)=0.3376 m
Q(x,0) =1.5273 m®s™.

Tirant d'eau en 15 points de collocation . . .
> Débit au 15 points de collocation

1.8}

1.6}
1.4)
1.2}
1l “1 i
0.8

0.6

0.4

0.2 . . . . . . . 0

x 10" Temps, s x 10°

Figure 4.10 : Profils des débits et des tirants d’ eau calculés en 15 points de collocation
pour le modéle de Saint-Venant linéarisé de collocation.

452 Validation del’ observateur

D’ aprés lafigure 4.4, I’ algorithme de commande avec |’ observateur peut se mettre sous la
forme du schéma bloc suivant :

Systeme augmenté
u —
y y
» G » QY? >
XQ
K L observateur || v
KQ

Figure 4.11 : Schémadu régulateur avec observateur.
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En utilisant la technigue de recouvrement approché développée auparavant, |’ observateur
peut étre calculé a partir de la relation (4.26). Il permet la construction de I'état x du
systéme a partir des seules variables mesurées : débit aval et tirant d’ eau amont. Lafigure
4.12 illustre le recouvrement obtenu progressivement en augmentant la valeur de q,
tandis que les figures 4.13, 4.14 représentent |a validation de |’ observateur sur les trois
modéles d§ja utilisés pour la validation de la commande.

Valeurs singuliéres de LQ et LQG

Valeurs singuliéres de LQ et LQG
g=10

g=1 140

140

10* 10° 102 10? 10° 10 107 10* 10° 107 10" 10° 10t 102

Frequence (rad/sec) Frequence (rad/sec)

Valeurs singulieres du LQ et du LQG
140 4=100
T

-60 I .
10+ 102 100 102 104

Frequence (rad/sec)

Figure 4.12: Valeurssingulieresde K, et K .
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hlin - hobs, modéle de Preissmann

0] 20 40 60 80 100 120 140 160 100 120 140 160
Temps, s Temps, s

Figure 4.13 : Valeurs d erreurs (Qlin-Qobs) et (hlin-hobs) entres les valeurs des débits réels et
observés, ains les valeurs des hauteurs réelles et observées, tous les métres pour
le modéle de Preissmann des éguations de Saint-V enant linéarisées.

x 10° Qnol - Qobs, modéle de Preissmann hnol - hobs, modéle de Preissmann

2 I . . . . . . ! . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Temps, s Temps, s

Figure 4.14 : Valeurs d erreurs (Qnol-Qobs) et (hnol-hobs) entresles valeurs des débits réels
et observes, ainsi les valeurs des hauteurs réelles et observées, tousles metres
pour le modéle de Preissmann de Saint-Venant non-linéaire.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué une méthode pour la conception d'une loi de
commande robuste aux erreurs résultant de la réduction du modele d éguations aux
dérivées partielles de Saint-Venant. La commande a été développée en utilisant la
méthode de commande LQG/L TR a pondérations fréguentielles. Un observateur optimal a
été également développé; il permet de reconstituer I’ état du systéme a partir des seules
mesures, en tenant compte des objectifs de robustesse et de performances. La commande
et I’ observateur ont été appliqués aux trois modéles : modéle de collocation des équations
de Saint-Venant linéarisées, modéle de Preissmann des équations de Saint-Venant
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linéarisées, modéle de Preissmann des éguations de Saint-Venant non-linéaires. La
robustesse a été éudiée par smulation sur des systemes perturbés, €loignés du systeme
nominal. Les résultats de simulations réalisés montrent un comportement trés satisfai sant
de la commande et de |’ observateur. Il est a noter que, méme si I’ accent a été mis sur la
robustesse vis-avis des erreurs de réduction, la méthodologie permet d'intégrer des
gabarits d'incertitudes sur les parametres physiques du systémes (pente, frottement ou
géométrie du canal). De plus, il est possible d appliquer la méme méthodologie en
utilisant une synthése H_, quelle que soit la méthode (LQG/H, ou H_) I'important est
de satisfaire les gabarits fréquentiels permettant obtenir les performances et |a robustesse
désirées (L oop-Shaping). Dans le chapitre 7, nous présentons des résultats expérimentaux
sur le micro-canal de Valence permettant de confirmer les performances et |a robustesse
de la méthodologie de commande. Une fois les entrées optimales calculées et exprimées
en termes de débit amont et de tirant d’ eau aval, elles doivent encore étre réalisees al’ aide
des deux vannes situées a chague extrémité du bief, car en pratique les vraies entrées de
commande sont les ouvertures des vannes. Ceci signifie qu’il est nécessaire de prendre en
compte maintenant les lois des vannes. Le probleme qui se pose alors est de trouver les
deux ouvertures de vannes (voir les figures 2.1 et 2.8) telles que le débit amont et tirant
d eau aval soient le plus proche possible des valeurs optimales dgja calculées. La réponse
a ce probleme est présentée dans le prochain chapitre.
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Chapitre5

Réalisation de la commande optimale via la régulation des
vannes

5.1 Introduction

En générd, il existe deux types de commandes pour la commande des canaux d’irrigation
a surface libre, selon que les ouvrages (vanne, déversoir, ...) sont pris en compte ou pas
[Maaterre P.O., 1998] : les débits (Q) ou les ouverture des vannes (6) . Dans le premier
cas, il sera nécessaire de transformer le débit de commande en une valeur d’ ouverture de
vanne, car il s'agit, dans un systeme réel, de la seule variable physique de commande du
bief. Nous avons vu précédemment (dans le chapitre 4) comment générer des commandes
optimales en boucle fermée, exprimées en termes de débit amont et de tirant d’ eau aval.
Ces commandes doivent donc encore étre réalisees a I’aide des deux vannes situées a
chaque extrémité du bief (voir figure 5.1). L’objectif de ce chapitre est de montrer
comment transformer ces deux variables de commande en deux ouvertures correspondant
aux deux vannes, I'une située a I'amont et |'autre, a I’aval, en tenant compte de la
dynamique propre des vannes (les vannes ne réagissent pas instantanément a une
consigne d’ ouverture). Notre approche consiste a déterminer ces deux ouvertures afin
que le débit amont et le tirant d’ eau aval calculés a partir des équations des vannes soient
le plus proche possible des valeurs optimal es, solutions du schéma de commande LQG/H,
(ne prenant pas en compte les équations de vannes). Pour résoudre ce probleme, nous
utilisons une méthode de régulation optimale LQ. La commande optimale ainsi calculée
pour les deux vannes sera validée sur les trois modéles habituels : modele de collocation
des éguations de Saint-Venant linéarisées (notre modéle de commande), le modéle de
Preissmann des équations de Saint-Venant linéarisées et le modéle de Preissmann des
équations de Saint-Venant non-linéaires.



5.2 Typesdecommande utilisésen irrigation

Rappelons que, dans cette étude, nous avons chois comme systéme a surface libre un
canal avec un seul bief délimité par deux vannes: une vanne a I’amont et une vanne a
I’aval (voir figure 5.1).

vanne amont vanne aval

am

Figure 5.1 : Schémadu bief délimité par deux vannes.

Sur ce bief de canal, trois configurations sont possibles: I’ utilisation de la vanne située a
I’amont du bief comme commande (appelée commande par I'aval, car on cherche a
réguler le niveau a I’aval du bief), I’ utilisation de la vanne située al’aval du bief comme
commande (appel ée commande par |I’amont, car on cherche a réguler le niveau al’amont
immeédiat de la vanne de commande), ou I’ utilisation des deux vannes (appel ée commande

Tirant d’ eau controlé l I Tirant d’ eau controlé l
Q \L
— 5

Amont -

Aval Amont o Amont
Av Aval

Commande par I'aval Commande mixte Commande par I’amont

mixte), (voir figure 5.2).

| L

Tirant d’ eau contrblé

Figure 5.2 : Typologie de lacommande d’ un bief.

La commande (en tirant d'eau) par l'aval présente la particularité de conduire
indirectement a une commande en débit. On trouve dans [Chevereau G., 1991, J. L.
Deltour, 1992, X. Litrico, 1999, M. L. Chen, 2001] des exemple de ce type de
commande.

Une commande (en tirant d’ eau) par I’amont en revanche ne conduit pas indirectement a
une commande en débit, et doit étre complétée par une commande en débit [Malaterre P.
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0., 1994]. Des exemples d’ application de cette commande se trouvent dans [Buyalski C.
P., 1991, J. Cardona, 1997, J. M. Compeas, J. C. Pages, 1997][Akouz K., 1997].

La commande mixte quant & elle garde la particularité de conduire indirectement a une
commande en débit. Quelques exemples récents de ce type de commande se trouvent dans
[Reddy J. M., 1997, A. Garcia, 1992, P. O. Malaterre, 1995, S. Sawadogo, 1995][
Malaterre P. O., J. M. Reddy, 1997, K. Akouz, 1997].

Dans cette these, nous avons adopté un schéma de commande mixte puisque nous
agissons simultanément sur les deux vannes du bief en cherchant a le réguler autour
d un régime d équilibre souhaité.

5.3 Modele d'un bief avec prise en compte de la dynamique des deux
vannes

Nous rappelons que le modele de base (modéle réduit (S.)) Sécrit sous la forme

suivante:

S) {)‘((t) = AX(t) + Bu(t) (53)

y(t) = Cx(t),

ou le vecteur d'éat  x(t) = (h (t),h,(t),......hy (), Q. (t),Q,(1),.....Q, (1)) ' est composé des

valeurs des tirants d’ eau et des débitsaux N points de collocation. La maniere de calculer
lesmatrices A ,B ,C est présentée au chapitre 3.

Rappelons également que les variables de commande u sont les variations de débit amont
et de hauteur aval:

C(u®) (R0
"o _(uxt)] _(Q;(o} &9

La commande optimal e robuste calculée au chapitre 4 a été dével oppée a partir du modele
reduit (S.), sans tenir compte de la dynamique des deux vannes qui délimitent le bief.
Comme nous I’ avons souligné, dans un canal rédl, les vraies variables de commande sont
les ouvertures des vannes.

Les conditions aux frontieres sont déterminées par les deux éguations des vannes aux
extrémités du canal, une vanne amont et une vanne aval, ces équations d’ ouvrage sont
données par :
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Q(x=0,t) = 1B,8,,(1)y/29(h,, —h(0" 1))

(5.5)
Q(x=L.t) = 1B,6,, (t)2g(h(L",1) —h,,),

avec .

. le coefficient de débit delavanne(0.6< 1< 0.7),

B, : lalargeur delavanne[m],

Q :ledébit[m®/s],

g : I'accélération de la pesanteur [ m/s?],

6...(t) :I'ouverture de lavanne amont [ m],

6., (t) : I'ouverturedelavanneaval [m],

h,. :letirant d eau al’amont de la vanne amont [ m],
h, :letirantdeau al’aval delavanne aval [ m],
h(0*,t) : letirant d'eau al’aval delavanne amont [ m],
h(L™,t) : letirant d'eau al’ava delavanne amont [ m],

Par ailleurs, il est nécessaire de prendre en compte la dynamigque de fonctionnement de
ces vannes [Dulhoste J. F., 2001], lorsgue celle-ci ne peut pas étre négligée par rapport a
la dynamique du bief. Cette dynamique est celle du moteur (ou vérin) qui actionne ces
vannes. Cette dynamique peut étre représentée par un filtre du second ordre de la forme
suivante (voir chapitre 2) :

o(t) + 6(t) = k,i, (1), (5.6)
ou 7 représente la constante de temps du moteur, k, , le gain statique €t i, , le courant
électrique fournissant le couple mécanique.

Sous forme d état, on obtient:  (S)) {XV O =Ax0+B,1) (5.7)
y, () =C,x, (1),
avec X, , A,, B, et C, sont donnés en chapitre 2 (relation (2.16)).

Les entrées de commande pour le systeme (S,) sont maintenant les courants éectriques
des deux vannes.
5.4 Probléme posé

Dans le chapitre 3, nous avons montré en simulation que la dynamique du modée
linéarisé de Saint-Venant est suffisamment proche de celle du modéle non-linéaire si nous
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n’'introduisons pas la dynamique des vannes. La principale cause de non-linéarité est en
fait le comportement hydrauliqgue non-linéaire des vannes, d’'ou I'idée de séparer le
probléme de commande du bief (voir figure 5.1) en deux niveaux :

- Premiérement, nous calculons une commande linéaire en boucle fermée, exprimée

en débit amont et tirant d'eau aval (C'est le schéma de commande optimale
déeveloppé au chapitre 4) a partir du modéle (S,).

- Deuxiemement, nous effectuons la régulation de vannes pour garantir que ces
commandes de débit amont et tirant d'eau aval sont obtenues. Notons At, la
période d’ échantillonnage de la commande LQG/H, (on note cette commande par
ug =(hi(t),Qy()"), et dt, la période d échantillonnage de la commande des
vannes. Comme la dynamique des vannes et généralement plus rapide que celle du
canal, nous avons généralement a faire & un probléme a deux échelles de temps:
dt << At. Nous pouvons poser le probleme comme un probléme de régulation des
vannes autour de consignes constantes du débit amont et du tirant aval spécifiées
sur chague période At par lacommande LQG/H,, ¢ est-a-dire comme un probleme
de stabilisation du systémes (S,) autour de I'éat d équilibre correspondant (a

I’ aide de commandes en courant des moteurs échantillonnées sur une période dt ).

L’ avantage de procéder ains réside dans le fait que I’on ne linéarise pas I’ équation des
vannes, ce qui est source d’ approximation supplémentaire.

5.5 Problemedereégulation desvannes

Nous cherchons ici a déterminer les ouvertures 6, et €, des deux vannes telles que le

débit amont rédl et le tirant d'eau aval réel soient le plus proche possible des valeurs
optimales fixées par la commande L QG/H..

A chague période At de calcul de la commande LQG/H, désirée u,, nous pouvons

facilement exprimer les objectifs de débit amont et de tirant d’'eau aval sous forme
d’ objectifs d’ ouverture de vannes, 82 et 8. En effet, connaissant Q,(At) et h, (At), ains

que Q(At) et hy(At), I'inversion des équations de vanne conduit aux expressions

suivantes des ouvertures désirées :

O = Q. (A1) 18,29 (h,,, —hy (A1)

(5.8)
6, = Qy (Bt)/ 1B, ,/2g(hy (&) = h,,).
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Notre objectif est alors de déterminer, sur chague période At, les deux entrées de
commande des vannes (courant amont i, (t) et courant aval i, (t)) afin de ramener les

sorties du systémes (S,,) et (S,,) respectivement aux valeurs 82 et 8¢ . Ceci peut étre
formulé comme un probleme de régulation optimale (d’ autres schémas de régulation sont

bien entendu possibles). Il s agit de trouver sur chaque période At les deux commandes
optimalesi_,(t) et i, (t) solutionsdesdeux problémes:

+00

min % [ ((Ham(t) ~68 +/12(iam(t))2) it
° (5.9)

+00

min % J (.0-e2) + 226, 0F) .

avec la dynamique des vannes, donnée sous forme de représentation d’ état

" Yam = CXams 519
X, = AX, +B,i
S av av VvV "av
(Sa) {yav _Cox., (5.11)

avec: X, = (0 (1), 6n0); X =0, 0, 6,0) . x¢, =0,6°); x,=(0,6°)

Les deux commandes optimales i, (t) et i, (t) sont données par les commandes par

retour d’ état suivantes:

() = —Pv(xam(t) - x;‘m) sur chaque période At &1
i, (t) = —Pv(xav(t) —xgv) sur chaque période At, (512

ou P, est lamatrice solution de I’ équation de Riccati associéee au systeme (A,,B,,C,).

D’un point de vue pratique, la mise en cauvre se fait avec une version échantillonnée de
ces lois de commande que nous ne détaillons pasici.

5.6 Résultats numériques

Pour la smulation numérique nous prenons les mémes parameétres et objectifs de
commande que ceux utilisés pour les autres simulations (parametres du micro-canal et
objectifs de commande du chapitre 4) et nous choisissons pour les autres paramétres
utilisés dans ce chapitre les valeurs suivantes :
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B,=01m; #=07;h,, =015m;h, =003m; k, =1; r=5e"s.

Quverture de vanne amont, m

Ouverture de vanne amont, m

0.08
0.03f

0.06
0.02|

0.04
0.01

0.02

0 : : ‘ 0 ‘
0 50 100Tgmps, s 150 200 0 2 4 & remps.® 10 12

Figure 5.3a: Ouverture de vanne amont. Figure 5.3b : Zoom : ouverture sur [0,12s].

Ouverture de vanne aval, m

Ouverture de vanne aval, m

0.14 0.1
0.12 |
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. | o006
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0 . . . 0
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Figure 5.3c : Ouverture de vanne aval.

Courant amont, A

Figure 5.3d : Zoom : ouverture sur [0,12s].

Courant amont, A

1.2 1
1,
0.8}
0.8+
0.6+ 0.6
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0.2}
0 T S k K K P
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Figure 5.3e : Courant électrique.

Temps, s

Figure 5.3f : Zoom : courant sur [0,12s].



1 Commande réelle et désirée
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\/

0 20 40 60 80Temp§,09 120 140 160

Figure 5.3g : Commandes réelle a partir des vannes et désiree v, = (h(t), Q, (t))".
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Simulation avec vannes et sans vannes (en pointillé)

Tirantsd' eau réel et désiré
0.12

0.11

0.1+

0.09

0.08 -

0.07

0.06

0.05

0.04 .
0 50

160 Temps, s150 200
Figure 5.4a: Tirant d'eau réel (ligne continue) et
désiré (ligne pointillé) aux mémes trois points de
collocation, modéele de collocation des équations de
Saint-Venant linéarisées.
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Figure 5.4c: Tirants d'eau rée (ligne continue) et
désiré (ligne pointillé) aux mémes trois points de
collocation, modéle de Preissmann des éguations de

Saint-Venant linéarisées.

Tirent d'eau réel et désiré

0 20 40 60

80 100 120 140 160
Temps, s

Figure 5.4c: Tirants d'eau réel (ligne continue) et
désiré(ligne pointillé) aux mémes trois points de
collocation, modéle de Preissmann des équations de
Saint-Venant non linéaires.

« 10° Débits réel et désiré

0 56 160 Temps, %50 200

Figure 5.4b: Débit réel (ligne continue) et désiré
(ligne pointillé) aux mémes trois points de collocation,
modele de collocation des équations de Saint-Venant
linéarisées.

% 10° Débits réel et désiré

80|'emp]§,0g 120 140 160

0 éO 4b 6‘0
Figure 5.4d: Débits réd (ligne continue) et
désiré(ligne pointillé) aux mémes trois points de
collocation, modéle de Preissmann des équations de
Saint-Venant linéarisées.

0 26 46 66 86 Taﬁggs léO 14‘10 160
Figure 5.4d : Débits réel (ligne continue) et désiré
(ligne pointillé) aux mémes trois points de
collocation, modéle de Preissmann des équations de
Saint-Venant non linéaires.
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Lesfigures 5.3 et 5.4 montrent qu’il est possible d assurer la régulation du bief en utilisant
ce schéma de commande a deux niveaux : on constate en particulier que la régulation des
vannes est efficace puisqu'elle n’introduit que trés peu d écarts entre le schéma de
commande intégrant les régulations des vannes (réponses dites réelles) et le schéma
n’intégrant pas ces vannes (réponses dites désirées).

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons dével oppé, au niveau de chague vanne, un régulateur optimal
LQ permettant de réaliser les objectifs de commande en débit amont et en tirant d’ eau ava
fixés par la commande optimale LQG/H,. Cette approche a été validée sur trois modéles :
le modele de collocation des équations de Saint-Venant linéarisées, le modele de
Preissmann des équations de Saint-Venant linéarise et le modéele de Preissmann des
équations de Saint-Venant non-linéaires. Les résultats de simulation montrent clairement
I efficacité de I’ approche utilisée. La validation de cette commande optimale (canal +deux
vannes) en pratique sur le micro-canal de Valence est présentée au chapitre 7. Dans le
prochain chapitre, nous nous intéressons a la commande optimale en dimension infinie du
modéle de Saint-Venant linéarisé. Afin de répondre a cette question nous utilisons la
théorie des semigroupes pour étudier la stabilité exponentielle, la stabilisabilité
exponentielle, et la détectabilité exponentielle. Nous montrons également en détail que
I’ opérateur associé aux éguations du modéle est un générateur de semigroupe. Enfin, nous
décrivons le moyen d’ obtenir une approximation en dimension finie du régulateur LQ en
dimension infinie, sur labase de I’ équation de Riccati d’ opérateurs associée.
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Chapitre 6

Commande optimale en dimension infinie

6.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre des résultats de recherche portant sur la commande
optimale des systémes en dimension infinie et son application au domaine particulier des
canaux d’irrigation a surface libre. La commande optimale, en dimension infinie comme
en dimension finie, nécessite une phase préalable importante : I’analyse dynamique des
propriétés de ce systéme qui assurent une solution au probléme. C’est pourquoi le début
de ce chapitre est consacré a I'analyse du modéle linéariseé de Saint-Venant dont la
dynamique est représentée par des équations aux dériveées partielles linéaires. Nous avons
choisi, comme modéle, le modéle linéarisé complet de Saint-Venant autour d' un régime
uniforme, ¢ est-a-dire tenant compte de la pente et du frottement, contrairement a ce qui
sefait souvent lorsqu’il s agit d’analyse (voir, par exemple, [Xu C. Z., D. X. Feng, 2000]).
Ce chapitre est divisé en trois parties. Dans la premiére, nous présentons des rappels et des
résultats originaux qui montrent que les opérateurs associés au modéle linéarise de Saint-
Venant satisfont les propriétés qui en font des générateurs de semigroupe. Dans la seconde
partie, nous en éudions la stabilité, la stabilisabilité et la détectabilité exponentielles (ces
deux dernieres propriétés assurant |’ existence et I’ unicité de la solution du probleme de
commande optimale adresse ensuite). Enfin, dans la troisieme partie, nous présentons le
moyen d obtenir une approximation en dimension finie du régulateur optimale LQ
(commande optimale en dimension infinie) sur la base de I'éguation de Riccdti
d opérateurs associée au probléme. La plupart des calculs et des démonstrations associés a
ce chapitre sont reportés al’ annexe 2 pour plus delisibilité.
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6.2 Repreésentation sous forme de semigroupe

Les résultats que nous présentons dans ce paragraphe concernent |’ analyse des systemes
distribués et utilisent la théorie dite des « semigroupes ». Afin de pouvoir appliquer cette
théorie au modéle linéarisé de Saint-Venant, nous devons préalablement le reformuler
sous la forme d’un probléme linéaire abstrait de commande (voir éguations (6.3)), en
choisissant les espaces d’ état, d entrées et de sorties appropriés. || faut ensuite vérifier que
la solution obtenue est effectivement générée par un semigroupe d' opérateurs linéaires et
bornés sur I’ espace d’ état choisi.

Dans le chapitre 2 nous avons dga calculé le modéle de Saint-Venant linéarisé autour
d un régime d équilibre uniforme. Il est donné par les équations suivantes :

oh__9Q

ot ox

9Q__oh_ _ aQ B

A Mg g HNTAR 6
h(x=1t) =u () ; QX=0,t) =u,(t)

h(x,t=0) =hy(x) ; Qxt=0)=Qy(X),

ou

B2h,® B%h’L 4J R,

= ey a =2 g = . _2gB*h’J.L
a=01-9 o ,a,=2 a,=g o7 (1+J,+ 3, ); aA_T_

Le modéle linéarisé de Saint-Venant peut donc s écrire :

. A&
ED=AT A

£(x0) =& (%) (6.2)
h(x=1t) =u(t) ; Q(x=01)=u,()

ou

. 0 -1 0 0
&(t) = (h(x.t) , Q(x,1)) etAl:(ai _ ] , Az{ ]

a, a; —a,

Le probléme linéaire abstrait de commande gque nous recherchons est un probléme dans
lequel la commande est distribuée et est présente dans |'équation d'état et non aux
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frontiéres (comme dans le modéle linéarisé de Saint-Venant (6.2)). Nous recherchons
donc un modele de laforme::

£(t) = A&(t) + Bu(t) avec £(t) 0 Z,0t0[0, T]
y(t) =C<(t) (6.3)
$(t)=¢,(x0Z,

ou &(t), I éat au tempst, doit étre un espace de Hilbert séparable de fonctions définies sur
le domaine spatial Q=[0,1]. Nous adopterons pour la suite le choix usue
Z=L,(00,1)xL,(0,1) ou L,(0,2) désigne I’ espace des fonctions de carré intégrable sur
Q. Dans les éguations (6.3), y(t) désigne la sortie du systéme et doit appartenir a un
espace de Hilbert séparable Y, pour tout t >0( de type 00", lorsque le systéme posséde
un nombre fini de sorties) ; u(t) est le vecteur des commandes et appartient pour tout
t >0 aunespace U (généralement detype O™). Les opérateurs A, B et C doivent étre
des opérateurs linéaires, définis entre les espaces appropriés et bornés en ce qui concerne
B et C. Notons £(Z) I'espace des applications linéaires bornées de Z dans Z . Afin
d appliquer les résultats de la théorie des semigroupes, et ensuite de résoudre un probléme
de commande optimale qu’il nous reste a formuler, nous passons par les trois étapes
suivantes :

- L’homogénéisation du probleme de commande aux frontiéres (6.2), c’ est-a-dire la
transformation de ce probleme en un probléme « standard » ou la commande agit
dans |’ éguation d’ état.

- Ladémonstration qui établit que I’ opérateur A est bien le générateur infinitésimal
d'un C,-semigroupe (' est-a-dire d'un semigroupe d opérateurs de £(Z), indexé

par le parametret et fortement continu ent (voir définition ci-apres).

- Le choix d'une sortie intéressante pour notre probleme de commande et sa
formulation a I'aide d'un opérateur de sortie COL(Z,Y) sous la forme

y(t) =C4(t) .

6.2.1 Homogénéisation

Il est clair que dans le modéle distribué linéarisé de Saint-Venant (6.2), I’entrée de
commande du systeme u(t):(ul(t) ,uz(t))t n'apparait que dans les conditions aux
limites: en x =0 pour le débit Q et en x=1 pour le tirant d’eau h. Nous sommes donc

dans |e cas d’ un probleme de commande aux frontieres.
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Pour nous ramener a une formulation standard (6.3), nous devons utiliser une technique
dite d « homogénéisation ». |l y a plusieurs techniques d’ homogénéisation possibles, mais
nous utilisons la plus connue qui consiste a introduire un opérateur B £(U,Z) calculé

de telle fagon gu’il « absorbe » les conditions aux limites (voir infra). Dans notre cas, nous
choisissons comme espace d'état Z=L,(0,1)xL,(0,1) et comme espace des sorties

U =0°. L’ opérateur B peut alors étre défini par :

10
Bu=1,u _(0 Ju 1Bl =1 (6.4
et, avec le changement de variable =€ +u, & = (ﬁ, ﬁ)t les équations (6.2) deviennent :

E0 =A%+ A&+ mu0-u0

£(x0)=&,(¥) (6.5)
h(x=1t)=0; Q(x=0,t) =0.

Le processus d’ homogénéisation fait donc apparaitre naturellement les deux intégrateurs
en amont des commandes qui ont dgja été utilisés dans le cas de la commande optimale

robuste de dimension finie. Définissons |’ espace d’état augmenté associé au probléme
(6.5) par Z°*=0%02Z, et lanouvelle commande par G (t) = u(t). Le probleme alors peut

d(u) [0 020u+|2~t
SR P R AL

£(x0) =&, (%)
h(x=1t)=0; Q(x=0,t)=0
u(0) =u,,

S écriresouslaforme:

(6.6)

avec 0, est lamatrice nulle dans 0 et 1, lamatrice identité dans (7. Le probléme peut

donc auss S écrire maintenant sous la forme « étendue » :

() {f (t)= AZEe(t) +Be(t) 67
£°(0) = &%(x),

ou:
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e 02 02 e I2 e z | e z '
A {AZB A2+A1%] B =[_|2]etf =, &) &0 =, Ex0).

L’ opérateur A® est défini sur ledomaine: D(A®) =U O D(A,), avec
AE:A2+A1% et D(A) =102 / h(x=1t)=0, Q(x=0,t) =0}
=42).

Notons que I’ opérateur B® est bien borné (B® 0 £(0?,Z°) et ‘Be

£(0%,2°)
6.2.2 C,-semigroupe associé au modéle de Saint-Venant linéarisé

Avant de montrer que la solution du probleme augmenté (S°®) est bien engendrée par un

semigroupe, nous rappellons d abord la définition d’un semigroupe et celle du générateur
infinitésimal qui lui est associé [El Ja A., M. Amouroux, 1990], ains que certains
résultats [Curtain R. F., H. J. Zwart, 1995] que nous utilisons par la suite.

Définition 6.1 (définition C,-semigroupe) — Un semigroupe fortement continu
d opérateurs linéaires et bornés sur Z est une famille d’ opérateurs linéaires (T(t)),., de
L(Z) vérifiant :

(i) T(O) =1, (identitédans Z)

(i) T(t+s)=T(t)oT(s),0t,s=20

(i) 0zOZ, |T(t)z-Z, - 0,quand t — 0"

On note simplement « T(t) est un C,-semigroupe sur Z ».

Définition 6.2 (définition du générateur infinitésimal) — Soit (T (t)),,, un C,-semigroupe

fortement continu sur Z . L’opérateur A défini par :

Az:IimT(t)tZ_Z,

t-0"

s appelle le générateur infinitésimal du semigroupe (T(t))tzo. Il sagit d'un opérateur
linéaire dont le domaine est défini par :

D(A) := {zmz %

lim existe}.
t-0"

En général, cet opérateur n’est pas borné sur son domaine.
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Remarque 6.1:

Montrer qu'un opérateur T(t) est un C,-semigroupe est souvent délicat et il est
parfois plus aisé de montrer qu’ un opérateur A apparaissant dans une équation d’ état
abstraite (telle que (6.7)) est un générateur infinitésimal et donc engendre un
semigroupe qu’il n’est pas nécessaire ou possible de calculer explicitement. Il existe
en effet de nombreuses caractérisations des opérateurs A qui sont générateurs
infinitésimaux (voir [Curtain R. F., H. J. Zwart, 1995]).

Lemme 6.1 [Curtain R. F., H. J. Zwart, 1995] — Soient A, et A, deux générateurs

infinitésimaux associés aux deux C,-semigroupes T,(t) et T,(t) définis respectivement
sur lesespaces Z, et Z,. Supposonsque D0 £(Z,,Z,) et que

ITi )] < Mje*, i=1,2
alors, I’ opérateur
afA O
D A,)

defini sur D(A)=D(A,)0D(A,) est le générateur infinitésmal associé au C,-
semigroupe T (t) définisur Z=2,0Z, par :

T®» 0

T :(S(t) T,

] , S(t)x = sz(t -S)DT,(s) xds.

Deplus, il existe M >0 tel que |T(t)| < Me™ avec w=max(w,, w,).

Théoreme 6.1 [Curtain R. F., H. J. Zwart, 1995] — S I’opérateur A engendre un C,-
semigroupe T(t) sur Z et s DOL(Z). Alors A+D engendre également un C,-
semigroupe T, (t) sur Z. Deplus, s |T(t)|<Me”, alors

[T, ()] < Met“iPbe,

» Caractérede semigroupe du moddelinéarise
A notre connaissance, dans les travaux antérieurs, la «formulation semigroupe» du
modéle linéarisé de Saint-Venant n’ a été établie de maniéere précise que pour le cas simple
du modéle sans frottement (voir, par exemple, [Xu C. Z., D. X. Feng, 2000]). C'est
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pourquoi, nous allons dans ce paragraphe montrer que I’ opérateur A°® défini par (6.7)
engendre en effet C,-semigroupe T(t) sur Z°* =070 Z.

Cet opérateur A® peut s écrire sous laforme:
Ae - Al 02
D A,J

avec
0
A1=OZ,A2=A2+Al&etD:A2.

Nous avons donc D0 .£(Z,U). D’ aprés le lemme 6.1, pour montrer que |’ opérateur A°
est un générateur infinitésimal il suffit de montrer que les opérateurs A, et A, le sont
auss. L'opérateur A, est un générateur infinitéessmal trivia ; il reste donc a montrer que
I’ opérateur A, est aussi un générateur infinitesimal. Cet opérateur peut s écrire :

A,=A+D , A= Aiai ,D=A,
X

notons que D0 £(Z,Z). D’ apres le théoreme 6.1, il suffit donc de montrer que A est un

générateur infinitésimal.

Finalement, pour montrer que I’ opérateur A est un générateur infinitésimal, il suffit de
montrer gue la solution du probleme

<~ _ ag
i(t)—Ai?—X
§(x0) =&, (x)

(6.8)

peut s écrire sous la forme & (t) = T(t)é avec T(t) un C,-semigroupe. Ce dernier résultat

est démontré al’ annexe 2.

Conclusion 6. 1:

L’ opérateur A°® engendre bien un C,-semigroupe T °(t).
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6.2.3 Sortiedu systeme

Nous choisissons parmi les différentes possibilités de choix de sortie du systeme, la
moyenne de |’état & autour d'un point d'observation x [0, 1] définie par |’ opérateur

C:
C&(9 = ][4, (0E()ax,
ou
1 s xO[x —€,x +&]
o, =12¢ o

X;
0 , ailleurs.

L’utilisation de la valeur moyenne de I’ état sur un petit intervale (i.e. € - 0), permet
d exprimer la sortie du systeme comme I'image de cet état par un opérateur linéaire borné.
A l'inverse, le choix comme sortie de la valeur de I’état en un point x; nous poserait

probléme car nous aurions alors un opérateur de sortie linéaire mais non continu (C' est-a
direnonborné) sur ¢ =0°0Z2=0°0L,(0,)xL,(0,1).

Le choix d'une valeur moyenne comme sortie peut par ailleurs se justifier par le fait que
les mesures réelles sont toujours des valeurs moyennes de par la physique des capteurs
utilisés.

Nous pouvons donc écrire les sorties de notre modele de Saint-Venant linéarisé, qui sont
le débit aval Q(x =L,t) et letirant d’eau amont h(x =0,t), souslaforme:

[3, Can(x, ox [6,00.0 0
y(t) =Cé(x) =| ! , C=| 0 . (6.9)
[ 3, (¥9Q(x 1) dx 0 [, (0.dx

avec

X, =0; x_ =1 (variables adimensionnelles)

1 } 1 }
— , 9 x40, e — , 9 xQ[1-¢,1

5 =1z [0,£] 5 =1z [ ]
0 , ailleurs 0 , ailleurs.
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L es sorties du systeme augmenté (S°) sont alors données par :
1 1 t
y(t) =C°&°(t)= ( [ 3., 0oh0xtydx, [ 4, ()Q(x.t)dx ] ;c°=(0, c) (610
0 0

Notons que I’ opérateur C°est borné (i.e. C° 0 .£(Z°,007)) et un calcul rapide montre que
en utilisant la norme induite par la norme canonique sur 0° 0 L,(0,1)xL,(0, 1),

\ C

Finalement le probléme augmenté peut s écrire sous la forme abstraite :

e

1
oz \fog

& (t) = AE°(t) + BoT(t)
(S%)y(t) =C*&°(t) (6.11)
£°(0) = &% (x).

6.3 Analyse dynamique du modéle de Saint-Venant linéarisé

De nombreux résultats existent concernant |'analyse dynamique des systemes de
dimension infinie en général (voir, par exemple, [Asch M., G. Lebeou, 1998, C. Bardos,
1992], [Clark S., Y. Latushkin, 2000, H. O. Fattorinni, 1966, 1975], [Keulen B. V., 1993,
J. L. Lions, 1968 ] et [Russell D. L., 1973]). Cependant, ces travaux ont été peu appliqués
au cas du modéle de Saint-Venant linéarise. On peut néanmoins citer les publications
récentes [Xu C. Z., D. X. Feng, 2000] et [Xu C. Z., G. Sdlet, 1999]. Dans ce paragraphe,
nous nous intéressons a |’ analyse dynamique du modele de Saint-Venant linéarisé complet
tel que représenté par les équations (6.7), ¢ est-a-dire incluant la pente, les frottements et
I”homogénéisation de la commande aux frontieres. En particulier, nous éudions sur ce
modéle les notions de stabilité exponentielle, de stabilisabilité exponentielle et de
détectabilité exponentielle qui sont importantes pour la suite (elles impliquent I’ existence
et I’unicité de la solution au probleme de commande LQ que nous adressons plus loin).
Nous rappelons au fur et a mesure les définitions de ces notions ains que les résultats
nécessaires pour les établir et notamment les résultats qui concernent les systemes
hyperboliques symétriques.
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6.3.1 Stabilité exponentielle

Nous éudions les différentes notions citées précédemment pour des systemes de la
forme:

z(t) = Az(t) + Bu(t), t>0
(S)! y(t)=Cz(t) (6.11a)
Z(0) = z,,
ol A engendre un C,-semigroupe (T(t)).,, BOLU,Z) & COL(Z,U). Nous

particularisons cette éude al’ analyse du systeme homogénéisé (6.11).

Définition 6.3 [stabilité exponentielle] — Le C,-semigroupe (T(t)),, est
exponentiellement stable S'il existe deux constantes strictement positives M et «
verifiant :
[T@®)]|<Me“ , t=0.
Remarque 6.2:

Le systéme (S) est dit stable s le semigroupe (T(t))., engendré par A est

exponentiellement stable.

Pour analyser la stabilité exponentielle du systéme (S), il peut étre utile de calculer
explicitement le semigroupe T(t) associé au systeme (6.11a), c'est-a-dire, en définitive,
de calculer une expression explicite de la solution de ce probléme de Cauchy abstrait.
Malheureusement, la plupart du temps, cela s avére laborieux, voire impossible. Pour le
cas du modele de Saint-Venant linéarisé Sil est possible de fournir une expression
explicite de la solution dans le cas sans frottement (voir annexe 2) il n’est par contre plus
possible de le faire pour le cas général. C’ est pourguoi nous utilisons plutét une approche
basée sur la caractérisation de la stabilité exponentielle dans le domaine de Laplace
(donnée & partir de I’ opérateur résolvant (sl — A)™ 0.£(2)).

Théoréme 6.2 [Curtain R. F., H. J. Zwart, 1995] - Soit A le générateur infinitésimal d' un
C,-semigroupe (T(t))., sur Z. Alors (T(t)),, est exponentiellement stable s et
seulement si (sl - A)™ OH,,(£(Z)) oul’espace
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H_(£(2) ::{G: C; - £(Z) | G est holomorphe, et sup ||G(s)||£(z) <oo}

Re(s)>0

avec €;:={ sOC / Re(s)>@ ledemi-plan (ouvert) complexe droit.

Par ce résultat, et du fait de la décomposition de I’espace Z° =0% 0 Z, nous pouvons
conclure que le C,-semigroupe T°(t) associé au générateur A° du probléme
homogeénéisé n'est pas exponentiellement stable puisque I’ opérateur résolvant présente
nécessairement deux poles en zéro correspondant aux intégrateurs qui apparaissent dans la
phase d homogénéisation de la commande aux frontieres (voir éguation (6.6) par
exemple). Cependant, et bien plus fondamentalement, il est possible de montrer que le
genérateur du probléme non homogénéisé engendre un semigroupe qui lui non plus n’est
pas exponentiellement stable au sens défini ci-dessus. En effet, intéressons nous au
générateur A, qui définit la dynamique des équations de Saint-Venant linéarisées « hors

homogénéisation » :

(S)

S

{{ 0=AF0 612
HOEPACY

avec

Ag:A2+A1% et D(A) =102 / h(x=1t)=0, Q(x=0,t) =0}

Il est possible de montrer que le C,-semigroupe T,(t) associé au générateur A, est un

opérateur non exponentiellement stable, ¢’ est-a-dire, en utilisant le théoréme 6.2 ci dessus
de montrer que (sl - A )" OH_(£(Z)). La démonstration de ce résultat fait I’objet de

|’annexe 2.B.3.
Conclusion 6. 2:

Le C,-semigroupe T°(t) associe au générateur A° N’ est pas exponentiellement stable.

La non stabilité exponentielle du modéle linéarisé ne résulte donc pas de la maniére dont
nous avons chois d’homogénéiser la commande aux frontiere mais est en quelque sorte
«interne » au modele de la dynamique de I’ écoulement. 1l convient cependant de noter
que la stabilité exponentielle en dimension infinie est une notion extrémement forte de
stabilité (décroissance exponentielle en norme) et que le fait qu’elle ne soit pas satisfaite
ici n’implique nullement I’ instabilité usuelle (ponctuelle) du systeme.

Nous avons pris la peine d’ énoncer ce résultat car il n’'apparait pas toujours clairement
dans les travaux traitant de cette question. Cependant, dans |’ approche de commande
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optimale que nous voulons mettre en oauvre, la stabilité exponentielle du semigroupe
Te(t) n'est pas nécessaire : sa stabilisabilité nous suffit.

6.3.2 Stabilisabilité exponentielle

Définition 6.4 (stabilisabilité exponentielle) — Le systéme (S) ou la paire (A,B) est
exponentiellement stabilisable s'il existe un opérateur F [0 £(Z,U) tel que I’ opérateur
(A-BF) engendre un semigroupe (T- (t))., exponentiellement stable.

t=0

Du fait de la décomposition cartésienne de I'espace Z* =0° 0 Z et du lemme 6.1, pour
montrer que la paire (A°,B°) est exponentiellement stabilisable, il suffit de montrer que
lapaire (A,,B) I'est. Afin de déterminer que c'est bien le cas, nous utilisons une théorie

développée pour les systemes hyperboliques symétriques dans [Xu C. Z., G. Sdllet, 2002].

* Misesousformed un systéme hyperbolique symétrique

Un systéme hyperbolique symétrique est un systeme décrit par des équations de laforme :

OR(x.t) _ G(x) OR(X,t)
ot 0x
R (0,t) =D,R"(0,t) (6.13)

R*(Lt) = D,R (L1)

R(x,0) = Ry(x),

+H(X)R(x,t), (x,t)0(0,)x0O"

ou

(1) R(x,t) est une fonction vectorielle de dimension nx1 pour tout (x,t) 0(0,)x0O".
Elle est décomposée en deux parties R(xt) = (R*(x.t),R"(x1)) avec R*(xt)00°,
R (x,t)OO%et p+q=n.

(i) H(x) est une matrice réelle de dimension nxn pour tout x.

(ilf)  G(x) est une matrice diagonale qui dépend de lavariable x qui S écrit :
G(x) = G(x O |
0 G'(x

avec G™(x) =diag(,(), 4,09, 4,(¥) et G"(x) =diag(A ., (x),4,.,(0 45,4 (X)) Ol
les valeurs propres A, de G(x) satisfont :

L)€, (0 <A () <AL (<A L)< A, (%),
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(iv) D, et D, sont deux matrices réelles constantes.

Pour de tels systemes hyperboliques, il est possible de caractériser facilement la
stabilisabilité exponentielle. A cet effet, notons G™(x) la matrice adjointe de G(x), G, (X)

la matrice des dérivées de G(x) par rapport a la variable x et | la matrice identité. La

stabilisabilité exponentielle est établie en supposant |es hypotheses suivantes :
(H.1) H()OC°(0,1;0™ e G()OC'([0,1;0™") (hypothéses de régularité).

(H2) A,(X)<0,pour j=1,2,---,p et A,,;(x)>0,pourj=1,2,--,q, et OxO[O, 1]

p+j

(hypothese de décomposition spectrale).

(H.3) Pour chaque x0O[0,1]] :

H(X)+H (X)-G,(x)<0 (6.14)
G ()+D, G'()D, <-r" | (6.15)
G'(0)+D, G (0)D, =r" | (6.16)

ou r- et r* sont deux constantes telles que r™+r* >0 (ces hypothéses garantissent

I’ existence d'un retour d’ état linéaire borné stabilisant).

En ce qui nous concerne, le probleme hyperbolique symétrique que nous avons a traiter
est défini sur un espace réel de Hilbert X = (LZ(O,l))n muni du produit scalaire suivant :

1n

(f.9), = [2 f (g () dx.
o k=1

L’ hypothese de séparation du spectre en une partie positive et une partie négative est liée

a |I"hypothese des écoulements fluviaux ou les valeurs propres de A sont de signes

contraires.

Théoreme 6.3 [Rauch J.,, M. Taylor] — S le systeme (6.13) Vérifie les hypothéses (H.1) a
(H.3), alors pour chaque R,O0X le systéme a wune solution unique

R(.,t)OC([0, +); X), et le semigroupe T,(t) sur X tel que R(,t)=T;(t)R, est
exponentiellement  stable, c'est-a-dire vérifie: [T, (1)| oo SMe@t20 ,  pour

M >0, a>0.
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Nous voulons montrer que le systeme (6.12) est exponentiellement stabilisable ce qui
revient a montrer qu’il existe un opérateur F O £(Z,U) tel que I'opérateur (A, -BF)

engendre un semigroupe (TF (t)) exponentiellement stable. Pour pouvoir appliquer le

t20

théoreme 6.3 a notre systeme, nous devons encore |’ écrire sous la forme hyperbolique
symétrique. Le systéme associé au générateur A, que nous considérons est décrit par

I’ équation d’ état abstraite :
HOE A%E(t) +AE(D)
£(0) = & (%)

Les valeurs propres de la matrice A sont A, = (-a, —+/A)/2 et A, =(-a, ++/A)/2 avec
A =a,’ - 4a, et lesconstantes
21, 3

B
a,=01-9 Qe;) ; a, =2,

définies précédemment. Il faut remarquer que c'est cette propriété fondamentale qui
établit le lien entre I'hypothése des écoulements fluviaux (a, <1) et celle de la

formulation hyperbolique symétrique. Nous posons ensuite :

1 1 -A, -
P= gpi=_1 2 ,
A A, A=A 1

les matrices de passage permettant le changement de base entre le base canonique et la
base des vecteurs propres de A . Pour un choix F O £(Z,U), le nouveau systeme bouclé
associé au générateur (A, —BF) Sécrit :

F = A%E(t)%?(t)—%?(t)
£(0) =& (%),

(6.17)

avec B=1,. Enfasant e changement de variable:

_ pF (RO 1 (=4, -T)(h(xb)
R(x,t) = P7&(x,t) ; [R*(x,t)]_ /]1—/]2( A 1j(é(x,t)}’

le systeme (6.17) devient



107

9 (R'(x,t)] _ ()ll 0 ji {R'(x,t)] N (P‘l (A -F) P{R'(x,t)]
ot | R"(x,t) 0 A, Jox|R"(x,t) R (x,t)
R™(0,t) =D,R"(O,1)

R"(Lt) = D,R (L1)

R(x,0) = Ry (),

qui est un systeme hyperbolique symétrique ou

G(X):(/;l /]Oj; H(x)=P™*(A,-F)P; D, =D, =0

2
avec G™(x) =4, <0 ; G"(x) =4, >0. En ce qui concerne les hypothéses du théoréme 6.2,
il convient de remarquer que::
- lesdeux hypotheses (H.1) et (H.2) sont satisfaites par construction.
- L hypothese (H3) se décompose en lestrois équations (6.14) a (6.16) :
0 pour larelation (6.14) il suffit de choisir I’opérateur F = A, de telle sorte
que H(x)=0,d ol H(X)+H (x)-G,(x) =0<0.
o Pour larelation (6.15) il suffit de choisir r™ > -A,.
o Pour larelation (6.16) il suffit de choisir r* = 4, .
D’aprés le théoréme 6.2 nous pouvons donc conclure que le systeme (6.12) est
exponentiellement stabilisable. Il en est donc de méme du systéme augmenté (S°) .

Conclusion 6. 3:

Le systeme augmenté (S°) est exponentiellement stabilisable s I'hypothese des

écoulements fluviaux est satisfaite.

Il convient de remarquer par ailleurs que dans le cas des écoulements torrentiels, celan’a

pas de sens d’ essayer de stabiliser le systeme a partir d' une commande al’ aval.

6.3.3 Détectabilité exponentielle

Définition 6.5 (détectabilité exponentielle) — Le systéme (S) ou la paire (A,C) est
exponentiellement détectable S'il existe un opérateur L L£(U,Z) tel que I’ opérateur
(A-LC) engendre un semigroupe (T, (t)),., exponentiellement stable.

De la méme fagon que pour la stabilisabilité, pour montrer la paire (A°®,C°) est
exponentiellement détectable, il suffit de montrer que la paire (A,,C) I'est, ce qui revient
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a montrer qu'il existe un opérateur L0 L(U,Z) tel que I'opérateur (A, —LC) engendre

un semigroupe (T, (t)),., exponentiellement stable.

t=0
Notons que I’ opérateur C dans notre cas est celui qui a été défini par la relation (6.9) et

qu'il sagit bien d'un opérateur linéaire borné sur Z. L’opérateur (A, —LC) peut donc
Sécriresouslaforme A -LC=A+D, avec

A:A&%etDzAz—LC.

Il est démontré a I’annexe 2.B.2 que I'opérateur A est le générateur infinitésimal d'un
C,-semigroupe (T (t))tzo dont le spectre est inclus strictement dans le demi-plan complexe

ouvert gauche. Donc, d’ apres le théoreme 6.1, si I’ opérateur D est borné alors |’ opérateur
(A, - LC) engendre aussi un C,-semigroupe (T, (t)),., tel que
[T.(®)] < M exp[ (- w+M|D| )1].

La stabilité exponentielle de (T, (t)).., est donc établiesi

t=0

-w+M|D|<0.

Il suffit pour celade choisir un opérateur L borné qui vérifie lacondition

w w2

= Srer =
M| ™

qui peut étre satisfaite par une matrice L constante bornée et suffisasmment petite. Il suffit
donc d'un opérateur linéaire borné —LC ou L vérifie la condition ci-dessus pour stabiliser
le générateur

AATAS,

qui sans celan’ est pas exponentiellement stable (voir annexe 2.B.3).

Conclusion 6.4 :

Le systeme augmenté (S°) est exponentiellement détectable.
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6.4 Commande optimale en dimension infinie

La commande optimale d'un systeme se traduit par la détermination d'une loi de
commande assurant la réalisation d’un objectif pour lequel le systéme a été congu. Cet
objectif est exprimé a I’aide d' une fonction «colt » dépendant de la dynamique du
systéme, laquelle fonction codt représente le critére a optimiser. Dans ce paragraphe, on
S intéresse ala commande optimale en dimension infinie (en boucle fermée) du modele de
Saint-Venant linéarise. Nous voulons garder le modele linéarisé en dimension infinie le
plus longtemps possible dans I’ étude et ne procéder a une approximation que pour le
cacul de la commande optimale. Contrairement a notre démarche des chapitres
précédents ou nous avons réduit le systéme linéaire a un systeme de dimension finie, il
S agit cette fois de réduire le retour d état optimal, ¢’ est-a-dire le régulateur LQ. Nous
conservons comme objectif de régulation I’ atteinte de consignes sur le débit aval et le
tirant d’eau amont d’un bief , et nous souhaitons pour ce faire utiliser le « méme » critére
quadratique que précédemment, mais défini bien sir pour un état dans Z. Pour cela nous
utilisons la théorie existante concernant le calcul du régulateur optimal LQ en dimension
infinie (voir, par exemple, [Curtain R. F., H. J. Zwart, 1995]).

Nous choisissons donc comme critére a minimiser, contraint par la dynamique (6.11), le
méme critére linéaire quadratique utilisé dans la premiére approche (commande optimale
robuste LQG/H2), et qui est défini par :

3= [[y® yor+[ae) am)e. (6.18)

Nous avons montré en détail que I’ opérateur T°(t), associé au probleme augmenté (S°),
est un C,-semigroupe et que le systéme est exponentiellement stabilisable et détectable.
Dans ces conditions le théoreme ci-aprés nous garantit I’existence et |'unicité d une
solution au probleme que nous venons de définir. De plus, il garantit également que la
commande optimale, solution de ce probleme, peut étre réalisée al’ aide d'un retour d’ état
semi-défini positif et solution unique d’une équation de Riccati d’ opérateurs associée au
probléme augmenté (S°).

Théoréme 6.4 [Curtain R. F., H. J. Zwart, 1995] — S le systeme linéaire (6.11a) est
exponentiellement stabilisable et détectable, alors |’ éguation de Riccati

0z,2,0Z (Az,Mz,)+(N zl,Azz>+<Czl,sz>—<B*I‘Izl,R‘lB*I'Izz>:O,
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admet une solution uniqgue MO L(Z) non négative. Elle est telle que I’ opérateur
A-BR™B' N est le générateur infinitésmal d'un C,-semigroupe exponentiellement

stable. De plus, la commande optimale solution du probleme linéaire quadratique défini
ci-dessus existe, est unique et S écrit :

u,, =—-R™*BNz, 0zOZ.

6.4.1 Application au probleme de commande homogénéisé

Les résultats précédents s appliquent directement & notre probléme s nous choisissons
comme produit scalaire (. , . )_ défini sur I’ espace augmenté Z° = IR* 0 Z par :

(£.6%) =0l 0uO) 0w o)

O ey

(*xH)h?(xt))at + f @ (x ) @2 (x.t) e,

telsque &% = 10, u (1) , Axt) L QR D) ;6% = (020 u,2 @ A2t , Q2(xD).
Le but de ce paragraphe est donc de calculer une loi de commande optimale en boucle
fermée U, = ~RIBE M, 00 Z°, telle que M° 0 L(Z°) est solution de I équation
de Riccati (6.19) suivante :

Dfel’{ezmze <Ae§(el’|—|e§(e2>e+<|—|e<zel’Ae<ze2>e+

(cogu.co8%) —<Be* ness REBE ne {ez> - 0.
DZ

DZ

(6.19)

Nous prenons comme opérateur R = |, et comme opérateur M° :

e = , (6.20)

My TMp Ty Ty

ou 77,,, sont des opérateurs acalculer pour k, m0{1,2..4.

6.4.2 Méthode derésolution

Dans ce paragraphe, nous présentons le moyen d' obtenir une approximation en dimension
finie de la commande optimale en dimension infinie (du régulateur optimal LQ) sur la
base de I’ équation de Riccati d’ opérateurs associée au probleme augmenté. Etant donnée
la difficulté a calculer la solution de I’ éguation de Riccati (6.19), car ce n’est plus une
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équation matricielle, mais une équation d’ opérateurs dont I’inconnue est I’ opérateur M°,

nous utilisons comme méthode de résolution la méthode de collocation orthogonale, que

nous avons déga utilisée dans les autres chapitres. Elle permet de calculer les projections
des opérateurs 77, sur la base des polyndmes de Lagrange (voir [MingQing X., T.

Basar, 1999)).

De la méme fagon que dans les autres chapitres on note ﬁi(t) et @ (t) les valeurs des
hauteurs h(x,t) et des débits Q(x,t) aux différents points de collocation {x} " , et N est

i=1?

le nombre de points de collocation. Comme nous I’avons vu au chapitre 2, ﬁ(x,t) et

Q(x,t) peuvent s écrire: F](X,t):ZN:F]j(t)Lj(X) : 6(x,t):ZN:6j(t)L,.(x),

i1

L’ équation de Riccati (6.19) est vérifiée quels que soient % ,°: 0Z°, donc il suffit dela
vérifier pour les éléments de base (les polyndmes de Lagrange), ¢’ est adire pour des

valeurs

£ = (0t 0,u, 0, iR OL K, @4 oL ),
£ =(u2®.0,20 . 1% 0L, 9. 8% 0L, ().
L’idée principale pour le calcul des projections des opérateurs 7., sur la base des
polyndmes de Lagrange consiste a remplacer é% et é°.° par leurs valeurs précédentes
dans I’ équation de Riccati (6.19).

Dans ce paragraphe, nous présentons comment calculer les projections des opérateurs sur
la base des polyndémes de L agrange.

Notons par 7z,,L;(x) I'imagede L,(x) par I'opérateur 7z, qui peut s ecrire aussi dansla
N .

base des polynomes de Lagrange de la fagon suivante: 7, L;(x) = anm:) L,(x). Dans
p=1

ce cas, les coefficients nkmL , que nous cherchons a calculer, sont les projections de la

fonction 77,,L;(x) dans la base {L j (x)} J,N:l. Aprés avoir calculé tous les produits scalaires

de I’éguation de Riccati (6.19), on obtient un systéme bilinéaire a résoudre dont les
inconues sont les coefficients 7z, , Ok,mO{L.4 , Op, j{1.N .
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6.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre, une autre approche pour la synthese de la
commande optimale en dimension infinie (régulateur optimal LQ en dimension infinie).
Cette approche est souvent moins connue dans le milieu de I’ automatique et surtout dans
le domaine qui nous intéresse: celui des canaux d'irrigation a surface libre. Dans ce
chapitre nous nous sommes intéressés uniquement au modéle de Saint-Venant linéaire qui
est un systeme a parametres distribués de grande taille dont la dynamique est représentée
par les équations aux dériveées partielles linéaires de dimension infinie. Nous avons
montré mathématiquement et en détail que le modéle linéarisé de Saint-Venant satisfait
toutes les propriétés de semi-groupe, ce qui N’ avait pas été fait, a notre connaissance.
Ensuite, nous avons montré que ce modee linéarise de Saint-Venant est non
exponentiellement stable, ains nous avons fait une éude compléete sur |'analyse
dynamique du modéle, en montrant qu'il est exponentiellement stabilisable et
exponentiellement détectable afin de s assurer de I’ existence d’ un opérateur M° solution
unique de I’ éguation de Riccati associée a notre probleme de commande. La commande
optimale en dimension infinie pourra alors se calculer a partir de |’ opérateur M°. Afin de
mettre en cauvre cette loi de commande, il est nécessaire de résoudre I’ équation de Riccati,
qui est une équation d’ opérateurs. Finalement nous avons décrit un moyen d’ obtenir une
approximation en dimension finie de |’ opérateur M°. Nous avons utilisé comme méthode
d approximation, la méthode de collocation orthogonale, ainsi I'opérateur M° est
approché par une somme de ces projections sur la base des polyndmes de Lagrange. Faute
de temps, nous N’ avons pas pu résoudre I’ équation de Riccati. Dans le prochain chapitre,
nous présentons le micro-canal de Valence sur lequel nous testons les différentes lois de
commande : commande Pl + prédicteur, commande optimale robuste de dimension finie.
Enfin nous présentons une comparai son des résultats expérimentaux obtenus.
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Chapitre 7

Résultats expérimentaux sur le micro-canal

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une description du micro-canal de Valence, et les
résultats des différentes lois de commande que nous avons testées, en particulier en
suivant I’ approche développée dans le chapitre 4. Dans un premier temps, nous présentons
le micro-canal expérimental qui a servi de support a nos expérimentations. Dans un
deuxieme temps, nous montrons comment adapter la commande optimale robuste, qui a
été développée au chapitre 4, au micro-canal ; c'est-a-dire comment il a fallu transformer
les entrées et les sorties de cette commande, afin que celles-ci puissent s adapter au canal.
Enfin nous présentons une comparaison des résultats expérimentaux obtenus lors de
I’ application sur le micro-canal de différentes lois de commande étudiées : commande Pl
+ prédicteur, commande optimale robuste de dimension finie développée précédemment
dans le chapitre 4. Le lecteur est invité a se reporter a I’annexe 4 pour |'étude
d'identification du micro-cana faite par Sylvie Chaussinand [Chaussinand S., 2003]
pendant son stage de DEA, étude qui a permis de déterminer les paramétres caractérisant
la géomeétrie du canal et ceux intervenant dans les équations de Saint-V enant.

7.2 Description du micro-canal

Le cana est congtitué de deux biefs d’une longueur de 3,5 m, prolongés a |I’amont et a
I’aval par des extensions de 0,5 m. Les parois sont en polycarbonate. Au canal, vient
S gouter un réservoir amont qui fait office de source dont le niveau est régulé de maniére
a étre constant (smulation d'un réservoir de volume infini), et un réservoir aval
permettant de simuler éventuellement un réservoir aval de volume infini (gréce a une
régulation du niveau dans ce réservoir). Un réservoir intermédiaire, qui sert de cuve de
stockage, compléte le dispositif. La structure est supportée par une poutre en treillis



114

métallique. La circulation d'eau entre les réservoirs aval, intermédiaire et amont se fait
dans des tuyaux fermés en PV C de type tuyau sanitaire. La partie canal peut étre inclinée
gréce aun verin.

Ci-dessous se trouve un schéma complet de la maguette avec |’ensemble des capteurs

actionneurs::
Vanne amont Vanne intermédiaire
Bac amont Capteurs de niveau + Vanne aval Bac aval
y i) *[j i il g o
\
N
I Vérin

Vanne proportionnglle
propo ~

«— Tuyaux anti-debordement

RESERVE D’ EAU .
Tuyau de vidange

) - \
Tuyau d' approvisionnement " pompe proportionnelle

Figure 7.1 : Schéma de micro-canal de Valence.

Le cana est donc de longueur 8 m avec une section rectangulaire 100 x 250 mm, est
inclinable avec une pente comprise entre de —0.013 a + 0.0045 mm. Il est muni de
capteurs de niveaux (ce sont des capteurs a ultrasons) qui délivrent apres traitement une
tension de 0 a 10 V correspondant a une hauteur d eau de 0 a 20 cm. Les vannes sont
actionnées par des moteurs a courant continu asservis qui, a la mise sous tension, vont
chercher leurs butées et ensuite ouvrent la vanne de maniéere linéaire de 0 a 20 cm en
fonction de leur tension d’entrée 0 — 10 V. La vanne et la pompe proportionnelles sont
destinées a assurer un niveau constant respectivement al’aval et al’amont du canal. Elles
font I’ objet d’une régulation externe assurée par un automate Crouzet de type Millénium
Il.

Un PC de supervision récupére toutes les données issues des capteurs et gere tous les
actionneurs via une interface MATLAB/JSPACE. Un exemple des fichiers d’ échange et
d interface homme machine est donné en Annexe 3.
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7.3 Adaptation dela commande optimalerobuste LQG/H,

Nous rappelons que les variables de |la commande optimale robuste aux erreurs de
réduction, développée précédemment dans le chapitre 4, sont exprimées en termes de
débit amont et de tirant d’ eau aval. Ces conditions de commande frontiere doivent donc
encore étre réalisées a I’aide des deux vannes situées a chaque extrémité du bief voir
figure (7.1). Un algorithme doit donc étre développé pour transformer les variables de la
commande en une valeur douverture de vanne, cest-a-dire transformer ces deux
variables de commande en deux valeurs d ouverture des deux vannes, I'une située a
I’amont et I’ autre située al’ aval.

La commande optimale et |a sortie sont données par :

) =) uy () =[ P10 200

ot ot
yt) = (v.0)  y.(®)=(h(0,t) Q(L,1))".

(7.1)

Le travail d' adaptation consiste donc a écrire I’ algorithme sous forme de fichier Simulink
et atraduire la commande obtenue en ouverture de vannes.

Remarque 7.1:

Notons que dans ce chapitre nous n’ utilisons pas I’ approche de la régulation viales
deux vannes développées précédemment dans le chapitre 5, du fait que la
dynamique des vannes est tres rapide, il est donc plus smple d'utiliser la relation
linéaire qui existe entre |'ouverture de la vanne et la tension (voir partie
d'identification faite dans[Chaussinand S., 2003]).

7.3.1 Ecrituredu programme sous forme Simulink

Le programme qui fournit le calcul de la commande optimale robuste que nous avons
développée (voir Figure 4.4b) peut se met sous laforme Simulink décrite par lafigure 7.5.

Notons que les valeurs de commande sont des grandeurs adimensionnelles, ce qui nous
oblige aussi a concevoir un bloc qui calcule lesvaleursréelles.
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(u/hek!
= fset B wl e o | = ey
W= CxtDu I--| u MmEs yne'; W= CxtDu
i (usde}
Filtre R Filitre
QLmes QLmessdim
- KA1
: ] -
44 Hestssdim | = Axt+Bu ' I‘-
w= Cxt+Du
- K2 Ohsw optimal

hestreel
L g est=sdim e
Qestree|

Caleul des valeurs réelles

Programme principal.

B
a1

P Hest==dimit)

Hestreel

Qe

e Mz streelit)

Tetal

¥
g

co

Tetal

teta

Calcul des auw

artures

Modeél e réduit de collocation/Commande des vannes.

Hoestzzdin)

> =l

Hhe

Xho

X n

Bloc calcul des valeurs réelles.

hestre sl

Qestreal

Figure 7.5 : Programme sous forme Simulink.

7.3.2 Conversion des commandes en ouverture de vannes

teta

Les lois des deux vannes nous donnent directement une relation entre le débit, |a hauteur
et I’ouverture. Nous alons donc dériver ces lois de maniére a faire intervenir u,(t) et

u,(t). Nous obtenons ains la dérivée de I’ ouverture des vannes correspondantes qu’il est

facile d’'intégrer.

* Pour lavanne amont

Laloi d’ ouvrage nous donne:

Q1) = a,,B6, (t)/2g(h,, - h(0.1))
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_ Q(0.1)
el(t) ) ale\/zg(ham - h(O,t))
d, () _ 1 dQot) 1 -Q(0,1) dh(0,1)

d  a,By29(h,-h(O1) d  2q,B/2g(h,, -h@O1)>

dé(t) _ 1 00 - 1 -Q(0,t) dh(0,t) (72)
d  a,By2g(h,, —h(0,t)) 2a,B\29(h,, -h(O,1))> dt

* Pour lavanneaval :

Laloi d’ ouvrage nous donne:

Q(L,t) = a,;B,(t)/2g(h(L,t) ~ h,,)

Q(L.1)
av3 B\/Zg(h(l_,t) - hav)

= 6,(1) =

d6, (t) _ 1 dQ(L,t) 1 Q(L,1) dh(L,t)
dt  a,B2g(h(L,t)-h,) dt 2qa,By2g(h(L,t)—h,,)>

dé, (t) _ 1 dQ(L,t) _1 QLY u@®), (7.3)
d¢  a,By2g(h(L,t)-h,) dt 2ale\/29(h(L,t)—ha\,)3 o

ou a,, est le coefficient de débit de la vanne amont et a,, est |le coefficient de débit de la

vanne aval.

Ensuite, dans I’algorithme sous Simulink, nous avons rgouté un bloc conversion
contenant le bloc ci-dessus et se terminant par un intégrateur.

4%

dQestL tydt

(@ 27U he uCt MU sqri(uZ ugS k(e Ly (a7 u(a M2 muz sqrucz us )y 3

.A

]

AN

BN
4
i
[

dtetaZ

(Re" 241 L™ helf w1 ¥mu 1 sqr{uSF w2 )i Re A" LN ulf uG " mut " sqrfuts ulZ 2

=
=
gy ]
0]
]

dtetad

W,
Hestreel(t)

Feastesdimit) dhestD fdt hamref

Bloc de calcul des ouvertures.
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7.3.3 Reésultats expérimentaux

7.3.3.1 Test delacommande LQG/H, sur le micro-canal

Plusieurs tests de la commande optimal e robuste L QG/H, aux erreurs de réduction ont été
réalisés sur le micro-cana et nous ne rapportons ici que deux de ces tests, premierement
un test qui correspond a des consignes en hauteur et en débit :

- la hauteur d’équilibre a I’amont initiale est de 0.113 m, on cherche a atteindre une
hauteur de 0.123 m ;

- le débit d’ équilibre initial est de 0.003 m*s™ et on veut atteindre 0.002 m*s™.

Huuteur desu & Farmont du bief
- Hauteur masurée ‘_ncl Débit deau & Faval du bief
Hauteur de consigne - e
e Dbt de consigne
0.14 s
M
I
0.135 I il
i | I
! LIIRAY
L || | A
P MG i |l| i 25} | M | |
£ [ "l Y | |I | = || I'|||||| B gl | Lo Bl o '|
0 ] L Pl | il i (UL VAU L IR AR I
H ! e e LT T A 22 iy gy g Tk ||"|'].-|.,‘||..|
E | (i 3 U I LT i # N Vi
0.12} | ..,.||| {41 & | Il R AR | il
15} i
0115} |
"If!
| AN 1t
an A WO
I ||
0105} 05
[ ] [
o 50 100 150 1] 50 100 50
Temps () Temps (s}
rverhare dan vaTE
LR]
Cumudirs armost
— Camedies sam
aos
ace
ooy
_0oet
E
Foe
]
3l:l:i-
aoe
oo
oo

Tesgr 4

Figure 7.6a: Résultats pratiques de la commande LQG/H..
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Et deuxiemement un test qui correspond a un en échelon sur les consignes en
hauteur et en débit, soit :

- la hauteur d'équilibre a I’amont initiale est de 0.113 m, on cherche a atteindre une
hauteur de 0.123 m;

- le débit d’ équilibreinitial est de 0.003 m*s™ et on veut atteindre 0.002 m*s™.,

Hauteur amont ou bief Cas de la commande H2 Débit aval du bief Cas de la commands H2
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Figure 7.6b : Résultats pratiques de lacommande LQG/H..

Les tests ont montré qu'il est possible d’ atteindre des hauteurs alant de 0,105m a &,135m,
le point d’ équilibre étant & 0,123m et des débits de 0,001 m®s* 40,003 m*s™ pour un point
d équilibre 40,002m%s*

Il est tres facile d adapter cette commande. En effet, dans le programme de calcul des
gains de la commande, il suffit de rentrer un régime d équilibre souhaité et le gain est
recal cul é automati quement.
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Remarque 7.2:

[l faut noter qu' en ce qui concerne la hauteur nous sommes limités par le régime
noyé de la vanne. En effet, la hauteur d’eau al’aval doit toujours étre supérieure a
I’ ouverture de la vanne et logiquement la hauteur d’eau al’ aval d’ une vanne ne doit
pas étre supérieure a la hauteur a I’amont d’une vanne. Pour cet essai, la hauteur
d eau a|I’amont de la vanne est fixée a 0,14m. Sachant que cette hauteur contient
une erreur de +/-0,005m. Cela explique le fait que nous ne puissions pas monter au
dessus de 0,135m en aval de la vanne amont.

*« Conclusion

Nous observons gque cette commande est remarquable par sa rapidité (temps de réponse).
D’autre part, elle donne des ouvertures de vanne tres « lisses». Les vannes ne sont pas
fortement sollicitées par des oscillations ou de longues et grandes variations. Ceci est un
avantage car elle ne sollicite pas les actionneurs a I’extréme. Finalement nous avons
remarqué qu'il y a une grande différence entre la dynamique de la hauteur et la
dynamique du débit. Cela peut s expliquer par le fait que les vannes influent sur la hauteur
et que le débit est trés sensible a la variation de hauteur. Si bien qu’ une petite variation de
hauteur entraine une grande variation du débit. 1l est donc plus rapide d’ atteindre le débit
d équilibre qui correspond a une faible variation de hauteur que de réaliser un échelon
d’ amplitude importante sur la hauteur.

7.4 Commande PI

L’ objectif de cette étude est de synthétiser une commande permettant d’ assurer un débit et
une hauteur constant a I’aval. Le débit permet de fournir de I’eau en permanence a un
utilisateur aval et la hauteur permet d assurer une réserve d’ eau suffisante pour fournir le
débit voulu en cas de forte augmentation de la demande.

Comme commandes, nous intervenons uniquement sur les ouvertures des vannes. La
vanne amont est utilisée pour réguler la hauteur d’eau al’aval du bief, la vanne aval, pour
réguler le débit en aval du bief.

Nous avons donc deux variables régulées : la hauteur et le débit al’aval et deux variables
de commandes : |’ ouverture des vannes amont et aval.
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Figure 7.8 : Schéma annoté du bief aréguler.

L e schéma-bloc ci-dessous représente |e systéme asservi.

—» 1

Ul_ref
+

hav_ref ——+> Ki(s) —» Gi(9) » Nay

B — T2

U2_ref
+

Qav_ref ——>+ Ka(s) —» G2(9) » Qay
- + U= Oay

Figure7.9 : Structure du systeme asservi.

Lestransferts T; et T, sont des termes d’ anticipation. Les deux correcteurs K, (s) et K,(s)

servent alors a réguler autour de la valeur de consigne et donc a rejeter les perturbations.
Les transferts G,(s) et G,(s) sont les modéles de comportement de I’ écoulement du canal

identifier ci-dessous.

Dans le cas du sous-systeme 6, vers h,,, nous sommes en présence d’' un temps de retard

égal au temps de propagation de I’onde de I’amont a I’aval du canal. Sur le correcteur
K,(s), nous alons mettre en cauvre un prédicteur de Smith associé a un Pl, un simple Pl

étant inefficace en présence d'un retard, pour le sous systéme 6,, vers Q,, un ssmple Pl
suffit, I effet étant immédiat.

7.4.1 Moddisation et identification
Lestransfert sont étudiés pour des petites variations autour du point d' équilibre suivant :

h =0.123m; QS =2s™,

Détermination de G,(S) :
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Letransfert G,(s) = Hav est déterminé a partir d'un en échelon réalise en ssimulation.

am

Laméthode d’identification de VIadimir Strejc nous donne le transfert suivant :

G (S) B 0.313e—3.ls
! (1+1.08s)*

Détermination de G,(S) :

Qu nous est donné par la loi de la vanne aval en régime établi

av

Le transfert G,(s) =

auxquels nous gjoutons un premier ordre symbolisant le temps de montée de la vanne,
soit :

dav hav ref _hde/ ref
G(5) = { 1+04s

ou 4, =a,B2g.

Dans cette équation, il nous manque la valeur de hge, r« (hauteur d'eau au niveau du

déversoir en régime statique) que I’on détermine par la loi du déversoir qui nous donne
une refation liant hye, rer € Qay e Qu v = o (Noy 1 ~0.052)/(hy, « —0.052), avec

é}de\/ = ade« B\/E

Donc hge, (e SolUtion de |’ équation du troisiéme ordre :

2
Qav_ref

~2
dev

hdga,_ref - 0.156h§e\,_ref +0.008ny,, . —( +0.0001) =0

Détermination de Us e :

Le terme d'anticipation u,  est obtenu par la loi de la vanne amont a I’ équilibre. A
I’ équilibre, le débit al’amont est égal au débit al’aval. De plus, nous considérons que h;es
(hauteur en amont de la vanne amont) est fixée et constante.
Qav ref
ul_ref = ~ = ’

he—h

am res am_ref

avec 4, =a,,B,/29.
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Dans cette équation, il ne nous reste plus qu’ a déterminer hyy, (e

< >

Nous avons donc d’ aprés le schéma d’ avant: h

Détermination de Uy ¢

Leterme d’ anticipation u, . est obtenu par laloi de lavanne aval al’ équilibre, soit :

Qav_ref
aav\/hav_ref - hdev_ref

u2_ref -

7.4.2 Synthesedescorrecteurs

Il S agit maintenant de déterminer les coefficients des correcteurs.

Détermination de Ky(s) :

Nous avons vu dans le choix de la structure que le correcteur K,(s) est un prédicteur de
Smith

Prédicteur de Smith

R SR = Lol
+ : i i — i
Ye : + K(s) :u. G(s)eT“ 'y
Régulateur -7 G(9)
| v i
| e—Ts \i\\ )
i ' Systéme sans retard
Retard pur AT - % ______________

Figure 7.10 : Schéma d'un prédicteur de Smith.
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Dans ce schéma K(s) est un correcteur standard que nous choisissons sous forme de P,
1+1;s
S

soit: K(s) = Kp,( ). La constante t est choisie de I’ ordre de la pulsation du systéme,

oit: 7, = w, :%:0.93.

Choisissons Kp; de maniére aavoir une marge de gain et de phase convenable.

Pour Kp; = 0.6, il vient MG = 11.04dB et MP = 51.2°. Les marges de gain et de phase

sont considérées correctes lorsgu’ elles sont comprises entre 10 et 15 dB et 45 et 60°. Nous

obtenons donc le correcteur : K(s) = 0.6(1+ O'935).

Détermination de K(s) :

Dans le cas du deuxiéme correcteur, nous ne sommes pas en présence d un retard, un Pl
simple suffit. Afin de déterminer les coefficients de ce dernier, nous allons procéder par
placement de pdles, c'est-a-dire que nous allons identifier le dénominateur de la fonction
de transfert de boucle fermée a une fonction dont nous fixons la valeur des pbles par
I’intermédiaire du coefficient d’ amortissement et de la pul sation propre.

Lafonction de transfert de boucle fermée est :

K (1+ TZS) é\,av\/hav_ref - hdev_ref
K,(s)G(s) P2 s 1+0.4s

TBF _m < P —

+ aA,aV hav I _he/ I
1+ sz(l Tzs) \/ _ref dev _ref
< 1+0.4s
+ — ~
FTBF = 1— 1 £z = avec G :aav\/hav ref _hde\/ ref
Kp,G O.4_Sz+(1+ KPZETZ)S+1 - -
Kp,G Ke,G
e . +K,,G .
Nous allons donc identifier : 04_32+(1 KPZS;T2)3+1 a isz+2_ms+1
Kp,G Kp,G b Wy

m=1
Nous posons : 1

Wy=———=

(1/5)Tmontée

1+0.4s

Ce qui nousdonne: K, (s) = 70(

)

<

<
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7.4.3 Test delacommande Pl

Plusieurs tests ont été effectués sur le micro-canal réel. Leurs différences portent sur les
conditions initiales, les régimes d’ équilibre a atteindre ou la présence d’ une perturbation.
Afin de ne pas aourdir ce rapport, nous n’avons rapportéici qu’ un résultat.

Ici, nous avons présentons des essais en échelon sur les consignes en hauteur et en débit,
Soit :

- la hauteur d'équilibre al’aval initiale est de 0.125 m, on cherche a atteindre une hauteur
de 0.141 m.

- le débit o’ équilibreinitia est de 0.003 m’s* et on veut atteindre 0.002 m°s™.

Hauteur aval du bief Cas de la commande P . Déiit aval du bief Cas de la commande Pl
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Figure 7.11 : Résultats pratiques de la commande Pl

7.5 Comparaison

La commande PI régule la hauteur en aval du bief via la vanne amont et le débit en aval
du bief via la vanne aval. La commande robuste aux erreurs de réduction régule quant a
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elle la hauteur en amont du bief par la vanne amont et le débit en aval du bief vialavanne
aval. La comparaison de ces deux commandes ne peut donc porter que sur la vanne aval et
le débit aval.

Ci-dessous nous avons reporté les résultats d’'un test expérimental sur le canal, pour
lequel, nous avons demandé un changement de consigne en débit, passant ains d’'une
consigne de 0,003 m®s* 40,002 m’s

10 Débat aval du bief Cas de la commande H2 Debit aval du bl Cas de la commande P
% x10

débit mesure debit 'ncsl:ue
détit de consigne débit de consigne
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Figure 7.12 : Comparaison de larégulation du débit par les deux commandes étudiées.

Sur les deux courbes de débits, nous pouvons voir que dans le cas de la commande
robuste (commande LQG/H,), le débit d' équilibre est atteint plus rapidement (environ
deux fois plus vite) que dans le cas de la commande PI. La remarque la plus importante
est en terme dénergie de la commande: la commande LQG/H, est beaucoup plus
économique que la commande Pl car moins bruitée. En plus d’une économie d’ énergie,
cela permet aussi de moins solliciter les moteurs.
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Lors de I’ éude de chague commande nous avons vu que la commande Pl est beaucoup
plus difficile arégler que la commande LQG/H,. Au niveau des débits atteignables autour
de ce point d’ équilibre, lacommande Pl accepte une plage |égerement inférieure a celle de
lacommande robuste.

75.1 Testsderobustesse

Des tests de robustesse ont également été réalises sur le canal; nous avons appliqué au
systéme des perturbations structurelles correspondant a I’ introduction d’un obstacle sous
forme d’un déversoir a I’amont de la vanne aval du canal; ces perturbations gjoutées se
traduisent par I’gjout d’une équation d’ ouvrage non-linéaire. L’ objectif est de changer la
dynamique de notre systéme et par la suite de changer la matrice de transfert nominale
entrée/sortie G(s) afin de tester la robustesse de notre commande LQG/H, et la

commande PI. Lesrésultats de ces tests sont illustrés dans lafigure 7.14.
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Figure 7. 14 : Comparaison de robustesse des deux commandes étudiées.
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7.6 Conclusion

Dans une premiere partie de ce chapitre, nous avons montré comment adapter la
commande optimale robuste développé au chapitre 4 au micro-canal. Dans une deuxiéme
partie, nous avons testé sur le micro-canal deux lois de commande: |la commande Pl +
prédicteur et la commande optimale robuste; nous avons aussi comparé les résultats
expé&rimentaux de ces deux commandes. Enfin nous avons analysé la robustesse pratique
de ces deux lois de commande : nous avons montré expérimentalement que la commande
optimale proposée dans cette these présente des propriétés de performances et de
robustesse plus intéressantes que celles de lacommande PI.
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Chapitre 8

Conclusion générale et per spectives

8.1 Introduction

Ce dernier chapitre est séparé en deux parties. Nous parlons tout d’ abord des conclusions
générales de cette these, en en soulignant les contributions principales. Ensuite nous
tracerons les axes de recherche futurs en tenant compte des limites de ce travail.

8.2 Conclusion générale

Bien que les conclusions particuliéres a chague chapitre aient été dgja indiquées, il est fait
ici un récapitulatif des conclusions les plus importantes du travail réalisé. Cette thése entre
dans le cadre des travaux sur la régulation des systemes hydrauliques a surface libre
(canaux d'irrigation) et dans le contexte de leur éventuelle automatisation. Nous nous
sommes intéressés a deux approches de la synthése d’une commande optimale: une
premiére qui consiste a synthétiser une loi de commande optimale (de dimension finie) a
partir d’un modéle réduit de dimension finie des équations de Saint-Venant et une seconde
approche qui consiste a faire I’ approximation en dimension finie d’une loi de commande
(de dimension infinie) obtenue a partir des égquations de Saint-Venant.

Dans les deux premiers chapitres de la thése, les problématiques de la gestion et de la
modélisation de systémes d'irrigation ont été introduites. Ces systemes sont complexes et
souvent constitués d’'un réseau de canaux a surface libre et d'un réseau de canalisations
sous pression, raccordés a des stations de pompage et a des réserves. Notre étude S est
concentrée en particulier sur les canaux d'irrigation proprement dits ainsi que sur les
ouvrages qui en délimitent les biefs (vannes, déversoirs, stations de pompage). Nous
avons chois dans ce travail un modele de connaissance hydrodynamique dit « modele de
Saint-Venant. Il s'agit pour I’ essentiel de deux équations d’ état non-linéaires a parameétres
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distribués. Elles sont connues pour représenter de maniére satisfaisante les phénomenes
significatifs dans les problemes les plus courants liés al’ opération des canaux d’irrigation.

Afin de choisir un bon modéle réduit linéaire de notre systeme a partir duquel nous alons
développer la synthése de la loi commande, nous avons fait une comparaison entre deux
méthodes d’ approximation : la méthode de collocation et le schéma aux différences finies
implicite de Preissmann, le plus utilisé dans ce domaine. L’utilisation de la méthode de
collocation, motivée par I'idée d obtenir un modéele ssmple pour pouvoir développer des
méthodes de commande, Sest avérée numériquement satisfaisante et méme plus
performante en terme de complexité, donc de vitesse de calcul, ce qui présente un intérét
certain dans le cas de la commande en temps réel du micro-canal, par exemple.

La validation par ssimulation numérique de ce modele réduit, par comparaison avec le
modéle obtenu par le schéma de discrétisation de Preissmann, a montré quelques
caractéristiques intéressantes :

- le schéma de collocation nécessite peu de sections de discrétisation (points de
collocation) et méme pour un nombre tres petit de points, les résultats restent
proche de la solution de référence.

- le modele réduit obtenu par collocation reste un modéele tres simple pour la
commande tout en éant encore suffissmment proche de la dynamique du
modéle de Saint-Venant non linéaire s I’on n’introduit pas le modele des
ouvrages hydrauliques (vannes ou déversoirs).

8.2.1 Approcheen dimension finie

Dans le chapitre 3 nous avons calculé le modéle réduit, sous une forme d’ état, obtenu par
la méthode de collocation orthogonale appliquée au modéle linéarisé de Saint-Venant
dans le cas du régime de référence uniforme. Le modéle réduit ainsi obtenu nous a servi
de modele nominal dans la synthése d’une loi de commande optimale robuste vis-a-vis
des erreurs commises pendant I’ éape de réduction. Ces erreurs de réduction ont été
calculées numériquement dans le domaine de Laplace, a partir des fonctions de transfert
non rationnelles associées aux équations de Saint-Venant linéarisées, que ce soit dans le
cas d’ un régime uniforme ou d’ un régime non uniforme.
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Dans le chapitre 4, nous avons développé la synthése d’ une commande optimale par une
approche de type H2-LQG/LTR. Des pondérations fréquentielles sur la fonction de colt
ont été utilistes de maniére a satisfaire des conditions de robustesse en stahilité et en
performance explicitement calculées a partir du modéle des erreurs de réduction
dével oppé précédemment. Un observateur optimal a été également développé, permettant
d estimer |’ état du systéme a partir des seules mesures disponibles et tenant compte auss
des objectifs de robustesse et de performances préalablement fixés. La commande et
I’ observateur ont été appliqués au modele de Saint-Venant linéarisé et au modéle de Saint-
Venant non-linéaire (tous deux intégrés numeériquement par le schéma de Preissmann).
Leur robustesse a été éudiée (en ssimulation) sur des systemes perturbés éoignés du
systéme nominal. Les résultats de simulation réalisés montrent un comportement tres
satisfaisant de la commande et de I’ observateur.

Dans le chapitre 5 nous avons développé une méthode pour transformer les variables de la
commande optimale (débit amont et tirant d'eau aval) en des valeurs d’ ouverture des
vannes, en tenant compte de la dynamique de ces vannes. Il s agit |a en effet des variables
réellement commandées, tant sur le micro-canal que sur la plupart des instalations
« grandeur nature ». La méthode mise en oauvre est une méthode de poursuite optimale
d une trgjectoire qui n’est autre que la commande optimale calculée au chapitre précédent.
L’ existence d'une différence d’ ordre de grandeur entre les constantes de temps de la
dynamique des vannes et de I’ hydrodynamique du bief nous a ainsi permis de contourner
le délicat probleme de la commande aux frontiere non-linéaire exprimée par les égquations
de vannes. A nouveau, la commande optimale ainsi calculée a été appliguée au modéle de
Saint-Venant linéarisé et au modéele de Saint-Venant non-linéaire. Les résultats de
simulation montrent clairement |’ efficacité de |’ approche utilisée.

Dans le chapitre 7 nous avons présenté une étude d'identification du micro-canal de
Valence, puis nous avons appliqué la méhode de commande optimal e robuste développée
précédemment a ce micro-canal. Les résultats expérimentaux des lois de commande
étudiées : commande Pl + prédicteur, commande optimale robuste, ont éé comparés. La
robustesse de |la commande dével oppée a également été testée expérimental ement.

8.2.2 Approcheen dimension infinie

Le probleme de la commande en dimension infinie pour les systemes distribués est un
sujet difficile, mal connu des automaticiens en général et peu appliqué dans le domaine
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des canaux d’irrigation. Dans le chapitre 6, nous avons proposé une approche de synthése
d une loi de commande optimale en dimension infinie (régulateur optimal LQ). Nous
avons présenté une analyse détaillée des propriétés dynamiques du modele linéarisé de
Saint-Venant (stabilisabilité et détectabilité exponentielles) qui permet de conclure a
I’ existence d’'une loi de commande optimale, solution unique d’une éguation de Riccati
d opérateurs associée au modele. Nous avons également décrit un moyen d’ obtenir une
approximation en dimension finie du régulateur LQ ains défini. La méthode
d approximation proposée pour résoudre cette équation de Riccati est basée sur la
méthode de réduction par collocation orthogonale, ce qui permet une comparaison directe
avec les résultats analogues en dimension finie : les observateurs, par exemple, seront les
mémes dans les deux cas car les éats nécessaires a la détermination de la loi de
commande sont les mémes.

8.3 Perspectives

Comme chaque travail de recherche, celui-ci a proposé des solutions a quelques
problemes mais a auss ouvert des voies futures de recherche intéressantes. Parmi ces
perspectives, nous souhaitons faire ressortir les points suivants :

- Lavalidation complete de la commande optimale robuste a été faite en simulation et
sur le micro-cana de Vaence et a donné de tres bons résultats. Il serait trés intéressant
de pouvoir la valider sur un cana en «vraie grandeur » comme le canal de Bourne ou
le cana de Gignac. A priori, le micro-cana expérimental est un probleme plus délicat
(dynamique présentant des modes a hautes fréquences, amortissement négligeable) et
I’ application en « vraie grandeur » devrait pouvoir se réaliser sans probléme théorique
majeur.

- L’extension des résultats de cette thése au cas d'un canad a plusieurs biefs
interconnectés et la comparaison entre les approches globale ou décentralisée sont des
questions intéressantes. 11 semble & priori pertinent de les aborder via I’ étude de la
détérioration éventuelle des performances et de la robustesse.

- Un travail important concernant I’identification et la modéisation des prélévements
est nécessaire pour obtenir un modéle complet permettant de développer une loi de
commande « rejetant » les perturbations liées a ces prél évements.
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- La question de la robustesse des commandes proposées vis-avis des erreurs de
modeles liées au transport et au dépdt des sédiments (et donc a la variation de la
section mouillée utile) est d’une grande importance pratique. En particulier, il est
nécessaire de déterminer s il convient de prendre en compte explicitement le modéle
de ces transports sédimentaires.

- Laquestion de la comparaison entre les deux approches de commande — commande du
modéle réduit ou réduction de la commande — n’a pas trouvé encore de réponse
théorique satisfaisante, méme s les travaux menés durant cette thése ont contribué a
définir un cadre ou elle pourra recevoir une réponse précise.



135

Annexe 1l

A.1 Discrétisation du modéle de Saint-Venant linéarisé a |I’aide du schéma
aux différencesfiniesde Preissmann

D’aprés le chapitre 2, le modéle linéarisé de Saint-Venant peut s écrire sous la forme
dimensionnelle suivante :

oh__oQ
ot ox
aQ ' ah U aQ ! 1
—=a—-a,—+ah-a,Q,
ot o Pgy TANTAQ
ou
, B°h’, _, , B%h’L 43R, 29B%h2J.L
a1:(1—gQ782); a, =2, a;=¢ Qez (r+J,+ an, ); aA:T'

Nous notons respectivement h/** et Q'** les tirant d’eau et débit au temps t + Atau point
i, et h', Q' lestirant d'eau le débit au temps t et au point i. La discrétisation de
I’équation de continuité du modéle de Saint-Venant linéarise a I’aide du schéma de
Preissmann (voir chapitre 2, éguation (2.31)) donne::

Equation de continuité :

1 in L 1, i L 6 .. e (1-6) < .
— (K =hi y+—(hi" -hl) == Q" -QI"y -2/ (Qi -QJ),
2At ( i+1 i+1 2At ( i | ) AX (Q|+1 Q| ) AX (Q|+l QI )

qui peut s écrire sous laforme :

Alhij+1 + AzQijJr1 + Aahijﬁl + A4Q|J+;1 = Blhij + BzQij + Bshij+1 + B4Qij+1;

avec
1 6 1 6
= ; = - X =__ X A =— ;
A 24t & Ax A 2At *AX
e MRS U (i
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Comme pour |'éguation de continuité, chaque terme de I'éguation dynamique est

discrétisé selon le schéma de Preissmann de lafagon suivante :
(1 6) (h

i+l _ 1 i _0ly = 1 _ i+t -h
2At (Q|+1 |+1 2At (Q| Q| ) a:L (h|+1 h )+a:|_ i+1 ] )
—a;—f QI -Qi)-a, o —9 QL -Q))

X

ED ), +m)

i+1

ra (i + R+l

_aztg(Qijél Q]+1)+a (126)( i+1 Qij)’

avec .

Ai':aii aég ; ':i—a’zi+a;€ ;

Ax 2At Ax 2
K=o e : A;=§+a;§+a;§ ;
5o 0,000 g 1.,00 00
SIS e> g log09 000

A.2 Modéelinéarisé de Saint-Venant dansle cas non uniforme

Pour calculer le modéle linéarise de Saint-Venant dans le cas du régime d’ équilibre non
uniforme nous écrivons les équations de Saint-Venant (2.17) sous laforme

2 )= 1@0) + g (x)

ou

w=(h Q), fQh= [% %+ngh2] et g(Q.h)=(0, gBh(I - I(Q.h)),

Nous développons ensuite ces expressions autour d’'un profil d équilibre non uniforme
w.(x) = (h.(x), Q.(x) ol Q.(x) =Q, (le débit al’équilibre est nécessairement uniforme)

et ou la hauteur d'équilibre h,(x) est solution de |’ éguation différentielle ordinaire

dh, (x) Q.’ i
Tdx (gBh,(x) - h()) 9Bh, (X)(J(Qe, N (X)) = 1) = 0.



137

intégrée numériquement a partir d’ une valeur imposée a |’ une des deux extrémités du bief
(voir chapitre 2). On obtient alors, en développant le modéle non-linéaire de Saint-V enant
ci-dessus au premier ordre:

- i{ (we)+af(‘”e)(w —p)+ ol -u.) )}
ox
+{g«ae) g(‘”e)(w —p)+o(W-u.) )}

Et comme le profil d' équilibre vérifie la condition d’ équilibre

0 _ o _ O @)
ot ox

+ g([/le) '

le modéle linéarisé s écrit sous laforme suivante

og@.) 0 (af @. )))ll/

W __AW)F
ot aw 0X oy 0x

= A1(><) i A,

ou
J=¢-¢,=(h-h,Q-Q) ;h=h-h; Q=Q-Q,,
et
A(x)—( ° 'UB]- Az(x)—( o0 ]
a,(x) a,(x)) a,(x) a,(x))
avec
Q. . _2Q,
ai() (Bh() gBhe(X)) ’ az(x)— he y
_ 43,()R.(X). _ da,(x) . _2gBh,()J,(x) . da,(x)
209 = 0B + 3,00 + =TS =L A = SRR
et

Q (1 yietp =B

3002 9(Qu () = 7 R(X) B+2h,(X)’
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Le modéle linéarisé de Saint-Venant S écrit donc

oh __10Q
ot B ox
aQ

oh 0Q ~ ~
222,095 +a,00 52 + 2,000 +2,08

A.3 Modéelinéarisé sousforme adimensionnelle

Afin de simplifier les écritures dans la suite, et de n’avoir a manipuler que des grandeurs
sans dimension, nous posons | es changements de variables suivants :

ﬁzh—he(x),Q:Q—Qe LR

X
h(X) Q@ ' CBhKX L

Onadonc t =0 et x[0,1]. Avec ces nouvelles variables, le modéle linéarisé devient :

oh__aQ
6tA 0X i i
2 = a9 04,9 52 + 2 (9 + 2, (91Q
ou
a(¥)=01-9 Bde(zx)S) y () =-2 a,(x)=- ZgBZhege) zZJe(X)L ¥ h?(t() dh<;>(<X)
2,0 = nghe(ef)zLu +3,09+ D03 - (2 Bzhéif)z SEL e

Afin d'aléger le texte, nous substituons dans la suite de cette thése, les notations des
variables réduites h, Q, a, a,, a;, a, par les notations h, Q, a, a,, a,, a,. Le modele

adimensionnel s écrit donc :

n__a

ot 0Xx

9Q _ oh 0Q

i %(X)& + az(X)& +a;(x)h+2a,(x)Q.
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Annexe 2

B.1 Caractéerede C,-semigroupe del’ opérateur associé AI%

Dans cette annexe, nous montrons que la solution T(t) du systeme

f0=A%0

(B.1
£(0) = &,(9),
ou
A= 0 -1 D(Aii): gDZ£DZ ﬁ(x:]_t):O Q(X:Ot):o
aQ —q ’ 0x [9)4 ’ ' ’ !
avec

Fn=(hm . aw):& = 0 0z=1,0,9xL,0,1,

est un C,-semigroupe sur Z =L,(0,)xL,(0,1). Afin d'aléger la présentation nous
remplacons les notations & ,h,Q par & ,h,Q.

En procédant au changement de variables (¢, ,¢,)' = P*(h,Q)", avec

ol D
A-ALA 1) T =)

A =(-a, =/D)/2
A, = (-a, +B)12,

ou

sont les valeurs propres de lamatrice A, le systéme (B.1) devient

ORENEA
atlg,) Lo A, oxlg,



140

Il s'agit donc d’' une éguation de propagation dont la solution générale s écrit sous laforme
(@, (X1),0, (1) =(F(x=Vvt), G(x=V,t))', avec v, ==A,, v, =-A, etou F et G sont

deux fonctions inconnues d’'une variable. Notons que les deux vitesses de propagation
v, <0 et v, >0 sont de signes contraires.

La solution générale du systéme (B . 2) fait apparaitre deux fonctions inconnues F et G
qui peuvent étre déterminées a |’ aide des conditions initiales et des conditions aux limites.
En effet, les conditions initiales permettent d’ écrire :

[co0)(6rceo) ™o} 7o o108 ©3
ce qui donne:
FO= . 2
GO0 =, 00+ Q. o
d ou
B, (x1) = 2"_2 R - .  Qx=w)
06) ==X + QD
et finalement

h(x,t) = F(x—vt) + G(X—V,t)

(B.5)
Q(xt) = v,F(x—vt) +Vv,G(X = V,t).

Les deux fonctions hy et Q, ne sont définies que sur x[1[0,1]. Il faut donc prolonger F et

G définies ci-dessus respectivement sur 0 et sur ™. Pour ce faire, il est nécessaire de
faire intervenir les conditions aux limites. Celles-ci peuvent s exprimer d’ apres (B.5) sous
laforme:

h(x=1t) = F(1—-vt) + G(1-v,t)

(B.6)
Q(x=0,t) = v,F(-vt) +Vv,G(-V,t).
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Les deux conditions (B.6) permettent donc de prolonger la définition de F({) sur
xO[0, +) et celle de G(¢) sur xO(-,1]. A cet effet, définissons les restrictions

suivantes desfonctions F et G
F°:=Fsur[0,]] : G*:=Gsur[0,]]

Fl= Fsur[l,2- 2] . GL:=Gsur[Y2,0]
v v

2 1

F'=Fsur[k—(k-DL k+1-k1]: G =Gsur[k-L-(k-1), (k-1)L—(k-2)],
V V. V. V.

2 2 2 2

pour k > 2. Avec ces notations, les conditions aux limites (B.6) s écrivent :

GY({) = F°(j—15) . FY()= —Gl(l—t—za—o)
y 2 y Vl (B.7)
G'Q)=-2F(2y) ; FY{)=-GK(1-2(@1-Q)) , k=2
Vv v, v,

2

Posons

T, =201 -1 e T, =-2(1-2),
V. V.

2 1

Lesrelations (B.7) peuvent se regrouper de lafagon suivante :

F20)= ()R (0 -T) k22,67 (0) = ()6 (¢ +T;) L k=1

2 2

avec |v1/ v2| <1. Donc lorsque k augmente F et G tendent vers zéro.

Notons F et G les deux fonctions F et G  prolongées respectivement sur
xO[0, + ) et sur x[0 (-, 1].Onaadors:

F°(¢) s ¢O[0,1] G°(¢) s ¢0O[0, 1
Fi(¢) s ¢0ML, 2= G'(¢) s 0L,
PP ey s coe-Y 3-2Y & SO 6y s o1, Yy
Va2 Vv, Vi i
(VFE-T) d ¢23-2.1, (426 +T,) 8 ¢<22-1
V2 V2 V2 Vl
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Il faut noter que les fonctions F et G ainsi définies sont continues par construction. Cette
construction est illustrée a lafigure B.2 pour les profilsinitiaux de hauteur et de débit qui
sont donnés alafigure B.1.

. Fonqion hO(x) sur [O | | . Fohction Qo(x) sur [0,]] |
0.5 1 sl
0 ol
0.5} 1 sl
* 0.2 0.4 0.6 0.8 1 '10 02 04 06 08 1

Figure B.1 : un choix particulier de conditionsinitiales h,(x) et Q,(x).

Fonction F(x) sur [0, + o) Fonction G(x) sur (—oo ,1]

1 0.5
0.5+
0r 0
-0.5+
1 -0.5
0 2 4 6 8 -20 15 10 5 0

Figure B.2: Lesfonctions F et G qui en résultent.
e Caractére semigroupe

La solution du probléme (B.1) est donc donnée d’ aprés (B.5) par :

h(x,t) - hy (X) B F(x=vt) + G(X—V,t)
(Q(X,t)]_ DNy~ vlF(x—vlt)+vze(x—v2t)j

V2 V;L 1 1

h,(x-vt)— h,(x-v,t) — X—Vt) + x-v,t) | (B.8

— V, =V, 0( 1) >~V 0( 2) 2_V1QO( 1) V2—V1QO( 2) ( )
kLl he (X =vit) = e hy (X = V,t) = - = Qo (X = V,t)

s QO(X_Vlt)+
Vo, =V Vo, =V >~V >~V
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Pour montrer qu’elle est engendrée par un C,-semigroupe T(t),il faut montrer les 3
propriétés des C,-semigroupes de la définition (6.1).

D’apres la relation (B.8) il est évident que I’opérateur T(t) est un opérateur linéaire.

Commencons a montrer le caractére stationnaire du systeme et donc la propriété de
«groupe» T(t+s)=T(t)T(s). Ona:

Tt+s) hy (X) _ F(x—vt—v,8) + G(X—V,t —V,S)
Q,(x) V,F(x=vt =v,8) +Vv,G(X—V,t —V,S)
V2 Vl
X=Vt—v,S) - X=V,t —V,S
el e
B2y (x= vt =) -2y (x =Vt - v,9)
2 V1 2 V1

Qo (X —V,t— st)

1 1
- QO(X—Vlt _Vls) +
> ™V V, =V,
Vi

V.
- Qp(X—Vvit —v;8) + . Qo (X = V,t = V,9)
Vo V) Vo, ™V

d autre part
T(S)(ho(x)j: F(x=1,8) + G(x~V,9) ]
Qy(X) v, F(X=V;8) +V,G(X—V,9)

Vo Vi

_ hy (X =) = iy hy (X = V,9)

2 1 2 1
V,V. V,V.
1—2h0(X_V15)_ =
Vo, =V, Vo, =V,

1 1
- Qo (X _Vls) +
+ V, =Vy V, =V,

hy (X =V,9)

QO(X_VZS)

V. v ’
-—— Qo (X—V;8) + . Qo (X=V,9)
v v,

2 1 V2

et donc
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ho(x)]
T@T =
® (S)(Qo(x)
v h, (X =v,;s=Vt) - Y h, (X =V,S=V,t)
_| V2™V V, =V,
V2 hy(X=Vv;S=Vt) = V2 hy (X=V,S=V,t)
Vo, =V >~V
- 1 QO(X_Vls_Vlt) + Qo(x _st_vzt)
+ V, =V; V, =V;
- Qy(X=v;s=V,t) + V2 Q,(X=V,S=V,t)
V, =V; V, =V;
On adonc bien:
T(t+s)(h°(x)j:T(t)T(s)[hO(X)j Ot,s=0,0(h,,Q,)' 0Z
Q(X) Q(X) o '

La propriété de stationarité est bien satisfaite. Par ailleurs, d aprés la relation (B.4) nous
avons T(t=0) =1 ou | |’opérateur identité (neutre pour la composition dans £(Z)).

Il faut encore montrer le caractere borné de I’ opérateur T (t), ' est-a-dire |T(t)| o SM.

Pour cela nous définissons deux fonctions périodiques F ped €t Gpea de période T, et T,

associ ées respectivement aux fonctions F et G et telles que::

F°(¢) s ¢O[0,Y G°(¢) s ¢0[0,1

FY(¢)s 700, 2—5—11 G'(¢) s ZD[\\//—Z 0]

PO Ry s o=t s-pty OO

2

G*(¢) s ¢O[22-1, 2]
V. v,

1

Fra(( -To)s ¢ 23-22 Gpa((+Te) § {<22-1

\Z Vi
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Fonction F ped périodique sur [0, + o) Fonction G perd  périodique sur (— oo, 1]
1 ‘ : : ‘ : 05
0.4r
0.5¢ o03f
0.2+
0.1}
of ol
-0.1+
05) ] 0.2}
-0.3+
-0.4+
1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 12 0.5 ‘ w w w
-20 -15 -10 -5 0 5

Figure B.3 : illustration des fonctions F ped €t G peg SUr des périodes 2T, et 2T .

Nous notons également ||, = (J': Xx(6)?dé)? la norme d’une fonction quelconque dans

I"espace L,(0,1). Larelation (B . 7) devient pour lesfonctions F ped €t G perd :

G'({) = F°(j—15); FY({) =-G'(1-2(1-7))

Vi

G oo () =Eperdk'1(\‘l’—1() . Foa“(0) = —épqdk(l—‘\’/—za—z)) k=22

2 1

Nous allons chercher a mgjorer lanorme

e
”T(t)(co(x)j

On atout d’ abord

()
”T(t)[qmj

2

= j[F (x=vyt) + G(x = v,t)*dx + Jl'[vlF (x=Wyt) +V,G(x = v,t)] *dx

2

2

< ZJI'[F (x = v,t)]dx + ZJI'[G(X —v,t)| *dx
+ vlzjl'[F (x —v,t)Pdx + vzzj[G(x —v,t)] “dlx

< (2+v12)J1'[F(x—vlt)]2dx

+(2+ vzz)Jl'[G(x—vzt)]zdx.

Ensuite, d aprés la construction des fonctions périodiques F pea €t Gpea, € parce que
v, /v,| <1, on peut écrire::



J [Fx-vp)* dx—l_vftF(f) d5<1le o (£)2dE =1,
j [G(x-v,t)]"ax —jé(f) df<jépem (6)%dé =1,
Onadonc:
—jF wa(£)20E
jFpem(é) d¢ = jFpem(a d<‘+2(lj:pem(<‘) d¢ = jFpem(é) dé+1,
o= [Grmal@)'a

—V2

jepem(f) d¢ = jepem(f) d¢ + jepem(a d¢ = jepem(f) de+1,,

e V2
Vi

ou I'intégrale |, par exemple peut étre cal culée comme suit.

2(1—\‘/’4)
[Foea(@)’de
1

V1

2(1- Vl)

jF,m(f) dé + jFperd(f) dé =1, +1,,

2-—
Vz

2-

avec

. ) v

R S e N CIOR

= _IGpe,d({) df———ijerd(ﬂ df——ijad({) dé

. _jppe, (—a df——ijerd(f) dé = jFpad(a df——jepam d¢,

Vv, v,
Vi

146
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Vz

2(1-1) 2(1- 1) 4
jFperd(E) dé = j Gperd((l—"2 (1-)2dE = je,m(g) d&
=—_1 J-Gperd(a df‘—— j Fperd(—{) df——J‘Fperd({) dé = jFperd(f) dé

1%

- J‘laperd ((1_:/I_2(1_4())2d€(:\\//_lj‘6perd (E)zd{: __1_[ perd ({)de

L’intégrale |, peut étre calculée de laméme fagon. On obtient

g = IGperd(E) dé = ‘[Gperd(qz) df+‘[Gperd(f) d&

2% 22
Vi A V1

W 0o
| Foua(C2E%dE+ [Frawa(-16)°d €
V, ¥, v,

V.
22 Va
Vi A

)

v, = v, = v v, (= v, [
=YV IFpad(g)2d§+_2jFpe,d(—l{)2d£:——2 jFperd(f)zdf——szperd(f)zdf
Vlzﬁ Vil Va Vi Vio

oM

=2 [ (@2 1m0 [Frs (070
Vl 1 Vl V1 0
= —\j}aperd (E)de—v—zjl-Eperd (f)zdf :Jl-aperd (E)de_v_zjl-Eperd (E)ngz
! Vio V2 Vio
=\jiaperd (E)Zd{'l';faperd (f)zdf—\\//—j:[Eperd (f)zdf
:TEWd (ﬁazdf'*'jgperd (E)de—v—z-l[Eperd (f)zdf
A Va 0 Vv, %

v2O v,
v_li e (€) d5+jeperd(f) dé jFpe, (6)’dé

== —Zj; d(f) d§(+J-Gperd(<() d{__J-FPef (4() d{
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Comme F ped = F° et Gpea = G° sur I’intervalle [0,1] nous pouvons donc nous ramener

aune expression ne dépendant que des états initiaux :
p 0 2 p 0 2 Vi ; 0 2 Vi = 2
- =[FO@?de + [FO(&)°dE -2 [G(&)°dE — - [Gipea () °dE
0 0 V2 0 V2 0

= Fo[z-2%
=gF°|" -2 el

1 1 1 1 (B,9)
c :lémd(azw—t—jfpﬂ (5)2d5+j;5perd(f)2df—\\i—ijfperd ()%dé
— ol 2 _ V_z ofl 2
=4e°] -2 7"
D’apreslarelation (B.4) ona
0 1 2 2
[FoI < ol
! (B . 10)
o] = >||h [ el
D’ou lamajoration sur lanorme de la solution au tempst :
hO(X) i 2 ofl 2 1 0} 2 2 0fl 2 2 0fl 2
R e e
<@+ )20 )y I i )IIQoll vl L I i )ZIIQOIIZI
o+ (ol - Xj G Il + el

Finalement on obtient une majoration du type souhaité, a savoir :

he (0 )|
”T(t)(Qo(X)j 2

< M et montre que I’ opérateur T(t) est borné.

2

2l

2

< My + M0y < M

ce qui donne [T ()| o)

» Caractére C,

Nous allons maintenant montrer que I’ application t — T(t) est fortement continue ¢’ est-&

direque:
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=00(h,,Q,) 0Z

2

Qo(X) QW)
Nous commengons par montrer ce résultat dans I’ espace des fonctions continues a support
compact. Nous I'éendons ensuite par densité. Soient deux fonctions h, et Q, dans

C.(2), I"espace des fonctions continues a support compact. On a
h 2 2
HT( )[h‘)(x) (X) = [h(x ) = 1y GO +]Qx 0 QI

Hh(xt) h(x)]z
Q(X) Qo(X)

Axb) QM)

avec .
h(x 1) = —2h (X=Vit) =—Lh (X=V,t) = — - Q, (X = Vit) + — = Q, (X~ V)
’ 0 1 0 2 0 1 0 2
V, =V, V, =V, V, =V, V, =V,
Qx,t) =22 h (x=vt) =22 h (x—vt) -2 Qu(Xx=Vit) +—2—Q, (X=V,t),
Vo, =V, 2~V 2~V 2~V

comme les fonctions h, et Q, sont continues a support compact, les fonctions h et Q le

sont également. Elles sont donc bornées

Ih(x,t)| <M,
QIx.t)[< My,

et telles que

limh(x,t) =R, (x) 5 1IMQ(x,t) = Qy(x)-

D’ apres le théoreme de convergence de dominée de L ebesgue, on peut conclure :

limih(et) = (9], =0 et Mt = Q) =0,

d ou

mT(t)(ho(x)}_(ho(x)]
-0 Qo(x) Qo(x) 2

Nous devons encore étendre ce résultat a |I’ensemble des fonctions quelconques h, et Q,

de Z. Comme I'espace C_ (Z) est dense dans Z (C_(Z) =Z), ceci se fait de la maniere
habituelle. Soient (h,,Q,)JZ. Par densité, il existe deux fonctions (h;,Qs)OC.(Z)

tellesque:
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c & c £
0e>0 00 -hy(0f, << e Q509 -Qu(¥, =3
donc
T‘t)(hO(X)J‘(hO(X)J _ T(t)[ho(x) ~h5 (%) J+T(t)[“5"‘)J-(hg"‘)J+[h5‘X)J-(“°‘X)J
QM) Q) Qy (%) — Q5 (%) QM) M) Q) QM)
<[] (hO(X)_hgc(X)J +T(t)(hgc(X)J_(hgc(X)J +(h§ﬁ<x)-ho(x)J
Qo(x)_Qo(X) 2 Qo(x) Qo(x) 2 Qo(x)_Qo(X) 2
<SMe+e+e.
On adonc

2

lim 0, 0(,Q)DOZ.

T(t)(ho(x)}_(ho(x)]
Q09) (@9

2
e Conclusion

Lafamille d opérateur T(t) associée au géenérateur Aiai qui définit la solution au tempst
X

de |’ équation (B.1) apartir des conditionsinitiales est bien un C,-semigroupe.
B.2 Calcul desvaleurspropresdel’ opérateur A = Alai
X

Dans ce paragraphe nous alons calculer les valeurs propres de |’ opérateur A = A ai .Les
X

valeurs propres de cet opérateur sont les nombres ALIC tels que le probléme aux limites

0 -1)9 (1)) _ ,(fi(¥
(ai —aj& fz(x))_ fz(x)] (B.11)
LM=0, f,00=0,

possede une solution (f,(X), f,(x))" non triviale. Le probléme (B.11) est un probléme aux
limites linéaire. En procédant au méme changement de variables (f,, f,)' =P (¥,.¢,)"

gue dans I’ annexe 2.B.1 précédente, on obtient comme solution générae:

A A
X -2

@090 ,(0) =(ce ™ ce ™)

avec c; et c,[1¢. En imposant a cette solution géenérale les conditions aux limites nulles, on
obtient les conditions :
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A A

c,e* +ce”=0
v,¢ +V,C,=0.

Ce systéme linéaire homogene possede une solution non triviale si et seulement s :

A = ViVy |n(_V_2)+M(2k +D i, kOZ, (B.12)

Vi —V, \Z Vi —V,

comme v, <V,, cesvaleurs propres A, sont situées sur ladroite d’ équation

Re(z) = Vvl—vz|n(—v_2),
1 2 1

et distribuées symétriguement par rapport a I’axe réel. Elles sont espacées entre elles
d une distance constante 2—22_ 77
Vi—V,

¢« Conclusion

Lesvaleurs propres de I’ opérateur A sont a partie réelle strictement négative.
B.3 Démonstration de non-stabilité exponentiellede A = A, + Alai
X

Dans ce paragraphe nous montrons que A =A, +Alai est un opérateur non
X

exponentiellement stable, ce qui revient & montrer que (sl - A )" OH,(£(Z)). Nous
allons donc commencer par calculer (sl - A )™. Ona

_(0 -1)a (0 0
Ala, -a)ox Tla, -a,)
sur le domaine
D(AS):{zz(zl,zz)tDZ ,%DZ / z(1) =0, 22(0)=O}.

Soient z=(z,z) OD(A) avec z(1)=0,2(0)=0 e y=(y,y,)" tels que
(sl -A)"y=z.0Onadonc (sl —A)z=y. D’'aprés I’expression de I’opérateur A, cette

derniererelation est équivalente a:
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S +ai:y
4 wx N

(B.13)

4 —ala—21+a aﬁ—agzl+az =y

2 GX 2 6X 4 =2 27

qui peut s ecrire sous laforme matricielle
(a; +a,5) (s+a,) G, 1
0 - —Y1 Y
&(3]= a 3 [f} a e (B.14)
i -s 0O 2y

Posons

_ (as +a23) (S+a4) / & —i
Q(s) = a a, et (Eﬁ]z a, Y1 aiyz .
-S 0 % Y,

D’apres le calcul qui a été fait dans le chapitre 3, les valeurs propres de la matrice Q(s)

sont donnée par laformule suivante :

)ll(s)=_(azs+a32:a“/\(s) , )lz(s):_(aZSJra;;_a“A(s),

avec

N(s) :£a25+a3j2 _435*a)
a &

En procédant au changement de variables (z,,z,)' =P, (®,,®,)', ou la matrice P, est

définie par

P.(9 =[ P9tz 1 ('”2(3) '1],

1 1
—A(9) —/12(3)]’ S(A ()~ A (N A(s) 1
on observe que le systéme (B.14) a pour solution

®,(x) =c,(s) e + [0 g, (u) du
0

,(X) = ¢,(5) = + [0 g, (u) du,
0
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ou ¢, et c,[JC. sont des constantes a calculer a partir des conditions au limites nulles, a
savoir :
AP, (1) + A (9P, D=2(1)=0
-s®, (0) - sP,()=2,(0) =0.

On adonc
C,(8) = —¢,(9)
1 1
[A(8)e"P0 9, (U du + [ 1, ()P, (u) du

g =0 0
o 2,960 ~ 1, (9

Lasolution est donc, d’ apréslarelation (z,,z,)' =P, (®,,®,)", donnée par :

2,(X) = A ()P, (X) + A, ()P, (X)
Z, (X) = _Sq)l(x) - SCDZ(X),

(B . 15)
qui peut s ecrire de fagon plus détaillée :
7,9 = ¢,(9) (4 (949 % = 4, (99" ) + [ A,(99e%99, (u)cu
0
+ [2,(9€*9% g, (u)du
0
z,(X) = c,(s) (se”Z‘S)X —se”l‘s)x) - J‘se”l(s)‘x'“) ¥, (u)du - J‘se”z(s)(x'“)f/z(u) du.
0 0
Notons pour lasuite :
f,(x9) = ¢,(9) (A (96" * = A, ()€™ %)

0,(%,9) = ¢,(9) (5™ * — s %)
fz (X, S) = ‘[/]l(s)e/h(s)(X-U) 91(u) du + J‘/]Z (S)e/lz(s)(x—u) 92 (U) du
° 0

g,(x,8) =- Ise”l(s)‘x‘”’yl(u)du - Ise”?‘s’(x‘”’yz(u)du.
0 0
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Apres avoir calculé la solution du probleme étudié, nous allons montré que I’ opérateur
(sl = A)™ qui en résulte n'est pas dans H_ (£(Z)). Pour ce faire, d'aprés la définition

H. (£(2)), il faut montrer que sup (sl - AS)'lu N est pasfinie. On a:

Re($)-0
(o -A)|=sul(s -A)™],,,,
Soit |y| <1 tel que
(o -A)"Y,, =0
On apar ailleurs
S ] I [RTU SRt

Pour montrer alors que sup
Re(s)>-0

” fi+ fz”i2 N’ est pas bornée. Or,

(s —AS)'lu nest pas finie, il suffit de montrer que

1 1
[f+ £} = [[f.(x8)+ £, (6 9)% ax= [|f,(¢5)+ f,(xs) " dx
(Z:. ) 1 20 1
= [[f.068) dx+ [| £, 06 9) " o+ [[F,(6 ), (% 8)+ F,(%5) f, (% 5)]alx.
0 0 0
Nous pouvons utiliser les expressionsde f, et f, dgacalculées. Ona
1 ) 1 ,
— A(s) x _ 2(s) x ] 2
1 - 1 1 2
[[.0¢5) dx = [le.(9) (L (9)e A, ()% ) dx
0 0
1
=le, (9 [| (A (99e49 " = A, ()€™ %) 2ok
0

2dx

1 1
=[e, (9 [| A (9629 *| 2ax +[c, (I [| A, (e
0 0

T -
+ J-[ Al(S)e/‘l(S) X (/12 (S)eﬂz(S) X )+ (Al(s)e/‘l(S) X )Az (S)e/iz(s) X dx.
0
Afin de conclure, il nous suffit donc de montrer que

1
3 =le(9) [ (e | 2dx?
0
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n'est pas bornée. On a

ez Re (A (s)) x

de = |Cl(S)|2|Al(S)|2 Wl(s))

h 1
J= |Cl(s)|2H/]1(S)eAl(s) x| 24y = |C1(S)|2|/11(S)|2 ”e/]l(s) "
° 0

Or nous savons que Re(A,(s)) >0 et Re(4,(s)) <0, donc J n'est pas bornée ce qui
prouve que I’ opérateur (sl = A,)™" OH,,(£(Z)) et par conséquent que I’ opérateur A, n’est

pas exponentiellement stable.
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Annexe 3

C.1 Environnement de Travail

FEEETEE Acquisition et Demultiplexage

h “anne 1 amont
AIDE
h %anne 1 awval
P In1
Ot 1
h “wanne 3 amont = In2
| P vanne 1
(N2
h “anne 3 awal = It (a1l 3} | wvannel
o= IS5
| J= wanned
h Bac awal = Infi
Ot 2
Commande des vannes
P In7
h hflieu Cammande
Qawal

Mesures des hauteurs

i e m R S il Paur fimer les paramétres du multiplexeur,
tapez n=... et T=.. . dans |3 fendtre de commande hatlab.
Jusqu'a 32 n=3 signifie 32 entrées, T min est 0.002 sec: parmet des signausx jusqu'a S0H= = =
o 3 SR S 2 ey z # . e 4 zorties analogiques
entrées analogiques n=< zignifie 16 entrées, T min est 0001 zec: permet des signaux jusqu'a 100H=z an AOV +10v
en -0 +1007 n=2 signifie 8 entréas, T min et 0.0005 sec: permet des signaux jusqu'a 200H= =

Figure C.1 : Fichier Simulink d'échange viala carte d'acquisition dSPACE.

hamort mes - | hamontest - - - Q aval mes - Cl aval est R !DSP eimdeti2 - HostService —]
| l | [ . ’T‘ Settings... I
E-3 | e E-: ! Ei T
—200 - —200 . - - —i0- —i0- - - s | 0% Lengthl 05

IV Auto Bepeat Downsampling I 1=

=150 |

= I = =5 =5 — Trigger Signal

=100 =100 E = Bl

= = =4 =4 I ﬁ-

=z0 =50 = = Lgvell i} Delay | i}
o = = s |<< Dirop tigger wariable here >3

_ —Reference Capture —  — Capture Variables
| cesi| awelf| oponi| asowitt|  opsol|  apesl it veke|[sae | A ooeotom

0.005 o010

1
o a3 10 15 BEGERFI i s

oL ERUres

0.05 0.05 ! Constant@fdlue . o oeos e o

hauteur amont
]
=
CEDN &val

b 3 i ees

= M
= 0 20 40 B0 B0 100 120 140 160 480 200 - | [rrrprerprrrproerprer]p oo
L o - |1 08 05 04 02 0

o
o
[=]

e
[}
o
f]
[=]

Figure C.2 : Fichier d'interface graphique homme-machine.
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Annexe 4

D.1 ldentification desparamétres

L’étude d'identification que nous présentons ici a était faite par S. Chaussinand
[Chaussinand S., 2003] dans le cadre de son stage de DEA auquel j’ai participé. L’ objectif
de cette étude était de déterminer la valeur pratique de tous les paramétres caractérisant la
géométrie du cana et intervenant dans les égquations de Saint-Venant : il sagitde la
largeur du canal, delalongueur du canal , delapente, du coefficient de Strickler K ; de
plus, il fallait déterminer le coefficient de toutes les lois d’ ouvrage (vannes et déversoir) ,
ains que le débit maximum atteignable dans le canal.

La longueur et la largeur du cana sont accessibles par smple mesure sur le canal. Par
contre les autres valeurs doivent faire I’ objet d expériences. Notons que les vannes sont
commandées en tension et nous ne connaissons pas la relation qui lie la tension et
I’ ouverture, il faut donc mener une expérience permettant de déterminer cette relation.
Une fois ces valeurs trouvées, une série d expériences de validation devra avoir lieu.

D.1.1 Reation tension/ouverture desvannes

Les moteurs gérant |'ouverture des vannes sont pilotés en tension. Or, la commande que
nous établissons est exprimée en "mm” représentant la hauteur d'ouverture de la vanne. Il
nous faut donc trouver la relation liant la tension et I'ouverture désirée. D'apres les
données du constructeur cette relation est linéaire, mais les paramétres ne nous sont pas
fournis. Cette expérience va nous permettre de vérifier les données constructeur et de
déterminer les paramétres inconnus.

 Protocole

- mettre une consigne d’ eau de 10cm al’amont (ceci étant la consigne moyenne
nous avons ainsi larésistance apportée par I'eau),
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- appliquer la série de tensions a la vanne amont : 0-0.5-1-1.4-1.8-2-4-6-8-10 Volts.
Pour lavanne aval appliquer lasérie detensionsenV : 1-3-5-7,

- achague tension, relever I'ouverture de la vanne en mm.

Remarque D.1:

Les deux vannes étant sensiblement identiques, pour la seconde vanne, nous
prendrons moins de points. L'objectif pour la vanne amont étant de vérifier sa
linéarité aux faibles tensions.

Selon le protocol e ci-dessus, nous avons obtenu les résultats suivants :

Pour la vanne amont :

TensionenV

0 |04 (05|06 |06 |1 14 |18 |2 4 6 8 10

Ouvertureenmm | XX [ XX |4 6 10 |15 (24 |325 38 (85 |132 (180 |226

Pour la vanne aval :

Tensionen V 1 3 5 7 9

owetureenmm |20 |60 |106 | 153.5|200

Ces mesures ont été réalisées avec la précision de 0.5 mm.

e Interprétation

Dans un premier temps, a l'aide du logiciel Matlab, nous avons tracé les courbes obtenues
apartir de ces données :




Fig1 : Courbe tension=fiouverture) pour la Yannel Fig 2 : Courbe tension=fiouverture) pour la “anne3

Tension en
Tension en %

H H H
0 £0 100 150 200
Ouverture en mm

Quverture en mm

Figure D.1: Evolution de I'ouverture en fonction de la tension.

Sur ces deux figures nous pouvons dire que les deux vannes sont linéaires par contre elles
ne passent pas par zéro.

e conclusion

Nous avons verifié que les vannes sont bien linéaires méme en basses tensions. Par contre,
le zéros d'ouverture ne peut étre atteint. La relation de chacune des vannes est décrite par
laloi. Notonsque u représente latension aappliquer et 6 , I'ouverture désirée.

Vanne amont : u =0.04286 + 0.3272.

Vanneaval : u=0.04446+0.12.

D. 1.2 ldentification
D.1.2.1 Lapente

La pente est un paramétre important du canal. En effet, elle apparait directement dans le
modéle de Saint-Venant et permet de déterminer si le cana se trouve en régime fluvial
(I"onde peut étre décomposée en deux ondes se déplacant en sens contraire) ou torrentiel
(I"onde se déplace dans une seule direction). Pour le micro-candl, il a été déterminé que la
limite entre ces deux régimes se trouve autour de 0,6 %o0. En dessous de cette limite, nous
nous trouvons dans le cas « fluvial » et au dessus dans | e cas « torrentiel ».
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* Protocole
- fermer lavanne aval,

- ouvrir lavanne amont,

- appliquer une consigne al'amont du cana,

- attendre la stabilisation,

- mesurer lahauteur al'entrée du canal,

- mesurer lahauteur alasortie du canal,

- mesurer ladistance entre les deux mesures.
e Observation

Nous avons effectué plusieurs mesures afin d'avoir une pente moyenne. La distance entre
les deux mesures est constante et égale a 7600 mm, les mesures de hauteurs sont reportées
dans |e tableau ci-dessous :

mesure amont 60 78 96.5 116

mesure aval 725 92 108.5 128

e Interprétation

distance entre les deux mesures

mesure
aval

mesure aval — mesure amont
distan ceentre les deux mesures

La pente nous est donnée par : | = atg(

Ce qui nous donne pour chacune de nos mesures :

mesureamont | g1 78 9.5 116

mesure aval 725 92 1085 128

pente 0.0016 0.0018 0.0016 0.0016
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Pour avoir la valeur la plus proche de la rédité, nous avons effectué la moyenne de ces
valeurs en enlevant au préalable les valeurs aberrantes.

Ce qui nous donne un angle de 0.0016°.

Soit une pente: | =1.6%o.

D .1.2.2 Ledébit maximum

Le calcul du débit va nous donner des indications sur I’ordre de grandeur des quantités
d eau qui peuvent transiter dans le canal. Cela nous servira pour le dimensionnement des
commandes et nous évitera de faire des commandes atteignant des déebits impossibles
d une part et de donner des consignes inatteignable de I’ autre. De plus, cette information
nous permettra de dimensionner le temps de parcours et le retard minimal d’ une onde dans
le canal.

* Protocole
- faire deux marques suffisamment éloignées sur le bac aval,

mesurer la différence de hauteur entre les deux marques,
- ouvrir lesvannes 1 et 3 au maximum,
- fixer laconsigne amont a 200 mm,
- boucher le trou d'évacuation d'eau du bac aval,
- lancer lamesure du temps au passage du niveau d'eau ala hauteur min,
- arréter lamesure de temps au passage de |'eau au niveau max,
- déboucher le trou d'évacuation.
* Observation

Nous avons fait plusieurs essais. Dans un premier temps, nous avons essaye de piloter la
fermeture de la vanne aval pour boucher le trou, mais cela ne nous donnait pas de résultats
satisfaisants. En effet, nous nous trouvions en présence d'un régime transitoire, ce qui
faussait nos mesures. Ensuite, nous avons pris une plaque de plexiglass que nous avons
directement placée sur le trou d'évacuation. Les résultats ains obtenus ont été corrects.
Pour mesurer le temps, hous avons proceédé de deux maniéres : avec un chronometre et en
calculant directement le Ah et le At apartir des mesures relevées viala carte dSPACE.
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Les mesures visuelles au chronométre ne sont pas trés précises. En effet, le bac ava
connait de nombreuses perturbations, il est donc difficile de déterminer a quel instant
exact I'eau franchit un niveau. De plus, nous travaillons a la seconde et la précision n'est
pas trés importante. Visuellement, nous avons obtenu 7 sec.

Vialacarte dSPACE, nous avons obtenu le relevé suivant :

h eau bac aval filtree

Hauteur en rmm

Temps en sec

Figure D.2 : Hauteur d'eau dans le bac aval.

Sur cette figure, nous voyons que pour Ah =189mmiil faut At =5 sec.
e Interprétation
Le débit est donné par larelation :

Volume rempli Ah  m?
= en

- temps de remplissage At S

avec S= la section du bac aval. Dans notre cas :

S = surface du bac — surafce dutuyau d' évacuation
= S=0.5*0.495 - 770.055°
- $=0.238m>.

*
Nousavonsdonc: Q = &50189 =0.009 m’s™.

Soit le débit maximum: Q,_, =9Is™.
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D .1.2.3 Lescoefficients des ouvrages

Nous avons vu dans le chapitre 2 que laloi des ouvrages est décrit par : Q =a B 6,/2gAh

ou a est le coefficient de lavanne, B,, lalargeur delavanne, ou @ représente I’ ouverture

de la vanne, Ah et la différence de niveau d’eau selon que nous sommes dans le cas
d une vanne ou d'un déversoir.

Ici, I’ objectif est de déterminer le coefficient a qui est un coefficient de rendement propre
a chague vanne traduisant |a perte de charge a son niveau.

* Protocole
- ouvrir lavanne 3de 0.02 m,

- mettre une consigne amont de 0.15 m,
- ouvrir lavanne 1 de 0.01 m,

- noter les hauteurs al'amont et al'aval de chague vanne et au niveau du
déversoir,

- mesurer le débit,
- recommencer avec lavanne 1 ouverte de 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07 m,

- recommencer cette série avec une ouverture de lavanne 3 de 0.03, 0.04, 0.05m.

¢ Observation

Dans le tableau ci-dessous, nous avons reporté les mesures effectuées ains que le o
calculé correspondant pour chacun des ouvrages : vanne amont, vanne aval et déversoir :



— - o i) 5

& A NSE S S & fs/E

S IS e e S eSS S SE SENE

o 3 E JF S fe T S S fFSFE [

&S S S S LS S S F SE SF J S F

B354 | 13| 78| 143| 65| 0p60| 20] 22| 90| ea|0.74] 1] 0971] 70] 09081
essal 2 30] 40| 140] 100|051 20 &3[123[70[067| 14| 136 72| 10855
essai 3 40| 21| 140] 119]0.59] 20| 66[135|79(0,72| 16| 1506] 81| 06853
essai 4 50| 15| 140] 125]0,57| 20 eo[140] 80072 16| 1554 82| 05753
essai 5 50| 10| 140 130] 0,60 20 e4[144] 80072 1.7 1603 62] 05964
essai b 70| 7| 140] 133062 20 e4[145[ 81072 1.7 1503 83| 0FE0
essai 7 70] 13| 134] 121|060 30] 45[137|ee[0 73| 22| 2,137 90] 0E51E
essai O G0] 18| 136 118|060 30| 46[134]88[0 75| 2,2 2,137 90| 0E513
B33ai 50| 24| 138| 112057 30 44[130[ 86070 2| 1943 8| 05422
eszai 10 40| 28| 138] 110|062 30] 43[128[ 85[0 67| 19] 1846] 67| 053R4
essai 11 30| 48| 135] 90| 0,50 30| 533|116 683|070 18] 1.7] 65| 05402
Bssai 12 20] 67| 142| 7s|064] 30| 24[104]80]071| 15[ 1457 62| 05331
essai 13 10| 98| 144| 46[074]30] 4] 74|70[121] 1.1] 102 72[ 08142
essai 14 10 99| 143| 44[053| 40| 3| 72|es|0g0] 09 ogra| 71| 07537
essai 15 20] 86| 136] s0]050] 40| 8| &7| 79]083] 1.4 1,311 81| 05995
essai 16 30| 6| 136] 7o|055] 40| 18[102|e4]oE0] 2| 1894] 86| 0 FE2T
essai 17 40| 46| 134] so|050] 40| 27[114[e7[077| 23] 2234 89] 07087
essai 18 50| 34| 131| 97| 0,50 40| 30[120(90[079| 25| 2429 92| 0FE5S
essai 19 60| 25| 130| 105|060 40 34[12692|077| 26| 2526 94| 0 G628
essai 20 70] 17| 130] 113|065 40| 37[130( 93[077| 27| 2623 95] 0 FR4T
essai 21 70| 22| 126] 104|065 50| 4e[123|77[063| 3.1] 3011] 93] 0EE72
es5al 22 60| 34| 130] 96|0,59] 50 44[119]75[063| 3| 2914| 98] 0 566D
essal 23 50] 41| 131| o0|062| 50 35[113|78|067| 25] 2,768 96| 05772
essai 24 40| 55| 131 7e| 058 50| 29[107|78|064| 25 2,429 94| 05370
essai 25 30| 71| 138| es|059] 50 18| 95|77 |070| 22| 2083| 90| 053ES
essai 26 20] 85| 140] 55| 062 50| 11 86| 75069] 1,7 1603 83| 0 FRa0
essai 27 10] 101] 143] 42[055] 50] 25] 71| 69|0,75] 09 0626] 73] 06126
essai 20 20| 22| 76| s4|052| 30| 4] 66| 64[041| 07 0p8| 89] 02157
essai 29 a0] 0] 76| ee| 060 30| 14| a0[66[068] 1.1] 1068 74 07353

* Interprétation

164

Les trois courbes de la figure 7.7 montrent que les valeurs que nous avons obtenues sont

toutes sensiblement identiques. Afin d'avoir une valeur pratique, nous allons considérer la

moyenne de ces valeurs apres avoir enlever les valeurs atypiques.

Pour la vanne amont :

Pour la vanne aval : De laméme maniére, nous obtenons: a, = 0.73.

Nous enlevons le maximum et e mininum et nous effectuons la
moyenne des valeurs restantes, ce qui nousdonne: a, =0.6.

Pour |le déversoir : De méme : o, =0.66 (nous avons enlevé les valeurs qui différaient

trop des autres).
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Figure D.3 : Coefficients des ouvrages en fonction de I'essai.

D .1.2.4 Lecoefficient deStrickler

Le coefficient de Strickler K est un coefficient permettant de définir la rugosité du cana

et donc de faire apparditre les forces de frottements intervenant tout au long du bief. I

s exprime en m*3s*,



166

* Protocole
- ouvrir toutes les vannes,

- fixer une consigne al'amont,

- attendre le régime d'équilibre,

- mesurer lahauteur al'amont du bief,
- mesurer lahauteur al'aval du bief,

- mesurer le débit,

- sous Matlab, résoudre 'EDO (équation différentielle ordinaire, voir chapitre 2)
donnant le profil de hauteur d’ équilibre non uniforme h,(x) avec pour

parametre : h,= hauteur al'amont du bief et Q, le débit mesuré al'équilibre,

- farevarier K, jusgu'atrouver une hauteur al'aval égale a celle que nous avons
obtenu en pratique,

- recommencer avec trois hauteurs différentes.

¢ Observation

Dans le tableau ci-dessous, nous avons reporté les différentes mesures relevées lors de
I'expérience auxquelles nous avons rajoutées le coefficient K identifié correspondant.

1=

SHFCR

S SIS
0
-~ T gl

0150 01441 0007358 99
0,13 0123 00056 95
009 0097 000247 95
007 00768 000158 93

N.B : les hauteurs sont en métres, les débits en m%/s
Ces mesures ont été délicates, notamment au niveau du débit. C'est pourquoi nous avons
réalisé plusieurs essais afin de déterminer la valeur moyenne du coefficient K .

* Interprétation

En rédisant lamoyenne des quatre valeurs ainsi obtenues, nous obtenons : K = 97m"3s™,



D .1.25 Tableau récapitulatif desparametres
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parameétres

B (m)

L (m)

K (m1/3s—1)

o vannel

o vanne 3

o déversoir

pente (%o)

Qua(m’s™)

valeur

0.1

97

0.6

0.73

0.66

16

0.009

D .1.3 Conclusion

Cette étude d'identification a été trés utile dans le sens ou elle a permis de déterminer

toutes les valeurs des paramétres nécessaires pour I'implantation des différentes lois de

commande citées précédemment. Notons bien que dans cette étude une partie de

validation statique et dynamique de ces parameétres a été faite. Les résultats obtenus en

simulation et en pratique sont identiques, pour plus de détails, voir [Chaussinand S.,

2003].
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Résumé

Ce travail concerne la commande optimale robuste des systémes hydrauliques a surface libre
(canaux d'irrigation). Nous nous sommes intéresses a deux approches de synthése de
commande optimale. La premiére approche consiste a synthétiser une loi de commande
optimale LQG /H2-LTR (de dimension finie) avec pondérations fréquentielles robuste vis-a-
vis des erreurs engendrées par la réduction a un modéle de dimension finie des équations de
Saint Venant. Le modele réduit est obtenu par collocation orthogonale a partir du modele
linéarisé tangent de Saint Venant. Un observateur est également proposé qui permet de
reconstruire I’ état du systeme a partir des seuls états mesurés al’amont et al’aval de chaque
bief. Le régulateur optimal robuste et I’ observateur ont été testés sur différents modeles de
référence ains que sur un micro-cana expérimental réel. Ils sont comparés aux résultats
obtenus par d autres méthodes de régulation connues. La seconde approche de synthese
consiste a faire I’approximation en dimension finie d'une loi de commande (de dimension
infinie) obtenue a partir des équations de Saint Venant linéarisées mais non réduites. Nous
présentons dans ce rapport des résultats liés a I’ analyse et a la synthese du régulateur optimal
LQ en dimension infinie appliquée aux équations de Saint VVenant. Nous décrivons ensuite le
moyen d’ obtenir une approximation en dimension finie du régulateur LQ sur la base de
I’ éguation de Riccati d’ opérateurs associée au probleme.

Mots-clés: canaux dirrigation a surface libre, commande LQG/LTR, méthodes de
collocation orthogonale, systemes a parametres distribués, commande optimale aux frontieres.

Abstract

This work deals with the robust optimal control problem of open-channel hydraulic system.
Two approaches of this problem are developed. The first one is based on a reduced lumped
parameters model obtained through an orthogonal collocation method applied to the linearized
Saint-Venant model of the hydrodynamics within a reach. An optimal H2 control law is
designed to be robust to the reduction error with the help of a frequency loop shaping
approach. Using a loop transfer recovery technique, an observer is proposed to estimate the
state from the measured water levels and flows at the ends of the channel reach. The whole
control structure is then applied on various reference models as well as on an experimental
small canal. Results are compared with those obtained from classical control strategies. The
second approach is based on the semigroup theory for distributed parameter linear system. An
optimal control law which minimizes the same criterion is computed on the linearized partial
equations model. This infinite dimensional control law is then finally reduced using the same
basis functions as in the first approach. We present results related to the optimal boundary
control problem as exponential stabilizability and detectability and finally show the way to get
a finite dimensional approximation of the optimal control law using a discretization of the
associated operator-valued Riccati equation.

Keywords : open channel hydraulic system, optimal LQG/LTR robust control, orthogonal
collocation, boundary control distributed parameter system



