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QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN
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Il m’est très agréable de remercier toute ma famille, en particulier

ma petite cousine Cécile toujours prête à m’écouter, mon frère Joël, ma
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Coloration des solutions d’une équation dans un groupe fini 11

“Coloured solutions of equations in finite groups” 13
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INTRODUCTION
Cette thèse omporte deux parties indépendantes. La première partie traited'un problème de oloration dans les groupes �nis. La seonde développe uneméthode dite isopérimétrique liée à la théorie additive des nombres et pluspréisément à la théorie d'addition d'ensembles dans les groupes. La thèse estomposée de trois artiles (soumis pour publiation) et de ompléments danshaque partie.Le premier hapitre présente un résultat lié à la théorie de Ramsey(1). Cettethéorie étudie les olorations d'objets mathématiques (arêtes ou sommets d'ungraphe, entiers naturels, éléments d'un groupe...). Les résultats lassiques dethéorie de Ramsey prouvent l'existene ou estiment le nombre de sous-objetsmonohromatiques. Par exemple, le théorème de Van der Waerden(2) montreque, pour tout entier k, il existe un entier n, tel que toute oloration des entiersde 1 à n ontient une progression arithmétique monohromatique de longueur

k. Des résultats d'un genre nouveau sont apparus es dernières années, ilssont parfois appelés anti-Ramsey ou Ramsey ar-en-iel, il s'agit ette fois dedonner des onditions impliquant l'existene de sous-objets ar-en-iel ('est-à-dire omportant des ouleurs distintes). Ainsi en 2003, Jungi¢ et Radoi£i¢(3)ont montré que pour toute oloration en trois ouleurs des entiers de 1 à 3n telleque haque lasse de ouleur ontienne n éléments, il existe une progressionarithmétique à trois termes ar-en-iel.
(1)R. Graham, B. Rothshild, J.H. Spener, Ramsey theory, John Wiley and sons, New-York,1980.
(2)B. L. Van der Waerden, Beweis einer Baudetshen Vermutung, Nieuw Arh. Wisk. 15(1927), 212-216.
(3)V. Jungi¢, R. Radoi£i¢, Rainbow 3-term arithmeti progressions, Integers 3 (2003), A18.



6 ÉRIC BALANDRAUDUne déouverte de Datskovsky(4) de 2003 montre que le nombre de tripletsde Shur ((x, y, z) tel que x + y = z) monohromatiques dans une olorationde Z/nZ en deux ouleurs, ne dépend pas de la distribution des ouleurs maisuniquement des ardinaux des lasses de ouleurs. Par la suite, Cameron, Cil-leruelo et Serra(5) donnèrent une généralisation de e phénomène ombinatoirepour des équations généralisant les équations linéaires dans les groupes �nisolorés ave deux ouleurs. Ils donnèrent en appliation des bornes inférieurespour les nombres de progressions arithmétiques à trois ou quatre termes mono-hromatiques dans des groupes �nis olorés ave trois ou quatre ouleurs. Unautre type d'appliations leur permet de déterminer le nombre de triplets py-thagoriiens dans Z/pZ, ave p premier et de aluler le symbole de Legendrede −1 et de 2 modulo p.Dans la première partie de ette thèse, nous onsidérons une oloration quel-onque d'un groupe �ni et une équation que l'on supposera régulière en un er-tain sens (qui omprend les équations lassiques : équation de Shur x+y−z = 0et de Sidon x + y − z − t = 0). Nous donnons une généralisation de l'idée quipermit à Cameron, Cilleruelo et Serra de prouver que le nombre de solutionsmonohromatiques ne dépend que des ardinaux des lasses de ouleurs pourune oloration en deux ouleurs. En onsidérant les nombres de solutions or-respondant aux di�érentes olorations possibles des solutions de l'équation,nous montrons qu'il existe des ombinaisons linéaires entre es nombres qui nedépendent que des ardinaux des lasses de ouleurs et pas de la répartitiondes ouleurs. Qui plus est, es ombinaisons linéaires s'expriment de manièreparallèle en ombinaisons linéaires des ardinaux des lasses de ouleurs. Parexemple, pour une équation à trois variables dans un groupe de ardinal noloré ave trois ouleurs (A, B, C), le nombre de solutions monohromatiquesmoins la moitié du nombre de solutions ar-en-iel vaut exatement :
1

n
(|A|3 + |B|3 + |C|3 − 3|A||B||C|).Cela établit une relation entre les résultats de type Ramsey et les résultats detype anti-Ramsey.Des appliations sont données d'une part au déompte de progressions arith-métiques à trois termes ar-en-iel dans un groupe oloré ave trois ouleurs,haque ouleur apparaissant le même nombre de fois ; d'autre part au déomptede points sur une onique quelonque dans un orps �ni. Le résultat est aussigénéralisé à des systèmes d'équations.

(4)B.A. Datskovsky, On the number of monohromati Shur triples, Adv. in Appl. Math. 31(2003), 193-198.
(5)P. Cameron, J. Cilleruelo, O. Serra, On monohromati solutions of equations in groups,preprint, (2005).



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 7Le seond hapitre se plae dans le ontexte de la théorie additive desnombres et plus partiulièrement de la théorie d'addition d'ensembles. Il s'agitd'étudier dans un groupe, les ensembles �nis A et B de �petite somme�, 'est-à-dire tels que |A + B| < |A| + |B| − 1, où A + B est l'ensemble des élémentsde la forme a + b, ave a ∈ A et b ∈ B. Le théorème de Cauhy-Davenportétablit que de tels ensembles n'existent dans les groupes Z/pZ, ave p premier,que si |A + B| = p. C'est le premier résultat de e domaine. Il a été établi parCauhy(6) en 1813, qui l'utilisa pour montrer que dans Z/pZ tout élément estsomme de k puissanes k-ièmes. Davenport(7) redémontra le théorème en 1935,ignorant le travail de Cauhy. Ce n'est qu'en 1947 que Davenport(8) réalisa queCauhy l'avait devané.Dans le as des groupes Z/pZ, ave p premier, le théorème de Vosper déritla struture des ensembles A et B tels que leur somme soit de ardinal minimal,
|A + B| = |A|+ |B| − 1. Dans un groupe ylique quelonque et sous ertainesontraintes sur l'ensemble B, Chowla montra qu'il ne pouvait y avoir de petitesomme. Dans un groupe abélien �ni G, une généralisation du théorème deCauhy-Davenport fut obtenue par Mann : elle fait apparaître les sous-groupes�nis de G.Le théorème de Kneser(9) démontré en 1955, montre que si A et B sontdeux sous-ensembles d'un groupe abélien quelonque G, tels que |A + B| <
|A|+ |B|−1 alors l'ensemble A+B est périodique (i.e. il existe un sous-groupe�ni H 6= {0} tel que H +A+B = A+B). Ce théorème s'est depuis révélé êtreun outil majeur en théorie additive des nombres, notamment au travers de sesnombreuses appliations. Il se démontre lassiquement par des méthodes detransformation des ensembles A et B. Par exemple, la transformée de Cauhy-Dyson assoie à la paire (A, B) et e ∈ A − B, la paire (A(e), B(e)) telle que
A(e) = A∪ (B + e) et B(e) = B ∩ (A− e). Les propriétés de ette transforma-tion et un raisonnement par réurrene permettent de onlure. Cependant esméthodes ne sont pas desriptives et ne donnent que peu d'idées des ensemblesonsidérés.
(6)A.-L. Cauhy, Reherhes sur les nombres, J. Eole Polyteh. 9 (1813), 99-116.
(7)H. Davenport, On the addition of residue lasses, J. Lond. Math. So. 10 (1935), 30-32.
(8)H. Davenport, A historial note, J. Lond. Math. So. 22 (1947), 100-101.
(9)M. Kneser, Ein Satz über abelshen Gruppen mit Anwendungen auf die Geometrie derZahlen, Math. Z. 61 (1955), 429-434.



8 ÉRIC BALANDRAUDCes dernières années, Y. ould Hamidoune(10) a développé des idées issuesde la théorie des graphes aux problèmes d'addition d'ensembles. Il mit surpied une méthode, qu'il appela isopérimétrique, qui permit de nombreusesavanées. Notamment, elle permet de retrouver la plupart des onséquenesdu théorème de Kneser, mais apparemment pas diretement le théorème deKneser lui-même. Le graphe de Cayley assoié à (G, B), où G est un groupeet B ⊂ G, est le graphe dont les sommets sont les éléments de G et les arêtesles ouples (g1, g2), ave g2 − g1 ∈ B. Dans un tel graphe, si 0 ∈ B, on peutdé�nir le périmètre d'un sous-ensemble A de G, omme l'ensemble des sommetsextérieurs à A, qui sont joints par une arête sortant de A, soit l'ensemble
(A+B)rA. Le prinipe de la méthode isopérimétrique onsiste à aratériserla struture des ensembles de plus petit périmètre en onsidérant leurs unionset intersetions.Le premier artile de ette seonde partie de la thèse développe une nouvelleapprohe isopérimétrique. Cette nouvelle approhe se base essentiellement surles mêmes idées que la méthode initiale, mais onsidère des objets légèrementdi�érents. On s'intéresse ii non plus aux ensembles de plus petit périmètre,mais à tous les ensembles de périmètre inférieur à |B| − 1. Cette nouvelle mé-thode allie le double avantage de donner une nouvelle démonstration du théo-rème de Kneser et d'être ompatible ave la méthode initiale, qu'elle permetde développer.Le prinipe de ette approhe onsiste à mettre en évidene des ensemblesaratéristiques de toutes les sommes par B (i.e de tous les X+B ave X ⊂ G),qui seront appelés ellules pour B. L'étude de es objets permet, entre autres,de formaliser une notion de dualité additive, qui apparaissait dans des résultatspréédents, et qui orrespond à une bijetion entre les ellules pour B et ellespour −B. Une propriété remarquable est qu'une ellule pour B et sa elluleduale pour −B partagent exatement le même périmètre dans le graphe deCayley (G, B).On introduit une notation qui a pour but de lasser les ellules �nies oude omplémentaire �ni en fontion de la taille de leurs périmètres. Nous nousappuyons fortement sur une inégalité qui veut que la somme des tailles despérimètres de l'union et de l'intersetion de deux ensembles soit plus petiteque la somme des tailles des périmètres de es deux ensembles.
(10)prinipalement dans Y. ould Hamidoune, An isoperimetri method in additive Theory, J.Algebra 179 (1996), 622-630.Y. ould Hamidoune, Subsets with small sums in abelian groups I : the Vosper property, Europ.J. Combin. 18 (1997), 541-556.Y. ould Hamidoune, Some results in additive number theory I : the ritial pair theory, Ataarith. 96.2 (2000), 97-119.



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 9Pour l'étude des ensembles de petite somme par B dans un groupe abélien,on établit alors des onditions visant à ontr�ler les tailles des unions et inter-setions des ellules pour B. En raisonnant par réurrene sur la taille de leurpérimètre, nous établissons un résultat de struture pour toutes les ellules depérimètre stritement inférieur à |B|−1, e dont on déduit une nouvelle preuvedu théorème de Kneser.Un des intérêts notables de la méthode isopérimétrique est qu'elle donneaussi des résultats dans un adre non abélien, là où les aniennes tehniques semontraient ine�aes. Le deuxième artile de ette seonde partie s'intéressepartiulièrement au as où le groupe G est non abélien et établit un nouveaurésultat pour les ensembles de petite somme. Pour ela, nous adaptons les deuxpremières étapes de la réurrene menant au théorème de Kneser dans le asabélien.En partiulier, e résultat permet de donner de nouvelles valeurs exatesde la fontion µG. Cette fontion, dé�nie par µG(r, s) = min{|A + B|/A ⊂
G, |A| = r, B ⊂ G, |B| = s}, apparaît dans plusieurs problèmes de domainestrès di�érents. L'étude de la fontion µG s'est faite en plusieurs étapes esdernières années. Si aujourd'hui ette fontion est omplètement déterminéepour un groupe G abélien �ni(11), as dans lequel on a :

µG(r, s) = min
d||G|

{(⌈r

d

⌉

+
⌈s

d

⌉

− 1
)

d
}

,il y a peu de résultats onnus dans les groupes non abéliens. La méthodeintroduite dans ette partie permet d'obtenir des valeurs partiulières de ettefontion dans le as de deux familles in�nies de groupes �nis : l'une d'elle estune famille de groupes résolubles et l'autre de groupes simples. Ces résultatspermettent en partiulier de répondre par la négative à une question de lalittérature(11), qui demande si la formule préédente est enore vraie lorsquele minimum est onsidéré sur les ardinaux des sous-groupes pour un groupenon-abélien.
(11)S. Eliahou, M. Kervaire, A. Plagne, Optimally small sumsets in �nite abelian groups, J.Number Theory 101 (2003), 338-348.





CHAPITRE 1COLORATION DES SOLUTIONS D'UNEÉQUATION DANS LES GROUPES FINIS
Ce hapitre est onstitué de l'artile �Coloured solutions of equations in �nitegroups� (soumis pour publiation) ainsi que de ompléments.
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COLOURED SOLUTIONS OF EQUATIONS

IN FINITE GROUPS

ÉRIC BALANDRAUD

Abstract. In this article, we consider the relations between colourings and
some equations in finite groups. We will express relations linking the num-
bers of the differently coloured solutions of an equation that depend only on
the cardinality of the colouring and not on the distribution of the colours.

This gives a link between Ramsey theory that investigates the existence of
monochromatic solutions and what is now called anti-Ramsey theory that in-
vestigates the existence of rainbow solutions. Both theories are in expansion.

We will apply these results to the counting of rainbow three-term arithmetic
progressions in any abelian group with equinumerous three-colouring and to
the counting of points on a conic defined on a finite field. We will end by
discussing the generalized case of a system of equations.

1. Introduction

Ramsey theory studies the links between colourings of mathematical objects
(like graphs or numbers) and some of their substructures (subgraphs, arithmetic
progressions). There is a huge number of references on this theory, among which, we
can for instance quote the classical [4] and the recent book dealing with the special
case of the integers [9]. Most theorems of Ramsey theory prove the existence of
monochromatic objects, like the van der Waerden theorem [10] which is concerned
with monochromatic arithmetic progressions.

It is only recently that a new type of results emerged: these are called anti-
Ramsey results or rainbow Ramsey theorems, and give sufficient conditions im-
plying the existence of rainbow objects (that is, objects composed of elements of
distinct colours). Very recent results due to Axenovich and Fon-Der-Flaass [1] and
to Jungić, Licht, Mahdian, Nešetřil, Radoičić [6, 7, 8] give conditions for the ex-
istence of rainbow three-term arithmetic progressions, mostly among integers, but
also in cyclic groups.

In another recent work, Cameron, Cilleruelo and Serra [2], generalizing a discov-
ery of Datskovsky [3] on Schur triples, have shown that the number of solutions of
some equation in certain bicoloured groups depends only on the cardinalities of the
chromatic classes and not on the distribution of the colours.

The purpose of this article is to give a generalisation of these results (mainly the
last one) which is valid for any colouring: we exhibit some relationships between
the numbers of the differently coloured solutions of some equations and the number
of elements coloured in each colour (but not on the colouring itself, that is not on
the way the elements are coloured).

2. Context, definitions and notations

In this paper, G denotes a finite group (its law will be denoted multiplicatively).
We also consider the equation

Eg : λ1(x1) · . . . · λd(xd) = g,
13



14 ÉRIC BALANDRAUD

where g ∈ G is a parameter and λ1, . . . , λd are bijective maps defined on G; the xl’s
(1 ≤ l ≤ d) being the unknowns. In such a situation, we shall say that the equation
Eg is regular. We notice that classical equations considered in Ramsey theory are
of this kind (whatever the group G is): Schur (x + y − z = 0), van der Waerden
(x + y − 2z = 0) or Sidon (x + y − z − t = 0) equations.

We consider a fixed c-colouring of G, (A1, ..., Ac), that is to say a partition of G,
∪c

k=1Ak = G.
A solution (x1, . . . , xd) of a regular equation is called monochromatic if all the

xi’s are in the same colour class. In this case, the number of colours that appear
in this solution is equal to one and therefore minimal. A solution (x1, . . . , xd) of a
regular equation is called a rainbow solution if the number of colours that appear
in this solution is maximal (and therefore equal to min(c, d)).

To ease the reading, we will denote the set of indices:

Ic,d =
{

(i1, . . . , ic) ∈ Nc/
c
∑

k=1

ik = d
}

.

As these indices are taken among all writings of d as a sum of c integers, we have
|Ic,d| =

(

d+c−1
d

)

= qc,d such indices.
For (i1, . . . , ic) ∈ Ic,d, we define:

s(i1,...,ic) =

∣

∣

∣

∣

{

(x1, . . . , xd) ∈ Gd

/

λ1(x1) · . . . · λd(xd) = g,
∑d

l=1 |{xl} ∩ Ak| = ik, (for k = 1, . . . , c)

}∣

∣

∣

∣

,

the number of solutions to Eg with exactly ik elements in Ak (for any 1 ≤ k ≤ c).
We will use the qc,d-dimensional vector space over Q, indexed on Ic,d. That is,

we denote

(e(i1,...,ic))(i1,...,ic)∈Ic,d

the canonical basis of Qqc,d .
Two linear forms over this vector space will be of particular importance in what

follows. We first define Fs to be the linear form:

Fs : Qqc,d → Q
∑

(i1,...,ic)∈Ic,d
a(i1,...,ic)e(i1,...,ic) 7→

∑

(i1,...,ic)∈Ic,d
a(i1,...,ic)s(i1,...,ic).

This is a linear combination of the numbers of differently coloured solutions. Finally
we denote Fp the linear form

Fp : Qqc,d → Q
∑

(i1,...,ic)∈Ic,d
a(i1,...,ic)e(i1,...,ic) 7→

∑

(i1,...,ic)∈Ic,d
a(i1,...,ic)

(

d
i1 ... ic

)
∏c

k=1 |Ak|
ik .

Notice that Fp is a polynomial in the cardinalities |Ak| of the coloured sets.

3. Main result

The following theorem expresses the fact that Fs and 1
|G|Fp happen to coincide

on a vector subspace of Qqc,d , that does not depend on the distribution of the sets
Ak.

Theorem 1. Let G be a finite group, g ∈ G and Eg be a regular equation in d
unknowns λ1(x1) · . . . · λd(xd) = g.

If (A1, ..., Ac) is a c-colouring of G, then the two linear forms Fs and 1
|G|Fp

coincide on the vector space R generated by the vectors:

v(j1,...,jc) =
∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic),

where j1, . . . , jc are nonnegative integers such that
∑c

k=1 jk 6 d − 1.
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Notice that in this theorem, we adopt the usual convention that
(

i
j

)

= 0 if i < j.

Proof. Elementary properties of the law group and the bijectivity of the maps λl

(1 ≤ l ≤ d) show that, being given d − 1 arbitrary values in G for d − 1 arbitrary
unknowns from (x1, . . . , xd), there is exactly one solution to Eg.

Being given (j1, . . . , jc) ∈ Nc such that
∑c

k=1 jk 6 d − 1 and a choice of jk

unknowns (for any 1 ≤ k ≤ c), where no unknown is chosen twice, we have exactly

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−1−
Pc

k=1 jk)

solutions to Eg such that for k from 1 to c all values of the jk unknowns are in Ak.
Then if we sum all these numbers of solutions for all possible choices of the

unknowns, we get:

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−1−
Pc

k=1 jk).

But in this last sum, some solutions of the equation are counted several times. More
precisely, we can say that a solution that has ik elements in Ak (for any k from 1

to c) has been counted exactly
∏c

k=1

(

ik

jk

)

times.

Rewriting this last statement using the linear form Fs, gives:

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−1−
Pc

k=1 jk)

= Fs





∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)



 .

We can already notice that the left-hand term, say L, in this equality is a polynomial
in the cardinalities of the colouring, while the right-hand term is a weighted sum
of numbers of solutions.

We now simplify the left-hand term to have an expression using the linear form
Fp:

L =

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−1−
Pc

k=1 jk)

=
1

|G|

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)(

c
∑

k=1

|Ak|

)(d−
Pc

k=1 jk)

,

where |G| has been rewritten as the sum of the |Ak|’s. We now can develop this
last sum using the multinomial coefficients:

L =
1

|G|

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

×











∑

(l1,...,lc)
∈Ic,(d−

Pc
k=1

jk)

(

d −
∑c

k=1 jk

l1 . . . lc

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
lk

)











.
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By replacing the indices lk with ik − jk, we then obtain

L =
1

|G|

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

×











∑

(i1−j1,...,ic−jc)
∈Ic,(d−

Pc
k=1

jk)

(

d −
∑c

k=1 jk

i1 − j1 . . . ic − jc

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
ik−jk

)











,

and using the distributivity to express L, we get:

L =
1

|G|

∑

(i1−j1,...,ic−jc)
∈Ic,(d−

Pc
k=1

jk)

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)(

d −
∑c

k=1 jk

i1 − j1 . . . ic − jc

) c
∏

k=1

|Ak|
ik .

Since the sum of all ik−jk’s is d−
∑c

k=1 jk, the sum of all ik’s is d. Therefore we
can write L as a sum indexed over Ic,d, but we need to add the conditions ik > jk

to have the exact same sum. We then develop the multinomial coefficients, and
rearrange them to obtain

L =
1

|G|

∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

∀k∈[1,c], jk6ik

d!
∏c

k=1 jk!
∏c

k=1(ik − jk)!

c
∏

k=1

|Ak|
ik

=
1

|G|

∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

∀k∈[1,c], jk6ik

(

c
∏

k=1

ik!

jk!(ik − jk)!

)

d!
∏c

k=1 ik!

c
∏

k=1

|Ak|
ik .

Indexing the sum over all elements in Ic,d, since all the new terms are equal to zero,
we obtain

L =
1

|G|

∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

(

d

i1 . . . ic

) c
∏

k=1

|Ak|
ik

=
1

|G|
Fp





∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)



 .

Thus, for all (j1, . . . , jc) ∈ Nc, such that
∑c

k=1 jk 6 d − 1, we have:

Fs





∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)





=
1

|G|
Fp





∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)



 .

Therefore for each index (j1, . . . , jc) ∈ Nc, such that
∑c

k=1 jk 6 d − 1, there

is a vector, namely v(j1,...,jc) =
∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

∏c

k=1

(

ik

jk

)

)

e(i1,...,ic), on which the

two linear forms Fs and 1
|G|Fp coincide. By linearity, Fs and 1

|G|Fp coincide on the

vector subspace R generated by these
(

d+c−1
d−1

)

vectors. �

Remark 1. This result can be seen as a mean value result on all the elements of
G. If we consider the set of all products that can be computed choosing for all k
from 1 to c, ik elements in Ak, for all elements in Ic,d balanced by the coordinates
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of a vector v(j1,...,jc), there is equidistribution on all values of G. This explains the
factor 1/|G|.

Remark 2. By similar computations, it can be checked that the
(

d+c−2
d−1

)

vectors

v(j1,...,jc), with
∑c

k=1 jk = d− 1 is a generating set of R, and that they are linearly

independant, so dimQ R =
(

d+c−2
d−1

)

. This will be proved in annex, section 7.

4. Symmetries in Qqc,d

There is a natural action of the symmetric group Sc on Ic,d, that can be extended
to Qqc,d , where the vector of index (i1, . . . , ic) ∈ Ic,d is sent by σ ∈ Sc to the vector
of index (iσ(1), . . . , iσ(c)).

The dimension of the vector subspace P of the invariant vectors under the action
of Sc is pc(d), the number of partitions of d in at most c parts, it is the number of
orbits of Ic,d under the action of Sc.

We define

I ′c,d =
{

(i1, . . . , ic) ∈ Ic,d / i1 > i2 > . . . > ic

}

.

Since every orbit of Ic,d has exactly one ordered writing, I ′c,d is a set of representa-

tives of all orbits of Ic,d. We will denote for each (i1, . . . , ic) ∈ I ′c,d

e′(i1,...,ic)
=

∑

∃σ∈Sc

σ.(i1,...,ic)=(i′1,...,i′c)

e(i′1,...,i′c)
.

Therefore the set (e′(i1,...,ic)
)(i1,...,ic)∈I′

c,d
is a basis of P .

We observe that the set of vectors
{

v(j1,...,jc)/
∑c

k=1 jk 6 d − 1
}

is left invariant
by any permutation of Sc. So the vector subspace R is globally invariant by the
action of Sc.

The vectors in R ∩ P will be of particular interest. In the same way as for
the vector basis, we can define for all (j1, . . . , jc) such that

∑c

k=1 jk 6 d − 1 and
j1 > j2 > . . . > jc:

v′
(j1,...,jc)

=
∑

∃σ∈Sc

σ.(j1,...,jc)=(j′

1,...,j′

c)

v(j′

1,...,j′

c)
.

Consequently the vectors v′
(j1,...,jc)

span R ∩ P . It can also be checked that the

dimension of R ∩ P is pc(d − 1).

Corollary 1. Let G be a finite group, g ∈ G and Eg be a regular equation in
3 unknowns λ1(x1) · λ2(x2) · λ3(x3) = g. If (A1, ..., Ac) is a c-colouring of G,
with c ≥ 3, then the number of monochromatic solutions minus half the number of
rainbow solutions to Eg is equal to:

1

|G|













c
∑

k=1

|Ak|
3 −

1

2













∑

(k,l,m)∈[1,c]
k 6=l 6=m
k 6=m

6|Ak||Al||Am|

























.

Proof. From Theorem 1, this is equivalent to the fact that the vector e′(3,0,...,0) −
1
2e′(1,1,1,0,...,0) belongs to R. We just have to express e′(3,0,...,0) −

1
2e′(1,1,1,0,...,0) as a

linear combination of the vectors v′
(j1,...,jc)

, with
∑c

k=1 jk 6 2 and j1 > j2 > . . . >

jc. There are few such vectors, namely we have: v′
(2,0,...,0), v′

(1,1,0,...,0), v′
(1,0,...,0)

and v′
(0,...,0). And not all these vectors are helpful, we will only need v′

(2,0,...,0) and

v′
(1,0,...,0) that we express in the basis of P : {e′(3,0,...,0), e

′
(2,1,0,...,0), e

′
(1,1,1,0,...,0)}.
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We first write the vector v(2,0,...,0) in the basis of Qrc,3 :

v(2,0,...,0) =

(

3

2

)

e(3,0,...,0) +
∑

(i2,...,ic)Pc
k=2 ik=1

(

2

2

)(

1

0

)

e(2,i2,...,ic)

= 3e(3,0,...,0) +
∑

(i2,...,ic)Pc
k=2 ik=1

e(2,i2,...,ic).

Thus, we can state:

v′
(2,0,...,0) = 3e′(3,0,...,0) + e′(2,1,0,...,0).

We now write the vector v(1,0,...,0) in the basis of Qrc,3 :

v(1,0,...,0) =

(

3

1

)

e(3,0,...,0) +
∑

(i2,...,ic)Pc
k=2 ik=1

(

2

1

)

e(2,i2,...,ic) +
∑

(i2,...,ic)Pc
k=2 ik=2

(

1

1

)

e(1,i2,...,ic)

= 3e(3,0,...,0) + 2
∑

(i2,...,ic)Pc
k=2 ik=1

e(2,i2,...,ic) +
∑

(i2,...,ic)Pc
k=2 ik=2

e(1,i2,...,ic),

which gives

v′
(1,0,...,0) = 3e′(3,0,...,0) + 2e′(2,1,0,...,0) + (e′(2,1,0,...,0) + 3e′(1,1,1,0,...,0))

= 3e′(3,0,...,0) + 3e′(2,1,0,...,0) + 3e′(1,1,1,0,...,0)

and finally we have

1

2
v′
(2,0,...,0) −

1

6
v′
(1,0,...,0) = e′(3,0,...,0) −

1

2
e′(1,1,1,0,...,0)

which implies that e′(3,0,...,0) −
1
2e′(1,1,1,0,...,0) belongs to R and concludes the proof.

�

There is an interesting dual result for three-colourings.

Corollary 2. Let G be a finite group and (A,B,C) be a three-colouring of G. Let
g ∈ G and Eg be a regular equation in d unknowns λ1(x1) · . . . · λd(xd) = g. Then

• If d is odd, the number of monochromatic solutions minus half the number
of rainbow solutions is equal to:

1

|G|









|A|d + |B|d + |C|d −
1

2









∑

(i,j,k)∈I3,d

ijk 6=0

(

d

i j k

)

|A|i|B|j |C|k

















.

• If d is even, the number of rainbow solutions is equal to:

1

|G|

∑

(i,j,k)∈I3,d

ijk 6=0

(

d

i j k

)

|A|i|B|j |C|k.

Proof. From Theorem 1, it suffices to prove that the vector e′(d,0,0)−
1
2

∑

(i,j,k)∈I′

3,d

ijk 6=0

e′(i,j,k)

is in R if d is odd, and that
∑

(i,j,k)∈I′

3,d

ijk 6=0

e′(i,j,k) is in R if d is even. We will start by

a first calculation:
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w1 =

d−1
∑

i=0

(−1)iv(i,0,0) =

d−1
∑

i=0

(−1)i
∑

(i′,j′,k′)∈I3,d

(

i′

i

)

e(i′,j′,k′)

=
∑

(i′,j′,k′)∈I3,d

(

d−1
∑

i=0

(−1)i

(

i′

i

)

)

e(i′,j′,k′).

The coefficients in this last sum only depend on i′ and can be computed:

• If i′ = 0 then
∑d−1

i=0 (−1)i
(

i′

i

)

= 1.
• If i′ ∈ [1, d − 1], then:

d−1
∑

i=0

(−1)i

(

i′

i

)

=

i′
∑

i=0

(−1)i

(

i′

i

)

= (1 − 1)i′ = 0.

• If i′ = d, then:

d−1
∑

i=0

(−1)i

(

i′

i

)

=

d
∑

i=0

(−1)i

(

d

i

)

− (−1)d

= (1 − 1)d − (−1)d

= −(−1)d.

So we can write: w1 = −(−1)de(d,0,0) +
∑

(0,j′,k′)∈I3,d
e(0,j′,k′). By symmetry, we

also have:

w2 =
d−1
∑

j=0

(−1)jv(0,j,0) = −(−1)de(0,d,0) +
∑

(i′,0,k′)∈I3,d

e(i′,0,k′),

w3 =

d−1
∑

k=0

(−1)kv(0,0,k) = −(−1)de(0,0,d) +
∑

(i′,j′,0)∈I3,d

e(i′,j′,0).

The three vectors w1, w2 and w3 are, as sums of vectors of R, also in R. We will
need another vector from R, namely the vector v(0,0,0) =

∑

(i′,j′,k′)∈I3,d
e(i′,j′,k′).

We can now compute the coordinates of the vector u = w1 + w2 + w3 − v(0,0,0),
which is in R by definition:

u = (1 − (−1)d)(e(d,0,0) + e(0,d,0) + e(0,0,d)) −
∑

(i,j,k)∈I3,d

ijk 6=0

e(i,j,k)

= (1 − (−1)d)e′(d,0,0) −
∑

(i,j,k)∈I′

3,d

ijk 6=0

e′(i,j,k).

If d is even the coordinate of u on e′(d,0,0) vanishes, and −u, which is the vector

we looked for, is in R.
If d is odd the coordinate of u on e′(d,0,0) is 2, and 1

2u, which is the vector we

looked for, is in R. �

5. Applications

5.1. Three-term rainbow arithmetic progressions in a abelian group with

an equinumerous three-colouring. The first link between arithmetic progres-
sions and colouring is the van der Waerden’s Theorem [10]. In the past few years a
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lot of new results have been established on rainbow three-term arithmetic progres-
sions.

In 2003, Jungić and Radoičić [8] proved the existence of a rainbow three-term
arithmetic progression in an equinumerous colouring of [1, 3n]. The same year, in
[1], Axenovich and Fon-Der-Flaass proved the existence of a rainbow three-term
arithmetic progression in a three-colouring of [1, n] if each colour appears on at
least (n + 4)/6 numbers. Among others results, Jungić, Licht, Mahdian, Nešetřil
and Radoičić give in [6] a first result on the cyclic group Zn.

Most of the results in anti-Ramsey theory are obtained in a constructive way.
The forthcoming proof is not constructive. In fact, it does not only establish the
existence of one rainbow three-term arithmetic progression, but it provides a lower
bound on the number of such solutions.

Proposition 1. Let n be an odd integer, G be an abelian group of order 3n, and
(A,B,C) be a three-colouring of G such that |A| = |B| = |C| = n, then there are
at least n three-term rainbow arithmetic progressions in G.

Proof. If we consider the equation x − 2y + z = 0, the fact that n is odd implies
that the map x 7→ −2x is bijective from G to G. So it follows from Corollary 1 or
Corollary 2 since d = c = 3, that:

s(3,0,0) + s(0,3,0) + s(0,0,3) −
1

2
s(1,1,1) =

1

3n

(

|A|3 + |B|3 + |C|3 −
1

2
6|A||B||C|

)

=
1

3n
(3n3 − 3n3) = 0.

We can also notice that for every element x ∈ G, (x, x, x) is a monochromatic
solution to the equation, therefore s(3,0,0) + s(0,3,0) + s(0,0,3) > 3n which implies
s1,1,1 > 6n.

Since G is abelian, the equation x − 2y + z = 0 is characteristic of the three-
term arithmetic progressions. Conversely, given a three-term arithmetic progression
(α, α + r, α + 2r), if r has an order different from 3 in G, we have 2 solutions to
x − 2y + z = 0 and if r has order 3 in G we have 6 solutions.

Therefore from s(1,1,1) > 6n we deduce that there are at least n three-term
rainbow arithmetic progressions in G. �

Remark 3. In annex 8, we prove that this lower bound on the number of rainbow
solutions is sharp in some groups, but can be improved in others.

Remark 4. For an equation like Sidon’s one: x + y − z − t = 0 and a four-
colouring of a group G, it would have been interesting to have such a relation as the
one of Corollary 1, that links the numbers of monochromatic and rainbow solutions.
Examples of groups of small cardinality can be found which prove that there is no
such relation. However, we can, by the same process, find a (more complicated)
relation, between the numbers of monochromatic, rainbow solutions and the number
of solutions that count two colours and two elements in each colour. To be more
precise, with d = 4 and c = 4, the vector:

3e′(4,0,0,0) − e′(2,2,0,0) + e′(1,1,1,1),

is in R.

5.2. Points on a conic over a finite field. In this part, we focus our attention
on the equation ax2 + by2 + cz2 = 0 in the finite field Fq, where abc 6= 0. We
want to determine the number S of solutions (x, y, z) of this equation such that
xyz 6= 0. The value of this number is already known, and is usually established
using character theory: for instance [5] presents this type of computations. What
follows is a new computation of S, that relies only on combinatorial arguments.
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Let us start with an obvious case, where Fq is a field of characteristic 2, the
Frobenius map x 7→ x2 is then bijective, thus S = q2. We will from now on, consider
the case where Fq is a field of odd characteristic, we denote by F2

q the subset of

all squares from Fq. We consider the three-colouring A = {0}, B = F2
q r {0} and

C = Fq r F2
q. It is known that |A| = 1, |B| = |C| = q−1

2 .
Let us consider an arbitrary element µ in C. We first notice that all equations

ax2 + by2 + cz2 = 0 can be reduced to one of the following two: x2 + y2 + z2 = 0
or x2 + y2 + µz2 = 0, depending whether the coefficients are squares or not.

We will then consider the equation x + y + ǫz = 0, with ǫ ∈ {1, µ} and the
colouring (A,B,C) in the additive group of Fq. Either Corollary 1 or Corollary 2
gives:

s(3,0,0) + s(0,3,0) + s(0,0,3) −
1

2
s(1,1,1) =

1

q

(

1 + 2

(

q − 1

2

)3

−
1

2

(

6

(

q − 1

2

)2
))

.

In this equality, we clearly see that s(3,0,0) = 1 as 0 + 0 + 0 = 0, s(0,3,0) = S
23

because each square has exactly two squareroots and that s(0,0,3) = s(0,3,0) because

the map (x, y, z) 7→ (µx, µy, µz) sends bijectively the solutions from B3 on the
solutions from C3. So, we have:

1 +
S

4
−

1

2
s(1,1,1) =

1

4q
(q3 − 6q2 + 9q) =

(q − 3)2

4
.

What remains to be determined is s(1,1,1), the number of solutions that contain
a zero, a square and a non-square. This can be reduced to the counting of the
non-zero solutions of X2 = −ǫµY 2. This equation has 2(q − 1) non-zero solutions
if −ǫµ is a square and none if −ǫµ is not a square. Recalling that −1 is a square if
and only if q ≡ 1 (mod 4), we can conclude.

• If q ≡ 1 (mod 4) then X is a square if and only if −X is a square.
Let us first consider the equation x2 + y2 + z2 = 0, if one of the un-

knowns vanishes, the two others are both squares or both non-squares in
the corresponding equation x + y + z = 0, so s(1,1,1) = 0, and

S = (q − 3)2 − 4 = q2 − 6q + 5 = (q − 1)(q − 5).

Let us consider now the equation x2 + y2 + µz2 = 0, if z vanishes in
x + y + µz = 0, x and y are both squares or both non-squares, if x or y
vanishes the q−1 solutions of x+y+µz = 0 contain a square, a non-square
and a zero, therefore s(1,1,1) = 2(q − 1), and

S = (q − 3)2 + 4(q − 1) − 4 = q2 − 2q + 1 = (q − 1)2.

• If q ≡ 3 (mod 4) then X and −X are never both squares or both non-
squares.

As in the first case, we will start with the equation x2 + y2 + z2 = 0, if
one of the unknowns vanishes then the two others are not both squares or
both non-squares in x + y + z = 0, so s(1,1,1) = 3(q − 1), and

S = (q − 3)2 + 6(q − 1) − 4 = q2 − 1 = (q − 1)(q + 1).

We consider now the equation x2 + y2 + µz2 = 0, if x or y vanishes in
x + y + µz = 0 then the two last are both squares or both non-squares and
if z vanishes the two last are not both squares or both non-squares, thus
finally s(1,1,1) = (q − 1), and

S = (q − 3)2 + 2(q − 1) − 4 = q2 − 4q + 3 = (q − 1)(q − 3).
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Remark 5. The general case of an equation axn + byn + czn = 0 with abc 6= 0,
will be discused in annex, section 9. In this case, the number of solutions (x, y, z)
such that xyz 6= 0 cannot be computed thanks to this method. Nevertheless it yields
some information.

6. System of equations

In this part, we will now consider not only an equation, but a system of equations:










λ1,1(x1) · . . . · λd,1(xd) = g1

...
...

...
...

λ1,f (x1) · . . . · λd,f (xd) = gf ,

with d ≥ f and where g1, . . . , gf are parameters and the λl,m are maps from G to
G; the xl’s (1 ≤ l ≤ d) being the unknowns.

In order to generalize our method, we need to fix a condition on the maps λl,m

to be allowed to choose some of the values of the unknowns, this condition will be
similar to the inversibility of a matrix.

We will say that this system satisfies the Gaussian condition if d ≥ f and if given
d−f arbitrary values for d−f arbitrary unknowns, there is exactly one solution of
the system. It should be noticed that if f = 1, the Gaussian condition is equivalent
to the bijectivity of all maps λl,1 that was supposed in Theorem 1.

We will now give the general theorem that holds for the systems that satisfy the
Gaussian condition:

Theorem 2. Let G be a finite group and










λ1,1(x1) · . . . · λd,1(xd) = g1

...
...

...
...

λ1,f (x1) · . . . · λd,f (xd) = gf ,

be a system of equations that satisfies the Gaussian condition.
If (A1, ..., Ac) is a c-colouring of G, then the two linear forms Fs and 1

|G|f
Fp

coincide on the vector space R generated by the vectors:

v(j1,...,jc) =
∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic),

where j1, . . . , jc are nonnegative integers such that
∑c

k=1 jk 6 d − f .

Proof. The Gaussian condition allowed us to choose d− f arbitrary values in G for
d − f arbitrary unknowns from (x1, . . . , xd), then there is exactly one solution of
the system. We will as before choose the first values in some of the coloured set.

Given (j1, . . . , jc) ∈ Nc, such that
∑c

k=1 jk 6 d−f , and a choice of jk unknowns
for k from 1 to c, where no unknown is chosen twice. We have exactly

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−f−
Pc

k=1 jk)

solutions to the system such that for k from 1 to c all values of the jk unknowns are
in Ak. And if we sum all these solutions for all possible choices of the unknowns,
we get as before:

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−f−
Pc

k=1 jk).

Again in this last sum, a solution that contains ik elements in Ak for k from 1 to c
is counted

∏c

k=1

(

ik

jk

)

times, and we can write:
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(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−f−
Pc

k=1 jk)

= Fs





∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)



 .

The result follows from exactly the same simple polynomial computation of the
left-hand term L. Once factorized by the fraction 1

|G|f
, we have exactly the same

polynomial expression as in the proof of Theorem 1:

L =

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−f−
Pc

k=1 jk)

=
1

|G|f

(

d

j1 . . . jc (d −
∑c

k=1 jk)

)

(

c
∏

k=1

|Ak|
jk

)

|G|(d−
Pc

k=1 jk)

=
1

|G|f
Fp





∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)



 .

So for all (j1, . . . , jc) ∈ Nc, such that
∑c

k=1 jk 6 d − f , we have:

Fs





∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)





=
1

|G|f
Fp





∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)



 .

Then for each index (j1, . . . , jc) ∈ Nc, such that
∑c

k=1 jk 6 d − f , we have a

vector v(j1,...,jc) =
∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

∏c

k=1

(

ik

jk

)

)

e(i1,...,ic) on which both linear forms

Fs and 1
|G|f

Fp coincide. They will also by linearity coincide on the vector subspace

R generated by this
(

d−f+c
d−f

)

vectors. �

Remark 6. It can be checked that the vector subspace R is generated by the
(

d−f+c−1
d−f

)

vectors v(j1,...,jc) such that
∑c

k=1 jk = d − f . It can also be checked

that these vectors are linearly independent, this will be proved in annex, section 7,
so dimQ R =

(

d−f+c−1
d−f

)

and the dimension of R ∩ P is pc(d − f).

Remark 7. It seems natural that the more equations a system holds, the smaller
the dimension of R is.

As an exemple, we can see that if G is abelian, the following system,
{

x − 2y + z = 0
y − 2z + t = 0

verifies the Gaussian condition if |G| is divisible neither by 2 nor by 3 and is char-
acteristic of the four-term arithmetic progressions.

For a four-colouring of G, as the system has at least |G| monochromatic solutions
(the trivial ones (x, x, x, x)), it would be interesting to have a relation that provides
a link between monochromatic and rainbow solutions, but in this case, c = 4, d = 4
and f = 2, R ∩ P has dimension 2 and is generated by:

v′
(2,0,0,0) = 6e′(4,0,0,0) + 3e′(3,1,0,0) + 2e′(2,2,0,0) + e′(2,1,1,0),
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v′
(1,1,0,0) = 3e′(3,1,0,0) + 4e′(2,2,0,0) + 5e′(2,1,1,0) + 6e′(1,1,1,1).
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[7] V. Jungić, J. Nešetřil, R. Radoičić, Rainbow Ramsey theory, Integers 5(2) (2005), A9.
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COMPLÉMENTS À

“COLOURED SOLUTIONS OF EQUATIONS

IN FINITE GROUPS”

Nous allons ici développer trois points concernant l’article “Coloured solutions

of equations in finite groups”. Dans les remarques 2 et 6, il est affirmé que la
dimension de l’espace vectoriel R des théorèmes 1 et 2 est

(

c+d−f−1
d−f

)

(le théorème

1 correspond au cas particulier du théorème 2 où f = 1). La preuve de ce fait
constitue le premier point de ces compléments.

Nous donnons dans une seconde partie quelques illustrations: la première montre
la nécessité de la régularité de l’équation dans le théorème 1 et donc dans les
corollaires 1 et 2; La seconde montre l’optimalité de la borne inférieure du nombre
de solutions arc-en-ciel dans la proposition 1; la troisième et dernière illustration
consiste à remarquer que cette borne peut être améliorée dans le cas d’un groupe
cyclique d’ordre 9.

Le dernier point précise ce que l’on peut dire du nombre de points d’un ensemble
défini par axn + byn + czn = 0 avec abc 6= 0. La numérotation des sections prolonge
celle de l’article.

7. Une base de l’espace vectoriel des relations R

On considère les
(

c+d−f
d−f

)

vecteurs

v(j1,...,jc) =
∑

(i1,...,ic)∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic),

où (j1, . . . , jc) ∈ N
c, est tel que

∑c
k=1 jk 6 d − f .

On note R l’espace vectoriel engendré par ces vecteurs.
Parmi ceux-la, on s’intéresse à la famille des vecteurs v(j1,...,jc), tels que (j1, . . . , jc) ∈

Ic,d−f .

Il y a exactement qc,d−f =
(

c+d−f−1
d−f

)

vecteurs dans cette famille.

Montrons qu’elle forme une base de R.

7.1. Famille génératrice. Soit (j1, . . . , jc) tel que
∑c

k=1 jk 6 d − f . On donne
un calcul explicite donnant les coordonnées de v(j1,...,jc), ce calcul est assez intuitif.
En effet, les vecteurs v(l1,...,lc), avec (l1, . . . , lc) ∈ Ic,d−f correspondent aux choix
les plus précis, les choix moins précis, correspondent à des choix intermédiaires.

On considère le vecteur:

w =
∑

(l1,...,lc)
∈Ic,d−f

(

c
∏

k=1

(

lk
jk

)

)

v(l1,...,lc).

Ce vecteur est exprimé comme combinaison linéaire des vecteurs v(l1,...,lc), avec
(l1, . . . , lc) ∈ Ic,d−f , dont nous connaissons les coordonnées dans la base
{e(i1,...,ic)/(i1, . . . , ic) ∈ Ic,d}. Nous pouvons alors exprimer w comme combinaison
linéaire des vecteurs de cette base:
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w =
∑

(l1,...,lc)
∈Ic,d−f









(

c
∏

k=1

(

lk
jk

)

)

∑

(i1,...,ic)
∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
lk

)

)

e(i1,...,ic)









=
∑

(i1,...,ic)
∈Ic,d









∑

(l1,...,lc)
∈Ic,d−f

(

c
∏

k=1

(

ik
lk

)(

lk
jk

)

)









e(i1,...,ic).

Les coordonnées de w peuvent alors être simplifiées en développant et réarrangeant
les coefficients binomiaux:

w =
∑

(i1,...,ic)
∈Ic,d















∑

(l1,...,lc)
∈Ic,d−f

jk6lk6ik

(

c
∏

k=1

ik!

(ik − lk)!(lk − jk)!jk!

)















e(i1,...,ic)

=
∑

(i1,...,ic)
∈Ic,d









∑

(l1,...,lc)
∈Ic,d−f

(

c
∏

k=1

(

ik − jk

ik − lk

)

)(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)









e(i1,...,ic).

Seuls des termes nuls ont été ajoutés en indiçant cette dernière somme sur

l’ensemble des (l1, . . . , lc) ∈ Ic,d−f . On peut alors factoriser par la quantité
(

∏c
k=1

(

ik

jk

)

)

.

On obtient alors:

w =
∑

(i1,...,ic)
∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)









∑

(l1,...,lc)
∈Ic,d−f

(

c
∏

k=1

(

ik − jk

ik − lk

)

)









e(i1,...,ic).

La somme
∑

(l1,...,lc)
∈Ic,d−f

(

∏c
k=1

(

ik−jk

ik−lk

)

)

n’est pas nulle si et seulement si pour tout

k ∈ [1, c], jk 6 ik. De plus chacun des termes de cette somme n’est pas nul si et
seulement si pour tout k ∈ [1, c], jk 6 lk 6 ik. Comme cette somme est indicée sur
tous les (l1, . . . , lc) ∈ Ic,d−f , elle peut se comprendre comme l’ensemble des choix de
∑c

k=1 lk −
∑c

k=1 jk éléments parmi
∑c

k=1 ik −
∑c

k=1 jk, soit
(

d−
Pc

k=1 jk

d−f−
P

c
k=1 jk

)

. Donc:

w =
∑

(i1,...,ic)
∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

(

d −
∑c

k=1 jk

d − f −
∑c

k=1 jk

)

e(i1,...,ic)

=

(

d −
∑c

k=1 jk

d − f −
∑c

k=1 jk

)

v(j1,...,jc).

De par la définition de w, on a:

v(j1,...,jc) =
1

(

d−
P

c
k=1 jk

d−f−
P

c
k=1 jk

)

∑

(l1,...,lc)
∈Ic,d−f

(

c
∏

k=1

(

lk
jk

)

)

v(l1,...,lc).
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Ainsi la famille des vecteurs v(l1,...,lc), avec (l1, . . . , lc) ∈ Ic,d−f , est bien une
famille génératrice de R.

7.2. Famille libre. Soient a(j1,...,jc) tels que (j1, . . . , jc) ∈ Ic,d−f , une famille de
rationnels telle que:

∑

(j1,...,jc)
∈Ic,d−f

a(j1,...,jc)v(j1,...,jc) = 0.

On développe alors cette expression:

∑

(j1,...,jc)
∈Ic,d−f

a(j1,...,jc)









∑

(i1,...,ic)
∈Ic,d

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

e(i1,...,ic)









= 0

∑

(i1,...,ic)
∈Ic,d









∑

(j1,...,jc)
∈Ic,d−f

a(j1,...,jc)

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)









e(i1,...,ic) = 0.

Donc, pour tout (i1, . . . , ic) ∈ Ic,d, on a:

∑

(j1,...,jc)
∈Ic,d−f

a(j1,...,jc)

(

c
∏

k=1

(

ik
jk

)

)

= 0.

On raisonne par récurrence décroissante sur jc:
Si jc = d−f , alors (j1, . . . , jc) = (0, . . . , 0, d−f) et pour (i1, . . . , ic) = (0, . . . , 0, d) ∈

Ic,d, on réécrit l’égalité précédente, on obtient alors:

∑

(j′

1,...,j′

c)
∈Ic,d−f

a(j′

1,...,j′

c)

(

c
∏

k=1

(

ik
j′k

)

)

=

(

d

d − f

)

a(0,...,0,d−f) = 0.

Car si il existe k ∈ [1, c − 1] tel que j′k 6= 0, on a
(

ik

j′

k

)

= 0. Ainsi, a(0,...,0,d−f) = 0.

Supposons que pour tout (j1, . . . , jc) ∈ Ic,d−f tel que jc > l, on ait a(j1,...,jc) = 0.
Soit (j1, . . . , jk) ∈ Ic,d−f tel que jc = l−1, on considère (i1, . . . , ic) = (j1, . . . , jc+f),
et on réécrit l’égalité précédente, on obtient:

∑

(j′

1,...,j′

c)
∈Ic,d−f

a(j′

1,...,j′

c)

(

c
∏

k=1

(

ik
j′k

)

)

=

(

jc + f

jc

)

a(j1,...,jc) = 0,

car si j′c > l, a(j′

1,...,j′

c)
= 0 d’après l’hypothèse de récurence, et si j′c < l et qu’il

existe k ∈ [1, c − 1] tel que j′k > ik, on a
(

ik

j′

k

)

= 0. Le seul cas restant à considérer

est alors a(j1,...,jc). Donc on a a(j1,...,jc) = 0.
Ainsi tous les a(j1,...,jc) sont nuls et la famille est libre.

8. Quelques illustrations

8.1. Contre-exemple aux corollaires 1 et 2 lorsque l’équation n’est pas

régulière. Considérons le groupe Z/6Z et la coloration équipotente suivante:

A = {0, 3}, B = {1, 5}, et C = {2, 4}.

On considère aussi l’équation caractéristique des progressions arithmétiques à
trois termes:

x − 2y + z = 0.
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Cette équation n’est pas régulière dans Z/6Z, car la multiplication par 2 n’est pas
une bijection.

On a une équation à trois inconnues et une trois-coloration, ainsi si les corollaires
1 et 2 ne nécessitaient pas la regularité de l’équation, le nombre de solutions mono-
chromatiques moins la moitie du nombres de solutions arc-en-ciel serait exactement
de:

1

|G|

(

|A|3 + |B|3 + |C|3 −
1

2
(6|A||B||C|)

)

=
1

6

(

23 + 23 + 23 −
1

2
(6.23)

)

= 0.

Or les solutions monochromatiques sont les six solutions triviales (x, x, x) et:

(0, 3, 0), (3, 0, 3).

Et les solutions arc-en-ciel sont:

(0, 1, 2), (2, 1, 0), (1, 2, 3), (3, 2, 1), (3, 4, 5), (5, 4, 3), (4, 5, 0), (0, 5, 4).

Le nombre de solutions monochromatiques moins la moitie du nombres de solu-
tions arc-en-ciel est alors exactement de 4.

8.2. Sur le nombre de progressions arithmétiques à trois termes arc-en-

ciel. La proposition 1 en application des corollaires 1 ou 2 affirme que pour un
groupe G d’ordre impair et multiple de 3, 3n et une trois-coloration équipotente de
G, il y a au moins n progressions arithmétiques à trois termes arc-en-ciel.

Nous allons voir que cette borne est optimale dans un premier exemple, puis
qu’elle peut être améliorée si l’on précise la structure du groupe.

8.2.1. Optimalité de la borne. On considère le groupe Z/3Z × Z/3Z, et la trois-
coloration équipotente suivante:

A = {(0, 0), (1, 0), (2, 1)},

B = {(0, 1), (1, 1), (2, 2)},

C = {(0, 2), (1, 2), (2, 0)}.

On s’intéresse aux solutions de l’équation régulière x − 2y + z = 0. On voit
rapidemment que les seules solutions monochromatiques sont les solutions triv-
iales ((x, x, x)). On compte alors exactement 9 solutions monochromatiques. Ainsi
d’après les corollaires 1 ou 2, on a exactement 18 solutions arc-en-ciel, correspon-
dant à trois progressions arithmétiques à trois termes (chacune comptée 6 fois).

8.2.2. Non-optimalité de la borne dans un groupe cyclique. On considère le groupe
cyclique Z/9Z et une trois-coloration équipotente. La proposition 1 affirme qu’il
y a au moins 3 progressions arithmétiques à trois termes arc-en-ciel. Nous allons
montrer qu’il ne peut y en avoir que 3.

Supposons qu’il existe une trois-coloration équipotente (A,B,C) de Z/9Z, telle
que l’on ait que 3 progressions arithmétiques à trois termes arc-en-ciel.

On considère l’équation régulière x−2y + z = 0, elle admet au moins 9 solutions
monochromatiques (les solutions (x, x, x)).

Ainsi d’après les corollaires 1 ou 2, il y a au moins 18 solutions arc-en-ciel. S’il
n’y a que trois progressions arithmétiques à trois termes arc-en-ciel, c’est d’une
part que les progressions arithmétiques à trois termes correspondent à six solutions
chacune, donc sont toutes de raison 3, d’autre part qu’il n’y a pas d’autre solution
monochromatique.

Comme il n’y a que trois progressions arithmetiques de raison 3, elles sont toutes
arc-en-ciel. Quitte à renommer les couleurs, on considère que A contient 0, B
contient 3 et C contient 6.
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Si A contient 1 alors le troisième élément de A est 2, 5 ou 8, mais alors on au-
rait une nouvelle progression monochromatique respectivement (0, 1, 2), (1, 5, 0), ou
(8, 0, 1), ce qui est impossible. Ainsi A ne contient pas 1, de même symétriquement,
on montre que A ne contient pas 8.

Si A contient 2 alors le troisième élément de A est 4 ou 7 (car 1 est exclu d’après
ce qui précède), mais alors on aurait une nouvelle progression monochromatique
respectivement (0, 2, 4) ou (7, 0, 2), ce qui est impossible. Ainsi A ne contient pas
2, de même symétriquement, on montre que A ne contient pas 7.

Il ne reste plus qu’une possibilité, c’est que A = {0, 4, 5}, mais là encore (5, 0, 4)
est une solution monochromatique, ce qui est impossible.

Ainsi, si l’on considère le groupe Z/9Z et une trois-coloration équipotente, on
peut affirmer qu’il y a au moins 4 progressions arithmétiques à trois termes arc-en-
ciel.

En fait, on peut de la même manière montrer qu’il ne peut y en avoir ni 4, ni 5
et donc que le nombre minimal de progressions arithmétiques à trois termes dans
une trois-coloration équipotente de Z/9Z est de 6 comme par exemple dans cette
configuration:

A = {0, 1, 2},

B = {3, 5, 7},

C = {4, 6, 8}.

9. Autour de l’équation axn + byn + czn = 0 dans Fq, avec abc 6= 0

9.1. Le cas n=3. On ne considère plus ici une équation ax2 + by2 + cz2 = 0,
mais l’équation de degré 3: ax3 + by3 + cz3 = 0, avec abc 6= 0 sur un corps fini
Fq. De même, nous voudrions en connaitre le nombre de solutions. Les méthodes
utilisant la théorie des caractères en donnent le compte exact. Nous verrons ici
que les arguments combinatoires développés ne suffisent pas pour répondre à cette
question, mais donnent néanmoins quelques informations.

Bien sûr, les cas où le corps est de cardinal q une puissance de 3, ou si q ≡ 2
(mod 3) ne présentent aucune difficulté car l’application x 7→ x3 y est bijective,
ainsi le nombre S de solutions est de q2.

Nous considèrerons désormais que q ≡ 1 (mod 3). On notera F
3
q le sous-ensemble

des cubes dans Fq, et F
∗3
q = F

3
q r{0}, il s’agit d’un sous-groupe multiplicatif d’indice

3 dans F
∗
q . On considère j0 un élément arbitraire de Fq r F

3
q et la quatre-coloration

A = {0}, B = F
∗3
q , C = j0.F

∗3
q et D = j2

0 .F∗3
q . On a |A| = 1, |B| = |C| = |D| = q−1

3 .

On remarque que toutes les équations du type ax3 + by3 + cz3 = 0, avec abc 6=
0 peuvent se ramener à une des quatre suivantes suivant les classes auxquelles
appartiennent les éléments a, b et c modulo F

∗3
q .

x3 + y3 + z3 = 0,(1)

x3 + y3 + j0z
3 = 0,(2)

x3 + y3 + j2
0z3 = 0,(3)

x3 + j0y
3 + j2

0z3 = 0.(4)

Pour l’équation (i), on note Si, le nombre de solutions (x, y, z) avec xyz 6= 0. En
travaillant à l’aide des caractères cubiques de Fq, on obtient:
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S1 = (q − 1)(q − 8 + A′),

S2 = (q − 1)(q − 2 −
1

2
(A′ − 9B′)),

S3 = (q − 1)(q − 2 −
1

2
(A′ + 9B′)),

S4 = (q − 1)(q + 1 + A′),

où A′ et B′ sont des entiers relatifs tels que 4q = A′2 + 27B′2 et A′ ≡ 1 (mod 3).
Le premier nombre A′ est alors uniquement déterminé, B′ est déterminé au signe
près (cette indétermination est naturelle, elle est due au choix de j0). Une preuve
combinatoire de ce résultat donnerait une détermination combinatoire de A′ et B′,
ce qui n’a jamais été vu.

On s’intéresse aux relations liant les nombres de solutions de l’équation régulière
X + Y + Z = 0 et la coloration (A,B,C,D). On applique donc le corollaire 1 avec
d = 3 impair, on obtient alors que le nombre de solutions monochromatiques moins
la moitié du nombre de solutions arc-en-ciel est exactement de:

1

|G|

(

|A|3 + |B|3 + |C|3 + |D|3 −
6

2

(

|A||B||C| + |A||B||D| + |A||C||D| + |B||C||D|
)

)

=
1

q

(

1 + 3

(

q − 1

3

)3

− 3

(

3

(

q − 1

3

)2

+

(

q − 1

3

)3
))

=
1

q

(

1 − 9

(

q − 1

3

)2
)

=
1

q
(1 − (q − 1)2)

= 2 − q.

On détermine maintenant le nombre de solutions monochromatiques ou arc-en-
ciel en fonction des Si.

Bien évidemment on a s(3,0,0,0) = 1. De plus, on a S1

27 = s(0,3,0,0) = s(0,0,3,0) =
s(0,0,0,3), car l’application (x, y, z) 7→ (j0x, j0y, j0z) établit des bijections entre les

solutions de B3, de C3 et de D3. Ainsi, on a exactement 1 + S1

9 solutions mono-
chromatiques.

Une solution arc-en-ciel qui n’a pas d’élément dans A correspond, à une per-
mutation près, à 27 solutions de l’équation (4). Ainsi s(0,1,1,1) = S4

27 . Une solution
arc-en-ciel qui a un élément dans A donne une égalité entre un élément d’une couleur
et l’opposé d’une autre couleur. Or les couleurs sont symétriques (x et −x sont de
même couleur) car −1 est un cube. Il n’y a donc pas de solution arc-en-ciel avec
un élément dans A. Ainsi on a s(1,0,1,1) = s(1,1,0,1) = s(1,1,1,0) = 0. On a alors 6S4

27
solutions arc-en-ciel.

On en déduit alors l’égalité:

1 +
S1

9
−

6

2

S4

27
= 2 − q.

Ce que l’on simplifie pour obtenir:

S4 − S1 = 9(q − 1).

Cette relation est issue de l’application du corollaire 1, qui donne une relation
entre des nombres de solutions, en distinguant un vecteur de l’espace R ∩ P . Cet
espace est, pour d = 3 et c = 4, de dimension 2. Une autre relation est donnée par
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le compte de toutes les solutions (soit par le vecteur v(0,0,0,0) de R):

∑

(a,b,c,d)∈I4,3

s(a,b,c,d) =
1

q

∑

(a,b,c,d)∈I4,3

(

3

a b c d

)

|A|a|B|b|C|c|D|d

=
1

q
(|A| + |B| + |C| + |D|)3

= q2.

On a deja donné des expressions des solutions monochromatiques et arc-en-ciel
en fonction des Si. On établit de même pour les autres nombres de solutions:

s(2,1,0,0) = s(2,0,1,0) = s(2,0,0,1) = 0,

s(1,2,0,0) = s(1,0,2,0) = s(1,0,0,2) = 3
q − 1

3
,

s(0,2,1,0) = s(0,0,2,1) = s(0,1,0,2) = 3
S2

27
,

s(0,1,2,0) = s(0,0,1,2) = s(0,2,0,1) = 3
S3

27
.

La relation
∑

(a,b,c,d)∈I4,3
s(a,b,c,d) = q2 donne alors:

1 + 3
S1

27
+ 6

S4

27
+ 3(q − 1) + 9

S2

27
+ 9

S3

27
= q2.

Ce que l’on simplifie pour obtenir:

S1 + 3(S2 + S3) + 2S4 = 9(q − 1)(q − 2).

Les deux relations:

S4 − S1 = 9(q − 1)
S1 + 3(S2 + S3) + 2S4 = 9(q − 1)(q − 2).

permettent ainsi d’écrire toutes les relations entre les Si indépendantes de A′ et B′.
On peut aussi considérer le système équivalent suivant:

S1 + S2 + S3 = 3(q − 1)(q − 4)
S2 + S3 + S4 = 3(q − 1)2.

Que permettent aussi d’obtenir les deux vecteurs v(0,2,0,0) et v(0,1,1,0) de R.

9.2. Autour de l’équation axn + byn + czn = 0 dans Fq, avec abc 6= 0. Pour
tout x ∈ Fq, on a xq = x, ainsi, on peut se restreindre au cas où n < q. De plus
lorsque (q − 1, n) = 1, x 7→ xn est une bijection de Fq dans lui-même, ainsi le
nombre S de solutions est de q2.

On se ramène ainsi au cas où n divise q − 1. On notera F
n
q le sous-ensemble des

puissances nièmes dans Fq, et F
∗n
q = F

n
q r{0}, il s’agit d’un sous-groupe multiplicatif

d’indice n dans F
∗
q . On considère j0 un élément non nul d’ordre multiplicatif n de

Fq r F
n
q et la (n + 1)-coloration A∞ = {0}, et pour i ∈ [0, n − 1], Ai = ji

0.F
∗n
q . On

a |A∞| = 1, et pour i ∈ [0, n − 1], |Ai| = q−1
n

.
On considère l’équation axn + byn + czn = 0, et on s’intéresse aux solutions

(x, y, z) avec xyz 6= 0. On peut se ramener à une équation de la forme:

E(α,β,γ) : jα
0 xn + jβ

0 yn + jγ
0 zn = 0,

avec (α, β, γ) sont trois éléments de Z/nZ, suivant les classes auxquelles appartien-
nent a, b et c modulo F

∗n
q .

De plus pour un élément quelconque δ ∈ Z/nZ, les équations E(α+δ,β+δ,γ+δ) et
E(α,β,γ), sont proportionnelles, elles ont donc les mêmes solutions. De même, pour
une permutation σ de trois éléments, les équations E(α,β,γ) et Eσ.(α,β,γ) admettent
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autant de solutions (x, y, z) avec xyz 6= 0. Cela définit une action de G = S3×Z/nZ

sur (Z/nZ)
3
.

On définit alors un type d’équation par une orbite de (Z/nZ)
3

sous l’action de G.
Toutes les équations d’un même type admettent alors un même nombre de solutions.
On définit alors S

(α,β,γ)
, où (α, β, γ) désigne l’orbite de (α, β, γ) sous l’action de G,

le nombre de solutions (x, y, z) avec xyz 6= 0, de chacune des l’équations E(α′,β′,γ′),

avec (α′, β′, γ′) dans (α, β, γ).
On peut dénombrer le nombre Tn de types d’équation en fonction de la divisibilité

de n par 3:

Si 3 |n, Tn =

(

(

n
3

)

n
−

1

3
+ 1

)

+ (n − 1) + 1,

et si 3 6 |n, Tn =

(

(

n
3

)

n

)

+ (n − 1) + 1.

Où le premier terme correspond aux triplets (α, β, γ), où α, β et γ sont distincts
deux à deux, le second correspond aux triplets où seulement deux parmi α, β et γ
sont égaux et le dernier terme correspond au cas où α = β = γ (donc à l’équation
xn + yn + zn = 0).

Si l’on considère l’équation régulière X + Y + Z = 0 et la coloration {Ai, i ∈
[0, n − 1] ∪ {∞}}. Chaque solution (x, y, z) avec xyz 6= 0 d’une coloration donnée
x ∈ Aα, y ∈ Aβ et z ∈ Aγ , correspond à n3 solutions de l’équation E(α,β,γ).

Les vecteurs v(i0,...,i(n−1),i∞) avec
∑

k∈[0,n−1]∪{∞} ik = 2 donne alors des relations

liant les différents nombres de solutions S
(α,β,γ)

et les nombres de solutions avec

xyz = 0. Ces derniers peuvent être déterminés connaissant la classe à laquelle
appartient −1 modulo F

∗n
q . On remarque cependant qu’une relation issue d’un

vecteur v(i0,...,i(n−1),i∞) avec i∞ 6= 0 ne peut faire intervenir aucun des nombres
S

(α,β,γ)
, car elle impose que l’une des valeurs des inconnues soit nulle.

On s’intéresse ainsi aux vecteurs v(i0,...,i(n−1),i∞) avec
∑

k∈[0,n−1] ik = 2 et i∞ =

0. Un tel vecteur est déterminé par la donnée d’un couple de (Z/nZ)
2
, par v(α,β) =

v(i0,...,i(n−1),i∞), avec i∞ = 0, ik = 0, si β 6= k 6= α et iα = iβ = 1, si α 6= β et
iα = 2 si α = β.

De même que pour les nombres de solutions si δ ∈ Z/nZ, on constate que les
relations issues de v(α,β) et v(α+δ,β+δ) sont égales. De même, si σ ∈ S2, les relations
issues de v(α,β) et vσ.(α,β) sont égales. On obtient autant de relations distinctes que

d’orbites dans (Z/nZ)
2

sous l’action de S2 × Z/nZ.
On compte alors

⌈

n+1
2

⌉

relations linéaires indépendantes entre les Tn nombres
de solutions S

(α,β,γ)
.



CHAPITRE 2

AUTOUR DE LA MÉTHODE

ISOPÉRIMÉTRIQUE

Ce chapitre est constitué de deux articles “Un nouveau point de vue isopéri-

métrique appliqué au théorème de Kneser” et “The Isoperimetric Method in

non-abelian groups with an application to optimally small sumsets” (tous les
deux soumis pour publication) chacun immédiatement suivi d’un complément.
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UN NOUVEAU POINT DE VUE ISOPÉRIMÉTRIQUEAPPLIQUÉ AU THÉORÈME DE KNESERparÉri Balandraud
Résumé. � In additive number theory, Kneser's theorem is now a key element in alarge number of proofs. Reently, Hamidoune developped a di�erent approah, thathe alled the isoperimetri method, and that allowed him to provide news proofs andgeneralizations of lassial results. However, it seems that this method annot providea new proof of Kneser's theorem itself. In this artile, we present a new isoperimetripoint-of-view that, among others, yields a seond proof of Kneser's theorem.En théorie additive des nombres, le théorème de Kneser joue aujourd'hui un r�leentral dans un grand nombre de démonstrations. Réemment, Hamidoune a déve-loppé une approhe alternative au théorème de Kneser, qu'il appela méthode iso-périmétrique et qui lui permit de donner de nouvelles preuves et de nombreusesgénéralisations de résultats lassiques. Cependant, il ne semble pas possible par etteméthode de prouver le théorème de Kneser lui-même. Dans ette artile, nous pro-posons une nouvelle approhe de type isopérimétrique, qui nous permet entre autresde donner une seonde preuve du théorème de Kneser.

IntrodutionSoit (G,+) un groupe (non néessairement abélien). Soient A et B deux sous-ensembles de G et g un élément de G, on note A + B = {a + b| a ∈ A, b ∈ B} et
g + B = {g} + B. Par onvention, on pose ∅ + B = ∅.Les premiers résultats sur l'addition d'ensembles sont dûs à Cauhy notammente qu'on appelle maintenant le théorème de Cauhy-Davenport (et ses appliations).Démontré en premier lieu par Cauhy en 1813 [3℄, elui-i l'utilisa pour démontrerque dans Z/pZ tout élément est somme de k puissanes k-ièmes. Le théorème futredéouvert en 1935 par Davenport [6℄, mais e n'est que douze ans plus tard qu'ilréalisa qu'il avait été préédé [7℄.Théorème 1. � (Théorème de Cauhy-Davenport) Soient p un nombre premier, Aet B deux sous-ensembles non vides de Z/pZ, on a :

|A + B| > min(p, |A| + |B| − 1).35



36 ÉRIC BALANDRAUDLe théorème de Vosper [25, 26℄ (qui date de 1956) préise la struture des en-sembles intervenant dans le théorème de Cauhy-Davenport, lorsque la somme est deardinal minimal, 'est-à-dire dans les as d'égalité.Théorème 2. � (Théorème de Vosper) Soient p un nombre premier, A et B deuxsous-ensembles de Z/pZ ontenant haun au moins deux éléments et tels que |A + B| < p − 1.Si |A+B| = |A|+|B|−1, A et B sont des progressions arithmétiques de même raison.Les appliations de es résultats sont extrêmement nombreuses en théorie additivedes nombres. Certaines généralisations aux groupes abéliens sont bien onnues, ommele théorème de Chowla dans les groupes yliques [4℄, ou le théorème de Mann [22℄,qui est le premier à faire intervenir expliitement des sous-groupes :Théorème 3. � (Théorème de Mann) Soient G un groupe abélien �ni, et A et Bdeux sous-ensembles non vides de G tels que A + B 6= G. Il existe un sous-groupestrit H de G (i.e. H 6= G), tel que :
|A + B| > |A| + |H + B| − |H|.Dans un groupe abélien G, on appelle période d'un sous-ensemble B de G, l'en-semble des g ∈ G, tel que g + B = B. Il est immédiat de onstater que la périoded'un sous-ensemble B est un sous-groupe de G. On dit qu'un ensemble est périodiquesi sa période n'est pas réduite au sous-groupe trivial.Le théorème suivant dû à Kneser [20, 21℄ s'est révélé être un outil extrêmementimportant en théorie additive des nombres :Théorème 4. � (Théorème de Kneser) Soient G un groupe abélien, A et B deuxsous-ensembles �nis non vides de G, si H désigne la période de A + B, alors on a :

|A + B| > |A + H| + |B + H| − |H|.On onstate tout d'abord que le théorème de Kneser implique les théorèmes deCauhy-Davenport et de Mann ités préédemment. De plus, les appliations du théo-rème de Kneser sont elles aussi très nombreuses et dans des domaines assez divers,notamment pour les ensembles d'entiers de petite somme, ou pour les ensembles �sum-free� dans les groupes abéliens. Certaines de es appliations sont développées dansl'ouvrage de référene de Nathanson [23℄.Dans [19℄, Kemperman exposa une méthode générale, généralisant le théorèmede Vosper, basée sur des transformations des ensembles onsidérés. Plus réemment,Hamidoune [11, 12, 13, 14, 16℄, développa une méthode qu'il appela isopérimétrique,et qui permit de nombreuses généralisations des théorèmes sur l'addition d'ensemblesomme par exemple une généralisation du théorème 3k − 3 de Freiman [17, 18℄,une amélioration de la détermination de la fontion X d'Erd®s-Graham [24℄ ou larésolution du problème de Frobenius [15℄. Cependant elle ne semblait pas en mesurede onduire failement à une nouvelle preuve du théorème de Kneser.Le propos de et artile est d'introduire une nouvelle approhe de type isopéri-métrique fortement inspirée de elle d'Hamidoune, mais plus adaptée à l'étude desensembles de petites sommes. On pourra appréier l'intérêt de ette nouvelle approhepar le fait qu'elle nous permet de donner une seonde preuve du théorème de Kneser.



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 37Parmi les di�érentes formulations du théorème de Kneser, nous nous intéresseronsplus partiulièrement à elle-i, qui peut se omprendre omme une aratérisationdes paires de petite somme :Théorème 5. � (Théorème de Kneser) Soient G un groupe abélien, A et B deuxsous-ensembles �nis non vides de G, tels que :
|A + B| < |A| + |B| − 1,alors A + B est périodique et si H est la période de A + B, on a :

|A + B| = |A + H| + |B + H| − |H|.L'équivalene entre les formulations des théorèmes 4 et 5 se démontre par un pas-sage au quotient.Pour l'étude des paires (A,B) de sous-ensembles d'un groupe G de petite somme(i.e : |A + B| < |A| + |B| − 1 et A + B 6= G), on est amené à s'intéresser pourun ensemble B donné aux valeurs de la fontion : ΦB : X 7→ |X + B| − |X|. Laméthode isopérimétrique d'Hamidoune aratérise déjà les ensembles A qui atteignentle minimum κ1(B) de ette fontion. Mais le théorème de Kneser est plus général etdonne un résultat pour tous les ensembles qui atteignent les valeurs de ette fontioninférieures à |B| − 1. Le prinipe de notre nouvelle approhe isopérimétrique onsistepréisément à onsidérer les valeurs suessives prises par la ΦB entre κ1(B) et |B|−1,et les ensembles pour lesquels la fontion ΦB atteint es valeurs.Pour ela, nous étudierons dans la premiere partie les propriétés d'outils additifspurement ensemblistes relatifs à un ensemble B. Nous dé�nirons alors une ertaine fa-mille de sous-ensembles dépendant de l'ensemble B. Le but prinipal de ette premièrepartie est de restreindre l'étude de la fontion ΦB à ette famille de sous-ensembles.Nous développerons dans une deuxième partie le prinipe des idées isopérimétriques(reprenant elles de Hamidoune, généralisant ertaines), qui s'exprimera sous la formed'inégalités liées à ette fontion ΦB . Ces propriétés forment la base de notre nou-velle approhe isopérimétrique. Elles seront exposées dans un adre général (dans ungroupe non néessairement abélien), ar ette nouvelle formulation permet égalementd'envisager l'étude de problèmes dans un adre non abélien [27, 1℄.Nous donnons dans la partie 3.1 un premier résultat dû à Hamidoune, onernantles ensembles minimisant la fontion ΦB dans un groupe abélien. Puis en 3.2, nousdonnons un résultat original de struture onernant ette fois, tous les ensemblestels que leurs valeurs par ΦB soient inférieures à |B| − 1 dans le as abélien. De erésultat, on déduit rapidemment une nouvelle preuve du théorème de Kneser dans lapartie 4. 1. Outils additifs de pivot B ⊂ GDans toute ette partie, on onsidère un groupe G non néessairement abélien etun sous-ensemble B de G.



38 ÉRIC BALANDRAUD1.1. L'appliation PB : X 7→ Gr((Gr(X+B))−B). � On note P(G), l'ensembledes parties de G.On s'intéresse aux propriétés de l'appliation :
PB : P(G) → P(G)

X 7→ G r ((G r (X + B)) − B).L'étude de ette appliation permet de remarquer que pour un ensemble X donné,l'ensemble PB(X) est aratéristique (au sens du orollaire 9) de la somme X + B.Cela nous permettra par la suite de limiter l'étude aux ensembles images de PB .Lemme 6. � Pour tout sous-ensemble X de G, on a :
X ⊂ PB(X).Démonstration. � Supposons qu'il existe x ∈ X r PB(X). Comme x n'est pas dans

PB(X), il existe x′ ∈ G r (X + B) et b ∈ B, tels que x = x′ − b. Cela implique que
x′ = x + b, e qui est impossible ar x′ est par dé�nition dans le omplémentaire de
X + B. On a don l'inlusion X ⊂ PB(X).Proposition 7. � Pour tout sous-ensemble X de G, on a :

X + B = PB(X) + B.Démonstration. � D'après le lemme 6, on a X ⊂ PB(X) d'où l'inlusion X + B ⊂
PB(X)+B. De plus, si y ∈ (PB(X)+B)r(X+B), alors d'une part il existe z ∈ PB(X)et b ∈ B tels que y = z + b, et d'autre part y ∈ G r (X + B). Cela implique que
z = y−b ∈ (Gr(X +B))−B, le omplémentaire de PB(X), il y a don ontradition.Don PB(X) + B ⊂ X + B, d'où l'égalité.Corollaire 8. � L'appliation PB véri�e P 2

B = PB.Démonstration. � Pour tout sous-ensemble X de G, on a d'après la proposition 7 :
P 2

B(X) = G r ((G r (PB(X) + B)) − B)

= G r ((G r (X + B)) − B)

= PB(X).Corollaire 9. � Pour tous sous-ensembles X et Y de G, on a X + B = Y + B siet seulement si PB(X) = PB(Y ).Démonstration. � Si on a l'égalité X + B = Y + B, alors néessairement, on a
G r ((G r (X + B)) − B) = G r ((G r (Y + B)) − B), 'est-à-dire PB(X) = PB(Y ).Si PB(X) = PB(Y ), alors d'après la proposition 7,

X + B = PB(X) + B = PB(Y ) + B = Y + B.



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 39C'est ette dernière propriété qui fait de PB(X) un ensemble aratéristique de lasomme X + B.On peut aussi remarquer que l'ensemble PB(X) peut être dé�ni omme l'ensemblemaximal M tel que M + B ⊂ X + B.1.2. Propriétés de l'image CB de PB. � On note CB l'ensemble des images de
P(G) par PB ,

CB = PB(P(G)).Les éléments de CB seront appelés les ellules pour B. Elles sont aratérisées natu-rellement omme étant les solutions de PB(X) = X.Ce sont es ellules qui nous intéressent, ar elles sont aratéristiques de leurssommes ave B, nous allons don pour les étudier, déterminer leurs propriétés notam-ment de translation par un élément du groupe ou d'intersetion.Remarque 1. � On remarque que PB(∅) = ∅, ainsi ∅ ∈ CB. De même, on a
PB(G) = G, ainsi G ∈ CB.Proposition 10. � Pour tout sous-ensemble X de G, et tout g ∈ G, on a :

PB(g + X) = g + PB(X).Démonstration. � Par assoiativité, on a (g +X)+B = g +(X +B). La fontion detranslation de G dans G, qui à x assoie g + x étant bijetive, quels que soient g ∈ Get X ⊂ G, on a : G r (g + X) = g + (G r X). On obtient :
(G r ((g + X) + B)) − B = (g + G r (X + B)) − B

= g + (G r (X + B) − B).Il su�t alors de repasser au omplémentaire pour obtenir PB(g + X) = g + G r (G r

(X + B) − B) = g + PB(X).Corollaire 11. � L'ensemble CB est stable par translation à gauhe par un single-ton.Dans la suite, on note π(X) l'ensemble des g ∈ G tels que g + X = X. Commedans le as abélien, il est immédiat de onstater que π(X) est un sous-groupe de G,qu'on appelle période à gauhe de X.Corollaire 12. � Pour tout sous-ensemble X de G, on a l'inlusion :
π(X) ⊂ π(PB(X)).Démonstration. � Si g ∈ π(X), alors g + X = X, ainsi d'après la proposition 10

g + PB(X) = PB(g + X) = PB(X). Ce qui signi�e que g ∈ π(PB(X)).Proposition 13. � L'appliation PB est roissante : pour tous sous-ensembles Xet Y de G, si X ⊂ Y alors on a PB(X) ⊂ PB(Y ).



40 ÉRIC BALANDRAUDDémonstration. � Comme X ⊂ Y , en additionnant B à droite et en passant auomplémentaire, on a G r (Y + B) ⊂ G r (X + B). Puis de façon similaire pour
−B, on obtient : G r ((G r (X + B)) − B) ⊂ G r ((G r (Y + B)) − B), 'est-à-dire
PB(X) ⊂ PB(Y ).Corollaire 14. � L'ensemble CB est stable par intersetion : si C1 et C2 sont deuxéléments de CB, alors C1 ∩ C2 ∈ CB.Démonstration. � Soit Z = C1 ∩ C2. Comme Z ⊂ C1, d'après la proposition 13 etle orollaire 8, on a PB(Z) ⊂ PB(C1) = C1. De même, on a PB(Z) ⊂ PB(C2) = C2.Ainsi PB(Z) ⊂ C1 ∩ C2 = Z. De plus, le lemme 6 nous donne Z ⊂ PB(Z), don on a
Z = PB(Z), e qui signi�e que Z ∈ CB .Notons bien que tout e qui a été établi jusqu'ii l'a été dans un adre général.Nous voyons maintenant une partiularité du as où le groupe est abélien.Proposition 15. � Si G est abélien, pour tout sous-ensemble X de G, on a :

−PB(X) = P−B(−X).Démonstration. � Puisque G est abélien, on peut en e�et érire−(X+B) = −X−B,d'où :
P−B(−X) = G r (G r (−X − B) + B)

= G r (G r (−(X + B)) + B)

= G r ((−(G r (X + B))) + B)

= G r (−(G r (X + B) − B))

= −(G r (G r (X + B) − B))

= −PB(X).Corollaire 16. � Si G est abélien, CB et C−B sont symétriques : pour tout sous-ensemble X de G, X ∈ CB si et seulement si −X ∈ C−B.Démonstration. � En e�et, si X ∈ CB , d'après le orollaire 8, on a X = PB(X),ainsi d'après la proposition 15, on a −X = P−B(−X), et −X est bien dans l'imagede P−B . On obtient la réiproque en éhangeant les r�les de B et −B.1.3. Dualité additive DB : X 7→ Gr(X +B). � Parmi les propriétés des ellulesqui nous seront utiles, il se trouve que elles pour B et elles pour −B entretiennentdes relations privilégiées que nous allons détailler maintenant.On onsidère la fontion suivante :
DB : P(G) → P(G)

X 7→ G r (X + B).On remarque immédiatement que :
PB = D−B ◦ DB .



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 41Lemme 17. � Pour tout sous-ensemble X de G, on a :
DB(X) = DB(PB(X)).Démonstration. � En e�et, on remarque que DB(X) ne dépend que de la somme

X + B, il su�t alors d'utiliser la proposition 7 :
DB(X) = G r (X + B) = G r (PB(X) + B) = DB(PB(X)).L'étude de l'appliation DB permet de remarquer qu'elle établit une bijetion de

CB sur C−B , d'inverse D−B . C'est ette propriété qui justi�e l'appellation de dualitéadditive.Proposition 18. � L'image de la fontion DB est C−B. De plus DB est une bije-tion de CB sur C−B, d'inverse D−B.Démonstration. � Le lemme 17 permet de remarquer que pourX ⊂ G, on aDB(X) ∈
C−B , en e�et :

P−B(DB(X)) = (DB ◦ D−B ◦ DB)(X)

= DB(PB(X))

= DB(X).Ainsi DB est à image dans C−B .Comme PB est une bijetion de CB sur lui-même (PB est même trivial de CB surlui-même) et que PB = D−B ◦ DB , alors DB est une injetion de CB sur C−B et
D−B une surjetion de C−B sur CB . Il su�t d'éhanger les r�les de B et −B pourobtenir les propriétés inverses. Ainsi DB et D−B sont des bijetions respetivementde CB sur C−B et de C−B sur CB et inverses l'une de l'autre.Proposition 19. � Pour tout sous-ensemble X de G et tout g ∈ G, on a :

DB(g + X) = g + DB(X).Démonstration. � Par assoiativité, on a (g+X)+B = g+(X+B), puis en passant auomplémentaire, Gr((g+X)+B) = g+Gr(X+B), d'où DB(g+X) = g+DB(X).Corollaire 20. � On a l'inlusion :
π(X) ⊂ π(DB(X)).De plus, pour tout C ∈ CB, on a l'égalité :
π(C) = π(DB(C)).Démonstration. � Si g ∈ π(X), alors g + X = X, ainsi d'après la proposition 19,

g +DB(X) = DB(g +X) = DB(X), don g ∈ π(DB(X)). On obtient alors l'inlusion
π(X) ⊂ π(DB(X)).De plus, si C ∈ CB , l'inlusion préédente appliquée à −B, et X = DB(C), donne
π(DB(C)) ⊂ π(D−B(DB(C))). Comme C est une ellule, on a D−B(DB(C)) = C.On obtient don π(C) = π(DB(C)).



42 ÉRIC BALANDRAUDProposition 21. � L'appliation DB est déroissante : pour tous sous-ensembles Xet Y de G, si X ⊂ Y , alors on a DB(Y ) ⊂ DB(X).Démonstration. � Si X ⊂ Y , alors en additionnant B à droite, on a X +B ⊂ Y +B,puis en passant au omplémentaire, on obtient G r (Y + B) ⊂ G r (X + B), e quisigni�e DB(Y ) ⊂ DB(X).Proposition 22. � Pour tous sous-ensembles X et Y de G, on a :
PB(X ∪ Y ) = D−B(DB(X) ∩ DB(Y )).Démonstration. � On montre pour ela que DB(X) ∩ DB(Y ) = DB(X ∪ Y ), enérivant la suite d'identités ensemblistes :

DB(X) ∩ DB(Y ) = (G r (X + B)) ∩ (G r (Y + B))

= G r ((X + B) ∪ (Y + B))

= G r ((X ∪ Y ) + B)

= DB(X ∪ Y ).Ainsi, on obtient D−B(DB(X)∩DB(Y )) = D−B(DB(X∪Y )), 'est à dire PB(X∪Y ) =
D−B(DB(X) ∩ DB(Y )).Toutes les propriétés préédentes de DB sont établies sans auune hypothèse sur
G, nous allons maintenant voir une onséquene de la ommutativité de G.Proposition 23. � Si G est abélien, pour tout sous-ensemble X de G, on a :

DB(−X) = −D−B(X).Démonstration. � Puisque G est abélien, on a −(X + B) = −X − B, ainsi :
DB(−X) = G r (−X + B)

= G r (−(X − B))

= −(G r (X − B))

= −D−B(X).1.4. Contributions de B. � Dans les parties préédentes, auune suppositionn'avait été faite sur l'ensemble B. Nous allons voir ii que des propriétés propres àl'ensemble B peuvent avoir des onséquenes intéressantes pour l'études de ses ellules.On note Pf (G) l'ensemble des parties �nies de G.Lemme 24. � Soit G un groupe. Si B est un sous-ensemble �ni et non vide de G,l'image de tout sous-ensemble �ni de G par PB est �ni, autrement dit :
PB(Pf (G)) ⊂ Pf (G).Démonstration. � Si G est �ni, 'est évident. On ne s'intéresse don qu'au as où

G est in�ni. Si X est un sous-ensemble �ni de G, alors X + B est aussi �ni. De plusomme d'après le lemme 7, on a X + B = PB(X) + B, alors PB(X) + B est �ni luiaussi, ainsi PB(X) est �ni.



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 43Lemme 25. � Si G est un groupe in�ni et B est un sous-enemble �ni de G, alors
DB est une bijetion de l'ensemble des ellules �nies de CB sur l'ensemble des ellulesde omplémentaire �ni de C−B.Démonstration. � La proposition 18 assure que DB est à image dans C−B . Si C estune ellule �nie pour B, alors C + B est �ni, et don DB(C) = G r (C + B) est deomplémentaire �ni.De plus, si DB(C) est une ellule pour −B de omplémentaire �ni alors DB(C)−Best aussi de omplémentaire �ni et C = PB(C) = G r (DB(C) − B) est �ni.Lemme 26. � Soit G un groupe. Si B est un sous-ensemble ontenant 0 de G, alorspour tout X ⊂ G, les trois ensembles X, (X+B)rX et DB(X) forment une partitiondu groupe G.Démonstration. � Comme 0 ∈ B, on a X ⊂ (X+B), ainsi X et (X+B)rX formentune partition de X + B. Par dé�nition, DB(X) est le omplémentaire de X + B dans
G. Ainsi X, (X + B) r X et DB(X) forment une partition de G.Proposition 27. � Soit G un groupe. Si B est un sous-ensemble ontenant 0, alorspour tout ellule C pour B, on a :

(C + B) r C = (DB(C) − B) r DB(C).Démonstration. � D'après le lemme 26, C, (C +B)rC et DB(C) forment une parti-tion de G. De même, 0 ∈ (−B), ainsi DB(C), (DB(C)−B)rDB(C) et D−B(DB(C)) =
C forment aussi une partition de G. Ces deux partitions omptent trois éléments ha-une et ont deux éléments ommuns : C et DB(C). Ainsi il s'agit exatement de lamême partition de G et don (C + B) r C = (DB(C) − B) r DB(C).Remarque 2. � La notion de dualité additive apparaît impliitement dans l'énonédu Théorème de Vosper. En e�et, la ondition |A + B| < p − 1 est équivalente à
|DB(A)| > 2. On a alors dans les hypothèses du théorème à la fois |A| > 2 et
|DB(A)| > 2. 2. Idées isopérimétriquesDorénavant on onsidère un groupe G et B un sous-ensemble �ni non vide de G.2.1. Dé�nition et premières propriétés. � On s'intéresse aux valeurs de l'ap-pliation :

ΦB : Pf (G) → N

X 7→ |X + B| − |X|,qui, lorsque 0 ∈ B, donne le nombre d'éléments du périmètre de X dans le graphe deCayley de (G,B), (graphe dont les sommets sont les éléments de G et les arêtes lespaires (g1, g2), telles qu'il existe b ∈ B tel que g1 + b = g2). Les graphes de Cayleyoupent une plae importante en théorie des graphes, voir le hapitre 6 de [10℄.C'est à partir du point de vue de la théorie des graphes que la méthode a été quali�éed'isopérimétrique par Hamidoune.



44 ÉRIC BALANDRAUDCette fontion va nous permettre de lasser les ellules pour B. Nous nous intéres-sons prinipalement aux ensembles de petit périmètre et don aux ellules de petitpérimètre. On établit dans ette partie les propriétés de ΦB et ses relations ave lesellules pour B, en partiulier le fait que ΦB prend toujours une valeur moindre surune ellule que sur un ensemble qui donne la même somme par B et le fait que ΦBprend la même valeur sur une ellule que Φ−B sur la ellule duale.Lemme 28. � Soient G un groupe et B un sous-ensemble �ni non vide de G, alorspour tout g ∈ G, on a :
ΦB = ΦB+g.Démonstration. � En e�et, quel que soit l'élément g ∈ G, et pour tout sous-ensemble�ni X, les sous-ensembles X + B et X + B + g sont de même ardinal. On a alors

|X + B| − |X| = |X + B + g| − |X|, don ΦB(X) = ΦB+g(X).Remarque 3. � Si l'on hoisit g = −b, ave b ∈ B, ela revient à onsidérer que 0appartient à B. On peut alors onsidérer que pour tout X sous-ensemble de G, on a
X ⊂ (X + B) et don on peut érire :

ΦB(X) = |(X + B) r X|.Contrairement à la formulation initiale de ΦB, ette formulation ne néessite pas quel'ensemble X soit �ni.On peut ainsi sans auune perte de généralité onsidérer que B ontient 0 et étendrela fontion ΦB à tout sous-ensemble X de G. Pour B un sous-ensemble �ni de Gontenant 0, on onsidèrera la fontion :
ΦB : P(G) → N ∪ {∞}

X 7→ |(X + B) r X|.Lemme 29. � (lemme de translation) Soient G un groupe et B un sous-ensemble�ni non vide de G. Pour tout g ∈ G et tout X sous-ensemble �ni de G, on a :
ΦB(X) = ΦB(g + X)Démonstration. � Naturellement |g + X| = |X|. De même, |g + X + B| = |X + B|.On a alors |g + X + B| − |g + X| = |X + B| − |X|.Proposition 30. � Soient G un groupe et B un sous-ensemble �ni non vide de G.Pour tout sous-ensemble �ni X de G, on a :
ΦB(PB(X)) 6 ΦB(X).De plus, si ΦB(PB(X)) = ΦB(X), alors PB(X) = X.Démonstration. � On a vu au lemme 24 que si B et X sont �nis, alors PB(X) l'estaussi. De plus, d'après le lemme 6, on a X ⊂ PB(X), don |X| 6 |PB(X)| et d'aprèsla proposition 7, on a X + B = PB(X) + B, don |X + B| = |PB(X) + B|. Ainsi :

ΦB(X) = |X + B| − |X|

> |PB(X) + B| − |PB(X)|

= ΦB(PB(X)).



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 45De plus, si on a ΦB(PB(X)) = ΦB(X), on obtient naturellement |PB(X)| = |X|.Et l'inlusion X ⊂ PB(X) de la proposition 6 impose alors PB(X) = X.Proposition 31. � Soient G un groupe et B un sous-ensemble �ni ontenant 0.Pour toute ellule �nie ou de omplémentaire �ni C pour B, on a :
ΦB(C) = Φ−B(DB(C)).Démonstration. � D'après la proposition 27, on a (C + B) r C = (DB(C) − B) r

DB(C), ainsi :
ΦB(C) = |(C + B) r C|

= |(DB(C) − B) r DB(C)|

= Φ−B(DB(C)).Le as abélien présente une partiularité que nous voyons maintenant :Lemme 32. � Si G est un groupe abélien et B un sous-ensemble �ni de G ontenant
0, alors pour tout sous-ensemble �ni X de G, on a :

ΦB(X) = Φ−B(−X).Démonstration. � Par uniité de l'élément opposé, on a |X| = | − X|, et |X +
B| = | − B − X|. De plus, par ommutativité, on a | − X − B| = | − B − X|, ainsi
|X + B| − |X| = | − X − B| − | − X|.2.2. Les k-ellules et k-noyaux. � On note C

0
B = {∅, G}. D'après la remarque1, on a C

0
B ⊂ CB . On note aussi λ0(B) = 0 = ΦB(∅) = ΦB(G). On appelle 0-ellule,un élément de C

0
B .On introduit une notation des ellules �nies ou de omplémentaire �ni qui viseà les lasser en fontion de la taille de leurs périmètres. En partiulier, on appellel'ensemble des tailles de es périmêtres la seonde suite isopérimétrique (en onvenantd'appeler première suite isopérimétrique elle dé�nie dans les travaux de Hamidoune[11, 12, 13, 14, 16℄) :On note CB,f l'ensemble des ellules �nies ou de omplémentaire �ni de B. Comme

B est �ni, naturellement es ellules ont un périmètre �ni.Dé�nition 1. � On appelle seonde suite de nombres isopérimétriques, la suite or-donnée des valeurs prises par la fontion ΦB sur l'ensemble des ellules �nies ou deomplémentaire �ni CB,f r C
0
B. On la notera :

ΦB(CB,f r C
0
B) = {0 6 λ1(B) < λ2(B) < . . .}.La proposition 31 et la orrespondane des ellules par dualité assure que ettesuite est la même pour un ensemble B et pour son symétrique −B.Dé�nition 2. � Pour k un entier naturel non nul, on appelle k-ellule, une ellule�nie ou de omplémentaire �ni C, qui n'est pas une 0-ellule, telle que ΦB(C) =

λk(B). On note C
k
B l'ensemble des k-ellules.



46 ÉRIC BALANDRAUDSi λ1(B) = 0, on a :
C

1
B = (CB,f r C

0
B) ∩ Φ−1

B (λ1(B)).Pour k > 1, et pour tout k ∈ N si λ1(B) 6= 0, on a :
C

k
B = CB,f ∩ Φ−1

B (λk(B)).Parmi les k-ellules, lorsqu'il en existe de ardinal �ni, ertaines jouent un r�leprivilégié : elles de ardinal minimal. On les distingue en donnant la dé�nition sui-vante :Dé�nition 3. � Soit k un entier naturel non nul. S'il existe des k-ellules de ar-dinal �ni, on appelle k-noyau, une k-ellule de ardinal minimal. On note e ardinal
βk(B).Par dé�nition, un noyau est toujours �ni.Remarque 4. � Pour k un entier naturel non nul, s'il existe des k-ellules, au moinsl'un des deux entiers βk(B) et βk(−B) est bien dé�ni. En e�et, si βk(B) n'est pasdé�ni, toutes les k-ellules pour B sont in�nies, don par dé�nition de omplémentaire�ni, e qui impose que toutes les k-ellules pour −B sont �nies et ainsi que βk(−B)soit bien dé�ni.Lemme 33. � Pour tout entier naturel k non nul pour lequel βk(B) et βk(−B) sontdé�nis, on a :

βk(B) + λk(B) + βk(−B) 6 |G|.Démonstration. � Si G est in�ni, tous les termes du membre de gauhe étant �nis,l'inégalité est assurée. Si G est �ni, on onsidère un k-noyauNk pour B, alors d'après laproposition 31, DB(Nk) est une k-ellule pour −B, ainsi, on a : |DB(Nk)| > βk(−B).De plus, omme les trois ensembles Nk, (Nk + B) r Nk et DB(Nk) forment, d'aprèsle lemme 26, une partition de G, on obtient :
|G| = |Nk| + |(Nk + B) r Nk| + |DB(Nk)|

= βk(B) + λk(B) + |DB(Nk)|

> βk(B) + λk(B) + βk(−B).Remarque 5. � Si G est abélien, d'après le lemme 32 et le orollaire 16, on a
ΦB(X) = Φ−B(−X), et (X ∈ CB ⇔ −X ∈ C−B), ainsi pour tout entier naturel k,
βk(B) et βk(−B) sont toujours tous les deux dé�nis et égaux :

λk(B) = λk(−B), et βk(B) = βk(−B).Remarque 6. � Bien que similaires, les outils de la méthode isopérimétrique déve-loppés par Y. ould Hamidoune, notamment dans [13℄ et [16℄ ne sont pas les mêmesque eux qui viennent d'être dé�nis, ainsi les k-ellules et les k-fragments des artilesde Hamidoune ne sont pas tout à fait les mêmes objets, les k-noyaux ne sont pas les
k-atomes et la première suite des nombres isopérimétriques κk(B) est di�érente de



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 47elle des λk(B). Cependant pour k = 1, et dans un groupe abélien, les 1-noyaux sontexatement les 1-atomes et les 1-ellules sont exatement les 1-fragments.2.3. Inégalité fondamentale. � On établit ii une inégalité lassique liant lespérimètres des intersetion et union de deux ellules en fontion de leur propre péri-mètre, on peut la retrouver dans le lemme 3.5 de [14℄. Cette inégalité sera l'outil lef,qui nous permettra de donner les résultats de struture des ellules et noyaux.Proposition 34. � Soient G un groupe, B un sous-ensemble �ni non vide de Gontenant 0 et X et Y deux sous-ensembles �nis ou de omplémentaire �ni de G,alors on a :
ΦB(X ∩ Y ) + ΦB(X ∪ Y ) 6 ΦB(X) + ΦB(Y ).Démonstration. � On onsidère les deux partitions {X, (X + B) r X,DB(X)} et

{Y, (Y +B)rY,DB(Y )} données par le lemme 26 et on onstruit la partition roisée :
∩ X (X + B) r X DB(X)
Y R11 R12 R13

(Y + B) r Y R21 R22 R23

DB(Y ) R31 R32 R33On a alors les trois égalités et l'inlusion suivantes :
(X + B) r X = R12 ∪ R22 ∪ R32,

(Y + B) r Y = R21 ∪ R22 ∪ R23,

((X ∪ Y ) + B) r (X ∪ Y ) = R32 ∪ R22 ∪ R23,

((X ∩ Y ) + B) r (X ∩ Y ) ⊂ R12 ∪ R22 ∪ R21.Comme B est �ni et que X et Y sont haun soit �ni soit de omplémentaire �ni, leséléments R12, R22, R32, R21 et R23 de ette partition sont tous �nis. Ainsi, on déduitdes égalités et de l'inlusion préédentes, trois nouvelles égalités et une inégalité :
ΦB(X) = |R12| + |R22| + |R32|,

ΦB(Y ) = |R21| + |R22| + |R23|,

ΦB(X ∪ Y ) = |R32| + |R22| + |R23|,

ΦB(X ∩ Y ) 6 |R12| + |R22| + |R21|.En additionnant les deux premières lignes d'une part et les deux suivantes d'autrepart, on a alors :
ΦB(X) + ΦB(Y ) = |R12| + |R21| + 2|R22| + |R32| + |R23|,

ΦB(X ∩ Y ) + ΦB(X ∪ Y ) 6 |R12| + |R21| + 2|R22| + |R32| + |R23|,e qui permet de onlure que :
ΦB(X ∩ Y ) + ΦB(X ∪ Y ) 6 ΦB(X) + ΦB(Y ).On en déduit le résultat fondamental suivant, qui sera souvent utilisé dans la suitede l'artile :



48 ÉRIC BALANDRAUDCorollaire 35. � Soient G un groupe et B un sous-ensemble �ni ontenant 0 de G,
Ci une i-ellule et Cj une j-ellule pour B. Si k et l sont les entiers tels que Ci ∩ Cjsoit une k-ellule et PB(Ci ∪ Cj) soit une l-ellule pour B, alors :

λk(B) + λl(B) 6 λi(B) + λj(B).De plus, si ette inégalité est une égalité, on a PB(Ci ∪ Cj) = Ci ∪ Cj .Démonstration. � Il su�t d'appliquer la proposition 34 ave X = Ci, et Y = Cjpour obtenir l'inégalité :
ΦB(Ci ∩ Cj) + ΦB(Ci ∪ Cj) 6 ΦB(Ci) + ΦB(Cj),don

λk(B) + ΦB(Ci ∪ Cj) 6 λi(B) + λj(B).De plus, d'après la proposition 30, on a : λl(B) = ΦB(PB(Ci∪Cj)) 6 ΦB(Ci∪Cj),d'où l'inégalité.Dans le as d'égalité, on a néessairement ΦB(PB(Ci ∪ Cj)) = ΦB(Ci ∪ Cj). Laproposition 30 a�rme alors que l'on a PB(Ci ∪ Cj) = Ci ∪ Cj .Une autre inégalité un peu plus tehnique aura une grande importane par la suitepour s'assurer que les unions de ellules de petit périmètre ne puissent pas donner deellules de trop petit périmètre. Il s'agit du généralisation de l'inégalité (5) du lemme
3.3 de [16℄.Lemme 36. � Soient G un groupe, B un sous-ensemble �ni de G ontenant 0, Ciune i-ellule �nie et Cj une j-ellule pour B. Soit k l'entier tel que Ci ∩ Cj soit une
k-ellule pour B. Si k > j, on a :

λj(B) + |DB(Cj) r DB(Ci)| 6 λi(B) + |Ci r Cj |.Démonstration. � La preuve se base aussi sur la partition roisée de la proposition34 :
∩ Cj (Cj + B) r Cj DB(Cj)
Ci R11 R12 R13

(Ci + B) r Ci R21 R22 R23

DB(Ci) R31 R32 R33On note sur ette partition roisée l'égalité et l'inlusion suivantes :
(Ci + B) r Ci = R21 ∪ R22 ∪ R23,

((Ci ∩ Cj) + B) r (Ci ∩ Cj) ⊂ R21 ∪ R22 ∪ R12.La ellule Ci est �nie, ainsi Ci +B est �ni, don les éléments R1,1, R1,2, R1,3, R2,1,
R2,2 et R2,3 sont tous �nis. De plus Cj est une j-ellule, don de périmètre �ni, ainsi
R3,2 est aussi �ni. On en onlut que les deux seuls éléments de ette partition roiséequi peuvent éventuellement être in�nis sont R31 et R33.Comme Ci ∩ Cj est une k-ellule et Ci une i-ellule, on a l'égalité et l'inégalitésuivantes :
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λi(B) = |R21| + |R22| + |R23|,

λk(B) 6 |R21| + |R22| + |R12|.De plus, on remarque sur la partition que : |DB(Cj) r DB(Ci)| = |R13| + |R23| et
|Ci r Cj | = |R12| + |R13|. Ainsi, on obtient :

λk(B) + |DB(Cj) r DB(Ci)| 6 (|R21| + |R22| + |R12|) + (|R13| + |R23|)

6 (|R21| + |R22| + |R23|) + (|R12| + |R13|)

6 λi(B) + |Ci r Cj |.En�n, l'inégalité k > j impose λk(B) > λj(B), e qui nous donne :
λj(B) + |DB(Cj) r DB(Ci)| 6 λi(B) + |Ci r Cj |.3. Struture dans le as abélienDans toute ette partie, on onsidère un groupe abélien G et un sous ensemble B�ni non vide.3.1. Struture des 1-ellules et 1-noyaux. � On donne un premier résultat destruture pour les 1-ellules et 1-noyaux, représentatif du travail qui suit. Ce résultatest onnu et dû à Hamidoune, proposition 4.2 de [16℄, ou [12℄. Pour ela on onsi-dére les intersetions non-vides des 1-noyaux ave les 1-ellules et on montre que esintersetions ne peuvent être quelonques. Le fait de pouvoir librement translater un

1-noyau en un autre permet de dérire la struture des 1-ellules.3.1.1. Critère d'existene de 1-ellules. � Soient G un groupe et B un sous-ensemble�ni de G. Si B = G, alors pour tout X ⊂ G non vide, on a X + B = G. Ainsi lesseules ellules sont ∅ et G et il n'y a pas de 1-ellule. Par ontre, si B est di�érent de
G, alors pour X réduit à un singleton quelonque, on a :

|X + B| − |X| = |B| − 1 et X + B 6= G.Ainsi, X 6= ∅ et X + B 6= G don PB(X) n'est pas une 0-ellule, il existe alors des
1-ellules et on a λ1(B) 6 |B| − 1.3.1.2. Struture des 1-ellules et 1-noyaux. � Soient G un groupe abélien et B unsous-ensemble �ni non vide de G, di�érent de G. Si λ1(B) = |B|−1, alors les 1-noyauxsont exatement les singletons de G. Si néessaire on pourra don se restreindre auas λ1(B) < |B| − 1, qui impose don que toutes les 1-ellules ontiennent au moinsdeux éléments.Dé�nition 4. � On appelle ondition E1(B) pour une ellule C pour B, la ondi-tion :

|G r C| > λ1(B) + β1(B).



50 ÉRIC BALANDRAUDD'après la remarque 5, λ1(B) + β1(B) est toujours �ni. Ainsi, si le groupe G estin�ni ette ondition est remplie pour toute ellule �nie.Remarque 7. � Si G est abélien, toutes les 1-ellules pour B véri�ent la ondition
E1(B).Démonstration. � Si C1 est une 1-ellule pour B, DB(C1) est alors une 1-ellulepour −B et est don de ardinal supérieur à β1(−B) = β1(B), ainsi :

|G r C1| − λ1(B) = |DB(C1)| > β1(B)et C1 véri�e la ondition E1(B).La proposition suivante met en lumière le r�le partiulier des 1-noyaux. Il s'agitd'un as partiulier de la proposition 3.4 de [16℄.Proposition 37. � Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble �ni ontenant
0 de G, N1 un 1-noyau et C1 une 1-ellule pour B. Si N1 ∩ C1 6= ∅, alors N1 ⊂ C1.Démonstration. � D'après le orollaire 14, l'intersetion N1 ∩ C1 est une k-ellule,pour un ertain k > 1. D'après le lemme 36, on a alors :

|DB(C1) r DB(N1)| 6 |N1 r C1|.On s'intéresse maintenant à l'union C1 ∪ N1, et à la ellule assoiée PB(C1 ∪ N1).On va tout d'abord montrer qu'il s'agit d'une l-ellule pour un ertain l > 1. Comme
C1 est une 1-ellule pour B, C1 remplit la ondition E1(B), ainsi on a :

|DB(C1)| > β1(B) = |N1|.Or :
|DB(C1) ∩ DB(N1)| = |DB(C1)| − |DB(C1) r DB(N1)|

> |DB(C1)| − |N1 r C1|

> |N1| − |N1 r C1|

= |N1 ∩ C1| > 0.Ainsi omme, d'après la proposition 22, DB(C1 ∪ N1) = DB(C1) ∩ DB(N1) et queet ensemble n'est pas vide d'après l'inégalité i-dessus, il s'agit d'une l-ellule pour
B pour un ertain l > 1.Le orollaire 35 nous donne alors :

λk(B) + λl(B) 6 λ1(B) + λ1(B).Et e, ave k > 1 et l > 1. Comme la suite des valeurs λi(B) est stritement roissanteà partir de i = 1, on a néessairement k = l = 1.De plus, N1 est un 1-noyau, 'est une 1-ellule de ardinal minimal, ainsi l'égalité
k = 1 impose l'inlusion N1 ⊂ C1.On retrouve alors un premier résultat de struture pour les 1-noyaux et les 1-ellulespour B, qui orrespond à la proposition 4.2 de [16℄.



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 51Théorème 38. � Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble �ni ontenant 0de G. Il existe un sous-groupe �ni H tel que les 1-noyaux pour B soient les lassesmodulo H, et les 1-ellules soient périodiques modulo e sous-groupe.Démonstration. � Si l'on a λ1(B) = |B|−1, le sous-groupe trivial H = {0} onvient.On peut supposer désormais que λ1(B) < |B| − 1. Si l'on onsidère deux 1-noyauxpour B, d'intersetion non vide, d'après la proposition 37 préédente, ils sont inlusl'un dans l'autre, don égaux. Ainsi deux 1-noyaux distints sont disjoints.Si N1 est un 1-noyau pour B ontenant 0 et si x ∈ N1 ave x 6= 0, N1 et −x + N1sont deux 1-noyaux pour B ontenant 0 don d'intersetion non vide, ils sont donégaux : N1 = −x + N1.On a alors pour tout x ∈ N1, −x + N1 = N1, e qui signi�e que N1 est un sous-groupe �ni de G. Par translation toutes les lasses modulo N1 sont des 1-noyaux. Etomme toutes les lasses modulo N1 forment une partition de G, il ne peut y avoird'autres 1-noyaux.Si C1 est une 1-ellule pour B, la proposition 37 impose qu'elle ontient tous les
1-noyaux qu'elle intersete. Ainsi C1 est une union de lasses modulo N1. Et don
N1 ⊂ π(C1).Remarque 8. � Comme Hamidoune le remarque dans le orollaire 4.3 de [16℄, epremier résultat nous permet d'ores et déjà de retrouver le théorème de Cauhy-Davenport, le théorème de Chowla dans les groupes yliques et le théorème de Mann.3.2. Struture des i-ellules et i-noyaux (lorsque λi(B) < |B| − 1). � Dansette partie, tous les résultats sont originaux. On veut montrer que toutes les i-ellulessont périodiques en généralisant les idées préédentes.Le as des i-ellules pour i > 1 est un peu plus déliat et néessite quelquespropositions préalables. L'idée onsiste à mettre en plae des onditions assurant queles unions de ellules de petits périmètres ne donnent pas des ellules de périmètretrop petit, puis de mettre en plae des résultats assurant l'existene de i-ellulessu�samment petites. Cela nous permettra d'établir que les i-noyaux sont disjoints.Dé�nition 5. � Pour un entier non nul i, on appelle ondition Ei(B) pour uneellule C pour B, la ondition :

|G r C| > λi(B) + βi(B).De même que pour la dé�nition 4, on remarque que ette ondition est rempliepour toute ellule �nie pour B si G est in�ni.Lemme 39. � Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble �ni ontenant 0 de
G, et i un entier non nul. Soit Cj une j-ellule pour B ave j > i. Si Cj ne véri�epas la ondition Ei(B), alors DB(Cj) véri�e la ondition Ei(−B) et |DB(Cj)| <
βi(B) + λi(B) − λj(B).Démonstration. � Comme Cj ne véri�e pas la ondition Ei(B), G r Cj est un en-semble �ni et on a :

|G r Cj | < λi(B) + βi(B).



52 ÉRIC BALANDRAUDComme DB(Cj) ⊂ G r Cj , DB(Cj) est aussi �ni, et on peut alors érire :
|DB(Cj)| = |DB(Cj) − B| − λj(B)

= |G r Cj | − λj(B)

< λi(B) − λj(B) + βi(B).De plus si G est in�ni, DB(Cj) est �ni et véri�e don la ondition Ei(−B). Si Gest �ni, on a vu au orollaire 33, que βi(B) + λi(B) + βi(−B) 6 |G|. Ainsi :
|DB(Cj)| < λi(B) − λj(B) + βi(B) 6 βi(B) 6 |G| − λi(B) − βi(−B).On obtient �nalement :

|G r DB(Cj)| > λi(B) + βi(−B) = λi(−B) + βi(−B).On donne maintenant une première impliation de la ondition Ei(B).Lemme 40. � Soient G un groupe abélien et B un sous-ensemble �ni de G onte-nant 0, Ni un i-noyau et Cj une j-ellule pour B ave j > i. Soit k l'entier tel que
Ni ∩Cj soit une k-ellule. Si k > j et Cj véri�e Ei(B), PB(Ni ∪Cj) est une l-ellulepour B ave l > 0.Démonstration. � L'intersetion Ni ∩ Cj est une k-ellule �nie, ave k > j, ainsid'après le lemme 36, on a :

λj(B) + |DB(Cj) r DB(Ni)| 6 λi(B) + |Ni r Cj |.On herhe maintenant à minorer |DB(Cj)|. Comme Cj véri�e la ondition Ei(B),on a :
|G r Cj | > λi(B) + βi(B).Ainsi omme G r Cj = DB(Cj) ∪ ((DB(Cj) − B) r DB(Cj)), on obtient :

|DB(Cj)| + λj(B) > λi(B) + βi(B),don
|DB(Cj)| > λi(B) + βi(B) − λj(B).Comme d'après la proposition 22, on a PB(Ni ∪ Cj) = D−B(DB(Cj) ∩ DB(Ni)),on peut érire :

|DB(Cj) ∩ DB(Ni)| = |DB(Cj)| − |DB(Cj) r DB(Ni)|

> |DB(Cj)| − λi(B) + λj(B) − |Ni r Cj |

> (βi(B) + λi(B) − λj(B)) − λi(B) + λj(B) − |Ni r Cj |

= |Ni| − |Ni r Cj |

= |Ni ∩ Cj | > 0.Ainsi, PB(Ni ∪ Cj) est une l-ellule pour B ou le dual d'une l-ellule pour −B ave
l > 0.



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 53Le lemme préédent a pour but de ramener l'étude des j-ellules pour j > i àelles ontenues dans un (i− 1)-noyau. On dé�nit maintenant une nouvelle onditionadaptée aux j-ellules dans un (i − 1)-noyau :Dé�nition 6. � Pour un entier non nul tel que 1 < i, on appelle ondition E′
i(B)pour une ellule C pour B inluse dans un (i − 1)-noyau Ni−1, la ondition :

|C| 6 (λi−1(B) + βi−1(B)) − (λi(B) + βi(B)).Lemme 41. � Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble �ni de G ontenant
0, i > 1 un entier, Ni et Ni−1 respetivement un i-noyau et un (i − 1)-noyau et Cjune j-ellule. On suppose que j > i, Ni∩Cj 6= ∅ et que Ni∪Cj ⊂ Ni−1. Soit k l'entiertel que Ni ∩ Cj soit une k-ellule. Si k > j et Cj véri�e la ondition E′

i(B), alors ona :
|(Ni−1 + B) r ((Ni ∪ Cj) + B)| > 0.Démonstration. � Dans un premier temps, on remarque que l'on peut minorer |(Ni−1+

B)r(Cj+B)| = |DB(Cj)rDB(Ni−1)|. En e�et, omme Cj véri�e la ondition E′
i(B) :

|(Ni−1 + B) r (Cj + B)| = |Ni−1 + B| − |Cj + B|

= |Ni−1 + B| − |Cj | − λj(B)

> (λi−1(B) + βi−1(B)) − (λi−1(B) + βi−1(B))

+(λi(B) + βi(B)) − λj(B)

= λi(B) + βi(B) − λj(B).Ainsi en utilisant le lemme 36 et l'inégalité préédente, on obtient :
|(Ni−1 + B) r ((Ni ∪ Cj) + B)| = |(Ni−1 + B) r (Cj + B)|

−|(Ni + B) r (Cj + B)|

= |(Ni−1 + B) r (Cj + B)| − |DB(Cj) r DB(Ni)|

> λi(B) + βi(B) − λj(B)

−(−λj(B) + λi(B) + |Ni r Cj |)

= |Ni| − |Ni r Cj |

= |Ni ∩ Cj | > 0.Ce lemme sera partiulièrement utile pour montrer que l'union d'une ellule et d'unnoyau ne peut être une ellule d'ordre trop petit.Un dernier lemme sera néessaire avant de donner un théorème de desription�nale :Lemme 42. � Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble �ni de G ontenant
0, i un entier tel que 1 < i, Ni et Ni−1 respetivement un i-noyau et un (i−1)-noyauet Cj une j-ellule pour B. On suppose que j > i, Ni ∩Cj 6= ∅, Ni ∪Cj ⊂ Ni−1 et que
Ni véri�e la ondition E′

i(B). Si Cj ne véri�e pas la ondition E′
i(B), alors DB(Cj)véri�e la ondition Ei(−B) et |(Ni−1 + B) r (Cj + B)| < βi(B).



54 ÉRIC BALANDRAUDDémonstration. � Par ontradition de la ondition E′
i(B), on a |Cj | > (λi−1(B) +

βi−1(B)) − (λi(B) + βi(B)), e que l'on peut réérire :
βi(B) > (λi−1(B) + βi−1(B)) − (λi(B) + |Cj |).Ainsi, omme j > i, on a λj(B) > λi(B) et don :

βi(B) > (λi−1(B) + βi−1(B)) − (λj(B) + |Cj |) = |(Ni−1 + B) r (Cj + B)|.De plus, on a G r DB(Cj) = Cj + B, ainsi l'inégalité préédente donne :
|G r DB(Cj)| > (λi−1(B) + βi−1(B)) − βi(B).Comme Ni véri�e la ondition E′

i(B), on a βi(B) 6 (βi−1(B)+λi−1(B))−(βi(B)+
λi(B)), e dont on déduit l'inégalité βi(B) + λi(B) 6 (βi−1(B) + λi−1(B)) − βi(B).En ombinant ette inégalité ave la préédente, on obtient :

|G r DB(Cj)| > βi(B) + λi(B) = βi(−B) + λi(−B).Ce qui prouve que DB(Cj) véri�e la ondition Ei(−B).Le théorème suivant donne un résultat de struture pour toutes les i-ellules tellesque λi(B) < |B| − 1. Par réurrene, on établit pour tout i qu'il existe un i-noyauinlus dans un (i − 1)-noyau, puis on ramène l'étude des i-ellules à l'intérieur d'un
(i − 1)-noyau et on montre que les intersetions des i-noyaux et des i-ellules nepeuvent être quelonques.Théorème 43. � Soient G un groupe abélien et B un sous-ensemble non vide �nide G, et n > 0 un entier tel que λn(B) < |B| − 1 6 λn+1(B). Pour tout i 6 n, ilexiste un sous-groupe (�ni et di�érent de {0}) Ni de G, qui est un i-noyau et pourtoute i-ellule Ci, on a Ni ⊂ π(Ci). De plus la suite de sous-groupes (Ni)i=1,..,n estune suite stritement déroissante pour l'inlusion.Démonstration. � Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 ∈ B (quitte àe�etuer une translation de B). On raisonne par réurrene sur i < n. Pour i = 1, lerésultat est vrai d'après le théorème 38.Supposons que l'énoné du théorème soit vrai jusqu'à un ertain rang i < n etmontrons le résultat au rang i + 1 6 n.Dans un soui de larté, la preuve est déomposée en six assertions intermédiaireset une onlusion :Assertion 1 : Pour tout j 6 i, Nj véri�e la ondition E′

j(B).En e�et, remarquons d'abord que Nj est bien inlus dans un (j − 1)-noyau, àsavoir Nj−1. De plus, pour toute j-ellule Cj (en partiulier Nj) dans Nj−1 ave
1 < j 6 i, omme Cj + B est Nj-périodique (d'après l'hypothèse de réurrene)et di�érent de Nj−1 + B (ar Cj et Nj−1 sont deux ellules distinstes), l'ensemble
(Nj−1 + B) r (Cj + B) ontient au moins une lasse modulo Nj . Ainsi, on obtientl'inégalité :

2βj(B) + λj(B) 6 βj−1(B) + λj−1(B).Cela signi�e bien que Nj véri�e la ondition E′
j(B) (e qui est une hypothèse dulemme 42, que nous utiliserons par la suite).



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 55Assertion 2 : Une (i+1)-ellule ne peut pas être uniquement onstituée de j-noyauxave j 6 i.En e�et, omme on a :
|Ni + B| − |Ni| = λi(B) < |B| − 1 < |B| 6 |Ni + B|,

|B| − 1 est enadré par deux multiples onséutifs de |Ni|. Ainsi si A est une unionde lasses modulo Ni mais n'est pas une j-ellule ave j 6 i, l'entier |A + B| − |A| estun multiple de |Ni| supérieur ou égal à |Ni + B| et don |A + B| > |A| + |B| − 1.Comme on a supposé que λi+1(B) < |B| − 1, une (i + 1)-ellule ne peut don pasêtre une union de lasses modulo Ni. Pour j 6 i, omme Ni est un sous-groupe de
Nj (d'après l'hypothèse de réurrene), une (i + 1)-ellule ne peut don pas être nonplus une union de lasses modulo les noyaux suessifs de 1 à i.Assertion 3 : Toute (i + 1)-ellule ou sa duale est onstituée d'une (i + 1)-elluleinluse dans un 1-noyau et éventuellement de 1-noyaux.SoitN1 l'ensemble des 1-noyaux pour B. D'après l'hypothèse de réurrene, il s'agitde l'ensemble des lasses modulo N1. L'ensemble N1 est don une partition de G. Soit
Ci+1 une (i + 1)-ellule, on a alors Ci+1 =

⋃
N∈N1

(Ci+1 ∩ N).� Si Ci+1 véri�e la ondition E1(B), soient N ∈ N1, k l'entier tel que Ci+1∩N soitune k-ellule non vide et l tel que PB(N ∪Ci+1) soit une l-ellule. On a d'aprèsle orollaire 35 :
λk(B) + λl(B) 6 λi+1(B) + λ1(B).Comme l > 0, d'après le lemme 40 (ar Ci+1 véri�e E1(B)), ei impose k 6 i+1.Mais omme Ci+1 ne peut être uniquement onstituée de k-ellules ave k 6 id'après l'assertion 2, ela implique qu'il existe Ñ ∈ N1 tel que k = i + 1, e quiimpose que l = 1. La ellule Ci+1 est alors onstituée d'une (i+1)-ellule Ci+1∩Ñinluse dans un 1-noyau, ar k = i + 1 et d'une éventuelle union de 1-noyaux àsavoir ⋃

N∈N1r{ eN} Ci+1 ∩N : en e�et l'union Ci+1 ∪ Ñ = PB(Ci+1 ∪ Ñ) est une
1-ellule ar l = 1 (as d'égalité du orollaire 35), don est N1-périodique. Il enest don de même pour

(Ci+1 ∪ Ñ) r Ñ =
⋃

N∈N1r{ eN}

Ci+1 ∩ N.� Si Ci+1 ne véri�e pas la ondition E1(B), d'après le lemme 39, 'est que DB(Ci+1)véri�e la ondition E1(−B) et |DB(Ci+1)| < β1(B). Ainsi on peut appliquer leraisonnement préédent à DB(Ci+1) pour −B e qui donne le résultat.En fait on peut même remarquer que omme |DB(Ci+1)| < β1(B), DB(Ci+1)est une (i+1)-ellule pour −B ontenue dans un 1-noyau pour −B, qui est aussiun 1-noyau pour B.Assertion 4 : Toute (i + 1)-ellule inluse dans un (j − 1)-noyau ou sa duale estomposée d'une (i+1)-ellule inluse dans un j-noyau et éventuellement de j-noyaux.



56 ÉRIC BALANDRAUDSoit Nj l'ensemble des j-noyaux pour B. D'après l'hypothèse de réurrene, ils'agit de l'ensemble des lasses modulo Nj . L'ensemble Nj est don une partitionde G. Soit Ci+1 une (i + 1)-ellule inluse dans un (j − 1)-noyau Ñj−1. On a alors
Ci+1 =

⋃
N∈Nj

(Ci+1 ∩ N).� Si Ci+1 véri�e la ondition E′
j(B), soient N ∈ Nj , k l'entier tel que Ci+1 ∩ Nsoit une k-ellule et l tel que PB(N ∪ Ci+1) soit une l-ellule. On a d'après leorollaire 35 :

λk(B) + λl(B) 6 λi+1(B) + λj(B).Ave l > j − 1 d'après le lemme 41 (ar Ci+1 véri�e E′
j(B)), e qui impose

k 6 i + 1. Mais omme Ci+1 ne peut être uniquement onstituée de k-ellulesave 1 6 k 6 i d'après l'assertion 2, ela implique qu'il existe Ñ ∈ Nj telque k = i + 1, e qui impose que l = j. La ellule Ci+1 est alors onstituéed'une (i + 1)-ellule Ci+1 ∩ Ñ inluse dans un j-noyau, ar k = i + 1 et d'uneeventuelle union de j-noyaux à savoir ⋃
N∈Njr{ eN} Ci+1 ∩ N : en e�et l'union

Ci+1 ∪ Ñ = PB(Ci+1 ∪ Ñ) est une j-ellule ar l = j (as d'égalité du orollaire35), don est Nj-périodique. Il en est don de même pour
(Ci+1 ∪ Ñ) r Ñ =

⋃

N∈Njr{ eN}

Ci+1 ∩ N.� Si Ci+1 ne véri�e pas la ondition E′
j(B), d'après le lemme 42, 'est que DB(Ci+1)véri�e la ondition Ej(B) et |DB(Ci+1) r DB(Ñj−1)| < βj(B).Pour N ∈ Nj intersetant DB(Ci+1) r DB(Ñj−1), soit k est l'entier tel que

DB(Ci+1) ∩ N soit une k-ellule pour −B et l tel que P−B(DB(Ci+1) ∪ N) soitune l-ellule pour −B, on a d'après le orollaire 35 :
λk(−B) + λl(−B) 6 λi+1(−B) + λj(−B).Ave l > j−1, d'après le lemme 40 (ar DB(Ci+1) véri�e la ondition Ej(−B) etque P−B(DB(Ci+1)∪Nj) ontient stritement DB(Ñj−1)), e ne peut don pasêtre une j′-ellule pour −B ave j′ < j. On a alors l > j, ei impose k 6 i + 1.Mais omme |DB(Ci+1) r DB(Ñj−1)| < βj(B) et que DB(Ci+1) ne peut êtreuniquement onstituée de k-noyaux ave 1 6 k 6 i, il existe un Ñ ∈ Nj telque k = i + 1, e qui impose l = j. La ellule duale de Ci+1, DB(Ci+1), estalors onstituée d'une (i + 1)-ellule inluse dans un j-noyau DB(Ci+1)∩ Ñ , ar

k = i + 1 et d'une union de j-noyaux, DB(Ñj−1).Assertion 5 : Toute (i + 1)-ellule inluse dans un i-noyau véri�e néessairementla ondition E′
i+1(B).On onsidère une (i + 1)-ellule Ci+1 inluse dans un i-noyau Ñi.Montrons que DB(Ci+1) véri�e la ondition Ei+1(−B). Si tel n'est pas le as,d'après le lemme 39, Ci+1 véri�e la ondition Ei+1(B) et |Ci+1| < βi+1(−B), e quiest impossible, ar βi+1(−B) = βi+1(B).Considérons alors un (i+1)-noyau Ni+1 pour −B intersetant DB(Ci+1)rDB(Ñi).Si k et l sont les entiers tels que DB(Ci+1) ∩ Ni+1 soit une k-ellule pour −B et
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P−B(DB(Ci+1) ∪ Ni+1) soit une l-ellule pour −B, on a d'après le orollaire 35 :

λk(−B) + λl(−B) 6 λi+1(−B) + λi+1(−B).Ave l > i + 1, ar DB(Ci+1) véri�e la ondition Ei+1(−B) et que P−B(DB(Ci+1) ∪

Ni+1) ontient stritement DB(Ñi) (e ne peut don pas être une j-ellule pour −Bave j < i + 1). Ainsi, on a l > i + 1, e qui impose k 6 i + 1. Mais pour tout j,tel que 1 6 j 6 i, Nj est de ardinal stritement supérieur à βi+1(B), don on a
k = i+1, e qui implique aussi l = i+1. Ainsi DB(Ci+1)rDB(Ñi) ontient au moinsun (i+1)-noyau pour −B. On a alors βi+1(−B) 6 |DB(Ci+1)rDB(Ñi)|, e qui peutse réérire βi+1(B) 6 (λi(B) + βi(B)) − (λi+1(B) + |Ci+1|). Il su�t d'éhanger lestermes |Ci+1| et βi+1(B) pour obtenir :

|Ci+1| 6 (λi(B) + βi(B)) − (λi+1(B) + βi+1(B)).Ce qui signi�e que Ci+1 véri�e la ondition E′
i+1(B).Assertion 6 : Il existe un sous-groupe de Ni qui est un (i + 1)-noyau et tel quetoutes les (i + 1)-ellules inluses dans Ni soient périodiques modulo e sous-groupe.On onsidère alors une (i+1)-ellule Ci+1 et un (i+1)-noyau Ni+1 inlus dans Ni.Soient k l'entier tel que l'intersetion de Ci+1 et Ni+1 soit une k-ellule et l l'entiertel que PB(Ni+1 ∪ Ci+1) soit une l-ellule. On a d'après le orollaire 35 :

λk(B) + λl(B) 6 λi+1(B) + λi+1(B).Ave l > i + 1 d'après le lemme 41 (ar Ci+1 véri�e E′
i+1(B) d'après l'assertion 5),ei impose k 6 i+1. Mais tous les j-noyaux ave j 6 i sont de ardinaux stritementsupérieurs à βi+1(B), don Ni+1 ∩ Ci+1, qui est de ardinal inférieur à βi+1(B), nepeut être une j-ellule ave j 6 i. C'est don que k = i + 1 et l = i + 1. Ainsi si un

(i + 1)-noyau et une (i + 1)-ellule sont inlus dans Ni, et que leur intersetion n'estpas vide, le (i + 1)-noyau est inlus dans la (i + 1)-ellule.Pour un (i + 1)-noyau ontenant 0, Ni+1, il ontient au moins deux éléments ar
λi+1(B) < |B| − 1. On obtient que pour tout x ∈ Ni+1, Ni+1 et x + Ni+1 sontd'intersetion non vide, ainsi Ni+1 = x + Ni+1, e qui signi�e que Ni+1 est un sous-groupe strit de Ni, (di�érent de {0}, ar λi+1(B) < |B|−1) et que toute (i+1)-elluleest une union de lasses modulo Ni+1, don périodique de période ontenant Ni+1.Conlusion : L'assertion 6 a établi l'existene d'un sous-groupe strit Ni+1 de Niqui est un (i + 1)-noyau. Pour démontrer l'hypothèse de réurrene au rang i + 1, ilne reste plus qu'à prouver que toutes les (i + 1)-ellules sont Ni+1-périodiques.On montre par réurrene desendante sur j allant de i à 1 que toutes les (i + 1)-ellules inluses dans un j-noyau sont Ni+1-périodiques. L'assertion 6 établit déjà ettepériodiité pour toutes les (i + 1)-ellules inluses dans Ni et don par translation àtoutes les (i + 1)-ellules inluses dans un i-noyau.Supposons que pour un ertain rang j, toutes les (i + 1)-ellules inluses dans un
j-noyau sont Ni+1-périodiques. Si l'on onsidère une (i + 1)-ellule Ci+1 inluse dansun (j − 1)-noyau, d'après l'assertion 4, elle ou sa duale est omposée d'une (i + 1)-ellule inluse dans un j-noyau et d'une union éventuelle de j-noyaux. Comme tout
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j-noyau est Ni+1-périodique, ar Ni+1 ⊂ Nj , d'après l'hypothèse de réurrene Ci+1ou DB(Ci+1) est Ni+1-périodique.De plus, d'après la proposition 20, toute ellule a la même période que sa duale.Ainsi, Ci+1 est néessairement Ni+1-périodique. On a don montré que toute (i + 1)-ellule inluse dans un (j − 1)-noyau est Ni+1-périodique, e qui est l'hypothèse aurang j − 1.Cette réurrene vient d'établir que toute (i + 1)-ellule inluse dans un 1-noyauest Ni+1-périodique.Finalement, si l'on onsidère une (i + 1)-ellule dans G, d'après l'assertion 3, Ci+1ou sa duale est omposée d'une (i + 1)-ellule inluse dans un 1-noyau et d'une unionéventuelle de 1-noyaux. Comme tout 1-noyau est Ni+1-périodique, ar Ni+1 ⊂ N1,
Ci+1 ou DB(Ci+1) est Ni+1-périodique. Or d'après la proposition 20 toute ellule ala même période que sa duale. Ainsi, toute (i + 1)-ellule est Ni+1-périodique.Cela prouve l'hypothèse de réurrene au rang i + 1 et l�t la preuve du théorème.Remarque 9. � Comme pour tout 1 6 i 6 n, Ni est un i-noyau, et que la suite des
(Ni)i=1,..,n est déroissante pour l'inlusion, on a :

|N1 + B| − |N1| < ... < |Nn + B| − |Nn| < |B| − 1 < |Nn + B| < ... < |N1 + B|.Cela peut se omprendre omme une approximation de l'ensemble B par les ensembles
Ni + B. On retrouve dans ette approximation un des éléments de la déompositionréursive de Kemperman [19℄.4. Théorème de KneserÀ l'aide des éléments mis en plae dans les parties préédentes, et prinipalementdu théorème 43, nous pouvons désormais démontrer le théorème 5 énoné en intro-dution :Démonstration. � Lorsque G est �ni, le as où A+B = G est trivial, en e�et A+Best G-périodique, et on a bien |A + B| = |G| = |G| + |G| − |G|.On onsidère désormais le as où A + B 6= G. On onsidère la ellule PB(A) pour
B, on a PB(A) + B = A + B d'après la proposition 7. Par ailleurs PB(A) est �ni(d'après le lemme 24). De plus, d'après la proposition 30 :

|PB(A) + B| − |PB(A)| 6 |A + B| − |A| < |B| − 1.Ainsi PB(A) est une i-ellule ave λi(B) < |B| − 1 pour un ertain entier i. D'aprèsle théorème 43, il existe un sous-groupe �ni Ni 6= {0}, qui est un i-noyau pour B,et PB(A) est périodique, ave Ni ⊂ π(PB(A)). La somme PB(A) + B est alors aussipériodique, et omme il s'agit aussi de la somme A + B, on a montré que A + B estpériodique.De plus si H est la période de A + B, pour X ⊂ G on note X l'image de X dansle groupe quotient G/H par le morphisme anonique. La somme A + B étant maxi-malement H-périodique, la somme A + B n'est plus périodique. Par la ontraposéedu théorème 43, on a don l'inégalité |A + B| > |A| + |B| − 1.



QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES EN THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES 59Comme A + B est H-périodique, on a |A + B| = |H|.|A + B|. De plus |A| = |A +
H|/|H| et |B| = |B+H|/|H|. En multipliant par |H| l'inégalité |A + B| > |A|+|B|−1,on obtient don |A + B| > |A + H| + |B + H| − |H|.Or la première inégalité donne |A + B| < |A + H| + |B + H| − 1. Comme |A + B|est divisible par |H|, on en déduit |A + B| 6 |A + H|+ |B + H| − |H|, e qui onlutla preuve.Remarque 10. � La méthode se base sur des outils de pivot B, elle désymétrise lapaire (A,B). Notons que si |A + B| < |A| + |B| − 1, PB(A) est une i-ellule pour Bave λi(B) < |B|−1 alors, si Ni est le i-noyau ontenant 0 pour B, PA(Ni) est aussiune j-ellule pour A ave λj(A) < |A| − 1.De plus, si Nj est le j-noyau ontenant 0 pour A, on a : Ni ⊂ Nj ou Nj ⊂ Ni.Démonstration. � Si |A + B| < |A| + |B| − 1, alors PB(A) est une i-ellule ave
λi(B) < |B| − 1, don si Ni est le i-noyau pour B ontenant 0, on a A+Ni ⊂ PB(A).De plus, si A + Ni 6= PB(A), alors on a |A + Ni| + |Ni| 6 |PB(A)|, e qui impose :

|A + B| > |PB(A)| + λi(B)

> |A + Ni| + |Ni| + |B + Ni| − |Ni|

= |A + Ni| + |B + Ni|

> |A| + |B| − 1,e qui est ontraire à l'hypothèse, ainsi A + Ni = PB(A). On déduit alors de |A +
B| − |PB(A)| = λi(B), l'inégalité :

|A + B| = |A + Ni| + |B + Ni| − |Ni|.De l'inégalité |A + Ni| + |B + Ni| − |Ni| < |A| + |B| − 1, on déduit :
|A + Ni| − |Ni| < |A| − 1 + (|B| − |B + Ni|)

6 |A| − 1.Ainsi PA(Ni) est aussi une j-ellule pour A ave λj(A) < |A| − 1. D'après le théo-rème 43, j-noyau pour A ontenant 0, Nj est un sous-groupe de G. On a alors aussisimilairement PA(Ni) = Ni + Nj et |A + Ni| = |Ni + Nj | + |A + Nj | − |Nj |.Des deux égalités : |A + B| = |A + Ni|+ |B + Ni| − |Ni| et |A + Ni| = |Ni + Nj |+
|A + Nj | − |Nj |, on obtient :

|A + B| = |A + Nj | + |B + Ni| + |Ni + Nj | − |Nj | − |Ni|.On peut maintenant, à partir de l'inégalité |A + B| < |A| + |B| − 1, donner unemajoration de |Ni + Nj | :
|Ni + Nj | = |A + B| − |A + Nj | − |B + Ni| + |Nj | + |Ni|

< |Nj | + |Ni| + (|A| − |A + Nj |) + (|B| − |B + Ni|) − 1

6 |Nj | + |Ni| − 1.Or Ni et Nj sont deux sous-groupes �nis de G, on sait alors que :
|Ni + Nj | =

|Ni||Nj |

|Ni ∩ Nj |
.



60 ÉRIC BALANDRAUDSi l'on suppose que Ni 6⊂ Nj et Nj 6⊂ Ni, on a alors :
|Ni + Nj | = max(|Ni|, |Nj |)

min(|Ni|, |Nj |)

|Ni ∩ Nj |
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COMPLÈMENT À

“UN NOUVEAU POINT DE VUE ISOPÉRIMÉTRIQUE

APPLIQUÉ AU THÉORÈME DE KNESER”

Nous allons ici développer un point concernant l’article “Un nouveau point de
vue isopérimétrique appliqué au théorème de Kneser”, concernant la fonction PB .
La numérotation reprend celle de l’article.

5. Autour de la question: A + B = PB(A) + PA(B)?

Soit G un groupe abélien et A et B deux sous-ensembles finis de G. Les fonctions
PB et PA sont définies dans deux cadres d’étude bien distincts, chacune étant définie
pour l’étude spécifique des sommes par B ou par A. Elles ont donc a priori peu de
relation. Cependant on a:

PB(A) + B = A + B = A + PA(B).

Il est alors naturel de se poser la question:

A-t-on l’égalité PB(A) + PA(B) = A + B ?

L’inclusion A+B ⊂ PB(A)+PA(B) est évidente, car A ⊂ PB(A) et B ⊂ PA(B).
Cependant, en toute généralité, l’inclusion inverse est fausse. On peut en donner
un premier exemple dans Z:

Exemple 1. Dans le groupe Z, soient A = {−2,−1, 1, 2} et B = {−4,−3, 3, 4}, on
a A+B = [−6,−1]∪ [1, 6]. On détermine aisément que PB(A) = [−2, 2] = A∪{0}
et que PA(B) = {−4,−3, 0, 3, 4} = B ∪ {0}. D’où, PB(A) + PA(B) = [−6, 6] =
(A + B) ∪ {0}. Ainsi PB(A) + PA(B) 6= A + B.

Dans le cas particulier des ensembles de petite somme, on peut par contre établir
cette égalité:

Proposition 44. Soient G un groupe abélien, A et B deux sous-ensembles finis de
G. Si |A + B| 6 |A| + |B| − 1 alors PB(A) + PA(B) = A + B.

Démonstration. On a par définition, les égalités PB(A)+B = A+B = A+PA(B),
ainsi si PA(B) = B ou PB(A) = A, la proposition est vraie.

Supposons que PA(B) 6= B et PB(A) 6= A, soient p ∈ PA(B) r B et q ∈
PB(A) r A. On pose A′ = A ∪ {q} et B′ = B ∪ {p}. On peut alors déterminer la
somme A′ + B′ = (A + B)∪ (A + p)∪ (q + B)∪ {p + q}. Or comme p ∈ PA(B), on
a p + A ⊂ A + B, de même q + B ⊂ A + B. Ainsi, on a:

A′ + B′ = (A + B) ∪ {p + q}.

On en déduit la majoration de A′ + B′:

|A′ + B′| 6 |A + B| + 1

6 |A| + |B|

= |A′| + |B′| − 2.

On peut alors utiliser le théorème de Scherk, qui affirme ici que dans la somme
A′ +B′ tous les éléments ont au moins deux écritures, comme somme d’un élément
de A′ et d’un élément de B′.
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Théorème 45. (Scherk)[1] Soit G un groupe abélien. Si A et B sont deux sous-
ensembles finis de G tels que: |A + B| = |A| + |B| − ρ, alors tout élément s de la
somme A+B admet au moins ρ écritures distinctes s = a+b, avec a ∈ A et b ∈ B.

En particulier, l’élément p + q admet une seconde écriture. Il existe a ∈ A′ et
b ∈ B′ tels que a+ b = p+ q et (a, b) 6= (q, p). Nécessairement, on a a ∈ A et b ∈ B,
ainsi p + q = a + b ∈ A + B. On a alors PB(A) + PA(B) = A + B. �

Cette proposition ne peut par contre pas s’étendre au cas de somme plus large
comme le montre l’exemple suivant:

Exemple 2. On considère le groupe Z/5Z et les deux sous-ensembles A = {1, 4},
B = {2, 3}. On a alors A + B = {1, 2, 3, 4}. La somme vérifie ainsi:

|A + B| = |A| + |B|.

On détermine PB(A) = {0, 1, 4} = A ∪ {0} et PA(B) = {0, 2, 3} = B ∪ {0}. On
a alors PB(A) + PA(B) = {0, 1, 2, 3, 4} = (A + B) ∪ {0}. Ainsi:

PB(A) + PA(B) 6= A + B.
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THE ISOPERIMETRIC METHOD IN NON-ABELIAN GROUPS

WITH AN APPLICATION TO OPTIMALLY SMALL SUMSETS

ÉRIC BALANDRAUD

Abstract. Set addition theory was born a few decades ago from additive
number theory. Several difficult issues, more combinatorial in nature than
algebraic, have been revealed. In particular, computing the values taken by
the function:

µG : [1, |G|]2 → N
∗

(r, s) 7→ min{|A.B||A ⊂ G, |A| = r, B ⊂ G, |B| = s},

where G is a given group does not seem easy in general. Some successive

results, using Kneser’s Theorem, allowed the determination of the values of
this function, provided that the group G is abelian.

Recently, a method called isoperimetric, has been developed by Hamidoune

and allowed new proofs and generalisations of the classical theorems in additive
number theory. For instance, a new interpretation of the isoperimetric method
has been able to give a new proof of Kneser’s Theorem.

The purpose of this article is to adapt this last proof in a non abelian group,

in order to give new values of the function µG, for some solvable groups and
symmetric groups. These values allow us in particular to answer negatively a
question asked in the litterature on the µG functions.

1. Introduction

Let (G, .) be a group. Let A and B be two subsets of G and g an element of G,
we denote A.B = {a.b|a ∈ A, b ∈ B}, g.B = {g}.B and B−1 = {b−1|b ∈ B}. By
convention, we denote ∅.B = ∅.

Considering a finite group G, we define the function:

µG : [1, |G|]2 → N
∗

(r, s) 7→ min{|A.B||A ⊂ G, |A| = r, B ⊂ G, |B| = s}.

The so-called prehistorical lemma (folklore) asserts that if A and B are two
subsets of a finite group such that |A| + |B| > |G|, then A.B = G. It gives a first
easy result on the function µG: if r + s > |G|, then µG(r, s) = |G|. This lemma
can also be stated as follows: for A subset of a left-coset a.H and B subset of
a right-coset H.b modulo a same finite subgroup H of G, if |A| + |B| > |H| then
A.B = a.H.b. This seems to point out that the values of the function µG are related
with the cardinalities of the finite subgroups of G.

In the case of cyclic groups of prime order, Z/pZ, the Cauchy-Davenport Theo-
rem [3, 4, 5] gives the expression:

µZ/pZ(r, s) = min{r + s − 1, p}.

In 1981, Yuzvinsky [22] showed, for groups of the form (Z/2Z)n, the equality
between the µG function and the Hopf-Stiefel-Pfister function, well known in topol-
ogy and quadratic form theory. Then, Bollobás and Leader [2] proved that the µG

function for p-groups depends only on |G| and not on the structure of the group.
They also study the case of any abelian finite p-group. Eliahou and Kervaire [8]

2000 Mathematics Subject Classification: 11P70.
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66 ÉRIC BALANDRAUD

gave a formula for p-groups of the form (Z/pZ)n. In 2003, Plagne [19] gave for all
cyclic groups the following formula:

µZ/nZ(r, s) = min
d|n

{(⌈ r

d

⌉

+
⌈ s

d

⌉

− 1
)

d
}

.

This result was then extended to finite abelian groups by Eliahou, Kervaire and
Plagne [9]:

Theorem 1. Let G be a finite abelian group, r and s two integers satisfying 1 6

r, s 6 |G|, then:

µG(r, s) = min
d||G|

{(⌈ r

d

⌉

+
⌈ s

d

⌉

− 1
)

d
}

.

Moreover the authors of [9] asked if the following generalization holds:

Conjecture 2. Let G be a finite group, r and s two integers from [1, |G|], then:

µG(r, s) = min
H6G

{(⌈

r

|H|

⌉

+

⌈

s

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

.

In parts 2 and 3, we give the recapitulation of the definitions and basic proper-
ties of the isoperimetric interpretation of [1], without proofs. These proofs do not
contain any difficult point. They are based only on elementary set-theoretical con-
siderations. In part 4, we give a first structural result, on 1-kernels and 1-cells, that
is a new proof in our language of a result of Zémor, [23]. The new interpretation
allows us to give a new structural result for the j-cells for some value of j well fitted
for our purpose in part 5.

In the sixth and last part, we show how to deduce from this last structural result
some new exact values for the µG function. These new values are in contradiction
with conjecture 2 for solvable groups and for symmetric groups.

Another question asked in [9] is the inverse problem of characterizing the pairs
of subsets A and B of G with the prescribed cardinalities |A| = r and |B| = s which
realize the minimal sumset size |A+B| = µG(r, s). In abelian groups, the answer of
the inverse problem is a consequence of Kemperman theorem [17]. In non-abelian
groups, there is no similar theorem. However the method used to compute µG(r, s)
in Part 6 gives also a characterisation of the subsets that realize the minimal sumset
size and thus it answers the associated inverse problem too.

2. additive tools of pivot B ⊂ G

In this whole part, we consider a group G and a subset B of G. The proofs of
all the properties of this section are in [1].

2.1. The Application PB : X 7→ G r ((G r (X.B)).B−1). We denote P(G) the
set of all subsets of G.

We study the properties of the application:

PB : P(G) → P(G)
X 7→ G r ((G r (X.B)).B−1).

The study of this application allows us to notice that for a given subset X, the
set PB(X) is characteristic (in the meaning of the equivalence (3)) of the product
X.B.

Among the properties of this application, studied in [1], we recall that for all
subsets X of G, we have:

(1) X ⊂ PB(X),

and

(2) X.B = PB(X).B.
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We can easily establish the following fundamental properties:

• The application PB verifies P 2
B = PB .

• For any subsets X and Y of G, we have:

(3) X.B = Y.B if and only if PB(X) = PB(Y ).

The proofs of these properties are based on elementary set-theoretical consider-
ations and are not difficult. The set PB(X) can also be expressed by the following
formula: PB(X) = {g ∈ G|g.B ⊂ X.B}.

2.2. Properties of CB, the set of images of PB. We denote by CB the set:

CB = PB(P(G)).

The elements of CB will be called the cells for B.
Among the cells, we notice that PB(∅) = ∅, therefore ∅ ∈ CB . Similarly, we have

PB(G) = G, and thus G ∈ CB .
The set CB of cells for B has some interesting properties that we mention now.

• It can easily be checked that for any subset X of G, and any g ∈ G, we
have: PB(g.X) = g.PB(X). We deduce from this that the set CB is stable
by translation on the left.

• Set-theoretical considerations prove that the PB function is increasing: for
any subsets X and Y of G, if X ⊂ Y then PB(X) ⊂ PB(Y ). An interesting
consequence of this fact is that for any cells C1 and C2 for B, C1 ∩ C2

is also a cell for B. This statement means that the set CB is stable by
intersection.

In the particular case of abelian groups, it can also be checked that for any
subset X of G we have: (PB(X))−1 = PB−1(X−1). We deduce from this that the
two sets CB and CB−1 are symmetric: for any subset X of G, X ∈ CB if and only
if X−1 ∈ CB−1 .

2.3. Additive duality DB : X 7→ G r (X.B). We now consider the following
function:

DB : P(G) → P(G)
X 7→ G r (X.B).

We may immediately notice that: PB = DB−1 ◦DB . Moreover, since the expres-
sion of DB(X) depends uniquely on X.B, we have: DB(X) = DB(PB(X)). We
can deduce from this that the image of the function DB is CB−1 and that DB is a
bijection from CB to CB−1 . Its reciprocal map is DB−1 .

The additive duality has the following properties:

• For any subset X of G and any g ∈ G, we have: DB(g.X) = g.DB(X).
• The map DB is decreasing: for any subsets X and Y of G, if X ⊂ Y then

DB(Y ) ⊂ DB(X). From this fact, we deduce:

(4) PB(X ∪ Y ) = DB−1(DB(X) ∩ DB(Y )).

In the case where the group G is abelian, for any subset X of G, we have the
symmetry: DB(X−1) = (DB−1(X))−1.

2.4. Contributions from B. Until now, no assumption has been made on B.
If some assumption on B is made, we may deduce some interesting additional
properties.

• If G is infinite and B is a non-empty finite set, then the image of a finite
subset by PB is finite. Therfore the duality DB is a bijection from the
subset of finite cells of CB on the set of cells of finite complement of CB−1 .
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• If B is a subset containing 1, then for any subset X ⊂ G, the three sets X,
(X.B) r X and DB(X) form together a partition of G. Moreover for any
cell C for B, we have:

(5) (C.B) r C = (DB(C).B−1) r DB(C).

This equality will be of great importance in the sequel. We will see that
the condition that 1 ∈ B can be assumed without loss of generality.

3. Isoperimetric ideas

In this part, we consider a group G and a non-empty finite subset B of G. The
proofs of all the properties of this section are in [1].

3.1. Definitions and first properties. We are interested in the first values of
the application:

ΦB : Pf (G) → N

X 7→ |X.B| − |X|,

that gives, when 1 ∈ B, the number of elements of the perimeter of X in the Cayley
graph of (G,B), (the graph whose vertices are the elements of G and whose edges
are the couples (g1, g2) such that g−1

1 .g2 ∈ B). Cayley graphs are a popular topic in
graph theory, as can be read in chapter 6 of [10]. This is after this graph theoretical
point-of-view that Hamidoune called his method isoperimetric.

A first look allows to notice that for any g ∈ G, we have: ΦB = ΦB.g. If we
choose g = b−1, with b ∈ B, this means that we can here consider that 1 belongs
to B without loss of generality. Therefore we can notice that for any subset X of
G, we have X ⊂ (X.B) and we can write: ΦB(X) = |(X.B) r X|. The function
ΦB can thus be extended to all subsets of G.

Thus, for B a finite subset of G containing 1, we consider the function:

ΦB : P(G) → N ∪ {∞}
X 7→ |(X.B) r X|.

This function has the following properties:

• For any g ∈ G and any subset X of G, we have: ΦB(X) = ΦB(g.X).
• For any subset X of G, we have: ΦB(PB(X)) 6 ΦB(X). Moreover the

equality case, ΦB(PB(X)) = ΦB(X) implies that X ∈ CB .
• for any cell C for B that is either finite or has a finite complement, we have:

(6) ΦB(C) = ΦB−1(DB(C)).

• In the case where G is an abelian group and B is a finite subset of G
containing 1, we have for any subset X of G: ΦB(X) = ΦB−1(X−1).

These properties will allow us to limit the study of sets of small product with B
to the cells for B. In order to study the cells for B, we will use the properties of
additive duality, of translation, and in the abelian case of symmetry.

3.2. k-cells and k-kernels. We denote C0
B = {∅, G}. From what has been shown

in part 2, we have C0
B ⊂ CB . We also denote λ0(B) = 0 = ΦB(∅) = ΦB(G). We

call any element from C0
B a 0-cell.

We now introduce a notation for cells that are either finite or have a finite
complement. This notation consists to order them according to the size of their
perimeters. The set of these perimeters will be called the second isoperimetric
sequence (where the first one is the sequence defined in Hamidoune’s articles, [11,
12, 14, 15, 16]):
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Definition 1. We call second sequence of isoperimetric numbers, the increasing
(possibly finite) sequence of values taken by the function ΦB on the set of cells for
B of CB,f r C0

B, that are either finite or have a finite complement, we denote this
sequence:

ΦB(CB,f r C0
B) = {0 6 λ1(B) < λ2(B) < . . .}.

Property (6) ensures that this sequence is the same for the set B and for its
symmetric B−1.

Definition 2. For any non zero integer k, we call k-cell, a cell C that is either
finite or has a finite complement, that is not a 0-cell and such that ΦB(C) = λk(B).
We denote Ck

B the set of k-cells.

In other words: If λ1(B) = 0, we have:

C1
B = (CB,f r C0

B) ∩ Φ−1
B (λ1(B)).

For k > 1, and for any k ∈ N if λ1(B) 6= 0, we have:

Ck
B = CB,f ∩ Φ−1

B (λk(B)).

Among k-cells, when there are some that are finite, the ones of minimal car-
dinality will have a specific role. We state the following definition to distinguish
them.

Definition 3. For a non zero integer k, we call k-kernel, a k-cell of finite minimal
cardinality, if there is any. We denote this cardinality βk(B).

It follows from this definition, that a k-kernel, when it exists, is always finite.

Remark 1. At least one from the two values, βk(B) or βk(B−1), exists.

Lemma 3. For any non zero integer k such that βk(B) and βk(B−1) both exist,
we have:

βk(B) + λk(B) + βk(B−1) 6 |G|.

In the abelian case, since we have ΦB(X) = ΦB−1(X−1) and (X ∈ CB ⇔ X−1 ∈
CB−1), we deduce that for any non zero integer:

λk(B) = λk(B−1), and βk(B) = βk(B−1).

Remark 2. The first isoperimetric tools have been developed by Y. ould Hami-
doune, mostly in [14] and [16]. The tools that have been defined previously in this
article are not the same as Hamidoune’s ones. However for k = 1, or in finite
groups, the 1-kernels are exactly the 1-atoms defined by Hamidoune and the 1-cells
are the 1-fragments of Hamidoune.

3.3. Fundamental inequality. We consider a group G and a subset B of G con-
taining 1. As has already been noticed in part 2.4, for X a subset of G, the three
sets X, (X.B) r X and DB(X), form a partition of G. We state now a fundamen-
tal inequality that will be of great use. This inequality is a classical one, it can be
found in lemma 3.5 of [16].

Proposition 4. Let G be a group, B a finite subset of G containing 1, X and Y
two subsets that are either finite or have a finite complement of G. We have:

ΦB(X ∩ Y ) + ΦB(X ∪ Y ) 6 ΦB(X) + ΦB(Y ).

We can deduce from this last proposition the following fundamental result, that
will be used a lot in this article:
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Corollary 5. Let Ci be a i-cell for B and Cj a j-cell for B, k the integer such
that Ci ∩ Cj is a k-cell for B, and l such that PB(Ci ∪ Cj) is a l-cell for B, then
we have the inequality:

λk(B) + λl(B) 6 λi(B) + λj(B).

Moreover, if this inequality is an equality, then PB(Ci ∪ Cj) = Ci ∪ Cj.

Another more technical inequality will be of great use. It is a generalization of
the inequality (5) of [16].

Lemma 6. Let Ci be a finite i-cell for B and Cj a j-cell for B, k the integer such
that Ci ∩ Cj is a k-cell for B. If k > j, we have:

λj(B) + |DB(Cj) r DB(Ci)| 6 λi(B) + |Ci r Cj |.

4. Structure of the 1-cells and 1-kernels

This section gives a structural result on 1-kernels and 1-cells, which paraphrases,
in our language, a work by Zémor, [23].

4.1. Existence condition of 1-cells. Let G be a group and B a finite subset of
G. If B = G, then for any non empty X ⊂ G, we have X.B = G. Therefore the
only cells are ∅ and G and there is no 1-cell.

Otherwise, if B is different from G, then for X reduced to a single element, we
have:

|X.B| − |X| = |B| − 1 and X.B 6= G.

This implies that X 6= ∅ and X.B 6= G, therefore PB(X) is not a 0-cell. Thus
1-cells for B do exist. Consequently, at least one from the two numbers β1(B) and
β1(B

−1) exists and λ1(B) 6 |B| − 1.

4.2. Structure of the 1-cells and 1-kernels. Let G be a group and B a subset
of G, B different from G. If λ1(B) = |B|−1, then a 1-kernel is naturally composed
of a unique element. Therefore we will consider the case λ1(B) < |B| − 1, which
implies that the 1-kernels contain strictly more than one element.

Definition 4. If β1(B) exists, we call condition E1(B) for a cell C for B, the
condition:

|G r C| > λ1(B) + β1(B).

Remark 3. If β1(B) 6 β1(B
−1), any 1-cell for B satisfies the condition E1(B).

Proof. If C1 is a 1-cell for B, DB(C1) is a 1-cell for B−1 and is then of cardinality
greater than β1(B

−1), therefore we have:

|G r C1| − λ1(B) = |DB(C1)| > β1(B
−1) > β1(B),

and C1 satisfies the condition E1(B). �

We show now some consequence on the 1-cells that satisfy the condition E1(B).

Proposition 7. Let G be a group, B a finite subset of G containing 1 and such
that β1(B) exists. Let N1 be a 1-kernel and C1 a 1-cell for B such that C1 satisfies
the condition E1(B). If N1 ∩ C1 6= ∅, then N1 ⊂ C1.

Proof. The 1-kernel N1 is by definition finite, of cardinality β1(B). The intersection
C1 ∩ N1 is a finite k-cell, with k > 1.

We are now considering the union C1 ∪ N1. Let l be the integer such that
PB(C1 ∪ N1) is a l-cell. We will show that l > 1.

By lemma 6, we have:

|DB(C1) r DB(N1)| 6 |N1 r C1|.
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Moreover, since C1 satisfies the condition E1(B), we can write:

|DB(C1)| > β1(B) = |N1|.

Thus we can show that DB(C1) ∩ DB(N1) 6= ∅. Indeed, we have:

|DB(C1) ∩ DB(N1)| = |DB(C1)| − |DB(C1) r DB(N1)|

> |DB(C1)| − |N1 r C1|

> |N1| − |N1 r C1|

= |N1 ∩ C1| > 0.

Since DB(C1 ∪ N1) = DB(C1) ∩ DB(N1) from (4) and because we just showed
that this set is non empty, it is a l-cell for B with l > 1.

Then corollary 5 gives:

λk(B) + λl(B) 6 λ1(B) + λ1(B).

This inequality holds with k > 1 and l > 1. Since the sequence of values λi(B),
with i > 1 is strictly increasing, we necessarily have k = l = 1.

Moreover, N1 is a 1-kernel, which is a 1-cell of minimal cardinality, therefore the
equality k = 1 implies the inclusion N1 ⊂ C1. �

With the help of proposition 7, we can give a first structural result for 1-kernels
for B, and for all the 1-cells that satisfy the condition E1(B). This result is con-
tained in theorem 1.2 of [23], we give here a new proof in our language.

Theorem 8. Let G be a group, B a finite subset of G containing 1. There exists
a finite subgroup N1 of G, that is a 1-kernel for B or for B−1 such that for any
1-cell C1, C1 or C1.B is right-periodic modulo N1.

Proof. If λ1(B) = |B| − 1, the subgroup N1 = {0} fits. We can hence consider
that λ1(B) < |B| − 1. If there is a 1-cell that satisfies the condition E1(B), then
a 1-kernel also satisfies the condition E1(B). If we consider two 1-kernels for B,
that are of non empty intersection, by proposition 7 they are included the one in
the other, then they are equals. Consequently two distinct 1-kernels are disjoint.

If N1 is a 1-kernel for B containing 1 and if x ∈ N1 with x 6= 1, N1 and x−1.N1

are two 1-kernels for B that contain 1 therefore their intersection is non empty,
they are therefore equal: N1 = x−1.N1.

Thus we have for any x ∈ N1, x−1.N1 = N1, which means that N1 is a finite
subgroup of G. By translation all left-cosets modulo N1 are 1-kernels. And since
all left-cosets modulo N1 form a partition of G, there cannot be another 1-kernel.

If C1 is a 1-cell for B that satisfies the condition E1(B), proposition 7 asserts
that it contains all the 1-kernels it meets. Then C1 is a union of left-cosets modulo
N1 and therefore C1.N1 = C1.

If β1(B) 6 β1(B
−1), by remark 3 every 1-cell satisfies the condition E1(B), and

the theorem is proved.
If β1(B) > β1(B

−1), there exists a finite subgroup N1 that is a 1-kernel for
B−1 and all 1-cells for B−1 satisfies the condition E1(B

−1) and are therefore right-
periodic modulo N1. If C1 is a 1-cell for B, then C1.B is the complement of a
right-periodic set modulo N1, therefore it is also right-periodic modulo N1. �

Corollary 9. Let G be a group, B a finite subset of G containing 1. There exists

a finite subgroup N1 such that λ1(B) =
(⌈

|B|
|N1|

⌉

− 1
)

|N1|. Moreover for any finite

1-cell C1, |C1| and |C1.B| are multiples of |N1|.

Proof. From theorem 8, if β1(B) 6 β1(B
−1), then a 1-kernel N1 for B containing

1, is a finite subgroup of G and we have:

λ1(B) = |N1.B| − |N1| < |B| − 1 < |N1.B|.
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That means that λ1(B) is the greatest multiple of β1(B) strictly less than |B|,
this can be written:

λ1(B) =

(⌈

|B|

|N1|

⌉

− 1

)

|N1|.

Moreover, for any finite 1-cell C1, C1 is right-periodic modulo N1, thus |C1| is
a multiple of |N1|. For the product C1.B, we have |C1.B| = λ1(B) + |C1|, thus
|C1.B| is also a multiple of |N1|.

If β1(B) > β1(B
−1), then a 1-kernel N1 for B−1 containing 1 is a finite subgroup

of G. Thus we have for B−1:

λ1(B) = λ1(B
−1) =

(⌈

|B−1|

|N1|

⌉

− 1

)

|N1| =

(⌈

|B|

|N1|

⌉

− 1

)

|N1|.

Moreover for any finite 1-cell C1 for B, its dual DB(C1) is right-periodic modulo
N1, thus its complement C1.B is also right-periodic modulo N1. Therefore |C1.B|
is a multiple of |N1|, and |C1| = |C1.B| − λ1(B) also. �

4.3. Non-abelian specificities. In an abelian group, we have β1(B) = β1(B
−1)

and a 1-kernel for B is also a 1-kernel for B−1 as it is stated in theorem 38 in [1].
In a non-abelian group, such equalities do not hold in general, nevertheless we can
prove the following propositions:

Proposition 10. Let G be a group and B a finite subset of G, if β1(B) and β1(B
−1)

both exist and are such that β1(B) < β1(B
−1), then β1(B) divides β1(B

−1).

Proof. Indeed, if we consider N1 a 1-kernel for B that contains 1, it is a finite
subgroup of G and we have λ1(B) = |N1.B| − |N1|, where N1.B is a union of
right-cosets modulo N1. Thus β1(B) divides λ1(B).

Moreover, by remark 3, if N ′
1 is a 1-kernel for B−1 then DB−1(N ′

1) is a 1-cell
for B that satisfies the condition E1(B). Therefore by theorem 8, DB−1(N ′

1) is a
union of left-cosets modulo N1. Consequently β1(B) divides |G r (DB−1(N ′

1))| =
λ1(B) + β1(B

−1). �

Even when a 1-kernel does not satisfy the condition E1(B), we can give a struc-
tural description of the 1-kernel in the way of the following proposition.

Proposition 11. Let G be a finite group and B a subset of G containing 1. Suppose
that there is not any 1-cell for B that satisfies the condition E1(B). For N1 a 1-
kernel for B, then N1.B is the complement of a left-coset modulo a subgroup of
G.

It is enough to use a similar argument, based not on the minimality of the kernels,
but on the maximality of the dual of N1. This will be proved in annex section 7.

5. Relations with the following cells and kernels

We will now focus our interest on the relations between the 1-cells and the
following ones. In the case of a set B such that β1(B) 6 β1(B

−1), we denote by a2

the least index, such that there exists a a2-cell strictly included in a 1-kernel or a
a2-cell that does not satisfy the condition E1(B). From remark 3 and proposition
7, we have a2 > 1. The purpose of this section is to give a structural result about
a2-cells similar to theorem 8 about 1-cells.

Lemma 12. Let G be a group, B a finite subset that contains 1, such that
β1(B) 6 β1(B

−1). Every j-cell, that satisfies the condition E1(B), is a disjoint
union of 1-kernels and k-cells, each included in a 1-kernels, with k 6 j.

Moreover, any a2-cell, that satisfies the condition E1(B), is a disjoint union of
1-kernels and at most one a2-cell included in an 1-kernel.
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Proof. By remark 1, necessarily, β1(B) exists. We consider Cj a j-cell for B, that
satisfies the condition E1(B) and a 1-kernel N1 that intersects Cj . Let k be the
non zero integer such that Cj ∩ N1 is a k-cell.

Suppose that k > j, by lemma 6, we have: λj(B)+|DB(Cj)rDB(N1)| 6 λ1(B)+
|N1 r Cj |, which can be written |DB(Cj) r DB(N1)| 6 λ1(B)− λj(B) + |N1 r Cj |.

Since Cj satisfies the condition E1(B), we have |GrCj | > λ1(B)+β1(B), which
can be written |DB(Cj)| > β1(B) + λ1(B) − λj(B).

We can with the use of these two last inequalities give a lower bound for |DB(Cj)∩
DB(N1)|:

|DB(Cj) ∩ DB(N1)| = |DB(Cj)| − |DB(Cj) r DB(N1)|

> |DB(Cj)| − λ1(B) + λj(B) − |N1 r Cj |

> (β1(B) + λ1(B) − λj(B)) − λ1(B) + λj(B) − |N1 r Cj |

= |N1| − |N1 r Cj |

= |N1 ∩ Cj | > 0.

This last statement implies that PB(Cj ∪ N1) is a l-cell with l > 1.
If we consider the inequality of corollary 5, we have:

λk(B) + λl(B) 6 λ1(B) + λj(B).

But this inequality is false with the assumptions k > j and l > 1. Therefore we
necessarily have k 6 j.

Moreover, if we consider a a2-cell Ca2
, that satisfies the condition E1(B) and that

is not a union of 1-kernels and N1 a 1-kernel such that, N1∩Ca2
6= ∅ and N1 6⊂ Ca2

.
Let k and l be the integers such that N1 ∩ Ca2

is a k-cell, and PB(N1 ∪ Ca2
) is a

l-cell. By corollary 5, we have:

λk(B) + λl(B) 6 λ1(B) + λa2
(B).

This equality holds with k 6 a2 and l > 1. Since the k-cell N1 ∩ Ca2
is stricly

included in N1, we also have by the definition of a2, k > a2. Thus necessarily
k = a2 and l = 1, and the previous inequality is an equality. Therefore Corollary
5 asserts that PB(N1 ∪ Ca2

) = N1 ∪ Ca2
is a 1-cell, consequently it is a union of

1-kernels, which proves the unicity of N1. �

Consequently, the j-cells with 1 6 j < a2 have a similar structure as the 1-cells:

Proposition 13. Let G be a group and B a finite subset of G containing 1. There
is a finite subgroup N1 such that for any j-cell Cj with 1 6 j < a2, Cj or Cj .B is
a union of left-cosets modulo N1.

Proof. If we have β1(B) 6 β1(B
−1), then considering a j-cell, Cj with 1 6 j < a2,

by definition of a2, it satisfies the condition E1(B). Theorem 8 asserts that a 1-
kernel N1 containing 1 is a subgroup. Moreover, if N ′

1 is a 1-kernel that intersects
Cj , by lemma 12, the intersection is a k-cell included in a 1-kernel with k 6 j and
therefore k < a2. By definition of a2, we necessarily have k = 1, thus Cj is a union
of 1-kernels and therefore is right-periodic modulo the 1-kernel N1.

If we have β1(B) > β1(B
−1), then when we consider a j-cell Cj , from what

has been proved in the previous case, its dual DB(Cj .B) is a union of left-cosets
modulo N1, the 1-kernel for B−1 containing 1. Therefore the complement of the
dual, Cj .B, is also a union of left-cosets modulo N1. �

In order to go further, we want to study the a2-cells. If there exists a finite
a2-cell, then we define the condition:
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Definition 5. If βa2
(B) exists, we call condition Ea2

(B) for a cell C for B, the
condition:

|G r C| > λa2
(B) + βa2

(B).

This condition will be useful to prove that the union of a a2-cell with a a2-kernel
will not give a 0-cell (the entire group G), as proves the following lemma:

Lemma 14. Let G be a group, B a finite subset that contains 1. Let C be a 1-cell or
a a2-cell and Na2

be a a2-kernel. Let k be the integer such that C ∩Na2
is a k-cell.

If k > a2 and C satisfies the condition Ea2
(B) then we have PB(C ∪ Na2

) 6= G.

Proof. Since k > a2, by lemma 6, we have: |DB(C) r DB(Na2
)| 6 |Na2

r C|.
Moreover, C satisfies the condition Ea2

(B), which implies that |DB(C)| > βa2
(B).

Thus we can give a lower bound of |DB(C) ∩ DB(Na2
)|, if it is finite, as follows:

|DB(C) ∩ DB(Na2
)| = |DB(C)| − |DB(C) r DB(Na2

)|

> βa2
(B) − |Na2

r C|

= |Na2
∩ C| > 0.

�

Some other definitions and conditions will be necessary to avoid that a union of
a2-cells gives a 1-cell.

If there exists a a2-cell strictly included in a 1-kernel, we define the two following
conditions:

Definition 6. If B is such that β1(B) exists, and if there exists a a2-cell Ca2

included in a 1-kernel N1, we denote:

β′
1,a2

(B) = min{|(N1.B) r (Ca2
.B)|/Ca2

⊂ N1}.

Remark 4. From this definition, we see that in this situation, we have:

βa2
(B) + λa2

(B) + β′
1,a2

(B) 6 λ1(B) + β1(B).

Definition 7. If B is such that β1(B) exists and if a a2-kernel Na2
and a j-cell

Cj for B are both included in the 1-kernel N1 for B, we call condition F1,a2
(B) for

Cj, the condition:

|Cj | 6 (λ1(B) + β1(B)) − (λa2
(B) + βa2

(B)).

Definition 8. If B is such that β1(B) exists, and if a a2-kernel Na2
and a j-cell

Cj for B are both included in the 1-kernel N1 for B, we call condition F ′
1,a2

(B) for
Cj, the condition:

|Cj | > β′
1,a2

(B).

We focus our interest on the relations between the two conditions F1,a2
(B) and

F ′
1,a2

(B) for some j-cell Cj included in a 1-kernel.

Lemma 15. Let G be a group and B a finite subset of G containing 1 such that
β1(B) exists. Suppose that a a2-kernel Na2

and a j-cell Cj for B are both included
in the 1-kernel N1 for B. If Cj does not satisfy the condition F1,a2

(B), then Cj

satisfies the condition F ′
1,a2

(B).

Proof. Indeed, if Cj does not satisfy the condition F1,a2
(B), we have:

|Cj | > (λ1(B) + β1(B)) − (λa2
(B) + βa2

(B)))

= |(N1.B) r (Na2
.B)|

> min{|(N1.B) r (Ca2
.B)|/Ca2

⊂ N1}

= β′
1,a2

(B).

�
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Remark 5. If βa2
(B) 6 β′

1,a2
(B), then every a2-cell included in a 1-kernel N1

satisfies the condition F1,a2
(B).

If βa2
(B) > β′

1,a2
(B), then every a2-cell included in a 1-kernel N1 satisfies the

condition F ′
1,a2

(B).

We will now see in the following lemmas what can be deduced from conditions
F1,a2

(B) or F ′
1,a2

(B).

Lemma 16. Let G be a group and B a finite subset of G containing 1 such that
β1(B) exists. Let Na2

be a a2-kernel and Cj be a j-cell for B, both included in the
1-kernel N1 for B. Let k be the integer such that Na2

∩Cj is a k-cell. If Cj satisfies
the condition F1,a2

(B) and k > j, then PB(Na2
∪ Cj) 6= N1.

Proof. We will show that Na2
∪ Cj and N1 do not give the same product with B,

more precisely we show that the set |(N1.B) r ((Na2
∪ Cj).B)| is not empty.

In a first step, we give a lower bound for |(N1.B)r(Cj .B)| = |DB(Cj)rDB(N1)|,
arguing that Cj satisfies the condition F1,a2

(B):

|(N1.B) r (Cj .B)| = |N1.B| − |Cj .B|

= |N1.B| − |Cj | − λj(B)

> (λ1(B) + β1(B)) − (λ1(B) + β1(B))

+(λa2
(B) + βa2

(B)) − λj(B)

= λa2
(B) + βa2

(B) − λj(B).

By lemma 6 and the last inequality we have:

|(N1.B) r ((Na2
∪ Cj).B)| = |(N1.B) r (Cj .B)| − |(Na2

.B) r (Cj .B)|

= |(N1.B) r (Cj .B)| − |DB(Cj) r DB(Na2
)|

> λa2
(B) + βa2

(B) − λj(B)

−(−λj(B) + λa2
(B) + |Na2

r Cj |)

= βa2
(B) − |Na2

r Cj |

= |Na2
∩ Cj | > 0.

Thus this proves that (Na2
∪ Cj).B 6= N1.B. Therefore equivalence (3) implies

that PB(Na2
∪ Cj) 6= N1. �

We show now a consequence of the condition F ′
1,a2

(B).

Lemma 17. Let G be a group, B a finite subset of G containing 1 such that
β1(B) 6 β1(B

−1), N1 the 1-kernel for B that contains 1. We denote Bk, for
1 6 k 6 l, the sets B ∩ (N1.bk) for bk ∈ B such that B is the disjoint union
of these l sets. Suppose that there is a a2-cell in N1 that satisfies the condition
F ′

1,a2
(B). There exists an index k0 such that if a j-cell Cj included in N1 satisfies

the condition F ′
1,a2

(B), Cj .Bk0
6= N1.bk0

and, if k 6= k0, Cj .Bk = N1.bk.
Moreover, we have |B| 6 λa2

(B) + β′
1,a2

(B).

Proof. Let N ′
a2

be a a2-cell included in N1 such that β′
1,a2

(B) = |(N1.B)r(N ′
a2

.B)|.
The a2-cell N ′

a2
is therefore a a2-cell of maximal size in N1. Since there exists a

a2-cell satisfying the condition F ′
1,a2

(B) in N1, N ′
a2

satisfies the condition F ′
1,a2

(B).
The two cells N1 and N ′

a2
being different, they cannot give the same product by B,

N1.B 6= N ′
a2

.B. This implies that there exists a k0 such that N ′
a2

.Bk0
6= N1.bk0

.
Suppose that there exist two distinct integers k1 and k2 such that: N ′

a2
.Bk1

6=
N1.bk1

and N ′
a2

.Bk2
6= N1.bk2

. By the prehistorical lemma, we have |Bk1
| 6 |N1| −

|N ′
a2
| and |Bk2

| 6 |N1| − |N ′
a2
|. Therefore we can majorize |B| by (l − 2)|N1| +
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2(|N1|−|N ′
a2
|) = l|N1|−2|N ′

a2
|. But since N ′

a2
is a a2-cell, we have |N ′

a2
.B|−|N ′

a2
| <

|B| − 1. Therefore we deduce the inequality:

1 + |N ′
a2

.B| − |N ′
a2
| < l|N1| − 2|N ′

a2
|.

But l|N1| = |N1.B|, thus the previous inequality leads to |N ′
a2
|+ 1 < |(N1.B) r

(N ′
a2

.B)|. This can be rewritten |N ′
a2
| + 1 < β′

1,a2
(B), but this is in contradiction

with the hypothesis that N ′
a2

satisfies the condition F ′
1,a2

(B). This proves the
unicity of k0.

Moreover, since |B| − 1 > λa2
(B), we have:

∑

k 6=k0

|Bk| > λa2
(B) − |Bk0

| + 1

= |N ′
a2

.B| − |N ′
a2
| − |Bk0

| + 1

= |N1.B| − |(N1.B) r (N ′
a2

.B)| − |N ′
a2
| − |Bk0

| + 1

= l|N1| − β′
1,a2

(B) − |N ′
a2
| − |Bk0

| + 1

= (l − 1)|N1| − β′
1,a2

(B) + (|N1| − |N ′
a2
| − |Bk0

| + 1)

> (l − 1)|N1| − β′
1,a2

(B).

However for a j-cell Cj included in N1 and that satisfies the condition F ′
1,a2

(B),
we have by definition |Cj | > β′

1,a2
(B). Therefore the inequality |Cj |+

∑

k 6=k0
|Bk| >

(l − 1)|N1| implies Cj .
⋃

k 6=k0
Bk = N1.

⋃

k 6=k0
Bk =

⋃

k 6=k0
N1.bk.

Moreover, the inequality |N ′
a2
| + |Bk0

| 6 |N1| implies:

|Bk0
| 6 |N1| − |N ′

a2
|

= |(N1.Bk0
) r (N ′

a2
.Bk0

)| + |N ′
a2

.Bk0
| − |N ′

a2
|

= β′
1,a2

(B) + (λa2
(B) − λ1(B)).

Since the inclusion
⋃

k 6=k0
Bk ⊂

⋃

k 6=k0
N1.bk gives

∑

k 6=k0
|Bk| 6 (l − 1)|N1| =

λ1(B), we finally have the inequality:

|B| = |Bk0
| +

∑

k 6=k0

|Bk|

6 (λa2
(B) − λ1(B) + β′

1,a2
(B)) + λ1(B)

= λa2
(B) + β′

1,a2
(B).

�

We show now a structural result on a2-cells under the assumption that there
exists a a2-cell that is not a union of 1-kernels and satisfies E1(B).

Proposition 18. Let G be a group, B a finite subset of G containing 1, such that
β1(B) 6 β1(B

−1) and λa2
(B) < |B| − 1. Suppose that there exists a a2-cell that

satisfies the condition E1(B) and that is not a union of 1-kernels. There exists a
proper subgroup Na2

of N1 such that if C2 is a a2-cell included in N1, C2 or C2.B
is a disjoint union of cosets modulo some conjugates of Na2

and of N1.

Moreover, we have λa2
(B) =

(⌈

|B|
|Na2

|

⌉

− 1
)

|Na2
|.

Proof. If there exists a a2-cell Ca2
that satisfies the condition E1(B), that is not a

union of 1-kernels, then there exists a 1-kernel such that its intersection with Ca2
is

neither empty nor the entire 1-kernel. By lemma 12, the intersection is necessarily
a a2-cell included in the 1-kernel and the union is therefore a 1-cell.

Thus we consider the a2-cells included in the 1-kernel N1. Again, two cases
appear:
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• (Direct case) If βa2
(B) 6 β′

1,a2
(B), then every a2-cell included in N1 sat-

isfies the condition F1,a2
(B). If we consider a a2-kernel Na2

and a a2-cell
Ca2

included in N1, such that Na2
∩ Ca2

is a k-cell with k > 1 and that
PB(Na2

∩ Ca2
) is a l-cell, we have by corollary 5:

λk(B) + λl(B) 6 λa2
(B) + λa2

(B).

By definition of a2, we have k > a2. By lemma 16, we have PB(Na2
∪

Ca2
) 6= N1, therefore l > a2. We deduce from it that k = l = a2. Moreover

if the intersection is a a2-cell, we have Na2
⊂ Ca2

.
In particular if we consider the a2-kernel Na2

that contains 1, then
for every x ∈ Na2

, we have: x−1.Na2
∩ Na2

6= ∅. Thus we deduce that
x−1.Na2

= Na2
. This means that Na2

is a subgroup of N1. Any a2-kernel
is therefore a left-coset modulo Na2

and every a2-cells that satisfies E1(B)
is then right-periodic modulo Na2

.
Moreover, we have:

λa2
(B) = |Na2

.B| − |Na2
| < |B| − 1 < |Na2

.B|.

Since Na2
is a subgroup, |Na2

.B| − |Na2
| and |Na2

.B| are two consec-
utive multiples of |Na2

|. This last statement can be written: λa2
(B) =

(⌈

|B|
|Na2

|

⌉

− 1
)

|Na2
|.

• (Reverse case) If βa2
(B) > β′

1,a2
(B), then any a2-cell included in N1 sat-

isfies the condition F ′
1,a2

(B). Let us denote Bk, for 1 6 k 6 l, the sets
B ∩ (N1.bk) for bk ∈ B such that B is the disjoint union of these l sets. By
lemma 17, there exists an index k0 such that for any a2-cell Ca2

included
in N1, Ca2

.Bk0
6= N1.bk0

and if k 6= k0, Ca2
.Bk = N1.bk.

We consider then the set Bk0
.b−1

k0
in the finite group N1, we have then

for any a2-cell Ca2
included in N1:

|Ca2
.Bk0

.b−1
k0

| − |Ca2
| = |Ca2

.B| − |Ca2
| −

∣

∣

∣

⋃

k 6=k0

N1.Bk

∣

∣

∣

< |B| − 1 −
∣

∣

∣

⋃

k 6=k0

Bk

∣

∣

∣

= |Bk0
| − 1.

Then Ca2
gives a small product for Bk0

.b−1
k0

in N1. If C ′
1 is a 1-cell for

Bk0
.b−1

k0
in N1, we have:

|C ′
1.B| − |C ′

1| 6 |C ′
1.Bk0

| − |C ′
1| +

∣

∣

∣

⋃

k 6=k0

N1.Bk

∣

∣

∣

6 |Ca2
.Bk0

.b−1
k0

| − |Ca2
| + λ1(B)

= λa2
(B) − λ1(B) + λ1(B)

= λa2
(B).

Since there is no j-cell for B with j < a2 in N1, it means that the a2-
cells for B included in N1 are exactly the 1-cells for Bk0

.b−1
k0

. We have

then β1(bk0
.B−1

k0
) = β′

1,a2
(B). The condition βa2

(B) > β′
1,a2

(B) then cor-

responds to the condition β1(Bk0
.b−1

k0
) > β1(bk0

.B−1
k0

). Thus by theorem 8

there exists a subgroup of N1, Na2
of cardinality β′

1,a2
(B) that is a 1-kernel

for bk0
.B−1

k0
and such that every 1-cell for bk0

.B−1
k0

is right-periodic modulo
Na2

.
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Finally for any a2-cell Ca2
for B included in N1, the product Ca2

.B is
a union of right-cosets modulo N1:

⋃

k 6=k0
N1.Bk, and in a union of left-

cosets modulo the conjugate b−1
k0

.Na2
.bk0

of Na2
: Ca2

.Bk0
. Thus |Ca2

.B| is

a multiple of |Na2
| and λa2

(B) also.
Lemma 17 gives another information on the cardinality of |B|: |B| 6

λa2
(B) + β′

1,a2
(B). Therefore we have the double inequality:

λa2
(B) < |B| 6 λa2

(B) + β′
1,a2

(B),

from which we deduce the equality: λa2
(B) =

(⌈

|B|
|Na2

|

⌉

− 1
)

|Na2
|.

�

Corollary 19. In the conditions of proposition 18, for any finite a2-cell Ca2
that

satisfies the condition E1(B), the two integers |Ca2
| and |Ca2

.B| are multiples of
|Na2

|.

Proof. Indeed, proposition 18 proves the existence of a subgroup Na2
of N1 such

that λa2
(B) is a multiple of |Na2

|. For a a2-cell Ca2
that satisfies the condition

E1(B), lemma 12 asserts that it is a disjoint union of 1-kernels and at most one
a2-cell included in a 1-kernel. Therefore, it is enough to prove the corollary for the
a2-cell included in a 1-kernel.

Proposition 18 proves also that for any a2-cell Ca2
included in a 1-kernel, Ca2

or
DB(Ca2

) is a disjoint union of cosets modulo conjugates of N1 and Na2
. Therefore

one from the two numbers |Ca2
| and |Ca2

.B| is a multiple of |Na2
|.

Moreover since Ca2
is a a2-cell, we have |Ca2

.B| − |Ca2
| = λa2

(B) which is
a multiple of |Na2

|, then the numbers |Ca2
| and |Ca2

.B| are both multiples of
|Na2

|. �

We show now a second structural result on a2-cells under the assumption that
there is a a2-cell that does not satisfy E1(B).

Proposition 20. Let G be a group, B a finite subset of G that contains 1, such
that β1(B) < β1(B

−1) and λa2
(B) < |B| − 1. Suppose that there is a a2-cell for B

that does not satisfy the condition E1(B). There exists a proper subgroup Na2
of

G, that is a2-kernel for B−1. Moreover any 1-cell for B−1 and any a2-cell for B−1

whose dual does not satisfy the condition E1(B) is right-periodic modulo Na2
.

Moreover, we have:

λa2
(B−1) + 2βa2

(B−1) 6 λ1(B) + β1(B),

λa2
(B) =

(⌈

|B|

|Na2
|

⌉

− 1

)

|Na2
|.

Proof. Since there exists a a2-cell for B that does not satisfy the condition E1(B),
let us consider a a2-cell Ca2

for B−1 whose dual does not satisfy the condition
E1(B). From its definition, we have: |G r DB−1(Ca2

)| < λ1(B) + β1(B), therefore
Ca2

is finite, and:
|Ca2

| < β1(B) + λ1(B) − λa2
(B).

Therefore we deduce that βa2
(B−1) < β1(B) + λ1(B) − λa2

(B) < β1(B). Since
proposition 10 explains that β1(B) divides β1(B

−1), we have β1(B
−1) > 2β1(B)

and βa2
(B−1) + |Ca2

| < β1(B
−1) + λ1(B) − λa2

(B).
Let us consider a a2-kernel for B−1 Na2

and a a2-cell Ca2
for B−1 whose dual

does not satisfy the condition E1(B). Suppose that their intersection is not empty.
Their intersection is then a k-cell with k > a2. By lemma 6, we have:

|DB(Na2
) r DB(Ca2

)| 6 |Ca2
r Na2

|.

Thus, we can majorize the size of (Ca2
∪ Na2

).B−1, as follows:
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|(Ca2
∪ Na2

).B−1| = |Na2
.B−1| + |(Ca2

.B−1) r (Na2
.B−1)|

= λa2
(B−1) + βa2

(B−1) + |DB−1(Na2
) r DB−1(Ca2

)|

6 λa2
(B−1) + βa2

(B−1) + |Ca2
r Na2

|

< λa2
(B−1) + βa2

(B−1) + |Ca2
|

< β1(B
−1) + λ1(B).

Thus PB−1(N ′
a2

∪ Na2
) cannot be a j-cell for B−1 with j < a2, it is then a l-cell,

with l > a2.
If we consider the inequality of corollary 5 taken between the two a2-cells Na2

and Ca2
for B−1, we obtain:

λk(B−1) + λl(B
−1) 6 λa2

(B−1) + λa2
(B−1).

This inequality holds with the condition proven above: k > a2 and l > a2. Then
we have k = l = a2. The fact that k = a2 implies that Na2

⊂ Ca2
. In particular

two a2-kernels are either disjoint or equal.
Let us consider the particular a2-kernel Na2

for B−1 that contains 1. For any
x ∈ Na2

, we have 1 ∈ Na2
∩ (x−1.Na2

), then Na2
= x−1.Na2

which means that Na2

is a subgroup of G. All the a2-kernels for B−1 are exactly the left-cosets modulo
Na2

, and all the a2-cells for B−1 whose dual does not satisfy the condition E1(B)
are right-periodic modulo Na2

.
If we consider now a 1-cell C1 for B−1, and any a2-kernel N ′

a2
for B−1 that

intersects it. Since DB−1(C1) is a 1-cell for B, we have:

|G r C1| > λ1(B) + β1(B)

> λa2
(B−1) + βa2

(B−1),

This means that C1 satisfies the condition Ea2
(B−1).

Let k and l be the integers such that C1 ∩N ′
a2

is a k-cell and PB−1(C1 ∪N ′
a2

) is

a l-cell for B−1. By corollary 5, we have:

λk(B−1) + λl(B
−1) 6 λ1(B

−1) + λa2
(B−1).

This inequality holds with k > a2 and since C1 satisfies the condition Ea2
(B−1) by

lemma 14, we have l > 0. This implies that k = a2 and l = 1. Therefore N ′
a2

⊂ C1.

Thus every 1-cell for B−1 is right-periodic modulo Na2
.

In particular, if we consider a 1-kernel N1 for B, the 1-cell DB(N1) for B−1 is
right-periodic modulo Na2

, therefore, its complement N1.B is also right periodic
modulo Na2

. Thus the integer λ1(B) + β1(B) is a multiple of βa2
(B−1). The

fact that DB−1(Na2
) does not satisfy the condition E1(B) means that λa2

(B−1) +
βa2

(B−1) < λ1(B) + β1(B). Therefore, we have:

λa2
(B−1) + 2βa2

(B−1) 6 λ1(B) + β1(B).

Finally, since Na2
is a subgroup, |Na2

.B−1| − |Na2
| and |Na2

.B−1| are two con-
secutive multiples of |Na2

|. This last statement can be written:

λa2
(B) = λa2

(B−1) =

(⌈

|B−1|

|Na2
|

⌉

− 1

)

|Na2
| =

(⌈

|B|

|Na2
|

⌉

− 1

)

|Na2
|.

�

Propositions 18 and 20 both give some structural results for the a2-cells when
λa2

(B) < |B| − 1 under some different assumptions. We will see that these two
structural results are compatible when both assumptions are made.
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Theorem 21. Let G be a group, B a finite subset of G containing 1 such that
λa2

(B) < |B| − 1, then there exists a finite proper subgroup Na2
of G such that

λa2
(B) =

(⌈

|B|
|Na2

|

⌉

− 1
)

|Na2
|. Moreover for any finite a2-cell Ca2

, |Ca2
| and

|Ca2
.B| are multiples of |Na2

|.

Proof. We will consider the case where β1(B) 6 β1(B
−1) and show that the result

holds for all finite a2-cell for B and for B−1. By the definition of a2, there exists
a a2-cell, Ca2

, such that Ca2
is not a union of 1-kernels or such that it does not

satisfy the condition E1(B).
We will consider three exclusive cases, where all the a2-cells satisfy a same as-

sumption. Three mixed cases will follow, where there coexist a2-cells that satisfy
the condition E1(B) and a2-cells that do not.

First exclusive case:

If all a2-cells for B satisfy the condition E1(B), lemma 12 proves that any a2-
cell is a disjoint union of one a2-cell included in a 1-kernel and some 1-kernels.
Proposition 18 proves that there exists a subgroup Na2

of N1 such that λa2
(B) =

(⌈

|B|
|Na2

|

⌉

− 1
)

|Na2
|. Moreover corollary 19 precises that for any a2-cell Ca2

in-

cluded in a 1-kernel |Ca2
| is a multiple of |Na2

|. Therefore for any finite a2-cell Ca2
,

the number |Ca2
| is also a multiple of |Na2

|, and |Ca2
.B| = λa2

(B) + |Ca2
| also.

Moreover for any finite Ca2
a2-cell for B−1, DB−1(Ca2

) is a a2-cell for B, thus
it is the union of 1-kernels for B and of a a2-cell included in a 1-kernel. Therefore
the complement Ca2

.B−1 of DB−1(Ca2
) has cardinality multiple of |Na2

|. Thus the
number |Ca2

| = |Ca2
.B−1| − λa2

(B−1) is also a multiple of |Na2
|.

Second exclusive case:

If all a2-cells for B do not satisfy the condition E1(B) and β1(B) < β1(B
−1), it

implies that they are all finite. Proposition 20 proves that all the a2-cells for B−1

are right-periodic modulo a subgroup Na2
that is a a2-kernel for B−1. Proposition

20 also give the equality λa2
(B) =

(⌈

|B|
|Na2

|

⌉

− 1
)

|Na2
|. Moreover for any finite a2-

cell Ca2
for B, DB(Ca2

) is right-periodic modulo Na2
then its complement Ca2

.B
also, then |Ca2

.B| is a multiple of |Na2
|, and |Ca2

| = |Ca2
.B| − λa2

(B) also.
Moreover if there is any finite Ca2

a2-cell for B−1, since its dual DB−1(Ca2
) is a

a2-cell for B, it is also finite and this implies that G is a finite group. Then the two
numbers |Ca2

| = |G| − |DB(Ca2
).B| and |Ca2

.B−1| = |G| − |Ca2
| are also mutliples

of |Na2
|.

Third exclusive case:

If all a2-cells for B do not satisfy the condition E1(B) and β1(B) = β1(B
−1), it

means that all a2-cells for B−1 are included in a 1-kernel for B−1. Since we also
have β1(B

−1) > β1(B), we are reduce to the first exclusive case.

It remains to prove that the theorem is true in a general case, where there
coexist a2-cells that satisfy the condition E1(B) and a2-cells that do not. Then the
three values βa2

(B), β′
1,a2

(B) and βa2
(B−1) are all defined. We will consider three

different cases depending on which of these values is minimal.

First mixed case: if min{βa2
(B), β′

1,a2
(B), βa2

(B−1)} = βa2
(B).

This case is similar to the abelian situation. The direct case of proposition 18
proves that there exists a subgroup Na2

of N1 that is a a2-kernel for B, and that
any a2-cell that satisfies the condition E1(B) is right-periodic modulo Na2

.
Moreover if we consider a a2-cell Ca2

for B that does not satisfy E1(B). Its dual
DB(Ca2

) is a a2-cell for B−1 which implies that |DB(Ca2
)| > βa2

(B−1) > βa2
(B).
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Therefore |GrCa2
| > λa2

(B)+βa2
(B), which means that Ca2

satisfies nevertheless
Ea2

(B).
Let us consider now a a2-kernel N ′

a2
for B that intersects Ca2

, let k and l be
the integers such that N ′

a2
∩ Ca2

is a k-cell and PB(N ′
a2

∪ Ca2
) is a l-cell for B, by

corollary 5, we have:

λk(B) + λl(B) 6 λa2
(B) + λa2

(B).

This inequality holds with k > a2, because the intersection is a subset of N ′
a2

.
Moreover Ca2

satisfies Ea2
(B), therefore by lemma 14 we have l 6= 0. Moreover

Ca2
does not satisfy E1(B), thus DB(C2) is of cardinality lower than β1(B). Thus

DB(Ca2
∪ N ′

a2
) is a l-cell with l > a2. This implies that k = l = a2 and that

N ′
a2

⊂ Ca2
.

Therefore Ca2
is also right-periodic modulo Na2

. If Ca2
is finite, it implies that

|Ca2
| is a multiple of |Na2

| and the number |Ca2
.B| = |Ca2

| + λa2
(B) also.

If a a2-cell Ca2
for B−1 is finite, its dual DB−1(Ca2

) is a a2-cell for B, thus it
is right-periodic modulo Na2

. The complement Ca2
.B−1 of DB−1(Ca2

) is therefore
also right-periodic modulo Na2

, thus |Ca2
.B−1| is a multiple of |Na2

| and the number
|Ca2

| = |Ca2
.B−1| − λa2

(B) also.

Second mixed case: if min{βa2
(B), β′

1,a2
(B), βa2

(B−1)} = βa2
(B−1) and

β1(B) < β1(B
−1).

Proposition 20 shows that there exists a subgroup Na2
of G that is a a2-kernel

for B−1 such that any 1-cell for B−1 and any a2-cell for B−1 whose dual does not
satisfy the condition E1(B) is a right-periodic modulo Na2

.
Let us first consider a a2-cell Ca2

for B included in a 1-kernel N1. Since |Ca2
| >

βa2
(B) > βa2

(B−1), we have |GrDB(Ca2
)| = λa2

(B)+ |Ca2
| > λa2

(B)+βa2
(B−1),

which means that DB(Ca2
) satisfies the condition Ea2

(B−1).
Let us consider a a2-kernel for B−1 N ′

a2
, that intersects DB(Ca2

) r DB(N1), let
k and l be the integers such that N ′

a2
∩DB(Ca2

) is a k-cell and PB(N ′
a2

∪DB(Ca2
))

is a l-cell, by corollary 5, we have:

λk(B−1) + λl(B
−1) 6 λa2

(B−1) + λa2
(B−1).

This inequality holds with k > a2, because the intersection is a subset of N ′
a2

. Since

DB(Ca2
) satisfies the condition Ea2

(B−1), by lemma 14, we have l 6= 0. Moreover
by (4), we have DB−1(N ′

a2
∪ DB(Ca2

)) = Ca2
∩ DB−1(Na2

), this is a subset of Ca2

and is strictly included in a 1-kernel for B. Therefore it is a l-cell with l > a2.
Therefore we have k = l = a2, and this implies N ′

a2
⊂ DB(Ca2

). It follows that
DB(Ca2

) is right-periodic modulo Na2
.

If we consider now a a2-cell Ca2
for B that satisfies the condition E1(B), lemma

12 proves that it is the disjoint union of 1-kernels and at most one a2-cell included
in a 1-kernel. Thus DB(Ca2

) is the intersection of the duals of these 1-kernels and
of the dual of at most one a2-cell included in a 1-kernel. But all these duals are
right-periodic modulo Na2

, therefore DB(Ca2
) is also right-periodic modulo Na2

.
Therefore all a2-cells for B−1 are right-periodic modulo Na2

.
If Ca2

is a finite a2-cell for B−1, then |Ca2
| is a multiple of |Na2

|, and consequently
|Ca2

.B−1| = |Ca2
| + λa2

(B) also.
If Ca2

is a finite a2-cell for B, then its dual DB(Ca2
) is a a2-cell for B−1, it is

right-periodic modulo Na2
. The complement Ca2

.B of DB(Ca2
) is therefore also

right-periodic modulo Na2
, and thus |Ca2

.B| is a multiple of |Na2
|. The number

|Ca2
| = |Ca2

.B| − λa2
(B) is also a multiple of Na2

.

Third mixed case: if min{βa2
(B), β′

1,a2
(B), βa2

(B−1)} = β′
1,a2

(B).
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If we have β′
1,a2

(B) = βa2
(B), we are in the case of the mixed case 1, thus we

can suppose that β′
1,a2

(B) < βa2
(B).

If we have β′
1,a2

(B) = βa2
(B−1) and β1(B) < β1(B

−1), we are in the case of

the mixed case 2, thus we can suppose that either
(

β′
1,a2

(B) < βa2
(B−1) and

β1(B) = β1(B
−1)

)

or β1(B) = β1(B
−1).

• Let us first consider the sub-case where β′
1,a2

(B) < βa2
(B−1) and β1(B) <

β1(B
−1).

Let us consider N ′
a2

a a2-cell for B included in a 1-kernel N1 for B such
that |(N1.B) r (N ′

a2
.B)| = β′

1,a2
(B) = |DB(N ′

a2
) r DB(N1)|. Proposition

20 proves the existence of a a2-kernel Na2
for B−1 that is a subgroup of G

and that any 1-cell for B−1 is right-periodic modulo Na2
. It also asserts

the inequality:

λa2
(B−1) + 2βa2

(B−1) 6 λ1(B) + β1(B).

From this inequality, we deduce that λa2
(B−1)+βa2

(B−1)+β′
1,a2

(B) <
λ1(B) + β1(B), what can be rewritten:

λa2
(B−1) + βa2

(B−1) < λ1(B) + β1(B) − β′
1,a2

(B) = |G r DB(N ′
a2

)|.

This proves that DB(N ′
a2

) satisfies the condition Ea2
(B−1).

As we noticed before, the 1-cell DB(N1) is right-periodic modulo Na2
.

We can now consider a a2-kernel N ′′
a2

for B−1 that intersects DB(N ′
a2

) r

DB(N1). By corollary 5, we have:

λk(B−1) + λl(B
−1) 6 λa2

(B−1) + λa2
(B−1).

This inequality holds with k > a2, because the intersection is a subset of
N ′′

a2
. Moreover since DB(N ′

a2
) satisfies Ea2

(B−1), by lemma 14 we have
l 6= 0 and DB−1(DB(N ′

a2
)∪N ′′

a2
) is stricly contained in N1, therefore we have

l 6= 1. This implies that k = l = a2 and that N ′′
a2

⊂ (DB(N ′
a2

) r DB(N1)).

But this last inclusion proves that β′
1,a2

(B) > βa2
(B−1) and contradicts

the hypothesis.
• Let us now consider the sub-case where β1(B) = β1(B

−1). Then the four
numbers βa2

(B), β′
1,a2

(B), βa2
(B−1) and β′

1,a2
(B) are defined. Their defi-

nitions imply the two inequality:

βa2
(B) + λa2

(B) + β′
1,a2

(B) 6 λ1(B) + β1(B),

and βa2
(B−1) + λa2

(B) + β′
1,a2

(B−1) 6 λ1(B) + β1(B).

Then at least one of the two following inequalities holds:

βa2
(B) + λa2

(B) + β′
1,a2

(B−1) 6 λ1(B) + β1(B),

or βa2
(B−1) + λa2

(B) + β′
1,a2

(B) 6 λ1(B) + β1(B).

Since these two inequalities are symmetric, we can consider without loss
of generality that the second holds:

Let us consider N ′
a2

a a2-cell for B included in a 1-kernel N1 for B such
that |(N1.B) r (N ′

a2
.B)| = β′

1,a2
(B) = |DB(N ′

a2
) r DB(N1)|. We can then

minimize the quantity:

|G r DB(N ′
a2

)| = λ1(B) + β1(B) − β′
1,a2

(B) > λa2
(B) + βa2

(B−1).

This means that DB(N ′
a2

) satisfies the condition Ea2
(B−1).

We can now consider a a2-kernel N ′′
a2

for B−1 that intersects DB(N ′
a2

)r

DB(N1). By corollary 5, we have:

λk(B−1) + λl(B
−1) 6 λa2

(B−1) + λa2
(B−1).
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This inequality holds with k > a2, because the intersection is a subset
of N ′′

a2
. Moreover DB(N ′

a2
) satisfies Ea2

(B−1), therefore by lemma 14 we
have l 6= 0. Furthermore DB−1(DB(N ′

a2
) ∪ N ′′

a2
) is stricly contained in N1,

therefore we have l 6= 1. This implies that k = l = a2. Since the a2-kernel
for B−1 is stricly included in a 1-kernel for B−1 and that DB(N1) is a union
of 1-kernels for B−1, k = a2 implies N ′′

a2
⊂ (DB(N ′

a2
)rDB(N1)). This last

inclusion proves that β′
1,a2

(B) > βa2
(B−1).

We consider now three sub-sub-cases:
– If βa2

(B) 6 βa2
(B−1) then min{βa2

(B), β′
1,a2

(B), βa2
(B−1)} = βa2

(B)
which means that we are in the mixed case 1 for B.

– If we have βa2
(B) > βa2

(B−1) and βa2
(B−1) 6 β′

1,a2
(B−1), we have:

min{βa2
(B), β′

1,a2
(B−1), βa2

(B−1)} = βa2
(B−1) and we are in the

mixed case 1 for B−1.
– Finally, if βa2

(B) > βa2
(B−1) and βa2

(B−1) > β′
1,a2

(B−1), we have:

β′
1,a2

(B) > β1,a2
(B−1).

Therefore the inequality: βa2
(B) + λa2

(B) + β′
1,a2

(B) 6 λ1(B) +
β1(B) proves that the other inequality holds too: βa2

(B) + λa2
(B) +

β′
1,a2

(B−1) < λ1(B)+β1(B), and consequently we have: β′
1,a2

(B−1) >

βa2
(B), which is a contradiction, this case is thus impossible.

What concluded the proof. �

6. Applications to the function µG(r, s)

In [9], the authors ask if for any finite group G, the following equality holds:

µG(r, s) = min
H6G

{(⌈

r

|H|

⌉

+

⌈

s

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

.

The next two subsections show that this is not true in general.

6.1. An application to solvable groups. Let us consider two odd prime numbers
p and q, such that q ≡ 1 (mod p), and the semidirect product Z/qZ ⋊ Z/pZ. We
recall that this semidirect product is unique up to a unique isomorphism. We also
recall that such a semidirect product contains a unique subgroup of cardinality q
that is therefore normal. This results are proved in [18], chapter I.6. It is obviously
a solvable group:

{0} ⊳ (Z/qZ) ⊳ (Z/qZ ⋊ Z/pZ) .

The fact, that for a given prime number p there are infinitely many primes q
such that q ≡ 1 (mod p), is a weak version of Dirichlet’s Theorem, that can be
proved by elementary arguments. Consequently there are infinitely many such
groups Z/qZ ⋊ Z/pZ with p and q both odd prime and q ≡ 1 (mod p).

Proposition 22. Let p and q be two odd prime numbers such that q ≡ 1 (mod p),
then in the group G = Z/qZ ⋊ Z/pZ, we have:

µG(q + p − 1, q − 1) = 2q,

and min
H6G

{(⌈

q + p − 1

|H|

⌉

+

⌈

q − 1

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

= 2q − 2.

Proof. The subgroups of G have a cardinality belonging to {1, p, q, pq}, therefore
the minimum in the second equality is

min
d∈{1,p,q,pq}

{(⌈

q + p − 1

d

⌉

+

⌈

q − 1

d

⌉

− 1

)

d

}

.
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These four values can easily be computed thanks to the fact that p divides q − 1,
thus the minimum is the minimum of {2q + p − 3, 2q − 2, 2q, pq}, that is 2q − 2.

We now want to prove that µG(q + p − 1, q − 1) = 2q. In order to do this, we
establish with two opposite inequalities that µG(q+p−1, q−1) is lower and greater
than 2q.

First inequality: µG(q + p − 1, q − 1) 6 2q.
To prove this inequality, it is enough to exhibit a couple (A,B) such that |A| =

q + p − 1, |B| = q − 1 and |A.B| = 2q.
In the semidirect product G, we denote Hq the unique subgroup of cardinality q.

Let us consider a subset B of Hq of cardinality q − 1, and for any a 6∈ Hq, a subset
A of Hq∪a.Hq of cardinality p+q−1. It follows that the product A.B is a subset of
(Hq ∪ a.Hq).Hq = Hq ∪ a.Hq of cardinality 2q. A simple application of the pigeon-
hole principle shows that both cosets Hq and a.Hq contain at least 2 elements from
A. Thus by the prehistorical lemma (A ∩ Hq).B = Hq and (A ∩ a.Hq) = a.Hq.
Then we have A.B = Hq ∪ a.Hq, and |A.B| = 2q.

Second inequality: µG(q + p − 1, q − 1) > 2q.
Imagine that A′, B′ are such that |A′| = q +p−1, |B′| = q−1 and |A′.B′| < 2q.

Then we have |A′.B′|− |A′| < q− p+1 6 |B′|− 1 = q− 2. It follows from corollary
9 that there exists a proper subgroup N1 that is a 1-kernel for B′ or B′−1 and such

that λ1(B
′) =

(⌈

q−1
|N1|

⌉

− 1
)

|N1| < q − p + 1.

Since we know all the cardinalities of the subgroups of G, we can calculate the
possible values of λ1(B

′). There are only two possibilities for the cardinality of
|N1|, either |N1| = q or |N1| = p.

First case: In the case where |N1| = q, the 1-kernel N1 is the normal sub-
group Hq. Therefore it is a 1-kernel for B′ and for B′−1. We have λ1(B

′) =
(⌈

q−1
q

⌉

− 1
)

q = 0, which means that B′ is included in a coset modulo Hq. Thus

we can consider A′ as the disjoint union
⋃p

i=1 A′
i of its intersections with all cosets

modulo Hq. Since the cardinality of A′ is p + q − 1, at least two of the sets A′
i are

non empty.
Consequently the product A′.B′ is the disjoint union

⋃p
i=1 A′

i.B
′. If three of the

A′
i are non empty then A′.B′ would be of cardinality more than 3|B′| = 3q − 3

which gives a contradiction with |A′.B′| < 2q. Thus exactly two of the A′
i are non

empty. By the pigeonhole principle, these two sets contain at least two elements
each. The two non empty sets A′

i.B
′ are each a complete coset modulo Hq. This

implies that |A′.B′| = 2q. This gives a contradiction for this case.

Second case: In the case where |N1| = p, we have λ1(B
′) =

(⌈

q−1
p

⌉

− 1
)

p =

q−1−p. Moreover there cannot be any a2-cells with λa2
(B′) < |B′|−1 for the only

possible value would be λa2
(B′) =

(⌈

q−1
q

⌉

− 1
)

q = 0. The cell PB(A′) is therefore

a j-cell with 1 6 j < a2.
The subgroup N1 is a 1-kernel, either for B′ or B′−1, we will now show that it

can be considered as a 1-kernel for B′.
Indeed, if N1 is a 1-kernel for B′−1, then DB′(A′) is a union of left-cosets modulo

N1. Thus |DB′(A′)| is a multiple of p. Since |DB′(A′)| = |G| − |A′.B′| > pq − 2q,
we have:

|DB′(A′)| >

⌈

pq − 2q

p

⌉

p = pq − 2(q − 1).

But this implies that |A′.B′| 6 2(q−1), and therefore |A′.B′|−|A′| 6 q−1−p =
λ1(B

′). Then A′ is an 1-cell for B′. Moreover since A′ satisfies the condition E1(B
′),
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any 1-kernel for B′ will also satisfy the condition E1(B
′) and the 1-kernel for B′

that contains 1 will be a subgroup of cardinality p.
We will now consider that N1 is the 1-kernel for B′ that contains 1. Since

|N1.B
′| − |N1| = q − 1 − p and |B′| = q − 1, |N1| = p, we deduce that N1.B

′ = B′.
The group G = Z/qZ ⋊ Z/pZ can be parametrized as Hq ⋊ N1 in the following

way: There exists α ∈ Z/qZ of multiplicative order p such that:

G = {(x, y)|x ∈ Z/qZ, y ∈ Z/pZ},

(a, b).(c, d) = (a + c.αb, b + d)

and

Hq = {(x, 0)|x ∈ Z/qZ}, N1 = {(0, y)|y ∈ Z/pZ}.

Since B′ is left-periodic modulo N1, it is completely determined by a set B0 ⊂
Z/qZ of cardinality q−1

p :

B′ = {(b0.α
x, x)|b0 ∈ B0, x ∈ Z/pZ},

(This follows from the product (0, y).(b0.α
x, x) = (b0.α

x+y, x + y).)
Similarly, we have seen that PB′(A′) is a j-cell, with 1 6 j < a2, thus it is a

right-periodic set modulo N1. Therefore |PB′(A′)| is a multiple of p. Moreover,
since we have seen that |A′.B′| − |A′| < q + 1 − p and λ1(B

′) = q − 1 − p, we have
0 6 |PB′(A′)|− |A′| < 2. Since |A′| = q−1+p is also a multiple of p, it proves that
|PB′(A′)| − |A′| = 0 and that PB′(A′) = A′. Thus A′ is completely determined by
a set A0 ⊂ Z/qZ of cardinality q−1

p + 1:

A′ = {(a0, x)|a0 ∈ A0, x ∈ Z/pZ}.

In these conditions, we can compute the product:

A′.B′ =
{

(a0, x).(b0.α
y, y)|a0 ∈ A0, b0 ∈ B0, (x, y) ∈ (Z/pZ)

2
}

=
{

(a0 + b0.α
x+y, x + y)|a0 ∈ A0, b0 ∈ B0, (x, y) ∈ (Z/pZ)

2
}

= {(s, x)|x ∈ Z/pZ, s ∈ (A0 + B0.α
x)} .

From Cauchy-Davenport Theorem [3, 4, 5], for any x ∈ Z/pZ, we have |A0 +
B0.α

x| > |A0| + |B0| − 1 = 2 q−1
p . If there exist two values x1 and x2 from Z/pZ

such that |A0 + B0.α
x1 | > 2 q−1

p and |A0 + B0.α
x2 | > 2 q−1

p , we would have:

|A′.B′| = |A0 + B0.α
x1 | + |A0 + B0.α

x2 | +
∑

x6=x1

x6=x2

|A0 + B0.α
x|

>

(

2
q − 1

p
+ 1

)

+

(

2
q − 1

p
+ 1

)

+ (p − 2)

(

2
q − 1

p

)

= 2q,

which is a contradiction.
Then at most one value x0 from Z/pZ can give |A0 + B0.α

x0 | > 2 q−1
p . And for

any x ∈ (Z/pZ r {x0}) we have:

|A0 + B0.α
x| = 2

q − 1

p
= |A0| + |B0.α

x| − 1.

Then Vosper Theorem [20, 21] asserts that A0 and B0.α
x are two arithmetical

progressions of same difference.
But it is a well known fact that for an arithmetical progression of length less than

q−1
2 the difference is uniquely determined up to opposition. Indeed let us consider

an arithmetical progression P of first term a and difference r, {a+k.r/k ∈ [0, l−1]}
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with l 6
q−1
2 . If P is also an arithmetical progression of difference r′ 6= ±r, it can

also be denoted {a′ + k.r′/k ∈ [0, l − 1]}. Thus there exists two integers i and j
in [0, l − 1] with (i, j) 6= (0, 1) and (i, j) 6= (l − 1, l − 2) such that a′ = a + i.r et
a′ + r′ = a + j.r. This gives r′ = (j − i).r, which implies that there exists in P a
term of the form a+ k.r with k ∈ ([−(l +1), 2l− 2]r [0, l− 1]). Since l 6

q−1
2 , such

an element cannot be in {a + k.r/k ∈ [0, l − 1]}.
Let us denote r the difference of the arithmetical progression A0. It has to be

noticed that r 6= 0.
Since p is an odd prime number, we can consider x1 and x2 different and both dif-

ferent from x0 in Z/pZ. The set B0 is then an arithmetical progression of difference
r.α−x1 and also of difference r.α−x2 .

If r.α−x1 = r.α−x2 , we obtain αx2−x1 = 1, therefore x1 = x2 which is a contra-
diction.

If r.α−x1 = −r.α−x2 , we obtain αx2−x1 = −1, but this implies that the multi-
plicative order of α is even, and this contradicts the fact that its order is the odd
prime p.

This gives a contradiction for this case and concludes the proof. �

Remark 6. If we consider two subsets A and B such that |A| = q+p−1, |B| = q−1
and |A.B| = µG(q + p − 1, q − 1) = 2q. It is possible to prove that B is a subset
of cardinality q − 1 of a coset Hq.b, and A is a subset of cardinality p + q − 1 of
Hq ∪ a.Hq for some a 6∈ Hq. To prove this it suffices to consider the equality case
in the proof of the second inequality. This solves the associated inverse problem.

Remark 7. Exactly the same arguments and computations show that for two in-
tegers x and y such that 1 6 x < y 6 p − 1, we have:

µG(q − x, q + y) = 2q,

and min
H6G

{(⌈

q − x

|H|

⌉

+

⌈

q + y

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

= 2q − 2.

Remark 8. The fact that p is odd, is crucial in the argument. For groups of
the type Z/qZ ⋊ Z/2Z, it is possible to construct two sets A′ and B′ such that
|A′| = q − 1, |B′| = q + 1 and |A′.B′| = |A′| + |B′| − 2 = 2q − 2. This can also be
done for other even values of |A′| and |B′| and gives a proof that in these groups,
we have:

µG(r, s) = min
H6G

(⌈

r

|H|

⌉

+

⌈

s

|H|

⌉

− 1

)

|H|.

6.2. An application to symmetric groups. In the symmetric groups An, with
n 6 4, the values of the function µAn

have been computed in [9] and we have the
equality:

µG(r, s) = min
H6An

{(⌈

r

|H|

⌉

+

⌈

s

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

.

Nevertheless, this result is certainly not true in general symmetric groups. We
may apply the method developed in this article to symmetric groups An, with
n > 9. For this purpose, we will need the following corollary of theorem 5.2A of [7]:

Corollary 23. In An, with n > 9, if H is a proper subgroup of An of index strictly

less than n(n−1)
2 , then there exists i ∈ {1..n} such that H is the stabilizer of i, (and

then H has cardinality (n−1)!
2 and index n).

Here is our result:

Proposition 24. In the alternate group An, with n > 9, we have:

µAn
((n − 1)!, (n − 1)!) = 2(n − 1)! − (n − 2)!,
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and min
H6An

{(⌈

(n − 1)!

|H|

⌉

+

⌈

(n − 1)!

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

=
3

2
(n − 1)!.

Proof. The second equality is just a numeric one, that requires only to know the
maximal cardinality of the subgroups of An. It is an application of the corollary

23.Indeed, for every proper subgroup H of An, we have:
⌈

(n−1)!
|H|

⌉

|H| > (n − 1)!.

Therefore, we have:

min
H<An

{(⌈

(n − 1)!

|H|

⌉

+

⌈

(n − 1)!

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

> 2(n − 1)! − sup
H<An

|H|

= 2(n − 1)! −
(n − 1)!

2

= 3
(n − 1)!

2
.

We notice that this inequality is an equality, by considering a proper subgroup

of maximal cardinality, thanks to the fact that (n−1)!
2 divides (n − 1)!.

We want now to prove that µAn
((n−1)!, (n−1)!) = 2(n−1)!− (n−2)!. In order

to do this, we establish with two opposite inequalities that µAn
((n − 1)!, (n − 1)!)

is lower and greater than 2(n − 1)! − (n − 2)!.

First inequality: µAn
((n − 1)!, (n − 1)!) 6 2(n − 1)! − (n − 2)!.

It is enough to build a couple (A,B) such that |A| = |B| = (n− 1)! and |A.B| =
2(n − 1)! − (n − 2)!.

Let us consider the proper subgroup H isomorphic to An−1 stabilizer of n and
the sets A = H ∪ a.H and B = H ∪ H.b, with a 6∈ H and b 6∈ H. So, we have

|H| = (n−1)!
2 and |A| = |B| = (n − 1)!.

We can characterize the elements from A by σ ∈ A if and only if σ(n) = a(n) 6= n
or σ(n) = n, and the elements from B by σ ∈ B if and only if σ−1(n) = b−1(n) 6= n
or σ−1(n) = n.

We can now determine the product A.B = H ∪a.H ∪H.b∪a.H.b. Since we have
H ∩ a.H = ∅, H ∩H.b = ∅, a.H ∩ a.H.b = ∅ and H.b∩ a.H.b = ∅, the only possible
non-empty intersections are H ∩ a.H.b and a.H ∩ H.b.

To determine the cardinality of these intersections, we see that σ ∈ H ∩ a.H.b is
equivalent to σ(n) = n and σ(b−1(n)) = a(n).

• In the case where a(n) = b−1(n), this two equalities are σ(n) = n and

σ(a(n)) = a(n). Since a(n) 6= n, there is exactly (n−2)!
2 even permutations

that fulfill these conditions.
• In the case where a(n) 6= b−1(n), this two equalities are equivalent to

(

σ ◦
(

a(n), b−1(n)
)

)

(n) = n and
(

σ ◦
(

a(n), b−1(n)
)

)

(a(n)) = a(n). Since

a(n) 6= n, there is exactly (n−2)!
2 odd permutations

(

σ ◦
(

a(n), b−1(n)
)

)

that fulfill these conditions, so there is exactly (n−2)!
2 even permutations

σ ∈ H ∩ a.H.b.

Thus we have |H ∩ a.H.b| = (n−2)!
2 . Similarly, σ ∈ a.H ∩ H.b is equivalent to

σ(n) = a(n) and σ−1(n) = b−1(n). Exactly (n−2)!
2 even permutations fulfill these

conditions, therefore |a.H ∩ H.b| = (n−2)!
2 . We deduce from this that |A.B| =

2(n − 1)! − (n − 2)!.
We now show that this product is of minimal size.

Second inequality: µAn
((n − 1)!, (n − 1)!) > 2(n − 1)! − (n − 2)!.

Suppose that we have a couple (A′, B′) of subsets of An, with |A′| = |B′| = (n−
1)! and |A′.B′| < 2(n−1)!−(n−2)!. Then we have |A′.B′|−|A′| < (n−1)!−(n−2)!,
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which is strictly less than |B′| − 1 = (n − 1)! − 1. For all subgroups of An, we can
compute the potential values of λi(B

′) < |B′| − 1, because there exists a subgroup

H such that λi(B
′) =

(⌈

|B′|
|H|

⌉

− 1
)

|H|, for i = 1 and i = a2 by corollary 9 and

theorem 21.
But the inequality λi(B

′) 6 |A′.B′| − |A′| implies |H| > (n − 2)! therefore H

has index strictly less than n(n−1)
2 . Then corollary 23 proves that only one of these

values is non zero and less than (n−1)!−(n−2)!. This value is given by |H| = (n−1)!
2 .

Therefore only a subgroup of cardinality (n−1)!
2 can be a 1-kernel for B′ or B′−1

and we have λ1(B
′) = (n−1)!

2 . Moreover, necessarily λa2
(B′) > (n − 1)! − (n − 2)!,

then the i-cell PB′(A′) is such that 1 6 i < a2.

• If β1(B
′) > β1(B

′−1), the 1-kernel for B′ that contains 1 is a subgroup H

and |H.B′| − |H| = (n−1)!
2 implies that B′ is in the type B′ = H.b1 ∪H.b2,

with b2.b
−1
1 6∈ H.

Since PB′(A′) is a i-cell with λi(B
′) less to all potential values of λa2

(B′),
PB′(A′) is a union of left-cosets modulo H.

If PB′(A′) 6= A′, then |PB′(A′)| > 3 (n−1)!
2 and consequently

|PB′(A′).B′| − |PB′(A′)| = |A′.B′| − |PB′(A′)|

< 2(n − 1)! − (n − 2)! − 3
(n − 1)!

2

=
(n − 1)!

2
− (n − 2)!

< λ1(B
′),

which is impossible. Therefore PB′(A′) = A′ and A′ is in the type A′ =
a1.H ∪ a2.H, with a1.a

−1
2 6∈ H. Thus we have two sets A′ and B′ of the

previous types. Finally we have |A′.B′| = 2(n − 1)! − (n − 2)!, which is a
contradiction.

• If β1(B
′) > β1(B

′−1), the 1-kernel for B′−1 that contains 1 is a subgroup H

and |H.B′−1| − |H| = (n−1)!
2 . The i-cell DB′(A′) for B′−1 with 1 6 i < a2

is then a union of left-cosets modulo H. Moreover:

|DB′(A′)| =
n!

2
− |A′.B′|

>
n!

2
− 2(n − 1)! + (n − 2)!

=
(n − 1)!

2

(

n − 4 +
2

n − 1

)

.

Since DB′(A′) is a union of left-cosets modulo H, its cardinality is a

multiple of (n−1)!
2 . Thus we have: |DB′(A′)| >

(n−1)!
2 (n−3). Consequently

we can give a upper bound for the size of its complement, the product

|A′.B′| 6 3 (n−1)!
2 , which gives |A′.B′| − |A′| 6

(n−1)!
2 . It means that A′ is

a 1-cell for B′.
Thus we have β1(B

′) 6 |A′| = (n − 1)! and β1(B
′) is a strict multiple

of β1(B
′−1) = (n−1)!

2 . Therefore β1(B
′) = |A′| = (n − 1)! and A′ is a 1-

kernel for B′. We can easily check that A′ satisfies the condition E1(B
′),

because |An r A′| = (n − 2) (n−1)!
2 , β1(B

′) + λ1(B
′) = 3 (n−1)!

2 and n > 4.
Thus by theorem 8, the 1-kernel that contains 1 is a subgroup of An. But
corollary 23 asserts that there is no subgroup of this cardinality. It gives a
contradiction and there are no such sets as A′ and B′ in this situation.

�
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Remark 9. Theorem 5.2A of [7] gives also a more complicated structural result for
the symmetric groups An with 5 6 n 6 8. This can be used to prove similarly that:

µA5
(4!, 4!) = 2.4! − 3! = 42 and µA7

(6!, 6!) = 2.6! − 5! = 1320.

These values give also a contradiction with conjecture 2, since:

min
H6A5

{(⌈

4!

|H|

⌉

+

⌈

4!

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

=
3

2
4! = 36,

min
H6A7

{(⌈

6!

|H|

⌉

+

⌈

6!

|H|

⌉

− 1

)

|H|

}

=
3

2
6! = 1080.

Remark 10. If we consider two subsets A and B such that |A| = |B| = (n − 1)!
and |A.B| = µG((n− 1)!, (n− 1)!) = 2(n− 1)!− (n− 2)!. It is possible to prove that
A = a1.H ∪a2.H with a1.a

−1
2 6∈ H and B = H.b1∪H.b2, with b2.b

−1
1 6∈ H, where H

is a subgroup isomorphic to An−1. To prove this it suffices to consider the equality
case in the proof of the second inequality. Some other cases have to be excluded.
This solves the associated inverse problem.

Remark 11. In the previous case, the set B is also right-periodic modulo the
subgroup H ′ =

{

σ ∈ An|{σ(n), σ(b−1(n))} = {n, b−1(n)}
}

of cardinality (n − 2)!.

This subgroup is then also a a2-kernel for B−1. However, when n is an even number,

(n − 2)! does not divide (n−1)!
2 , therefore βa2

(B−1) does not divide β1(B).
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Éric Balandraud, A2X, 351 cours de la Libération, 33405 TALENCE

E-mail address: eric.balandraud@math.u-bordeaux1.fr, eric.balandraud@math.polytechnique.fr



COMPLÉMENT À

“THE ISOPERIMETRIC METHOD IN NON-ABELIAN GROUPS

WITH AN APPLICATION TO OPTIMALLY SMALL SUMSETS”

Nous allons ici développer un point concernant l’article “The Isoperimetric Method

in non-abelian groups with an application to optimally small sumsets”. Dans la sec-
tion 4.3 de cet article, il est affirmé que pour G un groupe fini et B un sous-ensemble
de G, si aucune 1-cellule pour B ne vérifie la condition E1(B), alors le dual d’un
1-noyau est une classe à gauche modulo un sous-groupe de G. Ce complément en
donne la preuve. La numérotation reprend celle de l’article.

7. Structure d’une 1-cellule maximale lorsque un noyau pour B−1 ne

vérifie pas E1(B
−1)

Proposition 25. Soit G un groupe fini et B un sous-ensemble non vide de G. Soit

M1 une 1-cellule pour B de taille maximale. Si DB(M1) ne vérifie pas la condition

E1(B
−1), alors pour toute 1-cellule C1 pour B, si M1 ∩ C1 6= ∅ alors C1 ⊂ M1.

Démonstration. Comme M1 est une 1-cellule pour B de taille maximale, DB(M1)
est un 1-noyau pour B−1. Ainsi, on a |DB(M1)| = β1(B

−1). Que le 1-noyau
DB(M1) ne vérifie pas la condition E1(B

−1) signifie que:

|G r DB(M1)| < λ1(B
−1) + β1(B

−1).

Ce que l’on peut récrire: |G|−β1(B
−1) < λ1(B

−1)+β1(B
−1), soit |G| < λ1(B

−1)+
2β1(B

−1).
On en déduit que 2|M1| + λ1(B) < |G|, en effet:

2|M1| + λ1(B) = 2(|G| − λ1(B) − β1(B
−1)) + λ1(B)

= 2|G| − λ1(B) − 2β1(B
−1)

= |G| + (|G| − λ1(B) − 2β1(B
−1))

< |G|.

On a alors nécessairement |M1| < β1(B
−1).

Ainsi si l’on considère une 1-cellule pour B, C1 telle que M1 ∩C1 6= ∅, on a aussi
|C1| < β1(B

−1). De plus, M1 ∩ C1 est une k-cellule avec k > 1. Ainsi d’après le
lemme 7, on a |DB(M1) r DB(C1)| 6 |C1 r M1|.

Ainsi, on a:

|DB(M1) ∩ DB(C1)| = |DB(M1)| − |DB(M1) r DB(C1)|

> |C1| − |C1 r M1|

= |C1 ∩ M1| > 0.

Ce qui impose que PB(DB(M1) ∪ DB(C1)) est une l-cellule avec l > 1.
Or le corollaire 6 affirme que:

λk(B) + λl(B) 6 λ1(B) + λ1(B).

Ainsi, on a k = l = 1. En particulier, l = 1 impose que C1 ⊂ M1, car M1 est
une 1-cellule de taille maximale. �

Corollaire 26. Soit G un groupe fini et B un sous-ensemble non vide de G. Soit

M1 une 1-cellule pour B de taille maximale contenant 1. Alors M1 est un sous-

groupe de G.
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Démonstration. En effet, pour tout x ∈ M1, les deux 1-cellules M1 et x−1.M1

contiennent toutes les deux 1. Ainsi M1 ∩ (x−1.M1) 6= ∅, donc d’après le lemme
précédent, on a M1 ⊂ x−1.M1 et par cardinalité M1 = x−1.M1. Ainsi M1 est un
sous-groupe de G.
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