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µ({X1 ∈ A1} ∩ · · · ∩ {Xn ∈ An}) = µ({X1 ∈ A1})× · · · × µ({Xn ∈ An})
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ENF'D

¦�@ B�DM¦�9 @�D�B�B�;�F�B�HL¦�T�HL¦�@C¦?¦?H�=�B?DM;�8'¦O�:H
A1, . . . , An

ENF'D+@# ' $@�=�B?DMH�8'8'HL8 B43 F H B�¦?H�F'TMH�>AH�8 BY�LHLT�TMH�¦�¤�TW3'(
Z�D�B?;�8'¦²F'8J�'HL=�8'DMH�=�H0+�HL>* 'TMH ENF'D  H�F:B���B?=?H ��F��L;�>S>SH�F'8'H 5�KL8:KL=�@CTMDM¦?@CB�D�;�8��'Fu '=?K��LK��:HL8 B%(�RqB�@�8 B
�';�8:8'K F'8 H�8'¦?H�>*�'TMH ;�=k�';�8:8'K

(X,v)
��;�8  H�F:B �';�8:8'HL=  'T�F'¦?D�HLF'=�¦ 8';CB�DM;�8'¦��$�}DM8'�'K� 6HL8/�'@�8'�LH)�

T=�}F'8'H@��A=�>AH.EGF:H
(x1, . . . , xn)

HL¦�B�D�8/�'K� H�8/�$@�8 B�HT�;�=?¦�EGF:H
(x1, . . . , xn)

 6;�¦?¦.���'HF'8 > @P��;�=�@�8 B
�$@�8:¦

(X,v)
�6F'8'H�@�F:B?=?H!ENF'H

(x1, . . . , xn)
HL¦�B2D�8/�'K� 6HL8'�$@�8 B�H�TM;�=�¦?ENF'HJ ;�F:=YB?;�F:B?H�¦�;�F'¦�¤  $@�=�B�DMH

A
�'H {1, . . . , n} �'D�T�H,+�D�¦�B�HF'8 KLT�KL>SHL8 B a �:H X B?HLT+ENF'H

∀k ∈ {1, . . . , n} xk ≤ a ⇐⇒ k ∈ A
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HL8 H,N
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�:;�8 B�B�;�F:B?HL¦ TMH�¦q¦?;�F'¦�¤�9 @�>AD�TMT�HL¦
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(0, 1), (1, 0), (1, 1)
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 6;�F'=qB�;�F'¦ TMHL¦x :=?DM8:�LDW '@�F�+ � @#�'=�HL¦ �$�}K�B?F/�'H4�'HYT-@2�L;�8'�LF'=�=?H�8'�LH4�';�8 B TMH�¦�>A;G�/��TMHL¦�¦�;�8 BPTMHL¦�;��G��H�B?¦
�$�}F'8'H � @ B�K�5�;�=?D�H#(�£ T�F'¦� '=�KL�LD�¦?K�>AH�8NB��²¦?DqT�HL¦@#5�H�8 B�¦

X1, . . . , Xn

;�8 B� 6;�F'=2>S;G�/�LT�HL¦2=�HL¦k 6HL� B�D&9<¦
M1, . . . ,Mn

@�TM;�=?¦(TM@*>AD�¦?H2H�8K $@C=�@�T�TW�LT�H
X1| . . . |Xn

�'HL¦Y�LH�¦W@#5�HL8 B?¦WH�¦�BW>S;��'K�TMD�¦?KLH2 $@�=�TMH2 '=?;C¤
�'F'D&BY� @�=�B�K�¦?DMH�8

M1 × · · · ×Mn

(
�²@*¦?H��L;�8/�:H!H�¦�BWENF'H#�'�'H29 @ � ;�8 @C�'¦�B?=�@�D&B�H#��;�8g 6HLF:BQ�'K,!$8'D�=(T-@*=�HLT-@ B�DM;�8��$�}DM8/�:K� 6HL8/�$@C8'�LH¦?F:=�F'8HL8:¦?HL> �'TMH

X
�L;�>A>SHF'8'H�9 @C>AD�TMTMH

in
�'H =�HLT-@ B�DM;�8

n
¤�@�D�=?H�¦@ 6;�¦?¦�K��$@C8NB2TMHL¦4�'H�F�+K '=?;  :DMK�B?KL¦�¦?F'D"�N¤

@�8 B�H�¦�6²B�;�F�B��$��@��6;�=k���# 6;�F'=²B�;�F:B?H�¦�F'D�B?H
(x1, . . . , xn)

�$�}KLT�KL>SHL8 B�¦U�'H
X
B�H�TMTMH�ENF'H

in(x1, . . . , xn)
�

;�8 @ K�5 @�T�HL>SHL8 B
ik(x

′
1, . . . , x

′
k)
ENF'HLT�EGF:HL¦?;�D�B!T-@ ¦�;�F'¦�¤ ¦?F'D&B�H

(x′1, . . . , x
′
k)

�'H
(x1, . . . , xn)

(AR�8�¤
¦?F:D�B�H)�a ;�F'=(B�;�F�B�H� H�=?>*F�B @CB?DM;�8

σ
�'H {1, . . . , n} �';�8 @

in(x1, . . . , xn) ⇐⇒ in(xσ(1), . . . , xσ(n))[28 ;��:B?DMHL8 B�HL8g $@�=�B�D��LF'T�DMHL=PF'8 H�8'¦?H�>*�'TMH¦�DM>* 'TMD��LD-@CT ( ��;�DM= � �v� � � � ��� � � � � � � � � � � � ;�F TM@��'K,!$8'D�B?DM;�8
V�( U'( � )!H B*;�8  H�F:B*��;�8'¦�B�@CB�H�= ENF'H ¦�D

(x1, . . . , xn)
HL¦�B DM8'�'K� 6HL8/�'@�8 B�H @CTM;�=�¦!B?;�F'¦*T�HL¦J5�=?;�F' H�¦

�$�}J';�>S;�TM;#5�DMH ( ��;�DM= � � � � � � � � � ;�F T-@ ¦�;�F'¦�¤ ¦?H���B�D�;�8 Vu(yU�( � ) �'HS¦?;�8 H�8'¦?H�>*�'TMHS¦?D�>  :TMDM��D-@�T�@�¦�¦?;G�LDMK
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f : [0, 1] −→ [0, 1]
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�L;�8'�LH�=?8$@�8 B�� T-@�=�H� '=�KL¦�HL8 B @CB?DM;�8 �:H�T=�}HL8:¦?HL> �'TMH�¦?DM>* 'T�DM�LDM@�T @�¦�¦?;G�LD�K�HL¦�B�TMH��;�=k������F'8*B?=?DM@�8/5�T�H�8';�8
@# / :T-@CB?D=��¦�;�8 �'H�F�+�DW��>AHT5�=�;�F/ 6H*����J';�>A;�T�; 5�D�H HL¦�B��:;�8'�

Z
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Z2�}HL¦�Bj H�F:B�¤ ��B�=�H�T�H�>S;��/��TMH TMH� 'T�F'¦�K�TMKL>SHL8 B�@�DM=�H#(�£�@�=U�'K�!$8:D�B�D�;�8$�CF'8j7�$�7 X �?`a=jD�= X�Bs:-Fg79[\Xs[\@SFg7
T
HL¦�B2F'8�ENF$@#�:=?F/ 'T�H�B
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(
S, i, L, T ran
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S
HL¦�B2T=�}HL8'¦�HL>*�'T�H��'H�¦2K�B�@CB�¦��

i
F'8 KLT�KL>SHL8 B �:H
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Tran
F'8'H¦?;�F'¦�¤  $@�=�B?DMH �:H
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(σ : S0 → S1, λ : L0 → L1 ∪ {∗})
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(
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¦?D
i 6= k

H�B
xk = 0, x′k = 1¦?D�8';�8$��@�F�+�ENF'HLT�¦q;�8 @_��;�F�B�H�T�HL¦�B?=�@�8:¦?D�B?DM;�8:¦ ��DW�'H�8NB?D�B?KL¦��

(s, ∗, s) (�[28*¦?;�F'J$@�D&B�H(@CDM8'¦�D�=�H� '=�KL¦?H�8 B�HL=TMH�¦u�:D�NKL=?H�8 B�¦!� J'HL>SDM8'¦�@�T�T-@�8 B��'F ¦?;�>S>SH�B
(0, 0, 0)

@�F ¦�;�>A>SH�B
(1, 1, 1)

HL8 8'HS¦?H��:K� 'TM@ � @�8 BENF'H ¦?F:=*TMH�¦*@�=.��B�H�¦�(�7�T�H�¦�B ��T-@�D�=!ENF'H)� �$@�8'¦ ��H ¦�®G¦�Bk�L>SHg�'H B?=�@�8'¦�D�B?DM;�8'¦��qT-@ 9 @�>SDMTMT�H
a1, a2, a3HL¦�B D�8/�'K� H�8/�$@�8 B�H)��>A@�D�¦2DMTqH�¦�B @�F'¦�¦?D��LTM@�DM=.EGF:H �'H�F�+ @�� B�DM;�8'¦\8'H* H�F'��H�8NBu $@�¦J��B?=?H H�NHL� B�F'K�H

¦?D�>*F'T&B @�8'K�>AH�8 B%(��²@�5�K�;�>SK�B�=�DMH�¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 B�H��'H.�LH�BYH0+�HL>* 'TMH2H�¦�BYF'8 ��F'�6H ��D��'H�3 9 @���HL¦e�GDW�:HL¦��
�#�}HL¦�B�¤q3 ¤q�'D�=?H��';�8NBWD�T�8'H¦?F'�:¦?DM¦�B�HENF'H!TMHL¦Y@C=k��B?HL¦�(:y$;�=�>AH�TMT�HL>SHL8 B

(
{0, 1} × {0, 1} × [0, 1]

)
∪
(
{0, 1} × [0, 1]× {0, 1}

)
∪
(
[0, 1]× {0, 1} × {0, 1}

)

Z�;�>* $@�=�;�8'¦�>A@�DM8 B�H�8$@�8 BW@%��H���T�H\¦�®G¦�Bk�L>SHu�'H\B?=�@�8'¦�D�B?DM;�8'¦�¦?F'D"��@C8NBJ6
(

0
a // 1

)
×
(

0
a // 1

)
×
(

0
a // 1

)

� �



�';�8 BWT=�}HL8:¦?HL> �'TMH��'H�¦�K B @CB?¦YHL¦�B {0, 1}3 H�BYTMH�¦YK�B�D�ENF'H�B�B�HL¦
{(∗, ∗, ∗), (a, ∗, ∗), (∗, a, ∗), (∗, ∗, a), (a, a, ∗), (a, ∗, a), (∗, a, a), (a, a, a)}

�²@ 9 @C>AD�TMTMH@�$�}K�B�D�ENF'H�B�B�HL¦
a1, a2, a3

H�¦�B�HL8'��;�=?H!F'8'H9<;�D�¦4 6HL= � F'H!�L;�>A>SH\DM8/�:K� 6HL8/�$@C8NB?H�H B2 6;�F'=TMH�¦Y> ��>AH�¦ (  $@�¦�¦�@��'T�HL>SHL8 B�> @�F���@CDM¦?H�¦!)(=�@CDM¦?;�8'¦�(�Z�H�B�B�H�9<;�DM¦��LH� H�8/�$@�8 B��T�HJ '@�=�@�T�TMK�TMDM¦�>AH ( ¦�®�8G¤
� J'=�;�8'HM)M�'H�¦ B?=?;�D�¦ @�� B�DM;�8'¦

(a, ∗, ∗), (∗, a, ∗), (∗, ∗, a) ��ENF'D\��;�=?=�HL¦. ;�8'�'HL8 BK3 a1, a2, a3

�$@�8:¦
T=�}H,+�H�>  'T�H  '=�KL�LK��'HL8 B��6H�¦�BQ 'T�F'¦�TMK�5�D�B?DM>SH#(�R�8 H,N
H B%�$;�8 @CDM>SHL=�@CD�B: ;�F���;�D�=(H,+� '=�DM>SHL=(T�H.9 @�D�B(EGF:H
T-@ 9 @C>AD�TMTMH

(a, ∗, ∗), (∗, a, ∗), (∗, ∗, a)HL¦�B ��KLENF'D"��@CTMHL8 B?H���3
(a, a, a)

(��+H9<;�=?>A@�TMD�¦?>SH@�'H�¦�¦�®G¦�B\��>AH�¦2�'H\B?=�@�8'¦�D�B?DM;�8'¦�8:H!T�H� H�=?>SH�BQ $@�¦��
�#�}HL¦�B  ;�F'=?ENF';�D�;�8 T=�}HL8:=?DM� J:D�BU�$��F:8'H�=?H�T-@CB?DM;�8��'DM8$@CDM=?HP¦?F:=�TMHL¦�K�B?DMENF'H�B�B�H�¦x ;�F:=j ;�F'��;�D�=�H0+' :=?DM>SHL=
T=�}DM8'�'K� 6HL8/�'@�8'�LHT�'H�¦ @C��B�D�;�8'¦\��;�>A>SH F'8'H*�';�8:8'KLHT '=�DM>A@�DM=�H#( Z�H B?B�HA@# / :=?;G� J'HAH�¦�B!K�5�@�TMH�>AH�8NB
�LH�TMT�Hx�'HL¦²B�=?@��LH�¦U�'He` DPp�A�9\vB;=X,wx;=<kp�(�R�8�K�� J';2@�FG+=?H�> @�=�ENF'HL¦#ENF'D ;�8 B��:Ks�k3YK�B�K�9 @�D&B�H�¦+�L;�8'��HL=�8$@�8 B
T-@28:;�B�D�;�8T�$��D�8/�'K� H�8/�$@�8'��H#�GDMT�HL¦�B��LTM@�DM=�ENF$��F:8'H�¦�DM>* 'TMH�=?HLTM@CB�D�;�8 �'D�8$@�DM=�H(8'HY¦?F �SB� $@C¦�(�±.H4 'T�F'¦��
DMT�8���H�¦�B  $@C¦u 6;�¦?¦�DM�'T�H#�� $@�=!H,+�HL>* 'T�H#���:H =?H� '=?K�¦?H�8NB?HL=*T�HS9 @CD�B!ENF$��F:8 @#5�H�8NB

A′ �L;�>S>SHL8'��HAF'8:H@�� B�DM;�8 @�T�;�=?¦PENF$��F:8 @�F:B�=�H\@#5�H�8 B
A
H�¦�B�H�8 �L;�F:=?¦-����H0+:K��LF:B?DM;�8g����F'8:H\@�F:B?=?H#���$�};$# TMH�ENF$@�T�D�!$�L@CB�D&9

¦�®G8'� J:=?;�8'H)(([28g 6;�F'=�=�@�D&B(@�=.5�F'>SHL8 B�H�=�ENF'H\��HLT-@�HL¦�BQ 6;�¦�¦?DM�:TMH.ENF'D&B?B?H 3*�L;G�'H�=(TMH�¦�DM8:¦�B @C8NB?¦e�$@�8:¦
TMH�¦�K�B�@CB�¦Q�'F ¦�®G¦�Bk�L>SH#��HL8 �L;�8'¦?D��'KL=?@�8 B@ '@�=YH,+�HL>* 'TMH\T���H�8'¦?H�>*�'T�H��$��K B @CB?¦

{
(s, s′, t)

/
t ∈ R

 6;�F'=
s, s′ ∈ S B?HLTM¦�ENF$�}DMT+H0+�DM¦�B?HF'8'H\B�=?@�8'¦?D&B�D�;�8g�'H

s
��HL=�¦

s′
}
.

Z�HLTM@���;�8/�'F'D&Bj34�'HL¦�¦�®G¦�Bk�L>SHL¦j�:H�B�=.�L¦U5�=�@�8'��B @CDMTMT�H#�%��;�DM=�H�DM8�!$8'DM¦�(qZ�H�¦��'H�=?8'D��L=�HL¦���;�8'¦�DW�'K�=�@CB?DM;�8'¦
T-@CDM¦?¦�HL8 BY¦?H� '=�;#!$T�HL=�T=�}DM8 B?HL=.��HL8 B�D�;�8d�'HT-@*B�;# 'TM; 5�DMH#(

�
2
�
2 ����� ���)������� �
� � � 10. ()� !%1����I������!�1

X�8 @�=?�'=�H��'H ¦�®G8'� J'=�;�8'DM¦?@CB�D�;�8 H�¦�B F:8 ¦�®G¦�Bk�L>SHM�'H B?=�@�8:¦?D�B?DM;�8:¦J�:;�8 B*B�;�F:¦ TMH�¦ K B @CB?¦ ¦?;�8NB*@CB�¤
B�H�DW5�8'@��'TMH�¦��_�';�8 B�TMHx5�=?@# 'J'HP¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NB�HL¦�B�¦?@�8'¦Y�6;�F'�LT�HL¦ ( ��;�>  '@�=?H�=²@P��HL��T-@O�'K�!'8'D�B?DM;�87?7�7E( � ( �$)
H�BPB�H�T�EGF:H�¦�D6;�8 @J�'HLF�+ B?=�@�8:¦?D�B?DM;�8:¦ s′ a // s

s′′
b
OO @�TM;�=�¦

s′ = s′′
H B
a = b

( ��;�>* $@�=?H�=P@P��HL��w27?7E( � ( � ),(
I#;�F:B�¦�®�¦�B\��>AH��'H2B?=�@�8:¦?D�B?DM;�8:¦-�';�8:8'H2TMD�HLF$���P;]D.F'8 �s�:K� 'T�D-@#5�H2�E��3 F'8 @�=��'=?H �:H2¦�®G8'� J'=�;�8'D�¦�@CB?DM;�8$(
[28¯>S;�8 B�=�H @�D�8'¦?D+ENF'H�T-@ � @CB?K�5�;�=?DMH��'H�¦2@�=��'=?H�¦2�'H!¦�®G8'� J:=?;�8'D�¦�@CB?DM;�8 HL¦�B2�L;�=?K��'KL� J'D�¦?¦�@C8NB?H1�$@�8:¦
�LH�TMT�H1�'HL¦\¦�®G¦�B\��>AH�¦u�:H*B�=�@C8'¦?D&B�DM;�8'¦ (���;�D�= � � ��� )0( °:@C8'¦\HL8 B�=�HL=��$@C8'¦\TMH�¦��'K�B�@�DMT�¦�����H*9<;�=?>A@�TMD�¦?>SH
  CB?D�BO�:HL¦W> ��>AH�¦�DM8'¦�F �S¦�@�8'��HL¦WENF'H���HLT�F'D$�'H�¦�¦�®�¦�B\��>AH�¦@�'H\B?=�@�8'¦�D�B?DM;�8'¦�(

�
2
�
3 ����� �x�$1)&
�)&$��� �
�	#�� !�./���-�C+)�

[28 ¦?H �:;�8'8'H2F:8'H 5�=?@�>A>A@�D�=?HQ�';�8 B�F'8g�:HL¦(��;�8'¦�B?=?F'� B�H�F'=?¦Q�'H.B?HL=�>AH�¦(HL¦�B × H B�ENF'D
��;�>S>AH�;�8
¦��«® @CB�B�HL8'�$�� H�=?>SH�BYT-@ >SDM¦�H\HL8| '@�=�@�T�TW��TMH2�:Hu�'H�F�+z '=�;���HL¦?¦�F'¦�(�Z�H�B?B?H�5�=�@�>S>A@�DM=�H2HL¦�B��:DMHL8 ¦��:=
KLENF'D� K�H��$��F:8 ¦�®�¦�B\��>AHJ�'H=k��5�TMH�¦4�:;�8 BY�LHL=�B @�D�8'HL¦Q 6;�F'=YT=�};  6KL=?@CB�H�F'= × ENF'D²¦?;�8NB

t0
a // t′0 t1

b // t′1

t0 × t1 a×b // t′0 × t′1

t0
a // t′0

t0 × t1 a×∗ // t′0 × t1 t1 × t0 ∗×a // t1 × t′0Z�H�B�B�H 9<;�DM¦WHL8'��;�=?H)�
DMT#@# ' $@�=�@4%MB��LT-@CDM=?H�>AH�8 B�ENF$�}DMT#8$�}HL¦�B� $@�¦@ ;�¦�¦?D��'TMHJ�'H*=�H� '=�KL¦?H�8 B�HL=\T�HL¦'��K�B�@CB�¦
DM8 B?HL=?>SK��:D-@�D�=?HL¦ ���'F ¦�®G¦�Bk�L>SH#(W�x� @) / 'TMD�� @CB?DM;�8d�$�}F'8'H!=k��5�TMH!HL¦�B2H�8¯H�NH�B�T=��@�8$@CTM; 5�F:H��$��F:8'H�B?=�@�8�¤
¦?D&B�D�;�8 H�BAT=�}DW�'K�H ENF$��F:8'H =.��5�T�Hd 'F'DM¦�¦?H �L;�>A>SHL8'��KLHK3 ��B�=�H¯@) / 'TMD�ENF'KLH @�T�;�=?¦ ENF$�}F'8'H¯@�F:B?=?H HL¦�B

�P�



HL8 B?=�@�D�8��'H T=� ��B?=?H 8$��@  $@�¦ �:H ¦?HL8:¦�( �+HL¦ @) / 'TMD�� @CB?DM;�8:¦�H�8  '@�=�@�T�TW��TMHS¦?H 9<;�8 BT�';�8:�g�'H 9 @ � ;�8HL8 B?=?HLTM@��LK�H#(W�+H
π
¤�� @CTM�LF:T#;�F�Z�Z�° ¦�;�8 B2�'H�¦.H0+:H�>  :TMHL¦@�'HB�HLT�¦�TM@�8/5 @)5�HL¦�����;�DM= � U>� � � � � � � H B � ��� �

�'H1cQ?#C�;�bK`|;�FIb�X,9,(

�
2
��� ����� �0(��-�m��+�� �
�����	��
�

X�8 =?K�¦?H @CF �'H��QX,H�90;qH�¦�B�F'8 ENF'D�8NB?F/ 'T�H�B
(B,M0, , E, pre, post)

;$#
B
H�¦�B�F'8 H�8'¦?H�>*�'T�H �';�8NB

TMH�¦�K�TMKL>SHL8 B?¦�¦?;�8NB�@# / 6HLTMK�¦���;�8/�'D&B�DM;�8'¦ @%��H��
M0 ⊆ B

H�B
M0 6= ∅

�
E
HL¦�B(F'8 HL8'¦�HL>*�:TMH2�:;�8 B�TMH�¦

KLT�KL>SHL8 B�¦�¦�;�8 BP@# / 6HLT�KL¦�K��#�L8'H�>AH�8 B�¦PH�B ;$#
pre

H�B
post

¦?;�8NB��'H�¦q9<;�8'� B�DM;�8'¦j�'H
E
3 �C@�TMH�F'=?¦��$@�8'¦

T=�}HL8:¦?HL> �'TMH �'HL¦*¦�;�F'¦�¤q $@�=�B�D�HL¦��:H
B
B?HLTMT�HAENF'H ∀e ∈ E pre(e)

H�B
post(e)

8:H ¦?;�8NB1 $@�¦u�GD��'HL¦��
¦�@CF:9e 6;�F'= ∗ T=�}K��#�L8'H�>AH�8NB�DW�:HL8 B�D&B�K ENF'Dj��K�=?D"!$H pre(∗) = ∅ H�B post(∗) = ∅ (S£#;�F'= M H B

M ′ �
�'H�F�+ ¦�;�F'¦�¤�HL8:¦?HL> �'TMH�¦��'H

B
��;�8  H�F:B*@CTM;�=�¦N�q $@�¦?¦�HL= �*�'H

M
3
M ′ H�8 H,+�KL��F:B @C8NB e ( ;�8 8';�B?H

M
e //M ′

)�TM;�=�¦?ENF'H ∀e ∈ E pre(e) ⊆ M
�
post(e) ⊆ M ′ H�B M\pre(e) = M ′\post(e) (�x��D��'KLHSHL¦�B*ENF'HAT=�};�8����L;�8:¦?;�>S>AH2�

pre(e)
 6;�F'= �s :=?;G�'F'DM=�H��

post(e)
( ±�H �LH* 6;�DM8 BJ�'H �GF'H)�qT-@

8';�B?DM;�8��:HP��;�8'��F'=?=�HL8'��H�ENF'D K�> @�8:H��:HL¦²=?K�¦?H @CF�+J�'H��QX,H�90; HL¦�B#H0+'@C��B�H�>AH�8 B���HLTMT�H�ENF'H T=�};�8\�L;�8:8$@ %MB
J$@��:D�B�F:HLTMT�HL>SHL8 B%�#�#�}HL¦�B�¤q3 ¤q�'D�=?HAEGF:HM�'HL¦*@���B?DM;�8'¦�HL8 B�=�H HL8 �L;�8'��F'=?=�HL8'��H TM;�=�¦?ENF'HATMHL¦�=?H�¦?¦?;�F'=?��HL¦
�';�8 B�HLT�TMHL¦Y;�8 B��H�¦?;�D�8 ¦�;�8 B2��;�>A> F'8'HL¦�(Y°�F'D"�C@�8 B���H�B�B�H =�HL>A@�=?ENF'H)��;�8|�'D&B�@�TM;�=�¦YEGF:H

e, e′ ∈ E¦?;�8NBWD�8/�'K� 6HL8'�$@�8 B�¦WTM;�=�¦?ENF'H
(
pre(e) ∪ post(e)

)
∩
(
pre(e′) ∪ post(e′)

)
= ∅.

7�T�H�¦�B 8'@CB�F'=�HLT��'HM�'D�=?HAEGF:HM�'HLFG+ K��#�L8'H�>AH�8 B�¦ DM8/�:K� 6HL8/�$@C8NB?¦
e
H�B
e′
 H�F'��H�8 BT��B�=�H H,+�K��LF:B?KL¦

¦?D�>*F'T&B @�8'K�>AH�8 B%( �²@z��®�8'@�>AD�ENF'H ¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 B�H*�'H�¦�=�KL¦?HL@�F �:HA£#H�B?=?D HL¦�B���T-@�D�=?H�>AH�8NB��:DM¦?��=k� B�H#(
I#;�F:B!�L;�>S>SH1�$@�8'¦T�HL¦!@�F:B?=?HL¦>S;��'�LTMH�¦ �'D�¦?�L=�H�B?¦��#;�8�8'HT H�F:BJ $@�¦��G=�@�D�>AH�8NB=�H� '=�KL¦�HL8 B�H�=��'H�¦
K�B�@CB�¦ B?=�@�8:¦?D�B?;�DM=�HL¦ �$��F:8 ¦�®G¦�B\��>AH)�2�#�}HL¦�B�¤q3 ¤q�'D�=?H ��HLF�+ ;$#  'TMF:¦?DMH�F'=?¦ K,� ��8'HL>SHL8 B�¦ ;�8 B T�DMHLF ¦�D&¤
>*F'T&B @�8:KL>SHL8 B2>A@�DM¦�8$�};�8 B� $@�¦\��;�>A>SHL8:�LK*H B� H�F'��H�8 B�8:H  $@�¦ !$8'D�=2@�F�>*�L>SH*D�8'¦�B�@�8 B%(�[28�@
�LH� H�8/�$@�8 B�5 @#5�8'K#�L $@C=�=�@# / 6;�=�B @�F ¦�®G¦�Bk�L>SHQ�'H�B�=�@C8'¦?D&B�DM;�8'¦���F:8'H�8';�B?DM;�8 �$�}DM8'�'K� 6HL8/�'@�8'�LHYD�¦?¦?F:H
�'HT=�}DW�:KLH2B�=.�L¦Y8$@CB?F'=?H�TMT�H �'H� $@�=�B @#5�H��:HL¦W=?HL¦�¦?;�F:=?�LH�¦�(
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�)&$��� �
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±2@�8:¦ B�;�F:¦ TMH�¦ �L@#�'=?H�¦ ENF'H 8:;�F'¦ @%��;�8'¦��GF'¦4��F'¦�ENF$�l3K '=?K�¦?HL8 B��PT�H  '@�=�@�T�TMK�TMDM¦�>AH K�B @CD�B�DW�'H�8NB?D�!$K
3¯F'8�H�8NB?=?H�T-@���HL>SHL8 B ¦�@C8'¦1�'K B�HL=�>AD�8'DM¦�>AH �$��@���B?DM;�8 @ B�;�>SDMENF'H ( Z2��H�¦�B ��H�B?B?H @CB?;�>AD��LD&B�K > ��>AH
ENF'D#DM8 B�H�=k�'D�¦�@�D&B'��T=�}H,+�KL��F:B�D�;�8| '@�=�@�T�TW��TMH@�¦�®�8:� J'=?;�8:H��E(\[\8 ¦?H1 :=?;  6;�¦?Hu�'H =�HL>SK��'D�HL=@3A��HLT-@�(�XW8
T-@C8/5 @#5�Hu�'H B?=�@���HL¦��'H�` DPp�A�9\vB;=X,wx;=<kp.H�¦�BF'8 B?=?DW :TMH�B

(M,L, I)
;$#

L
HL¦�BF'8�HL8'¦�HL>*�:TMH H�B2F'8'H

¦?;�F'¦�¤  $@�=�B?DMH
I
�'H
L×L @# / 6HLTMK�H�=?H�T-@CB?DM;�8g�$�}DM8'�'K� 6HL8'�$@�8'��H (�[28 ¦?F/ ' ;�¦�HYEGF:H

I
HL¦�B ¦�®G>AK B�=�DMENF'H

H�B2DM=?=�K��$H0+�D���H)(!R 8�!$8$�
M

F'8�¦�;�F'¦�¤ HL8'¦�HL>*�:TMH1�'H
L∗ �
�#�}HL¦�B�¤s3 ¤ �'DM=�H T���H�8'¦?H�>*�'TMHu�'HL¦\¦�F'D�B?HL¦2!'8'DMH�¦

�$�}KLT�KL>SHL8 B�¦e�:H
L
KLENF'DW 6K �'H.T-@�T�;�D��'H2��;�8'� @ B�KL8'@CB�D�;�8�( ;�F HL8'��;�=?H.>A;�8:;� �'HWTMD��'=?HWHL8'5�HL8/�:=?K� $@�=
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X
� vX

H B
|X| 9<HL=?;�8NBP=�HL¦k 6HL� B�D"��HL>SHL8 B�=?K 9<KL=?H�8'�LH@3¦?;�8SHL¦. $@��LHYB�;# ;�T�; 5�D�EGF:H#�L3\¦�@=?H�T-@CB?DM;�8 ����;�=.�'=?HQ $@C=�B�D�HLTH�B�3 ¦?;�8�H�8'¦?H�>*�'TMH ¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 B%(�£�@C=\@�DMT�TMH�F'=?¦��&�$@C8'¦2T-@ �'K�!$8:D�B�D�;�8  '=�KL��K��'H�8NB?H#�

X × X H�¦�B\T�H
 '=�;��'F:D�B��L@�=�B?KL¦?D�HL8z�$@�8'¦�PGR>T)�$TM@ �L@CB�K�5�;�=�DMH �'H�¦�H�¦k $@C�LHL¦YB�;# ;�T�; 5�D�EGF:HL¦�(

�������0/21e� � ����	 %a(%3�54 � ���76\��� � '$�
�
� '��G�	��   �������� � �(� � �U� %8+
RqB @�8 B��';�8'8'K*F'8�H�¦k $@���H  $@�=�B�DMH�TMT�HL>SHL8 B.;�=k�';�8:8'K −→

X
�
B�;�F:B\¦?;�F'¦�¤ HL¦k '@��LH B�;# ;�T�; 5�D�EGF:H

Y
�:H

X>*F'8:D:�'H T-@¯=�HLT-@ B�DM;�8R�$�};�=.�'=?H D�8/�'F'D&B�HS¦?F'= |Y |  $@�= ≤X H�¦�B H�8'�L;�=?H F'8 H�¦k $@C�LHg $@�=�B�D�HLTMT�HL>SHL8 B
;�=.�';�8'8'K)(�[\8d�'D&BW@�TM;�=?¦�ENF'H −→

Y
H�¦�BWF'8^79@Seg79- =?798;:-<>= @CBVD�@SFgF�H ;�F�79@Se;7:-�8m@;-�=?798;:-<>=K�:H −→

X
(

�+H=?KL¦�F'T�B�@CBY¦?F:D��C@�8 BYHL¦�B.F'8:HJ�:HL¦Q '=?;# '=?D�K�B�K�¦Y�LT-@C¦?¦?D�ENF'HL¦Q�'H�¦�H�¦k $@���HL¦4 $@�=�B�DMH�TMT�HL>SHL8 B(;�=.�';�8'8:KL¦�(
�������=<>1e� � ����	 %a(%3�:#&%('?)@+

�x��H�¦k $@C�LH!¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 B@�$��F:8 H�¦k $@���Hu '@�=�B?DMHLT�TMH�>AH�8NB�;�=k�:;�8'8'KHL¦�BWF'8 H�¦k $@C�LHJ�'H1o�D#ALV9�G?B9��Q(
1e��� �����A�Y°�;�D�BYF'8 HL¦k '@��LHu $@�=�B?DMH�TMTMH�>AH�8 B�;�=k�:;�8'8'K −→

X
���$��@# '=k��¦�T�� @C8NB?DM¦�®�>SK�B?=?D�H �'H v ��TM@T�:D-@#5C¤;�8$@CTMH��'H |X| �'@CF:B�=�HL>SHL8 B4�'D�B {(x, x)∣∣x ∈ |X|} �$HL¦�BWK�5 @�T�H�3

{
(x, y) ∈ |X| × |X|
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|X| � ¦?D sup(A)
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inf(A)
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sup(f(A)) = f(sup(A))
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HL¦�B�F'8 > @P��;�=�@�8 B4�'H

f(A)
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@# / '@�=�B?DMHL8 B 3

O
(![28�@ �LTM@�DM=�HL>SHL8 B

g0 6= g1

�'DMH�8
ENF'H

g0 ◦ f = g1 ◦ f
(

�

�
�
�
�
2 � +)����*%+)���,� ����h#������

�e� � '
�
��� � 'U���	��   �������� � � � � ����%��T���	���	 ' � �
RqB @�8 B2�';�8'8'K F'8 HL¦. $@���H B�;  6;�T�; 5�DMENF'H��'HTo�D#ALV9�G?B9��

X
�6;�8 ;��:B?DMH�8NB�F'8�H�¦k $@���H1 $@�=�B�D�HLTMT�HL>SHL8 B

;�=.�';�8'8'K (]�:D�BmX�BE[ ��[ :}b )�H�8 >*F:8'DM¦�¦�@�8 B
X

�:H�TM@=�HLTM@CB�D�;�8
∆X := {(x, x)|x ∈ |X|} ENF'D�H�¦�BP9<HL=?>SK� @C=

X
H�¦�B\F'8�H�¦k $@C�LH �'HTo�D#ALV9�G?B9��Q(Z�H*¦?;�8NB2H,+:@���B?HL>SHL8 B\T�HL¦2D�> @#5�HL¦4�'H T�� @#�_��;�DM8 B23�5 @�F'� J:H

�'F 9<;�8'� B�HLF:=4����;�F:�'TMD
U : PoSpc −→ Haus

(

$&�('  ������� ��� � '
�
� � �(� � �U� %
���������a'��j�������

°�D −→
X := (X,vX)

HL¦�BWF'8 HL¦. $@���H�;�=.�';�8'8:K#��@�T�;�=?¦
(X,wX)

H�¦�B�K�5 @�T�HL>SHL8 B�F'8 HL¦. $@���H�;�=.�';�8'8:K
@# / 6HLT�K�� 8m@.- =?798;:-<>=�� Dge�:-bj�'H

(X,vX)
H�BW8';CB�K

(X,vX)op
(

� ' �U� � 	 ����(%��  ! �.�U	���	 , %��
�²@ �'=?;�D�B�H�=�KLH�TMTMH

R
>*F'8:DMHe�'HYTM@�B�;  6;�T�; 5�DMHPH�B��'H�T���;�=k�'=�H(�LTM@�¦?¦�DMENF'H�HL¦�B F'8SHL¦k '@��LHQ $@�=�B�D�HLTMT�HL>SHL8 B

;�=.�';�8'8'K)(°�F/ ' ;�¦�;�8'¦2ENF'H T���;�8 @�D&B
x, y ∈ R

B�HLT�¦.ENF'H
x 6≤ y

�
;�8 @��';�8'�
x > y

(.£�;�¦�;�8'¦
ε =

|y−x|
10

�
]x−ε, x−ε[ H�B ]y−ε, y−ε[ ¦?;�8 B �'H�¦�;�F'��HL=�B?¦x�'DM¦���;�DM8 B?¦j�'H R

��;�8 B�H�8$@�8 B =?H�¦k 6HL��B?D���HL>SHL8 B
x
H�B
y
( R�8'!$8� 6;�F'=2B�;�F:BKLT�KL>SHL8 B

x′
�'H

]x − ε, x − ε[ H�B\B�;�F:BKLT�KL>SHL8 B y′ �'H ]y − ε, y − ε[;�8 @
x′ > y′

�';�8'�
x′ 6= y′

(�[28 8';CB�H −→
R
�LH BYHL¦k '@��LH� $@�=�B�D�HLTMT�HL>SHL8 B(;�=k�';�8:8'K\H�BY;�8 T�� @) / H�TMT�H.T-@

� �



D�BE@S[~X�=�BEHZ=?b b =^Dg[\BE[ YCHZ=�(
�x� @) / 'TMD�� @CB?DM;�8��'DM=�DW5�K�H

−→
R

// −→
R op

t
� // −t

HL¦�BWF'8 D�¦?;�>S;�=. 'J'DM¦�>AH@�'HALONQPGR>T)(
�j�R�_�-,x������)���U	 (% ��	���	 , %
Z2�}HL¦�B T�H ¦?;�F'¦�¤ HL¦k '@��LHd $@�=�B�D�HLTMT�HL>SHL8 B�;�=k�';�8'8'Kg�'H −→

R
�';�8NB T���H�¦k $@C�LH B?;  ;�TM; 5�D�ENF'H ¦�;�F'¦�¤"�?@��LH�8 B

HL¦�B
[0, 1]

(P[\8 TMH\8:;�B�H −−→
[0, 1]

H�BW;�8 T=��@# / 6HLTMT�H.T�H 79=ZYG`�=IFSX e;F;[\X�H^D;[ BE[\YSH�(
��� ��� � '
�
�8� %��  �U	���	 , % �U� �U	��������_	 � �

n ∈ N

Z2�}HL¦�B T���H�¦k $@C�LH B�;# ;�T�; 5�D�EGF:H
Rn > F'8'D2�:H�T=�};�=k�'=�H| '=�;��:F'D�B����#�}HL¦�Bz3��:DM=?H ENF'H

(x1, ..., xn) v
(y1, ..., yn)

¦?D6H�B�¦?HLF:TMHL>SHL8 B�¦?D� 6;�F'= B�;�F:B(H�8NB?DMH�=
k
@# / $@�=�B�H�8$@�8 BO3 {1, ..., n} ;�8 @ xk ≤ yk

(P[28
 $@�=�TMH$Ddcf=?798;:-<>=�Dg[\BE[ YCH|D;= D;[ `�=IF;7�[\@SF

n
(WZ2�}HL¦�B.HL8  '@�=�B?DM�LF:TMDMH�=�T-@  '=�;��'F:D�B4�$@�8'¦%LONQPGR>TJ�:H

n
�L;  'D�HL¦J�'H −→

R
��;�8 TMH 8';CB�H*�';�8'� −→

R n ( �²Hl<>:}BsBsH egF;[~X�H Dg[\BE[ YCH H�B�TMHA<Qe;km= e;Fg[~X�H D;[\BV[\YCH

¦?;�8NB(=?HL¦. H���B?D���H�>AH�8 B −−→
[0, 1]2

H�B −−→
[0, 1]3

H�Be :TMF'¦:5�KL8'K�=�@�T�HL>SHL8 B%�Ib c � $48m=ZBV<Qe�km=�egF;[~X�H D;[ BE[\YSH D;=
D;[ `a=?F;7�[\@GF

n
HL¦�B −−→

[0, 1]n
(

�+HL¦W@# / :TMDM�L@CB�D�;�8'¦e�:DM=?D�5�KLH�¦(¦?F:D��C@�8 B�H�¦�¦�;�8 B�F:8 D�¦?;�>S;�=k :J'DM¦�>AH@�'HALONQPGR>T)(

−→
R ×−→R // −→

R ×−→R
(x, y) � // (y, x)

−→
R ×−→R × −→R // −→

R × −→R × −→R
(x, y, z) � // (z, x, y)

£�TMF'¦25�KL8'K�=�@�T�HL>SHL8 B%�ENF'HLT�EGF:HL¦?;�DMHL8 B\T�HL¦2K�TMK�>AH�8NB?¦
n
H B
m

�'H
N
H�B�B�;�F�B�H @# ' 'TMD�� @CB?DM;�8 TMD�8'K @�D�=?H

f
�:H

Rn �$@C8'¦ Rm � f D�8/�'F'D&B�F:8 >A;�=. 'J'D�¦?>SH4�:H LON>PGRQTW¦?D6H�B�¦�HLF'T�HL>SHL8 B(¦�D¦?@ > @ B�=?D��LHQ�$@�8:¦(TMH�¦�$@�¦�HL¦W� @�8:;�8'DMENF'H�¦�H�¦�B23S��;�H �S�LDMH�8 B�¦ ( =?K�HLT�¦!)e ;�¦?D�B?D�9<¦ (�R�8K $@�=�B?DM��F'TMD�HL=��GB�;�F�B�H� H�=?>*F�B @CB?DM;�8d�'H�¦
�L;G;�=.�';�8'8'K�HL¦4�'H −→

R n HL8/5�HL8/�'=�H�F:8 D�¦?;�>S;�=k :J'DM¦�>AH �:H LON>PGRQT 6 ;�8z H�F:BW� J$@�8/5�H�=�T���;�=?DMH�8 B @CB?DM;�8
�'HT=�}HL¦. $@���H!¦?@�8'¦�@�T�B?KL=�HL=(TM@T�:DM=?H���B?DM;�8g�'F B�H�>  :¦�(
1e� � ���U	  ������ � ��	��  ��� ��� � '
�
��� � �(� � ����%��
RqB @�8 B2�';�8'8'K��'HLF�+¯HL¦. $@���HL¦\;�=.�';�8'8'K�¦ −→

X
H B −→
Y
�
8:;�B�;�8:¦

X
H B
Y
T�HLF'=�¦.H�¦k $@���HL¦2B?;  ;�TM; 5�D�ENF'HL¦

¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NB?¦ =?HL¦. H���B?D�9<¦T 'F'D�¦ vX H B vY TMH�F'=?¦ =�HLT-@ B�DM;�8'¦��$�};�=.�'=?H ¦�;�F'¦�¤"�?@��LH�8 B�HL¦S=?H�¦k 6HL� B�D���HL¦�(
[28 8';CB�H

X ⊗ Y
T���H�¦k $@���H B?;  6;�TM; 5�DMENF'H ;��:B?HL8NF H�8 >*F'8:DM¦?¦?@�8 B T���H�8'¦?H�>*�'T�H |X| × |Y | �'H¯TM@B�;# ;�T�; 5�D�Hz�:HL¦ @�¦�B�KL=�DM¦�EGF:HL¦ ( ��;�DM=AT-@ �:K�!$8'D&B�D�;�8 �2( � ( �v� (] �( � � � ) )0( V���HL��T=�};�=.�'=?HK '=?;G�'F'D&B ¦?F:=

|X|×|Y | � T=�}HL¦k '@��LH�B�;# ;�T�DW5�D�ENF'H X⊗Y �:H��GDMH�8NBPF'8 H�¦k $@���H�;�=k�';�8:8'K#� H�8AH,N
H B%�NT-@.B?;  ;�TM; 5�D�H-�'H�¦
@�¦�B�KL=�DM¦�EGF:HL¦�HL¦�BO 'T�F'¦-!$8'H.EGF:H\T-@!B?;  6;�TM; 5�DMHQ '=?;G�'F'D&B%( [28 8:;�B�H −→

X ⊗−→Y T=�}HL¦k '@��LH2;�=k�';�8:8'K\@�D�8'¦?D
;��:B?HL8NF$(([\8d��H�=?=?@ �$@�8:¦WT�H\B�J'K�;�=k��>AH7E( ��( � (] �( � U$)�EGF:H���H�B?B?H���;�8'¦�B�=?F:��B�D�;�8 9<;�F'=?8:D�BYTMH� '=�;��:F'D�B
�'HT-@*¦�B�=�F'��B?F'=?H!>A;�8';� �'@�TMH2¦�®G>AK B�=?D�ENF'H\9<HL=?>SKLH��:HlLINQPGRQTB(
�+HL¦W@# / :TMDM�L@CB�D�;�8'¦

p−→
X

: −→X ⊗−→Y // −→
X

(x, y) � // x

H�B p−→
Y

: −→X ⊗−→Y // −→
Y

(x, y) � // y

�:�



¦?;�8NB4�'H�¦Y>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦O�'HMLON>PGRQTB(�R�8z $@�=�B�DM��F'TMD�HL=���TM@T :=?;  '=�DMK B�H\F'8'D"��H�=?¦?H�TMT�H��'FK :=?;G�'F'D�B1( � @ B�K ¤
5�;�=�DMENF'HW)-�';�8'8'HF'8 F'8'D�ENF'H>A;�=. 'J'D�¦?>SH

p
B�H�T+EGF:H�T�H��'D-@#5�=�@�>S>AH�¦?F'D"�C@�8 BY�L;�>S>*F:B?H

−→
X ⊗−→Y

p−→
X

��

p−→
Y



p

��−→
X ×−→Y

π−→
X{{xx

xx
xx

xx
x

π−→
Y ##F

FF
FF

FF
FF

−→
X

−→
Y

;$#
π−→
X

H B
π−→
Y

¦?;�8NB!T�HL¦� '=�;B��HL� B�DM;�8'¦��'FR :=?;G�'F'D�B�L@CB�K�5�;�=�DMENF'H#( ±�H  'T�F'¦��+ENF'H�TM¦!ENF'H ¦?;�D�HL8 B!TMHL¦
KLT�KL>SHL8 B�¦

x0

H�B
y0

�'H
X
�$T�HL¦Y@# ' 'TMD�� @CB?DM;�8'¦�¦?F'D"��@C8NB?HL¦

ix0 : −→Y // −→X ⊗ −→Y
y � // (x0, y)

H B jy0 : −→X // −→X ⊗−→Y
x � // (x, y0)

¦?;�8NB(K�5 @�T�HL>SHL8 B:�'HL¦(>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦:�:H LONQPSRQT)( �²@�B?;  6;�TM; 5�DMHO�'H�¦�@�¦�B?KL=�DM¦?ENF'H�¦(HL¦�B�HL8A9 @�D�B�T-@J 'TMF'¦
!$8'H¦�F'= |X| × |Y | ENF'D²=�HL8/�'H��;�8 B�DM8NF'H�¦WB?;�F:B?HL¦YTMH�¦Y@# / 'T�DM� @ B�DM;�8'¦e�'HT-@ 9 @C>AD�TMTMH

(ix)x∈|X| ∪ (jy)y∈|Y |

��� � � �������	��  ! � ������� ��� � '$�
� � �(� � �U� %
RqB @�8 B��';�8'8'K �'H�F�+�H�¦k $@���HL¦!;�=k�:;�8'8'K�¦ −→

X
H B −→
Y
�+;�8�>*F:8'D�B

PoSpc[
−→
X,
−→
Y ]

�'H TM@ B�;  6;�T�; 5�DMHH B
�'H T���;�=.�'=?H  6;�D�8NB�3d 6;�D�8NB�( ��;�DM=2TM@M�'K�!$8:D�B�D�;�8��2( � ( � ��(] $( � � � ) ),(�7�T�HL¦�B\9 @��LD�TMH1�'H1��;�DM=\ENF'H T���;�8
;��:B?DMH�8NB\@�DM8'¦�D�F:8 H�¦k $@C�LH ;�=.�';�8'8'K ENF'H T���;�8 8';�B?H −→

Y
−→
X (!R 8�;�F:B�=�H �LH�B�B�H ��;�8'¦�B?=?F'� B�D�;�8 9<;�F'=�8'D�B

T=��@#�B��;�DM8 BT38�'=?;�D&B�H @�F�9<;�8'� B�HLF:= − ⊗ −→X ( ��;�DM=*B?J'KL;�=k�L>SH 7E( �G( � (] $( � U )�),(%R�8  $@�=�B�D��LF'T�DMHL=�� TMHL¦
@# / :TMDM�L@CB�D�;�8'¦:�$� H��O:-b e�:OXs[\@SF H�B4�'H 8gb @SF�YC=I`�=IFSXL�'�#�}HL¦�B�¤q3 ¤q�'D�=?H\=�HL¦k 6HL� B�D"��HL>SHL8 Bu6

ev : −→
Y

−→
X // −→

Y
−→
Y

// −→
Y

−→
X

(f, x) � // f(x)

H�B
y � // y

;$#
y
HL¦�B T=��@# / 'T�DM�L@CB�D�;�8 �'DM=�DW5�KLH �L;�8:¦�B @C8NB?H|�'H −→

X
��H�=?¦ −→

Y
EGF:D@ '=�HL8/� T-@ ��@CTMHLF:=

y
��¦�;�8 BM�'H�¦

>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦��'H�LONQPGR>T)(q£�@�=#@�DMT�TMH�F'=?¦�� −→
X
K B @�8 B#F'8!HL¦. $@��LHP;�=.�';�8'8'K)� ¦?D

X
( T=�}HL¦. $@���H B?;  6;�TM; 5�DMENF'H

¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NBQ�:H −→
X
)�H�¦�B�H0+' 6;�8'H�8 B�D-@C�'TMH �'@�8'¦ � t���� �'@�T�;�=?¦ −→

X
HL¦�BYH,+� ;�8'HL8 B�DM@��'T�H (�@CF ¦?HL8:¦O�'H2T-@

�'K,!$8'D�B?DM;�8 Vu( ��( � (] $( �:��� )�)��$@�8'¦�LON>PGRQTB�GT���H�¦k $@C�LHYB�;  6;�TM;#5�DMENF'H(¦�;�F'¦�¤��?@���HL8 B�K B @�8 B
PoSpc[

−→
X,
−→
Y ]>*F'8:Dx�'H T-@ B�;  6;�T�; 5�DMH��L;�>* $@�� B�¦�¤�;�F'��HL=�B�¦H�BJ�'HST=�};�=k�:=?H  6;�DM8 BJ3g ;�DM8 B%�+F'8:H*��KL=?D"!$� @ B�DM;�8�B?=k��¦

¦?D�>  :TMHj 6HL=�>AH B��'H ¦��}HL8�@�¦?¦�F'=?H�=�( ��^�90;=?B9,;�� ��H�B#HL¦. $@��LHP;�=.�';�8'8'K 8$�}HL¦�B#�LH� 6HL8'�$@�8 B� '@�¦²DM¦?;�>A;�=. 'J'H
3 −→
Y

−→
X ENF'H!T=�};�8 @T�'K�!'8'D�BQ '=�KL��K��'H�>A>SHL8 B%(

�  !�  �����*� �
 ���	 � ��� �����U���.%�� � '/�	 � �"�U	 �.� %��������	��   �
°�D

Φ
HL¦�B�F'8 � J$@�>* '¦Q�'H���H���B�H�F'=?¦

C∞ B @C8/5�HL8 B23 F'8'H¦?F'=�9 @��LHJ�'D"N
K�=?HL8 B?D-@��'T�H S �@CTM;�=�¦�HL8 B�;�F:B 6;�DM8 B
p
�'H S H Bg ;�F'=AB?;�F:B

t0
@# / '@�=�B?HL8$@�8 Bz3

R
DMT4 $@�¦�¦?H�F'8 F'8:DMENF'H

Φ
¤ � J'HL>SDM8 (<;�F'��HL=�B!)
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>A@B+�DM>A@�T=�6�#�}HL¦�B�¤s3 ¤q�'D�=?H 8'H  6;�F'�C@�8 BJ��B?=?H  '=�;�TM;�8'5�K#(*7�T�HL¦�B!8';CB�K
γ
H B��'K�!'8'D�¦?F'=F'8 DM8 B?HL=.�C@�T�TMH

;�F'��HL=�B
]a, b[

(<;$#
a
 6HLF�B|� B�=?H −∞ H�B

b
 6HLF:BK��B?=?H

+∞ )g '@�¦?¦?@�8 B  $@�=
x0

3%T=�}DM8:¦�B @C8NB
t0
(

V.F�B�=?H�>AH�8 B��'D&B%��EGF:HLTWEGF:H¯¦?;�D�B
t
@# / '@�=�B?HL8$@�8 BM3

]a, b[
;�8 @ dγ

dt
= Φ(γ(t))

H B
γ(t0) = x0

(
[28 ¦?F/ / 6;�¦�H�ENF'H\B�;�F'¦YTMHL¦�� J:HL>SDM8'¦�>A@B+�DM>A@�F�+ ¦?;�8 BWDM8_��HL��B?D�9<¦ ( £�;�F:=YB?;�F'¦O 6;�DM8 B?¦

p
H�B
q
�'H S �;�8d 6;�¦?H@�T�;�=?¦

p v q
¦?D�H BY¦?HLF:TMHL>SHL8 BY¦���D�T�H,+�DM¦�B�HF'8'H\¦�;�TMF�B�DM;�8

γ
 '@�¦?¦?@�8 B@ '@�=

p
 'F'D�¦O $@�=

q
D�(�H)(

p v q ⇔ ∃t, t′ ∈]a, b[
B�H�TM¦�ENF'H

t ≤ t′, γ(t) = p
H B
γ(t′) = q

[28 ;��:B�D�HL8 BW@�DM8:¦?D�T���H�¦k $@���H;�=k�';�8'8'K
(S,v)

(

��� ��� '$�$��������U� ��� � '
�
��� %����	 �
���
]W@# / 6HLTM;�8'¦ EGF���F'8 H�¦k $@C�LH.>SK�B?=?D�EGF:H�H�¦�B�F'8 HL8:¦?HL> �'TMH

X
>*F:8'D��$��F:8'H2@# ' 'TMD�� @CB?DM;�8

d
�:H
X×X�$@�8:¦

R+

B?HLTMT�H\ENF'H� 6;�F'=�B�;�F'¦�K�TMK�>AH�8NB?¦
x
�
y
H B
z
�'H

X
�6;�8¯@

d(x, y) = 0
¦�D²H�B�¦?HLF:TMHL>SHL8 B�¦?D

x = y
�
d(x, y) = d(y, x)

H B
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

( �x��H�8'¦?H�>*�'TMH
X

 6HLF:BW@CTM;�=�¦e��B?=?H>*F'8'D
�$�}F'8'H�B�;# ;�T�; 5�D�H-�';�8 BPTMH�¦�;�F'��HL=�B?¦�¦�;�8 BPTMHL¦�¦�;�F'¦�¤q $@�=�B�D�HL¦

U
�'H
X
B�H�TMTMH�¦qENF'H4 ;�F:=qB�;�F:B K�TMK�>AH�8NB

u
�'H

U
��DMT H,+�DM¦�B�HAF'8 =?K�HLT�¦�B�=�DM� B�HL>SHL8 B  ;�¦?D�B?D�9

ε
B�H�T�ENF'H {x ∈ X | d(u, x) < ε} H�¦�B DM8'��TMF'¦�$@�8:¦

U
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X×Y H�Bx 6;�F'=�;�=k�'=�H

(x, y) v−−−−−→
(X×Y )′

(x′, y′)
TM;�=?¦?ENF'H

x = x′
H B
y v y′


�@CTM;�=�¦�T�H � @C=?=?K �LD&¤ �'HL¦�¦?;�F:¦���;$#� 6;�F'=!B�;�F:¦
KLT�KL>SHL8 B�¦

x
�:H |X| H�B y �:H |Y | ��;�8  6;�¦?H

i(x) := x
�
i′(x, y) := (x, y)

�
θ(x) := (x, 0)

H B
θ′(x) := (x, 0)

�:HL¦�B�F'8'H¦�;�>A>SH@�>A@�TW5�@�>AK�H@�'@�8'¦�LONQPGR>T)(

−→
X

θ′ // −→
P

−→
X ′

θ
//

i
OO

−−−−−→
(X × Y )′

i′
OO

°�;�D�HL8 B��'H�F�+>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦
f
H B
b
@# / '@�=�B?HL8$@�8 B²=�HL¦k 6HL� B�D"��HL>SHL8 B�@�F�+2HL8'¦�HL>*�'T�HL¦

PoSpc[
−→
X,
−→
Z ]

H B
PoSpc[

−−−−−→
(X × Y )′,

−→
Z ]

B�H�TM¦qENF'H
b◦i = f ◦θ (�[28 @2F'8 F'8'D�EGF:H(>A;�=k 'J'D�¦?>SH h �$@�8'¦ PoSpc[

−→
P ,
−→
Z ]B�H�T:ENF'H

b = h◦θ′ H B f = h◦i′ 6#T=��@# / 'T�DM�L@CB�D�;�8¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 B�HO�:H h H�¦�Bx�:K�!$8'D�He 6;�F'=�B?;�F'¦qK�TMK�>AH�8NB
x
�'H |X| H�B y �'H |Y |  $@�= h(x, y) := f(x, y)

(��²@.�L;�8 B?DM8NF'D�B?K-�'H
h
HL¦�BqDM>S>AK��'D-@CB?H#(²£#;�F'=���KL=?D"!$HL=

¦�@ �L=�;�DM¦�¦�@�8'��H#��¦?F/ / 6;�¦�;�8'¦ ENF'H
(x, y) v−→

P
(x′, y′)

6u�$@C8'¦ T�HS�L@�¦!;$#
x = x′

H B
y v y′

�#;�8 @
h(x, y) v−→

Z
h(x′, y′)

� @C=
h(x, y) = f(x, y)

H B
h(x′, y′) = f(x′, y′)


$�$@C8'¦\TMH�� @�¦2;U#
y = 0

H�B
x v x′

�²;�8 @ H�8R '@�=�B?DM�LF:TMDMH�=
(x, 0) v−→

P
(x′, 0)

H B
(x′, 0) v−→

P
(x′, y′)

� @�=
0
H�¦�B�TMH  'T�F'¦� H B�D&B

KLT�KL>SHL8 B �:H −→
Y
(2Z�;�>A>SH

x v x′
�;�8�@ �';�8'�

i(x) v−→
P
i(x′)

H�B �:;�8'�
b ◦ i(x) v−→

Z
b ◦ i(x′) ;�FHL8:�L;�=�H

f ◦θ(x) v−→
Z
f ◦θ(x′) D=(}H#( f(x, 0) v−→

Z
f(x′, 0)

(�R�8 ;�F:B?=?H)�G;�8 @
(x′, 0) v−−−−−→

(X×Y )′
(x′, y′)�';�8:�

f(x′, 0) v−→
Z
f(x′, y′)

�'�$��;U#z!$8'@�TMH�>AH�8NB
f(x, 0) v−→

Z
f(x′, y′)

(

� � ��#  � �����U� ��� � ,x� 'U����� 1 �
[28 >A;�8 B?=?HL=?@'�'@CF � J'@# 'D�B?=?H�w.7?7?7 (] �( � Uv� ),��EGF:H!T���;�8g H�F:BW@�¦?¦�;���DMH�=Q3 � J'@�ENF'H� '=?; 5�=�@�>S>AH�KL��=?D�B
�$@�8:¦�T�HSTM@�8/5 @)5�HS£mw��²DM8 B�=�;��'F:D�B� $@�=1~�; [\vPV,H]9.D#��F:8 ;��G��H B��:H|LON>PGRQT ENF'D ¦?HL=?@'�� '@�=u�:K�!$8'D&B�D�;�8$�
¦?;�8¯>S;��/��TMH�5�K�;�>SK�B�=�DMENF'H)((Z2�}HL¦�B.�'D�HL8 ¦��'=WT=�}F'8'H��'H�¦�>S;�B?D��C@CB�D�;�8'¦e :=?HL>SDW��=?H�¦4�:H�T���K B�F/�'H��'H!T-@
� @ B�K�5�;�=?D�HMLONQPGR>T>SHL8:KLH��$@�8'¦Y��H!� J'@# 'D�B?=?H)(

� �



� � � ��� ����� �W� � � � ��� � � ����� � ������ � � ���U���$�
Z�;�>S>AHS;�8 �C@ TMH ��;�DM=���TM@ � @ B�K�5�;�=?D�H �'H�¦ H�¦k $@���HL¦  $@C=�B�D�HLT�TMHL>SHL8 B!;�=.�';�8'8'K�¦ H�¦�B%�x�:F� ;�DM8 B��:H
�GF'Hd�'H T-@¯B?J'KL;�=?DMH��'HL¦ � @ B�K�5�;�=?D�HL¦�� H�8�B?;�F:BT 6;�DM8 B ¦�DM>SDMTM@�DM=�HT3 PSRQT)( ±.H > ��>AH EGF:Hz�'@�8'¦ TMH
� @C¦���T-@�¦�¦?DMENF'H T�H B�@��'T�H @�F �LD�¤q�'H�¦?¦?;�F'¦�=�KL�L@# 'D�B?F'TMH T�HL¦!8';�>S¦H�B!;��G��H B�¦��:HS�L@CB�K�5�;�=�DMHL¦��$�}HL¦. $@���HL¦
B�;# ;�T�; 5�D�EGF:HL¦�B?=k�L¦YF:B?DMT�DM¦?K�HL¦�H�8 B?;  ;�TM; 5�D�H2@�T�5�KL�:=?DMENF'H2�'DM=�DW5�K�H 6

��@G` �Mk��9=QXs7 � @CBE8 �;[ 7�`�=I7
LINQPGRQT H�¦k $@���HL¦�;�=k�';�8'8'KL¦ @# / 'T�DM� @ B�DM;�8'¦-�'D�=?D�5�KLH�¦
1 LON>PGRQT HL¦. $@���HL¦W;�=k�';�8'8'KL¦W�L;�>  $@C��B�¦ @# / 'T�DM� @ B�DM;�8'¦-�'D�=?D�5�KLH�¦
1�� LONQPGR>T HL¦. $@��LH�¦@�:DM=?D�5�KL¦ @# / 'T�DM� @ B�DM;�8'¦-�'D�=?D�5�KLH�¦

�L;�>* $@�� B�HL>SHL8 BQ5�K�8'KL=�KL¦
1�1 LONQPSRQT H�¦k $@���HL¦�;�=k�';�8'8'KL¦ @# / :TMDM�L@CB�D�;�8'¦(��;�>* $@���B?HL>SHL8 BY�L;�8NB?DM8NF'H�¦

�L=�;�DM¦�¦�@�8 B�H�¦
�+H2=?K�¦?F'T&B @CB(EGF:D�¦?F'D&B(=�KL� @) 'D�B?F'TMH�TMHL¦- '=?D�8'�LD� $@�TMH�¦- '=�;  '=�DMK�B?KL¦(�L@CB�K�5�;�=�DMENF'HL¦-�'HMLONQPGR>T.H�B(8';�B @C> ¤
>SHL8 B(¦?@ ¦�B?=?F'� B�F'=�H2¦�®G>SK�B�=�DMENF'H�>A;�8:;� �$@CTMH(9<HL=�>AK�H2�';�8NB�TMH4 '=?;G�'F'D&B�H B(T���H0+' 6;�8'H�8 B�DMH�TMT�HW;�8NB�K�B?K
�'K��L=?D&B�¦:3�TM@!¦�HL��B?DM;�8 7E( � ( ��(�R�8 ��;�>* $@�=�@C8NB�@%��H��2T-@� '=�;  ;�¦?D�B?DM;�8S�2( � ( � � (  $( � � � )qH�B�TMHYB�J'K�;�=k��>AH
7E( ��( � (  $( � U ),�$;�8 ��;�8'¦�B�@CB�HTM@T5�=�@�8/�:H\¦?DM>SDMT�D�B?F/�'H.H�8 B�=?H$PGR>T\H�B�LONQPGR>T)6

���0/���� � � % � �(#���� � ��� � ����	 %a(%�� �+''(% , � ��	 � �U��� ��� LONQPGR>Tf+
�²@��L@CB�K�5�;�=?D�H)LINQPGRQTPHL¦�Bq�L;�>  'T���B?H#����;���;�>* 'TW� B�HPH�BU ;�¦�¦k���'H�F'8'H�¦�B�=�F'��B?F'=?H-�'H��L@CB�K�5�;�=?D�H�>S;�8'; �¤
�$@�T�H ¦�®G>AK B�=�DMENF'HA9<H�=?>SKLHz6 K B @�8 Bu�';�8'8'K �'HLFG+ H�¦k $@C�LHL¦ ;�=k�';�8'8'KL¦ −→

X
H B −→

Y
� −→
X ⊗ −→Y @K 6;�F'=

HL8:¦?HL> �'TMH ¦�;�F'¦�¤"�?@��LH�8 B |X| × |Y | (  '=?;G�'F'D&B1�'H |X| H B |Y | �$@�8'¦jP � u ),�� 6;�F'= B?;  ;�TM; 5�D�H ¦?;�F'¦�¤�?@���HL8 B�H\TM@ B�;  6;�TM;#5�DMH4�'HL¦Y@C¦�B�K�=?D�¦?ENF'HL¦Y¦�F'= |X| × |Y | H�BO 6;�F'=�=�HLT-@ B�DM;�8��$�};�=k�:=?H\T=�};�=.�'=?H  :=?;G�'F'D�B( D�(�H)(
(x, y) v−→

X⊗
−→
Y

(x′, y′)
¦�¦?D

x v−→
X
x′
H�B
y v−→

Y
y′
),( �x��@#�B��;�D�8 BO31�'=�;�D�B?H2�'H −⊗−→X HL¦�BQ�';�8'8:K

 $@�=�T=�}HL8'¦�HL>*�:TMH��:HL¦ �'D�¤�@# ' 'TMD�� @CB?DM;�8'¦-�'H −→
X

��H�=?¦ −→
Y

(<8';�B?K −→
Y

−→
X TM;�=?¦?ENF'H�T=�};�8¯�L@�TM��F'TMH!T-@* $@�=�B�DMH

;��G��H BQ�'H\T=��@#�B��;�DM8 Be31�:=?;�D&B�H2H�8 −→
Y
)�>*F'8'D&�'H\T-@�B?;  6;�TM; 5�DMH4 ;�D�8 BQ31 ;�DM8 B(H BQ�'H\T=�};�=k�:=?H2 6;�D�8NBO3

 6;�DM8 B ( D�(�H)(
f v−→

Y

−→
X g

¦�D+H�BW¦?H�F'TMH�>AH�8 B�¦�D ∀x ∈ |X| f(x) v−→
Y
g(x)

),(
−→
X ⊗ −→Y := (|X| × |Y |, B?;  ;�TM; 5�D�H2�'H�¦.@C¦�B�K�=?D�¦?ENF'HL¦ , ;�=k�:=?H� '=?;G�'F'D&B )

−→
Y

−→
X

:= (PoSpc[
−→
X,
−→
Y ],

B�;# ;�T�; 5�D�H2 6;�DM8 B43  ;�DM8 B
,
;�=k�'=�H� ;�D�8 BQ3* 6;�D�8NB

)

H�BW;�8 @ � @�8:;�8'DMENF'H�>AH�8 B −→
Y

−→
X1⊗

−→
X2 ∼=

(−→
Y

−→
X2
)−→X1 �$@C8'¦$LONQPGR>T)(

±.H� 'T�F'¦�6

PoSpc
� �

−→
i //

CCPoSpc
−→κ

oo_ _ _ _ _ _

;$# −→
i
HL¦�BqTMH�9<;�8'��B?HLF'=U�$��D�8'�LT�F'¦?D�;�8 (<8';�B?HL=�ENF$�}DMTG8$�}HL¦�Bj $@�¦� 'TMH�DM8/)+H�Bq@#�'>SH�B�¦�F'8 @#�_��;�DM8 B�325 @�F'� J:H

−→κ ENF'D
H�¦�BO :TMHLD�8 H Be!a�/��TMH#( �+H�¦(� @CB?K�5�;�=?DMH�¦ 1�� LONQPGR>T.H�B 1�1 LONQPSRQT2¦?;�8NB(KLENF'D��C@�T�HL8 B�H�¦���� J$@��LF:8'H
�$�}HLT�TMHL¦.HL¦�B2�L;�>* 'TW� B�H)���L;G�L;�>* 'T���B�H�H�B\�L@�=�B?KL¦�DMHL8:8'H*9<HL=�>AK�H#(!�+H1 '=?;G�'F'D&B �$@C8'¦ 1�1 LONQPSRQT H�¦�BTMH
 '=�;��'F:D�B��$@�8:¦ LON>PGRQT H�B!TMH J';�>A¦�H�B!DM8 B�H�=?8'HSHL¦�B T���H�8'¦?H�>*�'T�H*�:HL¦�@# / 'T�DM� @ B�DM;�8'¦\�L;�>* $@�� B�H�>AH�8NB
�L;�8NB?DM8NF'H�¦A��=?;�D�¦?¦�@C8NB?HL¦T�'H −→

X
��HL=�¦ −→

Y
>*F'8'DO�:H TM@ B�;  6;�TM;#5�DMHA�L;�>* $@�� B�¤�;�F'��H�=�B H�B*�'H T���;�=.�'=?H

 6;�DM8 B-3� ;�DM8 B%(��#@�� @CB?K�5�;�=�DMH 1�� LINQPGRQT�HL¦�B�F'8'H2¦�;�F'¦�¤�� @ B�K�5�;�=?D�H���;�K� 'DM=�K��$K�� J'DM¦�¦�@�8 B�H��:H LONQPSRQT)(

� U



�²@ � @CB?K�5�;�=?DMH 1 LINQPGRQT*H�¦�B\F:8'H ¦?;�F:¦�¤��L@CB�K�5�;�=�DMH*K� 'DM=�K��$K�� J'DM¦�¦�@�8 B�HT�'H LONQPGR>T1�';�8 B −−→
[0, 1]

HL¦�BF'8
�L;#5�KL8'K�=�@CB?HLF'=�(
1e��� �����A� R�8 @)�'>AH B?B�@�8 BT-@g '=?;# ;�¦�D�B?DM;�8 �2( � ( � ��(] $( � � � )0�²TMHL¦!¦?H�F'TMH�¦u�:D �S�LF'T&B�K�¦J�'@�8'¦!T-@g�'K ¤
>S;�8'¦�B?=�@CB?DM;�8 �'F B?J'KL;�=.�L>SH27E( ��( � (] $( � U ) �L;�8'¦�DM¦�B�HL8 BQ3�K�B @C�'TMD�=PTM@ �L;G�L;�>  'T�K�B?F/�'H4�'HjLONQPSRQT.H B(TMH
9 @�D&B\ENF'H −−→

[0, 1]
HL¦�B�F:8 ��; 5�KL8:KL=�@ B�HLF:=u�'H 1 LONQPGR>T)(Mw2KL=�D�!$;�8'¦� $@�=\H,+�H�>  'T�H EGF:HAT�HL¦¦�B?=?F'� B�F'=�HL¦

−→
X ⊗−→Y H�B −→

Y
−→
X ¦�;�8 BY�'DMH�8M�'H�¦�HL¦k '@��LH�¦4 '@�=�B?DMHLT�TMH�>AH�8NB�;�=.�';�8'8'K�¦�(PZ2�}HL¦�B�K,�GDW�'H�8NBe ;�F:= −→

X ⊗−→Y 'F'D�¦?ENF'HAT=�};�=k�'=�HT '=?;G�'F'D&B�H�¦�B�9<HL=?>SK* ;�F:=�TM@ B?;  ;�TM; 5�D�H1 '=�;��'F:D�B!H�B�ENF'H TM@ B?;  ;�TM; 5�D�H  ;�DM8 Bu3
 6;�DM8 BSHL¦�BM 'T�F'¦*!'8'H¯ENF'H T-@�B�;  6;�TM;#5�DMHg '=�;��:F'D�B�( � F$@�8 BM3 −→

Y
−→
X �(¦?D

f 6v−→
Y

−→
X g

��D�T�H,+�DM¦�B�H F'8
KLT�KL>SHL8 B

x
�'H |X| B�H�T�ENF'H f(x) 6v−→

Y
g(x)

�'H�8z '@�=�B?DM�LF:TMDMH�=��GDMTH,+�DM¦�B�H��'H�F�+ ;�F'��HL=�B�¦Q�'H
Y
�:8';�B�K�¦

∃O1

H B
O2

�²B�H�TM¦!ENF'H
f(x)

@# / $@�=�B�D�HL8 Bu3
O1

�
g(x)

@# / $@�=�B�D�HL8 B13
O2

H�B�ENF'HLTPENF'H ¦�;�DMH�8 B?B�TMHL¦
KLT�KL>SHL8 B�¦

y1

�:H
O1

H�B
y2

�:H
O2

�$;�8 @
y1 v−→

Y
y2

( ±.;�8:�

V :=
{

(h1, h2) ∈ PoSpc[
−→
X,
−→
Y ]× PoSpc[

−→
X,
−→
Y ]
∣∣∣h1(x) ∈ O1

H�B
h2(x) ∈ O2

}

HL¦�B(F'8*��;�D�¦?D�8$@#5�HY;�F'��HL=�Be�'H
(f, g)

B�HLT6ENF'H.ENF'H�TMENF'H�¦?;�D&B�T���K�TMKL>SHL8 B
(h1, h2)

�'H
V
�G;�8 @

h1 6v−→
Y

−→
X

h2

( £#;�F'=B�;�F:B!��H ENF'D �L;�8:�LHL=�8'H TM@g $@�=�B?DMH ��=�HLTM@CB�D�;�8 �$�};�=k�'=�H��T�:H T-@g '=�HLF'��H#��B?;�F:B!HL¦�B�B?=?D"��DM@�T
ENF';�D�EGF���F'8z 6HLF TM;�8/5*3 KL��=?D�=?H#( R�8z $@�=�B�DM��F'TMD�HL=��:DMT9 @�F:BO��K�=?D"!$HL=YENF'H!TMHL¦(9<;�8'��B?DM;�8'¦O����K,��@CTMF$@CB?DM;�8
H�Bj�'H(B�=?@�8'¦k 6;�¦�D�B�D�;�8 (<;�F �LF'=�=�® !$�L@CB�D�;�8/)�¦�;�8 B �L=?;�DM¦?¦?@�8 B�H�¦�H�BP@�F'¦�¦?D'ENF'H�T�HL¦qF:8'D�B?KL¦x�'H�¦�=?K��'H,+�DM;�8:¦
H�B��L;�=�K��$H0+�DM;�8'¦-�'KL��=?D�B?HL¦:�$@�8'¦(TM@J :=?;  6;�¦?D&B�D�;�8 �@( � ( � ��(  $( � � � )x�'H��GD�HL8'8'H�8 B��L=�;�DM¦�¦�@�8 B�H�¦(F'8'H�9<;�DM¦
ENF'HWT=�};�8S@ �q�'KL��;�=?K2�YTMH�F'=?¦PHL¦. $@��LH�¦�B?;  ;�TM; 5�D�ENF'HL¦j�:H@�'K� $@�=�B�H B-��� @�=�=?D"��KLHQ�'HWT-@\=�HLT-@ B�DM;�8 �$��;�=k�'=�H
�';�8:8'KLHz $@�=STMH B?J'KL;�=.�L>SH 7E( ��( � (  $( � U ),(%7�TYHL¦�BS9 @���DMTMH��'Hz��KL=�D�!$H�=AENF'H TMHL¦ ��;�F'8'D&B�KL¦S¦?;�8NB �'H�¦
K� :DM>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦  'F:DM¦?ENF'H�T=��@# / 'T�DM�L@CB�D�;�8*¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NB?H �'H�� J$@�ENF'H.��;�>* ;�¦?@�8 B�HWHL¦�B(F'8'H�DW�'H�8 B�D�B?K#(
�²@ �L;�>* 'TMK B�F/�:H��'HT-@ � @CB?K�5�;�=?DMHMLINQPGRQT2H�¦�B@�';�8'8:KLH� $@�=YTMH.TMHL>S>SH27E( � ( � �G(
�

�
�
2
�
� ��!$&$(�1)(���� ����+�� �
��� ���8�$���

�²@  '=?;  6;�¦�D�B�D�;�8 ENF'D+¦?F:D�BQ5�K�8'KL=?@�TMD�¦?H\TMH\T�HL>S>AH2�'H� '=?;�T�;�8/5�H�>AH�8 BO�'H!X�=�®�¦�;�J'8
���0/��0/21e� � � � �_	 �	 � ���  ������� �U� ��� �
 !� � ,x�������� �����J���x� �
� �)��	���	 , %8+

°�;�D&B −→
K

F'8%H�¦k $@C�LH ;�=k�:;�8'8'K �L;�>  $@C��B H�B −→
F

F'8 ¦?;�F:¦�¤�H�¦k $@C�LH ;�=k�';�8'8'K 9<HL=�>AKg�:H −→
K
��ENF'H�TMTMH

ENF'H ¦?;�D�B2T�� @) / 'TMD�� @CB?DM;�8d�'D�=?D�5�KLH
f
@# / $@C=�B�H�8$@�8 B�3
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>*F'8'Dj�:HSTM@ B�;  6;�TM;#5�DMH��LT-@C¦?¦?D�ENF'H H�BJ�'H T=�};�=k�:=?H*B�=�D��GD-@CT�HL¦�B!F'8 H�¦k $@C�LH

;�=.�';�8'8'KENF'H!T=�};�8 8';�B?H!H�8'�L;�=?H
[0, 1]

(<�#�}HL¦�B@�';�8:�!T���D�> @)5�H2�'HT���H�¦k $@���Hu�:H o�D#ALV9�G?B9 �
[0, 1]

 '@�=
� �



T=��@#�B��;�DM8 B 3 5 @�F:� J'Hg�'F�9<;�8'��B?HLF'= ����;�F:�'TMD:�'H LONQPGR>T���HL=�¦ � t���� � ��;�D�=*T-@  :=?;  6;�¦?D&B�D�;�8 7E( � ( � � ),(
V.T�;�=?¦��¦�D −→

X
H�¦�B\F:8�HL¦k '@��LH*;�=k�';�8:8'K#�F'8�� J'HL>SDM8 ¦?F'=

X
HL¦�B\F'8 �'D�� J'HL>SDM8K�'H

[0, 1]
¦�F'= −→

X
H B

�P;=<EX �#X,9\V�D#(
�:�������=< $&%��/	���	 �	 � ����� � � �  � ��	�� ��	���	 , %��8+

RqB @�8 B4�';�8:8'KL¦4�'HLFG+d�'DM� J:HL>SDM8'¦
γ0, γ1

¦?F'= −→
X
B�H�TM¦�ENF'H

γ0(0) = γ1(0) =: x
H�B
γ0(1) = γ1(1) =: y

F'8'H ��@G`�@CX�@S8g[\= D;[ BE[\YSHZ=*;�F D;[ ��@S`a@-X�@C8 [\=��:H
γ0

��HL=�¦
γ1
H�¦�Be '@�= �'K�!$8:D�B�D�;�8SF'8 >S;�=k :J'DM¦�>AH

H
@# / $@C=�B�H�8$@�8 B@3

PoSpc[
−−→
[0, 1]× −−→[0, 1],

−→
X ]

B?HLT+ENF'H

∀s, t ∈ [0, 1]

{
H(0, t) = γ0(t)

H B
H(1, t) = γ1(t)

H(s, 0) = x
H�B
H(s, 1) = y

�:�������CBD1e� � ����	 %a(%3� � %��  � �j	���	 (%8�a �� 'U�U�_	 �	���	 (%.���  �"� ��	��P������
���������U�.�U	 ��� � �  � ��	�� +
£�;�F'=WB?;�F:BQ�'D�� J'HL>SDM8

γ
DMT�H0+:D�¦�B?H�F'8:Hu�'D�J';�>S;�B�;# 'DMH@�'H

γ
��HL=�¦

γ
(�°&�}DMT+H0+:D�¦�B?H!F:8'Hu�:DMJ';�>S;�B?;  'DMH

�'H
γ0

��HL=�¦
γ1

H�BYF:8'H��'DMJ';�>A;�B?;  'D�H2�'H
γ1

��HL=�¦
γ2

@�T�;�=?¦(D�T�H,+�D�¦�B�H\F:8'H��'DMJ';�>A;�B?;  'D�H2�'H
γ0

��HL=�¦
γ2

(
1e��� �����A��� ��@# / :TMDM�L@CB�D�;�8

H :
−−→
[0, 1]× −−→[0, 1] // −→

X

(s, t) � // γ(t)
�';�8:8'H\T-@*=�K��$H0+:D"�GD�B�K\H B�¦?D

H0

H B
H1

¦�;�8 BQ�'HL¦Q�'D�J';�>S;�B�;  :DMHL¦�=?H�¦k 6HL��B?D���HL>SHL8 B4�'H
γ0

��HL=�¦
γ1

H B
�'H

γ1

��HL=�¦
γ2

@�TM;�=?¦

H2 :
−−→
[0, 1]×−−→[0, 1] // −→

X

(s, t) � //

{
H0(2s, t)

¦?D
s ∈ [0, 1

2
]

H1(2s− 1, t)
¦?D
s ∈ [ 1

2
, 1]

HL¦�BWF'8'H��'DMJ:;�>A;CB�;  'D�H �'H
γ0

��HL=�¦
γ2

(
�

Z�;�>S>AH T�H TM@�DM¦�¦?Hd 6HL8'¦�HL= TM@� :=?;  '=�DMK B�K 7?7E( � ( � (] �( � U$),�(TM@ 8';CB�DM;�8 ����J';�>A;�B?;  'D�Hz�:DM=?D�5�KLHg�:H¯T-@
�'K,!$8 B�DM;�8 7?7E( � ( � (] $( � U )�8���H�8/5�HL8'�'=?HO $@C¦qF'8'H�=�HLT-@ B�DM;�8 ¦�®G>SK�B?=?DMENF'H)(q£�@�=qH,+�H�>  'T�H#�L�$@C8'¦ −→

R×−→R �
DMT
8$��H0+�DM¦�B?H� $@�¦Q�'H��'DMJ:;�>A;CB�;  'D�H2�'H

γ0

��HL=�¦
γ1

8'D+>*�L>SH��'H
γ1

��HL=�¦
γ0

;$#

γ0 :
−−→
[0, 1] // −→

R ×−→R

t
� //

{
(2t, 0)

¦?D
t ∈ [0, 1

2
]

(1, 2t− 1)
¦?D
t ∈ [ 1

2
, 1]

γ1 :
−−→
[0, 1] // −→

R ×−→R

t
� //

{
(0, 2t)

¦?D
t ∈ [0, 1

2
]

(2t− 1, 1)
¦?D
t ∈ [ 1

2
, 1]

°�F/ ' ;�¦�;�8'¦ ENF'H
H

¦�;�D�B F'8'H¯B?HLT�TMH|�:DMJ';�>S;�B?;  'DMH)�- 6;�F'= � J'@�ENF'H  $@�=?@�> � B�=�H|�'H �'K 9<;�=?>A@CB?DM;�8
s
�'@�8'¦ −−→

[0, 1]
;�8  H�F:Bz ;�¦�HL=

ts := min{t ∈ −−→[0, 1]|π1(H(s, ts)) = 1} H B t′s := min{t ∈−−→
[0, 1]|π2(H(s, ts)) = 1} � �'H B�H�TM¦ >SDM8'D�> @ H,+�DM¦�B�HL8 BS� @C= H �

π1

H�B
π2

( T�HL¦  '=�;B��HL� B�DM;�8'¦!) ¦�;�8 B
�L;�8NB?DM8NF'H�¦��6HL8¯��;�8'¦�KLENF'HL8:�LH

(π1 ◦H(s,−))−1({1}) H B (π2 ◦H(s,−))−1({1}) ¦?;�8 B2��;�>* $@���B?¦�L;�>A>SH 9<H�=?>SKL¦M�:H
[0, 1]

H�Bg�:;�8'��@#�:>AH B?B�H�8 B F'8 >SDM8'D�>*F'>z( °�F/ / 6;�¦?;�8'¦ > @CDM8 B�H�8$@�8 B%�O $@C=
� U



H,+�H�>  'T�H#� ENF'H
ts ≤ t′s

� ;�8\H�8��'K��'F:D�B²ENF'H
H(s, ts) ≤ H(s, t′s)

(q°�@�� J$@�8 B²ENF'H
π1(H(s, ts)) = 1

H�B
π2(H(s, t′s)) = 1

� ;�8!@
H(s, ts) = H(s, t′s) = (1, 1)

(�¶¯@�D�¦²@�TM;�=?¦
H(0,−) 6= γ0

�
H(0,−) 6= γ1

�

H(0,−) 6= γ1

H B
H(1,−) 6= γ1

( [28  $@�= ��D�HL8 B 3�T-@�> ��>AH ��;�8'��TMF'¦�DM;�8�HL8 ¦?F' / ;�¦�@�8 BAEGF:H
t′s ≤ ts

(
Z�H� 6HL8'�$@�8 B%��DMT
H,+�DM¦�B�HF'8'H��'D�J';�>S;�B�;  :DMH2�:H

γ0

��H�=?¦

γ2 :
−−→
[0, 1] // −→

R × −→R
t

� // (t, t)

F'8 H,+�HL>* 'T�H��$��F:8'H!B?HLT�TMH �'D�J';�>S;�B�;# 'DMH�K�B @C8NB4�';�8'8'K� $@�=

H :
−−→
[0, 1]× −−→[0, 1] // −−→[0, 1]× −−→[0, 1]

(s, t) � //

{
( 2t

1+s
, 2ts

1+s
)

¦?D
t ∈ [0, 1+s

2
]

(1, 2t− 1)
¦�D
t ∈ [ 1+s

2
, 1]

±.H >*�L>SH#��DMT H,+�DM¦�B�H F:8'HM�'D�J';�>S;�B�;  :DMHT�'H
γ1

��HL=?¦
γ2

(¯R�8 =?H��C@�8:� J'H#� DMT 8$�}H,+�D�¦�B�H� $@�¦1�'H��'D&¤
J';�>S;�B?;  'DMH��:H

γ2

��HL=?¦
γ1

�H�8¯H,N
H B%�6¦?D#F'8'H�B?HLT�TMH��'DMJ:;�>A;CB�;  'D�H2H,+�D�¦�B @CD�B%��;�8¯@�F'=?@�D�B��a�$� @) '=k��¦.T-@
 '=�;  '=?D�K�B?K!7�7E( � ( � (] $( � U )�F:8'Hu�:DMJ';�>S;�B?;  'DMH2�'H

γ0

��H�=?¦
γ1

(�±.Kq�k3'��TMH\�L@�¦@�:DM=?D�5�K2¦�Hu�'D�¦�B?DM8/5�F:H��'F
� @C¦W��T-@�¦�¦?D�EGF:HJ '@�=��LH B?B�H�@��'¦�HL8'��Hu�:H!¦�®G>AK B�=?D�H#(
X�8:H �'H�¦*@�F�B�=?H�¦u�:D�NKL=?H�8'�LH�¦ >A@_��HLF:=?HL¦J�'HST-@ B�;  6;�T�; 5�DMH*@�TW5�K��'=?D�ENF'H �'DM=�DW5�K�HT $@�==�@# ' ;�=�Bu3 T-@
B�;# ;�T�; 5�D�H.@�T�5�KL�:=?DMENF'H��LTM@�¦?¦�DMENF'H\HL¦�BY¦?;�8 @�¦. H���B"��TM;G� @�TH�E(�£ T�F'¦(H0+' :TMDM��D�B?HL>SHL8 B%��;�8 @ T-@� '=�;  'D�K�B�K

�:���������21e� � ����	 %a(%
°�;�D&B2F'8�H�¦k $@���H ;�=k�:;�8'8'K −→

X
H�B �'HLF�+�� J'HL>SDM8'¦2�'DM=�DW5�K�¦

γ0, γ1

B�H�TM¦2ENF'H
γ0(0) = γ1(0) =: x

H�B
γ0(1) = γ1(1) =: y

@�TM;�=?¦�B?;�F:B�HJ';�>A;�B?;  'D�H �'DM=�DW5�K�H �'H
γ0

��HL=?¦
γ1

H�¦�B@31�C@�TMH�F'=?¦Q�$@�8:¦
{
z ∈ X

∣∣x v−→
X
z v−→

X
y
}

1e��� �����A� °�;�D�B
H

F'8'H B�HLT�TMH J';�>A;�B?;  'D�Hg�'DM=�DW5�K�H#�
H

K B @�8 BSHL8  $@�=�B?DM��F'TMD�HL=*F'8:H¯@# ' 'TMD�� @CB?DM;�8
�L=�;�DM¦�¦�@�8 B?H�B�H�TMTMHPENF'H

H(0, 0) = x
H B
H(1, 1) = y

�# 6;�F'=#B�;�F:B
(x, y)

@# / $@C=�B�H�8$@�8 Bx3 −−→
[0, 1]×−−→[0, 1];�8 @

H(0, 0) v−→
X
H(x, y) v−→

X
H(1, 1)

�

[2�'¦?H�=.��;�8'¦#T=�}H,+�HL>* 'TMH��'F¦?;�F'¦�¤�H�¦k $@���H ;�=k�';�8'8'Kx�'F�LF:�H F'8'D&B�Kj�:DM=?D�5�K −→
X

�';�8NB²T���H�¦k $@C�LH�B�;  6;�T�; 5�DMENF'H
¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NB�HL¦�B

X :=
(
[0, 1]× [0, 1]\]1

3
,
2

3
[×]

1

3
,
2

3
[
)
× [

1

3
,
2

3
]

Z2�}HL¦�B@�';�8:�!F:8'H¦?;�=�B�H��'H ��B?;�=?H\�L@�=?=�KJ�:H!¦�HL� B�DM;�8 �L@�=?=�KLH2�E(�°�;�D�HL8 BYTMH�¦W� J:HL>SDM8'¦O�'D�=?D�5�KL¦

γ0 :
−−→
[0, 1] // −→

X

t
� //

{
(0, 2t, 1

2
)

¦?D
t ∈ [0, 1

2
]

(2t− 1, 1, 1
2
)

¦?D
t ∈ [1

2
, 1]

� �



H�B
γ1 :
−−→
[0, 1] // −→

X

t
� //

{
(2t, 0, 1

2
)

¦?D
t ∈ [0, 1

2
]

(1, 2t− 1, 1
2
)

¦?D
t ∈ [1

2
, 1]

[28 8';�B�HW@�F:¦?¦?D |γ0|
H�B |γ1|

T�HLF'=�¦�� J'HL>SDM8:¦�¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 B�¦�( 7�T'8$�}H,+�DM¦�B�H4 $@�¦x�$�}J';�>S;�B�;# 'DMH(��T-@�¦�¦?D�EGF:H
HL8 B?=?H |γ0|

H B |γ1|
�';�8'�¯D�T�8$��H�8 H,+�D�¦�B�HK $@�¦A8';�8  'T�F'¦*�'H|�'D�=?D�5�KLHd�'H

γ0

��H�=?¦
γ1

( V ��;�F:B�;�8:¦
>A@�DM8 B�H�8$@�8 B*3 −→

X
F'8��s :T-@�8'� J:HL=�� H�BSF'8��s 'TM@C9<;�8/� �E� �#�}HL¦�B�¤s3 ¤q�'D�=?H ENF'H T=�};�8��L;�8:¦?DW�'�L=?H TMH ��F'�6H

F'8'D&B�KPB�=?;�F'K-�'D�=?D�5�K:�:;�8 B −→
X
HL¦�B��LTM@�DM=�HL>SHL8 B�F'8 ¦?;�F:¦�¤�H�¦k $@C�LH�;�=.�';�8'8'K)(qR�81��H�=�B?F �'H(T-@4 '=?;# '=?D�K�B�K

7?7E( � ( ��(  $( � � ),�:DMT+8$�«® @ B�;�FB��;�F'=?¦Q $@�¦Q�$�}J';�>S;�B?;  'DMH��:DM=?D�5�KLH2�'H
γ0

��H�=?¦
γ1

�$HL8¯=�H��C@�8'� J:H#� |γ0|
H B

|γ1|
¦�;�8 BWJ';�>S;�B�;  6HL¦Y@CF ¦�HL8'¦W�LTM@�¦?¦�DMENF'H)(

�U�
�
�
�
� ����)&$��� �
��� � ��. (0��"� 1)�

�x��K B�F/�:H¯H�B T-@��LTM@�¦?¦�D�!$�L@CB�D�;�8 �:HL¦ D�> @)5�HL¦T�'H�¦M�'DM� J:HL>SDM8'¦ HL¦�B F'8 �'HL¦  ;�D�8 B�¦SDM>* ;�=�B @�8 B?¦*�:H
T-@*B?;  ;�TM; 5�D�H2@�T�5�KL�:=?DMENF'H��:DM=?D�5�KLH2�$@�8'¦�LONQPGR>T)(��+HL¦Y�L;�8:¦?KLENF'H�8'�LH�¦ �'F B�J'K�;�=k��>AH7?7E( � ( ��� (] $( �v� )
¦?;�8NB�B�=.�L¦�9<;�=�B�H�¦�H�B�DM8 B�H�=k�'D�¦?H�8NB��'HL¦�¦?D&B�F$@CB?DM;�8:¦U $@ B�J';�T�; 5�D�EGF:HL¦#�L;�8'8NF'H�¦qHL8�B�;  6;�TM;#5�DMH @�T�5�KL�:=?DMENF'H
�LTM@�¦?¦�DMENF'H)(
�e�U�_�����  �R �  '  �������� � �(� � ��� %��*� � ���  ����*�a � % � '�� ' �  ���

�:��������� $&%��/	���	 �	 � ��� �e�U�_�����  �R � !'  �������� � �(� � ����%8+
°�;�D&B

X
F'8 H�8'¦?H�>*�'T�H H B ≤X F'8:H =�HLT-@ B�DM;�8 �$�};�=k�'=�H�¦?F'=

X
�.¦�D\ENF'HLT�¦ ENF'H ¦?;�DMHL8 B

x1

H�B
x2@# / '@�=�B?HL8$@�8 B 3

X
;�8¯@

x1 ≤ x2

;�F
x2 ≤ x1

�;�8 �'D�BWENF'H
(X,≤)

HL¦�B.F'8h=?F;79=?` kgb\=hX�@-X�:-b\=?-
`a=?FGX @CBED;@SF;F;H�( �²@ ¦?;�F'¦�¤ � @CB?K�5�;�=�DMHg 'T�HLD�8'HM�'H LON>P � u �';�8 B TMH�¦ ;��G��H B�¦ ¦?;�8 B T�HL¦ HL8:¦?HL> �'TMH�¦
B�;CB @�T�HL>SHL8 B�;�=k�';�8:8'KL¦(H�¦�B�8:;�B�K�H 3 q tsu (qX�8'H2¦�;�F'¦�¤q $@�=�B�D�H

A
�:H
X
H�¦�BY@# ' H�TMKLH)79=ZYS`a=?FGX�� F;:-b

( =�HL¦. H���B�D"��H�>AH�8NB)79=ZYS`a=?FGXl[ F;[~Xs[ :}b )�TM;�=�¦?ENF'H)6

∀a ∈ A ∀x ∈ X a ≤ x⇒ x ∈ A
( =�HL¦. H���B�D"��H�>AH�8NB ∀a ∈ A ∀x ∈ X x ≤ a⇒ x ∈ A

)

±2@�8:¦���HL=�B�@�DM8:¦�;�F���=?@#5�H�¦���H BJ ;�F:=�T�HS�L@�¦J 'TMF'¦�5�K�8'KL=?@�T �'HL¦�HL8'¦�HL>*�:TMHL¦J $@�=�B�D�HLTMT�HL>SHL8 B\;�=.�';�8�¤
8'K�¦��*;�8  '@�=?T�H �'H ¦�;�F'¦�¤  $@�=�B�DMHa<>Bs@G[ 7�79:}FGX�= ( =?H�¦k 6HL� B�D���HL>SHL8 B D�HI<>Bs@S[ 7�79:-FGX�=&)0( R 8  $@C=�B�D�� ¤
F'T�DMHL=���T-@ 9 @C>AD�TMTMH =�KLF'8'D�¦?¦?@�8 BAT�HL¦ ¦�H�5�>SHL8 B�¦ D�8'D�B?D-@�FG+ ¦?@�8'¦Y>A@B+�DM>*F'> H�B*TMHL¦ ¦�H�5�>SHL8 B?¦T!'8$@�F�+
¦�@C8'¦Y>AD�8'DM>*F:> 5�K�8/�L=�H¯F'8'H B�;  6;�T�; 5�DMH @# / 6HLTMK�H B?;  6;�TM; 5�DMHg�'H T=�};�=k�'=�H H�BA8';�B�K�H

τ(≤X)
( XW8

¦?;�F'¦�¤  $@�=�B?DMH
C
�'H

X
HL¦�B4�'D�B?H <>@GF �G=��4= � 8m@Se;B ≤X �.ENF$@C8/�

∀a, b ∈ C ∀x ∈ X a ≤X x ≤X b ⇒ x ∈ C
X�8 HL8:¦?HL> �'TMH\B�;CB @�T�HL>SHL8 B�;�=.�';�8'8'KH�¦�B4�'D�B�F�@SF�km@CBVF�H ¦���D�T�8$��@S8'D
> @B+�D�>*F'> 8:D�>AD�8'DM> F'>K(

�:�������\% ����� 'U� � �U�
I#;�F:B��L;�8L��H0+�H 8';�8 �;�=?8'KA@# / $@C=�B�D�HL8 Bu3

τ(≤X)
��>A@�DM¦\T���H�8'¦?H�>*�'T�H �'H�¦���;�8L��H0+:H�¦*8';�8 �;�=?8'K�¦

8$�}HL8/5�HL8/�'=�H� $@C¦!9<;�=��LK�>AH�8NB
τ(≤X)

����;�D�=� $@�=!H,+�HL>* 'T�H { 1
n+1
|n ∈ N} ∪ {0} > F'8'Dx�'HST=�};�=k�:=?H�LTM@�¦?¦�DMENF'H8�'H

R
( R�8 =?H��C@�8:� J'H ¦�D;�8 ® @_��;�F:B?H T�HL¦ ¦?H�5�>SHL8 B�¦ DM8'D&B�DM@�F�+%¦�@�8:¦ >A@B+�DM>*F:> H B

TMH�¦ ¦?H�5�>AH�8 B�¦T!$8$@�F�+ ¦�@�8'¦ >SDM8'D�>*F'>z��;�8 @�F'8'H �$@�¦�Hd�'H
τ(≤X)

( ±2@�8:¦AT�H �L;�8 B?=?H ¤ H,+�HL>* 'T�H
 '=�KL�LK��'HL8 B�� { 1

n+1
|n ∈ N} 8:H  6HLF:Bu $@�¦!¦��}KL��=?D�=?HS�L;�>S>AH F'8:H F'8'D�;�8��$��D�8 B�HL=�¦?H���B�D�;�8'¦�!$8'D�HL¦J�'H

�L;�8 ��H,+�HL¦�8';�8 �;�=?8'K�¦�(�Z�;�>* $@�=?H�=Y@%��HL�!T-@ =�HL>A@�=?ENF'H�2( � ( �>� (] $( � � � ),(
� �



[28 8:;�B�HAq t�u TM@ � @CB?K�5�;�=�DMH��'H�¦�H�8'¦?H�>*�'T�HL¦W;�=k�';�8'8'KL¦4�';�8 BYB�;�F:B�HJ $@�D�=?H��$�}KLT�KL>SHL8 B�¦W@#�'>SH�BWF'8:H
�6;�=?8'H\¦�F/ 6KL=?D�HLF'=�H\H�B�F:8'H�;�=�8'H2D�8:9<KL=�DMHLF:=?H#��TMH�¦�>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦-�:HMq t�u ¦�;�8 BYTMH�¦Y@# / 'T�DM� @ B�DM;�8'¦�ENF'D
 '=�KL¦?H�=.��HL8 BSTMHL¦ �;�=�8'HL¦ ¦?F/ 6KL=�DMHLF:=?HL¦ H B DM8�9<KL=?D�HLF'=�HL¦��'DM8$@CDM=?H�¦��qTM@¯� @ B�K�5�;�=?D�Hhq t�u HL¦�B K�5�@�TMH�>AH�8NB
�'K,!$8'DMH��$@C8'¦YT-@*¦?H���B?DM;�8 V�( � ( � (  $( � � �$)0(

�:�������='>1e� � � � �_	 �	 � �
3 q t�u H�¦�BWF'8'H¦?;�F'¦�¤ � @CB?K�5�;�=�DMH� 'T�HLD�8'H��'HAq t�u
1e��� �����A� 7�T¦�F � BO�'H�=?HL>A@�=�EGF:HL=�ENF'H2 ;�F:=�B�;�F:B�H@ $@�DM=�H {x, y} �$�}F'8 HL8'¦�HL>*�:TMH.;�=k�';�8:8'K#��;�8 @

x ≤ y ⇔ x ∧ y = x
H B
x ∨ y = y

�';�8:� ¦?D
f
 '=�KL¦�HL=.��H ∧ H B ∨ �PH�TMT�H� '=�KL¦?H�=.��H¯@�F:¦?¦?D�T=�};�=k�'=�H HL8 B?=?Hg�'H�F�+�HL8:¦?HL> �'TMH�¦*B�;�B�@�TMH�>AH�8NB;�=.�';�8'8'K�¦�(
�

�:��������� ����� 'U� � �U� �@�k� � � � � � � 	��_����� ����� � '�������� �a)��� ���U�_�����  ��� � � � � ����%��a+
�+HL¦DM¦�;�>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦@�'H 3 q tsu ¦�;�8 BTMHL¦\>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦ �'H 3 q t�u �:;�8 BT=��@# / 'T�DM� @ B�DM;�8¯HL8:¦?HL> �'TMD�¦�B�H
¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NB?H2HL¦�B�F'8'H��'D ��H���B?DM;�8$�NH�8 H�NH�B��:¦?D

f
@) / $@�=�B�HL8'@�8 BO3

PoSet[(X,≤X), (Y,≤Y )]
DM8/�:F'D�B

F'8'H @# ' 'TMD�� @CB?DM;�8 H�8'¦?H�>*�'T�DM¦�B?H �'D ��H���B?D���H)��8:;�B�;�8:¦
g
T=�}DM8L��HL=?¦�H#�:�$@�8'¦AP � u �:�:H

f
( °�D

y1 <Y y2�$@�8:¦
(Y,≤Y )

�@�TM;�=�¦Y;�8 @
g(y1) <Y g(y2)

;�F
g(y2) <Y g(y1)

�6TMH!¦?H��L;�8'��� @�¦�HL¦�B.DM>* ;�¦?¦?D��'TMH)�
¦?D�8';�8S;�8S@�F'=?@�D�B

f(g(y2)) <Y f(g(y1))
� �#�}HL¦�B�¤s3 ¤q�'D�=?H

y2 <Y y1

(�Z�HL�LD�H�¦�B 9 @�F�+ H�8�5�K�8'KL=?@�Ta�$@�8:¦
LONQP � u �
 6;�F'=2¦���H�8 ��;�8L�C@�DM8'��=?H)�+;��'¦?H�=.��HL=

f : {a, b} −→ {0, 1} B�H�T�ENF'H f(a) = 0
H�B
f(b) = 1H�B ;$#

0 < 1
@�TM;�=?¦!EGF:H

a
H�B
b
8'HA¦?;�8 B  '@�¦ ��;�>  '@�=�@��:TMHL¦�(¯XW8 DM¦�;�>S;�=k 'J:DM¦?>SHT�'HhLINQP � u H�¦�B

F'8 >S;�=. 'J'DM¦�>AH
f
�:H LONQP � u �';�8 B�T=��@# / 'T�DM�L@CB�D�;�8 HL8'¦�HL>*�:TMDM¦�B�H�¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 B�H.HL¦�B(F'8'H.�:D ��HL� B�D�;�8AH B

B�H�TMT�H2ENF'Hu 6;�F'=(B?;�F:B?HJ '@�DM=�H��$��K�TMK�>AH�8NB?¦ {x1, x2}
�'Fz ;�¦�H�B4�'H��'K� $@�=�B4�'H

f
;�8 @'6

x1 ≤ x2 ⇔ f(x1) ≤ f(x2)

RqB @�8 B��';�8'8'K
(X,≤X)

F'8 HL8'¦�HL>*�'T�HAB?;�B @�T�HL>SHL8 B�;�=k�';�8'8'K#�� ;�F:=
a, b ∈ X

;�8 DM8 B�=�;��'F:D�B!TMH�¦
8';�B�@CB�D�;�8'¦�¦�F'D��C@�8 B�H�¦

• ]a,→ [:= {x ∈ X|x > a}
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�+H@ :=?;��'T��L>SH@�:H ��ALV,FI;�b1�'H,��D�HL8 Be�:;�8'� ��H,+�DM¦�B�H¥¤ B�¤ DMT'F:8'H2�'=�;�D�B?HQ�'H ��ALV,FI;�bU�E(�7�TH�¦�B(D�8 B�KL=�HL¦�¦�@�8 Be�:H
�L;�>  $@C=?HL=\TM@ ENF'HL¦�B�D�;�8R�:H T=�}H,+�DM¦�B�HL8:�LHT�$�}F'8R�:=?;�D&B�H1�'H ��ALV,FI;�b @P��HL�STMH�¦2B�=�@%�C@�F�+ HL8 B�=�H� '=�DM¦� $@�=
` DLD#9,HqX,b|` D#A�90;=<EX-�$@�8'¦W¦�@*B�J'�L¦?H � U ��� (

�� 'U�_�_	 �/	��+'/�	 � �)�����*	�� ' ,x��� �U� ��	�� � ����	��U�
�+H=?KL¦�F'T�B�@CBY¦?F:D��C@�8 BYDMT�TMF'¦�B�=?H.T-@*=?D�5�DW�:D�B�K@�'HT-@ 8';�B?DM;�8g�:HJ�:DM� J'H�>AD�8

�:�������0/ � � � % � �(#���� � �� '��_�_	 �/	��+'/�	 � �)�����*	�� ' ,x��� �U� �U	�� � ����	���� +
�x��D�> @)5�H �$�}F'8|�:DM� J'H�>AD�8 H�¦�B�¦?;�D&BYDM¦�;�>A;�=k 'J'H�3 {∗} ¦?;�D�BYDM¦�;�>S;�=k 'J:H�3 −−→[0, 1]

�'@�8'¦�LONQPGR>T 
� 'TMF:¦
9<;�=�>AH�TMTMH�>AH�8 B

∀−→X ∈ Ob(PoSpc) ∀γ ∈ PoSpc
[−−→
[0, 1],

−→
X
]

;�8¯@

γ(
−−→
[0, 1]) ∼= {∗} �$@�8'¦$LON>PGRQT

;�F

γ(
−−→
[0, 1]) ∼=

−−→
[0, 1]

�$@�8:¦�LINQPGRQT
;$#

γ(
−−→
[0, 1])

H�¦�B�>*F'8'D$�:H!TM@*¦�B?=?F'� B�F'=�H�D�8/�'F'D&B�H� $@�=���HLT�TMH��'H −→
X
(

1e��� �����A� [28 ¦?F' / ;�¦?H ENF'H
γ([0, 1])

8$�}HL¦�B1 $@�¦!=?K��'F'D&B�3 F'8 ¦�DM8/5�TMH�B?;�8$( �²@d '=?H�>AD��L=�HSK B @# 6H
�L;�8'¦?D�¦�B�H 3  '=?;�F'��H�= ENF'H T=�}DM>A@#5�Hd�$�}F'8 � J'H�>AD�8 �'D�=?DW5�K >*F:8'D@�:H T=�};�=k�:=?H DM8/�'F:D�BA¦�@CB?DM¦�9 @CD�BATMHL¦
J ®G ;�B?J/�L¦�HL¦1�:HATM@d :=?;  6;�¦?D&B�D�;�8�7?7E( � ( ��� (  $( � � ),( � �}HL8:¦?HL> �'TMH

γ([0, 1])
>*F'8:D��:HAT���;�=.�'=?H D�8/�'F'D&B

HL¦�B2B�;CB @�T�HL>SHL8 B.;�=k�';�8:8'K*� @C=.¦?D
t1, t2 ∈ [0, 1]

�
γ(t1)

H�B
γ(t2)

¦�;�8 B\�L;�>  $@C=�@��'T�HL¦�(2�x��H�8'¦?H�>*�'T�H
γ([0, 1]∩Q)

H�¦�BO�:HL8'¦�H �$@�8'¦
γ([0, 1])

(�°�D
A
HL¦�B(F'8'H.¦�;�F'¦�¤q $@�=�B�D�H2�'H

X
�
f−1(A)

HL¦�B(F'8'H.¦?;�F'¦�¤
 $@�=�B�D�H2�'H

[0, 1]
ENF'D�@#�'>SH�Be�:;�8'�2F'8:H\�;�=�8'H.¦�F/ 6KL=?D�HLF'=�H\H�B�F:8'H2�6;�=?8'H.DM8:9<K�=?DMH�F'=?H)��T�H2�L;�=?;�T�T-@�D�=?H

7E( � ( � (  $( � � )�5 @�=?@�8 B�D�B*EGF:H
sup(A) = f(sup(f−1(A)))

H,+�D�¦�B�H)( ±.;�8'� ¦?D ≤γ([0,1]) HL¦�BST���;�=.�'=?HDM8'�'F'D�B  $@�= ≤X ¦�F'=
γ([0, 1])

� −−→
[0, 1]

H�B
(γ([0, 1]), µ(≤γ([0,1])),≤γ([0,1]))

¦?;�8 B!DM¦�;�>S;�=k 'J:HL¦��$@�8:¦
�v�



PoSpc
( 7�TP¦?F �SB > @CDM8 B�H�8$@�8 B��:H ��K�=?D"!$HL=�EGF:H

µ(≤γ([0,1]))
HL¦�B*�'DMH�8 T-@ B�;# ;�T�; 5�D�H DM8/�'F:D�B�H* $@�=

�LH�TMT�H@�'H −→
X
¦?F:=

γ([0, 1])
(�R�TMT�HWH�¦�B(@�F >S;�DM8'¦P@�F:¦?¦?D�!$8'H�EGF:H

µ(≤γ([0,1]))
 :F'DM¦�EGF���H�TMTMH4�';�8:8'H.T�DMHLF

3\F'8SHL¦k '@��LHW;�=k�:;�8'8'K ( ��;�DM=x :=?;  6;�¦?D&B�D�;�8*7?7E( � ( � � (] $( � � )�),(qR�8S;�F:B?=?H#�NT�H�¦?H�5�>AH�8NBPF'8:D�B�K
[0, 1]

HL¦�B
�L;�>  $@C��B2H B\T=�}DM>A@#5�H��$�}F'8���;�>  '@���B2 $@�=2F'8:H 9<;�8'� B�DM;�8¯�L;�8NB?DM8NF'H	(<DM�LD

γ
)WH�¦�B\��;�>* $@���B?H#(±.;�8'�

γ([0, 1])
>*F'8:D��:H T-@ B�;# ;�T�; 5�D�H DM8/�'F:D�B�HT $@C=���HLTMT�H �:H −→

X
HL¦�B*�L;�>  $@C��B%��HL8 ;�F:B�=�H#��K B @�8 B� 'TMF'¦

!$8'HENF'H
µ(≤γ([0,1]))

(<EGF:D+HL¦�B�o�D#A V9�G?B9��:)0�$HLTMT�H2HL¦�BWHLTMT�H ¤ > ��>AH�o�D#ALV9�G?B9��Q(P[\=�B?;�F:B�H2B?;  6;�TM; 5�DMH
¦�B?=?D���B�H�>AH�8 B� 'T�F'¦�!$8'HAEGF���F'8:HAB�;# ;�T�; 5�D�H1�'Hgo�D#ALV9�G?B9�� �L;�>* $@�� B�HS8$�}HL¦�Bu $@�¦!�L;�>  $@C��B�H�( ��;�DM=
 '=�;  ;�¦?D�B?DM;�8 �2( � ( � � (] $( � ���$)�),(�±.;�8'� T-@ B�;  6;�TM;#5�DMHSDM8/�:F'D�B?H ¦?F:=

γ([0, 1])
 '@�=*�LH�TMT�H��'H −→

X
HL¦�B

µ(≤γ([0,1]))
(
�

}'��@�D�@# ' '=?D�¦�TM;�=?¦��$��F:8'H��'DM¦��LF'¦�¦?D�;�8 @%��H�� �&D#b%[%XEX �P;�mJ90;WVEYGb�D#b*ENF'H\T�H�B�J:KL;�=.�L>SH2�'H2��T-@�¦�¦?D"!$� @CB?DM;�8
�'H�¦.DM>A@#5�H�¦O�$�}F'8 �'D�� J'HL>SDM8 ( 7�7E( � ( ���	(] $( �v� )�)(HL¦�B.F'8¯=�KL¦�F'T�B�@CB.��;�8'8NF|����F'8:H �LH�=�B�@�DM8'HJ $@�=�B�D�HJ�:H
T-@*��;�>S>*F'8$@�F�B�K �'H�¦�B�;  6;�TM;#5�F'HL¦�( [28 B�=�;�F'��H��$@C8'¦�T=�}DM8 B�=�;��:F'��B?DM;�8M�:H � � � � F'8 �6;�8 =?KL¦�F'>SK��'F
¦?F_��H�B �:;�8 B2;�8 �:;�8'8'H��LD&¤ �'HL¦�¦?;�F:¦.F'8�@) H�= � F�(2[28 �'K,!$8'D&B.F'8h<>@GFSXs[ Fpege;` ��;�>A>SHF'8 H�¦k $@���H
B�;# ;�T�; 5�D�EGF:H��'H*o�D#A V9�G?B9�� ��;�>* $@���BWH B.F'8|:}BE<|YCHIF�HZBs:-b [ 79H ��;�>S>AHF'8 ��;�8 B�D�8GF:F'>

C
@ ®�@�8 B

H,+:@�� B�H�>AH�8NB@�'H�F�+d 6;�DM8 B�¦YENF'D+8'HT�H\¦?K� '@�=?H� $@�¦��$�#�}HL¦�B�¤s3 ¤q�'D�=?H\ENF'H
{
x ∈ C|C\{x} 8���H�¦�B4 $@�¦Y�L;�8'8'H,+�H } = {a, b} ;U# a 6= b

RqB @�8 B��';�8'8'KPF'8 @C=?��5�KL8'K�=�@�T�DM¦�K
A
�
A
HL¦�BqJ';�>SKL;�>A;�=. 'J'H�3

[0, 1]
¦?DGH�B�¦?HLF:TMHL>SHL8 B�¦?DGDMT H�¦�Bq>SKL=�DM¦�¤

@��'T�H�¦�D
H B(¦?H�F'TMH�>AH�8 B�¦?D6DMT�HL¦�B�¦?K� $@�=?@��'TMH (�@�F ¦?HL8:¦�B�;  6;�T�; 5�DMENF'H)�N�#�}HL¦�B�¤s3 ¤ �'DM=�H.ENF$�}DMT� 6;�¦?¦.���'H\F'8:H
¦?;�F'¦�¤  $@�=�B?DMHg�'K�8';�>*�:=�@��'T�Hd�'HL8'¦�HM)0( £�@C=A@CDMTMT�HLF'=�¦��qB?;�F:BA@�=?�d5�K�8'KL=?@�TMD�¦?Kg 6HLF:B�¤q� B�=?H >*F:8'DO�$�}F'8
;�=.�'=?HYB�;�B�@�T$ENF'D�HL8S9 @�D�BPF'8AHL¦k '@��LH�;�=k�';�8'8'KWH�B�DM8L��H�=?¦?H�>AH�8 B%�:T���H�¦k $@C�LHYB�;  6;�TM;#5�DMENF'H�¦�;�F'¦�¤"�?@��LH�8 B
3 B?;�F:BAHL¦. $@��LH ;�=k�:;�8'8'K −→

X
�';�8 BAT-@�B�;  6;�TM;#5�DMH H B T���;�=.�'=?H ¦�;�F'¦�¤"�?@��LH�8 B ¦?;�8NB =?H�¦k 6HL��B?D���HL>SHL8 B

�L;�>  $@C��BWH�BWB�;�B�@�T�H�¦�B2F:8¯@�=��u5�KL8'K�=�@�T�DM¦?K)((Z�D&B�;�8:¦WK�5 @�T�HL>SHL8 B%�a 6;�F'=YDM8�9<;�=?>A@CB�D�;�8$��TMH\B�J'K�;�=k��>AH
�'H1o�DBYGb�¤k` DPp�A�9\vB;=X,wx;=<kp�EGF:D²@��S=?>SH!ENF$�}F'8 HL¦k '@��LHB�;  6;�T�; 5�DMENF'H.HL¦�B�T=�}DM>A@#5�H@�'H

[0, 1]
 $@C=WF:8'H

@# / :TMDM�L@CB�D�;�8 ��;�8 B�D�8GF:H\¦?D�H B�¦?H�F'TMH�>AH�8NBY¦�D��#�}HL¦�BWF'8 �L;�8 B�D�8NF'F'> T�;��L@�TMH�>AH�8 B���;�8'8'H0+:HH BY>AK B�=?D�¦�¤
@��'T�H#(
V ��;�F:B�;�8:¦.T-@S=?H�> @�=�ENF'H*¦?F:D��C@�8 B�H�EGF:Dq@�F'=?@ ¦?;�8�DM>* ;�=�B @�8:�LHJ�$@�8'¦�TMH � J'@# 'D�B?=?H 027?7 (  $( �C�>� ),�6¦?D
A
HL¦�B*F'8 @�=?�*5�K�8'KL=?@�TMD�¦?K �';�8 B�TMH�¦J�:HLF�+R 6;�DM8 B�¦8';�8 ¦�K� $@�=?@�8 B�¦�¦?;�8 B

a
H�B
b
H�B�ENF'H

φ
H�¦�B�F'8

J';�>SKL;�>A;�=. 'J'D�¦?>SH-�'H
A
�$@C8'¦

A
@�T�;�=?¦

φ({a, b}) = {a, b} (�V�F:B�=�HL>SHL8 B��'D�B�� @%��H��WTM@.B�H�=?>SDM8';�T�;C¤5�D�H2DM8 B�=�;��:F'D�B?H\@�F � J$@# 'D&B�=�H 0.7?7 (] $( ���>�$),�:B?;�F:BW@�=���5�KL8'K�=�@�T�DM¦�K� H�F:BQ��B?=?H� '=?D�¦��L;�>S>SH2¦?H�5�>AH�8 B
5�K�8'KL=�DMENF'H��$@�8'¦�PGR>T)(
w ;�D��LD$�'H�F�+ ¦�F'=k '=�HL8$@C8NB?¦.��;�=?;�T�T-@�D�=?H�¦-�'Fz '=?K��LK��'HL8 BWB�J'K�;�=k��>AH

�:�������0/ � ��� � �   '�	���� � 1('U� �U�R� � ��� ��� ��� �QXkD#b�? �U	���	 , %��8+
7�T#8$��H0+�DM¦�B?H1 $@�¦@�'H*� J'H�>AD�8'¦2�:DM=?D�5�KL¦WENF'D#=?HL��;�F'�G=?H�8 BTMH �L@�=?=�K F'8:D�B�K)(.£�T�F'¦�9<;�=�>AH�TMT�HL>SHL8 B%��ENF'HLT
ENF'HY¦?;�D&B T=�}HL¦. $@��LH�;�=k�';�8:8'K −→

X
(<�#�}HL¦�B�¤s3 ¤ �'DM=�H(;��G��H B��'H LONQPGR>TW)qH�B ENF'H�T$ENF'HY¦?;�D&B TMH(� J'H�>AD�8T�'DM=�DW5�K

γ
¦�F'= −→

X
�$¦?D

X = [0, 1]2
( T���H�¦k $@���H\B�;  6;�TM;#5�DMENF'H2¦�;�F'¦�¤��?@���HL8 B2)�@�T�;�=?¦

γ([0, 1]) 6= X
(

7�T:9 @�F�B��'DMH�8 DM8'¦�DM¦�B?HL=q¦�F'=�TMH�9 @�D�B�EGF:H#� �$@�8'¦�T�H(�L;�=?;�T�T-@�D�=?HP7?7E( � ( �VU�(] $( U�� )0� T-@.¦�B�=?F:��B�F:=?HQ�'H�T=�}HL¦. $@���H
;�=.�';�8'8'K¦�F'=

[0, 1]2
8$�}HL¦�B2 '@�¦�9<;�=?��KL>SHL8 BYT-@ ¦�B?=?F'� B�F'=�HN���LTM@�¦?¦�DMENF'H��\(

�:�������0/.% ��� � �   '�	����
°�;�D�HL8 B

γ1, γ2

�'HLFG+��'DM� J'H�>AD�8'¦2¦�F'=F'8 H�¦k $@C�LHS;�=k�';�8'8'K −→
X
(S°�D

γ1

H�B
γ2

;�8 B!T-@ >*�L>SH*DM>A@#5�H
U��



8';�B?KLH −→
I

( D=(}H#(
γ1([0, 1]) = γ2([0, 1])

)�@�T�;�=?¦�H�8K 6;�¦�@C8NB

γ3 :
−−→
[0, 1] // −→

X

t
� // max(γ1(t), γ2(t))

DMT
H,+�DM¦�B�H��'HLFG+z�'DMJ';�>A;�B?;  'D�HL¦
H1

H�B
H2

=?HL¦. H���B?D���H�>AH�8 B2�'H
γ1

��HL=�¦
γ3

H�BQ�'H
γ2

��HL=�¦
γ3

(

1e��� �����A�PR�8 8';�B�@�8 B
φ
F'8 D�¦?;�>S;�=. 'J'DM¦�>AHO�:H LONQPSRQTQ�'H −−→

[0, 1]
��HL=�¦ −→

I
�
H1

H�B
H2

¦?;�8 Be�:;�8'8'K�¦
 $@�=





H1(s, t) := φ
(
s · φ−1

(
γ3(t)

)
+ (1− s) · φ−1

(
γ1(t)

))

H2(s, t) := φ
(
s · φ−1

(
γ3(t)

)
+ (1− s) · φ−1

(
γ2(t)

))

�
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[28��C@¯�L;�8:¦�B�=�F'DM=�H T-@ � @CB?K�5�;�=?DMHS9<;�8/�$@C>AH�8NB�@�TMH �'H TM@ >*�L>SHA9 @ � ;�8 ENF'H TMH 5�=?;�F/ ;  �'HS9<;�8/�$@ ¤>SHL8 B @�TF( ��;�DM=Y@# / 6HL8'�'DM��H��@( ��( � (] $( � � �$) ),(
°�;�D&B −→

X
F'8 HL¦k '@��LH\;�=.�';�8'8:K#�/�';�8'�2F'8 ;�� ��H�Be�:HjLONQPGR>T)(P�+H)YCBs:}8 �;=^D;=?7jD;[ <���=I`a[ F;7@�'H −→

X
@

 6;�F'=�HL8:¦?HL> �'TMH��'H\¦�;�>S>AH B�¦ |X| H�BYENF'H�TM¦YENF'H¦?;�D�HL8 B�T�HL¦�KLT�KL>SHL8 B�¦ x H�B y �'H |X| �:T���H�8'¦?H�>*�'T�H�'H�¦ �a��� J'HL¦4�'H
x
��HL=�¦

y
HL¦�BWT���H�8'¦?H�>*�'TMH��:HL¦W� J'HL>SDM8'¦O�:DM=?D�5�KL¦O�:H

x
��H�=?¦

y
¦?F:= −→

X
�$�)��H�¦�B@3*�:DM=?H

{
γ ∈ PoSpc[

−−→
[0, 1],

−→
X ]
∣∣∣γ(0) = x

H�B
γ(1) = y

}

£�;�F'=PB?;�F:B?H �a��� J'H
γ
�'H.��H@5�=?@# 'J'H)��;�8� 6;�¦?H)���'D�HL8SHL8 B�H�8/�'F$�

src(γ) := γ(0)
H�B
tgt(γ) := γ(1)

(
Z�;�8'¦�DW�'K�=?;�8:¦ @�TM;�=?¦ F(

−→
X )

TM@ � @ B�K�5�;�=?D�H TMD��'=?H H�8/5�HL8'�'=?K�Hg $@�= T�H�5�=?@# 'J'H �'HL¦ � J'HL>SDM8'¦u�'H −→
X
(

]W@# / 6HLTM;�8'¦�ENF'H#�B $@�=+��;�8'¦�B�=?F:��B�D�;�8$� B�;�F:B+>S;�=k 'J:DM¦?>SH��:H F(
−→
X )

HL¦�B�F:8B?=?D� 'TMH B
(y, (αn, ..., α1), x);$#

(αn, ..., α1)
HL¦�BY¦?F'D&B�H2��;�>  6;�¦?@��'TMH2�'H)�a�L� J:HL¦Q�'Fd5�=�@) 'J'H��'H�¦O�'DM� J'H�>AD�8'¦(¦�F'= −→

X
�
γ1(0) = xH�B

γn(1) = y
( RqB�@�8 B@�:;�8'8'K�¦@�'H�F�+ >S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦

(y, (αn, ..., α1), x)
H�B

(y′, (α′
n′, ..., α′

1), x
′)
�:H

F(
−→
X )

�$;�8d ;�¦�H!@�TM;�=�¦
m := max{n, n′} �' 'F'DM¦

α :
−−→
[0, 1] // −→

X

t
� //

{
αk(mt− (k − 1))

¦�D
mt ∈ [k − 1, k[

αn(1)
¦?D
mt ≥ n+ 1

H�B

β :
−−→
[0, 1] // −→

X

t
� //

{
βk(mt− (k − 1))

¦�D
mt ∈ [k − 1, k[

βn′(1)
¦�D
mt ≥ n′ + 1

[28R 6HLF�BJ!'8$@�TMH�>AH�8 B� ;�¦�HL=
(y, (αn, ..., α1), x) �dih (y′, (α′

n′, ..., α′
1), x

′)
T�;�=?¦�ENF$��D�TqH,+�D�¦�B�H F'8:H

J';�>S;�B?;  'DMH��'D�=?DW5�KLH��'H
α
��HL=�¦

β
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¦?F:= F(

−→
X )

��;�8 B�H�8$@�8 B ∼dih ( £�F'DM¦Y;�8d 6;�¦?H�:���0/����"$&%��/	���	 �	 � �
�²@ <>:OX�HZYC@CBE[ = ]�@SF;D;:-`�=IFSX�:-b\=aDdcfegF =?798;:-<>= @CBVD�@SFgF�H −→

X
HL¦�B� '@�=2�'K,!$8'D&B�DM;�8 F(

−→
X )
/
∼dih

(
[28 TM@*8';�B?H −→π1(

−→
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(y, (αn, ..., α1), x)
�+D�T�H0+:D�¦�B?H F'8�� J'HL>SDM88�'D�=?D�5�K

α
�:H

x
��HL=?¦

yB�H�T+ENF'H
(y, (αn, ..., α1), x) ∼dih (y, (α), x)
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��²@u '=�;  '=�DMK�B?K�ENF'D6¦?F:D�B�HL¦�B�9 @��LD�TMH43u :=?;�F'��HL=�> @�D�¦ HLTMT�HY¦?HL=?@13�TM@!�'@�¦?H@�'H.TM@!8';CB�DM;�8��'HW� @CB?K�5�;�=?DMH
¦�@C8'¦Y�;�F:�LTMH�¦YEGF:D+¦?HL=?@*�:K���H�TM;  ' K�H @�F � J$@) 'D�B?=?H7?7�7N(] �( ��� ),(

�:���0/��=<>1e� � ����	 %a(%
°�;�D&B�F'8 HL¦. $@��LH!;�=.�';�8'8'K −→

X
�'ENF'H�TM¦YENF'H!¦?;�D�HL8 BWTMHL¦�;��G��H�B?¦

x
H�B
y
�:H −→π1(

−→
X )

�

� (YT���H�8'¦?H�>*�'TMH −→π1(
−→
X )[x, x]

H�¦�B�=?K��:F'D�BW@�F ¦�DM8/5�T�H�B?;�8 {idx} H�B
��(Y¦�D

x 6= y
�'@CTM;�=�¦�T=�}F'8d�'HL¦YHL8:¦?HL> �'TMH�¦ −→π1(

−→
X )[x, y]

H�B −→π1(
−→
X )[y, x]

HL¦�BQ�GDW�:H#(
1e��� �����A�Y°�D

γ
HL¦�B.F'8K�'DM� J:HL>SDM8d�'H

x
��H�=?¦

x
¦?F:= −→

X
�6@�T�;�=?¦�T�� @�8 B?DM¦�®G>SK�B?=?DMH2�'H ≤X 9 @�D�B(EGF:H

γHL¦�B.��;�8'¦�B @�8 B%(�7�T+¦���H�8'¦?F:D�B2ENF'H!TMH�¦�¦�HLF'T�¦�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦O�'H
x
��H�=?¦

x
�'H F(

−→
X )

¦�;�8 B2�'H!T-@ 9<;�=�>AH
(x, (idx, ..., idx), x) ∼dih (x, (idx), x)

(!R 8�;�F�B�=?H ¦?D
(y, (αn, ..., α1), x)

H�¦�BF'8�>S;�=k 'J:DM¦?>SHJ�'H
F(
−→
X )

H�B ENF'H
x 6= y

�P;�8%@�8'K��LH�¦?¦�@CDM=?H�>AH�8 B
x < y

�L@�=  6;�F'= � J$@�ENF'H � J'HL>SDM8 �'D�=?D�5�K
γ
�PT-@

�L=�;�DM¦�¦�@�8:�LHz�'H
γ
DM>* ;�¦?H ENF'H

γ(0) ≤X γ(1)
( ¶¯@�DM¦S@�T�;�=?¦���;�8%8'Hz 6HLF:B* $@�¦A@%��;�D�=T�'H ¦�F'D�B?H

�L;�>  6;�¦�@C�'TMH �:H
y
��HL=�¦

x
��@�F:B�=�HL>SHL8 B4�'D�B F(

−→
X )[y, x] = ∅ ( �
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±.H�F�+z�'DM� J:HL>SDM8'¦Y@ ® @C8NBWTM@ >*�L>SH\DM>A@#5�H�¦?;�8 B4�'D�J';�>S;�B�;  6HL¦�(
1e��� �����A�P7�>A>SK��'DM@CB%(

�

�x��K�ENF'D��C@�T�HL8 B*H�8 B�;  6;�T�; 5�DMHS@�T�5�KL�:=?DMENF'HS�LTM@�¦?¦�DMENF'HAHL¦�B*�'DMH�8 ¦��'=!9 @�F�+&�x $@�=!H,+�H�>  'T�H#��T�HL¦J�'HLF�+
� J'H�>AD�8'¦Y¦?F'D"��@C8NB?¦

γ1 : [0, 1] // S1

t
� // (cos(2πt), sin(2πt))H�B

γ1 : [0, 1] // S1

t
� // (cos(4πt), sin(4πt))
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1e��� �����A�27�T#8'H =�HL¦�B�H1 'T�F'¦WEGF��l3��:K�!$8'D�=.TM@  $@�=�B�D�H�>S;�=k :J'DM¦�>AH��'F¯9<;�8'��B?HLF'=�(\°�D

f
@) / $@�=�B�DMH�8 B

3
PoSpc[

−→
X,
−→
Y ]

�
f
DM8/�:F'D�BYF'8 >A;�=k 'J'D�¦?>SH��'Hu5�=�@# 'J:HL¦4�'F|5�=?@# 'J'HJ�'H�¦.� J'H�>AD�8'¦@�:DM=?D�5�KL¦Q�'H −→

X��H�=?¦\T�H15�=�@) 'J'H1�'H�¦\� J'HL>SDM8:¦ �'DM=�DW5�K�¦2�'H −→
Y

+�LH*>S;�=k :J'DM¦�>AH�DM8/�'F:D�B�TMF'D�¤�>*�L>SH!F:8�9<;�8'��B?HLF'= �:H

F(
−→
X )

��HL=?¦ F(
−→
Y )

�$ 'F'D�¦��'H −→π1(
−→
X )

��H�=?¦ −→π1(
−→
Y )

(*�+H  '=�;���K��'K H�¦�BH,+:@�� B�H�>AH�8NB!T�H*> ��>AH EGF:H
�$@�8:¦�TM@* '=�HLF'��H1�'H!T-@T '=?;# '=?D�K�B�K!�2( ��( � (  $( �#� �$),(�£�TMF'¦4 '=?K��LD�¦?KL>SHL8 B��¦�D

γ
H�¦�B�F'8|�:DM� J'H�>AD�8 ¦�F'=

−→
X
�
f ◦ γ H�¦�BWF'8z�'DM� J'H�>AD�8 ¦?F'= −→Y (

�R�8�;�F:B?=?H TM@  '=�;  6;�¦?D&B�DM;�8¯�2( ��( � ��(  $( �#� � ) (<B�J:KL;�=.�L>SH��'H%wP@C8�¬@�>  6HL8 )Q $@C¦?¦?H 8'@CB�F'=�HLT�TMHL>SHL8 B
3 T-@ � @ B�K�5�;�=?D�H.9<;�8/�$@C>AH�8NB�@�TMH
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°�;�D�HL8 B?B −→

X 1,
−→
X 2

�'H�F�+ ¦?;�F'¦�¤ HL¦k '@��LH�¦ ;�=k�';�8:8'KL¦g�$�}F'8 HL¦. $@���H ;�=k�';�8:8'K −→
X

B�HLT�¦ ENF'H�T=�}HL¦. $@���H
B�;# ;�T�; 5�D�EGF:H¯¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NB

X
¦?;�D&B T-@ =�KLF'8'D�;�8 �'HL¦ D�8NB?KL=�DMHLF:=?¦g�'H

X1
H Bd�'H

X2
�.T�HL¦ HL¦. $@��LH�¦

B�;# ;�T�; 5�D�EGF:HL¦(¦�;�F'¦�¤"�?@��LH�8 B�¦4�'H −→
X 1

H B −→
X 2

(

X1 ⊆ X X2 ⊆ X X =
◦

X1 ∪
◦

X2

£�;�¦?;�8'¦ −→
X 0 :=

−→
X 1 ∩

−→
X 2

(
i1 :
−→
X 0 ↪→

−→
X 1, i2 :

−→
X 0 ↪→

−→
X 2, j1 :

−→
X 1 ↪→

−→
X

H�B
j2 :
−→
X 2 ↪→

−→
XTMH�¦�DM8'��TMF'¦�DM;�8:¦�� @�8';�8'DMENF'H�¦�(P�+HL¦Q�'D-@)5�=�@�>S>SHL¦(¦�F'D��C@�8 B�¦

−→
X

−→π1(
−→
X )

−→
X 1

j1

??~~~~~~~~
 	 ����� � � ��� � � ����� −→X 2

j2

__@@@@@@@@
−→π1(
−→
X1)

−→π1(
−→
j1)
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 	 ����� � � ��� � � ����� −→π1(
−→
X2)

−→π1(
−→
j2)

ddIIIIIIIII

−→
X 0

i1

__@@@@@@@@ i2

??~~~~~~~~
−→π1(
−→
X0)

−→π1(
−→
i1 )

ddIIIIIIIII −→π1(
−→
i2 )
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B�D�;�8g�$�}J';�>S;�B�;# 'DMH2K B @�8 BY=�HL>* 'T-@���KLH� $@C=��LHLT�TMH��'H��:DMJ';�>S;�B?;  'DMH�H�BYT�HL¦�=?H� $@�=?@�>AK B�=�DM¦�@ B�DM;�8'¦e $@�=
TMH�¦2=?H� $@�=?@�>AK B�=�DM¦�@ B�DM;�8'¦Q�'DM=�DW5�K�HL¦�(![28 8:;�B�H 3 ��H1 '=�;  ;�¦2ENF'H*TMH�¦2J';�>SKL;�>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦4�'H

[0, 1]�$@�8:¦
[0, 1]

¦�;�8 BYTMHL¦Y@) / 'TMD�� @CB?DM;�8:¦�¦�B?=?D���B�H�>AH�8 B�>A;�8';�B�;�8'HL¦ (<D=(}H#(��L=�;�DM¦�¦�@�8 B?HL¦�;�Fd�'K��L=?;�DM¦?¦?@�8 B�H�¦!)
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�$��@�F:B?=?H ENF$�}F'8'H =�H� $@C=�@�>SK�B?=?DM¦?@CB�D�;�8 �L=?;�DM¦?¦?@�8 B�H)( �²@  '=?H�F'��H �:F � @�¦ ��T-@�¦�¦?D�EGF:H| $@�¦�¦?H  $@C= T-@
8';�B?DM;�8R�'H � @ B�K�5�;�=?D�H �'H�¦ � J'HL>SDM8:¦ 3¯=?H� $@�=?@�>AK B�=�DM¦�@ B�DM;�8R '=.�L¦�( ±.@�8'¦*T�H � @C¦ �'DM=�DW5�K)��;�8� 6HLF�B
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� J'H�>AD�8'¦�3YD�> @)5�Hj '=.�L¦�� �#�}HL¦�B�¤q3 ¤q�'D�=?H�ENF'H��'HLFG+J�'DM� J'H�>AD�8'¦²@ ® @�8 B#T-@�>*�L>SHqDM>A@#5�H�¦?;�8 B#DW�'H�8 B�D�!'KL¦�(
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�:���0/��\%�$&%��/	���	 �	 � ��� � '/(%-, � ��	�� �U��� 	�� ' ,x��� ��� ��	�� � ����	����a+
RqB @�8 B��';�8'8'K F'8 HL¦. $@���H ;�=k�:;�8'8'K −→

X
��T-@^<>:OX�HZYC@CBV[\= D;=?7"D;[ <���=I`a[ F;7*�:H −→

X
�q8';CB�KLH

D(
−→
X )

�
@T ;�F:=W��;�TMT�HL� B�DM;�8g�$��;��G��H�B?¦ |X| H�B@ ;�F:=W��;�TMT�HL� B�DM;�8g�'H�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦�TMHDM>A@#5�H�¦O�'HL¦4�'D�� J'HL>SDM8'¦¦?F:= −→

X
( R�8z $@�=�B�DM��F'TMD�HL=��:¦?D

x, y ∈ |X| ;�8 @

D(
−→
X )[x, y] := {γ([0, 1])|γ H�¦�BWF'8z�'DM� J'H�>AD�8g�'H −→X �:H

x
��H�=?¦

y}.

R�8R '@�=�B?DM�LF:TMDMH�=���¦�D
I
H�¦�B!F'8 >A;�=. 'J'D�¦?>SH1�'H

D(
−→
X )

�²¦?@ ¦�;�F'=?��H HL¦�B!¦�;�8 K�TMK�>AH�8NB>SDM8:DM>*F'> H B
¦?;�8 �:F:BYHL¦�B�¦�;�8 KLT�KL>SHL8 B�>A@B+�DM>*F'>z(�°GD

I1
H�B
I2
¦?;�8 BQ�'H�F�+ DM>A@#5�H�¦e�'H��'D�� J'HL>SDM8:¦e�'H −→

X
�:B?HLTM¦

ENF'H
src(I2) = tgt(I1)

TM@ �L;�>* ;�¦?D�B?DM;�8
I2 ◦ I1

H�¦�B�¦?DM>* 'T�HL>SHL8 B�T-@*=�KLF'8:DM;�8z�'H
I1
H�B4�'H

I2
�$ENF'D

HL¦�B�B?=?D"��DM@�TMH�>AH�8 BHL8'��;�=?HST=�}DM>A@#5�H1����F'8R�'DM� J:HL>SDM8$( �²H�¦�D��'HL8 B?D�B�K�¦�¦�;�8 B �:DMHL8 ¦��'=J�';�8:8'KLH�¦� $@�=
TMH�¦�¦?D�8/5�TMH B�;�8:¦�(

°�;�D&BY@�T�;�=?¦(TM@*=?H�T-@CB?DM;�8 � �:K�!$8'D�H\¦?F'=
D(
−→
X )

 $@�=
I0 � I1

¦�D�H�BW¦�HLF'T�HL>SHL8 BW¦?D (  $@�=O�'K,!$8'D�B?DM;�8 )�DMT
H,+�D�¦�B�H

γ0

H B
γ1

�L�'HLF�+1�'DM� J:HL>SDM8'¦q¦�F'= −→
X
B�H�T'ENF'H

γ0([0, 1]) = I0, γ1([0, 1]) = I1
H B�DMT�H,+�DM¦�B�H�F'8:H

�'D�J';�>S;�B�;  :DMHO�'H
γ0

��H�=?¦
γ1

(�°�;�D�B�@�T�;�=?¦ ∼ TM@J 'T�F'¦� H B�D�B?H���;�8/5�=�F'HL8:�LH.¦�F'=
D(
−→
X )

�L;�8NB?HL8$@C8NB � (V.T�;�=?¦�� −→π1(
−→
X ) ∼= D

−→
X/∼

�$@�8:¦ 1xt�u (
�²@K�'K,!$8'D&B�DM;�8  '=�KL�LK��'HL8 B?H ¦?;�F'¦�¤�H�8NB?HL8/� �'H�¦ =�KL¦?F:T�B @ B�¦� '@�¦�B?;�F:B 3 9 @�D�BB?=?D��GDM@�F�+ ENF'H T���;�8R�'K ¤
>S;�8 B�=?H\��D&¤�@# '=k��¦�(
1e��� �����A�t°�;�DMHL8 B

I0
H�B
I1

@# ' $@�=�B?HL8$@C8NBz3
D(
−→
X )[x, y]

( �+H  '=�HL>SDMHL=� ;�D�8 Bg3���K�=?D�!'HL= HL¦�B
ENF'H ¦?D

I0 � I1
�P@�TM;�=�¦� 6;�F'=*B?;�F:B ��;�F/ 'T�HM�'Hg�'D�� J'HL>SDM8'¦

(γ0, γ1)
B?HLT�¦ EGF:H

γ0([0, 1]) = I0
H B

γ1([0, 1]) = I1
�
(y, (γ0), x) ∼dih (y, (γ1), x)

�P;U# ∼dih HL¦�B*T-@¯��;�8/5�=�F'HL8'��Hd�'K�!$8:DMHM�'F:=�@�8 B T-@�L;�8'¦�B?=?F'� B�DM;�8 �'HAT-@ � @CB?K�5�;�=?DMH 9<;�8/�'@�>AH�8 B @�T�H#( Z2�}HL¦�B*H,+:@�� B�H�>AH�8NB �LHAEGF�� @��S=�>AHSTMH B�J'K�;�=k��>AH
7?7E( ��( � (] �(yU �U),(�]WK��LDW :=?;GEGF:HL>SHL8 B%�¦?D

(x, (γ0), y) ∼dih (x, (γ1), y)
@CTM;�=�¦�T�HL¦.D�> @)5�HL¦W=?H�¦k 6HL��B?D���HL¦

�'H
γ0

H�B��'H
γ1

¦?;�8 BAKLENF'D"��@CTMHL8 B?HL¦ @CF ¦?H�8'¦��:H ∼ ( £�;�F:=AT�Hd��;�DM=��(DMT�¦�F � BM�'H 8';�B?HL=SENF'H¯¦�D
(x, (γ0), y) ∼dih (x, (γ1), y)

�G@�TM;�=?¦ ;�8 @!F'8'H.¦�F'D�B?H2�'H@�'DM� J:HL>SDM8'¦
δ0, ..., δn

B?HLT�TMHYENF'H  6;�F'= B�;�F:B
HL8 B?DMHL=

i
�$@�8:¦ {0, ..., n − 1} ;�8 @ F'8��'DMJ:;�>A;CB�;  'D�H��'H

δi
��HL=�¦

δi+1

;�F �'D�HL8��'H
δi+1

��H�=?¦
δi
(

Z�H�B�B�HS¦?F'D&B�H�( !'8'DMHW)��:H*�:DMJ';�>S;�B?;  'DMH�¦ �';�8:8'H @CTM;�=�¦��'HL¦!=?H�T-@CB?DM;�8'¦ � HL8 B�=�HAT�HL¦DM>A@#5�H�¦��'HL¦
δi
(

�x��D�¦?;�>S;�=. 'J'DM¦�>AHJ 6HLF:B!@�T�;�=?¦2��B�=�H H,+� 'T�DM�LD&B�H�>AH�8NB �'KL��=?D�B����#�}HL¦�B!T=�}DW�'H�8NB?D�B?K HL8 B?=?H TMH�¦2�L;�T�TMH���B�D�;�8'¦
�$�};��G��H B�¦PH�B ¦?D

(y, (γ1), x)
HL¦�B�F:8S=�H� '=�KL¦�HL8 B @�8 B-�$��F:8'H ∼dih ¤���T-@�¦�¦?HO�$�}KLENF'D"��@CTMHL8:�LH ( T�HL¦�=?H� '=?K�¦?H�8�¤B @C8NB?¦e�'H\��H�B?B?H.9<;�=�>AH�¦?F �S¦?H�8 B231�:K�!$8'D�=�B�;�F:B(T�H�9<;�8'� B�H�F'=O5�=* C�LH�3 TM@� '=�;  '=?D�K�B?K.7?7E( ��( � (] $( U �$)�),�

�LH B?B?H2�LTM@�¦?¦�H2HL¦�B�HL8L��; ®�KLH� $@�=�T=�}DM¦?;�>A;�=. 'J'D�¦?>SHW¦�F'=(TM@ ∼ ¤���T-@�¦�¦?H2����K�EGF:D��C@�TMH�8'�LH2�'H2T=�}DM>A@#5�HQ�'H γ (
�Z�H�B�@�>SKL8'@#5�HL>SHL8 B\H�¦�B!�'D�HL8�¦��'=\D�>  6;�¦�¦?DM�:TMH��'@�8'¦\TMH �L@�¦\�LTM@�¦?¦�DMENF'H �L@�=��'HLFG+ � J'HL>SDM8'¦@ ®�@�8 B
T-@*>*�L>SH\DM>A@#5�H.8'H¦?;�8 B4 $@�¦�9<;�=��LKL>SHL8 BWJ';�>S;�B?;  H�¦�(

�

�U�
�
2
�
� � +)����*�+)��� � �$��h#��;���,�
� .�����.�+����

� �(���������	���	 '  
°�;�D&B(F'8 H�¦k $@���H\;�=k�:;�8'8'K −→

X
�';�8NBYTM@ =?H�T-@CB?DM;�8 �$�};�=k�'=�H\¦?;�F:¦�¤��?@C�LHL8 B?H\HL¦�B

∆|X|
D=(}H#(

x vX y
¦�D
H B

¦?H�F'TMH�>AH�8 B�¦�D
x = y

( V.TM;�=?¦�TMH�¦Y¦?HLF:TM¦Q�'DM� J:HL>SDM8'¦Q�'D�=?DW5�KL¦O�'H −→
X
¦�;�8 B�T�HL¦Y� J'H�>AD�8'¦Y�L;�8'¦�B @�8 B?¦�H B

−→π1(
−→
X )

H�¦�B�@�T�;�=?¦(TM@ � @CB?K�5�;�=�DMH��'D�¦?��=k��B?H��';�8 BWT=�}HL8'¦�HL>*�'T�H��'HL¦Y;�� ��H�B�¦WHL¦�B |X| (
U �



�j�R�_�-,x������)���U	 (% ��	���	 , %
[28 @ −→π1(

−−→
[0, 1]) = ([0, 1],≤)

��@�F:B�=�HL>SHL8 B��'D&B%��TM@ � @CB?K�5�;�=�DMH 9<;�8/�$@�>SHL8 B @CTMH��:F ¦�H�5�>SHL8 BF'8'D&B�K
�'D�=?DW5�K*HL¦�B T���H�8'¦?H�>*�'TMH*B?;�B @CTMHL>SHL8 B\;�=k�';�8:8'K

[0, 1]
>*F'8:Dj�'HST-@ =?H�T-@CB?DM;�8 ����;�=.�'=?H ��T-@�¦�¦?DMENF'H ¦�F'=

TMH�¦q=?K�HLT�¦�� �LH BPHL8'¦�HL>*�'T�H�;�=k�:;�8'8'K�K B @�8 Bx�GF �L;�>S>AH�F'8'HQ 6H�B�D&Bq�L@CB�K�5�;�=?D�H#(qZ2��H�¦�BPF'8'HY@# ' 'TMD�� @CB?DM;�8
�'D�=?HL� B�H��'F B�J'K�;�=k��>AH\7�7E( �G( � (] �(yU �U),(
��� � � �����&� � �&�.��	���	 , %
£�TMF'¦d5�K�8'KL=?@�TMH�>AH�8 B%� −→π1(

−−−→
[0, 1]n) = ([0, 1],≤)n

�\@�F:B?=?HL>SHL8 Bd�'D&B TMH  '=�;��:F'D�Bd�$@C8'¦ LONQP � u �GF
�L;�>A>SH\F'8'H� 6H�B�D&B�H\�L@CB�K�5�;�=?D�H\;�Fd�'DM=�HL� B�HL>SHL8 BWTMH� :=?;G�'F'D�Be�$@�8'¦ 1xtsu (
�j�R�+'U���(%8�� � � %R��� � � � �
��������
§�;CB�;�8'¦ −→

X
T=�}HL¦. $@���H.;�=.�';�8'8'K4�'K��L=?D&B-�'@�8'¦�T�� @CTMDM8:K @�w27�7?7E( � (] �( ����� ),( [28��C@J�'KL��=?DM=�H�T�;��L@�TMH�>AH�8 B%�

�#�}HL¦�B�¤q3 ¤q�'D�=?HYHL8 B?=?H4�'HLF�+S;��G��H�B?¦ (<KLTMK�>AH�8 B�¦ �'H |X| )��';�8'8'K�¦�� −→π1(
−→
X )

(�£�;�F'= � J$@�ENF'H2 '@�DM=�H
(x, y)

�
8';�F:¦�@CTMTM;�8'¦e��;�D�=�ENF'H −→π1(

−→
X )

�L;�8 B?DMHL8 B�@�Fz 'TMF:¦O�'HLF�+ >S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦�(P[28d��@ H�5�@�TMH�>AH�8NBQ�:;�8'8'H�=
T-@ B @��'T�H ENF'De�'K��L=�D�B T-@ TM;�D��'H �L;�>  6;�¦?D&B�D�;�8 �'H −→π1(

−→
X )

( [28 =?K @CTMDM¦�H F'8'Hg '@�=�B?D�B�D�;�8 �:H −→
X

H�8
ENF$@CB?=?H����L;�>  6;�¦�@C8NB?HL¦����'D�¦ ��;�D�8 B�HL¦





A :=
[
0, 1

3

]2

C :=
[

2
3
, 1
]2

B1 :=
(]

1
3
, 1
]
×
[
0, 2

3

[)
\
]

1
3
, 2

3

[

B2 :=
([

0, 2
3

[
×
]

1
3
, 1
])
\
]

1
3
, 2

3

[

[28�;��:B?DMHL8 B2@�TM;�=�¦.F'8:H  $@�=�B?D�B?DM;�8z�'H*T���H�8'¦?H�>*�'TMH��'HL¦\>S;�=k :J'DM¦�>AH�¦�8';�8 B�=?D"�GD-@�F�+K�'H −→π1(
−→
X )

H�8
9<;�8'� B�D�;�8 �'H T=��@# / '@�=�B?HL8$@�8:�LHg�'H TMH�F'=?¦ H0+GB�=?K�>AD&B�K�¦T3

A,B1, B2

;�F
C
( I�;�F�BT�$� @C�;�=.�$� K�B�@�8 B

�';�8:8'KL¦
x
H�B
y
@) / $@�=�B�HL8'@�8 BM3 |X| ��¦�D x 6vX y

@�TM;�=?¦ −→π1(
−→
X )[x, y] = ∅ ��;�8 ¦?F' / ;�¦?H|�:;�8'�ENF'H

x @X y
(�§W;�B�H�=2�'D�HL8�ENF'H �$@�8'¦\T�H*� @C¦\;$#

x = y
�
;�8 @ −→π1(

−→
X )[x, x] = {idx}

��� @# :=k�L¦TM@
 '=�;  '=?D�K�B?K\7?7E( ��( � (  $(yU��$),(P�+H2B @��:TMH @CF ¦�F'D��C@�8 B4�'K��L=?D&B −→π1(

−→
X )[x, y]

�

x ∈ y ∈ −→π1(
−→
X )[x, y]

A A {σx,y}
B1 B1 {σx,y}
B2 B2 {σx,y}
C C {σx,y}
A B1 {rx,y}
A B2 {hx,y}
B1 C {h′x,y}
B2 C {r′x,y}
B1 B2 ∅
B2 B1 ∅
A C {ux,y , dx,y}

A

C

B

B

1

2

[28u�:KL�L=�D�B#@�T�;�=?¦+TM@(TM;�D#�'H �L;�>* ;�¦?D�B?DM;�82�'H −→π1(
−→
X )

�CT�H�>A;�=. 'J'D�¦?>SHj�'H �'=?;�D�B�H�¦�H TMD�B���HL=�B�D�� @�T�HL>SHL8 B%�
�LH�TMF'D��'H�5 @�F'� J:H\J';�=?D �L;�8 B�@�TMH�>AH�8NB��:T�HL¦(�L@�¦?H�¦W=�HL¦�B�KLH�¦O��D��'HL¦�D�8/�'D�EGF:HL8 BYENF'H\T-@1 $@CDM=?H.�L;�8'¦�DW�'K�=?K�H

U �



8$�}HL¦�B2 $@C¦��L;�>* ;�¦�@��'T�H#(
�+H\B @��'T�H @�Fz�'H��'=�;�D�B?H\>A;�8 B?=?HENF'H −→π1(

−→
X )

HL¦�B25�K�8'KL=�KLHJ $@�=YTMH�¦
hx,y, rx,y, h

′
x,y, r

′
x,y

(([28 @�F'=?@�D�B
 'Fu�'KL��=?DM=�H −→π1(

−→
X )

�'HP> @C8'DW��=?Hx 'T�F'¦�H �S� @���H#��>A@�D�¦+�HL@�F'�L;�F/ >S;�DM8:¦+TMDM¦�DM�'T�H#� H�8u�'D�¦�@�8 B�ENF'H: 6;�F'=
B�;�F'¦Y�L;�F/ :TMHL¦Q�'HJ 6;�DM8 B�¦

(x, y)
�'H

X
�'¦?D

x 6vX y
�$@CTM;�=�¦ −→π1(

−→
X )[x, y] = ∅ H B�¦�DM8';�8 −→π1(

−→
X )[x, y]HL¦�BF'8�¦?D�8/5�TMH B�;�8¯¦�@�F:9��$@C8'¦\TMH*�L@�¦\;$#

x ∈ A H B
y ∈ C ;$# −→π1(

−→
X )[x, y]

HL¦�B!@�TM;�=?¦.F:8'H  $@�D�=?H#(
7�T²¦?F/5#5 �L=�H�H�8¯;�F:B?=?H!ENF'H#���$�}F'8'H!�LHL=�B @�D�8'H\9 @ � ;�8$��TMHL¦W>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦O�:H!B�®G 6H σx,y �$ENF'D�8:H � 9<=?@�8�¤� J'D�¦?¦?H�8 B� $@�¦ �'H�9<=?;�8 B�D��L=�HL¦ �B�
8$�}DM8 �'F'HL8'��HL8 B� $@�¦.TMH �¥B�®� 6H ���:F�>A;�=. 'J'D�¦?>SH @%��H�� TMH�EGF:HLT�;�8�TMHL¦
�L;�>  6;�¦?H)(W�²H�¦

σx,y
¦?H��L;�>* ;�=�B�H�8 B.��;�>A>SHJ�'HL¦ ��KLT�KL>SHL8 B�¦�8'HLF:B?=?H�¦ �)(�V.DM8:¦?D=��¦�D�;�8¯DW�'H�8NB?D�!�@CD�B

B�;�F'¦\TMH�¦  ;�DM8 B�¦\@) / $@�=�B�HL8'@�8 BJ3 T-@ >*�L>SH ����;�>* ;�¦?@�8 B�H � H�B\B�;�F'¦\TMH�¦2>A;�=k 'J'D�¦?>SHL¦
σx,y

3M�'H�¦
DW�:HL8 B�D&B�KL¦���;�8 @�F'=?@�D�BPF'8:H.8';�F���HLT�TMHW� @CB?K�5�;�=?DMH)�L!$8'DMH ( ��;�>* $@�=?H�=�@%��HL� −→π1(

−→
X )

ENF'D@�TM@u 'F:DM¦?¦?@�8'��H
�'F ��;�8 B�DM8NF/)0��H�B ENF'D�8'H ¦�HL>*�'T�H @%��;�D�=� 6HL=.�'F�@�F'��F'8'H DM8�9<;�=?>A@CB�D�;�8 ��DM>* 6;�=�B�@�8 B�H �T 'F'D�¦?ENF$�};�8
�'K��L=?D&BS¦�@ T�;�DO�'H �L;�>* 6;�¦?D&B�DM;�8 3� $@C=�B�D�=T�'F%B�@��'TMHL@�F �'HK�:=?;�D&B�H HL8%HL8'T�H��C@�8 B ¦�DM>* 'TMH�>AH�8 B TMHL¦
DM8'�'DM��HL¦�H�BWT�HL¦

σx,y
ENF'D+¦�;�8 B2@�T�;�=?¦-�'HL¦WDW�'H�8 B�D�B?KL¦�(

◦ σy,z hy,z ry,z h′y,z r′y,z uy,z dy,z
σx,y σx,z hx,z rx,z h′x,z r′x,z ux,z dx,z
hx,y hx,z ux,z
rx,y rx,z dx,z
h′x,y h′x,z
r′x,y r′x,z
ux,y ux,z
dx,y dx,z

[28c;���B�DMH�8 B|�';�8'� F'8:H �L@CB�K�5�;�=?D�H�!'8'DMH @%��HL�
4
;��G��H�B?¦¯�L;�=?=?H�¦k 6;�8/�$@C8NB @�F�+ ����;�>  6;�¦?@�8 B�HL¦��

A,B1, B2

H�B
C
H B

6
>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦�8';�8 B�=�D��GD-@CF�+

r, h, r′, h′, u = r′ ◦ h H B d = h′ ◦ r (

A

C

B

B

1

2

r

h h’

r’ ◦ id h r h′ r′ u d
id id h r h′ r′ u d
h h u
r r d
h′ h′

r′ r′

u u
d d

Z�H�ENF'D:8���H�¦�B HL8:�L;�=�H(ENF$��F:8'HYDM8 B�F'D&B�D�;�8u�:H��GDMH�8/�'=�@��N@�F*� J$@# :D�B�=�H(7�w1( � ( �vU�(] �( ����� ),�CF'8'HO�'K,!$8'D�B?DM;�8
9<;�=�>AH�TMTMH@�';�8 BW8';�F'¦YK B�F/�'D�HL=�;�8'¦YTMH�¦O '=?;  :=?DMK B�K�¦�(
V���@C8NB4�$�}K�B?F/�'D�HL=WF'8¯@CF:B�=�H!H0+�HL>* 'TMH)�$8';�B�;�8'¦YEGF:Hu�$@C8'¦���H��'HL=�8'DMH�=��$T-@ 5�=�;�F/ 6;� �:D�!$�L@CB�D�;�8�( ��;�DM=
 '=�;  ;�¦?D�B?DM;�8�Vu( � ( ��� (] $( � � � ) )1�'H −→π1(

−→
X )

HL¦�B DM¦�;�>S;�=k 'J:Hg�$@�8'¦ 14t�u 3
π1(X)

���)��H�¦�B�¤q3 ¤q�:DM=?H T�H
5�=�;�F/ 6;� �'H 9<;�8'�$@�>SHL8 B @�Tx�:HAT���H�¦k $@���HAB?;  ;�TM; 5�D�ENF'H*¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NB��'H −→

X
( Z�;�>S>AH 8';�F:¦�T�HT��HL=�¤

=?;�8'¦��$��H!8���H�¦�B@ $@�¦�B�;�F_��;�F'=?¦�T�H\� @�¦�(
�j�R� � ���8�� � ��%���� � � � �
��������
�x��H�8'¦?H�>*�'T�H\¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 BYHL¦�B

[0, 1]3\]1
3
, 2

3
[3
ENF'H\T=�};�8 >*F:8'D�B-�'H\T-@�B?;  6;�TM; 5�DMHYH�BQ�'H\T���;�=k�'=�H.�LTM@�¦�¤

¦?D�ENF'H D=(}H#( DM8/�'F:D�B�¦� $@�= �LH�F�+ −→
R 3 ( [\8�8';CB�H −→π1(

−→
X )

T=�}HL¦k '@��LH ;�=.�';�8'8:K ;��:B�H�8NF$( Z�H�B H�¦k $@���H
U>U



;�=.�';�8'8'KH�¦�B�TMH\>S;��/��TMH�5�K�;�>SK�B�=�DMENF'H��'Fz '=�; 5�=�@C>A>SH �����������	�����������
��������� ;$# � HL¦�BWF'8
¦?K�> @) 'J';�=�H B?HL=�8$@�DM=�H#( XW8'H =?H� :=?KL¦�HL8 B @ B�DM;�8R5�=?@# 'J'D�ENF'H HL¦�BJ�';�8'8'KLH* $@�=\T�H ¦?� J'K�> @z�'HT5 @�F'� J:H
�LD�¤q�'H�¦?¦�;�F'¦�(

£�;�F'=��'K��L=�DM=?HAT-@ � @CB?K�5�;�=�DMH 9<;�8/�$@C>AH�8NB�@�TMHT�'HA�LH B HL¦. $@��LH ;�=k�';�8'8'K#��;�8 K B @��'T�D�B!F'8'H� $@�=�B?D�B?DM;�8
�'H ¦�;�8�HL8'¦�HL>*�:TMH ¦?;�F'¦�¤"�?@��LH�8NBH�8

26
����;�>* ;�¦?@�8 B�H�¦ �)�+��;�>A>SH T�H ¦�F/5 5 ��=?H T-@*!a5�F'=�H �'H1�'=�;�D�B?H

�LD�¤q�'H�¦?¦�F'¦�((Z�J$@��LF:8'H��'H��HL¦ ���L;�>* 6;�¦�@�8 B?HL¦ �\HL¦�B.F:8¯�LF:�HENF'D²�L;�8 B?DMHL8 B��LH�=�B @CDM8'H�¦4�:H�¦�HL¦Y9 @��LH�¦
>A@�DM¦� $@�¦q9<;�=��LK�>AH�8NB�B�;�F:B?HL¦�(��+HL¦ ����;�>* ;�¦?@�8 B�H�¦ ��¦?H�=?;�8 B 8';CB�KLH�¦

A(i,j,k)

;$#
i, j, k ∈ {0, 1, 2} H�B

i, j, k
8'H.¦?;�8 Be '@�¦�B�;�F'¦�T�HL¦�B?=?;�D�¦�K�5 @�F�+M3

1
( ¦?@�8'¦(ENF';�D6;�8M�:KL¦?D�5�8'H�=�@�D&B�T�H � B?=?;�F �W@�F ��HL8 B�=�H �'H

−→
X
),�GTMHYB�=�DW 'T�H�B D�8/�'DMENF$@C8NB�ENF'H

A(i,j,k) = Ii× Ij × Ik
;$#

I0 := [0, 1
3
], I1 :=]1

3
, 2

3
[
H�B
I2 := [2

3
, 1]

(
I#;�F:B2��;�>S>AHJ�$@�8'¦�TMH!� @�¦2 '=?K��LK��:HL8 B%��K B @�8 B��:;�8'8'K

x, y ∈ X �6;�8 �'K��L=?D&B −→π1(
−→
X )[x, y]

H�8 ¦?F' �¤
 6;�¦�@�8 B!ENF'H

x <X y
(A�+H*�'HL¦��L=�DW :B?DM;�8��L;�>  'T���B?H HL¦�BB?=k�L¦9 @�¦�B�DW�:DMHLF:¦?H H�BJ�';�8:8'HAF:8'HAD��'KLHT�'H�¦
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HL8 9<;�8'��B?DM;�8R�'H
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x
H B
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@�F�+g�'D�NKL=�HL8 B�H�¦W��;�>* ;�¦?@�8 B�H�¦

A(i,j,k)
(

x ∈ y ∈ � @C=k�'D�8$@�T$�'H −→π1(
−→
X )[x, y]

=?H�¦�B?=?DM� B�D�;�8'¦
A(0,1,1) A(2,1,1) 0

¤
A(1,0,1) A(1,2,1) 0

¤
A(1,1,0) A(1,1,2) 0

¤
A(1,0,0) A(1,2,2) 2

¤
A(0,1,0) A(2,1,2) 2

¤
A(0,0,1) A(2,2,1) 2

¤
A(i,j,k) A(i′,j′,k′) 1
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X
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−→π1(
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X
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X
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−→
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(x, y)
�$�}KLT�KL>SHL8 B�¦ �:H |X| � π1(X)[x, y]
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(1, 1, 1)
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¦?;�8 B4�'H�F�+d 6;�DM8 B�¦O�:H
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H�BENF'H
α
H�B
β
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��HL8 8';�B�@�8 B
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x
H�B
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F'8 �'DM� J:HL>SDM8 �'H
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��HL=�¦

(1, 1, 1)
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γ ◦ β ◦ δ ∼dih γ ◦ α ◦ δ ���#�}HL¦�B�¤s3 ¤ �'DM=�H
[γ]dih ◦ [β]dih ◦ [δ]dih = [γ]dih ◦ [α]dih ◦ [δ]dih
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)
= η
(
[γ]dih
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)
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η
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[x, y]

HL¦�B.F'8 ¦�DM8/5�T�H�B?;�8$�'��H!ENF'D
 :=?;�F'��H�ENF'H

r(−→π1(
−→
X )) ∼= π1(X)

�$@C8'¦ �����
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7�T�9 @�F�B\8';�B?HL=\ENF'H#�� $@C=2H,+�HL>* 'T�H  ;�F:=
x ∈ A(1,0,0)

H�B
y ∈ A(1,2,2)

�
T=�}HL8'¦�HL>*�'T�H −→π1(
−→
X )[x, y]
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�'H�F�+ KLTMK�>AH�8 B�¦�( Z�H B*H0+:H�>  :TMH >AH B*@CDM8'¦�D�HL8 K,��D��'HL8:�LH��:HLF�+R 'J'K�8';�>*�L8'H�¦��qT�HT '=?H�>AD�HL=K�B�@�8 B
ENF'H −→π1

 H�F:B1�'K B�H���B�H�=1�'H�¦�B�=�;�F'¦u�'H��'D�>AH�8'¦?D�;�8 ¦?F/ 6KL=�DMHLF:=?H H B T�HA¦�HL��;�8/� ENF'H T�HL¦B�H�=?>SHL¦��:H
T=�}F'8'D&B�K

η
8:H!¦�;�8 B4 $@�¦�B�;�F:¦Q!/�/�LT�HL¦�(
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−→π1(

−→
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U
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��
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π1(X)
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X
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X
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HL¦. $@���HS;�=k�';�8:8'K @�DM8:¦?D�;��:B�H�8GF�� −→π1(
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X )
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π1(X)
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��HL=�¦
π1(X)
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η
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π1(X)
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ENF'H
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−→
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−→
X )
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B�J:KL;�=.�L>SH|�'H�wP@�8 ¬@�>* H�8 �'D�=?DW5�K H�8 �L;�>* 6;�¦�@�8 B −→π 1

@%��HL�¯TMH 9<;�8'��B?HLF'=��$��D�8'�LT�F'¦?D�;�8 �'H T-@
� @ B�K�5�;�=?D�H��'HL¦Y� @ B�K�5�;�=?D�HL¦Y¦�@�8:¦W�6;�F'��TMH��$@C8'¦ 14t�u (
����� ��� ��� � � � ��� ��� �W� � � � � � � ��� ��� �W� � ����
�� � ������1�
Z�;�>S>AH.@�8'8';�8'�LK �'@�8'¦(T�H2 '=�K @�>*�:F'TMH)�:8';�F:¦�@�TMT�;�8'¦��'K�!'8'DM=�F'8'H\�L;�TMTMH���B?DM;�8*�'H  6H�B?D�B�H � @CB?K�5�;�=?DMH
�L;�8NB?HL8$@C8NB.B�;�F:B?HL¦�TMHL¦W� @ B�K�5�;�=?D�HL¦Y9<;�8/�$@�>SHL8 B�@�TMH�¦@�'Hu ; ¤�HL¦. $@���HL¦2 6;�¦�¦?DM�:TMHL¦�(�[\8¯HL¦�B2 ;�F'=���HLTM@
5�F'D��'K4 $@�=PT-@� '=?;  :=?DMK B�KW7?7E( ��( � ( [28 =?@# / 6HLTMT�HYEGF:H�( ��;�DM= T-@��'K,!$8'D�B?DM;�8AV�( � ( �s� )qF'8'H�� @CB?K�5�;�=�DMHWHL¦�B
�'D&B�H��'D�¦?�L=.��B?H!T�;�=?¦�ENF'H¦?HL¦W¦?H�F'TM¦Y>S;�=k :J'DM¦�>AH�¦(¦?;�8 BW¦?H�¦�D��'HL8 B?D�B�D�KL¦�(
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�^�:���������)$&%��/	���	 �	 � �
X�8!>S;�=k 'J:DM¦?>SH

γ
����F'8:HP�L@CB�K�5�;�=�DMH C HL¦�BU�'D&B;79:-F;7/Bs=QX�@Se�B(TM;�=�¦?ENF'H T=�}HL8:¦?HL> �'TMH C[tgt(γ), src(γ)]HL¦�B���D��'H#(*±2@�8'¦TMH �L@�¦\�L;�8NB?=�@�D�=?H)�+;�88�'D�BENF'H

γ
HL¦�B$:��S=?<�Bs=QX�@Se;BS;�F EGF:H

γ
HL¦�B�:}Dg`a=QX^e;F

Bs=QX�@Se;B (
�^�:�������0/�$&%��/	���	 �	 � �

X�8:H �L@CB�K�5�;�=�DMH HL¦�B*�'D�B?H 79:-F;7akm@Seg<Qb\= T�;�=?¦�EGF:H B�;�F'¦ ¦�HL¦S>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦���3 T=�}H,+���H� :B?DM;�8 �'H ¦?H�¦
DW�:HL8 B�D&B�KL¦��N¦?;�8 B�¦�@�8'¦ =�H�B�;�F'=�(��²@¦?;�F:¦�¤��L@CB�K�5�;�=�DMHQ 'TMH�DM8'HO�:H 1xtsu �';�8 BPTMH�¦P;��G��H�B?¦�¦�;�8 B�T�HL¦  H B�D&B�HL¦
� @ B�K�5�;�=?D�HL¦�¦�@C8'¦��6;�F'��TMH\H�¦�BW8';�B?KLHAqEr 1xtsu (
°:@�F�9���;�8 B�=�H ¤�D�8/�'D�� @CB?DM;�8 H0+� 'TMD��LD�B?H#�GB�;�F:B?HL¦�T�HL¦(�L@CB�K�5�;�=?D�HL¦�¦?@�8'¦��6;�F'�LT�H\@�F�+�ENF'H�TMTMH�¦�8';�F'¦Y@CF'=?;�8:¦
T=�};G�L� @C¦?DM;�8R�'HS8';�F:¦ DM8 B?KL=?H�¦?¦�HL= ¦�;�8 B1 6H�B?D�B�H�¦�( R�8 ��;�8'¦�KLENF'HL8:�LH#� ;�8 @# / 6HLT�TMHL=?@ � @CB?K�5�;�=�DMHS¦�@�8:¦
�6;�F'�LT�H2F'8'H� 6H�B?D�B?H\� @CB?K�5�;�=�DMH�EGF:D+HL¦�BY¦?@�8'¦��6;�F'��TMH#( �²@1 '=�;  '=�DMK�B?K\7?7E( ��( �  H�F:BW@�TM;�=?¦(¦���H0+' :=?DM>SHL=
HL8��'DM¦?@�8 B�ENF'H�T-@� @CB?K�5�;�=�DMH�9<;�8/�'@�>AH�8 B @�T�H4�:H�B�;�F:BPHL¦k '@��LH2;�=k�';�8:8'K�H�¦�B�¦�@�8'¦��;�F'�LT�H#( [28� 6HLF�B
�';�8:� ��=�H��'K,!$8'D�=��WTMHW9<;�8'� B�HLF:=�� @ B�K�5�;�=?D�HW9<;�8'�$@�>SHL8 B @�T�H 
G�'KL¦�;�=?>A@�D�¦��NTM;�=�¦?ENF'H�T=�};�8A9<H�=�@ =�K�9<KL=�HL8'��H
@�F 9<;�8'� B�H�F'= −→π1

�$�LH¦?H�=�@ F'8 9<;�8'��B?HLF'=Q�'K,!$8'D+¦?F:=�LINQPGRQT�31�C@�TMH�F'=?¦Q�$@C8'¦$qEr 1xtsu (

�U� �
�
�
�
� � ��� ��.��)(��)���I������!%1)� �
���,.����)(�&$!��)�����,�I��1)� � !%+).����

[28 �';�8'8:H(DM��D' 'T�F'¦?D�HLF'=�¦�@# / '=�;�� J:HL¦�KLENF'D"�C@�TMH�8NB?HL¦j�:H(T-@.8:;�B�D�;�81�'H(�L@CB�K�5�;�=�DMH(¦?@�8'¦q�6;�F'��TMH#(�§�;�F:¦
@�F'=�;�8'¦Y�6HL¦?;�DM8d�'HL¦4�'K,!$8'D�B?DM;�8:¦(¦?F'D"�C@�8 B�HL¦

�^�:�������=< $&%��/	���	 �	 � ����� � ���  �8+
[28 =�@) / H�TMT�H!ENF$�}F'8'H ¦?F'D&B�H

(γn, ..., γ0)
�'H�>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦4�$��F:8'H*� @ B�K�5�;�=?D�H C HL¦�B �'D&B�H�<>@G`�8m@G79-:}kgb =ATM;�=�¦?ENF'H)6

∀i ∈ {0, . . . , n− 1}, tgt(γi) = src(γi+1).£�@C= ¦?;�F'�LD�¦u�'HA�L;�8:�LDM¦�DM;�8���;�8 KL�L=�DM=?@ ¦?H�F'TMH�>AH�8 B ��¦�F'D�B?HA��;�>* ;�¦?@��'T�H�� T�;�=?¦�ENF'H T�HA��;�8 B�H,+GB?H HL¦�B
¦�@C8'¦W@�>*�'D�5�F �B?K#(�R�8 ;�F:B?=?H)�$;�8d�'D�B�ENF$�}F'8'H!¦?F:D�B�H\��;�>* ;�¦?@��'T�H2HL¦�B�7 X�BE[ <vX�=AT�;�=?¦�EGF���H�TMTMH.HL¦�BW8';�8
�GDW�'H�H�B\ENF'H T=�}F'8 @�F¯>A;�D�8'¦4�'H*¦?H�¦2KLT�KL>SHL8 B�¦.8$��H�¦�B� '@�¦.F'8:H*DW�'H�8 B�D�B?K#(.X�8'H�km@Ge;<Qb\=z�'@�8'¦2F'8:H
� @ B�K�5�;�=?D�H C HL¦�BWF'8:H!¦�F'D�B?H�L;�>* ;�¦�@��'T�H2¦�B?=?D���B�H2B?HLT�TMH\ENF'H tgt(γn) = src(γ0)

(
X�8:H ¦�F'D�B?H

(γ0)
H�¦�B F'8'H �;�F'�LT�H ¦�DH�B ¦?HLF:TMHL>SHL8 B ¦?D

γ0

H�¦�B F'8cH�8/�';�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�ENF'D!8$�}HL¦�B
 $@�¦!F'8'HADW�'H�8 B�D�B?K#( R�8 ¦�F/ / '=�DM>A@�8 B T�HL¦!DW�'H�8 B�D�B?KL¦��#B?;�F:B�HS¦?F:D�B�HS�L;�>  6;�¦�@C�'TMHT�';�8:8'H F'8:H ¦?F:D�B�H
�L;�>  6;�¦�@C�'TMH(¦�B�=�DM��B?H(;�F �GDW�'H)(qR�8S�L;�8'¦�KLENF'H�8'�LH)��B�;�F:B�H(�6;�F'��TMHO�';�8'8'H�TMD�HLF 3\F'8:H��;�F:�LTMH�¦�B�=�DM��B?H#(
°�D

(γn, ..., γ0)
HL¦�B F:8'HA�6;�F'��TMH�( ¦�B�=�DM��B?HM)\@�T�;�=?¦ENF'HLT ENF'HA¦?;�D&BT=�}HL8 B�D�HL=

i
�'H {0, ..., n} �#TM@ ¦�F'D�B?H

(γi−1, ..., γ0, γn, ..., γi)
HL¦�BWHL8'��;�=?HF'8'H�6;�F'��TMH�( ¦�B�=�DM��B?HM)0�$@�DM8:¦?D=��K�B�@�8 B@�:;�8'8'KF'8 >A;�=k 'J'D�¦?>SH

γ�$�}F'8'H �6;�F'��TMH�( ¦�B�=?D���B?HM),��DMT HL¦�B B?;�FB��;�F'=�¦� 6;�¦?¦�DM�'T�H �:H ¦?F' / ;�¦?HL= EGF:H
γi = γ

�j 6;�F'=!8$�}DM>* ;�=�B�H
ENF'HLT²D�8/�'DM��H

i
�'H {0, ..., n} (

�^�:�������CB $&%��/	���	 �	 � ��� 1��U���a(%8+
°�;�D&B

Σ
F:8'H ¦?;�F'¦�¤��L@CB�K�5�;�=?D�H �'H C �²;�8��'D&B\ENF'H

Σ
HL¦�B�8ge�BE=|�$@�8'¦ C T�;�=?¦�EGF:H* 6;�F'=2B?;�F:B?HS¦�F'D�B?H�L;�>  6;�¦�@C�'TMH

(γn, ..., γ0)
�';�8 @

γn ◦ ... ◦ γ0 ∈ Σ =⇒ ∀i ∈ {0, ..., n}, γi ∈ Σ.

�²@J :F'=?H B�KW¦?HW=?K��#�LT�HYB?=k��¦�D�>  6;�=�B�@�8 B�HO�$@C8'¦ T=�}K�B�F'�'H@�:HL¦� '=?;  :=?DMK B�K�¦�����F'8AENF';�B�D�HL8 B��'HY� @CB?K�5�;�=?DMH
H�BJ�';�8'�#�²�L;�>A>SH*;�8 TMH1��HL=?=?@'���$@�8'¦T���K B�F/�'H B?J'KL;�=�DMENF'H �'H�¦��L@CB�K�5�;�=�DMHL¦��:HS��;�>* ;�¦?@�8 B�H�¦�(A[28
 6HLF:B1��;�DM=��LH B?B�H 8:;�B�D�;�8 ��;�>A>SH F:8'H 9<;�=�>AH �'H �L;�8 ��H,+�D�B?K @#�$@# �B�KLH @�F�+ � @CB?K�5�;�=�DMH�¦�(�§W;�B�;�8:¦
K�5�@�TMH�>AH�8NB(EGF:H!¦�D

F
H�¦�BWF'8 �L;�=k '¦YH�B L T�H  6;�¦?H B (<�#�}HL¦�B�H�8 9 @�D�B�H�8 HL8'¦�HL>*�'T�H !$T�B?=?K\��;�>  :TMH�B(;�F

� �



� FIHqX,9EX�� <E? �2^�FWX,HsX ^'D#90H];]D#F-?B9 �GX,9.HL8 B�H�=?>SHL¦!@�8/5�T�;C¤�¦?@B+�;�8'¦*)2�'H B�;�F:B?HL¦!TMH�¦\H,+GB�H�8'¦?D�;�8'¦��:H
F
�²TMH

 '=�HL>SDMHL=Y@_+:D�;�>SH �'HT-@ �'K,!$8'D�B?DM;�8g����F'8:H���T-@�¦�¦?H��$�}H,+GB�H�8'¦?D�;�8'¦4�'DM¦�B�DM8'5�F'KLH �e�:H
F
�$8';CB�KLH C �'B�H�TMTMHENF$�}HLTMT�H.H�¦�Be�:KL�L=�D�B?H �$@�8'¦ � � � � (���;�D�=�@CF'¦?¦�D � U � � ),�' 6HLF�Be��B?=?H2=�H�9<;�=�>*F'T�KWH�8g�'DM¦?@�8 B(ENF'H C HL¦�BO 'F'=�H�$@�8:¦ L (�^�:���������31e� � ����	 %a(%3� ���('U���B	 �	���	 (%����  ' �-�U���a(%8+

°�D C1 H�¦�B4 'F'=�Hu�'@�8'¦ C2 �:HLTMT�H ¤ > ��>AH@ 'F'=?H��$@C8'¦ C3 ��@�T�;�=?¦ C1 HL¦�B4 'F:=?H��$@�8'¦ C3 (1e��� �����A� £�=?H�8';�8'¦
γ
F'8%>A;�=k 'J'D�¦?>SHg�'H C1 H BS¦?F/ / 6;�¦�;�8'¦ ENF'H γ = β ◦ α @%��HL�

α, β
�:HL¦

>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦4�'H C3 (\R�8  $@�=�B�D��LF'T�DMHL= γ H�¦�B\F'8�>S;�=. 'J'DM¦�>AHJ�'H C2 ENF'D�H�¦�B� 'F:=?H1�$@C8'¦ C3 ���';�8:�
α, β

¦?;�8NB4�'H�¦�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦e�'H C2 (�¶ @�DM8 B�H�8$@�8 B%� γ = β ◦ α @%��H��
γ
>A;�=. 'J'D�¦?>SH �'H C1 �$H�B α, β>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦@�'H C2 �
��;�>A>SH C1 HL¦�B� 'F'=�H �$@�8'¦ C2 � α, β ¦?;�8NB �'HL¦\>S;�=k :J'DM¦�>AH�¦@�'H C1 ��ENF'D�HL¦�B@�D�8'¦?D$ :F'=?H��$@�8:¦ C3 ( �

±2@�8:¦WT�H2B�J'K�;�=k��>AH7�7?7E( � (yU ;�8z 6;�¦?H� 6;�F'=(B�;�F'¦Y;��G��H�B?¦
x
H�B
y
�'H C �

x vOb(C) y
¦?D+H�BW¦�HLF'T�HL>SHL8 BW¦?D C[x, y] 6= ∅,

�#�}HL¦�BPT-@\=?H�T-@CB?DM;�81�:K�!$8'D�HO�$@�8'¦ T�� @# ' H�8/�'DM��H�V�( � ( � ( [28T ;�¦�H�K�5 @CTMHL>SHL8 B  6;�F'=qB?;�F'¦ >A;�=k 'J'D�¦?>SHL¦
α
H B
β
�'H C � α vMo(C) β

¦�D.H�B ¦?HLF:TMHL>SHL8 B ¦���D�T.H0+:D�¦�B?H
γ1

H�B
γ2

�Q�'H�F�+ >S;�=k :J'DM¦�>AH�¦ �'H C
B�H�TM¦\ENF'H

β = γ2 ◦ α ◦ γ1

( °�� J'KL>A@CB?DMENF'HL>SHL8 B��#;�8 @
α //

γ2
��

β
//

γ1

EE

=
( ��D�HL8�ENF'H TMH�¦\=?HLTM@CB�D�;�8'¦

 '=�KL�LK��'HL>S>SHL8 BO�'K,!$8'DMH�¦�¦?;�D�HL8 B(8:;�B�K�HL¦�@%��H����'HL¦ v ���LH28'H.¦?;�8 B�H�8g5�KL8'K�=�@�TENF'H �'H�¦e '=?K�;�=k�:=?HL¦�([28 KL��=?DM=?@ @�F'¦�¦?D��P� J'@�ENF'H 9<;�DM¦�ENF'H TMH ��;�8 B�H0+�B?H HL¦�B �LT-@CDM=��
x vo y

@�F T�DMH�F��'H
x vOb(C) y

H B
α vm β

@�F TMD�HLFg�'H
α vMo(C) β

(

�^�:��������� � � % � �(#���� � � 'U�('$�$(%���	�� '/�	 � � �U���*�+'/(%-, � ��	����T� 'U��� � � ���  �8+
RqB @�8 B4�';�8:8'KF'8'H� @CB?H�5�;�=?DMH C �$TMH�¦Y@�¦?¦�HL=�B�DM;�8'¦Y¦?F'D"��@C8NB?HL¦W¦?;�8 BWKLENF'D"�C@�TMH�8NB?HL¦�6
� (W@�F:�LF'8'H��'H�¦�¦�F'D�B?HL¦Y�L;�>  6;�¦�@C�'TMH�¦O�'H C 8$��H�¦�BWF'8'H�6;�F'��TMH#(
��( ∀x, y ∈ Ob(C), ((x 6= y) ⇒

(
C[x, y] = ∅ ;�F C[y, x] = ∅)

) H B C[x, x] = {idx}
(

� ( ∀γ1, γ2 ∈ Mo(C) �
(
src(γ1) = tgt(γ2)

H�B
src(γ2) = tgt(γ1)

)
⇒ (∃x ∈ Ob(C), γ1 =

γ2 = idx)
(

� (W�²@ � @CB?K�5�;�=?DMH
Endo(C) HL¦�B2 :F'=?H (]�'@�8'¦ C )(H�BQ�:DM¦?��=k� B�H ( ��;�DM=O�'K,!$8'D&B�DM;�8 Vu( � ( �s� ),(

��(W�+HL¦Y�L@CB�K�5�;�=?D�HL¦
Endo(C) H�B Iso(C) ¦�;�8 B@�:DM¦?��=k� B�HL¦�(

U'(W£#;�F'=�B?;�F:BO5�=�;�F/ 6;� �:H G �/ 6;�F'=�B?;�F:B�9<;�8'��B?HLF'= F : G → C � im(F )
H�¦�BQ�'D�¦?��=k��B?H�(]�:H� 'TMF'¦��

¦�D G HL¦�B.�L;�8:8'H,+�H*@CTM;�=�¦ im(F ) = {∗} )(H�B@ ;�F:=WB?;�F:B�>A;�8:;� �'H M �� 6;�F'=YB�;�F:BY9<;�8'��B?HLF'=
F :M→ C � im(F ) = {∗} (

� (W£#;�F'=�B?;�F:B(9<;�8:��B�H�F'=
F : G0 7→ C

�:;�8 @
im(F ) = {∗} �:;$# G0

HL¦�BYT���F:8'H2�'H�¦O�'HLFG+d H B�D&B�HL¦
�L@CB�K�5�;�=?D�HL¦�¦�F'D��C@�8 B�H�¦�6

{ x
α

(( y
α−1

hh ,N}

+���[ H 8�F 560UX 560�8 8ZH ]?[ H@Q�FIH�.48?7NL .48 b7dI7?H�8ZFA]M768�F 7<.43:dMV5H��M]?[ L�� 5OH��=V5K 7<.I7 .18?7<.I3^dI5 7NH5J"]SH 50[ 0:]	��HYX,F 7
��g
�#�



�
N
K B @�8 BQ�GF H�8 B�@�8 BWEGF:H�>S;�8';�=�'H#���#�}HL¦�B�¤s3 ¤q�'D�=?H�L;�>S>SH2F'8'H� 6H�B�D&B�H� @ B�K�5�;�=?D�H28$��@ ®�@�8 B

ENF$�}F'8 ¦?HLF:T#;��G��H�B�(
� (W�+HL¦Y=�HLT-@ B�DM;�8'¦ vo H B vm ¦�;�8 B@�:HL¦Y;�=k�:=?HL¦4 $@�=�B�D�HLTM¦�H�BWT=��@# / 'T�DM�L@CB�D�;�8

(
Mo(C),vm

)
//
(
(Ob(C)× Ob(C)),wo × vo

)

γ � // (src(γ), tgt(γ))

H�¦�BW¦�B?=?DM� B�H�>AH�8NB ��=?;�D�¦?¦�@C8NB?H#(
�'(W�²@ =?H�T-@CB?DM;�8 vo HL¦�BWF'8 ;�=.�'=?H� $@�=�B�D�HLT�H B

∀γ ∈Mo(C) ((γ 6= id)⇒ (src(γ)@otgt(γ))).

� �'(W£#;�F'=(B�;�F:B�9<;�8'� B�HLF:=
F : C ′ → C �/ 6;�F'=(B�;�F:B γ 9 @CDM¦�@C8NBe $@�=�B?DMH��$�}F'8'H�6;�F'��TMH��'H C ′ � F (γ)H�¦�B*F:8'HAD��'HL8 B?D�B�K*�'H C ( [28 �:D�B!ENF$��F:8 >A;�=k 'J'D�¦?>SH

γ
]�:-[~Xh8;:}B�Xs[ = DdcfegF�= km@Ge;<Qb\=�;�F

:}8;8;:}Bs:�� XAD�:-F;7MegF�=^km@Se;<Qb =S¦?D
H�B�¦�HLF'T�HL>SHL8 BY¦��}DMT6H,+�DM¦�B�H\F'8:H\�;�F:�LTMH
(γn, ..., γ0)

H�B(F'8
D�8/�'DM��H

i ∈ {0, ..., n} B�H�TM¦YENF'H γi = γ
(

��� ( C H�¦�BWF'8'H� @ B�K�5�;�=?D�H\¦�@�8'¦Y�6;�F'��TMH�(�@CF ¦�HL8'¦4�'HT-@1�'K,!$8'D&B�DM;�8 7�7?7E( � ( �$),(
� ��(W�²@ � @CB?K�5�;�=?DMH C H�¦�BWDM¦�;�>S;�=k 'J:H�3S¦�;�8 =?H��'H�B4�$@�8'¦$qsr 14t�u (���;�D�=�TMH2B?J'KL;�=.�L>SH7?7?7E( � ( � ),(

�²@u�'H�=?8'D��L=�H.@�¦�¦?H�=�B�D�;�8 8'HW¦?H�=�@� :=?;�F'��KLH2K�ENF'D��C@�T�HL8 B�H�@�F�+ @�F:B?=?H�¦�ENF$�}F'T�B?KL=?D�HLF'=�HL>SHL8 B%�GHL8A> ��>AH
B�H�>  :¦WENF'HT���;�8 >S;�8 B�=�HL=�@ ENF'HAqEr 1xt�u H�¦�B�F'8'H¦?;�F:¦�¤��L@CB�K�5�;�=�DMH\K� :D&¤�=�K��$K�� J'DM¦�¦�@�8 B?Hu�'H 1xtsu (1e��� �����A�

(11)⇒ (3)°�;�D&B�F:8 >A;�=k 'J'D�¦?>SH
γ
�:H C ��¦?D γ @# / $@C=�B�D�HL8 BO3 C[x, x]  6;�F'=�F'8 ��HL=�B�@�DM8 ;��G��H�B x �'H C �'�$��@# '=.�L¦( ��� ),� TMH�¦�¦?H�F'TM¦#HL8'�';�>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦��'H C ¦�;�8 BqTMH�¦�D��'HL8 B?D�B�K�¦��)�';�8'� γ HL8*H�¦�BqF:8'H#�CH�Bq¦�D γ @# / $@�=�B�D�HL8 B3 C[x, y]  6;�F'=��'H�F�+ ;��G��H B�¦��'DM¦�B�D�8'��B?¦ x H�B y �'H C �#@�T�;�=?¦2;�8��:K��'F'D&B��'H�( ��� ).EGF:H

γ
HL¦�B�¦?@�8'¦

=?H B�;�F:=��$H�BQ�:;�8'�ENF'H C[y, x] HL¦�BQ�GDW�:H#(
(3)⇒ (11)°�;�D&BYF'8¯>S;�=. 'J'DM¦�>AH

γ
�'H C ��¦?D γ @# ' $@�=�B?DMH�8NB@3 C[x, y]  ;�F'=Q�'HLF�+ ;�� ��H�B�¦4�'D�¦�B�D�8'��B?¦ x H�B y �'H

C �'@�T�;�=?¦ C[y, x] HL¦�Be�GDW�'H)�:@�F�B�=?H�>AH�8 Be�'D&B%� γ HL¦�B�¦�@�8:¦(=?H B�;�F'=���H B(¦�D γ @# ' $@�=�B?DMH�8NB-3 C[x, x]  6;�F'=F'8 �LH�=�B @CDM8 ;��G��H B
x
�'H C ��@CTM;�=�¦ γ HL¦�BWF'8'HDW�'H�8 B�D�B?K#( (1)⇒ (2)°�D+8';�F'¦W@P�GD�;�8'¦

x 6= y
�'H�F�+ ;��G��H B�¦4�'H C H�BQ�'H�F�+ >S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦ γ1, γ2

�'H C B�H�TM¦�ENF'H

x
γ1

)) y,
γ2

hh

@�T�;�=?¦
(γ1, γ2)

¦�HL=�@CD�B F'8'H �6;�F'��TMH)�PH BS¦?D(8';�F'¦ @%��D�;�8'¦ F'8 ;��G��H B
x
�:H C H�B F'8�>S;�=k 'J:DM¦?>SH γ@# / '@�=�B?HL8$@�8 B@3 C[x, x] B�H�T+ENF'H γ 6= idx

��@CTM;�=�¦
(γ)

¦?H�=�@�D&BYF'8'H�6;�F'�LT�H#(

(2)⇒ (3)°�F/ ' ;�¦�;�8'¦ ENF'H T=�};�8�@�D�B1�'HL¦ >S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦
γ1, γ2

�:H C @%��HL� x := src(γ1) = tgt(γ2)
�
y :=

src(γ2) = tgt(γ1)
�:K�B @C8NBe�';�8'8'K.EGF:H C[ + , ® ] = ∅ ;�F C[ ® , + ] = ∅ �:;�8 @ ENF'H x = y

H B�DMT��GDMHL8 BO�:H
C[x, x] = {idx}

EGF:H
γ1 = γ2 = idx

(

� �



(3)⇒ (4)°�;�D&B(F'8 HL8/�';�>A;�=. 'J'D�¦?>SH
γ
�'H C H Be�'H�F�+ >S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦ γ1, γ2

�'H C B�H�TM¦�EGF:H γ = γ2 ◦ γ1

�'@�T�;�=?¦
8';�F:¦2@%��;�8:¦

src(γ1) = tgt(γ2)
H B
src(γ2) = tgt(γ1)

���';�8:� DMT+H0+�DM¦�B?H F'8¯;��G��H�B
x
�'H C B?HLT#ENF'H

γ1 = γ2 = idx)
��¦�D��'D�HL8 ENF'H

Endo(C) HL¦�B1 'F:=?H#( ±.HM :TMF'¦���HL8  ;�¦?@�8 B
γ1 = γ2 = γ

��8';�F'¦
�'K��'F'DM¦�;�8'¦!ENF$��D�T�H,+�DM¦�B�H F'8 ;��G��H B

x
�'H C B�HLT ENF'H γ = γ1 = γ2 = idx

H BJ�';�8'�
Endo(C) H�¦�B�'D�¦?�L=.��B?H#(

(4)⇒ (5)°�F/ ' ;�¦�;�8'¦WENF'H
x α // y ∈ Iso(C) ��@�TM;�=?¦ α−1 ◦ α ∈ Endo(C) EGF:D#H�¦�B4 'F'=�H#���';�8:� α−1, α ∈

Endo(C) ENF'D+H�¦�BWK�5�@�TMH�>AH�8NBQ�:DM¦?��=k� B�HH�B4�';�8:� α−1 = α = idx
(

(5)⇒ (6)�x��D�> @)5�H ����F'8�D�¦?;�>S;�=k :J'DM¦�>AH�( =�HL¦. H���B�D"��H�>AH�8NBT����F'8�H�8/�';�>S;�=k :J'DM¦�>AHW)J $@�=�F'8 9<;�8'� B�HLF:=*HL¦�B
F'8ADM¦?;�>A;�=. 'J'D�¦?>SH ( =?H�¦k 6HL� B�D���HL>SHL8 B(F:8 HL8'�';�>S;�=k 'J:DM¦?>SHM)0� ;�8� 6HLF�B���;�8'�LT�F'=?HW� @C=�� J$@CEGF:H.>S;�=�¤
 'J'D�¦?>SH �$�}F'8d5�=?;�F/ ;  �'H2H�¦�BYF'8 D�¦?;�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�H�B�ENF'H� J$@CEGF:H!>S;�=. 'J'DM¦�>AH4�$�}F'8 >A;�8:;� �'H�HL¦�B
F'8 HL8/�:;�>A;�=k 'J'D�¦?>SH#(

(6)⇒ (7)Rj�GDW�'H�8NB�(

(7)⇒ (1)°�F/ ' ;�¦�;�8'¦*ENF'H
(γn, ..., γ1, γ0)

¦?;�D&B F:8'H �6;�F'��TMH*�'H C ( °GD γn ◦ ... ◦ γ1 ◦ γ0 = idsrc(γ0)

@�T�;�=?¦
n ≥ 1

( � @C=.TMH�¦�K�TMK�>AH�8NB2�$�}F'8��;�F'�LT�H�8'H�¦?;�8 B� '@�¦2�'H�¦2DW�:HL8 B�D&B�KL¦*)WH B28';�F:¦2@%��;�8:¦2TMH!9<;�8'��B?HLF'=�¦
F
H B�T���D�8'�LT�F'¦?D�;�8

G
�:K�!$8'D&BY�L;�>S>SH2¦?F'D&B

x
α

(( y
α−1

hh
F // src(γ0)

γ0 --
tgt(γ0)

γn◦...◦γ1
mm

� � G // C ,

@�D�8'¦?D
G ◦ F HL¦�B F:8�9<;�8'��B?HLF'= �'H G0

��HL=?¦ C �';�8 B T=�}DM>A@#5�HS8$�}HL¦�BT '@�¦ {∗} ( °�D γn ◦ ... ◦ γ1 ◦
γ0 6= idsrc(γ0)

��@�TM;�=�¦ 8';�F'¦A@%��;�8:¦ TMH 9<;�8'��B?HLF'=
H

�:H
N
��HL=?¦ C HL8 B�D��L=�HL>SHL8 B��:K�B�H�=?>SDM8'Kd $@C=

H(1) = γn ◦ ... ◦ γ1 ◦ γ0
�:;�8 B�T���D�> @)5�H.8$�}HL¦�B4 $@�¦ {∗} (

(2)⇒ (8)[28¯@
x vo y

H�B
y vo x

K�ENF'D��C@�T�HL8 B43 C[x, y] 6= ∅ H B C[y, x] 6= ∅ �/�$�};$#¯D�T��GDMHL8 B x = y
H�B4�';�8:�

T=��@�8 B�D�¦�®G>SK�B�=�DMH*�'H vo ( °�F/ ' ;�¦�;�8'¦ ENF'H 8';�F'¦ @ ®�;�8:¦ α vm β
H B
β vm α

�#�}HL¦�B�¤s3 ¤q�'D�=?H ENF$�}DMT
H,+�D�¦�B�HENF$@CB?=?H>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦

γ1, γ2, γ3, γ4

=?HL8'�$@�8 BWTMHL¦O�:D-@#5�=?@�>S>AH�¦
α //

γ4
��

β
//

γ1

EE H�B
α //

γ2
��

β
//

γ3

YY

�L;�>A>*F�B @CB?D�9<¦�( 7�TO�GDMHL8 B �'H
(2)

ENF'H TMHL¦ >S;�=k :J'DM¦�>AH�¦
γi
�: ;�F'=

i
@# ' $@�=�B?HL8$@C8NB�3 {1, . . . , 4} �¦?;�8NBJ�'H�¦DW�'H�8NB?D�B?KL¦��²@CTM;�=�¦

α = β
H�B vm HL¦�B�@�8 B?DM¦�®G>SK�B?=?DMENF'H)( °�D

α vm β
�+8';�F'¦@%��;�8'¦��'HLF�+

>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦
γ1
H�B
γ2
B�H�TM¦YENF'HTMH��'DM@#5�=�@C>A>SH.¦�F'D��C@�8 BW�L;�>S>*F:B?H#6

α //

γ2
��

β
//

γ1

EE ,

� �



8';�F:¦AH�8 �'K��'F'DM¦�;�8'¦SENF'H
src(β) = src(γ1) vo tgt(γ1) = src(α)

H B
tgt(α) = src(γ2) vo

tgt(γ2) = src(β)
�� $@�=�@�DMT�TMH�F'=?¦��$¦?D

α <o β
( �';�8'�

γ1

8$�}HL¦�B� $@�¦WF'8'H*D��'HL8 B?D�B�K;�F¯�'DMH�8
γ2

8$�}HL¦�B
 $@�¦�F'8'H2D��'HL8 B?D�B�KW)P@CTM;�=�¦��GK�B @C8NB-�';�8'8:K2ENF'H

Endo(C) HL¦�BO�'D�¦?�L=.��B?H (]��� @# :=k�L¦ (5)
ENF'DH�¦�B�K�ENF'D��C@ ¤

TMH�8 Be3
(2)

),�
src(γ1) <o tgt(γ1)

;�F
src(γ2) <o tgt(γ2)

�G�';�8:�
(src(α), tgt(α))

HL¦�B(¦�B�=�DM� B�HL>SHL8 B
DM8�9<KL=?D�HLF'=e3

(src(β), tgt(β))
 $@�=�=?@# / 6;�=�B43 T-@*=�HLTM@CB�D�;�8 wo × vo (

(8)⇒ (2)�²@ =?HLTM@CB�D�;�8 vo H�¦�B�@�8 B�D�¦�®G>SK�B�=�DMENF'H)�$�LHENF'D+HL¦�B�K�ENF'D��C@�T�HL8 B@3

((x 6= y) ⇒ (C[x, y] = ∅ ;�F C[y, x] = ∅)).
±.H* 'TMF:¦ C[x, x] = {idx}

�²¦?D�8';�8�HL8 �L;�8:¦?DW�:KL=�@C8NB
γ ∈ C[x, x] �'D�¦�B?DM8'� B��'H idx �#8:;�F'¦!@%��;�8'¦!TMH�'DM@#5�=�@C>A>SH

γ //

idx

��
idx

//

γ

YY

,

�';�8:�
idx <o γ

@�TM;�=?¦ ENF'H
src(idx) = src(γ) = tgt(idx) = tgt(γ)

����H�ENF'D6�L;�8 B?=?H��:D�B�TMH�9 @�D�BPENF'H
(src, tgt)

¦�;�D�BY¦�B�=?D���B?HL>SHL8 BW�L=?;�DM¦?¦?@�8 B�H)(

(8)⇒ (9)£�=?H�8';�8'¦
γ 6= idsrc(γ)

�GDMTa�GDMHL8 B�@�TM;�=?¦
idsrc(γ) <m γ

�G�';�8'� ( � @C=
(src, tgt)

HL¦�B(¦�B?=?D���B�H�>AH�8 B(�L=�;�DM¦�¤
¦�@C8NB?HM) 8';�F'¦ @%��;�8'¦

src(idsrc(γ)) <o src(γ)
;�F

tgt(idsrc(γ)) <o tgt(γ)
��H�8 ��� @�F�B�=?H�¦*B�H�=?>SHL¦

src(γ) <o src(γ)
;�F

src(γ) <o tgt(γ)
�$H�BW@�D�8'¦?D

src(γ) <o tgt(γ)
(

(9)⇒ (2)�²@ =?HLTM@CB�D�;�8 vo H�¦�B�@�8 B�D�¦�®G>SK�B�=�DMENF'H)�$�LHENF'D+HL¦�B�K�ENF'D��C@�T�HL8 B@3

((x 6= y)⇒ (C[x, y] = ∅ ;�F C[y, x] = ∅))
H�BW¦�D

src(γ) = tgt(γ)
�'@�TM;�=�¦

γ = idsrc(γ)
(

(1)⇒ (10)°�D
(γn, ..., γ0)

HL¦�BYF'8'H\�6;�F'�LT�H �'H C ′ �$@�T�;�=?¦ (F (γn), ..., F (γ0))
H�¦�BYF'8'H\¦�F'D�B?H2�L;�>  6;�¦�@C�'TMH �:H CB�H�TMT�H\EGF:H

src(F (γ0)) = tgt(F (γn))
�$>A@�DM¦ C 8�� @'�a '@�=YJN®G 6;�B�J'�L¦?H)�� $@�¦Q�'H!�;�F:�LTMH�¦��a�';�8'�� ;�F:=B�;�F:BYDM8/�:DM�LH

i
�$@C8'¦ {0, ..., n}, F (γi)

HL¦�B�F'8'HD��'HL8 B�D&B�K��'H C (

(10)⇒ (1)°�D C @%�C@�D�B(F'8'H�;�F'�LT�H@�TM;�=�¦�TMH29<;�8:��B�H�F'=YDW�'H�8 B�D�B?K��'H C ��H�=?¦ C �L;�8 B�=�H��'D�=�@�D&B (10)
(
�

�U� �
�
�
�
2 �l� !$#��0� (��)(�� �
���,.����)(�&�!��)�������I��1)� � !%+0.0���

Z�D�B?;�8'¦�ENF'H�TMENF'HL¦W=?K�¦?F'T&B @CB?¦YEGF'@�¦?D�>AH�8NBWD�>A>SK��'DM@CB�¦:3T '=?;  6;�¦O�'H�¦��L@CB�K�5�;�=�DMHL¦�¦?@�8'¦Y�6;�F'�LT�H#(
�^�:�������\% 1e� � ����	 %a(%

°�;�D�HL8 B C H B L �'H�F�+ � @CB?K�5�;�=�DMH�¦�D�¦?;�>S;�=k :J'HL¦��6¦�D²T=�}F'8'HJ�'HL¦4�'HLFG+¯H�¦�B.¦�@�8'¦��;�F'�LT�H#��T=��@�F:B?=?HT=�}HL¦�B
@�F'¦�¦?D�(

� U



�^�:�������=' 1e� � ����	 %a(%
X�8:H!¦�;�F'¦�¤�� @ B�K�5�;�=?D�H��$��F:8'H��L@CB�K�5�;�=�DMH\¦�@C8'¦Y�;�F:�LTMH\H�¦�BW¦�@C8'¦��6;�F'��TMH)(

�^�:��������� 1e� � ����	 %a(%
X�8:H!�L@CB�K�5�;�=�DMH\HL¦�BW¦�@�8'¦W�6;�F'�LT�H\¦?D+H B�¦�HLF'T�HL>SHL8 BW¦?D+¦?@ �L@CB�K�5�;�=�DMH��'F$@CTMH\HL¦�BW¦�@�8'¦W�6;�F'�LT�H#(

�:�:�������������j�������
X�8:H�(  H B�D&B�HM).�L@CB�K�5�;�=�DMH C H�¦�BJ�'DM¦��L=.��B�H ¦�D�H�B¦?H�F'TMH�>AH�8 B�¦�D C HL¦�B�F:8R5�=�;�F/ 6;� �:H ¦�@�8'¦�6;�F'��TMH#�
D=(}H#(�F:8K5�=�;�F/ 6;� �:H\H�BYF'8'H!� @ B�K�5�;�=?D�H2¦�@�8:¦��6;�F'��TMH#(
1e��� �����A� °�F/ / 6;�¦�;�8'¦ ENF'HAT-@ � @CB?K�5�;�=?DMH C ¦?;�D�Bu�'DM¦��L=k� B�H)��TMH�¦��L@CB�K�5�;�=�DMHL¦ Endo(C) H�B Iso(C)TMH ¦�;�8 B!K�5 @�T�HL>SHL8 B%���';�8'� C HL¦�B!¦?@�8'¦!�;�F:�LTMH)( ±.H* 'TMF'¦��²TMHL¦\¦�HLF'T�¦�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦ �'H C ¦?;�8 B�TMH�¦DW�:HL8 B�D&B�KL¦-�';�8'� �:HL¦(D�¦?;�>S;�=k :J'DM¦�>AH�¦���@�DM8'¦�D C HL¦�B�F'8g5�=�;�F/ 6;� �'H)(�]YKL�LD� '=?;GENF'HL>SHL8 B��'¦?D C HL¦�B�F'85�=�;�F/ 6;� �'HW¦�@C8'¦(�6;�F'�LT�H#��@�TM;�=?¦� ;�F:=�� J$@CEGF:H

γ : x→ y
;�8 @

γ−1 : y → x
(P¶¯@�D�¦���;�>A>SH C 8$��@ $@�¦Q�'H�6;�F'��TMH#�

x = y
H�B
γ = Idx

(�V�DM8'¦�D C HL¦�B4�'D�¦?��=k��B?H#( �

�:�:����������� ����� 'U� � �U�
�x��;��G��H�BYD�8'D�B?D-@�T��'Hjqsr 14t�u HL¦�B ∅ H BY¦?;�8 ;�� ��H�Be!$8'@�T�HL¦�B {∗} ( §�;CB�;�8'¦�EGF:H!��H\¦?;�8 BW@�F:¦?¦?D
�LHLFG+d�'H1xtsu (

�:�:���������?/��j�������
I#;�F:B�H�L@CB�K�5�;�=?D�H\¦�@�8:¦W�6;�F'��TMH\H�¦�B�¦?ENF'HLT�H�B�B�DMENF'H (���;�D�=O�'K�!$8:D�B�D�;�8 V�( � ( �s� )0(
1e��� �����A� RqB @�8 Bu�';�8'8:KLHSF'8'HS� @CB?K�5�;�=�DMH ¦�@C8'¦��6;�F'��TMH C ��8';�F:¦ @%��;�8'¦ Iso(C) = Endo(C) =
{idx|x ∈ Ob(C)}

(
�

�:�:���������a< ��� � �   '�	����
RqB @�8 B4�';�8:8'KLH�¦4�:HLF�+ �L@CB�K�5�;�=?D�HL¦�¦?@�8'¦Y�;�F'�LT�H C1 H�B C2 � C1 H B C2 ¦?;�8 BWDM¦�;�>A;�=k 'J'H�¦(¦?D+H BW¦?HLF:TMH ¤>SHL8 BW¦?D C1 H B C2 ¦?;�8 BWKLENF'D"��@CTMHL8 B?HL¦�(1e��� �����A���²H.¦?ENF'HLT�H�B�B�H��$�}F'8'H\� @ B�K�5�;�=?D�H C HL¦�BYF'8'H\¦�;�F'¦�¤ � @CB?K�5�;�=?DMH\¦�ENF'HLT�H�B?B?DMENF'H C ′ �:H C B�H�TMTMHENF'H� J$@�ENF'H!;��G��H B@�:H C HL¦�BWD�¦?;�>S;�=k :J'H�3 F'8 ;��G��H B@�:H C ′ (P[2=(B�;�F�B�H� @CB?K�5�;�=?DMH2@ F:8 ¦�EGF:HLTMH B?B?HH�B �'HLF�+ ¦?ENF'H�TMH�B�B�H�¦J����F'8�>*�L>SH*�L@CB�K�5�;�=?D�H ¦�;�8 B\DM¦�;�>A;�=k 'J'H�¦�(!±.H1 :TMF'¦��$�'HLFG+�� @ B�K�5�;�=?D�HL¦2¦�;�8 B
KLENF'D"�C@�TMH�8NB?HL¦*¦�D�H B*¦?H�F'TMH�>AH�8 B ¦?D�TMHLF:=?¦ ¦�ENF'HLT�H�B?B?HL¦ ¦�;�8 B*DM¦�;�>S;�=k 'J:HL¦�( �²H�¦1 '=�HLF'��HL¦ �'K B @�D�TMTMK�HL¦
�'H*��HL¦29 @�D&B�¦�¦?;�8 B��'D�¦k 6;�8'D��'TMH�¦@�$@C8'¦ � �V� � ;�F � � � � (�+H*=�KL¦�F'T�B�@CB2H�¦�B!@�T�;�=?¦WF'8'H ��;�8'¦?K�ENF'HL8'��HT�'F
TMH�>A>SH27�7?7E( � ( � ��(

�

�:�:��������� B ����� 'U� � �U�
X�8:H (  H B�D&B�HM) �L@CB�K�5�;�=�DMH ¦?@�8'¦S�;�F:�LTMHg 6HLF�BT��B�=�H KLENF'D��C@�T�HL8 B�Hz3�F'8'H �L@CB�K�5�;�=?D�H ENF'D�8$�}HL¦�B* $@C¦
F'8'H � @CB?K�5�;�=�DMH!¦�@�8:¦2�;�F'�LT�H 

��;�>S>AH�H,+�HL>* 'TMH)���;�8'¦�DW�'K�=?;�8'¦ {∗} H�B.TMH�>A;�8:;� �'H (N,+, 0)

(��GF
�L;�>A>SH F'8:Hg H B�D�B?H � @ B�K�5�;�=?D�HM),��TM@| '=�HL>SDW�L=�H H�¦�B ¦�@C8'¦ �;�F:�LTMH @�TM;�=?¦*ENF'H TM@¯¦?H��L;�8/�:H 8:H T=�}HL¦�B
 $@�¦����LH� H�8/�$@�8 B%�PHLT�TMHS¦?;�8 B K�ENF'D��C@�T�HL8 B�H�¦ � @�=�TMH ¦�EGF:HLTMH B?B?HM�'H

N
HL¦�B {∗} (�§�;CB�;�8'¦*@�F'¦?¦�D(ENF'HTMH B?J'KL;�=.�L>SHjw1(��'( � � 9<;�F:=?8'D&BF'8'H DM8'!'8'D�B?K*�:H B?HLT�¦!H0+�HL>* 'TMH�¦�6 H�8 H,N
H B%�#�LH*�'HL=�8'DMH�=!@��S=?>SHSH�8

 $@�=�B�D��LF'T�DMHL=�ENF$��F:8'H � @CB?K�5�;�=�DMH*¦?@�8'¦�6;�F'�LT�H C H�¦�B!KLENF'D"��@CTMHL8 B?H#�+¦?;�F'¦�LHL=�B @�D�8'HL¦\��;�8/�'D&B�D�;�8'¦2¦�F'=
Σ
��3 C[Σ−1]

EGF:D=�G�/�L¦�EGF:H
Σ
�L;�8NB?DMH�8NB�F'8 >S;�=. 'J'DM¦�>AHYENF'D68$�}HL¦�B- $@�¦�F'8'H.D��'HL8 B?D�B�K)�  ;�¦�¦k���'H �'H�¦

�6;�F'�LT�HL¦�(

�>�



7�Tq=�HL¦�B?H EGF:H#�²K�B�@�8 B��';�8'8'K�HL¦F'8'H �L@CB�K�5�;�=?D�H*¦�@C8'¦\�;�F'�LT�H C1 H�BF:8'H � @CB?K�5�;�=�DMH C2 �+¦?D C1 H�B C2¦?;�8NBWK�EGF:D��C@�TMH�8 B�HL¦���@�TM;�=?¦�TMH\¦�ENF'HLT�H�B?B?H��'H C2 HL¦�BW¦?@�8'¦Y�;�F'�LT�H#(
�:�:��������� ���j�������

°�D C H�¦�B\F'8:H*� @CB?K�5�;�=?DMH�¦�@�8:¦2�;�F'�LT�H H�B ∼ F'8:H*�L;�8'5�=?F'H�8'�LH ¦�F'= C ��@�T�;�=?¦ C/∼ HL¦�B\HL8:�L;�=�H*¦�@�8:¦
�6;�F'�LT�H#(
1e��� �����A� §W;�F'¦ @%��;�8:¦

(C/∼)[x, y] = (C[x, y])/∼x,y

�';�8'� C[x, y] = ∅ ¦?D2H B ¦?H�F'TMH�>AH�8NB ¦�D
(C/∼)[x, y] = ∅ (P±.H� 'TMF'¦�� (C/∼)[x, x] = (C[x, x])/∼x,y

HL¦�B�F:8 ¦�DM8/5�T�H�B?;�8 � @�= C[x, x] T���H�¦�B�( �

�U� �
�
�
�
3 �l1)�-��"���;��� #-���x��� ���;�;��h��1�� !%���
!%1�10(��

U�;�=?>SDM¦ T=�}H,+�H�>  'T�Hd�'HL¦S� @CB?K�5�;�=?DMH�¦S9<;�8/�$@�>SHL8 B @CTMHL¦ ����H�¦k $@���HL¦ ;�=k�';�8:8'KL¦��e�';�8 BAT-@�8';�B?DM;�8 HL¦�B
DM¦�¦?F'H)��T�HL¦!HL8'¦�HL>*�6HLT�¦ ;�=.�';�8'8'K�¦ ¦�;�8 B��'H�¦ H0+:H�>  :TMHL¦u�'HS� @CB?K�5�;�=�DMH�¦�¦?@�8'¦ �6;�F'��TMH)( R�8 H�NH�B���¦?D
(P,≤P )

H�¦�BYF'8 H�8'¦?H�>*�'TMH\;�=k�';�8:8'K2�GF �L;�>S>AH.F'8'H� 6H�B�D&B�H2�L@CB�K�5�;�=�DMH#��DMT6HL¦�BY�LT-@CDM=�ENF'H)�$HL8 B @C8NB
ENF'H  '=�KL;�=.�'=?H)�'ENF'HLTENF'H\¦?;�D&B

x
@# ' $@�=�B?HL8$@C8NBO3

P
�G;�8 @

P [x, x] = {idx}
H�B��' $@�=�@�8 B�D�¦�®G>AK B�=�DMH#�

¦?D
x 6= y

@�TM;�=�¦
P [x, y] = ∅ ;�F P [y, x] = ∅ (£�@C=?>SD�B�;�F'¦YT�HL¦YHL8'¦�HL>*�:TMHL¦W;�=.�';�8'8'K�¦��� 6;�F'=

n ∈ N
�
∆n := {0, ..., n} (<>*F'8'D
�'HT���;�=.�'=?H\F:¦?F'H�T )H�B

�n := {0, 1}n ( >*F'8:D
�'H�T���;�=k�'=�HJ :=?;G�'F'D�B!)�¦?;�8 B@�$�}F'8¯D�8NB?KL=.��BWB�;�F:B4 $@C=�B�D��LF'T�DMH�=�(�Z�H�¦�;�8 B.H�8
H�NH�B=�HL¦. H���B�D"��H�>AH�8NB!T�HL¦2¦�DM>* 'TMH0+:H�¦2H�B2�LF'�6HL¦��'H �'D�>AH�8'¦?D�;�8

n
�'@�8'¦MqEr 1xt�u ��DMT�¦2@�>*�L8'H�8 B@�F�+

J';�>S;�T�; 5�DMH�¦N(<¦?DM8'5�F'TMD��L=�HL¦!)P¦?DM>* 'T�DM�LDM@�TMH�¦�H BW�LF'�'D�ENF'HL¦4�$@�8'¦$qsr 14t�u (
£�@C=�@CDMTMT�HLF'=�¦�;�8 @'6

�:�:��������� �>1e� � � � �_	 �	 � ���.� %��  � ��	 � � �U� qsr 14t�u �+'���� LONQP � u +
LONQP � u H�¦�B�F'8'H¦?;�F'¦�¤ � @CB?K�5�;�=�DMH\K� 'D&¤ =?K��'KL� J'D�¦?¦�@C8NB?Hu�:Hlqsr 14t�u (
1e��� �����A�S�²@ =�K��$H0+�DM;�8 HL¦�Bu�:;�8'8'K�H* '@�=\T-@ �L;�8/5�=?F:HL8'��HSENF'D�D��'HL8 B?D�!$H T�HL¦\>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦@ ®�@�8 B
TMH�¦�>*�L>SHL¦�H,+GB�=�KL>SD�B�K�¦�( °GD C HL¦�B(F'8'H2�L@CB�K�5�;�=?D�H�¦?@�8'¦(�6;�F'��TMH)�:@�T�;�=?¦��$��@# '=.�L¦(T�H.TMH�>A>SHY7?7�7E( � ( � ���
C/∼

HL8 H�¦�B.F'8'H @�F:¦?¦?D��;U# ∼ HL¦�B\T-@ �L;�8'5�=?F'H�8'�LH
α ∼ β

¦?D#H�B.¦?H�F'TMH�>AH�8NB.¦?D (
src(α) = src(β)H�B

tgt(α) = tgt(β)
) (%±.Hz 'TMF:¦���D�T(HL¦�BS�LT-@CDM= ENF'Hz�$��F:8%;�� ��H�B*��HL=�¦AF:8 @�F�B�=?H ;��G��H B*�'H C/∼ �DMT ® @�@�F� 'T�F'¦ F:8 >A;�=. 'J'D�¦?>SH#�q@CF:B�=�HL>SHL8 B �'D&B TM@ � @ B�K�5�;�=?D�H C/∼  H�F:B�¤ ��B�=�H �GF'H ��;�>A>SHSF'8

 '=�KL;�=.�'=?H)���)��H�¦�B1�:;�8'�SF'8 H�8'¦?H�>*�'T�HA;�=.�';�8'8:K#( �²@d '=?;  :=?DMK B�K F'8'D"��H�=?¦?H�TMT�H*�:HL¦�@#�B��;�8'� B�D�;�8'¦HL¦�B
�';�8:8'KLHg $@C= T-@| '=�;  6;�¦?D&B�DM;�8 V�( � ( � � @�F:B?=?HL>SHL8 BT�'D&B%��TM@¯�L;�F:8'D�B?K HL¦�B T�H 9<;�8'� B�H�F'= �'K�!'8'D(¦?F:= C( F:8'H\� @CB?K�5�;�=?DMH�¦�@�8:¦��;�F:�LTMHW)-3u�C@�T�HLF'=�¦e�$@�8'¦ C/∼ ENF'D�H�8 ��;�DMH\� J'@�ENF'H\>A;�=k 'J'D�¦?>SH2�'H C ¦?F'=�¦�@
∼ ¤���T-@�¦�¦?H��$�}KLENF'D��C@�T�HL8'��H#( �

�:�:���������(% ����� 'U� � �U�
V.F  $@�¦�¦�@#5�H)��;�8� 6HLF:B:�'K�!'8'DM= F'8AHL8'¦�HL>*�'T�HL¦: $@�=�B?DMH�TMTMH�>AH�8 B�;�=k�:;�8'8'KW�L;�>S>SHWF:8� '=�KL;�=.�'=?HW¦�@�8:¦
�6;�F'�LT�HD=(}H#((F'8:Hu 6H�B?D�B�H�L@CB�K�5�;�=?D�HEGF:D�H�¦�B�¦?DM> F'T�B�@�8'KL>SHL8 BYF'8K '=?K�;�=k�:=?H H BWF'8'H �L@CB�K�5�;�=�DMH¦�@�8:¦
�6;�F'�LT�H#(

�U� �
�
�
��� � ���)(�&�!��)���	�
���,. ()��"� 1)�,���~+�1 ���-#-�)./� �)!�#�!��;!$&%��*�+)�

[28z�C@T�';�8'8:HL=YF'8'HJ�'K�!'8'D�B?DM;�8 @�T&B�HL=�8$@CB?D���H��:FK5�=�;�F/ 6;� �:H29<;�8/�$@�>SHL8 B�@�T+�$@�¦�KLH!¦?F'=YTMH\ENF';CB�DMH�8 B
�$�}F'8'HS� @CB?K�5�;�=?DMH ¦?@�8'¦!�;�F'�LT�H  $@�=F'8'H �LH�=�B�@�DM8'H ��;�8/5�=�F'HL8'��H 5�KL8'K�=�@�T�DM¦?K�H#( °�;�D&B

X
F:8 H�¦k $@���H

�v�



B�;# ;�T�; 5�D�EGF:H2H�B
P(X)

T-@  6H�B�D&B�H\�L@CB�K�5�;�=?D�H��';�8 BYT=�}HL8:¦?HL> �'TMH��'H�¦W;��G��H�B?¦�H�¦�B
R× |X| H�BW;$#

P(X)[(a, x), (b, y)] :=

{ {
γ ∈ Spc

[
[a, b], X

]∣∣∣γ(a) = x
H B
γ(b) = y

} ¦�D
a ≤ b

∅ ¦?DM8:;�8
�x��D��'HL8 B?D�B�K-�'H

(a, x)
��HL=?¦

(a, x)
�$@�8'¦���H�B�B�HY� @CB?K�5�;�=?DMH�HL¦�BPT�� @# ' 'TMD�� @CB?DM;�8J�'K�!'8'DMH�¦�F'= TMH(¦�DM8/5�T�H�B?;�8

{a} H�B �';�8 BT=�}DM>A@#5�HHL¦�B {x} (7�TqHL¦�B\�LTM@�DM=�ENF$��F:8'H*B�H�TMTMH @# / 'T�DM�L@CB�D�;�8¯H�¦�BF'8'D�ENF'H#(!±.H  'T�F'¦��
¦?D
P(X)[(a, x), (b, y)] 6= ∅ H B a = b

��@CTM;�=�¦ 8'K��LHL¦�¦�@�D�=?H�>AH�8NB
x = y

��H�B*¦?D
a < b

�P@�TM;�=?¦
b 6≤ aH�B*�';�8'�

P(X)[(b, y), (a, x)] = ∅ ( V.D�8'¦?D P(X)
HL¦�BAF'8'Hz 6H�B�D&B�H �L@CB�K�5�;�=?D�H ¦�@�8'¦S�6;�F'�LT�H#(%�²@

�L;�>  6;�¦?D&B�D�;�8 HL¦�BM�';�8:8'KLHK $@�=STMH ����;�TMTM@#5�Hg�'D�=?HL� B�H2�d�'H 9<;�8'��B?DM;�8'¦����)��H�¦�B�¤q3 ¤q�:DM=?H ENF'H ¦?D
γ1

HL¦�B
�'K,!$8'D+¦?F:=

[a, b]
H�B
γ2

¦�F'=
[b, c]

H B�ENF'H
γ1(b) = γ2(b)

��@�T�;�=?¦(;�8K 6;�¦?H

γ2 ◦ γ1 : [a, c] // X

t
� //

{
γ1(t)

¦?D
t ∈ [a, b]

γ2(t)
¦?D
t ∈ [b, c]

�x� @C¦?¦?;G�LDM@CB�D"�GD�B�K H�¦�B�D�>A>SK��'DM@CB�H)(#§�;�B?;�8'¦q@CTM;�=�¦
θa,b

T=�}F'8'D�EGF:H(@# / :TMDM�L@CB�D�;�8�@��S8'H�ENF'D�HL8L��;�D�H
[0, 1]¦?F:=

[a, b]
��H B1 6;�¦?;�8:¦��j 6;�F'=

γ
H�B
γ′
=�HL¦k 6HL� B�D"��HL>SHL8 B �:K�!$8'D�¦ ¦�F'=

[a, b]
H B

[a′, b′]
�
γ ∼ γ′

�/��¦
ENF$�}DMTqH0+:D�¦�B?H F'8'H J';�>S;�B�;# 'DMHu�'H

γ ◦ θa,b
��H�=?¦

γ′ ◦ θa′ ,b′
( [28 ��KL=�D�!$HS@�D�¦?K�>AH�8NB2EGF:H ∼ HL¦�B�F:8'H

=?H�T-@CB?DM;�8|�$��K�ENF'D��C@�T�HL8'��HS¦�F'=T=�}HL8'¦�HL>*�:TMH �'H�¦!>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦ �'H
P(X)

H�B!ENF'H ∼ HL¦�B!��;�>  '@CB�D��'TMH
@%��H��\T-@���;�>* ;�¦�D�B?DM;�8*�'H

P(X)
(�R�8 H,N
H B%�

H(s, t) := γ(t)
HL¦�B�F'8'H2J:;�>A;CB�;  'D�HYHL8 B�=�H

γ ◦ θa,b
H B

γ ◦ θa,b
�LH2ENF'D$�:;�8'8'H\TM@�=?K"�$H,+�D"��D&B�K)(�°GD

H
H�¦�BYF'8'H\J:;�>A;CB�;  'D�H@�:H

γ ◦ θa,b
��HL=�¦

γ′ ◦ θa′,b′
�$@�T�;�=?¦

H(1− s, t) H�¦�BYF'8:H\J';�>S;�B�;  :DMH2�:H γ′ ◦ θa′,b′ ��HL=?¦ γ ◦ θa,b �'����;$# TM@ ¦�®G>SK�B�=�DMH)(P°�D H H B
H ′ ¦�;�8 B=?H�¦k 6HL� B�D���HL>SHL8 B:�'HL¦PJ';�>S;�B�;# 'DMH�¦x�'H

γ ◦θa,b
��HL=�¦

γ′ ◦θa′,b′
H B��'H

γ′ ◦θa′,b′
��H�=?¦

γ′′ ◦θa′′,b′′
�G@�T�;�=?¦

H ′′(s, t) :=

{
H(2s, t)

¦�D
s ∈ [0, 1

2
]

H(2s− 1, t)
¦�D
s ∈ [ 1

2
, 1]

HL¦�B F:8'H J';�>A;�B?;  'D�H �'H
γ ◦ θa,b

��HL=�¦
γ′′ ◦ θa′′ ,b′′

�U�$�};$# TM@ B?=�@�8:¦?D�B?D��GD�B?K#(AR�8'!$8$��¦?D
H1

HL¦�B F'8:H
J';�>S;�B?;  'DMH��'H

γ1 ◦ θa,b
��H�=?¦

γ′1 ◦ θa′,b′
H B
H2

HL¦�B\F'8'H�J';�>S;�B�;# 'DMHJ�'H
γ2 ◦ θc,d

��HL=�¦
γ′2 ◦ θc′,d′

�
H�BWENF'H

γ2(c) = γ1(a)
��@�T�;�=?¦�;�8 @

γ′2(c
′) = γ′1(a

′)
H�B

H ′′(s, t) :=

{
H(s, 2t)

¦�D
t ∈ [0, 1

2
]

H(s, 2t− 1)
¦�D
t ∈ [ 1

2
, 1]

HL¦�BWF'8'HJ';�>S;�B�;# 'DMH �:H

γ3(t) :=

{
γ1(2t)

¦?D
t ∈ [0, 1

2
]

γ2(2t− 1)
¦?D
t ∈ [1

2
, 1]

��HL=?¦
γ′3(t) :=

{
γ′1(2t)

¦?D
t ∈ [0, 1

2
]

γ′2(2t− 1)
¦?D
t ∈ [1

2
, 1]

ENF'H�T=�};�81 6HLF�B�9 @��LD�TMHL>SHL8 B#B�=?@�8'¦�9<;�=?>SHL=qH�8 F'8'H�J';�>S;�B?;  'DMH:�'H
(γ2 ·γ1)◦θa,c

��HL=�¦
(γ′2 ·γ′1)◦θa′,c′

�
;$#

γ2 · γ1

H�B
γ2 · γ1

¦?;�8 B2T�HL¦W�L;�>* 6;�¦?K�HL¦ �$@C8'¦
P(X)

(�[28| 6;�¦?H @�TM;�=?¦��� 6;�F'=@�'HLF�+K 6;�DM8 B?¦
x, y�'H

X
�
x ∼ y

¦?D�H B�¦?H�F'TMH�>AH�8NBY¦�D�DMTH,+�DM¦�B�H��'H�F�+ >S;�=k :J'DM¦�>AH�¦
γ
H�B
γ′
�:H

P(X)
B?HLT�¦(ENF'H

γ ∼ γ′H�B
(src(γ) = x

H�B
src(γ) = y)

;�F
(tgt(γ) = x

H B
tgt(γ) = y)

([28 ��K�=?D�!'H*ENF'H T=�};�8�@ @CDM8'¦�D
�'K,!$8'D F'8'H �L;�8/5�=?F:HL8'��H 5�K�8'KL=?@�TMD�¦?K�H#�+ENF'HST=�};�8�8';�B�H H�8'�L;�=?H ∼ �²H B�T�H 5�=?;�F/ ;  �'H*9<;�8'�$@�>SHL8 B @�T�'H

X
HL¦�B2�';�8'8'K� $@�=

P(X)/∼
(

� �



����� � � � �N� � �W� � � �
[28 ¦?H8 '=?;# ;�¦�H8�'H ��KL=�D�!$H�= EGF:H TM@� 'TMF' $@�=�Bd�:HL¦ �L;�8:¦�B�=�F'��B?DM;�8:¦ F:¦?F'H�TMTMH�¦d�'H�T-@ B�J:KL;�=�DMH �'H�¦
� @ B�K�5�;�=?D�HL¦���TM;�=�¦?ENF$�}HLTMT�HL¦�¦?;�8 B�>SDM¦�HL¦qH�8 ;�H�F'�G=?HO3  $@C=�B�D�=U�:H�� @CB?K�5�;�=�DMH�¦�@�8'¦��;�F:�LTMH)� �';�8:8'HL8 B �'H�¦
� @ B�K�5�;�=?D�HL¦Y¦�@�8:¦.�6;�F'�LT�H#�$�)��H�¦�B2H�8¯��H ¦?H�8'¦.ENF'He���}HL8 B�H�8/�'¦2T���H0+' :=?HL¦�¦?D�;�8 ��T-@ 8';�B?DM;�8d�'H!� @CB?K�5�;�=?DMH
¦�@C8'¦��6;�F'��TMH!HL¦�B.¦�B @��'T�H��\((��D�HL8 ¦��'=�� ��¦�B @C�'TMH2�\8$��@  $@C¦�D��LD+F'8 ¦?HL8:¦.>A@CB�J'K�> @ B�DMENF'H29<;�=?>SHLT=(�£�@C=
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x
 6HLF�B.@CF'¦?¦�D
��B�=�H���F �L;�>A>SH\F'8 DW�'KL@�T+@�Fd�'H�¦?¦?F:¦2�'H

x
(

� '/(%-, � ��	�� �j	�� , �  �
RqB @�8 B �';�8'8'KL¦ �'H�F�+ 9<;�8'� B�H�F'=?¦
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(A′, f ′, B′)
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(a : A → A′, b :
B → B′)
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a, b
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F (A)

f //

F (a)
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G(B)

F (b)
��

F (A′)
f ′

// G(B′)
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(a, b)
@P��HL�

a ∈ A[A′, A]
H B
b ∈ B[B,B′]
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F (A)
f // G(B)

F (b)
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F (A′)

F (a)
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f ′
// G(B′)
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RqB @�8 BJ�';�8:8'KLHSF'8'H* H B�D&B�H � @ B�K�5�;�=?D�H C �#;�88�'K�!'8'D�B!T-@ <>:OX�H?YC@CBE[ =aD;=?7�]�:-<vX�@CBE[ 7 :OXs[\@GF;7 �'H C( 8:;�B�K�H
FC )WH�8� 6;�¦?@�8 B%�

Ob(FC) = Mo(C) H�B FC[α, β]
TM@A�L;�TMTMH���B?DM;�8K�'HL¦\��;�F/ 'T�HL¦

(γ2, γ1) ∈
C[tgt(α), tgt(β)]× C[src(β), src(α)]

B?HLTM¦YENF'H
β = γ2 ◦ α ◦ γ1

(

�^�:���0/���� �j�������
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(γ2, γ1)
¦�;�D�BYF:8 >S;�=k :J'DM¦�>AH

�'H
α
��H�=?¦

α
D=(}H#(

α = γ2◦α◦γ1

��@CTM;�=�¦
γ1, γ2 ∈ Endo(C)
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 6;�DM8 B
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(γ2, γ1)
¦�;�D�B�F'8 D�¦?;�>S;�=. 'J'DM¦�>AHQ�'H

α
��HL=?¦

β
�

DMT �GDMH�8NB
src(α) vo src(β) vo src(α)
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src(α) = src(β)
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γ1, γ2
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(γ2, γ1)
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γ1

H B
γ2

�'H C ��;�8 8';�B?H¯ENF'H T���;�8 @
γ1 vMo(C) γ2

¦�D�H B
¦?H�F'TMH�>AH�8 B ¦?D

γ1 vOb(FC) γ2

�Y;$# vMo(C)

H B vOb(FC)

¦�;�8 B TMH�¦ >*�L>SHL¦ =�HLT-@ B�DM;�8'¦AENF'H���HLT�TMHL¦
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vMo(C)=vOb(FC) .

�^�:���0/��=' ����� 'U� � �U�
°�F/ ' ;�¦�;�8'¦WENF'H

γ, δ ∈ C[x, y] H B γ 6= δ
�$@�T�;�=?¦

γ 6vMo(C) δ
(

1e��� �����A�\£�F'D�¦?ENF'H C HL¦�B\F'8'H*�L@CB�K�5�;�=�DMH!¦�@�8'¦.�;�F:�LTMH)�¦���D�T#® @%�C@�D�B�F'8'H�9 @���B?;�=?D�¦�@CB?DM;�8 (σ2, σ1)�'H
γ
��H�=?¦

δ
�:D=(}H#(

δ = σ2 ◦ γ ◦ σ1

�'8';�F'¦�@�F'=�DM;�8:¦
σ1 ∈ C[x, x] = {idx}

�
σ2 ∈ C[y, y] = {idy}

H B
�';�8:�

γ = δ
(
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g
�:H C 8'H* ;�¦?¦k���'H��:H �'K��L;�>* 6;�¦?D&B�DM;�8  '=?;  :=?H*�';�8 B T���F:8R�'H�¦!B?HL=�>AH�¦�H�¦�B

g
(

�+HL¦�� @CB?K�5�;�=�DMH�¦��'H�¦ 9 @���B?;�=?D�¦�@CB?DM;�8:¦�@) / $@�=?@ %-¦�¦?HL8 B��$@�8'¦ � U � � � ��� H�B�� � � �$@�8:¦ TMHS�L;�8NB?H,+GB�Hg�:H T-@
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RqB @�8 B@�';�8'8:K��'H�F�+ � @CB?K�5�;�=?DMH�¦ C1, C2 ��;�8¯8:;�B�H Fun(C1, C2)
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Fun(C1, C2)
T=�}HL¦�BW@�F'¦?¦�D=(
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RqB @�8 B��';�8'8'K�HL¦u�'HLF�+  6H�B�D&B�H�¦ �L@CB�K�5�;�=?D�HL¦ C1, C2 � Fun(C1, C2)

HL¦�B1 6H�B?D�B�H ( ±.H� :TMF'¦���¦?D C2 HL¦�B¦�@C8'¦Y�;�F:�LTMH)��@�TM;�=?¦
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1e��� �����A��£ F:DM¦?ENF'H
Ob(C1), Ob(C2),Mo(C1)

H�B
Mo(C2)

¦�;�8 B4�'HL¦YHL8:¦?HL> �'TMH�¦���8';�F'¦W@%��;�8'¦
Fun(C1, C2) ⊆

P � u
[Ob(C1), Ob(C2)]×

P � u
[Mo(C1),Mo(C2)]

EGF:D+HL¦�B@�';�8:�!F:8 H�8'¦?H�>*�'T�H#(
°�F/ ' ;�¦�;�8'¦�EGF:H

f : C1 → C2
¦?;�D&B.F'8 9<;�8'��B?HLF'=WH�B

η
F'8'H!B�=�@C8'¦�9<;�=�> @ B�DM;�8 8'@CB�F'=�HLT�TMH��'H

f
��H�=?¦

f
D�(�H)(qF'8 HL8'�';�>S;�=k 'J:DM¦?>SH2�:H

Fun(C1, C2)
(qV�TM;�=�¦��:ENF'H�T
ENF'H\¦�;�D�B�T=�};��G��H B

x
�'H C1 ;�8 @ ENF'H ηx@# / '@�=�B?DMHL8 B@3 C2[f(x), f(x)]

ENF'D²¦?H!B�=�;�F'��HJ��B?=?H!=?K��'F'D�B�@�F ¦?D�8/5�TMH B�;�8 {idf(x)}
� @�= C2 HL¦�B.¦�@�8:¦�6;�F'�LT�H�( ��;�DM=

(5)
�'F B�J'K�;�=k��>AH7�7?7E( � (yU$),(�V.D�8'¦?D

η = idf
(

°�F/ ' ;�¦�;�8'¦ ENF'H
f, g : C1 → C2

¦�;�DMH�8 BT�'HL¦ 9<;�8'� B�HLF:=?¦��
η
F'8:H B�=�@C8'¦�9<;�=�> @ B�DM;�8 8$@CB?F'=?H�TMTMH��'H

f
��H�=?¦

g
H B
ν
F'8'H B?=�@�8'¦�9<;�=?>A@CB?DM;�8 8'@CB�F'=�HLT�TMHg�'H

g
��HL=�¦

f
B?HLTMT�H ENF'H

ν = η−1 ( £�;�F'= B�;�F:B;��G��H B
x
�'H C1 � 8';�F'¦S@%��;�8'¦ ηx �$@�8'¦ C2[f(x), g(x)]

H�B
νx

�$@C8'¦ C2[g(x), f(x)]
� HL8 �$� @CF:B�=�HL¦

B�H�=?>SHL¦��
f(x) vo,C2 g(x)

H B
g(x) vo,C2 f(x)

�x�$��@# '=.�L¦*T�HM 6;�DM8 B
(9)

�'F B�J'K�;�=k��>AH 7?7?7E( � ( U'�qD�T
�GDMH�8NB

f(x) = g(x)
���';�8'�)�� 'F:DM¦?ENF'H C2 HL¦�B2¦�@�8'¦��;�F'�LT�H#� ηx = νx = idf(x) = idg(x)

�$��@# '=k��¦2TMH
 6;�DM8 B

(5)
B?J'KL;�=k�L>SH*7�7?7E( � (yU�(±.H  'TMF:¦��

η
HL¦�B\F'8'H*B?=�@�8'¦�9<;�=?>A@CB?DM;�8 8$@CB�F:=?HLT�TMH)��@�D�8'¦?D� ;�F'=.B�;�F:B

>S;�=k 'J:DM¦?>SH
α ∈ C1[x, y]

;�8 @

f(x)
f(α) //

ηx

��

f(y)

ηy

��
g(x)

g(α)
// g(y)

= ,

�$�};$#
f(α) = g(α)

( y�DM8$@�T�HL>SHL8 B
f = g

H�B
η = ν = idf = idg

(.V.DM8:¦?D=�� $@�=�T-@ =�KL��DW '=�;�ENF'Hu�'F
 6;�DM8 B

(5)
�'F B�J'K�;�=k��>AH\7�7?7E( � (yU��

Fun(C1, C2)
H�¦�BW¦�@�8:¦��6;�F'��TMH#(

�
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£�;�F'= B�;�F:B�H�¦� 6H�B�D&B�H�¦ � @ B�K�5�;�=?D�HL¦ C �q8';�F'¦ @%��;�8:¦*F'8 9<;�8'� B�H�F'= Fun(C,−) :

qEr 1xt�u → qEr 1xtsu ENF'H
T=�};�8 8';�B?H@�F'¦�¦?D (− )C (
1e��� �����A� �x�}HL8/�';C9<;�8'��B?HLF'=SF'¦�F'HLT

Fun(C,−)
�'H 1xt�u �-�';�8 BST-@ �'H�¦?��=?DW �B�DM;�8%¦�H B?=?;�F'��HK�'@�8'¦

� � � ;�F ���v� � H�B�ENF'D�H�¦�B.K�B�=�;�D�B?HL>SHL8 B�TMDMK!@�F TMH�>A>SH��'H��P;�8:H��$@�( ��;�DM=WTMH!TMHL>S>SH!Vu( � ( � � ),��DM8/�:F'D�B
�$��@# '=.�L¦YTMH\T�HL>S>AH27�7?7E( ��( � F:8 H�8/�';�9<;�8:��B�H�F'=4�'HAqEr 1xtsu (

�

�:�:���0/������ �j�������3� � �����a 	����������� �U���*� � � � � 	��_����� �U� C1 �j����� C2 �+'U�U� qEr 1xtsu +£�;�F'=WB?;�F:B?HL¦4 H B�D�B?HL¦W� @CB?H�5�;�=?DMH�¦ C1, C2 H B C3 � C3C1×C2
H�B (C3C2

)C1 ¦�;�8 B.D�¦?;�>S;�=k :J'HL¦Q�$@�8:¦ 1xtsu (
±.H� 'T�F'¦��$¦�D C3 HL¦�B.¦?@�8'¦Y�;�F'�LT�H#�$@�T�;�=?¦ C3C1×C2

H�B (C3C2
)C1 ¦?;�8 BWDM¦�;�>A;�=k 'J'H�¦O�$@�8'¦$qsr 14t�u (

1e��� �����A��§�;�B?;�8'¦
Φ
TMH.9<;�8'��B?HLF'=O�'H C3C1×C2

��H�=?¦ (C3C2
)C1 �'K�!$8:D�BY@�D�8'¦?D�6j 6;�F'=�B?;�F'¦�TMH�¦ F � x1H�B

x2

=�HL¦k 6HL� B�D"��HL>SHL8 BO :=?DM¦��$@�8:¦ C3C1×C2
� C1

H�B C2 �G;�8� 6;�¦�H ((ΦF )(x1))(x2) := F ((x1, x2))
H B

 6;�F'=2B�;�F'¦\TMH�¦\>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦�( �';�8'� B�=?@�8'¦�9<;�=?>A@CB�D�;�8'¦�8$@CB�F:=?HLT�TMH�¦!)
η
�
((Φη)x1)x2 := η(x1,x2)

(
Φ@#�'>SH�B�F'8 9<;�8'��B?HLF'=�DM8L��H�=?¦?H)� 8';�B?K

Ψ
��H Bj�'K,!$8'DG�L;�>S>SH�D�TG¦�F'D�B�6� ;�F:=#B?;�F'¦�T�HL¦�;��G��H�B?¦

G
�
x1

H�B
x2=?H�¦k 6HL� B�D���HL>SHL8 B� '=�DM¦2�'@�8'¦ (C3C2

)C1 � C1
H�B C2 �
8';�F'¦  6;�¦�;�8'¦ (ΨG)(x1, x2) := (G(x1))(x2)

H B
 6;�F'=qB�;�F'¦ TMHL¦�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦ (]�';�8'��B�=�@C8'¦�9<;�=�> @ B�DM;�8'¦�8$@ B�F'=�HLTMT�HL¦*)

µ
� 8';�F'¦  6;�¦?;�8'¦

(Ψµ)(x1,x2) :=
(µx1)x2

( �+H � @�¦ 1xtsu HL¦�B  '=�;�F'��K)( °�D C3 H�¦�BA¦�@�8'¦S�6;�F'�LT�H @�TM;�=�¦����$��@# '=k��¦AT�H TMH�>A>SH 7?7�7E( ��( �'�
C3C1×C2

H�B (C3C2
)C1 T�H\¦?;�8 B�@�F'¦�¦?D²H�BYT���D�¦?;�>S;�=k :J'DM¦�>AH�HL¦�B4�$@C8'¦$qEr 1xtsu (
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 $@�=�B @#5�H\F'8'H�5�=�@C8/�'H� $@�=�B�DMH��:H!¦?@S¦�B�=�F'��B?F'=?H!@%��H�� 1xtsu (

�^�:���=<8��� � � % � �(#���� �.�����  �a)��� 1xtsu �+'U�U� qEr 1xtsu +
� (W�²@�� @CB?K�5�;�=?DMHhqEr 1xtsu HL¦�BSF'8'H ¦?;�F:¦�¤��L@CB�K�5�;�=�DMH K� 'DM=�K��$K�� J'DM¦�¦�@�8 B�Hz�'H 1xtsu � HL8  $@�=�B�D��LF'T�DMHL=��
qsr 14t�u H�¦�BW�L;�>  'T���B?H\H�BW�L;G�L;�>* 'T���B�H)(

��(WR�8�;�F:B?=?H)��¦?D
r
HL¦�B\T-@ =�K��$H0+�DM;�8 �'H 1xt�u �'@�8'¦MqEr 1xt�u ��@�T�;�=?¦@ ;�F:=.B�;�F�B�H1 6H�B?D�B�H�� @CB?K�5�;�=?DMH

C �
(
C HL¦�BW¦?@�8'¦W�;�F:�LTMH\¦�D+H�BW¦?H�F'TMH�>AH�8 B�¦�D r(C) = C

)

� (W�²@ �L@CB�K�5�;�=?D�H%qsr 14t�u H�¦�B��L@�=�B?KL¦?D�HL8'8:H.9<HL=�>AK�H.H�B�¦�@ ¦�B�=�F'��B?F'=?H2H�¦�B�J:KL=?D&B�K�H2�'H2��HLT�TMH4�'H
Cat

(

� (W�²@ � @CB?K�5�;�=?DMHMqsr 14t�u @#�'>SH�BQ 6;�F'=��L;#5�KL8'K�=�@CB?HLF'=WT-@1 6H�B?D�B?H\� @CB?K�5�;�=�DMH)6

⊥
α

##

β

;;6= >

H B@ 6;�F'=O5�KL8'K�=�@CB?HLF'=YT-@  6H�B?D�B�H\�L@CB�K�5�;�=�DMH#6

⊥ α // > .

��(W�²@ � @CB?K�5�;�=?DMHMqsr 14t�u @ F:8'H��6;�8'8:H\8';�B�D�;�8d�'H¦?;�F:¦�¤�;��G��H�B�(
1e��� �����A� Z�;�>A>SHL8 � ;�8'¦  $@C=*�:KL�L=�DM=�H TM@ =?K"�$H,+�DM;�8 �'H 1xtsu �$@�8'¦�qEr 1xt�u ( °G;�D�B C F'8:Hz 6H�B?D�B?H� @ B�K�5�;�=?D�H#�  ;�F'=*B�;�F�B >A;�=. 'J'D�¦?>SH

σ
�'H C ENF'D(9 @�D�B� $@�=�B�DMHg����F'8:H �6;�F'��TMH�(���;�D�= �'H�!'8'D�B?DM;�8 T�H

 6;�DM8 B
(10)

�'F B�J'K�;�=k��>AH�7?7?7E( � ( U ),�6;�8 D��'HL8 B?D�!$H
γ
3AT=�}DW�'H�8NB?D�B?Ku�'H�¦�@ ¦�;�F'=��LH*H B�3 T=�}DW�:HL8 B�D&B�K��'H

¦?;�8 �'F�B%(ey$;�=�>AH�TMT�HL>SHL8 B%�G;�8 �L;�8'¦�DW�/��=?H ∼ �6TM@*�L;�8'5�=?F'H�8'�LHu5�KL8:KL=�@CTMDM¦�KLH�(���;�D�=4�:K�!$8'D&B�D�;�8 V�( � ( � )
HL8'5�HL8/�:=?KLHJ $@�=

{
γ ∈Mo(C)

∣∣γ @# ' $@�=�@4%MBO�$@C8'¦YF'8'H�;�F'�LT�H��'H C}
Z�H�B�B�H!�L;�8'5�=?F'H�8'�LHu5�KL8:KL=�@CTMDM¦�KLH� 6HLF:B4��B?=?HJ�'KL��=?D&B�H�@�DM8'¦�D=6x 6;�F'=�B�;�F'¦�;��G��H�B?¦

x, y
�'H C ��;�8z ;�¦�H

x ∼o y
¦�D�H B ¦�HLF'T�HL>SHL8 B*¦�DPD�T�H,+�DM¦�B�HAF'8 >S;�=k :J'DM¦�>AH �'H C �:H

x
��HL=?¦

y
9 @�DM¦?@�8 BJ $@�=�B?DMH*�$�}F'8'H

�6;�F'�LT�H��'H C (!±.HLFG+�¦?F:D�B�H�¦2!$8'D�HL¦ ∼o ¤���;�>* ;�¦?@��'T�HL¦.¦�;�8 B ∼m ¤ KLENF'D��C@�T�HL8 B�H�¦2¦?D�H�B\¦�HLF'T�HL>SHL8 B\¦?D;�8z H�F:B4 $@�¦�¦?HL=4�'HT=�}F'8'HJ3 T=��@�F:B?=?H� $@�=YF'8:H!¦�F'D�B?H�!$8'DMH��'H\B?=�@�8'¦�9<;�=?>A@CB?DM;�8'¦�KLTMK�>AH�8 B @�D�=?HL¦��'�LH�¦
B�=?@�8'¦�9<;�=?>A@CB�D�;�8'¦(K�TMK�>AH�8NB�@�DM=�HL¦�K B @�8 B

(γn, ..., γi, ..., γ0) ∼m (γn, ..., idsrc(γi), ..., γ0)
¦?D
γi
9 @�D�Be $@�=�B?DMH��$�}F'8'H�6;�F'��TMH��'H C

(γn, ..., γi, ..., γ0) ∼m (γn, ..., idtgt(γi), ..., γ0)
¦?D
γi
9 @�D�Be $@�=�B?DMH��$�}F'8'H�6;�F'��TMH��'H C

(γn, ..., γi+1, γi, ..., γ0) ∼m (γn, ..., γi+1 ◦ γi, ..., γ0)
¦�D

(γi+1, γi)
HL¦�BW��;�>  6;�¦?@��'TMH��'@�8'¦ C

[28 @S@CTM;�=�¦(T-@*��;�>  6;�¦?@�8 B�H C �'HT-@*��;�F'8'D&B�K��';�8'8'KLH� $@C=�TMH.9<;�8:��B�H�F'=YENF';�B�D�HL8 B Q∼ : C −→ C∼( ��;�DM=YTM@T :=?;  6;�¦?D&B�D�;�8 V�( � ( � ),(��+H9<;�8'��B?HLF'=
Q∼

��K�=?D"!$H�TM@  '=?;  :=?DMK B�KF'8'D"��H�=?¦?H�TMT�HJ�:HL¦�@#�B��;�D�8NB?¦43
�'=�;�D�B?H1�$��@# '=k��¦TMH  6;�DM8 B

(10)
�'F B?J'KL;�=k�L>SH 7?7�7E( � (yU H�BTM@M '=?;# ;�¦�D�B?DM;�8 Vu( � ( � (*�#@g '=�;  6;�¦?D&B�DM;�8

V�( � ( � �e�';�8'8:HPT�� @)�B��;�DM8 B$3Q5�@�F'� J'H ENF'H T=�};�8\8';�B?H
r
(#�+H ¦?HL��;�8/�J ;�DM8 B+HL¦�B#DM>S>AK��'D-@CB& 'F'D�¦?ENF'H)��¦?D CHL¦�B#F'8'H � @CB?K�5�;�=?DMH�¦?@�8'¦#�;�F'�LT�H#� @�TM;�=?¦+@�F:�LF'8u�'HL¦²>S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦
�:H C 8$� @) / $@�=?@ %MB��$@C8'¦²F'8'H �;�F'�LT�HH�BQ�:;�8'�2TM@*�L;�8/5�=?F'H�8'�LH�5�K�8'KL=?@�TMD�¦?K�H �'KL��=?D&B�H@�Fg�'H�¦?¦�F'¦YHL¦�B�B?=?D"��DM@�TMH)��D�(�H)(qHLT�TMH�8$��D��'HL8 B?D�!$H\ENF'H\��H

ENF'D:H�¦�B�K�5 @�T�(�]YKL��DW '=�;�ENF'H�>AH�8NB�� ;�8��C@@��KL=?D"!$HL=�EGF:H#� ¦?D ∼ H�¦�B�TM@.�L;�8/5�=?F:HL8'��He5�KL8:KL=�@CTMDM¦�KLH:�'KL��=?D�B?H

� �



@�Fg�'H�¦?¦�F'¦��6@�T�;�=?¦ C∼ HL¦�BY¦�@�8'¦Y�6;�F'��TMH#(q]WH�> @�=�ENF';�8'¦O�'Kq�k3 EGF:H\� J$@�ENF'H ∼ ¤��LTM@�¦?¦�H��$�}KLENF'D��C@�T�HL8'��H@\F'8S=?H� :=?KL¦�HL8 B @C8NB�ENF'D$HL¦�B�F'8:HW¦�F'D�B?H��L;�>* 6;�¦�@��:TMHO�'H C ( H B� $@�¦ ¦?H�F'TMH�>AH�8NB!) ∼o ¤ �L;�>* 6;�¦�@��:TMH(H B�';�8:�WENF$�};�8 @F:8A=�H� '=�KL¦?H�8 B @�8 Be�:HWTM@29<;�=?>SH
(y, (γ), x)

��;$#S�'DMH�8S¦ �'=
src(γ) = x

H�B
tgt(γ) = y

(
°�D';�8A@

x ∼o y
�N@�TM;�=�¦

γ
9 @�D�Bj $@�=�B?DMHe����F'8:HW�6;�F'��TMHO�'H C H�B �';�8:� (y, (γ), x) ∼m (x, (idx), x) ∼m

(y, (idy), y)
( ±.;�8'�

Endo(r(C)) H�¦�B�F'8'H � @CB?K�5�;�=?DMH �:DM¦?��=k� B�H#(S±.H* 'T�F'¦��²¦?D�;�8 @ (y, (γ), x)
H�B

(x′, (γ′), y′)
@%��HL�

x ∼o y′
H�B
y ∼o x′

�²@�T�;�=?¦
γ
H B
γ′
9<;�8 B� $@�=�B?DMHu�$��F:8'H�( >*�L>SHM)W�6;�F'��TMH1�:H CH�B¦�;�8 B��';�8'� �:HL¦\=?H� '=?K�¦?H�8NB�@�8 B�����F'8:H �LT-@C¦?¦?H D��'HL8 B?D�B�K)( ±�;�8'�

Endo(r(C)) H�¦�BF'8:H � @CB?K�5�;�=�DMH�'D�¦?�L=.��B?H H�B  :F'=?H �$@�8'¦
r(C) �x��� @# :=k�L¦ TMHAB?J'KL;�=k�L>SHA7?7?7E( � ( U'� r(C) H�¦�B �';�8'� ¦�@C8'¦*�6;�F'�LT�H#(�[28@�D�8'¦?D� '=?;�F'��K\T�HL¦-�:HLF�+M '=?H�>AD�HL=?¦: ;�DM8 B�¦�(��+H.B�=�;�DM¦�DW�L>SHW8';�F'¦(H�¦�BO�:;�8'8'K2H�¦?¦�HL8 B�D�HLTMT�HL>SHL8 BO $@C=�TMH

TMH�>A>SH27�7?7E( ��(y��( �²H\9 @�D&B�ENF'HT-@  6H�B�D&B�H\�L@CB�K�5�;�=?D�H

⊥ α // >
¦?;�D�BYF'8d5�K�8'KL=?@CB�H�F'=YHL¦�BYB?=?D��GDM@�T=�GHL8 H�NH�B��$�#�}HL¦�B@�'Kq�k3 F:8K5�K�8'KL=?@CB�H�F'=Q�'H 14t�u H�BWDMT�H�¦�BWDM>S>SK��'DM@CB
ENF'H!�#�}HL¦�BWF'8:H!�L@CB�K�5�;�=�DMH\¦�@C8'¦��6;�F'��TMH)(�w ; ®�;�8'¦Y>A@�DM8 B�H�8$@�8 BYENF'H!T-@1 6H�B�D&B�H\�L@CB�K�5�;�=?D�H

⊥
α

##

β

;;6= >

HL¦�BWF'8 ��; 5�K�8'KL=?@CB�H�F'=Q�'HAqEr 1xtsu (
§�;CB�;�8'¦ E T-@*� @ B�K�5�;�=?D�H\¦?F'D"��@C8NB?H

⊥
α

##

β

;;6= > .

RqB @�8 B��';�8'8'KL¦
f, g : C1 → C2

�'H�F�+�9<;�8'� B�H�F'=?¦��'D�¦�B?DM8'� B�¦2H�8NB?=?HT�'H�F�+��L@CB�K�5�;�=?D�HL¦\¦?@�8'¦\�6;�F'�LT�H#�
DMT�8';�F'¦�9 @�F:B>S;�8 B�=?H�=.ENF$�}DMTqH0+�DM¦�B?H F'8 9<;�8'� B�H�F'=

h : C2 → E
B�H�TqENF'H

h ◦ f 6= h ◦ g (!V�DM8'¦�D=�DMTHL¦�B2¦�F �S¦�@�8 B��'H� '=?;�F���HL=�ENF'H1 6;�F'=W� J$@�ENF'H (  H B�D�B?HM)�� @CB?K�5�;�=?DMH!¦�@C8'¦.�6;�F'��TMH C H�BWB�;�F:B2��;�F/ 'T�H�$�};��G��H B�¦2�:DM¦�B?DM8'� B�¦
(x, y)

�'H C H�BWB�;�F:BW�L;�F/ :TMHJ�'H�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦O�'DM¦�B�D�8'��B?¦ γ, δ �:H C[x, y] �$;�8 @�'H�F�+ 9<;�8'� B�HLF:=?¦
h, h′ : C → E B?HLT�¦�EGF:H h(x) 6= h(y)

H�B
h′(γ) 6= h′(δ)

(
[28K�:K�!$8'D&B

h
�'HT-@ 9 @ � ;�8 ¦?F:D��C@�8 B�H)6� 6;�F'=(B?;�F:BW;��G��H B z �:H C �

• ¦�D z vo x ��@CTM;�=�¦ h(z) = ⊥

• ¦�DM8';�8 h(z) = >
H�B ∀γ ∈Mo(C)

• ¦�D src(γ), tgt(γ) vo x ��@�TM;�=?¦ h(γ) = id⊥

• ¦�D src(γ), tgt(γ) 6vo x ��@�TM;�=?¦ h(γ) = id>

• ¦�DM8';�8$�;�8 @ 8'K��LH�¦?¦�@CDM=?H�>AH�8 B src(γ) vo x H�B tgt(γ) 6vo x (<� @�= C HL¦�B.¦�@�8:¦2�;�F'�LT�Hu�';�8'�
vo

H�¦�B�F'8'H!=?H�T-@CB?DM;�8d�$�};�=k�:=?H� $@�=�B�DMH�T+H�B
src(γ) vo tgt(γ)

)�H B.;�8K 6;�¦?H
h(γ) = α

(�±2@�8'¦
��H!�L@�¦Y;�8 @ K,�GDW�'H�>A>SHL8 B

h(x) = ⊥ H�B
h(y) = > (

[28 �L;�8'¦�B @CB?H@�TM;�=?¦�ENF'H
h
HL¦�B�F:8 9<;�8'��B?HLF'=O :F'DM¦�EGF:H!¦�D

γ
H�B
δ
¦?;�8 BQ�'H�¦W>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦-�'H C @P��HL�

scr(δ) = tgt(γ)
�
@�TM;�=�¦.;�8�8:H1 H�F:B� $@C¦\@%��;�D�=

h(γ) = α
H B
h(δ) = α

�
F'8'H*9<;�DM¦.H�8'�L;�=?H#�
�#�}HL¦�B
F'8'H��;�8'¦?K�ENF'HL8'��H1�'F 9 @�D�B(EGF:H C ¦�;�D�BY¦?@�8'¦Y�6;�F'�LT�H#(

� U



±2@�8:¦�TMH��L@�¦�;$#*T���;�8 @ �'HLFG+ >S;�=k 'J:DM¦?>SHL¦
γ, δ

�'H C ��¦?F/ / 6;�¦�;�8'¦ ENF'H γ, δ 8�� @�D�HL8 Bx $@C¦qTMH�¦q> ��>AH�¦H,+GB?=?KL>SD�B?KL¦���@�TM;�=?¦!HL8�@# / :TMDMENF$@C8NB��LHAENF'D- '=�KL�����'H)�P;�8 @
h′
B?HLTPEGF:H

h′(γ)
H�B
h′(δ)

@�D�HL8 B1�'H�¦
¦?;�F'=?��HL¦W;�Fd�'HL¦W�'F:B?¦4�:D�NKL=?H�8 B�¦��a�:;�8'�

h′(γ) 6= h′(δ)
(

V.D�8'¦?D��';�8d 6HLF:BW¦?F' / ;�¦?HL=WENF'H
γ, δ ∈ C[x, y] ( §�;�F:¦4�:K�!$8'D�¦?¦�;�8'¦�@�TM;�=�¦ h′ @�D�8'¦?D�6j 6;�F'=�F'8 ;��G��H B

z
�'H C
• ¦�D z vo x ��@CTM;�=�¦ h′(z) := ⊥

• ¦�DM8';�8 h′(z) := >
£�;�F'=YF'8 >S;�=. 'J'DM¦�>AH

ζ
�

• ¦�D src(ζ), tgt(ζ) vo x �$;�8z 6;�¦?H h′(ζ) := id⊥
(

• ¦�D src(ζ), tgt(ζ) 6vo x �$;�8z 6;�¦?H h′(ζ) := id>
(

• ¦�D src(ζ) vo x � tgt(ζ) 6vo x H�B�¦��}DMT�H,+�D�¦�B�H ζ ′ B?HLT6ENF'H ζ ′ vm ζ
�
ζ ′ vm γ

H�B
ζ ′ 6vm δ

��@�T�;�=?¦
;�8d 6;�¦?H

h′(ζ) := α
(

• �'@�8'¦�B�;�F:¦WT�HL¦Y@�F�B�=?H�¦Y� @�¦��6;�8z 6;�¦�H
h′(ζ) := β

(
w2K�=?D"!$;�8'¦�EGF:H

h′
H�¦�B2H,N
H���B?D���H�>AH�8 B\F'8¯9<;�8:��B�H�F'=�6�K B @�8 B2�';�8'8'K

ζ1, ζ2
@%��HL�

src(ζ2) = tgt(ζ1)
�

8';�F:¦\@%��;�8'¦
src(ζ1) vo tgt(ζ1) = src(ζ2) vo tgt(ζ2)

(WV.D�8'¦?D��¦�D
tgt(ζ2) vo x

�+@�T�;�=?¦
h′(ζ1) =

h′(ζ2) = id⊥
�6¦�D

src(ζ1) 6vo x
�
@CTM;�=�¦

h′(ζ1) = h′(ζ2) = id>
��¦?D

src(ζ1) vo x
H B
tgt(ζ2) 6vo x

�
@�T�;�=?¦�8';�F'¦@%��;�8'¦��'HLF�+ ¦?;�F:¦�¤��L@�¦J3 K�B?F/�'DMH�=�6�¦?D

tgt(ζ1) vo x
�²@�TM;�=�¦

h′(ζ1) = id⊥
H�B
h′(ζ2) ∈

{α, β} ��¦?D�8';�8 tgt(ζ1) 6vo x
�Y@CTM;�=�¦

h′(ζ2) = id>
H B
h′(ζ1) ∈ {α, β}

( ±2@C8'¦AB?;�F'¦ T�HL¦S� @�¦��
h′(ζ2 ◦ ζ1) = h′(ζ2) ◦ h′(ζ1)

HL¦�BW¦?@CB�D�¦�9 @�D&Be�';�8:�
h′
H�¦�BWF'8 9<;�8'� B�HLF:=�( V.T�;�=?¦��

h′(γ) = α
 'F'D�¦?ENF'H

γ 6vm δ
(���;�D�=�T���H0+�HL>* 'TMH:�'HL¦q�L@CB�K�5�;�=�DMHL¦U�'HL¦�9 @���B?;�=?D�¦�@CB?DM;�8'¦*),(�±.He 'T�F'¦��CDMT �GDMHL8 B�DM>S>AK��'D-@CB?HL>SHL8 B

�$��@# '=.�L¦YT-@ �'K,!$8'D�B?DM;�8g�:H
h′
ENF'H

h′(δ) = β
(

£�;�F'=²¦?H �L;�8L�C@�D�8'�L=�H��:HPT�� @%�C@�8 B�¤ �'HL=�8'DMH�=
 ;�DM8 B%� DMTC¦?F � BU�'H =?H�> @�=�ENF'HL=²ENF'H TMH�¦#>S;�8';�>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦
�'H"qsr 14t�u ¦?;�8 B��qB�;�F:B �L;�>S>SH �LH�F�+ �:H 14t�u ��TMH�¦ 9<;�8'� B�H�F'=?¦1�:;�8 B T-@| '@�=�B?DMH ;��G��H�B H B T-@z $@�=�B�DMH
>S;�=k 'J:DM¦?>SH ¦?;�8 B D�8B��HL� B�D���HL¦�(h�+H �'H�=?8'D�HL=� 6;�D�8NBAHL¦�B%�@3 ENF'HLT�ENF'HL¦ @C>AK�8$@#5�H�>AH�8NB?¦M '=.�L¦��YF'8:H
�L;�8'¦?K�EGF:HL8'��H��'H � �C� � (

�R�8M '=?@CB�D�EGF:H#�GTMH4�'HL=�8'DMH�=- 6;�DM8 B��'F B?J'KL;�=.�L>SH.7�7?7E( � ( � 8'H.¦�HL=?@� $@�¦�F:B�D�TMDM¦�KQ�$@�8'¦�TMHW=?HL¦�B�H �:H.�LH B?B?H
B�J'�L¦?H)(

�U� �
�
3
�
� � +)���;*�+)��� � ����h#������ �
� �0� �m�;���)� � ��1)����� �����

� � � �	� �����
£�;�F'=WB?;�F:B�>A;�8';� �:H M ( �GF ��;�>S>AH\F'8:Hu 6H�B?D�B�H!� @ B�K�5�;�=?D�HM),�
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HelixN(C) HL¦�B Ob(C)×N
H B(��HLTMT�H@�:HL¦(>S;�=k :J'DM¦�>AH�¦:�'H

(x1, n1)
��HL=�¦

(x2, n2)
HL¦�B

• ∅ ¦?D n1 6≤ n2

• ∅ ¦?D n1 = n2

H B
x1 6= x2

• {(n1, idx1, n1)}
¦?D
n1 = n2

H B
x1 = x2

• {(n1, f, n2)/f ∈ C[x1, x2]}
¦?D
n1 < n2

(
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src(n1, f, n2) := (src(f), n1) = (x1, n1)
tgt(n1, f, n2) := (tgt(f), n2) = (x2, n2)
id(x,n) := (n, idx, n)
(n2, g, n3) ◦ (n1, f, n2) := (n3, g ◦ f, n1)
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F : C1 → C2
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HelixN(F ) : HelixN(C1)→ HelixN(C2)
HL8z 6;�¦�@�8 B

HelixN(F )(x, n) := (F (x), n)
H�B
HelixN(F )(n1, f, n2) := (n1, F (f), n2).
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projN,C : HelixN(C)→ C

� ENF'D�HL¦�B��'K�!$8:D� '@�=
projN(x, n) := x

H�B
projN(n1, f, n2) := f
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HelixN(C)[(x1, n1), (x2, n2)] 6=

∅ H�B (x1, n1) 6= (x2, n2)
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HelixP
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Helix : Cat × PoSet → LfCat
�';�8NBAT-@  $@C=�B�D�H ;��G��H�BAHL¦�B��:K�!$8'D�HK 6;�F'=

B�;�F:B�H  6H�B?D�B�H¯� @CB?K�5�;�=�DMH C H�B B?;�F:B HL8:¦?HL> �'TMH�;�=.�';�8'8:K P  $@�=
Helix(C, P ) := HelixP (C) �H�B��:;�8 BT-@M $@�=�B�D�H*>A;�=k 'J'D�¦?>SH H�¦�B��'K,!$8'DMH  6;�F'=2B?;�F:B29<;�8'��B?HLF'=
F
@) / $@�=�B�HL8'@�8 BJ3

Cat[C1, C2]
�

 6;�F'=B�;�F:B?H @# ' 'TMD�� @CB?DM;�8
G
@# / '@�=�B?HL8$@�8 B13

PoSet[P1, P2]
�� 6;�F'=B�;�F:B*;�� ��H�B

x
�:H C1 H�B�B�;�F:BKLT�KL>SHL8 B

n
�'H�T=�}HL8'¦�HL>*�'T�H.;�=.�';�8'8:K

P1

�� $@C=
Helix(F,G)(x, n) := (F (x), G(n))

��H B- 6;�F'=PB�;�F�B
γ
@# / '@�=�B?HL8$@�8 BT3

Mo(C) H�B*B?;�F:B n1, n2

@) / $@�=�B�HL8'@�8 B 3
P1

�j $@�=
Helix(F,G)(n1, γ, n2) :=

(G(n1), F (γ), G(n2))
(
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Helix′ :
Cat × LfCat → LfCat
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Helix

�$DMT&�GD�HL8 B
Helix = Helix′ ◦ (IdCat, F )
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Cat× PoSet
IdCat×I //

Helix ''NNNNNNNNNNN Cat× LfCat

Helix′wwppppppppppp

LfCat

1e��� �����A�
RqB @�8 BU�';�8'8:KLHL¦�F'8'H (] 6H�B?D�B�HW)�� @CB?K�5�;�=�DMH C H�B�F'8'HP� @ B�K�5�;�=?D�HP¦?@�8'¦#�;�F'�LT�H L � Ob(Helix(C,L)) :=
Ob(C) × Ob(L)

H�B
Helix(C,L)[(x1, n1), (x2, n2)] := ∅ ¦?D ( n1 6vo n2

;�F (
n1 = n2

H�B
x1 6=

x2
) )0�

Mo[(x, n), (x, n)] := {id(x,n)}
H B
Mo[(x1, n1), (x2, n2)] := Mo[x1, x2] ×Mo[n1, n2]

¦?D
n1 vo n2

(%V.D�8'¦?DY8';�F:¦ @%��;�8'¦ �:K�!$8'DWF'8'H ¦?;�F'¦�¤ � @CB?K�5�;�=�DMHd�'H C × L �PTMH�¦A¦�;�F'=?��HL¦��(�LD��'TMH�¦ H�B�L;�>  6;�¦�B?DM;�8:¦�K�B @C8NB�J'K�=?D�B?KLH�¦:�'HY��H@ '=�;��:F'D�B�(qRqB @�8 B:�';�8'8:K
F : C1 → C2

F'8S>A;�=k 'J'D�¦?>SHO�'H 14t�u
H�B
G : L1 → L2

F'8 >S;�=. 'J'DM¦�>AH2�'HAqEr 1xtsu �';�8K 6;�¦?H

Helix(F,G)(x, y) := (F (x), G(y))

Helix(F,G)( x1
α // x2 , n1

β // n2 ) := ( F (x1)
F (α) // F (x2) , G(n1)

G(β) // G(n2) ).
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HL¦�B¯��HLT�F'D��'F �LHL=��LT�H

t 7→ (cos(t), sin(t))
� �:;�8 B T�H�=?H,� ��B?HL>SHL8 B F:8'D���HL=?¦�HLTHL¦�B T=�}J'KLT�DM�LH

t 7→
(cos(t), sin(t), t)
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γ
¦�F'= T�H¯�LH�=?��TMH H Bg $@�=�B @�8 BM�:H

x0

@ F'8 F'8'D�EGF:H
��=�HLT�����H�>AH�8 B�� ¦�F'=T=�}J'KLT�DM��H1 $@�=�B @�8 B��'H

y0

( Z2��H�¦�B�3g�'DM=�H*ENF$��D�T�®�@ F'8 F'8'D�EGF:H � J'HL>SDM8
lift(γ)¦?F:=!T���J:KLTMD��LH*H B� $@�=�B @�8 B��'H

y0

�';�8NB!TM@M '=?;B��H���B?DM;�8�HL¦�B
γ
( §�;�F:¦�@%��;�8'¦J�';�8'� F'8:HA@) / 'TMD�� @CB?DM;�8

�'H ��=?HLT�����HL>SHL8 B��.ENF'D�HL8L��;�DMH\B�;�F:B�� J'H�>AD�8g�'F �LHL=��LT�H� $@�=�B�@�8 BO�'H
x0

¦?F:=�F'8 � J'HL>SDM8g�'H\T���J:KLTMD��LH
 $@�=�B @�8 B��:H

y0

(!R�8�� J';�DM¦�DM¦�¦�@�8 BF'8���;��G��H�B2�$@�¦?H2� �'H C H�BF'8���;��G��H B\�$@�¦�H�� �:H
HelixN(C)
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 6HLF:BY@)�$@# :B?HL=�TMH�=?K�¦?F'T&B @CBO�:H\T-@�B?;  ;�TM; 5�D�HW@�TW5�K��'=?D�ENF'H 3*8';CB�=?H\�L@#�'=�H �$�}K�B�F'�'H#(P§�KL@�8'>S;�DM8:¦��:H�8
5�K�8'KL=?@�T=�GT=��@# / 'T�DM�L@CB�D�;�8 �'H ��=?H�TW����HL>SHL8 B���8$�}HL¦�Be $@C¦�9<;�8'� B�;�=�DMH�TMTMHQ $@C=?�LH�ENF'H2T-@¦?;�F'=?��H �'H.� J'@�ENF'H
��=�HLT�����H�>AH�8 B��¯HL¦�B

y0
( ±2@C8'¦ ����� � ��SU;WV�C,X,H�Y Z
D.[\V,H]9,AP^ �'K,��H�TM;  / 6H�F'8'H¯8';�B�D�;�8 �'H¯=?H��#��B?HL>SHL8 B

F'8'D"��H�=?¦?H�T��'DM=�DW5�K)(
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 � ��
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HL¦�BT3K�C@�T�HLF'=�¦��$@�8:¦ qEr 1xtsu ( £ T�F'¦� :=?KL��DM¦�KL>SHL8 B%��¦�D

r
HL¦�B*T-@ =�K��$H0+�DM;�8 �'H 14t�u �$@�8'¦ qEr 1xtsu �qH�8

8';�B�@�8 B −→
π′

1

T�H 9<;�8'� B�HLF:= � @CB?K�5�;�=�DMH 9<;�8'�$@�>SHL8 B @�T�H B�H�T�ENF$��D�T�@�K�B?Kz�:KL�L=�D�BT�$@C8'¦ TMH � J$@) 'D�B?=?H 7?7E�
TMHA8';�F'��H @�F 9<;�8'��B?HLF'=�� @CB?K�5�;�=�DMHS9<;�8/�$@�>SHL8 B�@�TMHSHL¦�B

π1 := r ◦ −→π′
1

H�B*;�8 @'�U ;�F:=�B�;�F:B*H�¦k $@���H
;�=.�';�8'8'K −→

X
� −→π1(
−→
X ) =

−→
π′

1(
−→
X )

��� @# :=k�L¦�TM@@ '=�;  '=�DMK�B?K�7�7E( ��( � H�BqTMH- 6;�D�8NB
(2)

�'F*B?J'KL;�=.�L>SH(7?7�7E( � ( � (
±��};$# TMH��'DM@#5�=�@C>A>SH.��;�>A> F:B @CB?D�9

LfCat
r

##G
GG

GG
GG

GG

PoSpc

−→
π′
1

::ttttttttt

π1
// Cat

�²@z :=?;  6;�¦?D&B�D�;�8�7?7E( ��( U (~wP@�8 ¬!@C>  6HL8��'DM=�DW5�KW)@�'H,��D�HL8 B @�TM;�=�¦��²@%��H�� T�HL¦\8';�B�@CB�D�;�8'¦DM8 B?=?;G�'F'D�B?HL¦
�LD�¤q�'H�¦?¦�F'¦

�^�:��������� 1e� � � � �_	 �	 � ���.� ' ���/	��U�������� � �  � % � �(#���� �U� ��'�� �&'�������� +
°�;�D�HL8 B −→

X 1

H�B −→
X 2

���'H�F�+�¦�;�F'¦�¤ HL¦. $@��LH�¦�;�=k�';�8:8'KL¦��$�}F'8 HL¦k '@��LH ;�=.�';�8'8'K −→
X

B�H�TM¦\ENF'H T=�}HL¦. $@���H
B�;# ;�T�; 5�D�EGF:H\¦?;�F'¦�¤��?@���HL8 B �:H −→

X
�68';�B?K

X
��¦?;�D&B�TM@S=�KLF'8:DM;�8z�'HL¦�DM8 B�K�=?D�HLF'=�¦@�'H

X1

H B2�'H
X2

��TMHL¦
HL¦. $@���HL¦YB�;  6;�TM;#5�DMENF'H�¦(¦?;�F:¦�¤��?@C�LHL8 B?¦@�'H −→

X 1

H�B −→
X 2

�

X1 ⊆ X X2 ⊆ X X =
◦

X1 ∪
◦

X2 .

£�;�¦?;�8'¦ −→
X 0 :=

−→
X 1 ∩

−→
X 2

�
i1 :
−→
X 0 ↪→

−→
X 1

�
i2 :
−→
X 0 ↪→

−→
X 2

�
j1 :
−→
X 1 ↪→

−→
X
H�B
j2 :
−→
X 2 ↪→

−→
XTMH�¦�DM8'��TMF'¦�DM;�8:¦�� @�8';�8'DMENF'H�¦�(P�+HL¦Q�'D-@)5�=�@�>S>SHL¦(¦�F'D��C@�8 B�¦

−→
X

−→π1(
−→
X )

−→
X 1

j1

??~~~~~~~~
 	 ����� � � ��� � � ����� −→X 2

j2

__@@@@@@@@
−→π1(
−→
X1)

−→π1(
−→
j1)
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 	 ����� � � ��� � � ����� −→π1(
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r
H�¦�BWF'8 @#�B��;�D�8NB43 �'=�;�D�B?H#�

DMT� '=�KL¦?H�=.��H*�:;�8'� TMH�¦2�L;�TMDM>SD�B?HL¦YH�B2DMT�¦�H B�=�;�F'��H EGF���F'8:HS¦�;�>S>AH @�> @CTW5 @�>SKLHH�¦�BF'8'H ��;�TMD�>AD&B�H)�
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±2@�8:¦PT�H�� @#�:=?HO�'H$qEr 1xt�u � ;�8 ��@\¦���D�8NB?KL=�HL¦?¦�HL=�@�FT '=?;��'TW��>AH��L@CB�K�5�;�=?D�ENF'H�¦?F'D"�C@�8 B%6�K B @�8 B �';�8'8'KLH�¦
B�=�;�DM¦��L@CB�K�5�;�=�DMHL¦�¦?@�8'¦Y�6;�F'�LT�H A � B H�B C �$¦?;�F'¦WENF'HLT�TMH�¦��L;�8/�:D�B�D�;�8'¦Y@ ¤�B�¤ ;�8

A× B ∼= A× C =⇒ B ∼= C.
R�8A¦�F'D��C@�8 BPT=�}DW�:KLH�¦?H�TM;�8 TM@�ENF'HLT�TMH(T�HO '=?;G�'F'D&B � @�=�B�KL¦�DMH�8AH�¦�BPT-@\=?H� '=?K�¦?H�8NB�@CB�D�;�8S� @CB?K�5�;�=�DMENF'HQ�'HYT-@
>SDM¦?H�HL8g $@C=�@�T�TW�LT�HQ�'H��'HLFG+g '=�;���HL¦?¦�F'¦��$TM@u '=�;  '=�DMK�B?K  '=�KL�LK��'HL8 B?H�@��A=�>AH.@�TM;�=?¦�ENF'H.T=�};  K�=�@CB?HLF'=
�'H>SDM¦?H.HL8d $@�=?@�TMT��LTMH�HL¦�B�=�K�5�F:TMDMH�=�(�±.H\B�HLT�¦O '=?;��'TW��>AH�¦O�'H\=?K�5�F'T-@C=?D�B?K2¦?H�>*�'T�HL8 BW@%��;�D�=�K�B�K� 6;�¦�K
B�=.�L¦�B��CB (�@�F:B?;�F'=x�'H � � � � )U $@C=�>QD#9,9\X,H]H��Q;�9\vPYa?��Q(��x� @�=�B�D��LTMH-�'H cOD#F ^aY�`R<Em X,bGp�;=X'( � U ��� )�9<;�F'=�8'D�B
F'8AJ'DM¦�B�;�=�DMENF'HQ '=?K��LD�¦:�'HW�LH�¦�ENF'H�¦�B�D�;�8'¦�H�B:�';�8'8'HWTMH�¦: :=?HLF���HL¦-�'H�=�KL¦�F'T�B�@CB�¦PTMH�¦P��;�8'��HL=?8'@�8 B%(�[28
® B�=�;�F'��H 8';�B�@�>S>AH�8NBWF'8:Hu��H�=?¦�DM;�8K�'F B?J'KL;�=.�L>SHu�:H*o�DBVEYG; ��?BHs?2EGF:D�@��S=�>AHENF'H ¦�D

C
H�¦�B�F'8

HL8:¦?HL> �'TMH ;�=k�';�8:8'K ��;�8'8'H0+:H H B*ENF'H
φ
H�B
ψ
¦�;�8 B =?H�¦k 6HL��B?D���HL>SHL8 BT�'HL¦ DM¦?;�>A;�=. 'J'D�¦?>SHL¦��'H

C��H�=?¦
A0 × A1

H�B
B0 × B1

( �$@�8'¦�LONQP � u ),�6@�T�;�=?¦�D�T�H,+�DM¦�B�HENF$@CB?=?H!HL8'¦�HL>*�'T�HL¦W;�=k�:;�8'8'K�¦
X, Y, ZH�B

W
@�DM8'¦�D�ENF'H!EGF'@CB�=�H!D�¦?;�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�¦

β0 : X × Y ∼= A0

β1 : Z ×W ∼= A1

γ0 : X × Z ∼= B0

γ1 : y ×W ∼= B1

B�H�TM¦�ENF'HJ ;�F'=(B�;�F�BYEGF'@#�'=?F' 'TMH B
(x, y, z, w) ∈ X × Y × Z ×W ;�8 @

ψ ◦ φ−1
(
β0(x, y), β1(z, w)

)
=
(
γ0(x, z), γ1(y, w)

)
.

£�@C=�@�D�TMT�HLF'=�¦�T-@\� @CB?K�5�;�=?DMHQ�'H�¦�H�8'¦?H�>*�'TMH�¦�;�=.�';�8'8:KL¦ !$8'DM¦�@#�'>SH�BPT�HL¦  '=?;G�'F'D&B�¦PH�BPTMH�¦���;  '=�;��'F:D�B�¦
�'H*�'HLFG+ HL8'¦�HL>*�'T�HL¦�;�=k�';�8'8'KL¦�!$8'D�¦

A
H B
B
��=�HL¦. H���B�D"��H�>AH�8NB 8';�B?KL¦

A × B
H�B
A + B

��@�DM8:¦?D
ENF$�}F'8 ;��G��H BqDM8:D�B�DM@�T H�BU!$8$@�T���=�HL¦k 6HL� B�D"��HL>SHL8 B�8:;�B�K�¦

0
(<HL8'¦�HL>*�'T�H�;�=.�';�8'8:K:�GDW�'HW)#H B

1
(<HL8'¦�HL>*�'T�H

;�=.�';�8'8'K8$��@ ® @�8 B�ENF$��F:8 ¦�HLF'T²KLT�KL>SHL8 B2)�H BW;�8 @
� ( ⊕ H�¦�B�@�¦�¦?;G�LD-@ B�D�9s���L;�>S>*F:B�@CB�D&9s�
��( × H�¦�B4�'D�¦�B�=�DM�'F�B�D�9� '@�=Y=�@# / 6;�=�B43

+
�

� ( × H�¦�B�@�¦�¦?;G�LD-@ B�D�9s���L;�>S>*F:B�@CB�D&9s�
� (

1
H�¦�BW8'HLF�B�=?HJ 6;�F'= × �

��(
0
H�¦�BW8'HLF�B�=?HJ 6;�F'=

+
H B�@��'¦?;�=?�$@�8 B4 6;�F'= × (

�²@ �LTM@�¦?¦�H �$��K�ENF'D��C@�T�HL8'��HT3 DM¦?;�>A;�=. 'J'D�¦?>SHu '=.�L¦�3 TM@�ENF'HLT�TMH*@) / $@�=�B�DMH�8 B\F'8�HL8:¦?HL> �'TMH ;�=.�';�8'8:K
HL¦�B @# / 6HLT�K ¦?;�8 B�®� 6H#( �+H¯B�®G 6H �$�}F'8 HL8'¦�HL>*�'T�H ;�=.�';�8'8'KK!$8'D.H�¦�Bd�'D&B�!$8:D=( XW8'H ¦�B?=?F'� B�F'=�H
(S,+,×, 1, 0)

EGF:D/��KL=�D�!$HYT�HL¦x 6;�DM8 B  '=�KL�LK��'HL8 B?¦�HL¦�B�@# / 6HLTMK�79=?` [ -�:-FgF�=Z:-e <>@S` ` e4X�:OXs[\]me;Fg[ -
X�:-[\Bs=�(��+HL¦(@C¦?¦?H�=�B?DM;�8'¦- '=?K��LK��:HL8 B�H�¦�@��A=�>AH�8 Be�';�8:�.ENF'H2TM@��L;�TMTMH���B?DM;�8*�'HL¦�B�®� 6HL¦-�'H2HL8:¦?HL> �'TMH�¦
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;�=.�';�8'8'K�¦�>*F'8'D��'H ⊕ � × � 0 H�B 1
9<;�=?>SH�F'8 ¦�HL>SD&¤�@C8'8'H @CF*�L;�>S>*F:B�@CB�D&9'F'8:D�B @CDM=?H:�';�8 B�;�8 ;��:B�D�HL8 B

F'8'HW¦?;�F'¦�¤ ¦�B�=�F'��B?F'=?H�HL8S8'HW�L;�8'¦�DW�'K�=�@�8 B�ENF'H�T�HL¦ HL8:¦?HL> �'TMH�¦�;�=.�';�8'8:KL¦ !$8'DM¦�( [28 �:D�BP@�T�;�=?¦ ENF$�}F'8
HL8:¦?HL> �'TMH;�=.�';�8'8'K

P
H�¦�B0[ FgD�H?<>@G`�8m@G7 :}k b\= T�;�=?¦�ENF'H

P ∼= A×B ⇒ A ∼= 1
;�F

B ∼= 1
�'H B

P ∼= A+B ⇒ A ∼= 0
;�F

B ∼= 0.

�^�:�����8��� ����� 'U� � �U�
I#;�F:B H�8'¦?H�>*�'T�H ;�=k�:;�8'8'K|!'8'DWB?;�B @CTMHL>SHL8 BA;�=k�:;�8'8'K H�¦�B D�8/�'K��L;�>* ;�¦�@��'T�H#( R�8 H�NH�B%�YF'8%B�HLT
HL8:¦?HL> �'TMH ;�=.�';�8'8'KSHL¦�B!DM¦?;�>A;�=. 'J'H	( �$@�8'¦ALONQP � u )�3 {0 < · · · < n} (A7�T�H�¦�B!DM>S>AK��'D-@ B2ENF'HS¦?D
{0 < · · · < n} ∼= A+B

�G@�TM;�=�¦
A ∼= ∅ ;�F B ∼= ∅ �G�L@�= {0 < · · · < n}  ;�¦�¦k���'H�F:8 >SDM8'D�>*F'> H�B

F'8 > @B+�D�>*F'>a@CTM;�=�¦WENF'H!¦?D
A 6∼= ∅ H�B B 6∼= ∅ � A + B

8'HJ 6;�¦?¦.���'H�8'D²>AD�8'DM>*F:> 8'D²>A@B+�DM>*F:>K(
£�@C=�@CDMTMT�HLF'=�¦���¦?D {0 < · · · < n} ∼= A× B �$H�8 ¦�F/ / 6;�¦�@C8NB�ENF'H A H�B

B
�L;�8 B�D�HL8'8:HL8 B.� J'@��LF'8¯@�F

>S;�DM8'¦-�'HLF�+ K�TMK�>AH�8NB?¦
a1, a2 ∈ A

H B
b1, b2 ∈ B

�$��;�>A>SH {0 < · · · < n} H�¦�B�F'8 ;�=k�'=�H2B�;�B�@�T=��DMTHL¦�BW8'KL��HL¦?¦?@�DM=�H�ENF'H
A
H�B
B
TMH\¦�;�DMH�8NB�@�F:¦?¦?D�(P[28K 6HLF:BW¦�F/ / 6;�¦?H�=�ENF'H

a1 < a2

H B
b1 < b2

�$>A@�DM¦
�$@�8:¦W��H� @�¦��

(a1, b2)
H�B

(a2, b1)
8'H¦�;�8 B@ '@�¦Y�L;�>* $@�=?@��'TMH�¦�(

�+HHL8'¦�HL>*�'T�H;�=k�';�8'8'K¦?F'D"�C@�8 B%�'8';CB�K
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HL¦�B K�5�@�TMH�>AH�8NB�DM8'�'KL��;�>  6;�¦?@��'TMH)(¯�²@ J$@�F:B?HLF'=1����F'8 HL8'¦�HL>*�'T�H ;�=.�';�8'8'K*!$8'D�HL¦�B T-@ TM;�8/5�F'HLF'=
�'H T-@  :TMF'¦ T�;�8/5�F'H ¦?F'D&B�H ¦�B?=?D���B�H�>AH�8 BA��=?;�D�¦?¦?@�8 B�Hg�$�}KLT�KL>SHL8 B�¦T�'H T=�}HL8:¦?HL> �'TMH ;�=k�';�8:8'K#( °�D

AH�B
B
¦?;�8 B*�'HLFG+ H�8'¦?H�>*�'T�HL¦S;�=k�';�8'8'KL¦T!$8'D�¦��PT-@�J$@�F�B�H�F'= �:H T�HLF'=T '=�;��:F'D�B H�¦�BAT-@�¦?;�>S>SHg�'H

TMH�F'=?¦YJ$@CF:B�H�F'=?¦��
X
@ ® @C8NB�F'8 >AD�8'DM> F'>tH�BWK�B�@�8 B@�:H!J'@�F:B�H�F'= � �$DMT
HL¦�BWD�8/�'KL��;�>* ;�¦?@��'T�H#( £�TMF'¦

5�K�8'KL=?@�TMH�>AH�8NB��:B�;�F:BWHL8'¦�HL>*�'T�H;�=k�';�8'8'K�L;�8:8'H,+�HJ�'HJ$@�F:B?HLF'= � HL¦�B�D�8/�'K��L;�>* ;�¦�@��'T�H#(
7�TY® @ F'8'H¯9 @�>SDMT�TMHg�'K�8';�>*�:=�@��'T�H

(Pn)n∈N

�'H¯H�8'¦?H�>*�'T�HL¦ ;�=.�';�8'8:KL¦�!$8:DM¦�DM8'�'KL��;�>  6;�¦?@��'TMH�¦ (
�x��F:8'H �:HL¦ ��;�8'¦�KLENF'HL8:�LHL¦ �:F B�J'K�;�=k��>AHT�'Hdo�DBVEYG; ��?BHq? H�¦�B�ENF'H T�HS¦�HL>SD&¤�@�8'8'HL@�F ��;�>S>*F:B @ B�D�9
F'8'D&B @�D�=?Hx�'H�¦�H�8'¦?H�>*�'T�HL¦�;�=k�';�8:8'KL¦�!$8'D�¦�H�¦�B�DM¦?;�>A;�=. 'J'H @�F�¦?H�>AD�¤�@�8'8:H @�FF'8'D&B @�D�=?H

N[X]
�C�#�}HL¦�B�¤s3 ¤

�'D�=?HY�LH�TMF'Da�';�8NB�TMH�¦ KLTMK�>AH�8 B�¦P¦?;�8 B:�'HL¦� ;�T�®G8 ��>SHL¦P@ ® @�8 B�F'8 8:;�>*�'=�HQ!'8'D�> @�D�¦ @�=?�:D�B�=?@�DM=�HL>SHL8 B
5�=?@�8/���'H ��@C=?D-@C�'TMH�¦\H�Bu3 ��;�H �S�LDMH�8 B�¦J�$@�8'¦

N
�� 'T�F'¦\9<;�=?>SHLT�TMH�>AH�8NB����#�}HL¦�B TM@ �L;�T�DM>SD�B�Hu�$@�8'¦!T-@

� @ B�K�5�;�=?D�H��'HL¦Y¦?H�>AD�¤�@�8:8'H @�FG+g�'HT-@ ¦�F'D�B?H

N ↪→ N[X1] ↪→ N[X1, X2] ↪→ . . . ↪→ N[X1, . . . , Xn] ↪→ N[X1, . . . , Xn, Xn+1] ↪→ . . .

�x��D�¦?;�>S;�=. 'J'DM¦�>AH�K�B�@�8 B�D�8/�'F'D&BO $@�=YT�� @# ' 'TMD�� @CB?DM;�8

{0, 1} ∪ {xn|n ∈ N} // { HL8'¦�HL>*�:TMHL¦Y;�=.�';�8'8:KL¦O!$8'D�¦ }

0
1
xn





� //





T�H2B�®� 6H��'HT=�}HL8'¦�HL>*�:TMH;�=k�:;�8'8'K �GDW�:H
T�H2B�®� 6H��'HT=�}HL8'¦�HL>*�:TMH;�=k�:;�8'8'K\8$��@ ® @�8 B�ENF$��F:8¯KLT�KL>SHL8 B
T�H2B�®� 6H��'HT=�}HL8'¦�HL>*�:TMH;�=k�:;�8'8'K

Pn

�²@���;�8'¦?K�ENF'HL8'��H2DM>S>SK��'DM@CB�HO�'HW�LH��LD6HL¦�B(ENF'H#�G 6;�F'= B�;�F'¦PHL8:¦?HL> �'TMH�¦�;�=.�';�8'8'K�¦:!$8:DM¦
A,B

H�B
C
�

;�8 @
A×B ∼= A× C =⇒ B ∼= C

H B
A⊕ B ∼= A⊕ C =⇒ B ∼= C.
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V T-@�TMHL� B�F'=�H��'HL¦O :=?HLF���HL¦4�';�8:8'KLH�¦4�'@�8'¦ � U ��� �'DMTHL¦�BQ 6;�¦�¦?DM�:TMH2ENF'H\T�H2=?K�¦?F'T&B @CBQ�$�}DM¦�;�>S;�=k 'J:DM¦?>SH
 '=�KL�LK��'HL8 B  :F'DM¦�¦?HS¦��}K�B�H�8/�'=�H @�F�+ �L@CB�K�5�;�=?D�HL¦!¦�@�8:¦��6;�F'��TMHT!$8'DMH�¦�( R�8 H,N
H B%�#;�8 @ F'8'H 9 @�>SDMTMT�H
�'K�8';�>*�'=?@��'T�H

(Cn)n∈N

�'H2�L@CB�K�5�;�=?D�HL¦P¦�@�8:¦(�;�F'�LT�H4!$8:DMHL¦�DM8/�:KL�L;�>  6;�¦�@C�'TMH�¦ (<T-@u�:K�!$8'D&B�D�;�8  6HLF�B
��B?=?H8�'D�=?HL� B�H�>AH�8NB @)�$@# :B?KLHM)0�.;�8 ;���B�DMH�8 B T=�}DM¦?;�>A;�=. 'J'D�¦?>SHz��;�F'TMF �'H�TM@ > ��>AH�>A@�8'D��L=?H¯EGF:H
 '=�KL�LK��'HL>S>SHL8 B%( R�¦?¦�HL8 B�D�HLTMT�HL>SHL8 B%��TMH ¦?H�F'TW9 @CD�BT�';�8 BA;�8 @ �H�¦?;�D�8  6;�F'=S@#�$@) :B�H�=ATM@� '=�HLF'��H
�'F�=�KL¦?F:T�B @ B  '=�KL�LK��'HL8 B!HL¦�BENF'H#��¦�D A HL¦�B\F'8'H �L@CB�K�5�;�=�DMH!¦�@�8'¦\�6;�F'��TMH�H�B B H�¦�B\F'8:H*� @CB?K�5�;�=?DMH
ENF'HLT��L;�8:EGF:H#�6@�TM;�=?¦O 6;�F'=(B�;�F:BY;��G��H B

a
�'H A H BYB�;�F'¦�;��G��H�B?¦

b1
H B
b2
�'H B �$;�8 @

A× B[(a, b1), (a, b2)] ∼= B[b1, b2]
�$@C8'¦�P � u (

U�;�=?>SD�¦?;�8!DM8 B?KL=k� B+B�J'K�;�=?D�ENF'H#� �LH =?K�¦?F'T&B @CB� 6HL=�>AH B��'H �'K�!'8'DM=��'H�¦�@CTW5 ���'=?H�¦
�'H  '=?;G�LH�¦?¦?F:¦�>*F'8:DMHL¦
�$�}F'8 ;  6KL=?@CB�H�F'=j�'H�>SDM¦�H�HL8  '@�=�@�T�TW��TMH | � �$�}F'8 ;  6KL=?@CB�H�F'=j�'H��'=�@�8:� J'HL>SHL8 B ⊕ H Bx�$�}F'8 ;  6KL=�@ B�HLF:=�'HA>AD�¦?HSHL8 ¦?K�ENF'HL8'��H · ��EGF:H T=�};�8 D�8 B�HL=. '=k� B�HM�'@�8'¦ TM@ �L@CB�K�5�;�=?D�H �:HL¦� 6H�B?D�B?HL¦ �L@CB�K�5�;�=�DMHL¦�¦�@�8:¦�6;�F'�LT�H�=�HL¦k 6HL� B�D"��HL>SHL8 B� $@�=�TMH�¦q;  6KL=�@ B�HLF:=?¦ × � + H�B → (q£�;�F'=j�'K,!$8'DM=��LHO�'H�=?8'D�HL=���;�8*=?H�> @C=?ENF'H
�'Kq�k3!ENF'HYB�;�F�B�HW� @CB?K�5�;�=�DMH�¦?@�8'¦P�;�F:�LTMHO!$8:DMH C  ;�¦?¦k���'H2�:HL¦�=IFSX�BsH?=?7#�N�)��H�¦�B�¤q3 ¤q�:DM=?HQ�'H�¦�;��G��H�B?¦ xB�H�TM¦ ENF'HQ ;�F'=�B�;�F:BP>S;�=k :J'DM¦�>AH

γ
@# / $@C=�B�H�8$@�8 B:3 C[z, x] ��;�8A@ z = x

H B
γ = idx

@�D�8'¦?D$ENF'H4�'H�¦
79@CB�Xs[\=I7)��)��H�¦�B�¤q3 ¤q�:DM=?Hu�'HL¦.;��G��H�B?¦

y
B�H�TM¦2ENF'H1 6;�F'=WB�;�F�B2>S;�=k 'J:DM¦?>SH

γ
@# ' $@�=�B?HL8$@C8NB 3 C[y, z] �;�8�@

z = y
H�B
γ = idy
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�L¦*�����M¦���.�	���)�$ ,���� ���������
 ����'����$�L���G�
�6��¦ {x, y} ¦
� G[x, y] 6= ∅ � � �����¦ F (x) = F (y)

(.-/�.¦
�
F (x) = F (y)

��������?¦O �����¦������
F

��¦
�W�����7#������"� �����	�'���������� ��#�5�����'�#� G[x, y] �6� G/Σ[F (x), F (y)]
�����������"�$���z ���*���������'����:�	����

������� �
�L�6������� �	� �����'� G[x, y] 6= ∅ (S> �q¦��J�	�'¦����)�S���$�L��� �0+&�M¦
���G�����  ,��
�����0�V�������
φ
���K���89����+���'���

����¦��	���  ,��¦����"���L¦�	�������0+���¦���� G �E���3���/�����'�7���;�M¦
���8��k �5���¦��+����� G/Σ
¦��� G/Σ

�	�7���	�3�E���

PΣ = φ ◦ F ( ±��J�U#R�'��9����'�!�����
PΣ

¦����)�$�����7#������"� �����	�'��������(�V��#�5�����'�L¦�(
�

� � �  �
���'��#

(1)
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� ���8�=<8� 1e� � � � �_	 �	 � �
°&���)�Q����5�
���/ ,�� ��� G �	��¦����� ����:¦�5�����/� ( �	�%�����'�E���M)!¦�®G¦
�\�	�8�������+��k �5��M¦
�8��¦��&?Bb�X��LD+����¤
���	?¦
�M���'�L¦

Σ
�
PΣ

�L¦
�W������!'���� ������� (
1e��� �����A��£3����������'¦%���������$�J���F��k�C�������������K�8��. �5���¦��+�*��� G �L¦*� �(��*��#�¦����	�=����¤ ���L¦�¦��'¦ ���
¦���� ���8�#5��g ���

PΣ
( °&���)�

f ∈ G[y, x] �����  F��¦��
α := PΣ(f)

�6�
c := PΣ(x)

( °&�/ / ,��¦����'¦
�����

g ∈ G[z, x] �	�
β ∈ G/Σ

���	�������
PΣ(g) = β ◦ α �J ���¯�����'¦*��
�'�	������� ���

PΣ
��� �

PΣ(g) = PΣ(α) = idc
�	�*�����'� ��#����L¦�¦����'��	�8�	���

PΣ(β) = idc
( -.�  F��¦����"�

h := f−1 ◦ g �
���H�

PΣ(h) = β = idc
�	�S�#�L�L¦*�8�'� ¦��	���O �����¦������

f ◦ h1 = f ◦ h2 ⇒ h1 = h2

(
f

�L¦*�+���
�M¦
���+��k ���¦��+� �(�� G ��¦
�<��� 5�����/ F�  ���W),(h£ ����1�����

PΣ

¦����)�������|!$���� ���'���$�!�'� ( 9��������	�<�'� )
¦�� �+�1�����'�8�E���������&���+��k �5��M¦��+�*��� G/Σ

¦
���'�u�����'¦%�=�L���8�#5��T���
PΣ

�q�	�1��������¦
� ��#��������������
PΣ ◦ JΣ = IdG/Σ

(
�

°&�/ ' F��¦
���'¦ �����'�"���������"� ����� G ¦����'�W����5�
���/ ,�� ���79 ���/�����8�	�"�0���
�$�L��� ��¦k ��C���%���  ,����� 5��������
X
(

� �  ���  ,��¦
�'���'��� w1(��'( � �  F�	���4�	����7��	�����7���'�'¦���6
� ���8�=<;/ 1e� � � � �_	 �	 � �

°&���)�<���O�L¦. ����	�P���  ,����� 5��������
X
�
π1(X)

¦���� 5�����/ ,��=��� 9 ���/�����8�	�"�0��� �	�
Σ

�'�  ��'�'¦g5��� �/�
¦�®G¦*�\���+�h�&?Bb�X��LDQ���

π1(X)
(3-3�M ,��¦����"� G := π1(X)

�6���	�M��#,!����M¦�¦����"�
PΣ

�	�
JΣ

�	���+�8�Q�����:¦
���1 ���  ,��¦��)���'��� w1(��'( � �'���'�L¦W��¦?¦
��*�������'¦�¦����"� ���"���L¦W¦������W#	�E����� �����	�"���L¦�6
� (W�x�L�L¦k ������7���  ,���'� 5��������

X
��¦
�W¦��'�  ������+���"���	�������0+&�#(

��(W�D�L¦ 9 ���'�	�������¦
PΣ

�6�
JΣ

¦
���"�O����¦?#������"��� �����:���L¦-���2�(�V��#�5�����'�L¦ �#�B�
���'�����L¦ �=�L����� 3%�=�J������
�#(

� (W�D�S9 ���'�6������
JΣ

��¦
�W�����Q#������"��� �����:��������(�V��#�5�����'�L¦�(
� (W�D�S9 ���'�6������

PΣ

��¦
�W�����Q#������"� �����	�'���������� ��#�5�����'�L¦�(
��(W�D�S9 ���'�6������

JΣ

��¦
�4 ����	���$(
U'(W�D�S9 ���'�6������

PΣ

��¦
�Q!a�/�	���)(
� (W�D�J5�����' F��=���

π(X)
�L¦*�U#	�E����� �����	�"� 34�=�L���'¦
���*���������L¦W�����  ,��¦�� �����L¦W���������,+&�L¦2 ���W��?��¦

���
X

�E� �	���+�8�S�����J ,�	���'���\�(� ��#�5���
��������¦?�	k�	���#(
1e��� �����A� � � ¦��S�#69 ��
�7���<���	�8�+�.�@( ��( ���  ,����29�����
�U���U�����	���	������S��� ¦��'�  ��'�.�	�������0+��)��# ���

X
�	�W�'��9����'�!�����

π1(X)
¦����'�$���z ��#	��k����#(

�

�$�����	�����'¦?���+��5�#���k���+�/w1(��'( � � (��D� 
�L¦*���4���.�	���05��) ��'����W�L¦
�: ���
���+���"�2���L�05���������� �	� �,+� ������'���
3 9 ���/�C����¦%5 ®G ,����5/��¦���¦�9����'���L¦!¦��� C �6�

Σ
( � �L���"��#�k�6�1���A��5�#	��k�	�8�Mw1(��'( � � ��¦
����5�#���
�������)� ���

���+��+�1�	�  ���
���M���������	%���$�L�����$�}®C�  ���¦ ���g ,��*���g�$�L���&9 ����8� ���'���;�����¦������<�=�L���C
���* ����C���1�����
�(�V��#�5�����'�*¦����:¦\�F���:������ ���2¦�� ��� ��#�5���
������� �����* F��¦����"����¦�(�§ �������'¦\�	�� ,���/��� ���!���'���M����� ¦
���
�# / ����M��� ���'��� ���Q��#L����¦?¦
�'���J ���¦ �����

Σ
¦����'�1�'�  ��'�'¦g5��� �/� ¦�®G¦
�k���+� ���M�+��k �5��M¦��+�L¦��&?Bb�X��LD

���L����?¦
�M���'�L¦ ������¦Y¦����������+���"�U��� #��'#��+���"� ��� LC
(������'W��5�#���k���+�K>�w�( � ( � � ),(.°&��4���L¦��0+&���* �����¦

�����'��
�	��¦����)�J��¦
��¤s3 ¤ ����
� ����¦1��� ��#�¦��	����� ���'���'¦ −→
X

���| ��� 5�����+�8��¦ � � �����'¦ ��LONQPSRQT)�W���  ,���&�
�$�L�����K ���
�*��#	��"!���8�E��� ���d ��C¦?¦��)5�� 3;�����(� ��#�5���
���z��� �����* F��¦����"����¦�
#������)�����P�������'���M��� ���

�(�V��#�5�����'�Q9 ���'�����+���"�0���'�u��� −→
X

�6� �$�J��������� ���
�U�E���K���7��5�#���.���+��w1(��'( � � �	���'!�
�8�%�����*���6�����
�#����'�6�������R�T �
#L¦��	.��#K����¦O ���# ���'#	��#�¦$���"��#	��L¦�¦����"���L¦4���7��� �(� ��#�5������� 9 ���/�����+���"����������� −→

X
(

� ���



:  ���	�8����
�1�&���#�� ����M¦
�����8��� �����'¦*��
�'�	�����������4��� �(�V��#�5�����'� ���G9 ����6�������'¦\�����:¦��M¦*��� 3<���L���	?¦��	
9 ��
�8�	�����	�8�	�"�1����¦1#��'#��+���"��¦d���

Σ
������?¦1�����P��� �����'¦*��
�'�	������� ���P��� ��� ��#�5���
��� ���M����� �����	�"�

������'¦*9 ����+�3����¦ #	��#	�8�	���?¦����
Σ

���%�W���	�����'��#L¦��V���� ,���������'� �'���)5������	T�����2�=�L#������"��� �����:���2���������'��#	�
 ���%���4��5�#	��k�	�8�Mw1(��'( � � ��¦
�K�����B�
����?¦u�E������)���#�L�L¦*��¤q3 ¤q���'��+����� C[Σ−1]

�	� C/Σ

¦
���"�������_�
����?¦
#������"� �����	�����L¦�(�£.���M¦������ ���  �����+�W�	�� �	���'¦
����'�6���'��� ���/5��	�/��
�K����¦

Σ
¤������  ,��¦�� �����L¦4�	�4����� ���

¦��������'���A�	���'¦
�M¦
����3<���T5"� k���	Q���$�L���;���G�
�6����� �05�� �E���
Σ
¤ �����* F��¦����"���)� ���q¦
���*���'������'�S�����+���

¦��������'��� �(� ��#�5���
����¦����)������� ¦
��
���1��� �
Σ
¤�¦
�������'�	�����������G���  ���	�8������)(�D�L¦S�,+&�	�  ��'�L¦2¦
����� ���"�?¦

�+���"����	�"� ������)�J��¦
�W9�����+&�a ���	�����'¦!�������Q�$�J���,��k� ���*��� ��#�5�����'� C ¦����"� ���"���

C :=
�(� ��#�5���
�����'�M��
�S���/5����/��
#��J ��� (

x σ //α
%%

y β
yy

)

�P���L�
Σ := {α, β}

> �+�8#������ �����+���"�����������)�G����� C/Σ = // ������?¦������ C[Σ−1]
� ������+ ���G�
�	�?¦

x, y
�6�4�����

C[Σ−1][x, x]
�	� C[Σ−1][y, y]

¦����"�K�����'¦u������+I�M¦
���+��k �5��L¦Q����5�
���/ ,�8�'�M��
�4���/5��	�/��
#M ���Q���
¦��'�/5��'�	�����$( C[Σ−1]

�	� C/Σ
¦
���"����������
���+���"�P¦��������'�	�
����������¦?�	�- ���¦ �M¦����8��. �5���¦:�����'�2 ��C¦?#������"�N¤

���'���"����¦8�����  ��'�'¦�( ������T ���# F��¦
�'������� :�( � ( � ),( ���� ,���/�����"�%�!���%�����'¦*�0� ���R����� C  F��¦�¦k�����|����¦
�,���'���'�L¦����E��� ���:�����K���L¦W#��'#��+���"��¦Q���

Σ
���J��¦
� ���L���	?¦��������Q��� ¦
���'¦@��� �&?Bb�X��LD7�6� �����

Σ
���¦�� ��¤

�M¦*9����'�: ���¦!�'�
2
�����  ,�����"�O���U������#,!����)�������1>�w1( � ( ��( �x�J�0+��	�  ����\¦������ ���"�!�L¦*�Q ����:¦(¦��'�&�������&�	�B��NF�	�%�

���T ,�����x������3����� C ��¦
�P¦����:¦P�,���'�	���?�6�2�E���
Σ
¦��V���M¦*9����'�/���L¦

2
� ��� �	�

3
� ���  ,�����"��¦����$��� ��#,!����'�������

>�w1( � ( ��(

C :=




a
f //

σ1

 τ1
rr

b

τ2
,,

σ2

��
x

g

44

h

99 y




�%���L�Q����¦!��	��� �������'¦ { g ◦ σ1 = σ2 ◦ f
h ◦ τ1 = τ2 ◦ f

�6�
Σ := {σ1, σ2, τ1, τ2}

> �D�L¦*� �������¦?9������'��� ����������!����� C/Σ := // ��� ��NF�	������� �

(g) ∼1 (g, idsrc(g))

(g, idsrc(g)) ∼1 (g, σ1)

(g, σ1) ∼1 (g ◦ σ1)

(g ◦ σ1) = (σ2 ◦ f)

(σ2 ◦ f) ∼1 (σ2, f)

(σ2, f) ∼1 (idtgt(f), f)

(idtgt(f), f) ∼1 (idtgt(f) ◦ f)

(idtgt(f) ◦ f) = (f)
:U�'�'¦��,���<�

(f) ∼m (g)
�	�-�����*���+� �	�1��	�  ���� � � ��� σ  �� 

τ
��� �'¦��	�������� �
#L�������)�����1���&�����	�"�

(f) ∼m (h)
(�±U���'� C/Σ

��¦
��¦��������'�	�
���������Q�	�4 ,����$����� C[Σ−1]
�	� C/Σ

¦����'���"�W#�������� ���'���"����¦�� ���
�����/���'�������K��#L�	�L¦?¦�����
�$�	�P¦�� �S¦����"���$�L¦*� �����$�'�(¦������	���	�
���Q��� C[Σ−1]

¦
���'� (]3��M¦
���8��k �5���¦��+�- �.�L¦*)
C/Σ

(������'u ���  ,��¦��)���'���I:u( � ( � )0( � ����S¦������	���6�����g��� C[Σ−1]
�R�,+����	�����+���"�T���	��+C���G�
�	�?¦G�E���

� � �



�=�L���1���������:¦?����¦?���'�	����
x
�	�
y
�E����!�� C[Σ−1][x, x]

�	� C[Σ−1][y, y]
¦������?�M¦����8��. �5���¦!���g5�
���/ ,�

��������S�	�/5��	�/���#J ���$��� ���:¦���� �����J3T������+ #	��#	�8�	���?¦��������:¦W�'��(��¦Q �
#L¦��	�"�%�6���L¦W���:¦���� ������¦�¦
���"�
���¦k ,�L�6���������+���"� {τ1 ◦ σ−1

1 , σ1 ◦ τ−1
1 }

�6� {σ2 ◦ τ−1
2 , τ2 ◦ σ−1

2 }
( C/Σ

�L¦
�W¦
�E�������6�����������7��� �M¦e ��C¦
�M¦
���+��k �5��7��� ¦��������'�	�
���J��� C[Σ−1]

(

�D�8����
�����	 ����¦z�$�J#6���/���A��¦
� �����'������� ����) F����� ¦
���M¦�¦��)�\�#�L�L¦
�R���8 ��'�'¦B���"��#	���¦?¦�� ���K �����¦����$�L���
���* ��'�������+���¯��� ��#�5�����'��9 ���/�����8�	�"�0���'���$�L��� �L¦. ������B��.��������#<�E���?��� ��#�¦����"���R���  ��� 5�����+�8�

� � ���+���"���� ���<�����'¦
� �����M�'�R��5�#���.���+�|w1(��'( � �  ,�����M�	��
� �+�M¦��	� ��#	9�� ��� ¦���M���L¦<�0+&���* �����¦
���	���'�	��	�?¦��\(t£ ��¦
���'¦d�����'� −→

X
 F����M��#�¦��W5�����B�=�L�L¦. ����	�;��k��������# ��� ����# ,�(� � ¦
���M¦�¦��8���'��W5�##�

C = −→π1(
−→
X )

�	�
Σ

���������'���L�6���'���M���������'¦ ����¦?�+��k �5��M¦��+�L¦����L���	?¦���������¦!��� ¦��	�'¦Q��� �&?Bb�X��LD2��� C (§ � �����'¦��$�L�����¦ �6�-��#s�k37�E���
Σ

���W¦��V���M¦*9����'�.�����W����¦
1
�� �	�

3
�	�8�  ,�����"��¦ ���W������#,!����)�������8>�w�( � ( ��(

°&��P��� !a5���
� ��� ������)���=��� � ��� ��#�¦����"��# ���
����# F�����a¦
���M¦�¦�� ���'���5�#  ���
���'����������# �	� ��
���M¦
Σ
¤��	���* F��¦����"����¦����¦k ,�L�	���������+���"�4������#��L¦

A :=
[0, 1

5
]× [0, 1

5
]
�
C := [4

5
, 1]× [4

5
, 1]

�	�
C

�������$�'�

���¦
��� ���+�=�L�L¦. ����	�8��.��������# −→
X
( � �  ,�����J��#q�k3

��	��� ������� �E���!���
Σ
¤ �����* ,��¦����"���

B
� �	�'���	?�	�����

���%���������� −→
X
( �D�L¦7#��'#��+���"��¦����

Σ
¦����"�Q���'��?¦

����¦ �+��k �5��M¦
�8��¦U��� −→π1(
−→
X )

�����"�/�'�L¦ �0+E���#	�8�)��#�¦
¦������������'¦7�����*���+�

Σ
¤ �����* F��¦����"���)( � �P�������

���  ���
���M���������	 ����� �	�L¦S�+��k �5��M¦
�8��¦U��� ��#�¦��	��¤
���	�"�2����¦��05����+���'¦Q���'��W5�#L¦�¦��� −→

X
�����"� �=�L���8�#5��

�L¦*���'�'���'�'¦��*�����'¦Q�����A¦��	�����
Σ
¤��	���  ,��¦����"���#� ���
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���1��� C[Σ−1]
�L¦*�S���S�(� ��#�5�������

���'5����/���#��J ���
A

α // B
γ //

β

��

β−1

XX C
�%���L�

β ◦ β−1 = β−1 ◦ β = idB
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h

2 �*� 2 ) � �'$-2�$(� + C[x, z0] �=�'.d780-�Z.#� � !>2 P/) 2�*+*�� 790:! � 0-!?� � "/*+*S0:�=� #
x

idx

&&

g

&&
h

??
??

��?
??

z0
f ′′n◦...◦f ′′0 // x′n+1 ∧ y Σ // y

Σ
��

x
��

Σ

f ′n◦...◦f
′
0

// x′n+1 Σ
// x′n+1 ∨ y


 $H2+�'$ � 2 ) � ! � 0-.1!#� )
x v z0 v x

� �R780-! !#* � .#!1790:� �y� 0-! � 780-� C � � � � 2�$ � 5 "/0 � .#� � 780-�
h = idx

#N^. J !#��$8� � $-2�.#��*���$8�
x

f ′′0 // GFED@ABCz1
f ′′1 // GFED@ABCz2

f ′′2 // GFED@ABCz3 ...... ONMLHIJKzn−1
f ′′n−1 // GFED@ABCzn

f ′′n // x′n+1 ∧ y Σ // y

x′1
��

Σ

x′2
��

Σ

x′3
��

Σ

...... x′n−1

��
Σ

x′n
��

Σ

x′n+1

��
Σ

y0

Σ

OO

y1

Σ

OO

y2

Σ

OO

...... yn−2

Σ

OO

yn−1

Σ

OO

yn

Σ

OO

a1

Σ

OO

a2

Σ

OO

a3

Σ

OO

...... an−1

Σ

OO

an

Σ

OO

an+1

Σ

OO

���
z1, ..., zn

$-"/0 �O� "/$:$-�Z.>2 � 0-!?� � ) � �65 � ) �65-, � #
�

R %�%



;.<WVl<��zB�DFE:E:D����fD 
ba� ��� ����
�	�����GX"/!1�'$(� 0-$+*�" )N�-5 ! � *+�
f

2 �*� 2 ) � ��$L2�$(� + C[x, y] �C� � �'0 L " 5H6 ��� �
x′

�C�
y′

� � C � ��. � 780-�
x′ ∼o x

�
y′ ∼o y

�C�R. � ��$ � ��* 5 .#� C[x′, y′] $-� � "�!1� � 2 �SJ ! � � # N^. � L ! � � ��2�.#" ) � 0-$ 0-$:!#780-� *+" )N�-5 ! � *��
f ′� 2�$ � C[x′, y′] � ��.d780-�Z.#� � !#2 P/) 24*�*+� |�x�� "/*�*R0:� � #

x
f // y y ∨ y′OO

Σ

//Σ
y ∨ y′OO

Σ

x ∧ x′ [�TVU"WYX)U"Z[Z[\ � _
Σ

OO

Σ
// x′

f ′
// y′ x ∧ x′ [^TVU"WYX0U"Z[Z[\ � �

f0
66nnnnnnnnnnnnn

f1
// y′ x ∧ x′ [�TVU"WYX)U"Z[Z[\ � �Σ

//

f1

$$
x′

f ′
// y′

`KabDdc[efDg<
# " � "/$ �

f0

.>2 � "/* � " ��, � � � � � ) "/! � *�" )N�-5 ! � *+� �
x ∧ x′ Σ // x

f // y y ∨ y′//Σ #�# 0-! � 790:�
y Σ // y ∨ y′ � � �H0-$ *+" ) �-5 ! � *+� � � m?npolq ris�� !#.Z� L ! � � � 0-$ 0-$-!1790:� *+" ) �-5 ! � *+�

f1

� 2�$ �
C[x ∧ x′, y′] � ��.�780-�.1� � !>2 P/) 2�*+*�� |�|2� "/*+*S0:�=� # # 0:! �w�f� "/*+*��

x ∧ x′ Σ // x′
� � � ,wP 2�.1� !*+�'$(�b0-$K*+" ) �-5 ! � *+� � � m?npolq ris�� !1. � L ! � �=�J0-$K0-$-!#780-� *�" )N�-5 ! � *+�

f ′ � 2�$ � C[x′, y′] � ��. 780-�J.#�� !#2 P/) 24*�*+� |�' � "/*�*R0:� � #
�

;.<WVl<�� B�DFE:E:D����fD-agD�� ��� �7DdE:D��
 �P �62�$(� � "/$-$ , � 0:$-� � 0-!1�=�
Σ ! � "/* � " � 2 5 .#�

(fn, ..., f0)
� "/$(� �65 2�780-�B�=� ) *+�

fk
2 �*� 2 ) � !1�'$(� +

C[xk, yk]
�C� � ��0 L " 576 ��� �

x
���
y

� � C � �'. � 780-� �
x ∼o x0

�
y ∼o yn

���<. � �'$ � �'* 5 .#� C[x, y]$-� � "/!1� � 2 ��J ! � � � 2�.1" ) � !1. � L ! � �=�%0-$-� � 0-!1�=� � "�* � " � 2 5 .#�
(gn, ..., g0)

�=�'.1.#��780-�
s(g0) = x

�
t(gn) = y

�C� � "/0 )8�65 2�780-�S!1$ � ! � �
k

� � {0, ..., n} � .1� *+" ) �:5 ! � *��
gk

2 ��� 2 ) �=!#��$8� + C[zk, zk+1]" }
zk

���
zk+1

� "/$(� � � � " 576 �C� ��� � C � ��. � 780-�
xk ∼o zk

�
yk ∼o zk+1

�C�+.#� � !#2 P/) 24*�*+� |&�� "�*�*S0X� � #
xk

fk // yk
Σ // yk ∨ zk+1 x0

f0 // y0
Σ // y0 ∨ y xk

fk // yk
Σ // yk ∨ y′k

xk ∧ zk [^TVU"WYX0U"Z[Z[\ � �Σ
//

Σ

OO

zk gk

// zk+1

Σ

OO

x0 ∧ x [^TVU"WYX0U"Z[Z[\ � �Σ
//

Σ

OO

x g0
// y

Σ

OO

xk ∧ x′k [�TVU"WYX)U"Z[Z[\ � ]Σ
//

Σ

OO

x′k f ′
k

// y′k

Σ

OO

� � � .#0 ����� !
(g′n, ..., g

′
0)

� � �b0-$-�J240:� ) �&� ��.#.#� � 0:!1� � � "/* � " � 2 5 .1� � 2�.#" ) �
g′n ◦ ... ◦ g′0 = gn ◦ ... ◦ g0

#@ "/0:� � � 0:!1� �
(gn, ..., g0)

780-! � 2G� ! � D�2�!1� .1� �g� "/$ � .#0 � !#"�$ �b� � � �g.1�'*+*���� � ��2 �*� ��. , 0-$	��
��� b b 
��
���� �
(fn, ..., f0)

#
`KabDdc[efDg< 
 $�2 �*� .#!#780-�R.#�S.1�'*+*�� ��� !1$(� � )N� "�.>24�=!#"/$ � !�# x*# x �t# 
 $�" 5 � !1�'$(�J0-$:� � 0-!?� �

z1, ..., zn��� " 576 �C� �v� � C �=�'.1.#�K780-� � "/0 ) � "/0:�<!#$ � ! � �
k

2 ��� 2 ) �=�'$L24$8� + {1, ..., n} � zk ∼o xk �C�
x v

z1 v ... v zn v y
# 
 $ �-) "/.#"/$ P � � �C�=� � � 0:!1� �%��$ � " � 24$8�

z0 := x
���

zn+1 := y
# 
 $2 �*� .#!#780-�&2�.#" ) �{� "/0 )K�65 2�780-�J!1$ � ! � �

k
� � {0, ..., n+ 1} .1�&.#��*�*+� � �&� ) 2�$ � .>24�=!#"/$ � !$#(x*#&|��I+

fk�'$(� ) �
zk ∼o xk

�C�
zk+1 ∼o xk+1 ∼o yk

� "/0 ) " 5 �=�'$-! ) 0-$�*�" )N�-5 ! � *+�
gk

� � C[zk, zk+1]
#�� 2� 0:!1� � � "/* � " � 2 5 .1�

(gn, ..., g0)
2.#� � �-) " �-) ! , � ,w� 2�$:$-"/$ ��, � �S� 24$ � .>2 � "/$ � .#0 � !#"/$ # # 2 ) 2�!1.#.#��0 ) ���� 0 �*� " � "/$ � 780-�

(g′n, ..., g
′
0)

� "/!?�Q0-$-� 2�0:� ) � � 0-!1�=� � "/* � " � 2 5 .1� � 24�=! � D�24! � 24$8�I.1� �9� "/$ � .#0 � !#"�$ �O� 0.#��*�*+� � "�$ �-) "/0 J �+780-�
g′n ◦ ... ◦ g′0 = gn ◦ ... ◦ g0

��$f2 �*� .#!#780L24$8� )�,w� 0 ) � ! J ��*���$8� .#��.1�'*+*��!�# x*# R�#
�

R %�x



;.<WVl<���� ��a � � ��� � abDP �62�$(� � "/$-$ , �c0-$-� � 0-!?� �
Σ ! � "/* � " � 2 5 .#�

(fn, ..., f0)
� "�$8� �65 2 � 0-$ � � � � � ) *�� �

fk
2 �*� 2 ) �=!#�'$(� +

C[xk, yk]
��� � ��0 L " 5H6 ��� �

x
���
y

� � C � ��. � 780-�
y ∼o yn

�
x ∼o x0

�C�I. � �'$ � �'* 5 .#� C[x, y] $:� � "/!?�� 2 ��J ! � � � "/$ � �'0:�I24.#" )N�w�7��� 2 �-) ��� .#� .#�'*+*+� !$#(x*#('��^�-,�� $:! )
V alx,y(fn, ..., f0) := gn ◦ ... ◦ g0

" }.>2 � 0-!1�=�
(gn, ..., g0)

� � �Q0-$ ) � � "/.#.1�'*+�'$(� � �
(fn, ..., f0)

# � � � .#0 ���
R�#O� !

y = t(fn)
�
x = s(f0)

���
(fn, ..., f0)

� � � � "/* � " � 2 5 .#� � 2�.#" ) �
V alx,y(fn, ..., f0) :=

fn ◦ ... ◦ f0

�
h^#O� !

n = 0
�?��� � � � ! + ! � ! ) �R780-�S.#2 � 0:!1� �

(fn, ..., f0)
� � � )�,w� 0-!?� � +

(f0)
� 2�.#" )N�

V alx,y(f0)
� � �. � 0-$:!#780-�J*+" ) �-5 ! � *+�

g0

�=�'.1.#�c780-�A.#� � !>2 P/) 2�*+*�� |�� � "/*+*S0:�=� �
%�#O� !

x ∼o y
� 2�.1" ) �

V alx,y(fn, ..., f0)
2 �*� 2 ) � !1�'$(� +

Σ[x, y]
�C� ��$ � $

x*#O� !L.>2 � 0:!1� �
(fn, ..., f0)

� � � $-" ) *<24.#! ��, � �C� 780-� −→
δ

� � � 0-$-� � 0-!?� � � �I*+" ) �:5 ! � *�� ��� � C � ��.#.#�780-�
(fn, ..., f0)∼′1

m

−→
δ

� 2�.1" ) �
V alx,y(fn, ..., f0) = V alx,y(

−→
δ )

#
`KabDdc[efDg< � 2 �-,t� $-!?� !#"�$ � �

V alx,y(fn, ..., f0)
� � � � ! ) � � � ��*���$(� � 0:�S2�0OD�2�!1�I780-� .>2 � "/* � " �=, �

gn ◦ ... ◦ g0

$-� �-,w� �'$ � � 2 �$� 0 ) � � "/.#.1�'*+�'$(� � �
fn, ..., f0

# � � �:) �'*+!#� ) � "/!1$8� � � �3!#*+* ,w� !#24�� 0-! � 780-� � !Y"/$ � 0 �*� " � �A.1� �b5ij7� "4� 5*��� � � 780 � !#. �-) " � " � � � "/$ � ��0:� �-) ��$ �-) �
gn := fn, ..., g0 := f0� "�*�*+� ) � � "�.#.#��*���$(� � �

(fn, ..., f0)
# � � � ��0 L ! � *�� � "/!1$8� �-,w� "/0-.#� � ! ) � � �=�'*+�'$(� � 0 .1�'*+*��� �3� ) 2�$ � .>24�=!#"/$ � !�# x*# |&�t#�� ��� ) "/! � ! � *+� � "�!#$(�Z� � � ��� 2�0%� 5:, " )N� *+�+N !$#&%^# h�x � 780-!�*+"/$(� ) ��790:�. � 0-$ � � � *+" )N�-5 ! � *�� ��� � C[x, y] 2 �*� 2 ) � !1�'$(� +

Σ
� ��� + .>2 ) �'*�2 ) 790:��N !�#&h^# �^# !c,') ! � "�$ � .1�780L24� ) ! � *�� � "/!#$(� �d� 0-! � 790:�

(fn, ..., f0)∼′1
m

−→
δ

�d��� 2 �-)N�w� .#2 �-,�� $:!1� !1"/$ � � ∼′1
m � !$# h7#)R �M� "/$ � �'0X�2 J "/! ) −→

δ = (fn, ..., fk+1 ◦ fk, ..., f0)
� *<24! ��� 24$ ��� � � 2 �����l� 2 �:) �w� .1�F.#�'*+*+� !�# x*# R�� .>2 � 0:!1� �

(gn, ..., gk+1 ◦ gk, ..., g0)
� � ��0:$ ) � � "�.#.#��*���$(� � �B.#2 � 0-!?� �

(fn, ..., fk+1 ◦ fk, ..., f0)
��� � "/$ �

V alx,y(fn, ..., fk+1 ◦ fk, ..., f0) = gn ◦ ... ◦ (gk+1 ◦ gk) ◦ ... ◦ g0 = V alx,y(fn, ..., f0)
# 
 $ � �'0X�

,wP 2�.#��*���$8��2 J "�! ) −→
δ = (fn, ..., fk+1, f

′
k, fk−1, ..., f0)

" }
f ′
k

� � �<0:$ *+" ) �-5 ! � *+� � � C[x′k, y′k]� ��. 790:��.1� � !>2 P/) 2�*+*�� | %2� "/*�*R0:� � #�� 2�! � 2�.#" )N�S� 2 )S�-,�� $-!1�=!#"/$ � 0 ) � � "/.#.1�'*+�'$(�
(gn, ..., g0)� �

(fn, ..., f0)
� .#� � !>2 P/) 2�*+*�� '/e � � �+2�0 �N� ! � "/*�*R0:�624�=!1D # # 0-! ����� 2 �-)N�w� .#��.#�'*+*+� !�# x*#(%�� .#�� !#2 P/) 24*�*+� '�RS� "/*�*R0:� � ,�P 2�.#��*���$(� #

xk
fk // yk

Σ// yk ∨ zk+1 x′
f ′

k // y′
Σ// y′ ∨ zk+1 x

f // y Σ// y ∨ y′

xk ∧ zk [�TVU"WYX0U"Z[Z[\ �^`Σ
//

Σ

OO

zk gk

// zk+1

Σ

OO

x′ ∧ zk [�TVU"WYX0U"Z[Z[\ � ]Σ
//

Σ

OO

zk gk

// zk+1

Σ
OO

x ∧ x′[�TVU"WYX)U"Z[Z[\ � _Σ
//

Σ

OO

x′
f ′

// y′
Σ
OO

� 2 � 0-!?� �
(gn, ..., g0)

� � � � "/$ � 2�0 �N� !U0:$ ) � � "/.#.1�'*+�'$(� � �S.>2 � 0-!1�=�
(fn, ..., fk+1, f

′
k, fk−1, ..., f0)��� � "�$ �

V alx,y(fn, ..., fk+1, f
′
k, fk−1, ..., f0) = gn ◦ ... ◦ g0 = V alx,y(fn, ..., f0)

#
�


 $ � �'0X�I�'$ � $ � "/$ � .#0 ) � � 2 ) .1�c� 5-, " ) � *�� � 0-! J 2�$(� �
;.<WVl<	��
������a��FE:D ��� �	���� � 
� �fD

PΣ

�P �62�$(� � "/$-$ ,w� 0-$-� � 24� ,wP " ) !#� � 24$ ��5 "/0 � .#� C � 0:$ �Nj7� � � *+� � � m?npolq ris � � C $-"�� ,
Σ

�
f ∈ C[x, y]

R %i|



���
f ′ ∈ C ′[x′, y′] � "/$O2

(f) ∼m (f ′)
� ! ��� � �'0-.1�'*+�'$(� � !





x ∼o x′���
y ∼o y′

��� x
f // y Σ // y ∨ y′

x ∧ x′
©

Σ
//

Σ

OO

x′
f ′

// y′

Σ

OO

`KabDdc[efDg< 
 $ , �=0 � !1� �l� 2 5 " )N� .1� � 2 � " }
x = x′

���
y = y′

#,� �'0 L � 2 �S� � �-)�,w� ��$(� �'$(��24.#" )N� �
1
\ X � 2 �w�

f ∈ Σ
"/0

f ′ ∈ Σ
� ��� 2 �-)N�w� .>2 ) �'*�2 ) 780-�ZN !�#&h^# � "�$T2

f = f ′ #
2 M Z[\ � 2 ���

f 6∈ Σ
���
f ′ 6∈ Σ

�I� "�$ �
(f)

���
(f ′)

� "�$8� � ��0 L4� 0-!?� � �
Σ ! � "/* � " � 2 5 .1� � $-" ) *<2�.1! ��, � �� ��.#.1� � 780-�

(f) ∼m (f ′)
�7�l� 2 �:) �w� .1� .#��*�*+� !�#&h^#&h^� !#.X� L ! � � �I0-$-� � 0-!1�=� � � � 0-!?� � �

Σ ! � "�* � " � 2 5 .#� �$-" ) *<24.#! ��, � � $-"�� , �
(−→γ

0
, ...,−→γ

K
, ...,−→γ

N
)
� ��.#.#��780-� � "/0 ) � "/0:� !1$ � ! � �

K
2 �*� 2 ) �=�'$L2�$(� + {0, ..., N−

1} "/$%2 −→γ
K
∼′1

m
−−→γ

K+1

� −→γ0 = (f)
��� −→γ

N
= (f ′)

# � 2�! � 2�.1" ) �9��� 2 �-)N�w� .1� � " ) "/.1.>2�! ) � !$#(x*# � "/$H2� "/0 ) �="/0:��!#$ � ! � �
K

2 �*� 2 ) � ��$L2�$(� + {0, ..., N − 1} V alx,y(−→γK
) = V alx,y(

−−→γ
K+1

)
�
V alx,y(

−→γ0 ) =
V alx,y(f) = f

���
V alx,y(

−→γ
N
) = V alx,y(f

′) = f ′ �y��� " }
f = f ′ ## 2 � � "�$ � *�2�!#$(�=�'$L2�$(�A2�0 � 2 � P�, $ ,�) 2�. �g� 0-! � 790:�

(f) ∼m (f ′)
"�$B2K�'$ � 2 ) � ! � 0-.#!1� )

x ∼o x′
�C�

y ∼o y′ � � 0-! � 780-� (∼o,∼m)
� � �<0-$-� � "/$ P�) 0-��$ � � P/, $ ,�) 2�.1! ��, � � �C�

f ′ ∈ C[x′, y′] 6= ∅ � "�$ ���� 2 �-)N�w� .1�<.#��*�*+� !�# x*# |2� �<� ) 2�$ � .>24�=!#"/$ � !#. � L ! � � �0:$f0-$-!1790:�*�" ) �-5 ! � *+�
g

2 �*� 2 ) � �'$-2�$(� +
C[x′, y′] � �'.d780-�Z.1� � !>2 P�) 2�*+*��

x
f // y y ∨ y′

OO

Σ

//Σ

x ∧ x′
Σ

OO

Σ
// x′ g

// y′

� "�*�*S0X� � �b� � � "/$(�R"/$ � �'0:� �-,�� 0-! ) � ��� 2 �-) ��� .1�3.#�'*+*+� !�#&h^#&h 780-�
(f) ∼m (g)

��� � "/$ �u� 2 )� ) 2�$ � !1� ! J !1� ,Q� � ∼m � 780-�
(f ′) ∼m (g)

# P $�2 �*� .#!1780L2�$(�b.#�
1
\ X � 2 �w� "/$O2

f ′ = g
#
�

;.<WVl< � � ��a � � ��� � abD
� J � � .#� � $-"��62G� !#"�$ �K� � � � 5-, " )N� *+� � !�# e�#&h�� ��� !�# x*#(��� .1�cDE"/$ � �=�'0 )
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(Γ3(s, x)−Γ1(s, x))
���
H2(t, s, x) := Γ2(s, x)+ t · (Γ3(s, x)−Γ2(s, x))

� "/$(� � � �g5 "/*+"�� " � !#� �
� ! ) ! P�, � � � 2�$ � −→
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�� � c � � � ���
n
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780-�S. � "/$ � "�0 )=) 2�!1� , *+����� ) �R� � �c780-�S. � "�$�$-� � ��0:� � .10 � 2 J "/! )8� � � , �=!#780-����� � � � "/* � " ) � 2�$(�&0-$:�)=,�� , � !?� !#"�$ ��� 0-$ , . , *���$8� � �
Σ

# ��� � ��$ � 2�$(� � � ! . � "/$ !1*<2 P !#$-�3780 � 0-$ , . , *���$8� � � � !#*+�'$ � !#"/$
n

� �
L

) � �-)�,w� �'$(� ��0-$-��D�2�*�!1.#.1� ��� 2 � �=!#"/$ � !1$ �-,w� �'$ � 2�$(� � �w�f� "/*+*���.#� � 0 P�P���) ��.>2 � � � � !1"/$ # R��2�.1" ) � � ����� � � 0-!1�=�$-� � � JX) 2�!1� � 2 � 2 J "/! )�� � )�,w� , �=!1� !1"/$ � 2 ) 2�0 � 0-$-�K2 � � !1"/$f$-"�$K� ) ! J !#2�.#� $ � � � �!#$ �-,w� �'$ � 2�$(� � ��� �'.#.1�J* � *�� #
� !1$ � ! � .>2 � "�$-$ , � ��� 0-$���$ � ��* 5 .1� � �-)=, ! � � 0 5 !1780-� C , 780-! J 2�0:� +�� ��.#.#� �l� 0-$:� P/, "/* , � ) !#� � ! ) ! P/, �� 2 ) � "�0:� , . , *+�'$(�

x
� � � !#*+�'$ � !#"/$

n
2 � "/0 )��65 2�780-� � "9" )N� "/$-$ , �

i ∈ {0, . . . , n − 1} 0-$�-,�5 0:� � "/$-$ ,,� 2 )
∂ni,0(x)

���A0-$-� � $ � "/$-$ , � � 2 )
∂ni,1(x)

�bJ "�! ) � 'ih�� ��� � h�%��k#�� � � "/$ � "�� ,�� .#2� "/$:$ , � �l� 0-$��'$ � �'* 5 .1� �-)�, ! � !#* � .1! � !#2�.
S

DE"/0 ) $-!?�&0-$:�R$-"��=!#"/$ ��� !#$ �-,�� ��$ � 2�$ � � # � !#��$ ���-)w� 0-$, . , *+�'$(�
x ∈ Cn

J 2 ) � �-)=,�� �'$(�=� ) 0-$ � 0 5 � � ! ) ! P/,�� .1�'!1$ � �C� � "/$ � . � � LX,�� 0:�=!#"/$ � 2 ) 2�.1. � .#� � �
n�-) " � � � � 0 � � " ) � 2�$(� �65 2 � 0-$H0:$-� , �=!#780-�C�=� �

ai
# GX!

L
� � �J. � , � !1790:���62 P � � !#. � � �J24.#" )N� $L2G� 0 ) �'. 790:�

L(x) = {a1, . . . , an}
� "/!1�g0-$-�&D�24*�!1.#.#� ��� 2 � � !1"/$ � !#$ �:,w� �'$ � 24$8�=� ��# 
 $ � �'0X� ) ��� ��$-! ) 780-� ��� n ��� n

:�nwr7n .1� � �'$ � �'* 5 .#� ���-)�, ! � 0 5 !1790:� �,� "/$-$-��$(�.>2 P/, "/* , � ) !#� � ! ) ! P�, �K2�.1" ) � 780-�O.#� � �'$ � �'* 5 .#� ��-)�, ! � !#* � .#! � !#2�0 L DE"/0 ) $-! �N� �'$(�Q.>2S$:"�� !1"/$ ��� !#$ �-,�� ��$ � 2�$ � � #
# "�0 ) DE" ) *�2�.#! � � ) .#� � ! �-, � �O�-)�,w�',�� �'$(�=� � $-"�0 � 2 J "/$ �95 � � "/!1$ ��� 0:$ )�,w� 0:.1�62G�b� � �65 $-!#780-�

; ����� <WV�< @1B�DFE:E:D�����c�� � � �fD � � � � abD�� 
�	�����
� J � � .1� � �-,�� $:!1� !1"/$ � � �

∆
��� � �

�
� "/$-$ , � ��� 2�$ � .1� �f�:) " � " � !?� !1"/$ � � #('�#)R ��� � #&'^# h �C���'$ � " � 2�$(�

� 2 )O� "/$ J �'$(�=!#"/$
∆(−1) := ∅ �C�

δ−1,∆
0

. � 0-$:!#780-�A2 �*� .1! � 24� !1"/$ � � ∅ � 24$ � {0} � "/$�2�.#�JDE"/$ � � ��0 )
� c � 	 
 � � � 
�� � �� � 
 � � � � � � $-"�� ,

U
� � �

�
� 2�$ �

∆ � ! � !�"/$ ��$(� �'$ � � "/$ �
∆

, � ��$ � 0 + −1
��-,t� $-! � 2 ) �

R�# ∀n ∈ N, U
(
�(n)

)
:= ∆(n− 1)

h^# ∀n ∈ N, ∀i ∈ {0, . . . , n}, ∀ε ∈ {0, 1}, U
(
δn,�i,ε

)
:= δn−1,∆

i

%�# ∀n ∈ N, ∀i ∈ {0, . . . , n}, U
(
σn,�i

)
:= σn,∆i

#

 $�2 ,�P 2�.#��*���$(� � "/0 )

ε ∈ {0, 1} 0-$KDE"/$ � � �'0 )
Fε

� �
∆

J � )N�
�

�-,�� $:! � 2 )
R�# ∀n ∈ N ∪ {−1}, Fε

(
∆(n)

)
:= �(n + 1)

h^# ∀n ∈ N ∪ {−1}, ∀i ∈ {0, . . . , n+ 1}, Fε
(
δn,∆i

)
:= δn+1,�

i,ε

%�# ∀n ∈ N ∪ {−1}, ∀i ∈ {0, . . . , n}, Fε
(
σn,∆i

)
:= σn,�i

#

; ����� <WV�< � �  ���	��� 
�	��� ���Sc�
�fE ��
bD �fD � � E:D�� � �	��� �~c�� da� DFcgagD �
� $ � 	 � � ��� � 
���
 �� ��
�� � � � ��	�� � � � 
 	 � 
 � "/0��	��
 � � � �A0-$%� ) ! � .1���

(C, S, λ)
" }

C
� � �0-$K�'$ � �'* 5 .#� �-)�, ! � 0 5 !1780-� � S � � �Q0-$F�'$ � �'* 5 .#� �-)�, ! � !#* � .#! � !#2�. , �=�'$ � 0 � ��� � � � ! + ! � ! ) � �-,�� $-! � 0 ). � � L �=�'$ � !#"/$ � �

∆
� "/$-$ , � � 2�$ � .1�c.#��*�*+� ! N�N=N # x*# R � ���

λ
0-$-�c� ) 2�$ � DE" ) *�24� !1"/$$L2G� 0 ) �'.#.1� � �

CJ � ) �
S ◦ Uop

2 ��� ��. , � � �	�� 	 
 � � � 
 #
R ��'



; ����� <WV�<>= �:DdE � a �fc DGX!
C

� � �g0-$��$ � ��* 5 .1� �-)�, ! � 0 5 !1790:�&���
S

0-$<�'$ � �'* 5 .1� �:)=, !� !1* � .#! � !>2�. , � �'$ � 0 � "/$K$-"��=�
∂n,�i,ε := C

(
δn,�i,ε

) �C�
∂n,∆i := S

(
δn,∆i

)
.

� $ , � !#780-�C�62 P ��� � �T2�.1" ) � 0:$-�HD�2�*+!#.#.1� (
λn
)
n∈N

� �'.1.#�H780-�
∀n ∈ N, λn ∈ Set[Cn, Sn−1]

��� ∀i ∈ {0, . . . , n}, ∀ε ∈
{0, 1} �

λn ◦ ∂n,�i,ε = ∂n−1,∆
i ◦ λn+1

Cn
λn // Sn−1

Cn+1

∂n,�
i,1

OO

∂n,�
i,0

OO

λn+1

// Sn

∂n−1,∆
i

OO

; ����� <WV�<WV �:DdE � a �fc DP �62�$(� � "/$-$ , 0-$ ��$ � ��* 5 .1� �-)=,�� 0 5 !1780-� (
Cn+1

∂n,�
i,0 //

∂n,�
i,1

// Cn ; n ∈ N ; i ∈ {0, . . . , n}
) � 2 ) *�!

.#� �g, � !1790:���62 P � �{� " � � ! 5 .#� �w� . � 0-$ � "/$ � ! � � � + � "/$ � ! �:,') � ) . � ��$ � ��* 5 .1� �-)�, ! � !#* � .1! � !#2�. � "/$(�g�="/0 � .#� �, . , *+�'$(� �O� "/$(� 0:$ � !#$ P .1���="/$ � ��$T� �Y�C� � . � 0-$:!#780-� , �=!#780-�C�62 P � � " � � ! 5 .1� � "/$-$:�A0:$ ��� � #
# "�0 )�� "/*�� ) �'$�� ) �T.#�KDE" ) *�2�.#!	�=*+�
� )�,��', �-�'$(��� � L 24*�!1$-"/$�+�'$�� , �624!#.I.�� � L �'*��-.1����0-! J 2�$(� � "�$
� "�$�=!	�� ) �A.1��� ) " P/) 2�*+*+� #�!

PaVa|PaVa|PaVa
" }

a
����� 0-$�� , *<2�� 5 " ) �Z�=� ) $L2�! ) ��� � � ����� ! + ! �-! ) ���� 2 ) !?� , h �L"/$T$-"��=� ) 2 � ��� ) " P/) 24*�*+�

Π
# � "/0� 2�.1.#"/$��� ,�� $:! ) � + �L2 ) � ! ) �:� � ��� ) " P/) 2�*+*����-0-$

��� � � "/$(� !1$90<��� 0:$ ��� � �-!	� ��) ��� # � � 0-$ � "/*+*��Q.�� 2�0:� ) ���=� ) "/$(� �-���-!#*+�'$��=!#"�$ % � � � 790:!Y$�� ��� �
P 0� ) ���=0 ) � ) ��$L2�$(� # ��"�*�*+�'$ � "/$���L2 ) .#� ) ��� )�, ���'$(�62�$(� � "/$(� !#$80 #
 $ � "�$�=!	�� ) � −→

X
.#�A*+"!���.#�P/, "/* , � ) !#780-���-0"� ) " P/) 2�*+*+�

Π
# ���Z*+"!���.#�J�����Q!#��"/*�" ) � 5 �����L24$� .-/214325 � +

[0, 1]3\[1
3
,
2

3
]

*S0-$:!��-�H.#2B� "�� "/.1" P !1�O�C�$�-�H.%� " ) � ) ��!#$��-0-!1���L2 )�� �'0 L �-� −→
R 3 # 
 $&�-"�$-$-� � ! ! �:���'��"/0�F0-$:�) ��� )=, �=��$8� 24� !1"/$"�-� � �Z*�"(���.#� P/, "/* , � ) !#780-� #

Va

Pa

Pa

Va

Pa Va

)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*))*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)*)
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1*1*1*1*1*1*11*1*1*1*1*1*11*1*1*1*1*1*11*1*1*1*1*1*1

2*2*2*22*2*2*23*3*3*33*3*3*3

4*4*4*44*4*4*45*5*5*55*5*5*5


 $�� ,6� $-!1�<2�.1" ) ��.�� 2�0:�="/*�24� ���-���-!#*+�'$��!#"/$7�=0�� ,�) !#��0 ) � � "/$(�=!#$80 2��8�=" � ! , �-�T.>2�D�2 � "/$9�=0-! J !2�$(� � �
C0 := [0, 1]3\[1

3
, 2

3
]
�
C1 :=

{
{x} × [a, b] × {y} ⊆ −→X

}
∪
{

[a, b] × {x} × {y} ⊆
−→
X
}
∪
{
{x}×{y}× [a, b] ⊆ −→X

} �
C2 :=

{
{x}× [a, b]× [c, d] ⊆ −→X

}
∪
{

[a, b]×{x}× [c, d] ⊆

R ���



−→
X
}
∪
{

[a, b] × [c, d] × {x} ⊆ −→X
} �;��� �'$ � $

C3 :=
{

[a, b] × [c, d] × [e, f ] ⊆ −→X
}
�

P � 2�$(�
�-"/$:$ , 0:$ , . , *+�'$(�

[a, b] × [c, d]× [e, f ] ∈ C3

� �="/$T!#*�2 P ���L2 ) .1���
C(δ2,�

i,ε )
� "/0 )

i ∈ {0, 1, 2}���
ε ∈ {0, 1} �d780-�+.�� "/$�$-"��=� ) 2

∂2,�
i,ε

� ��� � �:"/$-$ , ���L2 ) .1�S�62 5 .#� 240 ��0-! J 2�$(� � �-2�$�A.#�'780-��.�"/$B2"/*+!#� .1��� � j * 5 "/.1��� × �
∂2,�

0,0 ∂2,�
0,1 ∂2,�

1,0 ∂2,�
1,1 ∂2,�

2,0 ∂2,�
2,1

{a}[c, d][e, f ] {b}[c, d][e, f ] [a, b]{c}[e, f ] [a, b]{d}[e, f ] [a, b][c, d]{e} [a, b][c, d]{f}
� � !1*<2 P � � � 0-$ , . , *���$8� {x}×[a, b]×[c, d]

�:�
C1

�L2 ) .#���
C(δ1,�

i,ε )
� "/0 )

i ∈ {0, 1} ���
ε ∈ {0, 1} �780-�b.�� "/$S$:"�� � ) 2

∂1,�
i,ε

�(��� � �-"/$-$ , � �L2 ) .1�g� 2 5 .#�'2�0 �=0:! J 2�$(� � �-2�$�U.1�'780-�'.:"/$�2c"/*+!#�;.1��� � j * 5 "�.#���
× �

∂1,�
0,0 ∂1,�

0,1 ∂1,�
1,0 ∂1,�

1,1

{x}{a}[c, d] {x}{b}[c, d] {x}[a, b]{c} {x}[a, b]{d}0-$ , . , *+�'$(� �-�Z.#�cDE" ) *��
[a, b]× {x} × [c, d]

2 � "/0 ) !1*<2 P �
∂1,�

0,0 ∂1,�
0,1 ∂1,�

1,0 ∂1,�
1,1

{a}{x}[c, d] {b}{x}[c, d] [a, b]{x}{c} [a, b]{x}{d}
���Q0-$ , . , *+�'$(� �-�Z.>2RDE" ) *+�

[a, b]× [c, d]× {x}

∂1,�
0,0 ∂1,�

0,1 ∂1,�
1,0 ∂1,�

1,1

{a}[c, d]{x} {b}[c, d]{x} [a, b]{c}{x} [a, b]{d}{x}
� ��� !#*�2 P ��� ��� , . , *���$(� � �-�I.>2cDE" ) *+�

[a, b]×{x}×{y} � {x}× [a, b]×{y} ��� {x}×{y}× [a, b]�-�
C0

�-2 ) .#���
C(δ0,�

0,ε )
� "�0 )

ε ∈ {0, 1} �L780-� .%� "�$O$:"�� � ) 2
∂0,�

0,ε

� �="/$(� ) ���'� � � �=! J �'*+�'$(� �-"�$-$ , ���
�L2 ) .1���b�62 5 .#�'2�0 L ��0-! J 2�$(�'� � �L2�$�I.1�'780-�'.d"�$T2�"/*+!#� .1��� � j * 5 "/.1��� × �

∂1,�
0,0 ∂1,�

0,1

{a}{x}{y} {b}{x}{y}
∂1,�

0,0 ∂1,�
0,1

{x}{a}{y} {x}{b}{y}
∂1,�

0,0 ∂1,�
0,1

{x}{y}{a} {x}{y}{b}# "�0 ) " 5 �=�'$-! ) 0-$ , � !#780-�C�62 P ���(!#.9$-"/0��UD�2�0:� � ,Y6�� 0-$3�'$��=�'* 5 .#� � )�, ! �=!#*��-.1! � !#2�.�� S2

����� .%� ��$�=��* 5 .#�
�-���c�'$ J ��.#" ��� ��� � "/$ J � L ��� �-�R� ) !#�-.1���'� � � � ��"/$(���-"/$ � �-���c� ) !>24$ P .#��� �

(b, c, e), (a, d, e), (a, c, f)" }
[a, b]× [c, d]× [e, f ] ∈ C3

�L"�$"� " ��� 5 !#�'$�� �-)
λ3

(
[a, b]× [c, d]× [e, f ]

)
:=

.#�c� ) !#�:.#���
((b, c, e), (a, d, e), (a, c, f)).

# 0-!#�
S1

�����O.�� �'$��=�'* 5 .#� �:��� � "�0�-.#���
((b, c), (a, d))

�=�'.#�<790 � !1.&� L !	��� �
x ∈ R

�-� �=" ) � �%780-�
{x} × [a, b]× [c, d] ∈ C2

"�0
[a, b]× {x} × [c, d] ∈ C2

"/0
[a, b]× [c, d]× {x} ∈ C2

�L"�$"� " ���
λ2

(
{x} × [a, b]× [c, d]

)

λ2

(
[a, b]× {x} × [c, d]

)

λ2

(
[a, b]× [c, d]× {x}

)



 :=

.1� � "/0��-.#�
((b, c), (a, d))

���
λ1

(
[a, b]× {x} × {y}

)

λ1

(
{x} × [a, b]× {y}

)

λ1

(
{x} × [c, d]× [a, b]

)



 :=

.#��� "/!#$(�
(b)

R ���



2 J � �
S0 := [0, 1] �

P $ � $ � �=2 �65 2�$(� 790:�
S−1

����� 0-$ �=!1$ P .#�C� "/$ �
λ0

���
∂−1,∆

0

�="/$(�A.#���A0:$-!#780-���2���:.#! � 24� !1"/$� � ,6� $-!#��� ) ���'� � � � ! J *+�'$(� ��0 )
C0

�C�
S0

�2J 2�.1�'0 ) �L2�$�R.#���=!#$ P .#�C� "/$
S−1 �

� "4� � )5 !1�'$H780-�3.%� "/$H2 ,�J "X780 , �-���c� ) !#�-.1��� �Q��� �-��� � "/0�-.1����� .�� " ) � ) �S2��-"/$ � 0:$-�3!#*�� " ) �624$ � ��� $:"�� � )780-� � ���Q" ) � ) �J����� !#�8�=0��-� � ��.#0-!d780-�Z.�� "/$K*+��� �=0 ) .1��� � "9" ) �-"/$-$ , ��� �-�
R3 �
 $�� �'0X�Q2�.#" ) � � "��=� )

∂1,∆
0 ((b, c, e), (a, d, e), (a, c, f)) := ((d, e), (c, f))

∂1,∆
1 ((b, c, e), (a, d, e), (a, c, f)) := ((b, e), (a, f))
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(
[a, b]× [c, d]× [e, f ]

)
:= {0, 1, 2}

λ2

(
{x} × [a, b]× [c, d]

)
:= {1, 2}
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(
[a, b]× {x} × [c, d]

)
:= {0, 2}
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)
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γ � // γ ◦ φ−1
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Γ(X)[x, y] :=
{
γ ∈ ⋃

n∈N

C[n · I, X]

/
src(γ) = x
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tgt(γ) = y

}
.

� 2 � "/$ � 2G� , $-24� !1"/$ �����F24.#" ) ��� ,6� $-!1� � "�*�*+��� )=,��', �:�'*+*���$8�<���<"/$ �/,�) ! � ��780-�T.�� "/$ 2 �-!#��$0-$-� � 24� ,�� " ) !#� �-"�$8�&.#��� !	�-�'$(� !?� , ����"/$(�&.1����� "/!1$(� �
x : ∗ → X

�
x
� "/0 � 2�$(� �C� ) � � 0 � "/*�*+�Z0-$
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f ∈ C[X, Y ]
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X
� (

Γ(f)
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(x) := f ◦ x �
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γ ∈ C[n · I, X]
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γ ∈
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Γ(X)

)
[x1, x2]

� (
Γ(f)
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(γ) := f ◦ γ �
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f ◦ (γ · δ) = (f ◦ γ) · (f ◦ δ)
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X
�#CB �D���E���'��� ���  �

Γ(X)
&!�! � ��� � �+&!�� � ��F(*&!G���H���I�!���+ ∼X �D���J�$�!��� �&!�!?-.��� � � � ��� (

X ∈ Ob(C) 7−→∼X
&#�! � ��� � ��&!�� � ��+&!�

Γ(X)
)
�

�� � /��;� ��K�� � �E(*&!0�,�

LNMPORQSMPT@U�VWUYXSZ � O;[ � MP\SZ�[S]�Z � O=^JO�VWORQFT � \_Z ��& L � � �+� � � �"�P� � �%-@� � �+�� � �H����;� � � � � ��`(*&!
∀X, Y ∈ Ob(C), ∀f ∈ C[X, Y ], ∀x1, x2 ∈ Ob

(
Γ(X)

)
, ∀γ, δ ∈ Γ(X)[x1, x2],

γ ∼X δ =⇒ f ◦ γ ∼Y f ◦ δ.
��

∀X ∈ Ob(C), ∀x ∈ Ob
(
Γ(X)

)
, ∀γ, δ ∈ Γ(X)[x, x],

� �
γ
A�
δ
�+����� � �������1���*�'� �! � �����&#�

x
�R�������8�

γ ∼X δ�  �+������!& �+ � �������)
 � ��/0 �!� � � ���+�+G � �,� � � ��� � ���2���!�8���N�,�
�! � � � � � ��� 6 �
�
�
� � � �0�+/0��`(*&!

γ��%� � ������"�������# � �����&!�
p
� /��!� � (�&#`(�&#

p ∈ C[∗, X]
����!��� � (*&!

p
�;�&#� ���"�� � & � ��/0/�a&!�

� �	�14 �/ � � � ���
0 · I ∼= ∗ � 
�� � �&#���#��� � �"��& 	���&!�'� � �!���� � � ��b&!���=� � ���c� �  � &!� �14 �/ � � � ������"�����

�!�����>�,� � �����&!�`��%� � ��=� � ���
��d ���"����>�� ������� �	� &!� � ���(*&!�� ������ �  � �����F���J� x1 = x2 = x �� ��&!��&!�I� � 	�A�

X
�!�B �e��� �;� ��?���'���'� −→π1(

−→
X ) := Γ(X)/∼X

�! � � � �'�"���*�N� � �� � �,� ]�f#VWU � O=MPT.Zg O=[SXSf�^EZh[=VWf�i.Z �!
X �bj � � ��%�"& �#N��� �ck�l �R�,� � ������+�+& � � � ���

Ob(C) // Ob(Cat)

X
� // −→π1(

−→
X )

� ���!& � �b&#��-.��� � �"�&!� �#aB"������3BnmWo
�bj �0�p;��q�,� �ck�l �#���!�!$&!������� � �����! � � � � � ��� �+& ��� �����"��

�"��&#�r� � 	�A�
X
�!JBs��%�:�� � �=2� �+&#�:�'<(*&!��� � ���� −→π1(X) := Γ(X)/∼X

�ut ��&#�r/0���'� 4!� ��/�
f ∈ C[X, Y ]

����a�� � �=2� �+&!�5&!�v-.��� � �+�&!� −→π1(f) ∈ Cat
[
Γ(X)/∼X

,Γ(X)/∼X

] (*& � �� � � � w&!�
�=� � ���

(∗ → X)
�+&!�x&#� �;� � ���

f ◦(∗ → X)
��y&!�! ∼X � � �����'�� ���H �(*& � � ���'�� �  [ n · I α // X ]∼X�+&#�$��� ∼Y � � �,���8�+����H �(*& ��� ������ � 

[
f ◦ (n · I α // X)

]
∼Y

�
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Ob(C) //
{ � ��� � �+&!�� � �����&!�3&!�:� � 	�����!a�%� � /8� � ��!

Γ
}

X
� // ∼X

(*& � �"�P� � �%-@� � ���,� �ck�l ���� ����=��' �a&!�! [_O�V T@O=[ X����_O;^EORV O=QFT.Z �+&#�`B
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−→
X ) �

�
	�	���������� ���� ����� �
j � �+&���;� �+�����G(*&! I
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α
�! � �����&!�

x
�
γ
&!�
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x
A�
δ
&!��� �#�14 �/ � �$�!�����$�,� � �r��%�

x
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x ∼X α
γ ∼X γ

}
=⇒ γ = γ · x ∼X γ · α �� x ∼X α

δ ∼X δ
=⇒ δ = x · δ ∼X α · δ
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X
�!��,�C-@������� �+& ��� ���*�+:�?�'��N� � 	���'� �������K�"��& 	���&!�'�

������;� � ��� �$�!
X

�� −→π 1(X)[x, y]
��%� �%�2���+�/��!�� �#�� ∼X � � �����'��������H �(*& � � ���'�� �  [γ]∼X

� 
γ ∈ C[n · I, X]

� �  �
n
� � pe ��+������!

0 �
k  ��� �#��&���+��+� ���H&!�! � �"�����! &#� � � � �" ���& /0��/�����
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j �1����� �!���!�! ��a&!�I� � 	��� X �!�B �n&!� �;� � ���
x
�!

X
� � �2����,� � � � � �+

x ∈ C[∗, X]
A�
n ∈ N

�D���
�=� �+

cnx
���H&!� � (*&!8/����8� 4!� �+/0��!

C[n · I, X]
� ������"����� �! � �����&!�

x �
4 �
f ∈ C[X, Y ]

�b�������8�
f ◦ cnx = cnf◦x

� � �
n, p ∈ N

��
x
&!���;� � ��� �!

X
�R�������'�

cnx · cpx = cn+p
x

��
c0x = idx

������
Γ(X) �� �`�+������ � ��� ��&!�x���� � �#�14 �/ � �� �!

X
�! � � � ��!���

α ∼X β
� � A� �+�&#���/0���� � �!� �h3
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� � � ��# �;� � ��� �
xn, ..., x0

�!
X
�=��

n ∈ N
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1 ≤ n
�e&!�!��+& � �" � � � ��!�� �#�14 �/ � ��

γn, ..., γ1�"����'�(*&!��=��&!�
k ∈ {1, ..., n} �'��! �!&h� A�$�,� � �"�! γk �+���*�$����'�= � � ��� �/0���� xk−1

��
xk

��
{
α = tn · γn · ...t1 · γ1 · t0
β = t′n · γn · ...t′1 · γ1 · t′0

��
tk
A�
t′k
�+����� � �������1���*�'���# � ���'�&!�

xk
�=��&!�

k ∈ {0, ..., n}
�"�P� � �%-@� � ���,� �ck�l

�
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α
��� � �? �(*& � � ���'���� �

α′
A�G(�&#

β
�+� � �? �(�& � � �������� �

β ′
�c�������8���b�� ��& � � �����G����K�!���"��� � ���� �#
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α = tn · γn · ... · t1 · γ1 · t0
α′ = t′n · γn · ... · t′1 · γ1 · t′0
β = tp+n · γp+n · ... · t1+n · γ1+n · t1+n
β ′ = t′p+n · γp+n · ... · t′1+n · γ1+n · t′1+n�,� � ���!

α
���� ����! �!&#���!

β���'���'�)��� � ���#
α′ ��%�5�' �! �#&#���# β ′ A�

{
β · α = tp+n · γp+n · ... · t1+n · γ1+n · (t1+n · tn) · γn · ... · t1 · γ1 · t0
β · α = t′p+n · γp+n · ... · t′1+n · γ1+n · (t′1+n · t′n) · γn · ... · t′1 · γ1 · t′0
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k ��/0/�
(t1+n · tn)
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(t′1+n · t′n)
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α ∼X β
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xn, ..., x0
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X
����

n ∈ N
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1 ≤ n
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�+& � �" � � � ��! � �#�14 �/ � ��
γn, ..., γ1

�"����' (*&! �=��&!�
k ∈ {1, ..., n} �'��! �!&#�)A���,� � �$�! γk ��������+��'�= � � � � �/0����

xk−1

A�
xk

��
{
α = tn · γn · ...t1 · γ1 · t0
β = t′n · γ′n · ...t′1 · γ′1 · t′0

����=��&!� �;��&!���"��&h�3���� � ��
k ∈ {0, ..., n}

�
� tk

A�
t′k
������� � ����%�1����� � �! � ���'�&!�

xk
�

% � γ′k = γk ◦ φk
��
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� ���!(*&! �! �#��� � ���� � � 4 ��/����+� � � ��S����b�� � ���+�&!�#��!��� � ������� 4 ��/����"� � � 

�

��K�!���+��"� � ��=����������

�
� A�+�+?� ��� ��� � ���<(*&�� � /��!� �#��� �"�/���*� ���I� �	��� -@� � �5&�"� �  �!K���2�)
 � ��/���!��� �����17�� ��� 7���� ��&!�`��
/0�!����� �#�� 4  ���� � ��!��3����+�/ �!������!����)���(*&!��D���C�+�"� � � � �'��6� � � � � �� � � � ��� 6 �

�
�
� ���=��&!�)(*&!a�,�

� ������ � � � ���
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(∼iX)i∈I,X∈Ob(C)
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� ∃i ∈ I �+��D(*&!��;��&!���"��&h� X � ∼iX ��� � �3�%�2 � ��� � �" ��+&!�

X
�

% � ∃i ∈ I �"��;(*&!��;��&#�c�+��&� �14 �/ � �� α, β �! X � α ∼iX β
�'���'��(�& � � �=	
 � ���+5	
 � ���+�&!���=� � �*�

x
�!

X
�+��D(*&!

α
��
β
������� � ����%�1�����'���! � ���'�&!�

x
�

% � �
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X
�,�K����,�P� � ��� ∼iX ���� �;2h/0 ��+� � (�&#���&!�)���H����+�/ �!����!�� �14 �/ � �� �#

X
� �H��%�,� � � � � �+

Mo(Γ(X))
�

' � � ��&!�b�"��&#�
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X
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α, β
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X
� � �

α ∼iX β
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α
��
β
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α, β
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X
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f ∈ C[X, Y ] α ∼iX β ⇒ f ◦α ∼iX f ◦β �


�� � � �b�������8�y(*&�� � ��2G��&#�!3 �(*& � � ���'�� � ) ��' �/0����1� � �+�����"�+ �#�&�
 �14 �/ � ��
α
A�
β
�!
X
�'���'��(�&#

���H�����=�&#�3 � � � �+�� �;��&#�)&!� � ��%�1� � �
n ∈ N

{
α = αn · ... · α0

β = βn · ... · β0

�� ∀k ∈ {0, ..., n}∃i ∈ I αk ∼iX βk


�� �;� �� �! �!�'&�
α ∼X β
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 � ���"v&#�! �+& � �" � � �  �! �14 �/ � ��
��&!�
X
���#�����r����

�"��+/0�� �������G�!���" ��
γ0, ..., γp

�x��?�+��'��8(*&!
γ0 = α

�
γp = β

��G(*&!���(*&!��+� � �K�%� � �� �#� �������
{0, ..., n− 1} � � � 2:�G&!�!N �(*& ��� ������ � N ��' �/0����1� � �+`��*�+�+ γk �� γk+1 ��6 �����8� (∼X)X∈Ob(C)
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� ������� ��� � �	�+ �� 3
 � ��� �" �! ∼X �! � ��&!�' �! � �$�"���� � ��(*&!I�,� �;2h/0 ��+� �  �! ∼X ����:&!�#
� ����+ �(�&#�� �  �! � � � ��!�'&��� ∼X ����5�+�"����� � � � � ��!��� � ����%�"�+& � � � ���

�
4h&���;���+����5(�&#

α ∼X β
�

α′ ∼X β ′ ���(*&!w�,� � � �! α �+� � � ����! �!&h���! β �=�� � ��%�"& �! ' �;�����"� � �5(*&! β ′ �� α′ ��������/ ��/0��# �!&#� �� �,�a/���/� � �
�
� ��!�'&���(� �

γ0, ..., γp
�����&#�!���& � �+ � � � ��! �14 �/ � �� �!

X
�"��'��

(*&!
γ0 = α

�
γp = α′ ��5(�&#��7(*&! �+� � �5�%� � �� �#�  k ������ {0, ..., n− 1} � ��2 �8&!�#w �(*& ��� ������ �  ��' �/0����1� � �+3��*�+�+

γk
A�
γk+1

�h���'���'�
β ·γ0, ..., β ·γp

��%��&!�#��+& � �" � � � ��# �14 �/ � �� �!
X
�"��'��

(*&!
β · γ0 = β · α � β · γp = β · α′ �� (*&!��S(*&! ��� � � ��� � ��� �#�  k ������ {0, ..., n− 1} � � 2 �0&!�! �(*& ��� ������ � $ ��' �/0����1� � �+3����+�+

β ·γk
��
β ·γk+1 �

� & � ���!� �
γp+1, ..., γp+n

��%��&!�#��+& � �" � � � ��#
�14 �/ � �� �!

X
�"��'���(*&!

γp+1 = β
�
γp+n = β ′

��$(*&!��D(�&#���� � ����� � �� �	� 
k
�!���� {0, ..., n− 1}� ��2v��&#�!K �(*& ��� ������ � ? ��� �/0����"� � ��w����+�+

γp+1+k

��
γp+2+k

�D���'���'�
γp+1 · α′, ..., γp+n · α′

��%�
&!�!��+& � �" � � �  �! �14 �/ � �����!

X
�"�����`(*&!

γp+1 · α′ = β · α′
�
γp+n · α′ = β ′ · α′

A�$(�&#��S(�&#
�+� � �a��� � ��� �#� 

k
�!���� {0, ..., n − 1} � � 2v�:&!�#� �(�& � � ������ � G ��� �/0����"� � ��?����"�� γp+1+k · α′

A�
γp+2+k · α′ �

9 � �+&��G� �������'� �! � ���� � �! �����3�,� ��& � �+
β · α = β · γ0, ..., β · γp = β · α′ = γp+1 · α′, ..., γp+n · α′ = β ′ · α′

�=��&!� � ��� � �'&!�+5(�&# ∼X ����3&!�# � ��� � �+&!�� � ���&!�
Γ(X) �xj � � ���� A�1����� �#���!�! `(*&! f ◦ (γ · δ) =

(f ◦ γ) · (f ◦ δ) � � � � � �,���#�+�& �  �!���� �!�+���;� � � � � ��� � 9+9
�
�
� ! �qA� � ��� �  � �%� 4 2(�;��� 4 ���+ � �h���r�K�,��!���/ � ����������%� � ��#N��� �ck�l �R�,� �� � ����!N ��1���*��� � �+ � �"�/�������#���!�! ���!��� % � �
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� � ��

���#�C&!� � ���" �� ����� � / � �+ YA�r�+ � ���+I���'����I/8���5��� � �# � ��� � ��� �����'��#v��� 4 ��/0���"� � � �� ��� � � �#��� � �
/0� 2���!�!�����F(*&!���(*&!�� 4 2(�=��� 4 ���+�� ��&��!�' �/0����1� � �+�� �+&!�yB � �!���!�#��D&!�N3
h�/��!�'x(�& � � �������S�' � ���
�!3�,� � ���+ � ��� �  �!��b��'�!� � ��c�+� �;����� ��� (*&!��F/K&!� � �#$�%�2� � 	��� �� � /0����

[0, 1]
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�
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I × I
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�
� �	�"� � ��� � ��

��%� ���!��� �! � � � � � ��� �e�,���+��/0/0K��/���� � ��/�/0 � ������>B �e�����'�+(*&��H��'��>3
 � �%�"�� �!
f
� �  � ���H&!� � (�&#

% �=<



/0���'� 4#� �+/0��#?B �!
I
� ��8� ∗ �!�� f �;�&#� ���+�+a���H&!�$�!��3(�&!���"��`/����8� 4!� �+/0�� ��& � � ������� idI × s

�

idI × t
�
s × idI

��&
t × idI

�?j �I-.��� � � � ��� �#& f �14 � � � � �n���I� �#� � ��*� �#��`�"� � ��� � �������&!(*&!��	�a����!���#�! �!��$�!��/�� � � p; ������� �
�14 � � 

�!

f
�+� � ��� � ��

t× idI

� ��8� ��� �!�+� � �"
s× idI

�!��#& � �3�,� � ��& �14 
idI × t

� ��'�$�� 4 ��&h�
idI × s

�!��!& � �3�� �����

6 �+�+���� � ����� �,� �! � � � � � ���&�!�� �  ��!��*�+J�! �!�� ���&��=� �+ ������! ���H3
 � �%�"�� �  �!�� � � / � �+�� A� � ��� � / � �"�� �# � ��'�+� � ���� �

���H � � � ��� � ��� �!��?�"� � ��� � �'��
�
k ��;�������������������?���� � ���?(*& �

� ���*�Y�!��&�� � �*�+ �����'������ � ������# �=� �+��"�7�������! �!�+� �#�#��/0
�!& � �+(*&!wB ����+�?�+��& 	���&#�'�3��&C/0� � ��� � � � �/0���� � ��/��!�	���+���
� � � ��/��!�	���+���	
 � ��#�+ ��!����x�,� � ��� �!��������	��
�/�� � �7��� �=�&#�
���'���'�0����#� � (*&!������ �#�+� �=� � � � � ��� � 9+9

� % � � � � ����� � �����&!�'��� � �
-@��&#�c�!���"��c(*&! � ����"��# � � � � � ���G���� � ��8� � �� � �����c�,������/�/0
��/���� � ��/�/0 ���+& ��� ���*�+��!���� � ��
r(�& � � ��������#���"�� � ���!�+
�  ��! ��+�����!����$&!�r�"� � ��� � �� � ��'�$�,� �#�+� � �"
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r�"� � ��� � �'�� � ��'� �,� �!�+� � �"aA���!��!& � � ��� � ��& �14 ��
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I× I
� �����$�!��&� �!���!�!��)�'��)� � 	��� � �!KB ��&!�3����+(*&!��	�)��� � � �# � � � �)����

4 ��/0���+� � � ���� � � � �  ���
� d ���+������!��� � ����8�; � � ��� �/���*� Td �� Tg �'��$�"� � ��� � �'�� � ��'�������!��� � �+>A��!��!& � �q�,� � ��& �14 ��h��&#�"���/0���� � � �c������&��=� �+5���H3
 � �%�"�� � �������3B �!�������/�/0��q��/���� � ��/�/0 ���

�+& � � �����"����

Td

I× I

jd

;;vvvvvvvvv
∗

pd

aaCCCCCCCCC

∗ × I

�
=={{{{{{{{{t×idI

ddHHHHHHHHH

Tg

∗

pg

=={{{{{{{{{
I× I

jg
ccGGGGGGGGG

∗ × I

�
;;vvvvvvvvvs×idI

aaDDDDDDDDD


�� �! � � � �c���'���'�y�' �! �#&#�b��c�,� � ���#
Td
�+��8�; � � � � �/����� � ��/�/0

jd ◦(idI×s)
��
jd ◦(idI× t) �� r/ ��/0C����! �#&#�0��0�,� � �9�!

Tg
�+�����0�+��'�= � � � � �/0������! � � � � � ��/0/0

jg ◦ (idI × s)
A�

jd ◦ (idI × t) �

����! � � � �$��&�'� � ����! �!&#�$��$�,� � ���!

I× I
� ��/�/0

idI × s
��
idI × t �

�
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α ∈ C[n · I, X]
� ����

β ∈ C[p · I, X]
����?&!�

/0����� 4#� �+/0
H

� $B �  ��!� � ���+&!�F�,������� � / � �+�� � �����F���H3
 � �%�"����� � � � � �A�"�+ �  �� � �! ��� � & �!� � � �+��/�/0
X1 X2 Xn−1 Xn

∗ × I  "!
#"$�%
66nnnnn

∗ × I
&('hhPPPPP

 "!
#"$�%
66nnnnn ···

∗ × I
&('iiRRRRR  �!�#�$�%

66nnnnn
∗ × I

&('hhPPPPP

� �����$�'�(*&!��D(�&#��_(*&!)�+� � �3��� � � �!� ��
k
� ����� {1, ..., n}, Xk ∈ {Tg, Td, I× I} *
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�� �"� ���;����'Y�� �����%� � ��&!� � ��G(*&!<;Fm.= �	� 
Y����C&!�# �+��&��;� �����" � ��� � :�+ �! � 4!� ���"���*�+ �  �	� 
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� � ��� � � �����	��
 � #	�	��
 � �������	��
�������� � ��w3
h�/ �!�' � �  � ���+ � ��� � ��N�+� �;����� ��� (*&!�/0����)��������� � �"��
�+&#�>;Fm.= �	� 
 * � ��� ���+ � ��� �  � �� ��������� � �!� � � �  �� � � � � � 0? 8 � � � �� 8�� ���A@ �;�&#� �A�"�� � & ����/0/�
�"���;���'� ��� (�&#�/0���� ��������� � �"��+&#� � ��
`��&3;7m&= �	��
 �+������:����)�+����"� � �A� � �����)(*&!>� �2��� � �/���� � )�+&#�
���H � ������a�+� �=����� ��� (*&! ����&��;� � �������� � �2&!�: � ������ �!� � � �  *

�
	�	���� ��� � ��� ���(�����������54 � �%�  ���CB ��� ��� � *
4h� � ��B &!�! � ���+ � ��� � C�"���;���'� ��� (�&#�/0�������������� � �" � �  �
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�����2D���/K&!� �  � �H&!�!����+�+&��A�"&!�� � �� ���+ � ��� �  � � 4 �/ � ���
I′
�
s′
�
t′
� � ��G�� � ��� � ��E��!�� �!� �%� � � � &! �

(
n · I′, i′(n)

1 , ..., i
′(n)
n

) �;��&!�
n ∈ N * 
�� �!� � (*&!>���� �%�"�+&����"&#�+ � �  �����" � ��� � N�+� �=����� ��� (*&!�/0����

��������� � �"aA� �  � ���+ � ��� �  � � 4 �/ � ��� ������� ]�O;^EQFf#VWT8�Fi@Z � � � �� -.�������+�&!�
U

�!�+ ��+�� � N���� ���+�+&��	�
�"&#�+ � �  � �P�" � ��� �  � � 4 �/ � ��� * k �2����,� �)� �#� �+>(*&! �  ����/K&!� �  � �H&!�! �%�"��&����+&!�+ �  � ���+ � ��� � 
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I
�
s
�
t
� � ��>�' � ��� � ��E��! � �!� ��� � � � &# � (

n · I, i(n)
1 , ..., i

(n)
n

) �;��&#�
n ∈ N

��3(*&!
� * ∀n ∈ N U(n · I′) = n · I �� � �����a�� ������� � ��&!� � ��

U(I′) = I
��
U(∗′) = ∗ �

% * U(s′) = s
A�
U(t′) = t

�

% * ∀n ∈ N, ∀k ∈ {1, ..., n}, U(i
′(n)
k ) = i

(n)
k

�

��K�+ ��+&!/0 �� � � ���!�! � �y�� �!� �+�����y(*&! B8 �%�y&!�# ]�f#VWU 	RORM�T.Z � ] �_Z�^	T@[��)VWORQxO=i@O 	=TF7e\SZ�^JZ�[;V
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n
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k
� ����� {1, ..., n} �q��� �

U(s′(n)) = s(n)
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� ������� ��� 9 � �+&��G� � ��+N�"�����=��'��3(*&!�� ����� �  ��� � � � ��� �
s′(n) = i

′(n)
1 ◦ s′ �� t′(n) = i

′(n)
n ◦ t′ �R���+ ��+&!� �1�������2����+& � � � ���

U(s′) = s, U(t′) = t, U(i
′(n)
1 ) = i

(n)
1

A�
U(i

′(n)
n ) = i

(n)
n * �

� �/����+(*&!�����:(*&! � � &�� � / �!�' -@� � ��(�&#
U
� � /�A�+�+ &#� � ��� � � ��� � � ��&�� 4 ��

U
�#�+ ���� �  � �

� ����/0����� 4#� �+/0��!� � � �5���H�)' � A���"��+/ � �����F(*& � ����a��v�p;��a�,��� � / � �+ � &v-.�������+�&!� ��� �  � � �����&!���
� �����`B * � � 4 2 �=��� 4	� �+ U(∗′) = ∗  �%� �!��&���-.�����")�!& � �+(*& �H��'�� � / �=� �+5&!�!a � ��� � �+ ���+� � ���" *

�
	�	���� ��� � ��� ���(����������� �!� ��&��� � 	 � 	 ��#(� �%� ������� ��*
4h� � �wB &!�! �����" � ��� �  � � 4 �/ � ���`�+� �;����� ��� (*&!�/0���� ��������� � �+ �
�+&!��� � �n&#� �2' � ��

D
� �B  �%�

�����=��' X_O=^Jf�T@[SZ:X_Z XST �_O=^JO�VWORQ7T.Z � � ����� B9�q�������+(*&!
U(D) = [0, 1]× [0, 1]

��� �2����,� �)� �#� �+ ��
�!��� � & � � � ���%�" �� � �� � 

[0, 1]
� � ��5�'& � /���/� � ����� � �*��q(�&#5(*&!�� �q(*&! �+� � ����q�� � ����&��!����

(x, y)��
(x′, y′)

�����!�����+�������� �
[0, 1]× [0, 1]

�+����q(*&!
x ≤ x′

��
y ≤ y′

� � �;	
 � ���+�&!�C���� � ��q�����"&#�+��
n
��$&!� � 4 �/ � � �!� � � �  

γ
���������%�"�������� �

C[n · I, D]
�+����)(*&!

(
U(γ)

)
(0) = (x, y)

�� (
U(γ)

)
(1) = (x′, y′).


�� �� ��
h ���������b&!�! �����'������ � ��� D �  � ��/8� � �!�� �  �#��4 ��/0���+� � � �� � �����q�� �b ��� �/0������ ������� �����
�  ��� � � � ���C�' � X_O;^Ef�T [_Z �GXSZvXST �SO=^JO�VWORQFT@Zrf�XS^	T�� � TI�7i.Z � *

�
	�	���� ��� � ��� ���(����������� �!��#&���%� ������� � "$���("9��6 ��� *
4h� � �N&!�! � ���+ � ��� �  � � 4 �/ � ���a�"� �=���'� ��� (*&!�/�����)��������� � �" �
�+&!��� � * 4h� � � X &!�E�)' � �� � CB *4h� � ����

γ ∈ C[n · I′, X]
��
δ ∈ C[p · I′, X]

�=��&!�
n, p ∈ N

� ���H �%�,� �)� �!� �+ � �& 
 �!� � 4 �/ � ��� � �����
B ��&!�K&!���2' � ��

X
� YB * 
��������=��'�� XST �SO=^JO�VWORQFT@Z��+]�O=[S]�M�9*V Z ��� ������B � 

γ
� ����

δ
&!�

/0����� 4#� �+/0
H ∈ C[D,X]

�x� 
D
 �%�?&!� � ��/�� � �# �  �!��4 ��/����"� � � �� � / � ��� � '!�� � ������B �S�"��

(*&!
U(H)

��� � �3&!�# 4 ��/����"� � � `��& �+���� ���,� ��� � (*&! � 
U(γ)

� �� �
U(δ) *

� � ����� �!� � � ��� � q��� �  ���� � � � ��� � 9+9 * % * ' � � �  ��"�+��� � c(*& �H����' �#& � � �+ �����"�:D��"���� � ���#�!q�+��&#� �+��� �+������& �#�+ ���
# � �!� � �  �#� /0� 4 ���+� � �  �F����p;�� �#����� ��� �+&!���(*&!5���>�!��� � ��� � �H��� � �� ��&!�
[0, 1]× [0, 1] �%�N�� (�&#���(*&! �������+0�� �� A�" � � �����

D * j ���'?������&!�+G�� ������� � ��&!� � ��5(*&!G��������+�� 0&#� � �+ ?/K&!� �
� �� �2��� � ��$�+� � ��� ���R�! �!& � ���� ����� ���"�� �!� � � ����/0/� � ��/�� � �! �  �!��4 ��/����"� � �  � ����� �����	� 
 * j ��p;�� � � � &!�I�"�� � 4 � � 
< ��"� � � �=� � � � '#����D��� ����"� � �a�"��/���! �C�,�8�"���;���'� ��� K��� �  ^'!� � (*&! ���,��� � � (�&#
�+&#� � ��
 *� � �  ��� � � � ��� � 9�9 * % * � ���/+'#��8�+��/0��!��w�,�r�!��� � ��� �  �#��4 ��/0���+� � �  � ����'�� � � 4 ��/0���"� � � �' � �
�=� � ���" ������a� �2���� �����)�' � ���$� � ��� � (*& ��� � � �  ����� 8��	��� � � � � � � � �  � �?���/����+(*&! * j �r-@� � � �h��� �  ����� � � � ��� � 9�9 * % * � �� ��� ���� �w�! �=���/�A�+�+�+5(*&!`�' � 4 ��/0���"� � �  � ��������� � (*&!���(*& � ������� � ����� ��� � /�� � � 
U * k  � � ��������-@� � �b3
��"� ��/0�/0���� �+ �%�"� � ��� � - * d ���+�����c � ���'�/0����b(*&!5�' � �!� � 4 �/ � ��� �  ��� � ��+&#�
0 · I �# �=�& � ���� � � �����G�,� �!�'&������%� �  � � � � � �!��� ���"�� ��������� � �"�/0���� 4 ��/0���"���;�� � � ��

�!� � 4 �/ � ��� �  ��!� � � ��&!�
n · I �=��&!� n 6= N * k �H �%�3&!�! ���P� 4 ���'� ���  ��!�*&�2��&��+ � �����3�,�N�+�/8���+(*&!� 9�9 * % * � �=��+/0�� � )��� ��p;�"����� 4!� � *
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4h� � �$B &!�! � ���+ � ��� �  � � 4 �/ � ���q�+� �=����� ��� (*&!�/0���� ��������� � �" �+&!� � * 4 � ���C�w&!�# �!�'4 ��/0���"� � � ��������� � �" � 

γ
� �� �

δ
�R���'�����

γ
��
δ
�����$/ ��/0 �  ^'!&h� A�$/���/� �!� *

� ������� ��� 4h� � ����
α ∈ C[n · I′, X]

A�
β ∈ C[p · I′, X]

�n��� � � �����
U(α) ∈ T[n · I, U(X)]

��
U(β) ∈ T[p ·I, U(X)] * � ��� 4 2 �=��� 4�� �+ �h����� � �����)&!�! 4 ��/0���+� � � ���& �+���� ���,��� � � (�&# �  U(α)� ����

U(β)
� � ����� (

U(α)
)
(0) =

(
U(β)

)
(0)

� ���H �%�,� �)� �!� �+?(*&! (
U(α)

)
◦ t(n) =

(
U(β)

)
◦ s(p)

�

% % '



��&:��������+
U
(
α ◦ t′(n)

)
= U

(
α ◦ s′(p)

) � � � �!� � �5��a�'�/0/� � 9+9 * % * % * � � � �$������� � � ����/�/0 U  �%�
� �	� �� �����:�

α ◦ t′(n) = α ◦ s′(p) � � �2����,� �)� �#� �+`(*&! α A�
β
�����$��`/ ��/0 �  ^'!&h� * �

�
	�	���� ��� � �	�
� �
4h� � �CB &#�! �����" � ��� �  � � 4 �/ � ���0�+� �=����� ��� (*&!�/0���� ��������� � �+��

U
�!�+ ��+�� � v�' �0/������ 4!� �+/0 �

���������"�����"� �R��
U
����$���-.�������"�&!�$��������� �  �8B �R� �  �N����$�#���1��� � ����� � a�,� �  ��� � � � ��� � 9+9 * % * � *

� ������� ��� 4h� � �
f ∈ C[X, Y ]

�������%�1����� � � � � � �  ��!� � � � ��� 6 * � * ��� � * 
�� �;�&#� � �����` ��� � ��
f
����&��

�,�G-.���+/0
f = f ′ ◦ ζX

�;��
ζX

 �%�a���H&!� � (*&!N-.�����A�"�&#� � 
X

� �� � ∗ * k ��/0/� U(∗) = ∗′ �e���I�
U(f) = U(f ′) ◦ U(ζX)

� � �����
U(f)

���� ���������"����� * �

�
	�	���� ��� � �������������������
4h� � ��B &#�! � ���+ � ��� �  � � 4 �/ � ���K�"� �=����� ��� (*&!�/���*� ��������� � �" * 
��� ��� � � �!��4 ��/����"� � �  �=��&!�
�!�'4 ��/0���"� � �  ��������� � �+ � ������B * 
�� �+&����;���+>������� �)(*&!)�;��&#���"��&#�$�)' � ��

X
� KB �

� * �.9 � ���� � �" �� � � ��&�� 4 =���=��&!�K�"��&#�
γ ∈ C[n · I′, X]

��
n 6= 0

A�
α ∈ C[p · I′, X]

�+����
(*&!

α
��� � � �������%�1����� �  � ���'�&!�

γ ◦ t(n)
� � � � � �  ���� � � � ��� 6 * � * ��� � �x�����<&!� � � � � � � � 

�!�'4 ��/0���"��� � �� ����+�+
α · γ A� γ �

% * �.9 � ���� � �" �� � � ��� � �+=� �=��&!���+��&#�
γ ∈ C[n · I′, X]

� 
n 6= 0

��
α ∈ C[p · I′, X]

�+�� �)(�&#
α��� � �����������"����� �  � �����&#�

γ ◦ s(n)
�!���Y�?&!� � � � � � � �  �!�'4 ��/0���"� � �  �q����"��

γ · α ��
γ
�

% * � �  ��3
 � ��� �" =� � �
γ ∈ C[n · I′, X]

��
δ ∈ C[p · I′, X]

�=��&!�
n, p 6= 0

��$(*&!
U(γ) = U(δ)

�
���'����� � �R	
 � ���+�&!����*� � �� �����+&!�+��

q
���&!� � 4 �/ � � �!� � � �  

ξ
�����������"�������� �

C[q · I′, X]
�"��

(*& � � �n	
 � ���+a&!� � � � ��� � �  �!��4 ��/����"� � �  �q����"��
γ
��
δ
�

' * � k ��/ �!��� � ' � � � �" �� � � ��� ��&!�# �#��4 ��/0���+� � �  � 
α

� ����
α′ �D&!�! �#��4 ��/0���+� � �  �  β � �� �

β ′ �� (�&#>�' �  �'!&#� �  β  ��� �,����� � 
α
�R������� �3���<�G&!� � � � ��� � �  �!�'4 ��/0���"��� � ��)����"��

β · α ��
β ′ · α′ *

6 �'�����)��� ��� E��"&!����"�+����� � � ���  � 
{

(γ, δ)
∣∣∣ � �n	
 � ���+a&!�! �!��4 ��/����"� � �  �  γ � �� �

δ
��& �  � 

δ
� �� �

γ
}

���H �%�,� �)� �!� �+`���K�+������ � ���
{

(γ, δ)
∣∣∣ � �n	
 � ���+a&!� � � � ��� ���  �!�'4 ��/0���"� � �  � ����"��

γ
��
δ
}

�  ��� � �a&#�!?�!��� � ��� � � 4 ��/0���+� � �  �+&!�KB � ���H �%�,� �)� �!� �+K(*&!G���8-@��/ � ���' ( ∼X )X∈Ob(C)

�"��� � �%-@� � �
�,� �ck�l *
� ������� ��� � �	�+��,��� � ��� ∼X ����r�+ ��3
 ���  � �2���!� � �r�� %�� � � �=� � ��� * j ���'< �%� �,2�/0 ��"� � (*&!vA�
�"�+����� � � ���  ����� ���������+�+&��A� � ��� * � 8-@� � �w(*&! �� ��� � �K&!�! ����� � ��&!����� �  ����&!�� � & ' � � � �;� � ��� �
/0� � &#���8&#�!G�����+&����� � / � ��� � �� � ����'��>&#� � � � �� � � �����`��� �!�+�& �  � w�,� �!��� �=� � � � � ��� � 9�9 * % * % * 4 �
H
���� &!�! �#��4 ��/0���+� � �  ��������� � �"�� � ���� � � � 5/ ��/0 � 

f ◦H �=��&!�c� � � / �;���%�"3(*&!��R-.�����A�"�&!�
f ∈ C[X, Y ]

� � �H��<��� �!���/ �
� �� �!����� �  � K��� �ck�l * � � �+������ �  �����%� � > A�1����� � ���!�! � ����� ����
� ��� A� %�� � � �=� � ���"� * �* ����� ���� 4 � � � �+�+ �+& ��� ���*� �h��� � � � � � �b(*&!5�' � � ���+ � ��� � ��b(�&#5���H����� �!��� �=� �+ � �=��&!�b/�� �  �� � ����
�,� ��������&#�+�+����� �+����� �  � � �P�" � ��� �  � ��� 4 �/ � ���b�"� �=���'� ��� (*&!�/����� ��������� � �" � �����c����+(*&!��'����c���
�+A�"����& � N���� ����� �!� � � ����� � � �����!� � � ��� � ��� � N��� �!�+���;� � � � � ��� � 9+9 * % * � *

% % �



% % �



4 #(&���������
� �����

�����
	�������������������������

k  � 4 ��� � �"��C ��� �������+������ �<� �2 A�"& �  �  � � ���+ � ��� � �� � �����G����?�)' � A�"� �;����� ��� ���� �  � � �+� � �� �'=��&����' � * 4h��0�2' �  �A� � -
���������G/K&!� � � �#�� � * t ��&#� � � �#';��� � ��� � ��� �<� � � ���  � C�,� ���������+�+&��A� � ���
� �� � ���+ � ��� � �� -.��� � ��/0����1���' � �  ��# ��"��� � �� ��� �e����+�+��& � �� � ����� � 4 ����&!�# �  � �����" � ��� �  � ����� ��
 �
�������	��
 �9� � � �K������ ��o �n�,���!��� � ��� � �� ���+ � ��� � N-.��� � ��/0����"����N(*& � ��& � ���� �!��� �!�� * j �v��&#�+�+�� ��"����� � ���!�! :(�&# �����	� 
 �� �!�'��� � :�����+&!�+����'�/0���� � �����0�,� �!��&�������� �  ���� � ��� �  ���� � �� �����
� � �  �� � ����>(*&! ����+�+ ���������+�+&��A� � ��� � ����/0/K&#�+�� � ����� � 4 ��(*&! � � �K� � ��8�� �!�'��� � �/���*� * � ���
3
h�/ �!�'������ � ��& � �+� � �F(*&!��,��� �P�" � ��� � b-.��� � ��/0����1���� � �H&!�K � ���������� � ���!�! −→

X
��F�,��� ���+ � ��� � 

-.��� � ��/�����1���' � >� � � /8� �  �  ����  � ������>��� � ���!�! ������$��)�!�'��� � �/���*�
PoSpc ↪→ dTop

�+� � ����
����/ �����"�2'!�' � * * �������� � �����  C = PoSpc

�n� �2�)' � ��,� � 4 �/ � �Y�����+&!�+��F����0' � �� � �!� −−→
[0, 1]

� � �����
�� � � �>��

C = dSpc
� � � � �$ %"! " ��&	��� �  ���� � � � ��� � 9+9�9 * � *!� �=��&!�a&!�J�"��� � �  �  � ��� � �#� � - � �FA� � �

���H��� �!� � ��� �' ��� >� � � ���= ��� �!� � � �  � ���H �%�
[0, 1]

/w&!� � � ?��� ������������ � ��� � K�"��&#�+ �`�' �a�����#� � ����� � �����
�����*� � �*&!�� A� ����� � � �"�����"�� � 

[0, 1]
� �� �

[0, 1] * d ���+�����x(*&!3���H�����=�&#�c��&���� ��� � �!���+��7�,� �!� �+ �A� � ���
�� ������� ���  ��"�������+��&#�"�� ����)�����#� � ����� � ����� �����*� � �*&!��)��)� � ��� � �+A�"����& � ����,�N�"� �=����� ��� 3��� �  ^'#� � (*&!
��������� � (*&! * *  -@� ����� �  ��! ��"���'���&!�# '=��&����' ����b���'�����S&!��� 4 �/ � � �!� � � �  � �����y�,� �+��&#���� ��x�'!'!&h�
�+���*�b � ��&�
 * 9 �! �%� ����� � �F(�&# � ����� �����	��
�A�b� � ��)���H�)' � ��;� � 4 �/ � �K(*&!)���H���?� � 4 � � � � ���' � '=��&����� �� �#� � � �  ��� � �+���*� ���������1���*�+ � * � �/�����(�&#�����>��& ��� ���"� � 8(*&! � � ��� �#�+�� � �;��&!�>�2' � ��;� � 4 �/ � �
�� �+ � /���*�3&#� � �+ 

[0, 1]
� �  �a�,�w�������� � ��� � �H � ��� � �+ ��h�������������C����+�+��& � a�,�>�+� �;����� ��� 5��� �  �'!� � (�&#

��������� � (*&! * 4������� ��A�+�"I� ���!�+� � 4  � ��� �!� ��� � ����� � ��� ����"��<�"� �=���'� ��� :��� �  ^'#� � (*&! ��������� � (*&!<A�
�!� � � �  � ��v-@� � � �����C�� � 4 � � 
 � v���H�)' � A�,� � 4 �/ � � * 
�� � � � ����� �+v/0����"��v�� (*& ���+ � �2&!�#
� �P�" � ��� �  Br/K&!� �  � �H&!�0�)' � A�x�"���/ � �����h�� � �H&!�G�)' � A�,� � 4 �/ � �G(*& � /0� �  �� � �+ ����� � ����2'!�'�/0����
�,�$�!��� � ��� �  �!� �� �A� � ���>�"��&#�x����=���/�A�+�"�����y���H3
 � ���"����� � p';��&����' �7(*& � �! �+� � ���� �����7�+� � ��� ������ *
t �+� � � �+���'&#� � ����� � � � �+&!�� � N���K�!��� � ��� � �H � ������>��� � ���!�# ���������� � � �  A�"& �#�  ��� * * ����� � 4 ��(*&! ����� ���� �  �� � ��>(*&!a� �2���:��' � ��r&!�!�� ���+ � ��� �  � � 4 �/ � �����"���;���'� ��� (�&#�/0���� ��������� � �" *
��	 � �h(*&!��"�<��&���� � �,�:�!��� � ��� �  �!��� ��	�!���"����� ' � ��	(*&! � 8#" � ��� � � �F�,� � ���+ � ��� �  �  � �������
� �H �%� ��� ���"� �=����� ��� (*&!�/���*� ��������� � �" *

% % !



���� � ��� ����� � 
�� ���
	���� 
�� � �<��	���3� �^� � 
�� 	 
 � � � � ��� � ��� 
�����

k ����" �� ��� � ����� �=��&!� '!&#� �  � ���!�!��?&!� ���;����& � C(*&!��'(�&# �G&!��� � ��G��&#�+�+ �?/0� �	� �' � � 
�"���;���'��� �  �!� � � �� ���� � ���"�����"� *
�
������������� � ��� � � �� � �"!#��$&%��

k ����" ���+�+&��A�"&!��E���� � &! � ?('�� �*) ��+'�,.- �A@ A� �=���/�A� �  �  0/���������;��:�+� � �:-@��� � �'�/0����C��
����������#� �  �����" 0����� � K-.��� � ��/�����1���' * t ��&��a�� � �  A�1� � ��� ����������+�����*�>����a ���!������ �!� � � �� � ��������!� ���=��� � '#�� � � �����  %�1 " ��  % �#" *

2 	 	�	43657365�� ��� ���(�����������98 � � $";:�� 	&�=<�� � � �+*
� � Z ��QFf!]�Z XST@MPT
	=U  ���8&!� ������ �� �+� �;������� � (*&! � ?>@' �&@ - ) �6ACB

X
/K&#� ��� �2&#�!Y-@��/ � �'�� � 

� 4 �/ � ��� � 
X
�!�!���+ �

dX *ED ���$� � �'���&#��� � dX � � � ���+��� � ��-@� � �+��' ���!��� �!� �  ��+ � �+& � /������"��GF
� * �+��&#��� 4 �/ � � �������%�1����� �+&!�

X
 �%� &#�Y ��� �/0���� � 

dX
�

H * ���w-@��/ � ���' dX ���� ���"�2'!�' �����)�� �����+��/0 ��"� � �+��� � ��� ����� � � �"�����+ �  ���+��&��9I � 4 �/ � ����� ���H �%�+I �JI
�!� �+K(*&!�� �

δ
���������%� � ���� �

dX
���(�&#

θ : [0, 1] −→ [0, 1]
 ���)������� � ��&#?�� ���+� � ���"���*�+ �

���'�����
δ ◦ θ ����$���������>&!�: ��' �/0���� �  dX �

% * dX  �%� �%�1�2'#�� ������������� �P�" ��!��� � ��� ��� �2����+I �KI �#� �+a(*&!)� �
δ1
��
δ2
�����!����� � ��#�!���� �

dX
A�

(*&!
δ1(1) = δ2(0)

�����'������� � � ���!� � � ��� � ���

δ3 : t ∈ [0, 1] 7−→
{
δ1(2t)

� �
t ∈ [0, 1

2
]

δ2(2t− 1)
� �
t ∈ [1

2
, 1]

����$��������+N&!�r ��' �/0���� � 
dX *

� � /���� � 4!� �+/0 � �2&!�v������ �� �!� � � �� 
(X1, dX1)

/��� ��&!�<��������� �!� � � �� 
(X2, dX2)

����`&!�#K���LI
�!� � � �P� � ��� �����*� � �*&!

f
� 

X1

/�����
X2

�"�����>(*&!��;��&!�5�"��&#�)� 4 �/ � �
δ
�����������"����������

dX1

�n��
� 4 �/ � �

f ◦ δ ����������� � ��*� � dX2

�����r ��� � �$�2'#&�� � /��/0����
f(dX1) ⊆ dX2.

M  �G � ������ � �!� � � �� ��?��G���&!���?/0��� � 4!� ��/���K-.���+/0����G��� � ���+ G����� �  �  �0 ���!������ �!� � � �� �K�#���" �
N�O � �QP � � ���#� � �3���K�!���1�P� � ��� � $ %�1 "=R ** �����F� �2 ��!������ � &

2 �6S;T �K� � ��/0�� � �� �%�_�"� � � � / �=���%�1����� � c�#���"��S(*&!
θ
� �H ��� ��� �S�# �� ����+� � ���/0����

�+&#� �  �A� � /���h� � ��� � �+��&#� �+��&��9I � 4 �/ � � � �H&!�� ��� �/���*� � 
dX

 �%� ��������+3&!�8 ��� �/���*� � 
dX

� ����+�+
�!��� �!� �  ��+ �  �%�1�2' � � � �" ����� � �+�����!����� 4 �� �  ����'�� �  �!&!�+A�" � ���"��� � & � �+ � �����0�,� �  ��� � � � ���
9+9�9 * ��*VU�*ED ���)� � ���'�&!� � � �w�,� �!� p; �������� � ������ ��
 � N�O � �)�=� ��� � �  �  � /��"� � �� '=��&����' �!� � � �� � * 
���=�&#� �!���5��#�/ �#��w�� �!�� ������"��`�� ���� ���� �!� � � �� � ����� N�O � ������/0/�

S1 � ���H �%�+I �KI �!� �+>������� ���'&!� � �" `�&���� ���!� �� �!/w&!� � � ��$�+��&��3���� � 4 �/ � ��� � N���w-.���+/0

[0, 1] // S1

t
� // (cos(θ(t)), sin(θ(t)))

W"X QSK:TZY [G\+]_^:RUa.K.Z ` QpV#QSTYX&Z a4`^V2OhcbaJc5TFJNX�JNTF[jV:QSf QhcFRUOSK>T8]�f
X
^�MPJ5V#J5K:X�QhK^c�^#X�] V2OSRUK�c X�JL_^]:JNX�JNMPJjc8cFJNcdaJc T8J0^TFJj]�a X�J cFJjakTWJ5TFV:Q�MPJ5TWO�K^cW]:K RbK^cF[5fdejc+f�g�K O�]�cFf J�^�RUa.J TIcWcFO�] HIOS]:f TWV2O�T T8Rih�aUJNX�JNTFJnf [Pdg[5fFJ5f�Qh]>fFJ9j:JPc X:QhK:TZkmlGn�o�p�qX&Z ]�K J5TFV:QSMjJncFOSV2OSaUOSq�RU\^]�J0f

H�H�r



���
θ
 �%� &#�!w� ���!� � � ��� � ��� ������� � �*&!����+� � ���+�����" � 

[0, 1]
/��� �

R *M v-.�������+�&!� � �H��&('!� �
U

�  N�O � �?/����� �	��
I� � /0��:&!� � �:� � � ��� � ����&�� 4 I��Y&!� � �:� � � ��� �

� ��� � �+ * M  �!���/ � �� ������� � ���+ �  �(*& � �;��
X

� �� �2����+�/+'!�' �  � � 4 �/ � ��� �������%�1������� � 
X

A�
�� �+������ � �< �(�& � �=��

X
� ��"��&�� �' � � 4 �/ � ��� � 

X * j ����&#�"����x�����Y&!�	-.�����A�"�&#� � �	� �' I�  ��� � �+&#��� �	� 
 P6/�� � �)�,�K��� �  ��� � � � �����59+9�9 * � *!� R � /������&!��� � ����� N�O � �����������+�+& � ������/0/0 �+& � �4F ��"����� � ���!�! G&!� �)' � A�
(X,→X)

� �� � ��
 �_��� �=� �+
dX :=

{
(δn · ... · δ1) ◦ θ

∣∣ θ : [0, 1] −→
[0, 1]

 ��� ������� � �*&! � ����� � � �"�����"aA�
γk
/� �� � ��

t ≤ t′ ⇒ γk(t)→X γk(t
′)
A�
γk+1(0) = γk(1)

} *
�� /�� � � � /�/0 �!� ���"�/�����y(*&!
(X, dX)

 �%� &!�0 � ������ �!� � � �� � ���b���a�� ����� � / � �+ �  →X

�=��+/0��
� �2�4/�� � ������ � 4 �/ � ��� ���������1���*��� * * ��!�'&�� � � �

f ∈ RSpc[(X,→X), (Y,→Y )]
A�`(*&!

(γn ◦ ... ◦
γ1) ◦ θ ∈ dX

�h������� �
f ◦ (γn · ... · γ1) ◦ θ = ((f ◦ γn) · ... · (f ◦ γ1)) ◦ θ ∈ dY

���
dX

��
dY

�+���*�
�+����= �A� � /��/0���� �  ��!� � � � ������� � � � 

(X,→X)
A� � 

(Y,→Y )
��������?�� �!������ �  �#�+ �� � ���� � � �H���

�,�8-.�������+��� � ��� � �" � 
I * M � � �  �� � �+ � 

I
 �%� � /0/� �!� ���+w��& ��G����� � � G���2�����#� � ����� � ��� ������� � �*&!

�+��&��9I � ������*�+ * 
�� �=�&h�K��&���� � �  ��� � �a&!�#������#� � ����� � ���
R

�  ���� �  �+&!�>���H������/+'!�' �  �>�)' � ����
�  N�O � � � /������&#��� � �����G� �2����+�/+'!�� � ����2' � ���� � 	�	�	��
 * j �1���*� � ���!�! :&!� ������ �� �!� � � �� 
(X, dX)

�!��� �;���+ →X

�,� �#��&�� �=�� � �" ����&��"I �����%� � 5-.���/� � � 
X ×X �����*�+������*� {(x, y)|∃δ ∈

dX, δ(0) = x, δ(1) = y} * k ��/0/08�"��&��K���� � 4 �/ � �����������%�1���������+����� � �����
dX

�x���
/� �� � ��
� /0/0 �!� ���"�/���*� (*&!

(X,→X)
 ���a&#� �"I ��������� * 
�� �C���'����� � �&L�<�+ ��&!�'�"���"�`(*& �  A�1�2'#� � � �+��*�&!�:� � ���� 4  ���� � (*&!a����"��a�� �3��������� � �!� � � �� ��)��3�' �3 � �������� �!����� � ��'���/���*� ��� � ���!�! �� *

2 	 	�	436573�
 � # � � <�6�@:
M � � ���!� � � ��� � ���

R
�� �!�+���'���m��8���&!��-.�����A�"�&#� �c��������+r�!���" 

R
�x�"���(*&!

R a I
� � *  * R ����

���2� �:� � � ��� ������&�� 4  � 
I * * )�!�'&��)��� � /����� �  I  �%�$�+ �#� � �+ � ����� N�O � � *

�C< :���� :�3 
��)�!����&7/� � �2�2'=��� � (*&!b� � �����!� � � ��� � ��� ��� ���� � �+ � 
X
P@��`�1�����_(*& �H ���!����b�"� �=���'��� � (*&!

�  >@' �.@ - ) �=A R � � � � & � �)&#�:/0��� � 4!� ��/� �  N�O � � � 
(X, dX)

/��� �
I(R(X, dX)) *�� � � � δ ∈ dX��

0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1 * j � �!�+��������
θ
� � �����!� � � ��� � ���������# ���+� � ���"���*�+Y(*& � �� /�� � 

[0, 1]
�+&!�

[t1, t2]
�e���v/0�����"��w(*&!

δ ◦ θ ∈ dX �� � �����w(*&!
δ(t1) →X δ(t2)

��� →X

���� �  ��� � � ������� � �
� 

(X, dX)
��������:�' �!�+� �� �  ��!�+ ��� � ���� * 9 � � �H�����& � �$(*&!N���2�����!� � ����� � ���

η(X,dX) : (X, dX) // I(R(X, dX))

x � // x

 �%� &#� ' � /������ 4!� �+/0 �  N�O � � * D & � � � � � f � ���!��� � ��*� �
dTop

[
(X, dX), I(Y,→Y )

] �`���'�����
(f × f)−1

(
→Y

)  �%�$&!�!`�+��,��� � ���8�+ ��!�� � /�NA�3-.��+/0 �5(�& � ������� � ���� {(x, y)|∃δ ∈ dX, δ(0) =
x, δ(1) = y} ����� 4�� �;��� 4	� �� �+&!�

f * * ����� →X⊆ (f × f)−1
(
→Y

) �)���H �%�+I �KI �!� �+E(�&#
(f×f)

(
→X

)
⊆→Y * * ����� f � � � & � �7&!�G/������ 4!� �+/0 g ∈ RSpc

[
R(X, dX), (Y,→Y )

] �"��#(�&#
f = I(g)◦η(X,dX) *�� � g1

A�
g2

������� � �&L�K�"�� �y/0����� 4#� �+/0 � � ���� ��
 �*������� � � ����/�/0
η(X,dX)

 �%�
&!� ' � /0����� 4!� ��/� �#��� �

I(g1) = I(g2)
� �!& � � ��� � �  �� � �+ � 

I
� / �!� � (�&#�(*&!

g1 = g2 * 
�� �=�&h�
���'�����$�����#� � (*&!��3�,� �!�+� �=� � � � � ��� 6 * % *!� H �=��&!�3�)'h�"�� � �$���2� �:� � � �*�$�P�+�"�� � & * j ����� � � � &!� ����������!� � � �� 

(X, dX)
 ������� � /�����������

I
� �H&!�C�9I  � ������

(X,→X)
���(�&#

f : (X, dX) −→ (X ′, dX ′) �%��&!� � ����/������ 4!� �+/0 �  N�O � � �R���������
(X ′, dX ′)

 �%��� � � /8���� �����
I
� 

(f(X), (f × f)(→X))(*& � ����b�9I  � ������ � �+��/0��� � 4  �
(X,→X) * M � � /����� ����� I � ��	�	��
q ��� � �����)�+��!� � �" � ����� N�O � � *

�

j � ����/ �;� �+�����3�,�K�� ����� � ��� � �� �	� 
 � ��������� �	��
 P=/�� � �)���� 4  ���� � /0`9 * H *!� + R �4/� �N�,� ��� � �+ � -.�����A�"�&!���$� � � � ���"�
R a I �  ���� � �" � �����3���� 4  ���� � /0��59+9�9 * � * H ���:�0�'

H�H��
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9 �b�� � �%�"�&!�E-.�������"�&!� � �	� �'

I ′
�  ��� �	��
 � ����� N�O � ��� � /0��+�"�����w&#�	� �:� � � ����� ����&�� 4  * j ���&#�+�+ ���,� ����I &!� � �" � �����+�+$� �:� �����A� � ���? �%�q&#�$' � /������ 4!� �+/0 A�b��� � /����� � 

I ′
����c�+��!� � �" � �����

N�O � � *
d ���"������(*&!�� �=��&!�0(*&! �	�	��
 �+� � ��&#�! ����&�� �����" 0����� � :�+ ��! � 4!� ���"���*�+ �  N�O � � � � �)/8���#(�&#
�+�&!���/�����:��& -.�������+�&!�

I
�,� �!��� �!� �  ��+ � �����"�� �!�� � � * j � -@� � � � ' " � �b) � � � � �

R
� �

I
� �H �%�

�!�' � � * 
�� � � �������� ����!�:(*&! N�O � �a ��������/ �!� � �"5A������I ����/ �!� � �" �h(*&!)�����C�)' � A�)�"���/ � �����= �%�
({∗}, {∗}) �� �����?�)' � A� � � � � � ��� (∅, ∅) ��y(�&#�� �!& � �+(*&!)�'q-.�����A�"�&!� � �H��&('!� � U � � /0��7&!�0� �:� � � �*�
� � �+� � �" ��b&!�0� �:� � � ��� �@����&�� 4 ��*���G�

U(
� � /

F ) =
� � /

U ◦F A�
U(

����� � /
F ) =

����� � /
U ◦F ���

F
 ����&!�!5-.�������"�&!� � �2&!�# �;A� � �" �����" 0����� �  � ����� N�O � � * 6 &h�"�+�/����� �!� � �h� �2������ �� ����&��9I � ��������� �H&!�!q� � / � �+ P@�� � �;���� � /��/���*� � �2&#� ����I � � / � �" R � ����� N�O � ������x���$� � / � �+ P@�� ���= �A� � /��/0���� � �2&!�#

���KI � � / � �" R � ��3 ���!������ �+��&��9I � ������*��� � ����� �	��
 *
j � �!����� � ��&#� � �� �x��� �=�&#� ����/ �!���+��K�,� �+��/�/0C��/���� ����/ I
/0 � �  ���� � �" � � I �������+�+ �4/� � ������� �  ��� � �" � ��� ��� � &
� 4 ��� � �"��G9 * 
`�E� ' � �� � � ����� N�O � � �D�������/ �=�����+�/0���� � 
�,� �+��/0/0 ��/���� ����/0/� � / � � �?/ � � �  � '=��&����� ��(*&!<���H���
 � � � �+ � �����)&!�! �����" 0����� � 5(*& � �;��+/0�� � 5�+ �#�+ ������"����� �
� ��+� � � �+�� * d ���"�����F������K(*&! ���H&!� � �� ���+��� � �7�4/����*�"������ � �,� � ���+ G����� �  N�O � �)���� �  �!�+���;� ����y&#�?�+ �= ������1���*� � � ���#���LI
� (*&! � � & ���� ���' � � � � �� * k �2����9I �KI �!� ��0(*&!0�"��&h�" ���"��&����+&!�+� �H � ������ �!� � � �� � ���*�q���H � ������ �"���;���'��� � (�&# �+��&��"I � ��������q ���
S1

A� � ���*� ���� � 4 �/ � ��� �!� � � �� �� ������� �' �q�����!� � ����� � ����� � $�,�
-.����/�

[0, 1] // S1

t
� // (cos(θ(t)), sin(θ(t)))

���
θ
����b&!�#)�����!� � ����� � ��� ������� � �*&! ���+� � ���+�����" � 

[0, 1]
/��� �

R
�� ��� � �+��/0����� 4  � −→

S1 *

= S1

dans dTop

�
������������� � �������

k ����" ���+�+&��A�"&!��E���� � &! �
	 � � ��� " "��  ' � ����� � ���� )�@ @ )	1 ) - ) �5&!��� ORV ��� ���������+����" � &!�#
�=�� � �" �����" 0����� � `��/ �!&#�+ � � )�� � ��� ���� � �+ ��A� � �����3���:�K�(*& � �; `� �2����+�/+'!�� �  �3/������ 4!� �+/0 �
� �H&!�! �+� �=������� �  �E��m���� � �+�/����� ����/ �����A� � �  �+�����"Y(*&!<����8� ���!� � � ��� � ����� @ )�� � ��� � � � � A�
�*):1�"�)�@ ��� �b) , �+� � ���� ������� � �*&! ���=��&!�9/�& (*&!C� �2�����+G����� � C� �2����+�/+'!�' �  �?�2' � ���� ����/0/��&!�
 � ������a�+� �=������� � (*&! �!� � ���+A� * 
�� �=�&#�$��&���� � /�� � � &!� ����� ����/0/� &!�C�)' � A�3�� � �P�" G����� �  � �����
�,� � ������ ���� �  �  �`������ ��K�"���;���'��� � (�&# � �8��m���� � ���/0����)����/ ��� ��� � �"���������� ��� ���� � �+ � ��a�4/���
�,� �������"�+� � ���"r(*&!:���H � ������C�+� �;������� � (*&! � ��0�2' � ���� ��� � � �!� �����+�� P=/�� � �?�� � 4 ��� � �"��

8
� � �#"

�=��&!�w���Y�!��� � ��� � 8� 4  ���� �  �  � �����" 0����� �  � � ���"��+�!�� R *�� ���+/0����'�/0����N&!� �����w �%�?�,� � ���!�! �
� �H&!�r � ������`�+� �;������� � (*&! �K��m���� � �+�/���*� ����/ �!�����

PX
� � �2&#�:����+�/+'!�'

X0
P6/�& ����/0/� &!�

 � ������ �!� �����+�� R � �  � �&L� �����!� � � ��� � ����� ������� � �*&! �
s, t : PX −→ X0

A� � �2&!�# � � �����!� � � ��� � ���
�����*� � �*&! ∗ :

{
δ, γ
∣∣t(δ) = s(γ)

}
−→ PX

�"��'��a(*&! �=��&!�3�"��&h� �+� � �#����
(γ3, γ2, γ1)

� �2 ��� �/0������
� 

PX
�"�� �3(�&#

t(γ1) = s(γ2)
��
t(γ2) = s(γ3)

���Y�

γ3 ∗ (γ2 ∗ γ1) = (γ3 ∗ γ2) ∗ γ1

�R��&#�+�+�/���*� �#� � ∗  �%�5� ���+� � � ��� � /�
H % +



��

t(γ2 ∗ γ1) = t(γ2)
A�
s(γ2 ∗ γ1) = s(γ1)

M � �  ��� � � � ��� � �2&#� �����`���� � ����� � � / � �,� � �+ � ����'�� � �2&!�# �;A� � �" �����" 0����� � ��=�������#�" G(*&!?� �2���
� / �=� �+ �  � 4�� �=��� 4	� �+��:�+� �;������� � (*&! � * j � ��&#�"����3��� � �2� �����8�! �� ���+� � ���/0���� � � ��� ���� � �+ ��
��A�+�+>������&!�#N���� � ���"���� � ���!�!��'�� �#��Y�p;�� � � �����$�,�K� 4  ���� � `(*&! �  0/���������; 	 � � ��� " "��  ' � ����� � �
�,� �!�+ ��+����� �  � ��� ��*� � �+ � �!��� /���(�&#?&!� ����/ �=�����+�/0���� ���P� 4 ���'��� � (�&# / � � � / � � � K��� ��������� � I
� ����� � ��� � �� ������� �y�� �����%� � ��&!� � ���� ������" ��&����!�� � � � ���� ���w�! �� � �"� � �+ �=��&!�>�+�� � �+0-.�������+��� � ��
�,�����������+�+&��A� � ��� � >� �2��������� �  � '!�"����� 4 �/0����"� P6/�� � �0 H�r#"_R * � � �������������) G�������/0����3(*&!N�� ������+& � /������5����5&!� �)' � ��+I �+0��/����� �!� � � �� � w��� �����" 0����� �  �  � �����"� P@�#���" � ��� ��o R F���� �!���� � �=��&!�
 � ������ � ���� 4 �/ � ���

P(X) = {x} ���=��&!�_ � ������ � ��7�)' � ��"�S�,� ��� � �+ {0, 1} ��S��� �;� �� s(x) := 0��
t(x) := 1 * * �����3�,�>�+��+/ � �#������� �  �  	 � � ��� " "��  ' � ����� � ���� �!���3 �%�3�!���" 

Glob
(
{x}
) * t ��&h�����/�/03�� �b��������� � �#� � � �� �xA� �' �b � ������ � ������� � ��'���/0����x��� � ���#�! ���#����������"� �=��+/0����"��*� � � ��� �

&!�! �  ��� � � � ���r�+� � �$�!���"&!����'�� � a��� �����" 0����� � 5-.��� � ��/0����1���' *
j �8��&h�"�+ �*�,� � ���+ G����� �  � ����!���"� �;����� ���  �!��&�� � �&!��� ���+�+&��A�"&!�� � �  �����" 0����� �  � a/0� �	� ���� �������� � ��� � �!� p; �������" ���,��� � � � � ��� � ��� �w �(*& � /����������5-@� � '!�� �!� � � * D ��&!� �!�'&�� �  �  ��1� � �������������+&#�'�"��  H 1 "��  H�r:" �x�����0 �%� �  �!�'&�� � � &��+(*& � � �#�+ ������ �b��� �+�&!���(*& � ��pe���&!�!8�!��� � ��� � �H �(*& � /���������� � 
�!�'4 ��/0���"� � � �P=/�� � �0 H �#"=R ** �����N��� ���+�+&��A�"&!�� �  ����� �D���2��� ������`�"� �=���'��� � (*&!N �%� �!� �� ���+�/0����`/ � � ��&!�`����`������/+'#�� � � 
� 4 �/ � ���3����������(*&! � �������"��&��)�' �3��&h�"�+��)/�� �	� �� �q�"� �=������� � (*&!����+�������+ � � ����� ������"`� 4�� �+ � � �
 �%��/ � ���+&#� � �2����+�/+'!�� � �� �=� � ���"� P@��&  ��"���"� � �����5��a�����m������ � �#-.����/8��� � � � �� R * k ��+�+ ������� � ��I&!����� � �" ����� � �!� � � � ��5�,� ����/ �����"� � �+��� � �� �!���"�$�4/���>�' �3��&#�+�+��$/0� �	� �' ���"���;���'��� � (�&# � *
�
����������� � � ����! ��� � �

� '�,�� ��� � �	� � �A@�� ,.'�,<�: ��"�2'!� � � �����w&#�!��#���" � �����>��������+ �!&('#� �  � �:/8� �����!��� � ���+������ �x� � ��� �
(*&! � ������ �
�
 " �_�,� �  ���� � � � ��� � �H&!�! ���+�+&��A�"&!�� �!� � � �� �N-.�����+�/0���� � ��� � � �� ������� ����'�� � �2���������
��� � �����/0����b��� � ���!�# $A� � ����� ���)�������' �A� � �����+�/ '!��3-.���+/0��x&#�! �����" 0����� � 3�! �+��&#p;�"���*� ����� � ��
����� 4 ���'��� � ��b(�&#����H����������������"�+ � ����� �������	� 
 * t ��&#� ����/0/05�,�a�!��� � ��� � ����������`��� � ���'�/0����
��� � ���!�! ��&!� ]�O;\_M f�[;V P @ � � � ' 1 � �����$��5�+����"N��� � � � �!��� � � '�,�� ��� � ��� � �A@�� ,.'�, R  ��� �  ��� �  � -@������  ��� 0�������" � � 'C��C-.����/8��� � ��/� �  �G-@� � �������&L� P=/�� � �  �:" �  � + " ��& �� � 4 � � � �+�+������ � � � + "�=��&!� �  �>����=� �+ ��>�"� � ������/ �!�'��)�+&#�>�' �`-@� � � �����&L� R * 6 � ��� � �_&!� ����&#�"�����> ���>�,� � ���#�! � � �H&!�
 � ������3�+� �=������� � (*&!@P �  l ��&�� � ���%p R

X
� � ��� � (*&! � �H&!�G-@� � � �����& � �����b��� � ���+ G����� �  �  �b � ��������

�!�� ���� � ���!�! �� * � ���+/0��'���/���*� �*��� �+ � ���#�!`&!�r�+�����&7/����/0���� � �H��&7/�������
(Vi)i∈I

� 
X
�����"�2'!��

����� � ���"�� �+���� � ������� � �� �  �������+$(*&!�� 4 ��(�&# ��&L/���%�
Vi

��� � �x �(*& � �= � �H&!�!3�+��,��� � ��� �  �#�+ ���� � ��
≤Vi

� �����3��@���+��� 4 a����3-.���/� � �����
Vi × Vi

��$(*&!

≤Vi∩Vj
=≤Vi

∩ ≤Vj
.


�� � / �;���+8�������(*&! � �
x ≤Vi

y ≤Vi
x
�;��&#�

x, y ∈ Vi
�b������� � � �c�� � ���"C&#� � � �!� ��

j
� �����

I �"��)(*&!
x, y ∈ Vi ∩ Vj

A�
x 6≤Vi∩Vj

y
� � �2���� ��A�+�" � ��+� � � �+ ����� �!� � � ����(�& � �����#- � �+ � ���

�!��� � ��� �  ����&!�+����� �+��&#� ����� � �*�+ �� ��� * � '�,�� ��� � ��� � �A@�� ,.'�, ���/+'!�' �=��&!�$��� 4 �&#�+K�4/�� � �$�)'#�+��*&� � � ���" ��+����"���*��� �� ��&!�'�"���"������������+������� &!�!)� �P�" G����� �  � �����$�� �)�2' � ���� ������� �' � ����&!�"���*��� *
H % �
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�
��������� ��� � � � � �#% $�� !#�  �
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M �2&#� � (*&! � � � ����/������ 4!� �+/0 �!� � �����)' � A� � 4 �/ � ���!�����"� � / � ��� �  ����ow �%� {0, 1} �b�� ApeA� � � �
P
����?&#� ����+�/+'!�' �������+�����������&�/0� � ���>�"��� � �> ��' �/0����"��� �;��&#�w�"��&h� {s, t} ⊆ P

�����<&!�!
' � �  ��� � ���

φ
� 
P
/�����

P
�"����'�(*&!

φ({s, t}) 6= {s, t} * 9 ��� �H����+& � �q(*&!)�+��&#�b�)' � A� � 4 �/ � � � ��������Ao`�:��& �!��&�� � �&L� �=� � ����� � � *  * � �&L�  ��' �/0����"� * � &����=� �+�����a(�&# I := {0, 1} * k �,� � �+�/0���� �
n · I = {0, . . . , n} * � � � ���� X &!�E������/+'!�'8A�

a, b ∈ X
�F�' ��� 4 �/ � ��� � 

a
/�����

b
�+�����w�� �

�+& � �"��
x ∈ X{0,...,n}

�"����' �c(�&#
x0 = a

��
xn = b * M ��������� ���+ ������ � ��� � 

x ∈ X{0,...,n}
�+& � / � � 

y ∈ X{0,...,p}
 �%�

z ∈ X{0,...,n+p−1}
���

zk = xk
� �

0 ≤ k ≤ n
��
zk = yk−n−1

� �
n < n+ p− 2

�
�����x��h�/ �!��

(3, 4, 5) · (1, 2, 3) = (1, 2, 3, 4, 5)
�
3
� �H �%� �����b�+ ��; A�" * M )�� �+&#�'�1�P�b/������+�+ �a(�&#���=� � ���3�,� �#�+� �!� � �+ � )�����m���+&!����� 4 ��/0���"��� � (*&!�����3-.���%�" F

���� ���&!�' ���!��� � ����� � � 4 ��/0���+� � �  ��&!� ���Ao�/w&!� � � <���H�)' � A� � 4 �/ � � {0, 1} �������C����8�!��� � �����
����+� ��/0 � * k ��,��� � ��� � ���(*&!�� � ∼X  ��� &!�!a�!��� � ��� � � 4 ��/����"� � � ��#������� �)���:��� �+� � �

� * �=��&!�a�"��&h�>����+�/+'!�' X �_�"��&h�w ��� �/0����
x
� 

X{0,...,n}
��N�"��&#�w ��� �/���*�

y
� 

X{0,...,p}
�

x ∼X y
� � A� �+�&!���/���*��� �

n = p
����=��&!� �+��&#� � � �!� ��

i
� ����� {0, . . . , n} ����+��&#� � � �!� ��

j
�  {0, . . . , p} ���:� xi = yj

�
��� � �

H * �=��&!� �+��&#�)����+�/+'!�' X �#�"��&#�) ��' �/0����
x
� 

X{0,...,n}
����+��&#�) ��� �/���*�

y
� 

X{0,...,p}
���

�
x ∼X y *

�
��������� ��� � � � � �#% $�� !#�  �
�� �� ��� ���� � � �#% $�� !#� ��

�� � � � ���+ ��+����� � � � ��& �����w���

C := Cat * 
�� �=� ��
I := (0 → 1)

� ���H �%�+I �KI �!� �+0�,� � ���+ G����� � 
� � ����� � �&L���)' � ��"�

0
A�

1
��G&!�# �+�&#���� � � 4 r�!�����"� � / � ���' � 

0
/��� �

1
�x��� �;�&#�0��&�� � � �'

/�� � � ����/0/�r�' �=� ���� {0 < 1} * � � �=� � �*� � �H&!� �2' � ��
X

� vB � �2����8� � �� � �2��&#�+�+Y(�& �2&!�
�)' � A� � G�,� �;A� � �"�� �P�" G����� � 

X * � � � 4 �/ � � ��&!�
X
������ � / �!�'�/0����a&!�I/0����� 4#� �+/0 � 

X *
d ���"�����7 G�����'�/0����y(*&!)�' ���&!�#��&#�"��/���� � 4!� �+/0 �  I

� �����
I
 �%�b��� ��� ��*� � �+ qA� � ����� (�&#)���H���K� �2�

����� � � � � /��� � � ��� � &v�+�/ ��� * *  �!�'&�� � Γ(X)
 �%�a�,� �����" 0����� � ?� � '!�+>��m���� � �� � �����`�� ���"��� 4 

�+��&��9I � ������*� � 
X

��&��� � � ��&h�"�+��?�"���/��� � � �
U
 ���G�'�-.�����A�"�&#� � �2��&('!� � � <BDmWo&/��� ����� ���

��
F

�+��� � �:� � � ��� � ����&�� 4  P=/�� � �����2�����=�� �!� �� 6 R �F������� � Γ(X) := F ◦ U(X) * � � ���I �(*& � �;
(Cat, I)

� q��� �#��&�� �;A� � �"c�!��� � ��� � � 4 ��/����"� � � ������������_��x-.�����A�"�&!� −→π1

 �%� � � / �!���/���*�
IdCat * M �� �P�" G����� � >BDmWo � � /0�� � ����� � �������� �����3&!�!`�� �!�� �+����1��� � ��� � & ��������' �!� � � �� *�� � /�� � �*�+������*����	 �(*& � �=

(Cat, I)
� ��,� �!��&�� ���"��� � 8�!��� � ��� � � 4 ��/0���"��� �  � ���H �%�+I �KI �!� �+ ����'���(�& � ��� ���� � ��

� `/0����� 4!� ��/��� � 
Γ(X)

� � �����$����)/ ��/������"�+ �/ � �" �� �����'����� �;��&!���"��&h�" �=�� � �" �����" 0����� � 
X
�

−→π1(
−→
X )

����K�' �!�+ ���� � ������ �+� � �  �
X

�  ���� � � � �����>�,� �!�+���;� � � � � ��� 6 *!� * H U�* * ����� �� ����� �bBDmWo
� �2� � /0�� ��� � � 3�� �!�� �+����1��� � ��� � & ���� ���' �#� � � �� * k  � � ����&!� � ���! ���-@� � �b(�&#$��� �!�+ ��+����� � �2&!�#�+��!�+ ��+��*�"��� � ��� � & ��������' �#� � � �� �  �=�� � � & � 4 � � � � 

I
A� � 0�,�r�!��� � ��� � � 4 ��/0���"��� �  *QD ���� � �����&!�����7�'8/0���!��� � 

({n · I|n ∈ N},+)
 ��� � � �c� ����/������ 4  �

(N,+)
��w�����+�/8����(*&!�(*&!��

� �����`BnmWo �
n · I ���� � � � �+��/0����� 4  �!� � � �R�' �;� ���� {0 < ... < n} *

�
��������� � � � � � � �#% $�� !#�  �
���� ������� �
��

� �/����+(*&!�����a�+��&#� � �2�2'=��� � (*&!G�"��&#�a/0���!� � � 
M

�;����� ��� 0&!�J&!� � (*&! �;� � ���)� ���`�+��&#�a/0���9I
� 4!� �+/0 � �/0���!� � � �� � � � �����/�� � ��$���H ��' �/0������!�&#�"�� � &r/����!��� �  �+&#�)���(*&!�� � �= �%� �  ��!� � �+&#�

H % H



���H ��' �/0������#�&#�+�+ � &I/0���!��� �  � �����`�'�(*&!�� � � �!�+�� � �+���/������&!��� *�� &#��y(*&! ��� � �5��K/0���!� � � 
M
� � 4 � � � � �=��&!���A�"��K���H�)' � A� �+0��/0���� �n���I��&!�"�

s
��
t
�"��&�� � �&L�v 0����&L� �8���H&!� � (*&! �=� � ��� � 

M
��(*& � ���� � �2� � �'���&#��� �!�� ����+/� �!���y�"��&h�c��&#�"��/���� � 4!� �+/0 � 

M * 
`� �=�&#�q���'������� �����x��h�/ �!�� ��=� �+��
I := Z/nZ, N, R+

�x��&
({0, 1},∨) * M 8/����#��� �  � ���� 4 �/ � ���> �%� � � �q� �+��/0����� 4  �

(N,+, 0)
�#& � ��(�&#

n · I � �H ����� � �� � �2��&#�"��K(*&!K��� �+��/0/0 �!� �+����" � ������� ��� � 
n
��� � �  � � &

/0���!��� � 
I *

�
��������� ��� � � � � �#% $�� !#�  �
�� $ !�� �#����

j �������+?&!�!K-.� � � �;���I��&!�+���! �� � �"� � �+�/0���� s = t * M  �`�2' � ���� � 4 �/ � ���5(�& � � � �+�/+'!�'K�����+&!�+���  ������� � �  ����� �������
Z/nZ, Z

��&
R * M  ��� 4 �/ � ��� � �H&!�����+��&��; G

�+�����$���'�������' �� ��� �/���*��� � 
�+����������/+'#�� ����&��9I � �������� �#��& ' � �� �� ��/0����� 4!� ��/��� ��� � �;���� /�& ����/�/03&!�! �=�� � �+ �����" 0����� �  *
�&#�"�� �' � � �&L�>�!��� � ����� � � 4 ��/0���+� � �  � ���!��� � (�&# � ����� �=�&#�y��&�� � � �=� ����

α ∼ β
� � A� ���&!�'�/0����

� �
α(1)

��
β(1)

������� ����� � &m��&! ��� ���H ���9I �KI �!� �� � � � �e�� � �%�"
γ ∈ G

�"��n(*&!
β(1) = γ−1α(1)γ * j ��p;�� � � �������+��&����' ����h�/ �!���� � �2�2' � ��)��G��/0����a(*&!?���H���v� � ���!�! �D���I��&!� �� ��# ��"�P�"�&#�`(�&#

���H��� �=�&h�a�!���"��
1 * � � � 4 �/ � � � 

G
����)����� �  ��!� � � � ���<&#� /0��� � 4!� ��/�

α
� 

I
� �����

G
�D���

�=�&#� ���'����� ��� � ���" ��� � �+�� �
α(1) ∈ G *

�
��������� �	� � � � � �#% $�� !#�  �
�� �� ��� ����
2 
 � � �#% $�� !#� ��

� �����Y��*�+�+�� �!�� � � �+ �/���*� � �����Y�' � �  ��"� � � �C-.���+/0�� � �  ��E(*& �H �%�<&!�#
2
I � �P�" G����� � �� �#� �+�����

�+�&!���/�����y(*&! ���H �%�x&!�! � ���+ G����� �  �5�,��(�&#����'b���?��� � ��&#�" �  �
2
I /0����� 4!� ��/��� � ���H ���9I �KI �!� �� � ��

/0����� 4#� �+/0 �S����+�+�/0����� 4!� ��/��� * 
`�K� � ��&#�+���&�� � � &!�! �'� � �  ����/ �=� � � � � ��� �  �
2
I /0��� � 4!� ��/��� *M � �+�&#��3�+����"� � �A� � ���0(*&!3� �2��� �=� �+3����c(*&!�� � � � �!�� � ���+3&!�

2
I /0����� 4!� ��/� � �����c�,� �+��&!���� ����c&!�

/0����� 4#� �+/0
α
A���' '!&h��&!��/0��� � 4!� ��/�

β
�h������� �

α
A�
β
����� �,�a/ ��/� �+��&#����5����'3/ ��/� '!&#� *

j �1����� � ���!�! �8&!�# 2
I � ���+ G����� � 

X
�F��� �=� �+

Γ2(X) := Γ(UX)
���

Γ
 ���K��G-.�������+�&!� �  ��!� �

� ����� � �2��#�/ �#�� � �� �=�� � �"�� �����" 0����� �  �3A�
UX

�,���;A� � �")� ���+ G����� �  ����&��"I � ��������" � 
X * 
��Y�� �����N&#�:-.�������"�&!� � �2��&('!� �

U
� a�,��� ���+ G����� �  �  � �;A� � �+ �

2
I � �P�" G����� �  � � ����� ������' �  � �=�� � �"��

� �P�" G����� �  � * 
`� �=� �+0���'����� �=��&!���+��&#�+��;A� � �+
2
I � ���+ G����� � 

X
� ∼X �,� �����m����&!����� �+&!�

Γ(X)��7���� � �+ ���!���5�����+��,��� � ���:(*& �y� � ���� � �� � �&L�</������ 4!� �+/0 �
α, β

� 
Γ(X)

� � �� ���&!�'�/0���� � �
� �e�� � �%�"a&!�

2
I /0��� � 4!� ��/� � 

α
/�����

β * 
��Y��' � �� � �!�$&!�!a�+��!�+ ��+����"��� � ��� � & ��������� �!� � � �� *
�
��������� ��� � � � � �#% $�� !#�  �
��� � � ���

k ��N��#�/ �#��? �%�N��I-@� � � '!���+ �+&#� ����'& � � 
2
I � �P�" G����� �  �GF5�� �p;�� �_��� �=�&#�>��� �+� � � �� ���"��&h�

�����
X
&!�!

2
I �����" 0����� �  � �����5�+��&#�+ ���' �

2
I � � � 4  � ������� � ��

2
I � �+��/���� � 4!� �+/0 � * j �<-@� � � � �;��&!�� 4 ��(*&! ����&��!�� �  �;� � ���"�

(x, y)
� & �!���

X
�������>&#�8 � ������ �"���;���'��� � (�&#

X(x, y)
� �� � 4 �/ � ���

� 
x
/��� �

y * � � � 4 �/ � �
H

�+&!�
X(x, y)

� 4 ��/0���"� � �  �#� � �  ��� � ����� �y��J&!� ������"� � � �+���� �
&!� 4 ��/����+� � �  � 

H(0)
/�����

H(1) * j �v�p;�� � �;��&#� α, β ∈ X(x, y)
� � �

H1

��
H2

�+���*� � �&L�
� 4 �/ � ��� � 

α
/�����

β
4 ��/0���"���;�� �+&#�

X(x, y)
�#������� �q� � 4 ��/����+� � � 

η
� 
H1

/�����
H2

�=�&#� �A�"��
/�&! ����/0/�`&!�

3
I /���� � 4!� �+/0 ��� � �� ���#� �R�� ������� ���  ��"�����

H(1− t) �;���Y��&#�! 4 ��/����"� � �  � 
H(1)

/�����
H(0)

�� � �����`�"��&��3�' �
2
I /������ 4!� �+/0 � ������� � ��/����� � '!���� *

�
��������� �	� � � � � �#% $�� !#�  �
�� ���� ��� �� ��� ��� � �&$ ��������


�� �=� �+
C := Spc

�R�,� � �P�" G����� �  �  �5������ �� � �"� �=������� � (*&!��)��
I := [0, 1]

/w&!� � � N�,�?�"� �=�����KI
� �  ���,��� � � (*&! * M  �G�����!� � � ��� � ����� s �� t ���/�� � ����?�� � �;���� � /��/���*� ∗ := {0} ��&!�

0
A���+&#�

1 *
H %)%



M � � ���!� � � ��� � ���
[0, 1] // [0, 1]

t
� // 1− t

 �%�$&!�! � ��/����� � ��� � &r�"�/ ��� *
D ��&!�b�4/�� � �x&!�! � �P�" G����� �  � � 4 �/ � ��� � � �h�!��&��y-@��&h�x��������+ �  ���� � �+)�' � ����I ��E��!�� �#� ��� � �m��&! � * j ��+& � /��������' � ������/����� � ����� �  �,� �� �A� � ��� ��9�9 * � * % ����� �=� ��

0 · I = {0} � 1 · I = [0, 1]
A� �=��&!�c�"��&#�

���� � �� �����"&#�+��
n
�"��e(*&!

n ≥ 2
�#��� �=� �+

n · I := [0, 1] * 
�� �=� �+� 0�����'�/0���� �=��&!�
n ∈ N\{0}�� �=��&!���+��&#� � � �!� ��

k
� ����� {1, ..., n} F

i
(n)
k

// I = [0, 1]x � // (k−1)+x
n

M a/����#��� � 
({n · I|n ∈ N},+)

 �%� � � �n� �+��/0��� � 4  �
({0, 1},∨)

�� � �./ � ���� �
2 	 	�	43�
.365�� :� �@:

D ��&!���"��&h�a���� � ��`�����+&!�+�� n � (n · I = I, i
(n)
1 , ..., i

(n)
n

) ����N&!�I�+��!�+ ��+��*�"����� � ?�,� ����� � / � �+ � &
�!� �����"��/�/0

I I I I I I
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︸ ︷︷ ︸
n ������� T�	  T I

*  �!�'&�� �_ ��"����� � ���!�! ��
γ1 : n · I = [0, 1] −→ X

�
γ2 : m · I = [0, 1] −→ X

��
γ3 : p · I =

[0, 1] −→ X
�"�� �5(*&!K�' � �������� ���= �A� � /� � � 

γ1

A� � 
γ2

�+� � ����`���� �  �'!&#�����+����= ��� � -
� � 
γ2�� � 

γ3

� � *  * γ1(1) = γ2(0)
�� � 

γ2(1) = γ3(0) * 
��Y�G������� � γ3 · (γ2 · γ1) = (γ3 · γ2) · γ1

���
·  �%�5��� �����������" ������ � ���r�"��'��`(*& �H��'��` �%� �  ���� �  � �����$�,���+���� � ��� ��9+9 *!� * d ���+�� ' � ��Y(*&!���A�+�+ G����� � �" N ��� ���+� � �A�" A� ��� � �+�&!���/���*� � � ����/0����� 4#� �+/0)�!� � � � ����� �	��
>���(*&!w�,���'� � · �  ��;�� �� 

n,m
��
p *

�C< :���� :�3 � &#���(*&!���� ��� ��&!� �)/������+�+����$(*&!
∀x ∈

[
0, n

n+m+p

]
γ3 · (γ2 · γ1)(x) = (γ3 · γ2) · γ1(x) = γ1

(
n+m+p

n
x
)

∀x ∈
[

n
n+m+p

, n+m
n+m+p

]
γ3 · (γ2 · γ1)(x) = (γ3 · γ2) · γ1(x) = γ2

(
n+m+p

m
x− n

m

)

∀x ∈
[

n+m
n+m+p

, 1
]
γ3 · (γ2 · γ1)(x) = (γ3 · γ2) · γ1(x) = γ3

(
n+m+p

p
x− n+m

p

)

�M ?���/�/0 �59+9+9 * H *!� �!��&�� � ���!�! � �����?&#�! ���"��&����+&!�+ � ������" 0����� �  � � 4 �/ � ��� �+&!� � ��
 * 9 / I�!� � � � �"�/���*� �x�,� �'� � · ���� �  ��� �  �=��&!� �  � ����&��!����
(n, γ)

���
n ∈ N

��
γ
&#�!r�����!� � ����� � ���

�����*� � �*&! �  ��� �  ��&!�
[0, 1]

��& �+&#� {0} � /����'�&!� � � ����� X �S��&h�"�+�/����� �#� � � � & �=� � ��� � �/�&!
� ?���8��� � · � (n, γ)

��
(p, γ)

�!��+���*� ����� ��� ���� � (�&# ���'������(�&#
n 6= p *&D ���`��#�/ �#���� � �

n 6= n′��&
p 6= p′

�F��w(�&#8���H���J�
α, β, α′ �� β ′ �+����= �A� � /��/0���� �  ��� � � �+&#� n · I � p · I � n′ · I � p′ · I�4/���

α = α′
��
β = β ′ � ����� � ��
 � ���H ���9I �KI �!� ��K�� � ��&('!� � ����� �

n, p, n′
A�
p′
�n��� �;��&#�+�"�8� /�� � �

β ·α 6= β ′ ·α′ � ����� �	� 
 ' � ���(*&!5� �2��� �������+��+/� β ·α ∼= β ′ ·α′ � ����� �	��
 �����H �%�+I �KI �!� �+3���H G����� � �" 
�8�� �����+��/0 ��"� � �+��� � ��� �!� � � * k A�+�+?�+�/�����(�&#w/0��`��I� /������`� � � / �=���%�1������ � ?�,� ���"��&����+&!�+ � 
� �P�" G����� �  � � 4 �/ � ��� *
� � � � X &!�r�)' � A� �  �	��
 * � �/8����(*&!����� �  � �?(�&# Γ(X)

� �H �%�$������� ��� � �� � �2��&#�+�+`(*&!a�,� �����" �I
����� �  �  � � 4 �/ � � � �? ) ) � � � 

X * j � �!����� � ��&#� � �� �=���v��&#�"� � �5�)'h�"��*&I�,�0/ ��/� ���+�+&��A�"&!�� �
H % U



� 4 �/ � ���3�� �;� �+�����
n · I := [0, n]

A�

i
(n)
k : [0, 1] // [0, n]

x � // x + k − 1

/�� � �q(�&#�� � ����� �� � � � �!�'�/����!��� �  �  � � 4 �/ � ���)���� � ����/0����� 4  �
(N,+, 0) * M �K����,�P� � ����(*& � �(*& � �;

Γ(X)
� �H �%�3���������b� � �� �  �!�'&�� (*&! �,�a�+������ � ��� � � 4 ��/����"� � � ����,� ��� � (*&!�� /�� � � �  ��� � � � ���

� * H * % * 
�� /� �� � �!>(*&! −→π1(X)
 �%�`���'�����3�' ������&��=��� � N-.��� � ��/0����1��� � 

X
�+��S(*& � � �_ ��� �  ��� � �

� �����`�,� �� ��� � ��� � * H *!� ��& � ������ U 1 " * M � � ���+ G����� �  � ��
w� �2� ' � ��v����"�� � &E��&���&!�!?�+��!�+ ��+��LI
�1�P� � ��� � & ��������' �!� � � �� �!& � ��(*&!��"��&h�" � �P�" G����� � 8-.��� � ��/���*�"���� � �2&#� �2' � �� �  �	� 
� �%�G&!�
������&��=��� �  * � �/8����(*&!�����G G�������/���*�G(*&! � � ���  �(�& � �=

(Spc, I)
� r�,� �!��&�� ���"��� � :�#��� � ���

� � 4 ��/0���"��� �  �n���'����� �;��&#�5�"��&h�a ���!����K�+� �;������� � (*&!
X
� −→π1(X)

 �%�>���8�+��,��� � ��� � �H �(*& � /����'�����
(*& � �+�� �  � �&L�  ��' �/0����"� � C� �2����+�/+'!�' �+��&��"I � �������� � 

X
� � A� �+�&#���/0���� � � ���& � I � � �������

� �����>����/ ��/� ����/ �=� �"���*�+ �����!�#��h �!���N������� * M �C/ ��/0 �%�"��&����+&!�+G-.��&!��� � ����;7m&= �	��
?&!�#
���+�+&��A�"&!�� � ������" 0����� �  ��� 4 �/ � ��� *
j �G��&#�"���� �	� 
 P � )/ ��/0�(*&! ;7m&= �	��
 R  �%�q&#�!�� ���+ G����� �  � � 4 �/ � �?�"� �=���'��� � (*&! ��������� � �"��+&#���'���I / ��/0>�� �#�+��!�����)�;��&#�

U
�'w-.�����A�"�&#� ��� ��*� � �+ K��)�=��&!� ���&!� � ��/�� � �! �  �!�'4 ��/0���"� � � 

� � / � � � � '!�� P6/�� � � �  ��� � � � ��� �59+9 * % *VU R [0, 1]× [0, 1] *
�
��������� ��� � � �#% $�� !#�   � ����� � 	� � ���  ��� � ������ ���� � ! �
��� �#%

�� �=� �+

C := PoSpc
���,��� ���+ G����� �  � ��� � ��������)��� � ���!�! ��@P6/�� � � �  ��� � � � ����9 * ��* � R �� I :=

−−→
[0, 1]�����G��/0����N&!� � �" �!� � � �� ���"��� � ��� � * M  �N�����!� � � ��� � ����� s �� t ���/�� � ��*�>�+����= �A� � /��/0���� ∗ ��&!�

0
����+&#�

1 * t ��&#�>��&#�+��/0����� 4#� �+/0 φ � 
I
/� �� � ��

φ(0) = 0
��
φ(1) = 1

� � �7� � � � � ����� �!���
� � � ��/����� � ��� � &<�+�/ ��� * k ����" � ���� �
� �+?������/8�P� � ��� �  ����&!�' � ?�,� �!�+� �=� � � � � ��� �59 * ��* 1 �� � &-@� � �7(*& �H��K�"�����y(*&!�/0����� 4!� ��/� �  �����	��
 �

φ
 ��� ���+� � ���+�����" * j ���+& � /������y���� ������/����� � ����� � ��,�

�+���� � ��� �59+9 *!� * % ����� �=� �� 0·I = {0} � 1·I =
−−→
[0, 1]

�� �;��&#�
n ∈ N n ≥ 2

�
n·I :=

−−→
[0, 1] * 
`� �;� �� G�������/���*� �=��&!�

n ∈ N\{0} A� k ∈ {1, ..., n} i(n)
k : x ∈ I =

−−→
[0, 1] 7−→ (k−1)+x

n
∈ n · I =

−−→
[0, 1] *M r/����#��� � 

({n · I|n ∈ N},+)
���� � � ��� ����/0����� 4  �

({0, 1},∨) * D ���G� � �����&!���w��� �E���'�����&!�E�+ ��&!�'�"���w�������'����&!0��&E���/0/0 ��9+9�9 * H * � (�& � � ���!�! � ����� ��
 �"� �%�"��&����+&!�+ �  �����" 0����� �  �

� 4 �/ � � *
� � � � −→X &!���)' � �� �  ��� �	��
 * M �N�+��,��� � ��� ∼X (*& �  �(*& � �;

Γ(X)
 �%�������!�'&�� �=�� � �+ �����m����&!�����

��7���� � �+ � �����0�,�E�������� � ��� � � 4 ��/����"� � �  �!� � � �� ��� /�� � � �  ��� � � � ��� 9+9 *!� * % * 9 � / � ���� � /�/0 �!� I
���+�/0����N(�&# −→π1(

−→
X )

 �%�>��� � ���+ G����� � K-.��� � ��/0����1���' �  −→
X

�"��'��?(*& �H��'��? �%� �  ��� � �+ � �����a��
� 4 ��� � �"��w9�9 * � � ���H��� �(�& � �= ����� ��
 � >�,� �!��&�� ���"��� � K�!��� � ��� � � 4 ��/0���"��� �  �;������� � �=��&!�$�"��&#�
 � ������>��� � ���!�# −→

X
� −→π1(
−→
X )

 �%� �' �!�+ ���� � �+>��������� �  �G�,��� ���+ G����� � �-.��� � ��/0����1���� �  −→
X
�"��'��

(*& �H����'a ��� �  ���� � �" � ����� �' � 4 ��� � �"�+N9+9(� � �2���� �� ������� � ��&!� � ���&!�#>����,�P� � ��� � �2��� � �� �!& � �+(*&!N�,�
� �P�" G����� � K-.��� � ��/0����"���� �  −→

X
��& ������ � & � 4 ��� � �+�+G9+9  �%� �+����� ';��&����� * d ���"�����>������E(�&#��A�+�+��+��,��� � ��� � �H��� � ��5���� � �����'&��+ � �����q�,�N�+������ � ��� � �2��� � �� � �� �2������ ��5��� � ���#�! −→

X
/�� � � ��� �

�! ��� � �"� � �+�/���*�� G������ * k  � � �&L� �������� � ����� �=�&7/�������p; ��� � /��/0���� �A�"�� �#� ��� � ���A�"�� ����/0/�
���H �%�5��� � ��� � �����3���H��h�/ �!�� � & � �+���= ��& �+& � ���� �#� � � �� *
D ���>� � ���'�&!� � � ��&����=� �+�����>/�� � ���+��������a(*&!0���H��� � 4 � � � � � �+

I := [0, 1]
� ���H �%�+I �JI �!� �+G�����G��/0����

&!� � �" �/w&!� � � C� �2 0����� � �" * 6 �'����� −→π1(
−→
X )

�)'h�"��*&���� �(�& � �������
Γ(
−→
X )

� C�,� �#��&����=�� � �" �����LI
����&!�����8��m���� � �+ � �����N�,�C����,�P� � ��� � � 4 ��/����+� � �  �!� � � �� �? ���w�� ������&��=��� � ?-.��� � ��/0����1��� � 
���H � ������w�"� �=���'��� � (*&!)����&��9I � �������� �  −→

X * k ����" � ��+� �
� ��K�+�/8���+(*&!w/0 �� � �+>&!�#w����!� � ����� � ��� *
H % 




� �����=��������b(�& �2&!�# 4 ��/0���+� � �  �#� � � �� �������)�"�����=���%� �
I
 ��� �h�� ������� � ��&!� � �� ��&!��/���� � 4!� �+/0

H� 
PoSpc[I× I,

−→
X ]

��/8� � � � �����3�� �����3���
I = ([0, 1],=)

�h�+��&#�" 4 ��/����"� � � ���& ���������������� � (*&!
����+�+8�' ��� 4 �/ � ��� ����&��9I � ��������"� �  � �#� � 4 �/ � ��� � � � & � �`�"� � / � ���'�/0����a&!�! 4 ��/0���"��� �  �!� � � �� �
����+�+:�� � �!� � 4 �/ � ��� * j � �p;�� � �,� ����� �#� � � ���

x = y =⇒ H(x) ≤−→
X
H(y)

 �%�8�"��& � ��&!� �
�"� � / � �����/0���� /� �� � �� � ** �������"��&��)�' � ����� �!�'�/0���!��� � 

({n · I|n ∈ N},+)
 ��� � �+��/0��� � 4  �

({0, 1},∨)
������r� � � �!���

� a�+��!�+ ��+��*�"��� � ��� � & ���� ���� �!� � � �� *
j �Y��&#�"���� ��� �	��
�����$&!�!)� �P�" G����� �  ��� 4 �/ � ���+� �;������� � (*&! ��������� � �+���&!� ;7m&= �	��
��� �#�+��!�����
�=��&!�

U
��x-.�����A�"�&#� � �H��&('!� � ����;��&!�����&!� � ��/�� � �! �  �!��4 ��/����+� � � b� � / � ��� � '!�' P6/�� � � �  ��� � � � ���

��9�9 * % *VU R −−→[0, 1]× −−→[0, 1] * 
�� /� �� � �� � /�/0 �!� ���"�/����� (*&!w�,���#��� � ��� �  �!��4 ��/����+� � �  ��������� � �"
� ���#�! �������)��� �!�+� �=� � � � � ������9�9 * % * r  �%� ����'�� � a��� �  ���� � � � ���C9+9 *!� * % *
�
��������� ��� � ��� � � �� � �"!#��$&%��

M � �  ��� � � � ���	��9�9+9 *!� * � �  ��� � �w�,� �����" 0����� �  N �	��
 �  �K��������� � �!� � � �� � * 
�� �=� �+ � ����/0/�0��
�+&7��� � ��+? '�� �*) ��+'�,.- �A@ � �����  %�1 " �

I := ([0, 1], { �����!� � � �P� � ����� ������� � ��&# � ���+� � ���+�����"�� �  [0, 1]
� �����

[0, 1]})
��
s, t

(*& � ���/�� � ����$�+����= ��� � /��/0���� ∗ ��&!� 0
A�

1 * k ����"`-.� � � ���������������C�!���"`(*& � � �e� � � � ������ � � ��/����� � ��� � &a�"�/ ��� * � �! 4 ��/0���"� � �  �!� � � �� � � 
α ∈ dX /�����

β ∈ dX ����S&!�N/���� � 4!� �+/0 � 
dTop[I× I, (X, dX)]
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α
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β * M �Y����,�P� � ��� ∼X (*& �  �(*& � �;
Γ(X)
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6 �#� � �w�4/�� � �N�'&I��� � ���"��� � &���� � ��� �  �� � 4 ��� � �"�+ �F��� �=�&#�>�+��,��� � / � ����`�' �������"���& � � ���+& � � � - � � 
�,� �!�+� �#� �  A�" �9+9 * H * % * j ��ApeA� �b���2�2'�������� �  '=��&����' � � �����K��� � ���+ G����� � 0-.��� � ��/���*�"���� � �H&!�
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� ���H �%�+I �JI �!� �+

[0, 1]/K&!� � � �� �2��� � ������,� ��� � (*&! ≤ � ����/0/0?�)' � ��9I ��G��/0���� * j � -@� � � �_��?�� ��&!�'�"�����+& � /����*�N/0�����"��(*&!)�,� � ���+ G����� �  �����	� 
��!���� � � �+���&���&!�#)�,����� � �+& � c(*&������b��&�� 4 � � � � ����H�)' � A� �+0��/0���� �!� � � �� *
2 	 	�	43�� 365 � # � � <�6�@:

� � � � . &!�!C�+��,��� � ��� �+&!�
[0, 1]

� ���H ���9I �KI �!� ��8(*&!
. ⊆ [0, 1] × [0, 1]

�y�"����'8(*&! {f : [0, 1] →
[0, 1]|f  �%� ������� � ��&#NA� f × f(.) ⊆ .} = {γ : [0, 1] → [0, 1]|γ  ��� ������� � �*&!aA� ���+� � ���+�����" } *
6 �'����� . =≤ ��&

. =≤op ���� �  �� � ��������� ����� ≤ ���K�+��,��� � ��� � �H��� � �+)��������� � (*&!)�+&#�
[0, 1] *

�C< :���� :�3�* �����:�'<�+����+ �  ������" �!���&7/���
<

�  � � ���# � �2��� � �� ���+� � �A� ��������� � (*&! �+&#�
[0, 1] *

� &����;� �������`(*&!?� �2���<� � �5&!�!���� � �+
(a, b) ∈ [0, 1]

�"�����>(*&!
a < b

��
a . b

�_������� � �=��&!�$�"��&#�+
��� � �+

(c, d) ∈ [0, 1]2
�"����')(�&#

c ≤ d
� � �!�� � ���"3&!�# � ���!� � � ��� � ��� ������� � �*&!����+� � ���+�����"

γ
� 

[0, 1]� �����
[0, 1]

�"�����?(*&!
γ(a) = c

��
γ(b) = d

�S���J�:��������� ����� 4�� �;��� 4	� �+
c . d * 6 � ��� � ≤⊆ . ** �����c�' � ���b���G� �2���0�`&!�!���� � �+

(a, b) ∈ [0, 1]2
�+����'�(*&!

a < b
��
b.a

��� �!�+��&7/� � 3�,��/ ��/0
H % �
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� �+N(*&!
. ⊆≤op * j � �"��& � ��&!��� � w-@������v���!��������&!��R���</0�����"��w(*&! ��� � �_�� � �%�" a ∈ [0, 1]�"��D(*&!

a . a
�����'����� �=��&!���+��&#�

x ∈ [0, 1]
���:�

x . x *
d ���"����� P1

�,� �!�+� �#� �  A�" � �2�� � ���+����� � �2&#�! ��� � �+
a < b

�"�����Y(*&!
a . b

�
P2

��� �!�+���!� �  ��" 
� �H�� � �%�"����� � �2&#�! �!� � ��

a < b
�+����'?(*&!

b . a
A�
P3

�,� �!��� �!� �  ��+ � �2�� � ���+����� � 
a
�+��b(*&!

a . a * d ���"�����N(*&! P1 ⇒ P3

A�
P2 ⇒ P3

� � � �+& �G�>�� �p;�� �  ������� ���  ��+��a&!�#8�����!� � � ��� � ���
����� � � �"�����+`(�& � ���/�� � 

a
��
b
�+&!�)&#�:/ ��/05 ��� �/���*�

x
� 

[0, 1] * � �/8����(*&!������ 0�����'�/0����)(*&!�,�>�+������ � ���
.
�# �;�&#������� �A�"�� ∅ � {(x, x)|x ∈ [0, 1]} ��& [0, 1]× [0, 1] * j �r�p;�� � � ����� � 4 ����&!��  �� ������� � {f : [0, 1] → [0, 1]|f  ��� ������� � �*&!aA�

f(.) ⊆ .}  ���K���H������/+'!�' � 8�+��&#�+ �?����
-.�����A� � ������������� � �*&! � � 

[0, 1]
/�����

[0, 1]
� ��w(*& � �������"�� �!� �>' � �� ���#�5��� 4�� �;��� 4	� �� � N���H ��#������ *9 �=����� �+&#�'�" (*& �2&#�!��� &!�! �+�&#�� �  � � �&L� �!�+���!� �  ��" ��

P1

��
P2

���� �+��� � ��-@� � �" *�� � ���H �%� P1

���
� ≤⊆ .

�� � � � �2����
P2

�h���r� ≤op⊆ . *�� &����;� ������� �!������h�/ �!�'�(*&! �� ��� � �
P1

�� ������� ���  ��+�����
a, b ∈ [0, 1]

�"��;(*&!
a < b * 
����! �=�&#� ����� � /�� � � b . a � � �!���

P2

����"� � � ��&���� � �+��� � ��-@� � �" * * �����
. =≤ * * >���K/ ��/�`/���� � � �+ ��� � ��� � P2

����� �#�+��&7/�>(*&!
. =≤op *

�M x� 4  ���� � /� ��9�9+9 * % * � � �0�+/0x�� �����%� � ��&!� � ��n(*&! � � � �2���)������� � �	� ��q(*& �H&!� � '=��� �x�2' � ����+0��/�����
�!� � � �� � � � � �A�"�+a�"��_(�&#w���H����+�/ '!�� � ��5/0����� 4#� �+/0 � �  ����� ��
 �  ����5�)' � �� � ����� �'& � / ��/�
 �%��� �2����+�/+'!�� �  �5�����!� � ����� � ����� �����*� � �*&!�� ����� � � �"�����"�� � 
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[0, 1]
�=������� � � �_� � � ��� �

� ����/0����� 4#� �+/0 �!� � ���7(*& �H&!� � 4 � � � �=� ��� � '!�' � ����� �����	� 
 * � �!0/8��� �
� ��?��� �d/� � �2�2'#�"�� � � � ��'=��&!������������ � ���+ �$�+�� ��� 4 ��7��� 4�� �;��� 4	� �� � c-.���/�A�"&!�� � q�,�3�+������ � ��� � �2��� � �� � �����7��� �  ��� � � � ���
9 *!� * � � �H&!� ������ ��N��� � ���!�! * 
�� ������� � �	� ��N������� �)�,�K-@��/ � �'�� F := {1

2
− 1

n+2
, 1

2
+ 1

n+2
|n ∈ N} *

� &!� � � r���H��� � �� � � � & � � � ������"C-@��/ � �'��G �%� � �+��/0��� � 4 �� � ����� �������Ao � �
Z * 
�� �!���� � ���'�����

����/�/0G�)' � �� �+0��/0����
[0, 1]

/K&!� � �  � 8���:�������� � ��� � �2��� � ��
a ≤′ b

� � A� ���&!�'�/0���� � � ���
�
z ≤ a ≤ b < z′

���
z′
����w�� �+&���������+�&!� � 

z
� �����>���r-@��/ � �'�� F * 
�� �;�&#�K������� �N/w&!� � �

S1 � Y���I�������� � ��� � �2��� � �� ≤S1 := {(eiθ, eiθ′)|0 ≤ θ ≤ θ′ < 2π} * 6 ����� � � � � � �����+/ � ����
�����#� � ����� � ����� �����*� � �*&!��

γ
� 

[0, 1]
/�����

S1
�"�������q(*&!

γ(≤′) ⊆≤S1

�  �m'=��&����' �q�!���8�+� � / � ������ *
D ��&�� �!�+ �� � �+ �/0���� � ������/ � ����?�����!� � ����� � ��� � �;��&!�N�+��&#� n ∈ N

� � � � ����<��&	/�� � ���a&!�!8(�& �
�p; �A�"&!b��!� ���"�/�����

n
�+��&!� � � �����_�� �+����_�+� � �����!��/0 ��+� � (�&# * M  �_�+��,��� � ����� ������� � �  ��� � �S�! �������' � �� � �!� ��� �5-.���/� � �5A� � ����/0/�N�� �!�+ �/�� � ���'N� 4  ���� � /0 �59+9+9 * % *!� � � �S�� � �%�" �  �`�����!� � � ��� � ��������*� � �*&!�� ���+� � ���"���*�+ � � 
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[0, 1]
(*& � �!)�!�� �+��+/� �����3���K�+������ � ��� ≤′ *M q-@� � � � ��! �!�'&��y�4/�� � �F��� 4 � �=��� 4�� �+ �  -.���/�A�"&!�� �!� ������� �  ����/ �!� � �"�/���*�7�,�$�+������ � ��� � �2��� � ��

� K���0�+� �;������� � a(�&#?���H��� /0�� ��&!�
[0, 1] *#D ������h�/ �!�� �n��� �=��&!���"� � � �+� � �>' � �� � /���� � �#��3(*&!

[0, 1]
��� � �$/K&#� � � �2&#��';���Y��� � �+N(*&!�� �����#(�&#�P@� �2�� � ���+����� � �H&!� �+��_��� � �+��+&!�$� � � / �;�����"a(*&!��

����+�/ '!��0 �%�w&!�E �(*& � /��������� � 0���2�K� � ��/0 � & � 4 � � � R �FA� � ����C�+� �=������� �  ���,��� � � (*&! * l ���+/ � ���� ��� ���� � �" � 
[0, 1]

A�y�' �F�����!� � � �P� � ����� �������%�1�����+ � � � �* ���y���������_�"� � � �!� � � � �' �  /�� � � ���(*&! �;�&#�
���+�+�&#�!)�����#� � ����� � ���)������� � �*&! � 

[0, 1]
� �����

[0, 1]
(*& � �!�� ����+/����p'=���K��� � �+ * D ��&!� �#�+ ����9/�����w� � �� �=��� /��8�+�� ��� 4 ������� 4�� �;��� 4	� �� � � K�+�"����� � � � / � �+ a�� � �2����� � � � /0 ��"� �  � ��������� �  ��� � � � ���

� �H&!�<���������K��� � ���!�! * k �� � ����� � & � � �����0�!��� � ��� � �H � ������>�4/���>����,�P� � ��� �  � �8���������+&# � �����
�� � 4 � � � �+�+09�P6/�� � � �  ��� � � � ���I9 * H * U R ����/0/�G&!�E��&#� � �y�"�� 4 � � (�&# �=��+/0����1����� �  �!�+��&7/���w�,�
���KI ����/ �!�' ��+& �  �  ��� �	��
 * 
�� /���& � �+� � � &!��� � � � �+�� −→I ����/0/�a�)' � A�+I �+G��/���*�5/8� � ������,� �=� ��
(*&!��'(*&! � �!� � ��&#�'�" ��$�+ � 4 � � (*&! ���e��<�p;�� �;�� �+&����;���"������(*&!>���H���:/K&!� � ���+

S1 � >�,�G�+��,��� � ���
. = {(eiθ, eiθ′)|0 ≤ θ ≤ θ′ ≤ 2π} ���:��' � ��:&#�!a�+������ � ���C�+ ���� � /�a��3-.���/� ���!����'`� �2���� ' � �����#� �!���)�"�"����� � � � /�`/8� � � �=���/�A� � � �4/�� � � � �� '=��&������� * j �YApeA� �

[0, 1] // S1

t
� // ei2πx

H %�1



 �%�0' � ��v&!�I/������ 4!� �+/0 � �� �	� 
 * k  �=�� � ���*� � � �7� �2����)����� �=� � � � '#�� � K-@� � �� �!�'&�� � �&!� ��-.� � �����+��&!� � & ����������� �!���3��h�/ �!�� �
[0, 1] // S1

t
� // ei4πx� �H �%� ��� �)&!�Y/0��� � 4!� ��/� � �� �	� 
 *

�
������� � ��� � � �#% $�� !#�   � ����� � 	� � ���  � ��!��������


�� /��Y/�� � ���+��������> ��+�� � ����,� �  ��� � � � ��� �  �����" 0����� � G-.��� � ��/0����"���� � �	�	��
 * � �2����+I �KI �#� �+
��� � ���+����� �A� � ��� � �2&!�r-.���/� `A� � �2&#�!>&#� � ��� ��� �  � a-.���/� �� * 
��:�#���"��"� ����$�)' � �� ([0, 1], a0 <
a1 < ... < an

) * 
��:�G������� �
2 	 	�	43�� 3�
 �C<������������������

� � � � θ : (I, a0 = 0 < a1 < ... < an < 1 = an+1) −→ (I, b0 = 0 < b1 < ... < bp < 1 =
bp+1)

�
θ
�����&#� � �+��/���� � 4!� �+/0 �  � � ��
 � � A� ���&!�'�/0���� � � ����q�+�+� � � ��� �+���� � ����� �+& � /����*�+ � �������

�"�P� � �%-@� � �+ �0F
� * n = p

�
H * θ  �%� ���"� � �A�"�/0��������+� � ���"���*�+��
% * ∀i ∈ {1, ..., n} θ(ai) = bi *

�C< :���� :�3�M � �!�+�&7/� � & �!�+���;� � � � � ��� ��9+9�9 * % * H ����C&#�! �������+ �(�&#����� �!� �+����" � & �+ ��+&!� �1���
��������� � (*&!)�+& � /������3(*& �  �%�5��Y�� ��� � �" 5&!�!N��&#�+�+`-@������ � �2����#� � /0��)�����!�+� �=� � � � � ��� �59 * � * 1 F

2 	 	�	43�� 3�� �C<������������������

j �1����� � ���!�! �<&!�!<�����!� � � �P� � ���
f : [0, 1] −→ [0, 1]

� � �&L� �  ���"�+� � ������������ � ����� �+& � /������" �
� / �!� � (*&!����)���w�"��� � � �
� /0

� * f  �%� ' � � ���� � /� �
H * f  �%� ������� � �*&!��
% * f  �%� ���"� � �A�"�/0����$/0���!���+���! � � *  *

∀x < y ∈ [0, 1] f(x) < f(y)
��& ∀x < y ∈ [0, 1] f(x) > f(y).

� &����;� �������`(*&! θ ��� � �5&!� � ����/0����� 4#� �+/0 �  � � ��
 �e�� �����%� � ��&!� � ����
U(θ)

 ���a&#� 4 ��/0 ���/0���9I
� 4!� �+/0 � 

[0, 1]
�+&!�

[0, 1] * 6 � ��� � � � � ���#� � �0�,� �!��� �;��� � � � ��� �59+9�9 * % * % A�8���v�!��� � ��� � Y/0���"I
� 4!� �+/0 � �������	�	��
 �

θ
 ��� ���+� � �A�"�/���*� ����� � � �"�����" * j �"����� � ���#�! � i, j ∈ {0, ..., n} �"�� �w(*&!

θ(ai) ∈ [bj, bj+1[
� � � ��� �4/�� � �

θ(ai) 6= bj
�S���'�����5�!��&��N��&!� � �����` G�����'�/0����

bj < θ(ai) < bj+1�� � �����
θ−1(bj) < ai < θ−1(bj+1) * j � �������� �(*&!�����K���Y��&!�+� � �

θ−1(bj) 6 .θ−1(bj+1)
' � ��:(�&#

bj . bj+1 * 6 � ��� � θ � � � & � ��&#�!N�����!� � � �P� � ��� �  {0, ..., n} ��&!� {0, ..., p} �#�� /�� � ����� � 4 ��(*&! i �+&!����H&!� � (*&!
j
�"��n(*&!

θ(ai) = bj * j �C��&h�"�+ ���!& � �+(*&! θ ���� � � �  �A� � /��A� ����� � � �"�����" �!���2�����#� � ����� � ���� � � & � �+b���H ���7��&�� � � * j � �����%� � ��&!� � ���� n ≤ p * M ��7/ ��/0 �F������&#/���*��� ��� �����!� � (�&#����n' � ��> 0/ ��� �/�I/0���� �
θ−1 ��7/������+�+����7(�&# p ≤ n * M �2�����!� � ����� � ��� � � � & � �" ����� θ In�� � ��������&���� � ������� � � � & � �+�����

θ−1
I=����F&!�! ��� ���� � �+ �� ���H �%�+I �KI �!� �+b(*&! �;��&!�D�"��&#� � � �!� ��

i
� ����� {0, ..., n} � ���>� θ(ai) = bi *

�

H % r



2 	 	�	43�� 3�� 4 � <�� ���  �=< :
D ��&!� �"��&#� n ∈ N− {0} �*�"��&h�)�)' � A� (I, 0 = a0 < ... < an = 1

) �  � � ��
5���� � ����/0����� 4  � �����
� � ��
 � (

I, 0 < 1
n
< ... < k

n
< ... < n−1

n
< 1
) *

�C< :���� :�3c� � ��& �G� � �������� ���  ��+��3� � �����!� � � ��� � ��� �+& � /����*�+ * �

[
k
n
, k+1

n

]
//
[
ak , ak+1

]

x � // (ak+1 − ak) · (n · x− k) + ak

�� /���& � �+� � �K/8� � ���"��!����� �  ��!� � �K��� � �P�" G����� � 8-.��� � ��/���*�"���� � �H&!���)' � ��

(X, .)
�  � � ��
 *

D ��&!� ����,���7��� /��Y�����!� � (*&!��N�,�r/0 �� 4 � �  �  ��� � �" � �����K��� �� �A� � ��� ��9�9 * � * 9 �b�!��&��>-@��&#�N�"��&#�� �2�2'=��� � � 4 � � � � �C&#� �)' � ��+I �+0��/����� � �� ����"�����H � ������ ��� � ���#�! −−→
[0, 1]

/�& ����/0/�v&!� �)' � A�
�  � �	� 
 �q(�&!����� �

s
��
t
� � ���?�� /�� � ����8�� ���= �A� � /��/0���� ∗ := {0} �+&!�

0
��

1 * * � ���#� � ���,�
�  ��� � � � ��� ��9+9 *!� * % � �=��&!�`�4/�� � ��&#�!�� ���+ G����� �  � � 4 �/ � � � � �F�!��&���-@��&h����������� �  ��� � ��K���� ����I
�^E��! � �!� �%� � �m��&! �� * j � �+& � /������>�' �)����� /����� � ����� � 0�,� �+���� � ��� ��9+9 *!� * % �_��� �;� ��

0 · I = {0} �
1 · I =

−−→
[0, 1]

A� �=��&!�
n ∈ N n ≥ 2

�
n · I :=

(
[0, 1], 0 < 1

n
< 2

n
< ... < k

n
< ... < n−1

n
< 1
)
*
�� �=� ��N 0�����'�/0���� �=��&!�

n ∈ N\{0} �� k ∈ {1, ..., n} �!� � � ���!� � � ��� � ���

i
(n)
k : I // I

x � // (k−1)+x
n

�!& � � �
2 	 	�	43�� 3�� � :� �@:

D ��&!�5�"��&#�`���� � ��5�����"&#�+�� n � (n · I, i(n)
1 , ..., i

(n)
n

)  �%�`&!�I�+��!�+ ��+����"����� � ?�,� ����� � / � �" � & �#� �KI
���+��/�/0

I I I I I I

∗ s

>>}}} ∗t

``AAA
s

>>}}} ∗t

``AAA
s

>>}}} ···
∗t

``AAA
s

>>}}} ∗t

``AAA
s

>>}}} ∗t

``AAA

*  �!��&����R ��1���*� � ���#�! �
γ1 : In −→ (X, .)

�
γ2 : Im −→ (X, .)

��
γ3 : Ip −→ (X, .)

�+����$(*&!
���� �����a�+����= ��� � /� � � 

γ1

�� � 
γ2

��� � ����>�' � �  �'!&#���w�+����= �A� � -
� � 
γ2

�� � 
γ3

�_���J�:���'�����
γ3 · (γ2 ·γ1) = (γ3 ·γ2) ·γ1

����� ·  �%������������� �P�" ��!��� � ���0�+��'��3(*& �2����' ���� �  ���� �  � ����� ������ �A� � �����9�9 * ��* d ���+�� ' � ���(*&! ��A�+�+� G����� � �+ ���� ���"� � �A�" A� ����� �+�&!���/���*� � � ����/0����� 4#� �+/0��!� � � � ������ � ��
 *
�C< :���� :�3 � &#���(*&!���� ��� ��&!� �)/������+�+����$(*&!
∀x ∈

[
0, n

n+m+p

]
γ3 · (γ2 · γ1)(x) = (γ3 · γ2) · γ1(x) = γ1

(
n+m+p

n
x
)

∀x ∈
[

n
n+m+p

, n+m
n+m+p

]
γ3 · (γ2 · γ1)(x) = (γ3 · γ2) · γ1(x) = γ2

(
n+m+p

m
x− n

m

)

∀x ∈
[

n+m
n+m+p

, 1
]
γ3 · (γ2 · γ1)(x) = (γ3 · γ2) · γ1(x) = γ3

(
n+m+p

p
x− n+m

p

)

�M a���/0/0 ��9�9+9 * % * 
K�!��&�� � ���!�! � �����a&!�!)���+�+&��A�"&!�� � )�����" 0����� �  ��� 4 �/ � ������&!��� �	� 
 *
2 	 	�	43�� 3� �@:��� <�� � :

j �1����� � ���!�! )&!�G � ������)��� � ���!�! −→X � �����b�,� �+������ � ��� � �H��� � �+ ����&��"I � ��������"3 �%� ≤ � � � S0, ..., Sn �%�K&!�E�+�����&7/����/0����Kg Z*MP^JU � 
X
P@���H � ������0�+� �;������� � (*&!��+��&��9I � � ������ �  −→

X
R �7������� �

(X,≤
∩(S2

0 ∪ ... ∪ S2
n))

 ���$&!�:�)' � ���� � �� � ��
 *
H % �



�C< :���� :�3EM �5�+��,��� � ��� ≤ ����x-.��+/0 �� � ��� � (�&# S2
0∪...∪S2

n

����� � �2����b&!�! &!� � ��� ��� �  �  -.��+/0 � *M � �!� �����������' ���� � ������&��+ � ����� ≤ ∩(S2
0 ∪ ...∪S2

n)
� ���y���5-@��/ � ���'

(Si)i∈{0,dots,n}
�� ����&7/��+

X * �

* ����� �	�	��
 �����8� � /�A�x�"��&��c���� � ��/�� � �!�� �  �!��4 ��/����"� � �  P6/�� � �x��� �  ���� � � � ��� ��9�9 * % * U R � � �2����9I
�KI �!� ��$(*&!3�"��&#� �2' � ��

X
�  � � ��
 � ����� � �2������ �� �+��&��"I � �������������

[0, 1]× [0, 1]
��c�"��R(�&# �=��&!�

�"��&�� ����&��!�' �
(x, y)

��
(x′, y′)

�����!�����+�������� �
[0, 1]× [0, 1]

/� �� � �������
x ≤ x′

A�
y ≤ y′

�����N&!�
� 4 �/ � � �!� � � �� � 

(x, y)
/��� �

(x′, y′)
� ����� � � ��
 ������b&!� � ��/8� � �! �  �!��4 ��/����+� � �  � � / � ��� � '!�� *
�� �=�&#�q/�� � ���"�������� �  ��!� � �b&!�! �!��� � ��� � � 4 ��/0���"��� � ��+&#� �	�	��
3���&#� � � � �+�����b�,� �!�'4 ��/0���"� � � 

��������� � �" � ������� �	� 
 P6/�� � ����� �  ��� � � � ��� ��9+9 * % * 
 R ��3��� �!��� �;��� � � � ��� ��9+9 * % * r *ED ��&!���"��&h�)�)' � A�
X

� �� �	� 
 �����r�!���" �  �����+/�� � � ∼X ���G�������� � ���
{

(γ, δ)
�#� � 4 �/ � ��� � �� �	� 
 ∣∣∣ � �e�� � �%�"a&!� � � � � ��� �  �!�'4 ��/0���"� � �  �q����"��

γ
��
δ
}

2 	 	�	43�� 3�� �@:��� <�� � :
j �1����� � ���!�# � � �&L� �#� � 4 �/ � ���

α
��
β
�+&#�

X
�
α ∼X β =⇒ α(0) = β(0)

��
α(1) = β(1) *
����)'#� � ��*� ����,� �!���q&#�!��+ ���&!���+����� � /�/0 �#� ���+ �+&!�����N�'���m��&#�&!� � & � � � � ��� �  �!��4 ��/����+� � �  �

����+�+
α
��
β *

2 	 	�	43�� 3�� �@:��� <�� � :
� � � ���� f ∈ RSpc[X, Y ]

�
α, β

� �&L� �!� � 4 �/ � ��� ��&!�
X
��
H
&!�! �!��4 ��/����"� � �  � 

α
/�����

β
�

���'�����
f ◦H  �%�3&!�! �!�'4 ��/0���"��� �  � 

f ◦ α /��� � f ◦ α �!�� � ������� α ∼X β ⇒ f ◦ α ∼Y f ◦ β��$���:� � �����`�����!�+�/ � � �+ �!����� �  � a�,� D k�l *
2 	 	�	43�� 3�� � :� �@:

� � � ���� � �&L� ���� � �� �
n, p ∈ N

�!��� �*&!� � �5&#� �2' � ��
X

�  � � ��
<�� � �&L� �#� � 4 �/ � ���
γ ∈

C[n · I, np · I] A� δ ∈ C[p · I, np · I] �"���� (�&#��;��&#� �"��&#�
t
�����������"�������� �

[0, 1], γ(t) = δ(t)
�

���H �%�+I �KI �!� �+a� � ���*� �,�K/ ��/0a�����#� � ����� � ��� ������� � �*&!)����&��9I � ��������" * 
��Y� δ ∼X γ *
�C< :���� :�3 M �K-@��/ � �'�� �  �
[
0,

1

2

]
×
[k − 1

n
,
k

n

] ���
k ∈ {1, ..., n} A� �  �

[1
2
, 1
]
×
[k − 1

np
,
k

np

] ���
k ∈ {1, ..., np}

��������� � �"&#0&#�E�� ����&7/��+�/0����>-.��+/0 � 
[0, 1] × [0, 1]

�� � ����� � � ���#� � �N�,�C���/����+(*&! ��9�9+9 * % * � �� � � & � � &!�v�)' � ��
A

�  � �	� 
>(*& � ���� �e���v��&/� �� � ��>-@��� � ���/0���� �;&!� � ��/8� � �! �  �!�'4 ��/0���"��� � 
� � / � � � � '!�� * d ���"����� h � � �����!� � � ��� � ��� ������� � ��&# ����&��9I � ��������" ����/0/K&!�! � γ �� δ * d ���"����� ��&���� �
ξ ∈ RSpc[np · I, X]

�+��_(*&! �=��&!�)�+��&#�
t
�����������+������*� �

[0, 1]
�����Y�

ξ(t) = h(t) * 9 �D ���$-@��� � ��� Q/� �� � ����?(*&!
ξ
 ���+' � �� &#��/���� � 4!� �+/0 �  �	�	��
 �����K��� �+��,��� � ��� � �����

np · I  �%�G/K&!� �  �%� � ������&��� � ����� ������� � �����`����`/K&#� � 
n · I P.�"��&#� ����/�/0 � ����� ������' � �����`����`/w&!� �  p · I R *M � � ���!� � � ��� � ���

H : (s, t) ∈ [0, 1]×[0, 1] 7−→ h(t) ∈ X � � � & � �F���'�����_&!�w ��� �/����� � 
RSpc[A,X]P@������ /� �� � �! �  �,�>/ ��/03-@������8(�&#5���H��� /� �� � ��5(�&#

ξ
���� ' � ���&!��/0����� 4!� ��/� �  � �	� 
 R (*& �

� �2�4/ � �+ ���"��G&!�! �!��4 ��/����"� � �  � 
γ
/��� �

ξ * 
��v�"�+��&7/��' � �� ���!� � G�,��/ ��/0?/���� �
� �+K&#�!
�!�'4 ��/0���"� � �  � 

δ
/��� �

ξ
A� � �����

δ ∼X γ * �`�"� � 4!� (*&!�/����� � � �����3�� � � � ��� n = 3
A�
p = 4

�

����,�?�+�/ � ���� � �  ����&��=��$�� �����+�� N&#� � �+ � a�,�K/���� �
� �+ ��& � /������" *

�

H U +



M G���/0/0 ��9�9+9 * % * � � �0��/�?�� ��&('����"������8(*&!G���H��� �;�&#��� 4 ���m����a�� � ��/8� � �! �  �  ��� � � � ���
n · I � �H&!� �#� � 4 �/ � � �����0� � � / �;�����"r(*&!��

np · I �;��&!�
p ∈ N

�!��� �*&!� * M  �!�+�)'#� � /0 �  �
�!� � 4 �/ � ��� �  ��� � � �+&!�

0 · I  �%�)&!�! ����� 4 ������� �  � ���*�q��� �=��&!���"���+ �  �-@� � �+ �  �#��&�� � �&#���q-@������ �
�,� �!�+�/ � � ��  ��"�����7�+��&#� � � / �!���/����� �  �! ������������� ���  ��+�� �  �+�� � �!� � 4 �/ � ��������� �+������ � ) ��"�����
� )�' � ��� ���� � ���� - � /0' � ��) �5�"��&��b�' � �!� � 4 �/ � ��� �������%�1������� � $/ ��/0 /����'�&!�����,�5�+�+� � � �
� /�q ��"�����
�  �� ��# ��"��� � ����_�,� �  ��� � � � ��� � � 4 ��/����+� � �  �!� � � �� �x�� �=���/�A�+�"����� ������ � ��+� � � �� � � � �A�"�� �  ��� � 
�+&#�)&!�C�"� � ���m���' * M �w�+�+� � � � � /0 �+����&#� � ��������3���w/�� � ��� �����#-.�����1�#'!�� �#�! ����!/0� � ����� � �����)�� ��� � ���� ��! ��+��� � 5�,� �� �A� � ������9+9 *!� �����H �����,� ���&!�' � �������#��&�� �!� ���=� �+����� * * �����)�� � ��� �#�+ ������ �#���Q/��� �#�+����=��&!�)�,� �#�+�/ �
� �+ ������&#� � ��� *2
	�	�	43�� 365�� 4 � <�� ���  �=< :

�� �?�' %��6S;T �=� � ��� � N�����!�+� �=� � � � � ��� �59+9 * % * r *
M  �����+�����,� � �+���9�9+9 * % * � + �=�&#�>��I-@� � � ���"�� �  �/0�����"�+ �!� �+ �A�"�/���*� � � � �+& �0�>��E�p;�� �  �����LI
� � �  �����3���2�����#� � ����� � ���

H
�  ��� �  �+&!�

[0, 1]× [0, 1]
�����

H(s, t) := γ(t)
P �4/� �a����$�#���1��� � ����� � &

���/�/0 �59+9�9 * % * ��R �#��:/K&!� � ���+����� [0, 1]× [0, 1]
� `�,�w����,�P� � ���

(s, t) . (s′, t′)
� � ������&!�'�/0������ �

t ≤ t′ *2
	�	�	43�� 36575�� :� �@:
j �1����� � ���#�! � γ : n · I −→ (X, .)

��
γ̃ : (n+m) · I // (X, .)

x � //

{
γ(n+m

n
x)

� �
x ∈ [0, n

n+m
]

γ(1)
� �
x ∈ [ n

n+m
, 1]

9 � � �?&!�! �!�'4 ��/0���"��� �  P���������� � �" R �  �	�	��
 � 
γ̃
/�����

γ *
�C< :���� :�3
H(s, x) := γ( n+m

n+sm
x)

� �
x ∈ [0, n+sm

n+m
] := γ(1)

� �
x ∈ [n+sm

n+m
, 1] * M � � ���+�+ 

[0, 1]2
����>/K&!� � � ����r�������� � ��� ≤2 ∩

(
S2

0 ∪ · · · ∪ S2
n

) �S���E(*&!��c(*&! �+� � �
��� � � �!� ��

k
� ����� {0, ..., n − 1} � Sk  �%���'�(*&�� � � � ����� � �+ �  �� � / � �" �����?�' �

�+0��/0����"�
[( k
n+m

, 0) , ( k
n
, 1)]∪ [( k

n
, 1) , (k+1

n
, 1)]∪ [(k+1

n
, 1) , ( k+1

n+m
, 0)]∪

[( k+1
n+m

, 0) , ( k
n+m

, 0)]
A�

Sn
�' �+� � ���m���' �  �� � / � �" ����� ���� �+0��/0����"�

[( n
n+m

, 0) , (1, 1)]∪[(1, 1) , (1, 0)]∪[(1, 0) , ( n
n+m

, 0)] * M � �m��&!�+ �  � �+� � �"/0�����"�+ �� �>(�&#� � �' �  ��� �/���*��� �  �,�N-@��/ � ��
(Sk)k∈{0,...,n−1}

�+ � �+�/+'!������ *
�

S0 S1 S2 S3 S4 S5

S6

2
	�	�	43�� 365�
 4 � <�� ���  �=< :

�� �?�' � � T � �� H � S;T �=� � ���"� � N�����!�+� �=� � � � � ��� �59+9 * % * r *

2
	�	�	43�� 365 � � :� �@:
� � ���I��&!�! �!�'4 ��/0���"��� �  �  α /��� � α′

�e&!�!G��&#�+�+ � 
β
/��� �

β ′
A�`(*&!

β(0) = α(1)
�n������� �

���:�G&!�! �!��4 ��/����"� � �  � 
β · α /��� � β ′ · α′ *

�C< :���� :�3 d ���+�����>�+ � �;���� � /��/����� H1

A�
H2

�' � �!��4 ��/����+� � �  � � 
α
/��� �

α′ �� �  β /��� �
β ′ �#& � � [0, 1]× [0, 1], .1

��
[0, 1]× [0, 1], .2

���� � ��/�� � �!�� �  �#��4 ��/0���+� � �  ��&!�$�� ��(*&!�� � �������
�  ��� � �

H1

A�
H2 * 
�� �  ��� � �$���G�������� � ���

.3

� >���?-@������ �+& � /����*�+�� �=��&!�3�"��&��
(s, t), (s′, t′) ∈

[0, 1]× [0, 1]
�!��� �=� �+

(s, t) .3 (s′, t′)
� � A� ���&!�'�/0���� � �

(
s, s′ ∈ [0,

1

2
]
A�

(2s, t) .1 (2s′, t′)
) ��& (

s, s′ ∈ [
1

2
, 1]

��
(2s− 1, t) .2 (2s′ − 1, t′)

)

H U �



�!& � �)�,� �!�'4 ��/0���"� � � 

H(s, t) :=

{
H1(2s, t)

� �
s ∈ [0, 1

2
]

H2(2s− 1, t)
� �
s ∈ [ 1

2
, 1]

.


��(/� �� � ��?��EApeA�`�"� � ��-@��� � ���/�����`(*&!
H
 ���a&#� /0��� � 4!� ��/� �  � �	� 
K(*& �y� � � & � ��&!�! 4 ��I

/0���"� � � ��#��& �+���� ���,��� � � (�&#�������+�+
β · α A�

β ′ · α′ * �

2
	�	�	43�� 365 � 4 � <�� ���  �=< :

�� �?�' U �6S;T �=� � ��� � N�����!�+� �=� � � � � ��� �59+9 * % * r *
M  � �����+���'�,� � �+����59+9+9 * % *!� H � ��9�9+9 * % *!� + �� �59+9+9 * % *!�4U �=��+/0����"��*� � � �����!� � (�&#��8��� �!�+���;� � � � � ���
��9�9 * % * r A�G� � ��� � -.��&!�+� � ��������G&!�!C�!��� � ��� � � 4 ��/0���"� � �  �+&!� �	�	��
 * j � �����%� � ��&!� � ����7��� �=�&h�
/� �� � ����3(*&! � �	� 
� ���$&!�# �����" 0����� �  � � 4 �/ � �����+� �=������� � (*&!�/0���� ��������� � �+ ��&!� ;7m&= � *

2
	�	�	43�� 365 � � :� �@:
� � � ���� γ, δ : n · I −→ n · I �"����)(*&! δ = γ ◦ θ �!��� θ ∈ RSpc[n · I, n · I] ����$&!� � �+��/���� � 4!� �+/0� �� � ��
 �R������� �

γ ∼n·I δ *
�C< :���� :�3ck �� �H �%�b(*& �2&#�!3� � ���h�1��� � ��� � &�� ��� �  �����	� 
 *ZD � �+����� ψ(t) := max(t, θ(t))

�
ψ
 �%�

��������� &!� � �+��/0��� � 4!� ��/� �  � � ��
 � 
n·I ��&!� n·I * j �w�p;�� �����K� ψ(ai) = max(ai, θ(ai)) = ai� �2���!� � �c�� �!��� �;��� � � � ��� ��9+9�9 * % * H � � ��!�'&�� � � ai ≤ t < t′ ≤ ai+1

�*���'�����
ai ≤ θ(t) < θ(t′) ≤ ai+1I ��������+ � � ���#� � � �� �!�+� �=� � � � � ��� ��9�9+9 * % * H I � ����� ai ≤ ψ(t) < ψ(t′) ≤ ai+1 * 6 � ��� � �R�"��& � ��&!���� �2���!� � �b�� �#�+� �=� � � � � ��� ��9�9+9 * % * H � ψ ����b&!� � ����/������ 4!� �+/0 � �� �	� 
 * j / ��� �/�/0���� � t ≤ ψ(t)

��
ψ(t) ≤ θ(t) * 6 ����������� �  ���� � �

H0(s, t) := γ((1− s)t+ sψ(t))
��
H1(s, t) := γ((1− s)θ(t) +

sψ(t)) * M  � ��/8� � �! �  �  ��� � � � ��� ����/0/K&!� �
H0

A�
H1

 �%� −→
I × (I, a0 < ... < an)

-@� � �"���*�
� 
H0

A�
H1

�  � �!��4 ��/����"� � �  ��� �!� � ��� � �����'�/0���� ����� ��3(*&! �=��&!�y�+��&#�
s
�����������"�������� �

[0, 1]
�

���:�
ai ≤ t ≤ ai+1 =⇒ ai ≤ (1− s)t+ sψ(t) ≤ ai+1��

ai ≤ (1− s)θ(t) + sψ(t) ≤ ai+1.

6 � ��� � ��� �
γ ◦ ψ

γ

H0

=={{{{{{{{{
γ ◦ θ = δ

H1

eeKKKKKKKKKK

A� � �����
γ ∼. δ * �


��I�8/�� � ���"��������`�'w/����" �� � �� �+& � �"���*���=��&!� �  ���� � ����� � ���+ G����� � N-.��� � ��/���*�"���� � �H&!�v�)' � A�
� �� � ��
 *
d ���"�+�'!&#�> �%�K/�� � ���+�������� �  ����/ �������� �S ��"����� � ���!�! �&!�J�)' � �� −→

X
�  �����	� 
 �7�' �N�!��� � �����

�  �����" 0����� � 8-.��� � ��/0����1���' �  −→
X

�� � 
i(
−→
X )

�x���
i
 �%�G��0-.�������+�&!� � � � �����'&�� � ��� �  �����	� 


� ����� �	�	��
 * 
�� �����+����"� �  �!��4 ��/����"� � � �� �#� � 4 �/ � �:A� �����" 0����� � `-.��� � ��/���*�"���� � ����� �����	� 

��& � ����� �	�	��
 * M  �� �+&#�'�1�P� �  �,� ����/ �����"� � �+��� ����"� �!�������/����� � ���#�! �����8��:� 4  ���� � /�
��9�9+9 * % *!� � *
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	�	�	43�� 365 � � :� �@:
� � � � H &!�! �#��4 ��/0���+� � �  � ����� �	�	��
 �+&!� −→

X
�����'�����

H
� � � & � �F&#�! �!�'4 ��/0���"� � � 

H ′ � ����� �����	� 
�+&#�
(X,≤X) *

H U H



�C< :���� :�3 D ��� �  ��!� � � � ��� �F(*&!��q(�&# �+� � �K�' ����&��!��
(s, t)

�����������"�������� �
P@���H����+�/ '!�� �+��&��"I
� �������� �  R −→

I2
�y�����

H(s, t) = H ′(s, t) * 6 � ��� � �7��� ���&!�' � 4 � ���(*& � � �c�!��&��N-@��&#�&/� �� � ����K �%�
(*&!

H ′
�!�� ����+/�>� �2��� � �� *ZD �+��!����� (s, t) ≤ (s′, t′) ∈

−→
I2
�!��� ≤ ����3� �2��� � �+ �!�+� � & � � �+&!�

[0, 1]2 ** �2���!� � ���' � �  ���� � � � ����� �59+9 * % * U �� ��9+9 * % * 
�� � � � ��&!� �!� � 4 �/ � � � �� � ��
 �;�!���+ 
γ
� ��&!���' � �KI

/�� � �! �  �  ��� � � � ��� � 
H
����������� � 

(s, t)
�

(s′, t′) * * � � �!� � �$��� �  ��� � � � ��� �  �!� � 4 �/ � � � �����
� � ��
 �

γ
 �%� �  ���� � � �+&!�

n · I �=��&!�3&!� ����%�1� � �r���� � ��
n ∈ N * 6 � ��� � ���Y� γ(a0) ≤X γ(a1) ≤X

... ≤X γ(an−1) ≤X γ(an)
� � �����

γ(0) ≤X γ(1)
� � *  * H ′(s, t) ≤X H ′(s′, t′) *

�

2
	�	�	43�� 365 � 4 � <�� ���  �=< :
j �1����� � ���!�! �� γ, δ � �&L� �!� � 4 �/ � ��� � ����� �����	� 
 �+&!��P@&!�C������ ��`��� � ���!�! R −→X �#���C�

γ ∼dih δ� � A� �+�&#���/0���� � �
γ ∼−→

X
δ

�C< :���� :�3�* �2���!� � �a��?���/�/0 �59+9�9 * % *!� � �D��� �  ��!� � � � ��� �  ∼X ��)������' �  ∼dih P6/�� � �`��� �  �-_I
� � � � � ����9+9 * H *!� R �)�' � � � ����� �  �!��4 ��/����"� � �  � � ����� � � ��
Y����"�+

γ
��
δ
� � � & � �0&!� � � � � ��� � 

�!�'4 ��/0���"� � �  � � ����� �����	��
:����"��
γ
A�
δ * 9 � ���2����+& � ��(*&! � �

γ ∼X δ
�)���������

γ ∼dih δ �
�,�

�+ �� � �!�+��(*&!a ���$ �/ � � ����+ * �

2
	�	�	43�� 365�� � :� �@:
� � γ  �%�$&!� �#� � 4 �/ � � � �������	�	��
 ��&!�3&!�r ���!����N��� � ���!�! −→

X
�����'�����

γ
� � � & � �)&!� �!� � 4 �/ � �

γ′�+&#� −→
X

� ����� �����	��
 *
�C< :���� :�3 
`�r�/ �!�'� � 5�� �)/ ��/0 �$���+��&!/0����"�)(*&! � �����$��� �!�+�&7/� � &:���/�/0 ��9�9+9 * % *!� � * �M  �x�'�/0/��� ��9�9+9 * % *!� � ����59+9+9 * % *!� r -.��&#�+� � ���+����b�� �b������&!/0������ �;��+/0����1����� �  �#�+��&7/���x(*&!3�,�� �P�" G����� �  -.��� � ��/���*�"���� � �H&!�������� ��3��� � ���!�! ��� �%�"3�,��/ ��/0 (*& �H��'�� �+� � � ��������&!�� � � ����� �	�	��

��& � ����� ��� �	��
 * 6 /����*� � �2�����'����!��&��>��� � � �S�!��&�� � ���!�!�����K(*&!��'(*&! �?�!���1��� � �����N��w�"�����;��������(*&!��'(*&! �:�+ ��+&!� �1����� * M � � ���+ G����� �  ��� BDmWo8����:&!�! ����&��9I � ���+ G����� � v�� ��� �� 4!� � �"�����+ � 	Bnm o �

i�  �� � ���!8�'�-.�����A�"�&!� � � � ������&�� � ��� �  ��� BDmWo � ������Bnm oaA�
r a i �"� �� ������� � ��� � η  A�1�����?� �2&!� � �" � N���2� �:� ������� � ��� * d ��&��$�"�����=��'�����$��&�� � � (*&! �����	� 
a���� &!�!��+��&��9I �����" 0����� � a�+ �� � 4!� ���+�����" � 

� � ��
 �q(*&!
i′
�  � � ���!r��C-.�������"�&!� � � � ������&�� � ��� �  �����	� 
 � ����� � �	� 
C��0(*&!

r′ a i′
 �%� �+�

�+ �� �A� � ��� �
η′
 ��1���*�$� �2&!� � �" � N� � � �:� �����A� � ��� *

2
	�	�	43�� 365 � � # � � <�6�@:

�� �?�' �!� �����"��/0/� ����/0/K&#�"��� � - �+& � /������

�����	� 
 � � i′ //

π1

��

� �	� 


π′
1

����� Bnm o � �
i

// BDmWo
� � ��� � (*& �2&#�!K�"�+������-.���+/���� � ���Y�!���"&!����'��

(r ◦ π′
1) ∗ η′

- � 
r ◦ π′

1

/�����
π1 ◦ r′ * 6 &h�"�+�/����� �!� �Gj_SO�RbfZY � ] O�] akQ V�fFO�V#O^T8RbcFRUOSK��Ef���f
	��!V2OS]�f�akQpX�[�#K�R c RbO�K X�J a Z OSV2[jf�Q c Jj]�f

∗

H U %



���:�G�� �!� �����"��/�/0 ����/�/w&#�1��� � - ��& � /������
�����	� 


π1

��

� �	� 


π′
1

��

r′oo

π1◦r′

��
r◦π′

1

pp��� Bnm o BDmWo
r

oo

(r◦π′
1)∗η

′

Ya::::::::::::

::::::::::::

j �1����� � ���!�! �&!�J�2' � �� X �  � �	� 
 � �=��&!�
x ∈ X

� (
(r ◦ π′

1) ∗ η′
)
(x) = ηπ′

1(X)(x)
�� �;��&#�

α
��� 4 �/ � � �!� � � �� � ����� �	�	��
 ��&!�

X
� (

(r◦π′
1)∗η′

)
([α]∼X

) = ηπ′
1(X)

(
[η′X ◦α]∼X

)
= [r′(α)]dih *

�C< :���� :�3 � � � �G&#� ���������Y��� � ���#�! −→
X
�
π1

��
π′

1

�  � � ���!��*�0�� ���= �A� � /��/0���������G-.�������+�&!� �
� �P�" G����� � 5-.&!� � ��/���*�"���� �  �����	� 
 � �����)��� BDmWoc�� �  �	�	��
 � �����5Bnm o * D ��� �  ��!� � � � ��� � π1(

−→
X )��

π′
1(
−→
X )

���*�c�')/ ��/�3����+�/ '!�� � �H�)' � A�"� � �)�"�4/�� � �
U(X)

���H������/+'#�� �+��&��9I � ������*� �  −→
X * 
���K&!��-.�������"�&!�

F
� 
π1(
−→
X )

� �����
π′

1(
−→
X )

� ���*���,� ������� � 5�)' � ��3 �%�)��� ��� ���� � �" 5A�)(*& � �� /�� � 5&!�
/0����� 4#� �+/0

[γ]dih
� 

π1(
−→
X )

��&!�
[γ]∼X

�e���
γ
 �%��&!� �!� � 4 �/ � � � ����� ��� �	��
��+&!� −→

X
�
[γ]dih

�,�
���������� �  �!�'4 ��/0���"��� �  � ����� �����	� 
 � 

γ
��

[γ]∼X

�,� ���,��� �+ �  �!��4 ��/����"� � �  � ����� �	�	��
 � 
γ * j �1���*� � ���!�! &!� �!� � 4 �/ � � � ����� � �	� 
 ���!���+ 

γ′
� � � ���#� � �q��$���/�/0 ��9+9�9 * % * � r � γ′ � � � & � �c&!��!� � 4 �/ � � � ����� ����� ��


γ
�+&#� −→

X
�� �;� �+�����

γ(x) := γ′(x) * k ��� � ���/0���� � F ([γ]dih) = [γ′]∼X
**  �!��&�� � � �

γ1

A�
γ2

�+���*� � �� �#� � 4 �/ � ��� � ����� ��� �	��
C(*& � �+����� �!�'4 ��/0���"� �= � � ����� � �	� 
 �
���'����� � � � �!� � �0�' �����+���'�,� � �+ ��9�9+9 * % * � 1 � � � � �+���*�G��������+ �!�'4 ��/0���"� �= � � ����� �����	��
 * * �����C�,�
�����%� � C/���� � 4!� �+/0 � 

F
 ���$' � �  ��� � /�:A�

F
 �%�8&!� � ����/������ 4!� �+/0(P � IBnmWo R * d ��&��0�4/�������!����&7/� ?��� ����/�/K&h�1��� � / � �+ � & �#�+�/ � �� �!� �����+��/�/0��;��&#�5�,� ������� � >�)' � �� * � &����=� �+�����`/8� � �LI�"��������3(*&!

f ∈ PoSpc[
−→
X,
−→
Y ]

��� ��� �  ���,��� � �!�� ��� �+& � �" �#�!���+�����
i
�'5-.�����A�"�&!� � � � ������&�� � ��� � 

����� ��
 � ����� � �	� 
0A�
j
��G-.�����A�"�&!� � � � �����'&�� � ��� �  ��� BnmWo � �����?Bnm o * 
�� /��&#� �!�+��&L/���w(�&#

π′
1 ◦ i(f) = j ◦π1(f) * 
�� �+� � � �  � �`(*&! π′

1 ◦ i(
−→
X )

 �%� � �+��/0��� � 4  �
j ◦π1(

−→
X )

��c(*&!
π′

1 ◦ i(
−→
X ) �%� � �+��/���� � 4  �

j ◦π1(
−→
X ) *ZD ��� �+��&�� � � �  � � / �!� � � � �+ �� �+&����;� �������c(*& � � ��� �������c G����& �?��b�#���"��������� C �� C ′ * j �"����� � ���!�! $&!���2' � �� x �  C �����8�)����� � ���/0���� π′

1 ◦ i(f) = j ◦π1(f) = f(x) * � �
/0����� 4#� �+/0

α
�  C �=�&h� ���"��G�+ �#�+ ������" �����

[γ′].ho
��&

[γ]dih
���

γ′
����N&!� �!� � 4 �/ � � � �����

� � ��
���
γ
�� �#� � 4 �/ � � � ����� ����� ��
 �����+�+����=��� � ���*� � /�� � �?�'����/�/0 �59+9+9 * % *!� r ��0�' ��������� I

�,� � �+ �59+9�9 * % *!� 1 * � � � �*�+������*� ���!��� �  ���� � � � ��� �
(π′

1 ◦ i(f))([γ′].ho) = [i(f) ◦ γ′].ho
������� �a(�&#

(j ◦ π1(f))([γ]dih) = [f ◦ γ]dih
�=�� /���%�"& � & ������������� � �� ��9�9+9 * % * � 1 � [f ◦ γ]dih = [i(f) ◦ γ′].ho *M ������/0/K&#�"��� � / � �" � & �#�+�/ � �� �!� �����"��/0/05 �%� �!�+��&L/� � *
�� �?&!�#a�+�"������-.����/8��� � ���8�����"&#�+��'����

η′ : Id ������� ˙−→i′ ◦ r′ � � N����(*&!��'������ �  � & � �$&!�!`�"�+�����9I
-.����/8��� � ���Y�����+&!�+�����

(r ◦ π′
1) ∗ η′ : r ◦ π′

1 ˙−→(r ◦ π′
1) ◦ (i′ ◦ r′) * D & � � �D�� /���%�"& � & �!�+�/ � ��

�!� �����"��/�/0 ����/0/K&#�"��� � - �
(r◦π′

1)◦(i′◦r′) = r◦(π′
1◦i′)◦r′ = r◦(i◦π1)◦r′ = (r◦i)◦(π1◦r′) =

Id 	�
 ���� ◦(π1◦r′) = π1 ◦r′ * M �� � ���� �
� �+��x G����� � �+ �y A�1�����b�)'#�+��*&!��c�� � �  ��!� � ����� �q���� �  ��!� � � � �����
� �� �)' � ��"�3A� ���; ��"���+�&!� � � �������+� � � �"����� � �����$�' �)-.����/K&!���� *
�

����K
·
QS]�r X�J5T T8]:TWX&Z ]�K�J j�c5M a�JLRUK:X�Rk\^]�J ]�K�J cFf�QhK#TIdgO�fFomQ c RbO�K K:QhcF]�f JjaUaUJ�f

H U�U



9 � ����+� � � � ���" ��� �+����� �  �����!���#D'�"�+w(�&#���(*&!�� ����� �!� � � ����� � �!�+���;� � � 
(X, .X)

�+��&��`�� ��(*&!��'�� �
(
(r ◦π′

1) ∗ η′
)

(X,.X )

�����&#� � ����/������ 4!� �+/0 * D ���c��h�/ �!�'��h�� ������� ���  ��"�������' ���� ���� �!� � � �� −→
S1

�
� �2���!� � �`�,�����/����+(*&!w9 * H *!�4U �D���I� r′

(−→
S1
)

= {∗} � � ����� (π1 ◦ r′)
(−→
S1
)

= {∗} * D ���a� � ���'�&!� � �
��� �#�+��&7/�C(*&!

π′
1

(−→
S1
)

=	
� /�� � � ����&��9I �+���� � ��� ��9�9 * H * � * 6 � ��� � ���+������	��� � ������ � �h� � ��� � ����

�+ �� �A� � ���
r
� �Bnm o � ��������� BnmWo�� �e���<�

r
(
π′

1(
−→
S1)
)

= {∗} * M �H��h�/ �!�' � & ��������� �#� � � �� )�;�&#�
���+�+ �� ��! ��+��� � �+ �F

2
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 � �C<������������������

� � � � X &#�E�)' � �� � �� �	� 
?�+��x(*&!0(*&!�� �>(*&! �+� � ����
x
��
y
���������%�"����������

X
� � �x�� � �%�"G&!�

�!� � 4 �/ � �
γ
� ������� � ��
 �+&!�

(X, .X)
� 

x
�
y * 6 �'����� r ◦ π′

1(X, .X) = π1 ◦ r′(X, .X) = {∗}
�C< :���� :�3 
��<� � � �#';��� � � � �2���!� � �5���0���/����+(*&!N9 * H * �4U � π1 ◦ r′(X, .X) = {∗} * * �2��&#�+�+ �!����� �(*&!�� �?(*&! �+� � ����

x
A�
y
� �������%�"��!����� �

X
�c�����

π′
1(X, .X)[x, y] 6= ∅ � � �����C���/ ��/0C���"I��&!/0����G(*&! �����& � &#� � � � �� �=��&!���!����&7/���G(�&#

r
(
π′

1(
−→
S1)
)

= {∗} ����0����������/���� ��� ���0��� �
r
(
π′

1(X, .X)
)

= {∗} * �

2
	�	�	43�� 3�
.5�� ��� ���(���������
M  ^JO=[SO�� X_Z g O=[FX_f�^JZ�[;V f�i � 

(X, .X)
��& �=� � ���

x ∈ X
� �!���+ 

M(X, .X)[x]
�` ��� �����

�  ��� � � � ���
π′

1(X, .X)[x, x] *
k ����" �  ���� � � � ��� � �2�	��&���&!� � ���+ �� �A� � �������� � ���8��� ���H���
 ��+& �!� 8&!��������������� � ���!�! �x��	ApeA� �x��� � �P�" G����� � 0-.��� � �KI
/0����1���' � �2&!�w ���!����)��� � ���!�#  ��"����� �+����� '=��&������� ���� �+�&!���
�� � ��/0����� 4#� �+/0 � ������� �' � ��� ���� � �+ � * k ��/0/� ����� �#��/
�� ��&m��� � �+��

M(X, .X)[x]
����>&!�J/0���!� � �  * 9 �b �%� � / �=���"I

�1���*� � K�!���"�� (*&!�� ���,� �#� p; ��+����� � & ������&��=>-.��� � ��/���LI
�1��� � �H&!�� � ��������+� �=������� � (*&!��

M(X, .X)[x]
XSU*QxZ�[SX XS\

QxO=T [=V �Ff ��Z
x * 9 ���+& �G� � �2�2'��+��+/���v���H��h�/ �!�'

(A, .A)�  ���� � � �+&#���,� ����&!�+ �  � �+� � �" �;��&#� �+ ������/�� � �����+ � 
�� -@� � � * j � ApeA� �

M(A, .A)[x] ∼= (N,+)
� ����� � � � �

���'�����a(*&!
M(A, .A)[y] ∼= {∗} * M � �  �=�� � ������ �����N�"���LI

�=�����$��& �=� � ��� '�����>���� �:� / �=� ��� � '!�'��,���� ��! ��+��� � �"��� � ��� �#� I
�+����+ � K���0�#��� � ��� �  ������&��=>-.��� � ��/�����1��� * j � ��&#�"����=�,�� �P�" G����� �  �  � ���+��&��= ���7�!���" � ��� �S �%�K&!�! �+��&��9I �����" 0����� � 
 � � I �� ��� �� 4!� � �"�����+ �  � ��� * � � r′′ �K�����=��� 	-.�������+�&!� � 
� ���+��&�� � � ����� � ��� �(�S �%�?�,�:�+ ���� � ��� �  � � � � ����� �����x���������
r′′
(

N,+
)

= (Z,+)
� ����� �`�� �� ��! ��+��������� � ���+��&�� � ��� �KI

� � ��� � � & /����#��� � r-.��� � ��/�����1��� � 
(X, .X)

��& �=� � ���
x� �H �%� QSf � �' ���+��&��;)-.��� � ��/�����1��� � $���H � ������$�+� �;������� � (*&!

�+��&��9I � ������*� � 
(X, .X) *

x

y

k  �=�� � ����� � � ����� ����%�1� � ��� � ��� ������� � ��&!� � �������&!�<� � ��:����+�+w/0���!� � � a��#���+��&��;a-.��� � ��/�����1���
� a���H � �����������&��"I � �������� ��&('�� � ���+�F

��� O�]�c�opOSf VJa�RkT8opJL\^]�R.V2Jj]�c ejcFf J [PcFJ5K:X�] JjK ]�K J5K:X�OSopO�fFVJa:RUTFopJ J TIc�J5K^_�O*`S[ V:Qhf
r
T8]:fY]�K�J RUX�JjK^cFRbcF[0f

H U 
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 �C<������������������

j �1����� � ���#�! a&!�Y������ �� �  > ' �&@ - ) �=A X ��(*&!��D(*&! ��� � �
x
�����!�����+�������� �

X
�!���Y�

π1(X) ∼= M(X,X ×X)[x],

� *  * �� ������&��=�-.��� � ��/���*�"��� �  X  �%�c��)/0���!��� �  -.��� � ��/�����1��� � 
(X,X×X)

'����� $��& �;� � ���
x
�;��&#�y� � � / �;���%�"c(*&!��

x ∈ X * * �2&!� �=� � ��� � C/�&! � ���+ G����� � (*&! ��(*&!��!(*&! ��� � � x � �������%�"��!�����
�
X
�����:�?�� �!� �����+��/�/0 ����/0/K&#�1�P� � -"F

;Fm.= � �	� 

M

��

π1

����� � � // � � �
���

M
 ���0�'�-.�������+�&!� � �;Fm.= � �	��
 � ����� � � �:(�& � ���/�� � Y&#� ������ �� �  > ' �&@ - ) �=A

X
�+&#�

M(X,X ×X) *��
�C< :���� :�3Jk ����� � �  ��������

Φ : M(X,X × X)
[
x
]
−→ ΓX

�  ���� � �����
Φ([γ].ho) := [U(γ)]ho

�
�=��&!��� 4 ��(*&! �!� � 4 �/ � �

γ
� ����� �	�	��
 �=���

U
���� ���-.�����A�"�&!� � �2��&�'!� � �  � � ��
 � ����� ;7m&= � �	��
 *

D �+�/ � � �+�/����� �)��� �#���"<(*&!
Φ
���� ' � �� �  ���� � � ����� � 4 ��(�&# �!��4 ��/����+� � �  � ����� �	�	��
 � �LI

� & � ��&!� 4 ��/����"� � �  ��& �+���� ���,� ��� � (*&! * k ����� ���  ��+����� � �& � �!� � 4 �/ � �
γ
A�
γ′

� ����� �	�	��

�� �+&����;� ��������(*&!

H : I2 −→ X
����8&!�! 4 ��/����"� � �  P ��& �+���� ��������� � (*&! R � 

U(γ)
/�����

U(γ′) * 6 ����� � H ′ :
−→
I2 −→ (X,X × X)

 ���r&#�! �!��4 ��/����"� � �  � ����� � � ��
 � 
γ
/�����

γ′���
H ′(s, t) := H(s, t) * * ����� Φ

 �%� � � �  ��� � /� * j �1����� � ���!�! >&!� � 4 �/ � � P@��& ������ ���,� ��� � (*&! R
α : I −→ X

�
γ :
−→
I −→ (X,X×X)

 ���b&#� �#� � 4 �/ � � � ����� �	�	��
�A�
Φ([γ].ho) = [α]ho * * �����

Φ
 �%� �+&#� �  �A� � /� * *  �!��&�� � Φ  ��� &!��/0����� 4!� ��/� � 5/0���!� � � �� �����

[γ′ · γ].ho = [γ′].ho · [γ].ho
�

[α′ ·α]ho = [α′]ho · [α]ho
��

Φ([const].ho) = [const]ho * * ����� Φ
 �%� &#� � ����/0����� 4#� �+/0 �  � � � *� �# /� �� � � ����� � ��� � a�+��&#� � �!`/0�����"��`(*&!

M
 �%� ' � ��Y&!�C-.�������"�&!� * �

����� ����� � � �� ��
�� ��� � �	� 
 � 
�� � ��� 	(� � �
	��
M � � �  �x(*& � /0��� � /�x��� �  ��!� � � � ��� � �H � ������q�'���������/���*�e��� � ���!�! b �%� � � / � ��� � �� ������'�� � ���/���� �  A�" �
�!� pe ��+���� � �2'!�' ��� � �2����+I �KI �#� �+w(�&#K���H��� /��&#�` A�"& �#� �� �  ���2' � ����`(�& � �e�'���������/����� �R�+����+�/+'!�'����
� �  � ���+�+&��A�"&!�� �$(*&!>� �2��� �����!��� � � ' � �� F � �����3�� ����� � a�,� �� ���/� A�"� �  �!� pe ��+���� � ��'�� ����)�������
���� ��������� �

Rn
� � ����� ��$�!���"������� �������)����  � ������ �)��� � ���!�! �� * M � ���+��� �  �!� pe ��+����� ����"�+5�� ��!��� � ����� � @/���� �  A�" �!� pe ��+���� � �2'!�'��� � �H � ������w��� � �����/0����)��� � ���#�! a ���$(*&! � �����3��� �� ����� �  �

���C� � � / �=� �+ �����)� � 4 ��/����� ��! � �"  Fb��&h�"�+�/����� �!� � � �R �%���;����� � '!�� (*& �2�� � �&L� �;� � ���"� �!� �%� � �����"�
x
A�
y
� �H&!�E ���!������'���������/�����a��� � ���!�! �7�h ��y�' �)���+�+&��A�"&!�� �K��� � ���!�# � �w��&L� /�� � � � ������ � � 

x
�� � 

y
�# �+� � ���� ����� � �+��/0��� � 4  � � ����� ����� ��


�
��& �������"�"� � �+ � �H&!�! /���� �  A�" �!� p; ������� � �2'!��

� ����� � �!��� �  ��!� � � � ��� �y�+��&��?�' ���=� � ���"�K� � /0��+�+����G&!� /�� � � � �������� � ����/������ 4  �
Rn

�=��&!�w&!�
���� � ��?�!���"&!����

n
�L�# * D ��&�� � �&#��� �  ��� � � � ����� � �H ���!��������'���������/���*�w��� � ���!�! ��0���*� �  � �v ��+ 

�!��� �;���+ ��� �Z/�� � �  H + " �  �
 r:" �  H � " ��  %�1 " * k ����� �  ?('�� �*) ��+'�,.- �A@ �+ �!� �%� � �7��&!8�' G� � �+�/���*�
�� �� � � (*& � �K��� �!� pe ��+����� �  �3��&#�+�+�� �!����� � � /0��

(X, τX , X
2)
����"�����)(*& �2������ ��a��� � ���'�/0����

��� � ���!�! *
����]�RkTF\^]�J

M(X, X ×X)
[
x
] K�JNX�[5V#J5K:X>V:QSTYX�J

x
^�O�K aAZ O�opJPc+f
H U �
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j �1����� � ���!�! X &!�G � ������3�"���;���'��� � (�&# � �>@' �.@ - ) �=A���&#� f#VWi@f �5XFT.MPT�	RU)� 
X
 �%�q&#�!�-@��/ � ���'

� �H � ��������5��� � ���!�# �
(Vi,vi)i∈I

�!�"����'�(*&! F

� * �'5-@��/ � ���' (Vi)i∈I
����3&!�r�� ����&7/��+�/0����$��&7/���%� � 

X * 
��:� �0�+/0 � ����� � / �#� � � � �+�/0����
(*&!

Vi
����$&!� �+��&��9I ������ ��a�"� �=������� � (*&! � 

X
A�

H * (*&!����c(�&# �+� � ����c���� � � �!� �� � i1 �� i2 �  I A� �' � �=� � ���"� x A� y � 
Vi1 ∩Vi2

�������
x vi1 y� � �� �+�&!���/���*� � �

x vi2 y *
M  �3 � ������ �5��� � ���#�! �

(Vi,v)
�������5� ���;��� ��)�� � ]�f!MWVWZ � � a���2���+�,��� *
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 �C<���� <�� � � � ��� � �)&�
	 �=<�� � � 	�� �&� ��� �(����:���� $";:�*

� � � �K&!���P�"�,� � �!� � � �� (Vi,vi)i∈I
��&!�

X
��
Y
&!� �+��&��9I  ���!���� � 

X
�x�,�Y-@��/ � �'��

(Vi ∩ Y,vi
∩(Y × Y ))i∈I

 �%�N&!� ���"����� �!� � � �� �+&#�
Y * j � ������� � ��&!� � �� � �;��&!���"��&h� � � �!� ��

i
�  I �"��x(�&#

Y ⊆ Vi
�D�,���������� � ��� vi � � � & � ��&#�!?�+��,��� � ��� � �2��� � �+���&!�

Y
(*& � ��v-@� � ��&!�I���������G��� � ���!�! *

D ����� � �����&!�������� /���%�"& � & �+ ����� � �=� � ��� � >�,� �  ���� � � � �����59+9�9 *VU�*!� � ��A�+�">�+��,��� � ��� � � � & � �+N�#�  ��;�� � ����� � 5� � � � �!� ��
i
�=��&!�9/h&

Y
�+� � � � ������&�� � �����

Vi
Fy��� �������� ������� � � 5� �2���������5��� � ���!�# 

� � � & � � �����3���2���"����� �#� � � �� 
(Vi,vi)i∈I

�+&!�
Y *

�C< :���� :�3 9 � �+& �G� � @/� �� � ����)(*&!a�,�w-@��/ � ���� �!��� �;���+ �)�+��� � ��-@� � ������3�K� � ��/0 � � a�,� �  ��� � � � ���
��9�9+9 * U�*!� ��r�����#� � (*&����*� �,� �#�+� �!� �  A�" �9 *!� * H ����`(�& � �+`� � / � �+ �>&!�!�/� �� � � � ��� � ���8�+��&#� � � � � �� * �
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(Vi,vi)i∈I
��&!�

X
A��&!�! �+��&��"I -@��/ � �'��

(Wj,vj)j∈J
� 

(Vi,vi)i∈I�"���1���'�/0����8��� � ���#�! �=��&!����� � ������&�� � ��� � ���H �%�+I �JI �!� �+:(�&# J  ����&!� �+��&��9I ������/+'!�' �  I A�
(*&!�� �w(*&! ��� � ����K���� � � �!� �� �

j1
��
j2
�����������"�������� � J �7�����

Wj1 ⊆ Wj2

��&
Wj2 ⊆ Wj1 *6 �'������� (⋃

j∈J

Wj,
⋃

j∈J

vj
)  �%� &#�Y���������>��� � ���#�! *

�C< :���� :�3 
�� /� �� � �� �+��&#� � � �#';��� � (*&!5���N�������� � �����2'#�"���&# ����/�/03�,�>�� �&!� � ��� �  �q�+������ � �����
� �H��� � �+ vj ����0' � ��<&!�#?�+������ � ��� � �2��� � �+ � ��w(�& �  �%� � /0/� �!� ��� � � ���#� � �`�' � �&L� �
� /� �=� � �*�
� r�,� �  ��� � � � ��� ��9+9�9 *VU�* � * 9 ��-@��&h�G G�����'�/0�����/� �� � ����0(*&! ������":�+��,��� � ��� �x(*&!:���H�����!���+��+�
v �;���� -.��+/0 � � �����5����!��� � & � � � w���0�� �&!� � ��� �  �

Wj

�;(*&!>���H��� �#���"��"�
W

�=�4/���K��'���I / ��/� *
� � � ���� (x, y)

���������%�"����������
W ×W �+�� �`(�&#

x 6v y
A�
j0
&!� � � �!� �� �  J �"��7(�&#

x
��
y�����!����� � ��#�!���� �

Wj0 �
&!�0�"��

j0
�� � ���" � ���c����-@��/ � ���'

(Wj)j∈J
 �%�q�+���1���'�/0����b��� � ���!�! � �=��&!�

��� � ������&�� � ��� * 6 � ��� � ���I��� ����� �  ��� � � � ��� �  v �e(*&! x 6vj0 y * * ����� � �S�� � �%�" � �&L�v��&7/�����"� A��
B

� 
Wj0

� ��)������� � �����N��&���� � �  �$��&7/���%�"� � 
W

�!& � �+(*&!N����
Wj

������� �� �!����� � ��&#� � �� � ��
��&7/���%�"� � 

X
�;�"�� �5(*&!��=��&!�5�+��&#� ����&��!�'

(x′, y′)
� 

A × B �n���I�
x′ 6vj0 y′ * t ��& � ��&#��� ������  ��� � � � ��� �  v ���;��&#�q�"��&#� ����&��!�' (x′, y′)

� 
A×B �h�����

x′ 6v y′ * * ����� v  �%��-.���/� � � �����
W ×W * �
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j �1����� � ���!�# 0&#�	���+�,��� �!� � � �� (Vi,vi)i∈I

��&!�a&!�J������ �� �  >@' �&@ - ) �6A
X
�S�,� �����'������ � ��� � ��

��� � �+��
(Vi ∩ A,A×A∩vi)

���
i ∈ I A� A ����$&!�r��&7/���%� � 

X
����$���������N&#� ���+�,��� �!� � � �� � 

X
(*& � ������� � ����)�� �!����� � ��&#� � ��c�+��&#�+ ���' � �������+ � � `� � �P�"�,� � �!� � � �� 

(Vi,vi)i∈I �
��A�3���+�,��� �!� � � �� 

 �%� �����=��� `�' ��f#V \_M U � 
(Vi,vi)i∈I *

H U 1
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� � ���H��� ��/�A����� 4�� �;��� 4	� �� �  �+ �!���"��� � ��� � ?>@' �.@ - ) �=A��)��� �;�&#�8�+��& � ��&!� � �!����&7/���C(*& �H&!�
 � ������Y�"���;���'��� � (�&#C/K&!� ��� �H&!� �P�"�,� � �#� � � �� C �%� t ��* j � �p;�� � �+� � ����

x
��
y
� �����

X
���

(X, (Vi,vi)i∈I)
����3&!�:���+�,��� �#� � � �� ��&!�

X
� � � ���#� � �3��� �  ��!� � � � �����59+9+9 * U�*!� � � �e�� � ���"`&#��/�� � � � I������C��&7/�����

U
� 

x
�"��)(*&!

(U,vU)
 �%�0&!�� ���!����:��� � ���!�! * 9 � � � vU  �%��� �2��� � �� �+&!�

U��7���� � �+ ������)� � � / �;�����"5(�&#��
(Vi,vi)

�=��&!�)&!� � � �!� ��
i
�  I �"��D(�&# U ⊆ Vi *D �+�/ � �� � � � F y ∈ U * 6 ����� � �����5�,� �#�+� �!� �  A�" K9 *!� * % �n���I� � �&L�(/�� � � � ������ � ��&7/�������

Vx
��
Vy� �P.�+����= ��� � /��/0���� R

x
��
y
� �����

U
�+�� �5(*&!

Vx ∩ Vy = ∅ * * ��!��&�� �
U
 �%�a&!� �+��&��9I ������ ��

��&7/���%� � 
X
� � �����

Vx
A�
Vy

�������$��&7/������� � �����
X * j � ������� � ��&!� � �� �

y 6∈ Vx ** �&L� �
� /0)� ��� F
y 6∈ U ** �����5&!� � ��� ����/0/0 � ����� ���2��&#�"�������� �0&#� /�� � � � ������ P.��&7/����� R � 

x
(*& � �!�������� � ���� �����

y *� � �� ���!������� �;�&#�$ � 4 ���7����3����3� E��' � � 
x
A� � 

y *
6 �'�����N(*&!8� �2��� �!����&7/�8(�&#��"��&#�K������������� � ���!�! 0 �%� t H�� P � �2���!� � �K��� �!��� �!� �  ��+ �9 *!� * % R ����=�&#� �+�&!���/����� �#�+��&7/���3(*&!N���H ���!����)�+��&��9I � ������*� � �H&!�: ���!����N��� � ���'�/0�������� � ���#�! a ��� t � �����;�� � ����� � � a�!)�����!��� � � ����� � �H��h�/ �!�' � �2���������>�'���������/�����)��� � ���!�! a(*& � �!)�+� � ������� t H *
M � � ������ � �#� � ���E��� � ���' � �2&#�! ���+�+&��A�"&!���/���� 4  �/8�P� � (*&! �!�� �+����" �+��&7/���*�G� � � ������� /� �� � ���� � 
�! �!���q-.��&#�+� � � �  �+��!�+ ��+����"����� �����!��� � (*&! � �2&!�C�2' � �� � ���!�! �#�'5���/�/0��+& � /������)� � ��� � (*&!��,�
�  ��� � � � ��� � N����� ���+ G����� �  � ��3 ���!������5��� � �����/0���� ��� � ���!�! �$�+�/� �!� `�� �!����� �  � ���� � *
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� � � ���� X &#�  � ������>�"���;���'��� � (�&# � �> ' �&@ - ) �=A ��

x
&!� �;� � ��� � 

X
�R��� �#� �$(*&! � �&L� ���+�,���

�!� � � �� �
(Vi,vi)i∈I

A�
(Wj,vj)j∈J

� � � & � �+����G�'�/ ��/����� � �+r��& /�� � � � ������ � 
x
����� �+(*&!

x�=� ��� � � Y&!� /�� � � � ������C��&7/����� �+&!�0���(�&#��3���� � �&L� ���+�,��� �!� � � �� � � � & � ������8�'C/ ��/�r���������
��� � ���!�! 

�
�!���b����"���� � ��� � ���� � �&L�����+�,��� ������� �#� �"� U 7n\ST��#f�i.Zh[=V � ����� �+(*& � � ��� � � � & � �+����q�')/ ��/�

��� � �+w��& /�� � � � ������ �  � 4 ����&!� �  � �;� � ���"� � 
X
F)���0�������� � ��� � � ��� � �  ��� � �+w �%��&!�#K�+��,��� � ���

� �H �(*& � /����������)�+&!�3� �2����+�/+'!�� �  � ���"����� �!� � � �� � � a���H � ������a�+� �=������� � (*&!
X *

�C< :���� :�3 � ���+/0����'�/0���� � � �&L� ���+�,������������ �(*& � /�������*��� �'������(*&! �=��&!� � 4 ��(*&! �;� � ��� x � 
X
�

� �#�� � �%�"$&!�! � ���%�"
(V,vV )

� & �!�+�/ � ��b���+�,������&!�! � ���%�"
(W,vW )

� & �� ����� � A� &!� /�� � � � ������
��&7/���%�

A
� 

x
�+����5(�&#

A ⊆ V ∩W A�
(A × A)∩ vV = (A × A)∩ vW * M �C�+ ���� � / � �" KA��,� � � /0 ��+� � )�������� 0/ � � ����"�� �;�,�?�"�"����� � � � / � �" �  �����&!�' � &Y-@� � � (*&!N��� � ���+����� �A� � ��� � �H&!�!N-@��/ � ���'

��� �  � @/�� � � � ������`��&L/���%� � 
x
 �%�5��������+a&!��/�� � � � �!����`��&7/���%� � 

x *
2 	 	�	43�� 3�� � ��� ���(���������

� � Z���QFf�]�Zri.OD]�f�i.Z�^JZ�[;VNORM�X_O=[F[_U  �%��&!�� ���!����5�+� �=������� � (*&! �  > ' �&@ - ) �=A
X
/K&#� � � �2&!�#

���������� � �2 �(*& � /����'����� � � �P�"�,� � �!� � � �� � ��&!�
X * 
��? ���� � � X̃ �=��&!� �  �� � ���!��x&#�0������ ��3��� � ���'�/0����

�+&#�
X *2 	 	�	43�� 3�� � ��� ���(���������

� � � ���� � �&L�Y��������� �5�+� �=������� � (*&! � �  >@' �.@ - ) �=A X ��
X ′ �=�+����= �A� � /��/0�����/w&!� � � � ������+�,����!� � � �� �

(Vi,vi)i∈I
��

(V ′
i′,v′

i′)i′∈I′ * � �! �����#� � ����� � ��� ������� � ��&#
f

� 
X
/�����

Y
 �%� �!� �+

f�XS^	T�� � TI�7i.Z �=��&!� �' � ���"����� �#� � � �� �
(Vi,vi)i∈I

A�
(V ′

i′,v′
i′)i′∈I′

�'������(*&! �=��&!�c�"��&#� �;� � ���
x
� 

X
� � �n�� � ���"a&!��/�� � � � ������`��&7/�����

A
� 

x
A� &#� /�� � � � ���������&7/�����

B
� 

f(x)
�+�� �)(�&# F

� * � �n�� � �%�"a&!� � � �#� �� i �  I �"��D(*&! A ⊆ Vi
�

H * � �n�� � �%�"a&!� � � �#� �� i′ �  I ′ �+��D(*&! B ⊆ V ′
i′
A�

�+X RUf Je\^].Z ]�KNJ T8V:Q�MPJ cFOSV2OSaUOSq�RU\^]�J J TIc � 	W[ \�]:Rb_ Qh]�c+^ V:QSf�X�[ :K�RbcFRUOSK ^hl X�RUfFJe\�]:J MhZ J5T8c,]:K J5TFV:Q�MPJ X�J����
	���������;f
H U r



% * � � �����!� � � ��� � ���
Φ−→
A,

−→
B

: −→A // −→
B

x � // f(x)

����`&!�v ��� �/���*� � 
PoSpc[

−→
A,
−→
B ]

�e��� −→
A
�� −→
B

�������`����� � ��������`��� � ���!�! �� � � � & � ��� �+&#�
A
��
B

�����
(Vi,vi)

��
(V ′

i′,v′
i′) *
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� � (Vi,vi) A� (V ′

i′,v′
i′)

�+����� �  �q���"����� �!� � � �� ��x�+ � �;���� � -
� �  �q ���!������ � @> ' �&@ - ) �=A
X
A�
Y
A�

� �
f
 �%�$&!�!N�����!� � ����� � ��� ������� � �*&! � 

X
/��� �

Y
� � / � ��� � '!�� �;��&!�

(Vi,vi)
��

(V ′
i′,v′

i′)
�R���'�����

f
 �%�3��������+a� � / � ��� � '!�' �=��&!� &!�:���"����� �!� � � �� � 

X
A�)&!�:���+�,��� �!� � � �� � 

Y
�+����= �A� � /��/0����

 �(*& � /�������*��� �
(Vi,vi)i∈I

A� �
(V ′

i′ ,v′
i′)i′∈I′ *

�C< :���� :�3��  �� � � ����� � ���C�+��&#� � � �
� �+ * �
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j �1����� � ���!�! � �&L�� ���!������)��� � ���'�/0���� ��� � ���#�! � X̃ A�
X̃ ′

�#&!�C/0��� � 4!� ��/� � �H � ��������3��� � ���'�I
/0����b��� � ���!�! �� � 

X̃
/�����

X̃ ′
����c&!�!$�����#� � ����� � ��� ������� � �*&!

f
� 
X
/�����

X ′
� � / � � � � '#�� �=��&!�

&!�I�+��!�+ ��+��*�"����� �  �N���+�,��� �!� � � �� �� � 
X̃
��a&#� �� �!�� ������1����� � ��>�P�"�,� � �!� � � �� � � 

X̃ ′ * � � �����#� � � �2���!� � �3��5���/0/0 ��9�9+9 * U�* � ����A�+�+`�!��� � ���C�! �  ��;�� � ����� � ��3�+ �#�+ ������1���*��� � 4 � � � � � * M �� � ������ �$��� � ���'�/0����)��� � �+���#�! �3��$�'�&!� �$/0��� � 4!� ��/��� -.����/���*�3&#�!)� ���+ G����� � `�!���" � �������	� 
 *
�C< :���� :�3EM � ����/ �=� � � � � ���>����b �/ � � �/0/0���� � � � & � �" �!���7��� ����/ �=� � � � � ���>����+�/+'!� � ���+�� � ����& �G�
���'����� �  /� �� � ����$(*&!N�,� ����/ �;� �� � �  � �&L�r/0����� 4#� �+/0 � � �2��������� �$��� � ���'�/0����)��� � ���!�# �3 �%�
&!�Y/���� � 4!� �+/0 � �H ���!���������� � ���'�/0����)��� � ���!�# � * � � � ���� f � 

X, (Vi,vi)i∈I
/�����

X ′, (V ′
i ,v′

i

)i∈I′

A�
g
� 
X ′, (V ′

i ,v′
i)i∈I′

/�����
X ′′, (V ′′

i ,v′′
i )i∈I′′ *�� � � � x ∈ X � � ���� � ���+

A
&!� /�� � � � ������ � 

x
� ������&�� � �����

Vi
��
B1

&!� /�� � � � ������ � 
f(x)

� ������&�� � �����
V ′
i′1

�"�����(*&!
x 7−→ f(x)

� � � & � ��
&!�r/0����� 4#� �+/0 �  −→

A
/����� −→

B1 * D & � � � �e�� � ���+ B2

&!� /�� � � � �!���� � 
f(x)

� �����'&�� � �����
V ′
i′2

��
C&!��/�� � � � ������ � 

g(f(x))
� ������&�� � �����

V ′′
i′′
�+����)(*&!

y 7−→ g(y)
� � � & � ��N&#�Y/0����� 4!� ��/� �  −→

B2/����� −→
C * * � � �!� � � �,� �  ��� � � � ��� ��9�9+9 * U�*!� � v′

i′1

�� v′
i′2

����� ��� � � ���� �+&!�
V ′
i′1
∩V ′

i′2
* � & � �+�+ � 4 ���m����

A
��
A∩ f−1(B1 ∩B2)

�*(*& � �+��"�w���������5&!� /�� � � � �!���� � 
x
�#& � ��(�&#

f
 ��� ������� � �*&!������ �;�&#�

�+&����;���+��$(*&!
V ′
i′1

= V ′
i′2

A�
B1 = B2

� ��a(*& � � ���#�!>�'`�+ ��+&!� �1��� * �*  ��� � � �+�����w G�������/���*�a��� � ���+ G����� � ��Do �����	� 
 �  �>���"����� �!� � � �� ���F>&#�E�)' � �� � ��_o �����	��
0 �%�
&!�C��������� �  >@' �.@ - ) �=A�/K&#� � � �H&!�r���+�,��� �!� � � �� 

(Vi,vi)i∈I
�"��� �!� � (*&!��' ��/0����� 4!� ��/��� �������

����c�����!� � � �P� � �����b� � / � � � � '#�� �y��& ������ �  ��� �  ���� � � � ��� ��9�9+9 * U�* r * 6 �'�����b�����N&#��-.�����A�"�&!� F � 
�Do �����	� 
 /����� ����� �	��
)(*& � ��������� �  ��� 4 ��(*&!5�)' � �� � ��Do ��� �	��
 �"�)���,� ���+ � �H �(*& � /������������ � �����
&!�	�2' � �� �  �������	� 


�
' � �� � �!� � � � ���#� � � � ��'�/0/� �59+9+9 * U�* � �7�+��&#�>/���� � 4!� �+/0 � ��Do �����	� 
� � � & � �������!��� � (*&!�/0���� &!�:/���� � 4!� �+/0 �  �������	� 
N(*& � � ����� �  ��� � � � ��� �� ��� ��� � /����� � 

f
�����

F * M )-.�������+�&!� F  ��� ���,� � �+�/0���� �#�� � �?�� � �	� �� ����0��&#�"������"��&#�b�)' � A� � �������� ��
� �%�c��� � /�����
�����

F
� �2&!� ����%�1� � �<�)' � A� � ��Do ��� �	��
QF3��a-.�����A�"�&!�

F
 ��� � �����K&#�!K �(*& � /���������� � '#�+ � ��&

�+���� � a�,� �!��� �;��� � � � ��� 6 * % * 
 *
2
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M q-.�������"�&!� � �H��&('#� � �  �������	� 
 /�����m;Fm.= � ��
�� � /�A�7&!�K� �:� � � �*� �#����&�� 4  � ���*�7�,� ������� � c�)' � A�
������� � ���" �� �(*& � �=��y&#�? ���!���� � #>@' �.@ - ) �=A

X
� )��� -@��/ � �'�� {(U,=)|U  �%�5&!�r��&L/���%� � 

X} *
j � �!����� � ��&#� � �� �

ηX := idX *
H U �



�C< :���� :�3��  �� � � ����� � ��� � a�+��&#� � �! * �
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 � :� �@: � 	 �&" � �(� ��� � 	 : ��� �	��
 	 &�(� �������	� 
 *
6 �"��&h���2' � �� −→

X
�  ��� �	��
 � ��� ��������� � :���H � ������r�'���������/���*�G��� � ���#�! 

X, (U,v |U)
�q���

X �%�G���H � ��������+� �=������� � (*&! ����&��"I � �������� �  −→
X
�
U

����������&!���G� �2����+�/+'!�� �  �?��&L/���%�"� � 
X

A�
vU

 �%���,�G�+��,��� � ��� � �H��� � �+ � � � & � �")����� ������' �  −→
X

�+&#�
U * M �G-.������� � ���Y� � ��� � �  ��� �  � � � & � �� ���!��� � (�&#�/0�����&!�:-.�����A�"�&#� �  �����	� 
 � ����� �������	� 
>(*& � �R��<&!� ����%�1� � � �+���� � �;�&#� �A�"�� /�&

����/�/0`&!� � ������&�� � ��� *
�C< :���� :�3��  �� � � ����� � ��� � a�+��&#� � �! * �2
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M � � �����'&�� � ���

I
�  ��� � �+ � �����G��C�'�/0/����9�9+9 * U�* � H � �2���� ����� �!�' � �# * k C-@� � �G�v ��" r������/� r�,�

�!���/ �
� ���-.� � � �!��� � � � /0'�, � ) ��)�� )��n@���� *ZD ��&#� ���2�� ������/�� � �����+�� � � ��& �G� � )������� � �  �����3���H � ������
��� � ���!�! −→

X
� ���*�5���H � ������a�"���;���'��� � (�&#�����&��"I � �������������

[0, 1] ∪ [2, 3]
/K&#� � � w� �2��� � �+ � � � & � �

����� ����'& � � 
R * M �?-.�����A� � ��� ������� � �*&!

[0, 1] ∪ [2, 3] // [0, 1] ∪ [2, 3]

x � //

{
x

� �
x ∈ [0, 1]

x− 2
� �
x ∈ [2, 3]

� � � & � ��&!�E/0��� � 4!� ��/� � 
LPoSpc[I(

−→
X ), I(

−→
X )]

/8� � � ����� � 
PoSpc[

−→
X,
−→
X ] * j �EApeA� �_���E�

1 < 2
' � ��:(*&!

f(1) = 1 > f(2) = 0 *M � � ������� /� �� � ���� ����/0/K&!� �a�+��&#�+ �c�� �c�����!�+� � 4  � � �'���������� � � �H&!� �!���)'!� � /0) ���q(*& � � �� �%� �=� � � � I'!�' �  � ���!�!��c&#�! � ����� � �" �  �� �!�� �+����1��� � ����� �!� pe ��+����+ � � �2&#��/ ��/0)�)' � A� � � ����/0����� 4#� �+/0
�!� � � �R�'��+ ��+&!� �1��� �+& � /������ � �'��&��%�"�+ ��)� 4  ��!��/ � �! *
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	�	�	43�� 365 � � :� �@: � 	 ��� �%� <���#&��� �@:�� 	 : �������	� 
 *
M  � � ������� 4#� �+/0 � � 

LPoSpc[X̃, Ỹ ]
�+����� �� �3/0����� 4!� ��/��� � 

LPoSpc[X̃, Ỹ ]
(*& �D� � � & � ������$&!�

� ����/0����� 4#� �+/0 � 
Spc[X, Y ]

P � *  * &!� 4 ��/0 ���/���� � 4!� �+/0 �  X ��&!�
Y
R A�w�+����N(*&! � �����w���

�  ��� � � � ��� �59+9�9 *VU�* r � �;��&!� � 4 ��(*&! x ∈ X
�c��� �;�&#� � 4 � � � � �

A
��
B

� C�"����' �+���%�"r(*&!r����
/0����� 4#� �+/0 � � �2������ �� � ��� � ���!�! ��





−→
A

// −→
B

x � // f(x)

��� � ���� �  � � ����/������ 4!� �+/0 � �  �����	��
 *
�C< :���� :�3 � � ���H���E�:&#� � ����/0����� 4#� �+/0 f � 

LPoSpc
� � � � � � & � �a�! ��� � �"� � �+�/���*�w&!� � �+��/0���"I

� 4!� �+/0 �  �	� 
 ����� ��b��&`-.�����A�"�&!� � �H��&('!� ��� ��������	� 
 � �����N;Fm.= �	� 
 * � � � �n���������




−→
A1

// −→B1

x � // f(x)

��




−→
B2

// −→A2

y � // f−1(y)

� ���!�# � �!���F��� �  ��� � � � �����59+9+9 * U�*!� + * 
�� �=�&#�y������� � �;� ���� A := A1∩A2

��
B := f(A)

��(*& � �+��+��&!� /�� � � � ������`��&L/���%� � 
f(x)

� ���
f
 �%�5&!� 4 ��/0 ���/���� � 4!� �+/0����=��&!�

�)'#�+�� � �)��� � ����/������ 4!� �+/0 /���&!�'& *
M ?�+ �� � �#�+��(�&#? ���`�+� � / � ���� �;�' � � � /��� �+ � � ��





−→
A

// −→
B

x � // f(x)

�=��+/0����1�����N���'����� �  �!�+��&7/���
(*&!N��� � ��/�����+ � 

f
� ����� � ��
 � � � & � �p' � ��:&#�Y/0����� 4!� ��/��� �  ������� ��
 * �

H 
 +
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j � �����%� � ��&!� � ���� � ��������:���/�/0��59+9�9 *VU�*!�4U � � � X = Y

�$���'�����0���2�����#� � ����� � ��� ��� ���� � �+ � 
X� � � & � � &!� � �+��/0����� 4!� ��/�)� � �� �+�&#���/0���� � � (*&!��7(*&! ��� � �

x
���������%�"�������� �

X
� � �_�� � ���"w&!�

/�� � � � ������
A

� 
x
�"��=(*&!

idX
� � � & � �c&!� � �+��/0����� 4!� ��/� �  �����	� 
 �  −→

A
/��� � −→

A
��� �2����+I �KI �#� �+

(*&!r���H�����
i ∈ I A�

i′ ∈ I ′ �+����?(*&! A ⊆ Vi ∩ V ′
i′
��G(*&! vi A� v′

i′
� � � & � �+���� �+&!�

A
�,�

/ ��/0?�+������ � ��� � �H��� � �+�F ���� �  �(*& � /���&#�a��������+ �
X̃ = Ỹ * 6 � ��� � �n��	�����!� � (�&!�����`��?�'�/0/���9�9+9 * U�* % �F���C�+�/�����(�&# �59+9�9 *VU�* U �� ��0(�&#�� �2���(/ � ���� � G�!���"����F��� �=�&#�a�"��& � ��&!� ����&����=� �+��

� �����N��� �  ���� � � � ��� ��9�9+9 * U�* � � �H&!�! �����%�N(�&#0����-@��/ � ���'
(Vi,vi)i∈I

 �%�>&#� � �  ��� /��� �>�'�'���� �
���H �%�+I �KI �!� �+0(*&! � �

A
����K&#����&7/����� � ������&�� � �����>&!� ������"� � �

Vi
�y������� �

(A,vA)
�y��� vA  �%�

���H��� � �+ � � � & � ���!���
(Vi,vi)

�+&#�
A
��-@� � �3�'& � I / ��/� ������� �  � a�,�K-@��/ � �'��

(Vi,vi)i∈I
�� � � � ��&#�"��

�����%� �)(*& �H��'�� ���� �%�1�2'#�� �!�����+ �&!� � ��� ����� � � �"�����+������H �%�+I �JI �!� �+ (*&! � �
(Wj,vj)j∈J

����C&!�#
�+��&��9I -@��/ � ���' � 

(Vi,vi)i∈I
�"���"�����/�����)��� � ���!�! ���=��&!� ⊆ �R���'�����

(⋃

j∈J

Wj,
⋃

j∈J

vj
)

 �%�$��& � I / ��/05&!�: ��' �/0���� � a�,�w-@��/ � �'��
(Vi,vi)i∈I *2
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j �1����� � ���!�! `&!�r���+�,��� �!� � � �� A := (Vi,vi)i∈I
��&!�)&!�r � ������ �  > ' �&@ - ) �=A

X
�#�,� �������' �A� � ��� �

�!���+ �
P
� �  �c���+�,��� A′ �+&!� X  �(*& � /�������*��� � A P@��& �+���� � &��'�/0/����9+9�9 *VU�* ��R ���� �����%� � ����'�/0������� � ���!�! � �����C��� � ������&�� � ��� ����+�/ '!� � ���" ⊆ * M �H������/+'!�'I��� � ���!�! 

(P,⊆)
� � /�A�C�"��&#�+ �r����'=���+�!�� �+&��= �� � �&!�+�� �  �+��&��9I -@��/ � ���' � �!� � � �� � � � 

P
(*& � �!)������� �!��� / � �  * *  �!�'&�� � � � ���H � ��������� � �����/0����7��� � ���!�! 

X̃
� �����

(X,A)
 �%�c&!���� �!�� ������1����� ����������� � ���� �`��� � /����� � 3��� � ������&�� � ���

�  �����	��
 � ����� �������	� 
 �n������� �
(P,⊆)

����`&#�<�"�+ � �'� � ������/ �#���� � �����`� �2 ��� �/0����5/8�K� � /K&!/  �%�
�,� �����'�� �A� � ��� � ��+��&��K�' �K��&7/�����"� � 

X
� � 4 ����&#�  A�1�����G �(�& � �= � C���H��� � �+ � � � & � � ����� �����& �

� �� �2������ ��`��� � ���!�! �1��� �#� � (*&!`� �2 ��� �/���*�q/ � � � /K&!/  �%�)�� � � �m����A�"��� {
(X,vX)

} ��� vX  �%�
���H��� � �+ ������� � �� � N� �2������ ��a��� � ���!�! *
�C< :���� :�3��  �� � � ����� � ��� � a�+��&#� � �! * �

2
	�	�	43�� 365 � �C<���� <�� � � �

j � �����%� � ��&!� � ����q A�1����� � ���!�! Y&!� ������ ��<�'���������/���*�0��� � ���!�# 
X̃
� � � A  �%��/��K� � /���� � �����

(P,⊆)
����������� �+��&#�" ����&��"I -@��/ � �'�� �!� � � �� � �  A � � /0��)&!�# '=�����! �+&��= �� � �&!�+ � ����� A A���;��&#�

�"��&#�
(B,vB) ⊆ (A,vA) ∈ A, (B,vB) ∈ A ��� vB  ��� �,�K�� �%�"� � ��� � ��� �  vA �+&!�

B *
�C< :���� :�3ck �H ���b&#�! �������+ �(*&!����� �!� �+ �A�" � ��,�5���/����+(*&! ��9+9�9 *VU�*VU � � &G���/0/0��59+9+9 * U�* % �� � �,� �!�+� �=� � � � � ������9+9�9 *VU�* � � * � j � �  ��� � � � /�����'������(�&#����H���w�+�"�4/�� � �'��c�4/� �)&#�? ���!����3��� � �����/0������� � ���!�! 

X̃
����� �=�&h�$�+��& � ��&#��� � � � �+��/0����� 4!� ��/� �#� � ��� �+&����;� ����$(*&! �����Y���"������ �%�5/��K� � /���� *k  � � �=���/�A� � r�+��+�+��&L/����&!�!r-.���+/0 �  � ���#��� � � � �+ � �����0�,�v�!��� � ��� � �H � ������<��� � ���'�/0����

��� � ���!�! * 9 �e-@��&#���� �=�� � ���*� �!���� � �� ����� � `(*& � � �D� �2�� � ���+��!���)-.������ �/0���� � �2���"�����)/8�J� � /K&!/ �
���H �%�+I �KI �!� �+`(*& � ������� � ����$�+��&��3����3��&#�+�+ � *

2
	�	�	43�� 365�� � :� �@: ���.:����@: ��� �(�&��� � 	 �=<�� � � 	  �(� �������	� 
 *

��  �(�& � �=

[0, 1]
�q�� �+0��/�����8&!� � �" C-.��+/0 �� � :�,� �%�"�+&����"&#�+ � �2���������<��� � �����/0����?��� � ���#�! 

�+& � /������"�F`���I�+ ����&7/��+
[0, 1]

�������+��&�� ���� �+��&��"I � �*�+��9/������������&7/���%�"� � 
[0, 1]

�+&!�a����+(*&!����a���
/0������E����,�P� � ��� � � � & � �" �!���8� �2��� � �+ ��������� � (*&! * j � ������� � ��&!� � �� �

[0, 1]
 ��"�����C&!� � ���+��+/����'��

��&7/���%� � �����
[0, 1]

�
[0, 1]

-@� � � ������� �  � &:�+�����&7/����/0���� *
H 
 �




��Y�#���"��"�
I
���H ���!����N��� � ���'�/0�������� � ���#�! �  ��� � � � �����3��`���/�/0 �59+9+9 * U�*!� r * 
�� /���' � �� ���#�

&#� � � � �+��
I
����/�/0G�)' � ��9I ��G��/0���� � �����w��� �����" 0����� �  � �����	��
 � ���*�w���H�)' � A�>�+��+/ � �!��� ∗ ���� � �� ����/0����� 4#� �+/0 �!� � � �����H&!� � (�&# �%�"�+&����"&#�+ � �2������������� � �����/0����_��� � ���!�# � ���*�F��� �!& � � �+c �(*& � �;��

&!� � � �m����A�"��� * 
�� �  ���� � �c�����"&#�+��'���/���*�b�' � �;� � ���"� �  �  ��������cA� � �2����� � /� � � 
I
�!���

s(∗) := 0��
s(∗) := 1 * M �� � 4 �/ � ��� �!� � � �� � �=��& �!� � 4 �/ � ��� � �+&!�5&!�v�)' � A�

X̃
�  �������	��
 �+�������� � �����

����) ��' �/0����"� � 
LPoSpc[I, X̃] * 
`��/��G�����!� � (*&!��)��� �!�+���;� � � � � �����59+9 * % * r *

2
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6 /� �N����3�!���1�P� � ����� � �� �����" 0����� �  � ��� 4 �/ � ��� �
I + I ∼= I

� �������������	� 
 *
�C< :���� :�3

j �1����� � ���!�# �
α, β ∈ LPoSpc[I, (X, (Vi,vi)i∈I)]

�+����s(*&!
α(1) = β(0)

��� �=� �+
γ ∈ Spc[[0, 1], X]

�  ���� � �����

γ(t) :=

{
α(2t)

� �
t ∈ [0, 1

2
]

β(2t− 1)
� �
t ∈ [1

2
, 1]

9 ���!v�� �%�" �!��&��C(�& � �
/� �� � ����C(*&!
γ
 �%� � � � & � � �����C&!� /����"I

� 4!� �+/0 � 
LPoSpc[I, (X, (Vi,vi)i∈I)] *ED ��&!� ����,���#��� � � � � �;��&!�

� 4 ��(*&!
x ∈ [0, 1]

�+�+��&7/����&#� /�� � � � ������ ��&7/�����
A

� 
x
�#(*&!�� �2���

�=�&#� �+&����=� ���� � 5�,�`-.���+/0
[0, 1]∩]x− ε, x+ ε[

�;��&#� &!� ����%�1� � �
ε > 0

� � ��� � (*& �H&!� /�� � � � ������ P@��&7/���%� R
B ⊆ Vi

� 
γ(x)

�"��;(*&! �,�
�+����+� � �A� � ��� � 

γ
�
A

��� � � � /������&!� � �����
B
�� � � � & � �+K&#�v/����"I

� 4!� �+/0 �  ��� �	��
 * D ��&!� x < 1
2

��� &h� � � � ��`��a-@� � �3(*&!
α
��� � �$&!�

/0����� 4#� �+/0 �  �������	� 
 �1��� �!� �c(*&! �;��&!�
x > 1

2

����&#� � � � �+3�' -@� � �
(*&!

β
�+� � �)&!�:/0����� 4#� �+/0 �  �������	� 
 *

(X, (Vi,vi)i∈I)

I

γ

OO

I

x7→x
2ppppp

88ppppp

β

<<

I

x7→x+1
2NNNNN

ffNNNNN

α

bb

∗
t

ggNNNNNNNNNNNNNN
s

77pppppppppppppp

M  �����
x = 1

2

 �%�`&!� �=�&v/0� � ���)�"� � / � ��� * k ��/�/0 α ��
β
�+����� � ���/0����� 4#� �+/0 � �  �������	� 
 �

���r�"����&7/�
ε > 0

��
ε′ > 0

A� � �&L��/�� � � � ������ �
B
A�
B′ �  γ(1

2
)
�+����= �A� � /��/0���� � �����'&�� � �����

Vi
��
Vi′

�"�� ��(*&!
t ∈]1−ε

2
, 1

2
] 7−→ α(2t)

��
t ∈ [1

2
, 1+ε′

2
[7−→ β(2t− 1)

��� � ���� �  �)/0��� � 4!� ��/���
�  �����	� 
N�� � �;���� � /��/���*� ��/������&#��� � �����

B
A� � �����

B′ * � & � �+�+�� ������� � �  �����$��� � ���"����� ��� � ���
B ∩ B′ ⊆ Vi ∩ Vi′

� �"� � 4 �����?(*&!�� � � � �!� � �K�,� �  ��!� � � � ��� ��9�9+9 * U�* � � vi �� vi′ ����� ��� ��� ���� �+&#�
Vi ∩ Vi′

�e��� �=�&#� �+&����;� ����`(*&!
B = B′ �� Vi = Vi′ * � ����+ � /� �� � �����(*&!w�,�8�� ���+� � ��� � ��� � 

γ
�Y� � � ���"��9/������'

]1−ε
2
, 1+ε′

2
[
�7(�&#8���H���E�!���"��"� �� ��A�+�+ � � �����������"������ −→

I
���!� � �>���2� /�� � �a �(�& � �= 

� G���H��� � �+ � � � & � � ����� ����'& � � 
R
� � � � & � � ' � ��I&!�I/������ 4!� �+/0 � 

PoSpc[
−→
I ,
−→
B ] *�� � � � � �����

t, t′ ∈ −→I �"����`(*&!
t v t′ * � � t′ v 1

2

��& 1
2
v t

�D���I� � /0/� �!� �P�"�/0����
γ(t) v−→

B
γ(t′) * * ������� � ��� �������"�+� � ����n���I�

t v 1
2
v t′

� �����
γ(t) v−→

B
γ(1

2
)
A�
γ(1

2
) v−→

B
γ(t′)

� ������� ����/�/0 v−→
B �%�5&#�!w����,�P� � ��� � �2��� � ����

γ(t) v−→
B
γ(t′) * 
��:�!���"N�� �����%� � ��&!� � ���(*&!>��`-.�����A�"�&!� � �2��&�'!� �

U�!�� �+��+/� ��A�+�" �+��/0/08��/���� ����/0/� � * �
* 8/���� � � �� �!����-@� � �"�/���*�>���!��������&!��_��� �!�+��&L/�

(*&!

H 
 H



2
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 � �C<������������������
M  �!� �����"��/0/� � � I � ����+��&��3 ���$&!�#�����/0/�a��/���� ����/0/� � � ������������� ��


I× I

I× I

(x,y)7→( x
2
,y)

;;vvvvvvvvv
I× I

(x,y)7→( x+1
2
,y)

ddHHHHHHHHH

∗ × I

t×idI

ddHHHHHHHHH s×idI

;;vvvvvvvvv

�C< :���� :�3 9 � �+& �G� � �2� � ���#�+��`��� �#�+�&L/� � G�,� �!��� �;��� � � � ��� �59+9�9 *VU�*!� � ��E���/ �!�,�������� ∗ �� I����� ∗ × I
��

I× I
���!& � �)�� � 4 ���m��������5��� �  ���� � � � ��� � 

γ
� N���K-@������ ��& � /������"�F

γ(t, x) :=

{
α(2t, x)

� �
t ∈ [0, 1

2
]

β(2t− 1, x)
� �
t ∈ [1

2
, 1]

�

2
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.5��@:��� <�� � :
� � I

 ���3����;���#���� � �2'!�� � ����� �������	� 
 ��������� � −× I
�!�+ ��+��+/�a�� �!����� � ��&#� � ��q�' � ����/0/������/���� I

����/0/0 � �0��8�,� �!�+� �=� � � � � ��� ��9�9+9 * U�* H + � 0/ � �����&!� ������������� � �� � /0/� �!� ��� �  �,� �!�+���;� � � � � ���
��9�9+9 * U�*!� � �7/���� 4 �&!���&����/0���� �n' � ��	(*&! � 8� �2���� � �!���w��� �!���&7/�8-.���+/0��'�� � �  �;����+�(*&!

I�!�� �2���� ����� * j ��ApeA� � � � ����,�  A�1� � �w�' � � � �b���'�����>���H ���!����8�+� �=������� � (*&! �+��&��9I � � ������ � 
X̃ I�+��"� � ���!�+�2'��2'!�'�/0����

LPoSpc[I, X̃]
/K&!� � � a�,�K�"� �=���'��� �  ����/ �����A�"�"I ��&7/���%�"� P6/�� � � �  ��� � � � ���

� *!� * % � R * D ��&!�b�)'h�"�� � �b&!���P�"�,� � �!� � � �� � � �#-@��& � �"� � �c��������� ���+�+ � �����#'!�� � 3/0��+�+�+3&!�! �+��,��� � ���� �H��� � �+)�+&!�3�' �)��&7/���%�"� � a�,�K-.���+/0
{
γ ∈ LPoSpc

/
γ(K) ⊆ Vi

}

���
K

����>&!� ����/ ������� � 
[0, 1]

��
(Vi,vi)

&!�E ��� �/����� � 0� � �P�"�,� � �!� � � �� � 
X̃ * M � ���  �0(*& �/ � ��*�5�����+&!�+������/����� � ����/0/0 � �����5�' ����� �  �����	� 
 �; ���5���H��� � �+��;� � ��� � �=� � �*� * � � � � � � � �R�,��!� � ��&!�'�+ K �%�a(*&! �+�&#��?&!�!��!����� �  � ?� � � /8���� � 

γ
���� � �����

Vi
� � � ����;�&#�N���'����� (�&# �=��&!�

� �&L� �#� � 4 �/ � ���
γ1

A�
γ2

�+�� �5(*&!
γ1(K) ⊆ Vi

A�
γ2(K) ⊆ Vi

��� �!& � ����>�+�+��&7/���
x 6∈ K �"��

(*&!
γ1(x)

A�
γ2(x)

� � � �������%� � ��!�!��*� ��� � �?&!�:/ ��/0` ��� �/����� � a���2���"����� �!� � � �� � 
X̃ *

2
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 � # � � <�6�@: � "  <$$" � � <(���  ����� � 	 :�� "$#�:�%���&� 	 �=<�� � � � "$� �&� �) �����+*
� � � 4 �/ � � �!� � � �� �+&#�$&#�Y���������w�'���������/���*� ��� � ���!�! 

X̃ := (X, (Vi,vi)i∈I)
���� ���������1���*� � �

������&!�'�/0������ � �+��>����"�+ �/ � �" ����������w 0�����' �`�������� � /8���� � ������&��+ � �����
Vi

�;��&#�`&!� ����%�1� � �
� � �!� ��

i
� �������%�"��!����� � I *

�C< :���� :�3 � &����;���+�����N(*&!0���2�����!� � � �P� � ��� γ �! ��� � �������)���������"�����" *QD ���+����� y := max
{
x ∈

[0, 1] | γ([0, x]) = {γ(0)}
} �5(*& � ���� ' � �� �  ���� � ����� ������� � ��& � �" � 

γ �
��� �

y < 1
�����

���2�����#� � ����� � ���
γ
� �2���� ����� �������%�1�����" * D � �+����� U0

&!� � �*�+��9/�������:��&7/���%�
P � �����
[0, 1]

R ����� I
�"��������

y
�+��c(*&!8���Y�+����+� � �A� � ��� � 

γ
�
U0

��� � �>&!� � 4 �/ � � �#� � � �� �� � �2����+I �KI �#� �+0&!�	 ��� �/���*�
� 

PoSpc[
−→
U0, (Vi,vi)] * � �v�"��

U0

�� � ���+ � �2���!� � �a�,� �  ��� � � � ��� �59+9�9 *VU�*!� + * j �1����� � ���!�# ?&!���� �!� �����
β
� ��&����=� �+������(*&!:���H��� � � � �  ���� � &#�!:-@��/ � ����

(Uα)α<β
� � � ���"��9/������' �?��&7/���%�"� �����LI

�!��#�� � 
[0, 1]

�"��'��?(*&!
Uα

������� � ����
supζ<α sup(Uζ)

��N(*&!0�,�C�+����"� � �A� � ��� � 
γ
�
Uα

��� � �
H 
 %



&!�I ��' �/0���� � 
PoSpc[

−→
Uα, (Vi,vi)] * 
�� � 4 � � � � �a������� �

Uβ
&!� � ���"��+/������'w��&L/���%� P � �����

[0, 1]
R

�����*�+������*�
supα<β sup(Uα)

��)�+��n(*&!a�,�K�� �%�"� � ��� � ��� � 
γ
�
Uβ

��� � ��&!� � 4 �/ � � �!� � � �� ���� �2����9I
�KI �!� ��:&#�  ��' �/0���� � 

PoSpc[
−→
Uβ, (Vi,vi)]

F ��� � ��/��h(*&! �;��&#� ������E����G/ ��/���8���+��&!/0����"�
(*&! ���&L�v� � �����)�!�+��&7/� K� �2�� � ���+����� � 

U0 *�� � supα<β sup(Uα) = 1
�e������� �

1
 ����&!�v ��' �/0����

� 
Uβ

A�0�,�I��� � � � &���� � ��� � �2����� ���+ * � � ������&!/0���� �  � ��� �!� �!��� � �" �/0�����"��Y(*&! ��A�+�" � � � &���I
� � ����P.�� � 4  ���� �  � ��C������/+'!�' ���5��� �������� � � � � � &��A� � ��� �"�+����� �!� �  /�� � �� � �:" �  
 H:" �  �
 �:" ��& �
 1 "_R ��Y�"��+/ � �!:��& �!��&��0�"��� � � � �2��� �!� �!���

2ℵ0 * � � � �*�+������*� � �!& � �+(*&!
[0, 1]

 �%� ����/ ��� ��� �
��� �=�&h�C����"�+� � �� � <��� -@��/ � �'��

(Uα)α
&!� ����&��9I �+�����&7/����/0���� ��� � � 

[0, 1]
� � �����C�' �8 ��� �I

/0����"�)�+���*�N�!���" �
U0, Uα1 , ..., Uαn

�S�4/� �0����`��� �#� ����& �
0 < α1 < ... < αn * D & � � �D/ ��/0�� � � �

-@��&#� �;��&!� ������ �+ � & � �� � ����&�� 4  ����%�1� � ���w ��� �/���*��� � ��,�r-@��/ � ���'
U0, Uα1 , ..., Uαn

� ���H ���9I �KI
�!� �+ ������� ���  ��+���&!�#Y-@��/ � �'��

W0,Wα1 , ...,Wαn

�"��'��r(*&! �=��&!�G�"��&#� � � �!� ��
k
�
Wαk

⊆ Uαk��
sup(Wαk

) = sup(Uαk
)
�`��� �=�&h� ��&����=� �+��<(*&! �=��&!�r�"��&#� � � �!� ��

j
�  {1, ..., n} �`����

inf(Uαj
) v inf(Uαj+1

) < sup(Uαj
) v sup(Uαj+1

) * 6 ����� � � �=��&!� � 4 ��(*&! � � �!� ��
j
� 

{1, ..., n − 1} �F��� �!���� �
xj

�+��c(�&#
inf(Uαj+1

) < xj < sup(Uαj
) * *  �#��&����y�,�:�+ �%�"� � ��� � ���

� 
γ
�
U0

 ���a&#� � 4 �/ � � �!� � � �� � ����������� ���������"��&���� � ��� � 
y
�;���I�

γ(0) = γ(y) @Vi
γ(x1)�� ����/0/0:��� �� �%�"� � ��� � ��� � 

γ
�
Uαj

 �%��&!� �!� � 4 �/ � � A��(*&!
xj

A�
xj+1

�+����� � �&L�  ��� �I
/0����"� � 

Uαj

� �;��&!�w�"��&#� � � �!� ��
j
� ����� {1, ..., n − 1} �x�!��&��G�4/������ γ(xj) @Vi

γ(xj+1)
A�

γ(xn−1) @V γ(1) * � � �����'�/0���� �!�' � �;� � ���"� γ(0), γ(x1), ..., γ(xn−1), γ(1)
���������%� � ��!�!���� �+��&��

�
γ([0, 1]) ⊆ Vi

��
(Vi,vi)

 ���b&#�K � ������)��� � ���#�!  P�� �2����b� � ���+��&!/0��������� R � � ���������������� � ��&!� � ��
@Vi

 �%�a&!�E��� � ���������� � �� �+&#�
Vi
A�N� � ��� �

γ(0) @Vi
γ(1)

� ��?(*& �x� / �!� � (*&!w(*&!
γ(0) 6= γ(1) *

�
M  � 4  ���� � /� ��9+9�9 *VU�* H�H  ��� �K�"�����#�+� � 4 �� � &�-@� � �q(*&! ��&!��&!�C���������`��� � ���!�! �#&!� � 4 �/ � �

�!� � � �� � �%� �������%�1����� � � ������&!�'�/0���� � � �� �$����"�� �/ � �" ����+�����$ G������ � *
2
	�	�	43�� 3�
 � �C<���� <�� � � �

�������	��
`�������� � /���*� ����/ �!� � �"`��$� � /�A�)�"��&��$�' �������!�+� � & � �"� *
�C< :���� :�3 � � ����) � �������� �  >@' �&@ - ) �6A X ��

Y
�+���*�$�� ���= �A� � /��/0���� /K&!� � �  � ���"����� �!� � � �� �

(Vi,vi)i∈I
��

(Wj,v′
j)j∈J

�K���s� � ����� � �&L�s � ������ �I��� � ���'�/0����<��� � ���#�! �I�!���+ �
X̃

A�
Ỹ
�3������� ��� �2��������� �!��� � & � � P � ����� �	� 
 R

X × Y
 ����&!�  � ������ �  >@' �.@ - ) �=A A����� -@��/ � �'��

(Vi ×Wj,vi × v′
j)(i,j)∈I×J

 �%�3&!�:���"����� �!� � � �� �+&#�
X × Y * 
`�Q/� �� � ��a(*&! ���H �%� � � � ����/0���9I� 4!� �+/0��!� � � ���� �!��� � & � � � 

X̃
A� � 

Ỹ
� ����� �������	� 
 * *  �!�'&�� � � � f, g ∈ LPoSpc[X̃, Ỹ ]

�h���'�����
{x ∈ X|f(x) = g(x)} � � � & � � � � �2���!� � ����� �!�+���!� �  ��" ��9+9�9 *VU�* H �c&!� �+��&��9I  ���!����Y��� � ���'�/0����
��� � ���!�! � 

X̃
(�& � ��� �4/ � �+ �e� �!� � � &!�#&/� �� � � � �P� � ��� � /�/0 �#� ���+�� �A�"��N� �2 0����� � �"�P�"�&#� � 

f
A� � 

g
� ����������� �	��
 *

� � � � X̃α∈A

&!�!`-@��/ � �'�� � �2������ ��w�'���������/�����)��� � ���!�! � * M ���� �#�+� � & � � � �������"a-@��/ � ���' � ������������	��
C� �=��&!�?���������:�+� �=������� � (*&! ����&��"I � ��������
X
�q�' �����!�+� � & � � P � ����� �	��
 R �  �G � ��������

�+��&��9I � ������*���
Xα * 
���/K&#� � X � C��� �+ �&!� � ��� �!� � � � � ���+(P � *  * � & ��� �#�+� � & � � � ����� �,��o R � ��

���+�,��� �#� � � �� � �  � 4 ����&!� �  �?��������� �0��� � ���'�/0����>��� � ���!�! �
Xα

�=��&!�?�)'#�+�� � �K�� ��� �!��� � & � �
�+��& 4 � � �" * �

j �&/���%�"& � b�����#�+� �!� �  A�" ��9�9+9 * U�* H % A� �  � �!�+���;� � � � � ��������9+9�9 *VU�* � � �� �59+9+9 * U�* H + �P�����;�&#�F�����!� � I(*&!��5�,� �!��� �=� � � � � �����59+9 * H * r (�& � -.��&!��� � � &!�!K�#��� � ��� � � 4 ��/0���+� � � ��+&#�`�,� �����" 0����� �  �������	� 
 *
D ��&!�r�+ ��&!/0�� �`&#�! 4 ��/����"� � �  �!� � � �� � � �H&!� �!� � 4 �/ � �

α
/��� �Y&!� �!� � 4 �/ � �

β
P �"�� �r(�&#

α(0) = β(0)
��
α(1) = β(1)

R �+&#�K&!�� � ������C��� � ���'�/0����w��� � ���#�! �
X̃

����G&!��/0����� 4!� ��/�
H ∈ LPoSpc[I × I, X̃]

�"���(*&!
H(0,−) = α

�
H(1,−) = β

�
H(−, 0) = α(0) = β(0)

��
H(−, 1) = α(1) = β(1) * 
�� /� �� � ��8(*&! ������ �����+�� ���=��� � �:�,� �  ��!� � � � ��� � ���!�! � � �����w�,�
�!��� �;��� � � � ��� ��9�9 * H * r * 
��<�+A�"�+��&7/�K&#�!w�!��� � ��� � � 4 ��/0���"��� � ��+�/+'!�,�#'!���� ������'>(*&! �!�+� �=� ��

H 
 U



?('�� �*) ��+'�,.- �A@ � ����� �+����"�+�4/���&L� �+&!�0����G ���!������ �!� � � �� �� P6/�� � �  %�1 "_R * 
�� � &!� -.�����A�"�&#�
� �P�" G����� � 0-.��� � ��/0����1���'G(�& � �� �  ����&!�'��7�#���" −→π 1

�7A� �  ��� � �+&!�>�,� � ���+ G����� �  �������	��
 * k -.�����A�"�&!�3 ��� ' " � �b) � � � /������&!��� � ������BDmWo ������$�� ��&!�'�"���"�3(*& � �+& � /�����5/0�����"������$(�&#N� �2��� �=�&h�
�+a�� ���+�+ � � � �� �?&!�#�����&��"I � �P�" G����� � ` � � I �+ �� � 4#� ���+�����" � KBDmWo *

2
	�	�	43�� 3�
 � � # � � <�6�@:
� � � �c&!�8���������5�'���������/���*�b��� � ���#�! X̃ := (X, (Vi,vi)i∈I)

����� � �
H
&!�!�� ���!� � � ��� � ����������� � ��&#

� 
[0, 1]× [0, 1]

/��� �
X
�"����'�(*&!)�;��&#�3�+��&#�������"��/ � �+�+

s
� 

[0, 1]
�#��� � F

� * H(s, 0) = H(s, 1)
��

H * � � �����!� � � ��� � ��� H(s,−)
 ���S&!�)� 4 �/ � � �!� � � �� ��+&!�

X̃
� ���H �%�+I �KI �!� �+y&#�N ��� �/���*� � x���H������/+'!�'

LPoSpc[I, X̃] *
* ����� �� ����� � � � � �x�� � ���+0&#� �����+��/ � �"��

s
� 

[0, 1]
�=��&!�a�'�(*&!��

H(s,−)
 �%� ���������"����� �7������� �

�=��&!���"��&#� �����+��/ � �"��
s
� 

[0, 1]
�
H(s,−)

 �������������"�����
�
��&#�+�+�/0���� �!� � �

H
�! �  ��;�� � (*&!

� 
s *

�C< :���� :�3 � &����=� �+�����`���H�� � �%�"����� � �H&!� �����+��/ � �"��
s′

� �����
[0, 1]

�"��7(�&#
H(s′,−)

��� � � ����� I
���"����� * * ������&!� �!�+�/ � �� �+�/ ���5A�`� �!� � � ������ 0����3�' �5�#���1��� � ����� � �+&����=� �������`(*&!

s′ = 1 * 
���=� �+
A := {δ ∈ [0, 1] | ∀s ∈ [δ, 1], H(s,−)

 �%� �������%�1����� } � ��� �+� � � � ����� �  � ��� ����� 4�� I
�=��� 4	� �+ �!(*&!

1
 �%�)&!�r ��' �/0���� � 

A *ED & � ����� � δ1 �� δ2 �+����� � �&L�� ��� �/�����"� � 
[0, 1]

�+�� ��(*&!
δ1

�+� � � � �����
A
�� (*&!

δ1 v δ2
�R������� � � ����� �  ��� � � � ��� � 

A
� � �n���� ���,� � �)(*&!

δ2
 ���  G�������/���*�

� �����
A * 9 � ���2����+& � �K(*& � � �b�� � ���"�&!�	�� ��� δ′ �  [0, 1]

�+��b(*&!
A = [δ′, 1]

��&
A =]δ′, 1] �

�����
�����*� � �*& � �" � 

A
�7�����

A = [δ′, 1] * 9 �q�� �%�" � �!�+��&L/���>(*&!
δ′ = 0 * d ���"����� x �� �=� � ��� � 

X
��&!�N���(*&!�� ���1�P� � ���!�!0�� � 4 �/ � � ���������1���*�

H(δ′,−) *�� &����;� �������>(�&# δ′ ��� � � ���+� � �A�"�/���*��=� � � � � - �� ������� ���  ��+�����
(Vj,vj)

&#�	 ��' �/0���� � ����2���"����� � 
X̃

�"��c(*&!
x
�+� � � � �����

Vj
�x���'�����

H−1(Vj)
 �%����&7/���%� �!& � �+(*&!

H
���� ������� � �*&! A�8�' ��G��/0���� {δ′} × [0, 1]

 �%� � ������&�� � �����
H−1(Vj) * j �1����� � ���!�! K&#� � ���%�1����� t � ����� [0, 1]

� � �_�� � ���+K&!�v�� ���
rt

���+� � �A�"�/���*� �;��� � � � -F�"��
(*&!

B((δ′, t), rt) ⊆ H−1(Vj)
A� �!& � ��(*&! {δ′} × [0, 1]

 �%� ����/ �����A� �b��� �=�&#�G����"�"� � �+8&!�!
�+��&��9I -@��/ � ���' ��� � 

rt1 , ..., rtn
�"����'�(*&! {δ′}× [0, 1] ⊆ ⋃i=1,...,nB((δ′, ti), rti) * 
��?�"�+��&7/�$� � ��� �

ε > 0
�"��� � ��-@� � �"���*�

]δ′ − ε, δ′]× [0, 1] ⊆
⋃

i=1,...,n

B((δ′, ti), rti) ⊆ H−1(Vj)
A�

0 < δ′ − ε.

δ’

r

x

� � /�� � �*�+������*� s ����a&!� �����"��/ � �+�+ � 
]δ′ − ε, δ′] � ����� 4�� �;��� 4	� �+�� H(s,−)

 �%�a&!�I ��' �/0����
� 

LPoSpc[I, X̃]
�� � � � �!� � � ��>(*&!w� �2���Y� /�& �

H(s,−)
���� � /������&!��� � ����� � �2���������a��� � ���!�! 

(Vj,vj)
�� �"��� � ��-@� � �"� � �

s(H(s,−)) = t(H(s,−)) = x �
� ����� � �2���!� � �5�'N� 4  ���� � /0��59+9�9 *VU�* H�H �

H(s,−)
���� ���������"����� * 9 �����2����+& � ��(*&! H(]δ′ − ε, δ′] × [0, 1]) = {x} A� � �����w(*&! ]δ′ − ε, δ′] �%� � ������&�� � �����

A
���(*& �  ���w&!�! �������"�+� �!� �A� � ��� * 6 � ��� � δ′ = 0

�� �;��&#�N�+��&#� ����&��!�'
(s, t)

H 
�




� 
[0, 1] × [0, 1]

�S��� /������&!� � 
H(s, t)

�! �  �=�� � ����� � 
t * * �����a��������N���

s′
���� �!� ��� � �����

� 
1
�����K/� A� 4 � �  �!�� �� � ��*�+ �=���/�A� �  �#�+��&7/���3(*&!N(�&#��D(*&!��+� � �

s
�����!�����+�������� �

[0, s′]
�

���2�����#� � ����� � ���
H(s,−)

����)���������"�����" * 
�� �;�&#� �+����� �!� � ��&!�'�+ w���2� � � �#�"�� �;��&!��/0�����"�+���(*&!
���H���:�? G�������/0����3(*&!��D(�&# ��� � �

s
� �����

[s′, 1]
�
H(s,−)

���� ���������"����� * �

2
	�	�	43�� 3�
 � 4 � <�� ���  �=< :
* �����)�� � 4  ���� � /0 �59+9+9 * U�* H U � � � ���C�+�/ �!������ ��� 4�� �=��� 4	� �� � ������� � 4�� �=��� 4	� �+ ���!��&�� -.�����+��h(�&#
�,� /������&!�)����/0/K&!�# � 

H(s, 0)
��
H(s, 1)

�! �  �=�� � ����� � & �!���"��/ � �+�+
s
�y���'�����a��� �=�&#�

���������'&!�+�(*&! ��� � �e�� � ���+`&!� �����+��/ � �"��
s
� �����

[0, 1]
�=��&!� �'�(*&!��

H(s,−)
 ��� �������%�1����� �R������� �

H
 �%� �������%�1����� *

�C< :���� :�3 9 /�/0 �!� ��� * �

2
	�	�	43�� 3�
 � 4 � <�� ���  �=< :
M `� 4  ���� � /� �59+9+9 * U�* H U �+����" /���� � � ��'������(�&#N� �2���C�+�/ �!������ [0, 1]× [0, 1]

�����
[0, 1[×[0, 1] *

�C< :���� :�3 9 � �+& �0� � `�!���"���(*&!
[0, 1[×[0, 1]

 ��� �#��4 ��/0 ���/���� � 4  �
[0,+∞[×[0, 1]

�!& � �)(*&!
[0,+∞[×[0, 1]

 �����)'#�"��*& ����/0/�N�,�0�+ �&#� � ��� �  � �����+�� � � K�,�G-.���+/0
[n, n + 1] × [0, 1]

�;���
n ∈ N

� ��&!� � 4 ����&!� � ��+(*&!�� �C��� �=�&#�C�����!� � (*&!��0��:� 4  ���� � /����9�9+9 * U�* H U � &!�#<�+ ���&!���+������"� � / � ���� � ���!�!a��`�� ��&!�'�"��� *
2
	�	�	43�� 3�
�� 4 � <�� ���  �=< :���� ��: � ��<(� < :��(&��� : "$� � � �%��� : 	  �(� ������� ��
 *

k ����� ���  ��+����� � �2������ �� �����%� � ����'�/0����<��� � ���!�# � �����E� �2������ ����"� �=���'��� � (*&! �+��&��9I � � ������E �%�
R2\{(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1} * M ��3 ��� �/�����"� � &:�+ ����&7/��+�/����� ������� � N���w-.���+/0

Vθ1,θ2,ε1,ε2 := {εeiθ|ε1 < ε < ε2; θ1 < θ < θ2}\{(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1}
���

0 < ε1 < ε2

�
0 < θ1 < θ2

��
θ2 − θ1 v 2π

�!(*&!N���H���r��� � ���!�! �����

εeiθ v ε′eiθ
′ � � A� �+�&#���/0���� � �

ε v ε′
A�

0 < θ1 v θ2

� � � ���I�����!� � (*&! � w-@������ � / �!� � � � �+`��N-@� � � (*&!?���2�����!� � ����� � ��� � � I �  � �+��&�� �+� � ��&!� 4 ��/� ���/����9I
� 4!� �+/0 *

]ε1, ε2[×]θ1, θ2[ // Vθ1,θ2,ε1,ε2

(ε, θ) � // εeiθ

M �2������ ��`��� � �����/0����q��� � ���!�! a� � ��� � �  ��� � ����3�!���+ 
X̃ *ED ���)� � �����&!�����*���r��� � � ���#� � �)�'5�'�/0/���9�9+9 * U�* % � �c�� ��������� �!� � � �� ��!���+ −→

S1
(*&!r���H��� � ������&��K�+� � / � �����/���*� � �����

X̃ * 6 ����� �K�� �����+�� 
�+& � /������_ �%�_&!�! �+��/0/0x��/���� ����/�/0 � � ����� ������� ��
y���)�=��&!�e�+��&#� �=� � ���

s·eit �  X �
f(s·eit) :=

s
��>���

u
���/�� � ����H&!� � (*&!G ��� �/0���� � 8� �2����+�/+'!�' ����&��"I � �������� �  ∗ ��&!�

1 * j ����� �y���E�!���"−−−−−→
[1,+∞[

��� � /����� �����>��� � ������&�� � ���
PoSpc ↪→ LPoSpc

� 8���H ���!�������� � ���#�! 
[1,+∞[

/K&!� � � 
���H��� � �+`A� � N���w�"� �=���'��� �  ��������� � (*&! *

X̃
f // −−−−−→[1,+∞[

−→
S1

� ?

OO

!
// ∗

u

OO

H 
 �



�C< :���� :�3 � � � ���� &#�Y/0����� 4!� ��/� g � �������������	� 
 � 
X̃
/�����

Ỹ
��$&!� �;� � ���

y
� 

Ỹ
�"�� �3(�&#

�� �#� �����+��/0/� �+& � /������ �!���
p
�� /�� � a� �2&!� � (*&!` ��' �/0���� � `� �2����+�/+'!�� ����&��"I � �������� �  ∗ ��&!� y �����/�/K&h�" *

X̃
g // Ỹ

−→
S1

!
//

?�

OO

∗
p

OO

D ��� �������%�"�+&���� � ��� � 
X̃
�����2�����#� � ����� � ��� � � I �  � �+��&�� � � � & � �)&!�:/���� � 4!� �+/0 �  ����� �	��
 *
φ : [1,+∞[×[0, 2π] // X̃

(s, t) � // (s · cos(t), s · sin(t))

D ���+����� H := g ◦ φ � � � ���� ���,� � ��(*&!
H(1,−)

���� ���������"�����C G������ �
y
A�C(*&! �=��&!�8�+��&#�

�����+��/ � �"��
s
� 

[1,+∞[
�n���E�

H(s, 0) = H(s, 2π) * 
�� �;�&#� � �����G� ���!� � (*&!����'�������������� � ��
��9�9+9 * U�* H � � �����b�,� ����������&�� � ���?����b(*&!)� � �����!� � � ��� � ��� H �! �  ��;�� � �!��� �  �"� �� ����� �  /���� � �2'!�'��
���H �%�+I �KI �!� �+G(*& � � �x�� � ���"0&!�!0�����!� � � ��� � ���

h
� 

[0,+∞[
/��� �

X
�"�����?(*&! �=��&!�`�"��&h� ����&��!�'

(s, t)
� 

[1,+∞[×[0, 2π]
�����Y�

g(s · eit) = H(s, t) = h(s) * 
`� /� �� � �!w���'�������+� � �$-@��� � �'�/0����(*&!v���2�����#� � ����� � ���
h
� � � & � �8&#� /���� � 4!� �+/0 �  �������	� 
Y(*& � -@� � � ����/0/K&#�+��8�' �!� �����+��/�/0

�+& � /������3��$(*&!����H ���$�' �+�&#� * �

Ỹ

X̃
f //

g ++

−−−−−→
[1,+∞[

h

<<yyyyyyyyy

−→
S1

!
//

?�

OO

∗
1

OO p

LL

� � � �2���C �(*& � �=a�� � /�� � � � ������ � Vθ1,θ2,ε1,ε2 � a�,�K�+��,��� � ���

εeiθ v ε′eiθ
′ � � A� ���&!�'�/0���� � �

ε = ε′
��

0 < θ1 v θ2

��a(*&!G� �2���v�#���"
X̃ ′

� �2�2' � �� �  �������	� 
?� � ��� � �)'h�"��*& �_��� �!����&7/� � K-@������ � � / � �,� � �+a(*&!G��
�!� �����"��/�/0 �!�� �� � ��*� � � �����$���(*&!��

X̃ ′
�+�/ �!������

X̃
�R� � /0��$ G�������/0����3&!�# ����� � / � �"$�� (�&#

��A�+�+ � ���� �
� �+` �%� � ���!�# �)�����
[1,+∞[

/K&!� � � `���w�+��,��� � ��� � �2 0����� � �" P ��&C� � �& � `�,�K����,�P� � ���
� �H��� � �+)��������� � (*&! � �����3�' � �����!�� �� � ���� R *

2
	�	�	43�� 3�
 � 4 � <�� ���  �=< :
� � � �:&!� ���������	��� � �����/0����r��� � ���!�# 

X̃
� �=��&!� � 4 ��(*&!J�)' � ��

x
�  −→π 1(X̃)

��� ∼X̃ I ���,� ���+� �H �(*& � /���������� � & � 4 �/ � � �!� � � �� �������%�1�����
cx
� ���H ���9I �KI �!� �� �����& � � ���*�Y���2�����#� � ����� � ��� ����&��"I

� ��������"N �%� �������%�1�����"a 0������ �
x
�R���;��&!� �+�&!�_ ��� �/�����

cx *
�C< :���� :�3N* �2���!� � �x�� ������������� � ����59+9+9 * U�* H 
�� � � ���H���?��&#�! 4 ��/0���"��� �  �!� � � �� � H � ��!& � �x��& /��� �
cx
�����2�����#� � ����� � ���

H
 �%� �������%�1�����+

�
� � ��� � � � �

α
&!�G�+ �#�+ ������1���*� �  �,� ∼X̃ I ���,� ���+ � �2 �(*& � /����'������ 

cx
� �!& � �+(*&!�� ����� �  ���� � � � ��� �  ∼X̃ � � �F�� � �%�"G&!� � � � � ��� � � 4 ��/����"� � �  �!� � � �� �K��*�+�+

α
A�

cx
�!&!�!N�+ ���&!���+����� � /0/� �!� �P�"5/0�����"��`(*&!

α = cx * �

H 
 1
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 � � :� �@: � #&� �%�&�������=: � <$&�&� � :.<��  �L:�*

� � H  �%�)&!��/0����� 4!� ��/� � ��������	� 
 �  −−→
[0, 1]×−−→[0, 1]

/��� �)&!�C � ���������� � ���'�/0����q��� � ���!�! 
X̃
�

���'�����)�� �=� �"���*�
φ
����/�/0 � � I �  ������&����=���Y� F

� * � � �����!� � � ��� � ��� H ◦ φ ���� ������� � �*&!��
H * �=��&!���+��&#�������+��/ � �"��

s
� �����

[0, 1]
�
H ◦ φ(s,−)

 �%�$&!� � 4 �/ � � �!� � � �� �+&!�
X̃
��

% * �' �3�����#� � ����� � ����� H ◦ φ(−, 0)
A�
H ◦ φ(−, 1)

�+���*� ���������"�����"�� *
φ : [0, 1]× [0, 1] // X

(s, t) � //

{ (
2ts , 2t(1− s)

) � �
t ∈ [0, 1

2
](

2(t− 1
2
)(1− s) + s , 2(t− 1

2
)s+ (1− s)

) � �
t ∈ [0, 1

2
]

�C< :���� :�33k �H �%��&!�! /� �� � � � ��� � ���:�+��&#� � � �
� �+�� � � �+& �0� ��:-@� � � �  ���������"���"�� (*&!N���2�����#� � ����� � ���
φ
 �%�$&!�! 4 ��/0���"� � �  ���,��� � � (*&! � ����� �' ��� 4 �/ � ��� � ���"��+/0 �!� � � �� � ������� ���+� � ���+�����"� * �

2
	�	�	43�� 3�� � 4 � <�� ���  �=< :
j �1����� � ���!�# :&#�  � ������ ��� � �����/0����?��� � ���#�! 

X̃
�
Iso
(−→π 1(X̃)

)  �%� �!� ����� � �+YA� �!&!�+ � �����
−→π 1(X̃) *
�C< :���� :�3 j ��/���%�"& � &?� 4  ���� � /� ��9+9�9 *VU�* H U � � �������������	� 
 � � � � �h�� � �%�"3&!�! 4 ��/����"� � �  �!� � � �� �� �H&!� � 4 �/ � � �!� � � �� 

α
/��� �?&!� � 4 �/ � � �!� � � �� ���������"�����?��&	� � � � /��� �+��

α
 �%�?��& � I / ��/0 �����LI

���"����� * * ��!��&��������� � � ���� � �" �� �  −→π 1(X̃)
������� ��#�����+�/0����5�' � ∼X̃ I ���,��� �+�� � �2 �(�& � /���������� � ���!� � 4 �/ � ���)���������"�����"� * j � �+&����;���"�����K(*&!0�,� ∼X̃ I ���,� ���+ � �H �(*& � /���������� �  α ��� � �a&!�# � � ��LI

� � �" �  −→π 1(X̃)
�D���I�

src(α) = tgt(α)
(*&!G� �2��� �!���"

x
� � �F����N���'����� ���,� � �$(�&#0��� ∼X̃ I ���,� ���+� �H �(*& � /���������� � & �!� � 4 �/ � � �������%�1��������

x
 �%��� � � � ���� � �" N��

x
�  −→π 1(X̃) * j �1����� � ���!�! �K�,��!��� � ��� �  �!��4 ��/����+� � � w(*&!G���H���I� �+&!� �������	� 
K��a��>� 4  ���� � /� �59+9 * H * r �S��� �"� � �a(�&#0� �2���I�

α ∼X β
� � �� ���&!�'�/0���� � �7� �S�� � ���"w&!� � � � � ��� � � 4 ��/����"� � �  � �!� � � �� � �$����"��

α
��
β * * �������� � ����� &!� � � � ����� � � 4 ��/0���+� � � �� �!� � � �� ���w����+�+C&!� � 4 �/ � � �!� � � �� 

γ1

��K&!� � 4 �/ � � �!� � � �� 
���������"�����

γ2

�x���'�����
γ1

 �%�K��& � / ��/0 �������%�1�����KA�?���H���J�
γ1 = γ2 * j � �����%� � ��&!� � ������ �

α
 �%�

&!� � �+��/���� � 4!� �+/0 �  −→π 1(X̃)
��������� � � �)�� � ���"Y&!� � 4 �/ � �! �!� � � �� 

β
�+��$(*&!

β · α ∼X̃ id
�

���H �%�+I �KI �!� �+`&!� � 4 �/ � � �������%�1����� � �����
β · α  ��� ��& � I / ��/0$&!� � 4 ��/ � � �������%�1����� ��a(*& � � �H �%�

�=� ��� � '!�'`(�&#�� �
α
��
β
�������5�&L� I / ��/0 � ���������"�����"� * �
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 *

��v �(*& � �;

S1
�e�� ���� ����w�&���� ���#� �� � � w�,� �%�"�+&����"&#�+ � �H � ������?�'���������/�����5��� � ���!�# �+& � /������"�F

�����+�����&L/h��
S1

�������+ ����� �C��&7/������� �#�+� �!�� � � �!& � ���+&#� � 4 ��(*&!:�����C��&L/���%� _
xy

�b����/0��G���
�+��,��� � ���

eiθ1 v eiθ2
���

θ < θ1 v θ2 < θ′
�4/���

eiθ1 = x, eiθ
′

= y
��
θ′ − θ v 2π * k ����"���+�+&��A�"&!��>����$�!���+ � −→

S1 *
�C< :���� :�3��  �� � � ����� � ��� � a�+��&#� � �! * �� ����� @ � ��) /�� ) ��� ����� � � � � �8�J���/����+(*&! Y(�&#<�,� �!��� � ��� � Y-@� � �������& ��p;�+Y&!� -.����/8��� � ��/�C(*& �
�=��+/0�� � �/���� � �!&!���� �����#-.���%�1�2'#���/0���� ����'�� � �2������ ��C��� � �����/0���� �����%� � ����'�/0����N��� � ���!�! *M � � ���" �� ��� �  ��G-.���+/���� � �+/0��n��&#�"�� �+�Y/���� � �2' � � � �+ � & �;� � ��� �  /�&!G� 4  ���� � (*&!��F �%� �  �=��9I
/0��+�+�+ �!� p; �������"�� � ����/ �!�� A� � ����� � � 5���������" 0����� �  ������� ��
 * k  �=�� � ���*� �!����c�+ � 4 � � (*&! � / � �+ ��� � �& �+�����?��h�+� ��/��/���*�0�#'����+�"� � �" �w��K-.��&#�+� � ���+���� �  �K�� ��&!�'�"���"� �!� � � � �'�/0����>&#� � � � �+�2'!�' �
�� �#�"��� � (*&! * k ��/ �h�"Y�+��*& �  ��� ������� � �+ � ���!� � � ��� � /� � ��8�"�+�4/���&L� �  ��A�+�"Y� 4	� �+��$�!��&��

H 
 r



�! �  0/���'� ���=��+����� ��� ���#��&�����A�+�"������#�+� � 4 ��� �  �� � � � & -@� � �a(*& �H��'�� �+� � �N����"� ��/0�/0���� � �LI
�" ��+����"���*�+ * j ����� �x��� /� �� � �!C� � �� �/0����K(*&!8�,� �#�+� �=� � � � � ���	�59+9 * % * r  �%�G�����!� � ���2'!�� � �����K��� � � �+ �  �������	��
 �_����'w-.��&!��� � �N� � ��� � &!�!G�!��� � ��� �  �!�'4 ��/0���"��� �  �;��&#� ������� ��
K�� � �����G&!�
-.�����A�"�&!� �����" 0����� � `-.��� � ��/0����"���� −→π 1

�  ���� �  ��&!� �������	� 
�� /������&!��� � ���������3Bnm o � � � �!� � �5��
�����+���'�,� � �+ ��9�9+9 * U�* % + �����3Bnm o3 A�1�����`��� ����&��9I � ���+ G����� �  �!�� � �! � GBDmWo � �����`�' �$�)' � ���� �+���*���� ��=�� � �"�� �����" 0����� �  � C �"�������a(�&# Iso(C) ���� �!&!�+0�� �!� �������� � ����� C * j � �����%� � ��&!� � ����D�,�C�!��I
� � ��� � � 4 ��/0���"��� �  � � � & � �" �����)��� �!�+���;� � � � � ��� �59+9 * % * r �������+ � �;��� � � ����'�� � � %�1 " * 
��r�!���" i��� � ������&�� � ��� � ������ �	��
 � ����� �����	� 
�P6/�� � �c���/�/0 ��9+9�9 *VU�* � H�R �� i′ ����'�� �  ��� BDmWo � ���������3Bnm o *
j � �  �� � ��������� ����� −→π 1

�N���`-.� � �x���-.�������+�&!� � ���+ G����� � �-.��� � ��/0����1���� �  ��� � �+&!� ����� ��
)�� �����& �
�  ��� � �+&#� �������	� 
 �!���Y�
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 � # � � <�6�@:
M  �!� �����"��/0/� �+& � /������3 ��� ����/�/w&#�1��� � -

PoSpc � � i //

−→π 1

��

LPoSpc

−→π 1

��
LfCat

� �

i′
// OwCat

�C< :���� :�3EM � �!�+�&7/�3�� �=� �+��+&#�x�� � � �&L�?���/0/0 � ��& � /��������x(�& � �+�����b����x������������&# � � &G�'�/0/�
��9�9+9 * % *!� r �� � & ������������� � �� �59+9+9 * % *!� 1 *2
	�	�	43�� 3�� � � :� �@:
� � � � −→X &!�I�)' � A� �  ����� ��
 * D ��&!���"��&h� �!� � 4 �/ � � β �+&!�

i(
−→
X )

� �7�� � ���"?&#� �#� � 4 �/ � �
α
�+&#�

−→
X
�"��D(*&!

i(α) = β *
2
	�	�	43�� 3���� � :� �@:

� � � � −→X &#�:�2' � �� �  ����� ��
 * D ��&!�)�"��&�� �#� � 4 �/ � ��� α1, α2

�+&#� −→
X
���Y�

α1 ∼−→
X
α2

� � ������&!�'�/0���� � �
i(α1) ∼i(−→X )

i(α2)

�

j ����� �R��� /� �� � ��a(*&! �������	� 
� �%� &#�! �����" 0����� �  � � 4 �/ � �C�+� �;������� � (*&!�/0���� ��������� � �+ *

H 
 �



H � +



4 #(&����� < :
� ���

� ������� ��� � ���

����� ��� � � � � � �<�� 
 
 � � � � ��������� 

M �	�+� �=��������
����� �� �'!��
'(�&�� ���,� ����
'(*&��r��pe��� �!��
�����
 �������/������ � ��& � ��&���
'��� � � ���,��� ��
 ��� ����
���� � ���
� � ������� ���+� �=��������
�(*&�� �0F���� 4 ��/0���"� ��
����� � � 4 ��/����'����
�� * M � �#����/�
 � ��� ��������
�� � � ��������� � 4	� ���
�� ��! ��+���
 ���5���!�!����
���� ����������
�(*&�� � � 4 ��/����"� ��
�� �=��&!�q ��+& � 
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((η2)A

◦ (η1)A
)A∈Ob(A)
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F
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H

AAB
η1
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A

F
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 ? �H9��KJ % 
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6��D;�� >% A ?�I ? ? 9�
���
 ? �E; % ��9 B ;�D>A ? A > � A�� >> �H;�� > % A ?�I ? ? 9�
���
 ? � ;��:9 � @�% ��9�J ?�@�I�% ��
 ? ��9 � % ��A @ � >> �>9 �� � ? A�� @ � @ ? � % ;��:9 @ �G� > �:9E; B'% 9 9 ? A�
 % ��
 //
���D8��� ;�� ;�
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 � A���
 //
6��D<? ? A @ > �:9�J ?�@�I A > �>9�J % 
�9 % �$�
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 @5> % A ?�I ? ? 9�
6��
 ? � ;���J ? ��A�����A @ 9!� ? ��D�� ◦ @ A�� >> �D;��:95� @�% ��9�J ?�@�I % ��
 ? ��9&� % ��A @ � >> �:95E$A��� ? A19N� ? ��� @�? ��99D0� %�> � I ����� ◦ ��� >CB*? ?)D @�% ��
 ? � ∗ ;�D =B��
�J; % ��9 > % ? @�? ? ? 9�
���
 ? � � � �/� H . �
H2 ∗ (H1 ∗ η) = (H2 ◦H1) ∗ η
(η ∗K1) ∗K2 = η ∗ (K1 ◦K2)
(H ∗ η) ∗K = H ∗ (η ∗K)




% 9 9 ? A�
 % ��
 /�
6��D I 
 �/���

H ∗ (η2 ◦ η1) = (H ∗ η2) ◦ (H ∗ η1)
(η2 ◦ η1) ∗K = (η2 ∗K) ◦ (η1 ∗K)

} ;�
M9�� @ 
 � A���
 //
6��D � � % A1A����5��� � ; @�? 
6��� ;�� ∗ 9�A @ ◦
D %�@7% 
 >> ��A @ 9 @ ? � %�> �:9 A ?�I ? ?�@ ��� I ����� 9L9�A�
 / % ��� 9 //
M99I � I //
�9 ;��:9N
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M"B'? ?)D @�% ����A @ ◦ ;�� A ?�I ? ? 9�
6��
 ? �%;��>95� @�% �19�J ?�@�I % ��
 ? �19 � % ��A @ � >> �:9/�D @ 
 =B�
η ◦ idF = η = idG ◦ η

A ?�I�I � > � 9�Am����� @ � > � ;�
 % � @�%�I�I �H;�� ; @�? 
6��� � A
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F

��

G
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M"B'? ?)D @�% ����A @ ∗ 9 % ��
�9�J % 
��L? ? A @ 9 % ? %�@ �

idB ∗ η = η = η ∗ idA
���

idF ∗H = idF◦H

���
K ∗ idF = idK◦F

A ?�I�I � > � 9�Am����� @ ����� > �:9 ;�
 % � @�%�I�I �>9 ;��
; @�? 
���� �

A idA // A
F

&&

G

88 B idB // Bη
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A′ H // A
F

&&

F

88 B K // B′idF
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� �1=B� @ 9�
 T �:9�� A�� ����; ? J ? ��A�����A @ ; B A���� A % ��DG� ?�@ 
� C @ n ∈ N
���
δ, µ

;��>9�� @�% �19�J ?�@�I % ��
 ? �19
� % ��A @ � >> �:9 @ �>9 ?3�:A���
 /�� I ����� ;��

T n
/�� @ 9

T n+1 ��� ;�� T n+1 /�� @ 9 T n @ A B �:9��+I � I ;�
 @ �

C

Tn

��

Tn+1

BBCδ

�	

µ

AI

%�>�?�@ 9
µ ◦ (T ∗ µ) = µ ◦ (µ ∗ T )

���
(T ∗ δ) ◦ δ = (δ ∗ T ) ◦ δ��� �� ��� @ µ ��� δ D�� % ��� ;��>9L� @�% ��9�J ?�@�I % ��
 ? ��9 � % ��A @ � >> �:9 @ ? ? A @ � ? A�� ?�� ����� C ;�� C @ > �>9 ;�
 % I� @�%�I�I �:9 A�
 I ;��:9 9 ? A19 9 ? ��� A ?�I�I A�� % ��
�J+9

T n+2(C)

µT (C)

��

T (µC) // T n+1(C)

µC

��
T n+1(C) µC

// T n(C)

T n(C)

δC
��

δC // T n+1(C)

δT (C) .

��
T n+1(C)

T (δC )
// T n+2(C)

�7? ��� @ � 
����8E$A��
H ∗ (η2 ◦ η1)

���
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;�� I � I �ME$A��
(η2 ◦ η1) ∗K

���
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 ? ��99� % ��A @ � >�> �>9 @ � >> �J9�� @�% � ? ��D�� · � � A1?�? ? 9 ? ��9 E/A��

F1

���
F ′

1

9 ? 
����� ;��>9FJ ? �1A�����A @ 9 ;�� A /�� @ 9 B @ E$A�� F2
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F ′

2

9 ? 
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2

AAC .η1
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η2
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F2∗η1 +3 F2 ◦ F ′

1

F ′
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F2 ◦ F1

η2∗F1

��

F2 ◦ F ′
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1
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F2 ∗ η1
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=
(
F ′

2 ∗ η1
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(
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F2 ◦ F1
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1
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F ′
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=
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η2
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AA Cη
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(η3 · η2) · η1 = η3 · (η2 · η1)

} % 9 9 ? A�
 % ��
 //
���DH;�� ·

(η′ · η) ∗G = η′ · (η ∗G)
H ∗ (η′ · η) = (H ∗ η′) · η
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6��D:9
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