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Résumé.

Le modele a deux matrices a été introduit pour étudier le modele d’Ising sur surface
aléatoire. Depuis, le lien entre les modeles de matrices et la combinatoire de surfaces
discrétisées s’est beaucoup développé. Cette these a pour propos d’approfondir ces
liens et de les étendre au dela des modeles de matrices en suivant 1'évolution de mes
travaux de recherche. Tout d’abord, je m’attache a définir rigoureusement le modele a
deux matrices hermitiennes formel donnant acces aux fonctions génératrices de surfaces
discrétisées portant une structure de spin. Je montre alors comment calculer, par des
méthodes de géométrie algébrique, tous les termes du développement topologique des
observables comme formes différentielles définies sur une courbe algébrique associée au
modele : la courbe spectrale. Dans un second temps, je montre comment, imitant la
construction du modele a deux matrices, on peut définir de telles formes différentielles
sur n’importe quelle courbe algébrique possédant de nombreuses propriétés d’inva-
riance sous les déformations de la courbe algébrique considérée. En particulier, on peut
montrer que si cette courbe est la courbe spectrale d’'un modele de matrices, ces in-
variants reconstituent les termes des développements topologiques des observables du
modele. Finalement, je montre que pour un choix particulier des parametres, ces objets
peuvent étre rendus invariants modulaires et sont solutions des équations d’anomalie
holomorphe de la théorie de Kodaira-Spencer donnant un nouvel élément vers la preuve
de la conjecture de Dijkgraaf-Vafa.

Mots clés : matrices aléatoires, combinatoire, théorie des cordes, espaces des mo-
dules, intégrabilité, géométrie algébrique

Summary

The 2-matrix model has been introduced to study Ising model on random surfaces.
Since then, the link between matrix models and combinatorics of discrete surfaces has
strongly tightened. This manuscript aims to investigate these deep links and extend
them beyond the matrix models, following my work’s evolution. First, I take care to
define properly the hermitian 2 matrix model which gives rise to generating functions
of discrete surfaces equipped with a spin structure. Then, I show how to compute all
the terms in the topological expansion of any observable by using algebraic geometry
tools. They are obtained as differential forms on an algebraic curve associated to the
model : the spectral curve. In a second part, I show how to define such differentials on
any algebraic curve even if it does not come from a matrix model. I then study their
numerous symmetry properties under deformations of the algebraic curve. In particular,
I show that these objects coincide with the topological expansion of the observable of
a matrix model if the algebraic curve is the spectral curve of this model. Finally,
I show that fine tuning the parameters ensure that these objects can be promoted
to modular invariants and satisfy the holomorphic anomaly equation of the Kodaira-
Spencer theory. This gives a new hint that the Dijkgraaf-Vafa conjecture is correct.

Key words : random matrices, combinatorics, string theory, moduli space, integra-
bility, algebraic geometry
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Avant propos et plan.

Les modeles de matrices aléatoires, depuis leur apparition dans le monde de la
physique en 1951, n’ont eu de cesse de trouver des applications dans des domaines tres
variés des sciences parmi lesquels on peut citer quelques éxemples en vrac : la physique
nucléaire, la physique statistique, I’étude des systemes chaotiques, la théorie des cordes,
les théories conformes, la combinatoire, la théorie des nombres, la théorie des noeuds,
I'intégrabilité, 1’étude des problemes de Riemann Hilbert ...

La richesse et la variété des domaines liés au matrices aléatoires en font un objet
d’étude passionnant et enrichissant, particulierement pour un étudiant, tant les pers-
pectives de recherche sont nombreuses. Au cours de ma these j’ai ainsi pt toucher a des
problemes tres différents les uns de autres et cotoyer des gens d’horizons tres divers. Ce
mémoire n’a pas pour but de cataloguer 'état de I'art dans I’ensemble des domaines
ou les modeles de matrices ont apporté une contribution, le volume nécessaire a un tel
exposé étant bien trop grand et mes connaissances trop limitées.

Je me restreindrai donc a un domaine que j’ai plus particulierement étudié et
sur lequel ont porté mes travaux au cours de cette these : le lien entre les modeles
de matrices hermitiennes et la combinatoire de surfaces. J’essaierai de montrer que
ces deux problemes sont profondément reliés et combien la structure sous-jacente est
riche, mélangeant géométrie algébrique et inégrabilité. J'ai essayé de rendre ce mémoire
aussi accessible que possible, quel que soit le domaine d’expertise du lecteur, qu’il soit
mathématicien ou physicien, et j’espere avoir réussi a faire un exposé ne nécessitant que
des connaissances élémentaires de physique et mathématiques. Je suis en effet tres heu-
reux que ce domaine puisse donner naissance a des discussions entre mathématiciens
et physiciens et j'espere donc que ce mémoire puisse étre lisible par les différentes
communautés liées, de pres ou de loin, a ce vaste sujet.

Les résultats que j’ai obtenu au cours de ma these ont tous été le fruit de travaux
avec mon directeur de these, B. Eynard. Ils découlent pour la plupart d'un résultat
qu’il a obtenu dans le cadre du modele a une matrice hermitienne au moment ou j’ai
entamé ma these sous sa direction : il a montré dans [42], comment calculer tout le
développement topologique des fonctions de corrélations de ce modele grace a des outils
de géométrie algébrique et a une représentation diagrammatique élégante du résultat.
Mes travaux ont essentiellement consisté en I'exploration de certaines des nombreuses
perspectives ouvertes par cette construction.

Cette thése suit 1’évolution de mes travaux au cours de ces trois dernieres années :

— Le chapitre 1 consiste en une courte introduction sur les modeles de matrices

présentant un historique et quelques applications motivant les travaux présentés
dans la suite;

— Le chapitre 2 est entierement consacré au sujet principal de ma these : le modele

a deux matrices hermitiennes. Apres avoir défini sans ambiguité le modele et les
observables étudiées, je montre comment, en généralisant la méthode de [42], on
peut calculer le développement topologique complet de toutes les observables en
termes de la courbe spectrale classique. Ce chapitre est basé sur mes travaux avec
Chekhov et Eynard [IT][ITI][I][51] .

— Le chapitre 3 montre comment cette méme méthode permet de résoudre le modele

a une matrice ainsi que le modele a une matrice en champ extérieur. La dérivation



des résultats du modele de matrice en champ extérieur est basé sur mon travail
avec Eynard [IV].

— Dans le chapitre 4, je présente une généralisation de cette construction au dela des
modeles de matrices. Je montre comment, partant d’une courbe algébrique quel-
conque, on peut construire une famille infinie de formes différentielles imitant les
résultats obtenus dans les deux chapitres précédents. Lorsque la courbe considérée
est la courbe spectrale d'un modele de matrices, ces formes différentielles coinci-
dent avec les termes du développement topologique des observables de ce modele.
J’étudie également le comportement de ces formes différentielles sous les défor-
mations de la courbe ainsi que les propriétés de symétrie induites et comment ces
propriétés permettent de comparer différents modeles et de retrouver facilement
des résultats classiques dans 'étude d’intégrales matricielles. Ces résultats ont
été obtenus avec Eynard dans [IV][VI].

— Apres une tres breve introduction entre le lien entre modeles de matrices et théorie
des cordes, je montre que les objets introduits dans le chapitre précédent satisfont
les équations d’anomalie holomorphe pour les cordes fermées de BCOV [15] et
je propose des équations pour les cordes ouvertes satisfaites par les fonctions
de corrélation définies précédemment. Ces résultats viennent d’une collaboration
avec Eynard et Marifio [V].

— Le chapitre 6 est une conclusion ol je résume les principaux résultats présentés
dans cette these et certaines perspectives ouvertes par ces travaux.

Ces chapitres correspondant au coeur de la these sont suivis d’un chapitre com-
portant quelques appendices techniques et d’'une partie ou j’ai regroupé mes articles.
Ces deux derniers chapitres permettent, entre autres choses, de regrouper toutes les
démonstrations nécessaires aux résultats présentés ici. Ainsi, j’ai présenté les réultats
sans démonstration dans le corps du texte. Lorsque cela peut aider a une meilleure
compréhension du résultat, j’ai cependant parfois présenté une idée des démonstrations.
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Chapitre 1

Introduction.

Avant toute intrusion dans le monde des matrices aléatoires, il semble indispensable
de rappeler leur surprenante apparition dans le monde de la physique ainsi que leurs
si nombreuses et non moins surprenantes applications par la suite. La premiere partie
de ce chapitre a donc pour but de rappeler l'origine des modeles de matrices aléatoires
en général et des objets étudiés dans la suite plus particulierement. Dans la seconde
partie de ce chapitre, nous présenterons divers problemes mathématiques et théories
physiques liés aux modeles de matrices, que ce soit des applications directes ou bien
simplement des problemes comportant une structure similaire. Nous nous attacherons
particulierement a montrer les points communs a ces différentes théories.

1 Petit historique des modeles de matrices.

1.1 Matrices aléatoires et physique nucléaire.

Les matrices aléatoires sont arrivées en physique presque par hasard. En effet, au
cours des années 50, les physiciens nucléaires tentent d’étudier des noyaux de plus en
plus gros, c’est-a-dire de déterminer le spectre de I’Hamiltonien caractérisant chaque
noyau. La complexité du probleme et la taille de 'opérateur a diagonaliser croissant
avec la taille du noyau, ils se sont finalement trouvés face a un probleme qu’ils ne
pouvaient pas résoudre ni meéme décrire théoriquement. Ils étaient cependant capables
d’avoir acces a ce spectre expérimentalement en étudiant la diffusion de neutrons lancés
sur ce noyau. Ainsi 'expérience donnait acces a la répartition des niveaux d’énergie,
la maniere dont ils sont corrélés entre eux, leur densité p(E) (i.e. le nombre moyen de
niveaux dans un intervalle d’énergie)...

L’étude de ces résultats expérimentaux a fait apparaitre une structure tres robuste
et universelle de la répartition statistique des niveaux d’énergie ne dépendant pas direc-
tement du noyau étudié ni de la région du spectre observée (voir [84] et les nombreuses
références a l'intérieur). En effet, si les niveaux avaient été décorrélés, on se serait par
exemple attendu a trouver une distribution de Poisson qui ne fut pas du tout observée.
Au contraire, la distribution observée a été retrouvée par Wigner en partant d’une sta-
tistique bien différente. Puisque ’'Hamiltonien d’un noyau lourd est trop complexe pour
étre décrit explicitement, Wigner a proposé de le modéliser par une matrice de taille
N x N dont les coefficients sont des variables aléatoires décorélées suivant chacune une
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16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.

loi gaussienne adoptant ainsi une approche statistique. Lorsque la taille de la matrice
N tend vers l'infini, il a observé que le spectre devient (quasi-)continu sur un intervalle
la,b] et que la densité d’énergie suit la célebre loi du ”demi-cercle” de Wigner [105] :

4 b b—
p(E):msmd) avec E:a;_ + 2a

COs . (1-1)

Or, les corrélations issues de cette densité correspondent exactement aux observations
expérimentales obtenues par diffusion de neutrons lents. L’existence d’une approche
statistique de ce probleme n’est pas due au hasard mais bien aux propriétés parti-
culieres de ce type de diffusion. En effet, les neutrons bombardant le noyau a étudier
apportent ici chacun une faible énergie. Il faut alors en accumuler beaucoup pour pou-
voir arracher un neutron au noyau. L’énergie individuelle des neutrons incidents est
donc totalement absorbée par le noyau au cours de cette réaction avant d’étre restituée
a travers un neutron diffusé. L’étude des neutrons diffusés ne doit donc plus caractériser
les comportements individuels des neutrons incidents mais leur comportement collectif
impliquant un caractere statistique.

Cette approche statistique peut s’appliquer a d’autres problemes physiques liés a
un Hamiltonien trop compliqué pour étre décrit exactement. On a alors pu observer
que les caractéristiques générales du spectre ne dépendent pas des détails du probleme
étudié mais simplement de ses symétries, chaque cas correspondant a l'intégration sur
un ensemble de matrices particulier ([84] est une nouvelle fois une source formidable
d’informations sur ce point). En effet, I’étude des matrices aléatoires elles-mémes a
permis d’observer des propriétés d'universalités : lorsque la taille des matrices tend vers
'infini, on peut trouver certaines caractéristques du spectre (par exemple I’espacement
entre deux valeurs propres successives) qui ne dépendent absolument pas des détails
de la mesure d’intégration mais seulement de I’ensemble des matrices sur lequel on
intégre.

Il peut donc étre intéressant d’étudier les matrices aléatoires en posant une mesure
sur I’ensemble de matrices présentant des caractéristiques communes plutot que de les
voir comme un ensemble de coefficients aléatoires réels corrélés. C’est cette approche
que nous considérerons dans cette these en considérant une mesure d’intégration sur
I’ensemble des matrices hermitiennes.

1.2 Modeles de matrices et combinatoire.

Pour bien comprendre comment le modele qui nous intéresse a vu le jour, il est
nécessaire de rappeler comment un résultat de Chromodynamique Quantique (QCD)
s’est avéré étre fondamental dans le cadre des matrices aléatoires. Cette théorie est une
théorie des champs ou les particules sont des quarks portant une charge de couleur qui
est un objet tridimensionnel. Ils interagissent donc a travers des matrices de jauge de
taille 3 x 3, les gluons, présentant une symétrie SU(3). La résolution de cette théorie est
un probleme extremement complexe et si 'on peut obtenir des résultats perturbatifs
aux petites échelles ou la constante de couplage est faible, I’étude aux grandes échelles
ne peut étre décrite de la méme fagon. En 74, 't Hooft [I00] a proposé d’aborder
le probleme différemment en le généralisant : au lieu de considérer seulement trois
couleurs, on peut étudier le méme probleme avec un nombre de couleurs arbitraire /V.
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On peut alors faire tendre ce nombre N — oo et exprimer les observables du modele a
travers leur développement en % pour obtenir finalement des informations sur la valeur
N = 3. ’t Hooft a alors découvert que les graphes de Feynman contribuant a un ordre
donné dans ce développement ont une topologie fixée.

Le type de modeles que nous allons étudier dans ce mémoire a été introduit bien
plus tard. Partant des techniques classiques de théorie des champs, Brézin, Itzykson,
Parisi et Zuber [22] ont interprété les intégrales matricielles issues de la théorie des
matrices aléatoires comme des fonctions génératrices de graphes épais lorsque la taille
des matrices tend vers l'infini. Pour cela, ils ont développé les intégrales considérées
autour d'un col pour se ramener au calcul de valeurs moyennes d’opérateurs par rap-
port a une mesure gaussienne. L’application du théoréeme de Wick (voir 1'appendice |1
permet alors de représenter le résulat comme une somme sur un ensemble de graphes
ou les vertex sont orientés. Nous reviendrons plus précisément sur cette construction
dans le début du chapitre 2 puisqu’elle est la base des objets étudiés ici.

L’étude des modeles de matrices a connu un regain d’interét quelques années plus
tard grace a une simple observation. Plusieurs domaines tres différents de la physique,
tels que la théorie des cordes, la gravitation quantique ou bien I’'étude de membranes,
nécessitent de pouvoir caractériser des surfaces et, plus particulierement, de pouvoir
mettre une mesure sur cet ensemble. En 1985, plusieurs chercheurs étudiant de telles
surfaces ont observé que l'interprétation introduite par [22] permet d’approcher ce type
de probleme a partir des intégrales de matrices [9, 30, [65]. En effet, considérant un
graphe épais, il existe une procédure tres simple permettant de remplacer tout vertex
a k pattes par un polygone a k cotés. A un graphe consistant en un recollement de
vertex, on fait donc correspondre une surface formée de polygones collés entre eux par
leurs arétes. La théorie des matrices aléatoires permet ainsi de calculer des objets de

la forme :
Z=>) P(S) (1-2)
S

ou S est une surface discrétisée construite comme un recollement de polygones et P
est un poids associé a toute surface de ce type. Pour passer a de ”vraies” surfaces,
c’est-a~dire continues, il faut alors faire tendre le nombre de polygones vers l'infini et
réduisant leur taille de maniere a garder 'aire de la surface considéré finie.

Dans ce cadre, la propriété découverte par 't Hooft en QCD signifie que, lorsque la
taille des matrices tend vers l'infini, le développement en % permet de sélectionner le
genre des surfaces générées. Ainsi, on peut écrire

zZ = i N>7293 " P(S,) = i N?~29z(9)
9=0 Sy g=0

- NZQ; @+N_2+

(1-3)

ot I'on somme maintenant sur I’ensemble des surfaces S, de genre g donné pour obtenir
chaque terme de ce développement topologique. Cette propriété s’est avérée fondamen-
tale dans I’étude des matrices aléatoires et a permis de faire de grands progres.
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1.3 Matrices aléatoires et surfaces continues.

Revenons maintenant a une éventuelle procédure permettant d’atteindre des sur-
faces continues a partir des modeles de matrices. Une telle limite est atteinte en faisant
tendre le nombre moyen de polygones constitutifs des surfaces vers l'infini. Ceci est
en général obtenu en approchant un point critique dans l'espace des parametres du
modele. En effet, on peut montrer [47] que le nombre moyen de polygones < n > est
donné par une relation de la forme

0lnZ
dg

<n>=g (1-4)
ou ¢ est un parametre du modele de matrices et Z la fonction génératrice de surfaces
discrétisées issue de ce modele. Il faut donc atteindre une singularité de In Z comme
fonction de g pour faire diverger cette quantité. On détermine ainsi un point critique
g. tel que pour tout terme du développement topologique Z" défini dans Eq. 1 , il
existe un exposant critique a4, tel que

ZW = (g—g.)~ anZzM | termes sous dominants. (1-5)

sing

On peut alors définir une constante cosmologique liant I'aire moyenne des polygones
€2 et la distance au point critique :

Ae® = (g — ge)- (1-6)

La fonction génératrice totale est alors donnée par le comportement
Z=) NG g) 2, (1-7)
h=0

au voisinage de la singularité g.. Il a été montré [23| [39] [55] que I'exposant critique «y,
est linéaire en le genre h : il existe un exposant 7 tel que

ap = (y=2)(1—h). (1-8)

Les exposants de % et (g9 — g.) sont donc comparables et ceci permet de définir une

variable combinant les deux x := N(g — g.)'~% permettant d’exprimer :

z=Y w2zl (1-9)

sing
h=0

et ainsi de mélanger les contributions des surfaces de genres différents a travers une
double limite d’échelle obtenue par N — oo et g — g. en gardant « fini. Cette double
limite d’échelle est intéressante puisqu’elle permet d’avoir acces aux surfaces continues
depuis les modeles de matrices et de mélanger les surfaces de genres différents ce qui
est un élément fondamental de la théorie des cordes ol ces dernieres intéragissent en se
séparant et se recollant créent des surfaces de genre plus élevé. Nous reviendrons sur
ce point dans la partie suivante dédiée aux applications des matrices aléatoires.
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2 Applications des modeles de matrices aléatoires.

Les matrices aléatoires sont un outil formidable tant ses applications sont nom-
breuses aussi bien en physique qu’en mathématiques. Dans cette partie nous présentons
seulement une petite partie de celles-ci plus particulierement reliées aux résultats
présentés dans ce mémoire.

2.1 Volume symplectique de I’espace des modules de surfaces
de Riemann.

En mathématiques, on peut étre intéressé par décrire et compter des surfaces par-
tageant une meéme topologie. Lorsque ces surfaces sont discrétisées, ceci se ramene a de
la pure combinatoire mais lorsque les surfaces sont continues, on ne peut plus aborder
le probleme de la méme maniere. Il faut définir un certain nombre de parametres, ap-
pelés modules, dont la valeur permet de caractériser chaque surface ou type de surface.
L’ensemble des surfaces est donc mis en bijection avec ’espace de toutes les valeurs
possibles de ces parameétres : I'espace des modules [31]. Un premier ensemble de mo-
dules peut étre identifié comme le genre g et le nombre de bords k d’une surface.
On peut alors découper ’ensemble des surfaces en des sous-ensembles S,ig) contenant
toutes les surfaces de genre g donné et ayant k bords. A chacun de ces ensembles on
peut associer un ensemble de modules tels que la longueur de chaque bord par exemple
dont les différentes valeurs forment un espace ./\/l,(f ). Alors que dans le cas des surfaces
discrétisées, on les compte en associant a chaque assemblage de polygones un poids et
en effectuant la somme de ces poids, I’équivalent continu consiste a munir ’espace des
modules d’une mesure et a calculer le volume de ce dernier par rapport a cette mesure.
En effet, chaque point de I'espace des modules correspond a une surface et imposer
une mesure sur cet espace consiste a associer un poids a chaque surface, I'intégration
remplacant alors la somme discrete.

Dans I’étude de ces espaces, Riemann lui-méme a été le premier a étudier ’espace
M, de toutes les structures complexes sur une surface orientée de genre g modulo
I’ensemble des difféormorphismes préservant l'orientation. Il a ainsi pu montrer que
I'espace M, a pour dimension réelle 6g — 6. Beaucoup plus récemment, démontrant
ainsi une conjecture précédement établie par Witten [108], Kontsevich [72]a montré
que 'on pouvait calculer le volume de tels espaces par le calcul d’intégrales de matrices
du type

- [dMexp — Tr (ATMZ —iMT?’)
a [dM — Ty AL

2

Z(A) (2-1)

ou A est une matrice de champ extérieur en utilisant la propriété disant que les volumes
0¥ = Vol (M%‘] )> satisfont les équations de Korteweg-de Vries (KdV).

Le fait que cette hierachie intégrable d’équations apparaisse dans I'étude des ma-
trices aléatoires est connu depuis longtemps et beaucoup de travaux ont montré que de
telles hierarchies intégrables sont fondamentalement liées a différents modeles de ma-
trices aléatoires [23] 55] B9, 13]. Au contraire, I’émergence de telles contraintes dans le
cadre de I’étude de I’espace des modules de surfaces continues etait plus surpenante et
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n’est toujours pas comprise et fait I’'objet de nombreux travaux. Tres récemment, Mir-
zakhani [87, 88| a proposé une relation de récurrence permettant de retrouver la valeur
de ces volumes avec une approche mélangeant géométrie algébrique et géométrie hyper-
bolique. Ces relations semblent étre un premier pas vers une meilleure compréhension
de ce lien entre hierarchies intégrables et espaces de modules.

2.2 Théorie de la gravitation quantique bidimensionnelle.

La gravitation est strement la force fondamentale la plus facilement observable
a 1’échelle macroscopique puisqu’elle a toujours été ressentie par tout le monde et a
été formalisée tres tot a travers les lois de Newton. Cependant son comportement a
petites échelles est plus problématique. Il paraitrait en effet naturel de vouloir quantifier
cette intéraction fondamentale comme 1’électromagnétisme et les autres forces, mais les
techniques de théorie des champs utilisées ne peuvent s’appliquer dans ce cas la puisque
la gravitation est une théorie non renormalisable.

Comment quantifier cette théorie en pratique ? On peut tenter d’imiter ce qui se fait
déja dans les autres théories en utilisant les intégrales de chemins, c¢’est-a-dire sommer
sur tous les chemins d’états possibles entre un état initial et un état final donné. On
sait depuis Einstein que le champ gravitationnel est un champ courbant I’espace temps.
Pour le caractériser il faut donc se donner une variété £ de dimension 4, des coordonnées
{z;}}, sur celle-ci et une métrique gi; donnée par une matrice 4 x 4. Son action est
alors donnée par la courbure de £ :

167TG/dx1dx2dx3da:4\/—det R (2-2)

ol R est la courbure scalaire de la métrique g et G un nombre appelé constante gravi-
tationnelle. Une intégrale de chemin sera alors de la forme :

Z= zg: exp (—2'5 (hg)) (2-3)

ou la somme porte sur toutes les variétés £ satisfaisant les conditions initiale et finale.
Le calcul d’une telle somme est extremement compliqué et un tel probleme n’a pas
encore pu étre résolu, en particulier parce qu’on ne sait pas bien décrire les différentes
topologies de £ intervenant dans cette somme.

On peut cependant essayer de simplifier le probleme pour tenter de le résoudre en
diminuant la dimension de I'espace temps : on peut considérer ’espace temps comme
une variété de dimension 2 : une dimension d’espace et une dimension de temps. On
va également faire une rotation de Wick ¢t — 4t, faisant passer dans I'espace des temps
complexes et rendant la métrique Euclidienne. Dans ce cas la, le probleme se rapproche
d’un probleme de calcul de volume d’espace de modules de surfaces continues décrit
plus haut. On doit en effet calculer des intégrales de chemin de la forme :

[ da*\/—det g(A + GR)
Z= ex (2-4)
Yo (RS

ou la somme porte sur toutes les surfaces satisfaisant les conditions aux limites et A est
la constante cosmologique. En fait, le symbole de somme est ici un peu abusif puisqu’il
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sous entend une somme discrete alors que 1'espace des surface n’est pas a priori discret.
En fait, il faudrait plutot réécrire Z comme une intégrale sur ’espace des modules des
surfaces de Riemann &.

C’est justement sur ce point que les intégrales de matrices s’averent efficaces a
condition de donner un sens précis a cette somme discrete. Une idée naturelle pour
décrire une surface, fréquemment utilisée par exemple en mécanique dans les méthodes
de modélisation en éléments finis, consiste a discrétiser cette derniere en la remplacant
par une surface ”proche” composée uniquement de polygones collés entre eux par leurs
arétes. La somme Z consiste alors a sommer sur de telles surfaces discrétisées en don-
nant un poids particulier a chacun des polygones les composant ainsi qu’a ’opération
de recollement d’arétes : on peut donc voir Z comme une fonction génératrice de telles
surfaces. Or comme nous le verrons, c¢’est exactement le type de fonctions génératrices
que l'on peut obtenir a partir des intégrales de matrices. Notons qu’il faut alors faire
tres attention a cette discrétisation des surfaces et pouvoir caractériser son impact sur
les observables du modéele.

Pour la suite, remarquons que 1’on peut également introduire des champs de " matiere”
scalaires X; : £ — C couplés a la gravité, par exemple a travers ’action modifiée :

S= [ da®\/—detg(A+ GR+ g’ 0, X,05X;). (2-5)

2.3 Théories des cordes.

Une autre théorie peut se mettre sous une forme similaire et se ramener au méme
probleme consistant en une intégrale sur I’espace des modules des surfaces de Riemann :
la théorie des cordes [54]. Celle-ci est une généralisation des théories des champs ha-
bituelles ou les particules ne sont plus des points de l'espace temps mais des objets
a une dimension, i.e. des cordes paramétrées par des coordonnées X;(s,1) i=1..3 OUS
est une abscisse curviligne sur la corde. Pour définir une intégrale de chemin il faut
alors intégrer sur tous les états X;(t) entre une corde initiale X;(s,%y) et une corde
finale X;(s,tf). Or, lorsqu’une corde évolue dans le temps, elle dessine une surface (bi-
dimensionnelle) dans 'espace temps. L’intégrale de chemin correspond donc comme
dans le paragraphe précédent a sommer sur toutes les surfaces entre les états initiaux

et finaux : 2% e (_iS%E)) . (2-6)
€

Plusieurs actions S(€) peuvent alors étre choisies et plusieurs mesures pour la somma-
tion. Nous n’alllons pas nous attarder sur toutes les actions possibles. Notons que parmi
toutes celles-ci, Polyakov [94] a proposé une action invariante sous les changements de
coordonnées de la surface :

S = —%/dsdt\/—detg(z GuygaﬂaaX,uaﬂXl/) (2-7)

ou G est la métrique de Minkowski sur I'espace-temps et g la métrique induite sur
la feuille d’univers (i.e. la surface dessinée par 1’évolution de la corde dans le temps).
Notons que 1'on reconnait ici exactement la méme somme sur les surfaces que celle
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introduite dans le paragraphe précédent dans le cadre de la gravitation quantique
bidimensionnelle dans Eq. .

Cependant, cette théorie des cordes présente de nombreux défauts. Non seulement,
elle ne peut étre vérifiée expérimentalement mais au niveau théorique, les symétries
nécessaires impliquent de fortes contraintes. En effet, on ne peut pas construire une
telle théorie dans un espace temps de dimension 4 mais 26! Il faut donc éliminer 22 di-
mensions. Une partie du chemin a déja été fait par Ramond [95] et Neveu et Schwarz [92]
en introduisant la supersymétrie : ils ont ramené le probleme a une théorie a dix dimen-
sions. Il reste donc 6 dimensions a éliminer pour revenir aux 4 dimensions de l'espace
temps réel. Ceci peut étre fait en réduisant la taille des 6 directions supplémentaires, en
les compactifiant. Les nombreux travaux dans ce domaine font apparaitre une tres riche
structure intéressante au moins au niveau mathématique si ce n’est pour retrouver les
propriétés physiques du monde réel.

Remarque 2.1 Nous n’avons évoqué ici qu'un exemple parmi bien d’autres de modele de
théorie des cordes lié aux modeles de matrices aléatoires. Nous verrons un autre exemple
dans le chapitre 5 qui lui est totalement dédié : les théories des cordes topologiques. Ce cas
correspond & une théorie des cordes ou seule la topologie de la feuille d’univers (i.e. la surface
générée par I’évolution temporelle de la corde) entre en compte dans le calcul de la fonction
de partition. Si deux types de théories des cordes apparaissent dans ce cadre, tous deux sont
fortement reliés aux modeles de matrices [81] : que ce soit par les propriétés de variation
de la fonction de partition du type A sous les déformation de la feuille d’univers ou par la
conjecture de Dijkgraaf et Vafa [36] identifiant directement un modele de matrice équivalent
au type B, les points communs entre modeles de matrices et théories des cordes topologiques
sont frappants.

2.4 Théories conformes et modeles minimaux.

Explicitons un peu plus comment ces dimensions critiques pour 1’espace temps sont
obtenues. Au niveau local, ’action de Polyakov a une symétrie sous le changement de
la métrique :

9ap = €7 Gap; (2-8)

la symétrie conforme. Cependant cette symétrie est brisée par la quantification : la som-
mation sur les surfaces introduit une anomalie. On peut caractériser cette anomalie par
un unique scalaire : la charge centrale c. Celle-ci s’annule lorsque la théorie quantique
est invariante conforme. Pour la définir, il est nécessaire d’étudier plus précisément les
transformations conformes de la métrique. Ce sont les transformations qui changent la
métrique par un facteur scalaire et donc laissent invariante ’action de la théorie [62] :
elles sont données par

z— 2(1+ef(2)) (2-9)

ol f est une fonction analytique de la variable complexe z = x + iy avec = et y des
coordonnées sur la surface considérée. Elles sont donc générées par les opérateurs [, :=
z”“%. En fait, comme souvent, pour obtenir les bons générateurs des transformations
conformes, on doit introduire un ordre normal pour préciser 'ordre dans lequel les
différents opérateurs agissent. On obtient ainsi les générateurs L,, :=: [,, : qui satisfont
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les relations de commutation :

(03— n)omynld, (2-10)

Ln,Lm: - Lmn 19
L L] = (= )L

c’est-a~dire qu’ils forment une extension de I'algebre de Virasoro avec une charge cen-
trale c.
On peut construire une représentation de cette algebre en partant d’un opérateur
primaire |0 > :
Lol0 >=h|0 > et Vn>0, L,|0>=0 (2-11)

considéré comme le vide de la représentation. L’ensemble des états engendrés par les
autres opérateurs L_,, :

|n1n2 N >i= L—nlL—ng R L_nk\O > (2—12)

engendrent alors, en général, une représentation de dimension infinie irréductible de
I’algebre de Virasoro. Cependant ceci n’est plus vrai dans certains cas particuliers
ou la représentation engendrée est réductible puisque les états engendrés ne sont pas
linéairement indépendants. En effet, pour les valeurs de h particulieres :

s — % (126 s+ (1=~ =2 + (P = VB -1 —0)  (213)

ou r et s sont entiers, on obtient de telles représentations réductibles.
Remarque 2.2 Certains modeles ne font intervenir qu'un nombre fini de représentations

réductibles de ce type et sont ainsi entierement solubles : les modeles minimaux indexés par
deux entiers p et ¢ premiers entre eux. Dans ce cas, la charge centrale est de la forme :

— )2
cm1-6P=9 (2-14)
pq
et les dimension des champs primaires sont données par la table de Kac [62] :
)2 — (1 — )2
s — (rq —sp)* — (p—q) (2.15)

4pq

ou s et r sont deux entiers strictement positifs et strictement inférieurs respectivement a ¢
et a p.

Nous verrons comment résoudre ces modeles grace aux modeles de matrice dans le chapitre
4 de cette these.

On peut montrer que 'on peut associer une telle charge centrale a chaque champ
suivant sa statistique : a un boson, on associe une charge 1 tandis qu’a un fermion on
associe une charge % On peut également montrer que le champ de jauge g,3 a une
dimension négative égale a —26 due, entre autres choses, a I'introduction de fantomes
de Fadeev-Popov. La charge totale d’une théorie des cordes D dimensionnelle avec

I’action de Polyakov est donc égale a :

c=D—26 (2-16)
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puisqu’il y a D champs bosoniques dans cette théorie. On voit ainsi qu’il est nécessaire
d’avoir une théorie avec un espace temps de dimension D = 26 pour que la symétrie
conforme soit préservée au niveau quantique. Pour réduire la dimension critique, on
peut introduire la supersymétrie et donc D fermions. Ceci induit de plus de nouveaux
fantomes de Fadeev-Popov avec une charge +11. On a alors la charge centrale

D
¢=D 26+ +11 (2-17)

ce qui donne une dimension critique D = 10 comme annoncé plus haut.

En fait, les modeles de matrices permettent non seulement d’avoir acces aux théories
des cordes critiques mais égalements a celles qui ont une dimension non critique et donc
une charge centrale non nulle. En particulier, les modeles minimaux correspondent a
une charge centrale ¢ < 1.

Dans tous les cas, pour comparer les résultats des théories conformes introduites ici
et des modeles de matrices vus comme fonctions génératrices de surfaces discrétisées,
il faut pouvoir trouver un language commun. Dans les deux cas on peut se ramnener a
une unité de comparaison possible : I'aire des surfaces générées. On peut se demander
comment se comportent les observables de ces différents modeles en termes de 'aire
A des surfaces considérées. Plus particulierement comment divergent ces observables
quand A — oco. En général, pour les théories conformes, on peut montrer que pour un
genre h et une aire A fixée pour les surfaces £, on a un comportement du type [71] :

Z0 =" exp (—iS <g)) ~ng A3 (2-18)
&

h

ou l'exposant y;, est linéaire en le genre et donné palﬂ :
Vi = 2h + Ysiring(1 — D). (2-19)
Le coefficient 7ying, appelé susceptibilité de corde dépend de la théorie considérée. Par
exemple, pour un modele minimal de type (p, ¢), on peut montrer ¢’il vaut :
3 lp — 4l
p+a—Ip—aq

Vstring = (2_20)
On peut calculer un tel exposant critique pour n’importe quelle autre observable < O >
du modele et ainsi le comparer avec les résultats de modeles de matrices.

Nous verrons ainsi que la comparaison de ces exposants, a condition de bien nor-
maliser les observables et variables, permet de montrer que les modeles de matrices
donnent acces aux théories conformes (en particulier en prenant certaines limites ou
les surfaces discrétisées deviennent continues).

2.5 De ’émergence de la géométrie algébrique et des systemes
intégrables.

Si les applications présentées jusqu’ici ont toutes un lien avec la combinatoire de
surfaces discrétisées ou continues, les modeles de matrices sont liés a de nombreux

1On peut noter la similitude entre cette équation et Eq. |b
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autres problemes qui ne seront pas ou tres peu abordés dans cette these. Si elle ne
semble pas aussi directement reliée a notre probleme, I'une des propriétés des modeles
de matrices qui semble fondamentale dans toutes les construction introduites ici est
son intégrabilité. En effet, cette propriété, que l'on retrouve sous différentes formes
suivant l'aspect des modeles de matrices étudiés, assure que le probleme est soluble :
cela signifie que 1’on est en principe capable de calculer toutes les observables du modele
considéré (ce qui ne signifie pas que 'on puisse le faire facilement en pratique).

Il a été observé que les observables des modeles de matrices sont, en général, solu-
tions d’équations différentielles appartenant a des hierarchies intégrables telles que les
hierarchies KP, la hierarchie de Toda 2 dimensionnelle, celle de Whitham ... En fait,
lorsque 'on integre sur une matrice de taille finie N, on trouve un systeme intégrable
quantique caractérisé par h ~ % On s’attend donc a retrouver un systeme intégrable
classique lorsque la taille N — oo et ainsi tous les ingrédients le caractérisant comme
une courbe algébrique appelée courbe spectrale ou la fonction 7 satisfaisant des rela-
tions bilinéaires.

Nous verrons que nous retrouvons effectivement tous ces ingrédients dans le cadre
des intégrales formelles qui sont liées a la limite des intégrales de matrices convergentes
lorsque la taille des matrices tend vers l'infini. On ira méme plus loin puisque nous
montrerons que ces éléments classiques permettent de calculer toutes les corrections en
%, i.e. toutes les corrections semi-classique

Si le lien entre intégrabilité et modeles de matrices semble bien compris a présent, le
lien direct entre combinatoire de surfaces et intégrabilité restait jusqu’a récemment as-
sez obscur. Pourtant cet outil semble fondamental dans 1’étude de I'espace des modules
de surfaces de Riemann. En effet, si 'approche de Kontsevich a été de réinterpréter ce
probleme en termes d’intégrales matricielles, ceci est principalement du au fait que les
volumes d’espaces de modules sont solutions d’équations différentielles de la hierarchie
KdV et donc a l'intégrabilité. Si des travaux récents [93, [79, 91| ont permis de com-
prendre un peu mieux ce lien a la lumiere de I'étude de partitions aléatoires et leur
lien avec les fonctions tau de systemes intégrables, j'espere que cette these permettra
de donner de premiers éléments de compréhension utilisant le formalisme des matrices
aléatoires.

2Nous verrons que ceci n’est pas exact puisque le modele étudié n’est pas exactement l'intégrale
de matrice dont on s’attend a ce qu’elle soit la fonction tau d’un systéme intégrable quantique. Il
reste dons une derniere étape a franchir pour pouvoir reconstruire le systeme quantique lui-méme par
resommation des termes semi-classiques.
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Chapitre 2

Modele a deux matrices
hermitiennes.

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de résolution du modele a deux
matrices hermitiennes formel. Ce modele est souvent décrit comme la limite d'une
intégrale matricielle convergente ou la taille des matrices tend vers co puisqu’il corres-
pond a un développement perturbatif de cette intégrale par rapport a un parametre
qui est de l'ordre de l'inverse de la taille des matrices considérées. Nous allons donc
montrer comment calculer tous les termes du développement de toutes les observables
de ce modele par rapport a ce parametre. Cette méthode, basée sur les travaux de
Eynard pour le modele & une matrice [42] et ses méthodes générales de résolution des
équations de boucles, montrera toute sa puissance dans les chapitres suivants ot nous
la généraliserons au dela des modele de matrices aléatoires.

Le modele a deux matrices hermitiennes a fait ’objet de différentes approches dans
la littérature. En effet, les nombreux domaines ot ce probleme, qui consiste essentiel-
lement a évaluer des intégrales matricielles, semble apparaitre ont permis a différentes
spécialités de se retrouver sur un méme terrain. Ainsi chacun a pu utiliser ses méthodes
favorites et ’on peut facilement imaginer que les contributions de physiciens, probabi-
listes ou combinatoriciens vont apporter des points de vue bien différents. Le modele
étudié ici a été introduit en premier par Kazakov comme un modele de physique sta-
tistique [60] : il a été utilisé pour modéliser le modele d’Ising sur surface aléatoire, i.e.
décrire un systeme de spins en intéractions vivant sur un réseau triangulaire aléatoire.

La méthode développée ici consiste a résoudre un ensemble d’équations satisfaites
par les observables du systeme. Ces équations sont connues sous le nom d’équations de
boucles [86, 99, 34], |8, 43] dans le milieu des matrices aléatoires mais elles se retrouvent
en fait dans diverses spécialités de physique ou de mathématiques sous des noms aussi
divers que contraintes de Virasoro, identités de Ward, équations de Schwinger Dyson,
équations de Tutte [102] 103] ou méme équations de Baxter [11]. Si des méthodes ont
été proposées pour les résoudre dans des cas particuliers [5 4], 3] ou méme totalement
[8] dans le cas du modele a une matrice, ’approche de Eynard [42] 27] a pour avantage
la simplicité et la généralité. En effet, en utilisant un langage approprié, celui de la
géométrie algébrique, on peut résoudre ces équations de maniere intrinseque de fagon
a ne plus faire apparaitre les specificités de tel ou tel modele en se ramenant a 1’étude
d’une courbe algébrique associée au modele [67].

27
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Cependant, ces équations sont tres générales et admettent des solutions présentant
des structures bien différentes les unes des autres. Il existe ainsi plusieurs définitions
non équivalentes de ce qui est usuellement dénommé ”intégrale matricielle” dans la
littérature. Toutes satisfont les équations de boucles mais elles ne coincident pas de
maniere générale. Cette imprécision dans la définition, récurrente dans la littérature, a
mené a des contradictions flagrantes particulierement mises en avant par [5] et [63], 32]
21] et expliquées plus tard par [1§].

Nous débuterons donc ce chapitre en précisant ce que nous entendons par ”intégrale
de matrice”. Ceci nous permettra ensuite d’interpréter ces intégrales comme fonc-
tions génératrices de surfaces constituées de polygones de couleurs différentes. Enfin,
je présenterai le principal résultat de cette partie : comment, en utilisant des concepts
de géométrie algébrique, on peut calculer de maniere explicite toutes ces ”intégrales de
matrices formelles” en termes d’objets fondamentaux définis sur une courbe algébrique
appelée courbe spectrale.

1 Définition du modele.

Considérons deux potentiels polynémiauxﬂ :

d1+1t dz—l—l_E
Vi(x) := Ek:ck et Va(x) := Z Ekxk (1-1)
k=0 k=0

et définissons l'intégrale
Zorin 1= / dM,dM, e—%TT(Vl(M1)+V2(M2)—M1M2), (1_2)
HNXHN

ou M, et M, sont deux matrices hermitiennes de taille N x N, dM; et dM, sont les
produits des mesures de Lebesgues des composantes réelles de M, et My

dM := [ [ dM;; | [ dRe(Mi;)dIm(M;;) (1-3)

i i<j
et h = % est un parametre de dévelopement perturbatif. Une telle intégrale ne semble
a priori pas souffrir de défaut de définition. Cependant, suivant la spécialité dans la-
quelle elle est étudiée ou bien méme le régime d’étude, le signe intégrale a plusieurs

significations différentes dans la littérature. Il est donc important de préciser quel objet
se cache vraiment sous cette dénomination.

1.1 Intégrale sur I’ensemble des matrices hermitiennes.

La définition la plus naturelle consiste a diagonaliser les matrices M; = UlT AU et
My = UQT AU, pour ensuite intégrer sur les valeurs propres réelles,

Ai = di(lg()%l, ey Ai,N)a (1-4)

IToute la méthode présentée ici peut s’étendre au cas de potentiels dont la dérivée est une fonction
rationnelle. Cependant, les quelques subtilités techniques induites par cette généralisation n’apportent
rien de nouveau a la compréhension du probleme et entrent dans le cadre du chapite 4. Le lecteur
intéressé pourra aisément adapter la description faite du modele a une matrice avec potentiel rationnel
ou bien se reporter a la démonstration de [IV].
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d’une part et le groupe unitaire, U;Ui = 1, d’autre part. Dés lors l'intégrale s’écrit

Zherm =
dAldA2A<)\1)2A()\2)26_%TT(V1(A1)+V2(A2)_UIA1U1U§A2U2)
(1-5)

dU,dU,

= fU(N)xU(N) Jrnsen

ou le déterminant de Vandermonde

A = [ [ = My) (1-6)

i>j
vient du Jacobien du changement de variable :
dM, = A(\)2dUydA, (1-7)

avec dA; = [, d\; et dU est la mesure de Haar sur le groupe U(N).

Sous cette forme, un seul terme contient encore un couplage entre les valeurs propres
et les matrices unitaires de changement de base par I'intermédiaire de la combinaison
U1U2T. Cette contribution peut étre totalement explicitée en utilisant la

Théoréme 1.1 Formule d’Harish Chandra-Itzykson-Zuber (HCIZ) [56, [59] :

N-1
/ dU T MUAUT det IT* (1-8)
U(N) 2WA()\1)A(>\2) k=1

ou la matrice E, de taille N x N, est définie par :
Eij = eXp()\l,i)\Q,j)' (1‘9)

On peut ainsi réexprimer la fonction de partition comme :

Nv-y ] Iy o
Zherm = (Wﬁ) 2 _ det(eh 1,4 2’])A()\1)A<)\2)><
Nt RN xRN
N
X H d)\ld)\ze_%[Vl(Al,i)“FVZ()\g’i)]
N(N-1) - N
- 1
- (ﬂ—h)f / A(/\1>A()\2) H d)\l’id)\zz-e_ﬁ[Vl(Al,i)+V2(>\2,i)—>\1,i)\2,i]'
R XRY =1

(1 —10)

Cette expression permet, entre autres choses, d’identifier des criteres de convergence
de cette intégrale : il faut que les potentiels Vi et V5 soient pairs et que leur termes de
plus haut degrés t4, 1 et t4,41 aient une partie réelle strictement positive si d; > 1 ou
dy > 1. Plus généralement, il faut que la partie réelle de la fonction Vi (x) + Va(y) — zy
soit bornée inférieurement sur R2.

Le calcul d'une telle intégrale peut étre ramené a 1’étude de deux familles de po-
lyndémes moniques

() =a2"+... et o.(y)=y"+... (1-11)



30 CHAPITRE 2. MODELE A DEUX MATRICES HERMITIENNES.
biorthogonaux par rapport a la mesure :
/ drdyr, ()0, (y)e TV @Rl — g 5 (1-12)
R2

Cette méthode de résolution a été beaucoup étudiée dans la littérature [85] 20] et
a permis de faire le lien avec certains problemes de Riemann-Hilbert (voir [50] pour
une revue sur le sujet). Cependant, je voudrais encore rappeler que cette définition de
I'intégrale de matrices ne coincide pas avec 'objet d’étude de cette these et les résultats
obtenus dans ce contexte ne peuvent s’appliquer aux problemes de combinatoire de
cartes.

Remarque 1.1 Cette intégrale n’a pas forcément de développement en #? !

Remarque 1.2 Un résultat récent permet de calculer une grande classe d’observables de
ce modele grace a une formule de type HCIZ. Cette formule, dont une premiere extension a
été mise en avant par Morozov [89] suivant Shatashvili [97], a été fortement généralisée par
[48] :

Théoréme 1.2 Formule de Eynard-Prats Ferrer : pour toute fonction F' composée d’un pro-
duit de traces contenant chacune un produit de deux matrices :

Juy F(A, UAUT)em TrUAUTgrr —
i k! ot ,—Ir
= =) S ey (—1)7Te" T AL A (1-13)

Ni(=2m) " 2 A(A)AN2)
X [ ATF(A1g + T, Agr + e 7T

ot T est l'ensemble des matrices complexes triangulaires supérieures strictes muni de la
mesure d1' du produit des mesures de Lebesques des parties réelles et imaginaires de tous les
éléments de la matrice, Sy est ’ensemble des permutations de taille N et

Aio = diag(Nig(1)s Nio(2)s - > Mio(N)) (1-14)
pour toute permutation o € Sy.

Cette généralisation donne acces a toute les intégrales matricielles du type :
/ AMydM,y F(My, My)e™ #Tm(Vi(M)+Va(Ma) =My M>) (1-15)
HNXHN

ou F' est contraint par les propriétés de la formule de Eynard-Prats Ferrer.

1.2 Intégrale sur un chemin de valeurs propres.

Dans le paragraphe précédent, nous avons imposé aux valeurs propres un critere
de réalité contraignant ainsi fortement les potentiels acceptables. On peut retourner le
probleme en fixant des potentiels arbitraires et contraindre les chemins d’intégration
possibles pour les valeurs propres par ces potentiels. L’intégrale

N
/ A()\l)A()\Q) H d)\ld)\Qe_%[Vl(/\1,i)+v2(/\2,i)_)\1,i/\2,i] (1—16)

¢ i=1
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est convergente si les chemins d’intégration C pour les couples de valeurs propres
(A1i; A2,;) sont choisis de maniere appropriée, ¢’est-a-dire tels que Re(V;(z)+Va(y) —xy)
est bornée inférieurement sur tout chemin Cy ; x Cy; parcouru par le couple (A1, A2;).
Si les potentiels ne sont pas triviaux (d; > 1 ou dy > 1), cette condition revient a
rechercher les chemins C; et Cy tels que

/e‘évl(x)da: et /e‘flivz(y)dy (1-17)

Cl C2

soient absolument convergentes. Génériquement, il existe dy (resp. dy) chemins homo-
logiquement indépendants Cy;,4 = 1...dy (resp. Coj,j = 1...dy) allant de l'infini a
I'infini satisfaisant cette propriété. On peut donc décomposer n’importe quel chemin C
acceptable en :

3! K, C= E Rij Cl,i X Cg,j (1—18)
i’j
ol k est une matrice a coefficients complexes. Ce qui nous permet de réexprimer la
fonction de partition sur le chemin correspondant comme

Zel®) = 2317 Y I K

oESN kiyooskiny U1yl i=1 Y ALiECLLA2,0(1) €Ca 0(s)

A()\l)A()\Q) H "{ki,l[,(i) 6_% [Vl ()\l,i)+V2()\2,1')_/\1,1')\2,0(1')] d)\l,id)\Q,i

(2
N
- > Y el
i=1 Y A1,i€C1 K, A2,€Ca 1,

k1yeskn byl 1

A()\l i)A()\Q l) H e—%[V1(Al,i)-l—Vz(/\2,i)—/\1,i/\2,i}d)\l d)g.

(1-19)

La méthode de polynomes orthogonaux peut se généraliser directement a ce cadre

en changeant simplement le chemin d’intégration dans la condition d’orthogonalité des
polynomes :

/C2 d:ndywn(a:)on(y)e*%[Vl(IHVz(y)Jy] = RpOpm. (1-20)

1.3 Intégrale formelle.

Si les deux définitions données précédemment sont intimement liées, I’objet de notre
étude est d’une toute autre nature, inspirée par les techniques de calcul de théorie des
champs utilisées par les physiciens. On la définit comme une intégrale de matrice
formelle, i.e. une série formelle dont chacun des termes est bien défini et correspond
a la fonction génératrice de cartes bicoloriées.

Dans un premier temps, je tacherai d’expliquer comment des approximations (non
rigoureusement justifiées) inspirées de la physique ont naturellement mené a voir les
intégrales de matrices comme des objets combinatoires. Je m’appliquerai ensuite a
présenter la définition tout a fait rigoureuse de ce que I'on entend par intégrale for-
melle.
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Lien intuitif entre intégrale de matrice et combinatoire.

Naivement, pour calculer une intégrale de la forme [ := fR dre 7Y@ ol V est un
polynome, un physicien est tenté d’utiliser la méthode dite du col. Celle-ci consiste, en
gros, a dire que l'intégrale est dominée par la valeur de I'intégrand en son maximum, le
reste étant considéré comme une pertubation sous dominante du fait de la décroissance

exponentielle de e~ V@ Plus précisément, on choisit un ”point col” s; comme solution
de :
V/(Si> =0. (1—21)

Le développement de Taylor du potentiel au voisinage de ce col peut alors s’écrire :

V(z+s;) =V(si) +gr* + 0V (x) (1-22)
ou 6V (x) ne contient que des termes de degré > 3 en x et g = @ Le changement
de variable x — x + s; donne alors :

I= e_fliv(si)/dxe_gﬁe_;z‘w(w). (1-23)

R

Le développement de Taylor de la partie non quadratique implique alors :
_1ly (s, ((SV(.I'))k 9.2
I=e "l 1)/RZT6 ndx (1-24)
k

qui peut étre ramenée a une somme d’intégrales gaussiennes si I’on inverse la sommation
et I'intégration :

k
=tV Y / —<5Vg"’)) i d. (1-25)
k /R '

Si l'on représente chaque intégrale fR zhe= 1% d par un vertex a k pattes, le théoreme
de Wickf| nous dit que I est alors la fonction génératrice de tous les graphes composés
de vertex de valence au moins 2 et au plus deg(V') dont les poids respectifs dépendent
des coefficients du potentiel V' et du point col autour duquel on développe.

Comment s’étend une telle méthode dans le cas qui nous intéresse ?

En premier lieu, on doit déterminer les extrema (M, Ms) de l'action

S(My, My) = Vi(My) + Vo(My) — My M. (1-26)
Ceux-ci sont donnés par les solutions du systeme

/
{ VM) =M, (1-27)
Vo(Ms) = My
Sans perte de généralité, on peut considérer que ces matrices sont des matrices diago-
nales dont les valeurs propres sont solutions du systeme vu comme un syteme
numérique. On peut résoudre celui-ci en éliminant My grace a la premiere équation.
On obtient ainsi une équation polynomiale de degré dids en My

Vs (VM) = M. (1-28)

2Voir 'appendice [1| dédié & ce théoréme dans le cadre des intégrales de matrices gaussiennes.
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Il existe donc de maniére générique dydy ”points cols” (&;, n; )rﬂ solution de cette équation
ou &; est une valeur propre de M; et n; la valeur popre de My correspondante. Pour
construire un point col dans ’espace des couples de matrices hermitiennes Hy X Hy,
il faut alors distribuer leurs IV valeurs propres entre ces différents points cols :

n fois ng fois Ndy doy fois
. / N\ TN e —
Ml - dlag (517 cee 7517527 cee 7527 s 7£d1d27 ce 7§d1d2) (1_29)
et
n1 fois ng fois Ny dy fois
: —— — e e
M? = dlag (7717 s M M2y -5 125 o5 Ndadys - - 777d1d2) (1_30)

avec Zf;‘? n; = N. Ainsi, un point col est caractérisé par des fractions de remplis-
sage % qui représentent la proportion de valeurs propres (M;, My) situées au point
col (&,m;) : on a choisi la configuration ou le comportement de (&;,7;) est dominant
pour n; valeurs propres. En fixant une configuration, on a brisé la symétrie U(N) de
lintégrale en la symétrie Hf:lb U(n;) chaque élément du produit se rapportant a la

symétrie entre les valeurs propres au voisinage du méme point col.

Remarque 1.3 On consideére tous les extrema de 1’action et non pas seulement ses minima
comme on devrait intuitivement le faire.

Remarque 1.4 On peut voir le systeme d’équations comme la condition d’équilibre
des valeurs propres de M et My soumis au potentiels V; (z)+Va(y) —xy. Le choix de fractions
de remplissage consiste a distribuer les valeurs propres dans les différents puits formés par ce

potentiel (voir I'exemple [L.1)).

Remarque 1.5 Notons que ces fractions de remplissage ont une influence sur le résultat
de I'approximation du col. Nous verrons que ce sont effectivement des parameétres qu’il faut
se donner pour définir 'intégrale formelle de maniere unique. On retrouvera ces parametres
tout au long de ce chapitre et il est important de garder a ’esprit que ce sont des données
du probleme au méme titre que les potentiels Vi et V.

Exemple 1.1 Considérons les potentiels

{ Vi(z) =2 -z (1.31)

Va(y) = & — 1.01y

3Chaque point col est un couple de nombres complexes.
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La surface z = Vi(z) + Va(y) — zy est alors :

-4.0—
(1-32)
et l'on a quatre points cols :
p1 = (0,8904; 1, 3786) ) p2 = (—0,0107; —0,9997)
ps = (—0,7168;0,5415) , ps = (—0,1629; —0,9204).
(1-33)

On peut voir que parmi ceuz-ci, seul p1 est un vrai minimum alors que ps et ps sont des
points selle et py est un mazximum.

Une fois les fractions de remplissage fixées, 'approximation du col consiste a ef-
fectuer un développement autour du col correspondant en réécrivant les matrices a
intégrer comme une perturbation autour de celui-ci :

M1 == Ml + mq s MQ = Mg + mo (1—34)

puis a considérer que l'intégrale est dominée par la valeur de I'intégrand en ce point. Le
développement de Taylor de ’action au voisinage de ce point col permet de mettre a
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part sa partie quadratique. Si I’on commute les signes d’intégration et de sommation du
développement de Taylor, on peut réécrire cette intégrale comme une série dont chacun
des terme est une fonction de corrélation par rapport a une mesure gaussienne :

3\ —k+l
2 = et ST v n) [T, Va(ma)] )

g
(1-35)
ou dn Vi(my) et daq,Va(ma) représentent les parties non quadratiques de V) et Vs
dans le développement de Taylor autour du point col et < . >, la valeur moyenne
par rapport a une mesure gaussienne. Le théoreme de Wick (voir 'appendice [1]) et la
représentation du résultat sous forme de diagrammes de Feynman impliquent alors que
Z est la fonction génératrice de graphes fermés coloriés portant une structure de spin.
C’est cette approche que nous allons rendre rigoureuse dans le paragraphe suivant
pour définir les intégrales de matrices formelles.

)

Définition de l’intégrale de matrices formelle.

En se basant sur 'intuition fournie par le paragraphe précédent, on définit 'intégrale
de matrice formelle par la fonction de partition résultant de la décomposition de
I'intégrale convergente en intégrales gaussiennes par développement en série de Tay-
lor au voisinage d’un point col. Pour cela, il est nécéssaire de donner un sens a ce
développement de Taylor en précisant l'interaction entre les différentes solutions du
systeme d’équations numériques :

Vf(&‘) =T
{ V2’(Uz) =& (1_36)

Definition 1.1 Soit un entier N et deuzr potentiels polynémiauaﬁ Vi et Vo définis
comme précédemment par Eq. .
Soit . une didy-partition de N :

dda
= {ny,na, ..., Nayd, } tels que Z n; = N. (1-37)
i=1

Soient {(&,m:) Y29 les dydy solutions du systéme de deus équations numériques :

Vf(fi) =T
{ Vi) =& (1-38)

On définit les parties non quadratiques des développements autour de ces points cols
par

Viie) = Va(e) ~ Vil6) - T (o - g (1-39)

4On pourrait en pratique seulement demander que ces potentiels aient une dérivée rationnelle et
tous les résultats resteront valables (voir par exemple [IV]). Cependant, par soucis de simplicité je
me restreind ici au cas poynomial.
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et
V// 771
Vai(y) = Valy) — Va(ni) — 22( >(y — ;)% (1-40)
Pour tout I, on définit le polynome en T :

dl /2 -

DN ~ ~ ~

d f¥<Tr W(Mi*&; 1n.)2+w(1\~4¢*m 1,,.)2—(M;—&; 1n')(Mi*ni 1n)> -
[Tizie ' ' ' '

[1.o; det(M; © 1, — 1, @ M;) [, det(M; ® 1, — 1,,, @ M;)

comme une intégrale gaussienne sur les matrices hermitiennes M; et M; de taille
n; X n;.

La fonction de partition du modéle a deux matrices formel est alors définie comme
la série en T ([49,[50]) :

00 2k
Zform = Z Tk( Z AkJ)'
k=0 =0

(1-42)
Lien avec l’intégrale normale 4 symétrie brisée.
Ecrivons explicitement la fonction de partition formelle :
= (DN )
Zfom = D / [[aMadi, (Z Tr 0V3,4(M;) + 6v2,,-<Mi>)
I= a=1 i

s VI ()~ -
H e—% ( Tr 1522 2@1) (M;—€; 15?4+ 25" 2("” (Mi—n; 1n; )2 —(M;—&; 1) (M —n; 1ni)>

i>j i>]

(1 —43)

Si I'on échange 'ordre de la sommation sur [ et de I'intégration sur les matrices, on
reconnait le développement de Taylor de

d

Y d = E(Tr Vi(Mi—& Ln,)+ Tr Va(Mi—n; 1) —(Mi—&; 1n, ) (Mi—n; 1n,)
J11dMad Mo TTL e r(my i ) (1-44)

a=1 - ~
Hz‘>j det(Mz & 1nj — 1?% & Mj> Hi>j det(MZ X ]-nj — ].n2 (24 M])
qui par changement des variable d’intégration X; := M; — § 1, et Y, := ]\NL —1n; 1,
prend la forme de la fonction de partition du modele a deux matrices a symétrie
brisée [50] :

Zpormy = [ dX1 . dXgdYy .. dY, [, e T (T Vi Trva(v)-Xivi))

1-45
HM det(X; ® 1, — 1, ® Xj) Hi>j det(V; ® 1,,, — 1, ® Yj). ( )
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Cette derniere consiste a briser la symétrie U (V) en une symétrie [ [, U(n;) en considé-
rant I'intégrale matricielle comme 'intégrale sur d;ds ensembles de couples de matrices
(X;,Y;) dont les valeurs propres appartiennent respectivement a des couples de contours
(C1,i,Cay) acceptables au sens de Eq. (1-16)). Ainsi, par opposition au modele de la partie
[1.2] ol toutes les matrices avaient des valeurs propres conditionnées a vivre sur un seul
chemin acceptable C := k;; C1; X C2 j quelconque, les différentes matrices ont des valeurs
propres sur un chemin différent.

Attention :

Malgré cette proximité entre les deux modeles, le modele normal a symétrie brisée
et le modele formel ne coincident pas en général, ne serait-ce que par le probleme
posé par I’échange de la sommation des termes de la série de Taylor et de 'intégration
gaussienne.

Remarque 1.6 Le lien exact entre ces différents modeles ainsi que leurs différences sont
peu connus au moment de la rédaction de ce mémoire et vont bien au dela de la portée de ce
dernier. Je ne m’attarderai donc pas plus sur ceux-ci me concentrant a présent uniquement sur
le modele formel. Le lecteur intéressé par ces aspects peut trouver une plus longue discussion
dans [50] par exemple.

Remarque 1.7 On abusera dés a présent et tout au long de cette theése de la notation
intuitive :
Z orm = / e T (Vi (MO+V2 (M) M) g (1-46)
orm

tout en gardant a I'esprit que l'intégrale n’est ici qu’une notation rappelant ’origine de cette
fonction de partition. On ne devra jamais oublier que ce n’est pas une intégrale sur ’ensemble
des matrices hermitiennes a proprement parler.

Interprétation combinatoire.

Comme nous 'avons vu plus haut, le modele formel a été défini de maniere a cor-
respondre au développement de Feynman de l'intégrale du modele normal a symétrie
brisée. A ce titre, il est naturel d’en chercher une interprétation combinatoire comme
fonction génératrice de graphes et, par extension, de surfaces discrétisées. C’est d’ailleurs
cette interprétation qui a motivé I'introduction de ce modele dans le cas de I'étude du
modele d’Ising sur surface aléatoire [66], ainsi que I'engouement des physiciens pour
les modeles de matrices aléatoires en général dans le cadre des théories de gravitation
quantique.

Etant donnés les deux potentiels V; et V5 et un point col dans I'espace CV x CV,
c’est-a-dire 'ensemble des d;dy solutions (&;, ;) du systéeme

Vf(&‘) =T
1-47
R A
et un ensemble de fractions de remplissage {€;}i—1._ 4,4, telles que
dido
Y a=1, (1-48)
i=1

on définit les poids :
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Definition 1.2 Pour tout i =1,...,didy, on définit :

_ M)
Vk:].,...,dl‘i‘l, tkﬂ' :m (1—49)
et
- V)
=1,...,dy +1 = 1-
Vk 5 s W2 + 5 tk,z (k _ 1) ( 50)
Pour tout couple 1,7 = .,didy avec i # j et tout couple k,l = ., 00, on définit :
€ - €
hk7i = Z —Jk ) h'k’,i = Z ] L (1_51>
P (& — &) P (nj — mi)
(k+1-1)! 1
Rpig = 1-52
K D= D — 66 — &) 2
et
~ (k+1-1)! 1
P ig = ) 1-53
ke = D= 1Ly = = ) 59

Remarque 1.8 Les poids tj; (resp. fkﬂ-) ne sont rien d’autre que les coefficients de la partie
non-quadratique du développement de Taylor de Vi (resp. V2) autour du point &; (resp. 7;)
introduite dans le paragraphe précédent :

di+1 do+1 ~

ki
OVii(x) = Z Z (x — &)" . 0Vau(y Z % y —ni)k, (1-54)

k=3 k=3

alors que les hy, ;.1 ; (resp. Bkﬂ-;l’j) viennent du développement de Hi>j det(M; ®1,, —1,,® M)

(resp. [[;~; det(M; ® 1y, -1, ® M;)) dans Eq. |j

Ces poids nous permettent d’associer une valeur a chaque graphe de I'ensemble :

Definition 1.3 Soit G l’ensemble des graphes fermés formés de vertex épaz’ﬂ de va-
lence k > 1, portant une "couleur” i = 1,... dydy et un "spin” (i.e. un signe + ou -)
et collés selon les prescriptions suivantes :
— Deux vertex peuvent étre collés par leurs pattes si et seulement si ils ont la méme
couleur;
— Deux vertex peuvent étre collés par leurs centres si et seulement si ils sont de
méme spin et de couleur différente.

On peut résumer les éléments apparaissant dans la construction de ces graphes par
le tableau suivant :

5Un vertex épais est un vertex dont les pattes sont des rubans comme présentés dans I’appendice
Ce sont donc des vertex orientés.
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Elément

vertex k-valent de spin + et couleur @

vertex k-valent de spin - et couleur ¢

lien entre deux pattes de vertex
de spin + et couleur i

lien entre deux pattes de vertex
de spin - et couleur i

lien entre deux pattes de vertex
de couleur i et spins différents

lien entre les centres d’un vertex k-valent
de couleur ¢ et de spin + et d’un vertex
[-valent de couleur j et de spin +

lien entre les centres d’un vertex k-valent
de couleur i et de spin - et d’un vertex
[-valent de couleur j et de spin -

Boucle indépendante de couleur ¢

Un tel graphe peut étre vu comme un ensemble de dids graphes non coloriés
construits comme dans ’appendice [1| et liés entre eux par le centre de certains ver-
tex de meéme spin. Ainsi, pour obtenir tous les graphes de G, on commence par dessiner
tous les graphes fermés formés de vertex épais de valence k > 1 et portant chacun
un spin et collés entre eux par leurs pattes. On recolle alors de toutes les manieres
possibles djdy de ces graphes (en autorisant la présence de plusieurs exemplaires du
méme graphe et le graphe vide) par le centre de vertex de méme spin.

Pour caractériser un graphe de G, on utilise les notations suivantes :

Definition 1.4 Soit un graphe G € G. On note :

- ng;(G) := nombre de vertex de valence k, de spin + et de couleur i dont le centre
est librd|;

6Un centre est dit libre si il n’est pas relié & un autre centre par un lien.
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— N (G) := nombre de vertex de valence k, de spin - et de couleur i dont le centre
est libre ;

— nyyi(G) := nombre d’arétes liant deux vertex de couleur i et de spin + par leurs
pattes

~ n__;(G) := nombre d’arétes liant deux vertex de couleur i et de spin — par leurs
pattes ;

~ ny_;(G) := nombre d’arétes liant deux vertex de couleur i et de spins différents
par leurs pattes ;

~Nai(G) = ni_i(G) + niy i(G) + n__;(G) := nombre total d’arétes liant deux
vertex de couleur i par leurs pattes quelque soit leurs spins;

~ N (G) := nombre de paires de vertex de spin + collés par leurs centres de
valences et de couleurs respectives (k,i) et (l,j)m;

~ N,in;(G) := nombre de paires de vertex de spin - collés par leurs centres de
valences et de couleurs respectives (ki) et (1, j)F;

— G; := composante de couleur i du graphe obtenue en brisant tous les liens entre
centres de polygones;

— L;(G) := nombre de boucles indépendantes dans le graphe G; ;

— #Aut(G) := cardinal du groupes d’automorphismes de G ;

- xX(G) := caractéristique d’Euler-Poincaré de G :

X(G) = D2 (G) = nai(G) + D24 (ki (G) + ik i (G))]

did - 1-55
= NG 2% (@) F (@) )
Definition 1.5 A chaque graphe G € G, on associe un poids :
N didy di1+1 da+1
e = #Aut(G) DL e Thg O T ot T
T . k( 3) (©)
H hnl K nl 1 hnZ i(G hTLQ i H hnk i H hnl ,i G
k>di+1 I>do+1
d1d2
H € th ! Eg;_ i« )(t2,i£2,i — 1)l H H H h:i,zz,lg] Zkllljj @
>tk
(1-56)

o

nr(G) = 3 (S 50l G) + n(G)) = Sp maa (@) = S5 il @)

D02 i 2k 2 (i g (G) + T 5 (G)).
(1-57)

Associer un tel poids a un graphe G correspond a associer un poids a chacun des
éléments composant le graphe comme suit :

"Le nombre total de vertex de spin + est donné par Dokt 2n,isni (G) + nui(G).
8Le nombre total de vertex de spin - est donné par Dkt 2Misn, i (G) + M i (G).
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Elément Poids
vertex k-valent de spin + et couleur i %tlm + Nhy;sik € [3,dy + 1]
dont le centre est libre { Nhy, ; sinon
vertex k-valent de spin - et couleur ¢ { %tk,i + Nhy;sik € [3,dy + 1]
dont le centre est libre Nhy, ; sinon
lien entre deux pattes de vertex 1 tos
de spin + et couleur i N to,if2,i—1
lien entre deux pattes de vertex 1 s
de spin - et couleur i N to,if2,i—1
lien entre deux pattes de vertex 11
de couleur i et spins différents N ta,if2,i—1
Paire composée d'un vertex k-valent
de couleur i et de spin + L
et d'un vertex [-valent kil
de couleur j et de spin +
Paire composée d’'un vertex k-valent
de couleur 7 et de spin - i
et d'un vertex [-valent kil
de couleur j et de spin -
Boucle indépendante de couleur ¢ Ne;

Exemple 1.2 Considérons un exemple de graphe apparaissant lorsque ’on a deux couleurs :
bleu, représenté par l'indice 1 et rouge représenté par l’indice 2 :

(1-58)

11 est constitué d’un vertex bleu de valence 5 et de spin +, d’un vertex bleu de valence 3 et
de spin - et d’un vertex rouge de valence 4 et de spin + reliés entre eux par 6 arétes formant
3 4 4 boucles indépendantes, i.e. :

N3] =MN——]=N4_1]="n5142 =1 )
s - ) ) sdyEy 1_59
Nyy1="Ngyo=2 , h=4 e Ix=3 (1-59)

et son poids est donc donné par :

15  ~ ~ - ~ ~ ~
N?T2 (31 + Thap)elests 1 t5 ot21(ta1t21 — 1) (taotan — 1)%hs 14.2. (1-60)

Ces poids nous permettent de controler la quantité de chaque élément dans un
graphe, et I'on définit la fonction génératrice correspondante comme :
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Théoreme 1.3 La fonction de partition du modele a deux matrices hermi-
tiennes formel est égale a

Zjorm = [ [ o7 T o MO TT (6 — &) (= )] 9 Y- W(G).

i J>i Geg

(1-61)

Preuve:

Ce théoreme résulte directement du théoreme de Wick décrit en appendice.

On peut cependant remarquer que cette fonction est bien une série formelle en
puissances de T'. En effet, I'inégalité :

PUTEED (ka,i i)+ S iy + ﬁk,@l,j)> (1-62)

k >t kil

assure que seul un nombre fini de graphes contribue a une puissance donnée de T'. On
peut donc bien écrire :

Zform =Y AnT™ (1-63)
m=0

ou chaque A,, est une somme finie de termes donnée dans le langage du paragraphe
précédent par :

2m
A= Ap (1-64)

J=0

ou les A,, ; sont donnés par Eq. (1-41). O
On définit également la fonction génératrice des graphes connexes par la procédure
classique :

Definition 1.6 L ’énergie libre :

1
F = —manfm‘m

(1-65)

est la fonction génératrice des graphes connexes G de G comptés avec un poids W(G).

C’est également une série formelle en 7" qui prend la forme :

F =Y B,JT" (1-66)
n=0

2 Combinatoire des cartes, surfaces discrétisées.

Nous avons défini la fonction génératrice de graphes épais dérivés des diagrammes
de Feynman. On peut aisément voir que ces derniers sont en bijection avec un ensemble
de cartes (ou surfaces discrétisées dans le langage des physiciens) coloriées portant une
structure de spins semblable a celle d’'un modele d’Ising [30, [65, [66].
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2.1 Génération de surfaces discrétisées bicolores fermées.

En effet, on peut utiliser une description duale en remplagant simplement tout
vertex k-valent par le k-gone dont les cotés sont les perpendiculaires aux pattes du
vertex. Ainsi, les graphes sont remplacés par des surfaces composées de polygones

suivant :

Definition 2.1 Soit S l'ensemble des surfaces fermées formées de polygones orientés
a k > 1 cotés, portant une “couleur” i = 1,... didy et un "spin” (i.e. un signe + ou

-) et collés selon les prescriptions :

— Deux vertex peuvent étre collés le long de leurs arétes si et seulement si ils ont

la méme couleur;

— Deux vertex peuvent étre collés par leurs centres si et seulement si ils sont de

meéme spin et de couleur différente.

La bijection élément par élément est résumée dans le tableau :

Diagramme de Feynmann

Surface discrétisée

vertex k-valent de spin + et couleur ¢

k-gone de spin + et couleur ¢

vertex k-valent de spin - et couleur ¢

k-gone de spin - et couleur

lien entre deux pattes de vertex
de spin + et couleur i

aréte commune a deux polygones
de spin + et couleur 7

lien entre deux pattes de vertex
de spin - et couleur i

aréte commune a deux polygones
de spin - et couleur 7

lien entre deux pattes de vertex
de couleur i et spins différents

aréte commune a deux polygones
de spin différents et couleur ¢

lien entre les centres d’un
vertex k-valent
de couleur 7 et de spin +
et d’un vertex [-valent
de couleur j et de spin +

centre commun a un k-gone
de couleur i et de spin +
et un [-gone
de couleur j et de spin +

lien entre les centres d’un
vertex k-valent
de couleur i et de spin -
et d’un vertex [-valent
de couleur j et de spin -

centre commun a un k-gone
de couleur i et de spin -
et un [-gone
de couleur j et de spin -

Boucle indépendante de couleur ¢

Sommet de couleur ¢
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Exemple 2.1 Le diagmmme est ainsi envoyé sur la surface :

(2-1)

et l’on peut vérifier que 'on obtient bien le méme poids que précédement. Notons que ['on
a pu dessiner chacun des deur graphes sur une sphére, leurs caractéristiques d’Fuler étant
toutes deux égales a 2. On peut également voir que la sphére bleue est divisée en deux faces
de spins opposés séparées par un équateur correspondant au seul lien +— du graph dual.

La fonction de partition du modele formel peut donc étre vue comme la fonc-
tion génératrice des surfaces de 'ensemble S, c¢’est-a-dire des recollements de surfaces
discrétisées monocolores sur lesquelles vit une structure de spin, en associant a chaque
surface un poids qui peut étre facilement retrouvé par I'utilisation de la bijection entre
graphes et surfaces discrétisées. La description complete de cette procédure est décrite
dans Pappendice [2|

2.2 Surfaces ouvertes et conditions de bord.

Il est également intéressant de pouvoir générer des surfaces ouvertes (par exemple
pour des applications a la théorie des cordes ou bien a ’étude des théories conformes
ou simplement avec un objectif combinatoire d’énumération de cartes). Ces fonc-
tions peuvent étre obtenues simplement par variation des poids associés aux différents
éléments des graphes. En effet, la fonction génératrice des surfaces dont on a enlevé
(ou marqué) un k-gone de spin + (resp. de spin -) et de couleur i est donnée par
kati,” In Z¢orp (resp. k‘a{ikiln Ztorm). Or, compter toutes les surfaces auxquelles on a
enlevé un k-gone revient a compter toutes les surfaces ouvertes avec un bord de lon-
gueur k et une condition de bord imposée par le spin et la couleur du k-gone a retirer.

Cependant, ces fonctions génératrices ne sont pas pratiques a manipuler dans les
faits et par soucis de simplicité ainsi que pour des raisons historiques issues de la
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représentation sous forme d’intégrale matricielle de Z¢,,, il est préférable de travailler
avec les fonctions de corrélations de la forme :

0 o 0 0
by ko by L —— Lz, 2.9
! ! Oty, Ot oL, oh, A (2-2)

ol les t; et fj sont les coefficients des potentiels V; et V, respectivement (voir Eq. (1-1))).
En effet, le poids d’un k-gone de spin + (resp. de spin -) et de couleur i est encodé
dans les coefficient ¢ du potentiel V; et t du potentiel V; par I'intermédiaire de ¢ ; (resp.

thii)-
Il est également utile de définir les résolvantes du type
k k
> 10 0 Zporm > = L ——0;, In Zon (2-3)
k k

pour considérer toutes les longueurs de bords possibles. Les parametres x et y sont
alors des fugacités associées aux bords. On a ici introduit les opérateurs d’insertion
de boucleﬂ consistant en une dérivée formelle par rapport a tous les coefficients des
potentiels V; et V5 respectivement :

3V1 Z k1 tk ) 3‘/2 Z Ykt tk

(2-4)

Les fonctions de corrélation ainsi définies :

— 0 0 0 0
Wk,l(XKaYL) = _8‘/1($1) e a‘/l(xk) a%<yl) N av_z(yl)j: (2—5)

génerent donc des surfaces ouvertes a k 4 [ bords dont chacun a une condition de bord
homogene : k£ d’entre eux viennent de l'extraction d’'un polygone de spin + et les [
autres de l'extraction d’un polygone de spin -.

Remarque 2.1 On utilisera ici encore abondament la notation d’intégrale matricielle pour
désigner les fonctions de corrélation. En effet, I’action de la dérivation par rapport a I'un des
coefficients des potentiels est facile a représenter :

P ko9
In2 = dMydM +Tr (Vi (M1)+Va(Ma)— My Ma)
8tk N Z form Zform atk / 1 2e
= — /dMldMQ Tr M{“e—% Tr (Vi (M1)+Va(Mz2)— My Ma)
1 hzform
= = (T f)
(2-6)
L’action de l'opérateur d’insertion de boucles peut alors étre représentée par :
9 1
F=—-h({T 9.7
a‘/l(w) < rIE—M1>’ ( )

9Ce nom provient du fait qu'un tel opérateur agit sur les surfaces générées en ajoutant un bord,
c’est-a-dire en inserrant une boucle dans le graphe dual. Nous reviendrons plus longuement sur la
description de son action dans la partie |§| de ce chapitre.
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et plus généralement les fonctions de corrélations Wk:,l sont données par :

k l
_ e 1 1
Wea(xx,yr) = i7" l<| [ Tra,_MHTry._%> ’
7 j=1 J

i=1 .

(2-8)

ol l'indice ¢ signifie que l'on ne tient compte que de la partie connexe. Ces fonctions de
corrélation sont dites "simples” car elles ne font apparaitre qu'un seul type de matrice (M;
ou My) a l'intérieur de chaque trace.

Il est naturel de vouloir étendre cette définition & la valeur moyenne d’une classe plus
grande de fonctions de M; et Mj invariantes par action du groupe U(N) en mélangeant les
deux types de matrices :

. . e B2—l-m—
Hkl,.,.,kl;m;n(SbSQa---7Slvx17'-->$may17"'ayn) =h men
l

H Tr 1 1 1 1 1 1 %
@i1—Mi yin—M2 x5 2— My yio—Ma """ @i g, — M1 yik, — M2

T 1 - 1
X Tr ——— Tr —
j];[1 «Tj_M151:[1 ys—M2>c
(2-9)
ou S; représente la suite de longueur 2k;
Si = [T 1, Vi1 025 Yi,25 Ti 3y Yi3s - - - Ti oy Yi k) (2-10)

dans laquelle les variables de type x et y alternent. A cause de 'invariance cyclique de la
trace, ce n’est pas S; a proprement parler qui intervient dans la fonction de corrélation mais
sa classe d’équivalence sous les permutations cycliques et il sera utile de représenter cette
derniere graphiquement par

(2-11)

Ces fonctions de corrélation plus compliquées sont dites ”"mixtes” puisqu’elles mélangent des
matrices My et My a intérieur d’une méme trace.

Que signifient ces nouvelles fonctions en termes combinatoires ? Considérons le cas le plus
simple : < Tr M fMé> Si l'on développe en diagrammes de Feynman I'intégrale correspondante,
on génere des surfaces qui comportent toutes un polygone a k + [ cotés, k d’entre eux portant
un spin + suivis de [ spin — :

k+l1

2 (2-12)
k+1
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Les surfaces générées par cette fonction de corrélation sont donc des surfaces a un bord de
longueur k + [ mais avec une condition de bord changeant deux fois. Cela signifie que, pour
calculer les poids des surfaces générées, on fait comme si elles étaient entourées d’une couronne
de longueur k + [ composée de k polygones de spin + successifs suivis de [ polygones de spin

-

D’un point de vue purement combinatoire, de telles fonctions de corrélation ne
peuvent étre simplement définies a 1’aide des poids W considérés jusqu’a présent : on
doit considérer une légere généralisation des cartes. On doit introduire des polygones

N

a 25:1 ko + 25:1 ls cotés de spins différents donnés par la séquence :

k1 I ko lo ki lr
/\ - -~ > P e e > A\ - A\ ~
+ 4+, == e — e = =, =, (2-13)

et de couleur ¢ avec un poids &k, i, ks,....kx 1. )i- Les polygones considérés jusqua présent
correspondent a (K, L) = (1,0) pour ceux de spin + et (K, L) = (0, 1) pour ceux de spin
-. Dés lors, la généralisation de la fonction de partition est évidente : on considere 1’en-
semble des graphes construits avec ces nouveaux polygonesE] muni des poids Wyenerai
induits par I'introduction des #(, i, k... kx,i1),i- L@ fonction de partition correspondante
est alors donnée par :

2
deneral = H e_NTEi(Vl(&)—i_‘é(m)_fim) H [(52 - 53)(771 - T]j)]N26i6j Z Wgeneral(G)'
i Jj>i G€Gyeneral
(2-14)
Les fonctions de corrélation mixtes sont alors obtenues en dérivant la fonction de par-
tition par rapport aux nouveaux poids avant de prendre ces derniers égaux a 0. Par

exemple :
a In deneral

— ( Tr MFMLY . 2-15

ko 1y kel ) i =0

Remarque 2.2 Les résolvantes introduites ici comme fonctions de corrélations, qu’elles
soient mixtes ou non, sont des séries formelles en leurs parametres x et y, définies quand ces
derniers tendent vers l'infini. Ainsi, en tant que fonctions de ces parametres complexes, elles
sont en général multivaluées. Dans tous les cas, la bonne valeur est séléctionnée par la regle
suivante :
1 1

< Tr 3:—]\413> ~o—oo (Tr B) . (2-16)
Ceci permet également de voir les fonctions de corrélation simples comme des limites des
fonctions de corrélations mixtes par :

1 1 1 1
T ~y—oo — { Tr ———— ). 2-1
< r:L“MlyM2> Y ooy< er1> (2-17)

00n ne doit pas tenir compte du poids de la couronne elle méme mais seulement des contributions
venant de l'interaction entre la courrone et la surface.

1 Ces polygones portant plusieurs spins ne peuvent étre liés par leurs centres & aucun autre élément
de la carte. Ils ne peuvent étre liés que par leurs cotés a des polygones de méme couleur.
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3 Deéveloppement topologique.

[e.@]
Chaque terme By de la série formelle en T, F = ZBka, est un polynome en %
k=0
car I'exposant k majore le nombre de vertex formant les graphes G contribuant a By

(voir la discussion dans la preuve du théoreme |1.3]). Ainsi, on peut noter :

By = Z BenN~2", (3-1)
h
et définir les termes :
FW =" By, T (3-2)
k=0

pour tout h positif ou nul.

Or, en s’attardant sur la définition combinatoire de la fonction de partition Eq.
61)), on peut observer que ces termes correspondent au coefficient de N=2" dans I’énergie
libre. Par ailleurs, I'exposant de NV dans le poids d’un graphe donné est sa caractéristique
d’Euler-Poincaré. Ainsi, en sélectionnant un exposant particulier de N par ™, on im-
pose que les surfaces aient un genre h fixé : F" est la fonction génératrice des surfaces
connexes de S de genre h en utilisant le méme poids que pour Z¢,.,,. On peut donc
écrire le développement topologique :

F = i FhIN=2h

h=0
(3-3)
comme une série formelle en .
De maniere analogue, on peut écrire un développement topologique
. (»)
T _ } : —2n7y(h
Hk17k27"'7kl;m;n - N Hh,kg,...,k;;m;n (3_4)
h=0

pour toutes les fonctions de corrélation sélectionnant le genre h des surfaces ouvertes
générées.

Remarque 3.1 Le dévellopement topologique est une série formelle en ﬁ et n’a donc au-

cune raison de converger. Cependant, chacun des coefficients F (h) est une fonction analytique
de ses parametres avec un rayon de convergence non nul comme nous allons le montrer dans
ce chapitre.

L’essentiel du travail présenté dans ce chapitre consiste a calculer explicitement

les différents termes F" et F(h) du développement topologique de n’importe quelle
fonction de corrélation ainsi que de 1’énergie libre.
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4 Cas particulier : modele d’Ising.

Nous avons considéré dans la partie précédente un modele de matrices formel pour
deux potentiels V; et V5 génériques et des fractions de remplissage quelconques. Dans
cette partie nous étudions le cas particulier ou les valeurs propres de la matrice col
autour de laquelle on développe sont toutes égales : la matrice est totalement dégénérée
et une seule fraction de remplissage est non nulle et donc égale a I'unité. Il n’y a alors
qu’une seule couleur sur les surfaces générées. Sans perte de généralité, on peut supposer
que cet unique point col (i.e. 'unique couple de valeurs propres des deux matrices col) se
situe en (§,7) = (0,0). Alors, la fonction de partition Zy,,, est la fonction génératrice
des surfaces fermées (connexes ou non) formées de kj-gones de spin +, avec ky < dy,
et de ko-gones de spin -, avec ko < do, recollés par leurs arétes, en utilisant les poids
suivants :

— les k-gones de spin 4 sont comptés avec un poids Xt ;
— les k-gones de spin - sont comptés avec un poids =ty ;

— les arétes communes a deux polygones de spin + sont comptées avec un poids
1t .
N tata—17 . : ) .

— les arétes communes a deux polygones de spin - sont comptées avec un poids
1 _t2 .
Nt2t~2—A1 ) . . L ;

— les arétes communes a deux polygones de spins différents sont comptées avec un

c1e 11

poids N tota—1" , .

— les sommets sont comptés avec un poids N.

Les fonctions de corrélation Hy, . gmn(S1,S2, -3 S5 @1, -« s T3 Yty - - - Yn) SONE
alors les fonctions génératrices de telles surfaces connexes avec [ + m + n bords et
des conditions de bord différented™ :

— Les m bords associés aux variables x; ont une condition homogene de type +;

— Les n bords associés aux variables y; ont une condition homogene de type -;

— Les [ bords associés aux cycles .S; ont une condition de bord non homogene donnée
par ’alternance de condition + et de condition - suivant ’alternance des variables
z;; et y; ; dans le cycle S;.

Leur développement topologique permet alors de sélectionner le genre des surfaces
générées : F,ﬁﬁfwkl;mm(sl, Soy ey ST, o Ty Y1,y - -+, Yn) est la fonction génératrice
des surfaces décrites plus haut avec la condition supplémentaire qu’elles soient de genre
qg.

1211 y a deux conditions de bord possibles décrites dans la partie 2. On appelera condition de type
+ (resp. de type -) la condtion obtenue en fixant un polygone de spin + (resp. -) a 'extérieur de la
surface
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Dans la suite, il sera parfois utile de représenter graphiquement ces fonctions de
corrélation en référence aux surfaces générées. On représente la fonction de corrélation :

F(Q) (51’52’,,.’5“1;1,---,xm;yla-.-7yn> =

k1, kpmin

(4-1)
par une "surface” de genre g avec [ +m+n bords sur lesquels les conditions de bords +
et - sont représentées par les variables = et y respectivement. Les bords ou la condition
est homogene ont été réduits en un point par souci de simplicité. De méme, les fonctions
de corrélation simples sont représentées par :

Wﬁg?n(xl, e Ty Yy e e Yn) =

Remarque 4.1 Cette représentation prend tout son sens quand les fonctions de corrélation
sont effectivement fonctions génératrices de surfaces discrétisées, c’est-a-dire lorsque l'on a
un seul point col. Cependant, elle sera utile tout au long de cette thése et sera reprise méme
lorsque 'interprétation combinatoire des fonctions de corrélation est légérement modifiée par
I'existence de fractions de remplissage.

5 Double limite d’échelle et limite continue.

Si le modele a deux matrices formel permet de compter les surfaces discrétisées,
leur succes vient en partie de la conviction que ces surfaces composées de polygones
donnent acces aux surfaces continues par une procédure de passage a la limite. Une telle
procédure peut étre obtenue intuitivement en faisant croitre le nombre de polygones
composant les surfaces tout en réduisant leur taille de maniere a garder l'aire de la
surface constante.

Plus précisément, en gravitation quantique (ou théorie des cordes), on veut pouvoir
calculer une intégrale de la forme

Zeomr =Y | DEgeF0) (5-1)

g g
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ou l'intégrale porte sur toutes les surfaces fermées de genre g et E(X,) est I'action
d’Einstein-Polyakov définie par Eq. (2-7) du chapitre 1 :

E(X,) :=41G(2 — 2g) + A Aire(X,) + Champ de matiere couplé. (5-2)

Pour pouvoir approcher cette quantité par les intégrales de matrices formelles, on
discrétise les surfaces 3, en les découpant en polygones d’aire moyenne €. En effet,
on peut alors approcher chacun des termes constituant Z,..,; par le terme de genre g
.7-"2(§4M du développement topologique de ’énergie libre d’'un modele a deux matrice
(si 'on a besoin d’'imposer une structure de spin de type Ising pour la matiere couplée
a la gravité) a condition d’identifier les parametre des deux théories :

— La taille des matrices a considérer N est liée au parametre G par :

InN x G, (5-3)
— On associe une constante cosmologique couplée a chaque type de polygondﬂ :
k ~ ~ k
Ak€2 = ln(tk) - 5 hl(T) y Ak€2 = ln(tk) - 5 hl(T) (5—4)

Il faut maintenant faire tendre la taille des polygones €? vers 0 tout en gardant

I’aire totale finie, i.e. il faut faire tendre le nombre moyen de polygones vers 'infini de
maniere a compenser leur petite taille. Or, on peut voir aisément que le nombre moyen
de polygones dans une surface de genre g est donné par :

8f(g) 5 a]:(g)
< ny >=t——IM , < g >= by ——M 5-5
TS S (55)
Il est donc nécessaire que le nombre total de polygones >, t 63{;2;;@1 +1, 8322{1““ diverge

comme € 2, ce qui peut étre obtenu en réglant de maniere appropriée les coefficients

des potentiels du modele a deux matrices considéré.

On voit en particulier qu’il existe plusieurs fagons d’approcher cette limite conti-
nue : on peut favoriser certains types de polygones au détriment des autres ou bien
tous leur donner la méme importance. Ces différentes limites correspondent a appro-
cher des points critiques ou multi-critiques correspondant a des singularités de types
différents dans 1’espace des modules du modele a deux matrices et permettent d’at-
teindre différentes théories conformes couplées a la gravité.

Nous reviendrons en détail sur cette procédure de passage a la limite dans la partie
[6] du chapitre 4 lorsque nous aurons tous les outils nécessaires pour la décrire rigoureu-
sement.

6 Equations de boucles.

Parmi les nombreuses approches utilisées pour tenter de résoudre les modeles de
matricesEL I'une a apporté des résultats tres concluants dans I’étude de différentes

13 Lorsqu’il pourra y avoir confusion sur le modele auquel se rapport I’énergie libre, nous utiliserons
I'indice 2M M pour identifier le modele a deux matrices.

140On considere ici le cas présenté dans la partie précédente o1 il n’y a pas de fraction de remplissage
a fixer.

15Ce terme générique inclus et confond de maniere abusive les différentes définitons de l'intégrale
matricielle Z.
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intégrales de matrices formelles : la méthode dite des équations de boucles. Celle-ci
consiste a obtenir une hiérarchie d’équations satisfaites par les fonctions de corrélations
et I'énergie libre par ”intégration par partie” de Z. Ces équations portent en fait
plusieurs noms suivant la maniere dont elles ont été obtenues et surtout le contexte
dans lequel elles ont été dérivées. Du point de vue des physiciens, elles sont appelées
équations de Schwinger-Dyson en théorie des champs et furent obtenues en combina-
toire des cartes triangulées sous le nom d’équations de Tutte ([102, [103]).

Formellement, en utilisant les notations en termes d’intégrales matricielles, ces
équations signifient que l'intégrale de matrice reste inchangée par un changement de
variable M; — M;+¢edM;. En considérant un choix de § M assez large, on peut refermer
I'ensemble d’équations obtenu et ainsi résoudre le modeld™]

6.1 Dérivation des équations de boucles.

Dans ce paragrpahe, je présente la recette a utiliser pour dériver les équations
de boucles satisfaites par les fonctions de corrélation et ’énergie libre. La dérivation
rigoureuse, plus technique, consiste a effectuer un changement de variables dans les
intégrales gaussiennes composant la fonction de partition. Elle peut étre trouvée dans
[49]. Cependant, le lecteur uniquement intéressé par la résolution de ce modele peut se
contenter de cette partie.

Lorsque 1'on effectue un changement de variable

M, — M1 = My + ef (M, Ms), (6-1)

on change l'action dans Z, d’une part, ainsi que la mesure par l'intermédiaire du
jacobien du changement de variable d’autre part :

Z = /dMl dM2 6_%Tr(vl(M1)+v2(M2)—M1M2)
= / AN, My e~ 7T (ViB)+Va (M2) =K1 Mz )

= / dM, dM, e‘%TT(Vl(M1)+V2(M2)—M1M2) %

x (1 + e(J(My, My) — K (My, My)) + 0(€2))
(6-2)

ou J(My, My) et K(M;y, Ms) correspondent a 'ordre 1 en € respectivement du jacobien
du changement de variable et de la variation de I'action et sont définis par

o
det 5 Mi = 1+eJ(M, M) + O(e%)
1 i - 1
R (Vi) + Vo) = NhM) = ST (Va(bh) + Va(Ma) — M)
+eK (My, M) + O(é?).
(6—3)

16En fait, les équations obtenues ne semblent pas étre fermées & premiere vue. Pour réellement les
fermer, il faut faire appelle a des notions de géométrie algébrique et a la courbe spectrale définie dans
la partie suivante.
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A Tordre 1 en €, cette invariance se traduit par

(J(My, My)) = (K(My, My)) . (6-4)

Détermination de J(M;, M) et de K (M, M,).

— Le terme correspondant a la variation de I'action est obtenu facilement et s’écrit
1
K (M, Mp) = 2T [VI(M:) f(My, My) — Mo f (M, My)] .- (6-5)

— La détermination de J(M;j, My) est quant a elle moins évidente, mais peut étre
résumée par deux regles simples, que nous désignerons par le noms de regles
7split” et "merge” ([47]). Celles-ci correspondent en fait aux deux types de chan-
gement de variables effectués en pratique. Il est intéressant de redériver ces regles
comme un exercice par le calcul explicite du Jacobien du changement de variables.
Pour ce faire, il est important de noter que les variables indépendantes de la ma-
trices M sont les éléments M;; ainsi que Re(M; ;) et Im(M, ;) pour i < j (voir
[49]). A ces deux regles vient également s’ajouter la reégle de chaine valable pour
tout type de changement de variable.

Regle de chaine.

Pour un changement de variable faisant apparaitre plusieurs facteurs, on applique
les regles Split et Merge successivement a chacun des termes en suivant la regle
de Leibnitz : le résultat est la somme des termes obtenus en utilisant les regles
Split et Merge a chacun des facteurs en gardant le reste constant.

Regle Split.

Le premier type de changement de variable que nous devons considérer correspond
a f(My, My) = Ax_lMlB ol A et B sont des fonctions de M; et Ms. Alors la
correction issue du Jacobien s’écrit :

1 1
J(Ml,MQ) = Tr (A(L’ — M1> Tr (x — MlB)
+ contributions venant de A(M;) et B(M;). (6-6)

en dehors d’une

1
x— M7

. . . 9 1
Ainsi, chaque fois que I'on rencontre un terme du type — v
trace, on "coupe” l'expression en deux traces en introduisant un facteur

dans chaque trace.

Regle merge.
On rencontre également des changements de variable du type f(My, My) =

ATr( L B).Onaalors:

r—Mq

1 1
J(M,My) = Tr (A B
( b 2) r( ZL'—Ml Z’—M:[)

+ contributions venant de A(M;) et B(My). (6-7)
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C’est-a-dire que, chaque fois que 'on rencontre un terme z_lMl dans une trace,

on regroupe toute I'expression a l'intérieur d’'une méme trace en remplagant ”Tr”

par un duplicata du facteur x_lMl.

7 Limite planaire.

Chacune des fonctions de corrélation entrant dans les équations de boucles a un
développement topologique en # . Ainsi chaque équation de boucle peut étre
décomposée en une hierarchie infinie d’équations portant sur les termes développement
de 't Hooft de ces observabled!’] Nous nous intéresserons dans cette partie aux fonc-
tions génératrices des surfaces de genre nul, ¢’est-a-dire aux termes dominants dans les
développements en % Nous n’étudierons donc que la premiere équation de chacune
de ces hierarchies : celle qui correspondrait a la limite obtenue lorque la taille de la
matrice tend vers 'infini.

Attention.

Considérer la limite planaire des équations de boucles ne veut pas dire que les
coefficients d’ordre inférieur dans le développement topologique sont négligeables par
rapport a ceux d’ordre supérieur. Cela signifie juste que 'on travaille avec les termes
de l'ordre 0 des séries formelles définissant les observables du modele et rien de plus. Il
faut donc se méfier de ce terme ”limite planaire” qui ne désigne en fait aucune limite.

7.1 Equation de boucle maitresse et courbe spectrale.

Considérons dans un premier temps le changement de variables le plus simple faisant
intervenir la matrice M :

M2—>M2+€

i (7-1)

L’équation de boucle associée s’écrit alors simplement en utilisant la regle split

Eq. (6-6) :

aWio(z) — 1= % <T7~x _1M1V2’(M2)> : (7-2)

Le changement de variable, polynomial en y :

1 Vi(y) — V3(M>)
r — M y— M,

donne, en utilisant ((7-2), I’équation de boucle :

(y =Y (2)U(z,y) = V3(1)Wio(x) = Plz,y) —aWio(z) +1 - %U(x, yx)  (7-4)

17C’est la maniére intuitive de voir les choses. Ici, les équations de boucles ressommées, ol tous les
termes du développement topologique sont regroupés dans une série infinie, ne sont qu'une notation
pratique pour décrire de maniere concise ’ensemble de la hierarchie d’équations correspondant a
chaque coefficient des puissance de ﬁ
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ou 'on a noté :

Ule,y) =~ <Tr - i V5<y2 - E§M2)> : (7-5)
Ple,y) = <Tr V{(ar; = ]\V},fMl) VQI@; - ]\VZ(MQ)> : (7-6)
. Y (2) = Vi(z) — % <Tr - = M1> | (7-8)

U(z,y) étant un polyndéme en y, il n’a pas de singularité pour y fini, et I’équation

(7-4)) prise en y = Y (z) s’écrit :

y=Y(z)
{ (Va(y) = 2)(V/(2) —y) = P(z,y) + 1 = 2 U(z,y;2) (7-9)
+1)

En notant le polynome de degrés (d; + 1) en z et (ds
E(z,y) = (V3(y) —2)(Vi(z) —y) — P(z,y) + (7-10)

on peut réécrire ’équation précédente en :

en vy :

B, Y () = 13U, Y (2);0)

(7-11)

appelée équation de boucle maitresse.
Lorsque 'on considere la limite planaire, i.e. I'ordre 0 de cette équation, on obtient
une équation algébrique :
Ez,YO(z))=0 (7-12)

ou

E(x,y) = (V3(y) — 2)(V{(z) —y) = PO(z,y) + 1

(7-13)

est 'ordre dominant du développement topologique de E. On a ainsi associé une courbe
algébrique au modele a deux matrices :

E(x,y) =0 (7-14)

que nous nommerons courbe spectrale classique puisqu’elle correspond a la limite
planaire N — oo, i.e. la limite classique A — 0.

Cette courbe algébrique est un objet fondamental de la résolution des équations
de boucles. En effet, tous les termes du développement topologique des fonctions de
corrélations (et pas seulement leur limite planaire) seront obtenus en termes de fonc-
tions définies sur la surface de Riemann compacte associée a £. En d’autres termes,
les modules de £ contiennent toute l'information nécessaire a la détermination de
I'intégrale matricielle Z.

Remarques :
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— Léquation &(x,Y©(x)) = 0 permet de fixer de maniere implicite la fonction
YO (z) et donc WEO())(:L') Cependant, cette équation a ds + 1 solutions a x donné.
Ceci montre que Wig(z) est a priori une fonction multivaluée dans C. Cepe-
dant celle-ci est monovaluée en tant que fonction sur la surface de Riemann
associée a & : les différentes valeurs pour un x donné correpondent alors a la
structure en feuillets de £ ( voir la partie . Il ne faut cependant pas oublier
que Wig(z) est défini comme une série infinie en z qui n’a de sens que pour
r — oo. Cette contrainte supplémentaire permet de retrouver quelle est la bonne
valeur de W1 o(z) pour un o donné.

— Pour dériver la courbe spectrale classique, nous avons pris le parti de privilégier
M. Mais nous aurions pu effectuer exactement la méme dérivation en privilégiant
M, dans les changements de variables, auquel cas la limite planaire de I’équation
de boucle maitresse aurait donné :

EXOy),y) =0, (7-15)

ou 'on note

X() = Vi) - (T ) (7-16)

Ainsi, au lieu de travailler avec £(z,y), il faudrait travailler avec £(y, z). Cepen-
dant, par définition, les résultats ne doivent pas dépendre de ce choix et ’on voit
apparaitre un premiere propriété de symétrie des fonctions de corrélations.

7.2 Limite planaire des fonctions de corrélation mixtes.

De maniere générale, le développement topologique des fonctions de corrélation ne
peuvent pas s’exprimer sans faire appel a des notions de géométrie algébrique et aux
spécificités de la courbe spectrale £. Cependant, ceci n’est plus vrai si 'on se limite a
I’étude de la limite planaire, i.e. I'ordre dominant quand N — oco. Grace a une jolie
formule similaire & une Ansatz de Bethe, il est possible d’exprimer n’importe quelle
fonction de corrélation mixte en termes de produits de traces mixtes a deux points

Tr —L L avec des coefficients rationnels.
x—My y—Ma>

Dans cette partie, par souci de brieveté dans les notations, on les simplifiera en
notant l'ordre dominant des traces mixtes par

1 1 1 1 1 1 1
HY ::—<Tr >+5k1,
N I’l—Mlyl—MQZEQ—MlyQ—MQ I’k—Mlyk—MQ ( )
T7-17

ie. H ,E,O) est la fonction génératrice des surfaces de genre zéro avec un bord et 2k
opérateur de bords, i.e. des disques avec 2k opérateur de bords que 1'on représente
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comme dans Eq. (2-11)) par :

(7-18)

Un résultat classique donne la fonction de corrélation mixte la plus simple en termes
de la courbe spectrale par :

Lemme 7.1 La fonction génératrice des disques avce deux opérateurs de bords est
donnée par :

E(z,y)
(XO(y) —2)(y — YO (x))

HO(z,y) =

(7-19)
)

On peut alors montrer que pour tout k, H ,20) est décomposable sur la base des H fo
suivant le théoreme :

Théoréme 7.1 Pour tout k > 1, la fonction a k points H}go) (1,91, T2, Y2y - - - s Thy Yk)

H[g())(xlaylw")xk‘ayk‘) = Z Cé-k)<x1ay17"'7xk7yk) HHl(O)(xuya(l))

o€Sy, =1

(7-20)

ou les coefficients C® sont des fractions rationnelles des x; et des y; indépendantes
des potentiels et avec des poles, au plus simples, situés a points coincidents et ou Sy
est l'ensemble des permutations planaires de (1,2,...,n).

Précisons tout d’abord ce que 1'on entend par permutation planaire :
Definition 7.1 Une permutation o de (1,2,...,k) est dite planaire si
Neyeles(0) + Neyetes(S 0 0) =k + 1 (7-21)
ou S est la permutation cyclique :
S(i) =i+ 1 [k] (7-22)

et Neyetes(0) est le nombre de cycles dans la décomposition de o en cycles irréductibles.
On note Sy l'ensemble des permutations planaires de (1,2, ..., k).
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Cette notion de planarité se réfere a une représentation des permutations par des
systemes d’arches qui nous sera utile tout au long de cette partie.

Soit une permutation o de (1,2,...,k). Pour la représenter, plagons les variables
(x1,Y1, T2, Y2, - - -, Tk, Yx) sur un disque en préservant leur ordre :
X
y Ly
X X,
%2 (7-23)
X3

La permutation o est alors simplement représentée en reliant les points x; aux points

yo(i)ﬁ :

= G-cycle

,,,,,,,,,,,,, - So-cycle

(7-24)

La condition de planarité signifie alors que le systeme d’arches représentant o est

planaire, i.e. ne présente aucun croisement. En effet, chaque face ainsi dessinée dans

le disque correspond a un cycle de la décomposition de ¢ et de S o g et 'on a traduit

la condition de de planarité par la relation d’Euler-Poincaré. Le nombre d’éléments de
S}, est donné par les nombres de Catalan :

(2k)!

Card (S) = Cat(k) = RICEE

(7-25)

Cette représentation en termes de systemes d’arches est également utile pour cal-
culer la valeur des termes C.
Preuve:

8Dans cette représentation, les variables x et y marquent des démarcations sur le bord alors qu’ils
ont été introduits comme fugacités associées a la longueur des différentes conditions de bords. Ainsi,
en termes de surafces discrétisées, elles ne devraient pas se situer a des interfaces mais entre deux
interfaces.
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Je vais montrer ici d’out vient cette décomposition sans montrer comment calculer
. k ;. . ;e . . . 212
les coefficients C’é ). La dérivation montrée ici est bien plus simple et élégante que celle

présentée dans [I]. Elle est due a L. Cantini [24].

Les H ,50) satisfont I’équation de boucles obtenue par le changement de variable
6M2 = IIEMI y1jM2 xijl yrlMQ en ne gardant que les coefficients de N dans le
développement topologique :

(X (yr) — 1) ng(])(xl,yl,x% o Tk Yk)

_ ki Y (w51, ) — HY (w51, 2 5)
1 Y — Yj
—Pol, V3 (y(k)) H (z1, . )

(7 — 26)

ou Pol, f(x) indique la partie polynémiale de f(x).

Si 'on effectue le changement de variable My = _lM _1M _lM _IM qui
. . . Tp— M1 yp—Ms2 r1—My y1 —Ma
consiste a lire la suite x1,y1, T2, ¥o, ..., Tk, yr dans 'autre sens, on obtient ’équation
de boucles :
0
(XO () — 1) H (@h, Yo1, Tho1, - - Yo, T, Y1, T1, )
k=1 17(0 0
_ HJ )(%71/] Lo Y1, T, Yj) — HJ( )(xjayjA e Y1 T, k) «
= Yji — Yk
XH;EO_)]-(Ik, Yk—15Th—1, - - - » Tjs1, Yj)
_POZykvzl(y(k))HJgo)(xk,yk—1,$k—1, Cee s Y25 T2, YL, T1, Uk)-
(7—27)
Or, ngo)(:pk,yk_l,xk_l, .y Y2, Ta, Y1, T1, Yx) décrit les mémes objets combinatoires
que H}go) (1,91, %2, ..., Tk, yp) mais avec l'orientation du bord inversée. En effet, ces

deux fonctions sont les fonctions génératrices des disques avec 2k opérateurs de bords
mais si I'un les décrit vus du dessus, 'autre les décrit vus du dessous :

H;go)(xkayk—laxk—la e Yoy T, Y1, T, Yk) = H}EO)(xlayl’m% e Tk, k) (7-28)
car
y X Y, X3 % X
2 = % . (7-29)
X3
Yk
Xk

Cette propriété permet d’écrire la seconde équation de boucle Eq. ([7-27)) sous la forme :

(X(()( ) ) Ig)(mlﬂylax%"'axkayk)
! 0 xlvyly"'axjayj)_H](O)(:L‘hyl;"'axjayk)x
Yi — Yk

7=1
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0
XH]E;_)j(:Ej—i-l; Yji+1s -+ Ye—1,5 Tk, y])

—Pol,, V3 (y(k)H" (21,41, T2, - -, T, Ui
(7 — 30)

La différence avec Eq. (7-26]) prouve le théoreme :

(0) _
H, (21,01, %2, ., Xk, Yi) =
k—1 HJ(-O)(271,yl7~~,93j7yj)H;EO,)]~(27]'+17yj+17~~~7Ik7yk)—1dem(yk<—>yj)
J=1 (zr—1)(yk—y5)

(7-31)

O
Les coefficients rationnels C) sont facilement décrits en termes des C}S) unique-
ment par le théoreme :

Théoreme 7.2 Pout tout k > 1, et toute permutation o € Sy, C’ék) est une fonction

rationnelle de ses arguments x1, ..., Yy, par :
(k) o : ) s
o Co'(r1,y1,T0,..., 7k, y) := 0 si 0 n'est pas planaire ;

e Si o est planaire, on décompose o et S oo en leurs produits de cycles :

0 =0109...0] , Soo=0a102...07 (7-32)
tels que :
O'j = ('L.j,la Z.j72, Ce 7ij,lj) s O'(Z‘j7m) == Z.j,m—l—l (7—33)
;= (1,050, 057) 5 0(lm) = Gmy1 — 1 (7-34)
!
o) — %) (o , , , A ,
o (xlayhx% s 7xk7yk) . Id (x1j717ij,27x7,j727y7,j,37 s axzj’ljayzj-,l)
j=1

]
(@)
H Cfd] ('r%jJ ) y%j,2—17 LUZLQ, cety y%j’[j—h ‘xgj’[j ) ygj,1_1>
j=1
(7 — 35)
on Ct) =1,

Ce théoreme signifie que pour calculer un coefficient C’ék), ils suffit de dessiner
les syteme d’arches correspondant a la permutation o. Si deux arches se croisent, le
coefficient a pour valeur 0, sinon il est égal au produit des Cj4 pris sur chacune des

faced™]

Exemple 7.1 Considérons la permutation o € S1a donnée par :
123 45 6 78 9 10 11 12
"‘(3127654812 10 9 11)‘ (7-36)
19 Attention! Les faces correspondant & o et S o o doivent étre orientées de manieres opposées.

Par exemple, 'identité et a permutaion cyclique ne donnent pas le méme résultats a cause de cette
orientation.
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Sa décomposition en cycles s’écrit :
= (1,3,2)(4,7)(5,6)(8)(9, 12,11)(10) (7-37)
et celle de S o o est donnée par
Soo=(1,4,8,9)(2)(3)(5,7)(6)(10,11)(12). (7-38)

1l en résulte le découpage du disque en faces par le systeme d’arches associé€ a o :

(7-39)

X
10 Y, X9

Celui-ci nous permet de déterminer le coefficient :

2
0312) :L'l,yg,1'3,y2,$2,yl)C§d)(x5;y6:x67y5)

(
2
C§d)(l‘9, Y12, T12, Y11, T11, yg)C’}d)(u, Y7, %7, Y4)
2
(l’l, Y3, T4, Y7, TS, Y8, L9, y12)C’§d)(x5, Y6, T7,Y4)
C( )(
Id

210, Y10, T11, yg)-
(7 — 40)

Il reste maintenant a déterminer les briques de bases C}Z). Elles sont données par

Lemme 7.2 Les C(;q) sont définis de maniere unique par la relation de récurrence

1
C((]c)l)(xlayl) = ]-7
k— 10 } ~)C'(k_j)( , , )
(Id) 'Tlayl’"'ax_ﬂyj (Id) 37]+1a3/]+17---7$k7yk

(1 (T15 - Yk) ; (@k — 1) (Y — ¥5)
(7 41)

Il existe une maniere efficace et simple de décrire les solutions de cette équation a
I’aide d’une représentation sous forme d’arbres. La procédure a mettre en oeuvre est
décrite en appendice de [I].
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8 Deéveloppements topologiques et géométrie algébrique.

Cette partie représente le coeur de cette these. Apres avoir rappelé les définitions et
propriétés de géométrie algébrique nécessaires a la compréhension des résultats prin-
cipaux de ce chapitre, nous montrerons comment calculer les expressions explicites de
tout le développement topologique d’une grande famille d’observables du systeme ainsi
que de I'énergie libre comme fonctions sur la courbe spectrale classique.

8.1 Rappels de géométrie algébrique.

Le propos de cette these n’étant pas la géométrie algébrique a proprement parler,
nous ne présenterons ici que les notions nécessaires a la lecture des paragraphes suivants.
Le lecteur intéressé pourra se reporter aux ouvrages [53] et [52] pour les approfondir.

Equation algébrique et surface de Riemann compacte associée.
Soit une équation algébrique
E(x,y) =0 (8-1)

ou & est un polynome de degrés d; +1 et dy +1 en ses deux variables x et y. On appelle
Y la surface de Riemann compacte associée, c’est-a-dire qu’il existe deux fonctions
meromorphes z : ¥ — C et y : ¥ — C telles que

E(z,y) =0 Ip €T tel que {Z:;gg ) (8-2)

On associe ainsi a une courbe algébrique £ une surface de Riemann compact . Dans
toute la suite, on parlera donc indistinctement de surface de Riemann ou de courbe
algébrique.

Remarque 8.1 Lorsque ’équation algébrique est de la forme

nbp

y2 = 1_[(m — ag;)(r — aziy1), (8-3)

1=0

on parle de courbe hyperelliptique. Ces courbes ont des propriétés particulieres que nous
décrirons dans la partie [I] du chapitre suivant.

Polytope de Newton.

La courbe algébrique £ peut étre caractérisée par les coefficients de son dévelop-
pement autour de x,y — 00 :

di+1da+1

Ex,y)=>_ > Eya'y. (8-4)

i=0 ;=0

Un outil tres utile & étude des propriétés de 3 consiste a représenter graphiquement
ces coefficients : on associe a tout E;; # 0 un point a la position (,j) du plan. Le
polygone ainsi obtenu est appelé polytope de Newton de €.
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On peut directement lire sur ce polytope certaines propriétés de ¥. Par exemple
le genre maximal de la surface ¥ associée est égal au nombre de points strictement
contenus a l'intérieur du polytope.

On peut également y lire les propriétés des points a I'infini de X, c’est-a-dire des
poles de x et de y. Pour ce faire, il faut regarder I’enveloppe externe du polytope, i.e. la
frontiere du plus petit domaine convexe contenant tous les points du polytope. Cette
frontiere est composée des deux segments [(0,0), (d; + 1,0)] et [(0,0), (0,dy + 1)] d’une
part mais aussi d’'un ensemble de segments {Seg; = [u;, u;s1]}i=1..p—1 ordonnés tels
que u; = (0,dy + 1) et up = (d; + 1,0). On peut alors montrer que chaque segment
Seg; correspond a un pole de la forme ydx dont le degré est donné par la pente du
segment correspondant.

Exemple 8.1 Considérons la courbe
E(z,y) =z +2° + 2%y + y° + zy’. (8-5)

Son polytope est

o

On peut y voir par exemple que £ a un genre g < 3 et deux points a l'infini.

Structure en feuillets.

Considérons I’équation algébrique Eq. (8-1)) comme une équation en y a x fixé. Elle
a dy + 1 solutions, i.e. pour tout x (ou presque)

3%, pt, ..., p") € T2 tels que Vi z(p') = x. (8-7)

On a donc une structure en dy + 1 feuillets en x, c’est-a-dire que I'on a, de maniere
générique, dy 4+ 1 copies de C superposées se projetant toutes sur la base x.
De méme, on notera les différents feuillets en y par :

3,5, ..., 5%) € T tels que Vi y(5') = v. (8-8)

On peut exprimer £ de maniere a faire apparaitre explicitement ces structures en
feuillets :

E((p),y() = Eoa, [ [(w(@) = y(®") = Ea, 0 H(ﬂf(p) — (7). (8-9)

1=0
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x(p)

F1G. 2.1 — Représentation du tore sous la forme de deux feuillets en = reliés par deux
coupures, c¢’est-a-dire deux spheres de Riemann recollées le long de deux segments.

Points de branchement :

On nomme point de branchement en x tout point a; ou la différentielle dx
s’annule :

dz(a;) = 0. (8-10)

Dans cette these, nous supposerons toujours que les points de branchements sont des
zéros simples de dx, c’est-a-dire qu’au voisinage d’un point de branchement a;, x se
comporte comme le carré de y :

y(p)Np—wzi (L’(p) - (L’(CLZ) (8_11>

Ces points correspondent aux points ol deux feuillets se croisent : deux points p’
correspondant au méme x se rencontrent. En effet, pour tout point p au voisinage d’un
point de branchement a;, il existe un unique point p tel que z(p) = z(p) et p approche
a; quand p — a; (voir fig. . La courbe algébrique £ peut alors étre vue comme
ds 4+ 1 spheres de Riemann recollées entre elles par des segments reliant les points de
branchement en x. On passe de 'une a ’autre en traversant ces segments.

Remarque 8.2 La définition du point conjugué p de p dépend en général du point de
branchement a; considéré (voir par exemple la figure . Cependant, dans la mesure ou
il sera toujours clair & quel point de branchement on se référe, nous omettrons de préciser
celui-ci dans la suite.

Remarque 8.3 La représentation de la surface de Riemann sous forme de feuillets reliés
par des coupures semble indiquer qu’il existe une relation entre le nombre de points de
branchements et le genre de la surface. Ce lien est obtenu par le théoréeme de Riemann-
Hurwitz qui dit que le nombre de points de branchements #b.p et le genre g sont reliés par

#b.p

g=—dy+ "5 (8-12)

I’équation :
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y a
2

\q .@
q ?

a, *d )
U

>
x(q) x(p) X

F1G. 2.2 — Exemple de courbe £(z,y) présentant deux points de branchements en x.
On peut voir que le point conjugué n’est pas globalement défini.

Structure modulaire.

e Base de cycles.
Lorsque la courbe £ a pour genre g, il existe 2g cycles non triviaux homologiquement
indépendants. On peut alors choisir une base symplectique {(A4;, B;) }i=1..4 telle que

Ai mﬁj - 51‘]‘ ) Al N Aj =0 ) ﬁz ﬂﬁj = 0. (8"13)

En découpant la surface le long des cycles A et B ainsi choisis, on obtient un domaine
simplement connexe comme décrit sur la figure : le domaine fondamental.

Sur cette courbe, il existe g formes holomorphes linéairement indépendantes
duy, ..., dug, que I'on choisit normalisées sur les cycles A :

A

=j

Ces différentielles permettent de définir la matrice des périodes de Riemann
caractéristique de la surface . C’est une matrice 7 de taille g x g dont les éléments
sont les intégrales des différentielles holomorphes sur les cycles B :

Tij Zf du;. (8-15)
B,
Cette matrice 7 est symétrique et satisfait
Tij = Tji , Im7 > 0. (8—16)

Dés lors, considérant un point p € ¥ n’appartenant & aucun cycle A ni B, on définit
I’application d’Abel

ui(p) = /p du; (8-17)



66 CHAPITRE 2. MODELE A DEUX MATRICES HERMITIENNES.

0 B

D

Fic. 2.3 — Le domaine fondamental du tore est un losange obtenu par découpage de la
surface de départ suivant les cycles A et B.

ou le contour d’'intégration est dans le domaine fondamental.

Le vecteur a g composantes u(p) = (u1(p), ..., uy(p)) transporte la courbe dans sa
jacobienne.

Notons que I'application d’Abel dépend du point de base py mais celui-ci n’aura
aucune influence dans toute la suite.

Fonctions theta et formes premieres

On appelle caractéristique tout vecteur z € CY s’il existe deux vecteurs a coeffi-
cients entiers a € Z9 et b € 79 tels que :

g 2 —1—27'.b. (8-18)

On dit que z et une caractéristique impaire si

9
Z a;b; = impair. (8-19)
i=1

Etant données une caractéristique z = %, une matrice symétrique 7;; = 7;; telle que

Im7 est définie positive et un vecteur v € CY, on définit la fonction théta

QZ(V,T) _ Z ei7r(n—b/2)i7-(n—b/2) e2z’7r(v+a/2)t.(n+b/2)' (8—20)
nez9

Si z est une caractéristique impaire, 6, est une fonctions impaire de V| et on définit
la forme holomorphe

() = Y duip) . Lo

(8-21)

v=0

Elle a g — 1 zéros qui sont des zéros doubles. On peut donc considérer leurs racines
carrées définies dans la domaine fondamental et la forme premiere :

Elp.q) = 0,(u(p) — u(q))

Vdh,(p) dhy(q)

(8-22)

20En particulier, on a alors 6,(0,7) = 0
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On peut montrer qu’elle est indépendante de z et quelle n’a qu'un zéro sur la
diagonale p = ¢ et aucun pole.

Structure complexe.

En plus de la structure modulaire de ¥, on doit également décrire sa structure
complexe, c’est-a-dire les propriétés des fonctions méromorphes z(p) et y(p). Plus
précisément, il nous suffit ici de préciser les modules caractérisant la forme différentielles
ydx : sa structure de poles, son comportment au voisinage de ceux-ci ainsi que son com-
portement le long des cycles A.

On note {a;}i=1..p les poles de ydﬂ et z,, une variable locale au voisinage de ;.
Pour définir cette derniere, considérons trois cas :

— soit a; est un pole de degrés d; de x, auquel cas on définit :

.

2o, (P) == x(p)*; (8-23)

— soit a; n’est ni un pole de x ni un point de branchement en x mais un pole de y.

Alors, on définit :
1

z(p) — w(v)’
— soit a; est un point de branchement en z (i.e. un zéro simple de dzx) et donc un
pole de y. Dans ce cas

%o, (P) = (8-24)

1
D) = . (3-25)
z(p) — (o)
Dans tous les cas, z,,(p) a un pole simple quand p — a; et donc ¢, (p) := =—(p) a

Zo‘i

un zéro simple, définissant ainsi une bonne variable locale au voisinage du point ;.

Les températures.
Un premier ensemble de modules est simplement donné par les résidus de ydz en
ses poles :
to; = Res y(p) dz(p). (8-26)
Remarque 8.4 Les températures ne sont pas des modules indépendants. En effet, il est
facile de voir que

P
> toi=0. (8-27)
=1

Les modules aux podles.

Les ordres sous-dominants dans le développement de taylor de ydx donnent les
autres modules de cette forme liés aux points a l'infini sur la surface. Pour les décrire,
on introduit un ”"potentiel” associé a chacune des singularités de la surface :

Vi(p) := Res y(q)dz(q) In (1 - Zo”—(m) : (8-28)

a—aq 2oy (Q>

21Rappelons que le nombre de points & l'infini, 7, peut étre connu en représentant le polytope de
Newton de €.
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C’est un polynome en z,,(p). On peut donc ’écrire :
degv;

Vilp)i= 3 tii 2, (0). (8-29)

Remarque 8.5 La donnée de ces modules caractérise bien le comportement de ydr aux
voisinage des poles car

dzq,(p) <dza.(p))
dz(p)~p—a; dVi(p) — toi—— + 0 4 8-30
ou la différentielle Do (p)
Zo; \D
dV;(p) = Res y(q)dx(q) ——————— 8-31
() Res (9) ()zai(p)—zai(q) (8-31)
satisfait
Res dV;(p) = 0. (8-32)
p—a

Les fractions de remplissage®’}
On définit les fractions de remplissage ¢; pour ¢ = 1...g comme les intégrales sur
les cycles A de la différentielle ydzx :

1
= — & ydu 8-33
¢ 20T A, yax ( )

Fonctions et différentielles fondamentales sur la courbe.

Les fonctions de corrélation et les termes du développement topologique de ’énergie
libre peuvent étre exprimés uniquement a ’aide de deux briques élémentaires, deux
différentielles définies sur la courbe spectrale : le noyau de Bergmann et la différentielle
Abelienne de troisieme espece.

Noyau de Bergmann.

Sur la surface 3, il existe une unique différentielle bilinéaire B(p, ¢) ayant un unique
pole double sur la diagonale p = ¢ sans résidu et avec des cycles A nuls. C’est-a-dire
qu’il est donné par les contraintes :

M erme fini e = }
S erme fni et f Blp) =0 (539

ol z est n’importe quelle variable locale au voisinage de q.

B(p,q) =

Différentielle Abelienne de troisieme espece.
De méme, pour tout couple de points (qi,q2) de X, il existe une unique forme

différentielle dS,, ,(p) sur la surface avec deux poles simples en p — ¢; et p — gz avec

22(Cette dénomination vient directement de I'interprétation des modeles de matrices comme un gaz
de particules fermioniques (voir [84] [47]).
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résidus respectifs 1 et —1 et normalisée par I'annulation de ses intégrales sur les cycles

A:

Res as, . =1=— Res ds , 7{ s, .. = (8-35)

—q1,92 —q1,92 —q1,92

i

Propriétés.

On peut tout d’abord remarquer que la différentielle Abelienne de troisieme espece
peut étre obtenue par intégration du noyau de Bergmann sur un chemin du domaine
fondamental allant de ¢o a ¢ :

ds, () = / " Bp.g) (5-36)

q2

ou bien dans sa version dérivée

dy, (dS,, 4,(p)) = Blg1,p)- (8-37)
Le noyau de Bergmann, en tant que dérivée seconde d’une foncion #, est symétrique :
B(p.q) = dpdyIn (6, (u(p) — u(q))) = Blq, p) (8-38)

ol z est une caractéristique impaire quelconque. Par intégration, on obtient :

0.(u(p) —u(q)) )
f,(ulp) - u<q2>>) (8-39)

dS,, 4, (p) = dpIn <

et
das = —dS . (8—40)

91,492 —q2,91

Les intégrales sur les cycles B sont données par

j’{ _Bpg) = 2imdu(p) o /é ds,, . = 2in(u(q) — uila)).  (8-41)

24

Formules de Cauchy.
Pour une fonction meromorphe f(p), les formules de Cauchy ainsi que les propriétés
de dS et B permettent d’écrire

f(p) = — Res dS,, ,,(p)f(q1) (8-42)

q1—p

ainsi qu'une expression pour la différentielle de f :

df (p) = Res B(p,q)f(q). (8-43)

q—p
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Identité bilinéaire de Riemann.

Tout au long de ce chapitre, nous aurons besoin de déplacer des contours d’intégra-
tion sur une surface de Riemann. Si 'intégrand a des intégrales non nulles le long
de cycles non-triviaux, celles-ci doivent étre prises en compte lorsque 'on déplace le
contour d’intégration. L’identité bilinéaire de Riemann [52] explicite cette dépendance.

Soient w; et wy deux formes méromorphes sur la surface ¥ et un point py arbitraire.
Considérons la fonction @, définie sur le domaine fondamental par

D1 (p) = / " (8-44)

ou le chemin d’intégration reste a l'intérieur du domaine fondamental.
On a alors I'identité bilinéaire de Riemann :

1 g
R d = E - . 8-45
p—tous leess poles l(p)W2 (p) 2 =1 ‘%Al “ il - f;z ! fi‘lz wQ ( )

En particulier, pour wy(p) = B(p, q), on obtient :

g
s B s 5 (@) 05) = = 30 $o (5-46)
ainsi que :
g
o) = Bes, dSy(@)el) + Do dulo) § o (8-47)
=1 g

Décomposition de ydxr sur les modules de la structure complexe.

En utilisant 1’équation bilinéaire de Riemann Eq. (8-47)), on peut réécrire ydz de
maniere a faire apparaitre explicitement les modules de la courbe £ :

ydr = Z tjiBji + Z to:dS,, , + 2im Z e;du; (8-48)
avec |
Bji(p) = — Res B(p, ¢)zai(a)'- (8-49)

Cette décomposition est tres utile puisqu’elle nous permet de reporter toute variation
des modules introduits jusqu’ici en une variation de la forme différentielle ydx seule.

Briques élémentaires.

A partir de ces fonctions, on définit deux éléments qui seront la base de la résolution
des équations de boucles. Pour un point p € ¥ quelconque et un point ¢ proche d’un
point de branchement a; (i.e. tel que I'on puisse définir un point conjugué g.), on définit
les formes différentielles :

w(q) = (y(q) — y(q))dx(q) (8-50)
et

aB,) = [ Blp) (551

ou le chemin d’intégration reste dans un voisinage du point de branchement a;.
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Fonction tau de Bergmann.

La fonction tau de Bergmann, 75,, a été introduite dans [75] [76], [45] pour 1’étude
des espaces de Hurwitz et de la premiere correction de I’énergie libre des modeles de
matrices. Elle est définie de maniere unique par les contraintes :

Ol (1p,) B(p,p)
Oz (a;) _zieai dx(p)

pour tout point de branchement a;. La formule variationnelle de Rauch [96] assure que
le membre de droite est une forme fermée et donc que cette définition n’est pas caduque.
Cependant, notons que cette fonction est définie a une constante multiplicative pres
qui ne jouera aucun role dans la suite.

(8-52)

8.2 Propriétés de la courbe spectrale du modele a deux ma-
trices.

Dans ce paragraphe nous allons nous attarder sur les propriétés particulieres de la
courbe spectrale classique d 'un modele a deux matrices dont nous rappelons la forme :

Eonm (z,y) = (Vi (z) —y) (V5 (y) — x) + P(x,y) (8-53)

ou Vi et V; sont des polynomes de degrés respectifs d; + 1 et dy + 1 et P(z,y) est un
polynome en ses deux variables de degré d; — 1 en x et do — 1 en y.

Polytope de Newton.
Le développement de £y peut s’écrire :

Eanant = tay ® T L,y 2N (80, V3 (y) + tay 1) + y (G, Vi (@) + g, 1) + Pz, y).
(8-54)
Il est alors clair que P(z,y) est contenu strictement & l'intérieur du polytope et que ce
dernier prend la forme représentée dans la figure ([2.4).
La simple lecture de ce polytope nous permet de conclure que la surface de Riemann
correspondante a un genre g majoré par

g < didy — 1. (8-55)

On peut également voir que sa frontiere est composée de deux segments, donc la forme
ydx a deux poles dont nous étudions les propriétés dans le paragraphe suivant.

Points a l’infini.

Il v a deux points a l'infini sur la surface ¥, c¢’est-a-dire deux points qui sont des
poles de la fonction meromorphe z(p) ou de y(p) :
— L’un, noté oo,, est un poéle simple pour z(p) et de degrés d; pour y(p) (on peut
le voir d’apres le facteur y — V/(z) dans &y par exemple) ;
— L’autre, noté oo, est un pole simple pour y(p) et de degrés dy pour z(p) (d’apres
le facteur z — V3 (y) dans Exprar).
Si 'on s’intéresse maintenant a la structure de poles de la forme différentielle ydz,
on voit qu’elle a un pole de degrés d; + 2 en oo, et de degrés dy + 2 en oo,
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Vi X))V, (y)

d,
2£>—~—>\ e
dr-1
e« \:§1| P(X’y)
1t * .
= . >

1 dl_ d] (.11+1

[E—

F1G. 2.4 — Polytope de Newton de &;pyps. Les parties hachurées mettent en valeur les
contributions des différents termes, P(z,y) et V/(x)V(y) respectivement. La partie
non hachurée correspond a la contribution exclusive de zV/(z) + yVJ(y).

Structure en feuillets.

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la structure en feuillets en x, c’est a
dire que nous fixons la variable complexe x dans I’équation algébrique Exprar(z,y) =0
et regardons les différentes solutions correspondantes en y.

De maniere générique Exprar(z,y) = 0 a dy + 1 solutions en y. Il existe donc dy + 1
points {p'}i—o..4, de la surface algébrique compacte ¥ se projetant sur un méme point
x = z(p') dans le plan complexe : il y a dy + 1 feuillets en z, chacun étant associé a
un p® différent. Chaque exposant se réferera donc a partir de maintenant & un feuillet.
Ces feuillets ne sont cependant pas tous équivalents. En effet, I'un de ces feuillets est
caractérisé par le fait qu’il contient le point oo, alors que tous les autres feuillets se
rejoignent en oo,. On appelle feuillet physique le feuillet contenant oo, et on lui
associe I'exposant 0. Nous expliquerons cette dénomination dans la partie 9.1}

Cas particulier : Courbe de genre 0.

Si 'on est intéressé par la combinatoire des cartes portant une structure de spin,
on se place dans le cadre décrit dans la partie {4] et la courbe Esprpr est alors de genre
nul. Il n’y a alors plus de fraction de remplissage €; ni de base de cycles (A, B). Ce cas
correspond vraiment a traiter un modele d’Ising sur surface aléatoire.

La condition de genre 0 assure également que I’on peut trouver une paramétrisation
rationnelle de la courbe (2, y). Cela signifie que 'on peut trouver deux fonctions
rationnelles P(z) et Q(z) définies dans le plan complexe telles que :

VzeC, Enmi(P(2),Q(2)) = 0. (8-56)
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Fi1G. 2.5 — La structure en feuillets en x de &y fait apparaitre un unique feuillet
contenant oo, alors que les quatre autres (en grisé) contiennent oo,. On a représenté
ici 'exemple d'une surface de genre 0 par souci de simplicité, mais le méme type de
description s’applique bien sur a des surfaces de genre plus élevé.

On représente donc &y par cette paramétrisation :
x = P(z)
y=Q(2)

Dés lors, toute fonction et différentielle sur ¥ s’exprime simplement en termes de ces
fonctions rationnelles. En particulier le noyau de Bergmann est donné par :

P/(Zl)P/(Zg)dzleQ
(P(z1) = P(22))?

ou P’(z) est la dérivée de la fonction rationnelle P(z) par rapport a sa variable complexe
z.

Enrint = { (8-57)

B(z1,22) = (8-58)

9 Développement topologique du modele a deux
matrices.

Dans cette partie, nous allons montrer comment on peut calculer tous les termes
du développement topologique de n’importe quelle fonction de corrélation du modele a
deux matrices hermitiennes, y compris I'énergie libre. Nous ne présenterons ici que les
résultats avec parfois des idées des démonstrations, les preuves complétes étant assez
techniques et écrites dans nos articles avec L. Chekhov et B. Eynard [II][III].

Nous allons présenter les résultats par ordre de complexité croissante :

— Dans un premier temps, nous montrons comment définir une courbe spectrale

semi-classique a partir des corrections en % de la courbe spectrale classique;

— Nous verrons ensuite comment celle-ci nous permet de calculer tout le

développement topologique des fonctions de correlation simples;

— L’introduction d’un nouvel opérateur nous permet alors de remonter jusqu’au

développement topologique de 1’énergie libre;

— Enfin, nous présenterons une formule permettant le calcul de n’importe quelle

fonction de corrélation a n’importe quel ordre de correction en %
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9.1 Définitions, solutions des équations de boucles et feuillet
physique.

Comme nous ’avons vu plus tot dans la partie consacrée a I’équation de boucles
maitresse, la résolution des équations de boucles donne généralement plusieurs solutions
pour les fonctions de corrélation : ce sont donc des fonctions multivaluées du plan
complexe. Dans toute la suite, nous allons résoudre les équations de boucles en étudiant
les fonctions de corrélations comme des différentielles sur la courbe spectrale classique
ol elles sont monovaluées. Le fait que ces dernieres donnent lieu a plusieurs solutions
différentes dans le plan complexe vient alors tout simplement de la structure en feuillets
(que ce soit en = ou en y) de la surface de Riemann. En effet, pour une valeur complexe
de z(p) ou de y(p), il existe plusieurs points p correspondant sur la courbe Eypsay,
chacun d’eux induisant une valeur différente pour les fonctions de corrélation.

Cependant, en revenant a la définition méme de ces objets, on peut sélectionner
la solution physiquement (ou combinatoirement) intéressante. En effet, les fonctions
de corrélation sont des séries génératrices valables uniquement comme séries formelles
quand leur parametre de développement x (resp. y) tend vers l'infini avec un pole
simpld®] Or, parmi les différents antécédents p* de z(p) (resp. 7 de y(p)), un seul
satisfait cette condition : c’est I'antécédent se trouvant dans le feuillet physique en x,
p° (resp. le feuillet physique en y, p°), expliquant ainsi cette dénomination.

Dés a présent, et ce tout au long de ce chapitre, le terme fonction de corrélation
ne se rapportera plus aux fonctions complexes ﬁl((hl)m définies plus haut mais aux
différentielles

Hl(j;l);m<sk1> -+ Sk PL Am) (9-1)

dont les arguments {p; ;, qi,j}fi:l pouri=1,....k {p;}'_, et {g;}!™, sont des points de
la surface de Riemann Y et satisfaisant la condltlon

—(h
Hy (St -+ Sk x(pr); y (ann) [ ] de (i) dy(aiy) dee (i) dy(a;)
+01,001,00m,00i,10k, 1A (p1,1)dy(q1.1)

dz(p1)dz(p2)

(z(p1) — 2(p2))?
dy(q1)dy(g2)
)

(y(q1) — y(g2))?

+01.00i,00k,201.0

+01,00i,00%,00,2
(9-2)

pour des arguments p dans le feuillet physique en x et ¢ dans le feuillet physique en y.
On notera également les fonctions de corrélation simples :

W = H,. (9-3)

Dans la suite, nous allons donc calculer ces fonctions de corrélation en n’importe
quel point de la surface de Riemann, mais il ne faudra pas oublier que I'on n’obtient
de valeur physique que pour des arguments dans leurs feuillets physiques respectif.

23Cette condition est souvent résumée par le comportement asymptotique de la résolvante :
Wio(z) ~ 1+ O(z72%) quand z — oo.
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On introduit finalement les fonctions auxiliaires suivantes :

ﬁlgz);m(sk17 oy Sk PL; AM) = POlm(le)‘G/(x(pl,l))Hl((};l);m(Skl7 > SkipLyam),  (9-4)

Ulgll),m(sku T Ski; PL; CIM) = POly(th,k)‘G(y(ql,k))Hl(c};Zl);m(Skl7 B Ski; PL; qM) (9_5)

et

Plif?m<5kn ey Sk’la PL; qM) = Ple(le)‘/1/(517(]9171))(]1((237”(Skl, ey Sk’la PL; qM) (9_6)

qui sont des polynomes respectivement en x(p11), y(q1.x) et (p11) et y(qir)-

9.2 Quelques propriétés des fonctions de corrélation.

Dans ce paragraphe nous résumons quelques propriétés importantes des fonctions
de corrélation.

Lemme 9.1 Les fonctions de corrélation simples ont toute des intégrales nulles autour
des cycles A :

/ Wk(ilr)l;l(pv Px;qL) =0 (9-7)
peA

pour tout k4 1+ h > 0.

Cette propriété vient directement du fait que les fractions de remplissage €; sont les
intégrales de ydr et donc de W1(;Oo) sur ces cycles et qu’elles sont indépendantes des
coefficients des potentiels Vi et V5.

Lemme 9.2 Les fonctions de corrélation simples W,Si)l.l(p, Pk;qr) ont des poles seule-
ment aux points de branchement p — a;.

Ce résultat s’obtient par récurrence grace aux équations de boucles.
Un autre résultat classique donne la fonction a deux points de genre 0 comme une
fonction fondamentale sur la courbe spectrale clasique :

Lemme 9.3 La fonction a deux points de genre 0 est le noyau de Bergmann sur la
courbe spectrale £ :

Wi (0, q) = W2 (,q) = =W ) (93 q) = B(p, q).

(9-8)

Ce résultat est fondamental puisqu’il nous servira de base dans toute la suite. Nous nous
servirons de cette fonction a deux points comme donnée initiale pour une résolution
par récurrence.
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9.3 Courbe spectrale complete.

Reprenons ’équation de boucle maitresse Eq. (7-11]), mais conservons le terme

correctif en # :

Blz,Y (z)) = %U(x,Y(x);:v) (9-9)
E($7y) :52MM(x7y>+ZN_29E(9)(xay)' (9_1())

On peut montrer que les deux fonctions E et U apparaissant dans cette équation
peuvent s’écrire :

Théoréme 9.1

do

7 9 / 7 1 ’”
E(z(p),y) = —ta, 1 <H(Z/ = Vi(z(p") + h'Tr m)>

=0

(9-11)

da

g ! 7 1 9
Uo(p,y) = —tap+1” <H(?J - Vi(z(p") + h'Tr m)> : (9-12)

=1

ot les guillemets ” ()" signifient que chaque fois que l'on rencontre une fonction a
deux points en développant en cumulants, on la remplace par

1 1 1
W- NV=(T T . 9-13

Ce résultat est obtenu simplement en montrant que Eq. a une unique solution,
étant données les propriétés de U et E, et que les formules données dans le théoreme
sont effectivement solutions ( voir [III]pour plus de détails).

A priori cette formule définit une fonction FE(z(p),y) polynomiale en y mais dont
le comportement en son autre variable p est moins évident : sa symétrie sur tous les
feuillets p’ permet juste de conclure qu’il s’agit d’'une fonction rationnelle de z(p).
Néanmoins, une étude approfondie de la structure de ses poles permet de vérifier qu’il
s’agit bien d'un polynéme en z(p) [III]. On peut méme aller plus loin et démontrer
que

Lemme 9.4 E(x,y) est symétrique dans le réle de x et y :

da
E(z(p),y(@)) = —tan” <H(y(q) = Vi(z(p)) + h'Tr m)> v

=0

” - / 1 7
= —tan <H(x(p)—‘/2(y(q))+hTfm>> '

=0
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Cette propriété, tres forte a premiere vue, est tout a fait naturelle. En effet, la
courbe spectrale, qu’elle soit classique ou semi-classique, est obtenue par la dérivation
d’équations de boucles par changement de variable dans l’integrale matricielle. Nous
avons ici choisi d’effectuer le changement §M; := —L VW)V,

5)
: e 7~ brisant la symétrie
naturelle du modele en M; et M,. Mais nous aurions tout aussi bien pu considérer le
. V! (z)— V! (M ) A N
changement de variable d My := 1(22_ ]\}1( ) y—11\42 pour obtenir la méme information a
travers une autre courbe spectrale correspondant a la premiere par I’échange des roles

respectifs de z et de y. Déja au niveau classique la courbe est explicitement symétrique :

Eannne(z,y) = (Vi(2) — ) (Va(y) — ) + PO (z,y). (9-15)

Il n’est donc pas surprenant que cette symétrie se retrouve dans tout le développement
topologique de cette courbe spectrale qui contient toute 'information nécéssaire a la
résolution du modele (mis a part un petit nombre de parametres : les fractions de
remplissage).

9.4 Fonctions de corrélation simples et représentation dia-
grammatique.

Premieére relation de récurrence.

Sachant que E(z,y) est un polynome en ses deux variables, étudions un a un les
coefficients des différentes puissances de y et en rappelant que

E(z,y) = (V{(fr) —y)(V3(y) — =) + P(x,y) (9-16)

ot P(z,y) est une série formelle en 5 dont chacun des termes est un polynome en x et
eny. A l'ordre h dans le developpement topologique de cette équation, le développement
en y — oo des membres de gauche et de droite de cette équation donnent les égalités
suivantes :
— Coefficient de y®*! : Le résultat est une égalité triviale du type "0 = 0.
— Coefficient de y% : On obtient une équation liant fortement les différents
feuillets et tres utile dans toute la suite :

da
vh>1, Y WG =o0. (9-17)
i=0
— Coefficient de y%~! : On obtient cette fois-ci une équation bilinéaire :

QZ?J Wl o p')dz(p) =

d2 h—1 d2
m i h—m i 7(h—1) i 4
=3 > WG ) + Y Wag (0,0 + 20 ((p)) (da(p))®
i=0 m=1 i=0
(9-18)
ou Q(x ZN 2h)(h) = % <Tr WQI—AV}I(W> est un polynome en x de

degré d, — 1.



78 CHAPITRE 2. MODELE A DEUX MATRICES HERMITIENNES.

Etant données les intégrales sur les cycles A, des fonctions de corrélation :

v (27 k; h)7 % Wk(?,-)l,o(p7 pK) =0 (9_19)
peAi
et la structure de poles de ces dernieres décrite par le lemme (9.2 on peut en
déduire
h—1) m)
o 4E,(0)(Wao " (p,p) + Sy WHG ()W1G ™ ()

W) =~ Res ol
e ZP% (y(p) —y(P ))dx( )
h—1),  — h—1 11 (m h—m) —
L e 0D S WD )W )
= es = .
p—a; (y(p) — y(p))dz(p)
(9 —20)
On a ainsi exprimé la fonction de corrélation a un point de genre h en termes

de fonctions de corrélation de genres moins élevés. Cependant, ce systeme d’équations
n’est évidemment pas fermé puisqu’il ne donne pas acces aux fonctions a plusieur points

nécessaires a la construction d’une récurrence. Pour fermer ce systeme, il faut donc étre
(h) 5 i/
capable de passer de W & a Wi/ .

Opérateur d’insertion de boucle.

Ces opérateurs faisant passer de Wy; a Wiy, et Wy 41 sont connus et étudiés
depuis longtemps : ce sont les opérateurs d’insertion de boucle introduits dans Eq.
permettant d’obtenir toutes les fonctions de corrélation simples lorsqu’ils sont appliqués
successivement sur 1'énergie libre (voir Eq. (2-5))).

Ainsi pour obtenir toutes les fonctions de corrélation a partir de la fonction a un
point, il suffit de savoir comment ces opérateurs agissent sur les différents éléments com-
posant les regles de récurence. Nous n’aurons donc besoin que de deux propriétés déja

bien connues de l'opérateur 8?/ , a savoir son action sur les fonctions fondamentales :
9y(p) __B(pr)
Wiy T ) o2
et
0B(p,q) 2dE,(q)B(p,€)B(&,r)
o2\, 49) _ R Z
() O — 9(©) del©
B Rog LE6(@) [B(p,E)B(E:7) + B(r B, p)]
= es —
e (y(&) — y(9)) dz (&)
(9 —22)

En appliquant cet opérateur plusieurs fois sur Eq. (9-20]), on obtient un ensemble
de relations de récurrence fermé :

Théoréme 9.2

h dE, 5(2) h—1)
W1§+)1,0(qapK) = 2o Respy, m (ng-l—l o (PP, Pr)+

h
+ Zj,m VVj+1,0(p7pJ) WInglfj),O(p?pK—J)) y

(9-23)
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9

La démonstration tient au fait que cette regle est stable sous ’application de v

Représentation de la régle de récurrence.

Ces relations de récurrence peuvent étre représentées de maniere diagrammatique
permettant une meilleure compréhension du résultat. Pour ce faire, on reprend les
représentations des fonctions de corrélations sous forme diagrammatique introduites
dans la partie [

Commencgons par représenter la fonction de corrélation W,S’O) (pk) par une surface de
genre g avec k pattes marquées par les points {p;}=1. par analogie avec les surfaces

qu’elle génere :
Py
P
/ 2
Wi, o(p,px) = P . (9-24)
P
(2) :

La fonction a deux points de genre 0, Wé%) (p,q), est alors une sphere a deux pattes :
on la représente plus simplement par une aréte non-orientée joignant p et q :

Wio(p.q) = P 4 =B(p.q) (9-25)

Introduisons un dernier élément graphique composé d'une aréte orientée allant d'un
point p vers un vertex trivalent dont les deux autres pattes sont associées a ¢ et @

respectivement :
aFE q
E Res q(p) = P4>—< . (9-26)
—~ g—a;

w(q) q

On repere par un point la patte correspondant a g et on la dénommera enfant droit
dans toute la suite pour la différencier de I'’enfant gauche associé a q.
La relation de récurrence Eq. (9-23)) est alors représentée par

- -

Sous cette forme, il est clair que I’ensemble des relations de récurrence Eq. (9-23)) forme
un systeme triangulaire puisqu’a chaque étape on réduit soit le nombre de ”trous” dans
la surface ou le nombre de pattes (ou les deux). Ainsi, aprés un nombre fini d’étapes,

on sera réduit au calcul de la fonction a deux points Wé%) qui est déja connue.
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Remarque 9.1 Cette représentation diagrammatique est également pratique pour expli-
quer comment passer de la relation pour la fonction a un point a la régle de récurrence
générale. En effet, il suffit de voir comment 'opérateur d’insertion de boucles agit sur les
différents éléments de cette méthode diagrammatique.

Par définition, 'opérateur d’insertion de boucle ajoute une patte & n’importe quel objet
a k pattes et g trous :

P, G
P
— < 2
9 \QO -, N (9-28)
Vi(q) <> \Q
b N
® ® P

Les propriétés Eq. (9-21]) et Eq. (9-22) permettent quant a elles de déterminer comment
I'opérateur d’insertion de boucles agit sur le vertex :

0
I |
Vi (2(r)) e+ >+
(9-29)
Il est alors facile de vérifier que si I'on applique aivl a l’équation Eq. (9-27]) définissant W,Ei)l 0’

on obtient bien I’équation donnant W,Ei)Q 0-

Résultat de la réccurence.

En itérant 29+ k — 2 fois la relation de récurrence pour le calcul de W,E?()) , on obtient

une expression exacte de Wk(go) comme somme sur un ensemble de diagrammes trivalents
a g boucles et k pattes dont le poids est donné par les regles précédentes :

Théoreme 9.3 Pour tout k > 0 et tout g > 0 tels que 29+ k —2 > 1 et tout ensemble

de points {p,p1,...,pr} € ikﬂ, la fonction de corrélation a k + 1 points de genre g
est donnée par :

W mek)= Y. PG

GegG}l (p,pk)

(9-30)

ot G (p, pk) est l'ensemble des graphes connexes trivalents définis par les contraintes :

1. ils comportent 2g + k — 1 vertex trivalents que [’on appelle vertex ;
2. ils comportent un unique vertex monovalent marqué par le point p appelé racine ;

3. ils comportent k vertex monovalents marqués par pi,ps,...,pr appelés feuilles
du graph ;

4. il sont constitués de 3g + 2k — 1 arétes;

5. les arétes peuvent étre soit orientées par une fleche soit non orientées. 1l y a
k + g arétes non orientées;
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6. l’aréte partant de la racine p est orientée par une fleche partant de p ;
7. les arétes partant des feuilles py, ..., pr ne sont pas orientées;

8. les arétes orientées forment un ”squelette d’arbre binaire planaire couvmm@”.
L’orientation des arétes va de la racine vers les feuilles munissant le graphe d’un ordre
partiel sur les vertex;

9. parmi les k + g arétes non orientées, k d’entre elles lient un vertex a une feuille
et les g autres lient deux vertex trivalents entre eux. Deux vertex trivalents peuvent étre
liés entre eux seulement si ils sont comparable selon l'ordre fournit par les ﬂécheﬁ;

10. si les enfants d’un vertex sont une aréte orientée et une aréte non orientée, alors
laréte orientée est l’enfant de gauche. Cette préscription ne s’applique que si ’aréte
non orientée lie ce vertex a 'un de ses descendants (et non a l'un de ses parents).

et le poids P(G) d’un graphe G est donné par les régles suivantes :

— On marque tout vertex trivalent du graphe par un point courant v; de ¥ et on
associe r; a son enfant de gauche et ¥; a son enfant de droite. Toute aréte relie
alors deux points de la surface 3 ;

— A une aréte non orientée liant r et r’', on associe le facteur B(r,r") ;
dE,.(r) :
_ , , U Gyl —y (7))
— Suivant les fleches en sens inverse (des feuilles vers la racine), a chaque vertex
r, on calcule la somme sur tous les points de branchement a; des résidus quand

r—a; : E Res.
r—a;
'L‘ 1

— Apres avoir calculé l’ensemble de ces résidus, on obtient le poids du graphe.

— A toute aréte orientée allant de r vers r’, on associe le facteur

Grace a ce théoreme, on a une méthode rapide, simple et aisée a se souvenir pour
calculer n’importe quel terme dans le développement topologique des fonctions de
corrélation simples Wy o, c’est-a-dire les fonctions génératrices des surfaces discrétisées
avec k bords sans opérateurs de bords de genre quelconque. Cette technique est simple
car elle ne nécessite qu'une fonction de base et le calcul de résidus, i.e. le développement
de Taylor du noyau de Bergmann au voisinage des points de branchement. Elle est
également rapide car elle nécessite le calcul d’'un nombre tres restreint de termes et est
facile a programmer pour une résolution informatique.

Remarque 9.2 Par construction les quantités ainsi définies sont bien symétrique en toutes
leurs variables sauf la premiere. Il est cependant possible de montrer qu’elles sont en fait
heureusement bien symétriques en toutes leurs variables comme attendu.

24Un squelette d’arbre binaire est un arbre binaire dont on a oté toutes les feuilles, i.e. un arbre dont
les vertex ont pour valence 1, 2 ou 3. La condition de planarité signifie que les enfants droit (marqué
par un point) et gauche (non marqué) d’un vertex ne sont pas équivalents. Enfin, le fait que l’arbre
soit couvrant signifie qu’il passe par tous les vertex.

25 (Pest-a-dire si on peut aller de I'un & I’autre en suivant des arétes orientés suivant leur orientation.
Dans ce cas le vertex de départ est appelé parent et le vertex d’arrivée descendant.

26Notons que ceci donne un sens au poids donné aux arétes fléchées ainsi qu’au choix d’associer 7 &
I'un des enfants de chaque vetex. En effet, ’application p — p n’est définie localement qu’au voisinage
des points de branchement. On peut vérifier qu’ici cette application ne sera invoquée que pour des
points marquant un vertex et donc proches d’un point de branchement.
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Ces graphes ainsi que les poids qui leur sont associés ont d’autres propriétés peu évidentes
a premiere vue et nous les discuterons dans le chapitre 5.

Remarque 9.3 Comment construire de manieére pratique les graphes correspondant a la
fonction a k 4 1 points de genre g7
— On commence par tracer tous les arbres enracinés en p possibles composés de 2g+k — 1
arétes et 2g + k vertex de valence 1, 2 ou 3 avec la contrainte que la racine soit un
vertex de valence 1.
— On oriente ensuite toutes les arétes en partant de la racine.
— On branche de toutes les manieres possibles les k arétes correspondant aux feuilles
D1, .- ., Pk sur les vertex de maniere a ce que leur valence ne dépasse toujours pas 3.
— On complete le graph en branchant g arétes non orientées de maniere a ce que tous les
vertex aient valence 3 en interdisant aux arétes de relier deux vertex non comparables.
— 11 ne reste plus qu’a marquer de toutes les manieres non équivalentes possibles les
enfants droits et gauches en suivant la préscription 10.

Etudions explicitement les premiers exemples :

Exemple 9.1 Commencons par le calcul de W( )(p p1,p2) et donc la construction des

éléments de gg(p,pl,pg). On représente tous les arb'res enracinés a 2 vertexr et 1 aréte,
orientés depuis la racine p :

p— P> (9-31)

On ajoute ensuite les deux feuilles p1 et po :

Py
PH—< (9-32)

P

On marque finalement ’enfant droit et l’enfant gauche :

pl pl
ng?o)(p,pl,pz):P PH—< +P PH—< : (9-33)

P P

Calculons le poids du premier graphe. Notons r la variable d’intégration associée a l'unique

verter trivalent de ce graphe. Les trois arétes le composant ont alors pour poids respectifs

E(Fa p1)7 E(T)pZ) et m Donc

Py
_ o dE, (p) - . ]
’ p+< = 2R G — gy DT PB4

P

ce qui donne finalement :

Wg(o p,P1,p2) Z rfieas —yT((rp)))da:(r) [B(T, p1)B(r,p2) + B(T, p2)B(r,p1)] . (9-35)
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De la méme maniére, il est facile de construire le seul élément de Gi et d’obtenir :

wi'p = P
B dE,(p) = _
= gijasl @) B(q,9).
(9 — 36)

FEtudions un dernier exemple : Wl(?o) (p)-
La premiere étape de la construction donne :

p+< : P (9-37)

On compléte alors les vertex par des arétes non orientées de maniére a ce qu’ils soient tous
trivalents. Déja ici, la prescription 9) interdit une possibilité.

p7<§ , p@ , p%. (9-38)

Il reste alors a spécifier les enfants droits et gauches en respectant la contrainte 10) :

T R
o~y ()

(9-39)
Ce qui s’écrit en indiquant Uenfant droit par un point :
N Gt
pH f 7 P ot )
(9-40)

On peut remarquer que sans les contraintes 9) et 10), on aurait obtenu 13 graphes différents
au lieu de 5.
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Ceci nous donne la valeur de la fonction a un point de genre 2 :

@ = es Res Res E,(p) dE,(q) dE,(@) r,7)B(s,5
W1 (p) - (]];{—>a 71":{—>a ia w(q)( )w(g< )w(;) B)( ’ )E( ’ )
p q) dE (7 _
+ Res Res Res <q() | Cfé(? ¥ S() )B(r, 9)B(s.5)
b q) ab (r L
TR R RE @ wlr) wls) P@DEEF)

+B(5,9)B(s,7) + B(s,9)B(5,7)]
(9 —41)

9.5 Développement topologique de I’énergie libre.

On a maintenant une expression exacte pour tous les W,Ego) avec k > 0 a partir
des Wl(%) grace a l'opérateur d’insertion de boucles W Pour obtenir les termes du
développement topologique de I'énergie libre F9) pouvant étre vus comme les Wé%,
il faut étre capable de passer de Wk(i)m a W,g?()) , ¢’est-a~dire trouver l'opérateur inverse

de dans la base des Wk%)

Inversion de ’opérateur d’insertion de boucles.

Definition 9.1 Soit l'opérateur H, tel que pour toute différentielle méromorphe ¢ :

Hesdi= Res Vi) 6 — Res (Va(y) — o) o+ [

0a - B;
(9-42)
Son action sur les fonctions de corrélation est décrite par
Théoréme 9.4 Pour tout h >0 etk >0 :
He W, (oK) = (2= k= 20 W (pxc). (9-43)
ot l'on a adopté la notation :
Wil = —F®. (9-44)

Corollaire 9.1 Pour tout h > 0 et k > 0 et une primitive quelconque de ydx :

¢ = / ydz, (9-45)

on a

Res o)W, (4, px) = (2 = 20 = )W, (D). (9-46)

Preuve:
La démonstration complete de ce théoreme est donnée dans [III]. Je ne vais présenter
ici qu’une idée de celle-ci en évitant les détails techniques.
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On peut tout d’abord remarquer que si les graphes composant Wk@m ont plusieurs
pattes externes, on peut choisir d’agir sur I'une des feuilles plutot que sur la racine.

Etudions alors comment H, agit sur les différents éléments composant les dia-
grammes. On peut montrer que l'on a :

HX HX
n ——q— > (9-47)
q h Y q " Y

et
Hy
= 0. (9-48)
q—? r Y
On peut alors en déduire que
0
H, W (., pk) = Heon Wi (pi) = (2 — k — 20) W) (). (9-49)

+1,0 xa‘/l

ou le facteur combinatoire 2h + k — 2 vient du fait qu’il y a 2h + k — 2 arétes orientées

composant les diagrammes de Wk(,%) et donc autant de possibilités de faire apparaitre

une nouvelle patte externe par ’action de 6;?/1 que 'on fait ensuite disparaitre par H,.
La formule pour énergie libre

(2 —2m)F® = —H, W (9-50)

est obtenue en montrant qu’elle redonne bien la fonction a un point sous l'action de
0
vy
Le corrolaire est obtenus par des combinaisons d’intégrations par partie et de chan-

gement de contours d’intégration. [J

Expression de F pour g > 1.

Ce théoreme nous donne donc acces a une formule explicite pour n’importe quel
terme du développement topologique de 1’énergie libre sauf le terme sous-dominant,

c’est-a-dire la premiere correction en ﬁ :

(2 —2h)F® = —H, W),

(9-51)

En effet, pour h = 1, le facteur combinatoire s’annule et cette équation ne nous donne
aucune information quant & la forme de F).
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Expression de F©,

Pour ce qui est de F(©, sa valeur est connue depuis longtemps (voir par exemple
[T7]) sous la forme :

27 = Res (Vi(z) + Valy) — zy) ydx + T]F ydr + ) 61‘]{ ydr

(9-52)
ie
2FO = H, ydz. (9-53)
Cette formulation correspond a la définition :
Wl(%) = —ydzx (9-54)
naturelle lorsque 1’on considere ’ordre dominant de la définition :
Ydr =V — Wyp. (9-55)

Expression de FU),

L’expression de I'énergie libre de genre 1 ne peut évidemment pas étre obtenue a
partir de l'action de H, puisque le préfacteur ﬁ diverge dans ce cas. Elle a en effet
été obtenue par une méthode bien différente dans [45] et peut étre mise sous la forme :

-1 1 dy
1 — = _ 29 (.
F 5 In(7p,) o In (1:[ iz (az)>

(9-56)

ou 7, est la fonction 7 de Bergmann associée a x définie par Eq. (8-52)).

9.6 Développement topologique des fonctions de corrélation
mixtes.
Dans cette partie, nous allons résoudre 1’équation de boucle la plus générale don-

nant acces au développement topologique de n’importe quelle fonction de corrélation

h o . \ :
Hl((L)mn Nous allons une nouvelle fois présenter le résultat sous forme d’un systeme tri-

angulaire que nous représenterons de maniere diagrammatique par souci de simplicité.
Equations de boucles.

Le changement de variables

SM o 1 1 1 1 1 1
1 z(p1,1)—Mi y(p1,1)—M2 x(p1,2)—M1 y(p1,2)—M2 * " " x(p1,x)—M1 y(p1,k, ) — M2

l 1 1 1 1 1 !
[liey Tr x(pi,l)fMi y(pin)—Ma w(m,z)*]\;fl y(pi2) =Mz " z(pik,)— M y(pukJ*MQ)
Hj:l TI' a:(pj)—Ml Hs:l TI' Z/(QS)_M2
(9-57)
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donne I’équation de boucles générale :

(Y(p1,1) — y(qrky) — Polooy ) Vi (®(p11))) Hps..skusmin (S PM; AN) =

Z Z Hiy xeas11:71(S1, Sa; Pr; A5) Hig im—|11+1m—171(SB; P1,1PMy1; AN /J)
AUB={2,..,0} 1.

1
+ Z Z Z Hkl—a+1,kB;m—|I\;n—|J|<{p1,aa q1,09 - - -pl,klaQI,kl}, Sg; Pmy/1; QN/J)
AU B={2,.,1} a=2 I,J
% Ho 13050115101 ({P1,1,01,15--P1,0-1,01,0-1 1,8 A;P100) — Ho— 1k 53171517 ({P1,0,01,15--P1,0-1,01,a—1},8 A 3P1;AT)
x(p1,a) —x(p1,1)

1k
i=2 a=1 Zz pza - x(pl 1)
Hkﬁk,-,kL/{l,i};m;n({Sl,pz‘,a, i,y Pijat1y - -+ 5 Qiskis Pisly - - o5 Dia—1, Qi,a—l}a SL/{1,i}; Pwm; QN)
_Idem’m,u:pi,a

HkL;m—l;n(SL§pM/{i}§CIN)_HkL;m—l;n(SLﬂ)M/{i};‘—IN)|p1 1::p_]

=D ie1 Op, [ 2D —2 (1)

+N2 Za 2 z(p1, a) z(p1,1) X
|:Ha71,k17a+1,kL/{1};m;n(Sl\om SL/{l}u Pwm; qN)

- oz—l,k’l—oa—&-l,kL/{l};m;n(Sl\aa SL/{l}a Pwm; qN)]
P1,1:=Pl,a

+$HkL;m+1;n(SK; P1,1, Pm; qN)
(9-58)

ol Sy, est le couple de cycles obtenu en coupant le cycle S; avant p; o et avant py; :

Sta ={P11:@11s - Pla—1: a1} {Pla> Qs - - D1y Qkey }- (9-59)
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Le coefficient de s’écrit alors :

(y(p11) — ylgre) — Pozx(pl,ﬂVf(az(pl,n))H,Sj},,,kl;mm<sl, Sy SEDLs e P Qs ) =
g

h h
Hé,l),o(pl 1)H(g Ll,mn(Sl, Soy ey SEPL - Pmi Qs -5 Gn)

(h) e (9—h) . .
+Z Z ZHklvavu‘ |J| SbSAvaaqJ)Hki;m_|[‘+1;n_|J|(SB7p1,1pM/I7qN/J)
h AUB={2,.,l} I,J

1
h
+E E E E H;gl),aH,kB;m,mm,m({p1,a,C]1,a>---pl,knqml},SB;pM/ISOIN/J)
h

AUB={2,..,1} a=2 I,J
—h —h
H(igfl’liA;“Mﬂ({pl,l7q1,17---p1,a—17q1,o¢—1}7SA;pI;QJ)_Hégll,liA;|[‘;‘J‘({pl,avql,l7---p1,a—17q1,&—1}7SA;pI;qJ)

z(p1,a)—2(p1,1)

I ks

+szpza _:C(pll)

i=2 a=1
{H,i Lki,kL/{Li};mm({Sbpi,m Qi,as Pijat1y -+ -5 Qikys Pisly - - -5 Pia—1, qi,a—1}7 SL/{1,i}; PwMm; QN)
—Idem|

S8

P1,11:pi,a]

HkL;mfl;n(SLﬂ)M/{i};qN)|p1 1'p-]
PR ]

+ Zi:l apz’ [ z(pi)—z(p1,1)

1
+Za 2xp1a—r(p11)><

(9—-1) : :
Hagfl,klfonrl,kL/{l};m;n(SlIav SL/{I}) Pwm; QN)

-1

Hl(ci 7}1,4-1 n(SKvpl 1, PMm; QN)
(9-60)

10 Solution générale des équations de boucles.

Pour résoudre I'équation de boucle Eq. , remarquons tout d’abord que le
membre de droite ne contient que des fonctions de corrélation d’ordre inférieur a H, l(i );m;n
dans le sens ou elles correspondent a un genre strictement inférieur a g ou bien décrivent
des surfaces avec moins de bords, i.e. elles contiennent moins de facteurs de la forme
Tr (). Nous allons donc procéder par récurrence sur le genre et le nombre de traces,
plus précisément sur 2g + [ + m + n.

Considérons donc tous les termes du membre de droite de Eq. connus et
calculons les termes du membre de gauche. Par définition le dernier terme du membre
de gauche est un polynome en x(p; ;) de degré d, — 1. Or, Hki m:n V& pas de pole en
P11 = ‘j{,h pour j = 1,...,dy, on peut donc évaluer cette équation en ces points pour
obtenir la valeur du polynome

U e @(010)) = Polyy Vi (@(01))HY (St Pt ). (10-1)

en ces points indépendament de Hl({gL ).m.n puisque sa contribution est annulée par son
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préfacteur y(p11) — y(qi s, ). La formule d’interpolation de Lagrange s’écrit alors :

H (9)
]ig) . ) Res Hi 00011 @k Uk yomen (1) (Y(P11) — y(q))dz(r)
Lyerey l,mn p Z r—ql ( (pl,l) o $(7“))(y(7“) _ y(Q))Hfogo(’l“ 0. kl)

)

Y

(10-2)
pour ce polynome de degré d; — 1 dont la valeur est connue en d; points.
En insérant cette solution dans Eq. , on obtient :

a% (p11,q1.k,) RHS|,, =
Hl(‘?;m;n(SL;pla - Pmiqa, .- 7qn) = Res 100 , - PLl

rpnd (z(pry) — 2(r) (y(g) — y(r) Hgo(r, qup,)
(10-3)

ot RHS est le terme de droite de Eq. (9-60).

On peut éliminer certains termes en déplacant le contour d’intégration et en utilisant
la structure de poles des fonctions de corrélation ainsi que le caractere rationnel de
certaines combinaisons de celles-ci pour finalement obtenir :

Hl((i);m;n(SL;pla <oy Pmiqiy .- ;Q’n) -
0
Hl(;g;[)(pl,laql,kl)

Res ©
szmpwa . (@ (291 1) = 2(r) (Y1) — y(r) Hio0(r: 10
{ZH(gth kl,mn(Sl( ) S2a---aSl§p17---7Pm§Q17~~-7Qn)
h=1

(k) . (9-h) . .
+ D ZHkl,kA;UW\(Sl(T)’SA’pI’qJ)Hki;m—u|+1m—|J|(SB’T’pM/I’QN/J)
AUB={2,..., l}hIJ

h)
+ Z Z Z H;il a+1,kgm |1\;n,|J|({p1,a,Q1,a, .- -pl,kp(h,kl}aSB;pM/HqN/J)

AU B={2,..1} a=2 h,1.J
“h
Hc(“g*l’l)‘Asm?U\({T7Q1,17---p1,a71an,afl}vsAﬂ)I?‘IJ)

z(p1,a)—x(r)

1k
+ Z . p )H,iﬂki,kwm;mm(Sl;m(r), SL/{1,i}; PwMm; QN)
i=2 a=1 za
k1
-1
+ Z pl — m )Hég_L,)ﬂ_aJrLkL/{l};mm(51a(T), SL/{1}§ Pwm; QN)
a=2 a

Hl(<L sm—+1; n(SK(T)7 r, PM; qN)}

(10-4)
ou 'on a noté S(r) lorsque 'on remplace p; 1 par r dans S et Sy, pour le cycle obtenu
en recollant S et .S; a la position a de S; :

Stia = {51 Di,as Gias Disat1s - - s Qises> Pils - - - s Pisa—1, Gi,a—1}- (10-5)

Comme nous 'avons vu plus haut, ce systeme est triangulaire et admet une solution
unique étant donnés H 1(08 05 H(()?1);07 H(()Og 5 et HO 1.1 déja déterminés dans la littérature de
nombreuses fois (voir par exmple [43])
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10.1 Représentation diagrammatique

Nous allons a nouveau représenter ce résultat sous forme de diagramme en utilisant
la représentation introduite dans la partie[dl Cette représenation a plusieurs avantages.
Tout d’abord, elle permet de mettre en avant la structure de ce résultat et de bien
voir que ce systeme d’équations est triangulaire. Elle est également tres utile pour se
souvenir du résultat qui semble a priori compliqué alors que sa structure est finalement
assez simple. Enfin, cette représentation appelle une interprétation combinatoire et fait
le lien entre les résultat précédement obtenus sur 'ordre dominant des traces mixtes
et le développement topologique des traces simples.

Blocs de base : deux nouveaux vertex

Représentons les fonctions de corrélation par des surfaces de genre g avec [ +m +n
bords comme dans Eq. (4-1)) :

HY o (SLiP1- o Dt s - - ) = (10-6)
Introduisons également deux nouveaux vertex
e Vertex fin :
r
H{3o(p, ) pi/
Res — O = q (10-7)
r=p@ (x(p) — x(r))(y(q) — y(r) Higo(r, q) \ )

(10-8)

Ces deux nouveaux vertex vont nous permettre de généraliser la représentation dia-

grammatique introduite précédemment. Nous aurons ainsi acces a une représentation
graphique de toutes les fonctions de corrélation.
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Représentation de la relation de récurrence.

La relation de récurrence Eq. (10-4) prend alors simplement la forme :

M-I

+ Ky
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10.2 Retour sur le développement topologique des traces simples.

Ces relations générales doivent contenir les regles de récurrence pour les traces
simples Eq. (9-23|) puisque les traces simples peuvent étre obtenues en étudiant le
comportement des traces mixtes lorsque I'une des variables tend vers l'infini :

(" sor—miw—m) e g\ M) 000

Plus précisément, les fonctions de corrélation simples et mixtes sont liées par le lemme

Lemme 10.1 Les fonctions de corrélations simples peuvent étre obtenues a partir des
fonctions miztes par :

H" (p,¢: px)dy(q)
W]EZL-)L()(pa PK) = Res R .

10-11)
—00 EH 0 (
1 Y 1(;0);0(pa Q)

La fonction de corrélation n’ayant que des traces simples sauf une trace mixte est
donnée par la relation de récurrence :

0
Ho(p,q)

H{o(p.a;px) =  Res (#8500 px)
= rﬂWpK@@y—anMr — y(9) H{o(r, 9)
h)
+ZH(§I+1 NG 7PL)H1(k lO " 4, PK/L ) (10-12)
h,l

Par définition, I'application du lemme [10.1] & cette relation redonne les relations de
récurrence Eq. qui n’en sont donc qu’'un cas particulier. Cette propriété signifie
que le passage a la limite y — oo consiste a ”"écraser” le propagateur épais associé a y
pour le rendre fin comme pour les fonctions de corrélation simples.

10.3 Retour sur la limite planaire des traces mixtes.

Lorsque 'on s’intéresse seulement au calcul de 'ordre dominant des traces mixtes

. , 0 .
la relation de récurrence se referme sur les H, == H ,5,8,0 et devient

Hk(p1>q17p27QQ7 < 7pk7qk) =

H
= Res 1(p1, ar) y
reglpi (2(1) = 2(r)(y(ar) — y(r) Hi(r, ax)
% i Hl—l(rv q1,pP2,42, - - - 7QZ—1)Hk—l+1(plv qiy-- -5k, Qk)
= z(pi) — x(r)

(10 — 13)

Cette formule semble faire explicitement appel a la structure de la courbe spectrale

classique. Cependant nous allons montrer qu’elle peut simplement étre ramenée a la
relation de récurrence Eq. ((7-20)).
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En effet, on peut mettre cette équation sous la forme :

H, _ zk: Res Hl(plan)Hl—l(Ta(hw--aQI 1)Hk l+1(P ---»%)

— r—am (2(p1) = 2(r)(y(a) — y(r)(@(p) — 2(r)) Hi(r, qr)

B : o Hi(py, qe) Hia(ryqu, - ) He—a (prs - - -5 qr)
N IZ:;TE%@ (@(p1) — =(r))(z(p) — 2(r)) H1(r, qr)

. ( 1 1 N 1 )
W) —y() W) —y(@)  Yla) —yla))

. - o5 H1<p1 Qk)Hl 1(7” Q1,---,QZ71)kal+1(pz,---,Qk)
- Z;[Hi,pl,m (@(pr) — 2 (r))(@(p) — 2(r))(wax) — y(q)) Hi(r, qr)

+ Res Hy(p1, qr) Hi—101(p1, - - - >(§ Yy(r) —y(q)) Hia(roqay - -, qi-1)

r o (2(P1) — 2(r))(@(p) — 2(r)) (y(a) — y(a))(y(ar) — y(r) Hi(r, qr)
(10 — 14)

Or, (y(r) — (@) Hi1(r a1, 1) et (y(ge) — y(r))Hi(r, ;) sont des polynomes en
z(r). L’intégrant dans le second terme est donc une fraction rationnelle en x(r). On
peut facilement vérifier que le contour d’intégration entoure tous ses poles dans le plan
complexe et ce second terme est donc nul. Le premier terme ne présente quant a lui
que des poles simples et on retrouve donc

o plan)Hl a1 He (o, - @) ]
Hk_izg%m D=2 @) — )W) — e hrng)

qui n’est rien d’autre que ’équation Eq. (7-31)) avec les roles de = et y inversés.

10.4 Interprétation des relations de récurrence.

Cette représentation sous forme de diagrammes des fonctions de corrélation, c’est-
a-dire des fonction génératrices de surfaces discrétisées, pose la question de I'existence
d’une théorie des champs sous-jacente dont les graphes présentés ici seraient les dia-
grammes de Feynman. En fait, une telle théorie n’existe probablement pas. En effet, le
nombre de diagrammes ainsi créés croit beaucoup moins vite avec le nombre de boucles
que ce que l'on devrait obtenir avec une théorie des champs standard. Ceci est lié aux
préscriptions fortement non-locales dans la construction des diagrammes participant
aux traces simples.

Par contre, il existe une facon de se rappeler simplement les différents termes ap-
paraissant dans le terme de droite des relations de récurrences Eq. (10-4)). Le terme

de gauche Hl({gL).m,n(SL;pl, ey Pmi Qs - - - Gn) Teprésentant la fonction génératrices de
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toutes les surfaces Slii);m;n

du type

8(9)

ky,;min

(10-16)

on peut le voir comme une intégrale sur I’espace des modules Ml((gL) mn, de telles surfaces.

Le terme de droite peut alors étre vu comme les termes de bords venant de cette
intégrale, c’est-a-dire la somme sur toutes les surfaces dégénérées de cet ensemble. Ils
sont donc obtenus de maniere pratique en ”pingant” tous les chemins non triviaux
possibles sur la surface Sl(i );m;n' On voit alors qu’il existe plusieurs chemins ayant des
roles non équivalents :
— On peut tout d’abord pincer un cycle non trivial sur la surface. Deux cas de figure
se présentent : soit I’on découpe ainsi la surface en deux composantes :

et 'on obtient le premier terme de Eq. (10-4) ; soit 'on pince juste une jambe
interne :

P, P, Pm

et I'on obtient le cinquieme terme de Eq. (10-4)).
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— On peut également pincer un chemin allant d’un cycle S; a un autre cycle 5; :

pour obtenir le troisitme terme de Eq. (10-4)P7]
— Enfin, on peut pincer un cycle S; lui-méme

pour obtenir les deuxiemes et quatriemes termes de Eq. (10-4) selon si cette
dégenerescence coupe la surface en deux parties ou non.

11 Conclusion du chapitre.

Dans ce chapitre, nous avons montré comment résoudre entierement le modele a
deux matrices hermitiennes, c¢’est-a-dire comment calculer tous les termes du dévelop-
pement topologique de toutes les fonctions de corrélation du modele. Cette méthode de
résolution, utilisant avantageusement le langage de la géométrie algébrique, présente
plusieurs avantages :

— Elle est systématique et montre bien que toutes les observables du modele a deux
matrices hermitiennes ne dépendent que de la courbe spectrale et plus parti-
culierement de ses points de branchements. Le résultat prend la méme forme que
I’on soit dans un cas a une ou plusieurs coupures.

— Contrairement a d’autres méthodes de résolutions comme celle développée ori-
ginellement dans [8], celle-ci est facilement programmable pour une résolution
automatique. En effet, une fois la courbe spectrale connue, il suffit de calculer

2"Notons que ce cas est le seul correpondant & la régle merge des équations de boucles.
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le noyau de Bergmann et effectuer des développement de Taylor au voisinage
des points de branchement : il n’est pas nécessaire de reconstruire une base dans
laquelle travailler a chaque étape du calcul.

— Comme on peut représenter le résultat de cette méthode sous forme de graphes, il
est assez facile a retrouver avec tres peu d’éléments (il suffit de connaitre la valeur
des vertex et propagateurs). En effet, on peut retrouver la forme des équations
de récurrence grace a une analogie avec les surfaces générées par les fonctions de
corrélation et leurs dégenerescences possibles.

Si le modele a deux matrices formel est résolu en termes de sa courbe spectrale
ce chapitre appelle également des questions. D’une part, il serait intéressant de pou-
voir utiliser ces résultats pour faire le lien avec ceux obtenus dans I’étude de 'intégrale
convergente en s’'intéressant aux effets d’instantons interdits dans le cas formel. D’autre
part, si ces regles diagrammatiques sont efficaces, leur interprétation est plus délicate
et nous ne sommes pas en mesure pour le moment d’expliquer leur origine combina-
toire (ou géométrique). Enfin, la simplicité du résultat en terme de la courbe spectrale
classique laisse supposer que cette méthode doit pouvoir s’adapter a d’autres modeles
de matrices : c’est ce que nous montrons dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

Autres modeles de matrices.

Le modele a deux matrices hermitiennes est un modele de matrices aléatoires par-
ticulier parmi bien d’autres. Cependant, la structure algébrique présentée dans la cha-
pitre précédent est présente dans d’autres modeles de matrices hermitiennes. Dans ce
chapitre, nous étudions d’autres exemples de modeles de matrices classiques reposant
sur une meme structure algébrique : chacun de ces modeles a une interprétation com-
binatoire et peut étre associé et totalement caractérisé par une courbe algébrique et
des fractions de remplissage. On peut alors montrer qu’ils peuvent étre résolus par la
méme méthode que le modele a deux matrices.

Si ces modeles présentent les propriétés nécéssaires pour une résolution algébrique,
la raison n’en est pas encore claire. Bien évidemment de tels miracles sont liés aux pro-
priétés d’intégrabilité des modeles considérés mais le lien profond entre une intégrale de
matrice donnée et 'existence d’une éventuelle structure algébrique associée n’est pour
I'instant pas claire. On peut, par exemple, se demander si de tels résultats peuvent étre
étendus a des modeles équivalents avec des matrices appartenant a un autre groupe :
par exemple a des matrices quaternioniques ou réelles symmétriques. Nous ne discute-
rons pas cette question ici puisque la réponse n’en est pas encore connue en général :
on a seulement observé, au cas par cas, que 1’on retrouvait une structure similaire pour
plusieurs modeles différents.

1 Modele a une matrice.

Le modele & une matrice hermitienne est trés proche du modele & deux matriced}
Pour le définir, considérons la fonction de partition Zi,;y, définie par 'intégrale de
matrices formelle

ZlMM = /dMG_ITYTTV(M), (1—1)

IEn effet, comme nous le verrons dans la partie ce modele est un cas particulier du précédent.

97
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ou V(z) est un potentiel dont la dérivée est une fonction rationnelle donnée par ses
zéros {X;}i=1. 4 et son dénominateur D(z) :

(1-2)

et l'intégrale sur les matrices hermitiennes de taille N x N est a comprendre au sens
formel de maniere similaire a I'intégrale a deux matrices Eq. (1-2)) du chapitre précédent.
Pour cela, choisissons une partition de N a d éléments :

= {ny,ng,...,n4} (1-3)

telle que

d
N = Zni, (1_4>
=1

a laquelle on associe une matrice diagonale

ni Nq
7\ 7\

Mﬁ:(3(1)'"7X;7"‘73(d7""X;) (1_5>

solution de V'(Mz) = 0. Décomposons également le potentiel V(Mg + M) en mettant
a part sa partie quadratique en M dans son développement de Taylor pour un petit
M :

Tr V(M) = Tr (V(Mz) + Vguaa(M) + 6V (M)) (1-6)

ol Vyued(M) contient tous les termes quadratiques en M. Le développement en série
de la partie non quadratique s’écrit comme une série formelle

eXp——5V Z T‘JNJ((SV( ). (1-7)
On définit alors la fonction de partition du modele a une matrice comme la série

formelle : o
Zimm = Z T* Z A (1-8)
k=0  j=0

ot les coefficients Ay ; sont des polyndomes de Laurent en N? définis par les valeurs
moyennes par rapport a la mesure gaussienne exp( N 7 Vauad(M ))d]\/[ des termes du
développement en série de Eq. (1-7) :

dj 1

[ dM e~ T Vauaa(M) L5 i (8V (M .
2 = Z AT (1-9)

f dMe_%unad(M)

Ce modele, a premiere vue bien plus simple que le précédent, présente déja beaucoup
des ingrédients nécessaires a la résolution de ce dernier. Il a donc souvent servi de
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premier test pour des nouvelles méthodes de résolutions. Ainsi, depuis I'introduction
du développement topologique (et donc du modele formel) dans [22], le modele a été
résolu par étapes successives. Il a d’abord été montré dans le cas a une coupure dans
[99, 8, 25] que les observables du modele sont plus facilement décrites en termes des
points de branchements d'une courbe algébrique associée : la courbe spectrale. Cette
méthode a été récemment améliorée par la technique diagrammatique développée par
Eynard dans [42] permettant de calculer le développement topologique de toutes les
fonctions de corrélation quel que soit le nombre de coupures. C’est cette méthode qui
a servi de base a tous les travaux présentés dans cette these. Elle a ensuite été étendue
dans [27] pour donner acces au développement topologique de 1’énergie libre.

Dans cette partie, nous présentons donc les résultats obtenus dans ces deux articles
[42, 27] par Chekhov et Eynard.

1.1 Interprétation combinatoire.

Tout comme le modele & deux matrices, I'intégrale formelle Z1,;,, a une interpréta-
tion combinatoire en termes de comptage de cartes, i.e. de surfaces composées de poly-
gones. En effet, de maniere analogue on peut voir cette intégrale comme le développement
en diagrammes de Feynman épais autour d’un point col gaussien. Alors, Ziys est la
fonction génératrice de toutes les surfaces fermées composées de polygones avec au plus
d cotés. Comme il n’y a plus qu'une matrice, les polygones ne portent plus ici de spins.

On peut ainsi définir I’énergie libre comme la fonction génératrice des surfaces

fermées connexes : )

Fivm = _m1n<ZIMM)7 (1‘10)
ainsi que les fonctions de corrélation a k points, Wy(xk), comme les fonctions
génératrices des surfaces avec k bords :

k
Wi(xk) := NF2 <H Tr — _1 M> . (1-11)

On peut également séléctionner le genre h des surfaces générées en écrivant les dévelop-
pements topologiques respectifs de ces fonctions :

Fur = Y N7F® et Wi(xg) = Y N>, (1-12)
h=0 h=0

1.2 Courbe spectrale classique.

Equations de boucles.

Considérons I'équation de boucles associée au changement de variable M = I_#M

Elle peut s’écrire sous la forme :

Y (@) — W z) = L@ L <Tr V/(“;) :A‘2<M>> (1-13)
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.. >
0 12 d-1d d+1

Fia. 3.1 — Le polytope de la courbe spectrale classique du modele a une matrice.

1

~z, on construit la courbe spectrale classique associée au

En oubliant le terme en
modele & une matrice :

V’(I)2
4

Eunn(w,y) = D(@)*(y*(x) — + P(x))

(1-14)

ou D(z)P(x) est un polynéme de degré au plus d — 1. Il est complétement fixé par le
choix des fractions de remplissage 7 par la prescription :

1
’ 20T A

T
YO (2)de = = (1-15)

y
! N

i

pour un choix de base de cycles canonique {A;, B;} sur &1y (x, y) et le comportement
a petit T :

Viz) 1 o
YO(a) v =2 = 2> — +0(T?), (1-16)
i=1 !

Propriétés de la courbe spectrale.

La courbe spectrale &1y (x, y) est une courbe hyperelliptique puisque quadratique
en l'une de ses variables. Cette simple observation a plusieurs implications directes qui
permettent de simplifier son étude et la description des fonctions qu’elle engendre.

Comme dans le cas du modele a deux matrices, & s peut étre vue comme une
surface de Riemann compacte ;) munie de deux fonctions méromorphes z et y de
Simm dans C telles que :

Vp c ElMM, glMM(J,’(p), y(p)) =0. (1—17)

La simple lecture du polytope de &;prpr de la figure nous permet de voir que
le genre maximal de &y est d — 1 et qu'il existe deux points a l'infini sur cette
courbe comme dans le cas du modele a deux matrices : oo, et oo,. Ces deux points
sont caractérisés par le comportement de la fonction y(x) en leur voisinage :

ydr ~o, V'(z)dx et ya un pole simple en 0o,. (1-18)

La propriété d’hyperellipticité de la courbe spectrale en elle méme signifie qu’il n’y a
que deux feuillets en z. En effet, pour un x générique fixé, & prpr(x, y) est un polynome
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Fi1G. 3.2 — Exemple de courbe hyperelliptique avec 6 points de branchement. Elle forme
une surface de genre 2.

de degrés 2 en y et I'équation & ppr(z,y) = 0 a deux solutions en y. Cependant,
pour certaines valeurs particulieres de x, cette équation peut avoir un unique zéro
double en y : les deux feuillets se rejoignent donc en ces points x(a;), les points
de branchements. Ils peuvent étre caractérisés par 'annulation de la différentielle
dx(a;) = 0 en leur relevement sur la surface Siamm par la fonction z. La courbe & s
peut donc étre vue comme deux copies de la sphere de Riemann collées selon des
coupures joignant les différents points de branchements (voir figure [3.2)).

Remarque 1.1 Le nombre de points de branchements est directement lié au genre de
Y1y par la formule de Riemann-Hurwitz :

Nombre de points de branchments
5 .

Genre = —1 (1-19)
Pour tout point p de Yqas, il existe donc un unique autre point p avec la méme

projection selon x : B
Vp € Yy, 3P tel que z(p) = (D). (1-20)

La forme de la courbe y* = f(z), permet méme de dire que les valeurs de y dans les
deux feuillets sont opposées

y(p) = —y(p), (1-21)

le choix d'un feuillet consistant a choisir I'une des deux racine de f(z). Ainsi, les points
de branchements coincident avec les zéros de la fonction y.

La notation de p pour représenter la deuxieme solution de Ejpa(z(p),y) = 0 n'a
pas été prise au hasard puisqu’elle fait référence au point conjugué défini dans la partie
du chapitre 2. En effet, dans le cas d’une courbe hyperelliptique, puisqu’il n’existe
que deux feuillets, I'application qui, & un point p associe son point conjugué p, est
globalement définie et elle coincide avec la définition donnée ici.

1.3 Solution des équations de boucles.

On peut montrer que la méthode utilisée pour résoudre le modele a deux matrices
fonctionne encore pour le modele a une matrice et que les développements topologiques
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des fonctions de corrélation et de I’énergie libre sont donnés par le systeme triangulaire
de relations de récurrence :

Théoreme 1.1 Les termes du développement topologique des fonctions de corrélation
sont récursivement définis par

h dEp5(q) h—1), —
Wiiap) = Lo Respp, m (Wéﬂ (.7, pi)+
+ ng j+1( D7) Wk+1 —j (p PK- J))

(1-22)
et ceux de l’énergie libre par
Vh>1, (2h—2)F" = H, W (1-23)

avec l'opérateur H, défini par son action sur une forme différentielle ¢ :

¢+ 267{ ¢. (1-24)

On peut noter une légere simplification de ces regles grace a U'hyperellipticité de la
courbe qui assure une définition globale de p satisfaisant :

H,.¢ :== Res Vi(z) ¢ + Res :cy¢+/

Oy

y(p) — y(P) = 2y(p).

(1-25)

Les premiers termes du développement topologique de 1’énergie libre sont connus
depuis longtemps (voir par exemple [25] [45] [17]) et s’écrivent :

Théoréme 1.2

FO = —%Hx.ydx (1-26)
et
-1 1 dy
(DR R = i
F 5 In(7p,) o In ( L. (al)> (1-27)

ol Ty est la fonction T de Bergmann associée a x définie par Eq. du chapitre
2.

1.4 Lien avec le modeéle a deux matrices.

Revenons au modele a deux matrices défini dans le chapitre précédent en considérant
le cas particulier ou 'un des potentiels est quadratique, par exemple :

Va(y) = v*. (1-28)

On peut alors réécrire 'intégrale formelle Eq. (1-2) du chapitre 2 sous la forme :

1 1 2 1
Z = /dMle hTer Ml)/dMQG ﬁTr|:(M 7MT) Ai:l
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2
_ /dMle—;lTr (VI(MI)_A{‘})/dMe%TrMQ

x /dMle_;‘Tr (VI(MI)_72>

(1 —29)

ou l'on est passé de la premiere ligne a la deuxieme par un simple changement de
variables dans la seconde intégrale et le coefficient de proportionnalité de la derniere
ligne est simplement l'intégrale gaussienne sur M de la seconde ligne.

On voit ainsi que le modele a une matrice est équivalent a un modele a deux matrices
dont 1'un des potentiels est gaussien. Il est facile de vérifier que tous les éléments décrits
dans cette partie a propos du modele a une matrice coincident bien avec les résultats
d’un modele a deux matrices avec potentiel quadratique. On peut par exemple vérifier
que la courbe spectrale classique du modele a deux matrice se réduit a celle du modele
a une matrice si V5 est quadratique. Toutes les autres propriétés de cette partie peuvent
en étre dérivées.

2 Modele de matrices en champ extérieur.

2.1 Définition et interprétation combinatoire.

Dans cette partie, nous abordons le modele a une matrice en champ extérieur défini
par l'intégrale formelle [109] :

ZMext(]\) _ / dM e—NTr(V(M)—M?\) (2_1)
ou V'(z) = % est une fraction rationnelle de dénominateur D(z), et A est une
matrice extérieurex de taille N x N supposée diagonale :

o 2 .
R = diag (s M Xy ey Ns oo e R ). (2-2)

Ce modele a une importance particuliere du point de vue mathématique. En effet,
le cas particulier o V(z) = 23 et A = A? a été introduit par Kontsevich [72] dans un
contexte tout a fait différent pour calculer les nombres d’intersections de surfaces de
Riemann. Ce rapprochement entre deux problemes a priori tres éloignés est principale-
ment due au fait que 'on peut construire une bijection entre ’ensemble des classes de
Chern des surfaces de Riemann et les cartes avec des bords marqués et que l'intégrale
de Kontsevich est une réalisation explicite de la fonction 7 de la hierarchie intégrable
de KdV [72].

De plus, ce modele a été lié au précédent. En effet, en se basant sur une comparaison
des équations de boucles, il a été montré que I’on pouvait obtenir cette intégrale comme
le carré d’une double limite d’échelle d’un modele a une matrice [83], avant de montrer
qu’elle peut étre obtenue également directement comme le résultat d’une autre double
limite d’échelle du modele & une matrice [10].
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En fait, en considérant un modele a une matrice en champ extérieur, on pourra
avoir acces aux fonctions 7 de n’importe quelle réduction de la hierarchie K P et 1'on
ne sera pas limité a KdV. Ceci semble indiquer que le résultat des doubles limites
d’échelles du modele a deux matrices est contenu dans I’ensemble des modeles a une
matrice en champ extérieur.

Dans cette partie, nous montrons comment on peut appliquer exactement la méme
méthode que précédemment pour résoudre ce modele.

2.2 Résolution du modele.

Comme dans les modeles a une et deux matrices, on définit de maniere analogue
les développements topologiques de ’énergie libre et des fonctions de corrélation par :

k
1 )
wk(.ﬁ[l, Ce ,xk) = Nk72 <H tr o — M> + (;Bl —k72132)27 (2—3)

Tioei) = D o T8 ) (2:4)

N2h
h=0
et -
1 2—2h 1a(h)
Frtest = =573 10 Ztexs = > N R (2-5)
h=0

Il est aussi important d’introduire le polynéme minimal de A

ainsi que les deux polynomes

ug(z,y; Xg ) = N¥1 <tr L S = i(A) H tr x;> —0poS(y)  (2-7)

et

T LR T | (I

On voit que ug(z,y; Xk ) est un polynome en y de degré s — 1 et que D(x)Py(x,y; Xk)
est un polynome en x de degré d — 1 et en y de degré s — 1.
Equation de boucles maitresse et courbe spectrale classique.

Le changement de variable

1 S@)-5SK)

oM =
x—M y—A

(2-9)
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donne I’équation de boucles

(y+wl($)—V’($))(uO(fc,y)—S(y))vL%ul(w,y;w) = (V'(2)—y)S(y)—Fo(x,y). (2-10)

On définit la courbe spectrale du modele de matrice en champ extérieur par

Evext(2,y) = (V'(z) — 9)S(y) — Po(z,y)) D(z)

(2-11)
et la fonction
Y(z):=V'(z) —wi(z). (2-12)
L’équation de boucles Eq. (2-10)) s’écrit alors
1
Fyext(2,Y (7)) = —u (2, Y (z); 2)D(x) (2-13)

N2

et devient une équation algébrique a ’ordre dominant dans le développement en # :

EY (2,Y(x)=0 (2-14)

ext

définissant ainsi la courbe spectrale classique de ce modele.

Propriétés de la courbe spectrale classique.
Etudions les propriétés de la courbe algébrique Eyjext(,y) = El(\gixt(:v, y) =0.
Puisque y est solution d’'une équation de degré s + 1 a x fixé, la courbe Eyjexs(, y)
présente s + 1 feuillets en x. Ceux-ci peuvent étre discriminés par le comportement de
x(p) lorsque p approche un pole :
e dans le feuillet physique, y(p) ~ V'(z(p)) — 1/x + O(1/2*(p)) quand z(p) — oo;
s

e Dans les autres feuillets, y(p) ~ \; + 3¢ ﬁ + O(1/2*(p)).

La courbe &yexe est de genre maximal ¢ < s — 1 et on définit les fractions de
remplissages comme des parametres du modele :

1
i = dzx. 2-1
T i 1,0 (2-15)

Equations de boucles et développement topologique.

Comme précédemmment, on préfere travailler avec des fonctions de corrélations
définies comme des différentielles sur la courbe spectrale classique plutot qu’avec des
fonctions multivaluées dans le plan complexe. On définit donc :

Wi(pk) = Wr(x(pk)) dz(p1) . . . dz(pg) (2-16)

et
Ui(p, v; Px) := ur(z(p), y; X(Px)) dz(p)dz(p1) - . . dz(pr) (2-17)
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de méme que leur développements toplogiques :

_ h _ h
Wi(pk) = Y N2 W " (px) and Ui(p,y;px) =Y N> U" (p,y; px).
h=0 h=0
(2-18)
Le développement topologique de Eq. (2-13)) donne pour h > 1 :

EM(y) = D)y Y(@)uy (z,y) + D(x)w!y(z)ul’ (z, y)
+D(x) > wi (@)ul" ™ (@, y) + D(@)u" (@, y; 2),
(2 - 19) !

ott E®(z,y) est le développement topologique du polynome Fyjey.
Cette équation est suffisante pour démontrer le théoreme :

Théoréme 2.1

EMext (33', y) =

D) (TIoly — V@) + 5 T b)) = D) (V@) — )S(y) — Poler, )
(2-20)
et

"
: 1 1
U =" -V —Tr ————— 2-21
o(p, ) <Hl(y (z(p) + 5 Tr ) _M)> (2-21)
ot “ <. >" est défini comme dans le théoréme[9.1]

Preuve:
La preuve est complétement similaire & celle du théoréme du chapitre 2. O
Comme dans les cas précédents, cette propriété nous permet de montrer que les
équations de boucles sont résolues par le systeme triangulaire de définitions :

h LdE, 5(q) h—1 _
ng+)1(Q7pK) = Za Res p— Wif;)zr(m <Wl§+1 )(pvpapK>+

m h—m) —
+ Zjﬂ” W7(+1) (p7pJ) WI<E+17]') (pvpK—J)> s

(2-22)
avec la donnée initiale de la fonction a deux points :

Wz(o) (p1,p2) = B(p1,p2), (2-23)

ol les notations sont les mémes que dans les parties précédentes pour des objets définis
cette fois ci sur la courbe algébrique Eyexs-
On obtient également ainsi le développement topologique de I’énergie libre :

1
vh>1, FM = 5o, Res s(a)W," (q),

(2-24)

ou ¢(q) est n'importe quelle primitive de ydx(q).
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3 Conclusion du chapitre.

Nous avons montré dans ce chapitre comment il est possible d’appliquer la méme
procédure pour résoudre le modele a une matrice et le modele en champ extérieur que
pour résoudre le modele a deux matrices. Pour cela il suffit de garder les mémes
résultats en changeant seulement la courbe spectrale. On a donc obtenu une
formule générale unique pour résoudre ces différents modeles de matrices formels.

Une premiere question se pose : a quelle catégorie de modeles de matrices peut-on
appliquer la méme procédure ? Pour le moment, la réponse a cette question n’est pas
connue en général méme si I’on connait des modeles pour lesquels cette méthode semble
fonctionner comme le modele a plusieurs matrices couplées en chaine.

Une autre question se pose alors : il parait évident que 'on peut généraliser cette
procédure au dela des modeles de matrices. A toute courbe algébrique, on peut associer
des familles infinies d’énergies libres et de fonctions de corrélation par la méme méthode.
Que représentent alors ces objets lorsque la courbe algébrique n’est pas issue d'un
modele de matrice? Ont-ils des propriétés particulieres 7 Nous tenterons de répondre
autant que possible a ces questions dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Invariants algébriques.

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié différents modeles de matrices her-
mitiennes. Nous avons ainsi pu calculer les développements topologiques de 1’énergie
libre et des fonctions de corrélation respectifs de ces modeles. Etant donné un modele,
il était supposé depuis longtemps que les coefficients de ces développements pouvaient
s’exprimer uniquement en termes des modules d’une courbe algébrique : la courbe
spectrale classique associée au modele considéré. Cependant il est plus surprenant que
les résultats présentés précédemment montrent qu’il existe une formule unique pour
résoudre ces différents modeles en changeant simplement la courbe algébrique sur la-

quelle travailler : c’est-a-dire que 1’on est capable de définir des fonctions F'9 (Eyrodee )

qui coincident avec le développement de 't Hooft de 1’énergie libre Flsfgdele du modele

dont la courbe spectrale est Evodele-

Il est alors naturel de se poser la question d'une généralisation de cette procédure
au dela des modeles de matrices. Etant donnée une courbe algébrique £ quelconque,
nous définissons dans ce chapitre des nombres F9) (&) par la méme procédure que pour
le calul de I’énergie libre des modeles de matrices et étudions leurs propriétés. Tous les
résultats présentés ici peuvent étre trouvés dans [IV]avec les démonstrations associées.

Dans un premier temps, nous allons brievement rappeler les différents parametres
définissant une courbe algébrique &, c’est-a-dire les modules de notre probleme. Nous
définirons ensuite une famille de formes différentielles sur la courbe £ en imitant
la résolution des équations de boucles des modeles de matrices hermitiennes. Nous
nous attacherons ensuite a I’étude des variations de ces formes différentielles sous les
déformations de la courbe algébrique. Nous montrerons enfin comment la connaissance
de ces lois de déformation ainsi que des propriétés d’invariance en découlant, sont un
outil tres puissant, en particulier pour démontrer ’équivalence de différents modeles.

109
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1 Définition des modules de la courbe.

Considérons une courbe algébrique quelconque définie comme dans la partie
du chapitre QEI par ’équation :

E(z,y) =0 (1-1)

et qui peut étre vue comme une surface de Riemann compacte ¥ de genre donné G
muni de deux fonctions méromorphes z,y telles que :

Vpe X, E(xz(p),y(p) =0 (1-2)

ainsi que d'une base symplectique de cycles {(A;, B;)}_,
Ceci fait, les poles «; de la forme différentielle ydx et les points de branchements a;
annulant dz(a;) = 0 sont fixés. On peut alors décrire les modules de la courbe :
— Les fractions de remplissage :
1

L= — dx; 1-3

— Les températures :
toi := Res ydz; (1-4)

— Les autres modules aux poles : ¢;; définis par les polynomes

Vi(za, (p Ztﬂzal = qfieasl y(q)dz(q) In (1 N (q)) (1-5)

ou

est une bonne variable locale au voisinage du pole «; indépendante de y.

g

2 Déformation par k.

En plus de ces modules propres a la courbe algébrique elle-méme, on introduit un
parametre supplémentaire pemettant de changer la normalisation des fonctions de base.
Pour une matrice symétrique quelconque x, on déforme les briques de bases de
la construction des fonctions de corrélation du modele a deux matrices en définissant :

Definition 2.1 Pour toute matrice symétrique k, on définit le noyau de Bergmann
k-déformé :
B(p,q)[k] := B(p,q) + 2im Y _ du;(p)ridu;(q) (2-1)
7]

ainsi que la déformée de la différentielle Abelienne de troisiéme espéce :

dSq,q:(p) = / "B (p,q) (2-2)

q2

'Dans tout ce chapitre, nous reprendrons les notations de la partie du chapitre 2 sauf indication
contraire. On pourra s’y reporter directement sans avoir lu au préalable le reste du chapitre ayant
trait au modele a deux matrices.
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ou le chemin d’intégration se situe entierement dans le domaine fondamental, et, au
voistnage d’un point de branchement,

dE,(p)[r] = dE,(p) + 2im Yy _ duy(p)rs;(u;(@) — u;(q)). (2-3)

2

On définit également un ensemble de cycles dépendant de k mélangeant les éléments

de la base {(A4,,B,)} :

Definition 2.2 Pour une matrice symétrique k quelconque, on définit ’ensemble de
cycles r-déformés {(A;, B;)})_, par :

{ A= (1+nr7)A— KB

B=B-1A (2-4)

ot l'on a utilisé une notation vectorielle pour décrire les cycles : A := (A;).

Ceci nous permet de définir des fractions de remplissage associées a chaque valeur
de K :

Definition 2.3 On définit les fractions de remplissage k déformées par :

1
€ = — dx. 2-5
ST i (25)
Ces cycles permettent également de mieux décrire les propriétés de normalisation
des différentielles k-déformées. Ces différentielles satisfont les propriétés suivantes :

— Symétrie et normalistion du noyau de Bergmann déformé :

B(p,q)[r] = B(q,p)[s] ]{l Bls]=0 feg B(p, q)[x] = 2im du,(p).

(2-6)
— Formule de Cauchy : pour toute fonction méromorphe f(p), sa différentielle est
donnée par

df (p) = Res B(p,q)f(q). (2-7)

q—p

- B(p,q)[0] = B(p, q).
— Structure de poles et normalisation de dSy, 4, : C’est I'unique forme méromorphe
avec seulement deux poles simples en g; et ¢, telle que

Res dSy, 4, =1 = — Res dSy, 4 , j{ dSp .o =0 (2-8)
q1 q2 .

g

et elle satisfait :
dSq g0 = 2im(ui(q1) — ui(qa))- (2-9)

B;
— Symétrie de dS :
dSq1 .00 = —dSg.q1 (2-10)
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— Expression de dS en termes des fonctions 6 :

Si0nlp) =y (=) i S o) () ~ sl

(2-11)

— Dérivation et intégration de dS':

dg, (dSy, 4,(p)) = B(qu, p) (2-12)

P2 q2
/ dSQMJQ - / dSprz' (2'13)
p1 q1

— Formule de Cauchy : pour toute fonction méromorphe f :

f(p) = — Res dSy, 4,(p) f(q1)- (2-14)

q1—p

— L’identité bilinéaire de Riemann reste vérifiée avec ces nouveaux cycles déformés.
Considérant w; et wy deux formes méromorphes sur la surface ¥ et un point pg
arbitraire,on définit ®; sur le domaine fondamental par

®1(p) = /pwl (2-15)

ol le chemin d’intégration reste a l'intérieur du domaine fondamental.
On a alors I'identité bilinéaire de Riemann :

foodoe foad, e
f wl% %) —f wl% wa. (2—16)
.Ai Bi Bi -Ai

— On peut également décomposer ydx (comme dans Eq. (8-48]) du chapitre 2) sur
les modules en tenant compte des xk déformations :

1

R d = —
p—>allepsoles l(p>WQ(p) 20T
1

20T

g
=1
g
=1

ydxr = Z t;iBji + Z 10,idSa,; 0 + 21T Z €;du; (2-17)
&.J i i
avec |
Bji(p) = — Res B(p, q)za:(a)"- (2-18)

3 Fonctions de corrélation et énergies libres.

3.1 Définitions.

Dans les chapitres précédents, on a vu comment, étant donnée la courbe spectrale
classique &y d’'un modele de matrices aléatoires, on peut calculer les développements
topologiques de ses fonctions de corrélations Wy, arps et son énergie libre Fiyps grace a un
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ensemble d’applications F(9) (resp. Wk(g)) allant de I’ensemble des courbes algébriques
€ dans l'ensemble des nombres complexes (resp. des k-formes sur £) :

Wi nnm = Z N72gW;§g) (Emmr) ; Fym = Z N729F9 (Exr). (3-1)

g=0 9=0

Si ces applications donnent des résultats convaincants lorsqu’elles sont utilisées dans le
cadre des modeles de matrices, il est intéressant de les étendre au dela de ces derniers.
Dans cette partie nous allons donc étudier leurs propriétés en toute généralité. Nous
allons commencer par définir ces objets sans supposer ’existence d’un quelconque
modele de matrices sous jacent.

Par imitation du développement topologique des fonctions de corrélation et de
I’énergie libre du modele a deux matrices, on définit ainsi :

Definition 3.1 Fonctions de corrélation :

w9 =0 ifg<o0 (3-2)
W% (p) =0 (3-3)
W3 (p1.p2) = B(p1.p2) (3-4)

et on définit par récurence sur k et g les formes multilinéaires méromorphes :

W9 (p,px) =

g
dE, m —-m) /— -1 —_
=>_ Res Cip (Z Y sex Wit (@, p) Wi 1 @ prsa) + Wi, (0.4 pK)).

m=0
(3-5)
Energies libres :
1
1. F) — o (9)
Vg > 1, Py Z Res ®(q)1%1”(q)
(3-6)
ou ® est une primitive quelconque de ydx, et pour g =1
FO = —lln (TBz) — iln Hy’(a-) + In ( det =
2 24 Z, ' K
(3-7)
ou p
Vi) = P a0 = Vel e 39

et T fonction 7 de Bergmann définie par Eq. .
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L’ordre dominant est quant a lui défini par :

1 1 !
FO =2 Res Vigdz + 53 toifta, = - 27{ ydxfi v

(3-9)
ot
oy = [ (g = Vit 20,75) 4 i(0) — o 1 (0, 0)) (3-10)
Dans la suite, on notzera :
Vi=1...G, I} :—iydx. (3-11)

On définit également les fonctions spéciales correspondant au cas ou kK — 0 :

Definition 3.2 Fonctions de corrélation spéciales :

W9 =0 ifg<0 (3-12)
W (p) =0 (3-13)
W (p1,p2) = Blps, p2) (3-14)

ou B est le noyau de Bergmann non déformé, et on définit par récurrence sur k et g
les fomes multilinéaires méromorphes :

W (p,pk) =

_Z(}ia

(Z ZJC}( ]+1 (¢.p )qug j+1(q7PK/J) + Wkizl)( aQ7pK)>'

(3-15)
Energies libres spéciales :
(9) — (9)
Vg>1, FY = 52y Xi:quaS; ()W (q)
(3-16)
et, pour g =1,
Fo = Ly (TBs) — L [V ()
(3-17)

L’ordre dominant est quant a lui défini par :

1 1 1
FO = = Res Viydz + =Y toifte, — — %dj{d.
221»: o yx+2zi:0’M’ 4”22: Aiyxﬁiyx

(3-18)
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3.2 Représentation diagrammatique.

On reprend la représentation diagrammatique introduite dans la partie du cha-
pitre 2 en changeant 1égerement les valeurs des propagateurs et vertex : on change par-
tout les noyaux de Bergmann par leurs x déformées, y compris dans les différentielles
abélienes de troisieme espece.

Ainsi, les fonctions de corrélation et énergies libres sont obtenues en sommant sur
le méme ensemble de graphes que celui défini par le théoreme du chapitre 2 mais
avec les poids définis par :

Definition 3.3 Le poids P(G) d’un graphe G est donné par les régles suivantes :

— On marque tout vertex trivalent du graphe par un point courant r; de ¥ et on
associe r; a son enfant de gauche et 7; a son enfant de droite. Toute aréte relie
alors deux points de la surface X ;

— A une aréte non orientée liant v et v’, on associe le facteur B(r,r');

— A toute aréte orientée allant de r vers r’, on associe le facteur % ;
(y(r")—y(7))dz(r")

— Suivant les fléches en sens inverse (des feuilles vers la racine), a chaque vertex
r, on calcule la somme sur tous les points de branchement a; des résidus quand

rT—a; Z quaasi .
K2
— Apres avoir calculé l’ensemble de ces résidus, on obtient le poids du graphe.

Cela peut simplement s’écrire :

P(P—4):=B@a). (3-19)

q
P < qu ) = Z Res dfgg). (3-20)

Les fonctions de corrélations sont alors données par

Théoréme 3.1

W obpr)= Y. PG).

Geg} (p,pk)

(3-21)

3.3 Propriétés.

Ces nouveaux objets possedent de nombreuses propriétés dont certaines sont lar-
gement inspirées des modeles de matrices. Nous présentons ici un ensemble de ca-
ractéristiques utiles a la manipulation et a la compréhension de ces objets. Toutes les
démonstrations peuvent étre trouvées dans [IV].

Tout d’abord, et ceci est presque une définition, les chapitres précédents nous per-
mettent d’écrire le théoreme :

Théoreme 3.2 Les développements topologiques des énergies libres des modéles a une
matrice, deuxr matrices et une matrice en champ extérieur définies respectivement par
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Eq. du chapitre 3, Eq. du chapitre 2 et Eq. du chapitre 3 sont

données par

Fivm = Z N_QQE(Q)(&MM) , Fovivt = Z N-29F© (Eanrnr) (3-22)
9=0 g=0
et .
Ftext = Z Nﬁng(g) (gMext) (3—23)
g=0

ot Exprne, Eanrnr et Entexy SOt les courbes spectrales classiques des modeles a une ma-
trice, deux matrices et une matrice en champ extérieur respectivement, définies par

Eq. du chapitre 3, Eq. du chapitre 2 et Eq. du chapitre 3 et k a

été prise égale a 0.

Les fonctions de corrélation ainsi définies sont évidement symétriques en tous leurs
arguments sauf le premier. Cependant, on peut voir que la fonction a trois points de
genre 0 peut étre mise sous une forme explicitement symétrique en tous ses arguments :

Théoreme 3.3 La 3-forme Wéo) s’écrit :

B(q,p)B(q, p1)B(q,p2)
dx(q)dy(q) '

Cette formule est la généralisation de la formule donnée par Krichever dans le cadre
des modeles de matrices [77].

Il est tres important de connaitre la structure de poles des fonctions de corrélation
pour pouvoir les manipuler. On peut montrer qu’elles sont données par :

WS(O) (paplapQ) - ]5;6)2 (3—24)

Théoréme 3.4 Pour tout couple (k,qg) # (1,0), la fonction de corrélation W,gi)l n'a
de pole en chacune de ses variables qu’auz points de branchements en x, a;.

Ce résultat qui est ici un théoreme est une condition nécéssaire pour que ces formes
différentielles soient bien les observables voulues dans le cadre des modeles de matrices.

De méme, dans le contexte des intégrales matricielles, ces observables doivent étre
bien définies sur chaque feuillet et donc avoir des intégrales nulles sur les cycles A,;.
Dans ce cadre plus général, on montre que :

Théoréme 3.5 Pour tout couple (k,g), on a :

Vi=1,...,G 7{ W (p,pr, - px) =0, (3-25)
pEA;
Vi=1,....G,¥Ym=1,... k f W (p,p1, ... px) = 0. (3-26)
me.Ai
Si dans le cadre particulier des modeles de matrices ou, rappelons le, x = 0, on

considérait les intégrales sur les cycles A de la base choisie au départ, on voit qu’il
est important de considérer ici les cycles A[x] pour x # 0.

Deux propriétés également tres utiles des modeles de matrices concernant la somme
sur I'ensemble des feuillets sont conservées :
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Théoréme 3.6 Pour tout couple (k,g), on a :

(9) (i dzx(p)dz(p1) }
;Wkﬂ@ D1y -3 PE) = 0k10g.0 ) — 202 (3-27)
etk>1:
da(p)da(p) .

(z(p) = 2(p1))?

ou la somme porte sur tous les feuillets, c’est-a-dire tous les points p' tels que z(p') =
z(p).

Zwlii)l(pl7pi7p27"‘apk) 5k1590

Théoréme 3.7 Pour (k,g) # (0, 1),

1

PO@0).rk) = 7 > |- 20 oW ')

+ZZ +1 ' ps) ;EJH)(P pK/J>+Wk+2 (p P’ px)
m=0 JCK

(3 —29)
est une fonction rationnelle de x(p) sans pole aux points de branchements en x.

Ces propriétés nous permettent finalement de montrer la symétrie des fonctions de
corrélation en tous leurs arguments :

Théoreme 3.8 Wk(g) (p1,...,pk) est une fonction symétrique de toutes ses variables
pi-

Cette propriété est encore une fois naturelle dans le cadre des modeles de matrices
mais je tiens a souligner a nouveau que rien n’assurait a priori qu’elle soit vraie dans
un cadre plus général.

Ceci nous permet d’affiner la déscription du comportement des fonctions de cor-
rélations en leurs poles :

Corollaire 3.1

Vi, P%e_s W,Ei)l (p,p1s---,pk) =0, (3-30)
Vi, Res z(p)Wh(p.prs- o om) =0, (3-31)
> Res Y)W (0,1, - pr) =0, (3-32)
> Res =P PW (0. pr. - o) = 0. (3-33)

3.4 Cas particuliers : genres 0 et 1.

Dans cette partie nous montrons comment ces relations de récurrences s’écrivent
explicitement dans les cas ou la courbe algébrique £ est de genre 0 ou 1. En effet, dans
ces cas la, on peut les exprimer dans un langage peut-étre plus familier.
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Genre 0.

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, si I'on veut faire de la combinatoire
de cartes par 'intermédiaire des modeles de matrices, il faut imposer que la courbe
spectrale classique associée soit de genre 0 en imposant toutes les fractions de remplis-
sage nulles sauf 'une d’elles. Alors, la surface de Riemann compacte 3 est équivalente
a la sphere de Riemann sous les transformations conformes. Il existe donc une pa-
ramétrisation rationnelle de &, c’est-a-dire que I'on peut trouver deux fonctions ration-
nelles X (p) et Y(p) telles que :

Ex,y)=0 & FpeC,z=X(p),y=Y(p). (3-34)

Dans ce cas, le noyau de Bergmann est défini comme le noyau de Bergmann de la
sphere par :

B(p,q) = B(p,q) = 5 =dpdy In(p—q) (3-35)
(»—q)
et la forme premiere est simplement :
pP—q
E(p,q) = E(p,q) = : (3-36)
Vdp dq
Les points de branchement sont les zéros de la fonction X (p) :
X(a;) =0. (3-37)

Le vertex est alors donné par :

dp 1 1
2% 2(V(q) Y (@)X (9)dg L - p} (3-38)

et les différentes fonctions de corrélation sont facilement obtenues par développpement
de Taylor des fonctions X et Y au voisinage des zéros de X'.

Genre 1.

Si la courbe est de genre G = 1, alors on peut la paramétrer sur le losange cor-
respondant au domaine fondamental d'un tore (cf. fig]2.3) du chapitre 2) i.e. on peut
trouver une paramétrisation elliptique de £. Ainsi il existe deux fonctions elliptiques
X(p) et Y(p) [104] telles que

E(x,y)=0 & FPpeC,2=X({p),y=Y(p)
Xp+1)=Xp+71)=Xp , YpE+)=Yp+7)=Y(p). (3-39)

Alors le noyau de Bergmann est quasiment la fonction de Weierstrass correspon-
dante [104] :

™
B(p,q) = (@(p —q,7)+ E) dpdq. (3-40)
La forme premiere est donnée par :
Or(p —q,7
E(p.q) = -1 ) (3-41)

01(0,7)Vdpdg’
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-1

5 le noyau de Bergmann déformé se réduit a la fonction de

Notons que si k =
Weierstrass

B(p,q) = p(p —q,7) dpdg (3-42)

et est donc invariant modulaire. Nous verrons dans la prochaine partie que cette pro-
priété s’étend a toutes les courbes algébriques et n’est pas un artefact du genre 1.

4 Déformations de la courbe.

Nous avons défini les fonctions de corrélation et énergies libres comme des fonction-
nelles d'une courbe algébrique £, on peut alors se poser la question de leur dépendance
en les modules de cette courbe : comment varient ces quantités lorsque 1’on change la
paramétrisation de la courbe ou bien la courbe elle méme par 'intermédiaire de ses
modules ?

4.1 Invariance symplectique.

Le théoreme suivant montre que sous certaines transformations de la courbe algébri-
que &, les énergies libres restent inchangées.

Théoréme 4.1 Pour tout g, F9 reste inchangée lorsque l'on change € par l'une des

transformations suivantes :
az+b (cz+d)? 4,
o ety — -y avee (a,b, ¢, d) € C*;

-z —x ety —y+ R(x) pour toute fonction rationnelle R(x) ;
—x——rety—y;,
-r—yey—ux.

- r —

La démonstration des trois premieres propriétés découle directement des définitions
par I'intermédiaire de la représentation diagrammatique présentée dans la partie 3.2
La démonstration de la derniere symétrie est beaucoup plus difficile. Dans le cadre du
modele a deux matrices, elle correspond a dire que le calcul de I’énergie libre donne le
meéme résultat que 'on résolve les équations de boucles obtenues par variation de la
matrice M, ou par variation de Ms, c’est-a-dire que le résultat ne dépend pas du mode
de calcul. La démonstration passe ici par la généralisation des fonctions de corrélation
mixtes Hl(;g,z;l dans ce cadre plus général et leur étude précise. Cette dérivation tres
technique peut étre trouvée dans [VI].

Ce théoreme montre que les énergies libres sont des invariants d’une certaine classe
de courbes algébriques, ¢’est pourquoi nous nommerons dorénavant invariants algébriques
les F' (9) Il nous fournit un outil tres puissant pour comparer différents modeles ca-
ractérisés par une courbe algébrique. Nous montrerons par exemple son utilité dans la
comparaison de plusieurs modeles de matrices dans la partie [6] de ce chapitre.

Remarque 4.1 On parle ici d’invariance symplectique parce que toutes ces transformations
conservent la forme symplectique
|dx A dyl. (4-1)

2En effet, le terme énergie libre inspiré des modeles de matrices n’a plus de sens ici tant qu’aucun
systeme physique sous-jacent n’a été identifié.
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Cependant, il n’est pas clair pour le moment si F(9) est conservée par toute transformation
laissant cette forme inchangée. Plus précisément, on ne connait pas de caractéristaion de
I'ensemble des transformations conservant les F(9).

4.2 Variation par rapport aux modules de la courbe.

Considérons une variation infinitésimale de la courbe £ — &£ 4+ &, obtenue par une
variation de y(z) a x fixé :
dq Y| dx = —CQ. (4-2)

Remarque 4.2 On peut travailler & n’importe quelle coordonnée locale z fixée plutdt que
z fixé. On a alors une structure de Poisson :

dayl:de —dq x|, dy = - (4-3)

ou €2 est une forme différentielle quelconque dont nous restreignons les propriétés dans la
suite.

Nous allons étudier comment les différentes formes différentielles et invariants in-
troduits plus haut varient sous cette transformation. Pour ce faire, nous allons d’abord
étudier comment varie I’élément de base de cette construction : le noyau de Bergmann.

Formule variationnelle de Rauch et variation du noyau de Bergmann.

Sous cette transformation, Eq. (4-3) montre que la variation de la projection des
points de branchements dans le plan x est donnée par :

dqx(a;) = (4-4)

d% n’a pas de pole aux points de branchements.

en supposant ici que
La formule variationnelle de Rauch [96], 53] nous dit alors que la variation du noyau

de Bergmann s’écrit

B(r,p)B(r
00B(P, Doy ot = Zﬂ%asz )5136“() 2
(4-5)

En intégrant sur un cycle B, on obtient la variation des différentielles holomorphes :

B(r,p)du(r
bl =3 e IR

(4-6)
puis, par une seconde intégration, la variation de la matrice des périodes de Riemann :

= (s €S ()du()
Sor = 2 ZPL OO

(4-17)
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Etudions de méme la variation du noyau de Bergmann « déformé. Il y a maintenant
deux termes a faire varier : d'une part le noyau de Bergmann nu et d’autre part la
déformation dont la variation se décompose elle-méme en la variation des différentielles
holomorphes et de x lui méme. En effet, aucune contrainte ne vient s’opposer a un choix
de k dépendant de la courbe algébrique elle méme. La formule variationnelle de Rauch
peut alors s’écrire :

593(]97 Q)|m(p),I(Q) - Res

que l'on peut réécrire sous la forme

0

((59 + tr [k dqT K — dokK] §> B(p,q) = Res
z(p),z(q)

En définissant la dérivée covariante par :

Dg =g+ tr [(kdqT K — 59/«;)%

(4-10)
on peut résumer la variation du noyau de Bergmann déformé par :

Q(r)dE,(p)B(r, q)
w(r)
[Q(r)B(T,q) + Q(F)B(r,q)] .

DqoB(p, q) = —2 Res

r—a

B o dE,(p)
I T
(4—11)

En intégrant au voisinage d’'un point de branchement a;, on obtient également :

Dq qu(p)b(p),x(q) = —2 st w(r) Q(r)dE,(r)
~ Res df&f?)” Q()dE,(7) + QF)AE,(r)].
(1-12)

Le sens de ces deux équations peut étre éclairci en utilisant la représentation dia-
grammatique des fonctions de corrélation. En effet, le noyau de Bergmann et dE sont
les deux types d’arétes composant les diagrammes et les deux seules quantités variant
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sous l'action de dq. Les équations Eq. (4-11]) et Eq. (4-12) expliquent alors comment
les diagrammes changent sous la variation €2 de la courbe algébrique £ :

Q Q
D?P q = P+ q + p4|—%q
Q Q
= p—>—@&——q + p%—l—q
et
Q Q
Dr—>—q = %—l—% . %J’—%

On reconstruit alors la dérivée covariante des fonctions de corrélations ainsi que des
invariants algébriques par le lemme suivant :
Lemme 4.1 Pour toute forme bilinéaire symétrique f(q,p) = f(p,q) :
dE,(p) dE,(p) dEy(r)
Dq Res —~~ f(q,q = 2 Res Res Q(r a
(zj: q—aj ( ) ( ZJ: ( ) (.4)((])

f(q,9)

w(q) < r—a; g—a; w(r)
D) '

3 Res T2 D (0.0,
(4-13)

Ce lemme exprime en fait 'action de Dg, sur le vertex :

o Q
pr—>—=<4 = p%—l%—@ + p%i%—@.

Graphiquement, cela signifie simplement que la variation d’un diagramme est obtenue
en ajoutant une patte € a toutes les arétes possibles.
En particulier, si la variation de la courbe peut se mettre sous la forme

R R (414
o9
ou 0f2 est un contour d’intégration assez éloigné des points de branchements EL on peut

décrire les variations correspondantes par :

Théoreme 4.2 Variations des fonctions de correlation et énergies libres : pour g+k >
1, elles sont données par :

DQW;Eg)(ph e ,Pk)

— / ngi)l(pl77pk7Q)A(q)
o0

x(p;)

(4-15)

3Ceci exclut entre autres le cas ou § correspond & la variation d'une ”aréte dure”, cf [44} 26, [16].
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et, pour g > 1,

DoF9 = — [ W9 (p)A(p).
o0
(4-16)

Nous allons utiliser cette description pour étudier les variations des invariants
algébriques par rapport aux modules de la courbe £. En effet, Eq. (2-17)) nous per-
met d’identifier les 2 correspondant a la variation de chacun des modules.

Variation des fractions de remplissage.

Considérons la variation de la courbe donnée par

Op) = ~2imdus(p) = = § Blp.a) (1-17)
i.e. Q) = B; et A = —1. Elle correspond a :
5(26]' = 6ij y (SQtQ’j =0 y (5QV7 =0. (4—18)

Cette variation est donc équivalente a faire varier uniquement I'une des fractions de
remplissage € = 3- ¢, yda :
T

0
D72i7rdu¢ = 8_6 (4'19)
Le théoreme [£.2] implique
0 () (9)
a_EWk (plv"'7pk Wk+1 pla"'vpk7q>7 (4_20)
_ F(g) W(g (4—21)
0¢;

) 1 !
F<0>:—7f de + — 7{ dz | 6 _sirdu jé dx. 4-22
3e B.y x—|—4m K By 0 gindu; (T) K By x ( )

J

Variation des températures.

Soient o; et a; deux poles distincts de ydz. Considérons la variation de la courbe
donnée par

Q@Z—%gﬂMZ/Jﬂnw L he 0Q=lanay) A=1  (423)

Elle correspond a :
doe; =0, dator =0k —0ix ,  daVi =0, (4-24)

Cette variation est donc équivalente a faire varier uniquement les températures t,; et
tO,j :

0 0

D_ = — . 4-25
Snsey = o B (4-25)
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Remarque 4.3 Toutes les températures sont liées par la condition :

Zto,i =0.
7

(4-26)

On ne peut donc pas faire varier une seule d’elles indépendamment. C’est pourquoi nous

avons du en changer deux a la fois ici.

Le théoreme [4.2[ implique

0 9 (9 -
(ato’i - 3t07]> Wkg (pla-.-,pk) _/ V[/Vk_gi_l(pl,...,pk’q)7

0 0 o
— Flo — w9
(8t0,i 8t0,j> L)

et

Variation des modules aux poéles

Soit a; un pole de ydx. Considérons la variation de la courbe donnée par
Q(p) = =By = Res B(p, q)z,(q),

i.e. 9 est un petit cercle entourant a; et A = 5= 2% . On a alors :

5Q€j =0 s 5Qt07j =0 5 6th’,j = 5z-7j6k,k/
Cette variation équivaut donc a ne changer que le coefficient ; :

0
Oty

D_Bk,z‘ =

Le théoreme [4.2] donne

0
Ot

Wk(g)(pb s 7pk) = R&QS ZloiL(q)ngf]l-)l(pla <oy Pk Q)>

0
F) = — Res 2* ()W (q)
Oty i o

et
0

1 t
3tk7iF(O) = %&;S ydxzzi + yr (/{]iydx) 0B, (T) /{fgydx.

0 _ 9 FO =, — —l—i Ii% dxté (T)/i% dx
ato’i at(]’j - luai IU/OZJ' 4Z7T e y deai,aj 5 y .

(4-27)

(4-28)

(4-29)

(4-30)

(4-31)

(4-32)

(4-33)

(4-34)

(4-35)

Il peut étre intéressant de connaitre non seulement les dérivées premieres mais
également les dérivées secondes de F'©) par rapport aux modules de la courbe. En effet,
dans le cadre des modeles de matrices, ce sont ces dernieres qui sont "universelles”.
Nous les avons donc regroupées dans 'appendice [4] sous la forme d’un formulaire.
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Homogénéité

On peut utiliser ces formules pour montrer une propriété d’homogénéité permettant
de décomposer les invariants sur la base de ces modules :

Théoreme 4.3 Pour tout g > 1, F(g) satisfait la propriété d’homogénéité :
0 0
2_9 F(g th;—— F9) to;—F9) —F) 4-36
E LR MRS wTERS SO
i.e. F9) est homogéne de degré 2 — 2g.

4.3 Opérateur d’insertion de boucle et son inverse.

On peut également utiliser ces déformations de la courbe algébrique pour recons-
truire les fonctions de corrélation W,§9 ) A partir des invariants algébriques F'(9),
En effet, pour tout point ¢ situé loin de tout point de branchement, considérons la
variation :
Q(p) = Blp,q)- (4-37)
Elle induit une variation des fonctions de corrélation donnée par :

Théoréme 4.4
DeWE 1, ook) = W (b, ., prs q) (4-38)

Dp F@ = W (q) (4-39)

1 t
Dp FO = y(q)dz(q) + y <l€7§ ydar) %%Wg,oﬁj{ ydz. (4-40)
17T B BJB B

C’est a dire que l'opérateur Dp( 4 agit sur les fonctions de corrélation en ajoutant
une patte externe au point g. C’est exactement le role joué par l’opérateur 5y~ défini
par Eq. du chapitre 2. On a donc étendu la notion d’opérateur d’1nsert10n
de boucle a ce cadre plus général d’invariants algébriques : il consiste simplement a
ajouter un pole double a la forme ydx en un point marqué de la courbe spectrale.

Dans le chapitre 2, nous avons introduit 'opérateur H, pour retirer une patte aux
fonctions de corrélations, i.e. inverser I'opérateur d’insertion de bouclesﬁ.

Nous pouvons définir ici le méme type d’opérateur par :

Théoreme 4.5 Pour k> 1, on a :

Res (I)(pk-i-l)ngi)l(pl) ce 7pk7pk+1) = (29 +k— Q)W(g)(pla s apk)
Pk+1—73,P1,---5Pk
+04,00%,1y(p1)dz(p1)
(4 —41)
ou D est nimporte quelle primitive de ydx :
dd = ydu. (4-42)

Il est a noter que pour k = 0 et g > 2, ceci définit 1’énergie libre comme la fonction de
corrélation a 0 points W9 = F@).

4Ce n’est pas a proprement parler I'inverse de % puisque cette propriété n’est valable que dans
. ’ . . A 1 7 . . ’ 7’
I’espace des fonctions de corrélations et qu’il apparait un facteur dépendant de la fonction considérée.
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4.4 Transformations modulaire.

Nous allons maintenant étudier comment les differentes fonctions de corrélation
dépendent du choix d'une base de cycles (A, B).
Considérons une transformation modulaire quelconque des cycles :

AN _ (dan Oap A AN\ _ (dwa das) [A (4-43)
B opa sy ) \ B ’ B opa s ) \ B
ou 5A’A = 6%8/7 6A’B = —513,, (53/3 = 6f4A” 58’.4 = _5%A’ et les matrices 5AA’7 5,48’7
dpa et dpp ont des coeflicients entiers qui satisfont 644055 — 0padyy = Id.

Sous ce changement de base de cycles d’homologie, les différentiels holomorphes et
la matrice des périodes de Riemann sont changées suivant

du'=Jdu , du=J'du (4-44)
ol
T = (044 +70%s) = (O — 7045) " (4-45)
et
7= ((533/ —7‘5,4[5/)_1(—5&4/ —I—T(SAA/) , T = (6f4Al +T/5f43/)_1 (5;3A’ —f-T/(%B/).
(4-46)

Nous commencons une nouvelle fois par étudier les variations induites sur les blocs
de bases. Ainsi le noyau de Bergmann est changé en :

B' = B + 2ir du'kdu. (4-47)
ou l'on a utilisé la matrice symétrique de taille G x G :
R=8 = 0ppdy —7) " =0apJ. (4-48)
Le noyau de Bergmann x-déformé change lui suivant :

B'(p,q) = B(p,q)+ 2im [du”(p)rdu’(q) + du’(p)rdu(q)]

= B(p,q) + 2irdu’(p) (k + J'xJ) du(g). (4-49)

En d’autres termes, une transformation modulaire est équivalente a un changement
du parametre k par Kk — & + J'xJ dans la définition de la déformation du noyau de
Bergmann B(p, ¢). Ceci nous permet de connaitre les variations modulaires des énergies
libres :

Théoréme 4.6 Pour g > 2 la transformation modulaire de Uinvariant F9 consiste a
changer k en &+ J'wJ dans les définitions des noyauz de Bergmann et différentielles
Abeliennes déformés.

Pour g =1, FU) est changée en :

/ 1
FO = M _ 5 In (dppr — T048"). (4-50)
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Remarque 4.4 La transformation de F(©) sous ce changement de base de cycles d’homolo-
gie est bien plus compliquée puisque le résultat final dépend explicitement de la position des
poles de ydx dans le domaine fondamental et donc de tous les parametres de la transformation
modulaire.

Comme les transformations modulaires des énergies libres dépendent directement
de k par I'application :

k—R+TKT, (4-51)
on peut se demander si cette application a un point fixe, i.e. si il existe un choix de
x pour lequel les F@ sont des invariants modulaires. La réponse est donnée par le
théoreme suivant :

Théoréme 4.7 Pour le choiz k = 57—, les F9[x] sont des invariants modulaires.

En effet, pour ce choix de x, le noyau de Bergmann déformé est le noyau de Schiffer
dont l'invariance modulaire est connue [14]. Comme la seule dépendance modulaire des
F) se trouve dans la déformation du noyau de Bergmann, on obtient simplement le
résultat.

Nous verrons dans le chapitre suivant que cette valeur de k permet de faire le lien
avec les fonctions de partition de théorie des cordes topologiques et nous reviendrons
donc sur ce cas particulier dans la partie correspondante.

4.5 Variation par rapport a x.

Comme nous 'avons vu dans la partie précédente, la matrice xk peut étre utilisée
pour décrire les variations modulaires des énergies libres. On peut ainsi voir les va-
riations de k comme des transformations modulaires infinitésimales. Nous allons donc
calculer la dépendance en k des fonctions de corrélation et énergies libres.

Tout d’abord, en comptant le nombre d’arétes dans leur représentation diagram-
matique, il est facile de voir que W,gg ) est un polynome en x de degré 3g+ 2k — 3 tandis
que F est un polynome de degré 3g — 3 pour g > 1.

Leurs dérivées par rapport aux éléments de k sont quant a elles données par :

Théoréme 4.8

QiW% ngg)(pK) ireB 56‘566 ngr2 (pK’r S)
+ >oh ZLCK §TEB LH—l (L, 7 fsEB Wl~cg\Ll+1(pK/L7 s)

(4-52)
et, en particulier pour g > 2 :

0
o9 plo) — }{ }{ ot j{ i }{ WO (s
m@m] s, 5, (1, s) Z A

(4-53)
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alors que pour g =1, on a

0

8/‘6@'

FO = (571)

ij ’

(4-54)

On peut noter une forte similitude entre ces équations et les équations d’anomalie
holomorphe de la théorie de Kodaira—Spencer [I], 2, [15][V]. En fait, nous montrerons
dans le chapitre suivant qu’elles coincident effectivement pour la valeur de x rendant
les énergies libres invariantes modulaires.

5 Limite singuliere.

Nous allons étudier dans cette partie comment les objets introduits jusqu'’ici se
comportent lorsque la courbe £ devient singuliere.

Pour ce faire, considérons une famille de courbes algébriques paramétrée par une
variable t permettant d’approcher une singularité :

E(x,y,t) (5-1)

telle que la courbe pour ¢ = 0 a un point de branchement singulier a avec une singularité
de type p/q, c’est-a-dire, décrite en termes d’une variable locale z au voisinage de a,
par :
t=0
x(2) ~z(a)+ (z —a)? . (5-2)
y(z) ~yla) + (z — a)?
Pour t # 0, la singularité disparait et 'on a une paramétrisation en terme de la
variable locale ( = zt™" :

z(z,t) ~ a(a) + 7 Q(C) + o(t™)
{ y(z,t) ~y(a) + 7 P(C) + o(t) (5-3)

ou ) et P sont des polynomes de degrés respectifs ¢ et p et ou v est un exposant

critique dépendant explicitement du choix du parametre t.
La courbe spectrale singuliéere

n(¢) = P(¢)

est définie comme la partie la plus divergente de la courbe lorsque t — 0.
Si la courbe &(t) elle méme présente une singularité, les énergies libres F'9)(&(t))
présentent elles aussi une singularité pour ¢ — 0. Elles se comportent suivant :

Esing(€,1m) = { Q) =QM0) _ Resultant(Q — &, P —n) (5-4)

(9) ~ 79 (9) 9
FO(E@) ~ OWFD +o(t?) , forg >2 (5-5)
1
FUOE(R)) ~ —o; (= Dla—=rm®)+0(1) , forg=1. (5-6)
On appelle double limte d’échelle de F9) la partie singuliere Fs(fl)g en réference

aux modeles de matrices. Elle est déterminée ainsi que 'exposant ~, par le théoreme
suivant :
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Théoreme 5.1 La limite singulieére de l’énergie libre est donnée par :

FOE) = F9(Esg) , forg>2
(5-7)
et l'exposant critique s’écrit
Vg = (2—29)(p+ gv. (5-8)

En d’autres termes, par une normalisation appropriée, notre construction des F9)
commute avec les limites singuliéres.

Cette propriété de passage a la limite a de nombreuses implications comme nous le
verrons plus loin. Elle permet, entre autres choses, d’appliquer notre méthode a I’étude
des théories conformes et permet de faire le lien entre différents modeles.

6 Applications.

Nous montrons dans cette partie l'efficacité de notre méthode dans deux cas par-
ticuliers. D’une part, nous montrons comment elle permet d’avoir acces de maniere
directe et systématique aux modéles minimaux (p,q) et nous montrons d’autre part
comment elles permettent de retrouver tres facilement des résultats classiques relatifs
a l'intégrale de Kontsevich [72].

6.1 Double limite d’échelle et modeles minimaux des théories
conformes.

On sait depuis longtemps que les limites singulieres des modeles a une et deux ma-
trices hermitiennes, connues sous le nom de doubles limites d’échelle, sont fortement
lies aux modeles minimaux de type (p,q) obtenus en théorie des champs conforme
[73, 34, 29 B38]. Dans cette partie, nous explicitons ce lien en montrant de maniere
précise comment traiter la singularité due a la double limite d’échelle grace aux inva-
riants définis plus haut. Nous montrons, entre autres, comment les exposants critiques
correspondants aux modeles (p, q) apparaissent et quelles sont les courbes spectrales
correspondantes.

Nous avons vu dans le chapitre 2 que, tant que la courbe spectrale classique associée
a4 un modele & deux matrices est réguliere, tous les coefficients F9) du développement
topologique de I'énergie libre peuvent étre calculés. Ainsi, le rayon de convergence en
T de FY9(T) est atteint pour certaines courbes singulieres. Nous nous restreignons ici,
comme dans la partie [5 aux singularités rationnelles.

Considérons donc le cas ou les potentiels V; et V5 sont choisis de maniere a ce que
la courbe spectrale classique Eany ait une singularité de type p/q lorsque T' est égale
a la valeur critique 7.

T=T,
2(2) ~poa 2(a) + (2 = 2(a))? (6-1)
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Notons que les valeurs de p et ¢ sont majorées par les degrés des potentiels V; et V5.
Ainsi, le modele a une matrice donne seulement acces a ¢ = 2.

On peut se ramener a la limite singuliere décrite dans la partie précédente en utili-
sant la notation t = T — T,. Ainsi, a t # 0, il n’y a pas de singularité et 'on décrit la
courbe v en termes de la variable locale ¢ = zt77 :

z(z,t) ~ x(a) + 17 Q(C) + o(t*)
y(z,t) ~yla) + 17 P(C) + o(t"™) (6-2)
(=zt™"
ou @ (resp. P) est un polynéme de degrés ¢ (resp. p).
On définit alors la courbe spectrale singuliere par

Eunsl 1) = { P = Resultant(@ — ¢, P ). (6-3)
Or, la dépendance en T' du modele a deux matrices se caractérise par
d
ﬁydx ) = dSu, 00, (6-4)

ou oo, et 0o, sont les deux poles de ydx décrits dans la partie du chapitre 2. Notons
qu’ils sont loins des points de branchement, et en particulier du point de branchement
devenant singulier. Au voisinage de la singularité, on a donc

~ Ct'd¢+ O(*) (6-5)

xT

d
ﬁyd:c

ou C' est une constante d’ordre 1. En utilisant la paramétrisation Eq. (6-2]), on obtient
la relation de Poisson [29] 34] entre les polynomes :

c

PP(QOQ'(Q) = aQ(OP'(Q) = —#=rromte (6-6)
qui fixe .
a1 oD

Alors le théoreme montre que le terme dominant des énergies libres est donné
par

Fz(f/zM(T) T:T.<T — T,) 3 20)0+a)/ a1 plo) (g, , pour g > 2 (6-8)
lorsque l'on s’approche de la singularité a T' = T.. Les deux premier termes du

développement topologique sont aussi donnés par :

¢ (p+g—1)7?
FO (1) ~ T — T,)2+% — 0 6-9
2MM( )THTC 2 (p+q)<p+q+ 1) ( ) ‘l-l"eg ) pOUIg ( )

et
1
FQ(QM(T) Y] (p—1)(g— v In(T—-T,) +0(1) , pourg = 1. (6-10)
On a ainsi un moyen de calculer explicitement la double limite d’échelle des termes du
développement topologique de I’énergie libre sans faire de passage a la limite : il suffit

de calculer les quantités correspondantes directement sur la courbe spectrale singuliere.
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Modeéles minimaux (p,q).

Etudions plus précisément la courbe singuliere &, correspondant a un modele
minimal (p, q) (cf [29]) donnée par

Epg(T,y) = { g : g((g = Resultant(Q) — z, P — y). (6-11)

ou P et () sont deux polynomes de degrés respectifs p et ¢ satisfaisant la relation de
Poisson :

pPQ —qQP" = % (6-12)
dont la solution peut étre écrite [34] :
P = (@, (6-13)
et
(@) = L+ 0, (614

ol nous avons utilisé les notations f = f, + f_ avec f, et f_ désignant respectivement
les parties positives et négatives du développement en série de Laurent de f, i.e. la
partie polynomiale et la partie polaire. On voit aisément que cette derniere équation
implique ¢ — 2 contraintes pour les éléments de Q.

La courbe &, ) ainsi définie est de genre nul et telle que les fonctions rationnelles

x et y la paramétrisant n’ont qu'un seul pole situé a l'infini : o := oo. Le noyau de
Bergmann est alors (cf partie du chapitre 2) :
d¢y dGy
B((1,() = ——=. 6-15
&= gy (o19)
Les modules au pole de cette courbe sont alors les coefficients @y et P, donnés par
q P
QO =Y " . PQO=> P (6-16)
k=0 k=0
Par translation sur la variable locale ¢, on peut supposer que @),—; = 0 et, par chan-
gement d’échelle, que QQ,—2 = —q@Q), sans perte de généralité. La relation de Poisson
Eq. (6-12)) dit alors que P,_1 = 0 et P,_o = —pP,, et donc que :
quQ Pp72
1=P,1=0 —_— = = —p. 6-17

On retrouve alors :

FO (Epa) = 0. (6-18)

Remarque 6.1 L’invariance symplectique du théoréme autorisant 1’échange des roles
respectifs de = et de y permet de montrer tres simplement la propriété bien connue d’équiva-
lence des modeles (p, q) et (¢,p).
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Autres modules.

Dans un contexte plus général [34], on peut déformer les modeles minimaux (p, q)
avec p + g — 2 autres modules ¢4, ..., t,1,_2. Pour ce faire, considérons un polynome )
monique de degré ¢ :

q—2
Q) ="+ ug ¢’ (6-19)
7=0
dont les coefficients uo, . .., u, sont des fonctions de ¢ — 1 modules ¢4, ...,?,-1 détermi-
nées par la contrainte
q—2 o +
(@) = 30T @7+ 1T O, (6-20)
j=1

Définissons alors un polynéome P monic de degré p par :

J+

q .
e QY (6-21)

p—2 p—1
PQO=+D 00 =@ =3
§=0 j=1

dépendant de p — 1 autres parametres ¢, ..., t54p—2.
La courbe spectrale classique correspondante est alors :

Ep.g(x,y) = Resultant(z — Q,y — P). (6-22)

Il est bien connu que cette courbe dépendant des parametres ¢y, ..., t,1,_2 est la courbe
spectrale de la hierarchie intégrable de Witham sans dispersion [?] et ’on a ainsi acces
aux observables de cette hierarchie.

On peut vérifier que ¢ty =t3 = ... = tp14—1 = 0 redonne bien sir le modele minimal

(p, q)-

Exemples de Modeles minimaux.

Décrivons les premiers exemples de modeles (p, ¢) en donnant a chaque fois la courbe
spectrale correspondante ainsi que les polynomes permettant une paramétrisation ra-
tionnelle.

e Courbe d’Airy (2,1).

La courbe spectrale classique pour le modele minimal (2, 1) est

Eon(@y) =y’ +t —x, (6-23)

ie.
Q) =¢+t , P =¢ (6-24)
On l’étudiera plus en détail dans la partie puisqu’elle décrit le comportement

générique de n’importe quelle courbe au voisinage d'un point de branchement et coin-
cide avec la loi bien connue de Tracy-Widom [101].

e Gravité pure (3,2).
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La paramétrisation
QO=C-20 , PQO=C-3C =3 (6-25)
donne la courbe spectrale classique
Ea (T, y) =2° — 30w — y* + 20° (6-26)

que nous étudierons dans la partie |6.4] .

e Modele d’Ising (4, 3).
Si 'on habille la gravité pure d’une structure de spin, c’est-a-dire que 'on ajoute
de la matiere de la maniere la plus simple possible, on obtient la paramétrisation

Q) =¢C=3uC-3w , P)=¢"—40 — 4wl + 20° — §t5(g2 —20) (6-27)

avec
t = 40° + 6w’ ty = 6vw. (6-28)

La courbe spectrale classique est alors

Euzy(m,y) = o' —y® — 40’2 + 3v'y + 20°
+12wv(—xy + v2w) + 6w (—2* + 20y — 40°) + 8wz — 3w*
+5t5(—2y — v2r® 4 203y + 20° — 2wyx + 20 wr + 3wy — 17TV w?)
25
—i-?tg(?ﬂy + 20" — dvwr — 120w?)
125

—i-ﬁtg(—xQ + 2v% — 6wz — Iw?). (6-29)

Les variations par rapport aux modules t5, t5 et t; correspondent a des variations de
la forme ydx données respectivement par

Qs = —dAs = d(¢° — 5u¢® + 100%¢), (6-30)
— 4, = Dt g —wc?
O = —dA; =d(¢+ 15 0 (20°C + 2vw — w(?)), (6-31)
et 5oy
_ _ _ 2, 2 5 2,2 992 _
Oy = —dAy =d(¢* + R (v°C" — 2vw( — 2w”)) (6-32)

en utilisant les notations de [4.2

e Modéles unitaires (q + 1, q).
Lorsque p := g + 1, la courbe spectrale classique prend la forme :

g(q—l—l,q) (Z‘, y) = Tq-&-l(‘r) - Tq<y) (6‘33)

ou 7, est le p-ieme polynome de Tchebychev. Elle est alors paramétrée par

Q) =T,() PO =Tp(C)- (6-34)
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6.2 Application a l’intégrale de Kontsevich.

Dans ce paragraphe nous étudions un cas particulier tres simple de modele a une
matrice en champ extérieur introduit par Kontsevich dans le cadre de I'étude des
nombres d’intersection des surfaces de Riemann [72]. Il serait intéressant de développer
le profond lien entre les invariants introduits dans cette these et le calcul de ces nombres
d’intersection et la conjecture de Witten-Kontsevich [I0§], mais ce n’est pas le propos
de ce paragraphe et nous discuterons brievement ce point au cours de la conclusion.

L’intégrale de Kontsevich est la fonction génératrice permettant de calculer les
nombres d’intersection de 'espace des modules des surfaces de Riemann (cf. [72] 33]).
Elle est définie par :

3 1 1
ZKontsevich = /dM e_NTr(MT_M(A2+t1)) ) tl ==Tr— (6-35)
N A
ou A a pour valeurs propres A, ..., A\y. Cette intégrale correspond donc au modele a

une matrice en champ extérieur Zyey introduit dans la partie 2| du chapitre 3 avec
V(z) =a%/3 et A = A? +t;. La courbe spectrale classique correspondante est donc

gKOHtSGViCh(x) y) = (12 - y)S(y) - xSl (y> - S?(?J) (6_36)

ou Si(y) et Sa(y) sont des polynomes de degrés inférieurs strictement a s qui est le
nombre de valeurs propres distinctes de A.

Pour que Fégo)ntsevich soit bien la fonction génératrice des nombres d’intersection,
cette courbe spectrale doit étre de genre nul nécessairement. Alors, on peut écrire

explicitement une paramétrisation rationnelle :

Tr +
. — N A z—A _
gKontsewch(x» y) { y(z) — 52 + % Tr % . (6 37)

Sous cette forme, on peut voir que les points de branchements en x sont nombreux et
compliqués & décrire. Heureusement, l'invariance symplectique du thJ4.1 nous permet
de travailler avec les roles de x et y inversés. Nous allons donc étudier la forme xdy et
les points de branchement en y. En fait, il y a un unique point de branchement en y
solution de 3/(z) = 0 : il est situé & I'origine z = 0. Or, les formules définissant les F(9)
consistent en le calcul de résidus en ce point de branchement, on a donc uniquement
besoin de connaitre le développement de Taylor de z(z) autour de z = 0 pour calculer
tous les F@ ie.

_ .1 o] k
gKontsevich<x7y) = { x(Z) B 2 Zk:o thrQZ (6—38)

ou l'on a défini les temps de Kontsevich :

1
by = Tr AF (6-39)
de maniere a ce que :
3 I((go)ntsevich = F (Exontsevieh)-
(6-40)
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On peut une nouvelle fois utiliser 'invariance symplectique du théoreme et
ainsi ajouter a x(z) n’importe quelle fonction rationnelle de y(z). On obtient ainsi le
théoreme suivant :

Théoréme 6.1 FY dépend uniquement des temps impairs toy1, with k < 3g —

Kontsevich
2
(9) _ 9
FKontsevich - FKontsevich (tl? t37 t57 T 7t69—3)

(6-41)

Supposons maintenant que t, = 0 pour tout & > p+2. La courbe spectrale classique
devient alors : . i
fL'(Z) = 22— 5 Zk‘:O tk+22 (6-42)
y(z) =2+t
qui n’est autre que la courbe du modele minimal (p,2) introduite dans le paragraphe
précédent. D’une part cela démontre aisément le résultat obtenu par Ambjorn et Krist-
jansen [I0] liant la double limite d’échelle du modele & une matrice et I'intégrale de
Kontsevich. D’autre part, cela démontre en une ligne le théoreme classique

Théoreme 6.2 Zxonisevien €St la fonction T de la hierarchie de KdV.

Quelques fonctions de corrélations et énergies libres.

Pour la courbe de Kontsevich, les éléments de base sont donnés par :

dzdz' zdz ,
(Z — z/)2 ) dEz(Z/) = m , L«J(Z) = 2z2dz (2 — Zt2j+3 22])

J

B(z,2') =

(6-43)
et I'unique point de branchement est situé en z = 0.
Suivant la définition [3.1] on calcule les premieres fonctions de corrélation :

dz 1 t
W(l) — _ — s
1 () 82— t3) (z4+(2—t3)z2 ’

1 dzdzd
W?)(O)(ZDZZ)Z?)) = - Ao 237

2 —t3 222222
(6 — 45)

(1) N dz1 dzy 2/p A 4 2.2
W2 (Zl, 2’2) = m (2 — t3) (52’1 + 522 + 321 22)
+6t221 25 + (2 — t3)(6t52] 25 + 6t522 25 + 5tr2)2y)

(6 — 46)

et

2) _ dz 4.8 2.6 2
WP = aoayw [252t5z 1 124225(2 — 15)(50 4,22 + 21 15)
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+24(2 — 3)%(25212 + 348 t5t,2° + 145 122* + 308 t5tg2?)
+2%(2 — 13)(203 t5 + 145 2°t; + 105 2*tg + 105 25¢;7)
1105 (2 — tg)ﬂ .
(6 — 47)

Les premiers termes du développement topologique de 1’énergie libre sont alors
donnés par

1 1 l3
FI((o)ntsevich = _ﬁ In (1 - 5) (6‘48)
et 3 2
1 2523 4 435 t5tr(2 — t3) + 175 80(2 — t)
B oen = 5 . 6-49
Kontsevich 1920 (2 - t3)5 ( )

Ces expressions coincident bien avec les résultats déja connus dans la littérature [61].
Il est ici facile de calculer les termes suivants du développement topologique en
utilisant la méme méthode (on peut facilement écrire un programme faisant le travail).

6.3 Exemple : courbe d’Airy.

La courbe y = y/z est d’un intérét particulier. En effet, non seulement elle corres-
pond au modele minimal le plus simple (cf [34, 35]), i.e. (2,1), appelé également loi de
Tracy-Widom [I0T], mais elle est le prototype du comportement de n’importe quelle
courbe au voisinage de I'un de ses points de branchements.

Considérons la courbe
Ex,y) =y* —x (6-50)

et I'uniformisation p =y :

x(p) = p’
{y(p) =p (6-51)

Il n’y a ici qu'un pole situé en p = oo, et un seul point de branchement en p = 0. Le

point conjugué est alors simplement p = —p et le noyau de Bergmann :
dp dgq qdp 2
B(p,q) = , dE,(p) = , w(q) = 4q°dq. 6-52

On peut aisément voir que toutes les fonctions de corrélations avec 2g + k > 3 sont

de la forme :

W,gg)(pl, ey DE) = w,gg) (p%, . ,pi) dpi .. .dpy (6-53)

On peut méme observer que les regles diagrammatiques sont homogenes et donc les

fonctions Wl(g ) (p) doivent étre homogenes en p. On peut montrer que :

cg dp
p6g—2

Wi (p) = (6-54)
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et que la fonction de corrélation a un point resommée est
Wi(p, N) := —Nydz + > N'"2W% (p) = Wy(Nip,1). (6-55)
g=1

De méme, la fonction a deux points est donnée par
Wap,q, N) = N"2W?(p,q) = Wa(Nsp, Nig, 1) (6-56)
g=0
et plus généralement

We(pr, .- ope N) =3 N5 (py ) = Wi(Nipy,..., Nipg,1). (6-57)

9=0

En fait, la solution de la relation de récurrence Eq. peut s’exprimer explicite-
ment en termes de la fonction d’Airy. Pour cela, considérons g(z) = Ai'(z)/Ai(z) on
Ai(z) est la fonction d’Airy, i.e. ¢'(x) + ¢g*(z) = z = p?. En termes de la variable p, on
traduit cela par :

f/
fo)=9*) . 4+ = »’ (6-58)
dont le développement a grand p donne :
[T S RN (6-59)
p)= kP = 2 3 -
k=0
ou les coefficients du développement satisfont :
43k i
5 fi1+ D Fifens = O (6-60)
§=0

Les fonctions a un et deux points sont alors obtenues sous la forme :

p° — f(p)f(—p)
f(p) — f(-p)

d N d 15!1d
pdp = —2pdp+ L4 TP 0P 661

Wi(p,1) = -2 (2p)* " 32 (2p)10 " 34 (2p)16

et

(f(p) = f(0')) (f(—
(p* =% (f(p) — f(—p)

=
|

=
|

)B\

Wa(p,p' 1) = —4 pdp p'dp’. (6-62)

~—
~—
~
N
’6\
S~—
|
~
—~
|
Y
S~—
S~—

En particulier
f'®)f'(=p)
(f(p) = f(=p))

d’ou la fonction a deux points non corrélée

WQ(papv 1) = 2 dp2 (6_63)

Wa(p,p, 1) + Wi(p,1)? = 4p" dp* = x dz”. (6-64)
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De maniere analogue, on trouve par exemple la fonction a trois points

Ws(p1, p2,p3, 1)
B dridzradrs "
IR N L e 20,
" S F @) (=) (F(pic1) + F(=pic1) = FBis1) — F(=Pit1))
(f(p1) = f(=p))(f(P2) — f(=p2))(f(p3) — f(—p3))
dpy dps dps dp: dps dps

2pipsps  20p% Pl ps

(6 — 65)

ainsi que des expressions similaires pour n’importe quel W.

En fait, on sait par ailleurs que toutes les fonctions de corrélations peuvent s’écrire
sous forme de déterminant [40, 41] en utilisant le noyau de Tracy-Widom [101] :

Ai(z)Ai'(2") — Ad' (z) Ai(x)

r—xa

K(z,2") = : (6-66)

ce qui a un fort lien avec les propriétés d’intégrabilité de ces systemes. En effet, le
fait que la fonction d’Airy satisfasse I’équation différentielle Ai” = xAi peut étre vu
comme une conséquence du fait que A; soit une fonction de Baker—Akhiezer ainsi que
des équations de Hirota démontrées dans le théoreme de la partie suivante.

Remarque 6.2 Pour cette courbe, I’énergie libre est nulle :

Vg F9 =o. (6-67)

6.4 Exemple : la gravité pure (3,2)

Etudions maintenant en détails le modele minimal (3, 2) souvent appelé modele de
la gravité pure [34]. Pour cela, considérons la courbe algébrique :

z(z) =22 —2v
s = ¢ y(z)=2"—3vz . (6-68)
tl == 31)2

Remarquons tout d’abord que, puisque ce modele est unitaire, I'uniformisation est
obtenue par les polynomes de Tchebychev Ts et T3, qui satisfont la relation de Poisson
Eq. (6-12). Par changement d’échelle z = /v p, on peut écrire la courbe comme :

z(p) = v(p® — 2)

Loy = ylz)=v"2(p* = 3p) . (6-69)
tl = 31)2
Il n’y a alors qu'un seul point de branchement situé en p = 0 et le point conjugué est
alors défini par p = —p. Comme précédemment le noyau de Bergmann est celui de la
sphere :
dp dgq qdp
Blp.q)=7—"71 dE,(p) = (6-70)
(» —q)? ! ¢ — p?
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w(g) = (y(q) — y(@)dx(q) = 4> (¢* - 3) ¢° dg (6-71)
2 5

D(g) = (S — 24") (6-72)

La variation de ydx correspondant a une variation de t; est donnée par :

dy(p)dx
Q(p) = - W o2dp= v Res qB(p.g) . Milg) = —v'q
z(p)
(6-73)
donc l'effet de 0/0t; sur les fonctions de corrélations est décrit par :
9 (9) 1/2 (9)

a—thk =—v qPieO% qW,3. (6-74)

Quelques fonctions de corrélation et énergies libres.

On trouve les premieres fonctions de corrélations :

—5/2 dp,dpyd
(0) v p1ap2aps
WS <p17p27p3> — 6 p%p%pg (6_75)
—-5/2 .2 +3
WwO(p) = T2 6-76
15q4+15p4+6p4q2+2p4q4+9p2q2+6p2q4
Wi (p,q) = v s dpdg — (6-77)
P q
2 135 + 87p? + 36p* +12p + 4p8
Wi (p) = —v 2 7 T dp (6-78)
W = 14+33" = | dpidpadpsd 6-79
2 (P1, D2, P3,D4) s + ;pf P1aP2aP3aP4 (6-79)
W3 (p1opeps puops) v 1+3Z P 6D +5Z (6-80)
dprdpadpsdpadps 9ptp3p3PiDS - — ?zﬁ z

Encore une fois, il est aisé d’obtenir de cette facon n’importe quelle fonction de
corrélation.

On peut également calculer les différents termes du développement topologique de
I’énergie libre Par exemple, le théoreme et Eq. , permettent de calculer :

BF© 1 1 RFO ) (6-81)
_— = —— = — _— = —— —
ot3 6v 24/3t; ot? V3

en utilisant eq[6-75]
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De plus eq[6-76] implique :
oF®) 1 1 O*FW 1
_ N — = 5 (6-82)
et eq donne :
OF® 7 7 OP*F®@ 49
S —op = — 7 — = 5z (6-83)
oty 283 28 33/2 41 oty 29 33/2 ¢
On peut alors vérifier que la dérivée seconde de I’énergie libre :
O°F - (1-59)/2 4,(9)
== =Y {17920 F9 = : 6-84
s s -3 5y Y
satisfait ’équation de Painlevé I ordre par ordre :
1 1
2 "
—u" = =t;. 6-85
u” + su = 3h (6-85)

Il est bien connu que cette équation doit étre satisfaite a tous les ordres [23], [39) 55 34].

Ceci peut une nouvelle fois étre vu comme une conséquence des équations de Hirota
présentées dans le th|7.2]

7 Intégrabilité des invariants algébriques.

Comme nous 'avons vu, il exste plusieurs exemples identifiant des fonctions de
partitions de modeles de matrices comme les fonctions 7 d’un systeme intégrable. Nous
allons montrer dans cette partie comment différents indices laissent supposer que notre
construction donne acces a une fonction 7 (formelle pour le moment) associée & une
courbe algébrique quelconque.

7.1 Fonction de Baker-Akhiezer.

Etant donnés deux points & et n du domaine fondamental, on définit le noyau suivant
comme une série formelle en % ;
_N (€
e an ydx

E(&n) \/dx(§)dx(n)

00 00 1 £ p¢ 13
S Ty -
n n n

g=01=1,2—2g—1<0

KN(&)H) =

(7-1)

ou le chemin d’intégration reste entierement dans le domaine fondamental. Il satisfait
les propriétés suivantes :
— On peut voir que (z(§) —z(n))Kn(§,n7) — 1 quand n — &.
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~ Ona
tiny (K(6) = o yy) =~V + e (72
ou W, = ii\fl—?gwfg)
_ Liéchange des deux arguments se traduit par
Kn(&n) = K_n(n,8). (7-3)

— A priori, Ky pourrait avoir des poles aux points de branchement puisque son
logarithme In Ky en a. Cependant, d’apres le théoreme de })assage a la limite
th, on peut voir que le terme dominant de tous les W est donné par les

W;¥ correspondant a la courbe d’Airy y* = z étudiée dans la partie ﬁ du

chapitre précédent. Ainsi, au voisinage d’un point de branchement a, le noyau

K se comporte comme le noyau de Tracy-Widom [101] quand £,7 — a :

E=NP(€) —z(a) 0= NPa@m) () (7-4)

Donc Ky n’est pas singulier aux points de branchements.
— Les seules singularités de Ky (&,7n) sont : d’une part, des singularités essentielles

aux poles de ydx avec une partie singuliere égale a exp (—N f: ydz) et un pole
simple en ¢ = n d’autre part.

Considérons maintenant un pole o de ydzr. Pour ¢ dans un voisinage de «, on

définit :

dzq
efN Va(g)e—]\lfcf (ydr—dVa+ta o )

n® = e Vw0

oo (-3 3 e [ )

g=0 [=1,2—2g—1<0

~ lim <K<s,n> drln) v (Za(n))Nt“> (7-5)

n—a dCq (77>

ot (, est encore un parametre local au voisinage de «, (, = i, et oo N (&) = Ya,—n(§).
On appelle ces fonctions, fonctions de Baker-Akhiezer car elles possedent les
propriétés suivantes tres similaires a celles des fonctions de Baker-Akhiezer introduites
dans le cadre des systemes intégrables classiques (cf [12]) :
— Yo N est définie seulement dans le voisinage de o mais on peut facilement la
prolonger analytiquement sur la courbe entiere en choisissant un point de base
arbitraire o dans le voisinage de « et en écrivant :

¢ dz
/ (ydx — dV,, + t, —a)+V (&) — taIn(24(8))

/ yd:}c+/ (ydz — dV,, + t, %)—f—V( ) —taIn(24(0)).  (7-6)
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— Comme Ky, ces fonctions pourraient a priori avoir des poles aux points de banche-
ments. Mais de fagon similaire, le théoreme montre que lorsque les arguments
approchent un point de branchement a, & — a, les fonctions de Baker-Akhiezer
se comportent suivant :

~

Yan(€) ~CAIE) . €= NP(a() - x(a)) (7-7)

ou C' = 1, n(a)/Ai(0) est une constante de normalisation.
— Les seules singularités de 1, y sont des singularités essentielles aux poles de ydx

ot la partie singuliére est donnée par exp (=N [ ¢ ydz).

Remarque 7.1 En fait, ces fonctions ¢, y ne sont pas & proprement parler des fonctions
de Bakher-Akhiezer. En effet, elle ont des intégrales non nulles autour de cycles non-triviaux :
elles ne reprennent pas la méme valeur aprés que leur argument ai fait un tour autour de
I'un de ces cycles. Les fonctions de Baker-Akhizer, quant & elles, ne doivent pas changer de
valeur aprés un tour de leur variable autour de n’importe quel cycle. On peut donner cette
propriété aux fonctions ¢ par normalisation par des fonctions 6 appropriées mais détruisant
ainsi le développement en # L’étude de cette normalisation est tres intéressante mais sort
largement du propos de cette these, c’est pourquoi nous n’aborderons pas plus le sujet.
Nous nous restreindrons donc aux v, y eux meémes qui peuvent étre vus comme des
”fonctions de Baker- Akhiezer formelles”, ¢’est-a-dire qu’elles satisfont des équations de Hirota

ordre par ordre en % comme nous le montrons dans le prochain paragraphe.

7.2 Relation de Sato.

Etant donnés deux points £ et 1 de la surface de Riemann compacte X et un nombre
complexe r, on définit la courbe :

£ 1l —n] = { (x<p>, y(p) + rdjjc—(]ff)) pe z} (7-8)

La différentielle ydx + rdSe,, a les mémes intégrales autour des cycles A que ydz. Elle
a également les mémes poles avec la méme partie singuliere plus deux nouveaux poles
simples, I'un en p = ¢ avec résidu r et I'autre en p = 1 avec résidu —r.

On peut alors démontrer la relation de Sato :

Théoréme 7.1

Zn(E + & —n))
Zn(E) ’

Zn(€ + 1 al)
Zn(E)

KN(fan) =

wa,N(f) = (7_9)

1

Encore une fois, cette relation est a comprendre au sens des séries formelles en

7.3 Equations de Hirota

Considérons deux courbes algébriques E(z,y) et E(x,y) avec la méme structure
conforme, on a alors les relations bilinéaires :
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Théoréme 7.2

Res dx(n) Kx(&,n) Ky (n,¢) = Kn(£, <) (7-10)
et
Res dz(€) tan(€) o _x(€) =0 if Nig > Nt,+1 (7-11)

§—a

qui prennent la méme forme que l'équation de Hirota des systémes intégrables classiques

[12,[7])] en les considérant comme des relations entre séries formelles en %

8 Conclusion du chapitre.

Nous avons montré dans ce chapitre comment construire, a partir de n’importe
quelle courbe algébrique, un ensemble infini de nombres et de formes différentielles
qui coincident avec les développement topologiques de plusieurs modeles de matrices
lorsque la courbe considérée est une courbe spectrale. Non seulement ceci permet d’uni-
fier ces différents modeles dans une méme classe mais de plus, connaissant les propriétés
d’invariance de ces objets sous les déformations de la courbe algébrique considérée, nous
avons ainsi construit un objet puissant pour comparer différents modeles : pour com-
parer deux modeles il suffit de voir si leurs courbes spectrales appartiennent a la méme
classe d’équivalence modulo les transformations conservant les F'9). De plus, nous avons
vu que ces propriétés d’invariance sont un outil tres puissant pour le calcul, comme le
montre 'exemple de I'intégrale de Kontsevich ou des résultats classiques sont retrouvés
sans effort.

Nous avons également fait un premier pas en direction d'un systeme intégrable sous-
jacent en construisant les briques élémentaires d’un systeme intégrable classique sur la
courbe algébrique considérée. Cependant, si ce développement formel semble donner
tous les termes d’un développement semi-classique, il n’en donne pas pour autant acces
au systeme quantique sous jacent. En effet, en fixant les fractions de remplissage (et
donc en empéchant les instantons dans le cas des modeles de matrices), il semble que
I’on a brisé une symétrie globale qu’il faut restaurer pour revenir au systeme quantique
correspondant a une valeur de N finie. Il reste donc beaucoup a explorer dans cette
direction.

Une autre direction a explorer consiste a se demander si cette construction peut
s’étendre a des variétés autres que des surfaces de Riemann obtenues par 'intermédiaire
d’une courbe algébrique. En effet, il semblerait que la construction développée ici ne
dépende que des points de branchements et pourrait par exemple s’étendre a certaines
courbes de la forme :

E(x,y) =0 (8-1)

ou &£ n’est plus un polynoéme mais une fonction analytique en ses deux variables.
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Chapitre 5

Modeles de matrices et théorie des
cordes.

Les modeles de matrices ont souvent joué un role, ou du moins tenté, dans I’'étude
de différentes théories des cordes. Au cours des dernieres décénnies, avec 1'évolution
de la compréhension de ces théories, l'interaction entre cordes et matrices aléatoires a
pris de nombreuses formes dont nous allons donner ici quelques exemples. Le lecteur
intéressé pourra se reporter aux revues de Marino sur le sujet [80, [§T].

1 Théorie des cordes critiques et doubles limites
d’échelle.

Les modeles de matrices tels qu’ils sont décrits dans cette these sont par exemple
apparus de maniere détournée dans 1I’étude de ce que 1’on appelle la théorie des cordes
critiques (voir la partie qui leur est consacrée dans le chapitre 1).

Considérons une théorie des cordes correspondant a mettre une théorie des champs
conforme sur une surface de Riemann X,. L’objet principal de cette théorie est alors
I’énergie libre :

F=Y @R . = [ DhDoesin (1)
g

ou gs est la constante de couplage des cordes, h la métrique bidimensionnelle sur ¥, ¢
les champs de matiere couplés a la gravité par 'action S et l'intégrale de chemin dans
F, porte sur les configurations de champs sur ;. On peut généraliser cette énergie libre
en perturbant 1’action de la théorie conforme par un ensemble d’opérateurs a l'aide de
modules ¢, :

Slp,h,t] == S[p,h] + Y .0 (1-2)

Le calcul de I'énergie libre, tres compliqué en général, se simplifie beaucoup lorsque la
théorie conforme a une charge centrale égale a la charge centrale critique ¢ = 26. En
effet, dans ce cas, la métrique se découple et il ne reste plus qu’a intégrer sur l’espace
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des modules M, des surfaces de genre g :

F, = / dr / Dee 501 (1-3)
My

ou 7 est un ensemble de 3g — 3 coordonnées paramétrisant 1’espace des modules. On
voit qu’il est alors nécessaire de décrire toutes les surfaces ¥, ce qui peut étre fait en
utilisant les modeles de matrices et leur limite continue.

On peut aller plus loin puisque lorsque la charge centrale satisfait ¢ < 1, bien que la
théorie ne soit plus critique et donc compliquée par la présence du champ de Liouville
—un degré de liberté dynamique —, on peut calculer tous les F, grace aux modeles de
matrices.

L’idée de base est assez naturelle. Puisque I’'on veut décrire la feuille d’univers de la
corde, on va la discrétiser pour pouvoir la générer par une intégrale de matrice formelle
comme définie dans les chapitres 2 et 3 de cette these. Les doubles limites d’échelle
étudiées dans la partie |5/ du chapitre 2 permettent alors d’atteindre des surfaces conti-
nues en imposant une charge centrale ¢ < 1 a la théorie conforme. La partie divergente
des différents termes du développement topologique du modele de matrices sont alors
identifiables avec les coefficients du développement en g, de ’énergie libre de la théorie
des cordes :

Fg = F(g)(EDSL) (1"4>

ou Epgy est la courbe obtenue en prenant la double limite d’échelle de la courbe spec-
trale du modele de matrices. De méme, les W,Eg) peuvent étre interprétés comme des
fonctions de corrélation de la théorie des cordes : elles correspondent a des amplitudes
de cordes ouvertes consistant a intégrer sur un ensemble de surfaces avec bord.

Notons que, jusqu’a maintenant, ce calcul s’effectuait en évaluant 1’énergie libre
du modele de matrice lui méme avant de prendre la double limite d’échelle du résultat
obtenu. Le résultat de [IV]|résumé dans la partie [5|du chapitre 4, montre que ce passage
a la limite n’est pas nécessaire. L’énergie libre de la théorie des cordes peut directement
étre obtenue en calculant les invariants F9) de la courbe algébrique E(p,g) du modele
minimal (p,q) voulu sans qu’elle ne vienne d’une quelconque limite! Ce résultat est
un premier indice révélant un lien plus profond entre les invariants algébriques F9) et
I’énergie libre de théories des cordes indépendamment de 'existence d’un quelconque
modele de matrice intermédiaire.

2 Théories de cordes topologiques.

Cette approche des théories des cordes par les modeles de matrices était, jusqu’il y a
peu, limitée a ce secteur particulier correspondant aux doubles limites d’échelle. Mais
I’engouement récent, en mathématiques et en physique, pour les théories des cordes
topologiques a permis de montrer que 'interaction entre les deux modeles est bien plus
profonde.

Les théories des cordes topologiques correspondent au cas ou la théorie conforme
couplée a la gravité est un modele Sigma bidimensionnel non linéaire dont 'espace
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cible X est une variété de Calabi—YauE] [78, 106, 107]. Cela signifie que les champs de
base sont des applications :
X, — X (2-1)

Il existe en fait deux versions de telles théories : le modele A lié a la théorie des invariants
de Gromov-Witten et le modele B lié aux déformations de la structure complexe de la
Calabi-Yau X. C’est ce dernier modele que nous allons étudier dans la suite.

Explicitons d’abord la structure complexe d’une variété de Calabi-Yau X de dimen-
sion complexe 3. La structure complexe d'une Calabi-Yau X est donnée par un ensemble
de modules formant un espace M de dimension h'?(X) paramétrisable comme suit.
On commence par choisir une base de H3(X,Z) :

(A[,B[) , IIO,l,...,hl’Z tels que A[ﬂB]I(SIJ. (2—2)

On définit alors les périodes de la Calabi-Yau par :

X[ = Q et f[ = Q (2-3)

Ar By

ol §2 est une section holomorphe non nulle de la fibrée canonique Q3°(X )EI On peut
montrer que les X; sont des coordonnées projectives de M, et donc que les F; = F;(X)
en sont des fonctions. On peut méme montrer que leur dépendance provient d'une
unique fonction F(X) selon :

Fi(X) = 8?;()1().

Cette fonction est homogene de degré deux en X7, on peut donc introduire des nouvelles
coordonnées

(2-4)

Xr
tr = — I=1,...,h"*X 2-5
I XO ) 9 ) ( ) ( )
de maniere a définir le prépotentiel :
1
Fo(t) = 55 F(X) (2-6)
0

qui s’avere coincider avec 1’énergie libre de genre 0 des cordes topologiques de type B
sur X que nous définissons maintenant.

L’action d’une théorie topologique de type B sur X est obtenue par une déformation
de l'action standard :

Syes =8O+ tr [ 6P +3 0 [ & (2-7)
I=1 g I=1 P

par les opérateurs chiraux ¢; et anti-chiraux ¢; de la théorie correspondant aux direc-
tions marginales.

LCette propriété est trés importante pour que la théorie soit topologique. Nous ne la décrirons pas
ici et le lecteur intéressé pourra se réferer aux revues [80, BI] pour plus de détail.
2L’existence d’une telle section est assurée par la propriété de Calabi-Yau de la variété X.
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Notons que la déformation de 'action par les ¢ peut s’écrire comme un terme BRST-
exact par rapport a la symétrie topologique de la théorie. On s’attendrait alors a ce
que I'énergie libre de genre g, F9) ainsi que les fonctions de corrélation

cw = < /2 o2 . /2 ¢>§i)> (2-8)

ne dépendent pas de ces parametres non-holomorphes . Cependant, le couplage a la
gravité détruit cette indépendance en introduisant une anomalie connue sous le nom
d’anomalie holomorphe. Cette anomalie provenant de termes de bord peut étre
entierement caractérisée par des équations de récurrence : les équations d’anomalie
holomorphe [15]. Celles-ci peuvent étre écrites en utilisant les notations suivantes. La
métrique de Zamolodchikov sur I'espace des modules peut étre définie en termes d’une
fonction de Kahler K par

G;7 = 010;K (2-9)
ou 'on a utilisé la notation
0 0
(9 = — & = . 2—10
=0y T ot (2-10)

L’énergie libre de genre 0, F(9, donne acces aux fonctions holomorphes & deux et trois
points :
T1J ‘— 818JF(0) y C[JK = 818J8KF(0). (2—11)

Les équations d’anomalie holomorphes peuvent alors s’écrire :

1 !
Vg >2, 0xF9 ==-Cc ( D,D,F9= 4+ N " D,FWp,Fla=h 2-12
K 2 K
h=1

ol la dérivée covariante est définie par
D[ = 0[ - F[ + (2 - 29)81K (2—13)

avec le symbole de Christoffel

I'E = G"M0,G 3 (2-14)
et le tenseur o
C% = €2KGIMGJNCW. (2—15)
Pour le genre 1, I’équation s’écrit :
005 F® = Loy 0t (X ) q 2-16
107 = UL =\ 5y 17 (2-16)

Notons également que les fonctions de corrélation peuvent étre obtenues par action
de la dérivée covariante sur les énergies libres :

Cy, =Dy ...D,F9. (2-17)
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On peut donc écrire des équations d’anomalie pour elles aussi :

Lomn (A1)
&Ch qy - §CF (Cj\g[Nh 1
g
(g—r)
+Z 8' n — S ‘ Z MI o(1)- IU(S)CNIJ(5+1)~"Ia(k)>
r=0 s=0 o€Sy,
k
—(29-2+n-1) Z GFISC§f.)..IS_1IS+1...Ik'
s=1

(2—18)

Une fois les équations d’anomalie holomorphes résolues, il reste a fixer une constante
d’intégration, i.e. une fonction holomorphe des parametres. Pour ce faire, on cherche a
déterminer la limite holomorphe de F9) (¢, 1) définie par :

FO(t) := lim FY(¢t,1). (2-19)
t—o0
Ce passage a la limite n’est pas anodin. En effet, si I'on transforme ainsi I’énergie
libre en une fonction holomorphe des modules, on perd une propriété de symétrie :
I'invariance modulaire de F'9)(¢,%) est brisée. Nous avons vu dans le chapitre précédent
que ce comportement se retrouve dans le cadre des invariants algébriques losque 1’on
fait varier k.

Remarque 2.1 Les amplitudes définies ici ont pu étre interprétées comme les amplitudes
d’une théorie quantique des champs six dimensionnelle sur la Calabi-Yau X : la théorie
de Kodaira-Spencer [I5]. Dans la suite, nous ferons donc régulierement référence a cette
théorie pour parler des amplitudes du modele de type B.

3 Conjecture de Dijkgraaf-Vafa et modele B local.

3.1 Variétés de Calabi-Yau locales.

Parmi les différentes classes de variétés de Calabi-Yau possibles pour I'espace cible,
il en existe une qui permet de rendre le lien entre modele B et modeles de matrices
(ou invariants algébriques) plus explicite encore. On appelle les variétés non compactes
correspondantes des variétés de Calabi-Yau locales [69]. Il a été monré dans [69]
que leurs propriétés sont alors encodées dans une surface de Riemann compacte %, de
genre 7| par l'intermédiaire des modules

t;oc/ ydzx , I=1,....,n (3-1)
Ap

avec {(Ar, Br)} une base de cycles de ¥, et la forme ydx définie par une paramétrisation
de ¥, comme équation algébrique. Ainsi, au lieu de travailler sur une variété de dimen-
sion 3, on travaille sur une variété de dimension 1, une surface de Riemann, tout comme

3 Attention, cette surface ne doit pas étre confondue avec la feuille d’'univers X, sur laquelle portent
les intégrales du paragraphe précédent.
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dans le cadre des matrices aléatoires. Dans le paragraphe suivant, nous montrons sur
un exemple précis comment passer de la Calabi-Yau a la surface de Riemann.
Dans ce contexte, la métrique de Zamolodchikov est donnée par

Glj == —i(T - 7)[J (3-2)

ou la fonction a deux points 7 est simplement la matrice des périodes de Riemann de
Y. Le symbole de Christoffel et le tenseur C’% sont quant a eux donnés par :

T = [(T - ?)_1} i O1Tym (3-3)

et
1M _\_17JN
C’% =— [(T —7) 1] [(T —7) 1} Cyrvre- (3-4)
Les équations d’anomalie holomorphes sont alors toujours données par Eq. (2-12)
pour les énergies libres en considérant la dérivée covariante :

D;:=0r—T. (3-5)

De méme, les fonctions de corrélation satisfont toutjours Eq. (2-18) mais sans le terme
de la seconde ligne, i.e :

(9) MN [ ~(9-1) Z} : Z i)
a76\1]1 Ik C MNIl Ik_'_ S‘ | MIo'(l) Io'(s NIO'(5+1) Io'(k)

r=0 s=0 oESK
(3-6)
3.2 Conjecture de Dijkgraaf-Vafa.
Considérons un cas particulier de Calabi-Yau locale donnée par l’équationﬁ
u?* +v? = H(z,2) avec H(w, z)=2>— W\(2))?*+ f(z) (3-7)

ou W(x) et f(x) sont deux polyndémes de degrés respectifs n + 1 et n — 1. La section
holomorphe est alors donnée par

drdzdu

2T

Q= (3-8)
Pour cette géométrie particuliere, montrons que ses périodes sur les cycles d’une base
symplectique de la Calabi-Yau peuvent se ramener a des intégrales sur les cycles de la
courbe X,

yi(z) = (W'(2))* + f(2). (3-9)

Supposons que cette courbe est générique, c’est-a-dire qu’il y a 2n points de branch-

ments distincts :
2n

(W'(2))* = f(z) = [ [(x = a2). (3-10)

i=1

4(C’est bien une variété de dimension 3 complexe : une équations polynomiale liant 4 variables
complexes u, v, x et z!
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Considérons les cycles {A;}i—1..,, définis par
Vi=1,...,n, A= [1_1,72]. (3-11)

On construit alors les cycles A; de la Calabi-Yau par fibrations sur ces intervalles par
I’équation :
2n
Vi=1,....n,VoeeA, v+0°+2"=]]@-um) (3-12)

=1

Notons que ces cycles sont n 3-spheres de la variété de Calabi-Yau se projetant sur les
cycles A; de la courbe H(z,y) = 0 dans le plan de x. De méme, on définit les cycles
B par fibration sur les cycles B; orthogonaux aux cycles A;. Calculons maintenant les
périodes de la section €2 sur ces cycles.

Soit C un cycle A ou B et C le cycle corespondant sur la variété de Calabi-Yau.

Alors
/Q:/dxdzdu' (3-13)
é ¢ 2mv

Puisque C peut étre vu comme une 2-sphere

u? + 0 + 2% = y(z)? (3-14)

paramétrisée par x se déplagant sur C, on peut décomposer cette intégrale en une
intégrale sur cette 2-sphére de rayon y(x) et une intégrale sur Cﬂ :

I A .
= /Cy(x)dx.
(3 15)

Nous avons ainsi montré que, en intégrant la partie "triviale” de la géométrie de la
variété de Calabi-Yau, on peut se ramener a étudier la projection sur une courbe
hyperelliptique.

Jusqu’ici, nous avions simplement vu une tres forte similitude entre les propriétés
de transformation des énergies libres sous les déformations de la Calabi-Yau et les
propriétés de variations des invariants algébriques associés aux surfaces ¥, sans pour
autant aller plus loin. Dans ce cas précis, on peut aller plus loin. On reconnait en
effet dans I’équation de %, la forme de I'équation de la courbe spectrale classique
d’'un modele & une matrice avec un potentiel W (z). Par ailleurs, Dijgraaf et Vafa
ont conjecturé dans [36] que les énergies libres holomorphes F(9(t) de cette théorie
sont données par les termes du développement topologique du modele a une matrice
hermitienne. Cette conjecture a été vérifiée aux ordres 0 [36], 1 [37, [70] et 2 [5§].

50n a supposé ici que u, v et z sont réels lorsque x € C. On peut faire exactement la méme chose
dans le cas ou ils ne le sont pas
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3.3 Miroirs de géométries toriques.

Il existe une autre classe de Calabi-Yau intéressante. Celle-ci est liée a la symétrie
miroir [57] qui est une symétrie tres importante puisqu’elle permet de relier les modeéles
de type A et de type B, i.e. la théorie des invariants de Gromov-Witten et la théorie
des déformations de variétés de Calabi-Yau. Elle dit qu’étant donnée une Calabi-Yau
X il existe une autre Calabi-Yau X telle que le modele A sur X et le modele B sur X
coincident :

F(6:X) = FiY (¢, X). (3-16)

Dans le cas ou X a une géométrie torique [19], son image par la symétrie miroir est
caractérisée par une surface de Riemann 3,, définie par une courbe algébrique du typeﬁ:

l
f==NP@OII@*—%) (3-17)

ou M(x) est une fonction transcendentale. De récents travaux [82], semblent indiquer
que les amplitudes holomorphes des cordes ouvertes et fermées de telles modeles de type
B sont également données par les énergies libres et fonctions de corrélations associées

a la courbe Eq. (3-17)).

4 Théorie de Kodaira-Spencer et anomalie holo-
morphe.

Nous montrons dans cette partie que, pour un choix[] particulier de
k=—(r—7)"", (4-1)

les invariants F'9) satisfont les équations d’anomalie holomorphe. Rappelons que pour
ce choix, ce sont des invariants modulaires et ils possedent ainsi une premiere pro-
priété nécessaire pour les identifier aux fonction de partitions de la théorie de Kodaira-
Spencer.

Pour ce choix de &, les fonctions de corrélation et énergies libres ne sont plus
des fonctions holomorphes des modules. En effet, par l'intermédiaire de k, ils ont
maintenant une partie non holomorphe. Nous nous intéressons donc a cette nouvelle
dépendance en étudiant particuliement leurs variations par rapport aux ¢;. Elles sont
obtenues en utilisant les variations par rapport a  calculées dans le chapitre 4 :

oWl ok ow? Or oF PFO
G o on o= Mot 0 ea A (4-2)
d’ott
aWk(g) 1 FY 8W,§g)
e 2in 0@ " ok (4-3)

SEn fait, il faut effectuer une transformation exponentielle sur les variables pour obtenir ce résultat.

"Dans toute cette partie nous allons utiliser une notation vectorielle pour décrire les fractions de
remplissage € et les cycles A et B sous forme de vecteurs de taille G. 1l sera ainsi plus aisé de manipuler
leur lien avec les matrices de taille G x G, 7 et x sans avoir a faire appelle a de fastidieuses sommations
sur des indices.
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Ainsi, en utilisant le théoreme (.8 du chapitre 4 :

oW 1 a3F f f{ |
- - r,s
Oe (2i7r) reB; JseB; k+2 pK’
T Z Z |L|+1 (Pr,7 k( |L|)+1(pK/La )> (4-4)
h LCK

Or, avec le choix k = 1/(7 — 1), on a la propriété :
or Ok
i - 4-5
"o T 9e (4-5)

ce qui implique que 'opérateur différentiel DE| introduit dans Eq. (4-10)) du chapitre 4
se réduit a la dérivée usuelle :

D, = 0/0¢;. (4-6)

On peut alors calculer son action sur les fonctions de corrélations :

- ji ngi)l f WIngl + 7’7{ k+17 (4-7)

et, en dérivant une seconde fois, on trouve :

a?avvez,gg>+af oW }{ ]{Wm (48
On obtient finalement 1’équation :
oW 1 PFY 1wl or owl
g @ "2 2 oo
+3 % ag/:h Gl ) (4-9)
h LCK

Pour la comparer a I’équation d’anomalie holomorphe, utilisons les notations de théorie
des cordes :

¢ = (2ir)2€l. (4-10)
et la derniere équation s’écrit :
oW oFY 1 <82W,§g‘” Lo owY
— = — K —_ _— _—
ot or 2 ot2 o ot

9 ’”awg’“
+ZZ ng . ) (4-11)

Pour les énergies libres, on prend le cas ou kK = 0 et on obtient :

oF9) PBFY 1 ,02Fe-D)  9r grl-1 2L gp®) gRle=h)
5 (

o "ToP FTE R T +h:1 ot ot >(4_12)

8 Attention & ne pas confondre cet opérateur avec la dérivée covariante introduite dans cette partie.
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qui n’est rien d’autre que 1’équation d’anomalie holomorphe pour les énergies libres

Eq. (2-12) puisque

—(0)
PF or,
— HIMTMHJN = C%, —J;MKJKM = —Fﬁ (4—13)
ot ot o ot
Remarquons que l'on a également obtenu une équation similaire pour les fonctions de
corrélation elles-mémes :

1 _ _
Wi = SCH (DiD,W ™ + 37 3 D" Dwie M) (4-14)

h LCK

qui correspondent dans le cadre de la théorie des cordes topologiques aux amplitudes
de cordes ouvertes par opposition aux cordes fermées décrites par les énergies libres (cf
[82] pour des résutats explicites dans le cas de variétés miroires de Calabi-Yau toriques).
On peut alors voir cette équation comme une équation d’anomalie holomorphe pour les
cordes ouvertes. Ce type d’équations a déja été discuté dans un cadre général [I5] ou
elles sont obtenues en étudiant les dégenerescences possibles des surfaces de Riemann
avec bords : c’est-a-dire que ’on regarde ce qu’il se passe lorsque la surface est ”pincée”
suivant I'un des cycles non triviaux qui est alors ramené a un point. Partant d’une
surface ¥, de genre g a k bords, les deux termes du membre de droite de Eq.
correspondent d’une part au cas ou ce pincement coupe la surface en deux surfaces
disconnectées :

) —~(IOE) «

et au cas ou 'on a pincé un noeud interne a la surface :

. (O —PQ@W%O (4-16)

On peut également montrer que les amplitudes C’}f) 1, sont données par

1k
cw - D 7{ o WO () (4-17)
" (2im)2 Jay, By,

puisque la dérivée covariante Dy = 0; — I'; commute avec les intégrales sur les cycles
B lorsque I'on agit sur une différentielle dont les intégrales sur les cycles A sont nulles.

Ainsi, I'intégration de toutes les variables dans FEq. sur les cycles B redonne
I’équation d’anomalie holomorphe pour les fonctions de corrélation dans le cas local.
Cela montre que I’équation d’anomalie holomorphe n’implique que le secteur des cordes
fermées dans les états intermédiaires.
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5 Conclusion du chapitre.

Nous avons montré dans ce chapitre que les énergies libres et fonctions de corrélation
calculées sur une courbe algébrique & satisfont toujours les équations d’anomalie ho-
lomorphe Eq. pour le choix de K = —(7 — 7)~!. Cela montre que leur partie
non holomorphe coincide bien avec la partie non-holomorphe d’un modele de type B
défini sur une Calabi-Yau locale caractérisée par la surface de Riemann £. Par ailleurs,
la limite holomorphe ¢ — oo corespondant & x = 0 fixe sans ambiguité la partie ho-
lomorphe des invariants algébriques. Entre autres, si la courbe algébrique considérée
est la courbe spectrale d’'un modele de matrices, cette limite correspond aux énergies
libres et fonctions de corrélations dudit modele.

Ainsi, la démonstration de la conjecture de Dijgraaf-Vafa est ramenée a montrer
que la partie holomorphe de 'énergie libre des modeles locaux de type B sont bien les
invariants algébriques définis dans le chapitre 4 pour x = 0.
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Chapitre 6

Conclusion.

1 Reésultats principaux : du développement topo-
logique des modeles de matrices a la théorie des
cordes topologiques.

1.1 Calcul d’intégrales a deux matrices formelles.

Dans ce mémoire, nous avons tout d’abord montré comment définir proprement un
modele a deux matrices formel comme fonction génératrice des surfaces discrétisées
portant une structure de spin de type Ising. Nous avons particulierement insisté sur le
fait que ce modele ne coincide pas, en général, avec le développement dune quelconque
intégrale convergente quand la taille des matrices considérées tend vers I'infini.

Nous avons également montré commment associer une courbe algébrique a différents
modeles de matrices formels ne dépendant que de I'ordre dominant du développement
topologique du modele considéré, c’est-a-dire de ce que 'on appelle habituellement li-
mite classique ou limite planaire. Nous avons alors décrit une procédure unique pour
cacluler tous les termes du développement topologique des observables du modele
considéré.

On peut résumer cette procédure par le graphique suivant :

’ Modele de matrices formel ‘

Limite planaire : Courbe spectrale classique £ ‘

!

Invariants algébriques sur £
= Développement topologique des fonctions de corrélation

Nous avons donc montré que ces différentes intégrales formelles ne sont qu’un seul et
méme objet en tant que fonctionnelle d'une courbe algébrique et proposé une méthode
simple et efficace pour les calculer.

Le fait qu’une telle procédure existe peut peut-étre s’expliquer par la combinatoire.
Un modele de matrice formel correspond a compter des cartes. Ces cartes peuvent étre
vues comme recollement de disques entre eux. Pour construire de telles carte il faut
deux éléments : le poids d'un disque (obtenu par Wl(o) et donc ydx), et le poids d'un
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recollement, encodé dans I’équation de la courbe spectrale classique. De ce point de
vue, il n’est pas surprenant que la courbe spectrale classique possede toute I'information
nécessaire au calcul de tout le développement topologique des observables du modele
et que la procédure a mettre en oeuvre pour passer de cette courbe aux fonctions de
corrélation ne dépende pas du modele.

1.2 Invariants et déformations de courbes algébriques.

Nous avons également montré comment généraliser cette procédure au dela des
modele de matrices en étendant cette construction a n’importe quelle courbe algébrique
£. Nous avons alors pu montrer que les nombres F9) et les formes différentielles Wk(g)
ainsi obtenues ont un comportement facile a décrire sous les déformations de & :

— Invariance symplectique : les énergies libre F'9) sont invariantes sous de nom-

breuses transformations conservant la forme dx A dy;

— Transformations modulaires : les transformations modulaires de la courbe
peuvent étre totalement absorbées dans la normalisation de la fonction a deux
points WQ(%) par l'ajout d’un nouveau parametre : une matrice symétrique & ;

— Variation de ydz : toute variation de la forme différentielle ydz du type :

Syda(p) = /C B(&, p)AE) (1)

se traduit par une variation des fonctions de corrélation :

/ W (&, pr)AE). (1-2)

Ces invariants sont donc fortement liés a la théorie des déformations des courbes
algébriques. Entre autres choses, il est tres intéressant de noter que ces résultats per-
mettent d’interpréter la fonction de corrélation a k points de genre g, W,g?()) (1. D),

calculée sur une courbe £ comme 1’énergie libre de genre g, F (g )9 calculée sur une
courbe € obtenue a partir de £ en ajoutant des poles en k points marqués py, ..., pk.
Cette remarque fait écho avec I'interprétation combinatoire des fonctions de corrélations
dans le cadre des modeles de matrices. En effet, ces propriétés semblent faire un lien
entre la courbe spectrale du modele de matrices et les surfaces discrétisées générées par
les fonctions de corrélation : ajouter un bord aux surfaces générées revient a ajouter
un pole a la courbe spectrale.

1.3 Théories conformes et intégrabilité.

Nous avons utilisé cette procédure générale pour retrouver des résultats déja connus
de maniere simple et rigoureuse. Nous avons ainsi montré comment les doubles limites
d’échelles de modeles a une et deux matrices coincident avec des modeles de matrices
en champ extérieur (obtenu sans prendre de limite). Nous avons donc montré comment
avoir acces directement aux observables de modeles minimaux de type (p, ¢) sans avoir
besoin de faire un quelconque passage a la limite. Il suffit de considérer la courbe
algébrique &, 4) associée.
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Ceci nous a également permis de montrer a nouveau que les intégrales de matrices, et
donc nos invariant algébriques, fournissent une réalisation explicite des fonctions 7 des
hierarchies intégrables KP et KdV par une simple comparaison des courbes algébriques
associées.

Ce lien entre les invariants définis et l'intégrabilité a été rendu plus explicite,
de maniere générale, par la construction de fonction, de Baker-Akhiezer associées a
une courbe algébrique quelconque. Ces fonctions permettent en effet de définir des
équations de Hirota et des relations de Sato formelles associées a n’importe quelle
courbe algébrique.

1.4 Conjecture de Dijkgraaf-Vafa.

Nous avons montré comment, en fixant le nouveau parametre Kk = F%T, on peut

rendre les F9) et Wk(g ) invariants modulaires en leur faisant perdre leur propriété d’ho-
lomorphicité. Nous avons ainsi reproduit le comportement des fonctions de partition
de la théorie de Kodaira-Spencer décrit dans [I]. Nous avons alors pu montrer que les
F©) sont solutions des équations d’anomalies holomorphes des cordes fermées de cette
théorie appuyant ainsi un peu plus la conjecture de Dijkgraaf-Vafa liant théorie des
cordes topologique et modeles de matrices. Grace a ce résultat, il ne reste plus qu’a
identifier la partie holomorphe de la fonction de partition de la théorie de Kodaira-
Spencer et les invariants algébriques correspondants pour x = 0 (qui est la valeur a
prendre pour pouvoir obtenir les observables de modeles de matrices).

Nous avons également montré que les Wkgg) satisfont des équations d’anomalie du
méme type que l'on aimerait interpréter comme équations d’anomalies holomorphes
pour des cordes ouvertes cette fois-ci.

2 Perspectives.

La construction générale d’invariants décrite dans cette these pose beaucoup de
questions quant a son interprétation d’'une part et appelle des généralisations naturelles
d’autre part.

2.1 Etude d’autres modeles de matrices.

Deux questions viennent naturellement a ’esprit suite a cette construction. Etant
donnée une courbe algébrique quelconque, existe-t-il un modele de matrice dont les
observables sont données par les invariants associés a la courbe? Au contraire, étant
donné un modele de matrice, dans quelle mesure peut-on utiliser la méme procédure
pour calculer le développement topologique de ses observables ?

La réponse a la premiere question semble a priori négative. Il semble, en effet,
difficile de construire un modele de matrices dont la courbe algébrique n’aurait qu’un
seul point a linfini (i.e. tel que ydx n’ait quun seul pole). Cependant, la question
semble plus ouverte si 'on considere également les ”limites” de modeles de matrices
dans les théories acceptables. Se pose alors la question de savoir comment reconstruire
I’action de ce modele a partir de la courbe algébrique. Une partie de la réponse a cette
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question a déja été donnée dans cette these. En effet, nous avons montré comment
associer un ”potentiel” V; a chaque pole «; de ydz, faisant ainsi un premier pas vers
la construction d’une action. Cependant, il reste beaucoup a étudier pour pouvoir
répondre a ce probleme.

D’un autre coté, cette procédure semble tres prometteuse pour I'étude d’autres
modeles de matrices. Les études déja menées sur le modele de matrices couplées en
chaine ouverte [46] semblent, en effet, indiquer que les fonctions de corrélation prennent
la méme forme. On peut alors se demander a quels autres types de modeles on peut
étendre cette construction. En premier lieu, il serait tres intéressant d’étudier le modele
O(n) [60] pour ses applications ainsi que pour le degré de complexité supplémentaire
qu’il semble faire apparaitre. Il est pour le moment impossible de dire si notre procédure
pourra se généraliser a ce cadre la sans une résolution explicite du modele. On voit qu’il
serat tres utile d’avoir un critéere permettant de déterminer si 'on peut calculer une
intégrale de matrice formelle donnée par cette méthode.

Enfin, nous n’avons étudié ici que des modeles de matrices hermitiennes. Peut-
on trouver une procédure équivalente pour des ensembles de matrices présentant une
symétrie différente ? Existe-t-il une telle structure sous-jacente permettant de calculer
des intégrales formelles sur ’ensemble des matrices réelles symétriques ou quaternio-
niques ? Des premiers pas ont été faits dans cette direction par Chekhov et Eynard qui
ont perturbé le modele & une matrice hermitienne dans [28] pour étudier la combina-
toire de surfaces discrétisées pas forcément orientables.

2.2 Lien avec l’'intégrale de matrice convergente.

Comme nous l'avons montré dans ce mémoire, cette procédure donne acces au
calcul d’intégrales formelles et non a celui d’intégrales convergentes sur ’ensemble des
matrices hermitiennes. Il serait cependant intéressant de faire le lien entre ces résultats
et les intégrales convergentes. Dans le cadre du modele a une matrice, Bonnet, David et
Eynard [I8] avaient en effet pu faire le lien explicite entre intégrale formelle et intégrale
convergente en sommant sur les instantons. Ils ont en quelque sorte montré comment
obtenir un état physique de moindre énergie comme superposition de tous les états
possibles.

Il serait donc intéressant de faire de méme pour le modele a deux matrices et dans
le cadre général développé ici. On aurait ainsi acces, par exemple, aux asymptotiques
des polynomes biorthogonaux étudiés dans [50] ainsi qu’aux termes correctifs quand la
taille des matrices intégrées tend vers l'infini.

2.3 Lien avec un systeme intégrable quantique.

Ce lien avec l'intégrale convergente semble également étre indispensable a une
meilleure compréhension du systeme intégrable caché derriere cette construction. En
effet, si, pour certaines courbes, on retrouve des réductions de hierarchies intégrables et
si nous avons été capable de construire des séries formelles dont le comportement rap-
pelle les éléments de bases des systemes intégrables classiques, la structure intégrable
sous-jacente n’est pas comprise pour le moment. Hors, dans le cadre des modeles de
matrices, on connait tres bien le systeme intégrable, et ce quelque soit la taille N de
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la matrice. Ce systeme est en général quantique associé a une équation des cordes du

type
1

"N

qui devient classique dans la limite des grandes matrices N — oco. On s’attend donc
a avoir décrit le développement semi-classique d’un tel systeme par notre procédure
et il serait intéressant de pouvoir reconstruire le systeme quantique total associé dans ce
cadre plus général. Cependant, il faudra d’abord étre capable de reconstruire I’équivalent
d’une intégrale convergente puisque c’est cet objet qui est vraiment fonction 7 du
systeme intégrable. Pour ce faire, la nouvelle variable x semble avoir un role tres impor-
tant a jouer dans une procédure consistant a resommer sur les fractions de remplissage.

[P, Q)] (2-1)

2.4 Interprétation des invariants algébriques : calcul du vo-
lume de I’espace des modules de surfaces.

Le plus gros probleme soulevé par cette construction consiste a comprendre ce que
I'on a calculé dans un cadre général. Quels sont donc ces objets qui sont a la fois
fonctions génératrices de surfaces discrétisées, fonctions de partitions de théorie des
cordes topologique et fonction 7 d'un systeme intégrable? Si il était observé depuis
longtemps que ces objets ont des points communs, il est surprenant qu’ils ne soient en
fait qu’un seul et méme objet paramétré par une courbe algébrique quelconque.

Cette unification des différents modeles de matrices avait déja été préssentie dans
les travaux de Alexandrov, Mironov et Morozov [0l [7] dans I'optique de définir une
M-théorie matricielle.

Il me semble cependant qu’il existe un ingrédient, plus simple, commun aux dif-
férentes fonctions retrouvées par cette procédure faisant en plus le lien entre les interéts
des mathématiciens et des physiciens. En effet, en regardant de plus pres les exemples de
fonctions F'9) retrouvées par cette méthode, on peut voir qu’elles correspondent toutes
a intégrer une certaine fonction (ou mesure) sur I'espace des modules de surfaces. En
effet, reprenons quelques exemples :

— Modeles & une et deux matrices : F'9) est la fonction génératrice des surfaces

discrétisées de genre g. On peut donc voir les énergies libres comme une intégrale
sur I’espace des modules des surfaces avec une mesure donnant un poids non nul a
un ensemble discret de surfaces seulement. En reprenant les notations introduites
dans le chapitre 2 :

FO = / 18, o (Za0)W(Zg0) (2-2)
29,0

ot I'intégrale porte sur toutes les surfaces connexes fermées de genre g, xs,, est
la fonction caractéristique de I'ensemble des surfaces discrétisées S, défini par
def.1.3 du chapitre 2 et W est le poids associé.

— Intégrale de Kontsevich : I'introduction de ce modele particulier de matrice en
champ extérieur a été originellement motivé par le calcul des nombres d’inter-
section de surfaces de Riemann et donc du volume de I'espace des modules des
surfaces de Riemann par rapport a la mesure de Weyl-Petersson. Les fonctions
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de corrélation sont données dans ce cas par :

Wk(;qo) :/ dep (2-3)
M

g;m

ol wyyp est la mesure de Weil-Petersson sur 1'espace des module]
— Modele minimal (p, ¢q) : la fonction de partition est une intégrale sur I'espace des
modules des surfaces de Riemann avec ’action d’Einstein-Polyakov :

F, = / eI (2-4)
M

— Théorie des cordes topologique de type B : la fonction de partition est également
une intégrale sur ’espace des modules des surfaces de genre g de la forme :

F, = /M dr / Depe N=2 (2-5)

oll Syr—2 est l'action du modele sigma définie par Eq. du chapitre 5.
Il semblerait donc que les objets Wk(?o) (€] que nous avons définis peuvent étre vus
comme des intégrales sur 'espace My, des modules des surfaces de genre g avec n
bords a ’aide d’'une métrique du[€] dépendant de la courbe algébrique & :

wilel = [ dulel (2-6)

g,n

Une telle interprétation aurait de nombreuses applications que ce soit en physique
pour effectuer des calculs de théorie des cordes et comprendre certaines dualités ou en
mathématiques ou elle permettrait de faire plus explicitement le lien entre hierarchies
intégrables et volumes de M, , dans la continuité directe des travaux de Kontsevich.
On aurait également la un outil pour étudier précisément les propriétés topologiques
des cartes de grandes tailles.

2.5 Symétrie miroir, théories topologiques de type A et courbe
de Seiberg-Witten.

Dans cette these nous n’avons étudié qu'un type de théorie des cordes topologique :
le type B. Or, on sait que dans de nombreux cas, une théorie de type B a un dual
équivalent de type A par la symétrie miroir. Il serait tres intéressant de pouvoir identi-
fier I’équivalent fermionique de notre construction algébrique pour les théories de type
A, donnant ainsi acces au calcul des invariants de Gromov-Witten.

Des travaux récents de Marino [82] ont montré que si ’on applique notre méthode a
I'image par la symétrie miroir de théories de type A avec une Calabi-Yau de géométrie
torique, on retrouve bien les résultats attendus par ailleurs. Notons que dans ce cas, le

1Une approche géométrique du probléme a permis & Mirzakhani [87, [88] de montrer que ces volumes
satisfont une relation de récurrence. Nous avons montré dans [VII]que cette relation de récurrence
n’est rien d’autre que ’equation du chapitre 4 définissant les fonctions de corrélations pour la
courbe y = sin2m/z.
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modele B correspondant ne fait apparaitre aucune courbe algébrique mais une courbe
bien plus compliquée. Ceci semble indiquer que notre méthode de construction d’inva-
riants peut s’étendre encore au dela des courbes algébriques.

Par ailleurs, il serait tres intéressant de comprendre le lien profond entre les énergies
libres calculées sur les courbes hypperelliptiques apparaissant dans les théories de
Seiberg-Witten [98] et les couplages gravitationnels introduits par Nekrasov [90] puisque
ces derniers peuvent étre déformés en des objets non holomorphes satisfaisant les
équations d’anomalie holomorphe associées a cette courbe.
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Chapitre 7

Appendices.

1 Modele Gaussien et théoréeme de Wick.

Considérons la mesure gaussienne sur ’ensemble Hy des matrices hermitiennes M
de taille N x N :

2

N2
dy = (i) T3 gy (1-1)
27
ou dM est le produit des mesures de Lebesgues des éléments réels de M :
dM = [ dM;; [ dRe(M;;)dIm (M) (1-2)
i i<j

N2
et le facteur de normalisation Z4,ss 1= <27”) * est obtenu par le calcul de la fonction

de partition :

Zgquss ::/ e 3 TM gy, (1-3)
Hy
On peut aisément calculer la corrélation entre deux éléments de matrices :
1 0adOpe
(MapMeq) = Zz / Moy Mge™ 8T Mg = 22220, (1-4)
gauss J Hp g

Cette quantité tres simple est en fait la seule dont le calcul est nécessaire pour obtenir
la valeur moyenne du produit d’un nombre quelconque d’éléments de matrices grace
au théoreme de Wick :

Théoreme 1.1 Théoréeme de Wick :

La valeur moyenne du produit de 2n éléments de matrices est égale a la somme sur
tous les appariements des éléments deuxr a deur du produit des valeurs moyennes des
paires d’éléments correspondantes :

2n n
<H Maibz‘> = Z H <M“kjbkj M“ljblj> ’ (1-5)
i=1 U, (kj.li)={1,2,....2n} j=1

ou la somme dans le membre de droite porte sur tous les appariements (k;,1;) deux a
deuz des éléments de {1,...,2n}.
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Dans les faits, les objets intéressants sont les corrélations de fonctions invariantes
sous l'action du groupe U(N), de maniere générique, on aimerait calculer

<H( Tr Mi)’%> , (1-6)
i
ou la somme porte sur un nombre fini de termes et les k; sont des nombres entiers ar-

bitraires. Puisque 'on peut réécrire les différentes traces comme un produit d’éléments
de matrice :

N
Tr M* =~ Mayao Mgy Masa, - - Mayay (1-7)
a;=1
on peut appliquer le théoreme de Wick et décomposer cette fonction de corrélation sur
la base des corrélations de deux éléments de matrices. Par exemple, on obtient :

N N2
(Tr M?) = Z (M3 Mji) = —, (1-8)
ij=1 g
Oou encore
(Tr M*) = Z (M M My My;)
,7,k,l
= > (M M) (Myg M) + (Mg Myg) (M M) + (M Myg) ( My M)
i,7,k,l
1
= — Z (0ike + 61101055616 + 951)
,7,k,l
1 N
= E(NS + N+ N3) = ?(1 +2N?).
(1-9)

De maniere générale, chaque terme non nul dans la décomposition de <HZ( Tr M Z)’“2>

par le théoreme de Wick apporte la méme contribution (é) S > ik; est paire

et 0 sinon. Ainsi, il faut donc compter le nombre de termes non nuls entrant dans ce
développement. Le résultat prend alors la forme :

2tk

<H(TrMi)’fi>:G> TSN, (1-10)

i j=0

ou les ¢; sont des nombres entiers qui appellent donc une interprétation combinatoire.

La célebre représentation de Feynmann de ces fonctions de corrélation sous forme
de diagramme nous fournit en effet une interprétation combinatoire de ces nombres c;.
Pour cela, on représente chaque objet matriciel par un élément graphique. Ainsi on
représente chaque élément de matrice M,, comme un ruban issu d'un point et marqué

par les deux indices a et b :
My := -_—?; : (1-11)
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De méme on représente TrM* par un vertex k valent portant des indices de sommation :

N
MY = ) MaeMasa, Maga, - - Maya,

a;=1

(1—12)

Sous cette représentation, I’expression de la corrélation de deux éléments de matrices
Eq. (1-4) s’écrit comme une arete épaisse :

OadObe
<Machd> = el
g
1 aid
- ; . > ‘
b=c
(1-13)

c’est-a~dire que prendre la valeur moyenne de deux éléments de matrices correspond a
recoller les rubans les représentant et de compter I'aréte ainsi formée avec un poids é
si les indices associés aux bords sont les mémes et un poids nul sinon.

Le théoreme de Wick nous dit alors que le nombre de termes non nuls dans le
développement de ([],(Tr M*)*) est égal au nombre de diagramme formé de ZTZk
arétes épaisses liées par ), k; vertex dont k; ont une valence i. A cela, il faut ajouter
un facteur pour chaque diagramme venant du fait qu’il doit etre étiqueté de toutes les
manieres possibles selon les prescriptions du théoreme de Wick. Deux facteurs entrent
en compte :

— Deux étiquetages peuvent étre équivalents dans le sens ot I'un peut étre réobtenu

a partir de I'autre par un simple changement du nom des étiquettes muetted’| Ce
facteur est le nombre d’automorphismes du graphe, noté #Aut.

— L’opérateur de trace induit une sommation sur les indices de 1 a N. Les sym-
boles de Kronecker apparaissant dans théoreme de Wick réduisent certaines de
ces sommes a un seul éléments. Il est facile de se convaincre que le nombre de
sommes restant a effectuer apres ces prescriptions est égal au nombre de boucles
indépendantes?] dans le graphe. Ainsi, on doit lui associer un facteur N a la puis-
sance le nombre de boucles du graphe noté XEI

IPar étiquettes muettes, j’entends les indices sur lesquels la sommation de 1 & N est efectuée

2Le nombre de boucles indépendantes dans un graphe est le nombre de chemin différents que 1’on
parcours en suivant le bord de tous les rubans.

3Cette notation prend son sens par 1'observation de 't Hooft [I00] selon laquelle ce nombre est la
carctéristique d’Euler de la surface la plus simple sur laquelle on peut dessiner le graphe de maniere
a le rendre planaire
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On obtient finalement I'expression pour les fonctions de corrélation gaussiennes :

Théoréme 1.2

POPRLT]
<H(TrMi)ki>:(1) 2 > #AulG) N9 (1-14)

, 9
¢ Geg{kz}iil

ot g{ki}gl est ‘ensemble des graphes a ZTZ arétes et k; vertex de valence 1.

Pour notre exemple précédent, { Tr M*), on doit composer les graphes a 2 arétes et
un seul vertex tetravalent :

(TrM*) = > (M3 M) (Mya Myg) + (Mi; M) (M M) + (Mig Myg) (Mg M)

Z’7j7k7l

_ G)Z 2N +N[@E .
(1-15)

Remarque 1.1 Cette procédure diagrammatique peut facilement étre étendue & un modele
gaussien avec plusieurs matrices en coloriant les vertex et arctes suivant la matrice a laquelle
ils se réferent.

2 Fonction de partition formelle et surfaces discrétisées.

Nous explicitons ici 'expression de la fonction de partition formelle, Z,p,, en
termes de surfaces discrétisées. G désigne ici ’ensemble des cartes défini par la définition

du chapitre 2.

Definition 2.1 Soit une carte G € CG. On note :
- ngi(G) := nombre k-gones de spin + et de couleur i dont le centre est Zz’breﬁ;
~ N i(G) := nombre k-gones de spin - et de couleur i dont le centre est libre ;

— niy,i(G) := nombre de polygones de spins + et de couleur i collés par un bord ;

- n__;(G) := nombre de polygones de spins - et de couleur i collés par un bord ;

~ ny_;(G) := nombre de polygones de spins différents et de couleur i collés par un
bord ;

4Un k-gone peut étre lié & un autre par son centre. Son centre est dit libre si il n’est lié & aucun
autre centre de cette fagon.
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~ ngi(G) =1y i(G) + 144 i(G) +n__;(G) := nombre total d’arrétes communes a
deuz polygones de couleur 1.

~ N,in;(G) := nombre de paires de polygones composées d’un k-gone de spin + et
couleur © i€ par son centre a un l-gone de spin + et couleur j ;

— Ny, (G) := nombre de paires de polygones composées d’un k-gone de spin - et
couleur i li€ par son centre a un l-gone de spin - et couleur j ;
— G; = composante de couleur i de la surface obtenue en brisant tous les liens

entre centres de polygones;
— 1;(G) := nombre de sommet de couleur i,
— #Aut(G) := cardinal du groupes des automorphismes de G ;
- X(G) := caractristique d’Euler-Poincaré de G :

X(G) = Z L(G) = 104(G) + ) (s G) + (@) | - (2-1)

Definition 2.2 A chaque surface G € G, on associe un poids :

x(G) n 1 n 1 n
WO = T O TLLY d1“<tm+Thk>MG>Hd U ([ + Tl ) ()

dids 1 11,0(Q)571.4(G) ; n2,i(G) 7 Ao B i( n Z(G)
Hll > hy (1 | hy 1(0) hzi’ (G)hQi Hk>d1+1 h Hl>dg+1 : -
did l G) Nt Mo . n i n i
Hzlf i t H t2,i (t2,zt2,z - 1) " Hj>z Hk Hl kkz,l,lj] k,kz,l,ljj
(2-2)

nT(G) = Zl <Zk g(nm(G) + ﬁk z( )) Z’Ljﬁgl Ty z( ) ;i?rl ﬁl,z(G)> (2_3)

305 0 i 2o 2o (g (G) + T i 5 (G)).

Associer un tel poids a une carte GG correspond a associer un poids a chacun des
éléments composant le graphe comme suit :
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Elément

Poids

k-gone de spin + et couleur ¢
dont le centre est libre

Rtri+ Nhygsik € [3,dy + 1]
Nhy,; sinon

k-gone de spin - et couleur ¢
dont le centre est libre

|
{

%tk,i —+ ]\ULk72 sik e [3, dy + 1]
Nhy,; sinon

arete commune a deux polygones
de spin + et couleur ¢

1 ta
N to ita;—1

arete commune a deux polygones
de spin - et couleur ¢

1 t~2,i
N tg it 4—1

arete commune a deux polygones
de spin différents et couleur 7

1 1
N to it i—1

centre commun a un k-gone
de couleur 7 et de spin +
et un [-gone
de couleur j et de spin +

P ist,g

centre commun a un k-gone
de couleur ¢ et de spin -
et un [-gone
de couleur j et de spin -

P it

Sommet de couleur ¢

Nﬁi

La bijection entre les graphes et les surfaces permet d’écrire que :

Théoreme 2.1 La fonction de partition du modele a deux matrices hermi-
tiennes formel est égale a :

_NZ . Nt 2¢c
Zporm = He i (Vi (€)+Va (i) —&ims) H (2 — ) (yi — yj)]N i Z W(G).

J>i

Geg

3 Intégrale formelle et équations de boucles.

(2-4)

Dans cet appendice, nous allons montrer que les fonctions de corrélations du modele
a deux matrices satisfont les équations de boucles obtenues avec les regles Split et
Merge.

Definition 3.1

Lemme 3.1 Pour tout

le,..l,kl;m;n(sla 52, Sy Sz; X1, .-
1 1 1 1

1

HTms Yty - - -
1

7y7l) =

x11—M yy 1 —M x12—M yy o—M """

Ty —M oy —M

JJ

1 1

Hi:2 Tr < 1 1 1 1

mi,lfM y¢,1*1\;f xiygfl\/[ y¢,2*1\~4 T

T

1 n
Tr — [, Tr i

J%fM yi,ki*M> ’

(3-1)
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les équations

0 = Saco S AMy ... dMudNL ..My (i + i)

[(Zz Tr 5v1,i<Mi) + 5‘/2,%'(Mi)>le1,...,kz;m;n(Sla Soy e ST T YL ;yn)

v e, VI (s - -
PR ( T 8D (Mg 15,) 24 2 (N, 10,)2 — (M= 1, ) (W=, 1ni)>

[liie
[T, det(M; ©1,, — 1,, ® M;) [[,, det(M; @ 1,, — 1, @ Mj)]
(3-2)

4 Variations de F¥ par rapport aux modules.

Nous présentons ici un formulaire des dérivées premieres et secondes de F(©) par
rapport aux modules de la courbe algébrique. Ces résultats avaient déja été dérivés
dans le cadre des modeles de matrices de nombreuses fois [77, [16, [I7]. Pour retrouver
ces formules, nous prenons k = 0.

4.1 Dérivées premieres de F(©,

OF©)

o fies 2k yda (4-1)
OF© 0 0
— _ o — 4-2
Oaya, ((%W at07j> Has = Heg (42)
OF©)
5o = —ji ydx (4-3)

4.2 Dérivées secondes de F©,

O*FO L l
———— = (0i; — 1) Res Res 2,,(p)"B(p,q)2a,(q) (4-4)
8tk7,-8tl7j p—ai gy
O?F©
——— = Res 2" dS,. 4-5
8tk,i8taj,ak o; ¢ Ik ( )
52 F )
= 2im Res 2* du; = — ¢ B, 4-6
c(%k,j@e,- Zﬂ- a?S Zo‘j u fgb 55k ( )
92 F(0)
——— = 2im(wi(ag) — wi(ej)) (4-7)
8€iataj7ak J
2 (0)
0 0 (—2inry for F©) (4-8)

8@8@ -
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0*F© 2

o = I (dGa, (0)dCa, (05) B, )?)
RO (dha(00) Bas, 05) Bas, o)
atamaj ataivak E(aj’ ak)

92F0O) (E(ak, a;)E(a, al))
——— =1n
atai,a]- atak,al E(al7 ak)E<a]7 O{l)

ol (, = zi est une variable locale au voisinage de «.
(&3

(4-9)

(4-10)

(4-11)
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