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Résumé

Dans le cas des sols et plus généralement des milieux granulaires, qui sont des matériaux
non-associés, des ruptures diffuses existent pour des états de contrainte strictement inclus &
I'intérieur de la condition limite de plasticiteé.

Les ruptures diffuses, par opposition aux ruptures localisées, sont caractérisées par une absence
de figure de localisation des déformations. Ces ruptures observées in-situ et en laboratoire ne
peuvent pas étre décrites dans le cadre de 1’élasto-plasticité classique habituellement utilisée
en ingénierie. Il est donc nécessaire de mettre en place une approche adaptée. La principale
application a pour objet la réduction des risques liés aux glissements de terrain initiés & partir
de ruptures diffuses au sein de constructions anthropiques ou naturelles.

Nous proposons d’analyser les ruptures diffuses comme un phénomeéne de bifurcation : la rup-
ture diffuse est un mode de déformation qui correspond & une branche bifurquée avec perte
d’unicité constitutive au point de bifurcation. Les points de bifurcation sont détectés & 'aide
du signe du travail du second ordre, soit la forme locale du critére de stabilité de Hill. Les
analyses présentées portent principalement sur des simulations directes par la Méthode des
Eléments Discrets. Pour des assemblages granulaires numériques de différentes densités, un
domaine de bifurcation est mis en évidence & 'intérieur du critére de Mohr-Coulomb. Des
conditions de sollicitation conduisant & la rupture du matériau & partir d’un point de bifurca-
tion sont données et des cas de rupture diffuse sont modélisés. On parvient ainsi & reproduire
et prévoir des ruptures non décrites dans le cadre de 1’élasto-plasticité classique.

Finalement les origines microscopiques du travail du second ordre sont analysées. 11 est vérifié
numériquement qu’une relation directe existe entre le travail du second ordre d’une part, et
les forces de contact et les déplacements relatifs aux points de contact d’autre part, dans le cas
de déformations en régime quasi-statique. Dans le cas de déformations en régimes dynamiques
cette relation n’est plus numériquement vérifiée.

Mots clefs:

Rupture, bifurcation, instabilité matérielle, critére de stabilité de Hill, travail du second ordre,
controélabilité, maintenabilité, recherches directionnelles, enveloppes réponses, milieux granu-
laires, Eléments Discrets, rouleaux de Schneebeli, mesures de champs discrets.
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Abstract

For granular media, which are non-associated materials, diffuse failures exist for stress states
strictly included within the plastic limit condition.

Diffuse failure, in contrast to localized failure, is characterized by the lack of localization
patterns. Diffuse failure is observed both in the field and in the laboratory and cannot be
described in the framework of the classical elastoplasticity usually used in engineering. Hence
a new approach dedicated to this kind of failure has to be developed. The main application
is the reduction of hazards due to landslides initiated from diffuse failure in natural or man-
made slopes.

This thesis is about the description and the prediction of diffuse failures and it is based
on the idea that diffuse failure is the response path which is subjected to bifurcation with a
loss of constitutive uniqueness at the bifurcation point. The sign of the second-order work (the
local form of Hill’s condition of stability) is used to detect bifurcation points. Analyses are
mainly developed from direct simulations using the Discrete Element Method. For numerical
granular assemblies of different densities a bifurcation domain is exhibited inside the plastic
condition. Loading conditions leading to the failure of the material from a bifurcation point
are given.

Finally the microscopic origins of second-order work are analysed. A direct relationship bet-
ween the second-order work on the one hand, and the contact forces and the relative displa-
cements at the intergranular contact points on the other hand is numerically verified for a
quasi-static response of the material. When the response includes dynamic events the rela-
tionship is no longer verified from a numerical point of view.

Keywords:

Failure, bifurcation, material instability, Hill’s stability criterion, second-order work, control-
lability, sustainability, stress probes, response envelopes, granular media, Discrete Element
Method, 2D analogue granular material, Measurements of microscale kinematics.
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Notations et conventions

Notations

Les noms des différentes variables utilisées dans ce manuscrit sont explicités au fur et & mesure
de sa lecture. On retiendra cependant les principales notations données ci-dessous.

Les scalaires sont notés en calligraphie simple: a,
les vecteurs avec une fleche: @,
les tenseurs d’ordre 2 ou supérieur sont notés en caractére gras: a.

Produit scalaire: @.b = c,

produit vectoriel: @ A b = b,

produit deux fois contracté: a : b= c.

Convention

La convention “ mécanique des sols ” est adoptée: les contraintes de compression sont comptées

positivement, les déformations correspondant & un raccourcissement sont également comptées
positivement.
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Introduction générale

Un peu d’histoire

Truesdell [124]| dans son ouvrage Essays in the history of mechanics rapporte une note que
Pon peut trouver dans le Codex Atlanticus (vers 1500) de Leonardo da Vinci:

Every body resists in its friction with a power equal to the fourth of its heaviness if the motion
is plane [or slow?] and the surfaces dense and polished [or clean ?]

En des termes plus modernes da Vinci affirme que la force de frottement d’'un corps glissant
est proportionnelle & la force normale au plan de contact. De plus il attribue une valeur au
coefficient de frottement de 0.25. Il semble difficile de savoir si cette affirmation a été déduite
d’expériences ou s’il s’agit d’une conjecture. Da Vinci n’a pas décrit d’expériences on retrouve
juste certains dessins, tels que ceux présentés sur la Figure 1 faisant allusion & des expériences
réalisées ou a des projets d’expériences.

Amontons (1699 [2]) a retrouvé deux siécles aprés Leonardo da Vinci que: les forces de frotte-
ment varient de facon proportionnelle aux forces normales aux surfaces de contact; elles sont
indépendantes de 'aire de la surface apparente; elles dépendent des matériaux et de 1’état de
leurs surfaces.

Coulomb (1781 [23]) a complété les lois énoncées par da Vinci et Amontons, il a notamment
remarqué la différence entre les forces de frottement statique et dynamique. Toutefois les
développements de Coulomb qui nous concerne directement portent sur la description de la
rupture dans les sols. Coulomb (1773 [22]) considére le sol comme un matériau homogéne
dont un des mécanismes de rupture est le glissement de deux parties séparées par une surface
de glissement. Il divise la résistance en cisaillement du sol en une composante de cohésion
ou d’adhésion et une composante due au frottement. Cette derniére composante est supposée
étre indépendante de 'aire de la surface de glissement et proportionnelle & 'effort agissant
suivant la normale au plan de glissement. Coulomb supposait que les plans de glissement
n’ont pas d’épaisseur et il semble qu’il n’ait envisagé qu’un unique mouvement dans le plan
de glissement sans tenir compte d’un mouvement dans la direction normale au plan.
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F1G. 1 — Dessins extraits du Codex Atlanticus mettant en évidence des recherches de Leonardo
da Vinci sur la force de frottement; Truesdell [124].

Suite & l'introduction par Terzaghi de la notion de contrainte effective le critére de Mohr-
Coulomb classiquement utilisé en mécanique des sols pour prédire la limite des contraintes
admissibles s’écrit:

T=o0) tan¢’ + ¢, (1)

ou 7 est la contrainte de cisaillement, o/, la contrainte effective normale, ¢’ ’angle de frotte-
ment et ¢’ la cohésion.

Notons que le critére de Mohr-Coulomb est une approximation de la limite des contraintes
admissibles. Par exemple, dans le plan de Mohr (7, o/,) les essais de laboratoire ont montré
que cette limite est en réalité courbe alors que le critére de Mohr-Coulomb est ’équation
d’une droite définie par les deux paramétres ¢’ et ¢’. Cette approximation reste cependant
raisonnable dans bon nombre d’applications.

Problématique et objectifs

A T’heure actuelle la mécanique des sols s’est fortement développée et des modeéles, décri-
vant non seulement la rupture des sols mais également leur comportement au cours d’une
histoire de sollicitation, ont vu le jour. On citera notamment l’ensemble des modéles élasto-
plastiques qui intégrent un critére de rupture que ce soit celui de Mohr-Coulomb ou d’autres
plus particuliérement adaptés aux méthodes numériques. Ces modéles, associés & la Méthode
des Eléments Finis, permettent de traiter des problémes aux limites complexes. Toutefois,
certaines ruptures dans les sols et plus généralement dans les milieux granulaires restent
inexpliquées. Les glissements de terrain sous faible, voire trés faible pente constituent une
illustration concréte et potentiellement lourde de conséquences. Sur des pentes constituées
de charbon, Eckersley [50] a observé des glissements de terrain en conditions drainées pour
un angle de frottement mobilisé de 24°4 27°alors que ’angle de frottement pour le critére de
Mohr-Coulomb est de 40°. A partir d’essais en laboratoire réalisés dans des cellules triaxiales,
plusieurs auteurs ont également mis en évidence, pour différents chemin de sollicitation, des
ruptures diffuses d’échantillons de sable strictement & l’intérieur du critére de Mohr-Coulomb.



Ces observations, qui vont & ’encontre de la sécurité et qui contredisent les analyses classiques
de la rupture dans les matériaux granulaires, impliquent d’étudier de nouvelles approches
permettant de décrire ces modes de rupture particuliers voire de les prédire. L’exemple des
glissements de terrain sur des pentes naturelles ou artificielles que nous avons cité est un
probléme difficile & traiter, non seulement parce qu’il fait intervenir des phases solides et
fluides dont les interactions sont complexes, mais aussi parce qu’il s’agit de problémes non-
homogénes. Ainsi, nous pensons que le lien entre la rupture en un ou plusieurs points matériels
de la pente et la rupture globale de la pente constitue en soit un probléme bien spécifique. Le
travail de recherche présenté dans ce mémoire a été limité & 1’étude de la rupture en un point
matériel.

Nous proposons dans ce document d’aborder la rupture comme un probléme de bifurcation:
la rupture correspondrait & un des chemins de réponse du matériau issus d’un point de bi-
furcation. L’objectif est donc double: dans un premier temps il faut détecter les points de
bifurcation, et dans un deuxiéme temps établir le lien susceptible d’exister entre ces points de
bifurcation et la rupture. La détection des points de bifurcation est effectuée & I’aide du critére
du travail du second ordre. L’étude du lien entre un point de bifurcation détecté par le critére
du travail du second ordre et la rupture est réalisée & deux niveaux: a 1’échelle macroscopique
de ’assemblage granulaire et a 1’échelle microscopique des contacts intergranulaires. La ma-
jeure partie des analyses présentées portent sur des simulations numeériques directes basées
sur la Méthode aux Eléments Discrets. Cette méthode nous a permis d’étudier le comporte-
ment d’un assemblage de grains soumis & une histoire de sollicitation. Le critére du travail
du second ordre a été développé dans le cadre des milieux continus et s’applique & un point
matériel. L’assemblage de grains considéré lors des simulations est de volume fini. Néanmoins,
nous considérons que le comportement mécanique déduit des simulations présentées ici est
assimilable au comportement mécanique d’un point matériel d’'un milieu continu équivalent.

Présentation du plan

Afin de compléter le description trés succincte que nous avons donné d’exemples de ruptures
a l'intérieur du critére de Mohr-Coulomb, une synthése des cas que 'on peut trouver dans
la littérature est établie dans la premiére partie du Chapitre 1. La deuxiéme partie est
consacrée 3 la présentation du critére du travail du second ordre. Nous situons ce critére par
rapport aux différents critéres de bifurcations habituels, nous renseignons le lecteur sur le
sens que lui attribuent certains auteurs et nous précisons 1'utilisation qui en a déja été faite
jusqu’a présent pour décrire la rupture dans les sols. La derniére partie de ce chapitre est
dévolue a la Méthode aux Eléments Discrets. Nous en décrivons le principe, les modalités de
la simulation d’essais triaxiaux ou biaxiaux de laboratoire sont données ainsi que quelques
résultats classiques qui nous ont servi de référence.

Le Chapitre 2 est une introduction du modéle numérique discret. Il débute par une des-
cription des caractéristiques du code utilisé (Spherical Discrete Element Code) et des modifi-
cations apportées afin d’appliquer des chemins de sollicitation triaxiaux sur des assemblages
granulaires de forme parallélépipédique. La plus grande partie du chapitre est consacrée a la
présentation et a la validation de deux modéles discrets. Le second étant retenu pour la suite
des travaux présentés dans ce mémoire. La validation des modéles s’est effectuée aussi bien
a Déchelle de l’assemblage granulaire qu’a 1’échelle de la micro-structure (en l'occurrence a
Péchelle des contacts).
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Le Chapitre 3 constitue ’articulation centrale de ce mémoire. Certains des résultats qui y
sont présentés et discutés ne sont pas directement en lien avec la problématique posée par
le sujet de thése mais ils mettent en relief des particularités du comportement mécanique du
modéle discret qui sont & prendre en compte dans I’analyse des points traités dans ce méme
chapitre et les suivants.

Ce chapitre se divise en deux grandes parties. La premiére est consacrée a 1’étude, que 1’on
pourrait qualifier de classique, du comportement mécanique incrémental du modéle discret.
Sur la base de simulations de recherches directionnelles dans le plan d’axisymétrie des incré-
ments de contrainte et en se référant au cadre de 1’élasto-plasticité, les questions, entre-autre,
de l'existence d’une régle d’écoulement ou non, associée ou non-associée sont discutées. Trois
régimes de déformation de ’assemblage granulaire sont également mis en évidence. Le tra-
vail du second ordre est un scalaire, le critére du travail du second ordre porte sur le signe
de celui-ci. Ainsi, dans la deuxiéme partie du chapitre nous nous intéressons & 1’étude du
signe du travail du second ordre dans le plan d’axisymétrie des contraintes. Darve et son
équipe [35; 36; 42; 63; 73] ont déja largement étudié le signe du travail du second ordre dans
I’espace des contraintes pour des sables d’Hostun lache et dense avec un modéle phénomé-
nologique. Les résultats obtenus présentent des caractéristiques typiques. Il s’agit donc ici de
vérifier si de tels résultats sont obtenus avec des simulations numeériques directes. En d’autres
termes, on ne cherche pas pour le moment & établir un lien entre le critére du travail du second
et la rupture mais de caractériser les conditions dans lesquelles le critére du travail du second
ordre est violé.

Dans le Chapitre 4, deux questions principales sont traitées. Premiérement, nous vérifions,
d’un point de vue numérique, si un phénomeéne de bifurcation est identifiable & partir des points
pour lesquels le critére du travail du second ordre est violé. Deuxiémement, nous montrons
que, sous certaines conditions que nous spécifions, la rupture se produit & partir de ces mémes
points. Dans le cadre des essais numériques réalisés les manifestations du phénoméne de
bifurcation et de la rupture sont en général confondues. Par conséquent les questions de la
bifurcation et de la rupture sont traitées simultanément. Le chapitre est organisé en fonction
des chemins de sollicitation étudiés. Il permet ainsi d’effectuer un paralléle entre la description
des observations expérimentales de la rupture strictement & l'intérieur du critére de Mohr-
Coulomb présenté dans la premiére partie du Chapitre 1. En fin du chapitre 4 sont aussi
présentés les premiers résultats d’une approche expérimentale sur un matériau analogique
bidimensionnel. A cette occasion une technique a été développée pour la mesure des champs
cinématiques discrets et des propriétés de la texture dans des empilements de rouleaux de
Schneebeli. Le détail en est donné dans I’Annexe A.

Un atout de la modélisation numérique discréte est de fournir des informations a 1’échelle de
la micro-structure (forces de contact intergranulaires, positions des grains). Le Chapitre 5
présente une tentative d’établir un lien entre le travail du second ordre qui s’exprime & partir
de variables tensorielles que sont l'incrément de contrainte et l'incrément de déformation et
des variables micro-structurelles: les forces de contact et les déplacements relatifs aux contacts.
L’établissement d’une relation directe entre ces grandeurs permet de mieux comprendre les
causes micro-mécaniques au phénomene de bifurcation. Dans se sens nous détaillons ’approche
numérique qui a été réalisée. Les résultats et conclusions de cette approche sont comparés a
une approche analytique développée en paralléle par Nicot & Darve [89].

Comme il se doit ce document se termine par une conclusion résumant les principaux résultats
obtenus pendant ces trois années de travail, mais aussi les limites de l'approche qui a été



menée. Cette thése ne constitue qu'une piéce parmi celles existantes autour du théme de la
description de la rupture a 'aide du critére du travail du second ordre. Nous la replacerons
donc dans son contexte en tenant compte notamment de ’ensemble des travaux effectués a
ce sujet dans I’équipe de recherche qui m’a accueilli. Finalement les résultats présentés ici
ouvrent de nouvelles perspectives que nous ne manquerons pas de présenter.
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1.1 Introduction

Cette étude bibliographique se décompose en quatre parties principales qui présentent les
informations, idées et outils sur lesquels nous nous sommes appuyés pour mener & bien ce
projet de recherche.

En premier lieu, sont données les définitions de quelques termes clefs. Méme si ces définitions
ne sont pas le résultat a& proprement dit d’'une recherche bibliographique nous les croyons
nécessaires & la compréhension de I’ensemble du manuscrit.

Nous présentons ensuite un ensemble d’observations expérimentales portant sur ’occurrence
de ruptures non envisagées dans le cadre classique de la mécanique des sols. Ces observations
constituent la base du probléme posé par le sujet de cette thése.

Dans une troisiéme partie sont exposés des critéres qui seraient susceptibles de décrire les
ruptures observées. Des auteurs ont essayé d’appliquer ces critéres, parfois en les adaptant,
au cas des matériaux granulaires. Leur travaux sont résumés en mettant l'accent sur ceux se
référant a la condition de stabilité de Hill.

Pour finir, nous introduisons la Méthode aux Eléments Discrets qui constitue I’outil numérique
choisi pour ’application et la vérification des idées portées par ce travail.

1.2 Définitions

Tout au long de ce mémoire seront mentionnés les termes: rupture, (in)stabilité, bifurcation,
perte d’unicité. Il parait donc essentiel, en préambule & toute discussion, de préciser ses termes
dans le contexte de la mécanique des sols.

Rupture: on considére qu’un matériau est dans un état de rupture lorsqu’un petit accrois-
sement de chargement conduit & des déformations trés grandes voire non bornées. A ce
titre le pic (ou le palier) présent sur une courbe contrainte-déformation lors d'un essai
triaxial drainé sur un sable dense (ou lache) constitue un exemple d’état de rupture.
Nous utiliserons souvent, lors de la description d’expériences réelles ou numeériques, le
terme effondrement au lieu de rupture pour évoquer, en plus de la notion de rupture,
un comportement post-rupture du matériau caractérisé par des vitesses de déformation
trés élevées et une perte totale de résistance.

(In)stabilité: précisons tout d’abord qu'il est possible de distinguer les instabilités géomé-
triques impliquant un systéme mécanique et les instabilités matérielles se développant
au niveau d’un point matériel et liées au comportement constitutif d’'un matériau. Dans
ce document nous ferons principalement référence a la notion de stabilité matérielle. La
deéfinition de la stabilité a été énoncée par Lyapunov [81]; sous une forme actualisée elle
s’écrit (Darve & Laouafa [36]): Pour un matériau non visqueuz et une histoire de dé-
formation donnée, un état de contrainte-déformation est considéré stable si pour toutes
“petites” variations de sollicitation, la réponse engendrée reste “petite”. De plus amples
détails sur la définition de stabilité de Lyapunov sont donnés dans la Section 1.4.2.1

(p. 17).
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Bifurcation: intéressons nous & un exemple physique simple: I’échauffement d’un liquide
suite & un apport d’énergie constant. Tant que la température du liquide est inférieure 3
une température critique (dépendante de la pression) ’évolution de I’état du liquide est
continue et graduelle avec I'augmentation de la température. Une fois la température
critique, ou température d’ébullition, atteinte la température du liquide reste constante
et ’énergie apportée au liquide est totalement consommée par le changement de phase
de liquide en gaz. Le point d’ébullition, caractérisé par une température critique et une
pression critique, constitue un point de bifurcation. Il est important de remarquer que
ce phénoméne de bifurcation est sensible aux impuretés et imperfections (modification
de la température d’ébullition et du lieu d’apparition des bulles de vapeur). Nous re-
tiendrons, dans le cas de cet exemple comme dans la cas plus général de la mécanique,
qu’une bifurcation est un changement soudain et discontinu du mode de réponse (mode
de déformation par exemple) pour une évolution continue et graduelle des paramétres
de chargement.

Perte d’unicité: elle se produit lorsque, pour un état donné et une sollicitation donnée, des
réponses différentes du matériau considéré peuvent étre observées. La perte d’unicité
peut étre mise en évidence lors d’essais triaxiaux drainés sur sable dense. A proximité
du pic du déviateur de contrainte une bande de cisaillement se forme et, si les essais
sont poursuivis au-dela du pic, la réponse en terme de déviateur de contrainte et de
variation de volume peut varier d’un essai & ’autre bien que le mode opératoire soit
identique en terme de variables d’état, de caractéristiques géométriques et de parameétres
de chargement. Notons que dans ce cas 1a le pic du déviateur constitue également un
point de bifurcation. Le terme perte d’unicité est également utilisé dans la cas d’un
probléme mathématique (constituant a l’occasion une modélisation d’un probléme réel)
dont la solution n’est pas unique.

1.3 Observations expérimentales de ruptures a l’intérieur du cri-
tére de Mohr-Coulomb

1.3.1 Glissement de terrain sur modéle réduit

Eckersley [50] a observé en laboratoire des glissements de terrain a échelle réduite. La présen-
tation de ses travaux comporte deux points intéressants: premiérement elle permet de donner
au lecteur une application concréte du travail effectué au cours de cette thése, deuxiémement
c’est la seule qui portera sur des essais non homogénes.

La pente étudiée, constituée de charbon cokéfiant non compacté (état lache), est de taille
métrique. Les glissements sont provoqués par 1’élévation lente de la nappe aquifére et consiste
en une accélération soudaine de la masse en mouvement pour former un écoulement quasi
fluide mélé de débris. L’instrumentation de la pente permet de suivre en différents points la
cinématique du glissement de terrain, l’état de contrainte et la pression interstitielle en temps
réel.

Les résultats montrent que la rupture s’initie dans des conditions statiques et drainées. L’aug-
mentation de la pression interstitielle dans la zone de rupture ne s’effectue qu’aprés ou pendant
le phénomeéne de glissement mais pas avant (ce point a été vérifié par Darve et al. [43]): dans
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ce cas la liquéfaction statique n’est donc qu’un phénomeéne post-rupture. De plus, le résistance
effective mobilisée (¢, = 24-27°) lors de la rupture est bien en dessous de la condition limite
de Mohr-Coulomb déterminée lors d’essai triaxiaux non drainés (¢, , = 40°), par contre elle
correspond a peu prés au pic du déviateur de contrainte pour des essais non drainés.

Eckersley[50] indique que les glissements observés sur le modéle de laboratoire sont trés proches
de ceux survenus sur des réserves de charbon de taille réelle. Cependant, aucune tentative de
description du phénomeéne de rupture est avancée. En effet, d’aprés les observations faites par
Eckersley, ces glissements de terrain ne peuvent pas étre expliqués dans le cadre de 1’élasto-
plasticité classique. Les travaux menés dans cette thése autour du travail du second ordre
devraient permettre d’apporter des éléments d’analyse et d’interprétation plus précis.

1.3.2 Essais de laboratoires homogénes

De nombreux expérimentateurs ont observé la rupture d’un échantillon de sol (le plus souvent
du sable) a lintérieur de la condition limite de Mohr-Coulomb lors d’essais triaxiaux de
révolution pour des chemins de sollicitations bien particuliers. Nous tentons ici d’en donner
une classification.

1.8.2.1 Chemins non drainés sur sable ldche

Un essais triaxial non drainé (i.e. & volume constant) sur un sable suffisamment lache conduit
a sa liquéfaction (annulation des contraintes effectives). Si l’essai est controlé en déformation
I’évolution de la rupture jusqu’a I'annulation des contraintes effectives s’effectue de maniére
continue sans accélération significative des déformations. Lorsque 1’essai est contrélé en force
(i.e. la force appliquée sur le piston) la rupture de ’échantillon au pic du déviateur des
contraintes ¢ s’effectue de maniére brutale (effondrement) (Sladen et al. [121], Lindenberg &
Koning [76]).

Les expériences décrites par Servant et al. [114] et Khoa et al. [64] montrent qu’en fournissant
& ’échantillon, aprés le pic de ¢, ’énergie emmagasinée dans un ressort, 1’échantillon passe
d’un comportement quasi-statique menant 3 la liquéfaction & un comportement dynamique et
brutal menant également a ’annulation des contraintes effectives (voir Fig. 1.1-a), ou presque
suivant la capacité de ’échantillon & dissiper I’énergie qui lui a été fournie.

Deés lors il apparait que la réponse du matériau peut dans certaines conditions étre sensible &
la méthode d’application du chargement et aux perturbations rencontrées.

Leong et al. [75], Chu et al. [15; 16], Lade & Pradel [70] et Sladen et al. [121] ont également
observé l'effondrement d’un échantillon de sable lache dans des conditions non drainées mais
sans imposer un chemin de sollicitation: une fois un état de contrainte-déformation atteint le
long d’un chemin triaxial drainé le déviateur de contrainte ¢ est gardé constant et le drainage
est fermé. Peu aprés un accroissement rapide des déformations est constaté, accompagné d’une
décroissance de ¢ si la force axiale est appliquée par l'intermédiaire d’un vérin pneumatique
(Fig. 1.2, essai UD02) [75; 15; 16; 70; 121]. Toutefois 'effondrement ne se produit que si un
certain niveau de contrainte caractérisé par exemple par le rapport ¢/p’ (ou p’ est la pression
moyenne effective) est dépassé (Fig. 1.2, essais UD01 et UD02) [75]. Remarquons que ’état
de I’échantillon n’évolue pas si le drainage est laissé ouvert [75; 121; 70]. Sladen et al. [121]
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Fic. 1.1 — Ezemples de deur modes de rupture dans les sables: effondrement d’un échantillon
de sable lors d’un essai non drainé pour une “perturbation” aprés le pic de q, la liquéfaction
est totale (a), Servant et al. [114]; rupture par bande plane de cisaillement lors d’un essai
triazial classique (b), Desrues & Chambon [44] d’aprés les travauz de Colliat-Dangus [18].
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Fi1aG. 1.2 — Réponse d’un sable ldiche suite au passage de conditions drainées o des conditions
non drainées sous déviateur de contrainte constant. A partir de l’état A un nouvel équilibre

est atteint pour un état B proche du précédent. Pour un €tat de contrainte plus élevé C
Uéchantillon s’effondre; Chu et al. [16].

et Lade [69] expliquent que, & cause d’un trés faible fluage volumique, le fait de fermer le
drainage entraine une légére hausse de la pression interstitielle. Cette hausse constituerait
une “petite” perturbation nécessaire a révéler “I'instabilité” du matériau & I’état considéré.

1.3.2.2 Chemins proportionnels en déformation

Les chemins proportionnels en déformation consistent a contrdler la déformation volumique
g, en imposant la valeur du rapport (; = de,/dey. ¢; = 0 correspond & un essai non drainé,
pour (; > 0 le chemin suivi est contractant et pour ¢; < 0 il est dilatant. Lancelot et al. [71]
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montrent qu’il est possible d’obtenir la liquéfaction statique d’un sable lache ou dense sous de
faibles pressions de confinement sur des chemins proportionnels en déformation & partir d’'un
état de contrainte isotrope si (; est choisi tel que ¢; < (y, ol (y est le taux de déformation
volumique & la rupture mesuré sur un essai drainé. Cette condition peut également s’exprimer
en terme d’angle de dilatance: la liquéfaction statique peut étre atteinte si I’angle de dilatance
imposé est supérieur a ’angle de dilatance du matériau (Darve & Pal [40]).

Sur la base de ces chemins proportionnels en déformation Lancelot et al. [71], Chu et coauteurs
[15; 17] ont effectué ce qu'’ils ont appelé des “tests d’instabilité”: aprés avoir suivi un chemin
triaxial drainé jusqu’a un état de contrainte caractérisé par le rapport ¢/p’, le déviateur
de contrainte ¢ est maintenu constant et une valeur de (; est imposée. Sous ces conditions
I’échantillon est alors laissé libre d’évoluer. En toute rigueur si le matériau ne flue pas 1’état
de contrainte-déformation de celui-ci ne devrait pas évoluer. Toutefois les auteurs montrent
que, pour une valeur du rapport ¢/p’ suffisamment élevée, ’effondrement de 1’échantillon se
produit si ¢; < ¢ (Fig. 1.3).
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Fia. 1.3 — Tests de stabilité sur sable dense pour une valeur de q fixée et une valeur de
G = dey/dey imposée: pour (; < (5 Uéchantillon s’effondre (a), dans la cas contraire la
réponse du matériau reste stable (b); Chu et al. [17].
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Ces tests d’instabilité proportionnels en déformation sont une extension de ceux présentés
dans le paragraphe précédent. Ils peuvent conduire & ’effondrement d’un matériau bien qu’il
soit dilatant. Ici encore nous remarquons que le type de contrdle joue un réle important sur
I’évolution de 1’état du matériau. Lorsque Lancelot et al. effectuent des essais proportionnels
en déformation pilotés par l'intermédiaire de la déformation axiale ’évolution vers la rupture
totale s’effectue de maniére quasi-statique. Lors des tests d’instabilité ol un controle en force
est imposé la rupture est brutale.

1.83.2.8 Chemins drainés a déviateur de contrainte constant

Les glissements de terrains décris par Eckersley [50] (c¢f. Sect. 1.3.1, p. 9) sont causés par la
hausse lente de la nappe aquifére ce qui conduit & une augmentation de la pression intersti-
tielle et une diminution des contraintes effectives. On peut donc en conclure que le chemin
de contrainte suivi en un point du massif de la pente s’apparente & un chemin drainé &
déviateur de contrainte ¢ constant avec une diminution de la pression moyenne effective p’
(i.e. do} = dob =dof <0).

Sasitharan et al. [110], Chu et al. [16; 15], Di Prisco & Imposimato [46] et Gajo et al. [52] ont
effectué des essais & ¢ constant drainés sur des sables laches. Pour cela la valeur du déviateur
de contrainte ¢ est dans un premier temps augmentée jusqu’a une valeur choisie en suivant
un chemin drainé [16; 15; 46; 52| ou non drainé [110]. Ensuite la valeur de ¢ est maintenue
constante par lintermédiaire d’un piston ou d’une charge morte (masses). Les contraintes
effectives sont réduites en augmentant la pression d’eau interstitielle par exemple. Les auteurs
montrent que dans de telles conditions il est possible d’obtenir la rupture plus ou moins brutale
du matériau, ceci pour des angles de frottement mobilisés bien inférieurs & ceux prédits par
la condition limite de Mohr-Coulomb (Fig. 1.4-a). Chu & Leong [15] et Lade [69] indiquent
que des résultats semblables ont été obtenus sur des sables denses.

Le long d’un chemin drainé & ¢ constant, sur un sable lache, ce dernier est d’abord dilatant
jusqu’a atteindre un volume maximal pour ensuite étre contractant (Fig. 1.4-b). Il semblerait
a la vue des résultats de Gajo et al. [52] et Chu et al. [16; 15] que les ruptures se produisent
au plus t6t au maximum du volume ou sinon lors de la phase de contractance.
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Gajo et al. [52] ont étudié la sensibilité & la rupture des échantillons sur ce chemin de sollici-
tation en fonction de différents facteurs.

- Tout d’abord ils observent que la capacité de drainage a peu d’influence sur l'initiation
de la rupture et qu’elle gouverne surtout le comportement post-rupture. La rupture
semble donc s’effectuer en condition drainée. Ce point est confirmé par Chu et al. [16],
qui n’observent pas de variation de la pression interstitielle lors de la rupture et par
Skopek et al. [120] qui ont sollicité des échantillons laches de sable sec: au-dela d’une
certaine résistance mobilisée des sauts brutaux de variation de volume sont constatés.
Ces observations corroborent les résultats de Eckersley [50] (cf. Sect. 1.3.1, p. 9).

- Le mode d’application de la force axiale afin d’imposer ¢ = cste joue sur le caractére
catastrophique de la rupture: l'utilisation d’une charge morte (masses) conduit & un
effondrement totale de I’échantillon, alors que 1’utilisation d’un vérin pneumatique re-
tarde l'apparition de la rupture qui peut, dans ce cas, étre totale ou se présenter sous
la forme de sauts (en fonction du temps) des vitesses de déformation. En effet, lors de
sollicitations rapides le vérin se comporte comme un ressort de rigidité non linéaire et
la condition de contréle en force n’est pas rigoureusement vérifiée.

- Pour finir, le précisaillement (charge/décharge le long d’un chemin drainé) ainsi que
I’accroissement de la densité du matériau tendent également a retarder 'apparition de
la rupture.

1.8.2.4 Autres chemins

Lindenberg & Koning [76] et Gajo et al. [52] ont effectué des essais drainés sur sable lache
a pression moyenne effective p’ constante. L’effondrement des échantillons est observé avant
d’atteindre le critére de Mohr-Coulomb.

Di Prisco & Imposimato [46] présentent des essais triaxiaux drainés contrdlés en force: le
déviateur de contrainte ¢ est augmenté par paliers successifs séparés par des périodes de temps
sans modification des paramétres de chargement. L’effondrement de 1’échantillon survient
pour une résistance mobilisée bien inférieure & celle atteinte pour un controéle en déformation
conventionnel. Ce type de test est en marge de ceux présentés précédemment car les périodes
d’attente entre deux paliers de chargement peuvent atteindre plusieurs jours. Dans ce cas
I’effondrement pourrait étre expliqué en supposant une réponse du matériau dépendante du
temps (fluage). Des résultats semblables ont été obtenus par Lindenberg & Koning [76] pour
des essais triaxiaux drainés sur sable lache controlés en force avec un taux d’accroissement de
g continue mais faible. Il est alors possible d’imaginer que ces essais reviennent en fait a faire
des essais & ¢ constant en testant un grand nombre (voire une infinité) de valeurs de g. Ce
type de sollicitation constituerait un biais pour rencontrer un état de contrainte-déformation
qui aurait pu étre atteint lors d’un essai & ¢ constant et pour lequel un effondrement aurait
été observé.
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1.3. Observations expérimentales de ruptures a I'intérieur du critére de Mohr-Coulomb

1.3.3 Bilan des observations expérimentales

Plusieurs constatations poussent & considérer les ruptures obtenues suivant les différents che-
mins de sollicitation présentés dans cette premiére partie comme des ruptures de modes iden-
tiques.

- D’une maniére générale si les essais sont “contrélés en force”, quelque soit le chemin suivi
b

parmi ceux cités, la rupture intervient pour une résistance mobilisée inférieure a celle

prédite par le critére de Mohr-Coulomb, d’une maniére brutale sans signes précurseurs.

- Aucune figure de localisation visible & l'oeil n’a été observée par Chu et al. [17] en ce
qui concerne les chemins proportionnels en déformation, par Servant et al. [114] dans le
cas des essais non drainés, par Di Prisco & Imposimato [46] pour les chemins triaxiaux
drainés et & déviateur de contrainte constant. Les autres auteurs ne précisent pas la
présence ou non de figures de localisation sans doute a cause d’une vitesse de déforma-
tion trop élevée lors de la rupture ne permettant pas de suivre ’état de déformation
de I’échantillon. Lindenberg & Koning [76] parle de “liquéfaction soudaine” pour les ef-
fondrements qu’ils ont observés. En 'absence de contre exemple, nous qualifierons ces
ruptures de ruptures diffuses a la différence des ruptures localisées par formation d’une
bande de cisaillement (comparer les Figs. 1.1-a et -b, p. 11). Seul Eckersley [50] décrit
des zones de glissement multiples donnant naissance & un écoulement rapide quasi-fluide.

- Lade [69] et Sladen et al. [121], en ce qui concerne les chemins en non-drainé et Gajo
et al. [52] pour les chemins & ¢ constant avancent ’idée que 'occurrence d'un effondre-
ment dans ces conditions de chargement serait liée & ’existence d’une “petite” perturba-
tion. Cette derniére correspondrait & une légére hausse de la pression interstitielle lors
du passage de condition drainée & non-drainé [69; 121] dans les test pratiqués par Leong
& Chu [75], Chu et al. [15; 16], Lade [70] et Sladen et al. [121]. Pour les chemins a ¢
constant controlés par ’application de charges mortes, la perturbation correspondrait a
la chute “inertielle” de la masse lors de trés petits sauts en déformation de I’échantillon
dis a des séries de réarrangement de la micro-structure du sable. A la fin de la chute
il y aurait une légére augmentation de la charge axiale & cause de la décélération de la
masse [52].

Pour résumer, les effondrements présentés dans cette section sont des ruptures homogénes
survenant en des points de bifurcation et de perte d’'unicité: une petite perturbation suffirait
& changer la réponse du matériau pour une variation continue voire nulle des paramétres de
chargement. Ces ruptures ne sont pas décrites par le critére de Mohr-Coulomb.
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1.4 Description des ruptures a ’'intérieur de la condition limite de
plasticité

1.4.1 Introduction

Dans la partie précédente nous avons insisté sur le fait que les ruptures auxquelles nous nous
intéressons surviennent & l'intérieur du critére de Mohr-Coulomb. Afin de se placer dans un
contexte plus général nous préférons parler ici de condition limite de plasticité, condition
au-dela de laquelle les états de contrainte ne peuvent pas étre atteints. Dans le cadre des
matériaux non visqueux on démontre ' par ’application de 'identité d’Euler l'existence d’un
tenseur constitutif M, dépendant de ’histoire et de la direction du chargement (Darve [30])
tel que:

o=Me. (1.1)

Pour une sollicitation & il existe une unique solution € a condition que le déterminant de M
soit non nul. La condition limite de plasticité s’écrit alors:

detM =0. (1.2)

Remarquons qu’un état limite est un point de bifurcation souvent appelé point de rupture bien
que, comme nous ’avons vu, il existe des ruptures non décrites pas la notion d’état limite de
plasticité. L’Equation 1.2 correspond, dans le cadre des modéles élasto-plastiques classiques,
a 'annulation du module d’écrouissage, ou autrement dit, au fait que le taux de contrainte o
est nul pour un taux de déformation € non nul.

Considérons ’exemple suivant: Desrues & Viggiani [45] ont montrés expérimentalement pour
du sable que la rupture par localisation des déformations en bandes de cisaillement peut se
produire avant la condition limite de plasticité. Selon Rice [106] et Rudnicki & Rice [109]
la localisation des déformations en bande de cisaillement est détectée par ’annulation du
déterminant du tenseur acoustique, soit:

det (AM 1) = 0, (1.3)

avec 7 le vecteur normal & la bande. Ce critére permet de détecter un mode de rupture parti-
culier pouvant se produire & 'intérieur de la condition limite de plasticité. Malheureusement
il ne peut pas étre appliqué au probléme traité ici mettant en jeux des ruptures homogénes.
Il faut donc nous diriger vers d’autres critéres.

Dans cette partie sont introduits des critéres, souvent appelés conditions de stabilité qui
pourraient répondre & notre attente. Bien que nous ayons parlé jusqu’a présent de rupture ou
de bifurcation, nous utilisons ici le terme “stabilité” uniquement par fidélité au langage tenu
par les auteurs des critéres en question.

1. Le lecteur trouvera les grandes ligne de cette démonstration a la Section 3.1.1, p. 72

- 16 -



1.4. Description des ruptures a l'intérieur de la condition limite de plasticité

1.4.2 Critéres de stabilité

Avant d’aborder les critéres de stabilité, nous revenons en premier lieu sur la définition de
stabilité de Lyapunov pour compléter la courte introduction qui en a été faite au début de ce
chapitre.

1.4.2.1 Définition de stabilité de Lyapunov

La définition de stabilité de Lyapunov [81] était destinée a I’étude du mouvement d’un sys-
téme mécanique possédant un nombre fini de degrés de liberté et décrit par des fonctions
dépendantes du temps. Le mouvement du systéme est considéré comme stable si une petite
perturbation des conditions initiales (en position et en vitesse) ne va pas s’accroitre indéfini-
ment au cours du temps mais rester bornée. Comme le font remarquer Chambon et al. [13],
cette définition peut s’appliquer a des états d’équilibre dans le sens ol un état d’équilibre est
un cas particulier de mouvement pour lequel les positions & tout instant ¢ correspondent aux
positions initiales.

Darve & Laouafa [36] proposent 'extension suivante de la définition de Lyapunov au cadre
de la mécanique des milieux continus:

“Pour un matériau non visqueur et une histoire de déformation donnée, un état de contrainte-
déformation est considéré stable si pour toutes ‘petites’ variations de sollicitation ds, la réponse
engendrée dr reste ‘petite’ ”, soit:

Ye>0 dn=n(e) tel que [|ds|]| <n=|dr|]<e (1.4)

Ainsi, tous les état limites de contrainte, communément appelé états de rupture sont instables
au sens de Lyapunov. De méme, le pic de g et toute la branche descendante de la courbe
représentant le comportement en conditions non drainées d’un sable lache dans un diagramme
q—p’ sont instable au sens de Lyapunov, puisque ’addition d’une “petite” force axiale entraine
Peffondrement de ’échantillon (cf. Sect. 1.3.2.1, p. 1.3.2.1).

Di Prisco & Imposimato [46], pour expliquer les effondrements qu’ils ont observés proposent
une application de la définition de Lyapunov aux matériaux granulaires en tenant compte de
leur micro-structure. Pour cela ils considérent que chaque micro-configuration des grains est
un point d’'un ensemble. Chacun de ces points est relié de maniére biunivoque & un point
défini dans un espace dont les coordonnées sont des variables d’état (par exemple la densité
relative ou le tenseur de texture). En utilisant une définition mathématique de la distance
dans ’espace des variables d’état Di Prisco & Imposimato énonce le critére suivant:

“Un systéme granulaire est défini stable si la distance entre le point initial et le point final,
définis dans l’espace des variables d’état, décroit contindment en proportion directe avec la
décroissance de la taille de la perturbation, de quelque sorte qu’elle soit”.

Toutefois, nous ne connaissons pas d’applications pratiques basées sur cette définition.
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1.4.2.2 Critére de stabilité de Drucker

Le critére de stabilité d’un matériau inélastique donnée par Drucker [49] est le suivant (d’apres
la traduction faite pas Mandel [83]):

“un agent extérieur superposé aux forces qui existent dans l’état d’équilibre actuel doit, pour
que équilibre soit stable, effectuer un travail non négatif durant son application et aussi dans
un cycle complet d’application et d’enlévement de cet agent”.

Pour un matériau non-visqueux le critére de Drucker [49] s’écrit:
o:el>0 Vel #£0 (1.5)

ol &P est le taux de déformation plastique. Drucker précise que 'utilisation de ce postulat im-
pose une relation contrainte-déformation incrémentalement linéaire, et une régle d’écoulement
associée. Mandel [83] montre également que le postulat de Drucker peut étre violé lorsque des
frottements internes du type de Coulomb sont considérés.

1.4.2.8 Condition de stabilité de Hill: forme globale

Hill [56] énonce un critére suffisant de stabilité pour un solide, de volume V', vérifiant la régle de
normalité, dans un état d’équilibre, dont une partie de la frontiére est bloquée en déplacement
et 'autre partie soumise & l'action de charges mortes (charges maintenues constantes). Hill
considére alors que:

“le solide est stable si pour n'importe quel déplacement menant le solide dans une configuration
géométrique infiniment proche de la configuration initiale l’accroissement de l’énergie interne
excéde l'accroissement du travail des forces extérieures”,

avec I’hypothése que le chemin, menant de la configuration initiale & la configuration finale,
le plus critique pour le calcul de 'accroissement de ’énergie interne est un chemin linéaire et
direct. De ce fait, Bigoni [6] explique que Hill analyse la stabilité directionnelle.

Formellement le Critére de Hill s’écrit de la facon suivante (selon Hill [56]):

/ éij % dV >0 Vuz(x]) 7é 0, (16)
1% T

ou:

- s;; est appelé tenseur nominal de contrainte par Hill. C’est le transposé du premier
tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff qui considére les forces de la configuration
présente appliquées sur les facettes de la configuration de référence. s;; est donc le taux
de contrainte nominale.

0
Ti
taux de contrainte $;;.

est le champ de gradient des vitesses cinématiquement admissibles associées au

L’instabilité au sens de Hill peut étre vue comme la capacité du solide, & partir d'un état
d’équilibre, de continuer a se déformer sans apport d’énergie de ’extérieur.

- 18 -



1.4. Description des ruptures a l'intérieur de la condition limite de plasticité

Le tenseur nominal de contrainte s peut s’exprimer en fonction du tenseur de contrainte de
Cauchy o par:
s=JF lot, (1.7)

ou: J est le jacobien de la transformation linéaire tangente F' qui fait passer de la configuration
de référence a la configuration courante, soit Fj; = dx;/ 830?.

Ainsi, pour de petites transformations et si l’on néglige les changements de configuration la
condition suffisante de stabilité de Hill (Eq. 1.6) s’écrit (Nicot et al. [90]):

/d:édv>0 Ve £0, (1.8)
1%

avec o et € respectivement les taux de contrainte et de déformation.

Osinov & Wu [95] ont étendu linterprétation du Critére de stabilité de Hill en considérant
soit une évolution quasi-statique, soit une évolution dynamique du solide, ceci sans faire
d’hypothése sur la linéarité incrémentale de la relation constitutive. Pour cela, Osinov &
Wu considérent comme Hill un solide dans un état d’équilibre dont une partie de la frontiére
extérieure est contrainte de maniére cinématique et une autre partie est soumise a ’application
de forces constantes.

- Dans le cas de 'interprétation quasi-statique, le solide est “perturbé” en imposant une
déformation quasi-statique infinitésimale. Pour maintenir I’équilibre du solide pendant
la perturbation, des forces additionnelles de volume et & la frontiére du solide sont appli-
quées par des agents extérieurs. Osinov & Wu montrent que le signe du travail effectué

par les agents extérieurs coincide avec le signe de / o : €dV. Ainsi, si une perturbation

1%
existe telle que 'intégrale soit négative, il est possible d’extraire de ’énergie du systéme
solide-frontiére et forces de volume par ’application des agents extérieurs.

- En ce qui concerne l'interprétation dynamique, le solide est perturbé par 1’application
d’un champs de vitesse qui sert de conditions initiales au probléme. On considére alors
le mouvement dynamique du solide. Osinov & Wu s’intéressent & 1’évolution de 1’énergie
cinétique Ec et démontrent qu’a l'instant initial de ’application de la perturbation:

d’E
—ch/a;édv (1.9)
d“t v

Nicot et al. [90] parviennent également & une expression tout a fait similaire. Ainsi,
si le condition de Hill est respectée pour tous champs de vitesse non nul, ’énergie
cinétique du solide décroit sur un intervalle de temps infinitésimal aprés ’application
de la perturbation.

1.4.2.4 Le travail du second ordre: forme locale de la condition de stabilité de Hill

Une forme locale de la condition de stabilité de Hill peut étre dérivée & partir de la forme
globale présentée ci-dessus. Cette condition locale porte sur le signe du travail du second
ordre d?W. Elle pourrait s’appeler condition de stabilité matérielle au sens de Hill. L’adjectif
“matériel” signifiant ici que ’on §’intéresse aux instabilités pouvant se développer a partir d’un
point appartenant & un milieu continu (Bigoni [6]).
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Un état de contrainte-déformation est considéré stable au sens de Hill si:
EPW=6:6>0 Ve#0 (1.10)
avec o et € reliés par la relation constitutive du matériau.

Remarquons que si la condition locale (1.10) est vérifiée en tous points du volume V' alors la
condition globale (1.8) est vérifiée. De plus, pour un probléme homogéne la condition locale
et la condition globale sont équivalentes.

Si ’on suppose la décomposition du taux de déformation € en une partie élastique €° et une
partie plastique € alors le travail du second ordre s’écrit:

PW=6:6+6:6'>0 (1.11)

et le Critére de Drucker (1.5) implique la condition locale de Hill car & : €° > 0 en hyperélas-
ticité.

En ce qui concerne la relation possible entre la condition de stabilité de Hill et la définition
donnée par Lyapunov, Osinov & Wu [95] expliquent qu’une corrélation est difficile a établir
car la condition de Hill nous informe sur ’évolution du solide (variation de l’énergie cinétique)
sur un intervalle de temps infiniment petit aprés ’application de la perturbation & l'instant %,
mais n’apporte aucune information sur I’évolution a plus long terme du solide. Au contraire, la
définition de Lyapunov s’intéresse a ’évolution de la perturbation pour tous instants, t > #g.
La corrélation ne peut alors étre établie que dans le cas de certains systémes dynamiques
avec des forces conservatives. Dans le cadre de 1’élasto-plasticité il n’y a pas d’évolution du
solide avec le temps physique, aussi la remarque formulée par Osinov & Wu perd son sens.
L’équivalence a été prouvée en élasticité par Koiter [67].

La prédiction du comportement mécanique des sols a amené les chercheurs & produire des
relations constitutives, le plus souvent sous une formulation incrémentale ou en vitesse. La
positivité du travail du second ordre entraine un certain nombre d’implications au niveau de
ces relations constitutives. Nous ne souhaitons pas ici entrer dans le détail de ces implications.
Une synthése sur ce point peut-étre trouvée, entre autres, dans les travaux de Bigoni [6] et
Bigoni & Hueckel [7]. Notons tout de méme que la positivité du travail du second ordre
implique:

- si elle est vérifiée en tous points du solide, la condition suffisante d’unicité donnée par
Hill [56]:

/Ad:AédV>0 Ve (1.12)
\%

ou A est la différence entre deux champs admissibles. Cette implication a été prouvée
pour les matériaux non associés par Raniecki [104] et Raniecki & Bruhns [105] par le
biais de solides linéaires de comparaison et pour les relations hypoplastique par Cham-
bon & Caillerie [12]. Valanis [125] montre toutefois que la réciproque est fausse: 'unicité
peut étre vérifiée méme si le travail du second ordre est nul ou négatif.

- Le critére d’ellipticité forte, plus faible que la condition (1.10) mais suffisant pour exclure
la localisation des déformations. Il peut s’écrire pour un solide homogene (d’apreés Bigoni
& Hueckel [7]):

Jgei:D:Aej§>0 Vi#0 Vi d|d|=1 (1.13)
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1.4. Description des ruptures a l'intérieur de la condition limite de plasticité

ou D est le tenseur constitutif incrémentalement linéaire du solide. Ceci revient & écrire
la condition de positivité du travail du second ordre pour un mode de taux de déforma-
tion particulier défini par le produit tensoriel ¢® 77 ol g représente le gradient de vitesse
dans la direction 7. Si le tenseur D est symétrique le critére (1.13) implique que toutes
les valeurs propres du tenseur acoustique sont réelles et strictement positives. Mandel
[83] considére que cette derniére condition constitue un seuil d’instabilité, condition qui
est donc impliquée par la positivité du travail du second ordre.

- Le critére de localisation en bande de cisaillement qui est atteint lorsqu’il y a perte d’el-
lipticité du systéme d’équations différentielles gouvernant 1’équilibre local ou, autrement
dit, lorsque le déterminant du tenseur acoustique s’annule (Eq. 1.3, p. 16).

1.4.3 Vers la prédiction de la rupture “diffuse”
1.4.8.1 Condition d’instabilité proposée par Lade

Sur la base d’essais expérimentaux en conditions drainées et non drainées, Lade [68] propose
une condition d’instabilité, pour les sols avec une régle d’écoulement non associée, portant en
partie sur le signe du travail du second ordre. L’instabilité survient lorsque:

*W <0 (1.14)
et 29 5ii >0 (1.15)

doij

of
t 5ij 1.16
Do ij <0, (1.16)

ou g est le potentiel plastique, f la fonction de charge et § le tenseur de Kronecker.

L’Equation (1.15) exprime le fait que le matériau a un comportement plastique contractant.
I’Equation (1.16) stipule que la normale & la surface de charge doit étre dirigée vers les valeurs
négatives de p’ dans un plan g — p’: ce qui veut dire qu’un certain niveau de contrainte est at-
teint. La condition d’instabilité proposée par Lade met en valeur deux points. Premiérement,
la négativité du travail du second ordre (Eq. 1.14) n’est quune condition d’instabilité néces-
saire. Il faut lui adjoindre d’autres conditions pour détecter une rupture (Egs. 1.16 et 1.15).
Deuxiémement, la condition 1.14 contraint la plage possible de directions de sollicitation & la
zone hachurée de la Figure 1.5 (remarquons ici que les déformation élastiques sont négligées
et que par conséquent d?W est assimilé & & : P).

Lade [69; 68] définit une Ligne d’Instabilité (“Instability Line”) dans le plan ¢ — p’ (Fig. 1.6).
Le domaine entre la ligne de rupture et la Ligne d’Instabilité est une région potentiellement
instable. La construction de la Ligne d’Instabilité repose sur le fait que le pic de ¢ pour des
essais triaxiaux non drainés sur des sols contractants est trés proche du “sommet” de la surface
de charge, sommet aprés lequel la condition 1.16 est vérifiée. De ce fait 'enveloppe des pics
de ¢ pour différentes pressions de confinement est appelée Ligne d’Instabilité et représente la
limite & partir de laquelle la condition 1.16 est vérifiée. Rappelons que la Ligne d’Instabilité
suppose des chemins de sollicitation non drainés (sols trés peu perméables) pour des matériaux
contractants.
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FiG. 1.5 — Région en forme de coin a lintérieure de laquelle le travail du second ordre est
négatif ou nul pour des chemins de contrainte “décroissants” o Uintérieur de la surface de
rupture; Lade [68].
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F1G. 1.6 — Définition de la Ligne d’Instabilité d’aprés Lade [68] pour des conditions non
drainées.

1.4.3.2 Lancelot et al.: valeurs expérimentales du travail du second ordre

Comme cela a été présenté a la Section 1.3.2.2 (p. 11) Lancelot et al. [71] ont effectué des “tests
d’instabilité” en imposant, pour un déviateur de contrainte maintenu constant, un change-
ment des conditions de drainage, a savoir le passage de conditions drainées a un controéle des
déformations volumiques caractérisé par ¢; = de, /de;. Ils trouvent que pour un rapport o} /0%
(noté a sur la Fig. 1.7) au-dessus d’une valeur seuil il est possible, en fonction de (;, d’observer
Peffondrement de 1’échantillon (état instable).

Par ailleurs Lancelot et al. ont calculé le travail du second ordre, & partir de données expé-
rimentales, le long de chemins proportionnels en déformation, cette fois-ci & partir d’états
isotropes et en contrélant la déformation axiale. Les auteurs remarquent que pour une valeur
de ¢; donnée, les points pour lesquels d?W s’annule s’alignent sur une droite dans le plan ¢ —p’
(Fig. 1.7). Cette droite est confondue avec celle formée par les points marquant le passage
entre les états stables (tests d’instabilité négatifs) et les états instables (tests d’instabilité
positifs). Finalement, les auteurs remarquent que cette droite est proche de 1’enveloppe des
pics de ¢ obtenus lors des essais proportionnels en déformation. Cependant Darve et al. [42]
ont montrés que d>W s’annule au pic de ¢ uniquement si ¢; = 0, dans ce cas la droite cor-
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F1G. 1.7 — Tests d’instabilité, ligne d*W = 0, et chemins proportionnels en déformation pour
¢i = —0,2; Lancelot et al. [71].

respondant aux points d?WW = 0 est confondue avec la Ligne d’Instabilité de Lade. Lorsque
G # 0, d?W s’annule pour un état de contrainte différent de celui correspondant au pic de g
et qui peut s’exprimer en fonction de (;. Plus de détails seront donnés au sujet des chemins
proportionnels en déformation au Chapitre 4.

1.4.3.83 Prédiction de l’effondrement par Gajo

Gajo et al. |[52] ont observé pour des chemins & déviateur de contrainte constant ou & pres-
sion moyenne constante ’effondrement total de I’échantillon ou, pour le moins, des sauts de
déformation suivant le moyen technique utilisé pour contrdler les contraintes (masses ou vérin
pneumatique, respectivement). Gajo [51] tente alors de retrouver analytiquement ces points
d’effondrement ou de saut de déformation, qu’il qualifie d’instabilité dynamique, en prenant
en compte non seulement le comportement de 1’échantillon de sable testé mais aussi la rigidité
de I'ensemble du systéme de chargement. En s’appuyant sur les travaux de Petryk [97], Gajo
considére un critére de stabilité suffisant pour les matériaux non associés (& ’exclusion des
instabilités par flottement):

dQE:/&:édV+sz>0, (1.17)
1%

ol / o : €dV est la condition de stabilité de Hill associée & I’échantillon testé dont ’état
1%

de déformation est supposé rester homogéne et d’( est une grandeur qui correspondrait 2
I’application de la condition de stabilité de Hill au systéme de chargement.

o : €dV est évalué par 'intermédiaire d’'un modéle élasto-plastique. En ce qui concerne

levsystéme de chargement: la cellule triaxiale, le vérin pneumatique d’application de la force
axiale et le systéme de mesure de la variation de volume contiennent de I’air comprimé dont les
régulateurs ont une capacité d’écoulement limitée. De ce fait, une variation de volume rapide
de l’air comprimé conduit & une compression adiabatique de celui-ci. La rigidité du systéme
de chargement mobilisé & l'initiation de ’effondrement dépend donc du taux de déformation
de I'échantillon & linitiation de I’effondrement. d?€); pour le i®™¢ systéme de contréle ou de
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Fi1G. 1.8 — Chemins de réponse en déformation pour des sollicitations a q constant: résultats
ezpériementauz (a) et théoriques (b); Gagjo [51].

mesure contenant un volume V; d’air & la pression p; est calculé de la maniére suivante:
d*Q; = p; (—Vi), (1.18)

le plus difficile étant d’écrire la relation entre V; et p; en fonction des déformations de 1’échan-
tillon de sable.

La Figure 1.8 présente une comparaison, pour des chemins & ¢ constant, entre des résultats
expérimentaux (Fig. 1.8-a) et la simulation de ’occurrence possible d’une instabilité (Fig. 1.8-
b) suivant le critére (1.17). La prédiction analytique de I'effondrement est étonnamment bonne:
les angles de frottement mobilisés sont identiques ou quasiment identiques.

1.4.3.4 Notion de rupture “diffuse” selon Darve et al.

Différents modes de bifurcation localisés sont observables dans les matériaux non associés:
localisation par bande de cisaillement (Fig. 1.1-b, p 1.1), de compaction, de dilatation. Darve
et al. [42] et Darve & Roguiez [41] opposent & ces “bifurcations discontinues” la notion de
“bifurcation continue” associée 4 un mode de rupture sans localisation visible des déformations
appelée “rupture diffuse” (Fig. 1.1-a). Ces ruptures diffuses correspondent aux chemins de
réponse résultant d’une bifurcation avec perte d'unicité constitutive au point de bifurcation,
le suivi de tel ou tel chemin de réponse dépendant des paramétres de controle de I’état de
contrainte-déformation du matériau. L'importance des paramétres de contrdle a été discutée
par Nova [92] et Imposimato & Nova [57] nous y reviendrons dans la section suivante. Nous
pouvons déja constater que, pour les types de ruptures et les matériaux auxquels nous nous
intéressons, bifurcation et perte d’unicité sont deux notions liées alors que nous leur avions
donné des définitions différentes.

D’aprés Darve et coauteurs [42] les bifurcations continues et les ruptures diffuses qui en ré-
sultent peuvent étre détectées par la condition suffisante de stabilité de Hill qui correspond,
sous sa forme locale, & la positivité du travail du second ordre. De plus, ils montrent [36; 33; 32]
pour des relations incrémentalement linéaires, que le travail du second ordre (Eq. 1.10, p. 20)
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Fic. 1.9 — Limite du domaine de bifurcation suivant le critére de positivité du travail du second
ordre dans le plan déviatoire des contraintes. Calculs effectués pour des sables d’Hostun lache
et dense avec une relation constitutive incrémentalement non linéaire; Laouafa & Darve [73].

dépend seulement de la partie symétrique du tenseur constitutif M:

W = doMdo (1.19)
EPW = do (M® +M?)do (1.20)
W = doM®do, (1.21)

ou M® et M* sont respectivement la partie symétrique et antisymétrique de M. Ainsi, la
condition de positivité du travail du second ordre (Eq. 1.10) implique la condition:

det M® > 0, (1.22)

et pour des valeurs propres variant de maniére continue a partir d’un état vierge le long du
chemin de chargement les conditions 1.22 et 1.10 sont équivalentes. Etant donné que la condi-
tion limite de plasticité est donnée par det M = 0, on peut en déduire pour les matériaux
associés, dont le tenseur constitutif M est symétrique, que la violation de la condition locale de
stabilité de Hill coincide avec les états limites de plasticité. En ce qui concerne les matériaux
non-associés, ceux-ci sont caractérisés entre autres par un tenseur constitutif non-symétrique.
Pour un paramétre de chargement croissant et monotone le déterminant de la partie symé-
trique de M s’annule avant le déterminant du tenseur lui-méme. Le critére de Hill peut donc
étre violé avant la condition limite de plasticité.

Darve et coauteurs [35; 42; 73] sur la base de recherches directionnelles? ont calculé la limite
d’un domaine, appelé domaine de bifurcation, dans 1’espace des contraintes regroupant les
états pour lesquels le travail du second ordre est négatif ou nul. Cette recherche a été effectuée
avec une loi incrémentalement linéaire par morceaux et une loi incrémentalement non linéaire,
toutes deux calées sur le comportement d’un sable d’Hostun lache et dense. La Figure 1.9
présente, dans le plan déviatoire des contraintes, le domaine de bifurcation, situé entre la
critére de Coulomb et la courbe en pointillés, calculé avec la loi incrémentalement non linéaire.

L’état de contrainte in-situ est souvent considéré axisymétrique. Darve et son équipe ont éga-
lement calculé la limite du domaine de bifurcation dans le plan d’axisymétrie des contraintes
comme le montre la Figure 1.10. Il apparait également sur cette figure, pour différents états
de contrainte & l’intérieur du domaine de bifurcation, des cénes. Etant donné que, pour des

2. La définition d’une recherche directionnelle est donnée dans la Sect. 3.1.2, p. 73.
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Fi1Gg. 1.10 — Limite du domaine de bifurcation dans le plan d’axisymétrie des contraintes et
cones de directions instables; Darve et al. [42].

lois incrémentales, le travail du second ordre s’écrit sous la forme de I’équation (1.19) il est
nécessaire pour calculer d2WW de considérer un incrément de chargement do. Or le tenseur
constitutif M varie en fonction de la direction de chargement et du nombre de zones ten-
sorielles considérées (2 zones dans le cas plus simple: charge et décharge; & une infinité de
zones pour les lois incrémentalement non linéaires). De ce fait, pour un état donné la va-
leur du travail du second ordre dépend de la direction de chargement. Les cones dessinés sur
la Figure 1.10 représentent les directions de chargement pour lesquels le travail du second
ordre s’annule ou devient négatif (une plus ample description de ces notions est donnée dans
la Sect. 3.1.1, p. 72). Notons finalement qu'un domaine de bifurcation existe également &
I'intérieur du critére de Mohr-Coulomb en condition de déformation plane [64; 73].

A partir de ces résultats Darve et coauteurs concluent qu’une rupture diffuse en un point
matériel du sol considéré est possible pour les états de contraintes situés a l’intérieur du
domaine de bifurcation et pour des directions de chargement incluses dans les cones de di-
rections instables. A ces conditions s’ajoute celle du choix des paramétres de contrble qui
doivent permettre le développement de déformations importantes ou, en d’autres termes, le
mode d’application de la sollicitation doit correspondre & une charge morte, éventuellement
dans un sens généralisé.

Darve et son équipe se sont intéressés a deux chemins de chargement particuliers: les chemins
proportionnels en déformation et les chemins & déviateur de contrainte constant. Nous pré-
sentons ici quelques résultats concernant les chemins & ¢ constant. ¢, et o3 ainsi que ¢ et &1
étant des variables conjuguées au sens de ’énergie, le travail du second ordre peut s’écrire
avec le formalisme des lois incrémentales:

d*W = de, doz + dqdey (1.23)

puisque dg = 0 alors:
d*W = de, dos. (1.24)

Lors d’un essai & ¢ constant, o3 est monotone décroissant. d?WW s’annule donc si et seulement
si €, passe par un minimum (soit un maximum pour AV/V;). La Figure 1.11 montre la
simulation d’un essai & ¢ constant avec une loi incrémentalement linéaire par morceaux pour
un sable d’Hostun lache. Les points sont remplacés par des symboles lorsque le travail du
second ordre prend des valeurs négatives. La direction de chargement correspondant & un
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Fia. 1.11 — Simulation de chemin a q constant pour un sable d’Hostun ldche, les points sont
remplacés par des symboles lorsque le travail du second ordre devient négatif; Darve et al. [42].

N

chemin & ¢ constant est comprise dans les cones de directions instables pour le sable lache.
On s’apercoit que AV/Vj passe effectivement par un maximum et que d?W prend des valeurs
négatives a partir de ce maximum. Si au maximum de AV/Vj on contraint 1’échantillon & une
“petite” augmentation de volume (ce qui impliquerait un contréle en variation de volume) on
peut alors imaginer pour conséquence un effondrement de 1’échantillon. En ce qui concerne le
sable dense, le chemin a ¢ constant n’est pas inclus dans les cénes de directions instables et
la variation de volume ne passe pas par un extremum tout comme le travail du second ordre
qui ne s’annule pas sur de tels chemins.

1.4.83.5 La perte de contréolabilité selon Nova

Nova [93; 92] et Imposimato & Nova [57] se sont intéressés a 'existence de la perte d’unicité
au niveau constitutif. Leur objectif était de savoir si pour une perturbation donnée de 1’état de
contrainte-déformation considéré plusieurs ou aucune réponses du matériau existent auquel cas
le programme de sollicitation imposé est dit devenir “incontrélable”. A la différence du critére
de localisation en bande donné par Rudnicki et Rice, Nova et Imposimato suppose dans leur
analyse que ’état de contrainte-déformation reste homogéne avant et aprés la perturbation.
Les idées évoquées par ces auteurs sont proches de celles avancées par Darve et son équipe qui
considére les ruptures diffuses comme la conséquence d’une bifurcation avec perte d’unicité
constitutive.

Les essais géotechniques sont controlés partiellement en contrainte et en déformation, voire
par l'intermédiaire de combinaisons linéaires des composantes des contraintes et/ou des dé-
formations. Par exemple, la somme des taux de déformations principales est maintenue & zéro
lors d’essais non drainés. Imposimato et Nova propose d’utiliser des variables généralisés 7 et
¢ définies par:

n=T.é et E=Ty0, (1.25)

ol les deux matrices T ne sont pas nécessairement orthogonales. Ils montrent ensuite qu’il est
possible d’obtenir une relation contrainte déformation & 1’aide d’une matrice de rigidité élas-
toplastique généralisée A dépendant de la matrice élastoplastique constitutive du matériau:

E=A7q. (1.26)
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Afin d’imposer le chemin de sollicitation voulue on choisit de controler certaines composantes
de n et &, les autres composantes constituant la réponse du matériau. Pour cela il est pratique
de partitionner la matrice de rigidité généralisée:

5'1] [An A12:||:771:|

. pu— . 9 1.27
[ &2 Ao Ago 72 (1.27)
ol les variables 51, 52 et 71, 72 sont des vecteurs colonne de j rangées et 6 — j rangées avec

1 < j < 6. Choisissons de controler par exemple &; et 7y (variables que nous appellerons
parameétres de controle). A condition que Ay soit non singuliére, ’Equation (1.27) s’écrit:

&1 [ A= ApAL Ay ApAL) m
| = 1 i i (1.28)
o — Ayt Ay A5, &

Par conséquent, pour un couple de parametres de controle (51,7'72) il existe une réponse unique
(111,€2) & condition que le déterminant de la matrice de ’Equation 1.28 soit non nul. Dans
le cas contraire il n’est plus possible d’assigner arbitrairement les valeurs des paramétres de
controle certaines menant & une infinité de réponses: il y a alors perte de contrélabilité.

Notons que &1 et 77 ainsi que & et 172 sont des variables conjuguées au sens de 1’énergie. Le
travail du second ordre peut donc s’écrire:

PW =& i + &g (1.29)

Pour un modéle élastoplastique a simple potentiel, Nova [92] a montré que la perte de contro-
labilité telle qu’elle vient d’étre définie est équivalente & la perte de positivité du travail du
second ordre. De plus, toujours en utilisant le méme type de modéle, Imposimato & Nova
[57] ont recherché des points de perte de controlabilité dans ’espace de contrainte en suivant
différents chemins de sollicitations et en choisissant différents parameétres de contrdle. Sur la
Figure 1.12 sont représentés par des étoiles tous les états pour lesquels une perte d’unicité (ou
de controlabilité) a été détectée. Il faut cependant bien se rendre compte que ces points sont
liés & une histoire de chargement et a des parameétres de controle spécifiques bien que les au-
teurs mentionnent que pour le modéle utilisé la matrice de rigidité dépende peu du chemin de
contrainte suivi mais surtout de 1’état de contrainte actuel. Finalement, la Figure 1.12 montre
également que tous les points de perte de contrélabilité sont situés dans le domaine entre la
condition limite de plasticité et les points pour lesquels la partie symétrique de la matrice de
rigidité devient singuliére c’est-a-dire points pour lesquels le travail du second ordre s’annule.

1.4.4 Le travail du second ordre un indicateur de bifurcation généralisé?

Tout d’abord précisons que, méme si les critéres présentés ont été dénommés “critére de
stabilité” par leurs auteurs, nous nous efforcerons, autant que faire se peut, de parler en terme
de bifurcation et de rupture, car nous nous en servons pour détecter des bifurcations ou des
ruptures telles que nous les avons décrites en premiére partie.

Rappelons briévement que ’objectif de ce travail de thése était d’approfondir le lien entre la
rupture (diffuse) dans les matériaux granulaires (sols) et l’annulation du travail du second
ordre. Le but de cette revue de littérature n’est donc pas de choisir un critére parmi ceux
proposés mais plutot de se forger une opinion vis-a-vis de la pertinence de cette condition
locale de stabilité de Hill.
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F1G. 1.12 — Points de perte d’unicité (ou de contrélabilité) représentés par des étoiles dans le
plan déviatoire des contraintes; Imposimato & Nova [57].

la positivité du travail du second ordre implique plusieurs conditions qui permettent entre
autre de se garantir: des bifurcations & I'exclusion de celles provoquées par flottement, de
la perte d’unicité constitutive notamment pour des chargements pilotés avec des paramétres
de controle généralisés, de l'accroissement de 1’énergie cinétique sur une période de temps
infinitésimale apreés I’application de la perturbation. Certaines de ces implications sont sujettes
a des hypotheéses sur le type de relation constitutive considérée pour les démonstrations (élasto-
plastique a un potentiel, incrémentalement linéaire par morceau, hypoplastique. ..) Toujours
sur la base du signe du travail du second ordre nous avons vu que des auteurs sont capables
de retrouver analytiquement des ruptures “diffuses” observées expérimentalement.

Nous ne nous aventurerons pas a dire que la positivité du travail du second ordre permet d’ex-
clure dans un contexte général toutes les ruptures pouvant se développer dans les matériaux
granulaires, notamment & cause du fait que certaines nous sont peut-étre encore étrangeéres.
Cependant, & ’heure actuelle, ce critére semble étre suffisamment général pour couvrir les
ruptures “diffuses” qui serait dues & une bifurcation par perte d’unicité constitutive. Il faut
cependant garder & l'esprit que la violation de la positivité du travail du second ordre n’im-
plique pas la perte d’unicité indépendamment de la direction de chargement et des paramétres
de contrdle de I’état du matériau.

- 99 -



Etude bibliographique

1.5 Un outil numérique pour I’étude des matériaux granulaires: la
Méthode des Eléments Discrets

1.5.1 Introduction

Les méthodes numériques discrétes connaissent & ’heure actuelle un véritable engouement de
la part des chercheurs travaillant sur le comportement mécanique des matériaux granulaires
(poudre, sol). Leurs principaux intéréts résident dans le faible nombre de paramétres méca-
niques qu’elles requiérent, la possibilité de créations de discontinuités matérielles en cours de
simulations (fracturations par exemple), I’accés & des informations & 1’échelle des grains et des
contacts et la facilité de programmation pour certaines méthodes. Il existe également des in-
convénients, le colit de calcul, par exemple, qui devient rapidement prohibitif ou la procédure
de calage des paramétres mécaniques assez longue.

A la différence des Méthodes aux Eléments Finis qui font partie de la formation “scolaire” des
mécaniciens, les méthodes numériques discrétes restent pour le moment moins connues. C’est
pourquoi nous y consacrons une partie de cette bibliographie en insistant sur la méthode que
nous avons employée (la Méthodes des Eléments Discrets) et la simulation d’essais triaxiaux.

1.5.2 Un apercgu des différentes approches discrétes

Nous ne donnerons ici ni une liste exhaustive ni une description détaillée de ’ensemble des
méthodes numériques discrete existantes. Pour cela le lecteur peut ce rapporter, par exemple,
au chapitre “Simulation numérique discréte” de 'ouvrage de Cambou & Jean [11].

Limitons nous & trois grandes classes de méthodes & savoir: la Dynamique des Contacts (DC),
la Méthode des Eléments Discrets (MED), Les approches quasi-statiques.

Méthode des Eléments Discrets

Les méthodes dites de dynamique moléculaire sont utilisées depuis la deuxiéme moitié
du XX¢€ siécle pour simuler des collections de particules de gaz en interaction, repérées
par leur coordonnées. La Méthode des Eléments Discrets a trés certainement trouvé son
inspiration dans ces méthodes de dynamique moléculaire et a été appliquée au cas des
géomatériaux au début des années 70 par Cundall et collaborateurs [24; 27]. Dans leurs
publications ces auteurs utilisent la terminologie “méthode des éléments distincts” mais
il semble & I'heure actuelle que ’appellation “discret” prenne le pas sur “distinct”.
Nous reviendrons plus en détail sur la MED dans la partie suivante de cette bibliogra-
phie. Cependant nous pouvons déja préciser que cette méthode demande de définir un
modele d’intéraction de contact entre deux grains. Il est possible d’envisager des mo-
déles d’interaction variés, toutefois la force de contact inter-granulaire doit s’exprimer de
maniére explicite en fonction de 'incrément ou de la vitesse de déformation du contact.
Le mouvement des grains est régi par le principe fondamental de la dynamique mettant
en jeu des équations différentielles intégrées selon un schéma explicite.

Dynamique des Contacts
Cette approche a été proposée par Moreau [84] et Jean [59] et se distingue de la MED
principalement dans la maniére de traiter les contacts. La DC ne décrit pas dans le détail
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Force Force tangenticlle
normale
— 5011 dC frottement
de Coulomb
Vitesse relative Vitesse relative
normale au contact tangentielle au contact

seuil de frottement

e
de Coulomb

(a) (b)

Fi1G. 1.13 — Loi de Signorini: les grains ne s’interpénétrent pas (a); frottement sec (b).

I’évolution des contacts mais s’attache a respecter les principes d’unilatéralité géomé-
trique (non-interpénétrabilité des grains) et du frottement sec, tels que présentés sur la
Figure 1.13. Le respect de ces principes conduit & I'introduction de fortes discontinuités
dans 1’évolution de 1’assemblage granulaire: discontinuité des vitesses et discontinuité
des forces. Par conséquent la résolution du probléme permettant d’accéder aux mouve-
ments des grains et aux forces de contacts nécessite des outils plus complexes que ceux
utilisés par la MED. Ces outils appartiennent au cadre de la mécanique non réguliére.
Remarquons que la DC et la MED mettent toutes deux en oeuvre la discrétisation dans
le temps des équations de la dynamique. Toutefois, étant donné que la DC conduit &
des discontinuités en vitesse il faut éviter d’avoir a traiter les accélérations. On effectue
donc le bilan des “impulsions” (forces x temps) sur un intervalle de temps fini At:

mi [i(t+ At = 5() ] = 3 By, (130)

avec:

- m,; la masse du grain ¢,

- 7; la vitesse du grain 4,

- Rj; 'impulsion transmise par le grain j au grain ¢.
Un bilan semblable est effectué pour calculer les vitesses de rotation des grains en consi-
dérant le moment exercé par chacune des impulsions I2j; sur le grain ¢.

Approches statiques et quasi-statiques

11 faut bien garder a l’esprit que les méthodes présentées ci-dessus (MED et DC) sont des
méthodes dynamiques: elles assurent & chaque pas de temps 'équilibre dynamique de
I’assemblage granulaire. Si les termes d’accélération sont négligeables devant les autres
termes on aura de bonnes raisons de supposer que ces méthodes numériques produisent
une solution quasi-statique au probléme traité.

Toutefois on peut avoir intérét & utiliser une méthode dédiée & la recherche ou a la
vérification d’un équilibre statique ou quasi-statique. Citons & titre d’exemple deux mé-
thodes: la premiére est proposée par Ouaguenouni & Roux [96], elle implique une loi
d’interaction visqueuse et néglige les termes d’accélération; la deuxiéme est une mé-
thode purement géométrique (Méthode Géométrique Quasi-Statique) s’appliquant aux
assemblages de grains non frottants, elle a été utilisée par Combe & Roux [21].
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1.5.3 La Méthode des Eléments Discrets (MED)
1.5.83.1 Cycle de calcul

Nous présentons ici le cycle de calcul (Fig. 1.14) généralement employé par la MED, que
ce soit en deux ou trois dimensions. Deux étapes principales & caractére “mécanique” sont
identifiables: le calcul de la position des grains et le calcul des forces de contact. A celles-ci
s’ajoute une étape peu mise en relief par les mécaniciens mais qui est une des principales
consommatrices de temps de calcul: la mise & jour de la liste des contacts. Commencons par
cette derniére.

Connaissant en un instant donné la position des grains, leur orientation et leur forme il
faut dresser la liste des contacts courants. Nous ne détaillons pas ici les différentes procédures
existantes pour effectuer cette tache. Notons simplement que certaines d’entre elles permettent
de gagner du temps en construisant une liste intermédiaire de contacts potentiels en s’appuyant
sur le découpage de ’espace avec une grille ou en utilisant des volumes englobants. Lorsque
les grains sont sphérique (cas le plus simple) deux grains sont en contact lorsque la distance
entre leur centre est inférieure & la somme de leurs rayons.

Chaque contact étant connu, les forces de contact normales et tangentielles sont calculées
indépendamment pour chaque contact en utilisant une loi d’interaction telle que présentée
dans le paragraphe suivant. Le torseur des efforts s’appliquant sur chaque grain z est déduit
du bilan effectué sur les forces de contact s’exercant sur le méme grain z.

L’étape suivante consiste & gérer 1’évolution cinématique des particules. Caractérisons le mou-
vement en translation d'un grain par sa position z;, sa vitesse &;, son accélération Z;, ol ¢
dénote les 3 directions de 'espace, et de maniére identique son mouvement en rotation par
w;, w; et &;. Le torseur résultant sur le grain = est composé d’une force F; et d’'un moment
M,;. Placons nous dans le cas, qui sera le notre, de grains de forme sphérique. Par application
du principe fondamental de la dynamique & chaque grain, les accélérations en translation et
en rotation sont donnés par:

.CCz = Fz/m (1.31)
O o= M/ J, (1.32)

ou m et J sont respectivement la masse et le moment d’inertie du grain sphérique. Supposons
que les accélérations ont été calculées en un instant ¢, par intégrations successives de celles-ci
suivant un schéma aux différences finies centrées sur un pas de temps At on obtient les vitesses
at+ At/2:

A L LR SN (1.33)
WIFAUZ = AR L A (1.34)
Puis les nouvelles positions a t + At:
plTA = gl TR A (1.35)
witAt = Wl QTR AL (1.36)

Le cycle est maintenant fermé et la liste des contacts peut & nouveau étre mise & jour.
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Mise a jour de la liste des contacts

\ !

Calcul de la position des grains

Calcul des forces de contact

par application du modele
d’intéraction a chaque contact

par application du principe
fondamental de la dynamique
a chaque grain

1 \

Calcul du torseur résultant pour chaque grain

Fia. 1.14 — Schématisation du cycle de calcul de la Méthode des Eléments Discrets.

1.5.3.2 Lois d’interaction de contact

Les principales différences que 1’on rencontre d’un modeéle aux éléments discrets résident en
deux points: la loi d’interaction (ou de contact) et la forme des grains. Ce sont ces deux
aspects qui vont dicter le comportement & I’échelle globale et locale de ’assemblage granulaire.
Laissons pour l'instant de c6té la forme des grains pour y revenir un plus loin. Un des atouts
de la MED tient dans la capacité de reproduction de phénomeénes mécaniques complexes tout
en conservant un nombre de paramétres mécaniques petit. Afin de conserver cet intérét de
la MED il est nécessaire d’'implémenter des lois d’interaction simples. Nous donnons ici trois
exemples de loi d’interaction s’appliquant & des grains de forme circulaire (2D) ou sphérique
(3D), il en existe bien sir beaucoup d’autres.

— Cundall & Strack [27] et Bardet [3] ont utilisé une des lois les plus simples qui soit
pour modéliser un matériau frottant (Fig. 1.15-a). Ils considérent que les deux grains
impliqués sont reliés par des ressorts dans les directions normale et tangentielle au plan
de contact, respectivement de rigidité linéaire k, et k;. Dans la direction tangentielle
le ressort est monté en série avec un patin d’angle de frottement (.. Aucune force
de traction dans la direction normale n’est autorisée. Suivant le direction tangentielle
au contact cette loi d’interaction engendre un comportement élastoplastique parfait
(Fig. 1.15-b). Formellement la force normale au contact F;, est donnée par:

Fo=knde e F,>0, (1.37)

ol J. est 'interpénétration, c’est-a-dire la différence entre la distance entre les centres
des grains et la somme des rayons (Fig. 1.15-c). La force tangentielle est calculée incré-
mentalement sur chaque pas de temps:

AF =k Ay et |Fy| < Fy, tan ¢, . (1.38)

L’incrément de déplacement tangentiel relatif Auy est la projection sur le plan tangent
au contact de l'incrément du déplacement relatif au point de contact des deux grains
impliqués. Un des enrichissements de cette loi d’interaction consiste & introduire des
rigidités non linéaires en s’appuyant sur la théorie des contacts de Hertz. Cependant
Cundall [26] a montré que des rigidités linéaires sont moins coiteuses en temps de
calcul et meénent & des résultats comparables a [’échelle de l'assemblage granulaire. Lu-
ding [79] indique également que le choix de lois d’interaction non linéaires est préconisé
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=~
)

(b) < (9

F1G. 1.15 — Loi d’interaction de contact utilisée par Cundall & Strack [27] (a); modéle élasto-
plastique parfait dans la direction tangentielle au contact correspondant o la loi d’interaction
de Cundall & Strack [27] (b);définition de linterpénétration o. (c).

Fmax k5
w7
§min 5
\ 80 8max
Fmin —kca

Fi1a. 1.16 — Loi d’interaction avec prise en compte de la déformation plastique du contact et
d’une force de cohésion, 0 représente ici l'interpénétration; Luding [80].

pour I’étude des problémes dynamiques tels que la transmission d’ondes, mais a moins
d’importance dans le cas de problémes quasi-statiques. Par ailleurs, certains auteurs
utilisent dans le direction normale (Lunding [78]) voire également dans la direction tan-
gentielle (Iwashita & Oda [58]), un modéle rhéologique de Kelvin-Voigt : un amortisseur
est monté en paralléle avec le ressort pour prendre en compte une dissipation d’énergie
en plus de celle engendrée par le frottement sec.

— Luding [80] utilise une loi d’interaction modélisant la déformation plastique du contact
ainsi que la cohésion. Cette derniére se traduit par une résistance du contact a la trac-
tion. Pour ce qui est de la direction normale au contact la relation force déplacement
est schématisée sur la Figure 1.16. Trois rigidités différentes sont mises en jeu: ki, ko
et k.. k1 intervient lors du chargement initial du contact pour représenter sa déforma-
tion plastique. ks, de rigidité supérieure & ki, est utilisé lors des phases de décharge-
ment /rechargement pour prendre en compte la réponse élastique du contact. Finalement
k¢, qui traduit la cohésion du contact, autorise une force d’attraction (de signe négatif)
jusqu’a une valeur minimal Fj,;,. En ne tenant pas compte de la viscosité du contact
introduite par Luding, la force normale F;, est donnée par:

k16 si chargement initial
F, =14 ka(d—0p) sidéchargement/rechargement (1.39)
—kcd si déchargement
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Fi1aG. 1.17 — Loi d’interaction modélisant la résistance au roulement au point de contact, par
ce biais un moment est transmis entre les deux grains impliqués; ITwashita & Oda [58].

— Partant du constat que le contact entre deux grains de sable ne s’effectue pas, de ma-
niére générale, strictement en un point mais s’étend plutdt sur une surface, Iwashita &
Oda [58] se sont attachés & modéliser une résistance au roulement entre entre deux grains
en contact. Pour cela, ils idéalisent toujours les grains comme des disques (2D) et uti-
lisent une loi d’interaction classique dans la direction normale et tangentielle au contact
(Fig. 1.17). Cependant ils autorisent la transmission d’'un moment entre les grains en
introduisant un ressort fonctionnant en rotation, de rigidité k,., offrant une résistance
au roulement. De méme une viscosité en rotation ¢, est introduite. La résistance au
roulement est limitée par un patin en rotation.

1.5.3.83 Conditions de convergence

Dans le cas d’'un assemblage de grains rigides en contact par l'intermédiaire de ressorts, des
ondes sont susceptibles de se propager. Un calcul numérique par la MED sera stable & condi-
tion qu’il puisse reproduire la propagation de ces ondes. Chaque grain de ’assemblage peut
étre comparé a un oscillateur de masse m relié par un ressort de rigidité k & un corps fixe [11].
La période d'un tel oscillateur est 7' = 2m+/m / k. Durant cette période T il est donc néces-
saire d’utiliser un nombre de pas de temps suffisamment grand pour décrire cette oscillation
sinusoidale suite & l’intégration numérique du principe fondamental de la dynamique. De
nombreux codes s’appuient sur cette idée pour déterminer un pas de temps critique Atept.
Détaillons la méthode implémentée dans SDEC [47] pour le cas de grains sphériques. Pour
chaque cycle de calcul, pour chaque grain et pour chacune des directions ¢ de I’espace un pas
de temps critique est calculé en translation:

m
Agirans — liK‘tmns , (1.40)
7
| J
t
At =\ | Jeret (1.41)
3

ot K!"" et K sont les raideurs équivalentes des contacts qui entourent le grain dans la
direction i, respectivement en translation et en rotation. Le pas de temps critique At..;+ pour
le cycle de calcul est choisi parmi tous les At!""S et At7° de tous les grains comme le plus
contraignant, c’est-a-dire le plus petit, affecté d’un coefficient de pondération p en général de
I’ordre de 0.1. Par expérience, pour des sollicitations suffisamment lentes, on s’autorisera &
augmenter la valeur de p en vérifiant que le résultat du calcul reste inchangé.

et en rotation:
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Comme nous ’avons déja vu la MED assure a chaque cycle de calcul “ I’équilibre dynamique ”
de I'assemblage granulaire. On peut toutefois souhaiter s’approcher d’un état d’équilibre sta-
tique en conservant le principe de la MED. Cependant, si les interactions de contact sont
purement élastiques, ou du moins sollicitées uniquement de maniére élastique, aucune énergie
n’est dissipée. En général les codes de calcul permettent l'introduction d'un amortissement
dans le systéme de grains. Nous discutons ici des amortissements dits “visqueux” et “non-
visqueux”.

— Une forme classique d’amortissement visqueux global consiste & relier chaque grain de
I’assemblage au repére du laboratoire par des amortisseurs fonctionnant en translation
et en rotation (Cundall & Strack [27]). Ce type d’amortissement est efficace mais dans
le cas d’un écoulement & régime permanent il présente ’inconvénient de créer des forces
de volume qui peuvent influencer la rupture de ’assemblage granulaire (Cundall [25]).
L’amortissement local visqueux introduit de la dissipation d’énergie au niveau des in-
teractions en reliant les grains en contact par des amortisseurs (Iwashita & Oda [58]
par exemple, Fig. 1.17). Cet amortissement semble adapté s’il reflete la physique du
comportement intergranulaire. Dans le cas contraire on peut se demander s’il ne va pas
influencer a tort la réponse du modéle numeérique.

— Cundall [25] a proposé un amortissement “non-visqueux” s’appliquant indépendamment
a chaque grain dont la force (ou le moment) d’amortissement est proportionnelle &
la force (ou au moment) résultante sur le grain. Le signe de la force d’amortissement
est choisi de facon & amortir les vibrations plutét que les mouvements permanents.
Pratiquement, on ajoute au torseur résultant sur chaque grain, avant 'application du
principe fondamental de la dynamique, une force d’amortissement F* et un moment
d’amortissement M tel que:

F o= =X|Fi|sign(d;), (1.42)
M -\ | M| sign(w;) avec A* € [0,1]. (1.43)

A est le coefficient d’amortissement adimensionnel est sign est une fonction renvoyant
le signe d’un scalaire. Cet amortissement a pour effet de diminuer la force résultante si
elle est motrice ou de ’accroitre si la force s’oppose au mouvement. Etant donné qu’il
ne porte pas de sens physique on veillera & ce qu’il n’influe pas la réponse du modéle.

1.5.4 Reéalisation de simulations d’essais triaxiaux ou biaxiaux

1.5.4.1 Formes des grains et granulométrie

Les codes de calcul s’appuyant sur la MED utilisent classiquement des grains de forme circu-
laire en 2D ou sphérique en 3D. C’est évidemment cette forme de grain qui est la plus facile &
implémenter tant au niveau de la recherche de contact que des lois d’interaction de contact.
Cependant, si un utilisateur de la MED a pour objectif de décrire ou de prédire quantita-
tivement le comportement d’un sol granulaire, des grains circulaires ou sphériques vont lui
apporter quelques problémes, notamment en ce qui concerne l'angle de frottement au pic du
déviateur de contrainte ¢y;,,. En effet, la relation entre ’angle de frottement macroscopique
o1im et 'angle de frottement inter-granulaire ¢, n’est pas linéaire (Fig. 1.18). Il existe une
saturation de ¢y, lorsque ¢, augmente limitant les valeurs maximales de ¢y;,,. A Uinverse,
od1im ne s’annule pas avec ..
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| —o—n=0,188 Chareyre (sim. biax.)

—e-—n=0,181 Chareyre (sim. biax.)

| —a—n=0,173 Chareyre (sim. biax.)

—e—n=0,165 Chareyre (sim. biax.)
O n=0,158 Chareyre (sim. biax.)
—#-n=0,151 Chareyre (sim. biax.)

| & Mahboubi etal. (biax)

W Matsuoka (Exp., biax)

X Cundall (sim.cis.)

X Kruyt (sim. biax.)

A Cundall (sim. biax)

+ Yemmas (sim., biax.)
O Abriak (Exp., biax.)

Fic. 1.18 — Angle de frottement macroscopique en fonction de l’angle de frottement inter-
granulaire, compilation originale de Mahboubi et al. [82] augmentée par Chareyre [14].

QO
DS
V) 0,9.dy

Fic. 1.19 — Ezemples de raffinement du modéle géométrique des grains: (a) les disques
sont collés deuzr o deuz (Chareyre [14]), (b) ellipses (Olivera [94]), (c) polygones (Alonso-
Marroquin [1]).

Une solution simple et efficace permettant d’atteindre un angle de frottement macroscopique
réaliste consiste a bloquer les rotations des grains de forme circulaire ou sphérique (Calvetti
et al. [10]). Toutefois, bien que cette solution apporte une réponse au probléme & l’échelle
de ’assemblage granulaire, elle ne traduit pas forcément la réalité physique de la cinématique
a l'échelle des grains. Un autre moyen, originellement destiné par ses auteurs (Iwashita &
Oda [58]) a ’étude des micro-mécanismes dans les bandes de cisaillement, est d’autoriser la
transmission d’un moment entre deux grains en contact jusqu’a une certaine valeur seuil. Ce
résultat est obtenu par 'utilisation d’une loi d’interaction adéquate (voir Sect. 1.5.3.2, p. 33
et Fig. 1.17, p. 35). Finalement, d’autres auteurs ont cherché & affiner le modeéle géométrique
des grains. Nous donnons quelques exemples en 2D: Chareyre [14] a collé les disques deux
par deux pour n’en faire plus qu’un seul grain (Fig. 1.19-a), Olivera [94] utilise des grains de
forme elliptique (Fig. 1.19-b) et Alonso-Marroquin [1] de forme polygonale (Fig. 1.19-c).

En ce qui concerne la granulométrie de 1’assemblage granulaire, une taille unique de grains
est & proscrire afin d’éviter les arrangements cristallins. Suivant les auteurs, on trouve des
assemblage bi-disperse, tri-disperse, voire une distribution continue.
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1.5.4.2 Choizx d’un Volume Elémentaire Représentatif

Pour la réalisation d’essais de laboratoire (triaxiaux, oedométriques...) 'opérateur veille a
choisir des échantillons de sols comportant un nombre suffisant de granulats et dont la taille
du plus gros granulat soit petite par rapport a la taille de I’échantillon. En effet, quel serait
la représentativité d’un essai sur un échantillon ne vérifiant pas ces conditions? Une attention
identique doit étre apportée aux échantillons numériques destinés aux simulations par la MED.

La notion que l'on vient d’effleurer dans le paragraphe précédent est la notion de séparation
d’échelle. Cette derniére occupe une place importante dans I’étude des matériaux hétérogénes
par des techniques décrivant le milieu & I’échelle de ses hétérogénéités (MED d’un point de
vue numeérique, techniques d’homogénéisation d’un point de vue analytique). Autrement dit,
la dimension des hétérogénéités doit étre petite par rapport a la dimension caractéristique de
Passemblage granulaire mais aussi de la sollicitation (par exemple: la longueur d’onde dans
le cas de la propagation d’ondes). Cet assemblage granulaire, sur lequel on effectue des es-
sais homogénes expérimentaux, numériques ou analytiques est qualifié de Volume Elémentaire
Représentatif (VER). Le VER est Elémentaire parce qu’il est considéré comme un point ma-
tériel du milieu équivalent® (Cambou & Jean [11]), il est Représentatif parce qu’il représente
le comportement du milieu équivalent: c’est le plus petit volume dont le comportement méca-
nique soit identique & celui du milieu macroscopique équivalent. Cette derniére condition est
remplie si, comme nous l'avons vu, la séparation d’échelle est respectée ou, autrement dit, si
le VER contient suffisamment d’hétérogénéités. Cependant il demeure la question: suffisam-
ment signifie combien? Pour Cambou & Jean [11] le véritable test de séparation d’échelles
consisterait & vérifier I'unicité de comportement du VER quelle soit le sollicitation homogéne
qui lui appliqué. Nous citons ci-aprés quelques auteurs qui ont tenté d’estimer le nombre
d’hétérogénéités a prendre en compte dans un VER.

— Calvetti et al. [8] ont effectué des essais expérimentaux biaxiaux sur des rouleaux de
Schneebeli. Ils se sont intéressés, entre autre, & la dépendance du calcul d’homogénéi-
sation des déformations & partir du champ de déplacement discret des rouleaux, en
fonction de la taille du domaine sur lequel est effectuée 'opération d’homogénéisation.
La Figure 1.20 montre 1’évolution de la composante homogénéisée ¢, en fonction de
la surface d’homogénéisation. Chacune des courbes correspond & une surface d’homogé-
néisation croissant & partir d’un point d’origine différent. Il apparait qu’au dela d’une
certaine valeur de surface la composante de la déformation homogénéisée converge vers
la valeur mesurée aux frontiéres de ’échantillon et n’est plus influencée par la surface
considérée. Cette surface limite correspondrait & la taille du VER que les auteurs es-
timent & dix fois le diameétre du plus gros rouleau.

— Le réseau de force dans un empilement de grains est hétérogéne et des chaines de forces
importantes sont remarquables (Dantu [29]). Sur la base de simulations numeériques en
2D, Radjai [99] a étudié la corrélation des forces normales de contact en fonction de
la distance entre les contacts. Il montre que pour une distance supérieure a dix fois
le diamétre moyen des grains toute corrélation entre les forces normales de contact
est perdue. Radjal met ainsi en évidence des structures mésoscopiques intermédiaires
entre ’échelle microscopique (du grain ou du contact) et macroscopique (de 1’assem-
blage granulaire). Par conséquent un VER devrait comporter un nombre suffisant de

3. Le milieux équivalent est un milieu homogéne “imaginaire” équivalent au milieu hétérogéne pour ce qui
concerne ses propriétés mécaniques.
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Fia. 1.20 — Dépendance de la déformation homogénéisée a l’aire de la surface d’homogénéisa-
tion; Calvetti et al. [8].

ces structures mésoscopiques (qui peuvent étre vues comme des hétérogénéités) d’on
une taille bien supérieure & dix fois le diamétre moyen des grains.

— Chareyre [14] a analysé sur des simulations d’essais biaxiaux (2D) I'influence du nombre
de grains sur la dispersion de I'angle de frottement mesuré. C’est en quelque sorte un
moyen de vérifier 'unicité du comportement macroscopique. Il trouve, pour des échan-
tillons de 4000 grains, un écart type de 1 degré sur la valeur de ’angle frottement
calculé, ce qu'il juge satisfaisant. Si I’on considére un échantillon rectangulaire d’élan-
cement deux avec une taille de grain unique cela correspond & un échantillon de 45 sur
90 grains.

Force est de constater que la taille du VER n’est pas un probléme aisé a résoudre étant donné
la diversité des résultats que ’on peut trouver dans la littérature. D’aprés les deux derniers
exemples, il semblerait qu'un VER de la taille de 50 & 100 fois le diamétre moyen des grains
serait une option raisonnable. Cependant, un autre facteur est & prendre en compte dans les
simulations par la MED, le cotlt en calcul, facteur qui peut étre limitant. Imaginons un VER
en trois dimensions de taille environ 100 grains, ce qui fait au total 1 million de grains...

1.5.4.83 Génération de l'assemblage granulaire

Que ce soit pour simuler des essais de laboratoire homogénes ou des problémes aux limites,
la premiére étape est de créer un assemblage granulaire dont les propriétés telles que la
densité, la distribution de la taille des grains, ’homogénéité (ou 1’hétérogénéité), 'isotropie
(ou ’anisotropie), le nombre de coordination® répondent aux souhaits du modélisateur. Les
techniques mises en oeuvre sont trés variables d’un auteur a ’autre. Premiérement, on peut
distinguer les méthodes géométriques et les méthodes dynamiques.

— Les méthodes géométriques utilisent comme leur nom l'indique un algorithme géomé-
trique. Décrivons par exemple la méthode 3D implémentée dans le code SDEC [47] basée

4. Le nombre de coordination est le nombre moyen de contacts par grain.
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sur un algorithme proposé par Jodrey & Tory [60].

1. Tout d’abord, les sphéres, de taille unique, sont générées suivant un schéma cu-
bique faces centrées garantissant une compacité élevée pour des éléments de méme
diameétre.

2. Toutes les sphéres sont ensuite réduites d’un facteur identique pour permettre la
perturbation de leur position spatiale en évitant les contacts. A chaque sphére est
alors associé deux rayons: un rayon réel R, égal au rayon aprés réduction et un
rayon virtuel R, égal initialement & un rayon de référence R,.; supérieur a R,
et variable d’une sphére a ’autre. Le rayon R,.; est attribué a chaque sphere de
maniére & ce que la distribution de la taille des grains corresponde & celle souhaitée.
Pour chaque rayon R, et R, sont calculées respectivement les compacités réelle c,
et virtuelle ¢,. ¢, est supérieure & c,.

3. Ces valeurs étant données, l'algorithme géométrique est lancé, a chaque cycle le
couple de sphéres dont les centres sont les plus proches est sélectionné. S’il n’y a
pas d’interpénétration le rayon R, de toutes les sphére est augmenté de la moitié
de la distance au contact & l'exception de celles qui ont atteint leur rayon de
référence R,.y. S'il y a interpénétration les deux spheres sont écartées suivant la
droite joignant leur centres. En fin de cycle le rayon R, de toutes les sphéres est
réduit d’une quantité donnée et ¢, et ¢, sont recalculés.

Au cours des cycles, ¢, augmente et ¢, diminue, ils ont donc tendance & converger 1'un
vers 'autre. L’algorithme est stoppé lorsque ¢, = ¢, ou lorsque toute les sphéres ont
atteint leur rayon de référence R,.;. C’est en général la premiére condition qui prévaut.
11 résulte de cet algorithme géométrique des assemblages homogénes et isotropes en gé-
néral peu denses. Il est d’ailleurs difficile d’agir sur la densité finale.

Les méthodes dynamiques constituent en elles-mémes des simulations numériques utili-
sant le cycle de calcul de la MED. Ces méthodes sont divisibles en deux sous catégories:
le dépot sous gravité (ou pluviation) et le compactage. La premiére technique (pluvia-
tion) consiste & faire tomber les grains sous l'effet de la gravité dans une boite. Les
grains peuvent étre lachés un par un ou positionnés initialement suivant une grille et 1a-
chés simultanément [122]. Cette méthode conduit & une distribution des orientations de
contacts anisotrope et la régularité de la surface libre n’est pas assurée, toutefois on peut
imaginer qu’elle refléte, par exemple, la réalité d’'un dépdt sédimentaire. Les méthodes
par compactage consistent dans un premier temps & créer un arrangement aléatoire
de grains, trés lache, voire sans contact. L’assemblage granulaire est ensuite compacté
par compression isotrope (réduction de volume; Combe [20], Mahboubi [82], Thorn-
ton & Antony [123] par exemple) ou par grossissement des grains (volume constant;
Chareyre [14] par exemple). Pour gérer la densité finale de 1’assemblage granulaire Mah-
boubi [82], Thornton & Antony [123] et Chareyre [14] jouent sur la valeur de I’angle de
frottement intergranulaire au cours du compactage: plus celui-ci est faible plus ’assem-
blage sera dense. La densité maximale serait donc atteinte pour un angle de frottement
nul. Cette fois-ci les assemblages obtenus sont homogénes et isotropes et la densité peut
étre controlée via ’angle de frottement intergranulaire.
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1.5.4.4 Contrdle et vitesse de sollicitation de l’assemblage granulaire

Pour soumettre I'assemblage granulaire numérique & un programme de chargement il faut
pouvoir contrdler son état de contrainte-déformation. Dans le cas de simulations d’essais
triaxiaux (véritables ou axi-symétriques) en 3D ou biaxiaux en 2D le controle s’effectue, de
maniére générale, en imposant sur une partie de la frontiére des conditions cinématiques (en
vitesses de déplacement ou en déformations) et sur la partie complémentaire des conditions
en force ou en contrainte.

La solution la plus classique consiste a placer ’assemblage granulaire dans une boite défor-
mable, un rectangle en 2D (Calvetti & Emeriault [9], Fig. 1.21-a) ou un parallélépipéde en
3D (Calvetti et al. [10]): chaque face de la boite est une paroi rigide en contact avec les
grains extérieurs de I’assemblage. La position et 1'orientation de chaque face est controélée soit
directement afin d’'imposer une ou plusieurs composantes de 1'état de déformation soit indi-
rectement & travers une boucle d’asservissement pour imposer une ou plusieurs composantes
de I’état de contrainte.

Afin de se rapprocher des conditions expérimentales d’essais triaxiaux de révolution, ou
I’échantillon de sol est placé dans une membrane, certains auteurs (Bardet & Proubet [5],
Iwashita & Oda [58], Fig. 1.21-b) ont implémenté des conditions aux limites souples. Une
telle disposition serait plus favorable & la formation de bandes de cisaillement que des pa-
rois rigides qui ont tendance & forcer I’homogénéité du champ de déformation au sein de
I’assemblage granulaire.

Des conditions aux limites périodiques implique l'idée que I'assemblage granulaire simulé fasse
partie d'un espace périodique. En gardant un vocabulaire simple, Ng & Dobry [85] expliquent
les conditions aux limites périodiques de la facon suivante: imaginons que ’assemblage granu-
laire puisse étre contenu dans une boite virtuelle de forme cubique. Si un grain de I’assemblage
traverse une des parois du cube il est supprimé et réintroduit & travers la paroi opposée. Sui-
vant une telle approche, une localisation dans le champ de déformation ne peut se développer
que si elle vérifie les conditions de périodicité imposées aux frontiéres de 1’échantillon.

Citons une approche originale de Kishino et al. [66] (Fig 1.21-b). Ces derniers, dans le but
d’éviter toute dépendance du comportement de ’assemblage granulaire & une direction par-
ticuliére (comme cela pourrait le cas avec des parois rigides), ont choisi de manipuler un
assemblage de forme sphérique. Chacun des grains a la surface de 1’assemblage voit sa posi-
tion contrdlée pour imposer ’état de contrainte-déformation.

(a) (b) (c)

Fia. 1.21 — Exemples de conditions aux limites pour des assemblages granulaires bidimensio-
nels: parois rigides, Calvetti & Emeriault [9] (a); Conditions souples Bardet & Proubet [5]
(b); sphere déformable Kishino et al [66] (c).
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Lors de l'application du programme de chargement de 1’assemblage granulaire, si la vitesse
de sollicitation est élevée, la réponse quasi-statique de I'assemblage risque d’étre affectée par
leffet inertiel. Le taux de déformation réduit I, grandeur adimensionnelle, permet de juger
I'importance des effets dynamiques (da Cruz [28], Roux [107]):

I = en 2D (1.44)

. m
I = 5’/DS.P en 3D, (1.45)

avec m la masse du grain, Dg son diameétre (cas de sphéres) et P la pression de confinement. I
permet de comparer la contrainte inertielle avec la pression de confinement, plus sa valeur est
élevée plus on s’éloigne d'un comportement quasi-statique. Dans des conditions expérimentales
I est de I'ordre de 10~?, numériquement une valeur de 10~° signifie un chargement déja
trés lent, la limite d’un chargement quasi-statique semble se situer 4 I = 10~2. Mahboubi
et al. [82] proposent un indice égal au rapport entre la moyenne des résultantes des forces
agissant sur chaque grain (non équilibré) sur la moyenne des forces normales agissant sur le
milieu. Les auteurs considérent que le chargement est quasi-statique si cet indice ne dépasse
pas un 1%. Ils remarquent aussi qu’'un moyen de vérification est d’effectuer deux sollicitations
a deux vitesses différentes: les résultats doivent étre identiques. Chareyre [14] s’est basé sur
ce dernier indicateur pour choisir une vitesse de sollicitation.

m_
BE

1.5.5 Quelques résultats sur le comportement mécanique des milieux granulaires
idéalisés

1.5.5.1 Une description biphasique des assemblages granulaires

Dantu [29] puis Drescher & de Josselin de Jong [48] ont montré par des essais mécaniques sur
des assemblages de disques photoélastiques que les forces de contact présentent une distribu-
tion spatiale trés hétérogéne. Des chaines de forces importantes se déploient pour reprendre
les charges appliquées sur ’assemblage. En partant de ce constat, il est possible de diviser
les forces de contact en deux phases: la phase faible et la phase forte. Radjai et collaborateur
[100; 103; 102; 101; 99] ont analysé les caractéristiques de ces deux phases. Nous donnons ici
un bref résumé de leurs travaux et nous nous limitons au cas ol 'assemblage est & 1’équilibre
statique.

La limite entre la phase faible et la phase forte est égale a la moyenne des forces, que ce soit
pour les forces de contact tangentielles ou normales. Ainsi une force normale sera dite forte
si son intensité est supérieure & la moyenne. Le nombre de forces normales appartenant a la
phase faible suit une loi puissance soit:

F, <<§Z>)a si F, < (F,), (1.46)

ou (F},) est la moyenne des forces normales. Le nombre de forces normales appartenant a la
phase forte suit une loi exponentielle de la forme:

F, o ?UF/tF)) i B oS (F). (1.47)

Le nombre de forces tangentielles faibles et fortes suit des lois identiques avec des coefficients
a et b sensiblement différents. Cette distribution des forces est valable en 2D et 3D.
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Fi1aG. 1.22 — Réseau des contacts appartenant & la phase forte dans un assemblage granulaire
2D, la largeur des traits est proportionnel & l'intensité de la force; Radjai et al. [103].

La phase faible implique le plus grand nombre de contacts, environ 60%, par contre elle ne
contribue pas a la reprise des contraintes déviatoires et ne supporte qu’une pression isotrope
(analogie avec un fluide). C’est également dans la phase faible que se situe la quasi totalité
des contacts glissants c’est donc dans cette phase qu’est principalement dissipée 1’énergie
par glissement. Les contacts appartenant & la phase forte sont ceux formant les chaines de
forces observées par Dantu [29] (Fig. 1.22). Au cours du chargement, il y a un échange de
contacts entre les phases faibles et fortes. Le taux d’échange de contacts n’est pas régulier
et par moment d’importantes restructurations se développent modifiant le réseau de contacts
forts sur tout ou partie de I’assemblage granulaire. C’est un autre mécanisme important de
dissipation d’énergie liée & d’importantes collisions intergranulaires. La direction moyenne
des contacts faibles est perpendiculaire & la direction moyenne des contacts forts. Ainsi les
contacts faibles semblent soutenir des colonnes de contacts forts, responsables de la résistance
mécanique de ’assemblage, pour leur éviter de flamber.

Une approche telle que celle menée par Radjai et collaborateur devrait mener, entre autres,
a mettre en évidence des mécanismes a l’échelle de I’amas de grains (une dizaine de grains)
liés & la rupture & l’échelle globale d’'un matériau granulaire. Citons le travail effectué par
Staron [122], sur les mécanismes de déstabilisation des pentes granulaires, basé en partie sur
cette vision biphasique du milieu.

1.5.5.2 La simulation de recherches directionnelles pour caractériser le comportement méca-
nique incrémental a [’échelle macroscopique

Bardet et collaborateurs [4; 3] au début des années 90 et plus récemment Calvetti et al. [10] et
Kishino et collaborateur [66; 65] ont décrit le comportement incrémental d’un assemblage de
grains circulaires ou sphériques. Dans cet objectif ils ont simulé des recherches directionnelles
(voir la définition dans le Sect. 3.1.2, p. 73) en 2D (Bardet et collaborateurs) ainsi qu’en 3D
(Calvetti et al. et Kishino et collaborateurs) aprés, respectivement, des compressions biaxiales
et triaxiales axisymétriques.

Pour un état isotrope vierge Bardet [3] trouve une réponse de I’assemblage de disques isotrope
linéaire et élastique. Pour un état de contrainte anisotrope ’auteur montre que le comporte-
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ment peut étre décrit de maniére satisfaisante par une loi élastoplastique classique & simple
mécanisme (soit deux zones tensorielles) avec une régle d’écoulement non associée. Ce dernier
point est confirmé en 3D, pour des recherches directionnelles dans le plan d’axisymétrie des
contraintes, par Calvetti et al. [10] & condition que l’assemblage granulaire n’ait pas subi
de préchargement. Dans le cas o il y a eu un chargement/déchargement, des déformations
plastiques sont constatées pour toutes les directions de chargement (hormis deux directions
neutres). Il semblerait que 1'on puisse toujours appliquer une loi de comportement a deux
zones tensorielles mais chacune des zones correspondrait 8 un comportement inélastique et
chacune des zones serait caractérisée par une direction distincte de 1’écoulement plastique.

Kishino [65] a effectué des recherches directionnelles en dehors du plan d’axisymétrie. Il semble
alors que la direction de l'incrément de déformation plastique est dépendant de la direction
de l'incrément de contrainte, il n’y aurait donc plus de régle d’écoulement réguliére. Qui plus
est, le comportement de ’assemblage de sphéres dans ces conditions est incrémentalement
non linéaire.

Les résultats présentés dans ce paragraphe montre & quel point la DEM est efficace pour
reproduire et décrire, tout du moins qualitativement, des comportements macroscopiques trés
complexes observés dans les matériaux granulaires tels que les sables. Pour apprécier la ca-
pacité prédictive de ces méthodes il faut par ailleurs comparer la qualité des résultats avec le
faible nombre de paramétres mécaniques introduits (trois dans les cas présents). Les formes
de grains utilisées ici, disques ou spheres, ne permettent cependant pas de reproduire quan-
titativement des résultats expérimentaux. Des formes un peu plus complexes, moins propices
a la rotation des grains, devraient permettre d’avoir de meilleurs résultats. Cependant ce
développement implique l'introduction de nouveaux paramétres géométriques qui ont autant
d’'importance que les parameétres mécaniques vis-a-vis du comportement global de I’assemblage
granulaire.

- 44 -



CHAPITRE 2

Introduction au modéle numérique discret

- 45 -



Introduction au modéle numérique discret

2.1 Introduction

Comme nous avons pu le voir dans la bibliographie, ’exploration du lien entre la rupture dif-
fuse dans les matériaux granulaires et le signe du travail du second ordre a été principalement
traitée, jusqu’a présent, dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Un aspect original
de ce travail de thése est de proposer une approche discréte par le biais, entre autres, d’un
modéle numérique discret. Des comparaisons avec une approche discréte analytique ont éga-
lement été effectuées. Pour cette raison il est nécessaire de disposer d’un modéle qui réponde
a nos attentes. Celui-ci doit produire un comportement & I’échelle de l'assemblage granulaire
semblable, au moins qualitativement, & celui d’'un matériau granulaire (sable par exemple) et
les informations & 1’échelle des grains et des contacts doivent étre exploitables dans le sens
ou elles doivent témoigner autant que possible d’un comportement physique des grains et des
contacts.

Ce chapitre rend compte des étapes successives qui nous ont conduit de 'adaptation de ’en-
vironnement de calcul, décrit dans une premiére partie, jusqu’a la définition et & la validation
du modéle numérique utilisé, qui font ’objet d’'une deuxiéme partie.

2.2 Le code de calcul SDEC

Le code de calcul SDEC (pour “Spherical Discrete Element Code”, Donzé & Magnier [47])
propose un environnement développé en C++ pour construire ses propres modeéles numériques
discrets en trois Dimensions. La méthode de calcul utilisée est similaire & celle proposée par
Cundall & Strack [27], elle fait partie de la catégorie des Méthodes aux Eléments Discrets
(MED). Les caractéristiques du code SDEC et les options choisies sont détaillées dans la
section suivante.

Par ailleurs, le travail de thése présenté dans ce document, repose en grande partie sur des si-
mulations d’essais triaxiaux. Bien que nous nous soyons limité & I’étude de cas axisymétriques,
le code SDEC a été adapté pour simuler de véritables essais triaxiaux. Les modifications ap-
portées sont également décrites dans cette partie.

2.2.1 Caractéristiques du code

Les grands traits de SDEC sont communs & de nombreux codes de calcul employant 1la MED.
Ils ont été présentées dans la bibliographie: nous les citons ci-dessous sans les décrire en
précisant des renvois au chapitre précédent si besoin est.

Cycle de calcul
Il est identique & celui présenté sur la Figure 1.14 (p. 33), et 'intégration du principe fonda-

mental de la dynamique s’effectue suivant un schéma aux différences finies centrées détaillé
dans la Section 1.5.3.1 (p. 32).

Amortissement

SDEC utilise un amortissement non visqueux s’appliquant indépendamment & chacun des
grains, dont le moment et la force d’amortissement sont définis par les Equations 1.42 et
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1.43 (p. 36).

Grains et recherche de contacts

Les grains sont des sphéres et il n’y a pas d’éléments dédiés aux conditions aux limites. Ces
derniéres sont simulées, si besoin est, par des éléments sphériques. SDEC propose une option
de recherche des contacts par subdivision de I’espace grace & une grille en trois dimensions.
Une liste de sphéres est associée & chaque maille de la grille en fonction de leur position. La
recherche des contacts est ensuite effectuée uniquement entre les sphéres d’'une méme maille
et des mailles adjacentes. Cette technique est intéressante en terme de coiit en calcul si la
distribution de la taille des éléments est assez resserrée, que ’assemblage est plutot compact
et que la position des éléments varie peu au cours du temps. Nous avons utilisé la technique
de recherche des contacts par grille pour I’ensemble de nos simulations.

Lois d’interaction

Il existe une loi de type lien et une loi de type contact. Ces lois peuvent étre choisies a
I’exclusion 1'une de I’autre ou bien se succéder au cours de la simulation: par exemple, une
interaction peut étre de type lien en début de simulation et devenir de type contact, sous
certaines conditions, au cours de la simulation.

— Les interactions liens sont définies par: un rayon d’interaction! (égal ou supérieur au
rayon de la sphére); des rigidités normales et tangentielles; un angle de frottement;
une cohésion (permettant d’augmenter la résistance au glissement indépendamment de
la force normale); une résistance a la traction dans la direction normale au contact;
un adoucissement local pilotant la fragilité de la rupture en traction. De plus amples
informations sont données dans la thése de Hentz [55].

— Les interactions contacts sont définies par: des rigidités normales et tangentielles et un
angle de frottement.

De plus, les interactions de type lien et contact peuvent tenir compte d’une déformation
plastique du point de contact en adoptant une rigidité normale supérieure dans le cas d’un
déchargement /rechargement que dans le cas d'un chargement initial.

Dans notre cas, toutes les simulations ont été effectuées uniquement avec des interactions
de type Contact sans modélisation de la déformation plastique du point de contact. La loi
d’interaction utilisée est donc celle représentée sur la Figure 1.15-a et -b (p. 34) et traduite
par les relations (1.37) et (1.38) (p. 33). Les parameétres mécaniques introduits sont la rigidité
normale k,, tangentielle k; et 'angle de frottement intergranulaire (..

Remarque

Le lecteur pourra s’apercevoir que les valeurs de k, et k; utilisées ne constituent pas des
nombres “ronds”. En effet, les valeurs de k,, et k; ne sont pas directement entrées par ’opéra-
teur mais estimées par SDEC & partir d'un module d’Young et d’un coefficient de Poisson &
I’échelle de ’assemblage granulaire via des formules d’homogénéisation inversées. Bien qu’elles
soient utilisées par SDEC nous n’avons pas tenu compte de ces formules et nous fournissons
directement dans ce mémoire les valeurs des rapports k,/Ds (o Dy est le diamétre de la
sphere) et k;/k,.

1. Un rayon d’interaction supérieur au rayon des sphéres permet & celles-ci d’interagir méme si elles ne sont
pas effectivement en contact. C’est une maniére, par exemple, de modéliser 'interaction de deux granulats
dans un béton via la matrice cimentaire.
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2.2.2 Adaptation du code pour la simulation d’essais triaxiaux
2.2.2.1 Définition de l'assemblage granulaire et des états de contrainte-déformation

A Ulinstar de la presse TRITRI (véritable presse triaxiale du laboratoire 3S), nous avons
pris le parti de modéliser des échantillons numériques de forme cubique contraints par des
parois planes et rigides. Ce choix a été fait par souci de simplicité et pour conserver un état
de déformation aussi homogeéne que possible. L’étude bibliographique (Sect. 1.5.4.2, p. 38) a
montré que la largeur de I’assemblage granulaire, pour qu’il constitue un VER, doit comporter,
suivant les auteurs, entre 10 et 100 grains. 100 grains serait un cas idéal cependant, cela conduit
& un échantillon cubique de 1 million de grains, ce qui n’est pas réaliste en terme de cofit en
calcul. Nous nous sommes donc arrétés sur un nombre total d’un peu plus de 10000 grains,
soit environ 22 grains dans la largeur de ’échantillon.

L’espace est défini par le repére (O, x1,xz9,23) (Fig. 2.1) considéré fixe. Les échantillons
sont centrés sur l'origine du repére (et le restent au cours de la simulation) et chacune de
leurs faces est normale aux axes du repére. Par ailleurs, les forces de contact tangentielles
grains-parois sont nulles et si I'on suppose les échantillons mécaniquement homogénes (voir la
section suivante) alors les directions principales des tenseurs de déformation e et de contrainte
o coincident avec les axes du repére (O, x1,x9,x3). Par conséquent, ’état de contrainte-
déformation de l’échantillon numérique est défini par les déformations principales (e1,¢€2,€3)
et les contraintes principales (o71,09,03) qui sont calculées aux frontiéres de celui-ci. Les
déformations sont calculées directement & partir de la position des parois et les contraintes &
partir des forces exercées sur ces derniéres.

2.2.2.2 Implémentation d’éléments plaques

Les inconvénients d’une paroi composée de sphéres pour le controle des conditions aux limites
(en vitesse ou en contrainte) de ’assemblage granulaire sont les suivants:

— la paroi présente une rugosité qui peut engendrer des contraintes de cisaillement non
controlées entre la paroi et I’assemblage granulaire,

— si les spheéres constituant la paroi sont juxtaposées les unes par rapport aux autres la
paroi est une sorte de membrane poreuse. La taille des pores doit étre inférieure au
diamétre minimal rencontré dans 1’assemblage pour que les grains de 1’assemblage ne

X2

Fi1G. 2.1 — Repére fixe par rapport auquel sont définis la position des grains, le tenseur de
contrainte et de déformation.
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traversent pas la paroi. Pour réduire la taille des pores la paroi doit étre composée
d’un grand nombre de petites sphéres juxtaposés ou de sphéres superposées. Ces deux
arrangements, composés d’un nombre important de sphéres, sont préjudiciables en terme
de cotlit de calcul.

Par conséquent, il a été choisi d’implémenter des conditions aux limites de type paroi rigide,
plane et sans frictions. Afin de profiter de ’algorithme de recherche de contacts par grille,
chacune des parois est composée de plaques carrées dont la taille est semblable & celle des
grains de I’assemblage.

L’intersection entre une spheére, de centre G5 et de rayon rs, et une plaque, de centre O, et
de coté 27, est présentée sur la Figure 2.2-a. Il y a contact si:

7.0,Gh < s (2.1)
L —
et ‘tl.Ost < 1 (2.2)
et ‘t;.opas <, (2.3)

ot (7, t1,t3) est un repére lié a la plaque tel que défini sur la Figure 2.2.
Les plaques sont non pesantes, ne sont pas sujettes au principe fondamental de la dynamique

et n’interagissent pas entre elles. Seule une force normale de contact F}, est exercée entre une
plaque et une sphére via 'action d’un ressort de rigidité k,:

—_—
Fp = 0ckn avec 6,= (rs— G H) = (rs _ ]ﬁ.op(;s

) . (2.4)

Soit & le vecteur position de la sphére, le vecteur position Z;,; du point d’application de la
force d’interaction (ici F,) est donnée par:

dc
Fimt = & — <7«8 - 5) i (2.5)

Bien qu'il soit possible de les définir, les forces de contact tangentielles sont ici inexistantes.
La Figure 2.2-b donne une illustration d’une paroi composée d’éléments plaque.

Fia. 2.2 — Représentation schématique de lintersection entre un élément plaque et un élément
sphere (a); vue 3D de sphéres posées sur une paroi composée d’éléments plaques.
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2.2.2.3 Implémentation de l’asservissement en contrainte des parois

Le controle de I’état de déformation de 1’assemblage granulaire s’effectue directement en im-
posant la position d’un couple ou de plusieurs couples de parois. Le controéle de la composante
de la contrainte normale & une paroi est 1égérement plus compliquée, il est effectué via un
algorithme d’asservissement développé en collaboration avec Plassiard [98] et présenté sur la
Figure 2.3.

Ici encore nous nous sommes inspiré du fonctionnement de la presse TRITRI du laboratoire
3S dont le principe, dans les grandes lignes, est le suivant: a chaque instant la pression exercée
par ’échantillon sur les parois est mesurée, la position des parois est contintiment ajustée
pour s’approcher au plus prés de la pression souhaitée avec une vitesse d’autant plus grande
que l’écart entre la pression mesurée et la pression souhaitée est important. La MED nous
donne un avantage par rapport & ’expérience: nous pouvons calculer & chaque pas de temps la
raideur équivalente K., entre la paroi et ’ensemble des grains en contact avec celle-ci. II suffit
de sommer la raideur de chaque contact grain-paroi. Il est ainsi possible d’estimer 1’ajustement
& effectuer sur la position de la paroi. La procédure proposée ici est similaire & celle utilisée
par PFC3D [53]. Les différentes étapes sont présentées sur le schéma de la Figure 2.3 auquel
nous ajoutons les remarques ci-dessous.

— La pression de consigne P,,,s évolue au cours de la simulation en fonction du chemin
de contrainte que I'on souhaite imposer. L’asservissement fonctionne correctement que
si les valeurs de Pe,,s évoluent de maniére continue et graduelle. Par exemple, pour
effectuer une compression isotrope jusqu’a 100 kPa on veillera a augmenter P,.,,s de 0
4 100 kPa par petits incréments & chaque pas de calcul.

— Dans le cas qui est le notre, ’assemblage granulaire vierge a une forme cubique (Fig. 2.4-
c). Il est placé a l'intérieur d’une boite constituée par des parois elles-mémes composées
d’éléments plaque. Aux cours de la sollicitation de ’assemblage, la boite se déforme en
un parallélépipéde rectangle. La pression sur une des faces du parallélépipéde est calcu-
lée en actualisant & chaque pas la valeur Sp.r0;i égale a I'aire de la paroi interceptée par
les quatre autres parois qui lui sont perpendiculaires. Sp.ro; n’est donc pas la somme
des surfaces des éléments plaque.

— Queq est un coefficient réducteur défini a I’étape 3 de 1’algorithme (Fig. 2.3), il permet
d’assurer la stabilité et la convergence de l'algorithme d’asservissement en contrainte.
Cependant, nous nous sommes rendus compte que si le chargement est suffisamment lent,
c’est-a-dire si P.o,s évolue suffisamment lentement, 'utilisation de ce coefficient n’est
pas nécessaire. Nous avons opté pour cette derniére option, dans toutes les simulations
présentées a,..q = 1.

- 50 -



2.2. Le code de calcul SDEC

Cycle de la MED

Actualisation de la position des sphéres par 1’intégration du PFD.

1. Calcul de la pression Pg,,. exercée par les sphéres sur la paroi:

> F

__ contacts sphére— paroi
sphére —

paroi

!

2. Calcul de la raideur équivalente sphére-paroi K.,

K,= Y k.

contacts sphére— paroi

!

/3. Calcul de I’incrément de déplacement de la paroi suivant sa normale: \
(P = Priire) S

cons sphére paroi

_ ared

paroi — K ’

eq

avec: - P, la consigne en pression souhaitée au pas de temps suivant,
- a,,, un coefficient réducteur <1 (voir explications dans le texte),

k - Sparoi 1a surface de la paroi (voir explications dans le texte). j

!

4. Actualisation de la position X, des éléments plaques constituant les

nouv

paroi a partir de leur ancienne position X, :

xnauv = xanc + Aparoin *

7 est un vecteur unitaire normal & la plaque dirigé vers 1’assemblage granulaire.

l

Calcul des forces de contact par application des lois d’interaction.

FiG. 2.3 — Algorithme d’asservissement en contrainte d’une paroi, il s’exécute & chaque pas
de calcul de la MED.
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2.3 Développement et validation du modéle

Nous venons d’exposer dans la premiére partie de ce chapitre la spécialisation qui a été
faite du code de calcul. Cette spécialisation permet d’appliquer les sollicitations projetées a
I’assemblage granulaire et d’en calculer ses réponses. Dans cette deuxiéme partie l'attention
est portée sur le modéle discret dans son ensemble. On considére désormais le code de calcul
avec des assemblages granulaires donnés et des parameétres mécaniques donnés.

La premiére étape avant l’exécution d’une simulation est la création de 1’échantillon numé-
rique. Cette étape fait 'objet de la section suivante. Nous considérons ensuite deux modéles
peu différents. Une comparaison des réponses macroscopiques est réalisée entre le premier et
un modéle de la littérature. Le deuxiéme modéle est celui qui a été retenu pour répondre aux
objectifs de ce travail de thése. Dans une derniére section, nous présentons son comportement
mécanique sur des chemins triaxiaux axisymétriques drainés et nous nous assurons qu’il vérifie
des résultats classiques de la micro-mécanique granulaire.

2.3.1 Geénération des échantillons numériques
2.8.1.1 Procédure de génération

Le code SDEC contient une procédure de génération d’assemblages de sphéres basée sur
un algorithme géomeétrique (Jodrey & Tory [60]) qui a été présenté dans la bibliographie
(Sect. 1.5.4.3, p. 39). Toutefois, apres plusieurs essais, il s’est avéré que cette méthode géomeé-
trique conduit a des assemblages trop laches ne pouvant supporter une quelconque sollicitation
mécanique. De ce fait, nous avons adjoint & ’algorithme géométrique un compactage des as-
semblages par compression isotrope. Le détail de la procédure de génération des échantillons
est donné ci-dessous par ordre chronologique.

1. Création d’un assemblage régulier (cubique faces centrées) de sphéres de taille unique
et des éléments plaques constituant les conditions aux limites des futurs simulations
(Fig.2.4-a).

2. Exécution de ’algorithme géométrique implémenté dans SDEC: génération d'un échan-
tillon trés lache respectant une distribution de tailles des grains continue imposée par
lopérateur (Fig.2.4-b).

3. Compression isotrope jusqu’a la densité souhaitée (Fig.2.4-c). Une compression isotrope
de faible amplitude risque d’entrainer une densification de 1’échantillon en surface et
non en profondeur. Pour éviter ce probléme ’angle de frottement intergranulaire est
fixé & zéro pendant cette phase pour limiter au maximum les effets de votte. De plus,
la combinaison d’une vitesse de déformation plutdt élevée (61 = &y = é3 = 1s™1) et
d’une atténuation faible (A* = 0.05) a pour conséquence d’induire & l’assemblage qui
est trés lache un régime dynamique collisionel assurant une réorganisation des grains et
une densification de 'assemblage méme au cceur de celui-ci. La contrainte mesurée aux
frontiéres de l'assemblage reste quasi-nulle, sauf si I’on s’approche de la densité maximale
ce qui n’a pas été notre cas. On enregistre essentiellement de petits pics successifs de
pression diis aux collisions grain-paroi.

4. Retour a un état de repos de ’assemblage granulaire sous volume constant. Pour obtenir
rapidement une baisse de ’énergie cinétique en dessous du seuil souhaité (< 1077 J)
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X5 (m)

005 005 X, m (C)

Fic. 2.4 — Principales étapes de la génération d’un échantillon: création d’un assemblage
régulier de sphéres mono disperses (a), création du désordre par application de l’algorithme
géométrique (b), compactage par compression isotrope pour un angle de frottement nul (c).

Patténuation est fixée & une valeur élevée (A% = 0.5).

5. Compression isotrope jusqu’a la valeur de confinement souhaitée en ayant au préalable
fixé ’angle de frottement inter-granulaire & la valeur utilisée pour les simulations.

Cette procédure comporte un nombre plutdt élevé d’étapes et est relativement longue. Les
caractéristiques générales des échantillons obtenus sont présentées dans le paragraphe suivant.

2.3.1.2 Caractéristiques des échantillons générés

Granulométrie

La courbe granulométrique des échantillons créés est présentée sur la Figure 2.5. La
distribution de la taille D, des sphéres est continue et s’étale de 2.0 & 9.5 mm. Pour
comparaison, nous donnons sur le méme graphique la courbe granulométrique d’un sable
d’Hostun: la taille des grains s’étale entre 0.1 et 0.6 mm. La proportion en masse des
petits grains par rapport au gros grains est plus importante pour le sable d’Hostun.
Dans le cas de la MED, il est difficile d’introduire une proportion importante en masse
de petits grains qui impliquerait un nombre important de grains et donc un coiit élevé
en calcul.

100 ~y—— r &

[
o
T

=
= o -
8 sol Echantillon \ Sable
Rl numérique o “\ d’Hostun
g
g 40f o
’5 :
o FEEE FE
20 -
,
10 1 0.1

Taille des grains (mm)

Fi1G. 2.5 — Courbe granulométrigue des échantillons numériques et du sable d’Hostun.
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Isotropie
La Figure 2.6 donne la distribution des orientations de contact d’un échantillon aprés
une compression isotrope. L’orientation des contacts & proximité de la frontiére de 1’as-
semblage granulaire est influencée par la présence des parois. Pour s’affranchir de cette
influence les contacts & une distance d’une paroi inférieure a 1.5 fois le diamétre moyen
des spheéres ne sont pas pris en compte. Les échantillons présentent une bonne isotropie
des directions de contact.

Homogénéité

Pour quantifier de maniére objective 'homogénéité des échantillons numériques, nous
avons adopté une méthode proposé par Combe [20]. Le nombre moyen de contacts par
unité de volume (densité de contact) est calculé en fonction de la profondeur dans
I’échantillon. Pour ce faire, ’échantillon est découpé en couronnes d’épaisseur égale,
telles qu’illustrées sur le schéma de la Figure 2.7. La profondeur moyenne de chaque cou-
ronne est donnée par la valeur de X, X,,q, représente la frontiére de ’échantillon. La
Figure 2.8 montre la densité de contact normalisée par rapport a la densité moyenne (cal-
culée sur ’ensemble de ’échantillon) en fonction de la profondeur normalisée X/ X4z
La courbe est une moyenne effectuée sur 20 échantillons, les barres d’erreur ont pour
hauteur deux fois I’écart type. Il s’avére que le coeur des échantillons est un peu moins
dense que leur pourtour. A proximité de la frontiére des échantillons, la densité de
contact décroit a cause de la présence des parois.

plan (z1, z9) plan (x2,x3)

270

F1G. 2.6 — Distribution des orientations de contact dans les plans (x1,x2), (z2,x3) et (x3,21).
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X2
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1 Xmax :
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X X; // X7
\\/ 7
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Projection sur le plan (x;, x,) Vue dans I’espace d’une couronne

Fi1G. 2.7 — Découpage des échantillons en couronnes d’épaisseur constante pour le calcul de la
densité de contact en fonction de la profondeur X..

densité de contact / densité moyenne

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fia. 2.8 — Moyenne et écart type de la densité de contact normalisée pour chaque couche de
contact & une profondeur normalisée X./Xmar (calculé sur 20 échantillons).

Dispersion des résultats

Le nombre de grains composant I’échantillon numérique et la reproductibilité de la pro-
cédure de génération des échantillons conditionnent la dispersion des réponses a un
méme chemin de chargement d’échantillons réputés identiques . La Figure 2.9 présente
la simulation d’un essai triaxial & 200 kPa de confinement pour 10 échantillons répu-
tés identiques dont les caractéristiques sont les suivantes: indice des vides e = 0.708,
k, = 3.56 10" D, N.m_l, ks = 042k, et . = 35°. La dispersion semble étre plus
importante vis-a-vis de la variation de volume que du déviateur de contrainte. Dans
tous les cas nous estimons la dispersion suffisamment faible pour la poursuite de notre
étude.

- 55 -



Introduction au modéle numérique discret
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FiG. 2.9 — Simulation d’un méme essai triazial & 200 kPa de confinement sur 10 échantillons
numeériques réputés identiques.

2.3.2 Comparaison avec des essais expérimentaux et un modéle discret de la
littérature — pré-validation

Lors de "implémentation des modifications dans le code SDEC des vérifications d’ordre pu-
rement numérique ont été effectuées. Cependant nous avons souhaité juger les performances
de ’ensemble formé par le code en lui-méme, la procédure de génération des échantillons,
les procédures développées pour la simulation des essais triaxiaux (entendus ici au sens large
c’est-a-dire I'imposition d’un chargement défini en terme de contraintes et/ou déformations
principales), soit tout ce qui donne “vie” au modéle discret.

Pour ce faire nous nous sommes basés sur des essais expérimentaux effectués par Royis &
Doanh [108]. Il s’agit d’enveloppes réponse de Gudehus [54] (voir la définition donnée a la
Sect. 3.1.2, p. 73) pour un sable d’Hostun dense dont le comportement type pour un char-
gement traxial axisymétrique drainé est donné par les auteurs. Calvetti et al. [10] ont tenté
de reproduire avec la MED (code PFC3D) les enveloppes réponse, le modéle numeérique étant
au préalable calibré sur le chemin triaxial drainé. Nous avons procédé de méme avec notre
modele discret (trés proche de celui de Calvetti et al. ). Les calibrations et les prédictions des
enveloppes réponses par les deux modeéles sont comparées entre elles et vis-a-vis des essais
expérimentaux.

2.3.2.1 Calibration du modéle discret

La procédure de calibration suivie est résumeée ci-dessous.

— La géométrie des modeéles de grain (sphéres) est trés éloignée de celle des grains de
sable D’Hostun. De ce fait nous avons choisi une distribution arbitraire de la taille des
grains qui est présentée sur le Figure 2.5. De méme, nous n’avons pas cherché & re-
produire lindice des vides initial de ’échantillon de sable (e = 0,72). La densité de
I’échantillon numérique est choisie de telle facon que, pour des parameétres mécaniques
initiaux considérés comme moyens, le chemin triaxial drainé simulé s’approche au plus
prés de celui du sable testé. Ceci nous a conduit & choisir un indice des vides e = 0.64.
Calvetti et al. au contraire ont utilisé un échantillon numérique dont la granulométrie
et la densité correspondent & celles du sable d’Hostun de ’essai.
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— Les paramétres mécaniques (ky, k; et ¢.) sont ensuite ajustés de maniére a affiner la
calibration. Les parameétres sont calibrés dans l'ordre suivant: ¢., k, puis k; comme le
préconise Chareyre [14] (bien que son analyse ait été menée en 2D). Tout comme Cal-
vetti et al. [10], nous nous sommes heurtés au probléme de la reproduction de ’angle de
frottement macroscopique (¢, = 37°) du sable d’Hostun du fait de la forme sphérique
du modéle de grain. A l'instar de Calvetti et al. le mouvement des grains en rotation a
été bloqué.

— Finalement, étant donné les nouveaux paramétres mécaniques, nous vérifions que la
vitesse d’écrasement ainsi que la valeur de 'atténuation utilisée n’influencent pas, ou
du moins trés faiblement le comportement de I’échantillon numérique. Pour cela, deux
simulations sont effectuées, l’'une & une vitesse d’écrasement dix fois plus faible que celle
utilisée, 'autre avec une atténuation nulle. Cette vérification sera illustrée et détaillée
dans le paragraphe suivant au sujet des échantillons finalement retenus pour 1’étude de
la bifurcation.

Les caractéristiques du modéle discret (dénommé ici “modéle SDEC”) sont présentées dans le
Tableau 2.1 et comparées avec celles utilisées par Calvetti et al. [10]. La Figure 2.10 présente
une comparaison en terme de déviateur de contrainte g et de déformation volumique ¢, entre
Pessai triaxial drainé réalisé expérimentalement par Royis & Doanh [108] et les deux modéles
numériques. Bien que nous ayons tenté de reproduire au plus prés I'essai expérimental et non la
simulation qui en a été faite par Calvetti et al. le comportement des deux modéles numériques
sur ce chemin de chargement est quasiment identique. Sans prendre en compte les paramétres
mécaniques (ky, ki et ¢c), les échantillons numériques different par leur nombre de grains,
leur granulométrie? et leur densité (Tab. 2.1). Pourtant nous avons rencontré des difficultés
identiques que nous n’avons pas su résoudre en conservant une géométrie sphérique des grains.
Les deux modéles numériques ne présentent pas un écrouissage suffisamment important et la
valeur de ’angle de dilatance simulée est trop importante. Les valeurs des raideurs normales
k,, semblent cohérentes d’un modéle a 'autre puisque le modéle de Calvetti et al. présente la
valeur la plus élevée du rapport k, /D, mais est aussi le moins dense. Les angles de frottement
intergranulaire ¢, sont proches et seule la valeur du rapport k;/k,, differe. On apercoit ici le fait
que pour une méme géométrie de grains il existe plusieurs jeux de parameétres (granulométrie
et densité comprises) possibles pour reproduire une méme réponse a I’échelle de ’assemblage
granulaire.

Nombre Dy e kn/Ds ki/kn e
de grains (mm) (MPa) (deg)
Modéle SDEC 10000 20295 0.64 178 042 18.0

Calvetti et al. 3500 0.15a 045 0.72 2223667 025 19.3

TAB. 2.1 — Comparaison des caractéristiques des modéles numériques aprés calibration sur le
chemin triazial drainé publié par Royis & Doanh [108].

2. Le rapport du diamétre du plus gros grain sur le plus petit est de 3.0 pour le modéle de Calvetti et al. et
de 4.75 pour le modele SDEC.
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F1G. 2.10 — Essai expérimental de référence (Royis & Doanh [108]) et simulation de l’essai
par Calvetti et al. [10] et avec le modéle SDEC.

2.8.2.2 Prédiction des enveloppes réponses

Royis & Doanh [108] ont effectué des recherches directionnelles® en contrainte pour trois états
de contrainte initiaux atteints suite & des compression triaxiales axisymétriques drainées: pour
q = 0 kPa (soit aprés la compression isotrope, o1 = o3 = 100 kPa), ¢ = 100 kPa et ¢ = 300
kPa. La norme de l'incrément de contrainte pour chaque recherche directionnelle est ||do|| = 10
kPa. De maniére identique & Calvetti et al. (hormis la direction des incréments de contrainte),
nous avons simulé les recherches directionnelles avec le modéle SDEC, en respectant les états
de contrainte initiaux et la valeur de ||do||. Les directions des incréments de contrainte s’étalent
de 0 &4 360°dans le plan d’axisymétrie des incréments de contrainte, tous les 5°pour ¢ = 0 kPa
et tous les 10°pour ¢ = 100 et 300 kPa. Les paramétres mécaniques utilisés sont ceux déduits
de la procédure de calibration (Tab. 2.1).

La Figure 2.11 montre une comparaison entre les enveloppes réponses* obtenues suite aux
recherches directionnelles réalisées expérimentalement et celles simulées avec le modéle SDEC
et par Calvetti et al. [10]. Les deux modéles numériques donnent des enveloppes réponses
trés proches 'une de l'autre et encore une fois les défauts constatés vis-a-vis des données
expérimentales sont identiques.

— Pour ’état de contrainte initial isotrope (¢ = 0 kPa), les enveloppes réponses expéri-
mentales et simulées sont des ellipses centrées par rapport a ’origine du repére dont les
axes principaux correspondent entre eux. Cependant, les modéles discrets surestiment de
maniére importante la rigidité pour des directions voisines des directions de déformation
déviatoire, que ce soit en compression ou en extension.

— Pour I'état initial caractérisé par ¢ = 100 kPa, les axes principaux des enveloppes
réponses (expérimentales et simulées) correspondent & peu prés. Toutefois, comme pré-
cédemment, la rigidité des modéles surestime celle du sable autour de la direction de
déformation déviatoire en compression, et la sous-estime autour de la direction de dé-
formation déviatoire en extension.

— Pour I’état de contrainte initial le plus élevé (¢ = 300 kPa), la prédiction des modéles
est bonne. La rigidité de ’échantillon de sable est correctement estimée quelque soit la
direction de chargement. La forme des enveloppes réponses (expérimentales et simulées)

3. La définition d’une recherche directionnelle est donnée a la Sect. 3.1.2, p. 73.
4. La définition d’une enveloppe réponse est donnée a la Sect. 3.1.2, p. 73.
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témoignent de ’existence d’une régle d’écoulement et les modeles prédisent correctement
la direction de ’écoulement plastique (Calvetti et al. [10]).

Darve & Laouafa [36] ont cherché & décrire ces mémes enveloppes réponses expérimentales
avec le modele INL2 (Darve [31], Darve et al. [34]). Le modéle INL2 est une relation constitu-
tive phénoménologique appartenant & la famille des relations incrémentalement non linéaires
du second ordre (une présentation en est faite dans la Sect. 3.3.3.1, p. 101). La description
des enveloppes réponses est beaucoup plus précise avec le modéle INL2 qu’avec les modéles
discrets présentés ici. Nous supposons que les limites que nous avons atteintes avec le modéle
discret sont directement liées & la forme sphérique des grains utilisés.

¢ =0 kPa g = 100 kPa
—4 -4
X 10 . . ex10 . )
* Expérimental * * Expérimental
* —— MED (code SDEC) * —— MED (code SDEC)
* -= - MED (Calvetti et al.) * -=- MED (Calvetti et al.)
2 4

A81
i
A

*
Y
Z

[}
‘\:H:rj \ *
-2 * 0
%
*
s
—4 -2
-4 -2 " 0 2 4 -6 -4 1722 0 2
2% Ae, x10™ 2", x107
¢ = 300 kPa
6 10°° . .
5 * Expérimental
5 —— MED (code SDEC)
-=- MED (Calvetti et al.)
4+
3 -
R
<
2 -
1t
0
-1
-6 -5

F1G. 2.11 — Comparaison des enveloppes réponses expérimentales (Royis & Doanh [108]) et
simulées avec le modele SDEC et par Calvetti et al. [10].
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2.3.2.8 Validation des performances du modéle et des procédures de simulation

Nous venons de présenter une comparaison entre le modele discret, entendu ici au sens large
(forme de I’échantillon numeérique, nombre de grains, présence d’éléments plaques, mesure et
controle des états de contrainte-déformation...), que nous avons développé avec un modéle
discret relevé dans la littérature. Cette comparaison montre que les deux modéles discrets
fournissent des résultats trés proches et présentent les mémes défauts vis-a-vis du compor-
tement mécanique d’un sable d’Hostun dense déduit de 1’expérience ou prédit par le modéle
INL2. Certes, ces défauts posent un probléme pour la prédiction du comportement d’un tel
matériau. Cependant, ils nous permettent d’affirmer que le comportement du modéle SDEC
et de l'ensemble des procédures appliquées pour mener & bien les simulations (comme cela
peut étre le cas en expérimental) sont sains en regard du modeéle discret de comparaison,
& moins que des problémes identiques soient présents dans les deux modéles! Par ailleurs,
notons que la granulométrie (bien que nous ne connaissions pas précisément celle employée
par Calvetti et al. [10]) ne semble pas avoir d’importance majeure dans le comportement des
modéles étudiés.

2.3.3 Présentation et validation du modéle retenu pour ’étude de la bifurcation
homogéne

2.3.3.1 Motivation du choiz du type de modéle de grain

La comparaison, dans la partie précédente, entre le comportement mécanique incrémental
(enveloppes réponses) d’un sable d’Hostun et sa simulation par le modéle discret SDEC nous
améne au constant suivant: la prédiction reste d’une maniére générale qualitative et non
quantitative malgré l'usage d’un artifice numérique (le blocage des rotations des grains).

Cet artifice permet de rapprocher certains aspects du comportement du modéle discret a
I’échelle de I’assemblage granulaire de celui du sable, mais engendre un mouvement des grains
non dicté par les lois de la physique. Ce dernier point n’est pas acceptable dans le cadre de
ce travail puisque nous souhaitons justement utiliser des informations fournies par la MED
& ’échelle des grains et des contacts. Une solution plus “physique” serait d’utiliser des grains
de forme non sphérique (ellipsoide, polyeédre, assemblage de grains) pour se rapprocher de la
géométrie d’un grain de sable. Par ailleurs, ’objectif est de garder un modéle aussi simple que
possible pour ne pas compliquer, dans un premier temps, les analyses qui en découlent.

Par conséquent, le choix a été fait de conserver des grains de forme sphérique pour permettre
la comparaison avec des études analytiques portant sur des assemblages de grains de la méme
forme. Nous étudierons donc un modéle discret qui reproduit qualitativement mais non quan-
titativement le comportement d’un matériau granulaire de type sable en s’affranchissant d’une
inhibition non physique des rotations des grains.

2.8.3.2 Caractéristiques du modéle retenu

Les caractéristiques du modéle discret retenu pour ’étude du lien entre le signe du travail du
second ordre et la rupture dans les milieux granulaire sont présentées dans le Tableau 2.2.
Ce modéle est décliné en trois échantillons numeériques qui différent principalement par leur
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Nombre Densité des D, kn/Ds  ki/ky e K
de grains grains (kg/m3®)  (mm) (MPa) (deg) (p = 100 kPa)
10000 3000 2.0a95 356 0.42 35.0 3560

TAB. 2.2 — Caractéristiques communes aux échantillons numériques E1, E2 et ES.

Désordre n® e z
FE1 1 0.618 4.54
E2 2 0.633 4.45
ES 1 0.693 4.42

TAB. 2.3 — Caractéristiques propres a chaque échantillon numériqgue E1, E2 et E3, sous un
confinement isotrope de 100 kPa. La colonne “désordre” indique le numéro de la procédure de
désordre dont sont issus les échantillons.

densité. Les spécificités de chaque échantillon sont données dans le Tableau 2.3. Notons que
les simulations sont réalisées sans gravité.

Granulométrie
La granulométrie est toujours celle donnée & la Figure 2.5.

Rigidité des contacts

Nous avons conservé les valeurs de k, et k; fixées par défaut avant leur calibration sur le
comportement du sable d’Hostun dense (voir section précédente). La variable adimensionnelle
k est utilisée pour comparer le niveau de rigidité de différents assemblages granulaires sous
une pression de confinement p donnée. En trois dimensions et pour une loi de contact élastique

linéaire x est défini par: By
n

"D (26)
ol (Dg) est le diameétre moyen des grains. L’assemblage tridimensionnel étudié par Kishino [65]
présente un niveau de rigidité £ ~ 10000 sous 100 kPa de confinement, pour celui de Calvetti
et al. [10]) k ~ 3300. k peut également étre calculé pour une loi de contact de Hertz: un
assemblage de billes dont les propriétés mécaniques sont celles du verre (E = 70 GPa, v = 0.3)
présente une valeur de x ~ 6000 pour p = 100 kPa. Finalement, Combe [20] a relevé dans la
littérature des valeurs de x dans des cas bidimensionnels s’étalant de 500 & 40000. La valeur
de k = 3560 que nous utilisons apparait donc comme une valeur moyenne.

Angle de frottement intergranulaire

La valeur de I'angle de frottement inter-granulaire . = 35°permet de simuler une résistance
meécanique “raisonnable” malgré la forme sphérique des grains. L’angle de frottement limite
¢1im de ’assemblage granulaire est compris entre 21.2%t 24.7°en fonction de la densité de
I’échantillon (Fig. 2.15).

Densité et nombre de coordination

La densité des échantillons a été choisie de maniére & obtenir un échantillon au comportement
dilatant E'1 (Fig. 2.12-gauche) et un échantillon au comportement contractant E3 (Fig. 2.13-
gauche). Dans le cadre de notre étude nous avons également besoin d’un échantillon présentant
une tendance & la liquéfaction statique sous une sollicitation triaxiale & volume constant (non
drainé) (voir Chapitre 4). Bien que le comportement de I’échantillon E3 soit contractant en
conditions drainées il ne présente pas un comportement satisfaisant & volume constant: sa
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Echantillon F1 Echantillon E2
500 ‘ ‘ ‘ ‘ 500
400} 5, =300 kPa 400p ;=300 kPa
__ 300} < 300F
D“_5 o, =200 kPa o c,=200kPa
~ 3 ~ 3
S 200 S 200}
63=100 kPa o,=100 kPa
100 /% 100
‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘
% 0 5 10 15 20 25
e, (%)
-5 -5
4+
3t
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v>
W _q |
0
1 1
5 ‘ ‘ ‘ ‘ 5 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
€, (%) g, (%)

FiG. 2.12 — Simulations d’essais triaziauzs drainés a o3 =100, 200, 300 kPa: échantillon E1 &
gauche, échantillon E2 a droite.

résistance quasi inexistante ne nous permet pas d’effectuer les simulations désirées. Nous at-
tribuons ce résultat a la forme sphérique des grains ainsi qu’au faible nombre de coordination
des assemblages. A l'inverse, I’échantillon E'1 ne tend pas a se liquéfier (Fig 2.14). Par consé-
quent, la densité de ’échantillon E2 a été choisie vis-a-vis de son comportement mécanique &
volume constant (Fig. 2.14). Le comportement de I’échantillon E2 est également présenté sous
conditions drainées & la Figure 2.12-droite. On remarque que le modéle discret & la densité
de I’échantillon E2 traduit une tendance & la liquéfaction & volume constant alors que son
comportement est dilatant en conditions drainées.

Notons que le comportement du modéle discret est particuliérement sensible & la densité: pour
une faible augmentation de 'indice des vides le modéle passe d’un comportement trés dilatant
4 un comportement contractant. Le nombre de coordination z est calculé sans tenir compte
des grains flottants®, soit des grains comportant moins de deux contacts®. Le Tableau 2.3
indique des valeurs de z faibles par rapport a celles que I'on peut trouver dans la littérature.
Malgré cette caractéristique particuliére a ce modéle discret nous verrons, dans la suite de ce
chapitre (Sect. 2.3.3.4) et dans le prochain (Chapitre 3), que le modeéle vérifie des résultats
maintenant bien admis pour les milieux granulaires.

Les échantillons F1 et E3 sont issus du méme assemblage de grains (les grains occupent des
positions identiques) avant 1’étape de compactage par compression isotrope (étape n° 3 de la

5. La simulation s’effectue sans gravité.
6. Le nombre de grains ne comportant qu’un seul contact est négligeable et n’influe pas sur le nombre de
coordination.
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Echantillon E3 o3 = 100 kPa
500 ‘ ‘ : ‘ 160
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Fic. 2.13 — A gauche: Simulations d’essais triaziauz drainés o o3 =100, 200, 300 kPa sur

léchantillon E1. A droite: influence de l'indice des vides pour une pression de confinement de
100 kPa.
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FiGc. 2.14 — Enveloppes de rupture dans le plan de Mohr pour les échantillons E1, E2 et FE3.
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Echantillon E3 Echantillon E2

200 200
— N2 - 259
© e © Qym
< 100t o 2 100/ :
e e
0 - . - 0 H , ;
0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
c_(kPa) c_(kPa)
n n
Echantillon F'1
300 ; ‘ ‘ ‘
I 1°
= 200 s
% Qm
© 100}
% 100 200 300 400 500 600 700 800
o, (kPa)

FiG. 2.15 — Enveloppes de rupture dans le plan de Mohr pour les échantillons E1, E2 et E3.

procédure de génération des échantillons, cf. Sect. 2.3.1.1, p. 52). Par contre, I’échantillon E2
est issu d’un désordre différent de celui pratiqué pour les échantillons E'1 et E3: avant 1’étape
de compactage la granulométrie et la densité des assemblages granulaire sont trés proches
mais les grains occupent des positions différentes. L’étude d’échantillons issus de désordres
différents, bien qu’ils n’aient pas la méme densité, nous permettra dans une certaine mesure
de ce faire une idée sur la reproductibilité des résultats.

Remarques

— Une comparaison entre le modéle discret et le comportement général des sables nous
ameéne & constater quelques particularités. Les échantillons E'1 et E2, qui sont dilatants,
présentent un adoucissement qui s’accroit avec la pression de confinement (Fig 2.12).
A Topposé, un sable & une densité fixée a un adoucissement qui diminue avec l'aug-
mentation de la pression de confinement. Il en est de méme en ce qui concerne ’angle
de dilatance: celui-ci augmente légérement avec la pression de confinement pour le mo-
déle, alors qu’il décroit pour un sable. Nous attribuons ce comportement au fait que le
comportement du modéle est, comme nous ’avons déja dit, particuliérement sensible
4 la densité, or cette derniére augmente avec la pression de confinement. Par exemple,
pour I’échantillon E2, e passe de 0.633 pour p = 100 kPa & 0.628 pour p = 300 kPa,
cette diminution de l'indice des vides peut paraitre faible pour un sable mais ne l’est
pas vis-a-vis du modéle discret (voir I’étalement des valeurs de e dans le Tableau. 2.3).
Pour la méme raison, on peut expliquer la contractance de I’échantillon F3 qui diminue
lorsque la pression de confinement augmente.

— Quelque soit ’échantillon (E'1, E2 ou E3) nous n’avons pas réussi a mettre en évidence
des champs de déformation organisés au cours de simulations d’essais triaxiaux drainés:
les champs de rotations des grains sont plutdt hétérogénes sans étre organisés. De la
méme facon une procédure d’homogénéisation des déformations donne des champs de
déformation hétérogénes sans étre organisés, ceci que I’état de contrainte se situe avant
le pic de g, au pic de ¢q ou aprés. On pourrait pourtant s’attendre pour les échantillons
les plus denses (F1 et E2) a observer une localisation des déformations sous forme de
bande de cisaillement. Les résultats obtenus sont peut-étre liés a la combinaison d’un
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nombre peu élevé de grains dans les échantillons (10000, soit ~ 22 grains dans la largeur
de I’échantillon) et de 1'utilisation de parois rigides.

— La Figure 2.13 montre une superposition des simulations des essais triaxiaux drainés a
100 kPa de confinement pour les trois échantillons F1, E2 et E3, c’est-a-dire pour trois
densités différentes. Pour de grandes déformations ’angle de frottement et l'indice des
vides tendent vers une valeur unique quelque soit la densité. Comme nous n’avons pas
pu mettre en évidence des champs de déformations organisés, on peut supposer que le
comportement du modéle discret reste rhéologique méme apres le pic de g et qu'un état
critique est atteint pour de grandes déformations.

— Sur la Figure 2.15 sont tracées les enveloppes de ruptures du modeéle suivant les diffé-
rentes densités. Pour les échantillons E2 et E3 ’enveloppe est une droite qui tangente
parfaitement les cercles de Mohr. Pour E'1 ’angle de frottement limite varie légérement
suivant la pression de confinement. Cependant, une enveloppe de rupture rectiligne tan-
gente de maniére satisfaisante les cercles de Mohr.

2.3.8.8 Veérification de 'influence de la vitesse de sollicitation et de l’amortissement

Les influences de la vitesse de chargement et de la valeur du coefficient d’atténuation A® ont
été étudiées lors de la prise en main du code SDEC avec des valeurs des paramétres méca-
niques différentes de celles données ici. Les valeurs de & = 0.5 s7!' et A* = 0.05 utilisées
pour ’ensemble des simulations exposées dans ce mémoire proviennent de cette étude préa-
lable (sauf mention contraire). Nous présentons ci-aprés une vérification de 'influence de ces
paramétres sur le comportement du modéle pour un chemin de chargement triaxial drainé &
100 kPa de confinement.

Pour ¢; = 0.5 57! le taux de déformation réduit (Sect. 1.5.4.4, p. 41) est de I = 6.9107%.
Cette valeur de I est inférieure & 10~2 qui semble constituer la limite du chargement en mode
quasi-statique.

La Figure 2.16 montre les résultats de trois simulations d’'un méme essai triaxial (échantillon
E1). Les trois cas correspondent aux valeurs suivantes de €; et A\%:

—~cas 1,1 = 0.5 et A* =0.05 (valeurs & priori retenues),
— cas 2, &1 = 0.05 et A* = 0.05 (vitesse de chargement dix fois inférieure & la précédente),

— cas 3, €1 = 0.5 et \* = 0.0 (pas d’amortissement).

Chareyre [14] a montré, dans un cas bidimensionnel que leffet de la vitesse sur ’angle de
frottement limite est d’autant plus important que la valeur de A\* est grande. Il semble que
la tendance soit la méme pour notre modéle puisque les simulations dans les cas 2 et 3 sont
presque identiques alors que la résistance limite (pic de ¢) du modéle est trés légérement accrue
dans le cas 1. A grande déformation la simulation dans le cas 1 prévoit une augmentation de
volume plus importante que celle dans les cas 2 et 3.

Cependant, nous nous intéressons, dans le cadre de ce travail, au comportement du modéle
entre ’état isotrope et le pic du déviateur de contrainte ¢ (soit £; < 5 %). L’influence des
valeurs utilisées pour €1 = 0.5 et A* = 0.05 est négligeable dans cet intervalle, elles sont donc
conservées. Une valeur non nulle de A\* permettra notamment d’accélérer ’atteinte d’un état
de contrainte-déformation & ’équilibre quasi-statique.
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q (kPa)

FiG. 2.16 — Vérification de l'influence de la vitesse de chargement et de l’atténuation sur un
essai triazial drainé (échantillon E1) a 100 kPa de confinement. Cas 1: €1 = 0.5 et A* = 0.05;
cas 2: €1 = 0.05 et A* =0.05; cas 3: €1 = 0.5 et A* = 0.0.

2.8.8.4 Validation du modéle a l’échelle microscopique

Etant donné le choix qui a été fait & la Section 2.3.3.1, il n’est plus possible de valider le
comportement mécanique du modeéle discret vis-a-vis de celui d’'un matériau réel de type
sable. Toutefois, il parait important de confronter notre modéle et les informations que 1’on
peut en tirer a des résultats de la littérature. Il s’agit ainsi d’une validation du modéle par
positionnement de celui-ci dans le contexte actuel de la modélisation numérique discréte. Pour
ce faire, nous nous sommes intéressés a la vérification de la description biphasique des milieux
granulaires étudiée par Radjal et collaborateurs [100; 103; 102; 101; 99]. Cette description
biphasique et les caractéristiques qui y sont liées ont été choisies comme références car elles
nous semblent constituer une base solide du fait qu’elles sont valables aussi bien en deux
dimensions qu’en trois dimensions et qu’elles ont été vérifiées avec la Méthode des Eléments
Discret et celle de la Dynamique des Contacts [101; 99].

Considérons I’échantillon F'1 & un état d’équilibre atteint aprés une sollicitation triaxiale axisy-
meétrique sous un confinement de 200 kPa jusqu’a une valeur de ¢ = 70 kPa (soit ¢/p = 0.31).
Les Figures 2.17-a et -b présentent la densité de probabilité P, et P; des forces de contact
normales et tangentielles F), et F} normalisées par rapport a leur moyenne respective (F),) et
(F}). Les densités de probabilité P, et P; sont presque confondues et suivent des lois diffé-
rentes suivant que la force de contact (normale ou tangentielle) est supérieure ou inférieure a
la moyenne des forces (normales ou tangentielles). On peut d’ores et déja mettre en évidence
deux types de forces de contact suivant qu’elles appartiennent & la phase forte, F,,; > (Fy;),
ou a la phase faible, F,,; < (Fy;), Fyy étant indifferemment une force de contact normale ou
tangentielle.

Comme 'ont montré Radjal et al. [100], P, et P; sont approximées par une loi exponentielle
du type e? (1=Fne/(Fued) gi | > (F,;) (Fig. 2.17-a) et une loi puissance du type (Fpz/(Fp:))® si
Fot < (Fnt) (Fig. 2.17-b). Dans le cas présent, b = 1.5 et a = —0.05 que se soit pour P, et P;.
Ces coeflicients dépendent de la valeur du déviateur appliqué, par exemple pour ¢ = 208 kPa
(soit g/p = 0.77) nous trouvons b = 1.1 et a = —0.2. IIs restent cependant en accord avec les
résultats obtenus par Radjal et al. [100] (b= 1.4 et a = —0.3 pour P, et b=1.0et a = —0.5
pour F;).
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FiG. 2.17 — Densité de probabilité P, et P; des forces normales et tangentielles normalisées
F,/(F,) et Fi/(F}): tracé semi-logarithmique (a) et log-log (b).

Afin d’appréhender le role mécanique joué par les phases faible et forte un tenseur de contrainte
partiel o (§) est considéré. o () est associé uniquement aux contacts dont la force normale
F,, est inférieure & un seuil égal a £(F,,). Pratiquement, le tenseur o (£) est calculé en restrei-
gnant la formule d’homogénéisation des contraintes (Love [77], Weber [126]) donnée ci-dessous
(Eq. 2.7) aux contacts verifiant F,, < £(F),):

1
Tij = 17 > (2.7)

contacts

avec:

— V le volume total de ’assemblage granulaire,

— F; la i®™€ composante de la force de contact,

-l la jéme composante du vecteur branche joignant les centres des grains en contact.

Nous notons o1(§), 02(€) et o3(§) les valeurs principales du tenseur de contrainte o(£). Sur
la Figure 2.18 sont représentés les rapports [01(&) — g2(€)]/p et [01(§) — 03(&)]/p en fonction
de . La valeur du rapport ¢/p reste proche de zéro tant que les seuls contacts pris en compte
appartiennent a la phase faible (£ < 1). Seuls les contacts appartenant a la phase forte (£ > 1)
participent & la reprise de la partie déviatoire du tenseur des contraintes. Pour des valeurs
élevées de £ on vérifie bien que la valeur du rapport ¢/p calculé par homogénéisation tant vers
celui “mesuré” aux frontieres de 1’échantillon soit q/p = 0.31. Ces résultats sont identiques a
ceux publiés par Radjal et al. [99].

Pour finir nous nous attardons sur la distribution des orientations de contact appartenant
respectivement aux phases forte et faible. Les résultats sont d’autant plus probants que le
rapport ¢/p est élevé, c’est pourquoi nous considérons un état d’équilibre caractérisé par
q/p = 0.77. La Figure 2.19 montre la distribution des orientations de contact dans le plan
(z1 x2). La compression triaxiale a été effectuée suivant l’axe x;. La majorité des contacts
forts sont alignés parallélement & la direction de compression et ’anisotropie de la texture
est bien marquée. En ce qui concerne les contacts faibles bien que l’anisotropie soit moins
remarquable, une petite majorité des contacts est dirigée suivant une direction perpendiculaire
4 l'axe de compression. Nous ne reprendrons pas ici les conclusions que 'on peut déduire de
ces observations mais notons une fois encore que ces résultat sont typiques de ceux obtenus par
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F1G. 2.18 — Valeur du rapport q/p ot q est déduit uniqguement des contacts vérifiant F,, < £(F,)
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F1G. 2.19 — Distribution des orientations de contact suivant leur appartenance a la phase faible
ou forte; x1 est la direction de compression.

Radjai et al. [103]. Dans le plan (x3,x3), normal a la direction de compression, les textures
correspondant respectivement aux contacts forts et faibles sont sensiblement identiques et
restent isotropes. En effet, 'essai triaxial étant axisymétrique, la texture de I’échantillon tend
vers une orthotropie de révolution.

En reprenant quelques points des analyses effectuées par Radjai et collaborateurs nous avons
montré que le modéle discret destiné a 1’étude de la bifurcation vérifie bien la description
biphasique d’un milieu granulaire. La frontiére entre contacts forts et contacts faibles est
marquée par la force moyenne et la proportion de contacts faibles reste a peu prés constante
quelque soit 1’état de contrainte (environ 60%).
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2.4 Conclusion

Le dernier modéle présenté, avec les échantillons E1, E2 et E3 compactés chacun a une
densité différente, nous permet de simuler des comportements contractant ou dilatant dans
des conditions drainées et non drainées. Toutes les simulations qui suivront dans ce mémoire
ont été effectuées a partir de ce modéle.

Les choix qui nous ont conduit a I'utilisation d’un tel modéle, classique parmi ceux employant
la MED, relévent d’un compromis entre les différents souhaits formulés vis-a-vis de la descrip-
tion du comportement & I’échelle de ’assemblage granulaire (macroscopique); a 1’échelle des
contacts (microscopique); et vis-a-vis des possibilités de comparaison avec des développements
analytiques. Les premiers résultats de simulations que nous avons donnés, portant sur des es-
sais classiques de la mécanique des sols, montrent que le modéle respecte qualitativement le
comportement macroscopique d’un sable. Il semble toutefois que la sensibilité de 'indice des
vides du modéle & la pression moyenne soit accrue par rapport a celle d'un sable. Ce point
sera éclairci dans le prochain chapitre. Le modéle vérifie également & 1’échelle microscopique
une description statistique robuste des forces de contact.

Apreés ce chapitre introductif sur le modéle numeérique discret qui est notre principal outil de

travail, nous allons aborder et traiter la problématique qui a fait I’objet de ce travail de thése
dans les chapitres suivants.
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Analyse du comportement incrémental du modéle
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Analyse du comportement incrémental du modéle

3.1 Introduction

Nous avons vu au cours de I’étude bibliographique que la positivité du travail du second ordre
(d®W > 0) est un critére suffisamment général pour se garantir des ruptures diffuses par perte
d’unicité constitutive. La notion de perte d’unicité constitutive doit paraitre claire au lecteur
dans le cadre d’un probléme mathématique faisant intervenir une relation constitutive. Dans
le cas d’une expérience de laboratoire, le notion de perte d’unicité est moins transparente:
lors d’un essais donné le matériau “ trouve ” toujours une réponse unique. Ce n’est qu’en
renouvelant I’expérience et par une modification des perturbations et des imperfections que la
non unicité (si elle existe) de la réponse est révélée. Par ailleurs, nous avons vu que Nova [93; 92]
et Imposimato & Nova [57] ont relié la notion de perte d’unicité constitutive en condition
homogene & la perte de controlabilité (Sect. 1.4.3.5, p. 27). La notion de controlabilité est
directement applicable & des expériences (ou a leur simulation par la MED) puisque cela
revient & savoir s’il est possible d’appliquer un programme de chargement. Ainsi, par le biais
de la notion de controélabilité, un des sens physiques de la notion de perte d’unicité constitutive
est mis en valeur.

Dans ce chapitre, nous considérons le signe du travail du second ordre comme un critére
permettant de détecter les points de bifurcation par perte d’unicité constitutive. Nous nous
attachons ici 4 ’étude du signe du travail du second ordre en fonction de plusieurs parameétres
dont les principaux sont: la densité du matériau, ’état de contrainte-déformation et la direc-
tion de sollicitation. Les thémes de la rupture ou de ’effondrement et les liens susceptibles
d’exister avec ’annulation du travail du second ordre seront abordés ultérieurement dans le
Chapitre 4.

La dépendance de d?W & la direction de sollicitation, a conditionné 1’étude présentée. Ce
n’est qu’aprés l'introduction dans les deux sections suivantes de cette dépendance de d*W &
la direction de sollicitation que nous présenterons la structure du chapitre.

3.1.1 Le travail du second ordre: une variable directionnelle

Considérons un matériau non visqueux. L’incrément de déformation de et l'incrément de
contrainte do sont reliés par une relation constitutive incrémentale Ry qui dépend de I'histoire
de contrainte-déformation antérieure caractérisée par les variables d’état et les paramétres de
mémoire h (Darve [30]):

Ry, (de,do) . (3.1)

Ecrivons par exemple l'incrément de déformation comme une fonction de l'incrément de

contrainte:
de = Gr(do) . (3.2)

L’hypothése de non viscosité permet d’affirmer que G est une fonction homogéne d’ordre 1 et
'identité d’Euler implique (Darve [30]):

de = do . (3.3)
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Les dérivées partielles sont des fonctions homogénes d’ordre 0, elles sont donc des fonctions
dépendant uniquement de la direction de I’incrément de contrainte, ainsi:

de = Mp(u) do, (3.4)

avec u = do/ ||do|| et ||do|| = /doyj doij .
Par conséquent, le travail du second ordre s’écrit:
d*W =do : de = do Mp(u) do = (u Mp(u) ) ||do|?, (3.5)

et le signe de d’W dépend uniquement de la direction de sollicitation w. Pour étudier le
signe du travail du second ordre dans ’espace des contraintes il suffirait donc d’effectuer des
recherches directionnelles. La notion de recherche directionnelle est définie dans la section
suivante.

3.1.2 Définition d’une recherche directionnelle

Gudehus [54] en 1979 a défini la notion de recherche directionnelle pour tracer des enveloppes
réponses qui permettent de comparer de maniére géométrique la réponse incrémentale unitaire
de différentes relations constitutives.

Dans notre cas, toutes les simulations respectent les conditions d’axisymétrie autour de ’axe
x1 (09 = 03 et 9 = €3). Par conséquent, les états de contrainte et de déformation peuvent
étre représentés respectivement dans le plan d’axisymétrie (ou de Rendulic) des contraintes
(017\/503) et le plan d’axisymeétrie des déformations (eq, V2 e3). Une recherche direction-
nelle en contrainte est réalisée a partir d’'un état de contrainte-déformation qualifié d’ini-
tial en appliquant, toujours & partir de ce méme état, plusieurs incréments de chargement
dd définis dans le plan de Rendulic des incréments de contrainte (Fig 3.1-gauche) par une
norme ||d&|| = +/(do1)? + 2(do3)?, identique pour chaque incrément, et un angle o entre
l'axe V2dos et d&. En faisant varier a de 0°4 360°chaque direction en contrainte est ins-
pectée. Pour chaque incrément de chargement dd un vecteur réponse deé est associé. Ce
dernier est défini dans le plan de Rendulic des incréments de déformation par sa norme
|dg]| = v/(de1)? + 2(de3)? et 'angle § formé entre Paxe v2des et dé. La définition d’une
recherche directionnelle en déformation est la réciproque de celle qui vient d’étre donnée.

..... do, R
a . NdE [
o i %
;,-"\/5(163 V2 de,

F1G. 3.1 — Définition des plans de Rendulic: recherche directionnelle en contrainte (gauche),
enveloppe réponse en déformation (droite).
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Une fois la recherche directionnelle effectuée, le travail du second ordre est évident & calculer
pour chacune des directions testées. De plus, la recherche directionnelle nous donne également
accés aux enveloppes réponses constituées par I’ensemble des extrémités des vecteurs réponses
correspondant & un état initial donné.

3.1.3 Intérét des recherches directionnelles

Les explications données dans cette introduction montrent que, pour un état initial donné, la
simulation d’une recherche directionnelle nous donne accés, pour une méme charge en calcul:

— au signe du travail du second ordre en fonction de la direction de sollicitation,

— & la caractérisation du comportement incrémental du modeéle, entre autre par le tracé
des enveloppes réponses.

Or, le signe du travail du second ordre est fortement lié au comportement mécanique du
matériau, par exemple au fait que ce dernier soit associé ou non. Nous avons donc un grand
intérét & décrire le comportement mécanique du modéle discret avant d’étudier le signe du
travail du second ordre.

Ce chapitre se décompose en deux grandes parties. La premiére est consacrée a la caractéri-
sation du comportement mécanique du modeéle (écoulement plastique, associativité ou non-
associativité, caractéristiques des déformations élastiques et plastiques). La deuxiéme partie
est dévolue & I’étude du signe du travail du second ordre & partir du modéle discret et par
comparaison avec un relation macroscopique phénoménologique.
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3.2 Caractérisation du comportement mécanique incrémental du
modéle discret

3.2.1 La simulation des recherches directionnelles

Deux paramétres sont & fixer pour effectuer des recherches directionnelles: la taille de la
norme de l'incrément de chargement et le nombre de directions investiguées. Cette derniére
variable est, dans notre cas, directement fixée par les capacités de calcul a disposition. Nous
nous sommes limités & une sollicitation tous les 10°(exceptionnellement tous les 5°) soit 36
(ou 72) directions investiguées. Etant donné la vitesse lente de chargement imposée (voir le
paragraphe suivant) une recherche directionnelle compléte (36 directions) consomme entre 20
4 30 heures de calcul sur un processeur Pentium IV & 2.8 GHz. La taille de la norme de
I'incrément de chargement est par contre une question plus difficile & trancher et est discutée
dans la Section 3.2.1.2. Commencons par préciser la procédure suivie pour la simulation des
recherches directionnelles.

3.2.1.1 Procédure de simulation

Les états initiaux, a partir desquels sont simulées les recherches directionnelles, sont atteints
aprés des compressions triaxiales axisymétriques menées jusqu’a un niveau de contrainte
donné. Les états initiaux sont caractérisés par la pression confinement os utilisée pour les
compressions triaxiales et le niveau de contrainte n = ¢/p ou ¢ = 01 — o3 est le déviateur de
contrainte et p = (01 + 203)/3 est la pression moyenne. Trois pressions de confinement sont
considérées: o3 = 100, 200 et 300 kPa.

Les étapes de la procédure numérique pour atteindre les états initiaux et pour simuler les
recherches directionnelles sont détaillées ci-dessous par ordre chronologique.

1. Apreés son compactage a la densité souhaitée (cf. Sect 2.3.1.1, p. 52), I’échantillon nu-
mérique subit une compression isotrope jusqu’a la valeur de la pression de confinement
désirée. On laisse ensuite 1’échantillon se relaxer tout en maintenant le pression de confi-
nement constante.

2. La compression triaxiale est appliquée et stoppée lorsque la valeur de 7 choisie est at-
teinte. On laisse une nouvelle fois I’échantillon revenir a un état de repos (Ec < 1077 J).
Pour garantir un bon résultat de la simulation de la recherche directionnelle il est im-
portant de respecter cette période de relaxation.

3. L’application de I'incrément de chargement dé pour chacune des directions testées est ef-
fectuée progressivement lors de chaque cycle de calcul de la MED. L’état de contrainte at-
teint aprés application de la totalité de I'incrément de chargement est maintenu constant
jusqu’a la stabilisation des déformations, ce qui correspond & un retour au repos de
I’échantillon. Suivant la direction « et le niveau de contrainte 7 les déformations peuvent
étre importantes. Afin de rester dans le cas d’un chargement en mode quasi-statique, la
vitesse de chargement est volontairement choisie trés faible, et d’autant plus faible que
I’état de contrainte est proche du critére de Mohr-Coulomb. Le choix de la vitesse de
chargement reléve de ’expérience, la simulation de certaines recherches directionnelles
étant renouvelée lorsque la vitesse de chargement est jugée trop importante au regard
des déformations calculées.
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3.2.1.2 Norme de Uincrément de sollicitation en contrainte

Comme nous l'avons vu dans Uintroduction de ce chapitre (Sect. 3.1.1), un incrément de
chargement do (au sens des lois incrémentales) dans une direction donnée va produire un
incrément de réponse de dont la direction est indépendante de la norme de do puisque la
matrice Mp, (Eq. 3.4) est elle-méme indépendante de la norme de do.

Dans le cas du modéle discret (tout comme dans celui d’essais de laboratoire) un incrément
de chargement en contrainte do, tel qu’il est défini au sens des lois incrémentales, correspond
en pratique & 'application d’un chemin de chargement rectilinéaire en contrainte comprenant
un nombre important d’états (voire une infinité). L'incrément de réponse en déformation de
associé n’est pas nécessairement rectilinéaire (Darve et al. [34]) et la direction de incré-
ment de réponse (défini entre ’état initial et I’état final aprés application de l'incrément de
chargement) dépend donc en partie de la norme de do.

A titre indicatif nous donnons dans le Tableau 3.1 quelques valeurs de ||d&|| relevées dans
la littérature pour des réalisations expérimentales ou des simulations discrétes de recherches
directionnelles. Par ailleurs, nous avons simulé des recherches directionnelles sur 1’échantillon
E1 pour ||d&|| = 0.1, 1.0, 10 kPa. Les Figures 3.2 et 3.3 montrent les chemins de réponse en
déformation pour des états initiaux correspondant respectivement & o3 = 100 kPa, n = 0.30
et o3 = 200 kPa, n = 0.85. Les principales observations que l'on puisse en tirer sont:

— pour les directions de dg correspondant & un déchargement, les chemins de déformation
restent rectilinéaires quelque soit la valeur de ||d7||, dans ce cas la valeur de ||d&|| n'a
pas d’influence sur les directions des vecteurs dg,

— pour les directions de d correspondant & un chargement, les chemins de déformation
peuvent devenir fortement non rectilinéaires lorsque la valeur de ||dd|| augmente d’ou
une dépendance de la direction de dé’'a ||d&||; ce phénomeéne est particuliérement visible
pour des directions de déformation (§ proches de 90°et 180°,

— la non-linéarité des chemins de déformation est marquée principalement par des chan-
gements de direction ponctuels (voir par exemple ’angle d’environ 90°formé par un des
chemins de déformation pour o3 = 200 kPa, n = 0.85 et ||dF|| = 1.0 kPa) liés a des
processus de déformations non continus au cours du temps qui sont discutés dans la
Section. 3.2.3 (p. 86).

Bien que le choix d’une valeur de ||d&|| soit quelque peu arbitraire nous nous somme basés sur le
fait que 'incrément de chargement doit permettre de caractériser le comportement mécanique
du matériau a l'état de contrainte-déformation considéré. Le modeéle discret présente des

14| -
Auteurs Type (kPa) |d&]| /po
Bardet [3] sim. 2D - 0.05
Royis & Doanh [108] essais exp. 10 0.10
Calvetti et al. [10] sim. 3D 10 0.10
Kishino [65] sim. 3D 1 0.01

Alonso-Marroquin [1]  sim. 2D 0.016 1.0 10~*

TAB. 3.1 — Quelques wvaleurs, relevées dans la littérature, de la norme de lincrément de
contrainte utilisée pour des recherches directionnelles.
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|d&|| = 0.1 kPa |d&]|| = 1.0 kPa |d&|| = 10 kPa
3><10’6 4><1o’5 5x1o"‘
2 8 !
3
2
1 2
23 ¥ 23
0 1
0 0
-1 1 »
= -2 -1 0 1 2 2 -2 0 2 R -2 0 2
2" e, x10° 2" de, x10° 2" de, x10™

Fic. 3.2 — Chemins de déformation pour des recherches directionnelles a partir d’un méme
état initial (03 = 100 kPa, n = 0.30; échantillon E1) et pour ||d| = 0.1,1.0,10 kPa.

||| = 0.1 kPa |d|| = 1.0 kPa |d|| = 10 kPa

20

20 -5 10 -5 0 20 -5 10 -5 0 20 -5 -0 5 0
2" de, x107° 2" e, x107° 2" de, x107

FiG. 3.3 — Chemins de déformation pour des recherches directionnelles & partir d’un méme
état initial (03 = 200 kPa, n = 0.85; échantillon E1) et pour ||d&| = 0.1,1.0,10 kPa. Par
souci de lisibilité, les représentations correspondant & ||dd|| = 0.1 et 10 kPa sont en partie
tronquées.

processus de déformation ponctuels au cours de la sollicitation qui risquent de ne pas étre pris
en compte pour une valeur de ||d7|| trop faible (cf. Fig. 3.2 et 3.3 pour ||d&| = 0.1 kPa) alors
qu’ils sont représentatifs du comportement du modeéle & 1’état initial considéré.

Nous avons donc opté pour une valeur de ||d&|| = 1 kPa qui permet de rester au plus preés
de l'état initial tout en prenant en compte, & la vue des Figure 3.2 et 3.3, les processus
de déformation ponctuels que 1’on qualifiera un peu plus loin de déformations plastiques en
régime dynamique (Sect. 3.2.3).
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3.2.2 Evolution des enveloppes réponses le long d’un chemin triaxial drainé

Il a été expliqué dans la bibliographie (Sect. 1.4.3.4, p. 24) que le travail du second ordre ne
peut prendre des valeurs négatives avant la condition limite de plasticité que si le matériau
considéré est non-associé. Dans cette section nous analysons les enveloppes réponses pour
caractériser le comportement mécanique du modéle discret, en recherchant notamment si le
modeéle présente une régle d’écoulement non-associée.

3.2.2.1 Enwveloppes réponses totales

Les Figures 3.4 et 3.5 montrent les enveloppes réponses pour des recherches directionnelles
simulées respectivement sur les échantillons F'1 et E3 pour un confinement de 100 kPa et
différentes valeurs de 7.

Pour n = 0.0, c’est-a-dire pour un état isotrope, les enveloppes réponses sont des ellipses
centrées sur l'origine du repére dont ’axe principal forme un angle § = 125°nviron. Le
symbole en forme de croix sur chacune des ellipses représente la réponse en déformation due &
un chargement en contrainte purement déviatoire (doy = —2dos > 0 soit dp = 0 et o = 125°),
la direction de cette réponse est confondue avec ’axe principal (8 = 125°). Bien que dans le
cas de l'échantillon E3 (le plus lache) Dellipse soit légérement perturbée pour des directions
de chargement déviatoire, on peut affirmer que ces enveloppes réponses sont typiques d’un
comportement incrémentalement linéaire (i.e. élastique) isotrope (Gudehus [54], Bardet [3]).

Plus on s’éloigne d’un état isotrope, en augmentant la valeur de 7, plus les enveloppes réponse
s’allongent pour finalement dégénérer en une droite. Cette dégénérescence témoigne & priori
d’une régle d’écoulement puisque, pour une certaine plage de directions de d&, la direction
du vecteur d¢€ reste inchangée. Ce point sera éclairci un peu plus loin lors du calcul des
déformations plastiques.

Remarquons que la dégénérescence de l’enveloppe réponse en une droite apparait dans le cas
de ’échantillon E3 (le plus lache) plus tot, n = 0.35, que dans le cas de I’échantillon E1 (le
plus dense), n = 0.55. De plus, lorsque les enveloppes réponses ont dégénéré en une droite,
la direction de cette derniére n’est pas la méme pour les échantillons E1 et E3, elle dépend
donc de la densité du matériau.

Pour pousser plus avant 'analyse des enveloppes réponses nous supposons la décomposition
additive classique des déformations en une part élastique et une autre part plastique:

de = de. + dep. (3.6)

3.2.2.2 Enveloppes réponses élastiques

D’un point de vue numérique il existe, 4 notre connaissance, deux méthodes pour calculer les
déformations élastiques lors d’une recherche directionnelle.

— La premiére consiste & simuler un chargement puis un déchargement dans chacune des

directions testées (Bardet [3], Kishino [65]). Les déformations élastiques sont supposées
égales aux déformations totales aprés chargement moins les déformations résiduelles
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FiG. 3.4 — Enveloppes réponse pour ’échantillon E1 et o3 = 100 kPa.

aprés déchargement. Cette méthode repose sur deux hypothéses: les déformations au
cours du déchargement doivent étre uniquement des déformations réversibles, ce qui
n’est pas vérifié dans notre cas, et il ne doit pas exister de déformation élastique bloquée
durant la décharge.

— La deuxiéme méthode consiste & simuler une recherche directionnelle tout en inter-
disant les mécanismes locaux irréversibles, c’est-a-dire I’ouverture des contacts et les
glissements intergranulaires.

Cette derniére méthode a été appliquée a ceci prés que la condition de non-glissement inter-
granulaire a suffi pour calculer des déformations élastiques sur des recherches directionnelles
(Calvetti et al. [10]).

La Figure 3.6 montre deux enveloppes réponses (échantillon F1, o3 = 200 kPa, n = 0.77):

la plus grande est calculée sans condition particuliére (déformations totales) alors que la
plus petite est calculée en interdisant le glissement intergranulaire aux contacts en spécifiant
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Fi1G. 3.5 — Enveloppes réponse pour l’échantillon E3 et o3 = 100 kPa.

un angle de frottement . proche de 90°(déformations élastiques). Sur l’enveloppe réponse
totale et élastique un des vecteurs d& est représenté par un symbole circulaire plein. Ce
vecteur réponse correspond & une direction de chargement en contrainte o = 150°. Pour cette
direction nous avons simulé un cycle de chargement/déchargement en imposant ¢. — 90°.
Le chemin en contrainte est présenté sur la Figure 3.7 & gauche et le chemin de réponse en
déformation & droite. Les chemins de réponse en déformation correspondant au chargement et
au déchargement sont confondus (une seule courbe est visible) et les déformations résiduelles
sont nulles aprés I’application du cycle. De plus, le nombre de contacts glissants ! ou ouverts
lors du chargement est négligeable?. Ces résultats montrent que 'interdiction du glissement
intergranulaire est suffisant pour le calcul des déformations élastiques sur des incréments de

1. Bien qu’un angle de frottement au contact . — 90°soit imposé, certains contacts dont la force nor-
male est trés faible (parmi les plus faibles de celles présentes dans l’assemblage granulaire) glissent suite &
Papplication du chargement.

2. Les proportions de contacts glissants et ouverts (par rapport au nombre de contacts avant chargement)
sont respectivement de 0.38% et 0.47% pour ¢. — 90°et de 12.13% et 1.17% pour ¢. = 35°.
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Fia. 3.6 — Enveloppes réponses totale et élastique pour l’échantillon E1 a o3 = 200 kPa
et n = 0.77. Les deuxr symboles circulaires pleins représentent les réponses en déformations

totale d¢ et élastique dé, suite au méme incrément de chargement d&' de direction o = 150° (cf.
Fig. 3.7).
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F1G. 3.7 — Chemin de sollicitation en contrainte, chargement puis déchargement (gauche);
chemin de réponse en déformation (droite) pour un angle de frottement intergranulaire tendant
vers 90° (échantillon E1, o3 = 200 kPa, n = 0.77).

chargement tels que ceux considérés lors de recherches directionnelle. D’ailleurs, les enveloppes
réponses simulées dans ces conditions, telles que celles représentées sur les Figures 3.6 et 3.8,
sont des ellipses centrées sur l'origine du repére comme cela est prédit pour des matériaux
élastiques (Gudehus [54], Bardet [3]).

Sur la Figure 3.8 sont superposées les enveloppes réponse élastiques calculées & ’état isotrope
et respectivement & n = 0.74 et n = 0.57 pour E'1 et E3 (cf. les enveloppes réponses totales
Figs. 3.4 et 3.5). Les croix sur les enveloppes réponses représentent les directions des réponses
en déformation calculées pour un chargement en contrainte purement déviatoire (o = 125°).
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F1G. 3.8 — Enveloppes réponses élastiques pour un état isotrope et un état anisotrope (o) =
100 kPa).

Comme nous ’avons déja fait remarquer les enveloppes réponses élastique trouvées ici pour
n = 0.74 et n = 0.57 sont des ellipses centrées sur 'origine du repére. Cependant, contraire-
ment aux ellipses calculées pour des états isotropes, d’une part la direction de 1’axe principal
des ellipses forme un angle 3 > 125°, d’autre part la déformation dé engendrée par un char-
gement purement déviatoire n’est pas aligné sur ’axe principal. Ces enveloppes réponses sont
le reflet d’'un comportement incrémental linéaire (i.e. élastique) anisotrope (Gudehus [54],
Bardet [3]).

3.2.2.8 Enveloppes réponses plastiques - Mise en évidence d’une régle d’écoulement non as-
sociée

La partie plastique des enveloppes réponse est calculée en soustrayant les déformations élas-
tiques aux déformations totales. La Figure 3.9 montre la partie plastique de I’enveloppe ré-
ponse totale présentée sur la Figure 3.6. Les points sont alignés sur une droite, la direction 3,
des déformations plastiques dé), est donc indépendante de la direction v du vecteur contrainte
dd. Comme cela avait été & priori déduit, le modéle numérique présente clairement une régle
d’écoulement.

Cette enveloppe réponse plastique peut également étre représentée & l’aide de deux dia-
grammes. Sur le premier est tracée la norme des déformations plastiques ||dé,|| en fonction
de la direction « du vecteur contrainte (Fig. 3.10-a); sur le second est tracé la direction (3,
de dg, (pour ||dép|| # 0) en fonction de « (Fig. 3.10-b). La courbe ||dé}|| en fonction de o se
présente sous la forme d’une cloche dont le sommet, dans ce cas, n’est pas tout a fait arrondi.
Ce phénomeéne n’est pas la conséquence du calcul numérique qui n’aurait pas convergé vers un
état d’équilibre mais est bien le résultat des sollicitations appliquées. On remarque d’ailleurs
sur la Figure 3.10-b que la direction (3, reste a peu prés constante méme pour des directions
a correspondant aux variations irrégulieres de ||d&p||.

La Figure 3.10-b nous informe sur la direction de I’écoulement plastique, 3, ~ 132°. Dans le
cadre de ’élasto-plasticité a simple potentiel cette direction d’écoulement plastique correspond
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F1G. 3.9 — Enveloppe réponse plastique pour l’échantillon E1 ¢ o3 = 200 kPa et n = 0.77 (voir
les enveloppes réponse totales et élastiques sur la Fig. 3.6).

a la normale dg/0o au potentiel plastique g. Pour savoir si le modéle numeérique présente une
régle d’écoulement associée ou non il faut connaitre la normale 0f/Jo a la surface de limite
élastique f. Le schéma de la Figure 3.11 représente ’ensemble des directions en contrainte
correspondant a un chargement au sens de 1’élasto-plasticité, c’est-a-dire donnant lieu & des
déformations plastiques. En parcourant ces directions dans le sens direct la premiére et la
derniére direction de chargement sont tangentes a la surface de limite élastique. Il est donc
possible de déduire les tangentes & la surface de limite élastique & droite et & gauche de 1’état
de contrainte considéré a partir de la Figure 3.10-a: les premiéres déformations plastiques sont
trouvées pour o = 60°et les derniéres pour a = 240°. Les tangentes & droite et & gauche sont
colinéaires, la surface de limite élastique f au voisinage de 1’état de contrainte considéré semble
donc plane et sa normale df/Jo est alignée suivant une direction o = 150°. La direction de
0f /0o déduite n’est qu’approximative puisque les recherches directionnelles ne sont simulées
que tous les 10°. Cependant, les directions de dg/0c et Jf/Jo sont largement différentes et
on peut affirmer que la régle d’écoulement est non associée.

Remarquons que pour tous les états de contrainte analysés les directions de chargement (au
sens de I’élasto-plasticité) s’étalent sur un intervalle de 180°. Par conséquent, nous avons
toujours considéré la direction de la normale & la surface de limite élastique comme la valeur
médiane de cet intervalle. La valeur médiane correspond d’ailleurs au maximum de ||dé)||
calculé.

A titre d’exemple, les Figures 3.12-a et -b montrent respectivement les valeurs de ||d,|| et 5,

en fonction de « pour ’échantillon F3 & o3 = 200 kPa et n = 0.63. En appliquant ’analyse
précédente on en déduit les directions de dg/do et Of /0o respectivement égales & 129%et 150°.
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FiG. 3.11 — Direction en contrainte engendrant un chargement au sens de l’élasto-plasticité
classique (c’est-a-dire des déformations plastiques).
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F1G. 3.12 — Norme des déformations plastiques ||dEp|| et élastiques ||dé.|| (a), direction des
déformations plastiques (), et élastiques B, (b) en fonction de la direction de sollicitation o;
échantillon E3, o3 = 200 kPa, n = 0.63.

Les Figures 3.13-a et -b montrent respectivement pour E1 et E3 les directions de 1’écoulement
plastique et de la normale & la surface de limite élastique pour différents états de contrainte.
Lorsque la valeur de n augmente, la tangente & la surface de limite élastique & tendance a
s’aligner sur le critére de Mohr-Coulomb. Dans le méme sens, Darve et al. [34] ont montrés
pour des sables d’Hostun lache et dense que la forme de la surface de limite élastique épouse
la forme de la surface de limite de plasticité quand la surface de limite élastique s’en approche.
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FiG. 3.13 — Directions de l’écoulement plastique et de la normale & la surface de limite élas-
tique, le trait fin continu représente le critére de Mohr-Coulomb.

3.2.3 Déformations élastiques, plastiques et régimes quasi-statique, dynamique

Dans la section précédente nous avons dissocié les déformations totales € en une part élastique
€. et une part plastique €,. Dans cette section nous caractérisons de maniere plus précise cha-
cune de ces déformations toujours dans le cadre de simulations de recherches directionnelles.

Régime quasi-statique et régime dynamique

La Figure 3.14-a présente, pour ’échantillon E1 (o3 = 200 kPa, n = 0.31), une comparaison
entre la norme des déformations plastiques ||dép|| et le maximum de I’énergie cinétique Ecyqz
(calculée au cours de la sollicitation dans une direction «) en fonction de la direction de
sollicitation en contrainte «. Dans le cas des directions « pour lesquelles la déformation
associée est uniquement élastique (soit ||dg}, || = 0), Ecmaz — 03. Les directions de sollicitation
entrainant une réponse plastique peuvent étre séparées en deux sous-groupes complémentaires:

— pour « € [50°%; 70°] et [210°; 220°], ||dé,|| # O et Ecpmar — O,
— alors que pour a € [80°; 200°], ||d&,|| # O et Ecma: prend des valeurs entre 7 107C et
81076 J.

A partir de ce constat, les déformations & 1’échelle de 1’assemblage granulaire peuvent étre
classées suivant trois catégories:

1. les déformations élastiques en régime quasi-statique (E¢q. — 0),
2. les déformations plastiques en régime quasi-statique (Ecpmqs — 0),

3. les déformations plastiques en régime dynamique.

3. Le code de calcul emploie une méthode dynamique, de ce fait, lors de la recherche d’un équilibre, ’énergie
cinétique de ’assemblage granulaire n’est jamais nulle mais tend asymptotiquement vers une valeur nulle.
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F1G. 3.14 — Normes des déformations plastiques ||déy| et valeur mazimale de ’énergie ci-
nétique Ecpmq: (a), proportions de contacts glissants et non-permanents en fonction de la
direction de sollicitation o (b); échantillon E1 o3 = 200 kPa, n = 0.31.

Contacts glissants et contacts non-permanents

Nous définissons un contact glissant comme un contact ayant atteint le critére de Coulomb sur
au moins un cycle de calcul* de la MED parmi tous ceux effectués lors de la simulation d'une
sollicitation dans une direction «. De plus nous définissons un contact non-permanent comme
un contact qui ne persiste pas (qui s’ouvre) ® pendant la simulation d'une sollicitation dans une
direction «. Les pourcentages (par rapport au nombre de contacts a I’état initial) de contacts
glissants et de contacts non-permanents en fonction de la direction « sont représentés sur la
Figure 3.14-b. La proportion de contacts glissants est corrélée avec ’existence de déformations
plastiques que le régime soit quasi-statique ou dynamique. La proportion de contacts non-

4. Pour une sollicitation dans une direction o donnée un contact glissant vérifie le critére de Coulomb, en
général, sur chacun des cycles de calcul de la MED
5. Au cours de la simulation d’une sollicitation dans une direction o donnée, le nombre total de contacts

reste & peu prés constant: le nombre de contacts ouverts est en général a peu prés égal au nombre de contacts
créés.
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F1G. 3.15 — Normes des déformations plastiques ||ds)y,| et valeur mazimale de lénergie ci-
nétiqgue FEcpq, (a), proportions de contacts glissants et mnon-permanents en fonction de la
direction de sollicitation o (b); échantillon E1 o3 = 200 kPa, n = 0.77.

permanents est corrélée avec ’existence de déformations plastiques en régime dynamique. Par
conséquent, les déformations plastiques en régime quasi-statique sont principalement dues a
des glissements intergranulaires aux contacts alors que les déformations plastiques en régime
dynamique sont dues aux glissements intergranulaires et & des pertes et créations de contacts
liés & priori & une réorganisation de la micro-structure.

Les Figures 3.15-a et -b sont semblables & celles présentées ci-dessus mais correspondent a 1’état
de contrainte o3 = 200 kPa, n = 0.77. Comme précédemment on distingue des déformations
plastiques quasi-statiques pour a € [60°; 70°] et [230°; 240°] et des déformations plastiques
dynamiques pour a € [80°; 220°].
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FiG. 3.16 — Evolution de l’énergie cinélique au cours de la simulation pour o = 150°; échan-
tillon E1, 03 = 200 kPa, n = 0.77.

Réarrangements micro-structurels ponctuels et locaux

Intéressons nous maintenant, non plus au maximum de 1’énergie cinétique Ec¢pq., mais &
I’évolution de l'énergie cinétique Ec¢ au cours d'une simulation dans une direction « pour
laquelle des déformations plastiques dynamiques sont trouvées. La Figure 3.16 montre 1’évo-
lution de E'¢ en fonction du temps de simulation pour ’état initial o3 = 200 kPa, n = 0.77 et
a = 150°(cf. Fig 3.15). L’évolution de I’énergie cinétique présente des pics soudains séparés
par des plages de valeurs faibles et constantes. Le premier pic de Ec autour de 0.02 s est sans
doute lié¢ & un rebond purement élastique d’un grain flottant. Les symboles sur la courbe re-
pérés par des lettres renvoient aux représentations de la Figure 3.17. Sur cette derniére figure
est indiquée, pour différents instants de la simulation, 1’énergie cinétique de chaque grain. Le
diameétre des spheéres est proportionnel a 1’énergie cinétique, les sphéres rouges correspondent
a des grains entourés d’au moins un contact fort et les sphéres vertes® & des grains entourés
uniquement de contacts faibles.

Les pics temporels d’énergie cinétique (Fig. 3.16) correspondent a une zone (Figs 3.17-b, -d,
-f, -h, -k) ou plusieurs zones (Figs 3.17-e, -1) spatiales trés localisées de mouvement. Entre ces
pics l’assemblage granulaire est, dans son ensemble, dans un état quasi-statique (Figs 3.17-a,
-¢, -8, -j, -1). Ainsi, les déformations plastiques en régime dynamique sont en partie dues a des
réorganisations locales et successives (non continues) de la micro-structure.

Nous avons distingué les grains impliqués dans le réseau de contacts forts (en rouge) et ceux
impliqués dans le réseau de contacts faibles (en vert). Il semblerait que 1’énergie cinétique
concerne plutdt des grains impliqués dans le réseau faible. Par ailleurs, I’évolution de I'énergie
cinétique a été calculée en prenant en compte, d’'une part uniquement les grains appartenant
au réseau fort (entourés d’au moins un contact fort), d’autre part uniquement les grains
appartenant au réseau faible. Les résultats sont présentés sur la Figure 3.18-a. L’énergie
cinétique, méme pour des états quasi-statiques, est plus élevée dans le réseau faible que le

6. Sur les impressions en noir et blanc, les sphéres rouges sont les plus foncées et les sphéres vertes les plus
claires.
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Fi1G. 3.17 — Représentation spatiale de l’énergie cinétique o différent instant de la simulation
pour o = 150°. Chaque instant est repéré par une lettre sur la Fig. 3.16. Les sphéres rouges
indiquent des grains impliqués dans le réseau fort, les sphéres vertes des grains impliqués dans
le réseau faible. Echantillon E1, o3 = 200 kPa, n = 0.77.
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Fia. 3.18 — Evolution de l’énergie cinétique pour des grains impliqués respectivement dans le
réseau fort et le réseau faible (a), évolution de la fraction X de contacts entrant ou sortant
du réseau fort (b); échantillon E1, o5 = 200 kPa, n = 0.77, a = 150°.

réseau fort. La cause en est sans doute la prise en compte, dans ce cas, des grains flottants
dans le réseau faible. Malgré ce phénomeéne, il semblerait que le réseau faible soit plus agité
que le réseau fort. Toutefois, les différences observées ne nous semblent pas suffisamment
marquées pour conclure sur ce point.

Définissons la variable X comme la fraction de contact entrant ou sortant du réseau fort
par unité de temps (Radjai [99]). La Figure 3.18-b présente ’évolution de X au cours de
la simulation. Les plus fortes valeurs de X sont corrélées en temps avec les pics d’énergie
cinétique. Ces derniers sont donc bien le témoin d’un réarrangement micro-structurel local
impliquant, entre autres, les chaines de forces fortes.
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3.2.4 Bilan

A mi-parcours de ce chapitre résumons les principaux points mis en évidence vis-a-vis du
comportement mécanique du modéle discret.

— L’évolution des enveloppes réponses élastiques avec ’augmentation du niveau de contrainte
1 témoigne d’une évolution de la texture isotrope vers une texture anisotrope des as-
semblages granulaires lors de la compression triaxiale.

— Le modéle discret présente une régle d’écoulement non-associée en conditions axisy-
métriques. On peut donc s’attendre & trouver des valeurs négatives du travail du se-
cond ordre avant le critéere de Mohr-Coulomb. D’une maniére générale la direction de
I’écoulement plastique s’effectue suivant un angle 3 plus faible pour I’échantillon le plus
lache (E3) que pour le plus dense (E1).

— A Téchelle de ’assemblage granulaire, trois types de déformations sont reconnues: des
déformations élastiques en régime quasi-statique, des déformations plastiques en régime
quasi-statique, des déformations plastiques en régime dynamique.

— Les déformations plastiques en régime quasi-statique sont essentiellement liées & des
glissements intergranulaires aux contacts, alors que les déformations plastiques en régime
dynamique sont liées & des glissement intergranulaires et & des réarrangements micro-
structurels ponctuels et localisés.

— Les réarrangements micro-structurels semblent concerner aussi bien le réseau de contacts
forts que le réseau de contacts faibles.
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3.3 Etude du signe du travail du second ordre

3.3.1 Expressions semi-Lagrangienne et eulérienne du travail du second ordre

Jusqu’a présent l'expression que nous avons considéré du travail du second ordre (Egs. (3.5),
p. 73 et (1.10), p. 20) est écrite en fonction de tenseur de contrainte de Cauchy o et du
tenseur des petites déformations €. En respectant le formalisme utilisé dans la définition de
la condition de stabilité par Hill [56] le travail du second ordre, que nous nommons dans ce
cas A, s’écrit:

8(du])

e (3.7)

A= dsij
ou s;; est le tenseur nominal de contrainte (Eq. (1.7), p. 19: s = JF~ 1), u; est le champ
de déplacement et x; référe au point matériel dans la configuration courante au temps t.

Dans le cas particulier des recherches directionnelles ou 1’état initial (avant I’application d’un
incrément de chargement dans une direction donnée) est choisi comme la configuration de
référence, la configuration courante et de référence correspondent momentanément a 1’état
initial. s;; est le transposé du premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff m;; et la
quantité A peut alors s’exprimer de la fagon suivante (Nicot et al. [90]):

A= dmij =50
J

(3.8)

ot z¥ référe au point matériel dans la configuration de référence. Le tenseur 7;; considére les
forces de la configuration courante appliquées sur les facettes de la configuration de référence,
ainsi 7;; est un tenseur semi-Lagrangien et l’expression (3.8) est appelée expression semi-
Lagrangienne du travail du second ordre (Nicot et al. [90]).

Nicot et al. [90] montrent que le travail du second ordre peut également s’exprimer sous
une forme Eulérienne. L’expression du premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff 7 en
fonction du tenseur de contrainte de Cauchy o est:

m=Jo(F (3.9)

avec J le jacobien de la transformation linéaire tangente F' qui fait passer de la configuration
de référence a la configuration courante, soit Fj; = Ox; / axg.

De plus:
dm = J (do + J div(dd) o — o (L)' dt) (F~1)", (3.10)

avec L le tenseur gradient de vitesse, soit L;; = 01, / Ox;.
En insérant 'Equation (3.10) dans (3.8) il vient:
A= (do + div(di)o — o (L)"dt) : Ldt (3.11)

L’Equation (3.11) est une expression Eulérienne du travail du second ordre qui se compose
de trois termes: do : L dt, div(dd) o : Ldt (qui prend en compte la déformation volumique &
travers le facteur div(di)) et o (L)' dt : Ldt. Ce dernier terme peut étre relié a 1’évolution de
la texture de l’assemblage granulaire (Nicot & Darve [89]).
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Analyse du comportement incrémental du modéle

A partir de 'expression Eulérienne (Eq. (3.11)), en se plagant dans le cadre des petites trans-
formations et en négligeant les variations de géométrie on retrouve l’expression classiquement
utilisée du travail du second ordre & savoir: d’W = do : de.

Les expressions semi-Lagrangienne et Eulérienne ainsi que chacun des termes composant 1’ex-
pression Eulérienne ont été calculés & partir de recherches directionnelle. Les résultats sont
présentés sur la Figure 3.19 pour les échantillons E1 et E3. Notons que les directions de
contraintes a appartenant aux parties centrales des diagrammes conduisent & des déformations
plastiques (cf. Sect 3.2.3) de grande ampleur par comparaison aux déformations élastiques ce
qui explique les valeurs importantes du travail du second ordre trouvées pour ces mémes di-
rections. Premiérement on constate que les expressions Eulérienne et semi-Lagrangienne du
travail du second ordre sont numériquement égales comme le prévoient les développements
présentés ci-dessus. Concernant ’expression Eulérienne: le terme prépondérant est do : L dt,
le terme prenant en compte la variation de volume div(dw) o : L dt est négligeable. Finalement
le terme o (L)' dt : L dt reste petit mais non négligeable.

Echantillon E1 (o3 = 200 kPa, n = 0.81)

0.25 T T :
—— do:Ldt
—— div(du)o : L dt
0.2f ——ol'dt:Lat H
— —=— A (Eulérien)
mE A (semi-Lagrangien)
3 0.15 J
Q0
=y
2 041 |
O
©
2
‘@ 0.05 |
[0
[a)
G A;; @ . |
0.0% 90 180 270 360
Direction en contrainte o (°)
Echantillon E3 (o3 = 200 kPa, n = 0.75)
0.3 T T -
—— do:Ldt
—— div(du)s : L dt
0-25¢ ——sLldt:Lat
— —5= A (Eulérien)
m'\E 0.2 A (semi-Lagrangien) |
2
(0]
S 0.15 i
[}
c
0
° 041 J
2
2
o 0.05 1
a
-0.05 v . L
0 90 180 270 360

Direction en contrainte o (°)

FiG. 3.19 — Expressions semi-Lagrangienne et Eulérienne du travail du second ordre calculé a
partir de recherches directionnelles.
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3.3. Etude du signe du travail du second ordre

Dauns le cas des recherches directionnelles présentées dans ce mémoire les déformations restent
petites, il n'y a pas de rotation et les variations de géométrie peuvent étre négligées par
conséquent 'expression classique du travail du second ordre d’W = do : de est équivalente
au terme do : L dt et sous-estime légérement les expressions semi-Lagrangienne et Eulérienne
comme nous l'avons vérifié numériquement. Nous utiliserons donc 'expression classique de
d?W dans la suite de I’étude présentée ici.

3.3.2 Cobnes de directions instables

Suite aux recherches directionnelles simulées pour chacun des échantillons & différents états de
contrainte initiale, nous avons calculé la valeur du travail du second ordre d?W en fonction de
la direction de sollicitation en contrainte o. Une représentation circulaire du travail du second
ordre normalisé (Darve & Laouafa [36]) est adoptée afin de facilité la lecture des figures.

Le travail du second ordre normalisé est défini par:
do . de
e[| (|d&T -

d*W,, est donc égal au cosinus de I'angle entre d& et d&’ (—1 < d*W,, < 1).

d*W,, = (3.12)

La représentation circulaire de la variable polaire d°W,,(«) consiste & représenter la fonction:
y(a) = d*Wn(a) +p, (3.13)

ou p > 0 est un paramétre constant choisi de telle fagon que Vo, y > 0. Par conséquent un
cercle en tireté est dessiné sur les diagrammes circulaires pour représenter les valeurs nulles
de d?W,,. A l'intérieur du cercle d>W,, est négatif, & 'extérieur il est positif (voir par exemple
la Fig. 3.20).

3.8.2.1 Résultats numériques

Les représentations circulaires de d?W,, pour les échantillons E1, E2 et E3 sont respective-
ment montrées sur les Figures 3.20, 3.21 et 3.22 en fonction de I'état de contrainte initial
des recherches directionnelles caractérisé par os et 1. Pour que les Figures soient lisibles les
résultats de la totalité des recherches directionnelle ne sont pas montrés ici. Toutefois une
syntheése de I’ensemble des résultats est faite un peu plus loin (Sect. 3.3.2.3).

D’une maniére générale on observe que quelque soit le confinement et l’échantillon (c’est
a dire la densité) les valeurs de d?W,, diminuent dans les quarts sud-ouest et nord-est des
diagrammes circulaires. Dans les quarts sud-ouest des diagrammes, des valeurs négatives de
d?W,, sont trouvées sauf pour les échantillons E1 et E2 & o3 = 300 kPa. L’ensemble des
directions a, & un état donné, pour lesquelles d?W,, < 0 forme un cone, appelé par Darve
et al. [42] cone de directions en contrainte instables. Les chemins en contrainte inclus dans
ces cones sont donc potentiellement instables au sens de Hill (la positivité du travail du
second ordre n’est qu'une condition suffisante de stabilité) et les états initiaux des recherches
directionnelles correspondantes sont des points de bifurcation.

Notons que les valeurs négatives (ou du moins minimales) de d*W,, sont trouvées, que ce soit
dans le quart sud-ouest ou le quart nord-est, pour des directions « voisines des directions
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n=0.0

n=0.74
n=0.78
n=0.82

o3 = 300 kPa

FI1G. 3.20 — Représentations circulaires du travail du second ordre normalisé d*W,, pour
l’échantillon E1.

tangentes a la surface de limite élastique (cf. Sect. 3.2.2.3, p. 82). Kishino [65] a simulé des
recherches directionnelles avec un modéle numérique discret. Bien qu’il n’ait pas trouvé de
valeur négative du travail du second ordre? il remarque également que les valeurs minimales
sont obtenues pour des directions en contrainte voisines des directions tangentes a la surface de
limite élastique. En effet, rappelons que d2WW,, est égal au cosinus de I’angle entre d& et d&’donc
d*W,, et d>W prennent des valeurs négatives ou nulles si o — 3| > 90°. Pour des directions de
chargement (au sens de ’élasto-plasticité) et en supposant les déformations élastiques petites
par rapport aux déformations plastiques, la valeur de [ est & peu prés constante (du fait
de la régle d’écoulement) et égale a la direction de ’écoulement plastique. Par conséquent,
|o — | sera d’autant plus grand que « sera proche d’une direction tangente & la surface de
limite élastique (cf. Fig. 3.11, p. 84). Bien siir, on aura | — | > 90°uniquement si la régle
d’écoulement est non associée.

Moins I’échantillon est dense, plus les cones apparaissent pour des valeurs de 7 faibles: pour
FE'1 le premier cone est trouvé & n = 0.81, pour E2 a1 = 0.74 et pour £3 a n = 0.46. De méme,

7. Kishino [65] précise que les recherches directionnelles ont été simulé pour des états de contrainte éloignés
du critére de Mohr-Coulomb. Il est possible que, pour des états de contrainte plus proche du critére de Mohr-
Coulomb, le travail du second ordre prenne des valeurs nulles ou négatives.
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3.3. Etude du signe du travail du second ordre

FI1G. 3.21 — Représentations circulaires du travail du second ordre normalisé d*W,, pour
l’échantillon E2.

tous états de contrainte confondus, la plus petite valeur de « pour laquelle le travail du second
ordre s’annule diminue avec la densité: pour E1, d?W,, s’annule dés o = 223°; pour E2 dés
a = 222°; pour E3 dés a = 205°. La premiére direction « (dans le sens direct) pour laquelle le
travail du second ordre s’annule est directement liée & la direction de I’écoulement plastique.
Une illustration en est donnée sur la Figure 3.23: la direction 8 du vecteur des déformations
totales dé est tracée en fonction de «a respectivement pour les échantillons E1 (o3 = 100 kPa
et 7 = 0.82, voir le cone de direction instable sur la Fig; 3.20) et E3 (03 = 100 kPa et n = 0.46,
voir le cone sur la Fig. 3.22). Lorsque les courbes ( en fonction de « franchissent les droites
lae — 3] = 90°le travail du second ordre prend des valeurs négatives. De plus, ces courbes
présentent un plateau dépendant principalement de la direction de ’écoulement plastique (les
déformations élastiques sont ici négligeables). Pour E3 la valeur de (3 au plateau est plus
faible que celle pour E1. Par conséquent, certaines directions « ([208°; 224°]) appartiennent
au cone de direction instable pour F3 alors qu'’il est impossible de trouver un travail du second
ordre négatif suivant ces mémes directions pour F1, du fait de la direction de 1’écoulement
plastique.
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o3 = 100 kPa o3 = 200 kPa

180

210

FI1G. 3.22 — Représentations circulaires du travail du second ordre normalisé d*W,, pour
l’échantillon E3.
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FiG. 3.23 — Comparaison de la direction 3 des réponses en déformation entre les échantillons
E1l et E3.

- 08 -



3.3. Etude du signe du travail du second ordre

F1G. 3.24 — Représentation circulaire du travail du second ordre normalisé d*W,, calculé d’aprés
les recherches directionnelles réalisées par Royis et Doanh [108] sur un sable d’Hostun dense.

3.3.2.2 Résultats expérimentaus

Les recherches directionnelles sont difficiles a réaliser d’un point de vue expérimental: pour
chacune des sollicitations dans une direction a partir d’un état initial donné, un nouvel échan-
tillon doit étre fabriqué. I1 faut donc pouvoir assurer une bonne reproductibilité des échan-
tillons, notamment en ce qui concerne leur densité. Toutefois, Royis et Doanh [108] ont publié
les résultats (Normes et directions des incréments de réponse en déformation) de recherches
directionnelles en contrainte sur du sable d’Hostun que ’on a présentés au chapitre précédent
(Sect. 2.3.2.1, p. 56). La Figure 3.24 montre les valeurs de d?W,, calculées & partir de leurs
données. Toutes les valeurs de d?W,, sont positives. Cependant, peu de directions ont été
testées (sans doute & cause de la difficulté de l’exercice) et on peut trés bien imaginer des
valeurs négatives de d?W,, pour n = 1.50. Dans tous les cas la tendance est similaire & celle
observée pour nos simulations: les valeurs de d?WW,, diminuent lorsque 7 augmente dans les
quarts sud-ouest et nord-est du diagramme. Une différence est & noter: il semblerait que ’on
puisse s’attendre & deux codnes de directions instables respectivement dans les deux quarts
pré-cités, alors qu’'un unique cone a toujours été trouvé avec le modéle discret.

3.3.2.8 Synthése dans le plan d’azisymétrie des contraintes

Les résultats de I’ensemble des recherches directionnelles simulées sur les trois échantillons
FE1, E2 et E3 sont présentés sur la Figure 3.25. D’une maniére générale, Les cones s’ouvrent
soudainement & partir d’un niveau de contrainte donné. Comme on ’a déja fait remarquer ce
niveau de contrainte est d’autant plus faible que I’échantillon est lache, (voir notamment la
différence entre E1 et E3 pour o3 = 100 kPa). Le domaine de bifurcation est relativement
réduit dans le cas des échantillons F'1 et E2 et est plus vaste pour £3. De méme, I’ouverture des
cones est plus importante pour 1’échantillon le plus lache: un plus grand nombre de directions
sont potentiellement instables au sens de Hill.

Deux points peu classiques sont a souligner:

— au dela d’un certain niveau de contrainte (d'une certaine valeur de 7)) les cones ont
tendance & se refermer (voir, par exemple, I’échantillon F1 & o3 = 100 et 200 kPa),
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3.3. Etude du signe du travail du second ordre

— pour les échantillons F1 et £2 aucun céne n’est trouvé pour une pression de confinement
o3 = 300 kPa.

On pourrait s’attendre & priori & une plus grande régularité dans les résultats, & ce que
les cones continuent & s’ouvrir lorsque le niveau de contrainte déviatoire augmente et que
les résultats trouvés soient “transposables” d’une pression de confinement & une autre. Dans
la prochaine section une comparaison est effectuée avec des résultats issus d’une relation
phénoménologique. Cette comparaison permettra, entre autre, de confirmer ou d’infirmer les
résultats précédents et nous tenterons alors d’en donner une explication.

3.3.3 Comparaison avec une loi macroscopique phénoménologique

Nous avons vu dans le bibliographie de ce mémoire (Sect. 1.4.3.4, p. 24) que de nombreuses
modélisations constitutives concernant le travail du second ordre ont été réalisées avec une
relation constitutive phénoménologique (INL2) par Darve et son équipe [35; 36; 42; 63; 73].
La relation INL2 est succinctement présentée dans la section suivante. Nous effectuons en-
suite une comparaison entre les résultats obtenus avec notre modeéle discret et ceux issus de
la relation INL2 calibrée sur un sable d’Hostun respectivement dense et lache. La relation
INL2 a également été calibrée sur le comportement simulé de 1’échantillon numérique E'1
(Scholtes [112]), ce qui autorise une comparaison plus fine (Sibille et al. [119]).

3.3.3.1 Relation incrémentalement non linéaire du second ordre (INL2)

Une présentation détaillée de la relation constitutive incrémentalement non linéaire du se-
cond ordre, INL2, est donnée par Darve [31] et Darve et al. [34]. La relation INL2 est une
relation macroscopique phénoménologique non-visqueuse qui a été concue pour décrire et pré-
dire le comportement mécanique des sables et des argiles, elle comporte une infinité de zones
tensorielles.

L’expression générale de la relation INL2 est briévement décrite ci-dessous. Considérons la
relation constitutive qui a été donnée a I’Equation (3.4). Sous forme indicielle elle s’écrit:

deij = Mijki(tmn) o - (3.14)

En supposant que chaque fonction M;;x; de variables u,,, est continue et posséde des dérivées
partielles continues & tous les ordres, le développement en série donne:

Mijkl (umn) = lejkl + ijklmnumn + Mz%klmnpqu””mupq +.. (315)

En se limitant aux deux premiers termes de I'Equation (3.15) et en reportant cette derniére
dans 'Equation (3.14) il vient I’expression générale de la relation INL2:

1
deij = M5, dog + TaaT MmOk A0y, (3.16)
Dans les axes principaux fixes de contrainte-déformation elle prend sa plus simple expression:
de 1 1 do 1 1 (da 1 ) 2
d€2 = 5 [N++N_j| d0'2 =+ ﬁ [N+ —N_] (d0'2)2 s (317)
des dos | (dos)?

out N et N~ sont des matrices constitutives 3 x 3 dépendant des variables d’état et des
paramétres de mémoire.
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Max = 1.00e+000 Min=-5.66e-001

o, =100 kPa
o, =200 kPa
o, =400 kPa

F1G. 3.26 — Représentation circulaire du travail du second ordre normalisé d*W,, en conditions
azisymétriques (o3 = 100 kPa) calculé avec la relation INL2 pour un sable d’Hostun dense;
Darve et Laouafa [36].

3.8.3.2 Modélisation constitutive pour un sable d’Hostun

Sur la Figure 3.26 sont présentés les valeurs du travail du second ordre normalisé d>W,, pour
un sable d’Hostun dense. L’évolution des valeurs de d°W,, est similaire & celle trouvée avec le
modele discret: lorsque o1 augmente (i.e. lorsque 1 augmente) les valeurs du travail du second
ordre décroissent dans les quarts sud-ouest et nord est du diagramme. Toutefois, deux cones
de directions instables sont trouvées pour la plus grande valeur de o; (i.e. la plus grande valeur
de 7)), alors qu’un unique cone a toujours été trouvé avec le modele discret. La présence de
ces deux cones confirme les hypothéses émises vis-a-vis des résultats expérimentaux présentés
a la Section 3.3.2.2 (p. 99).

Dans la bibliographie nous avons présenté deux figures synthétisant dans le plan d’axisymétrie
des contraintes le résultat des recherches directionnelles modélisées avec la relation INL2 pour
un sable d’Hostun respectivement dense et lache (Fig 1.10, p. 26). Nous comparons de maniére
qualitative ces figures avec celles correspondant au modéle discret (Fig. 3.25, p. 100).

— Avecla relation INL2, les états de contrainte pour lesquels les premiers cones sont trouvés
(qui se résument & une direction unique) sont & peu prés alignés sur une droite passant
par l'origine de l'espace des contraintes et au-dessus de laquelle s’étend le domaine de
bifurcation. Autrement dit, quelque soit la pression de confinement la premiére direction
instable pour une densité donnée est obtenue pour une méme valeur de 7. Cette valeur
de 1 est d’autant plus élevée que le sable modélisé est dense (Darve et Laouafa [37],
Servant [113]). Avec le modéle discret les premiers cones sont également trouvés pour des
valeurs de n d’autant plus élevées que les échantillons sont denses. Par contre la limite
du domaine incluant les cones ne forme pas une droite passant par ’origine de 1’espace
des contraintes et la valeur de n marquant la limite du domaine semble dépendre de
la pression de confinement. Dans tous les cas, on peut considérer comme admis que la
limite du domaine de bifurcation correspond a une valeur de n d’autant plus élevée que
le matériau est dense et que le domaine de bifurcation se réduit avec la densité (bien
que la valeur de 'angle de frottement limite augmente également).

Nous avons constaté au chapitre précédent que le modeéle discret présente un compor-
tement d’autant plus dilatant que la pression de confinement est élevée. Ce phénomeéne
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est sans doute lié & une sensibilité importante de la densité des échantillons numériques
4 la pression de confinement. Les résultats trouvés ici vis-a-vis du signe du travail du
second ordre confirme cette derniére hypothése: plus la pression de confinement est éle-
vée plus ’échantillon numérique est dense, plus les cones sont trouvés pour des valeurs
de 7 élevées voire sont absents pour les échantillons F1 et £2 a o3 = 300 kPa.

— Les modélisations constitutives avec la relation INL2 montrent que les cénes s’ouvrent
de maniére continue et monotone en fonction de n (Fig 1.10, p. 26 et Servant [113]). Le
phénomeéne de fermeture des cones pour des valeurs élevées de n est donc particulier au
modéle discret .

— Pour une méme valeur de 7 les cones sont plus ouverts pour le sable d’Hostun léache
que pour le sable dense. Les cones de directions instables impliquent un plus grand
nombre de directions de sollicitation en contrainte dans le cas du sable lache que dans
celui du sable dense. Notamment le chemin a ¢ constant qui correspond & une décharge
hydrostatique (doy = dos < 0) est inclus dans les cones a partir d’un certain niveau de
contrainte pour le sable lache alors qu’il ne ’est jamais pour le sable dense. De maniére
similaire la direction do; = dos < 0 qui correspond & un angle a = 215.3°n’est jamais
incluse dans les cones pour les échantillons E1 et E2, qui sont les plus denses, alors
qu’elle I'est pour la majorité des cones de 1’échantillon le plus lache, E3.

3.8.83.8 Calibration de la relation INL2 sur le comportement de l’échantillon E2

Afin de mieux apprécier les différences et les similitudes citées dans la section précédente
entre le modeéle discret et la relation INL2, cette derniére a été calibrée (Scholtés [112]) sur
le comportement triaxial en compression et en extension simulé & partir de ’échantillon E1.
Les résultats de cette calibration sont présentés sur la Figure 3.27. Les cones de directions
instables calculés avec cette nouvelle calibration de la relation INL2 sont montrés sur le
Figure 3.28-a. Un domaine de bifurcation apparait clairement, sa frontiére est rapportée sur les
résultats obtenus par simulation avec le modele discret (Fig. 3.28-b). Les différences observées
précédemment entre les deux modeéles subsistent (absence de cones pour le modeéle discret a
o3 = 300 kPa et pour les plus hauts niveaux de contrainte). Toutefois 'orientation des cones
est similaire pour les deux modéles et la calibration de la relation INL2 a permis d’approcher
I’étendue du domaine de bifurcation pour E1 qui est trés restreint par comparaison & celui
d’un sable d’Hostun.

Meéme si le domaine de bifurcation est assez bien approché, les cones s’ouvrent pour un niveau
de contrainte plus faible avec la relation INL2 qu’avec le modele discret. Afin d’éclaircir ce
point nous avons comparé les réponses en déformation suite & une recherche directionnelle &
partir d’un état initial (o3 = 200 kPa, n = 0.77) pour lequel un coéne de directions instables
est trouvé avec la relation INL2 et non avec le modéle discret. Notons qu’il aurait été intéres-
sant de comparer séparément les déformations élastiques et plastiques. Cependant, la relation
INL2 ne permet pas cette dissociation des déformations, les déformations plastiques coexistent
toujours avec les déformations élastiques. Les Figures 3.29-a et -b présentent respectivement
la comparaison de la norme ||d¢]| et de la direction [ des déformations en fonction de la
direction de chargement «. La relation INL2 estime correctement les valeurs maximales de
la norme des déformations et la valeur de 3 au plateau que ’on peut supposer proche de la
direction de I’écoulement plastique. Par contre, la relation INL2 surestime la zone tensorielle
plastique c’est-a-dire l'intervalle des directions « pour lequel les déformations sont essentiel-
lement plastiques et leur direction § quasi-constante pour cause de la vérification de la regle
d’écoulement par les déformations plastiques. Ainsi la courbe § en fonction de « franchit la
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FiG. 3.27 — Calibration de la relation INL2 sur la comportement triaxial simulé de I’échantillon
numérique E1; Sholtes [112].
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droite |o— 3| = 90°pour la relation INL2 et non pour le modéle discret. Un coéne de directions
instables est donc trouvé avec la relation INL2 et non avec le modéle discret comme le montre
la représentation cartésienne d?W,, sur la Figure 3.29-c.

3.4 Conclusion

Une syntheése sur ’analyse du comportement mécanique du modele discret a déja été donnée
a la fin de la premiére partie de ce chapitre (Sect 3.2.4, p. 92), nous nous consacrons donc ici
a ’étude réalisée sur le signe du travail du second ordre.

Des cones de directions instables ont été mis en évidence, mais une certaine fluctuation sur
I’ouverture des cones a été observée. Ce point n’est pas particulier a un échantillon donné
puisqu’il existe pour des échantillons issus de désordres différents® (E1 et E3 d’une part
et E2 d’autre part). Nous avons déja avancé une explication concernant la sensibilité de la
densité du modéle discret & la pression de confinement. On peut également évoquer le fait
que, pour des états de contrainte proches des pics de ¢ la variation de ¢ avec €; n’est pas
strictement monotone mais est marquée par de nombreux pics (voir par exemple la Fig 2.12,
p. 62), sans doute liés au faible nombre de grains. On peut alors se poser la question de la

validité d’une recherche directionnelle dans ces conditions.

Cependant, nous pouvons affirmer qu'un domaine de bifurcation est trouvé avec le modéle
discret strictement & 'intérieur du critére de Mohr-Coulomb. A partir d’un point de bifurcation
seulement certaines directions de chargement (et non toutes) ne vérifient pas la condition de
stabilité de Hill (Sibille et al. [115; 116; 117]). Des chemins en contrainte dans ces directions
pourraient donc conduire & une rupture de ’assemblage granulaire. Notons que les directions
correspondant aux chemins triaxiaux drainés et & pression moyenne constante ne sont jamais

incluses dans les cones?.

Un aspect remarquable de ces résultats, qui démontre leur robustesse, réside dans le fait
qu’ils peuvent étre mis en évidence avec des approches fondamentalement différentes (Nicot &
Darve [88], Sibille et al. [119]). Nous avons considéré ici des simulations numeériques directes
et une relation constitutive phénoménologique. A ces approches s’ajoute un modeéle micro-
meécanique: le modeéle micro-directionnel (Nicot [86], Nicot & Darve [87; 88]) qui s’appuie sur
une description statistique des orientations de contacts dans un assemblage granulaire et une
technique d’homogénéisation et de localisation analytique. Des résultats tout a fait similaires
concernant le domaine de bifurcation et les cones de directions instables ont été trouvés
(Nicot & Darve [88], Sibille et al. [119]). A titre indicatif des représentations polaires (et non
circulaires!) du travail du second ordre normalisé calculé avec le modeéle micro-directionnel
sont présentées sur la Figure 3.30. Ces trois approches différent par 1’échelle & laquelle est décrit
le matériau (macro ou micro), les techniques (analytique ou numeérique) et les hypothéses
utilisées.

8. Pour les échantillons E'1 et E3 les mémes grains sont & la méme position spatiale avant compactage,
alors que pour F2 les grains occupent des positions différentes bien que la granulométrie et la densité avant
compactage soient identiques

9. Lindenberg & Koning [76] et Gajo et al. [52] ont observé expérimentalement sur des chemins & pression
moyenne constante ’effondrement d’échantillons de sable lache avant le critére de Mohr-Coulomb, or ce chemin
n’est pas inclus dans les cones de directions instables. Ce point bien qu’il ne soit pas traité dans ce travail de
thése mériterait d’étre éclairci.
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F1G. 3.30 — Représentations polaires du travail du second ordre normalisé d*W,, calculé avec
le modeéle micro-directionnel (03 = 125 kPa); Nicot & Darve [88].

Plus précisément, nous avons montré que le domaine de bifurcation s’étend et ’ouverture des
cones augmente lorsque la densité du matériau diminue. Ces résultats s’accordent avec le fait
que plus un matériau est lache plus il est susceptible de s’effondrer & l'intérieur du critére
de Mohr-Coulomb. De plus, les directions instables dépendent en partie de la densité. Cette
derniére semble jouer sur la direction de ’écoulement plastique a laquelle le signe du travail du
second ordre est lié. Les matériaux les plus laches seraient donc sensibles & certains chemins de
chargement auxquels les matériaux denses ne le sont pas. Citons par exemple, comme cela est
généralement constaté expérimentalement, les chemins & ¢ constant et les chemins triaxiaux
non-drainés.

Dans les chapitres suivants, d’une part nous préciserons les conditions nécessaires a la rupture
& partir d’'un point de bifurcation et d’autre part nous étudierons les liens entre le travail du
second ordre et des variables microscopiques telles que les forces de contact et les déformations
des contacts.
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De la détection d'un point de bifurcation a la rupture
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De la détection d’un point de bifurcation a la rupture

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour vocation de mettre en évidence le lien qui est susceptible d’exister entre
un point de bifurcation détecté par le critére du travail du second ordre, la bifurcation en tant
que telle et la rupture. L’attention sera notamment portée sur les conditions & remplir en plus
de la violation du critére du travail du second ordre pour que le matériau évolue du point de
bifurcation vers la rupture.

L’objet de ce chapitre peut également étre décrit de la facon suivante: nous avons présenté
dans ’étude bibliographique (Sect. 1.3.2, p. 10) des types d’essais triaxiaux axisymétriques
(notamment les essais non drainés, proportionnels en déformation ou & déviateur de contrainte
g constant) pouvant mener a la rupture d’échantillons de sable, en général laches, a l'intérieur
du critére de Mohr-Coulomb. Il n’existe pas a ’heure actuelle de critére utilisé couramment
pour décrire ces types de rupture. En ce qui concerne le modéle discret, nous avons mis en
évidence au Chapitre 3 qu'un ensemble d’états de contrainte-déformation ne vérifie pas la
condition de positivité du travail du second ordre. La question que l'on se pose alors est
la suivante: peut-on effectivement décrire & ’aide du signe du travail du second ordre ces
effondrements observés expérimentalement? Question que ’on peut compléter par: peut-on
envisager d’autres chemins de sollicitation qui entraineraient un effondrement & l'intérieur du
critére de Mohr-Coulomb?

Ce chapitre est organisé par classes de chemins de sollicitation. Nous commencerons par étu-
dier les chemins & déviateur de contrainte constant qui ont fait I’objet d’essais de laboratoire
et qui connaissent une application pratique immeédiate dans le cas des glissements de terrains
suite & la hausse de la nappe aquifére. A partir de ces chemins nous effectuerons une géné-
ralisation de ’analyse aux chemins proportionnels en contrainte. C’est un moyen d’envisager
d’autres chemins de sollicitation susceptibles de conduire & une rupture du matériau a l'inté-
rieur du critére de Mohr-Coulomb. Pour compléter, cette liste nous considérerons les chemins
duaux des précédents, c’est & dire les chemins de sollicitation non drainés et proportionnels en
déformation. Pour finir nous présentons les premiers résultats d’une approche expérimentale
du probleme traité basée sur un matériau analogique bidimensionnel.

4.2 Chemin a déviateur de contrainte ¢ constant

Rappelons tout d’abord que le chemin & déviateur de contrainte constant est caractérisé par
doy = dog < 0 (nous nous plagons toujours en conditions axisymétriques, oo = 03 et €5 = £3).
Ainsi, dans le plan de Rendulic des incréments de contrainte, oit «a est l’angle entre ’axe
V205 et le vecteur incrément de contrainte, le chemin & ¢ constant correspond a la direction
a = 215.3°. 1l est paralléle a la trissectrice de 1’espace des contraintes, c’est-a-dire également
& la droite hydrostatique.

Suite aux simulations de recherches directionnelles sur I’échantillon numérique le plus lache E3
nous avons trouvé pour certains états de contrainte que la direction v = 215,3° est incluse dans
le cone de directions instables, comme le montre par exemple la Figure 4.1. Cela signifierait
qu’une bifurcation et une rupture de ’échantillon numérique peuvent potentiellement survenir
pour un chargement & ¢ constant & 1’état de contrainte-déformation considéré. Cependant,
lors de la simulation des recherches directionnelle en question nous n’avons pas constaté de
bifurcation de la réponse du matériau ni d’effondrements tels qu’il peuvent étre observés
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270

F1G. 4.1 — Représentation circulaire du travail du second ordre normalisé d*W,, pour l’échan-
tillon E3 a létat de contrainte o3 = 100 kPa, n = 0.46.

expérimentalement. En particulier, un état d’équilibre quasi-statique a bien été atteint a la
suite du chargement en contrainte dans la direction a = 215,3°.

Pour que la bifurcation et ’effondrement se produisent, des conditions autres que celle portant
sur le signe du travail du second ordre sont & considérer. Ces conditions font 1'objet de la
prochaine section et sont introduites par 'intermédiaire de la notion de perte de contrélabilité.

4.2.1 Perte de controlabilité
4.2.1.1 Parameétres de controle pour un chemin de chargement & q constant

La notion de perte de controlabilité proposée par Nova [92] a été présentée dans la biblio-
graphie a la Section 1.4.3.5 (p. 27). Rappelons trés briévement que l’auteur a montré que
certains programmes de chargement caractérisés par des paramétres de controle spécifiques
ne sont pas contrélables avant que la condition limite de plasticité soit atteinte Les paramétres
de controle peuvent s’écrire sous la forme de combinaisons linéaires des composantes princi-
pales de déformation d’une part, et de combinaisons linéaires des composantes principales de
contrainte d’autre part.

Identifions ces paramétres dans le cas d’un chemin & ¢ constant. Le premier paramétre de
controle est dg = do; — dog = 0. Le travail du second ordre peut s’exprimer en fonction de ce
paramétre de controle:

d*W = doydey +2dosdes = dey (doy — dos) + dog (deq + 2 de3)
= de1dq+ dosde, . (4.1)

Cette expression de d?W fait apparaitre le paramétre de réponse conjugué au sens de 1’énergie
avec dg, soit dej. Les autres parameétres conjugués au sens de l’énergie sont dos et de,. La
Figure 4.2 montre 1’évolution de ¢ et de €, en fonction de €1 pour la direction o« = 215.3° de la
recherche directionnelle présentée sur le Figure 4.1 (échantillon E3, o3 = 100 kPa, n = 0.46).
On observe une légére variation de ¢ au cours de la simulation, qui reste trés faible, et on vérifie
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Fi1G. 4.2 — Evolution des parameétres dq et de, au cours de la recherche directionnelle dans la
direction o = 215.3° & partir de ’état de contrainte o3 = 100 kPa, n = 0.46 (échantillon E3).

bien aprés la fin de ’application du chargement que dg = 0. En ce qui concerne 1’évolution
de la déformation volumique &,, il y a au début de I’application du chargement une légére
dilatance. Cependant il ne faut pas oublier, comme nous ’avons montré a la Section 3.2.3
(p. 86) que les processus de déformation et notamment de réorganisation de la micro-structure
de I’échantillon numérique sont discontinus dans le temps. Cette derniére remarque a d’autant
plus d’importance dans le cas présent du fait que 'on s’intéresse & des variations faibles d’états
de contrainte et de déformation. Il faut donc plutdt s’intéresser & la variation globale de ¢,
sur I’ensemble de 'application du chargement. Aussi I’échantillon numérique est dans ce cas
contractant. On retrouve d’ailleurs & partir de 'expression (4.1) du travail du second ordre que
d?>W est négatif dés lors que le matériau est contractant car le premier terme est nul (dg = 0)
et le deuxiéme terme est négatif si e, > 0 puisque dos < 0. Ces résultats sont identiques a
ceux calculés avec la relation phénoménologique INL2 pour un sable d’Hostun lache par Darve
et al. [42] et présentés sur la Figure 1.11 (p. 27): sur un chemin de chargement & ¢ constant,
d>W s’annule puis prends négatives dés lors que le matériau se contracte.

L’un des paramétres de controéle étant dg ’autre paramétre de controéle peut étre choisi parmi
dos et de,. Lors des recherches directionnelles, comme c’est le cas sur les Figures 4.1 et 4.2,
dos constituait un parameétre de contrdle et nous n’avons pas observé de perte de contrélabilité
au sens de Nova. En tenant compte des remarques formulées dans le paragraphe précédent il
apparait que le fait d’imposer de, < 0 et dg = 0, & partir de I’état de contrainte initial de la
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recherche directionnelle, devrait conduire & une perte de contrélabilité qui s’accompagnerait
d’un phénomeéne de bifurcation. C’est ce que nous proposons de vérifier ci-aprés.

4.2.1.2  Simulation de la perte de contrélabilité

Nous choisissons d’imposer dg = 0 et de,, = —0.002 % (le module de de, imposé est de I'ordre
de celui simulé pour un controle en dg et dos). D’un point de vue numérique le controle
simultané de dq et de, s’effectue par le biais d’un algorithme qui sera présenté ultérieurement
dans un cas plus général que le chemin de chargement particulier étudié ici (voir Sect. 4.3.2,
p. 120).

Une comparaison des évolutions de dq et de, suivant le mode de controle 1 (contrdle en dg
et dos) et le mode 2 (controle en dq et de,) est montrée sur la Figure 4.3. Les encarts sur
cette méme figure présentent les évolutions uniquement pour le mode de controle 2 sur une
échelle plus grande. Les évolutions de g et €, suivant les deux modes divergent rapidement
apreés le début de 'application du chargement. Dans le cas du mode de contréle 2 la dilatance
ne dépasse pas de, = —8107* % bien que I'on tente d’imposer de, = —21073 % et la valeur
de g décroit. Les courbes tracées dans les encarts montrent que l'incrément de déformation
axiale devient trés important par rapport & celui simulé dans le mode 1. De plus, avec ’ac-
croissement de deq, les valeurs de dq deviennent fortement négatives et celles de de,, fortement
positives, elles ne correspondent plus aux valeurs que I’on souhaitait imposer. Il y a perte de
controlabilité.

Afin de juger du caractére dynamique (ou non) et de l'effondrement (ou non) de l’échantillon
numérique suivant les deux modes de controle, les évolutions de I’énergie cinétique de ’assem-
blage granulaire, des contraintes et des déformations en fonction du temps de simulation sont
présentées dans la Figure 4.4. Quelque soit le mode de controle, I’énergie cinétique tend vers
zéro avant l'application du chargement: 1’échantillon est & 1’équilibre. Dans la cas du mode 1
(contrdle en dos), aprés quelques faibles bouffées d’énergie cinétique (de I’ordre de 2107° J)
I’énergie cinétique tend & nouveau vers zéro et 1’échantillon retrouve un nouvel état d’équi-
libre. Pour le mode de contrdle 2 (en de,) I’énergie cinétique croit de maniére exponentielle
jusqu’a atteindre des valeurs trés importantes, non visibles sur la figure (0.07 J). En ce qui
concerne les déformations principales, celles-ci augmentent (en module) sans jamais se stabi-
liser dans le cas du mode de controle 2 alors qu’elles restent faibles (au maximum 0.01 %) et
se stabilisent pour le mode 1. Finalement, les valeurs des contraintes principales décroissent
brutalement pour s’annuler! dans le cas du mode de contréle 2. Dans le cas du mode 1, bien
qu’on ait I'impression (par effet d’échelle) que les valeurs des contraintes restent constantes,
celle-ci diminuent légérement pour respecter la condition dgq = 0.

Remarque
Le lecteur peut s’étonner, dans le cas du mode de contréle 2, d’'une valeur non nulle de
o1 alors que o3 est quasi nul. L’énergie cinétique et les déformations montrent une évo-
lution extrémement rapide de 1’état de I’échantillon. On peut considérer que la réponse
de I’échantillon est proche d’une réponse quasi-statique au début de ’application du
chargement pour ensuite dévier vers une réponse totalement dynamique pour laquelle

1. L’algorithme utilis¢é pour le contréle simultané de dq et de, devient instable dés lors que 'une des
contraintes principales s’annule. De ce fait, la simulation de I’application d’un chargement est stoppée lorsque
cette derniére condition est vérifiée.
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Fia. 4.3 — Comparaison de l’évolution des paramétres dq et de, en fonction du mode de
contréle pour un chemin & q constant (échantillon E3, état initial: o5 = 100 kPa, n = 0.46).

les effets inertiels ne sont pas négligeables. D’ou les valeurs non nulles de o; en fin de
simulation.

Dans le cas ou les paramétres de controle sont dg et de,, (mode de controle 2), les caractéris-
tiques de la rupture mises en évidence sur la Figure 4.4, (annulation brutale des contraintes,
taux de déformations élevés) correspondent au effondrements observées expérimentalement
sur des chemins & ¢ constant (cf. Sect. 1.3.2.3). Bien qu’il s’agisse ici d’une simulation, on
peut considérer dans ce cas que l’effondrement est la manifestation physique de la perte de
controlabilité. De plus, un changement soudain et discontinu du mode de réponse est mis
en évidence pour une évolution continue et graduelle des parameétres de chargement, il s’agit

donc également d'une bifurcation.
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4.2.2 Perte de maintenabilité

Dans la section précédente ’effondrement de 1’échantillon numérique a été simulé en imposant
un chemin de chargement par 'intermédiaire des parameétres de contrdle dg = 0 et de,, < 0
(dilatance). Dans cette section nous proposons une description quelque peu différente de
I’effondrement susceptible de survenir sur un chemin & ¢ constant en se basant sur le notion
de perte de maintenabilité. Il ne s’agit plus alors d’imposer un chemin de chargement au
matériau mais plutot de vérifier s’il est capable de se maintenir sous un état mécanique
donné.

4.2.2.1 Définition de la notion de perte de maintenabilité

La notion de perte de maintenabilité a été proposée par Nicot & Darve [89] et Nicot et al. [90].
Ces auteurs partent de 1’idée selon laquelle un point matériel développe de I’énergie cinétique
lorsqu’il s’effondre. Bien que les auteurs se soient placés dans un contexte plus général, nous
nous limitons au cadre des petites déformations et des changements de configuration géomé-
trique négligeables.

Soit un point matériel dans un état d’équilibre, caractérisé par un tenseur de contrainte o et un
tenseur de déformation €, gouverné par des paramétres de controle donnés. L’état mécanique
du point matériel est dit non maintenable si et seulement si un incrément de contrainte do et
un incrément de déformation de reliés par la relation constitutive du matériau existent tels
que 'état défini par o + do et € + de peut étre atteint par le point matériel sans variation
des paramétres de controle. Dans un tel cas, de I’énergie cinétique est crée & partir de 1’état
d’équilibre, sans variation des parameétres de controle. Il y a donc une variation soudaine de
la réponse du matériau pour une variation continue des variables d’état. De ce fait, il s’agit
d’un état de bifurcation.

En s’appuyant sur la conservation de I’énergie lors de 1’évolution instantanée de I’état du point
matériel & partir de son état d’équilibre les auteurs montrent qu'un état est non maintenable
si et seulement si le travail du second ordre d?W calculé a partir de I’évolution instantanée
de I’état du point matériel & partir de son état d’équilibre est négatif.

4.2.2.2  Simulation de la perte de maintenabilité

Considérons a nouveau ’état de contrainte o3 = 100 kPa, n = 0.46 (échantillon £'3). Vérifions
si cet état d’équilibre est non maintenable pour les paramétres de controle dq et de,. Pour se
faire, nous exécutons dans un premier temps une simulation en imposant dg = 0 et de, = 0
sans soumettre I’échantillon & une quelconque sollicitation. L’échantillon demeure & son état
d’équilibre initial sans variation de 1’état de contrainte et de déformation. Dans un deuxiéme
temps on impose toujours dqg = 0 et de, = 0 mais I’échantillon est perturbé en lui injectant
une certaine quantité d’énergie, sous forme d’énergie cinétique en utilisant le procédé décrit
ci-apres.

Méthode de perturbation
Rappelons que les simulations sont réalisées sans gravité. Il en résulte qu’un certain
nombre de grains sont dit flottants: ils ne contribuent pas au réseau de forces de contact,
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X3

X2

Vx,

FiGc. 4.5 — Découpage de ’échantillon numérique en huit sous-parallélépipédes pour le choiz
des grains a perturber.

qu’il soit faible ou fort. Nous tirons partie de ces grains flottants pour injecter de 1’éner-
gie au sein de I’échantillon en attribuant une valeur égale d’énergie cinétique & huit de
ces grains. Les huits grains sont choisis comme suit: ’échantillon, de forme parallélépi-
pédique, est découpé virtuellement en huit sous-parallélépipédes dont les cotés suivant
les axes (x1, x2, 3) ont respectivement pour dimension la moitié des cotés de ’échan-
tillon suivant ces mémes axes (voir Fig. 4.5). Un grain flottant est choisi aléatoirement
dans chacun des huit sous-parallélépipédes. Pour chacun des grains choisis est calculé,
en fonction de sa masse et de ’énergie cinétique désirée, le module de la vitesse a lui
attribuer?. Cette vitesse est attribuée au grain en un unique pas de temps numérique
et appliquée dans une direction choisie aléatoirement. La vitesse des huit grains est mo-
difiée au méme pas de temps numérique et est appliquée dans des directions aléatoires
différentes pour chacun des grains. Le choix des grains perturbés et la direction d’appli-
cation de la vitesse n’affecte pas de maniére qualitative la réponse de I’échantillon & la
perturbation.

L’¢chantillon est perturbé en injectant une énergie de 110~° J (soit une énergie cinétique de
0.125107° J par grain perturbé¢). Pour juger de I'importance de cette perturbation, on peut
comparer la quantité d’énergie injectée a 1’énergie cinétique FEc “naturellement” développée
au cours d’une simulation d’une recherche directionnelle & partir de ’état de contrainte initial
considéré ici. Pour la direction o = 215.3° (soit pour le chemin & ¢ constant) la valeur
maximale de Fc est légérement supérieure 4 2 107> J. Pour toutes les directions o confondues,
la valeur maximale de Fc est de 510™* J. On peut donc en conclure que la perturbation
imposée est “petite”.

La réponse de ’échantillon numérique & cette perturbation tout en lui imposant de conserver
son état d’équilibre gouverné par les paramétres de controle dg = 0 et de, = 0 est présentée
sur la Figure 4.6. Les évolutions de ’énergie cinétique, de dq, de de,, des déformations et des
contraintes principales sont montrées en fonction du temps de simulation ce qui permet de ju-
ger du caractére dynamique du comportement de 1’échantillon. Une fléche sur les diagrammes
indique l'instant auquel est appliqué la perturbation. L’énergie cinétique, aprés une courte
période de stabilisation augmente de maniére exponentielle, ce qui indique que ’échantillon
s’éloigne de son état d’équilibre quasi-statique initial sans jamais se rapprocher d’'un nouvel

2. La vitesse du grain avant sa perturbation en énergie cinétique est négligeable, en effet 1'échantillon
numérique est a I'équilibre quasi-statique.
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F1G. 4.6 — Simulation de perte de maintenabilité suite & une perturbation en énergie cinétique
pour en controle en dqg =0 et de, = 0 (échantillon E3, état initial: o3 = 100 kPa, n = 0.46).

état d’équilibre. De facon similaire, les valeurs des paramétres de contréle imposées dg = 0
et de, = 0 sont & peu prés respectées sur une petite période aprés la perturbation, aprés
quoi le déviateur de contrainte décroit rapidement et 1’échantillon se contracte. Il n’est alors
plus possible de gouverner 1’état d’équilibre par ces deux parameétres de controle. Les taux
de déformations deviennent de plus en plus importants, et les contraintes principales s’an-
nulent. Cette derniére information nous semble importante vis-a-vis de I’état de ’échantillon
numérique: en effet ce dernier a atteint un état de liquéfaction de maniére brutale.
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Ces résultats montrent que, étant donné les parameétres de controle choisis, il n’est pas possible
de maintenir ’état d’équilibre considéré ni méme de trouver un état d’équilibre voisin. Nous
qualifions cette réponse de perte de maintenabilité. Une variation des paramétres de controle
est observée au cours de la simulation, mais de maniére différée, instantanément les paramétres
ne varient que trés légérement. Notons de plus que les variations des paramétres de controle dg
et de, sont faibles par rapport aux variations des contraintes principales et des déformations
principales. En particulier, aprés un temps de 0.01 s la valeur de de,, est de 'ordre de 1072 %
alors que celle de de; est de ordre de 10~ %. Par ailleurs il faut savoir que le controle de dq
s’effectue par le biais d’un asservissement et que le fait de controler dg & une incidence sur de,
que ’on corrige et ainsi de suite. L’algorithme utilisé ne permet donc pas un véritable controle
en dq = 0 et de, = 0 comme on pourrait le faire avec une cellule triaxiale et un échantillon
de sable saturé en posant des masses en téte du piston et en fermant le drainage.

4.2.2.8  Bilan

D’un point de vue expérimental, le long d’un chemin drainé a ¢ constant, sur un sable lache, ce
dernier est d’abord dilatant jusqu’a atteindre un volume maximal pour ensuite étre contrac-
tant. Il semblerait & la vue des résultats de Gajo et al. [52] et Chu et al. [16; 15] que les
ruptures se produisent au plus t6t au maximum du volume ou sinon lors de la phase de
contractance. Cette observation expérimentale s’accorde avec le fait que, le long d’un chemin
4 g constant, le travail du second ordre ne s’annule que lorsque de, s’annule et prend des
valeurs négatives si de, > 0 (contractance).

Lorsque le chemin & ¢ constant est inclus dans le cone de directions instables, nous montrons
que la rupture se produit a partir du point de bifurcation si le programme défini par dg = 0 et
de, < 0 est imposé ou si ’état mécanique, controlé par les parameétres dg = 0 et de,, = 0, subit
une petite perturbation. Au contraire, si le programme de chargement est défini totalement
en contrainte (dg = 0 et dos < 0 par exemple) aucune rupture n’est observée avant le critére
de Mohr-Coulomb.

Dans le cadre de 1'usage qui en a été fait ici, la notion de perte de controlabilité et de perte de
maintenabilité sont trés proches. En effet, la variation de volume imposée lors de la simulation
de la perte de controlabilité est trés faible (de, = —0.002 %) elle peut donc étre considérée
comme une perturbation au lieu d’un chemin de chargement.

Les simulations qui viennent d’étre présentées n’expliquent qu’en partie les effondrements
observés expérimentalement. Dans notre cas, que se soit lors de la simulation de la perte
de contrélabilité ou de la perte de maintenabilité pour lesquelles la rupture est observée a
I'intérieur du critére de Mohr-Coulomb, de, est un parameétre de contréle. En général, les
auteurs qui ont réalisé des essais dans une cellule triaxiale & ¢ constant impose une diminu-
tion des contraintes effectives, en faisant décroitre la pression interstitielle. De ce fait, de,
n’est pas un parameétre de controle mais un parameétre de réponse et dos, son conjugué, est
un paramétre de controle. D'un point de vue expérimental, les systémes de drainage et de
régulation de la pression d’eau interstitielle ont un débit plus ou moins limité d’oil une cer-
taine inertie vis-a-vis des variations de volume de 1’échantillon. II se pourrait donc que la
variation de volume de ’échantillon lors de petites perturbations brusques ne soit pas laissée
totalement libre. Gajo [51] a d’ailleurs pris en compte, entre autres, la “rigidité” du systéme
de mesure de variation de volume, pour retrouver analytiquement les effondrements qu’il a
observé expérimentalement (voir Sect. 1.4.3.3, p 23).
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4.3 Généralisation aux chemins proportionnels en contrainte

4.3.1 Définition des paramétres de contrdle généralisés

Dans la section précédente nous nous sommes intéressés a une direction de chargement bien
particuliére: celle correspondant au chemin & déviateur de contrainte constant. Toutefois, les
recherches directionnelles qui ont été simulées couvrent I’ensemble des directions en contrainte
pour « variant de 0°4 360°. Considérons a nouveau 1’état de contrainte o3 = 100 kPa, n = 0.46
de I’échantillon E'3. Des valeurs négatives du travail du second ordre ont été trouvées pour les
directions o = 210°, 220°, 230°(cf. Fig 4.1) sans oublier la direction o = 215.3°. Ces directions
comme toutes celles incluses dans les cones de directions instables trouvés pour les différents
états de contrainte et les différentes densités étudiées sont comprises entre 180°et 270°. Ces
directions de chargement correspondent & des chemins proportionnels en contrainte que ’on
peut définir en axisymeétrie par:

do
doy <0 et  dop— —> =0, (4.2)
R
ou R est une constante pour un chemin de chargement donné relié & « par:
cos
R=—— our « € ]180°; 270°]. 4.3
V2sina P ] ] (4.3)
Pour @ = 215.3°, R = 1 soit dg = 0, ce qui correspond au chemin & ¢ constant. Pour

0<R<1,dg<0etpour R>1onadg>0.

Dans le cas considéré ici, doy — dos/R est un parameétre de contrdle et la variable qui lui est
conjugué par rapport & 'énergie est de;. Les deux autres variables conjuguées par rapport &
Pénergie sont dos/R et dey + 2R des. Le travail du second ordre s’écrit:

W = doyde + 2dosdes
d d
EW = dey (doy — 2 ) + 222 (dey + 2R des) . (4.4)
R R
Remarquons que pour R = 1, on a dey + 2R deg = de,, et que la relation (4.1) est un cas
particulier de 'expression (4.4).

4.3.2 Algorithme d’asservissement des parois en fonction des paramétres de
controle doy — dos/R et dey + 2R des

Comme son nom l’indique cet algorithme ne permet pas un réel contrdle direct de 1’état
de I’échantillon numérique par les paramétres do; — dos/R et dey + 2R des. 1l s’agit d’un
asservissement de la position des parois en fonction de la valeur souhaitée des paramétres
de controle cités précédemment. Cet asservissement s’effectue & chaque cycle de calcul de la
MED.

Le principe de l'algorithme est présenté sur la Figure 4.7. Nous formulons ci-dessous deux
remarques au sujet de cet algorithme.

— L’asservissement assuré par cet algorithme fonctionne correctement & la condition que
les valeurs de consigne Cons, et Cons. imposées respectivement sur les parameétres
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Actualisation de la position des sphéres par 1’intégration du PFD.]

{

[ Calcul des contraintes principales o,, 0,, 0;. ]

I

Calcul de I’incrément de contrainte Ao, a appliquer pour vérifier la valeur de consigne

Cons,, sur le paramétre 0, —0,/R:

Ao, =a,, (Cons(7 -0+

l

Calcul de I’incrément de déplacement des deux parois normales a I’axe x, suivant leur

0, +0,
2R
ou &, est un coefficient <1.

1
1 AO-l Sparoi
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eq
avec: - S;m,. la surface des parois normales a I’axe x,,
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|
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ouv
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Cycle de la MED

N U

7i est un vecteur unitaire normal a la plaque dirigé vers 1’assemblage granulaire.

[ Calcul de la déformation &, en tenant compte de la position actualisée X, des parois. ]

l
S

/Calcul des incréments de déformation &, et &, & imposer pour vérifier la valeur de consigne

Cons, sur le paramétre & +2R¢g;:

Cons, — &
& =& =—-7TT—.

\ 2R J
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2 _ .2, 3 _ . 3
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Calcul des forces de contact par application des lois d’interaction.]

S

FiG. 4.7 — Principe de l’algorithme d’asservissement des parois en fonction des paramétres de
controle doy — dos/R et de; + 2R des.
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doy — dos/R et dey + 2R des évoluent de maniére continue et graduelle au cours de
la simulation. On déconseille d’imposer sur un unique pas de temps numérique une
variation importante de Cons, ou Cons:.

— Queq est un coefficient réducteur défini dans la deuxiéme étape de I’algorithme (Fig. 4.7).
11 agit sur I’asservissement des parois normales & ’axe ;. Il assure la stabilité de 1’algo-
rithme qui dépend de la valeur de R. Plus la valeur de R est petite plus nous choisissons
une valeur faible pour au..q: pour R > 0.8 on choisit a,eq = 1; pour 0.5 < R < 0.8,
Qpreg = 0.8; pour 0.3 < R < 0.5, apeg = 0.5 et pour 0.2 < R < 0.3, qpeq = 0.3.

4.3.3 Simulation de la perte de contrdlabilité

Nous reprenons 1’étude effectuée dans le cas des chemins & ¢ constant et nous la généralisons
aux cas des chemins proportionnels en contrainte. L’objectif est de comparer la controlabilité
d’un chemin proportionnel en contrainte et le signe du travail du second ordre trouvé lors de
la recherche directionnelle pour la direction en contrainte correspondante.

Le programme de chargement est défini par les paramétres de controle suivants: doy — dos/R =0
et de1 + 2Rdeg = —0.002% et pour des valeurs de R comprises entre 0.408 et 1.94 corres-
pondant respectivement & des valeurs de « entre 240°et 200°. Les résultats des simulations en
terme d’évolution de l'énergie cinétique, de doy — dos/R, de dey + 2R des, de des et de dos
en fonction du temps sont présentés sur la Figure 4.8 (une seule des composantes des défor-
mations principales et des contraintes principales est représentée afin de ne pas surcharger les
diagrammes).

Directions en contrainte a I’extérieur du c6éne de directions instables

Pour les directions a = 200° (R = 1.94) et o = 240° (R = 0.408) ’énergie cinétique reste
trés faible: I’échantillon reste proche d’un équilibre quasi-statique. On parvient & appliquer le
programme de chargement désiré: les valeurs de do; — dos/R et dej + 2R des correspondent
bien & celles que 'on souhaite imposer®. Enfin, les déformations restent faibles et I’état de
contrainte final se stabilise & des valeurs proches de 1’état initial.

Directions en contrainte incluses dans le céne de directions instables

Pour a = 210° (R = 1.22), I’énergie cinétique atteint des valeurs élevées (0.002 J), mais
Péchantillon retrouve un équilibre quasi-statique en fin de chargement. Les valeurs de do; — dos/R
et de1 + 2R des ont tendance & différer en cours de simulation de celles que 1’on souhaite im-
poser. Les déformations sont importantes par rapport & celles trouvées pour les directions
hors du cone mais finissent par se stabiliser. Les contraintes principales (o1; o3) se stabi-
lisent également en fin de chargement & des valeurs non nulles. La réponse simulée montre
que 'on se situe & la limite de la controlabilité mais que I’échantillon ne s’effondre pas. Ces
résultats correspondent au fait que la direction o = 210° est située & la limite du cone de
directions instable avec une valeur de d2W,, faiblement négative. Pour o = 215.3° (R = 1.0)
et 220°(R = 0.843) les réponses sont trés proches l'une de 'autre. Le cas du chemin a ¢
constant (o = 215.3°) a déja été discuté: on assiste & un effondrement brutal de ’échan-
tillon numérique. Pour @ = 230° D’énergie cinétique reste modérée, cependant la valeur de
doy —dos/R = 0 imposée n’est pas respectée et celle de de; + 2R deg désirée n’est pas atteinte

3. Au cours d’une simulation, la valeur de de1+2R des souhaitée n’est pas imposée directement sur un unique
pas de temps numérique mais progressivement. C’est pourquoi sur la Figure 4.8 on observe pour o = 200°
ou 240°une variation linéaire de de; + 2R de3z avec le temps de simulation et finalement une stabilisation a la
valeur désirée de -0.002%.
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Fic. 4.8 — Simulation de application sur [’échantillon E3 du programme de chargement

doy — do3/R = 0 et dey + 2Rdes < 0 a partir de l’état de contrainte o3 = 100 kPa,
n = 0.46.
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alors que les contraintes principales (o1, 03) tendent vers une valeur nulle. La simulation a été
stoppée & cet instant la pour cause de non stabilité de l'algorithme permettant de contrdler
simultanément do; — dos/R et de; + 2R des. Nous considérons cependant que ’échantillon
se liquéfie (annulation des contraintes mais pour de faibles valeurs d’énergie cinétique a la
différence des effondrements pour les directions 215.3°et 220°).

En résumé, pour des directions de chargement & ’extérieur du cone de directions instables, le
programme de chargement peut étre appliqué sans qu’il y ait effondrement de I’échantillon.
De méme, aucun phénoméne de bifurcation n’est constaté. Pour des directions de chargement
a l'intérieur du coéne il y a perte de contrdlabilité avec les parametres de contréle utilisés.
Cette perte de controlabilité se traduit pas une liquéfaction (annulation des contraintes) qui
peut étre brutale et soudaine (effondrement), sauf pour un cas limite en bordure du cone. Ces
résultats mettent en évidence que lorsque le travail du second est négatif ou nul il est possible
de trouver un programme de chargement avec des parameétres de controle donnés qui conduit
4 un phénomeéne de bifurcation et une rupture totale du matériau.

4.3.4 Simulation de la perte de maintenabilité

La démarche est similaire & celle utilisée dans le cas du chemin & ¢ constant (Sect. 4.2.2.2):
on impose a ’échantillon de rester & son état d’équilibre quasi-statique par le biais des para-
metres de controle doy — dos/R = 0 et de; + 2Rdes = 0. Cet état d’équilibre est perturbé
par I'injection d’une quantité d’énergie cinétique égal & 1107° J. La Figure 4.9 présente la
réponse de I’échantillon numérique pour des valeurs de o comprises entre 190°(R = 4.01) et
250°(R = 0.257).

Directions en contrainte a ’extérieur du coéne de directions instables

Pour o = 190°; 200°; 240°; 250° (respectivement R = 4.01; 1.94; 0.408; 0.257), les valeurs
maximales d’énergie cinétique atteintes au cours des simulation sont élevées (entre 0.001
et 0.002 J), cependant ’échantillon retrouve dans tous les cas un nouvel état d’équilibre
quasi-statique. Entre ce nouvel état d’équilibre et ’état d’équilibre initial on vérifie bien que
doy — dos/R = 0 et de; + 2Rdes = 0. Enfin ce nouvel état d’équilibre est attesté par la
stabilisation des déformations et des contraintes pour des valeurs peu éloignées des valeurs
initiales.

Directions en contrainte incluses dans le céne de directions instables

Pour a = 210°; 215.3°%; 220°; 230° (respectivement R = 1.22; 1.00; 0.843; 0.593) on retrouve
des tendances similaires & celles mises en évidence dans la section précédente. Pour oo = 210°
I’échantillon présente un comportement & la limite de ’effondrement total bien qu’il retrouve
finalement un état d’équilibre quasi-statique: I’énergie cinétique présente un pic trés important
(supérieur a 0.015 J). Au cours de la simulation les valeurs de doy — dos/R et dey + 2R deg
s’éloignent fortement des conditions imposées. Les déformations sont relativement importantes
et I'état de contrainte se stabilise (o1, 03) alors qu’il avait tendance & s’annuler rapidement.
Pour o = 215.3° et 220°’effondrement total ne fait pas de doute. On remarquera notamment
que l'état de contrainte s’annule. Pour o« = 230° I’état de contrainte s’annule également
brutalement. Bien que les déformations et 1’énergie cinétique restent faibles au moment de
I’annulation des contraintes, nous considérons qu’il s’agit aussi ici d'un cas d’effondrement.

Les résultats présentés ci-dessus mettent clairement en évidence la correspondance entre le
signe du travail du second ordre d’une part et la maintenabilité, la bifurcation et ’effondrement
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Fia. 4.9 — Simulation de la perturbation en énergie cinétique de l’échantillon E3 a l’état de

contrainte o3 = 100 kPa, n = 0.46 gouverné par les paramétres de contréle doy — dos/R =0
et de1 + 2 Rdeg = 0.
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d’autre part. Lorsque le travail du second ordre est négatif ou nul, il est possible de trouver
des paramétres de controle de cet état d’équilibre de facon & ce qu’il présente une perte de
maintenabilité aboutissant & I’effondrement total de ’échantillon.

4.4 Chemin triaxial non drainé

Dans la premiére partie de ce chapitre nous avons établi un lien entre le signe du travail du
second ordre la bifurcation et la rupture en prenant comme point de départ les valeurs du
travail du second ordre trouvées suite aux simulations des recherches directionnelles. Ici nous
considérons un chemin de chargement donné et nous nous intéressons & I’évolution du signe
du travail du second ordre le long du chemin suivi.

Commencons par étudier le cas classique du chemin triaxial non drainé (& volume constant).
Pour un tel essai les paramétres de contrdle sont de, = 0 et classiquement deq > 0. Compte
tenu de ces paramétres le travail du second ordre s’écrit:

d*W = deq dg + dos de,, .

Cette expression de d?W est identique & l’expression (4.1): les chemins & ¢ constant et &
volume constant sont duaux. La réponse dans un diagramme g¢—p de 1’échantillon numérique
E2 a une compression triaxiale non drainée classique est présenté sur la Figure 4.10 (courbe:
controle en dey). Lorsque le matériau est suffisamment lache, comme c’est la cas ici, la réponse
du matériau posséde un maximum en g. Etant donné que ’on impose de, = 0 et de1 > 0 le
signe de d’W ne dépend que de dq et le travail du second ordre s’annule au pic de ¢ et est
négatif le long de la branche descendante de gq.

Dans ce cas trivial, on peut donc s’attendre & une perte de contrdlabilité a partir du pic
de g. Sur la Figure 4.10 est superposé au résultat de la compression triaxiale non drainée
classique (de, = 0, de; > 0) le résultat de la simulation d’un essai non drainé piloté en dq
(dey, = 0, dg > 0). Comme on peut s’y attendre il n’est pas possible d’imposer une valeur
de ¢ supérieure au maximum trouvé lors de l’essai contrélé en de;. D’ailleurs, une fois la
valeur de ce maximum atteinte, bien que I'on souhaite imposer dq > 0, la valeur de q calculée
aux frontiéres de ’échantillon décroit jusqu’a ce que le critére de Mohr-Coulomb soit atteint.
La perte de controlabilité n’est pas évidente & constater ici et elle ne se traduit pas par un
effondrement total de 1’échantillon (1’état de contrainte ne s’annule pas). La cause en est sans
doute le controle de g par le biais d’un asservissement qui présente une certaine inertie. Lors
d’un essai réel, un véritable controle en force consisterait a ajouter une petite masse en téte du
piston de la cellule triaxiale pour un état de contrainte correspondant au pic de ¢. Il devrait
alors en résulter ’effondrement total de 1’échantillon.

Remarque
En réalisant une recherche directionnelle pour ’état de contrainte-déformation corres-
pondant au pic de g on devrait trouver un céne de directions instables incluant la
direction en contrainte suivi lors de l'essai non drainé au pic de ¢, soit le direction
a = 215.3° (dg = 0). Toutefois, nous avons fait le choix de controler les recherches
directionnelles en contrainte. Par conséquent, en imposant un incrément en contrainte
dans la direction o = 215.3° on devrait retrouver une direction en déformation corres-
pondant & une variation de volume nulle et une valeur du travail du second ordre nulle.

- 126 -



4.5. Chemins proportionnels en déformation

60

—— controle en de1
50r "~

- controle en dq

020 30 40 50 60 70 80 90 100 110
p (kPa)

Fia. 4.10 - Comparaison des réponses de l’échantillon E2 pour des compressions non drainées
(de, = 0) controlées en de1 > 0 et dq > 0, a partir d’un état isotrope a 100 kPa de confinement.

La simulation montre que ce n’est pas tout a fait vrai, a cause du fait que les incréments
de sollicitation appliqués sont finis (ce sont en réalité des chemins de sollicitation) aux-
quels correspondent des incréments de réponse finis en général non linéaires. De ce fait,
on ne vérifie pas d’une point de vue numérique 'inversion des variables de réponse et
de sollicitation, sauf dans le cas d’'un comportement essentiellement élastique ou bien,
peut-étre, en respectant scrupuleusement les non-linéarités. Une tentative de recherche
directionnelle en contrainte dans la direction suivie lors de 1’essai non drainé & partir de
I’état signalé par une étoile sur la Figure 4.10 a fournit une valeur négative du travail
du second ordre (d?W,, = —0.205).

4.5 Chemins proportionnels en déformation

Les chemins proportionnels en déformation sont une généralisation des chemins & volume
constant. Ils sont définis en axisymeétrie par (Darve & Laouafa [38]):

de1 >0 et de1+2Rdes =0,

ol R est une constante pour un chemin de chargement donné. Pour R = 1 le chemin de
chargement est non drainé (volume constant), pour 0 < R < 1 il s’agit d’un chemin dilatant
alors que pour R > 1 il est contractant.

Compte tenu de ces paramétres généralisés le travail du second ordre s’écrit:

PW = de; (dm - @> + %

7 (dey + 2R des) .

Cette expression du travail du second ordre est identique & l’expression (4.4). Les chemins pro-
portionnels en déformation et proportionnels en contrainte sont des chemins duaux. Puisque
'on impose de; > 0 et dey + 2R dez = 0, le signe de d?W est égal au signe de doy — dos/R.

Des essais proportionnels en déformation on été simulés avec 1’échantillon E'1 (le plus dense)
& partir d’un état isotrope & 100 kPa. La Figure 4.11 montre les résultats pour des valeurs
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Fi1G. 4.11 — Chemins proportionnels en déformation simulés avec l’échantillon E1 pour R =
0.7; 0.8; 0.825; 0.85; 0.875; 0.9; 0.1.

de R comprises entre 0.7 et 1.0. Ces courbes sont tout a fait comparables & celles obtenues
avec un modele phénomeénologique pour un sable dense (Darve et al. [42]). Pour des valeurs
de R inférieures a 0.85, 01 — 03/ R présente un maximum. Le travail du second ordre s’annule
donc au pic de o1 — 03/R et prend des valeurs négatives le long de la branche descendante
(Fig. 4.11-b).

4.5.1 Simulation de la perte contrélabilité

Dans la suite de cette section nous considérons le chemin proportionnel en déformation cor-
respondant a la valeur R = 0.825 (Figs. 4.11-b et -c).

Sur la Figure 4.12 sont comparées les réponses de ’échantillon numérique pour deux modes
de controle différents: le premier en imposant deq > 0 (comme c’est la cas sur la Fig. 4.11) et
le second en imposant do; — dos/R > 0. Bien sir dans les deux cas le deuxiéme parameétre
de contrdle est de; + 2R des = 0. Tant que la valeur du pic de 01 — 03/R trouvée dans le
cas du controle en deq n’est pas atteinte, la réponse fournie par ’échantillon suivant les deux
modes de controle est trés proche. La valeur de ce pic est légérement dépassée dans le cas du
controle en do; — dos/R mais on observe peu aprés une perte de controlabilité: les valeurs de
o1 — 03/ R décroissent alors que 'on impose do; —dos/R > 0. Cette perte de contrdlabilité se
traduit par un effondrement brutal de I’échantillon: son énergie cinétique s’accroit de maniere
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Fia. 4.12 — Comparaison des réponses de l’échantillon E1 pour des chemins proportionnels en
déformation (de1 + 2R des = 0, avec R = 0.825) contrélés en dey et en doy — dos/R, a partir
d’un état isotrope & 100 kPa de confinement.
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Fi1G. 4.13 — Evolution des déformations principales et des contraintes principales au cours de
la simulation de l’essai proportionnel en déformation (dey + 2Rdes = 0, avec R = 0.825)
controlé en doy — dos/R.
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exponentielle. Les évolutions des déformation principales et des contraintes principales lors
du contrdle en do; — dos/R sont montrées sur la Figure 4.13. Elles témoignent également
d’un effondrement total de 1’échantillon (annulation de o3) et du caractére dynamique de la
rupture. Ainsi, toute la branche descendante de o1 — 03/R, et sans doute le pic également,
dans le cas du contrdle en doy — dos/R (Fig. 4.12) sont considérablement influencés par des
effets inertiels.

4.5.2 Simulation de la perte de maintenabilité

Nous choisissons de perturber deux états d’équilibre quasi-statique notés Et, et Et; et repérés
sur la Figures 4.12-a et -b. L’équilibre quasi-statique a été atteint suite & une relaxation de
’assemblage granulaire aux états Et, et Et,. Pour R = 0.825, & 'état Et,, d*W > 0 alors
qu’a I'état Et, on a d*W < 0.

Les états d’équilibre de Et, et Et, sont perturbés en injectant une quantité d’énergie cinétique
égale & 110~* J a D’échantillon (cf. Sect. 4.2.2.2) tout en imposant de; + 2Rde3 = 0 et
doy — dos/R = 0, avec R = 0.825. A titre de comparaison la valeur maximale d’énergie
cinétique pour le chemin proportionnel contrdlé par de; est de 1.251073 J. Les réponses de
I’échantillon & cette perturbation respectivement pour les états Et, et Et;, sont comparées sur
la Figure 4.14.

En ce qui concerne 1’état Et,, I’énergie cinétique décroit rapidement apres l'application de
la perturbation et prend ensuite des valeurs trés faibles. L’échantillon retrouve rapidement
un état d’équilibre statique et les conditions imposées sur les paramétres de contrdle sont
respectées. De méme, les déformations principales et les contraintes principales se stabilisent
rapidement. L'état E't, est un état maintenable.

Suite & I'application de la perturbation & partir de ’état Ftp, I’énergie cinétique augmente
constamment: I’échantillon ne retrouve pas un nouvel état d’équilibre. Les conditions imposées
sur les paramétres de controle ne sont pas satisfaites. Les déformations augmentent de maniére
exponentielle et la contrainte o3 s’annule. L’échantillon s’effondre donc totalement.

Ici encore on vérifie bien numériquement que pour des paramétres de contrdle donnés et pour
des points de bifurcation détectés par le critére du travail du second ordre, une “petite” per-
turbation cause une forte discontinuité dans ’évolution de la réponse mécanique du matériau
pour des paramétres de contréle constants, ou du moins, que 1’on tente de garder constant.
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Fic. 4.14 — Comparaison des réponses de l’échantillon E1 suite a la perturbation par injection
d’énergie cinétique des états d’équilibre Et, et Ety, gouvernés par les paramétres de controle
dey +2Rdes =0 et doy — dos/R =0 avec R = 0.825.
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4.5.3 Résultats expérimentaux sur un matériau analogique bidimensionnel

Les simulations avec le modéle numérique discret tout comme les modélisations constitu-
tives avec le relation phénoménologique INL2 (Darve et al. [42]) montrent qu’un matériau
granulaire dense se liquéfie (annulation des contraintes) pour des chemins proportionnels en
déformation suffisamment dilatants. De méme, si le chemin est suffisamment dilatant il y a
annulation du travail du second ordre. Des essais ont été réalisés sur un matériau analogique
bidimensionnel (rouleaux de Schneebeli [111]) pour vérifier ces résultats et pour caractériser
le phénomeéne de liquéfaction & 1’échelle de la micro-structure. Pour se faire, la cinématique
de chaque rouleau composant le milieu analogique a été suivie au cours des essais. Cependant
les résultats concernant les champs cinématiques discrets ont été dépouillés mais non analysés
au moment ol s’achéve cette thése. Par conséquent nous présentons uniquement les résultats
a léchelle de 'empilement (résultats macroscopiques). Une analyse plus poussée aussi bien a
I’échelle de 'empilement qu’a I’échelle de la micro-structure sera effectuée ultérieurement & ce
travail de these.

Le matériau analogique

Il est constitué de rouleaux de bois (hétre) de 6 cm de long et de trois diamétres différents: 12;
14 et 20 mm. Le chemin de chargement est appliqué a la frontiére de ’empilement de rouleaux
de forme parallélépipédique grace a ’appareil 172e (Joer [61]; Joer et al. [62]). La mesure des
forces appliquées par I’empilement sur les parois de la 1y2¢, et le déplacement de ces mémes
parois permet d’accéder a la réponse du matériau analogique & 1’échelle de ’empilement.
La Figure 4.15 montre le résultat d’une compression biaxiale (de; > 0, o2 = 50 kPa) sur
un empilement de 1258 rouleaux, dont 423 de diamétre 12 mm, 420 de 14 mm et 415 de
20 mm. L’indice des vides, que nous posons égal dans ce cas bidimensionnel au rapport de
la surface vide sur la surface solide, est e = 0.235 aprés la compression isotrope. Toujours
dans le cas bidimensionnel nous définissons la variation de volume comme &, = €1 + €9. La
Figure 4.15 montre que ’empilement est fortement dilatant. Notons qu’il est difficile de créer
des empilements de rouleaux & des compacités différentes et les valeurs de l'indice des vides
sont toujours proches de 0.23-0.24. De ce fait, il est trés difficile de créer des échantillons
présentant un comportement contractant.

(0, ~0,) /2 (kPa)

Fi1g. 4.15 — Compression biaxiale pour une pression de confinement oo = 50 kPa sur un
empilement de 1258 rouleauz.
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Mesure des champs cinématiques discrets et de la texture

Une technique de photogrammétrie numérique a été développée en collaboration avec Froiio
(Sibille & Froiio [118]) pour déterminer de maniére semi-automatique les champs cinématiques
discrets, c’est-a-dire la translation et la rotation de chaque rouleau, ainsi que les propriétés
de la texture. Cette technique ainsi que des détails sur le matériau analogique utilisé sont
présentés dans I’Annexe A. L’amélioration apportée par cette technique par rapport aux
méthodes précédemment utilisées pour réaliser des mesures similaires repose sur le fait qu’elle
est semi-automatique. Elle permet donc de traiter des essais comportant un nombre important
de rouleaux (plusieurs milliers) et d’incréments de chargement. La capacité de traitement en
terme de nombre de rouleaux permet d’étudier des empilements dont la taille s’approche de
celle d’'un Volume Elémentaire Représentatif. Pour les essais réalisés jusqu’a présent le nombre
de rouleaux a été limité par la capacité de ’appareil de chargement.

Essais proportionnels en déformation
Les essais proportionnels en déformation sur lesquels a été appliquée cette technique de pho-
togrammeétrie numérique ont été réalisés en collaboration avec Charalampidou.

Dans le cas bidimensionnel les chemins proportionnels en déformation sont définis par:
der >0 et de1 + Rdeg =0,
ol R est constant pour un chemin donné.

Le nom des essais est composé de deux nombres dont le premier indique la valeur de R imposée
et le deuxiéme la valeur de la pression de confinement isotrope pg avant 'application du chemin
proportionnel en déformation. Le Tableau 4.1 donne les caractéristiques de chaque essai. Le
nombre de rouleaux utilisé est identique & celui de 1’essai biaxial présenté précédemment.

La dilatance “naturelle” & la rupture développée par 'empilement de rouleaux pour une com-
pression biaxiale correspond & une valeur de R = 0.63. Nous faisons abstraction ici de 'in-
fluence jouée par la pression de confinement initiale py qui semble négligeable pour la gamme
de pressions considérée ici. La Figure 4.16 montre que pour les valeurs de R = 0.59; 0.56;
0.54 et 0.50, soit pour des valeurs inférieures & 0.63, I’application du chemin proportionnel en
déformation conduit & une annulation des contraintes. Autrement dit, la liquéfaction de cet
empilement dense de rouleaux est obtenu si on impose une dilatance supérieure & sa dilatance
naturelle. Remarquons que cette liquéfaction ne se produit pas brutalement mais correspond
4 une évolution que I’on peu qualifier de quasi-statique de I’empilement.

Nom de Do R e
lessai (kPa)

R119-50 50 1.19 0.231
R070-50 50 0.70  0.240
R059-50 50 0.59 0.239
R056-50 50 0.56 0.234
R056-150 150  0.56 0.228
R050-150 150  0.50 0.231

cedométrique 50 — oo 0.234

TAB. 4.1 — Caractéristiques des essais proportionnels en déformation.
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F1G. 4.16 — Chemins proportionnels en déformation appliqués sur un empilement de rouleauz.

Sur le diagramme présentant €, en fonction de 1, une droite indique la dilatance naturelle de

lempilement pour un essai de compression biazial
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Dauns le cas bidimensionnel, compte tenu du paramétre de controle que I'on impose dey + Rdes = 0,
le travail du second ordre s’écrit:

d*W = de, (d01 - @> 1 42 (de1 + Rdes) . (4.5)

R R

Que ce soit pour pour pg = 50 ou 150 kPa, la Figure 4.16 montre que pour des valeurs de R
suffisamment faibles (inférieures a 0.63) o1 — 02/ R posséde un pic, le travail du second ordre
s’annule donc & ce pic et prend des valeurs négatives le long de la branche descendante. Les
états de contrainte-déformation & partir du pic en o1 — 02/ R et le long de la branche descen-
dante constituent autant de points de bifurcation. A partir de ces points de bifurcation, en
tentant d’appliquer un chemin de chargement controlé par dey+Rdey = 0 et doy — doy/R > 0
on devrait observer un effondrement de ’empilement qui serait la manifestation d’une perte
de controlabilité. De fagon similaire & partir d’'un de ces points de bifurcation, en tentant
de maintenir un état d’équilibre par le biais des paramétres de controle dey + Rdes = 0 et
do1 — dog/R = 0 on devrait également assister a un effondrement, si besoin déclenché par
une “petite” perturbation (par exemple une vibration). Dans les deux cas ces effondrements
seraient le mise en évidence physique des points de bifurcation détectés par le critére du travail
du second ordre.
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4.6 Conclusion

Le premier point important auquel permettent d’aboutir les analyses présentées dans ce cha-
pitre correspond au fait que, pour le modéle numérique considéré, les points de bifurcation
détectés par le critére portant sur le signe du travail du second ordre correspondent bien &
des points de bifurcation. C’est-a-dire que 1’on observe bien un changement soudain et dis-
continu du mode de réponse du matériau, qui se traduit par un effondrement au caractére
dynamique important, pour une variation continue et graduelle (voire nulle) des paramétres
de chargement. Ces résultats obtenus par des simulations numériques directes correspondent
bien avec ceux obtenus avec des modeéles phénoménologiques par Darve et al. [42], Nova [92],
Imposimato & Nova [57] et Gajo [51].

De plus, nous avons mis en évidence que le choix des parameétres de controle constitue une
condition supplémentaire & associer au critére du travail du second ordre pour effectivement
conduire & ’effondrement un matériau donné.

Cet effondrement se caractérise notamment par une annulation subite des contraintes, et
correspond bien a I’état de liquéfaction soudain obtenu par les expériences décrites par Servant
et al. [114] et Khoa et al. [64] (cf. Sect. 1.3.2.1, p. 10 et Fig. 1.1-a, p. 11). Il est intéressant
d’ajouter qu’aucune figure de localisation des déformations n’a pu étre mise en évidence lors
des simulations d’effondrements. Par ailleurs, le nombre de coordination z de l’assemblage
granulaire chute brutalement au moment de effondrement pour atteindre des valeurs trés
faibles (z ~ 2). Ces deux observations plaident en faveur d’une rupture diffuse.

Les résultats numériques présentés ici permettent d’expliquer tout ou partie des observations
expérimentales présentées dans la bibliographie. Notamment la simulation des essais de main-
tenabilité avec pour paramétres de contrdle dg = 0 et de, = 0 correspond exactement aux
essais réalisés par Chu et coauteurs [75; 15; 16|, Lade & Pradel [70] et Sladen et al. [121].
Ces derniers, apres avoir mené un échantillon de sable a un état de contrainte-déformation
le long d’un chemin triaxial drainé maintiennent le déviateur de contrainte ¢ & une valeur
constante et ferment le drainage. Ils observent un effondrement si le niveau de contrainte
1 est suffisamment élevé, autrement dit si 1’état de contrainte déformation se situe dans le
domaine de bifurcation et que la direction a ¢ constant est incluse dans le cone de direction
instable émanant de I’état de contrainte considéré.

Les simulations d’effondrement qui ont été présentées ne constituent qu’une premiére étape
dans I'appréciation de I'influence des paramétres de controle. Il y a certainement des défauts:
I’algorithme d’asservissement des parois ne permet pas de régir d’'une maniére directe les
paramétres de controle. La formulation méme du code utilisé n’est peut étre pas la plus
appropriée pour juger de ’état d’équilibre d’un assemblage granulaire: une approche statique
ou quasi-statique serait peut-étre plus appropriée.
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5.1 Introduction

Dans les Chapitres 3 et 4 la détection des points de bifurcation et 1’étude de 'occurence de
la bifurcation ont été étudiés & 1’échelle macroscopique, c’est-a-dire & 1’échelle de 1’assem-
blage granulaire sensé étre un VER. Nous supposons que le comportement mécanique d’un
assemblage granulaire peut étre déduit du comportement de chacun des contacts présents
dans l’assemblage. A titre d’exemple, Nicot [86] et Nicot & Darve [87; 88] ont développé un
modéle micro-mécanique basé principalement sur la description statistique des orientations de
contacts, Radjai et al. [100; 103] ont décrit la nature biphasique des forces de contact carac-
téristique d’un milieu granulaire et Staron [122] a proposé des mécanismes de déstabilisation
des pentes granulaires basés sur cette description biphasique. A notre tour, nous nous posons
la question des origines & 1’échelle des contacts de la bifurcation telle que nous ’avons étudiée
dans les chapitres précédents.

Dans ce chapitre, nous tentons de relier le travail du second ordre, qui est une grandeur
traditionnellement définie dans le cadre des milieux continus & partir de variables tensorielles,
& des variables & I’échelle de la micro-structure, et plus précisément & I’échelle des contacts.

Pour se faire, nous utilisons comme point de départ une idée originale de Laouafa et al. [74]
et Darve et al. [39; 42; 35] qui ont analysé un probléme 2D purement discret & 1’aide d'une
grandeur définie au niveau des grains par analogie avec le travail du second ordre. Sur un
principe similaire, en connaissance de la “ loi de comportement ” attribuée aux contacts, nous
définissons une grandeur définie au niveau des contacts représentant le travail du second ordre
du contact. La présentation de ces définitions constitue la premiére partie de ce chapitre.

Dans la deuxiéme partie nous étudions le lien qui est susceptible d’exister entre le travail du
second ordre et la grandeur que nous avons définie au niveau du contact. La recherche d’une
relation entre le travail du second ordre et des variables microscopiques n’a pas été effectuée
isolément mais en équipe avec des outils différents. Nous confrontons donc deux approches
menées en paralléle: une approche numérique et une approche analytique. L’accent est mis
sur I'approche numérique car c’est celle qui a été réalisée dans le cadre de cette thése.

5.2 Avalanches de grains

5.2.1 Une description liée aux grains

Laouafa et al. [74] et Darve et al. [39; 42; 35] ont proposé une approche purement discréte
de la description d’avalanches de grains. Nous rappelons la méthodologie employée et les
conclusions auxquelles ils ont aboutit.

Les auteurs se sont basés sur la réalisation d’essais de poussée sur une pente constituée d’un
milieu analogique bidimensionnel (rouleaux de Schneebeli [111]). La pente réelle est constituée
de 335 rouleaux de diamétres 13, 18 et 28 mm. La sollicitation est appliquée & ’empilement de
rouleaux avec l'appareil 172¢ qui permet d’effectuer dans un plan une distorsion et deux dé-
formations normales indépendantes (pour plus de détail au sujet de cet appareil voir Joer [61],
Joer et al. [62]). Une chaine d’acquisition d’'image et de traitement numérique des données
permet de suivre le mouvement de chaque rouleau au cours de la sollicitation et donc d’en
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Fi1G. 5.1 — Configuration initiale de ’empilement de rouleauz; Darve et al. [39].

déduire les champs discrets de translation et de rotation de I’empilement. La Figure 5.1 repré-
sente la configuration initiale de la pente, la sollicitation consiste en un déplacement 3 vitesse
imposée de la paroi gauche du bati de 'appareil 1v2¢.

L’analyse qualitative des mécanismes de glissement se fait grace a ’étude des résultats expé-
rimentaux. Cependant ces derniers ne nous informent que sur la cinématique de I’empilement.
Les auteurs effectuent une analyse plus fine grace & la simulation de ’essai de poussée avec
une méthode numeérique discréte de type Dynamique des Contacts (cf. Sect. 1.5.2, p. 30 et
Lanier & Jean [72]). La configuration numérique initiale de ’empilement est imposée aussi
proche que possible de la configuration initiale expérimentale. Le respect de cette condition est
importante pour assurer une reproduction correcte par simulation de la cinématique expéri-
mentale. La simulation est validée par comparaison des champs de déplacement expérimentaux
et numériques. Ces derniers, qu’ils soient numériques ou expérimentaux mettent en évidence
principalement deux types d’avalanches: de petites avalanches superficielles mettant en jeu
seulement quelques rouleaux et des avalanches de larges dimensions impliquant la plupart des
rouleaux de I’empilement.

Par analogie au travail du second ordre défini dans le cadre des milieux continus, les auteurs
définissent une grandeur attribuée 4 chaque rouleau que nous nommons d’w":

dw™® = dF . dZ + dM . di (5.1)

avec dF l'incrément total de force appliquée sur un rouleau, d son incrément de déplacement,
dM lincrément de moment total appliqué sur le rouleau et d@ son incrément de rotation’.
Les auteurs présument qu’il pourrait y avoir un lien entre les valeurs négatives de d?w"™
et la rupture, qui se manifeste dans ce cas sous la forme d’avalanches de grains. L’énergie
cinétique de chaque rouleau ec, est utilisée comme indicateur de rupture, les pics spatiaux
d’énergie cinétique indiquent des zones de mouvements importants. Les comparaisons entre
les répartitions spatiales des valeurs négatives de d>w"® d’une part et les répartitions spatiales
de ’énergie cinétique ec, d’autre part, montrent une bonne corrélation spatiale entre ces deux

grandeurs. Dans ce cas, d?w"® pourrait étre vu comme un indicateur de zone instable.

1. Dans le cas du probléme bidimensionnel traité ici les vecteurs dM et di sont évidemment normaux au
plan d’empilement des rouleaux.
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Les auteurs ont également calculé les valeurs globales:

W' = Z d>w' et Ec, = Z ecy .

rouleaur rouleaur

Leur évolution en fonction du parameétre de chargement est comparée. Les pics (ou bouffées)
d’énergie cinétique Fc¢, sont corrélés par rapport au paramétre de chargement avec les plus
grandes valeurs négatives de d2W °. Ainsi, a partir de I'évolution de d?W ° en fonction du
paramétre de chargement on pourrait conjecturer les valeurs critiques de ce paramétre de
chargement.

D’autres configurations initiales sujettes & des sollicitations différentes ont été étudiées par
ces mémes auteurs et ont conduit & des conclusions identiques.

5.2.2 Une description liée aux contacts

Comme nous 'avons précisé dans 'introduction de ce chapitre nous souhaitons établir un lien
entre le travail du second ordre & ’échelle macroscopique (d?W) et des variables & 1’échelles
des contacts (forces de contact et déformations des contacts) car nous estimons que les in-
formations & 1’échelle des contacts ou des amas de contacts dans un milieu granulaire dense
sont fortement porteuses de sens (entre autres: Nicot [86], Nicot & Darve [87; 88|, Radjai
et al. [100; 103|, Staron [122]). C’est par exemple au niveau des contacts qu’est dissipée
I’énergie par frottement, ou bien une anisotropie des orientations de contact se traduit pas
une anisotrope & l’échelle macroscopique du comportement mécanique de 1’assemblage. De
plus, nous avons ’opportunité dans notre cas de connaitre la loi de comportement de chacun
des contacts. Ainsi, chaque contact peut étre considéré comme un corps dont le comporte-
ment constitutif est clairement défini et nous attribuons & ce corps un travail du second ordre.
Comme nous connaissons la loi de comportement de ce corps nous pouvons discuter du signe
du travail du second ordre. C’est ce qui est fait dans le section suivante aprés avoir défini
I’expression du travail du second ordre attachée au contact.

5.2.2.1 FEtude d’un modéle simple

Mandel [83] a utilisé un modeéle simple constitué d’un ressort et d'un patin pour montrer
que le Postulat de Drucker n’est pas une condition nécessaire de stabilité lorsqu’il existe des
frottements intérieurs du type de Coulomb. Nous nous inspirons de la démarche de Mandel
et de son modéle (en I'adaptant & notre cas) pour proposer et étudier une définition du
travail du second ordre lié & un contact. Considérons le modele de la Figure 5.2: il s’agit
d’une représentation de la loi de contact utilisée dans le modéle discret (on a fait abstraction
des deux grains impliqués). Le patin correspond au frottement de Coulomb caractérisé par un
angle de frottement ¢, nous supposons que les rigidités des deux ressorts a et b sont identiques
pour faciliter les explications. On s’intéresse au mouvement du point M représenté suivant
les deux directions de 1’espace par p et ¢ sous I'action de forces extérieures P et (). Notons
que la relation entre P et p est toujours élastique alors que la relation entre () et ¢ est élasto-
plastique parfaite. Nous définissons le travail du second ordre attribué & ce modéle par la
grandeur d?w®:

d*we = dPdp +dQdyq. (5.2)
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Fi1G. 5.2 — Modéle représentant le comportement d’un contact.

Du fait de la relation élastique entre P et p, le terme dP dp est toujours positif ou nul Seul le
terme dQ@ dq peut étre négatif.

Etudions dans quel cas la grandeur d?w® prend des valeurs négatives. Le domaine d’élasticité
du modéle défini par:
—Ptanyp < Q < Ptangp, (5.3)

est limité dans le plan P, @ par deux demi-droites D et D’ (Fig. 5.3). D et D’ représentent
également des conditions limites. Plagons nous a 1’équilibre limite, le patin étant sur le point
de se déplacer vers la droite (QQ = P tan ¢). Cet état est représenté par le point E; dans le plan
P, Q. Considérons un incrément de sollicitation ds de composantes dP, d(Q) et I'incrément de
réponse correspondant di’ de composantes dp, dq. Trois cas sont & envisager.

Cas 1: l'incrément de sollicitation d5,; est dirigé vers l'intérieur du domaine d’élasticité (Fig. 5.3).
L’incrément de réponse di,; est purement élastique (le patin ne glisse pas) et colinéaire
a l'incrément de sollicitation (car les rigidités des ressorts a et b sont identiques): on a
alors d?w > 0.

Cas 2: On cherche a imposer un incrément de sollicitation dirigé vers l'extérieur du domaine
d’élasticité. Le patin glisse vers la droite et puisque la demi-droite D constitue une
condition limite, I'incrément de sollicitation est aligné sur celle-ci. L’incrément de ré-
ponse peut étre dissocié en une partie élastique colinéaire & 'incrément de sollicitation
et une partie plastique (dg”) paralléle a 'axe OQ). Considérons le cas ou 'on souhaite
augmenter @ de dQ et simultanément P de dP tel que:

dQ >0 et dP>0 et dQ > dPtanyp,

ou autrement dit, le cas ol le critére de Coulomb est remonté. ds.o est aligné sur la
demi-droite D dans la direction opposée & O et di.s est contenu dans ’angle Y E; D. Par
conséquent, d?w > 0. Notons que dans le cas d’un contact pris isolément le déplacement
plastique est infini et di.o est colinéaire a E; Y.

Cas 3: A l'opposé du cas précédent on cherche & diminuer ) de d@ et P de dP tel que:
dQ <0 et dP <0 et dQ >dPtangp.

Le critére de Coulomb est descendu et ds.3 dirigé vers O. dr,3 est contenu dans ’angle
Y E; O. Si I'angle entre d5,3 et di.3 est supérieur a 90°alors d?w < 0. Or les com-
posantes de ds.3 sont dP < 0 et dQ < 0 avec d@Q = dPtanp. Par conséquent si
dq > —dp/tan ¢ alors d?*w < 0. Comme dans le cas précédent, si le contact est pris
isolément le glissement est infini et la condition dg > —dp/ tan ¢ est toujours vérifiée.
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F1G. 5.3 — Incréments de sollicitation ds et incréments de réponse di’ pour différentes directions
de chargement envisagées a partir d’un état limite Ej.

En résumé, la grandeur d>w® est négative uniquement lorsque les trois conditions suivantes
sont remplies simultanément: glissement, dp < 0 (ou de maniére équivalente dP < 0) et
dq > —dp/tanp. En d’autre termes, d>w > 0 n’est pas une condition de non glissement,
d>w < 0 est une condition suffisante de glissement “par descente du critére de Coulomb”.
Nicot & Darve [88] ont analysé dans le cas tridimensionnel les conditions d’annulation du
travail du second ordre associé au contact. Ces conditions imposent qu’il y ait glissement avec
décharge dans la direction normale (descente du Critére de Coulomb), elles portent également
sur la direction et 'amplitude du glissement tangentiel. Ces conditions se réduisent dans le
cas bidimensionnel & celles que nous avons données plus haut.

5.2.2.2 Application auz simulations numérigues

Dans le cas du modéle étudié dans la section précédente la rotation de corps rigide que subit
un contact au cours d’une simulation n’est pas prise en compte. Par conséquent, l'incrément
(on pourrait parler tout aussi bien de dérivée temporelle) de la force de contact, par exemple,
doit étre calculé par rapport & un repére lié au contact et non par rapport & un repére global
Galiléen. Nous notons R le repére Galiléen et R le repére local lié au contact défini par
(i, t1, t3) ou 7 est normal au plan tangent au contact et f; et o appartiennent au plan
tangent (Fig. 5.4). L’incrément de la force de contact F calculé par rapport au repére ‘R est
noté dF. Il est noté dF lorsque l'incrément est calculée par rapport au repére local R.
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«—8l

g2

Fia. 5.4 — Définition du repére local lié au contact entre deux grains gl et g2.

Ainsi, nous récrivons I'expression de d?w® (Eq. 5.2) sous forme vectorielle en I’appliquant au
cas des contacts considérés dans le modele discret:

d*w = dF . di, (5.4)

ot dF est lincrément de la force de contact du grain gl sur le grain g2 et di Vincrément de
déplacement relatif du grain g1 par rapport au grain g2 au point de contact C' (Fig. 5.4).

5.2.3 Simulation numérique de ’avalanche de grains

Dans ’objectif de comparer la description liée aux grains et la description liée aux contacts ex-
posées dans les deux sections ci-dessus, nous avons simulé 1’essai de poussée sur ’empilement
de rouleau avec le code SDEC. Cette simulation n’est qu’approximative car nous n’avions pas
connaissance de la vitesse de déplacement imposée expérimentalement a la paroi gauche de
I’appareil 1v2¢e. A cause des effets inertiels, la vitesse de la paroi peut influencer la réponse de
I’empilement de rouleaux. Le code SDEC est écrit en trois dimensions, pour se ramener a un
probléme bidimensionnel, les centres de chacune des sphéres représentant un rouleau appar-
tiennent tous au méme plan. De plus, & chaque sphére d’un diameétre donné est attribuée non
pas sa masse correspondante mais la masse du rouleau du méme diamétre. Cette modification
permet de respecter les rapports de masse entre les rouleaux de différents diamétres. La loi de
contact est identique a celle utilisée pour la simulation des essais triaxiaux. La rigidité nor-
male du contact entre deux rouleaux a été mesurée par Combe [19] et I’angle de frottement
par Calvetti et al. [8]. La rigidité tangentielle k; est fixée arbitrairement. Les paramétres de
la simulation sont données dans le Tableau 5.1.

L’application du chargement (déplacement de la paroi) est divisé en 1080 incréments entre
lesquels sont calculés les champs de déplacement discrets. L’analyse des résultats s’effectue
sur 5 incréments parmi les 1080 correspondant respectivement & un déplacement de la paroi
vers la gauche de 1.12; 1.68; 3.14; 3.36; 5.04 cm. La Figure 5.5 présente une comparaison entre

kn/Ds  ki/knp Ye densité  Vitesse de la  Atténuation
(MPa) (deg) (kg/m?®) paroi (m/s) A4

166 0.42 28 500 0.01 0.1

TAB. 5.1 — Parameétres mécaniques et numériques de la simulation de l’essai de poussée.
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les champs de déplacement discrets incrémentaux expérimentaux, ceux calculés par Darve
et al. [39] avec la méthode de la Dynamique des Contacts, et ceux calculé avec le code SDEC
(MED).

Tout d’abord, on constate que la prédiction des champs de déplacement par la Dynamique
des Contacts est trés bonne. On retrouve notamment les deux avalanches superficielles pour
un déplacement de 3.14 et 5.04 cm (Fig. 5.5-c et -e). Les champs de déplacement calculés
avec la MED sont plus éloignés des champs expérimentaux. En particulier, on retrouve bien
une avalanche superficielle pour un déplacement de 3.14 cm (Fig. 5.5-c) mais non pour un
déplacement de 5.04 cm (Fig. 5.5-e). Nous avons tenté, sans succes, d’améliorer la prédiction
des résultats expérimentaux, notamment en utilisant une dissipation d’énergie par augmen-
tation de la rigidité normale dans le cas d’un déchargement/rechargement par rapport a un
chargement initial (prise en compte d’une déformation plastique du contact cf. Sect. 1.5.3.2,
p. 33).

Précisons que la cinématique observée ne correspond pas & une succession d’avalanches su-
perficielles impliquant peu de grains et de larges avalanches mettant en jeu ’ensemble de
I’empilement. Il n’y a en fait qu'une unique avalanche large qui évolue de maniére continue
avec le parameétre de chargement, la vitesse des grains impliqués est proche de la vitesse de
déplacement de la paroi. Les avalanches superficielles sont aux contraire intermittentes et se
superposent & l’avalanche large. Les grains impliqués dans les avalanches superficielles ont
des vitesses élevées. Ainsi, par effet d’échelle ’avalanche large n’est pas visible & partir des
champs de déplacement incrémentaux lorsque qu’une avalanche superficielle est en cours, ce
qui ne veut pas dire que ’avalanche large n’existe pas.
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Exp. (Darve et al. [39])

Sim. DC (Darve et al. [39])

S il

\

re

Sim. MED

Fic. 5.5 — Champs de déplacements discrets incrémentaux de ’avalanche de grains: résultats
expérimentaur & gauche, résultats numériques avec la méthode de la Dynamique du Contact
(Darve et al. [39] au centre et avec la Méthode des Eléments Discrets a droite. Déplacement
de la paroi: (a) 1.12 cm; (b) 1.68 cm; (c) 3.14 cm; (d) 3.36 ¢cm; (e) 5.04 cm.
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5.2.83.1 Travail du second ordre attribué auz rouleauz

Comme Dont fait Laouafa et al. [74] et Darve et al. [39] nous comparons la répartition
spatiale de I’énergie cinétique ec, avec la répartition spatiale des valeurs négatives du travail
du second ordre d?w™ attribué aux rouleaux (cf. Eq. 5.1). Ces répartitions sont montrées sur
la Figure 5.6. Dans les cas ou seule I’avalanche large est en cours (Fig. 5.6-a, -b, -e, le cas
-d est particulier et sera traité dans la conclusion de cette section) la répartition de 1’énergie
cinétique révéle qu'un bloc de grains aval est en mouvement par rapport au bloc amont en
forme de coin qui est & peu prés fixe. Dans ces cas les valeurs négatives de d?w"™ se situent
grossiérement dans une zone & l'interface entre le bloc en mouvement et le bloc fixe. Les
valeurs négatives de d?w" semblent donc ici corrélées avec la zone de rupture & l'interface des
deux blocs. Dans le cas o une avalanche superficielle est en cours (Fig. 5.6-c), les valeurs les
plus importantes d’énergie cinétique sont situées dans la zone de cette avalanche superficielle
et sont corrélées spatialement avec des valeurs négatives de d?w"™. D’autres valeurs négatives
de d?w™ sont également trouvées plus en amont. Bien que ’avalanche large ne soit pas visible
sur la carte de I’énergie cinétique montrée ici, ces valeurs négatives de d?w"™ sont corrélées
spatialement avec l'interface entre le bloc aval en mouvement et le bloc amont fixe.

5.2.3.2 Travail du second ordre attribué aux contacts

les valeurs du travail du second ordre attribuées aux contacts (d’w) ont été approximées
pour l'analyse de ce cas d’avalanche de grains qui ne constitue qu'une étude préalable. Le
code SDEC fournit les valeurs des forces de contact exprimées dans un repére global R. Par
conséquent, nous avons calculé les incréments des forces de contact et des déplacements relatifs
par rapport au repére R méme si le procédé n’est trés rigoureux:

dPw ~ dF . di, (5.5)

ot dF est Vincrément de la force de contact du grain gl sur le grain g2 et du 'incrément de
déplacement relatif du grain g1 par rapport au grain g2 au point de contact C. di est calculé
de la fagon suivante:

. . R — ., R —
du = (dfﬂgl +ddgr N GglC) — (dxgz + ddga N GgQC) , (5.6)

avec ¥ et & respectivement les vecteurs position et rotation d’un grain sphérique de centre G
(cf. Fig 5.4).

La Figure 5.7 montre une comparaison entre la répartition spatiale de 1’énergie cinétique et
la répartition des valeurs négatives de d?>w. En ce qui concerne I’avalanche large, de maniére
semblable aux valeurs négatives de d?w"?, les valeurs négatives de d’w* se situent dans une
zone intermédiaire entre le bloc aval en mouvement et le coin amont fixe (Fig. 5.7-a, -b, -e).
Lorsqu’'une avalanche superficielle est en cours (Fig. 5.7-c) la majorité des valeurs négatives
de d?w* se situent toujours & l'interface entre le bloc en mouvement (bien que celui-ci ne soit
pas visible sur la représentation) et le bloc fixe. Toutefois, il n’y a pas de corrélation spatiale
entre les bouffées d’énergie cinétique dues & l'avalanche superficielle et les valeurs négatives
de d?>w. Les grains en surface inclus dans cette avalanche ont tendance & “sauter” d’une
position & une autre, par conséquent les contacts dans lesquels ils sont impliqués peuvent ne
pas perdurer pendant un incrément sur lequel sont calculées les valeurs de d?w®. Dans ce cas
il ne sont pas pris en compte pour le calcul de d?w® ce qui peut expliquer I’absence de valeurs
négatives de d?w au voisinage de I’avalanche superficielle pour I’incrément présenté. Le cas
particulier de la Figure 5.7-d sera traité dans la conclusion.
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FiG. 5.6 — Comparaison entre la répartition spatiale de l’énergie cinétique (gauche) et les
valeurs négatives du travail du second ordre attribué auz rouleaus d*w™ (droite). Déplacement

de la paroi: (a) 1.12 cm; (b) 1.68 cm; (c) 3.14 cm; (d) 3.36 ¢cm; (e) 5.04 cm.
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FiG. 5.7 — Comparaison entre la répartition spatiale de l’énergie cinétique (gauche) et les
valeurs négatives du travail du second ordre attribué auz contacts d*w (droite). Déplacement
de la paroi: (a) 1.12 cm; (b) 1.68 cm; (c) 3.14 cm; (d) 3.36 cm; (e) 5.04 cm.
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5.2.3.3 Valeurs globales du travail du second ordre

Nous avons également calculé les valeurs globales de 1’énergie cinétique Ec¢, = Z ecy, du
rouleaux
travail du second ordre attribué aux rouleaux d°W = = Z d?>w™ et celui attribué aux
rouleaux
contacts d*W* = Z d?w®. L'évolution de chacune des valeurs globales en fonction du

contacts
déplacement de la paroi est presentee sur la Figure 5.8. Les valeurs absolues de d?W'’ sont

plus grandes que celles de AW , ceci peut étre lier au fait que les contacts créés ou perdus
pendant un incrément de chargement ne sont pas pris en compte pour le calcul de 2w,
De plus, rappelons que le calcul de d?w est approximatif. Ces points seront corrigés dans
I’étude présentée dans la prochaine partie de ce chapitre. En ce qui concerne 1’évolution de
I’énergie cinétique, les pics les plus importants correspondent & des avalanches superficielles
impliquant peu de rouleaux caractérisés par des vitesses élevées. Les valeurs faibles mais non
nulles de I’énergie cinétique que 1’on observe entre les pics correspondent a 1’avalanche large.
L’évolution des valeurs globales d?W ° et d2W* manifestent toutes deux de grandes variations
de valeurs posmves a des valeurs négatives. Par comparaison entre les évolutions de Fc, d'une
part et PW' et W d’autre part, on remarque que les pics les plus importants de Fc,
sont corrélés par rapport au parameétre de chargement avec les plus grandes valeurs négatives
de d2W'° et &2W*

Suite & cette analyse plutét sommaire, il est possible de conjecturer qu’un lien entre les valeurs
négatives du travail du second ordre attribué aux contacts et les avalanches de grains existe,
comme cela a été envisagé par Laouafa et al. [74] et Darve et al. [39] au sujet du travail du
second ordre attrlbue aux grains. Ainsi, d?w® pourrait étre vu comme un indicateur de zone
instable et 2T comme un 1nd1cateur de valeurs critiques du paramétre de chargement. En
supposant que d?w® ou d?w" soit effectivement des indicateurs de zones instables on peut
donner une explication au sujet des Figures 5.6-d et 5.7-d. Les valeurs négatives de d>w® ou
d>w" © occupent une zone plus importante que dans les autres cas ce qui signifierait une rupture
de ’ensemble de I’empilement. Cette explication est bien sir & prendre avec le maximum de
réserves.
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Fi1G. 5.8 — Comparaison entre [’évolution de l’énergie cinétique globale et le travail du second
ordre global attribué auz grains et aur contacts en fonction du paramétre de chargement.
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5.3 Travail du second ordre macroscopique et travail du second
ordre global aux contacts

Dans la premiére partie de ce chapitre nous avons proposé de considérer chaque contact d’un
assemblage granulaire comme un corps a part entiére. Nous avons attribué a ce corps un travail
du second ordre (qui n’est pas & priori celui classiquement défini dans le cadre des milieux
continus) sous la forme de la grandeur d?w®. Puisque le travail du second ordre attribué
4 un contact est défini par analogie au travail du second ordre classique (d*W = do : de)
et que le comportement d’un assemblage granulaire dépend du comportement de chacun de
ses contacts, on peut se demander s’il existe un lien entre d’W et d?w®. Un autre point
de vue peut étre adopté en se demandant quelle est 'origine microscopique (& ’échelle des
contacts) du travail du second ordre d?W. C’est d’ailleurs cette derniére interrogation qui
nous a principalement motivés.

Le traitement de ce probléme a été traité parallélement suivant deux approches: une approche
numérique avec la MED et une approche analytique. Nous développons dans la section suivante
lapproche numérique. L’approche analytique a été effectuée par Nicot et al. [91] et Nicot &
Darve [89; 88]. Il s’agit d’un travail conséquent dont nous ne donnerons que les principaux
résultats dans une section ultérieure.

5.3.1 Approche numérique

Remarque sur les notations
Afin de faciliter les analyses qui vont suivre et d’éviter les confusions nous appelons le
travail du second ordre défini dans le cadre des milieux continus travail du second ordre
macroscopique et nous conservons la notation classique d?W. Le travail du second ordre
attribué & un contact est appelé travail du second ordre au contact, il sera noté d?w.
Nous définissons le travail du second ordre global aux contacts d2W<:

1
2wt = - > dwt, (5.7)

contacts

ot V est le volume de I’assemblage granulaire. d2W< et d?W sont de méme dimension
ce qui permet leur comparaison.

L’approche numérique est basée sur les simulations de recherches directionnelles présentées
dans le Chapitre 3 avec le modéle discret décrit dans le Chapitre 2. Nous comparons pour les
différentes directions de chargement les valeurs du travail du second ordre macroscopique d>W,
déterminées a partir des tenseurs de contrainte et de déformation calculés aux frontiéres de
’échantillon, et les valeurs du travail du second ordre global aux contacts d2W¢. Les résultats
présentés ci-aprés ont été obtenus & partir de I’échantillon numérique E1.

5.8.1.1 Calcul du travail du second ordre au contact

Pour cette étude et pour tous les résultats qui seront présentés dans la suite de ce chapitre, le
travail du second ordre au contact d>w< est calculé rigoureusement suivant ’expression (5.4)
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(p. 143) que nous rappelons:

Les incréments dF et di sont donc calculé par rapport au repére local R lié au contact et
deéfini par (7, t1, t2).

Le travail du second ordre au contact d?w peut se décomposer en un terme correspondant a

la direction normale au contact d?w¢ et un terme correspondant au plan tangent au contact
2,,,ct .

d wg* :

Pw = d* w0 + d*wit, (5.8)
avec:
Pw = dF, . di, (5.9)

ot dF, et dii, sont respectivement l’incrément de la force de contact et l'incrément du dépla-
cement relatif dans la direction normale au contact,

et:
dPwst = dF, . di, (5.10)

ot dF et di; sont respectivement l'incrément de la force de contact et 'incrément du dépla-
cement relatif dans le plan tangent au contact.

Par ailleurs, au cours de la simulation de l'application d’un chargement, il y a en général
une réorganisation, méme faible, de la micro-structure. Ainsi, certains contacts existant avant
Papplication du chargement s’ouvrent (i.e. sont perdus) au cours de l'application du charge-
ment. D’autres, au contraire, n’existaient pas avant ’application du chargement mais sont
présents apres: ils sont gagnés. Finalement certains sont gagnés et perdus au cours de ’appli-
cation du chargement. Cependant, lors de la simulation d’une recherche directionnelle dans
une direction donnée, une trés grande majorité des contacts (plus de 97%) sont permanents:
ils perdurent du début jusqu’a la fin de I’application du chargement. Le calcul de d?w® est ef-
fectué pour chacune des catégories de contacts suivants: les contacts permanents, les contacts
perdus en cours de chargement, les contacts gagnés en cours de chargement. Une valeur nulle
de d?w est attribuée aux contacts gagnés et perdus au cours du chargement. Le calcul de
d>w®, comme celui du travail du second ordre macroscopique, nécessite de considérer deux
états du contact que nous qualifions d’état initial et d’état final. Pour un contact permanent,
I’état initial correspond a 1’état du contact avant ’application du chargement en contrainte
dans une direction donnée, 1’état final correspond & 1’état du contact aprés application du
chargement en contrainte. Pour un contact perdu, 1’état initial correspond a l’état du contact
avant application du chargement et I’état final a 1’état du contact lors de son ouverture (la
force de contact est alors nulle). Pour un contact gagné, ’état initial correspond a l’état du
contact lors de sa création (la force de contact est alors nulle) et I’état final & I’état du contact
apres 'application du chargement.

Pratiquement, la composante normale d?w< du travail du second ordre au contact est calculé
de la maniére suivante:

dZU)th — ( ginal _ Tzlmt) (5():"inal _ 5(1:nzt) 7 (511)
avec finit et flinal Jos composantes suivant 7 de la force de contact F respectivement dans

I’état initial et 1’état final du contact; 6 et 6/ les interpénétrations au contact respecti-
vement dans I’état initial et final du contact.
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Le calcul pratique de la composante tangentielle d?w’ est le suivant:
Pt = ( tj;’inal B tzint) dug + ( t];inal B tz;wt) dugs (512)

ou fy et fio sont les composantes de la force de contact F suivant les axes 7 et fg, dugy et dugs
sont les composantes suivant 1 et t5 du déplacement tangentiel relatif au point de contact
di; entre I’état initial et I’état final. Notons que la composante de du; suivant 77 est nulle.
Par ailleurs, du; est directement calculé & partir du déplacement tangentiel relatif fourni par
le code SDEC a chaque cycle de calcul de la MED.

Du fait que le travail du second ordre au contact d>w® soit décomposé en deux termes, I'un
relatif & la direction normale au contact 'autre au plan tangent au contact, il peut en étre
fait de méme avec d?We:

W = dPWe + dPWE (5.13)
avec:
Pwet = % > duwg, (5.14)
contacts
et
Pwet = % > dut. (5.15)
contacts

Le travail du second ordre au contact d?w< et sa forme globale d?W¢ ont été calculés en
post-traitement. En effet, la simulation d’une recherche directionnelle (36 directions) est une
opération longue, le post-traitement présente ’avantage de pouvoir modifier le traitement
des données issues de la simulation sans avoir & renouveler la simulation en elle-méme. La
Figure 5.9, qui s’é¢tend sur deux pages, présente ’algorithme de calcul de d>w® et d>W< &
partir des fichiers de données fournis par le code SDEC.

Donnons quelques précisions sur les notations utilisées dans la présentation de 1’algorithme.
L’exposant av_ ch fait référence & I’état du contact avant ’application du chargement. L’ex-
posant ap_ch fait référence & 1’état aprés application du chargement. L’exposant perdu fait
référence & I’état du contact lors de sa perte et gagné & son état lors de sa création. Les
exposants init et final font références, comme on ’a déja vu, aux deux états du contact
entre lesquels est calculé d>w®. Par exemple, suivant la catégorie de contact considéré 1'expo-
sant ¢nit peut faire référence au méme état que 'exposant av__ch ou bien au méme état que
I’exposant gagné.

L’algorithme de calcul du travail du second ordre au contact se divise en deux grandes parties
constituées chacune par une boucle. La premiére partie (ou la premiére boucle) est représentée
sur la premiére page de la Figure 5.9, la deuxiéme partie (ou deuxiéme boucle) apparait sur
la seconde page de la figure. La premiére boucle permet de traiter les contacts permanents et
les contacts perdus alors que la seconde boucle assure le traitement des contacts gagnés.
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[ Direction de chargement « ]

¥

Lecture des fichiers de données sur les contacts :

ects_av_ch_a.dat (avant chargement) * cts_perdus_a.dat (cts. perdus au cours du chargement)
ects_ap _ch_a.dat (aprés chargement) e cts_gagnés _a.dat (cts. gagnés au cours du chargement)
i=it1 i=1

.
>

Traitement du i™ ct. du fichier cts_av ch _adat

Fvinit _ }_;’vav_ch . Fvinit _ Fvav_ch . 6init _ é‘av_ch
n ~ 'n s t — 4t H c Y

'

—init Jinit 7 init

Attribution des caractéristiques initiales du contact ]

Initialisation du repére local (7™, ,¢, ) lié au contact i dans sa configuration avant chargement

v

[ Projection dans le repére local initial (7™, ,,"") }

init __ poinit —init init __ poinit 7init | init __ painit 7init |
S =FENR s U =FET 5 fy =FET R

n

¥

Recherche du contact i dans le fichier cts _ap ch _a.dat
Présence du contact i ?

_oui ‘ non
< Ll 1
<
Recherche du contact i dans le fichier
Attribution des caractéristiques finales du ct. L cts_perdus oO.dat )
7 final __ phap ch o final __ phap ch
EP=F7-*; FM™=F . Y N
5ﬁnal — 5apich . dﬁﬁnal — dljiap*l:h Attribution des caractéristiques finales du ct.
c c > t t

b
final __ Qperdu — g~ perdu
\ oM =", di, =di

Actualisation du repére local (7 £/ ./ ¢
dans la configuration du ct. i aprés chargement

> final _ rhperdu > final __ 15 perdu
™ =5y F™ =F,

/

e — - = N
Actualisation du repére local (7 £ 7.7

| dans la configuration du contact i lors de sa perte)

> , < |
( Projection dans le repére local final ( 7/ ,i;ﬁ . fzﬁ "y R
f;,ﬁmll — F_';lﬁnal ﬁﬁnal : f;lﬁnal — F_';ﬁnal aﬁnal : tfnal — ﬁ;ﬁnal E'Zﬁnal
du, = dii, ™ ; du,, = di, t;"
o ! ! J

¥

/" Calcul du travail du second ordre au contact dans la direction normale, tangentielle et total N

d2w:t — (f;lﬁnal _finit)(gcﬁnal _ é‘cinit)

n
P =~ ) iy + (1~ £
\_ d’w =d’we +d*w" )

Y

Calcul des valeurs globales du travail du second ordre aux contacts
AW =d"W +d*we [V
dZVVtct — dzn/tct + dzwtct / Vv
AW =d*W* +d*w" [V

Sii<N;

-
(tous les cts de cts_ av_ch _cidat ne sont pas traités) Si i = N; (voir suite sur page suivante)
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j=1

J=j+1 _sij<N,j=j+1; sinonFIN

Traitement du /™ ct. du fichier cts_ap ch _cdat

Recherche du contact j dans le fichier cts _av _ch _a.dat
Présence du contact i ?

|

oui
—

>

non

(le contact a déja été traité dans la boucle précédente)

Attribution des caractéristiques finales du ct.
> final _ phap_ch > final _ 1hap_ch
F;l - F;z s F; - F;
50ﬁnal — 5capﬁch ; dﬁtﬁnal - dﬁtap*Ch

Y

f—(—\

Recherche du contact j dans le fichier cts gagnés _oa.dat

v

~

Attribution des caractéristiques initiales du contact
rhinit _ phgagné rinit __ rhgagné init __ Cgagné
F‘n B F;l 2 E - E ’ 50 B 60

!

—>1mt "mtt -’init)

o0
lié au contact j dans sa configuration lors de sa création

Initialisation du repére local (7

‘}k

—»m;t mzt = init )

Projection dans le repere local initial (7 A
init __ prinit >init init init —'mzt . init init mzt
f - F;l n ’ f;l - F 1 ’ f;Z - F 2

J

" )

[ Actualisation du repére local (7

— final tfnal —'fnal

) dans la configuration du ct. j aprés chargement ]

v

-

Projection dans le repére local final (7, £ ™

)

‘f;lﬁnal — F;lﬁnal ’—,iﬁnal . ‘f;lﬁnal — F;ﬁnal Z;fmll .

]

= 7 final _ 37 7 final
du, =du, """ ; du,, =du, t;

final _ 1> final 7 final
-f;2 - F; t2

\

Y

Calcul du travail du second ordre au contact dans la direction normale, tangentielle et total

;:t — (f;[ﬁnal _ ftmt )(év"nal é‘cinit )

dZM)tct _ (ffnal ftmt) du,] + (ffnal fmtt) du,z
d*w* =d*w +d*w/"

v

Calcul des valeurs globales du travail du second ordre aux contacts
dZVVnct :dZancz +d2W,c,t/V
dZW;ct deVVtct +d2Wtct/V
AW =d"W* +d’w’ [V

“S<N, ¥sii-w

FIN

Fic. 5.9 — Algorithme de post-traitement pour le calcul du travail du second ordre aux contacts.
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5.3.1.2 Résultats et influence des composantes d*W< et d*W§

Nous présentons en premier lieu les résultats concernant la décomposition du travail du second
ordre global aux contacts d>W¢ en une composante liée a la direction normale des contacts
d*W et et Pautre liée & la direction tangentielle d?Wt. Etant donné que nous nous intéressons
& des valeurs non normalisées du travail du second ordre nous préférons ici les représentations
cartésiennes aux représentations circulaires utilisées dans le Chapitre 3. La lecture des tracés
est ainsi plus aisée.

La Figure 5.10 montre dans un repére cartésien les valeurs de d?W<, d>W< et d?W§' en
fonction de la direction de chargement en contrainte o pour un état de contrainte-déformation
isotrope (o3 = 100 kPa, = 0.0). Quelque soit la direction de chargement o, d*W<t et d?W
sont positifs, et par conséquent d>W également. La loi d’interaction utilisée dans la direction
normale au contact est uniquement élastique, par conséquent d2W< ne peut étre que positif
(voire nul si aucun contact ne travaille dans la direction normale). Nous avons vu que pour un
état isotrope le comportement du modéle discret est essentiellement élastique (Sect. 3.2.2.1,
p. 78). Seul un trés faible nombre de contacts glisse, les autres travaillent dans la direction
tangentielle de maniére élastique, ce qui explique les valeurs positives de d?W.

Sur la Figure 5.11 sont présentées les valeurs d?W<, d>W<t et d*W¢* pour un confinement
o3 = 200 kPa et pour n = 0.31, 0.77 et 0.81. Pour chacun des trois états de contrainte, les
directions de chargement peuvent étre séparées en deux ensembles complémentaires. Considé-
rons par exemple I’état de contrainte correspondant a n = 0.31. Pour a € [80°; 200°] les valeurs
absolue de d?W< d*?W<t et d?*W¢t sont importantes par rapport aux valeurs de ces mémes
grandeurs pour « € [0°; 70°] U [210°; 360°]. Dans le dernier ensemble les valeurs de d>W<,
d*Wet et d>W £ sont faibles mais non nulles bien que la figure puisse le laisser penser. Les di-
rections pour lesquels les valeurs absolues du travail du second ordre global aux contacts sont
importantes correspondent aux directions engendrant des déformations plastiques en régime
dynamique (cf. 3.2.3, p. 86), soit les directions pour lesquelles les déformations (& ’échelle de
Péchantillon numeérique) sont les plus importantes. C’est également dans ce dernier cas que les
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FiG. 5.10 — Travail du second ordre global auz contacts: composante normale d*°W<t, tangen-
tielle d>W¢', et valeur totale d*W*, pour un état de contrainte déformation isotrope (o3 = 100
kPa, n =0.0).
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FiG. 5.11 — Travail du second ordre global auz contacts: composante normale d*W<, tangen-
tielle d>W¢t, et valeur totale d*W*, pour trois états de contrainte déviatoires (o3 = 200 kPa,
n = 0.31; 0.77; 0.81).
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déplacements relatifs aux contacts sont les plus importants et que I'on peut donc s’attendre
aux valeurs (en module) les plus importantes de d?W¢, d?W<t et d*W¢t.

Nous remarquons ici encore que la composante normale du travail du second ordre global aux
contacts d?W< est toujours positive quelque soit la valeur de .. Concernant la composante
liée & la direction tangentielle d>W;t, celle-ci est toujours négative pour des directions de
chargement conduisant & des déformations plastiques en régime dynamique (comparer les
Figs. 5.11-a et -b respectivement avec les Fig. 3.14-a, p. 87 et 3.15-a, p. 88). Elle I’est quelques
fois pour des déformations plastiques en régime quasi-statique. A I'inverse d2W* est toujours
positif lors de déformations élastiques. Finalement nous constatons que le travail du second
ordre global aux contacts d?W¢ est toujours positif quelque soit I’état de contrainte. Nous
n’avons d’ailleurs jamais trouvé au cours de ce travail de thése de valeurs négatives de d?W ¢
méme si un nombre significatif de contacts ont individuellement une valeur de d?w® négative
(entre 6% et 7% lors de déformations plastiques en régime dynamique pour I’état de contrainte
o3 = 200 kPa, n = 0.77).

5.3.1.8 Comparaison entre le travail du second ordre global aux contacts et du travail du
second ordre macroscopique

Les états de contrainte considérés sont identiques & ceux de la section précédente.

La comparaison entre le travail du second ordre macroscopique d?W et le travail du second
ordre global aux contacts d2W¢ pour 1'état isotrope (o3 = 100 kPa, = 0.0) est montrée sur
la Figure 5.12. Dans ce cas ou les déformations sont essentiellement élastiques quelque soit la
direction de chargement «, on établit numériquement que d>W¢e = d?W.

La Figure 5.13 présente la comparaison pour les états de contraintes caractérisés par o3 =
200 kPa et n = 0.31, 0.77, 0.81. D’une maniére générale on remarque que les valeurs de d?W ¢
sont égales aux valeurs de d?W uniquement pour certaines directions de chargement. Les
Figures 5.13-a et -b sont & comparer respectivement avec les Figures 3.14-a (p. 87) et 3.15-a
(p. 88) qui montrent pour les mémes états de contrainte la norme des déformations plastiques
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FiG. 5.12 — Comparaison entre le travail du second ordre macroscopique et le travail du second
ordre global auz contacts pour un état isotrope (o3 = 100 kPa, n = 0.0).
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FiG. 5.13 — Comparaison entre le travail du second ordre macroscopique et le travail du

second ordre global auzr contacts pour des états de contrainte déviatoires (03 = 200 kPa,
n =0.31; 0.77; 0.81).
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et I’énergie cinétique maximale en fonction de la direction de chargement «. On remarque
alors que d?W¢ n’est plus égal numériquement & d?W dés lors que le maximum de ’énergie
cinétique ne tend plus vers 0. C’est-a-dire dés lors que la sollicitation conduit & des déforma-
tions plastiques en régime dynamique. A l'inverse lorsque les déformations sont élastiques ou
plastiques en régime quasi-statique on établit numériquement que d?W¢ = d?W. Notons que
les valeurs négatives du travail du second ordre macroscopique d?W ont toujours été trou-
vées lors de déformations plastiques en régime dynamique. Comme 1’illustre la Figure 5.13-c
nous n’avons pas trouvé d’égalité entre d2W< et d?W lorsque d’W est négatif. Nous avons
d’ailleurs mentionné précédemment que ’on a toujours trouvé des valeurs positives de d>W <.

Intéressons nous & une direction de chargement donnée pour laquelle d?W¢ > d?W, par
exemple la direction o = 130°de 1’état de contrainte o3 = 200 kPa, n = 0.31. Nous avons
calculé pour ce chargement 1’évolution du travail du second ordre global au contact d?W¢ au
cours de la simulation. Pour ce faire on s’appuie sur le principe du calcul de d?W¢ exposé
dans la Section 5.3.1.1 (p. 151), & ceci prés que l’algorithme présenté sur la Figure 5.9 (p. 155)
est exécuté non pas directement sur la totalité de l'incrément de chargement mais successi-
vement sur des incréments de plus en plus grands dont ’origine correspond toujours & 1’état
avant chargement et ’extrémité a un état intermédiaire compris entre 1’état avant chargement
et I’état aprés chargement. Le dernier des cent états intermédiaires considérés est confondu
avec ’état aprés chargement. A partir de I’évolution de ’état de contrainte et de déforma-
tion & la frontiére de I’échantillon nous calculons également I’évolution du travail du second
ordre macroscopique d?W. La Figure 5.14 montre ’évolution de l’expression d?W¢ — d?W
au cours de la simulation de 'application du chargement. L’évolution de I’énergie cinétique
est également représentée. Tant que la réponse de ’échantillon numérique a la sollicitation
est quasi-statique la différence entre d?W< et d?W reste nulle. L’accroissement soudain de
la différence d?W< — d?W est corrélée avec 'accroissement soudain de 1’énergie cinétique.
Dés que I’énergie cinétique tend & nouveau vers une valeur nulle la valeur de d?W< — d?W
reste constante. Ces observations mettent clairement en relief que dans le cas des simulations
discrétes pratiquées ici, le travail du second ordre global aux contacts n’est plus directement
lié au travail du second ordre macroscopique dés lors que des événements dynamiques se
produisent.
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Fi1G. 5.14 — Comparaison entre ’évolution de la valeur de lezpression d*W< — d*W et

de Uénergie cinétique au cours de la simulation du chargement dans une direction donnée
(03 =200 kPa, n = 0.31, a = 130°).
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5.3.1.4 Bilan énergétique

Notons que la différence constatée entre d>W< et d?W lors d’événements dynamiques pourrait
étre lié & un phénomeéne dissipatif non pris en compte. Pour vérifier ce point nous comparons
I’énergie apportée a ’assemblage granulaire que nous appelons énergie externe dW et l'énergie
interne dW< liée & la déformation de chacun des contacts de ’assemblage. En toute rigueur
I’énergie cinétique serait & prendre en compte dans ce bilan énergétique. Cependant celle-ci
est négligeable par rapport & dW et dW<, méme lors d’événements dynamiques.

Nous notons k le k™€ cycle de calcul de la MED effectué pour une simulation. ¢, est alors le
temps de simulation au cycle k et Aty le pas de temps numérique entre les cycles k — 1 et k.
dW est donnée par:

nb cycles
AW = > oA Agh, (5.16)
k=2

avec ot*~At/2 Jg tenseur de contrainte au temps tr — Aty /2 et Aet* le tenseur d’incrément

de déformation entre les temps tp — Aty et .

dW* est calculé suivant I’expression ci-dessous:

nb cycles
1
dwet — = Z [ Z (frtlk*Atk/Z((Sék_éik*Atk)+
k=2 contacts
o TR Ayl gl A2 Augg)], (5.17)

avec:

_ t— Aty /2 te— Aty /2 .
~ fle Aty/2 I k2 ot fis &/ respectivement les composantes de la force de contact

suivant 7, £ et fy au temps t, — Aty /2,

- 52’9*&’“ et 0% les interpénétrations des sphéres au point de contact respectivement aux
temps t — Aty et tg,

- Aui’f et Auig les composantes suivant ¢; et o de l'incrément de déplacement tangentiel
relatif Aﬁi’“ entre les temps t;, — Aty et t; fournit par SDEC.

La Figure 5.15 montre I’évolution de dW et dW* au cours de la simulation & partir de laquelle
a été obtenue la Figure 5.14 (03 = 200 kPa, n = 0.31, & = 130°). On trouve une variation
brutale de ’énergie de déformation peu aprés 0.02 s qui correspond au réarrangement micro-
structurel mis en évidence par le pic d’énergie cinétique visible sur la Figure 5.14. Malgré
ce fait les courbes représentant les évolutions de dW et dW¢ sont confondues. On vérifie
donc bien que toute I’énergie fournie a l'assemblage granulaire est consommée par la seule
déformation des contacts. A titre d’exemple nous présentons également sur la Figure 5.16
les valeurs de dW et dW< calculées & partir de la simulation des recherches directionnelles
respectivement pour o3 = 200 kPa, n = 0.31 et o3 = 200 kPa, n = 0.77. Ici encore nous
vérifions numériquement que dW = dW <.
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Fi1G. 5.15 — Comparaison entre les évolutions de l’énergie externe et interne au cours de la
simulation du chargement dans une direction donnée (o3 = 200 kPa, n = 0.31, a = 130°).

5.3.1.5 Bilan

Nous rappelons ci-dessous les principaux points mis en évidence lors de cette approche numé-
rique.

— Lorsque les déformations (& ’échelle de I’assemblage granulaire) sont élastiques le travail
du second ordre global aux contacts est toujours positif et chacune de ses composantes,
normale et tangentielle, également. En effet, avec la loi de contact utilisée la composante
normale est nécessairement positive et la composante tangentielle ne peut étre négative
que si des contacts glissent sous certaines conditions (entre autre: descente du critére de
Coulomb). On vérifie numériquement que d?W< = d?W.

— Pour des déformations plastiques en régime quasi-statique la composante tangentielle du
travail du second ordre global aux contacts peut étre positive ou négative. Dans tous les
cas le travail du second ordre global aux contacts est positif et on vérifie numériquement
que d*W¢ = d*W.

— Lors de déformations plastiques en régime dynamique la composante tangentielle d>W;*
est toujours négative. Le travail du second ordre aux contacts reste cependant positif.
Dans ce dernier cas on ne vérifie plus numériquement 'égalité entre d?W< et d?W.
L’accroissement de la différence entre ces deux derniéres grandeurs est directement cor-
rélé aux phases dynamiques de réarrangement de la micro-structure. Nous excluons que
cette différence soit liée & un phénoméne dissipatif non pris en compte car nous vérifions
numeériquement dans tous les cas que dW = dW <.

Avant d’avancer une explication vis-a-vis de la non égalité de d*W< et d?W pour des dé-

formations plastiques en régime dynamique nous proposons de nous intéresser & ’approche
analytique présentée dans la section suivante.
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Fia. 5.16 — Comparaison des valeurs de l’énergie externe et interne pour des recherches di-
rectionnelles (o3 = 200 kPa, n = 0.31; 0.77).

- 163 -



Origines microscopiques du travail du second ordre

5.3.2 Approche analytique
5.8.2.1 Présentation de la relation micro-macro

A la suite de développements analytiques, Nicot & Darve [89] ont exprimé le travail du second
ordre sous sa forme semi-Lagrangienne & partir de variables a 1’échelle des contacts et des
grains.

Rappelons tout d’abord l’expression semi-Lagrangienne du travail du second ordre (Eq. (3.8),
p. 93):

A:dﬂ-”W7
J

ou:

— m;; est le premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff dont nous rappelons ’expres-
sion en fonction du tenseur de contrainte de Cauchy: w = J o (F~ 1),

— u; est le champs de déplacement,

- a:? référe au point matériel dans la configuration de référence.

Résumons & présent la démarche suivie par Nicot & Darve [89).

Dans un premier temps les auteurs s’attachent & la description de la zone de contact entre
deux grains gl et g2 de forme convexe. Comme cela a été fait dans ’approche numérique,
deux repéres sont définis: le premier noté R est un repére global Galiléen. Le deuxiéme repére
noté R est un repére local lié au contact considéré défini par (7, 1, 52) ou 7 est normal
au plan tangent au contact et #] et fo appartiennent au plan tangent. La dérivée temporelle
d’une variable v par rapport au repére ‘R est notée diy. Elle est notée dqp lorsque la dérivée
temporelle est calculée par rapport au repére R. La zone de contact entre les deux grains
impliqués est considérée comme un corps de volume V¢ & l'intérieur duquel existe un champ
de contrainte et de déformation. Sur la base d’une description semi-Lagrangienne le travail
du second ordre a associé a ce contact est défini comme:

A 5 Ou;
a —/ dmij d =2 dV*°. (5.18)
Vet 8.%

Par application de la formule de Green et en tenant compte du fait que ’état de contrainte-
déformation du corps considéré dépend de la force de contact et du déplacement relatif au

point de contact des grains, Nicot & Darve montrent que a“ peut également s’écrire:

ot = dF . da, (5.19)

ol dF est lincrément de force appliqué par le grain g1 sur le grain g2 et dii est incrément
de déplacement relatif du grain g1 par rapport au grain ¢g2. Cette derniére expression de a
(Eq. (5.19)) est identique & celle que nous avons proposée pour d?w® (Eq. (5.4), p. 143).

Dans un deuxiéme temps, les auteurs considérent un assemblage granulaire de volume V' et de

frontiére I' constitué de grains sphériques. En considérant que, lors de ’évolution instantanée
de ’assemblage granulaire & partir d’'un état d’équilibre, 1’énergie mécanique apportée au
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systéme est transformée en énergie de déformation et en énergie cinétique, Nicot & Darve
démontrent la relation suivante:

A= H S (dF . day - S (Fets, d%g)} (5.20)

contacts gel

ot F'¢*%9 est une force externe? appliquée & un grain g situé a la frontiére I' de I’assemblage
granulaire et d29 'accélération du méme grain g.

Ainsi, le travail du second ordre d’un assemblage granulaire sous sa forme semi-Lagrangienne

A exprimé a partir de variables tensorielles est égal & la sommation A% = — g a sur

contacts
I’ensemble des contacts de 'assemblage du travail du second ordre associés aux contact a“,

1 _
moins un terme complémentaire v Z(F @9 d2#9) qui prend en compte I’accélération des

gell
grains situés a la frontiére de 1’assemblage.

Revenons sur I’approche numérique présentée précédemment, nous pouvons noter que la com-
paraison qui a été effectuée différe de la relation (5.20) obtenue analytiquement sur deux
points.

— Premiérement, ’approche analytique prend en compte la forme semi-Lagrangienne du
travail du second ordre exprimé & partir de variables tensorielles alors que d’un point de
vue numérique nous avons considéré 'expression classique d’W = do : de. Nous avons
vu 4 la Section 3.3.1 (p. 93) que d?W sous-estime légérement les valeurs de A lorsque les
déformations sont importantes. Cependant cette différence entre d?W et A reste petite
en regard de la différence entre d?W et le travail du second ordre global aux contacts
d?>Wet lorsqu’elle existe.

— Deuxiémement, nous n’avons pas pris en compte lors de I’approche numérique le terme

1 .,
complémentaire v Z(F vt d279) de la relation (5.20).
gel

Nous allons donc évaluer 'importance de ce terme dans la section suivante.

5.8.2.2 Influence du terme complémentaire

Au cours de la simulation, la vitesse de déplacement des parois en contact avec la frontiére de
I’échantillon numérique est controélée soit directement, soit indirectement par l'intermédiaire de
I’algorithme d’asservissement en contrainte. On peut supposer que les grains de I’échantillon
en contact avec les parois (soit les grains & la frontiére de ’échantillon) ont une vitesse et
une accélération identiques & celles des parois. Rappelons que les recherches directionnelles
sont contrdlées en contrainte. De ce fait, la vitesse et I'accélération des parois et des grains &
la frontiére de I’échantillon peuvent subir de fortes variations, notamment lors d’événements
dynamiques. Dans ces conditions, il est difficile d’attribuer une valeur d’accélération sur un
incrément de chargement aux grains & la frontiére de 1’échantillon.

2. Le terme ezterne signifie ici extérieur & P’assemblage granulaire. Imaginons que ’on isole un amas de
grains d’un ensemble plus important, la force de contact exercée par un grain extérieur a I’amas sélectionné
sur un grain appartenant a la frontiére de 'amas est une force extérieure
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A Tl'inverse, si la recherche directionnelle est controlée en déformation, on peut imposer une
vitesse constante aux parois, on peut alors supposer que les grains en contact avec les pa-
rois ont également une vitesse & peu prés constante, soit une accélération nulle. Le terme

1 "
complémentaire v Z(F et d?79) de la relation (5.20) s’annule alors.
gel

Nous comparons pour deux directions de chargement (o = 130°t 150°) correspondant res-
pectivement & deux états de contrainte (o3 = 200, n = 0.31 et n = 0.77), les valeurs des
travaux du second ordre macroscopique d’>W et global aux contacts d2W¢ calculés numeéri-
quement pour un contrdle en contrainte et un contréle en déformation. Pour le contréle en
déformation, sont imposées les valeurs de ||dé]| et 5 trouvées lors de la simulation du charge-
ment en contrainte. Sur les Figures 5.17 et 5.18 sont présentés les chemins de contrainte et de
déformation suivis dans le cas du contrdle en contrainte et celui du contréle en déformation.

F1G. 5.17 — Chemins de contrainte (a) et de déformations (b) pour une recherche directionnelle
pilotée en contrainte (o = 130°) puis en déformation & partir de l’état initial: o3 = 200 kPa,
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F1G. 5.18 — Chemins de contrainte (a) et de déformations (b) pour une recherche directionnelle
pilotée en contrainte (o = 150°) puis en déformation & partir de l’état initial: o3 = 200 kPa,

n=0.77.
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Les Figures 5.19 et 5.20 montrent les évolutions de d?W et d?W< pour les contrdles en
contrainte et en déformation respectivement pour les états de contraintes caractérisés par
n=0.31 et n = 0.77. Que ce soit vis-a-vis du travail du second ordre macroscopique d*W ou
du travail du second ordre global aux contacts d>W¢ les valeurs calculées en fin d’application
du chargement sont peu influencées par le mode de controle (en contrainte ou en déformation).
En effet, tant que la condition limite de Mohr-Coulomb n’est pas atteinte un controéle de
Péchantillon totalement en contrainte (sans combinaison mixte linéaire) et totalement en
déformation (sans combinaison mixte linéaire) devrait mettre en évidence un comportement
identique du matériau en question, ce qui est & peu prés vérifié. Dans tous les cas, on remarques
que la différence entre d?W< et d?W est presque inchangée en fonction du mode de contréle.
Nous en concluons que le terme complémentaire de la relation (5.20) est négligeable dans le
cas des simulations discrétes présentées dans ce mémoire.
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Fi1G. 5.19 — Comparaison du travail du second ordre macroscopique d°W et du travail du
second ordre global auz contacts d*W< pour une recherche directionnelle pilotée en contrainte
(v = 130°) (gauche) puis en déformation (droite) & partir de l’état initial: o3 = 200 kPa,
n = 0.31.
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Fi1G. 5.20 — Comparaison du travail du second ordre macroscopique d°W et du travail du
second ordre global auz contacts d*W < pour une recherche directionnelle pilotée en contrainte
(v = 150°) (gauche) puis en déformation (droite) & partir de l’état initial: o3 = 200 kPa,
n=0.77.

- 167 -



Origines microscopiques du travail du second ordre

5.4 Conclusion

L’approche analytique nous apprend qu’il existe manifestement un lien direct (Eq. (5.20))
entre le travail du second ordre exprimé de maniére tensorielle (a 1’échelle de l’assemblage
granulaire) et le produit dF,.di, que nous nommons travall du second ordre au contact.

Cette relation fait apparaitre un terme complémentaire v Z (F ext’g.dQ:Ug) que nous ne

gel
pouvons pas calculer directement mais que nous estimons négligeable. Pourtant, nous vérifions

numériquement la relation (5.20) dans le cas de déformations élastiques et plastiques quasi-
statiques mais non dans le cas de déformations plastiques en régime dynamique.

Nous expliquons cette divergence par le fait suivant: le travail du second ordre est une grandeur
impulsionnelle valable & un temps initial ¢ correspondant & un état d’équilibre. C’est d’ailleurs
en considérant ’évolution instantanée a ¢ de 1’énergie du systéme que la relation (5.20) a été
établie. D’un point de vue numeérique (comme cela serait le cas d’un point de vue expérimen-
tal), le travail du second ordre macroscopique et aux contacts sont calculés sur un intervalle
de temps fini. Lorsque des événement dynamiques surviennent, les chemins de contrainte et
de déformation & 1’échelle de ’assemblage granulaire, mais aussi les variations des forces de
contact et des déplacement relatifs aux contacts sont fortement non linéaires. Le calcul de
la variation de ’'une de ces variables sur un incrément fini ne refléte plus alors son évolution
instantanée et la relation (5.20) n’est plus vérifiée numériquement. C’est pour cette méme
raison qu’il n’est pas possible de calculer numériquement le terme complémentaire de la re-
lation (5.20) lors d’événements dynamiques puisqu’il fait intervenir ’accélération instantanée
des grains & la frontiére de ’assemblage.

Etant donné que I’'on ne vérifie pas numériquement ’égalité entre d?W< et d>W lorsque d*W
est négatif, soit lorsque d?W indique un point de bifurcation, il parait difficile de discuter
des origines microscopiques de I’annulation de d?W dans le cadre de I’approche numérique
menée ici. Mentionnons toutefois quelques caractéristiques typiques correspondant & 1’état
de contrainte o3 = 200 kPa, n = 0.77 et des incréments de chargement donnant lieu a des
déformations plastiques en régime dynamique. Entre 6 et 7% des contacts ont une valeur de
d?>w* négative, ils représentent environ 58% des contacts glissants. La trés grande majorité des
contacts avec une valeur de d?w® négative se situent dans le réseau de contacts faibles (97%)
avec une proportion similaire & celle de ’ensemble des contacts glissant (97% également).
D’apreés ces chiffres on se rend compte qu’un faible nombre de contacts contribuent au fait
que d?W§t soit négatif. La plus grande partie de ces contacts sont dans le réseau faible au
méme titre que les contacts glissants.

Staron [122] a mis en évidence un mécanisme de ruine des chaines de forces fortes suite au
grossissement d’amas de contacts glissants sous I’action d’'un chargement extérieur. Lorsque
ces amas de contacts glissants sont de dimension trop importante ils ne permettent plus aux
contacts faibles de soutenir les chaines de forces fortes qui s’effondrent. Puisque les valeurs
négatives de d?w se situent dans le réseau faible et dépendent directement des glissements
au contact, on pourrait envisager un lien entre le scénario décrit par Staron et ’annulation

de d*Wet.
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Dans le cas des sols et plus généralement dans celui des matériaux granulaires, qui sont des
matériaux non associés, des ruptures diffuses existent pour des états de contrainte strictement
inclus dans la condition limite de plasticité. Une approche permettant de décrire et de prédire
ces ruptures mérite d’étre développée. Celle considérée dans le présent document est basée
sur 'idée selon laquelle une rupture diffuse correspond au chemin de réponse qui est sujet
a bifurcation avec perte d’unicité constitutive au point de bifurcation. Dans cette approche,
la premiére étape consiste & étre capable de détecter ’ensemble des points de bifurcation. A
I’heure actuelle, nous n’irons pas jusqu’a dire que le critére portant sur le signe du travail
du second ordre permet de détecter tous les points de bifurcations. Cependant, d’apreés les
travaux effectués par divers auteurs, dont une synthése est donnée dans le premier chapitre, le
critére du travail du second ordre est pour l'instant le critére le plus général dont on dispose
pour détecter un point de bifurcation. Notamment, pour un matériau non associé, il est violé
pour des états de contrainte qui peuvent étre trés largement inclus dans la condition limite de
plasticité. La deuxiéme étape porte sur la réponse suivie par le matériau & partir du point de
bifurcation. Pour que le critére du travail du second ordre soit réellement utile ’idéal serait
de pouvoir identifier les conditions qui vont pousser le matériau & suivre une réponse plutot
qu’une autre, ou du moins la réponse qui va conduire sa rupture. Si I’on souhaite appliquer
cette approche & des problémes réels, ou plus formellement & des problémes aux limites, une
étape supplémentaire est & considérer: 1’établissement du lien entre la rupture, ou du moins
la rupture potentielle, en un point du massif du matériau considéré et la rupture du massif
ou d’une de ses parties?®.

Le travail de thése présenté dans ce mémoire s’inscrit dans la premiére et la deuxiéme étape
de I'approche qui vient d’étre décrite, soit la détection des points de bifurcation a 1’aide du
critére du travail du second ordre et le lien entre ces points de bifurcation et la rupture.
Par ailleurs, I'utilisation d’une méthode numérique discréte basée sur une description dyna-
mique du mouvement des grains présente trois avantages: premiérement c’est une approche
originale du sujet traité qui jusqu’a présent avait été abordé principalement avec des mo-
déles phénoménologiques (notons qu’une approche micro-mécanique, au sens analytique du

3. Une approche alternative a celle qui a été énoncée consiste a considérer le massif comme un systéme et
a étudier directement sa stabilité a partir de la condition (globale) suffisante de stabilité de Hill (Eq. (1.6),
p. 18).
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terme, a également été effectuée depuis linitiation de cette thése (Nicot & Darve [88; 89]));
deuxiémement la prise en compte du mouvement dynamique des grains permet de simuler des
effondrements tels qu’ils pourraient étre observés & partir d’essais expérimentaux; troisiéme-
ment la description du matériau & 1’échelle de ses hétérogénéités autorise la recherche d’une
signification physique & I’échelle microscopique d’une grandeur macroscopique.

Compte tenu des explications données dans les paragraphes précédents, les résultats obtenus
peuvent étre rappelés, discutés et mis en perspective en considérant trois parties: (i) la détec-
tion de points de bifurcation d’aprés le critére du travail du second ordre par des simulations
numériques directes; (ii) des conditions d’évolution du matériau d’un point de bifurcation vers
la rupture; (iii) les origines microscopiques de la bifurcation.

La détection de points de bifurcation d’aprés le critére du travail du second ordre
par des simulations numériques directes

Dans le cadre d’une relation phénoménologique indépendante du temps et avec la prise en
compte de l'identité d’Euler pour la relation constitutive incrémentale, le travail du second
ordre apparait comme une grandeur dont le signe dépend uniquement de la direction de
sollicitation. A partir de cette constatation, 1’étude du signe du travail du second ordre et
donc la recherche de points de bifurcation implique la réalisation de recherches directionnelles.
Le code SDEC a été adapté pour répondre & ce besoin et une procédure numérique a été
développée pour la simulation de ces recherches directionnelles dans le plan d’axisymétrie des
incréments de contrainte. Bien qu’elles n’aient pas été réalisées, I’adaptation faite du code
permet également de simuler des recherches directionnelles dans I’espace tridimensionnel des
incréments de contrainte.

Les simulations des recherches directionnelles dans le plan d’axisymétrie des incréments de
contrainte ont montré, pour le modéle numérique considéré, que des valeurs négatives du tra-
vail du second ordre existent & I’intérieur du critére de Mohr-Coulomb. Un aspect remarquable
de ce résultat réside dans le fait qu’il peut étre retrouvé avec deux autres approches fondamen-
talement différentes (Nicot & Darve [88], Sibille et al. [119]): avec une relation constitutive
phénomeénologique (INL2) et un modeéle micro-mécanique (le modéle micro-directionnel). Pour
ces trois modeéles, les directions issues d’'un méme état de contrainte-déformation et violant
le critére du travail du second ordre, sont réunies dans un céne de directions instables diri-
gées vers lorigine du plan d’axisymétrie des contraintes (& l’exception de la relation INL2
avec laquelle deux cones sont trouvés pour des niveaux de contrainte élevés). D’une maniére
générale, plus le niveau de contrainte est élevé (proche de la condition limite de plasticité)
plus ces cones sont ouverts. Plus particulierement les mémes tendances sont observées entre le
modéle numeérique discret et la relation INL2*: plus le matériau est lache, plus le domaine de
bifurcation est étendu et plus les cones sont ouverts, c’est-a-dire plus le nombre de directions
de chargement violant le critére du travail du second ordre est important. De plus, nous avons
vu que les directions incluses dans les cones dépendent de la densité. En effet, nous avons
montré que le signe du travail du second ordre dépend en partie de la direction de 1’écou-

4. La comparaison entre le modéle micro-directionnel d’une part et le modéle numérique discret et la
relation INL2 d’autre part n’est pas discutée ici non pas parce que les résultats ne convergent pas mais parce
que l'influence de certains facteurs sur le signe du travail du second ordre n’ont pas été étudiée avec le modéle
micro-directionnel, notamment l'influence de la densité du matériau.
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lement plastique et que cette derniére semble influencée par la densité. Par conséquent les
directions de chargement qui vont conduire & une bifurcation possible voire & un effondrement
dépendent de la densité du matériau.

Les sols sont trés rarement composés d’une unique phase solide, ils sont le plus souvent saturés
ou partiellement saturés. Nous savons que la teneur en eau par 'intermédiaire de la succion
4 une influence trés importante sur le comportement mécanique des sols. Pour étendre le do-
maine d’application de I’approche proposée il serait bon d’étudier I’influence de la teneur en
eau sur le domaine de bifurcation, et les directions instables.

Des conditions d’évolution du matériau d’un point de bifurcation vers la rupture

La détection des points de bifurcation par le critére du travail du second ordre est quelque chose
d’assez bien maitrisée aujourd’hui méme si des cas de chargements généraux dans ’espace
des contraintes doivent encore étre analysés. Les conditions d’évolution du matériau vers la
rupture & partir d’'un point de bifurcation reste une question plus ouverte. Pour étudier ce
probléme nous nous sommes basé sur les définitions de perte de controlabilité et de perte de
maintenabilité proposées respectivement par Nova [92] et Nicot & Darve [89; 90]. La notion de
parameétre de controle généralisé qui accompagne celle de perte de controlabilité et de perte
de maintenabilité constitue une des clefs du probléme. Le choix des paramétres de controle
constitue & notre sens une condition & considérer avec le critére du travail du second ordre
pour décrire et prédire les effondrements & 'intérieur de la condition limite de plasticité.

Nous avons mis en évidence qu’il est possible de trouver pour des directions en contrainte is-
sues d’un point de bifurcation et incluses dans un cone de directions instables un programme
de chargement conduisant & l'effondrement. Les programmes de chargement que nous avons
étudiés en conditions axisymeétriques sont définis par les paramétres de contrdle o1 — o3/R
et €1 + 2R e3. Mais peut-étre existe-il d’autres conditions qui permettent d’induire ’effondre-
ment du matériau & partir d’'un point de bifurcation. A ce titre, de prochains travaux sont &
envisager.

A Tlinstar d’'un essai expérimental, en cellule triaxiale par exemple, un modéle numeérique
discret basé sur une approche dynamique permet de “ visualiser ” directement ’effondrement.
Néanmoins ce n’est peut-étre pas le meilleur choix pour analyser 1’équilibre d’un assemblage
granulaire. L’interrogation mérite d’étre étudiée: des approches quasi-statique ou statique telle
que celles effectuées par Combe [20] autoriseraient peut-étre une analyse plus fine.

Dans tous les cas, les résultats obtenus confirment que le critére de Mohr-Coulomb se révéle
inadapté pour décrire tous les modes de rupture possible. Cela implique une nouvelle vision
de la rupture en géomécanique, telle que celle qui est proposée ici, qui ne va pas du tout dans
le sens d’une confirmation de la sécurité.
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Les origines microscopiques de la bifurcation

Le titre ci-dessus peut paraitre ambitieux, pourtant c’est un résumé en quelques mots de
I’idée sous-jacente que nous avions en cherchant une origine microscopique au travail du
second ordre. D’un point de vue numérique nous vérifions que le travail du second ordre (ma-
croscopique) d?W est égal au travail du second ordre global aux contacts d2W< tant qu’il
n’y a pas de réorganisation micro-structurelle. Lorsque des réorganisations micro-structurelles
se produisent, ce qui se traduit & 1’échelle de ’assemblage granulaire par ce que nous avons
appelé des déformations plastiques en régime dynamique, 1’égalité entre d>W et d>W< n’est
plus vérifiée. Cependant les développements analytiques de Nicot & Darve [89] montrent que
cette égalité existe & un terme complémentaire prés faisant intervenir ’accélération des grains
a la frontiére de ’assemblage granulaire. Ce dernier terme a été jugé négligeable dans le cas
de nos simulations.

Le travail du second ordre est une grandeur que nous qualifions d’impulsionnelle, elle s’exprime
& partir d’un incrément de contrainte et d’un incrément de déformation qui sont infiniment pe-
tits, ils peuvent d’ailleurs étre remplacés par un taux de contrainte et un taux de déformation.
De méme, la relation analytique donnée par Nicot & Darve entre le travail du second ordre et
des variables définies a 1’échelle microscopique est déduite de I’évolution instantanée de 1’état
du matériau & partir d’un point d’équilibre. Les expériences numériques que nous avons réali-
sées consistent en ’application d’incréments de chargement finis. Au cours de 'application de
ces incréments de chargement finis des réarrangements micro-structuraux se développent. Ces
derniers se traduisent & 1’échelle de 1’assemblage granulaire, entre autres, par des incréments
de réponse non linéaires. Dans ces cas, le calcul de la variation de 1’état de contrainte ou de
déformation sur un incrément fini ne refléte plus leurs évolutions instantanées.

Toutes les valeurs négatives du travail du second ordre macroscopique d?W que nous avons
trouvées avec le modéle numérique discret correspondent & des réponses en déformation dites
déformations irréversibles en régime dynamique. Aussi, nous n’avons pas pu établir de lien
direct, d’un point de vue numérique, entre les valeurs nulles ou négatives de d>W et le signe
du travail du second ordre au contact d?w®. Nous retiendrons cependant que, pour la loi
de contact intergranulaire utilisée, le travail du second ordre au contact d’w ne peut étre
négatif que si il y a simultanément glissement dans la direction tangentielle et décharge dans
la direction normale au plan de contact (descente du critére de Coulomb), plus des conditions
supplémentaires sur la direction et I’amplitude du glissement tangentiel. Pour le cas étudié
peu de contacts ont une valeur de d?w négatives (6 & 7 %), ils représentent environ 58 % des
contacts glissants et se situent pour leur quasi totalité (97 %) dans la phase de contact faible.

Staron a étudié dans sa thése la stabilité d’une pente bidimensionnelle constituée d’un empile-
ment de disques. Elle a montré que la perte de stabilité de la pente peut se produire pour des
états de contrainte situés a l'intérieur du critére de Mohr-Coulomb. Elle conclut ses travaux en
affirmant que le comportement des empilements a la rupture résulte de la nature bi-phasique
de la transmission des forces. La stabilité de pentes granulaires n’est pas le fait de la phase
forte seulement, mais de l'interaction des deuz phases, faible et forte. La phase faible est selon
Staron responsable du décalage entre I'état de contrainte mobilisé & la déstabilisation de la
pente et I’état de contrainte & la rupture prédit par le critére de Mohr-Coulomb. La localisa-
tion de la quasi totalité des contacts pour lesquels d?w® < 0 dans la phase faible n’est pas
contradictoire avec les travaux de Staron. Nous pensons qu’il existe sans doute un lien entre
les mécanismes de déstabilisation des pentes mis en évidence par Staron et les ruptures que
nous avons étudiées. La vérification et I’étude de ce lien entre I’approche plutét physique de
Staron et mécanique de Darve et son équipe constitue & notre sens une perspective intéres-
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sante. Le traitement de cette problématique demandera en tous cas de reconsidérer ’approche
que nous avons effectuée.

Pour finir je voudrais replacer ce travail de thése dans son contexte. Le projet de recherche
mené par Darve et son équipe autour du théme de la bifurcation et du travail du second ordre
est en cours depuis plusieurs années. La grande majorité des études s’est effectuée a travers des
développements analytiques, des modélisations constitutives, et des modélisations numériques
avec la Méthode des Eléments Finis. A terme, I'objectif de ce projet de recherche est de décrire
et de prédire des modes de rupture encore inexpliqués sur des constructions anthropiques ou
naturelles. L’approche discréte que nous avons suivie permet d’améliorer la connaissance et la
compréhension du lien entre le signe du travail du second ordre, la bifurcation et la rupture au
sens général du terme. Toutefois, la Méthode des Eléments Finis constitue & '’heure actuelle
un outil extrémement performant pour traiter des problémes aux limites complexes. Aussi,
en attendant un développement plus opératoire des méthodes numériques discrétes, il ne faut
pas voir les résultats présentés ici comme une base pour des études de problémes réels par des
modéles numériques discrets mais plutét comme une source d’enseignements pour nourrir les
modélisations numériques par éléments finis (Laouafa & Darve 73], Servant [113], Khoa [63])
et pour améliorer leur analyse.
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Annexe A: une technique de photogrammétrie numérique pour la mesure des
champs cinématiques discrets

Cette technique comme sa présentation sous forme d’article dans cette anneze est le résultat
d’un travail en étroite collaboration avec Francesco Froiio (Sibille & Froiio [118]).
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Luc Sibille - Francesco Froiio

A numerical photogrammetry technique for measuring microscale
kinematics and fabric in Schneebeli materials

Abstract We present a numerical photogrammetry techni-
que for obtaining semi—automated measurements concern-
ing kinematic fields, i.e. translation and rotation of each “gr-
ain”, and fabric properties of a two-dimensional analogue
granular material. An example is given in which the tech-
nique is applied in a biaxial compression test on a speci-
men consisting of 1300 rods. The information that can be
recorded by the technique is discussed along with its accu-
racy.

Keywords 2D Analogue Granular Materials - Numerical
Photogrammetry - Semi—automated Measurements - Particle
Translation and Rotation - Fabric

1 Introduction

It is nowadays commonly accepted that to improve the un-
derstanding of the behaviour of granular materials we need
more information on the physics occurring at the microscale
(i.e. at the grain—scale). This is further suggested by the fact
that the observation scale at which the material “appears”
as an assembly of grains refers to characteristic lengths that
are close to those exhibited by some common but little—
understood phenomena. For instance, evidence is being br-
ought forward that shear bands are the (macroscale) expres-
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sion of mesoscale structures [1-3]. The ability of particles to
rotate would play a key role in allowing the alternate growth
and failure of these structures inside the shear zone. Consis-
tently with this, efforts have been made in the development
of polar continuum models (e.g. [4-7]) able to cope with lo-
calization phenomena in granular media, but a clear link has
not been established yet between the additional rotational
degrees of freedom introduced by these theories and the ro-
tations observed at a micro— or mesoscale level.

The development of Discrete Element Methods (DEMSs),
e.g. [8,9], provided powerful and flexible investigation tools.
On the other hand, this has had the unfortunate effect that
relatively few attempts have been made to develop finely—
tuned experimental techniques for microscale investigations
of granular materials. This has lead to the paradox of mi-
cromechanics of granular materials as a science based al-
most entirely on “virtual evidence”. The use of two—dim-
ensional, analogue granular materials consisting of assem-
blies of rods was first suggested by Schneebeli [10]. A vari-
ation of this technique with disks of photoelastic materials
instead of rods was used in early experiments to show stress
transmission through force chains in granular materials [11,
12]. Many other experiments have been performed, since
then, using Schneebeli materials, but few attempts have been
made to capture the full kinematics (translation and rotation
of each particle) [13-15]. The focus has been on the kine-
matics of few elements (several hundred), and on very few
time steps. This is due to the obvious difficulties in mea-
suring translations and rotations for a relevant number of
objects by means of a non—automated procedure. With this
study, we try to overcome these difficulties and thus open the
way to full-field measurements of particle translations and
rotations, and of fabric properties, for 2D granular assem-
blies with a large, virtually unlimited, number of elements.

The objective of this work is to allow an increase in
the number of discrete—element physical tests in order to
complete the quite poor quantity of experimental data at the
micro— and mesoscale. These data can be directly used to
highlight micro—mechanisms, or can be used to feed DEM
computation to study contact forces [16]. We introduce the
technique by discussing its application to a biaxial compres-



sion test on a specimen of Schneebeli material. The exper-
imental set—up is described in Section 2, with emphasis on
the optical characterization of the material that is required by
the photogrammetry algorithm. This algorithm is described
in more detail in Section 3. Referring to the biaxial test, in
Section 4, we show the information that can be recorded by
our technique and we discuss its accuracy. The paper con-
cludes with a summary in which we also address the range
of applicability and the perspectives of the technique.

2 Experimental set-up
2.1 2D analogue granular material

The measuring technique introduced in the following was
applied to a specimen of two—dimensional analogue granular
material, i.e. to a vertical pile of wooden (beech) cylindrical
rods, 6 cm in length, with circular sections. The cylindri-
cal rods (in the following named simply “cylinders”) were
sorted according to three different diameters (12, 14 and
20 mm) and equally distributed in terms of their popula-
tion. The front faces of the cylinders, i.e. the faces exposed
to image acquisition, were specially prepared for the appli-
cation of the photogrammetry technique (see Fig. 1 and 2).
For each cylinder, two coloured spots were drawn on a back-
ground of dark paint, in order to detect the rigid motion of
the front face, i.e. its translation and rotation. The first spot
was placed in the centre of the front face and the second near
to the perimeter. The spots were almost circular and approx-
imately 1.5 to 2 mm of diameter. A black (mat) acrylic paint
was used for background and centre spots were coloured in
red, green or blue depending on the cylinder diameter (for
12, 14 or 20 mm, respectively). The colours and the paints
used (see Appendix A) were chosen after performing sev-
eral tests: for the background, it was necessary to minimize
the light reflection and avoid generating noise in the source
image; for the spots, it was necessary to enhance the per-
formance of the image processing software in separating the
colour channels.

2.2 Testing device

A biaxial/shear apparatus named 1y2¢ and developed at the
Laboratoire 3S in Grenoble, was used to impose the loading
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Fig. 1 Sketch of a cylinder

path to the specimen composed of the analogue material de-
scribed above. The apparatus, designed for experiments on
Schneebeli materials, has the freedom to perform both sim-
ple shear and biaxial compression. Figure 3 presents a sketch
of the evolution of the geometrical boundary conditions im-
posed by the apparatus for the particular case of a biaxial
compression test, as in the example discussed in this paper.
The lengths L; and L, (Fig. 3) are controlled through the ac-
tion of electric motors. A set of transducers provides a cen-
tral unit with real time information on the stress/strain state
of the specimen. On the basis of this information, the central
unit continuously modifies the motor velocities in order to
follow the desired stress/strain path. Further details on this
apparatus can be found in [17-19]. It should be noticed that,
in mentioning the concepts of “stress” and “strain” for the
specimen, we are implicitly looking at it as a REV whose
macroscale state variables (stress and strain) can be mea-
sured in the sense of proper averages at the boundary be-
tween the specimen and the loading device.

2.3 Image acquisition

A digital camera (Kodak DCS PRO 14n) was used to acquire
images of the specimen during the biaxial test. This camera
is equipped with a full-frame image sensor, which provides
high resolution images (4500 x 3000 pixels, i.e. 13.5 Mpix-
els). By aligning the camera horizontally and vertically with
the centre of the specimen, and using an appropriate lens
(Sigma APO MACRO 180 mm, angle of view: 13.7 °) the
image distortion was found to be negligible, i.e. the image
formed on the sensor plane can be considered as a homoth-
etic reproduction of the front face of the specimen.

o e—
Fig. 2 Picture of some cylinders
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Fig. 3 Geometrical boundary-conditions imposed in biaxial tests per-
formed with 1y2¢ (cf. Calvetti et al. [13])
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3 Measuring technique

The graph in Figure 4 is a schematic representation of the
procedure by which the position and orientation of each cylin-
der is detected at each time, e.g. at the time labeled ¢; cor-
responding to the i—th shot of the camera. Image filtering
procedures (see Sec. 3.1) are applied to the colour image ac-
quired at time #; in order to separate the four colour channels
(i.e. blue, green, red and white) into four respective black—
and-white (B&W) images. A numerical algorithm is then
applied to each of the four images to obtain, separately for
each channel, the coordinates of each spot. By applying the
algorithm to the B&W image obtained from the blue chan-
nel, one determines the coordinates of the centres of the
20-mm-—diameter cylinders. Using the same algorithm, the
B&W images of the green and red channels give the coordi-
nates of the centres of the 14-mm- and 12-mm-diameter
cylinders respectively. The list of the coordinates for the
white spots, regardless for the cylinder size, is obtained anal-
ogously. Eventually, the nearest peripheral spot is associated
to each central spot. These data are the information that is
required to have a full plot of the configuration of the speci-
men at time ¢;.

The incremental displacement A/"x and the incremental
rotation A/"@ of the generic cylinder m between the times ¢;
and #;,1, are computed by subtracting the position vector of
the central spot and the orientation angle at the two acquisi-
tion times:

A'x = Xﬁl -X;",

)]

spot association

output:
orientation of each
cylinder at ¢;

A6 =67, — 6" 2)

where X" and 6" are, respectively, the position vector and
the orientation angle. To compute (1) and (2), one needs an
(automated) procedure to recognize the same cylinder m in
two subsequent images. The procedure that we adopted is
explained in Section 3.2. Notice that equation (2) is valid
on the condition that incremental rotations of the cylinders
between times #; and #;, are less than 180 °.

3.1 From image filtering to spot coordinates

The filtering procedures are applied to the acquired images
in order to separate the information carried by the four dif-
ferent colours used for the spots and prepare the images for
the coordinate detection procedure. Figure 5 shows how the
blue channel is extracted from the source image at time ¢;.
The same treatment is undergone in parallel by the red, green
and white channels. A proper range of tones of blue is spec-
ified in the input to the image processing software. The pix-
els in the source images that fall into the specified range are
turned to white and all the other pixels are turned to black
(see Fig. 5a and 5b). In this way a B&W image is obtained,
that retains only the information about the blue spots (at time
t;). Random colour pixels appear in the source image that
are not representative of any spot, but are generated as noise
during the image acquisition. To avoid this source of error,
such noise is cut out at three different levels: 1) on the mate-
rial, e.g. using a black mat colour to avoid background light



(b)n (C). (d).

Fig. 5 Spot coordinate detection on the blue channel: (a) blue spot in
the source image, (b) the corresponding area in the B&W image, (c)
after applying the gaussian filter and (d) the maximum intensity pixel

reflections and minimizing diffraction by bevelling cylinder
edges (see Fig. 1); 2) on the source image, by applying a
standard noise filter; 3) after the colour channel extraction,
by removing “false spots”, i.e. clusters of white pixels below
a threshold diameter. We finally focus on the B&W image
of a spot as in Figure 5b: to determine the coordinates of
the centre of the spot we first smooth its image with a gaus-
sian filter (see Fig 5c) and subsequently select the maximum
intensity pixel (see Fig 5d).

3.2 Detection of cylinders in subsequent images

Consider the continuum field u; describing the incremental
displacement field between times ¢; and #;;1 of a 2D con-
tinuum undergoing a homogeneous deformation, subjected
to the same geometrical constraints as those imposed to the
specimen by the testing device. Let us assume that u;(x}")
estimates the incremental displacement of the cylinder m up
to an error smaller than the cylinder diameter [13]. Then, to
recognize the position of the cylinder m at time ¢, |, know-
ing its position at time #;, we seek among all p cylinders at
t;+1 the one satisfying the condition:

3

That is, we seek the nearest central spot in the image at ;| to
the predicted position (x}" + w;(x!")). Although the hypoth-
esis described above is satisfied for the vast majority of the
cylinders in the assembly, the discrete nature of the medium
implies that some of them deviate significantly from this
“average” behaviour. In such cases, we can still use (3) as
long as we restrict the number of candidate cylinders p at
t;+1 by some heuristic assumptions. In the case we studied, a
limitation on the direction of the incremental displacement’
allowed us to have an excellent number of correct detections
(99.9% of the cylinders).

. m m V4
min ’(Xl- +u;(x] )) —Xl.H‘ .

4 Experiment and measurements

We describe and comment on the results obtained by ap-
plying our technique for a biaxial test performed with the
experimental set—up described in Section 2. The specimen
(Fig. 6) was formed by filling the loading device by hand

! The angle between the predicted incremental displacement u;(x")
and the “candidate” incremental displacement (x!, | —x!*) was imposed

to be lower than a threshold angle.

Fig. 6 The specimen in the biaxial/shear apparatus

with cylinders. Particular care was taken to distribute the
three populations of cylinders, corresponding to the three
different diameters, homogeneously in the space. It should
be noted at this point that one can not expect to reproduce
two identical specimens, even if the cylinders are placed at
exactly the same place. This is because, for frictional cylin-
ders, the initially developed fabric of inter—particle forces is
uncontrollable.

In describing the stress—strain path followed by the spec-
imen during the biaxial test, we refer to the small—strain and
small-displacement approximations. According to the sys-
tem of reference adopted in Figure 3, we use o, for the hori-
zontal component of the Cauchy—stress tensor on the vertical
plane and define o, analogously. The strain state is measured
in terms of the components &, and €, of the infinitesimal
strain tensor, representing the stretches along the horizon-
tal and vertical directions, respectively?. The definition of
other stress/strain components is not required as only nor-
mal deformations are applied (i.e. no shear deformation is
allowed) according to the usual procedure for biaxial tests.
After a first isotropic compression of the specimen up to
o, = 0, = 50 kPa, a phase of biaxial compression followed:
a vertical strain rate &, = 1073 min~! was applied while the
horizontal stress ¢, was kept constant by continuously ad-
justing the position of the right vertical boundary. Figure
7 shows the behaviour during the biaxial compression: the
0,-€, and &,-&, curves, €, being the infinitesimal volumetric
strain, can be referred to a typical test on an initially—dense
specimen. Superposed (numbered) circles on the o,-¢, curve
correspond to the shots of the camera.

The (macroscopic) peak friction angle is about 31.5 ° wh-
ereas the friction angle measured between two cylinders in
contact is about 25.5 ° (&2 °). To measure the contact fric-
tion angle we followed the same procedure as in Calvetti
et al. [13]). Analogously, a value of the peak friction an-
gle higher than the (microscopic) contact friction angle was

2 Following the convention usually adopted in Soil Mechanics, pos-
itive values of &, and g, refer herein to compression states in the re-
spective directions, and the coherent convention is adopted for the dual
stress components.
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Fig. 7 Phase of biaxial compression after the isotropic compression:
0,-&,, 0,-€, and &,-¢, curves. Superimposed circles corresponds to the
camera shots, e.g. circle number 6 corresponds to the image acquired
at time ¢

found with DEM simulations by Luding [20] , who also sug-
gests that a contribution to the macroscopic friction is due to
geometric and structural effects. It is not possible to state
that by the end of the test the stress had saturated, as im-
portant fluctuations can be observed (Fig. 7): it seems in
particular that the stress component oy is still decreasing.
Moreover, the volume is clearly increasing by the end of the
test. Therefore, a critical state was not reached; almost cer-
tainly due to the limited range of (axial) strain allowed by
the loading apparatus.

4.1 Data analysis and plot

We give some examples of the micromechanical analyses
of the behaviour of physical specimens that are allowed by
the application of the measuring technique presented in this
paper.

Figures 8 to 11 refer to the incremental deformation that
occurred between times f¢ and #7, corresponding to the in-
cipient softening branch of the o,-¢, curve in Figure 7. The
incremental translation field (Fig. 8) clearly demonstrates
the deformation mechanisms, whereas the incremental ro-
tational field (Fig. 9) already suggests the localization pat-
terns. To access continuum strain measures at the mesoscale
we adopt now a different point of view and look at the spec-
imen as a window on a continuum (i.e. not anymore as a
REY, cf. Fig. 7). We feel free to fit its discrete incremental
translation field Ax with a continuum field Ax. The latter
is computed based on a Delaunay triangulation connecting
the cylinder centres. The continuum field Ax equates, at the
vertices of each triangle, the incremental translation of the
cylinder centres and it varies linearly inside the triangle. In
the generic triangle k, A’x can be written as

Ax = A*x+ B, “
where A% and B* are respectively the matrix and the vector
that solve the system of three vector equations

A" LB = A"x, 5)

obtained for the index m spanning only the cylinders se-
lected by the triangle k. Figure 10 is a plot of the deviatoric
strain intensity Ag; — A€y (Ag > Agyp), where Agr and Agyy
are the principal values of the infinitesimal strain tensor A€
associated with the continuum field fitting the incremental
translations of the cylinders:
A&t:%[gradAx—F(gradAx)T] . (6)
This plot (Fig. 10) confirms the localization patterns sug-
gested by the (discrete) incremental-rotation field in Fig-
ure 9: multiple shear bands appear, as already observed with
rigid boundaries [21,22], which is the case for the 1y2¢ ap-
paratus. The comparison between Figure 9 and Figure 10
provides experimental evidence for the numerical analysis
of Iwashita & Oda [24] who measure high gradients of par-
ticle rotations at shear band boundaries. This observation is
linked to the discussion addressed in the introduction as to
the role of grain rotation in the formation of mesoscale struc-
tures inside shear bands. To investigate further the relevance
of particle rotations and their meaning from a continuum
viewpoint, it is useful to compare them with the local rate
of (incremental) “rigid rotation”, i.e. with a continuum field
A@. This is computed as the curl of the continuum field fit-
ting the incremental translations of the cylinders:

Ap=curlAx . (7

A “rigid rotation” A@(x) can be interpreted as the rotation
of a cluster of cylinders located in the neighborhood of the
position x, regardless of the individual rotational degrees of
freedom of the cylinders. As to the deformation between
times f¢ and #7, the results are plotted in Figure 11. It is inter-
esting to compare these results with those in Figure 9, which
conversely represents the incremental rotations of individ-
ual cylinders in the same time interval. Although in both
plots shear bands are emphasized, there is no quantitative
agreement between them, nor can one claim for a qualita-
tive correspondence considering the direction of rotation (cf.
[13,25]). This suggests a systematic and extensive investiga-
tion of both kinds of rotation fields in physical specimens, as
allowed by this technique. Such studies will provide infor-
mation relevant to the introduction of additional rotational
degrees of freedom in continuum theories, i.e. for the use of
polar continua in the modelling of localization of deforma-
tion in granular materials [5].

As to the evolution of the strain, we point out that soon
after the start of the test (i.e., from increment #;-t,) the de-
formation was not homogeneous, due to the discrete nature
of the medium (see the incremental deviatoric-strain field in
Fig. 12a). Since the increment #3-#4 (Fig. 12b), the incremen-
tal deviatoric-strain field appears to be organised in a net-
work of bands; notice that 73-#4 is the time interval at which
the specimen begins to dilate. This network is not persis-
tent, but is gradually evolving until the end of the test (see
Fig. 10 and Fig. 12c). It is worth mentioning that Kuhn [23]
observes similar (non-persistent) deformation structures ap-
pearing at very small axial strains (between 0.02% and 0.60%)
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Fig. 9 Incremental rotation field A6 between times f¢ and #;

in a DEM simulation of a two-dimensional biaxial compres-
sion test (with 4008 disks).

It is worth mentioning that the Eulerian description adopt-
ed so far herein, i.e. in terms of incremental displacements
and rotations referred to the current configuration, is not
the only one allowed by this technique. The development of
mesoscale structures in shear bands (e.g. buckling columns,
bearing pairs, vortexes) require, in particular, an Lagrangian
approach to be adopted in terms of the tracking of the motion
of individual cylinders. How the technique can be employed
to this end is shown by the simple example in Figure 13, in
which we track the bearing mechanism by which two cylin-
ders (filled—in in grey in Fig. 14) participate in the defor-
mation process inside one of the shear bands (cf. Fig. 9 and
10). Analogous plots can be produced to observe the sliding
mechanism by which a complementary population of pairs
of cylinders contribute to the same deformation process.

This technique can also provide insight into the fabric of
the material®. A first example is given in Figure 15, in which
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Fig. 11 Incremental rotation field A ¢ between times f¢ and t;

we represent the distributions of the contact orientations at
several times during the test: before the isotropic compres-
sion, i.e. immediately after the specimen preparation; at the
end of the isotropic compression (time #;, cf. Fig. 7); at the
peak of the o, — €, curve (f5); at the end of the test (t16). De-
spite the care in making the specimen as isotropic as possible
during its preparation, Figure 15a (left) shows that, already
before the test had started, slightly more contacts were ori-
ented with an angle about 45 °, than along the other direc-
tions. Comparing the right and left plots in Figure 15a we
observe that the isotropic compression did not affect sub-
stantially the fabric. A decrease in the proportion of contacts
around the horizontal direction (i.e. the extension direction)
is observed near the peak of the o, — &, curve (Fig. 15b, left)
and this tendency continues until the end of the test, leading
to a marked anisotropy as shown in the right plot in Fig-
ure 15b (cf. Kruyt & Rothenburg [27]).

3 It is worth mentioning in this context Majmudar & Behringer [26]
who introduce an alternative method to detect the fabric of a 2D ana-
logue material. They present an (automated) evolution of the technique

first used by Drescher & De-Josselin-de-Jong [12] to measure force
networks in granular materials by means of photoelastic disks, where
both normal and tangential forces are measured.
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Fig. 14 Configuration of the specimen at time #6. Filled—in cylinders or cylinders with thick contour are chosen in correspondence of the shear
bands (cf. Fig. 9, 10 and 11) and refer to the analyses in Figures 13 and 16, respectively

In obtaining information on the fabric of the specimen,
the main practical difficulty to overcome is in determining
the pairs of cylinders in contact; then the contact orienta-
tions are easily computed as the orientations of the relevant
branch segments (from —90° to +90° with respect to the
X axis). A contact is detected between two cylinders if the
distance between the respective centres does not exceed the
sum of their radii up to a tolerance e. A value of tolerance of
5 pixels (0.11 mm)* was chosen according to the criterion
commented further on in Section 4.2. In these conditions
the values of the coordination number (z = 4.35 at #; and
7 =3.90 at t,6) are close to the ones obtained using DEM
simulation [25,27]. Notice that the evolution of the coordi-
nation number can be followed also in specific regions of the
specimen. The plot in Figure 16 gives the coordination num-
ber during the biaxial compression, for the whole specimen
and for one of the shear bands, i.e. the set of cylinders high-
lighted with thick contour in Figure 14. The localization of
the deformation is expressed by the fabric through a persis-
tent, local reduction of the coordination number inside the
shear band.

4 1 pixel in the image corresponds to 0.216 mm.

4.2 Measurements and accuracy

An analysis of the precision of the technique is one the main
points under discussion. The issues one is concerned with
are in particular: (i) an estimate of the error in measuring
the representative position of each cylinder; (ii) an estimate
of the error in measuring the orientation of each cylinder;
(iii) a proper value of tolerance e for the distance between
the surfaces of two cylinders in recognising the existence of
a contact between the two. We start discussing the issues (i)
and (iii) that, in being strictly related, were dealt with jointly.

Under the assumption that the maximum error in the rep-
resentative positions of the cylinder is isotropic (the same in
any directions), simple geometrical considerations lead to
the fact that this error should be half of the maximum error
in measuring the distance between the representative posi-
tions of two cylinders in contact. Equivalently, one can take
the maximum error in the representative position to be half
of the value of the maximum interpenetration between two
cylinders in contact, the interpenetration 8, for the cylin-
ders m and n being defined as

6mn =Ry +R,— Ly, ) (8)
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Fig. 12 Incremental deviatoric—strain field Ag; — Agy; between times
t1-t (a), t3-14 (b) and #15-116 (¢)

with R, and R, the radii of the two cylinders and L,,, the
distance between the measured positions of the respective
central spots. In particular 8,,, > 0 if the images of the two
cylinders in the measured configuration are overlapping and
Omn < 0 otherwise. In judging the measurements of ,,, one
should recall that non-null values of this quantity can be in-
terpreted as errors linked to the idealisation of the specimen,
or related to the accuracy of the photogrammetric procedure
for the positions of the central spots (see Section 3.1). As
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Fig. 13 Lagrangian description of the motion: tracking of a pair of
cylinders at times f1, t3, ..., f15
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Fig. 15 Distribution of the contact orientations: before the isotropic
compression (a-left), at times #; (a-right), #5 (b-left) and 7,6 (b-right)

to the defects of the actual specimen we mention in partic-
ular: non-circular sections of the cylinders; variation of the
diameters of the cylinders due to hygrometric factors; er-
ror in the correct location of the central spots on the faces
of the cylinders. The diagram in Figure 17 represents the
frequency distribution for the values of the interpenetration
in the range 8, > —e, with e = 15 pixels. An extremely
high value of tolerance e is considered in approaching the
problem as the population of cylinders in contact has not
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Fig. 16 Evolution of the coordination number during the biaxial com-
pression phase, for the whole specimen and inside a shear band

been selected yet from the total population of pairs of cylin-
ders (i.e., all the pairs from about 1300 cylinders in each
of the 16 images). A bell-like frequency distribution is ob-
served on the right of the graph, which flattens for high,
negative values of interpenetration. The bell-like branch is
representative of the range in which the distribution of the
values of interpenetration &,,, is shaped by the presence of
actual contacts. Isolating this branch allows the detection of
the appropriate value of tolerance e for the specimen. This
value is chosen as the one giving the best-fitting, of the bell-
like branch, with a Gaussian probability distribution. We ob-
tained in particular e = 5 pixels (Fig. 17), corresponding to
an average interpenetration (5,,,) = —1.02 pixels (0.22 mm)
and a standard deviation s = 1.78 pixels (0.38 mm). Typi-
cally, for a Gaussian distribution, 99.7% of the population
is enclosed within the range (J,,,) £ 3s, which directly sug-
gests 35 = 5.34 pixels (1.15mm) as a measure of error for
the interpenetration and 3s/2 = 2.67 pixels (0.58mm) as a
measure of error for the representative positions of the cylin-
ders, as commented before. A non-null value for the average
interpenetration (J,,,) is simply the manifestation of the di-
ameters of the cylinders being systematically slightly bigger
than originally measured, due probably to a variation of the
hygrometric conditions that might have causes a slight dila-
tion of the wooden cylinders.

The automated procedure for the determination of the
spot coordinates (see Sec. 3.1) gives essentially the same ac-
curacy as can be obtained by an operator who picks them
visually on a screen. On a population of 99 cylinders (33
for each diameter), the scatter between the coordinates of
the centre—spot detected via automated procedure or visu-
ally was 0 pixels for 50 cylinders, 1 pixel for 40 cylinders
and /2 pixels for 9 cylinders (i.e. when the two selections
are the elements on the diagonal of a 2 x 2 pixel matrix).
Analogously, Figure 18 shows the statistical distribution of
the scatter of the orientation angles, determined according
to the automated procedure with respect to the visual proce-
dure, for the same population of cylinders. For about 50%
of the cylinders the scatter was lower than +2/3°. As the
angles are computed in both cases from the centre— and the
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Fig. 17 Frequency distribution for the values of interpenetration J,,,,
lower than 15 pixels and fitting with a Gaussian probability distribution
for e = 5 pixels
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Fig. 18 Statistical distribution of the scatter of cylinder orientations

peripheral spot coordinates, the scatter depends on the cylin-
der diameters. A maximum value of about 6 ° was obtained
for the smaller cylinders (12 mm diameter), while for the
biggest cylinders (20 mm) the scatter did not exceed 2.5 °.

5 Conclusions

We have presented in detail the use of a new numerical pho-
togrammetry technique for measuring the microscale kine-
matics and the fabric properties of 2D analogue granular ma-
terials. In order to show the possibilities offered by this tech-
nique we have discussed the measurements obtained for an
assembly of wooden rods (with circular section), consisting
of approximately 1300 elements, subjected to a biaxial com-
pression test. The technique offers the possibility to detect
displacement and rotation of each “particle” in the analogue
material during the whole deformation process, allowing a
complete micromechanical analysis of the kinematics of the
material. It is particularly suitable for investigating the role
of particle rotation and mesoscale structures in the localiza-
tion of deformation in granular materials. The properties of
the material fabric (e.g. distribution of contact orientations,
coordination number) and their evolution can also be cap-
tured, with reference to the whole specimen or to specific
regions of interest.
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Notably, the breakthrough with respect to previous meth-
ods used to get similar measurements, is that we have devel-
oped a technique semi—automated. Thus we can effectively
investigate the kinematics and fabric of specimens in real-
istic tests, i.e. with a large number of particles and time
steps. Notice that in the applicative example given herein,
the size of the specimen in terms of number of “particles”
was bounded by the dimension of the loading device, and not
by the capability of the measuring technique. The role of the
operator is reduced to a preliminary phase of parameter set-
ting relative to the image filtering procedure. Furthermore,
the accuracy of the technique was shown to be appropriate
for the study of mesoscale kinematics and of fabric features
of granular materials that are now being extensively — and
almost exclusively — investigated by numerical simulation
techniques.

It is worth saying that the application range of this tech-
nique is as wide as the class of 2D analogue granular ma-
terials. Tests have already been performed successfully with
cylinders of different shapes than circular, with minor modi-
fications of the method, to simulate more “realistic” granular
materials. It is foreseen that this technique will provide, in
the very near future, an experimental complement and val-
idation of DEMs for investigating the microstructural kine-
matics and fabric features of granular materials.

Acknowledgements We are grateful to Jack Lanier of laboratoire 3S
(Grenoble) for improving the results presented in this work with his
important suggestions.

A Painting references

spot/ cylinder
background colour reference diameter
central spot blue Humbrol gloss n ° 14 20 mm
central spot green Revell colour n ° 61 14 mm
central spot red Humbrol glossn ° 19 12 mm

periph. spot white Revell colourn®70 _
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